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Φ(r) =
Q
r

+
Qax

a

r3
+

Qabx
axb

r5
+ ... A�0�0�D

���$ �� ���������
 Q, Qa, Qab
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Q =

∫
ρd3x, Qa =

∫
xaρd3x, Qab =

∫
(3xaxb − r2δab)ρd3x, A�0�0�D
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 ��&��$�� ��� �� $�� ��%� ���%� ��$ ��$������$ �$�
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xa → x̃a = r−2xa
 ���$ r̃2 = x̃ax̃a = r−2
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�
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Φ(r) = r̃
(Q + Qax̃

a + Qabx̃
ax̃b + ...

)
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Pa1...an = D̃anPa1...an−1

∣∣
∞ = D̃a1 ...D̃anΦ̃

∣∣
∞, A�0�0<D
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 ���

�$������� γ �� 
��


∂γ

∂ρ
=

1

4

{
ρ

f 2

[(
∂f

∂ρ

)2

−
(

∂f

∂z

)2
]
− f 2

ρ

[(
∂ω

∂ρ

)2

−
(

∂ω

∂z

)2
]}

, A�0�0=D

∂γ

∂z
=

1

2

[
ρ

f 2

∂f

∂ρ

∂f

∂z
− f 2

ρ

∂ω

∂ρ

∂ω

∂z

]
, A�0�09D
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�� ��� �  �� �,� ������%� �$�
�������0 �� 
6

��& ��$ �$�
����, E ��*����$�� �� �$�
���� ξ = 1−E
1+E ��$ �&�
�� �
� ���� ������,����

������

 ���� � �4&�*�� A�0�0�D �
&���� �� ���'�

(ξξ∗ − 1)∇2ξ = 2ξ∗∇ξ · ∇ξ. A�0�0:D

)� �4������� ���&�$
 ��*� �&�
� ��
��%��� ���� �� �$�
&
 ��$� ���'�
 
�
�����,6

�$� ��
 ����� �$�
�����
 ��$ ����'%��� � '���
 ����� ��$ ��

� ���� �
�
���$�

�����������  ,��*�0 �$�� ��$ + %��$�� �&�
� ��� 
� %��$�� �&
  ,�� ξ
 ���� 
� ���

��  
� 
�����$�� �� ��
 ��
���� '���
 � �%
 ξ′ = eiaξ �
 �&�
� �
� 
$��  ,��0 ���6

�

 
$�� ��$ + %��$�� �&�
� ��� 
� ����$�� ��� ���
����
����� ξ = −eia coth Ψ
 ����

� �%
 �$������� Ψ �
 ��
������& ��� �4&�*�� *������
 ∇2Ψ = 0
 ��� ���&
� ��  ,����

�����,� �
 �
�
���$
���,� *� ��
�����& �$��$
���& �*� ��*����  ,��*� ��$ �&�
�

�
 ������
�,��
�
 ��$ �� ���� ��$ *������ �
� ��� �&�
� �  �� 
�� �
 ��*��� �� ,6

�� 
 ��$ � ������
��������,0 )�  ,���� ��$ ����,���$� �� 
$��� ��� ����� ��
� �

'��� �&�
� a = 0 �&�
� �� ��
���%�  ,���� ��$ #��� K:@L
 ��� ��  ,���� ��$ ����,���$�

��
� � '��� �&�
� a = π/2 �&�
� ��  ,���� 	
�
�%���$ K=�L0 ��� ��� '���
 ���� ��$

��

� �����& �
��&� �,�� 
 �
 �
�
���$���� ��  ,�� ��$ ������-����	 �
� ���  ,��

��$ ����0


���� � ���
����
����� ��� ����	


�� ������%/�$�� ��
  &�� ���� ���&��*�� ���$ � �*�������� %��� %�
 ���&� �����
�0

8)�*� %��$�� 
�
'%��� �
� ��� ���*
 �����,�� �
 �
�
���$���$�� 
�� 
$�� �� ���&�

�����
� �� �$�
���� ��$ ��

� A�0�0;D �
� �
 ��&��$�� �� ������� ��$ ���������
��$

����$

hab = λgab + ξaξb, A�0�0@D



�=

���$ %��$�� ��&��� �� λ = −ξaξ
a0 �� 
$�� ��� ���&��*��
 �� �4������� ���&�$ �*6

�&F���
� �� �$� ������ �4�����*�
 %�
 F�$���� ��
 �
 ���&
 λ �
� ψ ��$ ��&�
��

������$�%�*��

λD2λ = (Daλ)(Daλ) − (Daψ)(Daψ), A�0�0>D

λD2ω = 2(Daλ)(Daψ), A�0�0��D

�
� ��� �4�������

R
(3)
ab = (2λ2)−1 [(Daλ)(Dbλ) + (Daψ)(Dbψ)] , A�0�0��D

���$ �� �
���*��� Da �
� � �
�$���� ��$ "���� ��&F���
� ��
 ��� ���������
�� ���� ��

��� ������� hab0 �$�%� ��� �4������� �����,�� �
 ��� ��'����$�� *� ���� �� �$�
����

��$ ��

� E ����� �
� �
 ����$� �� ���'�

(E + E∗)D2E = 2(DaE)(DaE), A�0�0��D

R
(3)
ab =

2

(E + E∗)2
(D(aE)(D b)E∗), A�0�0�;D

���$ � �
�%����� ���$� ��&���� �� ���� ��� �$��������&���0 �$�%� �� �4�������

����F�$� �� , �� ��� 
��&������� �4������� ��$ �&�
�� ���� ������,���� ������
 �
�

������ �� ��� �4&�*�� A�0�0�D0 ���� ��
��
�������
 ��*� ��� �&�
� &����
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"���� �&�� 
�
���& 
� � �� �$������ � �� ��*��� ��
 ��� �$������� γ �
� �� �
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� ��$ ����$ hab ��$ ��%��� �
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 ��
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���� E �
� ��
 ������� hab
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����

Ẽ =
E

1 + iaE ,

�� �$��$
��� �� ��� ������� h̃ab = hab �&�
� �
� 
$��  ,�� �*� �4�����*� ���&�$0
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� � ���
����
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$��� ��� ����� �����& �
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�� � ���
����
������ ��
 �
 ����� ��
 �  �  ,��0 "� ���+ ��
 �&�
�

��� �� 
$��� ��� ����� ��� �����& �
 4�',��� �
��&� 
�� ��� 
����� �����
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����� �� ���+ ��
 ��� ��& $��� ��� �4&�*��� ��$ ��

�
 �� 
�� ��� �4&�*�� A�0�0�D


���� $�� ������ �*� � �� ��*���*�

E =
1

π

∫ 1

−1

μ(σ)e(ξ)dσ√
1 − σ2

, A�0�0�<D

−ωf =
2

π
Im

[∫ 1

−1

ξμ(σ)√
1 − σ2

]
, A�0�0�=D

���$ %��$�� ��&��� ��� �
������� ξ = z + iσρ
 �� �� σ �
 �
&���� ���%� ��� �������


[−1, 1]
 ��� �� e(ξ) �&�
� �� �$�
���� ��$ ��

� ���� �4��
 �
� � �$������� μ(σ)

�&�
� ��
 �$������� ��$ ��%��� �
 ��������&��$��0 ��� �� ���'� ��$ �$�
����, ��$

��

� ���� �4��
 �$�����&
� �
� 
�� �� �$������� μ(σ) �
������
� ��  ,����
 ���$

� �$������� μ(σ) ��%��� �
 ��
������& ��$� ����������,�

∫ 1

−1

− μ(σ) (e(ξ) + ẽ(η))

(σ − τ)
√

1 − σ2
dσ = 0,

∫ 1

−1

μ(σ)dσ√
1 − σ2

= π. A�0�0�9D

��
 �
�
���* %��$�� ��&��� 
���
 ��� �������
 η = z + iτρ
 ���$ � �
�������� τ

�
&���� �
� 
$�� ���%� ��� �������
 [−1, 1]
 ��� ��&F�$�� ��� ���4� ẽ(η) = (e(η∗))∗

�� ��� 
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 �
� ��� ���&�


�� �$��& �
��&� ��
 ��� ������������ ��� �$�������� μ(σ) 
�� ��� ���&
 ���� $��6

 ��&F���
� �� E �
� �� �$�
������� ��� ��������0 2 ��%��
�� 
$��, ��$ 
 �������$

�����& ���� '���
 ���� ��$ ��
 � �� ��� ��&F�$��� ��$ �
 �
��$�����$�� �
�
���*0

Q� ������ 
 ������� ��
 ��� �
�
�*�� �*�  ,��*� 4������� �� ��� ��� ��� ��$

�$�
����, ��$ ��

� ���� �4��
 �$�����&
� ���� ���'� ����� �$�
�����*�
 �� 
��

*�  ��� �����*� �� $*�,�*�

E(ρ = 0, z) = e(z) =
P (z)

R(z)
, A�0�0�:D

���$ �
 P (z), R(z) �&�
� �� $��$�
 ��$ z ��4�*� n �� �$��� ���%� ��$ �&�
� ������

���
����&0 "� �$�
���� 
�� 
$�� ��� 
����� ���'�
 �����& �
 ��'�
���& ��� ���'�

e(z) = 1 +
n∑

k=1

ek

z − βk

,

���$ �
 βk �&�
� �� �&F�� ��$ �� $*�,��$ R(z) �
� ek �&�
� ���
����& �$��� ���%� ��$

%��$� ��� ���& %��� ���� � �� �$�
&
 ���'� ��$ e(z) �
 �&�
� ����,�
�� �� ��� 
�����0

��� �$�%���
 ��������&F�$�� ��� 2n �&F�� ��$ �
�
����������, �� $*�,��$

e(z) + e(z)∗ = 0, A�0�0�@D

��� ���&�� +
'�&F�$�� ξk �
� F����� � �$������� μ(σ) �
 %��� �� ���'�

μ(σ) = A0 +
2n∑

k=1

Ak

ξ − ξk

, A�0�0�>D

���$ �$�&F�$�� ��� ξ = z + iσρ0 �� 
����
�
�����$�� ��� �� �$�
&
 �4&�*�� �
� ���

�4&�*�� ��
 �� �$�
���� e(z) ��
 � �� ����
�
 A�0�0�9D
 �� ��� �
 ����$�� 
�� ��

����� � �� ��*�
 %�
 �� $��$�� ��4�� 2n *� ���� ��� �
������� η
 ��$ ���&�$ ��

�$��� ���%� 
������
� �� 
� � � �� ����
�

 �
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Ak
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E(ρ, z) =
E+

E−
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f(ρ, z) =
E+E∗

− + E∗
+E−

2E−E∗−
, A�0�0�>D

e2γ(ρ,z) =
E+E∗

− + E∗
+E−

2K0K∗
0

∏2n
k=1 Rk
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ω(ρ, z) =
2Im

[
E−H∗ − E∗

−G
]

E+E∗− + E∗
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M0 = M, M2 = −(a2 − k)M,
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J1 = aM, J3 = − [
a3 − (2a − b)k

]
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 d2 κ2
+ κ2

− ξ+ ξ− R+ R− r+ r−
Ia > 0 > 0 > 0 	 	 	 	 	 	
Ib∗ > 0 > 0 = 0 	 	 	 	 	 	

= ξ+ = R+ = R−
IIa > 0 > 0 < 0 C C C C C C

= (ξ+)∗ = (R+)∗ = (R−)∗

IIb∗ > 0 = 0 < 0 
 
 C C C C
= (ξ+)∗ = (R+)∗ = R− = R+

IIc > 0 < 0 < 0 
 
 C C C C
= (R+)∗ = (r+)∗

III < 0 C C 	 
 	 	 C C
= (κ2

+)∗ = (r+)∗

IV a∗ = 0 > 0 = κ2
+ 	 = 0 	 	 	 	

= κ+ = r+

IV b∗ = 0 = 0 = 0 = 0 = 0 ) ) )
IV c∗ = 0 < 0 = κ2

+ 
 = 0 C C 	 	
= κ+ = r+
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���* �
� ��$ ����������6
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� �������, 
 K�L
 9���� �� ��� K;L �
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� &���
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�
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 � �� ��� ���&���� 
�� ��
 �� ��� ���%� �*� �
�
�%��*� ��� �

���� �
�����&
 %� ���$ κ2
− = 0 � ���� �
�����&
 %%� ���$ κ2

+ = 00 	���������
 ��
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8) �� �� �
�
���*  ,���� �����,� �
 �
�
��
��,� *� ����&
 ���� ���������
��

���� �*� 
����%�*� �
�
�%��*� ( a
M

, b
M

, k
M2 )
 ��$ 
�
'%�
�� �
� �
�
���*
 ���$

�$��
����� %��$�� 
����� ��� �� � ��� ��F
� �� � &�
�
0 )� �
�������� 
$��, ��$

����$ ����&F���
� �� �
 �� ,�� 
 ��$ �*�������$ �%�* �*� ��%��*� A�0�0;;D
 �����

� �4��
� �*� j = a
M

�
���&F�� ��� ��������'� ��
�  ,���
 ��� ��*� �&�
��
 � �&����

���� �4��
 k
M2 �������'�� �� ���� 
��� &��$�� 
�� ���  ,�� ����
 ���$ �� ��&����

k
M2 = 0 �&�
� � �� ��  ,���� ����0 8)�� ��� �����%� �&�
� �� ���%� ��$ k

M2 
 ����  �������

��� 
�$��%��� �&�
� ��  ,���� �� ��%�� �� ��� 
��&������ ���� �
� ��� ��� 
������%�


���� ����������� ��� 
�$��%�� �&�
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���� ����
 ������&*� �
 ����6
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�� ��� ����0 "� ��� �� k = 0 
���������&

���� ���� '
&���
� �� , �
�
�� 
�� �� �$�
���� A�0�0;�D
 ���$ ��
 k = 0 ���
��%���
�

��� ���'�

e(z) =
z − M − ia

z + M − ia
, A�0�0;@D

�� ���&� �&�
� �� �$�
���� e(z) ��$ �
����� ��� ����0 ����

 �� 
$�� ��� ���&��*��

� �
�������� b
M

��� �
&F�� �
�%�
� �� � �
� %��� � �� ��� � ��
��� ��� ���'��
a
M

= ��
�0
 ��$ �&�
� �
��  � � ���� �4��
 b
M

��$ ����%��$ k
M2 = 0
 
���������& ��

�&
 ���� ����0
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�
������� 
������&��$� ��� ���� �*� �
�
6
�%��*� (a/M 
b/M 
k/M2) ��� !���������
 
�� �,� ��
'������%� �����%� �*�&��0 2
�������
�� ���'����
 
�
�
����� ��� ���������� A�0�0;>D0 2 ��&�� ��
'��� �
����
��

������&F�� �� ��&���� k/M2 = 0
 ���$ +�&�����
� � �� ��  ,���� ����0 2 ��
���
a/M = 0 �&�
� �  ,�� ������-
����	0 )� �,� $���+� %� ��$ %��$�� ��������� ���
��&���� k/M2 = 0 �&�
� �
 ����&
 ��
'�� ��� ���'����
� A�0�0;>D �� �� ��&���� ���
����0 )� $���+� %� 
$�%� 
���������,� �� |a| > M 0

����������
 ��
 �
 ����$�� ��
 �����
 ��
 ��� ���� �*� �
�
�%��*�
 �
 ������6

��$�� ��� ���'����
 ��$ 
���������& ���� ��'$ ���%���  ,���� κ2
− = 0 A%�D �
� κ2

+ = 0

A%%�D
 �� ���&�� 
���������,� �� ��
'������%� ������%� ���� &��
 ���'����
 � ���&


�&���
� 
�� ��� �4&�*��

k =
(1 − a2 + b2)

2

4 [(a − b)2 − 1]
A�0�0;>D

"� ����
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� ��� ����
 �0�0

� �&��$�� ��� �
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���* �&��$�� ��� � ����� ��'������ �%�* ��� ���&*� �����,�� �
 ���/�$�� ���

������%� �$�
�������0 )� ��&F�$��� ��$ ��'
�&F���
� ���$� ������,� �*� ��������

�$�
�����*�
 �����,� �
 
����
�
��
��,� 
�� ��� �
�
���* ��'������ 4�������
�


�� ��� E± = A ∓ B
 ���$ �� �$�
������� A, B �&����
� 
�� ��� ��'������



�:

A = −16dk (r−r+ + R−R+) M2

− [(
4(a − b)2(ab − d − k) − 4((a − 2b)b − d)M2

)
(R−r+ + r−R+)

−4i
(
(a − b)(ab − d − k) − bM2

)
(R−r+ − r−R+) κ−

]
κ2

+

+
[(

4(a − b)2(ab + d − k) − 4((a − 2b)b + d)M2
)
(r−R− + r+R+)

−4i
(
(a − b)(ab + d − k) − bM2

)
(r−R− − r+R+) κ+

]
κ2
−, A�0�0<�D

B = 2κ−κ+M
[
i (R+ − R−) (κ+ − κ−)

(
2k(a − b) + b

(
M2 − a2 + b2 − κ−κ+

))
+i (r− − r+) (κ− + κ+)

(
2k(a − b) + b

(
M2 − a2 + b2

)
+ bκ−κ+

)
A�0�0<�D

+2d
((

M2 − a2 + b2
)
(R− − r− − r+ + R+) − κ−κ+ (r− + R− + r+ + R+)

)]
.

2 ��&F�$�
 H �����& �
 ��
'�& *� H = −L
 ���$ �� L �&���
� 
�� ��� %�'�
��


L = (L1) (r−r+ + R−R+) M2 + 4dM(L2) (r− + R− + r+ + R+)

−4dM(L3) (r− − R− + r+ − R+) + (L4+)(r− − r+ − R− + R+)

+(L4−)(r− − r+ + R− − R+) + (L5+) (r−R+ − R−r+) A�0�0<�D

+(L5−) (r−R− − R+r+) + (L6+) (R−r+ + r−R+)

+(L6−) (R−r− + r+R+) ,

L1 = −16dk(ia − ib + M − z),

L2 = i(a + iM)
[
M4 − 2

(
a2 − b2 − 2k

)
M2 + (a − b)2

(
(a + b)2 − 4k

)]
,

L3 =
(
ia3 − Ma2 − i

(
b2 + M2 + 2k

)
a + M3 + 2ibk + b2M

)
κ−κ+, A�0�0<;D

L4± = 4κ∓M
{
ibM5 + abM4 − i

(
2ba2 − ka − b

(
b2 ± d + 2k

))
M3

− (
2ba3 − ka2 − b

(
b2 ± d + 3k

)
a + k

(
2b2 ∓ d + k

))
M2

+i(a − b)
(
2k2 − (

a2 + 3ba ∓ 2d
)
k + b(a + b)

(
a2 ∓ d

))
M

+(a − b)(ab − k)
(
(a + b)

(
a2 ∓ d

)
+ (b − 3a)k

)}
, A�0�0<<D



�@

L5± = +4i
[
b(M − z)a4 +

(
b2 ∓ d − k

)
(M − z)a3

+
(
(z − M)b3 + iM2b2 +

(
2M2 ± d + 5k

)
(z − M)b ∓ idM2

)
a2

+
(
(z − M)b4 +

(
M2 ∓ d − 5k

)
(z − M)b2 − 4ikM2b

+(k ± d)
(
M2 + 4k

)
(M − z)

)
a − ib4M2 − ib2M2

(
M2 ∓ d − 2k

)
+iM2

(±dM2 + 2k(k ± d)
)

+ b3
(
M2 ± d + k

)
(M − z)

+b
(
M4 + (k ± d)M2 − 4k(k ± d)

)
(M − z)

]
κ∓, A�0�0<=D

L6± = ±4
[
b(M − z)a5 + ((k ± d)(z − M) + ibM2)a4

+
(
2(z − M)b3 + 2

(
M2 + 2k

)
(z − M)b − ikM2

)
a3

+
(−2iM2b3 + 2(5k ± d)(M − z)b2 − i

(
2M4 + 3kM2

)
b

+
(
(k ± 2d)M2 + 4k(k ± d)

)
(M − z)

)
a2

+
{
(M − z)b5 − 2

(
2k − M2

)
(M − z)b3

+7ikM2b2
(
M44kM2 − 8k(k ± d)

)
(M − z)b

+ikM2
(
M2 + 2(k ± d)

)}
a + ib5M2 − ib3

(
3kM2 − 2M4

)
+ibM2

(
M4 + 3kM2 − 2k(k ± d)

)
+ b4(k ± d)(z − M)

−M2
(±dM2 + 2k(k ± d)

)
(M − z)

+b2
(
4k(k ± d) − (3k ± 2d)M2

)
(M − z)

]
. A�0�0<9D

2 ��&F�$�
 G �����& �
 ��
'�& *� G = −E
 ���$ �� E �&���
� 
�� ��� %�'�
��


E = (E1) (r−r+ + R−R+) + (E2) (r− + R− + r+ + R+)

+(E3) (r− − R− + r+ − R+) + (E4+)(r−R+ − R−r+)

+(E4−)(r−R− − r+R+) + (E5+)(R−r+ + r−R+) A�0�0<:D

+(E5−)(r−R− + r+R+) + (E6+)(r− − r+ − R− + R+)

+(E6−)(r− − r+ + R− − R+),

E1 = 16dk(−ia + ib + M)M2,

E2 = 4dκ2
−κ2

+(ia + M − z)M, A�0�0<@D

E3 = +4d
[
2ik(a − b) +

(
b2 + M2 − a2

)
(M − z + ia)

]
κ−κ+M,



�>

E4± = −4i
[
bM4 + i

(
b2 ∓ d

)
M3 − (a + b)

(−b2 + 2ab ∓ d − k
)
M2

−i
(
2k2 + 2

(
b2 − 2ab ± d

)
k + (a − b)(a + b)

(
b2 ∓ d

))
M

+(a − b)
(
(a + b)2 − 4k

)
(ab ∓ d − k)

]
κ∓M, A�0�0<>D

E5± = ±4M
[
ibM5 − (ab ∓ d)M4 − i

(−2b3 + 2a2b − 3kb − ak
)
M3

+
(
2k2 − (

a2 + 4ba − 3b2 ∓ 2d
)
k + 2(a2 − b2)(ab ∓ d)

)
M2

+i(a − b)
(
(a − b)b(a + b)2 + 2k2 − (

a2 + 4ba − 3b2 ∓ 2d
)
k
)
M

−(a − b)2
(
(a + b)2 − 4k

)
(ab ∓ d − k)

]
, A�0�0=�D

E6± = 4κ∓M
{
ba5 − (k + ib(M − z))a4 − (

b3 +
(
2M2 ± d + 3k

)
b

−ik(M − z)) a3 +
(
i(M − z)b3 + 5kb2 + i

(±d + 2
(
M2 + k

))
(M − z)b

+k
(
M2 ± d + 3k

))
a2 +

((
M2 ± d − k

)
b3 − 3ik(M − z)b2

+
(
M4 + (3k ± d)M2 − 4k2

)
b − ik

(
M2 + 2(k ± d)

)
(M − z)

)
a

−(k ∓ d)kM2 + b2k
(−2M2 ∓ d + k

)− ib3
(
M2 ± d

)
(M − z)

+ib
(−M4 − (2k ± d)M2 + 2k(k ± d)

)
(M − z)

}
, A�0�0=�D

�
� �% �� � ��&F�$�
 K0 �����& �
 ��
'�& *� K0 = −16dκ2
−κ2

+0 )� �
�
���* ��'������
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������

∏n

k=1 eke
∗
k
 ���

���&� ��*� %��$�� 
�
'%��� �
�
���*
 �����,�� �
 
�
 �&/�$��0


���( & 
�
�����' ���� ��� ����� �� ���

2  ,�� �*� ��
 � �� ��� K<�
 <<L �&���
� 
�� �$�
���� ��$ ��

� ��$ ���� �4��


�$�����&
� %��� �� ���'�

e(z) =
(z − M − ia)(z + ib) + d − δ − ab

(z + M − ia)(z + ib) + d − δ − ab
, A�0�0=�D

δ =
−M2b2

M2 − (a − b)2
, d =

1

4

(
M2 − (a − b)2

)



;�

�
� ��*� 
�
'%�
�� ���� ������,���� ������
 �����& �
 ����,/�� *� ������ ���&��*��

��� !���������
0 �� ��&��$�� ��� ��������� �'
�������&� �$����
��%���

x =
r+ + r−

2k
, y =

r+ − r−
2k

A�0�0=;D

���$ �� k ��� ��� %��� �
�&
 ��%�� �� �� k ��� !���������
 �
� ��&F��
� *� k =
√

d + δ


��� �
��  � 
 ��&�
�� ��� r± =
√

ρ2 + (z ± k)2
 ���� � ������� �
 ����� ��� ���'�

ds2 = −f(dt − ωdφ)2 + k2f−1

{
e2γ(x2 − y2)

(
dx2

x2 − 1
+

dy2

1 − y2

)
+ (x2 − 1)(1 − y2)dφ2

}
, A�0�0=<D

�
� �� �$�
������� ��� �������� �
 �&����
� 
�� ��� ��'������

f =
E

D
, e2γ =

E

16k8(x2 − y2)4
, ω =

−(1 − y2)F

E
, A�0�0==D

���$

D =
{
4(k2x2 − δy2)2 + 2kMx

[
2k2(x2 − 1) + (2δ + ab − b2)(1 − y2)

]
+ (a − b)

[
(a − b)(d − δ) − M2b

]
(y4 − 1) − 4d2

}2

+4y2
{
2k2(x2 − 1) [kx(a − b) − Mb] − 2Mbδ(1 − y)

+
[
(a − b)(d − δ) − M2b

]
(2kx + M)(1 − y2)

}2
, A�0�0=9D

E =
{

4
[
k2(x2 − 1) + δ(1 − y2)

]2
+(a − b)

[
(a − b)(d − δ) − M2b

]
(1 − y2)2

}2

−16k2(x2 − 1)(1 − y2)
{
(a − b)

[
k2(x2 − y2) + 2δy2

]
+ M2by2

}2
,A�0�0=:D



;�

F = 8k2(x2 − 1)
{
(a − b)

[
k2(x2 − y2) + 2δy2

]
+ y2M2b

}
×{

kMx
[
(2kx + M)2 − 2y2(2δ + ab − b2) − a2 + b2

]
−2y2(4δd − M2b2)

}
+
{

4
[
k2(x2 − 1) + δ(1 − y2)

]2
+(a − b)

[
(a − b)(d − δ) − M2b

]
(1 − y2)2

}
× (

4(2kMbx + 2M2b)
[
k2(x2 − 1) + δ(1 − y2)

]
+(1 − y2)

{
(a − b)(M2b2 − 4δd)

−(4kMx + 2M2)
[
(a − b)(d − δ) − M2b

]})
. A�0�0=@D

)� �
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���* ��'������ ��&F�$� � ��*� �� ������� ���  ,��� �*� ��
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 ��� �
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� �%�
�� �� k ��� !���������
 �
 �&�
� &�� ��

k = −1

4

(
M2 − (a − b)2

)− M2b2

M2 − (a − b)2
+ ab. A�0�0=>D

�$�� � ��� ��� ��
 �� k ��  &�� � ��+�

 �����,�� �
 ��,�� ��� �
� �����& ����

��%�� A�0�0;>D �
� ��
 � ��
 � �� ��� �
 ,���� ��$� ��'$ ���%��$� �,��$�  ,��*� ��

κ2
− = 0 A%�D �
� κ2

+ = 0 A%%�D �
� 
���� �& ���  ,���� ��� !���������
 ��$ +�&�����
�

���* ���� ���'����
 ��$ ����$ �*� �
�
�%��*� ( a
M

, b
M

, k
M2 ) ��$ �&�
�� ��� ����
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 �����& �
 �
�
 �4�� �
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 � �� ��� 
� �%��� ���
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�������

k = −d′ + δ + ab + ε, A�0�09�D

���$ �� d′ �� ���$�� ���
 �� d ��� ��
 � �� ��� ��
 �
 ��� �� �����%/�$�� ��

�� d ��� !���������

 ��� � �������
 ε �&�
� 
� � ��
 ��
�
�
�� ��$ ������$�� ��


�
 
��',��$�� ��� ��'$ ����
 �
� ���� $�� ��&��� � �� ��� ������%� ��������� �%���

������ ��4�� *� ���� ε �
� ����� �� ���� �*� �$�
�����*� ��$ �
 $�� ��&��� ��
� ��

ε → 00 �$�� � ��
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M0 = M, M2 = −M(a2 − ab + d − δ),

J1 = aM,

J3 = −M
(
a3 − 2ba2 +

(
b2 + 2d − 2δ

)
a + b(δ − d)
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]
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+

J2

r4
+

[
−B̃2

0

5
+

B̃2
2

15
− 12J2

5

]
M

r5
+ . . .
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+ . . .
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+ . . .
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�����*� ����
 �
� �4%'�
�
� ��� F���,����� ������%� �$�
�������

�� � �� ��*���� ���'�0 ������ 4��&���
� �� �� ������&� ����$�

ds2 =−e2νdt2 + r2 sin2 θe2β(dφ − ωdt)2 + e2α(dr2 + r2dθ2).

�
� �4%'�
�
� ��� �4������� ���&�$ ��
 ��� �$�
������� ν, β �
� ω ���� ���'�

Δ
[
ρeγ/2

]
= Sρ(r, μ), A�0�0��D

(
Δ +

1

r

∂

∂r
− 1

r2
μ

∂

∂μ

)
γeγ/2 = Sγ(r, μ), A�0�0�;D

(
Δ +

2

r

∂

∂r
− 2

r2
μ

∂

∂μ

)
ωeγ/2−ρ = Sω(r, μ), A�0�0�<D

���$

Δ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r2
cot θ

∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
, A�0�0�=D
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γ = β + ν, A�0�0�9D

ρ = ν − β, A�0�0�:D

��� �� �$�
������� Sρ, Sγ �
� Sω �&�
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�4�������
 �� ������%� �$�
������� ��'��F���
� �� � �� ��*���� ���'� *�1

ρ = −
∞∑

n=0

e−γ/2

∫ ∞

0

dr′
∫ 1

0

dμ′r′2f 2
2n(r, r′)P2n(μ)P2n(μ′)Sρ(r

′, μ′), A�0�0�@D

r sin θγ = − 2

π

∞∑
n=1

e−γ/2

∫ ∞

0

dr′
∫ 1

0

dμ′ r′2
f 1

2n−1(r, r
′)

2n − 1
sin [(2n − 1)θ]

× sin [(2n − 1)θ′] Sγ(r
′, μ′), A�0�0�>D

r sin θω = −
∞∑

n=1

eρ−γ/2

∫ ∞

0

dr′
∫ 1

0

dμ′ r′3 sin θ′
f 2

2n−1(r, r
′)

2n(2n − 1)

× P 1
2n−1(μ)P 1

2n−1(μ
′)Sω(r′, μ′),A�0�0��D

���$ �
� �� � Pn �&�
� �
 �� $��$�
 *���
	��
 Pm
n �&�
� �
 �$�������%�
 �� $��$�
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	�� �
�

f 1
n(r, r′) =

{
(r′/r)n, r′/r ≤ 1,

(r/r′)n, r′/r > 1,
A�0�0��D

f 2
n(r, r′) =

{
(1/r)(r′/r)n, r′/r ≤ 1,

(1/r′)(r/r′)n, r′/r > 1.
A�0�0��D
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�������
 �$��%���
� �� ��� ������%� �$�
�������

��*� ��� %��
/
� �� H3 �� ��� ��%����1

ν�� = ν��� = ν, B��e
−ν = eβ��� , ζ�� = ν + α���. A�0�0�;D
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���& �*� ν��� �
� β���

γ = ν��� + β��� , ρ = ν��� − β���, A�0�0�<D

�
��� �
� �� ω �����,� �
 ��'�
���,� *� �$�
������%� ��$ 1/r
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�
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�
 ��&
 �� ��� �$�
������� ���� �4������� A�0�0>
 �0�0��
 �0�0��D1

ρ =
∞∑

n=0

(−2
M2n

r2n+1
+ 
������� ��4���)P2n(μ), A�0�0�=D

ω =
∞∑

n=1

(− 2

2n − 1

S2n−1

r2n+1
+ 
������� ��4���)

P 1
2n−1(μ)

sin θ
, A�0�0�9D

γ =
∞∑

n=1

(
D2n−1

r2n
+ 
������� ��4���)

sin(2n − 1)θ

sin θ
. A�0�0�:D
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�
 = ������
 MGH
2n �
� SGH

2n−1
 �
 ��%��� �
 ��'
�&F���
� ����� '���

���� �
�
���* 
�$���*���%� ��'������ ���$� ���$� ��4�� 1/r2n+10 �� �
� �*��� �

������,���� ����
��
 �����,�� �,�� 
 �
 �
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� �
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��
��%6

�
 ������� ��� �$��%�
��
 ��� �
 �� ,�� 
 �*� ,�

�
 = ������ �&����
� 
�� ���

��'������

MGH
2 = M2 = −ν̃2, SGH

3 = S3 =
3

2
ω̃2, A�0�0�@D

���$ �� �� �$�
&�� �������� ����,���$� 
�� ��� 
��$��&
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��*� 
�����
 ���� �
�
���* ��'������ �
� ��� ��'������ �*� H30
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 ������� ��
 ��� � �� ��*��� �*� �4�����*� ���&�$ ��$ �����
�
� �� ��2
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��*� 
$�� �&�
� ������& 
�� ��$� ,�

�
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 �$��%��� �
6

��&� �
 ������������ �� ,�� 
 �� ��$� �$��� ���%� �*� 
�
��$����*� ���� ��'������
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 �0�0��D
 �����& �
 ���/�� ��
 ��� �$�������%��� �$�
������� ��� 
��&����6

��� ��'������ �� 
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� �
 �$���&��� ���
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����� $�� ��&F�$�� ��� �����
�� �$� ���

�$������
 Ω ���� $���%�
��� ���� �*������� *� �$������� �*� �������� �$�
���6

��*� �*� H30 2 �����
�� �$� ��� �$������
 ��&F��
� *�

Ω =
dφ

dt
=

−gtφ,r +
√

(gtφ,r)2 − gtt,rgφφ,r

gφφ,r

. A�0;0�D

�� ��� %�'�
�� ��
 �� Ω ��� ���/�$�� *� 
����$��
 ��� �
�
�%���$ x = (M/r)1/2 �
�

���� 
������%/�$�� �� �����
 �����,�� �
 ��'����$�� ��� �
������� x *� 
����$��


��� �%
� �
�
�%���$ v = (MΩ)1/3 �
� �� 
����$��
 
$�� �
 %��� ���� �� ���'�1

x = υ +
υ3

2
+

jυ4

3
+

1

24
(13 + 4b − 6q)υ5 +

jυ6

2
+

(97 + 28b + 56j2 − 144q)υ7

144

+
(373j + 292bj − 330jq − 270w2)υ

8

360
+ O(υ9), A�0;0�D

���$ %��$�� ��&��� ��� ��������� j = J
M2 , q = ν2

M3 , w2 = ω2

M4 , b = B0

M2 .
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 $�� ��&��� �
��&� ��� ��%����
 
�� �����
 ��F
� ��


�� $�����

 Ẽ
 � ���&
 ��&F��
� *�

Ẽ =
−gtt − gtφΩ√−gtt − 2gtφΩ − gφφΩ2

, A�0;0;D
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�
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x 
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�
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 ��� v0 "% ��
 �

���
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� 
��  ��
������� ���
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� ��
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ΔẼ = − dẼ

d log Ω
= −υ

3

dẼ

dυ
A�0;0<D

��$ ���� 
�� ��� 
����
����
�� �*� ������,���*� 
�
��$����*� �
&���� �� ���'�

ΔẼ =
υ2

3
− υ4

2
+

20jυ5

9
− (89 + 32b + 24q)

24
υ6 +

28jυ7

3

−5 (1439 + 896b − 256j2 + 672q) υ8

432

+
((421 + 64b − 60q)j − 90w2) υ9

10
+ O(υ10)., A�0;0=D

�� �$���&��$�� ��$� �$��� ���%� ��$ �
�
���* 
�
��,��
��� �� ��$� 
��&����6

��$� �$��� ���%� ���� %�'�
�� ��$ �&��� � "��
 ���� �40 A�:D ��� ���
�&
� K9�L


�
&���$�� 
��$��&
� ��� �*��%� ��'������ 
�����
 ��
 ������������ �� ,�� 
 ��$

�*�������$ �
� ��$� �$��� ���%� �*� 
�
��$����*� �*� H3 �
� ��20 �$�������%�



�� ��$� ���$� ��4�� v6 �
� v9 %��$�� ��
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��� ����'����� ��� ��'������1

MGH
2 = −ν̃2 − 4

3
(
1

4
+ b)M3 = M2 − 4

3

(
1

4
+ b

)
M3, A�0;09D

SGH
3 =

3

2
ω̃2 − 12

5
(
1

4
+ b)jM4 = S3 − 12

5

(
1

4
+ b

)
jM4, A�0;0:D
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ds2 = −e2νdt2 + e2ψ (dφ − ωdt)2 + e2μ
(
dr2 + r2dθ2

)
, A;0�0�D
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�$������� B ��$ ��&F��
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eψ = Be−νr sin θ A;0�0�D

����� �
� �� ������&� ����$� �
&���� �� ���'�


ds2 = −e2νdt2 + B2e−2νr2 sin2 θ (dφ − ωdt)2 + e2μ
(
dr2 + r2dθ2

)
. A;0�0;D
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�����  ,�� �*� �4�����*� ���&�$ ��$ �P������ ��$ �����$���&�
� 
�� �����
 �
�
����

, �� ��$ ��
������& 
$�%� ��� �$�����&��0

���&�����

 ���� �$����
��%��� #���6	
�
�%���$
 ��$ �&�
� �
��  � �� ��
 �


�������'�$�  ,���� ��$ ����,
 �� ������&� ����$� %��� �� ���'�


ds2 = −f (dt − wdφ)2 + f−1
[
e2γ

(
dρ2 + dz2

)
+ ρ2dφ2

]
, A;0�0<D

���$ �� 
$�� ��� ���&��*�� �� �$�
������� f, w �
� γ �&�
� �$�
������� �*� �$���6

�
��%�*� ρ, z0
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 �
 ���
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�&��$�� ��� ���6���������%� �$����
��%��� �� #���6	
�
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��&F�$�� 
����� ��� �$ ������%� �$����
��%���

� ≡ r sin θ, ζ ≡ r cos θ. A;0�0=D

"���
 �� �4������� ���&�$ ��$ �P������ ��� ���� ARt
t + Rφ

φ = 0D �$��������
� A+ %��

K::LD ���
∂2(�B)

∂�2
+

∂2(�B)

∂ζ2
= 0. A;0�09D
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ρ ≡ �B = e(ν+ψ) A;0�0:D

� ���&
 �
 ��
������& ��� �������
�� �4&�*�� *������ ��� ���� Ar − θD0 �'�, � ρ
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 �����& �
��&� �
 ��&��� ��� 
������� �$F$�� ���

z = z(�, ζ), A;0�0@D
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∂z

∂�
= −∂ρ

∂ζ
= −�

∂B

∂ζ
, A;0�0>D

∂z

∂ζ
=

∂ρ

∂�
= B + �

∂B

∂�
. A;0�0��D
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��%�
 �
� ��� �$�������%�
 �� ������ ����&� ��$

���������, ����%��$ ��$ +�&����
� %4* 
�� �� �����0 2 � �� ��*�� �*� �4�����*�

A;0�0>D �����& �
 �
� ����� ��� ���%� ��� z−�$����
��%��� �� ����������� ����&� ��$

� %��
��� ��$ 
���������& ��� �4*������ ��$ �����$0 8)�*� %��$�� ���
�
'%���
 ���

�4������� A;0�0>D ��*� ��� �����,�� �
 ��� �������������$�� ��
 �%�
 ���� , �0

����� 
�� ��� ���
����
����� �*� �$����
��%�*� 
�� ��� (r, θ) ���� (ρ, z)
 ��
 �


'%��$�� ��� 
��������� ������� ���� ���'� A;0�0<D
 �
 ��%��� �
 $�� ��&��$�� ��� �%��

������%� �$�
������� (f, w, γ) 
�� ��� ������,����� (ν, ω, μ,B)
 ��� ���&�� ��*�&F�$��

�
� 
$�%� �� ���� ����&� ��$ � %��
���0 ���$��&
� 
�� ��� ��%���� A;0�0>
 ;0�0��D

%��$�� �� ��%��

dρ2 + dz2 =

[(
∂ρ

∂�

)2

+

(
∂ρ

∂ζ

)2
]

(d�2 + dζ2)

=

[(
∂ρ

∂�

)2

+

(
∂ρ

∂ζ

)2
]

(dr2 + r2dθ2). A;0�0��D
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 �$���&����
� ��� ������%� A;0�0;
 ;0�0<D �
� ��
����
� ��� (t, φ) ����%�
 %��$��

��� ��'������

f = e2ν − ω2ρ2e−2ν , A;0�0��D

w = −ωρ2e−2ν

f
, A;0�0�;D

e2γ = f

[(
∂ρ

∂�

)2

+

(
∂ρ

∂ζ

)2
]−1

e2μ. A;0�0�<D
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 �������%��$ �
 $�� ��&��� ��� z

�$����
��%�� �*� �$����
��%�*� #���6	
�
�%���$0 8)�*� %��$�� 
�
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 � ρ �$6
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 A;0�0>
 ;0�0��D �����,� ����

�4�������


∂z

∂r
= cos θB + sin θ

∂B

∂θ
, A;0;0�D

∂z

∂θ
= −r2 sin θ

(
∂B

∂r
+

B

r

)
. A;0;0�D
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���� %��
 ������ �� μ ≡ cos θ A��� �� μ ��� ��%��� �
 �� ������,�$�� �� ��� �������

�$������� ��$ %��$�� 
�
'%��� ��� ���*D �
� �� x ≡ r/(r + re)
 ���$ re �&�
� � ���6
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���
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�%���� � �� ��*��� �*� &�� � ������� = !�� ��
 � 0&�!1 K:L A
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∂z

∂x
=

re

(1 − x)2

(
μB + (μ2 − 1)

∂B

∂μ

)
, A;0;0;D

∂z

∂μ
= re

(
x2 ∂B

∂x
+ B

x

1 − x

)
. A;0;0<D
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�� �$� �
� �����*�%�� ���� ���������0 8��

 �����,�� �
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 ����&�

��� ��������� ��&���� �� θ = π/2 �
� z = 0 �� ���&� �
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���'����
 �
� �
 
�� �$����$�� %�
� �����+���� �� ��
���� x = x0 Ar = r0
∼= reD

�%��� �
 '����$�� �� ����
������ �*�&
 θ �% �$�� �%��� ��� �4��
 �$�����&
� ���$

�
 �&�
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�� ����� �*� r � �*� x ���� �
 %4* � ����

�
 �%�
 �%��� ��� ���'����
D �
� �
 $�� ��&��$�� %��� �� ���� ����&� ��$ � %��
���

���� ������� ��$ ����, ����$ ��� �$����
��%�� z0 	�%��� �
 ���������$�� ��� ���

�
�� ����� ���� �����+����, �� ��
���� x = x0
 � +% ����� � �� ��*�� ����,����


� �������������$�� ��� �4&�*�� A;0;0<D
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�� ����� ��� 
�������� ���,�$���� ��

��
���� θ � μ � +% ����� � �� ��*�� ����,���� 
�� ��� %�'�
�� A;0;0�D 
��& ��
 ���

%�'�
�� A;0;0;DR � ��
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�����
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��&+��
 �*� �,� �� �$�
&*� ��'����*� �
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��� � �� ��*�� ����,���� 
�� ��� 
������� �$�����'��� ��� � �� ��*�%
� �������
�

�
��� ���� ��� ������
 �� 
�� %��$�� ��
'��� ��� �$�����'��� ��
� �� r → ∞ ��

��%�� �� ��
� �� x → 1
 �� ��� ����� ���&��*�� �
 �$�����'%���
� ��
 �0 8���� � ����
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��� �$����
��%��� z �� ������ � ���
���� ����&� (x, μ) �
 �&���
� 
�� �� � �� ��*�


z(r, μ) = re

(
x2

0

∫ μ

0

∂B

∂x
dμ′ +

x0

1 − x0

∫ μ

0

Bdμ′
)

+

(
μ

∫ r

r0

Bdr′ + (μ2 − 1)

∫ r

r0

∂B

∂μ
dr′

)
. A;0;0=D
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B = 1 − M2

4r2
= 1 − M2

4r2
e

(
1 − x

x

)2

. A;0;09D
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 �
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�
�� ����� ��$ �4��
 Aμ = 1D
 � �$����
��%�� z �&�
�

z(r, μ = 1) = re

(
1

4

∂B

∂x

∣∣∣∣
x0=1/2

+ B|x0=1/2

)
+

∫ r

re

B(r′)dr′. A;0;0:D
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z(r, μ = 1) = r
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1 +

M2

4r2

)
. A;0;0@D
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��� ������%� �
� ���� $�� ������� �*� �������� �$�
�����*� ��� &��� �,����
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���� ����&� �
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�� 
$�� �� ��
���
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 �
 %��$��

�,� �
�������� ��
'�����&���� �*� �������� ��$ �
 ��'
�&F���
� ��� �,������0 )
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� �
������
� ����,���� 
�� �� ���� �
 � � �
�� �����& �
 %��$�� 
��������&���

��� �$����
��%��� ���
4, ��$� ��� ���� ����&� �
� � ��,����� �
������
� 
'��� ��

���� ��
��
���� ����� �&�
� �� ������%�0 ��
 �
 �&���  ����� ��
 �,������ 
�����
 ��

�,� ������%� ��$ �
 %��� ����

 �
 ��%��� � ������ �
������
� �
 ��� $�������& ��$

��,����$0
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��������� � �� ��*�� ��$ ���
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$��, ��$
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��� �
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$�� �
 %��� 
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8���* ��� %��$�� ��� ������%� ��$ �% �$�� �
 �$���&��$��
 ��� 
��������� g
(N)
αβ (r, θ)

�
� ��� 
�
 $���� g
(A)
αβ (ρ, z)0 ��� %��$�� �
 �$���&��$�� ��� �,� ������%� �
�� �����

��$ �4��
 �$�����&
� ���$ �
 %��� �$��*��$��& ����������� 
��������� �'� �
 �
��

��� � �� ��*�� ��$ ���
����
�����, �*� �$����
��%�*� A;0;0=D �
�� �� �����+����

���,�$���0
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� ��*�&6

F�$�� ��� ���
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�
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���+�� ���� ��$ z Az(0)D �
� ��� ���� ��$ z ��$ $�� ��&F�$�� �� ��� 
��������� �6
 �� ��*�� Az(N)D �� �$�������%�
 ����&
 ��$ � %��
��� A��
������%�� ��
���D0 "�
����% � ��$ ��������������� ��
 ��� ���&���� ��� �'� �
 ��� �������� �&�
� � gtt

�$������
 ��� �������� ������-
����	 �
� *� ����$�� ��
 �� � %��
 ��*���
�� ���
��� ������
 ��������'����� 
��%�
 ������&*� ��$ �
��$���F��
� ���� �&�
�
 ; ����
���
�&
 K�L �� ��F
 M = 1.864M� �
� ��������� 
��&�
 re = 10.755  �0 2 �������
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'��� ��� 
���+�,� �������� g
(0)
tt �� 
$��� ��$ ����,���� 
�� ��� $�� �����%�� �%�*

�*� �$����
��%�*� ��$ %��$� ����,/�� 
�� ��� 
��������� � �� ��*�� g
(N)
tt 
�����6

�&F��
� �� ��� �$�������� �
��, �0 )� ������%� ��
'��%� �
� ���� �$� �
��, �� ���
4�������� ��� ���� ∼ 10−60 2 �
�
���$'� ��
��� ��&���� �� �%�� ��� �4��
 ���
���'����
� ��$ �����$ ��$ ��������������� *� ����$�� ��
 �� � %��
0

����$�� ��$� $�� ������,�
 ������������
�� %�
 �%����
 ��������'����� ����� ��

��F
 M = 1.864M� A�
� +
�$����� ��F
 MB = 2.105M�D ��$ ���&�$ �� � %��
 ����
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���0
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�� �� ����
 ;0� �� ������� �'� �
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�
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� +
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���
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�

�'���� �
 �'� �
�
 ��$ &�*� ������� ��
 �*��
�� �4������ ��� �������� A�4������


�� �� μ �� 
��D ��� �&�
� �� , ���� 

 ���� � 
 �������� ��$ %��$�� ��
 ��� ��6

�
����
����� �$����
��%�*� ��� �
 �
� �����$������ ���+ ��
�
 ��� �,������ �*�

��������0 "�� $������ 
$�� �
 � %�4�$�� �
�
���*0

��
 �
 ��������$�� �
 �'� �
�
 ��$ �����& �
 ������� ���� ���
����
����� �*�

�$����
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�����*� 
�� �� μ
 4������� �� ��� �
�
6

������ ��� 
���
 �
� ��
 �
 ��� ������
 ��������'����
 ����

 ��*� �� ����% � ���

���&� 
�
'�����
�� �
�
���*
 �� ���%� �
�� ����� ���� �����+����, �*� B(x0, μ)

�
� (∂B(x0, μ)/∂x)N A���$ x0 �&�
� � �$����
��%�� ��$ �����+����, �
� �� N �� ����

��� 
��������� $�� �����%�� �
���*��D ��� �
��$���F�$� ��
�
���� �4������ 
�� ��

�*�&
 ��
������
� ������ ��
���%� ���%�0 �$�������%�
 � ���
+� � ��$ �
�
����,��

��
 �� B ��� 4������ �� 0.1% �
� 
������&�*� ��
 �� (∂B/∂x)N �� 25%0 8����
 
�

�% �$�� �
 ��������$�� �� �'� �
 
�� ��� 
��������� � �� ��*��
 ��
 ��� �%����

��$ ��
��F&�$ ��$ �����������,��
 �
 %��$�� ��
 �
 �,� ����
 � �� ����
�
 ��$

���
����
�����, A;0;0=D

(Δz)μ−����	
����� =
1

h

h3

12
f ′′(ξ) <

h2

10
× max

μ
f ′′(μ), A;0<0�D

���$ h �&�
� �� +��
 ��� � �� ��*��� ��� μ A��$ �&�
� 1/300D �
� ξ �&�
� �����


���� ��$ μ ��� �������
 [0, 1]0 "� ��*������ �'� �
 ��$ ��
��F&�$ �� %��$�� ��6

����&��� 
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� �� 1/12 �� 1/10 �
� ��� ���� f ′′(ξ) �� ��� �%����� ���� ��$

f ′′(μ)0 �$�� ��$ + %��$��  ����� �&�
� ��� �� �'� �
 
�� ��� 
��������� � �� ��*6
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�
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���������� ��������
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����
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�
�%���$ K=�L

ds2 = −f (dt − ωdφ)2 + f−1
[
e2γ

(
dρ2 + dz2

)
+ ρ2dφ2

]
, A<0�0�D

���$ �� �$�
������� f, ω, �
� γ �&�
� �$�
������� �*� �$����
��%�*�#���6	
�
�%���$

Aρ, zD0 ��
 �
 �
����� �
��&� %�
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� ���� �4��
 %��� �� ���'�

e(z) =
(z − M − ia)(z + ib) − k

(z + M − ia)(z + ib) − k
A<0�0�D

���$ � �� �� �
�������� M,a, k, b �&�
� ��
��
���%�0 ��� 
$�� ��� %�'�
�� �����& �
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M0 = M, M2 = −(a2 − k)M,

M4 =

(
a4 − (3a2 − 2ab + b2)k + k2 − 1

7
kM2

)
M

J1 = aM, J3 = − (
a3 − (2a − b)k

)
M. A<0�0;D
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 �� ,�� 
 ��� ��F
� ��$ �&�
� �������� ��4�� �
� �
 �� ,�� 
 ��������'�� ��$

�&�
� ����
� ��4�� �����&F���
�  ��* ��� �
��������� �$�����&
� ��$ $������ *� ����

�� ��������� ��&���� (z = 0)0 ��� �
 �� ,�� 
 '
&���
� ��� � �
�������� M �&�
�

� ��F

 � �
�������� a �&�
� � 
����%�� ����'���� J/M 
 �� k �&�
� � 
��� ���

��$ 
����%��$ ����
�� �$ M2/M 
�� �� 
��&������ ��� ���� �
� � �
�������� b

����&F��
� �� ��
����� ����� �� �� ������ � ��� ��������'�� J30 �
��� �� k 
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�� ��� &��
 ��F
 �
� �
������� ��������'��0
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�
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�� �
� ��� �� ��'� 
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 �  ,�� �*� ��
 � �� ��� K<�
 <<L
 ��$ %���

�������������& ��� �
�� ��� ��
 �
 �������&��� �� �4*������ �*� 
��%�*� ������&*�
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 $�����&��*�� ��� !���������
 ��$ �&���
� 
�� �� �$�
���� ��$ ��

� ����

�4��


e(z) =
(z − M − ia)(z + ib) + d − δ − ab

(z + M − ia)(z + ib) + d − δ − ab
, A<0�0<D

δ =
−M2b2

M2 − (a − b)2
, d =

1

4

(
M2 − (a − b)2

)

���$ �$��
����� %��$�� ���+� �� ���� �
�
�%���$� ��� !���������
 ��� ����������

k = −1

4

(
M2 − (a − b)2

)− M2b2

M2 − (a − b)2
+ ab. A<0�0=D

�$��� � ����������� ��&F�� ��
 �������
�� ���'����
 ���� ���� �*� �
�
�%��*� ( a
M

 b
M



k
M2 )
 ��*� %��$�� ��� ��� ����
 �0� �
� �����& �� ���
 ��
� ���� �� �������� ����6

����'�
 ��� 
',���� ������� �
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M2 = −M

4

(M2 + b2)2

M2 − b2
. A<0�09D

�$�� �� �
�
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 � �� ��� �&�
� ��$ ��� ��� �����%��� �
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��������� 
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ua = γ(ξa + Ωηa) A<0�0:D

���$ ξ, η �&�
� �
 ���&
 �����
� �*� �������� ���
�%��*� �
� �*� ����'�� 
��&�����
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������&���� ��� ����
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� %��� ���� gabu
aub = −10 �$�� ��$ ����,����  �����
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 �� γ �&�
� ��� �
 ��%��� �
 ��
������& ��� �4&�*��

γ−2 = −gtt − 2Ωgtφ − Ω2gφφ. A<0�0@D
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 �
 �&�
�  ����� �� ua ��������%�
 �
 ��%��� �
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��& ��

�� �$����� ��� �� Ω �
 ��%��� �
 �&�
� 
�����
 ���� �,� �&F��

Ω± =
−gtφ ±√

(gtφ)2 − gttgφφ

gφφ

. A<0�0>D

�$�� � �$����� ��� �����& ��
 �
 ��
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� (gtφ)2 − gttgφφ = 0 �
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√

ρ2 + (z ± ξ+)2, r± =
√

ρ2 + (z ± ξ−)2
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 ξ ��� ��%��� �
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� ��$ 
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�
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κ2
a = −gaa

2

{
(gtt + gtφΩ)2

(
gφφ

ρ2

)
,aa

−2(gtt + gtφΩ)(gtφ + gφφΩ)

(
gtφ

ρ2

)
,aa

A<0<0=D

+(gtφ + gφφΩ)2

(
gtt

ρ2

)
,aa

}
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� ��� ������� ��
'��� ��� 
�
 $����� �� ���


��������� ��
 �&
 �$���� ���&��*�� ��������'�����$ 
��%�
0 �$�� ��$ + %��$�� �&�
�

��� � 
�
 $���� ������� %��� �
 � 
��&+��
 ���� ����%����� �
� 
$��� ��� �������
�


� ���&
 %��� ��*� %��$�� 
�
'%��� �
� �
�
���* ���
&���� 
����'$���� ����
'%���



'�, �����& �
 �$��������& �� �� ����������� �$���%� '���
 ���� �&���$ ����
,6

4���� �,�* 
�� %�
 �$��
�%� 
�����&���� �
� ��� �$�� ��� 
������ ��$ �&���$ A��

������� �� 
�� ��� ��������� ��%����
� ��� �����&���$�
� , �� ��$ ���
��%���
� ��


�����+� &
D0

&�, +���
��
����

��� ��'� 
�� 
$�� ������������
�� ��� 
�
 $���� ������� !���������
 ��
 �
 ������6

�&��$�� �� �4*������ �*� 
��%�*� ������&*�0 ��
 �
 �
$��������$�� ��
 
�
 $����

������� �� ��
 
��������� ������������
�� �
 ������������ �� ,�� 
0 	������%��$ �


���
�� �����$�� ��� ��� ��� �
� �
��$����
�� ����� 
�� �� ��*������ 
���� �����

�
� $�� ������,� ��$ ��&���$� ��� � ��� ��� ��� �
,����� �*� �� $�� *� ��$ 
�
 $��6

��, �*�������$ �� �
 �� ,�� 
 ��$ 
���������, �&�
� �� ��� � +% �����0 �$�������%6

�

 �������������
� ��� �������
 ��$ ��&�
�� *� B� ��� 
��� ���C σ
 ��&4
�� ��� �



@9

�,���*�� ���� ���� ������%� �$�
������� ��� �
� �� ��������� ��*� �&�
� � �����
��

�$� ��� �$������
 �
� � �%�� ��$ %�&' �����������&�
� ��
 ��� ��� �*� �� $�� *�

��� 
�
 $�����  ,��� �� ��
 ������� �,�* 
�� ��� ���%� �*� 
���������� �� $�� *�0

8�����
� ��� %4�� �
 
��������� �� ,�� 
 *� �������� �
,�����
 ����*���
�� ��

��
 ��� ���4����� �,������ �*� 
���������� �*������*� �� ��$ 
�
 $����,�0 ��
 �


��
��
��������$�� 
$�� �� �,������
 ��� %4
�� %�
 �,�� � 
�� �������
 �� ��*��6

����� 
  � �
� '$���� ����
 �
� ���������

 ��� %4
�� ��������� ��$ %��$� ����
'%���

��
 ��� 
����'$���%� ��
���
�&�� ��$ �����& �
 �$�+
&��$� ���� �������� ���� 
��%�


������&*�0

"� 
���% ���
 
�� 
$�%� ��� �$���&���� �
� %���4� ��� � !���������
 �����& �



������� 
4������
 ��� �*������� �,�* 
�� ��
 ������,� 
��%��� ������&*�
 �
���

�
� ��� ��������� ��$ 
$��� �����& �
 %���0 "� ��� ���
����� �&�
� ��� � 
�
 $����

 ,�� �����& �
� �$  
�+���� �
�
���������� ��$ 
���������, �*�������$
 �
 ���&


��
'%��$� ���
����� 
�� �
 
��&�����
 �
�
���������� ��$ �
 %���� ��
  ,�� ����


��*� �&�
� � �$�����'��� �*� ����$� ���� �$������*� ��$ �
 ��,�� ��� 
�
 $����

��� ������� ��'� 
��0 8���� � !���������
 �
� ����'%��� �� �$�
�����
 �
 ����$��

��� 
���+�&� $�� ������,� ���* �� '
������
 �
� ��
���
�&�� ��$ �$�+
&��$� �,�* 
��

��$� 
��%��� ������&*�
 ��� �
��  � 
 
��'�,��$�� ��$� ��
������ ���+ ��
����,�


���������,� $�� ������,� �� 
��������%� ������%�0 � �&��$�� 
$�� �� ��'� 
�� ��

%�
� ���������� �&�
�
 A�&�
�
� <0�D ���$ �
��$���F�$�� ��
 ��
 
�� ��� �
�
��
���%�

�4������� A()D �
 ������&
 ��� 
�
 $����� ��������
 �
��� �
� ��� �,������ �����*6

� �
�
����������� '$����� �
�
�%��*� A�� �'
����� �� 
����'$���%� ��
���
�&��D

��� 
�
 $�����  ,��� �� 
$�%� ��� 
��&������� 
����������
 �� 
�� ��� ������� ��
6

'��� 
�����
 ��
 R����
 �� ������� ��
'��� 
�����
 ���� 
�������� ��$ �&���$ 
�

�� �$��
�%� 
�����&���� �&�� �&���
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gtt = −f, gtφ = fω, gφφ = f−1ρ2 − fω2,

gρρ = gzz = f−1e2γ,

���$ + %��$�� ��� � 
������� �$����
��%�� ��&F��
� �
� *� ρ2 = g2
tφ − gttgφφ0 2

������ ���� �*�
���&�$ �����& �
 ������������& 
�� ��� ��
����,����� ��������� ��$

���+ ��
���
 �� 
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�� ��� ��
������ ��� ��%����
�
 ��� ��
������ ��� - �$������
�

��� ����'����� A�� 
�� ��� ����'����� �
�� ����� ��$ �4��
 �$�����&
�D �
� 
��

��� �
��������&��� ��� ����
�
�,���
� A��*� 
�
 ,�$�� ��� 	
������
D0 8����
 ��


��� ������ �,� 
��%� ��
������� �
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E

μ
= −gtt

(
dt

dτ

)
− gtφ

(
dφ

dτ

)
, A=0�0�D

Lz

μ
= gtφ

(
dt

dτ

)
+ gφφ

(
dφ

dτ

)
, A=0�0�D

��� � �
��������&��� ��� ����
�
�,���
� �
 �
� ������

−1 = gtt

(
dt

dτ

)2

+ 2gtφ

(
dt

dτ

)(
dφ

dτ

)

+gφφ

(
dφ

dτ

)2

+ gρρ

(
dρ

dτ

)2

+ gzz

(
dz

dτ

)2

. A=0�0;D
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−gρρ

(
dρ

dτ

)2

= 1 − Ẽ2gφφ + 2ẼL̃zgtφ + L̃2
zgtt

ρ2
≡ V (ρ), A=0�0<D
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 V (ρ) �&�
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��&� ��� �� �$������ ��
 ��� �$� ��� �&���� �&�
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� d2ρ/dτ 2 = 0
 ��*� �
��$���F�$�� �
� ��� 	
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Ω ≡ dφ

dt
=

−gtφ,ρ +
√

(gtφ,ρ)2 − gtt,ρgφφ,ρ

gφφ,ρ

. A=0�0=D
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$�%� A��*� $�� ��&F�$�� ��� 	
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D �&����
�


�� ��� ��'������


Ωα = Ω −
[
−gαα

2

(
(gtt + gtφΩ)2

(
gφφ

ρ2

)
,αα

−2(gtt + gtφΩ)(gtφ + gφφΩ)

(
gtφ

ρ2

)
,αα

A=0�09D

+(gtφ + gφφΩ)2

(
gtt

ρ2

)
,αα

)]1/2

,
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� �%��$�� α → ρ
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Ω = (M/ρ3)1/2

(
1 +

∑
k

ak(ρ
−1/2)k

)
. A=0�0:D
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1/ρ = (Ω2/M)1/3

(
1 +

∑
k

βk(Ω
1/3)k

)
. A=0�0@D
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Ωρ

Ω
=

∞∑
n=2

Rnυ
n, A=0�0>D

Ωz

Ω
=

∞∑
n=3

Znυn. A=0�0��D
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 Rn �
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R2 = 3, R3 = −4
S1

M2
, R4 =

(
9

2
− 3M2

2M3

)
, . . .

Z3 = 2
S1

M2
, Z4 =

3M2

2M3
, Z6 =

(
7

S2
1

M4
+ 3

M2

M3

)
, . . .

���$ M �
� M2 �&�
� � ��F
 �
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e(z) =
(z − M − ia)(z + ib) − k

(z + M − ia)(z + ib) − k
, A=0;0�D

���$ � �� �� �
�������� �&�
� ��
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���%�0 )� �
�������� M �
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M0 = M, M1 = 0, M2 = −(a2 − k)M, M3 = 0,

M4 =

(
a4 − (3a2 − 2ab + b2)k + k2 − 1

7
kM2

)
M

S0 = 0, J = aM, S2 = 0,
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S3 = −(a3 − (2a − b)k)M, S4 = 0. A=0;0�D
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D�EAJ E�KD@ 3J�H3 33�GF A�EEI K�@AI E�EDHI
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ds2 = −
(

1 − 2M

r̃

)
dt2 +
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1 − 2M

r̃

)−1

dr̃2 + r̃2(dθ2 + sin2 θdφ2). A�G0�0�D
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ds2 = −e2νdt2 + e2λ
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dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ dφ2

)
, A�G0�0�D
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e2ν =

(
1 − M

2r

)2(
1 + M

2r

)2 , e2λ =
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1 +

M

2r

)4
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ρ = r sin θ
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1 − M2
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z = r cos θ

(
1 +

M2

4r2

)
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r =
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√
z2 − M2

2
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gtt = −e2ν =
M − z

M + z
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ds2 = −e2νdt2 + r2 sin2 θB2e−2ν(dφ − ωdt)2 + e2(ζ−ν)(dr2 + r2dθ2), AJG0�0�D
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ds2 = −Δ

Σ

(
dt − a sin2 θ′dφ

)2
+

sin2 θ′

Σ

(
(R2 +a2)dφ−adt

)2

+
Σ

Δ
dR2 +Σdθ′2 AJG0�0�D
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R =
(2r + M)2 − a2

4r
AJG0�0;D

e2ν =
ΣΔ

A
AJG0�0<D

ω = 2aM
R

A
AJG0�0=D

e2ζ =
Σ2Δ

Ar2
AJG0�09D

B2 =
Δ

r2
AJG0�0:D
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ds2 = −f (dt − wdφ)2 + f−1
[
e2γ

(
dρ2 + dz2

)
+ ρ2dφ2

]
, AJG0�0>D
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� �� ��� (x, y) �%�* �*� ��%��*�

ρ =
√

M2 − a2
√

x2 − 1
√

1 − y2, AJG0�0��D

z =
√

M2 − a2xy. AJG0�0��D
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x =
1

2
√

M2 − a2

(√
(
√

M2 − a2 + z)2 + ρ2 +

√
(
√

M2 − a2 − z)2 + ρ2

)
,AJG0�0��D

y =
1

2
√

M2 − a2

(√
(
√

M2 − a2 + z)2 + ρ2 −
√

(
√

M2 − a2 − z)2 + ρ2

)
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f(x, y) = 1 − 2M(M + x
√

M2 − a2)

a2y2 + (M + x
√

M2 − a2)2
, AJG0�0�<D

ω(x, y) =
2aM(y2 − 1)(M + x

√
M2 − a2)

M2(x2 − 1) + a2(y2 − x2)
, AJG0�0�=D

γ(x, y) =
1

2
ln

(
M2(x2 − 1) + a2(y2 − x2)

(M2 − a2)(x2 − y2)

)
. AJG0�0�9D
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gtt = −
(

1 − 2M

r

)(
1 + j2F1 − qF2

)
,

grr = −
(

1 − 2M

r

)−1 (
1 + j2G1 + qF2

)
,

gθθ = r2
(
1 + j2H1 − qH2

)
,

gφφ = sin2 θgθθ,

gtφ =

(
2jM2

r

)
sin2 θ,
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L = 80M6 + 8r2M4 + 10r3M3 + 20r4M2 − 45r5M + 15r6,

p =
1

8Mr4(r − 2M)
,

W =
(
48M6 − 8rM5 − 24r2M4 − 30r3M3 − 60r4M2 + 135r5M − 45r6

)
u2

+(r − M)
(
16M5 + 8rM4 − 10r3M2 − 30r4M + 15r5

)
,

A1 =
15r(r − 2M) (1 − 3u2) ln

(
r

r−2M

)
16M2

,

A2 =
15 (r2 − 2M2) (3u2 − 1) ln

(
r

r−2M

)
16M2

,

F1 = −pW + A1,

F2 = 5pr3(r − M)
(
2M2 + 6rM − 3r2

) (
3u2 − 1

)− A1,

G1 = p
(−72rM5 − 3

(
L − 56M5r

)
u2 + L

)− A1,

H1 = A2 +
(16M5 + 8rM4 − 10r3M2 + 15r4M + 15r5) (1 − 3u2)

8Mr4
,

H2 =
5 (2M2 − 3rM − 3r2) (1 − 3u2)

8Mr
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ΔẼ =
υ2

3
− υ4

2
− 20jυ5

9
+

(
q − 27

8

)
υ6 − 28jυ7

3
+

(
80j2

27
+

70q

9
− 225

16
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υ8

+

(
−6qj − 81j

2

)
υ9 +

(
115j2

18
+

35q2
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+

935q
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− 6615

128
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υ10

+

(
−1408j3
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− 572qj
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υ11 + O(υ12).
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ds2 = −f(dt − ωdφ)2 + f−1
(
e2γ(dρ2 + dz2) + ρ2dφ2

)
,

���$ �� �$�
������� ��� �������� �&�
� �$�
������� �*� �$����
��%�*� (ρ, z)0 )� �$6

����
��%��� 
$�%�
 ��*� ����,���� 
�� ��� �4������� ���&�$ �&�
� 
�����%� �$F$��&�

�$�
�������
 
'�, � �$������� ρ ��&F��
� *� ρ2 = (gtφ)2−gttgφφ �
� 
�� ��� �4�������

���&�$ ����,���� ��� ��
������& ��� �4&�*�� *������ ��� � z �&�
� � 
������� �$F$���

���0 �$�� � ��%�� ��$ %��$� �� �$����
��%��� (ρ, z) ���
4, ��$� �
� �&��� �� �$�
��6
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�� ������ �  � �,����
 �$����
��%�*� �% �$�� �


����$�� ��� ���
����
����� ���� �$����
��%��� #���6	
�
�%���$ �
� ��� �
�
���*

�������0 8����
 �� ρ $�� ��&F��
� 
��$��&
� 
�� ��� ������,���� ������ �
� �� z

$�� ��&F��
� 
�� ��� �$������ &������"����

0 ��� ;� ��'� 
�� �&�
�� �*� �&���
�


$��� � $�� ������� ��
� �% �$�� �
 ���� 
�� ��� ���6���������%� �$����
��%��� ����
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��%��� #���6	
�
�%���$
 ���$ ���� ������ �� ������&� ����$� %��� �� ���'�

ds2 = −e2νdt2 + e2ψ (dφ − ωdt)2 + e2μ
(
dr2 + r2dθ2

)
. AVG0�0�D

���� ���&��*�� 
$��
 �� �$����
��%��� (r, θ) �����,� �
 ��
'�,� �� �
�����
�� ���'�

�������������
� �� F�$���� (�, ζ) �
� �� �$������ &������"����

 %��$� ��� ���'�

�<�



�<�

∂z

∂�
= −∂ρ

∂ζ
, AVG0�0�D

∂z

∂ζ
=

∂ρ

∂�
, AVG0�0;D

���$ �� �
�����
�%� �$����
��%��� ��&F���
� *� � = r sin θ = r
√

1 − μ2, ζ =

r cos θ = rμ0 8)�
� ��*� ��
 ������� �&���
� �� �����
 ������ ���'�
 ���$ �� �$����
�6
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�� ��� ������,���� 	
������

 �� �$������ &������

"����

 ��
 ��� �$����
��%��� (ρ, z) ��� %��$� ��� �
�
���* ���'�0 )� �
��  � ��

�$������ &������"����
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�� �� �$����� �����*�����6

�
� ��$ ��%��� �
 ��
������,� �� �$�
������� ρ(r, θ) �
� z(r, θ)0 8����
 ��
 �&
 �������

��� ���'��

ds2 = gttdt2 + 2gtφdtdφ + grrdr2 + gθθdθ2 + gφφdφ2, AVG0�0<D

�� �$������ �����*������
� 
�����
 ��� ρ �
� �� z �&�
� � ∇ρ · ∇z = 0
 ��$ �
�

�����& ���� %�'�
�� ��
 ��� �$������ &������"����




∂z

∂r
=

√
grr

gθθ

∂ρ

∂θ
, AVG0�0=D

∂z

∂θ
= −

√
gθθ

grr

∂ρ

∂r
, AVG0�09D

���$ %��$�� ��'����� ��� �$������ *� ���� ��� �$����
��%��� (r, θ) �
� � �$�������

ρ(r, θ) ��&F��
� *�

ρ(r, θ) =
√

(gtφ)2 − gttgφφ. AVG0�0:D

�$�%� �� �����%� �$������ &������"����

 �����������,��
� �� ��� &��� �����

��$ ��������������
� �� �$����� �$������ &������"����

 ��� ;� ��'� 
�� ��
 �


$�� ��&��� �
��&� �� �$����
��%�� z ��
 ��� ���&��*�� ��� �������� ,������!���
�



�<;

�
� %��� �
 �$���&��� 
$�� �� ������� �� ��� 
��������� �
�� ����� ��$ �4��
 z �6

�*� ����$�� ��� ��'� 
�� <0 )� �$�
������� ��� �������� ,������!���
� �$��%���
�


��$��&
� �� ��� 
��&������� ������%� �$�
������� ��$ ������&�$ ����$� ��$ 	
�
�%6

���$
 �$���&����
� �
 
��&�����
 gtt, gtφ �
� gφφ0 "
 ���
 ������&
 ��� �������� ��$

�����F���
� �
 $�� ������,� �&�
� �
 gρρ = gzz �
� �&����
� 
�� ��� �4&�*���

gρρ = gzz = f−1e2γ =

(
1

grr

(ρ,r)
2 +

1

gθθ

(ρ,θ)
2

)−1

. AVG0�0@D
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��� �� �������$� �
� 
4����� �$��������,� �*�������$�0

�� %�
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4����� �$�������� �*�������
 �� ��*�
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�%� �����%� �*�

�*�
���&*� %��$� ������ �,� � �� ����
�
 ��� �&�����
 �� 
�� �,� ��
����,�����

���������
 ��$ ����&F���
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 �,� ��
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���� ���&
 �����
� ξa, ηa, ��$ �%���
� �

�*��������0 )� ��������� 
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� � ��%����
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���&�$
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��� ������%� ���
�%���� AξaD
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� � �$������
 ��� ����'����� ��$ �&�
� ���� ���,�$���

��$ ��&F��
� 
�� ��� �4��
 *� ���� ��� ���&� %��$�� �$�����&
 ���� ����'%� �
�

����,���� 
�� �� ηa0 �� ���/�$�� *� pa = mua �� ������$��
 ��� ����
����� ��$

�*�
���&�$ A���$ m �&�
� � ��F
 ����&
� �
� ua �&�
� � ����
�
�,���
 ��$ �*�
���&�$D


���� �
 � �� ����
�
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� *�


E = −paξ
a = −pt = −gttp

t − gtφp
φ, L = paη

a = pφ = gtφp
t + gφφp

φ,

�$�%� �� ��'������ �����,� �
 ��'�
���,� 
�� �����
 ��F
� �
� �
 ����$� �� ���'�

Ẽ = −gtt
dt

dτ
− gtφ

dφ

dτ
, L̃ = gtφ

dt

dτ
+ gφφ

dφ

dτ
.

����

 �����,�� �
 ��&��$�� ��� �*��
�� �
�,���
 ��� �&����� ��$ �*�
���&�$ Ω =

dφ/dt �
� �
 ���/�$�� ��� ��'������ 
$�%� ��� ���'�


�<<



�<=

Ẽ =
dt

dτ
(−gtt − gtφΩ) , L̃ =

dt

dτ
(gtφ + gφφΩ) . AWG0�0�D
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 �
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�
 ��� �&�����
 %��$�� 
���
 �&


��%�� 
�� ��� �
��������&��� ��� ����
�
�,���
�
 ��� 
�
&���� �� 
�� �� �%��� ���

����
�
�,���
� �
 �&�
� &�� �� −10 2 ��%�� 
$�� ��'��F��
� *�

−1 = gtt

(
dt

dτ

)2

+2gtφ

(
dt

dτ

)(
dφ

dτ

)
+gφφ

(
dφ

dτ

)2

+gρρ

(
dρ

dτ

)2

+gzz

(
dz

dτ

)2

AWG0�0�D

��� ��� �� �$�
&
 �4&�*�� �����,�� �
 ��,�� ��� �
 %��$��

(
dτ

dt

)2

= −gtt − 2gtφΩ − gφφΩ2 − gρρ

(
dρ

dt

)2

− gzz

(
dz

dt

)2

AWG0�0;D
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� �����,��
� 
�����
 ����� �����,�� �


���/�$�� ��� �� �$�
&
 %�'�
�� *�

(
dτ

dt

)2

= −gtt − 2gtφΩ − gφφΩ2 AWG0�0<D

�
� �
 
����
�
�����$�� �� dτ
dt

���� ��'������ ��
 ��� ��%����
 �
� ��
 ��� ����'����

�
� �
 ����$�� �� ��� ��� ��%����

Ẽ =
−gtt − gtφΩ√−gtt − 2gtφΩ − gφφΩ2

, L̃ =
gtφ + gφφΩ√−gtt − 2gtφΩ − gφφΩ2

. AWG0�0=D

��� ��� �4&�*�� ��� ����
�
�,���
�
 
� ��� ���/�$�� ��� ���'�

−gρρ

(
dρ

dt

)2

− gzz

(
dz

dt

)2

= 1 + gtt + 2gtφΩ + gφφΩ
2, AWG0�09D

+ %��$�� ��� �����,�� �
 ��� ��*����$�� *� �&
 �4&�*�� �&����� A�� 
��&������

��$ � �� ����
��� ��� ��%����
� ��� ��$�����
 �$�
����D ���$ %��� 
������� ��$�
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��������,� ���$� �
� ��4�� ��� ��� ��$ �$�
����,0 �� ��&��$�� �� ��4& �%��� *�

%�
 ������ �$�
����
 
� � ������ ������&F��
� ��� ��������� ��&����
 �� �$������ ��


�$� ��� ������ A��$ ���
&��� ��� 
�
&���� �
 %��$�� dρ
dt

= 0 �
� d2ρ
dt2

= 0
 
'�,

��� ��%��� �
 %��$�� 
������� �
�,���
 
  � ��� ��%��� �
 %��$�� �
� ������ �$���

���
+� �� ��$ dρ
dt
D �����,� ���� �$������ ��
 �� ������ �$�
���� ��� � ���� ��$ �
� �

�
���*��� ��$ ��%��� �
 �&�
� &��� �� ���%�
 ��$ ���
&��� �� 
��

gtt,ρ + 2gtφ,ρΩ + gφφ,ρΩ
2 = 0. AWG0�0:D

)� �
�
�*�&���� *� ���� z ��� �
� 
�
��� �,�
 
'�,  ��* �
��������� �$�����&
�

*� ���� �� ��������� ��&����
 �� z �
���*��� �*� �������� �$�
�����*� �&��$� ���%�0

��� ��� �� �$�
&
 %�'�
�� %��$�� ��� � �*��
�� �
�,���
 �*� ���������� �$� ����

������� �&���
� 
�� ��� %�'�
��

Ω =
−gtφ,ρ +

√
(gtφ,ρ)2 − gtt,ρgφφ,ρ

gφφ,ρ

. AWG0�0@D
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��$ �&�
�� �
�
���* ��
 ��� ��%����
 �
� �� ����'���� 
�� �����
 ��F
�
 ���  ,��$��

*� ���� ��� ��������� dt/dτ �
� dφ/dτ �
� ��� 
����
�
�����$�� ��� �$�%���
 ���

�$����� ��� ����
�
�,���
�0 "��� � �4&�*�� ��$ �&�
�� ��� ���* �
 �
&���� ���

���'� � �� ����
��� ��� ��%����
� �
 ��
'�& *�

−gρρ

(
dρ

dτ

)2

− gzz

(
dz

dτ

)2

= 1 − Ẽ2gφφ + 2ẼL̃gtφ + L̃2

(gtφ)2 − gttgφφ

= Veff , AWG0�0>D
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�*���*� ��� �&�����0 �$�� � ���'� ��$ ������, �$�
����, �&�
� �� , �������0 ���
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 �� �����$�� ��� ��
�
�
�%� 
�� ��� �$� ��� �&���� �
�


�� ��� �&���� ��� ��������� ��&����0

�� ��*����$�� ��� ��
�
�
�%� ρ = ρc + δρ
 ���$ ρc �&�
� � �$� ��� ������
 �
�

z = δz �
� ��� 
����
�
�����$�� ���� �
�
���* �4&�*��
 �
 ����$�� �� ��� ���

%�'�
��
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−gρρ

(
d(δρ)

dτ

)2

− gzz

(
d(δz)

dτ

)2

=
1

2

∂2Veff

∂ρ2
(δρ)2 +

1

2

∂2Veff

∂z2
(δz)2, AWG0�0��D

���$ ��� ��4& �%��� 
� � %��$�� 
�
��,4�� �
�� !����� �
� %��$�� ���4�� ��$� ���$�

��� �$� ���� ������� �
� ��� ������ �
�
����$� A�$����� �$� ���� �������D
 ���

� ����� �
���*��� ��$ �$�
����, �&�
� &�� �� ���%�  ��* �
��������� �$�����&
�

��� ��������� ��&����0 �$�� � �4&�*�� �������'�� �,� 
�������,� �
 
��*�%� ��

�$��������

κ2
ρ =

gρρ

2

∂2Veff

∂ρ2

∣∣∣∣
c

, κ2
z =

gzz

2

∂2Veff

∂z2

∣∣∣∣
c

, AWG0�0��D
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�
�����$�� �
� ��� ��'������ ��
 ��� ��%����


�
� ��� ����'���� �&�
�

κα =

[
−gαα

2

(
(gtt + gtφΩ)2

(
gφφ

ρ2

)
,αα

−2(gtt + gtφΩ)(gtφ + gφφΩ)

(
gtφ

ρ2

)
,αα

AWG0�0��D

+(gtφ + gφφΩ)2

(
gtt

ρ2

)
,αα

)]1/2

,

���$ �� a �$�+� &F�� �&�� �� ρ �&�� �� z
 ��� %��$�� �������������� �
� �� ������� ���

(gtφ)2 − gttgφφ = ρ20 ��� 
$�%� ��� �$�������� �����,�� �
 ��&��$�� ��� 
��&�������

���
��*���%� �$��������

Ωa = Ω − κa. AWG0�0�;D
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σij = (

∫ ∞

RS

(gn
ij − ga

ij)
2dr)1/2,
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�
���* �$������� ��$� ������,� �*� �� $*�,�*� *���
	�� �
� ���

��
����� �
� ������� �������� ��%����0

��!������ ��������

"
 �� $��$�
 *���
	�� ��&F���
� *� ��  ,���� ��� ��
'������ �4&�*���

d

dx

[
(1 − x2)

d

dx
Pn(x)

]
+ n(n − 1)Pn(x) = 0, A!G0�0�D

�
� �����,� �
 ����,� 
�� �� ��%��

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
. A!G0�0�D

���$ �� x �
&���� ���%� ��� �������
 [−1, 1]0 "
 �� $��$�
 *���
	�� ����,���$�


���
 *� �$��� ���%� ��� 
����$��
 !�����1

1√
1 − 2xt + t2

=
∞∑

n=0

Pn(x)tn, A!G0�0;D

�
� ��'
�&F���
� ���  ,�� ��� �4&�*��� *������
 ∇2Φ = 0
 ��
� %��$�� 
4�����

�$�����&
 ��� ���+ ��
0 "
 �� $��$�
 *���
	�� ��
������,� 
���
 �� �$�����

�����*������
�

�=@



�=>

∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx =
2

2n + 1
δmn. A!G0�0<D

,�
�
��
���� ��!������ ��������

"
 �$�������%�
 �� $��$�
 *���
	��
 ��$ 
�
�
�������
� �� �� �,�+� � Pm
l (x)


����,���$� 
�� �� ��
'����� �4&�*��

(1 − x2)y′′ − 2xy′ +
[
l(l + 1) − m2

1 − x2

]
y = 0, A!G0�0=D

���$ %��$�� −l ≤ m ≤ l �
� x ∈ [−1, 1] �
� ��
������,� ��� ��%���� �����*������
�

∫ 1

−1

Pm
k (x)Pm

l (x)dx =
2(l + m)!

(2l + 1)(l − m)!
δkl A!G0�09D

∫ 1

−1

Pm
l (x)P n

l (x)

1 − x2
dx =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 m �= n,
(l+m)!

m(l−m)!
, m = n �= 0,

∞ m = n = 0.

A!G0�0:D

"
 �$�������%�
 �� $��$�
 *���
	�� �����,� �
 �$�����,� �� �
 �� $��$�
 *��

��
	�� A��
 �
 ������ mD �%�* ��� ��%���

Pm
l (x) = (−1)m(1 − x2)m/2 dm

dxm
Pl(x), A!G0�0@D

���$ + %��$�� �*� ���� ���&��*�� ��$ m = 1 %��$�� �� ��%��

P 1
l (x) = −

√
1 − x2

dPl(x)

dx
= −

√
1 − x2Pl,x(x). A!G0�0>D

��!������ ������	���

"
 �� $��$�
 ����
����� �&����
� �,�'*�
 �� ��$� 9���������� = %�
�� AH3D K=L


�� �� ��%��

T
1/2
l (x) =

(−1)lΓ(l + 2)

2l+1/2l!Γ(l + 3/2)
(1 − x2)−1/2 dl

dxl

[
(1 − x2)l+1/2

]
, A!G0�0��D

�� �$����� �����*������
� ���
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∫ 1

−1

(1 − x2)1/2T
1/2
l (x)T 1/2

m (x)dx = δlm. A!G0�0��D

"
 �� $��$�
 ����
����� �����& �
 �
 +��� �
��&� ���� +�+ ����
'&
 *� ��$� �$���6

 ���%� ��� 
����$��


1

(1 − 2xt + t2)a
=

∞∑
n=0

Ca
n(x)tn A!G0�0��D

�
� ����,���$� *� ���&��$�� �*� �� $*�,�*� *���
	��0 ) ������� �*� AH3D 
���6

������& ��
 �
�
���* �� $��$�
 *�

C1
n =

√
π

2
T 1/2

n , A!G0�0�;D

���$ %��$�� �%��� a = 10
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��4�� O(υ10)
 ���$ υ = (MΩ)1/3
 ��*� ��'
�&F���
� ���� ������� ���
�&



Ωρ

Ω
=

∞∑
n=2

Rnυ
n A3G0�0�D

Ωz

Ω
=

∞∑
n=3

Znυn. A3G0�0�D
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R2 = 3, R3 = −4
S1

M2
, R4 =

(
9

2
− 3M2

2M3

)
,

R5 = −10
S1

M2
, R6 =

(
27

2
− 2

S2
1

M4
− 21

2

M2

M3

)
,

R7 =

(
−48

S1

M2
− 5

S1M2

M5
+ 9

S3

M4

)
,

R8 =

(
405

8
+

2243

84

S2
1

M4
− 661

14

M2

M3
− 21

8

M2
2

M6
+

15

4

M4

M5

)
,

R9 =

(
−243

S1

M2
− 16

S3
1

M6
+ 4

S1M2

M5
+ 45

S3

M4

)
,

R10 =

(
1701

8
+

8443

28

S2
1

M4
− 1745

7

M2

M3
− 95

8

M2
2

M6

−85

3

S2
1M2

M7
+ 12

S1S3

M6
+ 30

M4

M5

)
,

Z3 = 2
S1

M2
, Z4 =

3M2

2M3
, Z6 =

(
7

S2
1

M4
+ 3

M2

M3

)
,

Z7 =

(
11

S1M2

M5
− 6

S3

M4

)
,

Z8 =

(
153

28

S2
1

M4
+

153

28

M2

M3
+

39

8

M2
2

M6
− 15

4

M4

M5

)
,

Z9 =

(
26

S3
1

M6
+ 31

S1M2

M5
− 15

S3

M4

)
,

Z10 =

(
69

7

S2
1

M4
+

69

7

M2

M3
+

41

2

M2
2

M6
+

389

6

S2
1M2

M7

−41
S1S3

M6
− 15

M4

M5

)
.
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� 3G0�1 )� ���'���� �$�������� $�� �����%��� ��
 �
 ����% 
 ��$ �
������
�

�� ��� �
�
��
���� �4&�*�� ./�0 )� ��F�� �
� �� 
��&��� A������+���
���� ��	��D ����
��������� ��$ �����$ �
� ��� %�&' �&����
� ��  �0 )� �$�������� �&����
� ��  ,-0 )�
�$�������� $�� ��&F���
� ��� %�&' ����� 
�� ��
� �� %�&' +�&����
� ���* 
�� ���
���'����
 ��$ �����$
 ����� �
� $�� ��&F���
� ���� 
��&�
 ��� ���'����
�0 �$�%� ��
����������� $�������,���
� �� %�
� 
����&���0 ��
 ����% 
 �� ��$� �,� 
����&���$�
�
 
��������� $�� �����%�
 %�&' �&�
� ���
�� ���* 
�� ��� ���'����
 ��$ �����$
��� �
 
�
 $���� $�� �����%�
 %�&' �&�
�  &�� �%�
 
�� ��� ���'����
 A� �������
��
'��� 
�����
 ���� �,� ���%� �&�
�  ������� 
�� 3% �� ���� ���&��*��D0 ��
 
$��
��  ���
 ��
 �$�������%�
 ����% 
 �� ���%� $�� ��&F���
� ��� %�&'0 )� �$��������
��$ �&��$�� �&�
� �*��
�%� �$��������
 �&�
� �� 
�� �$�������� Ω = 2πν0

M j Rs R���� Ω Ωρ Ωz

0 �1 0 �1 0 �1 0 ,-1 0 ,-1 0 ,-1
D�EHA E� 3E�F@ 3D�@E G�FH G�FH E
D�EA3 E�DE3 33�EH 33�KF 33�3 33�3 E�DDD
D�EAA E�KE3 33�KJ 33�3J 33�DI G�HAI E�D@GJI
D�EFK E�KFJ 33�AE 33�EF 3E�AI F�3GI E�DDE@I
D�EFA E�@JD 3D�EF 33�3E 3E�DI A�DEI E�3AGDI
D�EGK E�JEA 3D�@A 33�3A G�F@I H�@JI E�3@3EI
D�EGF E�JJA 3D�GD 33�DA G�KHI J�AJI E�3EJEI
D�3ED E�HEK 3K�@A 33�KF F�FDI J�E@I E�EAKJI
D�3EH E�HKH 3@�EK 33�@A F�KDI @�@JI E�EJJGI
D�3EG E�HHH 3J�EG 33�JA A�@JI K�J@I E�E@AGI
D�HJF E� G�DAH 3J�G@ A�HA A�HA E
D�HH@ E�3HK G�AEA 3@�H3 F�HH F�HH E�3GA
D�HA@ E�DHE 3E�EJ 3K�G@ G�DH G�DH E�KKE
D�HFH E�K@G 3E�@F 3K�@K G�AG G�AG E�@@G
D�AE3 E�@KH 33�EK 3K�EH 3E�D 3E�D E�J@3
D�A3@ E�JEE 33�JK 3D�FG 3E�@ 3E�@ E�JFE
D�ADA E�JHD 3D�3H 3D�F3 3E�H 3E�H E�JFF
D�AKH E�HED 3D�HG 3D�FE 3E�A 3E�A E�JA@
D�A@@ E�HKK 3K�DK 3D�FDII 3E�AII 3E�AII E�JJKII
D�AJE E�HJ@ 3K�F3 3D�F@ G�JGI H�GJI E�@H3HI
D�FDK E�@DA G�GAH 3K�KE 3E�3 3E�3 E�H@J
D�FDK E�@DF 3E�EA 3K�KD 3E�E 3E�E E�HKF
D�FDJ E�@KD 3E�3F 3K�KD 3E�3 3E�3 E�HKF
D�FDH E�@KG 3E�KE 3K�KE 3E�3 3E�3 E�H@3
D�FDG E�@JE 3E�@@ 3K�DA 3E�3 3E�3 E�H@G
D�F@E E�@GD 3E�GK 3K�3J 3E�K 3E�K E�HFK
D�FJH E�JJD 33�HK 3K�EK 3E�J 3E�J E�A3D
D�FA3 E�HEG 3D�@J 3D�GG 3E�H 3E�H E�AEA
D�FFD E�H@A 3K�DH 3K�E3II 3E�AII 3E�AII E�HFAII
D�FF@ E�HJF 3K�A@ 3K�ED G�FHI A�JJI E�JGHAI
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D�EHG E� 3E�KG 3D�@3 G�FJ G�FJ E
D�EAD E�DE3 3E�JA 33�KH 33�3 33�3 E�DK3
D�EAF E�K3D 3E�FK 33�EF 33�H 33�H E�DFK
D�EFA E�@3@ 33�DE 3E�GF 33�@I G�FDI E�DHEJI
D�EGD E�@A@ 33�JE 3E�GF 33�EI F�HEI E�DD3HI
D�EGA E�JDG 33�FJ 33�EK 3E�HI A�HJI E�3FDEI
D�3EK E�JAF 3D�D@ 33�EG 3E�3I H�F3I E�3@JKI
D�3EF E�H3H 3D�HK 33�3H G�AKI H�33I E�33AFI
D�333 E�HJE 3K�3D 33�DK G�DEI J�KFI E�EGJAI
D�33D E�HH3 3K�KK 33�DH F�GGI J�33I E�EGE3I
K�3J3 E� G�@E@ 3F�G3 H�@A H�@A E
K�3H@ E�3G@ G�A@E 3A�EE A�JE A�JE E�D3@
K�3FK E�KEG 3E�E@ 3J�GA F�DE F�DE E�KFH
K�DEA E�@EH 3E�KG 3J�DE F�F3 F�F3 E�JJK
K�DK3 E�@FJ 3E�AA 3@�HH G�KD G�KD E�HGH
K�DJK E�JJE 33�3F 3@�DG G�A3 G�A3 E�FEG
K�DAK E�HEK 33�HD 3@�EJ 3E�E 3E�E E�FGE
K�DG3 E�H@J 3D�EA 3K�GE 3E�D 3E�D E�G@3
K�KE@ E�HAH 3D�JK 3K�FD 3E�K 3E�K E�GHF
K�K3F E�AEH 3K�KK 3K�AF 3E�@ 3E�@ E�GF@
K�KFF E�J3E 3E�3J 3@�AG G�KH G�KH E�FK@
K�KFF E�J3E 3E�3G 3@�FE G�KJ G�KJ E�FK3
K�KGE E�J3@ 3E�DF 3@�AG G�KH G�KH E�FKK
K�KGK E�JDE 3E�KA 3@�AH G�@E G�@E E�F@K
K�@EJ E�J@A 3E�HA 3@�H3 G�JH G�JH E�FGD
K�@DD E�JFA 33�EH 3@�@E G�FE G�FE E�GHA
K�@@3 E�HDH 33�@F 3@�DD 3E�E 3E�E 3�EKH
K�@JF E�HJG 33�FG 3@�3E 3E�3 3E�3 3�EFJ
K�@AA E�HG@ 3D�J3 3@�E3 3E�K 3E�K 3�3DH
K�@FA E�A3K 3K�3J 3K�GA 3E�@ 3E�@ 3�3@3
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� 4 ΔM
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ΔJ
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M
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0 �1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1
D�EFE E� E�AAA � � E�D33 � � E�3EDJ � �
D�EA3 E�3G@ E�JKJ 3F�GF 3EG�D E�3H3 H�HFH @J�KA E�EA@G K�J@H DA�DH
D�EAJ E�KD@ E�JDK 33�KH @E�3F E�3JK K�FAA 3H�EG E�EHGG D�E3D G�@@K
D�EFE E�@3A E�AKE 3D�DG KK�FA E�3FK K�H@@ 33�GK E�EFJ3 3�G3D A�EKA
D�EFK E�@FK E�A3E 3E�JD DJ�AF E�3AJ K�EJ3 F�F@@ E�EFED 3�JAG J�3KE
D�EFA E�J@K E�GG@ 3D�GG DF�DF E�D3K K�K3G F�H@E E�3EE3 3�A@G J�EFE
D�EGE E�JGF E�GHA 33�HA DK�A@ E�DE@ D�G3G A�EHE E�EG@J 3�J3G @�EFF
D�EGJ E�HJE 3�3JJ 3D�G3 D@�JE E�KE3 K�FFJ F�JDJ E�3@@D D�EH@ @�GGK
D�EGH E�HGE 3�KDA 3K�G@ DJ�E@ E�DG3 K�JAD A�@GG E�3KFD 3�FFE @�K@D
D�EGA E�HGF 3�KD3 3K�AJ D@�JE E�DFG K�JEG A�KEG E�3KHG 3�F@K @�DDE
K�GGJ E� 3F�K@ � � @�K3F � � 3�GH@G � �
@�E3D E�3AF A�KKD DK3�3 @GKJ� 3�FDE HJ�FE 3HH3� E�FFFH KH�EE 3E3G�
@�EDG E�DFE J�3HH 3EK�D 3KEA� 3�DDF DF�JA @KJ�3 E�JF3H 3J�DG DHK�@
@�EJ3 E�KAJ K�HDH J@�3F @FK�D E�G@F 3H�K@ 3AK�D E�@KD@ F�@DA 3E3�@
@�EA@ E�@JF D�GDK KJ�HJ D@J�D E�H3D F�AFH AK�@H E�K3DG @�GAE @H�3E
@�EGF E�JDF 3�GGJ D3�KJ 3DK�K E�@@A J�JJ3 KF�EH E�D3HF D�GHH DD�@H
@�3DE E�JFF 3�GKD 3F�J3 G3�JD E�@3@ @�JHD DH�@@ E�3G@D D�K@F 3@�FG
@�3KG E�HKJ 3�FHF 3H�JD AD�HA E�KFD K�FJF 3G�JG E�3AKK 3�GEJ 3E�@@
@�3HE E�HFD 3�AGE 3@�AE JA�FF E�K@H K�DEG 3@�DJ E�3@GF 3�@GH H�GAG
@�3HA E�AEE 3�AJG 3@�EG JK�K@ E�KKD D�GFA 3D�HD E�3@EA 3�KJH J�GDA
@�KD3 E�@AF D�EEF DK�KE 3GJ�3 E�@JH H�3@A H3�@G E�DDDJ K�K3F KH�FE
@�KD3 E�@AG D�@HG DF�@J DKD�3 E�JFH A�FDF AH�KE E�DGJE @�KJ@ @A�ED
@�KD@ E�@FK D�EEA DK�EA 3FJ�3 E�@JJ H�EA@ JF�3F E�DD3F K�DA@ K@�AH
@�KDJ E�@FG D�EE@ DD�AF 3AF�E E�@JK J�GAA JJ�A3 E�DDE@ K�D3J KK�3G
@�KKK E�JEJ 3�GGK D3�FG 3HE�@ E�@@J J�HAE @G�@@ E�D3JD K�ED@ DG�3H
@�KJJ E�JJJ 3�G@A 3G�K3 33G�E E�@3A @�AHA K@�JA E�3GHE D�@JF 3G�J@
@�KAA E�HED 3�FG@ 3A�D@ GD�KE E�KFA @�ED@ D@�GA E�3AJJ 3�GFF 3K�KK
@�KGH E�H@3 3�@A3 3D�JF HE�H3 E�DH3 D�J3D 3K�@@ E�3EJD 3�EAH J�FHD
@�@3F E�HF@ 3�@ED 33�3A @A�AH E�DDF 3�GGA F�GFD E�EFKK E�AJ3 K�E@D
@�@DE E�HFH 3�KGF 33�33 @A�D3 E�DDH 3�GAD F�AFA E�EFD3 E�AKJ D�G3G
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0 �1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1 0L1
D�EHG E� E�AAA � � E�D33 � � E�3EDJ � �
D�EAD E�DE3 E�@K3 3@�HK 3HK�F E�3EK @�DDF JA�HA E�EJHK D�JHD KF�HE
D�EAF E�K3D E�DFK H�KKJ @H�DK E�EAK 3�G@J 3H�GE E�EKFD 3�3D3 3E�AA
D�EFA E�@3@ E�DHD @�@3E DK�FF E�EHK 3�D@A A�GJG E�EK3J E�HFH @�F3K
D�EGD E�@A@ E�D@J K�JGA 3H�AF E�EJJ E�G@J J�3DG E�EDHJ E�@GH D�GKE
D�EGA E�JDG E�DDA D�GFF 3D�KH E�E@A E�A3J K�KH@ E�ED3@ E�KJE 3�AJA
D�3EK E�JAF E�DEG D�JEG G�KAE E�EKG E�JK3 D�3AD E�E3HK E�DK@ E�GHJ
D�3EF E�H3H E�3GK D�3AK A�@GF E�EKD E�@E3 3�@DF E�E3DE E�3J3 E�@AK
D�333 E�HJE E�3AF 3�FG@ H�EFD E�EDH E�DGK E�FHG E�EEF3 E�EFD E�3EK
D�33D E�HH3 E�3AK 3�FEF J�HAK E�ED@ E�DJG E�AEA E�EEHA E�EHE E�EEK
K�3J3 E� J�KK@ � � 3�K33 � � E�HK@A � �
K�3H@ E�3G@ D�3HD HH�DH 3FJH� E�JJK DE�ED HAJ�G E�DFGK 33�HG @KG�F
K�3FK E�KEG 3�DDK DK�HG KG@�J E�DAG H�@HA 3K3�J E�3KHK K�JH3 F3�J3
K�DEA E�@EH E�F33 33�G@ 3@3�F E�3GH K�KA3 @A�AD E�EFGE 3�ADK DA�KG
K�DK3 E�@FJ E�@E@ J�EED @A�EF E�EG3 3�DFE 3K�JD E�EKKJ E�J3K J�AAH
K�DJK E�JJE E�KJA K�AA@ DF�3G E�E@F E�J@F K�FAK E�E3A@ E�3FF E�FEK
K�DAK E�HEK E�3AH 3�HDD G�DD3 E�EEH E�ED3 3�GEJ E�EEAF E�3AF K�EGE
K�DG3 E�H@J E�3KF 3�EGE @�DG3 E�E3K E�DAE K�GFA E�ED3K E�K@G @�JD@
K�KE@ E�HAH E�EJH E�DFE 3�3A3 E�EKG E�JJ3 J�G@G E�EKJG E�J3J J�AE@
K�K3F E�AEH E�EDJ E�EKH �DK E�EJJ E�AED H�AF3 E�E@JG E�H3F H�DH@
K�KFF E�J3E E�KAK @�DKG @D�@A E�EJH E�A3@ A�@FG E�EDKE E�DGF D�F3D
K�KFF E�J3E E�KAK @�D@E @D�D@ E�EJH E�A3J A�@HE E�EDK3 E�DGG D�FEF
K�KGE E�J3@ E�KA3 @�3FJ @E�FK E�EJJ E�HG@ A�E3G E�EDDK E�DF@ D�JDF
K�KGK E�JDE E�KHH @�EHF KF�@K E�EJK E�H@F H�3FG E�EDEA E�DJK 3�GA@
K�@EJ E�J@A E�K@J K�JAG DG�GE E�E@D E�@JE K�EGG E�E3K3 E�33A E�3KK
K�@DD E�JFA E�DDA D�3EF 3@�EH E�EEJ E�E@K D�J3A E�EEFG E�3GH K�FHK
K�@@3 E�HDH E�3KA 3�EFG @�A@F E�E3@ E�DGD @�FFF E�EDDK E�KHG J�@FF
K�@JF E�HJG E�EJD E�DKK 3�FF@ E�E@D E�JGF A�DA@ E�EKFK E�JJD H�GDG
K�@AA E�HG@ E�E3D E�3AK @�AG@ E�EHK E�AGA F�@HE E�EJ3F E�HGE A�AK3
K�@FA E�A3K E�EEG E�KFK H�EGK E�EA@ E�GE3 F�GFE E�EJGK E�AHD F�EFE
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