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Óôç ÄéáôñéâÞ áõôÞ ìåëåôþíôáé éäéüôçôåò ôïðïëïãéêþí ÷þñùí, êõñßùò

éäéüôçôåò ôçò áóèåíïýò ôïðïëïãßáò åíüò ÷þñïõ Banach, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ðå-

ñéãñáöéêü ÷áñáêôÞñá, ìå ôçí Ýííïéá ôçò K{áíáëõôéêüôçôáò êáôÜ Choquet.

Ïé êëÜóåéò ôùí K{áíáëõôéêþí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí (Choquet [Cho2]) êáé

ç åõñýôåñç êëÜóç ôùí áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí (Fro-

lik, [Fro]), êôßæïíôáé ìå ðñÜîåéò áíáëõôéêïý (Þ áñéèìÞóéìïõ) ÷áñáêôÞñá, áðü

óõìðáãåßò ÷þñïõò. ÁõôÝò ïé äýï êëÜóåéò ôïðïëïãéêþí ÷þñùí, Ý÷ïõí âñåé

óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò óôç ìåëÝôç ôçò ãåùìåôñßáò ôùí (ìç äéá÷ùñßóéìùí)

÷þñùí Banach. Äýï ðïëý óçìáíôéêÜ Üñèñá óôçí êáôåýèõíóç áõôÞ åßíáé

ôïõ Va�s�ak ([V]) êáé ôïõ Talagrand ([T1]). Êáé ôá äýï áõôÜ Üñèñá óôçñß-

æïíôáé óôï èåìåëéþäåò Üñèñï ôùí Amir êáé Lindestrauss ([A-L]), óôï ïðïßï

áðïäåéêíýïíôáé áðïôåëÝóìáôá êåíôñéêÞò óçìáóßáò ãéá ôçí êëÜóç ôùí áóèå-

íþò óõìðáãþò ðáñáãüìåíùí (WCG) ÷þñùí Banach (¸íáò ÷þñïò Banach

åßíáé WCG, áí éóïýôáé ìå ôçí êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç åíüò áóèåíþò óõìðá-

ãïýò õðïóõíüëïõ ôïõ). Óôï Üñèñï ôïõ Va�s�ak åéóÜãåôáé ç êëÜóç ôùí ÷þñùí

Banach, ïé ïðïßïé åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïé óôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá

ôïõò (WCD) êáé áðïäåéêíýåôáé üôé ðïëëÝò áðü ôéò ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôåò

ôùí WCG ÷þñùí Banach (üðùò ç ýðáñîç ìåãÜëçò áêïëïõèßáò ðñïâïëþí

êáé ç ýðáñîç éóïäýíáìçò ôïðéêÜ ïìïéüìïñöá êõñôÞò íüñìáò) êëçñïäïôïý-

íôáé óôçí êëÜóç ôùí WCD ÷þñùí Banach. Óôï Üñèñï [T1] ï Talagrand

áðïäåéêíýåé ìåôáîý Üëëùí üôé êÜèå êëåéóôüò õðï÷þñïò åíüò WCG ÷þñïõ

åßíáé K{áíáëõôéêüò óôçí áóèåíÞ ôïõ ôïðïëïãßá (WKA) êáé áêüìá êáôá-

óêåõÜæåé Ýíá óõìðáãÞ ÷þñï K ôÝôïéï þóôå ï ÷þñïò Banach C(K) íá åßíáé

WKA áëëÜ ü÷é éóïìïñöéêüò ìå êëåéóôü õðï÷þñï åíüò WCG ÷þñïõ Banach.

Óçìåéþíïõìå üôé êÜèå WKA ÷þñïò Banach åßíáé WCD.

¼ëåò ïé ðáñáðÜíù åöáñìïãÝò ôçò K{áíáëõôéêüôçôáò êáé ôùí ãåíéêåý-

óåþí ôçò (âë. [A-N], [A-A-M 1], [M1], [M2], [D-G-Z], [F], [N]) áöïñïýí

ìç äéá÷ùñßóéìïõò ÷þñïõò Banach. ÐñÜãìáôé, åßíáé áðëü íá åîáêñéâþóïõìå

üôé êÜèå äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach åßíáé WCG, êáèþò åðßóçò êáé áíáëõ-

ôéêüò óôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ôïõ (ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç I : (X; ‖ · ‖) →
(X;w) åßíáé óõíå÷Þò). ¸ôóé ïé Ýííïéåò ôçò K{áíáëõôéêüôçôáò êáé ôçò áñéè-
ìÞóéìçò êáèïñéóéìüôçôáò äåí öáéíüôáí üôé ìðïñïýí íá óõíåéóöÝñïõí óôç

iii
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èåùñßá ôùí äéá÷ùñßóéìùí ÷þñùí Banach. Ìéá éó÷õñÞ Ýíäåéîç üôé áõôü ìðï-

ñåß íá áëëÜîåé Þôáí ç åìöÜíéóç ôïõ Üñèñïõ ôùí Schl�uchterman êáé Wheeler

([S-W]), óôï ïðïßï åéóÜãåôáé ìéá õðïêëÜóç ôùí WCG ÷þñùí Banach, ç

ïðïßá åßíáé ç êëÜóç ôùí éó÷õñÜ áóèåíþò óõìðáãþò ðáñáãüìåíùí (SWCG)

÷þñùí Banach. ¸íáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach äåí åßíáé êáô' áíÜãêç

SWCG. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï c0(N) äåí åßíáé SWCG. Óôç óõíÝ÷åéá åìöáíßæåôáé

ôï Üñèñï ôùí ÌåñêïõñÜêç êáé ÓôáìÜôç ([M-S]), üðïõ åéóÜãåôáé ç Ýííïéá

ôïõ éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïý ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ (ç ïðïßá éó÷õñïðïéåß ôçí Ýí-

íïéá ôçò êëáóéêÞò K{áíáëõôéêüôçôáò) êáé óõã÷ñüíùò ç Ýííïéá ôùí ÷þñùí

Banach, ïé ïðïßïé åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïß óôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ôïõò

(SWKA). ÁõôÞ ç íÝá êëÜóç ÷þñùí Banach åðåêôåßíåé ãíÞóéá ôçí êëÜóç (ôùí

êëåéóôþí õðï÷þñùí) ôùí SWCG êáé Ý÷åé íüçìá êáé ãéá ôïõò äéá÷ùñßóéìïõò

÷þñïõò Banach (áöïý äåí ôïõò ðåñéÝ÷åé üëïõò) êáé åí ãÝíåé ó÷åôßæåôáé ìå

ôçí êëÜóç ôùí SWCG ÷þñùí Banach, üðùò ó÷åôßæïíôáé ïé ãíùóôÝò êëÜóåéò

ôùí WKA êáé WCG ÷þñùí Banach.

Ðáñ' üëá áõôÜ ç åéêüíá óå ó÷Ýóç ìå ôçí êëáóéêÞ èåùñßá Þôáí åëëé-

ðÞò, áêüìá êáé óå ôïðïëïãéêü åðßðåäï. Ãéá ðáñÜäåéãìá, äåí åß÷áìå Ýíáí

÷áñáêôçñéóìü ôùí éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí áíÜëïãï ìå

ôïí ïñéóìü ôïõ Choquet ôùí K{áíáëõôéêþí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí (Ýíáò ôï-
ðïëïãéêüò ÷þñïò ëÝãåôáé K{áíáëõôéêüò áí åßíáé óõíå÷Þò åéêüíá åíüò Êóä

õðïóõíüëïõ êÜðïéïõ óõìðáãïýò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ). Åðßóçò äåí õðÞñ÷å

êÜðïéá Ýííïéá áñéèìÞóéìçò êáèïñéóéìüôçôáò, éó÷õñüôåñç ôçò êëáóéêÞò ôïõ

Frolik êáé áíôßóôïé÷ç ôçò éó÷õñÞò K{áíáëõôéêüôçôáò. ÔÝôïéïõ åßäïõò áðïôå-
ëÝóìáôá èá ôüíéæáí áêüìá ðåñéóóüôåñï ôéò áíáëïãßåò ìå ôçí êëáóéêÞ èåùñßá

êáé ôçí öõóéïëïãéêüôçôá ôùí êáéíïýñãéùí êëÜóåùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí êáé

÷þñùí Banach. Óôçí ðáñïýóá ÄéáôñéâÞ ðñïóðáèïýìå íá áíôéìåôùðßóïõìå

áõôïý ôïõ åßäïõò ôéò £åëëåßøåéò¤.

¸ôóé óôï ðñþôï ÊåöÜëáéï ôçò ÄéáôñéâÞò, ôï ïðïßï áðïôåëåß êáé ôï ôïðï-

ëïãéêü ôçò õðüâáèñï, åéóÜãïíôáé ïé Ýííïéåò, ôïõ éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñé-

æüìåíïõ ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ, ôïõ éó÷õñÜ Êóä õðïóõíüëïõ åíüò ôïðïëïãéêïý

÷þñïõ êáèþò êáé ç éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò ãéá ìéá Üíù çìéóõíå÷Þ

óõíÜñôçóç ìå óõìðáãåßò ôéìÝò. ¼ëåò áõôÝò ïé íÝåò Ýííïéåò ÷ñçóéìïðïéïý-

íôáé ãéá íá åðåêôåßíïõí êáôÜ öõóéïëïãéêü ôñüðï êëáóéêïýò ÷áñáêôçñéóìïýò

ôùí K{áíáëõôéêþí êáé ôùí áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí

óôéò íÝåò êëÜóåéò ôïðïëïãéêþí ÷þñùí. ¸ôóé áðïäåéêíýïíôáé ôá áêüëïõèá

áðïôåëÝóìáôá:
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Èåþñçìá (Èåþñçìá 1.1, Èåþñçìá 1.15, Ðüñéóìá 1.28 ). ¸óôùX Haus-

dor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêüò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäý-

íáìá:

(i) Ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô.

éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò)
(ii) Ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïòX åßíáé åéêüíá ìÝóù ìéáò (óõíå÷ïýò) áðåéêüíéóçò

f ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ C

÷þñïõ ôçò ìïñöÞò M ×K, üðïõ K åßíáé óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò

êáé M äéá÷ùñßóéìïò (áíô. Ðïëùíéêüò) ìåôñéêüò ÷þñïò.

(iii) ÕðÜñ÷åé � ′ ⊆ � (áíô. � ′ = � ï ÷þñïòôïõ Baire) êáé ìéá Üíù çìéóõíå-

÷Þò áðåéêüíéóç F : � ′ → K(X) (áíô. F : � → K(X)) ìå ôçí éäéüôçôá

ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

Åðßóçò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôïðïëïãßáò Vietoris �� óôïí õðåñ÷þñï K(X) ôùí

óõìðáãþí ìç êåíþí õðïóõíüëùí ôïõ ÷þñïõ X, áðïäåéêíýåôáé ï áêüëïõèïò

÷áñáêôçñéóìüò ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí,

ï ïðïßïò ãåíéêåýåé áíôßóôïé÷ï ÷áñáêôçñéóìü ôùí éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí ÷þ-
ñùí áðü ôï [M-S].

Èåþñçìá (Èåþñçìá 1.29). ¸óôù X Ýíáò (Hausdor� êáé ôåëåßùò êáíï-

íéêüò) ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(ii) Ï ÷þñïò (K(X); ��) åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(iii) Ï ÷þñïò (K(X); ��) åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

Ç éóïäõíáìßá (i) ⇔ (iii) ôïõ ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôïò õðïäçëþíåé êáôÜ

ôçí ÜðïøÞ ìáò üôé ç êëÜóç ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëï-

ãéêþí ÷þñùí åßíáé öõóéïëïãéêÞ êáé ü÷é ôå÷íçôÞ.

¼óïí áöïñÜ óôïõò éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïýò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò áðïäåé-
êíýåôáé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï áíôéóôïé÷åß óôïí êëáóéêü ïñéóìü

ôïõ Choquet ôùí K{áíáëõôéêþí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.

Èåþñçìá (Èåþñçìá 1.42). ¸óôù X (Hausdor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêüò)

ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï X åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò.
(ii) ÕðÜñ÷åé Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò Ω, Ýíá éó÷õñÜ Êóä õðïóý-

íïëï C ôïõ Ω êáé ìéá (óõíå÷Þò) óõíÜñôçóç f : C → X ìå ôçí éäéüôçôá

ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

Óôï äåýôåñï ÊåöÜëáéï ôçò ÄéáôñéâÞò åéóÜãåôáé ç êëÜóç åêåßíùí ôùí

÷þñùí Banach, ïé ïðïßïé åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïé óôçí áóèåíÞ
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ôïðïëïãßá ôïõò (SWCD). Ç êëÜóç áõôÞ (åßíáé ôï áíÜëïãï ôçò êëÜóçò ôùí

WCD ÷þñùí Banach ôïõ Va�s�ak, ðåñéÝ÷åôáé óå áõôÞ êáé) ðåñéÝ÷åé ãíÞóéá

ôïõò SWKA ÷þñïõò Banach ôùí ÌåñêïõñÜêç êáé ÓôáìÜôç. Åðßóçò ç êëÜóç

ôùí SWCD ÷þñùí Banach äåí ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò äéá÷ùñßóéìïõò ÷þñïõò

Banach, áëëÜ ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ÷þñïõò Banach ìå äéá÷ùñßóéìï äõúêü. Ôá

óçìáíôéêüôåñá áðïôåëÝóìáôá óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï åßíáé ôá áêüëïõèá:

Èåþñçìá (Èåþñçìá 2.11). ¸óôù X Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach

ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N). Ôüôå ï ÷þñïò X åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí

ï X Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü.

¸ðåôáé ðñïöáíþò áðü ôï áðïôÝëåóìá áõôü üôé, áí ï X åßíáé äéá÷ùñßóé-

ìïò ÷þñïò Banach, ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N) êáé Ý÷åé ìç äéá÷ùñßóéìï

äõúêü (ð.÷. Ýíáò ÷þñïò ôýðïõ James), ôüôå ï X äåí åßíáé SWCD. Óçìåéþ-

íïõìå üôé ôï Èåþñçìá áõôü ãåíéêåýåé Ýíá áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï

÷áñáêôçñßæåé ôïõò SWKA ÷þñïõò Banach, áðü ôï [M-S]. Óôï ßäéï ÊåöÜ-

ëáéï ìåëåôþíôáé åõèÝá áèñïßóìáôá SWCD ÷þñùí Banach êáé áðïäåéêíýåôáé

ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

Èåþñçìá (Èåþñçìá 2.16). ¸óôù (Xn) ìéá áêïëïõèßá SWCD ( áíô.

SWKA ) ÷þñùí Banach êáé p ≥ 1. Ôüôå ï ÷þñïò X = (
∑∞

n=1⊕Xn)p åßíáé

SWCD (áíô. SWKA).

¸íá áíôßóôïé÷ï (ìå ðåñéïñéóôéêÝò üìùò õðïèÝóåéò) áðïôÝëåóìá áðïäåé-

êíýåôáé êáé ãéá áñéèìÞóéìá c0{åõèÝá áèñïßóìáôá (Ðñüôáóç 2.17). ¼óïí

áöïñÜ óå Ýíá õðåñáñéèìÞóéìï ðëÞèïò ðáñáãüíôùí, áðïäåéêíýåôáé üôé Ýíá õðå-

ñáñéèìÞóéìï c0 Þ `p, p ≥ 1 åõèý Üèñïéóìá SWCD ÷þñùí Banach äåí åßíáé

êáô' áíÜãêç SWCD (Èåþñçìá 2.18). Éäéáßôåñá áðïäåéêíýåôáé üôé ï êëáóéêüò

÷þñïò Banach c0(� ) ìå � õðåñáñéèìÞóéìï óýíïëï äåí åßíáé SWCD (Ðüñéóìá

2.21). Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôåëåõôáßïõ áðïôåëÝóìáôïò áðïäåéêíýåôáé üôé:

Èåþñçìá (Èåþñçìá 2.23). ¸óôù K Ýíáò óõìðáãÞò ÷þñïò. Ôüôå ï

÷þñïò C(K) åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí ôï K åßíáé áñéèìÞóéìï.

Óôï ôñßôï ÊåöÜëáéï ôçò ÄéáôñéâÞò åéóÜãïíôáé êáé ìåëåôþíôáé äýï óõ-

ãêñßóéìåò êáé äéáêñéôÝò õðïêëÜóåéò ôçò êëÜóçò ôùí SWKA ÷þñùí Banach.

ÊáôÜ ðñþôïí åîáóèåíïýìå ôïí ïñéóìü ôïõ SWCG ÷þñïõ Banach êáé

åéóÜãïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ SWCG ÷þñïõ Banach ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí õðåñ-

÷þñï Z ôïõ X, åðéôñÝðïíôáò ôï áóèåíþò óõìðáãÝò óýíïëï, ôï ïðïßï ðá-

ñÜãåé éó÷õñÜ ôï X íá åßíáé åêôüò ôïõ X êáé ìÝóá óôï Z (Ïñéóìüò 3.1).

Áí X = Z, ôüôå ï ïñéóìüò ìáò óõìðßðôåé ìå áõôüí ôùí Schl�uchterman
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êáé Wheeler (Ïñéóìüò 0.20). Ç ðñïêýðôïõóá êëÜóç åßíáé (ðñïöáíþò) êëåé-

óôÞ ùò ðñïò ôïõò êëåéóôïýò õðï÷þñïõò êáé ðåñéÝ÷åé ãíÞóéá ôçí êëÜóç ôùí

SWCG ÷þñùí Banach, áöïý õðÜñ÷åé ðáñÜäåéãìá êëåéóôïý õðï÷þñïõ ôïõ

SWCG ÷þñïõ L1[0; 1], ôï ïðïßï äåí åßíáé SWCG. Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü êá-

ôáóêåõÜóèçêå áðü ôïõò ÌåñêïõñÜêç êáé ÓôáìÜôç ([M-S]) êáé áðáíôÜ óå

Ýíá åñþôçìá ôùí Schl�uchterman êáé Wheeler ([S-W]). Ôá âáóéêÜ áðïôåëÝ-

óìáôá, ôá ïðïßá äåß÷íïõí üôé ç íÝá êëÜóç êëçñïíïìåß ôéò êýñéåò éäéüôçôåò

ôçò ðáëáéÜò, åßíáé ôá áêüëïõèá:

Èåþñçìá (Èåþñçìá 3.11). ¸óôù X ÷þñïò Banach. Ôüôå ôá áêüëïõèá

åßíáé éóïäýíáìá:

(i) X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéï ÷þñï Banach.

(ii) Ï X ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéï ÷þñï Z êáé õðÜñ÷åé ìéá ìåôñéêïðïéÞóéìç

ôïðïëïãßá �d óôï BZ∗ ôÝôïéá þóôå: (á) Ç ôïðïëïãßá �d åßíáé ìéêñüôåñç

áðü ôçí ôïðïëïãßá Mackey � ôïõ BZ∗ (â) Ç ôïðïëïãßá �d åßíáé ëåðôü-

ôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá �X ôïõ BZ∗ ôçò ïìïéüìïñöçò óýãêëéóçò óôá

áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X.

Åðßóçò áðïäåéêíýåôáé êáé ôï ðáñáêÜôù áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï ãåíéêåýåé

áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá ôùí Schl�uchterman êáé Wheeler ([S-W, Th. 2.5]),

(âë. åðßóçò Èåþñçìá 3.22).

Èåþñçìá (Ðüñéóìá 3.23). ÊÜèå ÷þñïò BanachX, ï ïðïßïò åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí ÷þñï Banach Z åßíáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ ðëÞñçò.

Ç íÝá êëÜóç ÷þñùí ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôçí êëÜóç ôùí SWKA, áöïý

êÜèå Ðïëùíéêüò ÷þñïò Banach, ï ïðïßïò äåí åßíáé áõôïðáèÞò åßíáé âÝâáéá

SWKA ([M-S, Prop. 1.9]), áëëÜ äåí åßíáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ ðëÞñçò

(Ðüñéóìá 3.26). Åðßóçò áðïäåéêíýåôáé üôé ç êëÜóç, ôçí ïðïßá ïñßóáìå, äåí

åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôá áñéèìÞóéìá `p åõèÝá áèñïßóìáôá ìå 1 < p < +∞.

(Ôï áðïôÝëåóìá áõôü áðïäåéêíýåé åðßóçò üôé ç êëÜóç, ôçí ïðïßá ïñßóáìå,

ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôïõò SWKA ÷þñïõò Banach).

Èåþñçìá (Èåþñçìá 3.27 êáé ÐáñáôÞñçóç 3.28). Ï ÷þñïò Banach X =

(
∑∞

m=1⊕`1(N× {m}))p, 1 < p < +∞ åßíáé SWKA êáé áóèåíþò áêïëïõ-

èéáêÜ ðëÞñçò, áëëÜ äåí åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êáíÝíá ÷þñï Banach.

Ç äåýôåñç õðïêëÜóç SWKA ÷þñùí Banach, ôçí ïðïßá ìåëåôÜìå Ý÷åé ùò

ìÝëç åêåßíïõò ôïõò ÷þñïõò Banach, ïé ïðïßïé åßíáé éó÷õñÜ Êóä, èåùñïýìåíïé

ùò õðï÷þñïé ôïõ (X∗∗; w∗). Ç áíôßóôïé÷ç õðïêëÜóç ôùí ÷þñùí Banach, ïé

ïðïßïé åßíáé (áðëþò) Êóä ìÝóá óôïí (X∗∗; w∗), åßíáé ìéá äéáêñéôÞ õðïêëÜóç
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ôùí WKA ÷þñùí Banach êáé Ý÷åé ìåëåôçèåß áðü ôïõò ÁñâáíéôÜêç, Áñãõñü

êáé ÌåñêïõñÜêç óôá Üñèñá [A-A-M 1] êáé [A-A-M 2].

Èåþñçìá (Èåþñçìá 3.36, Èåþñçìá 3.38). ¸óôù X ÷þñïò Banach, ï

ïðïßïò åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí ÷þñï Banach Þ Ðïëùíéêüò. Ôüôå ï

X åßíáé éó÷õñÜ Êóä (óôï (X∗∗; w∗)).

Åðßóçò áðïäåéêíýïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá

Èåþñçìá (Èåþñçìá 3.41). ¸óôù (Xn) áêïëïõèßá (éó÷õñÜ) Êóä ÷þñùí

Banach êáé 1 ≤ p < ∞. Ôüôå ï ÷þñïò X = (
∑∞

n=1⊕Xn)p åßíáé (éó÷õñÜ)

Êóä.

Óçìåéþíïõìå üôé äåí åßíáé áêüìá óáöÝò áí ç êëÜóç ôùí éó÷õñÜ Êóä

÷þñùí Banach åßíáé ãíÞóéá õðïêëÜóç ôùí SWKA ÷þñùí Banach.

ÂÝâáéá ãéá ôçí êëÜóç ôùí Êóä ÷þñùí Banach ãíùñßæïõìå üôé åßíáé ãíÞ-

óéá õðïêëÜóç ôùí WKA ÷þñùí Banach, óýìöùíá ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá, ôï

ïðïßï êáôáóêåõÜóèçêå áðü ôïõò ÁñâáíéôÜêç, Áñãõñü êáé ÌåñêïõñÜêç (âë.

[A-A-M 1]) êáé ôï ïðïßï áðÜíôçóå óå Ýíá ðñüâëçìá ôïõ Talagrand ([T1]).

Ôá õðüëïéðá áðïôåëÝóìáôá áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ åîåôÜæïõí ôïðéêÜ ôçí

éäéüôçôá ôçò éó÷õñÞò K{áíáëõôéêüôçôáò êáé ôïõ (éó÷õñÜ) Êóä óõíüëïõ óôçí
áóèåíÞ ôïðïëïãßá åíüò ÷þñïõ Banach. ¸ôóé áðïäåéêíýåôáé üôé óå Ýíá äéá-

÷ùñßóéìï ÷þñï Banach X êáé A ⊆ X, ôï A åßíáé ‖·‖−G� õðïóýíïëï ôïõ X,

áí ï ÷þñïò (A;w) åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò (Ðñüôáóç 3.49). Óôçí ðåñß-

ðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Schur, ôüôå ãéá Ýíá õðïóýíïëï

A ôïõ X ôï (A;w) åßíáé éó÷õñÜ Êóä óôï (X∗∗; w∗) áí êáé ìüíïí áí (A; ‖ · ‖)
åßíáé G� óôï X (Ðñüôáóç 3.51).
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ÐñïêáôáñêôéêÜ

1. Óôïé÷åßá áðü ôç ÃåíéêÞ Ôïðïëïãßá

Ãéá ôéò óôïé÷åéþäåéò Ýííïéåò êáé èåùñÞìáôá ôçò ÃåíéêÞò Ôïðïëïãßáò ðá-

ñáðÝìðïõìå óôá [E], [K] êáé [Í-Æ-Ê-Ö].

1.1. Ï ÷þñïò ôïõ Baire. Ï ÷þñïò NN ôùí áêïëïõèéþí öõóéêþí áñéè-

ìþí åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá ãéíüìåíï ïíïìÜæåôáé óõíÞèùò ÷þñïò

ôïõ Baire. Ôï ÷þñï ôïõ Baire èá ôïí óõìâïëßæïõìå óå áõôÞ ôç äéáôñéâÞ ìå

�.

Åßíáé ãíùóôü ([Cho2], [E]) üôé ï ÷þñïò � ôïõ Baire åßíáé ïìïéïìïñöéêüò

ìå ôï ÷þñï ôùí áññÞôùí ôïõ äéáóôÞìáôïò [0; 1] ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá.

Ôï ÷þñï � ôïõ Baire ôï èåùñïýìå åöïäéáóìÝíï ìå ôç óçìåéáêÞ (ìåñéêÞ)

äéÜôáîç, äçëáäÞ áí �, � ∈ � èá ãñÜöïõìå

� ≤ � áí �(n) ≤ �(n) ãéá êÜèå n ∈ N:

Ãéá êÜèå � ∈ � èÝôïõìå

�(�) =
∞∏
n=1

{1; 2; : : : �(n)}:

Åßíáé óáöÝò üôé

�(�) = {� ∈ � : � ≤ �}

êáé üôé ôï �(�) åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ �. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé

ç ïéêïãÝíåéá {�(�) : � ∈ �} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ � êõñéáñ÷åß ôá

óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ �, äçëáäÞ áí K óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ �, ôüôå

õðÜñ÷åé � ∈ � ìå K ⊆ �(�).

Ìå S =
⋃∞
n=0 Nn èá óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí áêï-

ëïõèéþí öõóéêþí áñéèìþí. Ðñïöáíþò ôï S åßíáé áñéèìÞóéìï óýíïëï. Áí

s = (s1; s2; : : : sn), ôüôå ôï öõóéêü áñéèìü n ôïí ïíïìÜæïõìå ìÞêïò ôçò áêï-

ëïõèßáò s êáé èá ôïí óõìâïëßæïõìå ìå |s|. Åðßóçò ãéá êÜèå s, t ∈ S èá

ãñÜöïõìå s ≤ t áí |s| ≤ |t| êáé ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : |s| éó÷ýåé si ≤ ti. Áí

s ∈ S êáé � ∈ � èá ãñÜöïõìå s < � áí si = �i ãéá êÜèå i = 1; 2 : : : |s|.
Åðßóçò áí n ∈ N ìå �|n èá óõìâïëßæïõìå ôçí áêïëïõèßá ôùí n ðñþôùí üñùí

ôïõ �. Ãéá êÜèå s ∈ S èÝôïõìå I(s) = {� ∈ � : s < �}. Ôüôå ç áñéèìÞóéìç
1
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ïéêïãÝíåéá {I(s) : s ∈ S} åßíáé âÜóç ôïõ �, ç ïðïßá áðïôåëåßôáé áðü óýíïëá
ôá ïðïßá åßíáé áíïéêôÜ êáé êëåéóôÜ.

Ïñéóìüò 0.1. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X ëÝãåôáé Ðïëùíéêüò (Polish)

áí åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå êÜðïéïí ðëÞñç äéá÷ùñßóéìï ìåôñéêü ÷þñï.

Ï ÷þñïò � ôïõ Baire åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò. Ìéá ìåôñéêÞ, ç ïðïßá

êáèéóôÜ ôï ÷þñï ôïõ Baire ðëÞñç ìåôñéêü ÷þñï åßíáé ç åîÞò: Ãéá êÜèå x =

(xn), y = (yn) ∈ � ïñßæïõìå

d(x; y) =


1

�(x; y)
; áí x 6= y

0; áí x = y;

üðïõ �(x; y) = min{n ∈ N : xn 6= yn} ãéá x 6= y. Ðñïöáíþò d(x; y) =
1

n
áí

êáé ìüíïí áí xn 6= yn êáé x|n− 1 = y|n− 1.

Ïñéóìüò 0.2. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X ëÝãåôáé áíáëõôéêüò áí åßíáé

óõíå÷Þò åéêüíá ôïõ ÷þñïõ � ôïõ Baire.

Ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá åßíáé Ýíáò êïìøüò êáé ÷ñÞóéìïò ÷áñáêôçñéóìüò

ôùí Ðïëùíéêþí ÷þñùí êáé ïöåßëåôáé óôïí Christensen.

Èåþñçìá 0.3 (Christensen). ¸óôù M Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôá

áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï M åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò

(ii) ÕðÜñ÷åé ìéá ïéêïãÝíåéá {M� : � ∈ �} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ M

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) Áí �, � ∈ � ìå � ≤ � , ôüôå M� ⊆M� .

(â) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ M , õðÜñ÷åé � ∈ �, ôÝôïéï

þóôå L ⊆M�.

1.2. Ï ÷þñïò K(X). ¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ìå K(X) óõì-

âïëßæïõìå ôï ÷þñï ôùí óõìðáãþí ìç êåíþí õðïóõíüëùí ôïõ X. Ï ÷þñïò

K(X) èåùñåßôáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Vietoris �� , ç ïðïßá Ý÷åé ùò

âÜóç ôá óýíïëá ôçò ìïñöÞò

�(V1; : : : ; Vn) =

{
K ∈ K(X) : K ⊆

n⋃
i=1

Vi êáé K ∩ Vi 6= ∅ ãéá i = 1; : : : ; n

}
;

üðïõ n ∈ N êáé V1; : : : ; Vn åßíáé áíïéêôÜ ìç êåíÜ õðïóýíïëá ôïõ X (âëÝðå

[E, p. 162]).

¸óôù X, Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé. Ìéá áðåéêüíéóç F : Y → K(X) ïíïìÜ-

æåôáé Üíù (áíô. êÜôù) çìéóõíå÷Þò, áí ãéá êÜèå A áíïéêôü (áíô. êëåéóôü)
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õðïóýíïëï ôïõ X ôï óýíïëï {y ∈ Y : F (y) ⊆ A} åßíáé áíïéêôü (áíô. êëåé-

óôü) õðïóýíïëï ôïõ X.

Ìéá áðåéêüíéóç F : Y → K(X) åßíáé óõíå÷Þò (Ï ÷þñïò K(X) èåùñåßôáé

åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Vietoris ��) áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå õðïóý-

íïëï A ôïõ X ôï óýíïëï {y ∈ Y : F (y) ⊆ A} åßíáé áíïéêôü üôáí ôï A åßíáé

áíïéêôü êáé êëåéóôü üôáí ôï A åßíáé êëåéóôü. Ìå Üëëá ëüãéá ç áðåéêüíéóç

F åßíáé óõíå÷Þò áí ìüíïí áí åßíáé Üíù êáé êÜôù çìéóõíå÷Þò.

Åýêïëá áðïäåéêíýåôáé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Ðñüôáóç 0.4. ¸óôù X, Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé êáé F : Y → K(X) Üíù

çìéóõíå÷Þò áðåéêüíéóç. Áí A åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Y , ôüôå ôï

F (A) åßíáé óõìðáãÝò.

Åðßóçò áí Y åßíáé ôïðïëïãéêüò õðï÷þñïò ôïõ X, ôüôå ï K(Y ) åßíáé

ôïðïëïãéêüò õðï÷þñïò ôïõ K(X). Éó÷ýåé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

Ðñüôáóç 0.5. ¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò.

(i) Áí Y åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X, ôüôå ôï K(Y ) åßíáé óõìðáãÝò

õðïóýíïëï ôïõ K(X).

(ii) Áí K åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ K(X), ôüôå ôï
⋃
{A : A ∈ K}

åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X.

¸óôù (X; �) ìåôñéêüò ÷þñïò. Ç ìåôñéêÞ Hausdor� åðß ôïõK(X) ïñßæåôáé

ùò åîÞò:

dH(A;B) = max

{
sup
a∈A

�(a;B) ; sup
b∈B

�(b; A)

}
ãéá êÜèå A, B ∈ K(X). Ç ôïðïëïãßá, ç ïðïßá åðÜãåôáé áðü ôç ìåôñéêÞ

Hausdor� óõìðßðôåé ìå ôçí ôïðïëïãßá Vietoris �� . Éó÷ýåé åðßóçò ôï áêüëïõèï

áðïôÝëåóìá:

Ðñüôáóç 0.6. ¸óôù X ìåôñéêüò ÷þñïò.

(i) Áí ï X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ôüôå ï K(X) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò.

(ii) Áí ï X åßíáé Ðïëùíéêüò, ôüôå ï K(X) åßíáé Ðïëùíéêüò.

1.3. ÁñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïé ôïðïëïãéêïß ÷þñïé.

Ðñüôáóç 0.7 ([T1]). ¸óôù X õðï÷þñïò åíüò óõìðáãïýò ôïðïëïãéêïý

÷þñïõ K. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) ÕðÜñ÷ïõí óõìðáãÞ õðïóýíïëá Kn, n ∈ N ôïõ K ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå

u ∈ X êáé x ∈ K \X õðÜñ÷åé n ∈ N ìå

u ∈ Kn êáé x =∈ Kn:
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(ii) ÕðÜñ÷ïõí óõìðáãÞ óýíïëá Bs, s ∈ S ôïõ K êáé õðïóýíïëï � ′ ôïõ �

ôÝôïéá þóôå

X =
⋃
�∈�′

∞⋂
n=1

B�|n

(iii) ÕðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï � ′ ôïõ � êáé ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò óõíÜñôçóç

F : � ′ → K(X) ôÝôïéá þóôå X = F (� ′).

.

Ïñéóìüò 0.8. ¸óôù X Ýíáò Hausdor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêüò ôïðïëï-

ãéêüò ÷þñïò.

(1) Ï X ëÝãåôáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò, áí ðëçñïýôáé êÜðïéá áðü

ôéò éóïäýíáìåò óõíèÞêåò ôçò Ðñüôáóçò 0.7 óå êÜðïéï óõìðáãÞ ÷þñï

K, óôïí ïðïßï ï X ðåñéÝ÷åôáé ïìïéïìïñöéêÜ.

(2) Ï X ëÝãåôáé K{áíáëõôéêüò áí ç óõíèÞêç (ii) Þ ç (iii)ðëçñïýôáé áðü
ôï � áíôß ôïõ � ′.

¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò ëÝãåôáé realcompact áí åßíáé ïìïéïìïñöéêüò

ìå Ýíáí êëåéóôü õðï÷þñï ÷þñïõ ôçò ìïñöÞò R� , üðïõ ï ÷þñïò R� èåùñåßôáé

åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí êáñôåóéáíÞ ôïðïëïãßá.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé Ýíáò ÷áñáêôçñéóìüò ôùí áñéèìÞóéìá êáèïñé-

æüìåíùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí êáé ïöåßëåôáé óôïõò Cascales êáé Orihuela.

Èåþñçìá 0.9. ([C-O, Th. 4]) ¸óôù Y Ýíáò êáíïíéêüò ôïðïëïãéêüò

÷þñïò. Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï Y åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(ii) Ï Y åßíáé Lindel�of êáé õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò M

êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {YK : K ∈ K(M)} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ Y

ôÝôïéá þóôå:

(á) Áí K1 ⊆ K2, ôüôå YK1 ⊆ YK2.

(â) Y =
⋃
{YK : K ∈ K(M)}.

(iii) Ï Y åßíáé Dieudonn�e ðëÞñçò êáé õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò

÷þñïò M êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {YK : K ∈ K(M)} óõìðáãþí õðïóõíüëùí
ôïõ Y ôÝôïéá þóôå:

(á) Áí K1 ⊆ K2, ôüôå YK1 ⊆ YK2.

(â) Y =
⋃
{YK : K ∈ K(M)}.

(iv) Ôá ó÷åôéêÜ áñéèìÞóéìá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ Y åßíáé ó÷åôéêÜ óõ-

ìðáãÞ êáé õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò M êáé ìéá ïé-

êïãÝíåéá {YK : K ∈ K(M)} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ Y ôÝôïéá þóôå:

(á) Áí K1 ⊆ K2, ôüôå YK1 ⊆ YK2.

(â) Y =
⋃
{YK : K ∈ K(M)}.
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1.4. k{÷þñïé. ¸óôù (X; �) ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ìå � k óõìâïëßæïõìå

ôçí ôïðïëïãßá ôïõ X, ç ïðïßá Ý÷åé ùò áíïéêôÜ óýíïëá åêåßíá ôá õðïóýíïëá

ôïõ X, ôùí ïðïßùí ç ôïìÞ ìå êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ (X; �) åßíáé

ó÷åôéêÜ áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ óõìðáãïýò. Éóïäýíáìá ôï F åßíáé êëåéóôü

õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ � k, áí ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ (X; �) ôï

F ∩K åßíáé óõìðáãÝò.

Ðñïöáíþò ç ôïðïëïãßá � k åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôçí (X; �) êáé ïé äýï

ôïðïëïãßåò Ý÷ïõí ôá ßäéá óõìðáãÞ óýíïëá.

¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (X; �) ëÝãåôáé k{÷þñïò áí � k = � . Éóïäýíáìá

ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (X; �) åßíáé k{÷þñïò áí ãéá êÜèå õðïóýíïëï F ôïõ

X, ôïõ ïðïßïõ ç ôïìÞ F ∩K ìå êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ X åßíáé

óõìðáãÝò óýíïëï åßíáé êëåéóôü óýíïëï.

Ãéá ôïõò k{÷þñïõò éó÷ýïõí ôá åîÞò:

(á) Ï ÷þñïò (X; � k) åßíáé k{÷þñïò êáé ç ôïðïëïãßá � k åßíáé ç ìåãáëý-

ôåñç ôïðïëïãßá k{÷þñïõ, ç ïðïßá åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôçí � .

(â) Ïé ðñþôïé áñéèìÞóéìïé (åéäéêüôåñá ïé ìåôñéêïß ÷þñïé) êáèþò êáé ïé

ôïðéêÜ óõìðáãåßò ôïðïëïãéêïß ÷þñïé åßíáé k{÷þñïé.

(ã) ÊÜèå êëåéóôüò õðï÷þñïò åíüò k{÷þñïõ åßíáé k{÷þñïò.

(ä) Áí X åßíáé k{÷þñïò êáé K óõìðáãÞò ÷þñïò, ôüôå ï X × K åßíáé

k{÷þñïò.

(å) Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç I : (X; � k)→ (X; �) åßíáé óõíå÷Þò.

Óýìöùíá ìå ôï åðüìåíï èåþñçìá ôï ãåãïíüò üôé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò

åßíáé K{áíáëõôéêüò (áíô. áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò) ïöåßëåôáé óôá óõìðáãÞ
ôïõ õðïóýíïëá.

Èåþñçìá 0.10 (Talagrand, [T1]). ¸óôù (X; �) ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ï

(X; �) åßíáé K{áíáëõôéêüò (áíô. áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò) áí êáé ìüíïí

áí ï (X; � k) åßíáé K{áíáëõôéêüò (áíô. áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò).

Ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò óôïõò k{÷þñïõò ðáñáðÝìðïõìå óôá [J-R],

[E] êáé [T1].

2. Óôïé÷åßá áðü ôç ÓõíáñôçóéáêÞ ÁíÜëõóç

Ãéá ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò êáé èåùñÞìáôá ôçò ÓõíáñôçóéáêÞò ÁíÜëõóçò ðá-

ñáðÝìðïõìå óôá [F-H-H-M-P-Z], [Í-Æ-Ê-Ö], [L-T] êáé [D-G-Z].

Èåþñçìá 0.11 (Grothendieck). ¸óôù K óõìðáãÞò ÷þñïò êáé B Ýíá

öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ C(K). Ôüôå ôï B åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò áí êáé

ìüíïí áí åßíáé óõìðáãÝò óôçí ôïðïëïãßá ôçò êáôÜ óçìåßï óýãêëéóçò.



6 0. ÐÑÏÊÁÔÁÑÊÔÉÊÁ

Èåþñçìá 0.12 (Rosenthal). ¸óôù (xn) ìéá öñáãìÝíç áêïëïõèßá åíüò

÷þñïõ Banach. Ôüôå ç (xn) Ý÷åé ìéá õðáêïëïõèßá (xkn), ç ïðïßá åßôå åßíáé

áóèåíþò Cauchy Þ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç óõíÞèç âÜóç ôïõ `1(N).

Ìå T óõìâïëßæïõìå ôï äõáäéêü äÝíäñï ôùí áêïëïõèéþí ìå óôïé÷åßá 0 êáé

1. ÕðïäÝíäñï ôïõ T ëÝãåôáé êÜèå õðïóýíïëï T ′ ôïõ T , ôï ïðïßï Ý÷åé ìïíá-

äéêü åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï êáé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ Ý÷åé áêñéâþò äýï åðüìåíïõò.

Èåþñçìá 0.13 (Stern, [S]). Èåùñïýìå Ýíá ÷þñï Banach X êáé ìéá

öñáãìÝíç ïéêïãÝíåéá (xs)s∈T óôïé÷åßùí ôïõ X. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá õðïäÝíäñï

T ′ ôïõ T ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé áêñéâþò Ýíá áðü ôá åðüìåíá:

(i) Ãéá êÜèå êëáäß � ôïõ T ′ ç áêïëïõèßá (x�|n) åßíáé áóèåíþò Cauchy.

(ii) Ãéá êÜèå êëáäß � ôïõ T ′ ç áêïëïõèßá (x�|n) åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç

óõíÞèç âÜóç ôïõ `1(N).

Èåþñçìá 0.14 (Milyutin). Áí K, L åßíáé õðåñáñéèìÞóéìïé óõìðáãåßò

ìåôñéêïß ÷þñïé, ôüôå ïé ÷þñïé C(K) êáé C(L) åßíáé éóïìïñöéêïß.

2.1. Áóèåíþò áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïé (WCD) ÷þñïé Banach.

Ïñéóìüò 0.15 ((i)). ¸óôù X ÷þñïò Banach.

(1) Ï X ëÝãåôáé áóèåíþò óõìðáãþò ðáñáãüìåíïò (WCG) áí ðåñéÝ÷åé

Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò ïëéêü õðïóýíïëï.

(2) ÏX ëÝãåôáé áóèåíþò K{áíáëõôéêüò (WKA) áí åßíáéK{áíáëõôéêüò
óôçí áóèåíÞ ôïõ ôïðïëïãßá.

(3) Ï X ëÝãåôáé áóèåíþò áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (WCD) áí åßíáé

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò óôçí áóèåíÞ ôïõ ôïðïëïãßá.

(4) Ï X ëÝãåôáé Ðïëùíéêüò (Polish) áí ï ÷þñïò (BX ; w) åßíáé Ðïëù-

íéêüò. ([E-W], [R])

Ìéá ðáñïõóßáóç ôçò èåùñßáò ôùí áóèåíþò áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí

÷þñùí Banach ìðïñåß íá âñåèåß óôá [N], [V], [T1], [M1] êáé [M2]. Ãéá ôç

èåùñßá ôùí áóèåíþò óõìðáãþò ðáñáãüìåíùí ÷þñùí Banach ðáñáðÝìðïõìå

óôá [F], [D-G-Z] êáé [L].

Èåþñçìá 0.16 (Talagrand, [T1]). Áí ï ÷þñïò Banach X åßíáé WCG,

ôüôå êÜèå êëåéóôüò õðï÷þñïò ôïõ åßíáé WKA.

Ïñéóìüò 0.17. ¸íá óõìðáãÝò óýíïëïK ëÝãåôáé Talagrand (áíô. Gul'ko)

óõìðáãÝò áí ï ÷þñïò C(K) åßíáé WKA (áíô. WCD).

Ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï ïöåßëåôáé óôï ÌåñêïõñÜêç áðïäåß-

÷èçêå ãéá ðñþôç öïñÜ óôï [M1] êáé áíåîÜñôçôá áðü ôïõò Cascales êáé Ori-

huela ùò Ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 0.9.
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Èåþñçìá 0.18 (ÌåñêïõñÜêç,[M1]). ¸íáò ÷þñïò Banach X åßíáé áóèå-

íþò áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (WCD) áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ù-

ñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò M êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {WK : K ∈ K(M)} áóèåíþò
óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X Ýôóé þóôå:

(á) WK1 ⊆ WK2 ãéá êÜèå K1 ; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2.

(â) Ôï óýíïëï
⋃
{WK : K ∈ K(M)} åßíáé ïëéêü õðïóýíïëï ôïõ X.

Èåþñçìá 0.19 (Áñãõñïý{Íåãñåðüíôç, [A-N], [N]). Áí K åßíáé Gul'ko

óõìðáãÝò óýíïëï, ôüôå s(K) = w(K)+, üðïõ s(K) åßíáé ï áñéèìüò Souslin

êáé w(K) ôï ôïðïëïãéêü âÜñïò ôïõ K.

2.2. Ôïðïëïãßá Mackey. ¸óôù X ÷þñïò Banach. Ç ëåðôüôåñç ôï-

ðéêÜ êõñôÞ ôïðïëïãßá � åðß ôïõ X∗ ôÝôïéá þóôå (X∗; �)∗ = X ïíïìÜæåôáé

ôïðïëïãßá Mackey. Ôï èåþñçìá Mackey{Arens ([F-H-H-M-P-Z]) ÷áñá-

êôçñßæåé ôçí ôïðïëïãßá � ùò ôçí ôïðïëïãßá åðß ôïõ X∗ ôçò ïìïéüìïñöçò

óýãêëéóçò óôá áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X.

2.3. SWCG êáé SWKA ÷þñïé Banach.

Ïñéóìüò 0.20 ([S-W]). ¸íáò ÷þñïò BanachX ëÝãåôáé éó÷õñÜ áóèåíþò

óõìðáãþò ðáñáãüìåíïò (SWCG) áí õðÜñ÷åé Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò (êõñôü

êáé óõììåôñéêü) õðïóýíïëï K ôïõ X, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå áóèåíþò óõ-

ìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X êáé ãéá êÜèå " > 0 íá õðÜñ÷åé n ∈ N ìå

L ⊆ nK + "BX .

Ðáñáäåßãìáôá SWCG ÷þñùí Banach åßíáé ïé áõôïðáèåßò ÷þñïé Banach

êáé ïé äéá÷ùñßóéìïé ÷þñïé Banach ìå ôçí éäéüôçôá Schur. Åðßóçò ïé ÷þñïé

Banach L1(�), üðïõ � åßíáé ó{ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï åßíáé SWCG.

Ïé SWCG ÷þñïé Banach ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü ôï åðüìåíï Èåþñçìá.

Èåþñçìá 0.21. ([S-W, Th. 2.1]) ¸óôù X ÷þñïò Banach. Ôá áêü-

ëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò (BX∗ ; �) åßíáé (ðëÞñçò) ìåôñéêïðïéÞóéìïò

(ii) ÕðÜñ÷åé áêïëïõèßá (Kn) áóèåíþò óõìðáãþí (êõñôþí óõììåôñéêþí)

õðïóõíüëùí ôïõ X ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðï-

óýíïëï ôïõ X êáé ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå íá

éó÷ýåé L ⊆ Kn + "BX

(iii) ÕðÜñ÷åé áóèåíþò óõìðáãÝò (êõñôü óõììåôñéêü) õðïóýíïëï K ôïõ X

ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé ãéá

êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé L ⊆ nK + "BX
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Ïñéóìüò 0.22. ([M-S]) ¸íáò ÷þñïò Banach X ëÝãåôáé éó÷õñÜ áóèåíþò

K{áíáëõôéêüò (SWKA) áí õðÜñ÷åé ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò óõíÜñôçóç F : � →
K(X) ôÝôïéá þóôå (F (�) = X êáé ìå ôçí åðéðëÝïí éäéüôçôá) ãéá êÜèå áóèå-

íþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ X íá õðÜñ÷åé � ∈ � ìå K ⊆ F (�).

Ðñüôáóç 0.23. ([M-S, Prop.1.5]) ÊÜèå êëåéóôüò õðï÷þñïò åíüò SWCG

÷þñïõ Banach åßíáé SWKA.

Èåþñçìá 0.24. ([M-S, Th. 2.6]) ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Ba-

nach, ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N). O X åßíáé SWKA áí êáé ìüíïí áí

åßíáé Ðïëùíéêüò.

Èåþñçìá 0.25. ([M-S, Th. 2.8]) ¸óôù X Ýíáò ÷þñïò Banach êáé

(es)s∈T ìéá öñáãìÝíç ïéêïãÝíåéá ôïõ X. ÕðïèÝôïõìå üôé:

(i) Äåí õðÜñ÷åé áëõóßäá (tn) ôïõ T ôÝôïéá þóôå ç áêïëïõèßá (etn) íá åßíáé

áóèåíþò óõãêëßíïõóá

(ii) Ãéá êÜèå áíôéáëõóßäá (sn) ôïõ T õðÜñ÷åé õðáêïëïõèßá (s′n) ôçò (sn)

ôÝôïéá þóôå ç áêïëïõèßá (es′n) íá åßíáé áóèåíþò óõãêëßíïõóá.

Ôüôå ï ÷þñïò X äåí åßíáé SWKA.

2.4. "{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÞ óýíïëá.

Ïñéóìüò 0.26. ([F-M-Z]) ¸óôù X ÷þñïò Banach, " ≥ 0 êáé M öñáã-

ìÝíï õðïóýíïëï ôïõ X. Ôï M ëÝãåôáé "{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò áí

éó÷ýåé

M
w∗ ⊆ X + "BX∗∗ :

Ðñïöáíþò ãéá " = 0 Ý÷ïõìå ôç óõíÞèç Ýííïéá ôïõ ó÷åôéêÜ áóèåíþò

óõìðáãïýò óõíüëïõ åíüò ÷þñïõ Banach.

Ðñüôáóç 0.27. ¸óôù Z ÷þñïò Banach, X Ýíáò êëåéóôüò õðï÷þñïò

ôïõ Z, " ≥ 0 êáé M Ýíá "{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Z.

Ôüôå ôï M ∩X åßíáé 4"{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X.

Ôï åðüìåíï óçìáíôéêü Èåþñçìá, ôï ïðïßï ïöåßëåôáé óôïõò Fabian, Mon-

tesinos êáé Zizler ìáò äßíåé Ýíáí åóùôåñéêü ÷áñáêôçñéóìü ôùí õðï÷þñùí

WCG ÷þñùí Banach

Èåþñçìá 0.28. ([F-M-Z]) ¸íáò ÷þñïò Banach åßíáé õðï÷þñïò åíüò

WCG ÷þñïõ Banach áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷åé áêïëïõèßá

(Mn;p)n áðïôåëïýìåíç áðü
1
p
-áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ × þóôå X =⋃∞

n=1 Mn;p.
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2.5. ¾øïò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ. ¸óôù K (scattered) ôïðïëïãéêüò

÷þñïò. Ìå K ′ óõìâïëßæïõìå ôï ðáñÜãùãï óýíïëï ôïõ K, ôï ïðïßï áðïôå-

ëåßôáé áðü ôá óçìåßá óõóóþñåõóçò ôïõ K. Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü �

ïñßæïõìå

K(�) = (K(�))′ áí � = � + 1

êáé

K(�) =
⋂
�<�

K(�) áí åßíáé ïñéáêüò :

Ôï ýøïò �(K) ôïõ K ïñßæåôáé ùò ï åëÜ÷éóôïò äéáôáêôéêüò áñéèìüò � ãéá ôïí

ïðïßï éó÷ýåé K(�) = ∅.
Õðåíèõìßæïõìå üôé éó÷õñÜ Eberlein óõìðáãÝò åßíáé Ýíá óõìðáãÝò õðïóý-

íïëï ôïõ ÷þñïõ [� ]<!, üðïõ � åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ìå [� ]<! óõìâï-

ëßæïõìå ôï ÷þñï ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí ôïõ � , ï ïðïßïò èåùñåßôáé

õðï÷þñïò ôïõ óõìðáãïýò ÷þñïõ {0; 1}� .

Èåþñçìá 0.29 ([H-L-M]). Èåùñïýìå Ýíáí Üðåéñï ðëçèÜñéèìï � . Ôüôå

ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü � < �+ õðÜñ÷åé Ýíá éó÷õñÜ Eberlein óõìðáãÝò

õðïóýíïëï K ôïõ c0(�), ìå ýøïò �(K) ≥ �.





ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

ÊëÜóåéò áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí

Óôï êåöÜëáéï áõôü ìåëåôþíôáé éäéüôçôåò ôïðïëïãéêþí ÷þñùí, ïé ïðïßåò

åðåêôåßíïõí êáôÜ öõóéïëïãéêü ÷þñï ôçí êëáóéêÞ Ýííïéá ôïõ K{áíáëõôéêïý
ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ôïõ Choquet êáé ôçí Ýííïéá ôïõ áñéèìÞóéìá êáèïñéæü-

ìåíïõ ÷þñïõ ôïõ Frolik.

¸ôóé åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ ôïðï-

ëïãéêïý ÷þñïõ, ç ïðïßá ãåíéêåýåé ôçí Ýííïéá ôïõ éó÷õñÜ K-áíáëõôéêïý ôïðï-
ëïãéêïý ÷þñïõ ðïõ åéóÜãåôáé óôï [M-S]. ÊÜèå éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñé-

æüìåíïò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. Áðïäåéêíýåôáé

üôé êÜèå éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (áíô. éó÷õñÜ

K{áíáëõôéêüò) åßíáé óõíå÷Þò åéêüíá ìÝóù ìéáò áðåéêüíéóçò ìå ôçí éäéüôçôá

ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ åíüò ãéíïìÝíïõ M ×K ,

üðïõ M Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò (áíô. Ðïëùíéêüò ÷þñïò ) êáé K

Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Óôç óõíÝ÷åéá åðåêôåßíïõìå ôçí Ýííïéá

ôçò áðåéêüíéóçò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò óå Üíù çìéóõíå÷åßò

óõíïëïóõíáñôÞóåéò êáé áðïäåéêíýïõìå üôé ç åéêüíá ìÝóù ìéáò Üíù çìéóõíå-

÷ïýò óõíïëïóõíÜñôçóçò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò åíüò éó÷õñÜ

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ (áíô. éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïý) ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ
åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò). ÔÝëïò
åéóÜãåôáé ç Ýííïéá ôïõ éó÷õñÜ Êóä õðïóõíüëïõ åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ

êáé ìåëåôÜôáé ç ó÷Ýóç ôïõò ìå ôïõò éó÷õñÜ K-áíáëõôéêïýò ôïðïëïãéêïýò

÷þñïõò.

1. Éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïé ôïðïëïãéêïß ÷þñïé.

ÃåíéêÝò éäéüôçôåò.

Ìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá ïõóéáóôéêÜ åéóÜãåôáé ç Ýííïéá ôïõ éó÷õñÜ

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü Ý÷åé ôï

áíÜëïãü ôïõ óôçí êëÜóç ôùí áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ÷þñùí. (âë. [T1,

Prop. 1.1], [F, Prop. 7.1.1], êáé [J-R]).

Èåþñçìá 1.1. ¸óôù X õðï÷þñïò åíüò óõìðáãïýò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ

K. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

11



12 1. ÊËÁÓÅÉÓ ÁÑÉÈÌÇÓÉÌÁ ÊÁÈÏÑÉÆÏÌÅÍÙÍ ×ÙÑÙÍ

(i) ÕðÜñ÷ïõí óõìðáãÞ õðïóýíïëá Kn, n ∈ N ôïõ K ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå

óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X êáé x ∈ K \X õðÜñ÷åé n ∈ N ìå

L ⊆ Kn êáé x =∈ Kn:

(ii) ÕðÜñ÷ïõí óõìðáãÞ óýíïëá Bs, s ∈ S ôïõ K êáé õðïóýíïëï � ′ ôïõ �

ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X íá õðÜñ÷åé � ∈ � ′

ìå

L ⊆
∞⋂
n=1

B�|n ⊆ X êáé X =
⋃
�∈�′

∞⋂
n=1

B�|n

(iii) ÕðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï � ′ ôïõ � êáé ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò óõíÜñôçóç

F : � ′ → K(X) ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X

íá õðÜñ÷åé � ∈ � ′ ìå L ⊆ F (�) . Åéäéêüôåñá X = F (� ′).

.

Áðüäåéîç. (i)⇒(ii) Ãéá êÜèå s = (n1; n2; : : : nm) ∈ S èÝôïõìå

Bs =
m⋂
i=1

Kni êáé � ′ = {� ∈ � : ∅ 6=
∞⋂
n=1

B�|n ⊆ X} :

¸óôù L Ýíá ìç êåíü óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X. ÈÝôïõìå

M = {n ∈ N : L ⊆ Kn }:

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé L ⊆
⋂
n∈M Kn. Éó÷õñéæüìáóôå üôé

⋂
n∈M Kn ⊆ X.

ÐñÜãìáôé, áí õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé u ∈
⋂
n∈M Kn ìå u =∈ X, ôüôå áðü

õðüèåóç õðÜñ÷åé n0 ∈ M ôÝôïéï þóôå L ⊆ Kn0 êáé u =∈ Kn0 , Üôïðï. ¸óôù

� = (n1; n2; : : : ; nm; : : :), üðïõ {n1; n2; : : : nm : : :} åßíáé ìéá áñßèìçóç ôïõ

óõíüëïõ M . Ôüôå

L ⊆
∞⋂
n=1

B�|n

êáé ç óõíèÞêç (ii) éêáíïðïéåßôáé.

(ii)⇒ (iii) ÕðïèÝôïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé
⋂∞
n=1 B�|n 6= ∅ ãéá

êÜèå � ∈ Σ′. Ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç

F : Σ′ → K(X) ìå F (�) =
∞⋂
n=1

B�|n :

Èá áðïäåßîïõìå üôé ç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò. Èåùñïýìå � ∈ Σ′ êáé Ýíá

áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïõ X ôÝôïéï þóôå

F (�) ⊆ U äçëáäÞ; F (�) =
∞⋂
n=1

B�|n ⊆ U :

Êáèþò ôá óýíïëá Bs ; s ∈ S åßíáé óõìðáãÞ, õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå⋂m
n=1 B�|n ⊆ U , áðï ôï ïðïßï ðñïêýðôåé F (I(�|m) ∩ Σ′) ⊆ U , ïðüôå ç óõ-

íÜñôçóç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò. Åðßóçò åßíáé Üìåóï üôé ãéá êÜèå óõìðáãÝò
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õðïóýíïëï L ôïõ X õðÜñ÷åé � ∈ � ′ ôÝôïéï þóôå L ⊆ F (�), ïðüôå ç óõíèÞêç

(iii) éêáíïðïéåßôáé

(iii) ⇒ (ii) Ãéá êÜèå s ∈ S, èÝôïõìå Bs íá åßíáé ç êëåéóôÞ èÞêç óôï K

ôïõ óõíüëïõ F (I(s)
⋂

Σ′). Ãéá êÜèå � ∈ Σ′ Ý÷ïõìå F (�) ⊆ B�|n ãéá êÜèå

n ∈ N, ïðüôå

F (�) ⊆
∞⋂
n=1

B�|n :

Áò õðïèÝóïõìå üôé

F (�) $
∞⋂
n=1

B�|n :

Ôüôå õðÜñ÷åé x ∈ K ôÝôïéï þóôå

x ∈
∞⋂
n=1

B�|n êáé x =∈ F (�) :

Áðü ôç óõìðÜãåéá ôïõ óõíüëïõ F (�) Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé áíïéêôü óýíïëï V ,

ôÝôïéï þóôå

F (�) ⊆ V êáé x =∈ V :

Ç óõíÜñôçóç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò, Üñá õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå

F (I(�|m) ∩� ′) ⊆ V ïðüôå B�|m ⊆ V :

Ôüôå Ý÷ïõìå

x ∈
∞⋂
n=1

B�|n ⊆ B�|m ⊆ V ;

ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå � ∈ � ′ Ý÷ïõìå
⋂∞
n=1 B�|n ⊆ X.

Åðßóçò áí L åßíáé Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X, ôüôå õðÜñ÷åé � ∈ Σ′

ôÝôïéï þóôå L ⊆ F (�), áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé üôé L ⊆
⋂∞
n=1 B�|n êáé ç

óõíèÞêç (ii) éêáíïðïéåßôáé.

(ii)⇒ (i) Ôï óýíïëï S åßíáé áñéèìÞóéìï. ¸óôù {sn : n ∈ N} ìéá áñßèìçóç

ôïõ S. Åßíáé áñêåôü íá èÝóïõìå Kn = Bsn ãéá êÜèå n ∈ N. �

ÐáñáôÞñçóç 1.2. Ôï ðáñáðÜíù Èåþñçìá 1.1 (üðùò åßíáé ãíùóôü) åßíáé

áëçèÝò áí áíôß ãéá æåýãç (L; x), ìå L óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé x ∈
K \ X, óôïí éó÷õñéóìü (i), èåùñÞóïõìå æåýãç (u; x) ìå u ∈ X êáé x ∈
K \ X (êáé áíÜëïãåò ìåôáôñïðÝò óôïõò éó÷õñéóìïýò (ii) êáé (iii)). Óôçí

ðåñßðôùóç áõôÞ ðáßñíïõìå ôç ãíùóôÞ Ýííïéá ôïõ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ

ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ. (âë. [T1, Prop. 1.1])

Åßíáé óáöÝò áðü ôïí éó÷õñéóìü (iii) ôïõ ðáñáðÜíù ÈåùñÞìáôïò 1.1, üôé

ï ÷þñïò K ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß áðü ïðïéïíäÞðïôå óõìðáãÞ ÷þñï ðïõ

ðåñéÝ÷åé ôï X. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü.
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Ïñéóìüò 1.3. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X êáëåßôáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá

êáèïñéæüìåíïò (SCD) áí õðÜñ÷åé Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò K ôÝ-

ôïéïò þóôå X ⊆ K êáé ïé éóïäýíáìïé éó÷õñéóìïß ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1 íá

éêáíïðïéïýíôáé.

Óçìåßùóç 1.4. Áí óôïõò éó÷õñéóìïýò (ii) êáé (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1

ôï Σ′ áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï ÷þñï Σ ôïõ Baire, ôüôå Ý÷ïõìå ôçí Ýííïéá

ôïõ éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïý ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ÷þñïõ, ç ïðïßá åéóÜãåôáé ãéá
ðñþôç öïñÜ óôï [M-S, Def. 1.11]. Åßíáé óáöÝò üôé êÜèå éó÷õñÜK-áíáëõôéêüò
÷þñïò åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

Ðáñáäåßãìáôá 1.5. (i) ÊÜèå äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò X åßíáé

éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. ÐñÜãìáôé, Ýóôù K ìéá ìåôñéêïðïéÞóéìç

óõìðáãïðïßçóç ôïõ X. Èåùñïýìå ìéá âÜóç B = {Un : n ≥ 1} ãéá ôçí

ôïðïëïãßá ôïõ K, ç ïðïßá åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôéò ðåðåñáóìÝíåò åíþóåéò.

ÈÝôïõìå Kn = Un ⊆ K ãéá êÜèå n ∈ N. Éó÷õñéæüìáóôå üôé ãéá êÜèå

óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X êáé ãéá êÜèå u ∈ K \X õðÜñ÷åé n0 ∈ N ôÝôïéï

þóôå L ⊆ Kn0 êáé u =∈ Kn0 . ¸óôù V Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ K ôÝôïéï

þóôå L ⊆ V êáé u =∈ V . Ôüôå ãéá êÜðïéï M ⊆ N Ý÷ïõìå V =
⋃
n∈M Un

êáé áðü ôç óõìðÜãåéá ôïõ L õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï F ôïõ

M , ôÝôïéï þóôå L ⊆
⋃
n∈F Un ⊆ V . Ôï óýíïëï

⋃
n∈F Un åßíáé åðßóçò Ýíá

óôïé÷åßï ôïõ B, áò ðïýìå Un0 , ãéá ôï ïðïßï Ý÷ïõìå L ⊆ Un0 ⊆ Kn0 ⊆ V êáé

âÝâáéá u =∈ Kn0 . ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôç óõíèÞêç (i) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1 üôé

ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

Ìéá ðéï óýíôïìç áðüäåéîç áõôïý ôïõ ðáñáäåßãìáôïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò

ôïí éó÷õñéóìü (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1, Ý÷åé ùò åîÞò: Ï ÷þñïò K(X) åöï-

äéáóìÝíïò ìå ôç ìåôñéêÞ Hausdor� (ç ïðïßá äßíåé ôçí ôïðïëïãßá Vietoris ôïõ

K(X)) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò, ïðüôå åßíáé óõíå÷Þò åéêüíá åíüò

õðïóõíüëïõ Σ′ ôïõ Σ.

Áí ï ÷þñïò X åßíáé Ðïëùíéêüò, ôüôå ï ÷þñïò K(X) åßíáé åðßóçò Ðïëù-

íéêüò, ïðüôå åßíáé óõíå÷Þò åéêüíá ôïõ ÷þñïõ � ôïõ Baire. ¸ðåôáé ôüôå üôé

ï X åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò. (âë. [M-S, Remark 1.11])

(ii) ¸óôù M Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé Ω Ýíáò óõìðáãÞò

÷þñïò. Ôüôå ï ÷þñïò M ×Ω åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. Áõôü

ôï áðïôÝëåóìá åýêïëá åðáëçèåýåôáé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðñïçãïýìåíï ðá-

ñÜäåéãìá. Åðßóçò Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí Ðñüôáóç 1.17 ðáñáêÜôù üôé êÜèå

êëåéóôüò õðï÷þñïò C ôïõ M × Ω åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

Áí ï ÷þñïò M åßíáé Ðïëùíéêüò, ôüôå ôï C åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò
ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (âë. [M-S, Remark 1.11.1]).



1. ÉÓ×ÕÑÁ ÁÑÉÈÌÇÓÉÌÁ ÊÁÈÏÑÉÆÏÌÅÍÏÉ ×ÙÑÏÉ 15

ÐáñáôÞñçóç 1.6. Åßíáé ìÜëëïí åýêïëï íá áðïäåßîïõìå üôé, áí ï ôïðï-

ëïãéêüò ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò

äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò M êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {MK : K ∈ K(M)}
óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) Áí K1; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2, ôüôå MK1 ⊆MK2

(â) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X õðÜñ÷åé K ∈ K(M) ôÝôïéï

þóôå L ⊆MK .

ÐñÜãìáôé, Ýóôù Σ′ ⊆ Σ êáé F : Σ′ 7→ K(X) ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò áðåéêü-

íéóç ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. ÈÝôïõìå

M = Σ′ êáé MK = F (K) =
⋃
�∈K

F (�) ãéá êÜèå K ∈ K(M) :

ÅðåéäÞ ç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò ôï óýíïëï MK = F (K) åßíáé óõìðáãÝò

êáé åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ïéêïãÝíåéá {MK : K ∈ K(M)} Ý÷åé ôéò
åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò. ( Áí X åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò, ôüôå ìðïñïýìå íá
áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï ÷þñï M ìå ôï ÷þñï Σ ôïõ Baire ).

Ó÷åôéêÜ ìå ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç, Ýóôù X Ýíáò (êáíïíéêüò) ôïðïëï-

ãéêüò ÷þñïò ðïõ Ý÷åé ìéá ïéêïãÝíåéá {MK : K ∈ K(M)} óõìðáãþí õðïóõ-
íüëùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôá (á) êáé (â). Áí åðéðñïóèÝôùò ï ÷þñïò X åßíáé Lin-

del�of (Þ Dieudon�e ðëÞñçò Þ ôá ó÷åôéêÜ áñéèìÞóéìá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ

X åßíáé ó÷åôéêÜ óõìðáãÞ), ôüôå óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 0.9 ôùí Cascales{

Orihuela ([C-O, Th. 4]), ï X åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. ÅðéðëÝïí

áðü ôç ìÝèïäï ôçò áðüäåéîçò áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò êáé ôçí éäéüôçôá (â)

Ýðåôáé åýêïëá üôé ï X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áí ï M åßíáé

Ðïëùíéêüò, ôüôå ï X åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò).

¸íáò ÷ñÞóéìïò ÷áñáêôçñéóìüò ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí

ôïðïëïãéêþí ÷þñùí åßíáé êáé ï áêüëïõèïò (âë. åðßóçò [A-A-M 2, Lemma

5.3])

Ðñüôáóç 1.7. ¸óôù X Ýíáò Hausdor� ôåëåßùò êáíïíéêüò ôïðïëïãéêüò

÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(ii) ÕðÜñ÷åé Σ′ ⊆ Σ êáé ïéêïãÝíåéá (Xs)s∈S êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïõ X

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) X∅ = X êáé Xs =
⋃∞
n=1 Xsan ãéá êÜèå s ∈ S

(â) Ãéá êÜèå � ∈ Σ′ êáé ãéá êÜèå áêïëïõèßá (xn) ôïõ X ìå xn ∈ X�|n

ãéá êÜèå n ∈ N ôï óýíïëï X� =
⋂∞
n=1 X�|n åßíáé óõìðáãÝò êáé ç

áêïëïõèßá (xn) Ý÷åé ïñéáêü óçìåßï óôï X.
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(ã) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï Ω ôïõ X õðÜñ÷åé � ∈ Σ′ ôÝôïéï

þóôå Ω ⊆ X�.

Áðüäåéîç. (i)⇒ (ii) ÅðåéäÞ ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X õðïôßèåôáé Haus-

dor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêüò õðÜñ÷åé óõìðáãÞò ÷þñïò, ï ïðïßïò ðåñéÝ÷åé

ïìïéïìïñöéêÜ ôï X. ¸óôù K ëïéðüí Ýíáò óõìðáãÞò ÷þñïò, ï ïðïßïò ðåñéÝ-

÷åé ôï X êáé (Kn) áêïëïõèßá óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ K ðïõ éêáíïðïéåß

ôïí éó÷õñéóìü (i) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðï-

ñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé n0 ∈ N ôÝôïéï þóôå Kn0 = K. ÈÝôïõìå

K∅ = K êáé Ks =

p⋂
i=1

Kni ãéá êÜèå s = (n1; n2; · · · ; np):

Ôüôå ç ïéêïãÝíåéá (Ks)s∈S éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç (ii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1

êáé åðéðëÝïí ãéá êÜèå s ∈ S éó÷ýåé Ks =
⋃∞
n=1 Ksan. Ôüôå ç ïéêïãÝíåéá

(Xs)s∈S ìå Xs = X ∩Ks éêáíïðïéåß ôéò æçôïýìåíåò éäéüôçôåò.

(ii) ⇒ (i) Ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç F : Σ′ → K(X) ìå F (�) =
⋂∞
n=1 X�|n.

Ç áðåéêüíéóç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò. ÐñÜãìáôé, áí ç F äåí åßíáé Üíù

çìéóõíå÷Þò, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïõ X êáé � ∈ Σ′ ôÝôïéï

þóôå F (�) ⊆ U ãéá êÜèå n ∈ N íá éó÷ýåé X�|n * U . Ãéá êÜèå n ∈ N
åðéëÝãïõìå xn ∈ X�|n\U . Ç áêïëïõèßá (xn) Ý÷åé áðü õðüèåóç ïñéáêü óçìåßï

x óôï óýíïëï
⋂∞
n=1 X�|n, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï, äéüôé x ∈ U êáé xn =∈ U ãéá

êÜèå n ∈ N. �

ÐáñáôÞñçóç 1.8. Ï áíÜëïãïò ÷áñáêôçñéóìüò ãéá éó÷õñÜ K{ áíáëõôé-

êïýò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò éó÷ýåé ìå ôï ÷þñï � ôïõ Baire óôç èÝóç ôïõ � ′

óôïí éó÷õñéóìü (ii) ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò 1.7

Óôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá óõíïøßæïíôáé ïé éäéüôçôåò ôùí éó÷õñÜ K{
áíáëõôéêþí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.

Ðñüôáóç 1.9. ¸óôù X õðï÷þñïò åíüò óõìðáãïýò ÷þñïõ K. Ôüôå ôá

áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ K-áíáëõôéêüò.
(ii) ÕðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá (Bs)s∈S óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ K ìå ôéò áêü-

ëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) X =
⋃
�∈Σ

⋂∞
n=1 B�|n

(â) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï Ω ôïõ X õðÜñ÷åé � ∈ � ôÝôïéï

þóôå Ω ⊆
⋂∞
n=1 B�|n

(iii) ÕðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá (Xs)s∈S êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïõ X ìå ôéò áêü-

ëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) X∅ = X êáé Xs =
⋃∞
n=1 Xsan ãéá êÜèå s ∈ S
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(â) Ãéá êÜèå � ∈ Σ êáé ãéá êÜèå áêïëïõèßá (xn) ôïõ X ìå xn ∈ X�|n

ãéá êÜèå n ∈ N ôï óýíïëï X� =
⋂∞
n=1 X�|n åßíáé óõìðáãÝò êáé ç

áêïëïõèßá (xn) Ý÷åé ïñéáêü óçìåßï óôï X.

(ã) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï Ω ôïõ X õðÜñ÷åé � ∈ Σ ôÝôïéï

þóôå Ω ⊆ X�.

Áðüäåéîç. Åßíáé áíÜëïãç ìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êá-

èïñéæüìåíùí ÷þñùí (âë. Èåþñçìá 1.1 êáé Ðñüôáóç 1.7) êáé Ýôóé ðáñáëåßðå-

ôáé. �

¼ðùò åßíáé ãíùóôü ÝíáòK{áíáëõôéêüò ÷þñïò åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæü-
ìåíïò. Ìå ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá áðïäåéêíýïõìå üôé Ýíáò K{áíáëõôéêüò
ôïðïëïãéêüò ÷þñïò äåí åßíáé áíáãêáßá éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò

áêüìá êáé áí åßíáé ó{óõìðáãÞò (äçëáäÞ áñéèìÞóéìç Ýíùóç óõìðáãþí õðï-

óõíüëùí).

ÐáñÜäåéãìá 1.10. ¸íáò �{óõìðáãÞò ÷þñïò äåí åßíáé áíáãêáßá éó÷õñÜ

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. ¸óôù � Ýíá óýíïëï ìå |� | = c (ôçí éó÷ý ôïõ

óõíå÷ïýò) êáé X = [� ]<! (ôï óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí ôïõ

� ), èåùñïýìåíï ùò õðï÷þñïò ôïõ óõìðáãïýò ÷þñïõ {0; 1}� . Ï ÷þñïò X

åßíáé �{óõìðáãÞò (åéäéêüôåñá K{áíáëõôéêüò), äéüôé ìðïñåß íá ãñáöåß óôç

ìïñöÞX =
⋃∞
n=1[� ]≤n, üðïõ [� ]≤n åßíáé ôï óýíïëï ôùí õðïóõíüëùí A ôïõ �

ìå |A| ≤ n. Èá äåßîïõìå üôé ï X äåí åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò,

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá 0.29 ôùí H�ajek, Lancien êáé Montesinos.

ÕðïèÝôïõìå üôé ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. Óýì-

öùíá ìå ôçí ÐáñáôÞñçóç 1.6 õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò M

êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {XK : K ∈ K(M)} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X ìå ôéò

áêüëïõèåò éäéüôçôåò :

(i) Áí K1; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2, ôüôå XK1 ⊆ XK2 .

(ii) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï Ω ôïõ X õðÜñ÷åé K ∈ K(M) ôÝôïéï

þóôå Ω ⊆ XK .

Óçìåéþíïõìå üôé êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ X åßíáé éó÷õñÜ Eber-

lein óõìðáãÝò êáé åðåéäÞ |� | = c Ý÷ïõìå |�(K)| < c+. Èåùñïýìå ôþñá ôá

óýíïëá XK ; K ∈ K(M) íá Ý÷ïõí îÝíïõò öïñåßò ôá óýíïëá

�K =
⋃
{A ⊆ � | �A ∈ XK } × {K}

êáé èÝôïõìå

� =
⋃
{�K : K ∈ K(M) } :
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ÅðåéäÞ |�K | ≤ c ãéá êÜèå K ∈ K(M) êáé |K(M)| ≤ c Ý÷ïõìå |�| = c.

Ïñßæïõìå ôþñá Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï K0 ôïõ {0; 1}� ùò åîÞò:

K0 ={�A | A ⊆ � êáé |A \B| ≤ 1 ãéá êÜðïéïB ⊆ A;�B ∈ XK ; K ∈ K(M)}

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï K0 åßíáé éó÷õñÜ Eberlein óõìðáãÝò (äçëáäÞ,

Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ [�]<!). Áðü ôç óõíèÞêç (ii) Ýðåôáé üôé êÜèå

óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X åìöõôåýåôáé óôï K0, êáôÜ óõíÝðåéá

�(Ω) ≤ �(K0)

ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï Ω ôïõ X. Ôüôå üìùò ôï áðïôÝëåóìá ðïõ

áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù, äçëáäÞ ôï Èåþñçìá 0.29 óõíåðÜãåôáé üôé �(K0) = c+,

ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß

÷ñçóéìïðïéþíôáò ìåèüäïõò áðü ôï [A-B].

Áðïäåéêíýïõìå ôþñá Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü ôùí äéá÷ùñßóéìùí ìåôñéêþí ÷þ-

ñùí áíÜëïãï ìå áõôüí ôïõ Christensen (Èåþñçìá 0.3) ãéá Ðïëùíéêïýò ÷þ-

ñïõò. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï áêüëïõèï ëÞììá, ôï ïðïßï èá ÷ñçóéìïðïéçèåß

êáé óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï.

ËÞììá 1.11. ¸óôù � Ýíá ìç êåíü óýíïëï, M Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìå-

ôñéêüò ÷þñïò êáé {�K : K ∈ K(M) } ìéá ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí ôïõ �

ôÝôïéá þóôå:

(i) � =
⋃
{�K : K ∈ K(M)}

(ii) Áí K1; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2, ôüôå �K1 ⊆ �K2.

(iii) ÊÜèå �K åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

Ôüôå ôï óýíïëï � åßíáé áñéèìÞóéìï.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï óýíïëï � åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï. Ìðï-

ñïýìå íá õðïèÝóïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé |� | = !1 êáé Ýóôù

� = {� : � < !1} ìéá áñßèìçóç ôïõ � . Ãéá êÜèå � < !1 åðéëÝãïõìå K� ∈
K(M) ôÝôïéï þóôå � ∈ �K�

. Éó÷õñéæüìáóôå üôé ôï óýíïëï {K� : � < !1}
åßíáé áñéèìÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ K(M). Áí ï éó÷õñéóìüò äåí åßíáé óùóôüò,

ôüôå åðåéäÞ ï ÷þñïò K(M) åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Vietoris åßíáé

äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (K�n) äéáêåêñéìÝíùí óôïé-

÷åßùí ôïõ ÷þñïõ K(M) êáé K ∈ K(M) Ýôóé þóôå K�n
��→ K. Ôüôå Ýðåôáé

üôé ôï óýíïëï W =
⋃∞
n=1 K�n ∪ K åßíáé óõìðáãÝò óôï M êáé ΓK�n

⊆ ΓW

ãéá êÜèå n ≥ 1. ÅðïìÝíùò {�n : n ≥ 1} ⊆ ΓW , ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. �

Ãéá ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ëÞììáôïò ìðïñåß êáíåßò

íá áíáôñÝîåé óôï [M2, Remark 1.4].
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Ðñüôáóç 1.12. ¸óôù M ìåôñéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóï-

äýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò M åßíáé äéá÷ùñßóéìïò

(ii) ÕðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï � ′ ôïõ ÷þñïõ � ôïõ Baire êáé ìéá ïéêïãÝíåéá

{MK : K ∈ K(� ′)} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ M ìå ôéò áêüëïõèåò

éäéüôçôåò:

(á) Ãéá êÜèå K1; K2 ∈ K(� ′) ìå K1 ⊆ K2 éó÷ýåé MK1 ⊆MK2.

(â) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõM õðÜñ÷åé K ∈ K(� ′) ôÝôïéï

þóôå L ⊆MK.

(iii) ÕðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï � ′ ôïõ � êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {MK : K ∈ � ′}
óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ M ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) Ãéá êÜèå K1; K2 ∈ K(� ′) ìå K1 ⊆ K2 Ýðåôáé MK1 ⊆MK2.

(â) M =
⋃
{MK : K ∈ K(� ′)}.

Áðüäåéîç. (i) ⇒ (ii) Ï ìåôñéêüò ÷þñïò M åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, Üñá

åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò(âë. ÐáñÜäåéãìáôá 1.5 (i)), ïðüôå ôï

æçôïýìåíï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ÐáñáôÞñçóç 1.6.

(ii)⇒ (iii) ÐñïöáíÝò.

(iii) ⇒ (i) Èåùñïýìå Ýíá êëåéóôü êáé äéáêåêñéìÝíï õðïóýíïëï D ôïõ

M êáé èá äåßîïõìå üôé åßíáé áñéèìÞóéìï. Ãéá êÜèå K ∈ K(� ′) èÝôïõìå

DK = D ∩MK . Ôüôå éó÷ýïõí ôá åîÞò:

(1) Ãéá êÜèå K1; K2 ∈ K(� ′) ìå K1 ⊆ K2 Ýðåôáé DK1 ⊆ DK2

(2) D =
⋃
{DK : K ∈ K(� ′)

ÅðåéäÞ D′ = ∅ êáé êÜèå MK åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ M , ðñïêýðôåé

üôé êÜèå DK åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá 1.11

Ýðåôáé üôé ôï D åßíáé áñéèìÞóéìï, êáôÜ óõíÝðåéá ï ìåôñéêüò ÷þñïò M åßíáé

äéá÷ùñßóéìïò. �

ÐáñáôÞñçóç 1.13. ¸íáò ìåôñéêüò ÷þñïòM åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò
áí êáé ìüíïí áí åßíáé Ðïëùíéêüò.

ÐñÜãìáôé, áí ïM åßíáé Ðïëùíéêüò, ôüôå áðü ôï ÐáñÜäåéãìá 1.5 (i) åßíáé

éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò.
Áíôéóôñüöùò, Ýóôù üôé ï M åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò. Ôüôå õðÜñ÷åé

ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò áðåéêüíéóç F : � → K(M), ç ïðïßá ðëçñïß ôïí éó÷õñé-

óìü (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. Ôüôå èÝôïõìå M� = F (�(�)) êáé ç ïéêïãÝ-

íåéá ôùí óõìðáãþí óõíüëùí M�, � ∈ � ôïõ M éêáíïðïéåß ôçí õðüèåóç ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 0.3 ôïõ Christensen, ïðüôå ï M åßíáé Ðïëùíéêüò.
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2. Áðåéêïíßóåéò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò

Õðåíèõìßæïõìå üôé ìéá óõíå÷Þò áðåéêüíéóç f áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü ÷þñï

X óå Ýíáí ôïðïëïãéêü ÷þñï Y ëÝìå üôé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò

êÜëõøçò (compact covering) (âë. [E, p. 423] êáé [S-W]), áí ãéá êÜèå

óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ Y õðÜñ÷åé Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ X

ôÝôïéï þóôå f(K) = L (éóïäýíáìá, ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ Y

õðÜñ÷åé Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ X ôÝôïéï þóôå L ⊆ f(K)). Åßíáé

ðñïöáíÝò üôé ìßá áðåéêüíéóç ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò åßíáé

åðß.

Ðáñáäåßãìáôá 1.14. (i) ¸óôù X, Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé. Ôüôå ïé

ðñïâïëÝò �1 : X × Y → X êáé �2 : X × Y → Y , åßíáé áðåéêïíßóåéò ìå

ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

(ii) ¸óôù f : X → Y ìéá ôÝëåéá áðåéêüíéóç ôïõ X åðß ôïõ Y . Õðåí-

èõìßæïõìå üôé ìéá áðåéêüíéóç f : X 7→ Y ëÝãåôáé ôÝëåéá (perfect Þ proper)

áí åßíáé óõíå÷Þò, êëåéóôÞ (äçëáäÞ áðåéêïíßæåé êëåéóôÜ óýíïëá óå êëåéóôÜ)

êáé ãéá êÜèå y ∈ Y ôï óýíïëï f−1({y}) åßíáé óõìðáãÝò. Ôüôå ç f Ý÷åé

ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. ÐñÜãìáôé, áí K åßíáé Ýíá óõìðáãÝò

õðïóýíïëï ôïõ Y , ôüôå ôï f−1(K), åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X (âë.

[E, Th.3.7.2, p. 236]) êáé åðåéäÞ ç f åßíáé åðß Ý÷ïõìå f(f−1(K)) = K, ôï

ïðïßï áðïäåéêíýåé üôé ç f Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

(iii) ¸óôù (X; �) ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôüôå ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç

I : (X; ��)→ (X; �)

åßíáé óõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. (Õðåíèõìßæïõìå

üôé �� åßíáé ç ëåðôüôåñç ôïðïëïãßá ôïõ X, ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôçí � êáé êáèéóôÜ

ôï X k{÷þñï.)

(iv) ¸óôù K Ýíáò óõìðáãÞò, Hausdor� ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé B ç

êëåéóôÞ ìïíáäéáßá ìðÜëá ôïõ C(K). Ìå �w óõìâïëßæïõìå ôçí áóèåíÞ ôï-

ðïëïãßá êáé ìå �p ôçí ôïðïëïãßá ôçò êáôÜ óçìåßï óýãêëéóçò åðß ôïõ B.

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 0.11 ôïõ Grothendieck Ýíá õðïóýíïëï Ω ôïõ B

åßíáé �w{óõìðáãÝò áí êáé ìüíïí áí åßíáé �p{óõìðáãÝò. Ôüôå Ýðåôáé Üìåóá

üôé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç

I : (B; �w)→ (B; �p)

åßíáé óõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

(v) ¸óôù X ÷þñïò Banach. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç

I : (X; ‖·‖)→ (X;w) Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò áí êáé ìüíïí

áí êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X åßíáé norm óõìðáãÝò, äçëáäÞ
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áí êáé ìüíïí áí ï X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Schur. Õðåíèõìßæïõìå üôé ï `1(N) Ý÷åé

ôçí éäéüôçôá Schur. ¸ôóé áí ï X äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Schur, ãéá ðáñÜäåéãìá

áí ï X åßíáé áðåéñïäéÜóôáôïò êáé áõôïðáèÞò, ôüôå ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç I

äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

Ãéá ðåñáéôÝñù ðáñáäåßãìáôá áðåéêïíßóåùí ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò

êÜëõøçò ðáñáðÝìðïõìå óôï [E, pp. 423{424].

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Ýííïéá ôçò áðåéêüíéóçò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðá-

ãïýò êÜëõøçò ìðïñïýìå íá äþóïõìå Ýíáí áêüìá ÷áñáêôçñéóìü ôùí éó÷õñÜ

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí êáé ôùí éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí ôïðïëïãéêþí ÷þ-
ñùí.

Èåþñçìá 1.15. ¸óôù X Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá

åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ K{ áíáëõ-

ôéêüò)

(ii) Ï X åßíáé åéêüíá ìÝóù ìéáò áðåéêüíéóçò f ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõ-

ìðáãïýò êÜëõøçò åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ C åíüò ÷þñïõ ôçò ìïñöÞò

M ×K , üðïõ M äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò (áíô. Ðïëùíéêüò) êáé

K Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò.

Áðüäåéîç. (Áðïäåéêíýïõìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êá-

èïñéæüìåíùí ÷þñùí. Ç ðåñßðôùóç ôùí éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí ÷þñùí åßíáé

áíÜëïãç)

(i) ⇒ (ii) Èåùñïýìå Ýíáí óõìðáãÞ ôïðïëïãéêü ÷þñï K, ôÝôoéïí þóôå

X ⊆ K. ¸óôù F : Σ′ → K(X) ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò áðåéêüíéóç ðïõ éêáíï-

ðïéåß ôç óõíèÞêç (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. ¸óôù

C =
⋃
{ {�} × F (�) : � ∈ Σ′ }

ôï ãñÜöçìá ôçò F . Êáèþò ç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò, ôï C åßíáé êëåéóôü

õðïóýíïëï ôïõ Σ′×K. Åßíáé Üìåóï üôé ç ðñïâïëÞ �2 áðü ôï C åðß ôïõX Ý÷åé

ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò, êáèþò ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï

L ôïõ X õðÜñ÷åé � ∈ � ′ ôÝôïéï þóôå L ⊆ F (�), êáôÜ óõíÝðåéá

L ⊆ �2({�} × F (�)) :

(ii) ⇒ (i) Ï ÷þñïò M × K åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò,

ïðüôå ï C åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ùò êëåéóôüò õðï÷þñïò

åíüò éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ ÷þñïõ. ¢ñá õðÜñ÷åé ìéá Üíù çìé-

óõíå÷Þò óõíÜñôçóç Φ : Σ′ → K(C) ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç (iii) ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 1.1. Åýêïëá âëÝðïõìå üôé ç áðåéêüíéóç F : Σ′ → K(X) ðïõ
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ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç F (�) = f(Φ(�)) êáèéóôÜ ôïX Ýíáí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá

êáèïñéæüìåíï ÷þñï. �

ÐáñáôÞñçóç 1.16. Åßíáé óáöÝò áðü ôá ðáñáðÜíù üôé ìðïñïýìå íá åðå-

êôåßíïõìå ôïí Ïñéóìü 1.3 óôçí åõñýôåñç êëÜóç ôùí Hausdor� ôïðïëïãéêþí

÷þñùí. ¸íáí ôïðïëïãéêü ÷þñï Hausdor� X èá ôïí ïíïìÜæïõìå éó÷õñÜ

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíï (áíô. éó÷õñÜ K-áíáëõôéêü) áí õðÜñ÷åé Ýíá êëåé-

óôü õðïóýíïëï C åíüò ãéíïìÝíïõ M ×K, üðïõ M åßíáé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò

(áíô. Ðïëùíéêüò) ìåôñéêüò ÷þñïò, K Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò

êáé ìéá áðåéêüíéóç ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò áðü ôï C åðß

ôïõ X. Ôüôå Ýðåôáé, üðùò óôçí Èåþñçìá 1.15 üôé õðÜñ÷åé ìéá Üíù çìéóõíå-

÷Þò áðåéêüíéóç F : Σ′ → K(X) ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï

L ôïõ X íá õðÜñ÷åé � ∈ Σ′ ìå L ⊆ F (�). ¸ôóé áí X åßíáé õðï÷þñïò

åíüò óõìðáãïýò ÷þñïõ, ôüôå åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô.

éó÷õñÜ K-áíáëõôéêüò) óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 1.3 êáé ï íÝïò ïñéóìüò åßíáé

ìéá óõíåðÞò åðÝêôáóç ôïõ áñ÷éêïý.

Óôá åðüìåíá ìå ôïí üñï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò èá åííïïýìå Ýíá Hausdor�

ôåëåßùò êáíïíéêü ôïðïëïãéêü ÷þñï.

Ôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá áðïäåéêíýïõí ïñéóìÝíåò óôïé÷åéþäåéò éäéüôç-

ôåò åõóôÜèåéáò ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí

(âë. åðßóçò [M-S, Prop. 1.13]). ÓõãêåêñéìÝíá áðïäåéêíýïõìå üôé ç êëÜóç

ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí åßíáé êëåéóôÞ ùò

ðñïò ôá áñéèìÞóéìá ãéíüìåíá êáé ùò ðñïò ôïõò êëåéóôïýò õðï÷þñïõò. Ôá

áíôßóôïé÷á áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïõò éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïýò ôïðïëïãéêïýò ÷þ-
ñïõò áðïäåéêíýïíôáé óôï [M-S, Prop. 1.13].

Ðñüôáóç 1.17. (i) Áí ï X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ôï-

ðïëïãéêüò ÷þñïò êáé Y åßíáé êëåéóôüò õðï÷þñïò ôïõ X, ôüôå ï Y åßíáé

éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(ii) Áí (Xn) åßíáé ìéá áêïëïõèßá éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôï-

ðïëïãéêþí ÷þñùí, ôüôå ï ÷þñïò X =
∏∞

n=1 Xn åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá

êáèïñéæüìåíïò.

Áðüäåéîç. (i) Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí éó÷õñéóìü (ii) ôïõ ÈåùñÞìá-

ôïò 1.1. ¸óôù K Ýíáò óõìðáãÞò õðåñ÷þñïò ôïõ X êáé {Bs : s ∈ S} ìéá
ïéêïãÝíåéá óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ K ðïõ éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç (ii)

ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. ¸óôù Z Ýíáò êëåéóôüò êáé êáôÜ óõíÝðåéá óõìðáãÞò

õðï÷þñïò ôïõ K ôÝôïéïò þóôå Y = X ∩ Z. ÈÝôïõìå As = Bs ∩ Z ãéá êÜèå

s ∈ S. Ðñïöáíþò êÜèå As åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ K, êáôÜ óõíÝ-

ðåéá êáé ôïõ Z. ¸óôù L Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Y . Ôüôå ôï L åßíáé
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óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X, ïðüôå õðÜñ÷åé � ∈ Σ′ ôÝôïéï þóôå

L ⊆
∞⋂
n=1

B�|n ⊆ X;

Üñá

L ⊆
∞⋂
n=1

B�|n ∩ Z ⊆ X ∩ Z = Y:

ÈÝôïõìå

Σ′′ = {� ∈ Σ′ :
∞⋂
n=1

B�|n ∩ Z 6= ∅}:

Ôüôå ðñïöáíþò

Y =
⋃
�∈Σ′′

∞⋂
n=1

A�|n

êáé ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ Y õðÜñ÷åé � ∈ Σ′ ôÝôïéï þóôå

L ⊆
∞⋂
n=1

A�|n:

¢ñá ï ÷þñïò Y åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(ii) Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí éó÷õñéóìü (i) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1 , ãéá íá

åëÝãîïõìå üôé ÷þñïò
∏∞

n=1 Xn åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. Ãéá

êÜèå n ∈ N èåùñïýìå Ýíá óõìðáãÞ õðÝñ÷ùñï Ωn ôïõ Xn. Ôüôå áðü ôç óõí-

èÞêç (i) Ýðåôáé üôé ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (Km
n )m óõìðáãþí

õðïóõíüëùí ôïõ Ωn ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ Ωn

êáé w ∈ Ωn \Xn íá õðÜñ÷åé m ∈ N ìå L ⊆ Km
n êáé w =∈ Km

n . ÈÝôïõìå

Ω =
∞∏
n=1

Ωn êáé Zm
n = �−1

n (Km
n ) ãéá êÜèå n;m ∈ N;

üðïõ �n åßíáé ç n-éïóôÞ ðñïâïëÞ ôïõ ÷þñïõ Ω óôï ÷þñï Ωn. Èá äåßîïõìå üôé

ç áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá {Zm
n : n;m ∈ N} äéá÷ùñßæåé ôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá

ôïõ X áðü ôá óçìåßá ôïõ Ω \ X. ¸óôù Z Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ

X êáé w = (wn) ∈ Ω \ X. Ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N ìå wn =∈ Xn, ïðüôå ãéá

ôï óõìðáãÝò õðïóýíïëï Zn = �n(Z) ôïõ Xn õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå

Zn ⊆ Km
n êáé wn =∈ Km

n . Ôüôå Ýðåôáé üôé Z ⊆ Zm
n êáé w =∈ Zm

n , ïðüôå ç

áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò. �

ÐáñáôÞñçóç 1.18. Äåí åßíáé óùóôü ãåíéêÜ üôé óõíå÷Þò åéêüíá åíüò

éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ ÷þñïõ åßíáé Ýíáò éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êá-

èïñéæüìåíïò ÷þñïò.

ÐñÜãìáôé, áò èåùñÞóïõìå Ýíáí ôïðïëïãéêü ÷þñï X, ï ïðïßïò åßíáé áñéè-

ìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò, áëëÜ ü÷é éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò, áò ðïýìå
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ôï ÷þñï ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 1.10. Åßíáé ãíùóôü üôé êÜèå áñéèìÞóéìá êáèïñé-

æüìåíïò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé óõíå÷Þò åéêüíá åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ

C, åíüò ÷þñïõ ôçò ìïñöÞòM×K, üðïõM åßíáé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò

÷þñïò êáé K Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (âë. [J-R] , [T1] ). Ôï

C åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, üðùò Ý÷ïõìå

áíáöÝñåé óôá Ðáñáäåßãìáôá 1.5. ¼ìùò ï ÷þñïò X, ï ïðïßïò åßíáé óõíå÷Þò

åéêüíá ôïõ C äåí åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. ¸ðåôáé éäéáßôåñá

üôé áí f åßíáé óõíå÷Þò áðåéêüíéóç áðü ôï C åðß ôïõ X, ôüôå ç f äåí ìðïñåß

íá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

Éó÷ýåé üìùò ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï ìáò ëÝåé üôé ïé áðåéêïíßóåéò

ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò äéáôçñïýí ôïõò éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá

êáèïñéæüìåíïõò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò êáé ôïõò éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïýò áíôß-
óôïé÷á.

Ðñüôáóç 1.19. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé êáé f : X → Y ìéá

áðåéêüíéóç ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. Áí ï ÷þñïò X åßíáé

éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò, (áíô. éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò), ôüôå ï

÷þñïò Y åßíáé åðßóçò éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ K{
áíáëõôéêüò).

Áðüäåéîç. ÁõôÞ ç áðüäåéîç åßíáé ßäéá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ (ii) ⇒ (i)

ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.15, ïðüôå ðáñáëåßðåôáé. �

Èá ãåíéêåýóïõìå ôþñá Ýíá áðïôÝëåóìá ôïõ Talagrand óýìöùíá ìå ôï

ïðïßï Ýíáò ÷þñïò (X; �) åßíáé K{áíáëõôéêüò (áíô. áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìå-

íïò) áí êáé ìüíïí áí ï ÷þñïò (X; ��) åßíáé K{áíáëõôéêüò (áíô. áñéèìÞóéìá
êáèïñéæüìåíïò).

Õðåíèõìßæïõìå üôé áí (X; �) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, ôüôå ç ôáõ-

ôïôéêÞ áðåéêüíéóç I : (X; ��) → (X; �) åßíáé óõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá

ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò (âë. ÐáñÜäåéãìá 1.14 (iii)).

Èåþñçìá 1.20. ¸óôù (X; �) ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá

åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò (X; �) åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ

K{áíáëõôéêüò).
(ii) Ï ÷þñïò (X; ��) åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ

K{áíáëõôéêüò).

Áðüäåéîç. (i) ⇒ (ii) Áðü ôï Èåþñçìá 1.15 ï ÷þñïò (X; �) åßíáé óõíå-

÷Þò åéêüíá ìÝóù ìéáò áðåéêüíéóçò f ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò,

åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ C åíüò ÷þñïõ ôçò ôçò ìïñöÞò M ×K, üðïõ M
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äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé K óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ï ÷þ-

ñïò C åßíáé k{÷þñïò ùò êëåéóôüò õðï÷þñïò åíüò k{÷þñïõ. Èá áðïäåßîïõìå

üôé ç áðåéêüíéóç f ðáñáìÝíåé óõíå÷Þò, üôáí ï X åßíáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí

ôïðïëïãßá ��, ïðüôå áðü ôçí Ðñüôáóç 1.19 Ý÷ïõìå ôï óõìðÝñáóìá.

¸óôù U áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X óôçí ôïðïëïãßá ��. Áí L åßíáé

óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ C, ôüôå ôï f(L) åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ

X, Üñá ôï U
⋂
f(L) åßíáé ó÷åôéêÜ áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ f(L). ÅðåéäÞ ç f

åßíáé óõíå÷Þò ôï óýíïëï L
⋂
f−1(U) åßíáé ó÷åôéêÜ áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ

L. ÅðéðëÝïí ôï C åßíáé k{÷þñïò, êáôá óõíÝðåéá ôï f−1(U), åßíáé áíïéêôü

õðïóýíïëï ôïõ C. ¢ñá ç f åßíáé óõíå÷Þò.

(ii)⇒ (i) ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ãåãïíüò üôé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç

I : (X; ��)→ (X; �) Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò êáé ôçí Ðñü-

ôáóç 1.19.

Ç áðüäåéîç ôçò ðåñßðôùóçò êáôÜ ôçí ïðïßá ï X åßíáé K{áíáëõôéêüò åßíáé
åíôåëþò áíÜëïãç. �

Ðüñéóìá 1.21. ¸óôù (X; �) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé d ìéá ìåôñéêÞ

ôïõ X ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) (X; d) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò (áíô. ðëÞñçò äéá÷ùñßóéìïò) ìåôñéêüò ÷þñïò.

(ii) Ç ìåôñéêÞ ôïðïëïãßá �d åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôçí � .

(iii) ¸íá õðïóýíïëï K ôïõ X åßíáé �{óõìðáãÝò áí êáé ìüíïí áí åßíáé �d{

óõìðáãÝò.

Ôüôå êÜèå õðï÷þñïò (áíô. êëåéóôüò õðï÷þñïò) Y ôïõ X åöïäéáóìÝíïò ìå ôç

ó÷åôéêÞ ôïðïëïãßá �Y åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ

K{áíáëõôéêüò).

Áðüäåéîç. Ï ÷þñïò (Y; � dY ) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, Üñá éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá

êáèïñéæüìåíïò. Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç

I : (Y; � dY )→ (Y; �Y )

åßíáé óõíå÷Þò ëüãù ôçò óõíèÞêçò (ii) êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò

êÜëõøçò ëüãù ôçò óõíèÞêçò (iii). Áðü ôçí Ðñüôáóç 1.19 Ýðåôáé Üìåóá üôé

ï ÷þñïò (Y; �Y ) åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

Ç ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï (X; d) õðïôßèåôáé åðéðëÝïí ðëÞñçò åßíáé

åíôåëþò áíÜëïãç. �

Óçìåéþíïõìå üôé ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá Ýðåôáé êáé áðü ôï Èåþñçìá

1.20, áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ôïðïëïãßá � d óõìðßðôåé ìå ôçí ôïðïëïãßá

� k, ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí � .
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ÐáñÜäåéãìá 1.22. ¸íá éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò ÷þñïò äåí åßíáé áíáãêáßá
k{÷þñïò. ÐñÜãìáôé, Ýóôù X = `1(N) êáé � ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá ôïõ X.

ÅðåéäÞ ï X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Schur (êÜèå áóèåíþò óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá

åßíáé óõãêëßíïõóá ùò ðñïò ôç íüñìá) ç êëÜóç ôùí norm óõìðáãþí õðïóõíü-

ëùí ôïõ X óõìðßðôåé ìå ôçí êëÜóç ôùí áóèåíþò óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ

X. ¸ôóé áðü ôï Ðüñéóìá 1.21 ï (X;w) åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò êáé êÜèå
õðïóýíïëü ôïõ ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæü-

ìåíïò. Áêüìá ðáñáôçñïýìå üôé ç ôïðïëïãßá �� ôáõôßæåôáé ìå ôçí ôïðïëïãßá

ôçò íüñìáò, ïðüôå ï ÷þñïò (X;w) äåí åßíáé k{÷þñïò. Óçìåéþíïõìå üôé óôç

èÝóç ôïõ `1(N) ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ïðïéïäÞðïôå äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Banach

ìå ôçí éäéüôçôá Schur.

Ç Ýííïéá ôçò áðåéêüíéóçò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò ìåôáîý

ôïðïëïãéêþí ÷þñùí ìðïñåß íá åðåêôáèåß óôéò Üíù çìéóõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò

ðïõ ðáßñíïõí ôéìÝò óôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ìå ôïí

áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 1.23. ¸óôù X, Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé. Ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò

óõíÜñôçóç F : X → K(Y ) èá ëÝìå üôé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõ-

øçò áí ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ Y õðÜñ÷åé óõìðáãÝò õðïóýíïëï

L ôïõ X ôÝôïéï þóôå K ⊆ F (L) =
⋃
x∈L F (x).

Ðáñáôçñïýìå üôé: (1) Áí ç Üíù çìéóõíå÷Þò óõíÜñôçóç F : X → K(Y )

Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò, ôüôå Y = F (X) =
⋃
x∈X F (x).

(2) Áí f : X → Y åßíáé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ìåôáîý ôùí ôïðïëïãéêþí

÷þñùí X êáé Y , ôüôå ç áðåéêüíéóç F : X → K(Y ) ìå F (x) = {f(x)} åßíáé
Üíù çìéóõíå÷Þò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò áí êáé ìüíïí áí ç

f : X → Y Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. ¸ôóé ï Ïñéóìüò 1.23

åðåêôåßíåé öõóéïëïãéêÜ ôïí êëáóéêü ïñéóìü.

Ðáñáäåßãìáôá 1.24. (i) Ç áðåéêüíéóç

F : [0; 1]→ K([0; 1]) ìå F (t) = [0; t]

åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. ¸óôù U

áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ [0; 1] ôÝôïéï þóôå F (t) ⊆ U . Ôüôå õðÜñ÷åé " > 0

ôÝôïéï þóôå

(t− "; t + ") ⊆ U ;

ïðüôå ãéá êÜèå s ∈ (t − "; t + ") éó÷ýåé F (s) ⊆ U . ¢ñá ç F åßíáé Üíù çìé-

óõíå÷Þò. Áí K åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ [0; 1], ôüôå ðñïöáíþò õðÜñ÷åé

t ∈ [0; 1] þóôå K ⊆ [0; t], äçëáäÞ K ⊆ F (t), ïðüôå ç áðåéêüíéóç F Ý÷åé ôçí

éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.
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(ii)¸óôùX éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Áðü

ôïí Ïñéóìü 1.3 êáé ôï Èåþñçìá 1.1 Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé � ′ ⊆ � êáé F : � ′ →
K(X) ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëïK ôïõX íá õðÜñ÷åé � ∈ � ′

ìå K ⊆ F (�). Ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç óõíÜñôçóç F Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò

óõìðáãïýò êÜëõøçò.

(iii) ¸óôù X, Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé êáé F : X → K(Y ) óõíå÷Þò êáé åðß

óõíÜñôçóç, üðïõ ï ÷þñïò K(Y ) èåùñåßôáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá

Vietoris. Ôüôå ç áðåéêüíéóç F èåùñïýìåíç ùò óõíïëïóõíÜñôçóç åßíáé Üíù

çìéóõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

Ìéá öõóéïëïãéêÞ óõíïëïóõíÜñôçóç ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜ-

ëõøçò åßíáé ç åðüìåíç:

F : Σ→ K(�) ìå F (�) = �(�) =
∞∏
n=1

{1; 2; : : : �(n)}

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü áðïäåéêíýåôáé óôçí åðüìåíç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 1.25. Ç áðåéêüíéóç F : Σ → K(�) ìå F (�) = �(�) åßíáé

Üíù çìéóõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

Áðüäåéîç. ¸óôù U áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ � êáé �0 ∈ � ôÝôïéï þóôå

F (�0) ⊆ U , äçëáäÞ �(�0) ⊆ U . ÅðåéäÞ ôï óýíïëï �(�0) åßíáé óõìðáãÝò

õðÜñ÷ïõí s1; s2; : : : ; sN ∈ S, ôÝôïéá þóôå

�(�0) ⊆
N⋃
i=1

I(si) ⊆ U:

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé

|s1| = |s2| = · · · = |sN |:

ÐñÜãìáôé, ãéá êÜèå s ∈ S êáé n ∈ N éó÷ýåé

Is =
⋃{

I(sat) : |t| = n
}

ÈÝôïõìå

m = max{|s1|; |s2|; : : : ; |sN |}

Áí |si| < m, ôüôå éó÷ýåé

I(si) =
⋃{

I(sat) : |t| = m− |si|
}

ïðüôå áðü ôç óõìðÜãåéá ôïõ �(�0) Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï.

¸óôù m = |s1| = |s2| = : : : = |sN |. Éó÷õñéæüìáóôå üôé F (I(�0|m)) ⊆ U ,
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äçëáäÞ �(�) ⊆ U ãéá êÜèå � ∈ I(�0|m). ¸óôù � ∈ I(�0|m) êáé � ∈ �(�).

Ïñßæïõìå � ∈ � ùò åîÞò:

�(k) =

{
�(k); k ≤ m

�0(k); k ≥ m + 1

Ôüôå ãéá êÜèå k = 1; 2; : : : ;m Ý÷ïõìå �(k) ≤ �(k) = �0(k), Üñá � ≤ �0.

ÅðåéäÞ �(�0) ⊂
⋃N
i=1 I(si) õðÜñ÷åé i = 1; 2; : : : ; N þóôå � ∈ I(si), äçëáäÞ

�|m = si. ¢ñá � |m = si, ïðüôå � ∈ U . �

Óôï åðüìåíï ëÞììá áðïäåéêíýïõìå üôé ç £óýíèåóç¤ Üíù çìéóõíå÷þí óõ-

íáñôÞóåùí, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò åßíáé Üíù

çìéóõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

ËÞììá 1.26. ¸óôù X, Y , Z ôïðïëïãéêïß ÷þñïé, Φ: Z → K(X) êáé

F : X → K(Y ) Üíù çìéóõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá

ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. Ôüôå ç áðåéêüíéóç f : Z → K(Y ) ìå f(z) =

F (Φ(z)) åßíáé åðßóçò Üíù çìéóõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò

êÜëõøçò.

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï G ôïõ Y êáé z ∈ Z ôÝôïéï

þóôå

f(z) ⊆ G; äçëáäÞ F (Φ(z)) ⊆ G :

ÅðåéäÞ ç áðåéêüíéóç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò ôï óýíïëï

V = {x ∈ X : F (x) ⊆ G}

åßíáé áíïéêôü êáé åðéðëÝïí Φ(z) ⊆ V . Ç Φ åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò, Üñá õðÜñ÷åé

W ðåñéï÷Þ ôïõ z ôÝôïéá þóôå

Φ(W ) ⊆ V :

Ôüôå

F (Φ(W )) ⊆ G äçëáäÞ f(W ) ⊆ G ;

ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ç áðåéêüíéóç f åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò. ÁðïìÝíåé íá

äåßîïõìå üôé ç óõíÜñôçóç f Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. ¸óôù

K óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Y . ÅðåéäÞ ç F Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò

êÜëõøçò õðÜñ÷åé óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X ôÝôïéï þóôå K ⊆ f(L).

Åðßóçò ç Φ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò õðÜñ÷åé óõìðáãÝò

õðïóýíïëï A ôïõ Z ìå L ⊆ Φ(A). Ôüôå

F (L) ⊆ F (Φ(A)); äçëáäÞ K ⊆ f(A) ;

Üñá ç f Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. �
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Áêïëïýèùò ãåíéêåýïõìå ôçí Ðñüôáóç 1.19 áðïäåéêíýïíôáò üôé ç åéêüíá

åíüò éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïý (áíô. éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ) ôïðï-

ëïãéêïý ÷þñïõ ìÝóù ìéáò Üíù çìéóõíå÷ïýò áðåéêüíéóçò ìå ôçí éäéüôçôá ôçò

óõìðáãïýò êÜëõøçò åßíáé åðßóçò éó÷õñÜ K-áíáëõôéêüò (áíô. éó÷õñÜ áñéèìÞ-

óéìá êáèïñéæüìåíïò). Ìå ôç âïÞèåéá áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò äßíïõìå Ýíáí

áêüìá ÷áñáêôçñéóìü ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí êáé ôùí éó÷õñÜ

K{áíáëõôéêþí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.

Ðñüôáóç 1.27. ¸óôù X éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò (áíô. éó÷õñÜ áñéèìÞ-

óéìá êáèïñéæüìåíïò) ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé F : X → K(Y ) ìéá Üíù çìéóõ-

íå÷Þò áðåéêüíéóç ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. Ôüôå ï Y åßíáé

éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò (áíô. éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò) ôïðïëïãé-

êüò ÷þñïò.

Áðüäåéîç. (Áðïäåéêíýïõìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí
÷þñùí êáèþò ç ðåñßðôùóç ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ÷þñùí

åßíáé áíÜëïãç). Ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ K-áíáëõôéêüò, Üñá õðÜñ÷åé ìéá

Üíù çìéóõíå÷Þò óõíÜñôçóç Φ : Σ→ K(X), ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìðáãÝò

õðïóýíïëï L ôïõ X íá õðÜñ÷åé � ∈ Σ ìå L ⊆ Φ(�). Áðü ôï ËÞììá 1.26 ç

óõíÜñôçóç

f : Σ→ K(Y ) ìå f(�) = F (Φ(�)) :

åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.

Áðïìåßíåé íá äåßîïõìå üôé ç ðáñáðÜíù áðåéêüíéóç f êáèéóôÜ ôï ÷þñï X

éó÷õñÜ K-áíáëõôéêü. ¸óôù K Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Y . ÅðåéäÞ ç

óõíÜñôçóç F Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò, õðÜñ÷åé óõìðáãÝò

õðïóýíïëï L ôïõ X þóôå K ⊆ F (L). Åðßóçò õðÜñ÷åé � ∈ Σ þóôå L ⊆ Φ(�),

êáôÜ óõíÝðåéá K ⊆ F (Φ(�)), äçëáäÞ K ⊆ f(�). �

Ðüñéóìá 1.28. ¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôá áêüëïõèá åßíáé éóï-

äýíáìá:

(i) Ï X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ K{ áíáëõ-

ôéêüò).

(ii) ÕðÜñ÷åé � ′ ⊆ � (áíô. � ′ = �) êáé ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò áðåéêüíéóç

F : � ′ → K(X) (áíô. F : � → K(X)) ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò

êÜëõøçò.

Áðüäåéîç. (i)⇒ (ii) ¢ìåóï áðü ôoí éó÷õñéóìü (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò

1.1.
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(ii)⇒ (i) Ï � ′ åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò (áíô. Ï � åßíáé

Ðïëùíéêüò), Üñá åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (áíô. éó÷õñÜ K{
áíáëõôéêüò). (âë. Ðáñáäåßãìáôá 1.5 (i)). Ôüôå áðü ôçí Ðñüôáóç 1.27 Ýðåôáé

Üìåóá ôï æçôïýìåíï. �

Ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá ãåíéêåýåé ôï Èåþñçìá 1.12 ôïõ [M-S]. Õðåíèõ-

ìßæïõìå üôé áí X åßíáé Ýíáò Hausdor� ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, ôüôå ç ôïðïëïãßá

Vietoris �� ôïõ K(X) Ý÷åé ùò âÜóç ôá õðïóýíïëá ôïõ K(X) ôçò ìïñöÞò:

�(V1; : : : ; Vn) =

{
K ∈ K(X) : K ⊆

n⋃
i=1

Vi êáé K ∩ Vi 6= ∅ ãéá i = 1; : : : ; n

}
üðïõ n ∈ N êáé V1; : : : ; Vn åßíáé áíïéêôÜ ìç êåíÜ õðïóýíïëá ôïõ X.

Èåþñçìá 1.29. ¸óôù X Ýíáò (Hausdor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêüò) ôï-

ðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(ii) Ï ÷þñïò (K(X); ��) åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

(iii) Ï ÷þñïò (K(X); ��) åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

Áðüäåéîç. (i) ⇒ (ii) ¸óôù Ω Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò ìå

X ⊆ Ω. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (An)n óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ Ω

ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ X êáé w ∈ Ω \X õðÜñ÷åé

n ∈ N ìå K ⊆ An êáé w =∈ An. ÈÝôïõìå Bn = K(An), ãéá êÜèå n ∈ N. Ôüôå
ï ÷þñïò K(Ω) åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Vietoris åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò

ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé (Bn) åßíáé ìéá áêïëïõèßá óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ

K(Ω). ¸óôù K Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ K(X) êáé L ∈ K(Ω) \ K(X).

ÈÝôïõìå XK =
⋃
{A : A ∈ K}. Ôüôå ôï XK åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ

X êáé L äåí åßíáé õðïóýíïëï ôïõ X, ïðüôå õðÜñ÷åé w ∈ L ìå w =∈ X. Ôüôå

õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå XK ⊆ An êáé w =∈ An.

Éó÷õñéóìüò: K ⊆ Bn êáé L =∈ Bn. Áðüäåéîç ôïõ éó÷õñéóìïý: ÐñÜãìáôé,

XK ⊆ An, ïðüôå ãéá êÜèå A ∈ K Ý÷ïõìå A ⊆ XK ⊆ An, äçëáäÞ, A ∈ Bn =

K(An), ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé K ⊆ Bn. ÅðéðëÝïí, w =∈ An. Áí L ∈ Bn, ôüôå

L ⊆ An, Üñá w ∈ An, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï.

(ii)⇒ (iii) ÐñïöáíÝò.

(iii)⇒ (i) ÕðÜñ÷åé õðïóýíïëï Σ′ ôïõ Σ êáé ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò áðåéêü-

íéóç

Φ : Σ′ 7→ K(K(X)) ìå K(X) = Φ(Σ′) =
⋃
�∈Σ′

Φ(�) :

Ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç

F : Σ′ 7→ K(X) ìå F (�) =
⋃

Φ(�) =
⋃
{K : K ∈ Φ(�)} :
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¸óôù L Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X. Ôüôå L ∈ K(X), ïðüôå õðÜñ÷åé

� ∈ � ′, ìå L ∈ Φ(�), êáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå L ⊆ F (�). ÁðïìÝíåé íá

äåßîïõìå üôé ç áðåéêüíéóç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò. ¸óôù F (�) ⊆ V ãéá

êÜðïéï � ∈ Σ′ êáé V Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X. Èåùñïýìå ôï óýíïëï

�(V ) = {K : K ∈ K(X) ìå K ⊆ V } ;

ôï ïðïßï åßíáé áíïéêôü óôçí ôïðïëïãßá Vietoris ôïõK(X). Ðñïöáíþò Φ(�) ⊆
�(V ). Áðü ôçí Üíù çìéóõíÝ÷åéá ôçò áðåéêüíéóçò Φ õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï

þóôå

Φ(I(�|n) ∩ Σ′) ⊆ �(V ) ;

äçëáäÞ ãéá êÜèå � ∈ Σ′ ìå � |n = �|n Ý÷ïõìå Φ(�) ⊆ �(V ). Ôüôå K ⊆ V

ãéá êÜèå K ∈ Φ(�), ïðüôå F (�) ⊆ V êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò. �

3. ×áñáêôçñéóìïß ôýðïõ Choquet ôùí éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí
÷þñùí.

¼ðùò åßíáé ãíùóôü ï Choquet üñéóå ôïõò K{áíáëõôéêïýò ÷þñïõò ùò

åêåßíïõò ôïõò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò, ïé ïðïßïé åßíáé óõíå÷åßò åéêüíåò Êóä

õðïóõíüëùí óõìðáãþí ÷þñùí (âë. [J-R, p. 37]).

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áðïäåéêíýïõìå üôé ïé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêïß ÷þñïé
ìðïñïýí íá ÷áñáêôçñéóèïýí ìå Ýíáí áíÜëïãï ôñüðï, éó÷õñïðïéþíôáò ôçí

Ýííïéá ôïõ Êóä óõíüëïõ êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôç óõíå÷Þ áðåéêüíéóç ìå ìéá

(óõíå÷Þ) áðåéêüíéóç, ç ïðïßá Ý÷åé åðéðëÝïí ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜ-

ëõøçò.

Õðåíèõìßæïõìå üôé Ýíá õðïóýíïëï A, åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X (ï

ïðïßïò õðïôßèåôáé ôåëåßùò êáíïíéêüò êáé Hausdor�) ëÝãåôáé Êóä áí õðÜñ÷åé

ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá {Kn;m : n;m ∈ N} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X
ôÝôïéá þóôå A =

⋂∞
n=1

⋃∞
m=1 Kn;m.

Ìå Üëëá ëüãéá ôï A åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ X, áí ìðïñåß íá ãñáöåß

ùò áñéèìÞóéìç ôïìÞ ó{óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X.

Ìå ôïí åðüìåíï ïñéóìü éó÷õñïðïéïýìå ôçí Ýííïéá ôïõ Êóä õðïóõíüëïõ

åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ.

Ïñéóìüò 1.30. ¸íá õðïóýíïëï A åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X èá ëÝãå-

ôáé éó÷õñÜ Êóä áí õðÜñ÷åé ìéá äéðëÞ áêïëïõèßá {Kn;m : n;m ∈ N} óõìðáãþí
õðïóõíüëùí ôïõ X ôÝôïéá þóôå:

(i) A =
⋂∞
n=1

⋃∞
m=1 Kn;m

(ii) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ A êáé ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé

m ∈ N ôÝôïéï þóôå K ⊆ Kn;m
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K1;1 K1;2 : : : K1;m : : :
∞⋃
m=1

K1;m

K2;1 K2;2 : : : K2;m : : :
∞⋃
m=1

K2;m

...
... : : :

... : : :
...

Kn;1 Kn;2 : : : Kn;m : : :
∞⋃
m=1

Kn;m

...
...

...
...

A =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Kn;m

ÐáñáôÞñçóç 1.31. (i) Ðñïöáíþò êÜèå éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï åíüò

ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ X.

(ii) Åßíáé áðëü íá åëÝãîïõìå üôé áí A åßíáé Êóä (áíô. éó÷õñÜ Êóä)

õðïóýíïëï åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõX êáéB Ýíá ó÷åôéêÜ êëåéóôü õðïóýíïëï

ôïõ A, ôüôå ôï B åßíáé Êóä (áíô. éó÷õñÜ Êóä) õðïóýíïëï ôïõ X.

ÐáñáèÝôïõìå ôþñá êÜðïéá áðëÜ ðáñáäåßãìáôá éó÷õñÜ Êóä óõíüëùí óå

(Hausdor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêïýò) ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò. Ìéá êëÜóç ôï-

ðïëïãéêþí ÷þñùí, ïé ïðïßïé åßíáé éó÷õñÜ Êóä óå êÜèå ÷þñï, óôïí ïðïßï

ðåñéÝ÷ïíôáé, åßíáé ïé çìéóõìðáãåßò (hemicompact) ôïðïëïãéêïß ÷þñïé. Õðåí-

èõìßæïõìå üôé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X ëÝãåôáé çìéóõìðáãÞò (hemicom-

pact) áí õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (Kn) óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X, ç ïðïßá

êõñéáñ÷åß ôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X, äçëáäÞ ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóý-

íïëï L ôïõ X õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ Kn (âë. [E, pp. 216{217]).

Ðñïöáíþò êÜèå çìéóõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé ó{óõìðáãÞò, äéüôé

X =
⋃∞
n=1 Kn.

Ðáñáäåßãìáôá 1.32. (á) ÊÜèå ó{óõìðáãÞò êáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò ÷þ-

ñïò åßíáé çìéóõìðáãÞò ([E, p. 250]). Ìéá óçìáíôéêÞ êëÜóç ôÝôïéùí ÷þñùí

åßíáé ïé ôïðéêÜ óõìðáãåßò ìåôñéêïðïéÞóéìïé êáé äéá÷ùñßóéìïé ÷þñïé. Éäéáß-

ôåñá Ýíá áíïéêôü êáé F� õðïóýíïëï åíüò óõìðáãïýò ÷þñïõ åßíáé óôç ó÷åôéêÞ

ôïðïëïãßá ôïðéêÜ óõìðáãÞò êáé ó{óõìðáãÞò ÷þñïò, êáôÜ óõíÝðåéá çìéóõ-

ìðáãÞò.

(â) ÊÜèå áñéèìÞóéìïò ÷þñïò Hausdor�, ôïõ ïðïßïõ ôá óõìðáãÞ õðïóý-

íïëá åßíáé ðåðåñáóìÝíá åßíáé çìéóõìðáãÞò.

(ã) ÊÜèå äõúêüò ÷þñïò Banach X∗, åöïäéáóìÝíïò ìå ôç w∗ ôïðïëïãßá

åßíáé çìéóõìðáãÞò. ÐñÜãìáôé, Ý÷ïõìå X =
⋃∞
n=1 nBX∗ êáé êÜèå nBX∗ åßíáé
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w∗{óõìðáãÝò. Åðßóçò êÜèå w∗{óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X∗ åßíáé norm

öñáãìÝíï, Üñá õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ nBX∗ . ¸ðåôáé üôé ï ÷þñïò

(X∗; w∗) åßíáé çìéóõìðáãÞò.

Ðñüôáóç 1.33. ¸óôù X, K ôïðïëïãéêïß ÷þñïé, X çìéóõìðáãÞò êáé

X ⊆ K. Ôüôå ôï X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ K.

Áðüäåéîç. ¸óôù (Kn) ìéá áêïëïõèßá óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X, ç

ïðïßá êõñéáñ÷åß ôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X. Ãéá êÜèå n, m ∈ N èÝôïõìå

Kn;m = Km êáé Ý÷ïõìå
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Kn;m =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Km =
∞⋂
n=1

X = X:

Åðßóçò ãéá êÜèå n ∈ N êáé ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X õðÜñ÷åé

m ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ Km = Kn;m, Üñá ôï X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï

ôïõ K. �

Ðñüôáóç 1.34. ÊÜèå éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï A åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ

X åßíáé ìå ôç ó÷åôéêÞ ôïðïëïãßá éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò ÷þñïò.

Áðüäåéîç. ¸óôù (Kn;m) ìéá äéðëÞ áêïëïõèßá óõìðáãþí õðïóõíüëùí

ôïõ X, ç ïðïßá ðëçñïß ôéò óõíèÞêåò (i) êáé (ii) ôïõ ïñéóìïý 1.30. Ìðïñïýìå

íá õðïèÝóïõìå üôé ãéá êÜèå n ∈ N ç áêïëïõèßá (Kn;m)m åßíáé áýîïõóá

(áíôéêáèéóôþíôáò áí åßíáé áíáãêáßï ôá óýíïëá Kn;m ìå ôá óýíïëá Ωn;m =⋃m
i=1 Kn;i). Ãéá êÜèå s = (m1;m2; : : : ;mn) ∈ S èÝôïõìå

Bs =
n⋂
i=1

Ki;mi
:

¸óôù K óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ A. Ôüôå áðü ôç óõíèÞêç (ii) ôïõ ïñéóìïý

1.30 ãéá êÜèå i ∈ N õðÜñ÷åé mi ∈ N þóôå K ⊆ Ki;mi
. Áí èÝóïõìå � =

(m1;m2; : : : ;mi : : :), ôüôå Ý÷ïõìå

K ⊆
∞⋂
i=1

Ki;mi
; ïðüôå K ⊆

∞⋂
n=1

B�|n ⊆ A :

ÅðåéäÞ ç áðåéêüíéóç

F : � → K(X) ìå F (�) =
∞⋂
n=1

B�|n

åßíáé (üðùò åýêïëá áðïäåéêíýåôáé) Üíù çìéóõíå÷Þò ï A åßíáé éó÷õñÜ K{
áíáëõôéêüò ÷þñïò (âë. Óçìåßùóç ìåôÜ ôïí Ïñéóìü 1.3). �

Ðüñéóìá 1.35. ¸óôù A Ýíá ìåôñéêïðïéÞóéìï êáé éó÷õñÜ Êóä õðïóý-

íïëï åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X. Ôüôå ôï A åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò.
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Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç Ðñüôáóç 1.34 ôï A åßíáé éó÷õñÜ K{
áíáëõôéêüò ÷þñïò, óõíåðþò áðü ôçí ÐáñáôÞñçóç 1.13 Ý÷ïõìå ôï óõìðÝñá-

óìá. �

Óôü÷ïò ìáò óôç óõíÝ÷åéá åßíáé íá áðïäåßîïõìå ôï ÷áñáêôçñéóìü ôùí

éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí ÷þñùí ùò åéêüíùí éó÷õñÜ Êóä óõíüëùí ìÝóù áðåé-

êïíßóåùí ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò. Èá ÷ñåéáóèïýìå êÜðïéá

âïçèçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá, ôá ïðïßá üìùò Ý÷ïõí êáé áõôïôåëÞ áîßá. Óçìåéþ-

íïõìå üôé ïðïôåäÞðïôå ôï åðßññçìá éó÷õñÜ åìöáíßæåôáé óå ðáñÝíèåóç ôï áðï-

ôÝëåóìá éó÷ýåé êáé ãéá ôá êëáóéêÜ Êóä óýíïëá êáé ç áðüäåéîç åßíáé áíÜëïãç.

Ðñüôáóç 1.36. ¸óôù (Ai)i áêïëïõèßá (éó÷õñÜ) Êóä õðïóõíüëùí åíüò

ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X. Ôüôå ôï óýíïëï A =
⋂∞
i=1 Ai åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä

õðïóýíïëï ôïõ X.

Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå i = 1; 2; · · · õðÜñ÷åé äéðëÞ áêïëïõèßá (Ki
n;m)n;m

óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X ôÝôïéá þóôå Ai =
⋂∞
n=1

⋃∞
m=1 K

i
n;m êáé ãéá

êÜèå n ∈ N êáé ãéá êÜèå L óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X õðÜñ÷åé m ∈ N þóôå

L ⊆ Ki
n;m. Ãéá êÜèå i; n ∈ N èåùñïýìå ôï óýíïëï

⋃∞
m=1 K

i
n;m. Ôï ðëÞèïò

ôùí óõíüëùí Ki
n;m åßíáé áñéèìÞóéìï êáé åðéðëÝïí Ý÷ïõìå

∞⋂
i=1

Ai =
⋂
i;n

∞⋃
m=1

Ki
n;m

¸óôù i; n ∈ N êáé L óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ A. Ôüôå Ý÷ïõìå L ⊆ Ai,

ïðüôå õðÜñ÷åé m ∈ N, ôÝôïéï þóôå L ⊆ Ki
n;m. ¢ñá ôï A åßíáé éó÷õñÜ Êóä

õðïóýíïëï ôïõ X. �

Ðñüôáóç 1.37. ¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, A, Y õðïóýíïëá ôïõ X

ôÝôïéá þóôå A ⊆ Y êáé A (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëï ôïõ X. Áí Y åßíáé

(çìéóõìðáãÞò õðï÷þñïò ôïõ X) ó{óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X, ôüôå ôï A

åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëï ôïõ Y .

Áðüäåéîç. ¸óôù Kn;m êáé Ωl, n, m, l ∈ N óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X

ôÝôïéá þóôå

A =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Kn;m êáé Y =
∞⋃
l=1

Ωl :
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Ôüôå Ý÷ïõìå

A = A
⋂

Y

=

[
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Kn;m

]⋂[
∞⋃
l=1

Ωl

]

=
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

[
∞⋃
l=1

Kn;m

⋂
Ωl

]
=
⋂
n

⋃
m;l

(
Kn;m

⋂
Ωl

)
:

áðü ôï ïðïßï Ýðåôáé ôï óõìðÝñáóìá. �

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå üôé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï äýï (éó÷õñÜ)

Êóä õðïóõíüëùí åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä, êáôÜ óõíÝðåéá åðáãùãéêÜ ðñïêýðôåé

üôé ç êëÜóç ôùí (éó÷õñÜ) Êóä õðïóõíüëùí åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôá ðåðå-

ñáóìÝíá ãéíüìåíá. Åðßóçò áí èåùñÞóïõìå ìéá áêïëïõèßá (Ai)i áðü (éó÷õñÜ)

Êóä õðïóýíïëá ôùí óõìðáãþí ÷þñùí (Xi)i áíôéóôïß÷ùò, ôüôå ôï ãéíüìåíï∏∞
i=1 Ai åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëï ôïõ ãéíïìÝíïõ

∏∞
i=1 Xi.

Ðñüôáóç 1.38. ¸óôù A1, A2 (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëá ôùí ôïðïëïãéêþí

÷þñùí X1 êáé X2 áíôéóôïß÷ùò. Ôüôå ôï óýíïëï A1×A2 åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä

õðïóýíïëï ôïõ ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X1 ×X2.

Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå i = 1; 2 õðÜñ÷åé äéðëÞ áêïëïõèßá
(
Ki
n;m

)
n;m

óõìðá-

ãþí õðïóõíüëùí ôïõ Xi, ç ïðïßá ðëçñïß ôéò óõíèÞêåò (i), (ii) ôïõ ïñéóìïý

1.30. Ãéá êÜèå n ∈ N èåùñïýìå ôçí áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá{
K1
n;m1
×K2

n;m2
| m1;m2 ∈ N

}
óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X1 ×X2. Ôüôå Ý÷ïõìå

A1 × A2 =

(
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

K1
n;m1

)
×

(
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

K2
n;m2

)

=
∞⋂
n=1

(
∞⋃
m=1

K1
n;m ×

∞⋃
m=1

K2
n;m

)

=
∞⋂
n=1

⋃{
K1
n;m1
×K2

n;m2
| m1;m2 ∈ N

}
¸óôù L óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ A1×A2. Ôüôå õðÜñ÷ïõí L1, L2 óõìðáãÞ

õðïóýíïëá ôùí A1 êáé A2 áíôéóôïß÷ùò, þóôå L ⊆ L1 × L2. Ãéá êÜèå n ∈ N
õðÜñ÷ïõí m1;m2 ∈ N ôÝôïéá þóôå L1 ⊆ K1

n;m1
êáé L ⊆ K2

n;m2
, ïðüôå

L1 × L2 ⊆ K1
n;m1
×K2

n;m2
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êáôÜ óõíÝðåéá

L ⊆ K1
n;m1
×K2

n;m2

¢ñá ôï óýíïëï A1 × A2 åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ X1 ×X2. �

Ðñüôáóç 1.39. ¸óôù Ai (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëï ôïõ óõìðáãïýò ôï-

ðïëïãéêïý ÷þñïõ Xi ãéá êÜèå i ∈ N. Ôüôå ôï óýíïëï
∏∞

i=1 Ai åßíáé (éó÷õñÜ)

Êóä õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ
∏∞

i=1 Xi.

Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå n ∈ N ôï óýíïëï
∏n

i=1 Ai åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóý-

íïëï ôïõ ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ
∏n

i=1 Xi. Ï ÷þñïò
∏∞

i=n+1 Xi åßíáé óõìðáãÞò,

Üñá ôï óýíïëï
∏n

i=1 Ai ×
∏∞

i=n+1 Xi åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ ôïðï-

ëïãéêïý ÷þñïõ
∏n

i=1 Xi ×
∏∞

i=n+1 Xi, äçëáäÞ ôïõ ÷þñïõ
∏∞

i=1 Xi. ÅðåéäÞ,

áðü ôçí Ðñüôáóç 1.36, áñéèìÞóéìç ôïìÞ éó÷õñÜ Êóä õðïóõíüëùí åíüò ôïðï-

ëïãéêïý ÷þñïõ åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï, ðñïêýðôåé üôé ôï óýíïëï

∞⋂
n=1

(
n∏
i=1

Ai ×
∞∏

i=n+1

Xi

)
åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ

∏∞
i=1 Xi. Åðßóçò

∞⋂
n=1

(
n∏
i=1

Ai ×
∞∏

i=n+1

Xi

)
=
∞∏
i=1

Ai ;

ïðüôå Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. �

ÐáñáôÞñçóç 1.40. Ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá äåí éó÷ýåé ÷ùñßò ôçí õðü-

èåóç ôçò óõìðÜãåéáò ãéá ôïõò ÷þñïõò Xi. ÐñÜãìáôé Ýóôù Ai = Xi = N
ãéá êÜèå i ∈ N, üðïõ ï ÷þñïò N èåùñåßôáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôç äéáêñéôÞ

ôïðïëïãßá. Ôüôå
∞∏
i=1

Ai =
∞∏
i=1

Xi = NN = � :

¼ìùò ï ÷þñïò � ôïõ Baire äåí åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ åáõôïý ôïõ, äéüôé

ôüôå èá Þôáí ó{óõìðáãÞò êáé áõôü áðïêëåßåôáé áðü ôï èåþñçìá ôïõ Baire.

Óçìåéþíïõìå üôé Ýíá Êóä õðïóýíïëï åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ðåñéÝ÷åôáé óå

êÜðïéï ó{óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ.

Ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá åßíáé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ôï áíôßóôñïöï ôïõ

Ðïñßóìáôïò 1.35

Èåþñçìá 1.41. ÊÜèå Ðïëùíéêüò ÷þñïò M åßíáé éó÷õñÜ Êóä óå êÜèå

óõìðáãïðïßçóÞ ôïõ.

Áðüäåéîç. ¸óôù K ìéá óõìðáãïðïßçóç ôïõ M . Èåùñïýìå ìéá ðëÞñç

ìåôñéêÞ d, ç ïðïßá åðÜãåé ôçí ôïðïëïãßá ôïõ M . Ãéá êÜèå n ∈ N êáé
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ãéá êÜèå x ∈ M åðéëÝãïõìå Vn(x) áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ K ôÝôïéï þóôå

diam(Vn(x) ∩M) ≤ 1
n
. Ïñßæïõìå Vn =

⋃
x∈M Vn(x). Åßíáé åýêïëï íá äïýìå

áðü ôçí ðëçñüôçôá ôïõ ìåôñéêïý ÷þñïõ (M;d) üôé M =
⋂∞
n=1 Vn. Ãéá êÜèå

x ∈M èåùñïýìå Wn(x) Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ K ôÝôïéï þóôå

x ∈ Wn(x) ⊆ Wn(x) ⊆ Vn(x) :

Ï ÷þñïò M åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò, êáôÜ óõíÝðåéá Lindel�of ,

ïðüôå ôï áíïéêôü êÜëõììá {Vn(x) : x ∈M} ôïõ M Ý÷åé áñéèìÞóéìï õðïêÜ-

ëõììá. Ôüôå ãéá êÜèå n ∈ N åðéëÝãïõìå áêïëïõèßá (xn;m)m ôïõ M ôÝôïéá

þóôå

M ⊆
∞⋃
m=1

Wn(xn;m) :

Ôüôå Ý÷ïõìå

M ⊆
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Wn(xn;m) ⊆
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Vn(xn;m) ⊆M ;

êáôÜ óõíÝðåéá

M =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Wn(xn;m) :

Ãéá êÜèå n;m ∈ N èÝôïõìå

Gn;m =
m⋃
k=1

Wn(xn;k)

êáé Ý÷ïõìå

M =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

Gn;m :

¸óôù L óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ M êáé n ∈ N. Ôüôå ôï áíïéêôü êÜëõììá
(Wn(xn;m))∞m=1 ôïõ L Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïêÜëõììá, Üñá õðÜñ÷åé m ∈ N,
ôÝôïéï þóôå

L ⊆
m⋃
k=1

Wn(xn;k); Üñá L ⊆ Gn;m :

ÅðïìÝíùò ôï M åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ K. �

Èåþñçìá 1.42. ¸óôù X (Hausdor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêüò) ôïðïëïãé-

êüò ÷þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï X åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò.
(ii) ÕðÜñ÷åé Ýíáò óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò Ω, Ýíá éó÷õñÜ Êóä õðïóý-

íïëï C ôïõ Ω êáé ìéá (óõíå÷Þò) óõíÜñôçóç f : C → X ìå ôçí éäéüôçôá

ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò.
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Áðüäåéîç. (ii) ⇒ (i) ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí Ðñüôáóç 1.34 êáé ôçí

Ðñüôáóç 1.19.

(i)⇒ (ii) Áðü ôï Èåþñçìá 1.15 ï X åßíáé åéêüíá, ìÝóù ìéáò áðåéêüíéóçò

f ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò, åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ C

åíüò ÷þñïõ ôçò ìïñöÞò M × K, üðïõ M åßíáé Ýíáò Ðïëùíéêüò ÷þñïò êáé

K Ýíáò óõìðáãÞò ÷þñïò. ¸óôù K0 ìéá óõìðáãïðïßçóç ôïõ M . Áðü ôï

Èåþñçìá 1.41 ï M åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ K0, óõíåðþò áðü ôçí

Ðñüôáóç 1.38 ôïM ×K åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ óõìðáãïýò ÷þñïõ

Ω = K0 ×K. ¸ðåôáé ôüôå üôé C ùò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ M ×K åßíáé

éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ Ω. (âë. ÐáñáôÞñçóç 1.31) �

Êëåßíïõìå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï áðïäåéêíýïíôáò üôé áí Ýíá óýíïëï A Ý÷åé

ôçí éäéüôçôá éó÷õñÜ Êóä, ôüôå êáé ï õðåñ÷þñïò K(A) ôçí Ý÷åé.

Èåþñçìá 1.43. ¸óôù Á Ýíá éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï åíüò ôïðïëïãéêïý

÷þñïõ × . Ôüôå ôï K(A) åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ K(X).

Áðüäåéîç. Ôï A åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ

X, Üñá õðÜñ÷åé ìéá äéðëÞ áêïëïõèßá Kn;m, n, m ∈ N óõìðáãþí õðïóõíüëùí

ôïõ X ôÝôïéá þóôå A =
⋂∞
n=1

⋃∞
m=1 Kn;m êáé ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï

L ôïõ A êáé ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé m ∈ N, ôÝôïéï þóôå L ⊆ Kn;m. Èá

äåßîïõìå üôé ç äéðëÞ áêïëïõèßá K(Kn;m), n, m ∈ N óõìðáãþí õðïóõíüëùí

ôïõ K(X), êáèéóôÜ ôï K(A) Ýíá éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ K(X).

ÂÞìá 1 Éó÷õñéóìüò:

K(A) =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

K(Kn;m)

¸óôù K ∈ K(A). ÅðåéäÞ ôï A åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ X ãéá êÜèå

n ∈ N õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå K ⊆ Kn;m, ìå Üëëá ëüãéá K ∈ K(Kn;m),

ïðüôå K ∈
⋃∞
m=1K(Kn;m). ÅðïìÝíùò

K(A) ⊆
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

K(Kn;m) :

¸óôù K ∈
⋂∞
n=1

⋃∞
m=1K(Kn;m). Ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé m ∈ N, ôÝôïéï

þóôåK ∈ K(Kn;m), äçëáäÞK ⊆ Kn;m, ïðüôåK ⊆
⋂∞
n=1

⋃∞
m=1 Kn;m, äçëáäÞ

K ⊆ A. ÅðïìÝíùò
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

K(Kn;m) ⊆ K(A)

êáé ç áðüäåéîç ôïõ éó÷õñéóìïý åßíáé ðëÞñçò.

ÂÞìá 2 Éó÷õñéóìüò:

Ãéá êÜèå n ∈ N êáé ãéá êÜèå L óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ K(A) õðÜñ÷åé
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m ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ K(Kn;m).

¸óôù n ∈ N êáé L óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ K(A). Èåùñïýìå ôï óýíïëï

XL =
⋃

L =
⋃
{K | K ∈ L } ;

ôï ïðïßï åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ A. Ôüôå õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï

þóôå XL ⊆ Kn;m. ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå K ∈ L Ý÷ïõìå K ⊆ Kn;m, äçëáäÞ

K ∈ K(Kn;m). ¢ñá L ⊆ K(Kn;m) êáé ç áðüäåéîç ôïõ éó÷õñéóìïý åßíáé

ðëÞñçò.

¢ñá ôï K(A) åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ K(X). �

ÐáñáôÞñçóç 1.44. Áí ôï A åßíáé Êóä õðïóýíïëï åíüò óõìðáãïýò ÷þ-

ñïõ X, ôüôå ôï K(A) äåí åßíáé êáô' áíÜãêç Êóä õðïóýíïëï ôïõ õðåñ÷þñïõ

K(X). ÐñÜãìáôé, áí X = [0; 1] êáé A = Q ∩X, ôüôå ôï A åßíáé Êó õðïóý-

íïëï ôïõ X, áëëÜ ôï K(A) äåí åßíáé áíáëõôéêü óýíïëï.

Åñþôçóç 1.45. ¸óôù K óõìðáãÞò ÷þñïò êáé X ⊆ K.

(i) ÕðïèÝôïõìå üôé ï X åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò õðï÷þñïò ôïõ K. Åß-

íáé ôüôå ï X éó÷õñÜ Êóä Þ ôïõëÜ÷éóôïí Êóä õðïóýíïëï ôïõ K; Ôé

óõìâáßíåé áí õðïèÝóïõìå üôé ôï K(X) åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ K(K);

(ii) ÕðïèÝôïõìå üôé ï X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ K. Åßíáé ôüôå

ï X éó÷õñÜ Êóä óå êÜèå Üëëï óõìðáãÞ ÷þñï óôïí ïðïßï ðåñéÝ÷åôáé

ïìïéïìïñöéêÜ;

Ó÷üëéï. Åßíáé óáöÝò üôé áí ôï ðñþôï åñþôçìá Ý÷åé êáôáöáôéêÞ áðÜ-

íôçóç, ôüôå êáé ôï äåýôåñï èá Ý÷åé êáôáöáôéêÞ áðÜíôçóç. Ôá áíôßóôïé÷á

åñùôÞìáôá óôçí êëáóéêÞ ðåñßðôùóç, üðïõ Ý÷ïõìå ðáíôïý ðáñáëëåßøåé ôï

åðßññçìá éó÷õñÜ Ý÷ïõí êáé ôá äýï áñíçôéêÞ áðÜíôçóç. ÐñÜãìáôé, óôï ðñþôï

åñþôçìá áñêåß íá èåùñÞóïõìå Ýíá Borel êáé ü÷é Êóä (Þ Ýíá áíáëõôéêü êáé

ü÷é Borel) õðïóýíïëï ôïõ K = [0; 1]. ¼óïí áöïñÜ óôï äåýôåñï åñþôçìá

Ýíá ðáñÜäåéãìá êáôáóêåýáóå ðñþôïò ï Talagrand óôï [T2] êáé Ýíá äåýôåñï

ìðïñåß íá âñåèåß óôï [A-A-M 1].





ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

×þñïé Banach éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïé óôçí

áóèåíÞ ôïðïëïãßá (SWCD ÷þñïé Banach)

1. ÂáóéêÝò éäéüôçôåò êáé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò êëÜóçò ôùí SWCD

÷þñùí Banach

Óôï êåöÜëáéï áõôü åéóÜãïõìå êáé ìåëåôÜìå ìéá íÝá êëÜóç ÷þñùí Ba-

nach, ïé ïðïßïé åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïé óôçí áóèåíÞ ôïõò

ôïðïëïãßá êáé ôïõò ïíïìÜæïõìå éó÷õñÜ áóèåíþò áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõò

(SWCD). Ç êëÜóç ôùí SWCD ÷þñùí Banach ðåñéÝ÷åé ãíÞóéá ôçí êëÜóç

ôùí éó÷õñÜ áóèåíþò K{áíáëõôéêþí (SWKA) ÷þñùí Banach, ç ïðïßá åéóÞ-

÷èç áðü ôïõò ÌåñêïõñÜêç êáé ÓôáìÜôç óôï [M-S]. Ïé äýï áõôÝò êëÜóåéò

ãåíéêåýïõí ôçí áíôßóôïé÷ç êëÜóç ôùí éó÷õñÜ áóèåíþò óõìðáãþò ðáñáãü-

ìåíùí (SWCG) ÷þñùí Banach, ç ïðïßá åéóÞ÷èç áðü ôïõò Schl�uchterman

êáé Wheeler óôï [S-W]. Ïé ðáñáðÜíù êëÜóåéò åßíáé äéáêñéôÝò êáé õðïêëÜ-

óåéò ôùí ãíùóôþí êáé åõñÝùò ìåëåôçìÝíùí êëÜóåùí ôùí WCD, WKA êáé

WCG ÷þñùí Banach áíôéóôïß÷ùò. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé êáìßá áðü ôéò

ðáñáðÜíù êëÜóåéò äåí ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõ äéá÷ùñßóéìïõò ÷þñïõò Banach.

Êáô' áñ÷Üò äßíïõìå Ýíá ÷áñáêôçñéóìü ôùí SWCD ÷þñùí Banach, ÷ñç-

óéìïðïéþíôáò ôï ÷þñï K(M) ôùí óõìðáãþí ìç êåíþí õðïóõíüëùí åíüò

äéá÷ùñßóéìïõ ìåôñéêïý ÷þñïõ M , áíÜëïãï ôïõ ÷áñáêôçñéóìïý ôùí WKA

([T1]), WCD ([M1], [A-M], [C-O]) êáé SWKA ([M-S]) ÷þñùí Banach.

Áðïäåêíýïõìå åðßóçò üôé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach X, ï ïðïßïò äåí

ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N) åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü.

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå êáôÜ ðüóï ïé êëÜóåéò ôùí SWCD êáé SWKA

÷þñùí Banach åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôá åõèÝá áèñïßóìáôá. Ç óýãêñéóç

ìå ôéò áíôßóôïé÷åò éäéüôçôåò ôùí ãíùóôþí êëÜóåùí ôùí WCG, WKA êáé

WCD ÷þñùí Banach åßíáé åíôõðùóéáêÞ, äéüôé ïé ôåëåõôáßåò êëÜóåéò åßíáé

êëåéóôÝò ùò ðñïò ôá áõèáßñåôá `p , p > 1 êáé c0{åõèÝá áèñïßóìáôá, åíþ ïé

êëÜóåéò ôùí SWCD êáé SWKA ÷þñùí Banach åßíáé êëåéóôÝò ìüíï ùò ðñïò

ôá áñéèìÞóéìá `p{åõèÝá áèñïßóìáôá ìå p ≥ 1. ¼óïí áöïñÜ óôá áñéèìÞ-

óéìá c0{åõèÝá áèñïßóìáôá Ý÷ïõìå êáôáöáôéêÞ áðÜíôçóç óå êÜðïéåò åéäéêÝò

ðåñéðôþóåéò, åíþ ç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðáñáìÝíåé áíïéêôü ðñüâëçìá.

41



42 2. SWCD ×ÙÑÏÉ BANACH

ÔÝëïò áðïäåéêíýïõìå üôé ï ÷þñïò Banach c0(!1) äåí åßíáé SWCD ðáñ'

üôé åßíáé WCG. ÅðéðëÝïí Ýíáò ÷þñïò Banach ôçò ìïñöÞò C(K), üðïõ K

åßíáé óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí ôï óýíïëï

K åßíáé áñéèìÞóéìï.

Ïñéóìüò 2.1. ¸íáò ÷þñïò Banach X èá ëÝãåôáé áóèåíþò éó÷õñÜ áñéè-

ìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ( strongly weakly countably determined, SWCD ) áí

åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò óôçí áóèåíÞ ôïõ ôïðïëïãßá.

Óçìåéþíïõìå üôé áí ï ÷þñïò (X;w) åßíáé éó÷õñÜ K-áíáëõôéêüò (WKA),

ôüôå ï ÷þñïò Banach X êáëåßôáé éó÷õñÜ áóèåíþò K-áíáëõôéêüò (SWKA).

Ç êëÜóç ôùí SWKA ÷þñùí Banach åéóÜãåôáé óôï [M-S]. Áêüìç ðáñáôç-

ñïýìå üôé ç êëÜóç ôùí SWCD ÷þñùí Banach ðåñéÝ÷åôáé óôçí êëÜóç ôùí

WCD (üðùò ç êëÜóç ôùí SWKA ðåñéÝ÷åôáé óôçí êëÜóç ôùí WKA ÷þñùí

Banach).

ÐáñáôÞñçóç 2.2. ¸íáò ÷þñïò Banach X åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí

ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (BX ; w) åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. Ç ìéá

êáôåýèõíóç åßíáé ðñïöáíÞò, äéüôé ï ÷þñïò (BX ; w) åßíáé êëåéóôüò õðü÷ùñïò

ôïõ ÷þñïõX. Ãéá ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç, õðïèÝôïõìå üôé ï ÷þñïò (BX ; w)

åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï � ′ ôïõ

� êáé ìéá Üíù çìéóõíå÷Þò óõíÜñôçóç F : Σ′ → K(BX) ç ïðïßá éêáíïðïéåß

ôç óõíèÞêç (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. Ïñßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç

Φ : Σ′ × N→ K(X) ìå Φ(�; n) = nF (�)

ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1 êáé êáèéóôÜ ôï ÷þñï

X Ýíáí SWCD ÷þñï.

Ï åðüìåíïò ÷áñáêôçñéóìüò åßíáé ìÜëëïí ìéá áðëÞ óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞ-

ìáôïò 1.1. ¸íáò áíÜëïãïò ÷áñáêôçñéóìüò éó÷ýåé âÝâáéá êáé ãéá ôïõò WCD

÷þñïõò Banach (âë. [T1], [D-G-Z]).

Ðñüôáóç 2.3. ¸óôù X ÷þñïò Banach. Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò X åßíáé SWCD.

(ii) ÕðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (Kn) w∗-óõìðáãþí õðïóõíüëùí X∗∗ ìå ôçí

áêüëïõèç éäéüôçôá: Ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X

êáé ãéá êÜèå x∗∗ ∈ X∗∗ \ X õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ Kn êáé

x∗∗ =∈ Kn.

Áðüäåéîç. (i) ⇒ (ii) ÕðïèÝôïõìå üôé ï ÷þñïò Banach X åßíáé SWCD.

Ôüôå ç ìïíáäéáßá ìðÜëá BX ôïõ X åöïäéáóìÝíç ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá

åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ÷þñïò, ùò êëåéóôüò õðü÷ùñïò åíüò
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éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïõ ÷þñïõ. ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá

(Kn) áðü w∗-óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ BX∗∗ ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç

(i) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá

mKn, m ≥ 1, n ≥ 1 Ý÷åé ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò.

(ii)⇒ (i) Áíôéóôñüöùò, áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé ìéá ôÝôïéá áêïëïõ-

èßá (Kn), ç ïðïßá äéá÷ùñßæåé ôá áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X áðü ôá

óôïé÷åßá ôïõ X∗∗\X. Ôüôå ç áêïëïõèßá (Kn∩BX∗∗) ôùí w
∗-óõìðáãþí õðï-

óõíüëùí ôïõ BX∗∗ éêáíïðïéåß ôïí éó÷õñéóìü (i) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1, ïðüôå

ï ÷þñïò (BX ; w) åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò, êáôÜ óõíÝðåéá ï

÷þñïò X åßíáé SWCD. �

Ðñüôáóç 2.4. Ç êëÜóç ôùí SWCD ÷þñùí Banach åßíáé êëåéóôÞ ùò

ðñïò ôïõò êëåéóôïýò õðï÷þñïõò êáé ôá ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí Ðñüôáóç 1.17 Ýðåôáé Üìåóá üôé ç êëÜóç ôùí SWCD

÷þñùí Banach åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôïõò êëåéóôïýò õðï÷þñïõò êáé ôá ðå-

ðåñáóìÝíá ãéíüìåíá. �

Ðñüôáóç 2.5. Ï ÷þñïò Banach X åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí ï

õðåñ÷þñïò K(X) åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Vietoris (ç ïðïßá åðÜãåôáé

áðü ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ôïõ X) åßíáé áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôï Èåþñçìá 1.29. �

Ðáñáäåßãìáôá 2.6. (i) ÊÜèå SWKA ÷þñïò Banach åßíáé SWCD. Åé-

äéêüôåñá, êÜèå SWCG ÷þñïò Banach åßíáé SWCD. (âë. [M-S] )

(ii) ÊÜèå äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach ìå äéá÷ùñßóéìï äõúêü åßíáé SWCD.

Áõôü óõìâáßíåé, äéüôé ç ìïíáäéáßá ìðÜëá (BX ; w) ôïõ X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò

êáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò ÷þñïò, Üñá éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò. Åéäéêü-

ôåñá ï ÷þñïò c0(N) åßíáé SWCD, áëëÜ äåí åßíáé SWKA. (âë. [M-S, Prop.

1.9 , Cor. 1.10]).

(iii) ÊÜèå äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach X ìå ôçí éäéüôçôá Schur åßíáé

SWKA. ÐñÜãìáôé, áðü ôï Ðüñéóìá 1.21 êáé ôï ðáñÜäåéãìá ôï ïðïßï áêï-

ëïõèåß Ýðåôáé üôé êÜèå õðïóýíïëï A ôïõ X ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá åßíáé

Ýíáò éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Éäéáßôåñá ï ßäéïò

ï X åßíáé SWKA. ÂÝâáéá ôï áðïôÝëåóìá áõôü Ýðåôáé êáé áðü ôï ãåãïíüò

üôé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach ìå ôçí éäéüôçôá Schur åßíáé SWCG.

Õðåíèõìßæïõìå üôé ï ÷þñïò `1(N) Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Schur.

(iv) Áí ï äõúêüò ÷þñïò X∗ åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ï Y åßíáé áõôïðáèÞò êáé ï

Z åßíáé êëåéóôüò õðü÷ùñïò ôïõ ÷þñïõ Banach X×Y , ôüôå ï Z åßíáé SWCD.

(âë. Ðñüôáóç 2.4 êáé ÐáñÜäåéãìá (ii) ðáñáðÜíù)
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Äßíïõìå óôç óõíÝ÷åéá Ýíá ÷ñÞóéìï ÷áñáêôçñéóìü ôùí SWCD ÷þñùí.

(âë. [M-S, Prop. 1.7] ãéá Ýíáí ðáñüìïéï ÷áñáêôçñéóìü ôùí SWKA ÷þñùí

Banach). Ï áíôßóôïé÷ïò ÷áñáêôçñéóìüò ãéá WCD ÷þñïõò, ï ïðïßïò åßíáé

ôï Èåþñçìá 0.18, Ý÷åé áðïäåé÷èåß ðñþôá óôï [M1] (âë. åðßóçò [A-M, Th.

3.16]) êáé áíåîÜñôçôá óôï [C-O, Cor. 4.1].

¸íáò áíÜëïãïò ÷áñáêôçñéóìüò ôùí áóèåíþò K-áíáëõôéêþí ÷þñùí Ba-
nach ïöåßëåôáé óôïí Talagrand, [T1, Prop. 6.13].

Ðñüôáóç 2.7. ¸óôù X Ýíáò ÷þñïò Banach. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé

éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò X åßíáé SWCD.

(ii) ÕðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò M êáé ìéá ïéêïãÝíåéá

{WK : K ∈ K(M)} áóèåíþò óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ X (áíô.

ôïõ BX) ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) Áí K1; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2, ôüôå WK1 ⊆ WK2

(â) Ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X (áíô. ôïõ

BX) õðÜñ÷åé K ∈ K(M) ôÝôïéï þóôå L ⊆ WK.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò Banach X åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí áóèåíÞ ôï-

ðïëïãßá åßíáé Hausdor� êáé ôåëåßùò êáíïíéêüò êáé åðéðëÝïí ôá ó÷åôéêÜ áñéè-

ìÞóéìá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ ÷þñïõ (X;w) åßíáé ó÷åôéêÜ óõìðáãÞ, ôï

áðïôÝëåóìá Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ÐáñáôÞñçóç 1.6. Ðñïôéìïýìå ðÜíôùò íá

äþóïõìå ìéá áðåõèåßáò áðüäåéîç áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.

(i)⇒ (ii) ¢ìåóç óõíÝðåéá (ôïõ åýêïëïõ ìÝñïõò) ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ôï

ïðïßï ðåñéãñÜöåôáé óôçí ÐáñáôÞñçóç 1.6.

(ii)⇒ (i) ¸óôù {WK : K ∈ K(M)} ìéá ïéêïãÝíåéá áóèåíþò óõìðáãþí

õðïóõíüëùí ôïõ BX ðïõ ðëçñïýí ôéò éäéüôçôåò (á) êáé (â) ôçò óõíèÞêçò

(ii). Ôüôå Ýðåôáé, áðü ôï ÷áñáêôçñéóìü ôùí WCD ÷þñùí Banach, ðïõ

áíáöÝñèçêå ðáñáðÜíù, üôé ï X åßíáé WCD, Üñá ôï óýíïëï (BX∗ ; w
∗) åß-

íáé Gul'ko óõìðáãÝò. ( Åéäéêüôåñá áõôüò ï ÷þñïò åßíáé áããåëéêüò ). ¸óôù

{Vn : n ≥ 1} ìéá áñéèìÞóéìç âÜóç ãéá ôçí ôïðïëïãßá ôïõ äéá÷ùñßóéìïõ ìå-

ôñéêïý ÷þñïõ K(M). Ãéá êÜèå n ∈ N ïñßæïõìå Ωn íá åßíáé ç w
∗-êëåéóôüôçôá

ôïõ óõíüëïõ
⋃
{WK : K ∈ Vn} óôï BX∗∗ . Åßíáé åýêïëï íá åðéâåâáéþóïõìå

üôé ç áêïëïõèßá (Ωn) ôùí w∗-óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ BX∗∗ éêáíïðïéåß ôç

óõíèÞêç (i) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. �

Ç êëÜóç ôùí SWCD ÷þñùí Banach äåí åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôéò óõ-

íå÷åßò ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò (âë. åðßóçò [M-S, Remark 1.16]). ÐñÜãìáôé

êÜèå äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach åßíáé ÷þñïò ðçëßêï ôïõ `1(N), áëëÜ üðùò

èá áðïäåé÷èåß ðáñáêÜôù (âë. ÐáñáôÞñçóç 2.13) Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò
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Banach ìå ìç äéá÷ùñßóéìï äõúêü, ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N) äåí åßíáé

SWCD. Éó÷ýåé üìùò ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï ãåíéêåýåé ôï [S-W,

Th. 2.7].

Ðñüôáóç 2.8. ¸óôù X ÷þñïò Banach êáé Y Ýíáò áõôïðáèÞò õðü÷ùñïò

ôïõ X. Ôüôå ï ÷þñïò X åßíáé SWCD (áíô. SWKA) áí êáé ìüíïí áí ï

÷þñïò X=Y åßíáé SWCD (áíô. SWKA).

Áðüäåéîç. ¼ðùò Ý÷åé áðïäåé÷èåß óôï [S-W, Th. 2.7], áí Y åßíáé Ýíáò

áõôïðáèÞò õðü÷ùñïò åíüò ÷þñïõ Banach X, ôüôå ç êáíïíéêÞ áðåéêüíéóç

q : X → X=Y Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò ùò ðñïò ôçí áóèåíÞ

ôïðïëïãßá. ÐñÜãìáôé, åßíáé ìÜëëïí åýêïëï íá äïýìå üôé áí K åßíáé áóèåíþò

óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ X=Y êáé � > 0, ôüôå ôï óýíïëï Ω =

BX(0; �)∩q−1(K) åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé áí åðéðëÝïí

� > sup{‖x̂‖ : x̂ ∈ K}, ôüôå q(Ω) = K.

Èá åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí SWCD ÷þñùí. (Ç ðåñßðôùóç ôùí

SWKA ÷þñùí ÷ñçóéìïðïéåß ôçí Prop. 1.7 ôïõ [M-S]).

Ç ìéá êáôåýèõíóç åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôçò Ðñüôáóçò 1.19.

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç, Ýóôù {WK : K ∈ K(M)} ìéá ïéêïãÝíåéá áóèåíþò

óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ BX=Y , ç ïðïßá êÜíåé ôï ÷þñï X=Y Ýíáí SWCD

÷þñï óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.7. ÈÝôïõìå ΩK = BX ∩ q−1(WK) ãéá êÜèå

K ∈ K(M). Ôüôå êÜèå ΩK åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ BX êáé

áí K1 ⊆ K2, ôüôå ΩK1 ⊆ ΩK2 . ¸óôù Ω Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï

ôïõ BX . Ôüôå q(Ω) ⊆ q(BX) ⊆ BX=Y , ïðüôå õðÜñ÷åé êÜðïéï K ôÝôïéï þóôå

q(Ω) ⊆ WK . Ôüôå Ý÷ïõìå Ω ⊆ q−1(WK)∩BX = ΩK , ôï ïðïßï ïëïêëçñþíåé

ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò. �

ÐáñáôÞñçóç 2.9. ÁíÜëïãï áðïôÝëåóìá ôçò Ðñüôáóçò 2.8 ãéá WCD êáé

áóèåíþò K{áíáëõôéêïýò ÷þñïõò Banach åßíáé åðßóçò áëçèÝò. ( âë. åðßóçò

[S-W, Th. 2.7] ) Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ÷áñáêôçñéóìü

ôùí WCD ÷þñùí, ï ïðïßïò áíáöÝñèçêå ðáñáðÜíù êáé ôï áíôßóôïé÷ï áðïôÝ-

ëåóìá, ôï ïðïßï ÷áñáêôçñßæåé ôïõò áóèåíþò K{áíáëõôéêïýò ÷þñïõò Banach,
ôïõ Talagrand ([T1, Prop. 6.13] )

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå Ýíá ÷áñáêôçñéóìü ôùí äéá÷ùñßóéìùí SWCD ÷þñùí

Banach, ïé ïðïßïé äåí ðåñéÝ÷ïõí ôïí `1(N), êáèþò êáé Ýíá êñéôÞñéï, ôï ïðïßï

óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò åðéôñÝðåé íá áðïöáíèïýìå üôé Ýíáò ÷þñïò Banach

äåí åßíáé SWCD. Ïé áðïäåßîåéò áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí áêïëïõèïýí ôéò

âáóéêÝò ãñáììÝò ôçò áðüäåéîçò ôùí áíôßóôïé÷ùí áðïôåëåóìÜôùí ãéá SWKA

÷þñïõò Banach, ïé ïðïßåò õðÜñ÷ïõí óôï [M-S].
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Óôá åðüìåíá áðïôåëÝóìáôá ìå T èá óõìâïëßæïõìå ôï äõáäéêü äÝíäñï,

äçëáäÞ, T =
⋃∞
n=1{0; 1}n äéáôåôáãìÝíï (üðùò ôï äÝíäñï S =

⋃∞
n=0 Nn) áðü

ôç ó÷Ýóç £ ôï s åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ t¤, ç ïðïßá óõìâïëßæåôáé ìå s ≤ t.

ËÞììá 2.10. [M-S, Lemma 2.4] Áí ï ÷þñïò Banach X åßíáé äéá÷ù-

ñßóéìïò ìå ìç äéá÷ùñßóéìï äõúêü, ôüôå õðÜñ÷åé ìéá öñáãìÝíç ïéêïãÝíåéá

(es)s∈T ìå ôçí åîÞò éäéüôçôá: Áí (tn) åßíáé ìéá áëõóßäá êáé (sn) ìéá áíôéá-

ëõóßäá ôïõ äõáäéêïý äÝíäñïõ T , ôüôå ç áêïëïõèßá (esn−etn) ôïõ X äåí Ý÷åé

áóèåíþò óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá.

Èåþñçìá 2.11. ¸óôù X Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach ðïõ äåí ðå-

ñéÝ÷åé ôïí `1(N). Ôüôå ï ÷þñïò X åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí ï X Ý÷åé

äéá÷ùñßóéìï äõúêü.

Áðüäåéîç. Áí ï X∗ åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ôüôå âÝâáéá ï X åßíáé SWCD

(âë. Ðáñáäåßãìáôá 2.6 (ii)).

¸óôù üôé ï ÷þñïò Banach åßíáé SWCD. ÕðïèÝôïõìå, ðñïò Üôïðï áðá-

ãùãÞ, üôé ï X∗ äåí åßíáé äéá÷ùñßóéìïò. ¸óôù (es)s∈T ç ïéêïãÝíåéá ôïõ ðá-

ñáðÜíù ËÞììáôïò 2.10. Åöáñìüæïõìå óôçí ïéêïãÝíåéá (es)s∈T ôï Èåþñçìá

0.13 ôïõ Stern. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò `1(N) äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï ÷þñï X õðÜñ÷åé

õðïäÝíäñï T ′ ôïõ T ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå êëáäß � ôïõ X ç áêïëïõèßá (e�|k)

íá åßíáé w{Cauchy.

Ï ÷þñïò X åßíáé SWCD, Üñá õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò

M êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {WK : K ∈ K(M)} áóèåíþò óõìðáãþí õðïóõíüëùí
ôïõ X ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(i) Áí K1, K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2, ôüôå WK1 ⊆ WK2 :

(ii) Ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X õðÜñ÷åé K ∈ K(M)

ôÝôïéï þóôå L ⊆ WK .

Ôï óýíïëï ∆′ ôùí êëáäéþí ôïõ T ′ ìðïñåß íá ôáõôéóèåß ìå ôï óýíïëï Cantor

{0; 1}N. Ãéá êÜèå � ∈ ∆′ ïñßæïõìå ôçí áêïëïõèßá

�(�) = {e�|n−1 − e�|n : n ∈ N};

ç ïðïßá åßíáé áóèåíþò ìçäåíéêÞ. Ãéá êÜèå � ∈ ∆′ õðÜñ÷åé K ∈ K(M) ôÝôïéï

þóôå �(�) ⊆ WK . Ãéá êÜèåK ∈ K(M) èÝôïõìå ΓK = {� ∈ ∆′ : �(�) ⊆ WK}
êáé áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò ïéêïãÝíåéáò {WK : K ∈ K(M) Ýðåôáé üôé:

(i) ∆′ =
⋃
K∈K(M) ΓK

(ii) Áí K1, K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2, ôüôå ΓK1 ⊆ ΓK2 .

ÅðåéäÞ ôï ∆′ åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 1.11 õðÜñ÷åé

K0 ôÝôïéï þóôå ôï óýíïëï ΓK0 íá åßíáé Üðåéñï. ¸óôù (�k) ìéá áêïëïõ-

èßá äéáêåêñéìÝíùí óçìåßùí ôïõ ΓK0 , ç ïðïßá óõãêëßíåé óå êÜðïéï � ∈ ∆′.
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ÈÝôïõìå d(�k; �) = 1
mk

, üðïõ d ç óõíÞèçò ìåôñéêÞ ôïõ óõíüëïõ Cantor.

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé 2 ≤ m1 <

m2 < · · · < mk < · · · . Ôüôå ç áêïëïõèßá (�k|mk) åßíáé áíôéáëõóßäá êáé

ç (�|mk − 1) åßíáé áëõóßäá. ¢ñá ç áêïëïõèßá (e�|mk−1 − e�k|mk
) äåí Ý÷åé

óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá. ¼ìùò e�|mk−1 = e�k|mk−1 ãéá êÜèå k ∈ N, Üñá
e�|mk−1 − e�k = e�k|mk−1 − e�k|mk−1 ∈ WK0 , ôï ïðïßï áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí

áóèåíÞ óõìðÜãåéá ôïõ WK0 . ¢ñá ï ÷þñïò ×∗ åßíáé äéá÷ùñßóéìïò. �

Ðüñéóìá 2.12. ÊÜèå SWCD ÷þñïò Banach E ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôïí

`1(N) åßíáé Asplund êáé êáôÜ óõíÝðåéá WCG.

Áðüäåéîç. ÊÜèå äéá÷ùñßóéìïò õðü÷ùñïò ôïõ E Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü,

ïðüôå ï E åßíáé Asplund. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò E åßíáé Asplund êáé WCD åßíáé

WCG. �

ÐáñáôÞñçóç 2.13. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï Èåþñçìá 2.11 üôé Ýíáò ÷þ-

ñïò Banach X ìå ìç äéá÷ùñßóéìï äõúêü, ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N) (ãéá

ðáñÜäåéãìá ï ÷þñïò ôïõ James (James tree space)) äåí åßíáé SWCD. ¸íáò

ôÝôïéïò ÷þñïò Banach ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò áíôéðáñÜäåéãìá ãéá íá

äåßîïõìå üôé ç êëÜóç ôùí éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíùí ôïðïëïãéêþí

÷þñùí äåí åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôéò óõíå÷åßò åéêüíåò. ÐñÜãìáôé ç ôáõôï-

ôéêÞ áðåéêüíéóç I : (X; ‖ · ‖)→ (X;w) åßíáé óõíå÷Þò, ï ÷þñïò (X; ‖ · ‖) åßíáé
Ðïëùíéêüò, êáôÜ óõíÝðåéá éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò (êáé ìÜëéóôá

K{áíáëõôéêüò), áëëÜ ï ÷þñïò (X;w) äåí åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæü-

ìåíïò. Óçìåéþíïõìå üôé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç I äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò

óõìðáãïýò êÜëõøçò (âë. Ðáñáäåßãìáôá 1.14 (v)).

Èåþñçìá 2.14. ¸óôù X Ýíáò ÷þñïò Banach êáé (es)s∈T ìéá öñáãìÝíç

ïéêïãÝíåéá ôïõ X. ÕðïèÝôïõìå üôé:

(i) Äåí õðÜñ÷åé áëõóßäá (tn) ôïõ T ôÝôïéá þóôå ç áêïëïõèßá (etn) íá åßíáé

áóèåíþò óõãêëßíïõóá

(ii) Ãéá êÜèå áíôéáëõóßäá (sn) ôïõ T õðÜñ÷åé õðáêïëïõèßá (s′n) ôçò (sn)

ôÝôïéá þóôå ç áêïëïõèßá (es′n) íá åßíáé áóèåíþò óõãêëßíïõóá.

Ôüôå ï ÷þñïò X äåí åßíáé SWCD.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç áêïëïõèåß ôç ãñáììÞ ôçò áðüäåéîçò ôïõ [M-S,

Th. 2.8]. Ç ìüíç äéáöïñÜ åßíáé üôé áíôß ôïõ ÷áñáêôçñéóìïý ôùí SWKA

÷þñùí Banach êáé ôïõ [M-S, Lemma 2.1], ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ÷áñáêôçñéóìü

ôùí SWCD ÷þñùí Banach êáé ôï ËÞììá 1.11. �

ÐáñáôÞñçóç 2.15. Ùò åöáñìïãÞ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò 2.14

ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò êáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ
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ðëÞñçò ÷þñïò Banach ìå unconditional âÜóç äåí åßíáé êáô' áíÜãêç SWCD.

ÐñÜãìáôé óôï [M-S] (Example 2.9) áðïäåéêíýåôáé üôé ï ÷þñïò X0, ðïõ åéóÜ-

ãåôáé áðü ôïõò Batt êáé Hiermeyer [B-H] äåí åßíáé SWKA. Áêïëïõèþíôáò

ôç ìÝèïäï ôçò áðüäåéîçò áõôïý ôïõ ðáñáäåßãìáôïò, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå

üôé ï ÷þñïò X0 äåí åßíáé ïýôå SWCD.

2. ÅõèÝá áèñïßóìáôá SWCD ÷þñùí Banach

ÅîåôÜæïõìå ôþñá êáôÜ ðüóï åõèÝá áèñïßóìáôá SWCD Þ SWKA ÷þñùí

Banach åßíáé ðÜëé SWCD Þ SWKA. Áðïäåéêíýïõìå üôé óå ïñéóìÝíåò ðåñé-

ðôþóåéò Ýíá áñéèìÞóéìï åõèý Üèñïéóìá SWCD Þ SWKA ÷þñùí åßíáé åðßóçò

SWCD Þ SWKA. ¼ìùò Ýíá õðåñáñéèìÞóéìï åõèý Üèñïéóìá SWCD ÷þñùí

äåí åßíáé áíáãêáßá SWCD. Åäéêüôåñá áðïäåéêíýïõìå üôé ï ÷þñïò c0(!1) äåí

åßíáé SWCD. Óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéþíôáò áõôü ôï áðïôÝëåóìá áðïäåé-

êíýïõìå üôé Ýíáò ÷þñïò ôçò ìïñöÞò C(K), üðïõ K óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò

÷þñïò åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí ôï K åßíáé áñéèìÞóéìï.

Èåþñçìá 2.16. ¸óôù (Xn) ìéá áêïëïõèßá SWCD ( áíô. SWKA )

÷þñùí Banach êáé p ≥ 1. Ôüôå ï ÷þñïò X = (
∑∞

n=1⊕Xn)p åßíáé SWCD

(áíô. SWKA).

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå êÜèå Xn åöïäéáóìÝíï ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá

êáé Ýóôù � ç ôïðïëïãßá ãéíüìåíï ôïõ
∏∞

n=1 Xn, äçëáäÞ � åßíáé ç êáôÜ óç-

ìåßï áóèåíÞò ôïðïëïãßá. Ðñïöáíþò ç êáôÜ óçìåßï áóèåíÞò ôïðïëïãßá åßíáé

ìéêñüôåñç áðü ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ôïõ X.

Ðåñßðôùóç I. ¸óôù p > 1. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç áóèåíÞò ôïðïëï-

ãßá óõìðßðôåé ìå ôçí êáôÜ óçìåßï áóèåíÞ ôïðïëïãßá óôï BX êáé ï ÷þñïò

(BX ; w) åßíáé êëåéóôüò õðü÷ùñïò ôïõ ÷þñïõ (
∏∞

n=1 Xn; �). Ôüôå ôï åðéèõ-

ìçôü óõìðÝñáóìá Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí Ðñüôáóç 1.17.

Ðåñßðôùóç II. ¸óôù p = 1. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ÷þñïò BX åßíáé

Ýíáò êëåéóôüò õðü÷ùñïò ôïõ X üôáí åßíáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí êáôÜ óçìåßï

áóèåíÞ ôïðïëïãßá. Äåí åßíáé äýóêïëï íá åðéâåâáéþóïõìå ôéò áêüëïõèåò äýï

éäéüôçôåò:

(á) ÊÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ (
∏∞

n=1 Xn; �) åßíáé áêïëïõ-

èéáêÜ óõìðáãÝò. ÅðéðëÝïí åßíáé Eberlein óõìðáãÝò.

(â) ¸óôù Ω Ýíá ó÷åôéêÜ óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ BX óôçí ôïðïëïãßá

� . Ôüôå ôï Ω åßíáé áóèåíþò ó÷åôéêÜ óõìðáãÝò áí êáé ìüíïí áí ãéá

êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé N ∈ N ôÝôïéï þóôå

∞∑
k=N

‖xk‖ < " ãéá êÜèå x = (xk) ∈ Ω :
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Èá áðïäåßîïõìå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Ðñüôáóç 1.7 ôïõ [M-S] ôçí ðåñßðôùóç

ôïõ SWKA ÷þñïõ. ( Ç ðåñßðôùóç ôïõ SWCD ÷þñïõ áðïäåéêíýåôáé ðáñüìïéá

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíôßóôïé÷ç Ðñüôáóç 2.7 ). Ãéá êÜèå k ∈ N õðÜñ÷åé ìéá

ïéêïãÝíåéá {Ωk
� : � ∈ � } áðü áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ BXk

ôÝôïéá

þóôå:

(i) Áí �; � ∈ � ìå � ≤ � , ôüôå Ωk
� ⊆ Ωk

� , üðïõ � ≤ � óçìáßíåé üôé

�(n) ≤ �(n) ãéá êÜèå n ∈ N
(ii) Ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ BXk

, õðÜñ÷åé � ∈ �
ôÝôïéï þóôå L ⊆ Ωk

�.

Ãéá êÜèå æåýãïò áêïëïõèéþí (mk) ⊆ N êáé (�k) ⊆ Σ èÝôïõìå

Ω((mk);(�k)) =

{
(xk) ∈ BX : xk ∈ Ωk

�k
∀ k êáé

∞∑
k=mi

||xk|| ≤
1

i
∀ i ≥ 1

}
Ôüôå éó÷ýïõí ôá åîÞò:

(i) ÊÜèå óýíïëï Ω((mk);(�k)) åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò. ÐñÜãìáôé, Ýóôù " >

0. Ôüôå õðÜñ÷åé i ∈ N ìå
1

i
< ", ôÝôïéï þóôå

∞∑
k=mi

||xk|| <
1

i
ãéá êÜèå x = (xk) ∈ Ω((mk);(�k)) :

Ôüôå Ýðåôáé åýêïëá üôé Ω((mk);(�k)) åßíáé � -óõìðáãÝò, Üñá åßíáé áóèåíþò

óõìðáãÝò (Éäéüôçôá (â) ).

(ii) Áí (mk); (lk) ⊆ N êáé (�k); (�k) ⊆ � ìå mk ≤ lk and �k ≤ �k ãéá êÜèå

k ∈ N, ôüôå
Ω((mk);(�k)) ⊆ Ω((lk);(�k)) :

ÐñÜãìáôé, áí x = (xk) ∈ Ω((mk);(�k)), ôüôå xk ∈ Ωk
�k

ãéá êÜèå k êáé

∞∑
k=mi

‖xk‖ <
1

i
ãéá êÜèå i ∈ N :

Ôüôå Ýðåôáé üôé xk ∈ Ωk
�k
ãéá êÜèå k êáé

∞∑
k=li

‖xk‖ <
1

i
ãéá êÜèå i ∈ N ;

ïðüôå x ∈ Ω((lk);(�k)).

(iii) ¸óôù Z Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ BX . Ãéá êÜèå k èÝôïõìå

Zk = pk(Z). Ôüôå ôï Zk åßíáé Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ

BXk
, ïðüôå õðÜñ÷åé �k ∈ � ôÝôïéï þóôå Zk ⊆ Ωk

�k
. ÅðåéäÞ ôï Z

åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò ãéá êÜèå i ≥ 1 õðÜñ÷åé mi ∈ N ôÝôïéï þóôå∑∞
k=mi

‖xk‖ < 1
i
ãéá êÜèå x = (xk) ∈ Z. Éó÷õñéæüìáóôå üôé Z ⊆
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Ω((mk);(�k)). ÐñÜãìáôé, áí x = (xk) ∈ Z, ôüôå xk ∈ Zk ⊆ Ωk
�k

êáé ãéá

êÜèå i ≥ 1 Ý÷ïõìå
∞∑

k=mi

‖xk‖ <
1

i

êáé ï éó÷õñéóìüò áðïäåß÷èçêå.

Ôüôå ï ÷þñïò X åßíáé SWKA. �

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ôçí ðåñßðôùóç p = 0. Êáô' áñ÷Üò ðáñáôçñïýìå üôé Ýíá

c0{Üèñïéóìá X = (
∑∞

n=1⊕Xn)0 ( ìç ôåôñéìÝíùí ) ÷þñùí Banach äåí åßíáé

ðïôÝ SWKA. Áõôü óõìâáßíåé, äéüôé ï ÷þñïò c0(N) åìöõôåýåôáé éóïìåôñéêÜ

óôï X êáé üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé ï ÷þñïò c0(N) äåí åßíáé SWKA. Äåí

ãíùñßæïõìå áí Ýíá áñéèìÞóéìï c0-Üèñïéóìá (äéá÷ùñßóéìùí) SWCD ÷þñùí

Banach åßíáé Ýíáò SWCD ÷þñïò. Ìðïñåß üìùò íá áðïäåé÷èåß ç áêüëïõèç

åéäéêÞ ðåñßðôùóç.

Ðñüôáóç 2.17. ¸óôù (Xn) ìéá áêïëïõèßá äéá÷ùñßóéìùí (SWCD) ÷þ-

ñùí Banach þóôå êÜèå Xn íá Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü Þ íá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá

Schur. Ôüôå ï ÷þñïò X = (
∑∞

n=1⊕Xn)0 åßíáé SWCD. ( Ãéá ðáñÜäåéãìá,

ãéá êÜèå n, ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå Xn = c0(N) Þ Xn = `p(N); 1 ≤ p < +∞)

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ôï ÷þñï Z =
∏∞

n=1 BXn åöïäéáóìÝíï ìå ôçí êáôÜ

óçìåßï áóèåíÞ ôïðïëïãßá � . Ôüôå ç ìïíáäéáßá ìðÜëëá BX ôïõ X åßíáé õðï-

óýíïëï ôïõ Z êáé ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá óôï BX óõìðßðôåé ìå ôç ó÷åôéêÞ

ôïðïëïãßá ç ïðïßá åðÜãåôáé áðü ôçí � óôï BX . Áðü ôçí õðüèåóç ãéá êÜèå

n ∈ N õðÜñ÷åé ìéá äéá÷ùñßóéìç êáé ìåôñéêïðïéÞóéìç ôïðïëïãßá �dn on BXn ,

ëåðôüôåñç áðü ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ç ïðïßá Ý÷åé ôá ßäéá óõìðáãÞ õðïóý-

íïëá ìå áõôÞ. ( Áí ï Xn Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü ôüôå ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá

óôï BX åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìç êáé áí ï Xn Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Schur, ôüôå ç

ôïðïëïãßá ôçò íüñìáò êáé ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá Ý÷ïõí ôá ßäéá óõìðáãÞ õðïóý-

íïëá). Èåùñïýìå ôþñá êÜèå BXn åöïäéáóìÝíï ìå ôç ìåôñéêÞ ôïðïëïãßá �dn
êáé åöïäéÜæïõìå ôï ÷þñï Z ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ôïðïëïãßá ãéíüìåíï �d. Ôüôå

ï ÷þñïò (Z; �d) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé ç ôïðïëïãßá �d åßíáé

ëåðôüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá � . ¸óôù Ω Ýíá �{óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ

Z êáé xk = (xkn)∞n=1, k ≥ 1 ìéá áêïëïõèßá ôïõ Ω. Áðü ôç óõìðÜãåéá ôïõ Ω

Ýðåôáé üôé êÜèå óýíïëï pn(Ω) ⊆ BXn åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò ( üðïõ pn åßíáé

ç ðñïâïëÞ ôïõ Z óôçí n-óõíôåôáãìÝíç BXn). ¸ôóé ãéá êÜèå n ≥ 1 ç áêï-

ëïõèßá (xkn)k Ý÷åé ìéá áóèåíþò óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá. Ìå Ýíá äéáãþíéï

åðé÷åßñçìá Ýðåôáé üôé ç áêïëïõèßá (xk)k Ý÷åé ìéá óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá

óôï Ω, áò ðïýìå üôé xkm
�→ x, ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé xkm

�d→ x. ÅðïìÝíùò ôï
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Ω åßíáé �d-óõìðáãÝò êáé áðü ôï Ðüñéóìá 1.21 ï ÷þñïò (BX ; w) åßíáé éó÷õñÜ

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò, êáôÜ óõíÝðåéá ï ÷þñïò X åßíáé SWCD. �

Åßíáé öõóéïëïãéêü íá áíáñùôçèïýìå áí Ýíá õðåñáñéèìÞóéìï åõèý Üèñïé-

óìá (
∑

∈Γ⊕X)p ìå p = 0 Þ p > 1 ìéáò ïéêïãÝíåéáò (X)∈Γ SWCD ÷þñùí

Banach åßíáé åðßóçò Ýíáò SWCD ÷þñïò Banach. ¼ðùò öáßíåôáé áðü ôï åðü-

ìåíï èåþñçìá 2.18 ç áðÜíôçóç óå áõôü ôï åñþôçìá åßíáé áñíçôéêÞ. Åðßóçò

Ýíá õðåñáñéèìÞóéìï åõèý Üèñïéóìá (
∑

∈� ⊕X)1 (ìç ôåôñéìÝíùí) ÷þñùí Ba-

nach (X)∈� äåí åßíáé ïýôå WCD, äéüôé ðåñéÝ÷åé éóïìåôñéêÜ ôï ÷þñï `1(� ),

ï ïðïßïò äåí åßíáé áóèåíþò Lindel�of.

Èåþñçìá 2.18. Ãéá êÜèå � < !1 èåùñïýìå Ýíá ÷þñï Banach E� ìå ìéá

íïñìáñéóìÝíç Schauder âÜóç (e(n;�)), ç ïðïßá äåí Ý÷åé áóèåíþò óõãêëßíïõóá

õðáêïëïõèßá. Ôüôå ï ÷þñïò Banach E = (
∑

�<!1
⊕E�)p, üðïõ p = 0 Þ p > 1

åßíáé WCG, áëëÜ ü÷é SWCD.

Áðüäåéîç. Åßíáé ãíùóôü üôé Ýíá c0 Þ `
p{åõèý Üèñïéóìá, ìå p > 1 WCG

÷þñùí Banach åßíáé åðßóçò WCG. ¸óôù K Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóý-

íïëï ôïõ E. Ôüôå ãéá êÜèå � < !1 èÝôïõìå N� = {n ∈ N : e(n;�) ∈ K}.
Ôï óýíïëï N� åßíáé ðåðåñáóìÝíï, äéüôé ôï K åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò êáé ç

áêïëïõèßá (e(n;�)) äåí Ý÷åé áóèåíþò óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá. Ïñßæïõìå

m(K; �) =

{
1; áí N� = ∅
maxN�; áí N� 6= ∅.

Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç

F : K(E) 7→ K(N!1) ìå F (K) =
∏
�<!1

{1; 2 : : :m(K; �)} :

Ç áðåéêüíéóç F Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) Áí K1; K2 ∈ K(E) ìå K1 ⊆ K2, ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé F (K1) ⊆
F (K2).

(ii) Áí ìéá ïéêïãÝíåéá C áðïôåëïýìåíç áðü áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá
ôïõ E êõñéáñ÷åß ôá áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ E, ôüôå ç

ïéêïãÝíåéá {F (C) : C ∈ C} êõñéáñ÷åß ôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ

N!1 . ÐñÜãìáôé, Ýóôù Ω ∈ K(N!1). Ôüôå õðÜñ÷åé � ∈ N!1 ôÝôïéï

þóôå

Ω ⊆ Ω(�) =
∏
�<!1

{1; 2; : : : ; �(�)} :

Ïñßæïõìå ôï óýíïëï

K = {e(n;�) : n ≤ �(�); � < !1} ∪ {0} :
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Ôï óýíïëïK åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ E êáé F (K) =

Ω(�). Åðßóçò õðÜñ÷åé C ∈ C ôÝôïéï þóôå K ⊆ C, ïðüôå

Ω ⊆ Ω(�) = F (K) ⊆ F (C)

Áò õðïèÝóïõìå üôé ï ÷þñïò E åßíáé SWCD. Ôüôå, áðü ôçí ÐáñáôÞñçóç

1.6, õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò M êáé ìéá ïéêïãÝíåéá {XK :

K ∈ K(M)} áðü áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ E ôÝôïéá þóôå:

(á) Ãéá êÜèå K1; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2 éó÷ýåé XK1 ⊆ XK2 .

(â) Ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ E õðÜñ÷åéK ∈ K(M)

ôÝôïéï þóôå L ⊆ XK .

Ôüôå Ýðåôáé üôé ç ïéêïãÝíåéá {F (XK) : K ∈ K(M)} êõñéáñ÷åß ôá óõìðáãÞ

õðïóýíïëá ôïõ N!1 , ïðüôå åéäéêüôåñá Ý÷ïõìå,

N!1 =
⋃
{F (XK) : K ∈ K(M)}

êáé F (XK1) ⊆ F (XK2), ãéá ïðïéáäÞðïôå K1; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2.

ÅðåéäÞ ï ÷þñïò N!1 åßíáé realcompact, Üñá Dieudonn�e ðëÞñçò (âë. [E,

p. 569]) áðü ôçí ÐáñáôÞñçóç 1.6) óõìðåñáßíïõìå üôé ï ÷þñïò N!1 åßíáé

áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò êáôÜ óõíÝðåéá Lindel�of, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï.

(âë. åðßóçò ÐáñáôÞñçóç 2.19 ðáñáêÜôù) �

ÐáñáôÞñçóç 2.19. ¸íáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå

áíôßöáóç, åßíáé ï áêüëïõèïò:

¸óôù D Ýíá êëåéóôü êáé äéáêñéôü õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ N!1 ìå ðëçèéêüôçôá

!1. Ãéá êÜèå K ∈ K(M) ïñßæïõìå DK = D ∩ F (XK). Ôüôå éó÷ýïõí ôá

áêüëïõèá:

(i) D =
⋃
{DK : K ∈ K(M)}

(ii) DK1 ⊆ DK2 ãéá êÜèå K1; K2 ∈ K(M) ìå K1 ⊆ K2

(iii) ÊÜèå DK åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

Ôüôå ôï ËÞììá 1.11 óõíåðÜãåôáé üôé ôï óýíïëï D åßíáé áñéèìÞóéìï, ôï ïðïßï

åßíáé Üôïðï.

Óçìåéþíïõìå ôï ãåãïíüò üôé ï ÷þñïò N!1 ðåñéÝ÷åé õðåñáñéèìÞóéìï êëåé-

óôü êáé äéáêñéôü õðïóýíïëï ìáò Ýãéíå ãíùóôü áðü ôïí D.H. Fremlin (çëå-

êôñïíéêÞ åðéêïéíùíßá), ôïí ïðïßï êáé åõ÷áñéóôïýìå ãéá áõôü. Óôç óõíÝ÷åéá

êáé ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò ðáñáèÝôïõìå ôçí áðüäåéîç, (ôçí ïðïßá ìáò õðÝ-

äåéîå ï Fremlin) áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.

Ðñüôáóç 2.20. ÕðÜñ÷åé êëåéóôü êáé äéáêñéôü õðïóýíïëï A ôïõ N!1 ìå

|A| = !1.
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Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå � ìå 1 ≤ � < !1 õðÜñ÷åé 1{1 óõíÜñôçóç �� : [0; �)→
N. Ãéá êÜèå � ∈ [1; !1) èåùñïýìå ôï óôïé÷åßï x� ôïõ N!1 , ôï ïðïßï ïñßæïõìå

ùò åîÞò:

x� =


��(�); áí � < �

0; áí � = �

��(�); áí � < �:

Èá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï A = {x� : 1 ≤ � < !1} åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áí 1 ≤ �1 < �2, ôüôå ãéá êÜèå � > �2 Ý÷ïõìå x�1(�) 6= x�2(�), äéüôé

��(�1) 6= ��(�2). ¢ñá |A| = !1.

¸óôù x ∈ N!1 . Ôüôå õðÜñ÷ïõí �, � ìå 1 ≤ � < � < !1, ôÝôïéá þóôå

x(�) = x(�). Èåùñïýìå ôçí åîÞò ðåñéï÷Þ ôïõ x,

Vx = {y ∈ N!1 : y(a) = x(a); ãéá êÜèå a ∈ {�; � + 1; �}}

Éó÷õñéóìüò 1. |Vx
⋂
A| ≤ 1

Áí � + 1 ≤ �, ôüôå x� =∈ Vx, äéüôé x�(�) 6= x�(�), áöïý x�(�) = ��(�),

x�(�) = ��(�) êáé ç óõíÜñôçóç �� åßíáé 1{1.

Áí 1 ≤ � ′ < � ≤ � êáé x�′ , x� ∈ A ∩ Vx , ôüôå x�(� + 1) = x′�(� + 1), ôï

ïðïßï åßíáé Üôïðï, äéüôé ç óõíÜñôçóç ��+1 åßíáé 1{1.

¢ñá ãéá êÜèå x ∈ N!1 õðÜñ÷åé ðåñéï÷Þ Vx ôïõ x, ôÝôïéá þóôå |A∩Vx| ≤ 1.

ÅðïìÝíùò ôï óýíïëï A åßíáé äéáêñéôü êáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ N!1 . �

Ðüñéóìá 2.21. ¸óôù {X� : � < !1} ìéá ïéêïãÝíåéá ÷þñùí Banach êáé

X = (
∑

�<!1
⊕X�)p, üðïõ p = 0 Þ p > 1. Ôüôå:

(i) Áí ãéá êÜèå � < !1 Ý÷ïõìå X� = `1(N) Þ X� = c0(N), ôüôå ï ÷þñïò

X åßíáé WCG, áëëÜ ü÷é SWCD. Åéäéêüôåñá ï ÷þñïò Banach c0(!1)

äåí åßíáé SWCD.

(ii) Áí p = 0 (êáé õðåñáñéèìÞóéìï ðëÞèïò áðü ôïõò ÷þñïõò X� åßíáé ìç

ôåôñéììÝíïé), ôüôå ï ÷þñïò X äåí åßíáé SWCD.

Áðüäåéîç. (i) Ç óõíÞèçò âÜóç ôïõ `1(N) êáé ç áèñïßæïõóá âÜóç ôïõ

c0(N) äåí Ý÷ïõí áóèåíþò óõãêëßíïõóåò õðáêïëïõèßåò, ïðüôå ôï ðñïçãïýìåíï

èåþñçìá 2.18 ìðïñåß íá åöáñìïóôåß. Áí èÝóïõìå p = 0 êáé X� = c0(N)

Ý÷ïõìå X = c0(!1), ïðüôå ï ÷þñïò c0(!1) äåí åßíáé SWCD.

(ii) ÕðïèÝôïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé X� 6= {0} ãéá êÜèå � < !1.

Ôüôå ï ÷þñïò c0(!1) åìöõôåýåôáé éóïìåôñéêÜ óôï X, ïðüôå ï ÷þñïò X äåí

åßíáé SWCD. �

ÐáñáôÞñçóç 2.22. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò c0(!1) ( ùò WCG ) åßíáé WKA,

Ý÷ïõìå áêüìá Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò K-áíáëõôéêïý ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ï

ïðïßïò äåí åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá êáèïñéæüìåíïò ( âë. ÐáñÜäåéãìá 1.10)
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Óýìöùíá ìå ôï [M-S, Cor. 1.10], áí K åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò ÷þñïò,

ôüôå ï ÷þñïò C(K) åßíáé SWKA áí êáé ìüíïí áí ôï K åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

Óôçí ðåñßðôùóç ôùí SWCD ÷þñùí Banach Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï áíÜëïãï

áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 2.23. ¸óôù K Ýíáò óõìðáãÞò ÷þñïò. Ôüôå ï ÷þñïò C(K)

åßíáé SWCD áí êáé ìüíïí áí ôï K åßíáé áñéèìÞóéìï.

Áðüäåéîç. Áí K åßíáé áñéèìÞóéìï, ôüôå ï äõúêüò C(K)∗ = `1(K) ôïõ

C(K) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ïðüôå ï ÷þñïò C(K) åßíáé SWCD.

¸óôù üôé ï ÷þñïò C(K) åßíáé SWCD. ÕðïèÝôïõìå üôé ï ôïðïëïãéêüò

÷þñïò K äåí åßíáé ìåôñéêïðïéÞóìïò. Ôüôå ôï ôïðïëïãéêü âÜñïò w(K) = �

ôïõ K åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï. ÅðåéäÞ ï C(K) åßíáé WCD ( éóïäýíáìá ôï

K åßíáé Gul'ko óõìðáãÝò), áðü ôï èåþñçìá 0.19, ôùí Áñãõñïý-Íåãñåðüíôç

õðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá {U� : � < �} áíïéêôþí ìç êåíþí êáé îÝíùí áíÜ äýï õðï-
óõíüëùí ôïõ K. (âë. [A-N] [N]) Ôüôå ï ÷þñïò Banach c0(�) åìöõôåýåôáé

óôï C(K), ïðüôå ï ÷þñïò c0(�) åßíáé SWCD, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï, êáèþò

ï ðëçèÜñéèìïò � åßíáé õðåñáñéèìÞóéìïò. ÅðïìÝíùò ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò K

åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò. Ôþñá áí ôï K åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï, ôüôå ï C(K)

åßíáé éóïìïñöéêüò ìå ôï ÷þñï C[0; 1], áðü ôï Èåþñçìá 0.14 ôïõ Milyutin.

Áõôü Ý÷åé ùò óõíÝðåéá üôé ï ÷þñïò C(K) ðåñéÝ÷åé éóïìïñöéêÜ êÜèå äéá÷ù-

ñßóéìï ÷þñï Banach. ¢ñá ï C(K) ðåñéÝ÷åé Ýíá äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Banach

ìå ìç äéá÷ùñßóéìï äõúêü ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N) ( ãéá ðáñÜäåéãìá

ôï ÷þñï JT ôïõ James ) êáé áõôü áíôéöÜóêåé ìå ôï Èåþñçìá 2.11. �

ÁíïéêôÜ åñùôÞìáôá

(1) ¸óôù X Ýíáò SWCD ÷þñïò Banach.

(á) Åßíáé ï X õðï÷þñïò åíüò WCG ÷þñïõ Banach Þ ôïõëÜ÷éóôïí

åßíáé ï X WKA ÷þñïò Banach;

(â) ÕðïèÝôïõìå üôé ï X äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N). Åßíáé ï X éóï-

ìïñöéêüò ìå Ýíáí êëåéóôü õðü÷ùñï åíüò åõèÝïò áèñïßóìáôïò

Y ⊕Z, üðïõ Y ∗ åßíáé äéá÷ùñßóéìïò êáé Z åßíáé áõôïðáèÞò; (âë.

Ðüñéóìá 2.12)

(2) ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò êáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ ðëÞñçò ÷þñïò Ba-

nach, ï ïðïßïò ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N) êëçñïíïìéêÜ. Åßíáé ôüôå ï X

SWCD; (âë. [S-W, Question (c)])



ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÊëÜóåéò ÷þñùí Banach éó÷õñÜ K{áíáëõôéêþí óôçí
áóèåíÞ ôïðïëïãßá

1. ×þñïé Banach éó÷õñÜ áóèåíþò óõìðáãþò ðáñáãüìåíïé óå ó÷Ýóç

ìå Ýíáí õðåñ÷þñï ôïõò.

Õðåíèõìßæïõìå üôé Ýíáò ÷þñïò BanachX ëÝãåôáé éó÷õñÜ áóèåíþò óõìðá-

ãþò ðáñáãüìåíïò (SWCG) áí õðÜñ÷åé Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï K

ôïõ X, ôï ïðïßï ôïí ðáñÜãåé éó÷õñÜ, äçëáäÞ ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå áóèå-

íþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X êáé ãéá êÜèå " > 0 íá õðÜñ÷åé n ∈ N
ìå L ⊆ nK + "BX . Ïé SWCG ÷þñïé Banach åéóÜãïíôáé êáé ìåëåôþíôáé

áðü ôïõò Schl�uchtermann êáé Wheeler óôï [S-W]. Óôïí åðüìåíï ïñéóìü

ãåíéêåýïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ SWCG ÷þñïõ Banach, èåùñþíôáò ôï áóèåíþò

óõìðáãÝò õðïóýíïëï K, ôï ïðïßï ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï ÷þñï X óå Ýíáí õðåñ-

÷þñï Z ôïõ X. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 3.1. ¸óôù X, Z ÷þñïé Banach ìå X ⊆ Z. Èá ëÝìå üôé ï X

åßíáé éó÷õñÜ áóèåíþò óõìðáãþò ðáñáãüìåíïò (SWCG) óå ó÷Ýóç (Þ ó÷åôéêÜ)

ìå ôï Z áí õðÜñ÷åé áóèåíþò óõìðáãÝò (êõñôü êáé óõììåôñéêü) õðïóýíïëï

K ôïõ Z, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå " > 0 êáé ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò

õðïóýíïëï ôïõ X õðÜñ÷åé n ∈ N ìå

L ⊆ nK + "BZ

ÐáñáôÞñçóç 3.2. (i)Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí åîÞò:

Ï ÷þñïò Banach X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå Ýíáí õðåñ÷þñï Z áí õðÜñ÷åé

ìéá áêïëïõèßá (Kn) áóèåíþò óõìðáãþí, êõñôþí óõììåôñéêþí õðïóõíüëùí

ôïõ Z ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé ãéá

êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé n ∈ N ìå L ⊆ Kn + "BZ . ÐñÜãìáôé, ãéá êÜèå n ∈ N
èÝôïõìå

pn = sup{‖x‖ : x ∈ Kn}+ 1 êáé K =
∞⋃
n=1

1

npn
Kn :

Ôï óýíïëï K åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Z êáé ãéá êÜèå n ∈ N
éó÷ýåé Kn ⊆ npnK, ïðüôå ôï K ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï X.

(ii) ¸óôù Z Ýíáò SWCG ÷þñïò Banach óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 0.20,

ï ïðïßïò äßíåôáé óôï [S-W], êáé K Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò óýíïëï, ôï ïðïßï

55
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ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï Z. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé áí X åßíáé êëåéóôüò ãñáììéêüò

õðï÷þñïò ôïõ Z, ôüôå ôï K ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï X óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü

3.1. ÅðåéäÞ äå, õðÜñ÷åé êëåéóôüò ãñáììéêüò õðï÷þñïò X ôïõ Z = L1[0; 1], ï

ïðïßïò äåí åßíáé SWCG ([M-S, Cor. 3.10]), ï Ïñéóìüò 3.1 Ý÷åé ðåñéå÷üìåíï.

Áí X = Z, ôüôå ï Ïñéóìüò 3.1 ìáò äßíåé ôçí Ýííïéá ôïõ SWCG ÷þñïõ

óýìöùíá ìå ôïõò Schl�uchterman êáé Wheeler ([S-W]).

(iii) ¸óôù X, Z ÷þñïé Banach ôÝôïéïé þóôå X ⊆ Z êáé ï X íá åßíáé

SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Áí Y åßíáé êëåéóôüò ãñáììéêüò õðï÷þñïò ôïõ X,

ôüôå åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. ¸ôóé ç êëÜóç ÷þñùí ôïõ Ïñéóìïý 3.1

åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïõò õðï÷þñïõò.

Ðñüôáóç 3.3. Áí ï ÷þñïò Banach X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå Ýíá ÷þñï

Banach Z, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò WCG ÷þñïò Banach Y , ìå X ⊆ Y ⊆ Z, þóôå

ï X íá åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôïí Y .

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ Z, ôï

ïðïßï ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï X. ÈÝôïõìå Y = 〈K〉 (ç êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç

ôïõ K) óôï Z. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï Y åßíáé ï æçôïýìåíïò ÷þñïò. �

ÐáñáôÞñçóç 3.4. (i)¸óôù X ⊆ Z1 ⊆ Z2 ÷þñïé Banach. Áí ï X åßíáé

SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôïí Z1, ôüôå åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôïí Z2.

(ii) ¸óôù X ⊆ Z ÷þñïé Banach, ôÝôïéïé þóôå ï X íá åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôïí õðåñ÷þñï ôïõ Z. Áðü ôçí Ðñüôáóç 3.3 ï Z ìðïñåß íá

èåùñçèåß ùò WCG êáôÜ óõíÝðåéá ï X ùò õðï÷þñïò ôïõ Z èá åßíáé WKA.

Ëßãï áñãüôåñá èá áðïäåßîïõìå üôé ï X éêáíïðïéåß éó÷õñüôåñåò éäéüôçôåò.

ÓõãêåêñéìÝíá, èá áðïäåßîïõìå üôé ï X åßíáé SWKA (Ðüñéóìá 3.20). êáé

áêüìá ðåñéóóüôåñï åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗)

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå üôé ç ðáñáðÜíù éäéüôçôá ðáñáìÝíåé áíáë-

ëïßùôç ùò ðñïò ôïõò éóïìïñöéóìïýò. Ãéá ôçí áêñßâåéá áðïäåéêíýïõìå êÜôé

ãåíéêüôåñï. Ç éäéüôçôá äéáôçñåßôáé áðü ôïõò öñáãìÝíïõò ãñáììéêïýò ôå-

ëåóôÝò, ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò ùò ðñïò ôçí

áóèåíÞ ôïðïëïãßá.

Ðñüôáóç 3.5. ¸óôù X,Y , Z ÷þñïé Banach þóôå ï X íá åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôïí Z. Áí õðÜñ÷åé öñáãìÝíïò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò T : X → Y

ìå ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò ùò ðñïò ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá, ôüôå

õðÜñ÷åé ÷þñïò Banach Z1, þóôå ï Y íá åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôïí Z1.

Áðüäåéîç. Ï ÷þñïò Banach Y ðåñéÝ÷åôáé éóïìåôñéêÜ óå êÜðïéïí ÷þñï

ôçò ìïñöÞò `∞(� ). Ï `∞(� ) åßíáé injective ÷þñïò Banach, Üñá õðÜñ÷åé

öñáãìÝíïò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò T̃ : Z → `∞(� ), ï ïðïßïò åðåêôåßíåé ôïí
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ôåëåóôÞ T . ÈÝôïõìå Z1 = `∞(� ) êáé Ω = T̃ (K). Èá äåßîïõìå üôé ôï Ω

ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï Y . Èåùñïýìå Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ

Y êáé " > 0. Ï ôåëåóôÞò T Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò ùò

ðñïò ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá, Üñá õðÜñ÷åé áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L1

ôïõ X, ôÝôïéï þóôå T (L1) = L. Ôï K ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï X, Üñá õðÜñ÷åé

n ∈ N ôÝôïéï þóôå

L1 ⊆ nK +
"

‖T̃‖
BZ ; ïðüôå T̃ (L1) ⊆ nT̃ (K) +

"

‖T̃‖
T̃ (BZ)

Ôüôå

L ⊆ nΩ +
"

‖T̃‖
‖T̃‖BZ1 ; äçëáäÞ L ⊆ nΩ + "BZ1 :

ÅðïìÝíùò ôï áóèåíþò óõìðáãÝò óýíïëï Ω ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï ÷þñï Y êáé ï

Y åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï Z1. �

Ðñüôáóç 3.6. ¸óôù X, Z ÷þñïé Banach þóôå ï X íá åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Áí ï ÷þñïò Banach Y åßíáé éóïìïñöéêüò ìå ôï ÷þñï X,

ôüôå õðÜñ÷åé ÷þñïò Banach Z1, ôÝôïéïò þóôå ï Y íá åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ

ìå ôï ÷þñï Z1.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóç áðü ôçí ðñïçãïýìåíç Ðñüôáóç 3.5.

�

Ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá åßíáé åíôåëþò áíôßóôïé÷ï ôïõ [S-W, Th. 2.7]

(êáé åðßóçò åßíáé áíÜëïãï ôçò Ðñüôáóçò 2.8).

Ðñüôáóç 3.7. ¸óôù X, Z ÷þñïé Banach þóôå ï X íá åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Áí Y åßíáé áõôïðáèÞò õðï÷þñïò ôïõ X, ôüôå ï ÷þñïò

ðçëßêï X=Y åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéï ÷þñï Banach Z1.

Áðüäåéîç. Ç êáíïíéêÞ áðåéêüíéóç � : X → X=Y ìå �(x) = x + Y

Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò óõìðáãïýò êÜëõøçò ùò ðñïò ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá

(âë. Ðñüôáóç 2.8), êáôÜ óõíÝðåéá ï ÷þñïò X=Y åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå

êÜðïéïí ÷þñï Banach. �

Ðñüôáóç 3.8. ¸óôù X, Z ÷þñïé Banach þóôå ï X íá åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Áí X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò

÷þñïò Banach Y , ôÝôïéïò þóôå ï X íá åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôïí Y .

Áðüäåéîç. ¼ðùò áðïäåßîáìå ðáñáðÜíù ï X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå

Ýíáí WCG ÷þñï Banach, êáôÜ óõíÝðåéá ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ï

÷þñïò Z åßíáé WCG. ÅðåéäÞ ï X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò õðï÷þñïò åíüò WCG

÷þñïõ Banach õðÜñ÷åé ðñïâïëÞ

P : Z → Z ìå ‖P‖ = 1 ; P (Z) äéá÷ùñßóéìïò êáé X ⊆ P (Æ) :
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(âë. [L, Th. 3.1]). Èá äåßîïõìå üôé ï X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï äéá÷ùñß-

óéìï ÷þñï Banach Y = P (Z). Èåùñïýìå Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï

K ôïõ Z, ôï ïðïßï ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï X êáé èÝôïõìå Ω = P (K).

¸óôù L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé " > 0. Ôüôå õðÜñ÷åé

n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ nK + "BZ , ïðüôå P (L) ⊆ nP (K) + "P (BZ).

ÅðåéäÞ P åßíáé ðñïâïëÞ ìå ‖P‖ = 1 êáé L ⊆ X ⊆ P (Z), áðü ôçí ôåëåõôáßá

ó÷Ýóç Ýðåôáé üôé L ⊆ nΩ + "BY . ÅðïìÝíùò ï X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï

äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Banach Y . �

Ðüñéóìá 3.9. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach, ï ïðïßïò åßíáé

SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéï ÷þñï Banach. Ôüôå ï X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ

ìå ôï äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Banach C(BX∗).

Áðüäåéîç. Ï ÷þñïò BanachX åßíáé äéá÷ùñßóéìïò êáé åßíáé SWCG ó÷å-

ôéêÜ ìå êÜðïéï ÷þñï Banach, êáôÜ óõíÝðåéá åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå Ýíá

äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Banach Z. Ï Z ùò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach åìöõ-

ôåýåôáé éóïìïñöéêÜ óôï ÷þñï C([0; 1]). Ï ÷þñïò C([0; 1]) åßíáé éóïìïñöéêüò

ìå ôï ÷þñï C(BX∗) áðü ôï Èåþñçìá 0.14 ôïõ Milyutin. Ï X åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z, Üñá êáé ó÷åôéêÜ ìå êÜèå õðåñ÷þñï ôïõ, êáôÜ óõíÝðåéá åßíáé

SWCG ó÷åôéêÜ êáé ìå ôï ÷þñï C(BX∗) (âë. ÐáñáôÞñçóç 3.4 (i)). �

ÐáñáôÞñçóç 3.10. ¸óôùX ⊆ Z ÷þñïé Banach, þóôå ïX åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Äåí ìáò åßíáé ãíùóôü áí ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá éó÷ýåé

óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï ÷þñïò Banach X åßíáé ìç äéá÷ùñßóéìïò.

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü ôçò êëÜóçò ôùí ÷þñùí

Banach, ïé ïðïßïé åéóÜãïíôáé ìå ôïí Ïñéóìü 3.1, ï ïðïßïò åßíáé áíÜëïãïò

ôïõ ÷áñáêôçñéóìïý ôçò êëÜóçò ôùí SWCG ÷þñùí ([S-W, Th. 2.1]).

Èåþñçìá 3.11. ¸óôù X ÷þñïò Banach. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóï-

äýíáìá:

(i) X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéï ÷þñï Banach.

(ii) Ï X ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéï ÷þñï Z êáé õðÜñ÷åé ìéá ìåôñéêïðïéÞóéìç

ôïðïëïãßá �d óôï BZ∗ ôÝôïéá þóôå:

(á) Ç ôïðïëïãßá �d åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá Mackey � ôïõ

BZ∗.

(â) Ç ôïðïëïãßá �d åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá �X ôïõ BZ∗

ôçò ïìïéüìïñöçò óýãêëéóçò óôá áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ

X.

Áðüäåéîç. (i)⇒ (ii) Èåùñïýìå üôé ï ÷þñïò Banach X åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå êáé õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá
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áóèåíþò óõìðáãÝò, êõñôü, óõììåôñéêü êáé ïëéêü õðïóýíïëï K ôïõ Z ôÝôïéï

þóôå ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X êáé ãéá êÜèå " > 0 íá

õðÜñ÷åé n ∈ N ìå L ⊆ nK + "BZ . Ïñßæïõìå ìéá ìåôñéêÞ d óôï BZ∗ ùò åîÞò:

d(x∗; y∗) = max{|x∗(x)− y∗(x)| : x ∈ K} ãéá êÜèå x∗; y∗ ∈ BZ∗ :

ÅðåéäÞ ôï óýíïëï K åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò, êõñôü êáé óõììåôñéêü, ç ìå-

ôñéêÞ ôïðïëïãßá �d åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí Mackey ôïðïëïãßá ôïõ BZ∗ .

ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå üôé ç ôïðïëïãßá �d åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá

�X . Ãéá ôï óêïðü áõôü èåùñïýìå Ýíá äßêôõï (fi)i∈I ôïõ BZ∗ êáé f ∈ BZ∗

ôÝôïéï þóôå fi
d→ f êáé èá äåßîïõìå üôé fi

�X→ f . ¸óôù L áóèåíþò óõ-

ìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé " > 0. Ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå

L ⊆ nK + "
4
BZ . ÅðéëÝãïõìå i0 ∈ I ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé

|fi(y)− f(y)| < "

2n
ãéá êÜèå i ≥ i0 êáé ãéá êÜèå y ∈ K :

¸óôù x ∈ L. Ôüôå õðÜñ÷åé y ∈ K êáé z ∈ Z ìå ‖z‖ ≤ "

4
þóôå x = ny + z.

ÅðïìÝíùò

|fi(x)− f(x)| = |fi(ny + z)− f(ny + z)|

≤ |fi(ny)− f(ny)|+ |fi(z)− f(z)|

≤ n|fi(y)− f(y)|+ ‖fi − f‖ · ‖z‖

< n · "
2n

+ 2 · "
4

= "

¢ñá fi
�X→ f , ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ç ìåôñéêÞ ôïðïëïãßá �d åßíáé ëåðôüôåñç

áðü ôçí ôïðïëïãßá �X , ôçò ïìïéüìïñöçò óýãêëéóçò óôá áóèåíþò óõìðáãÞ

õðïóýíïëá ôïõ X.

(ii) ⇒ (i) ¸óôù Z ÷þñïò Banach ìå X ⊆ Z, ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôéò

óõíèÞêåò (á) êáé (â). Èåùñïýìå ìéá âÜóç ðåñéï÷þí (Un) ôïõ 0 óôï ÷þñï

(BZ∗ ; �d). ÅðåéäÞ ç ôïðïëïãßá Mackey � åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôç ìåôñéêÞ ôï-

ðïëïãßá �d õðÜñ÷åé áêïëïõèßá áóèåíþò óõìðáãþí, êõñôþí êáé óõììåôñéêþí

õðïóõíüëùí ôïõ Z ôÝôïéá þóôå

K0
n ∩BZ∗ ⊆ Un ãéá êÜèå n ∈ N :

¸óôù L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé 0 < " < 1. ÈÝôïõìå

c =
1

"
. ÅðåéäÞ ç ìåôñéêÞ ôïðïëïãßá �d åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá �X

õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå

Un ⊆ (cL)0 ∩BZ∗ :

Áðü ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò Ýðåôáé üôé

K0
n ∩BZ∗ ⊆ (cL)0 ∩BZ∗ ; ïðüôå

(
(cL)0 ∩BZ∗

)0 ⊆
(
K0
n ∩BZ∗

)0
:
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ÅðïìÝíùò

cL ⊆
(
(cL)0 0 ∪BZ

)0 0 ⊆
(
K0 0
n ∪BZ

)0 0 ⊆ Kn + BZ :

Ôüôå Ý÷ïõìå

L ⊆ 1

c
Kn +

1

c
BZ = "Kn + "BZ ⊆ Kn + "BZ ;

ïðüôå áðü ôçí ðáñáôÞñçóç 3.2 Ýðåôáé üôé ï ÷þñïò Banach X åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. �

ÐáñáôÞñçóç 3.12. Ç ìåôñéêÞ d, ç ïðïßá åìöáíßæåôáé óôçí áðüäåéîç ôçò

êáôåýèõíóçò (i)⇒ (ii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.11 äåí åßíáé Üëëç áðü ôç ìåôñéêÞ ôçò

supremum íüñìáò ôïõ ÷þñïõ C(K). ÐñÜãìáôé, ï ôåëåóôÞò T : Z∗ → C(K)

ï ïðïßïò ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç T (z∗) = z∗|K åßíáé öñáãìÝíïò ãñáììéêüò

êáé (åðåéäÞ ôï K åßíáé ïëéêü óôï Z) åßíáé 1{1. Åðßóçò ï T åßíáé (w∗; �p)

óõíå÷Þò (üðïõ �p ç ôïðïëïãßá ôçò êáôÜ óçìåßï óýãêëéóçò), óõíåðþò ç åéêüíá

Ω = T (BZ∗) åßíáé ìå ôçí ôïðïëïãßá �p óõìðáãÝò óýíïëï ïìïéïìïñöéêü ìå

ôç ìïíáäéáßá ìðÜëá (BZ∗ ; w
∗). ÅðåéäÞ åßíáé êáé öñáãìÝíï åßíáé áóèåíþò

óõìðáãÝò (Èåþñçìá 0.11 ôïõ Grothendieck). ¸ôóé ï Ω ìå ôç ìåôñéêÞ ôçò

supremum íüñìáò åßíáé ðëÞñçò ìåôñéêüò ÷þñïò, ùò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ

÷þñïõ Banach C(K).

Ðüñéóìá 3.13. ¸óôù X, Z ÷þñïé Banach þóôå ï X íá åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Áí ï X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ôüôå ï ÷þñïò (BX∗ ; �), üðïõ

� ç ôïðïëïãßá Mackey ôïõ X∗, åßíáé áíáëõôéêüò.

Áðüäåéîç. Ï Z ìðïñåß íá åðéëåãåß äéá÷ùñßóéìïò, ïðüôå áðü ôçí ðñïç-

ãïýìåíç ðáñáôÞñçóç ï C(K) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach (äéüôé ôï K

åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò ìåôñéêïðïéÞóéìï óýíïëï). ¸ðåôáé üôé ï êëåéóôüò

õðï÷þñïò Ω = T (BZ∗) ôïõ C(K) åßíáé ìå ôç ìåôñéêÞ d ôçò supremum íüñ-

ìáò ðëÞñçò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò. ÅðåéäÞ áðü ôï (â) ôïõ éó÷õñéóìïý

(ii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.11 ç áðåéêüíéóç

Φ: (BZ∗ ; �d)→ (BZ∗ ; �) ìå Φ(z∗) = z∗|X

åßíáé óõíå÷Þò êáé åðß, Ýðåôáé ôï óõìðÝñáóìá. �

Ðüñéóìá 3.14. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach êáé Z = C(BX∗).

Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéï ÷þñï Banach.

(ii) ÕðÜñ÷åé ìéá ìåôñéêïðïéÞóéìç ôïðïëïãßá �d óôï 
 = BM(X∗) ôÝôïéá

þóôå

(á) Ç Mackey ôïðïëïãßá � óôï 
 åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôç ìåôñéêÞ

ôïðïëïãßá �d
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(â) Ç ìåôñéêÞ ôïðïëïãßá �d åßíáé ëåðôüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá �X ôçò

ïìïéüìïñöçò óýãêëéóçò óôá áóèåíþò óõìðáãÞ êõñôÜ êáé óõììå-

ôñéêÜ õðïóýíïëá ôïõ X

Áðüäåéîç. ÊÜèå äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach X, ï ïðïßïò åßíáé SWCG

ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéï ÷þñï Banach, åßíáé åðßóçò SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï ÷þñï

C(BX∗) (Ðüñéóìá 3.9). ÅðïìÝíùò áðü ôï Èåþñçìá 3.11 Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï.

�

¼ðùò Ý÷ïõìå óçìåéþóåé (ÐáñáôÞñçóç 3.2 ) Ýíáò êëåéóôüò ãñáììéêüò

õðï÷þñïò X, åíüò SWCG ÷þñïõ Æ åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Äå

ãíùñßæïõìå üìùò ôçí áðÜíôçóç óôçí áêüëïõèç åñþôçóç.

Åñþôçóç 3.15. ¸óôù X ⊆ Z ÷þñïé Banach, ôÝôïéïé þóôå ï X íá åßíáé

SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. Åßíáé ôüôå ï X éóïìïñöéêüò ìå Ýíáí õðï÷þñï

åíüò SWCG ÷þñïõ Banach; Ìå Üëëá ëüãéá ìðïñïýìå ðÜíôïôå íá õðïèÝ-

ôïõìå óôïí Ïñéóìü 3.1 üôé ï Z åßíáé SWCG; (Óýìöùíá ìåôçí Ðñüôáóç 3.3

ìðïñïýìå íá õðïèÝôïõìå üôé ï Z åßíáé WCG).

Óôç óõíÝ÷åéá ðñüêåéôáé íá áðïäåßîïõìå üôé ç êëÜóç ÷þñùí Banach, ç

ïðïßá åíôïðßóôçêå ìå ôïí Ïñéóìü 3.1 ðåñéÝ÷åôáé óôçí êëÜóç ôùí SWKA

÷þñùí Banach. Åê ôùí ðñáãìÜôùí ïäçãïýìáóôå óå Ýíáí ãåíéêüôåñï ïñéóìü

áðü ôïí Ïñéóìü 3.1 êáé èá áðïäåßîïõìå üôé (ç ôïõëÜ÷éóôïí ôõðéêÜ) åõñýôåñç

êëÜóç Ý÷åé ôçí éäéüôçôá. ÎåêéíÜìå õðåíèõìßæïíôáò Ýíáí åóùôåñéêü ÷áñá-

êôçñéóìü ôùí õðï÷þñùí WCG ÷þñùí Banach, ï ïðïßïò ïöåßëåôáé óôïõò

Fabian, Montesinos êáé Zizler. ÓõãêåêñéìÝíá áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé ôï

åîÞò óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá (Èåþñçìá 0.28):

Èåþñçìá (Fabian, Montesinos, Zizler). ¸íáò ÷þñïò Banach X åßíáé

õðï÷þñïò åíüò WCG ÷þñïõ Banach áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷åé

áêïëïõèßá (Mn;p)n áðïôåëïýìåíç áðü
1

p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóý-

íïëá ôïõ × ôÝôïéá þóôå X =
⋃∞
n=1 Mn;p.

¸íá öõóéïëïãéêü åñþôçìá ôï ïðïßï áíáêýðôåé áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþ-

ñçìá åßíáé áí ìðïñåß íá äïèåß Ýíáò áíôßóôïé÷ïò ÷áñáêôçñéóìüò ãéá ôïõò õðï-

÷þñïõò åíüò SWCG ÷þñïõ Banach. Åðß ôïõ ðáñüíôïò äåí Ý÷ïõìå áðÜíôçóç

óå áõôü ôï åñþôçìá, üìùò ìéá áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá åßíáé Ýíáò ÷þñïò

Banach õðï÷þñïò åíüò SWCG ÷þñïõ Banach êáé ãåíéêüôåñá ãéá íá åß-

íáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí ÷þñï Banach, óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 3.1

äßíåôáé áðü ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç. Óçìåéþíïõìå üôé óôçí ðñüôáóç áõôÞ

áêïëïõèïýìå ôç ìÝèïäï áðüäåéîçò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 0.28.
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Ðñüôáóç 3.16. Áí ï ÷þñïò Banach X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí

÷þñï Banach Z, ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ïéêïãÝíåéá {Mn;p : n; p ∈ N} õðïóõíüëùí
ôïõ X ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) Ãéá êÜèå n ∈ N êáé ãéá êÜèå p ∈ N ôï óýíïëï Mn;p åßíáé 1
p
{ó÷åôéêÜ

áóèåíþò óõìðáãÝò.

(ii) Ãéá êÜèå p ∈ N êáé ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X

õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆Mn;p.

Áðüäåéîç. ¸óôù K Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Z, ôï ïðïßï

ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï X. Ôüôå ãéá êÜèå n, p ∈ N ôï óýíïëï nK +
1

p
BZ åßíáé

1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Z. ÐñÜãìáôé

nK +
1

p
BZ

∗

⊆ nK
∗

+
1

p
BZ

∗

= nK +
1

p
BZ∗∗

⊆ Z +
1

p
BZ∗∗

Ãéá êÜèå n, p ∈ N èÝôïõìå

Mn;p = X ∩ (nK +
1

4p
BZ):

Ôüôå, áðü ôçí Ðñüôáóç 0.27, ôï óýíïëï Mn;p åßíáé
1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõ-

ìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X ãéá êÜèå n, p ∈ N. Åðßóçò ãéá êÜèå áóèåíþò óõ-

ìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X êáé ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå

L ⊆ nK+
1

4p
BZ , ïðüôå L ⊆Mn;p. ÅðïìÝíùò ç ïéêïãÝíåéá {Mn;p : n; p ∈ N}

Ý÷åé ôéò æçôïýìåíåò éäéüôçôåò. �

¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 3.17. ¸íáò ÷þñïò Banach X èá ëÝìå üôé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá

(*) áí õðÜñ÷åé ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá {Mn;p : n; p ∈ N} ( êõñôþí êáé

óõììåôñéêþí ) õðïóõíüëùí ôïõ X, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôïõò éó÷õñéóìïýò (i)

êáé (ii) ôçò Ðñüôáóçò 3.16.

ÐáñáôÞñçóç 3.18. (á) Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí

åîÞò:

Ï ÷þñïò X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*) áí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (Mn;")

öñáãìÝíùí (êõñôþí óõììåôñéêþí õðïóõíüëùí) ôïõ X ìå ôéò áêüëïõèåò éäéü-

ôçôåò:

(i) Ãéá êÜèå n ∈ N êáé " > 0 ôï óýíïëï Mn;" åßíáé "{ó÷åôéêÜ áóèåíþò

óõìðáãÝò.
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(ii) Ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé ãéá êÜèå " > 0

õðÜñ÷åé n ∈ N þóôå L ⊆Mn;".

(â) Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ï ÷þñïò Banach X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá

(*) áí õðÜñ÷åé ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá {Mn;p : n; p ∈ N} ( êõñôþí êáé

óõììåôñéêþí ) õðïóõíüëùí ôïõ BX ôÝôïéá þóôå:

(i) Ãéá êÜèå n, p ôï óýíïëï Mn;p åßíáé
1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò.

(ii) Ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ BX êáé ãéá êÜèå p ∈ N
õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆Mn;p.

(ã) Åßíáé ðñïöáíÝò, áðü ôçí Ðñüôáóç 3.16 üôé êÜèå ÷þñïò Banach X ï

ïðïßïò åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå Ýíáí ÷þñï Banach Z Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*)

(ä) Áí A, B åßíáé "{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá åíüò ÷þñïõ

Banach X, ôüôå ðñïöáíþò êáé ôï A ∪B åßíáé "{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò

õðïóýíïëï ôïõ X. ¸ôóé óôïí Ïñéóìü 3.17 ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé

Mn;p ⊆Mn+1;p ãéá êÜèå n, p ∈ N.
(å) Áí ï ÷þñïò Banach Z Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*), ôüôå êáé êÜèå êëåéóôüò

ãñáììéêüò õðï÷þñïò ôïõ X Ý÷åé ôçí (*). ÐñÜãìáôé, áí ç áñéèìÞóéìç ïéêï-

ãÝíåéá {Mn;p : n; p ∈ N} õðïóõíüëùí ôïõ Z ðéóôïðïéåß üôé ï ÷þñïò Z Ý÷åé

ôçí éäéüôçôá (*), ôüôå áðü ôçí Ðñüôáóç 0.27 ôá óýíïëá Kn;p = X
⋂
Mn;4p ,

n, p ∈ N åîáóöáëßæïõí üôé ï ÷þñïò X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*).

Èåþñçìá 3.19. ¸óôù X ÷þñïò Banach ìå ôçí éäéüôçôá (*). Ôüôå ï X

åßíáé SWKA êáé õðï÷þñïò åíüò WCG ÷þñïõ Banach.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*) õðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá

{Mn;p : n; p ∈ N} õðïóõíüëùí ôïõ X ôÝôïéá þóôå:

(i) Ãéá êÜèå n, p ∈ N ôï óýíïëï Mn;p åßíáé
1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò.

(ii) Ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X êáé ãéá êÜèå p ∈ N
õðÜñ÷åé n ∈ N þóôå L ⊆Mn;p.

Ôï ãåãïíüò üôé ï X åßíáé õðï÷þñïò åíüò WCG ÷þñïõ Banach Ýðåôáé Üìåóá

áðü ôï Èåþñçìá 0.28. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ï X åßíáé SWKA èåùñïýìå ôçí

áðåéêüíéóç

F : � → K(X) ìå F (�) =
∞⋂
p=1

M
∗
�(p);p :

Èá äåßîïõìå êáô' áñ÷Üò üôé ç áðåéêüíéóç F åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç. Ãéá êÜèå

p ∈ N ôï óýíïëï M
∗
�(p);p åßíáé áóèåíþò

∗{óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X∗∗ êáé

éó÷ýåé M
∗
�(p);p ⊆ X +

1

p
BX∗∗ . ÅðïìÝíùò ôï F (�) åßíáé áóèåíþò∗{óõìðáãÝò

êáé

F (�) ⊆
∞⋂
p=1

(
X +

1

p
BX∗∗

)
= X ;
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êáôÜ óõíÝðåéá ôï óýíïëï F (�) åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X,

ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ç F åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.

Ç áðåéêüíéóç F åßíáé Üíù çìéóõíå÷Þò. Ç áðüäåéîç åßíáé üìïéá ìå ôçí áðü-

äåéîç ôçò êáôåýèõíóçò (ii)⇒ (iii) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1. ¸óôù L óõìðáãÝò

õðïóýíïëï ôïõ X. Ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷åé np ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ Mnp;p.

ÈÝôïõìå � = (n1; n2; : : : np : : :) êáé Ý÷ïõìå L ⊆ F (�). ¢ñá ï ÷þñïò X åßíáé

SWKA. �

Ðüñéóìá 3.20. ÊÜèå ÷þñïò Banach X, ï ïðïßïò åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ

ìå êÜðïéïí ÷þñï Banach Z åßíáé SWKA.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá êáèþò êÜèå ÷þñïò Ba-

nach X, ï ïðïßïò åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí ÷þñï Banach Z, Ý÷åé ôçí

éäéüôçôá (*). �

ËÞììá 3.21. ¸óôù X ÷þñïò Banach, ï ïðïßïò Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*),

ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá {Mn;p : n; p ∈ N} (êõñôþí êáé óõììåôñéêþí)

õðïóõíüëùí ôïõ X, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò ôïõ ïñéóìïý 3.17 êáé

L ⊆ X. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ôï L åßíáé ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò.

(ii) ÕðÜñ÷ïõí áêïëïõèßåò (np) êáé (mp) öõóéêþí áñéèìþí ìå mp ≥ p ãéá

êÜèå p ∈ N þóôå L ⊆Mnp;mp.

Áðüäåéîç. (i) ⇒ (ii) ¸óôù L ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï

ôïõ X. Ôüôå ôï L åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò, Üñá ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷åé np
ôÝôïéï þóôå L ⊆Mnp;p.

(ii)⇒ (i) ¸óôù L ⊆Mnp;mp êáé mp ≥ p ãéá êÜèå p ∈ N. Ôüôå

L
∗ ⊆M

∗
np;mp

⊆ X +
1

mp
BX∗∗

Üñá

L
∗ ⊆

∞⋂
p=1

(
X +

1

mp
BX∗∗

)
êáé åðåéäÞ limp→∞mp = 0, Ýðåôáé L

∗ ⊆ X, ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ôï L åßíáé

ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò. �

Ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá åðåêôåßíåé Ýíá áðïôÝëåóìá ôùí Schl�uchterman

êáé Wheeler ([S-W, Th. 2.5]) óôçí åõñýôåñç êëÜóç ôùí ÷þñùí Banach ìå

ôçí éäéüôçôá (*).

Èåþñçìá 3.22. ¸óôù X ÷þñïò Banach ï ïðïßïò Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*).

Ôüôå ï X åßíáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ ðëÞñçò.
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Áðüäåéîç. Ï ÷þñïò Banach X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*), Üñá õðÜñ÷åé ìéá

áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá {Km;p : m; p ∈ N} êõñôþí êáé óõììåôñéêþí õðïóõ-

íüëùí ôïõ X ôÝôïéá þóôå:

(i) Ãéá êÜèå m, p ôï óýíïëï Km;p åßíáé
1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò.

(ii) Ãéá êÜèå m, p ∈ N éó÷ýåé Km;p ⊆ Km+1;p

(iii) Ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé ãéá êÜèå p ∈ N
õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ Km;p.

¸óôù (xn) ìéá áóèåíþò Cauchy áêïëïõèßá ôïõ X. Ôüôå õðÜñ÷åé x∗∗ ∈
X∗∗ ôÝôïéï þóôå xn

w∗→ x∗∗. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï óýíïëï {xn : n ∈ N} äåí
åßíáé ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò. Ç ïéêïãÝíåéá {2Km;p : m; p ∈ N} áðïôå-
ëåßôáé áðü öñáãìÝíá, êõñôÜ êáé óõììåôñéêÜ óýíïëá êáé ðëçñïß ôéò áêüëïõèåò

óõíèÞêåò:

(á) Ãéá êÜèå m, p ôï óýíïëï 2Km;p åßíáé
2
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò.

(â) Ãéá êÜèå m, p ∈ N éó÷ýåé 2Km;p ⊆ 2Km+1;p

(ã) Ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé ãéá êÜèå p ∈ N
õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ 2Km;p.

Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá õðÜñ÷åé p ∈ N ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå

m ∈ N íá éó÷ýåé

{xn : n ∈ N} * 2Km;p :

¢ñá ãéá êÜèå m ∈ N õðÜñ÷åé nm ∈ N ôÝôïéï þóôå xnm =∈ 2Km;p. Ðáñáôç-

ñïýìå üôé ôï óýíïëï {nm : m ∈ N} åßíáé Üðåéñï, äéüôé áí õðïèÝóïõìå üôé

åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå áðü ôç óõíèÞêç (â) ãéá êÜðïéï m ∈ N èá Ý÷ïõìå

{xn : n ∈ N} ⊆ 2Km;p . Ãéá êÜèå n ∈ N ïñßæïõìå

m1(n) = min{m ∈ N : xn ∈ 2Km;p}

êáé

m2(n) = min{m ∈ N : xn ∈ Km;p} :

Ðñïöáíþò Ý÷ïõìå m1(n) ≤ m2(n) ãéá êÜèå n ∈ N, xn ∈ 2Km1(n);p êáé

xn =∈ 2K�;p áí êáé ìüíïí áí � < m1(n).

Ìðïñïýìå åðáãùãéêÜ íá åðéëÝîïõìå ìéá õðáêïëïõèßá (xkn) ôçò (xn) ôÝ-

ôïéá þóôå ãéá êÜèå n ∈ N íá éó÷ýåé

m1(kn+1) > m2(kn)

Ç åðéëïãÞ ãßíåôáé ùò åîÞò:

ÅðéëÝãïõìå k1 = 1. Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå åðéëÝîåé k1 < k2 < · · · < kn.

Ãéám = m2(kn) õðÜñ÷åé nm ôÝôïéïò þóôå xnm =∈ 2Km;p. ÈÝôïõìå kn+1 = nm

êáé Ý÷ïõìå

m1(kn+1) > m = m2(kn) :
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Ç áêïëïõèßá (xkn) åßíáé áóèåíþò Cauchy, Üñá õðÜñ÷åé m0 ∈ N ôÝôïéï þóôå

xkn+1 − xkn ∈ Kmo;p ãéá êÜèå n ∈ N :

Ôüôå ãéá êÜèå n ∈ N éó÷ýåé

xkn+1 = (xkn+1 − xkn) + xkn ∈ Kmo;p + Km2(kn);p :

ÅðéëÝãïõìå m2(kn) ≥ mo. Ôüôå

Kmo;p + Km2(kn);p ⊆ 2Km2(kn);p ; ïðüôå xkn+1 ∈ 2Km2(kn);p

êáôÜ óõíÝðåéá

m1(kn+1) ≤ m2(kn)

ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò ôï óýíïëï {xn : n ∈ N} åßíáé ó÷åôéêÜ

áóèåíþò óõìðáãÝò, ïðüôå x∗∗ ∈ X êáé ï ÷þñïòX åßíáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ

ðëÞñçò. �

Ðüñéóìá 3.23. ÊÜèå ÷þñïò Banach X, ï ïðïßïò åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ

ìå êÜðïéïí ÷þñï Banach Z åßíáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ ðëÞñçò.

Áðüäåéîç. Åßíáé Üìåóç áðü ôï ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá 3.22, êáèþò ï

÷þñïò X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*). �

Ðüñéóìá 3.24. ¸óôù X ÷þñïò Banach, ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ôïí

`1(N). Ôüôå ï X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*) áí êáé ìüíïí áí åßíáé áõôïðáèÞò.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ï ÷þñïò X åßíáé áõôïðáèÞò. Ôüôå ç ìïíáäéáßá

ìðÜëá BX åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò óýíïëï, ïðüôå ï X åßíáé SWCG, êáôÜ

óõíÝðåéá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*).

ÕðïèÝôïõìå üôé ï X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*). Ôüôå óýìöùíá ìå ôï ðñïç-

ãïýìåíï Èåþñçìá 3.22 ï X åßíáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ ðëÞñçò êáé åðåéäÞ

äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N), áðü ôï Èåþñçìá 0.12 ôïõ Rosenthal Ýðåôáé üôé ï X

åßíáé áõôïðáèÞò. �

Ðüñéóìá 3.25. ¸óôù X Ýíáò Asplund ÷þñïò Banach (Åäéêüôåñá ï X

Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü). Áí ï X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*), ôüôå åßíáé áõôïðá-

èÞò.

Áðüäåéîç. ÊÜèå äéá÷ùñßóéìïò õðï÷þñïò ôïõ X Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü,

Üñá ï X äåí ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N). Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï Ðüñéóìá 3.24

Ýðåôáé üôé ï X åßíáé áõôïðáèÞò. �

Ðüñéóìá 3.26. ¸óôù X Ýíáò ìç áõôïðáèÞò ÷þñïò Banach ìå ìïíáäéáßá

ìðÜëá (BX ; w) �Cech ðëÞñç (Åéäéêüôåñá ï X åßíáé ìç áõôïðáèÞò Ðïëùíéêüò

÷þñïò Banach). Ôüôå ï X äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*).
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Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôï ðñïçãïýìåíï Ðüñéóìá 3.25. �

¼ðùò áðïäåßîáìå óôï ÊåöÜëáéï 2 (Èåþñçìá 2.16) Ýíá `p{åõèý Üèñïéóìá

(p ≥ 1) SWKA ÷þñùí Banach åßíáé SWKA. Èá áðïäåßîïõìå ôþñá, ìå

Ýíá ðáñÜäåéãìá, üôé ç éäéüôçôá (*) äå äéáôçñåßôáé áðü `p{åõèÝá áèñïßóìáôá

(p > 1), áêüìá êáé áí êÜèå üñïò ôçò áêïëïõèßáò åßíáé SWCG.

Èåþñçìá 3.27. Ï ÷þñïò Banach

X =

(
∞∑
m=1

⊕`1(N× {m})

)
2

äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*), åíþ åßíáé SWKA êáé áóèåíþò áêïëïõèéáêÜ ðëÞ-

ñçò. Åéäéêüôåñá äåí åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå êáíÝíá ÷þñï Banach.

Áðüäåéîç. Ï ÷þñïò X åßíáé âÝâáéá áðü ôï Èåþñçìá 2.16 SWKA, äéüôé

ï `1(N) åßíáé SWCG. Åðßóçò Ý÷ïõìå

X = Y ∗ üðïõ Y =

(
∞∑
m=1

⊕c0(N× {m})

)
2

;

êáé áêüìá ï X Ý÷åé ùò unconditional âÜóç ôç äéðëÞ áêïëïõèßá e(n;m), n,

m ∈ N üðïõ ē(n;m), n ∈ N åßíáé ç óõíÞèçò âÜóç ôïõ `1(N) = `1(N × {m}).
ÁêñéâÝóôåñá Ý÷ïõìå

e(n;m) = (0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸
m−1

; ē(n;m); 0; : : : ; 0)

(óôç óõíÝ÷åéá ôáõôßæïõìå ôï ē(n;m) ∈ `1(N) ìå ôï e(n;m) ∈ X). Ï X äåí

ðåñéÝ÷åé ôï c0(N), äéüôé åßíáé SWKA (âë. 2.6 (ii)), åðïìÝíùò åßíáé áóèåíþò

áêïëïõèéáêÜ ðëÞñçò ([L-T, Th. 1.c.10]). ÕðïèÝôïõìå, ãéá íá êáôáëÞîïõìå

óå Üôïðï, üôé ï ÷þñïò X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*). Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ïéêïãÝ-

íåéá {Mn;p : n; p ∈ N} áðïôåëïýìåíç áðü êëåéóôÜ, êõñôÜ êáé óõììåôñéêÜ

õðïóýíïëá ôïõ BX ôÝôïéá þóôå

(i) Ãéá êÜèå n, p ∈ N ôï óýíïëï Mn;p åßíáé
1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò.

(ii) Ãéá êÜèå p ∈ N êáé ãéá êÜèå L áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ BX

õðÜñ÷åé n ∈ N ìå L ⊆Mn;p

Ãéá êÜèå � ∈ � èåùñïýìå ôï ÷þñï

X� =

(
∞∑
m=1

⊕`1({1; 2; : : : �(m))

)
2

;

ï ïðïßïò åßíáé áõôïðáèÞò êáé éó÷ýåé X� ⊆ X. Ìå B� óõìâïëßæïõìå ôç

êëåéóôÞ ìïíáäéáßá ìðÜëá ôïõ X�. Ôüôå
⋃
B� ⊆ BX êáé ãéá êÜèå � ∈ � ôï

B� åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò.
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¸óôù p > 2. Ãéá êÜèå n ∈ N èÝôïõìå

An = {� ∈ � : B� ⊆Mn;p} êáé Ý÷ïõìå � =
∞⋃
n=1

An :

×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá åðé÷åßñçìá Baire, ôï ïðïßï ïöåßëåôáé óôïí Tala-

grand (âë. ôçí áðüäåéîç ôïõ [T1, Th. 4.3]) âñßóêïõìå n0 ∈ N êáé Ýíá

Üðåéñï õðïóýíïëï D = {�k : k ∈ N} ôïõ An0 ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéï s0 ∈ S
íá éó÷ýåé s0 < �k êáé �k(|s0| + 1) = k ãéá êÜèå k ∈ N. ÈÝôïõìå m0 = |s0|
(= ôï ìÞêïò ôçò ðåðåñáóìÝíçò áêïëïõèßáò s0). ÅðåéäÞ D ⊆ An0 , Ýðåôáé üôé

B�k ⊆Mn0;p ãéá êÜèå k ∈ N. ÅðïìÝíùò

{e(n;m0+1) : 1 ≤ n ≤ k = �k(m0 + 1)} ⊆ B�k ⊆Mn0;p ãéá êÜèå k ∈ N :

Åôóé óõìðåñáßíïõìå üôé

M = {e(n;m0+1) : n ∈ N} ⊆Mn0;p :

Áõôü üìùò óçìáßíåé üôé ç óõíÞèçò âÜóç ôïõ `1(N) åßíáé 1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò

óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X, åðïìÝíùò 2
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò õðï-

óýíïëï ôïõ `1(N), ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï áöïý 2
p
< 1 êáé ç óõíÞèçò âÜóç

ôïõ `1(N) äåí åßíáé "{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ `1(N) ãéá

0 < " < 1. �

ÐáñáôÞñçóç 3.28. Ôï áðïôÝëåóìá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôï Èåþñçìá 3.27

ãåíéêåýåôáé, ìå ôçí ßäéá ïõóéáóôéêÜ áðüäåéîç, êáé ãéá Ýíá åõèý Üèñïéóìá ôçò

ìïñöÞò

X =

(
∞∑
m=1

⊕`1(N× {m})

)
p

; üðïõ 1 < p < +∞ :

Ðüñéóìá 3.29. ¸óôù (Xn) áêïëïõèßá ÷þñùí Banach þóôå ï `1(N) íá

åìöõôåýåôáé óôï Xn ãéá Üðåéñá n ∈ N. Ôüôå ï ÷þñïò

X =

(
∞∑
m=1

⊕Xn

)
p

; üðïõ 1 < p < +∞ ;

äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*)

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé ðñïöáíþò áðü ôï Èåþñçìá 3.27 êáé ôçí ðñïçãïý-

ìåíç ÐáñáôÞñçóç 3.28. �

Ðüñéóìá 3.30. ¸óôù (Xn) áêïëïõèßá ÷þñùí Banach, þóôå ï Xn íá

Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*) ãéá êÜèå n ∈ N. Áí ï Xn äåí åßíáé áõôïðáèÞò ãéá

Üðåéñá n ∈ N, ôüôå ï ÷þñïò

X =

(
∞∑
m=1

⊕Xn

)
p

; üðïõ 1 < p < +∞ :
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äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*).

Áðüäåéîç. Áí ï Xn äåí åßíáé áõôïðáèÞò, ôüôå áðü ôï Ðüñéóìá 3.24

ðåñéÝ÷åé ôïí `1(N). Áðü ôï ðñïçãïýìåíï Ðüñéóìá 3.29 Ýðåôáé ôï óõìðÝñá-

óìá. �

Ðüñéóìá 3.31. ¸óôù (Xn) áêïëïõèßá SWCG ÷þñùí Banach, ôÝôïéá

þóôå ï Xn íá ìçí åßíáé áõôïðáèÞò ãéá Üðåéñá n ∈ N. Ôüôå ï ÷þñïò

X =

(
∞∑
m=1

⊕Xn

)
p

; üðïõ 1 < p < +∞

äåí åßíáé éóïìïñöéêüò ìå õðï÷þñï SWCG ÷þñïõ Banach.

Áðüäåéîç. ÐñïöáíÞò áðü ôá Ðïñßóìáôá 3.24 êáé 3.30. �

Óå áíôßèåóç ìå ôï Èåþñçìá 3.27 Ýíá `1{åõèý Üèñïéóìá ìéáò áêïëïõèßáò

(Xn) áðü SWCG ÷þñïõò Banach åßíáé SWCG ([S-W, Prop. 2.9]). Ôï áíÜ-

ëïãï áðïôÝëåóìá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß êáé áí êÜèå Xn åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ

ìå êÜðïéïí õðåñ÷þñï ôïõ.

Ðñüôáóç 3.32. ¸óôù Xn ⊆ Zn, n ∈ N áêïëïõèßåò ÷þñùí Banach,

ôÝôïéåò þóôå êÜèå Xn íá åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï Zn. Ôüôå ï ÷þñïò

X = (
∑∞

n=1⊕Xn)1 åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï ÷þñï Z = (
∑∞

n=1⊕Zn)1.

Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 3.11 ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé ìéá

ìåôñéêïðïéÞóéìç ôïðïëïãßá �dn óôïí BZ∗n ôÝôïéá þóôå:

(i) Ç �dn åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá Mackey �n ôïõ BZ∗n .

(ii) Ç �dn ëåðôüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá �Xn ôïõ BZ∗n (ôçò ïìïéüìïñöçò

óýãêëéóçò óôá áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ Xn).

ÅðåéäÞ ï Z åßíáé Ýíá `1{åõèý Üèñïéóìá ÷þñùí Banach Ýðåôáé üôé BZ∗ =∏∞
n=1 BZ∗n . Åðßóçò åßíáé ãíùóôü áðü êëáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí ôïðï-

ëïãßá Mackey (âë. [S-W, Prop. 1.2]) üôé ç Mackey ôïðïëïãßá � óôï BZ∗

ôáõôßæåôáé ìå ôçí ôïðïëïãßá ãéíüìåíï ôùí ÷þñùí (BZ∗n ; �n). Èåùñïýìå åðß-

óçò ôï BZ∗ åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ôïðïëïãßá ãéíüìåíï ôùí ôïðïëïãéþí �dn ,

ôçí ïðïßá ôç óõìâïëßæïõìå ìå �d. Åßíáé óáöÝò üôé ç ôïðïëïãßá �d åßíáé

ìåôñéêïðïéÞóéìç êáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá � (áðü ôï (i)). Áí ìå

�X óõìâïëßóïõìå ôçí ôïðïëïãßá ôïõ BZ∗ ôçò ïìïéüìïñöçò óýãêëéóçò óôá

áóèåíþò óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X, ôüôå áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé ç �X

ôáõôßæåôáé ìå ôçí ôïðïëïãßá ãéíüìåíï ôùí �Xn , n ∈ N, êáôÜ óõíÝðåéá åßíáé

ìéêñüôåñç áðü ôçí ôïðïëïãßá �d (ç áðüäåéîç åßíáé áíÜëïãç ìå ôçí áðüäåéîç

üôé ç (BZ∗ ; �) ôáõôßæåôáé ìå ôï ôïðïëïãéêü ãéíüìåíï ôùí (BZ∗n ; �n)). ¸ðåôáé

áðü ôï Èåþñçìá 3.11 üôé ï X åßíáé SWCG ó÷åôéêÜ ìå ôï Z. �
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ÐáñáôÞñçóç 3.33. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé áðïôåëÝóìáôá üðùò áõôü,

ôï ïðïßï ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç Þ üðùò ôï áíÜëïãï áðï-

ôÝëåóìá ôùí Schl�uchterman êáé Wheeler, ïöåßëïíôáé óôï ãåãïíüò üôé ç `1

íüñìá ïõóéáóôéêÜ äåí åéóÜãåé êáéíïýñéá áóèåíþò óõìðáãÞ óýíïëá óå Ýíá

`1{åõèý Üèñïéóìá ÷þñùí Banach. ¸ôóé ìå (ðáñüìïéåò ìåèüäïõò) ìðïñåß íá

áðïäåé÷èåß üôé Ýíá `1{åõèý Üèñïéóìá ÷þñùí Banach ìå ôçí éäéüôçôá (*), Ý÷åé

åðßóçò ôçí (*).

Åñþôçóç 3.34. ¸óôù X ÷þñïò Banach ìå ôçí éäéüôçôá (*). Åßíáé ôüôå

ï X SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí õðåñ÷þñï ôïõ;

2. ×þñïé Banach éó÷õñÜ K��.

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ åéóÜãïõìå ìéá õðïêëÜóç ôùí SWKA ÷þñùí Ba-

nach, äçëáäÞ ôïõò ÷þñïõò Banach, ïé ïðïßïé åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëá ôïõ

÷þñïõ (X∗∗; w∗). Õðåíèõìßæïõìå üôé ç êëÜóç ôùí Êóä ÷þñùí BanachX (äç-

ëáäÞ, ôùí ÷þñùí Banach X, ïé ïðïßïé åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗))

ðåñéÝ÷åé ôïõò êëåéóôïýò õðï÷þñïõò ôùí WCG ÷þñùí Banach êáé ðåñéÝ÷åôáé

ãíÞóéá óôïõò WKA ÷þñïõò Banach ([A-A-M 1]). ¸óôù X Ýíáò SWCG

÷þñïò Banach êáé K Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò (êõñôü êáé óõììåôñéêü) õðïóý-

íïëï ôïõ X, ôï ïðïßï ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï X, äçëáäÞ ãéá êÜèå " > 0 êáé ãéá

êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X õðÜñ÷åé n ∈ N, ôÝôïéï þóôå

L ⊆ nK + "BX . Ôüôå éó÷ýåé

X =
∞⋂
p=1

∞⋃
m=1

(
mK +

1

p
BX∗∗

)
;

äçëáäÞ ï ÷þñïò X åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗). ÅðéðëÝïí ãéá êÜèå

p ∈ N êáé ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X õðÜñ÷åé m ∈ N
ôÝôïéï þóôå

L ⊆ mK +
1

p
BX∗∗ ;

äçëáäÞ êÜèå SWCG ÷þñïò Banach åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ äåýôå-

ñïõ äõúêïý ôïõ (X∗∗; w∗).

¼ðùò áðïäåéêíýåôáé ðáñáêÜôù ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôïõò ÷þñïõò Ba-

nach, ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá (*) (êáôÜ óõíÝðåéá êáé ãéá ôïõò ÷þñïõò,

ïé ïðïßïé ðáñÜãïíôáé éó÷õñÜ áðü êÜðïéï õðåñ÷þñï).

¸ôóé ïäçãïýìáóôå óôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü

Ïñéóìüò 3.35. ¸íáò ÷þñïò Banach X èá ëÝãåôáé éó÷õñÜ Êóä áí åßíáé

éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ äåýôåñïõ äõúêïý ôïõ (X∗∗; w∗).

Èåþñçìá 3.36. ÊÜèå ÷þñïò Banach X, ï ïðïßïò Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*)

åßíáé éó÷õñÜ Êóä.
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Áðüäåéîç. ÐñÜãìáôé, Ýóôù {Kn;p : n; p ∈ N} ìéá ïéêïãÝíåéá êõñôþí

êáé óõììåôñéêþí õðïóõíüëùí ôïõ X ìå ôéò éäéüôçôåò:

(i) Ãéá êÜèå n, p ∈ N ôï óýíïëï Kn;p åßíáé
1
p
{ó÷åôéêÜ áóèåíþò óõìðáãÝò.

(ii) Ãéá êÜèå p ∈ N êáé ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L ôïõ X

õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ Kn;p.

Ôüôå ãéá êÜèå n, p ∈ N Ý÷ïõìå

K
∗
n;p ⊆ X +

1

p
BX∗∗ ; ïðüôå

∞⋃
n=1

K
∗
n;p ⊆ X +

1

p
BX∗∗ ;

êáôÜ óõíÝðåéá
∞⋂
p=1

∞⋃
n=1

K
∗
n;p ⊆

∞⋂
p=1

(
X +

1

p
BX∗∗

)
⊆ X :

ÅðïìÝíùò

X =
∞⋂
p=1

∞⋃
n=1

K
∗
n;p :

Åðßóçò ãéá êÜèå p ∈ N êáé ãéá êÜèå áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï L õðÜñ÷åé

n ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ K
∗
n;p. ¢ñá ï X åßíáé éó÷õñÜ Êóä ÷þñïò Banach. �

Ìéá Üëëç êëÜóç ÷þñùí Banach, ç ïðïßá åßíáé éó÷õñÜ Êóä åßíáé áõôÞ ôùí

Ðïëùíéêþí ÷þñùí Banach, äçëáäÞ åêåßíùí ôùí ÷þñùí Banach, ôùí ïðïßùí

ç êëåéóôÞ ìïíáäéáßá ìðÜëá åßíáé óôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá Ðïëùíéêüò ÷þñïò.

Ç êëÜóç ôùí Ðïëùíéêþí ÷þñùí Banach åéóÞ÷èç êáé ìåëåôÞèçêå áðü ôïõò

Edgar êáé Wheeler óôï [E-W] (âë. åðßóçò êáé ôï [R]).

ËÞììá 3.37. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach. Ôüôå éó÷ýïõí ôá

åîÞò:

(i) ÊÜèå áíïéêôü (Þ êëåéóôü) õðïóýíïëï ôïõ (X∗; w∗) åßíáé óôç w∗ ôïðï-

ëïãßá çìéóõìðáãÞò ÷þñïò, êáôÜ óõíÝðåéá éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ

(X∗; w∗).

(ii) ÊÜèå G� õðïóýíïëï ôïõ (X∗; w∗) åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ

(X∗; w∗).

Áðüäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ï (X∗; w∗) åßíáé çìéóõìðáãÞò ÷þñïò Ýðåôáé Üìåóá

üôé êÜèå êëåéóôü õðïóýíïëü ôïõ åßíáé åðßóçò çìéóõìðáãÞò ÷þñïò.

¸óôù U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ (X∗; w∗). Ãéá êÜèå n ∈ N èÝôïõìå

Un = U
⋂

nBX∗ = U
⋂

BX∗ [0; n]

Åßíáé óáöÝò üôé ôï Un åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ óõìðáãïýò ìåôñéêïý ÷þ-

ñïõ BX∗ [0; n] (áöïý ï X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò). ÅðïìÝíùò ôï Un åßíáé ôïðéêÜ
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óõìðáãÞò äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò, êáôÜ óõíÝðåéá åßíáé Ýíáò çìéóõìðá-

ãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (âë. ÐáñÜäåéãìá 1.32 (á)). ¸ôóé ôï Un ãñÜöåôáé

óôç ìïñöÞ Un =
⋃∞
m=1 Kn;m, üðïõ êÜèå Kn;m åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ

(X∗; w∗) êáé åðéðëÝïí ãéá êÜèå K w∗ óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Un õðÜñ÷åé

m ∈ N ôÝôïéï þóôå K ⊆ Kn;m. Ðáñáôçñïýìå üôé

U =
∞⋃
n=1

Un =
∞⋃
n=1

∞⋃
m=1

Kn;m ;

äçëáäÞ, üôé ôï U ãñÜöåôáé ùò áñéèìÞóéìç Ýíùóç óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ.

¸óôù K Ýíá w∗ óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ U . ÅðåéäÞ ôï K åßíáé öñáãìÝíï

ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéá êëåéóôÞ ìðÜëá BX∗ [0; n], ïðüôå U ⊆ Un. Ôüôå õðÜñ-

÷åé m ∈ N, ôÝôïéï þóôå K ⊆ Kn;m, ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ç áñéèìÞóéìç

ïéêïãÝíåéá óõìðáãþí óõíüëùí {Kn;m : n;m ∈ N} êõñéáñ÷åß ôá óõìðáãÞ

õðïóýíïëá ôïõ U , êáôÜ óõíÝðåéá ôï U åßíáé óôç w∗ ôïðïëïãßá çìéóõìðáãÞò

÷þñïò. Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 1.33 åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï

ôïõ (X∗; w∗).

(ii) Áðü ôï (i) êáé ôçí Ðñüôáóç 1.36, Ýðåôáé ôï óõìðÝñáóìá. �

Èåþñçìá 3.38. ÊÜèå Ðïëùíéêüò ÷þñïò Banach åßíáé éó÷õñÜ Êóä.

Áðüäåéîç. ¸óôù X Ðïëùíéêüò ÷þñïò Banach. Ôüôå ç êëåéóôÞ ìïíá-

äéáßá ìðÜëá BX ôïõ X åßíáé G� õðïóýíïëï ôçò êëåéóôÞò ìïíáäéáßáò ìðÜëáò

(BX∗∗ ; w
∗) ôïõ X∗∗. Åðßóçò Ý÷ïõìå

X∗∗ \X =
∞⋃
n=1

(BX∗∗ [0; n] \BX [0; n])

êáé êáèÝíá áðü ôá óýíïëá BX∗∗ [0; n] \BX [0; n] åßíáé w∗ ó{óõìðáãÝò õðïóý-

íïëï ôïõ X∗∗. ÅðïìÝíùò ï ÷þñïò X∗∗ \X åßíáé w∗ ó{óõìðáãÝò õðïóýíïëï

ôïõ X∗∗ êáôÜ óõíÝðåéá ï ÷þñïò X åßíáé G� õðïóýíïëï ôïõ X
∗∗. Ôüôå áðü ôï

ðñïçãïýìåíï ËÞììá 3.37 Ýðåôáé Üìåóá üôé ï X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï

ôïõ X∗∗. �

ÐáñáôÞñçóç 3.39. (á) Áðü ôï Ðüñéóìá 3.24 Ý÷ïõìå üôé áí Ýíáò Ðï-

ëùíéêüò ÷þñïò Banach äåí åßíáé áõôïðáèÞò (ð.÷. ï ðñïóõæõãÞò ôïõ ÷þñïõ

JT ôïõ James), ôüôå ï X äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (*), éäéáßôåñá ï X äåí åßíáé

SWCG ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéïí õðåñ÷þñï ôïõ.

(â) ¸íáò w∗ Ðïëùíéêüò ÷þñïò Banach åßíáé (óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü

ôïõ Rosenthal ([R]) Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò BanachX, ïðïßïò åìöõôåýåôáé

óôï óõæõãÞ åíüò (äéá÷ùñßóéìïõ) ÷þñïõ Banach Y Ýôóé þóôå ç ìïíáäéáßá

ìðÜëá BX íá åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò óôç w∗ ôïðïëïãßá ôïõ Y ∗. Åßíáé óáöÝò

üôé Ýíáò Ðïëùíéêüò ÷þñïò Banach X åßíáé áóèåíþò∗ Ðïëùíéêüò óôï X∗∗.
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ÁõôÞ ç ãåíéêüôåñç êëÜóç ÷þñùí Banach ìåëåôÜôáé áðü ôïí Rosenthal óôï

[R]. Óçìåéþíïõìå üôé ôï åðé÷åßñçìá ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ ÈåùñÞìáôïò ìáæß ìå

ôï ËÞììá 3.37 óõíåðÜãïíôáé üôé êÜèå w∗ Ðïëùíéêüò ÷þñïò Banach åßíáé

éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ (Y ∗; w∗).

(ã) Ôï áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï äéáôõðþíïõìå óôï Èåþñçìá 3.38 éó÷ýåé

êáé ãéá ÷þñïõò Banach ìå (BX ; w) �Cech ðëÞñç ÷þñï, äéüôé êÜèå ôÝôïéïò

÷þñïò åßíáé éóïìïñöéêüò ìå Ýíá åõèý Üèñïéóìá åíüò Ðïëùíéêïý êáé åíüò

áõôïðáèïýò ÷þñïõ Banach (âë. [E-W]).

Ðñüôáóç 3.40. Ç êëÜóç ôùí éó÷õñÜ Êóä ÷þñùí Banach åßíáé êëåéóôÞ

ãéá ôïõò êëåéóôïýò õðï÷þñïõò êáé ôá ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí ÐáñáôÞñçóç 1.31 (ii) êáé ôçí Ðñü-

ôáóç 1.38. �

Åðßóçò áðïäåéêíýåôáé ôï áêüëïõèï èåþñçìá áíÜëïãï ôïõ ÈåùñÞìáôïò

2.16. (âë. åðßóçò Èåþñçìá 3.27).

Èåþñçìá 3.41. ¸óôù (Xn) áêïëïõèßá (éó÷õñÜ) Êóä ÷þñùí Banach êáé

1 ≤ p <∞. Ôüôå ï ÷þñïò

X =

(
∞∑
n=1

⊕Xn

)
p

åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä.

Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå n ∈ N èÝôïõìå

Yn =

(
n∑

k=1

⊕Xk

)
p

êáé Zn =

(
∞∑

k=n+1

⊕Xk

)
p

êáôÜ óõíÝðåéá

X = Yn ⊕ Zn êáé X∗∗ = Y ∗∗n ⊕ Z∗∗n

üðïõ

Y ∗∗n =

(
n∑

k=1

⊕X∗∗k

)
p

(ÁêñéâÝóôåñá X = (Yn ⊕ Zn)p êáé X
∗∗ = (Y ∗∗n ⊕ Z∗∗n )p)

¸óôù üôé p > 1.

¸ðåôáé áðü ôçí Ðñüôáóç 1.38 üôé ï ÷þñïò Yn⊕Z∗∗n åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä õðï-

óýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗), óõíåðþò êáé ôï õðïóýíïëï Yn +
1

n
BZ∗∗n åßíáé (éó÷õñÜ)

Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗) ãéá êÜèå n ∈ N. ¸óôù

x∗∗ ∈
∞⋂
n=1

(Yn +
1

n
BZ∗∗n )
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Ôüôå õðÜñ÷ïõí

yn ∈ Yn êáé z∗∗n ∈ BZ∗∗n ôÝôïéá þóôå x∗∗ = yn +
1

n
z∗∗n ãéá êÜèå n ∈ N

ïðüôå

‖x∗∗ − yn‖ ≤
1

n
ãéá êÜèå n ∈ N

¸ðåôáé üôé yn
‖·‖→ x∗∗. ÅðéðëÝïí {yn : n ∈ N} ⊆

⋃∞
n=1 Yn êáé ï õðï÷þñïò⋃∞

n=1 Yn åßíáé ðõêíüò óôï ÷þñï X = (
∑∞

n=1⊕Xn)p, ïðüôå x
∗∗ ∈ X. ¢ñá

∞⋂
n=1

(
Yn +

1

n
BZ∗∗n

)
= X

êáé áðü ôçí Ðñüôáóç 1.36 ï X åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

¸óôù p = 1

ÈÝôïõìå

Yn =

(
n∑

k=1

⊕Xk

)
1

; Zn =

(
∞∑

k=n+1

⊕Xk

)
1

êáé E =

(
∞∑
k=1

⊕X∗∗k

)
1

Ôüôå ï E åßíáé (óõìðëçñùìáôéêüò) õðï÷þñïò ôïõ X∗∗ êáé åðéðëÝïí éó÷ýåé

(1) E =
∞⋂
p=1

∞⋃
n=1

(
Y ∗∗n +

1

p
BZ∗∗n

)

Ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå óýíïëï Y ∗∗n +
1

p
BZ∗∗n åßíáé ó{óõìðáãÝò õðïóýíïëï

ôïõ (X∗∗; w∗), óôçí ðñáãìáôéêüôçôá çìéóõìðáãÞò õðï÷þñïò ôïõ (X∗∗; w∗).

ÅðïìÝíùò áí ç éóüôçôá (1) áðïäåé÷èåß, ôüôå ï E åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï

ôïõ (X∗∗; w∗). ¸óôù x∗∗ = (x∗∗1 ; x
∗∗
2 ; : : : x

∗∗
n ; : : :) ∈ E. Ôüôå

∑∞
n=1 ‖x∗∗n ‖ <

+∞. ¢ñá ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷åé n(p) ∈ N ôÝôïéï þóôå

∞∑
k=n(p)+1

‖x∗∗k ‖ <
1

p
:

¸ðåôáé üôé äïèÝíôïò ôïõ p ∈ N Ý÷ïõìå

x∗∗ = (x∗∗1 ; x
∗∗
2 ; : : : x

∗∗
n(p); 0; 0 : : : ) + (0; 0; : : : 0; x∗∗n(p)+1; : : :) ∈ Y ∗∗n(p) +

1

p
BZ∗∗

n(p)
;

ïðüôå
∞⋂
p=1

∞⋃
n=1

(
Y ∗∗n +

1

p
BZ∗∗n

)
Áò õðïèÝóïõìå üôé

x∗∗ ∈
∞⋂
p=1

∞⋃
n=1

(
Y ∗∗n +

1

p
BZ∗∗n

)
:
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Ôüôå ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷åé n(p) ∈ N ôÝôïéï þóôå

x∗∗ ∈ Y ∗∗n(p) +
1

p
BZ∗∗

n(p)
;

êáôÜ óõíÝðåéá ãéá êÜèå p ∈ N õðÜñ÷ïõí y∗∗p ∈ Y ∗∗n(p) êáé z
∗∗
p ∈ BZ∗∗

n(p)
, ïðüôå

x∗∗ = y∗∗p + 1
p
z∗∗p . Ôüôå ãéá êÜèå p ∈ N Ý÷ïõìå ‖x∗∗−y∗∗p ‖ ≤

1

p
, áðü ôï ïðïßï

ðñïêýðôåé üôé y∗∗p → x∗∗ ∈ X∗∗. ÅðåéäÞ ãéá êÜèå p ∈ N éó÷ýåé

y∗∗p ∈ Y ∗∗n(p) ⊆ E =

(
∞∑
k=1

⊕X∗∗k

)
1

⊆ X∗∗ ;

Ýðåôáé üôé x∗∗ ∈ E, Üñá ç éóüôçôá (1) áðïäåß÷èçêå.

Åßíáé ôþñá óáöÝò üôé ãéá êÜèå n ∈ N ï ÷þñïò(
∞∑

k=n+1

⊕X∗∗k

)
1

åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ Z∗∗n . ÅðåéäÞ ï ÷þñïò

Yn =

(
n∑

k=1

⊕Xk

)
1

åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëï ôïõ (Y ∗∗n ; w∗) óõìðåñáßíïõìå üôé ãéá êÜèå

n ∈ N ï ÷þñïò [(
n∑

k=1

⊕Xk

)
1

⊕

(
∞∑

k=n+1

X∗∗k

)
1

]
1

åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä óôï ÷þñï (Y ∗∗n ⊕ Z∗∗n )1 = X∗∗ . Ôüôå Ýðåôáé üôé ï ÷þñïò

∞⋂
n=1

[
Yn ⊕

(
∞∑

k=n+1

X∗∗k

)
1

]
1

= X

åßíáé (éó÷õñÜ) Êóä õðïóýíïëï ôïõ X∗∗. �

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôïðéêÜ ôéò éäéüôçôåò ôçò éó÷õñÞò K{ áíáëõôé-

êüôçôáò êáé ôïõ (éó÷õñÜ) Êóä óõíüëïõ óå Ýíá ÷þñï Banach.

Ðñüôáóç 3.42. ¸óôù X ÷þñïò Banach éó÷õñÜ Êóä. Ôüôå êÜèå ìðÜëá

(áíïéêôÞ Þ êëåéóôÞ) ôïõ X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

Áðüäåéîç. Ðñïöáíþò êÜèå êëåéóôÞ ìðÜëá ôïõ X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðï-

óýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗), ùò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ (X;w).

Èá äåßîïõìå üôé ç áíïéêôÞ ìïíáäéáßá ìðÜëá Bo
X ôïõ X åßíáé éó÷õñÜ Êóä

õðïóýíïëï ôïõ X∗∗.

Éó÷ýåé

Bo
X = X

⋂
Bo
X∗∗ êáé Bo

X∗∗ =
∞⋃
m=1

(1− 1

m
)BX∗∗ :
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Ï ÷þñïò (Bo
X∗∗ ; w

∗) åßíáé çìéóõìðáãÞò (hemicompact), äéüôé ãéá êÜèå L

w∗{óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Bo
X∗∗ õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå

L ⊆ (1− 1

m
)BX∗∗ :

¢ñá (Bo
X∗∗ ; w

∗) åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ X∗∗, êáôÜ óõíÝðåéá ç áíïé-

êôÞ ìïíáäéáßá ìðÜëá ôïõ X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ X∗∗, ùò ôïìÞ

äýï éó÷õñÜ Êóä õðïóõíüëùí.

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé ïðïéáäÞðïôå áíïéêôÞ ìðÜëá ôïõ X

åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗). �

ÐáñáôÞñçóç 3.43. Ïìïßùò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé, áí ï ÷þñïò X

åßíáé Êóä, ôüôå êÜèå ìðÜëá ôïõ åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

Ðñüôáóç 3.44. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach. Ôüôå êÜèå norm

áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ X∗∗.

Áðüäåéîç. ¸óôù U áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ (X; ‖·‖). ÅðåéäÞ ï X åßíáé

äéá÷ùñßóéìïò, ôï U ìðïñåß íá ãñáöåß ùò áñéèìÞóéìç Ýíùóç êëåéóôþí ìðáëþí.

¸óôù U =
⋃∞
n=1 BX [xn; "n]. Ôüôå

U = X
⋂(

∞⋃
n=1

BX∗∗ [xn; "n]

)
Ôï óýíïëï

⋃∞
n=1 BX∗∗ [xn; "n] åßíáé ó{óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗),

Üñá Êóä. Ôüôå ôï U , ùò ôïìÞ äýï Êóä õðïóõíüëùí ôïõ (X∗∗; w∗) åßíáé

Êóä. �

Ðüñéóìá 3.45. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach. Ôüôå êÜèå norm

Gä õðïóýíïëï ôïõ X åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

Áðüäåéîç. ¸óôù V =
⋂∞
n=1 Vn, üðïõ Vn áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X ãéá

êÜèå n ∈ N. ÊÜèå Vn åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗), Üñá ôï V åßíáé

Êóä, ùò áñéèìÞóéìç ôïìÞ Êóä õðïóõíüëùí ôïõ (X∗∗; w∗). �

Ðñüôáóç 3.46. ¸óôù X ÷þñïò Banach êáé A ⊆ X. Ôüôå ôá áêüëïõèá

åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ôï (A;w) åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

(ii) ÕðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá {Kn;m : n;m ∈ N} w∗{óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ

X∗∗ ôÝôïéá þóôå:

(á) A =
⋂∞
n=1

⋃∞
m=1 Kn;m

(â) Ãéá êÜèå áêïëïõèßá (xk) ôïõ A, ç ïðïßá óõãêëßíåé áóèåíþò óå

êÜðïéï x óôï A êáé ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå

íá éó÷ýåé {xk : k ∈ N} ⊆ Kn;m.
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Áðüäåéîç. (i)⇒ (ii) ÐñïöáíÝò

(ii)⇒ (i) Ãéá êÜèå n ∈ N èÝôïõìå

Ωn;m =
m⋃
k=1

Kn;k ;

ïðüôå ç áêïëïõèßá (Ωn;m)m åßíáé áýîïõóá êáé áðïôåëåßôáé áðü w∗{óõìðáãÞ

õðïóýíïëá ôïõ (X∗∗; w∗). Ðñïöáíþò ç ïéêïãÝíåéá {Ωn;m : n;m ∈ N} ðëçñïß
ôéò óõíèÞêåò (á) êáé (â).

Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï A äåí åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

Ôüôå õðÜñ÷åé K áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé n0 ∈ N þóôå

K * Ωn0;m ãéá êÜèå m ∈ N. Ãéá êÜèå m ∈ N åðéëÝãïõìå xm ∈ K \ Ωn0;m.

Ôï óýíïëï K åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò, Üñá õðÜñ÷åé õðáêïëïõèßá (xmk
) ôçò

(xm) êáé x ∈ K þóôå xmk

w→ x. Áðü ôç óõíèÞêç (â) õðÜñ÷åé m0 ∈ N ôÝôïéï

þóôå

{xmk
: k = 1; 2; · · · } ⊆ Ωn0;m0 :

ÕðÜñ÷åé k ∈ N, ôÝôïéï þóôå mk > m0, ïðüôå Ωn0;m0 ⊆ Ωn0;mk
. Ôüôå üìùò

xmk
∈ Ωn0;mk

, ôï ïðïßï áíôéâáßíåé ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïõ xmk
. ¢ñá ôï óýíïëï

A åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗). �

ËÞììá 3.47. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach êáé V áíïéêôü õðï-

óýíïëï ôïõ X. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá {Vn : n ∈ N} êëåé-
óôþí ìðáëþí ôïõ X þóôå V =

⋃∞
n=1 Vn êáé ìå ôçí åîÞò éäéüôçôá: Ãéá êÜèå

áêïëïõèßá (xn) ôïõ X, x ∈ X ìå xn
‖·‖→ x êáé L = {xn : n ∈ N}

⋃
{x} ⊆ V

õðÜñ÷åé N ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆
⋃N
n=1 Vn.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ôï áíïéêôü óýíïëï V

ãñÜöåôáé ùò áñéèìÞóéìç Ýíùóç áíïéêôþí ìðáëþí, äçëáäÞ

V =
∞⋃
k=1

B(xk; "k) :

Åðßóçò ãéá êÜèå k ∈ N Ý÷ïõìå

B(xk; "k) =
∞⋃
m=1

B[xk; (1−
1

m
)"k]

Üñá

V =
∞⋃
k=1

∞⋃
m=1

B[xk; (1−
1

m
)"k];

äçëáäÞ ôï V ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç áñéèìÞóéìïõ ðëÞèïõò êëåéóôþí ìðáëþí,

ôùí B[xk; (1 − 1
m

)"k], k, m ∈ N. Áí (Vn) åßíáé ìéá áñßèìçóç ôçò ðáñáðÜíù

ïéêïãÝíåéáò, ôüôå Ý÷ïõìå V =
⋃∞
n=1 Vn.
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¸óôù xn
‖·‖→ x êáé L = {xn : n ∈ N}

⋃
{x} ⊆ V . Ôüôå õðÜñ÷åé m ∈

N ôÝôïéï þóôå xn ∈ B[xk0 ; (1 − 1
m

)"k0 ] ãéá êÜèå n ≥ n0. ÅðïìÝíùò ãéá

êáôÜëëçëï N ∈ N éó÷ýåé L ⊆
⋃N
n=1 Vn. �

ËÞììá 3.48. ¸óôù X Ýíáò Ðïëùíéêüò ÷þñïò êáé {F� : � ∈ �} ìéá
ïéêïãÝíåéá êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïõ X ôÝôïéá þóôå:

(i) Áí � ≤ � , ôüôå F� ⊆ F� .

(ii) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ ÷þñïõ Y =
⋃
�∈� F� õðÜñ÷åé

� ∈ � ôÝôïéï þóôå K ⊆ F�.

Ôüôå ï ÷þñïò Y åßíáé Ðïëùíéêüò.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò X åßíáé Ðïëùíéêüò õðÜñ÷åé ìéá ïéêïãÝíåéá

{X� : � ∈ �} óõìðáãþí õðïóõíüëùí ôïõ ôÝôïéá þóôå:

(i) Áí � ≤ � , ôüôå X� ⊆ X�

(ii) Ãéá êÜèå K óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ X õðÜñ÷åé � ∈ � ôÝôïéï

þóôå K ⊆ X�

ÈÝôïõìå

K�
� = F�

⋂
X� ãéá êÜèå �; � ∈ �

Ðñïöáíþò êÜèå K�
� åßíáé óõìðáãÝò óýíïëï êáé åðßóçò ãéá êÜèå � ∈ � éó÷ýåé

F� =
⋃

(F�
⋂

X� ) =
⋃
�∈�

K�
� ;

åðïìÝíùò

Y =
⋃
�∈�

F� =
⋃

�;�∈�

K�
� :

Ðáñáôçñïýìå üôé:

(á) Áí �1 ≤ �2 êáé �1 ≤ �2, ôüôå K
�1
�1

= F�1

⋂
X�1 ⊆ F�2

⋂
X�2 = K�2

�2

(â) Áí K óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Y , ôüôå õðÜñ÷ïõí �, � ∈ � ôÝôïéá

þóôå K ⊆ K�
� . (Áðü ôï (i) õðÜñ÷åé � ∈ � þóôå K ⊆ F� êáé �

þóôå K ⊆ F�
⋂
X� = K�

�

Áðü ôï Èåþñçìá 0.3 ôïõ Christensen Ýðåôáé ôï óõìðÝñáóìá. �

Ðñüôáóç 3.49. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach êáé A ⊆ X. Áí

(A;w) åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò ÷þñïò, ôüôå ï (A; ‖ · ‖) åßíáé éó÷õñÜ K{
áíáëõôéêüò, éóïäýíáìá ôï A åßíáé norm G� õðïóýíïëï ôïõ X.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ï ÷þñïò (A;w) åßíáé éó÷õñÜK{áíáëõôéêüò, õðÜñ÷ïõí
óõìðáãÞ õðïóýíïëá {A� : � ∈ �} ôÝôïéá þóôå:

(i) Áí � ≤ � , ôüôå Á� ⊆ Á� .

(ii) Ãéá êÜèå K áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ A õðÜñ÷åé � ∈ �, ôÝôïéï
þóôå K ⊆ A�.
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Ôá óýíïëá A� åßíáé áóèåíþò óõìðáãÞ êáé åðïìÝíùò norm{êëåéóôÜ óôï X.

Åðßóçò êÜèå norm{óõìðáãÝò åßíáé áóèåíþò óõìðáãÝò, åðïìÝíùò ïé áðáéôÞ-

óåéò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ËÞììáôïò 3.48 éêïíïðïéïýíôáé êáé ï ÷þñïò (A; ‖ · ‖)
åßíáé Ðïëùíéêüò. ¸ôóé ôï A åßíáé norm G� õðïóýíïëï ôïõ X. �

Ðñüôáóç 3.50. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach ìå ôçí éäéüôçôá

Schur. Ôüôå êÜèå norm G� õðïóýíïëï ôïõ X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï

ôïõ (X∗∗; w∗).

Áðüäåéîç. Åßíáé áñêåôü íá äåßîïõìå üôé ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé ãéá ôá

norm áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïõ X. ¸óôù V norm áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X.

ÅðåéäÞ ï X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ôï V ãñÜöåôáé ùò áñéèìÞóéìç Ýíùóç êëåéóôþí

ìðáëþí, üðùò óôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá 3.47. ¸óôù

V =
∞⋃
n=1

B[yn; rn]

Ôüôå

V = X
⋂(

∞⋃
n=1

BX∗∗ [yn; rn]

)
Ï ÷þñïò X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach ìå ôçí éäéüôçôá Schur, Üñá

åßíáé SWCG. ¸óôù Ê Ýíá áóèåíþò óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ × , ôï ïðïßï

ðáñÜãåé éó÷õñÜ ôï × . Ôüôå éó÷ýåé

X =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

(mK +
1

n
BX∗∗)

ÅðïìÝíùò

V =
∞⋂
n=1

[
∞⋃
m=1

(mK +
1

n
BX∗∗)

]
∩

[
∞⋃
n=1

(
n⋃

m=1

BX∗∗ [ym; rm]

)]
:

¸óôù xn
w→ x êáé L = {xn : n ∈ N}

⋃
{x} ⊆ V . Ôï óýíïëï L åßíáé áóèåíþò

óõìðáãÝò, Üñá ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åém ∈ N ôÝôïéï þóôå L ⊆ mK+ 1
n
BX∗∗ .

Åðßóçò, åðåéäÞ ï ÷þñïò X Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Schur, Ý÷ïõìå xn
‖·‖→ x. Ôüôå

óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 3.47 õðÜñ÷åé m ∈ N ôÝôïéï þóôå

L ⊆
m⋃
n=1

Vn ; Üñá L ⊆
m⋃
n=1

BX∗∗ [yn; rn] :

ÅðïìÝíùò ôï V åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗). �

Õðåíèõìßæïõìå üôé áí X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach ìå ôçí éäéü-

ôçôá Schur, ôüôå êÜèå (êëåéóôü) õðïóýíïëï ôïõ A åßíáé éó÷õñÜ áñéèìÞóéìá

êáèïñéæüìåíïò (éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò) ÷þñïò. Éó÷ýåé åðßóçò êáé ç áêüëïõèç
ðñüôáóç.
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Ðñüôáóç 3.51. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach ìå ôçí éäéüôçôá

Schur êáé A ⊆ X. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò (A;w) åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêüò
(ii) Ï ÷þñïò (A; ‖ · ‖) åßíáé G� õðïóýíïëï ôïõ (X; ‖ · ‖) (éóïäýíáìá Ðïëù-

íéêüò ÷þñïò)

(iii) Ôï A åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

Áðüäåéîç. (i) ⇒ (ii) ¸ðåôáé ðñïöáíþò áðü ôçí Ðñüôáóç 3.49

(ii)⇒ (iii) ¢ìåóç áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç.

(iii) ⇒ (i) ÊÜèå éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗) åßíáé éó÷õñÜ K{
áíáëõôéêüò ÷þñïò. �

Ðñüôáóç 3.52. ¸óôù X ÷þñïò Banach ìå äéá÷ùñßóéìï äõúêü êáé A

öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ X. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ôï óýíïëï (A;w) åßíáé éó÷õñÜ K{áíáëõôéêü.
(ii) Ôï óýíïëï (A;w) åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗).

(iii) Ôï óýíïëï åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò (A;w).

Áðüäåéîç. (i)⇒(iii) ÅðåéäÞ ôï A åßíáé öñáãìÝíï õðïóýíïëï êáé ï ÷þ-

ñïò X Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï äõúêü, ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá ôïõ A åßíáé ìåôñéêïðïéÞ-

óéìç. Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé Üìåóï, äéüôé Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò åßíáé éó÷õñÜ

K{áíáëõôéêüò áí êáé ìüíïí áí åßíáé Ðïëùíéêüò. (âë. [M-S])

(iii)⇒ (ii) ÊÜèå Ðïëùíéêüò ÷þñïò åßíáé éó÷õñÜ Êóä óå êÜèå óõìðáãïðïßçóÞ

ôïõ. ¢ñá ôï (A;w) åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (A
∗
; w∗).

(ii) ⇒ (i) ÊÜèå éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗) åßíáé éó÷õñÜ K{ áíá-
ëõôéêü. �

Ðüñéóìá 3.53. ¸óôù X ÷þñïò Banach ìå äéá÷ùñßóéìï äõúêü. Ôá áêü-

ëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï ÷þñïò X åßíáé SWKA.

(ii) Ôï BX åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (BX∗∗ ; w
∗).

(iii) Ï ÷þñïò X åßíáé Ðïëùíéêüò.

(iv) Ï ÷þñïò X åßíáé éó÷õñÜ Êóä.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç êáé ôï Èåþñçìá 3.38.

�

Ôåëåéþíïíôáò áíáöÝñïõìå êÜðïéá áíïéêôÜ åñùôÞìáôá.

(á) ¸óôù X ÷þñïò Banach.

(i) Áí ï X åßíáé SWKA, åßíáé ôüôå éó÷õñÜ Êóä Þ ôïõëÜ÷éóôïí Êóä;
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(ii) Áí ï X åßíáé SWKA ìå unconditional âÜóç, åßíáé ôüôå ï X éó÷õñÜ

Êóä;

Óçìåéþíïõìå üôé õðÜñ÷åé WKA ÷þñïò Banach, ï ïðïßïò äåí åßíáé Êóä

êáé áêüìá üôé êÜèå WKA ÷þñïò Banach ìå unconditional âÜóç åßíáé Êóä

([A-A-M 1]).

(â) ¸óôù X ÷þñïò Banach.

(i) ÕðïèÝôïõìå üôé ç ìïíáäéáßá ìðÜëá BX ôïõ X åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ

(X∗∗; w∗). Åßíáé ï ßäéïò ï X Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗); (Áí ï X

åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ôüôå âÝâáéá åßíáé Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗))

(ii) ÕðïèÝôïõìå üôé ç ìïíáäéáßá ìðÜëá BX ôïõ X åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðï-

óýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗). Åßíáé ï ßäéïò ï X éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ

(X∗∗; w∗);

(ã) ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach.

(1) ÕðïèÝôïõìå üôé ï X åßíáé éó÷õñÜ Êóä. ÕðÜñ÷åé Ýíá norm G� õðï-

óýíïëï ôïõ X, ôï ïðïßï äåí åßíáé éó÷õñÜ Êóä ôïõ (X∗∗; w∗);

(2) ÕðÜñ÷åé Ýíá (áíáãêáßá norm G�) éó÷õñÜ K{áíáëõôéêü õðïóýíïëï

ôïõ (X;w), ôï ïðïßï äåí åßíáé éó÷õñÜ Êóä õðïóýíïëï ôïõ (X∗∗; w∗);

Áîßæåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ïé åñùôÞóåéò (á) êáé (ã) Ý÷ïõí ðåñéå÷üìåíï

êáé óôçí êëÜóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí ÷þñùí Banach.
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