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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Εισαγωγικά στοιχεία

Το θέμα αυτής της διδακτορικής διατριβής είναι η μελέτη, ανάλυση και ο υπολο-
γισμός διαφόρων μέτρων λειτουργικότητας συγκεκριμένων συστημάτων εξυπηρέ-
τησης (ουρών αναμονής) με εφαρμογές σε τομείς όπως συστήματα επικοινωνιών,
παραγωγής κ.α.. Η ανάπτυξη της θεωρίας συστημάτων εξυπηρέτησης ή θεωρίας
ουρών αρχίζει ουσιαστικά από το Δανό μαθηματικό A.K. Erlang στις αρχές του 20ου
αιώνα, ο οποίος πρώτος εισήγαγε στοχαστικά μοντέλα σε προβλήματα σχετικά με
τις τηλεπικοινωνίες της πατρίδας του. Ο κλάδος όμως των ουρών αρχίζει να ανα-
πτύσσεται με γοργούς ρυθμούς μόνο τις τελευταίες έξι δεκαετίες.

Μία σύντομη γενική περιγραφή των συστημάτων εξυπηρέτησης είναι η ακόλουθη.
Θεωρούμε μία ακολουθία πελατών που φθάνουν σε ένα σύστημα το οποίο παρέχει
κάποιου είδους εξυπηρέτηση μέσω ενός ή περισσοτέρων υπηρετών και έστω Cj

ο j-οστός πελάτης που φθάνει στο σύστημα. Οι βασικές τυχαίες μεταβλητές που
συνδέονται με τον Cj είναι οι ακόλουθες.

tj: η χρονική στιγμή άφιξης του πελάτη Cj με t0 = 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... <∞,

Tj = tj+1 − tj : ο ενδιάμεσος χρόνος μεταξύ των αφίξεων των πελατών Cj+1 και Cj ,

Xj : η χρονική διάρκεια της εξυπηρέτησης του Cj δηλαδή ο χρόνος που ξοδεύει ο



2 Εισαγωγή

Cj στον χώρο εξυπηρέτησης,

Dj : ο χρόνος αναμονής του Cj , δηλαδή ο χρόνος από την άφιξή του στο σύστημα
μέχρι την έναρξη της εξυπηρέτησής του,

Sj = Dj +Xj : ο χρόνος παραμονής του Cj στο σύστημα, δηλαδή ο χρόνος από
την άφιξή του στο σύστημα μέχρι την αναχώρησή του από αυτό,

τj = tj + Sj : η στιγμή αναχώρησης του Cj από το σύστημα.

Για την ακριβή περιγραφή ενός συστήματος εξυπηρέτησης χρειάζεται να παρα-
θέσουμε τα ακόλουθα βασικά στοιχεία:

Η διαδικασία αφίξεων {tj}. Μπορεί να είναι μία οποιαδήποτε σημειακή διαδικασία.
Αναφέρεται στις αφίξεις πελατών - μονάδων στο σύστημα και περιγράφει την
κατανομή και τις πιθανές συσχετίσεις που παρουσιάζουν οι διαδοχικοί ενδιά-
μεσοι χρόνοι αφίξεων {Tj}. Η πιο συχνή διαδικασία αφίξεων είναι η διαδικασία
Poisson (M) που είναι το κατάλληλο στοχαστικό μοντέλο για συστήματα όπου
το πλήθος των δυνητικών πελατών είναι μεγάλο και κάθε πελάτης τα χρησιμο-
ποιεί σε αραιά χρονικά διαστήματα και ανεξάρτητα από τους άλλους πελάτες.
Άλλες διαδικασίες αφίξεων είναι η σταθερή διαδικασία αφίξεων (D) και η δια-
δικασία γενικών ανεξάρτητων αφίξεων (GI).

Ο Μηχανισμός εξυπηρέτησης. Καθορίζεται από την κατανομή της στοχαστικής δια-
δικασίας των χρόνων εξυπηρέτησης {Xj} καθώς και από τον αριθμό και τον
τρόπο λειτουργίας των υπηρετών (ομογενείς ή ετερογενείς υπηρέτες, ταχύ-
τητα με την οποία εξυπηρετούν). Χρησιμοποιούμε το σύμβολο (G) όταν οι
χρόνοι εξυπηρέτησης των διαδοχικών πελατών είναι ανεξάρτητες και ισόνο-
μες τυχαίες μεταβλητές με κάποια γενική κατανομή. Ειδικές περιπτώσεις είναι
όταν οι χρόνοι εξυπηρέτησης είναι εκθετικοί (M), σταθεροί (D) ή r-Erlang (Er).

Χωρητικότητα συστήματος. Αφορά στο μέγιστο πλήθος πελατών που μπορούν να
βρίσκονται μέσα στο σύστημα συγχρόνως.

Πειθαρχία ουράς. Είναι ο κανόνας σύμφωνα με τον οποίο οι υπηρέτες επιλέγουν
τους πελάτες που βρίσκονται στον χώρο αναμονής για να εξυπηρετηθούν. Οι
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συνήθεις πειθαρχίες ουράς είναι η “First-Come, First-Served” (FCFS), η “Last-
Come, First-Served” (LCFS), και η “Service In Random Order” (SIRO). Υπάρ-
χουν πολλές άλλες πειθαρχίες που έχουν εισαχθεί για την καλύτερη λειτουργία
υπολογιστών και συστημάτων επικοινωνιών.

Επίσης, υπάρχουν και άλλοι παράγοντες που επηρεάζουν τη συμπεριφορά των
πελατών στο σύστημα, όπως οι αποχωρήσεις (balking), οι υπαναχωρήσεις (reneging)
και οι μεταπηδήσεις (jockeying), οι οποίοι θα πρέπει να περιγράφονται αναλυτικά για
την ακρίβεια της μαθηματικής αναπαράστασης ενός μοντέλου. Για την ταξινόμηση
των μεμονωμένων συστημάτων εξυπηρέτησης χρησιμοποιείται ο συμβολισμός του
Kendal, A/B/k/c ( ): διαδικασία αφίξεων/χρόνοι εξυπηρέτησης/πλήθος υπηρε-
τών/χωρητικότητα (πειθαρχία). Για παράδειγμα,

M/M/1: Poisson διαδικασία αφίξεων, εκθετικοί χρόνοι εξυπηρέτησης, ένας
υπηρέτης, απεριόριστος (άπειρος) χώρος αναμονής,

M/G/k/k: Poisson διαδικασία αφίξεων, γενικοί χρόνοι εξυπηρέτησης, k υπη-
ρέτες, χωρητικότητα συστήματος k ή ισοδύναμα καθόλου χώρος αναμονής.

Οι παραπάνω συμβολικές αναπαραστάσεις τροποποιούνται όταν εμπλέκονται και
άλλοι παράγοντες.

Κατά την μελέτη ενός συστήματος εξυπηρέτησης ενδιαφερόμαστε συνήθως για
ορισμένες στοχαστικές διαδικασίες που είναι οι ακόλουθες:

Η διαδικασία του πλήθους πελατών (μήκος ουράς). Έστω Q(t): το πλήθος των πε-
λατών στο σύστημα τη χρονική στιγμή t, t > 0. Τότε η διαδικασία {Q(t)} είναι
μια στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου με διακριτό χώρο καταστάσεων.
Η διαδικασία αυτή αναφέρεται ως διαδικασία του μήκους ουράς και ο προσ-
διορισμός της οριακής της κατανομής αποτελεί συχνά τον πρωταρχικό στόχο
κατά την μελέτη τέτοιων συστημάτων.

Οι διαδικασίες των χρόνων παραμονής και αναμονής. Πρόκειται για τις στοχαστικές
διαδικασίες {Sj}, {Dj} αντίστοιχα, οι οποίες καταγράφουν τους διαδοχικούς
χρόνους παραμονής και αναμονής στο σύστημα μίας ακολουθίας πελατών και
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αποτελούν στοχαστικές διαδικασίες διακριτού χρόνου και συνεχούς χώρου κα-
ταστάσεων.

Η διαδικασία των περιόδων συνεχούς λειτουργίας. Μια περίοδος συνεχούς λειτουρ-
γίας ορίζεται ως ο χρόνος που απαιτείται από τη στιγμή που φτάνει ένας πε-
λάτης σε κενό σύστημα μέχρις ότου αδειάσει το σύστημα για πρώτη φορά. Αν
συμβολίσουμε Γn, τη n-οστή περίοδο συνεχούς λειτουργίας του συστήματος,
τότε η {Γn} αποτελεί την προαναφερθείσα στοχαστική διαδικασία διακριτού
χρόνου και συνεχούς χώρου καταστάσεων.

Κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες μια στοχαστική διαδικασία καταλήγει σε στασι-
μότητα, με την έννοια ότι η οριακή κατανομή της (κατανομή ισορροπίας ή στάσιμη
κατανομή) είναι γνήσια κατανομή, ανεξάρτητη του χρόνου. Σε αυτή την περίπτωση
συμβολίζουμε με Q, S, D και Γ τις οριακές τυχαίες μεταβλητές των προηγούμενων
στοχαστικών διαδικασιών, η κατανομή των οποίων αποτελεί την αντίστοιχη οριακή
κατανομή. Το πιο σημαντικό γενικό αποτέλεσμα στα μεμονωμένα συστήματα εξυ-
πηρέτησης είναι το Θεώρημα του Little ,E(Q) = λE(S) (δες Little(1961)), όπου λ

ο ρυθμός αφίξεων πελατών. Να σημειωθεί ότι το θεώρημα ισχύει χωρίς καμιά ιδιαί-
τερη συνθήκη για τις διαδικασίες {tj}, {Sj} με την προϋπόθεση ότι εξασφαλίζεται η
ύπαρξη των οριακών κατανομών των τυχαίων μεταβλητών Q, S.

Στα συστήματα εξυπηρέτησης, εκτός από την κατανομή του αριθμού των πελα-
τών ({pn}) σε μία αυθαίρετη χρονική στιγμή στο μέλλον που το σύστημα βρίσκεται
σε κατάσταση ισορροπίας (οριακή κατανομή), ενδιαφερόμαστε για την κατανομή
του αριθμού των πελατών μόλις πριν από διαδοχικές αφίξεις ({rn}) καθώς και για
την κατανομή του αριθμού των πελατών αμέσως μετά από διαδοχικές αναχωρήσεις
({dn}). Στα συστήματα με μεμονωμένες αφίξεις και αναχωρήσεις ισχύει ότι rn = dn

(δες Wolff(1989) και Fakinos(1991) για πιο γενικά συστήματα). Γενικά, η κατανομή
{pn} δεν συμπίπτει με αυτές. Όταν όμως η διαδικασία αφίξεων είναι Poisson, τότε
ισχύει η ιδιότητα PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages) δηλαδή pn = rn (δες
Wolff(1982)).
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1.2 Η ιδιότητα της μη-ευαισθησίας

Ένα από τα πρώτα μοντέλα που μελετήθηκαν είναι ηM/M/1 ουρά. Για αυτήν οι εξι-
σώσεις ισορροπίας είναι πολύ απλές και η οριακή κατανομή του μήκους ουράς υπο-
λογίζεται μέσω αναδρομικών επιχειρημάτων. Η εισαγωγή της τεχνικής των πιθα-
νογεννητριών συναρτήσεων σε διάφορες παραλλαγές/τροποποιήσεις της M/M/1

ουράς έχει αποδειχθεί ότι παρέχει μια πολύ ισχυρή μέθοδο για τη μελέτη της ορια-
κής συμπεριφοράς των μοντέλων. Η προηγούμενη ουρά καθώς και τα συστήματα
εξυπηρέτησης M/M/∞ και M/M/k/k ανήκουν στην κατηγορία των απλών Μαρ-
κοβιανών ουρών με μεμονωμένες αφίξεις και αναχωρήσεις, δηλαδή η στοχαστική
διαδικασία {Q(t)} είναι μία διαδικασία γεννήσεως-θανάτου, οπότε η οριακή της κα-
τανομή έχει τη λεγόμενη μορφή γινομένου.

Το M/M/∞ σύστημα εξυπηρέτησης έχει ως στάσιμη κατανομή την κατανομή
Poisson(ρ = λ/µ), δηλαδή

pn = e−ρ ρ
n

n!
, n = 0, 1, 2, ..., (1.1)

όπου λ ο ρυθμός άφιξης πελατών στο σύστημα και 1/µ ο μέσος χρόνος εξυπη-
ρέτησης, ενώ το M/M/k/k έχει ως στάσιμη κατανομή την περικομμένη κατανομή
Poisson στο σύνολο {0, 1, 2, ..., k} με παράμετρο ρ, δηλαδή

pn =
ρn

n!
/

k∑
r=0

ρr

r!
(n = 0, 1, 2, ..., k). (1.2)

Ειδικότερα, η στάσιμη πιθανότητα

pk =
ρk

k!
/

k∑
r=0

ρr

r!
, (1.3)

το σύστημα να είναι πλήρες, εκφράζει και την οριακή πιθανότητα ένας πελάτης που
φθάνει στο σύστημα να το βρει κατειλημμένο, με αποτέλεσμα να μην μπορεί να συ-
μπεριληφθεί στην ουρά.
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Το εντυπωσιακό για τα M/M/∞ και M/M/k/k συστήματα, είναι ότι έχουν την
ιδιότητα της μη-ευαισθησίας, δηλαδή η στάσιμη κατανομή τους δεν εξαρτάται από
την μορφή των κατανομών των χρόνων εξυπηρέτησης αλλά μόνο από τους μέσους
χρόνους εξυπηρέτησης. Έτσι, η οριακή κατανομή (1.1) ισχύει και για το M/G/∞
σύστημα ενώ η (1.2) ισχύει και για το M/G/k/k σύστημα απωλειών, ανεξάρτητα
από τη μορφή της κατανομής B(x) των χρόνων εξυπηρέτησης και επηρεαζόμενες
μόνο από τη μέση τιμή b = 1/µ, μέσω του ρυθμού (έντασης) συνωστισμού ρ = λ/µ,
του συστήματος. Ο Erlang (1917) είχε εικάσει τη μη-ευαισθησία του συστήματος
M/G/k/k έχοντας αποδείξει ότι όλα τα συστήματα M/Er/k/k με τον ίδιο μέσο
χρόνο εξυπηρέτησης 1/µ έχουν την ίδια στάσιμη κατανομή. Η απόδειξη της γενι-
κής περίπτωσης έγινε αργότερα από τον Sevastyanov (1957).

Ο τύπος (1.3) είναι γνωστός και ως τύπος απωλειών του Erlang (Erlang’s loss
formula). Κατά τη διάρκεια του 20ου αιώνα αυτός ο τύπος χρησιμοποιήθηκε ευρύ-
τατα από την κοινότητα των τηλεπικοινωνιών, καθώς αποδείχθηκε πολύ χρήσιμος
στην πρόβλεψη της πιθανότητας μία αφιχθείσα κλήση σε τηλεφωνικό δίκτυο να μην
είναι ικανή να βρει διαθέσιμη ”γραμμή” για να εξυπηρετηθεί. Ακόμη και σήμερα,
αποτελεί βασική ιδέα για έρευνα σε περισσότερο πολύπλοκα πεδία στον χώρο των
τηλεπικοινωνιών (δες Taylor 2011).

Στην περίοδο μεταξύ του τέλους της δεκαετίας του 1950 και του τέλους της δε-
καετίας του 1980, ένας σημαντικός αριθμός ερευνητών μελέτησε το φαινόμενο της
μη-ευαισθησίας και σε άλλα συστήματα όπως σε δίκτυα ουρών αναμονής. Οι Basket
et al. (1975) και Kelly (1976,1979) έδειξαν ότι συγκεκριμένοι τύποι δικτύων ουρών
έχουν την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας. Επειδή ένας σημαντικός αριθμός πρακτικών
συστημάτων μπορούν να μοντελοποιηθούν από μη-ευαίσθητα δίκτυα συστημάτων
εξυπηρέτησης, αυτές οι εργασίες έχουν συχνά αναφερθεί σε έρευνες σχετικές με
δίκτυα τηλεπικοινωνιών (δες Taylor 2011). Αργότερα οι Noetzel (1979), Jansen και
König (1980) και Hordijk και van Dijk (1981,1983) μελέτησαν νέες περιπτώσεις δι-
κτύων εξυπηρέτησης και τις συνθήκες κάτω από τις οποίες τα δίκτυα αυτά έχουν την
ιδιότητα της μη-ευαισθησίας. Δες επίσης Chao et al. (1999) και τις αναφορές αυτών.
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Ο παραπάνω τύπος του Erlang έχει γενικευθεί σε κάποιες ειδικές περιπτώσεις
τηςM/G/k/k ουράς με ομαδικές αφίξεις και διάφορες πειθαρχίες αποδοχής πελα-
τών (η πειθαρχία αποδοχής πελατών καθορίζει τον τρόπο με τον οποίο μέλη μίας
ομάδας, ή όλη η ομάδα, απορρίπτεται από το σύστημα όταν δεν μπορεί ολόκληρη
να εισέλθει σε αυτό). Ειδικότερα, ο Fakinos (1982) μελέτησε την M/G/k/k ουρά
με ομαδικές αφίξεις υπό την ”όλοι-ή-κανένας” πολιτική αποδοχής (όλη η ομάδα ει-
σέρχεται στο σύστημα ή απορρίπτεται από αυτό) και ομαδικές αναχωρήσεις (όλη
η ομάδα αναχωρεί από το σύστημα μόλις ολοκληρώσει την εξυπηρέτησή της-όλοι
οι πελάτες έχουν τον ίδιο χρόνο εξυπηρέτησης). Απέδειξε ότι η στάσιμη κατανομή
p(n1, n2, ..., nk) (n1, n2, ..., nk ∈ N0), του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών
είναι μορφής γινομένου και μη-ευαίσθητη στη μορφή των κατανομών των χρόνων
εξυπηρέτησηςBj(x) των ομάδων μεγέθους j, αλλά εξαρτάται μόνο από τις αντίστοι-
χες μέσες τιμές bj αυτών. Στη συνέχεια οι Fakinos και Sirakoulis (1989) μελέτησαν
την M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις, ομαδικές αναχωρήσεις υπό το καθεστώς
της μερικής αποδοχής πελατών (αν μία ομάδα δεν χωράει όλη στο σύστημα τότε
εισέρχεται σε αυτό ο μέγιστος δυνατός αριθμός μελών από την ομάδα) και έδει-
ξαν ότι αντίστοιχος τύπος ισχύει για τη στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων
διαφόρων μεγεθών, με την προϋπόθεση ότι η κατανομή πιθανότητας του μεγέθους
των αφικνούμενων ομάδων είναι γεωμετρική. Σε σχέση με την M/G/k/k ουρά με
ομαδικές αφίξεις και ομαδικές αναχωρήσεις, οι Economou και Fakinos (1999) εισή-
γαγαν μία γενικότερη πολιτική αποδοχής πελατών και έδωσαν μία επαρκή συνθήκη
που αφορά την κατανομή πιθανότητας του μεγέθους των αφικνούμενων ομάδων,
έτσι ώστε να επιτυγχάνεται η ιδιότητα της μη-ευαισθησίας. Επιπλέον, ο Fakinos
(1990) μελέτησε την M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις, που γίνονται δεκτές με
το καθεστώς της μερικής αποδοχής πελατών και απέδειξε ότι εάν οι κατανομές
των χρόνων εξυπηρέτησης των ομάδων διαφόρων μεγεθών που βρίσκονται στο
σύστημα, δεν εξαρτώνται από το αρχικό τους μέγεθος αλλά μόνο από το μέγεθος
που έχουν τώρα και οι πελάτες αναχωρούν μεμονωμένα, τότε η στάσιμη κατανομή
p(n1, n2, ..., nk) (n1, n2, ..., nk ∈ N0), του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών
είναι επίσης μορφής γινομένου και μη-ευαίσθητη στη μορφή των κατανομών Bj(x),
αλλά εξαρτάται μόνο από τις αντίστοιχες μέσες τιμές bj . Δες επίσης Falin (1996) και
Sztrik (1987) για κάποιες άλλες M/G/. ουρές με απώλειες πελατών και με παρό-
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μοια αποτελέσματα.

Στο Α’ μέρος της παρούσας διδακτορικής διατριβής θα ασχοληθούμε μεM/G/k/k

και μεM/G/. συστήματα εξυπηρέτησης με απώλειες (γενικεύσεις του μοντέλου που
μελέτησε ο Fakinos το 1990) στα οποία πραγματοποιούνται ομαδικές αφίξεις πελα-
τών και κάτω από κατάλληλες συνθήκες οδηγούν σε στάσιμη κατανομή που έχει την
ιδιότητα της μη-ευαισθησίας.

1.3 Μοντέλα με απουσίες του υπηρέτη και εγκαταλείψεις
πελατών

Μοντέλα με απουσίες του υπηρέτη έχουν σε μεγάλο βαθμό εισαχθεί στην βιβλιο-
γραφία των ουρών αναμονής με σκοπό να μοντελοποιήσουν καταστάσεις όπου ο
υπηρέτης (υπηρέτες) δεν μπορεί να εξυπηρετήσει πελάτες για κάποια χρονικά δια-
στήματα. Τέτοιες καταστάσεις συχνά συναντώνται σε πραγματικές εφαρμογές. Έτσι
π.χ. ένας υπηρέτης μπορεί να απενεργοποιηθεί για οικονομικούς λόγους (χαμηλή
ροή πελατών που εισέρχονται στο σύστημα και/ή υψηλό κόστος ετοιμότητας), να
υπόκειται σε τυχαίες βλάβες ή να υποχρεώνεται σε προληπτική συντήρηση. Αρκε-
τές εργασίες συνοψίζουν τα κύρια μοντέλα ουρών με απουσίες του υπηρέτη καθώς
και τα βασικά εργαλεία που χρησιμοποιούνται σε αυτά, βλέπε π.χ. Takagi (1991)
και Tian and Zhang (2006). Κάποιες άλλες επεξεργάζονται ποικίλα θέματα από τις
παραπάνω ουρές όπως αυτές των He και Jewkes (1995), Choudhury (1998, 2000),
Bischof (2001) και Burnetas και Economou (2007). Για την περίπτωση των ουρών
με πολλούς υπηρέτες η αντίστοιχη βιβλιογραφία είναι λιγότερο εκτεταμένη, δες π.χ.
Borthakur και Choudhury (1999), Artalejo και Lopez-Herrero (2003) και Artalejo,
Economou και Lopez-Herrero (2005).

Θα αναφερόμαστε στα μοντέλα στα οποία ο υπηρέτης για κάποια χρονική πε-
ρίοδο δεν είναι διαθέσιμος ως μοντέλα με απουσίες του υπηρέτη (server vacation
models). Τυπικά, μια περίοδος απουσίας του υπηρέτη ξεκινάει αμέσως μόλις αδειά-
σει το σύστημα (είτε λόγω εξυπηρέτησης όλων των πελατών που ήταν σε αναμονή
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μετά από μια περίοδο συνεχούς λειτουργίας, είτε λόγω κάποιας καταστροφής που
συμβαίνει στο σύστημα). Αναφερόμαστε στους χρόνους κατά τους οποίους ο υπη-
ρέτης είναι απών, ως περίοδοι απουσίας του υπηρέτη. Μια περίοδος απουσίας συ-
νήθως τελειώνει με την εισαγωγή κάποιας συνθήκης η οποία εξαρτάται από τη δια-
δικασία αφίξεων κατά τη διάρκεια της περιόδου απουσίας του υπηρέτη. Για παρά-
δειγμα, σε κάποιες περιπτώσεις είναι λογικό να υποθέσουμε ότι ο υπηρέτης λείπει
για πολλαπλές περιόδους, όσο το σύστημα παραμένει κενό, ενώ σε κάποιες άλ-
λες περιπτώσεις είναι ρεαλιστικότερο να υποθέσουμε ότι ο υπηρέτης λείπει μόνο
για μια περίοδο και επιστρέφοντας μένει στο σύστημα έτοιμος να παρέχει εξυπη-
ρέτηση, ακόμα και όταν δεν υπάρχουν πελάτες σε αναμονή. Σε άλλα συστήματα
οι απουσίες του υπηρέτη οφείλονται σε τυχαίες βλάβες (random failures) του συ-
στήματος, σε άλλα διότι οι υπηρέτες εναλλάσσονται μεταξύ λειτουργίας και αργίας
(servers with on-off periods), ενώ σε άλλα οι υπηρέτες υπόκεινται σε βλάβες και
επισκευές (servers with failures and repairs).

Η μελέτη συστημάτων εξυπηρέτησης με ανυπόμονους πελάτες που εγκαταλεί-
πουν πρόωρα το σύστημα, ξεκινά από την πρωτοποριακή εργασία του Palm (1953,
1957) ο οποίος ήταν ο πρώτος που μελέτησε την M/M/c ουρά με ανεξάρτητους εκθε-
τικούς χρόνους υπομονής. Αργότερα, αρκετοί συγγραφείς επέκτειναν αυτά τα απο-
τελέσματα αφαιρώντας εκθετικές υποθέσεις, δες π.χ. Daley (1965), Takacs (1974)
και Baccelli et al. (1984) οι οποίοι μελέτησαν διάφορα συστήματα εξυπηρέτησης
με γενικούς χρόνους εξυπηρέτησης και/ή γενικούς χρόνους μεταξύ των αφίξεων σε
διάφορα πλαίσια ανυπόμονων πελατών, όπως επίσης και τους Boxma και de Waal
(1994) που μελέτησαν την M/M/c ουρά με γενικά κατανεμημένους χρόνους υπομο-
νής. Οι εργασίες των Mandelbaum και Zeltyn (2006, 2009) συνοψίζουν τα κυριότερα
υπολογιστικά αποτελέσματα για τα βασικά μοντέλα τύπου M/M/c με εγκαταλείψεις.
Στις προαναφερθείσες εργασίες οι πελάτες γίνονται ανυπόμονοι εξαιτίας του μεγά-
λου χρόνου αναμονής τους στην ουρά, μολονότι η διαδικασία εξυπηρέτησης δεν
διακόπτεται για κανένα λόγο.

Η μελέτη συστημάτων με υπαναχωρήσεις (εγκαταλείψεις) πελατών που οφείλο-
νται στην απουσία του υπηρέτη είναι μια πιο πρόσφατη προσπάθεια. Όταν συμβαί-
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νει αυτό λέμε ότι έχουμε ένα μοντέλο με απουσίες του υπηρέτη και υπαναχωρήσεις
(server vacation model with reneging). Παρόλο που το πλήθος των εργασιών που
μελετάνε ουρές αναμονής με απουσίες του υπηρέτη είναι μεγάλο, το χαρακτηριστικό
των ανυπόμονων πελατών και η σύνδεση του με τις απουσίες του υπηρέτη δεν εί-
χαν μέχρι τελευταία προσελκύσει το ενδιαφέρον των ερευνητών. Μόλις πρόσφατα
οι Altman και Yechiali (2006) και ο Yechiali (2007) ασχολήθηκαν με συστήματα με
απουσίες του υπηρέτη, στα οποία πηγή της ανυπομονησίας των πελατών είναι η
αργία του συστήματος λόγω της απουσίας. Σε αυτές τις εργασίες οι συγγραφείς
υποθέτουν ότι όταν ο υπηρέτης απουσιάζει, οι πελάτες γίνονται ανυπόμονοι και κα-
θένας από αυτούς ενεργοποιεί τον προσωπικό του χρόνο (ρολόι) υπομονής. Όταν
αυτός ο χρόνος παρέλθει, ο αντίστοιχος πελάτης εγκαταλείπει το σύστημα. Σε αυτή
την περίπτωση λέμε ότι οι πελάτες εκτελούν ανεξάρτητες εγκαταλείψεις.

Οι Adan et al. (2009) και Economou και Kapodistria (2010) μελέτησαν ουρές με
απουσίες του υπηρέτη όπου οι πελάτες εκτελούν συγχρονισμένες εγκαταλείψεις. Τα
μοντέλα αυτά αναπαριστούν απομακρυσμένα συστήματα εξυπηρέτησης, στα οποία
οι πελάτες περιμένουν να εμφανιστεί κάποιο μέσο μεταφοράς για να τους απομα-
κρύνει από το σύστημα. Στην κατηγορία των μοντέλων με συγχρονισμένες εγκατα-
λείψεις, οι ευκαιρίες εγκατάλειψης (δηλαδή οι αφίξεις του μέσου μεταφοράς) συμ-
βαίνουν σύμφωνα με μία προκαθορισμένη διαδικασία, συνήθως με μία διαδικασία
Poisson. Σε μία τέτοια στιγμή κάθε παρών πελάτης παραμένει στο σύστημα με πι-
θανότητα q ή το εγκαταλείπει με πιθανότητα p=1-q, ανεξάρτητα από τους άλλους.
Συνεπώς σε τέτοιες στιγμές, οι πελάτες επηρεάζονται ταυτόχρονα και ο αριθμός των
πελατών στο σύστημα ελαττώνεται σύμφωνα με την διωνυμική κατανομή.

Παρόμοια Μαρκοβιανά και ημι-Μαρκοβιανά μοντέλα με αυτού του τύπου τις διω-
νυμικές μεταβάσεις έχουν μελετηθεί από τους Economou (2004), Artalejo et al.
(2007), Economou και Fakinos (2008) και Economou και Kapodistria (2009).

Στόχος του Β’ μέρους της παρούσας διδακτορικής διατριβής αποτελεί να συμπλη-
ρώσουμε τα προαναφερθέντα μοντέλα, μελετώντας την περίπτωση όπου κατά τη
διάρκεια της απουσίας του υπηρέτη συμβαίνουν ταυτόχρονες-γεωμετρικές εγκατα-
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λείψεις, δηλαδή ο αριθμός των πελατών στο σύστημα μειώνεται σύμφωνα με τη
γεωμετρική κατανομή.

1.4 Επισκόπηση της διατριβής

Η διατριβή είναι οργανωμένη σε δύο μέρη με δύο κεφάλαια σε κάθε ένα από αυτά.
Στο Α’ μέρος μελετάμεM/G/k/k καιM/G/. συστήματα εξυπηρέτησης με απώλειες
στα οποία πραγματοποιούνται ομαδικές αφίξεις πελατών και κάτω από κατάλληλες
συνθήκες οδηγούν σε στάσιμη κατανομή που έχει την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας.
Στο Β’ μέρος μελετάμε την M/M/1 ουρά με απουσίες του υπηρέτη όπου κατά τη
διάρκεια της απουσίας του υπηρέτη συμβαίνουν ταυτόχρονες γεωμετρικές εγκατα-
λείψεις, δηλαδή ο αριθμός των πελατών στο σύστημα μειώνεται σύμφωνα με τη
γεωμετρική κατανομή. Σε κάθε κεφάλαιο παρέχουμε τη μαθηματική περιγραφή του
μοντέλου αναφέροντας τις προηγούμενες εργασίες που έχουν γίνει προς αυτή την
κατεύθυνση. Στη συνέχεια μελετάμε διάφορα μέτρα λειτουργικότητας του συστή-
ματος, με βασικότερο όλων τη στάσιμη κατανομή του πλήθους των πελατών στο
σύστημα (μήκος ουράς). Θεωρούμε επίσης διάφορα μέτρα λειτουργικότητας του
συστήματος τα οποία και υπολογίζουμε. Τέλος, όπου χρειάζεται, παραθέτουμε κα-
τάλληλους αλγορίθμους με τους οποίους απλοποιούμε αναγκαίους υπολογισμούς.
Παρακάτω δίνουμε την περιγραφή των διαφόρων κεφαλαίων.

Στο κεφάλαιο 2, θεωρούμε ένα M/G/k/k σύστημα εξυπηρέτησης με ομαδικές
αφίξεις. Συγκεκριμένα, ομάδες πελατών φθάνουν σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson
με ρυθμό λ. Τα μεγέθη των διαδοχικών ομάδων είναι ανεξάρτητες και ισόνομα κατα-
νεμημένες τυχαίες μεταβλητές και ανεξάρτητες των στιγμών άφιξης. Έστω (gj), j =

1, 2, ..., η συνάρτηση πιθανότητας του μεγέθους ομάδας, δηλαδή gj είναι η πιθανό-
τητα η ομάδα να είναι μεγέθους j. Η εξυπηρέτηση παρέχεται από k όμοιους υπη-
ρέτες καθένας από τους οποίους είναι ικανός να εξυπηρετεί ένα πελάτη σε κάθε
χρονική στιγμή, ενώ ουρά στο σύστημα δεν επιτρέπεται να εμφανιστεί (δεν υπάρχει
χώρος αναμονής). Επίσης υποθέτουμε δύο πολιτικές αποδοχής πελατών, την πολι-
τική της μερικής αποδοχής (partial acceptance) και την πολιτική όλοι-ή-κανένας (all-
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or-nothing). Στην πρώτη περίπτωση, οποτεδήποτε μία ομάδα μεγέθους j βρίσκει n
υπηρέτες απασχολημένους, τότε ένας αριθμόςmin(j, k−n) από τα μέλη της γίνονται
δεκτά για εξυπηρέτηση, ενώ οι υπόλοιποι πελάτες , αν υπάρχουν, αναχωρούν από
το σύστημα και δεν ξαναγυρίζουν σε αυτό (δηλαδή θεωρούνται χαμένοι). Μόλις μία
ολόκληρη ομάδα ή ένα μέρος της γίνει δεκτή για εξυπηρέτηση, αρχίζει να εξυπηρε-
τείται αμέσως από έναν ίσο αριθμό κενών υπηρετών. Στην δεύτερη περίπτωση, εάν
το μέγεθος της ομάδας είναι μεγαλύτερο από τον αριθμό των κενών υπηρετών τότε
όλη η ομάδα αναχωρεί και θεωρείται χαμένη για το σύστημα. Ο χρόνος εξυπηρέτη-
σης ενός πελάτη μπορεί να εξαρτάται τόσο από το αρχικό μέγεθος m της ομάδας
του όσο και από το αντίστοιχο μέγεθος των δεκτών για εξυπηρέτηση πελατών, έστω
d, όπουm = d, d+1, d+2,…. Πελάτες που ανήκουν σε διαφορετικές ομάδες, υπο-
θέτουμε ότι έχουν ανεξάρτητους χρόνους εξυπηρέτησης. Αναλυτικά, το κεφάλαιο
2 οργανώνεται ως ακολούθως: Στην παράγραφο 2.2 μελετάμε την M/G/k/k ουρά
κάτω από την πρώτη περίπτωση της μερικής αποδοχής πελατών, χρησιμοποιώντας
την μέθοδο των συμπληρωματικών μεταβλητών. Συγκεκριμένα αποδεικνύουμε ότι
η στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών στο σύστημα,
είναι σε μορφή γινομένου και μη-ευαίσθητη στην μορφή των κατανομών Bjm(x),
όπου Bjm(x) είναι ο χρόνος εξυπηρέτησης μίας ομάδας με παρόν μέγεθος j της
οποίας το αρχικό μέγεθος είναι m. Όμως οι κατανομές Bjm(x) δεν είναι αυθαίρετες
αλλά ικανοποιούν μία συγκεκριμένη συνθήκη. Στην παράγραφο 2.3 αναπτύσσουμε
έναν αλγόριθμο για αριθμητικούς υπολογισμούς και δίνουμε κάποια βασικά μέτρα
λειτουργικότητας του υπό μελέτη συστήματος. Στην παράγραφο 2.4 εξετάζουμε το
προηγούμενο μοντέλο κάτω από την πολιτική αποδοχής πελατών «όλοι ή κανένας».
Υποθέτουμε όμως μία ισχυρότερη συνθήκη για τις κατανομές των χρόνων εξυπηρέ-
τησης, παρόμοια με εκείνη του Fakinos (1990). Σ’ αυτή την περίπτωση δίνουμε μία
ικανή συνθήκη για να είναι η στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων
μεγεθών μη-ευαίσθητη στη μορφή της κατανομής Bj(x). Τέλος στην παράγραφο
2.5 εφαρμόζουμε αυτή την συνθήκη στις περιπτώσεις k = 2, 3, 4.

Στο κεφάλαιο 3 θεωρούμε το ακόλουθο σύστημα εξυπηρέτησης. Ομάδες πελα-
τών φθάνουν σ’ ένα σταθμό εξυπηρέτησης σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson
ρυθμού λ. Τα μεγέθη των διαδοχικά αφιχθέντων ομάδων είναι ανεξάρτητες και ισό-
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νομα κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές και ανεξάρτητες των στιγμών άφιξης. Έστω
ότι (gm) (m = 1, 2, ..., J), είναι η κατανομή πιθανότητας του μεγέθους μίας ομάδας
που φθάνει στο σύστημα. Κάθε ομάδα πελατών του συστήματος με παρόν μέγεθος
j και αρχικό μέγεθοςm (j = 1, 2, ...,m, m = 1, 2, ..., J) θα αναφέρεται ως μία ομάδα
τύπου (j,m), όπως και στο κεφάλαιο 2. Δεν υποθέτουμε συγκεκριμένο αριθμό υπη-
ρετών και χώρου αναμονής για το σύστημα. Όμως για κάθε δυνατή κατάσταση n
του συστήματος, συμβολίζουμε με s(n) το μέγιστο αποδεκτό μέγεθος της ομάδας
που μπορεί να εισέλθει σε αυτό. Θεωρούμε επίσης τον ακόλουθο μηχανισμό εισό-
δου στο σύστημα. Οποτεδήποτε μία ομάδα μεγέθους j φθάνει στο σύστημα και το
βρίσκει στην κατάσταση n, τότε όλη η ομάδα γίνεται αποδεκτή από το σύστημα ως
τύπου (j, j), εάν j ≤ s(n). Αν όμως j > s(n), τότε όλη η ομάδα αναχωρεί από το
σύστημα με πιθανότητα paj (j, 0), ή j− j′ από τα μέλη της αναχωρούν αμέσως χωρίς
να εξυπηρετηθούν και η ομάδα μετατρέπεται σε τύπου (j′, j) (j′ = 1, 2, ..., j − 1),
με πιθανότητα paj (j, j

′). Η νέα ομάδα προσπαθεί ακαριαία να εισέλθει στο σύστημα.
Εάν j′ ≤ s(n), τότε η ομάδα αυτή έγινε αποδεκτή ως τύπου (j′, j), αλλιώς όλη
χάνεται με πιθανότητα paj (j

′, 0) ή γίνεται μεγέθους j′′ (τύπος (j′′, j)) με πιθανότητα
paj (j

′, j′′) (j′′ = 1, 2, ..., j′−1), κ.ο.κ. Μόλις μία ομάδα αρχικού μεγέθουςm γίνει απο-
δεκτή για εξυπηρέτηση ως ομάδα μεγέθους j (τύπου (j,m)), αρχίζει αμέσως να εξυ-
πηρετείται σαν μία μονάδα. Διαδοχικοί χρόνοι εξυπηρέτησης είναι ανεξάρτητες τυ-
χαίες μεταβλητές και επιπλέον αυτοί που αντιστοιχούν σε ομάδες τύπου (j,m) είναι
ισόνομα κατανεμημένες με συνάρτηση κατανομής Bjm(x) και πεπερασμένο μέσο
bjm (j = 1, 2, .., J, m = j, j+1, ..., J). Μετά τη συμπλήρωση της εξυπηρέτησης μίας
ομάδας τύπου (j,m), όλη η ομάδα αναχωρεί από το σύστημα με πιθανότητα psm(j, 0)

ή j − j′ από τα μέλη της αναχωρούν ενώ τα υπόλοιπα σχηματίζουν μία νέα ομάδα
τύπου (j′,m) με πιθανότητα psm(j, j′) (j′ = 1, 2, ..., j − 1), η οποία εξυπηρετείται με
κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης Bj′m(x) κ.ο.κ.. Το κεφάλαιο είναι οργανωμένο
ως ακολούθως: Στην παράγραφο 3.2 εξάγουμε τα κυριότερα αποτελέσματα χρησι-
μοποιώντας τη μέθοδο των συμπληρωματικών μεταβλητών. Συγκεκριμένα αποδει-
κνύουμε ότι η στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών στο
σύστημα είναι σε μορφή γινομένου και μη-ευαίσθητη στην μορφή των κατανομών
Bjm(x). Στην παράγραφο 3.3 αναπτύσσουμε έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό
της στάσιμης κατανομής μίας M/G/k/k ουράς με ομαδικές αφίξεις και επαναπροσπά-
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θειες -ειδικής περίπτωσης του μοντέλου της 3.2- ο οποίος αποτελεί γενίκευση του
αλγόριθμου του θεωρήματος 2.2 του κεφαλαίου 2. Στην παράγραφο 3.4 μελετάμε
μία ακόμη ειδική περίπτωση του αρχικού μοντέλου στην οποία όμως υποθέτουμε ότι
Bjm(x) = Bj(x), δηλαδή η εξυπηρέτηση μίας ομάδας πελατών εξαρτάται μόνο από
το παρόν μέγεθος της ομάδας και όχι από το αρχικό της μέγεθος και δίνουμε τρία
παραδείγματα εφαρμογής του μοντέλου σε M/G/k/k ουρές. Τέλος, στην παράγραφο
3.5, δίνουμε έναν αλγόριθμο εύρεσης αναλυτικών αποτελεσμάτων τον οποίο εφαρ-
μόζουμε στα παραδείγματα της 3.4 ακολουθώντας κατάλληλα αριθμητικά σενάρια.

Στo κεφάλαιo 4 θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης στο οποίο οι πελάτες φτά-
νουν μεμονωμένα σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό λ. Η εξυπηρέτηση
παρέχεται από έναν μόνο υπηρέτη, ο οποίος βρίσκεται σε μια από τις ακόλουθες κα-
ταστάσεις: ενεργός (on) ή ανενεργός - σε διακοπές (off). Οι πελάτες εξυπηρετούνται
μεμονωμένα όταν ο υπηρέτης είναι ενεργός κάτω από την FCFS πειθαρχία ουράς,
ενώ δεν παρέχεται εξυπηρέτηση όταν ο υπηρέτης είναι ανενεργός. Οι χρόνοι εξυ-
πηρέτησης είναι εκθετικά κατανεμημένοι με ρυθμό µ, και υποθέτουμε ότι υπάρχει
απεριόριστος χώρος αναμονής. Όταν το σύστημα αδειάσει μετά από μια εξυπηρέ-
τηση ο υπηρέτης ξεκινάει μια περίοδο διακοπών. Θεωρούμε ότι ο υπηρέτης λείπει
για πολλαπλές περιόδους διακοπών, δηλαδή, αν επιστρέφοντας στο σύστημα το
βρει κενό, ο υπηρέτης απομακρύνεται εκ νέου. Αν, όμως κατά την επιστροφή του
βρει τουλάχιστον έναν πελάτη σε αναμονή επιστρέφει στο σύστημα και ξεκινάει να
εξυπηρετεί οπότε το σύστημα λειτουργεί σαν μία τυπικήM/M/1 ουρά έως ότου αδειά-
σει ξανά. Οι χρόνοι απουσίας του υπηρέτη (δηλαδή οι περίοδοι διακοπών του) είναι
εκθετικά κατανεμημένοι με ρυθμό γ. Κατά τη διάρκεια των διακοπών του υπηρέτη οι
ευκαιρίες εγκατάλειψης συμβαίνουν σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson με ρυθμό
ζ. Σε κάθε μία τέτοια στιγμή οι πελάτες εξετάζονται ένας προς έναν ακολουθιακά.
Κάθε ένας από αυτούς εγκαταλείπει το σύστημα με πιθανότητα p ή παραμένει σε
αυτό με πιθανότητα q, όπου p + q = 1. Έτσι οι πελάτες αρχίζουν με τη σειρά να
εγκαταλείπουν το σύστημα έως ότου συναντήσουμε τον πρώτο πελάτη που θα πα-
ραμείνει σε αυτό ή μέχρι να εγκαταλείψουν το σύστημα όλοι οι παρόντες πελάτες.
Έτσι λοιπόν μπορούμε να υποθέσουμε ότι σε κάθε ευκαιρία εγκατάλειψης που πα-
ρουσιάζεται όταν ο υπηρέτης λείπει, ο αριθμός των πελατών στο σύστημα ελαττώ-
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νεται σύμφωνα με την (κομμένη) γεωμετρική κατανομή. Επίσης υποθέτουμε ότι η
διαδικασία αφίξεων των πελατών, η διαδικασία αφίξεων των ευκαιριών εγκατάλει-
ψης, οι διαδοχικοί χρόνοι εξυπηρέτησης καθώς και οι διαδοχικοί χρόνοι απουσίας
του υπηρέτη είναι αμοιβαίως ανεξάρτητες διαδικασίες. Στην παράγραφο 4.2 περι-
γράφουμε τις συνθήκες εκείνες που οδηγούν σε γεωμετρικές εγκαταλείψεις και ει-
σάγουμε λεπτομερώς το υπό μελέτη μοντέλο. Στην παράγραφο 4.3 βρίσκουμε τη
στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα. Στην παράγραφο 4.4
μελετάμε τους χρόνους παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα όταν αυτό βρίσκε-
ται σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας, κάτω από δύο διαφορετικές πειθαρχίες
εγκατάλειψης και βρίσκουμε τους μετασχηματισμούς Laplace-Stieltjes (LSTs) των
αντίστοιχων κατανομών. Στην παράγραφο 4.5 δίνουμε αρκετά μέτρα απόδοσης του
συστήματος που αναφέρονται σε μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας του. Στην πα-
ράγραφο 4.6 δίνουμε κάποια αριθμητικά αποτελέσματα για τη συμπεριφορά του
μοντέλου κάτω από διαφορετικές παραμέτρους.

Στο κεφάλαιο 5 θεωρούμε μία M/M/1 ουρά στην οποία οι πελάτες φθάνουν
σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson ρυθμού λ. Η εξυπηρέτηση παρέχεται από έναν
υπηρέτη, ο οποίος εξυπηρετεί τους πελάτες σύμφωνα με την FCFS πειθαρχία ου-
ράς. Οι διαδοχικοί χρόνοι εξυπηρέτησης είναι ανεξάρτητες εκθετικές τυχαίες μετα-
βλητές με ρυθμό µ. Το σύστημα υπόκειται σε καταστροφές (βλάβες) που συμβαί-
νουν όταν ο υπηρέτης είναι σε κατάσταση λειτουργίας, σύμφωνα με μια διαδικασία
Poisson ρυθμού η. Σε μία τέτοια στιγμή αποτυχίας ο υπηρέτης απενεργοποιείται
και όλοι οι παρόντες πελάτες εξαναγκάζονται να αφήσουν το σύστημα. Τότε, η δια-
δικασία επιδιόρθωσης του υπηρέτη αρχίζει αυτόματα. Οι χρόνοι επιδιόρθωσης εί-
ναι εκθετικά κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές με ρυθμό γ. Όταν ο υπηρέτης είναι
εκτός λειτουργίας -off-, η ροή νέων αφίξεων συνεχίζεται κανονικά. Όμως, εξαιτίας
της βλάβης του υπηρέτη, οι πελάτες γίνοναι ανυπόμονοι και προχωρούν σε εγκα-
ταλείψεις σύμφωνα με τη διαδικασία του προηγούμενου κεφαλαίου. Επίσης όλες οι
εμπλεκόμενες στοχαστικές διαδικασίες είναι ανεξάρτητες. Στην παράγραφο 5.2, πε-
ριγράφουμε τις συνθήκες εκείνες κάτω από τις οποίες οδηγούμαστε σε γεωμετρικές
εγκαταλείψεις και εισάγουμε το μοντέλο του ενδιαφέροντός μας. Στην παράγραφο
5.3, δίνουμε την στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα. Στην
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παράγραφο 5.4, μελετάμε τον χρόνο παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα κάτω
από δύο διαφορετικές πειθαρχίες εγκατάλειψης πελατών και βρίσκουμε τους μετα-
σχηματισμούς Laplace των αντίστοιχων κατανομών. Τέλος, αρκετά μέτρα λειτουρ-
γικότητας που αναφέρονται στην περίοδο συνεχούς λειτουργίας του συστήματος,
μελετώνται στην παράγραφο 5.5.

Τέλος, στο κεφάλαιο 6, υπάρχει ένα παράρτημα στο οποίο δίνονται με αλγεβρικές
λεπτομέρειες οι αποδείξεις δύο βασικών εξισώσεων του κεφαλαίου 2.



Μέρος I

Η ιδιότητα της μη-ευαισθησίας σε
ουρές με ομαδικές αφίξεις





Κεφάλαιο 2

Στάσιμα αποτελέσματα για την
M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις

Θεωρούμε έναM/G/k/k σύστημα εξυπηρέτησης όπου οι πελάτες φθάνουν κατά ομά-
δες σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson. Λόγω της έλλειψης χώρου αναμονής εν-
δέχεται τα μέλη κάποιας ομάδας να μην μπορούν να εισέλθουν στο σύστημα. Μελε-
τάμε λοιπόν δύο περιπτώσεις για την πολιτική αποδοχής των πελατών των αφικνού-
μενων ομάδων. Στην πρώτη, το σύστημα δουλεύει κάτω από την πολιτική μερικής
αποδοχής πελατών. Ακριβή αποτελέσματα βρίσκονται για την στάσιμη κατανομή τα
οποία επεκτείνουν προηγούμενα σχετικά αποτελέσματα. Στην δεύτερη περίπτωση,
όπου το σύστημα λειτουργεί κάτω από την πολιτική αποδοχής όλοι ή κανένας, δί-
νουμε μία επαρκή συνθήκη ώστε το σύστημα να έχει στάσιμη κατανομή μορφής
γινομένου καθώς και παραδείγματα για συγκεκριμένες τιμές του k.

Και στις δύο περιπτώσεις υποθέτουμε ότι οι πελάτες αναχωρούν μεμονωμένα από
το σύστημα, ενώ η από κοινού κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης των πελατών
της ομάδας που γίνονται δεκτοί, μπορεί να εξαρτάται τόσο από το αρχικό μέγεθος
της ομάδας, όσο και από τον αριθμό των τελικά δεκτών πελατών, πλέον μίας επι-
πρόσθετης συνθήκης η οποία περιγράφεται αναλυτικά στην παράγραφο 2.1.
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2.1 Εισαγωγή

Θεωρούμε το ακόλουθο σύστημα εξυπηρέτησης. Ομάδες πελατών φθάνουν σύμ-
φωνα με μία διαδικασία Poisson με ρυθμό λ. Τα μεγέθη των διαδοχικών ομάδων
που φθάνουν στο σύστημα, είναι ανεξάρτητες και ισόνομα κατανεμημένες τυχαίες
μεταβλητές και ανεξάρτητες των στιγμών άφιξης. Έστω (gj), j = 1, 2, ..., η συνάρ-
τηση πιθανότητας του μεγέθους ομάδας, δηλαδή gj είναι η πιθανότητα η ομάδα να
είναι μεγέθους j, και qj =

∑∞
m=j gm, είναι η πιθανότητα το αντίστοιχο μέγεθος να

είναι τουλάχιστον j, j = 1, 2,… .

Η εξυπηρέτηση παρέχεται από k όμοιους υπηρέτες καθένας από τους οποίους εί-
ναι ικανός να εξυπηρετεί ένα πελάτη σε κάθε χρονική στιγμή, ενώ ουρά στο σύστημα
δεν επιτρέπεται να εμφανιστεί (δεν υπάρχει χώρος αναμονής). Επίσης υποθέτουμε
δύο πολιτικές αποδοχής πελατών, την πολιτική της μερικής αποδοχής και την πο-
λιτική όλοι ή κανένας. Στην πρώτη περίπτωση, οποτεδήποτε μία αφιχθείσα ομάδα
μεγέθους j βρίσκει n υπηρέτες απασχολημένους, τότε ένας αριθμός min(j, k − n)

από τα μέλη της γίνονται δεκτά για εξυπηρέτηση ενώ οι υπόλοιποι πελάτες της ομά-
δας, αν υπάρχουν, αναχωρούν από το σύστημα και δεν ξαναγυρίζουν σε αυτό (δη-
λαδή θεωρούνται χαμένοι). Μόλις μία ολόκληρη ομάδα ή ένα μέρος αυτής γίνει δεκτή
για εξυπηρέτηση, αρχίζει να εξυπηρετείται αμέσως από έναν ίσο αριθμό ελεύθερων
υπηρετών. Στην δεύτερη περίπτωση, εάν ο αριθμός της ομάδας είναι μεγαλύτερος
από τον αριθμό των ελεύθερων υπηρετών τότε όλη η ομάδα αναχωρεί και θεωρείται
χαμένη για το σύστημα.

Ο χρόνος εξυπηρέτησης ενός πελάτη μπορεί να εξαρτάται τόσο από το αρχικό
μέγεθοςm της ομάδας του όσο και από το αντίστοιχο μέγεθος των δεκτών για εξυπη-
ρέτησηπελατών, έστω d, όπουm = d, d+1, d+2,….ΣυμβολίζουμεFdm(x1, x2, ..., xd)

την από κοινού συνάρτηση κατανομής των χρόνων εξυπηρέτησης d πελατών που
έγιναν ταυτόχρονα δεκτοί για εξυπηρέτηση και προέρχονται από μία ομάδα που
φθάνοντας στο σύστημα είχε μέγεθος m. Όμως πελάτες που ανήκουν σε διαφορε-
τικές ομάδες, υποθέτουμε ότι έχουν ανεξάρτητους χρόνους εξυπηρέτησης.
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Το παραπάνω σύστημα εξυπηρέτησης καλείται M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις
με την πολιτική της μερικής αποδοχής πελατών. Ο όρος «ομαδικές αφίξεις» παρα-
λείπεται όταν g1 = 1, δηλαδή όταν οι πελάτες φθάνουν μεμονωμένα. ΗM/G/k/k ουρά
καθώς και πολλές παραλλαγές αυτής έχει μελετηθεί εκτενώς. Γι’ αυτό το σύστημα
είναι γνωστό ότι η στάσιμη (οριακή) κατανομή (pn), n = 0, 1, 2, ..., k, του αριθμού
των απασχολημένων υπηρετών δεν εξαρτάται από τη μορφή της κατανομής των
χρόνων εξυπηρέτησης B(x) αλλά επηρεάζεται μόνο από την μέση τιμή αυτών b

(ιδιότητα της μη-ευαισθησίας), μέσω του ρυθμού (έντασης) συνωστισμού ρ = λb

του συστήματος. Συγκεκριμένα αυτή είναι μια Poisson κατανομή με παράμετρο ρ,
κομμένη στο k, δηλαδή

pn =
ρn

n!
/

k∑
r=0

ρr

r!
(n = 0, 1, 2, ..., k),

σχέση η οποία είναι γνωστή ως τύπος του Erlang. Για έρευνα και αποτελέσματα
σε συστήματα που έχουν την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας βλέπε π.χ. Kelly (1979),
Whittle (1986), Chao et al. (1999) και τις αναφορές αυτών. Επιπλέον οι Chen (2004),
Papier et al. (2007) μελέτησαν παρόμοια συστήματα αλλά χωρίς αυτή την ιδιότητα.

Ο παραπάνω τύπος του Erlang έχει γενικευθεί σε κάποιες ειδικές περιπτώσεις
της M/G/k/k ουράς με ομαδικές αφίξεις. Ειδικότερα, υπό το καθεστώς της μερικής
αποδοχής πελατών, οι Fakinos και Sirakoulis (1989) έδειξαν ότι ανάλογος τύπος
ισχύει για το μοντέλο όπου τα μέλη κάθε ομάδας έχουν ίσους χρόνους εξυπηρέτη-
σης, με την προϋπόθεση ότι η κατανομή του μεγέθους των αφικνούμενων ομάδων
είναι γεωμετρική. Σε σχέση με αυτόν τον τρόπο εξυπηρέτησης, οι Economou και
Fakinos (1999) εισήγαγαν μία γενικότερη πολιτική αποδοχής πελατών και έδωσαν
μία επαρκή συνθήκη που αφορά την κατανομή του μεγέθους των αφικνούμενων
ομάδων, έτσι ώστε να επιτυγχάνεται η ιδιότητα της μη-ευαισθησίας. Επιπλέον ο
Fakinos (1990) απέδειξε ότι εάν οι κατανομές των χρόνων εξυπηρέτησης των ομά-
δων διαφόρων μεγεθώνπου βρίσκονται στο σύστημα, δεν εξαρτώνται από το αρχικό
τους μέγεθος αλλά μόνο από το μέγεθος που έχουν τώρα και οι πελάτες αναχωρούν
μεμονωμένα, τότε η στάσιμη κατανομή p(n1, n2, ..., nk), (n1, n2, ..., nk ∈ N0), του
αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών είναι μορφής γινομένου και μη-ευαίσθητη
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στη μορφή των κατανομών Bj(x), αλλά εξαρτάται μόνο από τις αντίστοιχες μέσες
τιμές bj . Δες επίσης Falin (1996) και Sztrik (1987) για κάποιες άλλες M/G/. ουρές με
απώλειες πελατών και με παρόμοια αποτελέσματα.

Το Κεφάλαιο είναι οργανωμένο ως ακολούθως: Στην παράγραφο 2.2 επεκτεί-
νουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα στην γενικότερη περίπτωση της εξάρτησης από
το αρχικό μέγεθος της ομάδας που φθάνει στο σύστημα χρησιμοποιώντας την μέ-
θοδο των συμπληρωματικών μεταβλητών. Συγκεκριμένα αποδεικνύουμε ότι η στά-
σιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών στο σύστημα, που συμ-
βολίζεται p(n1, n2, ..., nk) όπου nj το διάνυσμα που αντιπροσωπεύει τις ομάδες που
τώρα έχουν μέγεθος j ενώ το αρχικό τους μέγεθος είναι m, m = j, j + 1, j + 2,…,

(j = 1, 2,…, k), είναι σε μορφή γινομένου και μη-ευαίσθητη στην μορφή των κα-
τανομών Bjm(x), όπου Bjm(x) είναι ο χρόνος εξυπηρέτησης μίας ομάδας με πα-
ρόν μέγεθος j της οποίας το αρχικό μέγεθος είναι m. Όμως οι κατανομές Bjm(x)

δεν είναι αυθαίρετες αλλά ικανοποιούν μία συγκεκριμένη συνθήκη (βλέπε εξίσωση
(2.1)). Στην παράγραφο 2.3 αναπτύσσουμε έναν αλγόριθμο για αριθμητικούς υπο-
λογισμούς και δίνουμε κάποια βασικά μέτρα του υπό μελέτη συστήματος. Στην πα-
ράγραφο 2.4 εξετάζουμε το προηγούμενο μοντέλο κάτω από την πολιτική αποδο-
χής πελατών «όλοι ή κανένας» Υποθέτουμε όμως μία ισχυρότερη συνθήκη για τις
κατανομές των χρόνων εξυπηρέτησης, παρόμοια με εκείνη του Fakinos (1990). Σ’
αυτή την περίπτωση δίνουμε μία ικανή – αλλά περίπλοκη – συνθήκη για να είναι η
στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών μη-ευαίσθητη στη
μορφή της κατανομής Bj(x). Τέλος στην παράγραφο 2.5 εφαρμόζουμε αυτή την
συνθήκη στις περιπτώσεις k = 2, 3, 4.

2.2 Η M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις και την πολιτική
της μερικής αποδοχής πελατών

Ας υποθέσουμε ότι d ακριβώς πελάτες-μέλη της ίδιας ομάδας με αρχικό μέγεθος
m έχουν γίνει δεκτοί από το σύστημα και έστω X1m, X2m, ..., Xdm μία τυχαία διά-
ταξη των χρόνων εξυπηρέτησής τους. Η από κοινού συνάρτηση κατανομής αυτών
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Fdm(x1, x2, ..., xd) υποτίθεται ότι είναι γνωστή για κάθε d,m, (d = 1, 2, ..., k, m =

d, d+1, d+2, ...). Έστω επίσης Y1m, Y2m, ..., Ydm οι αντίστοιχες διατεταγμένες τυχαίες
μεταβλητές, δηλαδή Yjm (j = 1, 2, ..., d) είναι η j-μικρότερη από τιςX1m, X2m, ..., Xdm.
Να σημειώσουμε ότι μία τέτοια ομάδα μένει στο σύστημα με όλα τα μέλη της παρόντα
για χρόνο Y1m. Στο τέλος αυτής της περιόδου ένα από τα μέλη της ομάδας έχει ολο-
κληρώσει την εξυπηρέτησή του και αναχωρεί ενώ οι εναπομείναντες d− 1 πελάτες
παραμένουν στο σύστημα για μία επιπρόσθετη χρονική περίοδο που κατανέμεται
όπως η τυχαία μεταβλητή Y2m− Y1m έως ότου μία νέα αναχώρηση να συμβεί κ.ο.κ.
Γενικά, ακριβώς j μέλη από αυτή την ομάδα μένουν μαζί στο σύστημα για χρόνο

Zjm = Yd−j+1,m − Yd−j,m (j = 1, 2, ..., d; Y0m = 0), (2.1)

ο οποίος υποθέτουμε ότι είναι ανεξάρτητος του αριθμού d των πελατών που έγιναν
δεκτοί για εξυπηρέτηση και εξαρτάται μόνο από το μέγεθος m της αφιχθείσας ομά-
δας. Οποτεδήποτε υπάρχουν μέσα στο σύστημα j τέτοιοι πελάτες, λέμε ότι σχημα-
τίζουν μία ομάδα τύπου (j,m). Επίσης η μεταβλητή Zjm θα αναφέρεται ως ο χρόνος
εξυπηρέτησης μίας τέτοιας ομάδας τύπου (j,m). Στο τέλος αυτής της περιόδου, ένα
μέλος από τα j της ομάδας συμπληρώνει την εξυπηρέτησή του και αναχωρεί ενώ
οι υπόλοιποι j − 1 πελάτες σχηματίζουν μία ομάδα τύπου (j − 1,m) και μένουν στο
σύστημα για ένα επιπρόσθετο χρονικό διάστημα χρονικής διάρκειας Zj−1,m κ.ο.κ.
Συμβολίζουμε με Bjm(x) και bjm τη συνάρτηση κατανομής και τη μέση τιμή αντί-
στοιχα του χρόνου Zjm, όπου bjm <∞, ενώ με

rjm(x) =
dBjm(x)

dx
/(1−Bjm(x))

συμβολίζουμε τον δεσμευμένο ρυθμό εξυπηρέτησης της Zjm (j = 1, 2, ..., k, m =

j, j + 1, j + 2, ...).

Δύο συγκεκριμένες περιπτώσεις όπου η συνθήκη (2.1) ικανοποιείται είναι οι ακό-
λουθες. Η πρώτη λαμβάνει χώρα όταν οι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών που
ανήκουν στην ίδια ομάδα είναι ανεξάρτητοι εκθετικοί με παράμετρο µm, όπου m το
αρχικό μέγεθος της ομάδας. Τότε η τυχαία μεταβλητή Zjm κατανέμεται εκθετικά με
παράμετρο jµm, άρα ανεξάρτητη της παραμέτρου d. Η δεύτερη περίπτωση όπου
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η συνθήκη (2.1) ισχύει είναι στο τροποποιημένο μοντέλο όπου οι χρόνοι εξυπη-
ρέτησης των πελατών που ανήκουν σε κάποια ομάδα αρχικού μεγέθους m είναι
ανεξάρτητοι και ισόνομα κατανεμημένοι με συνάρτηση κατανομής Φm και λειτουρ-
γεί ως εξής: οποτεδήποτε j πελάτες από μία αφιχθείσα ομάδα μεγέθουςm γίνονται
δεκτοί για να εξυπηρετηθούν, τότε οι αντίστοιχοι j υπηρέτες ασχολούνται μόνο με
έναν από αυτούς, επιλεγμένο στην τύχη, εξυπηρετώντας τον με ρυθμό j ενώ οι υπό-
λοιποι j − 1 πελάτες περιμένουν τη σειρά τους. Όταν ο υπό εξυπηρέτηση πελάτης
αναχωρήσει τότε ένας από τους υπηρέτες μένει κενός, ενώ οι υπόλοιποι j − 1 υπη-
ρέτες ασχολούνται με τον επόμενο πελάτη κ.ο.κ. Αυτό το τροποποιημένο μοντέλο
θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί σε προβλήματα παράλληλης επεξεργασίας δεδο-
μένων (π.χ. σε τεχνολογίες διαδικτύου).

Έστω επίσης,
njm : ο αριθμός των ομάδων τύπου (j,m), (j = 1, 2, ..., k, m = j, j + 1, j + 2, ...),

nj = (njj , nj,j+1, nj,j+2, ...) : το διάνυσμα των ομάδων μεγέθους j (όλων των δυνα-
τών τύπων), (j = 1, 2, ..., k),

nj =
∑

m≥j njm : ο συνολικός αριθμός των ομάδων μεγέθους j, (j = 1, 2, ..., k),

n∗ = n1 + 2n2 + ... + knk : ο συνολικός αριθμός πελατών που είναι παρόντες στο
σύστημα,

n = (n1, n2, ..., nk) : το διάνυσμα όλων των ομάδων διαφόρων τύπων που βρίσκο-
νται στο σύστημα και

S = {n : njm ∈ N0, n
∗ ≤ k}: ο αντίστοιχος χώρος καταστάσεων του συστήματος.

Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο των συμπληρωματικών μεταβλητών. Έτσι, αν για τυ-
χούσα χρονική στιγμή t μία σύνοψη της παρελθούσας ιστορίας του συστήματος
είναι αναγκαία ώστε να προσδιορίσουμε τη μελλοντική του συμπεριφορά, τότε θα
πρέπει να γνωρίζουμε τόσο τον αριθμό των ομάδων των διαφόρων τύπων που βρί-
σκονται στο σύστημα τη στιγμή t, όσο και τις παρελθούσες διάρκειες των αντίστοι-
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χων εξυπηρετήσεων που βρίσκονται σε εξέλιξη. Ορίζουμε λοιπόν για κάθε t (t ≥ 0)

τις ακόλουθες τυχαίες μεταβλητές:
Qjm(t) : ο αριθμός των ομάδων τύπου (j,m), (j = 1, 2, ..., k, m = j, j + 1, j + 2, ...)
που είναι παρούσες στο σύστημα τη στιγμή t,

Q
j
(t) = (Qjj(t), Qj,j+1(t), Qj,j+2(t), ...) : το διάνυσμα των ομάδων μεγέθους j (j =

1, 2, ..., k) που βρίσκονται στο σύστημα τη στιγμή t,

U
(m)
j (t) = (U

(m)
1j (t), U

(m)
2j (t), ..., U

(m)
Qjm(t)j(t)) : μία τυχαία διάταξη των παρελθόντων

χρόνων των εξελισσόμενων εξυπηρετήσεων των ομάδων τύπου (j,m) (j = 1, 2, ..., k,

m = j, j+1, j+2, ...) που βρίσκονται στο σύστημα τη στιγμή t, όταν Qjm(t) > 0 και

U j(t) = (U
(j)
j (t);U

(j+1)
j (t);U

(j+2)
j (t); ...) (j = 1, 2, ..., k).

Η στοχαστική διαδικασία {(Q(t),U(t)), t ≥ 0} όπουQ(t) = (Q
1
(t), Q

2
(t), ..., Q

k
(t))

και U(t) = (U1(t), U2(t), ..., Uk(t)) είναι μία Μαρκοβιανή διαδικασία.Έστω

pn(x)dx = Pr
(
Q

j
(t) = nj , x

(m)
ij < U

(m)
ij (t) ≤ x

(m)
ij + dx

(m)
ij ;

1 ≤ j ≤ k, m ≥ j, 1 ≤ i ≤ njm)

= pn1,n2,...,nk
(x1, x2, ..., xk)dx, (2.2)

η στάσιμη κατανομή της διαδικασίας, όπου
x = (x1;x2; ...;xk),

xj = (x
(j)
j ;x

(j+1)
j ;x

(j+2)
j ; ...) (j = 1, 2, ..., k),

x
(m)
j = (x

(m)
1j , x

(m)
2j , ..., x

(m)
njmj) (j = 1, 2, ..., k, m = j, j + 1, j + 2, ...),

dx = dx
(1)
11 dx

(1)
21 dx

(1)
31 · ... και

δ(n∗) =

{
1, εάν n∗ < k

0, εάν n∗ = k.
(2.3)

Υποθέτοντας ότι στατιστική ισορροπία έχει επέλθει έως τη στιγμή t και θεωρώντας
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το σύστημα τις στιγμές t και t + h, βρίσκουμε τις ακόλουθες εξισώσεις ισορροπίας
για κάθε κατάσταση n = (n1, n2, ..., nk), με μη-αρνητικές συντεταγμένες τέτοια ώστε,
n∗ ≤ k, και pn(.) = 0, όταν n∗ > k.

pn(x+ h)dx = pn(x)dx(1− λδ(n∗)h)

1−
k∑

j=1

∞∑
m=j

njm∑
i=1

rjm(x
(m)
ij )h


+ δ(n∗)

∞∑
m=1

(n1m + 1)

∫ ∞

u=0
pn+e1m(x; 1(m) : u)dxdur1m(u)h + o(h),

(2.4)

(njm + 1)pn+ejm(x+ h; j(m) : 0)dxh = pn(x)dx(1− δ(n∗ + j))λgmh

+δ(n∗ + j)(nj+1,m + 1)

∫ ∞

u=0
pn+ej+1,m

(x; j + 1(m) : u)dxdurj+1,m(u)h + o(h)

(j = 1, 2, ..., k, m > j),(2.5)

(njj + 1)pn+ejj (x+ h; j(j) : 0)dxh = pn(x)dxλgjh+ o(h) (j = 1, 2, ..., k), (2.6)

όπου
h = (h, h, h, ...),

n+ ejm = (n1; ...;nj−1;njj , ..., nj,m−1, njm + 1, nj,m+1, ...;nj+1; ...;nk) και

pn+ejm(x; j(m) : u): να συμβολίζει την πυκνότητα πιθανότητας που αντιστοιχεί στην
κατάσταση n + ejm με παρελθόντες χρόνους εξυπηρέτησης που δίνονται από το
διάνυσμα

(x; j(m) : u) = (x1; ...;xj−1; (x
(j)
j ; ...;x

(m−1)
j ;u, x

(m)
1j , ..., x

(m)
njmj ;x

(m+1)
j ; ...);xj+1; ...;xk).

Οι εξισώσεις (2.4)–(2.6) προκύπτουν αν για κάθε πιθανή κατάσταση της διαδι-
κασίας {(Q(t+ h),U(t+ h))} δεσμεύσουμε ως προς όλες τις πιθανές καταστάσεις
του συστήματος την χρονική στιγμή t που μπορούν όμως μέσα στο στοιχειώδες
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χρονικό διάστημα (t, t + h) να μας οδηγήσουν στην κατάσταση της στιγμής t + h.
Συγκεκριμένα για την εξίσωση (2.4), το σύστημα τη στιγμή t+h είναι στην κατάσταση
(n,x+ h), δηλαδή το ενδεχόμενο

{
Q

j
(t+ h) = nj , x

(m)
ij + h < U

(m)
ij (t+ h) ≤ x

(m)
ij + h+ dx

(m)
ij

}
πραγματοποιείται, εάν (για n∗ = k) τη στιγμή t το σύστημα είναι στην κατάσταση
(n,x) και στο χρονικό διάστημα (t, t + h) δεν συμβαίνει καμία αναχώρηση, ή (για
n∗ < k) τη στιγμή t το σύστημα είναι στην κατάσταση (n,x) και στο χρονικό διά-
στημα (t, t + h) δεν συμβαίνει ούτε αναχώρηση ούτε νέα άφιξη ή το σύστημα τη
στιγμή t είναι στην κατάσταση (n+e1m, (x; 1(m) : u)) (για όλα ταm) και στο χρονικό
διάστημα (t, t+ h) αναχωρεί η ομάδα τύπου (1,m) με παρελθόντα χρόνο εξυπηρέ-
τησης u, αφού ολοκληρώσει την εξυπηρέτησή της. Όσον αφορά την εξίσωση (2.5)
υποθέτουμε ότι τη στιγμή t+h η Μαρκοβιανή διαδικασία {(Q(t+ h),U(t+ h))} είναι
στην κατάσταση (n+ ejm, (x+ h; j(m) : 0)) δηλαδή μία ομάδα τύπου (j,m), όπου
m > j, έχει μόλις φθάσει στο σύστημα. Τότε, (για n∗+j = k) τη στιγμή t η διαδικασία
πρέπει να βρίσκεται στην κατάσταση (n,x) και στο διάστημα (t, t+h) μία ομάδα με-
γέθουςm να φθάσει στο σύστημα, ή (για n∗+j < k) τη στιγμή t η διαδικασία να είναι
στην κατάσταση (n+ej+1,m, (x; j+1(m) : u)) και στο χρονικό διάστημα (t, t+h) να
συμπληρωθεί η εξυπηρέτηση της ομάδας τύπου (j + 1,m) με παρελθόντα χρόνο
εξυπηρέτησης u. Τέλος για την εξαγωγή της (2.6) υποθέτουμε ότι τη στιγμή t+ h το
σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση (n + ejj , (x + h; j(j) : 0)), δηλαδή μία ομάδα
τύπου (j, j) μόλις έχει φτάσει σε αυτό. Αυτό υποχρεωτικά σημαίνει ότι τη στιγμή t το
σύστημα είναι στην κατάσταση (n,x) και στο χρονικό διάστημα (t, t+ h) μία ομάδα
μεγέθους j φθάνει στο σύστημα.

Απλοποιώντας τον όρο dx στην εξίσωση (2.4), μεταφέροντας τον όρο pn(x) στο
πρώτο μέλος και χρησιμοποιώντας ότι

lim
h→0

pn(x+ h)− pn(x)
h

=

k∑
j=1

∞∑
m=j

njm∑
i=1

∂

∂x
(m)
ij

pn(x),
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καταλήγουμε στην εξίσωση

k∑
j=1

∞∑
m=j

njm∑
i=1

∂

∂x
(m)
ij

pn(x) = −

λδ(n∗) +

k∑
j=1

∞∑
m=j

njm∑
i=1

rjm(x
(m)
ij )

 pn(x)

+δ(n∗)

∞∑
m=1

(n1m + 1)

∫ ∞

u=0
pn+e1m(x; 1(m) : u)r1m(u)du. (2.7)

Διαιρώντας την εξίσωση (2.5) με dxh και παίρνοντας το όριο όταν h → 0, καταλή-
γουμε στην εξίσωση

(njm + 1)pn+ejm(x; j(m) : 0) = pn(x)λgm(1− δ(n∗ + j))

+δ(n∗ + j)(nj+1,m + 1)

∫ ∞

u=0
pn+ej+1,m

(x; j + 1(m) : u)rj+1,m(u)du

(j = 1, 2, ..., k, m > j), (2.8)

ενώ δουλεύοντας ομοίως με την (2.6) προκύπτει η εξίσωση

(njj + 1)pn+ejj (x; j(j) : 0) = λgjpn(x) (j = 1, 2, ..., k). (2.9)

Επίσης πρέπει να ισχύει και η εξίσωση κανονικοποίησης∑
n∈S

∫ ∞

x
(1)
11 =0

∫ ∞

x
(1)
21 =0

· · · pn(x)dx = 1. (2.10)

Στο επόμενο θεώρημα έχουμε το βασικό αποτέλεσμα της παραγράφου καθώς
προσδιορίζουμε τη στάσιμη κατανομή της διαδικασίας {(Q(t),U(t))} και την οριακή
κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων τύπων μέσα στο σύστημα.

Θεώρημα 2.1. Ηστάσιμη κατανομή pn(x) της στοχαστικής διαδικασίας {(Q(t),U(t)),
t ≥ 0}, δίνεται από τον τύπο

pn(x) = p(n)
k∏

j=1

∞∏
m=j

njm∏
i=1

b̂jm(x
(m)
ij ) (n ∈ S, x ≥ 0), (2.11)

όπου

b̂jm(x) =
1

bjm
(1−Bjm(x)) (j = 1, 2, ..., k, m ≥ j), (2.12)
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και

p(n) = p(n1, n2, ..., nk)

= C0

k∏
j=1

∞∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!
, (2.13)

η στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων τύπων μέσα στο σύστημα,
με

C0 =

 ∑
(vsl∈N0,

∑k
s=1

∑∞
l=s svsl≤k)

k∏
s=1

∞∏
l=s

(λglbsl)
vsl

vsl!

−1

. (2.14)

Απόδειξη. Η λύση των εξισώσεων (2.7)–(2.10) θα επιτευχθεί με τη μέθοδο των
χωριζόμενων μεταβλητών. Συγκεκριμένα θα υποθέσουμε ότι η στάσιμη κατανομή
της διαδικασίας {(Q(t),U(t))} είναι της μορφής

pn(x) = Cn1,n2,...,nk

k∏
j=1

∞∏
m=j

njm∏
i=1

Gjm(x
(m)
ij ), (2.15)

υποθέτοντας χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι

Gjm(0) = 1 (j = 1, 2, ..., k, m ≥ j). (2.16)

Όταν n∗ = k τότε δ(n∗) = 0. Έτσι, εισάγοντας την (2.15) στην (2.7) βρίσκουμε ότι:

k∑
j=1

∞∑
m=j

njm∑
i=1

pn(x)

∂

∂x
(m)
ij

(
Gjm(x

(m)
ij )

)
Gjm(x

(m)
ij )

= −
k∑

j=1

∞∑
m=j

njm∑
i=1

rjm(x
(m)
ij )pn(x),

που ισχύει αν διαλέξουμε τις συναρτήσεις Gjm(x) έτσι ώστε

d

dx
(logGjm(x)) + rjm(x) = 0 (j = 1, 2, ..., k, m ≥ j). (2.17)

Η εξίσωση (2.17) σε συνδυασμό με την αρχική συνθήκη (2.16) δίνει:

Gjm(x) = e−
∫ x
o rjm(u)du = 1−Bjm(x) (j = 1, 2, ..., k, m ≥ j), (2.18)
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οπότε η εξίσωση (2.15) παίρνει τη μορφή

pn(x) = Cn1,n2,...,nk

k∏
j=1

∞∏
m=j

njm∏
i=1

(
1−Bjm(x

(m)
ij )

)
(n ∈ S, x ≥ 0). (2.19)

Τώρα θα προσδιορίσουμε τη μορφή των συντελεστών Cn1,n2,...,nk
, όπου

n = (n1, n2, ..., nk) ∈ S, αφού πρώτα παρατηρήσουμε ότι

pn+ejm(x; j(m) : u)

pn(x)
=

Cn1,...,nj−1,nj+ejm,nj+1,...,nk

Cn1,...,nj ,...,nk

(1−Bjm(u)). (2.20)

Έτσι λοιπόν, συνδυάζοντας την εξίσωση (2.9) με την (2.20) βρίσκουμε, για κάθε
j = 1, 2, ..., k, ότι

(njj + 1)Cn1,...,nj−1,nj+ejj ,nj+1,...,nk
= λgjCn1,...,nj ,...,nk

(n ∈ S, n∗ + j ≤ k),(2.21)

ή

Cn1,...,nj ,...,nk
=

λgj
njj

Cn1,...,nj−1,nj−ejj ,nj+1,...,nk
(n ∈ S, njj > 0).

Δουλεύοντας επαναληπτικά την προηγούμενη εξίσωση, έως ότου στον συντελεστή
του δεύτερου μέλους μηδενιστεί η συντεταγμένη που αντιστοιχεί στον αριθμό των
ομάδων τύπου (j, j), προκύπτει ότι

Cn1,...,nj ,...,nk
=

(λgj)
njj

njj !
Cn1,...,nj−1,(0,nj,j+1,...),nj+1,...,nk

, (2.22)

για κάθε n ∈ S και j = 1, 2, ..., k. Συνεχίζοντας με την εξίσωση (2.8) και υποθέτοντας
κατ’ αρχάς n∗ + j = k, έχουμε ότι

(njm + 1)Cn1,...,nj−1,nj+ejm,nj+1,...,nk
= λgmCn1,...,nj ,...,nk

, (2.23)

για κάθε j = 1, 2, ..., k, m > j. Εάν διαλέξουμε n ∈ S ώστε n∗ + j = k − 1 τότε από
την (2.8) έπεται ότι

(njm + 1)Cn1,...,nj−1,nj+ejm,nj+1,...,nk
= (nj+1,m + 1)Cn1,...,nj ,nj+1+ej+1,m,nj+2,...,nk

,

και αντικαθιστώντας τον συντελεστήCn1,...,nj ,nj+1+ej+1,m,nj+2,...,nk
από την (2.23) διότι

n∗ + j + 1 = k ή από την (2.21) (εάν j + 1 = m), παίρνουμε ξανά το αποτέλεσμα
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της (2.23). Επαγωγικά μπορούμε να δείξουμε ότι η εξίσωση (2.23) ισχύει για κάθε
n ∈ S ώστε j ≤ n∗ + j ≤ k και επομένως

Cn1,...,nj ,...,nk
=

λgm
njm

Cn1,...,nj−1,nj−ejm,nj+1,...,nk
(n ∈ S, njm > 0,m > j).

Συνεχίζοντας επαναληπτικά μέχρι να μηδενιστεί ο αριθμός των ομάδων τύπου (j,m),
βρίσκουμε ότι

Cn1,...,nj ,...,nk
=

(λgm)njm

njm!
Cn1,...,nj−1,(njj ,...,nj,m−1,0,nj,m+1,...),nj+1,...,nk

, (2.24)

για κάθε n ∈ S, j = 1, 2, ..., k και m > j. Συνδυάζοντας τις (2.22), (2.24) παίρνουμε
ότι

Cn1,...,nj ,...,nk
=

∞∏
m=j

(λgm)njm

njm!
Cn1,...,nj−1,0,nj+1,...,nk

(n ∈ S, j = 1, 2, ..., k).(2.25)

Ακολουθώντας τα ίδια βήματα για κάθε j = 1, 2, ..., k, παράγουμε την αναλυτική
μορφή των συντελεστών Cn1,n2,...,nk

, δηλαδή

Cn1,n2,...,nk
=

k∏
j=1

∞∏
m=j

(λgm)njm

njm!
C0,0,...,0 (n ∈ S). (2.26)

Τώρα θα ελέγξουμε την ισχύ των εξισώσεων (2.7)–(2.9). Μία χρήσιμη σχέση είναι
η ακόλουθη:

pn+ejm(x; j(m) : u) = Cn1,...,nj−1,nj+ejm,nj+1,...,nk

×

[
k∏

s=1

∞∏
l=s

nsl∏
i=1

(1−Bsl(x
(l)
is ))

]
(1−Bjm(u))

=
λgm

njm + 1
Cn1,n2,...,nk

[
k∏

s=1

∞∏
l=s

nsl∏
i=1

(1−Bsl(x
(l)
is ))

]
(1−Bjm(u))

=
λgm

njm + 1
pn(x)(1−Bjm(u)), (2.27)

όπου η δεύτερη ισότητα είναι άμεση από την (2.23). Προχωρώντας τώρα στην επα-
λήθευση, παρατηρούμε ότι οι (2.8), (2.9) ισχύουν με την χρήση της (2.27). Όσον
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αφορά την (2.7), πρέπει να ελεγχθεί για την περίπτωση όπου n∗ < k. Αρκεί λοιπόν
να δείξουμε ότι

λpn(x) =
∞∑

m=1

(n1m + 1)

∫ ∞

u=0
pn+e1m(x; 1(m) : u)r1m(u)du,

ή, με την χρήση της (2.27), ότι

λpn(x) =
∞∑

m=1

(n1m + 1)

∫ ∞

u=0

λgm
n1m + 1

pn(x)(1−B1m(u))r1m(u)du,

το οποίο ισχύει διότι
∞∑

m=1

gm = 1 και
∫ ∞

u=0
(1−B1m(u))r1m(u)du = 1.

Θέτοντας C0 = C0,0,...,0 και χρησιμοποιώντας τις (2.19), (2.26) παίρνουμε

pn(x) = C0

k∏
j=1

∞∏
m=j

(
(λgmbjm)njm

njm!

njm∏
i=1

1−Bjm(x
(m)
ij )

bjm

)
,

και ορίζοντας την πιθανότητα p(n) και την πυκνότητα b̂jm(x) όπως φαίνεται στις
εξισώσεις (2.13), (2.12) προκύπτει η (2.11). Επίσης η κατανομή του αριθμού των
ομάδων διαφόρων τύπων δίνεται ως

Pr
(
Q

1
(t) = n1, Q2

(t) = n2, ..., Qk
(t) = nk

)
=

∫
x≥0

pn(x)dx

= p(n)
k∏

j=1

∞∏
m=j

njm∏
i=1

∫ ∞

x
(m)
ij =0

b̂jm(x
(m)
ij )dx

(m)
ij

= p(n),

εφόσον ∫ ∞

x=0
b̂jm(x)dx = 1.

Τέλος από την εξίσωση κανονικοποίησης (2.10) βρίσκουμε

∑
n∈S

p(n)
k∏

j=1

∞∏
m=j

njm∏
i=1

∫ ∞

x
(m)
ij =0

b̂jm(x
(m)
ij )dx

(m)
ij = 1,
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ή

C0
∑

(nsl∈N0,
∑k

s=1

∑∞
l=s snsl≤k)

k∏
s=1

∞∏
l=s

(λglbsl)
nsl

nsl!
= 1,

απ’ όπου βρίσκουμε την έκφραση (2.14) για τη σταθερά C0 και η απόδειξη του θε-
ωρήματος είναι πλήρης. �

Από την απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος 2.1 γίνεται φανερό ότι η στά-
σιμη κατανομή της διαδικασίας {Q(t), t ≥ 0}, η οποία προσδιορίζει τα διανύσματα
των ομάδων διαφόρων τύπων που είναι παρόντα στο σύστημα, δίνεται από τις
(2.13)-(2.14). Επιπλέον, χρησιμοποιώντας την (2.11) , διαπιστώνουμε ότι σε κατά-
σταση στατιστικής ισορροπίας οι παρελθούσες διάρκειες των εξυπηρετήσεων που
είναι σε εξέλιξη, είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με συνάρτηση πυκνότητας
b̂jm(x) για ομάδα τύπου (j,m), (j = 1, 2, ..., k, m ≥ j).

2.3 Αλγόριθμος υπολογισμού της στάσιμης κατανομής

Στην ακόλουθη ανάλυση υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα άνω φράγμα J για το μέ-
γεθος των ομάδων που φθάνουν στο σύστημα, υπόθεση περισσότερο ρεαλιστική
σε εφαρμογές. Τότε οι εξισώσεις (2.11), (2.13), (2.14) παίρνουν μία ευκολότερη -για
υπολογισμούς- μορφή. Συγκεκριμένα, για J > k, έχουμε

pn(x) = p(n)
k∏

j=1

J∏
m=j

njm∏
i=1

b̂jm(x
(m)
ij ) (n ∈ S, x ≥ 0), (2.28)

και

p(n) = C0

k∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!
, (2.29)

όπου ο συντελεστής C0 δίνεται ως

C0 =

 ∑
(vsl∈N0,

∑k
s=1

∑J
l=s svsl≤k)

k∏
s=1

J∏
l=s

(λglbsl)
vsl

vsl!

−1

, (2.30)
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ενώ η περίπτωση J ≤ k αντιμετωπίζεται ομοίως.
Θέτοντας Q(t) τον αριθμό των πελατών που βρίσκονται στο σύστημα ή ισοδύ-

ναμα τον αριθμό των απασχολημένων υπηρετών και Qj(t) τον αριθμό των ομάδων
μεγέθους j τη στιγμή t (t ≥ 0), τότε

Q(t) =
k∑

j=1

jQj(t).

Συνεπώς η στάσιμη κατανομή (pn), (n = 0, 1, 2, ..., k) του αριθμού των απασχολη-
μένων υπηρετών δίνεται ως

pn = C0 ×
∑

(
∑n

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

n∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!
(n = 0, 1, ..., k), (2.31)

ενώ

P (Qr(t) = νr) = C0 ×
∑

(
∑J

m=r nrm=νr)

k∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!
, (2.32)

για κάθε r = 1, 2, ..., k και 0 ≤ νr ≤ [k/r], όπου [k/r] το ακέραιο μέρος του αριθμού
k/r.

Στη συνέχεια θα κατασκευάσουμε έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό των πιθα-
νοτήτων (pn), n = 0, 1, 2, ..., k. Γι’ αυτόν το λόγο οριζουμε τις ποσότητες Bn ως:

Bn =
∑

(
∑min(n,J)

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

min(n,J)∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!
, n = 0, 1, 2, ... (2.33)

και B0 = 1.

Θεώρημα 2.2. (i) Το επόμενο επαναληπτικό σχήμα ισχύει για τις ποσότητες B′
ns:

Bn+1 =
λ

n+ 1

min(n,J−1)∑
u=0

(u+ 1)

(
J∑

m=u+1

gmbu+1,m

)
Bn−u, (2.34)

για κάθε n = 0, 1, 2, ... με αρχική συνθήκη B0 = 1.
(ii) Η στάσιμη κατανομή του αριθμού των απασχολημένων υπηρετών στο σύστημα
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δίνεται ως

pn = C0Bn, n = 0, 1, 2, ..., k, (2.35)

όπου

C0 =

(
k∑

n=0

Bn

)−1

. (2.36)

Απόδειξη.
Ορίζουμε τη γεννήτρια συνάρτηση των αριθμών B′

ns, B(t) =
∑∞

n=0Bnt
n. Παρα-

τηρούμε ότι

B(t) =

∞∑
n=0

Bnt
n =

∞∑
n=0

 ∑
(
∑min(n,J)

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

min(n,J)∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!

 tn

=
∞∑
n=0

 ∑
(
∑min(n,J)

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

min(n,J)∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjmtj)njm

njm!


=

J∏
j=1

J∏
m=j

 ∞∑
njm=0

(λgmbjmtj)njm

njm!

 =

J∏
j=1

J∏
m=j

eλgmbjmtj ,

οπότε

B(t) = eλ
∑J

j=1

∑J
m=j gmbjmtj . (2.37)

Παραγωγίζοντας την (2.37) ως προς t βρίσκουμε

d

dt
B(t) = λ

J∑
j=1

J∑
m=j

jgmbjmtj−1B(t),

ή
∞∑
n=0

(n+ 1)Bn+1t
n = λ

J−1∑
u=0

(
J∑

m=u+1

(u+ 1)gmbu+1,m

)
tu ·

∞∑
r=0

Brt
r

= λ

∞∑
n=0

min(n,J−1)∑
u=0

(
J∑

m=u+1

(u+ 1)gmbu+1,m

)
Bn−u

 tn.
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Εξισώνοντας τους συντελεστές των δυνάμεων tn βρίσκουμε την (2.34).
Για κάθε l = 0, 1, 2, ..., k παρατηρούμε ότι η πιθανότητα ο αριθμός των απασχο-

λημένων υπηρετών να είναι l είναι

pl =
∑

(
∑l

j=1

∑J
m=j jnjm=l)

p(n1, n2, ..., nl, 0, ..., 0)

= C0
∑

(
∑l

j=1

∑J
m=j jnjm=l)

l∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!

= C0Bl,

διότι min(l, J) = l. Συνεπώς η (2.35) ικανοποιείται. Επειδή τέλος
∑k

n=0 pn = 1,
αντικαθιστώντας τις πιθανότητες pn από την (2.35) καταλήγουμε στην (2.36) και η
απόδειξη ολοκληρώνεται. �

Το θεώρημα 2.2 αποτελεί έναν αλγόριθμο υπολογισμού των πιθανοτήτων {pn},
n = 0, 1, 2, ., k, έχοντας πρώτα υπολογίσει τους συντελεστές Bn, n = 1, 2, ., k, από
το επαναληπτικό σχήμα (2.34) και τη σταθερά C0 από την (2.36). Να σημειώσουμε
ότι η πιθανότητα pn δίνει το ποσοστό του χρόνου όπου n υπηρέτες από τους k είναι
απασχολημένοι. Ειδικότερα η σταθερά C0 ισούται με το ποσοστό του χρόνου όπου
το σύστημα είναι άδειο, δηλαδή όλοι οι υπηρέτες είναι διαθέσιμοι. Ο μέσος αριθμός
των απασχολημένων υπηρετών E(Q) δίνεται ως

E(Q) =

k∑
n=1

npn. (2.38)

Ένα άλλο σημαντικό μέτρο λειτουργικότητας του συστήματος είναι το ποσοστό
Pserved των πελατών που εξυπηρετούνται ή ισοδύναμα η οριακή πιθανότητα ένας
πελάτης φθάνοντας στο σύστημα να παραμείνει σε αυτό. Από την ιδιότητα PASTA,
η στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα σε στιγμές αφίξεων συ-
μπίπτει με την {pn}, n = 0, 1, 2, ., k. Επίσης σε ισορροπία, το μέγεθος της ομάδας
στην οποία ανήκει ένας πελάτης φθάνοντας στο σύστημα είναι τυχαία μεταβλητή
με κατανομή πιθανότητας {jgj/Mg}, j = 1, 2, ..., όπου Mg ειναι το μέσο μέγεθος
των αφικνούμενων ομάδων (δες Wolff, 1989). Συνεπώς, ας υποθέσουμε ότι ένας
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συγκεκριμένος πελάτης φθάνει στο σύστημα και έστω
Cn: το ενδεχόμενο φθάνοντας να βρει n πελάτες, n = 0, 1, 2, ..., k,
Bj : το ενδεχόμενο ο υπό μελέτη πελάτης να ανήκει σε ομάδα μεγέθους j, j =

1, 2, ..., J ,
A: το ενδεχόμενο ο πελάτης αυτός να παραμείνει τελικά στο σύστημα. Τότε

Pserved =

k−1∑
n=0

Pr(Cn)Pr(A/Cn),

ή κάνοντας χρήση του θεωρήματος ολικής πιθανότητας,

Pserved =

k−1∑
n=0

Pr(Cn)

k−n∑
j=1

Pr(A/CnBj)Pr(Bj/Cn) +

J∑
j=k−n+1

Pr(A/CnBj)Pr(Bj/Cn)

 .

Χρησιμοποιώντας ότι

Pr(A/CnBj) =

1 εάν j = 1, 2, ..., k − n

(k − n)/j εάν j = k − n+ 1, ..., J
,

καθώς και Bj , Cn ανεξάρτητα, αφού το μέγεθος της ομάδας στην οποία ανήκει ο
υπό μελέτη πελάτης δεν εξαρτάται από την παρελθούσα ιστορία, έχουμε

Pserved =
k−1∑
n=0

pn


k−n∑
j=1

jgj
Mg

+
J∑

j=k−n+1

jgj
Mg

k − n

j

 . (2.39)

Θέτουμε επίσης

p(ν1, ν2, ..., νk) = P (Q1(t) = ν1, Q2(t) = ν2, ..., Qk(t) = νk),

με ν1, ν2, ..., νk ∈ N0, και
∑k

j=1 jνj ≤ k, η στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομά-
δων διαφόρων μεγεθών οι οποίες είναι παρούσες στο σύστημα. Τότε

p(ν1, ν2, ..., νk) = C0 ×
∑

(
∑J

m=j njm=νj , j=1,2,...,k)

k∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!
.
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Γράφοντας την παραπάνω εξίσωση με διαφορετικό τρόπο έχουμε

p(ν1, ν2, ..., νk) = C0

k∏
j=1

∑
(
∑J

m=j njm=νj)

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!

(ν1, ν2, ..., νk ∈ N0,
k∑

j=1

jνj ≤ k). (2.40)

Στη συνέχεια αναφέρουμε δύο ειδικές περιπτώσεις του υπό μελέτη μοντέλου.

Παράδειγμα 2.1. Υποθέτοντας ότι bjm = bj (π.χ. το χρονικό διάστημα όπου j μέλη
κάποιας ομάδας (j = 1, 2, ..., k) μένουν μαζί στο σύστημα δεν εξαρτάται από το αρ-
χικό μέγεθος της ομάδας) και J =∞, τότε η εξίσωση (2.40) γίνεται

p(ν1, ν2, ..., νk) = C0

k∏
j=1

(λbj)
νj

∑
(njm∈N0,

∑∞
m=j njm=νj ,)

∞∏
m=j

(gm)njm

njm!

 .

Όμως ∑
(njm∈N0,

∑∞
m=j njm=νj)

∞∏
m=j

(gm)njm

njm!
=

1

νj !

∑
(njm∈N0,

∑∞
m=j njm=νj)

νj !

njj !nj,j+1! . . .
g
njj

j g
nj,j+1

j+1 · · ·

=
1

νj !
q
νj
j ,

χρησιμοποιώντας το Πολυωνυμικό θεώρημα, όπου qj =
∑∞

m=j gm (j = 1, 2, ..., k).
Έτσι συμπεραίνουμε ότι

p(ν1, ν2, ..., νk) = C0

k∏
j=1

(λbjqj)
νj

νj !
.

Στην περίπτωση αυτή η σταθερά C0 μπορεί να πάρει τη μορφή

C0 =

 ∑
(vs∈N0,

∑k
s=1 svs≤k)

k∏
s=1

(λbsqs)
vs

vs!

−1

.

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες εξισώσεις παράγουμε ένα γνωστό αποτέλεσμα (Δες
εξίσωση (15), Fakinos (1990)).
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Παράδειγμα 2.2. Υποθέτουμε ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών που ανή-
κουν στην ίδια ομάδα είναι ανεξάρτητοι και εκθετικά κατανεμημένοι με παράμετρο
που εξαρτάται από το αρχικό μέγεθος της ομάδας, έστω µm για ομάδες αρχικού με-
γέθουςm (m = 1, 2, ..., J). Τότε η τυχαία μεταβλητή Zjm είναι εκθετικά κατανεμημένη
με παράμετρο jµm, εφόσον είναι η ελάχιστη από j ανεξάρτητες εκθετικές(µm). Έτσι
τα προηγούμενα αποτελέσματα ειναι εφαρμόσιμα και σε αυτή την περίπτωση. Συ-
γκεκριμένα η στάσιμη κατανομή p(n) = p(n1, n2, ..., nk), του αριθμού των ομάδων
διαφόρων τύπων στο σύστημα δίνεται ως

p(n) =

 ∑
(
∑k

s=1

∑J
l=s svsl≤k)

k∏
s=1

J∏
l=s

(λgl/sµl)
vsl

vsl!

−1
k∏

j=1

J∏
m=j

(λgm/jµm)njm

njm!
.

2.4 Η M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις και την πολιτική
”όλοι ή κανένας” αποδοχής πελατών

Στην παράγραφο αυτή εξετάζουμε την M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις της πα-
ραγράφου 2.2 υπό την ”όλοι ή κανένας” πολιτική αποδοχής πελατών και με μία
επιπλέον συνθήκη όσον αφορά την κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης των δια-
φόρων ομάδων πελατών. Συγκεκριμένα υποθέτουμε ότι όταν μία ομάδα μεγέθους
j βρισκει n υπηρέτες απασχολημένους τότεόλη η ομάδα θα εισέλθει στο σύστημα, εάν j ≤ k − n

όλη η ομάδα θα απομακρυνθεί από το σύστημα, εάν j > k − n
.

Επίσης οι κατανομές των χρόνων εξυπηρέτησης των διαφόρων τύπων ομάδων είναι
τέτοιες ώστε

Bjm(x) = Bj(x) (j = 1, 2, ..., k, m = j, j + 1, ...),

δηλαδή το ποσό του χρόνου Zj κατά τη διάρκεια του οποίου ακριβώς j πελάτες μίας
ομάδας μένουν μαζί μέσα στο σύστημα, δεν εξαρτάται από το αρχικό μέγεθοςm της
ομάδας αλλά μόνο από το j. Συμβολίζουμε με bj τη μέση τιμή της μεταβλητής Zj και

rj(x) =
dBj(x)

dx
/(1−Bj(x)),
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το δεσμευμένο ρυθμό τερματισμού της εξυπηρέτησης μίας ομάδας μεγέθους j (j =
1, 2, ..., k). Ορίζουμε για κάθε t (t ≥ 0) τις ακόλουθες τυχαίες μεταβλητές:

Qj(t): ο αριθμός των ομάδων μεγέθους j (j = 1, 2, ..., k) που είναι παρούσες στο
σύστημα τη στιγμή t,

U j(t) = (U1j(t), U2j(t), ..., UQj(t)j(t)): μία τυχαία διάταξη των παρελθόντων χρόνων
εξυπηρέτησης των ομάδων μεγέθους j (j = 1, 2, ..., k) που βρίσκονται στο σύστημα
τη στιγμή t, όταν Qj(t) > 0,

Q(t) = (Q1(t), Q2(t), ..., Qk(t)),

U(t) = (U1(t), U2(t), ..., Uk(t)).

Η στοχαστική διαδικασία
{
(Q(t), U(t)), t ≥ 0

}
είναι μία Μαρκοβιανή διαδικασία

και έστω

pn(x)dx = pn1,n2,...,nk
(x11, x21, ..., xn11;x12, x22, ..., xn22; ...;x1k, x2k, ..., xnkk)dx

= Pr(Qj(t) = nj , xij < Uij(t) ≤ xij + dxij ; i = 1, 2, ..., nj , j = 1, 2, ..., k),

η στάσιμη κατανομή της, όπου
nj : ο αριθμός των ομάδων μεγέθους j (j = 1, 2, ..., k),

n = (n1, n2, ..., nk): η κατάσταση του συστήματος,

x = (x1;x2; ...;xk),

xj = (x1j , x2j , ..., xnjj) (j = 1, 2, ..., k),

dx = dx11dx21 . . . dxnkk, και έστω

p(n) = p(n1, n2, ..., nk) = Pr(Qj(t) = nj , j = 1, 2, ..., k),

η στάσιμη κατανομή των ομάδων διαφόρων μεγεθών μέσα στο σύστημα. Ο στόχος



2.4 Η M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις και την πολιτική ”όλοι ή κανένας” αποδοχής
πελατών 41

αυτής της παραγράφου είναι να προσδιορίσουμε μία επαρκή συνθήκη ώστε η στά-
σιμη κατανομή p(n) να μην εξαρτάται από τη μορφή των κατανομών των χρόνων
εξυπηρέτησης, αλλά μόνο από τις μέσες τιμές τους. Πριν από αυτό ας συμβολί-
σουμε με
n∗
j−1 = jnj + (j + 1)nj+1 + ...+ knk (j = 1, 2, ..., k, n∗

0 = n∗) και

S =
{
n = (n1, n2, ..., nk) ∈ Nk

0 : n∗ ≤ k
}
, τον χώρο καταστάσεων του συστήματος.

Θεωρώντας την εξέλιξη της Μαρκοβιανής διαδικασίας (Q(t), U(t)) στο διάστημα
[t, t+ h], βρίσκουμε τις ακόλουθες εξισώσεις καταστάσεων,

pn(x+ h)dx = pn(x)dx

(
1− δ(n∗)λh+ δ(n∗)λh

∞∑
i=k−n∗+1

gi

)1−
k∑

j=1

nj∑
i=1

rj(xij)h


+ δ(n∗)

∫ ∞

u=0
(n1 + 1)pn+e1(x; 1 : u)dxdur1(u)h + o(h), (2.41)

(nj + 1)pn+ej (x+ h; j : 0)dxh = pn(x)dxλgjh

+ δ(n∗ + j)

∫ ∞

u=0
(nj+1 + 1)pn+ej+1

(x; j + 1 : u)dxdurj+1(u)h

+ o(h) (j = 1, 2, ..., k), (2.42)

όπου h = (h, h, ..., h),

n+ ej = (n1, ..., nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk),

pn+ej (x; j : u): συμβολίζει την πυκνότητα πιθανότητας που αντιστοιχεί στην κατά-
σταση n+ ej με παρελθόντες χρόνους εξυπηρέτησης

(x; j : u) = (x1; ...;xj−1;x1j , x2j , ..., xnjj , u;xj+1; ...;xk),

xij > 0, pn(.) = 0 για κάθε n /∈ S και η συνάρτηση δ(.) δίνεται από την (2.3).

Οι εξισώσεις (2.41)–(2.42) προκύπτουν αν για κάθε πιθανή κατάσταση της δια-
δικασίας (Q(t+ h), U(t+ h)) δεσμεύσουμε ως προς όλες τις πιθανές καταστάσεις
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του συστήματος την χρονική στιγμή t που μπορούν όμως μέσα στο στοιχειώδες
χρονικό διάστημα (t, t + h) να μας οδηγήσουν στην κατάσταση της στιγμής t + h.
Συγκεκριμένα για την εξίσωση (2.41), το σύστημα τη στιγμή t + h είναι στην κατά-
σταση (n, x+ h), δηλαδή το ενδεχόμενο

{Qj(t+ h) = nj , xij + h < Uij(t+ h) ≤ xij + h+ dxij}

πραγματοποιείται, εάν (για n∗ = k) τη στιγμή t το σύστημα είναι στην κατάσταση
(n, x) και στο χρονικό διάστημα (t, t + h) δεν συμβαίνει καμία αναχώρηση, ή (για
n∗ < k) τη στιγμή t το σύστημα είναι στην κατάσταση (n, x) και στο χρονικό διάστημα
(t, t+ h) δεν συμβαίνει κάποια αναχώρηση και είτε όχι νέα άφιξη είτε άφιξη ομάδος
με μέγεθος μεγαλύτερο του k − n∗, ή το σύστημα τη στιγμή t είναι στην κατάσταση
(n+ e1, (x; 1 : u)) και στο χρονικό διάστημα (t, t+ h) αναχωρεί η ομάδα μεγέθους 1
με παρελθόντα χρόνο εξυπηρέτησης u, αφού όμως πρώτα ολοκληρώσει την εξυπη-
ρέτησή της, ενώ οι υπόλοιπες παραμένουν στο σύστημα. Όσον αφορά την εξίσωση
(2.42) υποθέτουμε ότι τη στιγμή t+h η Μαρκοβιανή διαδικασία (Q(t+ h), U(t+ h))

είναι στην κατάσταση (n+ej , (x+h; j : 0)) δηλαδή μία ομάδα μεγέθους j, έχει μόλις
φθάσει στο σύστημα. Τότε, (για n∗ + j = k) τη στιγμή t η διαδικασία πρέπει να βρί-
σκεται στην κατάσταση (n, x) και στο διάστημα (t, t + h) μία ομάδα μεγέθους j να
φθάσει στο σύστημα χωρίς να ολοκληρωθεί κάποια εξυπηρέτηση, ή (για n∗+ j < k)
τη στιγμή t η διαδικασία να είναι στην κατάσταση (n + ej+1, (x; j + 1 : u)) και στο
χρονικό διάστημα (t, t+h) να συμπληρωθεί η εξυπηρέτηση μόνο της ομάδας μεγέ-
θους j + 1 με παρελθόντα χρόνο εξυπηρέτησης u.

Διαιρώντας την (2.41) με dx, μεταφέροντας στο πρώτο μέλος την πιθανότητα
pn(x) και διαιρώντας με h παίρνουμε

pn(x+ h)− pn(x)

h
= −

λδ(n∗)

k−n∗∑
i=1

gi +

k∑
j=1

nj∑
i=1

rj(xij)

 pn(x)

+ δ(n∗)(n1 + 1)

∫ ∞

0
pn+e1(x; 1 : u)r1(u)du+

o(h)

h
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και παίρνοντας το όριο καθώς h→ 0 βρίσκουμε

k∑
j=1

nj∑
i=1

∂

∂xij
pn(x) = −

λδ(n∗)
k−n∗∑
i=1

gi +
k∑

j=1

nj∑
i=1

rj(xij)

 pn(x)

+ δ(n∗)(n1 + 1)

∫ ∞

0
pn+e1(x; 1 : u)r1(u)du. (2.43)

Δουλεύοντας ομοίως με την (2.42) προκύπτει η εξίσωση

(nj + 1)pn+ej (x; j : 0) = λgjpn(x) + δ(n∗ + j)(nj+1 + 1)

×
∫ ∞

0
pn+ej+1

(x; j + 1 : u)rj+1(u)du (j = 1, ...k).(2.44)

Επιπλέον έχουμε την εξίσωση κανονικοποίησης∑
n∈S

∫ ∞

0

∫ ∞

0
· · ·
∫ ∞

0
pn(x)dx = 1. (2.45)

Χρησιμοποιώντας ξανά τη μέθοδο των χωριζόμενων μεταβλητών, υποθέτουμε ότι

pn(x) = Cn1,n2,...,nk

k∏
j=1

nj∏
i=1

Gj(xij).

Με επιχειρήματα όμοια με εκείνα του θεωρήματος 2.1 μπορούμε να δείξουμε ότι
Gj(x) = 1−Bj(x), οπότε η στάσιμη κατανομή παίρνει τη μορφή

pn(x) = Cn1,n2,...,nk

k∏
j=1

nj∏
i=1

(1−Bj(xij)) (n ∈ S, x ≥ 0), (2.46)

και ζητούμενο πλέον είναι η εύρεση των συντελεστών Cn1,n2,...,nk
και η συνθήκη

κάτω από την οποία αυτοί υπάρχουν.

Για κάθε κατάσταση n του συστήματος τέτοια ώστε n∗ < k η εξίσωση (2.43)
παίρνει τη μορφή

k∑
j=1

nj∑
i=1

(
∂

∂xij
pn(x) + rj(xij)pn(x)

)
= −λ

k−n∗∑
i=1

gipn(x)

+ (n1 + 1)

∫ ∞

0
pn+e1(x; 1 : u)r1(u)du.
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Όμως  ∂
∂xij

pn(x) = pn(x)
(1−Bj(xij))

′

1−Bj(xij)

rj(xij) +
d

dxij
(log(1−Bj(xij))) = 0

,

και χρησιμοποιώντας ότι

pn+ej (x; j : u) =
Cn1,...,nj−1,nj+1,nj+1,...,nk

Cn1,n2,...,nk

pn(x)(1−Bj(u)), (2.47)

για κάθε j = 1, 2, ., k, βρίσκουμε

(n1 + 1)Cn1+1,n2,...,nk
= λ

k−n∗∑
i=1

giCn1,n2,...,nk
(n∗ < k). (2.48)

Συνεχίζοντας τώρα με την (2.44) και θεωρώντας μία κατάσταση n τέτοια ώστε n∗ +

j = k για j = 1, 2, ..., k, παίρνουμε

(nj + 1)pn+ej (x; j : 0) = λgjpn(x),

ή λόγω της (2.47)

(nj + 1)Cn1,...nj−1,nj+1,nj+1,...,nk
= λgjCn1,n2,...,nk

(n∗ + j = k, j = 1, ..., k). (2.49)

Αν όμως θεωρήσουμε μία κατάσταση n τέτοια ώστε n∗+ j < k για j = 1, 2, ..., k−1,
τότε η (2.44) σε συνδυασμό με την (2.47) μας δίνει

(nj + 1)Cn1,...nj−1,nj+1,nj+1,...,nk
=λgjCn1,n2,...,nk

+ (nj+1 + 1)Cn1,...nj ,nj+1+1,nj+2,...,nk

(n∗ + j < k, j = 1, 2, ..., k − 1). (2.50)

Από τις εξισώσεις (2.48), (2.50) μπορούμε με επαναληπτικό τρόπο να παρά-
ξουμε τη μορφή των συντελεστών Cn1,n2,...,nk

. Συγκεκριμένα μπορούμε να αποδεί-
ξουμε ότι (δες Παράρτημα)

Cn1,n2,...,nk
=

k∏
r=1

λnr

nr!

nr∏
l=1

k−(n∗
r−1−rl)∑
i=r

gi

C0,0,...,0

((n1, n2, ..., nk) ∈ S), (2.51)
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όπου το γινόμενο
∏0

l=1(.) ορίζεται να ισούται με 1 και η ανισότητα k−(n∗
r−1−rl) ≥ r

ισχύει διότι k ≥ n∗ ≥ n∗
r−1 − r(l − 1) για κάθε r = 1, 2, ..., k και l = 1, 2, ..., nr. Από

την προηγούμενη μορφή διαπιστώνουμε ότι οι τιμές της κατανομής {gj} που εμπλέ-
κονται είναι οι g1, g2, ..., gk. Αυτό είναι αναμενόμενο αφού οι ομάδες με μέγεθος με-
γαλύτερο του k απορρίπτονται από το σύστημα λόγω της εφαρμοζόμενης πολιτικής
αποδοχής πελατών και κατά συνέπεια δεν επηρεάζουν τη στάσιμη κατανομή της ου-
ράς. Έτσι λοιπόν μπορούμε να υποθέσουμε ότι

∑k
i=1 gi = 1. Στη συνέχεια πρέπει

να ελέγξουμε αν η εξίσωση (2.49) ισχύει. Εάν j = 1, τότε η (2.49) γίνεται

(n1 + 1)Cn1+1,n2,...,nk
= λg1Cn1,n2,...,nk

(2.52)

που ισχύει λόγω της (2.48), αφού σε αυτή την περίπτωση έχουμε n∗ = k − 1. Αντι-
καθιστώντας την (2.51) στην (2.49) για j = 2, 3, ..., k, μπορούμε να αποδείξουμε ότι
(δες Παράρτημα) η (2.49) ισχύει εάν οι πιθανότητες gi (i = 1, 2, ..., k) ικανοποιούν
τη συνθήκηk−n∗

j−1∑
i=j

gi

 j−1∏
r=1

nr∏
l=1

k−(n∗
r−1+j−rl)∑
i=r

gi

 = gj

j−1∏
r=1

nr∏
l=1

k−(n∗
r−1−rl)∑
i=r

gi

 , (2.53)

για κάθε j = 2, 3, ..., k και n = (n1, n2, ..., nk) ∈ S με n∗ + j = k. Για να είναι καλώς
ορισμένα τα παραπάνω αθροίσματα θα πρέπει να ισχύουν οι ανισότητες

k − (n∗
r−1 + j − rl) ≥ r και k − n∗

j−1 ≥ j.

Αυτό συμβαίνει διότι j = k − n∗, οπότε αυτές γίνονται

n∗ ≥ n∗
r−1 − r(l − 1) και n∗ ≥ n∗

j−1

αντίστοιχα, που προφανώς ισχύουν. Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειώσουμε ότι όταν
οι αφίξεις πελατών πραγματοποιούνται σε ομάδες μεγέθους 1, τότε οι εξισώσεις
(2.49) και (2.50) συμπίπτουν με την (2.52), άρα το σύστημα έχει στάσιμη κατανομή
p(n) ανεξάρτητη της κατονομής του χρόνου εξυπηρέτησης B1(x). Αυτό συμβαίνει
γιατί σε αυτή την περίπτωση το υπό μελέτη σύστημα έχει μετατραπεί σε μία τυπική
M/G/k/k ουρά.
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Εάν η (2.53) ισχύει τότε η εξίσωση κανονικοποίησης (2.45) απ’ όπου θα υπολο-
γίσουμε τη σταθερά C0,0,...,0, γίνεται

∑
n∈S

Cn1,n2,...,nk

k∏
j=1

nj∏
i=1

∫ ∞

0
(1−Bj(xij))dxij = 1,

ή, χρησιμοποιώντας ότι∫ ∞

0
(1−Bj(x))dx = bj , j = 1, 2, ..., k,

καταλήγουμε στη σχέση

∑
n∈S

Cn1,n2,...,nk

k∏
j=1

b
nj

j = 1, (2.54)

όπου το άθροισμα εκτείνεται για όλα τα n1, n2, ..., nk ∈ N0 ώστε n1+2n2+ ...+knk ≤
k. Έτσι έχουμε το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 2.3. Αν σε μία M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις, πολιτική αποδοχής πε-
λατών ”όλοι ή κανένας”, εξυπηρετήσεις ομάδων που εξαρτώνται μόνο από το τρέχον
μέγεθος της ομάδας και μεμονωμένες αναχωρήσεις, η κατανομή πιθανότητας {gj}
του μεγέθους των ομάδων ικανοποιεί την (2.53), τότε η ουρά έχει στάσιμη κατανομή
p(n1, n2, ..., nk) η οποία δεν εξαρτάται από την συγκεκριμένη κατανομή των χρόνων
εξυπηρέτησης (ιδιότητα της μη-ευαισθησίας) και δίνεται ως

p(n1, n2, ..., nk) = Cn1,n2,...,nk

k∏
j=1

b
nj

j (n1, n2, ..., nk) ∈ S, (2.55)

όπου οι συντελεστές Cn1,n2,...,nk
προσδιορίζονται από τις (2.51) και (2.54).

Παρατήρηση 2.1. Η πολυπλοκότητα της (2.53) μας δείχνει ότι σε αντίθεση με την
πολιτική της μερικής αποδοχής πελατών, η ”όλοι ή κανένας” πολιτική απαιτεί μία
πολύ συγκεκριμένη μορφή στην κατανομή του μεγέθους των ομάδων, έτσι ώστε να
έχουμε στάσιμη κατανομή ανεξάρτητη της μορφής των κατανομών των χρόνων εξυ-
πηρέτησης. Ως ένα παράδειγμα στο οποίο δεν μπορεί να ισχύει η ιδιότητα της μη-
ευαισθησίας είναι η M/G/3/3 ουρά με g1 > 0, g3 > 0 και g2 = 0. Αν κάποια χρονική
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στιγμή η κατάσταση του συστήματος είναι η (1, 1, 0), δηλαδή στο σύστημα εξυπηρε-
τούνται μία ομάδα μεγέθους 1 και μία ομάδα μεγέθους 2, τότε η ομάδα μεγέθους 1
έχει φτάσει πιο πρόσφατα από την ομάδα μεγέθους 2. Αυτό συμβαίνει διότι η ομάδα
μεγέθους 2 έχει προκύψει αναγκαστικά από κάποια ομάδα μεγέθους 3 της οποίας
αναχώρησε το ένα μέλος. Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή οι παρελθόντες χρόνοι
εξυπηρέτησης δεν είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και επομένως η (2.46) δεν
μπορεί να ισχύει.

Παρατήρηση 2.2. Εάν j = k τότε η (2.53) ισχύει για κάθε κατανομή {gj} του μεγέ-
θους των αφιχθέντων ομάδων. Πράγματι, όταν j = k τότε n∗ = 0 οπότε η μοναδική
κατάσταση του συστήματος που πρέπει να ελεγχθεί είναι η n = (0, 0, ..., 0). Έτσι η
(2.53) γίνεται k−n∗

k−1∑
i=k

gi

 k−1∏
r=1

0∏
l=1

(·) = gk

k−1∏
r=1

0∏
l=1

(·) ,

ή
∑k−n∗

k−1

i=k gi = gk που ισχύει καθώς n∗
k−1 = 0. Επομένως αρκεί να εξετάζουμε την

(2.53) για j = 2, 3, ..., k − 1.

2.5 Παραδείγματα της M/G/k/k ουράς με την ”όλοι ή κανέ-
νας” πολιτική

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε τις περιπτώσεις M/G/k/k για k =

2, 3, 4 με την ”όλοι ή κανένας” πολιτική αποδοχής πελατών.

Παράδειγμα 2.3. Η M/G/2/2 ουρά. Στην περίπτωση όπου k = 2, γίνεται φανερό
από την παρατήρηση 2.2 ότι η συνθήκη (2.53) ισχύει για κάθε κατανομή {gj}. Έτσι
η ιδιότητα της μη-ευαισθησίας ισχύει και χρησιμοποιώντας την (2.51) για τη μορφή
των συντελεστών Cn1,n2 , η στάσιμη κατανομή p(n1, n2) παίρνει τη μορφή

p(0, 0) = C0,0 , p(1, 0) = λb1(g1 + g2)C0,0,

p(0, 1) = λb2g2C0,0 , p(2, 0) =
λ2b21g1(g1 + g2)

2
C0,0.



48 Στάσιμα αποτελέσματα για την M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις

Η σταθερά C0,0 υπολογίζεται από την (2.54) και δίνεται ως

C0,0 =

(
1 + λb1(g1 + g2) + λb2g2 +

λ2b21g1(g1 + g2)

2

)−1

.

Αξίζει να σημειωθεί ότι η ουράM/G/2/2 αναμένεται να έχει την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας
καθώς όταν το σύστημα είναι κενό τότε με πιθανότατα g1

g1+g2
ξεκινά μία περίοδος συ-

νεχούς λειτουργίας του με 1 πελάτη παρόντα, ενώ με πιθανότατα g2
g1+g2

ξεκινά μία
περίοδος συνεχούς λειτουργίας του συστήματος με 2 πελάτες. Στην πρώτη περί-
πτωση και μέχρι το σύστημα να αδειάσει, συμπεριφέρεται ως μία τυπική M/G/2/2
με μεμονωμένες αφίξεις και αναχωρήσεις πελατών όπου η διαδικασία αφίξεων είναι
Poisson(λg1) και η κατανομή των χρόνων εξυπηρέτησηςB1(x). Όταν η περίοδος συ-
νεχούς λειτουργίας ξεκινά με 2 πελάτες, τότε με πιθανότητα 1 θα αναχωρήσει ο ένας
από τους δύο σε πεπερασμένο χρονικό διάστημα μέσης τιμής b2 και στη συνέχεια το
σύστημα θα λειτουργεί όπως στην πρώτη περίπτωση.

Παράδειγμα 2.4. Η M/G/3/3 ουρά. Στην περίπτωση όπου k = 3, λόγω της παρατή-
ρησης 2.2 η συνθήκη (2.53) πρέπει να ελεγχθεί για j = 2. Επειδή όμως j + n∗ = k

θα έχουμε n∗ = 1, οπότε n = (1, 0, 0) και επομένως η (2.53) γίνεται3−n∗
1∑

i=2

gi

 1∏
r=1

nr∏
l=1

3−(n∗
r−1+2−rl)∑
i=r

gi

 = g2

1∏
r=1

nr∏
l=1

3−(n∗
r−1−rl)∑
i=r

gi

 ,

ή χρησιμοποιώντας ότι n∗
1 = 0,

(g2 + g3)
1∑

i=1

gi = g2

3∑
i=1

gi,

και χρησιμοποιώντας ότι
∑3

i=1 gi = 1,

g22 + 2g3g2 + g23 − g3 = 0. (2.56)

Λύνοντας την παραπάνω δευτεροβάθμια εξίσωση βρίσκουμε ότι g2 =
√
g3(1−

√
g3)

οπότε g1 = 1−√g3. Θέτοντας σ =
√
g3, η κατανομή {gj , j = 1, 2, 3} παίρνει τη μορφή

g1 = 1− σ,

g2 = σ(1− σ),

g3 = σ2.

(2.57)
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Έτσι λοιπόν δείξαμε ότι αν η κατανομή του μεγέθους των αφιχθέντων ομάδων είναι
γεωμετρική περικομμένη στο 3, τότε η στάσιμη κατανομή p(n1, n2, n3) του συστήμα-
τος έχει την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας και δίνεται ως

p(0, 0, 0) = C0,0,0 , p(1, 0, 0) = λb1C0,0,0,

p(0, 1, 0) = λb2(g2 + g3)C0,0,0 , p(0, 0, 1) = λb3g3C0,0,0,

p(1, 1, 0) = λ2b1b2g1(g2 + g3)C0,0,0 , p(2, 0, 0) = λ2

2! b
2
1(g1 + g2)C0,0,0,

p(3, 0, 0) = λ3

3! b
3
1g1(g1 + g2)C0,0,0 ,

(2.58)

όπου

C0,0,0 =

(
1 + λb1 + λb2(g2 + g3) + λb3g3 + λ2b1b2g1(g2 + g3) +

λ2

2!
b21(g1 + g2)

+
λ3

3!
b31g1(g1 + g2)

)−1

.(2.59)

Στην παρατήρηση 2.1 είδαμε ότι η M/G/3/3 περίπτωση όπου g1 > 0, g3 > 0 και g2 = 0

δεν έχει στάσιμη κατανομή με την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας. Εύκολα παρατηρούμε
ότι η συγκεκριμένη κατανομή δεν είναι της μορφής (2.57).

Παράδειγμα 2.5. Η M/G/4/4 ουρά. Στην περίπτωση αυτή πρέπει να ελέγξουμε τη
συνθήκη (2.53) για j = 2, j = 3. Εάν j = 2 τότε n∗ = 2 οπότε έχουμε δύο περιπτώ-
σεις για το διάνυσμα n. Εάν n = (0, 1, 0, 0) τότε η (2.53) γίνεται

4−n∗
1∑

i=2

gi

 1∏
r=1

nr∏
l=1

4−(n∗
r−1+2−rl)∑
i=r

gi

 = g2

1∏
r=1

nr∏
l=1

4−(n∗
r−1−rl)∑
i=r

gi

 ,

και επειδή n∗
1 = 2 και n1 = 0 έχουμε

∑2
i−2 gi = g2 που ισχύει. Στη δεύτερη περί-

πτωση που το διάνυσμα n ισούται με n = (2, 0, 0, 0), η (2.53) παίρνει ξανά τη μορφή

4−n∗
1∑

i=2

gi

 1∏
r=1

nr∏
l=1

4−(n∗
r−1+2−rl)∑
i=r

gi

 = g2

1∏
r=1

nr∏
l=1

4−(n∗
r−1−rl)∑
i=r

gi

 .
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Όμως αυτή τη φορά έχουμε n∗
1 = 0 και n1 = 2, οπότε η προηγούμενη εξίσωση γίνεται

(
4∑

i=2

gi

)
2∏

l=1

4−(n∗+2−l)∑
i=1

gi

 = g2

2∏
l=1

4−(n∗−l)∑
i=1

gi

 ,

ή (
4∑

i=2

gi

)
2∏

l=1

4−(n∗+2−l)∑
i=1

gi

 = g2

2∏
l=1

4−(n∗−l)∑
i=1

gi

 ,

και χρησιμοποιώντας ότι
∑4

i=1 gi = 1, προκύπτει η εξίσωση

g31 − g21(1− g2) + g22 + g2g3 = 0. (2.60)

Συνεχίζοντας για j = 3 τότε n∗ = 1 συνεπώς n = (1, 0, 0, 0) οπότε η (2.53) μας δίνει4−n∗
2∑

i=3

gi

 2∏
r=1

nr∏
l=1

4−(n∗
r−1+3−rl)∑
i=r

gi

 = g3

2∏
r=1

nr∏
l=1

4−(n∗
r−1−rl)∑
i=r

gi

 ,

και επειδή n1 = 1, n2 = 0, n∗
0 = 1

(g3 + g4)g1 = g3. (2.61)

Χρησιμοποιώντας το πρόγραμμα Mathematica μπορούμε να βρούμε ότι το σύστημα
των εξισώσεων (2.60), (2.61) μαζί με την g1 + g2 + g3 + g4 = 1 έχει λύσεις που
δεν αντιστοιχούν όμως σε κάποια από τις γνωστές κατανομές. Για τις λύσεις αυτές η
αντίστοιχη στάσιμη κατανομή p(n1, n2, n3, n4) δίνεται ως

p(0, 0, 0, 0) = C0 , p(1, 0, 0, 0) = λb1C0,

p(0, 1, 0, 0) = λb2(1− g1)C0 , p(0, 0, 1, 0) = λb3(g3 + g4)C0,

p(0, 0, 0, 1) = λb4g4C0 , p(2, 0, 0, 0) =
λ2

2!
b21(1− g4)C0,

p(1, 1, 0, 0) = λ2b1b2(g1 + g2)(1− g1)C0 , p(0, 2, 0, 0) =
λ2

2!
b22g2(1− g1)C0,

p(1, 0, 1, 0) = λ2b1b3g1(g3 + g4)C0 , p(3, 0, 0, 0) =
λ3

3!
b31(g1 + g2)(1− g4)C0,

p(2, 1, 0, 0) =
λ3

2!
b21b2g1(g1 + g2)(1− g1)C0 , p(4, 0, 0, 0) =

λ4

4!
b41g1(g1 + g2)(1− g4)C0,
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όπου η σταθερά C0 = C(0,0,0,0) υπολογίζεται από την εξίσωση κανονικοποίησης.

Παρατήρηση 2.3. Σε όλα τα προηγούμενα παραδείγματα, η στάσιμη κατανομή πρέ-
πει να συμπίπτει με εκείνη του αντίστοιχου μοντέλου M/M/k/k (k = 2, 3, 4), λόγω
της ιδιότητας της μη-ευαισθησίας. Έτσι, αν θεωρήσουμε την ουρά M/M/3/3 με εκ-
θετικούς χρόνους εξυπηρέτησης ομάδων πελατών Exp(µj = 1/bj) (j = 1, 2, 3),
προκύπτει το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης του σχήματος 2.1.

1, 0, 0

µ1
vv
vv
vv
vv

{{vv
vv
vv
vv

λg1 //

λg2
HH

HH
HH

H

##H
HH

HH
HH

2, 0, 0
2µ1

oo
λg1 //

3, 0, 0
3µ1

oo

0, 0, 0

λg1

44

λg2 //

λg3

##H
HH

HH
HH

HH
HH

HH
HH

HH
0, 1, 0

µ2

OO

λg1 // 1, 1, 0

µ2

OO

µ1
ii

0, 0, 1

µ3

OO

,

Σχήμα 2.1: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης για τηνM/M/3/3 ουρά με ομαδικές αφί-
ξεις, μεμονωμένες αναχωρήσεις και πολιτική αποδοχής πελατών ”όλοι ή κανένας”

Οι αντίστοιχες εξισώσεις ισορροπίας είναι:

p(0, 0, 0)λ = p(1, 0, 0)µ1,

p(1, 0, 0)(λg1 + λg2 + µ1) = p(0, 0, 0)λg1 + p(0, 1, 0)µ2 + p(2, 0, 0)2µ1,

p(0, 1, 0)(λg1 + µ2) = p(0, 0, 0)λg2 + p(1, 1, 0)µ1 + p(0, 0, 1)µ3,

p(0, 0, 1)µ3 = p(0, 0, 0)λg3,

p(2, 0, 0)(λg1 + 2µ1) = p(1, 0, 0)λg1 + p(1, 1, 0)µ2 + p(3, 0, 0)3µ1,

p(1, 1, 0)(µ1 + µ2) = p(1, 0, 0)λg2 + p(0, 1, 0)λg1,

p(3, 0, 0)3µ1 = p(2, 0, 0)λg1.

Με απλούς υπολογισμούς βρίσκουμε ότι η στάσιμη κατανομή που δίνεται από τις



52 Στάσιμα αποτελέσματα για την M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις

(2.58), (2.59) επαληθεύει το σύστημα των παραπάνω εξισώσεων ισορροπίας, όταν
ισχύει η (2.56). Το ίδιο συμβαίνει και όταν k = 2, k = 4.



Κεφάλαιο 3

Μία M/G/· ουρά με ομαδικές αφίξεις,
απώλειες πελατών και
επαναπροσπάθειες

Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγουμε μία γενική M/G/· ουρά με ομαδικές αφίξεις, απώ-
λειες πελατών και επαναπροσπάθειες. Υποθέτουμε σύνθετη διαδικασία Poisson
αφίξεων, γενικούς χρόνους εξυπηρέτησης των διαφόρων ομάδων-αντίστοιχων με
αυτών του προηγούμενου κεφαλαίου-και καθόλου χώρο αναμονής στο σύστημα.
Δείχνουμε ότι κάτω από μία ορισμένη συνθήκη, η στάσιμη κατανομή του αριθμού
των ομάδων των διαφόρων μεγεθών στο σύστημα έχει την ιδιοτητα της μη-ευαισθησίας,
δηλαδή είναι ανεξάρτητη της μορφής της κατανομής των χρόνων εξυπηρέτησης.
Επίσης για τη στάσιμη κατανομή αποδεικνύουμε ότι έχει απλή μορφή γινομένου.

3.1 Εισαγωγή-Το μοντέλο

Θεωρούμε το ακόλουθο σύστημα εξυπηρέτησης. Ομάδες πελατών φθάνουν σ’ ένα
σταθμό εξυπηρέτησης σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson ρυθμού λ. Τα μεγέθη
των διαδοχικών ομάδων είναι ανεξάρτητες και ισόνομα κατανεμημένες τυχαίες με-
ταβλητές και ανεξάρτητες των στιγμών άφιξης. Έστω ότι (gm) (m = 1, 2, ..., J), είναι
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η κατανομή πιθανότητας του μεγέθους μίας ομάδας. Κάθε ομάδα μέσα στο σύστημα
με παρόν μέγεθος j και αρχικό μέγεθος m (j = 1, 2, ...,m, m = 1, 2, ..., J) θα ανα-
φέρεται ως ομάδα τύπου (j,m), όπως και στο κεφάλαιο 2. Συμβολίζουμε με

njm: τον αριθμό των ομάδων τύπου (j,m),

nj = (njj , nj,j+1, ..., njJ): το διάνυσμα των ομάδων με παρόν μέγεθος j και όλων
των δυνατών τύπων στο σύστημα,

n = (n1, n2, ..., nJ): το διάνυσμα κατάστασης του συστήματος και

S ⊆ NJ×(J+1)/2
0 : τον αντίστοιχο χώρο καταστάσεων. Υποθέτουμε ότι το σύνολο S

έχει την εξής ιδιότητα:

αν n+ ejm ∈ S ⇒ n+ ej−1,m ∈ S, (I)

όπου

n+ ejm = (n1; ...;nj−1;njj , ..., nj,m−1, njm + 1, nj,m+1, ..., njJ ;nj+1; ...;nJ)

και e0m = 0. Αυτή η ιδιότητα σημαίνει ότι αν η κατάσταση του συστήματος είναι n και
μία συγκεκριμένη ομάδα αναχωρήσει ή αντικατασταθεί από μία μικρότερη, τότε το
νέο διάνυσμα που θα προκύψει αποτελεί ξανά κατάσταση του συστήματος. Έστω
επίσης

s(n) = max
{
j = 0, 1, 2, ..., J : n+ ejj ∈ S

}
να είναι το μέγιστο δεκτό μέγεθος της ομάδας που μπορεί να εισέλθει στο σύστημα,
όταν η κατάσταση αυτού είναι n.

Υποθέτουμε τον ακόλουθο μηχανισμό εισόδου στο σύστημα. Οποτεδήποτε μία
ομάδα μεγέθους j φθάνει και βρίσκει το σύστημα στην κατάσταση n, τότε όλη η
ομάδα γίνεται αποδεκτή από το σύστημα ως τύπου (j, j), εάν j ≤ s(n). Αν όμως
j > s(n), τότε όλη η ομάδα αναχωρεί από το σύστημα με πιθανότητα paj (j, 0), ή
j − j′ από τα μέλη της αναχωρούν αμέσως χωρίς να εξυπηρετηθούν και η ομάδα
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μετατρέπεται σε τύπου (j′, j) (j′ = 1, 2, ..., j−1) με πιθανότητα paj (j, j′). Η νέα ομάδα
προσπαθεί ακαριαία να εισέλθει στο σύστημα. Εάν j′ ≤ s(n), τότε η ομάδα αυτή
έγινε αποδεκτή ως τύπου (j′, j), αλλιώς όλη η ομάδα χάνεται με πιθανότητα paj (j

′, 0)

ή γίνεται μεγέθους j′′ (τύπος (j′′, j)) με πιθανότητα paj (j
′, j′′) (j′′ = 1, 2, ..., j′ − 1)

κ.ο.κ. Σχηματικά τα προηγούμενα φαίνονται στο σχήμα 3.1.

έξω (1, j) (2, j) · · · (j′ − 1, j) (j′, j)
paj (j

′,j′−1)
oo

paj (j
′,2)

kk

paj (j
′,1)

jj

paj (j
′,0)

ii

Σχήμα 3.1: Διάγραμμα μετατροπής μίας ομάδας τύπου (j′, j) σε άλλες, όταν φθά-
νοντας στο σύστημα δεν μπορεί να εισέλθει σε αυτό.

Προφανώς

paj (j
′, 0) +

j′−1∑
j′′=1

paj (j
′, j′′) = 1 (j = 1, 2, ..., J, j′ = 1, 2, ..., j). (3.1)

Αυτός ο μηχανισμός εισόδου είναι αρκετά γενικός και συμπεριλαμβάνει πολλές
από τις γνωστές πολιτικές αποδοχής πελατών. Έτσι η ”όλοι ή κανένας” πολιτική
γίνεται ειδική περίπτωση του παραπάνω μηχανισμού αν θεωρήσουμε

paj (j, 0) = 1, paj (j, j
′
) = 0 (j

′
= 1, 2, ..., j − 1),

ενώ η πολιτική της μερικής αποδοχής αποτελεί επίσης μία ειδική περίπτωση αν
υποθέσουμε ότι

paj (j
′
, j

′ − 1) = 1, paj (j
′
, j

′′
) = 0 (j

′
= 1, 2, ..., j, j

′′
= 0, 1, ..., j

′ − 2),

δηλαδή το μέγεθος της ομάδος που φθάνει στο σύστημα αλλά δεν χωράει, μειώ-
νεται συνεχώς και ακαριαία κατά 1 έως ότου προκύψει ομάδα που να χωρέσει στο
σύστημα.
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Μόλις μία ομάδα αρχικού μεγέθους m γίνει δεκτή για εξυπηρέτηση ως ομάδα
μεγέθους j (τύπου (j,m)), αρχίζει αμέσως να εξυπηρετείται σαν μία μονάδα. Δια-
δοχικοί χρόνοι εξυπηρέτησης διαφορετικών ομάδων πελατών, είναι ανεξάρτητες τυ-
χαίες μεταβλητές και επιπλέον αυτοί που αντιστοιχούν σε ομάδες τύπου (j,m) είναι
ισόνομα κατανεμημένοι με συνάρτηση κατανομής Bjm(x), με πεπερασμένο μέσο
bjm (j = 1, 2, .., J, m = j, j+1, ..., J). Μετά τη συμπλήρωση της εξυπηρέτησης μίας
ομάδας τύπου (j,m), όλη η ομάδα αναχωρεί από το σύστημα με πιθανότητα psm(j, 0)

ή j − j′ από τα μέλη της αναχωρούν ενώ τα υπόλοιπα σχηματίζουν μία νέα ομάδα
τύπου (j′,m) με πιθανότητα psm(j, j′) (j′ = 1, 2, ..., j − 1), η οποία εξυπηρετείται με
κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης Bj′m(x) κ.ο.κ., οπότε προκύπτει το επόμενο
σχήμα 3.2.

έξω (1,m) (2,m) · · · (j − 1,m) (j,m)
psm(j,j−1)oo

psm(j,2)

kk

psm(j,1)

jj

psm(j,0)

ii

Σχήμα 3.2: Διάγραμμα μετατροπής μίας ομάδας τύπου (j,m) σε άλλες, όταν αυτή
ολοκληρώσει την εξυπηρέτησή της.

Επίσης,

psm(j, 0) +

j−1∑
j′=1

psm(j, j′) = 1 (m = 1, 2, ..., J, j = 1, 2, ...,m). (3.2)

Το σύστημα εξυπηρέτησης που περιγράφεται παραπάνω θα αναφέρεται ως μία
M/G/. ουρά με ομαδικές αφίξεις, απώλειες πελατών και επαναπροσπάθειες και εν-
σωματώνει ως ειδικές περιπτώσεις αρκετές M/G/k/k ουρές με ομαδικές αφίξεις που
έχουν μελετηθεί στο παρελθόν. Έτσι όταν g1 = 1 και S = {1, 2, ..., k} για κάποιον
ακέραιο k, προκύπτει η τυπική M/G/k/k ουρά που όπως έχουμε αναφέρει έχει εκτε-
ταμένα μελετηθεί.

Οι έννοιες της απώλειας (blocking) πελατών που θέλουν να εισέλθουν σ’ ενα
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σύστημα εξυπηρέτησης καθώς και η έννοια της επαναπροσπάθειας (retrial) αυ-
τών που μπλοκάρονται, εμφανίζεται σε πολλές εφαρμογές ουρών και έχει μελε-
τηθεί εκτεταμένα από πολλούς ερευνητές. Μία επισκόπηση των σπουδαιότερων
αποτελεσμάτων μπορεί να βρεθεί στους Wolff (1989), van Dijk (1993) και Falin και
Templeton (1997). Στις περισσότερες περιπτώσεις, τα μοντέλα ουρών με απώλειες
και επαναπροσπάθειες δεν επιδέχονται αναλυτική λύση. Οι Boucherie και van Dijk
(1993,1997) και Economou και Fakinos (1998) παρουσίασαν αρκετά πρωτόκολλα
απωλειών/επαναπροσπαθειών που οδηγούν σε λύσεις κλειστής μορφής.

Το κεφάλαιο είναι οργανωμένο ως ακολούθως: Στην παράγραφο 3.2 παράγουμε
τα κυριότερα αποτελέσματα χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των συμπληρωματικών
μεταβλητών. Συγκεκριμένα αποδεικνύουμε ότι η στάσιμη κατανομή του αριθμού των
ομάδων διαφόρων μεγεθών στο σύστημα που συμβολίζεται p(n1, n2, ..., nJ), όπου
nj το διάνυσμα που αντιπροσωπεύει τις ομάδες που τώρα έχουν μέγεθος j ενώ το
αρχικό τους μέγεθος είναι m, m = j, j + 1,…, J (j = 1, 2,…, J), είναι σε μορφή
γινομένου και μη-ευαίσθητη στην μορφή των κατανομών Bjm(x). Στην παράγραφο
3.3 αναπτύσσουμε έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό της στάσιμης κατανομής
μίαςM/G/k/k ουράς με ομαδικές αφίξεις και επαναπροσπάθειες -ειδικής περίπτωσης
του μοντέλου της 3.2- ο οποίος αποτελεί γενίκευση του αλγόριθμου του θεωρήματος
2.2 του κεφαλαίου 2. Στην παράγραφο 3.4 μελετάμε μία ακόμη ειδική περίπτωση
του αρχικού μοντέλου στην οποία όμως υποθέτουμε ότι Bjm(x) = Bj(x), δηλαδή
η εξυπηρέτηση μίας ομάδας πελατών εξαρτάται μόνο από το παρόν μέγεθος της
ομάδας και όχι από το αρχικό της μέγεθος και δίνουμε τρία κατάλληλα παραδείγματα
εφαρμογής του μοντέλου σε M/G/k/k ουρές. Τέλος, στην παράγραφο 3.5, δίνουμε
έναν αλγόριθμο εύρεσης αναλυτικών αποτελεσμάτων τον οποίο εφαρμόζουμε στα
παραδείγματα της 3.4 ακολουθώντας κατάλληλα αριθμητικά σενάρια.

3.2 Τα βασικά αποτελέσματα

Σε ότι ακολουθεί υποθέτουμε ότι οι κατανομές Bjm(x) είναι (απόλυτα) συνεχείς
με αντίστοιχες συναρτήσεις πυκνότητας βjm(x) και δεσμευμένους ρυθμούς ολοκλή-
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ρωσης της εξυπηρέτησης

rjm(x) = βjm(x)/(1−Bjm(x)) (x ≥ 0). (3.3)

Για κάθε t ≥ 0 ορίζουμε (αντίστοιχα με το κεφάλαιο 2) τις ακόλουθες τυχαίες μετα-
βλητές:

Qjm(t): ο αριθμός των ομάδων τύπου (j,m) (j = 1, 2, ..., J, m = j, j + 1, ..., J) που
είναι παρούσες στο σύστημα τη στιγμή t,

Q
j
(t) = (Qjj(t), Qjj+1(t), ..., QjJ(t)) : το διάνυσμα των ομάδων μεγέθους j (j =

1, 2, ..., J) που βρίσκονται στο σύστημα τη στιγμή t,

Q(t) = (Q
1
(t), Q

2
(t), ..., Q

J
(t)),

U
(m)
j (t) = (U

(m)
1j (t), U

(m)
2j (t), ..., U

(m)
Qjm(t)j(t)) : μία τυχαία διάταξη των παρελθόντων

χρόνων εξυπηρέτησης των διαφόρων ομάδων τύπου (j,m), που είναι σε εξέλιξη τη
στιγμή t, όταν Qjm(t) > 0,

U j(t) = (U
(j)
j (t);U

(j+1)
j (t); ...;U

(J)
j (t)) (j = 1, 2, ..., J), και

U(t) = (U1(t), U2(t), ..., UJ(t)).

Η στοχαστική διαδικασία {(Q(t),U(t)), t ≥ 0} είναι μία Μαρκοβιανή διαδικασία.
Έστω

pn(x)dx = Pr(Q
j
(t) = nj , x

(m)
ij < U

(m)
ij (t) ≤ x

(m)
ij + dx

(m)
ij ;

1 ≤ j ≤ J, j ≤ m ≤ J, 1 ≤ i ≤ njm)

= pn1,n2,...,nJ
(x1, x2, ..., xJ)dx (3.4)

η στάσιμη κατανομή της παραπάνω διαδικασίας, όπου
x = (x1;x2; ...;xJ), xj = (x

(j)
j ;x

(j+1)
j ; ...;x

(J)
j ) (j = 1, 2, ..., J),
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x
(m)
j = (x

(m)
1j , x

(m)
2j , ..., x

(m)
njmj) (j = 1, 2, ..., J, m = j, j + 1, ..., J),

dx =
∏J

j=1

∏J
m=j

∏njm

i=1 dx
(m)
ij και

λjm(n): ο δεσμευμένος ρυθμός άφιξης των ομάδων τύπου (j,m) από το εξωτερικό
του συστήματος, δεδομένου ότι το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση n. Δοθέντος
ότι στατιστική ισορροπία έχει επέλθει έως τη στιγμή t και θεωρώντας το σύστημα στις
στιγμές t και t+δt, βρίσκουμε τις ακόλουθες εξισώσεις ισορροπίας του συστήματος.

pn(x+ δt)dx = pn(x)dx

1−
J∑

j=1

J∑
m=j

njm∑
i=1

rjm(x
(m)
ij )δt

1−
s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjm(n)δt


+

s(n)∑
j=1

J∑
m=j

(njm + 1)

∫ ∞

u=0
pn+ejm(x; j(m) : u)dxdurjm(u)δtpsm(j, 0)

+ o(δt), (3.5)

(nhm + 1)pn+ehm(x+ δt;h(m) : 0)dxδt = pn(x)dxλhm(n)δt

+

min (s(n),m)∑
j=h+1

(njm + 1)

∫ ∞

u=0
pn+ejm(x; j(m) : u)dxdurjm(u)δtpsm(j, h) + o(δt)

h = 1, 2, ..., s(n), m = h+ 1, h+ 2, ..., J, (3.6)

(nhh + 1)pn+ehh(x+ δt;h(h) : 0)dxδt = pn(x)dxλhh(n)δt

+ o(δt), h = 1, 2, ..., s(n), (3.7)

όπου
pn+ejm(x; j(m) : u): συμβολίζει την πυκνότητα πιθανότητας που ανιστοιχεί στην
κατάσταση n+ ejm με παρελθόντες χρόνους εξυπηρέτησης

(x; j(m) : u) = (x1; ...;xj−1; (x
(j)
j ; ...;x

(m−1)
j ;u, x

(m)
1j , ..., x

(m)
njmj ;x

(m+1)
j ; ...;x

(J)
j );

xj+1; ...;xJ),
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και δt = (δt, δt, ..., δt).

Για την εξαγωγή της (3.5) χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι τη στιγμή t+δt η στοχα-
στική διαδικασία {(Q(t+ δt),U(t+ δt))} είναι στην κατάσταση (n,x+δt), δηλαδή το
ενδεχόμενο

{
Q

j
(t+ δt) = nj , x

(m)
ij + δt < U

(m)
ij (t+ δt) ≤ x

(m)
ij + δt+ dx

(m)
ij

}
πραγ-

ματοποιείται, εάν τη στιγμή t το σύστημα είναι στην κατάσταση (n,x) και στο χρονικό
διάστημα (t, t+δt) δεν έχουμε άφιξη εκείνων των ομάδων που θα μπορούσαν να αλ-
λάξουν την κατάσταση n ούτε αναχώρηση κάποιας ομάδας από αυτές που ήδη εξυ-
πηρετούνται, ή τη στιγμή t το σύστημα είναι στην κατάσταση (n+ejm, (x; j(m) : u))

και στο χρονικό διάστημα (t, t + δt) ολοκληρώνεται η εξυπηρέτηση της ομάδος με
τύπο (j,m) και παρελθούσα διάρκεια εξυπηρέτησης u και αυτή αναχωρεί από το
σύστημα, για όλες τις δυνατές περιπτώσεις (j,m), ενώ ταυτόχρονα δεν συμβαίνει
άφιξη ομάδος επιτρεπτού -για το σύστημα- μεγέθους.

Για την (3.6) υποθέτουμε ότι m > h. Τη στιγμή t + δt η Μαρκοβιανή διαδικασία
{(Q(t+ δt),U(t+ δt))} είναι στην κατάσταση (n + ehm, (x + δt;h(m) : 0), δηλαδή
μία ομάδα τύπου (h,m) έχει μόλις φθάσει στο σύστημα, για κάποια επιτρεπτή τιμή
του μεγέθους h της ομάδας, αν τη στιγμή t η διαδικασία είναι στην κατάσταση (n,x)
και στο χρονικό διάστημα (t, t + δt) μία ομάδα τύπου (h,m) φθάνει στο σύστημα
από το εξωτερικό, χωρίς να ολοκληρωθεί κάποια από τις εξυπηρετήσεις που είναι
σε εξέλιξη, ή τη στιγμή t η διαδικασία είναι στην κατάσταση (n+ejm, (x; j(m) : u) και
στο χρονικό διάστημα (t, t+δt) ολοκληρώνεται η εξυπηρέτηση της ομάδος (j,m) με
παρελθούσα διάρκεια εξυπηρέτησης u και μετατρέπεται σε τύπου (h,m) για όλες τις
δυνατές τιμές j, ενώ ταυτόχρονα καμμία άφιξη ομάδος που να χωράει στο σύστημα
δεν πραγματοποιείται.

Τέλος για την (3.7), έχουμε υποθέσει ότι m = h. Την στιγμή t+ δt η Μαρκοβιανή
διαδικασία {(Q(t+ δt),U(t+ δt))} είναι στην κατάσταση (n+ ehh, (x+ δt;h(h) : 0),
δηλαδή μία ομάδα τύπου (h, h) έχει μόλις φτάσει, εάν τη στιγμή t το σύστημα είναι
στην κατάσταση (n,x) και στο χρονικό διάστημα (t, t + δt) μία ομάδα τύπου (h, h)

φθάνει στο σύστημα από το εξωτερικό, για κάθε επιτρεπτή τιμή του μεγέθους h, ενώ
ταυτόχρονα καμμία από τις εξυπηρετήσεις που είναι σε εξέλιξη δεν τερματίζεται.

Διαιρώντας με δtdx και θέτοντας δt → 0, έχουμε για κάθε n ∈ S την ακόλουθη
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διαφορική εξίσωση:

J∑
j=1

J∑
m=j

njm∑
i=1

∂

∂x
(m)
ij

pn(x) = −

 J∑
j=1

J∑
m=j

njm∑
i=1

rjm(x
(m)
ij ) +

s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjm(n)

 pn(x)

+

s(n)∑
j=1

J∑
m=j

(njm + 1)

∫ ∞

0
pn+ejm(x; j(m) : u)rjm(u)psm(j, 0)du. (3.8)

Εργαζόμενοι με αντίστοιχο τρόπο βρίσκουμε τις παρακάτω αρχικές συνθήκες:

(nhm + 1)pn+ehm(x;h(m) : 0) = pn(x)λhm(n)

+

min (s(n),m)∑
j=h+1

(njm + 1)

∫ ∞

u=0
pn+ejm(x; j(m) : u)rjm(u)psm(j, h)du,

h = 1, 2, ..., s(n), m = h+ 1, h+ 2, ..., J, (3.9)

(nhh + 1)pn+ehh(x;h(h) : 0) = pn(x)λhh(n), h = 1, 2, ..., s(n). (3.10)

Έχουμε επίσης την εξίσωση κανονικοποίησης∑
n∈S

∫ ∞

0

∫ ∞

0
...

∫ ∞

0
pn(x)dx = 1. (3.11)

Θεωρούμε πρώτα την περίπτωση S = NJ×(J+1)/2
0 , δηλαδή την περίπτωση όπου

δεν υπάρχει περιορισμός όσον αφορά το πλήθος των ομάδων διαφόρων τύπωνπου
μπορούν να βρίσκονται ταυτόχρονα στο σύστημα. Τότε κάθε ομάδα που φθάνει στο
σύστημα γίνεται δεκτή για εξυπηρέτηση. Έτσι οι πιθανότητες επαναπροσπάθειας
σε στιγμές άφιξης (pam(j, j′)) δεν παίζουν κάποιο ρόλο, ενώ ισχύει ότι

s(n) = J,

λjj(n) = λgj ,

λjm(n) = 0,

(3.12)
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για κάθε n ∈ S, j = 1, 2, ..., J, m = j + 1, j + 2, ..., J . Για την στάσιμη κατανομή του
συστήματος υποθέτουμε ότι έχει τη μορφή

pn(x) = c

J∏
j=1

J∏
m=j

[
λ
njm

jm

njm!

njm∏
i=1

(1−Bjm(x
(m)
ij ))

]
, n ∈ NJ×(J+1)/2

0 , (3.13)

όπου οι σταθερές λjm, (j = 1, 2, ..., J, m = j, j +1, ..., J) υπολογίζονται ως η μονα-
δική λύση των εξισώσεων

λjm =

m∑
i=j+1

λimpsm(i, j), j = 1, 2, ..., J − 1, m = j + 1, j + 2, ..., J, (3.14)

λjj = λgj , j = 1, 2, ..., J, (3.15)

και αποτελούν τους αδέσμευτους ρυθμούς άφιξης-αναχώρησης ομάδων διαφόρων
τύπων στο σύστημα. Χρησιμοποιώντας την (3.13) βρίσκουμε ότι

pn+ejm(x; j(m) : u) =
λjm

njm + 1
pn(x)(1−Bjm(u)), (3.16)

και αντικαθιστώντας στην (3.9) έχουμε

λhm = λhm(n) +
min (s(n),m)∑

j=h+1

λjmpsm(j, h)

∫ ∞

u=0
(1−Bjm(u))rjm(u)du,

h = 1, 2, ..., s(n), m = h+ 1, h+ 2, ..., J,

η οποία συμπίπτει με την (3.14) αν χρησιμοποιήσουμε τις (3.3), (3.12). Αντικαθι-
στώντας ομοίως στην (3.10) βρίσκουμε

λhh = λhh(n) h = 1, 2, ..., s(n),

απ’ όπου με χρήση της (3.12) οδηγούμαστε στην (3.15). Αντικαθιστώντας τέλος στην
(3.8) και χρησιμοποιώντας ότι

∂

∂x
(m)
ij

pn(x) = −
βjm(x

(m)
ij )

1−Bjm(x
(m)
ij )

pn(x),
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καταλήγουμε στην
s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjm(n) =
s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjmpsm(j, 0),

ή με χρήση της (3.12) και της εξίσωσης
∑J

j=1 gj = 1, βρίσκουμε

λ =

J∑
j=1

J∑
m=j

λjmpsm(j, 0). (3.17)

Αθροίζοντας την (3.14) για κάθε j = 1, 2, ..., J − 1, m = j + 1, j + 2, ..., J , την (3.15)
για όλα τα j = 1, 2, ..., J και προσθέτοντας τις αντίστοιχες εξισώσεις προκύπτει

J∑
j=1

J∑
m=j

λjm = λ+

J∑
j=1

J∑
m=j+1

m∑
i=j+1

λimpsm(i, j).

Αλλάζοντας όμως την σειρά της άθροισης έχουμε
J∑

j=1

J∑
m=j

λjm = λ+
J∑

m=1

m∑
i=1

λim

i−1∑
j=1

psm(i, j).

Χρησιμοποιώντας ότι
i−1∑
j=1

psm(i, j) = 1− psm(i, 0),

και διαγράφοντας όμοιους όρους καταλήγουμε στην (3.17). Έτσι στην περίπτωση
όπου δεν έχουμε περιορισμό στον χώρο καταστάσεων του συστήματος δείξαμε ότι
η συνάρτηση pn(x) όπως δίνεται από την (3.13) είναι η στάσιμη κατανομή και χρησι-
μοποιώντας την (3.11) μπορούμε να προσδιορίσουμε τη σταθερά c. Συγκεκριμένα
έχουμε

c

J∏
j=1

J∏
m=j

∞∑
njm=0

(λjmbjm)njm

njm!
= 1,

απ’ όπου βρίσκουμε

c = exp

− J∑
j=1

J∑
m=j

λjmbjm

 .
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Επιστρέφουμε τώρα στη γενική περίπτωση όπου S ⊂ NJ×(J+1)/2
0 . Πριν να υπο-

λογίσουμε τη στάσιμη κατανομή πρέπει να προσδιορίσουμε τους δεσμευμένους
ρυθμούς μετάβασης λjm(n) των ομάδων τύπου (j,m) από το εξωτερικό του συ-
στήματος, για κάθε n ∈ S, j = 1, 2, ..., s(n), m = j, j + 1, ..., J . Για κάθε κατάσταση
n ∈ S καιm = 1, 2, ..., J ορίζουμε μία Μαρκοβιανή αλυσίδα

{
X

(m)
ν (n) : ν ∈ N0

}
στο

σύνολο {0, 1, 2, ...,m} με πιθανότητες πρώτης μετάβασης

p
(m)
ji (n) =


pam(j, i), αν j > s(n), i < j

1, αν j = i ≤ s(n)
0, σε άλλη περίπτωση.

Παρατηρούμε ότι οι καταστάσεις 0, 1, 2, ..., s(n) είναι καταστάσεις απορρόφησης της{
X

(m)
ν (n)

}
. Έτσι λοιπόν όταν μία ομάδα τύπου (j,m), j > s(n), φθάνει στο σύστημα

όταν η κατάστασή του είναι n, τότε το μεγεθός της μειώνεται εξαιτίας διαδοχικών
επαναπροσπαθειών που περιγράφονται από την Μαρκοβιανή αλυσίδα

{
X

(m)
ν (n)

}
,

έως ότου αυτό να γίνει h ≤ s(n). Επομένως, η πιθανότητα μία αφιχθείσα από το
εξωτερικό ομάδα τύπου (j,m), j > s(n), να εισαχθεί τελικά στο σύστημα ως ομάδα
τύπου (h,m), h ≤ s(n), είναι ακριβώς η πιθανότητα π

(m)
jh (n) απορρόφησης της{

X
(m)
ν (n)

}
στην κατάσταση h, δοθέντος ότι X(m)

0 (n) = j. Επίσης, όταν j ≤ s(n),

τότε η ομάδα μπαίνει στο σύστημα και αυτό περιγράφεται εξίσου από την
{
X

(m)
ν (n)

}
με την απορρόφηση στην κατάσταση j, δεδομένου ότι X(m)

0 (n) = j, που συμβαί-
νει με πιθανότητα 1. Χρησιμοποιώντας ένα βασικό αποτέλεσμα από τη θεωρία των
Μαρκοβιανών αλυσίδων (δες Wolff(1989)) μπορούμε να προσδιορίσουμε τις πιθα-
νότητες απορρόφησης π

(m)
jh (n) (h = 1, 2, ..., s(n), j = s(n) + 1, s(n) + 2, ...,m) από

το γραμμικό σύστημα των εξισώσεων

π
(m)
jh (n) = pam(j, h) +

j−1∑
i=s(n)+1

pam(j, i)π
(m)
ih (n),

h = 1, 2, ..., s(n), s(n) + 1 ≤ j ≤ m. (3.18)

Έχοντας υπολογίσει τις παραπάνωπιθανότητες, οι δεσμευμένοι ρυθμοί άφιξης ομά-
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δων διαφόρων τύπων από το εξωτερικό δίνεται ως

λhh(n) = λgh, n ∈ S, h = 1, 2, ..., s(n), (3.19)

λhm(n) = λgmπ
(m)
mh (n), n ∈ S, h = 1, 2, ..., s(n), m > s(n), (3.20)

λhm(n) = 0, n ∈ S, h = 1, 2, ..., s(n), h < m ≤ s(n). (3.21)

Στο επόμενο θεώρημα (3.1) παρουσιάζουμε το βασικό αποτέλεσμα του κεφαλαίου.

Θεώρημα 3.1. Εάν ισχύει

pam(j, i) = psm(j, i) (j = 1, 2, ..., J, m = j, j + 1, ..., J, i = 0, 1, 2, ..., j − 1),(3.22)

τότε η στάσιμη κατανομή της {Q(t),U(t)} δίνεται ως

pn(x) = cs

J∏
j=1

J∏
m=j

[
λ
njm

jm

njm!

njm∏
i=1

(1−Bjm(x
(m)
ij ))

]
, n ∈ S, x ≥ 0, (3.23)

όπου οι σταθερές λjm υπολογίζονται από τις εξισώσεις (3.14), (3.15) ενώ η σταθερά
cs ειναι η κατάλληλη σταθερά κανονικοποίησης και δίνεται ως

cs =

∑
n∈S

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!

−1

. (3.24)

Επιπλέον η στάσιμη κατανομή p(n) του αριθμού των ομάδων διαφόρων τύπων δί-
νεται ως

p(n) = cs

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!
, n ∈ S, (3.25)

και έχει την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας.

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση pn(x) που δίνεται από την (3.23) στις
(3.8), (3.9), (3.10), χρησιμοποιώντας την (3.16) και δουλεύοντας όπως στην περί-
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πτωση του απεριόριστου χώρου καταστάσεων, καταλήγουμε στις εξισώσεις:
s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjm(n) =

s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjmpsm(j, 0), (3.26)

λhm = λhm(n) +
min (s(n),m)∑

j=h+1

λjmpsm(j, h),

h = 1, 2, ..., s(n), m = h+ 1, ..., J, (3.27)

λhh = λhh(n), h = 1, 2, ..., s(n). (3.28)

Η εξίσωση (3.28) ισχύει λόγω των (3.15) και (3.19). Αθροίζοντας την (3.27) για κάθε
h = 1, 2, ..., s(n) and m = h + 1, h + 2, ..., J και λαμβάνοντας υπ’ όψιν την (3.28)
βρίσκουμε

s(n)∑
h=1

J∑
m=h

λhm =

s(n)∑
h=1

J∑
m=h

λhm(n) +
s(n)∑
h=1

J∑
m=h

min (s(n),m)∑
j=h+1

λjmpsm(j, h)

=

s(n)∑
h=1

J∑
m=h

λhm(n) +
J∑

m=1

min (s(n),m)∑
h=1

min (s(n),m)∑
j=h+1

λjmpsm(j, h)

=

s(n)∑
h=1

J∑
m=h

λhm(n) +
J∑

m=1

min (s(n),m)∑
j=1

λjm

j−1∑
h=1

psm(j, h)

=

s(n)∑
h=1

J∑
m=h

λhm(n) +
J∑

m=1

min (s(n),m)∑
j=1

λjm(1− psm(j, 0))

=

s(n)∑
h=1

J∑
m=h

λhm(n) +
s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjm −
s(n)∑
j=1

J∑
m=j

λjmpsm(j, 0).

Διαγράφοντας τους ίσους όρους στα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης, καταλή-
γουμε στην (3.26). Συνεπώς αρκεί να εξετάσουμε την ισχύ της (3.27) υποθέτοντας
ότι ισχύει η (3.22). Αν υποθέσουμε ότι h = 1, 2, ..., s(n) και h < m ≤ s(n), τότε
λhm(n) = 0 αφού φτάνοντας μία ομάδα μεγέθους m στο σύστημα, θα μπορέσει να
εισέλθει σε αυτό ως ομάδα τύπου (m,m). Έτσι η (3.27) γίνεται

λhm =
m∑

j=h+1

λjmpsm(j, h),
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η οποία ισχύει από την (3.14). Εάν h = 1, 2, ..., s(n) και m > s(n) τότε, εξαιτίας της
(3.20), η (3.27) γίνεται

λhm = λgmπ
(m)
mh (n) +

s(n)∑
j=h+1

λjmpsm(j, h),

ή, αντικαθιστώντας το ρυθμό λhm από την (3.14),

s(n)∑
j=h+1

λjmpsm(j, h) +

m∑
j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λgmπ
(m)
mh (n) +

s(n)∑
j=h+1

λjmpsm(j, h),

ή ισοδύναμα

λgmπ
(m)
mh (n) =

m∑
j=s(n)+1

λjmpsm(j, h). (3.29)

Αρκεί τώρα να αποδείξουμε την (3.29). Αφού m > s(n), τότε m = s(n) + r, όπου r

ένας θετικός ακέραιος από το σύνολο {1, 2, ..., J − s(n)}. Εάν r = 1, τότε

π
(m)
mh (n) = pam(m,h),

καθώς η απορρόφηση της ομάδας μεγέθους m = s(n) + 1 ως ομάδα τύπου (h,m)

πρέπει να γίνει σε ένα βήμα. Έτσι η (3.29) γίνεται

λgmπ
(m)
mh (n) = λmmpsm(m,h),

που ισχύει λόγω της (3.15) και της συνθήκης (3.22). Εάν r > 1, τότε μία αναλυτική
έκφραση για την πιθανότητα απορρόφησης π(m)

mh (n) είναι η ακόλουθη:

π
(m)
mh (n) = pam(m,h)

+
r−2∑
v=1

m−1∑
i1>i2>...>iv=s(n)+1

pam(m, i1)p
a
m(i1, i2)...p

a
m(iv, h)

+ pam(m,m− 1)pam(m− 1,m− 2)...pam(s(n) + 1, h), (3.30)

όπου οι όροι στο δεύτερο μέλος της παραπάνω εξίσωσης εκφράζουν πιθανές περι-
πτώσεις απορρόφησης της Μαρκοβιανής αλυσίδας από την κατάστασηm στην κα-
τάσταση h σε 1, 2, ..., r βήματα αντίστοιχα. Περνώντας στο δεύτερο μέλος της (3.29)
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μπορούμε να το αναλύσουμε ως
m∑

j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λmmpsm(m,h) +

m−1∑
j=s(n)+1

λjmpsm(j, h),

ή χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.14) και (3.15)
m∑

j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λgmpsm(m,h) +
m−1∑

j=s(n)+1

m∑
i1=j+1

λi1mpsm(i1, j)p
s
m(j, h).

Χωρίζοντας το άθροισμα
∑m

i1=j+1(.) με παρόμοιο τρόπο, η προηγούμενη εξίσωση
γράφεται

m∑
j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λgm

psm(m,h) +

m−1∑
j=s(n)+1

psm(m, j)psm(j, h)


+

m−1∑
j=s(n)+1

m−1∑
i1=j+1

λi1mpsm(i1, j)p
s
m(j, h),

και προχωρώντας ομοίως έχουμε

m∑
j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λgm

psm(m,h) +
m−1∑

j=s(n)+1

psm(m, j)psm(j, h)


+

m−1∑
j=s(n)+1

m−1∑
i1=j+1

(
m∑

i2=i1+1

λi2mpsm(i2, i1)

)
psm(i1, j)p

s
m(j, h),

και χωρίζοντας το άθροισμα στην τελευταία παρένθεση με αντίστοιχο τρόπο παίρ-
νουμε

m∑
j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λgm

psm(m,h) +

m−1∑
j=s(n)+1

psm(m, j)psm(j, h)

+

m−1∑
j=s(n)+1

m−1∑
i1=j+1

psm(m, i1)p
s
m(i1, j)p

s
m(j, h)


+

m−1∑
j=s(n)+1

m−1∑
i1=j+1

m−1∑
i2=i1+1

λi2mpsm(i2, i1)p
s
m(i1, j)p

s
m(j, h).
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Συνεχίζοντας με παρόμοια βήματα, μπορούμε επαγωγικά να αποδείξουμε ότι το δεύ-
τερο μέλος της (3.29) αναλύεται ως

m∑
j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λgm

psm(m,h) +

m−1∑
j=s(n)+1

psm(m, j)psm(j, h) + . . .

+
m−1∑

j=s(n)+1

m−1∑
i1=j+1

. . .
m−1∑

ir−3=ir−4+1

psm(m, ir−3) . . . p
s
m(i1, j)p

s
m(j, h)


+

m−1∑
j=s(n)+1

m−1∑
i1=j+1

. . .
m−1∑

ir−2=ir−3+1

λir−2mpsm(ir−2, ir−3) . . . p
s
m(i1, j)p

s
m(j, h).

(3.31)

Όμως i1 ≥ s(n)+2, i2 ≥ s(n)+3, …, ir−2 ≥ s(n)+ r− 1 = m− 1 και ir−2 ≤ m− 1,
οπότε ir−2 = m − 1. Επειδή s(n) + 1 ≤ j < i1 < . . . < ir−3 < ir−2 = s(n) + r − 1

και όλοι οι προηγούμενοι δείκτες είναι ακέραιοι, συμπεραίνουμε ότι στον τελευταίο
όρο της (3.31) ισχύει j = s(n) + 1, i1 = s(n) + 2, …, ir−3 = m − 2, ir−2 = m − 1.
Χρησιμοποιώντας ξανά τις (3.14),(3.15) βρίσκουμε ότι

λir−2m = λm−1,m = λmmpsm(m,m− 1) = λgmpsm(m,m− 1),

οπότε ο τελευταίος όρος της (3.31) γίνεται

λgmpsm(m,m− 1)psm(m− 1,m− 2) . . . psm(s(n) + 2, s(n) + 1)psm(s(n) + 1, h).

Από τα παραπάνω προκύπτει η εξής μορφή για την εξίσωση (3.31)
m∑

j=s(n)+1

λjmpsm(j, h) = λgm [psm(m,h)

+
r−2∑
v=1

m−1∑
j1>j2>...>jv=s(n)+1

psm(m, j1)p
s
m(j1, j2) . . . p

s
m(jv, h)

+ psm(m,m− 1)psm(m− 1,m− 2) . . . psm(s(n) + 1, h)] ,

(3.32)

όπου οι δείκτες j, i1, ..., iv−1 έχουν αντικατασταθεί από τους jv, jv−1, ..., j1 αντίστοιχα,
για κάθε v = 1, 2, ..., r− 2. Οι εξισώσεις (3.30) και (3.32) συνεπάγονται την ισχύ της
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(3.29) άρα η στάσιμη κατανομή της {Q(t),U(t)} δίνεται από την (3.23), όπου η στα-
θερά κανονικοποίησης cs προσδιορίζεται από την (3.11). Συγκεκριμένα, θέτοντας

b̂jm(x) = (1−Bjm(x))/bjm (j = 1, 2, ...J, m = j, j + 1, ..., J),

η στάσιμη κατανομή pn(x) γίνεται

pn(x) = cs

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!

J∏
j=1

J∏
m=j

njm∏
i=1

b̂jm(x
(m)
ij ).

Κάνοντας χρήση της (3.11) και του γεγονότος ότι∫ ∞

0
b̂jm(x)dx = 1,

καταλήγουμε στην (3.24), ενώ χρησιμοποιώντας ότι

p(n) =
∫
x≥0

pn(x)dx,

συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση p(n) δίνεται από την (3.25) και η απόδειξη του θε-
ωρήματος είναι πλήρης. �

Έστω Qj(t) η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει τον αριθμό των ομάδων μεγέθους
j που βρίσκονται στο σύστημα τη στιγμή t (j = 1, 2, ..., J), και

p(n1, n2, ..., nJ) = P (Q1(t) = n1, Q2(t) = n2, ..., QJ(t) = nJ),

η στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών που βρίσκονται
στο σύστημα. Χρησιμοποιώντας ότι

Qj(t) =
J∑

m=j

Qjm(t),

και το προηγούμενο θεώρημα, βρίσκουμε τον τύπο

p(n1, n2, ..., nJ) = cs

J∏
j=1

∑
(
∑J

m=j njm=nj)

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!
. (3.33)

Στο επόμενο πόρισμα θα θεωρήσουμε μία ειδική περίπτωση του προηγούμενου
μοντέλου.
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Πόρισμα 3.1. Ας θεωρήσουμε μία M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις, πολιτική μερι-
κής αποδοχής πελατών, εξυπηρετήσεις ομάδων πελατών που εξαρτώνται από το
παρόν αλλά και το αρχικό μεγεθός τους και μεμονωμένες αναχωρήσεις, δηλαδή
το μοντέλο που μελετήσαμε στο κεφάλαιο 2. Ας υποθέσουμε ότι στο σύστημα αυτό
υπάρχουν k (k < J) υπηρέτες. Κατ’ αρχάς ο χώρος καταστάσεων

S =

n : njm ∈ N0,
k∑

j=1

J∑
m=j

jnjm ≤ k και nk+1 = ... = nJ = 0


ικανοποιεί την ιδιότητα (I) αφού

n+ ejm ∈ S ⇒
k∑

s=1

J∑
l=s

snsl + j ≤ k

⇒
k∑

s=1

J∑
l=s

snsl + j − 1 ≤ k

⇒ n+ ej−1,m ∈ S.

Λόγω της πολιτικής της μερικής αποδοχής πελατών και των μεμονωμένων αναχω-
ρήσεων, η ουρά αυτή μπορεί να περιγραφεί από το μοντέλο με επαναπροσπάθειες
που μελετήσαμε στην παράγραφο 3.2, όπου για τις πιθανότητες ισχύει

pam(j, i) = psm(j, i) =

{
1, αν i = j − 1

0, αλλιώς,

για κάθε j = 1, 2, ..., J, m = j, j + 1, ..., J, i = 0, 1, 2, ..., j − 1. Για τον υπολογισμό
των παραμέτρων λjm, θα χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις (3.14) και (3.15). Έτσι
έχουμε

λmm = λgm,

λm−1,m =

m∑
i=m

λimpsm(i,m− 1) = λmmpsm(m,m− 1) = λgm

λm−2,m =

m∑
i=m−1

λimpsm(i,m− 2) = λm−1,mpsm(m− 1,m− 2) = λgm,
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και επαγωγικά μπορούμε να αποδείξουμε ότι

λjm = λgm (j = 1, 2, ...,m, m = 1, 2, ..., J).

Έτσι η εξίσωση (3.25) παίρνει τη μορφή,

p(n) = cs

k∏
j=1

J∏
m=j

(λgmbjm)njm

njm!
, n ∈ S,

διότι njm = 0 για κάθε j = k + 1, ..., J , j ≤ m ≤ J . Η παραπάνω εξίσωση είναι το
βασικό αποτέλεσμα του κεφαλαίου 2 (δες (2.29)).

3.3 Ένας αλγόριθμος για τον υπολογισμό της στάσιμης
κατανομής σε μία M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις
και επαναπροσπάθειες

Σε αυτή την παράγραφο θεωρούμε την ειδική περίπτωση του μοντέλου της προη-
γούμενης παραγράφου, όπου στο σύστημα υπάρχουν k όμοιοι υπηρέτες που παρέ-
χουν εξυπηρέτηση και καθόλου χώρος αναμονής. Έτσι λοιπόν έχουμε μία M/G/k/k
ουρά με ομαδικές αφίξεις, επαναπροσπάθειες, εξυπηρετήσεις κατά ομάδες όπου
όμως η κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης εξαρτάται από το παρόν μέγεθος της
ομάδας και το αρχικό της μέγεθος και μεμονωμένες αναχωρήσεις. Επίσης δεν υπο-
θέτουμε κάποιον περιορισμό σε σχέση με τα k, J . Έτσι ο χώρος καταστάσεων του
συστήματος είναι

S =

n : njm ∈ N0,
J∑

j=1

J∑
m=j

jnjm ≤ k

 .

Προφανώς το σύνολο S έχει την επιθυμητή ιδιότητα (I) με

s(n) = k −
J∑

j=1

J∑
m=j

jnjm.

Εάν η συνθήκη (3.22) ισχύει, τότε η στάσιμη κατανομή p(n) του αριθμού των ομά-
δων διαφόρων τύπων στο σύστημα δίνεται από την (3.25). Έστω,
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pn= Pr[ να υπάρχουν n πελάτες στο σύστημα ],

και

pn(r) = Pr[ να υπάρχουν n πελάτες στο σύστημα, κατανεμημένοι σε r ομάδες ],

όταν αυτό είναι σε κατάσταση ισορροπίας, όπου n = 0, 1, ..., k και r = 0, 1, ..., n. Ο
υπολογισμός αυτών των πιθανοτήτων επιτυγχάνεται με την εύρεση συγκεκριμένων
ποσοτήτων που ορίζονται ως εξής:

Bn =
∑

(
∑J

j=1 jnj=n)

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!
, n = 0, 1, 2, ... (3.34)

όπου nj =
∑J

m=j njm : ο συνολικός αριθμός των ομάδων μεγέθους j, B0 = 1

και λjm τις παραμέτρους που υπολογίζονται από την επίλυση του συστήματος των
(3.14), (3.15) και

Bn,r =
∑

(
∑J

j=1 nj=r,
∑J

j=1 jnj=n)

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!
, n = 0, 1, 2, ..., r = 0, 1, ..., n,

(3.35)

όπου B0,0 = 1,Bn,0 = 0 (n > 0) και Bn,r = 0 (n < r). Στην επόμενη πρόταση
παρουσιάζουμε τον αλγόριθμο υπολογισμού των παραπάνω ποσοτήτων.

Πρόταση 3.1. Το επόμενο επαναληπτικό σχήμα ισχύει για τον υπολογισμό των Bn

και Bn,r:
(i)

Bn+1 =
1

n+ 1

min(J−1,n)∑
u=0

(u+ 1)

(
J∑

m=u+1

λu+1,mbu+1,m

)
Bn−u, (3.36)

για κάθε n = 0, 1, 2, ... με αρχική συνθήκη B0 = 1.
(ii)

Bn+1,r+1 =
1

n+ 1

min(J−1,n−r)∑
u=0

(u+ 1)

(
J∑

m=u+1

λu+1,mbu+1,m

)
Bn−u,r , (3.37)
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για κάθε r = 0, 1, 2, ..., n = r, r+1, ... και αρχικές συνθήκεςB0,0 = 1,Bn,0 = 0 (n > 0)

και Bn,r = 0 (n < r).

Απόδειξη. Ορίζουμε τις ακόλουθες γεννήτριες συναρτήσεις,

B(t) =
∞∑
n=0

Bnt
n, B(t, u) =

∞∑
n=0

n∑
r=0

Bn,ru
rtn,

και

Br(t) =

∞∑
n=r

Bn,rt
n.

(i) Έχουμε ότι,

B(t) =

∞∑
n=0

Bnt
n =

∞∑
n=0

 ∑
(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!

 tn

=
∞∑
n=0

 ∑
(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjmtj)njm

njm!


=

J∏
j=1

J∏
m=j

 ∞∑
njm=0

(λjmbjmtj)njm

njm!

 =
J∏

j=1

J∏
m=j

eλjmbjmtj ,

και συνεπώς

B(t) = e
∑J

j=1

∑J
m=j λjmbjmtj . (3.38)

Παραγωγίζοντας την (3.38) ως προς t βρίσκουμε

d

dt
B(t) =

J∑
j=1

J∑
m=j

jλjmbjmtj−1B(t),

ή
∞∑
n=0

(n+ 1)Bn+1t
n =

J−1∑
u=0

(
J∑

m=u+1

(u+ 1)λu+1,mbu+1,m

)
tu ·

∞∑
l=0

Blt
l

=

∞∑
n=0

min(n,J−1)∑
u=0

(
J∑

m=u+1

(u+ 1)λu+1,mbu+1,m

)
Bn−u

 tn,
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και εξισώνοντας τους συντελεστές των δυνάμεων tn καταλήγουμε στην (3.36).
(ii) Με όμοιο τρόπο έχουμε,

B(t, u) =

∞∑
n=0

n∑
r=0

 ∑
(
∑J

j=1

∑J
m=j njm=r,

∑J
j=1

∑J
m=j jnjm=n)

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!

urtn

=
∞∑
n=0

n∑
r=0

 ∑
(
∑J

j=1

∑J
m=j njm=r ,

∑J
j=1

∑J
m=j jnjm=n)

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjmutj)njm

njm!


=

J∏
j=1

J∏
m=j

 ∞∑
njm=0

(λjmbjmutj)njm

njm!

 .

Έτσι,

B(t, u) = eu
∑J

j=1

∑J
m=j λjmbjmtj . (3.39)

Επίσης,
∞∑
r=0

Br(t)u
r =

∞∑
r=0

∞∑
n=r

Bn,rt
nur = B(t, u)

=

∞∑
r=0

ur
(∑J

j=1

∑J
m=j λjmbjmtj

)r
r!

,

οπότε

Br(t) =
1

r!

 J∑
j=1

J∑
m=j

λjmbjmtj

r

(r = 0, 1, 2, ...), (3.40)

ή

Br+1(t) =
1

(r + 1)!

 J∑
j=1

J∑
m=j

λjmbjmtj

r+1

(r = 0, 1, 2, ...).

Παραγωγίζοντας την προηγούμενη εξίσωση για r = 0, 1, 2, ... και χρησιμοποιώντας
ότι

Br+1(t) =
∞∑

l=r+1

Bl,r+1t
l,
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καθώς και την (3.40) βρίσκουμε,

∞∑
l=r+1

lBl,r+1t
l−1 =

 J∑
j=1

J∑
m=j

jλjmbjmtj−1

Br(t),

ή αλλάζοντας τους δείκτες άθροισης l, j,
∞∑
n=r

(n+ 1)Bn+1,r+1t
n =

J−1∑
u=0

(
J∑

m=u+1

(u+ 1)λu+1,mbu+1,m

)
tu ·

∞∑
l=r

Bl,rt
l

=

∞∑
n=r

min(J−1,n−r)∑
u=0

(
J∑

m=u+1

(u+ 1)λu+1,mbu+1,m

)
Bn−u,r

 tn.

Εξισώνοντας ξανά τους συντελεστές των δυνάμεων tn καταλήγουμε στην (3.37). �

Στο επόμενο θεώρημα δίνουμε τους τύπους υπολογισμού των πιθανοτήτων pn,
pn(r) καθώς και κάποια άλλα μέτρα λειτουργικότητας του συστήματος.

Θεώρημα 3.2. Για την M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις και επαναπροσπάθειες η
οποία ικανοποιεί τη συνθήκη (3.22) ισχύει ότι:
(i)

pn = csBn (n = 0, 1, 2..., k), (3.41)

pn(r) = csBn,r (n = 0, 1, 2..., k, r = 0, 1, 2, ..., n), (3.42)

όπου

cs =

(
k∑

n=0

Bn

)−1

, (3.43)

είναι το ποσοστό του χρόνου συνολικά που το σύστημα παραμένει κενό.
(ii) Το ποσοστό Pserved των αφιχθέντων πελατών που θα εξυπηρετηθούν και ισούται
με την οριακή πιθανότητα ένας πελάτης που φθάνει στο σύστημα να μην απορριφθεί
από αυτό, δίνεται ως

Pserved =

k−1∑
n=0

pn

k−n∑
j=1

jgj
Mg

+

J∑
j=k−n+1

gj
Mg

k−n∑
h=1

hπ
(j)
jh (n)

 , (3.44)
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όπου

Mg =

J∑
j=1

jgj , (3.45)

είναι το μέσο μέγεθος των ομάδων που φθάνουν στο σύστημα ενώ οι πιθανότητες
π
(j)
jh (n) προσδιορίζονται από το επόμενο σύστημα εξισώσεων,

π
(m)
jh (n) = pam(j, h) +

j−1∑
i=k−n+1

pam(j, i)π
(m)
ih (n), (3.46)

για κάθεm = k−n+1, k−n+2, ..., J , j = k−n+1, k−n+2, ...,m και h = 1, 2, ..., k−n.

Απόδειξη.
(i) Έστω κάποιος ακέραιος n = 0, 1, 2, ..., k. Διακρίνουμε τις επόμενες δύο περι-

πτώσεις.
Εάν J ≤ n, τότε

pn =
∑

(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

p(n),

ενώ όταν n < J , τότε

pn =
∑

(
∑n

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

p(n1, n2, ..., nn, 0, ..., 0)

=
∑

(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

p(n).

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν έχουμε ότι

pn =
∑

(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

cs

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!

= csBn.
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Διακρίνοντας ομοίως δύο περιπτώσεις βρίσκουμε ότι

pn(r) =
∑

(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n,

∑J
j=1

∑J
m=j njm=r)

p(n)

=
∑

(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n,

∑J
j=1

∑J
m=j njm=r)

cs

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!

= csBn,r.

Η εξίσωση (3.43) ισχύει από το γεγονός ότι πρέπει
∑k

n=0 pn = 1 και ότι οι πιθανό-
τητες pn υπολογίζονται από την (3.41).

(ii) Λόγω της ιδιότητας PASTA, η στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών
σε στιγμές αφίξεων συμπίπτει με την {pn}. Επίσης το μέγεθος του group στο οποίο
ανήκει ένας πελάτης φθάνοντας στο σύστημα έχει κατανομή πιθανότητας {jgj/Mg}
(δεςWolff 1989). Έστω ένας συγκεκριμένος πελάτης ο οποίος φθάνει κάποια στιγμή
στο σύστημα. Χρησιμοποιώντας συμβολισμό αντίστοιχο με αυτόν του κεφαλαίου 2,
ορίζουμε:
Cn: το ενδεχόμενο φθάνοντας να βρει n πελάτες, n = 0, 1, 2, ..., k,
Bj : το ενδεχόμενο ο υπό μελέτη πελάτης να ανήκει σε group μεγέθους j, j =

1, 2, ..., J ,
A: το ενδεχόμενο ο πελάτης αυτός να παραμείνει τελικά στο σύστημα. Τότε

Pserved =

k−1∑
n=0

Pr(Cn)Pr(A/Cn)

ή

Pserved =

k−1∑
n=0

Pr(Cn)

k−n∑
j=1

Pr(A/CnBj)Pr(Bj/Cn) +

J∑
j=k−n+1

Pr(A/CnBj)Pr(Bj/Cn)

 .

Ισχύει ότι,

Pr(A/CnBj) =

1 εάν j = 1, 2, ..., k − n∑k−n
h=1 π

(j)
jh (n)

h
j εάν j = k − n+ 1, ..., J

,
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διότι, αν ο πελάτης ανήκει σε ομάδα μεγέθους j ≤ k − n, τότε θα μπει σίγουρα
στο σύστημα μαζί με την υπόλοιπη ομάδα του, ενώ αν j > k − n, τότε θα μπει αν
η ομάδα του μπορέσει τελικά να γίνει επιτρεπτού μεγέθους h, h = 1, 2, ..., k − n,
και ο συγκεκριμένος πελάτης να ανήκει στους h πελάτες που τελικά θα μείνουν στο
σύστημα. Τα δύο τελευταία ενδεχόμενα πραγματοποιούνται με πιθανότητες π(j)

jh (n)

και h
j αντίστοιχα, όπου οι πιθανότητες π

(j)
jh (n) προκύπτουν από το σύστημα (3.46)

αντίστοιχα με τις π
(m)
jh (n) που υπολογίζονται από το σύστημα (3.18). Τέλος επειδή

τα ενδεχόμενα Bj και Cn είναι ανεξάρτητα έχουμε ότι Pr(Bj/Cn) =
jgj
Mg

, οπότε η
πιθανότητα Pserved παίρνει τη μορφή της (3.44) και η απόδειξη του θεωρήματος
είναι πλήρης. �

3.4 Μία ειδική περίπτωση - Παραδείγματα

Σε αυτή την περάγραφο εξετάζουμε ένα μοντέλο που αποτελεί ειδική περίπτωση
του μοντέλου της παραγράφου 3.2. Συγκεκριμένα υποθέτουμε ότι ομάδες πελατών
φθάνουν σ’ ένα σταθμό εξυπηρέτησης σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson(λ). Τα
μεγέθη των διαδοχικών ομάδων είναι ανεξάρτητες και ισόνομα κατανεμημένες τυ-
χαίες μεταβλητές, ανεξάρτητες των στιγμών άφιξης και έχουν κατανομή πιθανότητας
{gm, m = 1, 2, ., J}. Μόλις μία ομάδα αρχικού μεγέθους m εισέρχεται στο σύστημα
με μέγεθος j, τότε αυτή αρχίζει αμέσως να εξυπηρετείται σαν μία μονάδα με κατα-
νομή του χρόνου εξυπηρέτησης Bj(x) (j = 1, 2, ..., J), να εξαρτάται μόνο από το
παρόν μέγεθος της ομάδος και όχι από το αρχικό της μέγεθος. Αυτή η αλλαγή στην
κατανομή των χρόνων εξυπηρέτησης θα επηρεάσει τόσο τον χώρο καταστάσεων
του συστήματος, όσο και τον μηχανισμό εισόδου-εξόδου των ομάδων από αυτό.
Συγκεκριμένα θα συμβολίσουμε με

nj : τον αριθμό των ομάδων μεγέθους j (j = 1, 2, ..., J) που είναι παρούσες στο
σύστημα,

n = (n1, n2, ..., nJ): την κατάσταση του συστήματος και
Qj(t), Q(t) τις αντίστοιχες τυχαίες μεταβλητές. Ο αντίστοιχος χώρος καταστά-

σεων S είναι ένα υποσύνολο του NJ
0 και έχει μία ιδιότητα αντίστοιχη με αυτήν του
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μοντέλου στην παράγραφο 3.2. Συγκεκριμένα υποθέτουμε ότι:

αν n+ ej ∈ S ⇒ n+ ej−1 ∈ S, (II)

όπου ej είναι το J-διάστατο διάνυσμα με 1 στην j θέση και 0 αλλού (j = 1, 2, ..., J ,
e0 = (0, 0, ..., 0)) και ερμηνεύεται αντίστοιχα με την (I). Έστω επίσης

s(n) = max
{
j = 0, 1, 2, .., J : n+ ej ∈ S

}
το μέγιστο μέγεθος της ομάδος που μπορεί να εισέλθει στο σύστημα όταν η κατά-
σταση αυτού είναι n.

Υποθέτουμε τον ακόλουθο μηχανισμό εισόδου στο σύστημα. Οποτεδήποτε μία
αφιχθείσα ομάδα μεγέθους j βρίσκει το σύστημα στην κατάσταση n, όλη η ομάδα γί-
νεται δεκτή για εξυπηρέτηση εάν j ≤ s(n). Εάν όμως j > s(n), τότε j−j′ από τα μέλη
της αναχωρούν αμέσως χωρίς να λάβουν εξυπηρέτηση (και θεωρούνται χαμένα για
το σύστημα) και η ομάδα μετατρέπεται σε ομάδα μεγέθους j

′
(j

′
= 1, 2, ..., j − 1),

με πιθανότητα pa
jj′
, είτε όλη η ομάδα αναχωρεί από το σύστημα με πιθανότητα paj0.

Αν συμβεί το πρώτο από τα δύο, τότε η ομάδα μεγέθους j
′ προσπαθεί αμέσως να

εισέλθει στο σύστημα. Εάν j
′ ≤ s(n), τότε εισέρχεται αλλιώς η ίδια διαδικασία συ-

νεχίζεται, δηλαδή j
′ − j

′′ από τα μέλη της χάνονται και η ομάδα γίνεται μεγέθους
j
′′
(j

′′
= 1, 2, ..., j

′ − 1), με πιθανότητα pa
j′j′′

, ή όλη η ομάδα χάνεται με πιθανότητα
pa
j′0

κ.ο.κ. Τα προηγούμενα φαίνονται στο επόμενο σχήμα 3.3.

έξω 1 2 · · · j − 1 j
paj,j−1oo

paj2

jj

paj1

hh

paj0

hh

Σχήμα 3.3: Διάγραμμα μετατροπής μίας ομάδας μεγέθους j σε άλλες, όταν φθάνο-
ντας στο σύστημα δεν μπορεί να εισέλθει σε αυτό.

Προφανώς

paj0 +

j−1∑
j′=1

pajj′ = 1 (j = 1, 2, ..., J).
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Ο μηχανισμός εξόδου από το σύστημα έχει ως εξής: Μόλις μία ομάδα μεγέθους
j ολοκληρώσει την εξυπηρέτησή της με κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης Bj(x),
ανεξάρτητη του αρχικού μεγέθους της ομάδος, έχει τις εξής επιλογές. Να αναχωρή-
σει ολόκληρη από το σύστημα με πιθανότητα psj0, ή j−j′ από τα μέλη της να αναχω-
ρήσουν ενώ τα υπόλοιπα σχηματίζουν μία νέα ομάδα μεγέθους j′

(j
′
= 1, 2, ..., j−1)

με πιθανότητα ps
jj

′ η οποία αρχίζει αμέσως να εξυπηρετείται με κατανομή του νέου
χρόνου εξυπηρέτησης Bj′(x), κ.ο.κ. Να σημειωθεί ότι διαδοχικοί χρόνοι εξυπηρέ-
τησης είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές.

Τα προηγούμενα φαίνονται στο επόμενο σχήμα 3.4.

έξω 1 2 · · · j − 1 j
psj,j−1oo

psj2

jj

psj1

hh

psj0

hh

Σχήμα 3.4: Διάγραμμα μετατροπής μίας ομάδας μεγέθους j σε άλλες, όταν ολοκλη-
ρώσει την εξυπηρέτησή της.

Επίσης,

psj0 +

j−1∑
j′=1

psjj′ = 1 (j = 1, 2, ..., J).

Στη συνέχεια δίνουμε τη στάσιμη κατανομή p(n) της διαδικασίας
{
Q(t) : t ≥ 0

}
σαν ένα πόρισμα του θεωρήματος 3.1.

Πόρισμα 3.2. Εάν paji = psji για κάθε j = 1, 2, ..., J και i = 0, 1, 2, ..., j − 1, τότε η
στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών στο σύστημα, p(n),
δίνεται ως

p(n) = c′s

J∏
j=1

(λjbj)
nj

nj !
, n ∈ S, (3.47)

όπου οι παράμετροι λj υπολογίζονται από το σύστημα

λj = λgj +

J∑
i=j+1

λip
s
ij , j = 1, 2, ..., J, (3.48)
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και c′s είναι η κατάλληλη σταθερά κανονικοποίησης που υπολογίζεται ως

c′s =

∑
n∈S

J∏
j=1

(λjbj)
nj

nj !

−1

. (3.49)

Απόδειξη. Αυτό το μοντέλο αποτελεί ειδική περίπτωση του μοντέλου της παρα-
γράφου 3.2 με

bjm = bj (j = 1, 2, ..., J, m = j, j + 1, ..., J),

και pam(j, i) = paji

psm(j, i) = psji

(j = 1, 2, ..., J, m = j, j + 1, ..., J, i = 0, 1, ..., j − 1).

Συνεπώς αν ισχύει paji = psji για κάθε j = 1, 2, ..., J , και i = 0, 1, 2, ..., j − 1, τότε
ισχύει και η συνθήκη (3.22) του θεωρήματος 3.1. Έτσι η εξίσωση (3.33) γίνεται

p(n1, n2, ..., nk) = cs

J∏
j=1

b
nj

j

∑
(njm∈N0,

∑J
m=j njm=nj)

J∏
m=j

λ
njm

jm

njm!


= cs

J∏
j=1

b
nj

j

nj !

∑
(njm∈N0,

∑J
m=j njm=nj)

nj !

njj !nj,j+1! . . . njJ !
λ
njj

jj λ
nj,j+1

j,j+1 . . . λ
njJ

jJ


= cs

J∏
j=1

b
nj

j

nj !
(λjj + λj,j+1 + ...+ λjJ)

nj .

Θέτοντας λj =
∑J

m=j λjm, η στάσιμη κατανομή p(n) παίρνει τη μορφή

p(n) = cs

J∏
j=1

(λjbj)
nj

nj !
.

Αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στη συνθήκη κανονικοποίησης
∑

n∈S p(n)

= 1, βρίσκουμε ότι cs = c′s, όπου η σταθερά c′s δίνεται από την (3.49). Έτσι λοιπόν
η στάσιμη κατανομή, p(n), παίρνει τη μορφή (3.47). Τέλος έχουμε να ελέγξουμε την
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ισχύ της (3.48). Πράγματι,

λgj +

J∑
i=j+1

λip
s
ij = λgj +

J∑
i=j+1

(

J∑
m=i

λim)psij

= λgj +
J∑

m=j+1

(
m∑

i=j+1

λimpsij),

και χρησιμοποιώντας ότι psij = psm(i, j) και τις εξισώσεις (3.14), (3.15) συμπεραί-
νουμε ότι η (3.48) ισχύει. �

Μία ειδική περίπτωση του παραπάνω μοντέλου είναι η M/G/. ουρά με ομαδικές
αφίξεις, απώλειες πελατών, επαναπροσπάθειες και παράγοντες εξυπηρέτησης. Συ-
γκεκριμένα εισάγουμε ένα σύστημα το οποίο αποτελείται απόN παράγοντες εξυπη-
ρέτησης, έστω 1, 2, ..., N , οι οποίοι είναι αναγκαίοι ώστε το σύστημα να είναι ικανό
να παρέχει εξυπηρέτηση. Αυτοί οι παράγοντες μπορεί να είναι υπηρέτες, θέσεις εξυ-
πηρέτησης, παροχές ισχύος, πηγές διαφόρων υλικών κλπ. Υποθέτουμε ότι σε κάθε
χρονική μονάδα το σύστημα έχει διαθέσιμες t1, t2, ..., tN μονάδες από τους παράγο-
ντες 1, 2, ..., N αντίστοιχα. Επιπλέον κάθε ομάδα μεγέθους j απαιτεί S1j , S2j , ..., SNj

μονάδες από τους παράγοντες 1, 2, ..., N αντίστοιχα, στη μονάδα του χρόνου. Είναι
ρεαλιστικό να υποθέσουμε ότι Si1 ≤ Si2 ≤ ... ≤ SiJ για κάθε παράγοντα εξυπηρέτη-
σης i = 1, 2, ..., N . Αυτό σημαίνει ότι αν μία ομάδα είναι μικρότερη σε μέγεθος από
μία άλλη, δεν απαιτεί περισσότερες μονάδες από κάθε παράγοντα στη μονάδα του
χρόνου. Σε αυτή την περίπτωση ο χώρος καταστάσεων του συστήματος είναι

S =

n = (n1, n2, ..., nJ) ∈ NJ
0 :

J∑
j=1

njSij ≤ ti, i = 1, 2, ..., N

 .

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι το σύνολο S έχει την ιδιότητα (II), διότι αν

n+ ej ∈ S ⇒
J∑

l=1

nlSil + Sij ≤ ti, i = 1, 2, ..., N

⇒
J∑

l=1

nlSil + Si,j−1 ≤ ti, (διότι Si,j−1 ≤ Sij)

⇒ n+ ej−1 ∈ S,
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και επομένως το πόρισμα 3.2 εφαρμόζεται οποτεδήποτε paji = psji.

Στη συνέχεια δίνουμε τρία παραδείγματα M/G/k/k ουρών με ομαδικές αφίξεις και
επαναπροσπάθειες τα οποία αποτελούν ειδική περίπτωση του μοντέλου της πα-
ραγράφου 3.4 και υποδεικνύουν την χρησιμότητά του. Σε αυτά τα παραδείγματα ο
χώρος καταστάσεων είναι S =

{
n = (n1, n2, ..., nJ) ∈ NJ

0 :
∑J

j=1 jnj ≤ k
}
, και εύ-

κολα αποδεικνύεται ότι ικανοποιεί την ιδιότητα (II). Τέλος τα δύο πρώτα αποτελούν
γενικεύσεις παρελθόντων εργασιών.

Παράδειγμα 3.1. (Μία M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις, ”όλοι ή κανένας” πολι-
τική αποδοχής πελατών όπου οι πελάτες της ίδιας ομάδας αναχωρούν μαζί από το
σύστημα).

Σε αυτό το παράδειγμα θεωρούμε την ειδική περίπτωση όπου αν μία ομάδα μεγέ-
θους j που φθάνοντας στο σύστημα βρίσκει λιγότερους από j ελεύθερους υπηρέτες,
αναχωρεί αμέσως από το σύστημα. Οι πελάτες της ίδιας ομάδας εξυπηρετούνται ως
μία μονάδα και αναχωρούν ταυτόχρονα μόλις τελειώσει η εξυπηρέτησή τους. Σ’ αυτό
το σύστημα έχουμε:

paji = psji =

{
1, αν i = 0

0, αν i ̸= 0,

και η λύση των εξισώσεων(3.48) δίνει λj = λgj (j = 1, 2, ..., J), καθώς psij = 0 για
κάθε j = 1, 2, ..., J , j + 1 ≤ i ≤ J . Επομένως η (3.47) παίρνει τη μορφή

pAN (n) = c′s

J∏
j=1

(λgjbj)
nj

nj !
= c′s

min(k,J)∏
j=1

(λgjbj)
nj

nj !
, n ∈ S,

καθώς αν k < J τότε nk+1 = nk+2 = ... = nJ = 0, για κάθε n ∈ S.
Η ειδική περίπτωση όπου J = ∞, έχει μελετηθεί από τους Economou and Fakinos
(1999).

Παράδειγμα 3.2. (Μία M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις, πολιτική μερικής αποδο-
χής πελατών στο οποίο οι πελάτες της ίδιας ομάδας αναχωρούν μεμονωμένα).

Σε αυτή την περίπτωση, μία ομάδα μεγέθους j που φθάνει στο σύστημα και βρί-
σκει τουλάχιστον i ελεύθερους υπηρέτες, i = 1, 2, ..., k, μπαίνει στο σύστημα με
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min(i, j) από τα μέλη της ενώ οι υπόλοιποι πελάτες, αν υπάρχουν, αναχωρούν αμέ-
σως χωρίς να εξυπηρετηθούν. Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι πελάτες της ίδιας ομάδας
αναχωρούν μεμονωμένα. Αυτό το σύστημα είναι μία ειδική περίπτωση του μοντέλου
της παραγράφου 3.4, με

paji = psji =

{
1, αν i = j − 1

0, αλλιώς,

και οι εξισώσεις (3.48) έχουν λύση

λJ = λgJ ,

λJ−1 = λgJ−1 +

J∑
i=J

λip
s
i,J−1 = λgJ−1 + λJ

= λ(gJ−1 + gJ),

λJ−2 = λgJ−2 +
J∑

i=J−1

λip
s
i,J−2 = λgJ−2 + λJ−1

= λ(gJ−2 + gJ−1 + gJ),

και επαγωγικά, λj = λqj , όπου qj = gj + gj+1 + ...+ gJ (j = 1, 2, .., J). Επομένως η
στάσιμη κατανομή του αριθμού των ομάδων διαφόρων μεγεθών στο σύστημα είναι

pPA(n) = c′s

J∏
j=1

(λqjbj)
nj

nj !
, n ∈ S,

ενώ η ειδική περίπτωση όπου J =∞, έχει μελετηθεί από τον Fakinos (1990).

Παράδειγμα 3.3. (Μία M/G/k/k ουρά με ομαδικές αφίξεις, ομοιόμορφες επαναπρο-
σπάθειες στο οποίο οι πελάτες της ίδιας ομάδας αναχωρούν ομοιόμορφα).

Θεωρούμε ξανά μία ειδική περίπτωση του μοντέλου της 3.4 με ομοιόμορφες επα-
ναπροσπάθειες, δηλαδή paji =

1
j (i = 0, 1, ..., j − 1), και ομοιόμορφες μειώσεις του

μεγέθους της ομάδος που συμπληρώνει την εξυπηρέτησή της, δηλαδή psji =
1
j (i =

0, 1, ..., j − 1). Προφανώς paji = psji και επομένως η οριακή κατανομή του αριθμού
των ομάδων των διαφόρων μεγεθών στο σύστημα, δίνεται ως

pUR(n) = c′s

J∏
j=1

(λjbj)
nj

nj !
, n ∈ S,
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όπου οι συντελεστές λj προσδιορίζονται από τη λύση του συστήματος των εξισώ-
σεων

λj = λgj +

J∑
i=j+1

λi

i
, j = 1, 2, ..., J.

3.5 Αριθμητικά αποτελέσματα

Έστω Q ο αριθμός των πελατών στο σύστημα της M/G/k/k ουράς με ομαδικές
αφίξεις και επαναπροσπάθειες που αποτελεί ειδική περίπτωση του μοντέλου της
παραγράφου 3.4, ή ισοδύναμα ο αριθμός των απασχολημένων υπηρετών. Έστω
επίσης pn = Pr[Q = n] (n = 0, 1, 2, ..., k), η αντίστοιχη συνάρτηση πιθανότητας
και pn(r) = Pr [να υπάρχουν n πελάτες στο σύστημα κατανεμημένοι σε r ομάδες].
Ορίζουμε τις ποσότητες:

Bn =
∑

(
∑J

j=1 jnj=n)

J∏
j=1

(λjbj)
nj

nj !
, n = 0, 1, 2, ..., (3.50)

όπου B0 = 1 και

Bn,r =
∑

(
∑J

j=1 nj=r,
∑J

j=1 jnj=n)

J∏
j=1

(λjbj)
nj

nj !
, n = 0, 1, 2, ..., r = 0, 1, ..., n, (3.51)

όπου B0,0 = 1, Bn,0 = 0 (n > 0), και Bn,r = 0 (n < r). Στο επόμενο θεώρημα
βρίσκουμε τις επαναληπτικές σχέσεις με τη βοήθεια των οποίων υπολογίζονται οι
παραπάνω ποσότητες και μέσω αυτών οι πιθανότητες pn, pn(r).

Θεώρημα 3.3. (i) Το επόμενο επαναληπτικό σχήμα ισχύει για τις ποσότητες Bn και
Bn,r,

Bn+1 =
1

n+ 1

min(J−1,n)∑
u=0

(u+ 1)λu+1bu+1Bn−u, n = 0, 1, 2, ..., (3.52)

Bn+1,r+1 =
1

n+ 1

min(J−1,n−r)∑
u=0

(u+ 1)λu+1bu+1Bn−u,r, r = 0, 1, 2, ..., n ≥ r, (3.53)
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με αρχικές συνθήκες B0 = 1, B0,0 = 1, Bn,0 = 0 (n > 0) και Bn,r = 0 (n < r).

(ii) Όταν ισχύει η συνθήκη paji = psji για κάθε j = 1, 2, ..., J και i = 0, 1, 2, ..., j − 1,
οι πιθανότητες pn, pn(r) υπολογίζονται ως

pn = c′sBn (n = 0, 1, 2..., k), (3.54)

pn(r) = c′sBn,r (n = 0, 1, 2..., k, r = 0, 1, 2, ..., n), (3.55)

όπου

c′s =

(
k∑

n=0

Bn

)−1

, (3.56)

το ποσοστό του χρόνου που το σύστημα είναι άδειο.

Απόδειξη. Μπορούμε να εργαστούμε ανάλογα με την πρόταση 3.1 ορίζοντας τις
ίδιες γεννήτριες συναρτήσεις, B(t), B(t, u) και Br(t). Όμως μία καλύτερη παρατή-
ρηση στους ορισμούς των ποσοτήτων Bn και Bn,r μας οδηγεί στο συμπέρασμα
ότι συμπίπτουν με τους αντίστοιχους της παραγράφου 3.3. Συγκεκριμένα από την
(3.34) έχουμε:

Bn =
∑

(
∑J

j=1

∑J
m=j jnjm=n)

J∏
j=1

J∏
m=j

(λjmbjm)njm

njm!

=
∑

(
∑J

j=1 jnj=n,
∑J

m=j njm=nj)

J∏
j=1

b
nj

j

J∏
m=j

λ
njm

jm

njm!

=
∑
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και χρησιμοποιώντας το πολυωνυμικό θεώρημα και τον ορισμό των παραμέτρων
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Ομοίως εργαζόμαστε και για τους συντελεστές Bn,r. Λόγω της πρότασης 3.1, οι πα-
ραπάνω συντελεστές ικανοποιούν τις επαναληπτικές εξισώσεις (3.36), (3.37). Έτσι
από την (3.36) έχουμε

Bn+1 =
1

n+ 1

min(J−1,n)∑
u=0

(u+ 1)

(
J∑

m=u+1

λu+1,mbu+1,m

)
Bn−u

=
1

n+ 1

min(J−1,n)∑
u=0

(u+ 1)bu+1

(
J∑

m=u+1

λu+1,m

)
Bn−u

=
1

n+ 1

min(J−1,n)∑
u=0

(u+ 1)bu+1λu+1Bn−u,

δηλαδή η εξίσωση (3.52). Ομοίως, από την (3.37) αποδεικνύουμε την (3.53). Τέλος
οι (3.54), (3.55) ισχύουν από τις (3.41), (3.42) αντίστοιχα. �

Έχοντας υπολογίσει την στάσιμη κατανομή, μπορούμε να βρούμε τον μέσο αριθμό
πελατών στο σύστημα, ή τον μέσο αριθμό των απασχολημένων υπηρετών από την
εξίσωση E(Q) =

∑k
n=1 npn.

Στη συνέχεια δίνουμε κάποια αριθμητικά αποτελέσματα με στόχο να φωτίσουμε
περισσότερο την επίδραση των επαναπροσπαθειών στη λειτουργία του συστήμα-
τος. Συγκεκριμένα θεωρούμε το σύστημα με k = 10 υπηρέτες και ρυθμό άφιξης
ομάδων πελατών, λ = 4. Υποθέτουμε τρία αριθμητικά σενάρια για το μέγιστο μέγε-
θος J των αφιχθέντων ομάδων, J = 5, J = 10 και J = 20.

Χρησιμοποιώντας το επαναληπτικό σχήμα (3.52) και τις εξισώσεις (3.54), (3.56)
δίνουμε στους Πίνακες 3.1-3.3 τις στάσιμες κατανομές pAN

n , pPA
n και pUR

n των μοντέ-
λων των παραδειγμάτων 3.1 (”όλοι ή κανένας” πολιτική αποδοχής), 3.2 (πολιτική
”μερικής αποδοχής”), 3.3 (”ομοιόμορφες επαναπροσπάθειες”) αντίστοιχα. Στα σχή-
ματα 3.5-3.7 έχουμε σχεδιάσει την συμπληρωματική αθροιστική συνάρτηση κατα-
νομής Pr[Q > n], για τις τρεις προηγούμενες περιπτώσεις αποδοχής. Παρατηρούμε
ότι Pr[QAN > n] ≤ Pr[QUR > n] ≤ Pr[QPA > n], για κάθε n = 0, 1, 2, ..., 10, οπότε
συμπεραίνουμε ότι QAN ≤st QUR ≤st QPA. Αυτό είναι αναμενόμενο καθώς όταν
το σύστημα είναι στην κατάσταση n και το μέγεθος της αφιχθείσας ομάδας είναι
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μεγαλύτερο από τον αριθμό s(n) των ελεύθερων υπηρετών, τότε η ομάδα χάνεται
κάτω από την ”όλοι ή κανένας” πολιτική αποδοχής πελατών. Σε αντίθεση με την
”όλοι ή κανένας” πολιτική, στην περίπτωση της πολιτικής ”μερικής αποδοχής” πε-
λατών, εισέρχεται στο σύστημα εκείνο το μέρος της ομάδος που χωράει σε αυτό.
Τέλος η πολιτική των ”ομοιόμορφων επαναπροσπαθειών”, συνιστά μία ενδιάμεση
κατάσταση όπου κάποιοι πελάτες μπαίνουν, μολονότι το σύστημα μπορεί να χωράει
περισσότερους.

Στο σχήμα 3.8 παρέχουμε ένα γράφημα του μέσου αριθμού πελατών στο σύ-
στημα E(Q) ως συνάρτηση του J (J = 1, 2, ..., 100), για ένα αριθμητικό σενάριο με
k = 10 και λ = 4. Βλέπουμε ότι στην περίπτωση της ”όλοι ή κανένας” πολιτικής, ο
μέσος αριθμός EAN (Q) είναι μία φθίνουσα και κυρτή συνάρτηση του μέγιστου μεγέ-
θους J ενώ στην πολιτική ”μερικής αποδοχής”, ο μέσος αριθμός EPA(Q) είναι μία
αύξουσα και κοίλη συνάρτηση του J . Αλλά στην περίπτωση των ”ομοιόμορφων επα-
ναπροσπαθειών”, ο μέσος αριθμός EUR(Q) είναι μία συνάρτηση με ολικό μέγιστο,
αφού είναι αύξουσα για μικρές τιμές της μεταβλητής J (J < 10) και μετά συνεχίζει
φθίνουσα φθάνοντας ασυμπτωτικά μία σταθερή τιμή.
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Σχήμα 3.5: Η συνάρτηση Pr[Q > n] όταν k = 10, J = 5, και λ = 4
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Σχήμα 3.6: Η συνάρτηση Pr[Q > n] όταν k = 10, J = 10, και λ = 4
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Σχήμα 3.7: Η συνάρτηση Pr[Q > n] όταν k = 10, J = 20, και λ = 4
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Σχήμα 3.8: Ο μέσος αριθμός πελατών στο σύστημα E(Q) ως συνάρτηση του J

Αριθμός πελατών: n pAN
n pUR

n pPA
n

0 0.1697 0.0225 0.0022
1 0.1358 0.0540 0.0090
2 0.1222 0.0828 0.0215
3 0.1141 0.1040 0.0400
4 0.1084 0.1171 0.0634
5 0.1040 0.1233 0.0899
6 0.0779 0.1218 0.1167
7 0.0602 0.1137 0.1411
8 0.0465 0.1014 0.1609
9 0.0353 0.0871 0.1744
10 0.0259 0.0723 0.1810

Πίνακας 3.1: Η στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα για τις
τρεις περιπτώσεις αποδοχής: Όλοι ή Κανένας(AN), Ομοιόμορφες Επαναπροσπά-
θειες(UR), Μερικής Αποδοχής(PA), όταν k = 10, J = 5, λ = 4
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Αριθμός πελατών: n pAN
n pUR

n pPA
n

0 0.3438 0.0276 0.0014
1 0.1375 0.0608 0.0058
2 0.0963 0.0872 0.0141
3 0.0770 0.1038 0.0273
4 0.0655 0.1118 0.0456
5 0.0576 0.1136 0.0690
6 0.0518 0.1111 0.0973
7 0.0474 0.1061 0.1296
8 0.0438 0.0997 0.1652
9 0.0409 0.0927 0.2030
10 0.0385 0.0856 0.2417

Πίνακας 3.2: Η στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα για τις
τρεις περιπτώσεις αποδοχής: Όλοι ή Κανένας(AN), Ομοιόμορφες Επαναπροσπά-
θειες(UR), Μερικής Αποδοχής(PA), όταν k = 10, J = 10, λ = 4
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Αριθμός πελατών: n pAN
n pUR

n pPA
n

0 0.5726 0.0319 0.0012
1 0.1145 0.0671 0.0048
2 0.0687 0.0928 0.0118
3 0.0504 0.1075 0.0231
4 0.0403 0.1132 0.0396
5 0.0339 0.1129 0.0617
6 0.0293 0.1087 0.0899
7 0.0260 0.1025 0.1244
8 0.0234 0.0953 0.1653
9 0.0213 0.0877 0.2124
10 0.0196 0.0804 0.2657

Πίνακας 3.3: Η στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα για τις
τρεις περιπτώσεις αποδοχής: Όλοι ή Κανένας(AN), Ομοιόμορφες Επαναπροσπά-
θειες(UR), Μερικής Αποδοχής(PA), όταν k = 10, J = 20, λ = 4
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Μέρος II

Μοντέλα γεωμετρικών
εγκαταλείψεων σε ουρές με
απουσίες του υπηρέτη





Κεφάλαιο 4

Γεωμετρικές εγκαταλείψεις σε μια
ουρά με απουσίες του υπηρέτη

Σ’ αυτό το κεφάλαιο παραθέτουμε μια λεπτομερή ανάλυση ενός συστήματος εξυπη-
ρέτησης με απουσίες του υπηρέτη και ανυπόμονους πελάτες. Αιτία της ανυπομο-
νησίας των πελατών είναι η απουσία του υπηρέτη, ενώ υποθέτουμε ότι ο αριθμός
των πελατών που εγκαταλείπει ταυτόχρονα το σύστημα ακολουθεί την γεωμετρική
κατανομή. Αυτό συμβαίνει όταν οι ευκαιρίες εγκατάλειψης των πελατών παρουσιά-
ζονται σύμφωνα με μία συγκεκριμένη στοχαστική διαδικασία και οι πελάτες αποφα-
σίζουν ακολουθιακά εάν θα αφήσουν το σύστημα ή όχι. Υπολογίζουμε αναλυτικές
εκφράσεις και υπολογιστικά σχήματα για τα βασικά μέτρα απόδοσης του συστήμα-
τος, συμπεριλαμβανομένου του οριακού αριθμού των πελατών στο σύστημα, του
χρόνου παραμονής ενός πελάτη που φθάνει στο σύστημα όταν αυτό βρίσκεται σε
κατάσταση ισορροπίας, καθώς και τη διάρκεια και τον μέγιστο αριθμό πελατών σε
μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας του συστήματος.

4.1 Εισαγωγή

Μοντέλα με απουσίες του υπηρέτη έχουν σε μεγάλο βαθμό εισαχθεί στην βιβλιο-
γραφία των ουρών αναμονής με σκοπό να μοντελοποιήσουν καταστάσεις όπου ο
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υπηρέτης (υπηρέτες) δεν μπορεί να εξυπηρετήσει πελάτες για κάποια χρονικά δια-
στήματα. Τέτοιες καταστάσεις συχνά συναντώνται σε πραγματικές εφαρμογές. Έτσι
π.χ. ένας υπηρέτης μπορεί να απενεργοποιηθεί για οικονομικούς λόγους (χαμηλή
ροή πελατών που εισέρχονται στο σύστημα και/ή υψηλό κόστος ετοιμότητας), να
υπόκειται σε τυχαίες βλάβες ή να υποχρεώνεται σε προληπτική συντήρηση. Αρκε-
τές εργασίες συνοψίζουν τα κύρια μοντέλα ουρών με απουσίες του υπηρέτη καθώς
και τα βασικά εργαλεία που χρησιμοποιούνται σε αυτά, βλέπε π.χ. Takagi (1991)
και Tian and Zhang (2006). Κάποιες άλλες επεξεργάζονται ποικίλα θέματα από τις
παραπάνω ουρές όπως αυτές των He και Jewkes (1995), Choudhury (1998, 2000),
Bischof (2001) και Burnetas και Economou (2007). Για την περίπτωση των ουρών
με πολλούς υπηρέτες η αντίστοιχη βιβλιογραφία είναι λιγότερο εκτεταμένη, δες π.χ.
Borthakur και Choudhury (1999), Artalejo και Lopez-Herrero (2003) και Artalejo,
Economou και Lopez-Herrero (2005).

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετάμε μία ουρά αναμονής με απουσίες του υπηρέτη στην
οποία όμως συμβαίνουν και εγκαταλείψεις πελατών. Γενικά η μελέτη συστημάτων
εξυπηρέτησης με ανυπόμονους πελάτες που εγκαταλείπουν πρόωρα το σύστημα
ξεκινά από την πρωτοποριακή εργασία του Palm (1953, 1957) ο οποίος ήταν ο πρώ-
τος που μελέτησε την M/M/c ουρά με ανεξάρτητους εκθετικούς χρόνους υπομονής.
Αργότερα, αρκετοί συγγραφείς επέκτειναν αυτά τα αποτελέσματα αφαιρώντας εκ-
θετικές υποθέσεις, δες π.χ. Daley (1965), Takacs (1974) και Baccelli et al. (1984)
οι οποίοι μελέτησαν διάφορα συστήματα εξυπηρέτησης με γενικούς χρόνους εξυ-
πηρέτησης και/ή γενικούς χρόνους μεταξύ των αφίξεων σε διάφορα πλαίσια ανυ-
πόμονων πελατών, όπως επίσης και τους Boxma και de Waal (1994) που μελέ-
τησαν την M/M/c ουρά με γενικά κατανεμημένους χρόνους υπομονής. Οι εργασίες
των Mandelbaum και Zeltyn (2006, 2009) συνοψίζουν τα κυριότερα υπολογιστικά
αποτελέσματα για τα βασικά μοντέλα τύπου M/M/c με εγκαταλείψεις. Στις προανα-
φερθείσες εργασίες οι πελάτες γίνονται ανυπόμονοι εξαιτίας του μεγάλου χρόνου
αναμονής τους στην ουρά, μολονότι η διαδικασία εξυπηρέτησης δεν διακόπτεται
για κανένα λόγο.

Η μελέτη συστημάτων με υπαναχωρήσεις πελατών που οφείλονται στην απου-
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σία του υπηρέτη είναι μια πολύ πρόσφατη προσπάθεια. Παρόλο που το πλήθος των
εργασιών που μελετάνε ουρές αναμονής με απουσίες του υπηρέτη είναι μεγάλο, το
χαρακτηριστικό των ανυπόμονων πελατών και η σύνδεση του με τις απουσίες του
υπηρέτη δεν είχαν μέχρι τελευταία τραβήξει το ενδιαφέρον των ερευνητών. Μόλις
πρόσφατα οι Altman και Yechiali (2006) και ο Yechiali (2007) ασχολήθηκαν με συ-
στήματα απουσίας του υπηρέτη, στα οποία πηγή της ανυπομονησίας των πελατών
είναι η αργία του συστήματος λόγω της απουσίας. Σε αυτές τις εργασίες οι συγγρα-
φείς υποθέτουν ότι όταν ο υπηρέτης απουσιάζει, οι πελάτες γίνονται ανυπόμονοι
και καθένας από αυτούς ενεργοποιεί τον προσωπικό του χρόνο (ρολόι) υπομονής.
Όταν αυτός ο χρόνος παρέλθει, ο αντίστοιχος πελάτης εγκαταλείπει το σύστημα. Σε
αυτή την περίπτωση λέμε ότι οι πελάτες εκτελούν ανεξάρτητες εγκαταλείψεις.

Οι Adan et al. (2009) και Economou και Kapodistria (2010) μελέτησαν ουρές με
απουσίες του υπηρέτη όπου οι πελάτες εκτελούν συγχρονισμένες εγκαταλείψεις.
Τα μοντέλα αυτά αναπαριστούν απομακρυσμένα συστήματα παροχής εξυπηρέτη-
σης, στα οποία οι πελάτες περιμένουν να εμφανιστεί κάποιο μέσο μεταφοράς για
να τους απομακρύνει από το σύστημα. Στην κατηγορία των μοντέλων με συγχρο-
νισμένες εγκαταλείψεις, οι ευκαιρίες εγκατάλειψης (δηλαδή οι αφίξεις του μέσου με-
ταφοράς) συμβαίνουν σύμφωνα με μία προκαθορισμένη διαδικασία, συνήθως με
μία διαδικασία Poisson. Σε μία τέτοια στιγμή κάθε παρών πελάτης παραμένει στο
σύστημα με πιθανότητα q ή το εγκαταλείπει με πιθανότητα p = 1 − q, ανεξάρτητα
από τους άλλους. Συνεπώς σε τέτοιες στιγμές, οι πελάτες επηρεάζονται ταυτόχρονα
και ο αριθμός των πελατών στο σύστημα ελαττώνεται σύμφωνα με την διωνυμική
κατανομή. Παρόμοια Μαρκοβιανά και ημι-Μαρκοβιανά μοντέλα με αυτού του τύπου
τις διωνυμικές μεταβάσεις έχουν μελετηθεί από τους Economou (2004), Artalejo et
al. (2007), Economou και Fakinos (2008) και Economou και Kapodistria (2009).

Στο κεφάλαιο αυτό στοχεύουμε να συμπληρώσουμε τις προηγούμενες μελέτες
που σχετίζονται με τις εγκαταλείψεις πελατών σε μία ουρά απλού υπηρέτη λόγω
της ανυπομονησίας τους όταν αυτός είναι απών, τη στιγμή που ο υπηρέτης μπορεί
να έχει πολλαπλές απουσίες. Το υπό μελέτη μοντέλο αναπαριστά επίσης απομα-
κρυσμένα συστήματα παροχής εξυπηρέτησης όπου οι πελάτες περιμένουν να εμ-
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φανιστεί κάποιο μέσο μεταφοράς για να τους απομακρύνει από το σύστημα. Όμως
σε αντίθεση με την περίπτωση των συγχρονισμένων εγκαταλείψεων, το μέσο αυτό
έχει περιορισμένη χωρητικότητα όσον αφορά το έργο που μπορεί να επεξεργαστεί.
Συγκεκριμένα, όταν αυτό το μέσο φθάσει στο σύστημα λαμβάνει υπόψη τους χρό-
νους εξυπηρέτησης των πελατών που βρίσκονται σε αναμονή, εξετάζοντάς τους ένα
προς ένα. Στη συνέχεια μετακινεί από αυτό τόσους πελάτες, όσων το συνολικό έργο
μπορεί να επεξεργαστεί από το μέσο, οπότε μία συγκεκριμένη ποσότητα έργου που
υπήρχε στο σύστημα και ήταν προς επεξεργασία, αφαιρείται από αυτό. Έτσι λοιπόν
στις στιγμές άφιξης του μέσου οι πελάτες που βρίσκονται στο σύστημα επηρεάζο-
νται μεν ακαριαία αλλά ακολουθιακά. Κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες που περι-
γράφονται στην επόμενη παράγραφο, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο αριθμός των
πελατών στον χώρο αναμονής ελαττώνεται σύμφωνα με την γεωμετρική κατανομή.
Μαρκοβιανά και ημι-Μαρκοβιανά μοντέλα με παρόμοιο τύπο γεωμετρικών μεταβά-
σεων έχουν μελετηθεί από τους Brockwell et al. (1982), Neuts (1994), Visschers
(2000) και Artalejo et al. (2007).

Το κεφάλαιο είναι οργανωμένο ως ακολούθως: Στην παράγραφο 4.2 περιγρά-
φουμε τις συνθήκες εκείνες που οδηγούν σε γεωμετρικές εγκαταλείψεις και εισά-
γουμε το υπό μελέτη μοντέλο. Στην παράγραφο 4.3 βρίσκουμε τη στάσιμη κατα-
νομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα. Στην παράγραφο 4.4 μελετάμε τους
χρόνους παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα όταν αυτό βρίσκεται σε κατάσταση
στατιστικής ισορροπίας, κάτω από δύο διαφορετικές πειθαρχίες εγκατάλειψης και
βρίσκουμε τους μετασχηματισμούς Laplace-Stieltjes (LSTs) των αντίστοιχων κατα-
νομών. Στην παράγραφο 4.5 δίνουμε αρκετά μέτρα απόδοσης του συστήματος που
αναφέρονται σε μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας του. Στην παράγραφο 4.6 δί-
νουμε κάποια αριθμητικά αποτελέσματα για τη συμπεριφορά του μοντέλου κάτω
από διαφορετικές παραμέτρους.
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4.2 Περιγραφή του μοντέλου

Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης στο οποίο οι πελάτες φτάνουν μεμονω-
μένα σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό λ. Η εξυπηρέτηση παρέχεται
από έναν μόνο υπηρέτη, ο οποίος βρίσκεται σε μια από τις ακόλουθες καταστάσεις:
ενεργός (on) ή ανενεργός - σε διακοπές (off). Οι πελάτες εξυπηρετούνται μεμονω-
μένα όταν ο υπηρέτης είναι ενεργός κάτω από την FCFS πειθαρχία ουράς, ενώ δεν
παρέχεται εξυπηρέτηση όταν ο υπηρέτης είναι ανενεργός. Οι χρόνοι εξυπηρέτησης
είναι εκθετικά κατανεμημένοι με ρυθμό µ, και υποθέτουμε ότι υπάρχει απεριόριστος
χώρος αναμονής. Όταν το σύστημα αδειάσει μετά από μια εξυπηρέτηση ο υπηρέ-
της ξεκινάει μια περίοδο διακοπών. Θεωρούμε ότι ο υπηρέτης λείπει για πολλαπλές
περιόδους διακοπών, δηλαδή, αν επιστρέφοντας στο σύστημα το βρει κενό, ο υπη-
ρέτης απομακρύνεται εκ νέου. Αν όμως κατά την επιστροφή του βρει τουλάχιστον
έναν πελάτη σε αναμονή, επιστρέφει στο σύστημα και ξεκινάει να εξυπηρετεί οπότε
το σύστημα λειτουργεί σαν μία τυπική M/M/1 ουρά έως ότου αδειάσει ξανά. Οι χρό-
νοι απουσίας του υπηρέτη (δηλαδή οι περίοδοι διακοπών του) είναι εκθετικά κατα-
νεμημένοι με ρυθμό γ. Κατά τη διάρκεια των διακοπών του υπηρέτη οι ευκαιρίες
εγκατάλειψης συμβαίνουν σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson με ρυθμό ζ. Σε κάθε
μία τέτοια στιγμή οι πελάτες εξετάζονται ένας προς ένας ακολουθιακά. Κάθε ένας
από αυτούς εγκαταλείπει το σύστημα με πιθανότητα p ή παραμένει σε αυτό με πι-
θανότητα q, όπου p+ q = 1. Έτσι οι πελάτες αρχίζουν με τη σειρά να εγκαταλείπουν
το σύστημα έως ότου συναντήσουμε τον πρώτο πελάτη που θα παραμείνει σε αυτό
ή μέχρι να εγκαταλείψουν το σύστημα όλοι οι παρόντες πελάτες. Έτσι λοιπόν μπο-
ρούμε να υποθέσουμε ότι σε κάθε ευκαιρία εγκατάλειψης που παρουσιάζεται όταν ο
υπηρέτης λείπει, ο αριθμός των πελατών στο σύστημα ελαττώνεται σύμφωνα με την
(κομμένη) γεωμετρική κατανομή. Επίσης υποθέτουμε ότι η διαδικασία αφίξεων των
πελατών, η διαδικασία αφίξεων των ευκαιριών εγκατάλειψης, οι διαδοχικοί χρόνοι
εξυπηρέτησης καθώς και οι διαδοχικοί χρόνοι απουσίας του υπηρέτη είναι αμοι-
βαίως ανεξάρτητες. Θα αναφερόμαστε σε αυτό το μοντέλο με τον όρο γεωμετρικές
εγκαταλείψεις σε μία ουρά με απουσίες του υπηρέτη.

Αυτός ο μηχανισμός εγκατάλειψης πελατών σε ομάδες γεωμετρικού μεγέθους
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είναι μία περίπτωση που μπορούμε να συναντήσουμε σε συγκεκριμένες εφαρμο-
γές. Ως παράδειγμα μπορούμε να υποθέσουμε ότι το σύστημα επιθεωρείται από
ένα «μεταφορικό μέσο» όταν ο υπηρέτης είναι απών, σύμφωνα με μία διαδικα-
σία Poisson ρυθμού ζ. Το μέσο κάθε φορά που επισκέπτεται το σύστημα έχει χω-
ρητικότητα C χρονικών μονάδων που ακολουθεί την εκθετική κατανομή με ρυθμό
α. Φθάνοντας αρχίζει να επιθεωρεί το σύστημα εξετάζοντας τους πελάτες έναν-
έναν σε σχέση με τους χρόνους εξυπηρέτησής τους. Μετακινεί από το σύστημα
τόσο έργο (όπου έργο είναι το άθροισμα των χρόνων εξυπηρέτησης) όσο επιτρέ-
πει η χωρητικότητά του. Αυτό σημαίνει ότι αν οι χρόνοι εξυπηρέτησης των πα-
ρόντων πελατών είναι X1, X2, . . . , Xn, τότε όλοι οι πελάτες θα μετακινηθούν αν
C ≥ X1+X2+ · · ·+Xn, ενώm πελάτες θα μετακινηθούν εάνX1+X2+ · · ·+Xm ≤
C < X1 + X2 + · · · + Xm + Xm+1, για κάποιο m < n. Στην τελευταία περίπτωση
υπάρχει ένα ποσόC−(X1+X2+· · ·+Xm) χρονικών μονάδων από τη χωρητικότητα
του μέσου που δεν χρησιμοποιείται. Για να μην μείνει αυτός ο χώρος ανεκμετάλλευ-
τος, αυτό το ποσό μεταφέρεται στο μέσο από τον πρώτο πελάτη που θα παραμείνει
στο σύστημα με αποτέλεσμα ο υπολειπόμενος χρόνος εξυπηρέτησης αυτού να είναι
Xm+1 − [C − (X1 +X2 + · · ·+Xm)].

Έτσι ο αριθμός των πελατών Λ που μπορούν να μετακινηθούν όταν το μέσο
φτάνει στο σύστημα είναι ίσος με τον αριθμό των ανανεώσεων μίας διαδικασίας
Poisson {Λ(t)} ρυθμού µ κατά τη διάρκεια ενός εκθετικά κατανεμημένου χρονικού
διαστήματος C ρυθμού α, όπου η Poisson διαδικασία και το μήκος του χρονικού
διαστήματος είναι ανεξάρτητα. Αυτός ο αριθμός, Λ, είναι γνωστό ότι ακολουθεί τη
γεωμετρική κατανομή (δες π.χ. Kulkarni (1995), Κεφάλαιο 5, άσκηση 5). Πράγματι
δεσμεύοντας ως προς όλες τις δυνατές τιμές της μεταβλητής C έχουμε:

Pr[Λ = n] =

∫ ∞

0
e−µt (µt)

n

n!
αe−αtdt =

α

α+ µ

(
µ

α+ µ

)n

, n ≥ 0.

Από την άλλη, η κατανομή του υπολειπόμενου χρόνου εξυπηρέτησης του πρώτου
πελάτη που παραμένει στο σύστημα είναι η δεσμευμένη κατανομή τηςXm+1− [C−
(X1+X2+· · ·+Xm)] δοθέντος ότιXm+1 > C−(X1+X2+· · ·+Xm). Αυτή η κατανομή
είναι επίσης εκθετική. Πράγματι αν συμβολίσουμε με FE(u) την συνάρτηση κατανο-
μής της πλεονάζουσας χωρητικότητας του μέσου E = C − (X1 +X2 + · · · +Xm),
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τότε προκύπτει ότι

Pr[Xm+1 − E > x|Xm+1 > E] =
Pr[Xm+1 > E + x]

Pr[Xm+1 > E]
=

∫∞
0 e−µ(x+u)dFE(u)∫∞

0 e−µudFE(u)

= e−µx, x > 0, (4.1)

που αποδεικνύει ότι η κατανομή του υπολειπόμενου χρόνου εξυπηρέτησης του
πρώτου πελάτη που παραμένει στο σύστημα ύστερα από μία στιγμή επιθεώρη-
σης είναι εκθετική με παράμετρο µ. Αυτό μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι όλη η
διαδικασία επαναλαμβάνεται με τον ίδιο τρόπο έως ότου προκύψει μία νέα ευκαιρία
εγκατάλειψης κ.λ.π.

Ορίζοντας p = µ
α+µ προκύπτει ακριβώς το μοντέλο που περιγράψαμε, δηλαδή

οι δυνατότητες εγκατάλειψης συμβαίνουν σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson ρυθ-
μού ζ και σ’ αυτές τις στιγμές οι πελάτες εξετάζονται ακολουθιακά σε σχέση με την
πιθανή φυγή τους από το σύστημα. Κάθε ένας από αυτούς εγκαταλείπει το σύστημα
με πιθανότητα p = µ

α+µ ή παραμένει σε αυτό με την συμπληρωματική πιθανότητα
q = α

α+µ . Αυτή η ακολουθία των εγκαταλείψεων τερματίζεται μόλις βρεθεί ο πρώτος
πελάτης που θα παραμείνει στο σύστημα ή μόλις όλοι οι παρόντες πελάτες το εγκα-
ταλείψουν. Μία άλλη ερμηνεία του προαναφερθέντος μηχανισμού εγκαταλείψεων
είναι ότι σε κάθε δυνατότητα εγκατάλειψης οι πελάτες εξετάζονται ένας προς ένα
μέχρι να βρεθεί ο πρώτος που θα παραμείνει σε αυτό, ενώ κάθε ένας από αυτούς
αποφασίζει να αφήσει το σύστημα με πιθανότητα p ή να παραμείνει σε αυτό με πι-
θανότητα q.

Για τον προσδιορισμό της στάσιμης κατανομής του μοντέλου χρειάζεται να εισά-
γουμε τη συνθήκη ευστάθειας η οποία είναι

ρ = λ/µ < 1. (4.2)

Πράγματι, υποθέτοντας ότι γ > 0, το υπό μελέτη μοντέλο συμπεριφέρεται ως μία
τυπική M/M/1 ουρά όταν ο υπηρέτης είναι ενεργός. Όταν το σύστημα αδειάσει, τότε
ο υπηρέτης απενεργοποιείται και με πιθανότητα 1 ενεργοποιείται ξανά μετά την πά-
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ροδο πεπερασμένου χρόνου, έχοντας πεπερασμένο πλήθος πελατών στον χώρο
αναμονής που χρειάζονται εξυπηρέτηση.

Το σύστημα μπορεί να περιγραφεί ως μία Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου
{(L(t), I(t)) : t ≥ 0} με χώρο καταστάσεων {(n, i) : i = 0, 1 και n = i, i+ 1, i+ 2, . . .},
όπου η μεταβλητή L(t) συμβολίζει τον αριθμό των πελατών στο σύστημα τη στιγμή
t ενώ η μεταβλητή I(t) την κατάσταση του υπηρέτη τη στιγμή t, δηλαδή είναι ίση
με 1 όταν ο υπηρέτης είναι ενεργοποιημένος και 0 σε άλλη περίπτωση. Οι ρυθμοί
μετάβασης της Μαρκοβιανής αλυσίδας {(L(t), I(t))} δίνονται από τη σχέση

q((n, i), (m, j)) =



λ, εάν n ≥ 0,m = n+ 1 και 0 ≤ i = j ≤ min {1, n} ,
ζpkq, εάν n ≥ 2,m = n− k, 1 ≤ k ≤ n− 1 και i = j = 0,

ζpn, εάν n ≥ 1,m = 0 και i = j = 0,

γ, εάν n = m ≥ 1 και i = 0, j = 1,

µ, εάν n ≥ 2,m = n− 1 και i = j = 1,

ή n = 1,m = 0 και i = 1, j = 0.

(4.3)

(Μπορούμε επίσης να θεωρήσουμε μη-μηδενικούς ψευδό-ρυθμούς μετάβασης
q((n, 0), (n, 0)) = ζq για κάθε n ≥ 1 οι οποίοι αντιστοιχούν σε ευκαιρίες εγκατάλειψης
που συμβαίνουν όταν το σύστημα δεν είναι κενό, κατά τις οποίες όμως κανείς πε-
λάτης δεν το εγκαταλείπει). Οι ρυθμοί μετάβασης φαίνονται στο διάγραμμα ρυθμών
μετάβασης του σχήματος 4.1.

1, 1
µ

xxqqq
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qqq
qqq

λ //
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Σχήμα 4.1: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης του μοντέλου.



4.3 Στάσιμη κατανομή 105

4.3 Στάσιμη κατανομή

Υποθέτουμε ότι το σύστημα που μελετάμε βρίσκεται σε κατάσταση στατιστικής
ισορροπίας και εστιάζουμε στον υπολογισμό της οριακής (στάσιμης) κατανομής
(π(n, i) : i = 0, 1, n ≥ i) της Μαρκοβιανής αλυσίδας {(L(t), I(t))}. Για να το πετύ-
χουμε ορίζουμε τις μερικές πιθανογεννήτριες συναρτήσεις

Π0(z) =
∞∑
n=0

π(n, 0)zn, Π1(z) =
∞∑
n=1

π(n, 1)zn, |z| ≤ 1. (4.4)

Χρησιμοποιώντας τους ρυθμούς μετάβασης (4.3) βρίσκουμε το σύνολο των εξισώ-
σεων ισορροπίας του συστήματος. Συγκεκριμένα, εξισώνοντας τις ροές πιθανότη-
τας από και προς την κατάσταση (0, 0) έχουμε

λπ(0, 0) = µπ(1, 1) + ζ

∞∑
j=1

pjπ(j, 0)

και προσθέτοντας και στα δύο μέλη τον όρο ζπ(0, 0) που αντιστοιχεί σε αφίξεις ευ-
καιριών εγκατάλειψης σε κενό σύστημα, προκύπτει

(λ+ ζ)π(0, 0) = µπ(1, 1) + ζ
∞∑
j=0

pjπ(j, 0). (4.5)

Συνεχίζοντας με την εξίσωση των ροών πιθανότητας από και προς την κατάσταση
(n, 0), n ≥ 1, βρίσκουμε

(λ+ γ +

n−1∑
j=1

ζpjq + ζpn)π(n, 0) = λπ(n− 1, 0) +

∞∑
j=n+1

ζqpj−nπ(j, 0).

Προσθέτοντας τη ροή πιθανότητας ζqπ(n, 0) που αντιστοιχεί στις ψευδό-μεταβάσεις
(n, 0)→ (n, 0) καταλήγουμε στην εξίσωση

(λ+ γ + ζ)π(n, 0) = λπ(n− 1, 0) + ζ
∞∑
j=n

qpj−nπ(j, 0), n ≥ 1. (4.6)

Τέλος, οι εξισώσεις ισορροπίας που αντιστοιχούν στις καταστάσεις (1, 1) και (n, 1),
n ≥ 2, είναι αντίστοιχα

(λ+ µ)π(1, 1) = γπ(1, 0) + µπ(2, 1), (4.7)

(λ+ µ)π(n, 1) = γπ(n, 0) + µπ(n+ 1, 1) + λπ(n− 1, 1), n ≥ 2. (4.8)
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Το σύστημα των εξισώσεων (4.5)–(4.8) μαζί με την εξίσωση κανονικοποίησης

π(0, 0) +
∞∑
n=1

(π(n, 0) + π(n, 1)) = 1, (4.9)

έχει μοναδική λύση η οποία παρουσιάζεται στο επόμενο θεώρημα 4.1.

Θεώρημα 4.1. Δεδομένης της συνθήκης ευστάθειας (4.2), η στάσιμη κατανομή
(π(n, i)) δίνεται από τις σχέσεις

π(0, 0) =
q(r2 − 1)(µ− λ)

r2(qµ+ λp− λr1)
, (4.10)

π(n, 0) =
π(0, 0)

rn2
, n ≥ 0, (4.11)

π(n, 1) =

{
ρ(1−r1)r2π(0,0)

q(1−ρr2)

[
( 1
r2
)n − ρn

]
αν r2 ̸= 1/ρ

(1−r1)π(0,0)
q nρn αν r2 = 1/ρ

, n ≥ 1, (4.12)

όπου

r1 =
λ+ λp+ γ + ζp−

√
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)

2λ
, (4.13)

r2 =
λ+ λp+ γ + ζp+

√
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)

2λ
, (4.14)

και 0 < r1 < 1, r2 > 1.

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης (4.6) με zn και προ-
σθέτοντας για κάθε n ≥ 1, βρίσκουμε ότι

(λ+ γ + ζ)(Π0(z)− π(0, 0)) = λzΠ0(z) + ζq

∞∑
j=1

pjπ(j, 0)

j∑
n=1

(z/p)n. (4.15)

Τώρα χρειάζεται να διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. Εάν z ̸= p, τότε αντικαθιστώντας
το άθροισμα

∑j
n=1(z/p)

n στην (4.15) με το κλάσμα z
p−z [1 − (z/p)j ] και πολλαπλα-

σιάζοντας με z − p παίρνουμε

(λ+ γ + ζ − λz)(z − p)Π0(z) = (λ+ γ + ζ)(z − p)π(0, 0) + ζqz(Π0(z)−Π0(p)).

(4.16)
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Αν z = p τότε η (4.15) παίρνει τη μορφή

(λ+ γ + ζ − λp)Π0(p) = (λ+ γ + ζ)π(0, 0) + ζpqΠ
′
0(p). (4.17)

Όμως η εξίσωση (4.17) μπορεί εναλλακτικά να παραχθεί από την (4.16) αν παρα-
γωγίσουμε ως προς z και πάρουμε το όριο z → p. Έτσι η εξίσωση (4.16) ισχύει
για κάθε z με |z| ≤ 1. Λύνοντας την (4.5) ως προς Π0(p) και αντικαθιστώντας στην
(4.16) βρίσκουμε ύστερα από λίγες αλγεβρικές πράξεις ότι

Π0(z) =
[(λ+ γ + ζ)(z − p)− qz(λ+ ζ)]π(0, 0) + µqzπ(1, 1)

(λ+ γ + ζ − λz)(z − p)− ζqz
. (4.18)

Θέτουμε K0(z) και K1(z) να είναι ο αριθμητής και ο παρανομαστής αντίστοιχα της
Π0(z) στην εξίσωση (4.18). Παρατηρούμε ότι

K1(z) = −λz2 + (λ+ λp+ γ + ζp)z − p(λ+ γ + ζ),

ενώ η εξίσωσηK1(z) = 0 γίνεται ισοδύναμα z−a(z) = 0, όπου a(z) = a0+a2z
2, με

a0 =
p(λ+ γ + ζ)

λ+ λp+ γ + ζp
και a2 =

λ

λ+ λp+ γ + ζp
.

Επειδή a(1) < 1 μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ένα πόρισμα του θεωρήματος
Rouché (βλέπε π.χ. Gail et al. (2000), κεφάλαιο 4, θεώρημα 5 σελ.235) και έτσι να
συμπεράνουμε ότι η εξίσωση K1(z) = 0 έχει δύο διακεκριμένες ρίζες r1 και r2, η
μία στον ανοικτό μοναδιαίο κύκλο και η άλλη έξω από τον κλειστό μοναδιαίο κύκλο.
Οι ρίζες r1 και r2 δίνονται από τις εξισώσεις (4.13)–(4.14), απ’ όπου φαίνεται ότι
0 < r1 < 1 και r2 > 1.

Όμως η πιθανογεννήτρια συνάρτηση Π0(z) συγκλίνει στον κλειστό μοναδιαίο κύ-
κλο οπότε θα πρέπει K0(r1) = 0. Συνεπώς, αφού η συνάρτηση K0(z) είναι πολυώ-
νυμο πρώτου βαθμού ως προς z θα έχει αναγκαστικά τη μορφή K0(z) = C(z− r1).
Απλοποιώντας τον όρο z − r1 από τον αριθμητή και τον παρανομαστή της (4.18)
προκύπτει ότι

Π0(z) = C/[λ(r2 − z)],



108 Γεωμετρικές εγκαταλείψεις σε μία ουρά με απουσίες του υπηρέτη

απ’ όπου αντικαθιστώντας όπου z την τιμή 0 παίρνουμε C = λr2π(0, 0). Έτσι η
συνάρτηση Π0(z) γράφεται ως εξής:

Π0(z) =
r2

r2 − z
π(0, 0). (4.19)

Χρησιμοποιώντας ότι

r2
r2 − z

=
1

1− z
r2

=

∞∑
n=0

(
z

r2

)n

,

έχουμε

Π0(z) =

∞∑
n=0

π(0, 0)

rn2
zn,

οπότε αποδείχθηκε η 4.11.

Πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις (4.7) και (4.8) με z και zn αντίστοιχα και προ-
σθέτοντας για όλες τις τιμές n = 2, 3, 4, . . . έχουμε

(λ+ µ)

∞∑
n=1

π(n, 1)zn = γ

∞∑
n=1

π(n, 0)zn + µ

∞∑
n=1

π(n+ 1, 1)zn + λ

∞∑
n=2

π(n− 1, 1)zn,

ή

(λ+ µ)Π1(z) = γ(Π0(z)− π(0, 0)) +
µ

z
(Π1(z)− π(1, 1)z) + λzΠ1(z).

Πολλαπλασιάζοντας με z και λύνοντας ως προς Π1(z) βρίσκουμε

Π1(z) =
γz

λz + µz − λz2 − µ
Π0(z)−

(γπ(0, 0) + µπ(1, 1))z

λz + µz − λz2 − µ
. (4.20)

Σε αυτό το σημείο χρειαζόμαστε μία σχέση μεταξύ των π(0, 0) και π(1, 1) η οποία θα
προκύψει από την εξίσωση K0(r1) = 0. Έτσι έχουμε ότι

π(1, 1) =
p(1− r1)(λ+ ζ) + γ(p− r1)

µqr1
π(0, 0). (4.21)
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Αντικαθιστώνας στην (4.20) τη συνάρτηση Π0(z) από την (4.19) και την πιθανότητα
π(1, 1) από την (4.21), παίρνουμε

Π1(z) =
λ(1− r1)z − (λr2 − λr1r2 − γq)

q(1− z)(λz − µ)(r2 − z)
r2zπ(0, 0). (4.22)

Θέτοντας Λ0(z) τον αριθμητή τηςΠ1(z) στην παραπάνω έκφραση και χρησιμοποιώ-
ντας ότι

r1r2 = (λp+ γp+ ζp)/λ και r1 + r2 = (λ+ λp+ γ + ζp)/λ,

εύκολα επαληθεύουμε ότι Λ0(1) = 0. Έτσι

Λ0(z) = λ(1− r1)(z − 1),

και απλοποιώντας τον όρο 1− z βρίσκουμε ότι η πιθανογεννήτρια Π1(z) παίρνει τη
μορφή

Π1(z) =
ρ(1− r1)r2π(0, 0)

q

z

(r2 − z)(1− ρz)
. (4.23)

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις για να αναλύσουμε την Π1(z) σε απλά κλάσματα.
Στην πρώτη περίπτωση υποθέτουμε ότι r2ρ ̸= 1, οπότε έχουμε

Π1(z) =
ρ(1− r1)r2π(0, 0)

q(1− ρr2)

(
r2

r2 − z
− 1

1− ρz

)
,

ή σε γεωμετρική σειρά

Π1(z) =
ρ(1− r1)r2π(0, 0)

q(1− ρr2)

∞∑
n=1

[
(
1

r2
)n − ρn

]
zn, (4.24)

ενώ στη δεύτερη περίπτωση όπου r2ρ = 1, η συνάρτηση Π1(z) παίρνει τη μορφή

Π1(z) =
ρ(1− r1)r2π(0, 0)

q

ρz

(1− ρz)2

=
(1− r1)π(0, 0)

q

[
1

(1− ρz)2
− 1

1− ρz

]
,
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και χρησιμοποιώντας ότι

1

(1− t)2
=

∞∑
n=1

ntn−1, |t| < 1,

καταλήγουμε στην εξίσωση

Π1(z) =
ρ(1− r1)r2π(0, 0)

q

∞∑
n=1

nρnzn. (4.25)

Από τις (4.24), (4.25) προκύπτει η εξίσωση (4.12). Επίσης χρησιμοποιώντας την
εξίσωση κανονικοποίησης Π0(1) + Π1(1) = 1 και τις (4.19), (4.23) βρίσκουμε ότι το
ποσοστό του χρόνου που το σύστημα είναι κενό, π(0, 0), δίνεται από την (4.10) και
η απόδειξη του θεωρήματος είναι πλήρης. �

Ο μέσος αριθμός πελατών στο σύστημα E(L) δίνεται από τον τύπο

E(L) =

∞∑
n=1

nPr[L = n] =

∞∑
n=1

n(π(n, 0) + π(n, 1))

= Π
′
0(1) + Π

′
1(1).

Παραγωγίζοντας τις (4.19), (4.23) ως προς z για z = 1 και αντικαθιστώντας την
π(0, 0) από την (4.10) βρίσκουμε ότι

E(L) =
q(1− ρ)

(r2 − 1)[q(1− ρ) + ρ(1− r1)]

(
1 +

ρ(1− r1)(r2 − ρ)

q(1− ρ)2

)
. (4.26)

4.4 Χρόνος παραμονής

Σε αυτή την παράγραφο στρέφουμε την προσοχή μας στον χρόνο παραμονής S
ενός πελάτη που εισέρχεται στο σύστημα όταν αυτό βρίσκεται σε κατάσταση ισορ-
ροπίας. Ο χρόνος παραμονής ορίζεται ως ο συνολικός χρόνος που περνάει από
την άφιξή του στο σύστημα έως και την αναχώρησή του από αυτό, είτε λόγω συ-
μπλήρωσης της εξυπηρέτησής του είτε λόγω εγκατάλειψης.
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Η κατανομή του χρόνου παραμονής ενός πελάτη εξαρτάται τόσο από την πει-
θαρχία ουράς όσο και από την σειρά με την οποία εξετάζονται οι πελάτες για το αν
θα εγκαταλείψουν το σύστημα, όταν συμβούν οι στιγμές εγκατάλειψης. Σε όλο το
κεφάλαιο υποθέτουμε ότι η πειθαρχία ουράς είναι FCFS. Θα διακρίνουμε όμως δύο
περιπτώσεις για την σειρά με την οποία οι πελάτες επηρεάζονται όταν υπάρξει η
δυνατότητα εγκατάλειψης, οι οποίες θα αναφέρονται ως οι δύο πειθαρχίες εγκατά-
λειψης για το σύστημα. Η πρώτη είναι η EAAF (Early Arrivals Abandon First). Σε
αυτή την περίπτωση οι πελάτες εγκαταλείπουν το σύστημα με την ίδια σειρά με την
οποία έφτασαν, δηλαδή σε κάθε ευκαιρία εγκατάλειψης οι πελάτες εξετάζονται ένας
προς έναν αρχίζοντας από αυτόν που έφτασε νωρίτερα στο σύστημα.

−→ 1 2 3 · · · n− 1 n

Στην περίπτωση αυτή αν υποθέσουμε ότι ο εξεταζόμενος πελάτης είναι ο n−οστός
στο σύστημα, ο χρόνος παραμονής του δεν εξαρτάται από τις μελλοντικές αφίξεις. Η
δεύτερη πειθαρχία εγκατάλειψης είναι η LAAF (Late Arrivals Abandon First), όπου
οι πελάτες εγκαταλείπουν το σύστημα με αντίστροφη σειρά από αυτή με την οποία
έφτασαν.

1 2 3 · · · n− 1 n 1 2 · · · m ←−

Σε αντίθεση με την πρώτη περίπτωση, ο χρόνος παραμονής του πελάτη εξαρτάται
από τον αριθμό m των πελατών που έφθασαν στο σύστημα μετά από αυτόν.

4.4.1 Η περίπτωση EAAF

Ας συμβολίσουμε με SEA τον χρόνο παραμονής ενός πελάτη όταν ισχύει η πει-
θαρχία EAAF, S(n,i) τον δεσμευμένο χρόνο παραμονής ενός πελάτη δοθέντος ότι
κατά την άφιξή του βρήκε n−1πελάτες μπροστά του, δηλαδή είναι ο n−παλαιότερος
στο σύστημα, και ο υπηρέτης είναι στην κατάσταση i (i = 0, 1, n ≥ i + 1). Συμβο-
λίζουμε επίσης με S̃EA(s), S̃(n,i)(s) τους αντίστοιχους μετασχηματισμούς Laplace.
Είναι προφανές ότι σε αυτή την περίπτωση ο χρόνος παραμονής του υπό μελέτη
πελάτη δεν εξαρτάται από τις μελλοντικές αφίξεις. Επομένως δεν υπάρχει λόγος να
γνωρίζουμε τις αφίξεις που γίνονται αργότερα από εκείνη του πελάτη που εξετά-
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ζουμε. Οι προηγούμενοι μετασχηματισμοί Laplace δίνονται στο επόμενο θεώρημα
4.2.

Θεώρημα 4.2. i) Οι μετασχηματισμοί Laplace S̃(n,i)(s) δίνονται ως

S̃(n,0)(s) =
A(s)

µ

(
µ

µ+ s

)n

+
B(s)

p(γ + ζ + s)

(
p(γ + ζ + s)

γ + ζp+ s

)n

, n ≥ 1, (4.27)

S̃(n,1)(s) =

(
µ

µ+ s

)n

, n ≥ 1, (4.28)

όπου

A(s) =
γµ(µq − ps)

(γ + s)(µq − ps)− ζps
, (4.29)

B(s) =
ζps(µq − γp− ζp− ps)

(γ + s)(µq − ps)− ζps
. (4.30)

ii) Εάν r2 ̸= 1
ρ , τότε ο μετασχηματισμός Laplace S̃EA(s) δίνεται ως

S̃EA(s) =
A(s)π(0, 0)r2
µ(r2 − 1) + r2s

+
B(s)π(0, 0)r2

γ(r2 − p) + ζp(r2 − 1) + (r2 − p)s

+
λµ(1− r1)r2π(0, 0)

q[µ(r2 − 1) + r2s](µ− λ+ s)
, (4.31)

όπου η πιθανότητα π(0, 0) και οι αριθμοί r1, r2 δίνονται από τις (4.10), (4.13) και
(4.14) αντίστοιχα. Εάν r2 = 1

ρ , τότε ο μετασχηματισμός Laplace S̃EA(s) υπολογίζεται
ως

S̃EA(s) =
A(s)π(0, 0)

µ(1− ρ) + s
+

B(s)π(0, 0)

γ(1− ρp) + ζp(1− ρ) + (1− ρp)s

+
λµ(1− r1)π(0, 0)

q[µ(1− ρ) + s]2
. (4.32)

iii) Ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη κάτω από την πειθαρχία εγκαταλείψεων
EAAF δίνεται ως

E(SEA) =

{
λ(1− r1)[r2(µ− λ) + µ(r2 − 1)]

qµ(r2 − 1)2(µ− λ)2
− (ζp− µq)(r2 − 1)− γqr2

γµq(r2 − 1)2

− ζp(µq − γp− ζp)

γµq[γ(r2 − p) + ζp(r2 − 1)]

}
π(0, 0)r2. (4.33)

τόσο για την περίπτωση όπου r2 ̸= 1
ρ , όσο και για την περίπτωση r2 =

1
ρ .
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Απόδειξη. Η εξίσωση (4.28) ισχύει διότι το σύστημα συμπεριφέρεται ως μία τυπική
M/M/1 ουρά, όταν ο υπηρέτης είναι ενεργοποιημένος. Επομένως, αν κατά την άφιξή
του ο πελάτης βρει n− 1 πελάτες μπροστά του και τον υπηρέτη στη θέση ”on”, τότε
ο χρόνος παραμονής του έχει την Γάμμα(n,μ) κατανομή. Ας υποθέσουμε τώρα ότι
ο πελάτης φθάνοντας βρίσκει το σύστημα στην κατάσταση (n−1, 0). Στο σχήμα 4.2
βλέπουμε το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης με έμφαση στις καταστάσεις (n, i).

1, 1
µ

zzuuu
uu
uu
uu

· · ·n− 1, 1
λ //

n, 1
λ //

µ
oo n+ 1, 1 · · ·

µ
oo

0, 0
λ // 1, 0

γ

OO

ζp
gg · · ·n− 1, 0

γ

OO

ζqpn−2
hh

ζpn−1

ee
λ // n, 0

γ

OO

ζqp
ii

ζqpn−1

ff

ζpn

ee
λ // n+ 1, 0 · · ·

γ

OO

ζqp
hh

ζqp2

gg

ζqpn

ff

ζpn+1

ee

Σχήμα 4.2: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης του μοντέλου με έμφαση στις καταστά-
σεις (n, i).

Με πιθανότητα 1 μέσα σε πεπερασμένο χρονικό διάστημα θα συμβεί μία νέα άφιξη
πελάτη ή ο υπηρέτης θα επιστρέψει στα καθήκοντά του ή θα συμβεί μία ευκαι-
ρία εγκατάλειψης. Έστω T : ο χρόνος από την άφιξη του υπό μελέτη πελάτη, που
χρειάζεται για να συμβεί το πρώτο από τα τρία προηγούμενα ενδεχόμενα και Sc

(n,0)

ο υπολειπόμενος δεσμευμένος χρόνος παραμονής στο σύστημα του πελάτη που
αρχικά θεωρήσαμε. Επειδή S(n,0) = T + Sc

(n,0) και ο χρόνος T είναι ο ελάχιστος
από τρεις ανεξάρτητους και εκθετικά κατανεμημένους χρόνους και ανεξάρτητος του
Sc
(n,0), ισχύει ότι

S̃(n,0)(s) = E[e−sS(n,0) ] =
λ+ γ + ζ

λ+ γ + ζ + s
E[e

−sSc
(n,0) ].

Ορίζουμε τα ενδεχόμενα:
A1: η άφιξη νέου πελάτη να προηγηθεί της επιστροφής του υπηρέτη και της στιγμής
ευκαιρίας εγκατάλειψης,
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A2: η επιστροφή του υπηρέτη να προηγηθεί των αφίξεων νέου πελάτη και ευκαιρίας
εγκατάλειψης,
A3: η στιγμή ευκαιρίας εγκατάλειψης να προηγηθεί της άφιξης νέου πελάτη και της
επιστροφής του υπηρέτη και
Bnk: η στιγμή ευκαιρίας εγκατάλειψης στο σύστημα με nπελάτες παρόντες να διώξει
τους πρώτους n − k από αυτούς, k = 0, 1, ..., n. Τότε λόγω της ισχυρής ιδιότητας
Markov και επειδή Pr(Bnk) = qpn−k για k = 1, 2, ..., n και Pr(Bn0) = pn έχουμε

E[e
−sSc

(n,0) ] = Pr(A1)E[e−sS(n,0) ] + Pr(A2)E[e−sS(n,1) ]

+ Pr(A3)

(
n∑

k=1

qpn−kE[e−sS(k,0) ] + pn

)
.

Από τις τελευταίες δύο εξισώσεις προκύπτει ότι

S̃(n,0)(s) =
λ

λ+ γ + ζ + s
S̃(n,0)(s) +

γ

λ+ γ + ζ + s
S̃(n,1)(s)

+
ζ

λ+ γ + ζ + s

(
n∑

k=1

pn−kqS̃(k,0)(s) + pn

)
, n ≥ 1. (4.34)

όπου ο μετασχηματισμός Laplace S̃(1,1)(s) αναφέρεται στον υπολοιπόμενο χρόνο
παραμονής ενός πελάτη που φθάνοντας βρήκε το σύστημα άδειο και το πρώτο εν-
δεχόμενο που συνέβη μετά την άφιξή του είναι η επιστροφή του υπηρέτη. Η παρα-
πάνω μέθοδος ονομάζεται μέθοδος ανάλυσης του πρώτου βήματος αφού για την
παραγωγή της (4.34) δεσμεύσαμε στο επόμενο μελλοντικό ενδεχόμενο της άφιξης
του υπό μελέτη πελάτη. Αντικαθιστώντας την (4.28) και λύνοντας ως προς S̃(n,0)(s)

βρίσκουμε

S̃(n,0)(s) =
γ

γ + ζ + s

(
µ

µ+ s

)n

+
ζ

γ + ζ + s

n∑
k=1

pn−kqS̃(k,0)(s)

+
ζ

γ + ζ + s
pn, n ≥ 1. (4.35)

Στη συνέχεια ορίζουμε τους μεικτούς μετασχηματισμούς

Φ(s, z) =

∞∑
n=1

S̃(n,0)(s)z
n, |z| < 1, s ≥ 0,
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που αποτελούν γεννήτριες των δεσμευμένων μετασχηματισμών Laplace S̃(n,0)(s).
Πολλαπλασιάζοντας την (4.35) με zn και αθροίζοντας για κάθε n ≥ 1, έχουμε

∞∑
n=1

S̃(n,0)(s)z
n =

γ

γ + ζ + s

∞∑
n=1

(
µ

µ+ s

)n

zn +
ζq

γ + ζ + s

∞∑
k=1

S̃(k,0)(s)z
k

∞∑
n=k

(pz)n−k

+
ζ

γ + ζ + s

∞∑
n=1

(pz)n,

και υπολογίζοντας τα τρία παραπάνω γεωμετρικά αθροίσματα παίρνουμε

Φ(s, z) =
γµz

(γ + ζ + s)(µ+ s− µz)
+

ζqΦ(s, z)

(γ + ζ + s)(1− pz)
+

ζpz

(γ + ζ + s)(1− pz)
.

Λύνοντας ως προς Φ(s, z) έπεται ότι

Φ(s, z) = z
γµ+ ζµp+ ζps− (γµp+ ζµp)z

(µ+ s− µz)[γ + ζp+ s− p(γ + ζ + s)z]
. (4.36)

Οι ρίζες του άνω παρανομαστή είναι οι αριθμοί z = µ+s
µ > 1 και z = γ+ζp+s

γp+ζp+sp > 1

που είναι διαφορετικές μεταξύ τους για κάθε s > 0 (εκτός από τη θετική ρίζα του
τριωνύμου ps2 + (pγ + pζ − qµ)s − µγq). Συνεπώς το ανάπτυγμα της γεννήτριας
Φ(s, z) σε σειρά δυνάμεων του z προϋποθέτει το ανάπτυγμα του κλάσματος της
(4.36) σε απλά κλάσματα. Έτσι υπάρχουν συντελεστές A(s), B(s) ώστε

Φ(s, z) = z

(
A(s)

µ+ s− µz
+

B(s)

γ + ζp+ s− p(γ + ζ + s)z

)
, (4.37)

όπου

A(s) = lim
z→µ+s

µ

γµ+ ζµp+ ζps− (γµp+ ζµp)z

γ + ζp+ s− p(γ + ζ + s)z
, (4.38)

B(s) = lim
z→ γ+ζp+s

p(γ+ζ+s)

γµ+ ζµp+ ζps− (γµp+ ζµp)z

µ+ s− µz
. (4.39)

Τα παραπάνω όρια με αντικατάσταση οδηγούν στις (4.29), (4.30). Αναπτύσσοντας
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την (4.37) σε δυναμοσειρά ως προς z, έχουμε

Φ(s, z) =
A(s)z

µ+ s

1

1− µz
µ+s

+
B(s)z

γ + ζp+ s

1

1− p(γ+ζ+s)z
γ+ζp+s

=
A(s)

µ

∞∑
n=0

(
µ

µ+ s

)n+1

zn+1 +
B(s)

p(γ + ζ + s)

∞∑
n=0

(
p(γ + ζ + s)

γ + ζp+ s

)n+1

zn+1

=

∞∑
n=1

[
A(s)

µ

(
µ

µ+ s

)n

+
B(s)

p(γ + ζ + s)

(
p(γ + ζ + s)

γ + ζp+ s

)n]
zn, (4.40)

οπότε η απόδειξη της (4.27) είναι άμεση. Στη συνέχεια μπορούμε να περάσουμε
στον υπολογισμό του μετασχηματισμού S̃EA(s) δεσμεύοντας στην κατάσταση που
συναντά ο υπό μελέτη πελάτης φθάνοντας στο σύστημα και χρησιμοποιώντας την
ιδιότητα PASTA. Έτσι έχουμε

S̃EA(s) =

∞∑
n=1

S̃(n,0)(s)π(n− 1, 0) +

∞∑
n=2

S̃(n,1)(s)π(n− 1, 1). (4.41)

Αντικαθιστώντας τις πιθανότητες π(n − 1, 0), π(n − 1, 1) από τις εξισώσεις (4.11),
(4.12) αντίστοιχα και τους μετασχηματισμούς Laplace S̃(n,0)(s), S̃(n,1)(s) από τις
(4.27), (4.28) αντίστοιχα στην (4.41) και υπολογίζοντας τα γεωμετρικά αθροίσματα
που προκύπτουν καταλήγουμε εύκολα στην (4.31).

Η περίπτωση r2 = 1
ρ , αντιμετωπίζεται όμοια και παράγει την (4.32). Παραγωγί-

ζοντας τον μετασχηματισμό S̃EA(s) που δίνεται από τις (4.31)-(4.32) και θέτοντας
s = 0, προκύπτει η (4.33). �

Οι τυχαίες μεταβλητές S(n,i) είναι γνήσιες, δηλαδή Pr(S(n,i) <∞) = S̃(n,i)(0) = 1.

4.4.2 Η περίπτωση LAAF

Σ’ αυτή την περίπτωση ο χρόνος παραμονής ενός πελάτη που εισέρχεται στο
σύστημα όταν αυτό είναι σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας και ο υπηρέτης εί-
ναι απών, εξαρτάται από τις μελλοντικές αφίξεις πελατών στο σύστημα. Ο λόγος
είναι ότι στις στιγμές εγκατάλειψης, οι εγκαταλείψεις πελατών αρχίζουν από τους
πρόσφατα αφιχθέντες πελάτες στο σύστημα και προχωρούν ”προς τα πίσω” όπου
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βρίσκονται οι πελάτες που έφθασαν νωρίτερα σε αυτό. Έτσι στην ανάλυση που
ακολουθεί, χρειάζεται να ορίσουμε ένα δείκτη που να υποδεικνύει τον αριθμό των
πελατών που έφθασαν αργότερα από τον πελάτη, του οποίου τον χρόνο παραμο-
νής εξετάζουμε.

Χρησιμοποιούμε το σύμβολο SLA για τον χρόνο παραμονής του υπό μελέτη πε-
λάτη κάτω από την LAAF πειθαρχία εγκατάλειψης και το σύμβολο S(n,i,m) (i =

0, 1, n = 1, 2, . . . , m = 0, 1, 2, . . .) για τον δεσμευμένο χρόνο παραμονής δοθέ-
ντως ότι ο πελάτης που μελετάμε είναι ο n- παλαιότερος στο σύστημα, δηλαδή έχει
n− 1 πελάτες μπροστά από αυτόν καιm πελάτες πίσω του (εκείνους που έφθασαν
ύστερα από τον υπό μελέτη πελάτη), ενώ ο υπηρέτης ειναι στην κατάσταση i. Έστω
επίσης S̃LA(s), S̃(n,i,m)(s) οι αντίστοιχοι μετασχηματισμοί Laplace οι οποίοι δίνονται
στο επόμενο θεώρημα 4.3.

Θεώρημα 4.3. i) Ο χρόνος παραμονής ενός πελάτη, δεδομένου ότι αυτός βρίσκει
n − 1 πελάτες κατά την άφιξή του και τον υπηρέτη στην κατάσταση i, έχει μετασχη-
ματισμό Laplace S̃(n,i,0)(s) που δίνεται ως

S̃(n,0,0)(s) =
ζp

λ

r(s)

1− pr(s)
+

γ

λ

r(s)

1− r(s)

(
µ

µ+ s

)n

, n ≥ 1, (4.42)

S̃(n,1,0)(s) =

(
µ

µ+ s

)n

, n ≥ 1, (4.43)

όπου

r(s) =
λ+ λp+ γ + ζp+ s−

√
(λ+ λp+ γ + ζp+ s)2 − 4λp(λ+ γ + ζ + s)

2p(λ+ γ + ζ + s)
.(4.44)

ii) Εάν r2 ̸= 1
ρ , τότε ο μετασχηματισμός Laplace S̃LA(s) δίνεται ως

S̃LA(s) =
ζpr2π(0, 0)

λ(r2 − 1)

r(s)

1− pr(s)
+

γµr2π(0, 0)

λ

r(s)

(1− r(s))[µ(r2 − 1) + r2s]

+
λµ(1− r1)r2π(0, 0)

q

1

[µ(r2 − 1) + r2s](µ− λ+ s)
, (4.45)

όπου η στάσιμη πιθανότητα κενού συστήματος π(0, 0) και οι ρίζες r1 και r2 δίνονται
από τις (4.10), (4.13) και (4.14) αντίστοιχα. Εάν r2 = 1

ρ , τότε ο μετασχηματισμός
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Laplace S̃LA(s) δίνεται ως

S̃LA(s) =
ζpπ(0, 0)

λ(1− ρ)

r(s)

1− pr(s)
+

γµπ(0, 0)

λ

r(s)

(1− r(s))[µ(1− ρ) + s]

+
λµ(1− r1)π(0, 0)

q

1

[µ(1− ρ) + s]2
. (4.46)

iii) Ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη κάτω από την LAAF πειθαρχία εγκατά-
λειψης δίνεται ως

E(SLA) =

{
λ(1− r1)[r2(µ− λ) + µ(r2 − 1)]

qµ(r2 − 1)2(µ− λ)2
− ζp

λ(r2 − 1)

r′(0)

(1− pr(0))2

− γ

λµ

r′(0)µ(r2 − 1)(1− r(0))− r(0)(1− r(0))r2 + r(0)r′(0)µ(r2 − 1)

(r2 − 1)2(1− r(0))2

}
× π(0, 0)r2, (4.47)

όπου

r(0) =
λ+ λp+ γ + ζp−

√
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)

2p(λ+ γ + ζ)
, (4.48)

και

r′(0) =
ζ − ζp− λp

2p(λ+ γ + ζ)2
+

(λ+ ζ)2p2 + (ζγ − λ2 − λγ − 2ζλ− ζ2)p− (λ+ γ)ζ

2p(λ+ γ + ζ)2
√

(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)
.

(4.49)

Απόδειξη. Όπως και στην EAAF πειθαρχία, ο δεσμευμένος χρόνος παραμονής
S(n,1,m) του υπό μελέτη πελάτη είναι ανεξάρτητος από τον αριθμό m των πελατών
που φθάνουν στο σύστημα μετά την άφιξή του και κατανέμεται ως μία Γάμμα(n, µ)
κατανομή. Συνεπώς S̃(n,1,m)(s) = ( µ

µ+s)
n, για κάθε n ≥ 1, m ≥ 0, και θέτοντας

m = 0, προκύπτει η (4.43).
Χρησιμοποιώντας την μέθοδο της ανάλυσης πρώτου βήματος όπως και στο προη-

γούμενο θεώρημα, παίρνουμε

S̃(n,0,m)(s) =
λ

λ+ γ + ζ + s
S̃(n,0,m+1)(s) +

γ

λ+ γ + ζ + s

(
µ

µ+ s

)n

+
ζ

λ+ γ + ζ + s

 m∑
j=0

qpjS̃(n,0,m−j)(s) + pm+1

 , n ≥ 1,m ≥ 0.

(4.50)
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Ορίζουμε τους μεικτούς μετασχηματισμούς

Φn(s, z) =
∞∑

m=0

S̃(n,0,m)(s)z
m, |z| < 1, s ≥ 0,

για κάθε n ≥ 1. Πολλαπλασιάζοντας την (4.50) με zm και αθροίζοντας για κάθε
m ≥ 0, παίρνουμε

Φn(s, z) =
λ

(λ+ γ + ζ + s)z

∞∑
m=0

S̃(n,0,m+1)(s)z
m+1 +

γ

(λ+ γ + ζ + s)

(
µ

µ+ s

)n ∞∑
m=0

zm

+
ζq

(λ+ γ + ζ + s)

∞∑
j=0

(pz)j
∞∑

m=j

S̃(n,0,m−j)(s)z
m−j +

ζp

(λ+ γ + ζ + s)

∞∑
m=0

(pz)m

=
λ

(λ+ γ + ζ + s)z
(Φn(s, z)− S̃(n,0,0)(s)) +

γ

(λ+ γ + ζ + s)(1− z)

(
µ

µ+ s

)n

+
ζq

(λ+ γ + ζ + s)(1− pz)
Φn(s, z) +

ζp

(λ+ γ + ζ + s)(1− pz)
,

ή

(1− z)Φn(s, z)K(s, z) = ζpz(1− z) + γz(1− pz)

(
µ

µ+ s

)n

− λ(1− z)(1− pz)S̃(n,0,0)(s), (4.51)

και

K(s, z) = −p(λ+ γ + ζ + s)z2 + (λ+ λp+ γ + ζp+ s)z − λ. (4.52)

Για κάθε s ≥ 0, έχουμε οτι K(s, z) = 0, αν και μόνο αν z − α(z) = 0, όπου
α(z) = α0 + α2z

2, με α0 = λ
λ+λp+γ+ζp+s , και α2 = (λ+γ+ζ+s)p

λ+λp+γ+ζp+s . Όμως α(1) < 1,
και εφαρμόζοντας ξανά το πόρισμα του θεωρήματος Rouché συμπεραίνουμε ότι η
εξίσωση K(s, z) = 0 έχει δύο ρίζες, μία μέσα στον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1} και
την άλλη στο εξωτερικό αυτού, {z : |z| > 1}. Επίσης οι ρίζες είναι πραγματικές. Η
ρίζα r(s) στον δίσκο {z : |z| < 1} δίνεται από την (4.44) και εύκολα μπορούμε να
συμπεράνουμε ότι 0 < r(s) < 1.

Παρατηρούμε ότι

|Φn(s, z)| ≤
∞∑

m=0

|z|m ,
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διότι
∣∣∣S̃(n,0,m)(s)

∣∣∣ ≤ 1. Επομένως η σύγκλιση της γεννήτριας Φn(s, z) είναι σίγουρη
στον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1}. Αυτό το γεγονός θα εκμεταλλευτούμε για την εύ-
ρεση του μετασχηματισμού S̃(n,0,0)(s). Συγκεκριμένα, αντικαθιστώντας το r(s) στην
(4.51) και χρησιμοποιώντας ότι K(s, r(s)) = 0 και την προηγούμενη σύγκλιση, κα-
ταλήγουμε στην (4.42). Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη χρησιμοποιούμε το
γεγονός ότι ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου παραμονής SLA εκφράζεται σε
σχέση με τους δεσμευμένους μετασχηματισμούς Laplace ως

S̃LA(s) =

∞∑
n=1

S̃(n,0,0)(s)π(n− 1, 0) +

∞∑
n=2

S̃(n,1,0)(s)π(n− 1, 1). (4.53)

Αντικαθιστώντας τις στάσιμες πιθανότητες π(n − 1, 0), π(n − 1, 1) από τις (4.11),
(4.12) αντίστοιχα και τους μετασχηματισμούς S̃(n,0,0)(s), S̃(n,1,0)(s) από τις (4.42),
(4.43) αντίστοιχα στην (4.53) και υπολογίζοντας τα αντίστοιχα γεωμετρικά αθροί-
σματα, προκύπτει η (4.45).

Η περίπτωση r2 =
1
ρ , αντιμετωπίζεται ομοίως και παράγει την (4.46). Παραγωγί-

ζοντας τις (4.45)-(4.46) ως προς s και θέτοντας s = 0, αποδεικνύεται η (4.47). �

Ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα μπορεί εναλλακτικά να
υπολογιστεί από το μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα, χρησιμοποιώντας την στά-
σιμη κατανομή όπως αυτή δίνεται στο θεώρημα 4.1 και εφαρμόζοντας το νόμο του
Little. Η αντίστοιχη ποσότητα συμπίπτει με τους μέσους χρόνους παραμονήςE(SEA)

και E(SLA) που υπολογίζονται από τις εξισώσεις (4.33), (4.47) αντίστοιχα. Επειδή
η αλγεβρική απόδειξη παρουσιάζει δύσκολους υπολογισμούς, μία αριθμητική επα-
λήθευση μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας το πρόγραμμα Matlab.

Όπως και για τους δεσμευμένους χρόνους παραμονής της περίπτωσης EAAF,
παρατηρούμε ότι η τυχαία μεταβλητή S(n,0,0) είναι γνήσια αν και μόνο αν S̃(n,0,0)(0) =

1, ή χρησιμοποιώντας την έκφραση (4.42),

p(λ+ γ + ζ)r2(0)− (λ+ λp+ γ + ζp)r(0) + λ = 0,

που ισχύει λόγω της (4.44).
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Έχοντας υπολογίσει τον μετασχηματισμό Laplace S̃(n,0,0)(s), μπορούμε από την
επαναληπτική εξίσωση (4.50) να υπολογίσουμε τους μετασχηματισμούς Laplace
S̃(n,0,m)(s), για κάθε m = 1, 2, ... . Στη συνέχεια θα βρούμε μία επαναληπτική εξί-
σωση για τις κεντρικές ροπές S(k)

(n,0,m), k = 1, 2, ..., των τυχαίων μεταβλητών S(n,0,m),
όπου

S̃
(k)
(n,0,m)(0) = (−1)kE[Sk

(n,0,m)] = (−1)kS(k)
(n,0,m),

είναι η k- παράγωγος της συνάρτησης S̃(n,0,m)(s) ως προς s, όταν s = 0, ενώ
S
(0)
(n,0,m) = S̃(n,0,m)(0) = 1. Για να συμβεί αυτό, γράφουμε την (4.50) ως

(λ+ γ + ζ + s)S̃(n,0,m)(s) = λS̃(n,0,m+1)(s) + γS̃(n,1,m)(s)

+ ζ
m∑
j=0

qpjS̃(n,0,m−j)(s) + ζpm+1.

Παραγωγίζοντας k φορές ως προς s μπορούμε επαγωγικά να αποδείξουμε ότι

kS̃
(k−1)
(n,0,m)(s) + (λ+ γ + ζ + s)S̃

(k)
(n,0,m)(s) = λS̃

(k)
(n,0,m+1)(s) + γS̃

(k)
(n,1,m)(s)

+ ζ
m∑
j=0

qpjS̃
(k)
(n,0,m−j)(s). (4.54)

Θέτοντας s = 0 και χρησιμοποιώντας ότι η κατανομή της S(n,1,m) είναι Γάμμα(n,μ)
προκύπτει η επαναληπτική εξίσωση

(λ+ γ + ζ)S
(k)
(n,0,m) = kS

(k−1)
(n,0,m) + λS

(k)
(n,0,m+1) + γ

(n+ k − 1)!

(n− 1)!µk

+ ζq

m∑
j=0

pjS
(k)
(n,0,m−j), n ≥ 1,m ≥ 0, k ≥ 1,

(4.55)

απ’ όπου γνωρίζοντας τις ροπές S
(k)
(n,0,0) για κάθε k = 1, 2, ..., μπορούμε να υπολο-

γίσουμε τις ροπές S
(k)
(n,0,m), m = 1, 2, ..., θέτοντας επαναληπτικά στην (4.55) m =

0, 1, ..., και αυτό για κάθε n = 1, 2, ... .
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4.5 Περίοδος συνεχούς λειτουργίας

Θα μελετήσουμε στη συνέχεια την περίοδο συνεχούς λειτουργίας του συστήμα-
τος και μέτρα απόδοσης που αναφέρονται σε αυτή, όπως τον αριθμό των εγκα-
ταλείψεων και τον μέγιστο αριθμό πελατών που βρίσκονται ταυτόχρονα μέσα στο
σύστημα κατά τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας.

4.5.1 Κατανομή του χρόνου συνεχούς λειτουργίας

Ας συμβολίσουμε με Γ τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας του συ-
στήματος και Γ̃(s) τον αντίστοιχο μετασχηματισμό Laplace. Ως τέτοια ορίζουμε το
χρονικό διάστημα από την άφιξη του πρώτου πελάτη σε κενό σύστημα έως τη στιγμή
που θα ολοκληρωθεί η εξυπηρέτηση και του τελευταίου παρόντος πελάτη, δηλαδή
μέχρι τη στιγμή που θα αδειάσει το σύστημα. Έστω επίσης Γ(n,i), ο χρόνος που
χρειάζεται για να μεταβεί το σύστημα από την κατάσταση (n, i) στην κατάσταση
(0, 0) για πρώτη φορά και Γ̃(n,i)(s) ο αντίστοιχος μετασχηματισμός Laplace, όπου
i = 0, 1 και n = i, i + 1, ... . Είναι προφανές ότι η περίοδος συνεχούς λειτουργίας Γ

ταυτίζεται με το χρόνο που χρειάζεται για να περάσει το σύστημα για πρώτη φορά
από την κατάσταση (1, 0) στην κατάσταση (0, 0), οπότε Γ̃(s) = Γ̃(1,0)(s). Στο επό-
μενο θεώρημα 4.4 υπολογίζουμε τον μετασχηματισμό Laplace του χρόνου συνεχούς
λειτουργίας συναρτήσει των παραμέτρων του συστήματος.

Θεώρημα 4.4. i). Ο μετασχηματισμός Laplace Γ̃(s) του χρόνου συνεχούς λειτουρ-
γίας δίνεται ως

Γ̃(s) =
γ

λ
·

Γ̃M/M/1(s)r(s)

1− Γ̃M/M/1(s)r(s)
+

ζ

λ
· pr(s)

1− pr(s)
, (4.56)

όπου

Γ̃M/M/1(s) =
λ+ µ+ s−

√
(λ+ µ+ s)2 − 4λµ

2λ
, (4.57)

είναι ο μετασχηματισμός Laplace της περιόδου συνεχούς λειτουργίας μίας Μ/Μ/1
ουράς με ρυθμό άφιξης πελατών λ, ρυθμό εξυπηρέτησης µ, ενώ το r(s) δίνεται από
την (4.44).
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ii) Η μέση διάρκεια της περιόδου συνεχούς λειτουργίας δίνεται ως

E(Γ) =
γ[r(0)− (µ− λ)r′(0)]

λ(1− r(0))2(µ− λ)
− ζpr′(0)

λ(1− pr(0))2
, (4.58)

όπου οι τιμές r(0), r′(0) δίνονται από τις (4.48) και (4.49) αντίστοιχα.

Απόδειξη. Όταν ο υπηρέτης είναι στην κατάσταση ”on”, τότε η ουρά συμπεριφέ-
ρεται ως μία Μ/Μ/1 ουρά με ρυθμό άφιξης πελατών λ και ρυθμό εξυπηρέτησης µ,
μέχρι την πρώτη στιγμή που το σύστημα θα αδειάσει. Συνεπώς ο μετασχηματισμός
Laplace Γ̃(n,1)(s) συμπίπτει με τον μετασχηματισμό Laplace του υπολοιπόμενου
χρόνου συνεχούς λειτουργίας μίας Μ/Μ/1 ουράς, όταν σε αυτή βρίσκονται n πελάτες
παρόντες. Ο τελευταίος όμως είναι το άθροισμα n ανεξάρτητων περιόδων συνεχούς
λειτουργίας της ουράς, οπότε

Γ̃(n,1)(s) = (Γ̃M/M/1(s))
n, n ≥ 1, (4.59)

όπου Γ̃M/M/1(s) είναι ο μετασχηματισμός Laplace του μήκους μίας περιόδου συνε-
χούς λειτουργίας της άνω Μ/Μ/1 ουράς και δίνεται από την (4.57).

Για την εύρεση των συναρτήσεων Γ̃(n,0)(s) θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο της ανά-
λυσης πρώτου βήματος. Πράγματι αρχίζοντας με την κατάσταση (n, 0), δεσμεύοντας
στο επόμενο ενδεχόμενο που μπορεί να συμβεί και δουλεύοντας με τρόπο όμοιο με
εκείνο για την εξαγωγή της (4.34), βρίσκουμε το επόμενο σύστημα επαναληπτικών
εξισώσεων

Γ̃(n,0)(s) =
λ

λ+ γ + ζ + s
Γ̃(n+1,0)(s) +

γ

λ+ γ + ζ + s
Γ̃(n,1)(s)

+
ζ

λ+ γ + ζ + s

(
n∑

k=1

qpn−kΓ̃(k,0)(s) + pn

)
, n ≥ 1, (4.60)

όπου Γ̃(0,0)(s) = 1. Η εύρεση της λύσης του άνω επαναληπτικού σχήματος απαιτεί
τον ορισμό των εξής σύνθετων μετασχηματισμών

R0(s, z) =

∞∑
n=0

Γ̃(n,0)(s)z
n και R1(s, z) =

∞∑
n=1

Γ̃(n,1)(s)z
n, |z| < 1, s ≥ 0.
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Χρησιμοποιώντας την (4.59) βρίσκουμε εύκολα ότι

R1(s, z) =
Γ̃M/M/1(s)z

1− Γ̃M/M/1(s)z
. (4.61)

Πολλαπλασιάζοντας την (4.60) με zn και αθροίζοντας για κάθε n ≥ 1, έχουμε

R0(s, z)− 1 =
λ

(λ+ γ + ζ + s)z
(R0(s, z)− 1− Γ̃(1,0)(s)z) +

γ

λ+ γ + ζ + s
R1(s, z)

+
ζq

λ+ γ + ζ + s
(R0(s, z)− 1)

1

1− pz
+

ζ

λ+ γ + ζ + s

pz

1− pz
.

Πολλαπλασιάζοντας με (λ+ γ + ζ + s)z(1− pz) και χρησιμοποιώντας την (4.61) και
ότι Γ̃(s) = Γ̃(1,0)(s), βρίσκουμε

K(s, z)(R0(s, z)− 1) = −λ(1− pz)zΓ̃(s) + γz(1− pz)R1(s, z) + ζpz2

= −λ(1− pz)zΓ̃(s) + γz(1− pz)
Γ̃M/M/1(s)z

1− Γ̃M/M/1(s)z
+ ζpz2,

(4.62)

όπου η συνάρτηση K(s, z) δίνεται από την (4.52). Για κάθε σταθερό s ≥ 0, έχουμε
δείξει στην απόδειξη του θεωρήματος 4.3 ότι η μοναδική ρίζα της εξίσωσηςK(s, z) =

0, στον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1} είναι η r(s) που δίνεται από την (4.44). Αντικαθι-
στώντας όπου z = r(s), στην εξίσωση (4.62), χρησιμοποιώντας ότι K(s, r(s)) = 0,
και τη σύγκλιση της σειράς R0(s, z) στον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1}, βρίσκουμε εύ-
κολα την (4.56). Παραγωγίζοντας τέλος ως προς s την (4.56) και θέτοντας s = 0,
βρίσκουμε την (4.58). �

Αντικαθιστώντας s = 0, στην (4.56) παρατηρούμε ότι Γ̃(0) = 1, οπότε η τυχαία
μεταβλητή Γ είναι γνήσια. Επαγωγικά από την (4.60) μπορούμε να αποδείξουμε ότι
όλοι οι υπολοιπόμενοι χρόνοι συνεχούς λειτουργίας είναι γνήσιες τυχαίες μεταβλη-
τές, δηλαδή Γ̃(n+1,0)(0) = 1, για κάθε n = 1, 2, ... .

Έχοντας προσδιορίσει το μετασχηματισμό Laplace Γ̃(s), μπορούμε να βρούμε
τους μετασχηματισμούς Γ̃(n,0)(s), n = 1, 2, ..., χρησιμοποιώντας το σύστημα των
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επαναληπτικών εξισώσεων (4.60). Στόχος μας τώρα είναι να προσδιορίσουμε μία
επαναληπτική εξίσωση για τον υπολογισμό των κεντρικών ροπών

Γ
(k)
(n,i) = (−1)kΓ̃(k)

(n,i)(0), k = 1, 2, ...,

αφού πρώτα προσδιορίσουμε τις κεντρικές ροπές

Γ
(k)
(n,1) = (−1)kΓ̃(k)

(n,1)(0),

όπου Γ̃
(k)
(n,i)(s) η k-παράγωγος ως προς s του μετασχηματισμού Γ̃(n,i)(s), i = 0, 1.

Πολλαπλασιάζοντας την (4.60) με λ + γ + ζ + s και παραγωγίζοντας k φορές την
εξίσωση που προκύπτει μπορούμε να αποδείξουμε ότι

kΓ̃
(k−1)
(n,0) (s) + (λ+ γ + ζ + s)Γ̃

(k)
(n,0)(s) = λΓ̃

(k)
(n+1,0)(s) + γΓ̃

(k)
(n,1)(s)

+ ζq

n∑
j=1

pn−jΓ̃
(k)
(j,0)(s), n, k ≥ 1, (4.63)

όπου Γ̃
(0)
(n,0)(s) = Γ̃(n,0)(s). Πριν θέσουμε στην παραπάνω εξίσωση s = 0, θα προσ-

διορίσουμε την παράγωγο k-τάξης Γ̃
(k)
(n,1)(s) της συνάρτησης Γ̃(n,1)(s). Λόγω της

(4.59) μπορούμε να γράψουμε

Γ̃(n,1)(s) = (g(s))n = f(g(s)),

όπου

f(s) = sn και g(s) = Γ̃M/M/1(s) =
λ+ µ+ s−

√
(λ+ µ+ s)2 − 4λµ

2λ
.

Άρα από την παράγωγο k-τάξης της σύνθεσης δύο παραγωγίσιμων συναρτήσεων
(τύπος Faá di Bruno) έχουμε

Γ̃
(k)
(n,1)(s) =

dk

dsk
f(g(s)) =

k∑
r=1

f (r)(g(s))Bk,r(g
′(s), g′′(s), ..., g(k−r+1)(s)), (4.64)

όπου Bk,r(x1, x2, ..., xk−r+1) τα πολυώνυμα Bell. Όμως

f (r)(s) =

{
(n)rs

n−r αν r = 0, 1, 2..., n

0 αν r = n+ 1, n+ 2, ...,
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όπου n(r) = n(n− 1) · ... · (n− r + 1), οπότε η (4.64) γίνεται

Γ̃
(k)
(n,1)(s) =

min(k,n)∑
r=1

(n)r(g(s))
n−rBk,r(g

′(s), g′′(s), ..., g(k−r+1)(s)). (4.65)

Στόχος μας λοιπόν είναι να υπολογίσουμε τις παραγώγους της συνάρτησης g(s)

όπου

g(s) =
1

2λ
(µ+ λ+ s− b(s)), (4.66)

ενώ

b(s) =
√

c(s), και c(s) = (µ+ λ+ s)2 − 4λµ. (4.67)

Εύκολα όμως διαπιστώνουμε ότι

g(l)(s) =

{
1
2λ(1− b(l)(s)) αν l = 1

− 1
2λb

(l)(s) αν l = 2, 3, ... .
(4.68)

Επομένως ο υπολογισμός των παραγώγων της συνάρτησης g(s) ανάγεται στον
υπολογισμό των παραγώγων της συνάρτησης b(s), όπου

b(s) =
√

c(s) = ϕ(c(s)),

με ϕ(s) =
√
s. Χρησιμοποιώντας ξανά τον τύπο της σύνθετης παραγώγισης, Faá di

Bruno, προκύπτει ότι

b(l)(s) =
dl

dsl
ϕ(c(s))

=
l∑

i=1

ϕ(i)(c(s))Bl,i(c
′(s), c′′(s), ..., c(l−i+1)(s)), l ≥ 1.

Επαγωγικά μπορούμε να αποδείξουμε ότι για τις παραγώγους της συνάρτησης ϕ(s)
ισχύει ότι ϕ(i)(s) = (12)is

1
2
−i, όπου (12)i =

1
2(

1
2 − 1) · ... · (12 − i + 1). Απομένει λοι-

πόν να υπολογίσουμε τις παραγώγους της συνάρτησης c(s) για τις οποίες εύκολα
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βρίσκουμε ότι c′(s) = 2(µ+λ+s), c′′(s) = 2 και c(u)(s) = 0 για κάθε u = 3, 4, .... Αντι-
καθιστώντας λοιπόν στην προηγούμενη εξίσωση προκύπτει ο τύπος υπoλογισμού
των παραγώγων της συνάρτησης b(s),

b(l)(s) =

l∑
i=1

(
1

2
)i(c(s))

1
2
−iBl,i(2(µ+ λ+ s), 2, 0, ..., 0), l ≥ 1. (4.69)

Από τις εξισώσεις (4.65)-(4.69) διαπιστώνουμε ότι η k-παράγωγος της συνάρτησης
Γ̃(n,1)(s) είναι πλήρως προσδιορισμένη για κάθε k = 1, 2, .... Έτσι, θέτοντας στην
(4.65) s = 0, βρίσκουμε την εξίσωση των ροπών Γ

(k)
(n,1) ως

Γ
(k)
(n,1) = (−1)k

min(k,n)∑
r=1

(n)rBk,r(g
′(0), g′′(0), ..., g(k−r+1)(0)), n, k ≥ 1. (4.70)

όπου οι αριθμοίι g′(0), g′′(0),...,g(k−r+1)(0) υπολογίζονται από την (4.68) όταν, από
την (4.69), έχουμε

b(l)(0) =

l∑
i=1

(
1

2
)i(µ− λ)1−2iBl,i(2(µ+ λ), 2, 0, ..., 0), l ≥ 1. (4.71)

Αντικαθιστώντας τέλος στην εξίσωση (4.63) s = 0, προκύπτει ότι

−kΓ(k−1)
(n,0) + (λ+ γ + ζ)Γ

(k)
(n,0) = λΓ

(k)
(n+1,0) + γΓ

(k)
(n,1)

+ ζq
n∑

j=1

pn−jΓ
(k)
(j,0), n, k ≥ 1. (4.72)

Έχοντας υπολογίσει τις κεντρικές ροπές των μεταβλητών Γ(n,1) από τις (4.70), (4.71)
καθώς και τις ροπές του χρόνου συνεχούς λειτουργίας Γ από την (4.56), μπορούμε
επαναληπτικά από την (4.72) να υπολογίσουμε τις ροπές Γ(k)

(n,0), για κάθε n = 2, 3, ....

4.5.2 Ο αριθμός των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα κατά τη
διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας

Χρησιμοποιώντας παρόμοια μεθοδολογία μπορούμε να υπολογίσουμε και άλλα
μέτρα απόδοσης που αναφέρονται σε μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας. Έτσι λοι-
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πόν μπορούμε να βρούμε τις πιθανογεννήτριες του αριθμού των αφίξεων, του αριθ-
μού των εξυπηρετήσεων που πραγματοποιούνται καθώς και του αριθμού των εγκα-
ταλείψεων πελατών κατά τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας του συ-
στήματος. Η κύρια ιδέα είναι να εφαρμόσουμε τη μέθοδο ανάλυσης πρώτου βήματος
και να παράγουμε ένα συγκεκριμένο σύστημα εξισώσεων για τις υπό μελέτη πιθανο-
γεννήτριες. Όλα αυτά τα συστήματα έχουν την ίδια δομή εξαιτίας των κοινών ρυθμών
μετάβασης και μπορούν να λυθούν παρόμοια με το σύστημα των εξισώσεων (4.60).

Στο υπόλοιπο μέρος της υποπαραγράφου θα ασχοληθούμε μόνο με τον συνο-
λικό αριθμό των εγκαταλείψεων N που συμβαίνουν κατά τη διάρκεια μίας περιόδου
συνεχούς λειτουργίας, αφού βασικός στόχος της ανάλυσής μας είναι η επίδραση των
γεωμετρικών εγκαταλείψεων που συμβαίνουν στο υπό μελέτη μοντέλο. Έτσι λοιπόν
συμβολίζουμε με N(n,i) το συνολικό αριθμό των πελατών που εγκαταλείπουν το σύ-
στημα κατά τη διάρκεια ενός πρώτου περάσματος του συστήματος από την κατά-
σταση (n, i) στην (0, 0), i = 0, 1, n ≥ i. Η διάρκεια ενός τέτοιου πρώτου περάσματος
ορίζεται ως ο χρόνος από τη στιγμή που κάποιος πελάτης φθάνοντας στο σύστημα
το συναντά στην κατάσταση (n− 1, i) έως τη στιγμή που θα λήξει η τρέχουσα περί-
οδος συνεχούς λειτουργίας του συστήματος. Προφανώς N(n,1) = 0, αφού κανένας
πελάτης δεν εγκαταλείπει το σύστημα όση ώρα ο υπηρέτης είναι στην θέση ”on”.
Συνεπώς επικεντρώνουμε το ενδιαφέρον μας στον υπολογισμό των πιθανογεννη-
τριών N̂n(z) = E(zN(n,0)). Ιδιαίτερα εστιάζουμε στην εύρεση της πιθανογεννήτριας
N̂(z) = N̂1(z), του συνολικού αριθμού των εγκαταλείψεων που συμβαίνουν κατά τη
διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας.

Έστω κάποια άφιξη πελάτη που συναντά το σύστημα στην κατάσταση (n− 1, i).
Με πιθανότητα 1 μέσα σε πεπερασμένο χρονικό διάστημα θα συμβεί ένα από τα
επόμενα τρία ενδεχόμενα: {άφιξη νέου πελάτη}, {λήξη του χρόνου απουσίας του
υπηρέτη}, {άφιξη μίας ευκαιρίας εγκατάλειψης} και μέχρι τη στιγμή που θα συμβεί
κάποιο από αυτά, ο αριθμός των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα δεν αλλά-
ζει. Δεσμεύοντας ως προς το ποιο από τα τρία προηγούμενα θα συμβεί πρώτο και
χρησιμοποιώντας το συμβολισμό που συναντάμε στην απόδειξη του θεωρήματος
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4.2, έχουμε

N̂n(z) = E(zN(n,0))

= E(zN(n,0)/A1)Pr(A1) + E(zN(n,0)/A2)Pr(A2) + E(zN(n,0)/A3)Pr(A3)

=
λ

λ+ γ + ζ
E(zN(n+1,0)) +

γ

λ+ γ + ζ
E(zN(n,1)) +

ζ

λ+ γ + ζ
E(zN(n,0)/A3),

και δεσμεύοντας ξανά ως προς τον αριθμό Bk των πελατών που εγκαταλείπουν
το σύστημα όταν κατά την άφιξη μίας ευκαιρίας εγκατάλειψης υπάρχουν σε αυτό n

πελάτες παρόντες, έχουμε

E(zN(n,0)/A3) =

n∑
k=0

E(zN(n,0)/A3, Bn−k)Pr(Bn−k/A3)

=

n∑
k=1

E(zn−k+N(k,0))qpn−k +E(zn)pn

=

n∑
k=1

zn−kE(zN(k,0))qpn−k + (pz)n.

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες εξισώσεις βρίσκουμε

N̂n(z) =
λ

λ+ γ + ζ
N̂n+1(z) +

γ

λ+ γ + ζ

+
ζ

λ+ γ + ζ

(
n∑

k=1

qpn−kzn−kN̂k(z) + (pz)n

)
, n ≥ 1. (4.73)

Με τη βοήθεια της προηγούμενης επαναληπτικής εξίσωσης μπορούμε να υπολο-
γίσουμε τις πιθανογεννήτριες N̂n(z), n ≥ 2, όταν γνωρίζουμε την πιθανογεννήτρια
N̂1(z). Για την εύρεση της τελευταίας ορίζουμε τους μεικτούς μετασχηματισμούς

G(z, x) =

∞∑
n=0

N̂n(z)x
n, όπου N̂0(z) = 1.
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Πολλαπλασιάζοντας την (4.73) με xn και προσθέτοντας για κάθε n ≥ 1, βρίσκουμε

G(z, x)− 1 =
λ

(λ+ γ + ζ)x

∞∑
n=1

N̂n+1(z)x
n+1 +

γx

(λ+ γ + ζ)(1− x)

+
ζq

λ+ γ + ζ

∞∑
k=1

N̂k(z)x
k

∞∑
n=k

(pzx)n−k +
ζpzx

(λ+ γ + ζ)(1− pzx)

=
λ

(λ+ γ + ζ)x
(G(z, x)− 1− N̂1(z)x) +

γx

(λ+ γ + ζ)(1− x)

+
ζq

(λ+ γ + ζ)(1− pzx)
(G(z, x)− 1) +

ζpzx

(λ+ γ + ζ)(1− pzx)
,

ή

(1− x)D(z, x)(G(z, x)− 1) = −λx(1− x)(1− pzx)N̂(z) + γx2(1− pzx)

+ ζpzx2(1− x), (4.74)

όπου

D(z, x) = −pz(λ+ γ + ζ)x2 + (λ+ λpz + γ + ζp)x− λ. (4.75)

Δουλεύοντας όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 4.1 μπορούμε να δείξουμε ότι
για κάθε σταθερό z με |z| ≤ 1, η εξίσωση D(z, x) = 0, έχει μία μόνο ρίζα x(z) στον
ανοικτό δίσκο {x : |x| < 1}, οπότε η πιθανογεννήτρια συνάρτηση N̂(z) μπορεί εύ-
κολα να προσδιοριστεί αντικαθιστώντας τη ρίζα x(z) στην (4.74), χρησιμοποιώντας
ότι D(z, x(z)) = 0, και την σύγκλιση του μετασχηματισμού G(z, x) στον ανοικτό δί-
σκο {x : |x| < 1}, καθώς

|G(z, x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

N̂n(z)x
n

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

∣∣∣N̂n(z)
∣∣∣ |x|n ≤ ∞∑

n=0

|x|n <∞,

αφού

∣∣∣N̂n(z)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

Pr(Nn = k)zk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

Pr(Nn = k) |z|k ≤
∞∑
k=0

Pr(Nn = k) ≤ 1.

Συνοψίζουμε τα παραπάνω στο επόμενο θεώρημα 4.5.
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Θεώρημα 4.5. Η πιθανογεννήτρια N̂(z) του αριθμού των εγκαταλείψεων πελατών
σε μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας του συστήματος δίνεται ως

N̂(z) =
γ

λ
· x(z)

1− x(z)
+

ζ

λ
· pzx(z)

1− pzx(z)
, (4.76)

όπου

x(z) =
λ+ λpz + γ + ζp−

√
(λ+ λpz + γ + ζp)2 − 4λpz(λ+ γ + ζ)

2pz(λ+ γ + ζ)
. (4.77)

Έχοντας υπολογίσει την πιθανογεννήτρια N̂1(z) μπορούμε εύκολα να δούμε ότι
N̂1(1) = 1, αν και μόνο αν

p(λ+ γ + ζ)x2(1)− (λ+ λp+ γ + ζp)x(1) + λ = 0,

δηλαδή D(1, x(1)) = 0, που ισχύει διότι ο αριθμός x(z) είναι ρίζα της εξίσωσης
D(z, x(z)) = 0, για κάθε z με |z| ≤ 1. Επαγωγικά και χρησιμοποιώντας την (4.73)
μπορούμε να δείξουμε ότι N̂n(1) = 1, για κάθε n ≥ 2, δηλαδή οι τυχαίες μεταβλητές
Nn είναι γνήσιες.

Συνεχίζοντας θα χρησιμοποιήσουμε τις (4.73) και (4.77) για να παράγουμε μία
επαναληπτική εξίσωση για τις μέσες τιμές των τυχαίων μεταβλητών Nn. Συγκεκρι-
μένα η (4.73) γράφεται

(λ+ γ + ζ)N̂n(z) = λN̂n+1(z) + γ + ζq

n∑
k=1

(pz)n−kN̂k(z) + ζ(pz)n, n ≥ 1.

Παραγωγίζοντας ως προς z και θέτοντας z = 1, βρίσκουμε

(λ+ γ + ζ)E(Nn) = λE(Nn+1) + ζq

n∑
k=1

[(n− k)pn−k + pn−kE(Nk)] + nζpn, n ≥ 1,

και χρησιμοποιώντας ότι

n∑
k=1

(n− k)pn−k =
n−1∑
m=0

mpm = p
n−1∑
m=1

mpm−1 = p
(n− 1)pn − npn−1 + 1

(1− p)2
,
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η τελευταία εξίσωση γίνεται

(λ+ γ + ζ)E(Nn) = λE(Nn+1) +
ζp

q
[(n− 1)pn − npn−1 + 1]

+

n∑
k=1

pn−kE(Nk) + nζpn, n ≥ 1. (4.78)

Παραγωγίζοντας την (4.76) ως προς z και θέτοντας z = 1, βρίσκουμε

E(N1) =
γx′(1)

λ(1− x(1))2
+

ζp(x(1) + x′(1))

λ(1− px(1))2
, (4.79)

όπου από την (4.77) βρίσκουμε με παρόμοιο τρόπο ότι

x′(1) =
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 3λp(λ+ γ + ζ) + λp(ζq − λp)

2p(λ+ γ + ζ)
√

(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)
− λ+ γ + ζp

2p(λ+ γ + ζ)
,

(4.80)

ενώ ο αριθμός x(1) υπολογίζεται από την (4.77) αν θέσουμε z = 1. Έχοντας υπο-
λογίσει τη μέση τιμή E(N1) του αριθμού των εγκαταλείψεων κατά τη διάρκεια μίας
περιόδου συνεχούς λειτουργίας μπορούμε, με διαδοχικές επαναλήψεις της (4.78),
να βρούμε τις μέσες τιμές E(Nn) για κάθε n ≥ 2.

4.5.3 Η κατανομή του μέγιστου αριθμού πελατών στο σύστημα κατά
τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας

Ο επόμενος στόχος είναι να μελετήσουμε την κατανομή του μέγιστου άριθμού πε-
λατών στο σύστημα κατά την περίοδο συνεχούς λειτουργίας του. Αυτό το μέτρο από-
δοσης έχει μελετηθεί σε αρκετά μοντέλα ουρών από διάφορους συγγραφείς (π.χ.
δες Serfozo (1988), Lopez-Herrero και Neuts (2002) και Artalejo et al. (2005, 2007)).
Η σπουδαιότητα αυτού του μέτρου οφείλεται σε δύο λόγους. Κατ’ αρχάς η κατανομή
του μέγιστου αριθμού πελατών σε μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας, μπορεί να
υπολογιστεί ακόμη και όταν δεν ισχύει η συνθήκη ευστάθειας (4.2), για παράδειγμα
όταν το σύστημα δέχεται μεγάλη ροή πελατών. Κατά συνέπεια αποτελεί ένα μέτρο
ποσοτικοποίησης της συμφόρησης του συστήματος όταν δεν υπάρχει στάσιμη κα-
τανομή. Κατά δεύτερο λόγο αποτελεί ένα δείκτη λειτουργικότητας, χρήσιμο για τον
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διαχειριστή του συστήματος. Συγκεκριμένα, όταν ο αριθμός των πελατών που βρί-
σκονται στο σύστημα υπερβαίνει ένα κρίσιμο όριο, τότε στο σύστημα μπορεί να
συμβαίνουν ματαιώσεις της λειτουργίας του. Σε αυτή την περίπτωση ο διαχειριστής
ενδιαφέρεται για το ποσοστό των περιόδων συνεχούς λειτουργίας όπου δεν πα-
ρουσιάζονται τέτοια προβλήματα. Στόχος του είναι να ελέγξει τις παραμέτρους του
συστήματος με τέτοιο τρόπο ώστε ο μέγιστος αριθμός πελατών του να μην υπερ-
βεί αυτό το κρίσιμο όριο. Τέτοιες απαιτήσεις που επιτυγχάνουν μία προκαθορισμένη
ποιότητα λειτουργίας μπορούν να ικανοποιηθούν μελετώντας την κατανομή του μέ-
γιστου αριθμού πελατών που συναντώνται σε μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας
του.

Η μελέτη αυτού του μέτρου βασίζεται στον υπολογισμό κάποιων πιθανοτήτων
απορρόφησης μίας Μαρκοβιανής αλυσίδας. Έτσι για κάθε αρχική κατάσταση (n, i)

του μοντέλου που εξετάζουμε, i = 0, 1, n ≥ i, ορίζουμε M(n,i) την τυχαία μεταβλητή
που παριστάνει τον μέγιστο αριθμό πελατών που παρατηρήθηκαν στο σύστημα μέ-
χρι την πρώτη φορά που αυτό θα αδειάσει, δηλαδή η διαδικασία {(L(t), I(t)), t ≥ 0}
να επισκεφθεί την κατάσταση (0, 0). Για κάθε σταθερό m, παρατηρούμε ότι η πιθα-
νότητα τ(n,i)(m) = Pr[M(n,i) ≤ m], m ≥ n, μπορεί να θεωρηθεί ως η πιθανότητα
η διαδικασία {(L(t), I(t))}, ξεκινώντας από την κατάσταση (n, i), να φτάσει στην
(0, 0) πρoτού φτάσει στο υποσύνολο καταστάσεων {(m+ 1, i) : i = 0, 1}. Συνεπώς
μπορούμε να υπολογίσουμε τις πιθανότητες τ(n,i)(m) θεωρώντας την τροποποιη-
μένη διαδικασία που προκύπτει από την αρχική όταν μετατρέψουμε τις καταστάσεις
(0, 0), (m + 1, 0) και (m + 1, 1) σε καταστάσεις απορρόφησης.Τότε η πιθανότητα
τ(n,i)(m) γίνεται η πιθανότητα η τροποποιημένη διαδικασία να απορροφηθεί στην
(0, 0), δοθέντος ότι η αρχική κατάσταση της διαδικασίας είναι η (n, i).

Χρησιμοποιώντας ξανά τη μέθοδο της ανάλυσης του πρώτου βήματος και δου-
λεύοντας όπως στην (4.73), βρίσκουμε τις ακόλουθες εξισώσεις για την εύρεση των
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προηγούμενων πιθανοτήτων απορρόφησης.

τ(0,0)(m) = 1, (4.81)

τ(n,0)(m) =
λ

λ+ γ + ζ
τ(n+1,0)(m) +

γ

λ+ γ + ζ
τ(n,1)(m)

+
ζ

λ+ γ + ζ

(
pn +

n∑
k=1

qpn−kτ(k,0)(m)

)
, 1 ≤ n ≤ m, (4.82)

τ(m+1,0)(m) = 0, (4.83)

τ(1,1)(m) =
λ

λ+ µ
τ(2,1)(m) +

µ

λ+ µ
, (4.84)

τ(n,1)(m) =
λ

λ+ µ
τ(n+1,1)(m) +

µ

λ+ µ
τ(n−1,1)(m), 2 ≤ n ≤ m, (4.85)

τ(m+1,1)(m) = 0. (4.86)

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων (4.81)-(4.86), μπορούμε να βρούμε την πι-
θανότητα

τ(1,0)(m) = τ(m) = Pr[M ≤ m],

η οποία παριστάνει την τιμή στο m της συνάρτησης κατανομής του μέγιστου αριθ-
μούM των πελατών που παρατηρείται κατά την περίοδο συνεχούς λειτουργίας του
συστήματος. Συνοψίζουμε το αποτέλεσμα στο επόμενο θεώρημα 4.6.

Θεώρημα 4.6. Εάν ρ ̸= 1, τότε η κατανομή του μέγιστου αριθμού πελατών στο
σύστημα κατά τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας δίνεται ως

τ(m) =
[(1− pη1)Θm(η1)η

m+1
2 − (1− pη2)Θm(η2)η

m+1
1 ] + ζp(η1η

m+1
2 − η2η

m+1
1 )

λ[(1− pη1)η
m+1
2 − (1− pη2)η

m+1
1 ]

,

(4.87)

όπου

η1,2 =
λ+ λp+ γ + ζp∓

√
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)

2p(λ+ γ + ζ)
, (4.88)
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και

Θm(z) =


γ

1−ρm+1

(
z 1−zm

1−z − ρz ρm−zm

ρ−z

)
, αν z ̸= ρ,

γ
1−ρm+1

(
ρ1−ρm

1−ρ −mρm+1
)
, αν z = ρ.

(4.89)

Απόδειξη. Θεωρούμε πρώτα το σύστημα των (4.84)-(4.86). Η εξίσωση (4.85) γρά-
φεται

λτ(n+1,1)(m)− (λ+ µ)τ(n,1)(m) + µτ(n−1,1)(m) = 0, 2 ≤ n ≤ m,

δηλαδή αποτελεί μία ομογενή εξίσωση διαφορών δεύτερης τάξης με σταθερούς συ-
ντελεστές, αρχικές συνθήκες τις (4.84), (4.86) και χαρακτηριστική εξίσωση

λx2 − (λ+ µ)x+ µ = 0,

με ρίζες τις x1 = 1, x2 = 1/ρ. Επομένως η γενική της λύση είναι

τ(n,1)(m) = A+Bρ−n.

Αντικαθιστώντας στις δύο αρχικές συνθήκες υπολογίζουμε τις τιμές των A,B και
βρίσκουμε ότι

τ(n,1)(m) =
1− ρm+1−n

1− ρm+1
, 1 ≤ n ≤ m+ 1. (4.90)

Τώρα εστιάζουμε στον υπολογισμό των πιθανοτήτων τ(n,0)(m) και γι’ αυτό το λόγο
ορίζουμε τη γεννήτρια (πολυωνυμική) συνάρτηση ∆m(z) των πιθανοτήτων{
τ(n,0)(m) : 0 ≤ n ≤ m+ 1

}
,

∆m(z) =

m+1∑
n=0

τ(n,0)(m)zn =

m∑
n=0

τ(n,0)(m)zn = 1 +

m∑
n=1

τ(n,0)(m)zn.

Πολλαπλασιάζοντας την (4.82) με (λ + γ + ζ)zn και προσθέτοντας για κάθε n =

1, 2, ...,m, βρίσκουμε

(λ+ γ + ζ)
m∑

n=1

τ(n,0)(m)zn =
λ

z

m∑
n=1

τ(n+1,0)(m)zn+1 + γ
m∑

n=1

τ(n,1)(m)zn

+ ζ
m∑

n=1

(pz)n + ζq
m∑
k=1

τ(k,0)(m)zk
m∑

n=k

(pz)n−k,
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ή αντικαθιστώντας την (4.90)

(λ+ γ + ζ)(∆m(z)− 1) =
λ

z
(∆m(z)− 1− τ(m)z) +

γ

1− ρm+1

m∑
n=1

(1− ρm+1−n)zn

+ ζpz
1− (pz)m

1− pz
+

ζq

1− pz

m∑
k=1

τ(k,0)(m)zk[1− (pz)m−k+1].

(4.91)

Ορίζοντας

Θm(z) =
γ

1− ρm+1

m∑
n=1

(1− ρm+1−n)zn, (4.92)

μπορούμε εύκολα να δείξουμε την ισχύ της (4.89). Επίσης,

m∑
k=1

τ(k,0)(m)zk[1− (pz)m−k+1] =

m∑
k=1

τ(k,0)(m)zk −
m∑
k=1

τ(k,0)(m)(pz)m+1p−k

= ∆m(z)− 1− (pz)m+1(∆m(p−1)− 1). (4.93)

Θέτοντας c = ∆m(p−1)− 1, αντικαθιστώντας τις (4.92), (4.93) στην (4.91) και εκτε-
λώντας εύκολες αλγεβρικές πράξεις βρίσκουμε

H(z)(∆m(z)− 1) = −λ(1− pz)τ(m)z + z(1− pz)Θm(z)− ζqz(pz)m+1c

+ ζpz2[1− (pz)m], (4.94)

όπου

H(z) = −(λ+ γ + ζ)pz2 + (λ+ γ + λp+ ζp)z − λ. (4.95)

Η εξίσωση H(z) = 0, έχει δύο πραγματικές ρίζες η1 και η2 που δίνονται από την
(4.88). Αντικαθιστώντας τις η1, η2 στην (4.94) και λύνοντας το αντίστοιχο σύστημα
με αγνώστους τ(m) και c, καταλήγουμε στην (4.87). �

Η περίπτωση ρ = 1, εξετάζεται με παρόμοιο τρόπο.
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4.6 Αριθμητικά αποτελέσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετήσαμε το χαρακτηριστικό των γεωμετρικών εγκαταλεί-
ψεων για το βασικό Μαρκοβιανό μοντέλο ουράς με απλό υπηρέτη ο οποίος μπορεί
να λαμβάνει πολλαπλές απουσίες, ενώ οι πελάτες γίνονται ανυπόμονοι εξαιτίας της
απουσίας του υπηρέτη. Συμπληρώνουμε λοιπόν πρόσφατες μελέτες για το ίδιο σύ-
στημα στο οποίο όμως συμβαίνουν ανεξάρτητες και συγχρονισμένες εγκαταλείψεις
(Altman και Yechiali (2006) και Adan et al. (2009) αντίστοιχα). Εκφράσεις κλειστού
τύπου έχουν βρεθεί για διάφορους δείκτες λειτουργικότητας του μοντέλου. Συγκε-
κριμένα, έχουμε υπολογίσει τους μετασχηματισμούς Laplace για τους δεσμευμένους
και αδέσμευτους χρόνους παραμονής πελάτη που φθάνει στο σύστημα όταν αυτό
είναι σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας καθώς και για τη διάρκεια της περιό-
δου συνεχούς λειτουργίας του συστήματος. Μολονότι η συμβολική αντιστροφή των
μετασχηματισμών Laplace είναι αδύνατη, εξαιτίας της πεπλεγμένης μορφής τους,
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αριθμητική αντιστροφή των μετασχηματισμών για
να έχουμε μία ποιοτική εικόνα της συμπεριφοράς του συστήματος, κάτω από δια-
φορετικές τιμές των παραμέτρων του.

Στο σχήμα 4.3 δίνουμε το γράφημα των πυκνοτήτων των αδέσμευτων χρόνων
παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα και για τις δύο πειθαρχίες εγκατάλειψης EAAF
και LAAF, σ’ ένα αριθμητικό σενάριο χαμηλής κυκλοφορίας πελατών (ρ = 0.1), όπου
λ = 2, µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1 και p = 0.2. Οι πυκνότητες έχουν υπολογιστεί χρησιμο-
ποιώντας τους τύπους (4.31), (4.45) και εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο αντιστροφής
μετασχηματισμών Laplace των Abate και Whitt (1995). Παρατηρούμε ότι οι δύο πυ-
κνότητες διαφέρουν σημαντικά. Πράγματι, ενώ η πυκνότητα στην περίπτωση της
LAAF πειθαρχίας είναι γνησίως φθίνουσα, η αντίστοιχη πυκνότητα της περίπτωσης
EAAF είναι μονοκόρυφη ξεκινώντας με γνησίως αύξουσα μονοτονία για μικρές τιμές
του t. Στα σχήματα 4.4 και 4.5, παρέχουμε τα αντίστοιχα γραφήματα για δύο αριθ-
μητικά σενάρια μέτριας (ρ = 0.5) και υψηλής (ρ = 0.95) κυκλοφορίας πελατών, με
λ = 10 και λ = 19 αντίστοιχα, διατηρώντας τις άλλες παραμέτρους σταθερές όπως
στο σχήμα 4.3. Παρατηρούμε λοιπόν ότι όσο μεγαλύτερος είναι ο ρυθμός συνωστι-
σμού ρ τόσο περισσότερο όμοιες είναι οι δύο πυκνότητες του αδέσμευτου χρόνου
παραμονής, κάτω από την επίδραση των δύο διαφορετικών πειθαρχιών εγκατάλει-
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Σχήμα 4.3: Η πυκνότητα f(t) του χρόνου παραμονής στο σύστημα όταν λ = 2,
µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1 και p = 0.2.
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Σχήμα 4.4: Η πυκνότητα f(t) του χρόνου παραμονής στο σύστημα όταν λ = 10,
µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1 και p = 0.2.
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Σχήμα 4.5: Η πυκνότητα f(t) του χρόνου παραμονής στο σύστημα όταν λ = 19,
µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1 και p = 0.2.

ψης. Αυτό είναι αναμενόμενο διότι όταν το σύστημα λειτουργεί με μεγάλο ρυθμό συ-
νωστισμού, δηλαδή με μεγάλη κυκλοφορία πελατών, τότε ξοδεύει τον περισσότερο
χρόνο λειτουργίας του στο πάνω μέρος του διαγράμματος των ρυθμών μετάβασης,
δηλαδή τον περισσότερο χρόνο ο υπηρέτης είναι ενεργοποιημένος και παρέχει εξυ-
πηρέτηση. Τότε οι εγκαταλείψεις συμβαίνουν σ’ ένα μικρό ποσοστό του χρόνου με
αποτέλεσμα η πειθαρχία εγκατάλειψης να έχει πολύ μικρή επίδραση στη συμπερι-
φορά του συστήματος. Μάλιστα στο σχήμα 4.5, με ρυθμό συνωστισμού ρ = 0.95,
παρατηρούμε ότι οι δύο πυκνότητες σχεδόν συμπίπτουν.

Στη συνέχεια παρουσιάζουμε κάποια αριθμητικά αποτελέσματα που αφορούν την
περίοδο συνεχούς λειτουργίας του μοντέλου. Στο σχήμα 4.6 δίνουμε τη γραφική πα-
ράσταση του μέσου χρόνου συνεχούς λειτουργίας E(Γ) ως συνάρτηση του p, για
ένα αριθμητικό σενάριο πολύ χαμηλού ρυθμού συνωστισμού με λ = 0.2, µ = 20,
γ = 0.1 και ζ = 1. Παρατηρούμε ότι ο μέσος χρόνος συνεχούς λειτουργίαςE(Γ) είναι
φθίνουσα κυρτή συνάρτηση της πιθανότητας p. Στο σχήμα 4.7, αλλάζουμε την τιμή
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Σχήμα 4.6: Ο μέσος χρόνος συνεχούς λειτουργίας E(Γ) του συστήματος ως συνάρ-
τηση του p όταν λ = 0.2, µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1.

του λ από 0.2 σε 2, κρατώντας τις άλλες παραμέτρους σταθερές και σχεδιάζουμε
το ίδιο γράφημα. Τώρα όμως βλέπουμε ότι ο μέσος χρόνος συνεχούς λειτουργίας
παραμένει μία φθίνουσα συνάρτηση της πιθανότητας p που αρχικά είναι κοίλη και
για μεγάλες τιμές του p (p > 0.6) μετατρέπεται σε κυρτή. Η ίδια συμπεριφορά πα-
ρατηρείται στο σχήμα 4.8 όπου λ = 19 ενώ οι άλλες παράμετροι παραμένουν ως
έχουν, δηλαδή το σύστημα λειτουργεί σε συνθήκες μεγάλου ρυθμού συνωστισμού,
ρ = 0.95.

Τέλος στο σχήμα 4.9, έχουμε σχεδιάσει τη συνάρτηση κατανομής Pr[M ≤ m] =

τ(m) του μέγιστου αριθμού πελατών που βρίσκονται ταυτόχρονα στο σύστημα κατά
τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας του, για τρία αριθμητικά σενάρια.
Στο πρώτο έχουμε ρυθμό συνωστισμού ρ = 0.1 με τιμές των παραμέτρων λ = 2,
µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1 και p = 0.5. Στο δεύτερο αλλάξαμε την τιμή του λ σε
10 μετατρέποντας έτσι το ρυθμό συνωστισμού σε ρ = 0.5 και αφήνοντας ίδιες τις
άλλες παραμέτρους. Στο τρίτο σενάριο αλλάξαμε πάλι μόνο την τμή του ρυθμού
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Σχήμα 4.7: Ο μέσος χρόνος συνεχούς λειτουργίας E(Γ) του συστήματος ως συνάρ-
τηση του p όταν λ = 2, µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1.
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Σχήμα 4.8: Ο μέσος χρόνος συνεχούς λειτουργίας E(Γ) του συστήματος ως συνάρ-
τηση του p όταν λ = 19, µ = 20, γ = 0.1, ζ = 1.
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αφίξεων λ από 10 σε 19 ώστε να έχουμε υψηλό ρυθμό συνωστισμού ρ = 0.95.
Αν συμβολίσουμε με M lt τον μέγιστο αριθμό πελατών όταν ρ = 0.1 (low traffic),
Mmt τον μέγιστο αριθμό πελατών όταν ρ = 0.5 (medium traffic) καιMht τον μέγιστο
αριθμό πελατών όταν ρ = 0.95 (high traffic), κατ’αρχάς παρατηρούμε ότι

Pr[M lt ≤ m] ≥ Pr[Mmt ≤ m] ≥ Pr[Mht ≤ m], m = 1, 2, 3, ...,

που σημαίνει ότι M lt ≤st Mmt ≤st Mht. Το αποτέλεσμα αυτό είναι αναμενόμενο,
καθώς αύξηση του ρυθμού συνωστισμού αναμένεται να οδηγήσει σε μεγαλύτερο
αριθμό πελατών που συσσωρεύονται στην ουρά αναμονής, εφόσον οι υπόλοιποι
παράμετροι του συστήματος παραμένουν αμετάβλητες. Ένα άλλο αριθμητικό απο-
τέλεσμα είναι ότι με πιθανότητα σχεδόν 1 ο μέγιστος αριθμός πελατών στις τρεις
προαναφερθείσες περιπτώσεις είναι 50, 410 και 843 αντίστοιχα καθώς υπολογί-
ζουμε ότι

Pr[M lt ≤ 50] ≥ 0.99, Pr[Mmt ≤ 410] ≥ 0.99 και Pr[Mht ≤ 843] ≥ 0.99.
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Σχήμα 4.9: Η συνάρτηση κατανομής του μέγιστου αριθμού πελατών κατά τη διάρ-
κεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας του συστήματος, σε τρεις διαφορετικές
περιπτώσεις συνωστισμού.



Κεφάλαιο 5

Γεωμετρικές εγκαταλείψεις σε μία
ουρά με καταστροφές του υπηρέτη

Θεωρούμε μία ουρά απλού υπηρέτη ο οποίος υπόκειται σε καταστροφές που συμ-
βαίνουν σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson. Οι καταστροφές εξαναγκάζουν όλους
τους παρόντες πελάτες να εγκαταλείψουν το σύστημα και καθιστούν τον υπηρέτη
ανενεργό. Τότε, μία περίοδος επιδιόρθωσης του υπηρέτη ξεκινά έως ότου αυτός
καταστεί έτοιμος να συνεχίσει την εξυπηρέτηση των πελατών. Στο μεσοδιάστημα οι
πελάτες συσσωρεύονται σύμφωνα με τη διαδικασία άφιξής τους. Πρόσφατα, αρκε-
τοί συγγραφείς έχουν μελετήσει συστήματα εξυπηρέτησης όπου οι πελάτες γίνονται
ανυπόμονοι και εγκαταλείπουν το σύστημα λόγω της καταστροφής του υπηρέτη.
Δύο είδη εγκαταλείψεων έχουν, προς το παρόν, μελετηθεί: οι ανεξάρτητες και οι
διωνυμικές. Στην περίπτωση των ανεξάρτητων εγκαταλείψεων, κάθε πελάτης έχει
τον δικό του χρόνο υπομονής και εγκαταλείπει το σύστημα όταν αυτός εκπνέει. Στην
περίπτωση των διωνυμικών εγκαταλείψεων, οι στιγμές εγκατάλειψης συμβαίνουν
σύμφωνα με μία συγκεκριμένη σημειακή διαδικασία και τότε όλοι οι παρόντες πελά-
τες αποφασίζουν ταυτόχρονα και ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, εάν θα εγκατα-
λείψουν ή όχι το σύστημα.

Στο κεφάλαιο 5, συμπληρώνουμε τις μελέτες αυτές θεωρώντας την περίπτωση
των γεωμετρικών εγκαταλείψεων. Η περίπτωση αυτή συναντάται όταν οι ευκαιρίες



144 Γεωμετρικές εγκαταλείψεις σε μία ουρά με καταστροφές του υπηρέτη

εγκατάλειψης παρουσιάζονται σύμφωνα με μία σημειακή διαδικασία, αλλά οι πε-
λάτες αποφασίζουν ακαριαία και ακολουθιακά για το αν θα εγκαταλείψουν ή όχι το
σύστημα. Υπολογίζουμε αναλυτικές εκφράσεις και υπολογιστικά σχήματα για ποι-
κίλα μέτρα απόδοσης του συστήματος όπως είναι ο οριακός αριθμός πελατών στο
σύστημα, ο χρόνος παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα, η διάρκεια της περιό-
δου συνεχούς λειτουργίας όπως επίσης και ο αριθμός των πελατών που χάνονται
καθώς και ο μέγιστος αριθμός πελατών σε μία περίοδο συνεχούς λειτουργίας του
συστήματος.

5.1 Εισαγωγή

Τα μοντέλα ανάπτυξης πληθυσμού με ολικές καταστροφές που εξαλείφουν όλες
τις μονάδες του πληθυσμού εξαιτίας κάποιων ακραίων φυσικών γεγονότων, έχουν
μελετηθεί εκτενώς στη βιβλιογραφία (δες π.χ. Brockwell et al. (1982), Brockwell
(1986), Bartoszynski et al. (1989), Kyriakidis (1994), Hanson and Tuckwell (1997),
Lee (2000), Economou and Fakinos (2003, 2008), Stirzaker (2006) and Gani and
Swift (2007)). Αυτές οι εργασίες αφορούν τον υπολογισμό των σπουδαιότερων μέ-
τρων βιολογικού ενδιαφέροντος όπως είναι, η μεταβατική και η στάσιμη κατανομή
του μεγέθους του πληθυσμού, η πιθανότητα εξάλειψης του πληθυσμού καθώς και
ο μέσος χρόνος μέχρι την εξάλειψη.

Πιο πρόσφατα, αρκετοί ερευνητές εγκαινίασαν τη θεώρηση και την ανάλυση μο-
ντέλων με καταστροφές στο περιβάλλον της θεωρίας ουρών, χρησιμοποιώντας και
επεκτείνοντας τις προ-υπάρχουσες μεθόδους (δες π.χ. Krishna Kumar και Arivunda-
inambi (2000), Krishna Kumar and Pavai Madheswari (2003), Di Crescenzo et al.
(2003), Economou and Fakinos (2003), Krinik et al. (2005), Krishna Kumar et al.
(2007) and Di Crescenzo et al. (2011)). Πράγματι κάποιες μεγάλου βαθμού τεχνο-
λογικές βλάβες εξαναγκάζουν όλους τους πελάτες να εγκαταλείψουν το σύστημα
εξυπηρέτησης και συνεπώς μπορούν να θεωρηθούν ως καταστροφές.

Στο παρόν κεφάλαιο ενδιαφερόμαστε να συμπληρώσουμε τις μελέτες σε θέματα
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εγκατάλειψης πελατών στη δομή της τυπικής ουράς απλού υπηρέτη με καταστρο-
φές οι οποίες μετακινούν όλους τους πελάτες από το σύστημα και καθιστούν τον
υπηρέτη ανενεργό. Γενικά, η μελέτη των ουρών στις οποίες συμβαίνουν εγκαταλεί-
ψεις πελατών, ξεκινά από τις πρωτοποριακές εργασίες του Palm (1953, 1957) ο
οποίος μελέτησε την M/M/c ουρά, όπου οι πελάτες έχουν ανεξάρτητους και εκθε-
τικά κατανεμημένους χρόνους υπομονής. Ακολούθως, αρκετοί συγγραφείς επέκτει-
ναν αυτά τα αποτελέσματα σε διάφορες κατευθύνσεις, χαλαρώνοντας τις εκθετικές
υποθέσεις. Οι ανασκοπήσεις τωνMandelbaum and Zeltyn (2006, 2009) συνοψίζουν
τα πιο σπουδαία υπολογιστικά αποτελέσματα για τα βασικά μοντέλα ουρών τύπου
M/M/c με ανεξάρτητες εγκαταλείψεις. Οι ανεξάρτητες εγκαταλείψεις αποτελούν την
κυριότερη περίπτωση ακύρωσης εξυπηρετήσεων από αυτές που αναφέρονται στη
διεθνή βιβλιογραφία, όπου κάθε πελάτης έχει τον δικό του χρόνο υπομονής ο οποίος
είναι ανεξάρτητος απο τους χρόνους υπομονής των άλλων πελατών.

Ένας άλλος τύπος εγκαταλείψεων πελατών είναι οι καλούμενες συγχρονισμένες
ή διωνυμικές (δες π.χ. Adan et al. (2009) και Economou and Kapodistria (2010)).
Αυτό το είδος των ακυρώσεων εξυπηρετήσεων προέρχεται από το πεδίο των απο-
μακρυσμένων συστημάτων, όπου οι πελάτες πρέπει να περιμένουν για μία συγκε-
κριμένη δυνατότητα μεταφοράς (”μέσο μεταφοράς”) ώστε να εγκαταλείψουν το σύ-
στημα. Στην περίπτωση των μοντέλων με συγχρονισμένες εγκαταλείψεις, οι ευκαι-
ρίες εγκατάλειψης, δηλαδή οι αφίξεις του ”μέσου μεταφοράς”, συμβαίνουν με μία
προκαθορισμένη σημειακή διαδικασία, συνήθως μία Poisson διαδικασία. Σε μία τέ-
τοια χρονική στιγμή, όπου η δυνατότητα εγκατάλειψης φθάνει στο σύστημα, κάθε
πελάτης που είναι παρών παραμένει στο σύστημα με πιθανότητα q ή το εγκατα-
λείπει με πιθανότητα p = 1 − q, ανεξάρτητα από τους άλλους. Συνεπώς σε κάθε
μία τέτοια στιγμή οι πελάτες επηρεάζονται ταυτόχρονα και ο αριθμός των πελατών
ελαττώνεται σύμφωνα με τη διωνυμική κατανομή.

Ένας τρίτος τύπος εγκαταλείψεων που προκύπτει από ακυρώσεις εξυπηρετή-
σεων και έχουν πρόσφατα μελετηθεί, αναφέρεται ως ακολουθιακές ή γεωμετρικές
εγκαταλείψεις. Και αυτός ο τύπος εγκαταλείψεων προέρχεται από το πεδίο των απο-
μακρυσμένων συστημάτων, όπου οι πελάτες πρέπει να περιμένουν για μία δευτε-
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ρεύουσα δυνατότητα μεταφοράς ώστε να εγκαταλείψουν το σύστημα. Σε αντίθεση
όμως με την περίπτωση των συγχρονισμένων εγκαταλείψεων, υποθέτουμε ότι αυτή
η δυνατότητα μεταφοράς πελατών έχει περιορισμένη χωρητικότητα. Αυτό σημαίνει
ότι στις ευκαιρίες εγκατάλειψης, που συμπίπτουν με τις στιγμές άφιξης του μέσου με-
ταφοράς, οι πελάτες εξετάζονται ένας προς έναν και μόνο ένας πεπερασμένος αριθ-
μός από αυτούς θα αφήσει το σύστημα (όσοι από αυτούς θα χωρέσουν στο μέσο
μεταφοράς). Έτσι λοιπόν έχουμε ότι σε κάθε στιγμή άφιξης της δυνατότητας μετα-
φοράς, οι πελάτες που βρίσκονται στο σύστημα εξετάζονται ακαριαία αλλά ακολου-
θιακά. Κάτω από συγκεκριμένες υποθέσεις, είναι λογικό να θεωρήσουμε ότι ο αριθ-
μός των πελατών στο σύστημα ελαττώνεται σύμφωνα με τη γεωμετρική κατανομή.
Μαρκοβιανά και μη Μαρκοβιανά μοντέλα με παρόμοιο τύπο γεωμετρικών μεταβά-
σεων έχουν μελετηθεί από τους Brockwell et al. (1982), Neuts (1994), Visschers
(2000), Artalejo et al. (2007), Economou and Gomez-Corral (2007) και Dimou et al.
(2011).

Η μελέτη των εγκαταλείψεων σε μοντέλα ουρών με καταστροφές είναι μία πολύ
πρόσφατη προσπάθεια. Ο Yechiali (2007) θεώρησε την τυπική ουρά απλού υπη-
ρέτη με καταστροφές και ανεξάρτητες εγκαταλείψεις, όπου η αιτία της ανυπομονη-
σίας των πελατών είναι η βλάβη -άρα και απουσία- του υπηρέτη. Πιο συγκεκριμένα,
το μοντέλο του είναι μία M/M/1 ουρά με καταστροφές που συμβαίνουν σύμφωνα
με μία διαδικασία Poisson. Κάθε καταστροφή εξαναγκάζει όλους τους πελάτες να
εγκαταλείψουν το σύστημα και καθιστά τον υπηρέτη ανενεργό. Τοτε αρχίζει μία χρο-
νική περίοδος επιδιόρθωσης του υπηρέτη. Όμως οι πελάτες που φθάνουν κατά την
περίοδο της επιδιόρθωσης γίνονται ανυπόμονοι εξαιτίας της βλάβης του υπηρέτη
και εκτελούν ανεξάρτητες εγκαταλείψεις (δηλαδή κάθε ένας από αυτούς έχει τον δικό
του χρόνο υπομονής). Το μοντέλο μπορεί να αναπαρασταθεί από μία διδιάστατη
Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου και αναλύεται χρησιμοποιώντας γεννήτριες
συναρτήσεις. Οι Economou and Kapodistria (2010) μελέτησαν το ίδιο μοντέλο με
διωνυμικές εγκαταλείψεις. Οι υπολογισμοί είναι θεμελιωδώς διαφορετικοί από εκεί-
νους που αφορούν το μοντέλο του Yechiali (2007), εξαιτίας της πολυπλοκότητας των
διωνυμικών εγκαταλείψεων. Σε αυτό το κεφάλαιο συμπληρώνουμε αυτές τις μελέτες
θεωρώντας την περίπτωση των γεωμετρικών εγκαταλείψεων.
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Το κεφάλαιο είναι οργανωμένο ως εξής. Στην παράγραφο 5.2, περιγράφουμε τις
συνθήκες εκείνες κάτω από τις οποίες οδηγούμαστε σε γεωμετρικές εγκαταλείψεις
και εισάγουμε το μοντέλο του ενδιαφέροντός μας. Στην παράγραφο 5.3, δίνουμε την
στάσιμη κατανομή του αριθμού των πελατών στο σύστημα. Στην παράγραφο 5.4,
μελετάμε τον χρόνο παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα κάτω από δύο διαφο-
ρετικές πειθαρχίες εγκατάλειψης πελατών και βρίσκουμε τους μετασχηματισμούς
Laplace των αντίστοιχων κατανομών. Τέλος, αρκετά μέτρα λειτουργικότητας που
αναφέρονται στην περίοδο συνεχούς λειτουργίας του συστήματος, μελετώνται στην
παράγραφο 5.5.

5.2 Περιγραφή του μοντέλου

Θεωρούμε μία M/M/1 ουρά στην οποία οι πελάτες φθάνουν σύμφωνα με μία
διαδικασία Poisson ρυθμού λ. Η εξυπηρέτηση παρέχεται από έναν απλό υπηρέτη, ο
οποίος εξυπηρετεί τους πελάτες συμφωνα με την FCFS πειθαρχία ουράς. Οι διαδο-
χικοί χρόνοι εξυπηρέτησης ειναι ανεξάρτητες εκθετικές τυχαίες μεταβλητές με ρυθμό
µ. Το σύστημα υπόκειται σε καταστροφές (βλάβες) που συμβαίνουν όταν ο υπηρέ-
της είναι σε κατάσταση λειτουργίας, σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson ρυθμού η.
Σε μία τέτοια στιγμή αποτυχίας ο υπηρέτης απενεργοποιείται και όλοι οι παρόντες
πελάτες εξαναγκάζονται να αφήσουν το σύστημα. Τότε, η διαδικασία επιδιόρθωσης
του υπηρέτη αρχίζει αυτόματα. Οι χρόνοι επιδιόρθωσης είναι εκθετικά κατανεμημέ-
νες τυχαίες μεταβλητές με ρυθμό γ. Όταν ο υπηρέτης είναι εκτός λειτουργίας -off-, η
ροή νέων αφίξεων συνεχίζεται κανονικά. Όμως, εξαιτίας της βλάβης του υπηρέτη, οι
πελάτες γίνονται ανυπόμονοι και προχωρούν σε εγκαταλείψεις. Οι ευκαιρίες εγκα-
τάλειψης παρουσιάζονται σύμφωνα με μία διαδικασία Poisson ρυθμού ζ. Σε κάθε
μία τέτοια ευκαιρία, οι πελάτες θεωρούνται ένας προς έναν ακολουθιακά. Κάθε ένας
από αυτούς εγκαταλείπει το σύστημα με πιθανότητα p ή παραμένει σε αυτό με πι-
θανότητα q = 1 − p, ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους. Έτσι, οι πελάτες αρχίζουν
ακολουθιακά να εγκαταλείπουν το σύστημα και η μείωση του αριθμού των πελατών
σταματά μόλις βρεθεί πελάτης που θα αποφασίσει να παραμείνει σε αυτό, ή όταν
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όλοι οι πελάτες εγκαταλείψουν το σύστημα. Εναλλακτικά μπορούμε να σκεφτούμε
ότι τις στιγμές που παρουσιάζονται ευκαιρίες εγκατάλειψης, ο αριθμός των πελατών
στο σύστημα ελαττώνεται σύμφωνα με τη γεωμετρική κατανομή. Υποθέτουμε ότι
η διαδικασία αφίξεων πελατών, η διαδικασία καταστροφών, η διαδικασία αφίξεων
των ευκαιριών εγκατάλειψης, καθώς και οι χρόνοι εξυπηρέτησης πελατών και επι-
διόρθωσης του υπηρέτη είναι αμοιβαίως ανεξάρτητες. Θα αναφερόμαστε σε αυτό
το μοντέλο με τον όρο γεωμετρικές εγκαταλείψεις σε μία ουρά με καταστροφές του
υπηρέτη.

Αυτός ο μηχανισμός εγκατάλειψης πελατών σε ομάδες γεωμετρικού μεγέθους
προκύπτει αν θεωρήσουμε ότι σε κάθε ευκαιρία εγκατάλειψης, ένα μέσο μεταφοράς
φθάνει στο σύστημα και εξετάζει τους πελάτες έναν προς ένα για το αν πρόκειται να
εγκαταλείψουν το σύστημα. Όπως προαναφέραμε υποθέτουμε για κάθε πελάτη ότι,q : η πιθανότητα παραμονής στο σύστημα

p : η πιθανότητα εγκατάλειψης,

και επίσης ότι η διαδικασία εγκαταλείψεων θα συνεχιστεί μέχρι να βρεθεί ο πρώτος
πελάτης που θα αποφασίσει να παραμείνει στο σύστημα, είτε έως ότου όλοι οι πε-
λάτες να το εγκαταλείψουν. Σ’ αυτήν όμως την περίπτωση υποθέτουμε ότι το μέσο
έχει απεριόριστη χωρητικότητα και μπορεί να μεταφέρει όσους πελάτες βρει στο σύ-
στημα, αρκεί αυτοί να το επιθυμήσουν. Σε αρκετές όμως περιπτώσεις, η υπόθεση
για απεριόριστη χωρητικότητα του μέσου μεταφοράς δεν είναι ρεαλιστική. Έτσι υπο-
θέτουμε αυτό που αναφέραμε και στο προηγούμενο κεφάλαιο. Συγκεκριμένα, δεχό-
μαστε ότι το μέσο που επιθεωρεί το σύστημα, κάθε φορά που φθάνει σε αυτό έχει
πεπερασμένη χωρητικότητα C (σε μονάδες χρόνου), που ακολουθεί την εκθετική(α)
κατανομή και φθάνει στο σύστημα με μία διαδικασία Poisson ρυθμού ζ. Φθάνο-
ντας, αρχίζει να το επιθεωρεί εξετάζοντας τους πελάτες έναν προς ένα σε σχέση
με τους χρόνους εξυπηρέτησής τους. Στόχος του μέσου είναι να απομακρύνει από
το σύστημα όσο περισσότερο έργο, δηλαδή όσο περισσότερο από τους χρόνους
εξυπηρέτησης του επιτρέπει η χωρητικότητά του. Απομάκρυνση του χρόνου εξυ-
πηρέτησης ενός πελάτη σημαίνει και απομάκρυνση του ίδιου του πελάτη από τον
χώρο εξυπηρέτησης.
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Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι φθάνοντας το μέσο στο σύστημα βρίσκει n πελάτες
σε αυτό και έστω X1, X2, . . . , Xn, οι χρόνοι εξυπηρέτησης των παρόντων πελατών.
Όλοι οι πελάτες θα μετακινηθούν από το σύστημα αν το συνολικό τους έργο χωράει
στο μέσο, δηλαδή αν X1 + X2 + · · · + Xn ≤ C, ενώ m πελάτες θα μετακινηθούν
αν X1 + X2 + · · · + Xm ≤ C < X1 + X2 + · · · + Xm + Xm+1, για κάποιο m < n.
Στην περίπτωση αυτή όμως, υπάρχει ένα ποσό C − (X1 + X2 + · · · + Xm) χρο-
νικών μονάδων από τη χωρητικότητα του μέσου που δεν χρησιμοποιείται. Για να
αναχωρήσει το μέσο πλήρες, υποθέτουμε ότι το ποσό αυτό μεταφέρεται από τον
πρώτο πελάτη που θα παραμείνει στο σύστημα με αποτέλεσμα ο πελάτης αυτός
να χρειάζεται Xm+1 − [C − (X1 + X2 + · · · + Xm)] χρονικές μονάδες για να ολο-
κληρώσει την εξυπηρέτησή του. Έτσι, ο αριθμός των πελατών Λ που μπορούν να
μετακινηθούν σε μία στιγμή επιθεώρησης, ακολουθεί την γεωμετρική κατανομή με
συνάρτηση πιθανότητας

Pr[Λ = n] =
α

α+ µ

(
µ

α+ µ

)n

, n ≥ 0.

(δες π.χ. Kulkarni (1995) ή κεφάλαιο 4). Επίσης, η κατανομή του υπολειπόμενου
χρόνου εξυπηρέτησης του πρώτου πελάτη που θα παραμείνει στο σύστημα, είναι
επίσης εκθετική(µ) (δες εξίσωση (4.1)). Ορίζοντας λοιπόν p = µ

α+µ , οπότε q = α
α+µ ,

προκύπτει ακριβώς το μοντέλο που περιγράψαμε.

Σε αντίθεση με το μοντέλο χωρίς καταστροφές του κεφαλαίου 4, το παρόν μο-
ντέλο είναι ευσταθές για όλες τις τιμές των παραμέτρων, όταν η > 0. Αυτό συμβαίνει
διότι όπως φαίνεται στο σχήμα 5.1, το σύστημα συμπεριφέρεται ως μία M/M/1

ουρά για το χρονικό διάστημα όπου ο υπηρέτης είναι ενεργός, ενώ μία καταστροφή
θα συμβεί μέσα σε πεπερασμένο χρονικό διάστημα η οποία και θα αδειάσει το σύ-
στημα. Τότε, με πιθανότητα 1, ο υπηρέτης θα επαναδραστηριοποιηθεί μέσα σε πε-
περασμένο χρονικό διάστημα με αποτέλεσμα ένας πεπερασμένος αριθμός πελατών
να έχει συσσωρευτεί για εξυπηρέτηση. Έτσι είναι βέβαιο ότι το σύστημα αρχίζοντας
με μηδέν πελάτες και τον υπηρέτη ανενεργό (αμέσως μετά από καταστροφή), θα
επιστρέψει στην ίδια κατάσταση με πιθανότητα 1. Επιπλέον, ο αντίστοιχος μέσος
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χρόνος για να συμβεί αυτό είναι πεπερασμένος καθώς είναι άνω φραγμένος από
το άθροισμα του μέσου χρόνου επιδιόρθωσης και του μέσου χρόνου μεταξύ δύο
διαδοχικών καταστροφών. Για να αποφύγουμε όμως τετριμμένες περιπτώσεις υπο-
θέτουμε ότι,

λ, µ, η, γ, ζ > 0 και p ∈ (0, 1). (5.1)

Το σύστημα μπορεί να περιγραφεί από την Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρό-
νου {(L(t), I(t)) : t ≥ 0}, με χώρο καταστάσεων {(n, i) : i = 0, 1 και n = 0, 1, 2, . . .},
όπου η τυχαία μεταβλητή L(t) συμβολίζει τον αριθμό των πελατών στο σύστημα
τη στιγμή t ενώ η I(t) την κατάσταση του υπηρέτη τη στιγμή t και ισούται με 1 αν ο
υπηρέτης είναι ενεργός -on-, και με 0 αν είναι ανενεργός-off-. Οι μη-μηδενικοί ρυθμοί
μετάβασης q((n, i), (m, j)) της Μαρκοβιανής αλυσίδας {(L(t), I(t))} δίνονται ως

q((n, i), (m, j)) =



λ, αν n ≥ 0,m = n+ 1 και i = j,

ζpkq, αν n ≥ 2,m = n− k, 1 ≤ k ≤ n− 1 και i = j = 0,

ζpn, αν n ≥ 1,m = 0 και i = j = 0,

γ, αν n = m ≥ 0 και i = 0, j = 1,

µ, αν n ≥ 1,m = n− 1 και i = j = 1,

η, αν n ≥ 0,m = 0 και i = 1, j = 0.

(5.2)

(Μπορούμε επίσης να θεωρήσουμε τους μη-μηδενικούς ψευδο-ρυθμούς μετάβασης
q((n, 0), (n, 0)) = ζq, για n ≥ 1, που αντιστοιχούν στην εμφάνιση των ευκαιριών
εγκατάλειψης όπου κανείς πελάτης δεν εγκαταλείπει το σύστημα). Το διάγραμμα
των ρυθμών μετάβασης παριστάνεται στο σχήμα 5.1.

5.3 Στάσιμη κατανομή

Έστω (π(n, i) : i = 0, 1, n ≥ 0) η στάσιμη (οριακή) κατανομή της {(L(t), I(t))}.
Θεωρούμε τις (μερικές) πιθανογεννήτριες συναρτήσεις (PGFs)

Π0(z) =

∞∑
n=0

π(n, 0)zn, Π1(z) =

∞∑
n=0

π(n, 1)zn, |z| ≤ 1. (5.3)
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Σχήμα 5.1: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης της Μ.Α.Σ.Χ. {(L(t), I(t))}

Ο σκοπός μας στο υπόλοιπο της παραγράφου είναι να προσδιορίσουμε τις γεννή-
τριεςΠ0(z),Π1(z) και αναπτύσσοντας σε δυναμοσειρές δυνάμεων του z, την οριακή
κατανομή (π(n, i)). Χρησιμοποιώντας το παραπάνω διάγραμμα, βρίσκουμε το ακό-
λουθο σύστημα των εξισώσεων ισορροπίας:

(λ+ γ + ζ)π(0, 0) = ηΠ1(1) + ζΠ0(p), (5.4)

(λ+ γ + ζ)π(n, 0) = λπ(n− 1, 0) + ζq

∞∑
j=n

pj−nπ(j, 0), n ≥ 1, (5.5)

(λ+ η)π(0, 1) = γπ(0, 0) + µπ(1, 1), (5.6)

(λ+ η + µ)π(n, 1) = λπ(n− 1, 1) + γπ(n, 0) + µπ(n+ 1, 1), n ≥ 1. (5.7)

Αξίζει να σημειώσουμε ότι στην εξίσωση (5.4) έχουμε συμπεριλάβει την ψευδο-
μετάβαση (0, 0)→ (0, 0) με ρυθμό ζ, ενώ στην (5.5) έχουμε συναθροίσει την ψευδο-
μετάβαση (n, 0) → (n, 0) με ρυθμό ζq, ώστε να απλοποιήσουμε τη μορφή τους. Η
εξίσωση κανονικοποίησης είναι

∞∑
n=0

π(n, 0) +

∞∑
n=0

π(n, 1) = 1 ⇔ Π0(1) + Π1(1) = 1. (5.8)

Εξισώνοντας τους ρυθμούς μετάβασης μεταξύ των συνόλων A = {(j, 1) : j ≥ 0} και
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A′ = {(j, 0) : j ≥ 0}, βρίσκουμε

γΠ0(1) = ηΠ1(1). (5.9)

Λύνοντας το σύστημα των (5.8)-(5.9) βρίσκουμε τα ποσοστά του χρόνου που το
σύστημα είναι ”πάνω” και ”κάτω”, Π1(1) και Π0(1) αντίστοιχα,

Π1(1) =
γ

γ + η
και Π0(1) =

η

γ + η
. (5.10)

Το σύστημα των εξισώσεων (5.4)-(5.8) έχει μοναδική λύση η οποία δίνεται στο επό-
μενο θεώρημα 5.1.

Θεώρημα 5.1. Η στάσιμη κατανομή (π(n, i)) δίνεται ως

π(0, 0) =
ηqr1γ

p(λ+ γ + ζ)(1− r1)(γ + η)
, (5.11)

π(n, 0) =
π(0, 0)

rn2
, n ≥ 0, (5.12)

π(n, 1) =


γr2π(0,0)

λ(1−z1)(r2−z1)(z2−r2)

(
z1z2−r2
zn+1
2

+ r2(1−z1)

rn+1
2

)
, αν z2 ̸= r2

γr2π(0,0)
λ(1−z1)(r2−z1)

· n+1−nz1
rn+1
2

, αν z2 = r2
, n ≥ 0,(5.13)

όπου

r1 =
λ+ λp+ γ + ζp−

√
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)

2λ
, (5.14)

r2 =
λ+ λp+ γ + ζp+

√
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)

2λ
, (5.15)

z1 =
λ+ η + µ−

√
(λ+ η + µ)2 − 4λµ

2λ
, (5.16)

z2 =
λ+ η + µ+

√
(λ+ η + µ)2 − 4λµ

2λ
, (5.17)

και r1, z1 ∈ (0, 1), r2, z2 ∈ (1,+∞).

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (5.5) με zn και προσθέτοντας
για κάθε n ≥ 1 έχουμε

(λ+ γ + ζ)(Π0(z)− π(0, 0)) = λzΠ0(z) + ζq

∞∑
j=1

pjπ(j, 0)

j∑
n=1

(z/p)n. (5.18)
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Αν z ̸= p, αντικαθιστούμε το άθροισμα
∑j

n=1(z/p)
n με z

p−z
pj−zj

pj
και μετά από απλές

αλγεβρικές πράξεις η (5.18) παίρνει τη μορφή

[(λ+ γ + ζ − λz)(z − p)− ζqz]Π0(z) = (λ+ γ + ζ)(z − p)π(0, 0)− ζqzΠ0(p).

(5.19)

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι η παραπάνω εξίσωση ισχύει και για z = p. Αντικαθι-
στώντας την τιμή Π0(p) από την (5.4) βρίσκουμε

[(λ+ γ + ζ − λz)(z − p)− ζqz]Π0(z) = −p(λ+ γ + ζ)(1− z)π(0, 0) + ηqzΠ1(1).

(5.20)

Θέτοντας
K(z) = (λ+ γ + ζ − λz)(z − p)− ζqz,

τον συντελεστή της Π0(z), παρατηρούμε ότι K(z) = 0, αν και μόνο αν z − a(z) = 0,
όπου a(z) = a0 + a2z

2, με

a0 = p(λ+ γ + ζ)/(λ+ λp+ γ + ζp) και a2 = λ/(λ+ λp+ γ + ζp).

Επειδή a(1) < 1, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ένα πόρισμα του θεωρήματος
Rouché (δες π.χ. Gail, Hantler and Taylor (2000), Section 4, Theorem 5, p.235) και
να συμπεράνουμε ότι η εξίσωση K(z) = 0, έχει δύο διακεκριμένες ρίζες r1 και r2,
μία μέσα στον ανοικτό μοναδιαίο δίσκο και την άλλη έξω από τον κλειστό μοναδιαίο
δίσκο. Οι ρίζες r1 και r2 δίνονται από τις (5.14), (5.15) και είναι φανερό ότι 0 < r1 < 1,
και r2 > 1. Να σημειωθεί ότι οι ρίζες αυτές εμφανίστηκαν στον προσδιορισμό της
Π0(z) και στο μοντέλο του κεφαλαίου 4 (δες εξισώσεις (4.13), (4.14)).

Συνεπώς έχουμε ότι K(r1) = 0 και Π0(r1) < ∞ (διότι η πιθανογεννήτρια Π0(z)

συγκλίνει τουλάχιστον μέσα στο μοναδιαίο δίσκο). Θέτοντας z = r1 στην (5.20)
βρίσκουμε

π(0, 0) =
ηqr1

p(λ+ γ + ζ)(1− r1)
Π1(1), (5.21)

από την οποία συνεπάγεται η (5.11) με τη χρήση της (5.10). Αντικαθιστώντας την
(5.21) στην (5.20), βρίσκουμε ύστερα από κατάλληλους χειρισμούς ότι

K(z)Π0(z) =
p(λ+ γ + ζ)π(0, 0)(z − r1)

r1
,
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και χρησιμοποιώντας ότι

K(z) = λ(z − r1)(r2 − z) και r1r2 = p(λ+ γ + ζ)/λ,

παίρνουμε την τελική μορφή της Π0(z),

Π0(z) =
r2

r2 − z
π(0, 0). (5.22)

Αναπτύσσοντας την (5.22) σε δυναμοσειρά δυνάμεων του z καταλήγουμε εύκολα
στην (5.12).

Συνεχίζουμε με την εύρεση της Π1(z). Πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις (5.6),
(5.7) με z0 και zn αντίστοιχα, και αθροίζοντας για κάθε n ≥ 1, βρίσκουμε

[−λz2 + (λ+ η + µ)z − µ]Π1(z) = −µπ(0, 1)(1− z) + γzΠ0(z). (5.23)

Θέτοντας
f(z) = −λz2 + (λ+ η + µ)z − µ,

τον συντελεστή τηςΠ1(z), βρίσκουμε ότι η εξίσωση f(z) = 0, έχει δύο διακεκριμένες
ρίζες z1 ∈ (0, 1), και z2 ∈ (1,∞), οι οποίες δίνονται από τις (5.16), (5.17) αντίστοιχα.
Αφού f(z1) = 0, και Π1(z1) <∞, θέτουμε z = z1 στην εξίσωση (5.23) και βρίσκουμε

π(0, 1) =
γz1Π0(z1)

µ(1− z1)
. (5.24)

Έτσι η (5.23) γίνεται

f(z)Π1(z) =
γ(zΠ0(z)− z1Π0(z1))− γz1z(Π0(z)−Π0(z1))

1− z1
. (5.25)

Χρησιμοποιώντας την έκφραση της Π0(z) από την (5.22), εύκολα διαπιστώνουμε
ότι

zΠ0(z)− z1Π0(z1) = π(0, 0)r22
z − z1

(r2 − z)(r2 − z1)

και
Π0(z)−Π0(z1) = π(0, 0)r2

z − z1
(r2 − z)(r2 − z1)

.
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Αντικαθιστώντας τις προηγούμενες στην (5.25), σε συνδυασμό με την έκφραση

f(z) = λ(z − z1)(z2 − z),

παράγουμε την τελική μορφή της Π1(z),

Π1(z) =
γπ(0, 0)r2

λ(1− z1)(r2 − z1)
· r2 − z1z

(r2 − z)(z2 − z)
. (5.26)

Συνεχίζουμε με το ανάπτυγμα τηςΠ1(z) σε απλά κλάσματα για το οποίο διακρίνουμε
τις εξής δύο περιπτώσεις . Στην πρώτη περίπτωση, όπου z2 ̸= r2, η πιθανογεννή-
τρια Π1(z) παίρνει τη μορφή

Π1(z) =
γπ(0, 0)r2

λ(1− z1)(r2 − z1)

(
A

z2 − z
+

B

r2 − z

)
,

όπου
A =

z1z2 − r2
z2 − r2

και B =
r2(1− z1)

z2 − r2
.

Μετά από κατάλληλες απλοποιήσεις και αναπτύσσοντας τις εμφανιζόμενες γεωμε-
τρικές σειρές, βρίσκουμε

Π1(z) =

∞∑
n=0

[
γr2π(0, 0)

λ(1− z1)(r2 − z1)(z2 − r2)

(
z1z2 − r2

zn+1
2

+
r2(1− z1)

rn+1
2

)]
zn. (5.27)

Στην δεύτερη περίπτωση όπου z2 = r2, η πιθανογεννήτρια Π1(z) παίρνει τη μορφή

Π1(z) =
γπ(0, 0)r2

λ(1− z1)(r2 − z1)

(
z1

r2 − z
+

r2(1− z1)

(r2 − z)2

)
,

ή αναπτύσσοντας σε δυνάμεις του z,

Π1(z) =
∞∑
n=0

[
γr2π(0, 0)

λ(1− z1)(r2 − z1)
· n+ 1− nz1

rn+1
2

]
zn. (5.28)

Από τις εξισώσεις (5.27) και (5.28) παράγουμε εύκολα την (5.13). �

Στο παραπάνω μοντέλο έχουμε δύο τύπους πελατών που χάνονται από το σύ-
στημα, εκείνους που το εγκαταλείπουν λόγω ανυπομονησίας κατά τη διάρκεια των
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χρόνων επιδιόρθωσης του υπηρέτη και εκείνους που εξαναγκάζονται να αφήσουν το
σύστημα στις στιγμές βλαβών (καταστροφών) του υπηρέτη. Στη συνέχεια θέλουμε
να υπολογίσουμε το ποσοστό των πελατών που θα αφήσουν το σύστημα στις στιγ-
μές βλαβών, το ποσοστό των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα εξαιτίας της
ανυπομονησίας που δείχνουν κατά την επιδιόρθωση του υπηρέτη και το ποσοστό
των πελατών που τελικά εξυπηρετούνται από το σύστημα.

Όταν το σύστημα είναι στην κατάσταση (n, 1), n ≥ 0, ο ρυθμός βλαβών του
υπηρέτη είναι η και όταν μία βλάβη συμβεί, όλοι οι παρόντες πελάτες αφήνουν το
σύστημα. Συνεπώς, ο ρυθμός των χαμένων πελατών λόγω βλαβών ή αλλιώς ο μέ-
σος αριθμός πελατών που χάνονται λόγω βλαβών του υπηρέτη στη μονάδα του
χρόνου, Rfailures, δίνεται ως

Rfailures =

∞∑
n=0

nηπ(n, 1) = ηΠ
′
1(1). (5.29)

Ομοίως, ο ρυθμός των πελατών που τελικά εξυπηρετούνται, Rserved, δίνεται ως

Rserved =

∞∑
n=1

µπ(n, 1) = µ[Π1(1)− π(0, 1)]. (5.30)

Παραγωγίζοντας την (5.23) και θέτοντας z = 1 βρίσκουμε

ηΠ
′
1(1) = µπ(0, 1) + γΠ0(1) + γΠ

′
0(1)− (µ+ η − λ)Π1(1). (5.31)

Όμως από την (5.22) βρίσκουμε ότι

Π0(1) =
r2

r2 − 1
π(0, 0), Π

′
0(1) =

r2
(r2 − 1)2

π(0, 0). (5.32)

Επιπλέον,

π(0, 1) =
γr2π(0, 0)

λ(1− z1)(r2 − z1)z2
, (5.33)

όπως υπολογίζεται και από τις δύο περιπτώσεις της (5.13). Αντικαθιστώντας τις
εξισώσεις (5.31)-(5.33) στις (5.29)-(5.30) και χρησιμοποιώντας την (5.10) για τον
υπολογισμό της πιθανότητας Π1(1) και την (5.11) για τον υπολογισμό της π(0, 0),
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υπολογίζουμε τους ρυθμούς Rfailures, Rserved. Τέλος ο ρυθμός των εγκαταλείψεων
πελατών όταν ο υπηρέτης είναι ανενεργός, Rabandonments, υπολογίζεται ως

Rabandonments = λ−Rfailures −Rserved. (5.34)

Τα ποσοστά των πελατών που χάνονται λόγω βλαβών, των εξυπηρετούμενων πελα-
τών και των χαμένων πελατών λόγω εγκαταλείψεων υπολογίζονται γρήγορα διαιρώ-
ντας τις (5.29), (5.30) και (5.34) με το συνολικό ρυθμό άφιξης πελατών στο σύστημα,
λ.

5.4 Χρόνος παραμονής

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε το χρόνο παραμονής S ενός πελάτη
που εισέρχεται στο σύστημα όταν αυτό βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. Ο χρό-
νος παραμονής ορίζεται ως ο συνολικός χρόνος που περνάει από την άφιξή του
στο σύστημα έως και την αναχώρησή του από αυτό, είτε λόγω συμπλήρωσης της
εξυπηρέτησής του είτε ως αποτέλεσμα καταστροφής ή εγκατάλειψης.

Ο χρόνος παραμονής ενός πελάτη εξαρτάται τόσο από την πειθαρχία ουράς όσο
και από τη σειρά με την οποία εξετάζονται οι πελάτες για το αν θα εγκαταλείψουν
το σύστημα, όταν συμβούν οι στιγμές εγκατάλειψης. Η πειθαρχία εξυπηρέτησης πε-
λατών είναι η FCFS. Όπως και στο κεφάλαιο 4 υποθέτουμε δύο πειθαρχίες εγκα-
τάλειψης για το σύστημα. Η πρώτη είναι η EAAF (Early Arrivals Abandon First).
Σε αυτή την περίπτωση οι πελάτες εγκαταλείπουν το σύστημα με την ίδια σειρά με
την οποία έφτασαν, δηλαδή σε κάθε ευκαιρία εγκατάλειψης οι πελάτες εξετάζονται
ένας προς έναν αρχίζοντας από αυτόν που έφτασε νωρίτερα στο σύστημα. Η δεύ-
τερη πειθαρχία εγκατάλειψης είναι η LAAF (Late Arrivals Abandon First), όπου οι
πελάτες εγκαταλείπουν το σύστημα με αντίστροφη σειρά από αυτή με την οποία
έφτασαν.
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5.4.1 Η περίπτωση EAAF

Έστω SEA ο χρόνος παραμονής ενός πελάτη κάτω από την πειθαρχία εγκατά-
λειψης EAAF, S(n,i) ο δεσμευμένος ρυθμός παραμονής ενός πελάτη δοθέντος ότι
είναι ο n-οστός παλαιότερος στο σύστημα και ο υπηρέτης είναι στην κατάσταση i,
(i = 0, 1, n = 1, 2, . . .). Συμβολίζουμε επίσης S̃EA(s), S̃(n,i)(s) τους αντίστοιχους με-
τασχηματισμούς Laplace-Stieltjes (LSTs). Είναι φανερό σ’ αυτή την περίπτωση ότι ο
χρόνος παραμονής του πελάτη δεν εξαρτάται από τις μελλοντικές αφίξεις πελατών.
Οι προηγούμενοι μετασχηματισμοί Laplace δίνονται στο επόμενο θεώρημα 5.2.

Θεώρημα 5.2. i) Οι δεσμευμένοι μετασχηματισμοί Laplace S̃(n,i)(s) δίνονται ως

S̃(n,0)(s) =
1

η + s

[
A(s) +

B(s)

µ

(
µ

µ+ η + s

)n

+
Γ(s)

p(γ + ζ + s)

(
p(γ + ζ + s)

γ + ζp+ s

)n]
,

n ≥ 1, (5.35)

S̃(n,1)(s) =
1

η + s

[
η + s

(
µ

µ+ η + s

)n]
, n ≥ 1, (5.36)

όπου

A(s) =
γη

γ + s
, (5.37)

B(s) =
γµ[µq − p(η + s)]s

µq(γ + s)− p(η + s)(γ + ζ + s)
, (5.38)

Γ(s) =
p2(γ + ζ + s)2N

(
s, γ+ζp+s

p(γ+ζ+s)

)
q(γ + s) [µq(γ + s)− p(η + s)(γ + ζ + s)]

, (5.39)

και

N(s, z) = γη(1− pz)(µ+ η + s− µz) + γsµ(1− pz)(1− z)

+ ζp(η + s)(1− z)(µ+ η + s− µz). (5.40)
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ii) Εάν r2 ̸= z2, τότε ο μετασχηματισμός Laplace S̃EA(s) δίνεται ως

S̃EA(s) =
π(0, 0)r2
η + s

[
A(s)

r2 − 1
+

B(s)

r2(µ+ η + s)− µ
+

Γ(s)

r2(γ + ζp+ s)− p(γ + ζ + s)

]
+

γr2π(0, 0)

λ(1− z1)(r2 − z1)(z2 − r2)(η + s)
×

×
[
η(z1z2 − r2)

z2 − 1
+

ηr2(1− z1)

r2 − 1
+

(z1z2 − r2)µs

z2(µ+ η + s)− µ
+

r2(1− z1)µs

r2(µ+ η + s)− µ

]
,

(5.41)

όπου π(0, 0), r1, r2, z1 και z2 δίνονται από τις (5.11), (5.14), (5.15), (5.16) και (5.17)
αντίστοιχα.

Απόδειξη. Θα ξεκινήσουμε με τον υπολογισμό των μετασχηματισμών των δεσμευ-
μένων χρόνωνπαραμονής που αντιστοιχούν σε καταστάσεις με τον υπηρέτη ενεργό.
Κατ’ αρχάς ο χρόνος παραμονής S(1,1) ενός πελάτη που φθάνοντας βρίσκει κενό το
σύστημα και τον υπηρέτη ενεργό, είναι ο ελάχιστος δύο ανεξάρτητων εκθετικών με
παραμέτρους µ και η. Συνεπώς η τυχαία μεταβλητή S(1,1) είναι επίσης εκθετική με
παράμετρο µ+ η και έχει μετασχηματισμό Laplace που δίνεται ως

S̃(1,1)(s) =
µ+ η

µ+ η + s
. (5.42)

Έστω ότι ο υπό εξέταση πελάτης εισέρχεται στο σύστημα και το βρίσκει στην κα-
τάσταση (n − 1, 1), n ≥ 2. Δεσμεύοντας ως προς το επόμενο μελλοντικό γεγονός
(άφιξη νέου πελάτη, ολοκλήρωση της τρέχουσας εξυπηρέτησης και άφιξη καταστρο-
φής) και χρησιμοποιώντας την ισχυρή ιδιότητα Markov καθώς και ότι ο υπολειπόμε-
νος χρόνος παραμονής στο σύστημα, είναι ανεξάρτητος από το χρόνο που περνάει
μεταξύ της άφιξης του υπό μελέτη πελάτη και της πραγματοποίησης του επόμενου
γεγονότος, έχουμε

S̃(n,1)(s) =
λ+ µ+ η

λ+ µ+ η + s
×

×
[

λ

λ+ µ+ η
S̃(n,1)(s) +

µ

λ+ µ+ η
S̃(n−1,1)(s) +

η

λ+ µ+ η
· 1
]

=
λ

λ+ µ+ η + s
S̃(n,1)(s) +

µ

λ+ µ+ η + s
S̃(n−1,1)(s) +

η

λ+ µ+ η + s
,
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ή

S̃(n,1)(s) =
µ

µ+ η + s
S̃(n−1,1)(s) +

η

µ+ η + s
, n ≥ 2. (5.43)

Επαγωγικά από την (5.43) παίρνουμε

S̃(n,1)(s) =

(
µ

µ+ η + s

)n−1

S̃(1,1)(s) +
η

µ+ η + s

n−2∑
j=0

(
µ

µ+ η + s

)j

, n ≥ 1,(5.44)

και αντικαθιστώντας το μετασχηματισμό S̃(1,1)(s) από την (5.42) καταλήγουμε στην
(5.36).

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τους δεσμευμένους χρόνους παραμονής που
αντιστοιχούν σε καταστάσεις με υπηρέτη ανενεργό. Εφαρμόζοντας την μέθοδο ανά-
λυσης του πρώτου βήματος -όπως και στο κεφάλαιο 4- καταλήγουμε στην εξίσωση

S̃(n,0)(s) =
λ

λ+ γ + ζ + s
S̃(n,0)(s) +

γ

λ+ γ + ζ + s
S̃(n,1)(s)

+
ζ

λ+ γ + ζ + s

(
n∑

k=1

pn−kqS̃(k,0)(s) + pn

)
, n ≥ 1,

που είναι αντίστοιχη της (4.34). Πολλαπλασιάζοντας με (λ+γ+ ζ+ s) και λύνοντας
ως προς S̃(n,0)(s) βρίσκουμε

S̃(n,0)(s)=
γ

γ + ζ + s
S̃(n,1)(s)+

ζq

γ + ζ + s

n∑
k=1

pn−kS̃(k,0)(s)+
ζpn

γ + ζ + s
, n ≥ 1.(5.45)

Στη συνέχεια ορίζουμε τους μικτούς μετασχηματισμούς

Φ(s, z) =
∞∑
n=1

S̃(n,0)(s)z
n, |z| < 1, s ≥ 0.

Πολλαπλασιάζοντας την (5.45) με zn, αθροίζοντας για κάθε n και χρησιμοποιώντας
την (5.36), παίρνουμε

Φ(s, z) =
γηz

(γ + ζ + s)(η + s)(1− z)
+

γsµz

(γ + ζ + s)(η + s)(µ+ η + s− µz)

+
ζqΦ(s, z)

(γ + ζ + s)(1− pz)
+

ζpz

(γ + ζ + s)(1− pz)
.



5.4 Χρόνος παραμονής 161

Έτσι, λύνοντας ως προς Φ(s, z) έχουμε

(η + s)Φ(s, z) = z
N(s, z)

D(s, z)
, (5.46)

όπου η συνάρτηση N(s, z) δίνεται από την (5.40) ενώ η συνάρτηση D(s, z) δίνεται
από τον τύπο

D(s, z) = (1− z)(µ+ η + s− µz)[γ + ζp+ s− p(γ + ζ + s)z]. (5.47)

Αν θεωρήσουμε τη συνάρτησηD(s, z)ως συνάρτηση του z, για κάθε σταθερό s ≥ 0,
τότε οι ρίζες της είναι οι αριθμοί 1, µ+η+s

µ και γ+ζp+s
p(γ+ζ+s) οι οποίες βρίσκονται έξω από

τον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1} για κάθε s ≥ 0. Χρησιμοποιώντας την ανάλυση σε
απλά κλάσματα σε σχέση με τη μεταβλητή z, βρίσκουμε ότι

N(s, z)

D(s, z)
=

A(s)

1− z
+

B(s)

µ+ η + s− µz
+

Γ(s)

[γ + ζp+ s− p(γ + ζ + s)z]
,

όπου οι συντελεστές A(s), B(s), Γ(s) υπολογίζονται από τα όρια

A(s) = lim
z→1

(1− z)
N(s, z)

D(s, z)
,

B(s) = lim
z→µ+η+s

µ

(µ+ η + s− µz)
N(s, z)

D(s, z)
,

Γ(s) = lim
z→ γ+ζp+s

p(γ+ζ+s)

[γ + ζp+ s− p(γ + ζ + s)z]
N(s, z)

D(s, z)
,

τα οποία μετά από απλές πράξεις οδηγούν στους τύπους (5.37), (5.38) και (5.39)
αντίστοιχα. Αναπτύσσοντας τη συνάρτηση Φ(s, z) από την (5.46) σε δυνάμεις του
z, βρίσκουμε την αναλυτική μορφή των μετασχηματισμών S̃(n,0)(s). Αναλυτικότερα
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έχουμε,

Φ(s, z) =
z

η + s

[
A(s)

∞∑
n=0

zn +
B(s)

µ+ η + s

∞∑
n=0

(
µz

µ+ η + s

)n

+
Γ(s)

γ + ζp+ s

∞∑
n=0

(
p(γ + ζ + s)z

γ + ζp+ s

)n
]

=
1

η + s

∞∑
n=0

[
A(s) +

B(s)

µ+ η + s

(
µ

µ+ η + s

)n

+
Γ(s)

γ + ζp+ s

(
p(γ + ζ + s)

γ + ζp+ s

)n]
zn+1,

ή

Φ(s, z) =

∞∑
n=1

1

η + s

[
A(s) +

B(s)

µ

(
µ

µ+ η + s

)n

+
Γ(s)

p(γ + ζ + s)

(
p(γ + ζ + s)

γ + ζp+ s

)n]
zn, (5.48)

από την οποία προκύπτει η (5.35). Τώρα μπορούμε να προχωρήσουμε με τον με-
τασχηματισμό S̃EA(s) δεσμεύοντας ως προς την κατάσταση του συστήματος σε μία
στιγμή άφιξης πελάτη και χρησιμοποιώντας την ιδιότητα PASTA. Έτσι λοιπόν βρί-
σκουμε

S̃EA(s) =
∞∑
n=1

S̃(n,0)(s)π(n− 1, 0) +
∞∑
n=1

S̃(n,1)(s)π(n− 1, 1). (5.49)

Αντικαθιστώντας τις πιθανότητες π(n − 1, 0) και π(n − 1, 1) από τις (5.12), (5.13)
και τους μετασχηματισμούς S̃(n,0)(s), S̃(n,1)(s) από τις (5.35), (5.36) αντίστοιχα στην
(5.49) και υπολογίζοντας τα αντίστοιχα γεωμετρικά αθροίσματα, καταλήγουμε στην
(5.41). �

Η περίπτωση r2 = z2 αντιμετωπίζεται με παρόμοιο τρόπο.

Η έκφραση για τον μετασχηματισμό S̃(n,1)(s) μπορεί, ξεκινώντας από την (5.44),
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να πάρει την εξής μορφή:

S̃(n,1)(s) =

(
µ

µ+ η + s

)n−1 µ+ η

µ+ η + s
+

η

µ+ η + s

n−2∑
j=0

(
µ

µ+ η + s

)j

=

(
µ

µ+ η

)n−1( µ+ η

µ+ η + s

)n

+

n−2∑
j=0

ηµj

(µ+ η + s)j+1

=

(
µ

µ+ η

)n−1( µ+ η

µ+ η + s

)n

+

n−2∑
j=0

(
µ

µ+ η

)j η

µ+ η

(
µ+ η

µ+ η + s

)j+1

.

Δηλαδή,

S(n,1) =

n∑
j=1

pjSj ,

όπου

pj =


η

µ+η

(
µ

µ+η

)j−1
εάν j = 1, 2, ..., n− 1(

µ
µ+η

)n−1
εάν j = n,

ενώ οι τυχαίες μεταβλητές S1, S2, ..., Sn είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και μάλιστα
Sj ≈ Gamma(j, µ+ η), για κάθε j = 1, 2, ..., n. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο χρόνος
παραμονής S(n,1) ενός πελάτη που φθάνοντας στο σύστημα το βρίσκει στην κατά-
σταση (n− 1, 1), είναι μία μίξη κατανομών Gamma. Αυτό συμβαίνει διότι ο πελάτης
περιμένοντας να εξυπηρετηθεί, δύο συμβάντα επηρεάζουν το χρόνο παραμονής
του στο σύστημα. Οι ολοκληρώσεις εξυπηρετήσεων και η άφιξη καταστροφής. Μά-
λιστα, τα γεγονότα αυτά είναι ανεξάρτητα και έχουν εκθετική διάρκεια. Έτσι λοιπόν
το πρώτο από αυτά πραγματοποιείται σε εκθετικό χρόνο με παράμετρο µ+ η. Άρα,
ο χρόνος παραμονής του είναι Sj , j = 1, 2, ..., n− 1, αν κατά την παραμονή του στο
σύστημα τα j− 1 πρώτα γεγονότα είναι ολοκληρώσεις της εξυπηρέτησης των πρώ-
των j − 1 πελατών, ενώ το επόμενο γεγονός είναι άφιξη καταστροφής. Το σενάριο
αυτό πραγματοποιείται με πιθανότητα pj . Επίσης ισούται με Sn αν τα πρώτα n − 1

γεγονότα είναι οι ολοκληρώσεις των εξυπηρετήσεων των n − 1 πελατών που είναι
μπροστά από τον υπό μελέτη πελάτη και το επόμενο γεγονός μπορεί να είναι, είτε
ολοκλήρωση της εξυπηρέτησης του εξεταζόμενου πελάτη είτε άφιξη καταστροφής.
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Όλο αυτό το σενάριο πραγματοποιείται με πιθανότητα pn. Τέλος, εύκολα επαληθεύ-
ουμε ότι

∑n
j=1 pj = 1.

5.4.2 Η περίπτωση LAAF

Σ’ αυτή την περίπτωση, ο χρόνος παραμονής ενός πελάτη που εισέρχεται στο
σύστημα όταν ο υπηρέτης είναι ανενεργός, εξαρτάται από τις αφίξεις των πελατών
που θα πραγματοποιηθούν μετά την άφιξη του υπό μελέτη πελάτη. Γι’ αυτό το λόγο
χρησιμοποιούμε ένα δείκτη που να υποδεικνύει τον αριθμό, έστω m, αυτών των
αφίξεων, όπως κάναμε στην αντίστοιχη περίπτωση του προηγούμενου κεφαλαίου.
Χρησιμοποιούμε το σύμβολο SLA για τον χρόνο παραμονής ενός πελάτη που ει-
σέρχεται στο σύστημα όταν αυτό είναι σε κατάσταση ισορροπίας, κάτω από την
LAAF πειθαρχία και S(n,i,m) (i = 0, 1, n = 1, 2, . . . , m = 0, 1, 2, . . .), για να συμβολί-
σουμε τον δεσμευμένο χρόνο παραμονής ενός πελάτη, δοθέντος ότι είναι ο n-οστός
παλαιότερος στο σύστημα (δηλαδή τη στιγμή που έφτασε βρήκε n−1πελάτες μπρο-
στά από αυτόν), υπάρχουν m πελάτες πίσω του (εκείνους που έφτασαν μετά από
αυτόν) και βρήκε τον υπηρέτη στην κατάσταση i. Έστω επίσης S̃LA(s), S̃(n,i,m)(s)

οι αντίστοιχοι μετασχηματισμοί Laplace. Ενδιαφερόμαστε να υπολογίσουμε το δε-
σμευμένο χρόνο παραμονής ενός πελάτη, δοθείσης της κατάστασης που βρίσκει
φθάνοντας στο σύστημα και στη συνέχεια να βρούμε τον μετασχηματισμό Laplace
του (αδέσμευτου) χρόνου παραμονής του. Έτσι έχουμε το επόμενο θεώρημα 5.3.

Θεώρημα 5.3. i) Ο χρόνος παραμονής ενός πελάτη, δοθέντος ότι βρίσκει n − 1

πελάτες κατά την άφιξή του και τον υπηρέτη στην κατάσταση i (i = 0, 1), έχει μετα-
σχηματισμό Laplace S̃(n,i,0)(s) που δίνεται ως

S̃(n,0,0)(s) =
ζpr(s)

λ(1− pr(s))
+

γr(s)

λ(1− r(s))

[
η

η + s
+

s

η + s

(
µ

µ+ η + s

)n]
, n ≥ 1,

(5.50)

S̃(n,1,0)(s) = S̃(n,1)(s) =
η

η + s
+

s

η + s

(
µ

µ+ η + s

)n

, n ≥ 1, (5.51)

όπου

r(s)=
λ+ λp+ γ + ζp+ s−

√
(λ+ λp+ γ + ζp+ s)2 − 4λp(λ+ γ + ζ + s)

2p(λ+ γ + ζ + s)
.(5.52)
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ii) Εάν r2 ̸= z2, τότε ο μετασχηματισμός S̃LA(s) δίνεται ως

S̃LA(s) =
ζr2π(0, 0)pr(s)

λ(r2 − 1)(1− pr(s))
+

γr2π(0, 0)r(s)

λ(1− r(s))(η + s)

(
η

r2 − 1
+

µs

r2(µ+ η + s)− µ

)
+

γr2π(0, 0)

λ(1− z1)(r2 − z1)(z2 − r2)(η + s)
×

×
[
η(z1z2 − r2)

z2 − 1
+

ηr2(1− z1)

r2 − 1
+

(z1z2 − r2)µs

z2(µ+ η + s)− µ
+

r2(1− z1)µs

r2(µ+ η + s)− µ

]
,

(5.53)

όπου τα μεγέθη π(0, 0), r1, r2, z1 και z2 υπολογίζονται από τις (5.11), (5.14), (5.15),
(5.16) και (5.17) αντίστοιχα.

Απόδειξη. Ο δεσμευμένος χρόνος παραμονής S(n,1,m) κατανέμεται όπως και ο
S(n,1) στην περίπτωση EAAF, ανεξαρτήτως του m, διότι ο χρόνος παραμονής ενός
πελάτη δεν εξαρτάται από τις μελλοντικές αφίξεις, όταν κατά την άφιξή του βρίσκει
τον υπηρέτη ενεργό. Συνεπώς, S̃(n,1,m)(s) = S̃(n,1)(s) και η (5.51) προκύπτει από
την (5.36).

Ας υποθέσουμε τώρα ότι ο πελάτης φθάνοντας στο σύστημα το βρίσκει στην
κατάσταση (n − 1, 0), μετά από αυτόν έχουμε m αφίξεις πελατών και ο υπηρέτης
παραμένει ανενεργός, οπότε το σύστημα έχει μεταβεί στην κατάσταση (n+m, 0). Δε-
σμεύοντας ως προς το πρώτο ενδεχόμενο που θα πραγματοποιηθεί αμέσως μετά,
χρησιμοποιώντας την ισχυρή ιδιότητα Markov και λαμβάνοντας υπόψιν ότι:
ο χρόνος παραμονής έως την πραγματοποίηση του πρώτου ενδεχομένου είναι εκ-
θετικός (λ+γ+ζ) ενώ ο υπολειπόμενος χρόνος παραμονής είναι S(n,0,m+1) αν προη-
γηθεί άφιξη, S(n,1,m) αν προηγηθεί επιστροφή του υπηρέτη, S(n,0,m−j) αν προηγηθεί
άφιξη ευκαιρίας εγκατάλειψης που θα διώξει j πελάτες, j = 0, 1, ...,m και 0 χρονι-
κές μονάδες αν προηγηθεί άφιξη εγκατάλειψης που θα διώξει τουλάχιστον m + 1

πελάτες, καταλήγουμε στην εξίσωση
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Σχήμα 5.2: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης του μοντέλου με έμφαση στις καταστά-
σεις (n+m, i).

S̃(n,0,m)(s) =
λ

λ+ γ + ζ + s
S̃(n,0,m+1)(s) +

γ

λ+ γ + ζ + s
S̃(n,1,m)(s)

+
ζ

λ+ γ + ζ + s

 m∑
j=0

qpjS̃(n,0,m−j)(s) + pm+1

 , n ≥ 1,m ≥ 0.

(5.54)

Ορίζουμε τους μικτούς μετασχηματισμούς

Φn(s, z) =

∞∑
m=0

S̃(n,0,m)(s)z
m, |z| < 1, s ≥ 0,

για κάθε n ≥ 1. Πολλαπλασιάζοντας την (5.54) με zm και αθροίζοντας για όλες τις
τιμές του m έχουμε

(1− z)Φn(s, z)K(s, z) = ζpz(1− z) + γz(1− pz)S̃(n,1)(s)

−λ(1− z)(1− pz)S̃(n,0,0)(s), (5.55)

όπου

K(s, z) = −p(λ+ γ + ζ + s)z2 + (λ+ λp+ γ + ζp+ s)z − λ. (5.56)
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Για κάθε σταθερό s ≥ 0, έχουμε ότι K(s, z) = 0, αν και μόνο αν z − α(z) = 0, όπου
α(z) = α0 + α2z

2, με

α0 =
λ

λ+ λp+ γ + ζp+ s
και α2 =

(λ+ γ + ζ + s)p

λ+ λp+ γ + ζp+ s
.

Όμως α(1) < 1, οπότε εφαρμόζοντας ξανά το πόρισμα του θεωρήματος Rouché,
συμπεραίνουμε ότι η εξίσωση K(s, z) = 0 έχει δύο ρίζες, r(s) ∈ {z : |z| < 1} και
r1(s) ∈ {z : |z| > 1}. Μάλιστα αυτές οι δύο ρίζες είναι πραγματικές για κάθε s ≥ 0.
Η ρίζα r(s) δίνεται από την (5.52) και ισχύει ότι 0 < r(s) < 1.

Θέτουμε z = r(s) στην (5.55). Χρησιμοποιώντας ότιK(s, r(s)) = 0, Φn(s, r(s)) <

∞ (εξαιτίας της σύγκλισης της Φn(s, z) στον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1} για κάθε
s ≥ 0) και λύνοντας ως προς S̃(n,0,0)(s) βρίσκουμε, αντικαθιστώντας και τον μετα-
σχηματισμό S̃(n,1)(s) από την (5.51), την (5.50). Για να ολοκληρώσουμε την από-
δειξη θα βασιστούμε στη σχέση

S̃LA(s) =
∞∑
n=1

S̃(n,0,0)(s)π(n− 1, 0) +
∞∑
n=1

S̃(n,1,0)(s)π(n− 1, 1), (5.57)

που προκύπτει δεσμεύοντας ως προς την κατάσταση την οποία συναντά ο πελάτης
φθάνοντας στο σύστημα. Αν αντικαταστήσουμε τις πιθανότητες π(n − 1, 0), π(n −
1, 1) από τις (5.12), (5.13) και τους μετασχηματισμούς S̃(n,0,0)(s), S̃(n,1,0)(s) από τις
(5.50), (5.51) αντίστοιχα στην (5.57) και υπολογίσουμε τα εμφανιζόμενα γεωμετρικά
αθροίσματα, καταλήγουμε στην (5.53). �

Η περίπτωση r2 = z2, αντιμετωπίζεται με παρόμοιο τρόπο.

Αναπτύσσοντας τη γεννήτρια Φn(s, z) σε δυνάμεις του z, μπορούμε επίσης να
βρούμε την ακριβή μορφή των μετασχηματισμών S̃(n,0,m)(s), για κάθεm ≥ 0. Πράγ-
ματι, θέτοντας z = r(s), στην (5.55) έχουμε

ζpr(s)(1− r(s)) + γr(s)(1− pr(s))S̃(n,1)(s)− λ(1− r(s))(1− pr(s))S̃(n,0,0)(s) = 0.

(5.58)

Αφαιρώντας την (5.58) από την (5.55) βρίσκουμε

(1− z)Φn(s, z)K(s, z) = (z − r(s))
[
ζp(1− r(s)− z) + γS̃(n,1)(s)(1− pr(s)− pz)

+ λS̃(n,0,0)(s)(1 + p− pr(s)− pz)
]
.
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Όμως οι αριθμοί r(s), r1(s) είναι οι ρίζες του δευτεροβάθμιου K(s, z) οπότε αυτό
μπορεί να αντικατασταθεί από το γινόμενο p(λ+ γ+ ζ + s)(z− r(s))(r1(s)− z) (δες
την εξίσωση (5.56) και την ανάλυση που ακολουθεί). Απλοποιώντας τον όρο z−r(s)
και διαιρώντας με (1− z)(r1(s)− z) βρίσκουμε

p(λ+ γ + ζ + s)Φn(s, z) =
Nn(s, z)

(1− z)(r1(s)− z)
(5.59)

όπου

Nn(s, z)=ζp(1− r(s)) + γS̃(n,1)(s)(1− pr(s))

+λS̃(n,0,0)(s)(1 + p− pr(s))− p(ζ + γS̃(n,1)(s) + λS̃(n,0,0)(s))z. (5.60)

Η ανάλυση του Nn(s,z)
(1−z)(r1(s)−z) σε απλά κλάσματα ως προς τη μεταβλητή z δίνει

Nn(s, z)

(1− z)(r1(s)− z)
=

An(s)

1− z
+

Bn(s)

r1(s)− z
,

όπου

An(s) = lim
z→1

Nn(s, z)

r1(s)− z

=
γS̃(n,1)(s)(1− p− pr(s)) + λS̃(n,0,0)(s)(1− pr(s))− ζpr(s)

r1(s)− 1
, (5.61)

Bn(s) = lim
z→r1(s)

Nn(s, z)

1− z

=
γS̃(n,1)(s)[1− p(r(s) + r1(s))] + ζp[1− (r(s) + r1(s))]

1− r1(s)

+
λS̃(n,0,0)(s)[1 + p− p(r(s) + r1(s))]

1− r1(s)
, (5.62)

και

r1(s) =
λ+ λp+ γ + ζp+ s+

√
(λ+ λp+ γ + ζp+ s)2 − 4λp(λ+ γ + ζ + s)

2p(λ+ γ + ζ + s)
,

(5.63)
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ενώ τα r(s), S̃(n,1)(s) και S̃(n,0,0)(s) δίνονται από τις (5.52), (5.51), (5.50) αντίστοιχα.
Έτσι, η εξίσωση (5.59) ανάγεται στην

p(λ+ γ + ζ + s)Φn(s, z) =
∞∑

m=0

(
An(s) +

Bn(s)

(r1(s))m+1

)
zm.

Συνεπώς,

S̃(n,0,m)(s) =
1

p(λ+ γ + ζ + s)

(
An(s) +

Bn(s)

(r1(s))m+1

)
, n ≥ 1, m ≥ 0. (5.64)

5.5 Περίοδος συνεχούς λειτουργίας

Όπως και στο κεφάλαιο 4, στην τρέχουσα παράγραφο θα μελετήσουμε την περί-
οδο συνεχούς λειτουργίας του συστήματος καθώς και μέτρα απόδοσης που αναφέ-
ρονται σε αυτήν, όπως το συνολικό αριθμό πελατών που χάνονται από το σύστημα
και τον μέγιστο αριθμό πελατών που βρίσκονται ταυτόχρονα μέσα σε αυτό.

5.5.1 Κατανομή του χρόνου συνεχούς λειτουργίας

Ο στόχος αυτής της παραγράφου είναι να υπολογίσουμε το μετασχηματισμό
Laplace Γ̃(s) της διάρκειας Γ μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας. Ως τέτοια, ορί-
ζουμε το χρονικό διάστημα από την άφιξη ενός πελάτη σ’ ένα άδειο σύστημα έως τη
στιγμή που το σύστημα θα αδειάσει ξανά. Συμβολίζουμε επίσης με Γ(n,i) το χρόνο
που χρειάζεται το σύστημα ώστε να περάσει για πρώτη φορά από την κατάσταση
(n, i) σε μία κατάσταση του συνόλου {(0, 0), (0, 1)}, όπου i = 0, 1 και n ≥ 0. Δοθέ-
ντος ότι ένας πελάτης που φθάνει στο σύστημα το βρίσκει κενό, η πιθανότητα να
βρει τον υπηρέτη στην κατάσταση i είναι π(0,i)

π(0,0)+π(0,1) . Είναι λοιπόν φανερό από το
θεώρημα ολικής πιθανότητας, ότι

Γ =

{
Γ(1,0), με πιθανότητα

π(0,0)
π(0,0)+π(0,1) ,

Γ(1,1), με πιθανότητα
π(0,1)

π(0,0)+π(0,1) .
(5.65)

Συμβολίζοντας με Γ̃(n,i)(s), το μετασχηματισμό Laplace της μεταβλητής Γ(n,i), έχουμε
το ακόλουθο θεώρημα 5.4.
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Θεώρημα 5.4. Ο μετασχηματισμός Laplace Γ̃(s) της χρονικής διάρκειας της περιό-
δου συνεχούς λειτουργίας του συστήματος δίνεται ως

Γ̃(s) =
π(0, 0)

π(0, 0) + π(0, 1)
Γ̃(1,0)(s) +

π(0, 1)

π(0, 0) + π(0, 1)
Γ̃(1,1)(s), (5.66)

με

Γ̃(1,1)(s) =
z(s)(η + µ− µz(s))

λ(1− z(s))
, (5.67)

Γ̃(1,0)(s) =
γ[µr2(s)(1− r(s))− λr(s)(1− r(s))Γ̃(1,1)(s) + ηr2(s)]

λ(1− r(s))[(λ+ µ+ η + s)r(s)− λ− µr2(s)]
+

ζpr(s)

λ(1− pr(s))
,

(5.68)

όπου

z(s) =
λ+ µ+ η + s−

√
(λ+ µ+ η + s)2 − 4λµ

2µ
, (5.69)

και το r(s) δίνεται από την (5.52).

Απόδειξη. Η εξίσωση (5.66) προκύπτει άμεσα από την (5.65). Η μέθοδος ανάλυ-
σης του πρώτου βήματος παράγει το επόμενο σύστημα εξισώσεων

Γ̃(n,1)(s) =
λ

λ+ µ+ η + s
Γ̃(n+1,1)(s) +

µ

λ+ µ+ η + s
Γ̃(n−1,1)(s)

+
η

λ+ µ+ η + s
, n ≥ 1, (5.70)

Γ̃(n,0)(s) =
λ

λ+ γ + ζ + s
Γ̃(n+1,0)(s) +

γ

λ+ γ + ζ + s
Γ̃(n,1)(s)

+
ζ

λ+ γ + ζ + s

(
n∑

k=1

qpn−kΓ̃(k,0)(s) + pn

)
, n ≥ 1, (5.71)

όπου Γ̃(0,0)(s) = Γ̃(0,1)(s) = 1. Για να βρούμε μία ακριβή λύση των επαναληπτικών
σχημάτων (5.70), (5.71), ορίζουμε τους μεικτούς μετασχηματισμούς

R0(s, z) =

∞∑
n=0

Γ̃(n,0)(s)z
n και R1(s, z) =

∞∑
n=0

Γ̃(n,1)(s)z
n, |z| < 1, s ≥ 0.



5.5 Περίοδος συνεχούς λειτουργίας 171

Πολλαπλασιάζοντας την (5.70) με zn και αθροίζοντας για κάθε n ≥ 1, προκύπτει

Λ(s, z)(R1(s, z)− 1) = µz2 − λzΓ̃(1,1)(s) +
ηz2

1− z
, (5.72)

όπου

Λ(s, z) = −µz2 + (λ+ µ+ η + s)z − λ. (5.73)

Χρησιμοποιώντας ξανά το ίδιο πόρισμα από το θεώρημα του Rouché βρίσκουμε
ότι η εξίσωση Λ(s, z) = 0, έχει δύο διακεκριμένες ρίζες: z(s) ∈ (0, 1) η οποία δίνεται
από την (5.69) και z1(s) ∈ (1,+∞). Όμως Λ(s, z(s)) = 0, καιR1(s, z(s)) <∞, οπότε
αντικαθιστώντας την z(s) εντός της (5.72) βρίσκουμε την (5.67). Δουλεύοντας την
εξίσωση (5.71) με παρόμοιο τρόπο βρίσκουμε

K(s, z)(R0(s, z)− 1) = −λ(1− pz)zΓ̃(1,0)(s)

+ γz(1− pz)(R1(s, z)− 1) + ζpz2, (5.74)

όπου η συνάρτηση K(s, z) δίνεται από την (5.56). Για κάθε σταθερό s ≥ 0, έχουμε
δείξει στην απόδειξη του θεωρήματος 5.3 ότι το r(s), που δίνεται από την (5.52),
είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης K(s, z) = 0, στον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1}.
Αντικαθιστώντας λοιπόν στην εξίσωση (5.74) το r(s), τη διαφορά (R1(s, z)− 1) από
την (5.72) και χρησιμοποιώντας ότι K(s, r(s)) = 0 καθώς και τη σύγκλιση της γεν-
νήτριας R0(s, z) στον ανοικτό δίσκο {z : |z| < 1}, παράγουμε εύκολα την (5.68). �

Έχοντας υπολογίσει το μετασχηματισμό Γ̃(1,1)(s) μπορούμε επαναληπτικά από
την εξίσωση (5.70) να υπολογίσουμε τους μετασχηματισμούς Γ̃(n,1)(s) για κάθε n ≥
2. Χρησιμοποιώντας αυτούς και το μετασχηματισμό Γ̃(1,0)(s) μπορούμε από την
(5.71) με επαναληπτικό τρόπο να υπολογίσουμε τους μετασχηματισμούς Γ̃(n,0)(s),
n ≥ 2.

Αντίστοιχη μεθοδολογία μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εύρεση της πιθανο-
γεννήτριας του αριθμού των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα κατά τη διάρ-
κεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας.
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5.5.2 Ο αριθμός των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα κατά τη
διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας

Έστω,
N : ο αριθμός των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα κατά τη διάρκεια μίας
περιόδου συνεχούς λειτουργίας,
N(n,i): ο αριθμός των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα κατά τη διάρκεια
του πρώτου περάσματος του συστήματος από την κατάσταση (n, i) στο σύνολο
{(0, 0), (0, 1)}, i = 0, 1, n ≥ 0, και
N̂(z), N̂(n,i)(z) οι αντίστοιχες πιθανογεννήτριες συναρτήσεις.

Ενδιαφερόμαστε για τον υπολογισμό της πιθανογεννήτριας N̂(z) = E(zN ). Εφό-
σον η περίοδος συνεχούς λειτουργίας ξεκινά από την κατάσταση (1, 0) με πιθανό-
τητα π(0,0)

π(0,0)+π(0,1) ή από την κατάσταση (1, 1) με πιθανότητα π(0,1)
π(0,0)+π(0,1) , πρέπει να

υπολογίσουμε τις N̂(1,0)(z) και N̂(1,1)(z).
Από τη μέθοδο ανάλυσης πρώτου βήματος παράγουμε τις εξισώσεις

N̂(n,1)(z) =
λ

λ+ µ+ η
N̂(n+1,1)(z) +

µ

λ+ µ+ η
N̂(n−1,1)(z) +

η

λ+ µ+ η
zn, n ≥ 1,

(5.75)

N̂(n,0)(z) =
λ

λ+ γ + ζ
N̂(n+1,0)(z) +

γ

λ+ γ + ζ
N̂(n,1)(z)

+
ζ

λ+ γ + ζ

(
n∑

k=1

qpn−kzn−kN̂(k,0)(z) + pnzn

)
, n ≥ 1, (5.76)

ενώ N̂(0,1)(z) = N̂(0,0)(z) = 1.
Για την (5.75) χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι όταν το σύστημα είναι στην κα-

τάσταση (n, 1), τότε με πιθανότητα λ
λ+µ+η το επόμενο γεγονός είναι άφιξη νέου πε-

λάτη και ο αριθμός των πελατών που χάνονται είναι N(n+1,1), με πιθανότητα µ
λ+µ+η

το επόμενο γεγονός είναι ολοκλήρωση εξυπηρέτησης και ο αριθμός των πελατών
που χάνονται είναι N(n−1,1), ενώ με πιθανότητα η

λ+µ+η το επόμενο γεγονός είναι
άφιξη καταστροφής και ο αριθμός των πελατών που χάνονται είναι n με πιθανότητα
1. Αντίστοιχα για την (5.76) χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι όταν το σύστημα είναι
στην κατάσταση (n, 0), τότε με πιθανότητα λ

λ+γ+ζ το επόμενο γεγονός είναι άφιξη
νέου πελάτη και ο αριθμός των πελατών που χάνονται είναι N(n+1,0), με πιθανότητα
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γ
λ+γ+ζ το επόμενο γεγονός είναι επιστροφή του υπηρέτη και ο αριθμός των πελατών
που χάνονται είναι N(n,1), ενώ με πιθανότητα ζ

λ+γ+ζ το επόμενο γεγονός είναι άφιξη
στιγμής εγκατάλειψης και ο αριθμός των πελατών που εγκαταλείπουν το σύστημα
είναι n− k +N(k,0) με πιθανότητα qpn−k, k = 1, 2, ..., n, και n με πιθανότητα pn.

Ορίζουμε τις ακόλουθες γεννήτριες συναρτήσεις:

G1(z, x) =

∞∑
n=0

N̂(n,1)(z)x
n και G0(z, x) =

∞∑
n=0

N̂(n,0)(z)x
n.

Πολλαπλασιάζοντας την (5.75) με xn και προσθέτοντας για κάθε n ≥ 1, βρίσκουμε

g(x)(G1(z, x)− 1) = µx2 − λxN̂(1,1)(z) +
ηzx2

1− zx
, (5.77)

όπου

g(x) = −µx2 + (λ+ µ+ η)x− λ, (5.78)

ενώ πολλαπλασιάζοντας την (5.76) με xn και προσθέτοντας για κάθε n ≥ 1, βρί-
σκουμε

C(z, x)(G0(z, x)− 1) = γx(1− pzx)(G1(z, x)− 1)

− λx(1− pzx)N̂(1,0)(z) + ζpzx2, (5.79)

όπου

C(z, x) = −pz(λ+ γ + ζ)x2 + (λ+ λpz + γ + ζp)x− λ. (5.80)

Η εξίσωση g(x) = 0, έχει δύο πραγματικές ρίζες, x1 ∈ (0, 1) και x2 ∈ (1,+∞).
Για κάθε σταθερό z με |z| ≤ 1, η εξίσωση C(z, x) = 0, έχει μία μοναδική ρίζα x(z)

στο δίσκο {x : |x| < 1}. Τότε, οι πιθανογεννήτριες N̂(1,1)(z) και N̂(1,0)(z) μπορούν
εύκολα να προσδιοριστούν αντικαθιστώντας το x1 στην (5.77) και το x(z) στην (5.79)
αντίστοιχα. Συνοψίζουμε το βασικό αποτέλεσμα στο παρακάτω θεώρημα 5.5.

Θεώρημα 5.5. Η πιθανογεννήτρια N̂(z) του αριθμού των πελατών που χάνονται
κατά τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας του συστήματος δίνεται ως

N̂(z) =
π(0, 0)

π(0, 0) + π(0, 1)
N̂(1,0)(z) +

π(0, 1)

π(0, 0) + π(0, 1)
N̂(1,1)(z), (5.81)
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όπου

N̂(1,1)(z) =
x1
λ
· µ+ (η − µx1)z

1− x1z
, (5.82)

x1 =
λ+ µ+ η −

√
(λ+ µ+ η)2 − 4λµ

2µ
, (5.83)

και

N̂(1,0)(z) =
γ[µx2(z)(1− zx(z))− λx(z)(1− zx(z))N̂(1,1)(z) + ηzx2(z)]

λ(1− zx(z))[(λ+ µ+ η)x(z)− λ− µx2(z)]

+
ζpzx(z)

λ(1− pzx(z))
, (5.84)

x(z) =
λ+ λpz + γ + ζp−

√
(λ+ λpz + γ + ζp)2 − 4λpz(λ+ γ + ζ)

2pz(λ+ γ + ζ)
.

(5.85)

5.5.3 Η κατανομή του μέγιστου αριθμού πελατών στο σύστημα κατά
τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας

Ο επόμενος στόχος μας είναι να μελετήσουμε την κατανομή του μέγιστου αριθ-
μού πελατών στο σύστημα κατά την περίοδο συνεχούς λειτουργίας του. Για κάθε
αρχική κατάσταση (n, i) του μοντέλου μας, i = 0, 1, n ≥ 0, ορίζουμε M(n,i) να εί-
ναι η τυχαία μεταβλητή που παριστάνει το μέγιστο αριθμό πελατών που βρίσκο-
νται ταυτόχρονα στο σύστημα έως την πρώτη φορά που αυτό θα αδειάσει, δη-
λαδή μέχρι τη στιγμή που η διαδικασία {(L(t), I(t)), t ≥ 0} θα εισέλθει σε κατά-
σταση του συνόλου {(0, 0), (0, 1)}. Για κάθε σταθερό m, παρατηρούμε ότι η πι-
θανότητα τ(n,i)(m) = Pr[M(n,i) ≤ m], m ≥ n, μπορεί να θεωρηθεί ως η πιθα-
νότητα η διαδικασία {(L(t), I(t))}, ξεκινώντας από την κατάσταση (n, i), να φτά-
σει κάποια κατάσταση του συνόλου {(0, 0), (0, 1)} προτού φτάσει το υποσύνολο
{(m+ 1, i) : i = 0, 1}. Συνεπώς, μπορούμε να υπολογίσουμε τις πιθανότητες τ(n,i)(m)

θεωρώντας την τροποποιημένη διαδικασία που προκύπτει από την αρχική όταν με-
τατρέψουμε τις καταστάσεις (0, 0), (0, 1), (m + 1, 0) και (m + 1, 1) σε καταστάσεις
απορρόφησης. Τότε, ο αριθμός τ(n,i)(m) είναι η πιθανότητα η τροποποιημένη δια-
δικασία να απορροφηθεί στο σύνολο {(0, 0), (0, 1)}, δεδομένου ότι η αρχική της κα-
τάσταση είναι η (n, i).
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Χρησιμοποιώντας ξανά τη μέθοδο ανάλυσης του πρώτου βήματος, καταλήγουμε
στο επόμενο σύστημα εξισώσεων για τις πιθανότητες απορρόφησης που χαρακτη-
ρίζουν το σύστημα, για κάθε m = 0, 1, 2, ...:

τ(0,1)(m) = 1, (5.86)

τ(n,1)(m) =
λ

λ+ µ+ η
τ(n+1,1)(m) +

µ

λ+ µ+ η
τ(n−1,1)(m)

+
η

λ+ µ+ η
, 1 ≤ n ≤ m, (5.87)

τ(m+1,1)(m) = 0, (5.88)

τ(0,0)(m) = 1, (5.89)

τ(n,0)(m) =
λ

λ+ γ + ζ
τ(n+1,0)(m) +

γ

λ+ γ + ζ
τ(n,1)(m)

+
ζ

λ+ γ + ζ

(
pn +

n∑
k=1

qpn−kτ(k,0)(m)

)
, 1 ≤ n ≤ m, (5.90)

τ(m+1,0)(m) = 0. (5.91)

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων (5.86)-(5.91), βρίσκουμε τις πιθανότητες
τ(1,0)(m), τ(1,1)(m). Έτσι, ορίζοντας M να είναι ο μέγιστος αριθμός πελατών που
παρατηρούνται ταυτόχρονα στο σύστημα κατά τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς
λειτουργίας του και τ(m) = Pr[M ≤ m], την τιμή της συνάρτησης κατανομής της M
στον ακέραιο m, έχουμε το επόμενο θεώρημα 5.6.

Θεώρημα 5.6. Η συνάρτηση κατανομής του μέγιστου αριθμού πελατών στο σύ-
στημα κατά τη διάρκεια μίας περιόδου συνεχούς λειτουργίας του, δίνεται ως:

τ(m) =
π(0, 0)

π(0, 0) + π(0, 1)
τ(1,0)(m) +

π(0, 1)

π(0, 0) + π(0, 1)
τ(1,1)(m), (5.92)

όπου

τ(1,1)(m) = 1− z2 − z1

zm+1
2 − zm+1

1

, (5.93)
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με τα z1, z2 να υπολογίζονται από τις (5.16), (5.17) αντίστοιχα και

τ(1,0)(m) =
[(1− pη1)Mm(η1)η

m+1
2 − (1− pη2)Mm(η2)η

m+1
1 ] + ζp(η1η

m+1
2 − η2η

m+1
1 )

λ[(1− pη1)η
m+1
2 − (1− pη2)η

m+1
1 ]

,

(5.94)

όπου

η1,2 =
λ+ λp+ γ + ζp∓

√
(λ+ λp+ γ + ζp)2 − 4λp(λ+ γ + ζ)

2p(λ+ γ + ζ)
, (5.95)

και

Mm(z) =


γz
[
1−zm

1−z −
1

zm+1
2 −zm+1

1

(
m
z − z1

1−(z1z)m

1−z1z

)]
, αν z = 1/z2,

γz
[
1−zm

1−z −
1

zm+1
2 −zm+1

1

(
z2

1−(z2z)m

1−z2z
− m

z

)]
, αν z = 1/z1,

γz
[
1−zm

1−z −
1

zm+1
2 −zm+1

1

(
z2

1−(z2z)m

1−z2z
− z1

1−(z1z)m

1−z1z

)]
,αν z ̸= 1

z2
, 1, 1

z1
.

(5.96)

Απόδειξη. Πρώτα θεωρούμε το σύστημα των εξισώσεων (5.86)-(5.88). Παρατη-
ρούμε ότι η εξίσωση (5.87) παίρνει τη μορφή

−λτ(n+1,1)(m) + (λ+ µ+ η)τ(n,1)(m)− µτ(n−1,1)(m) = η, 1 ≤ n ≤ m, (5.97)

δηλαδή αποτελεί μία μη-ομογενή εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές και
οριακές τιμές που προσδιορίζονται από τις (5.86), (5.88). Έχει λοιπόν χαρακτηρι-
στική συνάρτηση

ϕ(z) = −λz2 + (λ+ µ+ η)z − µ,

δηλαδή τη συνάρτηση f(z) της παραγράφου 5.3 και επομένως οι ρίζες της δίνονται
από τις (5.16), (5.17). Η γενική λύση της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης διαφορών
είναι της μορφής:

τhom(n,1)(m) = C1z
n
1 + C2z

n
2 , 0 ≤ n ≤ m+ 1.

Για την εύρεση μίας ειδικής λύσης της μη-ομογενούς δοκιμάζουμε την τ(n,1)(m) = c,
c ∈ ℜ∗. Αντικαθιστώντας στην (5.97) έχουμε c = 1. Επομένως η γενική λύση της
(5.97) παίρνει τη μορφή

τ(n,1)(m) = C1z
n
1 + C2z

n
2 + 1, 0 ≤ n ≤ m+ 1.
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Ο προσδιορισμός των σταθερών C1, C2 θα γίνει κάνοντας χρήση των δύο οριακών
συνθηκών. Έτσι, λύνοντας το σύστηματ(0,1)(m) = 1,

τ(m+1,1)(m) = 0,

υπολογίζουμε τις σταθερές C1 =
1

zm+1
2 −zm+1

1

,

C2 = − 1
zm+1
2 −zm+1

1

,

οπότε οι πιθανότητες τ(n,1)(m) υπολογίζονται από τον τύπο

τ(n,1)(m) = 1− zn2 − zn1
zm+1
2 − zm+1

1

, 0 ≤ n ≤ m+ 1. (5.98)

Θέτοντας n = 1, καταλήγουμε στην (5.93). (Περισσότερες λεπτομέρειες για την επί-
λυση εξισώσεων διαφορών, δες Elaydi (1999)). Εύκολα μπορούμε να επαληθεύ-
σουμε ότι τ(n,1)(m) < 1, καθώς zn2 > zn1 , και z

m+1
2 > zm+1

1 , αφού z2 > 1 > z1, και ότι
τ(n,1)(m) > 0, αφού zm+1

1 < zn1 , και z
m+1
2 > zn2 .

Στη συνέχεια εστιάζουμε στον υπολογισμό των πιθανοτήτων τ(n,0)(m) από το
σύστημα των εξισώσεων (5.89)-(5.91). Για να το πετύχουμε εισάγουμε τη γεννήτρια
συνάρτηση (πολυώνυμο) ∆m(z) των πιθανοτήτων

{
τ(n,0)(m) : 0 ≤ n ≤ m+ 1

}
,

∆m(z) =

m+1∑
n=0

τ(n,0)(m)zn = 1 +

m∑
n=1

τ(n,0)(m)zn.

Πολλαπλασιάζοντας την (5.90) με (λ+ γ+ ζ)zn και προσθέτοντας για κάθε 1 ≤ n ≤
m, βρίσκουμε

(λ+ γ + ζ)(∆m(z)− 1) =
λ

z
(∆m(z)− 1− τ(1,0)(m)z) + γ

m∑
n=1

τ(n,1)(m)zn

+ ζpz
1− (pz)m

1− pz
+

ζq

1− pz

m∑
k=1

τ(k,0)(m)zk[1− (pz)m−k+1].

(5.99)
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Ορίζοντας

Mm(z) = γ

m∑
n=1

τ(n,1)(m)zn, (5.100)

και χρησιμοποιώντας την (5.98) μπορούμε να επαληθεύσουμε εύκολα ότι η (5.96)
ισχύει. Επίσης, μετά από πράξεις βρίσκουμε ότι

m∑
k=1

τ(k,0)(m)zk[1− (pz)m−k+1] = ∆m(z)− 1− (pz)m+1(∆m(p−1)− 1). (5.101)

Θέτοντας d = ∆m(p−1) − 1, αντικαθιστώντας τις (5.100),(5.101) στην (5.99) και
εκτελώντας μερικούς απλούς αλγεβρικούς υπολογισμούς, παίρνουμε

H(z)(∆m(z)− 1) = −λ(1− pz)τ(1,0)(m)z + z(1− pz)Mm(z)

−ζqz(pz)m+1d+ ζpz2[1− (pz)m], (5.102)

όπου

H(z) = −(λ+ γ + ζ)pz2 + (λ+ λp+ γ + ζp)z − λ. (5.103)

Η εξίσωση H(z) = 0 έχει δύο πραγματικές ρίζες η1 και η2 οι οποίες δίνονται από
την (5.95) (ή από την (4.88)). Αντικαθιστώντας τα η1, η2 στην (5.102) και λύνοντας
το σύστημα που προκύπτει με αγνώστους τους τ(1,0)(m) και d, καταλήγουμε στην
(5.94). Η εξίσωση (5.92) ισχύει, δεσμεύοντας ως προς την κατάσταση του υπηρέτη
που βρίσκει ένας πελάτης που φθάνει σε κενό σύστημα και η απόδειξη του θεωρή-
ματος είναι πλήρης.

�



Κεφάλαιο 6

Παράρτημα

Στις ακόλουθες δύο προτάσεις θα αποδείξουμε τις εξισώσεις (2.51) και (2.53).

Πρόταση 1 (Απόδειξη της (2.51)).
Οι συντελεστές Cn1,n2,...,nk

που είναι λύσεις των εξισώσεων

(n1 + 1)Cn1+1,n2,...,nk
= λ

k−n∗∑
i=1

giCn1,n2,...,nk
(n∗ < k), (1)

και

(nj + 1)Cn1,...nj−1,nj+1,nj+1,...,nk
= λgjCn1,n2,...,nk

+ (nj+1 + 1)Cn1,...nj ,nj+1+1,nj+2,...,nk

(n∗ + j < k, 1 ≤ j ≤ k − 1), (2)

δίνονται ως

Cn1,n2,...,nk
=

λn1

n1!

λn2

n2!
· · · λ

nk

nk!

k−1∏
r=0

nr+1∏
l=1

k−(n∗
r−(r+1)l)∑
i=1

gi −
r∑

i=1

gi

C0,0,...,0

((n1, n2, ..., nk) ∈ S). (3)

Απόδειξη. Θα ακολουθήσουμε τα επόμενα βήματα.
-Βήμα 1.
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Από την εξίσωση (1) έχουμε

Cn1,n2,...,nk
=

λ

n1
Cn1−1,n2,...,nk

k−(n∗−1)∑
i=1

gi (n∗ ≤ k, n1 > 0). (4)

Δουλεύοντας με παρόμοιο τρόπο έχουμε

Cn1−1,n2,...,nk
=

λ

n1 − 1
Cn1−2,n2,...,nk

k−(n∗−2)∑
i=1

gi,

διότι τώρα n∗ − 1 < k. Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες εξισώσεις συμπεραίνουμε
ότι

Cn1,n2,...,nk
=

λ2

n1(n1 − 1)
Cn1−2,n2,...,nk

k−(n∗−1)∑
i=1

gi

k−(n∗−2)∑
i=1

gi,

και γενικά

Cn1,n2,...,nk
=

λn1

n1!
C0,n2,...,nk

k−(n∗−1)∑
i=1

gi

k−(n∗−2)∑
i=1

gi · · ·
k−(n∗−n1)∑

i=1

gi (n∗ ≤ k). (5)

-Βήμα 2.
Για j = 1 και n1 = 0, η εξίσωση (2) γίνεται

C1,n2,...,nk
= λg1C0,n2,...,nk

+ (n2 + 1)C0,n2+1,n3,...,nk
,

για κάθε 1+2n2+...+knk < k. Αλλά από την (4), η οποία ισχύει αν 1+2n2+...+knk ≤
k, προκύπτει

C1,n2,...,nk
= λC0,n2,...,nk

k−(2n2+...+knk)∑
i=1

gi.

Από τις δύο τελευταίες εξισώσεις βρίσκουμε

(n2 + 1)C0,n2+1,n3,...,nk
= λC0,n2,...,nk

k−(2n2+...+knk)∑
i=1

gi − g1


= λC0,n2,...,nk

k−(2(n2+1)+...+knk−2)∑
i=1

gi − g1

 ,
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για κάθε 1 + 2n2 + 3n3 + ... + knk < k ή 2(n2 + 1) + 3n3... + knk ≤ k. Από την
παραπάνω εξίσωση συμπεραίνουμε ότι

C0,n2,n3,...,nk
=

λ

n2
C0,n2−1,n3,...,nk

k−(2n2+3n3+...+knk−2)∑
i=1

gi − g1


(2n2 + 3n3 + ...+ knk ≤ k, n2 > 0). (6)

Ομοίως

C0,n2−1,n3,...,nk
=

λ

n2 − 1
C0,n2−2,n3,...,nk

k−(2(n2−1)+3n3+...+knk−2)∑
i=1

gi − g1

 ,

διότι τώρα 2(n2 − 1) + 3n3 + ... + knk < k. Συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις
βρίσκουμε

C0,n2,n3,...,nk
=

λ2

n2(n2 − 1)
C0,n2−2,n3,...,nk

×

k−(2n2+3n3+...+knk−2)∑
i=1

gi − g1

k−(2n2+3n3+...+knk−4)∑
i=1

gi − g1

 ,

και δουλεύοντας με παρόμοιο τρόπο

C0,n2,n3,...,nk
=

λn2

n2!
C0,0,n3,...,nk

k−(n∗
1−2·1)∑

i=1

gi − g1

k−(n∗
1−2·2)∑

i=1

gi − g1

× · · ·
×

k−(n∗
1−2n2)∑
i=1

gi − g1

 , (7)

για κάθε 2n2 + 3n3 + ... + knk ≤ k. Από τις εξισώσεις (5), (7) καταλήγουμε στην
έκφραση

Cn1,n2,n3,...,nk
=

λn1

n1!

λn2

n2!
C0,0,n3,...,nk

k−(n∗−1)∑
i=1

gi

k−(n∗−2)∑
i=1

gi · · ·
k−(n∗−n1)∑

i=1

gi

×
×

k−(n∗
1−2·1)∑

i=1

gi − g1

k−(n∗
1−2·2)∑

i=1

gi − g1

 · · ·
k−(n∗

1−2n2)∑
i=1

gi − g1


(n∗ ≤ k). (8)
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-Βήμα 3.
Υποθέτουμε ότι τα προηγούμενα μπορούν να επαναληφθούν μέχρι το δείκτη j, όπου
j = 1, 2, ..., k − 1. Δηλαδή

C0,...,0,nr,nr+1,...,nk
=

λ

nr
C0,...,0,nr−1,nr+1,...,nk

k−(rnr+...+knk−r)∑
i=1

gi −
r−1∑
i=1

gi


(rnr + ...+ knk ≤ k, nr > 0, r = 1, 2, ..., j), (9)

και

C0,...,0,nr,nr+1,...,nk
=

λnr

nr!
C0,...,0,nr+1,...,nk

k−(n∗
r−1−r)∑
i=1

gi −
r−1∑
i=1

gi

×
×

k−(n∗
r−1−2r)∑
i=1

gi −
r−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

r−1−rnr)∑
i=1

gi −
r−1∑
i=1

gi

 , (10)

για κάθε rnr + ...+ knk ≤ k, r = 1, 2, ..., j. Έτσι οι συντελεστές Cn1,n2,n3,...,nk
παίρ-

νουν τη μορφή

Cn1,n2,...,nk
=

λn1

n1!

λn2

n2!
· · · λ

nj

nj !

k−(n∗−1)∑
i=1

gi

k−(n∗−2)∑
i=1

gi · · ·
k−(n∗−n1)∑

i=1

gi ×

×

k−(n∗
1−2)∑

i=1

gi − g1

k−(n∗
1−2·2)∑

i=1

gi − g1

 · · ·
k−(n∗

1−2n2)∑
i=1

gi − g1

×
×

k−(n∗
2−3)∑

i=1

gi −
2∑

i=1

gi

k−(n∗
2−3·2)∑

i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

2−3n3)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi

×
•
•
•

×

k−(n∗
j−1−j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

k−(n∗
j−1−2j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−1−jnj)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

×
× C0,...,0,nj+1,...,nk

(n∗ ≤ k). (11)
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-Βήμα 4.
Θα αποδείξουμε ότι οι εξισώσεις (9) και (10) του βήματος 3 ισχύουν για το δείκτη
j + 1. Γι’ αυτό το λόγο θα χρησιμοποιήσουμε την (2) για το δείκτη j θέτοντας n1 =

n2 = ..., nj = 0, οπότε

C0,...,0,1,nj+1,...,nk
= λgjC0,...,0,nj+1,...,nk

+ (nj+1 + 1)C0,...,0,nj+1+1,nj+2,...,nk
,

για κάθε j + (j + 1)nj+1 + ... + knk < k. Θέτοντας στην εξίσωση (9) r = j, nj = 1

(την οποία μπορούμε να εφαρμόσουμε αφού j+(j+1)nj+1+ ...+knk ≤ k), έχουμε

C0,...,0,1,nj+1,...,nk
= λC0,...,0,nj+1,...,nk

k−((j+1)nj+1+...+knk)∑
i=1

gi − g1 − g2 − ...− gj−1

 .

Χρησιμοποιώντας τις δύο τελευταίες εξισώσεις βρίσκουμε

(nj+1 + 1)C0,...,0,nj+1+1,nj+2,...,nk
= λC0,...,0,nj+1,...,nk

k−((j+1)nj+1+...+knk)∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi


= λC0,...,0,nj+1,...,nk

k−((j+1)(nj+1+1)+...+knk−(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 ,

για κάθε j+(j+1)nj+1 + ...+ knk < k ή (j+1)(nj+1 +1)+ ...+ knk ≤ k. Έτσι από
την παραπάνω εξίσωση συμπεραίνουμε ότι

C0,...,0,nj+1,...,nk
=

λ

nj+1
C0,...,0,nj+1−1,nj+2,...,nk

k−((j+1)nj+1+...+knk−(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 ,

(12)

για κάθε (j + 1)nj+1 + ... + knk ≤ k και nj+1 > 0. Εργαζόμενοι με όμοιο τρόπο
βρίσκουμε

C0,...,0,nj+1−1,nj+2,...,nk
=

λ

nj+1 − 1
C0,...,0,nj+1−2,nj+2,...,nk

×

×

k−((j+1)nj+1+...+knk−2(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 ,
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διότι τώρα ισχύει (j+1)(nj+1− 1)+ (j+2)nj+2+ ...+ knk < k. Συνδυάζοντας ξανά
τις δύο τελευταίες εξισώσεις βρίσκουμε

C0,...,0,nj+1,...,nk
=

λ2

nj+1(nj+1 − 1)
C0,...,0,nj+1−2,nj+2,...,nk

×

×

k−((j+1)nj+1+...+knk−(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

k−((j+1)nj+1+...+knk−2(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 ,

και επαγωγικά

C0,...,0,nj+1,...,nk
=

λnj+1

nj+1!
C0,...,0,nj+2,...,nk

k−(n∗
j−(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

×
×

k−(n∗
j−2(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−(j+1)nj+1)∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 , (13)

για κάθε (j + 1)nj+1 + ... + knk ≤ k. Έτσι οι εξισώσεις (9), (10) του βήματος 3
αποδείχθηκαν για r = 1, 2, ..., k. Συνεπώς καταλήγουμε στη μορφή των συντελεστών
Cn1,n2,n3,...,nk

,

Cn1,n2,...,nk
=

λn1

n1!

λn2

n2!
· · · λ

nk

nk!

k−(n∗−1)∑
i=1

gi

k−(n∗−2)∑
i=1

gi · · ·
k−(n∗−n1)∑

i=1

gi

×

k−(n∗
1−2)∑

i=1

gi − g1

 k−(n∗
1−2·2)∑

i=1

gi − g1

 · · ·
k−(n∗

1−2n2)∑
i=1

gi − g1


×

k−(n∗
2−3)∑

i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 k−(n∗
2−3·2)∑

i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

2−3n3)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi


•
•
•

×

k−(n∗
k−1−k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 k−(n∗
k−1−2k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

k−1−knk)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi


×C0,0,...,0, (n∗ ≤ k),
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δηλαδή στην εξίσωση (2.51).
�

Πρόταση 2 (Απόδειξη της (2.53)).
Οι συντελεστές Cn1,n2,...,nk

που δίνονται από την (2.51) ικανοποιούν επίσης την εξί-
σωση

(nj + 1)Cn1,...nj−1,nj+1,nj+1,...,nk
= λgjCn1,n2,...,nk

(n∗ + j = k, j = 1, 2, ..., k), (14)

εάν οι πιθανότητες g1, g2, ..., gk ικανοποιούν τη συνθήκη (2.53).
Απόδειξη. Έστω n = (n1, n2, ..., nk) με n1, n2, ..., nk ∈ N0 και n∗ + j = k, όπου
j = 1, 2, ..., k. Παρατηρούμε ότι

Cn1,...,nj−1,nj+1,nj+1,...,nk
=

λ

nj + 1

(
λn1

n1!

λn2

n2!
· · · λ

nk

nk!

)
k−(n∗+j−1)∑

i=1

gi

 k−(n∗+j−2)∑
i=1

gi

· · · k−(n∗+j−n1)∑
i=1

gi


×

k−(n∗
1+j−2)∑
i=1

gi − g1

 k−(n∗
1+j−2·2)∑
i=1

gi − g1

 · · ·
k−(n∗

1+j−2n2)∑
i=1

gi − g1


×

k−(n∗
2+j−3)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 k−(n∗
2+j−3·2)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

2+j−3n3)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi


•
•
•

×

k−(n∗
j−2+j−(j−1))∑

i=1

gi −
j−2∑
i=1

gi

 · · ·

k−(n∗
j−2+j−(j−1)nj−1)∑

i=1

gi −
j−2∑
i=1

gi


×

k−(n∗
j−1+j−j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

 k−(n∗
j−1+j−2j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−1+j−jnj)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi


×

k−(n∗
j−1+j−j(nj+1))∑

i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi


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×

k−(n∗
j−(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 k−(n∗
j−2(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−(j+1)nj+1)∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi


•
•
•

×

k−(n∗
k−1−k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 k−(n∗
k−1−2k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

k−1−knk)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi


×C0,0,...,0.

Αντικαθιστώντας τους εμφανιζόμενους συντελεστές στην (14) βρίσκουμε

λ

(
λn1

n1!

λn2

n2!
· · · λ

nk

nk!

)
×

k−(n∗+j−1)∑
i=1

gi

k−(n∗+j−2)∑
i=1

gi · · ·
k−(n∗+j−n1)∑

i=1

gi

×

k−(n∗
1+j−2)∑
i=1

gi − g1

 k−(n∗
1+j−2·2)∑
i=1

gi − g1

 · · ·
k−(n∗

1+j−2n2)∑
i=1

gi − g1


×

k−(n∗
2+j−3)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 k−(n∗
2+j−3·2)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

2+j−3n3)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi


•
•
•

×

k−(n∗
j−2+j−(j−1))∑

i=1

gi −
j−2∑
i=1

gi

 k−(n∗
j−2+j−2(j−1))∑

i=1

gi −
j−2∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−2+j−(j−1)nj−1)∑
i=1

gi −
j−2∑
i=1

gi


×

k−(n∗
j−1+j−j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

 k−(n∗
j−1+j−2j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−1+j−jnj)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi


×

k−(n∗
j−1+j−j(nj+1))∑

i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi


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×

k−(n∗
j−(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 k−(n∗
j−2(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−(j+1)nj+1)∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi


•
•
•

×

k−(n∗
k−1−k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 k−(n∗
k−1−2k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

k−1−knk)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi


×C0,0,...,0

= λgj

(
λn1

n1!

λn2

n2!
· · · λ

nk

nk!

)
×

k−(n∗−1)∑
i=1

gi

k−(n∗−2)∑
i=1

gi · · ·
k−(n∗−n1)∑

i=1

gi

×

k−(n∗
1−2)∑

i=1

gi − g1

 k−(n∗
1−2·2)∑

i=1

gi − g1

 · · ·
k−(n∗

1−2n2)∑
i=1

gi − g1


×

k−(n∗
2−3)∑

i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 k−(n∗
2−3·2)∑

i=1

gi −
2∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

2−3n3)∑
i=1

gi −
2∑

i=1

gi


•
•
•

×

k−(n∗
j−2−(j−1))∑
i=1

gi −
j−2∑
i=1

gi

 · · ·

k−(n∗
j−2−(j−1)nj−1)∑

i=1

gi −
j−2∑
i=1

gi


×

k−(n∗
j−1−j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

 k−(n∗
j−1−2j)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−1−jnj)∑
i=1

gi −
j−1∑
i=1

gi


×

k−(n∗
j−(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 k−(n∗
j−2(j+1))∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

j−(j+1)nj+1)∑
i=1

gi −
j∑

i=1

gi


•
•
•

×

k−(n∗
k−1−k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 k−(n∗
k−1−2k)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi

 · · ·
k−(n∗

k−1−knk)∑
i=1

gi −
k−1∑
i=1

gi


×C0,0,...,0.
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Απλοποιώντας τους κοινούς όρους των παραπάνω γινομένων καταλήγουμε στη
συνθήκη (2.53).

�
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