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1 Eισαή
Σε αυτήν την ερασία α μεετήσουμε αριμητικές μεόδους ια νόμους
διατήρησης υπεροικού τύπου σε μία διάσταση.
Στο δεύτερο κεφάαιο α μεετήσουμε την μέοδο Upwind ια την ραμμική
εξίσση μεταφοράς

ut + cux = 0.

Αρικά κάνοντας μία εισαή α μεετήσουμε την εξίσση μεταφοράς ια
περιοδικές και ια αρικές-συνοριακές συνήκες.Στη συνέεια α διατυπώσου-
με την μέοδο Upwind ια την εξίσση μεταφοράς και α εξετάσουμε την
ευστάεια και την τάξη σύκισης αυτής πρώτα στην περίπτση τν περιοδικών
συνηκών και ακοούς στην περίπτση τν αρικών-συνοριακών συνηκών.
Στο τέος του κεφααίου α δώσουμε κάποια αριμητικά παραδείματα μεετώ-
ντας πειραματικά τα σφάματα της μεόδου,την τάξη σύκισης αυτής καώς
επίσης και τα σφάματα πάτους και φάσης.

Στο τρίτο κεφάαιο α μεετήσουμε την μέοδο Lax-Wendroff ια την
εξίσση μεταφοράς.Συκεκριμένα α διατυπώσουμε την μέοδο Lax-Wendroff
ια περιοδικές συνήκες και α εξετάσουμε την ευστάεια και την τάξη σύκι-
σης αυτής.Στην συνέεια α περιράψουμε την μέοδο Lax-Wendroff ια
αρικές-συνοριακές συνήκες διατυπώνοντας την μαζί με μία τενητή συνορια-
κή συνήκη ενώ ακοούς α εξετάσουμε την ευστάεια της μεόδου σε
αυτήν την περίπτση.Στο τέος του κεφααίου α παρουσιάσουμε μερικά
αριμητικά παραδείματα εξετάζοντας αριμητικά τα σφάματα και την τάξη
σύκισης.Στην περίπτση τν αρικών-συνοριακν συνηκών α εξετάσουμε
την τάξη σύκισης ια διάφορες τενητές συνοριακές συνήκες.

Στο τέταρτο κεφάαιο α μεετήσουμε αριμητικές μεόδους ια την επίυση
του προήματος του αμτού νόμου διατήρησης

ut + F (u)x = 0

σε μία διάσταση.
Στο πρώτο μέρος του κεφααίου αναφερόμαστε εν συντομία σε ασικούς
ορισμούς και ερήματα όπς ο ορισμός της ασενούς ύσης του νόμου
διατήρησης,το εώρημα της συνήκης Rankine-Hugoniot και το εώρημα Lax-
Wendroff.Στο δεύτερο μέρος του κεφααίου α εξετάσουμε τις αριμητικές
μεόδους Upwind,Lax-Wendroff καώς και Godunov δείνοντας επιπρόσετα
ια κάε μία από αυτές αριμητικά παραδείματα.
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Στο πέμπτο κεφάαιο α μεετήσουμε αριμητικές μεόδους ια τις εξισώσεις
ρηών υδάτν σε μία διάσταση με σταερό πυμένα.Θα εφαρμόσουμε τις
μεόδους αρικά στη μορφή του συστήματος ρηών υδάτν με μεταητές
την απόκιση της εεύερης επιφάνειας από την στάμη ηρεμίας και την
ταύτητα και εν συνεεία στην μορφή με μεταητές το ύψος της στάμης
από τον πυμένα και την ορμή.Η πρώτη μέοδος που α μεετήσουμε είναι
η Lax-Wendroff ια την οποία και α παρουσιάσουμε ορισμένα αριμητικά
παραδείματα.Η δεύτερη μέοδος που α δούμε είναι η μέοδος Godunov.Aφού
περιράψουμε την μέοδο α μεετήσουμε την πρακτική της υοποίηση μέσ
του επιυτή Riemann του Roe,με την ρήση του οποίου α παρουσιάσουμε
αριμητικά πειράματα.
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2 HMέοδος Upwind ια την ΕξίσσηΜεταφοράς
2.1 Νόμοι Διατήρησης
H Μ.Δ.Ε. πρώτης τάξης της μορφής

ut + F (u)x = 0, x ∈ R, t > 0 (2.1.1)
όπου F και u αρκετά ομαές συναρτήσεις,ονομάζεται νόμος διατήρησης ια
τον εξής όο.Οοκηρώνοντας την εξίσση (2.2.1) από το x = a ές το
x = b έουμε

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx+

∫ b

a

F (u)xdx = 0

και από το εμειώδες εώρημα του οοκηρτικού οισμού παίρνουμε

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = F (u(a, t))− F (u(b, t)). (2.1.2)

Εάν u είναι μία φυσική ποσότητα ανά μονάδα μήκους τότε το αριστερό μέος
της (21.2),παριστάνει το ρυμό μεταοής αυτής της ποσότητας ς προς
τον ρόνο t στο διάστημα [a, b].Eπιπέον αν η F παριστάνει την συνάρτηση
ροής, δηαδη το ποσό της u το οποίο διέρεται από το σημείο x ανά μονάδα
ρόνου,τότε τεικά η εξίσση (2.1.2) μας δηώνει ότι ο ρυμός μεταοής της
συνοικής ποσότητας u στο [a, b] είναι ίσος με την συνάρτηση ροής στο σημείο
a μείον την ροή στο σημείο b.Mε άα όια φτάνουμε στο συμπέρασμα ότι
η (2.1.2) και κατ'επέκταση η (2.1.1) αποτεεί μία έκφραση διατήρησης της
ποσότητας u.

2.2 Εξίσση Μεταφοράς
Ειδικότερα στην περίπτση που έσουμε F (u) = cu όπου c σταερά τότε
αμάνουμε την εξίσση μεταφοράς σε μία διάσταση

ut + cux = 0, x ∈ R, t > 0. (2.2.1)
Για την επίυση της εξίσσης (2.2.1) ρειάζεται να εραστούμε ς ακοούς.
H oικοένεια καμπυών x(t) = ct + ξ όπου ξ σταερά παίζει έναν ιδιαίτερο
ρόο στο πρόημα.Εάν κατά μήκος αυτών τν καμπυών υποοίσουμε την
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παράο κατά κατεύυνση του u έουμε

du

dt
(x(t), t) = ux(x(t), t)

dx

dt
+ ut(x(t), t) = (αφου dx

dt
= c)

= ux(x(t), t)c+ ut(x(t), t) = 0 από την (2.2.1)

Ερόμαστε στο συμπέρασμα ότι η u είναι σταερή κατά μήκος τν ευειών
x(t) = ct+ξ οι οποίες αποτεούν την οικογένεια των χαρακτηριστικών καμπυλών.Έοντας
τα παραπάν κατά νου, υποοίζουμε αν x = x(t) = ct+ ξ

u(x, t) = u(x(t), t) = u(x(0), 0) = u(ξ, 0) = u(x− ct, 0).

Εάν επιάουμε την αρική συνήκη

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R (2.2.2)

τότε η ύση του προήματος (2.2.1) με αρική συνήκη την (2.2.2) είναι η

u(x, t) = ϕ(x− ct). (2.2.3)

Γίνεται τώρα αντιηπτό ιατί η (2.2.1) ονομάζεται εξίσση μεταφοράς.Η ύση
(2.2.3) είναι η αρική συνήκη η οποία διαδίδεται ρίς ααή σήματος κατά
μήκος τν αρακτηριστικών καμπυών με ταύτητα c όπς φαίνεται και στο
παρα-κάτ σήμα.

Σήμα 1: Χαρακτηριστικές καμπύες (c > 0)



Εξίσωση Μεταφοράς 7

2.2.1 Περιοδικές Αρικές συνήκες
Στην περίπτση που οι αρικές συνήκες είναι περιοδικές τότε μπορούμε να
εξαάουμε ορισμένα ενδιαφέροντα συμπεράσματα.Χρίς άη της ενικότη-
τας,α ερούμε 1-περιοδικές αρικές συνήκες .Διατυπώνουμε οιπόν το
πρόημα αρικών τιμών της (2.2.1) με περιοδική αρική συνήκη ια c ∈ R{

ut + cux = 0 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = ϕ(x)
(2.2.4)

όπου ϕ(x, t) 1-περιοδική ια σταερό t και x ∈ R. Aρικά αναφέρουμε ότι η
ύση ενός τέτοιου προήματος αρικών τιμών α είναι ια σταερό t επίσης
1-περιοδική αφού α έουμε

u(x, t) = ϕ(x− ct) .

Επιπέον αν ϕ ∈ Cκ τότε α ισύει

∂jxu ∈ C, 0 ≤ j ≤ κ,

∂jtu ∈ C, 0 ≤ j ≤ κ.
(2.2.5)

Υπενυμίζουμε σε αυτό το σημείο ότι αφού η ϕ είναι περιοδική τότε

∂jxϕ περιοδική ια 0 ≤ j ≤ κ. (2.2.6)

Στην συνέεια κάνουμε μία εκτίμηση ια το maximum της ύσης, ρησιμοποιώντας
τα προηούμενα. Παρατηρούμε ότι αρκεί να ρούμε το maximum στο διάστημα
[0, 1] αφού η u(., t) είναι 1-περιοδική ια σταερό t όπς ειπώηκε πιο πάν

max
0≤x≤1

|u(x, t)| = max
ct≤y≤ct+1

|u(y, t)| = max
ct≤y≤ct+1

|ϕ(y − ct)| = max
0≤z≤1

|ϕ(z)| .

Ακοουώντας τον ίδιο συοισμό στη συνέεια και ό τν (2.2.5) -
(2.2.6) μπορούμε να κάνουμε μία εκτίμηση τν maximum τν παραών
της ύσης u

max
0≤x≤1

∣∣∂jxu(x, t)∣∣ = max
0≤x≤1

∣∣ϕ(j)(x)
∣∣

max
0≤x≤1

∣∣∂jtu(x, t)∣∣ = |c|j max
0≤x≤1

∣∣ϕ(j)(x)
∣∣

ια ϕ ∈ Cκ,0 ≤ j ≤ κ.
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Για την νόρμα L2 της ύσης στο διάστημα [0, 1] έουμε

∥u(., t)∥2L2(0,1) =

∫ 1

0

u2(x, t)dx =

∫ ct+1

ct

u2(y, t)dy =

∫ ct+1

ct

ϕ2(y − ct)dy

=

∫ 1

0

ϕ2(z)dz = ∥ϕ∥2L2(0,1) ⇒ ∥u(x, t)∥L2(0,1) = ∥ϕ∥L2(0,1)

ια κάε t > 0.
Ακοουώντας τον ίδιο συοισμό και ό της (2.2.5) παίρνουμε

∥∂jxu(x, t)∥L2(0,1) = ∥ϕ(j)∥L2(0,1), 0 ≤ j ≤ κ,

ια ϕ ∈ Cκ.

2.2.2 Aρικές συνήκες-Συνοριακές συνήκες
Συνείζοντας τη μεέτη ια την ύση προημάτν αρικών τιμών της εξίσσης
μεταφοράς,ερόμαστε στο ερώτημα ια το τι αάζει όταν το ρίο στο οποίο
διατυπώνουμε το πρόημα είναι φραμένο.Η απάντηση ια την περίπτση
αυτή είναι ότι α ρειαστεί να εισαάουμε στο πρόημα συνοριακές τιμές.

Διατυπώνουμε οιπόν το πρόημα,ρίς άη της ενικότητας στο
διάστημα [0, 1],ς εξής

ut + cux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, t) = g(t), t ≥ 0,

(2.2.7)

ια c > 0 .
Οι αρακτηρηστικές καμπύες του προήματος φαίνονται στην παρακάτ
εικόνα

Σήμα 2: Χαρακτηριστικές καμπύες ια 0 ≤ x ≤ 1 και c > 0
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Επιάουμε οιπόν συνοριακές τιμές στο σύνορο x = 0, οι οποίες διαδίδoνται
κατά μήκος τν αρακτηριστικών καμπυών που τέμνουν τον άξονα τν
t.Επιπέ-ον παρατηρούμε,ότι είναι ανακαίο να μην επιάουμε συνοριακές
συνήκες στο σύνορο x = 1.

Αντίστοια ια c < 0 το παρακάτ πρόημα είναι καώς τοποετημένο:

ut + cux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t > 0,

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(1, t) = g(t), t > 0,

(2.2.8)

Σήμα 3: Χαρακτηριστικές καμπύες ια 0 ≤ x ≤ 1 και c < 0

δίνοντας με άα όια συνοριακές τιμές μόνο στο σύνορο x = 1. Για το
πρόημα (2.2.7) όταν ct ≤ x ≤ 1 (ερώντας δηαδή τις αρακτηριστικές οι
οποίες τέμνουν τον άξονα τν x στο [0, 1]) η ύση του με αρικές συνήκες
u(x, 0) = f(x) είναι

u(x, t) = f(x− ct).

Στην περίπτση όμς όπου 0 ≤ x ≤ ct τα πράματα είναι διαφορετικά.
Οι αρακτηριστικές καμπύες , ια τις οποίες ισύει x ≤ ct, τέμνουν τον
άξονα τν t ια t ≥ 0 και όι τον άξονα τν x στο [0, 1] (εκτός από την
οριακή περίπτση x = ct όπου η αρακτηριστική συναντά την αρή τν
αξόνν).Εραζόμαστε οιπόν ια την εύρεση ύσης ς εξής

ια x = 0, t = t0

x = ct+ ξ ⇒ ξ = −ct0
άρα οι αρακτηριστικές αυτές έουν τον τύπο
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x = ct− ct0.

Λύνοντας ς προς t0 έουμε

t0 = t− x

c

oπότε η ύση του προήματος ίνεται

u(x, t) = u(x(t), t) = u(0, t0) = g(t0) = g
(
t− x

c

)
.

Tεικά η ύση του προήματος (2.2.7) είναι

u(x, t) =

 f(x− ct), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ x

c

g
(
t− x

c

)
, 0 ≤ x ≤ 1 , t >

x

c

ενώ ια το πρόημα (2.2.8) υοποιώντας την ίδια διαδικασία με την διαφορά
ότι οι συνοριακές τιμές δίνονται στο σύνορο x = 1 παίρνουμε

u(x, t) =


f(x− ct), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ x− 1

c

g

(
t+

1− x

c

)
, 0 ≤ x ≤ 1, t >

x− 1

c
.

Γίνεται όμς φανερό από τα παραπάν ότι ρειαζόμαστε συνέεια στην διαριστι-
κή αρακτηριστική x = ct ια κάε ένα από τα προήματα (2.2.7) και
(2.2.8) έτσι ώστε η ύση να ορίζεται μονοσήμαντα και να είναι συνεής. Θα
εραστούμε μόνο ια το πρόημα (2.2.7) καώς ια το πρόημα (2.2.8)
εραζόμαστε αντίστοια με τον ίδιο τρόπο ια την αρακτηριστική x = ct +
1 (c < 0).Eπομένς, ια το (2.2.7) είναι ανακαίο να ισύει

lim
x→0

u(x, 0) = lim
t→0

u(0, t) ⇒ lim
x→0

f(x) = lim
t→0

g(t) ⇒ f(0) = g(0).

H ισότητα αυτή είναι νστή ς συνθήκη συμβιβαστού.Παράηα όμς ρειαζόμα-
στε ια κασσικές ύσεις του (2.2.7) και οι μερικές παράοι ∂xu και ∂tu να
είναι συνεείς στην ίδια αρακτηριστική.Για να είναι δυνατό αυτό όμς,είναι
απαραίτητο κατ'αράς να ισύει f ∈ C1καώς και g ∈ C1.Κατά δεύτερον
ερώντας πρώτα την ∂xu έουμε

lim
x→ct+

∂xu(x, t) = lim
x→ct−

∂xu(x, t) ⇒ −1

c
g′(0) = f ′(0) ⇒

⇒ f ′(0) +
1

c
g′(0) = 0.

(2.2.9)
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Xρειαζόμαστε οιπόν μαζί με την συνήκη συμιαστού και την (2.2.9).
Παρατηρούμε επιπέον ότι ια την συνέεια της ∂tu

lim
x→ct+

∂tu(x, t) = lim
x→ct−

∂tu(x, t) ⇒ g′(0) = −cf ′(0) ⇒

⇒ f ′(0) +
1

c
g′(0) = 0.

αρκεί πάι να ισύει η ισότητα (2.2.9).

2.3 Η Μέοδος Upwind
Σε αυτήν την ενότητα α πραματοποιήσουμε την μεέτη της μεόδου πεπερασμέ-
νν διαφορών Upwind,μέσ της οποίας έουμε τη δυνατότητα να ύσουμε
αριμητικά το πρόημα αρικών και συνοριακών τιμών της εξίσσης μεταφοράς.

Ξεκινώντας α ερήσουμε δύο ομοιόμορφους διαμερισμούς έναν ια τον
άξονα x και έναν ια τον άξονα t στα διαστήματα [0, 1] και [0, T ] αντίστοια
ς εξής

xj = jh όπου h =
1

J
= ∆x = (xj+1 − xj) ια j = 0, . . . , J

tn = nk όπου k =
T

M
= ∆t = (tn+1 − tn) ια n = 0, . . . ,M

με J,M το πήος τν υποδιαστημάτν.
Έοντας υπ'όψιν μας την εξίσση (2.2.1) και c > 0 α προσείσουμε τις
παραώους ∂xu και ∂tu με αναπτύματα Taylor έτσι ώστε να καταήξουμε
στη μέοδο Upwind.Για j = 1, . . . , J και με h μικρό, το προς τα πίσ ανάπτυ-
μα Taylor της u κοντά στο xj ια σταερό t είναι

u(xj − h, t) = u(xj, t)− hux(xj, t) +O(h2) ⇒

ux(xj, t) ≃
u(xj, t)− u(xj − h, t)

h
=
u(xj, t)− u(xj−1, t)

h
.

(2.3.1)

Αντίστοια ια n = 1, . . . ,M − 1 με n μικρό το προς τα εμπρός ανάπτυμα
Taylor της u κοντά στο tn ια σταερό x είναι

u(x, tn + k) = u(x, tn) + kut(x, t
n) +O(k2) ⇒

ut(x, t
n) ≃ u(x, tn + k)− u(x, tn)

k
=
u(x, tn+1)− u(x, tn)

k
.

(2.3.2)

Από τις (2.2.1),(2.3.1) και (2.3.2) παίρνουμε
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u(xj, t
n+1)− u(xj, t

n)

k
+ c

u(xj, t
n)− u(xj−1, t

n)

h
≃ 0

Συνείζοντας αντικαιστώντας τις ακριείς τιμές με προσείσεις

u(xj, t
n) ≃ Un

j

καταήουμε στη μέοδο upwind ια c > 0

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j − Un

j−1

h
= 0 με 1 ≤ j ≤ J, 0 ≤ n ≤M − 1.

Η σέση αυτή μπορεί ύστερα από πράξεις μπορεί να πάρει τη μορφή

Un+1
j = (1− r)Un

j + rUn
j−1

όπου r =
ck

h
, ο εόμενος αριμός του Courant.

(2.3.3)

Στο πρώτο ήμα υοποίησης της μεόδου ια n = 0 εισάουμε την αρική
συνήκη του προήματος ς ακοούς

U0
j = ϕ(xj) ια j = 0, . . . , , J.

Σε κάε ήμα υοποίησης της μεόδου η άνστη προσέιση είναι η Un+1
j η

οποία και ια να υποοιστεί ίνεται η ρήση(από τη μέοδο) τν προσεί-
σεν Un

j και Un
j−1, οι οποίες υποοίζονται σε προηούμενο ήμα της μεό-

δου.
Για ένα τυαίο σημείο (xj, t

n+1) η προσέιση Un+1
j εξαρτάται από τις τιμές

στους κόμους που ρίσκονται μέσα στο τρίνο με κορυφές (xj, tn+1), (xj, 0)
και (xj−n−1, 0).Ως παράδειμα παραέτουμε το ακόουο σήμα ερώντας
j = 4 και n = 2

Σήμα 4: Χρίο εξάρτησης

Tο τρίνο αυτό ονομάζεται χωρίο εξάρτησης της προσέισης Un+1
j ενός

συκεκριμένου προήματος.
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2.3.1 Συνήκη CFL
Η αρακτηριστική καμπύη ενός προήματος η οποία διέρεται από το

σημείο (xj, t
n+1),είναι απαραίτητο να ρίσκεται εντός του ρίου εξάρτησης.

Για να εξηήσουμε το όο της ύπαρξης αυτoύ του περιορισμού ας υποέ-
σουμε ότι πραματοποιούμε μία 'μικρή' μεταοή στην τιμή της u στο σημείο
που η αρακτηριστική τέμνει τον άξονα τν x ενώ η τεευταία δε ρίσκεται
εντός του ρίου εξάρτησης. Σε αυτήν την περίπτση η μέοδος upwind δε
α μπορέσει ποτέ να καταράψει την καινούρια πηροφορία.Η τιμή της u στο
σημείο (xj, t

n+1) α αάξει αά της προσειστικής ύσης όι.Επομένς η
μέοδος ενικά α είναι ασταής.

Για να εξασφαίσουμε ότι οι αρακτηριστικές α ρίσκονται εντός του
ρίου εξάρτησης α πρέπει να ισύει

r = c
k

h
≤ 1 ια c > 0.

Η ανισότητα αυτή ονομάζεται συνθήκη Courant-Friedrichs-Lewy ή αιώς εν
συντομία συνήκη CFL.

2.3.2 Mέοδος Upwind ια c<0 και η ενική μορφή της
συνήκης CFL

Προκύπτει όμς το ερώτημα ια το τι α αάζει από τα παραπάν όταν ο
συντεεστής της παραώου ∂xu της εξίσσης (2.2.1) c είναι αρνητικός,δεδομέ-
νου επίσης του εονότος ότι η συνήκη CFL δεν είναι ικανή σε αυτήν την
περίπτση να εξασφαίσει ότι οι αρακτηριστικές α ρίσκονται εντός του
ρίου εξάρτησης.
Eίναι ανακαίο οιπόν ια αυτήν την περίπτση,να προσείσουμε την

παράο ∂xu με προς τα εμπρός ανάπτυμα Taylor και άρα α έουμε

u(xj + h, t) = u(xj, t) +
1

h
ux(xj, t) +O(h2) ⇒

ux(xj, t) ≃
u(xj + h, t)− u(xj, t)

h
=
u(xj+1, t)− u(xj, t)

h
.

Με αυτόν τον τρόπο η μέοδος upwind ια (c < 0) α είναι η

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j+1 − Un

j

h
= 0

ια j = 0, . . . , J − 1 και n = 0, . . . ,M − 1.
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Επιπρόσετα το ρίο εξάρτησης ια ένα τυαίο σημείο (xj, t
n+1) α είναι

το ρίο που κατααμάνει το τρίνο με κορυφές (xj, t
n+1), (xj, t0) και

(xj+n+1, t0).Άρα τεικά ερόμαστε στο συμπέρασμα ότι η ενική μορφή της
συνήκης CFL είναι η

r = |c|k
h
≤ 1.

2.3.3 Διατύπση της μεόδου Upwind ια Περιοδικές Αρι-
κές συνήκες

Όταν οι αρική συνήκη του προήματος f είναι 1-περιοδική τότε η μέοδος
Upwind υοποιείται (π.. ια c > 0) στο πρώτο ήμα ια j = 0, . . . , J

U0
j = f(xj) (2.3.4a)

και ια n = 0, . . . ,M − 1

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j − Un

j−1

h
= 0 (2.3.4b)

ια j = 0, . . . , J με
Un
−1 = Un

J−1. (2.3.4c)

2.3.4 Διατύπση της μεόδου Upwind ια Αρικές συνήκες-
Συνοριακές συνήκες

Όταν το πρόημα είναι διατυπμένο σε πεπερασμένο ρίο και υπάρει
συνοριακή συνήκη g η μέοδος Upwind υοποιείται (π.. c > 0) στο πρώτο
ήμα ια j = 0, . . . , J

U0
j = f(xj) (2.3.5a)

και ια n = 0, . . . ,M − 1

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j − Un

j−1

h
= 0 (2.3.5b)

ια j = 1, . . . , J με
Un+1
0 = g(tn+1). (2.3.5c)

2.4 Σύκιση της μεόδου Upwind στην l2 νόρμα
Συνείζοντας,α αποδείξουμε τη σύκιση της μεόδου Upwind στην ακριή
ύση του προήματος (2.2.1) με περιοδικές αρικές συνήκες αά και με
αρικές-συνοριακές συνήκες στην l2 διακριτή νόρμα.Για να το πετύουμε
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όμς αυτό α πρέπει πρώτα να δείξουμε ότι η μέοδος Upwind είναι ευσταής
και συνεπής. Θα δείξουμε σύκιση ια την περίπτση όπου c > 0.

2.4.1 Σύκιση σε προήματα με Περιοδικές Αρικές
συνήκες

Για τα προήματα με περιοδικές αρικές συνήκες έουμε ότι η l2 διακριτή
νόρμα δίνεται από

∥Un∥h =

(
h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2

) 1
2

.

Ευστάεια της μεόδου Upwind με Περιοδικές Αρικές
συνήκες
Θεώρημα 2.1. 'Εστ Un

j η προσειστική ύση που αμάνουμε από τις
(2.3.4a)− (2.3.4c) ια το πρόημα (2.2.4) .Aν r ≤ 1 τότε ισύει

∥Un∥h ≤ ∥U0∥h ια n = 0, . . . ,M. (2.4.1)
Απόδειξη
Για 0 ≤ j ≤ J − 1 έουμε
Un+1
j = (1− r)Un

j + rUn
j−1 ⇒ (Un+1

j )2 =
(
(1− r)Un

j + rUn
j−1

)2 ⇒
(Un+1

j )2 = (1− r)2(Un
j )

2 + r2(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rUn
j U

n
j−1.

Ποαπασιάζ με h και αροίζ ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1, και έ

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 = (1− r)2h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 + r2h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rh
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1.

Aπό την ανισότητα Cauchy − Schwarz, την υπόεση ότι

r ≤ 1 και το εονός ότι h
J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 = ∥Un∥2h ό της (2.3.4c), έουμε

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + 2(1− r)rh

(
J−1∑
j=0

(Un
j )

2

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2

) 1
2

⇒

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + 2(1− r)r∥Un∥2h ⇒
∥Un+1∥2h ≤

(
(1− r)2 + r2 + 2(1− r)r

)
∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤
(
1− 2r + r2 + r2 + 2r − 2r2

)
∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ∥Un∥2h ⇒ ∥Un+1∥h ≤ ∥Un∥h,
από όπου η (2.4.1) προκύπτει επαικά.
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□
Παρατήρηση 1. Αν r = 1 τότε η (2.4.1) ισύει σαν ισότητα.
Συνέπεια της μεόδου Upwind με Περιοδικές Αρικές
συνήκες
Θεώρημα 2.2. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η προσειστική ύση που
αμάνουμε από τις (2.3.4a) − (2.3.4c). Άν τnj είναι το τοπικό σφάμα στο
σημείο (xj, t

n) που ορίζεται ς

τnj = τ(xj, t
n) := u(xj, t

n+1)− [(1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n)],

τότε ισύει

∥τn∥h ≤ 1

2
C1(u)k(k + ch)

όπου C1(u) = max(c2, 1)max
x,t∈D

|∂2xu|.
(2.4.2)

Απόδειξη

Σταεροποιούμε j και n και στη συνέεια aναπτύσουμε σε σειρές Taylor τα
u(xj, t

n+1) και u(xj−1, t
n) ς προς (xj, t

n).Έουμε

u(xj, t
n+1) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )

με tn ≤ θnj ≤ tn+1

u(xj−1, t
n) = u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n)

με xj−1 ≤ ϕn
j ≤ xj.

Άρα έουμε

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− [(1− r)u(xj, t
n) + r(u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n))] ⇒

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− u(xj, t
n) + ru(xj, t

n)− ru(xj, t
n) + rhux(xj, t

n)− r
h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

τ(xj, t
n) = k(ut(xj, t

n) + cux(xj, t
n)) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n)
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Aπό την εξίσση (2.2.1) παίρνουμε

τ(xj, t
n) =

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

τ(xj, t
n) =

1

2
k
(
k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n)
)
⇒

|τ(xj, tn)| = |1
2
k(k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n))| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤ |1
2
k(k∂2t u(xj, θ

n
j )|+ |ch∂2xu(µn

j , t
n))|.

Όμς από την (2.2.1) έουμε

ut = −cux

και παραίζοντας ς προς t έουμε

∂2t u = −cuxt = −cutx = −c(−cux)x = c2∂2xu⇒

∂2t u = c2∂2xu. (2.4.3)
Tεικά παίρνουμε

|τ(xj, tn)| ≤ |1
2
k(kc2∂2xu(xj, θ

n
j )|+ |ch∂2xu(µn

j , t
n))| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
1

2
kC1(u)(k + ch)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1, και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h
J−1∑
j=0

(τ(xj, t
n))2 ≤ h

J−1∑
j=0

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤ h

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2 J−1∑
j=0

1 ⇒

∥τn∥2h ≤ Jh

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤
(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch)

□
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Παρατήρηση 2. Αν r = 1 τότε τnj = 0 εφόσον τnj = u(xj, t
n+1) −

u(xj−1, t
n) = 0 ό του εονότος ότι η u είναι σταερή πάν στις αρακτηριστικές

καμπύες .

Σύκιση της μεόδου upwind με Περιοδικές Αρικές
συνήκες

Θεώρημα 2.3. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η προσειστική ύση που
αμάνουμε από τις (2.3.4a)− (2.3.4c).Aν r ≤ 1 τότε ισύει

max
j,n

∥Un − u(xj, t
n)∥h ≤ 1

2
TC1(u)(k + ch)

όπου C1(u) όπς στη (2.4.2).
(2.4.4)

Aπόδειξη

Θέτουμε enj = Un
j − u(xj, t

n) ια το σφάμα της μεόδου upwind στο σημείο
(xj, t

n).Είναι προφανές ότι ισύει e0j = 0 ια j = 0, . . . , J − 1 καώς και
en−1 = enJ−1.

Για 0 ≤ j ≤ J − 1, 0 ≤ n ≤M − 1 έουμε ότι

en+1
j = Un+1

j − u(xj, t
n+1) = (1− r)Un

j + rUn
j−1 − u(xj, t

n+1) =

= (1− r)Un
j + rUn

j−1 − u(xj, t
n+1) + (1− r)u(xj, t

n) + ru(xj−1, t
n)−

− (1− r)u(xj, t
n)− ru(xj−1, t

n) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))−
− (u(xj, t

n+1)− ((1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n))) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))− τ(xj, t
n)

Άρα
en+1
j = (1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t

n)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1,και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε
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h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 = h

J−1∑
j=0

((1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t
n))2 ⇒

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 = (1− r)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + r2h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + h

J−1∑
j=0

(τ(xj, t
n))2+

+2h(1− r)r
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 − 2(1− r)h

J−1∑
j=0

τ(xj, t
n)enj − 2rh

J−1∑
j=0

τ(xj, t
n)enj−1 ⇒

Aπό την ανισότητα Cauchy-Schwarz ,την υπόεση ότι r ≤ 1 (υπόεση ευστάειας)
και το εονός ότι en−1 = enJ−1 έουμε

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ (1− r)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + r2h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + h

J−1∑
j=0

(τ(xj, t
n))2+

+ 2h(1− r)r

(
J−1∑
j=0

(enj )
2

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(enj−1)
2

) 1
2

+

+ 2(1− r)h

(
J−1∑
j=0

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(enj )
2

) 1
2

+

+ 2rh

(
J−1∑
j=0

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

∥en+1∥2h ≤(1− 2r + r2)∥en∥2h + r2∥en∥2h + ∥τn∥2h + 2(1− r)r∥en∥2h+
+ 2(1− r)∥en∥h∥τn∥h + 2r∥en∥h∥τn∥h

∥en+1∥2h ≤∥en∥2h + 2∥en∥h∥τn∥h + ∥τn∥2h = (∥en∥h + ∥τn∥h)2 ⇒
∥en+1∥h ≤∥en∥h + ∥τn∥h

⇒ ∥en+1∥h ≤ ∥en∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch),

όπου στο τέος ρησιμοποιήσαμε την (2.4.2).
Aν n = 0 τότε

∥e1∥h ≤ ∥e0∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥e1∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch)
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Άρα ια n = 1

∥e2∥h ≤ 2
1

2
kC1(u)(k + ch)

Άρα ενικά έουμε

∥en∥h ≤ n
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥en∥h ≤ tn

1

2
C1(u)(k + ch) ⇒

∥en∥h ≤ 1

2
TC1(u)(k + ch). □

Από το προηούμενο εώρημα συμπεραίνουμε ότι

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h → 0 καώς h, k → 0 με r = c
k

h
≤ 1 σταερό,

ό ευστάειας και συνέπειας. Eπίσης ίνεται αντιηπτό ότι η τάξη σύκισης
ς προς τις μεταητές x και t είναι 1.

Παρατήρηση 3. Αν r = 1 τότε η μέοδος Upwind έει μηδενικό σφάμα.

2.4.2 Σύκιση σε προήματα με Αρικές-Συνοριακές
συνήκες

Έστ το πρόημα αρικών συνοριακών τιμών

ut + cux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = g(t), t > 0

(2.4.5)

ια c > 0 και έστ επίσης ότι ισύει η συνήκη συμιαστού ,η (2.2.8) και η
g

′′
(0) = c2f

′′
(0) έτσι ώστε η ύση του (2.4.5) να είναι u ∈ C2([0, 1]× [0, T ]).

Θυμίζουμε σε αυτό το σημείο,ότι η διατύπση της μεόδου Upwind ια το
πρόημα (2.4.5),δίνεται από τις (2.3.5a)−(2.3.5c) ενώ επιπρόσετα ερούμε
ότι η l2 διακριτή νόρμα ια τα προήματα με αρικές-περιοδικές συνήκες
δίνεται από

∥Un∥h =

(
h

J∑
j=1

(Un
j )

2

) 1
2

.
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Ευστάεια της μεόδου upwind με Aρικές-Συνοριακές
συνήκες
Θεώρημα 2.4. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.4.5). Έστ Un

j η ύση τν (2.3.5a)− (2.3.5c) .Aν r ≤ 1 τότε ισύει

∥Un+1∥2h ≤ ∥U0∥2h + ck
n∑

j=0

(g(tj))2 (2.4.6)

Απόδειξη

Un+1
j = (1− r)Un

j + rUn
j−1 ⇒ (Un+1

j )2 =
(
(1− r)Un

j + rUn
j−1

)2 ⇒
(Un+1

j )2 = (1− r)2(Un
j )

2 + r2(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rUn
j U

n
j−1

ποαπασιάζ με h και αροίζ από j = 1, . . . , J και έ
J∑

j=1

h(Un+1
j )2 = (1− r)2h

J∑
j=1

(Un
j )

2+

+ r2h

J∑
j=1

(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rh
J∑

j=1

Un
j U

n
j−1

από την ανισότητα Cauchy − Schwarz και την υπόεση ότι r ≤ 1

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2
(
∥Un∥2h + hg2(tn)

)
+

+ 2(1− r)rh

(
J∑

j=1

(Un
j )

2

) 1
2
(

J∑
j=1

(Un
j−1)

2

) 1
2

≤

≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + r2hg2(tn)+

+ 2(1− r)r

(
h

J∑
j=1

(Un
j )

2

) 1
2
(
h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + hg2(tn)

) 1
2

άρα έουμε
∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + r2hg2(tn)+

+ 2(1− r)r∥Un∥h
(
∥Un∥2h + hg2(tn)

) 1
2 ⇒

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + r2hg2(tn)+

+ (1− r)r
(
∥Un∥22 + ∥Un∥2h + hg2(tn)

)
⇒

∥Un+1∥2h ≤
(
1− 2r + r2 + r2 + 2r − 2r2

)
∥Un∥2h + hrg2(tn) ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ∥Un∥2h + ckg2(tn)

από όπου η (2.4.6) προκύπτει επαικά.
□



Σύγκλιση της μεθόδου Upwind στην l2 νόρμα 22

Συνέπεια της μεόδου Upwind με Aρικές-Συνοριακές
συνήκες
Θεώρημα 2.5. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.4.5) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η ύση τν (2.3.5a) −
(2.3.5c). Αν τnj είναι το τοπικό σφάμα στο σημείο (xj, t

n) που ορίζεται ς

τnj = τ(xj, t
n) = u(xj, t

n+1)− [(1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n)]

τότε ισύει

∥τn∥h ≤ 1

2
C1(u)k(k + ch)

όπου C1(u) = max(c2, 1)max
x,t∈D

|∂2xu|.
(2.4.7)

Απόδειξη
Σταεροποιούμε τα j και n και αναπτύσουμε σε σειρές Taylor τα u(xj, tn+1)
και u(xj−1, t

n)

u(xj, t
n+1) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )

με tn ≤ θnj ≤ tn+1

u(xj−1, t
n) = u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2(µn
j , t

n)
∂2xu(µ

n
j , t

n)

με xj−1 ≤ µn
j ≤ xj

ια j = 1 . . . J και n = 0 . . .M − 1.

Παρατήρηση 4. Το u(xj−1, t
n) ια j = 1 ίνεται u(x0, tn) = u(0, tn) =

= g(tn) = u(xj, t
n)− hux(xj, t

n) + h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n).

Άρα έουμε

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− [(1− r)u(xj, t
n) + r(u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n))] ⇒

⇒ τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− u(xj, t
n) + ru(xj, t

n)− ru(xj, t
n) + rhux(xj, t

n)− r
h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

⇒ τ(xj, t
n) = k(ut(xj, t

n) + cux(xj, t
n)) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n)
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Aπό την εξίσση (2.2.1) παίρνουμε

τ(xj, t
n) =

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

τ(xj, t
n) =

1

2
k
(
k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n)
)
⇒

|τ(xj, tn)| = |1
2
k(k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n))|

(2.4.8)

Όμς από την (2.4.3) α έουμε

|τ(xj, tn)| ≤ |1
2
k(kc2∂2xu(xj, θ

n
j )|+ |ch∂2xu(µn

j , t
n))| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
1

2
kC1(u)(k + ch)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1 και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2 ≤ h

J∑
j=1

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤ h

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2 J∑
j=1

1 ⇒

∥τn∥2h ≤ Jh

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤
(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch).

□

Σύκιση της μεόδου Upwind με Aρικές-Συνοριακές
συνήκες

Θεώρημα 2.6. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.4.5) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η ύση που τις (2.3.5a)-
(2.3.5c).Aν r ≤ 1 τότε ισύει

max
j,n

∥Un − u(xj, t
n)∥h ≤ 1

2
TC1(u)(k + ch)

όπου C1(u)όπς στη (2.4.7).
(2.4.9)
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Aπόδειξη

Θέτουμε enj = Un
j − u(xj, t

n) ια το σφάμα της μεόδου upwind στο σημείο
(xj, t

n).Γνρίζουμε επίσης ότι ισύει e0j = 0 ια j = 1, . . . , J και en0 = 0 ια
n = 0 . . .M − 1.

Έουμε ότι

en+1
j = Un+1

j − u(xj, t
n+1) = (1− r)Un

j + rUn
j−1 − u(xj, t

n+1) =

= (1− r)Un
j + rUn

j−1 − u(xj, t
n+1) + (1− r)u(xj, t

n) + ru(xj−1, t
n)−

− (1− r)u(xj, t
n)− ru(xj−1, t

n) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))−
− (u(xj, t

n+1)− ((1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n))) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))− τ(xj, t
n)

Άρα
en+1
j = (1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t

n)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1, και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h

J∑
j=1

(en+1
j )2 = h

J∑
j=1

((1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t
n))2 ⇒

h
J∑

j=1

(en+1
j )2 = (1− r)2h

J∑
j=1

(enj )
2 + r2h

J∑
j=1

(enj−1)
2 + h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2+

+2h(1− r)r
J∑

j=1

enj e
n
j−1 − 2(1− r)h

J∑
j=1

τ(xj, t
n)enj − 2rh

J∑
j=1

τ(xj, t
n)enj−1

από την ανισότητα Cauchy-Schwarz και την υπόεση ότι r ≤ 1 (υπόεση
ευστάειας) έουμε
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h
J∑

j=1

(en+1
j )2 ≤ (1− r)2h

J∑
j=1

(enj )
2 + r2h

J∑
j=1

(enj−1)
2 + h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2+

+ 2h(1− r)r

(
J∑

j=1

(enj )
2

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

+

+ 2(1− r)h

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj )
2

) 1
2

+

+ 2rh

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

h
J∑

j=1

(en+1
j )2 ≤ (1− r)2h

J∑
j=1

(enj )
2 + r2h

J+1∑
j=1

(enj−1)
2 + h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2+

+ 2h(1− r)r

(
J∑

j=1

(enj )
2

) 1
2
(

J+1∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

+

+ 2(1− r)h

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj )
2

) 1
2

+

+ 2rh

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J+1∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

∥en+1∥2h ≤(1− 2r + r2)∥en∥2 + r2∥en∥2 + ∥τn∥2 + 2(1− r)r∥en∥2+
+ 2(1− r)∥en∥∥τn∥+ 2r∥en∥∥τn∥ ⇒

∥en+1∥2h ≤∥en∥2h + 2∥en∥h∥τn∥h + ∥τn∥2h = (∥en∥h + ∥τn∥h)2 ⇒
∥en+1∥h ≤ (∥en∥h + ∥τn∥h) ⇒

∥en+1∥h ≤ ∥en∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch)

όπου στο τέος ρησιμοποιήσαμε την συνέπεια της μεόδου.
Aν n = 0 τότε

∥e1∥h ≤ ∥e0∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥e1∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch)

Άρα ια n = 1

∥e2∥h ≤ 2
1

2
kC1(u)(k + ch)
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Άρα ενικά έουμε

∥en∥h ≤ n
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥en∥h ≤ tn

1

2
C1(u)(k + ch) ⇒

∥en∥h ≤1

2
TC1(u)(k + ch)

□

Από το προηούμενο εώρημα ερόμαστε στο συμπέρασμα ότι

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h → 0 καώς h, k → 0 με r = c
k

h
≤ 1 σταερό,

ό ευστάειας και συνέπειας. Eπίσης ίνεται αντιηπτό ότι η τάξη σύκισης
ς προς τις μεταητές x και t είναι 1.

Παρατήρηση 5. Αν r = 1 τότε η μέοδος Upwind έει μηδενικό σφάμα.

2.5 Αριμητικά παραδείματα της μεόδου Upwind
Για όα τα αριμητικά παραδείματα αυτής της ερασίας εξετάζουμε τα
σφάματα τν προσειστικών ύσεν καώς και την τάξη σύκισης
στη διακριτή max νόρμα

∥u∥∞ = max
i

|ui|

και στη διακριτή νόρμα l2

∥u∥h =

(
h
∑
i

u2i

) 1
2

.

Tην τάξη σύκισης τν σφαμάτν την υποοίζουμε ς ακοούς.Έστ
ε(N1) και ε(N2) τα σφάματα μίας αριμητικής μεόδου (π. Upwind) ,σε
κάποια από τις δύο παραπάν νόρμες,ια δύο διαδοικές ομοιόμορφες διαμερίσεις
με πήος υποδιαστημάτν N1 και N2 αντίστοια.Έστ επίσης h1 και h2 τα
μήκη τν υποδια-στημάτν τν διαμερίσεν αυτών.Τότε η τάξη ακρίειας της
αριμητικής μεόδου δίνεται από

τάξη ακρίειας ≃
log( ε(N1)

ε(N2)
)

log(h1

h2
)
.

Λάαμε υπ'όψιν το εονός ότι με r = ck
h
σταερό,τότε k = O(h) οπότε το

σφάμα έει φράμα που εξαρτάται μόνο από το h.
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2.5.1 Αριμητικό παράδειμα με Περιοδική Αρική συνήκη
με c > 0

Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση του Π.Α.Τ{

ut + ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = sin2πx, u(0, t) = u(1, t).
(2.5.1)

με την μέοδο Upwind (2.3.4a)-(2.3.4c) ια t = 1 και καώς ο αριμός
Courant τείνει στον αριμό 1.Το πρόημα αυτό έει ύση όπς έουμε
δει

u(x, t) = sin2π(x− t).

Θυμίζουμε ότι με άση το εώρημα 2.3 περιμένουμε την τάξη σύκισης τν
σφαμάτν της l2 νόρμας να είναι 1.

r = 1
3

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.4228E+00 - 0.2990E+00 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.2399E+00 0.817 0.1696E+00 0.817
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1281E+00 0.904 0.9059E-01 0.905
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.6624E-01 0.951 0.4684E-01 0.951
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.3369E-01 0.975 0.2382E-01 0.975
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.1699E-01 0.987 0.1201E-01 0.987
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.8531E-02 0.993 0.6032E-02 0.993

r = 3
4

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 33 4.2E-02 0.3E-01 0.1860E+00 - 0.1316E+00 -
49 65 2.1E-02 0.2E-01 0.9772E-01 0.928 0.6911E-01 0.929
97 129 1.0E-02 0.8E-02 0.5011E-01 0.963 0.3543E-01 0.963
193 257 5.2E-03 0.4E-02 0.2537E-01 0.981 0.1794E-01 0.981
385 513 2.6E-03 0.2E-02 0.1277E-01 0.990 0.9029E-02 0.990
769 1025 1.3E-03 0.1E-02 0.6405E-02 0.995 0.4529E-02 0.995
1537 2049 6.5E-04 0.5E-03 0.3208E-02 0.997 0.2268E-02 0.997
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r = 0.96

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 26 4.1Ε-02 4.0Ε-02 0.3223E-01 - 0.2287E-01 -
49 51 2.0Ε-02 2.0Ε-02 0.1630E-01 0.983 0.1153E-01 0.987
97 101 1.0Ε-02 1.0Ε-02 0.8189E-02 0.992 0.5791E-02 0.993
193 201 5.2Ε-03 5.0Ε-03 0.4104E-02 0.996 0.2902E-02 0.996
385 401 2.6Ε-03 2.5Ε-03 0.2054E-02 0.998 0.1452E-02 0.998
769 801 1.3Ε-03 1.2Ε-03 0.1028E-02 0.999 0.7266E-03 0.999
1537 1601 6.5Ε-04 6.2Ε-04 0.5139E-03 0.999 0.3634E-03 0.999

Τα παραπάν αποτεέσματα οιπόν επαηεύουν το εώρημα 2.3 εφόσον
παρατηρούμε ότι όσο πιο επτή είναι η διαμέριση τόσο πιο μικρό είναι το
σφάμα που παίρνουμε ια την l2 νόρμα με την τάξη ακρίειας να πησιάζει την
τιμή 1.Επιπρόσετα όμς συμπεραίνουμε με την οήεια του παραδείματος
ότι το σφάμα στην max νόρμα έει την ίδια συμπεριφορά.Ακόμα έπουμε
ότι καώς ο αριμός Courant πησιάζει την τιμή 1 τότε τα σφάματα τόσο
της max όσο και της l2 νόρμας μικραίνουν.
Στη συνέεια ο πίνακας που ακοουεί περιέει τα αποτεέσματα στην περίπτση
όπου r = 1

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 25 4.1Ε-02 4.1Ε-02 0 - 0 -
49 49 2.0Ε-02 2.0Ε-02 0 - 0 -
97 97 1.0Ε-02 1.0Ε-02 0 - 0 -
193 193 5.2Ε-03 5.2Ε-03 0 - 0 -
385 385 2.6Ε-03 2.6Ε-03 0 - 0 -
769 769 1.3Ε-03 1.3Ε-03 0 - 0 -
1537 1537 6.5Ε-04 6.5Ε-04 0 - 0 -

Όπς ίνεται φανερό τα αποτεέσματα αυτά επαηεύουν ότι προέπεται
από το εώρημα 2.3 ια την l2 νόρμα δηαδή ότι το σφάμα είναι 0 ενώ το
ίδιο ισύει και ια την max νόρμα .Τέος ο επόμενος πίνακας περιέει τα
αποτεέσματα στην περίπτση όπου r = 1, 09 δηαδή όταν δεν ικανοποιείται
η συνήκη CFL.
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J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 23 4.1Ε-02 4.5Ε-02 0.7688E-01 - 0.5470E-01 -
49 45 2.0Ε-02 2.2Ε-02 0.3800E-01 1.016 0.2691E-01 1.023
97 89 1.0Ε-02 1.1Ε-02 0.1886E-01 1.010 0.1334E-01 1.012
193 177 5.2Ε-03 5.6Ε-03 0.1010E-01 0.960 0.6652E-02 1.004
385 353 2.6Ε-03 2.8Ε-03 0.9192E+10 -39 0.1739E+10 -37
769 705 1.3Ε-03 1.4Ε-03 0.2054E+36 -84 0.3861E+35 -84

Επαηεύουμε οιπόν πειραματικά ότι η μέοδος είναι ασταής όταν δεν ικανοποιείται
η συνήκη CFL.

Σήμα 5: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.1) ια t = 1, h = 1
1600

και r = 0.96.
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2.5.2 Αριμητικά παραδείματα με Αρικές-Συνοριακές συν-
ήκες με c > 0

Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση με την μέοδο Upwind (2.3.5a)− (2.3.5c) του προήματος αρικών-
συνοριακών τιμών

ut + ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = x2, 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = λt2, 0 ≤ t ≤ 1

(2.5.2)

ια διαφορετικές τιμές του λ και τον αριμό Courant r = 4
5
.H ύση του

προήματος αυτού είναι

u(x, t) =

{
(x− t)2, 0 ≤ t ≤ x

λ(t− x)2, x < t < 1.

Ισύει ότι αν λ = 1 τότε οι παράοι ∂xxu και ∂ttu είναι συνεείς. Ο
επόμενος πίνακας περιέει τα αποτεέσματα της αριμητικής επίυσης του
προήματος (2.5.2) με την μέοδο (2.3.5a)− (2.3.5c) όταν λ = 1 με ∂xxu και
∂ttu συνεείς.
Σύμφνα με το εώρημα 2.6 περιμένουμε την τάξη ακρίειας τν σφαμάτν
της l2 νόρμας να είναι 1.

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
41 51 2.5E-02 0.2E-01 0.4860E-02 - 0.2927E-02 -
121 151 8.3E-03 0.7E-02 0.1640E-02 0.989 0.9669E-03 1.008
361 451 2.8E-03 0.2E-02 0.5503E-03 0.993 0.3213E-03 1.002
1081 1351 9.3E-04 0.7E-03 0.1842E-03 0.996 0.1070E-03 1.000
3241 4051 3.1E-04 0.2E-03 0.6153E-04 0.997 0.3565E-04 1.000
9721 12151 1.0E-04 0.8E-04 0.2054E-04 0.998 0.1188E-04 1.000

Το εώρημα 2.6 οιπόν επαηεύεται εφόσον παρατηρούμε ότι όσο πιο επτή
είναι η διαμέριση τόσο πιο μικρό είναι το σφάμα που παίρνουμε ια την l2
νόρμα με την τάξη ακρίειας να πησιάζει την τιμή 1.Επιπρόσετα ερόμαστε
στο συμπέρασμα με την οήεια του παραδείματος ότι το σφάμα στην max
νόρμα έει την ίδια συμπεριφορά.Στην συνέεια ο επόμενος πίνακας περιέει
τα αποτεέσματα της αριμητικής επίυσης του προήματος (2.5.2) με την
μέοδο (2.3.5a)− (2.3.5c) όταν λ = 1

2
.Όπς αναφέραμε και προηουμένς οι

παράοι ∂xxu και ∂ttu δεν α είναι συνεείς αά οι παράοι ∂xu και ∂tu
α είναι συνεείς.
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J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
41 51 2.5E-02 0.2E-01 0.3751E-02 - 0.1595E-02 -
121 151 8.3E-03 0.7E-02 0.1250E-02 1.000 0.5056E-03 1.045
361 451 2.8E-03 0.2E-02 0.4167E-03 1.000 0.1645E-03 1.021
1081 1351 9.3E-04 0.7E-03 0.1389E-03 1.000 0.5420E-04 1.010
3241 4051 3.1E-04 0.2E-03 0.4630E-04 1.000 0.1796E-04 1.005
9721 12151 1.0E-04 0.8E-04 0.1543E-04 1.000 0.5965E-05 1.003
Το παράδειμα αυτό μας δείνει ότι υπάρει η περίπτση να έουμε τάξη
ακρίειας 1 ια την max και την l2 νόρμα παρά το εονός ότι η ύση δεν
είναι C2 .Αυτό είναι κάτι το οποίο δεν προέπεται από την ερία μας.

Σήμα 6: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.2) ια t = 1 ,λ = 1
2
και

h = 1
9720

Έστ τώρα το πρόημα αρικών-συνοριακών τιμών
ut + ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = x2, 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = t, 0 ≤ t ≤ 1

(2.5.3)

του οποίου η ύση είναι

u(x, t) =

{
(x− t)2, 0 ≤ t ≤ x

(t− x), x < t < 1.

Εδώ οι παράοι ∂xu και ∂tu δεν είναι συνεείς. Παρακάτ ακοουεί ο
πίνακας με τα αποτεέσματα από την αριμητική επίυση του προήματος με
την μέοδο (2.3.5a)-(2.3.5c) και με τον αριμό Courant r = 4

5
.
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J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
41 51 2.5E-02 0.2E-01 0.3061E-01 - 0.6068E-02 -
121 151 8.3E-03 0.7E-02 0.1710E-01 0.529 0.2347E-02 0.864
361 451 2.8E-03 0.2E-02 0.9677E-02 0.518 0.9522E-03 0.821
1081 1351 9.3E-04 0.7E-03 0.5521E-02 0.510 0.3985E-03 0.792
3241 4051 3.1E-04 0.2E-03 0.3165E-02 0.506 0.1700E-03 0.775

Φαίνεται οιπόν ι'αυτό το παράδειμα ότι η τάξη σύκισης είναι μικρότερη
του 1.

Σήμα 7: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.3) ια t = 1 και h =
1

3240

Στη συνέεια έστ το πρόημα αρικών-συνοριακών τιμών

ut + 0, 3ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) =

 1,
1

8
≤ x ≤ 1

4
0, αού.

u(0, t) = 0.

(2.5.4)

Η ύση του προήματος αυτού δεν είναι συνεής.
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Παρακάτ ακοουεί ο πίνακας με τα αποτεέσματα από την αριμητική επίυση
του προήματος με την μέοδο Upwind (2.3.5a)-(2.3.5c) με τον αριμό
Courant r = 0.252631 καώς και τις τιμές 1

4
και 1

8
να είναι σημεία του

διαμερισμού.

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.∥.∥h
33 39 3.1E-02 0.3E-01 0.4760E+00 0.2115E+00 -
97 115 1.0E-02 0.9E-02 0.5146E+00 0.1547E+00 0.284
289 343 3.5E-03 0.3E-02 0.5091E+00 0.1145E+00 0.273
865 1027 1.2E-03 0.1E-02 0.5110E+00 0.8689E-01 0.251

Παρατηρούμε ότι η τάξη ακρίειας της l2 νόρμας σε αυτό το πείραμα είναι
περίπου 0.25.

Σήμα 8: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.4) ια t = 1 ,h = 1
288

και 1
4
, 1
8
είναι σημεία του διαμερισμού.

Συνείζοντας παραέτουμε και τον πίνακα με τα αποτεέσματα από το παραπάν
πρόημα με την διαφορά ότι τα 1

4
, 1
8
δεν είναι σημεία του διαμερισμού και

r = 0.194117.

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.∥.∥h
12 18 9.1E-02 0.6E-01 0.7957E+00 0.3411E+00 -
34 52 3.0E-02 0.2E-01 0.5624E+00 0.2191E+00 0.402
100 154 1.0E-02 0.7E-02 0.5020E+00 0.1585E+00 0.294
298 460 3.4E-03 0.2E-02 0.4766E+00 0.1155E+00 0.288
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Η τάξη ακρίειας της l2 νόρμας σε αυτό το πειράμα είναι περίπου 0.28 .Πρακτικά
είναι ίση με την τάξη σύκισης του προηούμενου πειράματος.Βέπουμε όμς
ότι αν τα 1

4
, 1
8
είναι σημεία του διαμερισμού τότε το σφάμα στην l2 νόρμα είναι

πιο μικρό.

Σήμα 9: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.4) ια t = 1 ,h = 1
297

και 1
4
, 1
8
δεν είναι σημεία του διαμερισμού.

2.5.3 Σφάματα πάτους και σφάματα φάσης
Σε αυτήν την παράραφο παρουσιάζουμε τους υποοισμούς ια τα σφάματα
πάτους και φάσης ια το Π.Α.Τ (2.5.1) με αριμό Courant r = 1

3
.Για την

διατύπση τν σφάματν πάτους και φάσης σκεφτόμαστε ς εξής .Η ύση
του (2.5.1) έει μέιστη τιμή 1 άρα το σφάμα πάτους ια μία ρονική στιμή
tn δίνεται από

σφάμα πάτους = |1− max
1≤j≤J

Un
j |.

Το σημείο xmax όπου η ύση του (2.5.1) παίρνει μέιστο σε συνάρτηση με
τον ρόνο t ρίσκεται ς ακοούς

sin2π(xmax − t) = 1 ⇒ 2π(xmax − t) =
π

2
⇒ xmax = t+

1

4
.
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Άρα το σφάμα φάσης ια μία ρονική στιμή tn υποοίζεται από

σφάμα φάσης = |xmax − xκ|

όπου κ είναι ο δείκτης ια τον οποίο ισύει Un
κ = max

1≤j≤J
Un
j .

t = 0.138

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.7681E-01 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.3832E-01 1.003 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1909E-01 1.005 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.9534E-02 1.002 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.4763E-02 1.001 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.2381E-02 1.001 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.1190E-02 1.000 0.2170E-03 1.000

t = 0.388

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.1950E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.1021E+00 0.934 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.5214E-01 0.970 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.2636E-01 0.984 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.1325E-01 0.992 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.6645E-02 0.996 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.3327E-02 0.998 0.2170E-03 1.000

t = 0.513

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.2483E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.1324E+00 0.908 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.6824E-01 0.956 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.3467E-01 0.977 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.1747E-01 0.989 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.8770E-02 0.994 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.4394E-02 0.997 0.2170E-03 1.000
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t = 0.861

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.3801E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.2110E+00 0.849 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1116E+00 0.919 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.5737E-01 0.960 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.2909E-01 0.980 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.1465E-01 0.990 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.7351E-02 0.995 0.2170E-03 1.000

t = 0.986

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.4213E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.2376E+00 0.827 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1267E+00 0.907 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.6541E-01 0.954 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.3324E-01 0.976 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.1676E-01 0.988 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.8414E-02 0.994 0.2170E-03 1.000

Συμπεραίνουμε ότι το σφάμα πάτους ίνεται μεαύτερο καώς το t πησιάζει
την τιμή 1 .Σε αντίεση με αυτό η τάξη ακρίειας του σφάματος πάτους μένει
πρακτικά σταερή.Τέος το σφάμα φάσης παραμένει αναοίτο.
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3 HΜέοδος Lax-Wendroff ια την Εξίσση
Μεταφοράς

Στo προηούμενο κεφάαιο μεετήσαμε την μέοδο Upwind ια την αριμητι-
κή επίυση του προήματος (2.2.1) με περιοδικές αρικές συνήκες καώς
και με αρικές-συνοριακές συνήκες,ενώ είδαμε ότι η τάξη σύκισης της είναι
1.Όπς όμς είναι φυσικό,έουμε να μεετήσουμε μεόδους με μεαύ-τερη
τάξη σύκισης,όπς είναι η Lax-Wendroff.

3.1 Περιοδικές Αρικές συνήκες
Aρίζοντας α ερήσουμε δύο ομοιόμορφους διαμερισμούς έναν ια τον
άξονα x και έναν ια τον άξονα t στα διαστήματα [0, 1] και [0, T ] όπς στο
προηούμενο κεφάαιο.
Θα οδηηούμε στη μέοδο Lax-Wendroff ια τo πρόημα (2.2.4) προσείζο-
ντας τις ux και ∂2xu κατάηα με αναπτύματα Taylor.

Θερούμε ότι u είναι αρκετά ομαή ια (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]). Για j =
0, . . . , J − 1 και με Jh = 1, το προς τα πίσ ανάπτυμα Taylor της u περί το
xj ια σταερό t είναι

u(xj − h, t) = u(xj, t)− hux(xj, t) +
h2

2
∂2xu(xj, t)−

− h3

3!
∂3xu(xj, t) +O(h4)

(3.1.1)

ενώ το προς τα μπροστά ανάπτυμα Taylor της u κοντά στο xj είναι

u(xj + h, t) = u(xj, t) + hux(xj, t) +
h2

2
∂2xu(xj, t)+

+
h3

3!
∂3xu(xj, t) +O(h4).

(3.1.2)
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Αφαιρώντας την (3.1.1) από την (3.1.2) έουμε

u(xj + h, t)− u(xj − h, t) = 2hux(xj, t) +O(h3) ⇒

ux(xj, t) =
u(xj + h, t)− u(xj − h, t)

2h
+O(h2). (3.1.3)

Προσέτοντας την (3.1.1) και την (3.1.2) έουμε

u(xj + h, t) + u(xj − h, t) = 2u(xj, t) + h2∂2xu(xj, t) +O(h4) ⇒

∂2xu(xj, t) =
u(xj + h, t)− 2u(xj, t) + u(xj − h, t)

h2
+O(h2). (3.1.4)

Στη συνέεια το μπρος τα εμπρός ανάπτυμα Taylor της u κοντά στο tn με
σταερό x και k μικρό είναι

u(x, tn + k) = u(x, tn) + kut(x, t
n) +

k2

2!
∂2t u(x, t

n) +O(k3) (3.1.5)

ια n = 0, . . . ,M−1,όταν nk = T ,με tn = nk. Όμς από την εξίσση (2.2.1)
έουμε

ut = −cux. (3.1.6)
Αντικαιστώντας τις (3.1.6) και (2.4.3) στην (3.1.5) έουμε

u(x, tn + k) = u(x, tn)− ckux(x, t
n) +

k2

2!
c2∂2xu(x, t

n) +O(k3). (3.1.7)

Τεικά με αντικατάσταση τν (3.1.3) και (3.1.4) στην (3.1.7) έουμε ια
j = 0, . . . , J − 1

u(xj, t
n+1) = u(x, tn)− ck

u(xj+1, t
n)− u(xj−1, t

n)

2h
+

+
k2

2!
c2
u(xj+1, t)− 2u(xj, t) + u(xj−1, t)

h2
+O(k3) +O(kh2).

(3.1.8)

Συνείζοντας αντικαιστάμε τις ακριείς τιμές με κατάηες προσείσεις

u(xj, t
n) ≃ Un

j

και καταήουμε από την (3.1.8) στη μέοδο Lax-Wendroff ια το πρόημα
(2.2.4)

Un+1
j = Un

j − ck

h

Un
j+1 − Un

j−1

2
+

1

2

(
ck

h

)2 Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2

με 0 ≤ j ≤ J − 1, 0 ≤ n ≤M − 1.
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Η σέση αυτή μπορεί ύστερα από πράξεις μπορεί να πάρει τη μορφή

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1

όπου r = ck
h
ο αριμός του Courant ενώ α ισύει Un

−1 = Un
J−1, U

n
0 = Un

J

ό περιοδικών αρικών συνηκών.
Για ένα τυαίο σημείο (xj, t

n+1) η προσέιση Un+1
j εξαρτάται από τις τιμές

στους κόμους που ρίσκονται μέσα στο τρίνο με κορυφές (xj, tn+1)
(xj+n+1, 0) και (xj−n−1, 0). Ως παράδειμα παραέτουμε το ακόουο σήμα

3.1.1 Διατύπση της μεόδου Lax-Wendroff με Περιοδικές
Αρικές συνήκες.

Η μέοδος Lax-Wendroff ια την επίυση του προήματος (2.2.4) υοποιείται
ς ακοούς. Στο πρώτο ήμα της μεόδου ια n = 0 εισάουμε την αρική
συνήκη του προήματος

U0
j = ϕ(xj) ια j = 0, . . . , J − 1. (3.1.10a)

Στη συνέεια ια 0 ≤ n ≤M − 1 υποοίζουμε

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1 (3.1.10b)

ια j = 0, . . . , J − 1

με Un
−1 = Un

J−1, U
n
0 = Un

J . (3.1.10c)
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3.1.2 Σύκιση της μεόδου Lax-Wendroff με Περιοδικές Αρικές
συνήκες.

Eυστάεια της μεόδου Lax-Wendroff

Θεώρημα 3.1. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4).Έστ επίσης Un

j η ύση που αμάνουμε από τις (3.1.10a)−(3.1.10c).
Aν |r| ≤ 1 τότε ισύει

∥Un∥h ≤ ∥U0∥h ια n = 0, . . . ,M. (3.1.11)

Απόδειξη
Για 0 ≤ j ≤ J − 1 έουμε

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1 ⇒

(Un+1
j )2 =

(
(1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1

)2

⇒

(Un+1
j )2 = (1− r2)2(Un

j )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

(Un
j+1)

2 +

(
r(r + 1)

2

)2

(Un
j−1)

2+

+r(r − 1)(1− r2)Un
j U

n
j+1 + r(r + 1)(1− r2)Un

j U
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
Un
j+1U

n
j−1

Αροίζουμε ς προς j = 0, . . . , J − 1 ποαπασιάζουμε με h και έουμε

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 = (1− r2)2h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

Un
j+1U

n
j−1

(3.1.12)

Για |r| ≤ 1 ισύει ότι

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)

2 ≥ 0. (3.1.13)
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Επομένς μπορούμε να προσέσουμε την (3.1.13) στο δεύτερο μέος της
(3.1.12) και α έουμε

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ (1− r2)2h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

Un
j+1U

n
j−1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

(Un
j )

2 +
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 − (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1−

− (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

Un
j−1U

n
j+1.

Κάνοντας πράξεις α έουμε

h
J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=0

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + (r3 − r)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1+

+ (r − r3)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1.

(3.1.14)

Ισύει όμς ό τν περιοδικών συνηκών ότι

h

J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 = h

J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1.
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Άρα

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=0

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 ⇒

h
J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 ⇒ ∥Un+1∥2h ≤ ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥h ≤ ∥Un∥h

από όπου η (3.1.11) προκύπτει επαικά.

□
Συνέπεια της μεόδου Lax-Wendroff

Θεώρημα 3.2. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C4(D) . Άν τnj είναι το τοπικό σφάμα στο σημείο
(xj, t

n) που ορίζεται ς

τnj = τ(xj, t
n) : = u(xj, t

n+1)− [(1− r2)u(tn, xj)+

+
r(r − 1)

2
u(tn, xj+1) +

r(r + 1)

2
u(tn, xj−1)]

(3.1.15)

τότε ισύει

∥τn∥h ≤ C̃Nk(k2 + ch2) (3.1.16)

όπου N = max(c3, c)max{max
x,t∈D

|∂3xu|,max
x,t∈D

|∂4xu|}

και C̃ αριμητική σταερά.
Απόδειξη
H (3.1.15) μπορεί να πάρει την μορφή

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n+1)−
[
u(tn, xj) + ck

(
u(tn, xj−1)− u(tn, xj+1)

2h

)
+

+c2k2
(
u(tn, xj+1)− 2u(tn, xj) + u(tn, xj−1)

2h2

)]



Περιοδικές Αρχικές συνθήκες 43

Σταεροποιώντας τα j και n και αναπτύσοντας σε σειρές Τaylor ύρ από το
σημείο (tn, xj) τα u(xj, tn+1), u(tn, xj−1) και u(tn, xj+1) έουμε

τ(xj, t
n) = u(tn, xj) + kut(t

n, xj) +
k2

2!
∂2t u(t

n, xj) +
k3

3!
∂3t u(θ

n
j , xj)− u(tn, xj)−

− ck
u(tn, xj)− hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj)− h3

3!
∂3xu(t

n, µn
j )

2h
+

+ ck
u(tn, xj) + hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj) +
h3

3!
∂3xu(t

n, ψn
j )

2h
−

− c2k2
u(tn, xj) + hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj) +
h3

3!
∂3xu(t

n, xj) +
h4

4!
∂4xu(t

n, ψ̃n
j )

2h2
−

− c2k2
u(tn, xj)− hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj)− h3

3!
∂3xu(t

n, xj) +
h4

4!
∂4xu(t

n, µ̃n
j )

2h2
−

− c2k2
−2u(tn, xj)

2h2

με tn ≤ θnj ≤ tn+1, xj−1 ≤ µn
j ≤ xj, xj ≤ ψn

j ≤ xj+1, xj ≤ ψ̃n
j ≤ xj+1,

xj−1 ≤ µ̃n
j ≤ xj.

Από τις (3.1.6) και (3.1.7) ,το εώρημα τν ενδιάμεσν τιμών και το εονός
ότι

∂3t u = −c3∂3xu (3.1.17)
α έουμε

τ(xj, t
n) =

k3

3!
∂3t u(θ

n
j , xj) + ck

h2

3!

1

2
∂3xu(t

n, µn
j ) + ck

h2

3!

1

2
∂3xu(t

n, ψn
j )−

− c2k2
1

2

h2

4
∂4xu(t

n, ψ̃n
j )− c2k2

1

2

h2

4!
∂4xu(t

n, µ̃n
j ) ⇒

τ(xj, t
n) =

k3

3!
∂3t u(θ

n
j , xj) + ck

h2

3!
∂3xu(t

n, ζnj )− c2k2
h2

4!
∂4xu(t

n, ζ̃nj )

με µn
j ≤ ζnj ≤ ψn

j και µ̃n
j ≤ ζ̃nj ≤ ψ̃n

j . Άρα έουμε

|τ(xj, tn)| ≤
k3

3!
|∂3t u(θnj , xj)|+ ck

h2

3!
|∂3xu(tn, ζnj )|+ c2k2

h2

4!
|∂4xu(tn, ζ̃nj )| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
k3

3!
c3|∂3xu(θnj , xj)|+ ck

h2

3!
|∂3xu(tn, ζnj )|+ c2k2

h2

4!
|∂4xu(tn, ζ̃nj )| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
1

3!
kN(k2 + h2 + kh2).

Όμς αν ερήσουμε k ≤ 1 έουμε

|τ(xj, tn)| ≤
1

3!
kN(k2 + 2h2) ⇒

|τ(xj, tn)| ≤ C̃Nk(k2 + h2)
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με C̃ = 2
3!
σταερά.

Aροίζοντας ια j = 0 . . . J − 1 και ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h

J−1∑
j=0

|τ(xj, tn)|2 ≤ h

J−1∑
j=0

(
C̃N(k2 + h2)

)2
=

=
(
C̃Nk(k2 + h2)

)2
h

J−1∑
j=0

1 =

=
(
C̃Nk(k2 + h2)

)2
hJ =

=
(
C̃Nk(k2 + h2)

)2
Άρα

∥τn∥h ≤ C̃Nk(k2 + h2).

□
Σύκιση της μεόδου Lax-Wendroff

Θεώρημα 3.3. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C4(D).Έστ επίσης Un

j η ύση που αμάνουμε από
τις (3.1.10a)− (3.1.10c).Aν |r| ≤ 1 τότε ισύει

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h ≤ C̃NT (k2 + h2)

όπου C̃ και N όπς στην (3.1.16).

Απόδειξη

Θέτουμε enj = Un
j − u(xj, t

n) ια το σφάμα τν (3.1.10a) − (3.1.10c) στο
σημείο (xj, t

n) ια j = 0 . . . J .Είναι προφανές επίσης ότι ισύει e0j = 0 ια
j = 0, . . . , J .

Έουμε με τη οήεια της (3.1.15) ότι

en+1
j = Un+1

j − u(xj, t
n+1) ⇒

en+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1−

− [(1− r2)u(tn, xj) +
r(r − 1)

2
u(tn, xj+1) +

r(r + 1)

2
u(tn, xj−1)− τnj ] ⇒

en+1
j = (1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1 − τnj



Περιοδικές Αρχικές συνθήκες 45

ια j = 0, . . . , J − 1.

Υψώνοντας στο τετράνο,αροίζοντας ς προς j,0 ≤ j ≤ J−1 και ποαπασιάζοντας
με h παίρνουμε

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 = h

J−1∑
j=0

(
(1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1 − τnj

)2

=

= (1− r2)2h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1+

+ h
J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j − r(r − 1)h

J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j −

− r(r + 1)h
J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j

(3.1.18)

Για |r| ≤ 1 (συνήκη ευστάειας) ισύει ότι η ποσότητα

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj+1 − 2enj + enj−1)
2 ≥ 0. (3.1.19)

Επομένς μπορούμε να προσέσουμε την (3.1.19) στο δεύτερο μέος της
(3.1.18) και α έουμε
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h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ (1− r2)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj−1e
n
j+1+

+ h
J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j − r(r − 1)h

J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j −

− r(r + 1)h
J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j .

Κάνοντας πράξεις α έουμε

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2 + (1− r2)h

J−1∑
j=0

(enj )
2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r3 − r)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1 + (r − r3)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j−1+

+ h
J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j − r(r − 1)h

J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j − r(r + 1)h

J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j

Ισύει όμς ό τν περιοδικών συνηκών

h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 = h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1 (3.1.20)



Περιοδικές Αρχικές συνθήκες 47

άρα

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2 + (1− r2)h

J−1∑
j=0

(enj )
2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j −

− r(r − 1)h
J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j − r(r + 1)h

J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j ⇒

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j −

− r(r − 1)h
J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j − r(r + 1)h

J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j ⇒

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2−

− 2

(
h

J−1∑
j=0

τnj

(
(1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1

))
.

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουμε

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
h

J−1∑
j=0

(
(1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1

)2
) 1

2

⇒
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h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
(1− r2)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1

) 1
2

.

Στη συνέεια προσέτουμε την (3.1.19) στην δεύτερη παρένεση και α έουμε

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
(1− r2)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1+

+(r2 − r4)h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+(r2 − r4)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj−1e
n
j+1

) 1
2

.
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Κάνοντας πράξεις α έουμε

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2 + (1− r2)h

J−1∑
j=0

(enj )
2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r3 − r)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1 + (r − r3)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j−1

) 1
2

.

Όμς ό της (3.1.20)

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 + 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+ (1− r2)h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 + 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
h

J−1∑
j=0

(enj )
2

) 1
2

⇒

∥en+1∥22 ≤ (∥en∥h + ∥τn∥h)2

Eπομένς α έουμε

∥en+1∥h ≤ ∥en∥h + ∥τn∥h.

Αά από την (3.1.16)

∥en+1∥h ≤ ∥en∥h + C̃Nk(k2 + h2)

Aν n = 0 τότε
∥e1∥h ≤ ∥e0∥h + C̃Nk(k2 + h2) ⇒
∥e1∥h ≤ C̃Nk(k2 + h2)

Aν n = 1 τότε
∥e2∥h ≤ ∥e2∥h + C̃Nk(k2 + h2) ⇒
∥e2∥h ≤ 2C̃Nk(k2 + h2)
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Καταήουμε στο συμπέρασμα ότι ενικά α ισύει

∥en∥h ≤ nC̃Nk(k2 + h2) ⇒
∥en∥h ≤ C̃Ntn(k2 + h2) ⇒
∥en∥h ≤ C̃NT (k2 + h2).

Από το προηούμενο εώρημα έπουμε ότι

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h → 0 καώς h, k → 0 με |r| = |c|k
h
≤ 1 σταερό

ό ευστάειας και συνέπειας. Η τάξη σύκισης ς προς τις μεταητές x
και t είναι 2.

Παρατήρηση 6. Αν r = 1 τότε η μέοδος Lax-Wendroff έει μηδενικό
σφάμα.

3.2 Αρικές-Συνοριακές συνήκες.
3.2.1 Διατύπση της μεόδου Lax-Wendroff με αρικές-συνορι-

ακές συνήκες.
Θερούμε το πρόημα εξίσσης μεταφοράς με αρικές συνοριακές συνήκες
(2.2.7) ια c > 0.H μέοδος Lax-Wendroff ια την επίυση αυτού του προή-
ματος είναι ια 0 ≤ n ≤M − 1

ια 0 ≤ j ≤ J − 1

U0
j = f(xj) (3.2.1a)

ια j = 0

Un+1
0 = g(tn+1) (3.2.1b)

ια 1 ≤ j ≤ J − 1

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1 (3.2.1c)

ια j = J

Un+1
J = rUn

J−1 + (1− r)Un
J . (3.2.1d)

3.2.2 Τενητή συνοριακή συνήκη
H (3.2.1d) αποτεεί μία σέση η οποία είναι απαραίτητη ια να ορισεί πήρς
η αριμητική μέοδος.Σημειώνουμε ότι η επιοή αυτής της συνήκης δεν
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είναι μοναδική και επηρεάζει την τάξη σύκισης της μεόδου.Αυτό α ίνει
φανερό στα αριμητικά αποτεέσματα που α παρουσιάσουμε. Εξηούμε στη
συνέεια την παραή της τενητής συνοριακής συνήκης (3.2.1d) .
H ραμμική παρεμάουσα συνάρτηση ς προς x στις τιμές Un

J−1, U
n
J είναι

b(x) =
xJ − x

xJ − xJ−1

Un
J−1 +

x− xJ−1

xJ − xJ−1

Un
J . (3.2.2)

Οι αρακτηριστικές καμπύες (ευείες) του προήματος είναι της μορφής

x = ct+ ξ.

Ως νστόν,πάν στις αρακτηριστικές,η ύση της ut+cux = 0 είναι σταερή.
Για την αρακτηριστική καμπύη που παιρνά από το σημείο xJ = 1 την ρονική
στιμή tn+1 ισύει

1 = ctn+1 + ξ ⇒ ξ = 1− ctn+1

άρα έει την μορφή

x = ct+ 1− ctn+1 = 1− c(tn+1 − t).

Την ρονική στιμή tn η αρακτηριστική αυτή καμπύη παίρνει την τιμή

x = 1− c(tn+1 − tn) = 1− ck.

Θέτουμε οιπόν,σε αναοία με την ιδιότητα της ύσης u(x, t),

Un+1
J = b(1− ck) =

xJ − (1− ck)

xJ − xJ−1

Un
J−1 +

(1− ck)− xJ−1

xJ − xJ−1

Un
J ⇒

Un+1
J =

ck

h
Un
J−1 +

h− ck

h
Un
J−1 ⇒

Un+1
J = rUn

J−1 + (1− r)Un
J .

Όπς ίνεται οιπόν κατανοητό,η τενητή συνοριακή συνήκη εκρεί ς
τιμή στην προσέιση Un+1

J την τιμή της συνάρτησης που παρεμάεται
ραμμικά στις τιμές Un

J−1 και Un
J ,στο σημείο εκείνο όπου η αρακτηριστική

καμπύη του προήματος που καταήει στον κόμο xJ την ρονική στιμή
tn+1,τέμνει την ευεία t = tn.

Παρατήρηση 7. Η αρακτηριστική καμπύη,η οποία τη ρονική στιμή
tn+1 καταήει στον κόμο xJ ,τέμνει την ευεία t = tn στο διάστημα [xJ−1, xJ).
Αυτό προκύπτει εύκοα από την συνήκη CFL(0 < r ≤ 1)
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3.2.3 Ευστάεια της μεόδου Lax-Wendroff με Αρικές-Συνορι-
ακές συνήκες

Θα δείξουμε στη συνέεια ευστάεια της αριμητικής μεόδου (3.2.1a) −
(3.2.1d).

Θεώρημα 3.4. Έστ u(x, t) η ύση του προήματος (2.2.7) ια (x, t) ∈
[0, 1]× [0, T ].Έστ Un

j η ύση που αμάνουμε από τις (3.2.1a)− (3.2.1d).Aν
0 < r ≤ 1 τότε ισύει

• αν 0 < r ≤ 1
2

∥Un∥2h ≤ eG
′T∥U0∥2h + eG

′(T−k)Gk

n−1∑
j=0

(g(tj))2

• αν 1
2
< r ≤ 1

∥Un∥2h ≤ eGT∥U0∥2h + eG(T−k)Gk
n−1∑
j=0

(g(tj))2

όπου G,G′ σταερές.

Aπόδειξη

Yψώνοντας την (3.2.1c) στο τετράνο υποοίζουμε

(Un+1
j )2 =

(
(1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1

)2

⇒

(Un+1
j )2 = (1− r2)2(Un

j )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

(Un
j+1)

2 +

(
r(r + 1)

2

)2

(Un
j−1)

2+

+r(r − 1)(1− r2)Un
j U

n
j+1 + r(r + 1)(1− r2)Un

j U
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
Un
j+1U

n
j−1.

το οποίο ισύει ια 1 < j ≤ J − 1.
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Αροίζοντας από j = 1 ές J − 1 και ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h
J−1∑
j=1

(Un+1
j )2 = (1− r2)2h

J−1∑
j=1

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h
J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=1

Un
j+1U

n
j−1

(3.2.3)

Για 0 < r ≤ 1 ισύει ότι η ποσότητα

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

(Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)

2 ≥ 0. (3.2.4)

Επομένς μπορούμε να προσέσουμε την (3.2.4) στο δεύτερο μέος της
(3.2.3) και α έουμε

h
J−1∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ (1− r2)2h

J−1∑
j=1

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h
J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=1

Un
j+1U

n
j−1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=1

(Un
j )

2 +
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 − (r2 − r4)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

− (r2 − r4)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

Un
j−1U

n
j+1
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Κάνοντας πράξεις α έουμε

h
J−1∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=1

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + (r3 − r)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ (r − r3)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1.

(3.2.5)

Επιπρόσετα υψώνοντας την (3.2.1d) στο τετράνο έουμε

(Un+1
J )2 = r2(Un

J−1)
2 + 2r(1− r)Un

J−1U
n
J + (1− r)2(Un

J )
2 (3.2.6)

Tεικά αν προσέσουμε την (3.2.6) στην (3.2.5) ποαπασιασμένη με h και
κάνοντας πράξεις έουμε

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=1

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + (r3 − r)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ (r − r3)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1+

+ hr2(Un
J−1)

2 + h2r(1− r)Un
J−1U

n
J + h(1− r)2(Un

J )
2 ⇒

h

J∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 + h

r2

2
(Un

1 )
2 + hr2

J−3∑
j=1

(Un
j+1)

2 + h
r2

2
(Un

J−1)
2+

+ h
r2

2
(Un

J )
2 + h

J−1∑
j=1

(Un
j )

2 − hr2
J−1∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2+

+ h
r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2 − h

r3

2
(Un

J )
2 + h(r − r3)Un

0 U
n
1 +

+ h(r3 − r)Un
J−1U

n
J + hr2(Un

J−1)
2 + h(Un

J )
2 − h2r(Un

J )
2+

+ hr2(Un
J )

2 + h2(r − r2)Un
J−1U

n
J ⇒
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h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 + h

r2

2
(Un

1 )
2 − hr2(Un

1 )
2 − hr2(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2+

+ h
r2

2
(Un

J )
2 + h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2 + h

r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2−

− h
r3

2
(Un

J )
2 + h(r − r3)Un

0 U
n
1 + h(r3 − r)Un

J−1U
n
J + hr2(Un

J−1)
2−

− h2r(Un
J )

2 + hr2(Un
J )

2 + h2(r − r2)Un
J−1U

n
J ⇒

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 − h

r2

2
(Un

1 )
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J )
2+

+ h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2 + h

r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2−

− h
r3

2
(Un

J )
2 + h(r − r3)Un

0 U
n
1 + hr3Un

J−1U
n
J−

− h2r(Un
J )

2 + hr2(Un
J )

2 + h(r − 2r2)Un
J−1U

n
J .

Έοντας κατά νου ότι 0 < r ≤ 1 αά και από την ανισότητα του Cauchy

h

J∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 − h

r2

2
(Un

1 )
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J )
2+

+ h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2 + h

r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2−

− h
r3

2
(Un

J )
2 + h

r

2
(Un

0 )
2 + h

r

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

0 )
2−

− h
r3

2
(Un

1 )
2 + h

r3

2
(Un

J−1)
2 + h

r3

2
(Un

J )
2+

+ hr2(Un
J )

2 + h(r − 2r2)Un
J−1U

n
J − h2r(Un

J )
2

Σε αυτό το σημείο α εξετάσουμε την ευστάεια ια τις περιπτώσεις όπου η
ποσότητα (r− 2r2) είναι ετική (δηαδή ια 0 < r ≤ 1

2
) και αρνητική (δηαδή

ια 1
2
< r ≤ 1) στο διάστημα (0,1].

Για 0 < r ≤ 1
2
α έουμε
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h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r − r2)

2
(Un

1 )
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J )
2+

+ h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + hr2(Un
J )

2 + h
r

2
(Un

J−1)
2 + h

r

2
(Un

J )
2−

− hr2(Un
J−1)

2 − hr2(Un
J )

2 − h2r(Un
J )

2 ⇒

h

J∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r − r2)

2
(Un

1 )
2 + h

J∑
j=1

(Un
j )

2+

+ h
(r − r2)

2
(Un

J−1)
2 ⇒

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r − r2)

2

n∑
j=1

(Un
j )

2 + h
J∑

j=1

(Un
j )

2

Άρα ράφουμε

∥Un+1∥2h ≤ h
(r + r2)

2
g(tn)2 + h

(r − r2)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ck
(1 + r)

2
g(tn)2 + ck

(1− r)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h

Θέτντας τις σταερές c (1+r)
2

= G και c (1−r)
2

= G′ έουμε

∥Un+1∥2h ≤ Gk(g(tn))2 +G′k∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ (G′k + 1)∥Un∥2h +Gk(g(tn))2

Γνρίζουμε όμς ότι ∀x ∈ R ισύει

(1 + x) ≤ ex

επομένς έουμε

∥Un+1∥2h ≤ eG
′k∥Un∥2h +Gk(g(tn))2 (3.2.7)

Συνείζοντας εφαρμόζοντας την (3.2.7) αναδρομικά παίρνουμε

n = 0 ∥U1∥2h ≤ eG
′k∥U0∥2h +Gk(g(t0))2
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n = 1 ∥U2∥2h ≤ (eG
′k∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eG

′k +Gk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ (eG

′k∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eG
′k + eG

′kGk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ e2G

′k∥U0∥2h + eG
′kGk((g(t0))2 + (g(t1))2)

όπου επιπρόσετα ρησιμοποιήσαμε το εονός ότι Gk ≤ eG
′kGk εφόσον

G′k ≥ 0 και άρα eG′k ≥ 1. Ερόμαστε οιπόν στο συμπέρασμα ότι ια τυαίο
n > 0 α ισύει

∥Un∥2h ≤ eG
′T∥U0∥2h + eG

′(T−k)Gk
n−1∑
j=0

(g(tj))2

ια 0 < r ≤ 1
2
.

Για 1
2
< r ≤ 1 α έουμε

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r − r2)

2
(Un

1 )
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J )
2+

+ h
J∑

j=1

(Un
j )

2 + hr2(Un
J )

2 − h
r

2
(Un

J−1)
2 − h

r

2
(Un

J )
2+

+ hr2(Un
J−1)

2 + hr2(Un
J )

2 − h2r(Un
J )

2 ⇒

h

J∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r − r2)

2
(Un

1 )
2 + h

J∑
j=1

(Un
j )

2+

+ h
(3r2 − r)

2
(Un

J−1)
2

Για 0 < r ≤ 1 ισύει ότι (r−r2)
2

< (3r2−r)
2

< (r+r2)
2

επομένς

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r + r2)

2

n∑
j=1

(Un
j )

2 + h
J∑

j=1

(Un
j )

2

Άρα ράφουμε

∥Un+1∥2h ≤ h
(r + r2)

2
g(tn)2 + h

(r + r2)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ck
(1 + r)

2
g(tn)2 + ck

(1 + r)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h
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Θέτντας την σταερά c (1+r)
2

= G ράφουμε

∥Un+1∥2h ≤ Gk(g(tn))2 +Gk∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ (Gk + 1)∥Un∥2h +Gk(g(tn))2

Γνρίζουμε όμς ότι ∀x ∈ R ισύει

(1 + x) ≤ ex

επομένς έουμε

∥Un+1∥2h ≤ eGk∥Un∥2h +Gk(g(tn))2 (3.2.8)

Συνείζοντας εφαρμόζοντας την (3.2.8) αναδρομικά παίρνουμε

n = 0 ∥U1∥2h ≤ eGk∥U0∥2h +Gk(g(t0))2

n = 1 ∥U2∥2h ≤ (eGk∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eGk +Gk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ (eGk∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eGk + eGkGk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ e2Gk∥U0∥2h + eGkGk((g(t0))2 + (g(t1))2)

όπου επιπρόσετα ρησιμοποίσαμε το εονός ότι Gk ≤ eGkGk εφόσον Gk ≥
0 και άρα eGk ≥ 1. Ερόμαστε οιπόν στο συμπέρασμα ότι ια τυαίο n > 0
α ισύει

∥Un∥2h ≤ eGT∥U0∥2h + eG(T−k)Gk

n−1∑
j=0

(g(tj))2 (3.2.9)

ια 1
2
< r ≤ 1 όπου G = (r+r2)

2
.

Παρατήρηση 8. Αν r = 1 τότε α έουμε

∥Un∥2h ≤ ∥U0∥2h + ck
n−1∑
j=0

(g(tj))2.

Λό του εονότος (r−r2)
2

< (r+r2)
2

στο (0, 1] η (3.2.9) αποτεεί μία έκφραση
ευστάειας της μεόδου Lax-Wendroff ια όο το διάστημα (0, 1].
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3.3 Aποτεέσματα από την εφαρμοή της μεόδου
Lax-Wendroff

3.3.1 Περιοδικές Αρικές συνήκες
Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση του Π.Α.Τ (2.5.1) με την μέοδο Lax-Wendroff (3.1.10a)-(3.1.10c)
ια t = 1 και καώς ο αριμός Courant τείνει στον αριμό 1.Με άση το
εώρημα 3.3 περιμένουμε την τάξη σύκισης τν σφαμάτν της l2 νόρμας
να είναι 2.

r = 1
3

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
5 13 2.5E-01 8.3E-02 0.1212E+01 - 0.9572E+00 -
9 25 1.2E-01 4.2E-02 0.4946E+00 1.293 0.4055E+00 1.239
17 49 6.2E-02 2.1E-02 0.1394E+00 1.827 0.1058E+00 1.938
33 97 3.1E-02 1.0E-02 0.3570E-01 1.965 0.2608E-01 2.021
65 193 1.6E-02 5.2E-03 0.8962E-02 1.994 0.6438E-02 2.018
129 385 7.8E-03 2.6E-03 0.2242E-02 1.999 0.1598E-02 2.010

r = 1
2

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
5 9 2.5E-01 1.2E-01 0.1004E+01 - 0.8038E+00 -
9 17 1.2E-01 6.2E-02 0.4197E+00 1.258 0.3377E+00 1.251
17 33 6.2E-02 3.1E-02 0.1169E+00 1.844 0.8906E-01 1.923
33 65 3.1E-02 1.6E-02 0.3006E-01 1.959 0.2199E-01 2.018
65 129 1.6E-02 7.8E-03 0.7559E-02 1.992 0.5432E-02 2.018
129 257 7.8E-03 3.9E-03 0.1892E-02 1.998 0.1348E-02 2.010

r = 3
4

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
4 5 3.3E-01 2.5E-01 0.8456E+00 - 0.6417E+00 -
7 9 1.7E-01 1.2E-01 0.4011E+00 1.076 0.3213E+00 0.998
13 17 8.3E-02 6.2E-02 0.1196E+00 1.746 0.9197E-01 1.805
25 33 4.2E-02 3.1E-02 0.3105E-01 1.946 0.2294E-01 2.003
49 65 2.1E-02 1.6E-02 0.7829E-02 1.988 0.5657E-02 2.020
97 129 1.0E-02 7.8E-03 0.1961E-02 1.997 0.1402E-02 2.013
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r = 7
8

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
8 9 1.4E-01 1.2E-01 0.1755E+00 - 0.1377E+00 -
15 17 7.1E-02 6.2E-02 0.4805E-01 1.869 0.3642E-01 1.919
29 33 3.6E-02 3.1E-02 0.1228E-01 1.969 0.9002E-02 2.016
57 65 1.8E-02 1.6E-02 0.3085E-02 1.993 0.2221E-02 2.019
113 129 8.9E-03 7.8E-03 0.7721E-03 1.998 0.5509E-03 2.011
225 257 4.5E-03 3.9E-03 0.1931E-03 2.000 0.1371E-03 2.006

Τα παραπάν αποτεέσματα οιπόν επαηεύουν το εώρημα 3.3 εφόσον
παρατηρούμε ότι όσο πιο επτή είναι η διαμέριση τόσο πιο μικρό είναι το
σφάμα που παίρνουμε ια την l2 νόρμα με την τάξη ακρίειας να πησιάζει την
τιμή 2.Επιπρόσετα όμς συμπεραίνουμε με την οήεια του παραδείματος
ότι το σφάμα στην max νόρμα έει την ίδια συμπεριφορά.Ακόμα έπουμε
ότι καώς ο αριμός Courant πησιάζει την τιμή 1 τότε τα σφάματα τόσο
της max όσο και της l2 νόρμας μικραίνουν.Στην περίπτση που r = 1 τα
σφάματα από την υοποίηση τν (3.1.10a)− (3.1.10c) είναι 0.

Σήμα 10: Προσειστική και ακριής ύση ια t = 1 και J = 129 ύρ από
το σημείο x = 0.25 στο οποίο οι δύο ύσεις παίρνουν την μέιστη τιμή τους.
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3.3.2 Αρικές-Συνοριακές συνήκες.
Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση του προήματος

ut +
1

2
ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ 5

u(x, 0) = sin(6πx), 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = cos(
π

2
+ 3πt), 0 < t ≤ 5

με την μέοδο Lax-Wendroff (3.2.1a)−(3.2.1d) ια t = 5 και r = 0.83.Εδώ οι
συνήκες συμιαστού πηρώνονται.Η ακριής ύση του προήματος αυτού
είναι

u(x, t) = sin(6πx− 3πt), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 5

η οποία είναι C∞. Θα δοκιμάσουμε 3 τενητές συνοριακές συνήκες:
(i) την (3.2.1d) που αναύσαμε

(ii) την απή συνοριακή συνήκη
Un+1
J = Un+1

J−1 (3.3.1)
η οποία είναι επέκταση της τιμής Un+1

J με σταερα

(iii) την συνοριακή συνήκη
Un+1
J = 2Un+1

J−1 − Un+1
J−2 (3.3.2)

η οποία αποτεεί υποοισμό της τιμής Un+1
J με ραμμική προέκταση

τν τιμών Un+1
J−1 και Un+1

J−2 .

Συνοριακή συνήκη (3.2.1d)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 61 5.0E-02 8.3E-02 0.6471E+00 - 0.3043E+00 -
41 121 2.5E-02 4.2E-02 0.2056E+00 1.654 0.9092E-01 1.743
81 241 1.3E-02 2.1E-02 0.5275E-01 1.962 0.2249E-01 2.015
161 481 6.3E-03 1.0E-02 0.1326E-01 1.992 0.5538E-02 2.022
321 961 3.1E-03 5.2E-03 0.3323E-02 1.997 0.1373E-02 2.012
641 1921 1.6E-03 2.6E-03 0.8317E-03 1.998 0.3420E-03 2.006
1281 3841 7.8E-04 1.3E-03 0.2081E-03 1.999 0.8533E-04 2.003
2561 7681 3.9E-04 6.5E-04 0.5203E-04 2.000 0.2131E-04 2.001
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Συνοριακή συνήκη (3.3.1)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 61 5.0E-02 8.3E-02 0.6642E+00 - 0.2992E+00 -
41 121 2.5E-02 4.2E-02 0.2383E+00 1.479 0.9454E-01 1.662
81 241 1.3E-02 2.1E-02 0.1616E+00 0.561 0.2876E-01 1.717
161 481 6.3E-03 1.0E-02 0.9450E-01 0.774 0.9354E-02 1.620
321 961 3.1E-03 5.2E-03 0.5064E-01 0.900 0.3168E-02 1.562
641 1921 1.6E-03 2.6E-03 0.2616E-01 0.953 0.1096E-02 1.532
1281 3841 7.8E-04 1.3E-03 0.1329E-01 0.977 0.3831E-03 1.516
2561 7681 3.9E-04 6.5E-04 0.6697E-02 0.989 0.1347E-03 1.508

Συνοριακή συνήκη (3.3.2)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 61 5.0E-02 8.3E-02 0.6214E+00 - 0.2962E+00 -
41 121 2.5E-02 4.2E-02 0.2020E+00 1.621 0.8855E-01 1.742
81 241 1.3E-02 2.1E-02 0.5251E-01 1.944 0.2225E-01 1.993
161 481 6.3E-03 1.0E-02 0.1325E-01 1.987 0.5519E-02 2.011
321 961 3.1E-03 5.2E-03 0.3322E-02 1.995 0.1372E-02 2.008
641 1921 1.6E-03 2.6E-03 0.8317E-03 1.998 0.3419E-03 2.005
1281 3841 7.8E-04 1.3E-03 0.2080E-03 1.999 0.8532E-04 2.003
2561 7681 3.9E-04 6.5E-04 0.5203E-04 2.000 0.2131E-04 2.001

Παρατηρούμε οιπόν σε αυτό το παράδειμα πς η διαφορετική επιοή
τενητών συνοριακών συνηκών επηρεάζει την τάξη σύκισης.Πρακτικά η
τάξη σύκισης ια τις συνήκες (3.2.1d) και (3.3.2) είναι 2 και ια τις δύο
νόρμες.Για την συνήκη (3.3.1) όμς η τάξη σύκιση ια την max νόρμα
φαίνεται να είναι 1 και ια την l2 1.5 .
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Στη συνέεια παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την επίυση
του προήματος

ut +
1

2
ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ 3

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) =



1
4

(
t− 1

2
1
4

+ 2
)3
, 0 < t ≤ 1

4

1
4

(
1 + 3

(
t− 1

2
1
4

+ 1
)
+ 3

(
t− 1

2
1
4

+ 1
)2

− 3
(

t− 1
2

1
4

+ 1
)3)

, 1
4
< t ≤ 1

2

1
4

(
1 + 3

(
1− t− 1

2
1
4

)
+ 3

(
1− t− 1

2
1
4

)2
− 3

(
1− t− 1

2
1
4

)3)
, 1
2
< t ≤ 3

4

1
4

(
2− t− 1

2
1
4

)3
, 1
4
< t ≤ 1

0, αού
(3.3.3)

με την μέοδο Lax-Wendroff (3.2.1a)-(3.2.1d) ια t = 3 και r = 0.33.Eδώ
η συνοριακή συνήκη είναι μία κυική spline και οι συνήκες συμιαστού
πηρώνονται.
Η ακριής ύση του προήματος αυτού είναι

u(x, t) =



0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2x

1

4

(
t− 2x− 1

2
1
4

+ 2

)3

, 0 < t− 2x ≤ 1

4

1

4

(
1 + 3

(
t− 2x− 1

2
1
4

+ 1

)
+ 3

(
t− 2x− 1

2
1
4

+ 1

)2

−

−3

(
t− 2x− 1

2
1
4

+ 1

)3
)
,
1

4
< t− 2x ≤ 1

2

1

4

(
1 + 3

(
1−

t− 2x− 1
2

1
4

)
+ 3

(
1−

t− 2x− 1
2

1
4

)2

−

−3

(
1−

t− 2x− 1
2

1
4

)3
)
,
1

2
< t− 2x ≤ 3

4

1

4

(
2−

t− 2x− 1
2

1
4

)3

,
1

4
< t− 2x ≤ 1

0, 0 < t− 2x ≤ 3.
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Συνοριακή συνήκη (3.2.1d)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 91 5.0E-02 3.3E-02 0.2081E+00 - 0.7019E-01 -
41 181 2.5E-02 1.7E-02 0.1199E+00 0.796 0.2744E-01 1.355
81 361 1.3E-02 8.3E-03 0.1185E-01 3.338 0.1632E-02 4.071
161 721 6.3E-03 4.2E-03 0.3317E-02 1.838 0.4244E-03 1.943
321 1441 3.1E-03 2.1E-03 0.7893E-03 2.071 0.7315E-04 2.537
641 2881 1.6E-03 1.0E-03 0.1897E-03 2.057 0.1356E-04 2.432
1281 5761 7.8E-04 5.2E-04 0.4694E-04 2.015 0.2629E-05 2.367

(a) t = 0.3

(b) t = 0.8

(c) t = 1.4 (d) t = 2.2
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(e) t = 2.98 (f) t = 3

Σήμα 11: Aριμητική ύση του προήματος (3.3.3) με J = 1281 και
συνοριακή συνήκη την (3.2.1d).

Συνοριακή συνήκη (3.3.1)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 91 5.0E-02 3.3E-02 0.2421E+00 - 0.6811E-01 -
41 181 2.5E-02 1.7E-02 0.1008E+00 1.264 0.2549E-01 1.418
81. 361 1.3E-02 8.3E-03 0.8513E-02 3.566 0.1449E-02 4.137
161 721 6.3E-03 4.2E-03 0.2982E-02 1.514 0.4117E-03 1.815
321 1441 3.1E-03 2.1E-03 0.7085E-03 2.073 0.7121E-04 2.531
641 2881 1.6E-03 1.0E-03 0.1733E-03 2.031 0.1331E-04 2.420
1281 5761 7.8E-04 5.2E-04 0.4378E-04 1.985 0.2599E-05 2.357

(a) t = 3

Σήμα 12: Aριμητική ύση του προήματος (3.3.3) ια t = 3 με J = 1281
και συνοριακή συνήκη την (3.3.1).
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Συνοριακή συνήκη (3.3.2)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 91 5.0E-02 3.3E-02 0.2032E+00 - 0.6595E-01 -
41 181 2.5E-02 1.7E-02 0.1333E+00 0.608 0.2803E-01 1.234
81 361 1.3E-02 8.3E-03 0.1133E-01 3.557 0.1586E-02 4.144
161 721 6.3E-03 4.2E-03 0.3465E-02 1.709 0.4287E-03 1.887
321 1441 3.1E-03 2.1E-03 0.8068E-03 2.103 0.7349E-04 2.544
641 2881 1.6E-03 1.0E-03 0.1920E-03 2.072 0.1358E-04 2.436
1281 5761 7.8E-04 5.2E-04 0.4730E-04 2.021 0.2632E-05 2.368

(a) t = 3

Σήμα 13: Aριμητική ύση του προήματος (3.3.3) ια t = 3 με J = 1281
και συνοριακή συνήκη την (3.3.2).

Παρατηρούμε σε αυτό το παράδειμα ότι η τάξη ακρίειας της max νόρμας είναι
πρακτικά 2 ενώ της l2 νόρμας 2.3 ανεξαρτήτς επιοής τενητής συνοριακής
συνήκης.Ακόμα ξέρουμε ότι ια t = 3 η ύση που α έπρεπε να αμάνουμε
από την αριμητική μέοδο έιναι η μηδενική.Ωστόσο αν και ο παμός πρακτικά
εξέρεται την ρονική στιμή t = 3 παρατηρούμε μικρές τααντώσεις στο
σημείο x = 1 σε όα τα σήματα. Αυτές οι τααντώσεις οφείονται στις
τενητές συνοριακές συνήκες.
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4 Αριμητική επίυση αμτών Νόμν
Διατήρησης

Σε αυτήν την ενότητα α ασοηούμε με την αριμητική επίυση προημάτν
με αρικές συνήκες του νόμου διατήρησης

ut + F (u)x = 0, x ∈ R, t > 0, (4.0.1)

όπου F είναι μία C1 συνάρτηση,στον οποίο αναφερήκαμε στην αρή της
ερασίας αυτής.Η (4.0.1) είναι μία μη ραμμική πρώτης τάξης μερική διαφορική
εξίσση η οποία μπορεί να ραφεί στην μορφή της εξίσσης μεταφοράς ς

ut + αux = 0 (4.0.2)

όπου
α = α(u) =

∂F (u)

∂u
.

Για την επίυση της (4.0.1) εραζόμαστε όπς και στην περίπτση της ραμμικής
εξίσσης μεταφοράς. Η οικοένεια καμπυών ια την οποία ισύει

x′(t) = α(u)

αποτεεί την οικοένεια αρακτηριστικών καμπυών του προήματος.Κατά
μήκος αυτών η ύση της (4.0.1) είναι σταερή αφού

du

dt
(x(t), t) = ux(x(t), t)

dx

dt
+ ut(x(t), t)

= ux(x(t), t)α(u) + ut(x(t), t) = 0

από την (4.0.2).Οι αρακτηριστικές καμπύες είναι ευείες επειδή

d2x

dt2
=

d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt
α(u(x, t)) = α′(u)

du

dt
(x(t)) = 0

όπς συμαίνει και στην περίπτση ραμμικής της εξίσσης μεταφοράς.Οι
ευείες όμς αυτές δεν είναι κατ'ανάκη παράηες μεταξύ τους ιατί η
κίση τους εξαρτάται από την u.Υποοίζουμε τις αρακτηριστικές καμπύες
ς ακοούς:

dx

dt
= α(u(x, t), t)) = α(u(ξ, 0)).

Εάν επιάουμε την αρική συνήκη

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R (4.0.3)
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έουμε

dx

dt
= α(ϕ(ξ)) ⇒ x = α(ϕ(ξ))t+ ξ. (4.0.4)

Η ύση του προήματος (4.0.1) με αρική συνήκη την (4.0.2) είναι

u(x, t) = ϕ(ξ) (4.0.5)

όπου το ξ προσδιορίζεται από την (4.0.4) δεδομένν τν x και t.

4.1 Eξίσση Burgers ρίς ιξώδες.
To πιο αρακτηριστικό παράδειμα της εξίσσης (4.0.1) αποτεεί η εόμενη
εξίσση Burgers ρίς ιξώδες όπου F (u) = 1

2
u2,οπότε η (4.0.1) ίνεται

ut + uux = 0. (4.1.1)

Aν επιάουμε π.. την αρική συνήκη

ϕ(x) =


2, x < 0

2− x, 0 ≤ x ≤ 1

1, x > 1.

(4.1.2)

η ύση του προήματος (4.1.1)-(4.1.2) ια t < 1 είναι

u(x, t) =


2, x < 2t

2− x

1− t
, 2t ≤ x ≤ t+ 1

1, x > t+ 1.

(4.1.3)

Παρουσιάζουμε στην συνέεια τις αρακτηριστικές καμπύες της (4.1.1) με
αρική συνήκη την (4.1.2)(έπε σήμα 14).

Σήμα 14: Οικοένεια αρακτηριστικών καμπυών της εξίσσης (4.1.1) με
αρική συνήκη την (4.1.2).
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Βέπουμε αμέσς ότι οι αρακτηριστικές καμπύες,κατά μήκος τν οποίν
η ύση είναι σταερή,τέμνονται ια πρώτη φορά στο σημείο (2,1).Αυτό έει
ς αποτέεσμα το πρόημα (4.1.1)-(4.1.2) να μην έει κασική ύση ια
t ≥ 1 ιατί δημιουρείται ασυνέεια.Ως εκ τούτου το πρόημα επιδέεται
μόνο ασενή ύση ια t ≥ 1.

4.2 Aσενείς ύσεις
Ορισμός 4.1. Καούμε μία συνάρτηση u ασενή ύση τoυ προήματος
(4.0.1)-(4.0.3) αν πηρoί∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
[uυt + F (u)υx]dxdt+

∫ +∞

−∞
ϕ(x)υ(x, 0)dx = 0 (4.2.1)

∀υ ∈ C∞
c (R× [0,+∞)).

Eίναι φανερό αμέσς ότι μία ασενής ύση του προήματος (4.0.1)-(4.0.3)
δεν ρειάζεται να είναι ούτε παραίσιμη αά ούτε και συνεής.Αυτό είναι
πού σημαντικό δίοτι μας επιτρέπει να ρούμε ύσεις σε προήματα όπς το
(4.1.1)-(4.1.2) στα οποία οι αρακτηριστικές καμπύες τέμνονται και ς εκ
τούτου δημιουρούνται ασυνέειες.

4.2.1 Συνήκη Rankine-Hugoniot.
Θεώρημα 4.1. Εάν η u είναι ασενής ύση του προήματος (4.0.1)-(4.0.3),η
οποία είναι ασυνεής κατά μήκος μίας καμπύης x = h(t) και αρκετά ομαή
δεξιά και αριστερά αυτής τότε ισύει

s(t) = h′(t) =
F (u+)− F (u−)

u+ − u−
(4.2.2)

όπου s(t) η "ταύτητα διάδοσης" της ασυνέειας ενώ u+ και u− αποτεούν τα
όρια της u δεξιά και αριστερά της καμπύη h(t) αντίστοια,καώς x→ s(t)+

και x→ s(t)−.

Η (4.2.2) είναι νστή ς συνήκη Rankine-Hugoniot.H συνήκη αυτή στην
περίπτση της (4.1.1) ίνεται

s(t) =
u+ + u−

2
. (4.2.3)
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4.3 Πρόημα Riemann
Το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.0.1) με αρική συνήκη τμηματικά
σταερή συνάρτηση η οποία έει ένα σημείο ασυνέειας,είναι νστό ς
πρόημα Riemann.Ως παράδειμα αναφέρουμε την (4.1.1) με αρική συνήκη

u(x, 0) = ϕ(x) =

{
ul, x < 0

ur, x > 0.
(4.3.1)

H μορφή της ύσης του προήματος (4.1.1)-(4.3.1) εξαρτάται από την σέση
μεταξύ τν ul και ur.

• ul > ur

Σε αυτήν την περίπτση υπάρει μοναδική ασενής ύση

u(x, t) =

{
ul, x < st

ur, x > st
(4.3.2)

όπου
s =

ul + ur
2

. (4.3.3)

Σήμα 15: Λύση του προήματος (4.1.1)-(4.3.1) όταν ul > ur.

• ul < ur

Σε αυτήν την περίπτση υπάρουν άπειρες ασενείς ύσεις.Mία από αυτές
είναι η (4.3.2)-(4.3.3).
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Σήμα 16: Λύση (4.3.2) όταν ul < ur.

Μία διαφορετική ασενής ύση είναι η

u(x, t) =


ul, x < ult
x

t
, ult ≤ x ≤ urt

ur, x > urt

(4.3.4)

νστή ς ύση κύματος αραίωσης.

Σήμα 17: Λύση (4.3.4)

Είναι όμς οικό να αναρτηούμε αν είναι δυνατόν να επιέξουμε μία από
τις παραπάν ύσεις ς πιο ρεαιστική. Η απάντηση είναι ότι επιέουμε την
ύση (4.3.4) ιατί πηροί την "συνήκη εντροπίας"

F ′(ul) > s > F ′(ur) (4.3.5)
(έπε

Kröner
[1]).

4.4 Συντηρητικές μέοδοι
Πριν προρήσουμε στην μεέτη συκεκριμένν μεόδν ια την αριμητική
επίυση της (4.0.1) είναι οικό να αναρτηούμε κάτ από ποιες προυποέσεις
μία αριμητική μέοδος είναι δυνατόν να συκίνει σε κάποια ασενή ύση
και αν η τεευταία ικανοποιεί την συνήκη εντροπίας.Πριν αναζητήσουμε
απαντήσεις ρειάζεται να δώσουμε τους παρακάτ ορισμούς.
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Ορισμός 4.2. Mία αριμητική μέοδος ονομάζεται συντηρητική αν μπορεί
να ραφεί στην μορφή

Un+1
j = Un

j − k

h
[F̃ (Un

j , U
n
j+1)− F̃ (Un

j−1, U
n
j )], (4.4.1)

όπου F̃ η εόμενη αριθμητική ροή.

Ορισμός 4.3. H μέοδος (4.4.1) ονομάζεται συνεπής εάν

F̃ (υ̂, υ̂) = F (υ̂) (4.4.2)

Θεώρημα 4.2. (Lax-Wendroff) Έστ U η αριμητική προσείση που
αμάνουμε από μία συντηρητική και συνεπή μέοδο ια την επίυση του
προήματος (4.0.1)-(4.0.3). Έστ επίσης ότι η U συκίνει σε μία συνάρτηση
u καώς h, k → 0.Τότε η u αποτεεί ασενή ύση ια το πρόημα (4.0.1)-
(4.0.3).

Παρατήρηση 9. To εώρημα Lax-Wendroff δεν μας εξασφαίζει αν η ασενής
ύση στην οποία συκίνει η μέοδος αποτεεί επιπρόσετα και ύση εντροπίας.

4.5 H μέοδος Upwind ια Νόμους Διατήρησης.
Συνείζοντας α μεετήσουμε την μέοδο πεπερασμένν διαφορών Upwind
ια να ύσουμε αριμητικά την εξίσση (4.0.1).Αρίζοντας α ερήσουμε
δύο ομοιόμορφους διαμερισμούς έναν ια τον άξονα x και έναν ια τον άξονα
t στα διαστήματα (−∞,+∞) και [0, T ] αντίστοια ς εξής

xj = jh ια j = 0,±1,±2, . . .

tn = nk όπου k =
T

M
= ∆t = (tn+1 − tn) ια n = 0, . . . ,M

με M το πήος τν υποδιαστημάτν στον άξονα τν t.
Θα στηριτούμε στην (4.0.2) ια να κατασκευάσουμε την μέοδο Upwind
ό της ομοιότητάς της με την (2.2.1). Έτσι ια (x, t) ∈ (R× [0,+∞)) αν
α(u(x, t)) > 0 τότε α προσείσουμε την F (u)x με προς τα πίσ ανάπτυμα
Taylor ενώ αν α(u(x, t)) < 0 με προς τα εμπρός ανάπτυμα Taylor όπς
έουμε ήδη πράξει με παρόμοιο τρόπο στο κεφάαιο 2 ια την (2.2.1).
Επομένς ια α(u(x, t)) > 0 έουμε

F (u(x− h, t)) = F (u(x, t))− h
∂F (u(x, t))

∂x
+O(h2) ⇒

∂F (u(x, t))

∂x
≈ F (u(x, t))− F (u(x− h, t))

h
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Με την προυπόεση ότι προσείζουμε την ρονική παράο με προς τα
εμπρός ανάπτυμα Taylor α έουμε

u(x, tn+1)− u(x, tn)

k
+
F (u(x, tn))− F (u(x− h, tn))

h
≈ 0

Αντικαιστώντας την ακριή ύση με την προσειστική παίρνουμε

Un+1
j = Un

j − k

h
(F n

j − F n
j−1) (4.5.1)

όπου F n
j = F (Un

j ) ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1.
Ανάοα αν α(u(x, t)) < 0 τότε

F (u(x+ h, t)) = F (u(x, t)) + h
∂F (u(x, t))

∂x
+O(h2) ⇒

∂F (u(x, t))

∂x
≈ F (u(x+ h, t))− F (u(x, t))

h

Άρα
u(x, tn+1)− u(x, tn)

k
+
F (u(x+ h, tn))− F (u(x, tn))

h
≈ 0

Aντικαιστώντας τις ακριείς τιμές με προσείσεις έουμε

Un+1
j = Un

j − k

h
(F n

j+1 − F n
j ) (4.5.2)

όπου F n
j = F (Un

j ) ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1.

4.5.1 Διατύπση της μεόδου Upwind.
Έουμε καταήξει στην εξής μέοδο.Στο πρώτο ήμα έουμε

U0
j = ϕ(xj)

ια j = 0,±1,±2, . . . ενώ σε κάε ήμα της μεόδου ια n = 0, . . . ,M − 1
αν α(u(xj, tn)) > 0 επιέουμε τον τύπο (4.5.1),αιώς,αν α(u(xj, tn)) <
0,επιέουμε τον τύπο (4.5.2) ια j = 0,±1,±2, . . .

Η μέοδος μπορεί να ραφεί σε πιο συμπαή μορφή ς

Un+1
j = Un

j − k

2h

{[
1− sgnAn

j+ 1
2

]
(F n

j+1 − F n
j )

+
[
1− sgnAn

j− 1
2

]
(F n

j − F n
j−1)

} (4.5.3)

όπου An
j+ 1

2

=
Fn
j+1−Fn

j

Un
j+1−Un

j
και An

j− 1
2

=
Fn
j −Fn

j−1

Un
j −Un

j−1
ενώ στην περίπτση όπου Un

j±1 =

Un
j τότε An

j± 1
2

= α(Un
j ).
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Παρατήρηση 10. Eίναι φανερό ότι η μέοδος Upwind ικανοποιεί τις υποέ-
σεις του ερήματος Lax−Wendroff, 4.2.Αν οιπόν συκίνει,α συκίνει
σε ασενή ύση.

Παρατήρηση 11. Φυσικά στην πράξη δεν μπορούμε να υοποιήσουμε την
μέοδο Upwind ια όα τα j μέρι το άπειρο.Αντ'αυτού δίνουμε κάε φορά
κατάηες συνοριακές συνήκες ή επιάουμε περιοδικές συνήκες.

4.5.2 Παραδείματα υοποίησης αριμητικής ύσης της
μεόδου Upwind

Παρουσιάζουμε τη ραφική παράσταση της εξίσσης (4.1.1) με αρική συνήκη

u0 = e−10(4x−1)2 , x ∈ R (4.5.4)

υμένη με τη μέοδο Upwind ια 0 < t < 2.

(a) t = 0 (b) t = 9.58E − 002

(c) t = 0.2 (d) t = 0.5
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(e) t = 1 (f) t = 2

Σήμα 18: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t = 9.5E−
002, t = 0.2, t = 0.5, t = 1, t = 2, h = 4.1E − 003 και k

h
= 0.5.

Βέπουμε πς ια ρόνο t = 0.2 περίπου έει δημιουρηεί ασυνέεια στη
ύση.Η αριμητική ύση α συκριεί στη συνέεια με αριμητικές ύσεις που
προέρονται από άες αριμητικές μεόδους(Lax-Wendroff,Godunov).

Παραδείματα ια προήματα Riemann.
Έστ το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.1.1) με αρική συνήκη

ϕ(x) =

{
−1, x < 1

1, x > 1
(4.5.5)

ια 0 ≤ t ≤ 1. H ύση εντροπίας ι'αυτό το πρόημα είναι

u(x, t) =


− 1, x < −t+ 1

x− 1

t
, −t+ 1 ≤ x ≤ t+ 1

1, x > t+ 1.

(4.5.6)

Όμς η

u(x) =

{
−1, x < 1

1, x > 1
(4.5.7)

ια 0 ≤ t ≤ 1 είναι επίσης μία ασενής ύση του προήματος η οποία
δεν ικανοποιεί την συνήκη εντροπίας.Στο επόμενο σήμα απεικονίζεται η
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προσειστική ύση που αμάνουμε με την μέοδο Upwind με αρική συνή-
κη

U0
j =

{
−1, xj < 1

1, xj > 1.
(⋆)

(a) t = 0 (b) t = 1
2

(c) t = 1

Σήμα 19: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) ια t = 0, t = 1
2
, t =

1, h = 1.56E − 002 και k
h
= 0.25.
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Παρατηρούμε ότι η μέοδος προσείζει την ασενή ύση (4.5.7) και όι την
(4.5.6).Aυτό συμαίνει διότι ια n = 1 έουμε ότι

ια κάε xj < 1 ισύει

U1
j = U0

j − k

h

(
1

2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2) = U0

j = −1

)
και ια κάε xj > 1 ισύει

U1
j = U0

j − k

h

(
1

2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2) = U0

j = 1

)
πράμα που σημαίνει ότι η ύση της Upwind με αρική συνήκη την (⋆)
έιναι η (⋆).
Στο ίδιο πείραμα όμς αν πάρουμε σαν αρική συνήκη ια την Upwind

U0
j =


−1, xj < 1

0, xj = 1

1, xj > 1

(4.5.8)

τότε η ύση που αμάνουμε από την (4.5.3) προσείζει τη ύση εντροπίας
όπς φαίνεται στο επόμενο σήμα.

(a) t = 0 (b) t = 0, 32
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(c) t = 0, 65

(d) t = 1

Σήμα 20: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.8)

ια t = 0, t = 0, 32, t = 0, 65, t = 1, h = 1.56E − 002 και k
h
= 0.25.

Εκτός όμς από την (4.5.8) αν πάρουμε σαν αρικό διάνυσμα στην μέοδο

U0
j =

635

1000
arctan(1000(xj − 1)) (4.5.9)

τότε πάι η (4.5.3) προσείζει αρκετά καά τη ύση (4.5.6).

(a) t = 0 (b) t = 0, 32
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(c) t = 0, 65 (d) t = 1

Σήμα 21: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.9)

ια t = 0, t = 0, 32, t = 0, 65, t = 1, h = 1.56E − 002 και k
h
= 0.25.

Έστ τώρα το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.1.1) με αρικές
συνήκες

ϕ(x) =

{
1, x < 1

0, x > 1
(4.5.10)

ια 0 ≤ t ≤ 1. Η ακριής ύση του προήματος αυτού είναι

u(x, t) =


1, x <

1

2
t+ 1

0, x >
1

2
t+ 1.

(4.5.11)

Παρακάτ είναι η ραφική παράσταση της ύσης που αμάνουμε από την
μέοδο Upwind καώς και της ύσης (4.5.11) με αρική συνήκη

U0
j =

{
1, xj < 1

0, xj > 1.
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(a) t = 0 (b) t = 0, 32

(c) t = 0, 65 (d) t = 1

Σήμα 22: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.10) ια t = 0, t =
0, 32, t = 0, 65, t = 1, h = 1.56E − 002 και k

h
= 0.25.

Σε αυτό το πείραμα συμπεραίνουμε ότι η Upwind προσείζει αρκετά καά την
ασενή ύση του προήματος και το αριμητικό shock φαίνεται να έει την
σστή ταύτητα και δεν παρατηρούνται τααντώσεις.Βεαίς παρατηρείται το
φαινόμενο ότι η Upwind εξομαύνει την ύση,δηαδή παρουσιάζει φαινόμενα
απόσεσης.
4.6 H μέοδος Lax-Wendroff ια Νόμους Διατήρησης.
Σε αυτήν την ενότητα α παρουσιάσουμε την μέοδο Lax-Wendroff ια την
επίυση του προήματος (4.0.1)-(4.0.2).Αρίζοντας α ερήσουμε τους δια-
μερισμούς της παραράφου 4.5. Από την εξίσση (4.0.1) έουμε ια αρκετά
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ομαές ύσεις

ut = −F (u)x (4.6.1a)
∂2t u = −(F (u)x)t ⇒∂2t u = −(F (u)t)x ⇒ ∂2t u = −(α(u)ut)x ⇒

∂2t u = (α(u)F (u)x)x. (4.6.1b)

Kάνοντας αντικατάσταση τις (4.6.1a) και (4.6.1b) στην (3.1.5) έουμε

u(x, tn + k) = u(x, tn)− kF (u)x +
k2

2!
(α(u)F (u)x)x +O(k3). (4.6.2)

Για ευκοία ορίζουμε τους παρακάτ τεεστές

∆xF (u(x, t)) :=
1

2
(F (u(x+ h, t))− F (u(x− h, t)))

δxF (u(x, t)) := F (u(x+
1

2
h, t))− F (u(x− 1

2
h, t).

(4.6.3)

Προσείζουμε στη συνέεια τις παραώους της (4.6.2) ς εξής

F (u)x ≃ ∆xF (u)

h

(α(u)F (u)x)x ≃ δx(α(u)δxF (u))

h2
.

(4.6.4)

Έουμε

∆xF (u)

h
=

1
2
(F (u(x+ h, t))− F (u(x− h, t)))

h
δx(α(u)δxF (u))

h2
=
α(u(x+ 1

2
h, t))δxF (u(x+

1
2
h, t))

h2
−

−
α(u(x− 1

2
h, t))δxF (u(x− 1

2
h, t))

h2
⇒

δx(α(u)δxF (u))

h2
=
α(u(x+ 1

2
h, t))(F (u(x+ h, t))− F (u(x, t)))

h2

−
α(u(x− 1

2
h, t))(F (u(x, t))− F (u(x− 1

2
h, t)))

h2
.

Aντικαιστώντας τις ακριείς τιμές με προσείσεις και απαείφοντας τους
όρους O(k3) στην (4.6.2) έουμε
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Un+1
j = Un

j − k
∆xF (U

n
j )

h
+
k2

2

δx(α(U
n
j )δxF (U

n
j ))

h2
⇒

Un+1
j = Un

j − k
(F (Un

j+1)− F (Un
j−1))

2h
+
k2

2

(
α(Un

j+1/2)(F (U
n
j+1)− F (Un

j ))

h2
−

−
α(Un

j−1/2)(F (U
n
j )− F (Un

j−1))

h2

)
όπου Un

j±1/2 =
1
2
(Un

j±1 + Un
j ).

4.6.1 Διατύπση της μεόδου Lax-Wendroff
Για το πρόημα (4.0.1)-(4.0.2) η μέοδος Lax-Wendroff υοποιείται ς εξής.
Στο πρώτο ήμα έουμε

U0
j = ϕ(xj)

ια j = 0,±1,±2, . . . ενώ σε κάε καινούριο ήμα της μεόδου ια n =
0, . . . ,M − 1

Un+1
j = Un

j − k
∆xF (U

n
j )

h
+
k2

2

δx(α(U
n
j )δxF (U

n
j ))

h2
(4.6.5)

ια j = 0,±1,±2, . . .

Παρατήρηση 12. H μέοδος Lax −Wendroff ικανοποιεί τις υποέσεις
του ερήματος Lax−Wendroff.

Παρατήρηση 13. Φυσικά στην πράξη δεν μπορούμε να υοποιήσουμε την
μέοδο Lax-Wendroff ια όα τα j μέρι το άπειρο.Γι'αυτόν το όο δίνουμε
κάε φορά κατάηες συνοριακές συνήκες ή περιοδικές συνήκες.

Διηματική Lax-Wendroff
Kατά την υοποίηση της (4.6.5) παρατηρούμε ότι είμαστε ανακασμένοι σε
κάε ήμα να υποοίσουμε τους όρους α(Un

j+ 1
2

) και α(Un
j− 1

2

).Αυτό μπορούμε
να το αποφύουμε υοποιώντας την "διηματική" Lax-Wendroff (έπε

Morton&Mayers
[2]).Σε

αυτήν την μέοδο κάε ήμα αποτεείται από δύο μέρη.Στο πρώτο μέρος
υποοίζουμε τις προσείσεις της u στα σημεία (xj+ 1

2
, tn+

1
2 ) και (xj− 1

2
, tn+

1
2 )

ς εξής

U
n+ 1

2

j+ 1
2

=
1

2
(Un

j + Un
j+1)−

1

2

k

h

(
F (Un

j+1)− F (Un
j )
)

U
n+ 1

2

j− 1
2

=
1

2
(Un

j + Un
j−1)−

1

2

k

h

(
F (Un

j )− F (Un
j−1)

)
.

(4.6.6)



H μέθοδος Lax-Wendroff για Νόμους Διατήρησης. 83

Στο δεύτερο τεικά υποοίζουμε την προσέιση της u στο σημείο (xj, tn+1)

Un+1
j = Un

j − k

h

(
F (U

n+ 1
2

j+ 1
2

)− F (U
n+ 1

2

j− 1
2

)
)
. (4.6.7)

4.6.2 Παραδείματα από την υοποίηση της μεόδου Lax-Wendroff
Παρουσιάζουμε τώρα τη ραφική παράσταση της αριμητικής ύσης της εξίσσης
(4.1.1) με αρική συνήκη την (4.5.4) με τη μέοδο (4.6.5) ια 0 ≤ t ≤ 1.

(a) t = 0 (b) t = 9.5E − 002

(c) t = 0.2 (d) t = 0, 5
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(e) t = 1 (f) t = 2

Σήμα 23: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t = 9.5E−
002, t = 0.2, t = 0.5, t = 1, t = 2, h = 4.1E − 003 και k

h
= 0.5.

Aπό το σήμα 23 έπουμε ότι η μέοδος (4.6.5) παρουσιάζει τααντώσεις
καώς προσείζουμε το σημείο ασυνέειας.Αφού δημιουρηεί η ασυνέεια
η μέοδος φαίνεται να προσείζει την ύση με σστή ταύτητα αά με
τααντώσεις,οι οποίες όμς παραμένουν φραμένες. Συκρίνοντας την (4.6.5)
με την μέοδο Upwind (έπε σήμα 18) μπορούμε να πούμε ότι οι ταύτητες
τν δύο ύσεν είναι πρακτικά ίδιες στα δύο σήματα.Η μέοδος Upwind δεν
παρουσιάζει τααντώσεις στόσο παρατηρούμε σε αυτήν μεαύτερη από-
σεση.

(a) t = 2

Σήμα 24: Λύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 2, h = 4.1E − 003 και k
h
= 0.5 με

τις μεόδους Upwind και Lax-Wendroff.
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Παραδείματα ια προήματα Riemann.
Έστ στη συνέεια το πρόημα της εξίσσης (4.1.1) με αρική συνήκη
την (4.5.5) ια 0 ≤ t ≤ 1.Η ύση που αμάνουμε από την (4.6.5) με

U0
j =

{
−1, xj < 1

1, xj > 1.
(⋆)

ι'αυτό το πρόημα φαίνεται στο παρακάτ σήμα.

(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 1

Σήμα 25: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) ια t = 0, t =
0.32, t = 1, h = 1.5E − 002 και k

h
= 0.25.
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Παρατηρούμε ότι η μέοδος προσείζει την ασενή ύση (4.5.7) και όι την
(4.5.6).Αυτό δεν είναι δύσκοο να το δείξουμε.Για n = 1 έουμε ότι

ια κάε xj < 1 ισύει

U1
j = U0

j − k
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j−1)
2)

2h
+
k2

2

(
α(U0

j+1/2)
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j )
2)

h2
−

−
α(U0

j−1/2)
1
2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2)

h2

)
= −1

και ια κάε xj > 1 ισύει

U1
j = U0

j − k
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j−1)
2)

2h
+
k2

2

(
α(U0

j+1/2)
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j )
2)

h2
−

−
α(U0

j−1/2)
1
2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2)

h2

)
= 1

που σημαίνει ότι η ύση που αμάνουμε από την (4.6.5) με αρική συνήκη
την (⋆) είναι η (⋆).
Στο ίδιο πείραμα όμς όπς και στην περίπτση της Upwind,αν πάρουμε σαν
αρική συνήκη ια την (4.6.5) την (4.5.8)

U0
j =


−1, xj < 1

0, xj = 1

1, xj > 1

(4.6.8)

τότε η αριμητική ύση που αμάνουμε προσείζει την ύση εντροπίας όπς
φαίνεται στο επόμενο σήμα.
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 26: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.8)

ια t = 0, t = 0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k
h
= 0.25.

Εκτός όμς από την (4.5.8) αν πάρουμε σαν αρική συνήκη στην μέοδο την
(4.5.9) τότε πάι η (4.6.5) συκίνει στη ύση (4.5.6).
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 27: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.9)

ια t = 0, t = 0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k
h
= 0.25.

Έστ τώρα το πρόημα αρικών τιμών (4.1.1)-(4.5.10) ια 0 ≤ t ≤ 1.
Παρακάτ είναι η ραφική παράσταση της ύσης που αμάνουμε από την
(4.6.5).
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 28: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.9)

ια t = 0, t = 0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k
h
= 0.25.

Σε αυτό το πείραμα είναι συμπεραίνουμε ότι η Lax-Wendroff δίνει ύση όπου
κινείται με την ίδια περίπου ταύτητα όπς η ασυνεής ύση αά παρουσιάζει
φραμένες τααντώσεις πίσ από την ασυνέεια.

4.7 Η μέοδος Godunov
Σε αυτήν την ενότητα α μεετήσουμε την μέοδο Godunov(έπε

leveque
[3] σε.138).H

μέοδος Godunov σε αντίεση με τη μέοδο Upwind και την μέοδο
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Lax-Wendroff έει το πεονέκτημα ότι συκίνει πάντα στην ύση εντροπίας
της εξίσσης (4.0.1).Επεξηούμε στη συνέεια την μεόδο Godunov.

Θερούμε τις διαμερίσεις τν αξόνν x και t όπς στην ενότητα 4.5.Θα
περιράψου-με την ειτουρία της μεόδου ια κάποιο τυαίο ήμα n. Έστ
οιπόν Un η ύση που έουμε υποοίσει στο ρόνο tn .Ορίζουμε μία τμηματι-
κά σταερή συνάρτηση ũn(x, tn) με τιμή Un

j ια xj− 1
2
< x < xj+ 1

2
.Συνεπώς η

ũn(x, tn) είναι ό κατασκευής μία τμηματικά σταερή συνάρτηση με ασυνέει-
ες στα xj+1/2 με j = 0,±1,±2, . . . Ορίζουμε στη συνέεια σε κάε διάστημα
[xj, xj+1] το πρόημα της επίυσης της (4.0.1) με αρική συνήκη την τιμή
της ũn(x, tn) στο διάστημα αυτό ια tn ≤ t ≤ tn+1.Βέπουμε αμέσς πς το
πρόημα που ορίσαμε σε κάε ένα από τα διάστημα είναι ένα πρόημα Rie-
mann το οποίο έουμε τη δυνατότητα να το ύσουμε ακριώς. Έστ ũn(x, t)
η συνάρτηση η οποία σε κάε διάστημα [xj, xj+1] είναι η ακριής ύση του
προήματος Riemann .Tότε ορίζουμε την προσειστική Un+1

j tn+1 ς την
μέση τιμή

Un+1
j =

1

h

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

ũ(x, tn+1)dx. (4.7.1)

Συνεπώς η ũn(x, t) είναι σε κάε διάστημα η ακριής ύση του προήματος
Riemann και μέσ της οοκηρτικής μορφής του νόμου διατήρησης (έπεleveque
[3]) η (4.7.1) μπορεί να ραφεί στην μορφή (4.4.1) με την αριμητική ροή να
είναι

F̃ (Un
j , U

n
j+1) =

1

k

∫ tn+1

tn
F (ũ(xj+ 1

2
, t))dt. (4.7.2)

Aυτό μας δίνει πς η μέοδος Godunov μπορεί να ραφεί στην μορφή
συντηρητικής μεόδου.Παρατηρούμε επιπρόσετα ότι το οοκήρμα στην
(4.7.2) μπορεί να υποοιστεί εύκοα καώς η συνάρτηση ũ(xj+ 1

2
, t) παραμένει

σταερή στο διάστημα [tn, tn+1].Aυτό οφείεται στο εονός ότι η ακριής
ύση του προήματος Riemann ũn(x, t) είναι σταερή κατά μήκος της ραμμής
x = xj+ 1

2
και εξαρτάται μόνο από τις τιμές Un

j και Un
j+1.Oρίζοντας ũ(xj+ 1

2
, t) :=

u∗(Un
j , U

n
j+1) η αριμητική ροή από την (4.7.2) ίνεται

F̃ (Un
j , U

n
j+1) = F (u∗(Un

j , U
n
j+1)). (4.7.3)

Στην περίπτση όπου Un
j = Un

j+1 = ū τότε u∗(Un
j , U

n
j+1) = ū .Συνεπώς η

αριμητική ροή F̃ είναι συνεπής.Η μέοδος Godunov παίρνει την μορφή

Un+1
j = Un

j − k

h

(
F (u∗(Un

j , U
n
j+1)− F (u∗(Un

j , U
n
j−1)

)
. (4.7.4)
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Επομένς ια την υοποίηση της (4.7.4) είναι ανακαίος ο υποοισμός τν
u∗(Un

j , U
n
j+1) ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1.

Μπορεί να δειεί ότι ια την περίπτση του αμτού προήματος η (4.7.3)
μπορεί να πάρει την μορφή

F̃ (Un
j , U

n
j+1) =


min

Un
j ≤u≤Un

j+1

F (u) αν Un
j ≤ Un

j+1

max
Un
j ≥u≥Un

j+1

F (u) αν Un
j > Un

j+1

(4.7.5)

(έπε
leveque
[3] σε.143-145).

4.7.1 Παραδείματα από την υοποίηση της μεόδου Godunov
Παρουσιάζουμε τώρα τη ραφική παράσταση της αριμητικής ύσης της εξίσσης
(4.1.1) με αρική συνήκη την (4.5.4) με τη μέοδο Godunov ια 0 ≤ t ≤ 2.

(a) t = 0 (b) t = 9.5E − 002
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(c) t = 0.2 (d) t = 0.5

(e) t = 1 (f) t = 2

Σήμα 29: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t = 9.5E−
002, t = 0.2, t = 0.5, t = 1, t = 2, h = 4.1E − 003 και k

h
= 0.5.

Παρατηρούμε ότι η μέοδος φαίνεται να προσείζει αρκετά καά την ασενή
ύση της εξίσσης ρίς τααντώσεις.Συκρίνοντας με την ύση Upwind του
ίδιου προήματος έουμε να πούμε πς τα ραφήματα τν ύσεν τν δύο
μεόδν είναι πανομοιότυπα.
Έστ στη συνέεια το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.1.1) με
αρική συνήκη την (4.5.5) ια 0 ≤ t ≤ 1.Η ύση που αμάνουμε από την
μέοδο Godunov ι'αυτό το πρόημα φαίνεται στο παρακάτ σήμα.
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 30: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t =
0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k

h
= 0.25.

Παρατηρούμε από αυτό το πείραμα ότι σε αντίεση με τις μεόδους Upwind
και Lax-Wendroff η μέοδος Godunov συκίνει στην ύση εντροπίας.
Επιπέον έστ το πρόημα (4.1.1)-(4.5.10) ια 0 ≤ t ≤ 1. Παρακάτ είναι η
ραφική παράσταση της αριμητικής ύσης που αμάνουμε από την μέοδο
Godunov.
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 31: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t =
0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k

h
= 0.25.

Παρατηρούμε ότι η ταύτητα της αριμητικής ύσης προσείζει καά την
ταύτητα της ασυνεής ύσης ρίς τααντώσεις.
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5 Εξισώσεις Ρηών Υδάτν σε μία ρική
διάσταση

Στόος μας στο κεφάαιο αυτό είναι η μεέτη καώς και η αριμητική επίυση
του συστήματος τν εξισώσεν ρηών υδάτν ια την περιραφή της κίνησης
ενός ρευστού σε εεύερη επιφάνεια σε μια ρική διαστάση με σταερό
πυμένα.Αρίζοντας δείνουμε τι μορφή έουν τα συστήματα ΜΔΕ.

5.1 Γραμμικά Συστήματα ΜΔΕ πρώτης τάξης σε
μία διάσταση

Θερούμε το πρόημα αρικών τιμών της μορφής

ut + Aux = 0

u(x, 0) = u0(x)
(5.1.1)

όπου u : R × R+ → Rm και A ∈ Rm×m σταερός πίνακας.Η πρώτη εξίσση
της (5.1.1) αποτεεί ένα ραμμικό σύστημα ΜΔΕ πρώτης τάξης με μία ρική
διάσταση.Καούμε το σύστημα υπερβολικό εάν ο πίνακας Α είναι διανοποιήσι-
μος με πραματικές ιδιοτιμές (δη.) έτσι ώστε να μπορεί να ραφεί στην
μορφή

A = RΛR−1

όπου Λ = diag(λ1, . . . , λm) ο διαώνιος πίνακας τν πραματικών ιδιοτιμών
και
R = [r1| . . . |rm] o πίνακας με στήες τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα A.

5.2 Mη Γραμμικά Συστήματα ΜΔΕ πρώτης τάξης
σε μία ρική διάσταση

Θερούμε τώρα το πρόημα αρικών τιμών της μορφής

ut + f(u)x = 0

u(x, 0) = u0(x).
(5.2.1)

όπου u : R × R+ → Rn και f : Rm → Rm.Η πρώτη εξίσση της (5.2.1) είναι
ένα μη ραμμικό σύστημα ΜΔΕ σε μία ρική διάσταση.Το (5.2.1) ράφεται
και στη μορφή

ut + A(u)ux = 0

u(x, 0) = u0(x)
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όπου A(u) = ∂f(u)
∂u είναι ο Ιακιανός πίνακας της f.Όπς και στην περίπτση

τν ραμμικών συστημάτν έτσι και εδώ το σύστημα καείται υπεροικό
εάν ο πίνακας A(u) είναι διανοποιήσιμος και έει πραματικές ιδιοτιμές
∀u ∈ Rm.

5.3 Oι εξισώσεις Ρηών Υδάτν
Θα μεετήσουμε στη συνέεια τις εξισώσεις ρηών υδάτν σε μία ρική
διάσταση.Οι εξισώσεις αυτές ρησιμοποιούνται ια την μοντεοποίηση της
κίνησης ενός ρευστού με εεύερη επιφάνεια και με το άος του πυμένα
μικρό σε σέση με τα μήκη τν κυμάτν που δημιουρούνται στην εεύερη
επιφάνεια του ρευστού.Για την παραή τν εξισώσεν ρηών υδάτν υποέ-
τουμε ότι το ρευστό είναι ασυμπίεστο,αστρόιο με μηδενικό ιξώδες.Η εμε-
τρία του προήματος φαίνεται στο παρακάτ σήμα

Σήμα 32: Kύματα επιφάνειας 2D

όπου η(t) η απόκιση της εεύερης επιφάνειας από την στάμη ηρεμίας z = 0
, h̄ το άος του σταερού πυμένα από την στάμη ηρεμίας z = 0,u και υ
οι συνιστώσες της ταύτητας στον οριζόντιο και κάετο καρτεσιανό άξονα
αντίστοια και Ωt = {(x, z) : −∞ < x < ∞,−h̄ < z < η(x, t)} το ρίο που
αμάνει κάε στιμή ια t ≥ 0 το ρευστό.Οι εξισώσεις τν ρηών υδάτν
με σταερό πυμένα ς προς διαστατικές μεταητές είναι

ηt + [(η + h̄)u]x = 0 (5.3.1)
ut + gηx + uux = 0. (5.3.2)

όπου g η επιτάυνση της αρύτητας (έπε
logan,Dougalis
[4, 5].)

Eπανααμάνουμε ότι το σύστημα (5.3.1)−(5.3.2) αποτεεί μία καή προσέιση
τν εξισώσεν Euler τν κυμάτν εεύερης επιφάνειας μόνο στην περίπτση
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όπου το άος του πυμένα είναι αρκετά μικρό σε σέση με το μήκος κύματος
τν κυμάτν επιφάνειας.
Το σύστημα (5.3.1)− (5.3.2) είναι δυνατόν να εκφραστεί σε μία διαφορετική
μορφή με μεταητές ύψος και ορμή.Η μεταητή ύψους ορίζεται ς

H(x, t) = h̄+ η(x, t).

Aν με U = Hu συμοίζουμε την ορμή τότε από την εξίσση (5.3.1) έουμε

ηt + [(η + h̄)u]x = 0 ⇒ (H − h̄)t + (Hu)x = 0 ⇒
Ht + Ux = 0.

Ποαπασιάζοντας στη συνέεια την εξίσση (5.3.2) με H και έοντας
υπ'όψιν την (5.3.1) έουμε

ut + gηx + uux = 0 ⇒
Hut +Htu−Htu+ gH(H − h̄)x +Huux = 0 ⇒
(Hu)t −Htu+ gH(H − h̄)x +Huux = 0 ⇒

Ut − Ux
U

H
+ gHHx +H

U

H

(
U

H

)
x

⇒

Ut +

(
U2

H

)
x

+
g

2
(H2)x = 0.

Άρα το σύστημα ρηών υδάτν με σταερό πυμένα ια τις μεταητές ύψους
και ορμής ράφεται ς

Ht + Ux = 0 (5.3.3)

Ut +

(
U2

H

)
x

+
g

2
(H2)x = 0. (5.3.4)

5.4 Αριμητική επίυση του συστήματος Ρηών
Υδάτν

Σε αυτήν την υποενότητα α προρήσουμε στην μεέτη μεόδν ια την
αριμητική επίυση του συστήματος ρηών υδάτν στην περίπτση περιοδικών
αρικών συνηκών.Επιπέον α υοποιήσουμε αριμητικά πειράματα τόσο ια
την πρώτη μορφή (5.3.1) − (5.3.2) όσο και ια την δεύτερη μορφή (5.3.3) −
(5.3.4) του συστήματος ρηών υδάτν.



Αριθμητική επίλυση του συστήματος Ρηχών Υδάτων 98

5.4.1 H Μέοδος Lax-Wendroff
Η πρώτη μέοδος που α μεετήσουμε είναι η μέοδος Lax − Wendroff .
Aρικά α ερήσουμε όπς και στο κεφάαιο 4 δύο ομοιόμορφους διαμερι-
σμούς,έναν ια τον άξονα x και έναν ια τον άξονα t ,στα διαστήματα (−∞,+∞)
και [0, T ] αντίστοια ς εξής

xj = jh ια j = 0,±1,±2, . . .

tn = nk όπου k =
T

M
= ∆t = (tn+1 − tn) ια n = 0, . . . ,M

με M το πήος τν υποδιαστημάτν στον άξονα τν t.
Η μεόδος Lax−Wendroff ια το σύστημα (5.2.1) (έπε

Morton&Mayers
[2] σε.100-105)

είναι η

Wn+1
j =Wn

j −
k

2h
(f(Wn

j+1)− f(Wn
j−1)) +

k2

2h2
[Aj+ 1

2
(f(Wn

j+1)− f(Wn
j ))−

− Aj− 1
2
(f(Wn

j )− f(Wn
j−1))] (5.4.1)

ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1

όπουWn
j ∈ Rm η προσειστική ύση,f η συνάρτηση ροής και Aj± 1

2
∈ Rm×m

η Iακιανή του συστήματος (5.2.1) υποοισμένη στο 1
2
(Wn

j +Wn
j±1).

H μέοδος (5.4.1) δεν αποτεεί τίποτα άο παρά την ενίκευση της μεόδου
(4.6.5) ια μη ραμμικά συστήματα.

Είναι επίσης σημαντικό σε αυτό το σημείο να αναφέρουμε και το εξής.Οι
ορισμοί (4.1), (4.2) καώς και το εώρημα (4.2) ισύουν και στην περίπτση
ια την αριμητική επίυση συστημάτν της μορφής (5.1.1) και (5.2.1) με την
διαφορά ότι Wn

j ∈ Rm ενώ και η αριμητική ροή F̃ ∈ Rm όπου m o αριμός
τν εξισώσεν του συστήματος.
Η μέοδος (5.4.1) οιπόν ικανοποιεί τις υποέσεις του ερήματος (4.2) αν
πάρουμε ς αριμητική ροή την

F̃(Wn
j+1,Wn

j ) =
1

2
(f(Wn

j+1) + f(Wn
j ))−

k

2h
(Aj+ 1

2
(f(Wn

j+1)− f(Wn
j ))).

Διηματική Lax-Wendroff
´Ενα μειονέκτημα της μεόδου (5.4.1) κατά την υοποίησή της είναι το εονός
ότι είμαστε ανακασμένοι να υποοίζουμε τον Ιακιανό πίνακα Aj± 1

2
.O
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τρόπος ια να το αποφύουμε αυτό είναι να ρησιμοποιήσουμε την διηματική
Lax−Wendroff όπς στην περίπτση της αριμητικής επίυσης τν αμτών
νόμν διατήρησης στο κεφάαιο 4(έπε

Morton&Mayers
[2]σε.110).H μεοδος αυτή υοποιεί-

ται σε δύο ήματα.Στο πρώτο ήμα υποοίζουμε τις προσείσεις της u στα
σημεία (xj+ 1

2
, tn+

1
2 ) και (xj− 1

2
, tn+

1
2 ) ς εξής

Wn+ 1
2

j+ 1
2

=
1

2
(Wn

j +Wn
j+1)−

1

2

k

h

(
f(Wn

j+1)− f(Wn
j )
)

Wn+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(Wn

j +Wn
j−1)−

1

2

k

h

(
f(Wn

j )− f(Wn
j−1)

)
.

Στο δεύτερο τεικά υποοίζουμε την προσέιση της u στο σημείο (xj, tn+1)

Wn+1
j =Wn

j −
k

h

(
f(Wn+ 1

2

j+ 1
2

)− f(Wn+ 1
2

j− 1
2

)
)
.

Διατύπση της διηματικής μεόδου Lax-Wendroff ια το σύστημα
Ρηών Υδάτν με περιοδικές συνήκες
Διατυπώνουμε τώρα την διηματική Lax−Wendroff ια το συστήμα (5.3.1)−
(5.3.2) με αρική συνήκη και περιοδικές συνήκες.ΈστWn

j = (Hn
j , V

n
j ) με

Hn
j , V

n
j οι προσείσεις τν η και u αντίστοια και

f(Wn
j ) =

(
(Hn

j + h̄)V n
j

gHn
j + 1

2
(V n

j )
2

)
.

Με δεδομένα H0
j και V 0

j ια j = 0,±1, . . . έουμε

ια n = 0, . . . ,M − 1

H
n+ 1

2

j+ 1
2

=
1

2
(Hn

j +Hn
j+1)−

1

2

k

h

(
(Hn

j+1 + h̄)V n
j+1 − (Hn

j + h̄)V n
j

)
V

n+ 1
2

j+ 1
2

=
1

2
(V n

j+1 + V n
j )−

1

2

k

h

(
gHn

j+1 +
(V n

j+1)
2

2
− gHn

j −
(V n

j )
2

2

)
H

n+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(Hn

j +Hn
j−1)−

1

2

k

h

(
(Hn

j + h̄)V n
j − (Hn

j−1 + h̄)V n
j−1

)
V

n+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(V n

j + V n
j−1)−

1

2

k

h

(
gHn

j +
(V n

j )
2

2
− gHn

j−1 −
(V n

j−1)
2

2

)
Hn+1

j = Hn
j − k

h
((H

n+1/2
j+1/2 + h̄)V

n+1/2
j+1/2 )− ((H

n+1/2
j−1/2 + h̄)V

n+1/2
j−1/2 )

V n+1
j = V n

j − k

h

(
gH

n+1/2
j+1/2 +

(V
n+1/2
j+1/2 )2

2
− gH

n+1/2
j−1/2 −

(V
n+1/2
j−1/2 )2

2

)
ια j = 0,±1, . . .

(5.4.2)
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όπου
Wn

−1 =Wn
J−1 καιWn

2 =Wn
J+1

οι περιοδικές συνήκες.
Διατυπώνουμε στη συνέεια την διηματική Lax−Wendroff ια το σύστημα
(5.3.3) − (5.3.4) με αρική συνήκη και περιοδικές συνήκες.Έστ Wn

j =
(Sn

j ,M
n
j ) με Sn

j ,M
n
j οι προσείσεις τν H και U αντίστοια και

f(Wn
j ) =

(
Mn

j
(Mn

j )2

Sn
j

+ g
2
(Sn

j )
2

)
.

Με δεδομένα S0
j και M0

j ια j = 0,±1, . . . έουμε

ια n = 0, . . . ,M − 1

S
n+ 1

2

j+ 1
2

=
1

2
(Sn

j + Sn
j+1)−

1

2

k

h

(
Mn

j+1 −Mn
j

)
M

n+ 1
2

j+ 1
2

=
1

2
(Mn

j+1 +Mn
j )−

1

2

k

h

(
(Mn

j+1)
2

Sn
j+1

+
g

2
(Sn

j+1)
2 −

(Mn
j )

2

Sn
j

− g

2
(Sn

j )
2

)
S
n+ 1

2

j− 1
2

=
1

2
(Sn

j + Sn
j−1)−

1

2

k

h

(
Mn

j −Mn
j−1

)
M

n+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(Mn

j +Mn
j−1)−

1

2

k

h

(
(Mn

j )
2

Sn
j

+
g

2
(Sn

j )
2 −

(Mn
j−1)

2

Sn
j−1

− g

2
(Sn

j−1)
2

)
Sn+1
j = Sn

j − k

h
(M

n+1/2
j+1/2 −M

n+1/2
j−1/2 )

Mn+1
j =Mn

j − k

h

(
(M

n+1/2
j+1/2 )

2

S
n+1/2
j+1/2

+
g

2
(S

n+1/2
j+1/2 )

2 −
(M

n+1/2
j−1/2 )

2

S
n+1/2
j−1/2

− g

2
(S

n+1/2
j−1/2 )

2

)
ια j = 0,±1, . . .

(5.4.3)
όπου

Wn
−1 =Wn

J−1 καιWn
2 =Wn

J+1

οι περιοδικές συνήκες.

Aποτεέσματα από την εφαρμοή της διηματικής μεόδου
Lax-Wendroff
Συνείζοντας ερούμε την διαμέριση του διαστήματος [0, 10]

xj = jh όπου h =
1

J
= ∆x = (xj+1 − xj) ια j = 0, . . . , J
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με J το πήος τν υποδιαστημάτν. Παρουσιάζουμε τώρα τις ραφικές
παραστάσεις τν προσειστικών ύσενHn

j και V n
j που αμάνουμε εφαρμό-

ζοντας την μέοδο (5.4.2) ια την αριμητική επίυση του συστήματος (5.3.1)−
(5.3.2) στο διάστημα [0, 10] με αρικές συνήκες

η(x, 0) = 1.5e(−0.05(4(x− 1
4
)−19)2) (5.4.4)

u(x, 0) = 0 (5.4.5)

ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος πυμένα h̄ = 1.Επίσης στα άκρα εφαρμόζουμε
περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1
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(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 33: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.4) και της
προσέισης Hn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.2) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.1) − (5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t =
1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 34: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.5) και της
προσέισης V n

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.2) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.1) − (5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t =
1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .

Aπό τα σήματα 33 και 34 έπουμε ότι η μέοδος (5.4.2) παράει τααντώσεις
καώς πησιάζουμε τις ρονικές στιμές που δημιουρούνται ασυνέειες.Αφού
δημιουρηούν οι ασυνέειες η μέοδος φαίνεται να προσείζει την ύση με
σστή ταύτητα,αά με τααντώσεις οι οποίες παραμένουν φραμένες.
Παρουσιάζουμε τώρα τις ραφικές παραστάσεις τν προσειστικών ύσεν
Sn
j καιMn

j που αμάνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.3) ια την αριμητι-
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κή επίυση του συστήματος (5.3.3)− (5.3.4) στο διάστημα [0, 10] με αρικές
συνήκες τις (5.4.4) και (5.4.5) ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος πυμένα
h̄ = 1.Επίσης στα άκρα εφαρμόζουμε περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1
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(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 35: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.4) και της
προσέισης Sn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.3) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4) μειμένη κατά h̄ ια
t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και
g = 9.81 .

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 36: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.5) και της
προσέισης Mn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.3) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4) ια t = 0, t = 0.3, t =
1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .
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5.4.2 Μέοδος Godunov
Η μέοδος Godunov ια συστήματα της μορφής (5.2.1) έει την μορφή

Wn+1
j =Wn

j −
k

h

(
f(u∗(Wn

j ,Wn
j+1)− f(u∗(Wn

j ,Wn
j−1)

)
(5.4.6)

ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1 με την αριμητική ροή να είναι
F(Wn

j+1,Wn
j ) = f(u∗(Wn

j ,Wn
j+1) όπου f : Rm → R η συνάρτηση ροής

του προήματος (5.2.1) . H (5.4.6) αποτεεί ενίκευση του αριμητικού
σήματος (4.7.4).Ωστόσο η συνάρτηση αριμητικής ροής δεν δίνεται από κάποι-
ου είδους ενίκευση της (4.7.5).Παρ'όο που ερητικά μπορούμε να υοποιή-
σουμε την μέοδο (5.4.6) ια την αριμητική επίυση του συστήματος (5.2.1)
ρίσκοντας τα u∗(Wn

j ,Wn
j+1) μέσ της επίυσης ενός προήματος Riemann

σε κάε διάστημα [xj, xj+1] όπς έουμε ήδη περιράψει σε προηούμενο
κεφάαιο,στόσο στην πράξη κάτι τέτοιο συνής δεν το υοποιούμε ια
τον όο ότι αυτό απαιτεί ποούς υποοισμούς.

Επιυτές Riemann
Αυτό το οποίο υοποιούμε στην πράξη είναι το εξής.Αντί σε κάε μας ήμα
να ρίσκουμε την ακριή ύση του προήματος Riemann υποοίζουμε μία
προσειστική ύση αυτού.Οι διαφορετικοί τρόποι που έουμε την δυνατότητα
να επιέξουμε ια να προσείσουμε την ακριή ύση του προήματος Rie-
mann καορίζoυν κάε φορά και μία διαφορετική μέοδο ια την αριμητική
επίυση του συστήματος (5.2.1).Τα αριμητικά σήματα αυτά είναι νστά
στην ιιοραφία ς επιυτές Riemann.

Εάν ορίσουμε ûn(x, t) να είναι μία αυαίρετη προσέιση της ακριής ύσης
του προήματος Riemann σε κάε διάστημα [xj, xj+1] ια tn < t < tn+1 τότε
ορίζουμε

Wn+1
j =

1

h

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

û(x, tn+1)dx.

Η συνάρτηση ûn(x, t) ς προσέιση της ακριής ύσης προήματος Rie-
mann ερούμε ότι είναι συνάρτηση μόνο του x

t
όπς δηαδή συμαίνει και

με την ακριή ύση(έπε
leveque
[3]σε.65− 81).Γράφουμε ς εκ τούτου ûn(x, t) =

ŵn(x/t) = ŵn(ξ). Το εονός όμς ότι η ûn(x, t) δεν έιναι η ακριής
ύση του προήματος Riemann σε κάε διάστημα σημαίνει ότι η μέοδος
που α προκύψει δεν είναι κατ'ανάκη της μορφής (5.4.6). Αυτό προκύπτει
από το εονός ότι δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε την οοκηρτική μορφή
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του νόμου διατήρησης στο οροώνιο (xj−1/2, xj+1/2) × (tn, tn+1) έτσι ώστε
να οδηηούμε σε ένα αριμητικό σήμα της μορφής (5.4.6).Επιπρόσετα η
μέοδος μπορεί να μην είναι καν συντηρητική.

Γενικότερα ια να εξασφαίσουμε ότι μία παραώμενη μέοδος την οποία
αμάνουμε μέσ της προσειστικής ύσης ŵ(x/t) = ŵ(ξ) είναι συντηρητική
αρκεί ια το πρόημα (5.2.1) με αρική συνήκη

u(x, 0) =
{
ul, x < 0

ur, x > 0
(5.4.7)

να ισύει ∫ L

−L

ŵ(ξ)dξ = L(ul + ur) + f(ul)− f(ur) (5.4.8)

ια επαρκώς μεάο L.Αυτό συμαίνει επειδή

L(ul + ur) =

∫ 0

−L

u(x, 0)dx+
∫ L

0

u(x, 0)dx =

∫ L

−L

u(x, 0)dx,

f(ul)− f(ur) =

∫ 1

0

f(û(−L, t))dt−
∫ 1

0

f(û(L, t))dt.

Συνεπώς

∫ L

−L

ŵ(ξ)dξ =

∫ L

−L

u(x, 0)dx+
∫ 1

0

f(û(−L, t))dt−
∫ 1

0

f(û(L, t))dt.

άρα ς εκ τούτου η μέοδος μπορεί να ραφεί σε συντηρητική μορφή.Εάν
στην συνέεια οοκηρώσουμε το ŵ(ξ) από 0 ές L ια επαρκώς μεάο L
ό της (5.4.8) και του εονότος ότι η αριμητική ροή F είναι απαραίτητο
να είναι συνεπής περιμένουμε να έουμε

∫ L

0

ŵ(ξ)dξ = Lur + F(ul,ur)− f(ur) ⇒

F(ul,ur) = f(ur)− Lur +

∫ L

0

ŵ(ξ)dξ. (5.4.9)
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Tροποποιημένοι Νόμοι Διατήρησης
Είναι όμς οικό να αναρτηούμε με ποιο τρόπο και κάτ από ποιές πρου-
ποέσεις μπορούμε να υποοίσουμε την προσειστική ύση û(x, t).Ένας
τρόπος να ίνει αυτό είναι να υποοίσουμε ακριώς την ύση ενός τροποποι-
ημένου νόμου διατήρησης

ût + f̂(û)x = 0, (5.4.10)

όπου εδώ η συνάρτηση ροής f̂(û) καιστά το πρόημα εύκοα επιύσιμο.Εφό-
σον η û(x, t) είναι είναι η ακριής ύση του προήματος (5.4.10) − (5.4.7)
εφαρμόζοντας την οοκηρτική μορφή του νόμου διατήρησης στο [−L,L]×
[0, 1] έουμε

∫ L

−L

û(x, 1)dx =

∫ L

−L

u(x, 0)dx+
∫ 1

0

f̂(ur)dt−
∫ 1

0

f̂(ul)dt⇒∫ L

−L

û(x, 1)dx = L(ul + ur) + f̂(ur)− f̂(ul),

συνεπώς ια την συνάρτηση ροής f̂ πρέπει να ισύει

f̂(ur)− f̂(ul) = f(ur)− f(ul) (5.4.11)

έτσι ώστε να ικανοποιήται η σέση (5.4.8).
Με άση τον ίδιο συοισμό που μας οδήησε στην (5.4.9) έουμε ό
της (5.4.11)

∫ L

0

ŵ(ξ)dξ = Lur + f̂(û(0, t))− f̂(ur) (5.4.12)

ενώ κάνοντας αντικατάσταση την (5.4.12) στην (5.4.9) παίρνουμε

F(ul,ur) = f̂(û(0, t)) + f(ur)− f̂(ur). (5.4.13)

Επιυτής Riemann του Roe
Ένας από τους πιο νστούς επιυτές Riemann είναι αυτός του Roe.Η ιδέα
είναι η εξής.Για να ρούμε την προσειστική ύση û(x, t) ύνουμε ένα
τροποποιημένο νόμο διατήρησης της μορφής (5.4.10) όπου η συνάρτηση ροής
δίνεται από
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f̂(û) = Â(ul,ur)û (5.4.14)

ια κατάηο πίνακα Â o οποίος εξαρτάται από τα ul και ur.Το πρόημα
που προκύτπει είναι

ût + Â(ul,ur)ûx = 0 (5.4.15)

Ουσιαστικά όπς παρατηρούμε,ια να υοποιήσουμε τον επιυτή Roe κάνουμε
μία ραμμικοποίηση στο αρικό πρόημα (5.2.1)− (5.4.7).
Η ύση του προήματος (5.4.15)− (5.4.7) δίνεται από

û(x, t) = ŵ
(x
t

)
= ur −

∑
λ̂p>

x
t

αpr̂p (5.4.16)

όπου το άροισμα είναι ια όα τα p ια τα οποία ισύει λ̂p > x
t
με λ̂p και

r̂p οι ιδιοτιμές και τα αντίστοια ιδιοδιανύσματα του πίνακα Â ενώ αp είναι οι
συνιστώσες του διανύσματος ur − ul ς προς την άση τν ιδιοδιανυσμάτν
r̂p δηαδή

ur − ul =
∑
p

αpr̂p

(έπε
leveque
[3] σε.64-66,149).

Ωστόσο το κειδί ια την υοποίηση του επιυτή Riemann του Roe είναι η
εύρεση του πίνακα Â.Σύμφνα με τον Roe o πίνακας αυτός πρέπει να υπόκειται
σε τρεις προυποέσεις οι οποίες είναι

i)Â(ul,ur)(ur − ul) = f(ur)− f(ul)

ii)Â(ul,ur) διανοποιήσιμος με πραματικές ιδιοτιμές
iii)Â(ul,ur) → f′(ū) ομαά καώς ul,ur → ū.

(5.4.17)

H προυπόεση (5.4.17i) επιάεται από την σέση (5.4.11) και άρα μας
εξασφαίζει ότι η σέση (5.4.8) ισύει συνεπώς η παραόμενη μέοδος α
είναι συντηρητική.Επιπρόσετα μας ευάται ότι στην περίπτση ενός μεμον-
μένου κρουστικού κύματος η û(x, t) συμπίπτει με την ακριή ύση του προή-
ματος (έπε

leveque
[3] σε.64-66).Η προυπόεση (5.4.17ii) μας εξασφαίζει ότι το

πρόημα (5.4.15) − (5.4.7) είναι υπεροικό και επιύσιμο.H προυπόεση
(5.4.17iii) μας ευάται συνέπεια με τον ακριή Ιακιανό πίνακα.
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Aριμητική Ροή του Roe
Σε ένα πρόημα εφόσον ρούμε τον κατάηο πίνακα Â ια αυτό,το μόνο
που απομένει να υποοίσουμε είναι η αριμητική ροή του Roe.Από τις σέσεις
(5.4.13), (5.4.14) και (5.4.16) έουμε

F(ul,ur) = Âû(0, t) + f(ur)− Âur ⇒

F(ul,ur) = f(ur) + Âur − Âur − Â
∑
λ̂p>0

αpr̂p ⇒

F(ul,ur) = f(ur)−
∑
λ̂p>0

αpÂr̂p ⇒

F(ul,ur) = f(ur)−
m∑
p=1

λ̂+p αpr̂p (5.4.18)

όπου λ̂+p = max(λ̂p, 0).

Επιυτής Riemann του Roe ια το σύστημα Ρηών Υδάτν
Για το σύστημα (5.3.1)−(5.3.2) ο πίνακας Â που επιέουμε ια τα πειράματα
αυτής της ερασίας είναι(

1
2
(ul + ur)

1
2
(ηl + ηr) + h̄

g 1
2
(ul + ur)

)
(5.4.19)

με ιδιοτιμές

λ̂1,2 =
ul + ur

2
±
√
g(ηl + ηr)

2
+ h̄g

και ιδιοδιανύσματα

r̂1 =

 1
2
(ηl+ηr)+h̄√
g(ηl+ηr)

2
+h̄g

1

 r̂2 =

−
1
2
(ηl+ηr)+h̄√
g(ηl+ηr)

2
+h̄g

1

 .

Για το σύστημα (5.3.3)− (5.3.4) ο πίνακας Â που επιέουμε είναι 0 1

g 1
2
(Hl +Hr)−

(
Ul√
Hl

+ Ur√
Hr√

Hr+
√
Hl

)2

2

(
Ul√
Hl

+ Ur√
Hr√

Hr+
√
Hl

) (5.4.20)
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με ιδιοτιμές

λ̂1,2 =

Ul√
Hl

+ Ur√
Hr√

Hr +
√
Hl

±
√
g
1

2
(Hl +Hr)

και ιδιοδιανύσματα

r̂1 =

( 1

λ̂1

1

)
r̂2 =

( 1

λ̂2

1

)
.

Ο πίνακες (5.4.19) και (5.4.20) πηρούν τα κριτήρια (5.4.17).

Aποτεέσματα από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του
Roe
Συνείζοντας ερούμε την διαμέριση του διαστήματος [0, 10]

xj = jh όπου h =
1

J
= ∆x = (xj+1 − xj) ια j = 0, . . . , J

με J το πήος τν υποδιαστημάτν.Έστ επίσηςWn
j = (Hn

j , V
n
j ) με Hn

j , V
n
j

οι προσείσεις τν η και u αντίστοια που αμάνουμε από την αριμητική
επίυση του συστήματος (5.3.1)− (5.3.2) με τον επιυτή Riemann του Roe.
Παρουσιάζουμε τώρα τις ραφικές παραστάσεις τν προσείσεν Hn

j και V n
j

από την επίυση του συστήματος στο διάστημα [0, 10] με αρικές συνήκες
τις (5.4.4) και (5.4.5) ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος πυμένα h̄ = 1
εφαρμόζοντας παράηα στα άκρα περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 37: Aρική συνήκη (5.4.4) και προσειστική ύσηHn
j που παίρνουμε

με τον επιυτή Riemann του Roe από την επίυση του συστήματος (5.3.1)−
(5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1
και g = 9.81 .
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(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 38: Aρική συνήκη (5.4.5) και προσειστική ύση V n
j που παίρνουμε

με τον επιυτή Riemann του Roe από την επίυση του συστήματος (5.3.1)−
(5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1
και g = 9.81 .
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Παρατηρούμε ότι η αριμητική ύση που αμάνουμε δεν παρουσιάζει τααντώ-
σεις σε αντίεση με την μέοδο Lax-Wendroff.Βέπουμε όμς πς παρουσιάζει
απόσεση.

Δείνουμε στη συνέεια τις ραφικές παραστάσεις τν προσειστικών ύσεν
Sn
j και Mn

j που αμάνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του
Roe ια την επίυση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4) στο διάστημα [0, 10]
με αρικές συνήκες τις (5.4.4) και (5.4.5) ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος
πυμένα h̄ = 1.Επίσης στα άκρα εφαρμόζουμε περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1
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(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 39: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.4) και της
προσέισης Sn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας τον επιυτή Riemann του
Roe ια τη ύση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4),μειμένη κατά h̄ ια
t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και
g = 9.81 .

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 40: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.5) και της
προσέισηςMn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας τον επιυτή Riemann του Roe
ια τη ύση του συστήματος (5.3.3)− (5.3.4) ια t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t =
1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .

5.4.3 Ένα πείραμα με μη σταερό πυμένα
Σε αυτήν την υποενότητα παρουσιάζουμε την ραφική παράσταση από την
αριμητική ύση του συστήματος ρηών υδάτν με τον επιυτή Riemann του
Roe ια μη σταερό πυμένα.Το σύστημα (5.3.1) − (5.3.2) ια μη σταερό
πυμένα είναι
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ηt + [(η + h̄(x))u]x = 0 (5.4.21)
ut + gηx + uux = 0 (5.4.22)

όπου h̄(x) η συνάρτηση που περιράφει την τοποραφία του πυμένα.

Δείνουμε την ραφική παράσταση της προσειστικής ύσης της η(x, t) που
παίρνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του Roe ια την ύση του
συστήματος (5.4.21)− (5.4.22) στο διάστημα [0, 50],με αρικές συνήκες

η(x, 0) = 1.5e(−0.05(4(x+1.5)−109)2)

u(x, 0) = 0
(5.4.23)

ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και με την συνάρτηση τοποραφίας του πυμένα να
είναι

h̄(x) = 1.8e(−0.05(4(x− 1
4
)−119)2) − 2 (5.4.24)

εφαρμόζοντας παράηα στα άκρα περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3



Αριθμητική επίλυση του συστήματος Ρηχών Υδάτων 119

(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 41: Aρικές συνήκες (5.4.23) και προσειστική ύση της η(x, t) που
παίρνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του Roe ια t = 0, t =
0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 6.25E − 002,g = 9.81 και με συνάρτηση
τοποραφίας του πυμένα την (5.4.24).
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Η ραφική παράσταση του ίδιου προήματος ια σταερό άος πυμένα

h̄(x) = 2 (5.4.25)
είναι

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1
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(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 42: Aρικές συνήκες (5.4.23) και προσειστική ύση της η(x, t) που
παίρνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του Roe ια t = 0, t =
0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 6.25E − 002,g = 9.81 και με συνάρτηση
τοποραφίας του πυμένα την (5.4.25).
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