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1 Eισαή
Σε αυτήν την ερασία α μεετήσουμε αριμητικές μεόδους ια νόμους
διατήρησης υπεροικού τύπου σε μία διάσταση.
Στο δεύτερο κεφάαιο α μεετήσουμε την μέοδο Upwind ια την ραμμική
εξίσση μεταφοράς

ut + cux = 0.

Αρικά κάνοντας μία εισαή α μεετήσουμε την εξίσση μεταφοράς ια
περιοδικές και ια αρικές-συνοριακές συνήκες.Στη συνέεια α διατυπώσου-
με την μέοδο Upwind ια την εξίσση μεταφοράς και α εξετάσουμε την
ευστάεια και την τάξη σύκισης αυτής πρώτα στην περίπτση τν περιοδικών
συνηκών και ακοούς στην περίπτση τν αρικών-συνοριακών συνηκών.
Στο τέος του κεφααίου α δώσουμε κάποια αριμητικά παραδείματα μεετώ-
ντας πειραματικά τα σφάματα της μεόδου,την τάξη σύκισης αυτής καώς
επίσης και τα σφάματα πάτους και φάσης.

Στο τρίτο κεφάαιο α μεετήσουμε την μέοδο Lax-Wendroff ια την
εξίσση μεταφοράς.Συκεκριμένα α διατυπώσουμε την μέοδο Lax-Wendroff
ια περιοδικές συνήκες και α εξετάσουμε την ευστάεια και την τάξη σύκι-
σης αυτής.Στην συνέεια α περιράψουμε την μέοδο Lax-Wendroff ια
αρικές-συνοριακές συνήκες διατυπώνοντας την μαζί με μία τενητή συνορια-
κή συνήκη ενώ ακοούς α εξετάσουμε την ευστάεια της μεόδου σε
αυτήν την περίπτση.Στο τέος του κεφααίου α παρουσιάσουμε μερικά
αριμητικά παραδείματα εξετάζοντας αριμητικά τα σφάματα και την τάξη
σύκισης.Στην περίπτση τν αρικών-συνοριακν συνηκών α εξετάσουμε
την τάξη σύκισης ια διάφορες τενητές συνοριακές συνήκες.

Στο τέταρτο κεφάαιο α μεετήσουμε αριμητικές μεόδους ια την επίυση
του προήματος του αμτού νόμου διατήρησης

ut + F (u)x = 0

σε μία διάσταση.
Στο πρώτο μέρος του κεφααίου αναφερόμαστε εν συντομία σε ασικούς
ορισμούς και ερήματα όπς ο ορισμός της ασενούς ύσης του νόμου
διατήρησης,το εώρημα της συνήκης Rankine-Hugoniot και το εώρημα Lax-
Wendroff.Στο δεύτερο μέρος του κεφααίου α εξετάσουμε τις αριμητικές
μεόδους Upwind,Lax-Wendroff καώς και Godunov δείνοντας επιπρόσετα
ια κάε μία από αυτές αριμητικά παραδείματα.
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Στο πέμπτο κεφάαιο α μεετήσουμε αριμητικές μεόδους ια τις εξισώσεις
ρηών υδάτν σε μία διάσταση με σταερό πυμένα.Θα εφαρμόσουμε τις
μεόδους αρικά στη μορφή του συστήματος ρηών υδάτν με μεταητές
την απόκιση της εεύερης επιφάνειας από την στάμη ηρεμίας και την
ταύτητα και εν συνεεία στην μορφή με μεταητές το ύψος της στάμης
από τον πυμένα και την ορμή.Η πρώτη μέοδος που α μεετήσουμε είναι
η Lax-Wendroff ια την οποία και α παρουσιάσουμε ορισμένα αριμητικά
παραδείματα.Η δεύτερη μέοδος που α δούμε είναι η μέοδος Godunov.Aφού
περιράψουμε την μέοδο α μεετήσουμε την πρακτική της υοποίηση μέσ
του επιυτή Riemann του Roe,με την ρήση του οποίου α παρουσιάσουμε
αριμητικά πειράματα.
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2 HMέοδος Upwind ια την ΕξίσσηΜεταφοράς
2.1 Νόμοι Διατήρησης
H Μ.Δ.Ε. πρώτης τάξης της μορφής

ut + F (u)x = 0, x ∈ R, t > 0 (2.1.1)
όπου F και u αρκετά ομαές συναρτήσεις,ονομάζεται νόμος διατήρησης ια
τον εξής όο.Οοκηρώνοντας την εξίσση (2.2.1) από το x = a ές το
x = b έουμε

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx+

∫ b

a

F (u)xdx = 0

και από το εμειώδες εώρημα του οοκηρτικού οισμού παίρνουμε

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = F (u(a, t))− F (u(b, t)). (2.1.2)

Εάν u είναι μία φυσική ποσότητα ανά μονάδα μήκους τότε το αριστερό μέος
της (21.2),παριστάνει το ρυμό μεταοής αυτής της ποσότητας ς προς
τον ρόνο t στο διάστημα [a, b].Eπιπέον αν η F παριστάνει την συνάρτηση
ροής, δηαδη το ποσό της u το οποίο διέρεται από το σημείο x ανά μονάδα
ρόνου,τότε τεικά η εξίσση (2.1.2) μας δηώνει ότι ο ρυμός μεταοής της
συνοικής ποσότητας u στο [a, b] είναι ίσος με την συνάρτηση ροής στο σημείο
a μείον την ροή στο σημείο b.Mε άα όια φτάνουμε στο συμπέρασμα ότι
η (2.1.2) και κατ'επέκταση η (2.1.1) αποτεεί μία έκφραση διατήρησης της
ποσότητας u.

2.2 Εξίσση Μεταφοράς
Ειδικότερα στην περίπτση που έσουμε F (u) = cu όπου c σταερά τότε
αμάνουμε την εξίσση μεταφοράς σε μία διάσταση

ut + cux = 0, x ∈ R, t > 0. (2.2.1)
Για την επίυση της εξίσσης (2.2.1) ρειάζεται να εραστούμε ς ακοούς.
H oικοένεια καμπυών x(t) = ct + ξ όπου ξ σταερά παίζει έναν ιδιαίτερο
ρόο στο πρόημα.Εάν κατά μήκος αυτών τν καμπυών υποοίσουμε την
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παράο κατά κατεύυνση του u έουμε

du

dt
(x(t), t) = ux(x(t), t)

dx

dt
+ ut(x(t), t) = (αφου dx

dt
= c)

= ux(x(t), t)c+ ut(x(t), t) = 0 από την (2.2.1)

Ερόμαστε στο συμπέρασμα ότι η u είναι σταερή κατά μήκος τν ευειών
x(t) = ct+ξ οι οποίες αποτεούν την οικογένεια των χαρακτηριστικών καμπυλών.Έοντας
τα παραπάν κατά νου, υποοίζουμε αν x = x(t) = ct+ ξ

u(x, t) = u(x(t), t) = u(x(0), 0) = u(ξ, 0) = u(x− ct, 0).

Εάν επιάουμε την αρική συνήκη

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R (2.2.2)

τότε η ύση του προήματος (2.2.1) με αρική συνήκη την (2.2.2) είναι η

u(x, t) = ϕ(x− ct). (2.2.3)

Γίνεται τώρα αντιηπτό ιατί η (2.2.1) ονομάζεται εξίσση μεταφοράς.Η ύση
(2.2.3) είναι η αρική συνήκη η οποία διαδίδεται ρίς ααή σήματος κατά
μήκος τν αρακτηριστικών καμπυών με ταύτητα c όπς φαίνεται και στο
παρα-κάτ σήμα.

Σήμα 1: Χαρακτηριστικές καμπύες (c > 0)
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2.2.1 Περιοδικές Αρικές συνήκες
Στην περίπτση που οι αρικές συνήκες είναι περιοδικές τότε μπορούμε να
εξαάουμε ορισμένα ενδιαφέροντα συμπεράσματα.Χρίς άη της ενικότη-
τας,α ερούμε 1-περιοδικές αρικές συνήκες .Διατυπώνουμε οιπόν το
πρόημα αρικών τιμών της (2.2.1) με περιοδική αρική συνήκη ια c ∈ R{

ut + cux = 0 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = ϕ(x)
(2.2.4)

όπου ϕ(x, t) 1-περιοδική ια σταερό t και x ∈ R. Aρικά αναφέρουμε ότι η
ύση ενός τέτοιου προήματος αρικών τιμών α είναι ια σταερό t επίσης
1-περιοδική αφού α έουμε

u(x, t) = ϕ(x− ct) .

Επιπέον αν ϕ ∈ Cκ τότε α ισύει

∂jxu ∈ C, 0 ≤ j ≤ κ,

∂jtu ∈ C, 0 ≤ j ≤ κ.
(2.2.5)

Υπενυμίζουμε σε αυτό το σημείο ότι αφού η ϕ είναι περιοδική τότε

∂jxϕ περιοδική ια 0 ≤ j ≤ κ. (2.2.6)

Στην συνέεια κάνουμε μία εκτίμηση ια το maximum της ύσης, ρησιμοποιώντας
τα προηούμενα. Παρατηρούμε ότι αρκεί να ρούμε το maximum στο διάστημα
[0, 1] αφού η u(., t) είναι 1-περιοδική ια σταερό t όπς ειπώηκε πιο πάν

max
0≤x≤1

|u(x, t)| = max
ct≤y≤ct+1

|u(y, t)| = max
ct≤y≤ct+1

|ϕ(y − ct)| = max
0≤z≤1

|ϕ(z)| .

Ακοουώντας τον ίδιο συοισμό στη συνέεια και ό τν (2.2.5) -
(2.2.6) μπορούμε να κάνουμε μία εκτίμηση τν maximum τν παραών
της ύσης u

max
0≤x≤1

∣∣∂jxu(x, t)∣∣ = max
0≤x≤1

∣∣ϕ(j)(x)
∣∣

max
0≤x≤1

∣∣∂jtu(x, t)∣∣ = |c|j max
0≤x≤1

∣∣ϕ(j)(x)
∣∣

ια ϕ ∈ Cκ,0 ≤ j ≤ κ.
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Για την νόρμα L2 της ύσης στο διάστημα [0, 1] έουμε

∥u(., t)∥2L2(0,1) =

∫ 1

0

u2(x, t)dx =

∫ ct+1

ct

u2(y, t)dy =

∫ ct+1

ct

ϕ2(y − ct)dy

=

∫ 1

0

ϕ2(z)dz = ∥ϕ∥2L2(0,1) ⇒ ∥u(x, t)∥L2(0,1) = ∥ϕ∥L2(0,1)

ια κάε t > 0.
Ακοουώντας τον ίδιο συοισμό και ό της (2.2.5) παίρνουμε

∥∂jxu(x, t)∥L2(0,1) = ∥ϕ(j)∥L2(0,1), 0 ≤ j ≤ κ,

ια ϕ ∈ Cκ.

2.2.2 Aρικές συνήκες-Συνοριακές συνήκες
Συνείζοντας τη μεέτη ια την ύση προημάτν αρικών τιμών της εξίσσης
μεταφοράς,ερόμαστε στο ερώτημα ια το τι αάζει όταν το ρίο στο οποίο
διατυπώνουμε το πρόημα είναι φραμένο.Η απάντηση ια την περίπτση
αυτή είναι ότι α ρειαστεί να εισαάουμε στο πρόημα συνοριακές τιμές.

Διατυπώνουμε οιπόν το πρόημα,ρίς άη της ενικότητας στο
διάστημα [0, 1],ς εξής

ut + cux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, t) = g(t), t ≥ 0,

(2.2.7)

ια c > 0 .
Οι αρακτηρηστικές καμπύες του προήματος φαίνονται στην παρακάτ
εικόνα

Σήμα 2: Χαρακτηριστικές καμπύες ια 0 ≤ x ≤ 1 και c > 0
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Επιάουμε οιπόν συνοριακές τιμές στο σύνορο x = 0, οι οποίες διαδίδoνται
κατά μήκος τν αρακτηριστικών καμπυών που τέμνουν τον άξονα τν
t.Επιπέ-ον παρατηρούμε,ότι είναι ανακαίο να μην επιάουμε συνοριακές
συνήκες στο σύνορο x = 1.

Αντίστοια ια c < 0 το παρακάτ πρόημα είναι καώς τοποετημένο:

ut + cux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t > 0,

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(1, t) = g(t), t > 0,

(2.2.8)

Σήμα 3: Χαρακτηριστικές καμπύες ια 0 ≤ x ≤ 1 και c < 0

δίνοντας με άα όια συνοριακές τιμές μόνο στο σύνορο x = 1. Για το
πρόημα (2.2.7) όταν ct ≤ x ≤ 1 (ερώντας δηαδή τις αρακτηριστικές οι
οποίες τέμνουν τον άξονα τν x στο [0, 1]) η ύση του με αρικές συνήκες
u(x, 0) = f(x) είναι

u(x, t) = f(x− ct).

Στην περίπτση όμς όπου 0 ≤ x ≤ ct τα πράματα είναι διαφορετικά.
Οι αρακτηριστικές καμπύες , ια τις οποίες ισύει x ≤ ct, τέμνουν τον
άξονα τν t ια t ≥ 0 και όι τον άξονα τν x στο [0, 1] (εκτός από την
οριακή περίπτση x = ct όπου η αρακτηριστική συναντά την αρή τν
αξόνν).Εραζόμαστε οιπόν ια την εύρεση ύσης ς εξής

ια x = 0, t = t0

x = ct+ ξ ⇒ ξ = −ct0
άρα οι αρακτηριστικές αυτές έουν τον τύπο
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x = ct− ct0.

Λύνοντας ς προς t0 έουμε

t0 = t− x

c

oπότε η ύση του προήματος ίνεται

u(x, t) = u(x(t), t) = u(0, t0) = g(t0) = g
(
t− x

c

)
.

Tεικά η ύση του προήματος (2.2.7) είναι

u(x, t) =

 f(x− ct), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ x

c

g
(
t− x

c

)
, 0 ≤ x ≤ 1 , t >

x

c

ενώ ια το πρόημα (2.2.8) υοποιώντας την ίδια διαδικασία με την διαφορά
ότι οι συνοριακές τιμές δίνονται στο σύνορο x = 1 παίρνουμε

u(x, t) =


f(x− ct), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ x− 1

c

g

(
t+

1− x

c

)
, 0 ≤ x ≤ 1, t >

x− 1

c
.

Γίνεται όμς φανερό από τα παραπάν ότι ρειαζόμαστε συνέεια στην διαριστι-
κή αρακτηριστική x = ct ια κάε ένα από τα προήματα (2.2.7) και
(2.2.8) έτσι ώστε η ύση να ορίζεται μονοσήμαντα και να είναι συνεής. Θα
εραστούμε μόνο ια το πρόημα (2.2.7) καώς ια το πρόημα (2.2.8)
εραζόμαστε αντίστοια με τον ίδιο τρόπο ια την αρακτηριστική x = ct +
1 (c < 0).Eπομένς, ια το (2.2.7) είναι ανακαίο να ισύει

lim
x→0

u(x, 0) = lim
t→0

u(0, t) ⇒ lim
x→0

f(x) = lim
t→0

g(t) ⇒ f(0) = g(0).

H ισότητα αυτή είναι νστή ς συνθήκη συμβιβαστού.Παράηα όμς ρειαζόμα-
στε ια κασσικές ύσεις του (2.2.7) και οι μερικές παράοι ∂xu και ∂tu να
είναι συνεείς στην ίδια αρακτηριστική.Για να είναι δυνατό αυτό όμς,είναι
απαραίτητο κατ'αράς να ισύει f ∈ C1καώς και g ∈ C1.Κατά δεύτερον
ερώντας πρώτα την ∂xu έουμε

lim
x→ct+

∂xu(x, t) = lim
x→ct−

∂xu(x, t) ⇒ −1

c
g′(0) = f ′(0) ⇒

⇒ f ′(0) +
1

c
g′(0) = 0.

(2.2.9)
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Xρειαζόμαστε οιπόν μαζί με την συνήκη συμιαστού και την (2.2.9).
Παρατηρούμε επιπέον ότι ια την συνέεια της ∂tu

lim
x→ct+

∂tu(x, t) = lim
x→ct−

∂tu(x, t) ⇒ g′(0) = −cf ′(0) ⇒

⇒ f ′(0) +
1

c
g′(0) = 0.

αρκεί πάι να ισύει η ισότητα (2.2.9).

2.3 Η Μέοδος Upwind
Σε αυτήν την ενότητα α πραματοποιήσουμε την μεέτη της μεόδου πεπερασμέ-
νν διαφορών Upwind,μέσ της οποίας έουμε τη δυνατότητα να ύσουμε
αριμητικά το πρόημα αρικών και συνοριακών τιμών της εξίσσης μεταφοράς.

Ξεκινώντας α ερήσουμε δύο ομοιόμορφους διαμερισμούς έναν ια τον
άξονα x και έναν ια τον άξονα t στα διαστήματα [0, 1] και [0, T ] αντίστοια
ς εξής

xj = jh όπου h =
1

J
= ∆x = (xj+1 − xj) ια j = 0, . . . , J

tn = nk όπου k =
T

M
= ∆t = (tn+1 − tn) ια n = 0, . . . ,M

με J,M το πήος τν υποδιαστημάτν.
Έοντας υπ'όψιν μας την εξίσση (2.2.1) και c > 0 α προσείσουμε τις
παραώους ∂xu και ∂tu με αναπτύματα Taylor έτσι ώστε να καταήξουμε
στη μέοδο Upwind.Για j = 1, . . . , J και με h μικρό, το προς τα πίσ ανάπτυ-
μα Taylor της u κοντά στο xj ια σταερό t είναι

u(xj − h, t) = u(xj, t)− hux(xj, t) +O(h2) ⇒

ux(xj, t) ≃
u(xj, t)− u(xj − h, t)

h
=
u(xj, t)− u(xj−1, t)

h
.

(2.3.1)

Αντίστοια ια n = 1, . . . ,M − 1 με n μικρό το προς τα εμπρός ανάπτυμα
Taylor της u κοντά στο tn ια σταερό x είναι

u(x, tn + k) = u(x, tn) + kut(x, t
n) +O(k2) ⇒

ut(x, t
n) ≃ u(x, tn + k)− u(x, tn)

k
=
u(x, tn+1)− u(x, tn)

k
.

(2.3.2)

Από τις (2.2.1),(2.3.1) και (2.3.2) παίρνουμε
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u(xj, t
n+1)− u(xj, t

n)

k
+ c

u(xj, t
n)− u(xj−1, t

n)

h
≃ 0

Συνείζοντας αντικαιστώντας τις ακριείς τιμές με προσείσεις

u(xj, t
n) ≃ Un

j

καταήουμε στη μέοδο upwind ια c > 0

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j − Un

j−1

h
= 0 με 1 ≤ j ≤ J, 0 ≤ n ≤M − 1.

Η σέση αυτή μπορεί ύστερα από πράξεις μπορεί να πάρει τη μορφή

Un+1
j = (1− r)Un

j + rUn
j−1

όπου r =
ck

h
, ο εόμενος αριμός του Courant.

(2.3.3)

Στο πρώτο ήμα υοποίησης της μεόδου ια n = 0 εισάουμε την αρική
συνήκη του προήματος ς ακοούς

U0
j = ϕ(xj) ια j = 0, . . . , , J.

Σε κάε ήμα υοποίησης της μεόδου η άνστη προσέιση είναι η Un+1
j η

οποία και ια να υποοιστεί ίνεται η ρήση(από τη μέοδο) τν προσεί-
σεν Un

j και Un
j−1, οι οποίες υποοίζονται σε προηούμενο ήμα της μεό-

δου.
Για ένα τυαίο σημείο (xj, t

n+1) η προσέιση Un+1
j εξαρτάται από τις τιμές

στους κόμους που ρίσκονται μέσα στο τρίνο με κορυφές (xj, tn+1), (xj, 0)
και (xj−n−1, 0).Ως παράδειμα παραέτουμε το ακόουο σήμα ερώντας
j = 4 και n = 2

Σήμα 4: Χρίο εξάρτησης

Tο τρίνο αυτό ονομάζεται χωρίο εξάρτησης της προσέισης Un+1
j ενός

συκεκριμένου προήματος.
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2.3.1 Συνήκη CFL
Η αρακτηριστική καμπύη ενός προήματος η οποία διέρεται από το

σημείο (xj, t
n+1),είναι απαραίτητο να ρίσκεται εντός του ρίου εξάρτησης.

Για να εξηήσουμε το όο της ύπαρξης αυτoύ του περιορισμού ας υποέ-
σουμε ότι πραματοποιούμε μία 'μικρή' μεταοή στην τιμή της u στο σημείο
που η αρακτηριστική τέμνει τον άξονα τν x ενώ η τεευταία δε ρίσκεται
εντός του ρίου εξάρτησης. Σε αυτήν την περίπτση η μέοδος upwind δε
α μπορέσει ποτέ να καταράψει την καινούρια πηροφορία.Η τιμή της u στο
σημείο (xj, t

n+1) α αάξει αά της προσειστικής ύσης όι.Επομένς η
μέοδος ενικά α είναι ασταής.

Για να εξασφαίσουμε ότι οι αρακτηριστικές α ρίσκονται εντός του
ρίου εξάρτησης α πρέπει να ισύει

r = c
k

h
≤ 1 ια c > 0.

Η ανισότητα αυτή ονομάζεται συνθήκη Courant-Friedrichs-Lewy ή αιώς εν
συντομία συνήκη CFL.

2.3.2 Mέοδος Upwind ια c<0 και η ενική μορφή της
συνήκης CFL

Προκύπτει όμς το ερώτημα ια το τι α αάζει από τα παραπάν όταν ο
συντεεστής της παραώου ∂xu της εξίσσης (2.2.1) c είναι αρνητικός,δεδομέ-
νου επίσης του εονότος ότι η συνήκη CFL δεν είναι ικανή σε αυτήν την
περίπτση να εξασφαίσει ότι οι αρακτηριστικές α ρίσκονται εντός του
ρίου εξάρτησης.
Eίναι ανακαίο οιπόν ια αυτήν την περίπτση,να προσείσουμε την

παράο ∂xu με προς τα εμπρός ανάπτυμα Taylor και άρα α έουμε

u(xj + h, t) = u(xj, t) +
1

h
ux(xj, t) +O(h2) ⇒

ux(xj, t) ≃
u(xj + h, t)− u(xj, t)

h
=
u(xj+1, t)− u(xj, t)

h
.

Με αυτόν τον τρόπο η μέοδος upwind ια (c < 0) α είναι η

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j+1 − Un

j

h
= 0

ια j = 0, . . . , J − 1 και n = 0, . . . ,M − 1.
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Επιπρόσετα το ρίο εξάρτησης ια ένα τυαίο σημείο (xj, t
n+1) α είναι

το ρίο που κατααμάνει το τρίνο με κορυφές (xj, t
n+1), (xj, t0) και

(xj+n+1, t0).Άρα τεικά ερόμαστε στο συμπέρασμα ότι η ενική μορφή της
συνήκης CFL είναι η

r = |c|k
h
≤ 1.

2.3.3 Διατύπση της μεόδου Upwind ια Περιοδικές Αρι-
κές συνήκες

Όταν οι αρική συνήκη του προήματος f είναι 1-περιοδική τότε η μέοδος
Upwind υοποιείται (π.. ια c > 0) στο πρώτο ήμα ια j = 0, . . . , J

U0
j = f(xj) (2.3.4a)

και ια n = 0, . . . ,M − 1

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j − Un

j−1

h
= 0 (2.3.4b)

ια j = 0, . . . , J με
Un
−1 = Un

J−1. (2.3.4c)

2.3.4 Διατύπση της μεόδου Upwind ια Αρικές συνήκες-
Συνοριακές συνήκες

Όταν το πρόημα είναι διατυπμένο σε πεπερασμένο ρίο και υπάρει
συνοριακή συνήκη g η μέοδος Upwind υοποιείται (π.. c > 0) στο πρώτο
ήμα ια j = 0, . . . , J

U0
j = f(xj) (2.3.5a)

και ια n = 0, . . . ,M − 1

Un+1
j − Un

j

k
+ c

Un
j − Un

j−1

h
= 0 (2.3.5b)

ια j = 1, . . . , J με
Un+1
0 = g(tn+1). (2.3.5c)

2.4 Σύκιση της μεόδου Upwind στην l2 νόρμα
Συνείζοντας,α αποδείξουμε τη σύκιση της μεόδου Upwind στην ακριή
ύση του προήματος (2.2.1) με περιοδικές αρικές συνήκες αά και με
αρικές-συνοριακές συνήκες στην l2 διακριτή νόρμα.Για να το πετύουμε
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όμς αυτό α πρέπει πρώτα να δείξουμε ότι η μέοδος Upwind είναι ευσταής
και συνεπής. Θα δείξουμε σύκιση ια την περίπτση όπου c > 0.

2.4.1 Σύκιση σε προήματα με Περιοδικές Αρικές
συνήκες

Για τα προήματα με περιοδικές αρικές συνήκες έουμε ότι η l2 διακριτή
νόρμα δίνεται από

∥Un∥h =

(
h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2

) 1
2

.

Ευστάεια της μεόδου Upwind με Περιοδικές Αρικές
συνήκες
Θεώρημα 2.1. 'Εστ Un

j η προσειστική ύση που αμάνουμε από τις
(2.3.4a)− (2.3.4c) ια το πρόημα (2.2.4) .Aν r ≤ 1 τότε ισύει

∥Un∥h ≤ ∥U0∥h ια n = 0, . . . ,M. (2.4.1)
Απόδειξη
Για 0 ≤ j ≤ J − 1 έουμε
Un+1
j = (1− r)Un

j + rUn
j−1 ⇒ (Un+1

j )2 =
(
(1− r)Un

j + rUn
j−1

)2 ⇒
(Un+1

j )2 = (1− r)2(Un
j )

2 + r2(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rUn
j U

n
j−1.

Ποαπασιάζ με h και αροίζ ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1, και έ

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 = (1− r)2h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 + r2h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rh
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1.

Aπό την ανισότητα Cauchy − Schwarz, την υπόεση ότι

r ≤ 1 και το εονός ότι h
J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 = ∥Un∥2h ό της (2.3.4c), έουμε

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + 2(1− r)rh

(
J−1∑
j=0

(Un
j )

2

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2

) 1
2

⇒

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + 2(1− r)r∥Un∥2h ⇒
∥Un+1∥2h ≤

(
(1− r)2 + r2 + 2(1− r)r

)
∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤
(
1− 2r + r2 + r2 + 2r − 2r2

)
∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ∥Un∥2h ⇒ ∥Un+1∥h ≤ ∥Un∥h,
από όπου η (2.4.1) προκύπτει επαικά.
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□
Παρατήρηση 1. Αν r = 1 τότε η (2.4.1) ισύει σαν ισότητα.
Συνέπεια της μεόδου Upwind με Περιοδικές Αρικές
συνήκες
Θεώρημα 2.2. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η προσειστική ύση που
αμάνουμε από τις (2.3.4a) − (2.3.4c). Άν τnj είναι το τοπικό σφάμα στο
σημείο (xj, t

n) που ορίζεται ς

τnj = τ(xj, t
n) := u(xj, t

n+1)− [(1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n)],

τότε ισύει

∥τn∥h ≤ 1

2
C1(u)k(k + ch)

όπου C1(u) = max(c2, 1)max
x,t∈D

|∂2xu|.
(2.4.2)

Απόδειξη

Σταεροποιούμε j και n και στη συνέεια aναπτύσουμε σε σειρές Taylor τα
u(xj, t

n+1) και u(xj−1, t
n) ς προς (xj, t

n).Έουμε

u(xj, t
n+1) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )

με tn ≤ θnj ≤ tn+1

u(xj−1, t
n) = u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n)

με xj−1 ≤ ϕn
j ≤ xj.

Άρα έουμε

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− [(1− r)u(xj, t
n) + r(u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n))] ⇒

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− u(xj, t
n) + ru(xj, t

n)− ru(xj, t
n) + rhux(xj, t

n)− r
h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

τ(xj, t
n) = k(ut(xj, t

n) + cux(xj, t
n)) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n)
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Aπό την εξίσση (2.2.1) παίρνουμε

τ(xj, t
n) =

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

τ(xj, t
n) =

1

2
k
(
k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n)
)
⇒

|τ(xj, tn)| = |1
2
k(k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n))| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤ |1
2
k(k∂2t u(xj, θ

n
j )|+ |ch∂2xu(µn

j , t
n))|.

Όμς από την (2.2.1) έουμε

ut = −cux

και παραίζοντας ς προς t έουμε

∂2t u = −cuxt = −cutx = −c(−cux)x = c2∂2xu⇒

∂2t u = c2∂2xu. (2.4.3)
Tεικά παίρνουμε

|τ(xj, tn)| ≤ |1
2
k(kc2∂2xu(xj, θ

n
j )|+ |ch∂2xu(µn

j , t
n))| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
1

2
kC1(u)(k + ch)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1, και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h
J−1∑
j=0

(τ(xj, t
n))2 ≤ h

J−1∑
j=0

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤ h

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2 J−1∑
j=0

1 ⇒

∥τn∥2h ≤ Jh

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤
(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch)

□
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Παρατήρηση 2. Αν r = 1 τότε τnj = 0 εφόσον τnj = u(xj, t
n+1) −

u(xj−1, t
n) = 0 ό του εονότος ότι η u είναι σταερή πάν στις αρακτηριστικές

καμπύες .

Σύκιση της μεόδου upwind με Περιοδικές Αρικές
συνήκες

Θεώρημα 2.3. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η προσειστική ύση που
αμάνουμε από τις (2.3.4a)− (2.3.4c).Aν r ≤ 1 τότε ισύει

max
j,n

∥Un − u(xj, t
n)∥h ≤ 1

2
TC1(u)(k + ch)

όπου C1(u) όπς στη (2.4.2).
(2.4.4)

Aπόδειξη

Θέτουμε enj = Un
j − u(xj, t

n) ια το σφάμα της μεόδου upwind στο σημείο
(xj, t

n).Είναι προφανές ότι ισύει e0j = 0 ια j = 0, . . . , J − 1 καώς και
en−1 = enJ−1.

Για 0 ≤ j ≤ J − 1, 0 ≤ n ≤M − 1 έουμε ότι

en+1
j = Un+1

j − u(xj, t
n+1) = (1− r)Un

j + rUn
j−1 − u(xj, t

n+1) =

= (1− r)Un
j + rUn

j−1 − u(xj, t
n+1) + (1− r)u(xj, t

n) + ru(xj−1, t
n)−

− (1− r)u(xj, t
n)− ru(xj−1, t

n) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))−
− (u(xj, t

n+1)− ((1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n))) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))− τ(xj, t
n)

Άρα
en+1
j = (1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t

n)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1,και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε
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h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 = h

J−1∑
j=0

((1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t
n))2 ⇒

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 = (1− r)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + r2h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + h

J−1∑
j=0

(τ(xj, t
n))2+

+2h(1− r)r
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 − 2(1− r)h

J−1∑
j=0

τ(xj, t
n)enj − 2rh

J−1∑
j=0

τ(xj, t
n)enj−1 ⇒

Aπό την ανισότητα Cauchy-Schwarz ,την υπόεση ότι r ≤ 1 (υπόεση ευστάειας)
και το εονός ότι en−1 = enJ−1 έουμε

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ (1− r)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + r2h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + h

J−1∑
j=0

(τ(xj, t
n))2+

+ 2h(1− r)r

(
J−1∑
j=0

(enj )
2

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(enj−1)
2

) 1
2

+

+ 2(1− r)h

(
J−1∑
j=0

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(enj )
2

) 1
2

+

+ 2rh

(
J−1∑
j=0

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J−1∑
j=0

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

∥en+1∥2h ≤(1− 2r + r2)∥en∥2h + r2∥en∥2h + ∥τn∥2h + 2(1− r)r∥en∥2h+
+ 2(1− r)∥en∥h∥τn∥h + 2r∥en∥h∥τn∥h

∥en+1∥2h ≤∥en∥2h + 2∥en∥h∥τn∥h + ∥τn∥2h = (∥en∥h + ∥τn∥h)2 ⇒
∥en+1∥h ≤∥en∥h + ∥τn∥h

⇒ ∥en+1∥h ≤ ∥en∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch),

όπου στο τέος ρησιμοποιήσαμε την (2.4.2).
Aν n = 0 τότε

∥e1∥h ≤ ∥e0∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥e1∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch)
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Άρα ια n = 1

∥e2∥h ≤ 2
1

2
kC1(u)(k + ch)

Άρα ενικά έουμε

∥en∥h ≤ n
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥en∥h ≤ tn

1

2
C1(u)(k + ch) ⇒

∥en∥h ≤ 1

2
TC1(u)(k + ch). □

Από το προηούμενο εώρημα συμπεραίνουμε ότι

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h → 0 καώς h, k → 0 με r = c
k

h
≤ 1 σταερό,

ό ευστάειας και συνέπειας. Eπίσης ίνεται αντιηπτό ότι η τάξη σύκισης
ς προς τις μεταητές x και t είναι 1.

Παρατήρηση 3. Αν r = 1 τότε η μέοδος Upwind έει μηδενικό σφάμα.

2.4.2 Σύκιση σε προήματα με Αρικές-Συνοριακές
συνήκες

Έστ το πρόημα αρικών συνοριακών τιμών

ut + cux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = g(t), t > 0

(2.4.5)

ια c > 0 και έστ επίσης ότι ισύει η συνήκη συμιαστού ,η (2.2.8) και η
g

′′
(0) = c2f

′′
(0) έτσι ώστε η ύση του (2.4.5) να είναι u ∈ C2([0, 1]× [0, T ]).

Θυμίζουμε σε αυτό το σημείο,ότι η διατύπση της μεόδου Upwind ια το
πρόημα (2.4.5),δίνεται από τις (2.3.5a)−(2.3.5c) ενώ επιπρόσετα ερούμε
ότι η l2 διακριτή νόρμα ια τα προήματα με αρικές-περιοδικές συνήκες
δίνεται από

∥Un∥h =

(
h

J∑
j=1

(Un
j )

2

) 1
2

.
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Ευστάεια της μεόδου upwind με Aρικές-Συνοριακές
συνήκες
Θεώρημα 2.4. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.4.5). Έστ Un

j η ύση τν (2.3.5a)− (2.3.5c) .Aν r ≤ 1 τότε ισύει

∥Un+1∥2h ≤ ∥U0∥2h + ck
n∑

j=0

(g(tj))2 (2.4.6)

Απόδειξη

Un+1
j = (1− r)Un

j + rUn
j−1 ⇒ (Un+1

j )2 =
(
(1− r)Un

j + rUn
j−1

)2 ⇒
(Un+1

j )2 = (1− r)2(Un
j )

2 + r2(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rUn
j U

n
j−1

ποαπασιάζ με h και αροίζ από j = 1, . . . , J και έ
J∑

j=1

h(Un+1
j )2 = (1− r)2h

J∑
j=1

(Un
j )

2+

+ r2h

J∑
j=1

(Un
j−1)

2 + 2(1− r)rh
J∑

j=1

Un
j U

n
j−1

από την ανισότητα Cauchy − Schwarz και την υπόεση ότι r ≤ 1

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2
(
∥Un∥2h + hg2(tn)

)
+

+ 2(1− r)rh

(
J∑

j=1

(Un
j )

2

) 1
2
(

J∑
j=1

(Un
j−1)

2

) 1
2

≤

≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + r2hg2(tn)+

+ 2(1− r)r

(
h

J∑
j=1

(Un
j )

2

) 1
2
(
h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + hg2(tn)

) 1
2

άρα έουμε
∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + r2hg2(tn)+

+ 2(1− r)r∥Un∥h
(
∥Un∥2h + hg2(tn)

) 1
2 ⇒

∥Un+1∥2h ≤ (1− r)2∥Un∥2h + r2∥Un∥2h + r2hg2(tn)+

+ (1− r)r
(
∥Un∥22 + ∥Un∥2h + hg2(tn)

)
⇒

∥Un+1∥2h ≤
(
1− 2r + r2 + r2 + 2r − 2r2

)
∥Un∥2h + hrg2(tn) ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ∥Un∥2h + ckg2(tn)

από όπου η (2.4.6) προκύπτει επαικά.
□
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Συνέπεια της μεόδου Upwind με Aρικές-Συνοριακές
συνήκες
Θεώρημα 2.5. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.4.5) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η ύση τν (2.3.5a) −
(2.3.5c). Αν τnj είναι το τοπικό σφάμα στο σημείο (xj, t

n) που ορίζεται ς

τnj = τ(xj, t
n) = u(xj, t

n+1)− [(1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n)]

τότε ισύει

∥τn∥h ≤ 1

2
C1(u)k(k + ch)

όπου C1(u) = max(c2, 1)max
x,t∈D

|∂2xu|.
(2.4.7)

Απόδειξη
Σταεροποιούμε τα j και n και αναπτύσουμε σε σειρές Taylor τα u(xj, tn+1)
και u(xj−1, t

n)

u(xj, t
n+1) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )

με tn ≤ θnj ≤ tn+1

u(xj−1, t
n) = u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2(µn
j , t

n)
∂2xu(µ

n
j , t

n)

με xj−1 ≤ µn
j ≤ xj

ια j = 1 . . . J και n = 0 . . .M − 1.

Παρατήρηση 4. Το u(xj−1, t
n) ια j = 1 ίνεται u(x0, tn) = u(0, tn) =

= g(tn) = u(xj, t
n)− hux(xj, t

n) + h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n).

Άρα έουμε

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− [(1− r)u(xj, t
n) + r(u(xj, t

n)− hux(xj, t
n) +

h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n))] ⇒

⇒ τ(xj, t
n) = u(xj, t

n) + kut(xj, t
n) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )−

− u(xj, t
n) + ru(xj, t

n)− ru(xj, t
n) + rhux(xj, t

n)− r
h2

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

⇒ τ(xj, t
n) = k(ut(xj, t

n) + cux(xj, t
n)) +

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n)
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Aπό την εξίσση (2.2.1) παίρνουμε

τ(xj, t
n) =

k2

2
∂2t u(xj, θ

n
j )− ck

h

2
∂2xu(µ

n
j , t

n) ⇒

τ(xj, t
n) =

1

2
k
(
k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n)
)
⇒

|τ(xj, tn)| = |1
2
k(k∂2t u(xj, θ

n
j )− ch∂2xu(µ

n
j , t

n))|

(2.4.8)

Όμς από την (2.4.3) α έουμε

|τ(xj, tn)| ≤ |1
2
k(kc2∂2xu(xj, θ

n
j )|+ |ch∂2xu(µn

j , t
n))| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
1

2
kC1(u)(k + ch)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1 και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2 ≤ h

J∑
j=1

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤ h

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2 J∑
j=1

1 ⇒

∥τn∥2h ≤ Jh

(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥2h ≤
(
1

2
kC1(u)(k + ch)

)2

⇒

∥τn∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch).

□

Σύκιση της μεόδου Upwind με Aρικές-Συνοριακές
συνήκες

Θεώρημα 2.6. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.4.5) τέτοια ώστε u ∈ C2(D). Έστ επίσης Un

j η ύση που τις (2.3.5a)-
(2.3.5c).Aν r ≤ 1 τότε ισύει

max
j,n

∥Un − u(xj, t
n)∥h ≤ 1

2
TC1(u)(k + ch)

όπου C1(u)όπς στη (2.4.7).
(2.4.9)
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Aπόδειξη

Θέτουμε enj = Un
j − u(xj, t

n) ια το σφάμα της μεόδου upwind στο σημείο
(xj, t

n).Γνρίζουμε επίσης ότι ισύει e0j = 0 ια j = 1, . . . , J και en0 = 0 ια
n = 0 . . .M − 1.

Έουμε ότι

en+1
j = Un+1

j − u(xj, t
n+1) = (1− r)Un

j + rUn
j−1 − u(xj, t

n+1) =

= (1− r)Un
j + rUn

j−1 − u(xj, t
n+1) + (1− r)u(xj, t

n) + ru(xj−1, t
n)−

− (1− r)u(xj, t
n)− ru(xj−1, t

n) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))−
− (u(xj, t

n+1)− ((1− r)u(xj, t
n) + ru(xj−1, t

n))) =

= (1− r)(Un
j − u(xj, t

n)) + r(Un
j−1 − u(xj−1, t

n))− τ(xj, t
n)

Άρα
en+1
j = (1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t

n)

Υψώνοντας στο τετράνο,προσέτοντας ς προς j, 0 ≤ j ≤ J − 1, και
ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h

J∑
j=1

(en+1
j )2 = h

J∑
j=1

((1− r)(enj ) + r(enj−1)− τ(xj, t
n))2 ⇒

h
J∑

j=1

(en+1
j )2 = (1− r)2h

J∑
j=1

(enj )
2 + r2h

J∑
j=1

(enj−1)
2 + h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2+

+2h(1− r)r
J∑

j=1

enj e
n
j−1 − 2(1− r)h

J∑
j=1

τ(xj, t
n)enj − 2rh

J∑
j=1

τ(xj, t
n)enj−1

από την ανισότητα Cauchy-Schwarz και την υπόεση ότι r ≤ 1 (υπόεση
ευστάειας) έουμε
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h
J∑

j=1

(en+1
j )2 ≤ (1− r)2h

J∑
j=1

(enj )
2 + r2h

J∑
j=1

(enj−1)
2 + h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2+

+ 2h(1− r)r

(
J∑

j=1

(enj )
2

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

+

+ 2(1− r)h

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj )
2

) 1
2

+

+ 2rh

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

h
J∑

j=1

(en+1
j )2 ≤ (1− r)2h

J∑
j=1

(enj )
2 + r2h

J+1∑
j=1

(enj−1)
2 + h

J∑
j=1

(τ(xj, t
n))2+

+ 2h(1− r)r

(
J∑

j=1

(enj )
2

) 1
2
(

J+1∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

+

+ 2(1− r)h

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J∑
j=1

(enj )
2

) 1
2

+

+ 2rh

(
J∑

j=1

τ 2(xj, t
n)

) 1
2
(

J+1∑
j=1

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

∥en+1∥2h ≤(1− 2r + r2)∥en∥2 + r2∥en∥2 + ∥τn∥2 + 2(1− r)r∥en∥2+
+ 2(1− r)∥en∥∥τn∥+ 2r∥en∥∥τn∥ ⇒

∥en+1∥2h ≤∥en∥2h + 2∥en∥h∥τn∥h + ∥τn∥2h = (∥en∥h + ∥τn∥h)2 ⇒
∥en+1∥h ≤ (∥en∥h + ∥τn∥h) ⇒

∥en+1∥h ≤ ∥en∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch)

όπου στο τέος ρησιμοποιήσαμε την συνέπεια της μεόδου.
Aν n = 0 τότε

∥e1∥h ≤ ∥e0∥h +
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥e1∥h ≤ 1

2
kC1(u)(k + ch)

Άρα ια n = 1

∥e2∥h ≤ 2
1

2
kC1(u)(k + ch)
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Άρα ενικά έουμε

∥en∥h ≤ n
1

2
kC1(u)(k + ch) ⇒ ∥en∥h ≤ tn

1

2
C1(u)(k + ch) ⇒

∥en∥h ≤1

2
TC1(u)(k + ch)

□

Από το προηούμενο εώρημα ερόμαστε στο συμπέρασμα ότι

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h → 0 καώς h, k → 0 με r = c
k

h
≤ 1 σταερό,

ό ευστάειας και συνέπειας. Eπίσης ίνεται αντιηπτό ότι η τάξη σύκισης
ς προς τις μεταητές x και t είναι 1.

Παρατήρηση 5. Αν r = 1 τότε η μέοδος Upwind έει μηδενικό σφάμα.

2.5 Αριμητικά παραδείματα της μεόδου Upwind
Για όα τα αριμητικά παραδείματα αυτής της ερασίας εξετάζουμε τα
σφάματα τν προσειστικών ύσεν καώς και την τάξη σύκισης
στη διακριτή max νόρμα

∥u∥∞ = max
i

|ui|

και στη διακριτή νόρμα l2

∥u∥h =

(
h
∑
i

u2i

) 1
2

.

Tην τάξη σύκισης τν σφαμάτν την υποοίζουμε ς ακοούς.Έστ
ε(N1) και ε(N2) τα σφάματα μίας αριμητικής μεόδου (π. Upwind) ,σε
κάποια από τις δύο παραπάν νόρμες,ια δύο διαδοικές ομοιόμορφες διαμερίσεις
με πήος υποδιαστημάτν N1 και N2 αντίστοια.Έστ επίσης h1 και h2 τα
μήκη τν υποδια-στημάτν τν διαμερίσεν αυτών.Τότε η τάξη ακρίειας της
αριμητικής μεόδου δίνεται από

τάξη ακρίειας ≃
log( ε(N1)

ε(N2)
)

log(h1

h2
)
.

Λάαμε υπ'όψιν το εονός ότι με r = ck
h
σταερό,τότε k = O(h) οπότε το

σφάμα έει φράμα που εξαρτάται μόνο από το h.
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2.5.1 Αριμητικό παράδειμα με Περιοδική Αρική συνήκη
με c > 0

Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση του Π.Α.Τ{

ut + ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = sin2πx, u(0, t) = u(1, t).
(2.5.1)

με την μέοδο Upwind (2.3.4a)-(2.3.4c) ια t = 1 και καώς ο αριμός
Courant τείνει στον αριμό 1.Το πρόημα αυτό έει ύση όπς έουμε
δει

u(x, t) = sin2π(x− t).

Θυμίζουμε ότι με άση το εώρημα 2.3 περιμένουμε την τάξη σύκισης τν
σφαμάτν της l2 νόρμας να είναι 1.

r = 1
3

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.4228E+00 - 0.2990E+00 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.2399E+00 0.817 0.1696E+00 0.817
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1281E+00 0.904 0.9059E-01 0.905
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.6624E-01 0.951 0.4684E-01 0.951
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.3369E-01 0.975 0.2382E-01 0.975
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.1699E-01 0.987 0.1201E-01 0.987
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.8531E-02 0.993 0.6032E-02 0.993

r = 3
4

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 33 4.2E-02 0.3E-01 0.1860E+00 - 0.1316E+00 -
49 65 2.1E-02 0.2E-01 0.9772E-01 0.928 0.6911E-01 0.929
97 129 1.0E-02 0.8E-02 0.5011E-01 0.963 0.3543E-01 0.963
193 257 5.2E-03 0.4E-02 0.2537E-01 0.981 0.1794E-01 0.981
385 513 2.6E-03 0.2E-02 0.1277E-01 0.990 0.9029E-02 0.990
769 1025 1.3E-03 0.1E-02 0.6405E-02 0.995 0.4529E-02 0.995
1537 2049 6.5E-04 0.5E-03 0.3208E-02 0.997 0.2268E-02 0.997
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r = 0.96

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 26 4.1Ε-02 4.0Ε-02 0.3223E-01 - 0.2287E-01 -
49 51 2.0Ε-02 2.0Ε-02 0.1630E-01 0.983 0.1153E-01 0.987
97 101 1.0Ε-02 1.0Ε-02 0.8189E-02 0.992 0.5791E-02 0.993
193 201 5.2Ε-03 5.0Ε-03 0.4104E-02 0.996 0.2902E-02 0.996
385 401 2.6Ε-03 2.5Ε-03 0.2054E-02 0.998 0.1452E-02 0.998
769 801 1.3Ε-03 1.2Ε-03 0.1028E-02 0.999 0.7266E-03 0.999
1537 1601 6.5Ε-04 6.2Ε-04 0.5139E-03 0.999 0.3634E-03 0.999

Τα παραπάν αποτεέσματα οιπόν επαηεύουν το εώρημα 2.3 εφόσον
παρατηρούμε ότι όσο πιο επτή είναι η διαμέριση τόσο πιο μικρό είναι το
σφάμα που παίρνουμε ια την l2 νόρμα με την τάξη ακρίειας να πησιάζει την
τιμή 1.Επιπρόσετα όμς συμπεραίνουμε με την οήεια του παραδείματος
ότι το σφάμα στην max νόρμα έει την ίδια συμπεριφορά.Ακόμα έπουμε
ότι καώς ο αριμός Courant πησιάζει την τιμή 1 τότε τα σφάματα τόσο
της max όσο και της l2 νόρμας μικραίνουν.
Στη συνέεια ο πίνακας που ακοουεί περιέει τα αποτεέσματα στην περίπτση
όπου r = 1

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 25 4.1Ε-02 4.1Ε-02 0 - 0 -
49 49 2.0Ε-02 2.0Ε-02 0 - 0 -
97 97 1.0Ε-02 1.0Ε-02 0 - 0 -
193 193 5.2Ε-03 5.2Ε-03 0 - 0 -
385 385 2.6Ε-03 2.6Ε-03 0 - 0 -
769 769 1.3Ε-03 1.3Ε-03 0 - 0 -
1537 1537 6.5Ε-04 6.5Ε-04 0 - 0 -

Όπς ίνεται φανερό τα αποτεέσματα αυτά επαηεύουν ότι προέπεται
από το εώρημα 2.3 ια την l2 νόρμα δηαδή ότι το σφάμα είναι 0 ενώ το
ίδιο ισύει και ια την max νόρμα .Τέος ο επόμενος πίνακας περιέει τα
αποτεέσματα στην περίπτση όπου r = 1, 09 δηαδή όταν δεν ικανοποιείται
η συνήκη CFL.
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J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
25 23 4.1Ε-02 4.5Ε-02 0.7688E-01 - 0.5470E-01 -
49 45 2.0Ε-02 2.2Ε-02 0.3800E-01 1.016 0.2691E-01 1.023
97 89 1.0Ε-02 1.1Ε-02 0.1886E-01 1.010 0.1334E-01 1.012
193 177 5.2Ε-03 5.6Ε-03 0.1010E-01 0.960 0.6652E-02 1.004
385 353 2.6Ε-03 2.8Ε-03 0.9192E+10 -39 0.1739E+10 -37
769 705 1.3Ε-03 1.4Ε-03 0.2054E+36 -84 0.3861E+35 -84

Επαηεύουμε οιπόν πειραματικά ότι η μέοδος είναι ασταής όταν δεν ικανοποιείται
η συνήκη CFL.

Σήμα 5: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.1) ια t = 1, h = 1
1600

και r = 0.96.
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2.5.2 Αριμητικά παραδείματα με Αρικές-Συνοριακές συν-
ήκες με c > 0

Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση με την μέοδο Upwind (2.3.5a)− (2.3.5c) του προήματος αρικών-
συνοριακών τιμών

ut + ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = x2, 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = λt2, 0 ≤ t ≤ 1

(2.5.2)

ια διαφορετικές τιμές του λ και τον αριμό Courant r = 4
5
.H ύση του

προήματος αυτού είναι

u(x, t) =

{
(x− t)2, 0 ≤ t ≤ x

λ(t− x)2, x < t < 1.

Ισύει ότι αν λ = 1 τότε οι παράοι ∂xxu και ∂ttu είναι συνεείς. Ο
επόμενος πίνακας περιέει τα αποτεέσματα της αριμητικής επίυσης του
προήματος (2.5.2) με την μέοδο (2.3.5a)− (2.3.5c) όταν λ = 1 με ∂xxu και
∂ttu συνεείς.
Σύμφνα με το εώρημα 2.6 περιμένουμε την τάξη ακρίειας τν σφαμάτν
της l2 νόρμας να είναι 1.

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
41 51 2.5E-02 0.2E-01 0.4860E-02 - 0.2927E-02 -
121 151 8.3E-03 0.7E-02 0.1640E-02 0.989 0.9669E-03 1.008
361 451 2.8E-03 0.2E-02 0.5503E-03 0.993 0.3213E-03 1.002
1081 1351 9.3E-04 0.7E-03 0.1842E-03 0.996 0.1070E-03 1.000
3241 4051 3.1E-04 0.2E-03 0.6153E-04 0.997 0.3565E-04 1.000
9721 12151 1.0E-04 0.8E-04 0.2054E-04 0.998 0.1188E-04 1.000

Το εώρημα 2.6 οιπόν επαηεύεται εφόσον παρατηρούμε ότι όσο πιο επτή
είναι η διαμέριση τόσο πιο μικρό είναι το σφάμα που παίρνουμε ια την l2
νόρμα με την τάξη ακρίειας να πησιάζει την τιμή 1.Επιπρόσετα ερόμαστε
στο συμπέρασμα με την οήεια του παραδείματος ότι το σφάμα στην max
νόρμα έει την ίδια συμπεριφορά.Στην συνέεια ο επόμενος πίνακας περιέει
τα αποτεέσματα της αριμητικής επίυσης του προήματος (2.5.2) με την
μέοδο (2.3.5a)− (2.3.5c) όταν λ = 1

2
.Όπς αναφέραμε και προηουμένς οι

παράοι ∂xxu και ∂ttu δεν α είναι συνεείς αά οι παράοι ∂xu και ∂tu
α είναι συνεείς.
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J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
41 51 2.5E-02 0.2E-01 0.3751E-02 - 0.1595E-02 -
121 151 8.3E-03 0.7E-02 0.1250E-02 1.000 0.5056E-03 1.045
361 451 2.8E-03 0.2E-02 0.4167E-03 1.000 0.1645E-03 1.021
1081 1351 9.3E-04 0.7E-03 0.1389E-03 1.000 0.5420E-04 1.010
3241 4051 3.1E-04 0.2E-03 0.4630E-04 1.000 0.1796E-04 1.005
9721 12151 1.0E-04 0.8E-04 0.1543E-04 1.000 0.5965E-05 1.003
Το παράδειμα αυτό μας δείνει ότι υπάρει η περίπτση να έουμε τάξη
ακρίειας 1 ια την max και την l2 νόρμα παρά το εονός ότι η ύση δεν
είναι C2 .Αυτό είναι κάτι το οποίο δεν προέπεται από την ερία μας.

Σήμα 6: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.2) ια t = 1 ,λ = 1
2
και

h = 1
9720

Έστ τώρα το πρόημα αρικών-συνοριακών τιμών
ut + ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = x2, 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = t, 0 ≤ t ≤ 1

(2.5.3)

του οποίου η ύση είναι

u(x, t) =

{
(x− t)2, 0 ≤ t ≤ x

(t− x), x < t < 1.

Εδώ οι παράοι ∂xu και ∂tu δεν είναι συνεείς. Παρακάτ ακοουεί ο
πίνακας με τα αποτεέσματα από την αριμητική επίυση του προήματος με
την μέοδο (2.3.5a)-(2.3.5c) και με τον αριμό Courant r = 4

5
.
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J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
41 51 2.5E-02 0.2E-01 0.3061E-01 - 0.6068E-02 -
121 151 8.3E-03 0.7E-02 0.1710E-01 0.529 0.2347E-02 0.864
361 451 2.8E-03 0.2E-02 0.9677E-02 0.518 0.9522E-03 0.821
1081 1351 9.3E-04 0.7E-03 0.5521E-02 0.510 0.3985E-03 0.792
3241 4051 3.1E-04 0.2E-03 0.3165E-02 0.506 0.1700E-03 0.775

Φαίνεται οιπόν ι'αυτό το παράδειμα ότι η τάξη σύκισης είναι μικρότερη
του 1.

Σήμα 7: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.3) ια t = 1 και h =
1

3240

Στη συνέεια έστ το πρόημα αρικών-συνοριακών τιμών

ut + 0, 3ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) =

 1,
1

8
≤ x ≤ 1

4
0, αού.

u(0, t) = 0.

(2.5.4)

Η ύση του προήματος αυτού δεν είναι συνεής.
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Παρακάτ ακοουεί ο πίνακας με τα αποτεέσματα από την αριμητική επίυση
του προήματος με την μέοδο Upwind (2.3.5a)-(2.3.5c) με τον αριμό
Courant r = 0.252631 καώς και τις τιμές 1

4
και 1

8
να είναι σημεία του

διαμερισμού.

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.∥.∥h
33 39 3.1E-02 0.3E-01 0.4760E+00 0.2115E+00 -
97 115 1.0E-02 0.9E-02 0.5146E+00 0.1547E+00 0.284
289 343 3.5E-03 0.3E-02 0.5091E+00 0.1145E+00 0.273
865 1027 1.2E-03 0.1E-02 0.5110E+00 0.8689E-01 0.251

Παρατηρούμε ότι η τάξη ακρίειας της l2 νόρμας σε αυτό το πείραμα είναι
περίπου 0.25.

Σήμα 8: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.4) ια t = 1 ,h = 1
288

και 1
4
, 1
8
είναι σημεία του διαμερισμού.

Συνείζοντας παραέτουμε και τον πίνακα με τα αποτεέσματα από το παραπάν
πρόημα με την διαφορά ότι τα 1

4
, 1
8
δεν είναι σημεία του διαμερισμού και

r = 0.194117.

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.∥.∥h
12 18 9.1E-02 0.6E-01 0.7957E+00 0.3411E+00 -
34 52 3.0E-02 0.2E-01 0.5624E+00 0.2191E+00 0.402
100 154 1.0E-02 0.7E-02 0.5020E+00 0.1585E+00 0.294
298 460 3.4E-03 0.2E-02 0.4766E+00 0.1155E+00 0.288
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Η τάξη ακρίειας της l2 νόρμας σε αυτό το πειράμα είναι περίπου 0.28 .Πρακτικά
είναι ίση με την τάξη σύκισης του προηούμενου πειράματος.Βέπουμε όμς
ότι αν τα 1

4
, 1
8
είναι σημεία του διαμερισμού τότε το σφάμα στην l2 νόρμα είναι

πιο μικρό.

Σήμα 9: Προσειστική ύση του προήματος (2.5.4) ια t = 1 ,h = 1
297

και 1
4
, 1
8
δεν είναι σημεία του διαμερισμού.

2.5.3 Σφάματα πάτους και σφάματα φάσης
Σε αυτήν την παράραφο παρουσιάζουμε τους υποοισμούς ια τα σφάματα
πάτους και φάσης ια το Π.Α.Τ (2.5.1) με αριμό Courant r = 1

3
.Για την

διατύπση τν σφάματν πάτους και φάσης σκεφτόμαστε ς εξής .Η ύση
του (2.5.1) έει μέιστη τιμή 1 άρα το σφάμα πάτους ια μία ρονική στιμή
tn δίνεται από

σφάμα πάτους = |1− max
1≤j≤J

Un
j |.

Το σημείο xmax όπου η ύση του (2.5.1) παίρνει μέιστο σε συνάρτηση με
τον ρόνο t ρίσκεται ς ακοούς

sin2π(xmax − t) = 1 ⇒ 2π(xmax − t) =
π

2
⇒ xmax = t+

1

4
.
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Άρα το σφάμα φάσης ια μία ρονική στιμή tn υποοίζεται από

σφάμα φάσης = |xmax − xκ|

όπου κ είναι ο δείκτης ια τον οποίο ισύει Un
κ = max

1≤j≤J
Un
j .

t = 0.138

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.7681E-01 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.3832E-01 1.003 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1909E-01 1.005 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.9534E-02 1.002 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.4763E-02 1.001 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.2381E-02 1.001 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.1190E-02 1.000 0.2170E-03 1.000

t = 0.388

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.1950E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.1021E+00 0.934 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.5214E-01 0.970 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.2636E-01 0.984 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.1325E-01 0.992 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.6645E-02 0.996 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.3327E-02 0.998 0.2170E-03 1.000

t = 0.513

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.2483E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.1324E+00 0.908 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.6824E-01 0.956 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.3467E-01 0.977 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.1747E-01 0.989 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.8770E-02 0.994 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.4394E-02 0.997 0.2170E-03 1.000
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t = 0.861

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.3801E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.2110E+00 0.849 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1116E+00 0.919 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.5737E-01 0.960 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.2909E-01 0.980 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.1465E-01 0.990 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.7351E-02 0.995 0.2170E-03 1.000

t = 0.986

J N ∆x ∆t σφάμα
πάτους

τάξη συκ.
σφάματος
πάτους

σφάμα
φάσης

τάξη συκ.
σφάματος
φάσης

25 73 4.2E-02 0.1E-01 0.4213E+00 - 0.1389E-01 -
49 145 2.1E-02 0.7E-02 0.2376E+00 0.827 0.6944E-02 1.000
97 289 1.0E-02 0.3E-02 0.1267E+00 0.907 0.3472E-02 1.000
193 577 5.2E-03 0.2E-02 0.6541E-01 0.954 0.1736E-02 1.000
385 1153 2.6E-03 0.9E-03 0.3324E-01 0.976 0.8681E-03 1.000
769 2305 1.3E-03 0.4E-03 0.1676E-01 0.988 0.4340E-03 1.000
1537 4609 6.5E-04 0.2E-03 0.8414E-02 0.994 0.2170E-03 1.000

Συμπεραίνουμε ότι το σφάμα πάτους ίνεται μεαύτερο καώς το t πησιάζει
την τιμή 1 .Σε αντίεση με αυτό η τάξη ακρίειας του σφάματος πάτους μένει
πρακτικά σταερή.Τέος το σφάμα φάσης παραμένει αναοίτο.
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3 HΜέοδος Lax-Wendroff ια την Εξίσση
Μεταφοράς

Στo προηούμενο κεφάαιο μεετήσαμε την μέοδο Upwind ια την αριμητι-
κή επίυση του προήματος (2.2.1) με περιοδικές αρικές συνήκες καώς
και με αρικές-συνοριακές συνήκες,ενώ είδαμε ότι η τάξη σύκισης της είναι
1.Όπς όμς είναι φυσικό,έουμε να μεετήσουμε μεόδους με μεαύ-τερη
τάξη σύκισης,όπς είναι η Lax-Wendroff.

3.1 Περιοδικές Αρικές συνήκες
Aρίζοντας α ερήσουμε δύο ομοιόμορφους διαμερισμούς έναν ια τον
άξονα x και έναν ια τον άξονα t στα διαστήματα [0, 1] και [0, T ] όπς στο
προηούμενο κεφάαιο.
Θα οδηηούμε στη μέοδο Lax-Wendroff ια τo πρόημα (2.2.4) προσείζο-
ντας τις ux και ∂2xu κατάηα με αναπτύματα Taylor.

Θερούμε ότι u είναι αρκετά ομαή ια (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]). Για j =
0, . . . , J − 1 και με Jh = 1, το προς τα πίσ ανάπτυμα Taylor της u περί το
xj ια σταερό t είναι

u(xj − h, t) = u(xj, t)− hux(xj, t) +
h2

2
∂2xu(xj, t)−

− h3

3!
∂3xu(xj, t) +O(h4)

(3.1.1)

ενώ το προς τα μπροστά ανάπτυμα Taylor της u κοντά στο xj είναι

u(xj + h, t) = u(xj, t) + hux(xj, t) +
h2

2
∂2xu(xj, t)+

+
h3

3!
∂3xu(xj, t) +O(h4).

(3.1.2)
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Αφαιρώντας την (3.1.1) από την (3.1.2) έουμε

u(xj + h, t)− u(xj − h, t) = 2hux(xj, t) +O(h3) ⇒

ux(xj, t) =
u(xj + h, t)− u(xj − h, t)

2h
+O(h2). (3.1.3)

Προσέτοντας την (3.1.1) και την (3.1.2) έουμε

u(xj + h, t) + u(xj − h, t) = 2u(xj, t) + h2∂2xu(xj, t) +O(h4) ⇒

∂2xu(xj, t) =
u(xj + h, t)− 2u(xj, t) + u(xj − h, t)

h2
+O(h2). (3.1.4)

Στη συνέεια το μπρος τα εμπρός ανάπτυμα Taylor της u κοντά στο tn με
σταερό x και k μικρό είναι

u(x, tn + k) = u(x, tn) + kut(x, t
n) +

k2

2!
∂2t u(x, t

n) +O(k3) (3.1.5)

ια n = 0, . . . ,M−1,όταν nk = T ,με tn = nk. Όμς από την εξίσση (2.2.1)
έουμε

ut = −cux. (3.1.6)
Αντικαιστώντας τις (3.1.6) και (2.4.3) στην (3.1.5) έουμε

u(x, tn + k) = u(x, tn)− ckux(x, t
n) +

k2

2!
c2∂2xu(x, t

n) +O(k3). (3.1.7)

Τεικά με αντικατάσταση τν (3.1.3) και (3.1.4) στην (3.1.7) έουμε ια
j = 0, . . . , J − 1

u(xj, t
n+1) = u(x, tn)− ck

u(xj+1, t
n)− u(xj−1, t

n)

2h
+

+
k2

2!
c2
u(xj+1, t)− 2u(xj, t) + u(xj−1, t)

h2
+O(k3) +O(kh2).

(3.1.8)

Συνείζοντας αντικαιστάμε τις ακριείς τιμές με κατάηες προσείσεις

u(xj, t
n) ≃ Un

j

και καταήουμε από την (3.1.8) στη μέοδο Lax-Wendroff ια το πρόημα
(2.2.4)

Un+1
j = Un

j − ck

h

Un
j+1 − Un

j−1

2
+

1

2

(
ck

h

)2 Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2

με 0 ≤ j ≤ J − 1, 0 ≤ n ≤M − 1.
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Η σέση αυτή μπορεί ύστερα από πράξεις μπορεί να πάρει τη μορφή

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1

όπου r = ck
h
ο αριμός του Courant ενώ α ισύει Un

−1 = Un
J−1, U

n
0 = Un

J

ό περιοδικών αρικών συνηκών.
Για ένα τυαίο σημείο (xj, t

n+1) η προσέιση Un+1
j εξαρτάται από τις τιμές

στους κόμους που ρίσκονται μέσα στο τρίνο με κορυφές (xj, tn+1)
(xj+n+1, 0) και (xj−n−1, 0). Ως παράδειμα παραέτουμε το ακόουο σήμα

3.1.1 Διατύπση της μεόδου Lax-Wendroff με Περιοδικές
Αρικές συνήκες.

Η μέοδος Lax-Wendroff ια την επίυση του προήματος (2.2.4) υοποιείται
ς ακοούς. Στο πρώτο ήμα της μεόδου ια n = 0 εισάουμε την αρική
συνήκη του προήματος

U0
j = ϕ(xj) ια j = 0, . . . , J − 1. (3.1.10a)

Στη συνέεια ια 0 ≤ n ≤M − 1 υποοίζουμε

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1 (3.1.10b)

ια j = 0, . . . , J − 1

με Un
−1 = Un

J−1, U
n
0 = Un

J . (3.1.10c)
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3.1.2 Σύκιση της μεόδου Lax-Wendroff με Περιοδικές Αρικές
συνήκες.

Eυστάεια της μεόδου Lax-Wendroff

Θεώρημα 3.1. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4).Έστ επίσης Un

j η ύση που αμάνουμε από τις (3.1.10a)−(3.1.10c).
Aν |r| ≤ 1 τότε ισύει

∥Un∥h ≤ ∥U0∥h ια n = 0, . . . ,M. (3.1.11)

Απόδειξη
Για 0 ≤ j ≤ J − 1 έουμε

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1 ⇒

(Un+1
j )2 =

(
(1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1

)2

⇒

(Un+1
j )2 = (1− r2)2(Un

j )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

(Un
j+1)

2 +

(
r(r + 1)

2

)2

(Un
j−1)

2+

+r(r − 1)(1− r2)Un
j U

n
j+1 + r(r + 1)(1− r2)Un

j U
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
Un
j+1U

n
j−1

Αροίζουμε ς προς j = 0, . . . , J − 1 ποαπασιάζουμε με h και έουμε

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 = (1− r2)2h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

Un
j+1U

n
j−1

(3.1.12)

Για |r| ≤ 1 ισύει ότι

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)

2 ≥ 0. (3.1.13)
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Επομένς μπορούμε να προσέσουμε την (3.1.13) στο δεύτερο μέος της
(3.1.12) και α έουμε

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ (1− r2)2h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

Un
j+1U

n
j−1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

(Un
j )

2 +
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 − (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1−

− (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

Un
j−1U

n
j+1.

Κάνοντας πράξεις α έουμε

h
J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=0

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 + (r3 − r)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1+

+ (r − r3)h
J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1.

(3.1.14)

Ισύει όμς ό τν περιοδικών συνηκών ότι

h

J−1∑
j=0

Un
j U

n
j−1 = h

J−1∑
j=0

Un
j U

n
j+1.
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Άρα

h

J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=0

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(Un
j−1)

2 ⇒

h
J−1∑
j=0

(Un+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(Un
j )

2 ⇒ ∥Un+1∥2h ≤ ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥h ≤ ∥Un∥h

από όπου η (3.1.11) προκύπτει επαικά.

□
Συνέπεια της μεόδου Lax-Wendroff

Θεώρημα 3.2. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C4(D) . Άν τnj είναι το τοπικό σφάμα στο σημείο
(xj, t

n) που ορίζεται ς

τnj = τ(xj, t
n) : = u(xj, t

n+1)− [(1− r2)u(tn, xj)+

+
r(r − 1)

2
u(tn, xj+1) +

r(r + 1)

2
u(tn, xj−1)]

(3.1.15)

τότε ισύει

∥τn∥h ≤ C̃Nk(k2 + ch2) (3.1.16)

όπου N = max(c3, c)max{max
x,t∈D

|∂3xu|,max
x,t∈D

|∂4xu|}

και C̃ αριμητική σταερά.
Απόδειξη
H (3.1.15) μπορεί να πάρει την μορφή

τ(xj, t
n) = u(xj, t

n+1)−
[
u(tn, xj) + ck

(
u(tn, xj−1)− u(tn, xj+1)

2h

)
+

+c2k2
(
u(tn, xj+1)− 2u(tn, xj) + u(tn, xj−1)

2h2

)]
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Σταεροποιώντας τα j και n και αναπτύσοντας σε σειρές Τaylor ύρ από το
σημείο (tn, xj) τα u(xj, tn+1), u(tn, xj−1) και u(tn, xj+1) έουμε

τ(xj, t
n) = u(tn, xj) + kut(t

n, xj) +
k2

2!
∂2t u(t

n, xj) +
k3

3!
∂3t u(θ

n
j , xj)− u(tn, xj)−

− ck
u(tn, xj)− hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj)− h3

3!
∂3xu(t

n, µn
j )

2h
+

+ ck
u(tn, xj) + hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj) +
h3

3!
∂3xu(t

n, ψn
j )

2h
−

− c2k2
u(tn, xj) + hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj) +
h3

3!
∂3xu(t

n, xj) +
h4

4!
∂4xu(t

n, ψ̃n
j )

2h2
−

− c2k2
u(tn, xj)− hux(t

n, xj) +
h2

2!
∂2xu(t

n, xj)− h3

3!
∂3xu(t

n, xj) +
h4

4!
∂4xu(t

n, µ̃n
j )

2h2
−

− c2k2
−2u(tn, xj)

2h2

με tn ≤ θnj ≤ tn+1, xj−1 ≤ µn
j ≤ xj, xj ≤ ψn

j ≤ xj+1, xj ≤ ψ̃n
j ≤ xj+1,

xj−1 ≤ µ̃n
j ≤ xj.

Από τις (3.1.6) και (3.1.7) ,το εώρημα τν ενδιάμεσν τιμών και το εονός
ότι

∂3t u = −c3∂3xu (3.1.17)
α έουμε

τ(xj, t
n) =

k3

3!
∂3t u(θ

n
j , xj) + ck

h2

3!

1

2
∂3xu(t

n, µn
j ) + ck

h2

3!

1

2
∂3xu(t

n, ψn
j )−

− c2k2
1

2

h2

4
∂4xu(t

n, ψ̃n
j )− c2k2

1

2

h2

4!
∂4xu(t

n, µ̃n
j ) ⇒

τ(xj, t
n) =

k3

3!
∂3t u(θ

n
j , xj) + ck

h2

3!
∂3xu(t

n, ζnj )− c2k2
h2

4!
∂4xu(t

n, ζ̃nj )

με µn
j ≤ ζnj ≤ ψn

j και µ̃n
j ≤ ζ̃nj ≤ ψ̃n

j . Άρα έουμε

|τ(xj, tn)| ≤
k3

3!
|∂3t u(θnj , xj)|+ ck

h2

3!
|∂3xu(tn, ζnj )|+ c2k2

h2

4!
|∂4xu(tn, ζ̃nj )| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
k3

3!
c3|∂3xu(θnj , xj)|+ ck

h2

3!
|∂3xu(tn, ζnj )|+ c2k2

h2

4!
|∂4xu(tn, ζ̃nj )| ⇒

|τ(xj, tn)| ≤
1

3!
kN(k2 + h2 + kh2).

Όμς αν ερήσουμε k ≤ 1 έουμε

|τ(xj, tn)| ≤
1

3!
kN(k2 + 2h2) ⇒

|τ(xj, tn)| ≤ C̃Nk(k2 + h2)
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με C̃ = 2
3!
σταερά.

Aροίζοντας ια j = 0 . . . J − 1 και ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h

J−1∑
j=0

|τ(xj, tn)|2 ≤ h

J−1∑
j=0

(
C̃N(k2 + h2)

)2
=

=
(
C̃Nk(k2 + h2)

)2
h

J−1∑
j=0

1 =

=
(
C̃Nk(k2 + h2)

)2
hJ =

=
(
C̃Nk(k2 + h2)

)2
Άρα

∥τn∥h ≤ C̃Nk(k2 + h2).

□
Σύκιση της μεόδου Lax-Wendroff

Θεώρημα 3.3. ΈστD = (0, 1)×(0, T ) και u(x, t) η ύση του προήματος
(2.2.4) τέτοια ώστε u ∈ C4(D).Έστ επίσης Un

j η ύση που αμάνουμε από
τις (3.1.10a)− (3.1.10c).Aν |r| ≤ 1 τότε ισύει

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h ≤ C̃NT (k2 + h2)

όπου C̃ και N όπς στην (3.1.16).

Απόδειξη

Θέτουμε enj = Un
j − u(xj, t

n) ια το σφάμα τν (3.1.10a) − (3.1.10c) στο
σημείο (xj, t

n) ια j = 0 . . . J .Είναι προφανές επίσης ότι ισύει e0j = 0 ια
j = 0, . . . , J .

Έουμε με τη οήεια της (3.1.15) ότι

en+1
j = Un+1

j − u(xj, t
n+1) ⇒

en+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1−

− [(1− r2)u(tn, xj) +
r(r − 1)

2
u(tn, xj+1) +

r(r + 1)

2
u(tn, xj−1)− τnj ] ⇒

en+1
j = (1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1 − τnj
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ια j = 0, . . . , J − 1.

Υψώνοντας στο τετράνο,αροίζοντας ς προς j,0 ≤ j ≤ J−1 και ποαπασιάζοντας
με h παίρνουμε

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 = h

J−1∑
j=0

(
(1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1 − τnj

)2

=

= (1− r2)2h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1+

+ h
J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j − r(r − 1)h

J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j −

− r(r + 1)h
J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j

(3.1.18)

Για |r| ≤ 1 (συνήκη ευστάειας) ισύει ότι η ποσότητα

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj+1 − 2enj + enj−1)
2 ≥ 0. (3.1.19)

Επομένς μπορούμε να προσέσουμε την (3.1.19) στο δεύτερο μέος της
(3.1.18) και α έουμε
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h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ (1− r2)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj−1e
n
j+1+

+ h
J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j − r(r − 1)h

J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j −

− r(r + 1)h
J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j .

Κάνοντας πράξεις α έουμε

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2 + (1− r2)h

J−1∑
j=0

(enj )
2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r3 − r)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1 + (r − r3)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j−1+

+ h
J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j − r(r − 1)h

J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j − r(r + 1)h

J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j

Ισύει όμς ό τν περιοδικών συνηκών

h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 = h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1 (3.1.20)
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άρα

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2 + (1− r2)h

J−1∑
j=0

(enj )
2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j −

− r(r − 1)h
J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j − r(r + 1)h

J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j ⇒

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 − 2(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj τ
n
j −

− r(r − 1)h
J−1∑
j=0

enj+1τ
n
j − r(r + 1)h

J−1∑
j=0

enj−1τ
n
j ⇒

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2−

− 2

(
h

J−1∑
j=0

τnj

(
(1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1

))
.

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουμε

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
h

J−1∑
j=0

(
(1− r2)enj +

r(r − 1)

2
enj+1 +

r(r + 1)

2
enj−1

)2
) 1

2

⇒
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h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
(1− r2)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1

) 1
2

.

Στη συνέεια προσέτουμε την (3.1.19) στην δεύτερη παρένεση και α έουμε

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
(1− r2)2h

J−1∑
j=0

(enj )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + r(r − 1)(1− r2)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=0

enj+1e
n
j−1+

+(r2 − r4)h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1+

+(r2 − r4)h
J−1∑
j=0

enj e
n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=0

enj−1e
n
j+1

) 1
2

.
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Κάνοντας πράξεις α έουμε

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2+

+ 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2 + (1− r2)h

J−1∑
j=0

(enj )
2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2 + (r3 − r)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j+1 + (r − r3)h

J−1∑
j=0

enj e
n
j−1

) 1
2

.

Όμς ό της (3.1.20)

h

J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 + 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj+1)
2+

+ (1− r2)h
J−1∑
j=0

(enj )
2 +

r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=0

(enj−1)
2

) 1
2

⇒

h
J−1∑
j=0

(en+1
j )2 ≤ h

J−1∑
j=0

(enj )
2 + h

J−1∑
j=0

(τnj )
2 + 2

(
h

J−1∑
j=0

(τnj )
2

) 1
2
(
h

J−1∑
j=0

(enj )
2

) 1
2

⇒

∥en+1∥22 ≤ (∥en∥h + ∥τn∥h)2

Eπομένς α έουμε

∥en+1∥h ≤ ∥en∥h + ∥τn∥h.

Αά από την (3.1.16)

∥en+1∥h ≤ ∥en∥h + C̃Nk(k2 + h2)

Aν n = 0 τότε
∥e1∥h ≤ ∥e0∥h + C̃Nk(k2 + h2) ⇒
∥e1∥h ≤ C̃Nk(k2 + h2)

Aν n = 1 τότε
∥e2∥h ≤ ∥e2∥h + C̃Nk(k2 + h2) ⇒
∥e2∥h ≤ 2C̃Nk(k2 + h2)
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Καταήουμε στο συμπέρασμα ότι ενικά α ισύει

∥en∥h ≤ nC̃Nk(k2 + h2) ⇒
∥en∥h ≤ C̃Ntn(k2 + h2) ⇒
∥en∥h ≤ C̃NT (k2 + h2).

Από το προηούμενο εώρημα έπουμε ότι

max
j,n

∥Un
j − u(xj, t

n)∥h → 0 καώς h, k → 0 με |r| = |c|k
h
≤ 1 σταερό

ό ευστάειας και συνέπειας. Η τάξη σύκισης ς προς τις μεταητές x
και t είναι 2.

Παρατήρηση 6. Αν r = 1 τότε η μέοδος Lax-Wendroff έει μηδενικό
σφάμα.

3.2 Αρικές-Συνοριακές συνήκες.
3.2.1 Διατύπση της μεόδου Lax-Wendroff με αρικές-συνορι-

ακές συνήκες.
Θερούμε το πρόημα εξίσσης μεταφοράς με αρικές συνοριακές συνήκες
(2.2.7) ια c > 0.H μέοδος Lax-Wendroff ια την επίυση αυτού του προή-
ματος είναι ια 0 ≤ n ≤M − 1

ια 0 ≤ j ≤ J − 1

U0
j = f(xj) (3.2.1a)

ια j = 0

Un+1
0 = g(tn+1) (3.2.1b)

ια 1 ≤ j ≤ J − 1

Un+1
j = (1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1 (3.2.1c)

ια j = J

Un+1
J = rUn

J−1 + (1− r)Un
J . (3.2.1d)

3.2.2 Τενητή συνοριακή συνήκη
H (3.2.1d) αποτεεί μία σέση η οποία είναι απαραίτητη ια να ορισεί πήρς
η αριμητική μέοδος.Σημειώνουμε ότι η επιοή αυτής της συνήκης δεν
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είναι μοναδική και επηρεάζει την τάξη σύκισης της μεόδου.Αυτό α ίνει
φανερό στα αριμητικά αποτεέσματα που α παρουσιάσουμε. Εξηούμε στη
συνέεια την παραή της τενητής συνοριακής συνήκης (3.2.1d) .
H ραμμική παρεμάουσα συνάρτηση ς προς x στις τιμές Un

J−1, U
n
J είναι

b(x) =
xJ − x

xJ − xJ−1

Un
J−1 +

x− xJ−1

xJ − xJ−1

Un
J . (3.2.2)

Οι αρακτηριστικές καμπύες (ευείες) του προήματος είναι της μορφής

x = ct+ ξ.

Ως νστόν,πάν στις αρακτηριστικές,η ύση της ut+cux = 0 είναι σταερή.
Για την αρακτηριστική καμπύη που παιρνά από το σημείο xJ = 1 την ρονική
στιμή tn+1 ισύει

1 = ctn+1 + ξ ⇒ ξ = 1− ctn+1

άρα έει την μορφή

x = ct+ 1− ctn+1 = 1− c(tn+1 − t).

Την ρονική στιμή tn η αρακτηριστική αυτή καμπύη παίρνει την τιμή

x = 1− c(tn+1 − tn) = 1− ck.

Θέτουμε οιπόν,σε αναοία με την ιδιότητα της ύσης u(x, t),

Un+1
J = b(1− ck) =

xJ − (1− ck)

xJ − xJ−1

Un
J−1 +

(1− ck)− xJ−1

xJ − xJ−1

Un
J ⇒

Un+1
J =

ck

h
Un
J−1 +

h− ck

h
Un
J−1 ⇒

Un+1
J = rUn

J−1 + (1− r)Un
J .

Όπς ίνεται οιπόν κατανοητό,η τενητή συνοριακή συνήκη εκρεί ς
τιμή στην προσέιση Un+1

J την τιμή της συνάρτησης που παρεμάεται
ραμμικά στις τιμές Un

J−1 και Un
J ,στο σημείο εκείνο όπου η αρακτηριστική

καμπύη του προήματος που καταήει στον κόμο xJ την ρονική στιμή
tn+1,τέμνει την ευεία t = tn.

Παρατήρηση 7. Η αρακτηριστική καμπύη,η οποία τη ρονική στιμή
tn+1 καταήει στον κόμο xJ ,τέμνει την ευεία t = tn στο διάστημα [xJ−1, xJ).
Αυτό προκύπτει εύκοα από την συνήκη CFL(0 < r ≤ 1)
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3.2.3 Ευστάεια της μεόδου Lax-Wendroff με Αρικές-Συνορι-
ακές συνήκες

Θα δείξουμε στη συνέεια ευστάεια της αριμητικής μεόδου (3.2.1a) −
(3.2.1d).

Θεώρημα 3.4. Έστ u(x, t) η ύση του προήματος (2.2.7) ια (x, t) ∈
[0, 1]× [0, T ].Έστ Un

j η ύση που αμάνουμε από τις (3.2.1a)− (3.2.1d).Aν
0 < r ≤ 1 τότε ισύει

• αν 0 < r ≤ 1
2

∥Un∥2h ≤ eG
′T∥U0∥2h + eG

′(T−k)Gk

n−1∑
j=0

(g(tj))2

• αν 1
2
< r ≤ 1

∥Un∥2h ≤ eGT∥U0∥2h + eG(T−k)Gk
n−1∑
j=0

(g(tj))2

όπου G,G′ σταερές.

Aπόδειξη

Yψώνοντας την (3.2.1c) στο τετράνο υποοίζουμε

(Un+1
j )2 =

(
(1− r2)Un

j +
r(r − 1)

2
Un
j+1 +

r(r + 1)

2
Un
j−1

)2

⇒

(Un+1
j )2 = (1− r2)2(Un

j )
2 +

(
r(r − 1)

2

)2

(Un
j+1)

2 +

(
r(r + 1)

2

)2

(Un
j−1)

2+

+r(r − 1)(1− r2)Un
j U

n
j+1 + r(r + 1)(1− r2)Un

j U
n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
Un
j+1U

n
j−1.

το οποίο ισύει ια 1 < j ≤ J − 1.
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Αροίζοντας από j = 1 ές J − 1 και ποαπασιάζοντας με h παίρνουμε

h
J−1∑
j=1

(Un+1
j )2 = (1− r2)2h

J−1∑
j=1

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h
J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h
J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=1

Un
j+1U

n
j−1

(3.2.3)

Για 0 < r ≤ 1 ισύει ότι η ποσότητα

1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

(Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)

2 ≥ 0. (3.2.4)

Επομένς μπορούμε να προσέσουμε την (3.2.4) στο δεύτερο μέος της
(3.2.3) και α έουμε

h
J−1∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ (1− r2)2h

J−1∑
j=1

(Un
j )

2 +

(
r(r − 1)

2

)2

h
J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2+

+

(
r(r + 1)

2

)2

h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + r(r − 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ r(r + 1)(1− r2)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1 +

r2(r + 1)(r − 1)

2
h

J−1∑
j=1

Un
j+1U

n
j−1+

+ (r2 − r4)h
J−1∑
j=1

(Un
j )

2 +
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2+

+
1

4
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 − (r2 − r4)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

− (r2 − r4)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1 +

1

2
(r2 − r4)h

J−1∑
j=1

Un
j−1U

n
j+1
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Κάνοντας πράξεις α έουμε

h
J−1∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=1

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + (r3 − r)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ (r − r3)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1.

(3.2.5)

Επιπρόσετα υψώνοντας την (3.2.1d) στο τετράνο έουμε

(Un+1
J )2 = r2(Un

J−1)
2 + 2r(1− r)Un

J−1U
n
J + (1− r)2(Un

J )
2 (3.2.6)

Tεικά αν προσέσουμε την (3.2.6) στην (3.2.5) ποαπασιασμένη με h και
κάνοντας πράξεις έουμε

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ r2(1− r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j+1)

2 + (1− r2)h
J−1∑
j=1

(Un
j )

2+

+
r2(1 + r)

2
h

J−1∑
j=1

(Un
j−1)

2 + (r3 − r)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j+1+

+ (r − r3)h
J−1∑
j=1

Un
j U

n
j−1+

+ hr2(Un
J−1)

2 + h2r(1− r)Un
J−1U

n
J + h(1− r)2(Un

J )
2 ⇒

h

J∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 + h

r2

2
(Un

1 )
2 + hr2

J−3∑
j=1

(Un
j+1)

2 + h
r2

2
(Un

J−1)
2+

+ h
r2

2
(Un

J )
2 + h

J−1∑
j=1

(Un
j )

2 − hr2
J−1∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2+

+ h
r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2 − h

r3

2
(Un

J )
2 + h(r − r3)Un

0 U
n
1 +

+ h(r3 − r)Un
J−1U

n
J + hr2(Un

J−1)
2 + h(Un

J )
2 − h2r(Un

J )
2+

+ hr2(Un
J )

2 + h2(r − r2)Un
J−1U

n
J ⇒
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h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 + h

r2

2
(Un

1 )
2 − hr2(Un

1 )
2 − hr2(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2+

+ h
r2

2
(Un

J )
2 + h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2 + h

r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2−

− h
r3

2
(Un

J )
2 + h(r − r3)Un

0 U
n
1 + h(r3 − r)Un

J−1U
n
J + hr2(Un

J−1)
2−

− h2r(Un
J )

2 + hr2(Un
J )

2 + h2(r − r2)Un
J−1U

n
J ⇒

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 − h

r2

2
(Un

1 )
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J )
2+

+ h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2 + h

r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2−

− h
r3

2
(Un

J )
2 + h(r − r3)Un

0 U
n
1 + hr3Un

J−1U
n
J−

− h2r(Un
J )

2 + hr2(Un
J )

2 + h(r − 2r2)Un
J−1U

n
J .

Έοντας κατά νου ότι 0 < r ≤ 1 αά και από την ανισότητα του Cauchy

h

J∑
j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

r2

2
(Un

0 )
2 − h

r2

2
(Un

1 )
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J )
2+

+ h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + h
r3

2
(Un

0 )
2 + h

r3

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

J−1)
2−

− h
r3

2
(Un

J )
2 + h

r

2
(Un

0 )
2 + h

r

2
(Un

1 )
2 − h

r3

2
(Un

0 )
2−

− h
r3

2
(Un

1 )
2 + h

r3

2
(Un

J−1)
2 + h

r3

2
(Un

J )
2+

+ hr2(Un
J )

2 + h(r − 2r2)Un
J−1U

n
J − h2r(Un

J )
2

Σε αυτό το σημείο α εξετάσουμε την ευστάεια ια τις περιπτώσεις όπου η
ποσότητα (r− 2r2) είναι ετική (δηαδή ια 0 < r ≤ 1

2
) και αρνητική (δηαδή

ια 1
2
< r ≤ 1) στο διάστημα (0,1].

Για 0 < r ≤ 1
2
α έουμε
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h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r − r2)

2
(Un

1 )
2 + h

r2

2
(Un

J−1)
2 + h

r2

2
(Un

J )
2+

+ h

J∑
j=1

(Un
j )

2 + hr2(Un
J )

2 + h
r

2
(Un
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2 ⇒
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(Un
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2 + h

(r − r2)
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J∑
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2 ⇒
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0 )
2 + h

(r − r2)

2

n∑
j=1

(Un
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2 + h
J∑

j=1

(Un
j )

2

Άρα ράφουμε

∥Un+1∥2h ≤ h
(r + r2)

2
g(tn)2 + h

(r − r2)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ck
(1 + r)

2
g(tn)2 + ck

(1− r)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h

Θέτντας τις σταερές c (1+r)
2

= G και c (1−r)
2

= G′ έουμε

∥Un+1∥2h ≤ Gk(g(tn))2 +G′k∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ (G′k + 1)∥Un∥2h +Gk(g(tn))2

Γνρίζουμε όμς ότι ∀x ∈ R ισύει

(1 + x) ≤ ex

επομένς έουμε

∥Un+1∥2h ≤ eG
′k∥Un∥2h +Gk(g(tn))2 (3.2.7)

Συνείζοντας εφαρμόζοντας την (3.2.7) αναδρομικά παίρνουμε

n = 0 ∥U1∥2h ≤ eG
′k∥U0∥2h +Gk(g(t0))2



Αρχικές-Συνοριακές συνθήκες. 57

n = 1 ∥U2∥2h ≤ (eG
′k∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eG

′k +Gk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ (eG

′k∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eG
′k + eG

′kGk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ e2G

′k∥U0∥2h + eG
′kGk((g(t0))2 + (g(t1))2)

όπου επιπρόσετα ρησιμοποιήσαμε το εονός ότι Gk ≤ eG
′kGk εφόσον

G′k ≥ 0 και άρα eG′k ≥ 1. Ερόμαστε οιπόν στο συμπέρασμα ότι ια τυαίο
n > 0 α ισύει

∥Un∥2h ≤ eG
′T∥U0∥2h + eG

′(T−k)Gk
n−1∑
j=0

(g(tj))2

ια 0 < r ≤ 1
2
.

Για 1
2
< r ≤ 1 α έουμε

h
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2 ⇒
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(Un
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2 + h
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+ h
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2
(Un
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Για 0 < r ≤ 1 ισύει ότι (r−r2)
2

< (3r2−r)
2

< (r+r2)
2

επομένς

h
J∑

j=1

(Un+1
j )2 ≤ h

(r + r2)

2
(Un

0 )
2 + h

(r + r2)

2

n∑
j=1

(Un
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2 + h
J∑
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(Un
j )

2

Άρα ράφουμε

∥Un+1∥2h ≤ h
(r + r2)

2
g(tn)2 + h

(r + r2)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ ck
(1 + r)

2
g(tn)2 + ck

(1 + r)

2
∥Un∥2h + ∥Un∥2h
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Θέτντας την σταερά c (1+r)
2

= G ράφουμε

∥Un+1∥2h ≤ Gk(g(tn))2 +Gk∥Un∥2h + ∥Un∥2h ⇒

∥Un+1∥2h ≤ (Gk + 1)∥Un∥2h +Gk(g(tn))2

Γνρίζουμε όμς ότι ∀x ∈ R ισύει

(1 + x) ≤ ex

επομένς έουμε

∥Un+1∥2h ≤ eGk∥Un∥2h +Gk(g(tn))2 (3.2.8)

Συνείζοντας εφαρμόζοντας την (3.2.8) αναδρομικά παίρνουμε

n = 0 ∥U1∥2h ≤ eGk∥U0∥2h +Gk(g(t0))2

n = 1 ∥U2∥2h ≤ (eGk∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eGk +Gk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ (eGk∥U0∥2h +Gk(g(t0))2)eGk + eGkGk(g(t1))2 ⇒
∥U2∥2h ≤ e2Gk∥U0∥2h + eGkGk((g(t0))2 + (g(t1))2)

όπου επιπρόσετα ρησιμοποίσαμε το εονός ότι Gk ≤ eGkGk εφόσον Gk ≥
0 και άρα eGk ≥ 1. Ερόμαστε οιπόν στο συμπέρασμα ότι ια τυαίο n > 0
α ισύει

∥Un∥2h ≤ eGT∥U0∥2h + eG(T−k)Gk

n−1∑
j=0

(g(tj))2 (3.2.9)

ια 1
2
< r ≤ 1 όπου G = (r+r2)

2
.

Παρατήρηση 8. Αν r = 1 τότε α έουμε

∥Un∥2h ≤ ∥U0∥2h + ck
n−1∑
j=0

(g(tj))2.

Λό του εονότος (r−r2)
2

< (r+r2)
2

στο (0, 1] η (3.2.9) αποτεεί μία έκφραση
ευστάειας της μεόδου Lax-Wendroff ια όο το διάστημα (0, 1].
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3.3 Aποτεέσματα από την εφαρμοή της μεόδου
Lax-Wendroff

3.3.1 Περιοδικές Αρικές συνήκες
Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση του Π.Α.Τ (2.5.1) με την μέοδο Lax-Wendroff (3.1.10a)-(3.1.10c)
ια t = 1 και καώς ο αριμός Courant τείνει στον αριμό 1.Με άση το
εώρημα 3.3 περιμένουμε την τάξη σύκισης τν σφαμάτν της l2 νόρμας
να είναι 2.

r = 1
3

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
5 13 2.5E-01 8.3E-02 0.1212E+01 - 0.9572E+00 -
9 25 1.2E-01 4.2E-02 0.4946E+00 1.293 0.4055E+00 1.239
17 49 6.2E-02 2.1E-02 0.1394E+00 1.827 0.1058E+00 1.938
33 97 3.1E-02 1.0E-02 0.3570E-01 1.965 0.2608E-01 2.021
65 193 1.6E-02 5.2E-03 0.8962E-02 1.994 0.6438E-02 2.018
129 385 7.8E-03 2.6E-03 0.2242E-02 1.999 0.1598E-02 2.010

r = 1
2

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
5 9 2.5E-01 1.2E-01 0.1004E+01 - 0.8038E+00 -
9 17 1.2E-01 6.2E-02 0.4197E+00 1.258 0.3377E+00 1.251
17 33 6.2E-02 3.1E-02 0.1169E+00 1.844 0.8906E-01 1.923
33 65 3.1E-02 1.6E-02 0.3006E-01 1.959 0.2199E-01 2.018
65 129 1.6E-02 7.8E-03 0.7559E-02 1.992 0.5432E-02 2.018
129 257 7.8E-03 3.9E-03 0.1892E-02 1.998 0.1348E-02 2.010

r = 3
4

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
4 5 3.3E-01 2.5E-01 0.8456E+00 - 0.6417E+00 -
7 9 1.7E-01 1.2E-01 0.4011E+00 1.076 0.3213E+00 0.998
13 17 8.3E-02 6.2E-02 0.1196E+00 1.746 0.9197E-01 1.805
25 33 4.2E-02 3.1E-02 0.3105E-01 1.946 0.2294E-01 2.003
49 65 2.1E-02 1.6E-02 0.7829E-02 1.988 0.5657E-02 2.020
97 129 1.0E-02 7.8E-03 0.1961E-02 1.997 0.1402E-02 2.013
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r = 7
8

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
8 9 1.4E-01 1.2E-01 0.1755E+00 - 0.1377E+00 -
15 17 7.1E-02 6.2E-02 0.4805E-01 1.869 0.3642E-01 1.919
29 33 3.6E-02 3.1E-02 0.1228E-01 1.969 0.9002E-02 2.016
57 65 1.8E-02 1.6E-02 0.3085E-02 1.993 0.2221E-02 2.019
113 129 8.9E-03 7.8E-03 0.7721E-03 1.998 0.5509E-03 2.011
225 257 4.5E-03 3.9E-03 0.1931E-03 2.000 0.1371E-03 2.006

Τα παραπάν αποτεέσματα οιπόν επαηεύουν το εώρημα 3.3 εφόσον
παρατηρούμε ότι όσο πιο επτή είναι η διαμέριση τόσο πιο μικρό είναι το
σφάμα που παίρνουμε ια την l2 νόρμα με την τάξη ακρίειας να πησιάζει την
τιμή 2.Επιπρόσετα όμς συμπεραίνουμε με την οήεια του παραδείματος
ότι το σφάμα στην max νόρμα έει την ίδια συμπεριφορά.Ακόμα έπουμε
ότι καώς ο αριμός Courant πησιάζει την τιμή 1 τότε τα σφάματα τόσο
της max όσο και της l2 νόρμας μικραίνουν.Στην περίπτση που r = 1 τα
σφάματα από την υοποίηση τν (3.1.10a)− (3.1.10c) είναι 0.

Σήμα 10: Προσειστική και ακριής ύση ια t = 1 και J = 129 ύρ από
το σημείο x = 0.25 στο οποίο οι δύο ύσεις παίρνουν την μέιστη τιμή τους.
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3.3.2 Αρικές-Συνοριακές συνήκες.
Σε αυτό το παράδειμα παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την
επίυση του προήματος

ut +
1

2
ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ 5

u(x, 0) = sin(6πx), 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = cos(
π

2
+ 3πt), 0 < t ≤ 5

με την μέοδο Lax-Wendroff (3.2.1a)−(3.2.1d) ια t = 5 και r = 0.83.Εδώ οι
συνήκες συμιαστού πηρώνονται.Η ακριής ύση του προήματος αυτού
είναι

u(x, t) = sin(6πx− 3πt), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 5

η οποία είναι C∞. Θα δοκιμάσουμε 3 τενητές συνοριακές συνήκες:
(i) την (3.2.1d) που αναύσαμε

(ii) την απή συνοριακή συνήκη
Un+1
J = Un+1

J−1 (3.3.1)
η οποία είναι επέκταση της τιμής Un+1

J με σταερα

(iii) την συνοριακή συνήκη
Un+1
J = 2Un+1

J−1 − Un+1
J−2 (3.3.2)

η οποία αποτεεί υποοισμό της τιμής Un+1
J με ραμμική προέκταση

τν τιμών Un+1
J−1 και Un+1

J−2 .

Συνοριακή συνήκη (3.2.1d)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 61 5.0E-02 8.3E-02 0.6471E+00 - 0.3043E+00 -
41 121 2.5E-02 4.2E-02 0.2056E+00 1.654 0.9092E-01 1.743
81 241 1.3E-02 2.1E-02 0.5275E-01 1.962 0.2249E-01 2.015
161 481 6.3E-03 1.0E-02 0.1326E-01 1.992 0.5538E-02 2.022
321 961 3.1E-03 5.2E-03 0.3323E-02 1.997 0.1373E-02 2.012
641 1921 1.6E-03 2.6E-03 0.8317E-03 1.998 0.3420E-03 2.006
1281 3841 7.8E-04 1.3E-03 0.2081E-03 1.999 0.8533E-04 2.003
2561 7681 3.9E-04 6.5E-04 0.5203E-04 2.000 0.2131E-04 2.001
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Συνοριακή συνήκη (3.3.1)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 61 5.0E-02 8.3E-02 0.6642E+00 - 0.2992E+00 -
41 121 2.5E-02 4.2E-02 0.2383E+00 1.479 0.9454E-01 1.662
81 241 1.3E-02 2.1E-02 0.1616E+00 0.561 0.2876E-01 1.717
161 481 6.3E-03 1.0E-02 0.9450E-01 0.774 0.9354E-02 1.620
321 961 3.1E-03 5.2E-03 0.5064E-01 0.900 0.3168E-02 1.562
641 1921 1.6E-03 2.6E-03 0.2616E-01 0.953 0.1096E-02 1.532
1281 3841 7.8E-04 1.3E-03 0.1329E-01 0.977 0.3831E-03 1.516
2561 7681 3.9E-04 6.5E-04 0.6697E-02 0.989 0.1347E-03 1.508

Συνοριακή συνήκη (3.3.2)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 61 5.0E-02 8.3E-02 0.6214E+00 - 0.2962E+00 -
41 121 2.5E-02 4.2E-02 0.2020E+00 1.621 0.8855E-01 1.742
81 241 1.3E-02 2.1E-02 0.5251E-01 1.944 0.2225E-01 1.993
161 481 6.3E-03 1.0E-02 0.1325E-01 1.987 0.5519E-02 2.011
321 961 3.1E-03 5.2E-03 0.3322E-02 1.995 0.1372E-02 2.008
641 1921 1.6E-03 2.6E-03 0.8317E-03 1.998 0.3419E-03 2.005
1281 3841 7.8E-04 1.3E-03 0.2080E-03 1.999 0.8532E-04 2.003
2561 7681 3.9E-04 6.5E-04 0.5203E-04 2.000 0.2131E-04 2.001

Παρατηρούμε οιπόν σε αυτό το παράδειμα πς η διαφορετική επιοή
τενητών συνοριακών συνηκών επηρεάζει την τάξη σύκισης.Πρακτικά η
τάξη σύκισης ια τις συνήκες (3.2.1d) και (3.3.2) είναι 2 και ια τις δύο
νόρμες.Για την συνήκη (3.3.1) όμς η τάξη σύκιση ια την max νόρμα
φαίνεται να είναι 1 και ια την l2 1.5 .
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Στη συνέεια παρουσιάζουμε τα αριμητικά αποτεέσματα από την επίυση
του προήματος

ut +
1

2
ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ 3

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1

u(0, t) =
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4
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+ 1
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(
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4
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)3)
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2

1
4
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2
1
4

)
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4
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4

)3)
, 1
2
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4

1
4

(
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1
4

)3
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4
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0, αού
(3.3.3)

με την μέοδο Lax-Wendroff (3.2.1a)-(3.2.1d) ια t = 3 και r = 0.33.Eδώ
η συνοριακή συνήκη είναι μία κυική spline και οι συνήκες συμιαστού
πηρώνονται.
Η ακριής ύση του προήματος αυτού είναι

u(x, t) =



0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2x
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0, 0 < t− 2x ≤ 3.
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Συνοριακή συνήκη (3.2.1d)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 91 5.0E-02 3.3E-02 0.2081E+00 - 0.7019E-01 -
41 181 2.5E-02 1.7E-02 0.1199E+00 0.796 0.2744E-01 1.355
81 361 1.3E-02 8.3E-03 0.1185E-01 3.338 0.1632E-02 4.071
161 721 6.3E-03 4.2E-03 0.3317E-02 1.838 0.4244E-03 1.943
321 1441 3.1E-03 2.1E-03 0.7893E-03 2.071 0.7315E-04 2.537
641 2881 1.6E-03 1.0E-03 0.1897E-03 2.057 0.1356E-04 2.432
1281 5761 7.8E-04 5.2E-04 0.4694E-04 2.015 0.2629E-05 2.367

(a) t = 0.3

(b) t = 0.8

(c) t = 1.4 (d) t = 2.2
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(e) t = 2.98 (f) t = 3

Σήμα 11: Aριμητική ύση του προήματος (3.3.3) με J = 1281 και
συνοριακή συνήκη την (3.2.1d).

Συνοριακή συνήκη (3.3.1)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 91 5.0E-02 3.3E-02 0.2421E+00 - 0.6811E-01 -
41 181 2.5E-02 1.7E-02 0.1008E+00 1.264 0.2549E-01 1.418
81. 361 1.3E-02 8.3E-03 0.8513E-02 3.566 0.1449E-02 4.137
161 721 6.3E-03 4.2E-03 0.2982E-02 1.514 0.4117E-03 1.815
321 1441 3.1E-03 2.1E-03 0.7085E-03 2.073 0.7121E-04 2.531
641 2881 1.6E-03 1.0E-03 0.1733E-03 2.031 0.1331E-04 2.420
1281 5761 7.8E-04 5.2E-04 0.4378E-04 1.985 0.2599E-05 2.357

(a) t = 3

Σήμα 12: Aριμητική ύση του προήματος (3.3.3) ια t = 3 με J = 1281
και συνοριακή συνήκη την (3.3.1).
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Συνοριακή συνήκη (3.3.2)

J N ∆x ∆t σφάμα∥.∥∞ τάξη συκ.
∥.∥∞ σφάμα∥.∥h τάξη συκ.

∥.∥h
21 91 5.0E-02 3.3E-02 0.2032E+00 - 0.6595E-01 -
41 181 2.5E-02 1.7E-02 0.1333E+00 0.608 0.2803E-01 1.234
81 361 1.3E-02 8.3E-03 0.1133E-01 3.557 0.1586E-02 4.144
161 721 6.3E-03 4.2E-03 0.3465E-02 1.709 0.4287E-03 1.887
321 1441 3.1E-03 2.1E-03 0.8068E-03 2.103 0.7349E-04 2.544
641 2881 1.6E-03 1.0E-03 0.1920E-03 2.072 0.1358E-04 2.436
1281 5761 7.8E-04 5.2E-04 0.4730E-04 2.021 0.2632E-05 2.368

(a) t = 3

Σήμα 13: Aριμητική ύση του προήματος (3.3.3) ια t = 3 με J = 1281
και συνοριακή συνήκη την (3.3.2).

Παρατηρούμε σε αυτό το παράδειμα ότι η τάξη ακρίειας της max νόρμας είναι
πρακτικά 2 ενώ της l2 νόρμας 2.3 ανεξαρτήτς επιοής τενητής συνοριακής
συνήκης.Ακόμα ξέρουμε ότι ια t = 3 η ύση που α έπρεπε να αμάνουμε
από την αριμητική μέοδο έιναι η μηδενική.Ωστόσο αν και ο παμός πρακτικά
εξέρεται την ρονική στιμή t = 3 παρατηρούμε μικρές τααντώσεις στο
σημείο x = 1 σε όα τα σήματα. Αυτές οι τααντώσεις οφείονται στις
τενητές συνοριακές συνήκες.
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4 Αριμητική επίυση αμτών Νόμν
Διατήρησης

Σε αυτήν την ενότητα α ασοηούμε με την αριμητική επίυση προημάτν
με αρικές συνήκες του νόμου διατήρησης

ut + F (u)x = 0, x ∈ R, t > 0, (4.0.1)

όπου F είναι μία C1 συνάρτηση,στον οποίο αναφερήκαμε στην αρή της
ερασίας αυτής.Η (4.0.1) είναι μία μη ραμμική πρώτης τάξης μερική διαφορική
εξίσση η οποία μπορεί να ραφεί στην μορφή της εξίσσης μεταφοράς ς

ut + αux = 0 (4.0.2)

όπου
α = α(u) =

∂F (u)

∂u
.

Για την επίυση της (4.0.1) εραζόμαστε όπς και στην περίπτση της ραμμικής
εξίσσης μεταφοράς. Η οικοένεια καμπυών ια την οποία ισύει

x′(t) = α(u)

αποτεεί την οικοένεια αρακτηριστικών καμπυών του προήματος.Κατά
μήκος αυτών η ύση της (4.0.1) είναι σταερή αφού

du

dt
(x(t), t) = ux(x(t), t)

dx

dt
+ ut(x(t), t)

= ux(x(t), t)α(u) + ut(x(t), t) = 0

από την (4.0.2).Οι αρακτηριστικές καμπύες είναι ευείες επειδή

d2x

dt2
=

d

dt

(
dx

dt

)
=

d

dt
α(u(x, t)) = α′(u)

du

dt
(x(t)) = 0

όπς συμαίνει και στην περίπτση ραμμικής της εξίσσης μεταφοράς.Οι
ευείες όμς αυτές δεν είναι κατ'ανάκη παράηες μεταξύ τους ιατί η
κίση τους εξαρτάται από την u.Υποοίζουμε τις αρακτηριστικές καμπύες
ς ακοούς:

dx

dt
= α(u(x, t), t)) = α(u(ξ, 0)).

Εάν επιάουμε την αρική συνήκη

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R (4.0.3)
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έουμε

dx

dt
= α(ϕ(ξ)) ⇒ x = α(ϕ(ξ))t+ ξ. (4.0.4)

Η ύση του προήματος (4.0.1) με αρική συνήκη την (4.0.2) είναι

u(x, t) = ϕ(ξ) (4.0.5)

όπου το ξ προσδιορίζεται από την (4.0.4) δεδομένν τν x και t.

4.1 Eξίσση Burgers ρίς ιξώδες.
To πιο αρακτηριστικό παράδειμα της εξίσσης (4.0.1) αποτεεί η εόμενη
εξίσση Burgers ρίς ιξώδες όπου F (u) = 1

2
u2,οπότε η (4.0.1) ίνεται

ut + uux = 0. (4.1.1)

Aν επιάουμε π.. την αρική συνήκη

ϕ(x) =


2, x < 0

2− x, 0 ≤ x ≤ 1

1, x > 1.

(4.1.2)

η ύση του προήματος (4.1.1)-(4.1.2) ια t < 1 είναι

u(x, t) =


2, x < 2t

2− x

1− t
, 2t ≤ x ≤ t+ 1

1, x > t+ 1.

(4.1.3)

Παρουσιάζουμε στην συνέεια τις αρακτηριστικές καμπύες της (4.1.1) με
αρική συνήκη την (4.1.2)(έπε σήμα 14).

Σήμα 14: Οικοένεια αρακτηριστικών καμπυών της εξίσσης (4.1.1) με
αρική συνήκη την (4.1.2).
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Βέπουμε αμέσς ότι οι αρακτηριστικές καμπύες,κατά μήκος τν οποίν
η ύση είναι σταερή,τέμνονται ια πρώτη φορά στο σημείο (2,1).Αυτό έει
ς αποτέεσμα το πρόημα (4.1.1)-(4.1.2) να μην έει κασική ύση ια
t ≥ 1 ιατί δημιουρείται ασυνέεια.Ως εκ τούτου το πρόημα επιδέεται
μόνο ασενή ύση ια t ≥ 1.

4.2 Aσενείς ύσεις
Ορισμός 4.1. Καούμε μία συνάρτηση u ασενή ύση τoυ προήματος
(4.0.1)-(4.0.3) αν πηρoί∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
[uυt + F (u)υx]dxdt+

∫ +∞

−∞
ϕ(x)υ(x, 0)dx = 0 (4.2.1)

∀υ ∈ C∞
c (R× [0,+∞)).

Eίναι φανερό αμέσς ότι μία ασενής ύση του προήματος (4.0.1)-(4.0.3)
δεν ρειάζεται να είναι ούτε παραίσιμη αά ούτε και συνεής.Αυτό είναι
πού σημαντικό δίοτι μας επιτρέπει να ρούμε ύσεις σε προήματα όπς το
(4.1.1)-(4.1.2) στα οποία οι αρακτηριστικές καμπύες τέμνονται και ς εκ
τούτου δημιουρούνται ασυνέειες.

4.2.1 Συνήκη Rankine-Hugoniot.
Θεώρημα 4.1. Εάν η u είναι ασενής ύση του προήματος (4.0.1)-(4.0.3),η
οποία είναι ασυνεής κατά μήκος μίας καμπύης x = h(t) και αρκετά ομαή
δεξιά και αριστερά αυτής τότε ισύει

s(t) = h′(t) =
F (u+)− F (u−)

u+ − u−
(4.2.2)

όπου s(t) η "ταύτητα διάδοσης" της ασυνέειας ενώ u+ και u− αποτεούν τα
όρια της u δεξιά και αριστερά της καμπύη h(t) αντίστοια,καώς x→ s(t)+

και x→ s(t)−.

Η (4.2.2) είναι νστή ς συνήκη Rankine-Hugoniot.H συνήκη αυτή στην
περίπτση της (4.1.1) ίνεται

s(t) =
u+ + u−

2
. (4.2.3)
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4.3 Πρόημα Riemann
Το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.0.1) με αρική συνήκη τμηματικά
σταερή συνάρτηση η οποία έει ένα σημείο ασυνέειας,είναι νστό ς
πρόημα Riemann.Ως παράδειμα αναφέρουμε την (4.1.1) με αρική συνήκη

u(x, 0) = ϕ(x) =

{
ul, x < 0

ur, x > 0.
(4.3.1)

H μορφή της ύσης του προήματος (4.1.1)-(4.3.1) εξαρτάται από την σέση
μεταξύ τν ul και ur.

• ul > ur

Σε αυτήν την περίπτση υπάρει μοναδική ασενής ύση

u(x, t) =

{
ul, x < st

ur, x > st
(4.3.2)

όπου
s =

ul + ur
2

. (4.3.3)

Σήμα 15: Λύση του προήματος (4.1.1)-(4.3.1) όταν ul > ur.

• ul < ur

Σε αυτήν την περίπτση υπάρουν άπειρες ασενείς ύσεις.Mία από αυτές
είναι η (4.3.2)-(4.3.3).
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Σήμα 16: Λύση (4.3.2) όταν ul < ur.

Μία διαφορετική ασενής ύση είναι η

u(x, t) =


ul, x < ult
x

t
, ult ≤ x ≤ urt

ur, x > urt

(4.3.4)

νστή ς ύση κύματος αραίωσης.

Σήμα 17: Λύση (4.3.4)

Είναι όμς οικό να αναρτηούμε αν είναι δυνατόν να επιέξουμε μία από
τις παραπάν ύσεις ς πιο ρεαιστική. Η απάντηση είναι ότι επιέουμε την
ύση (4.3.4) ιατί πηροί την "συνήκη εντροπίας"

F ′(ul) > s > F ′(ur) (4.3.5)
(έπε

Kröner
[1]).

4.4 Συντηρητικές μέοδοι
Πριν προρήσουμε στην μεέτη συκεκριμένν μεόδν ια την αριμητική
επίυση της (4.0.1) είναι οικό να αναρτηούμε κάτ από ποιες προυποέσεις
μία αριμητική μέοδος είναι δυνατόν να συκίνει σε κάποια ασενή ύση
και αν η τεευταία ικανοποιεί την συνήκη εντροπίας.Πριν αναζητήσουμε
απαντήσεις ρειάζεται να δώσουμε τους παρακάτ ορισμούς.
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Ορισμός 4.2. Mία αριμητική μέοδος ονομάζεται συντηρητική αν μπορεί
να ραφεί στην μορφή

Un+1
j = Un

j − k

h
[F̃ (Un

j , U
n
j+1)− F̃ (Un

j−1, U
n
j )], (4.4.1)

όπου F̃ η εόμενη αριθμητική ροή.

Ορισμός 4.3. H μέοδος (4.4.1) ονομάζεται συνεπής εάν

F̃ (υ̂, υ̂) = F (υ̂) (4.4.2)

Θεώρημα 4.2. (Lax-Wendroff) Έστ U η αριμητική προσείση που
αμάνουμε από μία συντηρητική και συνεπή μέοδο ια την επίυση του
προήματος (4.0.1)-(4.0.3). Έστ επίσης ότι η U συκίνει σε μία συνάρτηση
u καώς h, k → 0.Τότε η u αποτεεί ασενή ύση ια το πρόημα (4.0.1)-
(4.0.3).

Παρατήρηση 9. To εώρημα Lax-Wendroff δεν μας εξασφαίζει αν η ασενής
ύση στην οποία συκίνει η μέοδος αποτεεί επιπρόσετα και ύση εντροπίας.

4.5 H μέοδος Upwind ια Νόμους Διατήρησης.
Συνείζοντας α μεετήσουμε την μέοδο πεπερασμένν διαφορών Upwind
ια να ύσουμε αριμητικά την εξίσση (4.0.1).Αρίζοντας α ερήσουμε
δύο ομοιόμορφους διαμερισμούς έναν ια τον άξονα x και έναν ια τον άξονα
t στα διαστήματα (−∞,+∞) και [0, T ] αντίστοια ς εξής

xj = jh ια j = 0,±1,±2, . . .

tn = nk όπου k =
T

M
= ∆t = (tn+1 − tn) ια n = 0, . . . ,M

με M το πήος τν υποδιαστημάτν στον άξονα τν t.
Θα στηριτούμε στην (4.0.2) ια να κατασκευάσουμε την μέοδο Upwind
ό της ομοιότητάς της με την (2.2.1). Έτσι ια (x, t) ∈ (R× [0,+∞)) αν
α(u(x, t)) > 0 τότε α προσείσουμε την F (u)x με προς τα πίσ ανάπτυμα
Taylor ενώ αν α(u(x, t)) < 0 με προς τα εμπρός ανάπτυμα Taylor όπς
έουμε ήδη πράξει με παρόμοιο τρόπο στο κεφάαιο 2 ια την (2.2.1).
Επομένς ια α(u(x, t)) > 0 έουμε

F (u(x− h, t)) = F (u(x, t))− h
∂F (u(x, t))

∂x
+O(h2) ⇒

∂F (u(x, t))

∂x
≈ F (u(x, t))− F (u(x− h, t))

h
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Με την προυπόεση ότι προσείζουμε την ρονική παράο με προς τα
εμπρός ανάπτυμα Taylor α έουμε

u(x, tn+1)− u(x, tn)

k
+
F (u(x, tn))− F (u(x− h, tn))

h
≈ 0

Αντικαιστώντας την ακριή ύση με την προσειστική παίρνουμε

Un+1
j = Un

j − k

h
(F n

j − F n
j−1) (4.5.1)

όπου F n
j = F (Un

j ) ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1.
Ανάοα αν α(u(x, t)) < 0 τότε

F (u(x+ h, t)) = F (u(x, t)) + h
∂F (u(x, t))

∂x
+O(h2) ⇒

∂F (u(x, t))

∂x
≈ F (u(x+ h, t))− F (u(x, t))

h

Άρα
u(x, tn+1)− u(x, tn)

k
+
F (u(x+ h, tn))− F (u(x, tn))

h
≈ 0

Aντικαιστώντας τις ακριείς τιμές με προσείσεις έουμε

Un+1
j = Un

j − k

h
(F n

j+1 − F n
j ) (4.5.2)

όπου F n
j = F (Un

j ) ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1.

4.5.1 Διατύπση της μεόδου Upwind.
Έουμε καταήξει στην εξής μέοδο.Στο πρώτο ήμα έουμε

U0
j = ϕ(xj)

ια j = 0,±1,±2, . . . ενώ σε κάε ήμα της μεόδου ια n = 0, . . . ,M − 1
αν α(u(xj, tn)) > 0 επιέουμε τον τύπο (4.5.1),αιώς,αν α(u(xj, tn)) <
0,επιέουμε τον τύπο (4.5.2) ια j = 0,±1,±2, . . .

Η μέοδος μπορεί να ραφεί σε πιο συμπαή μορφή ς

Un+1
j = Un

j − k

2h

{[
1− sgnAn

j+ 1
2

]
(F n

j+1 − F n
j )

+
[
1− sgnAn

j− 1
2

]
(F n

j − F n
j−1)

} (4.5.3)

όπου An
j+ 1

2

=
Fn
j+1−Fn

j

Un
j+1−Un

j
και An

j− 1
2

=
Fn
j −Fn

j−1

Un
j −Un

j−1
ενώ στην περίπτση όπου Un

j±1 =

Un
j τότε An

j± 1
2

= α(Un
j ).
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Παρατήρηση 10. Eίναι φανερό ότι η μέοδος Upwind ικανοποιεί τις υποέ-
σεις του ερήματος Lax−Wendroff, 4.2.Αν οιπόν συκίνει,α συκίνει
σε ασενή ύση.

Παρατήρηση 11. Φυσικά στην πράξη δεν μπορούμε να υοποιήσουμε την
μέοδο Upwind ια όα τα j μέρι το άπειρο.Αντ'αυτού δίνουμε κάε φορά
κατάηες συνοριακές συνήκες ή επιάουμε περιοδικές συνήκες.

4.5.2 Παραδείματα υοποίησης αριμητικής ύσης της
μεόδου Upwind

Παρουσιάζουμε τη ραφική παράσταση της εξίσσης (4.1.1) με αρική συνήκη

u0 = e−10(4x−1)2 , x ∈ R (4.5.4)

υμένη με τη μέοδο Upwind ια 0 < t < 2.

(a) t = 0 (b) t = 9.58E − 002

(c) t = 0.2 (d) t = 0.5
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(e) t = 1 (f) t = 2

Σήμα 18: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t = 9.5E−
002, t = 0.2, t = 0.5, t = 1, t = 2, h = 4.1E − 003 και k

h
= 0.5.

Βέπουμε πς ια ρόνο t = 0.2 περίπου έει δημιουρηεί ασυνέεια στη
ύση.Η αριμητική ύση α συκριεί στη συνέεια με αριμητικές ύσεις που
προέρονται από άες αριμητικές μεόδους(Lax-Wendroff,Godunov).

Παραδείματα ια προήματα Riemann.
Έστ το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.1.1) με αρική συνήκη

ϕ(x) =

{
−1, x < 1

1, x > 1
(4.5.5)

ια 0 ≤ t ≤ 1. H ύση εντροπίας ι'αυτό το πρόημα είναι

u(x, t) =


− 1, x < −t+ 1

x− 1

t
, −t+ 1 ≤ x ≤ t+ 1

1, x > t+ 1.

(4.5.6)

Όμς η

u(x) =

{
−1, x < 1

1, x > 1
(4.5.7)

ια 0 ≤ t ≤ 1 είναι επίσης μία ασενής ύση του προήματος η οποία
δεν ικανοποιεί την συνήκη εντροπίας.Στο επόμενο σήμα απεικονίζεται η
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προσειστική ύση που αμάνουμε με την μέοδο Upwind με αρική συνή-
κη

U0
j =

{
−1, xj < 1

1, xj > 1.
(⋆)

(a) t = 0 (b) t = 1
2

(c) t = 1

Σήμα 19: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) ια t = 0, t = 1
2
, t =

1, h = 1.56E − 002 και k
h
= 0.25.
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Παρατηρούμε ότι η μέοδος προσείζει την ασενή ύση (4.5.7) και όι την
(4.5.6).Aυτό συμαίνει διότι ια n = 1 έουμε ότι

ια κάε xj < 1 ισύει

U1
j = U0

j − k

h

(
1

2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2) = U0

j = −1

)
και ια κάε xj > 1 ισύει

U1
j = U0

j − k

h

(
1

2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2) = U0

j = 1

)
πράμα που σημαίνει ότι η ύση της Upwind με αρική συνήκη την (⋆)
έιναι η (⋆).
Στο ίδιο πείραμα όμς αν πάρουμε σαν αρική συνήκη ια την Upwind

U0
j =


−1, xj < 1

0, xj = 1

1, xj > 1

(4.5.8)

τότε η ύση που αμάνουμε από την (4.5.3) προσείζει τη ύση εντροπίας
όπς φαίνεται στο επόμενο σήμα.

(a) t = 0 (b) t = 0, 32
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(c) t = 0, 65

(d) t = 1

Σήμα 20: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.8)

ια t = 0, t = 0, 32, t = 0, 65, t = 1, h = 1.56E − 002 και k
h
= 0.25.

Εκτός όμς από την (4.5.8) αν πάρουμε σαν αρικό διάνυσμα στην μέοδο

U0
j =

635

1000
arctan(1000(xj − 1)) (4.5.9)

τότε πάι η (4.5.3) προσείζει αρκετά καά τη ύση (4.5.6).

(a) t = 0 (b) t = 0, 32
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(c) t = 0, 65 (d) t = 1

Σήμα 21: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.9)

ια t = 0, t = 0, 32, t = 0, 65, t = 1, h = 1.56E − 002 και k
h
= 0.25.

Έστ τώρα το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.1.1) με αρικές
συνήκες

ϕ(x) =

{
1, x < 1

0, x > 1
(4.5.10)

ια 0 ≤ t ≤ 1. Η ακριής ύση του προήματος αυτού είναι

u(x, t) =


1, x <

1

2
t+ 1

0, x >
1

2
t+ 1.

(4.5.11)

Παρακάτ είναι η ραφική παράσταση της ύσης που αμάνουμε από την
μέοδο Upwind καώς και της ύσης (4.5.11) με αρική συνήκη

U0
j =

{
1, xj < 1

0, xj > 1.
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(a) t = 0 (b) t = 0, 32

(c) t = 0, 65 (d) t = 1

Σήμα 22: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.10) ια t = 0, t =
0, 32, t = 0, 65, t = 1, h = 1.56E − 002 και k

h
= 0.25.

Σε αυτό το πείραμα συμπεραίνουμε ότι η Upwind προσείζει αρκετά καά την
ασενή ύση του προήματος και το αριμητικό shock φαίνεται να έει την
σστή ταύτητα και δεν παρατηρούνται τααντώσεις.Βεαίς παρατηρείται το
φαινόμενο ότι η Upwind εξομαύνει την ύση,δηαδή παρουσιάζει φαινόμενα
απόσεσης.
4.6 H μέοδος Lax-Wendroff ια Νόμους Διατήρησης.
Σε αυτήν την ενότητα α παρουσιάσουμε την μέοδο Lax-Wendroff ια την
επίυση του προήματος (4.0.1)-(4.0.2).Αρίζοντας α ερήσουμε τους δια-
μερισμούς της παραράφου 4.5. Από την εξίσση (4.0.1) έουμε ια αρκετά
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ομαές ύσεις

ut = −F (u)x (4.6.1a)
∂2t u = −(F (u)x)t ⇒∂2t u = −(F (u)t)x ⇒ ∂2t u = −(α(u)ut)x ⇒

∂2t u = (α(u)F (u)x)x. (4.6.1b)

Kάνοντας αντικατάσταση τις (4.6.1a) και (4.6.1b) στην (3.1.5) έουμε

u(x, tn + k) = u(x, tn)− kF (u)x +
k2

2!
(α(u)F (u)x)x +O(k3). (4.6.2)

Για ευκοία ορίζουμε τους παρακάτ τεεστές

∆xF (u(x, t)) :=
1

2
(F (u(x+ h, t))− F (u(x− h, t)))

δxF (u(x, t)) := F (u(x+
1

2
h, t))− F (u(x− 1

2
h, t).

(4.6.3)

Προσείζουμε στη συνέεια τις παραώους της (4.6.2) ς εξής

F (u)x ≃ ∆xF (u)

h

(α(u)F (u)x)x ≃ δx(α(u)δxF (u))

h2
.

(4.6.4)

Έουμε

∆xF (u)

h
=

1
2
(F (u(x+ h, t))− F (u(x− h, t)))

h
δx(α(u)δxF (u))

h2
=
α(u(x+ 1

2
h, t))δxF (u(x+

1
2
h, t))

h2
−

−
α(u(x− 1

2
h, t))δxF (u(x− 1

2
h, t))

h2
⇒

δx(α(u)δxF (u))

h2
=
α(u(x+ 1

2
h, t))(F (u(x+ h, t))− F (u(x, t)))

h2

−
α(u(x− 1

2
h, t))(F (u(x, t))− F (u(x− 1

2
h, t)))

h2
.

Aντικαιστώντας τις ακριείς τιμές με προσείσεις και απαείφοντας τους
όρους O(k3) στην (4.6.2) έουμε



H μέθοδος Lax-Wendroff για Νόμους Διατήρησης. 82

Un+1
j = Un

j − k
∆xF (U

n
j )

h
+
k2

2

δx(α(U
n
j )δxF (U

n
j ))

h2
⇒

Un+1
j = Un

j − k
(F (Un

j+1)− F (Un
j−1))

2h
+
k2

2

(
α(Un

j+1/2)(F (U
n
j+1)− F (Un

j ))

h2
−

−
α(Un

j−1/2)(F (U
n
j )− F (Un

j−1))

h2

)
όπου Un

j±1/2 =
1
2
(Un

j±1 + Un
j ).

4.6.1 Διατύπση της μεόδου Lax-Wendroff
Για το πρόημα (4.0.1)-(4.0.2) η μέοδος Lax-Wendroff υοποιείται ς εξής.
Στο πρώτο ήμα έουμε

U0
j = ϕ(xj)

ια j = 0,±1,±2, . . . ενώ σε κάε καινούριο ήμα της μεόδου ια n =
0, . . . ,M − 1

Un+1
j = Un

j − k
∆xF (U

n
j )

h
+
k2

2

δx(α(U
n
j )δxF (U

n
j ))

h2
(4.6.5)

ια j = 0,±1,±2, . . .

Παρατήρηση 12. H μέοδος Lax −Wendroff ικανοποιεί τις υποέσεις
του ερήματος Lax−Wendroff.

Παρατήρηση 13. Φυσικά στην πράξη δεν μπορούμε να υοποιήσουμε την
μέοδο Lax-Wendroff ια όα τα j μέρι το άπειρο.Γι'αυτόν το όο δίνουμε
κάε φορά κατάηες συνοριακές συνήκες ή περιοδικές συνήκες.

Διηματική Lax-Wendroff
Kατά την υοποίηση της (4.6.5) παρατηρούμε ότι είμαστε ανακασμένοι σε
κάε ήμα να υποοίσουμε τους όρους α(Un

j+ 1
2

) και α(Un
j− 1

2

).Αυτό μπορούμε
να το αποφύουμε υοποιώντας την "διηματική" Lax-Wendroff (έπε

Morton&Mayers
[2]).Σε

αυτήν την μέοδο κάε ήμα αποτεείται από δύο μέρη.Στο πρώτο μέρος
υποοίζουμε τις προσείσεις της u στα σημεία (xj+ 1

2
, tn+

1
2 ) και (xj− 1

2
, tn+

1
2 )

ς εξής

U
n+ 1

2

j+ 1
2

=
1

2
(Un

j + Un
j+1)−

1

2

k

h

(
F (Un

j+1)− F (Un
j )
)

U
n+ 1

2

j− 1
2

=
1

2
(Un

j + Un
j−1)−

1

2

k

h

(
F (Un

j )− F (Un
j−1)

)
.

(4.6.6)
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Στο δεύτερο τεικά υποοίζουμε την προσέιση της u στο σημείο (xj, tn+1)

Un+1
j = Un

j − k

h

(
F (U

n+ 1
2

j+ 1
2

)− F (U
n+ 1

2

j− 1
2

)
)
. (4.6.7)

4.6.2 Παραδείματα από την υοποίηση της μεόδου Lax-Wendroff
Παρουσιάζουμε τώρα τη ραφική παράσταση της αριμητικής ύσης της εξίσσης
(4.1.1) με αρική συνήκη την (4.5.4) με τη μέοδο (4.6.5) ια 0 ≤ t ≤ 1.

(a) t = 0 (b) t = 9.5E − 002

(c) t = 0.2 (d) t = 0, 5
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(e) t = 1 (f) t = 2

Σήμα 23: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t = 9.5E−
002, t = 0.2, t = 0.5, t = 1, t = 2, h = 4.1E − 003 και k

h
= 0.5.

Aπό το σήμα 23 έπουμε ότι η μέοδος (4.6.5) παρουσιάζει τααντώσεις
καώς προσείζουμε το σημείο ασυνέειας.Αφού δημιουρηεί η ασυνέεια
η μέοδος φαίνεται να προσείζει την ύση με σστή ταύτητα αά με
τααντώσεις,οι οποίες όμς παραμένουν φραμένες. Συκρίνοντας την (4.6.5)
με την μέοδο Upwind (έπε σήμα 18) μπορούμε να πούμε ότι οι ταύτητες
τν δύο ύσεν είναι πρακτικά ίδιες στα δύο σήματα.Η μέοδος Upwind δεν
παρουσιάζει τααντώσεις στόσο παρατηρούμε σε αυτήν μεαύτερη από-
σεση.

(a) t = 2

Σήμα 24: Λύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 2, h = 4.1E − 003 και k
h
= 0.5 με

τις μεόδους Upwind και Lax-Wendroff.
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Παραδείματα ια προήματα Riemann.
Έστ στη συνέεια το πρόημα της εξίσσης (4.1.1) με αρική συνήκη
την (4.5.5) ια 0 ≤ t ≤ 1.Η ύση που αμάνουμε από την (4.6.5) με

U0
j =

{
−1, xj < 1

1, xj > 1.
(⋆)

ι'αυτό το πρόημα φαίνεται στο παρακάτ σήμα.

(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 1

Σήμα 25: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) ια t = 0, t =
0.32, t = 1, h = 1.5E − 002 και k

h
= 0.25.
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Παρατηρούμε ότι η μέοδος προσείζει την ασενή ύση (4.5.7) και όι την
(4.5.6).Αυτό δεν είναι δύσκοο να το δείξουμε.Για n = 1 έουμε ότι

ια κάε xj < 1 ισύει

U1
j = U0

j − k
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j−1)
2)

2h
+
k2

2

(
α(U0

j+1/2)
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j )
2)

h2
−

−
α(U0

j−1/2)
1
2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2)

h2

)
= −1

και ια κάε xj > 1 ισύει

U1
j = U0

j − k
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j−1)
2)

2h
+
k2

2

(
α(U0

j+1/2)
1
2
((U0

j+1)
2 − (U0

j )
2)

h2
−

−
α(U0

j−1/2)
1
2
((U0

j )
2 − (U0

j−1)
2)

h2

)
= 1

που σημαίνει ότι η ύση που αμάνουμε από την (4.6.5) με αρική συνήκη
την (⋆) είναι η (⋆).
Στο ίδιο πείραμα όμς όπς και στην περίπτση της Upwind,αν πάρουμε σαν
αρική συνήκη ια την (4.6.5) την (4.5.8)

U0
j =


−1, xj < 1

0, xj = 1

1, xj > 1

(4.6.8)

τότε η αριμητική ύση που αμάνουμε προσείζει την ύση εντροπίας όπς
φαίνεται στο επόμενο σήμα.
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 26: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.8)

ια t = 0, t = 0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k
h
= 0.25.

Εκτός όμς από την (4.5.8) αν πάρουμε σαν αρική συνήκη στην μέοδο την
(4.5.9) τότε πάι η (4.6.5) συκίνει στη ύση (4.5.6).
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 27: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.9)

ια t = 0, t = 0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k
h
= 0.25.

Έστ τώρα το πρόημα αρικών τιμών (4.1.1)-(4.5.10) ια 0 ≤ t ≤ 1.
Παρακάτ είναι η ραφική παράσταση της ύσης που αμάνουμε από την
(4.6.5).
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 28: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.5) με U0
j την (4.5.9)

ια t = 0, t = 0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k
h
= 0.25.

Σε αυτό το πείραμα είναι συμπεραίνουμε ότι η Lax-Wendroff δίνει ύση όπου
κινείται με την ίδια περίπου ταύτητα όπς η ασυνεής ύση αά παρουσιάζει
φραμένες τααντώσεις πίσ από την ασυνέεια.

4.7 Η μέοδος Godunov
Σε αυτήν την ενότητα α μεετήσουμε την μέοδο Godunov(έπε

leveque
[3] σε.138).H

μέοδος Godunov σε αντίεση με τη μέοδο Upwind και την μέοδο
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Lax-Wendroff έει το πεονέκτημα ότι συκίνει πάντα στην ύση εντροπίας
της εξίσσης (4.0.1).Επεξηούμε στη συνέεια την μεόδο Godunov.

Θερούμε τις διαμερίσεις τν αξόνν x και t όπς στην ενότητα 4.5.Θα
περιράψου-με την ειτουρία της μεόδου ια κάποιο τυαίο ήμα n. Έστ
οιπόν Un η ύση που έουμε υποοίσει στο ρόνο tn .Ορίζουμε μία τμηματι-
κά σταερή συνάρτηση ũn(x, tn) με τιμή Un

j ια xj− 1
2
< x < xj+ 1

2
.Συνεπώς η

ũn(x, tn) είναι ό κατασκευής μία τμηματικά σταερή συνάρτηση με ασυνέει-
ες στα xj+1/2 με j = 0,±1,±2, . . . Ορίζουμε στη συνέεια σε κάε διάστημα
[xj, xj+1] το πρόημα της επίυσης της (4.0.1) με αρική συνήκη την τιμή
της ũn(x, tn) στο διάστημα αυτό ια tn ≤ t ≤ tn+1.Βέπουμε αμέσς πς το
πρόημα που ορίσαμε σε κάε ένα από τα διάστημα είναι ένα πρόημα Rie-
mann το οποίο έουμε τη δυνατότητα να το ύσουμε ακριώς. Έστ ũn(x, t)
η συνάρτηση η οποία σε κάε διάστημα [xj, xj+1] είναι η ακριής ύση του
προήματος Riemann .Tότε ορίζουμε την προσειστική Un+1

j tn+1 ς την
μέση τιμή

Un+1
j =

1

h

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

ũ(x, tn+1)dx. (4.7.1)

Συνεπώς η ũn(x, t) είναι σε κάε διάστημα η ακριής ύση του προήματος
Riemann και μέσ της οοκηρτικής μορφής του νόμου διατήρησης (έπεleveque
[3]) η (4.7.1) μπορεί να ραφεί στην μορφή (4.4.1) με την αριμητική ροή να
είναι

F̃ (Un
j , U

n
j+1) =

1

k

∫ tn+1

tn
F (ũ(xj+ 1

2
, t))dt. (4.7.2)

Aυτό μας δίνει πς η μέοδος Godunov μπορεί να ραφεί στην μορφή
συντηρητικής μεόδου.Παρατηρούμε επιπρόσετα ότι το οοκήρμα στην
(4.7.2) μπορεί να υποοιστεί εύκοα καώς η συνάρτηση ũ(xj+ 1

2
, t) παραμένει

σταερή στο διάστημα [tn, tn+1].Aυτό οφείεται στο εονός ότι η ακριής
ύση του προήματος Riemann ũn(x, t) είναι σταερή κατά μήκος της ραμμής
x = xj+ 1

2
και εξαρτάται μόνο από τις τιμές Un

j και Un
j+1.Oρίζοντας ũ(xj+ 1

2
, t) :=

u∗(Un
j , U

n
j+1) η αριμητική ροή από την (4.7.2) ίνεται

F̃ (Un
j , U

n
j+1) = F (u∗(Un

j , U
n
j+1)). (4.7.3)

Στην περίπτση όπου Un
j = Un

j+1 = ū τότε u∗(Un
j , U

n
j+1) = ū .Συνεπώς η

αριμητική ροή F̃ είναι συνεπής.Η μέοδος Godunov παίρνει την μορφή

Un+1
j = Un

j − k

h

(
F (u∗(Un

j , U
n
j+1)− F (u∗(Un

j , U
n
j−1)

)
. (4.7.4)
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Επομένς ια την υοποίηση της (4.7.4) είναι ανακαίος ο υποοισμός τν
u∗(Un

j , U
n
j+1) ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1.

Μπορεί να δειεί ότι ια την περίπτση του αμτού προήματος η (4.7.3)
μπορεί να πάρει την μορφή

F̃ (Un
j , U

n
j+1) =


min

Un
j ≤u≤Un

j+1

F (u) αν Un
j ≤ Un

j+1

max
Un
j ≥u≥Un

j+1

F (u) αν Un
j > Un

j+1

(4.7.5)

(έπε
leveque
[3] σε.143-145).

4.7.1 Παραδείματα από την υοποίηση της μεόδου Godunov
Παρουσιάζουμε τώρα τη ραφική παράσταση της αριμητικής ύσης της εξίσσης
(4.1.1) με αρική συνήκη την (4.5.4) με τη μέοδο Godunov ια 0 ≤ t ≤ 2.

(a) t = 0 (b) t = 9.5E − 002
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(c) t = 0.2 (d) t = 0.5

(e) t = 1 (f) t = 2

Σήμα 29: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t = 9.5E−
002, t = 0.2, t = 0.5, t = 1, t = 2, h = 4.1E − 003 και k

h
= 0.5.

Παρατηρούμε ότι η μέοδος φαίνεται να προσείζει αρκετά καά την ασενή
ύση της εξίσσης ρίς τααντώσεις.Συκρίνοντας με την ύση Upwind του
ίδιου προήματος έουμε να πούμε πς τα ραφήματα τν ύσεν τν δύο
μεόδν είναι πανομοιότυπα.
Έστ στη συνέεια το πρόημα αρικών τιμών της εξίσσης (4.1.1) με
αρική συνήκη την (4.5.5) ια 0 ≤ t ≤ 1.Η ύση που αμάνουμε από την
μέοδο Godunov ι'αυτό το πρόημα φαίνεται στο παρακάτ σήμα.
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 30: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t =
0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k

h
= 0.25.

Παρατηρούμε από αυτό το πείραμα ότι σε αντίεση με τις μεόδους Upwind
και Lax-Wendroff η μέοδος Godunov συκίνει στην ύση εντροπίας.
Επιπέον έστ το πρόημα (4.1.1)-(4.5.10) ια 0 ≤ t ≤ 1. Παρακάτ είναι η
ραφική παράσταση της αριμητικής ύσης που αμάνουμε από την μέοδο
Godunov.
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(a) t = 0 (b) t = 0.32

(c) t = 0.5 (d) t = 1

Σήμα 31: Aρική συνήκη και ύση του (4.1.1)-(4.5.4) ια t = 0, t =
0.32, t = 0.5, t = 1, h = 1.5E − 002 και k

h
= 0.25.

Παρατηρούμε ότι η ταύτητα της αριμητικής ύσης προσείζει καά την
ταύτητα της ασυνεής ύσης ρίς τααντώσεις.
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5 Εξισώσεις Ρηών Υδάτν σε μία ρική
διάσταση

Στόος μας στο κεφάαιο αυτό είναι η μεέτη καώς και η αριμητική επίυση
του συστήματος τν εξισώσεν ρηών υδάτν ια την περιραφή της κίνησης
ενός ρευστού σε εεύερη επιφάνεια σε μια ρική διαστάση με σταερό
πυμένα.Αρίζοντας δείνουμε τι μορφή έουν τα συστήματα ΜΔΕ.

5.1 Γραμμικά Συστήματα ΜΔΕ πρώτης τάξης σε
μία διάσταση

Θερούμε το πρόημα αρικών τιμών της μορφής

ut + Aux = 0

u(x, 0) = u0(x)
(5.1.1)

όπου u : R × R+ → Rm και A ∈ Rm×m σταερός πίνακας.Η πρώτη εξίσση
της (5.1.1) αποτεεί ένα ραμμικό σύστημα ΜΔΕ πρώτης τάξης με μία ρική
διάσταση.Καούμε το σύστημα υπερβολικό εάν ο πίνακας Α είναι διανοποιήσι-
μος με πραματικές ιδιοτιμές (δη.) έτσι ώστε να μπορεί να ραφεί στην
μορφή

A = RΛR−1

όπου Λ = diag(λ1, . . . , λm) ο διαώνιος πίνακας τν πραματικών ιδιοτιμών
και
R = [r1| . . . |rm] o πίνακας με στήες τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα A.

5.2 Mη Γραμμικά Συστήματα ΜΔΕ πρώτης τάξης
σε μία ρική διάσταση

Θερούμε τώρα το πρόημα αρικών τιμών της μορφής

ut + f(u)x = 0

u(x, 0) = u0(x).
(5.2.1)

όπου u : R × R+ → Rn και f : Rm → Rm.Η πρώτη εξίσση της (5.2.1) είναι
ένα μη ραμμικό σύστημα ΜΔΕ σε μία ρική διάσταση.Το (5.2.1) ράφεται
και στη μορφή

ut + A(u)ux = 0

u(x, 0) = u0(x)
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όπου A(u) = ∂f(u)
∂u είναι ο Ιακιανός πίνακας της f.Όπς και στην περίπτση

τν ραμμικών συστημάτν έτσι και εδώ το σύστημα καείται υπεροικό
εάν ο πίνακας A(u) είναι διανοποιήσιμος και έει πραματικές ιδιοτιμές
∀u ∈ Rm.

5.3 Oι εξισώσεις Ρηών Υδάτν
Θα μεετήσουμε στη συνέεια τις εξισώσεις ρηών υδάτν σε μία ρική
διάσταση.Οι εξισώσεις αυτές ρησιμοποιούνται ια την μοντεοποίηση της
κίνησης ενός ρευστού με εεύερη επιφάνεια και με το άος του πυμένα
μικρό σε σέση με τα μήκη τν κυμάτν που δημιουρούνται στην εεύερη
επιφάνεια του ρευστού.Για την παραή τν εξισώσεν ρηών υδάτν υποέ-
τουμε ότι το ρευστό είναι ασυμπίεστο,αστρόιο με μηδενικό ιξώδες.Η εμε-
τρία του προήματος φαίνεται στο παρακάτ σήμα

Σήμα 32: Kύματα επιφάνειας 2D

όπου η(t) η απόκιση της εεύερης επιφάνειας από την στάμη ηρεμίας z = 0
, h̄ το άος του σταερού πυμένα από την στάμη ηρεμίας z = 0,u και υ
οι συνιστώσες της ταύτητας στον οριζόντιο και κάετο καρτεσιανό άξονα
αντίστοια και Ωt = {(x, z) : −∞ < x < ∞,−h̄ < z < η(x, t)} το ρίο που
αμάνει κάε στιμή ια t ≥ 0 το ρευστό.Οι εξισώσεις τν ρηών υδάτν
με σταερό πυμένα ς προς διαστατικές μεταητές είναι

ηt + [(η + h̄)u]x = 0 (5.3.1)
ut + gηx + uux = 0. (5.3.2)

όπου g η επιτάυνση της αρύτητας (έπε
logan,Dougalis
[4, 5].)

Eπανααμάνουμε ότι το σύστημα (5.3.1)−(5.3.2) αποτεεί μία καή προσέιση
τν εξισώσεν Euler τν κυμάτν εεύερης επιφάνειας μόνο στην περίπτση
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όπου το άος του πυμένα είναι αρκετά μικρό σε σέση με το μήκος κύματος
τν κυμάτν επιφάνειας.
Το σύστημα (5.3.1)− (5.3.2) είναι δυνατόν να εκφραστεί σε μία διαφορετική
μορφή με μεταητές ύψος και ορμή.Η μεταητή ύψους ορίζεται ς

H(x, t) = h̄+ η(x, t).

Aν με U = Hu συμοίζουμε την ορμή τότε από την εξίσση (5.3.1) έουμε

ηt + [(η + h̄)u]x = 0 ⇒ (H − h̄)t + (Hu)x = 0 ⇒
Ht + Ux = 0.

Ποαπασιάζοντας στη συνέεια την εξίσση (5.3.2) με H και έοντας
υπ'όψιν την (5.3.1) έουμε

ut + gηx + uux = 0 ⇒
Hut +Htu−Htu+ gH(H − h̄)x +Huux = 0 ⇒
(Hu)t −Htu+ gH(H − h̄)x +Huux = 0 ⇒

Ut − Ux
U

H
+ gHHx +H

U

H

(
U

H

)
x

⇒

Ut +

(
U2

H

)
x

+
g

2
(H2)x = 0.

Άρα το σύστημα ρηών υδάτν με σταερό πυμένα ια τις μεταητές ύψους
και ορμής ράφεται ς

Ht + Ux = 0 (5.3.3)

Ut +

(
U2

H

)
x

+
g

2
(H2)x = 0. (5.3.4)

5.4 Αριμητική επίυση του συστήματος Ρηών
Υδάτν

Σε αυτήν την υποενότητα α προρήσουμε στην μεέτη μεόδν ια την
αριμητική επίυση του συστήματος ρηών υδάτν στην περίπτση περιοδικών
αρικών συνηκών.Επιπέον α υοποιήσουμε αριμητικά πειράματα τόσο ια
την πρώτη μορφή (5.3.1) − (5.3.2) όσο και ια την δεύτερη μορφή (5.3.3) −
(5.3.4) του συστήματος ρηών υδάτν.
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5.4.1 H Μέοδος Lax-Wendroff
Η πρώτη μέοδος που α μεετήσουμε είναι η μέοδος Lax − Wendroff .
Aρικά α ερήσουμε όπς και στο κεφάαιο 4 δύο ομοιόμορφους διαμερι-
σμούς,έναν ια τον άξονα x και έναν ια τον άξονα t ,στα διαστήματα (−∞,+∞)
και [0, T ] αντίστοια ς εξής

xj = jh ια j = 0,±1,±2, . . .

tn = nk όπου k =
T

M
= ∆t = (tn+1 − tn) ια n = 0, . . . ,M

με M το πήος τν υποδιαστημάτν στον άξονα τν t.
Η μεόδος Lax−Wendroff ια το σύστημα (5.2.1) (έπε

Morton&Mayers
[2] σε.100-105)

είναι η

Wn+1
j =Wn

j −
k

2h
(f(Wn

j+1)− f(Wn
j−1)) +

k2

2h2
[Aj+ 1

2
(f(Wn

j+1)− f(Wn
j ))−

− Aj− 1
2
(f(Wn

j )− f(Wn
j−1))] (5.4.1)

ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1

όπουWn
j ∈ Rm η προσειστική ύση,f η συνάρτηση ροής και Aj± 1

2
∈ Rm×m

η Iακιανή του συστήματος (5.2.1) υποοισμένη στο 1
2
(Wn

j +Wn
j±1).

H μέοδος (5.4.1) δεν αποτεεί τίποτα άο παρά την ενίκευση της μεόδου
(4.6.5) ια μη ραμμικά συστήματα.

Είναι επίσης σημαντικό σε αυτό το σημείο να αναφέρουμε και το εξής.Οι
ορισμοί (4.1), (4.2) καώς και το εώρημα (4.2) ισύουν και στην περίπτση
ια την αριμητική επίυση συστημάτν της μορφής (5.1.1) και (5.2.1) με την
διαφορά ότι Wn

j ∈ Rm ενώ και η αριμητική ροή F̃ ∈ Rm όπου m o αριμός
τν εξισώσεν του συστήματος.
Η μέοδος (5.4.1) οιπόν ικανοποιεί τις υποέσεις του ερήματος (4.2) αν
πάρουμε ς αριμητική ροή την

F̃(Wn
j+1,Wn

j ) =
1

2
(f(Wn

j+1) + f(Wn
j ))−

k

2h
(Aj+ 1

2
(f(Wn

j+1)− f(Wn
j ))).

Διηματική Lax-Wendroff
´Ενα μειονέκτημα της μεόδου (5.4.1) κατά την υοποίησή της είναι το εονός
ότι είμαστε ανακασμένοι να υποοίζουμε τον Ιακιανό πίνακα Aj± 1

2
.O
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τρόπος ια να το αποφύουμε αυτό είναι να ρησιμοποιήσουμε την διηματική
Lax−Wendroff όπς στην περίπτση της αριμητικής επίυσης τν αμτών
νόμν διατήρησης στο κεφάαιο 4(έπε

Morton&Mayers
[2]σε.110).H μεοδος αυτή υοποιεί-

ται σε δύο ήματα.Στο πρώτο ήμα υποοίζουμε τις προσείσεις της u στα
σημεία (xj+ 1

2
, tn+

1
2 ) και (xj− 1

2
, tn+

1
2 ) ς εξής

Wn+ 1
2

j+ 1
2

=
1

2
(Wn

j +Wn
j+1)−

1

2

k

h

(
f(Wn

j+1)− f(Wn
j )
)

Wn+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(Wn

j +Wn
j−1)−

1

2

k

h

(
f(Wn

j )− f(Wn
j−1)

)
.

Στο δεύτερο τεικά υποοίζουμε την προσέιση της u στο σημείο (xj, tn+1)

Wn+1
j =Wn

j −
k

h

(
f(Wn+ 1

2

j+ 1
2

)− f(Wn+ 1
2

j− 1
2

)
)
.

Διατύπση της διηματικής μεόδου Lax-Wendroff ια το σύστημα
Ρηών Υδάτν με περιοδικές συνήκες
Διατυπώνουμε τώρα την διηματική Lax−Wendroff ια το συστήμα (5.3.1)−
(5.3.2) με αρική συνήκη και περιοδικές συνήκες.ΈστWn

j = (Hn
j , V

n
j ) με

Hn
j , V

n
j οι προσείσεις τν η και u αντίστοια και

f(Wn
j ) =

(
(Hn

j + h̄)V n
j

gHn
j + 1

2
(V n

j )
2

)
.

Με δεδομένα H0
j και V 0

j ια j = 0,±1, . . . έουμε

ια n = 0, . . . ,M − 1

H
n+ 1

2

j+ 1
2

=
1

2
(Hn

j +Hn
j+1)−

1

2

k

h

(
(Hn

j+1 + h̄)V n
j+1 − (Hn

j + h̄)V n
j

)
V

n+ 1
2

j+ 1
2

=
1

2
(V n

j+1 + V n
j )−

1

2

k

h

(
gHn

j+1 +
(V n

j+1)
2

2
− gHn

j −
(V n

j )
2

2

)
H

n+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(Hn

j +Hn
j−1)−

1

2

k

h

(
(Hn

j + h̄)V n
j − (Hn

j−1 + h̄)V n
j−1

)
V

n+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(V n

j + V n
j−1)−

1

2

k

h

(
gHn

j +
(V n

j )
2

2
− gHn

j−1 −
(V n

j−1)
2

2

)
Hn+1

j = Hn
j − k

h
((H

n+1/2
j+1/2 + h̄)V

n+1/2
j+1/2 )− ((H

n+1/2
j−1/2 + h̄)V

n+1/2
j−1/2 )

V n+1
j = V n

j − k

h

(
gH

n+1/2
j+1/2 +

(V
n+1/2
j+1/2 )2

2
− gH

n+1/2
j−1/2 −

(V
n+1/2
j−1/2 )2

2

)
ια j = 0,±1, . . .

(5.4.2)
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όπου
Wn

−1 =Wn
J−1 καιWn

2 =Wn
J+1

οι περιοδικές συνήκες.
Διατυπώνουμε στη συνέεια την διηματική Lax−Wendroff ια το σύστημα
(5.3.3) − (5.3.4) με αρική συνήκη και περιοδικές συνήκες.Έστ Wn

j =
(Sn

j ,M
n
j ) με Sn

j ,M
n
j οι προσείσεις τν H και U αντίστοια και

f(Wn
j ) =

(
Mn

j
(Mn

j )2

Sn
j

+ g
2
(Sn

j )
2

)
.

Με δεδομένα S0
j και M0

j ια j = 0,±1, . . . έουμε

ια n = 0, . . . ,M − 1

S
n+ 1

2

j+ 1
2

=
1

2
(Sn

j + Sn
j+1)−

1

2

k

h

(
Mn

j+1 −Mn
j

)
M

n+ 1
2

j+ 1
2

=
1

2
(Mn

j+1 +Mn
j )−

1

2

k

h

(
(Mn

j+1)
2

Sn
j+1

+
g

2
(Sn

j+1)
2 −

(Mn
j )

2

Sn
j

− g

2
(Sn

j )
2

)
S
n+ 1

2

j− 1
2

=
1

2
(Sn

j + Sn
j−1)−

1

2

k

h

(
Mn

j −Mn
j−1

)
M

n+ 1
2

j− 1
2

=
1

2
(Mn

j +Mn
j−1)−

1

2

k

h

(
(Mn

j )
2

Sn
j

+
g

2
(Sn

j )
2 −

(Mn
j−1)

2

Sn
j−1

− g

2
(Sn

j−1)
2

)
Sn+1
j = Sn

j − k

h
(M

n+1/2
j+1/2 −M

n+1/2
j−1/2 )

Mn+1
j =Mn

j − k

h

(
(M

n+1/2
j+1/2 )

2

S
n+1/2
j+1/2

+
g

2
(S

n+1/2
j+1/2 )

2 −
(M

n+1/2
j−1/2 )

2

S
n+1/2
j−1/2

− g

2
(S

n+1/2
j−1/2 )

2

)
ια j = 0,±1, . . .

(5.4.3)
όπου

Wn
−1 =Wn

J−1 καιWn
2 =Wn

J+1

οι περιοδικές συνήκες.

Aποτεέσματα από την εφαρμοή της διηματικής μεόδου
Lax-Wendroff
Συνείζοντας ερούμε την διαμέριση του διαστήματος [0, 10]

xj = jh όπου h =
1

J
= ∆x = (xj+1 − xj) ια j = 0, . . . , J
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με J το πήος τν υποδιαστημάτν. Παρουσιάζουμε τώρα τις ραφικές
παραστάσεις τν προσειστικών ύσενHn

j και V n
j που αμάνουμε εφαρμό-

ζοντας την μέοδο (5.4.2) ια την αριμητική επίυση του συστήματος (5.3.1)−
(5.3.2) στο διάστημα [0, 10] με αρικές συνήκες

η(x, 0) = 1.5e(−0.05(4(x− 1
4
)−19)2) (5.4.4)

u(x, 0) = 0 (5.4.5)

ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος πυμένα h̄ = 1.Επίσης στα άκρα εφαρμόζουμε
περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1
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(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 33: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.4) και της
προσέισης Hn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.2) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.1) − (5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t =
1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 34: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.5) και της
προσέισης V n

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.2) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.1) − (5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t =
1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .

Aπό τα σήματα 33 και 34 έπουμε ότι η μέοδος (5.4.2) παράει τααντώσεις
καώς πησιάζουμε τις ρονικές στιμές που δημιουρούνται ασυνέειες.Αφού
δημιουρηούν οι ασυνέειες η μέοδος φαίνεται να προσείζει την ύση με
σστή ταύτητα,αά με τααντώσεις οι οποίες παραμένουν φραμένες.
Παρουσιάζουμε τώρα τις ραφικές παραστάσεις τν προσειστικών ύσεν
Sn
j καιMn

j που αμάνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.3) ια την αριμητι-
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κή επίυση του συστήματος (5.3.3)− (5.3.4) στο διάστημα [0, 10] με αρικές
συνήκες τις (5.4.4) και (5.4.5) ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος πυμένα
h̄ = 1.Επίσης στα άκρα εφαρμόζουμε περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1
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(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 35: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.4) και της
προσέισης Sn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.3) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4) μειμένη κατά h̄ ια
t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και
g = 9.81 .

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 36: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.5) και της
προσέισης Mn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας την μέοδο (5.4.3) ια την
αριμητική ύση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4) ια t = 0, t = 0.3, t =
1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .
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5.4.2 Μέοδος Godunov
Η μέοδος Godunov ια συστήματα της μορφής (5.2.1) έει την μορφή

Wn+1
j =Wn

j −
k

h

(
f(u∗(Wn

j ,Wn
j+1)− f(u∗(Wn

j ,Wn
j−1)

)
(5.4.6)

ια j = 0,±1,±2, . . . και n = 0, . . . ,M − 1 με την αριμητική ροή να είναι
F(Wn

j+1,Wn
j ) = f(u∗(Wn

j ,Wn
j+1) όπου f : Rm → R η συνάρτηση ροής

του προήματος (5.2.1) . H (5.4.6) αποτεεί ενίκευση του αριμητικού
σήματος (4.7.4).Ωστόσο η συνάρτηση αριμητικής ροής δεν δίνεται από κάποι-
ου είδους ενίκευση της (4.7.5).Παρ'όο που ερητικά μπορούμε να υοποιή-
σουμε την μέοδο (5.4.6) ια την αριμητική επίυση του συστήματος (5.2.1)
ρίσκοντας τα u∗(Wn

j ,Wn
j+1) μέσ της επίυσης ενός προήματος Riemann

σε κάε διάστημα [xj, xj+1] όπς έουμε ήδη περιράψει σε προηούμενο
κεφάαιο,στόσο στην πράξη κάτι τέτοιο συνής δεν το υοποιούμε ια
τον όο ότι αυτό απαιτεί ποούς υποοισμούς.

Επιυτές Riemann
Αυτό το οποίο υοποιούμε στην πράξη είναι το εξής.Αντί σε κάε μας ήμα
να ρίσκουμε την ακριή ύση του προήματος Riemann υποοίζουμε μία
προσειστική ύση αυτού.Οι διαφορετικοί τρόποι που έουμε την δυνατότητα
να επιέξουμε ια να προσείσουμε την ακριή ύση του προήματος Rie-
mann καορίζoυν κάε φορά και μία διαφορετική μέοδο ια την αριμητική
επίυση του συστήματος (5.2.1).Τα αριμητικά σήματα αυτά είναι νστά
στην ιιοραφία ς επιυτές Riemann.

Εάν ορίσουμε ûn(x, t) να είναι μία αυαίρετη προσέιση της ακριής ύσης
του προήματος Riemann σε κάε διάστημα [xj, xj+1] ια tn < t < tn+1 τότε
ορίζουμε

Wn+1
j =

1

h

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

û(x, tn+1)dx.

Η συνάρτηση ûn(x, t) ς προσέιση της ακριής ύσης προήματος Rie-
mann ερούμε ότι είναι συνάρτηση μόνο του x

t
όπς δηαδή συμαίνει και

με την ακριή ύση(έπε
leveque
[3]σε.65− 81).Γράφουμε ς εκ τούτου ûn(x, t) =

ŵn(x/t) = ŵn(ξ). Το εονός όμς ότι η ûn(x, t) δεν έιναι η ακριής
ύση του προήματος Riemann σε κάε διάστημα σημαίνει ότι η μέοδος
που α προκύψει δεν είναι κατ'ανάκη της μορφής (5.4.6). Αυτό προκύπτει
από το εονός ότι δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε την οοκηρτική μορφή
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του νόμου διατήρησης στο οροώνιο (xj−1/2, xj+1/2) × (tn, tn+1) έτσι ώστε
να οδηηούμε σε ένα αριμητικό σήμα της μορφής (5.4.6).Επιπρόσετα η
μέοδος μπορεί να μην είναι καν συντηρητική.

Γενικότερα ια να εξασφαίσουμε ότι μία παραώμενη μέοδος την οποία
αμάνουμε μέσ της προσειστικής ύσης ŵ(x/t) = ŵ(ξ) είναι συντηρητική
αρκεί ια το πρόημα (5.2.1) με αρική συνήκη

u(x, 0) =
{
ul, x < 0

ur, x > 0
(5.4.7)

να ισύει ∫ L

−L

ŵ(ξ)dξ = L(ul + ur) + f(ul)− f(ur) (5.4.8)

ια επαρκώς μεάο L.Αυτό συμαίνει επειδή

L(ul + ur) =

∫ 0

−L

u(x, 0)dx+
∫ L

0

u(x, 0)dx =

∫ L

−L

u(x, 0)dx,

f(ul)− f(ur) =

∫ 1

0

f(û(−L, t))dt−
∫ 1

0

f(û(L, t))dt.

Συνεπώς

∫ L

−L

ŵ(ξ)dξ =

∫ L

−L

u(x, 0)dx+
∫ 1

0

f(û(−L, t))dt−
∫ 1

0

f(û(L, t))dt.

άρα ς εκ τούτου η μέοδος μπορεί να ραφεί σε συντηρητική μορφή.Εάν
στην συνέεια οοκηρώσουμε το ŵ(ξ) από 0 ές L ια επαρκώς μεάο L
ό της (5.4.8) και του εονότος ότι η αριμητική ροή F είναι απαραίτητο
να είναι συνεπής περιμένουμε να έουμε

∫ L

0

ŵ(ξ)dξ = Lur + F(ul,ur)− f(ur) ⇒

F(ul,ur) = f(ur)− Lur +

∫ L

0

ŵ(ξ)dξ. (5.4.9)



Αριθμητική επίλυση του συστήματος Ρηχών Υδάτων 109

Tροποποιημένοι Νόμοι Διατήρησης
Είναι όμς οικό να αναρτηούμε με ποιο τρόπο και κάτ από ποιές πρου-
ποέσεις μπορούμε να υποοίσουμε την προσειστική ύση û(x, t).Ένας
τρόπος να ίνει αυτό είναι να υποοίσουμε ακριώς την ύση ενός τροποποι-
ημένου νόμου διατήρησης

ût + f̂(û)x = 0, (5.4.10)

όπου εδώ η συνάρτηση ροής f̂(û) καιστά το πρόημα εύκοα επιύσιμο.Εφό-
σον η û(x, t) είναι είναι η ακριής ύση του προήματος (5.4.10) − (5.4.7)
εφαρμόζοντας την οοκηρτική μορφή του νόμου διατήρησης στο [−L,L]×
[0, 1] έουμε

∫ L

−L

û(x, 1)dx =

∫ L

−L

u(x, 0)dx+
∫ 1

0

f̂(ur)dt−
∫ 1

0

f̂(ul)dt⇒∫ L

−L

û(x, 1)dx = L(ul + ur) + f̂(ur)− f̂(ul),

συνεπώς ια την συνάρτηση ροής f̂ πρέπει να ισύει

f̂(ur)− f̂(ul) = f(ur)− f(ul) (5.4.11)

έτσι ώστε να ικανοποιήται η σέση (5.4.8).
Με άση τον ίδιο συοισμό που μας οδήησε στην (5.4.9) έουμε ό
της (5.4.11)

∫ L

0

ŵ(ξ)dξ = Lur + f̂(û(0, t))− f̂(ur) (5.4.12)

ενώ κάνοντας αντικατάσταση την (5.4.12) στην (5.4.9) παίρνουμε

F(ul,ur) = f̂(û(0, t)) + f(ur)− f̂(ur). (5.4.13)

Επιυτής Riemann του Roe
Ένας από τους πιο νστούς επιυτές Riemann είναι αυτός του Roe.Η ιδέα
είναι η εξής.Για να ρούμε την προσειστική ύση û(x, t) ύνουμε ένα
τροποποιημένο νόμο διατήρησης της μορφής (5.4.10) όπου η συνάρτηση ροής
δίνεται από
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f̂(û) = Â(ul,ur)û (5.4.14)

ια κατάηο πίνακα Â o οποίος εξαρτάται από τα ul και ur.Το πρόημα
που προκύτπει είναι

ût + Â(ul,ur)ûx = 0 (5.4.15)

Ουσιαστικά όπς παρατηρούμε,ια να υοποιήσουμε τον επιυτή Roe κάνουμε
μία ραμμικοποίηση στο αρικό πρόημα (5.2.1)− (5.4.7).
Η ύση του προήματος (5.4.15)− (5.4.7) δίνεται από

û(x, t) = ŵ
(x
t

)
= ur −

∑
λ̂p>

x
t

αpr̂p (5.4.16)

όπου το άροισμα είναι ια όα τα p ια τα οποία ισύει λ̂p > x
t
με λ̂p και

r̂p οι ιδιοτιμές και τα αντίστοια ιδιοδιανύσματα του πίνακα Â ενώ αp είναι οι
συνιστώσες του διανύσματος ur − ul ς προς την άση τν ιδιοδιανυσμάτν
r̂p δηαδή

ur − ul =
∑
p

αpr̂p

(έπε
leveque
[3] σε.64-66,149).

Ωστόσο το κειδί ια την υοποίηση του επιυτή Riemann του Roe είναι η
εύρεση του πίνακα Â.Σύμφνα με τον Roe o πίνακας αυτός πρέπει να υπόκειται
σε τρεις προυποέσεις οι οποίες είναι

i)Â(ul,ur)(ur − ul) = f(ur)− f(ul)

ii)Â(ul,ur) διανοποιήσιμος με πραματικές ιδιοτιμές
iii)Â(ul,ur) → f′(ū) ομαά καώς ul,ur → ū.

(5.4.17)

H προυπόεση (5.4.17i) επιάεται από την σέση (5.4.11) και άρα μας
εξασφαίζει ότι η σέση (5.4.8) ισύει συνεπώς η παραόμενη μέοδος α
είναι συντηρητική.Επιπρόσετα μας ευάται ότι στην περίπτση ενός μεμον-
μένου κρουστικού κύματος η û(x, t) συμπίπτει με την ακριή ύση του προή-
ματος (έπε

leveque
[3] σε.64-66).Η προυπόεση (5.4.17ii) μας εξασφαίζει ότι το

πρόημα (5.4.15) − (5.4.7) είναι υπεροικό και επιύσιμο.H προυπόεση
(5.4.17iii) μας ευάται συνέπεια με τον ακριή Ιακιανό πίνακα.
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Aριμητική Ροή του Roe
Σε ένα πρόημα εφόσον ρούμε τον κατάηο πίνακα Â ια αυτό,το μόνο
που απομένει να υποοίσουμε είναι η αριμητική ροή του Roe.Από τις σέσεις
(5.4.13), (5.4.14) και (5.4.16) έουμε

F(ul,ur) = Âû(0, t) + f(ur)− Âur ⇒

F(ul,ur) = f(ur) + Âur − Âur − Â
∑
λ̂p>0

αpr̂p ⇒

F(ul,ur) = f(ur)−
∑
λ̂p>0

αpÂr̂p ⇒

F(ul,ur) = f(ur)−
m∑
p=1

λ̂+p αpr̂p (5.4.18)

όπου λ̂+p = max(λ̂p, 0).

Επιυτής Riemann του Roe ια το σύστημα Ρηών Υδάτν
Για το σύστημα (5.3.1)−(5.3.2) ο πίνακας Â που επιέουμε ια τα πειράματα
αυτής της ερασίας είναι(

1
2
(ul + ur)

1
2
(ηl + ηr) + h̄

g 1
2
(ul + ur)

)
(5.4.19)

με ιδιοτιμές

λ̂1,2 =
ul + ur

2
±
√
g(ηl + ηr)

2
+ h̄g

και ιδιοδιανύσματα

r̂1 =

 1
2
(ηl+ηr)+h̄√
g(ηl+ηr)

2
+h̄g

1

 r̂2 =

−
1
2
(ηl+ηr)+h̄√
g(ηl+ηr)

2
+h̄g

1

 .

Για το σύστημα (5.3.3)− (5.3.4) ο πίνακας Â που επιέουμε είναι 0 1

g 1
2
(Hl +Hr)−

(
Ul√
Hl

+ Ur√
Hr√

Hr+
√
Hl

)2

2

(
Ul√
Hl

+ Ur√
Hr√

Hr+
√
Hl

) (5.4.20)
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με ιδιοτιμές

λ̂1,2 =

Ul√
Hl

+ Ur√
Hr√

Hr +
√
Hl

±
√
g
1

2
(Hl +Hr)

και ιδιοδιανύσματα

r̂1 =

( 1

λ̂1

1

)
r̂2 =

( 1

λ̂2

1

)
.

Ο πίνακες (5.4.19) και (5.4.20) πηρούν τα κριτήρια (5.4.17).

Aποτεέσματα από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του
Roe
Συνείζοντας ερούμε την διαμέριση του διαστήματος [0, 10]

xj = jh όπου h =
1

J
= ∆x = (xj+1 − xj) ια j = 0, . . . , J

με J το πήος τν υποδιαστημάτν.Έστ επίσηςWn
j = (Hn

j , V
n
j ) με Hn

j , V
n
j

οι προσείσεις τν η και u αντίστοια που αμάνουμε από την αριμητική
επίυση του συστήματος (5.3.1)− (5.3.2) με τον επιυτή Riemann του Roe.
Παρουσιάζουμε τώρα τις ραφικές παραστάσεις τν προσείσεν Hn

j και V n
j

από την επίυση του συστήματος στο διάστημα [0, 10] με αρικές συνήκες
τις (5.4.4) και (5.4.5) ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος πυμένα h̄ = 1
εφαρμόζοντας παράηα στα άκρα περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 37: Aρική συνήκη (5.4.4) και προσειστική ύσηHn
j που παίρνουμε

με τον επιυτή Riemann του Roe από την επίυση του συστήματος (5.3.1)−
(5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1
και g = 9.81 .
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(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 38: Aρική συνήκη (5.4.5) και προσειστική ύση V n
j που παίρνουμε

με τον επιυτή Riemann του Roe από την επίυση του συστήματος (5.3.1)−
(5.3.2) ια t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1
και g = 9.81 .
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Παρατηρούμε ότι η αριμητική ύση που αμάνουμε δεν παρουσιάζει τααντώ-
σεις σε αντίεση με την μέοδο Lax-Wendroff.Βέπουμε όμς πς παρουσιάζει
απόσεση.

Δείνουμε στη συνέεια τις ραφικές παραστάσεις τν προσειστικών ύσεν
Sn
j και Mn

j που αμάνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του
Roe ια την επίυση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4) στο διάστημα [0, 10]
με αρικές συνήκες τις (5.4.4) και (5.4.5) ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και άος
πυμένα h̄ = 1.Επίσης στα άκρα εφαρμόζουμε περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1
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(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 39: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.4) και της
προσέισης Sn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας τον επιυτή Riemann του
Roe ια τη ύση του συστήματος (5.3.3) − (5.3.4),μειμένη κατά h̄ ια
t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και
g = 9.81 .

(a) t = 0 (b) t = 0, 3
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(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 40: Γραφική παράσταση της αρικής συνήκης (5.4.5) και της
προσέισηςMn

j που παίρνουμε εφαρμόζοντας τον επιυτή Riemann του Roe
ια τη ύση του συστήματος (5.3.3)− (5.3.4) ια t = 0, t = 0.3, t = 1/2, t =
1, t = 2, t = 3, h = 3.9E − 002,h̄ = 1 και g = 9.81 .

5.4.3 Ένα πείραμα με μη σταερό πυμένα
Σε αυτήν την υποενότητα παρουσιάζουμε την ραφική παράσταση από την
αριμητική ύση του συστήματος ρηών υδάτν με τον επιυτή Riemann του
Roe ια μη σταερό πυμένα.Το σύστημα (5.3.1) − (5.3.2) ια μη σταερό
πυμένα είναι
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ηt + [(η + h̄(x))u]x = 0 (5.4.21)
ut + gηx + uux = 0 (5.4.22)

όπου h̄(x) η συνάρτηση που περιράφει την τοποραφία του πυμένα.

Δείνουμε την ραφική παράσταση της προσειστικής ύσης της η(x, t) που
παίρνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του Roe ια την ύση του
συστήματος (5.4.21)− (5.4.22) στο διάστημα [0, 50],με αρικές συνήκες

η(x, 0) = 1.5e(−0.05(4(x+1.5)−109)2)

u(x, 0) = 0
(5.4.23)

ια 0 ≤ t ≤ 3,g = 9.81 και με την συνάρτηση τοποραφίας του πυμένα να
είναι

h̄(x) = 1.8e(−0.05(4(x− 1
4
)−119)2) − 2 (5.4.24)

εφαρμόζοντας παράηα στα άκρα περιοδικές συνήκες.

(a) t = 0 (b) t = 0, 3



Αριθμητική επίλυση του συστήματος Ρηχών Υδάτων 119

(c) t = 1/2 (d) t = 1

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 41: Aρικές συνήκες (5.4.23) και προσειστική ύση της η(x, t) που
παίρνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του Roe ια t = 0, t =
0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 6.25E − 002,g = 9.81 και με συνάρτηση
τοποραφίας του πυμένα την (5.4.24).



Αριθμητική επίλυση του συστήματος Ρηχών Υδάτων 120

Η ραφική παράσταση του ίδιου προήματος ια σταερό άος πυμένα

h̄(x) = 2 (5.4.25)
είναι

(a) t = 0 (b) t = 0, 3

(c) t = 1/2 (d) t = 1



Αριθμητική επίλυση του συστήματος Ρηχών Υδάτων 121

(e) t = 2 (f) t = 3

Σήμα 42: Aρικές συνήκες (5.4.23) και προσειστική ύση της η(x, t) που
παίρνουμε από την εφαρμοή του επιυτή Riemann του Roe ια t = 0, t =
0.3, t = 1/2, t = 1, t = 2, t = 3, h = 6.25E − 002,g = 9.81 και με συνάρτηση
τοποραφίας του πυμένα την (5.4.25).
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