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Η διπλωματική αυτή γράφτηκε με την βοήθεια του προγράμματος στοι-
χειοθεσίας LATEX
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

To 1927 o van der Waerden [1] απέδειξε το εξής αναπάντεχο για την
εποχή θεώρημα:

Θεώρημα (van der Waerden). Έστω k ∈ N και C1, . . . , Ck διαμέριση του
N. Τότε υπάρχει i με 1 ≤ i ≤ k τέτοιο ώστε το Ci να περιέχει αυθαίρετου
μήκους αριθμητική πρόοδο.

δηλαδή για κάθε l ∈ N, υπάρχει αριθμητική πρόοδος μήκους l με στοι-
χεία μόνο από την συγκεκριμένη κλάση.

Το συγκεκριμένο αποτέλεσμα έδωσε νέα ώθηση στον κλάδο της Θεω-
ρίας Ramsey (και πιο συγκεκριμένα της Προσθετικής Θεωρίας Ramsey),
η οποία ασχολείται με μια συγκεκριμένη κλάση Θεωρημάτων, όπου ένα
αρκούντως μεγάλο αντικείμενο χρωματίζεται με κάποιο τρόπο με πεπερα-
σμένου πλήθους χρώματα (έχοντας έλεγχο στο πλήθος των χρωμάτων και
μόνο), μέσα στο οποίο μπορεί να βρεθεί χρώμα το οποία να περιέχει μια
συγκεκριμένη δομή (αποδεικνύοντας συνήθως, όμως, μόνο την ύπαρξη
ενός τέτοιου χρώματος, χωρίς τη δυνατότητα να γνωρίζουμε ακριβώς ποιο
είναι αυτό το χρώμα). Φυσικά, το πρωταρχικό τέτοιο αποτέλεσμα είναι η
αρχή του Περιστερεώνα. Στην Προσθετική Θεωρία Ramsey, οι δομές αυ-
τές είναι αριθμητικές πρόοδοι σε προσθετικές ομάδες.

Ας δούμε και την πεπερασμένη μορφή τουΘεωρήματος van derWaerden.

Θεώρημα (Πεπερασμένη μόρφη Θεωρήματος van derWaerden). Για κάθε
k, l ∈ N, υπάρχει θετικός ακέραιοςw(k, l) τέτοιος ώστε για κάθε n > w(k, l)
και κάθε διαμέριση του {0, 1, . . . , n} σε k κλάσεις C1, . . . , Ck, να υπάρχει i με
1 ≤ i ≤ τέτοιο ώστε το Ci περιέχει αυθαίρετου μήκους αριθμητική πρόοδο.
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10 Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Ο Szemerédi [2] γενίκευσε το αποτέλεσμα του van der Waerden απο-
δεικνύοντας την εικασία των Erdős και Turán (1936), δηλαδή, το αντίστοιχο
συμπέρασμα για σύνολα θετικής άνω πυκνότητας (χοντρικά, υποσύνολα
με μέγεθος ”θετικού ποσοστού” των φυσικών), παίζοντας καταλυτικό ρόλο
στην Προσθετική Θεωρία Αριθμών. Την απόδειξη αυτή θα μελετήσουμε
στην συγκεκριμένη εργασία, η οποία, μάλιστα, χρησιμοποιέι το Θεώρημα
van der Waerden. Πριν ξεκινήσουμε, ορίζουμε την άνω πυκνότητα ενός
υποσυνόλου των φυσικών αριθμών.

Ορισμός 1. Έστω R ⊆ N. Ορίζουμε σαν άνω πυκνότητα του R το όριο

lim
n→∞

|[0, n) ∩ R|

n
.

Θεώρημα (Szemerédi , 1975). Κάθε σύνολο R ⊆ N με θετική άνω πυκνό-
τητα περιέχει αυθαίρετα μεγάλη αριθμητική πρόοδο.

Η απόδειξη του Szemerédi , αν και πολύπλοκη, εισήγαγε αρκετά σημα-
ντικά εργαλεία, με πιο σημαντικό το παρακάτω:

Το Λήμμα Κανονικότητας του Szemerédi για γραφήματα (του οποίου η
βελτιωμένη μορφη αποδείχτηκε το 1978 απο τον Szemerédi ), που περι-
λαμβάνεται στην απόδειξη, είναι ένα πανίσχυρο εργαλείο των Διακριτών
Μαθηματικών, με πληθώρα εφαρμογών στην Αλγοριθμική Θεωρία Γραφη-
μάτων και την Ακραία Θεωρία Γραφημάτων, και φυσικά οι πιο γνωστές του
εφαρμογές είναι στην Προσθετική Θεωρία Αριθμών.

Αργότερα, χρησιμοποιώνταςΕργοδικήΘεωρία, το Θεώρημα του Szemerédi
αποδείχθηκε από τον Furstenberg [3] και χρησιμοποιώνταςΑνάλυση Fourier,
από τον Gowers [4], αποτελώντας τις πιο γνωστές εναλλακτικές αποδείξεις
του Θεωρήματος (ακολούθησαν και άλλες, π.χ. χρησιμοποιώντας υπερ-
γραφήματα).

Το Θεώρημα έχει πλέον γενικευθεί και βελτιώθει προς πολλές διαφορε-
τικές κατευθύνσεις. Το πιο γνωστό αποτέλεσμα συναφές με το Θεώρημα,
είναι το αποτέλεσμα των Green και Tao [5], που αποδεικνύουν ύπαρξη αυ-
θαίρετα μεγάλων αριθμητικών προόδων μέσα στους πρώτους αριθμούς
(που, από το Θεώρημα των Πρώτων Αριθμών, είναι σύνολο άνω θετικής
πυκνότητας 0 κι άρα το αποτέλεσμα δεν προκύπτει από το Θεώρημα του
Szemerédi ) και σε θετικής πυκνότητας υποσύνολα αυτών. Στην απόδειξη
του Θεωρήματος των Green και Tao φαίνεται για άλλη μια φορά η σημασία
του Θεωρήματος του Szemerédi , το οποίο παίζει κρίσιμο ρόλο, συνδυα-
σμένο με ένα είδος Αρχής Μεταφοράς.



11

Οι συμβολισμοί που θα ακολουθήσουμε, για λόγους εύκολης σύγκρι-
σης, θα είναι κυρίως εκείνοι που χρησιμοποίησε ο Szemerédi [2] στην από-
δειξη του. Δηλαδή, συνήθως (αν δεν γίνεται σαφές διαφορετικά):

• Με μικρά ελληνικά γράμματα θα συμβολίζουμε πραγματικούς αριθ-
μούς μεταξύ 0 και 1.

• Με μικρούς αγγλικούς χαρακτήρες θα συμβολίζουμε μη-αρνητικούς
ακέραιους.

• Με κεφαλαία αγγλικά γράμματα θα συμβολίζουμε σύνολα.
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Κεφάλαιο 2

Το Λήμμα Κανονικότητας του
Szemerédi

Στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύουμε μια πρώιμη μορφή του Λήμματος
Κανονικότητας του Szemerédi για διμερή γραφήματα, που θα παίξει κα-
θοριστικό ρόλο στη συνέχεια της απόδειξης. Η συγκεκριμένη μορφή του
Λήμματος ήταν το πρώτο αποτέλεσμα προς αυτήν την κατεύθυνση κι ήταν
ουσιαστικά το πρώτο βήμα για την απόδειξη της τελικής (και ισχυρότερης)
μορφής του Λήμματος από τον ίδιο το Szemerédi 3 χρόνια αργότερα. Εδώ
θα αποδείξουμε μόνο την αρχική του μορφή για διμερή γραφήματα, και διότι
αυτή είναι αρκετή για το υπόλοιπο της απόδειξης, αλλά κυρίως επείδη η συ-
γκεκριμένη μορφή ταιριάζει περισσότερο με τον ειρμό σκέψης της απόδει-
ξης και αναδεικνύει καλύτερα τον τρόπο σύλληψης της, που έτσι κι αλλίως
είναι αρκετα πολύπλοκη.
Το Λήμμα Κανονικότητας ουσιαστικά λέει οτι οποιοδήποτε αρκετά μεγάλο
διμερές γράφημα μπορεί να διαμεριστεί σε σχεδόν κανονικά διμερή υπο-
γραφήματα. Η απόδειξη του θα γίνει σε 3 βήματα, που εκτός από απαραί-
τητα, το κάνουν σταδιακά να φαίνεται και πιο λογικό. Αρχικά, χρειαζόμαστε
κάποιους ορισμούς πάνω στα γραφήματα:

Ορισμός 2. Έστω γράφημα G. Θα συμβολίζουμε με v(G) το σύνολο των
κορυφών του και με e(G) το σύνολο των ακμών του.

Ορισμός 3. Ένα γράφημα G θα λέγεται διμερές, αν οι κορυφές του μπο-
ρούν να διαμεριστούν σε δύο μη κενά σύνολα A και B τέτοια ώστε κάθε
ακμή του G να έχει το ένα άκρο της στο A και το άλλο στο B. Το σύνολο τον
ακμών του G θα συμβολίζεται και με e(A,B).
Θα συμβολίζουμε το πλήρες διμερές γράφημα μεταξύ δύο συνόλων κορυ-
φών A και B με [A,B].
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Ορισμός 4. Έστω διμερές γράφημαG = A∪B και έστω x ∈ v(A),X ⊆ v(A)
και Y ⊆ B.

• Θα λέμε γειτονιά της κορυφής x μέσα στο B το σύνολο

NB(x) = {y ∈ v(B) : {x, y} ∈ e(G)}.

Θα συμβολίζουμε με d(x) = |NB(x)| τον πληθάριθμο της γειτονιάς του
x, δηλαδή το βαθμό της κορυφής x.

• Θα λέμε γειτονιά του X μέσα στο Y (ομοίως γειτονιά του Y μέσα στο
X) το σύνολο

NY(X) = {y ∈ v(Y) : {x, y} ∈ e(G)}.

Θα συμβολίζουμε με dY(X) = |NY(X)| = |NX(Y)| τον πληθάριθμο της
γειτονιάς του X μέσα στο Y, δηλαδή πλήθος των ακμών με το ένα
ακρο στο X και το άλλο στο Y.

• Ορίζουμε σαν πυκνότητα του υπογραφήματος X ∪ Y την ποσότητα

β(X, Y) = d(X,Y)
|X||Y|

.

• Ένα γράφημα θα λέγεται κανονικό αν κάθε κορυφη του έχει τον ίδιο
βαθμό.

Στο πρώτο προκαταρκτικο βήμα αποδεικνύουμε ουσιαστικά ότι σε κάθε
διμερές γράφημα, υπάρχει αρκετά μεγάλο υπογράφημα, η πυκνότητα του
οποίου είναι σχεδόν ομοιόμορφα κατανεμημένη ανάμεσα στα αρκετά με-
γάλα υπογραφήματά του.

Λήμμα 1. ΈστωG = A∪B μη κένο διμερές γράφημα με |A| = m και |B| = n.
Τότε για κάθε ε1, ε2, δ υπάρχουν X ⊆ A, Y ⊆ B και φυσικός r > 0 τέτοιoι
ώστε:

(αʹ) r ≤ 1
δ
,

(βʹ) |X| > εr1|A|, |Y| > εr2|B|,

(γʹ) Για κάθε S ⊆ X, T ⊆ Y με |S| > εr1|X| και |T | > εr2|Y|, έχουμε ότι

β(S, T) > β(X, Y) − δ
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A B

X

Y

S

T

Σχήμα 2.1: Λήμμα 1

Απόδειξη. Η ιδέα της απόδειξης είναι ότι δεν μπορούμε να ”μικραίνουμε”
ένα διμερές γράφημα όσο θέλουμε και να συνεχίσει να έχει όσο μεγάλη
αποκλίση πυκνότητας θέλουμε.
Έχουμε υποθέσει ότι 0 < δ < 1, άρα υπάρχει θετικός ακέραιος r που να
ικανοποιεί τη ιδιότητα (α). Επίσης, θέτοντας X = A, Y = B υπάρχουν X, Y
που να ικανοποιούν την ιδιότητα (β).
Έπιπροσθέτως για κάθε X ⊆ A, Y ⊆ B που δεν ικανοποιούν την ιδιότητα
(γ), θα υπάρχουν X ′ ⊆ X, Y ′ ⊆ Y με |X ′| > ε1|X, |Y ′| > ε2|Y τέτοια ώστε
β(X ′, Y ′) ≤ β(X, Y) − δ. Έτσι, μπορούμε να ορίσουμε επαγωγικά τις ακο-
λουθίες συνόλων Xt και Yt ως εξής:

• X0 = A, Y0 = B

• Για κάθε t ≥ 0, Xt+1 = X ′
t, Yt+1 = Y ′

t όπως και παραπάνω, δεδομένου
ότι τα X ′

t,Y ′
t δεν ικανοποιούν την ιδιότητα (γ).

Επομένως,

|X ′
t| > ε1|X

′
t−1| > ε21|X

′
t−2| > . . . > εt1|X0| = εt1|A|,

|Y ′
t | > ε2|Y

′
t−1| > ε22|Y

′
t−2| > . . . > εt2|Y0| = εt2|B|
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Όμως, αν υποθέσουμε ότι έχουν οριστεί τα πρώτα t ζεύγη συνόλων
έχουμε

0 ≤ β(Xt, Yt) ≤ β(Xt−1, Yt−1) − δ

≤ β(Xt−2, Yt−2) − 2δ

...
≤ β(X0, Y0) − tδ

= β(A,B) − tδ

≤ 1− tδ

Επομένως, αν για κάποιο t τα Xt και Yt μπορούν να οριστούν, πρέπει
t ≤ 1

δ
. Αλλά, αν για κάθε s ≤ 1

δ
, τα Xs και Ys όντως ορίζονται και δεν ικα-

νοποιούν την ιδιότητα (), τότε μπορούν να οριστούν και τα X[ 1
δ
]+1 και Y[ 1

δ
]+1,

άτοπο διότι [ 1
δ
] + 1 > 1

δ
.

Συνεπώς, υπάρχει δείκτης r ≤ 1
δ
, τέτοιος ώστε τα Xr και Yr να ορίζονται και

να ικανοποιούν την ιδιότητα (). Θέτοντας X = Xr, Y = Yr, έχουμε

|X| = |Xr| > εr1|A|, |Y| = |Yr| > εr2|B|

■

Στο επόμενο βήμα, ουσιαστικά βελτιώνουμε το προηγούμενο λήμμα,
όπου αποδεικνύουμε ότι σε κάθε διμερές γράφημα, υπάρχει αρκετά μεγάλο
υπογράφημα, η πυκνότητα του οποίου είναι σχεδόν ομοιόμορφα κατανε-
μημένη ανάμεσα στα αρκετά μεγάλα υπογραφήματά του, το οποίο είναι και
σχεδόν κανονικό στο ένα μέρος, αρκεί το αρχικό διμερές γράφημα να είναι
αρκετά μεγάλο.

Λήμμα 2. ΈστωG = A∪B μη κένο διμερές γράφημα με |A| = m και |B| = n.
Τότε για κάθε ε1, 0 < ε1 < 1/2, ε2, δ υπάρχουν θετικοί ακέραιοιM,N τέτοιοι
ώστε αν |A| = m > M και |B| = n > N, υπάρχουν X ⊆ A, Y ⊆ B και
φυσικός r > 0 τέτοιoi ώστε:

(αʹ) r ≤ 1
δ
,

(βʹ) |X| > 1
2
εr1|A|, |Y| > εr2|B|,

(γʹ) Για κάθε S ⊆ X, T ⊆ Y με |S| > 2εr1|X| και |T | > εr2|Y|, έχουμε ότι

β(S, T) > β(X, Y) − δ

(δʹ) Για κάθε κορυφή x ∈ X, |dY(x)| ≤ (β(X, Y) + δ)|Y|.
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A B

X

Y

S

T
b

b

x

x′ dY (x) ≃ dY (x
′)

1

Σχήμα 2.2: Λήμμα 2

Απόδειξη. Από το Λήμμα 1, υπάρχουν X ⊆ A, Y ⊆ B και r > 0 τέτοια ώστε
οι τρεις ιδιότητες του Λήμματος να ισχύουν. Για λόγους συντομίας θέτουμε
β = β(X, Y) και έστω

Z = {x ∈ X : ||dY(x) > (β+ δ)|Y|}.

Το σύνολο Z έιναι ουσιαστικά οι ”κακές’ κορυφές, δηλαδή οι κορυφές
των οποίων ο βαθμοί εμφανίζουν μεγαλύτερη απόκλιση από αυτη που θέ-
λουμε. Θα δείξουμε ότι |Z| ≤ 1

2
|X|.

Πράγματι, έστω ότι ισχύει το αντίστροφο, δηλαδή |Z| > 1
2
|X|. Τότε υπάρχει

Z ′ ⊆ Z τέτοιο ώστε

1
2
|X| < |Z ′| ≤ 1

2
|X|+ 1.

Όμως,

d(X, Y) = d(Z ′, Y) + d(X \ Z ′, Y)

Άρα
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d(X,Y)

|X||Y|
= |Z ′|

|X|

d(Z ′,Y)

|Z ′||Y|
+ |X\Z ′|

|X|

d(X\Z ′,Y)

|X\Z ′||Y|

Οπότε, θέτοντας α = |Z ′|

|X|
έχουμε

β = αβ(Z ′, Y) + (1− α)β(X \ Z ′, Y). (2.1)

Από τον ορισμό του συνόλου Z, έχουμε ότι για κάθε κορυφή x ∈ Z ισχύει
ότι |dY(x)| > (β + δ)|Y|. Επομένως, d(Z ′, Y) =

∑
x∈Z ′

|dY(x)| > (β + δ)|Z ′||Y|

και άρα

β(Z ′, Y) > β+ δ.

Επίσης, από την |Z ′| ≤ 1
2
|X|+ 1 έχουμε

|X \ Z ′| = |X|− |Z ′| ≥ |X|− ( 1
2
|X|+ 1) = 1

2
|X|− 1

Θέλουμε 1
2
|X| − 1 > ε1|X| (για να ισχύουν οι προυπουέσεις του Λήμμα-

τος 1), η οποία ειναι ισοδύναμη με την |X| > 1

( 1
2
−ε1)

, oπότε επιλέγοντας το
M τέτοιο ώστε M > 1

ε
1/δ

1
( 1
2
−ε1)

έχουμε πράγματι ότι

|X > εr1|A| ≥ ε
1/δ

1 |A| > ε
1/δ

1 |M| > ε
1/δ

1
1

(ε
1/δ

1
( 1
2
−ε1)

= 1

( 1
2
−ε1)

Συνεπώς |X \ Z ′| > ε1|X|, οπότε από την ιδιότητα (γ) συνεπάγεται ότι

β(X \ Z ′, Y) > β− δ.

Επομένως, η 2.1 γίνεται

β ≥ α(β+ δ) + (1− α)(β− δ) = β+ (2α− 1)δ.

Όμως, από τον όρισμό του Z ′,

α = |Z ′|

|X|
> 1

2

κι άρα β ≥ β+ (2α− 1)δ > β, άτοπο. Επομένως, πρέπει |Z| ≤ 1
2
|X|.

Τέλος, θέτοντας X = X \ Z, Y = Y έχουμε ότι

|X| = |X \ Z| = |X|− |Z| ≥ 1
2
|X| > 1

2
εr1|A|.

Επίσης, από τον ορισμό του Z, έχουμε ότι

x ∈ X ⇒ |dY(x)| ≤ (β(X, Y) + δ)|Y|
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δηλαδή το X ικανοποιεί την ιδιότητα (δ) της σχεδόν κανονικότητας, ενώ
η ιδιότητα (γ) έπεται άμεσα από την ιδιότητα (γ) του Λήμματος 1 και το
γεγονός ότι |X| ≥ 1

2
|X|. ■

Χρησιμοποιώντας πολλές φορές διαδοχικά το Λήμμα 2, μπορούμε να
διαμερίσουμε σχεδόν ολόκληρο ένα αρκετά μεγάλο διμερές γράφημα σε
υπογραφήματα σχεδόν κανονικά στο ένα μέρος τους, τα οποία έχουν την
πυκνότητά τους σχεδόν ομοιόμορφα κατανεμημένη ανάμεσα στα αρκετά
μεγάλα υπογραφήματά τους.

Πρόταση 1. (Λήμμα Κανονικότητας Szemerédi για διμερή γραφήματα) Έστω
G = A ∪ B μη κένο διμερές γράφημα με |A| = m και |B| = n. ¨Τότε για
κάθε ε1, ε2, δ, ρ, σ, υπάρχουν θετικοί ακέραοι m0, n0, M, N τέτοιοι ώστε αν
|A| = m > M, |B| = n > N, θα υπάρχουν ξένα ανά δύο Ci ⊆ A, i < m0,
και για καθένα i < m0, ξένα ανά δύο Ci,j ⊆ B, j < n0, τέτοια ώστε:

(αʹ) |C ′| = |A \
∪
i<m0

Ci| < ρm, |C ′′
i | = |B \

∪
j<n0

Ci,j| < σn για κάθε i < m0,

(βʹ) Για κάθε i < m0, j < n0, S ⊆ Ci, T ⊆ Ci,j, με |S| > ε1|Ci|, |T | > ε2|Ci,j|,
έχουμε

β(S, T) ≥ β(Ci, Ci,j) − δ,

(γʹ) Για κάθε i < m0,j < n0 και x ∈ Ci,

|dCi,j
(x)| ≤ (β(Ci, Ci,j) + δ)|Ci,j|.

Απόδειξη. Η ιδέα της απόδειξης είναι οτι μπορουμε να διαμερίζουμε στα-
διακά το χρησιμοποιώντας επαναλαμβανόμενα το Λήμμα 2 όσο χρειαζε-
ται μέχρι το ”κακό” κομμάτι του γραφήματος να γίνει όσο μικρό θέλουμε.
Κατι τέτοιο είναι εφικτό διότι μπορούμε να μεγαλώσουμε το γράφημα όσο
χρειάζεται, εξασφαλίζοντας πάντα τις προυποθέσεις του Λήμματος. Ξεκι-
νάμε ορίζοντας τους ποσοδείκτες που θα χρησιμοποιούμε σε κάθε βήμα
που θα χρησιμοποιούμε το Λήμμα 2, όπου στην πορεία της απόδειξης θα
γίνει ξεκάθαρος ο λόγος που ορίζονται έτσι.

Θέτουμε r = 2[ 1
δ
] + 1. Μπορούμε να επιλέξουμε το n0 τέτοιο ώστε (1 −

εr2)
n
0 < σ. Ορίζουμε, επίσης, την ακολουθία ε(t) για 0 ≤ t ≤ n0+ 1 ως εξής:

ε(0) = ε1, ε(t+ 1) = ε1

t∏
i=0

(
ε(i)

4

)r

, 0 ≤ t ≤ n0.
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Σχήμα 2.3: Πρόταση 1

A BA

→

C0

C1

Cm−1

Ci

Ci,0

Ci,1

Ci,n−1

...
...

→

Ci

Ci,j

b

x
S

T

∀i < m, j < n

...

...

<< A << B

...

...
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Τέλος, επιλέγουμε το m0 τόσο μεγάλο ώστε

(1− ε(n0 + 1))m0 < ρ.

Είμαστε έτοιμοι να αποδείξουμε τον ακόλουθο ισχυρισμό, ο οποίος ουσια-
στικά περιγράφει το επαναλαμβανόμενο βήμα μέχρι να διαμερίσουμε αρ-
κετά καλά το A:

Ισχυρισμός. Υπάρχουν θετικοί ακέραιοι M, N τέτοιοι ώστε αν m > M,
n > N και A ′ ⊆ A με |A ′| ≥ ρm, τότε υπάρχουν C ⊆ A ′, Cj ⊆ B για κάθε
j < n0, τέτοια ώστε |C| > ε(n0+1)|A ′| και το C και τα Cj, j < n0 ικανοποιούν
τις συνθήκες της Πρότασης αν επιλέξουμε Ci = C και Ci,j = Cj, j < n0.

Απόδειξη. Ορίζουμε επαγώγικά τις ακολουθίες συνόλων Cj ⊆ B, Zj ⊆ A ′

για −1 ≤ j ≤ n0 ως εξής:

Z−1 = A ′, C−1 = ∅.

Υποθέτουμε ότι για κάποιο j ≤ n0 ταZv,Cv έχουν οριστεί για−1 ≤ v ≤ j.
Υπάρχουν δύο δυνατές περιπτώσεις:

(i) Αν |B \
∪
v<j

C| ≥ σn, θέτουμε Zj = Zj−1, Cj = ∅.

(ii) Αν |B \
∪
v<j

C| ≥ σn, τότε εφαρμόζουμε το Λήμμα 2 με ε1 = 1
2
ε(n0 − j),

ε2 = ε2, δ = δ
2
, A = Zj−1 και B = B \

∪
v<j

C. Θα γίνει σαφές ότι το

|Zj−1| μπορεί να γίνει αυθαίρετα μεγάλο, επιλέγοντας κατάλληλο M,
επομένως θα ισχύουν οι προυποθέσεις του Λήμματος 2.

Από την υπόθεση του ( ii), |B \
∪
v<j

C| ≥ σn ≥ σN, άρα το |B \
∪
v<j

C| είναι

αυθαίρετα μεγάλο για N αρκετά μεγάλο. Επομένως, όντως, οι προυποθέ-
σεις του Λήμματος 2 ισχύουν.

Συνεπώς, υπάρχουν X ⊆ Zj−1, Y ⊆ B \
∪
v<j

C και r ′ > 0 που να ικανο-

ποιούν τα συμπεράσματα του Λήμματος 2. Θέτουμε Zj = X, Cj = Y. Από
τη σχέση (α) του Λήμματος 2, r ′ ≥ 2

δ
< [ 2

δ
] + 1 = r.

Επίσης, έχουμε, από τις υπόλοιπες σχέσεις Λήμματος 2

(βʹ) |Zj| >
1
2
(1
2
ε(n0 − j))r|Zj| >

(
ε(n0−j)

4

)r

,

|Cj| > εr2|B \
∪
v<j

C|,
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(γʹ) Για κάθε S ⊆ Zj, T ⊆ Cj με |S| > ε(n0 − j)|Zj|, |T | > ε2|Cj|, έχουμε

β(S, T) > β(Zj, Cj) −
δ
2
,

(δʹ) Για κάθε x ∈ Zj,

|dCj
(x)| ≤ (β(Zj, Cj) +

δ
2
)|Cj|.

Παρατηρούμε ότι από τη στιγμή που θα χρειαστεί να χρησιμοποιηθεί η
περίπτωση ( i) σε κάποιο βήμα στον ορισμό των Zj καιCj, τότε αναγκαστικά
θα χρησιμοποιέιται και για όλα τα υπόλοιπα βήματα μέχρι να οριστούν τα
Zn0

, Cn0
. Έστω j0 ο μέγιστος δείκτης j < n0 για τον οποίο χρησιμοποιήθηκε

η περίπτωση ( ii) στον ορισμό των Zj και Cj. Από τη (β) έχουμε διαδοχικά

|C0| > εr2|B| ⇒ |B \ C0| < (1− εr2)|B|,

|C1| > εr2|B \ C0| ⇒ |B \
∪
v<2

C| = |B \ C0|− |C1| <

< (1− εr2)|B \ C0| < (1− εr2)
2|B|,

...

|Cj0−1| > εr2|B \
∪

v<j0−1

Cv| ⇒ |B \
∪
v<j0

Cv| < (1− εr2)
j0 |B|,

|Cj0 | > εr2|B \
∪
v<j0

Cv| ⇒ |B \
∪

v<j0+1

Cv| < (1− εr2)
j0+1|B|.

• Αν j0 = n0 − 1, τότε ακριβώς από τον ορισμό του n0 έχουμε

|B \
∪
v<n0

C| < (1− εr2)
j0+1|B| < σn.

• Αν j0 < n0 − 1, τότε αναγκαστικά χρησιμοποιήθηκε και η περίπτωση
( i) στον ορισμό των Zj και Cj, άρα

|B \
∪
v<n0

C| < σn.

Δηλαδή, σε κάθε περίπτωση

|B \
∪
v<n0

C| < σn.
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Επίσης, από την εφαρμογή του Λήμματος 2 για κάθε βήμα του ορισμού
των Zj και Cj έπεται

|Zn0
| >

(
ε(0)

4

)r

|Zn0−1|

>

(
ε(0)

4

)r(
ε(1)

4

)r

|Zn0−2|

...

>

n0∏
v=j+1

(
ε(n0 − v)

4

)r

|Zj| =

n0−j−1∏
i=0

(
ε(i)

4

)r

|Zj|

χρησιμοποιώντας είτε την ιδιότητα (β) είτε την Zj = Zj−1 όπου χρειάζεται.
Επομένως, από τον ορισμό του ε(n0 − j),

ε1|Zn0
| > ε(n0 − j)|Zj|, για κάθε −1 < j < n0.

Θέτουμε C = Zn0
. Τότε

|C| = |Zn0
| > ep(n0 + 1)|Z−1| = ep(n0 + 1)|A|.

Τώρα, αν S ⊆ C, T ⊆ Cj με |S| > ε1|C|, |T | > ε2|Cj|, τότε

|S| > ε1|Zn0
| > ε(n0 − j)|Zj|.

Οπότε, από τη σχέση (γ) έχουμε

β(S, T) > β(Zj, Cj) −
δ
2
.

Όμως, από τη σχέση (δ) έχουμε ότι για κάθε x ∈ C,

|dCj
(x)| ≤ (β(Zj, Cj) +

δ
2
)|Cj|.

Άρα

β(C,Cj) =
e((C,Cj)

|C||Cj|
=

∑
x∈C

|dCj
(x)|

|C||Cj|

≤
|C|(β(Zj, Cj) +

δ
2
)|Cj|

|C||Cj|

= β(Zj, Cj) +
δ

2
.
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Άρα β(S, T) > β(Zj, Cj) −
δ
2
> β(C,Cj) −

δ
2
− δ

2
= β(C,Cj) − δ,

που είναι η σχέση (β) του Πρότασης με Ci = C και Ci,j = Cj. Εφ’ όσον
|Zn0

| >
ε(n0−j)

ε1
|Zj| > ε(n0 − j)|Zj|, από την σχέση (γ) με S = Zn0

= C, T = Cj

έχουμε

β(C,Cj) > (β(Zj, Cj) −
δ
2
.

Άρα, από την (δ), για κάθε x ∈ C = Z0 ∈ Zj ισχύει ότι

|dCj
(x)| ≤ (β(Zj, Cj) +

δ
2
)|Cj| < β(C,Cj) +

δ
2
)|Cj|.

η οποία είναι ακριβώς η ιδιότητα (γ) της Πρότασης. ■

Έχοντας αποδείξει τον Ισχυρισμό, μπορούμε τώρα να τον χρησιμοποι-
ήσουμε αναδρομικά για να αποδείξουμε την Πρόταση.

Αρχικά, θέτουμε A0 = A, οπότε και |A0| = m > ρm. Από τον Ισχυρι-
σμό, υπάρχει C0 ⊆ A0 με |C0| > ε(n0 + 1)|A0|, τέτοιο ώστε να ισχύουν τα
συμπεράσματα του Ισχυρισμού. Έστω A1 = A0 \ C0. Τότε

|A1| < (1− ε(n0 + 1))|A0|.

Τώρα, αν |A1| < ρm, τότε έχουμε τελείωσει. Διαφορετικά, αν |A1| ≥ ρm

συνεχίζουμε, βρίσκοντας ενα C1 ⊆ A1 με |C1| > ε(n0 + 1)|A1| τέτοιο ώστε
να ισχύουν τα συμπεράσματα του Ισχυρισμού. Έστω, πάλι, A1 = A0 \ C0.
Τότε,

|A1| < (1− ε(n0 + 1))|A1| < (1− ε(n0 + 1))2|A0|.

Η χειρότερη περίπτωση θα είναι να φτάσουμε στο Am0
, όπου θα έχουμε

Am0
= Am0−1 \ Cm0−1 και

|Am0
| < (1− ε(n0 + 1))m0 |A0| < ρm.

Δηλαδή, το Cj χρειάζεται να οριστεί το πολύ για j < m0. Η απόδειξη της
Πρότασης είναι, έτσι, πλήρης. ■

Παρατήρηση 1. Από την ιδιότητα (γ) της Πρότασης μπορούμε να αποδεί-
ξουμε και το άνω φράγμα για την ιδιότητα (β) για T = Ci,j. Πράγματι

β(S,Ci,j) =
e((S,Ci,j)

|S||Ci,j|
=

∑
x∈S

|dCi,j
(x)|

|S||Ci,j|

≤ |S|(β(Ci, Ci,j) + δ)|Ci,j|

|S||Ci,j|

= β(S,Ci,j) + δ.
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Τέλος, εφαρμόζοντας την Πρόταση 1 στο συμπληρωματικό γράγημα του
G, αποδεικνύεται παρόμοια η Πρόταση 1 με ανάποδα φράγματα, δηλαδή:

Πρόταση 2. Έστω G = A ∪ B μη κένο διμερές γράφημα με |A| = m και
|B| = n. ¨Τότε για κάθε ε1, ε2, δ, ρ, σ, υπάρχουν θετικοί ακέραοι m0, n0, M,
N τέτοιοι ώστε αν |A| = m > M, |B| = n > N, θα υπάρχουν ξένα ανά δύο
Ci ⊆ A, i < m0, και για καθένα i < m0, ξένα ανά δύο Ci,j ⊆ B, j < n0, τέτοια
ώστε:

(αʹ) |C ′| = |A \
∪
i<m0

Ci| < ρm, |C ′′
i| = |B \

∪
j<n0

Ci,j| < σn για κάθε i < m0,

(βʹ) Για κάθε i < m0,j < n0, S ⊆ Ci, T ⊆ Ci,j, με |S| > ε1|Ci|, |T | > ε2|Ci,j|,
έχουμε

β(S, T) ≤ β(Ci, Ci,j) − δ,

(γʹ) Για κάθε i < m0, j < n0 και x ∈ Ci,

|dCi,j
(x)| ≥ (β(Ci, Ci,j) + δ)|Ci,j|.
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Κεφάλαιο 3

Δομές Αριθμητικών Προόδων
(Configurations)

Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε συγκεκριμένα υποσύνολα των φυσι-
κών, που θα λέγονται Δομές Αριθμητικών Προόδων (για λόγους συντομίας
θα τα λέμε απλά δομές για το υπόλοιπο της απόδειξης), και θα είναι ουσια-
στικά το θεμελιώδες εργαλείο με το οποίο θα δουλέψουμε. Λόγω της καλής
δομής τους, είναι ιδανικά για να μπορέσουμε να ανιχνεύσουμε αριθμητικές
προόδους μέσα σε ένα συγκεκριμένο σύνολο. Ξεκινάμε από τις βασικές
δομές, από τις οποίες σιγα σιγά θα προκύψουν πιο συγκεκριμένες δομές
που θα χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια.

Ορισμός 5. (Βασικές Δομές) Έστω l1, l2, . . ., lm, m ≥ 0, θετικοί ακέραιοι.
Ορίζουμε τις βασικές δομές B(l1, l2, . . . , lm) ως εξής:

• B(∅) = {{n} : n ∈ N}.

• Για κάθε m ≥ 1,

B(l1, l2, . . . , lm) = {X ⊆ N : X =
∪
i<lm

Xi, όπου για κάποιο

Y ∈ B(l1, l2, . . . , lm−1) και κάποιο θετικό ακέραιο d > 0 ισχύει ότι
Xi = Y + di, 0 ≤ i < lm και X0 < X1 < . . . < Xlm−1},

η οποία θα λέγεται κλάση βασικών δομών m διαστάσεων, ενώ τα σύ-
νολα Xi θα λέγονται κανονική διαμέριση του X.

Προφανώς Y + di = {y+ di : y ∈ Y} και X < X ′ σημαίνει ότι x < x ′, για
κάθε x ∈ X, x ′ ∈ X ′, ενώ μια ακολουθία συνόλων X0 < X1 < . . . < Xlm−1 θα
λέγεται ακολουθία που έχει την block ιδιότητα. Για να γίνουν περισσότερο

27
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κατανοητές οι συγκεκριμένες δομές, ας αναλύσουμε λίγο περισσότερο τον
παραπάνω ορισμό:

• B(l1) = {{n}+ di : d θετικός ακέραιος, 0 ≤ i < l1},
δηλαδή η μονοδιάστατη βασική δομή B(l1) είναι το σύνολο όλων των
αριθμητικών προόδων μήκους l1.

• B(l1, l2) = {X ⊆ N : X =
∪
i<lm

Xi, όπου για Y ∈ B(l1) και d κατάλληλο

θετικό ακέραιο, ώστε τα Xi = Y + di, 0 ≤ i < lm να είναι block-
ακολουθία συνόλων},
δηλαδή για τη διδιάστατη βασική δομή B(l1, l2) (που είναι απο τις πιο
ενδεικτικές για τη γενικη δομή των στοιχείων των βασικών δομών)
μπορούμε να πούμε τα εξής:

– Είναι το σύνολο των μη επικαλυπτόμενων αριθμητικών προό-
δων μήκους l1, οι οποίες ισαπέχουν κατά l2,

– Είναι ένα σύνολο των αριθμητικων προόδων αριθμητικών προ-
όδων,

– Είναι ένα σύνολο αριθμητικών προόδων μονοδιάστατων βασι-
κών δομών

• B(l1, l2, . . . , lm) = {X ⊆ N : X =
∪
i<lm

Xi, όπου για κάποιο Y ∈ B(l1, l2, . . . , lm−1)

και κάποιο θετικό ακέραιο d > 0 ισχύει ότι Xi = Y + di, 0 ≤ i < lm και
X0 < X1 < . . . < Xlm−1},
δηλαδή η m-διάστατη βασική δομή B(l1, l2, . . . , lm) ένα σύνολο αριθ-
μητικών προόδων (m-1)-διάστατων μη επικαλυπτόμενων βασικών δο-
μών.

Παρατήρηση 2. Για κάθε X ∈ B(l1, l2, . . . , lm) ισχύει ότι |X| = l1l2 . . . lm.
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Σχήμα 3.1: Διδιάστατη δομή της B(l1, l2)
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Y + d′

Y + 2d′

Y + (l2 − 2)d′

Y + (l2 − 1)d′

b b b b b b b b b b b b b b b

X0 X1 Xl2−1

· · ·

d′



30 Κεφάλαιο 3. Δομές Αριθμητικών Προόδων (Configurations)

Σχήμα 3.2: Η 2η Κανονική Διαμέριση μιας (m+1)-διάστατης δομής X ∈
B(t1, t2, . . . , tm, K)

X0 X1 XK−1

X0,0 X1,0 XK−1,0

X0,1 X1,1 XK−1,1

X0,tm−1 X1,tm−1 XK−1,tm−1

Xi,0

Xi,1

Xi,tm−1

XiX = ∪

∪

∪

∪

...

...

X0,j X1,j Xi,j XK−1,j

· · · · · · ∪∪
∥ ∥ ∥ ∥
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3.1 Κεκορεσμένες και Τέλειες Δομές
Ο τελικός στόχος είναι να αποδείξουμε ότι σε κάθε σύνολο R θετικής

άνω πυκνότητας υπάρχει αριθμητική πρόοδος μήκους k, όπου k αυθαί-
ρετος θετικός ακέραιος . Στη συνέχεια θα ορίσουμε συγκεκριμένες υπο-
κλάσεις των βασικών δομών, ακριβώς για να κινηθούμε προς την κατεύ-
θυνση αυτή. Αυτές θα είναι οι Κεκορεσμένες Δομές οι οποίες θα συμβολίζο-
νται με S(t1, t2, . . . , tm) , και οι Τέλειες δομές οι οποίες θα συμβολίζονται με
P(t1, t2, . . . , tm), η οποία είναι υποκλάση των κεκορεσμένων. Ξεκινάμε με
τον ορισμό μιας θεμέλιώδους σχέσης ισοδυναμίας ανάμεσα σε δύο δομές
της ίδιας βασικής κλάσης, όπου κάθε κλάση της ισοδύναμίας ουσιαστικά
καθορίζει τη μορφή της τομής του συνόλου R με τις δομές της κλάσης.

Ορισμός 6. (R-ισοδυναμία) Έστω X, Y ∈ B(l1, l2, . . . , lm) (και άρα θα έχουν
και τον ίδιο πληθάριθμο). Θα λέμε ότι τα X και Y είναι R-ισοδύναμα αν για
κάθε δυο στοιχεία x ∈ X, y ∈ Y σε αντίστοιχες θέσεις, ισχύει ότι x ∈ R αν
και μόνο αν y ∈ R.

Προφανώς η R-ισοδυναμία είναι όντως ισοδυναμία, δηλαδή ισχύει η
ανακλάστικη, η συμμετρική και η μεταβατική ιδιότητα.

Στη συνέχεια ξεκινάμε τον αναδρομικό ορισμό των κεκορεσμένων και
των τέλειων δομών. Διαισθητικά, οι κεκορεσμένες δομές είναι κατασκευα-
σμένες έτσι ώστε να περιέχουν αρκετά στοιχεία του R και αρκετές από
τις υποδομές τους να είναι R-ισοδύναμες (έχουν δηλαδή μια αρκετά καλή
μορφή), ενώ οι τέλειες δομές είναι υποκλάση των κεκορεσμένων με την
επιπρόσθετη ιδιότητα ότι όλες είναι R-ισοδύναμες μεταξύ τους. Πιο αναλυ-
τικά:

Ορισμός 7. Έστω ότι έχουν οριστεί οι κλάσεις S(t1, t2, . . . , tm), P(t1, t2, . . . , tm)
και έστω X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l). Ορίζουμε τις ποσότητες

• sm(X) = |{i < l : Xi ∈ S(t1, t2, . . . , tm)}|, που θα λέγεται κορεσμός του
X,

• pm(X) = |{i < l : Xi ∈ S(t1, t2, . . . , tm)}|, που θα λέγεται τελειότητα του
X.

Δηλαδή, ο κορεσμός και η τελειότητα μιας δομής μετράνε στην κανονική
της διαμέριση τον αριθμό των υποδομών της που ανήκουν στην προηγού-
μενη κεκορεσμένη και τέλεια κλαση, αντίστοιχα.
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Σχήμα 3.3: Δύο R-ισοδύναμες δομές
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• Κεκορεσμένες και Τέλειες Δομές Μηδενικής Διάστασης

Θέτουμε S(∅) = B(∅) = {{n} : n ∈ N}, P(∅) = {{n} : n ∈ R}.

• Κεκορεσμένες και Τέλειες Δομές Μίας Διάστασης

Έστω, τώρα,

f1(l) = max{|X ∩ R| : X ∈ B(l)} = max{p1(X) : X ∈ B(l)},

αφού η p1(X) μετράει πόσες από τις υποδομές της κανονικής διαμέ-
ρισης του X (που είναι προφανώς μονοσύνολα) ανήκουν στην P(∅),
δηλαδή πόσες είναι στοιχεία του R. Παρατηρούμε ότι

f1(l1 + l2) = max{|X ∩ R| : X ∈ B(l1 + l2)}

≤ max{|X ∩ R| : X ∈ B(l1)}+max{|X ∩ R| : X ∈ B(l2)}

= f1(l1) + f1(l2)

δηλαδή η ακολουθία f1(l) είναι υποπροσθετική, άρα από το Λήμμα 3
που ακολουθεί, υπάρχει το όριο

α1 = lim
l→∞

f1(l)

l
.

Λήμμα 3. Έστω ακολουθία {an}n∈N με an ≥ 0 και

an+m ≤ an + am.

Τότε το lim
n→∞ an

n
υπάρχει και είναι ίσο με inf

n∈N

an

n
.

Απόδειξη. Θέτουμε I = inf
n∈N

an

n
. Έστω ε > 0. Από τον ορισμό του I,

υπάρχει K ∈ N τέτοιο ώστε
aK

K
< I+

ε

2
.

Επίσης, υπάρχει M ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε r < K,
ar

KM
<

ε

2
.
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Θέτουμε N = KM. Τώρα, έστω n ≥ N, για το οποίο θεωρούμε την
Ευκλείδεια διαίρεση του με το K, δηλαδη

n = sK+ r, r < K.

Επομένως s ≥ M. Τότε, από την υποπροσθετική ιδιότητα, έχουμε
διαδοχικά

an

n
=

asK+r

sK+ r
≤ asK + ar

sK+ r
≤ saK

sK+ r
+

ar

sK+ r

≤ saK

sK
+

ar

KM
=

aK

K
+

ar

KM

< I+
ε

2
+

ε

2
= I+ ε.

Άρα, για κάθε ε > 0, υπάρχει N ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N

ισχύει an

n
≤ I+ ε. Συνεπώς,

lim
n→∞

an

n
= I = inf

n∈N

an

n
.

■

Παρατήρηση 3. α1 > 0.

Απόδειξη. Προφανώς [0, l) ∈ B(l), άρα

|[0, l) ∩ R| < max{|X ∩ R| : X ∈ B(l)} = f1(l),

επομένως

α1 = lim
l→∞ f1(l)

l
= lim

l→∞ f1(l)
l

≥ lim
l→∞ |[0,l)∩R|

l
> 0

αφού το R είναι θετικής άνω πυκνότητας. ■

Επιπροσθέτως, έστω

ε1(l) = |α1 −
f1(l)
l
|.

– Θέτουμε S(t1) = {X ∈ B(t1) : p
1(X) > (α1 − ε1(t1)

1
4 )t1}.
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Προφανώς, lim
l→∞ ε1(l) = 0, αφού στα όρια που πάνε στο 0 τα απόλυτα

δεν παίζουν ρόλο. Επομένως, το ε1(l) μπορεί να γίνει οσοδήποτε μι-
κρό για αρκετά μεγάλο l. Συνεπώς, για αρκετά μεγάλο l1,

ε1(l1)
1
4 < α1.

Επίσης, παρατηρούμε ότι από τον ορισμό του α1, για το ε1(l1)
1
4 υπάρ-

χει l0, τέτοιο ώστε για κάθε l > l0 να ισχύει

|
f1(l)
l

−α1| < ε1(l1)
1
4 ⇒ max{p1(X) : X ∈ B(l)} = f1(l) > (α1−ε1(l1)

1
4 )l,

άρα για αρκετά μεγάλο t1 > max{l0, l1} κι από το γεγονός ότι ε1(l1)
1
4 >

ε1(t1)
1
4 τελικά για t1 > l1, η S(t1) είναι καλά ορισμένη (δηλαδή μη

κενή).
Δηλαδή, η S(t1) είναι η κλάση εκείνων των μονοδιάστατων δομών
(δηλαδή των αριθμητικων προόδων μήκους t1), των οποίων οι υπο-
δομές της κανονικής τους διαμέρισης που ανήκουν στην P(∅) είναι
κοντά στο αναμενόμενο μέγιστο ποσοστό α1, δηλαδή είναι οι αριθμη-
τικές πρόοδοι μήκους t1 που σχεδόν α1t1 στοιχεία τους ανήκουν στο
R.
Συνεχίζουμε με ορισμούς ανάλογους των ποσοτήτων f1, α1, ε1 για το
επόμενο επίπεδο. Έστω

g2(l) = max{s2(X) : X ∈ B(t1, l)}, β2 = lim
l→∞g2(l)

l
, µ2(l) = |β2 −

g2(l)
l
|.

Τώρα, η R-ισοδυναμία διαμερίζει την S(t1) το πολύ σε 2t1 κλάσεις ισο-
δυναμίας. Έστω X =

∪
i<l

Xi ∈ B(t1, l). Θέτουμε με p2(X) τον μέγιστο

αριθμό υποδομών Xi ∈ S(t1) που να ανήκουν στην ίδια κλάση R-
ισοδυναμίας της S(t1) . Ορίζουμε

f2(l) = max{p2(X) : X ∈ B(t1, l) και s2(X) ≥ (β2 −
√

µ2(l))l},

α2 = lim
l→∞ f2(l)

l

Όπως και στον ορισμό της S(t1), από τον ορισμό του β2 η f
2
(l) είναι

καλά ορισμένη, ενώ από τον ορισμό του α2, υπάρχει ακολουθία ln
τέτοια ώστε
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α2 = lim
l→∞ f2(ln)

ln

Επομένως, υπάρχουν X(n) ∈ B(t1, ln) με f2(ln) = p2(X(n)) κι άρα

s2(X(n)) ≥ (β2 −
√

µ2(ln))ln και α2 = lim
l→∞ p2(X(n))

ln
.

Λόγω του πεπερασμένου πλήθους των κλάσεων R-ισοδυναμίας, θα
υπάρχει κλάση η οποία θα εμφανίζεται για άπειρα n στον ορισμό των
p2(X(n)), την οποία ονομάζουμε P(t1), οπότε θα είναι και P(t1) ⊆ S(t1).
Δηλαδή, η P(t1) είναι μια κλάση R-ισοδυναμίας της S(t1), επιλεγμένη
έτσι ώστε να υπάρχουν για άπειρα επίπεδα αντίστοιχες διδιάστατες
βασικές δομές X, τέτοιες ώστε το πόσοστο των υποδομών της X που
ανήκουν στην S(t1) να είναι σχεδόν β2 (που είναι το αναμενόμενο
μέγιστο ποσοστό) και το πόσοστο των υποδομών της X που ανήκουν
στην P(t1) να είναι σχεδόν α2 (που, επίσης, είναι το αναμενόμενο
μέγιστο ποσοστό).
Τέλος, έστω

f2(l) = max{p2(X) : X ∈ B(t1, l) και s2(X) ≥ (β2 −
√
µ2(l))l},

και
ε2(l) = |α2 −

f2(l)

l
|.

οπότε από την p2(X(n)) ≤ f2(l) έχουμε

α2 = lim
l→∞ f2(l)

l

Όπως θα αποδείξουμε αργότερα για τη γενική περιπτωση, ισχύει ότι

β2 = lim
l→∞ g2(l)

l
, α2 = lim

l→∞ f2(l)
l
.

Σημειώνουμε ότι επιλέγωντας το t2 αρκετά μεγάλο, τα ε2(t2), µ2(t2)
γίνονται όσο μικρά θέλουμε.

• Κεκορεσμένες και Τέλειες Δομές m-Διαστάσεων

Υποθέτουμε, τώρα, ότι έχουν οριστεί οι
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P(t1, t2, . . . , tm−1) ⊆ S(t1, t2, . . . , tm−1) ⊆ B(t1, t2, . . . , tm−1),

και οι gm(l), fm(l), αm, βm, εm(l), µm(l) έτσι ώστε να ισχύει

gm(l) = max{sm(X) : X ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, l)},

βm = lim
l→∞

gm(l)

l
, µm(l) = |βm −

gm(l)

l
|,

f2(X) = max{pm(X) : X ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, l) και sm(X) ≥ (βm−
√
µm(l))l},

αm = lim
l→∞

fm(l)

l
, εm(l) = |αm −

fm(l)

l
|.

και το tm να είναι αρκετά μεγάλο, έτσι ώστε τα εm(tm), µm(tm) να είναι
αρκετά μικρά.

– Θέτουμε S(t1, t2, . . . , tm) = {X ∈ B(t1, t2, . . . , tm) : sm(X) ≥
(βm−

√
µm(tm))tm και pm(X) ≥ (αm−

√√
εm(tm) +

√
µm(tm))tm},

και

gm+1(l) = max{sm+1(X) : X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l)}.

Όπως και πριν, ορίζουμε

βm+1 = lim
l→∞gm+1(l)

l
.

Λήμμα 4. (i) Για κάθε l και m,

βm+1 ≤
gm+1(l)

l
.

(ii)

βm+1 = lim
l→∞

gm+1(l)

l
.
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Απόδειξη. (i) Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο m.

• Για m = 0, είναι

g1(l) = max{s1(X) : X ∈ B(∅)} = l,

για κάθε l, επομένως

βm+1 ≤ 1 =
g1(l)

l
.

• Έστω ότι το (i) ισχύει για κάθε θετικό ακέραιο το πολύm. Θα δεί-
ξουμε ότι ισχύει και γιαm+1. Πράγματι, έστω ε > 0 και l τυχαίος.
Τότε, αφού βm+1 = lim

l→∞gm+1(l)
l

, για άπειρους αρκετά μεγάλους θε-
τικούς ακέραιούς L, ισχύει ότι

gm+1(L)

L
> βm+1 − ε.

Εφ’ όσον gm+1(L) = max{sm+1(X) : X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, L)}, θα
υπάρχει Y ∈ B(t1, t2, . . . , tm, L), τέτοιο ώστε

sm+1(Y) = gm+1(L) > (βm+1 − ε)L.

Επομένως, αν

Y =
∪
i<L

Yi, Yi ∈ B(t1, t2, . . . , tm),

είναι η κανονική διαμέριση του Y σε L υποδομές διάστασης m,
τότε τουλάχιστον sm+1(Y) = gm+1(L) από αυτές θα ανήκουν στην
S(t1, t2, . . . , tm). Θεωρούμε την Ευκλείδεια Διαίρεση του L με το
l. Τότε L = lv + r, όπου 0 ≤ r < l. Τότε, εξαιρώντας τις τελευ-
ταίες r υποδομές από την επιλογή μας, τουλάχιστον gm+1(L) − r

από τις υποδομές Y0, Y1, . . . , Ylv−1 που απομένουν, θα ανήκουν
στην S(t1, t2, . . . , tm). Όμως, από τον ορισμό των βασικών δο-
μών, έχουμε ότι όλα τα v σύνολα

∪
j<l

Yli+j, i < v, ανήκουν στην

B(t1, t2, . . . , tm, l) (αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίον δεν μας
ενδιαφέρουν οι τελευταίες r υποδομές, δηλαδή δεν φτάνουν για
να φτιάξουμε δομή που να ανήκει στην B(t1, t2, . . . , tm, l)). Άρα,
τουλάχιστον μία από αυτές τις v δομές τηςB(t1, t2, . . . , tm, l) (έστω
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η
∪
j<l

Yli0+j) θα πρέπει να έχει τουλάχιστον 1
v
(gm+1(L)−r) από τις l

υποδομές της Yi μέσα στην S(t1, t2, . . . , tm) (διαφορετικά θα ήταν

sm+1(
∪

i<lv−1

Yi) =
∑
i<v

sm+1(
∪
j<l

Yli+j) < (gm+1(L) − r),

άτοπο). Άρα,

gm+1(l) ≥ sm+1(
∪
j<l

Yli0+j) ≥
1

v
(gm+1(L) − r)

>
1

v
((βm+1 − ε)L− r)

≥ 1

v
((βm+1 − ε)lv− l)

κι άρα
gm+1(l)

l
> βm+1 − ε−

1

v
.

Παρατηρούμε, όμως, επιλέγοντας αρκετά μεγάλο L, μπορούμε
να κάνουμε το ε > 0 οσοδήποτε μικρό και το v > L

l
−1 οσοδήποτε

μεγάλο, επομένως πρέπει

gm+1(l)

l
≥ βm+1.

(ii) Από το (i),

lim
l→∞

gm+1(l)

l
≥ βm+1 = lim

l→∞
gm+1(l)

l
,

επομένως

βm+1 = lim
l→∞

gm+1(l)

l
.

■

Εύκολη συνέπεια του Λήμματος 4 είναι ότι οι κεκορεσμένες δομές πε-
ριέχουν στοιχεία του R (και στην πραγματικότητα είναι πολλά αυτά):

Πόρισμα. Έστω Y ∈ S(t1, t2, . . . , tr), 1 ≤ r ≤ m. Τότε Y ∩ R ̸= ∅.

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο r.
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• Για r = 1, έχουμε

S(t1) = {X ∈ B(t1) : p
1(X) > (α1 − ε1(t1)

1
4 )t1}

= {X ∈ B(t1) : |X ∩ R| > (α1 − ε1(t1)
1
4 )t1},

άρα, εφ’ όσον Y ∈ S(t1),

|Y ∩ R| > (α1 − ε1(t1)
1
4 )t1 > 0.

Επομένως, Y ∩ R ̸= ∅.

• Έστω ότι το συμπέρασμα ισχύει για r < m. Θα δείξουμε ότι ισχύει
και για r+ 1. Πράγματι, έστω Y ∈ S(t1, t2, . . . , tr+1). Από το Λήμμα 4,
έπεται προφανώς ότι lim

l→∞µr+1(l) = 0 κι άρα το tr+1 μπορεί να έχει επι-

λεγεί τόσο μεγάλο ώστε βr+1 −
√
µr+1(tr+1) > 0. (βm > 0 για κάθε m,

από το Πόρισμα του Λήμματος 7, που θα αποδείξουμε στη συνέχεια).
Επομένως, από τον ορισμό της S(t1, t2, . . . , tr+1),

sr+1(Y) > (βr+1 −
√
µr+1(tr+1))tr+1 > 0.

Επομένως, υπάρχει υποδομή Yi της κανονικής διαμέρισης του Y με
Yi ∈ S(t1, t2, . . . , tr). Από την επαγωγική υπόθεση,

Yi ∩ R ̸= ∅

κι άρα
Y ∩ R ̸= ∅.

■

Προφανώς, μόλις ολοκληρωθεί ο επαγωγικός ορισμός των κεκορεσμέ-
νων και τέλειων δομών, το Πόρισμα θα ισχύει για κάθε m.

Λήμμα 5. Αν βm = 1 για κάποιο m ≥ 2, τότε το R περιέχει αυθαίρετα
μεγάλες αριθμητικές πρόοδους.

Απόδειξη. Έστω ότι βm = 1 για κάποιο m ≥ 2. Από το Λήμμα 4, έχουμε
ότι gm(l) ≥ lβm = l κι άρα για κάθε l,

gm(l) = l.

Επομένως, υπάρχει

X =
∪
i<l

Xi ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, l)
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τέτοιο ώστε Xi ∈ S(t1, t2, . . . , tm−1) για κάθε i < l. Τώρα, η σχέση της
R-ισοδυναμίας διαμερίζει την κλάση S(t1, t2, . . . , tm−1) σε 2t1...tm−1 το πολύ
κλάσεις ισοδυναμίας. Θεωρούμε διαμέριση του διαστήματος [0, l) σε 2t1...tm−1

το πολύ κλάσεις ως εξής:

οι i και j ανήκουν στην ίδια κλάση αν και μόνο άν τα Xi και Xj είναι
R-ισοδύναμα.

Από την πεπερασμένη μορφή του Θεωρήματος van der Waerden, για l αρ-
κετά μεγάλο, θα υπάρχει κάποια κλάση της διαμέρισης του [0, l), η οποία
να περιέχει αριθμητική πρόοδο a, a + d, . . . , a + (k − 1)d μήκους k. Αυτό
σημαίνει ότι τα Xa, Xa+d, . . . , Xa+(k−1)d είναι όλα R-ισοδύναμα. Όμως, από
το Πόρισμα του Λήμματος 4, Xa ∩ R ̸= ∅, άρα υπάρχει x ∈ Xa ∩ R. Επο-
μένως, από τους ορισμούς της R-ισοδυναμίας και της πρώτης κανονικής
διαμέρισης του X, έχουμε

x+ d ′di ∈ Xa+di ∩ R, i < k

όπου d ′ ο θετικός ακέραιος για τον οποίο i = X0+d ′i. Δηλαδή το R περιέχει
αριθμητική πρόοδο μήκους k, όπου k αυθαίρετος. Συνεπώς, το R περιέχει
αυθαίρετα μεγάλες αριθμητικές πρόοδους. ■

Συνεχίζοντας τους ορισμούς όπως και στις προηγούμενες διαστάσεις,
θέτουμε

µm+1(l) = |βm+1 −
gm+1(l)

l
|

=
gm+1(l)

l
− βm+1,

από το Λήμμα 4.

Έστω X =
∪
i<l

Xi ∈ B(t1, t2, . . . , tm). Όπως και στην περίπτωση γιαm =

1, η R-ισοδυναμία διαμερίζει την S(t1, t2, . . . , tm) το πολύ σε 2t1t2...tm κλάσεις
ισοδυναμίας. Έστω X =

∪
i<l

Xi ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l). Θέτουμε με pm+1(X) τον

μέγιστο αριθμό υποδομών Xi ∈ S(t1, t2, . . . , tm) που να ανήκουν στην ίδια
κλάση R-ισοδυναμίας της S(t1, t2, . . . , tm) . Ορίζουμε

fm+1(l) = max{pm+1(X) : X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l) και
sm+1(X) ≥ (βm+1 −

√
µm+1(l))l},

αm+1 = lim
l→∞ fm+1(l)

l
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Όπως και στον ορισμό της S(t1, t2, . . . , tm), από τον ορισμό του βm+1 η
f
m+1

(X) είναι καλά ορισμένη, ενώ από τον ορισμό του αm+1, υπάρχει ακο-
λουθία ln τέτοια ώστε

αm+1 = lim
l→∞ fm+1(ln)

ln

Επομένως, υπάρχουν X(n) ∈ B(t1, t2, . . . , tm, ln) με f2(ln) = pm+1(X(n))
κι άρα

sm+1(X(n)) ≥ (β2 −
√

µm+1(ln))ln} και αm+1 = lim
l→∞ pm+1(X(n))

ln
.

Λόγω του πεπερασμένου πλήθους των κλάσεων R-ισοδυναμίας, θα
υπάρχει πάλι κλάση η οποία θα εμφανίζεται για άπειρα n στον ορισμό
των pm+1(X(n)), την οποία ονομάζουμε P(t1, t2, . . . , tm), οπότε θα είναι και
P(t1, t2, . . . , tm) ⊆ S(t1, t2, . . . , tm). Δηλαδή, η P(t1, t2, . . . , tm) είναι μια κλάση
R-ισοδυναμίας της S(t1, t2, . . . , tm) η οποία έιναι επιλεγμένη έτσι ώστε αν
ορίσουμε

fm+1(l) = max{pm+1(X) : X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l) και
sm+1(X) ≥ (βm+1 −

√
µm+1(l))l},

εm+1(l) = |αm+1 −
fm+1(l)

l
|.

να είναι

αm+1 = lim
l→∞ fm+1(l)

l
.

Λήμμα 6.

αm+1 = lim
l→∞

fm+1(l)

l
.

Απόδειξη. Η απόδειξη παρουσιάζει ομοιότητες με τη απόδειξη του Λήμμα-
τος 4. Έστω ε > 0 και l τυχαίος. Τότε, αφού αm+1 = lim

l→∞ fm+1(l)
l

, για άπειρους
αρκετά μεγάλους θετικούς ακέραιούς L, ισχύει ότι

fm+1(L)

L
> αm+1 − ε.

Εφ’ όσον

fm+1(L) = max{pm+1(X) : X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, L) και sm+1(X) ≥ (βm+1−
√
µm+1(L))L},
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θα υπάρχει X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, L), τέτοιο ώστε

pm+1(X) = gm+1(L) > (βm+1 − ε)L

και
sm+1(X) ≥ (βm+1 −

√
µm+1(L))L.

Θεωρούμε την Ευκλείδεια Διαίρεση του L με το l. Τότε L = lv + r, όπου
0 ≤ r < l. Θεωρούμε, επίσης, την κανονική διαμέριση του X,

X =
∪
i<L

Xi, Xi ∈ B(t1, t2, . . . , tm).

Για 0 ≤ i < v, θέτουμε
Yi =

∪
j<l

Xli+j

κι έστω
X ′ =

∪
j<vl

Xj =
∪
i<n

Yi.

Έστω

T = {j < v : sm+1(Yj) < (βm+1 −
√
µm+1(l))l}, |T | = al.

Από τον ορισμό του µm+1 συνεπάγεται πως για όλα τα j < l ισχύει

sm+1(Yj) ≤ (βm+1 + µm+1(l))l.

Οπότε,

∑
j<v

sm+1(Yj) =
∑
j∈T

sm+1(Yj) +
∑
j /∈T

sm+1(Yj)

≤ (βm+1 −
√

µm+1(l))lav+ (βm+1 + µm+1(l))l(1− a)v.

’Ομως ισχύει ότι∑
j<v

sm+1(Yj) = sm+1(X ′) ≥ sm+1(X) − l ≥ (βm+1 −
√
µm+1(L))L− l.

Άρα,

(βm+1−
√

µm+1(L))L−l ≤ (βm+1−
√
µm+1(l))lav+(βm+1+µm+1(l))l(1−a)v,
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οπότε μετά από τις πράξεις καταλήγουμε

a(
√
µm+1(l) + µm+1(l)) ≤ µm+1(l) +

1

v
+
√

µm+1(L). (3.1)

Τώρα, παρατηρούμε ότι αν υπάρχει l ∈ Nώστε µm+1(l) = 0, τότε υπάρ-
χει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0,

µm+1(n) = 0.

Πράγματι, από το (i) του Λήμματος 4, υπάρχειn0 ∈ Nώστε για κάθεn ≥ n0,

gm+1(n)

n
≤ gm+1(l)

l
.

Οπότε,

gm+1(n)

n
− βm+1 ≤

gm+1(l)

l
− βm+1 ⇒ µm+1(n) ≤ µm+1(l) = 0.

Άρα,
µm+1(n) = 0.

Επομένως, υπάρχουν δύο δυνατές περιπτώσεις:

(i) Αν µm+1(l
′) = 0 τελικά για κάθε l ′, τότε από τον ορισμό του µm+1,

gm+1(l
′)

l ′
= βm+1

τελικά για κάθε l ′. Όμως, ο gm+1(l
′) είναι ακέραιος μεταξύ 0 και l ′, άρα

πρέπει είτε βm+1 = 0 ή βm+1 = 1. Από το Λήμμα 5, μπορούμε να
υποθέσουμε ότι βm+1 = 0. Τότε και a = 0.

(ii) Αν Αν µm+1(l
′) > 0 τελικά για κάθε l ′, τότε μπορούμε να υποθέσουμε

ότι το l είναι επιλεγμένο έτσι ώστε µm+1(l) > 0. Από την 3.1 και το
γεγονός ότι lim

l→∞µm+1(l) = 0, για αρκετά μεγάλο L (δηλαδή και αρκετά
μεγάλο v), έχουμε

a(
√

µm+1(l) + µm+1(l)) ≤ µm+1(l) +
1

v
+
√

µm+1(L) < 2µm+1(l).

Επομένως,

a <
2µm+1(l)

(
√

µm+1(l) + µm+1(l))
< 2
√
µm+1(l).
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Δηλαδή, σε κάθε περίπτωση

a ≤ 2
√
µm+1(l).

Τώρα, έστω ότι για κάθε j < v, είτε

sm+1(Yj) < (βm+1 −
√

µm+1(l))l

ή
pm+1(Yj) ≤ (αm+1 − 2ε)l.

Από τον ορισμό του a, υπάρχουν ακριβώς av δείκτες j, που να ικανοποιούν
την sm+1(Yj) < (βm+1 −

√
µm+1(l))l. Επομένως, για τουλάχιστον (1 − a)v

δείκτες πρέπει pm+1(Yj) ≤ (αm+1− 2ε)l. Παρ’ όλα αυτά, για τους av δείκτες
του T ισχύει ότι

pm+1(Yj) ≤ sm+1(Yj) < (βm+1 −
√
µm+1(l))l,

αφού P(t1, t2, . . . , tm) ⊆ S(t1, t2, . . . , tm).
Άρα,∑

j<v

pm+1(Yj) =
∑
j∈T

pm+1(Yj) +
∑
j /∈T

pm+1(Yj)

< (βm+1 −
√
µm+1(l))lav+ (αm+1 − 2ε)l(1− a)v.

’Ομως ισχύει κι ότι∑
j<v

pm+1(Yj) = pm+1(X ′) ≥ pm+1(X) − l ≥ (αm+1 − ε)L− l.

Οπότε, συνδυάζοντας τις δύο ανισότητες,

(αm+1 − ε)L− l < (βm+1 −
√
µm+1(l))lav+ (αm+1 − 2ε)l(1− a)v,

κι άρα διαιρώντας με lv έχουμε

αm+1 − ε−
1

v
< a(βm+1 −

√
µm+1(l)) + (1− a)(αm+1 − 2ε). (3.2)

Το δεξιό μέλος της 3.2 είναι ένας κυρτός συνδυασμός τωνβm+1−
√

µm+1(l)
και αm+1 − 2ε. Παρατηρούμε ότι καθώς l → ∞,

a ≤ 2
√

µm+1(l) → 0
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κι άρα
1− ≥ 1− 2

√
µm+1(l) → 1.

Επομένως, αφού βm+1 −
√

µm+1(l) φραγμένο, και για αρκετά μεγάλο L σε
σχέση με το l (π.χ. L > l2)), l → ∞ σημαίνει v → ∞, έχουμε

αm+1 − ε−
1

v
< a(βm+1 −

√
µm+1(l)) + (1− a)(αm+1 − 2ε) → αm+1 − 2ε↓

αm+1 − ε

άτοπο.
Επομένως, υπάρχει δείκτης j < v τέτοιος ώστε

sm+1(Yj) ≥ (βm+1 −
√

µm+1(l)) και pm+1(Yj) > (αm+1 − 2ε)l.

Άρα, από τον ορισμό του fm+1,

fm+1(l)

l
> αm+1 − 2ε

για κάθε αρκετά μεγάλο l. Όμως, ε > 0 τυχαίο. Συνεπώς,

αm+1 = lim
l→∞

fm+1(l)

l
.

■

Η επόμενη ανισότητα ειναι αρκετά σημαντική.

Λήμμα 7. Για κάθε m ≥ 1,

βm+1 ≥ 1− 2(
√

µm(tm) +

√√
εm(tm) +

√
µm(tm)). (3.3)

Απόδειξη. Συμβολίζουμε το δεξιό μέλος της 3.3 με φ(tm). Σημειώνουμε ότι
όταν a1 = 1, τότε για κάθε ε > 0 έχουμε

f1(l) = max{|X ∩ B| : X ∈ B(l)} > (1− ε)l

για αρκούντως μεγάλες τιμές του l. Από αυτό συνεπάγεται άμεσα ότι
το R περιέχει αυθαίρετα μεγάλες αριθμητικές προόδους. Έτσι, μπορούμε
να υποθέσουμε ότι α1 < 1. Φυσικά, από την Παρατήρηση 3 ξέρουμε ότι
α1 > 0. Ακριβώς όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 6 έτσι κι εδώ κα-
ταλήγουμε στο ότι δεν μπορεί να ισχύει ε1(l) = 0 για όλα αυτά τα l. Έτσι,
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θα καθορίσουμε (αργότερα) ένα τέτοιο t1 ώστε να ισχύει ε1(t1) > 0.

Εξ ορισμού των εm και αm, για κάθε l υπάρχει X ∈ B(t1, . . . tm−1, tml)
τέτοιο ώστε

sm(X) ≥ (βm −
√
µm(tml)tml και pm(X) ≥ (αm − εm(tml))tml.

Γράφουμε
X =

∪
i<tml

Xi, Xi ∈ B(t1, . . . , tm−1)

όπως συνήθως, ενώ για κάθε j < l, θέτουμε

Yj =
∪
i<tm

Xjtm+i ∈ B(t1, . . . , tm).

Συμβολίζουμε τοX με Y όταν πρόκειται για ένα στοιχείο τουB(t1, . . . , tm, l).

Θα δείξουμε τώρα ότι

sm+1(Y) ≥ φ(tm)l

για μεγάλο l. Αυτό αρκεί για την απόδειξη του Λήμματος 7 καθώς σε αυτή
την περίπτωση έχουμε

gm+1(l) ≥ sm+1(Y) ≥ φ(t)l,

gm+1(l)

l
≥ φ(tm) για αρκετά μεγάλα l,

ώστε
lim
l→∞

gm+1(l)

l
= βm+1 ≥ φ(tm)

όπως απαιτείται. Το βασικό επιχείρημα θα είναι στην ουσία το ίδιο με
αυτό που χρησιμοποιήσαμε στο Λήμμα 6 μόνο που εδώ θα τον εφαρμό-
σουμε δύο φορές, μία για το sm και μία για το pm. Έστω

T1 = {j < l : sm(Yj) < (βm −
√
µm(tm))tm}, |T1| = al.
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Από τον ορισμό του µm συνεπάγεται πως για όλα τα j < l ισχύει

sm(Yj) ≤ (βm + µm(tm)tm.

Οπότε,∑
j<l

sm(Yj) ≤ (βm −
√

µm(tm))tmal+ (βm + µm(tm))tm(1− a)l.

’Ομως ισχύει ότι∑
j<l

sm(Yj) = sm(X) ≥ (βm −
√

µm(tml))tml.

Άρα,

(βm −
√

µm(tm))tml ≤ (βm −
√

µm(tm))tmal+ (βm + µm(tm))tm(1− a)l,

και
a(
√
µm(tm) + µm(tm)) ≤ µm(tm) +

√
µm(tml). (3.4)

Εάν m = 1 τότε µm(l
′) = µ1(l

′) = 0 για κάθε l ′, οπότε αφού s1(Yj) = t1
για κάθε j < l, έχουμε ότι T1 = ∅, δηλ. a = 0. Συνεπώς, η ανισότητα

a ≤ 2
√

µm(tm) (3.5)

ισχύει τετριμμένα.

Έστω m > 1. Αν µm(l
′) = 0 για όλα τα αρκούντως μεγάλα l ′, τότε ο

ισχυρισμός της απόδειξης του Λήμματος 6 μας οδηγεί στο ότι πρέπει να
έχουμε βm = 0. Άρα, από τον ορισμό του T1 έπεται a = 0 και η 3.5 ισχύει.
Αν τώρα µm(l

′) > 0 για άπειρα l ′, μπορούμε να βρούμε τέτοιο tm ώστε να
ισχύει µm(tm) > 0. Σε αυτή την περίπτωση, για μεγάλο l παίρνουμε από
την 3.4

a ≤ 2µm(tm)√
µm(tm) + µm(tm)

< 2
√
µm(tm).
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Άρα η 3.5 ισχύει σε κάθε περίπτωση.

Τώρα, ας είναι

T2 = {j < l : sm(Yj) ≥ (βm −
√
µm(tm))tm

και
pm(Yj) < (am −

√√
εm(tm) +

√
µm(tm))tm},

|T2| = bl.

Αν j /∈ T1, τότε sm(Yj) ≥ (βm −
√
µm(tm))tm κι άρα

Yj ∈ {X ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, tm) : s
m(Yj) ≥ (βm −

√
µm(tm))tm},

Επομένως, από τον ορισμό των fm και εm έχουμε

pm(Yj) ≤ fm(tm) ≤ (am + εm(tm))tm.

Συνεπώς,∑
j<l

pm(Yj) =
∑
j∈T1

pm(Yj) +
∑
j∈T2

pm(Yj) +
∑

j /∈T1∪T2

pm(Yj)

altm + (am −

√√
εm(tm) +

√
µm(tm))tmbl+ (1− a− b)l(am + εm(tm))tm

≤ 2tml
√

µm(tm)+(am−

√√
εm(tm) +

√
µm(tm))tmbl+(1−b)(am+εm(tm))tml

για αρκούντως μεγάλο l. Όμως∑
j<l

pm(Yj) = pm(X) ≥ (am − εm(tml)tml.
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Έτσι,

am−εm(tml) ≥ 2
√

µm(tm)+am+εm(tm)−b(

√√
εm(tm) +

√
µm(tm)+εm(tm)).

Άρα,

b(

√√
εm(tm) +

√
µm(tm) + εm(tm)) ≥ 2

√
µm(tm) + εm(tm) + εm(tml).

(3.6)

• Αν m = 1 τότε από την επιλογή του t1, έχουμε εm(tm) > 0, και άρα√
εm(tm) +

√
µm(tm) > 0.

• Ανm > 1, τότε από επαγωγή (για ένα κατάλληλα μεγάλο tm) και από
το Λήμμα 5 παίρνουμε 0 < βm < 1. Από αυτό συνεπάγεται πως μπο-
ρούμε να διαλέξουμε το tm τέτοιο ώστε µm(tm) > 0.

Επομένως, σε κάθε περίπτωση√
εm(tm) +

√
µm(tm) > 0.

Έτσι, αφού για αρκούντως μεγάλο l,

εm(tml) ≤ εm(tm) <
√
εm(tm),

τότε από την 3.6 παίρνουμε

b ≤ 2

√√
εm(tm) +

√
µm(tm).

Όμως για j /∈ T1 ∪ T2,

Yj ∈ S(t1, . . . , tm).

Συνεπώς
sm+1(Y) ≥ (1− a− b)l ≥ φ(tm)l

και η απόδειξη του Λήμματος είναι πλήρης.
■
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Πόρισμα. (i) βm+1 > 0.

(ii) S(t1, t2, . . . , tm), P(t1, t2, . . . , tm) ̸= ∅.

Απόδειξη. (i) Προφανώς, από το Λήμμα 7, το βm+1 είναι πολύ κοντά στο
1.

(ii) Έστω Y ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l) με gm+1(l) = sm+1(Y), τότε, από το (i),

sm+1(Y) = gm+1(l) ≥ βm+1l > 0,

άρα υπάρχει Yi ∈ S(t1, t2, . . . , tm), επομένως S(t1, t2, . . . , tm) ̸= ∅.
Επίσης, εφ’ όσον η P(t1, t2, . . . , tm) είναι κλάση R-ισοδυναμίας της
S(t1, t2, . . . , tm), από τον ορισμό του fm+1(l), είναι

fm+1(l) ≥ gm+1(l)2
−t1...tm

κι άρα
αm+1 ≥ βm+12

−t1...tm > 0.

Άρα, P(t1, t2, . . . , tm) ̸= ∅.
■

Στην Παράγραφο 4.2 θα επιλέξουμε το tm+1 τόσο μεγάλο ώστε να ισχύ-
ουν όλα τα παραπάνω.

3.2 Πλήρεις Δομές
Συνεχίζουμε με τον ορισμό των Πλήρων Δομών, που είναι οι δομές εκεί-

νες των οποίων κάθε υποδομή τους στην κανονική τους διαμέριση ανήκει
στην προηγούμενη κεκορεσμένη δομή.

Ορισμός 8. Θα λέμε κλάσεις Πλήρων Δομών (m + 1)-διαστάσεων τα σύ-
νολα

C(t1, t2, . . . , tm, l) = {X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l) : s
m+1(X) = l}

Δηλαδη, αν X =
∪
i<l

Xi ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l), τότε για κάθε i < l είναι Xi ∈

S(t1, t2, . . . , tm).

Το επόμενο Λήμμα μας εξασφαλίζει ότι πράγματι υπάρχουν τέτοιες κλά-
σεις πλήρων δομών.
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Λήμμα 8. Αν β(m+1 > 1− 1
l
, τότε C(t1, t2, . . . , tm, l) ̸= ∅.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 4, αν βm+1 > 1− 1
l
, τότε

l ≥ gm+1(l) ≥ lβm+1 > l(1− 1
l
) = l− 1

επομένως gm+1(l) = l. Συνεπώς, από τον ορισμό του gm+1(l) υπάρχει

X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l) με sm+1(X) = l.

Άρα

C(t1, t2, . . . , tm, l) ̸= ∅.

■

Από τον ορισμό της S(t1, t2, . . . , tm), αν Y ∈ S(t1, t2, . . . , tm), τότε

sm(Y) ≥ (βm −
√
µm(tm))tm

και
pm(Y) ≥ (αm −

√√
εm(tm) +

√
µm(tm))tm,

δηλαδή τα Yi στην κανονική διαμέριση του Y που ανήκουν την προηγού-
μενη τέλεια κλάση είναι κοντά στο αναμενόμενο μέγιστο ποσοστό αm, όπου
το i κινείται σε όλο το διάστημα [0, tm).

Το παραπάνω σχόλιο μπορεί να βελτιωθεί στις πλήρεις κλάσεις, εξετά-
ζοντας τη συμπεριφορά των υποδομών της κανονικής διαμέρισης, όχι σε
όλο το διάστημα [0, tm), αλλά σε αρκετά μεγάλα υποσύνολά του. Δηλαδή,
αν X ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l), όλα τα Xi στην κανονική διαμέριση του X ανή-
κουν στην S(t1, t2, . . . , tm), κι άρα λόγω της καλής συμπεριφοράς συνολικά
όλων των Xi σε αρκετά μεγάλο υποσύνολο C του [0, tm), θα υπάρχει του-
λάχιστον ένα Xi με πολλές απο τις υποδομές του με δείκτη από το C να
ανήκουν στην προηγούμενη τέλεια κλάση (είναι η ίδια λογική με επιχειρή-
ματα του τύπου ”μεγάλος μέσος όρος σημαίνει ότι σίγουρα παρουσιάζονται
τιμές τουλάχιστον όσο ο μέσος όρος). Χρειαζόμαστε πρώτα τον εξής ορι-
σμό:

Ορισμός 9. Έστω X =
∪
i<l

Xi ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, l) και C ⊆ [0, tm). Ορί-

ζουμε

smC (X) = |{i < l : i ∈ C,Xi ∈ S(t1, t2, . . . , tm−1)}|

pm
C (X) = |{i < l : i ∈ C,Xi ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1)}|
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Πρόταση 3. Για κάθε δ και τ, υπάρχει l τέτοιο ώστε αν

X ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l), C ⊆ [0, tm) με |C| ≥ τtm,

και tm αρκετά μεγάλο συναρτήσει του l, τότε υπάρχει i και i ′ τέτοια ώστε

pm
C (Xi) > (αm − δ)|C|

pm
C (Xi ′) < (αm + δ)|C|

Απόδειξη. Η απόδειξη παρουσιάζει ομοιότητες με την απόδειξη του Λήμ-
ματος 7. Όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 6, από το γεγονός ότι
έχουμε υποθέσει ότι βm < 1 και την ανισότητα του Λήμματος 7, υπάρχουν
οσοδήποτε μεγάλα l για τα οποία µm(l) > 0. Επιλέγουμε ένα τέτοιο l. Θε-
ωρούμε την δεύτερη κανονική διαμέριση του X,

Xi =
∪
j<tm

Xi,j, i < l.

Θέτουμε
Yj =

∪
i<l

Xi,j, j < tm.

Τότε, προφανώς Yj ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, l). Επίσης, X ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l),
οπότε για κάθε i < l,

Xi ∈ S(t1, t2, . . . , tm).

Επομένως,

sm(Xi) ≥ (βm−
√
µm(tm))tm και pm(Xi) >

(
αm −

√√
εm(tm) +

√
µm(tm)

)
tm

για κάθε i < l. Άρα,∑
i<l

sm(Xi) =
∑
j<tm

sm(Yj) ≥ (βm −
√
µm(tm))tml.

Όπως και σε προηγούμενες αποδείξεις, θέτουμε

T ′
1 = {j < tm : sm(Yj) < (βm −

√
µm(l))l}, |T ′

1 | = a ′tm.

Από τον ορισμό του µm, έχουμε

sm(Yj) ≤ (βm + µm(l))l
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για κάθε j < tm. Άρα,∑
j<tm

sm(Yj) =
∑
j∈T ′

1

sm(Yi) +
∑
j /∈T ′

1

sm(Yi)

≤ (βm −
√
µm(l))a

′tml+ (βm + µm(l))(1− a ′)tml.

Επομένως,

(βm −
√
µm(tm))tml ≤ (βm −

√
µm(l))a

′tml+ (βm + µm(l))(1− a ′)tml.

Οπότε, μετά από τις πράξεις παίρνουμε

a ′(
√

µm(l) + µm(l))
√
µm(tm) + µm(l),

ενώ για αρκετά μεγάλο tm σε σχέση με το l είναι sqrtµm(tm) < µm(l) κι
άρα

a ′ ≤ 2µm(l)√
µm(l) + µm(l)

< 2
√
µm(l).

Τώρα, ας είναι

T ′
2 = {j < tm : sm(Yj) ≥ (βm−

√
µm(l))l και pm(Yj) < (am−

√√
εm(l) +

√
µm(l))l},

|T ′
2 | = b ′tm.

Αν j /∈ T ′
1 , τότε sm(Yj) ≥ (βm −

√
µm(l))l κι άρα

Yj ∈ {X ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, l) : s
m(Yj) ≥ (βm −

√
µm(l))l,

Επομένως, από τον ορισμό των fm και εm έχουμε

pm(Yj) ≤ fm(l) ≤ (am + εm(l))l, j /∈ T ′
1 (3.7)

Άρα,∑
j<tm

pm(Yj) =
∑
j∈T ′

1

pm(Yj) +
∑
j∈T ′

2

pm(Yj) +
∑

j /∈T ′
1
∪T2

pm(Yj)

≤ a ′ltm + (am −

√√
εm(l) +

√
µm(l))tmb

′l+ (1− a ′ − b ′)l(am + εm(l))tm

≤ 2tml
√
µm(l) + (am −

√√
εm(l) +

√
µm(l))tmb

′l+ (1− a ′ − b ′)(am + εm(l))tml
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για αρκούντως μεγάλο tm σε σχέση με το l. Όμως

∑
j<tm

pm(Yj) =
∑
j<l

pm(Xi) ≥ (am −

√√
εm(l) +

√
µm(l))tml

≥ (am −

√√
εm(tm) +

√
µm(tm))tml.

Άρα,

(am −

√√
εm(tm) +

√
µm(tm))tml

≤ 2tml
√

µm(l) + (am −

√√
εm(l) +

√
µm(l))tmb

′l+ (1− a ′ − b ′)(am + εm(l))tml

κι ύστερα από τις πράξεις,

b ′(

√√
εm(tm) +

√
µm(tm) + εm(tm)) ≥ 2

√
µm(tm) + εm(tm) + εm(tml).

Εύκολα καταλήγουμε ότι

b ′ ≤ 2

√√
εm(tm) +

√
µm(tm).

Επομένως,

|[0, tm) \ (T
′
1 ∪ T ′

2)|

= |{j < tm : sm(Yj) ≥ (βm −
√
µm(l))l και pm(Yj) ≥ (am −

√√
εm(l) +

√
µm(l))l}

≥ (1− a ′ − b ′)tm

≥ (1− 2(
√
µm(l) +

√√
εm(l) +

√
µm(l)))tm

(3.8)

Επίσης, για αρκετά μεγάλο l ισχύουν ότι:

•
√√

εm(l) +
√
µm(l) <

δ
2

• εm(l) <
δ
2

• 2(
√
µm(l) +

√√
εm(l) +

√
µm(l)) <

τδ
4
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Επομένως, από την 3.7, η 3.8 γίνεται∣∣∣∣{j < tm :

(
αm −

δ

2

)
< pm(Yj) <

(
αm +

δ

2

)}∣∣∣∣ > (1− τδ

4

)
tm.

Τώρα, έστω
pm(Xi, C) ≤ (am − δ)|C|

για κάθε i < l. Τότε∑
j∈C

pm(Yj) =
∑
i<l

pm(Xi, C) ≤ (am − δ)|C|l.

Όμως, ∑
j∈C

pm(Yj) ≥
∑

j∈C\(T ′
1
∪T ′

2
)

pm(Yj)

≤
(
αm −

δ

2

)
l|C \ (T ′

1 ∪ T ′
2)|

≥
(
αm −

δ

2

)
l

(
|C|−

τδ

4
tm

)
.

Άρα, (
αm −

δ

2

)(
|C|−

τδ

4
tm

)
≤ (am − δ)|C|

⇒ δ

2
|C| ≤

(
αm −

δ

2

)
τδ

4
tm <

τδ

4
tm,

άτοπο, γιατί |C| ≥ τtm. Επομένως, υπάρχει i τέτοιο ώστε

pm
C (Xi) > (αm − δ)|C|.

Τέλος, έστω ότι
pm(Xi, C) ≤ (am + δ)|C|

για κάθε i < l. Τότε∑
j∈C

pm(Yj) =
∑
i<l

pm(Xi, C) ≥ (am + δ)|C|l.
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Όμως, από την 3.7,

|{j < tm : pm(Yj) ≤ (am + εm(l))l}| ≤ |T ′
1 | = a ′tm ≤ 2

√
µm(l)tm.

Άρα,∑
j∈C

pm(Yj) =
∑

j∈C∩T ′
1

pm(Yj) +
∑

j∈C\T ′
1

pm(Yj) ≤ 2
√

µm(l)tml+ (am + εm(l))|C|l.

Επομένως, συγκρίνοντας τις δύο ανισότητες, έχουμε

(am + δ)|C|l ≤ 2
√
µm(l)tml+ (am + εm(l))|C|l

⇒ |C| ≤
√
µm(l)

δ− εm(l)
tm.

Όμως, √
µm(l)

δ− εm(l)
→ 0, καθώς l → ∞,

άτοπο, αφού |C| ≥ τtm κι άρα υπάρχει i ′ τέτοιο ώστε

pm
C (Xi ′) > (αm + δ)|C|.

■

3.3 Ιδεώδεις Δομές
Οι κλάσεις Ιδεωδών Δομών είναι ουσιαστικά οι κλάσεις εκείνων των δο-

μών, που από εξ ορισμού, ανιχνεύουν μέσα στο R αριθμητικές προόδους
μήκους i, επαγωγικά για κάθε i ≤ K (άρα και αριθμητικές προόδους μήκους
K), όπου K αυθαίρετος φυσικός.

Ορισμός 10. Έστω i < K, όπου θετικός ακέραιος. Ορίζουμε

• Di(t1, t2, . . . , tm, K) = {X ∈ C(t1, t2, . . . , tm, K) : X =
∪
j<K

Xj και Xj ∈

P(t1, t2, . . . , tm) για κάθε j < K},

• D∗i(t1, t2, . . . , tm, K) = {X ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K) : X =
∪
j<K

Xj και Xj ∈

P(t1, t2, . . . , tm) για κάθε j < K},

οι οποίες θα λέγονται κλάσεις Ιδεωδών Δομών και μη πλήρεις κλάσεις Ιδε-
ωδών Δομών αντίστοιχα, m+1-διαστάσεων και τάξης i.
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Παρατήρηση 4. Από τον Oρισμό 10 προκύπτει άμεσα ότι:

• D0(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K),

• D∗0(t1, t2, . . . , tm, K) = B(t1, t2, . . . , tm, K).

Παρατήρηση 5. Αν Di(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅, τότε το R περιέχει αριθμητική
πρόοδο μήκους i.

Η βασική ιδέα όλης της απόδειξης είναι να δείξουμε με επαγωγή στο
i ότι Di(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅, για κάθε m, δεδομένου ότι έχουμε επιλέξει
τα tm αρκετά μεγάλα ώστε να ικανοποιούν συγκεκριμένες ιδιότητες. Τότε,
αν η DK(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅, θα έχουμε σίγουρα βρει αριθμητική πρόοδο
μήκους μέσα στο R, λόγω του ορισμού της P(t1, t2, . . . , tm) σαν υποσύνολο
της ίδιας κλάσης R-ισοδυναμίας.



Κεφάλαιο 4

Μερικά Λήμματα στις
Αριθμητικές Προόδους και η
επιλογή των tm

4.1 Μερικά Λήμματαστις Αριθμητικές Προόδους
Ορισμός 11. Θέτουμε

• E(t, K) = {(j0, . . . , jk−1) : ji < t για κάθε i < K, όπου j0, . . . , jk−1

αριθμητική πρόοδος}

• Για i < K, j < t, E(t, K, j, i) = {(j0, . . . , jk−1) ∈ E(t, K) : ji = j}

• Για i < K, j < t, e(t, K, j, i) = |E(t, K, j, i)|

όπου η j0, . . . , jk−1 μπορεί να είναι αύξουσα, φθίνουσα ή και σταθερή αριθ-
μητική πρόοδος.

Λήμμα 9. Έστω X =
∪
i<K

Xi ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K) και περαιτέρω

Xi =
∪
j<tm

Xi,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm), όπου Xi,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1).

Τότε

(j0, . . . , jk−1) ∈ E(t, K) αν και μόνο άν
∪
i<K

Xi,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, K).

Απόδειξη. Έχουμε Xi =
∪
j<tm

Xi,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm), οπότε

59
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Xi,j = X0.j + d ′j, j < tm, για κάποιον θετικό ακέραιο d ′.

Όμως X =
∪
i<K

Xi ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K), άρα

Xi = X0 + di, i < K, για κάποιον θετικό ακέραιο d,

επομένως Xi,j = X0,j + di, j < tm κι άρα

Xi,ji = X0.ji + dji = (X0,0 + d ′ji) + dji = X0,0 + (d ′ + d)ji.

Συνεπώς ∪
i<K

Xi,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, K)

⇔ (d ′ + d)ji, i < K αριθμητική πρόοδος μήκους K φραγμένη από tm⇔ j0, . . . , jk−1 αριθμητική πρόοδος μήκους K φραγμένη από < tm⇔ (j0, . . . , jk−1) ∈ E(t, K)

■
Λήμμα 10. Ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) e(t, K, j, i) ≤ t,

(ii) Για t
4
< j < 3t

4
, K ≥ 2 και t ≥ 4

e(t, K, j, i) ≥ t
K2 .

Απόδειξη. (i) Αν (j0, . . . , jk−1) ∈ E(t, K, j, i) τότε js < t για κάθε s < K, και
ji = j. Επομένως, αν K > 1 (η περίπτωση K = 1 είναι τετριμμένη),
η επιλογή του ji+1 (ή του ji−1 αν i = K − 1) καθορίζει πλήρως όλη
την υπόλοιπη αριθμητική πρόοδο. Όμως υπάρχουν το πολύ t δυνατές
επιλογές για το ji+1 (ή το ji−1 αν i = K− 1), οπότε e(t, K, j, i) ≤ t

(ii) Έστω, πάλι, (j0, . . . , jk−1) ∈ E(t, K, j, i). Παρατηρούμε ότι όσο πιο πολύ
απέχει το j από το [ t

2
], τόσο περισσότερες επιλογές έχουμε για τον δεύ-

τερο όρο της προόδου που θα καθορίσει και ολόκληρη την πρόοδο,
κάνοντας φθίνουσα την πρόοδο αν j > [ t

2
] και αύξουσα αν j > [ t

2
].

Άρα η χειρότερη περίπτωση συμβαίνει όταν j = [ t
2
] και i = K − 1.

Προφανώς, για να είναι (α,α+d, . . . , α+(K−1)d) ∈ E(t, K, [ t
2
], K−1),

με α ≥ 0, d ≥ 0, πρέπει

α+ (K− 1)d = [
t

2
] ⇒ 0 ≤ d =

[ t
2
] − α

K− 1

≤
[ t
2
]

K− 1
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Επομένως, έχουμε τουλάχιστον [ t
2
]

K−1
επιλογές για το d κι επειδή [ t

2
]

K−1
≥

t
K2 , έχουμε

e(t, K, j, i) ≥ t
K2 .

■

Λήμμα 11. Έστω t > l3 > 1 και L ⊆ [0, t) με |L| > (1− 1
l
)t. Τότε το L περιέχει

αριθμητική πρόοδο μήκους l.

Απόδειξη. Έστω t = t ′l + r, όπου 0 ≤ r < l. Θεωρούμε τη διαμέριση του
[0, t ′l) στα Ij = [jl, (j+ 1)l), j < t ′. Επειδή |L| > (1− 1

l
)t, είναι

|[0, t) \ L| = |[0, t)|− |L| < t
l
= t ′l+r

l
≤ t ′ + 1, δηλαδή, |[0, t) \ L| ≤ t ′.

Επομένως, |[0, t ′l) \ L| ≤ |[0, t) \ L| ≤ t ′. Άρα |[0, t ′l) ∩ L| ≥ t ′(l − 1).
Είναι |Ij ∩ L| ≥ l.

• Αν υπάρχει j < t ′ ώστε |Ij ∩ L| = l, τότε προφανώς έχουμε εντοπίσει
αριθμητική πρόοδο μήκους l.

• Αν υπάρχει j < t ′ ώστε |Ij∩L| = l, τότε λόγω της |[0, t ′l)∩L| ≥ t ′(l−1),
θα υπάρχει και j ′ < t ′ ώστε |Ij ′ ∩ L| = l, οπότε πάλι έχουμε βρει
αριθμητική πρόοδο μήκους l.

Άρα, για κάθε j < t ′ πρέπει |Ij∩L| = l−1. Θέτουμε kj+jl το στοιχείο που
λείπει απο το |Ij∩L|. Τότε πρέπει kj ≥ kj+1, διαφορετικά το Ij∪ Ij+1 περιέχει
l διαδοχικούς ακέραιους. Όμως t ′ > l2, οπότε ορίζεται η ακολουθία

l > k1 ≥ . . . ≥ kl2 ≥ 0

και περιέχει l2 ακέραιους στο διάστημα [0, l), επομένως τουλάχιστον l δια-
δοχικοί όροι kj, . . . , kj+l−1 θα είναι ίσοι. Τότε, όμως, οι kj + jl, . . . , kj+l−1 +
(j+ l− 1)l αποτελούν αριθμητική πρόοδο μηκους l. ■

4.2 Η επιλογή των tm

Μέχρι στιγμής, έχουμε ήδη αναφέρει πολλές φορές στους ορισμούς και
στις διατυπώσεις και αποδείξεις των διάφορων Λημμάτων και Προτάσεων
τη φράση ”για αρκετά μεγάλο tm”. Θα γίνουμε, τώρα, πιο συγκεκριμένοι στο
πως προκύπτει η επιλογή των tm.

Ξεκινάμε, πάλι, με εναν θετικό ακέραιο K και υποθέτουμε ότι οι

P(t1, t2, . . . , tm−1) ⊆ S(t1, t2, . . . , tm−1) ⊆ B(t1, t2, . . . , tm−1),
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και οι gm(l), fm(l), αm, βm, εm(l), µm(l) έχουν ήδη οριστεί.

1. Επιλέγουμε τις σταθερές ε(m)
1 , ε(m)

2 , δ(m), ρ(m), σ(m) ως εξής:

(i) ε
(m)
1 = αm(1− βm),

(ii) ε
(m)
2 = αm

2
,

(iii) δ(m) = 1
10

αK
m

2KK2 ,
(iv) ρ(m) = αm(1− βm),
(v) σ(m) = 1

10

αm

2KK2 ,

2. Θέτουμεm(m)
0 , n(m)

0 ,M(m), N(m) τους θετικούς ακέραιους που προκύ-
πτουν από την εφαρμογή της Πρότασης 1 για τις σταθερές του βήμα-
τος 1.

3. Για την επιλογή του tm θέλουμε να ισχύουν τα παρακάτω:

(Αʹ) Έστω tm > 2M(m), tm > N(m).
(Βʹ) Θέτοντας τ(m) = σ(m)

δ(m) και l ′m > tm−1 αρκετά μεγάλο, έστω tm
αρκετά μεγάλο συναρτήσει του l ′m, τέτοιο ώστε να ισχύει η Πρό-
ταση 3 για δ = δ(m) και τ = τ(m).

(Γʹ) Επιλέγουμε lm τέτοιο ώστε l2−m > w(l ′m, 4Km
(0)
0 n

(0)
0 ), όπου w(i, j)

όπως στην Πεπερασμένη μορφή τουΘεωρήματος van derWaerden
(θα χρησιμοποιηθεί στην απόδειξη της Πρότασης 5). Επίσης,
από το Λήμμα 7, είναι

1√
1− βm

→ ∞, καθώς tm → ∞,

άρα μπορούμε να επιλέξουμε το tm τόσο μεγάλο ώστε

K322Klm ≤ 1

2
√
1− βm+1

(το οποίο θα χρησιμοποιηθεί στην απόδειξη της Πρότασης 6).
(Δʹ) Από τις παραπάνω επιλογές, θα είναι και tm ≥ 4 (έτσι ώστε να

ισχύει το Λήμμα 10).
(Εʹ) Έστω tm > 4lm−1 για m ≥ 2 (για να εξασφαλιστεί σε ένα συγκε-

κριμένο σημείο η εφαρμογή του Λήμματος 11).
(ΣΤ’) Έστω tm αρκετά μεγάλο ώστε

√
µm(tm) < min{βm, 1−βm} (που

είναι δυνατόν, αφού λόγω του Λήμματος 5 έχουμε υποθέσει ότι
0 < βm < 1).
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(Ζ’) Όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 6, υπάρχουν οσοδήποτε
μεγάλα l ώστε ε1(l) > 0, και για m > 1, µm(l) > 0. Έστω tm
επιλεγμένο ώστε ε1(tm) > 0, και για m > 1, µm(tm) > 0.

Σε ότι ακολουθεί, το tm θα είναι ένας σταθεροποιημένος θετικός ακέ-
ραιος επιλεγμένος έτσι ώστε να ικανοποιεί όλα τα παραπάνω, πάντα συ-
ναρτήσει του αυθαίρετου K.
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Κεφάλαιο 5

Το γράφημα I(X, i, s), Ομογενείς
Δομές και Καλά-Κεκορεσμένες
Ομογενείς Δομές

Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε τα εργαλεία που θα μας επιτρέψουν
να αποδείξουμε το επαγωγικό βήμα για να επαληθεύσουμε την Παρατή-
ρηση 5, όπου θα ενωθεί ουσιαστικά η Πρόταση 1 του Κεφαλαίου 2 με το
υπόλοιπο της απόδειξης. Η μορφή του γραφήματος που θα ορίσουμε σε
μια συγκεκριμένη δομή έρχεται με φυσικό τρόπο, λόγω του ότι ψάχνουμε
τέλειες υποδομές της δομής, που εξ ορισμού θα μας επιτρέψουν να βρούμε
την αριθμητική πρόοδο μέσα στο R, ενώ οι ομογενείς δομές είναι εκείνες
ακριβώς οι δομές που έχουν αντίστοιχο γράφημα με καλές ιδιότητες και εί-
ναι αυτές που θα μας επιτρέψουν να ανέβουμε τάξη στο επαγωγικό βήμα.

5.1 Το γράφημα I(X, i, s) και Ομογενείς Δομές

Είπαμε ότι στο επαγωγικό βήμα για την Παρατήρηση 5 θέλουμε να
πάμε από κάποια Di σε κάποια Di+1. Από τον ορισμό της Di, αν X ∈
Di(t1, t2, . . . , tm, K), τότε Xj ∈ P(t1, t2, . . . , tm) για κάθε j < i, οπότε εί-
ναι λογικό να κοιτάξουμε μήπως και το Xi+1 ∈ P(t1, t2, . . . , tm) ώστε X ∈
Di+1(t1, t2, . . . , tm, K). Έχοντας όμως μόνο μία επιλογή στο που να κοιτά-
ξουμε, είναι λογικό κάποιος να σκεφτεί ότι κατεβαίνοντας μια διάσταση και
περνώντας στα Xi ′,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1) έχουμε πάρα πολλές επιλογές για
να πετύχουμε ενα Xi,ji ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1), οπότε και να περάσουμε στην
Di+1(t1, t2, . . . , tm−1). Πρέπει όμως και

∪
i ′<tm

Xi ′,ji ′
∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, K),

65
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οπότε από το Λήμμα 9 αρκεί να κοιτάξουμε για αριθμητικές προόδους

(j0, . . . , jk−1) ∈ E(tm, K)

τέτοιες ώστε το Xi,ji ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1) . Οδηγούμαστε, έτσι, στον ακό-
λουθο ορισμό:

Ορισμός 12. Έστω X =
∪
i ′<K

Xi ′ ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K) και ως συνήθως

Xi ′ =
∪
j<tm

Xi ′,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm), όπου Xi ′,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1)

και έστω 0 ≤ i ≤ s < K.
Ορίζουμε το διμερές γράφημα I(X, i, s) = A ∪ B ως εξής:

(i) v(A) = v(B) = [0, tm),

(ii) {j, j ′} ∈ e(I(X, i, s)), με j ∈ A, j ∈ B, αν και μόνο αν για την αριθμητική
πρόοδο (j0, . . . , jk−1) ∈ E(tm, K) που ορίζεται θέτοντας js = j ′ και ji = j

ισχύει ότι ∪
i ′<tm

Xi ′,ji ′ ∈ D∗i(t1, t2, . . . , tm−1, K).

Δηλαδή, ουσιαστικά, το μέρος του I(X, i, s) αντιστοιχεί στους δείκτες j

των Xs,j, j < tm, το μέρος B αντιστοιχεί στους δείκτες j ′ των Xi,j ′ , j
′ < tm και

το ζευγάρι {j, j ′} είναι ακμή αν και μόνο άν η αριθμητική πρόοδος j0, . . . , jk−1

που ορίζεται θέτοντας js = j και ji = j ′ έχει όλους τους όρους της στο [0, tm)
και Xi ′,ji ′ ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1) για κάθε i ′ < i.

Η καλή κατανόηση της κατασκευής του γραφήματος I(X, i, s) είναι κρί-
σιμη για το υπόλοιπο της απόδειξης, κάτι που φανερώνει και τη σημασία
του.

Ορισμός 13. Θέτουμε

• F(X, j, i, s) = {(j0, . . . , jk−1) ∈ E(tm, K, j, s) :
∪

i ′<tm

Xi ′,ji ′ ∈ D∗i(t1, t2, . . . , tm−1, K)},

• f(X, j, i, s) = |F(X, i, j, s)|.
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Σχήμα 5.1: Το γράφημα I(X, i, s)

X0,0 X1,0 XK−1,0

X0,1 X1,1
XK−1,1

X0,tm−1 X1,tm−1 XK−1,tm−1

Xi,0

Xi,1

Xi,tm−1

∪

∪

∪

...

...

X0,j′ X1,j′ Xi,j′ XK−1,j′

Xs,0

Xs,1

Xs,tm−1

Xs,j

AB

X0,j0

XK−1,jK−1

⊆

P (t1, t2, . . . , tm)
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Παρατήρηση 6. Το (ii) του Ορισμού 12 μπορούμε να το επαναδιατυπώ-
σουμε ως εξής:

{j, j ′} ∈ e(I(X, i, s)) με j ∈ A, j ∈ B ⇔ (j0, . . . , jk−1) ∈ F(X, j, i, s) και j = j ′.

Παρατήρηση 7. Από τον ορισμό του F(X, j, i, s) είναι φανερό ότι για κάθε
j ∈ A:

(i) NB(j) = F(X, j, i, s)

(ii) dB(j) = f(X, j, i, s).

Ένα από τα πολύ σημαντικά πλεονεκτήματα του I(X, i, s) είναι ότι έχει
ακριβώς την ίδια μορφή για δύο δομές της ίδιας βασικής κλάσης, που έχουν
τις πρώτες i υποδομές τους R-ισοδύναμες.

Παρατήρηση 8. Έστω X, Y ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K) τέτοια ώστε Xi ′, Yi ′ R-
ισοδύναμα για κάθε i ′ < i. Τότε, για κάθε i ≤ s < K,

I(X, i, s) = I(Y, i, s).

Απόδειξη. Αφού X, Y ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K), προφανώς τα I(X, i, s), I(Y, i, s)
έχουν το ίδιο σύνολο κορυφών. Επίσης, από τον ορισμό της P(t1, t2, . . . , tm−1)
(ς ως συγκεκριμένης κλάσης R-ισοδυναμίας) και την R-ισοδυναμία τωνXi ′ , Yi ′

για i ′ < i, θα είναι

Xi ′,j ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1) ⇔ Yi ′,j ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1), για κάθε i ′ < i.

Άρα,

{j, j ′} ∈ e(I(X, i, s))⇔ για την (j0, . . . , jk−1) ∈ E(tm, K) που ορίζεται θέτοντας js = j ′ και
ji = j ισχύει ότι Xi ′,ji ′ ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1) για κάθε i ′ < i⇔ για την (j0, . . . , jk−1) ∈ E(tm, K) που ορίζεται θέτοντας js = j ′ και
ji = j ισχύει ότι Yi ′,ji ′

∈ P(t1, t2, . . . , tm−1) για κάθε i ′ < i⇔ {j, j ′} ∈ e(I(Y, i, s))

δηλαδή τα I(X, i, s), I(Y, i, s) έχουν και τις ίδιες ακμές. Επομένως,

I(X, i, s) = I(Y, i, s).

■
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Η ορισμός της επόμενης κλάσης δομών είναι άρρηκτα συνδεδεμένος
με την όλη φιλοσοφία του γραφήματος I(X, i, s).

Ορισμός 14. Θα λέμε κλάση Ομογενών Δομών (m+1)-διαστάσεων και τά-
ξης i την υποκλάση της C(t1, t2, . . . , tm−1, K) που ορίζεται ως εξής:

Gi(t1, t2, . . . , tm, K) = {X ∈ C(t1, t2, . . . , tm, K) : για κάθε s με i ≤ s < K η
δομή X ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες}.

(i) H συνθήκη f(X, j, i, s) ≤ 2iαi
mtm

δεν ισχύει για το πολύ 2iαi
m(1− βm)tm δείκτες j < tm.

(ii) H συνθήκη f(X, j, i, s) ≥ 1
K2

1
2i
αi
mtm

δεν ισχύει για το πολύ 2iαi
m(1− βm)tm δείκτες j με tm

4
< j < 3tm

4
.

Ο ορισμός της κλάσης Gi(t1, t2, . . . , tm, K) φαίνεται αρκετά περίπλοκος
στην αρχή, αλλά από την Παρατήρηση 7 μπορεί κανείς να δεί οτί οι ομο-
γενείς δομές είναι ουσιαστικά οι πλήρεις δομές X, οι οποίες για κάθε s με
i ≤ s < K έχουν αντίστοιχο γράφημα I(X, i, s) με καλές ιδιότητες. Πιο συ-
γκεκριμένα, το γράφημα I(X, i, s) μιας ομογενούς δομής X παρουσιάζει μια
”σχεδόν” κανονικότητα στου βαθμούς του, μιας και οι ιδιότητες (i) και (ii)
στον Ορισμό 14 σημαίνουν ότι βαθμοί των περισσότερων κορυφών του
ενός μέρους του γραφήματος είναι άνω και κάτω φραγμένοι. Η ύπαρξη
ομογενών δομών θα αποδειχθεί επαγωγικά στη συνέχεια.

Παρατήρηση 9. G0(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K).

Απόδειξη. Οι ιδιότητες (i) και (ii) του ορισμόυ για i = 0 γίνονται:

(i) H συνθήκη f(X, j, 0, s) ≤ tm ισχύει για όλους τους δείκτες j < tm.

(ii) H συνθήκη f(X, j, 0, s) ≥ 1
K2 tm ισχύει για όλους τους δείκτες j με tm

4
<

j < 3tm
4
.

Από την Παρατήρηση 4 και τον ορισμό του F(X, j, i, s) έχουμε ότι F(X, j, i, s) =
E(tm, K, j, s), δηλαδή f(X, j, i, s) = e(tm, K, j, s), άρα από το Λήμμα 10 έπε-
ται ότι κάθε X ∈ C(t1, t2, . . . , tm, K) ικανοποιεί τις (i) και (ii). Επομένως

G0(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K).

■
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5.2 Καλά-Κεκορεσμένες Ομογενείς Δομές
Για να μπορέσουμε να ανέβουμε τάξη i σε μια δομή, το να είναι απλά

ομογενής δεν φτάνει. Οδηγούμαστε έτσι στον ορισμό τωνΚαλά-Κεκορεσμένων
Ομογενών Δομών.

Ορισμός 15. Έστω X ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K) με 0 ≤ i < K−1 και για i+1 ≤
s < K, έστω ότι τα σύνολα Cµ(X, s), µ < m

(m)
0 και Cµ,ν(X, s), µ < m

(m)
0 , ν <

n
(m)
0 ικανοποιούν την Πρόταση 1 για το διμερές γράφημα I(X, i, s) και την

επιλογή των σταθερών όπως στο βήμα 1 της Παραγράφου 4.2. Ομοίως,
για i+ 1 ≤ s < K, έστω ότι τα σύνολα Cµ(X, s), µ < m

(m)
0 και Cµ,ν(X, s), µ <

m
(m)
0 , ν < n

(m)
0 ικανοποιούν την Πρόταση 2 για το γράφημα I(X, i, s) και την

επιλογή των σταθερών όπως στο βήμα 1 της Παραγράφου 4.2. Γράφοντας,
ως συνήθως, το X σαν

X =
∪
i ′<K

Xi ′ ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K),

Xi ′ =
∪
j<tm

Xi ′,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm), όπου Xi ′,j ∈ B(t1, t2, . . . , tm−1),

θα λέμε ότι η δομή X είναι καλά-κεκορεσμένη αν για κάθε s με i+1 ≤ s < K,

|pm(Xi, Cµ,ν(X, s)) − αm|Cµ,ν(X, s))|| ≤ δ(m)|Cµ,ν(X, s))|,
tm
4
< j < 3tm

4

και

|pm(Xi, Cµ,ν(X, s)) − αm|Cµ,ν(X, s))|| ≤ δ(m)|Cµ,ν(X, s))|, 0 ≤ j < tm,

oποτεδήποτε |Cµ,ν(X, s))| ≥ τmtm, |Cµ,ν(X, s))| ≥ τmtm για µ < m
(m)
0 , ν <

n
(m)
0 .

Δηλαδή οι καλά-κεκορεσμένες δομές X είναι εκείνες οι δομές που στην
δεύτερη κανονική τους διαμέριση, σε κάθε αρκετά μεγάλο Cµ,ν(X, s)), oi
δείκτες j για τους οποίους τα Xi,j είναι τέλειες δομές, είναι πάλι κοντά στο
αναμενόμενο μέγιστο ποσοστό. Από τον ορισμό τους, οι ιδεώδεις δομές i

τάξης είναι εκείνες οι δομές, των οποίων οι πρώτες i υποδομές (δηλαδή
από 0 μέχρι i − 1) στην κανονική τους διαμέριση είναι τέλειες. Για να ανέ-
βουμε τάξη στην i + 1, πρέπει να κοιτάξουμε αν είναι τέλεια και η i-οστή
υποδομή και οι καλά-κεκορεσμένες ομογενείς δομές, εξασφαλίζοντας πολ-
λές τέλειες i-οστές υποδομές της δεύτερης κανονικής διαμέρισης, δείχνουν
να είναι ικανές να πετύχουν αυτό το σκοπό, αρκεί να βρούμε κατάλληλες
αριθμητικές πρόοδους (j0, . . . , jk−1) ∈ E(t, K) (τις οποίες θα μελετήσουμε
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μέσω του I(X, i, s)) ωστέ Xi,ji να είναι τέλειο.

Πράγματι,

Πρόταση 4. Αν X ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K) με i+ 1 < K, τότε

X ∈ Gi+1(t1, t2, . . . , tm, K).

Απόδειξη. Επιλέγουμε ένα σταθερό s με i+1 ≤ s < K. Πρέπει να δείξουμε
ότι

(i) H συνθήκη f(X, j, i+ 1, s) ≤ 2i+1αi+1
m tm

δεν ισχύει για το πολύ 2(i+ 1)αi+1
m (1− βm)tm δείκτες j < tm.

(ii) H συνθήκη f(X, j, i+ 1, s) ≥ 1
K2

1
2i+1α

i+1
m tm

δεν ισχύει για το πολύ 2(i+1)αi+1
m (1−βm)tm δείκτες j με tm

4
< j < 3tm

4
.

Ξεκινάμε αποδεικνύοντας το (ii). Για λόγους συντομίας θέτουμε

Cµ = Cµ(X, s), Cµ,ν = Cµ,ν(X, s),
Cµ = Cµ(X, s), Cµ,ν = Cµ,ν(X, s),

I = I(X, i, s)

Θεωρούμε το σύνολο Z ⊆ A ορίζεται ώς εξής:
Z = {j : tm

4
< j < 3tm

4
, j ∈

∪
µ<m

(m)
0

Cµ και

f(X, j, i+ 1, s) ≤ 1
K2

1
2i+1α

i+1
m tm και f(X, j, i, s) ≥ 1

K2
1
2i
αi
mtm},

δηλαδή το Z είναι το σύνολο των κορυφών που είναι ”καλές” για το I(X, i, s),
αλλά όχι για το I(X, i+ 1, s). Υπάρχουν δύο δυνατές περιπτώσεις.

1. Έστω ότι |Z| ≤ αm(1 − βm)tm (δηλαδή το Z είναι μικρό). Από την
Πρόταση 1 για το I έχουμε ότι

|A \
∪

µ<m
(m)
0

Cµ| < ρ(m)|A| = ρ(m)tm = αm(1− βm)tm.

Επίσης, από το (ii) του ορισμού της Gi(t1, t2, . . . , tm, K), υπάρχουν το
πολύ 2iαi

m(1− βm)tm δείκτες j με f(X, j, i, s) < 1
K2

1
2i
αi
mtm. Άρα
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|{j :
tm

4
< j <

3tm

4
, f(X, j, i, s) ≤ 1

K2

1

2i
αi
mtm}|

=

∣∣∣∣Z ∪ (A \
∪

µ<m
(m)
0

Cµ) ∪ {j : f(X, j, i, s) <
1

K2

1

2i
αi
mtm}

∣∣∣∣
≤ αm(1− βm)tm + αm(1− βm)tm + 2iαi

m(1− βm)tm

= 2(i+ 1)αi+1
m (1− βm)tm

που είναι ακριβώς το (ii).

2. Έστω ότι |Z| > αm(1− βm)tm. Αν

|Z ∩ Cµ| ≤ αm(1− βm)|Cµ| για κάθε µ < m
(m)
0

τότε, εφ’ όσον τα Cµ είναι ξένα ανά δύο

|Z| = |Z ∩
∪

µ<m
(m)
0

Cµ| =
∑

µ<m
(m)
0

|Z ∩ Cµ|

≤ αm(1− βm)
∑

µ<m
(m)
0

|Z ∩ Cµ| ≤ αm(1− βm)|A|

= αm(1− βm)tm

που είναι άτοπο.
Άρα, υπάρχει µ < m

(m)
0 τέτοιο ώστε

|Z ∩ Cµ| ≤ αm(1− βm)|Cµ| = ε
(m)
1 |Cµ|

(δηλαδή αν το Z είναι μεγάλο, θα έχει αναγκαστικά μεγάλη τομή με
κάποιο από ταCµ, οπότε θα μπορούμε στη συνέχεια να εφαρμόσουμε
την ιδιότητα (β’) της Πρότασης 1).
Θέτουμε Z ′ = Z∩Cµ. Πρώτα αποδεικνύουμε ότι η γειτονιά του Z ′ στο
B δεν είναι πολύ μεγάλη.
Από την Πρόταση 1, έχουμε διαδοχικά

|B ′| = |B \
∪

ν<n
(m)
0

Cµ,ν| < σ(m)tm

και για x ∈ Cµ (όπως και στην Παρατήρηση 1)
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dCµ,ν
(x) ≤ (β(Cµ, Cµ,ν) + δ(m))|Cµ,ν|

κι άρα

dCµ,ν
(Z ′) =

∑
x∈Cµ

dCµ,ν
(x) ≤ (β(Cµ, Cµ,ν) + δ(m))|Cµ,ν||Z

′|.

Επομένως,

dB(Z
′) =

∑
ν<n

(m)
0

dCµ,ν
(Z ′) + dB ′(Z ′)

≤
∑

ν<n
(m)
0

(β(Cµ, Cµ,ν) + δ(m))|Cµ,ν||Z
′|+ |Z ′||B ′|

≤
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν|Cµ,ν||Z
′|+

∑
ν<n

(m)
0

δ(m))|Cµ,ν||Z
′|+ σ(m)|Z ′|tm

≤
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν|Cµ,ν||Z
′|+ (δ(m) + σ(m))|Cµ,ν||Z

′| (5.1)

Στη συνέχεια, θέτουμε

L = {j : j < tm και Xi,j ∈ P(t1, t2, . . . , tm−1)} ⊆ B.

(δηλαδή, |L| = pm(Xi)). Τότε, από την Παρατήρηση 7 κι εφόσον μέσα
στο L η i-οστή υποδομή είναι τέλεια (άρα οι i + 1 πρώτες υποδομές
θα είναι τέλειες), για κάθε j ∈ A θα είναι

dL(j) = f(X, j, i+ 1, s). (5.2)

Όμως το X έιναι καλά-κεκορεσμένο, άρα το L θα είναι μεγάλο μέσα
στα αρκετά μεγάλα Cµ,ν, δηλαδή για |Cµ,ν| ≥ τ(m)tm έχουμε

|L ∩ Cµ,ν| = pm(Xi, Cµ,ν) ≥ (αm − δm)|Cµ,ν| >
αm

2
|Cµ,ν| = ε

(m)
2 |Cµ,ν|

αφού δ(m) = 1
10

αm

2KK2 < αm

2
.

Όμως, έχουμε ήδη αποδείξει ότι |Z ′| > ε
(m)
1 |Cµ|. Οπότε, από την ιδιό-

τητα (β’) της Πρότασης 1 έχουμε

β(Z ′, L ∩ Cµ,ν) ≥ β(Cµ, Cµ,ν) − δ(m)
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για κάθε ν τέτοιο ώστε |Cµ,ν| ≥ τ(m)tm.
Συνεπώς,

dL(Z
′) ≥

∑
ν<n

(m)
0

dCµ,ν∩L(Z
′) =

∑
ν<n

(m)
0

β(Z ′, Cµ,ν ∩ L)|Cµ,ν ∩ L||Z ′|

≥
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

β(Z ′, Cµ,ν ∩ L)|Cµ,ν ∩ L||Z ′|

≥
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

(β(Cµ, Cµ,ν) − δ(m))|Cµ,ν ∩ L||Z ′|

=

( ∑
ν<n

(m)
0

−
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|<τ(m)tm

)
(β(Cµ, Cµ,ν) − δ(m))|Cµ,ν ∩ L||Z ′|

≥
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν ∩ L||Z ′|− δ(m)|Z ′|
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν ∩ L|

−
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν

|<τ(m)tm

1 · |Cµ,ν ∩ L||Z ′|

≥
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν ∩ L||Z ′|− δ(m)|Z ′|tm − n
(m)
0 τ(m)tm|Z

′|

≥
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν ∩ L||Z ′|− 2δ(m)|Z ′|tm (5.3)

αφού τ(m) = σ(m)

δ(m) = δ(m)

δ(m) .
Όμως

|L ∩ Cµ,ν| = pm(Xi, Cµ,ν)

άρα, όπως και προηγουμένως, από το γεγονός ότι το X είναι καλά
κεκορεσμένο έπεται

|L ∩ Cµ,ν| = pm(Xi, Cµ,ν) ≥ (αm − δm)|Cµ,ν|

δεδομένου ότι |Cµ,ν| ≥ τ(m)tm.
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Συνεπώς,∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν ∩ L||Z ′| ≥
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν ∩ L||Z ′|

≥
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

β(Cµ, Cµ,ν)(αm − δm)|Cµ,ν||Z
′|

=

( ∑
ν<n

(m)
0

−
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|<τ(m)tm

)
β(Cµ, Cµ,ν)(αm − δm)|Cµ,ν||Z

′|

≥ αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν||Z
′|− δm|Z

′|
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|

−
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|<τ(m)tm

1 · |Cµ,ν||Z
′|

≥ αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν||Z
′|− δm|Z

′|tm − n
(m)
0 τ(m)tm|Z

′|

= αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν||Z
′|− 2δm|Z

′|tm

όπως και στην 5.3.
Επομένως, η 5.3 γίνεται

dL(Z
′) ≥ αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν||Z
′|− 4δm|Z

′|tm. (5.4)

Εφ’ όσον σ(m) = δ(m), πολλαπλασιάζοντας την 5.1 με αm έχουμε

αmdB(Z
′) ≤ αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν|Cµ,ν||Z
′|+ 2δ(m)αm|Cµ,ν||Z

′| ⇒
αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν|Cµ,ν||Z
′| ≥ αmdB(Z

′) − 2δ(m)αm|Cµ,ν||Z
′|

≥ αmdB(Z
′) − 2δ(m)|Cµ,ν||Z

′|.

Οπότε, η 5.4 γίνεται
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dL(Z
′) ≥ αmdB(Z

′) − 6δ(m)|Cµ,ν||Z
′|. (5.5)

Αλλά, από τον ορισμό του Z ′, για κάθε j ∈ Z ′ ισχύει ότι

f(X, j, i, s) ≥ 1
K2

1
2i
αi
mtm

και

f(X, j, i+ 1, s) ≤ 1
K2

1
2i+1α

i+1
m tm.

Συνεπώς, από τις 5.2 και 5.5 έχουμε

1

K2

1

2i+1
αi+1
m tm|Z

′|} ≥
∑
j∈Z ′

f(X, j, i+ 1, s)

=
∑
j∈Z ′

dL(j) = dL(Z
′)

≥ αmdB(Z
′) − 6δ(m)|Cµ,ν||Z

′|

= αm

∑
j∈Z ′

f(X, j, i, s) − 6δ(m)|Cµ,ν||Z
′|

≥ αm

1

K2

1

2i
αi
mtm|Z

′|− 6δ(m)|Cµ,ν||Z
′|

=
2

K2

1

2i+1
αi+1
m tm|Z

′|− 6δ(m)|Cµ,ν||Z
′|.

Οπότε,

1
K2

1
2i+1α

i+1
m ≤ 6δ(m)

που είναι άτοπο, αφού από την επίλογη του δ(m) στην Παράγραφο
4.2 είναι

δ(m) = 1
10

αK
m

2KK2 < 1
6

αi+1
m

2i+1K2 για i+ 1 < K.

Έτσι, αποδείχτηκε το (ii).

Η απόδειξη του (i) είναι παρόμοια με την απόδειξη του (ii). Θέτουμε
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Z = {j : j ∈
∪

µ<m
(m)
0

Cµ και f(X, j, i+ 1, s) ≥ 2i+1αi+1
m tm και

f(X, j, i, s) ≤ 2iαi
mtm}.

Όπως και στην απόδειξη του (ii), αν |Z| ≤ αm(1 − βm)tm, τότε το (i)
αποδεικνύεται εύκολα παρόμοια. Γι΄αυτό, υποθέτουμε ότι |Z| ≥ αm(1 −
βm)tm. Τότε, όπως και στην απόδειξη του (ii), επειδή το Z είναι μεγάλο, θα
έχει αναγκαστικά μεγάλη τομή με κάποιο από τα Cµ, δηλαδή θα υπάρχει
µ < m

(m)
0 τέτοιο ώστε

|Z ∩ Cµ| ≤ αm(1− βm)|Cµ| = ε
(m)
1 |Cµ|

Θέτουμε Z ′
= Z ∩ Cµ. Τότε |Z

′
| > ε

(m)
1 |Cµ|. Από την Πρόταση 2, έχουμε

διαδοχικά

|B ′′| = |B \
∪

ν<n
(m)
0

Cµ,ν| < σ(m)tm

και για x ∈ Cµ (όπως και στην Παρατήρηση 1) έχουμε

dCµ,ν
(x) ≤ (β(Cµ, Cµ,ν) − δ(m))|Cµ,ν|

κι άρα

dCµ,ν
(Z

′
) =

∑
x∈Cµ

dCµ,ν
(x) ≤ (β(Cµ, Cµ,ν) − δ(m))|Cµ,ν||Z

′
|.

Επομένως,

dB(Z
′
) ≥

∑
ν<n

(m)
0

dCµ,ν
(Z

′
)

≥
∑

ν<n
(m)
0

(β(Cµ, Cµ,ν) − δ(m))|Cµ,ν||Z
′
|

≥
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν|Cµ,ν||Z
′
|−

∑
ν<n

(m)
0

δ(m))|Cµ,ν||Z
′
|

≥
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν|Cµ,ν||Z
′
|− δ(m)|Z

′
|tm. (5.6)
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Συνεπώς,

dL(Z
′
) =

∑
ν<n

(m)
0

dCµ,ν∩L(Z
′
) + dB ′′∩L(Z

′
)

≤
∑

ν<n
(m)
0

dCµ,ν∩L(Z
′
) + σ(m)|Z

′
|tm

=
∑

ν<n
(m)
0

β(Z
′
, Cµ,ν ∩ L)|Cµ,ν ∩ L||Z

′
|+ σ(m)|Z

′
|tm

=

( ∑
ν<n

(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

+
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|<τ(m)tm

)
β(Z

′
, Cµ,ν ∩ L)|Cµ,ν ∩ L||Z

′
|+ σ(m)|Z

′
|tm

(5.7)

Όμως το X έιναι καλά-κεκορεσμένο, δηλαδή για |Cµ,ν| ≥ τ(m)tm έχουμε

|L ∩ Cµ,ν| = pm(Xi, Cµ,ν) ≤ (αm + δm)|Cµ,ν|

και

|L ∩ Cµ,ν| = pm(Xi, Cµ,ν) ≥ (αm − δm)|Cµ,ν| >
αm

2
|Cµ,ν| = ε

(m)
2 |Cµ,ν|

αφού δ(m) = 1
10

αK
m

2KK2 < αm

2
.

Οπότε, από την ιδιότητα (β’) της Πρότασης 2 έχουμε

β(Z
′
, L ∩ Cµ,ν) ≤ β(Cµ, Cµ,ν) + δ(m)

για κάθε ν τέτοιο ώστε |Cµ,ν| ≥ τ(m)tm.
Άρα, η 5.7 γίνεται
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dL(Z
′
) ≤

∑
ν<n

(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

(β(Cµ, Cµ,ν) + δ(m))|Cµ,ν ∩ L||Z
′
|+ τ(m)tm|Z

′
|n

(m)
0 + σ(m)|Z

′
|tm

≤
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν ∩ L||Z
′
|+

∑
ν<n

(m)
0

|

Cµ,ν|≥τ(m)tm

δ(m)|Cµ,ν ∩ L||Z
′
|+ 2δ(m)|Z

′
|tm

≤
∑

ν<n
(m)
0

|Cµ,ν|≥τ(m)tm

β(Cµ, Cµ,ν)(αm + δm)|Cµ,ν||Z
′
|+ 3δ(m)|Z

′
|tm

≤
∑

ν<n
(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)(αm + δm)|Cµ,ν||Z
′
|+ 3δ(m)|Z

′
|tm

≤ αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν||Z
′
|+ 4δ(m)|Z

′
|tm

κι έτσι, από την 5.6 έχουμε

dL(Z
′
) ≤ αm

∑
ν<n

(m)
0

β(Cµ, Cµ,ν)|Cµ,ν||Z
′
|+ 5δm|Z

′
|tm.

Αλλά, από τον ορισμό του Z
′, για κάθε j ∈ Z

′ ισχύει ότι

f(X, j, i, s) ≤ 2iαi
mtm

και

f(X, j, i+ 1, s) ≥ 2i+1αi+1
m tm.

Οπότε,

2i+1αi+1
m tmtm|Z

′|} ≤
∑
j∈Z ′

f(X, j, i+ 1, s)

=
∑
j∈Z ′

dL(j) = dL(Z
′
)

≤ αmdB|Z
′
|+ 5δ(m)|Z

′
|

= αm

∑
j∈Z ′

f(X, j, i, s) + 5δ(m)|Z
′
|

≤ αm2
iαi

mtmtm|Z
′|+ 5δ(m)|Z

′
|

= 2iαi+1
m tmtm|Z

′|+ 5δ(m)|Z
′
|.
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Οπότε,

2iαi+1
m ≤ 5δ(m)

που είναι άτοπο, αφού από την επίλογη του δ(m) είναι

δ(m) = 1
10

αK
m

2KK2 < 1
5
αi+1
m 2i για i+ 1 < K.

Συνεπώς, η απόδειξη της Πρότασης 4 είναι πλήρης. ■



Κεφάλαιο 6

Από τις Ομογενείς Δομές στις
Ιδεώδεις

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι για να μπορέσουμε να ανέβουμε
τάξη στην δομή μας, χρειάστηκε να ορίσουμε ακόμα καλύτερες δομές από
τις ιδεώδεις, τις ομογενείς. Εδώ θα δούμε πως μπορούμε να βρούμε καλά-
κεκορεσμένη δομή μέσα από μια οικογένεια ομογενών, που θα μας επιτρέ-
ψει να ανέβουμε τάξη στη δομή.

Επίσης, κάθε τέτοια δομή χαρακτηρίζεται από δύο συνιστώσες: την διά-
στασή της και την τάξη της. Έτσι, θυσιάζοντας μερικές από τις διαστάσεις
μιας οικογένειας ομογενών δομών μπορούμε να περάσουμε ξανά σε ιδε-
ώδεις.

Στις αποδείξεις των Προτάσεων που ακολουθούν είναι αξιοσημείωτη η
ευελιξία με την οποία χρειάζεται να κινηθούμε μέσα στις διαστάσεις των
δομών.

Πρόταση 5. Έστω ότι για κάποιο i με 0 ≤ i < K− 1 και για κάθε ξ < l είναι

X(ξ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K), όπου l ≥ l2m
−K.

Έστω, επίσης, ότι

X =
∪
ξ<l

X
(ξ)
i ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l)

κι ότι για κάθε j < i, τα X
(ξ)
j και X(η)

j είναι R-ισοδύναμα για κάθε ξ, η < l. Τότε
υπάρχει π < l τέτοιο ώστε

X(π) ∈ Gi+1(t1, t2, . . . , tm, K).

81
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Σχήμα 6.1: Πρόταση 5

X
(0)
0 X

(0)
1 X

(0)
K−1

X
(1)
0 X

(1)
1

X
(1)
K−1

X
(l−1)
0 X

(l−1)
1 X

(l−1)
K−1

X
(0)
i

X
(1)
i

X
(l−1)
i

...

...

X
(ξ)
0 X

(ξ)
1 X

(ξ)
i X

(ξ)
K−1

C(t1, t2, . . . , tm, l)

X(0)

X(1)

X(l−1)

X(ξ)

=

X(π)

=

=

X

=

Gi+1(t1, t2, . . . , tm,K)∋

∈
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Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 8 και την υπόθεση ότι για κάθε j < i, τα
X
(ξ)
j και X(η)

j είναι R-ισοδύναμα, έπεται ότι

I(X(ξ), i, s) = I(X(η), i, s), για i ≤ s < K, ξ, η < l.

Επομένως, μπορούμε να θέσουμε

Cµ(X
(ξ), s) = Cµ(X

(η), s) = Cµ(s),
Cµ,ν(X

(ξ), s) = Cµ,ν(X
(η), s) = Cµ,ν(s),

και

Cµ(X
(ξ), s) = Cµ(X

(η), s) = Cµ(s),
Cµ,ν(X

(ξ), s) = Cµ,ν(X
(η), s) = Cµ,ν(s).

Από την Πρόταση 4, αρκεί να υπάρχει π < l τέτοιο ώστε το X(π) να είναι
καλά-κεκορεσμένο. Η ιδέα είναι ότι αν όλα τα X(ξ) δεν είναι καλά κεκορε-
σμένα, τότε τα X(ξ) δεν θα έχουν ”καλή” τελειότητα στην i-οστή υποδομή
τους μέσα σε κάποιο Cµ,ν(s). Αν καταφέρουμε να βρούμε αριθμητική πρό-
οδο μέσα στα ξ < lώστε τα µ, ν και s που εμφανίζονται στο Cµ,ν(s) να είναι
τα ίδια για όλα τα ξ < l της προόδου, τότε, από την υπόθεση για το X, ενώ-
νοντας τα X

(ξ)
i για τα ξ < l της προόδου θα μπορέσουμε να φτιάξουμε μια

πλήρη δομή της οποία όλες οι υποδομές δεν θα έχουν ”καλή” τελειότητα
μέσα στο κοινό Cµ,ν(s), που από την Πρόταση 3 καταλήγει απευθείας σε
άτοπο.

Πράγματι, πιο αναλυτικά, έστω ότι για κάθε ξ < l τα X(ξ) δεν είναι καλά
κεκορεσμένα, δηλαδή για κάθε ξ < l υπάρχουν µ, ν και s τέτοια ώστε είτε

(i) |Cµ,ν(s))| ≥ τmtm και |pm(X
(ξ)
i , Cµ,ν(s)) − αm|Cµ,ν(s)|| > δm|Cµ,ν(s)|, ή

(ii) |Cµ,ν(s))| ≥ τmtm και |pm(X
(ξ)
i , Cµ,ν(s)) − αm|Cµ,ν(s)|| ≤ δm|Cµ,ν(s)|.

Υπάρχουν τέσσερις δυνατότητες για να αφαιρεθούν τα απόλυτα από
τα ζευγάρια των παραπάνω σχέσεων, τις οποίες ονομάζουμε d1, d2, d3, d4.
Θεωρούμε τις κλάσεις

W(di, µ, ν, s) = {ξ < l : τα µ, ν και s αντιστοιχούν στο ξ ώστε να ισχύουν
οι ανισότητες (i) και (ii), για τις οποίες ισχύει η di περίπτωση}

οι οποίες διαμερίζουν το [0, l) και έχουν προφανώς πλήθος 4m
(m)
0 n

(m)
0 K

(όσες και οι επιλογές για τα di, µ, ν, s).
Αλλά, τα l και lm έχουν επιλεγεί στην παράγραφο 4.2 έτσι ώστε

l ≥ lm > w(l ′m, 4m
(m)
0 n

(m)
0 K).
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Επομένως, από την πεπερασμένη μορφή του Θεωρήματος van der
Waerden, υπάρχει αριθμητική πρόοδος ξ0, . . . , ξl ′m−1 μήκους l ′m, η οποία
ανήκει στην ίδια κλάση W(di0 , µ, ν, s) κι ας υποθέσουμε, χωρίς βλάβη της
γενικότητας, ότι η di0 είναι η περίπτωση στην οποία

pm(X
(ξj)
i , Cµ,ν(s)) − αm|Cµ,ν(s)| > δm|Cµ,ν(s))|. (6.1)

για κάθε j < l ′m. Επίσης, από την υπόθεση,

X =
∪
ξ<l

X
(ξ)
i ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l)

δηλαδή X
(ξ)
i ∈ S(t1, t2, . . . , tm) για κάθε ξ < l και άρα∪

ξ<l

X
(ξj)

i ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l
′
m)

Αλλά, τα µ, ν και s έχουν επιλεγεί έτσι ώστε |Cµ,ν(s))| ≥ τmtm, οπότε απο
την Πρόταση 3 για το

∪
ξ<l

X
(ξj)

i , θα υπάρχει j < l ′m τέτοιο ώστε

pm(X
(ξj)
i , Cµ,ν(s)) − αm|Cµ,ν(s)| < δm|Cµ,ν(s))|.

άτοπο, από την 6.1. Έτσι, η απόδειξη είναι πλήρης.
■

Πρόταση 6. Έστω l > 0,m > 0 και i με 0 ≤ i < K− 1 και

X(ξ) =
∪
i ′<K

X
(ξ)
i ′ ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm+1, K),

για κάθε ξ < l ≤ lm. Έστω, επίσης, ότι για κάθε j < i, τα X
(ξ)
j και X(η)

j είναι
R-ισοδύναμα για κάθε ξ, η < l. Θεωρούμε τη δεύτερη κανονική διαμέριση
των X(ξ), δηλαδή

X
(ξ)
i ′ =

∪
j<tm+1

X
(ξ)
i ′,j για κάθε i ′ < K.

Τότε υπάρχει ακολουθία lm αριθμητικών προόδων

(j
(ζ)
0 , . . . , j

(ζ)
k−1) ∈ E(tm+1, K), ζ < lm,

έτσι ώστε η (j
(0)
i , . . . , j

(lm−1)
i ) να είναι αριθμητική πρόοδος μήκους lm και για

κάθε ξ < l και ζ < lm να είναι∪
′<

X
(ξ)

i ′,j
(ζ)

i ′
∈ Di(t1, t2, . . . , tm, K).
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Σχήμα 6.2: Οι ακολουθίες της Πρότασης 6

j
(0)
0 j

(0)
1 j

(0)
i j

(0)
K−1

j
(1)
0 j

(1)
1 j

(1)
i j

(1)
K−1

j
(lm−1)
0 j

(lm−1)
1 j

(lm−1)
i j

(lm−1)
K−1

· · · · · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

...
...

...
...

∈ E(tm, lm)
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Σχήμα 6.3: Οι Δομές της Πρότασης 6

X
(ξ)

0,j
(0)
0

X
(ξ)

K−1,j
(0)

K−1

X
(ξ)

i,j
(0)
i

X
(ξ)

1,j
(0)
1

X
(ξ)

0,j
(1)
0

X
(ξ)

K−1,j
(1)

K−1

Xξ

i,j
(0)
i

X
(ξ)

1,j
(1)
1

X
(ξ)

0,j
(lm−1)
0

X
(ξ)

K−1,j
(lm−1)

K−1X
(ξ)

i,j
(lm−1)
i

X
(ξ)

1,j
(lm−1)
1

· · ·

· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

∈ B(t1, t2, . . . , tm−1, lm)

...
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Απόδειξη. Όπως και στη απόδειξη της Πρότασης 5, από την Παρατήρηση 8
και την υπόθεση ότι για κάθε j < i, τα X

(ξ)
j και X(η)

j είναι R-ισοδύναμα, έπεται
ότι

I(X(ξ), i, s) = I(X(η), i, s), για i ≤ s < K, ξ, η < l.

κι άρα
f(X(ξ), j, i, s) = f(X(η), j, i, s)

για κάθε ξ, η < l, i ≤ s < K, j < tm+1. Ξανά, για λόγους συντομίας θέτουμε

F(X(ξ), j, i, s) = F(j, i, s), f(X(ξ), j, i, s) = f(j, i, s).

Από τον ορισμό της Gi(t1, t2, . . . , tm+1, K), για κάθε s με i ≤ s < K υπάρ-
χουν Zs, Zs ∈ [0, tm + 1) τέτοια ώστε

|Zs|, |Zs| ≤ 2iαi
m+1(1− βm+1)tm+1 ≤ 2KαK

m+1(1− βm+1)tm+1

και

(αʹ) f(j, i, s) ≤ 2iαi
m+1tm+1 όταν j /∈ Zs, j < tm+1,

(βʹ) f(j, i, s) ≥ 1
K2

1
2i
αi
m+1tm+1, όταν j /∈ Zs, tm+1

4
< j <

3tm+1

4
.

Τώρα, θέτουμε

Z = {j :
tm+1

4
< j <

3tm+1

4
και δεν υπάρχει (j0, . . . , jk−1) ∈ F(j, i, i)

τέτοια ώστε
∪
i ′<K

X
(ξ)
i ′,ji ′

∈ Di(t1, t2, . . . , tm, K) για κάθε ξ < l}.

Με άλλα λόγια, το Z είναι το σύνολο των δεικτών με tm+1

4
< j <

3tm+1

4
για

τους οποίους για κάθε αριθμητική πρόοδο (j0, . . . , jk−1) ∈ F(j, i, i) υπάρχει
τουλάχιστον ένα ξ < l τέτοιο ώστε∪

i ′<K

X
(ξ)
i ′,ji ′

/∈ Di(t1, t2, . . . , tm, K), (6.2)

δηλαδή είναι οι δείκτες για τους οποίους δεν μπορούμε να βρούμε αριθ-
μητικές προόδους για τις οποίες να ισχύει το συμπέρασμα της Πρότασης.
Όπως είναι λογικό, θα προσπαθήσουμε να δείξουμε ότι το Z δεν είναι πολύ
μεγάλο. Θέτουμε, επίσης,

P =
∪
j∈Z

F(j, i, i), p = |P|.
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Από τον ορισμό του F(j, i, i) έχουμε

X
(ξ)
i ′,ji ′

∈ P(t1, t2, . . . , tm) ⊆ S(t1, t2, . . . , tm)

για κάθε i ′ < i. Οπότε, από την 6.2 και τον ορισμό της Di(t1, t2, . . . , tm, K)
έπεται ότι υπάρχει i ′ με i ≤ i ′ < K, τέτοιο ώστε

X
(ξ)
i ′,ji ′

/∈ S(t1, t2, . . . , tm).

Δηλαδή,

Z = {j :
tm+1

4
< j <

3tm+1

4
και για κάθε (j0, . . . , jk−1) ∈ F(j, i, i) υπάρχει

ξ < l τέτοιο ώστε X(ξ)
i ′,ji ′

/∈ S(t1, t2, . . . , tm), για κάποιο i ′ με i ≤ i ′ < K}.

(6.3)

Από το (β) έχουμε

f(j, i, i) ≥ 1

K2

1

2i
αi
m+1tm+1, όταν j /∈ Zi,

tm+1

4
< j <

3tm+1

4
.

Άρα, για κάθε j ∈ Z \ Zi,

f(j, i, i) = |F(j, i, i)| ≥ 1

K2

1

2i
αi
m+1tm+1.

Αλλά, από τον ορισμό τους, τα F(j, i, i), F(j ′, i, i) είναι ξένα μεταξύ τους για
j ̸= j ′. Άρα, εφ’ όσον

|Z| ≤ 2iαi
m+1(1− βm+1)tm+1 ≤ 2Kαi

m+1(1− βm+1)tm+1,

θα είναι

p = |P| = |
∪
j∈Z

F(j, i, i)| ≥ (|Z|−2iαi
m+1(1−βm+1)tm+1 ≥ (|Z|−2KαK

m+1(1−βm+1)tm+1)
1

K2

1

2i
αi
m+1tm+1.

Από την άλλη, από την 6.3 έχουμε

Z ⊆ {j : j < tm+1 και X(ξ)
s,j /∈ S(t1, t2, . . . , tm) για κάθε ξ < l, i ≤ s < K}
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κι άρα

P =
∪
j∈Z

F(j, i, i)

⊆
∪

i≤s<K

∪
ξ<l

∪
j<tm+1

X
(ξ)
s,j

/∈S(t1,t2,...,tm)

F(j, i, s)

=
∪

i≤s<K

∪
ξ<l

( ∪
j<tm+1

X
(ξ)
s,j

/∈S(t1,t2,...,tm)

j∈Zs

F(j, i, s) ∪
∪

j<tm+1

X
(ξ)
s,j

/∈S(t1,t2,...,tm)

j /∈Zs

F(j, i, s)

)

οπότε, από το εύρος που κινούνται οι δείκτες στις ενώσεις, το μέγεθος του
Zs και την 6.2 έχουμε

p = |P| ≤ K · l · 2KαK
m+1(1− βm+1)tm+1 · tm+1+

+ K · l · 2iαi
m+1tm+1max

s,ξ
|{j : X

(ξ)
s,j /∈ S(t1, t2, . . . , tm) και j /∈ Zs}|

≤ K · l · 2KαK
m+1(1− βm+1)t

2
m+1+

+ K · l · 2KαK
m+1tm+1max

s,ξ
|{j : X

(ξ)
s,j /∈ S(t1, t2, . . . , tm)}|.

Αλλά, από την υπόθεση,

X(ξ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm+1, K) ⊆ C(t1, t2, . . . , tm+1, K).

Επομένως, για κάθε s < K, ξ < l, έχουμε X(ξ)
s ∈ S(t1, t2, . . . , tm+1). Άρα,

sm+1(X(ξ)
s ) ≥ (βm −

√
µm(tm+1))tm+1

οπότε, από την επιλογή των tm στην Παράγραφο 4.2

max
s,ξ

|{j : X
(ξ)
s,j /∈ S(t1, t2, . . . , tm)}| ≤ (1− βm +

√
µm(tm+1))tm+1

≤ 2(1− βm)tm+1

Άρα,
p ≤ KlαK

m+1(1− βm+1)t
2
m+1(2K+ 2K+1).

Συνδυάζοντας τις δυο ανισότητες για το p παίρνουμε

(|Z|−2KαK
m+1(1−βm+1)tm+1)

1

K2

1

2i
αi
m+1tm+1 ≤ KlαK

m+1(1−βm+1)t
2
m+1(2K+2K+1)
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⇒ |Z| ≤ 2KαK
m+1(1− βm+1)tm+1 + K3lαK

m+1(1− βm+1)t
2
m+1(2K+ 2K+1)

≤ (1− βm+1)2K
3l22Ktm+1 ≤ (1− βm+1)2K

3lm2
2Ktm+1

≤
√
1− βm+1tm+1,

αρκεί να ισχύει ότι K3lm2
2K ≤ 1

2
√

1−βm+1

, που όμως ικανοποιείται από την
επιλογή των tm.

Τέλος, X(0) ∈ C(t1, t2, . . . , tm+1, K), άρα X
(0)
i ∈ S(t1, t2, . . . , tm+1, K). Επο-

μένως,
sm+1(X

(0)
i ) ≥ (βm+1 −

√
µm(tm+1))tm+1

κι άρα

sm+1(X
(0)
i , (

tm+1

4
,
3tm+1

4
) \ Z)

≥ (βm+1 −
√

µm(tm+1))tm+1 −
tm+1

2
−
√
1− βm+1tm+1

≥ (βm+1 −
1

2
−
√

1− βm+1)tm+1, από την επιλογή των tm

>
1

2
(1− l−1

m )tm+1

δεδομένου ότι

(βm+1 −
1

2
−
√

1− βm+1) >
1

2
(1− l−1

m ),

που όμως κι αυτή η ανισότητα ισχύει από την επιλογή των tm.. Επομέ-
νως, από το Λήμμα 11, το ( tm+1

4
,
3tm+1

4
) \ Z περιέχει αριθμητική πρόοδο

(j(0), . . . , j(lm−1)) μήκους lm, συνεπώς, από τον ορισμό του Z, για κάθε ζ <

lm, υπάρχει αριθμητική πρόοδος (j(ζ)0 , . . . , j
(ζ)
k−1) ∈ F(j(ζ), i, i) τέτοια ώστε για

κάθε ξ < l να είναι ∪
i ′<K

X
(ξ)

i ′,j
(ζ)

i ′
∈ Di(t1, t2, . . . , tm, K).

Όμως, από τον ορισμό του F(j(ζ), i, i) έπεται ότι j(ζ)i = j(ζ), δηλαδή

(j(0), . . . , j(lm−1)) = (j
(0)
i , . . . , j

(lm−1)
i )

κι άρα η απόδειξη είναι πλήρης.
■



Κεφάλαιο 7

To Θεώρημα του Szemerédi

7.1 Διαιρέτες Δομών και Σύγκριση Θέσεων
Ορισμός 16. Έστω m < m ′ και

X ∈ B(t1, t2, . . . , tm ′, K), Y ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K).

Θα λέμε ότι το Y διαιρεί το X και θα γράφουμε Y|X, αν για κάθε i < K, η
υποδομή Yi του Y είναι υποδομή διάστασης m της υποδομής Xi του X .

Αν

X,X ′ ∈ B(t1, t2, . . . , tm ′, K), Y, Y ′ ∈ B(t1, t2, . . . , tm, K)

με Y|X, Y ′|X ′, τότε θα λέμε ότι τα Y, Y ′ έχουν την ίδια θέση μέσα στα X,X ′

αντίστοιχα, αν για κάθε i < K, ισχύει ότι

η Yi είναι η ji- οστή υποδομή του Xi ⇔ η Y ′
i είναι η ji- οστή υποδομή του X ′

i.

Παρατήρηση 10. Από τον Oρισμό 16 έπονται άμεσα τα εξής:

(i) Αν X,X ′ έιναι R-ισοδύναμα και Y|X, Y ′|X ′ έτσι ώστε τα Y, Y ′ να έχουν
την ίδια θέση μέσα στα X,X ′, τότε Y, Y ′ είναι R-ισοδύναμα.

(ii) • Αν Z|Y και Y|X, τότε Z|X.
• Αν Z|Y, Z ′|Y ′ και Y ′|X ′, Y ′|X ′, τέτοια ώστε τα Z,Z ′ να έχουν την
ίδια θέση μέσα στα Y, Y ′ και τα Y, Y ′ να έχουν την ίδια θέση μέσα
στα X,X ′, τότε Z|X, Z ′|X ′ και τα Z,Z ′ έχουν την ίδια θέση μέσα
στα X,X ′.

91
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Πρόταση 7. Για κάθε m > 0 και κάθε i με 0 ≤ i < K, υπάρχει θετικός
ακέραιος h(m, i) τέτοιος ώστε αν m ′ > h(m, i) και

X(ξ) ∈ Di(t1, t2, . . . , tm ′, K), ξ < l < l2
−i

m ,

τότε υπάρχουν
Y(ξ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K), ξ < l,

τέτοια ώστε Y(ξ)|X(ξ) και για κάθε ξ < l, οι θέσεις των Y(ξ) μέσα στα X(ξ) είναι
ίδιες.

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο i.

i = 0: Από τις Παρατηρήσεις 4 και 9 έχουμε

D0(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K),

G0(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K).

Θα δείξουμε ότι μπορούμε να επιλέξουμε h(m, 0) = m.
Πράγματι, έστω

X(ξ) ∈ Di(t1, t2, . . . , tm ′, K) = C(t1, t2, . . . , tm ′ , K), ξ < l < l−i
m , m ′ > m.

Θα δείξουμε ότι υπάρχουν

Y(ξ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K), ξ < l,

τέτοια ώστε Y(ξ)|X(ξ) και για κάθε ξ < l, οι θέσεις των Y(ξ) μέσα στα
X(ξ) είναι ίδιες.

– Αν m ′ = m, μπορούμε απλά να πάρουμε Y(ξ) = X(ξ), ξ < l και
το συμπέρασμα ισχύει.

– Έστω ότι m ′ > m κι ότι το συμπέρασμα ισχύει για m ′ − 1. Αφού
i = 0, η υπόθεση της R-ισοδυναμίας στην Πρόταση 6 ισχύει τε-
τριμμένα. Επομένως, από την Πρόταση 6, υπάρχει αριθμητική
πρόοδος (j

(0)
0 , . . . , j

(0)
k−1) ∈ E(tm ′, K) (δεν χρειάζεται καν να χρη-

σιμοποιήσουμε όλο το συμπέρασμα της Πρότασης 6, αφού μια
αριθμητική πρόοδος αρκεί) τέτοια ώστε

Z(ξ) =
∪
′<

X
(ξ)

i ′,j
(0)

i ′
∈ C(t1, t2, . . . , tm ′−1, K).

Δηλαδή, Z(ξ) = X
(ξ)

i ′,j
(0)

i ′
, άρα Z(ξ)|X(ξ) και όλα τα Z(ξ) έχουν την ίδια

θέση μέσα στα X(ξ).
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Όμως, Z(ξ) =
∪
′<

X
(ξ)

i ′,j
(0)

i ′
∈ C(t1, t2, . . . , tm ′−1, K), άρα από την

επαγωγική υπόθεση, για κάθε ξ < l υπάρχουν Y(ξ) ∈ C(t1, t2, . . . , tm, K)
τέτοια ώστε Y(ξ)|Z(ξ) και όλα τα Y(ξ) να έχουν την ίδια θέση μέσα
στα Z(ξ). Από την Παρατήρηση 10, Y(ξ)|X(ξ) και οι θέσεις των Y(ξ)

μέσα στα X(ξ) είναι ίδιες.

i > 0: Έστω ότι το συμπέρασμα της Πρότασης 7 ισχύει για i ≥ 0. Θα δεί-
ξουμε ότι ισχύει και για i+ 1. Θέτουμε m∗ = h(m, i) + 1. Θα δείξουμε
ότι μπορούμε να επιλέξουμε h(m, i+ 1) = h(m∗, i).
Πράγματι, έστω m ′ ≤ h(m∗, i) και

X(ξ) ∈ Di+1(t1, t2, . . . , tm ′, K), ξ < l < l2
−(i+1)

m .

Τότε, προφανώς είναι καιX(ξ) ∈ Di(t1, t2, . . . , tm ′, K). Εφ’ όσον l2−(i+1)

m ≤
l2

−i

m , μπορούμε να εφαρμόσουμε την επαγωγική υπόθεση στα X(ξ),
από την οποία παίρνουμε ότι για κάθε ξ < l υπάρχουν Y(ξ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm∗ , K)
τέτοια ώστε Y(ξ)|X(ξ) και όλα τα Y(ξ) να έχουν την ίδια θέση μέσα στα
X(ξ). Όμως,X(ξ) ∈ Di+1(t1, t2, . . . , tm ′, K) κι άραX

(ξ)
j ∈ P(t1, t2, . . . , tm ′),

για κάθε j ≤ i. Επομένως, από τον ορισμό της P(t1, t2, . . . , tm ′) (ως
μια συγκεκριμένη κλάση R-ισοδυναμίας της S(t1, t2, . . . , tm ′)), όλα τα
X
(ξ)
j με j ≤ i είναι R-ισοδύναμα. Οπότε, εφ’ όσον όλα τα Y(ξ) έχουν την

ίδια θέση μέσα στα X(ξ), από την Παρατήρηση 10 όλα τα Y
(ξ)
j με j ≤ i

είναι R-ισοδύναμα.
Επίσης, προφανώς h(m, i) > m κι άρα lh(m,i) ≥ lm, συνεπώς, μπο-
ρούμε να εφαρμόσουμε την Πρόταση 6 για τα Y(ξ), ξ < l. Δηλαδή,
υπάρχει ακολουθία lh(m,i) αριθμητικών προόδων

(j
(ζ)
0 , . . . , j

(ζ)
k−1) ∈ E(th(m,i)+1, K), ζ < lh(m,i),

τέτοια ώστε για κάθε ξ < l και κάθε ζ < lh(m,i) έχουμε∪
′<

Y
(ξ)

i ′,j
(ζ)

i ′
∈ D(i(t1, t2, . . . , th(m,i), K),

κι έτσι ώστε η j
(0)
i , . . . , j

(h(m,i)−1)
i να είναι αριθμητική πρόοδος μήκους

lh(m,i). Θέτουμε
∪
′<

Y
(ξ)

i ′,j
(ζ)

i ′
= Y(ξ, ζ). Δηλαδή, τα Y(ξ, ζ) ορίζονται για

κάθε ξ < l, ζ < lh(m,i) κι αφού h(m, i) > m, θα είναι lh(m,i) ≥ lm > l2
−i

m ,
άρα τα Y(ξ, ζ) ορίζονται και για κάθε ξ < l, ζ < l2

i

m. Άρα, έχουμε

Y(ξ, ζ) ∈ Di(t1, t2, . . . , th(m,i), K), ξ < l, ζ < l2
−i

m
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κι επομένως, τα Y(ξ, ζ) έχουν πλήθος το πολύ

l · l2−i

m ≤ l2
−i

m · l2−i

m = l2
−(i+1)

m

(λόγω του εύρους στα οποία κινούνται τα ξ και ζ).

Οπότε, μπορούμε να εφαρμόσουμε την επαγωγική υπόθεση για τα
Y(ξ, ζ), από τη οποία έχουμε ότι υπάρχουν

Z(ξ, ζ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K)

τέτοια ώστε Z(ξ, ζ)|Y(ξ, ζ) και όλα τα Z(ξ, ζ) να έχουν την ίδια θέση
μέσα στα Y(ξ, ζ). Επίσης, από τον ορισμό τους, τα Y(ξ, ζ) έχουν την
ίδια θέση μέσα στα X(ξ) για το ίδιο ζ. Επομένως, πάλι από την Πα-
ρατήρηση 10, τα Z(ξ, ζ) έχουν την ίδια θέση μέσα στα X(ξ) για το
ίδιο ζ. Όμως, τα X

(ξ)
j με j ≤ i είναι R-ισοδύναμα, άρα και όλα τα

Z(ξ, ζ)j, ξ < l, ζ < l2
−i

m με j ≤ i είναι R-ισοδύναμα. Επίσης,

(1) εφ’ όσον l ≤ l2
−i

m , τα Z(ξ, ζ) ορίζονται για ξ, ζ < l,

(2) η j
(0)
i , . . . , j

(l−1)
i είναι αριθμητική πρόοδος μήκους l, ως οι πρώτοι

l όροι της αριθμητικής προόδου j
(0)
i , . . . , j

(h(m,i)−1)
i ,

(3) τα Z(ξ, ζ) έχουν την ίδια θέση μέσα στα Y(ξ, ζ), άρα τα Z(ξ, ζ)i
αποτελούν τις ίδιες υποδομές μικρότερης διάστασης μέσα στα
Y(ξ, ζ)i.

Άρα, από τις (1), (2) και (3), μπορούμε να ορίσουμε τη δομή

Z =
∪
j<l

Z(ξ, ζ)i ∈ B(t1, t2, . . . , tm, l), ξ < l.

Όμως, κάθεZ(ξ, ζ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm, K), οπότε κάθεZ(ξ, ζ)i ∈ S(t1, t2, . . . , tm, K).
Άρα, Z =

∪
j<l

Z(ξ, ζ)i ∈ C(t1, t2, . . . , tm, l). Επίσης, έχουμε διαδοχικά:

– Y(ξ, ζ) ∈ Di(t1, t2, . . . , th(m,i), K), άρα για κάθε j < i, Y(ξ, ζ)j ∈
P(t1, t2, . . . , th(m,i)). Οπότε, για κάθε j < i, ζ < l2

−i

m τα Y(0, ζ)j
είναι R-ισοδύναμα.

– Για ζ < l2
−(i+1)

m , η θέση των Z(0, ζ) μέσα στα Y(0, ζ) είναι η ίδια.
Άρα, για κάθε j < i, ζ < l2

−(i+1)

m , τα Z(0, ζ)j είναι R-ισοδύναμα.
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Επομένως, αφού l2
−K

m ≤ l2
−(i+1)

m , μπορούμε να εφαρμόσουμε την Πρό-
ταση 5 στις δομές Z(0, ζ), ζ < l2

−K

m , από την οποία έχουμε ότι υπάρχει
ζ∗ < l2

−K

m τέτοιο ώστε

Z(0, ζ∗) ∈ Gi+1(t1, t2, . . . , tm, K)

(μπορέσαμε, έτσι, να ανέβουμε τάξη). Όμως, όπως αναφέραμε και
προηγουμένως, για κάθε ξ < l, η θέση των Z(ξ, ζ∗) μέσα στα X(ξ)

είναι η ίδια με τη θέση του Z(0, ζ∗) μέσα στο X(0). Περαιτέρω, όλα τα
X
(ξ)
j με j < i, ξ < l ανήκουν στην P(t1, t2, . . . , tm ′), επομένως είναι

R-ισοδύναμα. Οπότε, λόγω της ίδιας θέσης τους μέσα στα X
(ξ)
j , για

κάθε j < i, όλα τα Z(ξ, ζ∗)j με ξ < l είναι R-ισοδύναμα με το Z(0, ζ∗)j.
Συνεπώς, για ξ < l,

Z(ξ, ζ∗) ∈ Gi+1(t1, t2, . . . , tm, K)

. Τελικά, συγκεντρώνοντας όλα τα παραπάνω, για κάθε ξ < l είναι

Z(ξ, ζ∗)|Y(ξ, ζ∗)|X(ξ) και τα Z(ξ, ζ∗) ∈ Gi+1(t1, t2, . . . , tm, K) έχουν την
ίδια θέση μέσα στα X(ξ).

Έτσι, αποδείχθηκε το επαγωγικό βήμα κι άρα η απόδειξη είναι πλή-
ρης.

■

7.2 Το Θεώρημα
Μέχρι στιγμής είδαμε τα παρακάτω (διατυπωμένα κάπως πιο διαισθη-

τικά τώρα):

• Η Πρόταση 5 (που αποδεικνύεται μέσω της Πρότασης 4) μας δίνει
την δυνατότητα να ανέβουμε τάξη στις ομογενείς δομές.

• H Πρόταση 6 μας δίνει τη δυνατότητα να περάσουμε από ομογενείς
δομές σε ιδεώδεις, θυσιάζοντας μια διάσταση.

• Η Πρόταση 7 μας δίνει τη δυνατότητα να περάσουμε από ιδεώδεις
δομές σε ομογενείς, θυσιάζοντας περισσότερες διαστάσεις.

Είμαστε έτοιμοι, λοιπόν, να αποδείξουμε το Θεώρημα.
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Σχήμα 7.1: Μια συνολική εικόνα της πορείας της απόδειξης.

Θεώρημα (Szemerédi , 1975). Κάθε σύνολο R ⊆ N με θετική άνω πυκνό-
τητα περιέχει αυθαίρετα μεγάλη αριθμητική πρόοδο.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι για κάθε m ≥ 0 και 0 ≤ i < K,

Di(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅,

με επαγωγή στο i. Πράγματι,

i = 0: Από την Παρατήρηση 4 έχουμε

D0(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K).

– Για m = 0, από τον ορισμό της C(t1, t2, . . . , tm+1, K) και το γεγο-
νός ότι S(∅) = B(∅) έχουμε

C(K) = {X ∈ B(K) : s1(X) = K}

= {X ∈ B(K) : για κάθε i < K, Xi ∈ S(∅)}
= {X ∈ B(K) : για κάθε i < K, Xi ∈ B(∅)}
= B(K),

άρα προφανώς D0(K) = C(K) = B(K) ̸= ∅.
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– Για m > 0, το tm έχει επιλεγεί στην Παράγραφο 4.2 τέτοιο ώστε

1− βm+1 ≤
1

(2K3lm22K)2
<

1

K
,

επομένως από το Λήμμα 8,

D0(t1, t2, . . . , tm, K) = C(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅.

i > 0: Έστω ότι Di(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅ για i < K − 1 και για κάθε m ≥ 0.
Θα δείξουμε ότι Di+1(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅ για κάθε m ≥ 0. Πράγματι,
θέτουμε

m ′ = h(m+ 1, i) και m ′′ = h(m ′ + 1, i).

Αφού Di(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅, υπάρχει X ∈ Di(t1, t2, . . . , tm ′′ , K).
Από τον ορισμό του h(m ′ + 1, i) = m ′′ και την Πρόταση 7, υπάρχει
Y ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm ′+1, K) τέτοιο ώστε Y|X. Από την Πρόταση 6 για
l = 1 (δηλαδή για το Y ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm ′+1, K)), έχουμε ότι υπάρχει
ακολουθία lm αριθμητικών προόδων

(j
(ζ)
0 , . . . , j

(ζ)
K−1) ∈ E(tm ′+1, K), ζ < lm ′,

έτσι ώστε η
(j

(0)
i , . . . , j

(lm ′−1)
i )

να είναι αριθμητική πρόοδος μήκους lm ′ και για κάθε ζ < lm ′ να είναι∪
i ′<K

Y
i ′,j

(ζ)

i ′
∈ Di(t1, t2, . . . , tm ′ , K).

Θέτουμε
Y(ζ) =

∪
′<

Y
i ′,j

(ζ)

i ′
.

Δηλαδή, Y(ζ) ∈ Di(t1, t2, . . . , tm ′, K). Επίσης,m+1 ≤ m ′ κι άρα l2
−i

m ≤
lm ′ . Οπότε, πάλι από τον ορισμό του h(m + 1, i) = m ′ και την Πρό-
ταση 7 για τα Y(ζ), l2

−i

m , έχουμε ότι υπάρχει ακολουθία δομών Z(ζ) ∈
Gi(t1, t2, . . . , tm+1, K), l2

−i

m , τέτοια ώστε Z(ζ)|Y(ζ) και η θέση των Z(ζ)

μέσα στα Y(ζ) είναι η ίδια. Όμως, αφού Z(ζ) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm+1, K),
τότε Z

(ζ)
i ∈ S(t1, t2, . . . , tm+1). Θέτουμε l = l2

−(i+1)

m+1 , Τότε, εφ’ όσον
(j

(0)
i , . . . , j

(l−1)
i ) αριθμητική πρόοδος, θα είναι∪

ζ<l

Z
(ζ)
i ∈ C(t1, t2, . . . , tm+1, K)

. Τώρα, έχουμε διαδοχικά:
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– Y(ζ) ∈ Di(t1, t2, . . . , tm ′, K), οπότε κάθε Y(ζ)
j με j < i ανήκει στην

P(t1, t2, . . . , tm ′) κι επομένως όλα τα Y
(ζ)
j με j < i, ζ < l είναι

R-ισοδύναμα.

– Η θέση των Z(ζ) μέσα στα Y(ζ) είναι η ίδια.

Άρα, για κάθε j < i, τα Z
(ζ)
j είναι R-ισοδύναμα για κάθε ζ < l. Όμως

i + 1 < K, οπότε l = l2
−(i+1)

m+1 ≥ l2
−K

m+1. Επομένως μπορούμε να εφαρ-
μόσουμε την Πρόταση 5 στην ακολουθία δομών Z(ζ), ζ < l, από την
οποία έχουμε ότι υπάρχει ξ∗ < l τέτοιο ώστε

Z(ξ∗) ∈ Gi(t1, t2, . . . , tm+1, K).

Τέλος, εφαρμόζοντας την Πρόταση 6 στη δομήZ(ξ∗), παίρνουμε άμεσα
ότι

Di+1(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅.

Συνεπώς, αποδείχθηκε το επαγωγικό βήμα κι άρα για κάθεm ≥ 0 και
0 ≤ i < K,

Di(t1, t2, . . . , tm, K) ̸= ∅.

Απομένει να δείξουμε ότι το R πράγματι περιέχει αυθαίρετα μεγάλες αριθ-
μητικές προόδους. Είναι

DK−1(K) ̸= ∅,

άρα υπάρχει X ∈ DK−1(K). Άρα X ∈ B(K), δηλαδή το X είναι αριθμητική
πρόοδος μήκους K. Όμως από τον ορισμό τουDK−1(K), κάθε Xi, i < K−1

(δηλαδή κάθε στοιχείο της προόδου) ανήκει στην P(∅) = R, επομένως το R

περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους K− 1. Εφ’ όσον το K είναι αυθαίρετο,
το R περιέχει αυθαίρετα μεγάλη περιέχει αριθμητική πρόοδο.

■

Σαν συνέπεια του Θεωρήματος του Szemerédi , μπορούμε εύκολα να
αποδείξουμε και την πεπερασμένη μορφή του.

Πόρισμα. . Για κάθε ε < 0 kai k ∈ N, υπάρχει θετικός ακέραιος N(k, ε)
τέτοιος ώστε αν n > N(k, ε) και R ⊆ [0, n) με |R| > εn, τότε το R περιέχει
αριθμητική πρόοδο μήκους k.

Απόδειξη. Έστω ότι το πόρισμα δεν ισχύει. Τότε υπάρχει αύξουσα ακο-
λουθία {ni}i≥1 και Ri ⊆ [0, ni) με |R| > εni, i ≥ 1, τέτοια ώστε τα Ri δεν
περιέχουν αριθμητικη πρόοδο μήκους k. Θεωρούμε {n ′

i} υπακολουθία της
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{ni}, τέτοια ώστε n ′
i+1 ≥ 3n ′

i (έτσι ώστε
∑
j<i

n ′
j < n ′

i) για κάθε i ≥ 1. Ορί-

ζουμε το σύνολο
R ′ =

∪
i≥1

(Rn ′
i
+ di),

όπου di =
∑
j<i

n ′
j . Τότε, θέτοντας n ′

0 = 0, είναι

[0, n) ⊇
∪
j>0

n ′
j
≤n

[n ′
j−1, n

′
j),

επομένως, εφ’ όσον |Rn ′
i
| > εn ′

i, θα είναι

lim
n→∞

|R ′ ∩ [0, n)|

n
≥ lim

n→∞

|
∪
j≥1

(Rn ′
j
+ dj) ∩

∪
j>0
dj≤n

[n ′
j−1, n

′
j)|

n

= lim
n→∞

∪
j>0

n ′
j
≤n

|(Rn ′
j
+ dj) ∩ [n ′

j−1, n
′
j)|

n

≥ lim
n→∞

εmax
dj≤n

{dj}

n

≥ ε,

αφού lim
n→∞

max
dj≤n

{dj}

n
≥ lim

i→∞
max
dj≤di

{dj}

di
= 1. Οπότε, από το Θεώρημα, το R ′

θα περιέχει αριθμητική πρόοδο

A = {a+ di : 0 ≤ i < 3k}

μήκους 3k. Θεωρούμε l τέτοιο ώστε

dl ≤ a+ (3k− 1)d < dl+1.

Το Rn ′
l
+ dl μπορεί να περιέχει το πολύ K − 1 όρους της κι άρα πρέπει

a+ 2kd < dl (διαφορετικα η a+ 2kd, . . . , a+ (3k− 1)d θα ήταν αριθμητική
πρόοδος μέσα στο Rn ′

l
+dl μήκους k). Αλλά, από τον ορισμό των n ′

i και di

έπεται εύκολα ότι dl ≥ 3dl−1 κι άρα

a+ kd ≥ 1

3
(a+ (3k− 1)d) >

1

3
dl ≥ dl−1.
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Επομένως,
|A ∩ (Rn ′

l−1
+ dl−1)| > k,

δηλαδή το Rn ′
l−1

+ dl−1 περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k, άτοπο. ■

7.3 Σχόλια
Η συγκεκριμένη απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος, παρότι στοι-

χειώδης, χαρακτηρίζεται από μεγάλη πολυπλοκότητα, αλλά χρειάζεται και
τη βαθιά και ουσιαστική κατανόηση των εργαλειών που χρησιμοποιεί. Μετά
από κάποια τριβή με τις έννοιες, μπορεί κάποιος να διακρίνει ισχυρές και
ξεκάθαρες ιδέες και να εκτιμήσει την συνδυαστική τους ομορφιά, παρά το
ότι η πολυπλοκότητα με την οποία χρειάζεται να διατυπωθούν στη μαθη-
ματική τους γραφή τις κάνει αρχικά αρκετά δυσδιάκριτες.

Το Λήμμα Κανονικότητας για διμερή γραφήματα αποτελεί ένα πολύ δυ-
νατό εργαλείο, το οποίο βελτίωσε 3 χρόνια αργότερα ο ίδιος ο Szemerédi
κι ουσιαστικά ξεκίνησε ολόκληρο κλάδο στη Θεωρία Γραφημάτων.

Η επιστράτευση πολυδιάστατων εργαλείων για να επιλυθεί ένα πρό-
βλημα μονοδιάστατο, δίνει μια ισχυρή μέθοδο για το πως μπορούν να αντι-
μετωπιστούν τέτοιου είδους προβλήματα.

Το πιο σημαντικό στοιχείο της απόδειξης, όμως, είναι μάλλον ότι η άνω
θετική πυκνότητα του συνόλου R ουσιαστικά χρησιμοποιείται μόνο στο πόσο
καλά ορισμένες είναι οι κεκορεσμένες και τέλειες δομές, και κατά συνέπεια,
όλες οι δομές που ορίσαμε. Αν είναι δυνατόν να οριστούν δομές αντίστοι-
χες για κάποιο άλλο σύνολο με διαφορετικές ιδιότητες, οι οποίες να έχουν
την ίδια συμπεριφορά με τις δομές που ορίσαμε, τότε ισχύουν αυτόματα οι
Προτάσεις 4, 5, 6, 7 κι άρα και το Θεώρημα.
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