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EuqaristÐec

Me thn olokl rwsh aut c thc diplwmatik c ergasÐac ja  jela na euqarist sw ton

epiblèponta Anaplhrwt  Kajhght  KwnstantÐno Mhlolid�kh gia thn amèristh bo jei�

tou sthn ekpìnhsh thc, gia ton qrìno pou afièrwse gia na mou ex ghsei tic ènnoiec pou

anaptussìntai se aut n kai tèloc gia th dunatìthta pou mou èdwse na gnwrÐsw kai na

summetèqw wc foitht c stic akadhmaðkèc tou drasthriìthtec.

EpÐshc, ja  jela na euqarist sw ton Kajhght  Apìstolo Mpournèta kai ton Anaplh-

rwt  Kajhght  Ant¸nh Oikonìmou tìso gia th summetoq  touc sthn Trimel  Epitrop 

ìso kai gia th didaskalÐa touc sto plaÐsio twn metaptuqiak¸n mou spoud¸n.

Tèloc, ja  jela na euqarist sw thn oikogènei� mou gia thn upost rixh pou suneqÐzoun

na mou prosfèroun.
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Prìlogoc

To ShmeÐo IsorropÐac Nash apoteleÐ th basikìterh ènnoia lÔshc sth sÔgqronh JewrÐa

PaignÐwn qwrÐc sunergasÐa. H eureÐa qr sh tou ofeÐletai sto gegonìc thc Ôparx c tou se

k�je kat�stash peperasmènhc sÔgkroushc, ìpwc apèdeixe o Nash (1950). Ta teleutaÐa

qrìnia, wstìso, up�rqei mia suneq¸c anaptussìmenh bibliografÐa p�nw sthn katallh-

lìthta tou shmeÐou autoÔ wc ènnoia lÔshc enìc paiqnidioÔ. H kritik  anaptÔssetai p�nw

se dÔo kÔriouc �xonec.

Pr¸ton, ìti to shmeÐo Nash se arketèc peript¸seic den apoteleÐ mia elkustik  lÔsh,

me apotelèsma na mhn mporeÐ na apoteleÐ thn prìtash thc JewrÐac PaignÐwn proc touc

paÐqtec. Upèr thc kritik c aut c sunhgoreÐ to gegonìc ìti se praktik� peir�mata, ta

apotelèsmata suqn� apèqoun polÔ apì th sÔstash tou shmeÐou Nash. H bibliografÐa pou

anaptÔssetai sthn kateujÔnsh aut  esti�zei, metaxÔ �llwn, sthn eÔresh genikeÔsewn tou

shmeÐou Nash, pou den mac lène ti prèpei na proteÐnoume stouc paÐktec alla ti ja doÔme

wc exwterikoÐ parathrhtèc na k�noun oi paÐktec, an touc af soume na apofasÐzoun mìnoi

touc. Kentrik  ston q¸ro autì eÐnai h doulei� enìc akìmh nompelÐsta paigniojewrhtikoÔ,

tou Robert J. Aumann, me thn opoÐa asqolhj kame ekten¸c sthn paroÔsa ergasÐa.

DeÔteron, ìti se paiqnÐdia me perissìtera apì èna shmeÐa Nash qreiazìmaste mia mèjo-

do ¸ste na mporoÔme na dialèxoume an�mesa se {kal�} kai {kak�} shmeÐa. P�nw se autì

to prìblhma èqei anaptuqjeÐ ta teleutaÐa qrìnia mia aqan c bibliografÐa me arketèc en-

diafèrousec jewrÐec. Ed¸, asqoloÔmaste me tic kentrikèc jewrÐec tou exakoloujhtikoÔ

shmeÐou isorropÐac kai thc proc ta pÐsw epagwg c.

Koinìc paranomast c ìlwn twn jewri¸n kai apotelesm�twn pou exet�same eÐnai oi

jemeli¸deic ènnoiec thc koin c prior katanom c kai thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ

twn paikt¸n. O kl�doc pou asqoleÐtai me autì to antikeÐmeno kai gnwrÐzei s mera mia

sobar  an�ptuxh onom�zetai Episthmik  JewrÐa PaignÐwn (Epistemic Game Theory).

Sugkekrimèna sta kef�laia thc paroÔsac ergasÐac asqoloÔmaste me ta ex c:

Sto 1o Kef�laio eis�goume tic basikèc ènnoiec pou aforoÔn to episthmikì montèlo

pou qrhsimopoieÐtai sth sunèqeia, basizìmenoi ston Aumann (1987). Arqik� orÐzontai ta

sust mata pÐstewn kai h ènnoia twn katast�sewn tou kìsmou pou apoteloÔn ta basik�

domik� stoiqeÐa tou montèlou. Me th bo jei� touc dÐnetai akoloÔjwc o orismìc thc koin c

prior katanom c. Sth sunèqeia gÐnetai sqoliasmìc thc koin c prior kai dikaiologeÐtai h
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qr sh thc. Tèloc, orÐzetai me th bo jeia twn telest¸n gn¸shc h ènnoia thc koin c gn¸shc

enìc endeqomènou.

Sto 2o Kef�laio suneqÐzetai h eisagwg  twn ennoi¸n pou qrhsimopoioÔntai sth su-

nèqeia thc ergasÐac. GÐnetai ekten c anafor� sthn ènnoia tou orjologismoÔ kai parou-

si�zontai diaforetikoÐ orismoÐ kai proseggÐseic. AkoloujeÐ o orismìc thc koin c gn¸shc

tou orjologismoÔ kai dÐnetai ènac isodÔnamoc qarakthrismìc thc me th bo jeia twn pro-

seggÐsimwn katast�sewn.AkoloÔjwc orÐzontai ta orjologik� sust mata pÐstewn kai oi

ènnoiec aposafhnÐzontai me th bo jeia paradeigm�twn. To kef�laio oloklhr¸netai me mÐa

sÔntomh anafor� stic peript¸seic pou up�rqei k�poia morf  èlleiyhc orjologismoÔ.

Sto 3o Kef�laio parousi�zontai ta basikìtera apotelèsmata me ta opoÐa asqolh-

j kame sth paroÔsa ergasÐa. Prìkeitai gia tic ergasÐec Agreeing to Disagree, Aumann

(1976), ìpou dÐnoume thn apìdeixh basizìmenoi sta sust mata pÐstewn, Epistemic Condi-

tions for Nash Equilibrium, Aumann & Brandenburger (1995), gia thn parousÐash tou

opoÐou akoloujoÔme thn pio epexhghmatik  prosèggish twn Hillas & Kohlberg (2002) kai

tèloc Rational Expectations in Games, Aumann & Dreze (2008) me thn opoÐa asqolh-

j kame analutik�. Me to kef�laio autì oloklhr¸netai to pr¸to mèroc thc ergasÐac pou

afor� ta paiqnÐdia se kanonik  morf .

Sth sunèqeia strèfoume to endiafèron mac se paiqnÐdia se ektetamènh morf . Arqik�,

sto 4o Kef�laio asqoloÔmaste me th mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c se paiqnÐdia

tèleiac plhrofìrhshc. O Aumann (1995) apodeiknÔei ìti mia ikan  sunj kh gia na pro-

kÔyei to epagwgikì apotèlesma eÐnai na up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ. Se an-

tÐjeth perÐptwsh opoiad pote èkbash eÐnai dunat  kai h qr sh thc mejìdou tÐjetai upì

amfÐsbhthsh, k�ti pou èrqetai se antÐjesh me thn ektetamènh qr sh thc sthn epÐlush

problhm�twn sth JewrÐa PaignÐwn all� kai sthn Epiqeirhsiak  'Ereuna genikìtera.

Tèloc, sto 5o Kef�laio anaferìmaste se ènnoiec isorropÐac gia paiqnÐdia se ekte-

tamènh morf , oi opoÐec genikeÔontai kai se paiqnÐdia elleipoÔc plhrofìrhshc. Akolou-

j¸ntac thn prosèggish tou Redondo (2003) anaferìmaste arqik� sta shmeÐa isorropÐac

tèleia wc proc ta upopaiqnÐdia. Sth sunèqeia exhgoÔme thn ènnoia tou asjen¸c tèleiou

mpeôzianoÔ shmeÐou isorropÐac kai katal goume sthn ènnoia tou exakoloujhtikoÔ shmeÐou

isorropÐac twn Kreps & Wilson (1982) pou apoteleÐ to kentrikì shmeÐo tou kefalaÐou

autoÔ. H parap�nw ènnoiec isorropÐac aposafhnÐzontai me th bo jeia paradeigm�twn apì

th sqetik  bibliografÐa.

SunoyÐzontac, oi kÔrioi �xonec thc paroÔsac ergasÐac  tan h bibliografik  episkìph-

sh kai h katanìhsh twn shmantikìterwn ennoi¸n kai apotelesm�twn pou èqoun parou-

siasteÐ sto pedÐo thc Episthmik c JewrÐac PaignÐwn, filodox¸ntac sth dhmiourgÐa twn

apaitoÔmenwn b�sewn gia th mellontik  diexagwg  èreunac sto en lìgw antikeÐmeno.



Kef�laio 1

Sust mata gn¸shc kai pÐstewn

1.1 Diadrastik� sust mata pÐstewn

1.1.1 Basikèc ènnoiec kai orismoÐ

JewroÔme èna paiqnÐdi G se kanonik  morf , to opoÐo apoteleÐtai apì ta ex c stoiqeÐa:

(i) touc paÐktec, dhlad  èna peperasmèno sÔnolo: N = {1, 2, . . . , n}, kai gia k�je

paÐkth i ∈ N ,

(aþ) èna peperasmèno sÔnolo Si, to opoÐo onom�zetai sÔnolo kajar¸n strathgik¸n

tou paÐkth i kai

(bþ) mia sun�rthsh: hi : S → R, h opoÐa onom�zetai sun�rthsh plhrwm c tou paÐkth
i. Me S sumbolÐzoume to kartesianì ginìmeno:

S = S1 × S2 × · · · × Sn

pou onom�zetai sÔnolo strathgik¸n katast�sewn.

SÔmfwna me touc Aumann & Dreze (2008):

Orismìc 1.1. 'Ena diadrastikì sÔsthma pÐstewn Π -   apl� sÔsthma pÐstewn - gia to

paiqnÐdi G orÐzetai na apoteleÐtai apì ta akìlouja:

1. gia k�je paÐkth i ∈ N orÐzoume èna peperasmèno sÔnolo T i, to opoÐo perilamb�nei

touc tÔpouc tou paÐkth i, dhlad :

T i = {ti : ti tÔpoc tou paÐkth i}, me |T i| < +∞

2. gia k�je tÔpo ti tou paÐkth i:

1
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(aþ) mia strathgik  si(ti) ∈ Si kai
(bþ) mia katanom  pijanìthtac pi(· ; ti) p�nw sto sÔnolo

T−i = T 1 × T 2 × · · · × T i−1 × T i+1 × · · · × Tn,

twn (n − 1)-�dwn twn tÔpwn twn upoloÐpwn paikt¸n. H katanom  aut  ono-

m�zetai jewrÐa   pÐsth tou tÔpou ti.

Parat rhsh 1.2. Epomènwc, k�je tÔpoc enìc paÐkth paÐzei mia sugkekrimènh kajar  stra-

thgik  kai èqei mia jewrÐa sqetik� me to poioÐ eÐnai oi tÔpoi twn �llwn paikt¸n, touc

opoÐouc ja antimetwpÐsei. Oi tÔpoi k�je paÐkth sumbolÐzoun ìlec tic diaforetikèc kata-

st�seic stic opoÐec mporeÐ na brejeÐ o paÐkthc kat� thn ènarxh tou paiqnidioÔ, an�loga me

thn idiwtik  plhrofìrhsh pou ja l�bei mèqri ekeÐnh thn stigm . Fusik�, eÐnai logikì na

upojèsoume - kai h upìjesh aut  uiojeteÐtai pr�gmati sthn sunèqeia - ìti k�je paÐkthc

gnwrÐzei ton tÔpo tou ìtan ja klhjeÐ na paÐxei to paiqnÐdi. Dhlad , gnwrÐzei akrib¸c ti

plhroforÐec èlabe kai poia strathgik  ja akolouj sei.

Jètoume: T = T 1 × T 2 × · · · × Tn. K�je n-�da tÔpwn (mÐa gia k�je paÐkth), dhlad 

k�je stoiqeÐo:

t := (t1, t2, · · · , tn) ∈ T, me ti ∈ T i, i ∈ N,

onom�zetai kat�stash tou kìsmou.

ParathroÔme ìti sÔmfwna me ta prohgoÔmena, se k�je kat�stash tou kìsmou eÐnai

pl rwc prosdiorismèno to ti akrib¸c ja sumbeÐ, Aumann (1987). Dhlad , poia strathgik 

ja paÐxei o k�je paÐkthc kai poia akrib¸c eÐnai h pÐsth tou gia touc tÔpouc twn upoloÐpwn

paikt¸n. Pio leptomer¸c exhgoÔme ton orismì sthn epìmenh par�grafo.

Wc endeqìmeno E orÐzoume k�je uposÔnolo me stoiqeÐa tou T .1 Gia k�je endeqìmeno

E orÐzoume wc p(E; ti) thn pijanìthta pou dÐnei o tÔpoc ti tou paÐkth i sto endeqìmeno

E, dhlad :

p(E; ti) := h pijanìthta pou dÐnei h jewrÐa tou ti sto sÔnolo {t−i ∈ T−i : (ti, t−i) ∈ E}.

Se mia kat�stash tou kìsmou t, ja lème ìti o tÔpoc ti gnwrÐzei to endeqìmeno E  

isodÔnama ìti o paÐkthc i gnwrÐzei to endeqìmeno E ìtan:

p(E; ti) = 1.

1To T paÐzei ton Ðdio rìlo pou paÐzei to Ω stic pijanìthtec. Ed¸: Ω ≡ T 1 × T 2 × · · · × Tn = T.
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ParathroÔme ìti sÔmfwna me autìn ton orismì, gnwrÐzei shmaÐnei ìti apodÐdei pija-

nìthta 1. Sth bibliografÐa up�rqoun orismènec parallagèc autoÔ tou orismoÔ, oi opoÐec

an kai odhgoÔn se endiafèrousec jewrÐec, den ja exetastoÔn sthn paroÔsa an�lush2.

1.1.2 Oi katast�seic tou kìsmou & h ermhneÐa touc

Epanerqìmaste stic katast�seic tou kìsmou, dhlad  sta stoiqeÐa t = (t1, t2, · · · , tn)

tou sunìlou T . 'Opwc anafèrame sunoptik� kai prohgoumènwc, se k�je kat�stash tou

kìsmou eÐnai gnwst� me akrÐbeia ìla ta parak�tw:

• oi enèrgeiec (strathgikèc) twn paikt¸n,

• oi sunart seic plhrwm c touc

kai bèbaia mèsa apì to sÔsthma pÐstewn

• oi pÐsteic touc gia tic enèrgeiec kai tic sunart seic plhrwm c twn �llwn,

• oi pÐsteic touc gia tic pÐsteic twn �llwn sqetik� me ta parap�nw k.o.k.

Pio sugkekrimèna, h pÐsth -   jewrÐa - enìc tÔpou ti antiproswpeÔei tic pijanìthtec pou

apodÐdei o tÔpoc autìc stouc tÔpouc twn upoloÐpwn paikt¸n (kai �ra stic strathgikèc

touc kai kat' epèktash stic pÐsteic touc). EÐnai �meso, ìti o tÔpoc enìc paÐkth kajorÐzei

pl rwc tic pÐsteic tou paÐkth autoÔ:

• gia touc tÔpouc twn �llwn paikt¸n,

• gia tic pÐsteic twn �llwn paikt¸n sqetik� me touc upìloipouc paÐktec,

• gia tic pÐsteic twn �llwn paikt¸n sqetik� me tic pÐsteic twn upoloÐpwn paikt¸n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• k.o.k. ad infinitum.

Me �lla lìgia, ìlh h parap�nw �peirh ierarqÐa twn pÐstewn sqetik� me tic pÐsteic, sqetik�

me tic pÐsteic, . . ., sqetik� me touc tÔpouc twn paikt¸n perigr�fetai pl rwc apì to sÔsthma

pÐstewn pou orÐsame.

'Eqoume, loipìn, aposafhnÐsei ìti sÔmfwna me to parap�nw montèlo, ìtan eÐnai dedo-

mèno ìti briskìmaste sthn kat�stash t tou kìsmou ìloi gnwrÐzoun ta p�nta kai eÐnai

pl rwc kajorismènh h èkbash tou paiqnidioÔ kai oi plhrwmèc twn paikt¸n. 'Etsi, dhmiour-

geÐtai h eÔlogh aporÐa, an to montèlo eÐnai kat�llhlo gia thn perigraf  twn diadrastik¸n

katast�sewn metaxÔ dÔo   perissotèrwn atìmwn me ellip    idiwtik  plhrofìrhsh, me tic

opoÐec asqoleÐtai h JewrÐa PaignÐwn.

2Blèpe Ben Porath (1997).
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H ap�nthsh eÐnai ìti autì pou sumbaÐnei sthn pr�xh eÐnai ìti genik� kaneÐc den gnwrÐzei

poia eÐnai h pragmatik  kat�stash t tou kìsmou. Me ton trìpo autì montelopoieÐtai h

�gnoia   h ellip c plhrofìrhsh k�je paÐkth sqetik� me tic strathgikèc kai tic pÐsteic

twn upoloÐpwn, pou up�rqei se èna paiqnÐdi n paikt¸n. H optik  gwnÐa pou perigr�fei to

montèlo autì eÐnai aut  enìc exwterikoÔ parathrht . Autìc den diajètei k�poia ek twn

protèrwn gn¸sh   plhrofìrhsh gia tic protim seic twn paikt¸n kai jewreÐ tic enèrgeièc

touc wc mèroc thc kat�stashc tou kìsmou pou ja prokÔyei. H je¸rhsh aut  eÐnai ana-

lutik  kai ìqi kanonistik . Dhlad , perigr�fei autì pou sumbaÐnei me k�je leptomèreia

all� den èqei skopì na proteÐnei   na upodeixei stouc paÐktec pwc prèpei na energ soun.

(Aumann & Brandenburger, 1995)
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1.2 H upìjesh thc koin c prior katanom c

1.2.1 Orismìc & ermhneÐa

Mia apì tic dÔo basikèc upojèseic stic opoÐec basÐzontai ta apotelèsmata pou apodei-

knÔontai sth sunèqeia aut c thc ergasÐac, eÐnai aut  thc koin c prior katanom c3.

JewroÔme èna paiqnÐdi G, me èna sÔnolo N -paikt¸n se kanonik  morf , gia to opoÐo

dÐnetai epÐshc èna sÔsthma pÐstewn Π, sÔmfwna me ton Orismì 1.1. H upìjesh thc koin c

prior diatup¸netai wc ex c, Aumann & Dreze (2008):

Orismìc 1.3. H koin  prior eÐnai mia katanom  pijanìthtac P p�nw sto sÔnolo twn

dunat¸n katast�sewn tou kìsmou T = T 1×T 2×. . .×Tn, h opoÐa apodÐdei jetik  pijanìthta
se k�je tÔpo k�je paÐkth, ètsi ¸ste h jewrÐa k�je tÔpou k�je paÐkth pi(· ; ti) na eÐnai

h desmeumènh katanom  thc P me dedomèno ìti autìc o paÐkthc eÐnai autoÔ tou tÔpou4.

Sumbolik�:

pi(t−i; ti) =
P(t−i, ti)

P(ti)
= P(t−i|ti).

Autì pou mac lèei h upìjesh thc koin c prior eÐnai ìti up�rqei mia katanom  pijanìthtac

P p�nw sto sÔnolo T ìlwn twn dunat¸n katast�sewn tou kìsmou (ìlwn twn dunat¸n

sunduasm¸n twn tÔpwn twn paikt¸n) pou dÐnei, qwrÐc bl�bh thc genikìthtac, jetik 

pijanìthta se k�je tÔpo k�je paÐkth5. AkoloÔjwc, h jewrÐa   pÐsth k�je tÔpou ti tou

k�je paÐkth i prokÔptei wc h desmeumènh katanom  thc P, dedomènou tou tÔpou tou paÐkth.
Dhlad :

pi
(
E; ti

)
= P

(
E|ti

)
,

Me �lla lìgia, h pijanìthta pou apodÐdei k�je tÔpoc enìc paÐkth se k�je sunduasmì

tÔpwn -   se k�je kat�stash tou kìsmou - eÐnai akrib¸c h pijanìthta pou dÐnetai sthn

kat�stash aut  apì thn koin  prior, dedomènhc thc idiwtik c plhrofìrhs c tou, dhlad 

dedomènou tou tÔpou tou. H Ôparxh thc koin c prior mporeÐ na gÐnei antilhpt  wc ex c:

H fÔsh {klhr¸nei} mia kat�stash t sÔmfwna me thn gnwst  se ìlouc katanom  P. Sth

sunèqeia, anakoin¸nei se k�je paÐkth ton tÔpo tou ti, all� ìqi touc tÔpouc twn upoloÐ-

pwn (di�nusma: t−i). H jewrÐa tou tÔpou ti gia to poioÐ tÔpoi {klhr¸jhkan} gia touc

upìloipouc eÐnai akrib¸c h desmeumènh katanom  P(· |ti).

3H �llh eÐnai h koin  gn¸sh tou orjologismoÔ. Blèpe Kef�laio 2.
4Jumìmaste ìti to T paÐzei ton rìlo tou q¸rou pijanìthtac Ω kai ta stoiqeÐa tou t antistoiqoÔn sta

stoiqeÐa ω ìpwc ta gnwrÐzoume apì thn jewrÐa pijanot twn.
5H koin  prior mporeÐ na dÐnei pijanìthta 0 se k�poio tÔpo ti. Tìte apl¸c apaleÐfoume ton tÔpo autì

apì to montèlo mac.
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1.2.2 Sqetik� me thn upìjesh thc koin c prior

H upìjesh thc koin c prior eÐnai gnwst  sth bibliografÐa kai wc {the Harsanyi doc-

trine}, kaj¸c pr¸toc thn jemeli¸se o om¸numoc nompelÐstac paigniojewrhtikìc. To

er¸thma pou prokÔptei eÐnai kat� pìso h upìjesh aut  eÐnai realistik  - dhlad , kat�

pìso mporeÐ na jewrhjeÐ ìti isqÔei se mia pragmatik  kat�stash - ¸ste na èqei nìhma h

uiojèths  thc sto episthmikì montèlo pou perigr�foume. O Aumann (1987) afier¸nei

arketì qrìno ¸ste na thn exhg sei kai na dikaiolog sei th qr sh thc. Ta kentrikìtera

shmeÐa aut c thc ergasÐac parajètoume gia ton Ðdio lìgo sthn sunèqeia.

H upìjesh thc koin c prior upodhl¸nei ìti opoiesd pote diaforèc stic ektim seic dia-

foretik¸n atìmwn sqetik� me thn pijanìthta na sumbeÐ k�poio gegonìc ja prèpei na

exhgoÔntai apokleistik� kai mìno apì diaforèc sthn plhrofìrhsh pou dèqthkan aut� ta

�toma. Ekfr�zei, dhlad , thn �poyh ìti en¸ �njrwpoi me diaforetik  idiwtik  plhro-

fìrhsh mporoÔn k�llista na diathroÔn diaforetikèc pÐsteic (  pijanìthtec), den up�rqei

k�poia logik  b�sh gia na k�noun to Ðdio �njrwpoi pou èqoun deqjeÐ akrib¸c tic Ðdiec

plhroforÐec.

Sth bibliografÐa pou afor� thn an�lush katast�sewn idiwtik c   ellipoÔc plhro-

fìrhshc, tìso sta oikonomik�, ìso kai sth JewrÐa PaignÐwn, h qr sh thc upìjeshc thc

koin c prior eÐnai kajolik  eÐte me �meso eÐte me èmmeso trìpo. EÐnai qarakthristikì, ìti

k�je for� pou gr�fetai mia prìtash thc morf c {èstw p h pijanìthta na . . .}, gÐnetai

autìmata h upìjesh ìti up�rqei mia koin  prior, afoÔ jewreÐtai ìti k�poio gegonìc èqei mia

antikeimenik  pijanìthta thn opoÐa ìloi gnwrÐzoun kai apodèqontai. Se antÐjeth perÐptw-

sh ja èprepe na grafìtan {èstw pi h pijanìthta pou dÐnei o paÐkthc i na . . . kai èstw pj h

pijanìthta pou dÐnei o paÐkthc j na . . . }. Gia par�deigma, se paiqnÐdia ìpou up�rqei kÐnhsh

thc fÔshc, jewroÔme ìti k�je dunat  enèrgeia thc fÔshc èqei mÐa kai monadik  pijanìthta

p gnwst  se ìlouc touc paÐktec, se antÐjesh me to na lègame ìti o k�je paÐkthc èqei mia

aujaÐreth upokeimenik  pijanìthta.

H qr sh thc koin c prior enisqÔetai apì thn t�sh pou up�rqei sth sÔgqronh oikonomik 

jewrÐa na tonisjeÐ h shmasÐa thc plhrofìrhshc - kai idiaÐtera thc idiwtik c plhrofìrhshc

- sth l yh apof�sewn. 'Opwc anafèrame kai prohgoumènwc, k�tw apì thn upìjesh thc

koin c prior, diaforèc stic pijanotikèc ektim seic twn paikt¸n ekfr�zoun diaforèc sthn

plhrofìrhsh touc kai mìno. Oi prosp�jeiec pou èqoun gÐnei - ìpwc epishmaÐnei o Aumann

(1987) - na pragmatopoihjoÔn analÔseic p�nw se montèla qwrÐc koin  prior den eÐqan

idiaÐterh ap qhsh. 'Enac apì touc lìgouc, suneqÐzei, faÐnetai na eÐnai h adunamÐa twn

montèlwn - lìgw thc poluplokìtht�c touc - na ex�goun praktik� sumper�smata kai na

perigr�youn ta oikonomik� zht mata gia ta opoÐa anaptÔqjhkan.
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Se antÐjesh me thn upokeimenikìthta stic protim seic twn paikt¸n, h Ôparxh en gènei

proswpik¸n pijanotik¸n ektim sewn eÐnai k�ti pou h oikonomik  jewrÐa arneÐtai na deqjeÐ

wc idèa kai na to qrhsimopoi sei. Sthn perÐptwsh pou deqìmastan diaforèc stic pÐsteic

atìmwn me akrib¸c thn Ðdia plhrofìrhsh, ja  tan san na epitrèpame thn Ôparxh prokata-

l yewn sthn exagwg  sumperasm�twn. K�ti tètoio den eÐnai kajìlou jemitì, afoÔ sthn

pragmatikìthta k�poioc mporeÐ akìma kai na epikrijeÐ an epitrèpei proswpikèc protim seic

kai apìyeic na ephre�zoun thn krÐsh tou. Sunep¸c, prob�llei logikì na anaferìmaste se

antikeimenikèc ektim seic pijanot twn pou eÐnai koin¸c apodektèc kai gnwstèc apì ìlouc

tou paÐktec. Autèc akrib¸c oi pijanìthtec apoteloÔn thn koin  prior katanom .

Qronik�, h sumfwnÐa p�nw sthn katanom  aut  apì ìlouc touc paÐktec, topojeteÐtai

prin to arqikì st�dio tou paiqnidioÔ. 'Ustera apì thn stigm  thc sumfwnÐac p�nw stic

pijanìthtec ìlwn twn dunat¸n katast�sewn tou kìsmou pou mporeÐ na prokÔyoun, arqÐzei

h idiwtik  plhrìforhsh pou odhgeÐ k�je paÐkth se sugkekrimèno tÔpo. Apì kei kai pèra,

sÔmfwna me to montèlo pou perigr�foume, ìla eÐnai prokajorismèna, an jumhjoÔme ìti

gia k�je tÔpo eÐnai plhr¸c prosdiorismèna tìso h strathgik  ìso kai h pÐsth tou. Aut�,

fusik�, den isqÔoun gia tic protim seic twn paikt¸n kai tic sunart seic plhrwm c pou

tic ekfr�zoun, pou mporoÔn na perièqoun opoiod pote bajmì upokeimenikìthtac, Aumann

(1987).
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1.3 Telestèc gn¸shc & h ènnoia thc koin c gn¸shc

1.3.1 OrismoÐ

Gia k�je paÐkth i ∈ N orÐzoume ènan telest  Ki apì to dunamosÔnolo P (T ) tou

sunìlou T ston eautì tou, wc ex c:

Ki : P (T ) −→ P (T )

P (T ) 3 E 7−→ {t ∈ T : p(E; ti) = 1} ∈ T.

Dhlad  KiE eÐnai to sÔnolo ìlwn twn katast�sewn, stic opoÐec o i gnwrÐzei to E. Oi

telestèc Ki onom�zontai telestèc gn¸shc kai eÐnai polÔ qr simoi gia thn majhmatik 

montelopoÐhsh twn episthmik¸n ennoi¸n pou anaptÔssontai sth sunèqeia.

'Estw, t¸ra, to uposÔnolo tou T :

K1E : = K1E ∩K2E ∩ · · · ∩KnE

= to endeqìmeno ìloi oi paÐktec na gnwrÐzoun to E.

Tìte, gia t ∈ K1E lème ìti to E eÐnai amoibaÐa gnwstì sthn kat�stash t se pr¸th t�xh

  isodÔnama ìti apoteleÐ amoibaÐa gn¸sh 1hc t�xhc (1st order mutual knowledge)   apl�

amoibaÐa gn¸sh. 'Omoia, jètoume:

K2E : = K1K1E

= to endeqìmeno ìloi oi paÐktec na gnwrÐzoun ìti ìloi oi

paÐktec gnwrÐzoun to E.

Tìte, gia t ∈ K2E lème ìti sthn kat�stash t to E apoteleÐ amoibaÐa gn¸sh 2hc t�xhc

(2nd order mutual knowledge).

AntÐstoiqa, mporoÔme na orÐsoume to sÔnolo KmE gia k�je m ∈ N ki na lème ìti èna

endeqìmeno E apoteleÐ amoibaÐa gn¸sh t�xhc m metaxÔ twn paikt¸n sthn kat�stash t,

an t ∈ KmE.

SunoyÐzontac, èqoume ìti èna endeqìmeno (  gegonìc) apoteleÐ:

• amoibaÐa gn¸sh (1hc t�xhc), ìtan ìloi oi paÐktec to gnwrÐzoun,

• amoibaÐa gn¸sh 2hc t�xhc, ìtan ìloi oi paÐktec gnwrÐzoun, ìti ìloi oi paÐktec to

gnwrÐzoun,
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• amoibaÐa gn¸sh 3hc t�xhc, ìtan ìloi oi paÐktec gnwrÐzoun, ìti ìloi oi paÐktec gnw-

rÐzoun, ìti ìloi oi paÐktec to gnwrÐzoun,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• k.o.k. gia opoiad pote peperasmènh t�xh m ∈ N.

Tèloc, èstw to sÔnolo:

CKE := K1E ∩K2E ∩K3E ∩ . . . .

Orismìc 1.4. Ja lème ìti to endeqìmeno E apoteleÐ koin  gn¸sh metaxÔ twn paikt¸n

sthn kat�stash t, an t ∈ CKE.

'Ena jemeli¸dec stoiqeÐo pou prokÔptei apì th dom  tou montèlou pou perigr�foume,

eÐnai ìti h prior katanom  kai ta sÔnola twn tÔpwn twn paikt¸n apoteloÔn koin  gn¸sh

metaxÔ twn paikt¸n, afoÔ sthn perÐptwsh aut  to sÔnolo E sumpÐptei me to T . Qrei�zetai

idiaÐterh prosoq  na katal�boume ìti autì den eÐnai upìjesh, all� apoteleÐ idiìthta tou

montèlou - tautologÐa   je¸rhma, ìpwc anafèrei qarakthristik� o Aumann (1987).

1.3.2 Idiìthtec

Sth sunèqeia paratÐjentai orismèna l mmata - idiìthtec - twn telest¸n gn¸shc ta opoÐa

epibebai¸noun th sunoq  kai th sumbatìthta twn orism¸n thc prohgoÔmenhc paragr�fou

me th diaÐsjhs  mac.

L mma 1.5. O paÐkthc i gnwrÐzei ìti apodÐdei pijanìthta π se èna endeqìmeno E an kai

mìno an pr�gmati apodÐdei pijanìthta π sto E.

L mma 1.6. CKE = KiCKE.

An èna endeqìmeno apoteleÐ koin  gn¸sh, tìte k�je paÐkthc gnwrÐzei ìti autì apoteleÐ

koin  gn¸sh.

L mma 1.7. Ki(E1 ∩ E2 ∩ . . .) = KiE1 ∩KiE2 ∩ . . .
'Enac paÐkthc gnwrÐzei ìti sumbaÐnoun ìla ta endeqìmena apì mÐa sullog  endeqomènwn an

kai mìno an gnwrÐzei ìti sumbaÐnei k�je èna apì aut�.

L mma 1.8. An E ⊂ F tìte KiE ⊂ KiF .

An h pragmatopoÐhsh enìc endeqomènou E sunep�getai thn pragmatopoÐhsh enìc endeqo-

mènou F , tìte e�n o paÐkthc i gnwrÐzei to E, ja gnwrÐzei kai to F .

L mma 1.9. CKE ⊂ E.
E�n apoteleÐ koin  gn¸sh metaxÔ twn paikt¸n ìti èna endeqìmeno èqei pragmatopoihjeÐ,

tìte autì èqei pragmatopoihjeÐ.
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L mma 1.10. Ki(KiE)c = (KiE)c.

O paÐkthc i gnwrÐzei ìti den gnwrÐzei to endeqìmeno E an kai mìno an den gnwrÐzei to

endeqìmeno E.

L mma 1.11. KiE ⊂ E.
O paÐkthc i mporeÐ na gnwrÐzei ìti èna endeqìmeno pragmatopoi jhke mìno an autì èqei

ìntwc pragmatopoihjeÐ.

Oi apodeÐxeic up�rqoun stouc Aumann (1995) kai Aumann & Brandenburger (1995)

kai prokÔptoun �mesa apì th qr sh twn orism¸n.



Kef�laio 2

O orjologismìc sth JewrÐa

PaignÐwn

2.1 H ènnoia tou orjologismoÔ

2.1.1 Eisagwg 

Sthn an�lush twn paiqnidi¸n qwrÐc sunergasÐa, pl rouc   ellipoÔc plhrofìrhshc,

eÐnai logikì na mac apasqoloÔn oi eikasÐec k�je paÐkth sqetik� me tic enèrgeiec twn upo-

loÐpwn paikt¸n. 'Ena kentrikì er¸thma sth JewrÐa PaignÐwn eÐnai p¸c mporeÐ na enswma-

twjeÐ mia tètoia diadikasÐa eikasi¸n sthn tupik  epÐlush enìc paiqnidioÔ. Gia par�deigma,

up�rqoun jewrÐec prosarmostikìthtac twn strathgik¸n twn paikt¸n stic pÐsteic touc gia

tic strathgikèc twn upoloÐpwn paikt¸n, Fudenberg & Levine (1999). An kai h paroÔsa

ergasÐa den asqoleÐtai me parìmoia montèla m�jhshc kai prosarmog c all� me tic episth-

mikèc sunj kec pou ja mac d¸soun wc èkbash tou paiqnidioÔ mia kajierwmènh ènnoia lÔshc

(ìpwc p.q. to shmeÐo Nash), koinì shmeÐo kai stic dÔo proseggÐseic eÐnai h diereÔnhsh tou

orjologismoÔ twn paikt¸n.

Arqik�, Ðswc faÐnetai tetrimmèno na suzht�me gia orjologismì, kaj¸c ja  tan perÐergo

na asqoloÔmaste me tic epilogèc kai th sumperifor� paikt¸n pou den eÐnai orjologikoÐ.

Poll� probl mata   par�doxa thc JewrÐac PaignÐwn, wstìso, xekin�ne apì peript¸seic

ìpou faÐnetai na mhn epilègetai apì touc paÐktec h orjologik  sumperifor� (se pragma-

tik� peir�mata)   peript¸seic ìpou o orjologismìc odhgeÐ se m  epijumht�   realistik�

jewrhtik� apotelèsmata. Ti orÐzoume, ìmwc, wc orjologismì; dhlad  pìte lème ìti ènac

paÐkthc eÐnai orjologikìc   ìti sumperifèretai orjologik� kai pìte ìqi; O basikìteroc

orismìc pou sunant�ei kaneÐc se meg�lo mèroc thc genikìterhc majhmatik c bibliografÐac

11
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kai moi�zei na eÐnai �mesh èkfrash thc koin c logik c eÐnai o ex c:

Orjologikìc eÐnai ènac paÐkthc ìtan me tic kin seic tou, megistopoieÐ thn wfèlei� tou.

Akrib¸c, ed¸ se autìn ton tìso aplì orismì arqÐzoun ta probl mata:

(i) pwc mporeÐ ènac paÐkthc na gnwrÐzei akrib¸c poia apì tic strathgikèc tou prèpei

na qrhsimopoi sei ¸ste na megistopoi sei thn wfèlei� tou an upojèsoume ìti den

gnwrÐzei tic strathgikèc twn �llwn; An kai h upìjesh ìti oi strathgikèc twn u-

poloÐpwn paikt¸n eÐnai dedomènec qrhsimopoieÐtai suqn� sth JewrÐa PaignÐwn, se

pollèc peript¸seic den eustajeÐ   den mporeÐ na gÐnei.

(ii) up�rqoun katast�seic ìpou o entopismìc akrib¸c aut c thc strathgik c eÐnai qro-

nobìroc   èqei meg�lo kìstoc   eÐnai akìma kai upologistik� adÔnatoc1. Pwc ja

orÐzame mia orjologik  sumperifor� se mia tètoia perÐptwsh;

(iii) se poll� empeirik� peir�mata2 h sumperifor� twn paikt¸n apoklÐnei shmantik� apì

tic sust�seic thc JewrÐac PaignÐac kai tou shmeÐou isorropÐac. Prèpei, loipìn, na

jewr soume ìti oi paÐktec pou kaloÔntai na paÐxoun èna tètoio paiqnÐdi den mporoÔn

na leitourg soun orjologik� kai apotugq�noun na megistopoi soun thn wfèlei�

touc kaj¸c h sumperifor� touc den sumfwneÐ me ta jewrhtik� apotelèsmata;

2.1.2 DiaforetikoÐ orismoÐ & proseggÐseic

'Ola ta parap�nw, katadeiknÔoun tic adunamÐec autoÔ tou genikoÔ orismoÔ kai epishmaÐ-

noun to prìblhma diatÔpwshc miac ènnoiac orjologik c sumperifor�c pou den ja epitrèpei

tètoiec antif�seic. Sth sqetik  bibliografÐa sunant�ei kaneÐc pollèc diaforetikèc pro-

seggÐseic kai parallagèc. Sth sunèqeia parousi�zoume tic pio diadedomènec apì autèc, tic

opoÐec ja qrhsimopoi soume kai sthn paroÔsa ergasÐa.

Mia eurèwc apodekt  ènnoia tou orjologismoÔ eÐnai aut  tou MpeôzianoÔ orjologi-

smoÔ, Aumann (1996):

Orismìc 2.1. 'Enac paÐkthc onom�zetai orjologikìc kat� Bayes se mÐa kat�stash t tou

kìsmou, an h strathgik  si(ti) pou akoloujeÐ o sugkekrimènoc tÔpoc tou ti, megistopoieÐ

thn plhrwm  tou dedomènhc thc plhrofìrhshc pou diajètei. Sumbolik�:

E
[
hi(si(ti), s−i)

∣∣ ti] ≥ E [hi(wi, s−i) ∣∣ ti]
1Oi Daskalakis et al. (2009), apodeiknÔoun ìti h upologistik  poluplokìthta thc eÔreshc tou shmeÐou

Nash eÐnai exairetik� meg�lh sthn genik  perÐptwsh. 'Ena epiqeÐrhma sÔmfwna me to opoÐo askeÐtai kritik 
sto shmeÐo Nash basÐzetai akrib¸c p�nw se autì to stoiqeÐo. Sto ìti, dhlad , afoÔ eÐnai upologistik�
adÔnato to shmeÐo Nash na brejeÐ mèsa se nteterministik� poluwnumikì qrìno apì ènan upologist , pwc
perimènoume na brejeÐ apì èna polÔploko sÔsthma, ìpwc h oikonomÐa   k�poio zwikì eÐdoc;

2To dÐlhmma tou taxidi¸th, to paiqnÐdi thc sarantapodaroÔsac k.a.
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gia k�je wi 6= si(ti), me wi ∈ Si. An ènac paÐkthc eÐnai orjologikìc se k�je kat�stash tou
kìsmou pou mporeÐ na prokÔyei me jetik  pijanìthta, dhlad  an k�je tÔpoc enìc paÐkth

eÐnai orjologikìc, tìte o paÐkthc onom�zetai orjologikìc.

SÔmfwna me ton orismì autì, ènac orjologikìc paÐkthc epilègei mia strathgik , h

opoÐa megistopoieÐ thn anamenìmenh wfèlei� tou ìtan oi epilogèc twn �llwn paikt¸n

katanèmontai pijanotik� sÔmfwna me th jewrÐa tou. Autì dikaiologeÐ thn onomasÐa Mpe-

ôzianìc orjologismìc. DÔo basikèc sunèpeiec aut c thc je¸rhshc eÐnai oi ex c:

• oi meiktèc strathgikèc den ermhneÔontai wc suneidht  tuqaiopoÐhsh, all� wc eikasÐec

- dhlad  pijanìthtec - sqetik� me to ti ja k�nei o �lloc   oi �lloi paÐktec (oi opoÐec

prokÔptoun apì th jewrÐa touc, bl. Orismì 1.1). 'Etsi, oi paÐktec prospajoÔn na

megistopoi soun thn anamenìmenh plhrwm  touc paÐzontac ousiastik� en�ntia sthn

eikasÐa touc.

• k�je paÐkthc mporeÐ na èqei polloÔc diaforetikoÔc tÔpouc, k�je ènac apì touc opo-

Ðouc mporeÐ na diajètei kai mia diaforetik  pÐsth. Sth sunèqeia, k�je tÔpoc kaleÐtai

na epilèxei mia strathgik  pou na megistopoieÐ thn plhrwm  tou dedomènhc thc pÐsthc

tou, prokeimènou o paÐkthc na jewrhjeÐ orjologikìc. 'Etsi, mia strathgik  mporeÐ

na eÐnai bèltisth gia perissìterouc apì ènan tÔpouc tou paÐkth.

Se paiqnÐdia pou dÐnontai se ektetamènh morf , o Aumann (1995) qrhsimopoieÐ mia

pio asjen  ènnoia tou orjologismoÔ, kai katafèrnei parìla aut� na apodeÐxei exÐsou

isqur� apotelèsmata me ton mpeôzianì orjologismì, ìpwc ja doÔme sthn sunèqeia. Pio

sugkekrimèna, èstw èna paiqnÐdiG, n-paikt¸n se ektetamènh morf  kai èstw mÐa kat�stash

tou kìsmou t. 'Estw

s =
(
s1(t), s2(t), . . . , sn(t)

)
h strathgik  kat�stash pou akoloujeÐtai3. 'Estw, tèloc, v mia koruf  tou dèndrou sthn

opoÐa h kÐnhsh elègqetai apì ton paÐkth i. Gia thn orismì tou asjenoÔc orjologismoÔ

qreiazìmaste thn ènnoia thc desmeumènhc plhrwm c tou paÐkth i sthn koruf  v:

Orismìc 2.2. Wc desmeumènh plhrwm  tou paÐkth i sthn koruf  v k�tw apì thn

strathgik  kat�stash s, orÐzoume thn plhrwm  pou ja p�rei sthn termatik  koruf  pou

ja odhghjoÔn oi paÐktec, an xekin¸ntac apì thn koruf  v, akolouj soun tic strathgikèc

thc s.

Me b�sh ta parap�nw o asjen c orjologismìc orÐzetai wc ex c:

Orismìc 2.3. Ja lème ìti paÐkthc i eÐnai orjologikìc sthn koruf  v an den up�rqei

strathgik  pou na gnwrÐzei o i kai pou na tou exasfalÐzei kalÔterh desmeumènh plhrwm 

3JumhjeÐtai ìti h strathgik  k�je paÐkth eÐnai prodiagegrammènh apì ton tÔpo tou.
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sthn v apì aut n pou tou exasfalÐzei h strathgik  si(t) pou  dh akoloujeÐ. An o i eÐnai

orjologikìc se k�je koruf  pou elègqei tìte onom�zetai orjologikìc.

Orismènec parathr seic gia ton parap�nw orismì eÐnai oi ex c:

1. Gia na qarakthristeÐ ènac paÐkthc orjologikìc sÔmfwna me thn asjen  ènnoia den

qrei�zetai na megistopoi sei thn plhrwm  tou. H apaÐthsh pou prèpei na ikanopoieÐ

eÐnai apì tic strathgikèc pou gnwrÐzei, th stigm  pou lamb�nei thn apìfas  tou, na

epilèxei aut n pou tou apodÐdei thn kalÔterh plhrwm . H ènnoia aut  orÐzetai apì

ton Aumann (1995) kai qrhsimopoieÐtai sthn sunèqeia ekten¸c sth bibliografÐa,

blèpe Chen et al. (2012).

2. H asjen c ènnoia tou orjologismoÔ èpetai apì thn ènnoia tou mpeôzianoÔ orjolo-

gismoÔ. An ènac paÐkthc megistopoieÐ thn anamenìmenh plhrwm  tou, tìte sÐgoura

den mporeÐ na èqei mia epilog  pou na gnwrÐzei ìti ja exasfalÐsei èna kalÔtero apo-

tèlesma. 'Etsi, opoiod pote apotèlesma apodeiknÔetai k�tw apì thn asjen  ènnoia,

suneqÐzei na isqÔei an h asjen c ènnoia antikatastajeÐ apì thn mpeôzian  ènnoia.

3. Ston orismì den ègine kamÐa di�krish an�mesa se korufèc pou o paÐkthc jewreÐ

pijanì na ft�sei to paiqnÐdi kai se korufèc pou den jewreÐ pijanì. Lamb�nontac

upìyh thn diafor� aut , prokÔptoun oi ex c ènnoiec:

(i) Ousiastikìc (substantive) orjologismìc: Oi paÐktec sumperifèrontai orjolo-

gik� akìma kai se korufèc pou gnwrÐzoun ìti den prìkeitai na ft�sei to paiqnÐdi

k�tw apì thn dedomènh strathgik  kat�stash.

(ii) Ulikìc (material) orjologismìc: Oi paÐktec sumperifèrontai orjologik� mìno

se korufèc pou gnwrÐzoun ìti ja ft�sei to paiqnÐdi k�tw apì thn dedomènh

strathgik  kat�stash.

Oi dÔo ènnoiec odhgoÔn se teleÐwc diaforetik� apotelèsmata. 'Enac paÐkthc ìtan

epilègei mia strathgik  asfal¸c lamb�nei upìyh tou ti ja ginìtan an den thn e-

pèlege, dhlad  exet�zei ti ja sunèbaine èxw apì to monop�ti pou prodiagr�fei h

strathgik  pou epilègei. 'Etsi, paÐzei kajoristikì rìlo an oi paÐktec sumperifèron-

tai orjologik� kai sta upìloipa monop�tia. H ènnoia tou ulikoÔ orjologismoÔ eÐnai

polÔ asjen c kai apotugq�nei na odhg sei sthn apìdeixh twn apotelesm�twn pou

parousi�zontai sthn sunèqeia. Sthn paroÔsa ergasÐa, qrhsimopoieÐtai h ènnoia tou

ousiastikoÔ orjologismoÔ4.

4. O orismìc apaiteÐ apì ton paÐkth na eÐnai orjologikìc, thn stigm  pou kaleÐtai na

k�nei thn kÐnhs  tou. O orismìc èqei dwjeÐ me b�sh ti sumbaÐnei apì mia koruf 

kai met� kai ìqi me b�sh ti sunèbei gia na ft�soume se k�poia koruf . 'Etsi, k�je

apìfash, prèpei na eÐnai orjologik  autotel¸c kai na odhgeÐ se megistopoÐhsh thc

desmeumènhc plhrwm c apì mia koruf  kai met�, anexart twc an  tan anamenìmeno

4Gia perissìterec leptomèreiec sqetik� me autì to basikì z thma, bl. Aumann (1996).
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na ft�sei to paiqnÐdi se aut n thn koruf    ìqi5. Kai autì to stoiqeÐo, sunhgoreÐ

sthn qr sh tou ousiastikoÔ orjologismoÔ, ènanti tou ulikoÔ.

Me tic parap�nw proseggÐseic antimetwpÐzetai se meg�lo bajmì to prìblhma tou ori-

smoÔ miac ènnoiac megistopoÐhshc - kai �ra orjologismoÔ - k�tw apì sunj kec abebaiìth-

tac   k�tw apì thn ìqi p�nta isqÔousa upìjesh ìti oi paÐktec gnwrÐzoun thn strathgik 

twn upoloÐpwn. Stic apodeÐxeic twn basik¸n apotelesm�twn pou parousi�zontai sthn

paroÔsa ergasÐa qrhsimopoieÐtai kurÐwc h asjen c ènnoia tou orjologismoÔ.

5Kai autì to z thma èqei shmantikèc proekt�seic. Gia mia pio leptomer  an�lush, bl. Aumann (1996)
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2.2 H koin  gn¸sh tou orjologismoÔ

2.2.1 Orismìc & ermhneÐa

'Otan k�poioc paÐkthc klhjeÐ na apofasÐsei poia ja eÐnai h strathgik  pou ja akolou-

j sei, tìte sÐgoura perimènoume ìti ja k�nei k�poiec skèyeic sqetik� me to poia ja eÐnai h

strathgik  twn antip�lwn tou. Gia par�deigma ac p�roume thn perÐptwsh enìc paiqnidioÔ

tèleiac plhrofìrhshc dÔo paikt¸n - I kai II - se ektetamènh morf . 'Eqoume sunhjÐsei na

jewroÔme wc autonìhth th lÔsh pou prokÔptei me epagwg  apì tic termatikèc korufèc

proc thn arqik  (dunamikìc programmatismìc). Epomènwc, èmmesa jewroÔme, ìti o paÐkthc

pou ja kinhjeÐ pr¸toc, èqontac sumper�nei poiec ja eÐnai oi mellontikèc kin seic tou �l-

lou paÐkth, ja epilèxei na kinhjeÐ proc thn koruf  pou ja megistopoieÐ thn anamenìmenh

wfèlei� tou apì kei kai pèra.

To er¸thma eÐnai poiec siwphrèc upojèseic k�noume jwr¸ntac ìti aut  ja eÐnai h

exèlixh tou paiqnidioÔ. Profan¸c, o k�je paÐkthc ja prèpei na eÐnai orjologikìc. ArkeÐ,

ìmwc, se ènan paÐkth na gnwrÐzei ìti oi �lloi paÐktec eÐnai orjologikoÐ - ìti dhlad 

megistopoioÔn se k�je perÐptwsh thn wfèlei� touc, sÔmfwna me tic pÐsteic touc - ¸ste

na mporeÐ na sumper�nei   èstw na mporeÐ na problèyei me meg�lh pijanìthta poia ja eÐnai

h strathgik  pou ja epilèxoun; H ap�nthsh se autì to er¸thma eÐnai - ìpwc ja doÔme -

arnhtik .

'Estw t¸ra, ìti o paÐkthc I eÐnai orjologikìc kai ìti gnwrÐzei ìti o paÐkthc II eÐnai kai

autìc orjologikìc. An t¸ra o I den gnwrÐzei epiplèon ti gnwrÐzei o antÐpalìc tou gia

ton Ðdio, tìte par� tic prohgoÔmenec upojèseic den mporeÐ na eÐnai sÐgouroc gia to pwc ja

sumperiferjeÐ telik� o II. Autì, epeid  eÐnai pijanì - apì thn skopi� tou I - to endeqìmeno

o II na mhn ton jewreÐ orjologikì kai �ra na pr�ttei an�loga.

Sunep¸c, gia na mporeÐ na suneqÐsei o I ton sullogismì tou kai na apofasÐsei thn

strathgik  tou, qrei�zetai na gnwrÐzei ti pisteÔei o II gia autìn. To epiqeÐrhma autì

mporeÐ na epanalhfjeÐ �peirec forèc, me apotèlesma na katal goume �mesa sto ìti h mình

perÐptwsh na eÐnai o I sÐgouroc gia to ti ja pr�xei o II eÐnai ìtan sumbaÐnoun ta akìlouja:

(i) o I gnwrÐzei ìti o II eÐnai orjologikìc,

(ii) o I gnwrÐzei ìti o II gnwrÐzei ìti o I eÐnai orjologikìc,

(iii) o I gnwrÐzei ìti o II gnwrÐzei ìti o I gnwrÐzei ìti o II eÐnai orjologikìc,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(iv) k.o.k mèqri to �peiro.
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Profan¸c ta Ðdia isqÔoun kai apì thn pleur� tou paÐkth II. 'Etsi, prokÔptei o epìmenoc

orismìc thc ènnoiac thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ h opoÐa apoteleÐ kentrikì shmeÐo

anafor�c se ìlh thn an�lush pou akoloujeÐ sthn paroÔsa ergasÐa, Aumann (1995):

Orismìc 2.4. Se mÐa kat�stash tou kìsmou t ja lème ìti up�rqei koin  gn¸sh tou

orjologismoÔ (common knowledge of rationality   CKR), an sthn kat�stash aut :

(i) ìloi oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ,

(ii) ìloi oi paÐktec gnwrÐzoun ìti ìloi oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ,

(iii) ìloi oi paÐktec gnwrÐzoun ìti ìloi oi paÐktec gnwrÐzoun ìti ìloi oi paÐktec eÐnai orjo-

logikoÐ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(iv) k.o.k mèqri to �peiro.

Fusik� ed¸ eÐpame me lìgia ìsa ja mporoÔsame na eÐqame orÐsei sumbolik�, ìpwc sto

Ed�fio 1.4.1. Tìte to rìlo tou E ja èpaize to endeqìmeno R na eÐnai ìloi oi paÐktec

orjologikoÐ, KiR ja  tan to endeqìmeno o i paÐkthc na gnwrÐzei to R, K1R ja  tan h

amoibaÐa gn¸sh 1hc t�xhc tou R, k.o.k.

An kai ja faneÐ sth sunèqeia mèsa apì paradeÐgmata6, Ðswc eÐnai  dh kai diaisjhtik�

profanèc ìti h Ôparxh �gnoiac - se opoiod pote bajmì - prokaleÐ abebaiìthta gia tic

enèrgeiec twn paikt¸n kai �ra kai gia thn èkbash tou paiqnidioÔ. H �gnoia aut  mporeÐ

na ekfrasteÐ wc èlleiyh amoibaÐac gn¸shc tou orjologismoÔ twn paikt¸n opoiasd pote -

aujaÐreta meg�lhc - t�xhc, dhlad  genik� wc èlleiyh koin c gn¸shc. 'Etsi, genik� gia na

mporoÔme me akrÐbeia na problèyoume thn èkbash enìc opoioud pote paiqnidioÔ, den eÐnai

arketì na perioristoÔme sthn Ôparxh tou orjologismoÔ   akìma kai sthn amoibaÐa gn¸sh

tou orjologismoÔ opoiasd pote t�xhc. 'Oso kai an faÐnetai apaithtikì, eÐnai aparaÐthto

na exet�soume th sunj kh thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ. An diakìyoume thn sul-

logistik  pou anaptÔssetai ston orismì se èna opoiod pote n ∈ N - ìso meg�lo kai an

eÐnai autì - tìte epitrèpoume �mesa thn eisagwg  abebaiìthtac - èstw kai mikr c - sto

sÔsthma. 'Etsi, gÐnetai dunatì èna eÔroc sumperifor¸n twn paikt¸n pou den antif�skoun

stic (peperasmènec) upojèseic amoibaÐou orjologismoÔ all� mporoÔn na apèqoun apì tic

anamenìmenec sumperiforèc k�tw apì tic gnwstèc ènnoiec lÔshc (p.q. epagwgik  epÐlush,

shmeÐo Nash k.l.p.). Oi parap�nw skèyeic ja epibebaiwjoÔn sth sunèqeia me thn parou-

sÐash diaijhtik� anamenìmenwn apotelesm�twn7 pou basÐzontai sth sunj kh thc koin c

gn¸shc tou orjologismoÔ kai akìma perissìtero me thn apìdeixh ìti h sunj kh aut  eÐnai

austhr  - dhlad  ìti an qalarwjeÐ èstw kai lÐgo kai antikatastajeÐ me amoibaÐa gn¸sh

aujaÐreta meg�lhc t�xhc n ∈ N, ta apotelèsmata paÔoun na isqÔoun.

6Blèpe ParadeÐgmata 2.1 kai 2.2
7Gia par�deigma apotelèsmata pou prokÔptoun apì th mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c se paiqnÐdia

tèleiac plhrofìrhshc. Blèpe Kef�laio 4.
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2.2.2 Qarakthrismìc thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ

'Opwc anafèrame kai sthn prohgoÔmenh par�grafo, h sunj kh thc koin c gn¸shc tou

orjologismoÔ prokÔptei �mesa ìtan jèloume na apokleÐsoume thn Ôparxh abebaiìthtac

wc proc ton orjologismì twn paikt¸n se èna paÐgnio. Parìla aut�, wc mia �peirh diadoq 

sullogism¸n, faÐnetai na eÐnai polÔ dÔskolh h epibebaÐwsh thc sthn pr�xh. Sthn sunèqeia

dÐnetai ènac polÔ qr simoc qarakthrismìc pou mac epitrèpei na anagnwrÐsoume an isqÔei h

sunj kh aut  se èna dedomèno paiqnÐdi   ìqi kai sthn epìmenh par�grafo gÐnetai mia mikr 

suz thsh sqetik� me to kat� pìso h sunj kh eÐnai realistik  kai apant�tai sthn pr�xh  

ìqi.

Pr¸ta, orÐzoume thn ènnoia twn proseggÐsimwn katast�sewn. 'Estw, loipìn, kat� ta

gnwst� èna paiqnÐdi G, n-paikt¸n kai èna sÔsthma pÐstewn Π p�nw se autì. 'Estw, epÐshc,

mia kat�stash tou kìsmou t.

Orismìc 2.5. Gia mÐa kat�stash tou kìsmou t, ja lème ìti h t′ eÐnai proseggÐsimh apì

thn t an oi jewrÐec twn tÔpwn twn paikt¸n sthn t, eÐnai sumbatèc me to na dÐnei h koin 

prior jetik  pijanìthta sto endeqìmeno h pragmatik  kat�stash tou kìsmou na eÐnai h

t′.8

Mia kat�stash t′ eÐnai, dhlad , proseggÐsimh apì thn t, ìtan up�rqei ènac tÔpoc

k�poiou paÐkth sthn t pou mporeÐ na pisteÔei (dÐnei jetik  pijanìthta) se k�poio apì

ta ex c:

(i) ìti h pragmatik  kat�stash eÐnai h t′

(ii) ìti up�rqei k�poioc tÔpoc pou mporeÐ na pisteÔei ìti h pragmatik  kat�stash eÐnai

h t′

(iii) ìti up�rqei k�poioc tÔpoc pou mporeÐ na pisteÔei ìti up�rqei k�poioc tÔpoc pou

mporeÐ na pisteÔei . . . ìti h pragmatik  kat�stash eÐnai h t′, k.o.k.

SumbolÐzoume meM(t) to sÔnolo twn proseggÐsimwn katast�sewn apì thn t, Geanakoplos

(1994).

Gia thn an�lush aut c thc kat�stashc, eÐnai aparaÐthto k�je paÐkthc na èrjei sth jèsh

ènoc exwterikoÔ parathrht . KaneÐc paÐkthc den mporeÐ na agno sei to endeqìmeno ìti oi

upìloipoi pisteÔoun gi' autìn k�ti diaforetikì apì autì pou isqÔei sthn pragmatikìthta.

'Etsi, parìlo pou gnwrÐzei akrib¸c ti isqÔei gia ton eautì tou - an eÐnai p.q. orjologikìc

  ìqi   poia eÐnai h pÐsth tou - den eÐnai aparaÐthto ìti ja to gnwrÐzoun kai oi upìloipoi9.

8 'Enac isodÔnamoc orismìc me thn bo jeia twn diamerÐsewn pou sthn sunèqeia egkatal fjhkan kai
antikatast�jhkan apì ta sust mata pÐstewn dÐnetai ston Aumann (1976).

9JumÐzoume ìti to sÔsthma pÐstewn - kai sunep¸c oi pÐsteic k�je tÔpou - apoteloÔn koin  gn¸sh sto
montèlo pou exet�zoume. Autì, ìmwc, pou den eÐnai k�je for� gnwstì, eÐnai poioc tÔpoc tou paÐkth i
klhr¸jhke - kai sunep¸c poia eÐnai h pÐsth tou paÐkth autoÔ.
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Sunep¸c, k�je paÐkthc prèpei na l�bei upìyh tou thn �gnoia twn upoloÐpwn gia ton Ðdio

ìtan apofasÐzei gia tic dikèc tou enèrgeiec   strathgikèc. Kai gia na to k�nei autì prèpei

na analÔsei katast�seic ìpou ja jewr sei ìti isqÔei gia ton eautì tou k�ti diaforetikì

apì autì pou isqÔei sthn pragmatikìthta, mìno kai mìno epeid  mporeÐ autì na to pisteÔoun

oi �lloi gi' autìn. Ja prèpei, dhlad , na agno sei thn idiwtik  tou plhrofìrhsh kai na

analÔsei ta dedomèna apì thn jèsh twn upoloÐpwn.

Aut  eÐnai h gwnÐa tou exwterikoÔ parathrht  pou - ìpwc anafèrame kai sto Kef�laio

1 - eÐnai kat�llhlh gia na ekfr�sei thn sunolik  kai upokeimenik  abebaiìthta pou up�rqei

sto sÔsthma.

'Etsi, loipìn, k�je paÐkthc ìtan klhjeÐ na apofasÐsei thn strathgik  tou, ja basisteÐ

metaxÔ �llwn kai sthn ektÐmhs  tou gia to an oi upìloipoi paÐktec eÐnai orjologikoÐ, an

gnwrÐzoun ìti o Ðdioc eÐnai orjologikìc, an gnwrÐzoun ìti autìc gnwrÐzei ìti autoÐ gnw-

rÐzoun ìti eÐnai orjologikìc k.o.k. SÔmfwna me ta parap�nw, ja prèpei na axiolog sei

k�je kat�stash tou kìsmou gia thn opoÐa dÐnetai jetik  pijanìthta apì to sÔsthma pÐste-

wn sto na eÐnai h pragmatik  kat�stash tou kìsmou10. Blèpoume ètsi, ìti to endeqìmeno

R: ìloi oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ ja eÐnai amoibaÐa gn¸sh pr¸tou bajmoÔ sthn kat�sta-

sh t , tìte kai mìno tìte ìtan gia ìlec tic katast�seic pou eÐnai proseggÐsimec apì thn t

se èna b ma isqÔei ìti se autèc oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ. 'Omoia, to endeqìmeno R ja

eÐnai amoibaÐa gn¸sh deÔterou bajmoÔ an gia ìlec tic katast�seic pou eÐnai proseggÐsimec

apì thn t se dÔo b mata ikanopoieÐtai o orjologismìc k�je paÐkth, k.o.k. Oi skèyeic,

autèc, dikaiologoÔn thn parak�tw isodunamÐa11:

Prìtash 2.6. Se mÐa kat�stash tou kìsmou t, o orjologismìc twn paikt¸n apoteleÐ

koin  gn¸sh an kai mìno an oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ gia k�je proseggÐsimh kat�stash

apì thn t.

'Ameso eÐnai to akìloujo pìrisma pou mac dÐnei ton zhtoÔmeno qarakthrismì, Aumann

(1992):

Pìrisma 2.7. H koin  gn¸sh tou orjologismoÔ se k�je kat�stash eÐnai isodÔnamh me

ton orjologismì twn paikt¸n se k�je kat�stash (universal rationality).

Me �lla lìgia, ìtan se k�je kat�stash tou kìsmou sthn opoÐa dÐnetai jetik  pija-

nìthta apì to sÔsthma pÐstewn, ìloi oi tÔpoi twn paikt¸n fèrontai orjologik�, tìte

up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ.

10Jumìmaste ìti se èna sÔsthma pÐstewn perilamb�nontai oi pÐsteic twn paikt¸n gia touc �llouc
paÐktec, oi pÐsteic touc gia autèc tic pÐsteic, . . . k.o.k. mèqri to �peiro. 'Etsi, jetik  pijanìthta dÐnetai
apì to sÔsthma se k�je kat�stash pou k�poioc paÐkthc thn jewreÐ pijan , se k�je kat�stash pou
k�poioc paÐkthc jewreÐ ìti k�poioc paÐkthc thn jewreÐ pijan , . . . k.o.k. mèqri to �peiro.

11Blèpe Geanakoplos (1994), Aumann (1987).
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Parat rhsh 2.8. Tupik�, h parap�nw isodunamÐa isqÔei p�nw stic katast�seic pou èqoun

jetik  pijanìthta na emfanistoÔn sÔmfwna me thn koin  prior. Agno¸ntac, ìmwc, tic

upìloipec katast�seic, èqoume qwrÐc bl�bh thc genikìthtac to apotèlesma.

Oi ènnoiec thc amoibaÐac kai thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ mporoÔn na gÐnoun pe-

rissìtero katanohtèc mèsa apì orismèna paradeÐgmata. IdiaÐtera qr simh sthn katanìhs 

touc eÐnai ìpwc ja doÔme h ènnoia twn proseggÐsimwn katast�sewn.

Par�deigma 2.1. Aumann (1992). 'Estw G èna paiqnÐdi me ton akìloujo pÐnaka:

L R

T 1, 1 0, 0

B 0, 0 2, 2

Sqhma 2.1: To paiqnÐdi G

JewroÔme p�nw sto G to akìloujo sÔsthma pÐstewn Π1 me koin  prior:

L1 L2 R

T1 1, 1 1, 1 0, 0

T2 1, 1 1, 1 0, 0

B 0, 0 0, 0 2, 2

(aþ) Oi tÔpoi twn paikt¸n

L1 L2 R

T1 1/6 1/6

T2 1/6 1/6

B 1/6 1/6

(bþ) H koin  prior

Sqhma 2.2: To sÔsthma pÐstewn Π1

Oi dÔo pr¸tec seirèc twn dÔo parap�nw pin�kwn antistoiqoÔn se dÔo diaforetikoÔc

tÔpouc tou paÐkth I, oi opoÐoi an kai paÐzoun thn Ðdia strathgik , èqoun diaforetik  pÐsth

(jewrÐa). Sugkekrimèna, o tÔpoc T1 tou I gnwrÐzei ìti o tÔpoc tou II eÐnai eÐte o L1 eÐte o

L2 kai �ra eÐnai bèbaioc12 ìti o paÐkthc II paÐzei thn strathgik  L. AntÐjeta, o tÔpoc T2

tou I apodÐdei Ðsh pijanìthta sto na paÐzei o paÐkthc II thn strathgik  L (tÔpoc L1) eÐte

sto na paÐzei thn strathgik  R (tÔpoc R). AntÐstoiqa isqÔoun gia touc tÔpouc tou II.

'Etsi, up�rqoun sunolik� 9 dunatèc katast�seic tou kìsmou (sunduasmoÐ tÔpwn) apì

tic opoÐec mìno oi 6 eÐnai pijanèc sthn perÐstash pou exet�zoume. M�lista k�je mÐa apì

autèc eÐnai to Ðdio pijanì na prokÔyei wc pragmatik  kat�stash tou kìsmou (pijanìthta

1/6).

'Estw, t¸ra ìti h pragmatik  kat�stash tou kìsmou eÐnai h t1 = (T1, L1). O paÐkthc

I paÐzei thn strathgik  T kai o II to gnwrÐzei autì me bebaiìthta. Wstìso, o paÐkthc

12Dhlad  apodÐdei pijanìthta 1 sto endeqìmeno,
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I de gnwrÐzei ìti o paÐkthc II ìntwc to gnwrÐzei autì. Sthn pragmatikìthta, apodÐdei

pijanìthta 1/2 sto na sumbaÐnei autì, dhlad  o paÐkthc II na èqei tÔpo L1. ApodÐdei thn

Ðdia pijanìthta (1/2) sto endeqìmeno o paÐkthc II na eÐnai tÔpou L2 kai �ra na mhn gnwrÐzei

me bebaiìthta (o II) an o I paÐzei thn strathgik  T   thn strathgik  B.

ParathroÔme akìma ìti sthn kat�stash t1 pou exet�zoume kai oi dÔo paÐktec eÐnai or-

jologikoÐ (dhlad , megistopoioÔn thn plhrwm  touc sÔmfwna me thn pÐsth touc). Parìla

aut�, kanènac paÐkthc de gnwrÐzei me bebaiìthta ìti o �lloc eÐnai orjologikìc. Sugke-

krimèna, o paÐkthc I apodÐdei pijanìthta 1/2 sto endeqìmeno o tÔpoc tou paÐkth II na eÐnai

o L2 kai �ra na mhn eÐnai orjologikìc13. To Ðdio isqÔei kai apì thn pleur� tou paÐkth II

kaj¸c oÔte o tÔpoc L2 tou paÐkth I eÐnai orjologikìc. 'Etsi, telik�, kai oi dÔo paÐktec

apodÐdoun pijanìthta 1/2 sto endeqìmeno o �lloc paÐkthc na eÐnai orjologikìc.

H akìloujh perÐstash tou paiqnidioÔ tou prohgoÔmenh paradeÐgmatoc ja mac bohj sei

na katano soume th diafor� an�mesa sthn amoibaÐa kai sthn koin  gn¸sh tou orjologi-

smoÔ.

Par�deigma 2.2. Aumann (1992). 'Estw, to paiqnÐdi G tou prohgoÔmenou paradeÐg-

matoc kai èstw to akìloujo sÔsthma pÐstewn:

L1 L2 L3 L4 R

T1 1, 1∗ 1, 1∗ 1, 1 1, 1 0, 0

T2 1, 1∗ 1, 1 1, 1∗ 1, 1 0, 0

T3 1, 1 1, 1∗ 1, 1 1, 1∗ 0, 0

T4 1, 1 1, 1 1, 1∗ 1, 1 0, 0∗

B 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0∗ 2, 2∗

Sqhma 2.3: To sÔsthma pÐstewn Π2

ìpou oi asterÐskoi (∗) sumbolÐzoun pijanìthta 1/10 - eÐnai oi katast�seic pou èqoun jetik 

pijanìthta k�tw apì thn koin  prior. 'Estw ìti h pragmatik  kat�stash tou kìsmou eÐnai

kai p�li h t1 = (T1, L1). Sthn kat�stash aut  - ìpwc kai prohgoumènwc - o I gnwrÐzei

ìti o tÔpoc tou eÐnai T1, all� de gnwrÐzei ton tÔpo tou II. Parìmoia, o II gnwrÐzei ìti o

tÔpoc tou eÐnai L1, all� de gnwrÐzei ton tÔpo tou I. EpÐshc, tìso o I ìso kai o II eÐnai

13To ìti o tÔpoc L2 den eÐnai orjologikìc prokÔptei apì to gegonìc ìti sÔmfwna me thn pÐsth tou
ja petÔqaine uyhlìterh anamenìmenh plhrwm  an epèlege th strathgik  R apì th strathgik  L pou
prodiagr�fei o tÔpoc tou. Sugkekrimèna h anamenìmenh plhrwm  tou k�tw apì thn L eÐnai Ðsh me:
1
6
· 1 + 1

6
· 0 = 1

6
, en¸ k�tw apì th R eÐnai Ðsh me: 1

6
· 0 + 1

6
· 2 = 2

6
> 1

6
.
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orjologikoÐ. Wstìso, autì pou all�zei t¸ra eÐnai ìti up�rqei epiplèon kai amoibaÐa gn¸sh

autoÔ tou gegonìtoc, dhlad  kai oi dÔo paÐktec gnwrÐzoun (apodÐdoun pijanìthta 1) sto

endeqìmeno o �lloc paÐkthc na eÐnai orjologikìc. Autì prokÔptei wc ex c.

O paÐkthc I apodÐdei Ðsh pijanìthta (1/2) sta endeqìmena o paÐkthc II na èqei tÔpo

L1   L2. 'Omwc, kai oi dÔo autoÐ tÔpoi tou II eÐnai orjologikoÐ kaj¸c megistopoioÔn thn

anamenìmenh plhrwm  touc sÔmfwna me thn pÐsth touc, ìtan paÐzoun thn strathgik  pou

prodiagr�fei o tÔpoc touc (dhlad  thn L) kai ìqi k�poia �llh (dhlad  thn R). 'Etsi,

o I gnwrÐzei (me pijanìthta 1) ìti o II eÐnai orjologikìc. Me antÐstoiqo sullogismì

katal goume sto ìti kai o II gnwrÐzei ìti o I eÐnai orjologikìc. Sunep¸c up�rqei amoibaÐa

gn¸sh tou orjologismoÔ 1hc t�xhc. ParathroÔme ìti autì proèkuye apì to gegonìc ìti

oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ se k�je kat�stash pou eÐnai proseggÐsimh se èna b ma apì

thn pragmatik  kat�stash tou kìsmou.

SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo, sumperaÐnoume akìma ìti o I gnwrÐzei ìti o II gnwrÐzei

ìti o I eÐnai orjologikìc. Pr�gmati o I - èqontac tÔpo T1 - jewreÐ pijanoÔc touc tÔpouc

L1 kai L2 tou II, oi opoÐoi jewroÔn pijanoÔc touc tÔpouc T1, T2 kai T3 gia ton I14, oi

opoÐoi eÐnai ìloi orjologikoÐ. 'Ara, o I skèftetai ìti ìpoioc kai na eÐnai o tÔpoc tou II,

autìc ja jewreÐ ton I orjologikì. 'Ara, autì pou diapist¸same eÐnai ìti o I gnwrÐzei ìti

o II ton jewreÐ (me pijanìthta 1) orjologikì. Ta Ðdia isqÔoun kai apì thn pleur� tou II.

'Etsi, telik�, kai oi dÔo paÐktec eÐnai orjologikoÐ, kai oi dÔo gnwrÐzoun ìti o �lloc eÐnai

orjologikìc kai epÐshc kai oi dÔo gnwrÐzoun ìti o �lloc gnwrÐzei ìti eÐnai orjologikoÐ.

'Etsi, lème ìti up�rqei amoibaÐa gn¸sh tou orjologismoÔ 2hc t�xhc. AntÐstoiqa me prin,

autì proèkuye apì to gegonìc ìti ìloi oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ se k�je kat�stash

pou eÐnai proseggÐsimh se dÔo b mata apì thn pragmatik  kat�stash tou kìsmou.

Wstìso, sto epìmeno b ma h parap�nw sullogistik  den mac odhgeÐ sto Ðdio sumpèra-

sma, kaj¸c oi tÔpoi T4 kai L4 den eÐnai orjologikoÐ. Autì faÐnetai wc ex c. O tÔpoc

T4 tou paÐkth I paÐzontac th strathgik  T - pou prodiagr�fei o tÔpoc tou - anamènei

plhrwm  Ðsh me: 1
2 · 1 + 1

2 · 0 = 1
2 . AntÐjeta, h anamenìmenh plhrwm  tou k�tw apì th

strathgik  B eÐnai Ðsh me: 1
2 ·0+ 1

2 ·2 = 1 pou eÐnai megalÔterh. 'Ara, o tÔpoc T4 paÐzontac

T de megistopoieÐ thn plhrwm  tou sÔmfwna me thn pÐsth tou, pou shmaÐnei ìti den eÐnai

orjologikìc. AntÐstoiqa, sumperaÐnoume ìti o tÔpoc L4 tou II den eÐnai orjologikìc.

'Etsi, stic katast�seic tou kìsmou (T4, R) kai (L4, B) - oi opoÐec eÐnai proseggÐsimec se

3 b mata apì thn pragmatik  - den eÐnai kai oi dÔo paÐktec orjologikoÐ. Autì shmaÐnei, ìti

o I jewreÐ pijanì ìti o II jewreÐ pijanì ìti o I jewreÐ pijanì ìti o II den eÐnai orjologikìc.

AntÐstoiqa, gia ton II. Wc sunèpeia, den up�rqei amoibaÐa gn¸sh tou orjologismoÔ 3hc

t�xhc (  parap�nw).

14JumhjeÐte ìti to sÔsthma pÐstewn apoteleÐ koin  gn¸sh metaxÔ twn paikt¸n kai ètsi o I eÐnai se
jèsh na ta gnwrÐzei ìla aut�. Autì pou den gnwrÐzei eÐnai poioc eÐnai o tÔpoc tou II.
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2.3 Orjologik� sust mata pÐstewn

H ènnoia thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ sundèetai me ta sust mata pÐstewn mèsw

tou akìloujou orismoÔ, Aumann & Dreze (2008):

Orismìc 2.9. 'Ena sÔsthma pÐstewn Π onom�zetai orjologikì (rational belief system  

RBS) an isqÔoun ta akìlouja:

(i) ìloi oi tÔpoi ìlwn twn paikt¸n eÐnai orjologikoÐ (universal rationality) kai

(ii) oi pÐsteic twn paikt¸n prokÔptoun apì mia koin  prior katanom  P p�nw sto T .

UpenjumÐzoume ìti sthn perÐptwsh Ôparxhc thc koin c prior P isqÔei ìti:

p
(
E; ti

)
= P

(
E|ti

)
,

gia k�je endeqìmeno E ⊂ T kai gia k�je tÔpo ti, i ∈ N . Ta orjologik� sust mata

pÐstewn ja mac apasqol soun arket� sthn sunèqeia. Mia basik  ènnoia pou prokÔptei

apì ton orismì touc eÐnai aut  twn orjologik� anamenìmenwn plhrwm¸n   orjologik¸n

prosdoki¸n, Aumann & Dreze (2008):

Orismìc 2.10. Se èna paiqnÐdi G qarakthrÐzoume wc orjologik� anamenìmenh plhrwm 

  orjologik  prosdokÐa (rational expectation) enìc paÐkth k�je anamenìmenh plhrwm 

k�je tÔpou autoÔ tou paÐkth se k�je orjologikì sÔsthma pÐstewn (RBS).

P�nw sthn ènnoia twn orjologik� anamenìmenwn plhrwm¸n èqei anaptuqjeÐ prìsfa-

ta mia polÔ ploÔsia jewrÐa, h opoÐa katat�ssetai sthn kathgorÐa twn genikeÔsewn tou

shmeÐou isorropÐac Nash kai thn opoÐa ja doÔme analutik� sto Kef�laio 3.

To er¸thma pou prokÔptei eÐnai kat� pìso ta orjologik� sust mata pÐstewn apoteloÔn

mia realistik  b�sh gia thn an�lush enìc paignÐou. Dhlad , kat� pìso mporoÔme na

jewr soume ìti h upìjesh thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ eÐnai mia upìjesh pou

sunant�tai suqn� sthn pr�xh, ¸ste na axÐzei na asqolhjoÔme me ta apotelèsmata pou

prokÔptoun apì aut . Gia ta paiqnÐdia tèleiac plhrofìrhshc, apodeiknÔetai eÔkola, ìti h

koin  gn¸sh tou orjologismoÔ eÐnai pr�gmati efikt . To akìloujo apotèlesma mac lèei,

dhlad , ìti se k�je paiqnÐdi tèleiac plhrofìrhshc (TP) up�rqei èna sÔsthma pÐstewn

kai mÐa kat�stash tou kìsmou t sthn opoÐa eÐnai koin  gn¸sh ìti ìloi oi paÐktec eÐnai

orjologikoÐ. Pio sugkekrimèna:

Prìtash 2.11. Se k�je paiqnÐdi tèleiac plhrofìrhshc, up�rqei èna sÔsthma pÐstwn

to opoÐo eÐnai orjologikì. Dhlad :

∅ 6= CKR.
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Apìdeixh. JewroÔme èna sÔsthma pÐstewn ìpou k�je paÐkthc èqei mìno ènan tÔpo, o opoÐoc

se k�je koruf  pou elègqei k�nei thn epilog  pou megistopoieÐ thn desmeumènh plhrwm 

tou an ìloi oi �lloi paÐktec apì thn koruf  aut  kai met� akoloujoÔn thn epilog  pou

megistopoieÐ thn plhrwm  touc. Tìte oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ se k�je koruf , up�rqei,

dhlad , universal rationality kai �ra koin  gn¸sh tou orjologismoÔ CKR .

Autì to apotèlesma den isqÔei se aujaÐreta paiqnÐdia - ellipoÔc plhrofìrhshc - sta

opoÐa pr�gmati h koin  gn¸sh tou orjologismoÔ mporeÐ na mhn eÐnai efikt . 'Enac trìpoc

gia na apotelèsei èna gegonìc koin  gn¸sh eÐnai na anakoinwjeÐ dhmìsia mprost� se ìlouc

touc paÐktec ìti sunèbei. Sthn sqetik  bibliografÐa up�rqoun �rjra pou asqoloÔntai

me ton upologismì twn pijanot twn na up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ se mia

dedomènh kat�stash, blèpe Collevechio & Li Calzi (2012).

Autì pou proèqei gia thn paroÔsa an�lush eÐnai na katal�boume ìti sunj kh thc koin c

gn¸shc tou orjologismoÔ eÐnai analutik  kai ìqi kanonistik . Dhlad , se mÐa dedomènh

kat�stash eÐte up�rqei eÐte ìqi. Den mporeÐ kaneÐc na thn apait sei   na pei ìti ja èprepe

na isqÔei, Aumann (1996).H axÐa thc sunep¸c, den brÐsketai sto ìti mac lèei ti prèpei na

gÐnei   ti ja èprepe na gÐnei se mÐa kat�stash. AntÐjeta, brÐsketai sto ìti eÐnai akrib¸c h

austhr  ekeÐnh sunj kh pou an isqÔei, tìte exasfalÐzei ìti h èkbash enìc paignÐou mporeÐ

eÐnai problèyimh kai diaisjhtik� anamenìmenh. 'Etsi, exhgeÐ pwc emfanÐzontai di�fora

{par�doxa}, dhlad  apotelèsmata pou diafèroun apì th diaÐsjhsh   thn upìdeixh thc

jewrÐac, se peript¸seic pou den isqÔei.
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2.4 Morfèc èlleiyhc tou orjologismoÔ

2.4.1 'Ennoiec & orismoÐ

'Opwc eÐdame sthn prohgoÔmenh par�grafo, den arkeÐ - sth genik  perÐptwsh - oi

paÐktec na eÐnai orjologikoÐ, ¸ste na mporoÔme na gnwrÐzoume pwc ja sumperiferjoÔn,

dhlad  na gnwrÐzoume ti strathgikèc ja epilèxoun.15Gia autì exet�same th sunj kh thc

koin c gn¸shc tou orjologismoÔ, dhlad  thc amoibaÐac gn¸shc tou orjologismoÔ t�xhc

n, gia k�je n ∈ N. Ti sumbaÐnei, ìmwc, an se mÐa sugkekrimènh kat�stash aut  h diadoq 

sullogism¸n den suneqÐzetai mèqri to �peiro, all� k�poia stigm  stamat�ei; Dhlad , ti

sumbaÐnei sthn perÐptwsh pou up�rqei k�poio n0 ∈ N tètoio ¸ste na up�rqei amoibaÐa

gn¸sh tou orjologismoÔ t�xhc n0 all� ìqi parap�nw.

Praktik�, an sumbaÐnei k�ti tètoio, tìte up�rqei k�poioc paÐkthc, pou pisteÔei ìti

k�poioc paÐkthc pisteÔei, ìti . . . k�poioc paÐkthc den sumperifèretai orjologik�. Pio apl�,

kai sÔmfwna me ton qarakthrismì pou d¸same parap�nw, autì shmaÐnei ìti:

• se mÐa kat�stash tou kìsmou pou eÐnai proseggÐsimh apì thn pragmatik  kat�stash

tou kìsmou16, up�rqei k�poioc tÔpoc k�poiou paÐkth pou qrhsimopoieÐ mÐa strathgik 

pou gnwrÐzei ìti den eÐnai bèltisth sÔmfwna me thn pÐsth tou.

H perÐptwsh aut , anafèretai wc perÐptwsh fragmènou orjologismoÔ t�xhc n0 (bounded

rationality)   wc perÐptwsh amoibaÐac gn¸shc tou orjologismoÔ t�xhc n0, all� ìqi n0 +

1, (bl. Par�deigma 2.2). Ta erwt mata pou prokÔptoun eÐnai an h parèkklish aut 

ephr�zei thn èkbash tou paiqnidioÔ se peript¸seic pou to n0 eÐnai arket� meg�lo kai an

up�rqei k�poioc trìpoc gia thn mètrhsh tou megèjouc thc apìklishc apì thn orjologik 

sumperifor�, dhlad  an up�rqei k�poioc trìpoc thc mètrhshc thc èlleiyhc orjologismoÔ.

'Oson afor� to pr¸to er¸thma h ap�nthsh eÐnai saf c. Gia k�je aujaÐreta meg�lo

n ∈ N mporeÐ kaneÐc na kataskeu�sei antiparadeÐgmata (blèpe Aumann, 1992)¸ste to

15Sto montèlo pou qrhsimopoioÔme h strathgik  k�je paÐkth eÐnai kajorismènh apì ton tÔpo tou kai
apoteleÐ mèroc thc perigraf c thc kat�stashc tou kìsmou. ProkÔptei sunep¸c, eÔloga to er¸thma an
oi paÐktec mporoÔn na epilègoun   ìqi. H ap�nthsh eÐnai ìti pr�gmati epilègoun kai h epilog  aut 
gÐnetai sÔmfwna me ton tÔpo touc, dhlad  sÔmfwna me thn idiwtik  touc plhrofìrhsh. Me dedomènh thn
plhrofìrhsh h paÐktec upologÐzoun mia ek twn ustèrwn katanom  gia tic epilogèc twn upoloÐpwn kai
sth sunèqeia -an eÐnai orjologikoÐ - epilègoun mia strathgik  pou na apant� bèltista sthn katanom 
aut .
Wstìso, gia ènan exwterikì parathrht  - thn optik  gwnÐa tou opoÐou uiojeteÐ to montèlo - h stra-

thgik  k�je paÐkth apoteleÐ mèroc thc perigraf c thc kat�stashc tou kìsmou thn opoÐa blèpei. 'Etsi,
mporeÐ kaneÐc paraplanhtik� na odhghjeÐ sto esfalmèno sumpèrasma ìti sto montèlo pou qrhsimopoioÔme
den up�rqei dunatìthta epilog c gia touc paÐktec. Gia perissìterec leptomèreiec sqetik� me to z thma
autì, blèpe Aumann (1987).

16Se n0 b mata   sullogismoÔc,
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apotèlesma enìc paignÐou na diafèrei stic peript¸seic pou up�rqei koin  gn¸sh tou or-

jologismoÔ kai fragmènh gn¸sh tou orjologismoÔ t�xhc n. 'Oson afor� to deÔtero

er¸thma, h ap�nthsh den eÐnai tìso �mesh.

Gia na axiolog soume tic dunatèc ekb�seic enìc paignÐou se mÐa kat�stash èlleiyhc

thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ, prèpei na l�boume upìyh mac tìso to mègejoc thc

mh orjologik c sumperifor�c pou emfanÐzetai ìso kai thn pijanìthta me thn opoÐa aut 

mporeÐ na emfanisteÐ. Up�rqoun, dhlad , dÔo basikèc ptuqèc thc èlleiyhc orjologismoÔ

oi opoÐec eÐnai allhlèndetec; gia par�deigma h antÐdrash tou Ðdiou paÐkth mporeÐ na eÐ-

nai diaforetik  apènanti se mÐa pijan  par�logh sumperifor� enìc antip�lou tou pou

emfanÐzetai me meg�lh pijanìthta kai ìtan emfanÐzetai tou kostÐzei 1e kai se mÐa pou

emfanÐzetai me mikr  pijanìthta kai ìtan emfanÐzetai tou kostÐzei 1.000.000e, Aumann

(1992).

'Etsi, odhgoÔmaste stouc parak�tw dÔo orismoÔc tìso tou bajmoÔ (degree) ìso kai

tou megèjouc (amount) tou paralogismoÔ se èna paiqnÐdi. Jewr¸ntac mia katanom  pija-

nìthtac P17 p�nw sto sÔnolo T twn dunat¸n katast�sewn tou kìsmou, èqoume ìti (bl.

Aumann, 1992):

Orismìc 2.12. Wc bajmì èlleiyhc orjologismoÔ (degree of irrationality) enìc paÐkth i

se mÐa kat�stash tou kìsmou t, orÐzoume to antÐjeto thc mègisthc t�xhc amoibaÐac gn¸shc

tou orjologismoÔ tou i sthn kat�stash t.

Gia par�deigma, an up�rqei amoibaÐa gn¸sh 1hc t�xhc gia ton orjologismì tou i, all�

ìqi 2hc, tìte o bajmìc èlleiyhc tou orjologismoÔ tou i eÐnai −1. AntÐstoiqa an up�rqei

amoibaÐa gn¸sh mèqri 100hc t�xhc gia ton orjologismì tou i, tìte o bajmìc èlleiyhc tou

orjologismoÔ tou i eÐnai −100. Profan¸c, to −1 antistoiqeÐ se megalÔterh èlleiyh apì

to −100.

Orismìc 2.13. 'Ena mètro thc èlleiyhc orjologismoÔ eÐnai h mèsh thc tim , h opoÐa

gia ènan paÐkth i se mÐa kat�stash tou kìsmou t, orÐzetai wc ex c. Gia k�je tÔpo tou

paÐkth i upologÐzetai h diafor� an�mesa sthn anamenìmenh plhrwm  tou tÔpou autoÔ kai

thn mègisth anamenìmenh plhrwm  pou ja mporoÔse na p�rei an �llaze th strathgik 

tou. Sth sunèqeia pollaplasi�zetai h diafor� aut  me thn pijanìthta emf�nishc tou

sugkekrimènou tÔpou kai gÐnetai �jroisma wc proc ìlouc touc tÔpouc.18

H posìthta pou prokÔptei onom�zetai anamenìmenh èlleiyh orjologismoÔ (expected ir-

rationality) tou paÐkth i.

17JumhjeÐte ìti aut  eÐnai h koin  prior.
18UpologÐzetai dhlad  mia mèsh tim .
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'Etsi, an gia par�deigma, isqÔei h upìjesh thc CKR, tìte h anamenìmenh èlleiyh

orjologismoÔ k�je paÐkth ja eÐnai 0 - afoÔ h upìjesh CKR eÐnai isodÔnamh me thn upìjesh

thc universal rationality pou sunep�getai ìti oi diaforèc tou orismoÔ eÐnai mhdenikèc.

2.4.2 Probl mata sth mètrhsh thc èlleiyhc orjologismoÔ

SÔmfwna me touc parap�nw orismoÔc, o bajmìc èlleiyhc orjologismoÔ afor� mia sug-

kekrimènh kat�stash tou kìsmou - eÐnai dhlad  topikì mètro - en¸ h anamenìmenh èlleiyh

orjologismoÔ eÐnai èna genikì mètro pou afor� to sÔsthma pÐstewn sunolik�. Endeqo-

mènwc na  tan qr simo èna mètro pou kai ja qrhsimopoioÔse mèsh tim  kai ja  tan topikì,

metr¸ntac thn èlleiyh orjologismoÔ se k�je kat�stash tou kìsmou qwrist�, Aumann

(1992).

To basikì, wstìso, prìblhma ston orismì kai thn mètrhsh thc èlleiyhc tou orjologi-

smoÔ sÔmfwna me thn parap�nw prosèggish eÐnai h antÐfash pou dhmiourgeÐtai metaxÔ thc

ikanìthtac tou paÐkth na èqei kal� orismènec pijanìthtec gia ìti afor� tic strathgikèc

tou   touc tÔpouc genikìtera twn upoloÐpwn kai thc adunamÐac tou na megistopoi sei thn

anamenìmenh plhrwm  tou. O orismìc, ìmwc, twn proswpik¸n pijanot twn (bl. Savage,

1954) dÐnetai mèsw thc sun�rthshc wfèleiac kai k�poioc pou den eÐnai orjologikìc   den

megistopoieÐ de mporeÐ na èqei (proswpikèc   upokeimenikèc) pijanìthtec. 'Enac trìpoc na

parakamfjeÐ autì to prìblhma - pou odhgeÐ ìmwc se �lla meionekt mata - eÐnai na tropo-

poihjeÐ o orismìc tou sust matoc pÐstewn ètsi ¸ste na kajorÐzetai mia jewrÐa mìno gia

k�poion tÔpo pou eÐnai orjologikìc.

Genikìtera, den up�rqei mia eniaÐa jewrÐa sth bibliografÐa p�nw sto jèma thc èlleiyhc

orjologismoÔ   thc Ôparxhc fragmènou orjologismoÔ. 'Opwc faÐnetai, to sugkekrimèno

pedÐo - thc an�lushc katast�sewn fragmènou orjologismoÔ - eÐnai arket� reustì me

poll� anoiqt� ereunhtik� erwt mata. Autì pou ja apasqol sei em�c, sta plaÐsia thc

paroÔsac ergasÐac, eÐnai ta apotelèsmata sta opoÐa odhgeÐ h Ôparxh thc koin c gn¸shc

tou orjologismoÔ kai ìqi ti sumbaÐnei ìtan den up�rqei.





Kef�laio 3

ShmeÐo susqetismènhc

isorropÐac & orjologikèc

prosdokÐec

3.1 Den gÐnetai na sumfwnoÔme oti diafwnoÔme

Jewr¸ntac thn Ôparxh miac koin c prior o John Harsanyi (1968) epiqeirhmatolìghse

ìti oi diaforèc se upokeimenikèc pijanìthtec ja prèpei na apodÐdontai apokleistik� se

diaforèc sthn plhrofìrhsh. Dhlad , ìti den up�rqei k�poia logik  b�sh na uposth-

rÐzoume ìti �njrwpoi pou èqoun deqjeÐ akrib¸c thn Ðdia plhrofìrhsh na odhgoÔntai se

diaforetikèc ek twn ustèrwn pijanotikèc ektim seic.

O Aumann (1976) dÐnei th jewrhtik  b�sh k�tw apì thn opoÐa epitugq�netai h sumfw-

nÐa twn upokeimenik¸n upojèsewn. ApodeiknÔei ìti an dÔo �njrwpoi èqoun koin  prior kai

oi ek twn ustèrwn pijanìthtèc touc gia k�poio endeqìmeno A apoteloÔn koin  gn¸sh me-

taxÔ touc, tìte autèc oi ek twn ustèrwn pijanìthtec ja prèpei na eÐnai Ðsec. Autì isqÔei,

akìma kai an èqoun deqjeÐ diaforetik  idiwtik  plhrofìrhsh. Me apl� lìgia, apodeiknÔei

ìti �njrwpoi me thn Ðdia prior den gÐnetai na sumfwnoÔn ìti diafwnoÔn.

'Opwc anafèrei o Aumann (1976) kai ìpwc ja doÔme sth sunèqeia, to parap�nw sum-

pèrasma eÐnai tetrimmèno mìlic oristeÐ to kat�llhlo majhmatikì plaÐsio. Wstìso, den eÐnai

diaisjhtik� profanèc kai h apìdeixh tou diafwtÐzei katast�seic allhlepÐdrashc metaxÔ a-

tìmwn se perÐballon asÔmmetrhc (idiwtik c) plhrofìrhshc ìpwc autèc pou apant¸ntai

sth JewrÐa PaignÐwn kai genikìtera sta oikonomik�.

29
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Ac jewr soume, loipìn, to parak�tw paiqnÐdi dÔo paikt¸n I kai II1:

1. 'Estw: T 1 = {t11, . . . , t1n}, T 1 = {t21, . . . , t2n} ta sÔnola twn tÔpwn twn dÔo paikt¸n

kai T = T 1×T 2 to sÔnolo twn dunat¸n katast�sewn tou kìsmou. 'Ena endeqìmeno

A eÐnai èna uposÔnolo tou T .

2. 'Estw π mia koin  prior p�nw sto T , ètsi ¸ste h jewrÐa k�je tÔpou k�je paÐkth na

eÐnai h desmeumènh thc π dedomènou ìti o paÐkthc eÐnai autoÔ tou tÔpou. Dhlad , me

sÔmbola gia k�je endeqìmeno A ⊂ T , (blèpe Aumann & Dreze, 2008):

pi(A |ti) =
π(A ∩ ti)
π(ti)

,

ìpou me ti kai π(ti) sumbolÐzoume aplousteutik� to endeqìmeno ((ti, tj))tj∈T j kai

thn perij¸ria pijanìthta

π((ti, ·)) =
∑
tj∈T j

π(ti, tj)

antÐstoiqa. IdiaÐtera gia stoiqei¸dh endeqìmena t0 = (t10, t
2
0) ∈ T isqÔei ìti:

pi(t |ti) =

{
π(t)
π(ti)

, an ti = ti0,

0, diaforetik�.

3. 'Estw èna endeqìmeno A ⊂ T , dÔo gnwstoÐ arijmoÐ q1, q2 ∈ [0, 1] kai èstw to ende-

qìmeno:

E := {t ∈ T : p1(A |t1) = q1 kai p2(A |t2) = q2}.

Dhlad , E eÐnai to endeqìmeno h ek twn ustèrwn pijanìthta pou dÐnei o I, dedomènou

tou tÔpou tou2 sto endeqìmeno A na eÐnai q1 kai antÐstoiqa gia ton II. SumbolÐzoume

me CKE to endeqìmeno to E na apoteleÐ koin  gn¸sh metaxÔ twn dÔo paikt¸n.

SÔmfwna me thn Prìtash 2.6 èqoume ìti:

t ∈ CKE ⇐⇒ M(t) ⊂ E

ìpou me M(t) sumbolÐzoume to sÔnolo twn proseggÐsimwn katast�sewn apì thn t,

(blèpe Orismìc 2.2).

Me b�sh ta parap�nw, mporoÔme na apodeÐxoume to akìloujo apotèlesma (Aumann,

1976):

1Oi ènnoiec pou akoloujoÔn èqoun oristeÐ kai parousi�zontai pio analutik� sta Kef�laia 1 kai 2 thc
paroÔshc ergasÐac. Sth sunèqeia dÐnontai mìno gia lìgouc sunektikìthtac tou parìntoc kefalaÐou.

2Dhlad  thc plhrofìrhs c tou,
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Prìtash 3.1. 'Estw mÐa kat�stash tou kìsmou t0 ∈ T kai èstw ìti t0 ∈ CKE. Tìte,
ja isqÔei ìti:

q1 = q2.

Apìdeixh. Efìson M(t0) ⊂ E ja isqÔei ìti gia k�je proseggÐsimh kat�stash apì thn t0

h posterior tou A dedomènou tou tÔpou tou paÐkth I ja eÐnai stajer  kai Ðsh me q1, dhlad :

q1 = p1(A |t1) =
π(A ∩ t1)

π(t1)
, ∀ (t1, ·) ∈M(t0) ⊂ E,

to opoÐo dÐnei:

π(t1) · q1 = π(A ∩ t1), ∀ (t1, ·) ∈M(t0) ⊂ E.

AjroÐzontac wc proc t1 stic katast�seic t = (t1, t2) ∈M(t0) paÐrnoume ìti:

∑
t1∈M(t0)

π(t1) · q1 =
∑

t1∈M(t0)

π(A ∩ t1)

apì ìpou:

π(M(t0)) · q1 = π(A ∩M(t0)) =⇒ q1 =
π(A ∩M(t0))

π(M(t0))
.

Epanalamb�nontac ta parap�nw antÐstoiqa gia ton II paÐrnoume ìti:

π(M(t0)) · q2 = π(A ∩M(t0)) =⇒ q2 =
π(A ∩M(t0))

π(M(t0))
,

apì ìpou prokÔptei to zhtoÔmeno.3

H praktik  efarmog  tou apotelèsmatoc autoÔ, faÐnetai sta akìlouja paradeÐgmata:

Par�deigma 3.1. Aumann (1976). 'Estw dÔo �toma I kai II, ta opoÐa jèloun na

ektim soun thn pijanìthta p tou endeqomènou A èna sugkekrimèno nìmisma pou diajètoun

na fèrei kor¸na sthn epìmenh rÐyh. JewroÔme ìti èqoun wc koin  prior gia thn par�metro

p thn omoiìmorfh katanom  sto (0, 1)4 - sumbolik� P ∼ U(0, 1) - kai ìti o k�je paÐkthc

dikaioÔtai na k�nei mÐa rÐyh kai na parathr sei to apotèlesm� thc qwrÐc ìmwc na to

anakoin¸sei ston �llon (idiwtik  plhrofìrhsh).

'Estw, loipìn, ìti o I èfere kor¸na (K) kai o II gr�mmata (Γ). Tìte o I ektim�ei ìti:

fP |K(p|K) =
P (K|P = p) · f(p)

P (K)
=

p · 1∫ 1
0 p dp

=
p
1
2

= 2p.

3O Aumann (1976) apodeiknÔei to parap�nw apotèlesma k�nontac qr sh diamerÐsewn se aujaÐreto
q¸ro pijanìthtac, qwrÐc na anafèretai sugkekrimèno sto q¸ro T .

4Dhlad  jewroÔn exÐsou pijan  opoiad pote tim  gia thn par�metro p,
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'Ara, h ek twn ustèrwn pijanìthta pou dÐnei o I sto endeqìmeno A eÐnai:

P (A|K) =

∫ 1

0
p · 2p dp =

2

3
.

Akolouj¸ntac antÐstoiqec pr�xeic, brÐskoume ìti h ek twn ustèrwn pijanìthta pou apo-

dÐdei o II sto endeqìmeno A eÐnai 1/3.

Sth sunèqeia anakoin¸nontai (dhmìsia) oi ektim seic autèc (¸ste na apotelèsoun koin 

gn¸sh metaxÔ twn paikt¸n). MajaÐnontac, ìmwc, o I thn ektÐmhsh tou II katalabaÐnei ìti

o II èfere gr�mmata Γ kai ètsi gnwrÐzei plèon ìti stic dÔo rÐyeic  rje mÐa for� kor¸na

(sth diki� tou) kai mÐa for� gr�mmata (stou paÐkth II). 'Etsi, anajewreÐ thn ektÐmhs  tou

gia to endeqìmeno A se 1/2. To Ðdio k�nei kai o II kai ètsi oi dÔo paÐktec sumfwnoÔn

telik� ìti h ek twn ustèrwn pijanìthta tou endeqomènou A eÐnai 1/2.

Sto prohgoÔmeno par�deigma ja mporoÔse kaneÐc na diatup¸sei thn ènstash, ìti h ana-

koÐnwsh twn ek twn ustèrwn pijanotik¸n ektim sewn isodunamoÔse me thn anakoÐnwsh tou

apotelèsmatoc thc rÐyhc, dhlad  me apok�luyh thc idiwtik c plhrofìrhshc. Sunep¸c,

 tan anamenìmeno ìti ja sumfwn soun. To endiafèron eÐnai ìti sÔmfwna me to prohgoÔme-

no apotèlesma (Aumann, 1976) to Ðdio ja sumbeÐ kai se pio sÔnjetec peript¸seic, ìpwc

h akìloujh.

Par�deigma 3.2. Aumann (1976). 'Estw, t¸ra ìti k�je �tomo dikaioÔtai na k�nei ènan

aujaÐreto arijmì rÐyewn. 'Etsi, o kajènac gnwrÐzei pìsec rÐyeic èkane kai ti  rje s' autèc

(idiwtik  plhrofìrhsh), all� de gnwrÐzei oÔte ton arijmì twn rÐyewn tou �llou, all�

oÔte kai ta apotelèsmata twn rÐyewn aut¸n. JewroÔme, wstìso, ìti oi paÐktec diajètoun

mia koin  ek twn protèrwn katanom  p�nw ston dunatì arijmì twn rÐyewn (upìjesh koin c

prior).

'Estw, loipìn, ìti aut  th for� o I èkane 4 rÐyeic kai èfere KKKΓ en¸ o II èkane kai

autìc 4 rÐyeic kai èfere ΓΓΓK. Tìte o I ektim�ei ìti:

fP |KKKΓ(p|KKKΓ) =
P (KKKΓ|P = p) · f(p)

P (KKKΓ)
=

p3 · (1− p) · 1∫ 1
0 p

3 · (1− p) dp
= 20p3(1− p).

'Ara, h ek twn ustèrwn pijanìthta pou dÐnei o I sto endeqìmeno A eÐnai:

P (A|KKKΓ) =

∫ 1

0
p · 20 · p3 · (1− p) dp = 20 · [1

5
p5 − 1

6
p6]10 =

20

30
=

2

3
.

Akolouj¸ntac antÐstoiqec pr�xeic, brÐskoume ìti h ek twn ustèrwn pijanìthta pou apo-

dÐdei o II sto endeqìmeno A eÐnai 1/3.

T¸ra, ìmwc, me thn (dhmìsia) anakoÐnwsh twn ektim sewn aut¸n, o �lloc paÐkthc

de gnwrÐzei an to sumpèrasma autì pro lje apì thn parat rhsh mÐac, tess�rwn   apì
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opoid pote �llo dunatì arijmì rÐyewn. H plhroforÐa pou lamb�noun gia thn ektÐmhsh

tou �llou ja touc odhg sei na anajewr soun tic arqikèc touc ektim seic, all� sthn

perÐptwsh aut  den eÐnai kajìlou diaisjhtik� profanèc ìti ja epèljei sumfwnÐa metaxÔ

twn ektim se¸n touc.

Praktik� autì pou ja sumbeÐ eÐnai ìti k�je paÐkthc ja l�bei upìyh tou thn idiwtik 

plhrofìrhsh pou èqei, th dhmìsia anakoÐnwsh twn ek twn ustèrwn pijanot twn kai me

b�sh thn koin  prior p�nw sto dunatì arijmì twn rÐyewn ja anajewr sei thn ek twn

ustèrwn pijanìthta pou dÐnei sto endeqìmeno A. Sth sunèqeia oi dÔo paÐktec ja anakoi-

n¸soun ek nèou tic kainoÔrgiec pijanìthtec, k�ti pou ja odhg sei se nèa anaje¸rhsh. To

apotèlesma pou deÐxame (Aumann, 1976) upodeiknÔei ìti h diadikasÐa aut  ja suneqisteÐ

mèqric ìtou na epèljei sumfwnÐa, mèqri dhlad  oi ek twn ustèrwn pijanìthtec twn dÔo

paikt¸n gia to endeqìmeno A na eÐnai Ðsec.

To apotèlesma autì den isqÔei ìtan den up�rqei koin  gn¸sh twn ek twn ustèrwn

pijanot twn all� mìno amoibaÐa gn¸sh. Autì faÐnetai kai sto akìloujo par�deigma pou

basÐzetai ston Aumann (1992).

Par�deigma 3.3. JewroÔme to akìloujo sÔsthma pÐstewn:

t21 t22 t23

t11 2/14 2/14

t12 1/14 1/14

t13 4/14 4/14

'Estw ìti h pragmatik  kat�stash tou kìsmou eÐnai h t1 = (t11, t
2
1) (p�nw arister�) kai

èstw to endeqìmeno:

A = {(t11, t21), (t12, t
2
3), (t13, t

2
2)},

(katast�seic shmeiwmènec me kÔklo). Tìte, o paÐkthc I - majaÐnontac ìti o tÔpoc tou eÐnai

t11 - gnwrÐzei ìti q1 = 1
2 kai ìti q2 = 1

3 . AntÐstoiqa, o II - majaÐnontac ìti o tÔpoc tou

eÐnai t21 - gnwrÐzei kai autìc ìti q1 = 1
2 kai ìti q2 = 1

3 . Dhlad  up�rqei amoibaÐa gn¸sh

twn ek twn ustèrwn pijanot twn.

Wstìso o II pisteÔei ìti o I mporeÐ na eÐnai tÔpou t13 kai �ra ìti mporeÐ na mhn gnwrÐzei

an q2 = 1
3   an q2 = 4

5 . Sunep¸c, den up�rqei amoibaÐa gn¸sh 2ou bajmoÔ kai ètsi h

prìtash apotugq�nei.
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3.2 Episthmikèc sunj kec gia to shmeÐo isorropÐac

Nash

Oi Aumann & Brandenburger (1995) prosdiorÐzoun eparkeÐc episthmikèc sunj kec -

dhlad  sunj kec pou aforoÔn tic gn¸seic twn paikt¸n sqetik� me to paiqnÐdi, tic enèrgeiec,

ton orjologismì kai genik� tic antÐstoiqec gn¸seic twn upoloÐpwn paikt¸n - gia thn

isorropÐa Nash se paiqnÐdia n-paikt¸n, n ≥ 2.

SÔmfwna me thn optik  gwnÐa pou uiojetoÔn5 ènac paÐkthc epilègei mìno kajar  stra-

thgik  qwrÐc na anameignÔei   na tuqaiopoieÐ suneidht�. 'Omwc, epeid  de gnwrÐzei tic

epilogèc kajar c strathgik c apì touc upìloipouc, h eikasÐa tou gia thn epilog  stra-

thgik c opoioud pote �llou paÐkth ekfr�zetai wc mia katanom  pijanìthtac p�nw stic

kajarèc strathgikèc autoÔ tou {�llou} paÐkth, (bl. Kef�laio 2). SÔmfwna me thn pro-

sèggish aut , ta apotelèsmata twn Aumann & Brandenburger (1995) parèqoun eparkeÐc

sunj kec ¸ste èna profÐl eikasi¸n na eÐnai shmeÐo isorropÐac Nash. 'Opwc ja doÔme sth

sunèqeia, mia ousiastik  diafor� sth dom  twn eikasi¸n se paiqnidi¸n 2-paikt¸n kai se

paiqnÐdia n-paikt¸n me n > 2, odhgeÐ ston prosdiorismì diaforetik¸n sunjhk¸n gia k�je

mÐa apì tic dÔo peript¸seic.

To episthmikì montèlo pou qrhsimopoioÔn oi Aumann & Brandenburger (1995) eÐnai

autì pou orÐsthke sta Kef�laio 1 & 2 me k�poiec kat�llhlec epekt�seic.6

Katarq�c, jewroÔn tic katast�seic tou kìsmou t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ T , dhlad  jew-

roÔn èna dedomèno tÔpo ti gia k�je paÐkth i. 'Opwc kai prohgoumènwc, o tÔpoc ti ∈ T i

k�je paÐkth prosdiorÐzei pl rwc th jewrÐa tou p(· |ti) kai th strathgik  tou si ∈ Si. W-
stìso, t¸ra, sÔmfwna me thn prosèggish pou akoloujoÔn, o tÔpoc kajorÐzei epiplèon kai

thn sun�rthsh plhrwm c hi k�je paÐkth, se antÐjesh me ìsa eÐqame dei sto Kef�laio 1,

ìpou h sun�rthsh plhrwm c h = (hi)ni=1 - dhlad  to paiqnÐdi - proôp rqe tou sust matoc

pÐstewn. Me �lla, lìgia k�je tÔpoc èqei epiplèon diki� tou sun�rthsh plhrwm c hi(ti)

kai ètsi se k�je kat�stash tou kìsmou paÐzetai èna {diaforetikì} paiqnÐdi h(t).

Pio sugkekrimèna, sÔmfwna me th je¸rhsh aut  orÐzontai sunart seic p�nw sto sÔno-

lo T 7, oi opoÐec apì th stigm  pou to T mporeÐ na jewreÐ wc deigmatikìc q¸roc (dhlad 

wc q¸roc pijanìthtac), apoteloÔn tuqaÐec metablhtèc. Se ìti akoloujeÐ ja sumbolÐzoume

me {̃ } tic sunart seic pou orÐzontai p�nw sto T , dhlad  tic tuqaÐec metablhtèc. 'Etsi,

prokÔptoun oi akìloujoi orismoÐ:

5kai h opoÐa èqei polloÔc uposthriktèc sth sqetik  bibliografÐa, bl. sqetik� Aumann & Branden-
burger (1995),

6Blèpe diadrastik� sust mata pÐstewn.
7To sÔnolo twn dunat¸n katast�sewn tou kìsmou, bl. Par�grafoc 1.2.
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1. Wc paiqnÐdi orÐzetai mia sun�rthsh h : S −→ R. 'Etsi, h sun�rthsh:

h̃(t) : S −→ Rn,

s 7−→ h̃(t)(s) = (h̃i(t)(s))ni=1

onom�zetai to paiqnÐdi pou paÐzetai sthn kat�stash t, gia t ∈ T . SumbolÐzoume me

[h] to endeqìmeno [h̃ = h] := {t ∈ T : h̃(t) = h}, dhlad  to endeqìmeno na paÐzetai

to paiqnÐdi h. AntÐstoiqa orÐzontai ta endeqìmena:

[ti] := {t ∈ T : t̃i(t) = ti}, o paÐkthc i na èqei tÔpo ti kai

[si] := {t ∈ T : s̃i(t) = si}, o paÐkthc i na paÐzei thn strathgik  si

2. Wc eikasÐa (conjecture) φi enìc paÐkth i se mia kat�stash t onom�zetai mia katanom 

pijanìthtac p�nw sto sÔnolo S−i, tètoia ¸ste:

φi(t)(s−i) := P ([s−i]; ti)

SumbolÐzoume me φ(t) := (φ1(t), . . . , φn(t)) tic eikasÐec ìlwn twn paikt¸n se mÐa

kat�stash t.

Sqetik� me tic eikasÐec autèc, dhmiourgeÐtai mia basik  diafor� an�mesa se paiqnÐdia

2-paikt¸n kai se paiqnÐdia n-paikt¸n me n > 2. Arqik�, exet�zontac thn perÐptwsh n = 2

parathroÔme ìti h eikasÐa k�je paÐkth eÐnai mia katanom  pijanìthtac p�nw stic kajarèc

strathgikèc tou �llou - dhlad  ex orismoÔ mia meikt  strathgik  tou �llou paÐkth.

AntÐjeta, sthn perÐptwsh ìpou n > 2 autì all�zei. H eikasÐa φi enìc paÐkth i den eÐnai

plèon mÐa meikt  strathgik  k�poiou �llou paÐkth, all� mÐa katanom  pijanìthtac p�nw

stic (n− 1) - �dec energei¸n twn upoloÐpwn paikt¸n. Wstìso, h katanom  aut  (dhlad 

h eikasÐa φi tou paÐkth i) ep�gei mia meikt  strathgik  gia k�je paÐkth j diaforetikì tou

i, h opoÐa eÐnai h perij¸ria thc φi p�nw sto Sj , gia j 6= i. H perij¸ria aut , katanom 

onom�zetai eikasÐa tou i gia ton j. To prìblhma, wstìso, t¸ra eÐnai ìti oi diaforetikoÐ

paÐktec apì ton j mporoÔn na diathroÔn diaforetikèc metaxÔ touc eikasÐec gia ton j kai

ètsi den eÐnai plèon kajìlou xek�jaro - antÐjeta me thn perÐptwsh n = 2 - poia meikt 

strathgik  ja apotelèsei th sunist¸sa tou j sto {upoy fio} shmeÐo Nash.

3. Tèloc, ìpwc orÐsame kai sto Kef�laio 2, ènac paÐkthc eÐnai orjologikìc se mÐa ka-

t�stash tou kìsmou t, an h kajar  strathgik  tou sthn t megistopoieÐ thn aname-

nìmenh plhrwm  tou, dedomènou tou tÔpou tou ti. IsodÔnama, an jèsoume hi := h̃i(t)

kai si := s̃i(t), tìte, me sÔmbola, ènac paÐkthc eÐnai orjologikìc an:

E[hi(si, s̃−i); ti] ≥ E[hi(ui, s̃−i); ti], gia k�je ui ∈ Si.



Kef�laio 3. ShmeÐo susqetismènhc isorropÐac & orjologikèc prosdokÐec 36

'Eqontac orÐsei to kat�llhlo jewrhtikì plaÐsio, mporoÔme t¸ra na parousi�soume ta

apotelèsmata twn Aumann & Brandenburger (1995). AkoloujoÔme thn prosèggish twn

Hillas & Kohlberg (2002) p�nw sto �rjro twn Aumann & Brandenburger (1995). To

pr¸to apotèlesma afor� tic enèrgeiec twn paikt¸n se antÐjesh me ta epìmena pou aforoÔn

tic eikasÐec touc sqetik� me tic enèrgeiec twn upoloÐpwn.

Je¸rhma 3.2. 'Estw mÐa strathgik  kat�stash s ∈ S. 'Estw ìti se mÐa kat�stash

tou kìsmou t o k�je paÐkthc eÐnai orjologikìc kai eÐnai amoibaÐa gnwstì ìti s̃ = s(t) (oi

kajarèc strathgikèc twn paikt¸n eÐnai amoibaÐa gnwstèc). Tìte h s(t) apoteleÐ shmeÐo

isorropÐac Nash .

To Je¸rhma autì eÐnai diaisjhtik� xek�jaro kai ìpwc epishmaÐnoun oi Aumann &

Brandenburger (1995) h apìdeix  tou eÐnai �mesh. Ta epìmena apotelèsmata pou aforoÔn,

ìpwc eÐpame tic eikasÐec twn paikt¸n, eÐnai apì th fÔsh touc perissìtero sÔnjeta.

Je¸rhma 3.3. 'Estw h èna paiqnÐdi n-paikt¸n kai φ = (φ1, . . . , φn) mia n-�da eikasi¸n

(mÐa gia k�je paÐkth). An t eÐnai mÐa kat�stash tou kìsmou sthn opoÐa:

(i) eÐnai amoibaÐa gnwstì ìti h̃ = h,

(ii) eÐnai amoibaÐa gnwstì ìti oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ kai

(iii) eÐnai amoibaÐa gnwstì ìti φ̃ = φ,

kai epiplèon an:

(aþ) gia k�je j, oi eikasÐec φi, me i 6= j, twn upoloÐpwn paikt¸n ep�goun thn Ðdia eikasÐa

σj gia ton j kai8

(bþ) oi eikasÐec k�je paÐkth i eÐnai stoqastik� anex�rthtec apì tic eikasÐec twn upoloÐpwn

paikt¸n j 6= i,

tìte h n-�da (σ1, σ2 . . . , σn) apoteleÐ shmeÐo isorropÐac Nash se meiktèc strathgikèc sto

paiqnÐdi h.

Apìdeixh. SÔmfwna me tic upojèseic (a') kai (b'), to di�nusma σ {apoteleÐ} pr�gmati èna

di�nusma meikt¸n strathgik¸n. 'Estw t¸ra h eikasÐa enìc paÐkth i gia ènan paÐkth j. O

paÐkthc i gnwrÐzei thn eikasÐa tou j h opoÐa sÔmfwna me tic (a') kai (b') eÐnai h σ kai akìma

gnwrÐzei ìti o j eÐnai orjologikìc. 'Etsi, h eikasÐa tou i gia thn epilog  tou paÐkth j -

dhlad  h sunist¸sa σj ja dÐnei jetikì b�roc pijanìthtac mìno se ekeÐnec tic strathgikèc

tou j pou megistopoioÔn thn plhrwm  tou j dedomènhc thc eikasÐac tou j, dhlad  thc σ.

Apì autì, ìmwc, prokÔptei �mesa to zhtoÔmeno, ìti dhlad  to di�nusma σ eÐnai shmeÐo

strathgik c isorropÐac.

8Dhlad  thn Ðdia katanom  pijanìthtac σj p�nw sto Sj gia thn epilog  kajar c strathgik c apì
ton j.
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Me �lla lìgia, autì pou lèei to Je¸rhma 3.3 eÐnai ìti an se mÐa kat�stash tou kìsmou

ìloi oi paÐktec gnwrÐzoun to paiqnÐdi pou paÐzoun, gnwrÐzoun ìti ìloi oi paÐktec eÐnai

logikoÐ kai gnwrÐzoun tic eikasÐec twn �llwn, tìte k�tw apì tic upojèseic (a') kai (b'),

oi katanomèc pijanìthtac pou apodÐdoun tic eikasÐec tou k�je enìc gia to ti k�noun oi

upìloipoi brÐskontai se isorropÐa Nash.

Parathr¸ntac ìti sthn perÐptwsh ìpou n = 2, oi sunj kec (a') kai (b') ikanopoioÔntai

autìmata, to akìloujo Pìrisma eÐnai �meso:

Pìrisma 3.4. 'Estw h èna paiqnÐdi n = 2 paikt¸n. Tìte arkeÐ na isqÔoun oi sun-

j kec (i)-(iii) tou prohgoÔmenou Jewr matoc ¸ste h (σ1, σ2 . . . , σn) na apoteleÐ shmeÐo

isorropÐac Nash.

Parat rhsh 3.5. Autì pou aifnidi�zei sto parap�nw Je¸rhma eÐnai pwc - antÐjeta me

tic antil yeic pou kuriarqoÔsan sth sqetik  bibliografÐa9 - den apaiteÐtai poujen� h

Ôparxh thc koin c gn¸shc. KleidÐ ed¸ eÐnai h sunj kh (iii) pou eÐnai tìso isqur  ¸ste na

{uperkalÔyei} thn koin  gn¸sh tou orjologismoÔ kai thn koin  prior pou apaitoÔntai gia

thn susqetismènh isorropÐa (bl. Aumann, 1987).

Sthn perÐptwsh ìpou n > 2 prokÔptei to akìloujo mh tetrimmèno apotèlesma:

Je¸rhma 3.6. 'Estw h èna paiqnÐdi n-paikt¸n kai φ = (φ1, . . . , φn) mia n-�da eikasi¸n

(mÐa gia k�je paÐkth). 'Estw ìti oi jewrÐec twn paikt¸n prokÔptoun apì mia koin  prior

h opoÐa dÐnei jetik  pijanìthta sto endeqìmeno:

(i) eÐnai amoibaÐa gnwstì ìti h̃ = h,

(ii) eÐnai amoibaÐa gnwstì ìti oi paÐktec eÐnai orjologikoÐ kai

(iii) eÐnai koin� gnwstì ìti φ̃ = φ,

tìte ikanopoioÔntai oi sÔnjhkec (a') kai (b') tou prohgoÔmeno Jewr matoc kai �ra h n-�da

(σ1, σ2 . . . , σn) apoteleÐ shmeÐo isorropÐac Nash sto paiqnÐdi h.

Parat rhsh 3.7. Gia thn apìdeixh parapèmpoume stouc Aumann & Brandenburger (1995).

Sqediagrammatik� akoloujeÐ thn ex c sullogistik . Pr¸ta, apodeiknÔetai ìti oi eikasÐec

opoiond pote dÔo paikt¸n gia tic epilogèc enìc trÐtou eÐnai metaxÔ touc Ðsec, k�ti pou

prokÔptei �mesa me efarmog  tou Agreeing to Disagree, Aumann (1976).10 DeÔteron,

apodeiknÔetai h perissìtero sÔnjeth sunj kh ìti k�tw apì autèc tic upojèseic oi eikasÐec

k�je paÐkth gia tic eikasÐec dÔo opoiond pote �llwn paikt¸n eÐnai metaxÔ touc stoqastik�

anex�rthtec. Tèloc, èqontac kaneÐc apodeÐxei ta parap�nw, to zhtoÔmeno apotelèsma

prokÔptei apì to Je¸rhma 3.3.

9Gia perissìterec leptomèreiec blèpe Aumann & Brandenburger (1995), Enìthta 1.
10Prìtash 3.1 thc paroÔshc ergasÐac.
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Parìlo pou t¸ra qrei�sthke h koin  prior kai p�li to apotèlesma proèkuye qwrÐc

koin  gn¸sh tou paiqnidioÔ   tou orjologismoÔ twn paikt¸n. ParathroÔme, wstìso, ìti

apait jhke koin  - antÐ gia amoibaÐa - gn¸sh twn eikasi¸n, sunj kh pou eÐnai polÔ isqur .

Oi Aumann & Brandenburger (1995) apodeiknÔoun ìti oi sunj kec kai twn duo Jew-

rhm�twn eÐnai sfiktèc me thn ènnoia ìti an qalarwjoÔn èstw kai lÐgo, up�rqoun antipa-

radeÐgmata wc proc thn isqÔ twn Jewrhm�twn.

Tèloc, o Polak (1999) apodeiknÔei ìti:

Je¸rhma 3.8. An h sunj kh (i) tou Jewr matoc 3.6 antikatastajeÐ me thn enisqumènh

sunj kh:

(i') eÐnai koin� gnwstì ìti h̃ = h,

tìte:

1. to Je¸rhma 3.6 isqÔei qwrÐc na apaiteÐtai h koin  prior

2. Autìmata isqÔei h sunj kh thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ, dhlad  h enisqu-

mènh ekdoq  (ii´) thc sunj khc (ii).

Parat rhsh 3.9. Se paiqnÐdia {pl rouc plhrofìrhshc} (complete information) upotÐje-

tai (sun jwc apì ton orismì touc) ìti isqÔei h enisqumènh sunj kh (i´). 'Etsi sta paiqnÐdia

aut� den apaiteÐtai h koin  prior.
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3.3 Orjologik� anamenìmenec plhrwmèc

3.3.1 Eisagwg 

Oi Aumann kai Dreze (2008) asqoloÔntai me ton qarakthrismì twn orjologik� ana-

menìmenwn plhrwm¸n gia ènan paÐkth, dhlad  twn plhrwm¸n pou ja mporoÔse na anamènei

ènac paÐkthc k�tw apì tic upojèseic thc koin c prior (common prior - CP) kai thc koin c

gn¸shc tou orjologismoÔ twn paikt¸n (CKR).

Sth bibliografÐa eÐnai genik� paradektì ìti se èna paiqnÐdi 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc h

tim  (value) tou paiqnidioÔ ekfr�zei thn orjologik� anamenìmenh plhrwm  twn paikt¸n,

en¸ epÐshc eÐnai genik� paradektì, ìti oi di�forec ènnoiec lÔshc se paiqnÐdia mh mhdenikoÔ

ajroÐsmatoc (p.q. shmeÐo Nash me tic di�forec ekleptÔnseic kai genikeÔseic tou) den sum-

badÐzoun upoqrewtik� me orjologik� anamenìmenec plhrwmèc. To prìblhma autì akrib¸c

antimetwpÐzoun oi Aumann & Dreze (2008), me stìqo th dhmiourgÐa eniaÐac jewrÐac gia

tic orjologik� anamenìmenec plhrwmèc.

Sth genik  tou morf , to prìblhma autì den èqei monos manth ap�nthsh kaj¸c eÐ-

nai upoprosdiorismèno. Ta sÔnola strathgik¸n kai oi sunart seic plhrwm c orÐzoun th

strathgik  morf  enìc paiqnidioÔ, den arkoÔn ìmwc, gia na perigr�youn tic sunj kec k�tw

apì tic opoÐec paÐzetai to paiqnÐdi. Oi sunj kec autèc eÐnai kajoristikèc gia thn èkbash

tou paiqnidioÔ kai mporoÔn sthn pr�xh na odhg soun to Ðdio paiqnÐdi se teleÐwc diaforetik�

apotelèsmata11. Oi paÐktec enìc paiqnidioÔ gn¸rizoun tic idiaÐterec sunj kec k�tw apì

tic opoÐec ja gÐnei to paiqnÐdi kai sunep¸c eÐnai logikì na perimènoume ìti oi prosdokÐec

touc ja exart¸ntai apì autèc. 'Ara, k�je jewrÐa pou ja prospaj sei na d¸sei ap�nthsh

sto arqikì er¸thma ja prèpei na tic lamb�nei upìyh thc. Me ton trìpo autì, pern�me apì

thn ènnoia tou paiqnidioÔ sthn ènnoia thc perÐstashc tou paiqnidioÔ pou perilamb�nei to

Ðdio to paiqnÐdi all� kai to plaÐsio mèsa sto opoÐo paÐzetai.

H basik  dom  pou eÐnai kat�llhlh gia na perigr�yei tic diaforèc sto plaÐsio sto opoÐo

paÐzetai k�je for� èna paiqnÐdi eÐnai ta sust mata -   oi ierarqÐec - pÐstewn pou eÐdame

sta prohgoÔmena kef�laia. 'Opwc gnwrÐzoume, ta sust mata pÐstewn perigr�foun metaxÔ

�llwn tic pÐsteic twn paikt¸n gia tic enèrgeiec kai gia tic pÐsteic twn �llwn paikt¸n.

Sthn perÐptwsh pou oi Ðdioi paÐktec paÐzoun to Ðdio paiqnÐdi all� diathroÔn diaforetikèc

apìyeic gia tic kin seic twn �llwn paikt¸n (  gia tic apìyeic touc), eÐnai polÔ logikì

na perimènoume ìti ja odhghjoÔn se diaforetikèc epilogèc kai �ra kai se diaforetikèc

11Poll� gnwst� paiqnÐdia mporoÔn na qrhsimeÔsoun wc paradeÐgmata, ìpwc p.q. to paiqnÐdi thc sa-
rantapodaroÔsac   to dÐlhmma tou kratoumènou me paÐktec diaforetik c empeirÐac.
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prosdokÐec wc proc thn èkbash tou paiqnidioÔ. Lamb�nontac upìyh ta parap�nw, oi Au-

mann & Dreze (2008) epilègoun ènan paÐkth, èstw ton paÐkth I - gia ton opoÐo jèloun na

upologÐsoun tic prosdokÐec tou - kai odhgoÔntai ston ex c orismì:

Orismìc 3.10. H perÐstash Γ enìc paiqnidioÔ G (game situation Γ of a game G)

orÐzetai wc ex c:

1. èna paiqnÐdi G se strathgik  morf  (sÔnola strathgik¸n kai sun�rthsh plhrwm c)

kai

2. èna sÔsthma pÐstewn p�nw sto G kai

3. èna dedomèno tÔpo t1 tou paÐkth I.

Sthn perÐptwsh aut  ja lème ìti h perÐstash Γ basÐzetai sto G   ìti to G apoteleÐ th

b�sh gia th Γ.

EÐnai �meso ìti se k�je perÐstash enìc paiqnidioÔ antistoiqeÐ mia kal� orismènh pros-

dokÐa gia ton I, pou eÐnai akrib¸c h anamenìmenh plhrwm  tou I sÔmfwna me thn strathgik 

tou kai thn pÐsth   jewrÐa tou. QwrÐc, ìmwc, na jèsoume k�poiouc epiplèon periorismoÔc

stic pÐsteic tou I den mporoÔme na odhghjoÔme se k�poio safèc sumpèrasma, kaj¸c o-

poiad pote plhrwm  an�mesa sth mègisth kai sthn el�qisth eÐnai efikt . Akìma kai se

paiqnÐdia 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc oi prosdokÐec tou I mporoÔn na eÐnai polÔ diaforetikèc

apì thn tim  tou paiqnidioÔ an�loga me tic pÐsteic tou. Kai autì, parìlo pou sta paiqnÐdia

aut� h tim  prob�llei wc adiamfisb thth kai genik¸c apodekt  ènnoia lÔshc.

Oi teleutaÐec diapist¸seic mac dÐnoun kÐnhtro na anazht soume epiplèon sunj kec pou

na exasfalÐzoun ìti toul�qiston se èna paiqnÐdi 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc h prosdokÐa tou

I ja eÐnai h tim  tou paiqnidioÔ, ìpoia kai na eÐnai h perÐstash sthn opoÐa autì paÐzetai.

Efìson ta paiqnÐdia 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc èqoun wc saf  lÔsh thn tim  tou paiqnidioÔ

den up�rqei lìgoc na dikaiolog soume k�poia diaforetik  prosdokÐa twn paikt¸n wc proc

thn èkbas  tou, ìpoia kai an eÐnai h perÐstash sthn opoÐa paÐzetai.

ParathroÔme ìti sta plaÐsia tou problhmatismoÔ pou perigr�yame, upobìskei  dh h

ènnoia tou orjologismoÔ - me th morf  logik¸n   mh prosdoki¸n. 'Etsi, to montèlo pou

anaptÔssetai sthn sunèqeia basÐzetai sthn episthmik  upìjesh thc koin c gn¸shc tou

orjologismoÔ. H sunj kh aut  ekfr�zetai mèsa apì ta orjologik� sust mata pÐstewn

kai tic orjologikèc prosdokÐec pou orÐsame sthn Par�grafo 2.3. Sth sunèqeia epa-

nalamb�noume ton orismì autì kai prosjètoume k�poiec polÔ shmantikèc idiìthtec pou

prokÔptoun apì autìn.



Kef�laio 3. ShmeÐo susqetismènhc isorropÐac & orjologikèc prosdokÐec 41

3.3.2 Orismìc & idiìthtec

JewroÔme èna paiqnÐdi G se kanonik  morfh kai èna orjologikì sÔsthma pÐstewn Π

(belief system) p�nw se autì. UpenjumÐzoume ìti èna sÔsthma pÐstewn eÐnai orjologikì

ìtan up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ kai ìtan oi pÐsteic twn paikt¸n prokÔptoun

apì mia koin  prior, blèpe Orismì 2.8. O epìmenoc orismìc eÐnai Ðdioc me ton Orismì 2.9

kai paratÐjetai gia lìgouc plhrìthtac tou parìntoc kefalaÐou.

Orismìc 3.11. Se èna paiqnÐdi G onom�zoume orjologik� anamenìmenh plhrwm    or-

jologik  prosdokÐa k�je anamenìmenh plhrwm  twn tÔpwn enìc paÐkth - èstw tou I - pou

prokÔptei apì èna orjologikì sÔsthma pÐstewn p�nw sto G.

Prin parousi�soume dÔo apì ta basik� apotelèsmata pou isqÔoun gia tic orjologikèc

prosdokÐec, epishmaÐnoume tic parak�tw idiìthtèc touc:

(1) K�je plhrwm  pou antistoiqeÐ se shmeÐo isorropÐac Nash eÐnai orjologik . To

Ðdio kai k�je desmeumènh plhrwm  (dhl. anamenìmenh plhrwm  tou I dedomènou

tou tÔpou tou), ìtan h koin  prior apoteleÐ shmeÐo susqetismènhc isorropÐac. To

antÐstrofo den isqÔei.

Apìdeixh. 'Ena shmeÐo susqetismènhc isorropÐac sto G mporeÐ kat� tetrimmèno trìpo na

metatrapeÐ se shmeÐo susqetismènhc isorropÐac tou paiqnidioÔ 2G12, apl� apodÐdontac

pijanìthta 0 sto deÔtero antÐtupo k�je strathgik c tou paÐkth I. Sth sunèqeia to apo-

tèlesma eÐnai �meso apì to gegonìc ìti se èna paiqnÐdi G oi orjologikèc prosdokÐec tou

paÐkth I tautÐzontai me tic desmeumènec plhrwmèc sta shmeÐa susqetismènhc isorropÐac

tou paiqnidioÔ 2G (bl. Je¸rhma 3.16').

H pr¸th aut  idiìthta mac lèei ìti h ènnoia twn orjologik¸n prosdoki¸n eÐnai asjenèsterh

apì thn ènnoia tou shmeÐou isorropÐac Nash kai akìma apì thn ènnoia tou shmeÐou su-

sqetismènhc isorropÐac. Autì epibebai¸netai apì to gegonìc ìti up�rqoun orjologikèc

prosdokÐec pou den antistoiqoÔn se kanèna shmeÐo isorropÐac. Me �lla lìgia, oi orjolo-

gikèc prosdokÐec apoteloÔn mia genÐkeush twn dÔo aut¸n ennoi¸n isorropÐac. Parìla aut�

eÐnai arket� isqur  ènnoia, ¸ste na apodÐdei thn tim  tou paiqnidioÔ wc mình orjologik 

prosdokÐa se paiqnÐdia 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc, ìpwc ja doÔme sthn sunèqeia.

(2) K�je orjologik  prosdokÐa enìc paÐkth eÐnai megalÔterh   Ðsh apì to epÐpedo asfa-

leÐac tou paÐkth autoÔ.

12Gia ton orismì tou paiqnidioÔ 2G, blèpe Par�grafo 3.3.3.
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Apìdeixh. 'Estw t∗1 ènac tÔpoc tou paÐkth I me strathgik  s∗1 := s1(t∗1) kai desmeumènh

anamenìmenh plhrwm  (prosdokÐa) Ðsh me α se èna orjologikì sÔsthma pÐstewn Π . 'Estw,

akìma p h katanom  pijanìthtac p�nw sto sÔnolo S−1 = S2 × S3 × . . .× Sn pou ep�gei

h jewrÐa tou t∗1. 'Etsi:

α =
∑

s−1∈S−1

p(s−1) · h1(s∗1, s
−1).

Lìgw thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ (CKR) , o tÔpoc t∗1 eÐnai orjologikìc kai �ra

h strathgik  s∗1 megistopoieÐ thn anamenìmenh plhrwm  tou, dedomènhc thc pÐsthc tou.

'Etsi, apì to Je¸rhma minimax prokÔptei ìti:

α = max
s1∈S1

∑
s−1∈S−1

p(s−1) · h1(s1, s
−1) ≥ min

q
max
s1∈S1

∑
s−1∈S−1

q(s−1) · h1(s1, s
−1)

= max
r

min
s−1∈S−1

∑
s1∈S1

r(s1) · h1(s1, s
−1),

ìpou oi deÐktec q kai r diatrèqoun ta sÔnola twn katanom¸n pijanìthtac p�nw sta sÔnola

S−1 kai S1 antÐstoiqa.

Autì pou prokÔptei apì th sugkekrimènh idiìthta eÐnai ìti k�je orjologik  prosdokÐa

eÐnai toul�qiston Ðsh me th maxmin plhrwm  pou mporeÐ na exasfalÐsei o paÐkthc qrh-

simopoi¸ntac meiktèc strathgikèc. Me �lla lìgia, k�je orjologik  prosdokÐa eÐnai kai

atomik� orjologik , me thn ènnoia ìti o paÐkthc anamènei toul�qiston autì pou mporeÐ na

exasfalÐsei gia ton eautì tou (dhlad  to epÐpedo asfaleÐac tou).

H epìmenh idiìthta genikeÔei to analloÐwto twn shmeÐwn susqetismènhc isorropÐac (�ra

kai twn SSI, bl. Mhlolid�khc (2009), ed�fia 4.3, 6.3, 9.3) gia orjologikèc prosdokÐec.

(3) Oi orjologikèc prosdokÐec paramènoun analloÐwtec k�tw apì diadoqik  aplopoÐhsh

isqur� kuriarqoÔmenwn strathgik¸n.

Apìdeixh. H idiìthta aut  prokÔptei �mesa apì to gegonìc ìti mia austhr� kuriarqoÔmenh

strathgik  den mporeÐ potè na emfanÐzetai me jetik  pijanìthta se èna shmeÐo susqeti-

smènhc isorropÐac, k�jwc eÐnai p�ntote protimìtero na epilègetai antÐ aut c h antÐstoiqh

kuriarqoÔsa strathgik .

(4) Oi metasqhmatismoÐ jèshc - prìsjesh stajer�c - kai klÐmakac - pollaplasiasmìc

me jetik  stajer� - stic plhrwmèc enìc paÐkth metab�lloun an�loga tic orjologikèc

prosdokÐec tou paÐkth me dedomènec tic strathgikèc twn �llwn paikt¸n.

Apìdeixh. Kaj¸c tètoioi metasqhmatismoÐ af noun amet�blhta ta shmeÐa susqetismènhc

isorropÐac (�ra kai ta shmeÐa isorropÐac Nash), en¸ metab�lloun an�loga tic plhrwmèc
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tou paiqnidioÔ (blèpe Mhlolid�khc (2009), L mma 2.1), h idiìthta aut  prokÔptei �mesa

apì to gegonìc ìti se èna paiqnÐdi G oi orjologikèc prosdokÐec tou paÐkth I tautÐzontai

me tic desmeumènec plhrwmèc sta shmeÐa susqetismènhc isorropÐac tou paiqnidioÔ 2G (bl.

Je¸rhma 3.16').

(5) K�je stoiqei¸dec paiqnÐdi èqei mÐa mègisth orjologik  plhrwm , h opoÐa eÐnai Ðsh

me thn mègisth plhrwm  tou I p�nw stic strathgikèc katast�seic (se kajarèc

strathgikèc).13

EpishmaÐnoume ìti stoiqei¸dec jewreÐtai k�je paiqnÐdi pou èqei èna shmeÐo susqetismènhc

isorropÐac, to opoÐo apodÐdei jetik  pijanìthta se k�je strathgik  k�je paÐkth kai sto

opoÐo h strathgik  pou upodeiknÔetai se k�je paÐkth eÐnai austhr� kalÔterh apì opoia-

d pote �llh strathgik  tou paÐkth autoÔ14. ApodeiknÔetai ìti k�je paiqnÐdi mporeÐ upo

mÐa sugkekrimènh ènnoia na anaqjeÐ se èna stoiqei¸dec paiqnÐdi, Myerson (1997).

3.3.3 Qarakthrismìc twn orjologik¸n prosdoki¸n: To paiqnÐdi

2G.

'Estw, loipìn, èna paiqnÐdi n-paikt¸n G. AfoÔ mac endiafèroun oi orjologikèc pros-

dokÐec, ja asqolhjoÔme mìno me orjologik� sust mata pÐstewn p�nw sto G, dhlad  me

sust mata ìpou oi pÐsteic twn paikt¸n proèrqontai apì mia koin  prior kai ìpou se k�je

kat�stash up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ15. Stìqoc thc paragr�fou aut c eÐnai

na qarakthrÐsoume tic orjologikèc prosdokÐec, dhlad  na tic tautopoi soume me gnwst�

se mac antikeÐmena, gia ta opoÐa diajètoume akribeÐc mejìdouc upologismoÔ.

'Opwc apèdeixan oi Aumann & Dreze (2008) h lÔsh dÐnetai me th bo jeia twn shmeÐwn

susqetismènhc isorropÐac - pio sugkekrimèna twn plhrwm¸n twn paikt¸n se aut� - ìqi

ìmwc tou arqikoÔ paiqnidioÔ G16 all� enìc epauxhmènou paiqnidioÔ, to opoÐo prokÔptei

apì to arqikì me diplasiasmì17 twn diajèsimwn strathgik¸n. An kai h ènnoia tou epauxh-

mènou paiqnidioÔ fant�zei Ðswc teqnht  mìlic thn prwtosunant�ei kaneÐc, gÐnetai gr gora

safèc ìti apoteleÐ mia exèlixh pou prokÔptei fusiologik� ìtan kaneÐc epexerg�zetai mia

perÐstash enìc paiqnidioÔ, ìpwc ja doÔme sthn sunèqeia. Mèsw tou epauxhmènou autoÔ

13H apìdeixh eÐnai teqnik  kai paraleÐpetai. Blèpe Aumann & Dreze (2008), Proposition D.
14H deÔterh sunj kh eÐnai isodÔnamh me to ìti ìlec oi anisìthtec pou kajorÐzoun to shmeÐo susqeti-

smènhc isorropÐac eÐnai austhrèc.
15JumÐzoume ìti autì eÐnai isodÔnamo me to ìti ìloi oi tÔpoi ìlwn twn paikt¸n eÐnai orjologikoÐ

(universal rationality).
16JumhjeÐte �llwste ìti oi orjologikèc prosdokÐec apoteloÔn genÐkeush twn shmeÐwn susqetismènhc

isorropÐac.
17Lègontac diplasiasmì ennooÔme ìti èqoume 2 antÐgrafa k�je strathgik c.
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paiqnidioÔ prokÔptoun dÔo isodÔnamoi trìpoi na qarakthrÐsoume to sÔnolo twn orjolo-

gik¸n prosdoki¸n, touc opoÐouc ja doÔme analutik� sthn suz thsh pou akoloujeÐ.

Xekin�me, loipìn, me èna paiqnÐdi G se kanonik  morf  kai èna orjologikì sÔsthma

pÐstewn Π (belief system) p�nw se autì. Gia ton paÐkth I - gia ton opoÐo endiaferìmaste

na upologÐsoume tic orjologikèc prosdokÐec tou - jewroÔme touc tÔpouc tou t11, t
2
1, . . . t

k
1

k�je ènac apì touc opoÐouc paÐzei mia sugkekrimènh strathgik , èstw s(ti1), i = 1, . . . , k

kai èqei mia sugkekrimènh pÐsth (  jewrÐa) h opoÐa eÐnai h desmeumènh thc koin c prior

dedomènou ìti o I eÐnai autoÔ tou tÔpou. Me b�sh th dom  aut  pou proôpojètoume

prokÔptoun oi akìloujec idiìthtec tou montèlou.

Arqik�, parathroÔme ìti h koin  prior mporeÐ na jewrhjeÐ wc mia katanom  pijanìthtac

p�nw se èna teqnhtì paiqnÐdi GΠ pou prokÔptei apì to arqikì paiqnÐdi G wc ex c:

JewroÔme wc sÔnolo strathgik¸n tou Π - kai antÐstoiqa twn upoloÐpwn paikt¸n - to

sÔnolo ìpou k�je strathgik  emfanÐzetai tìsec forèc ìsoi kai oi tÔpoi tou sto sÔsthma

pÐstewn Π pou thn qrhsimopoioÔn. Gia par�deigma, an o I èqei dÔo strathgikèc, èstw s1

kai s2 kai 5 tÔpouc t1, . . . , t5 apì touc opoÐouc oi treic pr¸toi paÐzoun thn strathgik  s1

kai oi dÔo teleutaÐoi thn strathgik  s2, tìte to sÔnolo twn strathgik¸n tou sto paiqnÐdi

GΠ ja  tan to ex c:

S1 = {s1
1, s

2
1, s

3
1, s

1
2, s

2
2}

EÐnai �meso ìti h koin  prior mporeÐ na ermhneujeÐ wc mÐa susqetismènh strathgik  sto

epauxhmèno paiqnÐdi GΠ, sto opoÐo, ìpwc mìlic eÐpame, k�je strathgik  emfanÐzetai sto

sÔnolo strathgik¸n tou I tìsec forèc ìsoi kai oi tÔpoi tou pou thn qrhsimopoioÔn.

To kleidÐ gia ìsa akoloujoÔn eÐnai ìti aut  h susqetismènh strathgik  brÐsketai se

isorropÐa, apoteleÐ dhlad  èna shmeÐo susqetismènhc isorropÐac18.

H teleutaÐa diapÐstwsh eÐnai �mesh sunèpeia thc dom c tou orjologikoÔ sust matoc

pÐstewn. JumÐzoume ìti mia susqetismènh strathgik  eÐnai se isorropÐa an me dedomènec

tic sust�seic thc fÔshc kaneÐc paÐkthc den èqei sumfèron na pareklÐnei monìpleura apì tic

sust�seic autèc, (blèpe Mhlolid�khc (2009), Orismìc 9.2.1). Dhlad , ìtan h anamenìmenh

plhrwm  enìc paÐkth megistopoieÐtai ìtan autìc akoloujeÐ tic sust�seic thc fÔshc. Sto

episthmikì montèlo pou exet�zoume, to gegonìc ìti to sÔsthma pÐstewn Π eÐnai orjologikì

sunep�getai ex orismoÔ thn Ôparxh thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ   isodÔnama ìti

ìloi oi tÔpoi ìlwn twn paikt¸n eÐnai orjologikoÐ. Autì shmaÐnei ìti h strathgik  k�je

tÔpou k�je paÐkth tou dÐnei th mègisth anamenìmenh plhrwm  apènanti sthn katanom 

pijanìthtac thc koin c prior.'Etsi, h katanom  aut  apoteleÐ èna shmeÐo susqetismènhc

isorropÐac sto epauxhmèno paiqnÐdi GΠ. Odhghj kame, loipìn sto ex c sumpèrasma:

18 'Opwc ja doÔme amèswc, autì ofeÐletai sthn upìjesh thc univeral rationality.
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Parat rhsh 3.12. 'Estw èna paiqnÐdi G kai èna orjologikì sÔsthma pÐstewn Π p�nw se

autì. Tìte h koin  prior katanom  apoteleÐ shmeÐo susqetismènhc isorropÐac sto epauxh-

mèno paiqnÐdi GΠ pou prokÔptei apì to G an jewr soume se autì wc sÔnolo strathgik¸n

k�je paÐkth to sÔnolo, ìpou k�je strathgik  emfanÐzetai tìsec forèc ìsoi kai oi tÔpoi

tou paÐkth pou thn qrhsimopoioÔn.

DesmeÔontac, t¸ra, ènan tÔpo tou I sto G - èstw ton t11 pou paÐzei thn strathgik 

s1 - èqoume ìti h anamenìmenh plhrwm  tou tÔpou autoÔ eÐnai mia orjologik  prosdokÐa.

IsodÔnama, ìmwc, aut  eÐnai kai h desmeumènh plhrwm  tou paÐkth autoÔ sto paiqnÐdi GΠ

an autìc paÐxei thn strathgik  s1
1 sto shmeÐo susqetismènhc isorropÐac pou kajorÐzei

h koin  prior. 'Etsi, to prìblhma prosdiorismoÔ twn orjologik¸n plhrwm¸n an�getai

se prìblhma prosdiorismoÔ twn shmeÐwn susqetismènhc isorropÐac tou paiqnidioÔ GΠ kai

sth sunèqeia tou upologismoÔ twn desmeumènwn plhrwm¸n twn paikt¸n se aut�. Autìc

eÐnai kai ènac pr¸toc - metabatikìc - qarakthrismìc twn orjologik¸n prosdoki¸n, kai

apoteleÐ thn basik  skèyh gia ta apotelèsmata pou akoloujoÔn. Xekin¸ntac apì to e-

pauxhmèno paiqnÐdi GΠ kai ton qarakthrismì autì, mporoÔme na k�noume sugqwneÔseic

kai na odhghjoÔme se èna endi�meso paiqnÐdi qwrÐc na q�soume thn idiìthta thc susqe-

tismènhc isorropÐac kai kat' epèktash tou qarakthrismoÔ twn orjologik¸n prosdoki¸n.

Sugkekrimèna:

Orismìc 3.13. 'Estw èna sÔsthma pÐstwn Π se èna paiqnÐdi n-paikt¸n G kai π h koin 

prior. 'Estw akìmh, dÔo tÔpoi t1i kai t2i tou paÐkth i pou paÐzoun thn Ðdia strathgik .

OrÐzoume wc Π′ to sÔsthma pÐstewn pou prokÔptei apì sunènwsh twn tÔpwn t1i kai t
2
i se

ènan koinì tÔpo u0
i me strathgik :

si(u
0
i ) := si(t

1
i ) = si(t

2
i )

wc ex c:

(i) to sÔnolo twn tÔpwn tou paÐkth i gÐnetai to:

T ′i = Ti ∪ {u0
i } \ {t1i , t2i },

(ii) h koin  prior π′ sto Π′ eÐnai h:

π′(ui, t
−i) := π(ui, t

−i), ∀ui 6= u0
i

π′(u0
i , t
−i) := π(t1i , t

−i) + π(t2i , t
−i)

Me �lla lìgia, oi tÔpoi me tautìshmec strathgikèc sunen¸nontai se ènan tÔpo me thn

strathgik  aut , kai h prior katanom  eÐnai to �jroisma twn pijanot twn twn tÔpwn aut¸n

prin thn sunènwsh.
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L mma 3.14. Gia thn diadikasÐa sunènwshc tÔpwn pou orÐsame isqÔoun oi akìloujec

idiìthtec:

1. To sÔsthma pÐstewn Π′ eÐnai orjologikì.

2. H sunènwsh tÔpwn ephre�zei mìno tic prosdokÐec twn tÔpwn pou sunen¸nontai kai

kanenìc �llou tÔpou.

Apìdeixh. 1. Prèpei na deÐxoume ìti sto Π′ h strathgik  k�je tÔpou megistopoieÐ thn

anamenìmenh plhrwm  tou. DiakrÐnoume peript¸seic:

• gia touc tÔpouc twn upoloÐpwn paikt¸n j 6= i: autì eÐnai �meso, kaj¸c oi (desmeu-

mènec) anamenìmenec plhrwmèc touc eÐnai Ðdiec sto Π′ kai sto Π,

• gia touc tÔpouc ui 6= u0
i tou paÐkth i: isqÔei to Ðdio me prin, kaj¸c oÔte ed¸ all�zei

k�ti,

• gia ton tÔpo u0
i tou paÐkth i: t¸ra prèpei na deÐxoume ìti h desmeumènh plhrwm 

tou paÐkth i (dedomènou ìti o tÔpoc tou eÐnai u0
i kai ìti paÐzei thn strathgik  pou

tou upodeiknÔei o tÔpoc tou) eÐnai toul�qiston ìso h desmeumènh plhrwm  tou, an

o tÔpoc tou eÐnai u0
i all� paÐzei mia opoiad pote �llh strathgik  ri. Dhlad , me

sÔmbola, prèpei na deÐxoume ìti:∑
t−i∈T−i π′(u0

i , t
−i)hi(si(u

0
i ), t

−i)∑
t−i∈T−i π′(u0

i , t
−i)

≥
∑

t−i∈T−i π′(u0
i , t
−i)hi(ri, t

−i)∑
t−i∈T−i π′(u0

i , t
−i)

  isodÔnama ìti:

∑
t−i∈T−i

π′(u0
i , t
−i)hi(si(u

0
i ), t

−i) ≥
∑

t−i∈T−i

π′(u0
i , t
−i)hi(ri, t

−i)

Wstìso, lìgw thc CKR sto Π isqÔoun oi akìloujec sqèseic:

∑
t−i∈T−i

π′(t1i , t
−i)hi(si(t

1
i ), t

−i) ≥
∑

t−i∈T−i

π′(t1i , t
−i)hi(ri, t

−i) (3.1)

∑
t−i∈T−i

π′(t2i , t
−i)hi(si(t

2
i ), t

−i) ≥
∑

t−i∈T−i

π′(t2i , t
−i)hi(ri, t

−i) (3.2)

Prosjètwntac tic (1) kai (2) kai lamb�nontac upìyh touc orismoÔc twn π′ kai si(u0
i )

prokÔptei to zhtoÔmeno.
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Me dedomènh th strathgik  s1 tou paÐkth I pou èqoume desmeÔsei19, kai k�nontac ka-

t�llhlec diadoqikèc sunen¸seic tÔpwn, mporoÔme na ft�soume se èna orjologikì sÔsthma

pÐstewn - èstw Π′′ - me tic ex c idiìthtec:20

1. K�je strathgik  s 6= s1 paÐzetai to polÔ apì ènan tÔpo tou I. O tÔpoc autìc

èqei prokÔyei apì sunènwsh ìlwn twn tÔpwn pou paÐzoun aut n thn strathgik  sto

paiqnÐdi GΠ,

2. H strathgik  s1 paÐzetai apì 2 tÔpouc:

(aþ) twn desmeumèno tÔpo t11 tou I kai

(bþ) ènan deÔtero tÔpo - èstw u1
1 - o opoÐoc proèkuye antÐstoiqa, apì sunènwsh ìlwn

twn upìloipwn tÔpwn - ektìc tou desmeumènou - pou paÐzoun thn strathgik 

s1
21.

'Etsi, antistoiqÐzontac k�je tÔpo tou Π′′ me thn strathgik  tou prokÔptei to paiqnÐdi

GΠ′′ to opoÐo pio eÔstoqa - lìgw thc dom c tou - onom�zetai G2s1 . Ton akrib  orismì

tou paiqnidioÔ autoÔ - pou proèkuye apì thn diadikasÐa diadoqik¸n sunen¸sewn pou mìlic

perigr�yame - dÐnoume sthn sunèqeia:

Orismìc 3.15. OrÐzoume to paiqnÐdi G2s1 wc to paiqnÐdi pou prokÔptei apì to GΠ wc

ex c:

(i) gia k�je strathgik  s′ 6= s1 tou arqikoÔ paiqnidioÔ G, sunen¸noume ìla ta antÐgraf�

thc se èna,

(ii) gia thn strathgik  s1 krat�me dÔo antÐgrafa: èna autì tou tÔpou pou èqoume de-

smeÔsei kai èna deÔtero sto opoÐo sunen¸noume ìla ta upìloipa antÐgraf� thc.

'Opwc eÐdame, loipìn, apì thn diadikasÐa twn sunen¸sewn ft�noume se èna sÔsthma

pÐstewn Π′′ kai mia koin  prior katanom  π′′. To paiqnÐdi G2s1 eÐnai se ìla Ðdio me to G

ektìc apì to ìti h strathgik  s1 emfanÐzetai dÔo forèc, èstw s1
1 kai s1

2. K�je tÔpoc sto

Π′′ antistoiqeÐ se mÐa strathgik  sto G2s1 . 'Etsi, h katanom  π′′ ep�gei mia katanom 

pijanìthtac ρ p�nw sto sÔnolo twn strathgik¸n katast�sewn tou G2s1 , apodÐdontac

mhdenik  pijanìthta se ìsec katast�seic den emfanÐzontai sto Π′′. Gia thn katanom  ρ

isqÔei h akìloujh idiìthta:

19Gia thn akrÐbeia jumÐzoume ìti èqoume desmeÔsei ènan tÔpo, èstw ton t11 tou I pou paÐzei thn stra-
thgik  s11.

20To ìti to sÔsthma pÐstewn Π′′ pou prokÔptei eÐnai orjologikì, apodeiknÔetai �mesa me epanalam-
banìmenh efarmog  tou L mmatoc 3.13.

21Ti sumbaÐnei ìmwc, an kanènac �lloc tÔpoc den paÐzei thn s1; Thn perÐptwsh aut  ja antimetwpÐsoume
qwrist� sth sunèqeia (bl. Parat rhsh 3.9.3), diapist¸nontac ìti h parap�nw kataskeu  paramènei
dunat .
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L mma 3.16. H katanom  ρ eÐnai shmeÐo susqetismènhc isorropÐac sto paiqnÐdi G2s1 .

Apìdeixh. Epeid  to sÔsthma pÐstewn Π′′ eÐnai orjologikì, h prosdokÐa k�je tÔpou k�tw

apì thn prodiagegrammènh strathgik  tou ja eÐnai toul�qiston Ðsh me thn prosdokÐa tou

an paÐzei mia opoiad pote �llh strathgik . IsodÔnama, k�je strathgik  sto paiqnÐdi

G2s1 h opoÐa paÐzetai me jetik  pijanìthta exasfalÐzei ston paÐkth pou thn akoloujeÐ

megalÔterh (  Ðsh) desmeumènh anamenìmenh plhrwm  k�tw apì thn katanom  ρ apì k�je

�llh strathgik . Sunep¸c, h katanom  ρ eÐnai shmeÐo susqetismènhc isorropÐac.

AntÐstrofa, me dedomènh thn katanom  ρ mporoÔme na orÐsoume èna sÔsthma pÐstewn B

p�nw stoG wc ex c: oi tÔpoi tou paÐkth i sto B eÐnai se èna proc èna antistoiqÐa me ekeÐnec

tic strathgikèc tou sto G2s1 stic opoÐec h ρ apodÐdei jetik  pijanìthta. AkoloÔjwc, h

pÐsth k�je tÔpou enìc paÐkth eÐnai h desmeumènh thc ρ dedomènhc thc strathgik c pou

antistoiqeÐ se autìn ton tÔpo. Basizìmenoi se aut�, mporoÔme na apodeÐxoume to basikì

apotèlesma thc enìthtac, ton qarakthrismì, dhlad , ton orjologik¸n prosdoki¸n enìc

paiqnidioÔ.

Je¸rhma 3.17. Se èna paiqnÐdi G oi orjologikèc prosdokÐec tou paÐkth I tautÐzontai

me tic desmeumènec plhrwmèc sta shmeÐa susqetismènhc isorropÐac twn paiqnidi¸n

G2s1 , s1 ∈ S1,

ìpou S1 to sÔnolo strathgik¸n tou paÐkth I.

Apìdeixh. 'Estw α h prosdokÐa tou tÔpou t11 (ar� kai tou u
1
1) sto Π′′. SÔmfwna me ta L m-

mata 3.6.1 kai 3.8, h prosdokÐa α apoteleÐ desmeumènh plhrwm  sto shmeÐo susqetismènhc

isorropÐac ρ tou G2s1 . Autì apodeiknÔei th mÐa kateÔjunsh.

Gia to antÐstrofo, èstw mia strathgik  s1 sto epauxhmèno paiqnÐdi G2s1 kai èstw β h

desmeumènh plhrwm  thc s1 sto shmeÐo susqetismènhc isorropÐac ρ tou paiqnidioÔ G2s1 .

Gia na apodeÐxoume to zhtoÔmeno, arkeÐ na parathr soume ìti to sÔsthma pÐstewn B eÐnai

orjologikì. Autì prokÔptei �mesa apì to ìti h katanom  ρ eÐnai mia koin  prior gia

to B k�jwc kai ìti to gegonìc ìti h ρ eÐnai shmeÐo susqetismènhc isorropÐac sto G2s1

isodunameÐ me to thn Ôparxh koin c gn¸shc tou orjologismoÔ (CKR) sto B.

An jewr soume thn parap�nw diadikasÐa sunènwshc twn strathgik¸n tou paÐkth I

aut n thn for� desmeÔontac tautìqrona mÐa for� gia k�je tou strathgik  odhgoÔmaste

sto paiqnÐdi 2G. Autì, dhlad  eÐnai to Ðdio me to G me thn diafor� ìti k�je strathgik  tou

paÐkth I emfanÐzetai dÔo forèc. Me b�sh to paiqnÐdi autì, èqoume thn akìloujh isodÔnamh

èkfrash tou Jewr matoc 3.17:
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Je¸rhma 3.17'. Se èna paiqnÐdi G oi orjologikèc prosdokÐec tou paÐkth I tautÐzontai

me tic desmeumènec plhrwmèc sta shmeÐa susqetismènhc isorropÐac tou paiqnidioÔ 2G.

Oloklhr¸noume thn parousÐash tou qarakthrismoÔ twn orjologik¸n prosdoki¸n me

dÔo parathr seic, pou Ðswc èqoun  dh gÐnei antilhptèc   èmmesa anaferjeÐ:

Parat rhsh 3.18. 1. Ta shmeÐa susqetismènhc isorropÐac tou paiqnidioÔ 2G - kai ge-

nikìtera twn epauxhmènwn paiqnidi¸n - den prokÔptoun {diplasi�zontac} ta shmeÐa su-

sqetismènhc isorropÐac tou paiqnidioÔ G. H diadikasÐa tou diplasiasmoÔ ephre�zei ta

shmeÐa susqetismènhc isorropÐac kat� mh tetrimmèno trìpo. AntÐjeta, k�je shmeÐo su-

sqetismènhc isorropÐac tou diplasiasmènou paiqnidioÔ 2G, odhgeÐ mèsa apì thn diadikasÐa

thc sunènwshc pou perigr�fhke parap�nw se èna shmeÐo susqetismènhc isorropÐac tou

arqikoÔ paiqnidioÔ G. EÐnai �meso, m�lista, ìti h anamenìmenh plhrwm  enìc paÐkth sta

duo aut� shmeÐa eÐnai Ðsh.

2. O upologismìc twn shmeÐwn susqetismènhc isorropÐac enìc paiqnidioÔ mporeÐ na gÐnei

me akrÐbeia mèsw thc epÐlushc enìc peperasmènou sust matoc anis¸sewn. 'Etsi, oi orjo-

logikèc prosdokÐec prosdiorÐzontai pl rwc sÔmfwna me to parap�nw apotèlesma.

3. H prohgoÔmenh kataskeu  basÐsthke sto endi�meso paiqnÐdi G2s1 , ìpou h strathgik 

s1 emfanÐzetai dÔo forèc (p.q. se èna dipinakopaiqnÐdi autì ja s maine ìti ja epanalam-

b�netai dÔo forèc h gramm  s1). Thn pr¸th for� wc desmeumènh (lìgw thc dèsmeushc tou

antÐstoiqou tÔpou tou paÐkth) kai th deÔterh for� lìgw thc sunènwshc ìlwn twn �llwn

gramm¸n pou paizìtan h s1 sto GΠ. Ti gÐnetai loipìn an sto sÔsthma pÐstewn Π h s1

emfanÐzetai akrib¸c mÐa for� (sth gramm  pou desmeÔsame); Tìte kai p�li mporoÔme na

odhghjoÔme sto G2s1 , me th deÔterh gramm  thc s1 na dÐnei mhdenikì b�roc pijanìthtac se

k�je st lh. All� to Je¸rhma lèei k�ti �llo: ìti gia k�je orjologikì sÔsthma pÐstewn

Π oi orjologik� anamenìmenec plhrwmèc tou paÐkth I (kai k�je paÐkth) eÐnai desmeumènec

plhrwmèc shmeÐou susqetismènhc isorropÐac tou G2s1 kai antistrìfwc. Autì eÐnai akribèc

epomènwc anex�rthta apì to an gia k�poio sugkekrimèno orjologikì sÔsthma pÐstewn o

desmeumènoc tÔpoc enìc paÐkth eÐnai o mìnoc pou paÐzei th sugkekrimènh strathgik .
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3.4 Orjologikèc prosdokÐec se paiqnÐdia 2-paikt¸n 0-

ajroÐsmatoc

SÔmfwna me ìsa prohg jhkan, èqoume diapist¸sei, ìti genik� oi orjologikèc pros-

dokÐec exart¸nontai apì thn sugkekrimènh perÐstash sthn opoÐa brÐsketai k�je for� èna

paiqnÐdi. Wstìso, ìpwc ja doÔme, ta idiaÐtera qarakthristik� twn paiqnidi¸n 2-paikt¸n

0-ajroÐsmatoc mac epitrèpoun na apodeÐxoume ìti sta paiqnÐdia aut�, oi orjologikèc pros-

dokÐec eÐnai anex�rthtec thc perÐstashc tou paiqnidioÔ kai Ðsec me th saf  lÔsh tou,

dhlad  me thn tim  tou, ìpwc aut  dÐnetai apì to je¸rhma minimax22.

M�lista ìpwc deÐqnei to akìloujo par�deigma, se paiqnÐdia 2-paikt¸n mh mhdenikoÔ

ajroÐsmatoc mporoÔn na up�rqoun antifatikèc prosdokÐec akìma kai se orjologik� su-

st mata pÐstewn.

Par�deigma 3.4. Aumann & Dreze (2008). 'Estw to paiqnÐdi Chicken pou dÐnetai sto

akìloujo sq ma:

A ∆

Π 6, 6 2, 7

K 7, 2 0, 0

Sqhma 3.1: To paiqnÐdi Chicken

To paiqnÐdi Chicken èqei 3 shmeÐa isorropÐac Nash: dÔo se kajarèc strathgikèc me

plhrwmèc (7, 2) kai (2, 7) kai èna se meiktèc me plhrwmèc (4 2/3, 4 2/3). JewroÔme, t¸ra,

thn akìloujh perÐstash tou paiqnidioÔ.

'Estw ìti k�je paÐkthc èqei dÔo tÔpouc kai ìti up�rqei èna proc èna antistoiqÐa metaxÔ

twn strathgik¸n kai twn tÔpwn twn dÔo paikt¸n. EpÐshc, èstw mia koin  prior katanom 

p�nw sto paiqnÐdi - Sq ma 2(A') - apì ìpou prokÔptoun oi pÐsteic (jewrÐec) twn tÔpwn tou

paÐkth I (grammèc) kai tou paÐkth II (st lec) wc oi desmeumènec thc koin c prior dedomènou

tou tÔpou touc - Sq mata 2(B') & 2(G').

Dhlad  sthn sugkekrimènh perÐstash tou paiqnidioÔ up�rqei koin  prior kai ìpwc eÔko-

la faÐnetai up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ (k�je tÔpoc k�je paÐkth megistopoieÐ

thn plhrwm  tou sÔmfwna me thn pÐsth tou). Gia par�deigma, o tÔpoc Π tou paÐkth I eÐnai

orjologikìc kaj¸c paÐzontac thn strathgik  Π pou prodiagr�fei o tÔpoc tou anamènei

plhrwm  Ðsh me: 1
2 · 6 + 1

2 · 2 = 4. AntÐjeta an epilèxei thn strathgik  K h anamenìmenh

22An den perioristoÔme se orjologikèc prosdokÐec, dhlad  an den jewr soume ìti up�rqei koin  gn¸sh
tou orjologismoÔ (CKR) kai koin  prior, tìte h parap�nw idiìthta den eÐnai alhj c. Sthn perÐptwsh
aut  oi prosdokÐec twn paikt¸n mporoÔn na eÐnai otid pote an�mesa sthn el�qisth kai thn mègisth
plhrwm  touc, Aumann & Dreze (2008).
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A ∆

Π 7/22 7/22

K 7/22 1/22

(aþ) H koin  prior

A ∆

Π 1/2 1/2

K 7/8 1/8

(bþ) H jewrÐa tou I

A ∆

Π 1/2 7/8

K 1/2 1/8

(gþ) H jewrÐa tou II

Sqhma 3.2: To sÔsthma pÐstewn Π1

plhrwm  tou eÐnai mikrìterh kaj¸c isoÔtai me: 1
2 · 7 + 1

2 · 0 = 3.5. AntÐstoiqa epibebai-

¸noume ìti ìloi oi tÔpoi twn paikt¸n eÐnai orjologikoÐ kai �ra telik� sumperaÐnoume ìti

to sÔsthma pÐstewn pou orÐsame eÐnai orjologikì.

'Opwc blèpoume h anamenìmenh plhrwm  tou tÔpou K tou paÐkth I eÐnai Ðsh me:

7

8
· 7 +

1

8
· 0 =

49

8
= 6 1/8.

Wstìso, autìc o tÔpoc tou paÐkth I apodÐdei pijanìthta 1/8 sto endeqìmeno o tÔpoc tou

paÐkth I na eÐnai ∆, o opoÐoc èqei epÐshc anamenìmenh plhrwm  Ðsh me 6 1/8. Dhlad ,

prokÔptei èna zeÔgoc amoibaÐa apokleiìmenwn prosdoki¸n kaj¸c to di�nusma (6 1/8, 6 1/8)

den an kei sthn kurt  j kh twn dunat¸n plhrwm¸n.

Aut  h asumfwnÐa prokÔptei par� tic sunj kec thc koin c prior kai akìma perissìtero

thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ pou ikanopoioÔntai sthn sugkekrimènh perÐstash tou

paiqnidioÔ. M�lista kai oi dÔo paÐktec gnwrÐzoun aut n thn antÐfash kai to endeqìmeno

ìti pr�gmati mporeÐ na sumbeÐ apoteleÐ koin  gn¸sh. O lìgoc pou dhmiourgeÐtai den eÐnai h

èlleiyh orjologismoÔ all� oi diaforetikèc ektim seic twn paikt¸n pou eÐnai sunhjismèno

na up�rqoun se peript¸seic me idiwtik  plhrofìrhsh, ìpwc aut  pou exet�zoume.

Mia diaforetik  perÐstash tou paiqnidioÔ dÐnetai sth sunèqeia:

A ∆

Π 1/3 1/3

K 1/3 0

(aþ) H koin  prior π2

A ∆

Π 1/2 1/2

K 1 0

(bþ) H jewrÐa tou I

A ∆

Π 1/2 1

K 1/2 0

(gþ) H jewrÐa tou II

Sqhma 3.3: To sÔsthma pÐstewn Π2

'Amesa diapist¸noume ìti kai to sÔsthma pÐstewn Π2 eÐnai orjologikì, dhlad  èqei mia

koin  prior - thn π2 - kai ìloi oi tÔpoi ìlwn twn paikt¸n eÐnai orjologikoÐ. Se aut n
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thn perÐstash eÐnai koin  gn¸sh ìti h èkbash (K,∆) eÐnai adÔnath23. 'Etsi, o tÔpoc K

tou paÐkth I anamènei plhrwm  7 kai gnwrÐzei ìti paÐkthc II èqei tÔpo A me anamenìmenh

plhrwm  Ðsh me 4. Wstìso, kai p�li to di�nusma plhrwm¸n (7, 4) eÐnai adÔnato. 'Etsi,

parìlo pou den up�rqei kamÐa èlleiyh orjologismoÔ sto sÔsthma pÐstewn, parathroÔme

ìti mporoÔn kai p�li na prokÔyoun amoibaÐa apokleiìmenec prosdokÐec.

'Opwc anafèrame sthn eisagwg , h asumfwnÐa den mporeÐ na prokÔyei se paiqnÐdia

2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc. Gia na to apodeÐxoume autì parathroÔme pr¸ta to ex c.

Prìtash 3.19. An h plhrwm  tou paÐkth I se k�je shmeÐo susqetismènhc isorropÐac

eÐnai to epÐpedo asfaleÐac tou - èstw v - tìte to epÐpedo asfaleÐac tou eÐnai kai h mình

orjologik  prosdokÐa tou.

Apìdeixh. SÔmfwna me thn idiìthta (2) k�je orjologik  prosdokÐa eÐnai ≥ v. 'Estw α mia

orjologik  prosdokÐa > v. Tìte sÔmfwna me to Je¸rhma 3.16 h α ja eÐnai mia desmeumènh

plhrwm  tou I se k�poio shmeÐo susqetismènhc isorropÐac % tou diplasiasmènou paiqnidioÔ

2G. Sunep¸c, h anamenìmenh plhrwm  tou I pou antistoiqeÐ sto % ja eÐnai > v, kaj¸c

prokÔptei wc mèsh tim  twn desmeumènwn plhrwm¸n, k�je mÐa apì tic opoÐec eÐnai ≥ v kai

mÐa (toul�qiston) -   α - eÐnai gn sia megalÔterh apì v. Tìte, ìmwc, h plhrwm  tou I

pou antistoiqeÐ sto shmeÐo susqetismènhc isorropÐac %′ tou G, to opoÐo prokÔptei apì thn

sunènwsh twn diplasiasmènwn strathgik¸n, ja eÐnai Ðsh me aut  sto % kai �ra megalÔterh

apì v, k�ti pou eÐnai antÐfash me thn upìjesh.

Me thn bo jeia thc parap�nw prìtashc eÐmaste se jèsh na apodeÐxoume to akìloujo

basikì apotèlesma pou èqoume proanafèrei.

Je¸rhma 3.20. Se paiqnÐdia 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc h mình orjologik  prosdokÐa

eÐnai h tim  tou paiqnidioÔ.

Apìdeixh. GnwrÐzoume ìti se paiqnÐdia 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc h anamenìmenh plhrwm  se

k�je shmeÐo susqetismènhc isorropÐac eÐnai h tim  tou paiqnidioÔ, (blèpe Aumann (1974),

Section 2).To apotèlesma eÐnai �meso apì thn prohgoÔmenh prìtash.

Parat rhsh 3.21. To Je¸rhma 3.19 apodeiknÔetai diaisjhtik� wc ex c: 'Estw G èna

paiqnÐdi 2-paikt¸n 0-ajroÐsmatoc ìpou up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ kai koin 

prior kai èstw v h tim  tou. O paÐkthc I diajètei mia meikt  strathgik  pou tou exasfa-

lÐzei plhrwm  ≥ v apènanti se opoiad pote meikt  strathgik  tou II. Autì sunep�getai

- jewr¸ntac tic meiktèc strathgikèc tou II wc tic dunatèc pÐsteic tÔpwn tou I - ìti k�je

tÔpoc tou I diajètei mia kajar  strathgik  pou tou exasfalÐzei anamenìmenh plhrwm 

23H èkbash aut  antistoiqeÐ sth sÔgkroush twn dÔo paikt¸n.
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≥ v. Lìgw thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ   isodÔnama lìgw tou ìti k�je tÔpoc

k�je paÐkth eÐnai orjologikìc, sumperaÐnoume ìti k�je tÔpoc tou I anamènei plhrwm  ≥ v.
Me thn Ðdia logik  k�je tÔpoc tou II anamènei plhrwm  ≥ −v. 'Ara, h mèsh plhrwm  tou

I k�tw apì thn koin  prior ja eÐnai ≥ v kai omoÐwc, h mèsh plhrwm  tou II k�tw apì thn

koin  prior ja eÐnai ≥ −v. ParathroÔme ìti autèc oi mèsec plhrwmèc den exart¸ntai plèon
apì k�poia sugkekrimènh perÐstash all� eÐnai oi ex ante plhrwmèc k�tw apì thn CP. 'Ara,

upoqrewtik� ja ajroÐzoun sto 0. T¸ra, an up�rqei ènac tÔpoc tou I pou anamènei plh-

rwm  austhr� megalÔterh apì v, tìte kai h mèsh plhrwm  tou k�tw apì thn koin  prior

ja eÐnai > v. Autì, ìmwc, èrqetai se antÐfash me to 0-�jroisma tou paiqnidioÔ, afoÔ o II

èqei mèsh plhrwm  ≥ −v.

Parathr ste ìti o sullogismìc thc parap�nw apìdeixhc den mporeÐ na efarmosteÐ se

paiqnÐdia mh 0-ajroÐsmatoc. 'Opwc eÐdame sto Par�deigma 3.4, se tètoia paiqnÐdia eÐnai

antÐjeta dunatì na up�rqoun tautìqrona amoibaÐa apokleiìmenec orjologikèc prosdo-

kÐec. H diafor� ofeÐletai sto ìti se paiqnÐdia 0-ajroÐsmatoc to gegonìc ìti oi prosdokÐec

prèpei na ajroÐzoun sto 0 den eÐnai jèma gn¸shc all� k�ti antikeimenikì pou sunodeÔei

th dom  tou paiqnidioÔ. Dhlad , h antÐfash ed¸ - kai kat� sunèpeia to zhtoÔmeno apo-

tèlesma - prokÔptei apì to ìti h asunèpeia eÐnai genik  (global) kai ìqi topik  (local)

ìpwc sthn perÐptwsh tou ParadeÐgmatoc 3.4 (kai genik� sthn perÐptwsh paiqnidi¸n mh

0-ajroÐsmatoc).





Kef�laio 4

Proc ta pÐsw epagwg  se

paiqnÐdia tèleiac plhrofìrhshc

4.1 Eisagwg 

AntÐjeta me tic ènnoiec pou suzht jhkan sta prohgoÔmena kef�laia - shmeÐo susqe-

tismènhc isorropÐac, orjologikèc prosdokÐec - kai oi opoÐec k�tw apì mia analutik  kai

ìqi kanonistik  prosèggish èqoun wc stìqo na genikeÔsoun to shmeÐo isorropÐac Nash,

sthn sunèqeia ja strèyoume thn prosoq  mac, se sugkekrimènec kathgorÐec paiqnidi¸n,

stic opoÐec ja anazht soume trìpouc gia na entopÐsoume tic kalÔterec lÔseic, dhlad  ja

anazht soume ènnoiec pou ekleptÔnoun to shmeÐo isorropÐac Nash.

Mia basik  kathgorÐa paiqnidi¸n me idiaÐtera qarakthristik� pou ja mac apasqol sei

se ìsa akoloujoÔn, eÐnai aut  twn paiqnidi¸n tèleiac plhrofìrhshc se ektetamènh morf .

Se tètoia paiqnÐdia, k�je paÐkthc gnwrÐzei akrib¸c se poia koruf  brÐsketai, ìlec tic

kin seic pou od ghsan se aut n thn koruf  kaj¸c kai ìlec tic korufèc pou akoloujoÔn.

'Ola ta sÔnola plhrofìrhshc eÐnai monosÔnola, kai oi kin seic twn paikt¸n lamb�noun

q¸ra diadoqik�.

To basikì er¸thma pou tÐjetai eÐnai e�n kai kat� pìso h idiaÐterh morf  twn paiqnidi¸n

aut¸n mporeÐ na mac bohj sei na dialèxoume autì pou diajètei ta pio eunoðk� qarakth-

ristik� stic peript¸seic pou up�rqoun perissìtera apì èna shmeÐa isorropÐac1. Wc èna

dunatì ergaleÐo gia thn epÐlus  touc, prob�llei h proc ta pÐsw epagwg  (backward induc-

tion), mia apì tic kentrikìterec kai pio ger� jemeliwmènec mejìdouc sthn Epiqeirhsiak 

'Ereuna kai eidikìtera sth JewrÐa PaignÐwn. H logik  thc, basÐzetai sto ìti o teleutaÐoc

1Gia par�deigma mporeÐ na up�rqoun perissìtera apì èna shmeÐa isorropÐac Nash kai emeÐc na jèloume
na dialèxoume autì me thn megalÔterh plhrwm  gia thn koinwnÐa   autì pou parousi�zei thn megalÔterh
stajerìthta wc lÔsh.
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paÐkthc pou ja klhjeÐ na apofasÐsei ja paÐxei ètsi ¸ste na megistopoi sei thn plhrwm 

tou. 'Etsi, me dedomènh thn kÐnhsh tou teleutaÐou paÐkth, o proteleutaÐoc mporeÐ eÔkola

na apofasÐsei poia enèrgei� megistopoieÐ thn diki� tou plhrwm  k.o.k. mèqri na ft�soume

sthn arq  tou paiqnidioÔ.

'Oso �mesh kai sumbat  me thn logik  eÐnai h parap�nw je¸rhsh thc proc ta pÐsw

epagwg c, sthn pr�xh faÐnetai na up�rqoun orismèna basik� probl mata sthn efarmog 

thc.

1. Pr¸ton, up�rqoun sugkekrimèna paiqnÐdia ìpou ta jewrhtik� apotelèsmata pou pro-

kÔptoun apì thn efarmog  thc mejìdou thc proc ta pÐsw epagwg c den sumfwnoÔn

ìute kat� prosèggish me ta praktik� apotelèsmta pou prokÔptoun apì th diexagwg 

peiram�twn. 'Ena qarakthristikì par�deigma eÐnai to paiqnÐdi thc sarantapodaro-

Ôsac me to opoÐo ja asqolhjoÔme sthn sunèqeia.

2. To deÔtero prìblhma eÐnai ìti den eÐnai kajìlou xek�jaro, poiec episthmikèc sun-

j kec - dhlad  sunj kec pou aforoÔn ton orjologismì kai tic pÐsteic twn paikt¸n -

dikaiologoÔn thn qrhsimopoÐhs  thc mejìdou. Diìti eÐnai safèc, ìti o sullogismìc

pou upodeiknÔei h proc ta pÐsw epagwg , basÐzetai sto ìti k�je paÐkthc jewreÐ ìti

oi �lloi ja paÐxoun orjologik�, jewreÐ ìti oi �lloi jewroÔn ìti o Ðdioc ja paÐxei

orjologik� k.o.k. mèqri to �peiro. Ja doÔme kai ed¸ ìti h koin  gn¸sh tou orjo-

logismoÔ - kai ìqi h amoibaÐa gn¸sh tou orjologismoÔ opoiasd pote t�xhc n ∈ N
- eÐnai h kat�llhlh austhr  sunj kh k�tw apì thn opoÐa mporeÐ aprìskopta na

efarmosteÐ h mèjodoc.

3. Tèloc, to trÐto prìblhma afor� thn ènnoia thc upojetik c gn¸shc kai ton trìpo

orismoÔ tou orjologismoÔ. Me to prìblhma autì asqolhj kame sto Kef�laio 2,

wstìso ja anaferjoÔme xan� kai sth sunèqeia. Ta trÐa aut� probl mata, ìpwc

eÐnai fanerì, sundèontai �rrhkta metaxÔ touc kai h lÔsh touc enìc ephre�zei kai thn

lÔsh twn upoloÐpwn.
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4.2 Koin  gn¸sh tou orjologismoÔ kai proc ta pÐsw

epagwg 

4.2.1 To paiqnÐdi thc sarantapodaroÔsac

Ac doÔme me èna par�deigma ti akrib¸c ennooÔme:

Par�deigma 4.1. To paiqnÐdi thc sarantapodaroÔsac (centipede game) me 4 periìdouc.

bx1Ir
r

(2, 0)

rx2IIr
r

(1, 3)

rx3Ir
r

(4, 2)

rx4IIr
r

(3, 5)

r r (6, 4)

Sqhma 4.1: To paiqnÐdi thc sarantapodaroÔsac (me 4 periìdouc).

Sto paiqnÐdi pou dÐnetai sto prohgoÔmeno sq ma eÐnai gnwstì ìti se k�je shmeÐo i-

sorropÐac Nash o pr¸toc paÐkthc I bgaÐnei èxw me thn pr¸th kÐnhsh. Autì prokÔptei wc

ex c. Ston kìmbo x4 o paÐkthc II èqei safèc sumfèron na stamat sei to paiqnÐdi, dhlad 

na epilèxei k�tw (k) antÐ dexi� (d). O I gnwrÐzontac autì to gegonìc, sugkrÐnei metaxÔ

twn plhrwm¸n 4 (k) kai 3 (d), e�n potè brejeÐ ston kìmbo x3 pou elègqei, kai epomènwc

ja epilèxei na stamat sei to paiqnÐdi. SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo, blèpoume ìti o II

ja epilèxei (k) ston kìmbo x2 kai telik� ìti o I ja epilèxei (k) ston kìmbo x1.

Me �lla lìgia, sÔmfwna me thn parap�nw an�lush k�je paÐkthc èqei sumfèron na

paÐxei k�tw an kai ìpote èrjei h seir� tou na paÐxei. Dhlad , uiojet¸ntac thn parap�nw

sullogistik , pou upodeiknÔei h mèjodoc thc proc ta pÐsw epagwg c, kai oi dÔo paÐktec

gnwrÐzoun plèon ìti o I ja p�ei k�tw ston kìmbo x1 kai ètsi to paiqnÐdi ja telei¸sei

�mesa qwrÐc na paÐxei o II. Autì, ìpwc mìlic eÐpame, basÐsthke sto ìti ìtan o I exètaze

tic epilogèc tou ston kìmbo x1 je¸rhse wc dedomèno ìti an p�ei dexi� (d) - dhlad  an

epilèxei na suneqÐsei to paiqnÐdi - o II ja stamat sei to paiqnÐdi ston kìmbo x2. Akrib¸c

sto shmeÐo autì eisèrqetai h ènnoia thc upojetik c gn¸shc sto montèlo epÐlushc kai

dhmiourgeÐ èna basikì prìblhma.

An sumbeÐ telik� o I na p�ei dexi� ston kìmbo x1 den eÐnai kajìlou xek�jaro gia

ton II pwc na ermhneÔsei aut n thn kÐnhsh. Diìti plèon, to epiqeÐrhma ìti ton sumfèrei

adiamfisb thta na p�ei k�tw (k) ston kìmbo x2 faÐnetai na katarrèei, kaj¸c o I den èkane

autì pou anamenìtan ston kìmbo x1 kai �ra kaneÐc den mporeÐ na xèrei an ja k�nei to Ðdio

kai ston kìmbo x3.
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'Etsi, an epanèljoume sthn arq  tou paiqnidioÔ kai sugkekrimèna thn stigm  pou o II

epilègei thn strathgik  tou2, anarwtiìmaste an ja prèpei na thn all�xei. Autì, diìti

se perÐptwsh pou èrjei h seir� tou na paÐxei shmaÐnei ìti o arqikìc sullogismìc, pou

basÐsthke sthn mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c kai ton od ghse sthn apìfash na

stamat sei to paiqnÐdi an kai ìpote erqìtan h seir� tou, eÐnai plèon ab�simoc.

4.2.2 Apotelèsmata

Sto ex c jewroÔme èna paiqnÐdi tèleiac plhrofìrhshc, n-paikt¸n, gia to opoÐo upo-

jètoume epiplèon ìti brÐsketai sth genik  jèsh (general position), dhlad  ìti oi plhrwmèc

k�je paÐkth se diaforetikèc termatikèc korufèc tou dèndrou tou paiqnidioÔ eÐnai epÐshc

diaforetikèc. To er¸thma pou tÐjetai, loipìn, eÐnai k�tw apì poiec episthmikèc sunj kec

mporoÔme na qrhsimopoi soume th mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c ¸ste na mporoÔme

na problèyoume to apotèlesma tou paiqnidioÔ. Dhlad , ti prèpei na gnwrÐzoun oi paÐktec

sqetik� me ton orjologismì twn �llwn paikt¸n ¸ste telik� ìtan epilègoun thn strathgi-

k  touc na mporoÔn na basistoÔn sthn proc ta pÐsw epagwg ; H ap�nthsh dÐnetai apì ton

Aumann (1995) sto je¸rhma pou apodeiknÔoume sthn sunèqeia. Pr¸ta, ìmwc, dÐnontai

k�poioi orismoÐ pou qrhsimeÔoun sthn majhmatik  èkfrash twn ennoi¸n pou anafèrame

parap�nw.

Orismìc 4.1. (Aþ) OrÐzoume wc epagwgik  epilog  bv sthn koruf  v tou paÐkth i thn

epilog  ekeÐnh tou i pou megistopoieÐ thn (desmeumènh) plhrwm  tou3 ìtan ìloi oi paÐktec

k�noun thn epagwgik  epilog  se ìlec tic korufèc pou elègqoun met� thn koruf  v.

Fusik�, an apì thn v èpontai mìno termatikèc korufèc, tìte h bv eÐnai apl� h epilog  pou

megistopoieÐ thn plhrwm  tou i.

(Bþ) OrÐzoume wc epagwgikì apotèlesma, to apotèlesma pou prokÔptei e�n se k�je

koruf  gÐnetai h epagwgik  epilog  (apì ton paÐkth pou thn elègqei).

ParathroÔme ìti k�tw apì thn upìjesh ìti to paiqnÐdi brÐsketai sth genik  jèsh to

epagwgikì apotèlesma eÐnai monadikì. 'Estw t¸ra kat� ta gnwst�, mia kat�stash tou

kìsmou t sthn opoÐa antistoiqeÐ h strathgik  kat�stash s(t) - kajorismènh pl rwc apì

ton tÔpo k�je paÐkth - kai èna monadikì apotèlesma. JewroÔme, epipleìn to endeqìmeno

I, to apotèlesma na eÐnai to epagwgikì, to opoÐo mac endiafèrei na melet soume, dhlad :

I := {t : to apotèlesma pou dÐnei h s(t) eÐnai to epagwgikì.}

2JumhjeÐte ìti autì eÐnai isodÔnamo me to na programmatÐzei sthn arq  tou paiqnidioÔ èna {rompìt}
se k�je kìmbo pou elègqei, me mia saf  entol  gia to ti akrib¸c ja k�nei an to paiqnÐdi brejeÐ se ekeÐno
ton kìmbo.

3Dhlad  thn plhrwm  tou, dedomènou ìti brÐsketai sthn koruf  v. Blèpe kai Orismì 2.2).
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JumÐzoume ìti wc desmeumènh plhrwm  enìc paÐkth i se mia koruf  v k�tw apì thn strath-

gik  kat�stash s - sumbolik� hv(s) - èqoume orÐsei thn plhrwm  sthn opoÐa ja odhghjeÐ

o i an xekin¸ntac apì thn v ìloi oi paÐktec akoloujoÔn sto ex c tic odhgÐec thc s, (blèpe

Orismìc 2.2). EpÐshc, an ènac paÐkthc eÐnai orjologikìc se k�je koruf  pou elègqei,

tìte onom�zetai orjologikìc, (blèpe Orismìc 2.3). Ed¸ èqoume k�nei di�krish an�mesa

se di�forec ènnoiec orjologismoÔ. JumÐzoume, epigrammatik�, ìti ènac paÐkthc onom�zetai

orjologikìc se mia koruf  v kat�:

(aþ) thn isqur  ènnoia, an gnwrÐzei ìti den mporeÐ na belti¸sei thn plhrwm  tou.

(bþ) thn mpeôzian  ènnoia, an gnwrÐzei ìti den mporeÐ na belti¸sei thn anamenìmenh plh-

rwm  tou.

(gþ) asjen  ènnoia, an den gnwrÐzei mia strathgik  - �llh apì aut n pou qrhsimopoieÐ -

pou na tou apofèrei kalÔterh plhrwm .

Se ìsa akoloujoÔn upojètoume thn asjen  ènnoia. To axioshmeÐwto eÐnai ìti sthn

genik  perÐptwsh h asjen c ènnoia arkeÐ gia na apodeÐxoume ta epijumht� apotelèsmata

pou aforoÔn thn qr sh thc mejìdou thc proc ta pÐsw epagwg c. Fusik�, ta apotelèsmata

aut� isqÔoun an upotejeÐ k�poia apì tic dÔo isqurìterec ènnoiec. An kai h mpeôzian  eÐnai

diaisjhtik� h pio fusik  kai �mesh, apofeÔgetai na qrhsimopoieÐtai kaj¸c proôpojètei thn

qr sh susthm�twn pÐstewn me pÐsteic pou suneq¸c ja anane¸nontai, telestèc gn¸seic pou

ja exart¸ntai apì thn istorÐa tou paiqnidioÔ kai genik� thn qr sh pijanot twn pou k�noun

to montèlo dÔsqrhsto. AfoÔ ìla ta apotelèsmata pou akoloujoÔn prokÔptoun apì thn

asjen  ènnoia (pou èpetai apì thn mpeôzian ), h apofug  thc gÐnetai telik� qwrÐc epiplèon

kìstoc.

SÔmfwna me ta parap�nw eÐmaste se jèsh na apodeÐxoume to akìloujo apotèlesma,

(Aumann 1995), pou mac dÐnei mia ikan  sunj kh gia th qr sh thc mejìdou thc proc ta

pÐsw epagwg c.

Je¸rhma 4.2. An se èna paiqnÐdi pl rouc plhrofìrhshc up�rqei koin  gn¸sh tou

orjologismoÔ tìte to apotèlesma tou paiqnidioÔ ja eÐnai to epagwgikì. Sumbolik�:

CKR ⊂ I

Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxoume ìti an se mÐa kat�stash tou kìsmou t up�rqei koin  gn¸sh

tou orjologismoÔ tìte se k�je kìmbo gÐnetai h epagwgik  epilog . H apìdeixh ja gÐnei

epagwgik�. 'Estw ènac kìmboc v pou elègqei o paÐkthc i:

• Epagwgik  arq . Lìgw thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ se k�je kìmbo prin

touc termatikoÔc oi paÐktec k�noun thn epagwgik  epilog  (dhlad  aut  pou megi-

stopoieÐ thn plhrwm  touc).
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• Epagwgik  upìjesh. 'Estw ìti h epagwgik  epilog  gÐnetai se k�je kìmbo w > v

(dhlad  se k�je kìmbo met� ton v) ston opoÐo up�rqei koin  gn¸sh tou orjologi-

smoÔ.

• Epagwgikì b ma. Apì ton orismì thc epagwgik c epilog c bv eÐnai gnwstì ìti h

bv megistopoieÐ thn desmeumènh plhrwm  tou paÐkth pou elègqei ton kìmbo v ìtan

apì ton kìmbo autìn kai met� gÐnetai h epagwgik  epilog . Kai m�lista, k�tw apì

thn upìjesh thc genik c jèshc, aut  eÐnai kai h monadik  epilog  pou to k�nei autì.

Lìgw thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ, gia ton paÐkth pou elègqei ton kìmbo

v isqÔei akìma ìti:

1. eÐnai orjologikìc ston kìmbo v,

2. gnwrÐzei ìti ìloi oi upìloipoi paÐktec eÐnai orjologikoÐ stouc kìmbouc met�

ton v kai �ra ìti k�noun thn epagwgik  epilog  stouc kìmbouc autoÔc.

Apì ta parap�nw eÐnai safèc ìti o paÐkthc pou elègqei thn koruf  v ja k�nei kai autìc

thn epagwgik  epilog . Autì, apodeiknÔei to zhtoÔmeno ìti dhlad  h koin  gn¸sh tou

orjologismoÔ sthn kat�stash t odhgeÐ sthn epagwgik  epilog  se k�je kìmbo v kai �ra

sto epagwgikì apotèlesma. Sumbolik�:

CKR ⊂ I

EÐnai �meso na anarwthjeÐ kaneÐc an to apotèlesma eÐnai tetrimmèno, dhlad  an isqÔei:

CKR = ∅. Sthn Prìtash 2.11 apodeÐxame ìti autì den isqÔei, dhlad  ìti h koin  gn¸sh

tou orjologismoÔ eÐnai pr�gmati efikt  se k�je paiqnÐdi pl rouc plhrofìrhshc.

4.2.3 Sqoliasmìc twn apotelesm�twn

Autì pou mìlic apodeÐxame, ìti dhlad  h koin  gn¸sh tou orjologismoÔ sunep�getai

to epagwgikì apotèlesma se paiqnÐdia tèleiac plhrofìrhshc, Ðswc na mhn eÐnai xek�jaro  

na mhn sumfwneÐ apìluta me thn diaÐsjhsh orismènwn. Sth sqetik  arjografÐa4èqei gÐnei

di�logoc p�nw sto sugkekrimèno jèma kai h parakoloÔjhs  tou bohj� sthn swstìterh

katanìhsh twn sugkekrimènwn ennoi¸n. AkoloujoÔn orismèna basik� shmeÐa tou dialìgou,

pou deukrinÐzoun tic basikìterec ptuqèc tou apotelèsmatoc pou apodeÐxame.

K�je paÐkthc kajorÐzei th strathgik  tou prin arqÐsei to paiqnÐdi. EÐnai qarakthristik 

h prosèggish ìti oi paÐktec apofasÐzoun sthn arq  tou paiqnidioÔ to ti ja k�noun se

k�je kìmbo - e�n to paiqnÐdi ft�sei ston kìmbo autì - kai sthn sunèqeia {feÔgoun}

topojet¸ntac èna rompìt se k�je kìmbo pou elègqoun ¸ste na ektelèsei thn strathgik 

touc. 'Etsi, genniètai to er¸thma wc proc th qronik  stigm  sthn opoÐa k�poioc kaleÐtai

4Blèpe Binmore (1996), Aumann (1996) kai Aumann (1998).
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orjologikìc. Dhlad  an o orjologismìc afor� ènan qarakthrismì twn paikt¸n sthn

arq  tou paiqidioÔ   sth sunèqeia.

JumÐzoume ìti o orjologismìc orÐsthke kat� kÔrio lìgo me b�sh th desmeumènh plhrw-

m  apì k�je kìmbo kai met�. Dhlad , me dedomèno ìti to paiqnÐdi èftase ston sugkekrimèno

kìmbo, h k�je epilog  prèpei na megistopoieÐ thn plhrwm  tou paÐkth pou elègqei ton kìm-

bo apì kei kai pèra. To krÐsimo shmeÐo eÐnai ìti akìma kai se kìmbouc pou sÔmfwna me

thn {logik }5 den prìkeitai na ft�sei to paiqnÐdi, oi paÐktec prèpei kai p�li na poun apì

prin ti ja k�noun an gia k�poio lìgo to paiqnÐdi èftane ekeÐ.

Orismènoi uposthrÐzoun (bl. Binmore (1996)) ìti ènac paÐkthc ìtan kajorÐzei thn

strathgik  tou ja prèpei na l�bei upìyh tou poia sumperifor� - orjologik    ìqi - ja

odhgoÔse to paiqnÐdi se kìmbouc pou k�tw apì thn upìjesh thc koin c gn¸shc tou orjo-

logismoÔ ja  tan adÔnato. Dhlad , ousiastik� proteÐnoun ìti o paÐkthc ìtan skèftetai

ti ja k�nei an potè to paiqnÐdi ft�sei ekeÐ ja prèpei na l�bei upìyh tou ìti gia na gÐnei

autì k�poioc paÐkthc ja prèpei na mhn eÐnai orjologikìc. Sunep¸c den mporeÐ na gnwrÐzei

kai poia ja eÐnai h sumperifor� tou apì kei kai pèra. FaÐnetai ètsi, na pagideuìmaste se

èna kuklikì epiqeÐrhma pou k�nei adÔnaton ton orismì tou orjologismoÔ, kaj¸c o mìnoc

trìpoc gia na broÔme mia orjologik  strathgik  eÐnai na exet�soume me akrÐbeia ti ja

gÐnei se kìmbouc pou an up rqe koin  gn¸sh tou orjologismoÔ den ja èftane potè to

paiqnÐdi6.

H prosèggish pou uposthrÐzei o Aumann (1995) antimetwpÐzei to prìblhma autì apo-

deiknÔontac to parap�nw apotèlesma. To basikì tou epiqeÐrhma eÐnai ìti apì thn stigm 

pou upojèsame thn koin  gn¸sh tou orjologismoÔ, ja  tan antÐfash na lème ìti an to

paiqnÐdi èftane se ènan kìmbo pou den perimèname tìte den gÐnetai na up�rqei koin  gn¸sh

tou orjologismoÔ. Thn èqoume upojèsei kai �ra up�rqei se k�je kìmbo. Kai k�tw apì

aut n thn upìjesh apèdeixe ìti to apotèlesma ja eÐnai to epagwgikì se paiqnÐdia pl rouc

plhrofìrhshc.

'Ara, loipìn, sto paiqnÐdi thc sarantapodaroÔsac gia par�deigma, an up�rqei koin 

gn¸sh tou orjologismoÔ o pr¸toc paÐkthc ja stamatoÔse ston pr¸to kìmbo (ja èpaize

k�tw). To èqoume apodeÐxei. Pwc ja èprepe na skefteÐ o paÐkthc pou elègqei ton deÔtero

kìmbo, gia to ti ja k�nei an èrjei h seir� tou;

K�je paÐkthc ja k�nei tic skèyeic tou gnwrÐzontac ìti isqÔei aut  h upìjesh. Ja  tan

asÔmbato na pei kaneÐc ek twn protèrwn ìti {an ft�soume ston x kìmbo tìte paÔw na

jewr¸ ìti up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ apì kei kai pèra}. Autì eÐnai isodÔnamo

5Dhlad  sÔmfwna me tic episthmikèc upojèseic pou k�name,
6Me apl� lìgia, to krÐsimo shmeÐo eÐnai sqetik� me to pwc ja apofasÐsoun oi paÐktec gia thn stra-

thgik  touc se kìmbouc pou k�tw apì thn upìjesh thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ to paiqnÐdi den
ja ft�sei.
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me to na pei ìti h upìjesh pou èkane, den isqÔei ek twn protèrwn. SÔmfwna, loipìn,

me thn apìdeixh tou prohgoÔmeno Jewr matoc, o k�je paÐkthc eÐnai bèbaioc ìti se k�je

kìmbo ja gÐnei h epagwgik  epilog . K�tw apì aut n thn upìjesh o pr¸toc paÐkthc den

ja paÐxei potè dexi�. Kai an paÐxei shmaÐnei ìti den up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ

kai �ra profan¸c to parap�nw apotèlesma, an ek twn ustèrwn sumbeÐ autì, den isqÔei.

H suz thsh aut  afor� se meg�lo bajmì tic ènnoiec tou ulikoÔ (material) kai tou

ousiastikoÔ (substantive) orjologismoÔ. O Aumann (1996) apodeiknÔei ìti se sugkekri-

mèna paiqnÐdia - ìpwc autì thc sarantapodaroÔsac - arkeÐ o pragmatikìc orjologismìc,

dhlad  o orjologismìc mìno stouc kìmbouc pou ft�nei to paiqnÐdi, gia na p�roume to

epagwgikì apotèlesma. Se genikèc grammèc ìmwc k�ti tètoio den eÐnai al jeia. H lÔsh

enìc paiqnidioÔ eÐnai sthn genikìtht� thc �rrhkta sundedemènh, me to ti ja sumbeÐ se k�je

enallaktik  perÐptwsh (off path behaviour).

H isqÔc tou apotelèsmatoc tou Aumann (1995) den brÐsketai sto ìti parèqei thn lÔsh

se paiqnÐdia tèleiac plhrofìrhshc. EÐnai gnwstì apì peir�mata kai apì empeirikèc melètec

ìti oi paÐktec tètoiwn paiqnidi¸n se arketèc peript¸seic den katal goun sto epagwgikì

apotèlesma7. DÔskola ja perimèname k�poioc na deqjeÐ thn sumboul  mac na bgei èxw

apì thn pr¸th kÐnhsh kai na q�sei thn eukairÐa gia parap�nw kèrdh. EÐnai k�ti pou den

sumfwneÐ me thn diaÐsjhs  mac.

EkeÐ, loipìn, ìpou ja prèpei na entopÐsoume thn shmasÐa tou parap�nw apotelèsmatoc

eÐnai sto ìti kajorÐzei thn sunj kh - thn koin  gn¸sh tou orjologismoÔ - k�tw apì thn

opoÐa ja prkÔyei to epagwgikì apotèlesma. To montèlo tou Aumann gia mÐa akìma for�

den eÐnai kanonistikì all� analutikì. Den mac lèei ti prèpei na k�nei kaneÐc, all� mac lèei

ìti gia na prokÔyei anamfÐbola to epagwgikì apotèlesma ja prèpei na up�rqei koin  gn¸sh

tou orjologismoÔ (kai ìqi k�ti ligìtero). 'Eqoume dei, ìti h sunj kh aut  dÔskola isqÔei

se pragmatikèc katast�seic. Den mporeÐ kaneÐc na thn apait sei   na jewr sei aujaÐreta

ìti isqÔei. EÐte up�rqei eÐte ìqi. EpÐshc, èqoume dei to pìso ousiastik� diafèrei apì thn

apl  Ôparxh tou orjologismoÔ   apì thn amoibaÐa gn¸sh tou orjologismoÔ opoiasd pote

t�xhc n ∈ N. Apìluta orjologikoÐ paÐktec mporoÔn na odhghjoÔn se teleÐwc diaforetik�

apotelèsmata apì to epagwgikì an to gegonìc ìti eÐnai orjologikoÐ den apoteleÐ metaxÔ

tou koin  gn¸sh.

7Sto paiqnÐdi thc sarantapodaroÔsac den sunhjÐzetai kaneÐc na bgaÐnei èxw me thn pr¸th kÐnhsh
eidik� ìtan oi perÐodoi pou akoloujoÔn eÐnai pollèc. Blèpe McKelvey & Palfrey (1992) kai Nagel &
Tang (1998)



Kef�laio 5

'Ennoiec isorropÐac gia paiqnÐdia

se ektetamènh morf 

5.1 Eisagwg 

H ènnoia thc isorropÐac Nash apoteleÐ to pio eurèwc qrhsimopoioÔmeno jewrhtikì er-

galeÐo sthn epÐlush paiqnidi¸n qwrÐc sunergasÐa kai sth sqetik  bibliografÐa jewreÐtai

apì touc perissìterouc suggrafeÐc wc basik  apaÐthsh gia strathgik  isorropÐa. Pa-

rìla aut� kai me dedomèno ìti se poll� paiqnÐdia pou elkÔoun to endiafèron up�rqoun

pollapl� shmeÐa Nash, gÐnetai fanerì ìti to ergaleÐo autì adunateÐ suqn� na upodeÐxei

mia monos manth lÔsh.

Stic peript¸seic autèc prokÔptei h apaÐthsh gia ton kajorismì epiplèon krithrÐwn  

sunjhk¸n pou na periorÐzoun ta shmeÐa isorropÐac Nash kai na bohjoÔn ston apotele-

smatikì prosdiorismì enìc monadikoÔ shmeÐou epÐlushc. P�nw se aut n thn kateÔjunsh

anaptÔqjhke ènac apì touc pio energoÔc tomeÐc èreunac thc sÔgqronhc JewrÐac PaignÐwn

pou èqei epikentrwjeÐ ston prosdiorismì krithrÐwn ta opoÐa aforoÔn memonwmèna tic ki-

n seic k�je paÐkth. To apotelèsma eÐnai h polÔpleurh jewrÐa twn ekleptÔnsewn tou

shmeÐou isorropÐac Nash, gia thn epÐlush paiqnidi¸n qwrÐc sunergasÐa, me thn opoÐa ja

asqolhjoÔme sto parìn kef�laio.

H an�ptuxh tou kefalaÐou akoloujeÐ touc F. Vega-Redondo (2003) kai Van Damme

(1987). Stìqoc eÐnai h parousÐash tou exakoloujhtikoÔ shmeÐou isorropÐac (sequential

equilibrium ) pou prot�jhke apì touc Kreps & Wilson (1982) kai apoteleÐ èna apì ta

kentrik� apotelèsmata sth jewrÐa twn ekleptÔnsewn.Gia mia pio analutik  eisagwg  sto

antikeÐmeno - to opoÐo den exantleÐtai sto parìn kef�laio - parapèmpoume stouc Fudenberg

& Levine (1998).

63
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5.2 Basikèc ènnoiec kai orismoÐ

Se ìti akoloujeÐ upojètoume ìti dÐnetai èna paiqnÐdi se ektetamènh morf , qwrÐc ki-

n seic thc fÔshc. Sugkekrimèna, èstw

Γ = {N, (Ki)
n
i=1, (Hi)

n
i=1, (A(x))x∈K\Z , ([πi(z)]

n
i=1)z∈Z}

ìpou:

1. N = to sÔnolo twn paikt¸n, N = {1, 2, . . . , n},
2. Ki = to sÔnolo twn koruf¸n (kìmbwn) pou elègqei o paÐkthc i, i ∈ N . Upojètoume

ìti |Ki| <∞, gia i ∈ N .

3. Hi = to sÔnolo twn sunìlwn plhrofìrhshc pou diajètei o paÐkthc i, i ∈ N , dhlad 

Ki =
⋃
h∈Hi

h, meh ∩ h′ = ∅, an h 6= h′gia h, h′ ∈ Hi.

UpenjumÐzoume ìti an ìla ta sÔnola plhrofìrhshc h ∈ H :=
⋃n
i=1Hi eÐnai mono-

sÔnola, dhlad  an

|h| = 1, ∀h ∈
n⋃
i=1

Hi,

tìte to paiqnÐdi onom�zetai tèleiac plhrofìrhshc.

4. A(x) = to sÔnolo twn dunat¸n energei¸n ston kìmbo x apì ton paÐkth pou ton

elègqei. GÐnetai h upìjesh ìti k�je kìmboc pou èpetai �mesa apì ton x sundèetai

me mÐa kai monadik  enèrgeia tou sunìlou A(x).

5. Z = to sÔnolo twn termatik¸n koruf¸n, me

K :=

(
n⋃
i=1

Ki

)⋃
Z,

ìpou K, to sÔnolo ìlwn twn koruf¸n.

6. [πi(z)]
n
i=1 = to n−di�stato di�nusma plhrwm¸n twn paikt¸n an to paiqnÐdi katal xei

sthn termatik  koruf  z.

GÐnontai oi upojèseic, ìti ìloi oi paÐktec tou paiqnidioÔ gnwrÐzoun pl rwc th dom  tou

paiqnidioÔ1 kaj¸c kai ìti up�rqei tèleia an�mnhsh (perfect recall), dhlad  ìti oi paÐktec

den xeqnoÔn tic kin seic pou èkanan kai genik� ìti den xeqnoÔn metagenèstera opoiad pote

plhroforÐa eÐqan se k�poio progenèstero st�dio tou paiqnidioÔ2.

1Dhlad  ìti gnwrÐzoun pl rwc ìla ta parap�nw stoiqeÐa pou prosdiorÐzoun to G.
2Autì shmaÐnei ìti dÔo monop�tia pou pernoÔn apì korufèc pou an koun se diaforetik� sÔnola

plhrofìrhshc enìc paÐkth de mporoÔn na èqoun dÔo metèpeita korufèc pou na an koun sto Ðdio sÔnolo
plhrofìrhshc.
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ParathroÔme ìti afoÔ o paÐkthc de diaqwrÐzei tic korufèc enìc sunìlou plhrofìrhshc,

ja isqÔei A(x) = A(x′) gia x, x′ ∈ h ìpou h ∈ Hi. Gia aploÔsteush ja qrhsimopoi soume

to sÔmbolo A(h) sto ex c gia na upodhl¸soume tic diajèsimec enèrgeiec tou paÐkth sto

sÔnolo plhrofìrhshc h. Ac orÐsoume t¸ra Ai :=
⋃
h∈Hi

A(h), to sÔnolo ìlwn twn

dunat¸n energei¸n tou paÐkth i. Tìte orÐzoume wc (kajar ) strathgik  tou paÐkth i

k�je sun�rthsh:

σi : Hi −→ Ai

h opoÐa ikanopoieÐ th sqèsh:

σi(h) ∈ A(h), ∀h ∈ Hi,

Dhlad , h enèrgeia pou epilègetai se k�je sÔnolo plhrofìrhshc an kei sto antÐstoiqo

sÔnolo twn dunat¸n energei¸n A(h) tou sunìlou autoÔ.

EÐnai gnwstì apì th stoiqei¸dh jewrÐa ìti gia na proqwr sei h an�lush ìso afor� ta

SSI tou paiqnidioÔ apaiteÐtai na exet�soume meiktèc strathgikèc, dhlad  katanomèc pija-

nìthtac p�nw stic kajarèc strathgikèc. 'Omwc, lìgw thc upìjeshc thc tèleiac an�mnhshc,

kat� thn apaitoÔmenh tuqaiopoÐhsh mporoÔme na perioristoÔme se mia aploÔsterh kl�sh

strathgik¸n, tic sumperiforikèc (Kuhn, 1953), pou o orismìc touc akoloujeÐ amèswc

met�.

Prin proqwr soume ston orismì autì, epishmaÐnoume ìti oi kajarèc strathgikèc pou

mìlic orÐsame eÐnai uposÔnolo twn sumperiforik¸n (ìpwc fusik� kai twn meikt¸n pou den

ja qrhsimopoi soume).

Orismìc 5.1. Gia k�je paÐkth i ∈ N , wc sumperiforik  strathgik  orÐzetai mia sun�r-

thsh γi tètoia ¸ste:

γi : Hi −→ P|A(h)|

Hi 3 h 7−→ [γi(h)(α)]α∈A(h) ∈ P|A(h)|,

ìpou P|A(h)| to simplex pijanot twn di�stashc |A(h)|, me thn ex c ermhneÐa. Gia k�je

α ∈ A(h), γi(h)(α) eÐnai h pijanìthta me thn opoÐa o paÐkthc i epilègei thn enèrgeia α

ìtan brejeÐ se k�poion apì touc kìmbouc x tou sunìlou plhrofìrhshc h.

To sÔnolo twn sumperiforik¸n strathgik¸n tou paÐkth i sumbolÐzetai me Ψi, dhlad :

Ψi ≡ {γi|γi : Hi −→ P|A(h)|}.

Kat� ta gnwst�, sumbolÐzoume me:

Ψ ≡ Ψ1 ×Ψ2 × . . .Ψn
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to sÔnolo twn strathgik¸n katast�sewn γ := (γ1, . . . , γn) tou paiqnidioÔ se sumperifori-

kèc strathgikèc.

SÔmfwna me to episthmikì montèlo pou ja qrhsimopoi soume, èna sÔsthma pÐstewn

orÐzetai wc ex c3:

Orismìc 5.2. Wc pÐsth tou paÐkth i pou kineÐtai sto sÔnolo plhrofìrhshc h orÐzoume

mÐa sun�rthsh µ, tètoia ¸ste:

µ : Hi −→ P|h|

Hi 3 h 7−→ µ(x)x∈h ∈ P|h|,

me thn ex c ermhneÐa. Gia k�je sÔnolo plhrofìrhshc h ∈ Hi, h sun�rthsh µ kajorÐzei

thn upokeimenik  pijanìthta µ(x) pou apodÐdei se k�je kìmbo x ∈ h o i-paÐkthc pou k�nei

thn kÐnhsh sto sÔnolo plhrofìrhshc h.

Wc sÔsthma pÐstewn orÐzetai to di�nusma:

µ = {µ(x)x∈h}h∈H .

Tèloc, sundu�zontac tic parap�nw ènnoiec - dhlad  tic sumperiforikèc strathgikèc

kai to sÔsthma pÐstewn - odhgoÔmaste ston akìloujo orismì pou episun�ptei se mia

strathgik  kat�stash γ se sumperiforikèc strathgikèc èna sÔsthma pÐstewn µ.

Orismìc 5.3. Ja onom�zoume ekdoq  (assessment) thn strathgik  kat�stash se sum-

periforikèc strathgikèc γ me prosarthmèno èna sÔsthma pÐstewn µ dhlad  to zeÔgoc

(µ, γ).

O ìroc ekdoq  (assessment) èqei eisaqjeÐ apì touc Kreps & Wilson (1982). Oi pa-

rap�nw ènnoiec ja mac fanoÔn qr simec ston orismì kai thn parapèra suz thsh tou e-

xakoloujhtikoÔ shmeÐou isorropÐac. Prin ft�soume ìmwc se autì, mesolaboÔn oi ènnoiec

tou tèleiou wc proc ta upopaiqnÐdia shmeÐou isorropÐac4 kaj¸c kai tou asjen¸c tèleiou

mpeôzianoÔ shmeÐou isorropÐac pou orÐzontai kai parousi�zontai sunoptik� sthn akìloujh

par�grafo.An den gÐnetai rht  anafor� gia to antÐjeto, se ìti akoloujeÐ upojètoume ìti

up�rqei koin  gn¸sh tou orjologismoÔ metaxÔ twn paikt¸n.

3Fusik�, o orismìc autìc den èrqetai se antÐjesh me ta sust mata pÐstewn pou orÐsame sto Kef�laio
1. AntÐjeta eÐnai ènac isodÔnamoc orismìc pou protim�tai se paiqnÐdia se ektetamènh morf .

4Gia mia ekten  an�lush aut c thc ènnoiac, blèpe Myerson (1991).
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5.3 Anaxiìpistec apeilèc: shmeÐa isorropÐac tèleia

wc proc ta upopaiqnÐdia

To shmeÐo isorropÐac Nash antiproswpeÔei mia strathgik� stajer  kat�stash, upì

thn ènnoia ìti kaneÐc paÐkthc den èqei k�poio ìfeloc na parekklÐnei apì autì monìpleura.

Se orismènec peript¸seic, oi strathgikèc pou epilègoun oi paÐktec - parìlo pou mporeÐ na

eÐnai bèltistec me thn ènnoia thc strathgik c isorropÐac Nash - perilamb�noun mh bèltisth

sumperifor� se kìmbouc pou den ja ft�sei to paiqnÐdi. Autì èqei wc sunèpeia, stic

peript¸seic autèc na jewr soume ìti to shmeÐo isorropÐac uposthrÐzetai apì {anaxiìpistec

apeilèc}, jètontac ètsi upì amfisb thsh th jewroÔmenh strathgik  stajerìthta pou autì

ekfr�zei.

Mia apt  parousÐash twn ide¸n aut¸n dÐnetai mèsa apì to paiqnÐdi se ektetamènh morf 

tou akìloujou sq matoc:
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Sqhma 5.1: 'Ena paiqnÐdi se ektetamènh morf , me èna {anaxiìpisto} SSI

Par�deigma 5.1. To paiqnÐdi autì èqei dÔo shmeÐa isorropÐac Nash: ta (B, a) kai

(A, b). Wstìso, mia pio prosektik  exètas  touc, apokalÔptei ìti èqoun orismènec idiìth-

tec pou ta diaforopoioÔn rizik�.

To shmeÐo (B, a) faÐnetai na mhn eÐnai logik  -   strathgik� stajer  - lÔsh gia ton

ex c lìgo. BasÐzetai sthn anaxiìpisth apeil  apì thn pleur� tou II ìti ja epilèxei thn

enèrgeia a an o paÐkthc I tou èdine thn eukairÐa na kinhjeÐ, sthn perÐptwsh pou autìc den

epèlege thn strathgik  tou shmeÐou isorropÐac - dhlad  thn B - all� thn enallaktik 

tou strathgik  A. Parìla aut�, se autì to SSI, o paÐkthc I dialègei telik� ìntwc thn

strathgik  B kai ètsi h apeil  tou II den pragmatopoieÐtai, me apotèlesma h endeqìmenh

zhmi� pou ja prokaloÔse kai ston Ðdio tou ton eautì na eÐnai qwrÐc sunèpeiec. EÐnai, ìmwc,

oxÔmwro to ìti o paÐkthc I to k�nei autì mìno kai mìno epeid  pisteÔei ìti o II ja  tan

se jèsh na pragmatopoi sei thn apeil  aut . K�tw apì thn upìjesh thc koin c gn¸shc

tou orjologismoÔ k�ti tètoio eÐnai adÔnato. 'Etsi, telik�, katal goume sto ìti h upìjesh

ìti o II ja paÐxei a an tou dwjeÐ h eukairÐa na kinhjeÐ, den eÐnai pisteut  kai sunep¸c to

shmeÐo isorropÐac (B, a) den mporeÐ na uposthriqjeÐ wc lÔsh tou paiqnidioÔ.



Kef�laio 5. 'Ennoiec isorropÐac gia paiqnÐdia se ektetamènh morf  68

To shmeÐo (A, b) antÐjeta eÐnai pisteutì kai pl rwc anamenìmeno kaj¸c prokÔptei apì

thn mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c, dhlad  thc epÐlushc diadoqik¸n problhm�twn

megistopoÐhshc xekin¸ntac apì to mèllon kai katal gontac sto parìn5. H efarmog 

aut c thc mejìdou exasfalÐzei ìti an mÐa apìfash prìkeitai na parjeÐ se k�poio shmeÐo

tou paiqnidioÔ, tìte ja èqei l�bei upìyh thc ìlec tic apof�seic pou ja thn akolouj soun

kai ja apoteloÔn bèltistec apant seic se aut n.

SÔmfwna me ton Selten (1965), ìpoio shmeÐo isorropÐac Nash ikanopoieÐ aut n thn

sunj kh onom�zetai tèleio wc proc ta upopaiqnÐdia (sumbolik� T.U. shmeÐo isorropÐac).

To ìnoma pou dÐnetai se aut n thn ènnoia eklèptunshc, epishmaÐnei kai to idiaÐtero qara-

kthristikì thc: o periorismìc twn strathgik¸n se k�je upopaiqnÐdi - anex�rthta apì to

an autì ja paiqjeÐ   ìqi - prèpei na apoteleÐ SSI. ApokleÐei ètsi, tic legìmenec {anaxiìpi-

stec apeilèc}, kaj¸c apaiteÐ apì orjologikoÔc paÐktec na sumperiferjoÔn an�loga ìpou

kai an brejeÐ to paiqnÐdi. Oi skèyeic autèc diatup¸nontai sthn sunèqeia, me majhmatik 

saf neia.

'Estw Γ = {N, (Ki)
n
i=1, (Hi)

n
i=1, (A(x))x∈K\Z , ([πi(z)]

n
i=1)z∈Z} èna paiqnÐdi se ekte-

tamènh morf , qwrÐc kÐnhsh thc fÔshc kai èstw K̂ ⊂ K èna uposÔnolo kìmbwn pou

ikanopoieÐ tic akìloujec sunj kec:

1. Up�rqei èna sÔnolo plhrofìrhshc ĥ, tètoio ¸ste to uposÔnolo K̂ na perièqei ìlouc

tou kìmbouc sto ĥ kai k�je �llo kìmbo pou akoloujeÐ apì autoÔc.

2. K�je sÔnolo plhrofìrhshc h ∈ H an kei oloklhrwtik� sto uposÔnolo K̂   sto

sumpl rwm� tou.

5Sthn pragmatikìthta gnwrÐzoume  dh apì to Kef�laio 4, ìti h koin  gn¸sh tou orjologismoÔ
sunep�getai to epagwgikì apotèlesma.
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Me dedomèno èna tètoio uposÔnolo K̂, orÐzetai èna sqetikì upopaiqnÐdi wc akoloÔjwc:

Orismìc 5.4. 'Estw èna paiqnÐdi Γ se ektetamènh morf  kai èstw èna sÔnolo K̂ me tic

parap�nw idiìthtec. Tìte, me b�sh to K̂ orÐzoume to sqetikì upopaiqnÐdi:

Γ̂ = {N, (K̂i)
n
i=1, (Hi)

n
i=1, (Â(x))x∈K̂\Ẑ , ([π̂i(z)]

n
i=1)z∈Ẑ}

wc akoloÔjwc:

1. K̂i ≡ Ki ∩ K̂, gia i = 1, 2, . . . , n kai Ẑ ≡ Z ∩ K̂,

2. ∀x, x′ ∈ K̂ isqÔei ìti: o kìmboc x′ èpetai tou kìmbou x6 an kai mìno an autì sumbaÐnei

kai sto arqikì paiqnÐdi,

3. Ĥi ≡ {h ∈ Hi : h ⊂ K̂} gia i = 1, 2, . . . , n

4. Â(x) ≡ A(x), gia k�je x ∈ K̂\Ẑ,
5. π̂i(z) ≡ πi(z), gia k�je z ∈ Ẑ.

An epiplèon to sÔnolo plhrofìrhshc ĥ pou genn� to upopaiqnÐdi Γ̂, eÐnai monosÔnolo,

tìte to upopaiqnÐdi Γ̂ onom�zetai gn sio (proper)7

Sth sunèqeia periorÐzoume thn prosoq  mac se gn sia upopaiqnÐdia8. Epeid  aut�

ta upopaiqnÐdia diajètoun thn Ðdia dom  me to arqikì paiqnÐdi, mporoÔme na doÔme ìti

k�je sumperiforik  strathgik  γi sto Γ par�gei mia sumperiforik  strathgik  γi|Γ̂ kat�

teleÐwc fusiologikì trìpo wc ex c:

γi|Γ̂ ≡ γi(h), ∀h ∈ Ĥi.

H apaÐthsh pou prèpei t¸ra na ikanopoioÔn oi paragìmenec strathgikèc se k�je upo-

paiqnÐdi ¸ste na apoteleÐ h arqik  strathgik  γ T.U. shmeÐo isorropÐac eÐnai �mesh kai

diatup¸netai ston akìloujo orismì (Selten, 1965).

Orismìc 5.5. Mia strathgik  kat�stash γ ∈ Ψ onom�zetai shmeÐo isorropÐac tèleio wc

proc ta upopaiqnÐdia (sumbolik� T.U. - shmeÐo isorropÐac) tou paiqnidioÔ Γ, an gia k�je

gn sio upopaiqnÐdi Γ̂ ⊂ Γ h paragìmenh strathgik  Γ|Γ̂ eÐnai shmeÐo isorropÐac tou Γ̂.

Epistrèfontac sto paiqnÐdi tou Sq matoc 5.1, parathroÔme, wstìso, ìti oi paÐktec

diathroÔn antikrouìmenec protim seic ìson afor� ta dÔo shmeÐa isorropÐac. O paÐkthc I

protim� to SSI (A, b) en¸ o paÐkthc II to (B, a). 'Etsi, h eklèptunsh pou prosfèrei to

krit rio thc teleiìthtac wc proc ta upopaiqnÐdia ja lhfjeÐ upìyh tìso apì ton paÐkth I,

6Dhlad  up�rqei diadoq  energei¸n twn paikt¸n pou apì ton kìmbo x na odhgeÐ ston kìmbo x′,
7Tètoia gn sia upopaiqnÐdia k�noun thn emf�nis  touc se paiqnÐdia tèleiac plhrofìrhshc.
8Mia diaisjhtik  ermhneÐa tou prohgoÔmenou makroskel  orismoÔ - o opoÐoc sthn pragmatikìthta

ekfr�zei me majhmatikì trìpo autì pou kaneÐc pragmatik� katalabaÐnei me thn ènnoia upopaiqnÐdi -
kaj¸c kai di�fora paradeÐgmata pou exet�zoun tic di�forec peript¸seic upopaiqnidi¸n   mh pou mporeÐ
na prokÔyoun dÐnontai ston Mhlolid�kh (2009), Par�grafoc 3.4.
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dÐnont�c tou antagwnistikì pleonèkthma, ìso kai apì ton paÐkth II, o opoÐoc an kai ja to

protimoÔse den eÐnai se jèsh na thn agno sei.

Par�deigma 5.2. AntÐjeta, ac jewr soume to paiqnÐdi tou akìloujou sq matoc, Van

Damme (1987). Kai se autì to paiqnÐdi mporoÔme na apokleÐsoume orismèna SSI epeid 
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Sqhma 5.2: 'Ena paiqnÐdi se ektetamènh morf , me dÔo {anaxiìpista} SSI

den eÐnai tèleia wc proc ta upopaiqnÐdia (T.U.). Autì sumbaÐnei gia tic strathgikèc ka-

tast�seic ((B,D), a) kai ((A,D), b) pou apoteloÔn shmeÐa Nash. To mìno T.U. shmeÐo

isorropÐac eÐnai to ((B,C), a). ParathreÐste, ìmwc, ìti se autì k�je paÐkthc lamb�nei

mÐa mon�da wfèleiac, se antÐjesh me to - kat� ta �lla astajèc   anaxiìpisto - shmeÐo

((A,D), b) ìpou kajènac lamb�nei 2 mon�dec wfèleiac. SumbaÐnei, dhlad  ìti k�tw apì

thn koin  gn¸sh tou orjologismoÔ, oi dÔo paÐktec egklwbÐzontai se èna apotèlesma pou

kai oi dÔo ja  jelan na apofÔgoun. Ligìterh gn¸sh, ja touc epètrepe Ðswc na petÔqoun

to epijumhtì apotèlesma9.

9K�ti parìmoio eÐdame na sumbaÐnei kai sto paiqnÐdi thc sarantapodaroÔsac, to opoÐo apoteleÐ m�lista
kai èna apì ta qarakthristikìtera paradeÐgmata aut c thc antÐfashc.
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5.4 Asjen¸c tèleia mpeôzian� shmeÐa isorropÐac

Se antÐjesh me ta paiqnÐdia tèleiac plhrofìrhshc, to krit rio thc teleiìthtac wc

proc ta upopaiqnÐdia èqei polÔ mikr  diakritik  ikanìthta - dhlad  ikanìthta na xeqwrÐsei

k�poio SSI wc pio stajerì   logikì - se paiqnÐdia me tautìqronec kin seic   me kin seic

pou den gÐnontai pl rwc oratèc apì ìlouc touc paÐktec. Sthn akraÐa perÐptwsh, m�lista,

ìpou o arqikìc kìmboc eÐnai kai to monadikì monosÔnolo plhrofìrhshc, tìte ìla ta SSI

eÐnai kat� tetrimmèno trìpo T.U. shmeÐa isorropÐac, kaj¸c to mìno gn sio upopaiqnÐdi

eÐnai to Ðdio to paiqnÐdi.

Par�deigma 5.3. Gia na gÐnei pio katanohtì to prìblhma autì kai gia na doÔme pwc

mporeÐ kaneÐc na to antimetwpÐsei, ac jewr soume to akìloujo paiqnÐdi, Redondo (2003):
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Sqhma 5.3: 'Ena paiqnÐdi, sto opoÐo to krit rio twn T.U. SSI den eÐnai apotelesmatikì.

To paiqnÐdi tou Sq matoc 5.3 diajètei 2 SSI se kajarèc strathgikèc: (A, b) kai (B, a).

Lìgw tou ìti den up�rqoun gn sia upopaiqnÐdia, kai ta dÔo SSI eÐnai kat� tetrimmèno trìpo

T.U. shmeÐa isorropÐac. Wstìso, to pr¸to apì aut� - to (A, b) - den faÐnetai logikì  

efiktì. Sugkekrimèna, h prìbleyh ìti an o paÐkthc II klhjeÐ na paÐxei tìte ja epilèxei

b, eÐnai rizik� asÔmbath me thn upìjesh thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ10. Autì

isqÔei, diìti h epilog  b eÐnai kuriarqoÔmenh apì thn epilog  a kai autì ìpoioc kai an eÐnai

o pragmatikìc kìmboc ston opoÐo brÐsketai to paiqnÐdi - o x2   o x3. 'Etsi, ìpoia kai

na eÐnai h ektÐmhsh tou II sqetik� me thn pijanìthta na brÐsketai to paiqnÐdi ston kìmbo

x2   ston kìmbo x3
11, h epilog  b den gÐnetai na eÐnai orjologik . Autìc o sullogismìc

10Akìma kai me to gegonìc ìti o II eÐnai orjologikìc.
11Oi kìmboi autoÐ an koun sto Ðdio sÔnolo plhrofìrhshc tou II, kai ètsi, ìtan kaleÐtai na kinhjeÐ sto

sugkekrimèno sÔnolo, mìno na pijanologeÐ mporeÐ sqetik� me to poioc eÐnai o pragmatikìc kìmboc pou
èqei ft�sei to paiqnÐdi.
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mporeÐ na gÐnei, ìmwc, kai apì ton paÐkth I - lìgw thc koin c gn¸shc tou orjologismoÔ -

kai �ra to SSI (A, b) mporeÐ na aporrifjeÐ wc anaxiìpisto   mh logikì. Me �lla lìgia, h

{apeil } apì thn meri� tou II ìti ja paÐxei b an tou dojeÐ h eukairÐa na kinhjeÐ den gÐnetai

pisteut  apì ton I.

H idèa aut , apotup¸netai sthn ènnoia tou asjen¸c tèleiou mpeôzianoÔ shmeÐou isorro-

pÐac (weak perfect bayesian equilibrium   WPBE). Ektìc apì mÐa strathgik  kat�stash

se isorropÐa, to WPBE apaiteÐ kai oi pÐsteic twn paikt¸n na eÐnai sumbatèc me thn ka-

t�stash aut . Gia par�deigma an sto parap�nw paiqnÐdi jewr soume to SSI (B, a), tìte

opoiad pote pÐsth tou II apodÐdei jetik  pijanìthta ston kìmbo x3 eÐnai asÔmbath me autì

to shmeÐo isorropÐac. Genikìtera, akìma kai an jewr soume ìti o II den gnwrÐzei poio

apì ta dÔo shmeÐa isorropÐac - (A, b)   (B, a) eÐnai autì pou paÐzetai12 - tìte kai p�li

afoÔ se kanèna apì aut� o I den paÐzei thn strathgik  C, opoiad pote pÐsth tou II apo-

dÐdei jetik  pijanìthta ston kìmbo x3 eÐnai k�tw apì thn upìjesh thc koin c gn¸shc tou

orjologismoÔ asÔmbath   asunep c me thn strathgik  kat�stash pou paÐzetai.

Apì th mÐa loipìn, up�rqei h apaÐthsh gia epilog  miac bèltisthc strathgik c apì k�je

paÐkth me b�sh tic pÐsteic tou gia tic strathgikèc twn �llwn, kai apì thn �llh up�rqei

h apaÐthsh oi pÐsteic autèc na eÐnai exakoloujhtik� sunepeÐc. Me dedomèno, ìti oi pÐsteic

enìc paÐkth se èna sÔnolo plhrofìrhshc ekfr�zoun thn upokeimenik  pijanìthta pou

apodÐdei o en lìgw paÐkthc, se k�je kìmbo tou sunìlou tou na eÐnai autìc o pragmatikìc

kìmboc ston opoÐo brÐsketai to paiqnÐdi, oi sunj kec tou WPBE sunoyÐzontai diaisjhtik�

wc ex c:

(1) H sumperiforik  strathgik  k�je paÐkth apoteleÐ bèltisth ap�nthsh dedomènhc thc

pÐsthc tou paÐkth autoÔ stic strathgikèc twn upoloÐpwn.

(2) Oi pÐsteic k�je paÐkth se k�je èna sÔnolo plhrofìrhshc enhmer¸nontai sÔmfwna me

ton kanìna tou Bayes - ìpou autìc efarmìzetai, dhlad  ìpou h prior pijanìthta tou

sunìlou plhrofìrhshc den eÐnai mhdèn - me dedomènec tic strathgikèc twn upoloÐpwn.

Oi ènnoiec autèc diatup¸nontai me majhmatik  saf neia stouc akìloujouc orismoÔc13.

Orismìc 5.6. 'Estw γ ∈ Ψ mia strathgik  kat�stash se sumperiforikèc strathgi-

kèc. 'Ena sÔsthma pÐstewn µ onom�zetai sunepèc kat� Bayes -   apl� sunepèc - me thn

kat�stash γ an isqÔei ìti:

µ(x)P γ(h) = P γ(x),

gia k�je h ∈ H, ∀x ∈ h.

12 'H diaforetik� autì pou o paÐkthc I, wc o pr¸toc pou kineÐtai, epijumeÐ na paÐxei,
13JumÐzoume ìti èqoume jewr sei se ìlh thn enìthta èna paiqnÐdi Γ se ektetamènh morf , p�nw sto

opoÐo diatup¸nontai oi orismoÐ autoÐ.
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Parat rhsh 5.7. H sunj kh pou dÐnetai ston parap�nw orismì, eÐnai ètsi diatupwmènh

¸ste na enswmat¸nei dÔo peript¸seic, an�loga me to poia eÐnai h prior pijanìthta enìc

sunìlou h k�tw apì thn strathgik  kat�stash γ:

(i) An P γ(h) 6= 0, tìte: µ(x) =
P γ(x)

P γ(h)
, sÔmfwna me ton kanìna tou Bayes.

(ii) An ìmwc, P γ(h) = 0 - dhlad  an to paiqnÐdi den ft�nei sto sÔnolo plhrofìrhshc

h k�tw apì thn strathgik  γ - tìte kai P γ(x) = 0, ∀x ∈ h kai �ra h parap�nw

sunj kh tou orismoÔ isqÔei tetrimmèna anex�rthta apì to di�nusma (µ(x))x∈h. Sthn

perÐptwsh aut  oi pÐsteic µ(x) tou paÐkth i sto sÔnolo h kaj¸c kai ìlec oi pÐsteic

sta sÔnola pou èpontai apì to h mporoÔn na diamorfwjoÔn aujaÐreta14.

Orismìc 5.8. 'Estw èna sÔsthma pÐstewn µ. Mia strathgik  kat�stash γ ∈ Ψ ono-

m�zetai exakoloujhtik� orjologik  wc proc to µ an isqÔei ìti:

πi(γ |µ, h) ≥ πi((γi, γ−ii ) |µ, h),

gia k�je i ∈ N, ∀h ∈ Hi, ∀γi ∈ Ψi.

Pollèc forèc ìtan ikanopoieÐtai h sunj kh ston parap�nw orismì, anafèretai isodÔna-

ma h ekdoq  (µ, γ) wc exakoloujhtik� orjologik . Sthn sunèqeia ja qrhsimopoi soume

kai tic dÔo ekfr�seic qwrÐc na tic xeqwrÐzoume. Me b�sh tic ènnoiec autèc, mporoÔme na

d¸soume t¸ra ton akrib  orismì tou asjen¸c tèleiou mpeôzianoÔ shmeÐou isorropÐac.

Orismìc 5.9. Mia strathgik  kat�stash γ ∈ Ψ onom�zetai asjen¸c tèleio mpeôzianì

shmeÐo isorropÐac - weak perfect bayesian equilibrium   WPBE - an up�rqei èna sÔsthma

pÐstewn µ, tètoio ¸ste h ekdoq  (µ, γ) na ikanopoieÐ ta akìlouja:

1. h strathgik  kat�stash γ na eÐnai exakoloujhtik� orjologik  wc proc to sÔsthma

pÐstewn µ kai

2. to sÔsthma pÐstewn µ na eÐnai sunepèc me thn strathgik  kat�stash γ.

GÐnetai, plèon, emfan c mia amfÐdromh apaÐthsh gia sunèpeia metaxÔ twn strathgik¸n

katast�sewn kai pÐstewn twn paikt¸n. Apì th mÐa h sunj kh (1) upodeiknÔei ìti me dedo-

mènec tic pÐsteic twn paikt¸n se k�je sÔnolo plhrofìrhshc, h strathgik  pou epilègetai

ja prèpei na eÐnai exakoloujhtik� orjologik  kai h sunj kh (2) upodeiknÔei ìti me dedo-

mènh thn strathgik  kat�stash, oi pÐsteic twn paikt¸n ja prèpei na eÐnai sumbatèc kat�

Bayes me aut n. H majhmatik  touc diatÔpwsh od ghse ston orismì tou asjen¸c tèleiou

mpeôzianoÔ shmeÐou isorropÐac.

Se paiqnÐdia tèleiac plhrofìrhshc ta T.U. shmeÐa isorropÐac kai ta WPB shmeÐa

isorropÐac tautÐzontai. EpÐshc, epeid  ìpwc eÐdame, se genikèc grammèc h ènnoia tou

14ArkeÐ bèbaia na eÐnai dianÔsmata pijanìthtac.
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WPB shmeÐou isorropÐac ekleptÔnei peraitèrw thn ènnoia tou T.U. shmeÐou isorropÐac,

ja perÐmenei kaneÐc ìti k�je WPB shmeÐo isorropÐac ja eÐnai kai T.U. shmeÐo isorropÐac.

K�ti, tètoio, ìmwc den isqÔei. Dhlad , up�rqoun WPB shmeÐa isorropÐac pou den eÐnai

T.U. ìpwc deÐqnei kai to akìloujo par�deigma. (bl. Redondo Kef�laio 4.4)

Par�deigma 5.4. 'Estw to paiqnÐdi G se ektetamènh morf  pou dÐnetai sto akìloujo

sq ma:
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Sqhma 5.4: 'Ena WPBE, pou den eÐnai T.U. shmeÐo isorropÐac.

Sto paiqnÐdi autì h strathgik  kat�stash (B,X,D) eÐnai èna WPB shmeÐo isorropÐac

to opoÐo den eÐnai T.U. Gia na to doÔme autì parathroÔme pr¸ta ìti to monadikì shmeÐo

isorropÐac Nash tou upopaiqnidioÔ pou xekin�ei apì thn koruf  pou elègqei o II eÐnai to

(X,C). Ar�, loipìn, to shmeÐo isorropÐac (B,X,D) den eÐnai T.U.

Apì thn �llh, to gegonìc ìti eÐnai parìla aut� WPBE prokÔptei wc ex c. 'Estw ĥ

to sÔnolo plhrofìrhshc tou III, to opoÐo eÐnai ektìc tou monopatioÔ pou prokÔptei apì

to shmeÐo isorropÐac. 'Etsi, h pÐsth µ̂ = (µ̂(x31), µ̂(x32)) tou III mporeÐ na kajoristeÐ

aujaÐreta. Ac jewr soume, loipìn, wc pÐsth tou III thn µ̂ = (0, 1)15. Dhlad , sÔmfwna

me thn pÐsth aut  o III jewreÐ ìti o II èpaixe Y . 'Etsi, prokeimènou na apant sei bèltista

sÔmfwna me thn pÐsth tou eÐnai �meso ìti prèpei na epilèxei thn strathgik  D.

Sunep¸c, ikanopoioÔntai kai oi dÔo upojèseic tou OrismoÔ 5.9 kai �ra to shmeÐo

(B,X,D) eÐnai WPBE qwrÐc ìmwc na eÐnai T.U. ParathroÔme ìti h asumfwnÐa aut  pro-

èkuye lìgw thc dunatìthtac pou mac dÐnei h ènnoia tou WPBE gia aujaÐreto prosdiorismì

twn pÐstewn twn paikt¸n se sÔnola plhrofìrhshc (sugkekrimèna ed¸ sto sÔnolo ĥ tou

III) pou eÐnai ektìc tou monopatioÔ pou prokÔptei apì to shmeÐo isorropÐac.

15SÔmfwna me ta krit ria tou OrismoÔ 5.9 k�je di�nusma pijanìthtac eÐnai apodektì wc pÐsth sto
sÔnolo plhrofìrhshc ĥ apì thn stigm  pou ìpwc anafer�me, autì brÐsketai ektìc tou monopatioÔ (off
path) tou shmeÐou isorropÐac.



Kef�laio 5. 'Ennoiec isorropÐac gia paiqnÐdia se ektetamènh morf  75

SÔmfwna me aut� pou anafèrei o Redondo (2003), autì den sumbaÐnei se paiqnÐdia

polÔ apl c morf c - ìpwc p.q. paiqnÐdia 2 stadÐwn - wstìso eÐnai dunatìn na sumbeÐ se

paiqnÐdia mètriac poluplokìthtac. 'Etsi, faÐnetai ìti to WPB shmeÐo isorropÐac stereÐtai

se aujaÐreta paiqnÐdia aut c thc epijumht c idiìthtac - na eÐnai dhlad , tèleio wc proc

ta upopaiqnÐdia - me apotèlesma na apaiteÐtai kai p�li h eisagwg  peraitèrw krithrÐwn

eklèptunshc.

'Opwc, ja doÔme kai sthn sunèqeia to prìblhma autì dhmiourgeÐtai apì thn aduna-

mÐa ousiastik�, pou up�rqei sthn apaÐthsh thc sunèpeiac kat� Bayes - sunj kh (2) - na

ekfrasteÐ se sÔnola plhrofìrhshc, sta ìpoia to paiqnÐdi den ft�nei k�tw apì thn epikra-

toÔsa strathgik  kat�stash. Pèra apì to isqur� tèleio mpeôzianì SSI, pou epilÔei to

prìblhma autì kai to opoÐo ofeÐletai stouc Fudenberg kai Tirole (1991), mia diaforetik 

antimet¸pish tou probl matoc prot�jhke - progenèstera qronik� - apì touc Kreps &

Wilson (1982), mèsw tou exakoloujhtikoÔ shmeÐou isorropÐac. H parousÐas  tou, gÐnetai

sthn par�grafo pou akoloujeÐ kai apoteleÐ ton skopì tou parìntoc kefalaÐou.
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5.5 Exakoloujhtik� shmeÐa isorropÐac

Sthn prohgoÔmenh par�grafo oloklhr¸same thn parousÐash twn WPBE epishmaÐ-

nontac orismènec adunamÐec touc, h antimet¸pish twn opoÐwn apoteleÐ to kÐnhtro gia thn

anaz thsh epiprìsjetwn krithrÐwn eklèptunshc16. Kat� kÔrio lìgo, diapist¸same ìti den

exasfalÐzoun teleiìthta wc proc ta upopaiqnÐdia, dhlad  ìti mporeÐ na epitrèpoun mh bèl-

tisth sumperifor� -   sumperifor� pou na mhn eÐnai se isorropÐa - se gn sia upopaiqnÐdia,

sta opoÐa ìmwc den ft�nei to paiqnÐdi. 'Etsi, proèkuptan {astaj } shmeÐa isorropÐac,

ta opoÐa kaneÐc ja  jele na mporeÐ na apokleÐsei. Qrei�zontai epomènwc sunj kec pou

na periorÐzoun kat�llhla thn aujairesÐa pou epitrèpei h ènnoia tou WPBE stic pÐsteic

twn paikt¸n gia sÔnola plhrofìrhshc ektìc tou monopatioÔ pou prokÔptei apì to shmeÐo

isorropÐac. O stìqoc eÐnai dhlad , na apokleistoÔn opoiesd pote ab�simec pÐsteic kai

kat� sunèpeia kai enèrgeiec se sÔnola plhrofìrhshc ìpou to paiqnÐdi den ja ft�sei. Oi

skèyeic autèc gÐnontai pio katanohtèc me to akìloujo par�deigma, Redondo (2003):

Par�deigma 5.5. Sto akìloujo paiqnÐdi se ektetamènh morf , h strathgik  kat�stash

γ̂ = (A, b, U) apoteleÐ shmeÐo isorropÐac Nash.
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Sqhma 5.5: 'Ena WPBE, pou den eÐnai exakoloujhtikì shmeÐo isorropÐac.

Autì to SSI eÐnai WPBE gia opoiod pote sÔsthma pÐstewn µ̂ ikanopoieÐ thn ex c

sunj kh:

µ̂(x31) · 1 + µ̂(x32) · 0 ≥ µ̂(x31) · 0 + µ̂(x32) · 2

16P�nta bèbaia me ton exisorrophtikì periorismì ta krit ria aut� na mhn eÐnai polÔ perioristik�.
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  isodÔnama: µ̂(x31) ≥ 2/3. EpÐshc, eÐnai tetrimmèno ìti h kat�stash γ̂ apoteleÐ T.U. sh-

meÐo isorropÐac, afoÔ to paiqnÐdi de diajètei �lla gn sia upopaiqnÐdia ektìc apì olìklhro

to paiqnÐdi.

Parìla aut� parathroÔme ìti h ekdoq  (µ̂, γ̂) emperièqei mia basik  asunèpeia. Opoia-

d pote pÐsth µ̂ me µ̂(x31) ≥ 2/3 eÐnai asÔmbath me to gegonìc ìti sto SSI o paÐkthc II

dialègei th strathgik  b. Oi mìnec pÐsteic - ìson afor� ton paÐkth III - pou ja eÐqan thn

idiìthta na eÐnai {sunepeÐc} me to strathgikì profÐl γ̂ kai th dom  tou paiqnidioÔ, eÐnai

autèc gia tic opoÐec isqÔei ìti:

µ̂(x32) = 1,

afoÔ an paÐzetai h strathgik  b, o paÐkthc III den eÐnai dunatìn na anamènei ìti to paiqnÐdi

ja brejeÐ ston kìmbo x31.

Ousiastik�, h rÐza tou probl matoc eÐnai ìti sto sÔnolo plhrofìrhshc tou III den

eÐnai efarmìsimoc o kanìnac tou Bayes, diìti h ek twn protèrwn pijanìthta na ft�sei

to paiqnÐdi se autì k�tw apì thn dedomènh strathgik  isorropÐac, eÐnai mhdenik . 'Ara,

ìson afor� thn ènnoia tou WPBE opoiad pote pÐsth sto sunolo autì eÐnai apodekt  kai

ètsi mporeÐ na prosdioristeÐ aujaÐreta, arkeÐ oi paÐktec na megistopoioÔn wc proc aut n.

Genik�, aut  h aujairesÐa epitrèpetai sthn sunèqeia kai gia k�je sÔnolo plhrofìrhshc

pou èpetai enìc tètoiou sunìlou me mhdenik  ek twn protèrwn pijanìthta.

Stìqoc, loipìn, eÐnai na kajoristeÐ mia sunj kh pou ja periorÐzei thn parap�nw aujai-

resÐa. Se èna sÔnolo plhrofìrhshc h pou eÐnai off the path, oi pÐsteic ja prèpei na eÐnai

{sumbatèc} me tic kin seic pou prosdiorÐzei h epikratoÔsa strathgik  kat�stash17 γ̂ gia

touc paÐktec pou kin jhkan se prohgoÔmena sÔnola plhrofìrhshc apì ìpou pèrase to

paiqnÐdi gia na ft�sei sto h. Fusik�, afoÔ to h eÐnai ektìc tou monopatioÔ pou prokÔptei

apì thn γ̂, autì shmaÐnei ìti toul�qiston ènac paÐkthc den kin jhke sÔmfwna me aut n.

All� oi kin seic k�poiwn �llwn paikt¸n den antif�skoun me to to na ft�sei to paiqnÐdi

sto h kai ètsi eÐnai logikì na apait soume h pÐsth tou paÐkth pou elègqei to sÔnolo h na

prosdioristeÐ sÔmfwna me tic kin seic aut¸n twn paikt¸n. EpÐshc, jèloume oi pÐsteic µ′ se

k�je sÔnolo h′ pou akoloujeÐ to h na eÐnai sÔmfwnec me thn pÐsth µ sto h. Autì, fusik�,

uponoeÐ ìti apì thn stigm  pou kajoristeÐ h pÐsth µ sto sÔnolo plhrofìrhshc h tìte

opoiad pote �llh pÐsth µ′ se sÔnolo h′ pou akoloujeÐ to h den ja prèpei na antif�skei

me th µ.

'Enac apotelesmatikìc trìpoc na parakamfjeÐ autì to prìblhma, eÐnai mèsa apì thn

eisagwg  miac sunj khc logik c {sunèqeiac} kat� th diadikasÐa tou kajorismoÔ twn pÐste-

wn se èna opoiod pote sÔnolo plhrofìrhshc. H basik  idèa afor� qrhsimopoÐhsh entel¸c

17Dhlad  h strathgik  kat�stash pou paÐzetai, h aut  pou exet�zetai,
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meikt¸n strathgik¸n pou dÐnoun jetik  ek twn protèrwn pijanìthta se k�je sÔnolo plh-

rofìrhshc kai sth sunèqeia sthn efarmog  tou kanìna tou Bayes. Sugkekrimèna:

Orismìc 5.10. Mia sumperiforik  strathgik  γi tou paÐkth i onom�zetai entel¸c mei-

kt  an apodÐdei jetik  pijanìthta se k�je diajèsimh enèrgeia pou èqei o paÐkthc i se k�je

èna apì ta sÔnola plhrofìrhs c tou.

Mia strathgik  kat�stash γ = (γ1, γ2, . . . , γn) onom�zetai entel¸c meikt , an k�je mÐa

apì tic strathgikèc γi, i = 1, 2, . . . , n eÐnai entel¸c meikt . Dhlad , an:

γi(h)(a) > 0,

gia k�je i = 1, 2, . . . , n, ∀h ∈ Hi, ∀a ∈ A(x).

'Etsi, an γ eÐnai mia entel¸c meikt  strathgik  kat�stash, tìte eÐnai �meso ìti k�je

sÔnolo plhrofìrhshc tou paiqnidioÔ èqei jetik  ek twn protèrwn pijanìthta na ft�sei

to paiqnÐdi k�poia stigm  se autì. Jewr¸ntac, loipìn, mia kat�llhlh akoloujÐa

(γk)k∈N

apì strathgikèc katast�seic se entel¸c meiktèc strathgikèc, mporoÔme na proseggÐsou-

me mia opoiad pote strathgik  kat�stash γ. Apì thn stigm , ìmwc, pou t¸ra oi γk

kajorÐzoun monos manta tic sumbatèc pÐsteic se k�je sÔnolo plhrofìrhshc mporoÔme na

apait soume oi pÐsteic autèc na proseggÐzoun tic pÐsteic sta sÔnola plhrofìrhshc me

mhdenik  ek twn protèrwn pijanìthta k�tw apì thn kat�stash γ. 'Etsi, basizìmenoi sthn

ènnoia thc sunèpeiac kat� Bayes pou d¸same ston Orismì 5.6 kai antimetwpÐzontac, me thn

qr sh entel¸c meikt¸n strathgik¸n, to prìblhma twn sunìlwn plhrofìrhshc me mhde-

nik  ek twn protèrwn pijanìthta, odhgoÔmaste stic akìloujec ènnoiec sunèpeiac metaxÔ

pÐstewn kai strathgik¸n katast�sewn.

Orismìc 5.11. 'Estw γ ∈ Ψ mia entel¸c meikt  strathgik  kat�stash sto paiqnÐdi Γ.

Tìte mia ekdoq  (µ, γ) ja onom�zetai sunep c an isqÔei ìti:

µ(x) =
P γ(x)

P γ(h)
,

gia k�je h ∈ H, ∀x ∈ h.
Dhlad , an oi pijanìthtec µ(x) tautÐzontai me tic ek twn ustèrwn pijanìthtec pou pro-

kÔptoun apì thn efarmog  tou kanìna tou Bayes sto sÔnolo h k�tw apì thn kat�stash

γ.
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EpishmaÐnetai, ìti o prohgoÔmenoc orismìc afor� thn ènnoia thc sunèpeiac mìno se

entel¸c meiktèc strathgikèc. H ènnoia aut  genikeÔetai gia aujaÐretec strathgikèc ston

akìloujo orismì.

Orismìc 5.12. 'Estw γ ∈ Ψ mia strathgik  kat�stash sto paiqnÐdi Γ. Mia ekdoq 

(µ, γ) ja onom�zetai sunep c kat� Kreps & Wilson an isqÔei ìti:

(µ, γ) = lim
k→∞

(µk, γk),

ìpou γk entel¸c meiktèc strathgikèc kai (µk, γk) sunepeÐc ekdoqèc gia k�je k ∈ N. Dhla-

d , an h ekdoq  (µ, γ) mporeÐ na grafeÐ wc ìrio miac akoloujÐac (µk, γk)k∈N apì sunepeÐc

ekdoqèc se entel¸c meiktèc strathgikèc18.

SÔmfwna me ta parap�nw, h eisagwg  miac ènnoiac akoloujiak c sunèqeiac sth dia-

mìrfwsh twn pÐstewn, mac epètreye ton orismì thc apaitoÔmenhc sunèpeiac metaxÔ twn

pÐstewn kai thc strathgik c katast�shc pou paÐzetai akìma kai stic - mèqri t¸ra problh-

matikèc - peript¸seic ìpou up�rqoun sÔnola plhrofìrhshc me mhdenik  ek twn protèrwn

pijanìthta. Diathr¸ntac thn apaÐthsh gia exakoloujhtik� orjologik  sumperifor� pou

dìjhke ston Orismì 5.8 katal goume ston orismì tou exakoloujhtikoÔ shmeÐou isorro-

pÐac pou prìteinan oi Kreps & Wilson (1982) wc eklèptunsh tou shmeÐou isorropÐac Nash.

Orismìc 5.13. Se èna paiqnÐdi Γ orÐzoume wc exakoloujhtikì shmeÐo isorropÐac (se-

quential equilibrium) k�je ekdoq  (µ, γ), h opoÐa eÐnai:

(i) sunep c kat� Kreps & Wilson kai

(ii) exakoloujhtik� orjologik .

Suqn� sthn bibliografÐa kat' oikonomÐa anafèretai wc exakoloujhtikì shmeÐo isorro-

pÐac, mia strathgik  kat�stash γ∗ gia thn opoÐa up�rqei èna sÔsthma pÐstewn µ∗ tètoio

¸ste h ekdoq  (µ∗, γ∗) na ikanopoieÐ tic sunj kec tou parap�nw orismoÔ.

Epistrèfontac sto paiqnÐdi tou Sq matoc 5.4, jewroÔme tic sumperiforikèc pou antistoi-

qoÔn sto SSI γ̂ = (A, b, U):

γ̂1 = (1, 0, 0), γ̂2 = (0, 1), γ̂3 = (1, 0),

kai orÐzoume thn akoloujÐa entel¸c meikt¸n strathgik¸n (γ̂k)k∈N = (γ̂1,k, γ̂2,k, γ̂3,k)k∈N

wc ex c:

18Ta ìria pou emfanÐzontai ston orismì upologÐzontai sto R kai m�lista sto kleistì di�sthma [0, 1]
kaj¸c aforoÔn pijanìthtec.
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γ̂1,k = (1− (1 + ρ) · ε1k, ε1k, ρ · ε1k)

γ̂2,k = (ε2k, 1− ε2k)

γ̂3,k = (1− ε3k, ε3k)

ìpou ρ > 0 kai ε1k, ε2k, ε3k −→ 0, gia k → +∞. ParathroÔme ìti ètsi oi strathgikèc

katast�seic γ̂k sugklÐnoun sthn strathgik  kat�stash γ̂, dhlad :

γ̂k −→ γ̂, kaj¸c k → +∞.

Sthn sunèqeia, efarmìzontac ton kanìna tou Bayes prokÔptoun monos manta oi sqetikèc

pÐsteic twn paikt¸n II kai III sta antÐstoiqa sÔnola plhrofìrhshc:

µ̂2,k =
(
µk(x21), µk(x22)

)
=

(
1

1 + ρ
,

ρ

1 + ρ

)
µ̂3,k =

(
µk(x31), µk(x32)

)
= (ε2k, 1− ε2k)

PaÐrnontac to ìrio gia k → +∞ parathroÔme ìti:

lim
k→+∞

µ̂2,k =

(
1

1 + ρ
,

ρ

1 + ρ

)
lim

k→+∞
µ̂3,k = (0, 1)

'Etsi, epibebai¸netai ìti oi mìnec sunepeÐc kat� Kreps & Wilson pÐsteic me thn kat�stash

γ̂ eÐnai autèc stic opoÐec o paÐkthc III apodÐdei pijanìthta 1 ston kìmbo x32. Sunep¸c, to

WPBE γ̂ = (A, b, U) den eÐnai exakoloujhtikì shmeÐo isorropÐac kaj¸c den eÐnai exako-

loujhtik� orjologikì wc proc tic pÐsteic autèc19.

AntÐjeta, h strathgik  kat�stash γ̄ = (B, b, V ) - se kajarèc strathgikèc -   iso-

dÔnama:

γ̄1 = (0, 1, 0), γ̄2 = (0, 1), γ̄3 = (0, 1),

se sumperiforikèc strathgikèc, apoteleÐ èna exakoloujhtikì shmeÐo isorropÐac - to opoÐo

eÐnai kai to mìno tou en lìgw paiqnidioÔ. Kaj¸c oi strathgikèc autèc dÐnoun jetik  pi-

janìthta se k�je sÔnolo plhrofìrhshc, den eÐnai aparaÐthth h prosèggis  touc apì mia

akoloujÐa entel¸c meikt¸n strathgik¸n. Me dedomènh thn dom  tou paiqnidioÔ, oi mìnec

sunepeÐc pÐsteic twn paikt¸n prokÔptoun �mesa kai eÐnai oi akìloujec:

µ̄2 = (1, 0), µ̄3 = (0, 1),

'Etsi, h ekdoq  (µ̄, γ̄) eÐnai sunep c. Apì thn �llh, me dedomènec tic pÐsteic µ̄, eÐnai eÔkolo

19Parabi�zei dhlad  thn sunj kh (ii) tou OrismoÔ 5.13
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na dei kaneÐc ìti h strathgik  γ̄ eÐnai exakoloujhtik� orjologik . IkanopoioÔntai, dhlad 

kai oi dÔo sunj kec tou OrismoÔ 5.13 kai �ra h ekdoq  (µ̄, γ̄) -   isodÔnama h strathgik 

γ̄ - apoteleÐ exakoloujhtikì shmeÐo isorropÐac.

Oloklhr¸noume thn parousÐash tou exakoloujhtikoÔ shmeÐou isorropÐac, anafèron-

tac dÔo basikèc idiìthtèc tou pou apodeÐqjhkan apì touc Kreps & Wilson (1982). Autèc

epibebai¸noun ìti oi sunj kec pou to kajorÐzoun eÐnai arket� austhrèc ¸ste na exasfa-

lÐzetai ìti diathreÐ thn idiìthta thc teleiìthtac wc proc ta upopaiqnÐdia kai tautìqrona

arket� qalarèc ¸ste na exasfalÐzetai h Ôparx  tou se k�je paiqnÐdi se ektetamènh morf .

Sugkekrimèna:

Prìtash 5.14. IsqÔoun ta akìlouja:

(1) K�je paiqnÐdi se ektetamènh morf  diajètei toul�qiston èna exakoloujhtikì shmeÐo

isorropÐac.

(2) An h ekdoq  (µ, γ) eÐnai èna exakoloujhtikì shmeÐo isorropÐac, tìte h strathgik 

kat�stash γ eÐnai èna T.U. shmeÐo isorropÐac.

Wstìso, ìpwc anafèrei o Van Damme (1996) oi Kreps & Wilson (1982) eÐnai skeptikoÐ

gia to an apaitoÔn uperbolik  sunèpeia wc proc tic pÐsteic se sÔnola plhrofìrhshc ektìc

apì aut� pou episkèptetai to paiqnÐdi k�tw apì thn dedomènh strathgik  kat�stash enìc

shmeÐou isorropÐac. 'Opwc èqoume epishm�nei kai sthn arq  tou kefalaÐou sto pedÐo autì

- lìgw thc idiaÐterhc fÔshc tou - èqoun anaptuqjeÐ, kai suneqÐzoun na anaptÔssontai

polu�rijmec jewrÐec kai parallagèc. H sqetik  bibliografÐa eÐnai pragmatik� aqan c kai

se kamÐa perÐptwsh den exantleÐtai sto kef�laio autì. Gia peraitèrw melèth parapèmpoume

endeiktik� stouc Fudenberg & Levine (1998) kaj¸c kai stouc Redondo (2003), Van

Damme (1987) touc opoÐouc akolouj same kai sto parìn kef�laio.





BibliografÐa

[1] Mhlolid�khc, KwnstantÐnoc: JewrÐa PaignÐwn, Majhmatik� Montèla SÔgkroushc

kai SunergasÐac. SofÐa, 2009.

[2] Aumann, Robert J.: Subjectivity and correlation in randomized strategies. Journal

of Mathematical Economics, 1:67–96, 1974.

[3] Aumann, Robert J.: Agreeing to disagree. The Annals of Statistics, 4(6):1236–1239,

1976.

[4] Aumann, Robert J.: Correlated equilibrium as an expression of bayesian rationality.

Econometrica, 55(33):1–18, January 1987.

[5] Aumann, Robert J.: Irrationality in game theory. Economic Analysis of Markets

and Games (Essays in Honor of Frank Hahn), (35):214–227, 1992.

[6] Aumann, Robert J.: Backward induction and common knowledge of rationality.

Games and Economic Behaviour, 8:6–19, 1995.

[7] Aumann, Robert J.: Reply to Binmore. Games and Economic Behaviour, 17:138–

146, 1996.

[8] Aumann, Robert J.: Rationality and bounded rationality. Games and Economic

Behaviour, 21:2–14, 1997.

[9] Aumann, Robert J.: On the centipede game. Games and Economic Behaviour,

23:97–105, 1998.

[10] Aumann, Robert J. and Adam Brandenburger: Epistemic conditions for Nash equi-

librium. Econometrica, 63(5):1161–1180, September 1995.

[11] Aumann, Robert J. and Jacques H. Dreze: Rational expectations in games. The

American Economic Review, 98(1):72–86, 2008.

[12] Binmore, Ken: A note on backward induction. Games and Economic Behaviour,

17:135–137, 1996.

83



BibliografÐa 84

[13] Chen, Jing, Silvio Micali, and Rafael Pass: An epistemic approach to mechanism

design. Games 2012, Bilgi University, Istanbul Turkey.

[14] Collevechio, Andrea and Marco LiCalzi: The probability of nontrivial common

knowledge. Games and Economic Behavior, 76:556–570, 2012.

[15] Daskalakis, Constantinos, Paul W. Goldberg, and Christos H. Papadimitriou:

The complexity of computing a Nash equilibrium. SIAM Journal on Computing,

39(1):195–259, May 2009.

[16] Fudenberg, Drew and David K. Levine: The Theory of Learning in Games. MIT

Press, 1998.

[17] Fudenberg, Drew and Jean Tirole: Perfect bayesian equilibrium and sequential equi-

librium. Journal of Economic Theory, 53:236–260, 1991.

[18] Geanakoplos, John: Common knowledge. Handbook of Game Theory with Economic

Applications, 2:1437–1496, 1994.

[19] Hillas, John and Elon Kohlberg: Foundations of strategic equilibrium. Handbook of

Game Theory, ed. R.J. Aumann and S. Hart, Elsevier Science B.V., 3:1597–1663,

2002.

[20] Kreps, David M. and Robert Wilson: Sequential equilbria. Econometrica, 50(4):863–

894, 1982.

[21] Kuhn, Harold W.: Extensive games and the problem of information. Contributions

to the Theory of Games II (H. W. Kuhn and A. W. Tucker, Eds.), Annals of

Mathematics Studies, 28:193–216, 1953.

[22] McKelvey, Richard D. and Thomas R. Palfrey: An experimental study of the cen-

tipede game. Econometrica, 60(4):803–836, July 1992.

[23] Myerson, Roger: Game Theory: Analysis of Conflict. Harvard University Press,

1991.

[24] Nagel, Rosemarie and Fang Fang Tang: An experimental study on the centipede

game in normal form - an investigation on learning. Journal of Mathematical

Psychology, 42(2):356–384, June/September 1998.

[25] Nash, John: Equilibrium points in n-person games. Proceedings of the National

Academy of Sciences, 36(1):48–49, September 1950.

[26] Polak, Ben: Epistemic conditions for Nash equilibrium and common knowledge of

rationality. Econometrica, 67:673–676, 1999.



BibliografÐa 85

[27] Porath, Elhanan Ben: Rationality, Nash equilibrium and backward induction in per-

fect information games. Review of Economic Studies, 64:23–46, 1997.

[28] Redondo-Vega, Fernando: Economics and the Theory of Games. Cambridge Uni-

versity Press, 2003.

[29] Savage, Leonard J.: The Foundations of Statistics. New York: John Wiley and

Sons, 1954.

[30] VanDamme, Eric: Stability and Perfection of Nash Equilibria. Berlin: Springer-

Verlag, 1987.



BibliografÐa 86

H suggraf  thc paroÔsac diplwmatik c ergasÐac me qr sh thc gl¸ssac programma-

tismoÔ LaTeX ja  tan pragmatik� adÔnath qwrÐc th qr sh tou k¸dika pou diajètoun

dwre�n sto diadÐktuo oi akìloujoi:

1. Gia th dom  thc ergasÐac qrhsimopoi jhke to prìtupo Masters/Doctoral Thesis apì

th selÐda: http://www.latextemplates.com, pou èqei suntaqjeÐ apì touc Steven

Gunn & Sunil Patel.

2. Gia ta sq mata pou emfanÐzontai sthn ergasÐa - paiqnÐdia se kanonik  kai ekte-

tamènh morf  - qrhsimopoi jhkan ta prìtupa sgame kai egame apì th selÐda:

http://www.economics.utoronto.ca/osborne/latex, ta opoÐa èqoun suntaqjeÐ apì

ton Professor Martin J. Osborne.

ApeujÔnoume euqaristÐec proc touc suggrafeÐc gia th dwre�n di�jesh thc pneumatik c

touc ergasÐac kai thn polÔtimh suneisfor� touc.
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