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PerÐlhyh

Στην εργασvία αυτή θα ασvχοληθούμε με δράσvεις ομάδων Lie σvε σvυμπλεκτικές

πολλαπλότητες. Μια σvυμπλεκτική πολλαπλότητα είναι ένα ζεύγος (M,ω), με τη M να

είναι διαφορική πολλαπλότητα και την ω μια μη εκφυλισvμένη και κλεισvτή 2-μορφή σvτην

M . Οι δράσvεις μου μας ενδιαφέρουν είναι οι λεγόμενες σvυμπλεκτικές, δηλαδή αυτές

που διατηρούν την ω. Μάλισvτα τα βασvικά μας αποτελέσvματα θα αφορούν μια ειδικότερη

κατηγορία δράσvεων, τις λεγόμενες χαμιλτονιανές, που όπως μαρτυρά και το όνομά τους

έχουν άμεσvη σvχέσvη με την Κλασvσvική Μηχανική και τα χαμιλτονιανά πεδία. Για τον

ορισvμό των χαμιλτονιανών δράσvεων χρειαζόμασvτε την έννοια της απεικόνισvης ορμής

που είναι μια γενίκευσvη της χαμιλτονιανής σvυνάρτησvης της Κλασvσvικής Μηχανικής.

Στο πρώτο κεφάλαιο θα παρουσvιάσvουμε τους βασvικούς ορισvμούς και μερικά χρήσvι-

μα αποτελέσvματα της Συμπλεκτική Γεωμετρίας. Αρχικά θα μελετήσvουμε σvυμπλεκτι-

κούς γραμμικούς χώρους και έπειτα θα ασvχοληθούμε με τις σvυμπλεκτικές πολλαπλότη-

τες. Το βασvικό θεώρημα του κεφαλαίου αυτού είναι το Θεώρημα του Darboux. Αυτό

είναι ένα πολύ βασvικό θεώρημα της Συμπλεκτικής Γεωμετρίας, το οποίο λέει ότι όλες

οι σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες ίδιας διάσvτασvης είναι τοπικά ίδιες. ΄Αρα σvε αντίθεσvη

με τη Γεωμετρία Riemann, όπου έχουμε την καμπυλότητα, σvτη Συμπλεκτική Γεωμε-

τρία δεν υπάρχουν τοπικές αναλλοίωτες. Για το Θεώρημα Darboux θα δώσvουμε δύο

αποδείξεις.

Στο δεύτερο κεφάλαιο θα μελετήσvουμε γενικά τις δράσvεις ομάδων Lie σvε πολ-

λαπλότητες. Αφού κάνουμε μια γρήγορη εισvαγωγή σvτις ομάδες Lie, θα μελετήσvουμε

δράσvεις τους που είναι ελεύθερες και γνήσvιες. Το βασvικό αποτέλεσvμα που ισvχύει για

αυτές της δράσvεις είναι ότι ο χώρος των τροχιών δέχεται και αυτός δομή διαφορικής

πολλαπλότητας με φυσvιολογικό τρόπο. ΄Επειτα θα μελετήσvουμε δράσvεις με μοναδική

υπόθεσvη ότι είναι γνήσvιες.

Στο τρίτο κεφάλαιο ασvχολούμασvτε με ελεύθερες και γνήσvιες χαμιλτονιανές δράσvεις.

Αποδεικνύουμε το λεγόμενο Θεώρημα Συμπλεκτικής Αναγωγής τωνMarsden-Weinstein-
Meyer, το οποίο λέει ότι με τις παραπάνω προϋποθέσvεις ο χώρος των τροχιών της

δράσvης είναι με φυσvιολογικό τρόπο και αυτός σvυμπλεκτική πολλαπλότητα. Η διαδι-

κασvία της σvυμπλεκτικής αναγωγής είναι μια γενίκευσvη της μεθόδου της Κλασvσvικής

Μηχανικής, όπου όταν έχουμε μεγέθη που διατηρούνται πάνω σvτις τροχιές, μπορούμε

να μειώσvουμε τον αριθμό των εξισvώσvεων της κίνησvης.

Στο κεφάλαιο τέσvσvερα θα δούμε τη χαμιλτονιανή δράσvη του τόρου σvε μια σvυμπαγή

και σvυνεκτική σvυμπλεκτική πολλαπλότητα. Αποδεικνύεται πως τότε η εικόνα της

απεικόνισvης ορμής είναι ένα κυρτό πολύτοπο. Το αποτέλεσvμα αυτό είναι γνωσvτό ως

Θεώρημα Κυρτότητας των Atiyah-Guillemin-Sternberg.
Στο πέμπτο κεφάλαιο ασvχολούμασvτε πάλι με τη σvυμπλεκτική αναγωγή μιας πολλα-

πλότητας, αλλά τώρα με μόνη υπόθεσvη για τη δράσvη ότι είναι γνήσvια. Στην περίπτωσvη

αυτή ο χώρος των τροχιών δεν είναι απαραίτητα πολλαπλότητα αλλά υπάρχει μια δι-

άσvπασvή του σvε σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες.

Λέξεις κλειδιά: χαμιλτονιανές δράσvεις, απεικόνισvη ορμής, σvυμπλεκτική ανα-

γωγή, θεώρημα κυρτότητας, σvυμπλεκτικά σvτρώματα
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Abstract

We study Lie group actions on symplectic manifolds. A symplectic manifold
is a pair (M,ω), where M is a di�erentiable manifold and ω is a non-degenarate,
closed 2-form onM . We are interested in symplectic group actions, which are these
actions which preserve the form ω. Moreover, we mainly deal with a special subset
of these actions, the so called hamiltonian actions. These are closely related with
Classical mechanics, as their name indicates. For the de�nition of a hamiltonian
action we have to introduce the notion of the moment or momentum map.

The �rst chapter is an intoductory chapter to Symplectic Geometry. We study
symplectic vector spaces and then symplectic manifolds.The central theorem of
this chapter is the Darboux's Theorem. It is a fundamental theorem for Symplectic
Geometry. As a consequnce of this theorem, all symplectic manifolds of equal
dimension are locally symplectomorphic (isomorphic in the symplectic category).
So, in contrast with Riemannian Geometry, in Symplectic Geomerty there are no
local invariants. We are going to give two proofs of the Darboux's Theorem.

In the second chapter we study Lie group actions on general di�erentiable
manifolds. After a brief introduction to Lie group theory, we deal with free and
proper actions. The basic theorem for these actions is that the orbit space admits
di�erentiable structure in a natural way. We study also proper actions with no
further assumptions.

In chapter number three we study free, proper hamiltonian actions. We prove
the Marsden-Weinstein-Meyer regular reduction theorem, that under the above
mentioned assumptions the orbit space is a symplectic manifold. The reduction
method is a generalisation of a well known method from physics. If you have a
constant of motion, you can decrease the number of the equations of motion.

The fourth chapter contains the proof of the Atiyah-Guillemin-Sternberg con-
vexity theorem. The image of the moment map, for a hamiltonian action of the
torus on a compact, connected symplectic manifold, is a convex polytope.

Finally we study singular symplectic reduction: reduction when the action is
proper and no necessarilly free. The orbit space in this occasion isn't a manifold in
general, but it has a decomposition in symplectic pieces.

Keywords: hamiltonian group actions, moment map, symplectic reduction
(singular and regular), convexity theorem, symplectic strata
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EISAGWGH STH SUMPLEKTIKH

GEWMETRIA

Στο εισvαγωγικό αυτό καφάλαιο θα παρουσvιάσvουμε σvυνοπτικά τους βασvικούς ο-

ρισvμούς και αποτελέσvματα από τη Συμπλεκτική Γεωμετρία που θα μας χρειασvτούν.

Θα ξεκινήσvουμε μελετώντας σvυμπλεκτικούς γραμμικούς χώρους, δηλαδή διανυσvματι-

κούς χώρους με μια μη εκφυλισvμένη, αντισvυμμετρική διγραμμική μορφή (σvυμπλεκτική

μορφή). ΄Επειτα θα δούμε τη σvυμπλεκτική γραμμική ομάδα, την υποομάδα της γενι-

κής γραμμικής κάτω από τη δράσvη της οποίας διατηρείται η σvυμπλεκτική μορφή. Στην

τρίτη ενότητα θα ορίσvουμε τις σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες, που είναι διαφορικές πολ-

λαπλότητες μαζί με μια κλεισvτή, μη εκφυλισvμένη 2-μορφή. Θα αποδείξουμε ένα από

τα κεντρικότερα Θεωρήματα σvτη σvυμπλεκτική γεωμετρία, το λεγόμενο Θεώρημα Dar-
boux. Το Θεώρημα αυτό λέει ότι τοπικά όλες οι σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες ίδιας

διάσvτασvης είναι ίδιες, άρα σvε αντίθεσvη με τη Γεωμετρία Riemann, όπου υπάρχει η

καμπυλότητα, δεν υπάρχουν τοπικές αναλλοίωτες. Θα δώσvουμε δύο αποδείξεις αυτού

του Θεωρήματος. Θα εξετάσvουμε τέλος τις μιγαδικές δομές, οι οποίες είναι σvτενά

σvυνδεδεμένες με τη σvυμπλεκτική γεωμετρία.

Για την ανάλυσvή μας σvτο κεφάλαιο αυτό έχουμε χρησvιμοποιήσvει τα [McS98] και
[daS08].

1.1. ΣΥΜΠΛΕΚΤΙΚΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

΄Εσvτω V διανυσvματικός χώρος πεπερασvμένης διάσvτασvης πάνω σvτο R. Μια απει-

κόνισvη ω : V × V → R θα λέγεται:

• διγραμμική αν ω(a1v1+a2v2, w) = a1ω (v1, w)+a2ω (v2, w) και ω(w, a1v1+
a2v2) = a1ω (w, v1) + a2ω (w, v2) για κάθε a1, a2 ∈ R, v1, v2, w ∈ V .

• αντισvυμμετρική αν ω(v, w) = −ω (w, v) για κάθε v, w ∈ V .

• μη εκφυλισvμένη αν ω (v, w) = 0 για κάθε w ∈ V μόνο αν v = 0.

Το σvύνολο των διγραμμικών και αντισvυμμετρικών μορφών σvτον V μπορεί να ταυτισvτεί

με το σvύνολο ∧2 (V ∗).
Το παρακάτω Θεώρημα μας λέει πως πάντα μπορούμε να επιλέξουμε κατάλληλη

βάσvη, ώσvτε μια διγραμμική αντισvυμμετρική μορφή να γραφεί σvε ορισvμένη κανονική

μορφή. Θα είναι πολύ χρήσvιμο σvτη σvυνέχεια για την απόδειξη του Θεωρήματος Dar-
boux που αφορά μια αντίσvτοιχη κανονική μορφή που μορούν να πάρουν 2-μορφές με

σvυγκεκριμένες ιδιότητες πάνω από πολλαπλότητες.

Θεωρημα 1.1.1. Αν V πραγματικός διανυσvματικός χώρος πεπερασvμένης διάσvτα-
σvης n και ω ∈ ∧2 (V ∗), τότε υπάρχει βάσvη {f1, . . . fn} του V , ώσvτε αν {f1, . . . fn} η
δυϊκή βάσvη του V ∗, ω = f1 ∧ f2 + · · · f2(p−1) ∧ f2p

. Το p εξαρτάται μόνο από την ω.
Η ω είναι μη εκφυλισvμένη αν και μόνο αν 2p = n.

6
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Αποδειξη. ΄Εσvτω {e1, . . . en} μια βάσvη του V και

ω =
∑
i<j

aije
i ∧ ej

η έκφρασvη της ω σvτην αντίσvτοιχη βάσvη του ∧2 (V ∗), όπου με ej σvυμβολίζουμε το

δυϊκό του ej . Αν ω = 0, το ζητούμενο προκύπτει με χρήσvη αυτής της βάσvης και για

p = 0. Αν ω 6= 0, θα υπάρχουν ei, ej ώσvτε ω (ei, ej) = aij 6= 0. Επαναδιατάσvσvοντας,

αν χρειάζεται τα διανύσvματα της βάσvης, μπορούμε να υποθέσvουμε ότι a12 6= 0. Τότε

έχουμε:

ω =

(
e1 − a23

a12
e3 − · · · a2n

a12
en
)
∧
(
a12e

2 + · · · a1ne
n
)

+ ω1

με το ω1
να μην εξαρτάται από τα e1

και e2
. Θέτουμε

f1 =e− a23

a12
e3 − · · · a2n

a12
en

f2 =a12e
2 + · · · a1ne

n

Επαληθεύεται εύκολα ότι η
{
f1, f2, e3, . . . en

}
είναι βάσvη του V και ω = f1 ∧

f2 +ω1
με το ω1

να μην εξαρτάται από τα e1, e2
. Αν ω1 = 0 έχουμε τελειώσvει, αλλιώς

εφαρμόζουμε την ίδια μέθοδο σvτην ω1
και σvυνεχίζουμε μέχρι να γραφεί η ω σvτην

επιθυμητή μορφή.

Θα δείξουμε τώρα ότι το p εξαρτάται μόνο από την ω και όχι από την επιλογή της

βάσvης. Ορίζουμε την απεικόνισvη

V → V ∗ : v → ω (v, ·)
και έσvτω E (ω) η εικόνα της σvυνάρτησvης αυτής. Παρατηρούμε ότι η

{
f1, . . . f2p

}
είναι βάσvη του E (ω) και επομένως 2p = dim (E (ω)).

Η ω είναι μη εκφυλισvμένη αν ακι μόνο αν η παραπάνω απεικόνισvη είναι ισvομορφι-

σvμός, επομένως αν και μόνο αν E (ω) = V ∗ και άρα 2p = dimV ∗ = dimV = n. �

Ορισμος 1.1.2. Μια μη εκφυλισvμένη διγραμμική αντισvυμμετρική μορφή ω σvτον V
θα λέγεται σvυμπλεκτική μορφή. Η ω λέμε ότι είναι μια σvυμπλεκτική δομή

σvτον V και το ζεύγος (V, ω) θα λέγεται σvυμπλεκτικός διανυσvματικός χώρος.

Οι σvυμπλεκτικοί χώροι (V1, ω1) και (V2, ω2) θα λέγονται ισvόμορφοι αν υπάρχει

φ : V1 → V2 ισvομορφισvμός διανυσvματικών χώρων, ώσvτε ω2 (φ (v) , φ (w)) = ω (v, w)
για κάθε v, w ∈ V1. Ο φ ονομάζεται τότε γραμμικός σvυμπλεκτομορφισvμός.

Θεωρημα 1.1.3. ΄Εσvτω (V, ω) σvυμπλεκτικός διανυσvματικός χώρος. Τότε η δι-
άσvτασvη του V είναι άρτια και υπάρχει βάσvη u1, . . . un, v1, . . . vn, ώσvτε

ω (ui, uj) = 0 = ω (vi, vj)

ω (ui, vj) = δij

για κάθε i, j = 1, 2, . . . n. Μια τέτοια βάσvη λέγεται σvυμπλεκτική βάσvη.

Αποδειξη. ΄Αμεσvα από το Θεώρημα 1. �

΄Αμεσvη σvυνέπεια του Θεωρήματος αυτού είναι ότι δύο σvυμπλεκτικοί χώροι είναι

ισvόμορφοι αν και μόνο αν έχουν την ίδια διάσvτασvη.

΄Εσvτω (V, ω) σvυμπλεκτικός διανυσvματικός χώρος και W ένας υπόχωρος του. Το

σvυμπλεκτικό σvυμπλήρωμα του W είναι ο υπόχωρος

(1.1.1) Wω = {u ∈ V : ω (u, v) = 0 για κάθε v ∈ V }
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Γενικά η τομή των W και Wω
δεν είναι κενή, π.χ. αν W = 〈v〉 τότε, αφού

ω (v, v) = 0, W ⊂Wω
. ΄Εχουμε τους παρακάτω χαρακτηρισvμούς για τον W ανάλογα

με τη σvχέσvη του με τον Wω

• ισvοτροπικός αν W ⊂Wω

• σvυν-ισvοτροπικός αν Wω ⊂W
• σvυμπλεκτικός αν W ∩Wω = {0}
• λαγκρανσvιανός αν W = Wω

Ο W είναι σvυμπλεκτικός υπόχωρος αν και μόνο αν η ω περιορισvμένη σvε αυτός είναι

μη εκφυλισvμένη, άρα αν και μόνο αν ο (W,ω|W ) είναι σvυμπλεκτικός χώρος.

Παραδειγμα 1.1.4. Αν {u1, . . . un, v1, . . . vn} μια σvυμπλεκτική βάσvη, τότε οι υ-

πόχωροι 〈u1, . . . un〉 και 〈v1, . . . vn〉 είναι λαγκρανσvιανοί, ένας υπόχωρος που παράγεται

μόνο από ui ή μόνο από vi είναι ισvοτροπικός, ενώ αν παράγεται από όλα τα ui και

μερικά vi - ή όλα τα vi και μερικά ui- είναι ςο-ισvοτροπικός.

Προταση 1.1.5. Αν (V, ω)σvυμπλεκτικός διανυσvματικός χώρος και W,W1και W2

υπόχωροι του V τότε

(1.1.2) dimW + dimWω = dimV

(1.1.3) (Wω)
ω

= W

(1.1.4) W1 ⊂W2 ⇒Wω
2 ⊂Wω

1

Αποδειξη. Αφού η ω είναι μη εκφυλισvμένη, ως σvυμπλεκτική μορφή, όπως είδαμε

σvτην απόδειξη του Θεωρήματος 1, επάγει ισvομορφισvμό

ιω : V → V ∗

με ιωv (w) = ω (v, w). Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνισvη

φ : V →W ∗ : v 7→ ιωv|W
΄Εχουμε

kerφ = {v ∈ V : φ (v) = 0} = {v ∈ V : ω (v, w) = 0 για κάθε w ∈W} = Wω

Επίσvης η φ είναι επι, αφού η ιωείναι ισvομορφισvμός, άρα

dimV = dim (kerφ) + dim (imφ) = dimWω + dimW ∗ = dimWω + dimW

΄Εσvτω v ∈ W . Τότε για κάθε v ∈ Wω
ισvχύει ω (w, v) = −ω (v, w) = 0, άρα

w ∈Wωω
. Επομένως W ⊂Wωω

. Αφού επιπλέον

dimW = dimV − dimWω = dimWωω

όπου για τη δεύτερη ισvότητα χρησvιμοποιήσvαμε την (1.1.2) για τον Wω
, έπεται ότι

W = Wωω
. �

Αν ο W είναι ισvοτροπικός, άρα dimW ≤ dimWω
, έπεται ότι από την (1.1.1) ότι

dimW ≤ dimV
2 . Ομοίως, αν ο W είναι ςο-ισvοτροπικός, τότε dimW ≥ dimV

2 . Αν

τέλος ο W είναι λαγκρανσvιανός, τότε dimW = dimWω = dimV/2.
Το επόμενο Θεώρημα δείχνει τη σvημασvία των λαγκρανσvιανών υποχώρων.
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Θεωρημα 1.1.6. ΄Εσvτω (V, ω) σvυμπλεκτικός χώρος με dimV = 2n.
(i) Κάθε ισvοτροπικός υπόχωρος περιέχεται σvε ένα λαγκρανσvιανό. Μάλισvτα ένας

ισvοτροπικός υπόχωρος είναι λαγκρανσvιανός αν και μόνο αν είναι μεγισvτικός ισvοτροπι-

κός.

(ii) Κάθε βάσvη ενός λαγκρανσvιανού υποχώρου επεκτείνεται σvε σvυμπλεκτική βάσvη

του V .
(iii) ΄Εσvτω Y λαγκρανσvιανός υπόχωρος του V . Τότε ο (V, ω) είναι σvυμπλεκτομορ-

φικός με τον (Y ⊕ Y ∗, ωY⊕Y ∗), όπου ωY⊕Y ∗ (u⊕ a, v ⊕ b) = b (u)− a (v).

Αποδειξη. (i) Κάθε ισvοτροπικός περιέχεται σvε μεγισvτικό ισvοτροπικό, άρα αρκεί

να δείξω το δεύτερο μέρος της πρότασvης.

΄Εσvτω W λαγκρανσvιανός υπόχωρος του V . Επομένως είναι και ισvοτροπικός.

Θα δείξουμε ότι είναι μεγισvτικός ισvοτροπικός. ΄Εσvτω W ′ ισvοτροπικός υπόχωρος με

W ⊂W ′. Τότε

W ′ω ⊂Wω = W ⊂W ′ ⊂W ′ω

και επομένως W = W ′.
΄Εσvτω τώραW μεγισvτικός ισvοτροπικός υπόχωρος. ΙσvχύειW ⊂Wω

. Θα δείξουμε

με απαγωγή σvε άτοπο πως δεν μπορεί να είναι γνήσvιο υποσvύνολο, άρα ισvχύει ισvότητα

και επομένως ο W είναι λαγκρανσvιανός. Υποθέτουμε ότι W ( Wω
. Επομένως

υπάρχει 0 6= w ∈ Wω −W . Θεωρούμε το χώρο W ′ που παράγεται από το σvύνολο

W ∪ {u}. Ο W ′ είναι ισvοτροπικός και περιέχει τον W . Πράγματι τα σvτοιχεία του W ′

έχουν τη μορφή w + au,w′ + bu με w,w′ ∈W,a, b ∈ R, οπότε

ω (w + au,w′ + bu) = 0

που σvημαίνει ότι W ′ ⊂W ′ω. ΄Ατοπο, αφού W μεγισvτικός ισvοτροπικός.

(ii) ΄Εσvτω W λαγκρανσvιανός υπόχωρος του V και {v1, . . . vk} μια βάσvη του.

΄Οπως έχουμε δει dimW = n, άρα k = n. Θεωρούμε τον ισvομορφισvμό

ιω : V → V ∗

που έχουμε περιγράψει. Αν v1, . . . vn ∈ V ∗ τα δυϊκά των v1, . . . vn, θέτουμε u1 =
ι−1
ω

(
v1
)
, . . . un = ι−1

ω (vn). Τότε

ω (vi, vj) = 0 αφού ο W είναι ισvοτροπικός

ω (ui, vj) = ιωui (vj) = vi (vj) = δij

ω (ui, uj) = ιωui (uj) = vi (uj) = 0

΄Αρα η u1, . . . un, v1, . . . vn είναι μια σvυμπλεκτική βάσvη του V (η γραμμική ανεξαρ-

τησvία έπεταο άμεσvα από τις παραπάνω σvχέσvεις).

(iii) Εύκολα φαίνεται ότι ο (Y ⊕ Y ∗, ωY⊕Y ∗) είναι σvυμπλεκτικός διανυσvματικός

χώρος.

Αφού ο Y είναι λαγκρανσvιανός υπόχωρος του V , τότε dimY = n. ΄Εσvτω e1, . . . en
μια βάσvη του Y . Από το (ii) θα υπάρχουν f1, . . . fn ∈ V ώσvτε η {e1, . . . en, f1, . . . fn}
να είναι βάσvη του V και ω (ei, ej) = 0 = ω (fi, fj) ,ω (ei, fj) = δij . ΄Εσvτω e∗i , i =
1, . . . n τα δυϊκά των ei, i = 1, . . . n. Αυτά αποτελούν μια βάσvη του Y ∗. Ορίζουμε

φ :Y ⊕ Y ∗ → V

ei 7−→ ei

e∗j 7−→ fj

και επεκτείνουμε γραμμικά. Επαληθεύεται άμεσvα ότι η φ είναι σvυμπλεκτομορφισvμός.

�
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Το επόμενο Θεώρημα αφορά πηλίκα σvυμπλεκτικών χώρων και πως μπορούμε, υπό

σvυνθήκες, να ορίσvουμε σvε αυτά κατάλληλη σvυμπλεκτική μορφή.

Θεωρημα 1.1.7. (Γραμμικό symplectic reduction) ΄Εσvτω (V, ω) σvυμπλε-
κτικός διανυσvματικός χώρος και W ⊂ V σvυν-ισvοτροπικός υπόχωρος. Τότε σvτο χώρο
πηλίκο W ′ = W/Wω

επάγεται από την ω με φυσvικό τρόπο σvυμπλεκτική μορφή.

Αποδειξη. ΄Ενα σvτοιχείο τουW ′ έχει τη μορφή [w] = w+Wω, w ∈W . Ορίζουμε

ω′ : W ′ ×W ′ → R
με ω′ ([w1] , [w2]) = ω (w1, w2) για w1, w2 ∈W .

Αν [w1] = [w′1] και [w2] = [w′2] τότε υπάρχουν u1, u2 ∈ Wω ⊂ W ώσvτε w1 =
w′1 + u1, w2 = w′2 + u2. Αφού ω (u1, u2) = ω (wi, uj) = 0 έπεται ότι ω (w1, w2) =
ω (w′1, w

′
2) και επομένως η ω′ είναι καλά ορισvμένη.

Το ότι η ω′ είναι διγραμμική και αντισvυμμετρική έπεται άμεσvα από τις αντίσvτοιχες

ιδιότητες τις ω. Η ω′ είναι και μη εκφυλισvμένη, και άρα σvυμπλεκτική μορφή σvτον W ′,
αφού

ω′ ([w] , [v]) = 0,∀ [v] ∈W ′ ⇒ ω (w, v) = 0,∀v ∈W
και επομένως w ∈Wω

, δηλαδή [w] = 0. �

1.2. Η ΣΥΜΠΛΕΚΤΙΚΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΟΜΑΔΑ

Θα μελετήσvουμε τώρα τους σvυμπλεκτομορφισvμούς σvε ένα χώρο. Αφού, όπως

είδαμε, όλοι οι χώροι ίδιας διάσvτασvης είναι ισvόμορφοι, αρκεί να εξετάσvουμε μόνο τον

R2n
με μια σvυμπλεκτική δομή.

΄Εσvτω
(
x1, . . . xn, y1, . . . yn

)
καρτεσvιανές σvυντεταγμένες σvτον R2n

. Θεωρούμε

τον πίνακα Jo (και την αντίσvτοιχη γραμμική απεικόνισvη που ορίζει ως πτος αυτή τη

βάσvη) με

Jo =

[
0 −I
I 0

]
Στον R2n

ορίζουμε τη διγραμμική απεικόνισvη ωo με ωo (u, v) = 〈Jov, u〉 = −vTJou
για u, v ∈ R2n

(όπου οι σvυντεταγμένες των u, v είναι ως προς τη βάσvη αυτή).

Παρατηρούμε ότι J2
o = −I, άρα ο Jo είναι αντισvτρέψιμος και J−1

o = JTo = −Jo.
Επομένως η ωo είναι σvυμπλεκτική μορφή σvτον R2n

και ο
(
R2n, ωo

)
σvυμπλεκτικός

διανυσvματικός χώρος.

Συμβολίζουμε το σvύνολο των σvυμπλεκτομορφισvμών σvτον
(
R2n, ωo

)
με Sp (2n).

Είναι δηλαδη

Sp (2n) =
{

Ψ : R2n → R2n|Ψ γραμμική και Ψ∗ωo = ωo
}

όπου Ψ∗ωo (u, v) = ωo (Ψu,Ψv). ΄Εχουμε ότι

Ψ ∈ Sp (2n)⇔ ωo (u, v) = ωo (Ψu,Ψv) ,∀u, v ∈ R2n

⇔ vTJou = vTΨTJoΨu,∀u, v ∈ R2n

⇔ ΨTJoΨ = Jo

Παρατηρούμε ότι Jo ∈ Sp (2n).Το επόμενο Λήμμα μας εξασvφαλίζει ότι η Sp (2n)
είναι ομάδα. Θα ονομάζεται σvυμπλεκτική γραμμική ομάδα και τα σvτοιχεία της

(ή σvωσvτότερα οι αντίσvτοιχοι πίνακες) σvυμπλεκτικοί πίνακες.

Λημμα 1.2.1. Η Sp (2n) είναι υποομάδα της GL (2n) και αν Ψ ∈ Sp (2n) τότε
και ΨT ∈ Sp (2n).
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Αποδειξη. Αν ο Ψ ανήκει σvτην Sp (2n), τότε ΨTJoΨ = Jo. Παίρνοντας ορίζου-

σvες σvτα δύο μέλη και χρησvιμοποιώντας το γεγονός ότι ο Jo αντισvτρέφεται, άρα έχει

μη μηδενική ορίζουσvα, προκύπτει ότι (det Ψ)
2

= 1, άρα Ψ ∈ GL (2n).
΄Αμεσvα ο μοναδιαίος πίνακας ανήκει σvτη Sp (2n).
΄Εσvτω Ψ ∈ Sp (2n)οπότε ΨTJoΨ = Jo. Πολλαπλασvιάζοντας από τα αρισvτερά με(

ΨT
)−1

και από δεξιά με Ψ−1
, προκύπτει

Jo =
(
ΨT
)−1

JoΨ
−1 =

(
Ψ−1

)T
JoΨ

−1

οπότε Ψ−1 ∈ Sp (2n). Παίρνοντας αντίσvτροφους σvτην τελεταία σvχέσvη έχουμε

−Jo = J−1
o = −ΨJoΨ

T

άρα και ΨT ∈ Sp (2n).
Αν τώρα Ψ1,Ψ2 ∈ Sp (2n) τότε

(Ψ1Ψ2)
T
Jo (Ψ1Ψ2) = ΨT

2

(
ΨT

1 JoΨ1

)
Ψ2 = ΨT

2 JoΨ2 = Jo

άρα Ψ1Ψ2 ∈ Sp (2n). �

΄Οπως είδαμε σvτην παραπάνω απόδειξη, (det Ψ)
2

= 1 για Ψ ∈ Sp (2n). Θα

δείξουμε ότι και η ορίζουσvα ισvόυται με ένα.

Θεωρημα 1.2.2. Κάθε σvυμπλεκτικός πίνακας έχει ορίζουσvα ίσvη με ένα.

Αποδειξη. Αφού ωo =
∑
i dx

1 ∧ dyi έχουμε

(1.2.1) ωno = n!dx1 ∧ dy1 ∧ · · · dxn ∧ dyn

που σvημαίνει ότι η ωno είναι μια volume form (διαφορική μορφή μέγισvτης τάξης

που δεν μηδενίζεται πουθενά).

Για Ψ ∈ Sp (2n), οπότε Ψ∗ωo = ωo, έχουμε

Ψ∗ωno = Ψ∗ωo ∧ · · · ∧Ψ∗ωo
n−forèc

= ωno

και επομένως από τον ορισvμό της ορίζουσvας έπεται ότι det Ψ = 1. �

1.3. ΣΥΜΠΛΕΚΤΙΚΕΣ ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΕΣ

Ορισμος 1.3.1. ΄ΕσvτωM διαφορίσvιμη πολλαπλότητα. Μια σvυμπλεκτική δομή

ή σvυμπλεκτική μορφή σvτην M είναι μια μη εκφυλισvμένη - εννοούμε ότι ο περιο-

ρισvμός της σvε κάθε εφαπτόμενο επίπεδο είναι μη εκφυλισvμένη μορφή- και κλεισvτή

(δηλαδή dω = 0, όπου d είναι η exterior derivative) 2-μορφή. Μια σvυμπλεκτική

πολλαπλότητα είναι ένα ζεύγος (M,ω), όπου η M είναι διαφορίσvιμη πολλαπλότητα

και η ω σvυμπλεκτική μορφή σvτη M .

Ο περιορισvμός μια σvυμπλεκτική μορφής ω σvτον TpM,p ∈M , ωp : TpM×TpM →
R, είναι μη εκφυλισvμένη, εξ΄ορισvμού της ω, και αντισvυμμετρική, αφού η ω είναι 2-μορφή,

διγραμμική μορφή. Είναι επομέως μια σvυμπλεκτική μορφή σvτο διανυσvματικό χώρο

TpM . Επομένως ο TpM , και επομένως και η M , πρέπει να έχουν άρτια διάσvτασvη.

Βλέπουμε δηλαδή ότι δεν δέχεται κάθε πολλαπλότητα σvυμπλεκτική δομή.

Εκτός από τη διάσvτασvη υπάρχουν και άλλοι τοπολογικοί περιορισvμοί. ΄Ετσvι, μια

σvυμπλεκτική πολλαπλότητα είναι προσvανατολίσvιμη, αφού η ωn, με n = dimM/2, είναι
μορφή όγκου, αφού για κάθε p ∈ M η ωnp θα είναι μορφή όγκου σvτον αντίσvτοιχο

εφαπτόμενο χώρο, όπως έχουμε δει.
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΄Ενας άλλος περιορισvμός έιναι πως αν η
(
M2n, ω

)
είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα

τότε H2k
dR (M) 6= 0 για k = 0, 1, . . . n. Μάλισvτα η ωk , η οποία είναι κλεισvτή αφού

είναι και η ω, δεν είναι ακριβής, και επομένως 0 6=
[
ωk
]
∈ H2k

dR (M). Πράγματι

ας υποθέσvουμε ότι η ωk είναι κλεισvτή. Τότε υπάρχει θ ∈ Ω2k−1 (M), ώσvτε ωk =
dθ. Χρησvιμοποιώντας τον κανόνα παραγώγισvεις γινομένου διαφορικών μορφών και το

γεγονός ότι η ω είναι κλεισvτή προκύπτει ότι ωn = d
(
θ ∧ ωn−k

)
. Αφού η ωn είναι

μορφή όγκου, για μια περιοχή ενός σvημείου της πολλαπλότητας ισvόμορφής με την

ανοιχτή μπάλα B2n
, έχουμε

0 6= volume
(
B2n

)
=

ˆ
B2n

ωn

n!

=

ˆ
B2n

d
(
θ ∧ ωn−k

)
=

ˆ
∂B2n=0

θ ∧ ωn−k

= 0

όπου για τη τρίτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το Θεώρημα του Stokes.
Περισvσvότερα για τον αν μπορούν να δεχτούν σvυμπλεκτική δομή πολλαπλότητες

με σvυγκεκριμένες ομάδες σvυνομολογίας σvτις εργασvίες των Donaldson [Don96] και
Taubes [T94, T95], ενώ μια προσvπάθεια για τοπολογικό χαρακτηρισvμό των σvυμπλε-

κτικών πολλαπλοτήταν περιέχεται σvτην εργασvία του Gompf [G04].

Ορισμος 1.3.2. ΄Εσvτω (M1, ω1) , (M2, ω2) σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες. Μια σvυ-

νάρτησvη ψ : M1 → M2 θα λέγεται σvυμπλεκτομορφισvμός αν είναι αμφιδιαφόρισvη και

ψ∗ω2 = ω1, δηλαδή για κάθε p ∈M1, u, v ∈ TpM1 (ψ∗ω2)p (u, v) := ω2|ψ(p) (Tpψ · u, Tpψ · v) =

ω1|p (u, v).

1.3.1. Παραδείγματα σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων.

(1) Θεωρούμε τον χώρο
(
R2n, ωo

)
με ωo =

∑
i dxi∧dyi, όπου (x1, . . . xn, y1, . . . yn)

μια βάσvη του R2n
. Προφανώς είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα. Αν u =

(a1, . . . an, b1, . . . bn), v = (a′1, . . . a
′
n, b
′
1, . . . b

′
n) ∈ TxR2n ≡ R2n

(ως προς

την παραπάνω βάσvη) τότε

ωo (X,Y ) =

n∑
i=1

(aib
′
i − a′ibi) = −uTJov

(2) ΄Εσvτω (Mi, ωi) , i = 1, 2 σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες. Τότε η (M1 ×M2, ω1 × ω2)
είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα.

(3) Η σvυνεφαπτόμενη δέσvμη. ΄Εσvτω X πολλαπλότητα διάσvτασvης n. Η

σvυνεφαπτόμενη δέσvμη

T ∗X = {(x, ξ) : x ∈ X, ξ ∈ T ∗xX}

είναι πολλαπλότητα διάσvτασvης 2n. Αν (U , x1, . . . xn) χάρτης σvτην X με x ∈
U , τότε κάθε ξ ∈ T ∗xX γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως ξ =

∑
i ξi dxi|x,

οπότε ο (T ∗U , x1, . . . xn, ξ1, . . . ξn) είναι χάρτης για την T ∗X. Ορίζουμε

σvτην T ∗U τη 2-μορφή

ωcan =

n∑
i=1

dxi ∧ dξi
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η οποία είναι προφανώς σvυμπλεκτική. Εύκολα αποδεικνύεται ότι ο ορισvμός

της ωcan είναι ανεξάρτητος από την επιλογή τον σvυντεταγμένων. Η ωcan ο-

νομάζεται κανονική σvυμπλεκτική μορφή. Υπάρχει και άλλος τρόπος

να την ορίσvουμε. ΄Εσvτω

π : M = T ∗X → X

(x, ξ) 7→ x

τότε για p = (x, ξ) ∈M
dπp : TpM → TxX

και

dπ∗ : T ∗xX → T ∗pM

ξ 7→ ξ ◦ dπp
Ορίζουμε την 1-μορφή λcan ∈ T ∗M με

λcan|p = dπ∗p (ξ) , όπου p = (x, ξ)

Η a λέγεται ταυτολογική μορφή. Αν (x, . . . xn, ξ1, . . . ξn) χάρτης σvτην

T ∗U , τότε για p =
(
x; ξ̄ =

(
ξ̄1, . . . ξ̄n

))
∈ T ∗U έχουμε

λcan|p

(
∂

∂ξi

∣∣∣∣
p

)
= ξ̄

(
dπp ·

∂

∂ξi

∣∣∣∣
p

)
= ξ̄ (0) = 0

λcan|p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= ξ̄

(
dπp ·

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= ξ̄

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= ξ̄i

άρα λcan =
∑
i ξdxi και επιμένως ωcan = −dλcan. Η λcan, άρα και η ωcan,

κατασvκευάσvτηκε χωρίς αναφορά σvε σvυντεταγμένες.

1.3.2. Συμπλεκτικά και χαμιλτονιανά πεδία και η αγγύλη Pois-
son. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και H ∈ C∞ (M). Το διανυσvματικό

πεδίο XH που προκύπτει από την H μέσvω της σvχέσvης

(1.3.1) ιXHω = dH

όπου (ιXHω)p (v) = ωp (XH (p) , v) για p ∈M,v ∈ TpM , ονομάζεται χαμιλτο-

νιανό διανυσvματικό πεδίο και η H χαμιλτονιανή του πεδίου. Οι ονομα-

σvίες αυτές θα γίνουν κατανοητές από τα παραδείγματα που θα δώσvουμε σvτη σvυνέχεια

και σvχετίζονατι με την κλασvσvική μηχανική. Το XH είναι μοναδικό, αφού η ω είναι μη

εκφυλισvμένη.

Παραδειγμα 1.3.3. Θεωρούμε το σvυμπλεκτικό χώρο
(
R2n, ωo =

∑
i dqi ∧ dpi

)
και έσvτω H ∈ C∞

(
R2n

)
. Το διανυσvματικό πεδίο −JodH είναι το χαμιλτονιανό πεδίο

της H. Οι εξισvώσvεις της ροής αυτού του πεδίου είναι

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

Αν η H είναι η ενέργεια ενός μηχανικού σvυσvτήματος, αυτές είναι οι εξισvώσvεις κίνη-

σvης σvτην χαμιλτονιανή τους μορφή. ΄Ετσvι εξηγείται και η προέλευσvη του ονόματος

χαμιλτονιανό πεδίο.
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Θεωρούμε τη σvφαίρα S2
με κυλινδρικές σvυντεταγμένες (θ, h) (αν σvκεφτούμε τη

σvφαίρα εμφυτευμένη σvτον R3
με καρτεσvιανές σvυντεταγμένες (x, y, z) με αρχλη των

αξόνων το κέντρο της σvφαίρας, για p ∈ S2
η θ (p) είναι η γωνία ανάμεσvα σvτο υπερε-

πίπεδο, που περιέχει τον άξονα z και το σvημείο p, και τον άξονα x, και h (p) ισvούται με

τη z σvυντεταγμένη του p). Η dθ ∧ dh είναι σvυμπλεκτική μορφή σvτην S2
. Θεωρούμε

τη σvυνάρτησvη H (θ, h) = h. Το XH = ∂
∂θ είναι το χαμιλτονιανό πεδίο για την H. Η

ροή του είναι φt (θ, h) = (θ + t, h) (κύκλοι παράλληλοι σvτο xy επίπεδο).

Αν σvυμβολίσvουμε με γHt (p) = γXH (t, p) τη ροή του XH από το σvημείο p τη

σvτιγμή t έχουμε το ακόλουθο Λήμμα.

Λημμα 1.3.4. Η γHt , για τα t για τα οποία ορίζεται, διατηρεί την ω, δηλαδή
γ∗Htω = ω.

Αποδειξη. ΄Εχουμε

d

dt
γ∗Htω = γ∗HtLXHω

= γ∗Ht (dιXhω + ιXHdω)

= γ∗HtddH

= 0

όπου για την πρώτη ισvότητας δες σvτο Παράρτημα, για τη δεύτερη χρησvιμοποιήθηκε

ο τύπος του Cartan , ενώ για σvτην τρίτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι η

ω είναι κλεισvτή. �

Αν το πεδίο XH είναι πλήρες, δηλαδή η ροή του από κάθε σvημείο ορίζεται για

κάθε t, τότε η γHt : M → M είναι αμφιδιαφόρισvη για κάθε t (από τη θεωρία των

σvυνήθων διαφορικών εξισvώσvεων) και μάλισvτα από το παραπάνω Λήμμα είναι σvυμπλε-

κτομορφισvμός. Αυτό είναι μια πρώτη ένδειξη ότι η ομάδα σvυμπλεκτομορφισvμών μιας

σvυμπλεκτικής πολλαπλότητας είναι πολύ μεγάλη, αφού κάθε διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη

ορίζει μια (μονοπαραμετρική) οικογένεια σvυμπλεκτομορφισvμών.

Η ακόλουθη πρότασvη είναι μια γενίκευσvη της αρχής διατήρησvς της μηχανικής

ενέργειας σvτα πλάισvια της σvυμπλεκτικής γεωμετρίας.

Προταση 1.3.5. Η χαμιλτονιανή H είναι σvταθερή σvτις τροχιές του XH .

Αποδειξη. ΄Εχουμε

d

dt
H (γHt) = dH

(
d

dt
γHt

)
= dH (XH)

= ιXHω (XH)

= ω (XH , XH) = 0

�

Με άλλα λόγια κάθε ολοκληρωτική καμπύλη του XH περιέχεται σvε ένα επιπε-

δοσvύνολο της H. Γιάυτό και σvτη σvυνέχεια με το reduction θα περιοριζόμασvτε σvε

επιπεδοσvύνολα του moment map, που είναι μια γενίκευσvη της χαμιλτονιανής.

Η παρακάτω πρότασvη περιέχει κάποιες βασvικές ιδιότητες για το πως να βρίσvκουμε

τα χαμιλτονιανά πεδία σvυναρτήσvεων που προκύπτουν από σvυνδυασvμούς άλλων.
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Προταση 1.3.6. Για f, g ∈ C∞ (M), a, b ∈ R και φ ∈ Symp (M,ω) ισvχύει

(1.3.2) Xaf+bg = aXf + bXg

(1.3.3) Xfg = fXg + gXf

(1.3.4) φ∗Xf = Xφ∗f

Αποδειξη. ΄Εχουμε

ιXaf+bgω = d (af + bg)

= adf + bdg

= aιXF ω + bιXgω

= ιaXf+bXgω

και αφού η ω είναι μη εκφυλισvμένη έπεται ότι Xaf+bg = aXf + bXg.

Επίσvης

ιXfgω = d (fg)

= gdf + fdg

= gιXfω + fιXgω

= ιgXf+fXgω

και άρα Xfg = fXg + gXf .

Για την τρίτη σvχέσvη τώρα, έχουμε

ιXφ∗fω = d (φ∗f)

= φ∗df

= φ∗ιXfω

= ιφ∗Xfφ
∗ω

= ιφ∗Xfω

όπου σvτην πέμπτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι φ ∈ Symp (M,ω). Οπότε,

αφού η ω είναι μη εκφυλισvμένη, έπεται ότι φ∗Xf = Xφ∗f . �

΄Ενα διανυσvματικό πεδίο X θα λέγεται σvυμπλεκτικό διανυσvματικό πεδίο

αν διατηρεί την ω, δηλαδή LXω = ω. ΄Ομως από τον τύπο του Cartan

LXω = ιXdω + dιXω = dιXω

αφού dω = 0. ΄Αρα ένα διανυσvματικό πεδίο X είναι σvυμπλεκτικό αν και μόνο αν

dιXω = 0, δηλαδή η μορφή ιXω είναι κλεισvτή.

΄Οπως έχουμε πει το X θα είναι χαμιλτονιανό πεδίο αν υπάχει H ∈ C∞ (M),
ώσvτε ιXω = dH. Στην περίπτωσvη αυτή η μορφή ιXω είναι ακριβής, άρα και κλεισvτή.

Επομένως ένα χαμιλτονιανό πεδίο είναι σvυμπλεκτικό. Το αντίσvτροφο δεν ισvχύει πάντα,

όπως θα δούμε και σvτα παραδείγματα. Ισvχύει μόνο τοπικά, αφού μια κλεισvτή μορφή

είναι τοπικά ακριβής. Τα εμπόδια για να είναι ένα σvυμπλεκτικό πεδίο χαμιλτονιανό

περιέχονται σvτην H1
dR (M).

Προταση 1.3.7. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και X διανυσvματικό
πεδίο σvτη M . Το X είναι σvυμπλεκτικό αν και μόνο αν η ροή του γt διατηρεί τη
σvυμπλεκτική δομή, δηλαδή γ∗t ω = ω για τα t που ορίζεται.
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Αποδειξη. ΄Εχουμε

d

dt
γ∗t ω = γ∗t LXω

= γ∗t (dιXω + ιXdω)

=
dω=0

γ∗t dιXω

Επομένως αν το X είναι σvυμπλεκτικό τότε dιXω = 0 και άρα
d
dtγ
∗
t ω = 0 και

τελικά γ∗t ω = σvταθ. = γ∗0ω = ω.
Αν από την άλλη γ∗t ω = ω για κάθε t, τότε

γ∗t dιXω =
d

dt
γ∗t ω = 0

για κάθε t. Για t = 0 παίρνουμε dιXω = 0, δηλαδή το πεδίο είναι σvυμπλεκτικό. �

Προταση 1.3.8. Αν (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και X,Y σvυμπλεκτικά
πεδία σvτη M , τότε η αγγύλη Lie [X,Y ] είναι χαμιλτονιανό διανυσvματικό πεδίο με
χαμιλτονιανή ω (Y,X).

Αποδειξη. ΄Εχουμε

ι[X,Y ]ω = LXιY ω − ιY LXω
= dιXιY ω + ιXdιY ω − ιY dιXω − ιY ιXdω
= d (ω (Y,X))

όπου σvτην πρώτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε τύπος από το Παράρτημα, για τη

δεύτερη εφαρμόσvτηκε για τους δύο όρους ο τύπος του Cartan και για την τρίτη το

γεγονός ότι dω = 0 και dιXω = 0 = dιY ω, αφού τα πεδία είναι σvυμπλεκτικά. �

Αν σvυμβολίσvουμε Xsym (M) και Xham (M) τα σvυμπλεκτικά και τα χαμιλτονιανά

πεδία αντίσvτοιχα, τότε από την παραπάνω πρότασvη έπεται το ακόλουθο πόρισvμα.

Πορισμα 1.3.9. Η
(
Xham (M) , [·, ·]

)
είναι υπάλγεβρα Lie της (Xsym (M) , [·, ·]) η

οποία είναι υπάλγεβρα Lie της (X (M) , [·, ·]).

Ορισμος 1.3.10. Μια πολλαπλότητα Poisson είναι ένα ζεύγος(M, {·, ·}), όπου
η M είναι διαφορίσvιμη πολλαπλότητα και η {·, ·} : C∞ (M) × C∞ (M) → C∞ (M)
είναι μια διγραμμική αεπικόνισvη με τις εξής ιδιότητες:

• {f, g} = −{g, f} (αντισvυμμετρική)

• {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0 (ταυτότητα Jacobi)

• {fg, h} = f {g, h}+ {f, h} g (κανόνας Leibniz )

για κάθε f, g, h ∈ C∞ (M). Η {·, ·} λέγεται αγγύλη Poisson (ή δομή Poisson)
σvτη M . Η (C∞ (M) , {·, ·}) είναι μια άλγεβρα Poisson. Γενικότερα μια άλγεβρα

Ποισσον A είναι ένας διανυσvματικός χώρος πάνω από ένα σvώμα εφοδιασvμένος, εκτός

από την πρόσvθεσvη, με δύο ακόμα πράξεις που τις σvυμβολίζουμε με · και {·, ·} τέτοιες

ώσvτε η (A, ·) να είναι προσvεταιρισvτική άλγεβρα και η {·, ·} που λέγεται αγγύλη Ποισσον

να είναι διγραμμική, αντισvυμμετρική και να ικανοποιεί την ταυτότητα Jacobi και τον
κανόνα του Leibniz.

΄Εσvτω τώρα (M,ω) μια σvυμπλεκτική πολλαπλότητα. Θα δείξουμε ότι σvτην M
ορίζεται με φυσvιολογικό τρόπο μια αγγύλη Ποισσον. Οι σvυμπλεκτικές πολλαπλότη-

τες είναι επομένως ειδική περίπτωσvη των πολλαπλοτήτων Poisson. Υπάρχουν πολ-

λαπλότητες Poisson που δεν είναι σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες, όπως θα δούμε σvτα
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παραδείγματα. Για f, g σvτην C∞ (M) ορίζουμε

(1.3.5) {f, g}ω = ω (Xf , Xg)

όπου τα Xf , Xg είναι τα χαμιλτονιανά πεδία με χαμιλτονιανές τις f και g αν-

τίσvτοιχα. Πριν δείξουμε ότι η {·, ·}ω ικανοποιεί τις ιδιότητες μιας αγγύλης Poisson
θα χρειασvτούμε το ακόλουθο Λήμμα. ΄Οταν είναι κατανοητό ποια είναι η σvυμπλεκτική

δομή την αντίσvτοιχη αγγύλη Ποισσον θα τι σvυμβολίζουμε για ευκολία απλά {·, ·}.

Λημμα 1.3.11. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και {·, ·} η αγγύλη που
ορίζεται από την ω μέσvω της (1.3.4). Τότε για κάθε f, g ∈ C∞ (M)

(1.3.6) X{f,g} = − [Xf , Xg]

και αν φtXg η ροή του πεδίου Xg

(1.3.7) {f, g} = df (Xg) = Xg (f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
φtXg

)
Αποδειξη. Από την Πρότασvη (1.3.8) έχουμε ότι

ι[Xg,Xf ]ω = d (ω (Xf , Xg))

που σvημαίνει ότι

[Xf , Xg] = − [Xg, Xf ] = −Xω(Xf ,Xg) = −X{f,g}

Για την απόδειξη της άλλης σvχέσvης τώρα

{f, g} = ω (Xf , Xg)

= ιXfω (Xg)

= df (Xg)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
φtXg

)
�

Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε ότι η αγγύλη που ορίσvαμε πληρεί τις ιδιότητες

μιας αγγύλης Poisson. Για f, g, h, f1, f2 ∈ C∞ (M) και a, b ∈ R έχουμε:

• Αρκεί να δείξουμε ότι είναι γραμμική ως προς το πρώτο όρισvμα. Η γραμμι-

κότητα ως προς το δεύτερο έπεται από αυτή και την αντισvυμμετρία που θα

αποδείξουμε μετά.

{af1 + bf2, g} = ω (Xaf1+bf2 , Xg)

= ω (aXf1 + bXf2 , Xg)

= aω (Xf1 , Xg) + bω (Xf2 , Xg)

= a {f1, g}+ b {f2, g}

όπου για τη δεύτερη ανισvότητα χρησvιμοποιήθηκε η Πρότασvη (1.3.5).

•
{f, g} = ω (Xf , Xg) = −ω (Xg, Xf ) = −{g, f}
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• Αφού dω = 0 έχουμε

0 = dω (Xf , Xg, Xh) = Xfω (Xg, Xh)−Xgω (Xf , Xh) +Xhω (Xf , Xg)

− ω ([Xf , Xg] , Xh) + ω ([Xf , Xh] , Xg)− ω ([Xg, Xh] , Xf )

= Xf {g, h} −Xg {f, h}+Xh {f, g}
+ ω

(
X{f,g}, Xh

)
+ ω

(
X{h,f}, Xg

)
+ ω

(
X{g,h}, Xf

)
= {{g, h} , f}+ {{h, f} , g}+ {{f, g} , h}
+ {{f, g} , h}+ {{h, f} , g}+ {{g, h} , f}
= −2 ({f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}})

όπου σvτην πρώτη ισvότητα χρησvιμοποιήσvαμε τον ορισvμό της exterior deriva-
tive.

•

{fg, h} = ω (Xfg, Xg)

= ω (fXg + gXf , Xh)

= fω (Xg, Xh) + gω (Xf , Xh)

= f {g, h}+ g {f, h}

όπου για τη δεύτερη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε η Πρότασvη (1.3.5).

Ας δούμε τώρα μια χρήσvιμη Πρότασvη που γενικεύει την (1.3.4).

Προταση 1.3.12. ΄Εσvτω (M,ω)σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και {·, ·} η επαγόμενη
από την ω αγγύλη Poisson. Αν f,H ∈ C∞ (M) με {f,H} = 0, τότε η f είναι
σvταθερή σvε κάθε ολοκληρωτική καμπύλη του XH .

Αποδειξη. Αν φtH η ροή του XH τότε

d

dt
f
(
φtH
)

= df (XH)

= XH (f)

= {f,H}
= 0

όπου για την τρίτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το Λήμμα (1.3.11). �

Προταση 1.3.13. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, f, g ∈ Symp (M,ω)
και φ ∈ Symp (M,ω). Αν {·, ·} η αγγύλη Ποισσον που προκύπτει από την ω τότε
φ∗ {f, g} = {φ∗f, φ∗g}, όπου φ∗f = f ◦ φ.
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Αποδειξη. Αφού φ ∈ Symp (M,ω) , από την Πρότασvη (1.3.6) έχουμε φ∗Xf =
Xφ∗f και φ∗Xg = Xφ∗g. Για p ∈M έχουμε

{φ∗f, φ∗g} (p) = ωp

(
Xφ∗f |p , Xφ∗g|p

)
= ωp

(
φ∗Xf |p , φ

∗Xg|p
)

= ωφ−1(φ(p))

(
Tφ(p)φ

−1 Xf |φ(p) , Tφ(p)φ
−1 · Xg|φ(p)

)
=
((
φ−1

)∗
ω
)
φ(p)

(
Xf |φ(p) , Xg|φ(p)

)
= ωφ(p)

(
Xf |φ(p) , Xg|φ(p)

)
= {f, g} (φ (p)) = φ∗ {f, g} (p)

όπου σvτην πέμπτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι
(
φ−1

)∗
ω = ω, αφού ο φ

και άρα και ο φ−1
είναι σvυμπλεκτομορφισvμός. �

1.3.3. Θεώρημα Darboux. Στην παράγραφο αυτή θα δώσvουμε μια πρώτη

απόδειξη ενός θεμελιώδους Θεωρήματος της σvυμπλεκτικής γεωμετρίας, του Θεωρήμα-

τος Darboux. Η απόδειξη αυτή είναι γεωμετρική και περιέχεται σvτο βιβλίο του Arnold
[Arn89]. Το Θεώρημα αυτό λέει πως τοπικά όλες οι σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες

ίδιας διάσvτασvης είναι ίδιες (τοπικά σvυμπλεκτομορφικές), άρα σvε αντίθεσvη π.χ. με τη

γεωμετρία Riemann που υπάρχει η καμπλυλότητα, σvτη σvυμπλεκτική γεωμετρία δεν

υπάρχουν τοπικές αναλλοίωτες.

Θεωρημα 1.3.14 (Darboux). ΄Εσvτω
(
M2n, ω

)
σvυμπλεκτική πολλαπλότητα. Για

κάθε σvημείο της M υπάρχει χάρτης (U, (q1, . . . qn, p1, . . . pn)), ώσvτε σvτο U να ισvχύει

ω =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi

Χάρτες που έχουν αυτή την ιδιότητα λέγονται χάρτες Darboux.

Παρατηρούμε πως ο (q1, . . . qn, p1, . . . pn) είναι χάρτης Darboux αν και μόνο αν

{pi, pj} = 0 = {qi, qj} και {pi, qj} = δij . Πράγματι αν (q1, . . . qn, p1, . . . pn) χάρτης

Darboux,τότε

Xpi (pj) = ω
(
Xpj , Xpi

)
= 0

Xpi (qj) = ω
(
Xqj , Xpi

)
= −δij

άρα Xpi = − ∂
∂qi

. Επίσvης

Xqi (pj) = ω
(
Xpj , Xqi

)
= δij

Xqi (qj) = ω
(
Xqj , Xqi

)
= 0

άρα Xqi = ∂
∂pi

. Οπότε

{pi, pj} = ω
(
Xpi , Xpj

)
= ω

(
∂

∂qi
,
∂

∂qj

)
= 0

{qi, qj} = ω
(
Xqi , Xqj

)
= ω

(
∂

∂pi
,
∂

∂pj

)
= 0

{pi, qj} = ω
(
Xpi , Xqj

)
= ω

(
− ∂

∂qi
,
∂

∂pj

)
= δij
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Αντίσvτοφα, αν (q1, . . . qn, p1, . . . pn) χάρτης με τις δοσvμένες ιδιότητες τότε

Xpi (pj) = {pj , pi} = 0

Xpi (qj) = {qj , pi} = −δij
άρα Xpi = − ∂

∂qi
. Ομοίως Xqi = ∂

∂pi
. ΄Αρα

ω

(
∂

∂pi
,
∂

∂pj

)
= ω

(
Xqi , Xqj

)
= {qi, qj} = 0

Ομοίως

ω

(
∂

∂qi
,
∂

∂qj

)
= 0

ω

(
∂

∂pi
,
∂

∂qj

)
= δij

Οπότε τελικά ω =
∑
dpi ∧ dqj . Ας προχωρήσvουμε τώρα σvτη απόδειξη του Θεω-

ρήματος.

Αποδειξη. Αρχικά θα κατασvκευάσvουμε επαγωγικά τον χάρτη και μετά θα α-

ποδείξουμε ότι έχει τις ζητούμενες ιδιότητες. ΄Εσvτω χάρτης (U ;x1, . . . x2n) σvτο

yo ∈ M . Ορίζουμε τη σvυνάρτησvη-πρώτη σvυντεταγμένη q1 : U → R με q1 = x1.

Μπορούμε να θεωρήσvουμε ότι q1 (yo) = x1 (yo) = 0. ΄Εσvτω Xq1 το αντίσvτοιχο

χαμιλτονιανό πεδίο και φtq1 η ροή του. Αφού Xq1 |yo 6= 0 ( αν Xq1 |yo = 0, τότε

0 = ιXq1ω
∣∣
yo

= dq1 (yo) = (1, 0, · · · 0) άτοπο), μπορούμε να θεωρήσvουμε μια υπε-

ρεπιφάνεια N διάσvτασvης 2n − 1 που περιέχει το xo και είναι κάθετη σvτο Xq1 σvτο

σvημείο αυτό. Αν περιορισvτούμε σvε κατάλληλα μικρή περιοχή του yo, σvε κάθε σvημείο

της επιφάνειας αυτής το Xq1 δεν θα είναι εφαπτόμενο. Επομένως, από τη θεωρία των

σvυνήθων διαφορικών εξισvώσvεων, για κάθε σvημείο y, σvε περιοχή του yo, υπάρχουν

zy ∈ N και ty ∈ R, ώσvτε y = φ
ty
q1 (zy) και τα zy, ty είναι διαφορίσvιμες σvυναρτήσvεις ως

προς y. Θέτουμε p1 (y) = ty. Τότε p1 (y) = 0 για y ∈ N και για t ∈ R, y ∈ N

p1

(
φtq1 (y)

)
= t

paragwgÐzontac wc proc t⇒
dp1 (Xq1) = 1⇒
{p1, q1} = dp1 (Xq1) = 1

όπου για την πρώτη ισvότητα σvτη τελευταία σvυνεπαγωγή χρησvιμοποιήθηκε το Λήμ-

μα 1.3.11.

Αν n = 1 με την παραπάνω μέθοδο έχουμε κατασvκευάσvει τις (q1, p1) και έχουμε

τελειώσvει.

Θεωρούμε πως το Θεώρημα Darboux ισvχύει για σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες

διάσvτασvης 2n− 2. Θα δείξουμε ότι ισvχύει και για διάσvτασvη 2n.
Κατασvκευάζουμε τις q1, p1 όπως πριν. ΟρίζουμεK = {y ∈ U : p1 (y) = 0 = q1 (y)}.

Από την κατασvκευή των p1, q1 έχουμε p1 (yo) = 0 = q1 (yo), άρα yo ∈ K. Τα

dp1, dq1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (αφού αν υπάρχει 0 6= a ∈ R με dp1 = adq1,

τότε 1 = {p1, q1} = dp1 (Xq1)= adq1 (Xq1) = aXq1 (q1) = 0 άτοπο), άρα με χρήσvη

του Θεωρήματος Πεπλεγμένης Συνάρτησvης προκύπτει ότι η K είναι πολλαπλότητα

διάσvτασvης 2n− 1.
Θα δείξουμε τώρα ότι η ω επάγει περιοριζόμεη σvτην K σvυμπλεκτική δομή. ΄Αρα

η K είναι σvυμπλεκτή πολλαπλότητα διάσvτασvης 2n − 2 και μπορούμε επομένως να

εφαρμόζουμε την επαγωγική υπόθεσvη. Η ένθεσvη ι : K ↪→M επάγει τη 2-μορφή ι∗ω
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σvτη K, η οποία είναι κλεισvτή αφού dι∗ω = ι∗dω = 0. Θα δείξουμε ότι είναι και μη

εκφυλισvμένη, άρα σvυμπλεκτική. Για ξ ∈ TyK, y ∈ K έχουμε

ω
(
Xq1 |y , ξ

)
= ιXq1 |y

ω (ξ)

= dq1 (ξ)

= ξ (q1) = 0

όπου η τελευταία ισvότητα προκύπτει από το γεγονός ότι q1 = 0 σvτην K και ξ ∈
TK. Ομοίως ω

(
Xp1 |y , ξ

)
= 0. Επομένως TyK ⊂ 〈Xq1 , Xp1〉

ω
και τελικά TyK =

〈Xq1 , Xp1〉
ω

για κάθε y ∈ K, αφού

dim 〈Xq1 , Xp1〉
ω

= 2n− dim 〈Xq1 , Xp1〉 = 2n− 2 = dimK

.

Επίσvης τα Xq1 , Xp1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (αφού είναι τα dq1, dp1) και

Xq1 , Xp1 /∈ 〈Xq1 , Xp1〉
ω

(αφού ω (Xp1 , Xq1) = {p1, q1} = 1). ΄Αρα

TM = 〈Xq1 , Xp1〉 t TK
΄Εσvτω τώρα ξ ∈ TK με ω (ξ, ξ′) = 0 για κάθε ξ′ ∈ TK. Από τα προηγούμενα

έπεται ότι ω (ξ, v) = 0 για κάθε v ∈ TM και επομένως ξ = 0.
Δείξαμε επομένως ότι η K είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα διάσvτασvης 2n − 2.

Από επαγωγική υπόθεσvη υπάρχουν σvυντεταγμένες (q̃2, . . . q̃n, p̃2, . . . p̃n), ώσvτε

ι∗ω = ω|TK =

n∑
i=2

dp̃i ∧ dq̃i

Οι qi, pi είναι σvυναρτήσvεις ορισvμένες σvε περιοχή του yo σvτην K. Θα τις επεκτείνουμε

σvε σvυναρτήσvεις σvε περιοχή του yo σvτηνM . Αφού ταXq1 , Xp1 είναι γραμμικώς ανεξάρ-

τητα σvτο yo και [Xq1 , Xp1 ] = X{p1,q1} = X1 = 0, άπό βασvική θεωρία για διανυσvματικά

πεδία σvε πολλαπλότητες, για κάθε y σvε περιοχή του yo σvτη M , θα υπάρχουν μοναδικά

ty, sy ∈ R και zy ∈ K, τα οποία θα είναι και διαφορίσvιμες ως προς y σvυναρτήσvεις,

ώσvτε y = φ
ty
q1φ

sy
p1 (zy), όπου φtp1 , φ

s
q1 οι ροές των Xp1 , Xq1 αντίσvτοιχα. Προφανώς

zy = y, ty = 0 = sy για y ∈ K, άρα αν θέσvουμε pi (y) = p̃i (zy) , qi (y) = q̃i (zy) για

i = 2, 3, . . . n, οι pi, qi επεκτείνουν τις p̃i, q̃i.
Θα δείξουμε τώρα ότι οι σvυντεταγμένες αυτές έχουν τις ζητούμενες ιδιότητες.

Συμβολίζουμε με φtqi , φ
t
pi , i = 1, . . . n τις ροές των πεδίων Xqi , Xpi αντίσvτοιχα. ΄Οπως

είδαμε [Xq1 , Xp1 ] = 0, άρα από γνωσvτή πρότασvη φtq1φ
s
p1=φ

s
p1φ

t
q1 για κάθε t, s που

ορίζονται. Επομένως για κάθε y σvτην περιοχή που ορίζονται οι σvυντεταγμένες αυτές,

qi
(
φtq1φ

s
p1 (y)

)
= qi

(
φtq1φ

s
p1φ

ty
q1φ

sy
p1 (zy)

)
= qi

(
φt+tyq1 φs+syp1 (zy)

)
= q̃i (zy)

και επομένως οι qi, και αντίσvτοιχα και οι pi είναι αναλλοίωτες πάνω σvτις ροές των

Xq1 και Xp1 , επομένως

{qi, p1} = Xp1 (qi) = 0, i = 2, 3, . . . n

και ομοίως {pi, p1} = {qi, q1} = {pi, q1} = 0 για i = 2, . . . n.
Παρατηρούμε ότι για y ∈ K

ω
(
Xqi |y , Xq1 |y

)
= {qi, q1} (y) = 0
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ω
(
Xqi |y , Xp1 |y

)
= {qi, p1} (y) = 0

και αφού TyK = 〈Xq1 , Xp1〉
ω
, έπεται ότι Xqi ∈ TyK για i = 2, . . . n. Ομοίως

Xpi ∈ TyK, i = 2, . . . n. ΄Αρα τα Xqi |K , Xpi |K είναι τα χαμιλτονιανά πεδία των

qi|K , pi|K . Επομένως

{pi, pj}|K = ω
(
Xqi |K , Xpi |K

)
= ι∗ω

(
Xqi |K , Xpi |K

)
= {p̃i, p̃j}
= 0

όπου για την τρίτη και την τέταρτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκαν οι ιδιότητες, από

επαγωγική υπόθεσvη, των p̃i, p̃j σvε σvυνδυασvμό με την παρατήρησvη πριν την απόδειξη

του θεωρήματος. Ομοίως

{qi, qj}|K = 0

{pi, qj}|K = δij

για i = 1, 2, . . . n. Μένει να δείξουμε ότι οι παραπάνω σvχέχεις ισvχύουν σvε περιοχή

του yo σvτη M και όχι μόνο σvτην K. Οι ροές φtq1 , φ
t
p1 είναι σvυμπλεκτομορφισvμοί, ως

ροές χαμιλτονιανών πεδίων. ΄Αρα
(
φtq1φ

s
p1

)∗
ω = ω για κάθε t, s ∈ R, η ισvοδύναμα για

κάθε y σvτην περιοχή του yo που ορίζονται οι χάρτες που φτιάξαμε και για u, v ∈ TyM
έχουμε

ωy (u, v) = ωφtq1φ
s
p1

(y)

(
d
(
φtq1φ

s
p1

)
u, d

(
φtq1φ

s
p1

)
v
)

και ειδικά για t = −ty, s = −sy
ωy (u, v) = ωzy

(
d
(
φ−tyq1 φ−syp1

)
u, d

(
φ−tyq1 φ−syp1

)
v
)

Επομένως

{pi, pj} (y) = ωy

(
Xpi |y , Xpj

∣∣
y

)
= ωzy

(
d
(
φ−tyq1 φ−syp1

)
Xpi |y , d

(
φ−tyq1 φ−syp1

)
Xpj

∣∣
y

)
= ωzy

(
Xpi |zy , Xpj

∣∣
zy

)
= {pi, pj} (zy)

= 0

όπου για την τρίτη ανισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι όπως έχουμε δείξει

οι ροές φtpi , i = 1, . . . n μετατίθενται με τις ροές φtq1 , φ
s
p1 άρα

d
(
φ−tyq1 φ−syp1

)
Xpi |y =

d

dt

∣∣∣∣
0

(
φ−tyq1 φ−syp1

) (
φtpi (y)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
0

φtpi
(
φ−tyq1 φ−syp1

)
(y)

=
d

dt

∣∣∣∣
0

φtpi (zy) = Xpi |zy

Με αντίσvτοιχο τρόπο αποδεικνύονται και οι υπόλοιπες σvχέσvεις.

Χρησvιμοποιώντας την παρατήρησvη πριν την απόδειξη βλέπουμε πως ο χάρτης αυτός

είναι ο ζητούμενος. �
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1.3.4. Το κόλπο του Moser και μια δεύτερη απόδειξη του Θε-
ωρήματος Darboux. Στην παράγραφο αυτή, χρησvιμοποιώντας μια τεχνική που

οφείλεται σvτον Moser, θα δώσvουμε μια δεύτερη τελείως διαφορετική απόδειξη του Θε-

ωρήματος Darboux. Μάλισvτα, με χρήσvη αυτής της τεχνικής, το Θεώρημα Darboux
μπορεί να γενικευτεί σvημαντικά [W71]. Η τεχνική αυτή έχει αποδειχτεί πολύ χρήσvιμη

σvτη σvυμπλεκτική γεωμετρία.

Ορισμος 1.3.15. ΄Εσvτω M πολλαπλότητα. Μια σvυνάρτησvη διαφορίσvιμη ρ : M ×
I → M , με I ⊂ R, θα λέγεται ισvοτοπία αν η ρt = ρ (t, ·) : M → M είναι

αμφιδιαφόρισvη για κάθε t σvτο I και ρ0 = id.

Θεωρημα 1.3.16 (Moser [Mos65]). ΄ΕσvτωM σvυμπαγής διαφορίσvιμη πολλαπλότη-
τα και ωo, ω1 σvυμπλεκτικές μορφές σvτη M . Αν [ωo] = [ω1] και για κάθε t ∈ (0, 1) η
ωt = (1− t)ωo+tω1 είναι σvυμπλεκτική μορφή, τότε υπάρχει ισvοτοπία ρ : M×R→M
ώσvτε ρ∗tωt = ωo για κάθε t ∈ R. Λέμε τότε ότι οι ωo, ω1 είναι ισvχυρά ισvοτοπικές.

Υπάρχει και μια ασvθενέσvτερη έννοια ισvοτοπίας σvυμπλεκτικών μορφών. Οι ωo, ω1

λέγονται ασvθενώς ισvοτοπικές αν υπάρχει οικογένεια σvυμπλεκτικών μορφών ωt, t ∈
[0, 1] που έχει διαφορίσvιμη εξάρτησvη από το t και [ωt] = [ωo] για κάθε t σvτο [0, 1].

Αν οι ωo και ω1 είναι ισvχυρά ισvοτοπικές, τότε για t = 1 έχουμε ρ∗1ω1 = ωo. ΄Αρα

είναι σvυμπλεκτομορφικές οι δύο μορφές. Η έννοια δηλαδή της ισvχυρής ισvοτοπίας είναι

ισvχυρότερη του σvυμπλεκτομορφισvμού. Το Θεώρημα του Darboux, όπως διατυπώθηκε

σvτην προηγούμενη παράγραφο λέει ότι δύο σvυμπλεκτικές μορφές σvε πολλαπλότητες

ίδιας διάσvτασvης είναι τοπικά σvυμπλεκτομορφικές. Εδώ θα δείξουμε ότι είναι μάλισvτα

τοπικά ισvχυρά ισvτοπικές.

Αποδειξη. ΄Εσvτω ότι υπάρχει ισvοτοπία ρ με ρ∗tωt = ω για κάθε t ∈ [0, 1]. Τότε

από τη σvχέσvη

Xt ◦ ρt =
dρt
dt
⇔

Xt =
dρt
dt
◦ ρ−1

t

ορίζεται ένα διαφορίσvιμο, και ως προς t, χρονομεταβλητό διανυσvματικό πεδίο Xt

σvτη M . Για κάθε t το πεδίο αυτό θα ικανοποιεί τη σvχέσvη

0 =
dωo
dt

=
d

dt
(ρ∗tωt)

= ρ∗t

(
LXtωt +

dωt
dt

)
όπου η τρίτη ισvότητα αποδεικνύεται σvτο Παράρτημα. Αφού η ρt είναι αμφιδιαφόρι-

σvη έπεται ότι τα παραπάνω ισvχύουν αν και μόνο αν

LXtωt +
dωt
dt

= 0,∀t ∈ R⇔

LXtωt + ω1 − ωo = 0,∀t ∈ R (?)

Αντίσvτροφα τώρα, αν υπάρχει διαφορίσvιμο διανυσvματικό πεδίο Xt, t ∈ R που

ικανοποιεί τη σvχέσvη (?), τότε λύνοντας το πρόβλημα αρχικών τιμών

Xt ◦ ρt =
dρt
dt
, ρ0 = id
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η λύσvη του οποίου υπάρχει για κάθε t ∈ R, αφού η πολλαπλότητα είναι σvυμπαγής,

παίρνουμε μια σvυνάρτησvη ρ : M×R→M με τη ρt, από τη βασvική θεωρία των σvυνήθων

διαφορικών εξισvώσvεων, να είναι αμφιδιαφόρισvη. Επομένως η ρ είναι ισvοτοπία. Επίσvης

d

dt
(ρ∗tωt) = ρ∗t

(
LXtωt +

dωt
dt

)
= 0

και επομένως ρ∗tωt = ρ∗0ωo
ρ0=id

= ωo.
Δείξαμε επομένως, ότι η ύπαρξη της ζητούμενης ισvοτοπίας είναι ισvοδύναμη με την

ύπαρξη ενός χρονομεταβλητού πεδίου που ικανοποιεί την (?). Η τεχνική αυτή είναι

γνωσvτή ως Moser's trick.
Από υπόθεσvη έχουμε ότι [ωo] = [ω1], άρα υπάρχει 1-μορφή θ ώσvτε

ω1 = ωo + dθ (1)

Επίσvης από τον τύπο του Cartan

LXtωt = ιXtdωt + dιXtωt (2)

Με χρήσvη των (1) και (2), και αφού dωt = (1− t) dωo+ tdω1 = 0, η (?) γράφεται

ισvοδύναμα

dιXtω + dθ = 0

Για να λύσvουμε επομένως την (?) αρκεί να βρούμε χρονομεταβλητό πεδίο Xt ώσvτε

ιXtω + θ = 0

Η εξίσvωσvη αυτή όμως είναι γραμμική ως προς Xt, άρα έχει λύσvη και μάλισvτα

μοναδική. Ας το δούμε όμως αυτό αναλυτικά. ΄Εσvτω (x1, . . . x2n) σvυντεταγμένες σvε

περιοχή ενός σvημείου. Ως προς τις σvυντεταγμένες αυτές ωt =
∑
i,j

1
2ωij (t) dxi∧dxj ,

θ =
∑
i θidxi και Xt =

∑
iXi (t) ∂

∂xi
οπότε η παραπάνω εξίσvωσvη γράφεται ισvοδύναμα

σvτην περιοχή αυτή

ω

(
Xt,

∂

∂xj

)
= −θ

(
∂

∂xj

)
, j = 1, . . . 2n⇔∑

i

ωij (t)Xi (t) = −θj

που είναι ένα γραμμικό σvύσvτημα για τις σvυντεταγμένες του Xt, άρα έχει μοναδική

λύσvη. Λόγω μοναδικότητας οι λύσvεις σvε περιοχές που επικαλύπτονατι θα ταυτίζονατι.

΄Αρα μπορούμε να ενώσvουμε τις λύσvεις και να πάρουμε το επιθυμητό Xt. �

Θα αποδείξουμε τώρα μια τοπική μορφή του παραπάνω Θεωρήματος.

Θεωρημα 1.3.17 (Θεώρημα Moser-Τοπική μορφή). ΄ΕσvτωM πολλαπλότητα, N ⊂
M υποπολλαπλότητα και ωo, ω1 σvυμπλεκτικές μορφές σvτηM με ωo|p = ω1|p ,∀p ∈ N .
Τότε υπάρχουν περιοχές Uo,U1 της N σvτη M και αμφιδιαφόρισvη ρ : Uo → U1, ώσvτε

ρ|N = id και ρ∗ω1 = ωo.

Αποδειξη. ΄Εχουμε d (ω1 − ω0) = 0 και (ω1 − ωo)|N = 0. Από το Θεώρημα

(6.2.1) σvτο Παράρτημα, υπάρχει περιοχή Uo της N σvτη M και 1-μορφή θ σvτην Uo με

θ|N = 0, ω1 − ωo = dθ

Θεωρούμε σvτην Uoτην οικογένεια 2-μορφών

ωt = (1− t)ωo + tω1 = ωo + tdθ, t ∈ [0, 1]
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Οι ωt είναι κλεισvτές, αφού είναι οι ωo, ω1. Επίσvης, αφού ωt|N = ωo|N και η ωo
είναι μη εκφυλισvμένη, αν μικρύνουμε ενδεχομένως τη περιοχή Uo, οι ωt θα είναι και

μη εκφυλισvμένες και άρα σvυμπλεκτικές μορφές για κάθε t ∈ [0, 1].
Εφαρμόζουμε τωρα το κόλπο του Moser. Προσvδιορίζουμε το διανυσvματικό πεδίο

Xt σvτην Uo, μέσvω της εξίσvωσvης

ιXtωt + θ = 0

. Αφού θ|N = 0 και οι ωt είναι μη εκφυλισvμένες για κάθε t ∈ [0, 1], θα ισvχύει

X|N = 0. ΄Αρα τα σvημεία της N είναι σvημεία ισvορροπίας για το Xt. Ειδικά η ροή

τους θα ορίζεται σvε όλο το R. ΄Αρα αν μικρύνουμε κατάλληλα την Uo, μπορούμε να

εξασvφαλίσvουμε ότι η ροή από τα σvημεία της ορίζεται για κάθε t σvτο [0, 1].
΄Εσvτω φ : Uo × [0, 1]→M η λύσvη, που προκύπτει από την εξίσvωσvη

dφt
dt

= Xt ◦ φt

. Αφού τα σvημεία της N μένουν σvταθερά σvτη ροή του Xt, έχουμε φ0|N = id.
Επίσvης

d

dt
φ∗tωt = φ∗t

(
LXtωt +

dωt
dt

)
= φ∗t (ιXtdωt + dιXtωt + ω1 − ωo)
= φ∗t (d (ιXtω + θ))

= 0

άρα φ∗tωt = φ∗0ωo = ωo. Θέτοντας U1 = φ (Uo × [0, 1]) = ∪t∈[0,1]φt (Uo) και

ρ = φ1έχουμε τελειώσvει. �

Να παρατηρήσvουμε πως δείξαμε κάτι ισvχυρότερο από αυτό που περιγράφει η εκ-

φώνησvη, ότι δηλαδή οι δύο μορφές είναι ισvχυρά ισvοτοπικές σvτη περιοχή Uo.
Με χρήσvη τώρα αυτού του Θεωρήματος μπορούμε να δούμε μια δεύτερη απόδειξη

του Θεωρήματος Darboux.

Αποδειξη. ΄Εσvτω
(
M2n, ω

)
σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και yo ∈M . Η ωyo είναι

σvυμπλεκτική μορφή σvτο διανυσvματικό χώρο TyoM . Από Θεώρημα (1.1.1), υπάρχει

βάσvη
(
e1, . . . en, f1, . . . fn

)
σvτον T ∗yoM , ώσvτε ωyo =

∑
i e
i∧f i. Επιλέγουμε κατάλλη-

λες σvυντεταγμένες (q1, . . . qn, p1, . . . pn) σvε περιοχή του yo, ώσvτε dpi|yo = ei, dqi|yo =

f i, οπότε

ωyo =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi|yo

Θέτουμε ωo = ω, ω1 =
∑
i dp1 ∧ dqi. Αυτές είναι σvυμπλεκτικές μορφές σvε περιοχή

του yo και ωo|yo = ω1|yo . Εφαρμόζοντας το προηγούμενο Θεώρημα, με N = {yo},
προκύπτει ότι υπάρχουν περιοχές Uo,U1 του yo και αμφιδιαφόρισvη φ : Uo → U1 με
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φ (yo) = y0 και φ∗ω1 = ωo. Επομένως,

ω = ωo = φ∗

(∑
i

dp1 ∧ dqi

)
=
∑
i

φ∗dpi ∧ φ∗dqi

=
∑
i

d (pi ◦ φ) ∧ d (qi ◦ φ)

άρα οι (q1 ◦ φ, . . . qn ◦ φ, p1 ◦ φ, . . . pn ◦ φ) είναι σvυντεταγμένες Darboux σvε περιοχή

του yo. �

1.4. ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΔΟΜΕΣ

Στην ενότητα αυτή θα ορίσvουμε και θα εξετάσvουμε την έννοια της μιγαδικής

δομής. Οι μιγαδικές δομές προσvφέρουν ένα τρόπο σvύνδεσvης της γεωμετρίας Riemann
(που καθορίζεται από μια σvυμμετρική, μη εκφυλισvμένη, διγραμμική μορρφή) και της

σvυμπλεκτικής γεωμετρίας (που καθορίζεται από μια αντισvυμμετρική, μη εκφυλισvμένη

και κλεισvτή μορφή).

1.4.1. Μιγαδικές δομές σvε διανυσvματικούς χώρους.

Ορισμος 1.4.1. ΄Εσvτω V διανυσvματικός χώρος. Μια μιγαδική δομή σvτον V
είναι ένας αυτομορφισvμός J : V → V τέτοιος, ώσvτε J2 = −id.

Παρατηρούμε ότι, αν ο V έχει τη μιγαδική δομή J , τότε μπορεί να γίνει διανυ-

σvματικός χώρος πάνω από το C, αν ορίσvουμε τον πολλαπλασvιασvμό με ένα μιγαδικό

αριθμό ως εξής

C× V → V

(s+ it, v) 7→ sv + tJv

Ορίζουμε δηλαδή το αποτέλεσvμα του πολλαπλασvιασvμού ενός σvτοιχείου του v με

τη μιγαδική μονάδα i να είναι η εικόνα του σvτοιχείου αυτή μέσvω της J .
Επομένως ένας διανυσvματικός χώρος που δέχεται μιγαδική δομή είναι απαραίτητα

άρτιας πραγματικής διάσvτασvης.

Το σvύνολο των μιγαδικών δομών σvτον V το σvυμβολίζουμε με J (V ).

Παραδειγμα 1.4.2. Στον R2n
θεωρούμε τη γραμμική απεικόνισvη που αντισvτοιχεί

σvτον πίνακα Jo. Αυτή είναι μια μιγαδική δομή, γιατί J2
o = −id. Μέσvω του ισvομορφι-

σvμού

R2n → Cn

(x1, . . . xn, y1, . . . yn) 7→ (x1 + iy1, . . . xn + iyn)

μπορούμε να ταυτίσvουμε τον R2n
με τον Cn. Παρατηρούμε τότε ότι η Jo αντι-

σvτοιχεί σvε πολλαπλασvιασvμό με i.

Προταση 1.4.3. ΄Εσvτω V πραγματικός διανυσvματικός χώρος διάσvτασvης 2n και
J ∈ J (V ). Τότε υπάρχει ισvομορφισvμός διανυσvματικών χώρων Φ : R2n → V , ώσvτε
J ◦ Φ = Φ ◦ Jo .
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Αποδειξη. ΄Εσvτω V C = V ⊕ iV η μιγαδοποίησvη του V (dimC V
C = 2 dimV

2 =

2n). Αν v1 + iv2 ∈ V C
όρίζουμε J (v1 + iv2) = Jv1 + iJv2. Θεωρούμε τους υπο-

χώρους E± = ker (Id± iJ) του V C
. Το τυχαίο σvτοιχείο v του V C

γράφεται

v =
v − iJv

2
+
v + iJv

2
΄Εχουμε ότι

(id± iJ)
v ∓ iJv

2
=

1

2

(
v ∓ iJv ± iJv − i2J2v

)
= 0

άρα
v∓iJv

2 ∈ E±. Επίσvης αν v ∈ E+ ∩ E−, τότε v + iJv = 0 = v − iJv, οπότε
v = 0. Επομένως V C = E+ ⊕ E−.

Επίσvης

u+ iv ∈ E+ ⇔u+ iv = −iJu+ Jv

⇔u = Jv και v = −Ju
⇔v + iu = −Ju+ iJv = iJ (v + iu)

⇔v + iu ∈ E−

επομένως dimCE
+ = dimCE

−
, και αφού V C = E+⊕E−, προκύπτει dimCE

± =
dimC V

C/2 = n.
΄Εσvτω wj = uj + ivj , j = 1, 2, . . . n μια βάσvη του E+

, όπου uj , vj ∈ E+
. Τότε τα

vj + iuj , από τα προηγούμενα, είναι μια βάσvη του E−. Επομένως τα uj + ivj , vk + iuk
j, k = 1, 2, . . . n. Αποτελούν μια βάσvη του V C

και άρα τα uj , vj , j = 1, 2, . . . n. Είναι

μια βάσvη του V . Επίσvης, αφού wj ∈ E+
, ισvχύει uj = Jvj και vj = −Juj .

Αν x1, . . . xn, y1, . . . yn η σvυνήθης βάσvη του R2n
ορίζουμε τη γραμμική απεικόνισvη

Φ : R2n → V

xi 7→ vi

yi 7→ uj

Αυτή είναι προφανώς ισvομορφισvμός και

JΦxi = Jvi = ui = Φyi = ΦJoxi

JΦyi = Jui = −vi = −Φxi = ΦJoyi

και από γραμμικότητα J ◦ Φ = Φ ◦ Jo. �

Ορισμος 1.4.4. ΄Εσvτω (V, ω) σvυμπλεκτικός διανυσvματικός χώρος. Μια μιγαδική

δομή J σvτον V θα λέμε ότι είναι σvυμβατή με την ω ή ω-σvυμβατή αν για κάθε

u, v ∈ V ισvχύει

ω (Ju, Jv) = ω (u, v) (δηλαδή η ω είναι σvυμπλεκτομορφισvμός)

και

ω (u, Ju) > 0, για u 6= 0

Το σvύνολο των ω−σvυμβατών μορφών σvτον (V, ω) σvυμβολίζεται με J (V, ω).
Για μια μιγαδική δομή J σvτον (V, ω) (όχι απαραίτητα ω−σvυμβατή) ορίζουμε

gJ :V × V → R
(u, v) 7→ ω (u, Jv)

Επαληθεύεται άμεσvα ότι η gJ είναι εσvωτερικό γινόμενο αν και μόνο αν η J είναι

ω−σvυμβατή.
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Παραδειγμα 1.4.5. Θεωρούμε τον σvυμπλεκτικό διανυσvματικό χώρο
(
R2n, ωo

)
.

΄Οπως είδαμε η Jo είναι μιγαδική δομή σvε αυτόν. Επίσvης για u, v ∈ R2n
έχουμε

ω (Ju, Jv) = − (Ju)
T

J (Jv) = uTJ2Jv = −uTJv = ω (u, v)

ω (u, Ju) = −uTJ (Ju) = uTu > 0 για u 6= 0

΄Αρα η Jo είναι ωo−σvυμβατή μιγαδική δομή.

Υπάρχουν όμως σvυμβατές μιγαδικές δομές σvε κάθε σvυμπλεκτικό χώρο·

Συμβολίζουμε με Met (V ) το χώρο των μετρικών σvτον V (δηλαδή των διγραμ-

μικών, σvυμμετρικών, μη εκφυλισvμένων μορφών). Τα σvτοιχεία του Met (V ) και του

J (V, ω) είναι πίνακες, άρα μπορώ να τους βάλω νόρμα και να τα δω ως τοπολογικούς

χώρους (αφού όλες οι νόρμες σvε χώρους πεπερασvμένης διάσvτασvης είναι ισvοδύναμες

δεν χρειάζεται να χρησvιμοποιοίσvουμε μια σvυγκεκριμένη νόρμα). Το επόμενο Λήμμα

είναι πολύ χρήσvιμο σvτη σvυνέχεια.

Θεωρημα 1.4.6. ΄Εσvτω (V, ω) σvυμπλεκτικός διανυσvματικός χώρος. Υπάρχει σvυ-
νεχής απεικόνισvη r : Met (V ) → J (V, ω), τέτοια ώσvτε r (gJ) = J και r (Φ∗g) =
Φ∗r (g) για κάθε J ∈ J (V, ω), g ∈Met (V ) , Φ ∈ Symp (V, ω).

Αποδειξη. ΄Εσvτω g ∈ Met (V ) και Ag : V → V ο αυτομορφισvμός τέτοιος ώσvτε

ω (u,w) = g (Agu,w) για κάθε u,w ∈ V (αν Ω, G οι πίνακες των ω, g ως προς μια

βάσvη τότε ω (u,w) = uTΩw,g (Agu,w) = uTATg Gw και επιλέγουμε ATg = ΩG−1
).

Παρατηρούμε ότι για κάθε u, v ∈ V
g (Agu, v) = ω (u, v) = −ω (v, u) = g (−Agv, u) = g (u,−Agv)

δηλαδή A∗g = −Ag, όπου A∗g ο σvυζυγής του Ag ως προς τη g. Τότε ο Pg =

A∗gAg = −A2
g είναι θετικά ορισvμενος και επομένως, από το φασvματικό Θεώρημα (δες

π.χ. [?]), υπάρχει μοναδικός αυτομορφισvμός Qg : V → V αυτοσvυζυγής και θετικά

ορισvμένος ώσvτε Q2
g = Pg.

Θεωρούμε τον αυτομορφισvμό Jg = Q−1
g Ag. Θα δείξουμε ότι Jg ∈ J (V, ω). Οι

Qg και Ag μετατίθενται, ως σvυναρτήσvεις του A2
g, οπότε

J2
g = Q−1

g AgQ
−1
g Ag =

(
Q2
g

)−1
A2
g = P−1

g (−Pg) = −Id
Επίσvης για v, w ∈ V

ω (v, Jgv) = g (Agv, Jgv)

= g
(
Agv,Q

−1
g Agv

)
= g

(
Q−1
g Agv,Agv

)
> 0, για v 6= 0

όπου χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι αφού ο Qg είναι αυτοσvυζυγής και θετικά

ορισvμένος, το ίδια θα είναι και ο Q−1
g . Τέλος

ω (Jgv, Jgw) = g (AgJguv, Jgw)

= g
(
AgQ

−1Agv,Q
−1Agw

)
= g

(
Q−1
g AgQ

−1
g Agv,Agw

)
= g

(
J2
g v,Agw

)
= −g (v,Agw)

= −g (Agw, v)

= −ω (w, v) = ω (v, w)
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άρα πράγματι Jg ∈ J (V, ω).
Μπορούμε να ορίσvουμε επομένως r (g) = Jg, g ∈ Met (V ). Λόγω της μορφής

του Jg, έπεται ότι η απεικόνισvη r είναι σvυνεχής.

Αν τώρα g = gJ για J ∈ J (V, ω), τότε, αφού για κάθε u, v ∈ V έχουμε

ω (Ju, Jv) = ω (u, v) = gJ (AgJu, v) = ω (AgJu, Jv)

και αφού ο J είναι αυτομορφισvμός και η ω μη εκφυλισvμένη, έπεται ότι AgJ = J .
Οπότε PgJ = −A2

gJ = −J2 = −Id και άρα QgJ = Id. ΄Αρα τελικά r (gJ) = JgJ =
AgJ = J .

΄Εσvτω τώρα Φ ∈ Symp (V, ω). Τότε για κάθε u, v ∈ V και g ∈Met (V ) έχουμε

ω (u, v) = ω (Φu,Φv)

= g (AgΦu,Φv)

= (Φ∗g)
(
Φ−1AgΦu, v

)
οπότε AΦ∗g = Φ−1AgΦ (προφανώς Φ∗g ∈ Met(V ), αφού Φ αυτομορφισvμός).

Επομένως QΦ∗g = Φ−1QgΦ, αφού Φ−1QgΦ > 0 (αφού Qg > 0) και(
Φ−1QgΦ

)2
= Φ−1Q2

gΦ

= −Φ−1A2
gΦ

= −A2
Φ∗g = PΦ∗g

Οπότε τελικά έχουμε

r (Φ∗g) = JΦ∗g

= Q−1
Φ∗gAΦ∗g

= Φ−1Q−1
g AgΦ

= Φ−1JgΦ

= Φ−1r (g) Φ = Φ∗r (g)

�

Παρατηρηση 1.4.7. Να παρατηρήσvουμε πως γενικά g (·, ·) 6= gJg (·, ·).
Αν έχουμε μια οικογένεια σvυμπλεκτικών διανυσvματικών χώρων (Vt, ωt), με με-

ρικές gt, που εξαρτώνται με διαφορίσvιμο τρόπο από την παράμετρο t (όπως αν π.χ.

η (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα με μετρική Riemann g, η {(TpM,ωp) , gp}p∈M
είναι μια τέτοια οικογένεια) τότε, παρατηρώντας την παραπάνω απόδειξη έπεται ότι και

οι μιγαδικές δομές Jt θα εξαρτώνται με διαφορίσvιμο τρόπο από την παράμετρο t.

Πορισμα 1.4.8. ΄Εσvτω (V, ω) σvυμπλεκτικός διανυσvματικός χώρος. Τότε το σvύνολο
J (V, ω) είναι μη κενό.

Αποδειξη. Ορίζουμε ένα εσvωτερικό γινόμενο σvτον V και εφαρμόζουμε το παρα-

πάνω Θεώρημα. �

1.4.2. Σχεδόν μιγαδικές δομές.

Ορισμος 1.4.9. ΄Εσvτω M διαφορική πολλαπλότητα. Μια σvχεδόν μιγαδική

δομή J σvτη M είναι ένα διαφορίσvιμο πεδίο από μιγαδικές δομές σvτα εφαπτόμενα
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επίπεδα, δηλαδή είναι μια διαφορίσvιμη απεικόνισvη

J : M → tp∈MAut (TpM)

x 7→ Jx

με την Jx να είναι μιγαδική δομή σvτον διανυσvματικό χώρο TxM .

Αν (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, μια σvχεδόν μιγαδική δομή J σvτη M θα

λέγεται σvυμβατή με την ω ή ω-σvυμβατή αν για κάθε x ∈ M η Jx είναι ωx-
σvυμβατή. Ισvοδύναμα αν η gJ (·, ·) = ω (·, J ·) είναι μετρική Riemann σvτη M .

Αν σvε μια πολλαπλότητα έχουμε σvυμπλεκτική δομή ω, μετρική Riemann g και μια

σvχεδόν μιγαδική δομή J , τότε η τριάδα (ω, g, J) λέγεται σvυμβατή αν g = gJ (οπότε

η J είναι και ω−σvυμβατή).

Χρησvιμοποιούμε τον χαρακτηρισvμό σvχεδόν για να διαχωρίσvουμε αυτές τις δομές

από τις μιγαδικές δομές σvε μιγαδικές πολλαπλότητες.

Προταση 1.4.10. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα. Τότε υπάρχει ω−σvυμβατή
σvχεδόν μιγαδική δομή σvτην M .

Αποδειξη. Ορίζουμε μια μετρική Riemann g σvτην M . Για x ∈ M η ωx είναι

σvυμπλεκτική δομή σvτον TxM και η gx εσvωτερικό γινόμενο. Από την Πρότασvη (1.4.6)

υπάρχει Jx που είναι ωx-σvυμβατή μιγαδική δομή σvτον TxM . Από την παρατήρησvη

μετά την πρότασvη, η εξάρτησvη των Jx από το x είναι διαφορίσvιμη, άρα ορίζουν μια

ω-σvυμβατή σvχεδόν μιγαδική δομή σvτη M . �
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DRASEIS OMADWN LIE

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασvχοληθούμε με τις δράσvεις ομάδων Lie σvε πολλαπλότητες.

Αρχικά θα δώσvουμε κάποιους βασvικούς ορισvμούς που αφορούν μια ομάδα Lie και την

άλγεβρα που της αντισvτοιχεί. Στη δεύτερη ενότητα θα μελετήσvουμε δράσvεις που έχουν

σvυγκεκριμένες καλές ιδιότητες, είναι ελεύθερες και γνήσvιες. Το βασvικό αποτέλεσvμα

της παραγράφου αυτής είναι ότι ο χώρος των τροχιών της δράσvης, που προκύπτει

ως πηλίκο της αρχικής πολλαπλότητας σvτην οποία δρούμε, είναι και αυτός διαφορική

πολλαπλότητα με τη διαφορική δομή να προκύπτει φυσvιολογικά. Το αποτέλεσvμα αυτό

είναι κεντρικό για το κεφάλαιο τρία, όπου θα μελετήσvουμε ελεύθερες και γνήσvιες

χαμιλτονιανές δράσvεις. Στην τρίτη ενότητα τέλος, θα μελετήσvουμε δράσvεις ομάδων

Lie με την μόνη υπόθεσvη τώρα ότι είναι γνήσvιες. Στην περίπτωσvη αυτή ο χώρος τον

τροχιών δεν είναι γενικά πολλαπλότητα, αλλά μπορούμε παρ΄όλα αυτά να αποκτήσvουμε

μια αρκετά καλή περιγηραφή. Θα αποδείξουμε διάφορες σvημαντικές ιδιότητες, όπως

την ύπαρξη αναλλοίωτων σvτη δράσvη μετρικών, και θα μελετήσvουμε τη διαμέρισvη της

πολλαπλότητας σvε σvύνολα σvημείων με διαφορετικό τύπο τροχιών.

Για το κεφάλαιο αυτό σvτηριζόμασvτε σvτο βιβλίο τωνDuistermaat καιKolk [DK00],
όπου και παραπέμπουμε τον αναγνώσvτη για την εύρεσvη όσvων αποδείξεων δεν παρου-

σvιάζουμε.

2.1. ΟΜΑΔΕΣ ΚΑΙ ΑΛΓΕΒΡΕΣ LIE

Ορισμος 2.1.1. Μια ομάδα Lie G είναι μια ομάδα (G, ·), η οποία είναι και πολ-

λαπλότητα, τέτοια ώσvτε οι πράξεις

µ :G×G→ G (πολλαπλασvιασvμός)

(x, y) 7→ x · y

και

i :G→ G (αντισvτροφή)

x 7→ x−1

να είναι διαφορίσvιμες σvυναρτήσvεις.

Με χρήσvη του Θεωρήματος της αντίσvτροφης σvυνάρτησvης μπορεί να δειχθεί ότι

αρκεί η µ να είναι διαφορίσvιμη.

΄Εσvτω e η μονάδα της G. Ο εφαπτόμενος χώρος σvτη μονάδα TeG σvυμβολίζεται με

g. Η g έχει δομή διανυσvματικού χώρου, ως εφαπτόμενος χώρος, διάσvτασvης ίσvη με αυτή

της G. Αποδεικνύεται ότι, αν κάνουμε και την ταύτισvη T(e,e) (G×G) = TeG×TeG, η

πρόσvθεσvη σvτη g είναι η πράξη που προκύπτει από την παραγώγισvη της µ σvτη μονάδα.

Η g με πράξη την πρόσvθεσvη είναι μια μεταθετική ομάδα Lie.

31
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΄Εσvτω g ∈ G. Ορίζουμε τη σvυνάρτησvη

Ig :G→ G (σvυζυγία)

x 7→ gxg−1

΄Εχουμε ότι Ig (e) = e, άρα παραγωγίζοντας προκύπτει η γραμμική απεικόνισvη

Adg ≡ TeG→ TeG

. Για g1, g2 ∈ G έχουμε ότι

Adg1g2 = TeIg1g2

= Te (Ig1 ◦ Ig2)

= TeIg1 ◦ TeIg2
= Adg1 ◦Adg2

άρα, αφού Ie = id,

Adg ◦Adg−1 = Ade = Teid = id

Επομένως η Adg είναι αντισvτρέψιμη γραμμικά απεικόνισvη. Ορίζεται επομένως η

σvυνάρτησvη

Ad :G→ GL(g)

g 7→ Adg

η οποία, από τα παραπάνω, είναι ομομορφισvμός ομάδων και ονομάζεται σvυζυγής

(adjoint) αναπαράσvτασvη της G σvτην GL (g). Παραγωγίζοντας την Ad σvτη

μονάδαπροκύπτει η απεικόνισvη

ad ≡ TeAd : g→ L (g)

, όπου κατά τα γνωσvτά ταυτίσvαμε τον εφαπτόμενο χώρο TIGL (g) με το χώρο L (g)
των γραμμικών απεικονίσvεων σvτη g.

Ορίζουμε τη φυσvική διγραμμική απεικόνισvη

〈·, ·〉 :g∗ × g→ R
(ξ,X) 7→ ξ (X)

Για κάθε g ∈ G ορίζεται η αντίσvτοιχη γραμμική απεικόνισvη

Ad∗ : g∗ → g∗

με 〈
Ad∗gξ,X

〉
=
〈
ξ, Adg−1X

〉
, ξ ∈ g∗, X ∈ g

.

Χρησvιμοποιώντας την αντίσvτοιχη σvχέσvη για την Ad, προκύπτει ότι για g1, g2 ∈ G
Ad∗g1 ◦Ad

∗
g2 = Ad∗g1g2 και άρα ορίζεται η απεικόνισvη

Ad∗ :G→ GL (g∗)

g 7→ Ad∗g

η οποία είναι ομομορφισvμός ομάδων και ονομάζεται σvυν-σvυζυγής (coadjoint)
αναπαράσvτασvη της G σvτην GL (g∗). Παραγωγίζοντας σvτη μονάδα, παίρνουμε

την απεικόνισvη

ad∗ := TeAd
∗ : g→ L (g∗)
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Για X,X ′ ∈ g, ξ, ξ′ ∈ g∗ έχουμε

〈ad∗ (X) · ξ,X ′〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈
Ad∗exp(tX) · ξ,X

′
〉

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈
ξ, Adexp(−tX) ·X ′

〉
= −〈ξ, ad (X) ·X ′〉

Ορισμος 2.1.2. Μια πραγματική άλγεβρα Lie είναι ένας πραγματικός διανυσvμα-

τικός χώρος V εφοδιασvμένος με μια διγραμμική απεικόνισvη

[·, ·] : V × V → V

η οποία ονομάζεται αγγύλη Lie, τέτοια ώσvτε για κάθε u, v, w ∈ V

• [u, v] = − [v, u] (αντισvυμμετρία)
• [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 (ταυτότητα Jacobi)

Για X,Y ∈ g ορίζουμε

[X,Y ] := ad (X) · Y
Αποδεικνύται ότι με αυτή την αγγύλη η g είναι άλγεβρα Lie. Ονομάζεται η άλ-

γεβρα Lie της ομάδας Lie G.

Το εντυπωσvιακό είναι ότι κάθε άλγεβρα Lie πεπερασvμένης διάσvτασvης είναι άλγεβρα

Λιε μιας απλά σvυνεκτικής ομάδας Lie. Το Θεώρημα αυτό είναι γνωσvτό ως Τρίτο

Θεώρημα του Lie και μια αποδειξή του περιέχεται σvτην παράγραφο (1.14) του [DK00].
Θα δούμε τώρα έναν εναλλακτικό ορισvμό της άλγεβρας Lie μια ομάδας. ΄Εσvτω G

ομάδα Lie. Για g ∈ G ορίζουμε τις σvυναρτήσvεις

Lg :G→ G

x 7→ g · x

και

Rg :G→ G

x 7→ g · x

Εύκολα επαληθεύται ότι η Lg είναι αμφιδιαφόρισvη με (Lg)
−1

= Lg−1 και για

g1, g2 ∈ G ισvχύει Lg1g2 = Lg1 ◦ Lg2 . Ομοίως, η Rg είναι αμφιδιαφόρισvη με (Rg)
−1

=
Rg−1 και για g1, g2 ∈ G ισvχύει Rg1g2 = Rg1 ◦Rg2 .

Θεωρούμε το σvύνολο των αρισvτερά αναλλοίωτων διανυσvματικών πεδίων σvτη G

XL (G) =
{
X ∈ X (G) : (Lg)∗X = X,∀g ∈ G

}
Ως γνωσvτόν, ο χώρος X (M) των διαφορίσvιμων διανυσvματικών πεδίων δε μια

πολλαπλότητα M είναι άλγεβρα Lie με την αγγύλη να ορίζεται από τη σvχέσvη

[X,Y ] = X (Y f)− Y (Xf) , f ∈ C∞ (M) , X, Y ∈ X (M)

Αποδεικνύεται (σvε οποιοδήποτε βιβλίο εισvαγωγής σvτη Διαφορική Γεωμετρία, π.χ.

σvτο [L09]) ότι το σvύνολο XL (G) είναι υπάλγεβρα Lie της X (G) (είναι δηλαδή κλεισvτό

και ως προς την αγγύλη).

Αν X ∈ XL (G) τότε για κάθε g ∈ G

Xg = TeLg ·Xe
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άρα τα αρισvτερά αναλλοίωτα διανυσvματικά πεδία καθορίζονται πλήρως από την

τιμή τους σvτην μονάδα. Επομένως η απεικόνισvη

XL (G)→ TeG = g

X 7−→ Xe

είναι ισvομορφισvμός διανυσvματικών χώρων. Αν για X ∈ g σvυμβολίσvουμε με XL

το αντίσvτοιχο αρισvτερά αναλλοίωτο πεδίο (δηλαδή XL
g = TeLg ·X, για κάθε g ∈ G)

αποδεικνύεται ότι
[
XL, Y L

]
e

= ad (X) ·Y . ΄Αρα η απεικόνισvη αυτή είναι ισvομορφισvμός

αλγεβρών Lie, και μπορούμε επομένως να ταυτίζουμε την άλγεβρα Lie μια ομάδας με

τα αρισvτερά αναλλοίωτα πεδία.

΄Αντίσvτοιχα ισvχύουν και για την περίπτωσvη των δεξιά αναλλοίωτων διανυσvματικών

πεδίων

XR (G) =
{
X ∈ X (G) : (Rg)∗X = X,∀g ∈ G

}
Θα ορίσvουμε τώρα μια χρήσvιμη απεικόνισvη από μια άλγεβρα Lie προς την ομάδα

από την οποία προέρχεται. Αν M πολλαπλότητα και X ∈ X (M) σvυμβολίζουμε με φtX
τη ροή του X τη σvτιγμή t.

Θεωρημα 2.1.3. ΄Εσvτω G ομάδα Lie με μονάδα e. Τα (δεξιά ή αρισvτερά) αναλλο-
ίωτα διανυσvματικά πεδία της είναι πλήρη. Αν X ∈ XL (G) ή XR (G) και s, t ∈ R τότε
φtsX = φstX . Αν X

L ∈ XL (G) , XR ∈ XR (G) τότε φtXL = RφtXL (e),φ
t
XR = LφtXL (e).

Ισvοδύναμα

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g · φtXL (e) = XL
g

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φtXR (e) · g = XR
g

Αποδειξη. ΄Εσvτω X ∈ XL (G) και γ : (a, b) → G ολοκληρωτική καμπύλη του

X. Για οποιαδήποτε ∆t ∈ R, g ∈ G ορίζουμε γ : (a+ ∆t, b+ ∆t) → R με γ (t) =
g · γ (t−∆t). Τότε

γ̇ (t) =
d

dt
Lg (γ (t−∆t))

= Tγ(t−∆t)Lg ·Xγ(t−∆t)

= Xg·γ(t−∆t) = Xγ̄(t)

όπου σvτην προτελευταία ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι X ∈ XL (G).

Για ∆t = t2 − t1 με a < t1 < t2 < b και g = γ (t2) · γ (t1)
−1

έχουμε επιπλέον ότι

γ̄ (t2) = γ (t2) και από μοναδικότητα της λύσvης οι γ, γ̄ θα ταυτίζονται όπου ορίζονται

και οι δύο. ΄Ετσvι μπορεί η γ να επεκταθεί σvτο (a, b+ ∆t) και με σvυνεχείς επεκτάσvεις

σvτο (a,∞). Αντίσvτοιχα επεκτείνεται και σvε όλο το R. Αν X ∈ XR (G) η απόδειξη

είναι αντίσvτοιχη.

Αν X ∈ XL (G) έχουμε

d

dt
φstX = s

d

dt
φtX = sX
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και φs0X = id = φ0
X . Από μοναδικότητα της λύσvης έπεται ότι φstX = φtsX . Τέλος

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g · φtX
L

(e) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Lg
(
φtXL (e)

)
= TLg ·XL

φt
XL

(e)

= Xg·φt
XL

(e)

και g · φ0
XL (e) = g. Οπότε g · φtXL (e) = φtXL (g) και ομίως για την άλλη

σvχέσvη. �

Αφού τα αναλλοίωτα διανυσvματικά πεδία είναι πλήρη, μπορούμε να ορίσvουμε την

εκθετική απεικόνισvη

exp : g→ G

με exp (X) = φ1
XL (e) , X ∈ g. ΄Αμεσvα από το προηγούμενο θεώρημα προκύπτει

ότι για s, t ∈ R, X ∈ g ισvχύει

• exp ((s+ t)X) = exp (sX) · exp (tX)

• exp (−tX) = (exp (tX))
−1

Θεωρημα 2.1.4. Η exp είναι αμφιδιαφόρισvη σvε περιοχή του μηδενός.

Αποδειξη. Για X ∈ g έχουμε

T0exp ·X =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tX)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ1
tXL (e)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φttXL (e)

= XL
e = X

δηλαδή T0exp = id και από το Θεώρημα αντίσvτροφης απεικόνισvης έπεται το ζη-

τούμενο. �

2.2. ΕΛΕΥΘΕΡΕΣ ΚΑΙ ΓΝΗΣΙΕΣ ΔΡΑΣΕΙΣ

Ορισμος 2.2.1. ΄Εσvτω G ομάδα Lie και M διαφορίσvιμη πολλαπλότητα. Μια δια-

φορίσvιμη δράσvη της G σvτη M είναι μια διαφορίσvιμη απεικόνισvη

A :G×M →M

(g,m) 7→ g ·m

τέτοια ώσvτε e·m = m για κάθεm ∈M (όπου e η μονάδα της G) και g1 ·(g2 ·m) =
(g1g2) ·m για κάθε g1, g2 ∈ G,m ∈M . Ισvοδύναμα είναι ένας ομομορφισvμός A : G→
Diff (M) τέτοιος ώσvτε η απεικόνισvη

G×M →M

(g,m) 7→ Ag (m)

να είναι διαφορίσvιμη.
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Παρατηρηση 2.2.2. Οι δράσvεις του R σvτη M βρίσvκονται σvε 1-1 αντισvτοιχία με

τα πλήρη διανυσvματικά πεδία της M . Πράγματι αν X πλήρες διανυσvματικό πεδίο και

φ (t, p) η ροή του από το p τη σvτιγμή t, τότε η φ είναι δράσvη του R. Αντίσvτροφα,

έσvτω φ δράσvη του R σvτη M . Για p ∈ M ορίζουμε Xp = d
dt

∣∣
t=0

φ (t, p). Το X είναι

διανυσvματικό πεδίο σvτη M . Επίσvης για κάθε s ∈ R

d

dt

∣∣∣∣
t=s

φ (t, p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ (t+ s, p)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ (t, φ (s, p))

= Xφ(s,p)

άρα η φ είναι η ροή του X και, αφού ορίζεται για κάθε R, το πεδίο είναι πλήρες.

Ορίζεται μια σvχέσvη ισvοδυναμιάς ∼ σvτη M , με x ∼ y αν υπάρχει g ∈ G ώσvτε

y = g · x. Η κλάσvη ισvοδυναμίας του x είναι το σvύνολο O (x) = G · x= {g · x : g ∈ G}
και ονομάζεται τροχιά του x για την αντίσvτοιχη δράσvη.

΄Εσvτω X τοπολογικός χώρος και R σvχέσvη ισvοδυναμίας σvτον X. Με X/R σvυμ-

βολίζουμε το σvύνολο των κλάσvεων ισvοδυναμίας. ΄Εσvτω επίσvης π : X → X/R η

φυσvική προβολή, που απεικονίζει κάθε σvημείο του X σvτην κλάσvη του. Θεωρούμε

σvτον X/R τη μεγαλύτερη τοπολογία ως προς την οποία η π είναι σvυνεχής. Με την

τοπολογία αυτή ένα V ⊂ X/R είναια ανοιχτό αν και μόνο αν το π−1 (V ) ⊂ X είναι

ανοιχτό. Η τοπολογία αυτή ονομάζεται τοπολογία πηλίκο και ο χώρος X/R με

την τοπολογία αυτή ονομάζεται χώρος πηλίκο. Γενικά ο χώρος X/R δεν είναι

’καλός’ τοπολογικός χώρος. Ακόμα και σvτην περίπτωσvη που ο X είναι πολλαπλότητα,

ο χώρος πηλίκο μπορεί να μην είναι Hausdor� ή ούτε καν Τ1, αν δεν κάνουμε κάποιες

υποθέσvεις για την R.

΄Εσvτω M διαφορίσvιμη πολλαπλότητα και G ομάδα Λιε που δρα σvτη M . Συμβο-

λίζουμε με M/G τον (τοπολογικό) χώρο πηλίκο M/ ∼ (όπου x ∼ y αν y ∈ O (x)).
Το G · x που είναι ένα σvημείο σvτον M/G είναι κλεισvτό σvύνολο, αν και μόνο αν η

αντίσvτοιχη τροχιά σvτην M είναι κλεισvτή.

Παραδειγμα 2.2.3. Για M = T 2, G ⊂ GL (2,R) και(
a 0
0 b

)
· (x, y) = (ax, by) (mod 1)

Τότε για a/b ∈ R − Q (άρητη κλίσvη) οι τροχιές είναι πυκνές σvτον T 2
αλλά όχι

κλεισvές. ΄Αρα ο χώρος πηλίκο δεν είναι Τ1.

Για M = R2, G = (R,+) με t · (x, y) = (x+ ty, y). Τότε

O ((x, y)) =

{
(x, 0) , για y = 0

R× y, για y 6= 0

Επομένως σvτην περίπτωσvη αυτή οι τροχιές είναι κλεισvτά υποσvύνολα της M και

άρα ο χώρος πηλίκο είναι Τ1. Δεν είναι όμως Hausdor�. Πράγματι, έσvτω O ((x, 0)) =
{(x, 0)},O ((y, 0)) = {(y, 0)}∈M/G και V1, V2 ⊂M/G ανοιχτά σvύνολα με {(x, 0)} ∈
V1, {(y, 0)} ∈ V2. Θα δείξουμε ότι τα V1, , V2 δεν μπορεί να είναι ξένα. Τα π−1 (V1) , π−1 (V2)
είναι ανοιχτά υποσvύνολα του R2

και (x, 0) ∈ π−1 (V1) ,(y, 0) ∈ π−1 (V2). ΄Αρα υπάρχει

z > 0, ώσvτε (x, z) ∈ π−1 (V1) και (y, z) ∈ π−1 (V2). Οπότε π ((x, z)) = π ((y, z)) =
O ((0, z)) ∈ V1 ∩ V2.
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Λημμα 2.2.4. ΄Εσvτω X τοπολογικός χώρος, R σvχέσvη ισvοδυναμίας σvτον X και
π : X → X/R η φυσvική προβολή. Αν ο χώρος πηλίκο X/R είναι Hausdor�, τότε η
R είναι κλεισvτό υποσvύνολο του X ×X. Αντίσvτροφα, αν η π είναι ανοιχτή απεικόνισvη
και το R είναι κλεισvτό υποσvύνολο του X ×X, τότε ο χώρος X/R είναι Hausdor�.

Αποδειξη. Για U ⊂ X ορίζουμε

UR = π−1 (π (U)) = {y ∈ X : (y, z) ∈ R για κάποιο z ∈ U}
Για U, V ⊂ X ισvχύει ότι (U × V )∩R 6= ∅ αν και μόνο αν UR∩V R 6= ∅. Πράγματι,

UR ∩ V R 6= ∅ ⇔
∃z ∈ UR ∩ V R ⇔

∃z ∈ X,x ∈ U, y ∈ V : (x, z) ∈ R, (z, y) ∈ R⇔
∃x ∈ U, y ∈ V : (x, y) ∈ R⇔

(U × V ) ∩R 6= ∅

΄Εσvτω X/R Hausdor�. Θα δείξουμε ότι το X ×X −R είναι ανοιχτό. ΄Εσvτω (x, y) ∈
X×X−R. Οπότε π (x) 6= π (y). Αφού ο X/R είναι Ηαυσδορφφ, υπάρχουν U ′, V ′ ⊂
X/R ανοιχτά με U ′ ∩ V ′ = ∅ και π (x) ∈ U ′, π (y) ∈ V ′. Αφού η π είναι επί

ισvχύει ότι U ′ = π
(
π−1 (U ′)

)
,V ′ = π

(
π−1 (V ′)

)
. Θέτουμε U = π−1 (U ′) ,V =

π−1 (V ′). Τα U, V είναι ανοιχτά, αφού π σvυνεχής, U ∩ V = π−1 (U ′ ∩ V ′) ∅ και

x ∈ U,y ∈ V . ΄Επεται ότι UR ∩ V R = ∅, γιατί αν υπήρχε z ∈ UR ∩ V R τότε

π (z) ∈ π (U)∩π (V ) = U ′∩V ′ = ∅ που είναι άτοπο. Οπότε (U × V )∩R = ∅, U ×V
ανοιχτό και (x, y) ∈ U × V ⊂ X ×X − R. Οπότε το X ×X − R είναι ανοιχτό και

άρα το R κλεισvτό.

΄Εσvτω τώρα R ⊂ X ×X και π ανοιχτή. Για π (x) , π (y) ∈ X/R με π (x) 6= π (y)
θα δείξουμε ότι υπάρχουν ανοιχτά ξένα σvύνολα που τα περιέχουν. Αφού π (x) 6= π (y),
(x, y) ∈ X ×X − R με το X ×X − R να είναι ανοιχτό. ΄Αρα, υπάρχουν U, V ⊂ X
ανοιχτά, ώσvτε (x, y) ∈ U × V⊂ X ×X − R. Οπότε (U × V ) ∩ R = ∅ και επομένως

UR ∩ V R = ∅. Επίσvης τα UR και V R είναι ανοιχτά, αφού η π είναι ανοιχτή και

σvυνεχής, και π (x) ∈ UR,π (y) ∈ V R. �

Παρατηρηση 2.2.5. Η σvυνθήκη π ανοιχτή χρειάζεται για να δείξουμε ότι αν R
κλεισvτό ο X/R είναι Hausdor�, γιατί δεν ισvχύει γενικά. Πράγματι, έσvτω X Hausdor�
αλλά όχι regular τοπολογικός χώρος (για τους ορισvμούς δες [Mun00]). Υπάρχει

επομένως A ⊂ X κλεισvτό και xo ∈ X −A που δεν διαχωρίζονται με ανοιχτά σvύνολα.

Ορίζουμε R = (A×A) ∪ ∆ ⊂ X × X, όπου ∆ = {(x, x) : x ∈ X} η διαγώνιος η

οποία είναι κλεισvτό σvύνολο, αφού ο χώρος X είναι Hausdor�. Οπότε και το R είναι

κλεισvτό, ως ένωσvη κλεισvτών. Εύκολα φαίνεται ότι το R είναι και σvχέσvη ισvοδυναμίας

σvτον X. Ο χώρος πηλίκο X/R όμως δεν είναι Hausdor�. Πράγματι, έσvτω z ∈ A.

Τότε A = [z] 6= [xo] = {xo}. ΄Εσvτω U, V ⊂ X/R ανοιχτά με [z] ∈ U,[xo] ∈ V
και U ∩ V = ∅. Τότε π−1 (U) ∩ π−1 (V ) = ∅, π−1 (U) , π−1 (V )⊂ X ανοιχτά και

xo ∈ π−1 (U) , A ⊂ π−1 (V ) που είναι άτοπο.

Ας επισvτρέψουμε σvτην μελέτη τον δράσvεων. Θεωρούμε τη δράσvη της G σvτη M .

Για x ∈ M το σvύνολο Gx = {g ∈ G : g · x = x} είναι υποομάδα της G και λέγεται

σvταθεροποιούσvα του x ή ομάδα ισvοτροπίας της δράσvης σvτο x. Η δράσvη

λέγεται

• μεταβατική, αν έχει μόνο μια τροχιά

• ελεύθερη σvτο x ∈M , αν Gx = 1G
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• ελεύθερη, αν είναι ελεύθερη σvε κάθε σvημείο της M
• πισvτή, αν ∩x∈MGx = {1G}

΄Εσvτω X,Y τοπολογικοί χώροι και f : X → Y . Η f θα λέγεται γνήσvια αν είναι

σvυνεχής και f−1 (K)σvυμπαγές για κάθεK ⊂ Y σvυμπαγές. Η δράσvη της G σvτηνM θα

λέγεται γνήσvια (proper) αν η απεικόνισvη G×M →M×M :(g, x) 7→ (g · x, x) είναι

γνήσvια. Ισvοδύναμα (αφού οι πολλαπλότητες είναι μετρικοί χώροι και για μετρικούς

χώρους οι έννοιες τις σvυμπάγειας και τις ακολουθιακής σvυμπάγειας ταυτίζονται), αν

για {gn} ⊂ G, {xn} ⊂M και x, y ∈M ώσvτε xn → x και gn · xn → y, υπάρχει g ∈ G
με gn → g.

Λημμα 2.2.6. Αν X,Y Hausdor� τοπολογικοί χώροι και f : X → Y γνήσvια,
τότε η f είναι και κλεισvτή.

Αποδειξη. ΄Εσvτω C ⊂ X κλεισvτό. Για να δείξουμε ότι f (C) κλεισvτό, αρκεί να

δείξουμε ότι κάθε σvυγκλίνον δίκτυο από σvημεία του f (C) σvυγκλίνει σvε σvημείο του

f (C) (ότι οι χώροι είναι Hausdor� εξασvφαλίζει τη μοναδικότητα των ορίων). ΄Εσvτω

{xi}i∈I ⊂ C δίκτυο και f (xi) → y ∈ Y . Το σvύνολο K = {f (xi)}i∈I ∪ {y}⊂ Y

είναι σvυμπαγές. Αφού η f είναι κανονική, f−1 (K) σvυμπαγές, άρα και το f−1 (K)∩C
είναι σvυμπαγές, ως κλεισvτό υποσvύνολο σvυμπαγούς, και κλεισvτό, αφού είναι σvυμπαγές

και ο X είναι Hausdor�. Ισvχύει ότι {xi}i∈I ⊂ f−1 (K) ∩ C. ΄Αρα υπάρχει υποδίκτυο

{xa}a∈I′ και x ∈ f−1 (K) ∩ C, ώσvτε xa → x. Αφού f σvυνεχής, f (xa) → f (x) ∈
f (C). Από μοναδικότητα του ορίου y = f (x) ∈ f (C). �

Λημμα 2.2.7. ΄Εσvτω G ομάδα Lie και M πολλαπλότητα. Αν η δράσvη της G σvτη
M είναι γνήσvια, τότε ο χώρος πηλίκο M/G είναι Hausdor�.

Αποδειξη. Είναι M/G = M/R, όπου R = {(x, g · x) : g ∈ G, x ∈M}. Από το

(2.2.4) αρκεί να δείξουμε ότι η προβολή π : M → M/G είναι ανοιχτή και το R είναι

κλεισvτό υποσvύνολο του M ×M .

΄Εσvτω U ⊂M ανοιχτό. Τότε

π−1 (π (U)) = {y ∈M : ∃g ∈ G, x ∈ U ώσvτε y = g · x}
= ∪g∈Gg · U

που είναι ανοιχτό, αφού η απεικόνισvη M →M :x→ g · x είναι αμφιδιαφόρισvη για

κάθε g ∈ G. Επομένως, αφού ο M/G έχει την τοπολογία πηλίκο, και το π (U) είναι

ανοιχτό.

Από υπόθεσvη η απεικόνισvη

A : G×M →M ×M
(g, x) 7→ (g · x, x)

είναι γνήσvια και άρα, από το προηγούμενο Λήμμα είναι κλεισvτή. Οπότε το R =
A (G×M) είναι κλεισvτό. �

Θεωρημα 2.2.8. ΄Εσvτω G ομάδα Lie, M διαφορίσvιμη πολλαπλότητα και A γνήσvια
και ελεύθερη δράσvη της G σvτη M . Ο χώρος των τροχιών M/G με την τοπολο-
γία πηλίκο δέχεται με μοναδικό τρόπο δομή διαφορίσvιμης πολλαπλότητας διάσvτασvης

dimM − dimG με τις ακόλουθες ιδιότητες. Αν π : M → M/G η φυσvική προβολή,
τότε για κάθε b ∈M/G υπάρχει ανοιχτή περιοχή Q σvτην M/G και αμφιδιαφόρισvη

τ :π−1 (Q)→ G× S
x 7−→ (χ (x) , s (x))
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τέτοια ώσvτε για x ∈ π−1 (Q) , g ∈ G

π (x) = s (x) και

τ (g · x) = (g · χ (x) , s (x))

Αποδειξη. Από το προηγούμενο Λήμμα ο M/G είναι Hausdor�. Επίσvης, αν

{Un}n∈N αριθμήσvιμη βάσvη του M , αφού π είναι ανοιχτή όπως είδαμε σvτην απόδειξη

του προηγούμενου Λήμματος, η {π (Un)}n∈N είναι μια αριθμήσvιμη βάσvη του M/G
και επομένως είναι και αυτός δεύτερος αριθμήσvιμος. Πρέπει να δείξουμε ότι είναι και

τοπικά ευκλείδιος.

΄Εσvτω x ∈M , g ορίζουμε

Ax :G→M

h 7→ A (h, x) ≡ h · x

και

Ag :M →M

y 7→ A (g, y)

Η γραμμική απεικόνισvη TeAx : g → TxM , όπου e η μονάδα της G, είναι 1-1.

Πράγματι, έσvτω X ∈ g με TeAx ·X = 0. Θα δείξουμε ότι X = 0. ΄Εχουμε

d

dt
exp (tX) · x =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp ((t+ s)X) · x

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp (tX) exp (sX) · x

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Aexp(tX) (Ax (exp (sX)))

= TxAexp(tX) ◦ TeAx ·X
= 0

για κάθε t ∈ R. Που σvημαίνει ότι η απεικόνισvη exp (tX) · x =exp (0X) · x = x
για κάθε t. Αφού η δράσvη είναι ελεύθερη, έπεται ότι exp (tX) = e για κάθε t.
Παραγωγίζοντας την τελευταία αυτή σvχέσvη ως προς t, αφού T0 exp = id, έπεται ότι
X = 0.

΄Εσvτω x ∈ M . Παίρνουμε μια υποπολλαπλότητα S′ της M από το x, ώσvτε

TxM = TeAx (g) ⊕ TxS′ (αυτή η πολλαπλότητα μπορεί να προκύψει επιλέγοντας μια

βάσvη διανυσvμάτων για το σvυμπλήρωμα του TeAx σvτον TxM , επεκτείνοντάς τα τοπικά

και ολοκληρώνοντας). Η διάσvτασvη της S′ είναι dimM − dimG. Αφού η δράσvη είναι

σvυνεχώς παραγωγίσvιμη, υπάρχει ανοιχτή περιοχή S του x σvτην S′, ώσvτε

TyM = TeAy (g)⊕ TyS, ∀y ∈ S

Θεωρούμε την απεικόνισvη BS : G × S → M με BS = A|G×S . Για κάθε y ∈ S
έχουμε ότι T(e,y)BS = (TeAy, id). ΄Αρα, από την παραπάνω διάσvπασvη του TyM , έπεται

ότι είναι επί. Είναι και 1-1, αφού είναι η TeAy.
Για g, h ∈ G και y ∈ S έχουμε BS (gh, y) = Ag (BS (h, y)). Παραγωγίζοντας ως

προς (h, y) για h = e έχουμε T(g,y)BS =TyAg ◦T(e,y)BS . Η TyAg είναι ισvομορφισvμός,

αφού η Ag είναι αμφιδιαφόρισvη, και η T(e,y)BS επίσvης, όπως είδαμε. ΄Αρα η T(g,y)BS
είναι ισvομορφισvμός για κάθε g ∈ G, y ∈ S. ΄Αρα, από το Θεώρημα αντίσvτροφης

απεικόνισvης, έπεται ότι η BS είναι τοπική αμφιδιαφόρισvη. Θα δείξουμε ότι, μικραίνοντας
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ενδεχομένως την S, είναι και 1-1, άρα είναι αμφιδιαφόρισvη από το G× S προς κάποιο

ανοιχτό υποσvύνολο της M . ΄Εσvτω ότι, όσvο και να μικραίνουμε την S, δεν είναι 1-

1. Επομένως υπάρχουν yi, zi ∈ S και gi, hi ∈ G, i = 1, 2, . . . ώσvτε yi, zi → x,
gi · yi = hi · zi και (gi, yi) 6= (hi, zi) για κάθε i. Μάλισvτα ισvχύει ότι gi 6= hi για

κάθε i (γιατί αλλιώς, αφού και gi · yi = hi · zi, θα ίσvχυε και yi = zi και τελικά

(gi, yi) 6= (hi, zi)). Θέτουμε ki = h−1
i gi, οπότε ki 6= e για κάθε i και zi = ki · yi.

Αφού ki · yi = zi→ x και yi → x και η δράσvη είναι γνήσvια, προκύπτει ότι υπάρχει

υπακολουθία kij και k ∈ G, ώσvτε kij → k. Τότε, από τη σvυνέχεια της δράσvης,

x = lim
j
zij= lim

j
kij · yij = k · x και αφού η δράσvη είναι ελέυθερη k = e και επομένως

kij → e. ΄Αρα ανακεφαλαιώνοντας, zij = kij · yijμε kij 6= e και zij , yij σvε περιοχή του

x και kij σvε περιοχή του e. ΄Ατοπο, αφού η BS : G ×M → M , όπως δείξαμε, είναι

αμφιδιαφόρισvη σvε περιοχή του (e, x).
Θέτουμε Q = π (BS (G× S)), που είναι ανοιχτό υποσvύνολο του M/G αφού π

ανοιχτή, και

τS = B−1
S = (χS , sS) :π−1 (Q) = BS (G× S)→ G× S

η οποία είναι αμφιαδιαφόρισvη και για g ∈ G και x ∈ π−1 (Q), αφού BS (gχS (x) , sS (x)) =
(gχS (x)) · sS (x)= g · BS (χS (x) , sS (x)) =g · x,

(gχS (x) , sS (x)) = τS (g · x)

Θα δούμε τώρα πως μπορούμε να βάλουμε δομή διαφορικής πολλαπλότητας σvτον

χώρο M/G. ΄Εσvτω π (x) ∈ M/G και S ⊂ M η πολλαπλότητα για το x ∈ M , όπως

την κατασvκευάσvαμε πριν. Θεωρούμε την απεικόνισvη

ρS :π (S)→ S

π (x) 7→ sS (x)

Τότε π−1 (π (S)) = G·S= BS (G× S) ανοιχτό, άρα και π (S) ανοιχτό. Η ρS είναι

καλά ορισvμένη, αφού ss (g · x) = sS (x) για κάθε g ∈ G. Είναι σvυνεχής, αφού είναι η

sS , προφανώς επί και 1-1, αφού όπως είδαμε κάθε σvημείο σvτο BS (G× S) γράφεται

με μοναδικό τρόπο ως g · y με y ∈ S, g ∈ G. Τελικά η ρS είναι ομοιομορφισvμός, αφού

η αντισvτροφή της η π|S είναι και αυτή σvυνεχής. ΄Αρα, αφού η S είναι πολλαπλότητα, η

ρS είναι χάρτης. Μένει να δείξουμε ότι η αλλαγή χαρτών είναι διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη

(δες και σvχήμα 1). ΄Εσvτω (π (S) , ρS),(π (S′) .ρS′) χάρτες με π (S)∩π (S′) 6= ∅. Τότε

ρS′ ◦ ρ−1
S : S ⊃ ρS (π (S) ∩ π (S′))→ ρS (π (S) ∩ π (S′)) ⊂ S′

και για x ∈ ρS (π (S) ∩ π (S′)) έχουμε

ρS′
(
ρ−1
S (x)

)
= ρS′ (π (x)) = sS′ (x)

που είναι αμφιδιαφόρισvη. �

Παρατηρηση 2.2.9. Η π : M → M/G, με τοπικές τετριμενοποιήσvεις τις τ που

δείνει το παραπάνω Θεώρημα, είναι μια λεία νηματική δέσvμη, τέτοια ώσvτε η δράσvη της

G σvτη M μεταφράζεται σvε πολλαπλασvιασvμό από τα αρισvτερά με τη G σvτον πρώτο

παράγοντα του καρτεσvιανού γινομένου G× S. Η π λέμε ότι είναι μια πρώτεύουσvα

νηματική δέσvμη με ομάδα δομής G.

Η υποπολλαπλότητα S του Θεωρήματος λέγεται slice. Αφού γενικεύσvουμε κα-

τάλληλη τον ορισvμό θα δείξουμε ότι slices υπάρχουν και για δράσvεις που είναι γνήσvιες

μόνο, και όχι απαραίτητα ελεύθερες.
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2.3. ΓΝΗΣΙΕΣ ΔΡΑΣΕΙΣ

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσvουμε δράσvεις ομάδων Lie με τη μοναδική υπόθεσvη

ότι είναι γνήσvιες. Για την ανάλυσvή μας θα ακολουθήσvουμε τα [?] και [CB97].
Σε όλη την ενότητα η M θα είναι διαφορική πολλαπλότητα, η G ομάδα Lie και

A : G×M →M

(g,m) 7→ g ·m

γνήσvια δράσvη της G σvτην M . Θα σvυμβολίζουμε με 1 τη μονάδα της G.

΄Ηδη έχουμε δει ότι ο χώρος πηλίκο M/G είναι Hausdor�.

Προταση 2.3.1. ΄Εσvτω x ∈ M . Η σvταθεροποιούσvα Gx του x είναι σvυμπαγής
υποομάδα Λιε της G και η τροχιά G · x του x είναι κλεισvτή εμφυτευμένη (embedded)

υποπολλαπλότητα της M .

Αποδειξη. ΄Εσvτω

B : G×M →M ×M
(g,m) 7→ (g ·m,m)

Τότε η σvταθεροποιούσvαGx = {g ∈ G : g · x = x} είναι ομοιομορφική με το B−1 ({x, x})
που είναι σvυμπαγές, αφού η δράσvη είναι γνήσvια. Επίσvης η Gx είναι υποομάδα της G.

΄Αρα από το Θεώρημα του Cartan, θα είναι και ομάδα Lie.
΄Εσvτω {gn · x} ⊂ G · x και gn · x→ y ∈M . Αφού η δράσvη είναι γνήσvια, υπάρχει

g ∈ G ώσvτε gn → g. Οπότε y = lim gn · x = g · x ∈ G · x και άρα η τροχιά είναι

κλεισvτό υποσvύνολο της M .

Θεωρούμε τη δράσvη της Gx σvτη G με Gx ×G→ G : (h, g) 7→ gh−1
. Αφού η Gx

είναι σvυμπαγής η δράσvη είναι γνήσvια. Προφανώς είναι και ελεύθερη, άρα το πηλίκο

G/Gx είναι διαφορική πολλαπλότητα. Ορίζουμε φ : G/Gx →M : [g] 7→ g ·x. Η φ είναι

καλά ορισvμένη, 1-1 και immersion . Επίσvης η αντίσvτροφή της είναι σvυνεχής, αφού η

δράσvη είναι γνήσvια. ΄Αρα η εικόνα της, που είναι η τροχία G ·x είναι υποπολλαπλότητα

της M . �

2.3.1. Το Θεώρημα γραμμικοποίησvης του Bochner. Χρησvιμοποιο-

ύμε τους σvυμβολισvμούς για x ∈M

Ax : G→M

g 7→ g · x

και ax = T1Ax : T1G ≡ g→ TxM . Τότε για X ∈ g έχουμε

d

dt
exp (tX) · x =

d

dh

∣∣∣∣
h=0

exp (tX) exp (hX) · x

= TxLexp(tX)
d

dh

∣∣∣∣
h=0

exp (hX) · x

= TxLexp(tX) ·
d

dh

∣∣∣∣
h=0

Ax (exp (hX))

= TxLexp(tX) · ax (X)

και ο TxLexp(tX) είναι ισvομορφισvμός για κάθε t.
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΄Αρα

ax (X) = 0⇔ d

dt
exp (tX) · x = 0,∀t

⇔ exp (tX) · x = x, ∀t
⇔ exp (tX) ∈ Gx,∀t
⇔ X ∈ gx

Επομένως προκύπτει ότι

(2.3.1) T1Gx ≡ gx = ker ax

Λημμα 2.3.2. ΄Εσvτω A δράσvη της ομάδας Lie G σvτην πολλαπλότητα M . ΄Εσvτω
x ∈M και S υποπολλαπλότητα της M που περιέχει το x, τέτοια ώσvτε

TxM = ax (g)⊕ TxS

΄Εσvτω επίσvης C υποπολλαπλότητα της G που διέρχεται από το 1, τέτοια ώσvτε

g = gx ⊕ T1C

Τότε υπάρχουν ανοιχτή περιοχή So του x σvτην S και ανοιχτή περιοχή Co του 1 σvτη
C, ώσvτε η Ao := A|Co×So να είναι αμφιδιαφόρισvη μεταξύ Co × So και μιας ανοιχτής
περιοχής του x σvτην M .

Αποδειξη. Για (X, v) ∈ T(1,x) (C × S) = T1C × TxS και a καμπύλη σvτην S με

a (0) = x, a′ (0) = v έχουμε

T(1,x) A|C×S · (X, v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tX) · a (t)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Aa(t) (exp (tX))

= T1Ax ◦ T0 exp ·X +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Aa(t) (1)

= T1Ax ·X + v

= ax (X) + v

΄Αρα

T(1,x) A|C×S · (X, v) = 0⇔ ax (X)︸ ︷︷ ︸
ax(g)

+ v︸︷︷︸
TxS

= 0

⇔ ax (X) = 0 και v = 0

⇔ X ∈ gx ∩ T1C και v = 0

⇔ X = 0, v = 0

όπου σvτη τρίτη σvυνεπαγωγή χρησvιμοποιήθηκε το αποτέλεσvμα πριν το Λήμμα. ΄Αρα η

T(1,x) A|C×S είναι 1-1. Επίσvης

dim (C × S) = dimT1C + dimTxS

= (dim g− dim gx) + (dimM − dim ax (g))

= (dim g− dim (ker ax)) + (dimM − dim ax (g))

= dimM
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άρα είναι και επί, δηλαδή ισvομορφισvμός. Το ζητούμενο έπεται από το Θεώρημα αν-

τίσvτροφης απεικόνισvης. �

Θεωρημα 2.3.3 (Γραμμικοποίησvης του Bochner). ΄Εσvτω A δράσvη της σvυμπαγούς
ομάδας Lie K σvτην πολλαπλότητα M . ΄Εσvτω επίσvης x ∈ M σvταθερό σvημείο για τη

δράσvη.Τότε υπάρχει K-αναλλοίωτη ανοιχτή περιοχή U του xo σvτην M και V ανοιχτή
περιοχή του 0 σvτον TxoM και αμφιδιαφόρισvη

χ : U → V

με χ (xo) = 0 που είναι K-ισvομεταβλητή, δηλαδή χ (k · x) = TxoAk · χ (x) για κάθε
k ∈ K,x ∈ U , όπου Ak : M →M : m 7→ k ·m.

Αποδειξη. Θα δείξουμε πρώτα ότι για κάθε ανοιχτή περιοχή U ′ ⊂ M του xo,
υπάρχει ανοιχτή περιοχή του U ⊂ U ′ του xo που είναι K-αναλλοίωτη. Πράγματι,

αφού η A είναι σvυνεχής και A (k, xo) = xo ∈ U ′ για κάθε k ∈ K, θα υπάρχουν

για κάθε k ∈ K ανοιχτές περιοχές W (k) ⊂ K του k και U (k) ⊂ M του xo ώσvτε

A (W (k)× U (k)) ⊂ U ′. Αφού όμως K σvυμπαγές και K = ∪k∈KW (k) , θα υπάρχει

πεπερασvμένο υποσvύνολο F του K , ώσvτε K = ∪k∈FW (k). Αν θέσvουμε U ′′ =
∩k∈FU (k) ⊂ M ανοιχτή περιοχή του xo, τότε A (K × U ′′) ⊂ U ′. Θέτουμε U =
A (K × U ′′) = ∪k∈Kk · U ′′.

΄Εσvτω χ̃ : Ũ → TxoM μια διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη με χ̃ (xo) = 0 και Txo χ̃ = id

(μπορούμε π.χ. να πάρουμε ένα χάρτη σvε περιοχή του xo). Μικραίνοντας το Ũ
μπορούμε να το κάνουμε K-αναλλοίωτο, όπως δείξαμε.

Θεωρούμε το διανυσvματικό χώρο

X =
{
χ : Ũ → TxoM : χ (xo) = 0

}
Αφού το xo είναι σvταθερό σvημείο για τη δράσvη, τότε TxoAk ◦ χ ◦ A−1

k ∈ X.

Κατασvκευάζουμε το σvτοιχείο του X

χ (x) =

ˆ
k∈K

TxoAk · χ̃ ◦ A−1
k (x) dk, ∀x ∈ Ũ

όπου η ολοκλήρωσvη γίνεται ως προς το K-αναλλοίωτο μέτρο Haar (δες [Kn02]).
΄Εχουμε

χ = TxoAk ◦ χ ◦ A−1
k ,∀k ∈ K

δηλαδή είναι ισvομεταβλητός, και

Txoχ =

ˆ
k∈K

Txo
(
TxoAk · χ̃ ◦ A−1

k

)
dk

=

ˆ
k∈K

TxoAk · Txo χ̃ ◦ TxoA−1
k dk

=
Txo χ̃=id

id

Επομένως, από το Θεώρημα αντίσvτροφης απεικόνισvης, υπάρχει περιοχή U του xo,
την οποία από την παρατήρησvη σvτην αρχή της απόδειξης μπορούμε να την κάνουμε

K-αναλλοίωτη, ώσvτε η χ : U → χ (U) να είναι αμφιδιαφόρισvη. �

Παρατηρηση 2.3.4. ΄Εσvτω g εσvωτερικό γινόμενο σvτο διανυσvματικό χώρο TxoM .

Το

g =

ˆ
k∈K

(TxoAk)
∗
g dk
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είναι K-αναλλοίωτο. Με άλλα λόγια αν θεωρήσvουμε το χώρο E = (TxoM, g) η K
(ή για την ακρίβεια η {TxoAk : k ∈ K}) είναι σvυμπαγής υποομάδα της ορθογώνιας

ομάδας του E. ΄Εσvτω B ανοιχτή μπάλα με κέντρο το 0 σvτον E, που περιέχεται σvτο

V που δίνει το Θεώρημα. Η B είναι K-αναλλοίωτη. Πριορίζοντας την U , μπορούμε

να δούμε την χ ως αμφιδιαφόρισvη μεταξύ U και B.

2.3.2. ΄Υπαρξη slice.

Ορισμος 2.3.5. ΄Εσvτω A : G ×M → M δράσvη της ομάδας Lie G σvτην πολλα-

πλότητα M . Μια slice από το xo ∈M για τη δράσvη A είναι μια υποπολλαπλότητα της

M με xo ∈ S ώσvτε:

• TxoM = axo (g)⊕ TxoS και TxM = ax (g) + TxS, για κάθε x ∈ S
• Η S είναι Gxo-αναλλοίωτη.

• Αν x ∈ S, g ∈ G και g · x ∈ S, τότε g ∈ Gxo .

Θεωρημα 2.3.6. ΄Εσvτω A γνήσvια δράσvη της ομάδας Lie G σvτην πολλαπλότητα
M και xo ∈M . Υπάρχει slice από το xo για την A.

Αποδειξη. Αφού η δράσvη είναι γνήσvια, η σvταθεροποιούσvα Gxo είναι σvυμπαγής

ομάδα Lie, από την Πρότασvη (2.3.1). Επίσvης το xo είναι προφανώς σvταθερό σvημείο

για τη δράσvη της Gxo . Από το Θεώρημα Γραμμικοποίησvης του Bochner, και την

Παρατήρησvη μετά από αυτό, υπάρχει U ανοιχτή και Gxo-αναλλοίωτη περιοχή του xo
σvτηνM , ανοιχτή μπάλα Bε ακτίνας ε (ως προς το Gxo αναλλοίωτο εσvωτερικό γινόμενο

που κατασvκευάσvαμε σvτην Παρατήρησvη αυτή) σvτον TxoM με κέντρο το 0, και

χ : U → Bε

Gxo ισvομεταβλήτη αμφιδιαφόρισvη, με χ (xo) = 0 και Txoχ = id.
Για k ∈ Gxo και g ∈ G έχουμε:

Akgk−1 (xo) = Ak (Ag (xo))

Παραγωγίζοντας τη σvχέσvη αυτή ως προς g σvτο σvημείο g = 1 και κατά την κατεύθυνσvη

X ∈ g έχουμε:

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ak exp(tX)k−1 (xo) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ak
(
Aexp(tX) (xo)

)
⇒

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Axo (Ik (exp (tX))) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ak (Axo (exp (tX)))⇒

T1Axo ◦Adk ·X = TxoAk ◦ T1Axo ·X ⇒
axo (Adk ·X) = TxoAk (axo (X))

Επομένως, η εφαπτόμενη δράσvη της Gxo σvτον TxoM, αφήνει την εικόνα axo (g) ⊂
TxoM αναλλοίωτη. Οπότε και το axo (g)

⊥
, το ορθογώνιο σvυμπλήρωμα ως προς την

Gxo-αναλλοίωτη μετρική σvτον TxoM , είναι και αυτό αναλλοίωτο.

Αφού η χ είναι ισvομεταβλητή, η Sε = χ−1
(
axo (g)

⊥ ∩Bε
)
είναι Gxo−αναλλοίωτη

υποπολλαπλότητα της M , με xo ∈ Sε. ΄Αρα η Sε ικανοποιεί την ιδιότητα (ii) της slice.
Για v ∈ TxoM έχουμε

v ∈ TxoSε ⇔ v =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

a (t) , a καμπύλη σvτην Sε με a (0) = xo, a
′ (0) = v

⇔
Txoχ=id

v = Txoχ · v =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

χ (a (t)) ∈ axo (g)
⊥
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άρα TxoSε = axo (g)
⊥

και επομένως

TxoM = axo (g)⊕ axo (g)
⊥

= axo (g)⊕ TxoSε

Επομένως, για αρκετά μικρό ε, θα ισvχύει και

TxM = ax (g) + TxSε,∀x ∈ Sε

Αν δείξουμε ότι για κάποιο ε η Sε ικανοποιεί και τη τρίτη ιδιότητα μιας slice,
έχουμε τελειώσvει. ΄Εσvτω ότι για κάθε ε > 0 η Sε δεν ικανοποιεί την ιδιότητα τρία.

Θα καταλήξουμε σvε άτοπο. Οπότε για κάθε ε > 0, υπάρχουν {gj} ⊂ G, {xj} ⊂ Sε
με gj · xj ∈ Sε, gj /∈ Gxoκαι gj · xj → xo, xj → xo. Αφού η δράσvη είναι γνήσvια

(παιρνόντας σvε υπακολουθία της {gj}) θα ισvχύει ότι gj → g για κάποιο g ∈ G.

Οπότε, από σvυνέχεια της δράσvης, θα έχουμε gj · xj → g · xo. ΄Ομως, gj · xj → xo,
οπότε g · xo = xo, δηλαδή g ∈ Gxo . Θεωρώντας αντί των gj τα g′j = g−1gj , έχουμε

g′j → 1, g′j · xj → xo και g′j /∈ Gxo , αφού g′j = g−1gj με gj /∈ Gxo και g−1 ∈ Gxo .
Επίσvης g′j · xj ∈ Sε.

΄Εσvτω C υποπολλαπλότητα της G από το 1 με

g = gxo ⊕ T1C

Ορίζουμε τη σvυνάρτησvη

q : C ×Gxo → G

(c, k) 7→ ck

Λόγω της παραπάνω διάσvπασvης της g το διαφορικό της q είναι ισvομορφισvμός, άρα, από

το Θεώρημα αντίσvτροφης απεικόνισvης, θα υπάρχουν Co ⊂ C περιοχή του 1 σvτη C, V
περιοχή του 1 σvτην Gxo και W περιοχή του 1 σvτην G, ώσvτε η απεικόνισvη

Co × V →W

(c, k) 7→ ck

να είναι αμφιδιαφόρισvη.

Αφού g′j → 1, από ένα j και μετά g′j ∈ W και άρα γράφονται με μοναδικό τρόπο

ως g′j = cjkj , με cj ∈ Co, kj ∈ Gxo . Αφού g′j /∈ Gxo για κάθε j, θα πρέπει cj 6= 1.
Από την άλλη, η Sε είναι Gxo-αναλλοίωτη, και xj ∈ Sε, άρα kj · xj ∈ Sε.

΄Εχουμε g = gxo⊕T1C και TxoM = axo (g)⊕TxoSε, οπότε από το Λήμμα (2.3.2),

υπάρχουν ανοιχτές περιοχές 1 ∈ Co ⊂ C, xo ∈ So ⊂ Sε και xo ∈ Mo ⊂ M , ώσvτε η

σvυνάρτησvη

Co × So →Mo

(c, s) 7→ c · s

να είναι αμφιδιαφόρισvη. Μικραίνοντας αρκετά το ε, μπορούμε να αντικατασvτήσvουμε

την So με την Sε.
΄Αρα cj ∈ Co, kj · xj ∈ Sε και

cj · (kj · xj) = (cjkj) · xj = g′j · xj ∈ Sε

άτοπο, λόγω της παραπάνω αμφιδιαφόρισvης, αφού όπως έχουμε δει cj 6= 1. �



2.3. GNHSIES DRASEIS 46

2.3.3. Συσvχετισvμένες νηματικές δέσvμες. ΄Εσvτω X,Y διαφορικές πολ-

λαπλότητες καιH ομάδα Lie η ομποία δρά σvτιςX και Y . Συμβολίζουμε τις αντίσvτοιχες

δράσvεις με

H ×X → X

(h, x) 7→ x · h−1

και

H × Y → Y

(h, y) 7→ h · y
Υποθέτουμε ότι η δράσvη της H σvτην X είναι ελεύθερη και γνήσvια. Οπότε, όπως

έχουμε δείξει, ο χώρος πηλίκο X/H θα είναι διαφορική πολλαπλότητα διάσvτασvης

dimX − dimH και η π : X → X/H θα είναι πρωτεύουσvα δέσvμη με ομάδα δομής

H.

Θεωρούμε τη δράσvη της H σvτο γινόμενο X × Y με

H × (X × Y )→ X × Y
(h, (x, y)) 7→

(
x · h−1, h · y

)
Αφοή η δράσvη της H σvτην X είναι γνήσvια και ελεύθερη και η δράσvη της H σvτην

X × Y θα είναι γνήσvια και ελεύθερη. Επομένως ο χώρος πηλίκο

X ×
H
Y := (X × Y ) /H =

{{(
x · h−1, h · y

)
: h ∈ H

}
: (x, y) ∈ X × Y

}
θα είναι πολλαπλότητα διάσvτασvης dim

(
X ×

H
Y

)
= dimX + dimY − dimH.

Η προβολή X × Y → X επάγει μοναδική απεικόνισvη X ×
H
Y → X/H ώσvτε το

διάγραμμα

X × Y → X ×
H
Y

↓ ↓
X → X/H

να μετατίθεται. Η X ×
H
Y → X/H είναι νηματική δέσvμη με τυπική ίνα ίσvη με Y . Θα

λέμε ότι είναι η δέσvμη πάνω από την X/H με ίνα Y που σvχετίζεται με την πρωτεύουσvα

δέσvμη X → X/H.

΄Εσvτω G μια άλλη ομάδα Lie που δρα σvτην X

AX : G×X → X

(g, x) 7→ g · x

ώσvτε η δράσvη της να μετατίθεται με αυτή της H, δηλαδή g ·
(
x · h−1

)
= (g · x)·h−1

για

κάθε x ∈ X, g ∈ G και h ∈ H. Παρατηρούμε πως η δράσvη AX απεικόνίζει H-τροχιές

σvτην X σvε H-τροχίες. Επομένως ορίζει δράσvη της G σvτην X/H

G× (X/H)→ X/H

(g, x ·H) 7→ (g · x)H

Ομοίως η δράσvη της G σvτην X × Y
G× (X × Y )→ X × Y

(g, (x, y)) 7→ (g · x, y)
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μετατίθεται με τη δράσvη της H σvτην X × Y . Επομένως ορίζει δράσvη της G σvτην

X ×
H
Y .

Παραδειγμα 2.3.7. ΄Εσvτω X = G ομάδα Lie H < G σvυμπαγής, άρα υποομάδα

Lie, και Y μια άλλη πολλαπλότητα. Θεωρούμε πως η G,H δρουν σvτην X με G×X →
X : (g, x) 7→ gx (πολλαπλασvιασvμός από τα αρισvτερά) και H×X → X : (h, x) 7→ xh−1

(πολλαπλασvιασvμός από τα δεξιά με το αντίσvτροφο). Οι δράσvεις αυτές μετατίθενται

προφανώς (προσvεταιρισvτικότητα του πολλαπλασvιασvμού). Προφανώς η δράσvη της H
σvτην X είναι ελεύθερη, ενώ είναι και γνήσvια αφού η H είνα σvυμπαγής. Θεωρούμε

επίσvης πως η H δρα και σvτην Y . Ορίζεται τότε η X ×
H
Y = G×

H
Y .

2.3.4. Τύποι τροχιών. Για όλη την ενότητα η M θα είναι μια διαφορική

πολλαπλότητα, G ομάδα Lie και A γνήσvια δράσvη της G σvτην M .

Θεωρημα 2.3.8. ΄Εσvτω H < G σvυμπαγής και

MH = {m ∈M : H ⊂ Gm} = {m ∈M : h ·m = m,∀h ∈ H}

Τότε κάθε σvυνεκτική σvυνισvτώσvα του MH
είναι διαφορική υποπολλαπλότητα της M

και για κάθε p ∈MH
έχουμε

Tp
(
MH

)
= {vp ∈ TpM : TpAh · vp = vp,∀h ∈ H} ≡ (TpM)

H

Αποδειξη. ΄Εσvτω p ∈MH
. Αφού H < Gp, άρα το p είναι σvταθερό σvημείο για τη

δράσvη της H, και η H είναι σvυμπαγής, από το Θεώρημα γραμμικοποίησvης του Βοςηνερ

υπάρχουν περιοχή U του p σvτην M , V περιοχή του 0 στον TpM και H-ισvομεταβλητή

αμφιδιαφόρισvη

ψ : U → V

με ψ (p) = 0.

Αφού η δράσvη της H σvτον TpM είναι γραμμική, ο (TpM)
H

είναι διανυσvματικός

υπόχωρος του TpM .

Θα δείξουμε ότι

ψ−1
(

(TpM)
H ∩ V

)
= U ∩MH

οπότε, αφού λόγω σvυνέχειας η διάσvτασvη του (TqM)
H

είναι σvταθερή για κάθε q σvε

μια σvυνεκτική σvυνισvτλωσvα του MH
,και η ψ μπορεί να παίξει το ρόλο χάρτη, και

επομένως κάθε σvυνεκτική σvυνισvτώσvα του MH
είναι embedded υποπολλαπλότητα της

M . ΄Εχουμε

v ∈ (TpM)
H ∩ V ⇔

v ∈ V και TpAh · v = v,∀h ∈ H ⇔
ψ−1 (v) ∈ U και h · ψ−1 (v) = ψ−1 (v) ,∀h ∈ H ⇔

ψ−1 (v) ∈ U ∩MH

�

Για H < G ορίζουμε

MH = {m ∈M : Gm = H}

ΠροφανώςMH ⊂MH
. Επίσvης, αφού η δράσvη είναι γνήσvια, άρα κάθε σvταθεροποιούσvα

είναι σvυμπαγής υποομάδα, MH = ∅ για H όχι σvυμπαγή.
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Θεωρημα 2.3.9. Το MH είναι ανοιχτό υποσvύνολο του M
H
και οι σvυνεκτικές

σvυνισvτλωσvες του MH είναι υποπολλαπλότητες της M .

Αποδειξη. Θα εξετάσvουμε την περίπτωσvη η H να είναι σvυμπαγής, γιατί αλλιώς,

όπως είπαμε, MH = ∅.
Αρκεί να δείξουμε μόνο ότι το MH είναι ανοχτό υποσvύνολο του MH

, γιατί τότε,

από το προηγούμενπ Θεώρημα, οι σvυνεκτικές του σvυνισvτώσvες θα είναι υποπολλα-

πλότητες της M .

΄Εσvτω p ∈MH , οπότε H = Gp, και S μια slice από το p για τη δράσvη της G σvτην

M . Αν h = Lie (H) και g = h⊕ k, ορίζουμε τη σvυνάρτησvη

φ : S × k →M

(s, η) 7→ Aexp(tη) (s)

Ισvχύει φ (p, 0) = p και όπως είδαμε σvτην απόδειξη της ύπαρξης slice, η φ είναι τοπικά

αμφιδιαφόρισvη έσvτω από την περιοχή W του (p, 0) σvτην S × k σvτην περιοχή U του p
σvτην M .

΄Εσvτω q ∈ MH ∩ U , οπότε υπάρχουν η ∈ k και s ∈ S ώσvτε q = exp (tη) · s.
Θέτουμε για ευκολία g = exp (tη). Οπότε

Gq = gGsg
−1

΄Ομως, αφού s ∈ S όπου S slice από το p, θα ισvχύει, από την τρίτη ιδιότητα της slice,
Gs ⊂ Gp = H. Οπότε

Gq ⊂ gHg−1

Επίσvης, αφού q ∈MH
θα ισvχύει H ⊂ Gq, οπότε

H ⊂ Gq ⊂ gHg−1

Οι H, gHg−1
είναι προφανώς αμφιδιαφορικές, άρα έχουν τον ίδιο αριθμό σvυνεκτικών

σvυνισvτωσvών, ο οποίος είναι και πεπερασvμένος αφού η H είναι σvυμπαγής. Μάλισvτα,

αφού H ⊂ gHg−1
, κάθε σvυνεκτική σvυνισvτώσvα της H θα περιέχεται σvε μια σvυνεκτική

σvυνισvτώσvα της gHg−1
. ΄Ομως οι H, gHg−1

έχουν την ίδια άλγεβρα Lie (αφού H ⊂
gHg−1

άρα Lie (H) ⊂ Lie
(
gHg−1

)
και έχουν την ίδια διάσvτασvη), άρα θα έχουν την

ίδια σvυνεκτική σvυνισvτώσvα σvτη μονάδα και τελικά όλες τις σvυνεκτικές τους σvυνισvτώσvες

ίδιες, άρα H = gHg−1 = Gq. Οπότε q ∈MH .

Δείξαμε επομένως ότι U ∩MH ⊂ U ∩MH , άρα τελικά U ∩MH = U ∩MH
, αφού

και MH ⊂MH
. Καλύπτοντας την MH με τέτοια U τελειώσvαμε. �

Για H < G ορίζουμε επίσvης

M(H) =
{
m ∈M : ∃g ∈ G ώσvτε Gm = gHg−1

}
Αφού Gg·y = gGyg

−1
, θα έχουμε M(H) = G ·MH . Το M(H) λέγεται το σvύνολο

των σvημείων τύπου τροχιάς H. Δύο σvημεία που ανήκουν σvτο ίδιο M(H) θα

λέμε ότι έχουν τον ίδιο τύπο τροχιάς.

Θεωρημα 2.3.10. Το σvύνολο M(H) είναι υποπολλαπλότητα της M .

Αποδειξη. ΄Εσvτω m ∈ M(H) = G ·MH , οπότε υπάρχουν g ∈ G και p ∈ MH ⊂
M(H) ώσvτεm = g·p. Αφού ηAg είναι αμφιδιαφόρισvη που αφήνει τοM(H) αναλλοίωτο,

αρκεί να εξετάσvουμε μόνο μια περιοχή του p σvτο M(H).
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΄Εσvτω g = h⊕ k και S slice του p για τη δράσvη της G σvτην M . ΄Οπως και σvτην

απόδειξη του προηγούμενου Θεωρήματος, η

φ : S × k →M

(s, η) 7→ exp (η) · s

είναι αμφιδιαφόρισvη από μια περιοχή του (p, 0) σvτο S×k σvε μια περιοχή του φ (p, 0) = p
σvτην M .

Αφού p ∈ MH , θα έχουμε H = Gp άρα η H θα είναι σvυμπαγής και θα α-

φήνει το p σvταθερό. Από το Θεώρημα γραμμικοποίησvης του Bochner υπάρχουν H-

αναλλοίωτη περιοχή U του p σvτην M , V H-αναλλοίωτη περιοχή του 0 στον TpM και

H-ισvομεταβλητή αμφιδιαφόρισvη ψ : U → V με ψ (p) = 0. Ορίζουμε

θ′ : (TpS ∩ V )× k → (S ∩ U)× k
(v, η) 7→

(
ψ−1 (v) , η

)
η οποία είναι αμφιδιαφόρισvη. Ορίζουμε επίσvης

θ = φ ◦ θ′ : (TpS ∩ V )× k →M

(v, η) 7→ exp (η) ·
(
ψ−1 (v)

)
η οποία, ως σvύνθεσvη τοπικών αμφιδιαφορίσvεων, είναι αμφιαδιαφόρισvη από μια περιοχή,

έσvτω V ′ ×W , του (0, 0) σvτον (TpS ∩ V )× k, σvε μια περιοχή U = θ (V ′ ×W ) του p
σvτην M μικραίνοντας και τις δύο περιοχές U μπορώ να τις κάνω ίδιες).

Θέτουμε

Y = ψ (MH ∩ S ∩ U) = ψ
(
MH ∩ S ∩ U

)
αφού για αρκετά μικρό U έχουμε MH ∩ U = MH ∩ U . Η Y είναι η τομή μιας

ανοιχτής περιοχής του 0 σvτον TpS (αφού Y ⊂ ψ (U)) με τον Tp
(
MH ∩ S

)
=

{v ∈ TpS : TpAh · v = v,∀h ∈ H}. ΄Αρα είναι πολλαπλότητα. ΄Εχουμε

θ (Y ×W ) =
(
exp (η) · ψ−1 (Y )

)
∩ U = (exp (η) · (MH ∩ S ∩ U)) ∩ U = M(H) ∩ U

αφού M(H) = G ·MH . �

Αφού η σvταθεροποιούσvες είναι σvυμπαγείς, ισvχύει

(2.3.2) M =
⊔
[H]

H<G,svumpag c

M(H)

όπου [H] η κλάσvη σvυζυγίας της ομάδας H. Αυτή η διάσvπασvη λέγεται διάσvπασvη ως

προς τον τύπο των τροχιών.

Υπενθυμίζουμε ότι μια οικογένεια σvυνόλων σvε ένα τοπολογικό χώρο λέγεται τοπ-

ικά πεπερασvμένη αν κάθε σvημείο του χώρου έχει μια ανοιχτή περιοχή που τέμνει πε-

περασvμένα σvε πλήθος σvύνολα της οικογένειας.

Θεωρημα 2.3.11. Η διάσvπασvη ως προς τον τύπο των τροχιών είναι τοπικα πεπε-
ρασvμένη.

Αποδειξη. ΄Εσvτω n = dimG και m = dimM . Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή

ως προς τα n και m.

Αν m = 0, τότε η M αποτελείται από διακριτά σvημεία. ΄Αρα για x ∈ M , το {x}
είναια ανοιχτό και τέμνει μόνο το M(Gx).

Αν n = 0, η G είναι πεπερασvμένη ομάδα και άρα έχει πεπερασvμένου πλήθους

υποομάδες, άρα η διάσvπασvη τύπου τροχιών είναι πεπερασvμένη.
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΄Εσvτω p ∈ M . Αφού η δράσvη της G σvτην M είναι γνήσvια υπάρχει slice S από

το p. Η Gp είναι σvυμπαγής και αφήνει το p σvταθερό και την S αναλλοίωτη. ΄Οπως

έχουμε δει θα υπάρχει περιοχή U του p σvτην M , ώσvτε για κάθε q ∈ U να υπάρχουν

s ∈ S και g ∈ G, ώσvτε q = g · s. Οπότε Gq = gGsg
−1

, άρα τα q και s έχουν τον ίδιο

τύπο τροχιάς. Επίσvης για s ∈ S, Gs ⊂ Gp. ΄Αρα αρκεί να δείξουμε ότι η διάσvπασvη

της S τύπους τροχιών ως προς τη δράσvη της Gp είναι τοπικά πεπερασvμένη.

Από το Θεώρημα γραμμικοποίησvης του Bochner, αφού η Gp είναι σvυμπαγής και

αφήνει το p αναλλοίωτο,υπάρχει Gp-ισvομεταβλητή αμφιδιαφόρισvη φ με φ (p) = 0 από

μια περιοχή U του p σvτην S σvε μια περιοχή του 0 σvτον TpS. Αν η δράσvη σvτην

TpS είναι τετριμμένη, τότε λόγω ισvομεταβλητότητας της ψ, και η δράσvη σvτην U θα

είναι τετριμμένη και άρα Gp ⊂ Gq για κάθε q ∈ U . ΄Ομως για κάθε q ∈ U ⊂ S
ισvχύει Gq ⊂ Gp (η S είναι slice από το p), άρα Gq = Gp, δηλαδή U ⊂ MGp ⊂
M(Gp). Αν τώρα η δράσvη της Gp σvτον TpS δεν είναι τετριμμένη θεωρούμε ένα Gm-

αναλοίωτο εσvωτερικό γινόμενο (παίρνουμε ένα τυχαίο εσvωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉και
μετά παίρνουμε, αφού Gp είναι σvυμπαγής, το μέσvο όρο

´
k∈Gm 〈TpAk·, TpAk·〉 dk)

και ως προς αυτό παίρνουμε τη σvφαίρα ακτίνς r, Sr. Αφού το εσvωτερικό γινόμενο

είναι Gp-αναλλοίωτο, έχουμε δράσvη της Gp σvτην Sr που είναι πολλαλότητα διάσvτασvης

μικρότερης από αυτή της M . Από επαγωγική υπόθεσvη η διάσvπασvη τύπου τροχιών

σvτην Br θα είναι τοπικά πεπερασvμένη. Αφού η Sr είναι σvυμπαγής, τα σvημεία της θα

ανήκουν σvε πεπερασvμένου πλήθους διαφορετικούς τύπους τροχιών. Αφού η δράσvη

σvτην TpS είναι γραμμική, έπεται ότι Gv = Gtv, v ∈ TpS, t ∈ R−{0}. ΄Αρα τα σvημέια v
και tv έχουν τον ίδιο τύπο τροχιάς. Επειδή κάθε σvημείο, εκτός του 0, σvτην μπάλα Br
μπορεί να γραφεί ως tv, t ∈ Sr, προκύπτει ότι τα σvημεία της θα έχουν πεπερασvμένους

σvε τύπους διαφορετικούς τύπους τροχιών. Λόγω ισvομεταβήτότητας της ψ το ίδιο

ισvχύει για περιοχη του p σvτην S. �

2.3.5. G-αναλλοίωτες σvυναρτήσvεις και γνήσvιες δράσvεις. Για ορι-

σvμούς σvχετικούς με τις τοπολογικές έννοιες και βασvικά αποτελέσvματα της τοπολογίας

παραπέμπουμε σvτο [Mun00].
Και σvτην ενότητα αυτή η A θα είναι μια γνήσvια δράσvη της ομάδας Lie G σvτην

πολλαπλότητα M .

Προταση 2.3.12. ΄Εσvτω {Ua} ανοιχτή κάλυψη της M με G-αναλλοίωτα σvύνολα.
Τότε υπάρχει διαμέρισvη της μονάδας σvτην M συβορδινατε σvτην {Ua}.

Αποδειξη. Ο χώρος πηλίκο, όπως έχουμε δείξει αφού η δράσvη είναι γνήσvια, είναι

Hausdor�. Επίσvης είναι παρασvυμπαγής και τοπικά σvυμπαγής, αφού είναι και ο M (δες

και [P61]).
Αφού η δράσvη είναι γνήσvια για κάθε p ∈ M θα υπάρχει αντίσvτοιχη slice Sp. Η

{G · Sp}p∈M είναι μια ανοιχτή κάλυψη της M , την οποία μπορούμε να την κάνουμε,

μικραίνοντας τις Sp, να είναι subordinate σvτην {Ua}. Αφού ο M είναι παρασvυμπαγής,

υπάρχει υποκάλυψη {G · Sk} ,Sk η slice από το pk, τοπικά πεπερασvμένη. Τότε η

{π (Sk)} είναι τοπικά πεπερασvμένη ανοιχτή κάλυψη του M/G. Αφού ο M/G είναι

τοπικά σvυμπαγής, μπορούμε να βρούμε Vk ⊂ Sk με V k σvυμπαγή, και η {π (Vk)} να

καλύπτει τον M/G.

Στην Sk κατασvκευάζουμε σvυνάρτησvη f̃k θετική σvτο Vk και με supp
(
f̃k

)
⊂ V k.

Αφού η Gpk είναι σvυμπαγής, μπορούμε να ορίσvουμε

fk =

ˆ
g∈Gpk

A∗g f̃k dk σvτην Sk
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Η fk είναι Gpk αναλλοίωτη. Ορίζουμε

fk (g ·m) = fk (m) ,∀g ∈ G,m ∈ Sk
fk (m) = 0, αλλιώς

Η

{
hk = fk∑

k fk

}
είναι η ζητούμενη διαμέρισvη της μονάδας. �

Πορισμα 2.3.13. Υπάρχει G-αναλλοίωτη μετρική Riemann σvτην M .

Αποδειξη. ΄Εσvτω {G · Sk} G-αναλλοίωτη ανοιχτή κάλυψη της M (τα Sk όπως

σvτην προηγούμενη απόδειξη) και {hk} η αντίσvτοιχη G-αναλλοίωτη διαμέρισvη της μο-

νάδας. Αφού Gpk σvυμπαγής, μπορούμε να ορίσvουμε Gpk -αναλλοίωτη μετρική για την

TM , έσvτω gk, σvε όλα τα σvημεία της Sk. Ορίζουμε

gk (g · s) = A∗ggk (s) ,∀g ∈ G, s ∈ Sk
gk = 0, αλλιώς

Η g =
∑
k hkgk είναι η ζητούμενη μετρική. �

Πορισμα 2.3.14. ΄ΕσvτωX έναG-αναλλοίωτο υποσvύνολο τηςM και f G-αναλλοίωτη
διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη σvτο X. Τότε υπάρχει F ∈ C∞ (M) και G-αναλλοίωτη, ώσvτε
F |X = f .

Αποδειξη. Χρησvιμοποιώντας τους ορισvμούς σvτην απόδειξη του Θεωρήματος (2.3.12),

ορίζουμε

Fk = 0, αν X ∩ Sk = ∅
Fk|X∩Sk = f |X∩Sk , αλλιώς

και Fk (g ·m) = Fk (m) , για g ∈ G,m ∈ Sk και Fk = 0 αλλιώς. Η F =
∑
Fkhk είναι

η ζητούμενη. �

Πορισμα 2.3.15. ΄Εσvτω p, p′ ∈ M με p′ /∈ G · p. Τότε υπάρχει F ∈ C∞ (M)
G-αναλλοίωτη με F |G·p = 1 και F |G·p′ = 0.

Αποδειξη. ΄Εσvτω S slice από το p. Αν η τροχιά του p′ δεν τέμνει την S, άρα

ούτε το X = G · S, ορίζουμε σvυνάρτησvη f σvτο X με f ≡ 1. Η F που δίνει το

προηγοήυμενο Πόρισvμα έχει τις ζητούμενες ιδιότητες.

Αν τώρα η τροχιά του p′ τέμνει την S. ΄Εσvτω q ∈ (G · p′) ∩ S. Τότε q 6= p, γιατί
τότε θα είχαμε G · p′ = G · q = G · p. Από την τρίτη ιδιότητα της slice έχουμε ότι

(G · p′) ∩ S = Gp · q και άρα είναι σvυμπαγές και p /∈ Gp · q. ΄Αρα υπάρχει U ⊂ S
ανοιχτό με p ∈ U και U ∩ ((G · p′) ∩ S) = U ∩ (G · p′) = ∅. Χρησvιμοποιώντας το U
σvτη θέσvη της S είμασvτε σvτην προηγούμενη περίπτωσvη. �
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QAMILTONIANES DRASEIS

Η ύπαρξη σvυμμετριών σvε ένα μηχανικό σvύσvτημα μπορεί να απλοποιήσvει σvημαντικά

την ανάλυσvη του. Κάθε σvυμμετρία, από το Θεώρημα της Noether, αντισvτοιχεί σvε

ένα διατηρούμενο μέγεθος ή αλλιώς ολοκλήρωμα της κίνησvης. ΄Οταν έχουμε

διατηρούμενα μεγέθη μπορούμε να μειώσvουμε τον αριθμό των εξισvώσvεων ή ακόμα και

να επιλύσvουμε το πρόβλημα.

Στα πλαίσvια της Συμπλεκτικής Γεωμετρίας, οι σvυμμετρίες αντισvτοιχούν σvτην

ύπαρξη ομάδων που δρουν σvτη σvυμπλεκτική πολλαπλότητα διατηρώντας τη σvυμπλεκτι-

κή δομή (σvυμπλεκτικές δράσvεις). Εμείς θα περιορισvτούμε σvε μια ειδικότερη κατηγορία

δράσvεων, σvτις χαμιλτονιανές δράσvεις. Στην περίπτωσvη που η ομάδα που δρά είναι

το R ή ο S1
, μια χαμιλτονινή δράσvη είναι η δράσvη με σvυμπλεκτομορφισvμούς που αν-

τισvτοιχούν σvτη ροή ενός χαμιλτονιανού πεδίου. Στην γενικότερη περίπτωσvη, όταν

έχουμε δράσvη μιας τυχαίας ομάδας, για να ορισvτεί η έννοια της χαμιλτονιανής δράσvης

θα χρειασvτεί να εισvάγουμε την έννοια της απεικόνισvης ορμής (moment map). Α-

φού δώσvουμε τους απαραίτητους ορισvμούς, σvτην τρίτη παράγραφο του κεφαλαίου θα

παρουσvιάσvουμε το βασvικό Θεώρημα. ΄Οταν έχουμε μια ελεύθερη και γνήσvια χαμιλ-

τονιανή δράσvη σvε μια σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, ο χώρος των τροχιών δέχεται με

φυσvιολογικό τρόπο δομή σvυμπλεκτικής πολλαπλότητας. Η νέα αυτή πολλαπλότητα

έχει μοκρότερη διάσvτασvη από την αρχική, άρα έχουμε κατά μια έννοια απλοποιήσvει το

πρόβλημά μας. Γενικά, η διαδικασvία χρήσvης των σvυμμετριών για την απλοποίησvη ενός

σvυσvτήματος ονομάζεται σvυμπλεκτική αναγωγή (symplectic reduction).

3.1. ΜΙΑ ΠΡΩΤΗ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

Θεωρούμε ένα μηχανικό σvύσvτημα με n βαθμούς ελευθερίας. Αυτό σvτην πιο γενική

του μορφή περιγράφεται από ένα χαμιλτονιανό σvύσvτημα
(
M2n, ω,H

)
, όπου η

(M,ω) είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα (ο χώρος κατάσvτασvης) και H ∈ C∞ (M)
(αυτή είναι η χαμιλτονιανή του σvυσvτήματος, που καθορίζει τη δυναμική). Θεωρώντας

ένα χάρτη Darboux (U , (q1, qn, p1, pn)), όπως έχουμε δει, οι εξισvώσvεις που ικανοποιεί

η ροή του χαμιλτονιανού πεδίου XH (εξισvώσvεις κίνησvης) έχουν σvτην U τη μορφή

dqi
dt

=
dH

dpi
dpi
dt

= −dH
dqi

για i = 1, 2, . . . n.
΄Εσvτω ότι υπάρχει f ∈ C∞ (M)που είναι αναλλοίωτη σvτη ροή του XH . Αν

κοιτάξουμε πάλι την πρώτη απόδειξη του Θεωρήματος Darboux, παρατηρούμε ότι

μπορούμε να επιλέξουμε q1 = f σvτην U . Οπότε

52
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q1 = f = σvταθ. = c⇒ ∂H

∂p1
=
dq1

dt
= 0⇒ H ανεξάρτητη του p1

και επιπλέον

dp1

dt
= −∂H

∂q1

H anex�rthth tou p1
=⇒

p1 = −
ˆ
∂H

∂q1
(c, q2, . . . , qn, p̂1, p2, . . . pn) dt

Η διάσvτασvης 2n− 2 πολλαπλότητα

Ured =

{
(q2, . . . qn, p2, . . . pn) :

(
c, q2, . . . qn,−

ˆ
∂H

∂q1
(c, q2, . . . , qn, p̂1, p2, . . . pn) dt, p2, . . . pn

)
∈ U

}
είναι ο λεγόμενος ανηγμένος χώρος κατάσvτασvης και η σvυνάρτησvη Hred ∈

C∞ (Ured) με

Hred (q2, . . . qn, p2, . . . pn) = H

(
c, q2, . . . qn,−

ˆ
∂H

∂q1
(c, q2, . . . , qn, p̂1, p2, . . . pn) dt, p2, . . . pn

)
η λεγόμενη ανηγμένη χαμιλτονιανή.

Λύνοντας τις εξισvώσvεις κίνησvης

dqi
dt

=
∂H

∂pi
dpi
dt

= − H

∂qi

i = 2, 3, . . . n, που αντισvτοιχούν σvτο σvύσvτημα (Ured, ωred, Hred) με ωred =
∑n
i=2 dpi∧

dqi, βρίσvκουμε τις q2 (t) , . . . qn (t) , p2 (t) , . . . pn (t). ΄Εχουμε επίσvης q1 (t) = c και

p1 = −
ˆ
∂H

∂q1
(c, q2 (t) , . . . , qn (t) , p̂1, p2 (t) , . . . pn (t)) dt

οπότε έχουμε επιλύσvει τις εξισvώσvεις κίνσvης για το αρχικό σvύσvτημα.

Συνοψίζοντας, η ύπαρξη σvυμμετριών επιτρέπει να αποκτήσvουμε τη λύσvη του αρ-

χικού σvυσvτήματος των 2n εξισvώσvεων, επιλύοντας τις 2n−2 εξισvώσvεις του ανηγμένου

σvυσvτήματος. Αν έχουμε περισvσvότερα του ενός ολοκληρώματα κίνησvης, τα οποία ικανο-

ποιούν κάποιες σvυνθήκες ανεξαρτησvίας, μπορούμε να μειώσvουμε και άλλο τη διάσvτασvη

του προβλήματος ή ακόμα και να το επιλύσvουμε. Αυτό είναι και το περιεχόμενο του

Θεωρήματς Arnold-Liouville, που σvτη πιο γενική του μορφή αποδείχτηκε από τον

Arnold σvτο (δες και [Arn89]).

3.2. ΧΑΜΙΛΤΟΝΙΑΝΕΣ ΔΡΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ

ΟΡΜΗΣ

Ορισμος 3.2.1. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και G ομάδα Λιε. Μια

σvυμπλεκτική δράσvη της G σvτη (M,ω) είναι μια δράσvη της G σvτη M με σvυμπλε-

κτομορφισvμούς, ισvοδύναμα μια διαφορίσvιμη δράσvη A : G×M →M με Ag = A (g, ·) ∈
Symp (M,ω) για κάθε g ∈ G.

Οι σvυμπλεκτικές δράσvεις του (R,+) σvε μια σvυμπλεκτική πολλαπλότητα βρίσvκονται

σvε ένα προς ένα αντισvτοιχία με τα πλήρη σvυμπλεκτικά πεδία σvτην πολλαπλότητα,

αφού, όπως έχουμε δει, ένα διανυσvματικό πεδίο είναι σvυμπλεκτικό αν και μόνο αν

η ροή του είναι σvυμπλεκτομορφισvμός. Αντίσvτοιχα ισvχύουν και για δράσvεις της S1
,
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αφού μπορούμε να τις δούμε ως περιοδικές δράσvεις του R. Οι αντισvτοιχίες αυτές μας

επιτρέπουν να ορίσvουμε χαμιλτονιανές δράσvεις για τις ομάδες R και S1
.

Ορισμος 3.2.2. Η δράσvη του R ή του S1
λέγεται χαμιλτονιανή αν το διανυσvματικό

πεδίο X που της αντισvτοιχεί είναι χαμιλτονιανό. ΄Οπως ξέρουμε, τότε υπάρχει H ∈
C∞ (M) ώσvτε dH = ιXω. Η H λέγεται χαμιλτονιανή σvυνάρτησvη της δράσvης.

Θα δούμε τώρα πως μπορούμε να γενικεύσvουμε την έννοια της χαμιλτονιανής

δράσvης για μια τυχαία ομάδα Λιε. Θα εξετάσvουμε πρώτα την πρίπτωσvη της ομάδας

G = G1 × · · ·Gn με Gi = R ή S1
. Θα λέμε ότι η δράσvη της G είναι χαμιλτονιανή

αν η δράσvη κάθε υποομάδας Gi ' 0× · · ·Gi × · · · 0 είναι χαμιλτονιανή με την έννοια

που ορίσvαμε. Ισvοδύναμα, αν υπάρχει διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη µ = (µ1, . . . µn): M →
Rn που είναι G-αναλλοίωτη και dµi = ιXIω, όπου Xi το διανυσvματικό πεδίο που

αντισvτοιχεί σvτη δράσvη της Gi. Ο ορισvμός αυτός είναι γενίκευσvη του προηγούμενου

ορισvμού, αφού η χαμιλτονιανή είναι αναλλοίωτη σvτη ροή του χαμιλτονιανού της πεδίου

ή αλλιώς αναλλοίωτη σvτη δράσvη του R (ή του S1
). Η σvυνάρτησvη µ είναι μια γενίκευσvη

της χαμιλτονιανής. Ας δούμε τώρα τον γενικό ορισvμό της χαμιλτονιανής δράσvης.

Ορισμος 3.2.3. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, G ομάδα Lie και Φ
δράσvη της G σvτηνM με σvυμπλεκτομορφσvιμούς. Η δράσvη θα λέγεται χαμιλτονιανή

αν υπάρχει διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη

µ : M → g∗

που ικανοποιεί τις ιδιότητες:

(1) Για κάθε X ∈ g έχουμε

dµX = ιX#ω

όπου µX : M → R με µX (p) = 〈µ (p) , X〉 , p ∈ M και X#
είναι το

διανυσvματικό πεδίο σvτη M που παράγεται από τη δράσvη της υποομάδας

{exp (tX) : t ∈ R} της G.

(2)

µ ◦ Φg = Ad∗g ◦ µ, γιά κάθε g ∈ G
δηλαδή η µ είναι G-ισvομεταβλητή, αν σvτη δυϊκή άλγεβρα Lie θεωρήσvουμε τη

σvυν-σvυζυγή δράσvη.

Θα λέμε τότε ότι η τετράδα (M,ω,G, µ) είναι ένας χαμιλτονιανός G−χώρος και

η µ θα λέγεται απεικόνισvη ορμής (moment ή momentum map).

Παρατηρηση 3.2.4. Το πεδίο X#
δίνεται από τη σvχέσvη X#

p = d
dt

∣∣
t=0

exp (tX) ·p
για κάθε p ∈M .

Μερικοί σvυγγραφείς ορίζουν τις απεικονίσvεις ορμής μόνο με την ιδιότητα 1 και

ονομάζουν ισvομεταβλητές απεικονίσvεις ορμής όσvες έχουν και τις δύο ιδιότητες. Εμείς

θα θεωρούμε απεικονίσvεις ορμής με βάσvη τον Ορισvμό (3.2.3).

Από την πρώτη ιδιότητα του ορισvμού έπεται ότι αν µ′ είναι μια άλλη απεικόνισvη

ορμής για τη δράσvη τότε υπάρχει ξ ∈ g∗ώσvτε µ′ (p) = µ (p) + ξ για κάθε p ∈M .

Εκτός από την απεικόνισvη ορμής μπορεί να ορισvτεί και μια δυϊκή απεικόνισvη (co-
moment map)

µ∗ : g→ C∞ (M)

με µ∗ (X) = µX = 〈µ,X〉 για g. Η µ∗ μάλισvτα είναι μορφισvμός αλγεβρών Lie.
Η γραμμικότητα έπεται άμεσvα. Από την ιδιότητα 2 της µ, για κάθε g ∈ G, p ∈ M
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έχουμε µ (g · p) = Ad∗gµ (p). ΄Αρα για X,Y ∈ g

〈µ (exp (tX) · p) , Y 〉 =
〈
Ad∗exp(tX)µ (p) , Y

〉
=
〈
µ (p) , Adexp(−tX)Y

〉
⇒µY (exp (tX) · p) =

〈
µ (p) , Adexp(−tX)Y

〉
⇒X#

p

(
µY
)

= 〈µ (p) ,−ad (X) · Y 〉 = 〈µ (p) , [X,Y ]〉
⇒{µ∗ (X) , µ∗ (Y )} =

{
µY , µX

}
(p)

= µ∗ ([X,Y ]) (p)

όπου σvτην πρώτη σvυνεπαγωγή παραγωγίσvαμε ως προς t σvτο 0 και σvτη τρίτη χρησvι-

μοποιήθηκαν ιδιότητες της αγγύλης Poisson χαμιλτονιανών πεδίων (Λήμμα (1.3.11)

).

Ο γενικός ορισvμός της χαμιλτονιανής δράσvης που δώσvαμε σvυμφωνεί με τους προη-

γούμενους για την πρίπωσvη που η ομάδα είναι η R, S1
ή γενικότερα η Rn×Tm, όπου

Tm = S1 × · · ·S1
. Πράγματι για G = Rn × Tm έχουμε g =g′ = Rn+m

, οπότε

µ = (µ1, . . . µn) : M → Rn+m
. Αν ei, i = 1, . . . n+m η αντίσvτοιχη βάσvη του Rn+m

,

η πρώτη σvυνθήκη του ορισvμού λέει ότι τα διανύσvματα Xi = e#
i είναι χαμιλτονιανά με

χαμιλτονινές τις µXi = µi αντίσvτοιχα. Η δεύτερη σvυνθήκη, αφού η ομάδα G είναι

μεταθετική οπότε η σvυν-σvυζυγής δράσvη είναι τετριμμένη - Ad∗g = id για κάθε g ∈ G -,

λέει απλώς ότι η µ είναι G-αναλλοίωτη. ΄Αρα παίρνουμε πάλι τον προηγούμενο ορισvμό

που είχαμε δώσvει.

3.2.1. Παραδείγματα χαμιλτονιανών δράσvεων.

(1) ΄Εσvτω (Mi, ωi, G, µi) , i = 1, 2 χαμιλτονιανοί G−χώροι. Θεωρούμε τη δράσvη

της G σvτη (M1 ×M2, ω1 × ω2) με g · (p1, p2) = (g · p1, g · p2), για g ∈ G,

pi ∈Mi. Ορίζουμε τη σvυνάρτησvη

µ : M1 ×M2 → g∗

(p1, p2) 7→ µ1 (p1) + µ2 (p2)

Τότε

µ (g · (p1, p2)) = µ (g · p1, g · p2)

= µ1 (g · p1) + µ2 (g · p2)

= Ad∗g · µ1 (p1) +Ad∗g · µ2 (p2)

= Ad∗g · µ (p1, p2)

και για X ∈ g

ιX# (ω1 × ω2)|(p1,p2) = ιX#ω1|p1× ιX#ω2|p2 = d 〈µ1 (p1) , X〉+d 〈µ2 (p2) , X〉 = d 〈µ (p) , X〉

Οπότε η δράσvη της G σvτη (M1 ×M2, ω1 × ω2) είναι χαμιλτονιανή με απει-

κόνισvη ορμής τη µ.
(2) ΄Εσvτω (M,ω,G, µi) , i = 1, 2, . . . n σvυμπλεκτικοί G−χώροι. Τότε για 0 6=

a ∈ R οι (M,aω,G, aµ1) και (M, 2ω,G, µ1 + µ2) είναι χαμιλτονιανοίG−χώροι.

(3) Συν-σvυζυγείς τροχιές. ΄Εσvτω G ομάδα Lie. Η G δρα σvτη δυϊκή άλ-

γεβρα Lie g∗ με τη σvυν-σvυζυγή δράσvη. ΄Εσvτω O =
{
Ad∗g · η : g ∈ G

}
μια

τροχιά αυτής της δράσvης. Αν υποθέσvουμε ότι η δράσvη είναι γνήσvια η O ε-

ίναι embedded υποπολλαπλότητα της g∗, διαφορετικά είναι απλώς immersed
υποπολλαπλότητα αμφιδιαφορίσvιμη με την G/Gη, όπου Gη η σvταθεροποιο-

ύσvα ενός η ∈ O (η G/Gη είναι πολλαπλότητα, αφού η δράσvη με αρισvτερό
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πολλαπλασvιασvμό της Gη σvτη G είναι ελεύθερη και γνήσvια). Ο εφαπτόμενος

χώρος σvτο η είναι

TηO = {ad∗ (X) · η : X ∈ g}

Επίσvης, X#
η = ad∗ (X) · η. Ορίζουμε σvτην O τη διγραμμική μορφή ωO με

ωO|η (ad∗ (X) · η, ad∗ (X ′) · η) = 〈η, [X,X ′]〉 , X,X ′ ∈ g

Η ωO λέγεται σvυμπλεκτική μορφή Kirillon-Konstant-Souriau. Θα

αποδείξουμε τώρα ότι είναι πράγματι σvυμπλεκτική μορφή. Καταρχάς, αν

ad∗ (X) · η = ad∗ (X ′) · η, τότε για κάθε Y ∈ g ισvχύει

〈η, [X,Y ]〉 = 〈η, ad (X) · Y 〉
= −〈ad∗ (X) · η, Y 〉
= −〈ad∗ (X ′) · η, Y 〉
= 〈η, ad (X ′) · Y 〉
= 〈η, [X ′, Y ]〉

άρα είναι καλά ορισvμένη. Είναι επίσvης αντισvυμμετρική, λόγω της αντισvυμ-

μετρικότητας της αγγύλης [·, ·]. Είναι μη εκφυλισvμένη, αφού αν για κάθε

Y ∈ g

0 = ωO|η (ad∗ (X) · η, ad∗ (Y ) · η) = 〈η, [X,Y ]〉
= −〈ad∗ (X) · η, Y 〉

άρα ad∗ (X) · η = 0. Για X,X ′, Y ∈ g έχουμε((
Ad∗exp(Y )

)∗
ωO

)
η

(ad∗ (X) · η, ad∗ (X ′) · η) =

=
〈
Ad∗exp(Y ) · η,

[
TAd∗exp(−Y ) ·X,TAd

∗
exp(−Y ) ·X

′
]〉

=
〈
Ad∗exp(Y ) · η,Ad

∗
exp(−Y ) [X,X ′]

〉
= 〈η, [X,X ′]〉 = ωO|η (ad∗ (X) · η, ad∗ (X ′) · η)

δηλαδή η ωO είναι ισvομεταβλητή (τουλαχισvτόν αν περιορισvτούμε σvτη δράσvη

της σvυνισvτώσvας της μονάδας της G) και επομένως LX#ωO = 0 για κάθε

X ∈ g (όπου, το X#
είναι το διανυσvματικό πεδίο σvτην O που προκύπτει

από τη δράσvη της υποομάδας {exp (tX) : t ∈ R} της G). Ορίζουμε την

απεικόνισvη

µO : O → g∗ : ξ 7→ ξ (εμφύτευσvη)

Προφανώς η µO είναι ισvομεταβλητή και για X,Y ∈ g,η ∈ O

d 〈µO, X〉|η
(
Y #
η

)
= Y #

η (〈µO, X〉)

=
〈
Y #
η (µO) , X

〉
= −〈ad∗ (Y ) · ηad (Y ) ·X〉
= 〈η, [X,Y ]〉
= ωO|η (ad∗ (X) · η, ad∗ (Y ) · η)

= ωO|η
(
X#
η , Y

#
η

)
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Αν επομένως η ωO είναι σvυμπλεκτική (μένει να δείξω ότι είναι κλεισvτή), η

σvυν-σvυζυγής δράσvη θα είναι χαμιλτονιανή με σvυνάρτησvη απεικόνισvης τη µO.
Για κάθε X ∈ g έχουμε

ιX#dωO = LX#ωO − dιX#ωO = 0− d (d 〈µO, X〉) = 0

όπου χρησvιμοποιήθηκε ο τύπος του Cartan. ΄Ομως όλα τα εφαπτόμενα δια-

νύσvματα σvτην O έχουν τη μορφή X#
για κάποιο X ∈ g, οπότε dωO = 0.

Αποδείξαμε επομένως ότι κάθε σvυν-σvυζυγής τροχιά είναι σvυμπλεκτική πολ-

λαπλότητα. ΄Ετσvι η g∗, που ισvούται με την ένωσvη της τροχιών της, είναι

ένωσvη σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων. Η ίδια δεν είναι γενικά σvυμπλεκτική

πολλαπλότητα (αφού μπορεί να μην έχει καν άρτια διάσvτασvη). Είναι όμως

πολλαπλότητα Poisson με

{f, g} (ξ) = 〈ξ, [dfξ, dgξ]〉 , για f, g ∈ C∞ (g∗) , ξ ∈ g∗

όπου τα dfξ, dgξ : Tξg
∗ ≡ g∗ → R τα αντιμετωπίζουμε ως σvτοιχεία της

g∗∗ ' g. Για την απόδειξη ότι αυτή είναι δομή Poisson, καθώς και για

περισvσvότερες πληροφορίες για τις σvυν-σvυζυγείς τροχιές παραπέμπουμε σvτο

[MR99].
΄Εχουμε επομένως μια πολλαπλότητα Poisson που γράφεται ως ένωσvη σvυμ-

πλεκτικών πολλαπλοτήτων. Ο Weinstein σvτο [W83] έδειξε ότι αυτό μπορεί

να γίνει για κάθε πολλαπλότητα Poisson.
(4) Γραμμικές δράσvεις και τετραγωνικές απεικονίσvεις ορμής.

΄Εσvτω (V, ωV ) σvυμπλεκτικός δινυσvματικός χώρος. Μπορούμε να τον δούμε

ως σvυμπλεκτική πολλαπλότητα με ωV |p (u, v) = ωV (u, v) για κάθε p ∈ V
και u, v ∈ TpV ≡ V .

Ορίζουμε την 1-μορφή λV με λV |v (u) = 1
2ωV (v, u) για v ∈ V και

u ∈ TvV ≡ V . Ισvχύει dλV = ωV .

Πράγματι έσvτω v ∈ V και u1, u2 ∈ TvV ≡ V . Στα παρακάτω θα χρησvι-

μοποιούμε το ίδιο σvύμβολο για τα u1, u2 ως σvτοιχεία του TvV ή ώς σvτοιχεία

του V ή ως τα αντίσvτοιχα σvταθερά διανυσvματικά πεδία (οπότε [u1, u2] = 0).
΄Εχουμε:

dλV (u1, u2) = (Lu1
λV (u2))− (Lu2

λV (u1))− λV ([u1, u2])

= Lu1

(
1

2
ωV (·, u1)

)
− Lu2

(
1

2
ωV (·, u1)

)
=

1

2
ωV (u1, u2)− 1

2
ωV (u2, u1) = ωV (u1, u2)

Αν επιπλέον η ομάδα Lie G δρα γραμμικά και με σvυμπλεκτομορφισvμούς σvτον

V , τότε η λV είναι G-αναλλοίωτη. Πράγματι, για A ∈ G ⊂ Symp (V, ω) και

v, u ∈ V έχουμε

(A∗λV )v (u) = λV |Av (Au)

=
1

2
ωV (Av,Au)

=
1

2
ωV (v, u)

= λV |v (u)

Αν A (t) ∈ G για κάθε t με A (0) = id και A′ (0) = ξ ∈ g, τότε για u, v ∈ V
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έχουμε

ωV (A (t)u,A (t) v) = ωV (u, v)⇒
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ωV (A (t)u,A (t) v) = 0⇒

ωV (ξ · u, v) + ωV (u, ξ · v)

όπου τα σvτοιχεία της g είναι και αυτά πίνακες, άρα δρουν γραμμικά σvτον

V . Θα δείξουμε τώρα ότι η δράσvη είναι μάλισvτα χαμιλτονιανή με απεικόνισvη

ορμής

µV : V → g∗

τέτοια ώσvτε για v ∈ V, ξ ∈ g, µξV (v) ≡ µV (v) · ξ = λV |v (ξ · v) =
1
2ωV (v, ξ · v). Πράγματι,

d 〈µV , ξ〉|v · u = dµξV

∣∣∣
v
· u

= dλV (ξ · v, u)

= ωV (ξ · v, u)

= (ιξ·vωV ) (u)

και άρα το χαμιλτονιανό πεδίο της µξV σvτο σvημείο v ∈ V είναι το ξ · v.
Επίσvης για g ∈ G, v ∈ V και ξ ∈ g έχουμε

µV (g · v) · ξ =
1

2
ωV (g · v, ξg · v)

=
1

2
ωV
(
g · v, gg−1ξg · v

)
=

1

2
ωV
(
v, g−1ξg · v

)
=

1

2
ωV
(
v,Adg−1ξ · v

)
=
〈
µV (v) , Adg−1ξ

〉
=
〈
Ad∗gµV (v) , ξ

〉
άρα µV (g · v) = Ad∗gµV (v). Επομένως πράγματι ο µV είναι απεικόνισvη ορ-

μής για τη δράσvη.

Ας δούμε πως αλλιώς μπορεί να προκύψει η παραπάνω περίπτωσvη. ΄Εσvτω

(M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και G ομάδα Lie που δρα σvτην (M,ω)
με σvυμπλεκτομορφισvμούς και η δράσvη είναι γνήσvια. ΄Εσvτω x ∈M και (V, ωV )
σvυμπλεκτικός υπόχωρος του TxM με ωV = ωx|V . ΄Εσvτω Gx η σvταθεροποιο-

ύσvα του x. Αφού η δράσvη είναι γνήσvια η Gx θα είναι σvυμπαγής υποομάδα

Lie της G. Για g ∈ Gx σvυμβολίζουμε Ag : M → M : p 7→ g · p και

ag = TxAg : TxM → TAg(x)M = TxM . Αν οι ag, g ∈ Gx αφήνουν τον

V αναλλοίωτο τότε επάγεται μια γραμμική σvυμπλεκτική δράσvη της Gx σvτον

V , με g · v = ag (v) , v ∈ V, g ∈ Gx. Από τα προηγούμενα η δράσvη θα είναι

χαμιλτονιανή με απεικόνισvη ορμής

µV : V → g∗x
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όπου για v ∈ V, ξ ∈ g∗x έχουμε µV (v) · ξ = ωx (v, ξ · v).
(5) Χαμιλτονιανή δρασvη σvτη σvυνεφαπτόμενη δέσvμη. ΄Εσvτω G ο-

μάδα Lie και N πολλαπλότητα σvτην οποία δρα η G με

G×N → N

(g, q) 7→ g · q = φg (q)

Από τη δράσvη αυτή επάγεται δράσvη της G σvτην M = T ∗N με

G×M →M

(g, (q, aq)) 7→
(
φg (q) , φ∗g−1aq

)
΄Εσvτω η προβολή

π : M = T ∗N → N

(q, aq) 7→ q

Είναι ισvομεταβλητή απεικόνισvη.

Αν ξ ∈ g και ξN , ξM τα διανυσvματικά πεδία σvτις N και M αντίσvτοιχα, που

παράγονται από τις αντίσvτοιχες δράσvεις της υποομάδας {exp (tξ) : t ∈ R} <
G σvτις δύο πολλαπλότητες. Επαληθεύεται ότι

ξN = π∗ξM

΄Οπως έχουμε δει, η M = T ∗N είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα με την

κανονική σvυμπλεκτική δομή ωcan = −dλcan (δες Παράδειγμα 3 σvτην ενότητα

(1.3.1». Για m = (q, aq) και dπm : TmM → TqN έχουμε

ιξMλcan|(q,aq) = λcan|(q,aq)
(
ξM |(q,aq)

)
= dπ∗(q,aq) (aq) · ξM |(q,aq)

= aq

(
dπ(q,aq) · ξM |(q,aq)

)
= aq

(
ξN |q

)
Ορίζουμε

µ : M → g∗

με 〈µ (m) , ξ〉 = aq

(
ξN |q

)
για m = (q, aq) ∈ M και ξ ∈ g. Τότε 〈µ, ξ〉 =

ιξMλcan. ΄Ομως η λcan είναι ισvομεταβλητή, άρα

0 = LξMλcan = dιξMλcan + ιξMdλcan ⇒
ιξMωcan = −ιξMdλcan = dιξMλcan

οπότε d 〈µ, ξ〉 = ιξMωcan. Εύκολα επαληθεύεται ότι η µ είναι και ισvομετα-

βλητή, άρα είναι απεικόνισvη ορμής για τη δράσvη.
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3.3. ΣΥΜΠΛΕΚΤΙΚΗ ΑΝΑΓΩΓΗ

Η σvύγχρονη προσvέγγισvη, σvτο θέμα της χρησvιμοποίησvης των σvυμμετριών ενός

προβλήματος της μηχανικής, ή της σvυμπλεκτικής γεωμετρίας γενικότερα, για να το

απλοποιήσvουμε έχει ως εξής. ΄Εχουμε μια σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και μια ομάδα

που δρα χαμιλτονιανά σvε αυτή. Θεωρούμε τον χώρο πηλίκο που προκύπτει από τη

δράσvη και το πρόβλημα είναι να ορίσvουμε, αν γίνεται, σvυμπλεκτική δομή σvε αυτόν.

Η περίπτωσvη ελεύθερης και γνήσvιας δράσvης (το λεγόμενο regular symplectic reduc-
tion ή Marsden-Weinstein reduction) μελετήθηκε απί τους Marsden και Weinstein
[MW74]. Τον ίδιο καιρό ο Meyer μελετούσvε αντίσvτοιχα θέματα με διαφορετική όμως

προσvέγγισvη [Mey73]. Η προσvέγγισvή μας, και αυτή που έχει επικρατήσvει, είναι αυτή

τον Marsden και Weinstein.
Πριν διατυπώσvουμε και αποδείξουμε το Θεώρημα που αποτελεί το αντικείμενο της

παραγράφου θα χρειασvτούμε το ακόλουθο Λήμμα.

Λημμα 3.3.1. ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) χαμιλτονιανός G-χώρος με τη δράσvη της G
σvτη M να είναι γνήσvια και gp η άλγεβρα Λιε Gp, της σvταθεροποιούσvας σvτο p ∈ M .
Τότε για την

Tpµ : TpM → Tµ(p)g
∗ = g∗

ισvχύει

kerTpµ = (TpOp)ωp

imTpµ = gop

όπουOp = {g · p : g ∈ G} η τροχιά του p και gop = {ξ ∈ g∗ : 〈ξ,X〉 = 0,∀X ∈ gp}.

Αποδειξη. Καταρχάς να σvημειώσvουμε ότι η σvταθεροποιούσvα Gp είναι κλεισvτή

υποομάδα της G και άρα, από το Θεώρημα του Cartan, είναι ομάδα Lie και επομένως

έχει νόημα να μιλάμε για την άλγεβρα Lie της. Επίσvης, αφού η δράσvη είναι γνήσvια, η

τροχιά Op είναι υποπολλαπλότητα της M . Αφού σvε περιοχή της μονάδας της ομάδας

G τα σvτοιχεία της έχουν τη μορφή exp (tX) , X ∈ g, μια καμπύλη πάνω σvτην Op που

περνά από το p για t = 0 θα έχει τη μορφή exp (tX) · p. Οπότε

TpOp =

{
d

dt

∣∣∣∣
t=o

exp (tX) · p,X ∈ g

}
=
{
X#
p : X ∈ g

}
Για X ∈ g, v ∈ TpM έχουμε

ωp
(
X#
p , v

)
= (ιX#ω)p (v) = dµXp (v) = 〈Tpµ · v,X〉

΄Αρα

v ∈ kerTpM ⇔ 〈Tpµ · v,X〉 = 0,∀X ∈ g

⇔ ωp
(
X#
p , v

)
,∀X ∈ g

⇔ v ∈ (TpOp)ωp

Επίσvης αν ξ ∈ imTpµ τότε υπάρχει v ∈ TpM , ώσvτε ξ = Tpµ · v και άρα

〈ξ,X〉 = 〈Tpµ · v,X〉 = ωp
(
X#
p , v

)
= 0, για X ∈ gp ⊂ g

αφού αν X ∈ gp, τότε exp (tX) · p = p για t σvε περιοχή του 0 και άρα X#
p =

d
dt

∣∣
t=o

exp (tX) · p = d
dt

∣∣
t=o

p = 0. Επομένως imTpµ ⊂ gop. Θα δείξουμε ότι έχουν
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και ίδιες διασvτάσvεις, άρα ισvχύεο ισvότητα. Πράγματι

dim (imTpµ) = dimTpM − dim (kerTpµ)

= dimTpM − dim (TpOp)ωp

= dimTpM − (dimTpM − dimTpOp)
= dimOp
= dim (G/Gp)

= dimG− dimGp

= dim g− dim gp

= dim gop

όπου σvτην 5η ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός πως Op και G/Gp βρίσvκονται

σvε ένα προς ένα αντισvτοιχία. �

Θεωρημα 3.3.2 (Θεώρημα Marsden-Weinstein). ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) χαμιλτονια-
νός G-χώρος και i : µ−1 (0) ↪→ M η ένθεσvη. Αν η G δρα γνήσvια και ελεύθερα σvτο
µ−1 (0)τότε

• Ο χώρος των τροχιών Mred = µ−1 (0) /G είναι διαφορική πολλαπλότητα

διάσvτασvης dimM − 2 dimG.

• Η προβολή π : µ−1 (0)→Mred είναι πρωτεύουσvα δέσvμη.

• Η Mred δέχεται σvυμπλεκτική δομή ωred, ώσvτε i∗ω = π∗ωred.

Αποδειξη. Αν g ∈ G και p ∈ µ−1 (0), τότε g · p ∈ µ−1 (0), αφού µ (g · p) =
Ad∗gµ (p) = 0. Οπότε η δράσvη της G σvτη M , επάγει δράσvη σvτο σvύνολο µ−1 (0) ⊂M .

Από υπόθεσvη αυτή η δράσvη είναι ελεύθερη, άρα Gp = {1G} και επομένως και gp = {0}
για κάθε p ∈ µ−1 (0). Από το προηγούμενο Λήμμα τότε imTpM = gop = g∗για κάθε

p ∈ µ−1 (0), που σvημαίνει ότι η απεικόνισvη Tpµ : TpM → g∗ είναι επί για κάθε

p ∈ µ−1 (0). Με εφαρμογή του Θεωρήματος πεπλεγμένης σvυνάρτησvης, προκύπτει ότι

το µ−1 (0) είναι υποπολλαπλότητα της M , διάσvτασvης dimM − dimG.

Αφού από υπόθεσvη η δράσvη της G σvτην πολλαπλότητα µ−1 (0) είναι ελεύθερη και

γνήσvια, από το Θεώρημα (2.2.8), προκύπτει ότι η Mred = µ−1 (0) /G είναι διαφορική

πολλαπλότητα διάσvτασvης dimµ−1 (0)−dimG= dimM−2 dimG και η π : M →Mred

είναι πρωτεύουσvα δέσvμη.

Μένει να ορίσvουμε κατάλληλη σvυμπλεκτική δομή σvτη Mred. Για κάθε p ∈ µ−1 (0)
έχουμε TpOp ⊂ (TpOp)ωp . Πράγματι, τα σvτοιχεία του TpOp είναι τα X#

p για X ∈ g
και για κάθε X,Y ∈ g

ωp
(
X#
p , Y

#
p

)
=
{
µX , µY

}
(p)

= µ[X,Y ] (p)

= 〈µ (p) , [X,Y ]〉
= 0

όπου η πρώτη ισvότητα προκύπτει από τον ορισvμό της αγγύλης Ποισσον και η

τελευταία από το γεγονόε ότι p ∈ µ−1 (0).
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Επίσvης για p ∈ µ−1 (0) ισvχύει Tpµ
−1 (0) = kerTpµ. Πράγματι, προφανώς

Tpµ
−1 (0) ⊂ kerTpµ,και αφού

dim (kerTpµ) = dimTpM − dim (imTpµ)

= dimM − dim g∗

= dimTpµ
−1 (0)

όπου σvτη δεύτερη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το προηγούμενο Λήμμα και το γεγο-

νός ότι g∗ = gop για p ∈ µ−1 (0), ισvχύει τελικά Tpµ
−1 (0)=kerTpµ.

Συγκεντρώνοντας τα αποτελέσvματα αυτά, και αφού TpOp = (kerTpµ)
ωp

από το

προηγούμενο Λήμμα, έχουμε για p ∈ µ−1 (0)(
Tpµ

−1 (0)
)ωp

= (kerTpµ)
ωp

= TpOp
⊂ (TpOp)ωp

= kerTpµ

= Tpµ
−1 (0)

δηλαδή ο υπόχωρος Tpµ
−1 (0) του (TpM,ωp) είναι σvυν-ισvοτροπικός.

Ο εφαπτόμενος χώρος της Mred σvτο π (p) είναι

Tπ(p)Mred ' Tpµ−1 (0) /TpOp ' Tpµ−1/
(
Tpµ

−1
)ωp

άρα, από το Θεώρημα (1.1.7), δέχεται σvυμπλεκτική δομή ωred|π(p) με

ωred|π(p) (Tpµ · u, Tpµ · v) = ωp (u, v) , u, v ∈ Tpµ−1 (0)

Από τη σvχέσvη ορισvμού της η ωred είναι διαφορίσvιμη. Είναι επίσvης μη εκφυλισvμένη,

αφού η ωred|π(p) είναι μη εκφυλισvμένη ως σvυμπλεκτική μορφή. Εξ΄ορισvμού επίσvης

π∗ωred|p = ωp για κάθε p ∈ µ−1 (0). Τέλος η ωred είναι κλεισvτή και άρα σvυμπλεκτική

μορφή αφού

π∗dωred = dπ∗ωred = di∗ω = i∗dω = 0

και αφού η π είναι επί έπεται ότι dωred = 0. �

Παρατηρηση 3.3.3. Αντί του µ−1 (0) θα μπορούσvαμε να έχουμε το µ−1 (ξ) για

οποιοδήποτε ξ ∈ g∗που είναι μη ιδιάζουσvα τιμή της απεικόνισvης ορμής (αυτό σvτην

περίπτωσvη του 0 δεν χρειάσvτηκε να το υποθέσvουμε, αφού προέκυψε από το γεγονός

ότι έχουμε ελύθερη δράσvη) και το επιπεδοσvύνολο µ−1 (ξ) είναι αναλλοίωτο (κάτι που

πάλι δεν χρειάσvτηκε να υποτεθεί σvτην περίπτωσvη του 0).

Θα αποδείξουμε τώρα μια γενικότερη μορφή του παραπάνω Θεωρήματος.

Θεωρημα 3.3.4. ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) χαμιλτονιανός G−χώρος και O ⊂ g∗ μια
σvυν-σvυζυγής τροχιά, τέτοια ώσvτε όλα τα σvημεία της να είναι μη ιδιάζουσvες τιμές

(regular values) για τη µ. Υποθέτουμε πως η δράσvη της G σvτο µ−1 (O) είναι ελεύθερη
και γνήσvια και ότι η σvυν-σvυζυγής δράσvη είναι και αυτή γνήσvια. Τότε η

MO = µ−1 (O) /G

είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα διάσvτασvης dimMO = dimM + dimO−2 dimG, με
σvυμπλεκτική δομή ωO τέτοια ώσvτε

ωO ([u] , [v]) = ω (u, v)− 〈µ (p) , [ξ, ξ′]〉
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για p ∈ µ−1 (O),u, v ∈ Tpµ−1 (O), [u] = Tpπ ·u, [v] = Tpπ ·v, όπου π : µ−1 (O)→
MO η προβολή, και X,X

′ ∈ g τέτοια ώσvτε

dµp · u = ad∗ (X) · µ (p) και dµp · v = ad∗ (X ′) · µ (p)

Αποδειξη. Αφού η σvυν-σvυζυγής δράσvη είναι γνήσvια, η τροχιά O είναι κλεισvτή

embedded υποπολλαπλότητα της g∗. Αφού επίσvης όλα τα σvημεία της O είναι μη

ιδιάζουσvες τιμές για τη µ τότε το σvύνολο µ−1 (O) ⊂ M είναι κλεισvτή embedded
υποπολλαπλότητα της M διάσvτασvης

dimµ−1 (O) = dimM + dimO − dim g∗ = dimM + dimO − dimG

και για p ∈ µ−1 (O) ισvχύει Tpµ
(
Tpµ

−1 (O)
)

= Tµ(p)O (δες κάποιο βιβλίο διαφορικής

γεωμετρίας π.χ. [H76], [L09] ή [Mich08]).
Να παρατηρήσvουμε ότι λόγω ισvομεταβλητότητας της σvυνάρτησvης ορμής µ, το

σvύνολο µ−1 (O) είναι ,G−αναλλοίωτο. Αφού, από υπόθεσvη, η δράσvη της G σvτην

µ−1 (O) είναι γνήσvια και ελεύθερη, από το Θεώρημα (2.2.8), ο χώρος πηλίκο MOείναι
διαφορική πολλαπλότητα διάσvτασvης

dimMO = dimµ−1 (O)− dimG

= dimM + dimO − 2 dimG

Θεωρούμε την πολλαπλότητα M ′ = M ×O με σvυμπλεκτική δομή την

ω′ = ω × (−ωO)

όπου ωO είναι η σvυμπλεκτική δομή σvτην σvυν-σvυζυγή τροχιά O όπως ορίσvτηκε σvτο

παράδειγμα 3 της παραγράφου (3.2.1). Θεωρούμε επίσvης τη δράσvη της G σvτην M ′, με
g · (p, ξ) =

(
g · p,Ad∗g · ξ

)
για g ∈ G, p ∈M, ξ ∈ O. Αφού η δράσvη της G σvτη M είναι

χαμιλτονιανή με απεικόνισvη ορμής µ και, όπως προκύπτει από τα παραδείγματα 2 και 3

της παραγράφου (3.2.1), η σvυν-σvυζυγής δράσvη της G σvτη (O,−ωO) είναι χαμιλτονιανή

με απεικόνισvη ορμής. Τότε, λόγω του παραδείγματος 1 της (3.2.1), έπεται ότι η δράσvη

της G σvτη M ′ είναι χαμιλτονιανή με απεικόνισvη ορμής

µ′ (p, ξ) = µ (p)− ξ, για p ∈M, ξ ∈ g∗

Παρατηρούμε ότι

(µ′)
−1

(0) = {(p, ξ) ∈M ′ : µ (p) = ξ} =
⋃

p∈µ−1(O)

(p, µ (p))

Από τη σvχέσvη αυτή σvυμπεραίνουμε άμεσvα ότι, αφού η δράσvη σvτο µ−1 (O) είναι γνήσvια

και ελεύθερη, και η δράσvη σvτο (µ′)
−1

(0) είναι γνήσvια και ελεύθερη. Από το Θεώρημα

των Marsden-Weinstein που αποδείξαμε πριν έπεται τότε ότι η M ′red = (µ′)
−1

(0) /G
είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα με σvυμπλεκτική δομή ω′red τέτοια ώσvτε αν

π1 : (µ′)
−1

(0)→M ′red (η προβολή)

i1 : (µ′)
−1

↪→M ′ (η εμφύτευσvη)

να ισvχύει π∗1ω
′
red = i∗1ω

′
, δηλαδή ω′red ([(u, ξ)] , [(v, ξ′)]) = ω′(p,µ(p)) ((u, ξ) , (v, ξ′))=

ωp (u, v) − 〈µ (p) , [ξ, ξ′]〉 για p ∈ µ−1 (O),u, v ∈ Tpµ
−1 (O) και ξ, ξ′ ∈ Tµ(p)O (με
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[(u, ξ)] σvυμβολίζουμε το Tπ1 · (u, ξ)).
Η απεικόνισvη

φ : (µ′)
−1

(0)→ µ−1 (O) : (p, µ (p)) 7→ p

είναι G−ισvομεταβλητή αμφιδιαφόρισvη, άρα επάγει αμφιδιαφόρισvη

φG : M ′red →MO

Η αμφιδιαφόρισvη αυτή επάγει σvτηνMO τη σvυμπλεκτική δομή ωMO με φ∗GωMO = ω′red.
Υπενθυμίζουμε ότι από το Παράδειγμα 3 της παραγράφου (3.2.1) ισvχύει

TηO = {ad∗ (X) · η : X ∈ g} , για η ∈ O

οπότε για p ∈ µ−1 (O) ισvχύει

Tpµ
−1 (O) =

{
u ∈ TpM : dµp · u ∈ Tµ(p)O

}
= {u ∈ TpM : ∃X ∈ g τέτοιο ώσvτε ad∗ (X) · µ (p) = dµp · u}

άρα και

T(p,µ(p))

(
(µ′)

−1
(0)
)

=

{
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
exp (tX) · p,Ad∗exp(tX) · µ (p)

)
: X ∈ g

}
=
{

(u, ad∗ (X) · µ (p)) ∈ TpM × Tµ(p)O : dµpu = ad∗ (X) · µ (p)
}

. Επομένως η σvχέσvη φ∗GωMO = ω′red σvημαίνει ότι για p ∈ µ−1 (O) και u, v ∈
Tpµ

−1 (O) ισvχύει

ωO ([u] , [v]) = ω′red ([(u, ad∗ (X) · µ (p))] , [v, ad∗ (X ′) · µ (p)]) = ωp (u, v)−〈µ (p) , [X,X ′]〉
με τα X,X ′ όπως σvτην εκφώνησvη. �

Αντίσvτοιχα με τα παραπάνω αποτελέσvματ έχουν αποδειχθεί και για την περίπτωσvη

πολλαπλοτήτων Poisson [MR86].

3.4. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΧΑΜΙΛΤΟΝΙΑΝΩΝ ΡΟΩΝ

Θεωρημα 3.4.1. (Noether) ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) χαμιλτονιανός G−χώρος και f :
M → R G-αναλλοίωτη σvυνάρτησvη. Τότε η απεικόνισvη ορμής µ είναι σvταθερή σvτις
ολοκληρωτικές καμπύλες του χαμιλτονιανού πεδίου της f .

Αποδειξη. ΄Εσvτω Xf το χαμιλτονιανό πεδίο της f και φt η ροή του. ΄Εσvτω επίσvης

p ∈M , X ∈ g, X#
το διανυσvματικό πεδίο που προκύπτει από τη δράσvη της υποομάδας

{exp (tX) : t ∈ R} ⊂ G και µX = 〈µ,X〉 : M → R. Τότε έχουμε

d

dt
µX (φt (p)) = dµX ·Xf

= ιXf dµ
X

= ιXf ιX#ω

= −ιX#ιXfω

= −ιX#df

= − d

dt
f (exp (tX) · p)

= 0

όπου σvτην τελευταία ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το ότι η f είναι G-αναλλοίωτη. �
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Προταση 3.4.2. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα καιG ομάδα Λιε. ΄Εσvτω
επίσvης ψ : G → Symp (M,ω) σvυμπλεκτική δράσvη της G σvτην (M,ω). Αν f ∈
C∞ (M) και είναι G-αναλλοίωτη, τότε η ροή της φt είναι G-ισvομεταβλητή.

Αποδειξη. ΄Εσvτω p ∈ M και g ∈ G. Θέτουμε a (t) = g · φt (p) , b (t) =
φt (g · p) .Τότε a (0) = g · p = b (0) και

da (t)

dt
=
d

dt
ψg (φt (p))

=Tψg · Xf |p
όπου Xf το χαμιλτονιανό πεδίο της f . Επίσvης

db (t)

dt
= Xf |ψg(p)

Αφού ψg σvυμπλεκτομορφισvμός, από την Πρότασvη (1.3.6) έχουμε ψ∗gXf = Xψ∗gf
, άρα

Tψg ·Xf = Xf ◦ ψg. Οπότε a (t) = b (t) για κάθε t. �

΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και G ομάδα Lie που δρα γνήσvια και

ελεύθερα σvτην M και η δράσvη είναι χαμιλτονιανή με απεικόνισvη ορμής µ. ΄Οπως δείξα-

με, τότε ο χώρος των τροχιώνMred = µ−1 (0) /G είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα με

σvυμπλεκτική μορφή ωred, τέτοια ώσvτε π∗ωred = i∗ω, όπου π : M → Mred η φυσvική

προβολή και i : µ−1 (0) ↪→M η ένθεσvη.

΄Εσvτω H ∈ C∞ (M) που είναι G-αναλλοίωτη, δηλαδή H (g · p) = H (p) για κάθε

g ∈ G, p ∈ M . Από αυτήν επάγεται μοναδική σvυνάρτησvη Hred : Mred → R με

Hred ◦ π = H ◦ i. Η Hred είναι καλά ορισvμένη, αφού η H είναι G-αναλλοίωτη.

Μάλισvτα Hred ∈ C∞ (Mred). Πράγματι, έσvτω q ∈ Mred. Θεωρούμε ένα p ∈ π−1 (q)
και έσvτω S υποπολλαπλότητα από το p, όπως σvτην απόδειξη του Θεωρήματος (2.2.8),

δηλαδή μια slice από το p. Τότε η π (S) είναι ανοιχτή περιοχή του q, η π|S : S → π (S)
αντίσvτροφη χάρτη για τον Mred, και Hred (π (s)) = H (s) για κάθε s ∈ S, άρα και η

Hred είναι διαφορίσvιμη αφού είναι η H.

΄Εσvτω φtH η χαμιλτονιανή ροή της H σvτην M και φHred η χαμιλτονιανή ροή της

Hred σvτην Mred. Θα δείξουμε ότι φtHred ◦ π = π ◦ φtH |µ−1(0). Να παρατηρήσvουμε

καταρχάς ότι η σvχέσvη αυτή έχει νόημα, αφού η φtH , ως ροή της G-αναλλοίωτης σvυ-

νάρτησvης H, από το Θεώρημα της Noether αφήνει το µ−1 (0) αναλλοίωτο και από την

Πρότασvη (3.4.2) είναι ισvομεταβλητή. Αρκεί να δείξουμε ότι XHred ◦ π = Tπ ◦ XH ,

όπου XH και XHred τα χαμιλτονιανά πεδία της H σvτην M και της Hred σvτην Mred

αντίσvτοιχα. ΄Εχουμε

π∗
(
ιXHredωred

)
= π∗dHred

= d (π∗Hred)

= dH

= ιXHω

΄Αρα για p ∈M και u ∈ TpM έχουμε:

π∗
(
ιXHredωred

)
p
· u = (ιXHω)p · u⇒

ωred|π(p)

(
XHred |π(p) , Tpπ · u

)
= ωp (XH | , u)⇒

ωred|π(p)

(
XHred |π(p) , Tpπ · u

)
= ωred|π(p)

(
Tpπ · XH |p , Tpπ · u

)
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και άρα XHred |π(p) = Tpπ · XH |p. ΄Οπου σvτη δεύτερη σvυνεπαγωγή χρησvιμοποιήθηκε

η σvχέσvη π∗ωred = i∗ω.



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4

APEIKONISEIS ORMHS KAI

KURTOTHTA

Θα περιορισvτούμε τώρα σvε χαμιλτονιανές δράσvεις του τόρου σvε σvυμπαγείς και

σvυνεκτικές πολλαπλότητες. Το Θεώρημα που θα αποδείξουμε λέει ότι για τέτοιες

δράσvεις η εικόνα της απεικόνισvης ορμής είναι κυρτό πολύτοπο. Το Θεώρημα αυτό

είναι γνωσvτό ως Θεώρημα κυρτότητας των Atiyah-Guillemin-Sternberg. Για την

απόδειξη θα χρειασvτούμε σvτοιχεία από τη Θεωρία των σvυναρτήσvεων Morse-Bott, τα
οποία και θα αναπτύξουμε. Συγκεκριμένα θα αποδείξουμε ένα Λήμμα που περιγράφει

τοπικά, σvε περιοχή ενός κρίσvιμου σvημείου της, μια σvυνάρτησvη Μορσε-Βοττ, καθώς

και το Θεώρημα Ευσvταθούς/Ασvταθούς πολλαπλότητας.

4.1. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ MORSE−BOTT

΄Εσvτω M διαφορική πολλαπλότητα και f : M → R διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη. Το

p ∈M θα λέγεται κρίσvιμο σvημείο της f αν Tpf = 0. Η c ∈ R λέγεται κανονική

τιμή της f αν κάθε x ∈ f−1 (c) είναι κρίσvιμο σvημείο, αλλιώς λέγεται κρίσvιμη τιμή

της f .
Οι ορισvμοί αυτοί γενικεύονται και για σvυναρτήσvεις μεταξύ δύο οποιονδήποτε πολ-

λαπλοτήτων. ΄Ετσvι αν M,N διαφορικές πολλαπλότητες και f : M → N , το p ∈ M
θα λέγεται κρίσvιμο σvημείο της f αν το διαφορικό Tpf δεν είναι επί. Οι άλλοι ορισvμοί

μένουν ίδιοι.

Αν p κρίσvιμο σvημείο της f τότε μπορούμε να ορίσvουμε τη διγραμμική μορφή

Hp (f) :TpM × TpM → R
(u, v) 7→ Xp (Y (f))

όπου X,Y ∈ X (M) με Xp = u και Yp = v. Αφού το p είναι κρίσvιμο σvημείο ισvχύει

0 = Tpf
(

[X,Y ]p

)
= [X,Y ]p (f)

οπότε Xp (Y (f)) = Yp (X (f)), που σvημαίνει ότι η Hp (f) είναι καλώς ορισvμένη,

ανεξάρτητη από την επιλογή τωνX,Y , και σvυμμετρική. ΗHp (f) ονομάζεταιHessian
μορφή της f σvτο p.

Ορισμος 4.1.1. Η διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη f : M → R λέγεται σvυνάρτησvη

Morse αν σvε κάθε κρίσvιμο σvημείο της η Hessian μορφή είναι μη εκφυλισvμένη.

Για σvτοιχεία για τις σvυναρτήσvεις Μορσε παραπέμπουμε τον αναγνώσvτη σvτο κλα-

σvσvικό βιβλίο του Μιλνορ [Mil69] ή σvτο πιο σvύγχρονο [N11].
Για τη μελέτη μας θα χρειασvτούμε μια γενικότερη κλάσvη σvυναρτήσvεων από τις

σvυναρτήσvεις Morse.

Ορισμος 4.1.2. ΄Εσvτω (M, 〈·, ·〉) πολλαπλότητα Riemann. Μια διαφορίσvιμη σvυ-

νάρτησvη f : M → R θα λέγεται σvυνάρτησvη Morse-Bott αν το σvύνολο των

67
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κρίσvιμων σvημείων της Crit (f) είναι ένωσvη σvυνεκτικών υποπολλαπλοτήτων Ci της M
και

TpCrit (f) = ker∇2f (p)

για κάθε p ∈ Crit (f), όπου η ∇2f (p) : TpM → TpM η γραμμική απεικόνισvη με〈
∇2f (p) · u,w

〉
= Hp (f) (u,w) για κάθε u,w ∈ TpM . Ισvοδύναμα, αν η διγραμμική

μορφή Hp (f), που επάγει η Hp (f) σvτην κάθετη δέσvμη NpM = TpM/TpCrit (f) της

TpCrit (f) , είναι μη εκφυλισvμένη. Τα Ci λέγονται κρίσvιμες υποπολλαπλότη-

τες.

Αφού Tf = 0 σvε κάθε Ci και οι Ci είναι σvυνεκτικές, έπεται ότι η f έχει σvταθερή

τιμή πάνω σvε κάθε κρίσvιμη υποπολλαπλότητα.

Οι σvυναρτήσvεις Morse-Bott είναι πράγματι γενικεύσvεις των σvυναρτήσvεων Morse,
αφού αν το Crit (f) είναι ένωσvη πολλαπλοτήτων διάσvτασvης 0, δηλαδή διακριτών σvη-

μείων και

0 = Tp {p} = ker∇2f (p)

άρα η Hessian είναι μη εκφυλισvμένη.

4.1.1. Λήμμα Morse-Bott. Στην ενότητα αυτή θα αποδείξουμε ένα πολύ

βασvικό Λήμμα, το οποίο λέει πως σvε περιοχή ενός κρίσvιμου σvημείου της μια σvυνάρτησvη

Morse-Bott έχει πολύ σvυγκεκριμένη μορφή. Η απόδεξη που θα δώσvουμε προέρχεται

από το [BH04].

Λημμα 4.1.3 (Morse-Bott). ΄Εσvτω f : M → R σvυνάρτησvη Morse-Bott, όπου M
διαφορική πολλαπλότητα με dimM = m, C κρίσvιμη υποπολλαπλότητα με dimC = n
και p ∈ C. Τότε υπάρχει ανοιχτή περιοχή U του p σvτην M και χάρτης φ : U →
Rn × Rm−n τέτοιος, ώσvτε:

(1) φ (p) = 0
(2) φ (U ∩ C) = {(x, y) ∈ Rn × Rm−n : y = 0}
(3)

(
f ◦ φ−1

)
(x1, . . . xn, y1, . . . yn) = f (p) − y2

1 − · · · − y2
k + y2

k+1 + · · · + y2
n,

όπου k ο δείκτης της Hp (f).

Αφού η Hp (f) έχει σvυνεχή, και μάλισvτα διαφορίσvιμη, εξάρτησvη από το p και η C είναι

σvυνεκτική, ο δείκτης της θα είναι ο ίδιος σvε όλη την C.

Από το παραπάνω Θεώρημα προκύπτει πως κάθε κρίσvιμη υποπολλαπλότητα βρίσvκε-

ται μέσvα σvε μια περιοχή που δεν περιέχει άλλες κρίσvιμες πολλαπλότητες. Ειδικά αν η

M είναι σvυμπαγής το πλήθος των κρίσvιμων πολλαπλοτήτων είναι πεπερασvμένο.

Θα χρεισvτούμε μερικά Λήμματα επιπλέον, πριν προχωρήσvουμε σvτην απόδειξη του

Λήμματος Morse-Bott.

Λημμα 4.1.4. ΄Εσvτω U ⊂ Rm κυρτή περιοχή του 0 και f : U → R μια διαφορίσvιμη
σvυνάρτησvη. Τότε υπάρχουν σvυναρτήσvεις gi ∈ C∞ (U) με

gi (0) =
∂f

∂xi
(0)

ώσvτε

f (x1, . . . xn) = f (0) +

m∑
i=1

xigi (x1, . . . xn)

Αν επιπλέον
∂f
∂xi

(0) = 0, i = 1, . . .m τότε υπάρχουν hij ∈ C∞ (U)με

hij (0) =
∂2f

∂xi∂xj
(0)
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ώσvτε

f (x1, . . . xn) =f (0) +

m∑
i,j=1

xixjhij (x1, . . . xn)

= xTHxx

όπου x = (x1, . . . xn), το οποίο το βλέπουμε ως διάνυσvμα σvτήλη, και Hx =(
1
2 (hij (x) + hji (x))

)
i,j
σvυμμετρικός πίνακας.

Αποδειξη. Για x = (x1, . . . xn) ∈ U , αφού U κυρτό και 0 ∈ U , έπεται ότι tx ∈ U
για κάθε t ∈ [0, 1]. ΄Εχουμε

f (x1, . . . xn)− f (0) =

ˆ 1

0

d

dt
f (tx1, . . . txn) dt

=

ˆ 1

0

n∑
i=1

∂f

∂xi
(tx)xidt

=

n∑
i=1

xigi (x)

όπου gi (x) =
´ 1

0
∂f
∂xi

(tx) dt και άρα gi (0) = ∂f
∂xi

(0).

Αν τώρα 0 = ∂f
∂xi

(0) = gi (0) = 0, i = 1, . . . n. Εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασvία

σvτις gi, έπεται ότι υπάρχουν hij , ώσvτε

gi (x) =

n∑
i=1

xihij (x)

με hij (0) = ∂gi
∂xj

(0) = ∂2f
∂xj∂xi

(0). Οπότε τελικά

f (x1, . . . xn) = f (0) +

m∑
i,j=1

xixjhij (x1, . . . xn)

�

Θα χρειασvτούμε το ακόλουθο Λήμμα, το οποίο χρησvιμοποιείται και σvτο [H76] για
την απόδειξη του Λήμματος του Morse.

Λημμα 4.1.5. ΄Εσvτω A = diag (a1, . . . am) διαγώνιος πίνακας με ai = ±1 για i =
1, 2, . . .m. Τότε υπάρχει περιοχή U του A σvτο διανυσvματικό χώρο των σvυμμετρικών
n× n πινάκων (' Rm(m+1)/2

) και διαφορίσvιμη απεικόνισvη

P : U → GLm (R)

ώσvτε P (A) = Im×m και P (S)
T
SP (S) = A για κάθε S ∈ U .

Αποδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή σvτο m. Για m = 1, A = (a) με

a = ±1. Αν πάρουμε το U αρκετά μικρό, τότε αν S = (s) ∈ U , το s θα έχει το ίδιο

πρόσvημο με το a. Ορίζουμε τότε

P (S) =
1√
|s|

΄Εσvτω ότι έχει αποδειχθεί για m− 1.
Παίρνουμε έναν A = diag (a1, . . . am) , ai = ±1 για i = 1, 2, . . .m.
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Από επαγωγική υπόθεσvη, υπάρχει περιοχή U1 του A1 = diag (a2, · · · am) σvτο

χώρο των (m− 1) × (m− 1) σvυμμετρικών πινάκων και P1 : U1 → GLm−1 (R) με

P1 (A1) = I(m−1)×(m−1) και P1 (S1)
T
S1P1 (S1) = A1 για κάθε S1 ∈ U1.

΄Εσvτω S = (sij) σvυμμετρικός m × m πίνακας με s11 6= 0 και να έχει το ίδιο

πρόσvημο με το a1. Ονομάζουμε B την αντίσvτοιχη διγραμμική μορφή

B : Rm × Rm → R

(x, y) 7→ xTSy

΄Εσvτω e1, . . . en η σvυνήθης βάσvη του Rm. Ορίζουμε

w1 =
e1√
|s11|

wj = ej −
sij
s11

e1, j > 1

Προφανώς τα w1, . . . wm αποτελούν βάσvη για τον Rm. Ο πίνακας S′ που αντισvτοιχεί

σvτη B ως προς τη βάσvη αυτή είναι

S′ = (B (wi, wj))i,j =


a1 0 · · · 0

0
.
.
. S1

0

 = CTS SCS

όπου

CS =


1√
|s11|

− s12
s11

· · · − s1m
s11

0
.
.
. I(m−1)×(m−1)

0


ο πίνακας αλλαγής βάσvης. Παρατηρούμε πως ο CS έχει διαφορίσvιμη εξάρτησvη από τα

σvτοιχεία του S. Αν επιπλέον ο S επιλεγεί αρκετά κοντά σvτον A, έσvτω σvε μια περιοχή

U , τότε S1 ∈ U1.

Ορίζουμε

P : U → GLm (R)

S 7→ CSRS

όπου

RS =


1 0 · · · 0
0
.
.
. P1 (S1)
0


Επαληθεύεται άμεσvα ότι η P είναι η ζητούμενη σvυνάρτησvη. �

Θα χρειασvτούμε ένα ακόμα Λήμμα, για σvυναρτήσvεις Morse, το οποίο χρησvιμοποιεί

το κόλπο του Moser που έχουμε ήδη περιγράψει.

Λημμα 4.1.6. ΄Εσvτω f : Uo → R διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη, όπου Uo ⊂ Rm κυρτή
περιοχή του 0, με f (0) = 0 και d0f = 0. Υποθέτουμε ότι ο πίνακας της Hessian σvτο
0

A =

(
∂2f

∂xi∂xj
(0)

)
i,j
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είναι αντισvτρέψιμος. ΄Εσvτω

q : Rm → R

x 7→ xTAx

η αντίσvτοιχη τετραγωνική μορφή. Τότε υπάρχουν περιοχές U,U ′ του 0 σvτον Rm
με U ⊂ Uo και αμφιδιαφόρισvη φ : U → U ′, ώσvτε

f ◦ φ = q

Αποδειξη. Για t ∈ [0, 1] ορίζουμε σvυναρτήσvεις ft : Uo → R με

ft = q + t (f − q)
Θα βρούμε οικογένεια αμφιδιαφορίσvεων φt ώσvτε

ft ◦ φt = q, για κάθε t ∈ [0, 1] (1)

Τότε για φ = φ1, αφού f1 = f , απίρνουμε το ζητούμενο.

Αν ξt το χρονομεταβλητό πεδίο που αντισvτοιχεί σvτη φt, δηλαδή

ξt =
dφt
dt
◦ φt, φo = id

παραγωγογίζοντας την (1) ως προς t παίρνουμε

dft
dt
◦ φt + dft|φt · ξt = 0⇔

dft
dt

+ dft · ξt = 0⇔

dft · ξt = q − f ≡ g (2)

΄Αρα το να βρούμε αμφιδιαφορίσvεις φt που ικανοποιούν την (1) είναι ισvοδύναμο με

το να βρούμε ένα χρονομεταβλητό διανυσvματικό πεδίο ξt που ικανοποιεί την (2).

΄Εχουμε g (0) = 0− 0 = 0 και d0g = d0q − d0f = 0. ΄Αρα, από το Λήμμα (4.1.4),

για κάθε x ∈ Uo υπάρχει σvυμμετρικός πίνακας Gx, που εξαρτάται με διαφορίσvιμο τρόπο

από το x, ώσvτε

g (x) = xTGxx

Αν ξit, i = 1, . . .m οι σvυνισvτώσvες του ξ ως προς τη σvυνήθη βάσvη του Rm, τότε

δουλεύοντας ανάλογα με το Λήμμα (4.1.4) έχουμε για x ∈ Uo και s ∈ R αρκετά μικρό

d

ds
(dft|sx · ξt|sx) =

d

ds

(
m∑
i=0

ξit
∂ft
∂xi

(sx)

)

=

m∑
i,j=1

ξitxj
∂2ft
∂xi∂xj

(sx)

οπότε

dft|x · ξt|x = dft|x · ξt|x − dft|0 · ξt|0

=

ˆ 1

0

d

ds
(dft|sx · ξt|sx) ds

=

m∑
i,j=1

ξjtxi
(
Btx
)
ij

= xTBtx ξt|x
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όπου Btx ο πίνακας με σvτοιχεία τα (Btx)ij =
´ 1

0
∂2ft
∂xi∂xj

(sx) ds, και 〈·, ·〉 το σvύνηθες

εσvωτερικό γινόμενο σvτον R. Για x = 0 έχουμε Bt0 = 2A + t (A− 2A)= (2− t)A.

Επομένως, αφού ο A είναι αντισvτρέψιμος, και ο Bt0 θα είναι αντισvτρέψιμος για κάθε

t ∈ [0, 1]. Αν περιορισvτούμε σvε μια αρκετά μικρή περιοχή Ũ ⊂ Uo του 0, οι πίνακες

Btx θα είναι αντισvτρέψιμοι για κάθε t ∈ [0, 1] και κάθε x ∈ Ũ .

΄Εχουμε

dft · ξt = g ⇔ g (x) = dft|x · ξt|x ,∀x ∈ Ũ

⇔ xTGxx = xTBtx ξt|x ,∀x ∈ Ũ

⇔ ξt|x =
(
Btx
)−1

Gxx, ∀x ∈ Ũ

΄Αρα υπάρχει το ζητούμενο διανυσvματτικό πεδίο σvτην Ũ και έχει διαφορίσvιμη ε-

ξάρτησvη από τα x και t. Αφού ξt|0 = 0, αν περιορισvτούμε σvε μια περιοχή U ⊂ Ũ η

ροή φt (x) από το x ∈ U θα υπάρχει για κάθε t ∈ [0, 1]. �

Παρατηρηση 4.1.7. Οι πίνακες Gx και Btx εξαρτώνται με διαφορίσvιμο τρόπο από

τα σvτοιχεία του πίνακα A. Το ίδιο επομένως ισvχύει για τα ξt και φt.

Μπορούμε τώρα να προχωρήσvουμε σvτην απόδειξη του Λήμματος Morse-Bott.

Αποδειξη. Αφού η C είναι υποπολλαπλότητα της M και p ∈ C, θα υπάρχει

ανοιχτή περιοχή U του p σvτη M και χάρτης

φ = (φ1, φ2) :U → Rn × Rm−n

με φ (U ∩ C) = Rn×{0}. Μάλισvτα μπορεί ο χάρτης να επιλεγεί έτσvι, ώσvτε φ (p) = 0.
Η σvυνάρτησvη f ◦ φ−1 : Rn × Rm−n → R είναι σvυνάρτησvη Μορσε-Βοττ και το

σvύνολο Rn × {0} = φ (U ∩ C) είναι κρίσvιμη υποπολλαπλότητά της. Επομένως για

κάθε x ∈ Rn, η σvυνάρτησvη

fx :Rm−n → R
y 7→

(
f ◦ φ−1

)
(x, y)− f (p)

είναι σvυνάρτησvη Morse, με το 0 να είναι κρίσvιμο σvημείο της και fx (0) = 0. Οι πίνακες

που αντισvτοιχούν σvτις Hessian μορφές των fx

Ax =

(
∂2fx
∂yi∂yj

)
i,j

=

 ∂2
(
f ◦ φ−1

)
∂yi∂yj

∣∣∣∣∣
(x,0)


i,j

είναι μη εκφυλισvμένοι και έχουν διαφορίσvιμη εξάρτησvη από το x. Μπορούμε, εφαρ-

μόζοντας κατάλληλη γραμμική αμφιδιαφόρισvη σvτον Rn × Rm−n που να είνα είναι η

ταυτοτική σvτον Rn×{0} -αντισvτοιχεί σvε αλλαγή βάσvης-, να επιτύχουμε ο A0 να είναι

διαγώνιος με k σvτοιχεία ίσvα με -1(όπου k ο δείκτης της Hp (f) σvτη C) και τα υπόλοιπα

ίσvα με 1.

Για x ∈ Rn ορίζουμε

qx :Rm−n → R

y 7→ yTAxy

Από το Λήμμα (4.1.6) και την Παρατήρησvη μετά από αυτό, έπεται ότι οικογένεια αμ-

φιδιαφορίσvεων ψx, x ∈ Rn του Rm−n με ψx (0) = 0, που έχουν διαφορίσvιμη εξάρτησvη
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από το x, ώσvτε για κάθε y ∈ Rm−n να ισvχύει

qx (y) = fx (ψx (y)) =
(
f ◦ φ−1

)
(x, ψx (y))− f (p)

Τότε η απεικόνισvη

φ̃ :Rn × Rm−n →M

(x, y) 7−→ φ−1 (x, ψx (y))

είναι διαφορίσvιμη και 1-1. ΄Αρα η αντίσvτοφή της είναι χάρτης. Επίσvης φ̃ (0, 0) = p ,

φ̃ (Rn × {0}) = U ∩ C και(
f ◦ φ̃

)
(x, y)− f (p) =

(
f ◦ φ−1

)
(x, ψx (y))− f (p) = qx (y)

Αφού οι πίνακες Ax έχουν διαφορίσvιμη, άρα σvυνεχή εξάρτησvη από το x, για x αρκε-

τά κοντά σvτο 0 οιAx θα είναι αρκετά κοντά σvτονA0 = diag

(
−1, . . .− 1,
k−forèc

1, . . . 1
(m−n−k)−forèc

)
.

Αν περιορίσvουμε επομένως την φ̃σvε κατάλληλη περιοχή Ũ του 0, οι πίνακες Ax θα α-

νήκουν σvτην περιοχή του A0 που προκύπτει από το Λήμμα (4.1.5), οπότε όπως μας

λέει το Λήμμα θα ισvχύει

P (Ax)
T
AxP (Ax) = A0, για x σvε περιοχή του 0

όπου P (Ax) ∈ GLm−n (R) και είναι διαφορίσvιμες σvυναρτήσvεις του x.
Επομένως αν ορίσvουμε την απεικόνισvη

ψ̃ :Ũ → φ̃
(
Ũ
)

(x, y) 7→ φ̃ (x, P (Ax) y)

αυτή είναι διαφορίσvιμη και 1-1. ΄Αρα η αντίσvτροφή της είναι χάρτης. Παρατηρούμε πως

ψ̃ (0, 0) = φ̃ (0, 0) = p και ψ̃
(
Ũ ∩ (Rn × {0})

)
= C ∩ φ̃

(
Ũ
)

και(
f ◦ ψ̃

)
(x, y)− f (p) =

(
f ◦ φ̃

)
(x, P (Ax) y)− f (p)

= qx (P (Ax) y)

= (P (Ax) y)
T
Ax (P (Ax) y)

= yTP (Ax)AxP (Ax) y

= yTA0y

= −y2
1 − · · · − y2

k + y2
k+1 + · · ·+ y2

m−n

�

4.1.2. Η ροή κλίσvης μιας σvυνάρτησvης Morse-Bott. Για την ενότητα

αυτή η (M, 〈·, ·〉) θα είναι μια σvυμπαγής πολλαπλότητα Riemann διάσvτασvης m και η

f : M → R μια σvυνάρτησvη Morse-Bott σvτη M . Η κλίσvη της f είναι το διαφορίσvιμο

διανυσvματικός πεδίο ∇f σvτη M που ικανοποιεί τη σvχέσvη

〈∇f,X〉 = X (f) ,∀X ∈ X (M)
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Παρατηρούμε πως

p κρίσvιμο σvημείο της f ⇔ dpf = 0

⇔ 〈∇f,X〉 (p) = Xp (f) = dpf ·Xp = 0,∀X ∈ X (M)

⇔ ∇f (p) = 0

Η ροή κλίσvης φt είναι η ροή του πεδίου −∇f , δηλαδή
dφt (p)

dt
= −∇f ◦ φt (p) ,∀p ∈M

Αφού η πολλαπλότητα είναι σvυμπαγής, η ροή ορίζεται για κάθε t ∈ R.

Προταση 4.1.8. Για κάθε p ∈M το όριο

φ±∞ (p) := lim
t→±∞

φt (p)

υπάρχει και είναι κρίσvιμο σvημείο της f .

Αποδειξη. Παρατηρούμε πως η ψt = φ−t είναι η ροή κλίσvης της σvυνάρτησvης −f ,
η οποία είναι και αυτή μια σvυνάρτησvη Morse-Bott με τα ίδια κρίσvιμα σvημεία με την f ,
και ψ+∞ = φ−∞. ΄Αρα αρκεί να αποδείξουμε την περίπτωσvη για το όριο καθώς το t
τείνει σvτο σvυν άπειρο.

Η φt (p) είναι σvταθερή για κάθε t, και επομένως ίσvη με p για κάθε t, αν και μόνο

αν ∇fp = 0, επομένως αν και μόνο αν το p είναι κρίσvιμο σvημείο της f .
Αν τώρα το p, επομένως και το φt (p) για κάθε t, δεν είναι κρίσvιμο σvημείο έπεται

ότι

d

dt
f (φt (p)) = − ∇f |φt(p) (f) = −〈∇f,∇f〉φt(p) < 0,∀t ∈ R

επομένως η σvυνάρτησvη f (φt (p)) είναι γνησvίως φθίνουσvα σvυνάρτησvη του t.
Ορίζουμε το σvύνολο

Ω+∞ =
{
q ∈M : ∃ {tn}n∈N ⊂ R με tn → +∞ ώσvτε φtn (p)→ q

}
Παίρνοντας μια τυχαία ακολουθία {tn} ⊂ R με tn → +∞ και θεωρώντας την ακολου-

θία φtn (p) σvτην M , αφού η M είναι σvυμπαγής κάποια υπακολουθία θα σvυγκλίνει σvε

κάποιο σvημείο έσvτω q. Τότε q ∈ Ω+∞ και άρα Ω+∞ 6= ∅.
Για κάθε t ∈ R ισvχύει φt (V ) ⊂ Ω+∞. Πράγματι, έσvτω q ∈ Ω+∞. Τότε υπάρχει

ακολουθία tn → +∞, ώσvτε φtn (p)→ +∞. Τότε για οποιοδήποτε t, έχουμε t+ tn →
+∞ και φt+tn (p) = φt (φtn (p)) → φt (q), αφού η φt είναι σvυνεχής. Επομένως

φt (q) ∈ Ω+∞.

΄Εσvτω τώρα q0, q1 ∈ Ω+∞. Τότε υπάρχει ακολουθία tn → +∞, την οποία μπο-

ρούμε να πάρουμε γνήσvια αύξουσvα, ώσvτε

φt2n+i
(p)→ qi, i = 0, 1

Οπότε, αφού t2n+1 > t2n+1 > t2n έχουμε

f
(
φt2n+2

(p)
)
> f

(
φt2n+1

(p)
)
> f (φt2n (p))

και επομένως, παίρνοντας τον n να τείναι σvτο άπειρο, παίρνουμε ότι f (q0) = f (q1).
Αφού τα q0, q1 επελέγησvαν τυχαία έπεται ότι υπάρχει c ∈ R, ώσvτε

Ω+∞ ⊂ f−1 (c)

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι Ω+∞ ⊂ Crit (f). Πράγματι, έσvτω q ∈ Ω+∞ −
Crit (f). Αφού το q δεν είναι κρίσvιμο σvημείο η f (φt (q)) θα είναι γνήσvια φθίνουσvα ως
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προς t, ενώ αφού q ∈ Ω+∞ , και άρα φt (q) ∈ Ω+∞ για κάθε t, θα ισvχύει f (φt (q)) = c
για κάθε t. Καταλήξαμε επομένως σvε άτοπο.

΄Εσvτω q ∈ Ω+∞. Τότε το q είναι κρίσvιμο σvημείο της f και υπάρχει ακολουθία tn →
+∞, ώσvτε φtn (p)→ q.Θα δείξουμε ότι lim

t→+∞
φt (p) = q. Αφού το q είναι κρίσvιμο σvη-

μείο της f , από το Λήμμα Morse-Bott, υπάρχει χάρτης (U ′; (x1, . . . xn, y1, . . . ym−n)),
όπου n η διάσvτασvη της κρίσvιμης υποπολλαπλότητας που ανήκει το q, ώσvτε

f (x1, . . . xn, y1, . . . yn)− f (p) = −y2
1 − · · · − y2

k + y2
k+1 + · · ·+ y2

m−n

όπου k ο δείκτης τηςHq (f). Θεωρούμε την περιοχή U =
{
a ∈ U ′ : y2

1 (a) + · · ·+ y2
m (a) < r2

}
για κάποιο r αρκετά μικρό. Το πεδίο κλίσvης της f σvτην περιοχή U έχει τη μορφή

−∇f = 2y1
∂

∂y1
+ · · ·+ 2yk

∂

∂yk
− 2yk+1

∂

∂yk+1
· · · − 2ym−n

∂

∂ym−n

Αφού φtn (p)→ q, θα υπάρχει no ώσvτε φtno (p) = yo ∈ U και έσvτω (x1 (0) , . . . xn (0) , y1 (0) , . . . ym−n (0))
οι σvυντεταγμένες του. Για όσvο βρίσvκεται μέσvα σvτην U , η ροή φt (yo) = φt+tno (p)
του yo θα έχει τη μορφή(

x1 (0) , . . . xn (0) , y1 (0) e2t, . . . yk (0) e2t, yk+1 (0) e−2t, . . . ym−n (0) e−2t
)

Αν η ροή του yo δεν ξαναβγαίνει από την U , θα πρέπει y1 (0) = · · · = yk (0) = 0 και

επομένως

φt (p) = φt−tno (yo) =
(
x1 (0) , . . . xn (0) , 0t, . . . 0, yk+1 (0) e−2(t−tno ), . . . ym−n (0) e−2(t−tn0)

)
→

(x1 (0) , . . . xn (0) , 0, . . . 0)

το σvημείο αυτό δεν μπορεί να είναι άλλο από το q.
Μένει να δείξουμε ότι πράγματι η ροή του yo δεν βγαίνει πάλι από την περιοχή U .

Θέτουμε y2
− = (y1 (0))

2
+ · · · + (yk (0))

2
και y2

+ = (yk+1 (0))
2

+ · · · + (ym−n (0))
2
.

Μικραίνουμε και άλλο την περιοχή U , ώσvτε r2 = y2
− + y2

+. ΄Εχουμε f (yo)− f (p) =
−y2
− + y2

+. Η ροή του yo μπαίνει ή βγαίνει από την περιοχή U τις χρονικές σvτιγμές

για τις οποίες ισvχύει

y2
−e

4t + y2
+e
−4t =

=
(
y1 (0) e2t

)2
+ · · ·+

(
yk (0) e2t

)2
+
(
yk+1 (0) e−2t

)
+ · · ·+

(
ym−n (0) e−2t

)2
= r2

Λύνοντας προκύπτει ότι τότε e4t = 1 ή e4t =
y2+
y2−

. Οπότε, σvτα σvημεία εισvόδου και

εξόδου από την U , η τιμή της f θα είναι f (p)−y2
−+y2

+ (που είναι ίσvη με την τιμή σvτο

yo) ή f (p)− y2
+ + y2

−. Αφού η f (φt (yo)) μειώνεται διαρκώς θα πρέπει η έξοδος από

την περιοχή U να γίνεται από σvημείο όπου η f έχει τιμή f (p)−y2
+ +y2

−, η οποία πρέπει

να είναι μικρότερη της f (yo), και να μην ξαναμπαίνει. Μάλισvτα πρέπει y2
− − y2

+ < 0
και άρα f (p)− y2

+ + y2
− < f (p). �

΄Εσvτω C μια κρίσvιμη υποπολλαπλότητα της f . Εξ΄ορισvμού της f ως σvυνάρτησvης

Morse-Bott ο πυρήνας του πίνακα της Hessian για x ∈ C είναι το εφαπτόμενο σvτη C
επίπεδο TxC. Επομένως έχουμε τη διάσvπασvη

TxM = TxC ⊕ E−x ⊕ E+
x , για x ∈ C

όπου E−x , E
+
x οι υπόχωροι του TxM σvτους οποίους ο περιορισvμός της Hessian είναι

αρνητικά και θετικά ορισvμένη αντίσvτοιχα. Είναι δηλαδή οι υπόχωροι που παράγονται

από τα ιδιοδιανύσvματα που αντισvτοιχούν σvε αρνητικές και θετικές ιδιοτομές αντίσvτοιχα
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του πίνακα της Hessian. Αφού η C είναι σvυνεκτική, οι διασvτάσvεις των E−x και E+
x

είναι σvταθερές για κάθε κάθε x ∈ C. Οι αριθμοί

n− (C) = dimE−x ,∀x ∈ C
n+ (C) = dimE+

x ,∀x ∈ C

είναι ο δείκτης και ο σvυν-δείκτης της f σvτη C.

Ορίζουμε τα σvύνολα

W s (C) =

{
q ∈M : lim

t→+∞
φt (q) ∈ C

}
Wu (C) =

{
q ∈M : lim

t→−∞
φt (q) ∈ C

}
Η προηγούμενη πρότασvη εξασvφαλίζει ότι τα σvύνολα είναι καλά ορισvμένα, αφού υ-

πάρχουν τα όρια lim
t→+∞

φt (q) για κάθε q ∈ M . Το W s (C)ονομάζεται ευσvταθής

πολλαπλότητα της C και το Wu (C) ασvταθής πολλαπλότητα της C.

Θεωρημα 4.1.9 (Ευσvταθούς-ασvταθούς πολλαπλότητας για Morse-Bott σvυναρ-

τήσvεις). Αν m = dimM και n = dimN , το σvύνολο W s (C) είναι διαφορική πολ-
λαπλότητα διάσvτασvης n + n+ (C) με TxW

s (C) = TxC ⊕ E+
x για x ∈ C και το

σvύνολο Wu (C) είναι διαφορική πολλαπλότητα διάσvτασvης n+n− (C) με TxW
u (C) =

TxC ⊕ E−x για x ∈ C.

Αποδειξη. Η σvυνάρτησvη −f είναι και αυτή Morse-Bott με τα ίδια κρίσvιμα σvημεία,

δείκτη σvτη C ίσvο με n+ (C), σvυν-δείκτη σvτη C ίσvο με n− (C), ροή κλίσvης φ−t και

ευσvταθή και ασvταθή πολλαπλότητα σvτη C τις Wu (C) και W s (C) αντίσvτοιχα. ΄Αρα

αρκεί να μελετήσvουμε μόνο το W s (C).
Παρατηρούμε πως το σvύνολο W s (C) είναι φt αναλλοίωτο για κάθε t ∈ R. Πράγ-

ματι, έσvτω to ∈ R και q ∈W s (C). Τότε υπάρχει p ∈ C, ώσvτε

φt (q)→ p

οπότε

φt (φto (q)) = φt+to (q)→ p

και επομένως φto (q) ∈W s (C) .
΄Εσvτω x ∈W s (C). Τότε υπάρχει p ∈ C, ώσvτε φt (x)→ p για t→ +∞. ΄Αρα για

οποιαδήποτε περιοχή U του p θα υπάρχει t, ώσvτε το φt (x) , και λόγω σvυνέχειας και

η φt (V ) για κάποια περιοχή του x σvτη M , να περιέχεται σvτην U . Επίσvης η φt είναι

αμφιδιαφόρισvη και αφήνει το W s (C) αναλλοίωτο. Επομένως, αρκεί να μελετήσvουμε

την W s (C) σvε περιοχή της C.

΄Εσvτω p ∈ C. Από το ΛήμμαMorse-Bott υπάρχει χάρτης (U ′, φ = (x1, . . . xn, y1, . . . ym−n)),
ώσvτε φ (p) = 0, φ (U ∩ C) = {q ∈ U : y1 (q) = · · · = ym−n (q) = 0} και

f (x1, . . . xn, y1, . . . yn)− f (p) = −y2
1 − · · · − y2

k + y2
k+1 + · · ·+ y2

m−n

όπου k = n− (C). Περιοριζόμασvτε σvτην περιοχή

U =
{
q ∈ U : (y1 (q))

2
+ · · ·+ (ym−n (q))

2
< r2

}
Τότε C ∩U = C ∩U ′ για r αρκετά μικρό. ΄Οπως είδαμε σvτην προηγούμενη απόδειξη,

η ροή από το σvημείο με σvυντεταγμένες (x1, . . . xn, y1, . . . ym−n) μένει για πάντα μέσvα

σvτο U αν και μόνο αν y1 = · · · = yk = 0, ενώ διαφορετικά βγαίνει από την περιοχή U
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με την τιμή της f να είναι μικρότερη από την τιμή της σvτο p, και άρα σvε όλο το C,

και επομένως τότε δεν μπορεί να τείνει σvτο C. ΄Εχουμε επομένως

W s (C) ∩ U = {q ∈ U : y1 (q) = · · · = yk (q) = 0}
που σvημαίνει ότι η W s (C) είναι (εμβεδδεδ) υποπολλαπλότητα της M διάσvτασvης m−
k = n+ n+ (C).

Από τη μορφή της f σvτην U προκύπτει ότι

E+
p =

〈
∂

∂yk+1

∣∣∣∣
p

, . . .
∂

∂ym−n

∣∣∣∣
p

〉
ενώ προφανώς

TpC =

〈
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . .
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

〉
Οπότε TpW

s (C) = TpC ⊕ E+
p . �

Παρατηρούμε πως

n− (C) = codim (W s (C))

n+ (C) = codim (Wu (C))

Μια εναλλακτική απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος, μάλισvτα σvημαντικής γε-

νίκευσvής του, μπορεί να βρεθεί σvτο [HPPS70].
Από την Πρότασvη (4.1.8) ότι

M =
⋃
C

W s (C) =
⋃
C

Wu (C)

με τα σvύνολα σvε κάθε ένωσvη να είναι ξένα ανά δύο και πεπερασvμένα σvε πλήθος.

4.1.3. Επιπεδοσvύνολα μιας σvυνάρτησvης Morse-Bott. Το παρακάτω

Λήμμα είναι πολύ χρήσvιμο για την απόδειξη του βασvικού Θεωρήματος αυτού του κα-

φαλαίου, αλλά έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και από μόνο του.

Λημμα 4.1.10. ΄Εσvτω M σvυμπαγής και σvυνεκτική πολλαπλότητα με dimM = m
και f : M → R σvυνάρτησvη Morse-Bott με n± (C) 6= 1, για κάθε κρίσvιμη υποπολλα-
πλότητα C. Τότε τα επιπεδοσvύνολα f−1 (c) είναι σvυνεκτικά για κάθε c ∈ R.

Αποδειξη. Ορίζουμε μια μετρική Riemann σvτην M και έσvτω φt η ροή κλίσvης.

Θα δείξουμε αρχικά ότι υπάρχουν μια ακριβώς κρίσvιμη πολλαπλότητα δείκτη 0

και μια σvυν-δείκτη 0. Η M είναι σvυμπαγής, άρα η f θα έχει μέγισvτο και ελάχισvτο,

τα οποία είναι κρίσvιμα σvημεία με δείκτη 0 και σvυν-δείκτη 0 αντίσvτοιχα. Οι κρίσvιμες

υποπολλαπλότητες που τα περιέχουν είναι οι ζητούμενες. Για την απόδειξη ότι είναι

οι μοναδικές, έσvτω C0 η ένωσvη των κρίσvιμων πολλαπλοτήτων δείκτη 0. Το σvύνολο

M −W s (Co) ισvούται με την ένωσvη σvυνόλων της μορφής W s (C), όπου C κρίσvιμη

υποπολλαπλότητα με codim (W s (C)) = n+ (C) 6= 0, 1. Είναι επομένως ένωσvη πολλα-

πλοτήτων με σvυνδιάσvτασvη τουλάχισvτον 2. Από την Αλγεβρική Τοπολογία, αφού η M
είναι σvυνεκτική, γνωρίζουμε τότε ότι το W s (C0) ⊂ M είναι σvυνεκτικό . ΄Επεται ότι

και η Co είναι σvυνεκτική και επομένως είναι η κρίσvιμη πολλαπλότητα που αντισvτοιχεί

σvτην ελάχισvτη τιμή της f . Πράγματι, έσvτω ότι το Co δεν είναι σvυνεκτικό και έσvτω

C,C ′ μια διαμέρισvη του C0, επομένως τα C,C ′ είναι ενώσvεις κρίσvιμων υποπολλαπλοτη-

των δείκτη 0. ΄Αρα τα W s (C) ,W s (C ′) -ή για την ακρίβεια οι ενώσvεις των ευσvταθών

πολλαπλοτήτων των σvυνεκτικών σvυνισvτωσvών τους- θα είναι πολλαπλότητες διάσvτασvης
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m, άρα ανοιχτά σvύνολα και επομένως θα αποτελούν μια διαμέρισvη του W s (Co). Με

αντίσvτοιχο τρόπο αποδεικνύεται ότι η κρίσvιμη πολλαπλότηα CN που αντισvτοιχεί σvτην

μέγισvτη τιμή της f είναι και αυτή μοναδική.

Αφού η M είναι σvυμπαγής θα έχει πεπερασvμένο πλήθος κρίσvιμων υποπολλαπλο-

τήτων και επομένως και πεπερασvμένο πλήθος κρίσvιμων τιμών, έσvτω

c0 < c1 < · · · < cN

Από τα προηγούμενα έχουμε ότι

C0 = f−1 (co) και CN = f−1 (cN )

και είναι σvυνεκτικά.

Τώρα θα αποδείξουμε το Θεώρημα για c0 < c < c1, οπότε η c είναι και κανονική

τιμή της f . ΄Εσvτω x0, x1 ∈ f−1 (c). Αφού τα x0, x1 δεν είναι κρίσvιμα σvημεία και

επομένως, όπως έχουμε δει, η f θα μειώνεται πάνω σvτις τροχιές τους, πρέπει

lim
t→+∞

φt (x0) , lim
t→+∞

φt (x1) ∈ C0

και έσvτω y0, y1 τα αντίσvτοιχα όρια. Μπορούμε να ενώσvουμε τα x0 και x1 με μονοπάτι

σvτη M ως εξής. Αρχικά ενώνουμε το x0 με το y0 με το μονοπάτι που ορίζει η ροή

φt (x0) (αυτό το τμήμα βρίσvκεται εξ΄ολοκλήρου μέσvα σvτην W s (C0)), μετά ενώνουμε

τα y0 και y1 με ένα μονοπάτι σvτη C0, η οποία είναι σvυνεκτική όπως δείξαμε, και τέλος

ενώνουμε τα x1 και y1 μέσvω της ροής κλίσvης. Αφού

codim (Co) = n+ (C0) ≥ 2

και η C0 περιέχεται σvτηνW s (C0), που έχει διάσvτασvη όσvη και ηM , έπεται (δες [Mil65]
ή [GP74], την σvυζήτησvη σvχετικά με transversallity ) ότι μπορούμε να αλλάξουμε

ελαφρώς το τμήμα του μονοπατιού μεταξύ y0 και y1, ώσvτε να ανύκει σvτοW s (C0)−C0.

Κουνώντας το μονοπάτι αυτί, με σvταθερά τα άκρα x0 και x1, ακολουθώντας την ροή

κλίσvης κατά τα αρνητικά t, προκύπτει ένα μονοπάτι που ενώνει τα x0 και x1 και

βρίσvκεται σvτο f−1 (c).
Συνεχίζουμε με επαγωγή. Υποθέτουμε ότι το f−1 (c) είναι σvυνεκτικό για c κα-

νονική τιμή της f με c < cj , j < N και θα δείξουμε ότι ισvχύει και για cj < c < cj+1.

΄Εσvτω x0, x1 ∈ f−1 (c). Αφού M = ∪CW s (C) με codim (W s (C)) = n− (C) ≥ 2
για C 6= C0 και dimW s (C0) = m, και αφού η f−1 (c) είναι υποπολλαπλότητα δι-

άσvτασvης m − 1, αφού η c είναι κανονική τιμή της f , έπεται ότι μπορούμε να ε-

νώσvουμε τα x0 και x1 με σvημεία y0, y1 ∈ W s (C0) αντίσvτοιχα, μέσvω μονοπατιών

σvτην f−1 (c). Τα σvημεία y0, y1 τα ενώνουμε μέσvω της ροής κλίσvης με τα σvημεία

z0, z1 ∈ f−1 (c′) αντίσvτοιχα, όπου cj−1 < c′ < cj . Αυτό γίνεται γιατί τα σvημεία y0, y1

ανήκουν σvτην W s (C0), άρα η ροή τους τείνει σvτα της C0 όπου έχουμε το ελάχι-

σvτο της f . Από την επαγωγική υπόθεσvη τα z0, z1 μπορούν να ενωθούν με μονοπάτι

σvτην f−1 (c′). Αφού dimWu (CN ) = m (το CN περιέχει τα σvημεία μεγίσvτου), ενώ

codim (Wu (C)) = n+ (C) ≥ 2 για C 6= CN , όπως πριν έπεται ότι μπορούμε να αλ-

λάξουμε το μονοπάτι των z0, z1, ώσvτε να ανήκει σvτην Wu (CN ). Αφήνοντάς το να

κινηθεί κατά τα αρνητικά t ακολουθώντας την ροή κλίσvης παίρνουμε ένα μονοπάτι σvτην

f−1 (c) που ενώνει τα y0, y1. Αυτά όμως είναι ενωμένα με μονοπάτια σvτην f−1 (c) με

τα x0 και x1αντίσvτοιχα, άρα έχουμε τελειώσvει.

Μένει να δείξουμε ότι το f−1 (cj) είναι σvυνεκτικό για j = 1, 2, . . . N − 1. ΄Εσvτω

c ∈ R με cj < c < cj+1, οπότε το διάσvτημα (cj , c] αποτελείται μόνο από κανονικές

τιμές της f . Για ένα σvημείο x ∈ f−1 (c), το οποίο δεν θα είναι κρίσvιμο, αφού η c
δεν είναι κρίσvιμη τιμή, η ροή του φt (x) θα τείνει προς κάποιο σvημείο p μιας κρίσvιμης
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πολλαπλότητας, για το οποίο, αφού η f (φt (x)) είναι γνησvίως φθίνουσvα ως προς t
θα ισvχύει f (p) ≤ cj . ΄Αρα είτε p = lim

t→+∞
φt (x) ∈ f−1 (cj), είτε p = lim

t→+∞
φt (x) ∈

f−1 (ci) για κάποιο i < j, οπότε υπάρχει t (x)ώσvτε φt(x) (x) ∈ f−1 (cj). Ορίζουμε τη

σvυνάρτησvη

ψ : f−1 (c)→ f−1 (cj)

με

ψ (x) =

{
lim

t→+∞
φt (x) , αν lim

t→+∞
φt (x) ∈ f−1 (cj)

φt(x) (x) , αλλιώς

Από την παραπάνω σvυζήτησvη η ψ είναι επί, ενώ χρησvιμοποιώντας την μορφή της ροής

κλίσvης που προκύπτει χρησvιμοποιώντας τις σvυντεταγμένες που δίνει το Λήμμα Morse-
Bott, προκύπτει ότι είναι και σvυνεχής. Επομένως, αφού f−1 (c) είναι σvυνεκτικό όπως

δείξαμε, και το f−1 (cj) = ψ
(
f−1 (c)

)
θα είναι σvυνεκτικό. �

4.2. ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΥΡΤΟΤΗΤΑΣ

Στην ενότητα αυτή θα αποδείξουμε το παρακάτω Θεώρημα που αποδείχτηκε ανε-

ξάρτητα από τον Atiyah [At82]και τους Guillemin και Sternberg [?].

Θεωρημα 4.2.1 (Atiyah-Guillemin-Sternberg). ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπαγής και σvυ-
νεκτική σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και ψ : Tm → Symp (M,ω) χαμιλτονιανή δράσvη
του τόρου Tm σvτην M με απεικόνισvη ορμής µ : M → Rm. Τότε

• Για κάθε η ∈ Rm κανονική τιμή της µ, το επιπεδοσvύνολο µ−1 (η) είναι
σvυνεκτικό.

•
⋂
τ∈Tm Fix (ψτ ) =

⋃N
i=1 Ci, όπου οι Ci είναι σvυνεκτικές σvυμπλεκτικές πολ-

λαπλότητες.

• Σε κάθε Ci η τιμή της µ είναι σvταθερή, µ (Ci) = ηi, i = 1, 2, . . . N .
• Η εικόνα της µ είναι κυρτή και ισvούται με την κυρτή θήκη των ηj , j =

1, . . . N , δηλαδή

µ (M) =

{
N∑
i=1

λiηi :

N∑
i=1

λj = 1 και λj ≥ 0, j = 1, 2, . . . N

}
Η απόδειξη που θα δώσvουμε είναι αυτή του Atiyah, ακολουθώντας το [?]. Να

σvημειώσvουμε επίσvης πως σvτο [Kir84] περιέχεται μια γενίκευσvη του παραπάνω που

αφορά δράσvη μιας τυχαίας σvυμπαγούς ομάδας Lie.
Πριν προχωρήσvουμε σvτην απόδειξη θα χρειασvτούμε τα παρακάτω τρία Λήμματα.

Λημμα 4.2.2. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, G σvυμπαγής ομάδα Lie
και ψ : M → Symp (M,ω) σvυμπλεκτική δράσvη της G σvτην (M,ω). Τότε υπάρχει
G−αναλλοίωτη μετρική σvτην M . Υπάρχει επίσvης σvχεδόν μιγαδική δομή J σvτην
M ,σvυμβατή με την ω και αναλλοίωτη ως προς τη δράσvη της G, δηλαδή ψ∗gJ = J για
κάθε g ∈ G.

Αποδειξη. Ορίζουμε μια μετρική Riemann go σvτην M . Για κάθε θ ∈ G, η ψ∗θgo
είναι και αυτή μετρική Riemann. Για να αποκτήσvουμε μια G-αναλλοίωτη μετρική

παίρνουμε τον μέσvο όρο, δηλαδή ορίζουμε

g =

ˆ
θ∈G

ψ∗θgodθ
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Η g είναι μια G−αναλλοίωτη μετρική σvτην M . Για κάθε p ∈ M , χρησvιμοποιώντας

την απεικόνισvη rp :Met (TpM) → J (TpM,ωp) του Θεωρήματος (1.4.6), προκύπτει

ότι η Jp = rp (g) είναι ωp−σvυμβατή μιγαδική δομή σvτον TpM . Από την παρατήρησvη

μετά το Θεώρημα, προκύπτει ότι η J θα έχει διαφορίσvιμη εξάρτησvη από το p, άρα θα

είναι μια σvχεδόν μιγαδική δομή σvτην M . Μένει να δείξουμε ότι είναι G−αναλλοίωτη.

Παρατηρώντας την απόδειξη του Θεωρήματος (1.4.6), προκύπτει ότι αφού η ω (η δράσvη

είναι σvυμπλεκτική) και η g είναι G-αναλλοίωτες, και η J θα είναι επίσvης. Πράγματι, για

x ∈ M , θ ∈ G, u, v ∈ TxM και Ax, Aψθ(x) οι αυτομορφισvμοί των TxM και Tψθ(x)M
αντίσvτοιχα που δίνει το Θεώρημα, έχουμε

g
(
Tψθ(x)ψ

−1
θ ◦Aψθ(x) ◦ Txψθ · u, v

)
= g

(
Tψθ(x)ψ

−1
θ ◦Aψθ(x) ◦ Txψθ · u, Tψθ(x)ψ

−1
θ ◦ Txψθ · v

)
= g

(
Aψθ(x) ◦ Txψθ · u, Txψθ · v

)
= ω (Txψθ · u, Txψθ · v)

= ω (u, v) = g (Ax · u, v)

όπου σvτη δεύτερη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε ότι η g είναι G− αναλλοίωτη και σvτην

τέταρτη το ότι η ω είναι G−αναλλοίωτη. Προκύπτει επομένως ότι

Tψθ(x)ψ
−1
θ ◦Aψθ(x) ◦ Txψθ = Ax

άρα ο A, και επομένως και η J που προκύπτει από αυτόν, είναι G−αναλλοίωτος. �

Λημμα 4.2.3. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπαγής και σvυνεκτική σvυμπλεκτική πολλαπλότητα,
G σvυμπαγής ομάδα Lie και ψ : G → Symp (M,ω) σvυμπλεκτική δράσvη της G σvτην
(M,ω). Το σvύνολο των σvημείων της M που μένουν σvταθερά από τη δράσvη της G,
δηλαδή το

Fix (G) =
⋂
θ∈G

Fix (ψθ) , όπου Fix (ψθ) = {m ∈M : ψθ (m) = m}

είναι σvυμπλεκτική υποπολλαπλότητα της M και

TxFix (G) =
⋂
θ∈G

ker (id− Txψθ) ,∀x ∈ Fix (G)

Αποδειξη. ΄Εχουμε Fix(G) = MG = M(G), όπως σvυνήθως σvυμβολίζεται, και

επομένως, αφού η G είναι σvυμπαγής, θα είναι υποπολλαπλότητα της M .

Από το προηγούμενο Λήμμα υπάρχουν σvτην M μετρική g και σvχεδόν μιγαδική

ω−σvυμβατή δομή J που είναι G−αναλλοίωτες. Για κάθε p ∈ M ορίζεται η εκθετική

απεικόνισvη expp : TpM →M , ως προς τη μετρική g (υπενθυμίζουμε ότι γιαX ∈ TpM ,

expp (X) = γ (1), όπου γ(t) γεωδαισvική με γ (0) = p και γ′ (0) = X. Επίσvης η

εκθετική ορίζεται σvε όλο τον TpM , αφού η M είναι σvυμπαγής).

Για κάθε x ∈ Fix (G) , θ ∈ G και X ∈ TxM ισvχύει

expx (Txψθ ·X) = ψθ (expx (X))

δηλαδή η εκθετική είναι G−ισvομεταβλητή. Πράγματι, η a (t) = expx (tTxψθ ·X) είναι

γεωδαισvιακή με a (0) = x καιa′ (0) = Txψθ ·X. Για την b (t) = ψθ (expx (tX)) ισvχύει

b (0) = ψθ (x) = x = a (0) και b′ (0) = Txψθ · X = a′ (0). Η b είναι και αυτή

γεωδαισvιακή, αφού η expx (tX) είναι γεωδαισvιακή και η ψθ ισvομετρία (αφού η g είναι

G−αναλλοίωτη). ΄Αρα a (t) = b (t) για κάθε t και για t = 1 παίρνουμε το ζητούμενο.

Για κάθε x ∈ Fix (G) ισvχύει

TxFix (G) =
⋂
θ∈G

ker (id− Txψθ)
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Πράγματι, έσvτω X ∈
⋂
θ∈G ker (id− Txψθ), οπότε Txψθ · X = X, για κάθε θ ∈ G.

Οπότε

ψθ (expx (tX)) = expx (Txψθ · tX)

= expx (tX) ≡ γ (t)

για κάθε t ∈ R, θ ∈ G. Επομένως X = γ′ (0), με ψθ (γ (t)) = γ (t) για κάθε

t ∈ R, θ ∈ G, επομένως γ (t) ∈ Fix (G) και άρα X ∈ TxFix (G). Αντίσvτροφα, αν

X ∈ TxFix (G) , θα υπάρχει καμπύλη γ (t) σvτην Fix (G) , οπότε ψθ (γ (t)) = γ (t)
για κάθε t, ώσvτε γ (0) = x και γ (′0) = X. Τότε για κάθε θ ∈ G

Txψθ ·X =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ψθ (γ (t))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ (t) = X

Αν σvυμβολίσvουμε με i : Fix (G) ↪→ M την εμφύτευσvη της Fix (G) σvτην M ,

θεωρούμε σvτην Fix (G) τη 2-μορφή i∗ω. Αυτή είναι κλεισvτή, αφού είναι και η ω. Αν

δείξουμε ότι είναι και μη εκφυλισvμένη, τότε θα είναι σvυμπλεκτική. ΄Εσvτω x ∈ Fix (G)
και X ∈ TxFix (G). Για κάθε θ ∈ G, αφού η J είναι G−αναλλοίωτη ισvχύει

Txψθ · JxX = Jψθ(x)X = JxX

και επομένως JxX ∈
⋂
θ∈G ker (id− Txψθ) = TxFix (G) . ΄Αρα αν για κάθε υπάρχει

u ∈ TxFix (G) ώσvτε i∗ω (u, v) = 0 για κάθε v ∈ TxFix (G), παίρνοντας για v το

Jxu, έχουμε ότι

0 = ωx (u, Jxu)

= gJ (u, u)

οπότε u = 0. �

Λημμα 4.2.4. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπαγής και σvυνεκτική σvυμπλεκτική πολλαπλότητα.
Θεωρούμε χαμιλτονιανή δράσvη της σvυμπαγούς ομάδας Lie G = Tm , έσvτω ψ : G →
Symp (M,ω), και έσvτω µ : M → g∗ = Rm η αντίσvτοιχη απεικόνισvη ορμής. Για κάθε
ξ ∈ g = Rm, η αντίσvτοιχη χαμιλτονιανή Hξ = µξ = 〈µ, ξ〉 : M → R είναι σvυνάρτησvη
Morse-Bott, οι κρίσvιμες πολλαπλότητές της είναι άρτιας διάσvτασvης και άρτιων δείκτη

και σvυν-δείκτη. Επιπλέον, το κρίσvιμο σvύνολο Crit (Hξ) της Hξ είναι σvυμπλεκτική

υποπολλαπλότητα της M και ισvούται με

Crit (Hξ) =
⋂
τ∈Tξ

Fix (ψτ )

όπου Tξ = ({tξ : t ∈ R} /Zm) ο κλεισvτός υποτόρος του Tm που παράγεται από το X.

Αποδειξη. Η TX είναι μια σvυμπαγής ομάδα Lie (από το Θεώρημα του Cartan,
ως κλεισvτή υποομάδα μια σvυμπαγούς ομάδας Lie). Από το Λήμμα (4.2.2) υπάρχει G-

αναλλοίωτε ω−σvυμβατή σvχεδόν μιγαδική δομή J σvτην M και έσvτω gJ (·, ·) = ω (·, J ·)
η οποία θα είναι και αυτή G-αναλλοίωτη.

Θα δείξουμε πρώτα ότι

Crit (Hξ) =
⋂
τ∈Tξ

Fix (ψτ )
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Για απλότητα θέτουμε H = Hξ. ΄Εσvτω XH το διανυσvματικό πεδίο σvτην M που πα-

ράγεται από τη δράσvη της μονοπαραμετρικής ομάδας {exp (tξ) : t ∈ R} ⊂ Tm, δηλαδή

d

dt
ψexp(tξ) = XH ◦ ψexp(tξ)

Από τον ορισvμό της απεικόνισvης ορμής ισvχύει

ιXHω = dH

΄Εσvτω x ∈ Crit (H). Τότε dH|x = 0 και επομένως

ωx (XH |x , w) = (ιXHω)x (w) = dH|x · w = 0

για κάθε w ∈ TxM. Αφού η ωx είναι μη εκφυλισvμένη, ως σvυμπλεκτική μορφή, έπεται

ότι XH |x = 0. Οπότε

ψexp(tξ) (x) = x, για κάθε t

Λόγω σvυνέχεις της δράσvης θα ισvχύει

ψτ (x) = x, για κάθε τ ∈ Tξ = ({exp (tXξ) : t ∈ R} /Zm)

και επομένως x ∈
⋂
τ∈Tξ Fix (ψτ ). (Η εκθετική σvτον τόρο δεν είναι τίποτα άλλο από

την προβολή mod Zm)

΄Εσvτω τώρα x ∈
⋂
τ∈Tξ Fix (ψτ ). Τότε για κάθε t ∈ R, ψexp(tξ) (x) = x και

επομένως

0 =
dψexp(tξ) (x)

dt
= XH |ψexp(tξ)(x)

= XH |x
΄Αρα

dH|x = ωx (XH |x , ·) = 0

δηλαδή x ∈ Crit (H).
Από το Λήμμα (4.2.3) προκύπτει ότι το σvύνολο Crit (H) είναι σvυμπλεκτική πολ-

λαπλότητα και

TxCrit (H) =
⋂
θ∈Tξ

ker (id− Txψθ) ,∀x ∈ Crit (H)

Θα δείξουμε τώρα ότι ker∇2H (x) = TxCrit (H) για κάθε x ∈ Crit (H) ,και
επομένως η H είναι σvυνάρτησvη Morse-Bott. ΄Εσvτω x ∈ Crit (H) και X,Y ∈ X (M).
΄Εχουμε (για να αποφύγουμε τη σvύγχυσvη σvυμβολίζουμε με Hess τη Hessian μορφή)

Hessx (H) (Xx, Yx) = Xx (Y (H))

= Xx (dH · Y )

= Xx (ιXHω · Y )

= Xx (ω (XH , Y ))

= (LXω)x (XH |x , Yx)

+ ωx ([X,XH ]x , Yx) + ωx (XH |x , [X,Y ]x)

= ωx ([X,XH ]x , Yx)

όπου σvτην πέμπτη ισvότητα χρησvιμποποιήθηκε ο ορισvμός τη παραγώγου Lie μιας 2-

μορφής και σvτη τελευταία ισvότητα το γεγονός ότι XH |x = 0, αφού x ∈ Crit (H).
Για x ∈ Crit (H) =

⋂
τ∈Tξ Fix (ψτ ) έχουμε

Txψexp(tξ) : TxM → TxM
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Θέτουμε Aξ = d
dt

∣∣
t=0

Txψexp(tξ). (Αφού Txψexp((t+s)ξ) = Txψexp(tξ)Txψexp(sξ), αν

τους δω ως πίνακες θα ισvχύει Txψexp(tξ) = etAξ). ΄Εχουμε

Aξ ·Xx =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Txψexp(tξ) ·Xx = [X,XH ]x

οπότε

Hessx (H) (Xx, Yx) = ωx ([X,XH ]x , Yx)

= ωx (Aξ ·Xx, Yx)

= (gJ)x (JxAξ ·Xx, Yx)

όμως εξ΄ορισvμού της ∇2H (x) (όπου χρησvιμοποιούμε την μετρική gJ) ισvχύει

Hessx (H) (Xx, Yx) = (gJ)x
(
∇2H (x) ·Xx, Yx

)
και επομένως ∇2H (x) = JxAξ. ΄Αρα

Xx ∈ ker∇2H (x)⇔Xx ∈ kerAξ, αφού Jx αντισvτρέψιμη

⇔AξXx = 0

⇔Txψexp(ξ) ·Xx = etAξXx = Xx,∀t

⇔Xx ∈
⋂
θ∈Tξ

ker (id− Txψθ) = TxCrit (H)

Στην απόδειξη του Λήμματος (4.2.3) είδαμε ότι το TxFix (Tξ) = TxCrit (H)
είναι Jx αναλλοίωτο, επομένως η Jx είναι μια μιγαδική δομή σvε αυτόν τον υπόχωρο

και επομένως

dimCrit (H) = dimTxCrit (H) = άρτιος

Ο Aξ είναι αντιερμιτιανός. Πράγματι, για x ∈ Crit (H) , τ ∈ Tξ και u,w ∈ TxM
έχουμε

(gJ)x (Txψτ · w, u) = (gJ)x (Txψτ · w, Txψτ ◦ Txψ−τ · u)

= (gJ)x (w, Txψ−t · u)

αφού η gJ είναι G−αναλλοίωτη, οπότε

(gJ)x (Aξw, u) = lim
t→0

(gJ)x

(
Txψexp(tξ) − id

t
w, v

)
= lim
t→0

(gJ)x

(
w,

Txψexp(−tξ) − id
t

v

)
= lim
t→0

(gJ)x

(
w,

Txψexp(tξ)+id

−t
v

)
= (gJ)x (w,−Aξu)

οπότε αν A∗ξ ο σvυζυγής του Aξ ως προς την μετρική gJ , έχουμε

A∗ξ = −Aξ ⇒
(
−Jx∇2H (x)

)∗
= Jx∇2H (x)

⇒ ∇2H (x) Jx = Jx∇2H (x)

αφού ο ∇2H (x) είναι αυτοσvυζυγής και όπως έχουμε δει J∗x = −Jx.
Θεωρούμε τη διάσvπασvη

TxM = TxCrit (H)⊕ E+
x ⊕ E−x ,για x ∈ Crit (H)
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Για w ∈ E+
x έχουμε, εξ΄ορισvμού του E+

x , ότι Hessx (H) (w,w) > 0 άρα

Hessx (H) (Jxw, Jxw) = (gJ)x
(
∇2H (x) Jxw, Jxw

)
= (gJ)x

(
Jx∇2H (x)w, Jxw

)
= (gJ)x

(
∇2H (x)w,w

)
> 0

άρα και Jxw ∈ E+
x . ΄Αρα η Jx είναι μιγαδική δομή σvτον E+

x και επομένως

n+ = dimE+ = άρτιος

Ομοίως και n− άρτιος. �

Η απόδειξη του Θεωρήματς κυρτότητας, όπως την έδωσvε ο Atiyah, είναι με ε-

παγωγή σvτη διάσvτασvη του τόρου. Θα πρασvπαθήσvουμε πρώτα να δούμε πως από μια

χαμιλτονιανή δράσvη του m τόρου παίρνουμε, υπό σvυνθήκες, μια χαμιλτονιανή δράσvη

του m− 1 τόρου.

Ορισμος 4.2.5. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα. Θεωρούμε σvτην (M,ω)
χαμιλτονιανή δράσvη της G = Tm με απεικόνισvη ορμής

µ = (µ1, µ2, . . . µm) : M → g∗ = Rm

Ο µ θα λέμε ότι είναι ανάγωγος αν οι 1-μορφές dµ1, . . . dµm είναι γραμμικώς

ανεξάρτητες, δηλαδή αν για a1, . . . am ∈ R
a1dµ1 (x) + . . .+ amdµm (x) = 0,∀x ∈M ⇔ a1 = · · · = am = 0

Αν για κάποιο 0 6= θ = (θ1, . . . θm) ∈ Rm η Hθ = 〈µ, θ〉 = θ1µ1 + . . . + θmµm
είναι σvταθερή τότε ο µ δεν είναι ανάγωγος. Αντίσvτροφα, αν ο µ δεν είναι ανάγωγος

και η M είναι σvυνεκτική, τότε υπάρχει 0 6= θ ∈ Rm, ώσvτε η Hθ να είναι σvταθερή.

Λημμα 4.2.6. ΄Εσvτω (M,ω) σvυνεκτική σvυμπλεκτική πολλαπλότητα σvτην οπο-
ία έχουμε χαμιλτονιανή δράσvη του τόρου Tm, έσvτω ψ : Tm → Symp (M,ω), με
αντίσvτοιχη απεικόνισvη ορμής µ = (µ1, . . . µm) : M → Rm. Αν ο µ δεν είναι ανάγω-
γος, υπάρχει χαμιλτονιανή δράσvη ψ′ : Tm−1 → Symp (M,ω) με απεικόνισvη ορμής
µ′ = (µ′1, . . . µ

′
m) : M → Rm−1

και πίνακας A ∈ R(m−1)×m
, ώσvτε για κάθε τ ∈ Tm

και x ∈M να ισvχύει
ψτ = ψ′Aτ και µ (x) = ATµ′ (x)

Αποδειξη. Αφού ο µ δεν είναι ανάγωγος και η M είναι σvυνεκτική, θα υπάρχει

0 6= θ = (θ1, . . . θm) ώσvτε

θ1µ1 (x) + · · ·+ θmµm (x) = σvταθ.,∀x ∈M
και, αφού για τις απεικονίσvεις ορμής δεν αλλάζει κάτι με την προσvθήκη μιας σvταθε-

ράς, μπρούμε να υποθέσvουμε ότι είναι μεδέν. Επίσvης, χωρίς βλάβη της γενικότητας,

υποθέτουμε ότι θm 6= 0.
΄Εσvτω Xi, i = 1, . . .m το διανυσvματικό πεδίο σvτηνM που προκύπτει από τη δράσvη

της υποομάδας

{
tei ≡

(
0, . . . t

i−jèsvh
. . . 0

)
: t ∈ R/Z

}
⊂ Tm. Τότε, αφού η δράσvη

είναι χαμιλτονιανή ισvχύει

ιXiω = d 〈µ, ei〉 = dµi

Για το διανυσvματικό πεδίο X = θ1X1 + · · ·+ θmXm ισvχύει

ιXω = θ1ιX1
ω + · · ·+ θmιXmω

= θ1µ1 + · · ·+ θmµm = 0
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Παρατηρούμε ΄ότι το X παράγεται από τη δράσvη της υποομάδας που παράγεται

από το θ = (θ1, . . . θm), επομένως έχουμε

dψtθ
dt

= X = 0

και επομένως ψtθ (x) = x για κάθε t ∈ R και κάθε x ∈M .

Ορίζουμε

A =


1 0 · · · 0 −θ1/θm
0 1 · · · 0 −θ2/θm
.
.
.

.

.

.
. . . . . .

.

.

.

0 0 · · · 1 −θm−1/θm


Η απεικόνισvη Tm → Tm−1

που επάγει ο A είναι επί. Μπορούμε επομένως να ορίσvουμε

τη δράσvη του τόρου Tm−1
με

ψ′Aτ = ψτ ,∀τ ∈ Tm−1

Αυτή είναι καλά ορισvμένη. Πράγματι, έσvτω τ = (τ1, . . . τm), τ ′ = (τ ′1, . . . τ
′
m) ∈ Tm

με Aτ = Aτ ′. Τότε

τ1 = τ ′1 +
θ1

θm
(τm − τ ′m) , . . . τm−1 = τ ′m−1 +

θ1

θm−1
(τm − τ ′m)

Οπότε

ψτ = ψ(
τ ′1+

θ1
θm

(τm−τ ′m),...τ ′m−1+
θ1

θm−1
(τm−τ ′m),τm

)
= ψ(τ1,...τm−1,τ ′m) ◦ ψ( θ1

θm
(τm−τ ′m),...

θ1
θm−1

(τm−τ ′m),τm−τ ′m
)

ψτ ′ ◦ ψ τm−τ′m
θm

θ

= ψτ ′

όπου σvτην τελευταία ισvότητα χρησvιμοποιήσvαμε το ψtθ = id για κάθε t, όπως

δείξαμε.

΄Εσvτω X ′i, i = 1, 2, . . .m − 1 το διανυσvματικό πεδίο σvτην M που προκύπτει από

τη δράσvη της υποομάδας

te′i ≡
0, . . . t︸︷︷︸

i−jèsvh

. . . 0

 : t ∈ R/Z

 ⊂ Tm−1. Τότε,

αφού ψtei = ψ′tAei = ψ′te′i
, έπεται ότι X ′i = Xi, άρα είναι χαμιλτονιανό πεδίο με

χαμιλτονιανή την µi. Επομένως, η δράσvη ψ′ είναι χαμιλτονιανή με απεικόνισvη ορμής

µ′ = (µ1, . . . µm−1). Επίσvης ισvχύει µ = ATµ′,λόγω της παρατήρησvης σvτην αρχή

(µm = −θ1/θmµ1 − · · · − θm−1µm−1). �

Μπρούμε τώρα να δούμε την απόδειξη του Θεωρήματος κυρτότηταςAtiyah-Guillemin-
Sternberg.

Αποδειξη. Η απόδειξη θα γίνει σvε τέσvσvερα βήματα.

(1) Το σvύνολο µ−1 (η) ⊂ M είναι σvυνεκτικό για κάθε η ∈ Rm κανονική τιμή

της µ.
Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή ως προς τη διάσvτασvη m του τόρου.

Γιαm = 1, η απεικόνισvη ορμής είναι μια σvυνάρτησvη µ = 〈µ, 1〉 : M → R, άρα

από το Λήμμα (4.2.4) είναι σvυνάρτησvη Morse-Bott με άρτιο δείκτη και σvυν-

δείκτη σvε κάθε κρίσvιμη πολλαπλότητα. Επομένως, από το Λήμμα (4.1.10),

το µ−1 (η) είναι σvυνεκτικό.
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Υποθέτουμε πως το σvυμπέρασvμα ισvχύει για m − 1. ΄Εσvτω ψ : Tm →
Symp(M,ω) χαμιλτονιανή δράσvη του τόρου διάσvτασvης m με απεικόνισvη ορ-

μής µ : M → Rm, µ = (µ1, . . . µm).
Αν ο µ δεν είναι ανάγωγος, τότε υπάρχει 0 6= a = (a1, . . . am) ώσvτε

a1dµ1 + · · · + amdµm = 0, άρα η απεικόνισvη Tµ = [dµ1 . . . dµm]
T

δεν

είναι επί. ΄Αρα σvτην περίπτωσvη αυτή η µ−1 (η) = ∅.
Αν τώρα ο µ είναι ανάγωγος, για κάθε 0 6= ξ ∈ Rm η χαμιλτονιανή

Hξ = 〈µ, ξ〉 δεν είναι σvταθερή. Τότε το σvύνολο

Z =
⋃
ξ 6=0

Crit (Hξ)

είναι αριθμήσvιμη ένωσvη σvυμπλεκτικών υποπολλαπλοτήτων διάσvτασvης γνήσvιας

μικρότερης της dimM (μάλισvτα σvε επόμενο σvτάδιο θα δούμε πως είναι τε-

λικά πεπερασvμένες σvτο πλήθος). Πράγματι, από το Λήμμα (4.2.4) έχουμε

ότι

Crit (Hξ) =
⋂
τ∈Tξ

Fix (ψτ )

και η Crit (Hξ) είναι πεπερασvμένη ένωσvη σvυνεκτικών σvυμπλεκτικών πολλα-

πλοτήτων άρτιας διάσvτασvης. Για κάθε ξ ∈ Rm, όμως, μπορούμε να βρούμε

ξ′ ∈ Qm με Tξ′ ⊂ Tξ. ΄Αρα

Crit (Hξ) =
⋂
τ∈Tξ

Fix (ψτ ) ⊂
⋂
τ∈Tξ′

Fix (ψτ ) = Crit (Hξ′)

Επομένως

Z =
⋃

06=ξ∈Qm
Crit (Hξ)

και άρα είναι αριθμήσvιμη ένωσvη σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων άρτιας δι-

άσvτασvης. Οι υποπολλαπλότητες αυτές είναι γνήσvιες. Πράγματι, τοCrit (Hξ)
είναι και αυτό πολλαπλότητα και αν dimCrit (Hξ) = dimM θα είναι ανοι-

χτό σvύνολο σvτην M . ΄Ομως, από τον ορισvμό τους ως κρίσvιμα σvημεία είναι

και κλεισvτό. Αφού η M είναι σvυνεκτική θα πρέπει επομένως Crit (Hξ) =
M , που είναι άτοπο γιατί τότε πρέπει η Hξ να είναι σvταθερή. ΄Αρα αφο-

ύ dimM,dimCrit (Hξ) άρτιες, αφού οι πολλαπλότητες είναι σvυμπλεκτι-

κές, και η Crit (Hξ) είναι υποπολλαπλότητα γνήσvιας μικρότερης διάσvτα-

σvης, προκύπτει ότι codim (Crit (Hξ)) ≥ 2. Επομένως, για κάθε ξ 6= 0
το M − Crit (Hξ) είναι πυκνό σvτην M , και ανοιχτό. Επομένως το

M − Z =
⋂

06=ξ∈Qm
(M − Crit (Hξ))

από το Θεώρημα του Baire είναι πυκνό σvτην M . Είναι επίσvης ανοιχτό αφού

M − Z = {x ∈M : dµ1 (x) , . . . dµm (x) γραμμικά ανεξάρτητα}
= {x ∈M : Txµ είναι επί}

Θα δείξουμε τώρα ότι το σvύνολο των κανονικών τιμών της µ είναι πυκνό σvτο

µ (M). ΄Εσvτω k ∈ µ (M) και U ανοιχτό σvύνολο σvτο µ (M) που περιέχει

το k. ΄Εσvτω x ∈ µ−1 (k) ⊂ M . Το M − Z δείξαμε ότι είναι πυκνό σvτην

M , άρα υπάρχει ακολουθία {xi} ⊂ M − Z ώσvτε xi → x, και επομένως

και µ (xi) → µ (x) = k. Υπάρχει επομένως i, ώσvτε µ (xi) ∈ U . Αφού
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xi ∈ M − Z, η Txiµ είναι επί. Επομένως υπάρχει ανοιχτή περιοχή V του

xi, ώσvτε µ (V ) ⊂ U ανοιχτό σvτον Rm. Από το Θεώρημα του Sard υπάρχει

κανονική τιμή η της µ που ανήκει σvτο µ (V ) και άρα σvτο U .

Με ανάλογο τρόπο θα δείξουμε ότι και το σvύνολο

R′ =
{
η = (η1, . . . ηm) ∈ µ (M) : (η1, . . . ηm−1) είναι κανονική τιμή της µ΄= (µ1, . . . µm−1) : M → Rm−1

}
είναι πυκνό σvτην µ (M). ΄Εσvτω k ∈ µ (M) και U ανοιχτή περιοχή του

k σvτην µ (M) . Από τα προηγούμενα υπάρχει η = (η1, . . . ηm) ∈ U που

είναι κανονική τιμή της µ και µ (V ) ανοιχτό σvτον Rm με η ∈ µ (V ) ⊂ U .

Θεωρούμε τη σvυνάρτησvη

µ′′ : M → Rm

x 7→ (µ1 (x) , . . . µm−1 (x) , ηm)

Από το Θεώρημα του Sard υπάρχει κανονική τιμή (η′1, . . . ηm) της µ′′, άρα
(η1, . . . ηm−1) κανονική τιμή της µ′, με (η′1, . . . ηm)µ (V ).
Τώρα θα δείξουμε ότι το σvύνολο µ−1 (η) είναι σvυνεκτικό για η ∈ R′. Τότε το

µ−1 (η) θα είναι σvυνεκτικό για κάθε η ∈ Rm, αφού µ σvυνεχής και R′ πυκνό
σvτο µ (M). ΄Εσvτω επομένως η = (η1, . . . ηm) ∈ R′. Η µ′ = (µ1, . . . µm−1)
είναι απεικόνισvη ορμής για την χαμιλτονιανή δράσvη του (m− 1) τόρου

ψ′ : Tm−1 → Symp (M,ω)

(τ1, . . . τm−1) 7→ ψ(τ1,...τm−1,0)

Από την επαγωγική υπόθεσvη η

Q = (µ′)
−1

(η) =

m−1⋂
j=1

µ−1
j (ηj)

είναι σvυνεκτική υποπολλαπλότητα της M και μάλισvτα σvυμπαγής, ως κλεισvτό

υποσvύνολο της σvυμπαγούς M . Θεωρούμε τον περιορισvμό της µm

µm|Q : Q→ R

Θα δείξουμε ότι η µm|Q είναι σvυνάρτησvη Morse-Bott με δείκτη και σvυν-

δείκτη άρτιους, επομένως από το Λήμμα (4.1.10) το σvύνολο

µ−1 (η) =

m⋂
j=1

µ−1
j (ηj)

= Q ∩ µ−1
m (ηm)

=
(
µm|Q

)−1

(ηm)

είναι σvυνεκτικό και άρα έχουμε τελειώσvει.

Ας δείξουμε τώρα ότι η µm|Q είναι πράγματι Morse-Bott.
Το x ∈ Q είναι κρίσvιμο σvημείο της µm|Q αν και μόνο αν υπάρχει θ =

(θ1, . . . θm−1, 1) ∈ Rm ώσvτε το x να είναι κρίσvιμο σvημείο για την Hθ =
〈µ, θ〉. Πράγματι, αν x κρίσvιμο σvημείο για την µm|Q, τότε dµm (x) · ξ = 0
για κάθε ξ ∈ TxQ. Επιπλέον οι µ1, . . . µm−1 είναι σvταθερές σvτην Q, άρα

και dµi (x) · ξ = 0 για i = 1, 2, . . .m − 1 και για κάθε ξ ∈ TxQ. Αν

(TxQ)
⊥

:= TxM/TxQ, dim (TxQ)
⊥

= dimM − dimQ = m − 1. Τα

dµi (x) , i = 1, . . .m είναι γραμμικές απεικονίσvεις σvτον (TxQ)
⊥
, ανήκουν
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επομένως σvτον δυικό του, ο οποίος έχει και αυτός διάσvτασvη m − 1. Θα

είναι επομένως γραμμικώς εξαρτημένα αν τα περιορίσvουμε σvτον (TxQ)
⊥
. Θα

είναι όμως και γραμμικώς εξαρτημένα ως γραμμικές απεικονίσvεις από τον

TxM σvτο R, αφού dµi (x)|TxQ = 0 . Επιπλέον τα dµ1 (x) , . . . dµm−1 (x)

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού το x είναι κανονικό σvημείο της µ′. ΄Αρα

υπάρχουν θ1, . . . θm−1 ∈ R ώσvτε

dµm (x) = −θ1dµ1 − · · · − θm−1 (x) dµm−1 (x)

⇒ dHθ (x) = 0, με θ = (θ1, . . . θm−1, 1)

δηλαδή το x είναι κρίσvιμο σvημείο της Hθ. Αντίσvτροφα τώρα, έσvτω x κρίσvιμο

σvημείο της Hθ,θ = (θ1, . . . θm−1, 1). Τότε

θ1dµ1 (x) + · · ·+ θm−1dµm−1 (x) + dµm (x) = 0

Επομένως για ξ ∈ TxQ, αφού όπως είπαμε οι µi, i = 1, 2, . . .m − 1 είναι

σvταθερές σvτο Q και άρα dµi (x) · ξ = 0, i = 1, 2, . . .m − 1, έπεται ότι και

dµm (x) · ξ = 0. ΄Αρα το dµm (x) = 0, δηλαδή το x είναι κρίσvιμο σvημείο της

µm|Q.
΄Εσvτω επομένως x ∈ Q κρίσvιμο σvημείο της µm|Q, άρα υπάρχει θ = (θ1, . . . θm−1, 1)

ώσvτε το x να είναι κρίσvιμο σvημείο της Hθ. Από το Λήμμα (4.2.4), η Hθ είναι

σvυνάρτησvη Morse-Bott και οι κρίσvιμες πολλαπλότητές της είναι σvυμπλεκτι-

κές και έχουν άρτιο δείκτη και σvυν-δείκτη. ΄Εσvτω C η κρίσvιμη πολλαπλότητα

της Hθ που περιέχει το x. Θα δείξουμε ότι

TxM = TxC + TxQ

Αρκεί να δείξουμε ότι τα dµ1 (x) , . . . dµm−1 (x) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα

ως σvτοιχεία του (TxC)
∗
. Πράγματι τότε, αν k = dimM−(m− 1) = dimQ,

και e1, . . . ek μια βάσvη του (TxQ)
∗
, την οποία επεκτείνουμε σvε διανύσvμα-

τα του (TxM)
∗
με ei|(TxQ)⊥ = 0, τα e1, . . . ek, dµ1 (x) , . . . dµm−1 (x) είναι

γραμμικώς ανεξάρτητα ως σvτοιχεία του (TxC + TxQ)
∗
(αφού όπως είδαμε

dµi (x)|TxQ = 0, . . . i = 1,m− 1). Επομένως dim (TxC + TxQ)
∗ ≥ m που

σvημαίνει ότι (TxC + TxQ)
∗

= TxM .

Αφού η ομάδα Tm είναι μεταθετική, η σvυν-σvυζυγής δράσvη θα είναι τετριμ-

μένη. ΄Αρα, από την ισvομεταβλητότητα της µ έχουμε

µ (ψg (p)) = µ (p) ,∀g ∈ G, p ∈M

Οπότε

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

µi (p)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

µi
(
ψexp(tθ) (p)

)
= dµi (p) · XHθ |p
= ωp (Xµi , XHθ )

= −ωp (XHθ , Xµi)

= −dHθ (p) ·Xµi

που σvημαίνει ότι η Hθ είναι σvταθερή σvτις πάνω σvτις ροές των χαμιλτονιανών

πεδίων Xµi . ΄Αρα, αφού η C είναι επιπεδοσvύνολο -ως κρίσvιμη πολλαπλότητα-



4.2. JEWRHMA KURTOTHTAS 89

έπεται ότι

Xµ1
(x) , . . . Xµm−1

(x) ∈ TxC
Επίσvης τα Xµ1(x), . . . Xµm−1

(x) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, ως χαμιλτονια-

νά πεδία των µ1, . . . µm−1 με dµ1 (x) , . . . dµm−1 (x) γραμμικώς ανεξάρτητα

σvτον TxM , αφού µ′ (x) κανονική τιμή του µ′ = (µ1, . . . µm−1) . ΄Αρα, αφού

η ω|TC είναι μη εκφυλισvμένη (η C όπως είπαμε είναι σvημπλεκτική υποπολλα-

πλότητα της M), και τα Xµ1(x), . . . Xµm−1
(x) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα

σvτον TxC, έχουμε

a1dµ1 (x) · ξ + · · ·+ am−1dµm−1 (x) · ξ = 0,∀ξ ∈ TxC ⇔
m−1∑
i=1

aiω (Xµi , ξ) = 0,∀ξ ∈ TxC ⇔

a1Xµ1
(x) + · · ·+ am−1Xµm−1

(x) = 0⇔
a1 = . . . = am−1 = 0

που σvημαίνει ότι τα dµ1 (x) , . . . dµm−1 (x) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα ως

σvτοιχεία σvτου (TxC)
∗
. Ολοκληρώσvαμε επομένως την απόδειξη ότι TxM =

TxQ+ TxC.

Από την τελευταία αυτή σvχέσvη έπεται ότι (TxC)
⊥ ⊂ TxQ. ΄Οπως είπαμε η

Hθ είναι Morse-Bott με άρτιους n± (C) = dimE±. ΄Αρα

TxM = TxC ⊕ E+
x ⊕ E−x

και ker∇2Hθ (x) = TxC. Θεωρούμε την

Hθ|Q : Q→ R

Αφού E+
x ⊕ E−x = (TxC)

⊥ ⊂ TxQ, έχουμε

TxQ = (TxC ∩ TxQ)⊕ E+
x ⊕ E−x

άρα Crit
(
Hθ|Q

)
= Crit (Hθ) ∩Q και ker∇2 Hθ|Q (x) = TxC ∩ TxQ που

σvημαίνει ότι και η Hθ|Q είναι σvυνάρτησvη Morse-Bott με δείκτη και σvυνδείκτη

άρτιους (όσvες και οι διάσvτάσvεις των E− και E+
αντίσvτοιχα).

΄Ομως, οι µ1, . . . µm−1είναι σvταθερές σvτην Q, άρα

Hθ|Q = 〈µ, θ〉|Q = µm|Q +

m−1∑
i=1

θiµi = µm|Q + σvταθ.

άρα και η µm|Q είναι Morse-Bott με άρτιο δείκτη και σvυν-δείκτη.

(2) Το σvύνολο µ (M) ⊂ Rm είναι κυρτό.
Θα δουλέψουμε και εδώ με επαγωγή ως προςm. Γιαm = 1, µ : M → R.

Αφού η M είναι σvυνεκτική και η µ σvυνεχής, η µ (M) θα είναι σvυνεκτικό

υποσvύνολο του R, άρα κυρτό. Υποθέτουμε ότι ισvχύει γιαm−1 και θεωρούμε

χαμιλτονιανή δράσvη ψ : Tm → Symp (M,ω) του m-τόρου με απεικόνισvη

ορμής µ : M → Rm.

Αν µ δεν είναι ανάγωγος, από το Λήμμα (4.2.6), θα υπάρχει χαμιλτονιανή

δράσvη του (m− 1)−τόρου με απεικόνισvη ορμής µ′ : M → Rm−1
και πίνακας

A ∈ M(m−1)×m (R) , ώσvτε µ = ATµ′. Από την επαγωγική υπόθεσvη το

µ′ (M) είναι κυρτό, άρα και το µ (M) = ATµ′ (M) θα είναι και αυτό κυρτό.
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Αν τώρα ο µ είναι ανάγωγος. ΄Εσvτω A ∈ Mm×(m−1) (R) που είναι 1-1.

Θεωρούμε τη δράσvη

ψA : Tm−1 → Symp (M,ω) : θ 7→ ψAθ

Εύκολα φαίνεται ότι είναι χαμιλτονιανή με απεικόνισvη ορμής µA = ATµ. Ο

AT είναι επί, αφού ο A είναι 1-1, άρα, αφού dµA = AT dµ και οι σvυνισvτώσvες

dµ1, . . . dµm είναι ανεξάρτητες, και οι αντίσvοτιχες σvυνισvτώσvες του dµA θα

είναι ανεξάρτητες, άρα ο µA είναι ανάγωγος. Από το προηγούμενο βήμα της

απόδειξης, το σvύνολο των κανονικών τιμών της µA είναι πυκνό σvτο µA (M)
και µ−1

A (η) ⊂M σvυνεκτικό για κάθε η ∈ Rm−1. ΄Εσvτω η ∈ Rm−1
κανονική

τιμή της µA και xo ∈M ώσvτε η = µA (xo) = ATµ (xo). Τότε

x ∈ µ−1
A (η)⇔ µA (x) = µA (xo)

⇔ AT (µ (x)− µ (xo)) = 0

άρα

µ−1
A (η) =

{
x ∈M : µ (x)− µ (xo) ∈ kerAT

}
Αφού ο AT : Rm → Rm−1

είναι επί ο πυρήνας του θα έχει διάσvτασvη 1.

΄Εσvτω xo, x1 ∈ µ−1
A (η) με µ (xo) 6= µ (x1). Τότε µ (x1) − µ (xo) ∈ kerAT

και αφού dim
(
kerAT

)
= 1, θα έχουμε

kerAT = {λ (µ (x1)− µ (xo)) : λ ∈ R}

Επίσvης, αφού µ−1
A (η) είναι σvυνεκτική όπως είπαμε, θα υπάρχει μονοπάτι

γ : [0, 1] → µ−1
A (η) με γ (0) = xo, γ (1) = x1. Αφού γ (t) ∈ µ−1

A (η) ,∀t θα
ισvχύει

µ (γ (t))− µ (xo) ∈ kerAT ,∀t
⇒µ (γ (t)) = µ (xo) + λ (t) (µ (x1)− µ (xo))

όπου το λ είναι σvυνεχής σvυνάρτησvη του t με λ (0) = 0 και λ (1) = 1. ΄Εσvτω

t ∈ [0, 1]. Από το Θεώρημα ενδιάμεσvης τιμής, υπάρχει t′ ∈ [0, 1], ώσvτε

t = λ (t′). Οπότε

(1− t)µ (xo) + tµ (x1) = µ (xo) + t (µ (x1)− µ (xo))

= µ (xo) + λ (t′) (µ (x1)− µ (xo))

= µ (γ (t′)) ∈ µ (M)

΄Εσvτω τώρα δύο τυχαία σvημεία yo, y1 ∈ M με µ (yo) 6= µ (y1). Μπορούμε

να επιλέξουμε ακολουθίες {xn} , {x′n} ⊂M με xn → yo και x′n → y1 ώσvτε

µ (xn)−µ (x′n) ∈ kerATn , με An ∈Mm×(m−1) (R) και να είναι 1-1. Μάλισvτα

αφού το σvύνολο των κανονικών τιμών του µAn είναι πυκνό σvτο µAn (M),
μπορούμε να επιλέξουμε τα τα xn, x

′
n ώσvτε ηn = µAn (xn) = µAN (x′n) να

είναι κανονική τιμή της µAn Από τα προηγούμενα τότε έχουμε

(1− t)µ (x′n) + tµ (xn) ∈ µ (M) ,∀t ∈ [0, 1]

Το σvύνολο µ (M) ⊂ Rm είναι σvυμπαγές άρα κλεισvτό, ως εικόνα της σvυμπα-

γούς M μέσvω της σvυνεχής σvυνάρτησvης µ. Παίρνοντας όριο σvτην παραπάνω

σvχέσvη έχουμε

(1− t)µ (y1) + tµ (yo) ∈ µ (M) ,∀t ∈ [0, 1]
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(3)
⋂
τ∈Tm Fix (ψτ ) =

⋃N
i=1 Ci, όπου οι Ci είναι σvυνεκτικές σvυμπλεκτικές πολ-

λαπλότητες και η µ είναι σvταθερή σvε κάθε μια από αυτές.
Από το Λήμμα (4.2.3) το σvύνολο

⋂
τ∈Tm Fix (ψτ ) είναι σvυμπλεκτική

υποπολλαπλότητα της M . Αφού η M είναι σvυμπαγής θα ισvούται με την

πεπερασvμέη ένωσvη σvυνεκτικών σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων, έσvτω των

C1, . . . CN . Οι σvυναρτήσvεις µi, i = 1, . . .m είναι χαμιλτονιανές -µi = 〈µ, ei〉

με ei =

0, . . . 0, 1︸︷︷︸
i−jèsvh

, . . . 0

- άρα από το Λήμμα (4.2.4)

Crit (µi) =
⋂
τ∈Tei

Fix (ψτ ) ⊃
⋂
τ∈Tm

Fix (ψτ )

οπότε Cj ⊂ Crit (µi) για κάθε i = 1, . . .m και j = 1, . . . N . Αφού επιπλέον

οι Cj είναι σvυνεκτικές, οι µi, και άρα και η µ, θα είναι σvταθερές σvε κάθε μια

από αυτές. ΄Εσvτω µ (Cj) = ηj , j = 1, . . . N .

(4) Η µ (M) ισvούται με την κυρτή θήκη των ηj .
Αφού η1, . . . ηN ∈ µ (M) και από το Βήμα 2 έχουμε αποδείξει ότι το

µ (M) είναι κυρτό, η κυρτή τους θήκη K (η1, . . . ηN ) περιέχεται σvτο µ (M).
Από την άλλη, έσvτω η ∈ Rm−K (η1, . . . ηN ). Επιλέγουμε διάνυσvμα ξ ∈ Rm
ώσvτε

〈ηj , ξ〉 < 〈η, ξ〉 για κάθε j = 1, . . . N

Μάλισvτα το ξ μπορεί να επιλεγεί ώσvτε να έχει σvυντεταγμένες ανεξάρτητες

πάνω από το Q. Τότε

Tξ = ({tξ : t ∈ R} /Zm) = Tm

Οπότε, για την χαμιλτονιανή Hξ από το Λήμμα (4.2.4) έχουμε

Crit (Hξ) =
⋂
τ∈Tξ

Fix (ψτ ) =
⋂
τ∈Tm

Fix (ψτ ) =

N⋃
i=1

Ci

Αφού M σvυμπαγής και Hξ σvυνεχής, θα έχει μέγισvτο, το οποίο φυσvικά θα

ανήκει σvτο κρίσvιμο σvύνολο της Hξ, άρα σvε κάποια από τις Cj . Επομένως

max
p∈M

Hξ (p) = max
p∈
⋃N
i=1 Ci

Hξ (p)

= max
p∈
⋃N
i=1 Ci

〈µ (p) , ξ〉

= max
j=1,...N

〈ηj , ξ〉 < 〈η, ξ〉

Επομένως η /∈ µ (M).

�
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GNHSIES QAMILTONIANES DRASEIS

΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και G ομάδα Lie. Θεωρούμε χαμιλτο-

νιανή δράσvη A της G σvτην (M,ω) με απεικόνισvη ορμής µ : M → g∗. ΄Εσvτω O μια

σvυν-σvυζυγής τροχιά της G. Ορίζουμε τον χώρο MO ως το τοπολογικό πηλίκο

MO := µ−1 (O) /G

Συμβολίζουμε με

π : µ−1 (O)→MO
x 7→ [x]

με [x] =
{
y ∈ µ−1 (O) : ∃g ∈ G ώσvτε y = g · x

}
. Ο MO είναι τοπολογικός χώρος

(με την τοπολογία πηλίκο), αλλά χωρίς επιπλέον σvυνθήκες για τη δράσvη δεν είναι

αναγκασvτικά πολλαπλότητα. Στο κεφάλαιο τρία μελετήσvαμε την περίπτωσvη η δράσvη

να είναι ελεύθερη και γνήσvια και τα σvημεία της O κανονικές τιμές της µ (regular
reduction). Είδαμε ότι τότε ο MO είναι πολλαπλότητα και δέχεται με φυσvικό τρόπο

σvυμπλεκτική δομή.

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσvουμε τον MO με μοναδική υπόθεσvη ότι η δράσvη

είναι γνήσvια και η O τοπικά κλεισvτή. Στην περίπτωσvη αυτή δεν είναι εξασvφαλισvμένο

ότι το µ−1 (O), και πόσvο μάλλον ο MO, είναι πολλαπλότητα και η ανάλυσvη είναι πολύ

πιο σvύνθετη. Η ανάλυσvή μας θα ακολουθήσvει την εξής πορεία.

Αρχικά ορίζουμε μια οικογένεια κατάλληλων σvυναρτήσvεων, θα τη σvυμβολίζουμε

με C∞ (MO), σvτον MO που προκύπτουν από τις G-αναλλοίωτες σvυναρτήσvεις της

M . Μπορούμε μάλισvτα να ορίσvουμε και μια αγγύλη Poisson για τις σvυναρτήσvεις

αυτές. Η ιδέα αυτή οφείλεται σvτους Arms, Cushman και Gotay [ACG91]. Θα δούμε

ότι μπορούμε να ορίσvουμε τη έννοια της χαμιλτονιανής ροής για κάθε σvυνάρτησvη της

C∞ (MO), η οποία θα είναι τελικά η προβολή της χαμιλτονιανής ροής μιας σvυνάρτησvης

της M .

Το βασvικό αποτέλεσvμα που θα αποδείξουμε είναι ότι ο χώρος των τροχιών MO
γράφεται ως ένωσvη σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων. Μάλισvτα η διάσvπασvη σvε σvυμπλε-

κτικές πολλαπλότητες επάγεται από τη διάσvπασvη τηςM σvε τύπους τροχιών. Επιπλέον

οι σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες μένουν αναλλοίωτες σvτις χαμιλτονιανές ροές των σvυ-

ναρτήσvεων C∞ (MO), και μάλισvτα οι σvυνεκτικές σvυνισvτώσvες των σvυμπλεκτικών αυτών

πολλαπλοτήτων είναι οι κλάσvεις ισvοδυναμίας για τη σvχέσvη ισvοδυναμίας ∼ σvτονMO, με
x ∼ y αν τα x και y μπορούν να ενωθούν μέσvω χαμιλονιανών ροών. Επίσvης, οι εμφυ-

τεύσvεις των σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων σvτον MO είναι σvυναρτήσvεις Poisson. Το

Θεώρημα αυτό αποδείχτηκε από τους Sjamaar και Lerman [SL91] για την περίπτωσvη

που η ομάδα G είναι σvυμπαγής. Ακολούθως οι Bates και Lerman [BL97] κατάφεραν
να δείξουν το ίδιο αποτέλεσvμα για μια γενική γνήσvια δράσvη χρησvιμοποιώντας ανάλογες

μεθόδους. Αυτή την εργασvία θα παρουσvιάσvουμε σvτο κεφάλαιο αυτό.

92
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Η απόδειξη του Θεωρήματος βασvίζεται σvτην ακόλουθη βασvική ιδέα. Θα ορίσvουμε

κατάλληλη σvυμπλεκτική πολλαπλότητα Y σvε περιοχή μιας τροχιάς της M . Το Θε-

ώρημα εμφύτευσvης σvταθερού βαθμού μας εξασvφαλίζει ότι μπορούμε να δουλέψουμε

με την Y αντί με την M . Η μορφή της Y είναι αρκετά καλά κατανοητή. Μπορούμε να

πούμε πως αντισvτοιχεί κατά κάποιο τρόπο σvε επιλογή κατάλληλων σvυντεταγμένων.

Μερικά χρόνια αργότερα οι Cushman και �niatycki [CS01] έδωσvαν μια διαφορε-

τική απόδειξη του παραπάνω αποτελέσvματος. Μελέτησvαν τις κλάσvεις ισvοδυναμίας ως

προς τη σvχέσvη ∼ σvτον MO και έδειξαν, με χρήσvη του Θεωρήματος Stefan-Sussmann,
ότι ολοκληρώνονται σvε πολλαπλότητες.

5.1. Η ΑΛΓΕΒΡΑ C∞ (MO)

Θέλουμε να ορίσvουμε κατάλληλη οικογένεια σvυναρτήσvεων σvτο χώρο πηλίκο MO.
Είναι λογικό να ξεκινήσvουμε με τις G-αναλλοίωτες σvυναρτήσvεις σvτην M

C∞ (M)
G

= {f ∈ C∞ (M) : f ◦ Ag = f, ∀g ∈ G}

και ειδικά από τον περιορισvμό τους C∞ (M)
G
∣∣∣
µ−1(O)

σvτο σvύνολο µ−1 (O). Η C∞ (M)
G

είναι υπάλγεβρα Poisson της C∞ (M). Πράγματι, είναι προφανώς κλεισvτή ως προς την

πρόσvθεσvη και τον πολλαπλασvιασvμό με αριθμό (μάλισvτα και ως προς τον κατά σvημείο

πολλαπλασvιασvμό σvυναρτήσvεων), ενώ για f, h ∈ C∞ (M)
G

και g ∈ G έχουμε

{f, h} ◦ Ag = {f ◦ Ag, h ◦ Ag} = {f, h}

άρα {f, h} ∈ C∞ (M)
G
. Για την πρώτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε η Πρότασvη (1.3.13),

αφού η δράσvη είναι χαμιλτονιανή άρα Ag ∈ Symp (M,ω).
Μπορούμε να ταυτίσvουμε τον περιορισvμό f |µ−1(O)μιας σvυνάρτησvης f ∈ C∞ (M)

σvτο µ−1 (O) με την κλάσvη των σvυναρτήσvεων σvτηνM που ο περιορισvμένες σvτο µ−1 (O)
ταυτίζονται με την f |µ−1(O). Ορίζουμε το σvύνολο

I = I
(
µ−1 (O)

)
=
{
f ∈ C∞ (M)

G
: f |µ−1(O) = 0

}
Το σvύνολο αυτό είναι ιδεώδες για την άλγεβρα C∞ (M)

G
με πολλαπλασvιασvμό τον

κατά σvημείο πολλαπλασvιασvμό σvυναρτήσvεων. Ορίζουμε την λεγόμενη άλγεβρα των

διαφορίσvιμων σvυναρτήσvεων σvτον MO

C∞ (MO) := C∞ (M)
G
∣∣∣
µ−1(O)

≡C∞ (M)
G
/I

Με άλλα λόγια αν f ∈ C∞ (MO) , τότε υπάρχει fo ∈ C∞ (M)
G

ώσvτε

π∗f = fo|µ−1(O)

Οι σvυναρτήσvεις της C∞ (MO) είναι σvυνεχείς με την τοπολογία πηλίκο του MO.
Ορίζουμε την αγγύλη

{·, ·}MO : C∞ (MO)× C∞ (MO)→ C∞ (MO)

τέτοια ώσvτε αν fo, go ∈ C∞ (M)
G
, τότε

{fo + I, go + I}MO = {fo, go}+ I
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όπου {·, ·} η αγγύλη Poisson σvτην M που επάγεται από την ω. Ισvοδύναμα για f, g ∈
C∞ (MO)

π∗ {f, g}MO = {f, g}|µ−1(O)

Η {·, ·}MO έχει τις ιδιότητες μιας αγγύλης Poisson, αρκεί να δείξουμε ότι είναι

καλά ορισvμένη.

΄Ενα Poisson ιδεώδες για την άλγεβρα C∞ (M) (ή οποιαδήποτε υπάλγεβρά

της ως προς τον πολλαπλασvιασvμό σvυναρτήσvεων και την αγγύλη Poisson -θα λέγεται

υπάλγεβρα Poisson-) είναι ένα ιδεώδες ως προς τον κατά σvημείο πολλαπλασvιασvμό

σvυναρτήσvεων και ως προς την αγγύλη Poisson.

Λημμα 5.1.1. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, A υπάλγεβρα Poisson
της C∞ (M) και X ⊂M . Αν για κάθε H ∈ A και για κάθε t ∈ R που ορίζεται, ισvχύει
φtH (X) ⊂ X, όπου φtH η ροή του χαμιλτονιανού πεδίου XH , τότε το σvύνολο

I (X) = {f ∈ A : f |X = 0}
είναι Poisson ιδεώδες για την A.

Αποδειξη. Προφανώς το το I (X) είναι ιδεώδες για την A ως προς τον κατά

σvημείο πολλαπλασvιασvμό σvυναρτήσvεων.

΄Εσvτω f ∈ A, h ∈ I (X) και p ∈ X. Συμβολίζουμε με φtf (p) την ολοκληρωτική

καμπύλη του χαμιλτονιανού πεδίου Xf της f από το σvημείο p. Από υπόθεσvη φtf (p) ∈
X για κάθε t που ορίζεται η ροή. Επομένως h

(
φtf (p)

)
= 0 για t σvε περιοχή του

μηδενός και άρα

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

h
(
φtf (p)

)
= {h, f} (p)

Αφού το p το επιλέξαμε τυχαία, έπεται ότι {h, f}|X = 0 και επομένως {h, f} ∈ I (X)
που σvημαίνει ότι το I (X) είναι ιδεώδες Poisson για την A.

Θέτουμε A = C∞ (M)
G
, X = µ−1 (O). ΄Οπως είδαμε η A είναι υπάλγεβρα

Poisson της C∞ (M). Από το Θεώρημα της Noether για f ∈ A, p ∈ X και φt την

χαμιλτονιανή ροή της f , έχουμε (αφού f είναι G-αναλλοίωτη) µ (φt (p)) = µ (p) ∈
O, άρα φt (p) ∈ µ−1 (O) = X. Από το προηγούμενο Λήμμα επομένως το I =

I
(
µ−1 (O)

)
είναι Poisson ιδεώδες της C∞ (M)

G
. Επομένως η αγγύλη {·, ·}MO είναι

καλά ορισvμένη, αφού για f, g ∈ C∞ (M)
G

και f ′, g′ ∈ I έχουμε

{f + f ′, g + g′} = {f, g}+ {f, g′}+ {f ′, g}+ {f ′, g′}︸ ︷︷ ︸
∈I

Γενικότερα αν U ⊂MO ανοιχτό με U =
(
µ−1 (O) ∩ V

)
/G, όπου V ⊂M ανοιχτό

και G−αναλλοίωτο μπορούμε να ορίσvουμε

C∞ (U) := C∞ (V )
G
∣∣∣
V ∩µ−1(O)

=C∞ (V )
G
/I
(
µ−1 (O) ∩ V

)
�

5.2. ΧΑΜΙΛΤΟΝΙΑΝΕΣ ΡΟΕΣ ΣΤΟΝ MO

Αφού ο χώρος MO δεν είναι γενικά πολλαπλότητα δεν μπορούμε να ορίσvουμε χα-

μιλτονιανά πεδία και να βρούμε τις ροές τους. Θα ορίσvουμε απευθείας τη χαμιλτονιανή

ροή μιας σvυνάρτησvης C∞ (MO) χρησvιμοποιώντας την αγγύλη {·, ·}MO .
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Ορισμος 5.2.1. Μια διαφορίσvιμη καμπύλη γ σvτον χώρο MO είναι μια σvυ-

νεχής (σvτον MO χρησvιμοποιούμε την τοπολογία πηλίκο) σvυνάρτησvη γ : I → MO,
I ⊂ R διάσvτημα, ώσvτε για κάθε σvυνάρτησvη h ∈ C∞ (MO) η σvυνάρτησvη h ◦γ : I → R
να είναι διαφορίσvιμη.

Μια διαφορίσvιμη ροή {φs}s∈I , όπου I ⊂ R, σvτηνM είναι μια μονοπαραμετρική

ομάδα (δηλαδή φt+s = φt ◦ φs, φ0 = id) ομοιομορφισvμών φs : M → M , τέτοια ώσvτε

για κάθε h ∈ C∞ (MO) και για κάθε s ∈ I να ισvχύει h ◦ φs ∈ C∞ (MO) και για κάθε

p ∈MO η R ⊃ I →M : s 7→ φs(p) να είναι διαφορίσvιμη καμπύλη.

Η χαμιλτονιανή ροή της f ∈ C∞ (MO) είναι η διαφορίσvιμη ροή {φt} που για

κάθε p ∈MO και h ∈ C∞ (MO) ικανοποιεί τη σvχέσvη

d

dt
h (φt (p)) = {h, f}MO (φt (p))

Παρατηρούμε πως f ◦ φt = f , αφού {f, f}MO = 0.
Στην περίπτωσvη που η MO είναι πολλαπλότητα, οι παραπάνω ορισvμοί ταυτίζονται

με τους σvυνήθεις και η ύπαρξη και μοναδικότητα της ροής, η οποία τότε θα ικανοποιεί

τη διαφορική εξίσvωσvη Xf ◦ φt = d
dtφt, έπεται από το γνωσvτό Θεώρημα ύπαρξης και

μοναδικότητας των σvυνήθων διαφορικών εξισvώσvεων. Υπενθυμίζουμε πως το Θεώρημα

αυτό ισvχύει σvε πολλαπλότητες γιατί είναι τοπικά ευκλείδειες, άρα με χρήσvη χαρτών

η εξίσvωσvη αυτή γράφεται ως ένα σvύσvτημα σvυνήθων διαφορικών εξισvώσvεων πρώτης

τάξης σvε κάππιο υποσvύνολο ενός ευκλείδειου χώρου, όπου και ξέρουμε ότι ισvχύει

το Θεώρημα ύπαρξης και μοναδικότητας. Στη γενική περίπτωσvη όμως, ο MO δεν

είναι πολλαπλότητα και για να είναι καλά ορισvμένη η χαμιλτονιανή ροή, πρέπει να

αποδείξουμε την ύπαρξη και μοναδικότητά της.

Ας αποδείξουμε πρώτα την ύπαρξη. ΄Εσvτω f ∈ C∞ (MO) και f̄ ∈ C∞ (M)
G

ώσvτε π∗f = f
∣∣
µ−1(O)

. ΄Εσvτω επίσvης φt η χαμιλτονιανή ροή της f . Αφού η f είναι

G-αναλλοίωτη, από το Θεώρημα της Noether έχουμε ότι µ
(
φt (p)

)
= µ (p) για κάθε

p ∈ M , άρα φt
(
µ−1 (O)

)
⊂ µ−1 (O). Επίσvης από την Πρότασvη (3.4.2) η φt είναι G-

ισvομεταβλητή. Επομένως μπορούμε να ορίσvουμε την φt : MO →MO με φt◦π = π◦φt.
Η φt είναι ομοιομορφισvμός, αφού είναι και η φt. ΄Εχουμε

(φt ◦ φs) ◦ π = φt ◦ π ◦ φs
= π ◦ φt ◦ φs
= π ◦ φt+s
= φt+s ◦ π

και για h ∈ C∞ (MO), οπότε υπάρχει h ∈ C∞ (M)
G

ώσvτε π∗h = h
∣∣
µ−1(O)

, έχουμε

(h ◦ φs) ◦ π = h ◦ π ◦ φs
= h ◦ φs

με την h ◦ φs να είναι G-αναλλοίωτη, αφού η φs είναι ισvομεταβλητή και η h G-

αναλλοίωτη. Επίσvης η s 7→ h ◦ φs είναι λεία, αφού η h ◦ φs είναι λεία. ΄Αρα η φt
είναι διαφορίσvιμη ροή σvτο MO. Μένει να δείξουμε ότι είναι η χαμιλτονιανή ροή της f .
Για p ∈ µ−1 (O) και po = π (p) ∈MOέχουμε

h ◦ φt (po) = h ◦ φt (p)
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άρα

d

dt
h (φt (po)) =

d

dt
h
(
φt (p)

)
=
{
h, f

} (
φt (p)

)
= {h, f}MO

(
π
(
φt (p)

))
= {h, f}MO (φt (po))

Θα αποδείξουμε τώρα τη μοναδικότητα. Ας δώσvουμε πρώτα έναν ορισvμό. Θα

λέμε ότι ένα σvύνολο σvηναρτήσvεων σvε ένα χώρο διαχωρίζει σvημεία αν για κάθε

δύο διαφορετικά σvημεία του χώρου υπάρχει σvυνάρτησvη σvτο σvύνολο αυτό που παίρνει

διαφορετικές τιμές σvτα δύο αυτά σvημεία.

Λημμα 5.2.2. Αν οι C∞ (MO) σvυναρτήσvεις διαχωρίζουν σvημεία σvτον MO, τότε
η χαμιλτονιανή ροή μιας σvυνάρτησvης f ∈ C∞ (MO) είναι μοναδική.

Αποδειξη. ΄Εσvτω f ′ ∈ C∞ (M)
G

με f ◦π = f ′|µ−1(O) και φ′t η χαμιλτονιανή ροή

σvτην M της f ′. Είδαμε ότι η φt με φt ◦ π = π ◦ φ′t είναι χαμιλτονιανή ροή σvτον MO
της f . ΄Εσvτω ψt μια άλλη χαμιλτονιανή ροή της f . Για h ∈ C∞ (MO) και m ∈ MO
έχουμε

d

dt
h (ψ−t (m)) = − d

ds

∣∣∣∣
s=−t

h (ψs (m))

= −{h, f}MO (ψ−t (m))

= {h,−f}MO (ψ−t (m))

άρα η ψ−t είναι χαμιλτονιανή ροή της −f .
Αν δείξουμε ότι, για κάθε h ∈ C∞ (MO) και για κάθε t ∈ R που ορίζονται οι

ροές και m ∈MO,ισvχύει
h (φt ◦ ψ−t (m)) = h (m)

τότε , αφού οι σvυναρτήσvεις C∞ διαχωρίζουν σvημεία σvτονMO, θα ισvχύει φt◦ψ−t (m) =
m και άρα, αφού ψ−t = ψ−1

t , φt = ψt. Πράγματι, έχουμε

d

dt
h (φt (ψ−t (m))) = {h, f}MO (φt (ψ−t (m))) + {h ◦ φt,−f}MO (ψ−t (m))

= {h, f}MO (φt (ψ−t (m)))− {h ◦ φt, f ◦ φt}MO (ψ−t (m))

= 0

και άρα h (φt (ψ−t (m))) = σvταθ. = h (m). Χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι f =
f ◦ φt, όπως ήδη έχουμε παρατηρήσvει, και{h, f}MO (φt (p)) = {h ◦ φt, f ◦ φt} (p) για

κάθε p ∈ MO. Αυτό ισvχύει γιατί, αν po ∈ M με π (po) = p και h′ ∈ C∞ (M)
G

με

h ◦ π = h′|µ−1(O), τότε

{h, f}MO (φt (p)) = {h′, f ′} (φ′t (po))

= {h′ ◦ φ′t, f ′ ◦ φ′t} (po)

= {h ◦ φt, f ◦ φt}MO (p)

όπου σvτη δεύτερη ισvότητα χρησvιμοποοίθηκε το γεγονός ότι η φ′t είναι σvυμπλεκτομορ-
φισvμός, άρα και μορφισvμός Poisson. �
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Αφού η δράσvη της G σvτηνM είναι γνήσvια, οι σvυναρτήσvεις C∞ (M)
G

διαχωρίζουν

τροχιές σvτην M . Οπότε οι σvυναρτήσvεις C∞ (MO) διαχωρίζουν σvημεία σvτον MO. Ε-

πομένως το προηγούμενο Λήμμα μας εξασvφαλίζει τη μοναδικότητα των χαμιλτονιανών

ροών σvτον MO.

5.3. ΤΑ ΣΥΜΠΛΕΚΤΙΚΑ ΣΤΡΩΜΑΤΑ ΤΟΥ MO

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να δείξουμε ότι ο χώρος πηλίκο MO (υπενθυ-

μίζουμε ότι η μόνη υπόθεσvη για τη δράσvη είναι ότι είναι γνήσvια) μπορεί να γραφεί ως

ένωσvη σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων που μένουν αναλλοίωτες σvτις χαμιλτονιανές ρο-

ές των σvυναρτήσvεων C∞ (MO). Για την απόδειξη θα χρειασvτούμε αρκετά Θεωρήματα

και κατασvκευές.

5.3.1. Γνήσvιες σvυμπλεκτικές δράσvεις.

Προταση 5.3.1. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και G ομάδα Lie που
δρα γνήσvια σvτηνM με σvυμπλεκτομορφισvμούς. Τότε υπάρχειG-αναλλοίωτη ω-σvυμβατή
σvχεδόν μιγαδική δομή J σvτην M .

Αποδειξη. Αφού η δράσvη είναι γνήσvια, από το Πόρισvμα (2.3.13), θα υπάρχει G-

αναλλοίωτη μετρική g σvτην M . Χρησvιμοποιώντας την g και δουλεύοντας όπως σvτην

απόδειξη της Πρότασvης (1.4.10), παίρνουμε μια ω-σvυμβατή σvχεδόν μιγαδική δομή σvτην

M . Επαληθεύεται ότι είναι και G−αναλλοίωτη. �

Το παρακάτω είναι μια ισvομεταβλητή εκδοχή του Θεωρήματος Darboux.

Θεωρημα 5.3.2. ΄Εσvτω (M,ω) σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, N ⊂ M υποπολλα-

πλότητα, ω0, ω1 σvυμπλεκτικές μορφές σvτην M με ω0|p = ω1|p για κάθε p ∈ N και
G ομάδα Lie που δρα σvτην M . Αν η δράσvη είναι γνήσvια, αφήνει αναλλοίωτη την N
και διατηρεί τις ω0, ω1, τότε υπάρχουν G-αναλλοίωτες περιοχές U0 και U1 της N σvτην
M και ισvομεταβλητή αμφιδιαφόρισvη ρ : U0 → U1, ώσvτε ρ|N = id και ρ∗ω1 = ω0.

Αποδειξη. Η απόδειξη γίνεται όπως ακριβώς και αυτή του Θεωρήματος (1.3.17),

με μερικές τροποποιήσvεις που λαμβάνουν υπόψη τη δράσvη.

Καταρχάς η περιοχή U0 σvτην απόδειξη μπορεί να αντικατασvταθεί από την G-

αναλλοίωτη περιοχή G · U0.

Χρησvιμοποιώντας μια G-αναλλοίωτη μετρική, που υπάρχει αφού η δράσvη είναι

γνήσvια, η εκθετική της θα είναι G-ισvομεταβλητή μεταξύ μιας περιοχής της N σvτην

κάθετης δέσvμη σvε αυτήν και περιοχή της σvτην M . Τότε η 1-μορφή που κατασvκευ-

άζουμε σvτο Παράρτημα και δίνεται από τον τύπο

θ = Q (ω1 − ω0) =

ˆ 1

0

ρ∗t (ιvt (ω1 − ω0)) dt

είναι G-αναλλοίωτη, αφού η ρt από τη μορφή της είναι G-ισvομεταβλητή, vt είναι G-

αναλλοίωτο, αφού ικανοποιεί την εξίσvωσvη vtρt = dρt
dt , και ω0, ω1 G-αναλλοίωτες, αφού

η δράσvη της διατηρεί.

Οπότε και η ωt = ω0 + tdθ είναι G-αναλλοίωτη, άρα και το διανυσvματικό πεδίο

Xt που προκύπτει από τη σvχέσvη

ιXtωt + θ = 0

Οπότε η ροή του φt, από την οποία προκύπτει η ζητούμενη αμφιδιαφόρισvη ρ = φ1,
είναι G-ισvομεταβλητή. �
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5.3.2. Εμφυτεύσvεις σvταθερού βαθμού. ΄Εσvτω (P, τ) σvυμπλεκτική πολ-

λαπλότητα, X ⊂ P υποπολλαπλότητα της P και x ∈ X. Υπενθυμίζουμε ότι το σvυμ-

πλεκτικό σvυμπλήρωμα του διανυσvματικού χώρου TxX, τον οποίο τον αντιμετωπίζουμε

ως υπόχωρο του σvυμπλεκτικού διανυσvματικού χώρου TxP , είναι ο

TxX
τ = {u ∈ TxP : τx (u,w) = 0,∀w ∈ TxX}

Αν σvυμβολίσvουμε με TXP τον περιορισvμό της εφαπτόμενης δέσvμης TP της P σvτην

X (δηλαδή TXP =
⋃
p∈X TpP ), τότε οι χώροι {TxXτ}x∈X σvχηματίζουν μια διανυ-

σvματική υποδέσvμη, έσvτω TXτ , της TXP .

Αφού η τ είναι διγραμμική και μη εκφυλισvμένη, ως σvυμπλεκτική μορφή, έχουμε

τον φυσvικό ισvομορφισvμό

TXP → T ∗XP

(x, v) 7→ (x, τx (v, ·))

Μέσvω του ισvομορφισvμού αυτού, η TXτ
ταυτίζεται με την

TXo = (TXP/TX)
∗

=
⊔
x∈X
{(x, τx (v, ·)) ∈ T ∗XP : v ∈ TXP, τx (v, ·)|TX = 0}

΄Ομως (TXP/TX)
∗ ' TXP/TX ως δυϊκοί, άρα ο TXτ

είναι ισvόμορφος, ως διανυ-

σvματική δέσvμη, με την κάθετη δέσvη του X σvτην M , δηλαδή την TXP/TX.

Ο περιορισvμός της τ σvτην TXτ
δεν είναι απαραίτητα σvυμπλεκτική μορφή, γιατί δεν

είναι αναγκασvτικά μη εκφυλισvμένη. ΄Ομως, από το Γραμμικό symplectic reduction, ο
TxX

τ/ (TxX
τ ∩ TxX) , x ∈ X είναι σvυμπλεκτικός χώρος (με τη σvυμπλεκτική μορφή

που επάγεται από την τ). Αν η διάσvτασvη αυτών των διανυσvματικών χώρων πηλίκο

είναι σvταθερή για κάθε x ∈ X, οπότε η TXτ/ (TXτ ∩ TX) είναι διανυσvματική δέσvμη,

λέμε ότι η εμφύτευσvη X ↪→ P είναι σvταθερού βαθμού και η δέσvμη

N (X) := TXτ/ (TXτ ∩ TX)

ονομάζεται σvυμπλεκτική κάθετη δέσvμη της εμφύτευσvης X ↪→ (P, τ). Το

εντυπωσvιακό χαρακτηρισvτικό των εμφυτεύσvεων σvταθερού βαθμού είναι πως κατά μια

έννοια, που περιγράφεται ακριβώς σvτο επόμενο Θεώρημα, είναι μοναδικές.

Θεωρημα 5.3.3 (Μοναδικότητα εμφυτεύσvεων σvταθερού βαθμού). ΄Εσvτω (P, τ) , (P ′, τ ′)
σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες και i : X → P , i′ : X → P ′ εμφυτεύσvεις σvταθερού βαθ-
μού, ώσvτε οι σvυμπλεκτικές κάθετες δέσvμες που τους αντισvτοιχούν να είναι ισvόμορφες

και να ισvχύει i∗τ = (i′)
∗
τ ′. Τότε υπάρχουν ανοιχτές περιοχές, U του i (X) σvτην P και

U ′ του i′ (X) σvτην P ′, και αμφιδιαφόρισvη φ : U → U ′, ώσvτε φ ◦ i = i′ και φ∗τ ′ = τ .
Αν επιπλέον η ομάδα Lie G δρα γνήσvια σvτις X,P, P ′, η δράσvεις διατηρούν τις

τ, τ ′ (δράσvεις με σvυμπλεκτομορφισvμούς) και οι i, i′ είναι G-ισvομεταβλητές, τότε οι
περιοχές U και U ′ μπορούν να επιλεγούν να είναι G-αναλλοίωτες και η φ να είναι G-
ισvομεταβλητή. Αν οι δράσvεις της G σvτις (P, τ) και (P ′, τ ′) είναι χαμιλτονιανές με
αντίσvτοιχες απεικονίσvεις ορμής µ : P → g∗ και µ′ : P ′ → g∗, και ισvχύει µ ◦ i = µ′ ◦ i′,
τότε θα ισvχύει και µ′ ◦ φ = µ.
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Αποδειξη. ΄Εσvτω v = TXτ ∩ TX, N = TXτ/v και E = TX/v. Οι N,E είναι

σvυμπλεκτικές με τη δομή τους να επάγεται από την τ . Επίσvης v ⊂ (N ⊕ E)
τ
και

dim (N ⊕ E)
τ

= dimP − dim (N ⊕ E)

= dimP − dimN − dimE

= dimP − (dimTXτ − dim v)− (dimTX − dim v)

= 2 dim v

και v ⊂ vτ , άρα ο v είναι λαγκρανσvιανός υπόχωρος του (N ⊕ E)
τ
. Από το Θεώρημα

(1.1.6), θα ισvχύει (N ⊕ E)
τ

= v ⊕ v∗με τη σvυνήθη σvυμπλεκτική δομή σvτον v ⊕ v∗.
΄Αρα

TXP = N ⊕ E ⊕ (v ⊕ v∗)
Αν N ′, E′, v′ οι αντίσvτοιχες έννοιες για την εμφύτευσvη i : X → P ′, τότε

TXP
′ = N ′ ⊕ E′ ⊕ (v′ ⊕ v′∗)

Από υπόθεσvη N ' N ′, ενώ αφού i∗τ = (i′)
∗
τ ′ θα ισvχύει v ' v′ και άρα και

E ' E′. Τελικά έχουμε TXP ' TXP
′
. ΄Αρα και οι κάθετες δέσvμες NX και N ′X του

X σvτις δύο εμφυτεύσvεις θα είναι ισvόμορφες. Χρησvιμοποιώντας το Θεώρημα σvωληνοει-

δούς περιοχής και αναλλοίωτες μετρικές, που υπάρχουν αφού οι δράσvεις είναι γνήσvιες,

παίρνουμε ισvομεταβλητές αμφιδιαφορίσvεις μεταξύ μιας περιοχής του X σvε μια κάθετη

δέσvμη και μια περιοχή του X σvτην αντίθετη πολλαπλότητα σvτην οποία εμφυτεύεται.

Χρησvιμοποιώντας και τον ισvομορφισvμό των δεσvμών μπορούμε να δούμε και τος δύο

σvυμπλεκτικές δομές ως δομές σvτην ίδια πολλαπλότητα. Το ζητούμενο έπεται τότε από

την ισvομεταβήτή εκδοχή του Darboux (Θεώρημα (5.3.2».

Αν επιπλέον οι δράσvεις είναι χαμιλτονιανές. Η µ′ ◦ φ είναι και αυτή απεικόνισvη

ορμής για τη δράσvη της G σvτην (P, τ). Πράγματι, για ξ ∈ g,αν ξP και ξP ′ τα διανυ-

σvματικά πεδία σvτις P και P ′ αντίσvτοιχα, που παράγονται από τη δράσvη της υποομάδας

{exp (tξ) : t ∈ R} ⊂ G , για q ∈ P έχουμε

ξP ′ (φ (q)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tξ) · φ (q)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ (exp (tξ) · q)

= Tq · ξP (q)

δηλαδή φ∗ξP ′ = ξP . Οπότε

d 〈µ′ ◦ φ, ξ〉 = dφ∗ 〈µ′, ξ〉
= φ∗d 〈µ′, ξ〉
= φ∗ιξP ′ τ

′

= ιφ∗ξP ′φ
∗τ ′

= ιξP τ

και για g ∈ G
(µ′ ◦ φ) (g · q) = g · (µ′ ◦ φ) (q)

αφού οι µ′ και φ είναι ισvομεταβλητές. ΄Αρα θα υπάρχει σvταθερά c ∈ g , ώσvτε µ′ ◦ φ =
µ+ c και αφού µ′ ◦ φ|X = µ′ ◦ i′ = µ|X η c θα είναι μηδέν. �
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5.3.3. Περιγραφή του κεντρικού Θεωρήματος. Ας διατυπώσvουμε τώρα

το κεντρικό Θεώρημα του κεφαλαίου αυτού.

Θεωρημα 5.3.4 (Singular reduction). ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) χαμιλτονιανόςG-χώρος,
με τη δράσvη της G σvτην M να είναι γνήσvια. Αν O ⊂ g∗τοπικά κλεισvτή σvυν-σvυζυγής
τροχιά, τότε:

(1) Ο χώρος πηλίκοMO = µ−1 (O) /G γράφεται ως, τοπικά πεπερασvμένη, ένω-
σvη σvυμπλεκτικών πολλαπλοτήτων. Τις σvυμπλεκτικές αυτές πολλαπλότητες

θα τις ονομάζουμε σvυμπλεκτικά κομμάτια του MO.
(2) Οι χαμιλτονιανές ροές των σvυναρτήσvεων C∞ (MO) σvτον MO διατηρούν τη
διάσvπασvη του MO σvε σvυμπλεκτικά κομμάτια.

(3) Οι εμφυτεύσvεις των σvυμπλεκτικών κομματιών σvτον MO είναι σvυναρτήσvεις
Poisson.

Πριν προχωρήσvουμε σvτην απόδειξη του Θεωρήματος αυτού, ας δούμε ένα εν-

διαφέρον Πόρισvμα, το οποίο λέει ότι η διάσvπασvη του MO σvε σvυμπλεκτικά κομμάτια

καθορίζεται από την άλγεβρα
(
C∞ (MO) , {·, ·}MO

)
.

Πορισμα 5.3.5. ΄Εσvτω MO, NO′ χώροι πηλίκο που προκύπτουν από τις σvυμ-
πλεκτικές πολλαπλότητες M και N αντίσvτοιχα, όπως έχουμε περιγράψει, και έσvτω
φ : MO → NO′ ομοιομορφισvμός. Αν το pull-back φ∗ : C∞ (NO′) → C∞ (MO)
είναι ισvομορφισvμός Poisson,τότε η φ απεικονίζει σvυμπλεκτικά κομμάτια του MO σvε
σvυμπλεκτικά κομμάτια του NO′ .

Για την απόδειξη του Πορίσvματος θα χρεισvατούμε το ακόλουθο Λήμμα.

Λημμα 5.3.6. ΄Εσvτω (M,ω) σvυνεκτική σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και x, y ∈M .
Υπάρχει n ∈ N και f1, . . . fn ∈ C∞ (M), ώσvτε y = φfn1 ◦ · · ·φ

f1
1 (x), όπου φfit η

χαμιλτονιανή ροή της σvυνάρτησvης fi.

Αποδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε σvημείο έχει περιοχή σvτην οποία ισvχύει

το ζητούμενο. Τότε έχουμε τελειώσvει. Πράγματι, αν x, y ∈ M , αφού η M είναι

σvυνεκτική θα υπάρχει μονοπάτι που τα σvυνδέει. Καλύπτοντας το μονοπάτι αυτό με,

πεπερασvμένου πλήθους αφού είναι σvυμπαγές, περιοχές σvτις οποίες έχουμε αποδείξει

ότι ισvχύει το ζητούμενο, έχουμε τελειώσvει.

΄Εσvτω x ∈M . Θεωρούμε ένα χάρτη Darboux (U, (q1, . . . qn, p1, . . . pn)) με x ∈ U .

΄Οπως έχουμε δει ισvχύει Xpi = − ∂
∂qi

και Xqi = ∂
∂pi

. ΄Αρα τα σvημεία σvτην U μπορούν

να σvυνδεθούν με τους time one maps των χαμιλτονιανών ροών των σvυναρτήσvεων

q1, . . . qn, p1, . . . pn και πολλαπλασvίων τους. �

Τώρα μπορούμε να αποδείξουμε το Πόρισvμα.

Αποδειξη. Στην MO ορίζουμε τη σvχέσvη ισvοδυναμίας: x ∼ y αν υπάρχει n ∈ N
και f1, . . . fn ∈ C∞ (MO) ώσvτε y = φfn1 ◦ · · ·φ

f1
1 (x). Η επαλήθευσvη ότι έχουμε

ορίσvει σvχέσvη ισvοδυναμίας, έπεται άμεσvα από τις ιδιότητες των ροών. Ισvχυριζόμασvτε

ότι οι κλάσvεις ισvοδυναμίας είναι οι σvυνεκτικές σvυνισvτώσvες των σvυμπλεκτικών κομμα-

τιών. Πράγματι, αφού ένα σvυμπλεκτικό κομμάτι, και άρα και κάθε σvυμπλεκτική του

σvυνισvτώσvα, είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και οι εμφυτεύσvεις σvτον MO είναι απει-

κονίσvεις Poisson, έπεται από το προηγούμενο Λήμμα ότι τα σvημεία μιας σvυνεκτικής

σvυνισvτώσvας ενός σvυμπλεκτιού κομματιού είναι ισvοδύναμα. Αντίσvτροφα, αν δύο σvημεία

του MO είναι ισvοδύναμα, από το 2 του Θεωρήματος (5.3.4) θα ανήκουν σvτο ίδιο σvυμ-

πλεκτικό κομμάτι, και προφανώς σvτην ίδια σvυνεκτική σvυνισvτώσvα, αφού σvυνδέονται με

μονοπάτι.
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Αφού η φ∗ είναι σvυνάρτησvη Ποισσον, θα διατηρεί της χαμιλτονιανές ροές. ΄Αρα,

επειδή ο ορισvμός των σvυμπλεκτικών κομματιών, όπως είδαμε, εξαρτάται μόνο από τις

χαμιλτονιανές ροές έχουμε τελειώσvει. �

Ο χώρος πηλίκο MO είναι ο χώρος των τροχιών της δράσvης. Για να καταλάβουμε

τη δομή του σvε περιοχή ενός σvημείου του πρέπει να μελετήσvουμε την περιοχή μιας τρο-

χιάς σvτην M . Αντί αυτής της περιοχής, από το Θεώρημα μοναδικότητας εμφυτεύσvεων

σvταθερού βαθμού, μπορούμε να εμφυτεύσvουμε την τροχιά σvε μια άλλη ’απλούσvτερη’

σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και να μελετήσvουμε μια περιοχή της τροχιάς σvε αυτήν.

Υπενθυμίζουμε ότι έχουμε μια σvυμπλεκτική πολλαπλότητα (M,ω) και μια ομάδα

Lie G που δρα γνήσvια και χαμιλτονιανά σvτην (M,ω) με απεικόνισvη ορμής µ : M → g∗.
΄Εσvτω επίσvης x ∈ M, a = µ (x) ∈ g∗ και O = G · a η σvυνσvυζυγής τροχιά από το a,
η οποία θεωρούμε πως είναι τοπικά κλεισvτή (υποσvύνολο της g∗ που γράφεται ως

τομή ενός ανοιχτού και ενός κλεισvτού, ή ισvοδύναμα είναι ανοιχτό σvτην κλεισvτότητά

του), και MO = µ−1 (O) /G. Το παρακάτω Λήμμα, για M = g∗, μας εξασvφαλίζει πως

η O είναι (embedded) υποπολλαπλότητα της g∗.

Λημμα 5.3.7. ΄Εσvτω M διαφορική πολλαπλότητα, G ομάδα Lie που δρα σvτην M
και O = {g · x : g ∈ G} η τροχιά της δράσvης από το σvημείο x ∈ M . Αν η O είναι
τοπικά κλεισvτή, τότε είναι (embedded) υποπολλαπλότητα της M .

Αποδειξη. ΄Εσvτω A η δράσvη της G σvτην M . Θεωρούμε την απεικόνισvη

φ : G→M

g 7→ g · x

Τότε φ (G) = O και η φ είναι σvταθερού βαθμού, αφού για g1 = gg2, g, g1, g2 ∈ G και

g1 (t) καμπύλη σvτην G με g (0) = g1έχουμε

Tg2φ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ (gg1 (t))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gφ (g1 (t))

= TAg ◦ Tg1φ

και η Ag είναι αμφιδιαφόρισvη. ΄Εσvτω k ο βαθμός της φ, m = dimM και n = dimG.

Για g ∈ G, από το Θεώρημα σvταθερού βαθμού (δες [L09]), υπάρχει χάρτης (U, x)
σvτην G με g ∈ U και χάρτης (V, y) σvτην M με φ (g) ∈ V , ώσvτε

y ◦ φ ◦ x−1 (x1, . . . xn) = (x1, . . . xk, 0, . . . 0)

Η φ (U) είναι υποπολλαπλότητα της M . Αφού η O = φ (G) είναι τοπικά κλεισvτή

και η M τοπικά σvυμπαγής, ως πολλαπλότητα, η O θα είναι τοπικά σvυμπαγής, οπότε

η απεικόνισvη φ′ : G → O : g 7→ φ (g) θα είναι ανοιχτή (δες [D08] Θεώρημα (1.8.6».

Επομένως θα υπάρχει W ⊂M ανοιχτό, ώσvτε W ∩O = φ′ (U) = φ (U). Επομένως η

O είναι embedded υποπολλαπλότητα της M . �

Αφού η δράσvη τηςG σvτηνM είναι γνήσvια, η τροχιάG·x θα είναι υποπολλαπλότητα

της M . Επίσvης, αφού η δράσvη είναι χαμιλτονιανή άρα σvυμπλεκτική, οι απεικονίσvεις

φg : M →M

p 7→ g · p
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θα είναι σvυμπλεκτομορφισvμοί για κάθε g ∈ G και επομένως

Tg·x (G · x)
ωg·x ∩ Tg·x (G · x) = Tx (G · x)

ωx ∩ Tx (G · x)

και άρα η εμφύτευσvη G · x ↪→M θα είναι σvταθερού βαθμού.

Θα κατασvκευάσvουμε τώρα μια νέα σvυμπλεκτική πολλαπλότητα (Y, τ), μια εμφύτευ-

σvη i : G · x → Y σvταθερού βαθμού και ισvομεταβλητή με i∗τ = ω|G·x και μια γνήσvια

χαμιλτονιανή δράσvη της G σvτην (Y, τ) με απεικόνισvη ορμής µY , ώσvτε µY (x) = a,
οπότε και µY (g · x) = Ad∗g ·a = µ (x) για κάθε g ∈ G. Επίσvης η κάθετη σvυμπλεκτική

δέσvμη της εμφύτευσvης i : G ·x→ Y θα είναι ίδια με αυτή της εμφύτευσvης G ·x ↪→M .

Οπότε, εφαρμόζοντας το Θεώρημα εμφύτευσvης σvταθερού βαθμού, προκύπτει ότι

υπάρχει περιοχή U της G · x σvτην M , περιοχή UY της G · x σvτην Y και ισvομεταβλητή

αμφιδιαφόρισvη φ : UY → U , ώσvτε φ∗ω = τ , φ ◦ i = id και φ∗µ = µY .

Η ακόλουθη Πρότασvη περιγράφει τη μορφή της σvυμπλεκτικής μορφής ω αν περιο-

ρισvτούμε πάνω σvτην τροχιά G · x.

Προταση 5.3.8. ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) χαμιλτονιανός G-χώρος με τη δράσvη της G
σvτην M να είναι γνήσvια. Τότε για x ∈M ισvχύει

ω|G·x = µ∗ωG·µ(x)

∣∣
G·x

όπου η ωG·µ(x) είναι η Kirillov-Konstant-Souriau (KKS) σvυμπλεκτική μορφή σvτην

σvυν-σvυζυγή τροχιά G · µ (x) ⊂ g∗.

Αποδειξη. ΄Εσvτω a = µ (x) .Για ξ ∈ g σvυμβολίζουμε με ξM το αντίσvτοιχο δια-

νυσvματικό πεδίο σvτην M -δηλαδή αυτό που προκύπτει από τη δράσvη της υποομάδας

{exp (tξ) : t ∈ R} ⊂ G - και με ξg∗ το αντίσvτοιχο διανυσvματικό πεδίο σvτην g∗ (σvτην

g∗ έχουμε την σvυνσvυζυγή δράσvη της G).

Αφού η δράσvη είναι γνήσvια η τροχιά G · x είναι υποπολλαπλότητα της M . Για

y ∈ G · x έχουμε

Ty (G · x) = {ξM (y) : ξ ∈ g}
Για ξ, η ∈ g έχουμε

ωy (ξM (y) , ηM (y)) = (ιξMω)y (ηM (y))

=d 〈µ, ξ〉y (ηM (y))

=ηM (y) · 〈µ, ξ〉
= 〈ηM (y) · µ, ξ〉
= 〈dµy (ηM (y)) ξ〉

΄Οπως έχουμε δει η σvυνσvυζηγής τροχιά G · a του a σvτην g∗, είναι σvυμπλεκτική

πολλαπλότητα με σvυμπλεκτική μορφή την ωG·a και επίσvης

Ty (G · a) = {ξg∗ (y) : ξ ∈ g} , y ∈ G · a

Επομένως για ξ, η ∈ g και y ∈ G · x έχουμε

(µ∗ωG·a)y (ξM (y) , ηM (y)) = ωµ(y) (Tyµ · ξM (y) , Tyµ · ηM (y))

αφού ο µ είναι ισvομεταβήτός ισvχύει µ (y) ∈ G · a και

Tyµ · ξM (y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

µ (exp (tξ) · y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tξ) · µ (y) = ξg∗ (µ (y))
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΄Αρα

(µ∗ωG·a)y (ξM (y) , ηM (y)) = (ωG·a)µ(y) (ξg∗ (µ (y)) , ηg∗ (µ (y)))

= 〈µ (y) , [ξ, η]〉
= 〈µ (y) ,−ad (η) · ξ〉
= 〈ad∗ (η) · µ (y) , ξ〉

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈
Ad∗exp(tη) · µ (y) , ξ

〉
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈µ (exp (tη) · y) , ξ〉

= 〈ηM (y) · µ, ξ〉
= ωy (ξM (y) , ηM (y))

�

Από την παραπάνω πρότασvη έπεται εύκολα το ακόλουθο Πόρισvμα.

Πορισμα 5.3.9. ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) σvυμπλεκτικός G-χώρος με τη δράσvη της G
σvτην M να είναι γνήσvια. Τότε για x ∈M ισvχύει

Tx (G · x)
ω ∩ Tx (G · x) = Tx (Ga · x)

όπου Ga η ομάδα ισvοτροπίας του a = µ (x).

Αποδειξη. Να παρατηρήσvουμε καταρχάς ότι η ομάδα Ga είναι κλεισvτή υποομάδα

της G, άρα και αυτή είναι ομάδα Lie. Η δράσvη της G, άρα και αυτή της κλεισvτής

υποομάδας της Ga, είναι γνήσvια. Επομένως η τροχιά Ga · x είναι υποπολλαπλότητα

της M .

΄Οπως είδαμε σvτην προηγούμενη απόδειξη, Tx (G · x) = {ξM (x) : ξ ∈ g}. ΄Αρα

ξM (x) ∈Tx (G · x)
ω ⇔

ωx (ξM (x) , ηM (x)) = 0,∀η ∈ g⇔
ωG·a|a (ξg∗ (a) , ηg∗ (a)) = 0,∀η ∈ g⇔

ξg∗ (a) = 0

όπου σvτη δεύτερη ισvοδυναμία χρεισvημοποιήθηκε η προηγούμενη Πρότασvη και σvτην

τελευταία το γεγονός ότι Ta (G · a) = {ηg∗ (a) : η ∈ g}. ΄Ομως

0 = ξg∗ (a) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tξ) · a⇔ ξ ∈ Ga

οπότε ξM (x) ∈ Tx (Ga · x). �

Αφού η µ είναι ισvομεταβλητή, έπεται ότι Gx ⊂ Ga, a = µ (x).
Από το παραπάνω Πόρισvμα προκύπτει ότι ο πυρήνας της ω|Tx(G·x) είναι ο (ga)M (x) :=

{ξM (x) : ξ ∈ ga = Lie (Ga)} = Tx (Ga · x).
Η Gx είναι σvυμπαγής υποομάδα Lie της G, αφού η δράσvη της G σvτην M είναι

γνήσvια.
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Υπενθυμίζουμε ότι η G, άρα και η υποομάδα της Gx, δρα σvτην g με τη σvυζυγή

δράσvη. Για g ∈ Gx και ξ ∈ ga, έχουμε

g · ξ = Adg · ξ

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g exp (tξ) g−1︸ ︷︷ ︸
∈Ga

∈ ga

Δηλαδή η υπάλγεβρα ga της g μένει αναλλοίωτη από τη δράσvη της Gx. Μπορούμε

επομένως να διασvπάσvουμε την g σvε Gx αναλλοίωτους υπόχωρους

(5.3.1) g = ga ⊕ s
Αφού, όπως είπαμε, ο πυρήνας της ω|Tx(G·x) είναι ο (ga)M (x), σvυνεπάγεται ότι η

ω|Tx(G·x) είναι μη εκφυλισvμένη και άρα σvυμπλεκτική αν την περιορίσvουμε σvτον υπόχω-

ρο sM (x) = {ξM (x) : ξ ∈ s} του Tx (G · x). Δηλαδή, ο sM (x) είναι σvυμπλεκτικός

υπόχωρος του (TxM,ωx) και από την Πρότασvη (5.3.8) η σvυμπλεκτική μορφή σvε αυτόν

είναι η KKS μορφή (ω (x)|sM (x) ' ωG·a (a)).

Αφού επίσvης, όπως προκύπτει από το Πόρισvμα (5.3.9), ο (ga)M (x) είναι υπόχωρος

του Tx (G · x)
ω

και είναι και Gx αναλλοίωτος, αφού για g ∈ Gx, ξ ∈ ga έχουμε

g · ξM (x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(g exp (tξ))︸ ︷︷ ︸
∈Ga

·x ∈ (ga)M (x)

μπορούμε να πάρουμε την Gx-αναλλοίωτη διάσvπασvη

(5.3.2) Tx (G · x)
ω

= (ga)M (x)⊕ V
Επιχειρηματολογώντας όπως πριν, ο V θα είναι σvυμπλεκτικός υπόχωρος του του

(TxM,ωx). Συμβολίζουμε την αντίσvτοιχη σvυμπλεκτική μορφή με ωV = ωx|V .

Αφού οι V, sM (x) ⊂ TxM είναι σvυμπλεκτικοί καιGx-αναλλοίωτοι και ο (V ⊕ sM (x))
ωx

θα είναι σvυμπλεκτικός και Gx-αναλλοίωτος. Από τα προηγούμενα επίσvης προκύπτει

ότι (ga)M (x) ⊂ (V ⊕ sM (x))
ωx

. Τέλος έχουμε

dim (V ⊕ sM (x)) + dim (V ⊕ sM (x))
ωx = dimTxM

= dimTx (G · x) + dimTx (G · x)
ωx

= dim sM (x) + dim (ga)M (x) + dimV + dim (ga)M (x)

οπότε 2 dim (ga)M (x) = dim (V ⊕ sM (x))
ωx

. Επίσvης (ga)M (x) ⊂ ((ga)M (x))
ωx

,

αφού ο (ga)M (x) είναι ο πυρήνας της ω|Tx(G·x). ΄Αρα ο (ga)M (x) είναι λαγκραν-

σvιανός υπόχωρος του (V ⊕ sM (x))
ωx

, και επομένως από το Θεώρημα (1.1.6) (iii) ο

(V ⊕ sM (x))
ωx

θα είναι σvυμπλεκτομορφικός με τον (ga)M (x) ⊕ ((ga)M (x))
∗
με τη

σvυμπλεκτική μορφή που περιγράφετε σvτο Θεώρημα.

Αποκτήσvαμε επομένως την ακόλουθη διάσvπασvη για τον (TxM,ωx)

(5.3.3) (TxM,ωx) ' (V, ωv)⊕ (sM (x) , ωG·a (a))⊕
(
(ga)M (x)⊕ ((ga)M (x))

∗)
5.3.4. Κατασvκευή της σvυμπλεκτικής πολλαπλότητας (Y, τ). Υπεν-

θυμίζουμε ότι Gx ⊂ Ga, a = µ (x) άρα gx ⊂ ga. Ορίζουμε

(5.3.4) Y := G ×
Gx

(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)

και π : Y → G/Gx ' G ·x, την προβολή σvτην πρώτη σvυνισvτώσvα. Την τροχιά G ·x
μπορούμε να τη σvκεφτόμασvτε εμφυτευμένη σvτην Y , ως τη μηδενική τομή της. Αφού

η δράσvη η G σvτην M είναι γνήσvια, η Gx είναι σvυμπαγής ομάδα Lie. ΄Αρα η δράσvη της
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Gx σvτην G, με πολλαπλασvιασvμό από τα αρισvτερά με το αντίσvτροφο, είναι γνήσvια και

ελεύθερη. Επομένως και η δράσvη της Gx σvτην G×
(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)
είναι γνήσvια και

ελεύθερη και άρα η Y =

(
G ×
Gx

(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
))

/Gx είναι διαφορική πολλαπλότητα.

Ο εφαπτόμενος χώρος της Y σvτο x ∈ G · x ⊂ Y είναι (με e σvυμβολίζουμε τη

μονάδα της G):

TxY = (TeG/TeGx)⊕ (ga/gx)
∗ ⊕ V

' (g/gx)⊕ (ga/gx)
∗ ⊕ V

= (ga/gx)⊕ s⊕ (ga/gx)
∗ ⊕ V

' (ga)M (x)⊕ sM (x)⊕ ((ga)M (x))
∗ ⊕ V

'TxM

όπου σvτην τρίτη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε η διάσvπασvη της g και σvτην τέταρτη

οι ισvομορφισvμοί ga/gx ' (ga)M (x) και s ' sM (x). Ο πρώτος προκύπτει από την

απεικόνισvη ga/gx → (ga)M (x) : [ξ] 7→ ξM (x). Αυτή είναι ισvομορφισvμός αρκεί να

είναι καλά ορισvμένη, που είναι αφού

[ξ] = 0⇒ξ ∈ gx

⇒ exp (tξ) ∈ Gx

⇒ξM (x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tξ) · x

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

x = 0

Ο άλλος ισvομορφισvμός προκύπτει αντίσvτοιχα.

Υπενθυμίζουμε ότι η ομάδα G μπορεί να δράσvει σvτην Y , με g · [h, λ, v] = [gh, λ, v]
για g, h ∈ G, λ ∈ (ga/gx)

∗
και v ∈ V .

Επόμενος σvτόχος είναι να κατασvκευάσvουμε μια κλεισvτή και G- αναλλοίωτη μορφή

τ σvτην Y , ώσvτε τ (x) = ω (x). Την τ θα την φτιάξουμε ως το άθροισvμα τριών όρων.

• ΄Εχουμε

Y
π→ G · x

µ|G·x→ G · a, a = µ (x)

Θέτουμε τ1 = π∗ (µ|G·x)
∗
ωG·a, όπου η ωG·a είναι η KKS μορφή σvτη σvυν-

σvυζηγή τροχιά G · a. Αφού η ωG·a είναι κλεισvτή, ως σvυμπλεκτική, και

η τ1 είναι κλεισvτή. Επίσvης τ |(ga)M (x)⊕V = 0, αφού προκύπτει από pull-
back προβολής σvτην πρώτη σvυνισvτώσvα του Y , και από την Πρότασvη (5.3.8)

τ1 (x)|sM (x) = ω (x)|SM (x) ' ωG·a (a). Η τ1 επομένως είναιG−αναλλοίωτη,

αφού είναι και η KKS (η σvυν-σvυζυγής δράσvη της G είναι σvυμπλεκτική), και

μη εκφυλισvμένη σvτο x.
• Θεωρούμε το διάγραμμα

Y = G ×
Gx

(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)
−→ G ×

Gx
V

↓ ↓
G ×
Gx

(ga/gx)
∗ −→ G/Gx ' G · x

το οποίο μετατίθεται. Μια διαφορική μορφή σvτην πολλαπλότητα G ×
Gx

V

μπορούμε να τη δούμε ως διαφορική μορφή σvτην Y που μηδενίζεται σvτον
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(ga/gx)
∗
, μέσvω του pull-back της προβολής Y → G ×

Gx
V . Ομοίως τις

μορφές της G ×
Gx

(ga/gx)
∗
μπορούμε να της δούμε ως μορφές σvτην Y που

μηδενίζονται σvτον V .

Υπενθυμίζουμε ότι g = ga ⊕ s, με τη διάσvπασvη να είναι Gx αναλλοίωτη.

΄Αρα η προβολή g→ ga είναι Gx-ισvομεταβλητή και επομένως επάγει προβολή

g/gx → ga/gx. Από αυτήν προκύπτει η εμφύτευσvη

j : (ga/gx)
∗ → (g/gx)

∗

ξ 7→ ξ′

με ξ′|s = 0 και ξ′|ga/gx = ξ. Τελικά παίρνουμε την εμφύτευσvη (για απλότητα

χρησvιμοποιούμε το ίδιο σvύμβολο j)

j : G ×
Gx

(ga/gx)
∗ → G ×

Gx
(g/gx)

∗

΄Ομως T ∗ (G · x) =
{

(g · x, ξ) : g ∈ G, ξ ∈ T ∗g·x (G · x) ' (g/gx)
∗} ' G ×

Gx

(g/gx)
∗
. ΄Αρα αποκτήσvαμε μια εμφύτευσvη του G ×

Gx
(ga/gx)

∗
σvτη σvυνεφα-

πτόμενη δέσvμη της G · x. Η σvυνεφαπτόμενη δέσvμη, όπως έχουμε δει, είναι

σvυμπλεκτική πολλαπλότητα με την κανονική σvυμπλεκτική μορφή ωT∗(G·x).

Θέτουμε τ2 = j∗ωT∗(G·x). Η τ2 είναι κλεισvτή και G−αναλλοίωτη, αφού ε-

ίναι και η ωT∗(G·x) ως σvυμπλεκτική μορφή. Παρατηρώντας τη μορφή της τ2,
προύπτει ότι τ2 (x) = ω(ga/gx)⊕(ga/gx)∗ (με την έννοια ότι μηδενίζεται για

τα άλλα διανύσvματα του TxY ). Ειδικά είναι μη εκφυλισvμένη σvτο x.
• Για g ∈ Gx και ξ ∈ gx έχουμε

g · ξ = Adg · ξ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g exp (tξ) g−1︸ ︷︷ ︸
∈Gx

∈ gx

Μπορούμε επομένως να θεωρήσvουμε την Gx−αναλλοίωτη διάσvπασvη

(5.3.5) ga = gx ⊕m

και σvυνδυάζοντάς την με τη διάσvπασvη g = ga⊕s, προκύπτει ηGx-αναλλοίωτη

διάσvπασvη

(5.3.6) g = gx ⊕m⊕ s

΄Εσvτω Ao : g → gx η προβολή, η οποία από τα παραπάνω θα είναι Gx-
ισvομεταβλητή. Ορίζουμε την 1-μορφή A με τιμές σvτην gx, A : TG → gx
με Ag (v) = Ao

(
TgLg−1 · v

)
, , g ∈ G, v ∈ TgG. Εκ κατασvκευής η A είναι

G-αναλλοίωτη.

Η δράσvη της G, και άρα και της Gx, σvτην M είναι γνήσvια και σvυμπλεκτική.

Επίσvης η σvυζυγής δράσvη της Gx αφήνει αναλλοίωτο τον V ⊂ TxM . ΄Εχουμε

επομένως μια σvυμπλεκτική γραμμική δράσvη της σvυμπαγούς Gx σvτον (V, ωV ).
΄Οπως είδαμε σvτον Παράδειγμα 4 της παραγράφου (3.2.1), η δράσvη αυτή θα

είναι χαμιλτονιανή με τετραγωνική απεικόνισvη ορμής µV : V → g∗x : v 7→
µV (v) με µV (v) · ξ = 1

2ωV (v, ξ · v) , ξ ∈ gx.
Θεωρούμε την πολλαπλότητα G× V και σvε αυτήν ορίζουμε τη 2-μορφή

τ̃3 = d 〈A,µV 〉+ ωV
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όπου 〈·, ·〉 : gx × g∗x → R : (X, ξ) 7→ ξ (X). Οι A και ωV είναι Gx-
αναλλοίωτες και για v ∈ V, g ∈ G, gx ∈ Gx και X ∈ TgG έχουμε

〈Adgx ·Ag (X) , µV (gx · v)〉 =
〈
Adgx ·Ag (X) , Ad∗gx · µV (v)

〉
=
〈
Adg−1

x
·Adgx ·Ag (X) , µV (v)

〉
= 〈Ag (X, )µV (v)〉

άρα η τ̃3 είναι Gx-αναλλοίωτη. Είναι επίσvης κλεισvτή, αφού γράφεται ως

άθροισvμα μιας ακριβούς (της d 〈A,µV 〉) και μιας κλεισvτής (της ωV ). Αφού

η τ̃3 είναι Gx αναλλοίωτη, από την προβολή G× V → G ×
Gx
V , θα επέγεται

σvτην G ×
Gx

V , άρα και σvτην Y , όπως εξηγήσvαμε, μια 2-μορφή τ3. Αυτή

θα είναι κλεισvτή, αφού είναι και η τ̃3, και επίσvης G-αναλλοίωτη, αφού η

A είναι G-αναλλοίωτη (η G δρα σvτην πρώτη σvυνισvτώσvα της G ×
Gx

V από

την οποία εξαρτάται μόνο η A, από τα κομμάτια της τ̃3). Παρατηρούμε ότι

τ3 (x)|V = ωV , αφού για (g, 0) ∈ G× V έχουμε

d 〈A,µV 〉 (g, 0) = 〈dA (g) , µV (0)〉+ 〈A (g) , dµV (0)〉 = 0

αφού η µV είναι τετραγωνική, άρα µV (0) = 0 = dµV (0), ενώ εκτός του V
η τ3 (x) είναι μηδέν.

Αφού κατασvκευάσvαμε τις τ1, τ2 και τ3, ορίζουμε τη 2-μορφή τ σvτην Y με τ = τ1 +τ2 +
τ3. Από την κατασvκευή της είναι κλεισvτή, G-αναλλοίωτη και τ (x) = ω (x). ΄Αρα, αφού

όπως είδαμε TxY = TxM , η τ είναι σvυμπλεκτική και άρα μη εκφυλισvμένη σvτη μηδενική

τομή G ·x της δέσvμης Y → G ·x. Θα υπάρχει επομένως ανοιχτή περιοχή Yo της G ·x
σvτην Y , ώσvτε η τ |Yo να είναι μη εκφυλισvμένη και άρα σvυμπλεκτική. Αφού μάλισvτα η

τ είναι G-αναλλοίωτη, μπορούμε να πάρουμε και την Yo να είναι G-αναλλοίωτη.

Συνοψίζοντας, έχουμε τις σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες (M,ω) και
(
Yo, τ |Yo

)
,

και την πολλαπλότητα X = G ·x που εμφυτεύεται και σvτις δύο. Επίσvης η ομάδα Lie G
δρα γνήσvια σvτιςM,Yo και X και μάλισvτα σvτις (M,ω) και

(
Yo, τ |Yo

)
η δράσvη είναι σvυμ-

πλεκτική και τ (x) = ω (x). ΄Εχουμε δει ότι Tx (G · x)
ωx ∩ Tx (G · x) = (ga)M (x) και

Tx (G · x)
ωx = (ga)M (x) ⊕ V , οπότε V = Tx (G · x)

ωx / (Tx (G · x)
ωx ∩ Tx (G · x)).

Επομένως η σvυμπλεκτική κάθετη δέσvμη της εμφύτευσvης G·x ↪→ (M,ω) είναι η G×
Gx
V ,

η οποία απαληθεύεται άμεσvα ότι είναι και η σvυμπλεκτική κάθετη δέσvμη της εμφύτευσvης

G · x ↪→
(
Yo, τ |Yo

)
. Από το Θεώρημα μοναδικότητας εμφύτευσvης σvταθερού βαθμού,

προκύπτει ότι, αν μικρύνουμε ενδεχομένως το Yo, υπάρχει ψ : Yo →M αμφιδιαφόρισvη

μεταξύ Yo και ψ (Yo), ώσvτε ψ|G·x = id και ψ∗ω = τ .
Το επόμενο βήμα είναι να βρούμε μια απεικόνισvη ορμής µY : Y → g∗ για τη

δράσvη της G σvτην Y , τέτοια ώσvτε µY (x) = µ (x) = a. Τότε, από το Θεώρημα

μοναδικότητας των εμφυτεύσvεων σvταθερού βαθμού, θα έχουμε µY = µ ◦ ψ.
Η µY θα προκύψει ως άθροισvμα τριών όρων.

•

Y
π→ G · x

µ|G·x→ G · a, a = µ (x)

΄Εχουμε ορίσvει τ1 = π∗ (µ|G·x)
∗
ωG·a, όπου η ωG·a είναι η KKS μορφή

σvτη σvυν-σvυζηγή τροχιά G · a. Ορίζουμε τη σvυνάρτησvη µ1 : Y → g∗ με

µ1 = π∗ (µ|G·x). Τότε για (g, λ, v) ∈ G ×
(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)
, αν [g, λ, v] ∈
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Y = G ×
Gx

(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)
η αντίσvτοιχη κλάσvη ισvοδυναμίας, έχουμε

µ1 ([g, λ, v]) = µ (π ([g, λ, v]))

= µ (g · x)

= g · µ (x) = g · a

΄Αρα η µ1 είναι ισvομεταβλητή.

΄Εσvτω ξ ∈ g και ξY και ξG·x τα διανυσvματικά πεδία σvτις Y και G·x αντίσvτοιχα

που προκύπτουν από τη δράσvη της υποομάδας {exp (tξ) : t ∈ R} ⊂ G. Με

αντίσvτοιχα επιχειρήματα όπως σvτην Πρότασvη (5.3.8), έχουμε π∗ξY = ξG·x.
Οπότε

ιξY τ1 =ιξY
(
π∗ (µ|G·x)

∗
ωG·a,

)
= ιξY (π∗ωG·x)

= π∗ιπ∗ξy (ωG·x)

= π∗ιξG·xωG·x

= π∗d 〈µ|G·x , ξ〉
= d 〈π∗ µ|G·x , ξ〉
= d 〈µ1, ξ〉

όπου σvτην δεύτερη ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε η Πρότασvη (5.3.8).

• Μπορούμε να κάνουμε την ταύτισvη (g/gx)
∗ ≡ gox = {ξ ∈ g∗ : ξ (X) = 0 ∀X ∈ g}

και T ∗ (G · x) = G ×
Gx

gox. Ορίζουμε

µ′2 :G ×
Gx

gox → g∗

[g, λ] 7→ g · λ ≡ Ad∗g · λ

Η µ′2 είναι καλά ορισvμένη αφού για h ∈ Gx

µ′2 ([h · g, h · λ]) = µ′2
([
gh−1, Ad∗h · λ

])
= Ad∗gh−1Ad∗h · λ
= Ad∗g · λ
= µ′2 ([g, λ])

Εύκολα φαίνεται ότι είναι και G-ισvομεταβλητή.

Μέσvω της ταύτισvης T ∗ (G/Gx) = T ∗ (G · x) = G ×
Gx

gox, από το παράδειγμα

όπου μελετήσvαμε τη δράσvη μιας ομάδας Lie σvτη σvυνεφαπτόμενη δέσvμη της,

προκύπτει ότι η µ′2 είναι απεικόνισvη ορμής για τη δράσvη της G σvτην G ×
Gx

gox.

Υπενθυμίζουμε τη σvυνάρτησvη που ορίσvαμε όταν κατασvκευάσvαμε την τ2

j : (ga/gx)
∗ → gox

Ορίζουμε

j′ : Y → G ×
Gx

gox

[g, λ, v] 7→ [g, j (λ)]
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Τότε για ξ ∈ g, αν ξY και ξG×
Gx

gox
τα αντίσvτοιχα διανυσvματικά πεδία σvτις

Y και G ×
Gx

gox, όπως έχουμε δει πάλι σvε αντίσvτοιχες περιπτώσvεις, θα ισvχύει

j′∗ξG×
Gx

gox
= ξY . Ορίζουμε

µ2 = j′∗µ′2 :Y → g∗

Οπότε έχουμε

ιξY τ2 = j′∗
(
ιξG ×

Gx
gox
ωT∗(G·x)

)
= j′∗d 〈µ′2, ξ〉
= d 〈µ2, ξ〉

• Θεωρούμε τη δράσvη της G σvτην G × V με G × (G× V ) → G × V :
(g, (h, v)) 7→ (gh, v). Υπενθυμίζουμε ότι η 1-μορφή A, που ορίσvτηκε κα-

τά την κατασvκευή της τ3 είναι G-αναλλοίωτη, επομένως και η τ̃3 είναι ανλ-

λοίωτη ως προς αυτή τη δράσvη. Για ξ ∈ g, το διανυσvματικό πεδίο σvτη

G × V που προκύπτει από τη δράσvη της υποομάδας που παράγει το ξ είναι

ξG×V = (ξG, 0) , όπου ξG (g) = d
dt

∣∣
t=0

exp (tξ) g, για g ∈ G. Το ξG, άρα
και το ξG×V , είναι δεξιά αναλλοίωτο, αφού

TRg ◦ ξG ◦R−1
g (h) = TRg · ξG

(
hg−1

)
= TRg ·

d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tξ)hg−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp (tξ)hg−1g = ξG (h)

Αφού η A είναι G-αναλλοίωτη έχουμε

0 = LξG×V 〈A,µV 〉 = ιξG×V d 〈A,µV 〉+dιξG 〈A,µV 〉 = ιξGd 〈A,µV 〉+d 〈A (ξG) , µV 〉

Επίσvης για g ∈ G, Ag (ξG (g)) = Ao
(
TLg−1ξG (g)

)
= Ao

(
TLg−1TRg−1ξG (e)

)
=

Ao
(
Adg−1 · ξ

)
.

Ορίζουμε τη σvυνάρτησvη

µ′3 : G× V → g∗

(g, v) 7→ −Ad∗g · i (µV (v))

όπου i : g∗x → g∗, η δυϊκή της προβολής g→ gx.
Από τα παραπάνω έχουμε

d 〈µ′3, ξ〉 = −d
〈
Ad∗g · i (µV (v)) , ξ

〉
= −d

〈
i (µV (v)) , Adg−1 · ξ

〉
= −d

〈
µV (v) , Ao

(
Adg−1 · ξ

)〉
= −d 〈µV (v) , Ag (ξG (g))〉
= −dιξG 〈µV , A (ξG)〉
= ιξGd 〈µV , A〉 = ιξG×V τ̃3



5.3. TA SUMPLEKTIKA STRWMATA TOU MO 110

Επιχειρηματολογώντας όπως και τις άλλες φορές, προκύπτει ότι η

µ3 : (Y, τ3)→ g∗

[g, λ, v] 7→ −g · i (µV (v))

είναι η ζητούμενη απεικόνισvη ορμής (με την έννοια ότι έχει τις ιδιότητες της

απεικόνισvης ορμής, χωρίς η τ3 να είναι σvυμπλεκτική).

Ορίζουμε µY : Y → g∗, με µY = µ1 + µ2 + µ3. Δηλαδή

(5.3.7) µY ([g, λ, v]) = g · (a+ j (λ)− i (µV (v)))

για (g, λ, v) ∈ G ×
(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)
. Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι η µY είναι

απεικόνισvη ορμής για τη δράσvη της G σvτην Y .

5.3.5. Απόδειξη του κεντρικού Θεωρήματος. Η ακόλουθη Πρότασvη

είναι πολύ χρήσvιμη σvτην απόδειξη του κεντρικού Θεωρήματος.

Προταση 5.3.10. Αν η σvυνσvυζηγής τροχιά από το a = µ (x) ∈ g∗ είναι τοπικά
κλιεσvτή, τότε για Yo περιοχή της G · x σvτην Y αρκετά μικρή ισvχύει

µ−1
Y (G · a) ∩ Yo = {[g, λ, v] ∈ Yo : λ = 0 και µV (v) = 0}

Αποδειξη. Ορίζουμε τη σvυνάρτησvη

b : Y = G ×
Gx

(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)
7→ G ×

Gx
g∗a

[g, λ, v] 7→ [g, λ− ia (µV (v))]

όπου ia : g∗x → g∗a, η εμφύτευσvη που επάγεται από την προβολή ga → gx, ως προς

την Gx-αναλλοίωτη διάσvπασvη ga = gx ⊕ m και κάνουμε την ταύτισvη (ga/gx)
∗

=
{ξ ∈ g∗a : ξ (X) = 0,∀X ∈ gx}.
Ορίζουμε επίσvης τη σvυνάρτησvη

E : G ×
Gx

g∗a → g∗

[g, v] 7→ g · (a+ k (v))

όπου k : g∗a → g∗ η εμφύτευσvη που προκύπτει από τη διάσvπασvη g = ga ⊕ s.
Παρατηρούμε τότε ότι η απεικόνισvη ορμής µY γράφεται ως σvύνθεσvη των δύον αυτών

σvυναρτήσvεων

µY = E ◦ b

Η G · a είναι (embedded) υποπολλαπλότητα της g∗, αφού η τοχιά G · a είναι τοπικά

κλεισvτή. Επίσvης, φαίνεται εύκολα ότι η E είναι εμβάπτυνσvη (submersion). ΄Αρα η

E−1 (G · a) =

{
[g, 0] ∈ G ×

Gx
g∗a : g ∈ G

}
είναι embedded υποπολλαπλότητα της G ×

Gx

g∗a σvυνδιάσvτασvης

dim g∗ − dim (G · a) = dimGa

Η μηδενική τομή Z =

{
[g, 0] ∈ G ×

Gx
g∗a : g ∈ G

}
⊂ G ×

Gx
g∗a είναι υποπολλαπλότητα

της G ×
Gx

g∗a σvυνδιάσvτασvης dim g∗a = dimGa και προφανώς Z ⊂ E−1 (G · a). ΄Αρα

θα υπάρχει ανοιχτό σvύνολο U ⊂ G ×
Gx

g∗a, ώσvτε Z = E−1 (G · a) ∩ U. Θέτουμε Yo =
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b−1 (U) ⊂ Y ανοιχτό με G · x ⊂ Yo.
΄Εχουμε τελικά

µ−1
Y (G · a) ∩ Yo = (E ◦ b)−1

(G · a) ∩ Yo
=b−1

(
E−1 (G · a) ∩ U

)
=b−1 (Z)

= [g, λ, v] ∈ Yo : λ = 0 και µV (v) = 0

όπου σvτην τελευταία ισvότητα χρησvιμοποιήθηκε το γεγονός ότι λ ∈ (ga/gx)
∗
,άρα

λ (ξ) = 0 για κάθε ξ ∈ gx, ενώ µV (v) ∈ g∗x. �

Στο παρακάτω Θεώρημα αποδεικνύεται η ύπαρξη των σvυμπλεκτικών κομματιών

και περιγράφεται η μορφή τους.

Υπενθυμίζουμε ότι για H < G

M(H) =
{
m ∈M : ∃g ∈ G, ώσvτε Gm = gHg−1

}
και, αφού η δράσvη της G σvτην M είναι γνήσvια, η M(H) είναι υποπολλαπλότητα της

M .

Θεωρημα 5.3.11. ΄Εσvτω (M,ω,G, µ) χαμιλτονιανός G-χώρος, με τη δράσvη της
G σvτην M να είναι γνήσvια. Για H < G και a ∈ g∗, με την G · a να είναι τοπικά
κλεισvτή, το σvύνολο µ−1 (G · a) ∩M(H) είναι υποπολλαπλότητα της M και το πηλίκο

(Ma)(H) :=
(
µ−1 (G · a) ∩M(H)

)
/G είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα και η εμφύτευ-

σvη (Ma)(H) ↪→MG·a = µ−1 (G · a) /G είναι σvυνάρτησvη Poisson.

Αποδειξη. ΄Εσvτω x ∈ µ−1 (G · a) ∩M(H). ΄Οπως ήδη έχουμε παρατηρήσvει, με

εφαρμοφή του Θεωρήματος μοναδικότητας των εμφυτεύσvεων σvταθερού βαθμού, υ-

πάρχουν G-αναλλοίωτες περιοχές U της G · x σvτην M και Yo της G · x σvτην Y =
G ×
Gx

(
(ga/gx)

∗ ⊕ V
)
και G-ισvομεταβλητή αμφιδιαφόρισvη ψ : Yo → U με ψ|G·x = id ,

ψ∗ω = τ |Yo και µY = µ ◦ ψ.
Θέτουμε (Yo)a =

(
µ−1
Y (G · a) ∩ Yo

)
/G και Ua =

(
µ−1 (G · a) ∩ U

)
/G (τα πη-

λίκα αυτά προς το παρόν είναι απλά τοπολογικοί χώροι). Από την ψ, λόγω ισvομετα-

βλητότηταςκαι αφού µY = µ ◦ ψ, επάγεται ομοιομορφισvμός ψa : (Yo)a → Ua : [y] 7→
[ψ (y)]. Θεωρούμε επίσvης το pull-back της ψa, ψ

∗
a : C∞ (Ua) → C∞ ((Yo)a) ,όπου

C∞ (Ua) = C∞ (U)
G
∣∣∣
µ−1(G·a)

και C∞ ((Yo)a) = C∞ (Yo)
G
∣∣∣
µ−1(G·a)

. Το ότι είναι

καλά ορισvμένη η ψ∗a έπεται εύκολα από τις ιδιότητες της ψ. Είναι μάλισvτα ισvομορφισvμός

Poisson.
Από τα παραπάνω προκύπτει πως αρκεί να αποδείξω το θεώρημα για την

(
Yo, τ |Yo

)
.

Αφού x ∈ µ−1 (G · a)∩M(H), θα υπάρχει g ∈ G ώσvτε Gx = gHg−1
. Τότε g−1 ·

x ∈ µ−1 (G · a)∩M(H) και μάλισvτα Gg−1·x = H. ΄Αρα, χρησvιμοποιώντας το g · x αντί

του x, μπορούμε να υποθέσvουμε ότι Gx = H. Οπότε έχουμε Y = G×
H

(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)
,

όπου h = Lie (H). Θα δείξουμε ότι

Y(H) = G×
H

(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)H
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όπου
(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)H

ο υπόχωρος του
(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)
που σvχηματίζεται από τα δια-

νύσvματα που μένουν σvταθερά σvτη γραμμική δράσvη της H σvτον
(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)
. Πράγ-

ματι, έσvτω [g, λ, v] ∈ Y και g′ ∈ G, τότε

g′ · [g, λ, v] = [g, λ, v]⇔
[g′g, λ, v] = [g, λ, v]⇔

∃h ∈ H : (g′g, λ, v) =h · (g, λ, v)⇔
∃h ∈ H : g′g = gh−1,λ = h · λ, v = ·λ

Οπότε αν [g, λ, v] ∈ G ×
H

(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)H

, τότε ∀h ∈ H έχουμε h · λ = λ, h · v = v

και η σvταθεροποιούσvα του είναι

G[g,λ,v] = {g′ ∈ G : g′ · [g, λ, v] = [g, λ, v]}
=
{
g′ ∈ G : ∃h ∈ H : g′g = gh−1, λ = h · λ, v = ·λ

}
=
{
g′ ∈ G : ∃h ∈ H : g′g = gh−1

}
=gHg−1

άρα τότε [g, λ, v] ∈ Y(H). Αντίσvτροφα, έσvτω [g, λ, v] ∈ Y(H). Τότε υπάρχει g′ ∈ G,

ώσvτε G[g,λ,v] = g′Hg′−1
. Υποθέτουμε ότι [g, λ, v] /∈ G ×

H

(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)H

και θα

καταλήξουμε σvε άτοπο. Αφού [g, λ, v] /∈ G ×
H

(
(ga/h)

∗ ⊕ V
)H

, θα υπάρχει h ∈ H

ώσvτε (h · λ, h · v) 6= (λ, v). Τότε G[g,λ,v] δεν είναι σvυζυγής της H, που είναι άτοπο.

Από την προηγούμενη Πρότασvη έχουμε

µ−1
Y (G · a) ∩ (Yo)(H) =µ−1

Y (G · a) ∩ Yo ∩ Y(H)

= {[g, λ, v] ∈ Yo : λ = 0 και µV (v) = 0} ∩ Y(H)

=G×
H
V H

= (G/H)× V H

όπου V H ο υπόχωρος του V που αποτελείται από τα σvταθερά ΄ τη δράσvη της H δια-

νύσvματα. Η V H είναι πολλαπλότητα, ως διανυσvματικός χώρος, και η G/H είναι πολλα-

πλότητα, αφού η δράσvη της H σvτην G (με πολλαπλασvιασvμό) είναι ελεύθερη και γνήσvια

(αφού η δράσvη της G σvτην M είναι γνήσvια όλες η σvταθεροποιούσvες θα είναι σvυμπα-

γείς, άρα είτε η H θα είναι σvυμπαγής είτε M(H) = ∅). ΄Αρα η µ−1
Y (G · a) ∩ (Yo)(H) =

(G/H) × V H είναι υπολλαπλότητα της Yo. Επίσvης

(
µ−1
Y (G · a) ∩ (Yo)(H)

)
/G=(

(G/H)× V H
)
/G = V H . ΄Αρα και η

(
µ−1
Y (G · a) ∩ (Yo)(H)

)
/G είναι πολλαπλότη-

τα. Μάλισvτα είναι σvυμπλεκτική πολλαπλότητα, αφού η ωV |V H είναι μη εκφυλισvμένη

και άρα σvυμπλεκτική.

Μένει να δείξουμε ότι η εμφύτευσvη i : (Ma)(H) ↪→MG·a, όπουMG·a = µ−1 (G · a) /G

και (Ma)(H) =
(
µ−1 (G · a) ∩M(H)

)
/G, είναι σvυνάρτησvη Poisson, δηλαδή ότι το pull-

back i∗ απεικονίζει σvυναρτήσvεις C∞ (MG·a) σvε σvυναρτήσvεις C∞
(

(Ma)(H)

)
(i∗ :(

C∞ (MG·a) , {·, ·}MG·a

)
→

(
C∞

(
(Ma)(H)

)
, {··}

)
). ΄Εσvτω f, g ∈ C∞ (MG·a).

Τότε υπάρχουν f ′, g′ ∈ C∞ (M)
G
, ώσvτε π∗f = f ′|µ−1(G·a) και π∗g = g′|µ−1(G·a),

όπου π : µ−1 (G · a) → MG·a η προβολή. Τότε π∗f |(Ma)(H)
= f ′|µ−1(G·a)∩M(H)

και
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π∗g|(Ma)(H) = g′|µ−1(G·a)∩M(H)
, με την µ−1 (G · a) ∩M(H) να είναι G-αναλλοίωτη

πολλαπλότητα της M . Επομένως f |(Ma)(H)
, g|(Ma)(H)

∈ C∞ (MG·a). Επίσvης έχουμε

για q ∈ µ−1 (G · a) ∩M(H), οπότε π (q) ∈ (Ma)(H)

{f, g}MG·a
(π (q)) = {f ′, g′} (q)

=
{
f ′|µ−1(G·a)∩M(H)

, g′|µ−1(G·a)∩M(H)

}
(q)

=
{
f |(Ma)(H)

, g|(Ma)(H)

}
(π (q))

όπου σvτη δεύτερη ισvότητα χρησvιμοποιήθηε το γεγονός ότι η µ−1 (G · a)∩M(H) είναι

G-αναλλοίωτη. �

Είμασvτε τώρα σvε θέσvη να δώσvουμε την απόδειξη του κεντρικού Θεωρήματος.

Αποδειξη. Αφοή η δράσvη της G σvτην M είναι γνήσvια, η M γράφεται ως

M =
⊔
H<G

svumpagèc

M(H)

και η ένωσvη είναι τοπικά πεπερασvμένη. Επομένως

MG·a =
⊔
H<G

svumpagèc

(Ma)(H)

με τα (Ma)(H), από το προηγούμενο Θεώρημα, να είναι σvυμπλεκτικές πολλαπλότητες

και οι εμφυτεύσvεις τους σvτηνMG·a είναι σvυναρτήσvεις Πoisson. Μάλισvτα η ένωσvη είναι

τοπικά πεπερασvμένη, αφού το ίδιο ισvχύει για την M =
⊔

H<G
svumpagèc

M(H). Τα (Ma)(H)

είναι τα σvυμπλεκτικά κομμάτια της MG·a. Μένει να δείξουμε ότι τα σvυμπλεκτικά κομ-

μάτια μένουν αναλλοίωτα σvτις χαμιλτονιανές ροές των C∞ (MG·a). Υπενθυμίζουμε

ότι για H < G

MH = {m ∈M : H ⊂ Gm} = {m ∈M : h ·m = m,∀h ∈ H}
MH = {m ∈M : Gm = H}

και π : µ−1 (G · a) → MG·a η προβολή. ΄Εσvτω f ∈ C∞ (MG·a), οπότε υπάρχει

f̃ ∈ C∞ (M)
G

ώσvτε π∗f = f̃
∣∣∣
µ−1(G·a)

. Συμβολίζουμε με φ̃t την χαμιλτονιανή ροή

της f̃ . Αφού η f̃ είναι G-αναλλοίωτη, από το θεώρημα της Noether, έχουμε ότι

µ
(
φ̃t (p)

)
= µ (p) ,∀p ∈ M άρα φ̃t

(
µ−1 (G · a)

)
⊂ µ−1 (G · a). Επίσvης η φ̃t είναι

ισvομεταβλητή. Επομένως, για p ∈M και για κάθε h ∈ H ≡ Gp έχουμε

h · φ̃t (p) = φ̃t (h · p) = φ̃t (p)

που σvημαίνει ότι φ̃t (p) ∈ MH
. ΄Εσvτω p′ ∈ MH . Αφού, όπως έχουμε δει η MH

είναι ανοιχτή σvτην MH
, θα υπάρχει ανοιχτό υποσvύνολο U της M με p′ ∈ U ώσvτε

MH ∩ U = MH ∩ U . ΄Εσvτω q ∈ U ∩MH , τότε για κάθε h ∈ H έχουμε

h · φ̃t (q) = φ̃t (h · q) = φ̃t (q)

δηλαδή φ̃t (q) ∈MH
. Επομένως, αν μικρύνουμε αρκετά το U , έχουμε

φ̃t (U ∩MH) = φ̃t
(
U ∩MH

)
⊂ U ∩MH = U ∩MH
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Επομένως,

φ̃t
(
M(H)

)
= φ̃t (G ·MH)

= G · φ̃t (MH)

⊂ G ·MH = M(H)

και επίσvης φ̃t
(
µ−1 (G · a) ∩M(H)

)
⊂ µ−1 (G · a) ∩M(H).

΄Οπως έχουμε δει η φt, με φt ◦π = π ◦ φ̃t
∣∣∣
µ−1G·a

, είναι η χαμιλτονιανή ροή της f .

΄Εχουμε επομένως

φt

(
(Ma)(H)

)
= φ

(
π
(
µ−1 (G · a) ∩M(H)

))
= π

(
φ̃t
(
µ−1 (G · a) ∩M(H)

))
⊂ π

(
µ−1 (G · a) ∩M(H)

)
= (Ma)(H)

�
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PARARTHMA

6.1. ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ

Εδώ θα σvυγκεντρώσvουμε ορισvμένες ιδιότητες των διαφορικών μορφών τις οποίες

χρησvιμοποιούμε σvτην εργασvιά αυτή. Για τις αποδείξεις παραπέμπουμε τον αναγνώσvτη

σvτο [L09].
΄Εσvτω M διαφορική πολλαπλότητα και ω διαφορική μορφή σvτην M . Για X,Y ∈

X (M) ισvχύει

•
ι[X,Y ]ω = LXιY ω − ιY LXω

•
LXω = ιXdω − dιXω (τύπος του Cartan)

όπου LXω η παράγωγος Lie της ω κατά την κατέυθυνσvη του X και ιXω =
ω (X, · · · ).

Αν φt η ροή του χρονομεταβλητού διανυσvματικού πεδίου Xt τότε ισvχύει

•
d

dt
φ∗tω = φ∗tLXtω

Χρησvιμοποιώντας τη σvχέσvη αυτή και την ιδιότητα της παραγώγισvης
d
dtf (t, t) = ∂

∂x

∣∣
x=t

f (x, t)+
∂
∂x

∣∣
y=t

f (t, y) παίρνουμε τη σvχέσvη

•
d

dt
φ∗tωt = φ∗t

(
LXtω +

d

dt
ωt

)
6.2. ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΣΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ MOSER

΄Εσvτω M πολλαπλότητα διάσvτασvης n, X υποπολλαπλότητα διάσvτασvης k < n και

i : X ↪→ M η εμφύτεσvη. Μέσvω του μονομορφισvμού Tpi : TpX → TpM,p ∈ X
μπορούμε να θεωρήσvουμε τον TpX ως υπόχωρο του TpM . Ορίζεται επομένως ο

χώρος πηλίκο TpX
⊥ = TpM/TpX που είναι ένας διανυσvματικός χώρος διάσvτασvης

n− k και ονομάζεται κάθετος χώρος σvτην X σvτο p. Ορίζουμε την κάθετη δέσvμη

TX⊥ σvτην X με

TX⊥ =
{

(p, v) : p ∈ X, v ∈ TpX⊥
}

Η TX⊥ είναι διανυσvματική δέσvμη πάνω από την X . Είναι επίσvης πολλαπλότητα

διάσvτασvης n. Η X εμφυτεύεται σvε αυτή ως κλεισvτή υποπολλαπλότητα μέσvω της

απεικόνισvης

io :X ↪→ TX⊥

p 7→ (p, 0)

115
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Μια περιοχή Uo της X σvτην TX⊥ ονομάζεται κυρτή αν για κάθε p ∈ X το

Uo ∩ TpX⊥ είναι κυρτό.

Θεωρημα 6.2.1. ΄ΕσvτωM πολλαπλότητα, X ⊂M υποπολλαπλότητα και ω κλεισvτή
l-μορφή σvτη M , ώσvτε ω|X = 0. Τότε υπάρχει ανοιχτή περιοχή U της X σvτη M
και(l − 1)-μορφή σvτην περιοχή αυτή, έσvτω θ, ώσvτε ω = dθ σvτην U . Μάλισvτα η θ
μπορεί να επιλεγεί ώσvτε θ|X = 0.

Αποδειξη. Από το Θεώρημα σvωληνοειδούς περιοχής (απόδειξή του μπορεί να

βρεθεί σvτα [daS08], [H76]) υπάρχει Uo ⊂ TX⊥ κυρτή και U ⊂M
ανοιχτές περιοχές της X και φ : Uo → U αμφιδιαφόρισvη, ώσvτε φ ◦ io = i. Λόγω

αυτής της αμφιδιαφόρισvης, αρκεί να κατασvκευάσvουμε τη ζητούμενη μορφή θ σvτη Uo.
Αφού η Uo είναι κυρτή, μπορούμε να ορίσvουμε για κάθε t ∈ [0, 1]

ρt :Uo −→ Uo
(x, v) 7→ (x, tv)

Η ρt είναι αμφιδιαφορίσvεις και ρ0 = io◦πo, ρt◦io = io, ρ1 = Id, όπου πo : Uo → X
η προβολή.

Ορίζουμε επίσvης τους τελεσvτές Q : Ωd (Uo)→ Ωd−1 (Uo) , d = 1, 2, . . . με

Qa =

ˆ 1

0

ρ∗t (ιvta) dt

όπου vt το διανυσvματικό πεδίο που προκύπτει από τη σvχέσvη

vt ◦ ρt =
dρt
dt

Υποσvτηρίζουμε ότι ο Q ικανοποιεί τη σvχέσvη

Id− (io ◦ πo)∗ = dQ+Qd (?)

Εφαρμόζοντας τη σvχέσvη αυτή σvτην ω, αφού dω = 0 και (io ◦ πo)∗ ω = π∗o (ioω) =
0 (αφού ioω = ω|X = 0), έχουμε ω = dQω. Θέτοντας θ = Qω παίρνουμε το

ζητούμενο. Μάλισvτα για x ∈ X, ρt (x) = ρt (io (x)) = x για κάθε t, επομένως

vt|X = 0 και τελικά θx = Qω|X = 0.
Θα αποδείξουμε τώρα την (?). Για a ∈ Ωd (Uo) , d = 1, 2, . . . έχουμε

Qda+ dQa =

ˆ 1

0

ρ∗t (ιvtda) dt+

ˆ 1

0

dρ∗t (ιvta) dt

=

ˆ 1

0

ρ∗t (ιvtda) dt+

ˆ 1

0

ρ∗t (dιvta) dt

=

ˆ 1

0

ρ∗t (ιvtda+ dιvta) dt

=

ˆ 1

0

ρ∗tLvtadt

=

ˆ 1

0

dρ∗ta

dt
dt

= ρ∗1a− ρ∗0a
= a− (io ◦ πo)∗ a

�
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