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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Ο µεγιστικός τελεστής των Hardy-Littlewood

Ο µεγιστικός τελεστής ορίστηκε από τους Hardy-Littlewood [9] για συναρτήσεις µιας µε-
ταβλητής και γενικεύτηκε από τον Wiener [20] για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών. Για
κάθε τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση f στον Rn η µεγιστική συνάρτησηMf ορίζεται από
την

(1.1.1) (Mf)(x) = sup
r>0

1

|Dr|

∫
Dr

|f(x− y)| dy

για κάθε x ∈ Rn, όπου Dr είναι η Ευκλείδεια µπάλα µε κέντρο το 0 και ακτίνα r (και |A|
είναι το n-διάστατο µέτρο Lebesgue ενός συνόλου Borel στον Rn).

Το κλασικό ϑεώρηµα των Hardy-Littlewood για τον µεγιστικό τελεστή ισχυρίζεται ότι ο
υπογραµµικός τελεστής f 7→ Mf είναι ισχυρού τύπου (p, p) αν 1 < p 6 ∞ και ασθενούς
τύπου (1, 1). ∆ηλαδή, ισχύει το εξής:

Θεώρηµα 1.1.1. ΄Εστω n > 1. Για κάθε f ∈ L1(Rn) και για κάθε λ > 0 ισχύει η ανισότητα

ασθενούς τύπου (1, 1)

(1.1.2) |{x ∈ Rn : (Mf)(x) > λ}| 6 Cn
λ
‖f‖1,

όπου η σταθερά Cn εξαρτάται µόνο από τη διάσταση n.

Για κάθε 1 < p 6∞ υπάρχει σταθερά Cn,p > 0, η οποία εξαρτάται µόνο από τη διάσταση

n και το p, τέτοια ώστε : για κάθε f ∈ Lp(Rn) ισχύει η ανισότητα ισχυρού τύπου (p, p)

(1.1.3) ‖Mf‖p 6 Cn,p‖f‖p.

1
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Μπορεί κανείς να ελέγξει ότι η µεγιστική συνάρτηση Mf µιας ολοκληρώσιµης συνάρ-
τησης f δεν είναι ολοκληρώσιµη, εκτός αν f = 0 σχεδόν παντού. Συνεπώς, δεν µπορεί
κανείς να ελπίζει σε µια ανισότητα ισχυρού τύπου (1, 1) για τον µεγιστικό τελεστή. ΄Οµως,
η ανισότητα (1.1.2) σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι η (1.1.3) ισχύει τετριµµένα στην περί-
πτωση p = ∞ και µε το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz, µας εξασφαλίζουν την
(1.1.3) για 1 < p <∞.

Περιγράφουµε την κλασική απόδειξη του Θεωρήµατος 1.1.1 στην Παράγραφο 3.1.
Η απόδειξη αυτή χρησιµοποιεί το λήµµα κάλυψης του Vitali (η αρχική απόδειξη των
Hardy-Littlewood για τη µονοδιάστατη περίπτωση χρησιµοποιούσε την έννοια της ϕθί-
νουσας αναδιάταξης µιας συνάρτησης). Το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz, το
οποίο χρησιµοποιείται στην απόδειξη της (1.1.3), παρουσιάζεται στην Παράγραφο 2.8.
Γενικά, στο Κεφάλαιο 2 συγκεντρώνουµε διάφορα εργαλεία και αποτελέσµατα της Αρµο-
νικής Ανάλυσης τα οποία χρησιµοποιούνται για την απόδειξη των αποτελεσµάτων που ϑα
παρουσιάσουµε.

Οι σταθερές Cn και Cn,p στο Θεώρηµα 1.1.1 είναι εκθετικές ως προς τη διάσταση n: η
απόδειξη δίνει

(1.1.4) Cn,p 6
c1p

p− 1
c
n/p
2

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές, και το ερώτηµα που προκύπτει είναι να ϐρεθεί η
καλύτερη ασυµπτωτική συµπεριφορά, καθώς το n→∞, που µπορεί να πετύχει κανείς. Ο
Stein [16] απέδειξε ότι για κάθε p > 1 µπορούµε να αντικαταστήσουµε την σταθερά Cn,p
της (1.1.4) µε µια σταθερά Ap > 0 που εξαρτάται µόνο από το p.

Θεώρηµα 1.1.2 (Stein). Για κάθε 1 < p 6 ∞ υπάρχει σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε : για

κάθε n ∈ N και για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(1.1.5) ‖Mf‖p 6 Ap‖f‖p.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 1.1.2, η οποία παρουσιάζεται στην Παράγραφο 3.2, ϐα-
σίζεται σε ένα ενδιάµεσο αποτέλεσµα που παρουσιάζει, ανεξάρτητα, ενδιαφέρον. Συµβο-
λίζουµε µεMk τον σφαιρικό µεγιστικό τελεστή στον Rk, ο οποίος για κάθε f : Rk → R
ορίζεται από την

(1.1.6) Mk(f)(x) = sup
ρ>0

∫
Sk−1

|f(x− ρθ)| dσ(θ),

όπου σ είναι το αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους µετασχηµατισµούς µέτρο πιθανότητας
στην Sk−1. Ο Stein [15] απέδειξε το εξής ϕράγµα για τον τελεστήMk:
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Θεώρηµα 1.1.3. ΄Εστω k > 3 και p > k/(k − 1). Για κάθε f ∈ Lp(Rk) ισχύει

(1.1.7) ‖Mk(f)‖p 6 Ak,p‖f‖p,

όπου Ak,p είναι µια ϑετική σταθερά που εξαρτάται µόνο από τα k και p.

Περιγράφουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 1.1.3 στην Παράγραφο 3.3, ακολουθώ-
ντας τον Rubio de Francia [13]. Στην Παράγραφο 3.4 συζητάµε την απόδειξη της ασθενούς
ανισότητας τύπου (1, 1) των Stein και Stromberg [18], πάντα για τον κλασικό µεγιστικό
τελεστή. ΄Οπως ϑα δούµε ϐελτιώνουν την σταθερά Cn = 3n του Θεωρήµατος 1.1.1 σε
Cn = O(n):

Θεώρηµα 1.1.4 (Stein-Stromberg). Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα :

για κάθε n ∈ N, για κάθε f ∈ L1
loc(Rn) και για κάθε λ > 0 ισχύει

(1.1.8) |{x : Mf(x) > λ}| 6 Cn

λ
‖f‖1.

Η απόδειξη χρησιµοποιεί το µεγιστικό ϑεώρηµα Hopf-Dunford-Schwartz και εκµε-
ταλλεύεται τη σχέση των µέσων τιµών µιας συνάρτησης σε µπάλες µε την ηµιοµάδα της
ϑερµότητας. Στην ίδια εργασία, οι Stein και Stromberg αποδεικνύουν µία ακόµα ανισό-
τητα ισχυρού τύπου (p, p) για τον µεγιστικό τελεστή.

Θεώρηµα 1.1.5 (Stein-Stromberg). Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα :

για κάθε n ∈ N, για κάθε p > 1 και για κάθε f ∈ Lp(Rn) ισχύει

(1.1.9) ‖M(f)‖p 6 C
√
n

p

p− 1
‖f‖p.

Αν κρατήσουµε το p > 1 σταθερό και κοιτάξουµε την εξάρτηση από τη διάσταση τότε
το Θεώρηµα 1.1.5 είναι ασθενέστερο από το Θεώρηµα 1.1.2. Μας δίνει όµως τη σωστή
εξάρτηση από το p όταν p→ 1+.

1.2 Μεγιστικοί τελεστές που ορίζονται από κυρτά σώµατα

΄Εστω B ένα ανοικτό, ϕραγµένο, συµµετρικό κυρτό σύνολο στον Rn. Για κάθε r > 0

συµβολίζουµε µε Br το σύνολο

(1.2.1) Br := rB = {x ∈ Rn : r−1x ∈ B}.

Για κάθε τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση f στον Rn ϑεωρούµε την µεγιστική συνάρτηση
MB(f) της f :

(1.2.2) MB(f)(x) = sup
r>0

1

|Br|

∫
Br
|f(x− y)| dy.
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Οι Stein και Stromberg [18] απέδειξαν µια ανισότητα ασθενούς τύπου (1, 1) για τον µεγι-
στικό τελεστή f 7→ MB(f), µε σταθερά που ϕράσσεται από cn log n, όπου c > 0 απόλυτη
σταθερά, δηλαδή η σταθερά είναι ανεξάρτητη από το B.

Θεώρηµα 1.2.1. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N,

για κάθε ανοικτό, ϕραγµένο, συµµετρικό κυρτό σύνολο B στον Rn και για κάθε f ∈ L1(Rn)

ισχύει

(1.2.3) |{x : MB(f)(x) > λ}| 6 Cn log(n+ 1)

λ
‖f‖1, λ > 0.

Στην ίδια εργασία απέδειξαν Lp εκτιµήσεις για την MB, πάντα στο γενικό πλαίσιο ενός
ανοικτού, ϕραγµένου, συµµετρικού κυρτού συνόλου B. Ακόµα πιο γενικά, υποθέτουµε
εδώ ότι το B είναι ένα ανοικτό, ϕραγµένο, ακτινικό σύνολο. ∆ηλαδή,

B = {x : x = tθ, 0 6 t < ρ(θ), θ ∈ Sn−1},

όπου Sn−1 είναι η Ευκλείδεια µοναδιαία σφαίρα στον Rn, και ρ είναι µια ϑετική, ϕραγµένη
συνάρτηση στην Sn−1. Το ϑεώρηµα των Stein και Stromberg δίνει µια εκτίµηση καλύτερη
από αυτή που ϑα προέκυπτε αν συνδυάζαµε το ϑεώρηµα Marcinkiewicz µε το Θεώρηµα
1.2.1. Επίσης, όπως το Θεώρηµα 1.1.5, επιτυγχάνει τη σωστή εξάρτηση από το p καθώς το
p→ 1+.

Θεώρηµα 1.2.2. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N,

για κάθε ανοικτό, ϕραγµένο, ακτινικό σύνολο σύνολο B στον Rn, για κάθε p > 1 και για

κάθε f ∈ Lp(Rn) ισχύει

(1.2.4) ‖MB(f)‖p 6 Cn
p

p− 1
‖f‖p.

Παρουσιάζουµε τα δύο αυτά αποτελέσµατα στο Κεφάλαιο 4. Η απόδειξη του Θεωρή-
µατος 1.2.1 χρησιµοποιεί ένα τεχνικό και πολύπλοκο λήµµα κάλυψης τύπου Vitali. Η
απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2.2 χρησιµοποιεί τη µέθοδο των στροφών και είναι αρκετά
απλή.

Στο Κεφάλαιο 5 περιγράφουµε τη δουλειά του Bourgain, ο οποίος στα [3] και [4]
απέδειξε Lp-εκτιµήσεις για τον µεγιστικό τελεστή MB, µε σταθερές ανεξάρτητες από την
διάσταση και από το σώµα B. Αρχικά, ο Bourgain απέδειξε στο [3] την εξής L2-εκτίµηση.

Θεώρηµα 1.2.3. Υπάρχει απόλυτη σταθεράC > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N, για

κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B στον Rn, και για κάθε f ∈ L2(Rn), η µεγιστική συνάρτηση

(1.2.5) MB(f)(x) = sup
r>0

1

|Br|

∫
Br
|f(x− y)| dy
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ικανοποιεί την

(1.2.6) ‖MB(f)‖2 6 C ‖f‖2.

Η απόδειξη χρησιµοποιεί εργαλεία της κυρτής γεωµετρίας. Πιο συγκεκριµένα, την
«ισοτροπική ϑέση» ενός κυρτού σώµατος και τις ιδιότητές της, τις οποίες αποδεικνύουµε
στην Παράγραφο 5.2. Η απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2.3 δίνεται στην Παράγραφο 5.3.

Η L2-εκτίµηση του Bourgain επεκτάθηκε από τον Carbery [6] και από τον Bourgain
στο [4], για κάθε p > 3/2. Στην Παράγραφο 4.4 περιγράφουµε τη µέθοδο που ακολούθησε
ο Carbery. Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε το εξής.

Θεώρηµα 1.2.4. ΄Εστω p > 3/2. Υπάρχει σταθερά Cp > 0, η οποία εξαρτάται µόνο από το

p, τέτοια ώστε : για κάθε n ∈ N, για κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B όγκου 1 στον Rn, και

για κάθε f ∈ Lp(Rn), ο µεγιστικός τελεστής

(1.2.7) MB(f)(x) = sup
t>0

t−n
∫
tB
|f(x− y)| dy

ικανοποιεί την

(1.2.8) ‖MB(f)‖p 6 Cp ‖f‖p.

Επίσης, αν συµβολίσουµε µε M̃B τον µεγιστικό τελεστή

(1.2.9) M̃Bf(x) = sup
k

2−kn
∫

2kB
|f(x− y)| dy,

τότε για κάθε p > 1 υπάρχει σταθερά Dp > 0 τέτοια ώστε : για κάθε n ∈ N, για κάθε

συµµετρικό κυρτό σώµα B στον Rn, και για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(1.2.10) ‖M̃B(f)‖p 6 Dp ‖f‖p.

Στο Κεφάλαιο 6 περιγράφουµε τη δουλειά του Muller. ΄Εστω B ένα συµµετρικό κυρτό
σώµα στονRn. Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2.5 ο Bourgain χρησιµοποίησε το γεγονός
ότι υπάρχουν γραµµικός µετασχηµατισµός S ∈ GL(n) και µια σταθερά LB > 0 τέτοια ώστε

(1.2.11) |S(B)| = 1 και
∫
S(B)
|〈x, ξ〉|2dx = L2

B

για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα x ∈ Sn−1 = {ξ ∈ Rn : |ξ|2 =
∑

j |ξj |2 = 1}. Η στα-
ϑερά LB προσδιορίζεται µονοσήµαντα από την (1.2.11) και ο S είναι µοναδικός modulo
πολλαπλασιασµό µε ορθογώνιο µετασχηµατισµό από τα αριστερά.
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Για κάθε ξ ∈ Sn−1 ορίζουµε

(1.2.12) ϕ(u) := ϕξ(u) = |{x ∈ S(B) : 〈x, ξ〉 = u}|, u ∈ R.

Επίσης, συµβολίζουµε µε πξ την ορθογώνια προβολή του Rn στο υπερεπίπεδο ξ⊥ που είναι
κάθετο στο ξ. Οι σταθερές

(1.2.13)
1

σ(B)
:= max{ϕξ(0) : ξ ∈ Sn−1}

και

(1.2.14) Q(B) := max{|πξ(S(B))| : ξ ∈ Sn−1}

είναι γραµµικές αναλλοίωτες του B, δηλαδή σ(T (B)) = σ(B) και Q(T (B)) = Q(B) για
κάθε T ∈ GL(n).

Αφού η νόρµα ‖MB‖p είναι επίσης γραµµική αναλλοίωτη του B, µπορούµε λοιπόν να
υποθέσουµε ότι S(B) = B. Τότε,

(1.2.15) σ(K) ' LK .

Ο Muller απέδειξε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 1.2.5. ΄Εστω p > 1. Για κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B στον Rn και για κάθε

f ∈ Lp(Rn),

(1.2.16) ‖MBf‖p 6 C(p, σ(B), Q(B)) ‖f‖p,

όπου η σταθερά C = C(p, σ,Q) είναι ανεξάρτητη από τη διάσταση n και αύξουσα ως προς σ

και Q.

Εκτιµώντας τις παραµέτρους σ(Bn
q ) και Q(Bn

q ), όπου Bn
q είναι η µοναδιαία µπάλα του

`nq , ο Muller πήρε σαν εφαρµογή του Θεωρήµατος 1.2.5 το εξής.

Θεώρηµα 1.2.6. ΄Εστω 1 6 q <∞. Για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(1.2.17) ‖MBnq f‖p 6 C(p, q) ‖f‖p, 1 < p 6∞

όπου C(p, q) είναι µια ϑετική σταθερά ανεξάρτητη από το n.

Το ερώτηµα που προκύπτει είναι τι συµβαίνει στην περίπτωση q = ∞. Σε αυτήν την
περίπτωση, ένα απλό γεωµετρικό επιχείρηµα δείχνει ότι

(1.2.18) |πξ(B̃n
∞)| =

∑
F

|F | 〈ξ, n(F )〉
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για κάθε ξ ∈ Sn−1, όπου η άθροιση είναι πάνω από όλες τις έδρες F του κύβου B̃n
∞ που το

εξωτερικό τους κάθετο διάνυσµα n(F ) ικανοποιεί την 〈ξ, n(F )〉 > 0. ΄Ετσι, αν επιλέξουµε
το

ξ =
1√
n

(1, 1, . . . , 1)

παίρνουµε

(1.2.19) |πξ(B̃n
∞)| =

n∑
j=1

ξj =
√
n.

Το ίδιο επιχείρηµα δείχνει ότι |πη(B̃n
∞)| 6

√
n για κάθε η ∈ Sn−1, άρα

(1.2.20) Q(Bn
∞) =

√
n.

΄Ετσι, το ϐασικό ϑεώρηµα αυτού του κεφαλαίου δίνει ένα ϕράγµα για τη νόρµα ‖MBn∞‖p→p
που αυξάνει µε την διάσταση n.

Αργότερα, οι Aldaz [1] και Aubrun [2] απέδειξαν ότι δεν είναι δυνατόν να πετύχουµε
ασθενή (1, 1) ανισότητα για το µεγιστικό τελεστή του κύβου µε σταθερά ανεξάρτητη από τη
διάσταση. Πρόσφατα, όµως, ο Bourgain απέδειξε ότι, για κάθε p > 1, η νόρµα ‖MBn∞‖p→p
ϕράσσεται από µια σταθερά που εξαρτάται µόνο από το p.

Θεώρηµα 1.2.7. ΄Εστω p > 1. Για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(1.2.21) ‖MBn∞f‖p 6 Cp ‖f‖p,

όπου Cp είναι µια ϑετική σταθερά ανεξάρτητη από το n.

Περιγράφουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2.7 στο Κεφάλαιο 7.





Κεφάλαιο 2

Εργαλεία από την Αρµονική

Ανάλυση και την Θεωρία

Πιθανοτήτων

Σε αυτό το κεφάλαιο έχουµε συγκεντρώσει διάφορα εργαλεία από την Αρµονική Ανάλυση
και την Θεωρία Πιθανοτήτων, τα οποία χρησιµοποιούνται από τους Stein, Stromberg,
Bourgain, Carbery και Muller στις εργασίες που συζητάµε στα επόµενα κεφάλαια. Τα
αποτελέσµατα αυτά είναι κλασικά και τεχνικά, και µπορούν να ϐρεθούν διάσπαρτα σε
διάφορες πηγές. Ακολουθούµε την παρουσίαση των Deleaval, Guédon και Maurey από
το άρθρο επισκόπησης [7], το οποίο εµφανίστηκε, εντελώς συµπτωµατικά, ενώ η παρούσα
εργασία ήταν σε εξέλιξη και µας προσέφερε σηµαντική ϐοήθεια.

2.1 Η µεγιστική ανισότητα του Doob

΄Εστω (Ω,F , P ) ένας χώρος πιθανότητας. Τυχαία µεταβλητή είναι µια F-µετρήσιµη συ-
νάρτηση f : Ω → R (ή f : Ω → C). Αν η f είναι ολοκληρώσιµη τότε η µέση τιµή της f
δίνεται από την

E(f) =

∫
Ω
f(ω)dP (ω).

Η κατανοµή της f είναι το µέτρο µ το οποίο ορίζεται στην Borel σ-άλγεβρα B του R (ή του
C αντίστοιχα) µέσω της µ(B) = P ({ω : f(ω) ∈ B}).

΄Εστω G µια σ-υποάλγεβρα της F . Για κάθε f ∈ L1(Ω,F , P ) η συνάρτηση

φ(A) =

∫
A
fdP, A ∈ G

9
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ορίζει ένα µέτρο στην G, το οποίο είναι απολύτως συνεχές ως προς το P |G . Από το ϑεώρηµα
Radon–Nikodym υπάρχει µοναδική h ∈ L1(Ω,G, P ) µε την ιδιότητα∫

A
hdP =

∫
A
fdP

για κάθε A ∈ G. Η συνάρτηση h είναι η δεσµευµένη µέση τιµή της f ως προς την G και
συµβολίζεται µε h = E(f |G). Αν f ∈ L2(Ω,F , P ) τότε η E(f |G) είναι η ορθογώνια προβολή
της f στον κλειστό υπόχωρο του L2(Ω,F , P ) που αποτελείται από τις G-µετρήσιµες και
τετραγωνικά ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.

Οι ϐασικές ιδιότητες της δεσµευµένης µέσης τιµής είναι οι ακόλουθες.

(α) Ο τελεστής f 7→ E(f |G) είναι ϑετικός, γραµµικός και έχει νόρµα 1 σε κάθε Lp,
1 6 p 6∞: για κάθε f ∈ Lp(Ω,F , P ) ισχύει

‖E(f |G)‖p 6 ‖f‖p.

(ϐ) Αν G1 είναι µια σ-υποάλγεβρα της G, τότε E(E(f |G)|G1) = E(f |G1).

(γ) Αν g ∈ L∞(Ω,G, P ) τότε E(f · g|G) = g · E(f |G).

(δ) Αν G = {∅,Ω} είναι η τετριµµένη σ-άλγεβρα, τότε η E(f |G) είναι σταθερή και ίση
µε τη µέση τιµη της f :

E(f |G) = E(f) =

∫
fdP.

΄Ενα martingale (διακριτού χρόνου) στον (Ω,F , P ) αποτελείται από µια διήθηση, δηλα-
δή µια αύξουσα ακολουθία (Fk)k∈I από σ-υποάλγεβρες της F , µε δείκτες από ένα I ⊂ Z,
και από µια ακολουθία (Uk)k∈I ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µε την εξής ιδιότητα : αν
k, ` ∈ I και k 6 `, τότε

Uk = E(U`|Fk).

Θεωρούµε ένα πεπερασµένο martingale (Uk)
N
k=0 στον (Ω,F , P ), ως προς την διήθηση

(Fk)Nk=0. Οι Uk µπορεί να παίρνουν πραγµατικές ή µιγαδικές τιµές (ή ακόµα και τιµές σε
έναν χώρο µε νόρµα). Ορίζουµε την µεγιστική ανέλιξη

U∗k = max
06j6k

|Uk|, k = 0, 1, . . . , N.

Στην περίπτωση που οι Uk παίρνουν τιµές σε έναν χώρο µε νόρµα, ϑεωρούµε την ‖Uk‖ αντί
της |Uk|.

Θεώρηµα 2.1.1. ΄Εστω (Uk)
N
k=0 ένα martingale. Για κάθε t > 0 ισχύει ότι

t P (U∗N > t) 6
∫
{U∗N>t}

|UN | dP.
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Επιπλέον, για κάθε 1 < p 6∞, αν UN ∈ Lp(Ω,F , P ) τότε

(2.1.1) ‖U∗N‖p 6
p

p− 1
‖UN‖p.

Απόδειξη. Χωρίζουµε το σύνολο {U∗N > t} σε ξένα υποσύνολα A0, A1, . . . , AN , που αντι-
στοιχούν στην πρώτη χρονική στιγµή k για την οποία |Uk| > t: ορίζουµε A0 = {|U0| > t}
και για κάθε 1 6 k 6 N ϑέτουµεAk να είναι το σύνολο των ω ∈ Ω για τα οποία U∗k−1(ω) 6 t

και |Uk(ω)| > t.
Παρατηρήστε ότι |Uk(ω)| > t για κάθε ω ∈ Ak, και το σύνολο Ak ανήκει στην σ-

υποάλγεβρα Fk διότι οι |Uk| και U∗k−1 είναι Fk-µετρήσιµες, άρα

tP (Ak) 6
∫
Ak

|Uk| dP =

∫
Ak

|E(UN |Fk)| dP 6
∫
Ak

E(|UN | |Fk) dP

=

∫
Ak

|UN | dP.

Παρατηρήστε επίσης ότι {U∗N > t} =
⋃N
k=0Ak, και τα σύνολα Ak είναι ξένα ανά δύο, άρα

(2.1.2) tP (U∗N > t) =
N∑
k=0

tP (Ak) 6
N∑
k=0

∫
Ak

|UN | dP =

∫
{U∗N>t}

|UN | dP.

Τότε, για κάθε 1 < p <∞ µπορούµε να γράψουµε

E [(U∗N )p] = E

(∫ U∗N

0
ptp−1dt

)
=

∫ ∞
0

ptp−1P (U∗N > t) dt

6
∫ ∞

0
ptp−2E(1{U∗N>t}|UN |) dt

= E
(

p

p− 1
(U∗N )p−1|UN |

)
6

p

p− 1

(
E[(U∗N )p]

)1−1/p(
E|UN |p

)1/p
,

χρησιµοποιώντας την (2.1.2). ΄Επεται ότι

‖U∗N‖p 6
p

p− 1
‖UN‖p.

Η περίπτωση p =∞ είναι πολύ απλούστερη.

2.2 Η µεγιστική ανισότητα του Hopf

Θεωρούµε τώρα έναν χώρο µέτρου (X,Σ, µ) και έναν γραµµικό τελεστή T : L1(X,Σ, µ)→
L1(X,Σ, µ). Υποθέτουµε ότι το µ είναι σ-πεπερασµένο και ότι ο T είναι ϑετικός και έχει
νόρµα 6 1: δηλαδή, αν g ∈ L1 και g > 0 τότε Tg > 0 και

∫
X Tg dµ 6

∫
X g dµ.
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΄Εστω f ∈ L1(X,Σ, µ). Για κάθε k > 0 ϑέτουµε

Sk(f) = f + Tf + T 2f + · · ·+ T kf,

και για κάθε N > 0 ορίζουµε

S∗N (f) = max{Sj(f) : 0 6 j 6 N}.

Λήµµα 2.2.1 (Garsia). Για κάθε f ∈ L1(X,Σ, µ) ισχύει∫
{S∗N (f)>0}

f dµ > 0.

Απόδειξη. Για απλότητα γράφουµε Sk αντί για Sk(f) και S∗ αντί για S∗N (f). Από τον
ορισµό έχουµε Sk 6 S∗ για κάθε k 6 N . Αφού ο T είναι γραµµικός και ϑετικός, έπεται
ότι

TSk 6 TS∗ και Sk+1 = f + TSk 6 f + TS∗.

Για να πάρουµε µια αντίστοιχη ανισότητα για την S0 = f , αντικαθιστούµε την S∗ µε το µη
αρνητικό της µέρος (S∗)+ = max{S∗, 0} > S∗. Από την ϑετικότητα του T έχουµε

S0 = f 6 f + T ((S∗)+) και Sk+1 6 f + TS∗ 6 f + T ((S∗)+).

Παίρνοντας το maximum των Sk για 0 6 k 6 N , έχουµε την ϐασική ανισότητα

(2.2.1) S∗ 6 f + T ((S∗)+), δηλαδή f > S∗ − T ((S∗)+).

Αφού ο T είναι ϑετικός και έχει νόρµα 6 1 στον L1(X,Σ, µ),∫
{S∗>0}

S∗dµ =

∫
X

(S∗)+dµ >
∫
X
T ((S∗)+)dµ >

∫
{S∗>0}

T ((S∗)+)dµ,

και το αποτέλεσµα προκύπτει από την (2.2.1), διότι∫
{S∗>0}

f dµ >
∫
{S∗>0}

(S∗ − T ((S∗)+)) dµ.

Παρατηρήστε ότι για κάθε f ∈ L1(X,Σ, µ) ισχύει η ισότητα

{S∗N (f) > 0} =

{
max

06k6N
Sk(f) > 0

}
=

{
max

06k6N

Sk(f)

k + 1
> 0

}
.

Αν υποθέσουµε επιπλέον ότι T (1) = 1, τότε για κάθε t ∈ R ϑέτοντας F = f + t έχουµε

max
06k6N

f + Tf + · · ·+ T kf

k + 1
= max

06k6N

F + TF + · · ·+ T kF

k + 1
− t.
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Ορίζουµε

E
(N)
t (F ) =

{
max

06k6N

F + TF + · · ·+ T kF

k + 1
< t

}
= {S∗N (f) > 0}.

Τότε, ∫
E

(N)
t (F )

(F − t) dµ =

∫
{S∗N (f)>0}

f dµ > 0

από το Λήµµα 2.2.1. ΄Αρα,

(2.2.2)
∫
E

(N)
t (F )

F dµ > t µ(E
(N)
t (F ))

για κάθε N > 0. Αφού ο T είναι ϑετικός έχουµε |T jF | 6 T j |F | για καθε j = 1, . . . , k, άρα
για κάθε F ∈ L1(X,Σ, µ) έχουµε ότι : για κάθε t > 0,

tµ

({
max

06k6N

|F + TF + · · ·+ T kF |
k + 1

> t

})
6
∫
E

(N)
t (|F |)

|F | dµ.

Από αυτήν την ανισότητα, ακριβώς όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.1, ϐλέπουµε
ότι :

Θεώρηµα 2.2.2. Αν 1 < p <∞ τότε για κάθε F ∈ Lp(X,Σ, µ) ισχύει

(2.2.3)
∥∥∥∥ max

06k6N

|F + TF + · · ·+ T kF |
k + 1

∥∥∥∥
p

6
p

p− 1
‖F‖p.

΄Εστω τώρα (Tt)t>0 µια ηµιοµάδα γραµµικών τελεστών στον L1(X,Σ, µ). Αυτό σηµαίνει
ότι οι τελεστές Tt ικανοποιούν την

(2.2.4) T0 = Id και Tt1+t2 = Tt1 ◦ Tt2

για κάθε t1, t2 > 0. Υποθέτουµε επίσης ότι κάθε Tt είναι ϑετικός και έχει νόρµα 6 1,
και ότι Tt(1) = 1 για κάθε t > 0. ΄Επεται ότι κάθε Tt είναι ϕραγµένος τελεστής από τον
L∞ στον L∞, µε νόρµα 1. Χρησιµοποιώντας παρεµβολή συµπεραίνουµε ότι, για κάθε
1 6 p 6∞,

‖Tt : Lp → Lp‖ 6 1.

Υποθέτουµε επίσης ότι η ηµιοµάδα (Tt)t>0 είναι ισχυρά συνεχής στον L1, δηλαδή για κάθε
f ∈ L1 έχουµε

(2.2.5) lim
t→0+

‖T tf − f‖1 = 0.
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Συνδυάζοντας όλες αυτές τις υποθέσεις ϐλέπουµε ότι, για κάθε 1 6 p < ∞ και για κάθε
f ∈ Lp, η απεικόνιση

t 7→ Tt(f)

είναι συνεχής από το [0,∞) στον Lp. Αν 1 < p < ∞ τότε, κάνοντας αναγωγή στα αθροί-
σµατα Riemann, από την (2.2.3) παίρνουµε την ακόλουθη Lp-ανισότητα.

Θεώρηµα 2.2.3. Αν 1 < p <∞ τότε για κάθε F ∈ Lp(X,Σ, µ) ισχύει

(2.2.6)
∥∥∥∥sup
t>0

1

t

∫ t

0
Ts(F ) ds

∥∥∥∥
p

6
p

p− 1
‖F‖p.

Πράγµατι, αν ψ είναι µια συνεχής συνάρτηση από το [0, 1] στο R ή σε κάποιον χώρο µε
νόρµα E, όπως ο Lp, τότε

max
06k6n

1

k + 1

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=0

ψ
( j
n

)∥∥∥∥∥∥
E

−→
∥∥∥∥ sup

0<t61

1

t

∫ t

0
ψ(s) ds

∥∥∥∥
E

καθώς το n→∞.
Για µια ακριβέστερη αιτιολόγηση, για κάθε ε > 0 µπορούµε χρησιµοποιώντας την

οµοιόµορφη συνέχεια της ψ να ϐρούµε n0 τέτοιο ώστε για κάθε n > n0 και για κάθε
0 < t 6 1, αν ϑεωρήσουµε το k ∈ {0, 1, . . . , n} για το οποίο k/n < t 6 (k + 1)/n τότε

(2.2.7)

∥∥∥∥∥∥1

t

∫ t

0
ψ(s)ds− 1

k + 1

k∑
j=0

ψ
( j
n

)∥∥∥∥∥∥
E

< ε.

Αν ο Tt είναι ϑετικός και Tt(1) = 1, τότε η περίπτωση p =∞ στην (2.2.6) είναι απλή. Για
την ανισότητα ασθενούς τύπου (1, 1), ϐάζοντας κατάλληλες υποθέσεις συνέχειας για την
ηµιοµάδα, παίρνουµε για κάθε σταθερό t > 0, µε k →∞ και (k + 1)h = t, ότι

(2.2.8)
F + TF + · · ·+ TkhF

k + 1
−→ 1

t

∫ t

0
TsF ds.

΄Οταν h→ 0 και Nh→∞, ϐλέπουµε ότι

max
06k6N

F + TF + · · ·+ TkhF

k + 1
→ Θ∗F := sup

t>0

1

t

∫ t

0
TsF ds,

και εφαρµόζοντας την (2.2.2) για τον T = Th παίρνουµε την µεγιστική ανισότητα του Hopf

στην εξής µορφή:

Θεώρηµα 2.2.4. Αν F ∈ L1(X,Σ, µ) και

Θ∗F := sup
t>0

1

t

∫ t

0
TsF ds,

τότε, για κάθε λ > 0,

λµ({Θ∗F > λ}) 6
∫
{Θ∗F>λ}

F.
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2.3 Martingales και ηµιοµάδες

΄Εστω X0, . . . , XN µια συµµετρική αλυσίδα Markov µε πίνακα µετάβασης P . Υποθέτουµε
για απλότητα ότι ο χώρος καταστάσεων E είναι πεπερασµένος, µε πληθάριθµο Z. Για
κάθε ακέραιο k µε 0 6 k < N και για e0, e1 ∈ E , η πιθανότητα να έχουµε Xk+1 = e1

γνωρίζοντας ότι Xk = e0 δίνεται από τη συντεταγµένη P (e0, e1) του πίνακα P , και

∑
e∈E

P (e0, e) = 1.

Για κάθε ακεραιο j > 2, η δύναµη P j του P περιγραφει τις κινήσεις σε j διαδοχικά
ϐήµατα: η συντεταγµένη P j(e0, e) δίνει την πιθανότητα να κινηθούµε από το e0 στο e σε
ακριβώς j ϐήµατα.

Για κάθε πίνακα µετάβασης Q και κάθε f : E → R ορίζουµε

(Qf)(x) =
∑
y∈E

Q(x, y)f(y), x ∈ E .

Ο συµβολισµός P jf αντιστοιχεί στο συµβολισµό Ptf των ηµιοµάδων (ο j ∈ N αντικαθιστά
τον t > 0). Αν ο πίνακας Q είναι συµµετρικός τότε, από κυρτότητα, για κάθε 1 6 p 6 ∞
έχουµε

‖Qf‖p 6 ‖f‖p

ως προς το οµοιόµορφο µέτρο στο E . ΄Εστω f µια συνάρτηση στο E και έστω j, k µη
αρνητικοί ακέραιοι µε j+k 6 N . Αν σταθεροποιήσουµε κάποιο x0 ∈ E , ο µέσος των τιµών
f(y) όταν η αλυσίδα κάνει j ϐήµατα από την ϑέση x0 τη χρονική στιγµή k στη ϑέση y τη
χρονική στιγµή k + j, ισούται µε (P jf)(x0).

΄Ενα απλό, αλλά σηµαντικό, συµµετρικό παράδειγµα µας δίνει ο τυχαίος περίπατος

Bernoulli στο Z: για κάθε x, y ∈ Z έχουµε P (x, y) = 1
2 αν |x− y| = 1 και P (x, y) = 0 αλ-

λιώς. Το παράδειγµα αυτό δεν είναι πεπερασµένο, µπορούµε όµως να το «προσεγγίσουµε»
ϑεωρώντας το πεπερασµένο σύνολο EN = {−N, . . . , N} για N µεγάλο, και τον τροποποιη-
µένο πίνακα PN για τον οποίο έχουµε πάλι PN (x, y) = 1

2 αν x, y ∈ EN µε |x−y| = 1 αλλά,
επίσης, PN (N,N) = PN (−N,−N) = 1

2 . Μπορούµε επίσης να ϑεωρήσουµε τον τυχαίο
περίπατο Bernoulli στο Zn, όπου P (x, y) = 1

2n αν |xi − yi| = 1 για όλες τις συντεταγµένες
xi, yi των x, y ∈ Zn.

Υποθέτουµε ότι η κατανοµή της αρχικής ϑέσηςX0 είναι οµοιόµορφη, δηλαδή, P (X0 =
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e0) = 1/Z για κάθε e0 ∈ E . Τότε, για κάθε e1 ∈ E έχουµε

P (X1 = e1) =
∑
e∈E

P (X0 = e και X1 = e1) =
∑
e∈E

1

Z
P (e, e1)

=
1

Z

∑
e∈E

P (e1, e) =
1

Z
,

διότι ο P είναι συµµετρικός. Η κατανοµή της ϑέσης X1 της αλυσίδας κατά την χρονική
στιγµή i = 1 παραµένει οµοιόµορφη, και το ίδιο ισχύει για την κατανοµή των X2, . . . , XN .
Η οµοιόµορφη κατανοµή είναι αναλλοίωτη ως προς την δράση του P . Χρησιµοποιώντας
την ιδιότητα Markov και ϑέτοντας

AN−1 := P (X0 = e0 και X1 = e1 και · · · και XN−1 = eN−1}

ϐλέπουµε ότι

E := P (X0 = e0 και X1 = e1 και · · · και XN = eN}

= P (AN−1 και XN−1 = eN−1} = P (AN−1)P (XN = eN |AN−1)

= P (AN−1)P (XN = eN |XN−1 = eN−1) = P (AN−1 P (eN−1, eN ).

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, και χρησιµοποιώντας τη συµµετρία του πίνακα, παίρνουµε

E =
1

Z
P (e0, e1)P (e1, e2) · · ·P (eN−2, eN−1)P (eN−1, eN )

=
1

Z
P (eN , eN−1)P (eN−1, eN−2) · · ·P (e2, e1)P (e1, e0)

= P (XN = e0 και XN−1 = e1 και · · · και X0 = eN}.

Βλέπουµε λοιπόν ότι η «αντεστραµµένη» αλυσίδα έχει την ίδια συµπεριφορά µε αυτήν της
αρχικής αλυσίδας. Αφού ο πίνακας είναι συµµετρικός, όποια κι αν είναι η κατανοµή της
X0 έχουµε ότι η πιθανότητα να ϕτάσουµε σε κάποιο σταθερό y0 τη χρονική στιγµή N ,
ξεκινώντας από το τυχόν σηµείο x την χρονική στιγµή k = N − j, είναι ίση µε

P j(x, y0) = P j(y0, x),

δηλαδή ίση µε την πιθανότητα να ϕτάσουµε στο x τη χρονική στιγµή j ξεκινώντας από το
y0 την χρονική στιγµή 0. Με την υπόθεση ότι η κατανοµή είναι αναλλοίωτη, µπορούµε
να πούµε πολύ περισσότερα: αν g είναι µια συνάρτηση στο E τότε ο µέσος των τιµών g(x)

πάνω από όλες τις τροχιές που ξεκινούν από το x την χρονική στιγµή k και ϕτάνουν στο
y0 την χρονική στιγµή N είναι ίσος µε (P jg)(y0). Παρακάτω περιγράφουµε αυτήν την
κατάσταση πιο τυπικά.
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΄Εστω Ω = EN+1 ο χώρος όλων των πιθανών τροχιών (e0, e1, . . . , eN ) ∈ EN+1 της
αλυσίδας. Για κάθε k = 0, . . . , N ορίζουµε

Xk(ω) = ωk ∈ E , ω = (ω0, . . . , ωN ) ∈ EN+1.

Το µέτρο πιθανότητας P στον Ω που αντιστοιχεί στη συµπεριφορά της αλυσίδας κάτω από
την οµοιόµορφη κατανοµή δίνει µάζα

P({ω}) =
1

Z
P (ω0, ω1)P (ω1, ω2) · · ·P (ωN−1, ωN )

σε κάθε µονοσύνολο {ω}, όπου ω = {ω0, . . . , ωN ) ∈ EN+1.
Γράφουµε Fk για την πεπερασµένη άλγεβρα υποσυνόλων του Ω που έχει ως άτοµα τα

σύνολα της παρακάτω µορφής: για σταθερά e0, . . . , ek ∈ E ,

A = A(e0, . . . , ek) = {ω = (ω0, · · · , ωN ) : ωj = ej , 0 6 j 6 k}.

Η Fk είναι η άλγεβρα των «παρελθόντων ενδεχοµένων» τη χρονική στιγµή k, και αυξάνει
µε το k. Συµβολίζουµε µε Gk την άλγεβρα των ενδεχοµένων που συµβαίνουν ακριβώς τη
χρονική στιγµή k. Η Gk έχει ως άτοµα τα σύνολα της µορφής

B = {ω = (ω0, . . . , ωN ) : ωk = ek}.

Παρατηρήστε ότι Gk ⊂ Fk. Μια συνάρτηση στο Ω είναι Gk-µετρήσιµη αν εξαρτάται µόνο
από τη συντεταγµένη ωk, άρα είναι της µορφής g(Xk), όπου g είναι µια συνάρτηση στο E .

Αν f είναι µια συνάρτηση στο E τότε από την ιδιότητα Markov ϐλέπουµε ότι

E(f(Xn)|Fk) = E(f(XN )|Gk) = g(Xk),

όπου g(x) = (PN−kf)(x) για κάθε x ∈ E . ΄Εχουµε λοιπόν

(2.3.1) (PN−kf)(Xk) = E(f(XN )|Fk) και (PN−kg)(XN ) = E(g(Xk)|GN ).

Ορίζουµε το «κανονικό» martingale Ui που αντιστοιχεί στην f ως εξής:

(2.3.2) Ui = (PN−if)(Xi) = E(f(XN )|Fi), 0 6 i 6 N.

Στην πρώτη ισότητα της (2.3.1) η παρουσία της PN−k σχετίζεται µε τη µέση τιµή, την
χρονική στιγµή k < N , των µελλοντικών ϑέσεων f(XN ), ενώ στην δεύτερη µε τη µέση
τιµή, την χρονική στιγµή N , των προηγούµενων ϑέσεων g(Xk). Συνδυάζοντας αυτές τις
δύο ισότητες (παίρνοντας g = P jf και j = N − k), συµπεραίνουµε ότι

(2.3.3) (P 2jf)(XN ) = E(UN−j |GN ).
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Αφού ο τελεστής δεσµευµένης τιµής ως προς GN είναι ϑετικός, ϐλέπουµε ότι για κάθε
j = N − k = 0, . . . , N ισχύει η ανισότητα

sup
06j6N

|(P 2jf)(XN )| = sup
06j6N

|E(UN−j |GN )| 6 E
(

sup
06i6N

|Ui| | GN
)
.

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Doob (Θεώρηµα 2.1.1) και το γεγονός ότι ο τελεστής
f 7→ E(f |G) έχει νόρµα 1 σε κάθε Lp παίρνουµε το ακόλουθο.

Θεώρηµα 2.3.1. Ισχύουν οι ανισότητες∥∥∥∥∥ sup
06j6N

|(P 2jf)(XN )|

∥∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥E( sup
06i6N

|Ui| | GN )

∥∥∥∥
p

(2.3.4)

6

∥∥∥∥ sup
06i6N

|Ui|
∥∥∥∥
p

6
p

p− 1
‖UN‖p =

p

p− 1
‖f(XN )‖p.

Παρατήρηση 2.3.2. Μπορούµε να αποδείξουµε αντίστοιχες ανισότητες για τους περιττούς
δείκτες 2j + 1 εφαρµόζοντας την τελευταία ανισότητα στην Pf αντί για την f , και χρησι-
µοποιώντας την ‖Pf‖p 6 ‖f‖p. Θα χρειαστεί να πολλαπλασιάσουµε τη σταθερά p

p−1 επί
2.

Μπορούµε επίσης να δείξουµε ανισότητες για άλλες κυρτές συναρτήσεις εκτός από τη
συνάρτηση supremum στον Rn+1. Για παράδειγµα, ξεκινώντας από την ανισότητα ∑

06i6N

|E(fi|G)|2
1/2

6 E

( ∑
06i6N

|fi|2
)1/2 ∣∣∣G


και χρησιµοποιώντας τις ανισότητες Burkholder-Gundy που ϑα δούµε παρακάτω, ϐλέ-
πουµε ότι αν 0 6 j0 < j1 < · · · jr 6 N , 1 < p < ∞ και µ είναι το αναλλοίωτο µέτρο,
τότε

(2.3.5)

∥∥∥∥∥(
r∑

k=1

|(P 2jkf − P 2jk−1f)|2
)1/2

∥∥∥∥∥
Lp(µ)

6 cp‖f‖Lp(µ).

Πράγµατι, από την (2.3.3) η (P 2jkf)(XN ) είναι η προβολή της UN−jk = E(f(XN ) | FN−jk)

στην GN , όπου (Uj)
N
j=0 είναι το martingale στην (2.3.2). Τότε, το Li = UN−jr−i , i =

0, 1, . . . , r είναι επίσης martingale, και η

(P 2jk−1f)(XN )− (P 2jkf)(XN ) = E (UN−jk−1
− UN−jk | GN )

είναι η προβολή στην GN της διαφοράς dr−k+1 = Lr−k+1 − Lr−k (ϐλέπε παρακάτω) όπου
1 6 k 6 r. Με ϐάση αυτήν την αρχή µπορούµε να ϕράξουµε διάφορες κυρτές συναρτήσεις
µιας ηµιοµάδας, ϑεωρώντας τις ως προβολές των αντίστοιχων συναρτήσεων ενός martingale
για το οποίο διαθέτουµε µια Lp ανισότητα.
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Επιστρέφουµε στο Θεώρηµα 2.3.1. Αφού η κατανοµή της XN είναι οµοιόµορφη,
µπορούµε να επαναδιατυπώσουµε την ανισότητα (2.3.4), για κάθε 1 < p 6∞, ως εξής:(

1

Z

∑
x∈E

sup
06j6N

|(P 2jf)(x)|p
)1/p

6
p

p− 1

(
1

Z

∑
x∈E
|f(x)|p

)1/p

.

Αλλάζοντας την κανονικοποίηση και αφήνοντας το N →∞, παίρνουµε

(2.3.6)

(∑
x∈E

sup
j>0
|(P 2jf)(x)|p

)1/p

6
p

p− 1

(∑
x∈E
|f(x)|p

)1/p

.

Επίσης, συνυπολογίζοντας τους περιττούς δείκτες και διπλασιάζοντας τη σταθερά όπως
αναφέραµε, έχουµε

(2.3.7)

(∑
x∈E

sup
j>0
|(P jf)(x)|p

)1/p

6
2p

p− 1

(∑
x∈E
|f(x)|p

)1/p

.

2.3.1 Gaussian τυχαίες µεταβλητές

Συµβολίζουµε µε |x| την Ευκλείδεια νόρµα του x ∈ Rn. Για κάθε µέτρο πιθανότητας µ
στον Rn µε πεπερασµένη ϱοπή πρώτης τάξης

∫
Rn |x| dµ(x) < ∞, ορίζουµε το ϐαρύκεντρο

του µ ϑέτοντας

bar(µ) :=

∫
Rn
x dµ(x) ∈ Rn.

Αν το µ έχει πεπερασµένη ϱοπή δεύτερης τάξης
∫
Rn |x|

2dµ(x) < ∞, ϑεωρούµε την τετρα-
γωνική µορφή

Qµ(ξ) =

∫
Rn
〈x− bar(µ), ξ〉2dµ(x).

Ο πίνακας Σ της Qµ είναι ο πίνακας συνδιακυµάνσεων του µ. Η τετραγωνική µορφή Qµ
είναι ϑετικά ορισµένη αν το µ δεν ϕέρεται από κάποιο υπερεπίπεδο, για παράδειγµα αν
το µ είναι το οµοιόµορφο µέτρο πιθανότητας σε κάποιο κυρτό σώµα. Λέµε ότι το µ είναι
κεντραρισµένο αν bar(µ) = 0.

Αν f είναι µια πυκνότητα πιθανότητας στο R µε πεπερασµένη ϱοπή δεύτερης τάξης,
τότε η διασπορά σ2 του f(x)dx ορίζεται από την

σ2 =

∫
R

(
x−

∫
R
yf(y)dy

)2

f(x)dx.

Αν η f είναι κεντραρισµένη τότε

σ2 =

∫
R
x2f(x) dx.
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Μια Gaussian τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή N(0, Idn) παίρνει τιµές στον Rn, η
κατανοµή της γn είναι το n-διάστατο µέτρο του Gauss

(2.3.8) dγn(x) = (2π)−n/2e−|x|
2/2dx

και αυτή η κατανοµή έχει πίνακα συνδιακυµάνσεων τον Idn. Αν F είναι ένας n-διάστατος
Ευκλείδειος χώρος, συµβολίζουµε µε γF την εικόνα του γn µέσω οποιασδήποτε ισοµετρίας
από τον Rn επί του F . Αν η X είναι N(0, Idn) Gaussian τυχαία µεταβλητή τότε για κάθε
σ > 0 η σX έχει κατανοµή

dγn,σ(x) = (2πσ2)−n/2e−
|x|2

2σ2 dx,

τη λεγόµενη N(0, σ2Idn) κατανοµή, µε πίνακα συνδιακυµάνσεων τον σ2Idn. Το µέτρο

πιθανότητας Dirac δ0 στην αρχή των αξόνων του Rn αντιστοιχεί στην κατανοµή N(0,0n).
Οι ϱοπές της µονοδιάστατης κατανοµής γ1 υπολογίζονται ακριβώς µέσω της συνάρτησης

Γάµµα. Για κάθε p > −1 έχουµε∫
R
|x|pdγ1(x) =

1√
2π

∫
R
|x|pe−x2/2 =

2p/2√
π

Γ

(
p+ 1

2

)
.

Από τον τύπο του Stirling έπεται ότι, όταν p→∞,

gp :=

(∫
R
|x|pdγ1(x)

)1/p

'
√
p/e.

Μια n-διάστατη κίνηση Brown (Bt)t>0 µε αρχή το x0 στον Rn είναι µια στοχαστική
ανέλιξη µε τιµές στον Rn, ορισµένη σε κάποιον χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ), τέτοια ώστε
B0 = x0, και τέτοια ώστε για κάθε 0 6 s 6 t η Bt−Bs να είναι Gaussian τυχαία µεταβλητή
µε κατανοµή N(0, (t − s)Idn), η οποία επίσης έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις: για κάθε
ακέραιο k > 1 και 0 6 t0 < · · · < tk, οι

Bt0 , Bt1 −Bt0 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btk −Btk−1

είναι ανεξάρτητες. Η κίνηση Brown είναι ένα martingale µε συνεχή παράµετρο χρόνου t >
0, ως προς µια συνεχή διήθηση (Ft)t>0, όπου η Ft παράγεται από τις τυχαίες µεταβλητές
Bs, 0 6 s 6 t. Μπορούµε να επιλέξουµε παντού ορισµένες µετρήσιµες συναρτήσεις (Bt)t>0

που ικανοποιούν τα παραπάνω µε τέτοιον τρόπο που οι τροχιές t 7→ Bt(ω), τα λεγόµενα
τυχαία µονοπάτια, να είναι συνεχείς σχεδόν για κάθε ω ∈ Ω.

Είναι γνωστό ότι η κίνηση Brown στον Rn είναι το όριο κατάλληλων τυχαίων περιπάτων
Bernoulli, και αυτοί οι τυχαίοι περίπατοι είναι αλυσίδες Markov µε συµµετρικό πίνακα
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µεταβάσεων. Αν (Bt)t>0 είναι η κίνηση Brown στον Rn που ξεκινάει από το 0, και αν
ϑεωρήσουµε την Gaussian ηµιοµάδα (Gs)s>0 που ορίζεται, για κάθε f ∈ L1(Rn), από την

(2.3.9) (Gsf)(x) = Ef(x+Bs) =
1

(2πs)n/2

∫
Rn
f(x+ y)e−

|y|2
2s dy, x ∈ Rn,

µπορούµε να δείξουµε µια ανισότητα ανάλογη µε την (2.3.6).

Θεώρηµα 2.3.3. Για κάθε 1 < p 6 ∞ και για κάθε f ∈ Lp(Rn) ισχύει η παρακάτω

µεγιστική ανισότητα για την Gaussian ηµιοµάδα:

(2.3.10)
(∫

Rn
sup
s>0
|(Gsf)(x)|pdx

)1/p

6
p

p− 1

(∫
Rn
|f(x)|pdx

)1/p

.

Απόδειξη. Θα σκιαγραφήσουµε µε περισσότερες λεπτοµέρειες την απόδειξη στην περίπτω-
ση n = 1. ΄Εστω (εk)

∞
k=1 µια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών Bernoulli που

παίρνουν τις τιµές ±1 µε πιθανότητα 1/2. Η αντίστοιχη ηµιοµάδα (Pj), j ∈ N, ορίζεται
από την

(Pjg)(i) = E g
(
i+

∑
16k6j

εk

)
, j > 0, i ∈ Z,

και ικανοποιεί την (2.3.6). Από το ϑεώρηµα de Moivre-Laplace, γνωρίζουµε ότι η πιθανό-
τητα P

({
1√
N

∑
16k6N εk < x

})
συγκλίνει στο γ1((−∞, x)) όταν N → ∞, οµοιόµορφα

ως προς x. ΄Επεται ότι

E f
( 1√

N

N∑
k=1

εk

)
→
∫
R
f(y)dγ1(y)

οµοιόµορφα ως προς Lipschitz συναρτήσεις που µηδενίζονται στο άπειρο και έχουν στα-
ϑερά Lipschitz που ϕράσσεται από κάποιο σταθερό C > 0. Αν η f είναι Lipschitz και έχει
συµπαγή ϕορέα, τότε

E f
(
x+

1√
N

N∑
k=1

εk

)
→ 1√

2πs

∫
R
f(x+ y)dγ1(y)

όταν N → ∞, οµοιόµορφα ως προς x ∈ R και s ∈ [t0, t1], όπου τα 0 < t0 6 t1 είναι
σταθερά. ΄Επεται ότι, για κάθε ε > 0 και N αρκετά µεγάλο, αν ϑέσουµε gN (i) = f(i/

√
N)

για i ∈ Z και υποθέσουµε ότι sN − 1 6 jN 6 sN , έχουµε

|PjNgN (i)− (Gsf)(i/
√
N)| < ε, i ∈ Z,

για κάθε s ∈ [t0, t1]. Εφαρµόζοντας την (2.3.6) για την gN ϐλέπουµε ότι, για κάθε a > 0

και s0 < s1 < · · · < sk,∫ a

−a
max

06j6k
|(Gsjf)(x)|pdx 6 ηp(ε) +

( p

p− 1

)p 1√
N

∑
i∈Z

∣∣∣∣f( i√
N

)∣∣∣∣p ,
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όπου η(ε)→ 0 όταν ε→ 0. Αφήνοντας τα ε→ 0, N →∞ και a→∞ και ϑεωρώντας µια
ακολουθία {sj}j>0 πυκνή στο (0,∞), παίρνουµε την (2.3.10).

Το ίδιο επιχείρηµα περνάει στον Rn: εκµεταλλευόµαστε το γεγονός ότι το µέτρο Ber-
noulli και το µέτρο του Gauss είναι µέτρα γινόµενα και το γεγονός ότι ο γραµµικός χώρος
που παράγεται από τις συναρτήσεις γινόµενα f(x1, . . . xn) =

∏n
j=1 fj(xj) είναι οµοιόµορ-

ϕα πυκνός στο χώρο των Lipschitz συναρτήσεων µε συµπαγή ϕορέα στον Rn.

2.3.2 Οι ανισότητες Burkholder-Gundy

΄Εστω (Uk)
N
k=0 ένα martingale ως προς τη διήθηση (Fk)Nk=0. Ορίζουµε την ακολουθία

διαφορών (dk)
N
k=0 ϑέτοντας d0 = M0 και

dk = Uk − Uk−1, 0 < k 6 N.

Παρατηρήστε ότι η dk είναι Fk-µετρήσιµη για κάθε 0 6 k 6 N και ότι

E(dk|Fk−1) = 0, k > 0.

Αντίστροφα, για κάθε ακολουθία (dk)
N
k=0 που έχει αυτές τις δύο ιδιότητες µπορούµε να

ορίσουµε ένα martingale ϑέτοντας Uk =
∑k

j=0 dj για κάθε 0 6 k 6 N .
Για κάθε martingale (Uk)

N
k=0 ορίζουµε την ανέλιξη τετραγωνικών συναρτήσεων (Sk)

N
k=0

του martingale ως εξής:

Sk =

 k∑
j=0

|dj |2
1/2

, k = 0, 1, . . . , N.

Για κάθε πραγµατικό ή µιγαδικό martingale στον L2, οι διαφορές dk και d` είναι ορθογώ-
νιες αν k 6= `. Αν k < ` τότε η dk και η µιγαδική συζυγής dk της dk είναι F`−1-µετρήσιµες,
άρα

E(dk · d`) = E(dk · E(d`|F`−1)) = 0.

΄Επεται ότι

(2.3.11) E |UN |2 =
N∑
k=0

E |dk|2 = E |SN |2.

Η ισότητα

‖UN‖2 = ‖SN‖2

είναι ειδική περίπτωση του ακόλουθου ϑεωρήµατος.
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Θεώρηµα 2.3.4 (Burkholder-Gundy). Για κάθε 1 < p <∞ υπάρχει σταθερά cp > 1 τέτοια

ώστε : για κάθε ακέραιο N > 1 και για κάθε πραγµατικό ή µιγαδικό martingale (Uk)
N
k=0

ισχύει

(2.3.12) c−1
p ‖UN‖p 6 ‖SN‖p 6 cp‖UN‖p.

Σε αυτήν την εργασία ϑα χρησιµοποιήσουµε µόνο ειδικές περιπτώσεις του Θεωρήµατος
2.3.4, οι οποίες µάλιστα προκύπτουν και από τα αποτελέσµατα που έχουµε ήδη συζητήσει.
΄Ενα τέτοιο αποτέλεσµα είναι το Θεώρηµα 2.3.5 παρακάτω, που είναι µια απλή περίπτωση
ενός ϑεωρήµατος του Burgess Davis.

Εισάγουµε πρώτα κάποια ορολογία. Λέµε ότι µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών
(mk)

N
k=0 είναι προβλέψιµη αν η m0 είναι F0-µετρήσιµη και η mk είναι Fk−1-µετρήσιµη

για κάθε 0 < k 6 N . Αν η (mk)
N
k=0 παίρνει πραγµατικές ή µιγαδικές τιµές και είναι

προβλέψιµη, και αν η (dk)
N
k=0 είναι µια ακολουθία διαφορών martingale τότε η (mkdk)

N
k=0

είναι επίσης ακολουθία διαφορών martingale διότι

E (mkdk|Fk−1) = mkE (dk|Fk−1) = 0.

Λέµε ότι το νέο martingale (Lk)
N
k=0 που ορίζεται από την Lk =

∑k
j=0mjdj προκύπτει ως

µετασχηµατισµός martingale.
Θεωρούµε µια δυαδική διήθηση (Fk)Nk=0 που παράγεται από µια ακολουθία (εk)

N
k=1

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών Bernoulli εk στον (Ω,F , P ). Η F0 είναι η τετριµµένη
άλγεβρα µε στοιχεία το ∅ και το Ω, και η Fk είναι η άλγεβρα που έχει 2k άτοµα της µορφής

(2.3.13) A = {ω ∈ Ω : εj(ω) = uj , j = 1, . . . , k},

όπου uj = ±1. Παρατηρήστε ότι για κάθε 1 6 k 6 N , κάθε πολλαπλάσιο akεk της εk είναι
µια ακολουθία διαφορών για το martingale UN =

∑N
k=1 akεk.

Παρατηρήστε ότι κάθε άτοµο A της Fk, όπως αυτά ορίστηκαν στην (2.3.13), έχει πιθα-
νότητα 2−k και χωρίζεται σε δύο άτοµα A± της Fk+1, τα A± := A∩{εk+1 = ±1}, ανάλογα
µε την τιµή της εk+1. Θεωρούµε την διαφορά dk+1 που αντιστοιχεί σε αυτές τις δυαδικές
άλγεβρες. Η συνάρτηση dk+1 πρέπει να έχει µέσο 0 στο άτοµο A της Fk και να είναι
σταθερή σε καθένα από τα δύο άτοµα A± της Fk+1 που περιέχονται στο A και έχουν το
ίδιο µέτρο P (A)/2. ΄Αρα, η dk+1 πρέπει να παίρνει δύο αντίθετες τιµές ±v στο A. ΄Επεται
ότι η |dk+1| είναι σταθερή στο A, άρα η |dk+1| είναι Fk-µετρήσιµη, το οποίο σηµαίνει ότι η
(|dk|)Nk=0 είναι προβλέψιµη. Ονοµάζουµε Bernoulli martingale κάθε martingale (Uk)

N
k=0

ως προς την δυαδική διήθηση (Fk)Nk=0.
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Θεώρηµα 2.3.5. Για κάθε 1 6 p 6 2 και για κάθε πραγµατικό ή µιγαδικό Bernoulli

martingale (Uk)
N
k=0 έχουµε

1

6
‖U∗N‖p 6 ‖SN‖p 6 6‖U∗N‖p.

Απόδειξη. Θεωρούµε την περίπτωση p = 1. Θα προσπαθήσουµε να µεταφέρουµε το πρό-
ϐληµα στον L2, όπου ‖SN‖2 = ‖UN‖2 από την (2.3.11), και για το σκοπό αυτό ουσιαστικά
διαιρούµε την f = UN ∈ L1 µε ένα «γονέα» της

√
|f | για να πάρουµε µια συνάρτηση

«όµοια» µε την
√
|f | στον L2. Στη συνέχεα εφαρµόζουµε γνωστά αποτελέσµατα στον L2,

και τελικά επιστρέφουµε στον L1 πολλαπλασιάζοντας µε κατάλληλη L2 συνάρτηση.
΄Εστω (Uk)

N
k=0 ένα Bernoulli martingale. Γνωρίζουµε ότι η (|dk|)nk=0 είναι προβλέψιµη,

όπως και η (Sk)
N
k=0. Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό martingale Lk =

∑k
j=0 S

−1/2
j dj . Στον

L2 γνωρίζουµε ότι E|LN |2 =
∑N

j=0 E(S−1
j |dj |2). Επίσης, S−1

0 |d0|2 = S0 και S−1
j |dj |2 6

2(Sj − Sj−1) για κάθε j > 1, διότι αν ϑέσουµε t = S2
j−1 και h = |dj |2 έχουµε

2(
√
t+ h−

√
t) =

∫ t+h

t
u−1/2du > h(t+ h)−1/2.

΄Επεται ότι

(2.3.14) E|LN |2 6 2E(SN ).

Παρατηρούµε ότι ∣∣∣ s∑
j=0

S
−1/2
j dj

∣∣∣ = |Ls| 6 L∗N

και ∣∣∣ s∑
j=r+1

S
−1/2
j dj

∣∣∣ = |Ls − Lr| 6 2L∗N

για κάθε 0 6 r < s 6 N . Πολλαπλασιαζοντας όρο προς όρο την ακολουθία (S
−1/2
k dk)

N
k=0

µε την αύξουσα ακολουθία (S
1/2
k )Nk=0 και χρησιµοποιώντας άθροιση κατά µέρη ϐλέπουµε

ότι για κάθε s 6 N ισχύει

|Us| =
∣∣∣ s∑
j=0

dj

∣∣∣ 6 S1/2
s sup

06r6s

∣∣∣ s∑
j=r

S
−1/2
j dj

∣∣∣ 6 2S
1/2
N L∗N ,

και U∗N 6 2S
1/2
N L∗N . Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz, την ανισότητα του Doob µε

p = 2 και την (2.3.14) συµπεραίνουµε ότι

EU∗N 6 2(ESN )1/2‖L∗N‖2 6 22(ESN )1/2‖LN‖2 6 25/2ESN 6 6ESN .
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Για την περίπτωση 1 < p < 2 χρησιµοποιούµε το ίδιο περίπου επιχείρηµα.
Για την δεξιά ανισότητα, χρησιµοποιούµε παρόµοια µέθοδο, ϑεωρώντας την αύξουσα

προβλέψιµη ακολουθία (Ak)
N
k=0 που ορίζεται από τις A0 = |d0| = |U0| και

Ak = max(Ak−1, U
∗
k−1 + |dk|) > |Uk|, k = 1, . . . , N,

και τον µετασχηµατισµό martingale Lk =
∑k

j=0A
−1/2
j dj , k = 0, . . . , N . Παρατηρούµε ότι

|dk| 6 |Uk|+ |Uk−1| 6 2U∗N , άρα AN 6 3U∗N . Θέτοντας dk = Uk −Uk−1 και χρησιµοποιώ-
ντας άθροιση κατά µέρη παίρνουµε

|LN | =
∣∣∣A−1/2

N UN +
N−1∑
k=0

Uk(A
−1/2
k −A−1/2

k+1 )
∣∣∣

6 A
1/2
N +

N−1∑
k=0

Ak(A
−1/2
k −A−1/2

k+1 )

6 A
1/2
N +

N−1∑
k=0

(
√
Ak+1 −

√
Ak) 6 2A

1/2
N ,

αν λάβουµε υπόψη την στοιχειώδη ανισότητα u2(u−1 − v−1) 6 v − u για 0 < u 6 v.
Γνωρίζουµε ότι

E
( N∑
k=0

A−1
k |dk|

2
)

= E|LN |2 6 4EAN ,

και µπορούµε να επιστρέψουµε στον L1 συνδυάζοντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz µε
την απλή ανισότητα

∑N
k=0 |dk|2 6 AN

∑N
k=0A

−1
k |dk|

2. ΄Ετσι, παίρνουµε

ESN = E
( N∑
k=0

|dk|2
)1/2

6 (EAN )1/2‖LN‖2 = 2EAN 6 6‖U∗N‖1,

και η απόδειξη (στην περίπτωση p = 1) είναι πλήρης.

2.3.3 Αρχή της ανάκλασης

΄Εστω (Bs)s>0 µια κίνηση Brown στο R, ορισµένη στον χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ), µε
διήθηση την (Fs)s>0. Υποθέτουµε ότι B0 = 0, σταθεροποιούµε έναν πραγµατικό αριθµό
v > 0 και συµβολίζουµε µε Sv(ω) την πρώτη χρονική στιγµή κατά την οποία η τροχιά
s 7→ Bs(ω), η οποία είναι συνεχής σχεδόν για κάθε ω ∈ Ω, ϕτάνει στο σηµείο v. Είναι
ϕανερό ότι αν µας δοθεί κάποιο s0 > 0 τότε {Bs0 > v} ⊂ {Sv 6 s0}, άρα

P (Sv 6 s0) > P (Bs0 > v) = P (B1 > v/
√
s0) =

1√
2π

∫ ∞
v/
√
s0

e−y
2/2dy.
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Θα δείξουµε ότι, στην πραγµατικότητα,

P (Sv 6 s0) = 2P (Bs0 > v) =
2√
2π

∫ ∞
v/
√
s0

e−y
2/2dy.

Αυτό αποδεικνύει, µεταξύ άλλων, ότι η Sv είναι πεπερασµένη σχεδόν για κάθε ω ∈ Ω, διότι

P (Sv <∞) =
2√
2π

∫ ∞
0

e−y
2/2dy = 1.

Η απόδειξη του ισχυρισµού χρησιµοποιεί την αρχή της ανάκλασης της κίνησης Brown
µετά από έναν χρόνο διακοπής τ . Ο χρόνος διακοπής είναι µια τυχαία µεταβλητή τ µε
τιµές στο [0,∞], τέτοια ώστε για κάθε t > 0 το ενδεχόµενο {τ 6 t} να ανήκει στη σ-
άλγεβρα Ft του παρελθόντος της χρονικής στιγµής t. ∆ιαισθητικά, ένας χρόνος διακοπής
αντιστοιχεί στην απόφαση να εγκαταλείψει την χρονική στιγµή τ(ω), που µπορεί να πάρει
ένας παρατηρητής που ακολουθεί ένα µονοπάτι t 7→ Xt(ω) της στοχαστικής ανέλιξης
(Xt)t>0 από την χρονική στιγµή t = 0, γνωρίζοντας µόνο τι έχει συµβεί στη διαδροµή του
από την χρονική στιγµή 0 µέχρι την παρούσα χρονική στιγµή. Ο τυχαίος χρόνος Sv δίνει
ένα ωραίο παράδειγµα χρόνου διακοπής, ο οποίος ακολουθεί έναν πολύ απλό κανόνα:
διακόπτουµε όταν ϕτάσουµε στο σηµείο v > 0.

Η κίνηση Brown ανακλάται µετά από την τυχαία χρονική στιγµή τ , αλλάζει την κατεύ-
ϑυνσή της, και η τροχιά της είναι η συµµετρική της αρχικής τροχιάς ως προς το σηµείο
(Bτ )(ω) := Bτ(ω)(ω) στο οποίο είχε ϕτάσει την χρονική στιγµή τ(ω). Συµβολίζουµε µε
(Bτ

s )s>0 την «ανακλασθείσα» κίνηση Brown

Bτ
s (ω) = Bs(ω) αν 0 6 s 6 τ(ω),

Bτ
s (ω) +Bs(ω)

2
= Bτ(ω)(ω) αν s > τ(ω).

ΗBτ είναι κι αυτή κίνηση Brown. Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε πρώτα τον απλούστερο χρόνο
διακοπής και την απλούστερη ανάκλαση, επιλέγοντας ένα σύνολο A1 στην Fs1 . Ορίζουµε
έναν χρόνο διακοπής τ1 ίσο µε s1 το A1 και ίσο µε ∞ αλλιώς. Η αντίστοιχη ανάκλαση
δίνεται από τις

Bτ1
s (ω) = Bs(ω) αν 0 6 s 6 s1 ή ω /∈ A1

και
Bτ1
s (ω) +Bs(ω)

2
= Bs1(ω) αν; s > s1 και ω ∈ A1.

Εύκολα ελέγχουµε ότι η (Bτ1
s )s>0 είναι κίνηση Brown. Εαναλαµβάνοντας αυτήν την δια-

δικασία µπορούµε να ϕτάσουµε σε διακριτούς χρόνους διακοπής και περνώντας στο όριο
να µελετήσουµε γενικούς χρόνους διακοπής. Πράγµατι, κάθε χρόνος διακοπής τ προ-
σεγγίζεται από τον πρώτο χρόνο τk > τ για τον οποίο ο 2kτk είναι ακέραιος, δηλαδή τον
τk = b2kτc+1

2k
, για κάθε k ∈ N.
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Μια άλλη σηµαντική ιδιότητα που µπορούµε να ελέγξουµε ακολουθώντας την ίδια
διαδικασία είναι η εξής: αν τ είναι ένας σχεδόν ϐεβαίως πεπερασµένος χρόνος διακοπής,
τότε η ανέλιξη «που ξαναρχίζει την χρονική στιγµή τ », η οποία ορίζεται από την Xs =

Bτ+s −Bτ , δηλαδή Xs(ω) = Bτ(ω)+s(ω)−Bτ(ω)(ω), είναι κίνηση Brown.
Θεωρούµε την ανακλασθείσα κίνηση Brown µετά από τον χρόνο διακοπής Sv, όπου v >

0. Αφού τα µονοπάτια της κίνησης Brown είναι συνεχή και B0 = 0, έχουµε BSv(ω)(ω) = v

και για κάθε s0 > 0 το ενδεχόµενο {Bs0 > v} περιέχεται στο {Sv < s0}. Επίσης, το
ενδεχόµενο {BSv

s0 > v} περιέχεται στο {Sv < s0} και είναι ξένο προς το {Bs0 > v}.
Μάλιστα, αφού στο σύνολο {Sv < s0} έχουµε BSv

s0 +Bs0 = 2v, συµπεραίνουµε ότι

{Sv < s0} \ {Bs0 > v} = {BSv
s0 > v}.

Το ενδεχόµενο {BSv
s0 > v} έχει την ίδια πιθανότητα µε το {Bs0 > v}, διότι η (BSv

s )s>0 είναι
κίνηση Brown, και P (Sv = s0) 6 P (Bs0 = v) = 0. Συνεπώς,

P (Sv 6 s0) = P (Sv < s0) = 2P (Bs0 > v) =
2√
2π

∫ ∞
0

e
− u2

2s0 du.

΄Επεται ότι, για κάθε s > 0,

P (Sv 6 s) = P

(
sup

06u6s
Bu > v

)
=

2√
2π

∫ ∞
v/
√
s
e−y

2/2dy.

Αυτό αποδεικνύει ότι η πυκνότητα hv της κατανοµής της Sv είναι η

(2.3.15) hv(s) = 1s>0
vs−3/2

√
2π

e−
v2

2s , s ∈ R.

2.4 Η ηµιοµάδα Poisson

Υπενθυµίζουµε ότι η κλάση του Schwartz S(Rn) αποτελείται από όλες τις C∞ συναρτήσεις
ϕ για τις οποίες η (1 + |x|k)ϕ`(x) είναι ϕραγµένη στον Rn για όλους τους ακεραίους
k, ` > 0. Συµβολίζουµε µε (Pt)t>0 την ηµιοµάδα Poisson στον Rn, η οποία ορίζεται για
κάθε f ∈ S(Rn) από την

(2.4.1) (Ptf)(x) = u(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

όπου u(x, t) είναι η αρµονική επέκταση της f στον άνω ηµίχωρο

H = {(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ Rn, t > 0}.

Για κάθε x ∈ Rn έχουµε u(x, 0) = f(x), ∆u(x, t) = 0 όταν t > 0, και η u είναι συνεχής
στον H+. Η ιδιότητα της ηµιοµάδας Pt+s = PtPs δικαιολογείται από το γεγονός ότι η
αρµονική επέκταση της fs(x) = u(x, s) είναι η συνάρτηση v(x, t) = u(x, t+ s).
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Η ηµιοµάδα Poisson συνδέεται στενά µε την κίνηση Brown (Bs)s>0 στον Rn+1. Αν
η (Bs)s>0 ξεκινάει την χρονική στιγµή s = 0 από το σηµείο (x0, t0), όπου x0 ∈ Rn και
t0 > 0, γνωρίζουµε ότι σχεδόν όλα τα µονοπάτια s 7→ Bs(ω) ϑα χτυπήσουν το υπερεπίπεδο
H0 = {t = 0} κάποια χρονική στιγµή τt0(ω) < ∞. Αν αναλύσουµε την Bs στη µορφή
(x0 + Xs, t0 + Ts), τότε η Ts είναι µια µονοδιάστατη κίνηση Brown η οποία ξεκινάει από
το 0 τη χρονική στιγµή 0, και η Xs είναι µια n-διάστατη κίνηση Brown η οποία ξεκινάει
από το 0 στον Rn και είναι ανεξάρτητη από την Ts. Ο χρόνος τt0 είναι η πρώτη χρονική
στιγµή s > 0 για την οποία Ts = −t0. Αν η f είναι συνεχής και ϕραγµένη στον Rn τότε
µπορούµε να δούµε ότι η αρµονική επέκταση u της f στον άνω ηµίχωρο δίνεται από την

u(x0, t0) = EF (Bτt0 ) = E f(x0 +Xτt0
) =

∫
Ω
f(x0 +Xτt0 (ω)(ω)) dP (ω),

όπου η F ορίζεται στο υπερεπίπεδο H0 του Rn+1 από τη σχέση F (x, 0) = f(x) για κάθε
x ∈ Rn. Το µέτρο πιθανότητας Poisson Pt0(x)dx στον Rn είναι η κατανοµή της Xτt0

, της
κίνησης Brown (Xs) που ξεκινάει από το 0 ∈ Rn και σταµατάει τη στιγµή τt0 , όταν η Bs
ϕτάνει στο H0. Χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο Pt για την ηµιοµάδα, για την κατανοµή
Poisson στον Rn και για την πυκνότητά της, Pt(x). Ο τελεστής Pt είναι η συνέλιξη µε το
αντίστοιχο µέτρο πιθανότητας, εποµένως δρα στον Lp(Rn) για κάθε 1 6 p 6∞.

Η κατανοµή της τt0 είναι η ίδια µε την κατανοµή της πρώτης χρονικής στιγµής St0 κατά
την οποία η µονοδιάστατη κίνηση Brown που ξεκινάει από το 0 ϕτάνει στο t0 > 0, και από
την (2.3.15) γνωρίζουµε την πυκνότητα ht της κατανοµής της St. Η κατανοµή Poisson Pt

στον Rn προκύπτει ως συνδυασµός των Gaussian κατανοµών Xs στον Rn σύµφωνα µε την
κατανοµή της St. Στο χωρίο του Ω όπου s0 6 τt 6 s0 + δs, η x-συντεταγµένη του σηµείου
Bs = (Xs, t+Ts) την χρονική στιγµή τt είναι περίπου ίση µεXs0 , µε πιθανότητα της τάξης
της ht(s0)δs, και η (Xs)s>0 είναι ανεξάρτητη από την τt. Αυτό το σηµείο x = Xs0 είναι το
σηµείο στο οποίο η Bs αγγίζει το υπερεπίπεδο H0, γνωρίζοντας ότι τt ∼ s0. Αυτό έχει σαν
συνέπεια το ότι η µεγιστική συνάρτηση της ηµιοµάδας Poisson κυριαρχείται από αυτήν
της Gaussian ηµιοµάδας (Gs)s>0 στον Rn. Πράγµατι, από την (2.3.15) ϐλέπουµε ότι η Pt
είναι «στην κλειστή κυρτή ϑήκη» της Gaussian ηµιοµάδας, αφού

(2.4.2) Pt =

∫ ∞
0

Gs
ts−3/2

√
2π

e−
t2

2sds.

΄Επεται ότι

|Pt ∗ f | 6
∫ ∞

0
|Gs ∗ f |

ts−3/2

√
2π

e−
t2

2sds 6 sup
u>0
|Gu ∗ f |.

Παίρνουµε έτσι, από την αντίστοιχη Gaussian εκτίµηση (2.3.10), µια εκτίµηση για τη
µεγιστική συνάρτηση της ηµιοµάδας Poisson, η οποία είναι ανεξάρτητη από τη διάσταση:
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Θεώρηµα 2.4.1. Για κάθε f ∈ Lp(Rn) ισχύει

(2.4.3)
∥∥∥∥ sup
t>0
|Ptf |

∥∥∥∥
Lp(Rn)

6
p

p− 1

(∫
Rn
|f(x)|pdx

)1/p

.

Παρατηρήσεις 2.4.2. (α) Ο Stein απέδειξε το Θεώρηµα 2.4.1 µε διαφορετικές σταθε-
ϱές και µε έναν λίγο διαφορετικό τρόπο. ∆εν χρησιµοποιούσε την Gaussian µεγιστική
συνάρτηση, αλλά εφάρµοζε τη µεγιστική ανισότητα του Hopf (Θεώρηµα 2.2.3) στην Gaus-
sian ηµιοµάδα, αφού είχε προηγουµένως αποδείξει ότι η Poisson µεγιστική συνάρτηση
P ∗f = supt>0 |Ptf | ϕράσσεται από ένα µέσο όρο παραστάσεων της µορφής 1

t

∫ t
0 (Gsf)ds

τις οποίες µπορούσε να ελέγξει µέσω της ανισότητας του Hopf.

(ϐ) Η ταυτότητα (2.4.2) δείχνει ότι οι περιθώριες κατανοµές της Pt είναι επίσης κατανοµές
Poisson: πράγµατι, αυτό προκύπτει αν παρατηρήσουµε ότι η κατανοµή ανάµειξης, η
οποία έχει πυκνότητα την ht, δεν εξαρτάται από τη διάσταση n και οποιαδήποτε ορθογώνια
προβολή µιας Gaussian κατανοµής N(0, σ2Idn) είναι επίσης Gaussian κατανοµή, µε την
ίδια διασπορά.

(γ) Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε την πυκνότητα της κατανοµής Pt για κάθε t > 0,
γράφοντας

Pt(x) =

∫ ∞
0

e−
|x|2
2s (2πs)−n/2

ts−3/2

√
2π

e−
t2

2sds

= t

∫ ∞
0

(2πs)−n/2−1/2e−
t2+|x|2

2s
ds

s
, x ∈ Rn.

Θέτοντας u = s/(t2 + |x|2) και στη συνέχεια v = 1/(2u), παίρνουµε

Pt(x) = t
(
π(t2 + |x|2)

)−(n+1)/2
∫ ∞

0
e−vv(n+1)/2dv

v
.

Ο πυρήνας του Poisson Pt δίνεται λοιπόν από τον τύπο

(2.4.4) Pt(x) =
Γ
(
n+1

2

)
π(n+1)/2

t

(t2 + |x|2)(n+1)/2
, x ∈ Rn, t > 0.

Για n = 1, ο πυρήνας του Poisson είναι ο πυρήνας του Cauchy, ο οποίος είναι ίσος µε

(2.4.5) Pt(x) =
t

π(t2 + x2)
, x ∈ R, t > 0.

2.5 Συναρτήσεις Littlewood-Paley, πολλαπλασιαστές Fourier,

µετασχηµατισµός Riesz

΄Εστω f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Για κάθε ξ ∈ Rn ορίζουµε

f̂(ξ) =

∫
Rn
f(x)e−2πi〈x,ξ〉dx.
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Αντίστοιχα, αν µ είναι ένα ϕραγµένο µέτρο στον Rn, ορίζουµε

µ̂(ξ) =

∫
Rn
e−2πi〈x,ξ〉dµ(x).

Από το ϑεώρηµα του Plancherel η απεικόνιση f 7→ f̂ από τον L1(Rn)∩L2(Rn) στον L2(Rn)

επεκτείνεται σε έναν ορθοµοναδιαίο τελεστή F του L2(Rn). Ο αντίστροφος τελεστής F−1

απεικονίζει την g ∈ L2(Rn) στην x 7→ (Fg)(−x). Θα γράφουµε g∨ := F−1(g).
Το ϑεώρηµα Plancherel-Parseval επεκτείνεται σε συναρτήσεις f που παίρνουν τιµές σε

έναν Ευκλείδειο χώρο F , δίνοντας µια ισοµετρία από τον L2(Rn, F ) στον εαυτό του. Για
την απόδειξη αρκεί να κοιτάξουµε τις συντεταγµένες σε µια ορθοκανονική ϐάση του F .

Με αυτήν την κανονικοποίηση του µετασχηµατισµού Fourier έχουµε

γ̂n(ξ) = e−2π2|ξ|2 , ξ ∈ Rn,

και ο µετασχηµατισµός Fourier του πυρήνα του Poisson Pt στον Rn ισούται µε e−2πt|ξ|

για κάθε ξ ∈ Rn. Πράγµατι, αφού οι περιθώριες κατονοµές της Pt στο R είναι κατανοµές
Cauchy µε την ίδια παράµετρο t, από το ϑεώρηµα υπολοίπων ϐλέπουµε ότι

P̂t(ξ) =

∫
R

te−2πis|ξ|

π(t2 + s2)
ds = e−2πt|ξ|.

Γνωρίζοντας τον µετασχηµατισµό Fourier P̂t έχουµε άλλον έναν τρόπο να επαληθεύσουµε
την ιδιότητα ηµιοµάδας Ps ∗ Pt = Ps+t για τις κατανοµές Poisson. Από τον τύπο αντι-
στροφής του Fourier ϐλέπουµε επίσης ότι η αρµονική επέκταση u(x, t) = (Ptf)(x) µιας
f ∈ S(Rn), την οποία ϑεωρήσαµε στην (2.4.1), γράφεται στη µορφή

(2.5.1) u(x, t) =

∫
Rn
e−2πt|ξ|f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ, x ∈ Rn, t > 0.

2.5.1 Συναρτήσεις Littlewood-Paley

Η συνάρτηση Littlewood-Paley g(f) η οποία αντιστοιχεί σε µια συνάρτηση f στον Rn

ορίζεται για κάθε x ∈ Rn από την

g(f)(x) =

(∫ ∞
0
|t∇u(x, t)|2dt

t

)1/2

,

όπου u είναι η αρµονική επέκταση της f στον άνω ηµίχωρο του Rn+1, και∇u είναι η κλίση
της u στον Rn+1. Για κάθε f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞ ισχύει

(2.5.2)
1

cp
‖f‖p 6 ‖g(f)‖p 6 cp‖f‖p,
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όπου cp > 0 είναι µια σταθερά που εξαρτάται µόνο από το p. Θα χρειαστούµε µια παραλ-
λαγή της συνάρτησης Littlewood-Paley g(f), η οποία ορίζεται από την

(2.5.3) g1(f)2 =

∫ ∞
0

∣∣∣∣t ∂∂tPtf
∣∣∣∣2 dt

t
.

Αφού η ∂
∂t(Ptf) είναι µία από τις συντεταγµένες του διανύσµατος ∇u, είναι ϕανερό ότι

g1(f) 6 g(f). Γενικότερα, ο Stein [14] ϑεωρεί, για κάθε k > 1, την

gk(f)2 =

∫ ∞
0

∣∣∣∣tk ∂k∂tkPtf
∣∣∣∣2 dt

t
.

Για κάθε j ∈ Z ορίζουµε Qj = P2j − P2j+1 . Από την

∑
j∈Z
|Qjf |2 =

∑
j∈Z

∣∣∣∣∣
∫ 2j+1

2j

(
∂

∂t
Ptf

)
dt

∣∣∣∣∣
2

και από την ανισότητα Cauchy-Schwarz ϐλέπουµε ότι∑
j∈Z
|Qjf |2 6

∑
j∈Z

2j
∫ 2j+1

2j

∣∣∣∣ ∂∂tPtf
∣∣∣∣2 dt 6∑

j∈Z

∫ 2j+1

2j

∣∣∣∣ ∂∂tPtf
∣∣∣∣2 t dt = g1(f)2.

Από την (2.5.2) συµπεραίνουµε ότι για κάθε 1 < p < ∞ υπάρχει σταθερά bp, ανεξάρτητη
από την διάσταση n, τέτοια ώστε

(2.5.4)

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|Qjf |2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
p

6 bp‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp(Rn).
Το ίδιο επιχείρηµα δίνει παρόµοια ανισότητα, µε διαφορετική σταθερά που εξαρτάται

από τον c > 1, για διαφορές της µορφής Q̃j = Ptj −Ptj−1 , όπου (tj)j∈Z είναι µια αύξουσα
ακολουθία πραγµατικών αριθµών που ικανοποιούν την tj+1 6 ctj για κάθε j. Επίσης,
ανισότητα αντίστοιχη µε την (2.5.4) ισχύει για την Gaussian ηµιοµάδα (Gt)t>0 (αυτήν
χρησιµοποιεί, ουσιαστικά, ο Bourgain στη δουλειά του για τον κύβο).

Παρατηρούµε ότι, για κάθε ξ 6= 0, ο µετασχηµατισµός Fourier P̂2j = e−2j+1π|ξ| τείνει
στο 1 όταν j → −∞ και στο 0 όταν j → +∞. ΄Αρα,∑

j∈Z
Q̂j(ξ) = 1

και οι τελεστές συνέλιξης, τους οποίους συµβολίζουµε επίσης µε Qj , ικανοποιούν την

(2.5.5)
∑
j∈Z

Qj = Id.
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Η σχέση των συναρτήσεων Littlewood-Paley µε τους µεγιστικούς τελεστές. Ο Stein εξηγεί
πώς µπορούµε να πάρουµε Lp εκτιµήσεις για διάφορες µεγιστικές συναρτήσεις, που σχετί-
Ϲονται µε κάποια ηµιοµάδα, χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις Littlewood-Paley. Θεωρού-
µε µια συνεχή συνάρτηση ϕ ορισµένη στην ηµιευθεία [0,∞), παραγωγίσιµη στο (0,∞),
και συµβολίζουµε µε Φ την παράγουσά της για την οποία Φ(0) = 0. Για κάθε t > 0 έχουµε

tϕ(t) =

∫ t

0
(sϕ(s))′ds =

∫ t

0
ϕ(s) ds+

∫ t

0
sϕ′(s) ds = Φ(t) +

∫ t

0
sϕ′(s) ds.

Συγκρίνοντας την L1 µε την L2 νόρµα, έχουµε∫ t

0
|sϕ′(s)| ds

t
6

(∫ t

0
|sϕ′(s)|2ds

t

)1/2

6

(∫ t

0
|sϕ′(s)|2ds

s

)1/2

.

΄Επεται ότι

|ϕ(t)| 6 |Φ(t)|
t

+

(∫ ∞
0
|sϕ′(s)|2ds

s

)1/2

, t > 0.

Συνεπώς,

sup
t>0
|ϕ(t)| 6 sup

t>0

|Φ(t)|
t

+

(∫ ∞
0
|sϕ′(s)|2ds

s

)1/2

, t > 0.

Αν ϕ(s) = (Psf)(x) για κάποιο x ∈ Rn, το άνω ϕράγµα παίρνει τη µορφή

sup
t>0
|(Ptf)(x)| 6 sup

t>0

1

t

∣∣∣∣∫ t

0
(Psf)(x) ds

∣∣∣∣+ g1(f)(x).

Μπορούµε επίσης να ελέγξουµε την Lp-νόρµα, για 1 < p < ∞, της µεγιστικής συνάρτη-
σης της ηµιοµάδας Poisson, χρησιµοποιώντας τη µεγιστική ανισότητα του Hopf και την
εκτίµηση για τη συνάρτηση Littlewood-Paley. Αυτό γίνεται εύκολα στον L2, ειδικά αν ο L2

έχει µια ορθοκανονική ϐάση (fj) τέτοια ώστε Ptfj = e−tλjfj για κάθε j, όπου λj > 0, κάτι
που π.χ. συµβαίνει για την Λαπλασιανή σε ένα ϕραγµένο χωρίο Ω ⊂ Rn. Αν f =

∑
j ajfj

στον L2(Ω), τότε έχουµε Ptf =
∑

j aje
−λjtfj , και∫

Ω
g1(f)(x)2dx =

∫ ∞
0

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
∑
j

ajtλje
−tλjfj(x)

∣∣∣∣∣∣
2

dx
dt

t

=

∫ ∞
0

∑
j

|aj |2t2λ2
je
−2tλj

 dt

t

=
∑
j

|aj |2
∫ ∞

0
t2λ2

je
−2tλj

dt

t

=

(∫ ∞
0

u2e−2udu

u

) ∑
λj>0

|aj |2

6
1

4
‖f‖22.
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Για τις άλλες συναρτήσεις Littlewood-Paley gk(f), µε τον ίδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι

∫
Ω
gk(f)(x)2dx =

∫ ∞
0

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
∑
j

ajt
kλkj e

−tλjfj(x)

∣∣∣∣∣∣
2

dx
dt

t

=
∑
j

|aj |2
∫ ∞

0
t2kλ2k

j e
−2tλj

dt

t

6
Γ(2k)

4k
‖f‖22.

Στην περίπτωση Ω = Rn, µπορούµε να καταλήξουµε στο ίδιο συµπέρασµα γράφοντας∫
Rn
gk(f)(x)2dx = (2π)2k

∫ ∞
0

∫
Rn
|f̂(ξ)tk|ξ|ke−2πt|ξ||2dξ dt

t
=

Γ(2k)

4k
‖f‖22.

2.5.2 Πολλαπλασιαστές Fourier

Για κάθε g : Rn → R ορίζουµε

(2.5.6) g(λ)(x) = λ−ng(λ−1x) και g[λ](x) = g(λx).

Εύκολα ελέγχουµε ότι αν η g είναι ολοκληρώσιµη και η h είναι ϕραγµένη, τότε∫
Rn
g(λ)(x)h(x)dx =

∫
Rn
g(y)h[λ](y)dy

και
ĝ(λ)(ξ) = ĝ(λξ)

για κάθε ξ, δηλαδή ĝ(λ) = ĝ[λ].
Αν µ είναι ένα µέτρο, τότε για κάθε λ > 0 ορίζουµε το µέτρο µ(λ) µέσω της

(2.5.7)
∫
Rn
f(x)dµ(λ)(x) =

∫
Rn
f(λx) dµ(x)

για κάθε συνεχή f µε συµπαγή ϕορέα. Στην περίπτωση που dµ(x) = g(x)dx, έχουµε
dµ(λ)(x) = g(λ)(x)dx.

΄Εστω m µια ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση στον Rn. Από την ταυτότητα Plancherel-
Parseval, για κάθε f ∈ L2(Rn) έχουµε f̂ ∈ L2(Rn). Επίσης, η ξ 7→ m(ξ)f̂(ξ) ανήκει στον
L2(Rn), άρα είναι ο µετασχηµατισµός Fourier κάποιας συνάρτησης Tmf ∈ L2(Rn). Ορί-
Ϲεται έτσι ένας τελεστής Tm στον L2(Rn) αν ορίσουµε την Tmf µέσω του µετασχηµατισµού
Fourier της:

(2.5.8) T̂mf(ξ) = m(ξ)f̂(ξ), ξ ∈ Rn.
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΄Εστω Pm ο τελεστής πολλαπλασιασµού µε την Pm, δηλαδή Pmϕ = mϕ. Ο τελεστής
Tm = F−1PmF είναι ϕραγµένος στον L2(Rn) διότι, από την ταυτότητα Parseval έχουµε

(2.5.9)
∫
Rn
|(Tmf)(x)|2dx =

∫
Rn
|m(ξ)|2|f̂(ξ)|2dξ 6 ‖m‖2∞‖f‖22.

Λέµε ότι ο Tm είναι o τελεστής που αντιστοιχεί στον πολλαπλασιαστή m.
Ο πολλαπλασιαστής m και οι m[λ](ξ) = m(λξ) ορίζουν τελεστές της ίδιας νόρµας στον

Lp. Παρατηρούµε ότι (
Tm[λ]

f(λ)

)̂
(ξ) = m(λξ)f̂(λξ),

άρα
Tm[λ]

f(λ) = (Tmf)(λ).

Θεωρούµε τον τελεστή Sλ(f) = f(λ). Για κάθε p > 1 έχουµε ότι ο Sλ,p := λn/qSλ, όπου q
είναι ο συζυγής εκθέτης του p, είναι ισοµετρική εµφύτευση του Lp(Rn) στον εαυτό του. Η
Sλ ◦ Tm = Tm[λ]

◦ Sλ γράφεται στη µορφή

(2.5.10) Tm[λ]
= Sλ,pTmS

−1
λ,p

και αυτό δείχνει ότι οι Tm και Tm[λ]
έχουν την ίδια νόρµα στον Lp. Γενικότερα, ανM =

(m(j))j∈J είναι µια οικογένεια πολλαπλασιαστών και αν TMf = supj∈J |Tm(j)f |, ϑέτοντας
M[λ] = (m

(j)
[λ] )j∈J έχουµε πάλι

(2.5.11) TM[λ]
= Sλ,pTMS

−1
λ,p

διότι ο Sλ αντιµετατίθεται µε τον f 7→ |f | και Sλ
(
supj∈J fj

)
= supj∈J Sλfj . ΄Επεται ότι οι

TM και TM[λ]
έχουν την ίδια νόρµα στον Lp.

Για κάθε πολλαπλασιαστή m συµφωνούµε να γράφουµε

‖m‖p→p := ‖Tm‖p→p.

Το επόµενο λήµµα είναι άµεση συνέπεια της ‖m[λ]‖p→p = ‖m‖p→p:

Λήµµα 2.5.1. ΄Εστω 1 6 p 6∞ και έστω m(ξ) ένας Lp-πολλαπλασιαστής. Αν ψ είναι µια

ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο (0,∞), τότε ο πολλαπλασιαστής N που ορίζεται από την

N(ξ) =

∫ ∞
0

ψ(λ)m(λξ)dλ, ξ ∈ Rn,

είναι Lp-πολλαπλασιαστής, και

‖N‖p→p 6 ‖ψ‖L1(0,∞)‖m‖p→p.
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Παρατηρήστε ότι οι πολλαπλασιαστικοί τελεστές αντιµετατίθενται µεταξύ τους, καθώς
και µε τις µεταφορές και τις παραγωγίσεις. Θα χρησιµοποιούµε συχνά την (2.5.9) στη
µορφή

(2.5.12) ‖m‖2→2 = ‖Tm‖2→2 6 ‖m‖∞.

Στην πραγµατικότητα αυτή η ανισότητα είναι ισότητα διότι, από την ταυτότητα Parseval, η
νόρµα του Tm στον L2 είναι ίση µε αυτήν του Pm, του τελεστή πολλαπλασιασµού µε την
m.

Αν K είναι ένας ολοκληρώσιµος πυρήνας στον Rn, ο K δρα µέσω της συνέλιξης στον
Lp(Rn) για κάθε 1 6 p 6∞, και από την κυρτότητα της Lp-νόρµας ϐλέπουµε εύκολα ότι

(2.5.13) ‖K ∗ f‖p 6 ‖K‖1‖f‖p.

Αφού η συνέλιξη της f µε την K αντιστοιχεί στον πολλαπλασιασµό της f̂ µε την K̂, έχουµε
έτσι ένα απλό παράδειγµα τελεστή που αντιστοιχεί σε έναν πολλαπλασιαστή: ο µετασχη-
µατισµός Fourier m = K̂ του K είναι πολλαπλασιαστής σε όλους τους χώρους Lp(Rn),
1 6 p 6∞. ΄Εχουµε

m(ξ) =

∫
Rn
K(x)e−2πi〈x,ξ〉dx, ξ ∈ Rn.

΄Εστω ξ 6= 0, θ = ξ/|ξ|, και ας γράψουµε x = y + sθ, όπου y ∈ θ⊥ και s ∈ R. Από το
ϑεώρηµα Fubini, για κάθε u ∈ R έχουµε

m(uξ) =

∫
R

(∫
θ⊥
K(y + sθ)dy

)
e−2πisu|ξ|ds.

Ορίζοντας

(2.5.14) ϕθ,K(s) =

∫
θ⊥
K(y + sθ)dy,

παίρνουµε

(2.5.15) m(uξ) =

∫
R
ϕθ,K(s)e−2πisu|ξ|ds =

∫
R

1

|ξ|
ϕθ,K

(
v

|ξ|

)
e−2πivudv.

Η συνάρτηση u 7→ m(uθ) είναι ο µετασχηµατισµός Fourier, στο R, της ϕθ,K .

Πολλαπλασιαστές τύπου Laplace. ΄Εστω F : (0,∞)→ R η οποία αναπαρίσταται στη µορφή

(2.5.16) F (λ) = λ

∫ ∞
0

e−λta(t) dt,
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όπου a είναι µια ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση στο (0,∞). Ο πολλαπλασιαστής τύπου

Laplace m(ξ) που αντιστοιχεί στην F ορίζεται από την

m(ξ) = F (|ξ|).

Παρατηρήστε ότι ‖F‖∞ 6 ‖a‖∞, οπότε η (2.5.12) δείχνει ότι ο πολλαπλασιαστής m τύ-
που Laplace που αντιστοιχεί στην F είναι ϕραγµένος στον L2 και ‖m‖2→2 6 ‖a‖∞. Το
αντίστοιχο αποτέλεσµα στον Lp οφείλεται στον Stein.

Θεώρηµα 2.5.2. ΄Εστω F η συνάρτηση της (2.5.16), όπου a είναι ϕραγµένη µετρήσιµη

συνάρτηση στο (0,∞), και έστωm ο πολλαπλασιαστής που ορίζεται από τηνm(ξ) = F (|ξ|).
Ο τελεστής Tm που αντιστοιχεί στον m είναι ϕραγµένος στον Lp(Rn), 1 < p <∞, και

‖Tm‖p→p 6 λp‖a‖∞,

όπου λp > 0 είναι µια σταθερά ανεξάρτητη από τη διάσταση n.

Η απόδειξη του Stein χρησιµοποιεί τις Lp ανισότητες για τις συναρτήσεις Littlewood-
Paley g1(f) και g2(f), και µια εκτίµηση της µορφής g1(Tmf) 6 Cg2(f).

Από το Θεώρηµα 2.5.2 προκύπτει ότι οι ϕανταστικές δυνάµεις του (−∆)1/2 δρουν στον
Lp(Rn), 1 < p < ∞, µε νόρµες ϕραγµένες ανεξάρτητα από τη διάσταση n. Πράγµατι,
ισχύει ο τύπος

(2.5.17) λib =
1

Γ(1− ib)
λ

∫ ∞
0

e−λtt−ibdt,

και για τη συνάρτηση a(t) = t−ib/Γ(1− ib) έχουµε

‖a‖∞ =

∣∣∣∣ 1

Γ(1− ib)

∣∣∣∣ =

(
sinh(πb)

πb

)1/2

6
eπ|b|/2√
1 + b2

,

οπότε το Θεώρηµα 2.5.2 µας δίνει, για κάθε b ∈ R,

(2.5.18)
∥∥∥ |ξ|ib∥∥∥

p→p
6 λp(1 + b2)−1/2eπ|b|/2

για κάθε 1 < p <∞.

2.5.3 Μετασχηµατισµός Riesz

Ο µετασχηµατισµός Riesz R στη µονοδιάστατη περίπτωση είναι ο µετασχηµατισµός Hilbert

H. Για κάθε f ∈ L2(R) ορίζεται από την

R̂f(ξ) = Ĥf(ξ) = − iξ
|ξ|
f̂(ξ), ξ 6= 0.
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Παρατηρούµε ότι ο µετασχηµατισµός R ορίζεται από έναν πολλαπλασιαστή που έχει στα-
ϑερό µέτρο ίσο µε 1, συνεπώς είναι ισοµετρικός και αντιστρέψιµος στον L2(R) από την
ταυτότητα Parseval. Πιο συγκεκριµένα, ο H είναι ορθοµοναδιαίος τελεστής στον L2(R),
µε αντίστροφο τονH−1 = −H. Αν ũ(x, t) είναι η αρµονική επέκταση τηςHf στο άνω ηµιε-
πίπεδο, η u(x, t)+iũ(x, t) είναι ολόµορφη συνάρτηση της µιγαδικής µεταβλητής z = x+it,
διότι ο µετασχηµατισµός Fourier της µηδενίζεται όταν ξ < 0, το οποίο συνεπάγεται, µε α-
ντιστροφή του µετασχηµατισµού Fourier, ότι η u(x, t) αναπαρίσταται σαν ολοκλήρωµα ως
προς ξ > 0 της ολόµορφης συνάρτησης e−2π|ξ|te2πiξ(x+it). Από ένα κλασικό ϑεώρηµα του
M. Riesz γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert είναι ϕραγµένος στον Lp(R) για κάθε
1 < p <∞.

Στις n διαστάσεις υπάρχουν n µετασχηµατισµοί Riesz Rj , οι οποίοι ορίζονται στον
L2(Rn) µέσω της

R̂jf(ξ) = − iξj
|ξ|
f̂(ξ), j = 1, . . . , n.

Χρησιµοποιώντας την
∥∥∥∥(∑n

j=1 |Rjf |2
)1/2

∥∥∥∥2

2

=
∑n

j=1 ‖Rjf‖22 και την ταυτότητα Parseval

ϐλέπουµε ότι

(2.5.19)

∥∥∥∥∥∥
( n∑
j=1

|Rjf |2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2.

Οι µετασχηµατισµοί Riesz είναι «οµαδικώς» ϕραγµένοι στον Lp(Rn) (το αποτέλεσµα αυτό
οφείλεται στον Stein, και µια άλλη απόδειξη δόθηκε από τους Duoandikoextea και Rubio
de Francia).

Θεώρηµα 2.5.3. Για κάθε 2 < p <∞ υπάρχει σταθερά cp > 0 τέτοια ώστε

(2.5.20)

∥∥∥∥∥∥
( n∑
j=1

|Rjf |2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
p

6 cp‖f‖p

για κάθε n και για κάθε f ∈ Lp(Rn).

Απόδειξη. Για κάθε µη µηδενικό διάνυσµα u ∈ Rn ϑεωρούµε στον L2(Rn) το µετασχηµα-
τισµό Hilbert στη διεύθυνση του u, ϑέτοντας

Ĥuf(ξ) = − i〈u, ξ〉
|〈u, ξ〉|

f̂(ξ) = −i sign(〈u, ξ〉)f̂(ξ), ξ ∈ Rn.

Από τη µονοδιάστατη περίπτωση ϐλέπουµε εύκολα ότι ο Hu δρα στον Lp(Rn) µε νόρµα
αυτήν του H στον Lp(R). Αρκεί να εξετάσουµε την περίπτωση που u = e1. Γράφοντας τα



38 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΚΛΑΣΙΚΕΣ ΜΕΓΙΣΤΙΚΕΣ ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

σηµεία του Rn στη µορφή x = (t, y), όπου t ∈ R και y ∈ Rn−1, και ϑέτοντας fy(t) = f(t, y)

για κάθε f στην κλάση Schwartz S(Rn), ϐλέπουµε ότι (He1f)(t, y) = (Hfy)(t). Από το
ϑεώρηµα Fubini παίρνουµε∫∫

|(He1f)(t, y)|pdt dy =

∫
Rn−1

(∫
R
|(Hfy)(t)|pdt

)
dy

6 ‖H‖pp→p
∫
Rn−1

(∫
R
|fy(t)|pdt

)
dy

= ‖H‖pp→p‖f‖pp.

Μπορούµε να δούµε τον Rf = (R1f, . . . ,Rnf) ως τον τελεστή που αντιστοιχεί στον διανυ-
σµατικό πολλαπλασιαστή

M(ξ) = −i|ξ|−1ξ, ξ ∈ Rn,

δηλαδή τον τελεστή που στέλνει µια f ∈ S(Rn) στη συνάρτηση TMf : Rn → Rn της οποίας
ο µετασχηµατισµός Fourier (µε τιµές στον Rn) ισούται µε f̂(ξ)M(ξ). Για κάθε f ∈ S(Rn)

ϑεωρούµε το ολοκλήρωµα

(Hf)(x) =

∫
Rn

(Huf)(x)u dγn(x), x ∈ Rn

µε τιµές στον Rn, όπου γn είναι το n-διάστατο µέτρο του Gauss. Ο τελεστής H αντιστοιχεί
στον «διανυσµατικό» πολλαπλασιαστή που ορίζεται, για ξ 6= 0, από την

−i
∫
Rn

sign(〈u, ξ〉)u dγ(x) = −i
(∫

R
|v| dγ1(v)

)
|ξ|−1ξ = −i

√
2

π
|ξ|−1ξ.

Αυτό προκύπτει αν ολοκληρώσουµε στα υπερεπίπεδα που είναι κάθετα στο ξ. Το «κανο-
νικοποιηµένο» µερικό ολοκλήρωµα στο υπερεπίπεδο ξ⊥ + v|ξ|−1ξ, όπου v ∈ R, ισούται
µε ∫

ξ⊥
sign(v)(w + v|ξ|−1ξ) sγξ⊥(w) = |v| · |ξ|−1ξ.

΄Επεται ότι
Rf = Hf.

Αν σταθεροποιήσουµε το x, η νόρµα του (Hf)(x) είναι το supremum των εσωτερικών
γινοµένων µε µοναδιαία διανύσµατα θ ∈ Sn−1, και αν q είναι ο συζυγής εκθέτης του p

παίρνουµε

|(Hf)(x)| 6 sup
θ∈Sn−1

∫
Rn
|〈θ, u〉| |(Uuf)(x)| dγn(x)

6

(∫
R
|v|qdγ1(v)

)1/q (∫
Rn
|(Huf)(x)|pdγn(x)

)1/p

.
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Θέτοντας

gq :=

(∫
R
|v|qdγ1(v)

)1/q

,

έχουµε (∫
Rn
|(Rf)(x)|pdx

)1/p

=

√
π

2

(∫
Rn
|(Hf)(x)|pdx

)1/p

6

√
π

2
gq

(∫
Rn

∫
Rn
|(Huf)(x)|pdγn(u) dx

)1/p

6

√
π

2
gq‖H‖p→p‖f‖p.

΄Εχουµε έτσι αποδείξει το ϑεώρηµα, µε

cp 6

√
π

2
gq‖H‖p→p.

΄Οταν p = 2, το επιχείρηµα που δώσαµε δίνει c2 6
√
π/2, ενώ η σωστή τιµή της σταθεράς

είναι c2 = 1 λόγω της (2.5.19). Για p→ 1+ έχουµε(∫
Rn
|(Rf)(x)|pdx

)1/p

sc
√
q‖H‖p→p‖f‖p,

διότι gq '
√
q/e.

2.6 Εκτιµήσεις για τη συνάρτηση Γάµµα

Σε αυτήν την παράγραφο συγκεντρώνουµε διάφορες χρήσιµες εκτιµήσεις για τη συνάρτηση
Γάµµα. Από τον τύπο του Euler

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
, z ∈ C \ (−N),

παίρνουµε την αναπαράσταση της 1/Γ σε απειρογινόµενο :

(2.6.1)
1

Γ(z + 1)
=

1

zΓ(z)
= eγz

∞∏
n=1

(
(1 + z/n)e−z/n

)
,

όπου γ είναι η σταθερά Euler-Mascheroni. ΄Αρα, η 1/Γ είναι ακέραια συνάρτηση µε
απλές ϱίζες στα z = 0,−1,−2, . . .. Για τα επιχειρήµατα παρεµβολής που χρησιµοποιούµε,
χρειαζόµαστε άνω ϕράγµατα για το µέτρο του 1/Γ(σ+ iτ), όπου σ, τ ∈ R. Από την (2.6.1)
και από την Γ(z) = Γ(z) ϐλέπουµε ότι

(2.6.2)
∣∣∣∣ 1

Γ(1 + iτ)

∣∣∣∣2 =

∞∏
n=1

(
1 +

τ2

n2

)
=

sinh(πτ)

πτ
, τ ∈ R,
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χρησιµοποιώντας και τον τύπο του Euler

(2.6.3)
sin(πz)

πz
=

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Για κάθε x ∈ R έχουµε

(2.6.4)
sinh(πx)

πx
6

eπ|x|

1 + π|x|
6

eπx|

(1 + x2)1/2
.

Η δεξιά ανισότητα είναι προφανής, ενώ η αριστερή ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την
(1 + y) sinh(y) 6 yey για y > 0, ή ισοδύναµα µε την h(y) := (y − 1)e2y + y + 1 > 0, η
οποία ισχύει διότι h(0) = h′(0) = 0 και h′′(y) = 4ye2y > 0 για y > 0. Από τις (2.6.2) και
(2.6.4) ϐλέπουµε ότι

(2.6.5)
∣∣∣∣ 1

Γ(1 + iτ)

∣∣∣∣ 6 (1 + τ2)−1/4eπ|τ |/2

για κάθε τ ∈ R. Γενικεύοντας την (2.6.2), για κάθε σ ∈ [0, 1] έχουµε∣∣∣∣ 1

Γ(1 + σ + iτ)

∣∣∣∣2 = e2γσ
∞∏
n=1

(
[(1 + σ/n)2 + (τ/n)2]e−2σ/n

)
= e2γσ

∞∏
n=1

(
(1 + σ/n)2e−2σ/n

) ∞∏
n=1

(
1 +

( τ

n+ σ

)2
)

= Γ(1 + σ)−2
∞∏
n=1

(
1 +

( τ

n+ σ

)2
)
.

Από την κυρτότητα της x 7→ ln(1 + x−2), x > 0, έχουµε

∞∏
n=1

(
1 +

( τ

n+ σ

)2
)

6

( ∞∏
n=1

(
1 +

( τ
n

)2
))1−σ ( ∞∏

n=1

(
1 +

( τ

n+ 1

)2
))σ

= (1 + τ2)−σ
∞∏
n=1

(
1 +

( τ
n

)2
)

= (1 + τ2)−σ
sinh(πτ)

πτ
.

΄Επεται ότι ∣∣∣∣ 1

Γ(1 + σ + iτ)

∣∣∣∣2 6 Γ(1 + σ)−2(1 + τ2)−σ
sinh(πτ)

πτ
,

και χρησιµοποιώντας την (2.6.4) παίρνουµε

(2.6.6)
∣∣∣∣ 1

Γ(1 + σ + iτ)

∣∣∣∣ 6 Γ(1 + σ)−1(
√

1 + τ2)
1
2
−1−σeπ|τ |/2.
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Επεκτείνουµε αυτό το ϕράγµα χρησιµοποιώντας τη σχέση zΓ(z) = Γ(z + 1). Αν z =

k + 1 + σ + iτ , όπου k > 1 είναι ένας ακέραιος, τότε∣∣∣∣ 1

Γ(k + 1 + σ + iτ)

∣∣∣∣ =

 k∏
j=1

(
(j + σ)2 + τ2)−1/2

) ∣∣∣∣ 1

Γ(1 + σ + iτ)

∣∣∣∣(2.6.7)

6 (
√

1 + τ2)−k
∣∣∣∣ 1

Γ(1 + σ + iτ)

∣∣∣∣ .
Παίρνοντας υπόψη την

Γ(1 + σ) =

∫ ∞
0

uσe−udu >
∫ ∞

0
min{u, 1} · e−udu =

∫ 1

0
e−udu = 1− e−1 > 1/2,

από τις (2.6.6) και (2.6.7) ϐλέπουµε ότι

(2.6.8)
∣∣∣∣ 1

Γ(k + 1 + σ + iτ)

∣∣∣∣ 6 2(
√

1 + τ2)
1
2
−k−1−σeπ|τ |/2.

Αν z = −k + σ + iτ , όπου k > 0 είναι ένας ακέραιος, έχουµε∣∣∣∣ 1

Γ(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

Γ(1 + σ + iτ)

∣∣∣∣ 0∏
j=−k

(
(j + σ)2 + τ2

)1/2
.

Για j = 0,−1, οι παράγοντες του γινοµένου ϕράσσονται από (1 + τ2)1/2, και όταν j 6 −2

έχουµε
(
(j + σ)2 + τ2

)1/2
6 (|j| − σ)(1 + τ2)1/2. ΄Επεται ότι, για z = −k + σ + iτ ,

(2.6.9)
∣∣∣∣ 1

Γ(z)

∣∣∣∣ 6 (k − σ)(k − 1− σ) · · · (2− σ)(1 + τ2)
k+1
2

∣∣∣∣ 1

Γ(1 + σ + iτ)

∣∣∣∣ .
Από την zΓ(z) = Γ(z + 1) και το γεγονός ότι η Γ είναι λογαριθµικά κυρτή, έχουµε

Γ(1 + σ)−1(k − σ)(k − 1− σ) · · · (2− σ)

=
Γ(k + 1− σ)

Γ(2− σ)Γ(1 + σ)
6

Γ(k + 1− σ)

Γ(3/2)

=
2√
π

Γ(k + 1− σ) < 2Γ(k + 1− σ).

Επιστρέφοντας στην (2.6.9) και χρησιµοποιώντας την (2.6.6) συµπεραίνουµε ότι

(2.6.10)
∣∣∣∣ 1

Γ(−k + σ + iτ)

∣∣∣∣ 6 2Γ(k − σ + 1)(
√

1 + τ2)
1
2

+k−σeπ|τ |/2.

Αν Re(z) > 1, από την (2.6.8) έπεται ότι∣∣∣∣ 1

Γ(z)

∣∣∣∣ 6 2(
√

1 + (Im(z))2)
1
2
−Re(z)eπ|Im(z)|/2,
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άρα, σε κάθε ηµιεπίπεδο της µορφής Re(z) > a, από την (2.6.10) παίρνουµε το άνω
ϕράγµα

(2.6.11)
∣∣∣∣ 1

Γ(z)

∣∣∣∣ 6 βa(
√

1 + (Im(z))2)
1
2
−aeπ|Im(z)|/2,

µε βa = 2Γ(|a|+ 1) όταν a 6 −1 και βa = 2 αλλιώς.

2.7 Μιγαδική παρεµβολή

Σε αυτήν την παράγραφο περιγράφουµε συνοπτικά κάποια χρήσιµα ϑεωρήµατα παρεµ-
ϐολής για ολόµορφες οικογένειες γραµµικών τελεστών, ξεκινώντας από το κλασικό λήµµα

των τριών ευθειών.

Λήµµα 2.7.1. ΄Εστω S η λωρίδα {z : 0 < Re(z) < 1} στο µιγαδικό επίπεδο. ΄Εστω f µια

συνάρτηση ολόµορφη στην S και συνεχής στην κλειστή ϑήκη της S. Υποθέτουµε ότι η f είναι

ϕραγµένη στην S και ότι

|f(0 + iτ)| 6 C0, |f(1 + iτ)| 6 C1

για κάθε τ ∈ R. Τότε, για κάθε θ ∈ (0, 1) ισχύει

|f(θ)| 6 C1−θ
0 Cθ1 .

Στη συνέχεια ϑα χρειαστεί να χειριστούµε καταστάσεις όπου η συνάρτηση f δεν είναι,
µε κάποιο ϕυσιολογικό τρόπο, ϕραγµένη στις δύο ευθείες που ορίζουν την S, αυξάνει όµως
µε ϱυθµό που είναι εκθετικός ως προς το |τ | = |Im(z)|. Λέµε ότι µια συνάρτηση f που
ορίζεται σε µια κατακόρυφη λωρίδα S έχει επιτρεπτή αυξητικότητα στη λωρίδα αν υπάρχει
σταθερά κ > 0 τέτοια ώστε

|f(z)| 6 κeκ|Im(z)|

για κάθε z ∈ S. Το επόµενο λήµµα γενικεύει το λήµµα των τριών ευθειών κάτω από αυτές
τις υποθέσεις.

Λήµµα 2.7.2. ΄Εστω f µια συνάρτηση ολόµορφη στη λωρίδα S = {z : 0 < Re(z) < 1},
µε επιτρεπτή αυξητικότητα στην S και συνεχής στην κλειστή ϑήκη της S. Υποθέτουµε ότι

υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί a0, a1 > 0 και b0, b1 τέτοιοι ώστε

|f(0 + iτ)| 6 ea0|τ |+b0 , |f(1 + iτ)| 6 ea1|τ |+b1

για κάθε τ ∈ R. Τότε, για κάθε θ ∈ (0, 1) ισχύει

|f(θ)| 6 exp

(√
θ(1− θ)

√
(1− θ)a2

0 + θa2
1 + (1− θ)b0 + θb1

)
.
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Απόδειξη. Θεωρούµε την ολόµορφη συνάρτηση g(z) := ecz
2/2+dz, όπου c > 0 και d ∈ R.

Αν z = σ + iτ , έχουµε
|g(z)| = ec(σ

2−τ2)+dσ.

Από την υπόθεση |f(z)| 6 κeκ|Im(z)| = κeκ|τ | έπεται ότι το γινόµενο f(z)g(z) τείνει στο 0

όταν το z τείνει στο άπειρο µέσα από την S.
Σταθεροποιούµε θ ∈ (0, 1). Αν f(θ) 6= 0 τότε υπάρχει τ0 > 0 τέτοιος ώστε |f(z)g(z)| <

|f(θ)g(θ)| όταν |Im(z)| > τ0. Από την αρχή µεγίστου για το συµπαγές ορθογώνιοR = {0 6

Re(z) 6 1, |Im(z)| 6 τ0} γνωρίζουµε ότι το µέγιστο της |f(z)g(z)| πιάνεται στο σύνορο του
R, αλλά δεν µπορεί να είναι στις οριζόντιες πλευρές |Im(z)| = τ0. Στην κατακόρυφη
πλευρά Re(z) = 0 έχουµε

|f(iτ)g(iτ)| 6 ea0|τ |+b0−cτ
2/2 6 ea

2
0/(2c)+b0 =: E0,

και όταν Re(z) = 1 έχουµε

|f(1 + iτ)g(1 + iτ)| 6 ea1|τ |+b1−cτ
2/2+c/2+d 6 ea

2
1/(2c)+b1+c/2+d =: E1.

Επιλέγουµε τον d έτσι ώστε E0 = E1, δηλαδή d = (a2
0 − a2

1)/(2c) + b0 − b1 − c/2. Από την
αρχή µεγίστου έχουµε |f(θ)g(θ)| 6 E0 = E1, άρα

|f(θ)| 6 e−cθ
2/2−dθE0 = exp

(
(1− θ)a2

0 + θa2
1

2c
+ (1− θ)b0 + θb1 +

cθ(1− θ)
2

)
6 exp

(√
θ(1− θ)

√
(1− θ)a2

0 + θa2
1 + (1− θ)b0 + θb1

)
,

αν επιλέξουµε τη ϐέλτιστη τιµή για το c.

Πόρισµα 2.7.3. ΄Εστω f µια συνάρτηση ολόµορφη στη λωρίδα S = {z : α0 < Re(z) < α1},
µε επιτρεπτή αυξητικότητα στην S και συνεχής στην κλειστή ϑήκη της S. Υποθέτουµε ότι

υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί u0, u1 > 0 και v0, v1 τέτοιοι ώστε

|f(α0 + iτ)| 6 eu0|τ |+v0 , |f(α1 + iτ)| 6 eu1|τ |+v1

για κάθε τ ∈ R. ΄Εστω θ ∈ [0, 1]. Ορίζουµε αθ = (1− θ)α0 + θα1, uθ = (1− θ)u0 + θu1 και

vθ = (1− θ)v0 + θv1. Τότε, για κάθε τ ∈ R ισχύει

|f(αθ + iτ)| 6 Ew,θ(u0, u1)euθ|τ |+vθ ,

όπου w = α1 − α0 είναι το πλάτος της λωρίδας S, και

Ew,θ(u0, u1) := exp

(
w
√
θ(1− θ)

√
(1− θ)u2

0 + θu2
1

)
.
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Σηµείωση. Παρατηρήστε ότι
√
θ(1− θ) 6 1/2 για κάθε θ ∈ [0, 1]. Αν u0 = u1 = u

µπορούµε πάντα να χρησιµοποιούµε το απλούστερο ϕράγµα Ew,θ(u0, u1) 6 ewu/2.

Απόδειξη. Ξεκινάµε µε την S1 := {0 6 Re(z) 6 1}. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 2.7.2
µπορούµε να ϕράξουµε το µέτρο της f(θ + iτ0) για κάθε τ0 ∈ R, κάνοντας µια κατακό-
ϱυφη µεταφορά στην f . Η συνάρτηση F (z) = f(z + iτ0) ικανοποιεί τις |F (j + iτ)| 6
euj |τ |+(uj |τ |+vj), j = 0, 1, και το ϕράγµα που δίνει το Λήµµα 2.7.2 για το |F (θ)| µας δίνει

|f(θ + iτ0)| 6 E1,θ(u0, u1)euθ|τ0|+vθ , τ0 ∈ R.

Μπορούµε µετά να περάσουµε στην S = {α0 6 Re(z) 6 α1} χρησιµοποιώντας το µετα-
σχηµατισµό που αντικαθιστά την f(z), ορισµένη για z ∈ S, µε την F (Z) = f(α0 + Zw),
ορισµένη για Z ∈ S1. Αν |f(αj + iτ)| 6 euj |τ |+vj , j = 0, 1, τότε |F (j + iτ)| 6 ewuj |τ |+vj ,
άρα

|f(αθ + iτ0)| = |F (θ + iτ0/w)| 6 Ew,θ(u0, u1)euθ|τ |+vθ .

Παρατήρηση 2.7.4. Συχνά χρειάζεται να ασχοληθούµε µε την περίπτωση που τα ϕράγ-
µατα στις ευθείες που ορίζουν τη λωρίδα Sw = {z ∈ C : α0 < Re(z) < α1}, w = α1 − α0,
έχουν τη µορφή

|f(αj + iτ)| 6 (1 + τ2)ceuj |τ |+vj , uj > 0, j = 0, 1,

για κάποιον c > 0.
Με ένα πιο προσεκτικό επιιχείρηµα, παρόµοιο µε αυτό της απόδειξης του Λήµµατος

2.7.2, µπορεί κανείς να αποδείξει το ϕράγµα

(2.7.1) |f(αθ + iτ)| 6 (1 + w2/4)cEw,θ(u0, u1)(1 + τ2)ceuθ|τ+vθ .

Υπενθυµίζουµε τώρα την κλασική µέθοδο µιγαδικής παρεµβολής για να ϕράξουµε τη
νόρµα στον Lp(X,Σ, µ), όπου 1 < p <∞, ενός γραµµικού τελεστή Tα, ο οποίος ανήκει σε
µια ολόµορφη οικογένεια τελεστών (Tz), µε το z σε µια κατακόρυφη λωρίδα που περιέχει
τον α.

Θεωρούµε έναν γραµµικό χώρο E ο οποίος είναι κοινός υπόχωρος όλων τωνLr(X,Σ, µ),
1 6 r 6 ∞, και ο οποίος είναι πυκνός στον Lr(X,Σ, µ) όταν 1 6 r < ∞. ΄Ενας τέτοιος
E µπορεί να είναι ο χώρος όλων των απλών Σ-µετρήσιµων και µ-ολοκληρώσιµων συναρτή-
σεων, ή για τους Lr(Rn) µπορεί να είναι ο S(Rn) ή ο χώρος K(Rn) των συνεχών συναρ-
τήσεων µε συµπαγή ϕορέα. Θεωρούµε µια κλειστή λωρίδα {z : α0 6 Re(z) 6 α1} στο
C, µε α0 < α < α1. Υποθέτουµε ότι κάθε Tz, για z σε αυτήν τη κλειστή λωρίδα, είναι
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γραµµικός τελεστής ορισµένος στον E µε τιµές στον L1(X,Σ, µ) + L∞(X,Σ, µ). Λέγοντας
ότι η οικογένεια (Tz) είναι ολόµορφη εννοούµε ότι αν f, g ∈ E , τότε η συνάρτηση

z 7→ 〈Tzf, g〉 =

∫
X

(Tzf) · g dµ

είναι ολόµορφη στην ανοικτή λωρίδα {z : α0 < Re(z) < α1}, υποθέτουµε όµως επίσης ότι
επεκτείνεται σε συνεχή συνάρτηση στην κλειστή λωρίδα.

Θεωρούµε 1 6 p0 < p1 6 ∞ και p ανάµεσα στους p1 και p2, οπότε 1 < p < ∞.
Υποθέτουµε ότι αν Re(z) = αj , j = 0, 1, οι Tz είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι, ϑεωρούµενοι
ως τελεστές από τον E εφοδιασµένο µε την Lpj -νορµα στον Lpj (X,Σ, µ). Θέλουµε να
δείξουµε ότι ο Tα είναι ϕραγµένος, ϑεωρούµενος ως τελεστής από τον E εφοδιασµένο µε
τηνLp-νόρµα στονLp(X,Σ, µ). Τότε, από την πυκνότητα του E , µπορούµε να επεκτείνουµε
ϕραγµένα τον Tα στον Lp(X,Σ, µ).

Αυτό που πρέπει να κάνουµε είναι να ϕράξουµε το 〈Tαf, g〉 οµοιόµορφα ως προς f
στην τοµή του E µε τη µοναδιαία µπάλα του Lp(X,Σ, µ) και g στη µοναδιαία µπάλα του
δυϊκού χώρου Lq(X,Σ, µ), όπου 1

p + 1
q = 1. Υποθέτουµε ότι για κάποιο θ ∈ (0, 1) έχουµε

ταυτόχρονα
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
και α = (1− θ)α0 + θα1.

Συµβολίζουµε µε q0 το συζυγή εκθέτη του p0 και µε q1 το συζυγή εκθέτη του p1. Παρατη-
ϱήστε ότι ισχύει και η 1

q = 1−θ
q0

+ θ
q1

. Γράφουµε f(x) = u(x)|f(x)| και g(x) = v(x)|g(x)|,
x ∈ X, όπου |u(x)| = |v(x)| = 1. Για κάθε µιγαδικό αριθµό z ορίζουµε

(2.7.2) fz(x) = u(x)|f(x)|p(sz+t) και gz(x) = v(x)|g(x)|q(1−sz−t),

όπου οι s, t είναι πραγµατικοί αριθµοί που έχουν επιλεγεί έτσι ώστε sα0 + t = 1/p0 και
sα1 + t = 1/p1, άρα sα+ t = 1/p. ΄Εχουµε fα = f , gα = g, και οι εκθέτες έχουν επιλεγεί
έτσι ώστε, αν ‖f‖p 6 1 και ‖g‖q 6 1, τότε

‖fα0+iτ‖p0 6 1, ‖fα1+iτ‖p1 6 1, ‖gα0+iτ‖q0 , ‖gα1+iτ‖q1 6 1

για κάθε τ ∈ R. Σηµειώνουµε ότι αν οι |f | και |g| ϕράσσονται από M στο X, τότε

(2.7.3) |fz| 6 max{Mp/p0 ,Mp/p1}, |gz| 6 max{M q/q0 ,M q/q1}

όταν α0 6 Re(z) 6 α1, διότι το Re(sz + t) ϐρίσκεται ανάµεσα στους 1/p0 και 1/p1, και
το Re(1 − sz − t) ανάµεσα στους 1/q0 και 1/q1. Τώρα, χρησιµοποιούµε το λήµµα των
τριών ευθειών (Λήµµα 2.7.1) για να ϕράξουµε την τιµή H(α) = 〈Tαf, g〉 της ολόµορφης
συνάρτησης H που ορίζεται στην S από την

(2.7.4) H(z) = 〈Tzfz, gz〉,
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χρησιµοποιώντας τα ϕράγµατα στις ευθείες Re(z) = α0 και Re(z) = α1. ΄Οταν Re(z) = αj

έχουµε
|H(z)| = |〈Tzfz, gz〉| 6 ‖Tz‖p→p‖fz‖pj‖gz‖qj 6 ‖Tz‖pj→pj ,

για j = 0, 1. Επιπλέον, η ολόµορφη συνάρτηση H πρέπει να είναι ϕραγµένη στη λωρίδα.
Τότε, από το Λήµµα 2.7.2 γνωρίζουµε ότι

|H(α)| = |〈Tαf, g〉| 6
(

sup
τ∈R
‖Tα0+iτ‖p0→p0

)1−θ (
sup
τ∈R
‖Tα1+iτ‖p1→p1

)θ
,

και παίρνοντας supremum ως προς f και g, παίρνουµε

(2.7.5) ‖Tα‖p→p 6
(

sup
τ∈R
‖Tα0+iτ‖p0→p0

)1−θ (
sup
τ∈R
‖Tα1+iτ‖p1→p1

)θ
.

Τέλος, µπορούµε να επεκτείνουµε τον Tα από τον πυκνό υπόχωρο E στον Lp(X,Σ, µ).
Σε αρκετές περιπτώσεις, οι νόρµες των τελεστών (Tz)z∈S δεν είναι οµοιόµορφα ϕραγµέ-

νες στις ευθείες του συνόρου της λωρίδας, ικανοποιούν όµως, για κάποιον λ > 0, εκτιµήσεις
της µορφής

‖Tα0+iτ‖p0→p0 6 C0e
λ|τ |, ‖Tα1+iτ‖p1→p1 6 C1e

λ|τ |, τ ∈ R.

Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 2.7.3 µπορούµε να χειριστούµε αυτήν την περίπτωση. Πρέ-
πει απλώς να ελέγξουµε ότι η συνάρτηση H(z) = Hf,g(z) της (2.7.4) έχει επιτρεπτή αυ-
ξητικότητα στη λωρίδα. Είναι ακόµα πιο ϐολικό να ϐρούµε ένα ad hoc επιχείρηµα που
να εξασφαλίζει µια τέτοια αυξητικότητα για όλες τις επιλογές των f και g σε κατάλλη-
λα πυκνά υποσύνολα, αυξητικότητα που να εξαρτάται από τις f και g, παρά να προ-
σπαθήσουµε να ϕράξουµε τη νόρµα ‖Tz‖pz→pz για z ∈ S, µε το pz να δίνεται από την
w/pz = (α1 − Re(z))/p0 + (Re(z)− α0)/p1, όπου w = α1 − α0 είναι το πλάτος της S. Αν
κάθε συνάρτηση Hf,g έχει επιτρεπτή αυξητικότητα στην S, παίρνουµε τελικά

‖Tα‖p→p 6 C1−θ
0 Cθ1e

λw
√
θ(1−θ).

Αν υπάρχει κάποιος πρόσθετος πολυωνυµικός παράγοντας στο ϕράγµα που έχουµε εξα-
σφαλίσει για τις ‖Tαj+iτ‖pj→pj , j = 0, 1, τότε χρησιµοποιούµε την εκτίµηση της Παρατή-
ϱησης 2.7.4.

2.8 Το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz

Ορισµός 2.8.1. ΄Εστω (X,Σ, µ) χώρος µέτρου. ΄Ενας τελεστής f 7→ Tf λέγεται υπογραµ-
µικός αν για κάθε f1 και f2 για τις οποίες οι Tf1 και Tf2 ορίζονται καλά, οι T (f1 + f2)
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και T (af1) ορίζονται καλά και ικανοποιούν τις

(2.8.1) |T (f1 + f2)(x)| 6 |Tf1(x)|+ |Tf2(x)| σχεδόν παντού.

και

(2.8.2) |T (af1)(x)| 6 |a| |Tf1(x)| σχεδόν παντού

Λέµε ότι ένας υπογραµµικός τελεστής είναι (ισχυρού) τύπου (p, p) για κάποιο 1 6 p 6 ∞
αν ορίζεται καλά σαν τελεστής από τον Lp(µ) στον Lp(µ) και υπάρχει σταθερά Ap > 0 ώστε

(2.8.3) ‖Tf‖p 6 Ap‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp(µ). ΄Οµοια, λέµε ένας υπογραµµικός τελεστής είναι ασθενούς τύπου (p, p)

για κάποιο 1 6 p <∞ αν ορίζεται καλά για κάθε f ∈ Lp(µ) και υπάρχει σταθερά Ap > 0

ώστε

(2.8.4) λp|{x : |Tf(x)| > λ}| 6 App‖f‖pp

για κάθε f ∈ Lp(µ) και για κάθε λ > 0.

Συνήθως, ϑα ϑεωρούµε τελεστές T οι οποίοι ορίζονται ϕυσιολογικά σε ένα Ϲεύγος χώρων
Lp0(µ) και Lp1(µ). Είναι ϐολικό να ϑεωρήσουµε τον χώρο Lp0(µ) + Lp1(µ) όλων των
συναρτήσεων f οι οποίες γράφονται στη µορφή f = f0 + f1 για κάποιες f0 ∈ Lp0(µ) και
f1 ∈ Lp1(µ). Ο Lp0(µ) + Lp1(µ) γίνεται χώρος Banach µε νόρµα την

(2.8.5) ‖f‖Lp0+Lp1 = inf{‖f0‖p0 + ‖f1‖p1 : fi ∈ Lpi , f = f0 + f1}.

Το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου είναι το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcin-
kiewicz. Με L(µ) συµβολίζουµε τις µετρήσιµες συναρτήσεις.

Θεώρηµα 2.8.2 (Marcinkiewicz). ΄Εστω 0 < p0 < p1 6∞ και έστω T : Lp0(µ)+Lp1(µ)→
L(µ) υπογραµµικός τελεστής, ο οποίος είναι ασθενούς τύπου (p0, p0) µε σταθερά A0 και

ισχυρού τύπου (p1, p1) µε σταθερά A1. Τότε, για κάθε p0 < p < p1 ο T είναι ισχυρού τύπου

(p, p) µε σταθερά

Ap = 2

(
p

p− p0
+

p

p1 − p

)1/p

A

1
p−

1
p1

1
p0
− 1
p1

0 A

1
p0
− 1
p

1
p0
− 1
p1

1

αν p1 <∞, και

Ap = 2

(
p

p− p0

)1/p

A
p0
p

0 A
1− p0

p

1

αν p1 =∞.
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Απόδειξη. Εξετάζουµε χωριστά τις περιπτώσεις p1 <∞ και p1 =∞.

(α) Η περίπτωση 0 < p0 < p < p1 <∞. ΄Εστω f ∈ Lp(µ) και δ > 0 το οποίο ϑα επιλεγεί
αργότερα. Για κάθε λ > 0 ορίζουµε

fλ0 (x) =

{
f(x) αν |f(x)| > δλ

0 αλλιώς

και

fλ1 (x) =

{
f(x) αν |f(x)| 6 δλ

0 αλλιώς.

Παρατηρούµε ότι fλ0 ∈ Lp0(µ), fλ1 ∈ Lp1(µ) και f = f1 + f2. Για τον πρώτο ισχυρισµό,
παρατηρούµε ότι p0 − p < 0 και γράφουµε

‖fλ0 ‖p0p0 =

∫
{x:|f(x)|>δλ}

|f(x)|p|f(x)|p0−pdµ 6 (δλ)p0−p
∫
{x:|f(x)|>δλ}

|f(x)|pdµ(2.8.6)

6 (δλ)p0−p‖f‖pp <∞.

Για τον δεύτερο ισχυρισµό, αφού p1 − p > 0, έχουµε

‖fλ1 ‖p1p1 =

∫
{x:|f(x)|6δλ}

|f(x)|p|f(x)|p1−pdx 6 (δλ)p1−p{x : |f(x)| 6 δλ}|f(x)|pdµ

(2.8.7)

6 (δλ)p1−p‖f‖pp <∞.

Τέλος, από τον ορισµό των fλ0 και fλ1 είναι ϕανερό ότι f = fλ0 + fλ1 .
Στη συνέχεια, για ευκολία στον συµβολισµό ϑέτουµε mg(s) = |{x : |g(x)| > s}|. Από

την υπογραµµικότητα του T έχουµε |Tf | 6 |Tfλ0 |+ |Tfλ1 | σχεδόν παντού, άρα

{x : |Tf(x)| > λ} ⊆ {x : |Tfλ0 (x)| > λ/2} ∪ {x : |Tfλ1 (x)| > λ/2},

και αυτό µας δίνει

(2.8.8) mTf (λ) 6 mTfλ0
(λ/2) +mTfλ1

(λ/2).

Από τις υποθέσεις µας έχουµε

(2.8.9) mTfλ0
(λ/2) 6 Ap00

(
2

λ

)p0 ∫
{x:|f(x)|>δλ}

|f(x)|p0dx

και

(2.8.10) mTfλ1
(λ/2) 6 Ap11

(
2

λ

)p1
‖fλ1 ‖p1p1 = Ap11

(
2

λ

)p1 ∫
{x:|f(x)|6δλ}

|f(x)|p1dx.
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Τώρα, γράφουµε

‖Tf‖pp =

∫ ∞
0

pλp−1mTf (λ) dλ(2.8.11)

6
∫ ∞

0
pλp−1mTfλ0

(λ/2) dλ+

∫ ∞
0

pλp−1mTfλ1
(λ/2) dλ,

και χρησιµοποιούµε τις (2.8.8) και (2.8.9) για να ϕράξουµε τα δύο ολοκληρώµατα. ΄Εχουµε∫ ∞
0

pλp−1mTfλ0
(λ/2) dλ 6 p(2A0)p0

∫ ∞
0

λp−1λ−p0
∫
{x:|f(x)|>δλ}

|f(x)|p0dx(2.8.12)

= p(2A0)p0
∫
|f(x)|p0

∫ |f(x)|/δ

0
λp−p0−1dλ dx

=
p

p− p0

(2A0)p0

δp−p0

∫
|f(x)|pdx

=
p

p− p0

(2A0)p0

δp−p0
‖f‖pp

και ∫ ∞
0

pλp−1mTfλ1
(λ/2) dλ 6 p(2A1)p1

∫ ∞
0

λp−1λ−p1
∫
{x:|f(x)|6δλ}

|f(x)|p1dx

= p(2A1)p1
∫
|f(x)|p1

∫ ∞
|f(x)|/δ

λp−p1−1dλ dx

=
p

p1 − p
(2A1)p1

δp−p1

∫
|f(x)|pdx

=
p

p1 − p
(2A1)p1

δp−p1
‖f‖pp.

Συνεπώς,

(2.8.13) ‖Tf‖p 6
(

p

p− p0

(2A0)p0

δp−p0
+

p

p1 − p
(2A1)p1

δp−p1

)1/p

‖f‖p

για κάθε δ > 0. Επιλέγουµε το δ να ικανοποιεί την

δp1−p0 =
(2A0)p0

(2A1)p1
,

και αντικαθιστώντας στην προηγούµενη σχέση έχουµε το συµπέρασµα.

(ϐ) Η περίπτωση 1 6 p0 < p < p1 = ∞. ΄Εστω f ∈ Lp(µ). Επιλέγουµε από την αρχή
δ = 1

2A1
. Για κάθε λ > 0 ορίζουµε τις fλ0 και fλ1 όπως και στην προηγούµενη περίπτωση.

Παρατηρήστε ότι

(2.8.14) ‖Tfλ1 ‖∞ 6 A1‖fλ1 ‖∞ 6 A1δλ = λ/2.



50 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΚΛΑΣΙΚΕΣ ΜΕΓΙΣΤΙΚΕΣ ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

Συνεπώς, από την

{x : |Tf(x)| > λ} ⊆ {x : |Tfλ0 (x)| > λ/2} ∪ {x : |Tfλ1 (x)| > λ/2},

παίρνουµε

(2.8.15) mTf (λ) 6 mTfλ0
(λ/2) +mTfλ1

(λ/2) = mTfλ0
(λ/2).

Από τις υποθέσεις µας έχουµε

(2.8.16) mTfλ0
(λ/2) 6 Ap00

(
2

λ

)p0 ∫
{x:|f(x)|>δλ}

|f(x)|p0dx.

΄Αρα, χρησιµοποιώντας και την 2A1 = 1/δ, έχουµε

‖Tf‖pp 6
∫ ∞

0
pλp−1mTfλ0

(λ/2) dλ(2.8.17)

6 p(2A0)p0
∫ ∞

0
λp−1λ−p0

∫
{x:|f(x)|>δλ}

|f(x)|p0dx

= p(2A0)p0
∫
|f(x)|p0

∫ |f(x)|/δ

0
λp−p0−1dλ dx

=
p

p− p0

(2A0)p0

δp−p0

∫
|f(x)|pdx

=
p

p− p0

(2A0)p0

δp−p0
‖f‖pp

=
p

p− p0
(2A0)p0(2A1)p−p0 ‖f‖pp.

΄Επεται ότι

‖Tf‖p 6 2

(
p

p− p0

)1/p

A
p0
p

0 A
1− p0

p

1 ‖f‖p.

∆ηλαδή, ο T είναι (ισχυρού) τύπου (p, p).

Ειδικότερα, στην περίπτωση p0 = 1 και p1 = ∞ το Θεώρηµα 2.8.2 παίρνει την εξής
απλούστερη µορφή.

Θεώρηµα 2.8.3. ΄Εστω T : L1(µ) +L∞(µ)→ L(µ) υπογραµµικός τελεστής, ο οποίος είναι

ασθενούς τύπου (1, 1) µε σταθερά A και ισχυρού τύπου (∞,∞) µε σταθερά B. Τότε, για

κάθε 1 < p <∞ ο T είναι ισχυρού τύπου (p, p) µε σταθερά

Ap = 2

(
p

p− 1

)1/p

A
1
pB

1− 1
p .



Κεφάλαιο 3

Φράγµατα για τον κλασικό

µεγιστικό τελεστή

3.1 Η µεγιστική συνάρτηση των Hardy και Littlewood

Ορισµός 3.1.1 (µεγιστική συνάρτηση). ΄Εστω f ∈ L1(Rn). Ορίζουµε τη µεγιστική συνάρ-
τηση Mf της f ως εξής:

(3.1.1) Mf(x) = sup
r>0

1

ωnrn

∫
|y|<r

|f(x− y)| dy, x ∈ Rn

όπου ωn είναι ο όγκος της µοναδιαίας µπάλας στον Rn. ∆ηλαδή, παίρνουµε το supremum
των µέσων τιµών της |f | πάνω στις µπάλες µε κέντρο το x.

Οι ϐασικές ιδιότητες της Mf δίνονται στο επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1.2. ΄Εστω f ∈ L1(Rn). Τότε :

(i) Η Mf είναι µετρήσιµη.

(ii) Ισχύει Mf(x) <∞ σχεδόν παντού.

(iii) Για κάθε α > 0 ισχύει

(3.1.2) |{x ∈ Rn : Mf(x) > α}| 6 Cn
α
‖f‖1,

όπου Cn = 3n.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η Mf είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Θεωρούµε την F :

Rn × R+ → R µε

F (x, r) =
1

ωnrn

∫
|y|<r

|f(x− y)| dy, x ∈ Rn, r > 0.

51
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Εύκολα ελέγχουµε ότι η F είναι συνεχής. Συνεπώς, η

Mf(x) = sup
r>0

F (x, r) = sup
q>0,q∈Q

F (x, q)

είναι µετρήσιµη ως supremum αριθµήσιµου πλήθους µετρήσιµων συναρτήσεων.
Ο ισχυρισµός (ii) είναι συνέπεια του ισχυρισµού (iii). Παρατηρούµε ότι, για κάθε α > 0

ισχύει

{x : Mf(x) =∞} ⊆ {x : Mf(x) > α},

άρα

|{x : Mf(x) =∞}| 6 |{x : Mf(x) > α}| 6 Cn
α
‖f‖1.

Αφήνοντας το α→∞ συµπεραίνουµε ότι |{x : Mf(x) =∞}| = 0.

Παρατήρηση 3.1.3. Η ϐασική ανισότητα (3.1.2) είναι µια ασθενούς τύπου ανισότητα, µε
την έννοια ότι υπολείπεται του ισχυρισµού ότι ‖Mf‖1 6 Cn‖f‖1. Πράγµατι, αν είχαµε
κάτι τέτοιο τότε, από την ανισότητα Markov, για κάθε α > 0 ϑα γράφαµε

|{x : Mf(x) > α}| 6 1

α
‖Mf‖1 6

Cn
α
‖f‖1.

Στην πραγµατικότητα, η Mf δεν είναι (σχεδόν ποτέ) ολοκληρώσιµη. Αυτό ελέγχεται εύκο-
λα, αφού αν η f δεν είναι σχεδόν παντού 0, µπορούµε να ϐρούµε C > 0 ώστε∫

|z|<C
|f(z)| dz = I > 0.

Συνεπώς για κάθε x ∈ Rn µε |x− y| < C ϑα ισχύει |y| < |x|+ C και άρα

Mf(x) >
1

ωn(|x|+ C)n

∫
|y|<|x|+C

|f(x− y)| dy

>
1

ωn(|x|+ C)n

∫
|x−y|<C

|f(x− y)| dy

=
1

ωn(|x|+ C)n

∫
|z|<C

|f(z)| dz =
I

ωn(|x|+ C)n
,

από όπου προκύπτει ότι η Mf δεν είναι ολοκληρώσιµη. ΄Ετσι, η (3.1.2) είναι η καλύτερη
πληροφορία που ϑα µπορούσαµε να πάρουµε για την κατανοµή της Mf συναρτήσει της
‖f‖1.

Για την απόδειξη του ισχυρισµού (iii) ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα λήµµα κάλυψης του
Vitali.



3.1. Η ΜΕΓΙΣΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΤΩΝ HARDY ΚΑΙ LITTLEWOOD 53

Λήµµα 3.1.4. ΄Εστω D = {D1, D2, . . . , DN} µια πεπερασµένη οικογένεια από ανοικτές

µπάλες στον Rn. Μπορούµε να ϐρούµε 1 6 i1, . . . , ik 6 N ώστε οι µπάλες Di1 , . . . , Dik να

είναι ξένες ανά δύο και να ισχύει

(3.1.3)

∣∣∣∣∣
N⋃
`=1

D`

∣∣∣∣∣ 6 3n
k∑
j=1

|Dij |.

Απόδειξη. Η επιλογή των Dij γίνεται µε τον πιο ϕυσιολογικό τρόπο. Στο πρώτο ϐήµα,
επιλέγουµε µία από τις µπάλες, την Di1 , έτσι ώστε να έχει την µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα.
Κατόπιν, την αφαιρούµε από την D µαζί µε όλες τις µπάλες της D που την τέµνουν. Οι
υπόλοιπες µπάλες σχηµατίζουν µια υποοικογένεια D′ της D στην οποία επαναλαµβάνουµε
την ίδια διαδικασία. Επιλέγουµε µία από τις µπάλες της D′, την Di2 , έτσι ώστε να έχει την
µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα. Κατόπιν, την αφαιρούµε από την D′ µαζί µε όλες τις µπάλες
της D′ που την τέµνουν. Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, µετά από N το πολύ ϐήµατα,
έχουµε επιλέξει κάποιες (ξένες) µπάλες Di1 , . . . , Dik και η διαδικασία τερµατίζεται.

Για την απόδειξη της (3.1.3) ϑα χρησιµοποιήσουµε την εξής παρατήρηση: αν D και D′

είναι δύο ανοικτές µπάλες µε D ∩ D′ 6= ∅ και αν η ακτίνα r(D) της D είναι µεγαλύτερη
ή ίση από την ακτίνα r(D′) της D′, τότε η D′ περιέχεται στην µπάλα D̃ που έχει το ίδιο
κέντρο µε τηνD και ακτίνα r(D̃) = 3r(D). Η απόδειξη είναι απλή συνέπεια της τριγωνικής
ανισότητας.

Συµβολίζοντας µε D̃ij τη µπάλα που έχει το ίδιο κέντρο µε την Dij και ακτίνα r(D̃ij ) =

3r(Dij ), και παρατηρώντας ότι κάθε D` ∈ D τέµνει κάποια Dij για την οποία r(D`) 6

r(Dij ), συµπεραίνουµε ότι
N⋃
`=1

D` ⊆
k⋃
j=1

D̃ij .

΄Αρα, ∣∣∣∣∣
N⋃
`=1

D`

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
k⋃
j=1

D̃ij

∣∣∣∣∣∣ 6
k∑
j=1

|D̃ij | = 3n
k∑
j=1

|Dij |.

΄Ετσι, έχουµε αποδείξει την (3.1.3).

Απόδειξη του ισχυρισµού (iii). ΄Εστω α > 0. Ορίζουµε Eα = {x : Mf(x) > α} και για
κάθε x ∈ Eα επιλέγουµε ανοικτή µπάλα Dx µε κέντρο το x και

1

|Dx|

∫
Dx

|f(y)| dy > α.

Ισοδύναµα,

(3.1.4) |Dx| <
1

α

∫
Dx

|f(y)| dy.
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Θεωρούµε τυχόν συµπαγές K ⊆ Eα. ΄Εχουµε K ⊆
⋃
x∈K Dx, άρα υπάρχει πεπερασµένη

οικογένεια D = {Dx1 , . . . , DxN } ώστε

K ⊆
N⋃
`=1

Dx` .

Από το λήµµα του Vitali µπορούµε να ϐρούµε 1 6 i1, . . . , ik 6 N ώστε οι µπάλες Dxij
,

j = 1, . . . , k, να είναι ξένες, και

(3.1.5)

∣∣∣∣∣
N⋃
`=1

Dx`

∣∣∣∣∣ 6 3n
k∑
j=1

|Dxij
|.

Αφού οι Dxi1
, . . . , Dxik

είναι ξένες, συνδυάζοντας τις (3.1.4) και (3.1.5) γράφουµε

|K| 6

∣∣∣∣∣
N⋃
`=1

Dx`

∣∣∣∣∣ 6 3n
k∑
j=1

|Dxij
|

6
3n

α

k∑
j=1

∫
Dxij

|f(y)| dy =
3n

α

∫
⋃k
j=1Dxij

|f(y)| dy

6
3n

α

∫
Rn
|f(y)| dy =

3n

α
‖f‖1.

Αφού |Eα| = sup{|K| : K συµπαγές υποσύνολο του Eα}, έπεται το Ϲητούµενο. 2

Είναι εύκολο να δούµε ότι ο µεγιστικός τελεστής f 7→Mf απεικονίζει τον L∞(Rn) στον
L∞(Rn). Πράγµατι, για κάθε r > 0 έχουµε

1

ωnrn

∫
|y|<r

|f(x− y)| dy 6
1

ωnrn

∫
|y|<r

‖f‖∞dy = ‖f‖∞,

συνεπώς

(3.1.6) |Mf(x)| = sup
r>0

1

ωnrn

∫
|y|<r

|f(x− y)| dy 6 ‖f‖∞.

΄Επεται ότι

(3.1.7) ‖Mf‖∞ 6 ‖f‖∞.

Από το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz (Θεώρηµα 2.8.3), αν T : L1(µ) +

L∞(µ) → L(µ) είναι ένας υπογραµµικός τελεστής ο οποίος είναι ασθενούς τύπου 1 µε
σταθερά A και ισχυρού τύπου ∞ µε σταθερά B, τότε για κάθε 1 < p < ∞ ο T είναι
ισχυρού τύπου (p, p) µε σταθερά

Ap = 2

(
p

p− 1

)1/p

A
1
pB

1− 1
p .
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Το ϑεώρηµα (σε αυτή τη µορφή) εφαρµόζεται για τον µεγιστικό τελεστή f 7→ Mf . Από
το Θεώρηµα 3.1.2 ο M είναι ασθενούς τύπου 1 µε σταθερά 3n και από την (3.1.7) εί-
ναι ισχυρού τύπου ∞ µε σταθερά 1. Από τον ορισµό του M ϐλέπουµε εύκολα ότι είναι
υπογραµµικός τελεστής. Συνεπώς, παίρνουµε αµέσως το εξής.

Θεώρηµα 3.1.5. ΄Εστω 1 < p <∞. Για κάθε f ∈ Lp(Rn) έχουµε Mf ∈ Lp(Rn) και

‖Mf‖p 6 2

(
p

p− 1

)1/p

C
1
p
n ‖f‖p,

όπου Cn = 3n.

Παρατηρήστε ότι

2

(
p

p− 1

)1/p

C
1
p
n = O

(
1

p− 1

)
καθώς το p→ 1+.

3.2 Φράγµατα ανεξάρτητα από την διάσταση

΄Εστω f : Rn → R µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Ο Stein [16] απέδειξε ότι ο
µεγιστικός τελεστής f 7→ Mf είναι ϕραγµένος στον Lp για κάθε p > 1, και ότι η νόρµα
του ϕράσσεται από µια σταθερά Ap > 0 ανεξάρτητη από την διάσταση n.

Θεώρηµα 3.2.1. Για κάθε 1 < p 6 ∞ υπάρχει σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε : για κάθε

n ∈ N και για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(3.2.1) ‖Mf‖p 6 Ap‖f‖p.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.1 ϐασίζεται σε µια σειρά από ενδιάµεσα αποτελέσµατα
που παρουσιάζουν ανεξάρτητο ενδιαφέρον.

Συµβολίζουµε µε Mk τον σφαιρικό µεγιστικό τελεστή στον Rk. ∆ηλαδή για κάθε f :

Rk → R,

(3.2.2) Mk(f)(x) = sup
ρ>0

∫
Sk−1

|f(x− ρθ)| dσ(θ),

όπου σ είναι το αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους µετασχηµατισµούς µέτρο πιθανότητας
στην Sk−1. Ο Stein [15] απέδειξε το εξής ϕράγµα για τον τελεστήMk:

Θεώρηµα 3.2.2. ΄Εστω k > 3 και k > p/(p− 1). Για κάθε f ∈ Lp(Rk) έχουµε

(3.2.3) ‖Mk(f)‖p 6 Ak,p‖f‖p,

όπου Ak,p είναι µια ϑετική σταθερά που εξαρτάται µόνο από τα k και p.
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Η απόδειξη χρησιµοποιεί αρκετά εργαλεία από την Αρµονική Ανάλυση και ϑα την
περιγράψουµε στην επόµενη παράγραφο.

Στη συνέχεια, για κάθε m > 0 ορίζουµε τον σταθµισµένο µεγιστικό τελεστή Mk,m στον
Rk, ϑέτοντας

(3.2.4) Mk,m(f)(x) = sup
r>0

{∫
|y|6r |f(x− y)| |y|m dy∫

|y|6r |y|m dy

}
.

Πρόταση 3.2.3. ΄Εστω f : Rk → R τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Για κάθε k > 1 και

m > 0 ισχύει

(3.2.5) Mk,m(f)(x) 6Mk(f)(x).

Απόδειξη. ΄Εστω r > 0. Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση σε πολικές συντεταγµένες έχουµε

(3.2.6)
∫
|y|6r
|y|m dy = kωk

∫
Sk−1

∫ r

0
ρm+k−1dρ dσ(θ) = kωk

rm+k

m+ k

και ∫
|y|6r
|f(x− y)| |y|m dy = kωk

∫
Sk−1

∫ r

0
|f(x− ρθ)|ρm+k−1dρ dσ(θ)(3.2.7)

= kωk

∫ r

0
ρm+k−1

(∫
Sk−1

|f(x− ρθ)| dσ(θ)

)
dρ

6 kωk

∫ r

0
ρm+k−1Mk(f)(x) dρ

= kωk
rm+k

m+ k
Mk(f)(x).

Συνεπώς,

(3.2.8)

∫
|y|6r |f(x− y)| |y|m dy∫

|y|6r |y|m dy
6Mk(f)(x).

Παίρνοντας supremum ως προς r έχουµε το Ϲητούµενο.

Συνδυάζοντας την Πρόταση 3.2.3 µε το Θεώρηµα 3.2.2 έχουµε το εξής.

Πρόταση 3.2.4. Αν k > 3 και k > p/(p− 1) τότε

(3.2.9) ‖Mk,m(f)‖p 6 Ak,p‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp(Rk), όπου η σταθερά Ak,p δεν εξαρτάται από το m.
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Θεωρούµε τώρα τον Rn, n > 3, και τον γράφουµε σαν γινόµενο Rn = Rk × Rn−k.
Γράφουµε κάθε x, y ∈ Rn στη µορφή x = (x1, x2), y = (y1, y2), όπου x1, y1 ∈ Rk και
x2, y2 ∈ Rn−k. Για κάθε τ ∈ O(n) (ορθογώνιο µετασχηµατισµό του Rn) ορίζουµε τον
τελεστή M τ

k , ο οποίος δρά σε συναρτήσεις f : Rn → R ϑέτοντας

(3.2.10) (M τ
k f)(x) = sup

r>0

∫
|y1|6r |f(x− τ(y1, 0))| |y1|m dy1∫

|y1|6r |y1|m dy1
,

όπου m = n− k.

Πρόταση 3.2.5. Αν k > 3 και k > p/(p− 1) τότε

(3.2.11) ‖M τ
k (f)‖p 6 Ak,p‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp(Rn), όπου η σταθερά Ak,p δεν εξαρτάται από το m.

Απόδειξη. Αν γράψουµε f(x− τ(y1, 0)) = f(τ(τ−1(x)− (y1, 0))) παρατηρούµε ότι

(M τ
k f)(x) = (M Id

k g)(τ−1(x)),

όπου g(x) = f(τ(x)) και άρα, από το αναλλοίωτο του ολοκληρώµατος Lebesgue ως προς
ορθογώνιους µετασχηµατισµούς, αρκεί να δείξουµε την πρόταση στην περίπτωση που ο τ
είναι η ταυτοτική απεικόνιση.

Σταθεροποιούµε τώρα ένα x2 ∈ Rn−k και ορίζουµε gx2 : Rk → R µε gx2(x1) =

f(x1, x2). Εν γένει η gx2 ενδέχεται για κάποια x2 να µην είναι στον Lp(Rk), αλλά αφού
f ∈ Lp(Rn), ϑα ισχύει

∫
(
∫
|gx2(x1)|p dx1)dx2 =

∫ ∫
|f(x1, x2)|p dx1dx2 = ‖f‖pp < ∞.

Οπότε
∫
|gx2(x1)|p dx1 < ∞ σχεδόν για κάθε x2. Συνεπώς, εφαρµόζοντας την Πρόταση

3.2.4 για αυτές τις gx2 και υψώνοντας στην p έχουµε∫ (
sup
r>0

{∫
|y1|6r |f((x1, x2)− (y1, 0))| |y1|m dy1∫

|y1|6r |y1|m dy1

})p
dx1 6 Apk,p‖gx2‖

p
p.

Τέλος, ολοκληρώνουµε ως προς x2 και υψώνοντας στην 1/p παίρνουµε το Ϲητούµενο.

Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω ν το µέτρο Haar στην O(n). Τότε,

(3.2.12) sup
r>0

1

ωnrn

∫
|y|6r
|f(x− y)| dy 6

∫
O(n)

M τ
k (f)(x) dν(τ).

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα

(3.2.13)

∫
|y|6r f(y) dy∫
|y|6r dy

=

∫
O(n)

∫
|y1|6r f(τ(y1, 0))|y1|n−kdy1 dν(τ)∫

|y1|6r |y1|n−kdy1
,
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η οποία ισχύει για κάθε µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση f στον Rn και για κάθε r > 0.
Για την απόδειξη της (3.2.13) αρκεί να ϑεωρήσουµε συναρτήσεις f της µορφής f(y) =

f0(|y|)f1(θy), όπου y = |y|θy (οι γραµµικοί συνδυασµοί αυτών των συναρτήσεων είναι
πυκνοί).

Για να γίνει κατανοητός ο ισχυρισµός αυτός, γνωρίζουµε ότι αν f : D → R µετρήσιµη
συνάρτηση, όπου D = {y ∈ Rn : |y| 6 r}, τότε η f προσεγγίζεται ως προς την 1-νόρµα
από µια συνεχή g : D → R. Επιπλέον, από το ϑεώρηµα Stone-Weierstrass (η κλειστή
µπάλα D είναι συµπαγής) η g προσεγγίζεται ως προς την ∞-νόρµα από ενα πολυώνυµο
p : D → R. ΄Οµως το p γράφεται σαν γραµµικός συνδυασµός συναρτήσεων της µορφής
h(y) = yk11 · · · yknn , όπου y = (y1, . . . , yn)∈ Rn και ki ∈ N για i = 1, . . . , n. Τέλος,
παρατηρούµε ότι η h γράφεται στη µορφή h(y) = h0(|y|)h1(θy), για

h0(|y|) = |y|
∑n
i=1 ki και h1(θy) =

(
y1

|y|

)k1
· · ·
(
yn
|y|

)kn
,

όπου θy = y
|y| = ( y1|y| , . . . ,

yn
|y|) ∈ Sn−1. Συνεπώς, οι γραµµικοί συδυασµοί αυτών των

συναρτήσεων προσεγγίζουν κάθε µετρήσιµη συνάρτηση στην κλειστή µπάλα D ως προς
την 1-νόρµα.

Για κάθε συνάρτηση f της παραπάνω µορφής, χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση σε πολι-
κές συντεταγµένες ϐλέπουµε ότι το αριστερό µέλος της (3.2.13) είναι ίσο µε

(3.2.14)
1

ωnrn

∫ r

0
f0(t)tn−1dt ·

(
nωn

∫
Sn−1

f1(θ)dσ(θ)

)
.

Για να υπολογίσουµε το δεξιό µέλος γράφουµε y1 = |y1|θy1 , όπου θy1 ∈ Sk−1. Τότε,
τ(y1, 0) = |y1|τ(θy1 , 0) και αφού ο τ είναι ορθογώνιος µετασχηµατισµός έχουµε τ(θy1 , 0) ∈
Sn−1. ΄Αρα,

f(τ(y1, 0)) = f0(|y1|)f1(τ(θy1 , 0)),

και το πηλίκο στο δεξιό µέλος της (3.2.13) ισούται µε

(3.2.15)
n

kωkrn

∫ r

0
f0(t)tn−1dt ·

(
kωk

∫
O(n)

∫
Sk−1

f1(τ(θy1 , 0))dσ(θy1)dν(τ)

)
.

΄Αρα, συγκρίνοντας τις (3.2.14)και (3.2.15) µένει να ελέγξουµε την

(3.2.16)
∫
Sn−1

f1(θ)dσ(θ) =

∫
O(n)

∫
Sk−1

f1(τ(θy1 , 0))dσ(θy1)dν(τ).

Η τελευταία ισότητα ισχύει διότι το µέτρο σ×ν στην Sk−1×O(n) επάγει ένα αναλλοίωτο ως
προς ορθογώνιους µετσχηµατισµούς µέτρο πιθανότητας στην Sn−1, το οποίο υποχρεωτικά
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συµπίπτει µε το σ από τη µοναδικότητα του µέτρου Haar. ΄Εχοντας αποδείξει την (3.2.13)
µπορούµε να γράψουµε

1

ωnrn

∫
|y|6r
|f(x− y)| dy =

∫
O(n)

∫
|y1|6r |f(x− τ(y1, 0))| |y|n−kdy1 dν(τ)∫

|y1|6r |y1|n−kdy1
(3.2.17)

6
∫
O(n)

M τ
k (f)(x) dν(τ)

µε m = n− k, και παίρνοντας supremum ως προς r έχουµε το Ϲητούµενο.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.1. ΄Εστω 1 < p 6 ∞. Αν n 6 p/(p − 1) ή n 6 2 τότε
χρησιµοποιούµε την κλασική εκτίµηση του Θεωρήµατος 3.1.5 για να πάρουµε την (3.2.1)
µε µια σταθερά που εξαρτάται µόνο από το p. Αν n > p/(p− 1) και n > 3 τότε γράφουµε
τον n σαν άθροισµα n = k+m, όπου k είναι ο µικρότερος ϕυσικός που είναι µεγαλύτερος
από τον p/(p− 1) και τον 2. Η Πρόταση 3.2.6 µας λέει ότι

(3.2.18) Mf(x) 6
∫
O(n)

M τ
k (f)(x) dν(τ) για κάθε x ∈ Rn

και από την Πρόταση 3.2.5 έχουµε ότι για κάθε τ ∈ O(n)

|M τ
k (f)‖p 6 Ak,p‖f‖p,

όπου τώρα η σταθερά Ak,p = Ap εξαρτάται µόνο απο το p καθώς το k, πλέον, ορίζεται
µονοσήµαντα από το p. Συνεπώς, από την (3.2.18) έχουµε

‖Mf‖p 6
∫
O(n)
‖M τ

k (f)‖p dν(τ) 6
∫
O(n)

Ap‖f‖p dν(τ) = Ap‖f‖p

και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

3.3 Η ανισότητα του Stein για τον σφαιρικό µεγιστικό τελεστή

Αποδεικνύουµε εδώ το Θεώρηµα 3.2.2: Αν k > 3 και p > k/(k − 1) τότε για κάθε f ∈
Lp(Rk) έχουµε

(3.3.1) ‖Mk(f)‖p 6 Ak,p‖f‖p,

όπου Ak,p είναι µια ϑετική σταθερά που εξαρτάται µόνο από τα k και p. Σταθεροποιούµε
το k και για συντοµία ϑα γράφουµε

Mf :=Mk(f).
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Μπορούµε να γράψουµε τηνMf στη µορφή

(3.3.2) (Mf)(x) = sup
r>0
|[σ̂(r·)f̂(·)]∨(x)| = sup

r>0
|(σ(r) ∗ f)(x)|,

όπου h∨(x) = ĥ(−x) είναι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier της h και σ(r) είναι το
µέτρο πιθανότητας που ορίζεται από την

(3.3.3)
∫
Sk−1

f(θ)dσ(r)(θ) =

∫
Sk−1

f(rθ)dσ(x).

Μπορούµε να δούµε ότι

(3.3.4) σ̂(ξ) =

∫
Sk−1

e2πi|ξ|x1dσ(x) = (2π|ξ|)−
k−2
2 J(k−2)/2(2π|ξ|),

όπου Jν είναι η συνάρτηση Bessel τάξης ν. Αυτό προκύπτει από την παρατήρηση ότι οι
συναρτήσεις

t 7→ t−
k−2
2 J(k−2)/2(t)

και (γραφοντας x = (x1, y) και χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Fubini)

t 7→ F (t) =

∫
Sk−1

eitx1dσ(x)

=
1

κk−1

∫ 1

−1
(
√

1− s2)k−2κk−2

(∫
(
√

1−s2)Sk−2

eistdσ(y)

)
ds

=
κk−2

κk−1

∫ 1

−1
(
√

1− s2)k−2 eist√
1− s2

ds

=
κk−2

κk−1

∫ 1

−1
(1− s2)

k−3
2 (cos(st) + i sin(st))ds

=
2κk−2

κk−1

∫ 1

0
(1− s2)

k−3
2 cos(st) ds

είναι ακέραιες συναρτήσεις και ικανοποιούν τις g(0) = 1, g′(0) = 0 και

t2(g′′(t) + g(t)) = −(k − 1)tg′(t)

(µε κs συµβολίζουµε την επιφάνεια sωs της µοναδιαίας σφαίρας του Rs).
Θεωρούµε µια λεία σφαιρικά συµµετρική συνάρτηση ϕ0 στον Rk η οποία παίρνει την

τιµή ϕ0(ξ) = 1 αν |ξ| 6 1 και ϕ0(ξ) = 0 αν |ξ| > 2. Στη συνέχεια, ϑέτουµε ψ(ξ) =

ϕ0(ξ)− ϕ0(2ξ) (οπότε, ο ϕορέας της ψ περιέχεται στον δακτύλιο {1/2 6 |ξ| 6 2}) και για
κάθε ` > 1 ορίζουµε

ϕ`(ξ) = ϕ0(2−`ξ)− ϕ0(21−`ξ) = ψ[2−`](ξ).
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Τέλος, για κάθε ` > 0 ϑεωρούµε την m` = ϕ`σ̂. Παρατηρούµε ότι
∑∞

`=0 ϕ` = 1, άρα
σ̂ =

∑∞
`=0m`.

Για κάθε ` > 0 ορίζουµε

(Mm`f)(x) = sup
r>0
|[m`(r·)f̂(·)]∨(x)| = sup

r>0
|[(ϕ∨` )(r) ∗ σ(r) ∗ f ](x)|.

Ειδικότερα, έχουµε
Mm0f = sup

r>0
|(ϕ∨0 )(r) ∗ σ(r) ∗ f |

και
Mm`f = sup

r>0
|(ψ∨)(2−`r) ∗ σ(r) ∗ f |, ` > 1.

Για κάθε x ∈ Rk ισχύει η ανισότητα

(3.3.5) (Mf)(x) 6
∞∑
`=0

(Mm`f)(x).

Θα χρειαστούµε κάποια αποτελέσµατα για πολλαπλασιαστές αυτής της µορφής και για τις
τετραγωνικές συναρτήσεις που αντιστοιχούν σε αυτούς. ΄Εστω m(ξ) ένας πολλαπλασιαστής
που είναι συνεχής συνάρτηση µε συµπαγή ϕορέα στον Rk, µηδενίζεται στο 0 και ικανοποιεί
την |m(ξ)| = O(|ξ|) σε µια περιοχή του 0. Για κάθε f στην κλάση Schwartz S(Rk) και για
κάθε x ∈ Rk ορίζουµε

(gmf)(x) =

(∫ ∞
0
|(Tm[u]

f)(x)|2 du
u

)1/2

=

(∫ ∞
0

∣∣∣∣∫
Rk
m(uξ)f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ

∣∣∣∣2 du

u

)1/2

,

όπου Tm είναι ο τελεστής που αντιστοιχεί στον πολλαπλασιαστήm, ο οποίος ορίστηκε στην
(2.5.8). Στην περίπτωση που m(ξ) = 2π|ξ|e−2π|ξ| παίρνουµε την συνάρτηση Littlewood-
Paley g1(f).

Λήµµα 3.3.1. Αν ο πολλαπλασιαστήςm(ξ) είναι ϕραγµένος και ο ϕορέας του περιέχεται σε

έναν δακτύλιο της µορφής {a 6 |ξ| 6 ρa}, όπου a > 0 και ρ > 1, τότε για κάθε f ∈ S(Rk)
έχουµε

‖gmf‖2 6
√

ln ρ ‖m‖∞‖f‖2.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας διαδοχικά το ϑεώρηµα Fubini, την ταυτότητα του Parseval, το
ϑεώρηµα Fubini, και ϑέτοντας v = u|ξ|, παίρνουµε∫

Rk
|(gmf)(x)|2dx =

∫ ∞
0
‖Tm[u]

f‖22
du

u
=

∫ ∞
0

∫
Rk
|m(uξ)|2|f̂(ξ)|2 du

u
dξ

6 ‖m‖2∞
∫
Rk

(∫ ρa

a

dv

v

)
|f̂(ξ)|2 dξ = ‖m‖2∞(ln ρ)‖f‖22,
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και έχουµε το Ϲητούµενο.

Για κάθε t > 0 και για κάθε f ∈ S(Rk) ϑέτουµε

(gm,tf)(x) = (Tm[t]
f)(x) =

∫
Rk
m(tξ)f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ.

Λήµµα 3.3.2. ΄Εστω m ϕραγµένη C1-συνάρτηση στον Rk η οποία µηδενίζεται έξω από ένα

συµπαγές υποσύνολο του Rk \ {0}. Τότε, για κάθε t > 0 και για κάθε f ∈ S(Rk),

|(gm,tf)(x)|2 6 2|(gmf)(x)| |(gm∗f)(x)|,

όπου

m∗(ξ) = 〈ξ,∇m(ξ)〉, ξ ∈ Rk.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

s
d

ds
(gm,sf)(x) =

∫
Rk
〈sξ,∇m(sξ)〉f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ =

∫
Rk
m∗(sξ)f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ,

δηλαδή

s
d

ds
(gm,sf)(x) = (gm∗,sf)(x).

Αφού η m µηδενίζεται σε µια περιοχή του 0, έχουµε (gm,0f)(x) = 0, άρα

|(gm,tf)(x)|2 =

∫ t

0

d

ds
|(gm,sf)(x)|2ds = 2Re

∫ t

0
(gm,sf)(x)s

d

ds
(gm,sf)(x)

ds

s

= 2Re

∫ t

0
(gm,sf)(x)(gm∗,sf)(x)

ds

s
.

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz συµπεραίνουµε ότι

|(gm,tf)(x)|2 6 2

(∫ ∞
0
|(gm,sf)(x)|2 ds

s

)1/2(∫ ∞
0
|(gm∗,sf)(x)|2 ds

s

)1/2

,

και έπεται το λήµµα.

΄Εστω ω ∈ S(Rk) σφαιρικά συµµετρική συνάρτηση. Θεωρούµε τον µεγιστικό τελεστή
Mω που ορίζεται από την

(Mωf)(x) = sup
r>0
|[ω(r·)f̂(·)]∨(x)| = sup

r>0
|[(ω∨)(r) ∗ f ](x)|,

αρχικά για κάθε f ∈ S(Rk).
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Πρόταση 3.3.3. Για κάθε 1 < p 6 ∞ ο µεγιστικός τελεστής Mω επεκτείνεται στον Lp(Rk)
και είναι ϕραγµένος τελεστής.

Απόδειξη. Η ω∨ είναι ακτινική συνάρτηση στην κλάση του Schwartz, άρα µπορούµε να
ϐρούµε µια ολοκληρώσιµη ακτινική, ϕθίνουσα ακτινικά, συνάρτηση Ω τέτοια ώστε |ω∨| 6
Ω. ΄Επεται ότι

sup
r>0
|[(ω∨)(r) ∗ f ](x)| 6 sup

r>0
(Ω(r) ∗ |f |)(x)

για κάθε x ∈ Rk, και όπως ϑα δούµε παρακάτω έχουµε

(3.3.6) sup
r>0

(Ω(r) ∗ |f |)(x) 6 ‖Ω‖1(Mf)(x)

για κάθε x ∈ Rk. Από το κλασικό ϑεώρηµα για τον µεγιστικό τελεστή M έχουµε το
συµπέρασµα.

Για να αποδείξουµε την (3.3.6) αρκεί να δείξουµε ότι

(3.3.7) |(Ω ∗ f)(x)| 6 ‖Ω‖1(Mf)(x)

για κάθε x ∈ Rk. Υποθέτουµε για απλότητα ότι Ω 6 1 και για κάθε ακέραιο s > 1

ϑεωρούµε το σύνολο
As = {x ∈ Rk : Ω(x) > 2−s}.

Το As είναι µια Ευκλείδεια µπάλα, και αν ορίσουµε g =
∑∞

s=1 2−s1As µπορούµε να
ελέγξουµε ότι g/2 6 Ω 6 g. Ξαναγράφουµε την g στη µορφή

g =
∞∑
s=1

as
1As
|As|

,

όπου as > 0 για κάθε s > 1. Αφού η Ω είναι ολοκληρώσιµη, η g είναι επίσης ολοκληρώσιµη
και

∞∑
s=0

as =

∫
Rk
g(x) dx 6 2

∫
Rk

Ω(x) dx = 2‖Ω‖1.

Για κάθε x ∈ Rk έχουµε

|(Ω ∗ f)(x)| 6 (g ∗ |f |)(x) 6
∞∑
s=1

as
|As|

∫
x+As

|f(y)| dy

6

( ∞∑
s=0

as

)
(Mf)(x) 6 2‖Ω‖1(Mf)(x).

Μπορούµε να πάρουµε την ίδια ανισότητα µε σταθερά 1 αν εκλεπτύνουµε την διαµέριση,
αντικαθιστώντας τις τιµές 2−s µε (1 + ε)−s, όπου ε > 0 και ε→ 0+.
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Στον ακτινικό πολλαπλασιαστή ω αντιστοιχίζουµε την τετραγωνική συνάρτηση gω που
ορίζεται, για κάθε f ∈ S(Rk) ως εξής:

(gωf)(x) =

(∫ ∞
0
|[ω(t·)f̂(·)]∨(x)|2dt

t

)1/2

=

(∫ ∞
0
|[(ω∨)(t) ∗ f ](x)|2dt

t

)1/2

.

Στην περίπτωση που η ω είναι ϕραγµένη και ο ϕορέας της περιέχεται σε ένα δακτύλιο της
µορφής {x ∈ Rk : r 6 |x| 6 ρr}, όπου r > 0 και ρ > 1, το Λήµµα 3.3.1 µας εξασφαλίζει
ότι

‖gωf‖2 6
√

ln ρ ‖ω‖∞‖f‖2

για κάθε f ∈ L2(Rk).

Θα δείξουµε ότι οMm` , ` > 1, είναι ισχυρού τύπου 2.

Πρόταση 3.3.4. Για κάθε ακέραιο ` > 1 και για κάθε f ∈ L2(Rk) ισχύει

‖Mm`f‖2 6 C(k)2−`(k−2)/2‖f‖2,

όπου C(k) > 0 είναι µια σταθερά που δεν εξαρτάται από τον `.

Απόδειξη. Για κάθε ` > 1, ο πολλαπλασιαστής m` έχει συµπαγή ϕορέα στο Rk \ {0}.
Θέτοντας m∗` (ξ) = 〈ξ,∇m`(ξ)〉 και χρησιµοποιώντας το Λήµµα 3.3.2, για κάθε r > 0

έχουµε
|[(m∨` )(r) ∗ f ](x)|2 = |(gm`,rf)(x)|2 6 2(gm`f)(x)(gm∗` f)(x).

Παίρνοντας supremum ως προς r > 0 ϐλέπουµε ότι

(Mm`f)(x)2 6 2(gm`f)(x)(gm∗` f)(x).

Ολοκληρώνοντας στον Rk και χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz καταλή-
γουµε στην

‖Mm`f‖
2
2 6 2‖gm`f‖2‖gm∗` f‖2.

Τώρα, χρησιµοποιούµε το Λήµµα 3.3.1 και τις ανισότητες

(3.3.8) ‖m`‖∞ 6 C1(k)2−`(k−1)/2, ‖m∗`‖∞ 6 C2(k)2−`(k−3)/2,

τις οποίες ϑα εξηγήσουµε παρακάτω. Αφού

supp(m`), supp(m∗` ) ⊂ {ξ ∈ Rk : 2`−1 6 |ξ| 6 2`+1},

από το Λήµµα 3.3.1 παίρνουµε

‖Mm`f‖
2
2 6 2

(
C1(k)

√
ln 4

2`(k−1)/2
‖f‖2

)(
C2(k)

√
ln 4

2`(k−3)/2
‖f‖2

)
= C(k)22−`(k−2)‖f‖22.
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Μένει να εξηγήσουµε τις (3.3.8). Είναι γνωστό ότι οι συναρτήσεις Bessel ικανοποιούν τις

sup
t>0

t1/2|Jα(t)| <∞ και
d

dt
Jα(t) =

1

2
(Jα−1(t)− Jα+1(t)).

[Η πρώτη ιδιότητα προκύπτει από το γεγονός ότι η uα(t) =
√
tJα(t) ικανοποιεί την δια-

ϕορική εξίσωση u′′α(t) + (1 + cαt
−2)uα(t) = 0 για t > 0 (όπου cα ϑετική σταθερά), άρα η

vα(t) := (uα(t)2 + u′α(t)2)/2 ικανοποιεί την v′α(t) = −cαt−2uα(t)u′α(t) 6 |cα|t−2vα(t), απ΄
όπου παίρνουµε vα(t) 6 e|cα|vα(1) για κάθε t > 1. Η δεύτερη ιδιότητα ελέγχεται στους
συντελεστές της δυναµοσειράς

∑∞
m=0(−1)m(m!Γ(m + α − 1))−1(t/2)2m της συνάρτησης

t−αJα(t), και όταν α = k ∈ N µπορούµε να την ελέγξουµε ακόµα πιο απλά από την
ολοκληρωτική αναπαράσταση 2πJk(t) =

∫ 2π
0 ei(ks−t sin s)ds.]

Μπορούµε λοιπόν, για κάθε ξ 6= 0, χρησιµοποιώντας την (3.3.4) να γράψουµε

|m`(ξ)| 6 C1(k)|ξ|−(k−1)/2 και |m∗` (ξ)| 6 C2(k)|ξ|−(k−3)/2.

Οι (3.3.8) προκύπτουν τώρα από το γεγονός ότι ο ϕορέας των m` και m∗` περιέχεται στο
δακτύλιο {ξ : 2`−1 6 |ξ| 6 2`+1}.

Η επόµενη πρόταση µας δίνει µια ανισότητα ασθενούς τύπου για τονMm` :

Πρόταση 3.3.5. ΄Εστω ` > 1. Για κάθε f ∈ L1(Rk) και για κάθε λ > 0, έχουµε

|{x ∈ Rk : (Mm`f)(x) > λ}| 6 C(k)
2`

λ
‖f‖1,

όπου C(k) > 0 είναι µια σταθερά που δεν εξαρτάται από τον `.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε ` > 1 ισχύει

(3.3.9) |m∨` (x)| 6 C(k)
2`

(1 + |x|)k+1

για κάθε x ∈ Rk. Πράγµατι, κατόπιν, αφού η (1 + |x|)−k−1 είναι ακτινική, ακτινικά
ϕθίνουσα και ολοκληρώσιµη, όπως στην (3.3.7) ϐλέπουµε ότι

sup
r>0
|[(m∨` )(r) ∗ f ](x)| 6 C̃(k)2`(Mf)(x)

και το Ϲητούµενο προκύπτει από την κλασική ασθενή ανισότητα για τον µεγιστικό τελεστή.
Μένει λοιπόν να δείξουµε την (3.3.9). Θέλουµε να ϕράξουµε την m∨` = ϕ∨` ∗ σ, για

κάθε ` > 1, όπου σ είναι το οµοιόµορφο µετρο πιθανότητας στην Sk−1 και ϕ∨` = (ψ∨)(2−`).
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Αφού η ψ∨ ανήκει στην κλάση του Schwartz, µπορούµε να ϕράξουµε την |ψ∨| από έ-
να πολλαπλάσιο ckg της ακτινικής και ακτινικά ϕθίνουσας ολοκληρώσιµης συνάρτησης
g(x) = (1 + |x|)−k−1. Για να ϕράξουµε την m∨` ϑα δείξουµε ότι

c−1
k |m

∨
` (x)| 6 (g(2−`) ∗ σ)(x) =

∫
Sn−1

g(2−`)(x− z)dσ(x)

6 C(k)2`(1 + |x|)−k−1.

Αν |x| > 2 τότε για κάθε z ∈ Sk−1 έχουµε |x − z| > |x| − 1 > |x|/2 και 1 + |x| 6 2|x|,
οπότε γράφοντας g(2−`)(y) = 2k`g(2`y) παίρνουµε

G`(x) := (g(2−`) ∗ σ)(x) 6 max
z∈Sk−1

g(2−`)(x− z) 6 2k`(1 + 2`|x|/2)−k−1

6 2k`2−(`−1)(k+1)|x|−k−1 6 2k+1|x|−k−1 6 22k+2(1 + |x|)−k−1,

και έπεται το Ϲητούµενο. ΄Εστω ότι |x| 6 2. Αρκεί να δείξουµε ότι G`(x) 6 C(k)2`, γιατί
έχουµε 1 + |x| 6 3 και ϑα προκύψει ότι C(k)2` 6 [C(k)3k+1]2`(1 + |x|)−k−1. Για κάθε
y ∈ Rk γράφουµε y = (v, t), όπου v ∈ Rk−1 και t ∈ R. Από το αναλλοίωτο ως προς
στροφές, µπορούµε να ϑεωρήσουµε µόνο σηµεία της µορφής x = (0, s), s > 0. Γράφουµε
κάθε z ∈ Sk−1 στη µορφή z = (v, t), οπότε x − z = (−v, s − t). ΄Εστω π0 η ορθογώνια
προβολή του Rk στο υπερεπίπεδο {(w, 0) : w ∈ Rk−1}. Αφού η g(2−`) είναι ακτινική και
ακτινικά ϕθίνουσα, έχουµε

g(2−`)(x− z) 6 g(2−`)(π0(x− z)) = g(2−`)(−v, 0).

΄Επεται ότι

G`(x) = G`(0, s) =

∫
Sk−1

g(2−`)(x− z)dσ(z) 6
∫
Sk−1

g(2−`)(π0(x− z))dσ(z)

=

∫
Rk−1

g(2−`)(−v, 0)dν(v),

όπου ν είναι η προβολή του σ στον Rk−1. ΄Εχουµε

dν(v) =
2

kk−1

1{|v|<1}√
1− |v|2

dv = C(k)
1{|v|<1}√
1− |v|2

dv,

όπου kk−1 είναι η επιφάνεια της Sk−1. Χωρίζουµε το τελευταίο ολοκλήρωµα σε δύο µέρη,
ανάλογα µε το αν |v| < 1/2 ή όχι. Στο ολοκλήρωµα E1 που αντιστοιχεί στην |v| < 1/2,
έχουµε 1− |v|2 > 3/4, άρα

E1 6

√
4

3
C(k)

∫
{|v|<1/2}

g(2−`)(v, 0) dv 6 2C(k)

∫
Rk−1

g(2−`)(v, 0) dv.
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Με αλλαγή µεταβλητής παίρνουµε

E1 6 2C(k)2`2(k−1)`

∫
Rk−1

g(2`v, 0) dv = 2C(k)2`
∫
Rk−1

g(u, 0) du,

το οποίο είναι ϕράγµα της µορφής που Ϲητάµε. Στην δεύτερη περίπτωση έχουµε |v| > 1/2

και

g(2−`)(v, 0) = 2k`(1 + 2`|v|)−k−1 6 2k`2−(`−1)(k+1) 6 2k+1.

΄Επεται ότι το ολοκλήρωµα E2 που αντιστοιχεί στην |v| > 1/2, ως προς το µέτρο ν, ϕράσ-
σεται από κάποια συνάρτηση του k.

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το κεντρικό αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.2. ΄Εστω 1 < p 6 2. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα παρεµ-
ϐολής του Marcinkiewicz, από τις Προτάσεις 3.3.4 και 3.3.5 ϐλέπουµε ότι, για κάθε ` > 1

και για κάθε f ∈ Lp(Rk) ισχύει

‖Mm`f‖p 6 c(1, 2, p)C(k)(2`)−1+2/p(2−`(k−2)/2)2−2/p‖f‖p,

όπου c(1, 2, p) είναι µια σταθερά ανεξάρτητη από τα k και `. ΄Επεται ότι

‖Mm`f‖p 6 C ′(k)2`(k/p−(k−1))‖f‖p.

Αν υποθέσουµε ότι p > k/(k − 1) τότε η σειρά
∑∞

`=1 2`(k/p−(k−1)) συγκλίνει. Επιπλέον,
από την Πρόταση 3.3.3 γνωρίζουµε ότι οMm0 απεικονίζει τον Lp(Rk) στον εαυτό του για
κάθε 1 < p <∞. Από την (3.3.5) συµπεραίνουµε ότι οM είναι ϕραγµένος τελεστής στον
Lp(Rk) αν υποθέσουµε ότι k/(k − 1) < p 6 2. Στην περίπτωση p > 2, εφαρµόζουµε το
ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz µεταξύ του L2(Rk) και του L∞(Rk) για τον οποίο
έχουµε τετριµµένα ότι οM είναι ϕραγµένος. 2

3.4 ΄Αλλα αποτελέσµατα

Στην παράγραφο αυτή ϑα συµβολίζουµε µε D τη µοναδιαία µπάλα στον Rn.

Θεώρηµα 3.4.1. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N,

για κάθε f ∈ L1
loc(Rn) ισχύει

(3.4.1) |{x : Mf(x) > λ}| 6 Cn

λ
‖f‖1, t > 0.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη ϑεωρούµε την ηµιοµάδα τελεστών (T t)t>0 στον Rn που ορίζεται
από την

T t(f) := f ∗ ht,

όπου

ht(x) =
1

(4πt)n/2
e−|x|

2/4t

είναι ο πυρήνας της ϑερµότητας. Παρατηρούµε ότι :

(i) ‖T tf‖1 6 ‖f‖1,

(ii) ‖T tf‖∞ 6 ‖f‖∞,

(iii) T t(1) = 1,

(iv) T tf > 0 αν f > 0.

Από τη µεγιστική ανισότητα του Hopf (Θεώρηµα 2.2.4) έχουµε ότι∣∣∣∣{x : sup
s>0

1

s

∫ s

0
(T tf)(x) dt > λ

}∣∣∣∣ 6 1

λ
‖f‖1, λ > 0.

Θεωρούµε f > 0 και ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα συγκρίνοντας την Mf(x) µε το

an · sup
s>0

1

s

∫ s

0
(T tf)(x) dt

για κατάλληλη σταθερά an. Για το σκοπό αυτό αρκεί να ϐρούµε κατάλληλο s0 τέτοιο ώστε

(3.4.2)
1

ωn
1D(x) 6 an ·

1

s0

∫ s0

0
ht(x) dt.

΄Εχοντας πετύχει κάτι τέτοιο, για κάθε r > 0 ϑα έχουµε

1

ωnrn
1rD(x) =

1

ωnrn
1D

(x
r

)
6

1

rn
an ·

1

s0

∫ s0

0
ht

(x
r

)
dt

= an ·
1

s0

∫ s0

0

1

(4πr2t)n/2
e−|x|

2/4r2t dt

= an ·
1

s0

∫ s0

0
hr2t(x) dt

= an ·
1

s0

∫ r2s0

0
ht(x)

dt

r2
= an ·

1

sr

∫ sr

0
ht(x) dt,
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όπου sr = r2s0, και άρα

Mf(x) = sup
r>0

1

ωnrn

∫
1rD(y)f(x− y) dy

6 sup
r>0

∫ (
an ·

1

sr

∫ sr

0
ht(y) dt

)
f(x− y) dy

= an · sup
s>0

1

s

∫ s

0

∫
f(x− y)ht(y) dy dt

= an · sup
s>0

1

s

∫ s

0
T tf(x) dt.

Παρατηρούµε ότι η (3.4.2) είναι ισοδύναµη µε την

(3.4.3)
1

ωn
6 an ·

1

s0

∫ s0

0
ht(x) dt, όταν |x| 6 1

και επειδή η ht(x) είναι ϕθίνουσα συναρτήση του |x| έχουµε ισοδύναµα την

(3.4.4)
1

ωn
6 an ·

1

s0

∫ s0

0
ht dt,

όπου ht = (4πt)−n/2e−1/4t. Προκύπτει ότι η ϐέλτιστη επιλογή για την (3.4.4) είναι να
πάρουµε το s0 λίγο µεγαλύτερο από 1/(2n). Για να απλουστεύσουµε τον υπολογισµό, µας
αρκεί να επιλέξουµε s0 = 1/n. Τότε, εφαρµόζοντας την αλλαγή µεταβλητής u = 1/(4t)

έχουµε ∫ ∞
0

ht dt =
1

πn/2

∫ ∞
0

(4t)−n/2e−1/4tdt =
1

πn/2

∫ ∞
0

un/2e−u
du

4u2

=
1

4πn/2

∫ ∞
0

un/2−2e−udu =
1

4πn/2
Γ
(n

2
− 1
)
.

Για να εκτιµήσουµε τώρα το
∫∞
s0
htdt ϑεωρούµε την συνάρτηση g(u) = un/2−2e−u και άρα

g′(u) =
(
n
2 − 2− u

)
un/2−3e−u. Οπότε για αρκετά µεγάλο n (συγκεκριµένα για n > 8) η

g ϑα είναι αύξουσα στο [0, n/4]. Συνεπώς υπολογίζουµε,∫ ∞
s0

htdt =
1

4πn/2

∫ 1/(4s0)

0
un/2−2e−udu =

1

4πn/2

∫ n/4

0
g(u)du

6
1

4πn/2
(n/4)g(n/4) =

n

16πn/2

(n
4

)n/2−2
e−n/4

= e−n/4
1

(4π)n/2
nn/2−1

αν το n είναι αρκετά µεγάλο. Η τελευταία ποσότητα είναι o
(
π−n/2Γ

(
n
2 − 1

))
καθώς n →

∞, αφού από τον τύπο του Stirling

Γ
(n

2
− 1
)

=
Γ
(
n
2

)
n
2 − 1

=
Γ
(
n
2 + 1

)(
n
2 − 1

)
n
2

∼
√
πn(
n
2

)2 ( n2e)n/2 =
4
√
π

2n/2
e−n/2nn/2−3/2
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και άρα

e−n/4 1
(4π)n/2

nn/2−1

π−n/2Γ
(
n
2 − 1

) =
e−n/4nn/2−1

2nΓ
(
n
2 − 1

) ∼ 1

4
√
π

e−n/4nn/2−1

2n/2e−n/2nn/2−3/2

=
1

4
√
π
n1/2

(e
4

)n/4
→ 0,

καθώς n→∞ αφού e/4 < 1. Συνεπώς,∫ s0

0
htdt =

∫ ∞
0

htdt−
∫ ∞
s0

htdt >
c

πn/2
Γ
(n

2
− 1
)
,

για κάποια σταθερά c > 0. Χρησιµοποιώντας και την

1

ωn
=

Γ
(
n
2 + 1

)
πn/2

=
n
2

(
n
2 − 1

)
πn/2

Γ
(n

2
− 1
)
<
n2

4

1

πn/2
Γ
(n

2
− 1
)

ϐλέπουµε ότι η (3.4.4) ικανοποιείται µε an = Cn, όπου C = 1
4c , και το συµπέρασµα του

ϑεωρήµατος έπεται.

Θεώρηµα 3.4.2. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N,

για κάθε p > 1 και για κάθε f ∈ Lp(Rn) ισχύει

(3.4.5) ‖Mf‖p 6 C
√
n

p

p− 1
‖f‖p.

Το ϑεώρηµα αυτό δεν παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον αν το p > 1 είναι σταθερό
(το Θεώρηµα 3.2.1 είναι ισχυρότερο). Μας δίνει όµως την σωστή εξάρτηση από το p όταν
p→ 1+. ΄Εχουµε ϐέβαια το κόστος του όρου

√
n, όµως η εξάρτηση από το n είναι καλύτερη

από εκείνην στο γενικότερο Θεώρηµα 4.2.1, που ϑα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο. Είναι
επίσης καλύτερη από αυτήν που ϑα προέκυπτε αν συνδυάζαµε το Θεώρηµα 3.4.1 µε το
ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.4.1 έχουµε∥∥∥∥sup
t>0

T tf

∥∥∥∥
p

6 Ap‖f‖p

για κάθε p > 1 και για κάθε f ∈ Lp(Rn), µε σταθερά Ap 6 p
p−1 . Συνεχίζοντας όπως στην

απόδειξη του προηγούµενου ϑεωρήµατος, αρκεί να ϐρούµε κατάλληλες σταθερές bn και t0
για τις οποίες

(3.4.6)
1

ωn
1D(x) 6 bnht0(x),
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και αυτή η ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την

(3.4.7)
1

ωn
6 bn(4πt0)−n/2e−1/(4t0).

Επιλέγουµε t0 = 1/(2n). Τότε, το δεξιό µέλος της (3.4.7) είναι ίσο µε bn(2π/n)−n/2e−n/2,
ενώ το αριστερό µέλος είναι ίσο µε

π−n/2Γ(n/2 + 1) ∼ π−n/2
√
πn
( n

2e

)n/2
=
√
πn(2π/n)−n/2e−n/2,

από τον τύπο του Stirling. Οπότε παίρνουµε την (3.4.7) αν επιλέξουµε bn = c
√
n για

κάποια, αρκετά µεγάλη, απόλυτη ϑετική σταθερά c. ΄Ετσι, έχουµε αποδείξει το ϑεώρηµα.





Κεφάλαιο 4

Μεγιστικοί τελεστές που ορίζονται

από κυρτά σώµατα

4.1 Ασθενής ανισότητα

΄Εστω B ένα ανοικτό, ϕραγµένο, συµµετρικό κυρτό σύνολο στον Rn. Θα συµβολίζουµε µε
Br το σύνολο

(4.1.1) Br := rB = {x ∈ Rn : r−1x ∈ B}.

Για κάθε τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση f στον Rn ϑεωρούµε τη µεγιστική συνάρτηση
MBf της f :

(4.1.2) MBf(x) = sup
r>0

1

|Br|

∫
Br
|f(x− y)| dy.

Θεώρηµα 4.1.1. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N,

για κάθε ανοικτό, ϕραγµένο, συµµετρικό κυρτό σύνολοB στον Rn και για κάθε f ∈ L1
loc(Rn)

ισχύει

(4.1.3) |{x : MBf(x) > t}| 6 Cn log(n+ 1)

t
‖f‖1, t > 0.

Θα συµβολίζουµε µε ‖x‖B τη νόρµα που επάγεται στον Rn από το B. ∆ηλαδή,

(4.1.4) ‖x‖B = min{t > 0 : x ∈ tB}.

Γενικεύοντας την (4.1.1), για κάθε x0 ∈ Rn και r > 0 γράφουµε

(4.1.5) Br(x0) = x0 +Br = {x : x− x0 ∈ Br}.

73
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Αν B̃ είναι οποιοδήποτε σώµα της µορφής Br(x0), συµβολίζουµε µε B̃∗ το σώµα Bnr(x0)

που έχει το ίδιο κέντρο και ακτίνα nr. Συµβολίζουµε επίσης µε B̃∗∗ και B̃∗∗∗ τα σώµατα
B(n+1)r(x0) και B(n+2)r(x0) αντίστοιχα.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.1 ϑα ϐασιστεί στο εξής λήµµα.

Λήµµα 4.1.2. ΄Εστω {B̃α : α ∈ A} µια πεπερασµένη οικογένεια από σώµατα της µορφής

Br(x). Μπορούµε να ϐρούµε υποοικογένεια {B̃α1 , . . . , B̃αN } µε τις εξής ιδιότητες:

(4.1.6)

∣∣∣∣∣ ⋃
α∈A

B̃α

∣∣∣∣∣ 6 c1

∣∣∣∣∣∣
N⋃
j=1

B̃αj

∣∣∣∣∣∣
και

(4.1.7)
N∑
j=1

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
6 c2n log(n+ 1),

όπου I1 = B̃α1 , Ij = B̃αj \ (B̃α1 ∪ · · · ∪ B̃αj−1) για κάθε j = 2, . . . , N , και c1, c2 είναι

απόλυτες ϑετικές σταθερές.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.1. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η f παίρνει µη αρνη-
τικές τιµές. Ορίζουµε

(4.1.8) M̃B(f)(x) = sup
x∈B̃

1

|B̃∗|

∫
B̃∗
f(y) dy.

Εύκολα ελέγχουµε ότι

(4.1.9) MBf(x) 6 M̃B(f)(x) 6 eMBf(x).

Πράγµατι, η πρώτη ανισότητα είναι προφανής, ενώ για τη δεύτερη αρκεί να παρατηρήσουµε
ότι : Αν B̃ είναι ένα σώµα µε κέντρο x0 και ακτίνα r τέτοιο ώστε x ∈ B̃ τότε, από την
τριγωνική ανισότητα ϑα έχουµε ότι B̃∗ ⊆ B(n+1)r(x). Συνεπώς,∫

B̃∗
f(y) dy 6

∫
B(n+1)r

f(x− y) dy

και άρα

1

|B̃∗|

∫
B̃∗
f(y) dy 6

|B(n+1)r|
|B̃∗|

1

|B(n+1)r|

∫
B(n+1)r

f(x− y) dy

=
((n+ 1)r)n|B|

(nr)n|B|
1

|B(n+1)r|

∫
B(n+1)r

f(x− y) dy

= (1 + 1/n)n
1

|B(n+1)r|

∫
B(n+1)r

f(x− y) dy

6 eMBf(x).
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Οπότε παίρνοντας supremum ως προς τα B̃, ϐλέπουµε ότι M̃B(f)(x) 6 eMBf(x).
Για κάθε t > 0 ϑεωρούµε το σύνολο Et := {x : M̃B(f)(x) > t}. ΄Εστω C τυχόν

συµπαγές υποσύνολο του Et. Για κάθε x ∈ C υπάρχει B(x) µε x ∈ B(x), τέτοιο ώστε

(4.1.10)
1

|B∗(x)|

∫
B∗(x)

f(y) dy > t.

Αφού το C είναι συµπαγές, µπορούµε να επιλέξουµε µια πεπερασµένη οικογένεια {B̃α :

α ∈ A} από σώµατα B(x) που η ένωσή τους καλύπτει το C. Θεωρούµε την υποοικογένεια
B̃α1 , . . . , B̃αN που µας εξασφαλίζει το Λήµµα 4.1.2. Τότε,

(4.1.11) |C| 6

∣∣∣∣∣ ⋃
α∈A

B̃α

∣∣∣∣∣ 6 c1

∣∣∣∣∣∣
N⋃
j=1

B̃αj

∣∣∣∣∣∣
από την ιδιότητα (4.1.6) του λήµµατος και, ταυτόχρονα,

(4.1.12)

∣∣∣∣∣∣
N⋃
j=1

B̃αj

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
N⋃
j=1

Ij

∣∣∣∣∣∣ =

N∑
j=1

|Ij |

διότι τα I1, I2, . . . , IN είναι ξένα ανά δύο. Επιπλέον,

(4.1.13) |Ij | =
|Ij |
|B̃∗αj |

|B̃∗αj |

και αφού το B̃αj είναι κάποιο από τα B(x), ϑα ισχύει λόγω της (4.1.10):

(4.1.14) |B̃∗αj | <
1

t

∫
B̃∗αj

f(y) dy =
1

t

∫
1B̃∗αj

(y)f(y) dy.

Συνεπώς,

(4.1.15)
N∑
j=1

|Ij | 6
1

t

∫ N∑
j=1

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(y)f(y) dy 6

c2

t
n log(n+ 1)

∫
f(y) dy,

από την ιδιότητα (4.1.7) του λήµµατος. Αυτό αποδεικνύει ότι

|C| 6 c3

t
n log(n+ 1) ‖f‖1,

µε c3 = c1c2. Παίρνοντας supremum ως προς όλα τα συµπαγή C ⊆ Et παίρνουµε το
Ϲητούµενο. 2

Απόδειξη του Λήµµατος 4.1.2. Επιλέγουµε επαγωγικά τα B̃α1 , . . . , B̃αN . Παίρνουµε
αρχικά το B̃α1 να έχει τη µέγιστη δυνατή ακτίνα. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει τα
B̃α1 , . . . , B̃αk−1

(και έτσι έχουν οριστεί τα I1, . . . , Ik−1).
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Παίρνουµε σαν B̃αk εκείνο το B̃α που έχει τη µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα ανάµεσα σε
εκείνα που τα κέντρα τους yk ικανοποιούν την

(4.1.16)
k−1∑
j=1

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗∗αj
(yk) 6 1.

Αποδεικνύουµε πρώτα την (4.1.6). Υπενθυµίζουµε ότι B̃∗∗αj είναι το (n + 1)-πολλαπλάσιο
και B̃∗∗∗αj είναι το (n+ 2)-πολλαπλάσιο του B̃αj (που έχουν το ίδιο κέντρο µε αυτό).

΄Εστω ότι το B̃α δεν έχει επιλεγεί κατά την διαδικασία. Θα δείξουµε ότι

(4.1.17)
N∑
j=1

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗∗∗αj

(x) > 1

για κάθε x ∈ B̃α. Πράγµατι, αν rα είναι η ακτίνα και yα είναι το κέντρο του B̃α, ϑεωρούµε
εκείνα τα B̃αj (µε ακτίνα rj και κέντρο yj ) για τα οποία rj > rα. Αφού το B̃α δεν είχε
επιλεγεί, έχουµε

(4.1.18)
∑
rj>rα

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗∗αj
(yα) > 1.

Παρατηρούµε ότι αν yα ∈ B̃∗∗αj και x ∈ B̃α τότε x ∈ B̃∗∗∗αj (διότι, από τις ‖yα − yj‖B <

(n + 1)rj και ‖x − yα‖B < rα 6 rj έχουµε ‖x − yj‖B < (n + 2)rj ). Αυτό σηµαίνει ότι
1B̃∗∗∗αj

(x) > 1B̃∗∗αj
(yα) και άρα

(4.1.19)
∑
rj>rα

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗∗∗αj

(x) > 1

για κάθε x ∈ B̃α, το οποίο αποδεικνύει την (4.1.17). Ολοκληρώνοντας τα δύο µέ-
λη της (4.1.17) πάνω στην ένωση των B̃α που δεν επιλέχτηκαν (την ονοµάζουµε E =⋃
α/∈{α1,...,αN} B̃α), παίρνουµε

|E| 6
N∑
j=1

|Ij |
|B̃∗∗∗αj ∩ E|
|B̃∗αj |

6
N∑
j=1

|Ij |
|B̃∗∗∗αj |
|B̃∗αj |

=

(
n+ 2

n

)n N∑
j=1

|Ij | 6 e2
N∑
j=1

|Ij | = e2

∣∣∣∣∣∣
N⋃
j=1

Ij

∣∣∣∣∣∣
= e2

∣∣∣∣∣∣
N⋃
j=1

B̃αj

∣∣∣∣∣∣ .
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Οπότε, αν γράψουµε

⋃
α∈A

B̃α =

 N⋃
j=1

B̃αj

 ∪
 ⋃
α/∈{α1,...,αN}

B̃α

 ,

προκύπτει η (4.1.6) µε c1 = e2 + 1.
Αποδεικνύουµε τώρα την (4.1.7). ΄Εστω x ∈ Rn, το οποίο ικανοποιεί την

N∑
j=1

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(x) > 0.

Επιλέγουµε k ∈ {1, . . . , N} τέτοιο ώστε 1B̃∗αk
(x) > 0 (δηλαδή x ∈ B̃∗αk ) και η ακτίνα rk να

είναι η µικρότερη δυνατή. Μπορούµε (κάνοντας κατάλληλη µεταφορά και οµοιοθεσία και
αφού η ποσότητα στην (4.1.7) είναι αναλοίωτη ως προς τις µεταφορές και οµοιοθεσίες) να
υποθέσουµε ότι x = 0 και rk = 1. ΄Αρα, rj > 1 για όλα τα j που µας ενδιαφέρουν (για
τα υπόλοιπα j, από την επιλογή του k, ϑα ισχύει 1B̃∗αj

(0) = 0 και άρα δεν επηρεάζουν το
άθροισµα) και ισχύουν τα εξής :

(i) 0 ∈ B̃∗αk , δηλαδή ‖yk‖B < n.

(ii) yk ∈ B̃∗∗αj αν και µόνο αν ‖yk − yj‖B < (n+ 1)rj .

(iii) 0 ∈ B̃∗αj αν και µόνο αν ‖yj‖B < nrj .

Γράφουµε
N∑
j=1

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(0) = I + II,

όπου
I :=

∑
rj>n

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(0) και II :=

∑
rj<n

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(0).

Παρατηρούµε ότι ο j-οστός όρος στο άθροισµα I είναι µη µηδενικός µόνο αν 0 ∈ B̃∗αj , και
τότε yk ∈ B̃∗∗αj . Πράγµατι, ‖yk−yj‖B 6 ‖yk‖B +‖yj‖B < n+nrj 6 (n+1)rj διότι rj > n.
Αφού το B̃αk έχει επιλεγεί, έχουµε∑

rj>1

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗∗αj
(yk) 6 1

άρα

(4.1.20) I :=
∑
rj>n

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(0) 6 1.
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Στη συνέχεια ϕράσσουµε το

(4.1.21)
∑

a6rj<b

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(0),

όπου 1 6 a < b.
Παρατηρούµε ότι για κάθε όρο σε αυτό στο άθροισµα έχουµε |B̃∗αj | = |B|(nrj)n >

|B|(na)n. Επίσης, τα σύνολα Ij είναι ξένα ανά δύο και καθένα από αυτά περιέχεται σε ένα
πολλαπλάσιο του B ακτίνας rj < b, µε κέντρο yj και ισχύει ‖yj‖B < nrj < nb για όλα τα j
για τα οποία 1B̃∗αj

(0) > 0, λόγω της (iii). ΄Αρα, η ένωσή τους περιέχεται σε ένα πολλαπλάσιο

του B ακτίνας < (n+ 1)b, µε κέντρο την αρχή των αξόνων. Συνεπώς,∑
rj<b

|Ij |1B̃∗αj
(0) 6 |B|((n+ 1)b)n.

΄Ετσι, στην (4.1.21) παίρνουµε σαν άνω ϕράγµα το (1 + 1/n)n(b/a)n 6 e(b/a)n. Τέλος,
γράφουµε

II =
∑
rj<n

|Ij |
|B̃∗αj |

1B̃∗αj
(0) =

m∑
`=1

II`,

όπου II` είναι το υποάθροισµα του II που παίρνεται πάνω από εκείνες τις rj για τις
οποίες (1 + 1/n)`−1 6 rj < (1 + 1/n)`. Χρησιµοποιώντας το ϕράγµα που δείξαµε µε
a = (1 + 1/n)`−1 και b = (1 + 1/n)`, παίρνουµε

II` 6 e(1 + 1/n)n 6 e2.

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του λήµµατος παρατηρούµε ότι για κατάλληλη σταθε-
ϱά c0 > 0 ισχύει η ανισότητα (1+1/n)c0n logn > n (για παράδειγµα µπορούµε να πάρουµε
c0 = 2 οπότε ϑα ισχύει (1 + 1/n)n > 2⇒ (1 + 1/n)2n logn > 22 logn > elogn = n), και έτσι,
ϑέτοντας m = c0n log n έχουµε

II =

m∑
`=1

II` 6 e2c0n log n.

Αυτό αποδεικνύει το λήµµα, και µαζί το Θεώρηµα 4.1.1. 2

4.2 Lp-εκτιµήσεις

Περνάµε τώρα σε Lp εκτιµήσεις για τηνMB στο γενικό πλαίσιο ενός ανοικτού, ϕραγµένου,
συµµετρικού κυρτού συνόλου B. Ακόµα πιο γενικά, υποθέτουµε εδώ ότι το B είναι ένα
ανοικτό, ϕραγµένο, ακτινικό σύνολο. ∆ηλαδή,

B = {x : x = tθ, 0 6 t < ρ(θ), θ ∈ Sn−1},
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όπου Sn−1 είναι η Ευκλείδεια µοναδιαία σφαίρα στον Rn, και ρ είναι µια ϑετική, ϕραγµένη
συνάρτηση στην Sn−1.

Το επόµενο ϑεώρηµα µας δίνει µια εκτίµηση καλύτερη από αυτή που ϑα προέκυπτε αν
συνδυάζαµε το ϑεώρηµα Marcinkiewicz µε το Θεώρηµα 4.1.1. Επίσης, όπως το Θεώρηµα
3.4.2, παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον όταν p→ 1+.

Θεώρηµα 4.2.1. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N,

για κάθε ανοικτό, ϕραγµένο, ακτινικό σύνολο σύνολο B στον Rn, για κάθε p > 1 και για

κάθε f ∈ Lp(Rn) ισχύει

(4.2.1) ‖MBf‖p 6 Cn
p

p− 1
‖f‖p.

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε τη µεθοδο των στροφών. Για κάθε θ ∈ Sn−1 ϑεωρούµε τη
µεγιστική συνάρτησηMθ στη διεύθυνση του θ, η οποία ορίζεται ως εξής:

(4.2.2) Mθ(f)(x) = sup
r>0

∫ r
0 |f(x− tθ)|tn−1dt∫ r

0 t
n−1dt

.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η f παίρνει µη αρνητικές τιµές. Τότε,∫
Br
f(x− y) dy =

∫
Sn−1

∫ rρ(θ)

0
f(x− tθ)tn−1dt dθ

6
∫
Sn−1

(
Mθ(f)(x)

∫ rρ(θ)

0
tn−1dt

)
dθ

= rn
∫
Sn−1

(
Mθ(f)(x)

∫ ρ(θ)

0
tn−1dt

)
dθ.

Συνεπώς,

(4.2.3) sup
r>0

1

|Br|

∫
Br
f(x− y) dy 6

1

|B|

∫
Sn−1

(
Mθ(f)(x)

∫ ρ(θ)

0
tn−1dt

)
dθ.

Χρησιµοποιώντας το µονοδιάστατο ϑεώρηµα για τη µεγιστική συνάρτηση και παρατηρώντας
ότι ∫ T

0 f(x− t)tn−1dt∫ T
0 tn−1dt

=

∫ T
0 f(x− t)tn−1dt

Tn

n

=
n

T

∫ T

0
f(x− t) t

n−1

Tn−1
dt

6
n

T

∫ T

0
f(x− t)dt,

και άρα

(4.2.4) sup
T>0

∫ T
0 f(x− t)tn−1dt∫ T

0 tn−1dt
6 n sup

T>0

1

T

∫ T

0
f(x− t) dt,
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συµπεραίνουµε ότι

(4.2.5) ‖Mθ(f)‖p 6 cn
p

p− 1
‖f‖p.

΄Επεται ότι

(4.2.6) ‖MBf‖p 6 cn
p

p− 1
‖f‖p ·

1

|B|

∫
Sn−1

∫ ρ(θ)

0
tn−1dt dθ,

και από την

(4.2.7)
∫
Sn−1

∫ ρ(θ)

0
tn−1dt dθ = |B|

έχουµε το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος.



Κεφάλαιο 5

Οι Lp-εκτιµήσεις των Bourgain και

Carbery

5.1 Τα αποτελέσµατατα των Bourgain και Carbery

΄Οπως αναφέραµε στην Εισαγωγή, πρώτος ο Bourgain [3] απέδειξε L2-εκτιµήσεις για τον
µεγιστικό τελεστή MB, µε σταθερές ανεξάρτητες από τη διάσταση και από το σώµα B.

Θεώρηµα 5.1.1. Υπάρχει απόλυτη σταθεράC > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N, για

κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B στον Rn, και για κάθε f ∈ L2(Rn), η µεγιστική συνάρτηση

(5.1.1) MBf(x) = sup
r>0

1

|Br|

∫
Br
|f(x− y)| dy.

ικανοποιεί την

(5.1.2) ‖MBf‖2 6 C ‖f‖2.

Περιγράφουµε την απόδειξη στην Παράγραφο 5.3. Για την απόδειξη του Θεωρήµατος
5.1.1 ο Bourgain εισήγαγε την «ισοτροπική ϑέση» ενός κυρτού σώµατος, τις ιδιότητες της
οποίας αποδεικνύουµε στην Παράγραφο 5.2.

Η L2-εκτίµηση του Bourgain επεκτάθηκε από τον Carbery [6] και από τον Bourgain
στο [4], για κάθε p > 3/2. Στην Παράγραφο 5.4 περιγράφουµε τη µέθοδο που ακολούθησε
ο Carbery. Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε το εξής.

Θεώρηµα 5.1.2. ΄Εστω p > 3/2. Υπάρχει σταθερά Cp > 0, η οποία εξαρτάται µόνο από το

p, τέτοια ώστε : για κάθε n ∈ N, για κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B όγκου 1 στον Rn, και

για κάθε f ∈ Lp(Rn), ο µεγιστικός τελεστής

(5.1.3) MBf(x) = sup
t>0

t−n
∫
tB
|f(x− y)| dy

81
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ικανοποιεί την

(5.1.4) ‖MBf‖p 6 Cp ‖f‖p.

Επίσης, αν συµβολίσουµε µε M̃B τον µεγιστικό τελεστή

(5.1.5) M̃Bf(x) = sup
k

2−kn
∫

2kB
|f(x− y)| dy,

τότε για κάθε p > 1 υπάρχει σταθερά Dp > 0 τέτοια ώστε : για κάθε n ∈ N, για κάθε

συµµετρικό κυρτό σώµα B όγκου 1 στον Rn, και για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(5.1.6) ‖M̃Bf‖p 6 Dp ‖f‖p.

5.2 Ισοτροπικά κυρτά σώµατα

Ορισµός 5.2.1. ΄Ενα συµµετρικό κυρτό σώµα B στον Rn λέγεται ισοτροπικό αν έχει όγκο
|B| = 1 και υπάρχει µια σταθερά α > 0 ώστε

(5.2.1)
∫
B
〈x, y〉2dx = α2|y|2

για κάθε y ∈ Rn. Παρατηρήστε ότι αν το B ικανοποιεί την ισοτροπική συνθήκη (5.2.1)

τότε ∫
B
|x|2dx =

n∑
i=1

∫
〈x, ei〉2dx = nα2,

όπου xj = 〈x, ej〉 είναι οι συντεταγµένες του x ως προς κάποια ορθοκανονική ϐάση
{e1, . . . , en} του Rn. Επίσης, εύκολα ελέγχουµε ότι αν B είναι ένα ισοτροπικό κυρτό
σώµα στον Rn τότε το U(B) είναι επίσης ισοτροπικό για κάθε U ∈ O(n).

Παρατήρηση 5.2.2. ∆εν είναι δύσκολο να ελέγξουµε ότι η ισοτροπική συνθήκη (5.2.1)

είναι ισοδύναµη µε καθεµία από τις παρακάτω συνθήκες:

(i) Για κάθε i, j = 1, . . . , n,

(5.2.2)
∫
B
xixjdx = α2δij ,

όπου xj = 〈x, ej〉 είναι οι συντεταγµένες του x ως προς κάποια ορθοκανονική ϐάση
{e1, . . . , en} του Rn.

(ii) Για κάθε T ∈ L(Rn),

(5.2.3)
∫
B
〈x, Tx〉dx = α2(trT ).
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Για να το δούµε, υποθέτουµε πρώτα ότι το B είναι ισοτροπικό, και ϑέτοντας y = ei, y = ej

και y = ei + ej στην (5.2.1) παίρνουµε την (5.2.2). Παρατηρώντας ότι αν T = (tij)
n
i,j=1

τότε 〈x, T (x)〉 =
∑n

i,j=1 tijxixj , ϐλέπουµε αµέσως ότι η (5.2.2) συνεπάγεται την (5.2.3).
Τέλος, παρατηρήστε ότι αν εφαρµόσουµε την (5.2.3) για την T (x) = 〈x, y〉y παίρνουµε την
ισοτροπική συνθήκη (5.2.1).

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα έχει µια γραµµική εικόνα
που ικανοποιεί την ισοτροπική συνθήκη.

Πρόταση 5.2.3. ΄Εστω B ένα συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn. Υπάρχει T ∈ GL(n) ώστε

το T (B) να είναι ισοτροπικό.

Απόδειξη. Ο τελεστής A που ορίζεται µέσω της A(y) =
∫
B〈x, y〉xdx είναι συµµετρικός

και ϑετικά ορισµένος. Συνεπώς, έχει µια συµµετρική και ϑετική τετραγωνική ϱίζα S.
Θεωρούµε την γραµµική εικόνα B̃ = S−1(B) του B. Τότε, για κάθε y ∈ Rn έχουµε∫

B̃
〈x, y〉2dx = |detS|−1

∫
B
〈S−1x, y〉2dx

= |detS|−1

∫
B
〈x, S−1y〉2dx

= |detS|−1
〈 ∫

B
〈x, S−1y〉xdx, S−1y

〉
= |detS|−1〈AS−1y, S−1y〉 = |detS|−1|y|2.

Κανονικοποιώντας τον όγκο του B̃ παίρνουµε το Ϲητούµενο. 2

Η Πρόταση 5.2.3 δείχνει ότι κάθε συµµετρικό κυρτό σώµαB στον Rn έχει µια γραµµική
εικόνα B̃ που είναι ισοτροπική. Λέµε ότι το B̃ είναι µια ισοτροπική ϑέση του B. Το επόµενο
ϑεώρηµα δείχνει ότι η ισοτροπική ϑέση ενός κυρτού σώµατος είναι µονοσήµαντα ορισµένη
(modulo ορθογώνιους µετασχηµατισµούς) και ότι προκύπτει σαν λύση ενός προβλήµατος
ελαχιστοποίησης.

Θεώρηµα 5.2.4. ΄Εστω B ένα συµµετρικό κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. Ορίζουµε

(5.2.4) δ(B) = inf

{∫
TB
|x|2dx : T ∈ SL(n)

}
.

Τότε, µια γραµµική εικόνα B1 όγκου 1 του B είναι ισοτροπική αν και µόνο αν

(5.2.5)
∫
B1

|x|2dx = δ(B).

Αν B1 και B2 είναι δύο ισοτροπικές ϑέσεις του B τότε υπάρχει U ∈ O(n) ώστε B2 = U(B1).
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Απόδειξη. Σταθεροποιούµε µια ισοτροπική ϑέση B1 του B. Η παρατήρηση 5.2.2 δείχνει
ότι υπάρχει α > 0 ώστε ∫

B1

〈x, Tx〉dx = α2(trT )

για κάθε T ∈ L(Rn). Τότε, για κάθε T ∈ SL(n) έχουµε∫
TB1

|x|2dx =

∫
B1

|Tx|2dx =

∫
B1

〈x, T ∗Tx〉dx(5.2.6)

= α2tr(T ∗T ) > nα2 =

∫
B1

|x|2dx,

όπου χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου στην µορφή

tr(T ∗T ) > n[det(T ∗T )]1/n.

Αυτό δείχνει ότι το B1 ικανοποιεί την (5.2.5). Ειδικότερα, το infimum στην (5.2.4) είναι
minimum.

Παρατηρούµε επίσης ότι αν έχουµε ισότητα στην (5.2.6) τότε T ∗T = I, άρα T ∈ O(n).
Αυτό δείχνει ότι κάθε άλλη ϑέση B̃ τουB που ικανοποιεί την (5.2.5) είναι ορθογώνια εικόνα
του B1, άρα είναι ισοτροπική.

Τέλος, αν B2 είναι κάποια άλλη ισοτροπική ϑέση του B τότε το πρώτο µέρος της α-
πόδειξης δείχνει ότι το B2 ικανοποιεί την (5.2.5). Από το προηγούµενο ϐήµα πρέπει να
έχουµε B2 = U(B1) για κάποιον U ∈ O(n). 2

Η προηγούµενη συζήτηση δείχνει ότι, για κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B στον Rn, η
σταθερά

L2
B =

1

n
min

{
1

|TB|1+ 2
n

∫
TB
|x|2dx

∣∣ T ∈ GL(n)

}
είναι καλά ορισµένη και εξαρτάται µόνο από την γραµµική κλάση του B. Επίσης, αν το B
είναι ισοτροπικό τότε για κάθε ξ ∈ Sn−1 έχουµε∫

B
〈x, ξ〉2dx = L2

B.

Η σταθερά LB ονοµάζεται ισοτροπική σταθερά του B. Η ϐασική ιδιότητα των ισοτροπικών
κυρτών σωµάτων που χρησιµοποιεί ο Bourgain είναι η εξής.

Θεώρηµα 5.2.5. ΄Εστω B ένα ισοτροπικό συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn. Για κάθε

ξ ∈ Sn−1 έχουµε
c1

LB
6 |B ∩ ξ⊥| 6 c2

LB
,

όπου c1, c2 > 0 απόλυτες σταθερές.
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Το ϑεώρηµα προκύπτει από µια σειρά παρατηρήσεων.

Πρόταση 5.2.6. ΄Εστω B συµµετρικό κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. Θεωρούµε ξ ∈ Sn−1

και την συνάρτηση

ϕ(t) = ϕB,ξ(t) = |B ∩ (ξ⊥ + tξ)|, t ∈ R.

Τότε,

‖ϕ‖∞ = |B ∩ ξ⊥|.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η ϕ
1

n−1 είναι κοίλη συνάρτηση στον ϕορέα της. Μπορούµε
να υποθέσουµε ότι ξ = en, οπότε ταυτίζουµε ϕυσιολογικά τον ξ⊥ µε τον Rn−1. Για κάθε t
ορίζουµε

B(t) = {x ∈ Rn−1 : (x, t) ∈ B}.

Εστω I = {t : B(t) 6= ∅}. Για κάθε t ∈ I, το B(t) είναι κυρτό, και αν t, s ∈ I, λ ∈ (0, 1),
τότε

λB(t) + (1− λ)B(s) ⊆ B(λt+ (1− λ)s).

Από την ανισότητα Brunn-Minkowski στον Rn−1,

|B(λt+ (1− λ)s)|
1

n−1 > λ|B(t)|
1

n−1 + (1− λ)|B(s)|
1

n−1 .

΄Οµως ϕ(t) = |B∩(ξ⊥+tξ)| = |B(t)|, κι αυτό δίνει το Ϲητούµενο. Τώρα, από την συµµετρία
του B ϐλέπουµε ότι B(−t) = −B(t) για κάθε t ∈ I. ΄Επεται ότι η ϕ

1
n−1 είναι άρτια (και

κοίλη) συνάρτηση, άρα παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο 0.

Η ϐασική παρατήρηση είναι ότι για κάθε ξ ∈ Sn−1 ο όγκος της (n−1)-διάστατης τοµής
|B ∩ ξ⊥| του B συνδέεται στενά µε τις Lp-νόρµες

‖〈·, ξ〉‖p := ‖〈·, ξ〉‖Lp(B) =

(∫
B
|〈x, ξ〉|pdx

)1/p

του γραµµικού συναρτησοειδούς x 7→ 〈x, ξ〉. Η σύνδεση γίνεται ϕανερή αν γράψουµε την
‖〈·, ξ〉‖pp στην µορφή ∫

B
|〈x, ξ〉|pdx =

∫
R
|t|pϕ(t)dt.

Πρόταση 5.2.7. ΄Εστω B ένα συµµετρικό κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε ξ ∈ Sn−1

και p > 1,

(5.2.7)
(∫

B
|〈x, ξ〉|pdx

)1/p

>
1

2(p+ 1)1/p

1

|B ∩ ξ⊥|
.
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Θα χρησιµοποιήσουµε το εξής λήµµα:

Λήµµα 5.2.8 (Hardy). Εστω f, g : [0, b] → R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις τέτοιες ώστε∫ b
0 f(t)dt =

∫ b
0 g(t)dt και για κάθε s ∈ [0, b]∫ s

0
g(t)dt >

∫ s

0
f(t)dt.

Τότε, για κάθε h : [0, b]→ R+ αύξουσα και µετρήσιµη, έχουµε∫ b

0
h(t)g(t)dt 6

∫ b

0
h(t)f(t)dt.

Απόδειξη. Ορίζουµε φ(t) = h(b) − h(t). Η φ είναι ϕθίνουσα, µη αρνητική, και υπάρχει
αύξουσα ακολουθία ϕθινουσών απλών φn µε φn → φ σχεδόν παντού. Παίρνοντας υπόψη
το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης, αρκεί να δείξουµε οτι∫ b

0
φn(t)g(t)dt >

∫ b

0
φn(t)f(t)dt.

Γιατί τότε, ∫ b

0
h(t)g(t)dt = h(b)

∫ b

0
g(t)dt−

∫ b

0
φ(t)g(t)dt

= h(b)

∫ b

0
f(t)dt− lim

n→∞

∫ b

0
φn(t)g(t)dt

6 h(b)

∫ b

0
f(t)dt− lim

n→∞

∫ b

0
φn(t)f(t)dt

= h(b)

∫ b

0
f(t)dt−

∫ b

0
φ(t)f(t)dt

=

∫ b

0
h(t)f(t)dt.

Υπάρχουν 0 = t0 < t1 < · · · < tN = b και a1 > · · · > an > 0 τέτοιοι ώστε

φn(t) =

N∑
i=1

ai1Ii(t),

όπου Ii = [ti−1, ti). Ισοδύναµα, µπορούµε να γράψουµε

φn(t) =

N∑
i=1

bi1[0,ti)(t),
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όπου bi = ai − ai+1 > 0, i = 1, . . . , N − 1, και bN = aN . Ολοκληρώνοντας έχουµε∫ b

0
φn(t)g(t)dt =

N∑
i=1

bi

∫ ti

0
g(t)dt >

N∑
i=1

bi

∫ ti

0
f(t)dt

=

∫ b

0
φn(t)f(t)dt.

Απόδειξη της Πρότασης 5.2.7. Θέτουµε ϕ(t) = |B ∩ (ξ⊥ + tξ)|, και ορίζουµε

g(t) = ‖ϕ‖∞1[0,1/(2‖ϕ‖∞)](t).

Τότε, οι ϕ και g ικανοποιούν τις υποθέσεις του Λήµµατος (έχουν και οι δύο ϕορέα κάποιο
διάστηµα της µορφής [0, b]), και παίρνοντας σαν αύξουσα συνάρτηση την h(t) = tp στο
[0, b] έχουµε ∫ ∞

0
tpϕ(t)dt >

∫ 1/(2‖ϕ‖∞)

0
tp‖ϕ‖∞dt =

1

2p+1(p+ 1)‖ϕ‖p∞
.

Αρα, (∫
B
|〈x, ξ〉|pdx

)1/p

=

(
2

∫ ∞
0

tpϕ(t)dt

)1/p

>
1

2(p+ 1)1/p

1

‖ϕ‖∞
,

και το αποτέλεσµα έπεται από την Πρόταση 5.2.6. 2

Για την αντίστροφη ανισότητα αποδεικνύουµε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.2.9. ΄Εστω B ένα συµµετρικό κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. Για κάθε ξ ∈ Sn−1

και p > 1,

(5.2.8)
(∫

B
|〈x, ξ〉|pdx

)1/p

6
cp

|B ∩ ξ⊥|
,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις. Πρώτη, αν υπάρχει s > 0 µε την ιδιότητα
ϕ(s) = ϕ(0)/2. Αυτό για παράδειγµα συµβαίνει οπωσδήποτε αν το B είναι γνήσια κυρτό.
Παρατηρούµε οτι

1

2
=

∫ ∞
0

ϕ(t)dt >
∫ s

0
ϕ(t)dt > sϕ(s) = sϕ(0)/2,

δηλαδή
‖ϕ‖∞ = ϕ(0) 6 1/s,
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γιατί από το γεγονός οτι η ϕ είναι λογαριθµικά κοίλη έπεται εύκολα οτι ϕ(t) > ϕ(s) στο
[0, s]. Από την άλλη πλευρά, αν t > s, τότε γράφοντας s = (1− s

t )0 + s
t t παίρνουµε

ϕ(s) > [ϕ(0)]1−
s
t [ϕ(t)]

s
t ,

το οποίο σηµαίνει οτι ϕ(t) 6 ϕ(0)2−t/s. ∆ηλαδή, από το σηµείο s και πέρα, η ϕ ϕθίνει
εκθετικά ως προς t. Γράφουµε∫ ∞

0
tpϕ(t)dt =

∫ s

0
tpϕ(t)dt+

∫ ∞
s

tpϕ(t)dt 6 ‖ϕ‖∞
∫ s

0
tpdt+

∫ ∞
s

tpϕ(0)2−t/sdt

6 ‖ϕ‖∞
(
sp+1

p+ 1
+ sp+1

∫ ∞
1

up2−udu

)
6 (cp)p‖ϕ‖∞sp+1

6 (cp)p‖ϕ‖∞
1

‖ϕ‖p+1
∞

= (cp)p
1

‖ϕ‖p∞
.

Αν τώρα για κάθε s > 0 στον ϕορέα της ϕ ισχύει ϕ(s) > ϕ(0)/2, τότε τον ϱόλο του s παίζει
το s0 = max{s > 0 : ϕ(s) > 0}. Είναι 1/2 > ϕ(0)s0/2 και∫ ∞

0
tpϕ(t)dt =

∫ s0

0
tpϕ(t)dt 6 ϕ(0)sp+1

0 /(p+ 1),

και συνδυάζοντας τις δύο ανισότητες παίρνουµε την ίδια περίπου εκτίµηση όπως πριν (και
µάλιστα χωρίς να χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι η logϕ είναι κοίλη).

΄Επεται ότι ∫
B
|〈x, ξ〉|pdx = 2

∫ ∞
0

tpϕ(t)dt 6

(
cp

‖ϕ‖∞

)p
.

2

Υποθέτουµε ότι το B είναι ισοτροπικό. Τότε, οι Προτάσεις 5.2.7 και 5.2.9 µας δίνουν το
Θεώρηµα 5.2.5.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.2.5. ΄Εστω B ένα ισοτροπικό συµµετρικό κυρτό σώµα στον
Rn. Για κάθε ξ ∈ Sn−1 έχουµε ‖〈·, ξ〉‖2 = LB. Από τις (5.2.7) και (5.2.8) ϐλέπουµε ότι

c1

LB
6 |B ∩ ξ⊥| 6 c2

LB
,

όπου c1, c2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές. 2

Στενά συνδεδεµένη µε τα προηγούµενα είναι η παρατήρηση ότι η συνάρτηση ϕ(t) =

|B ∩ (ξ⊥ + tξ)| ϕθίνει εκθετικά καθώς το t→∞.

Πρόταση 5.2.10. ΄Εστω B ένα συµµετρικό κυρτό σώµα όγκου 1 στον Rn. ΄Εστω ξ ∈ Sn−1

και ϕ(t) = |B ∩ (ξ⊥ + tξ)|. Για κάθε t > 0,

(5.2.9) ϕ(t) 6 Aϕ(0)e−aϕ(0)t,

όπου A, a > 0 είναι δύο απόλυτες σταθερές.
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Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι ϕ(t) 6 ϕ(0) για κάθε t > 0, άρα η ανισότητα ισχύει (µε κα-
τάλληλη επιλογή της σταθεράς A) αν ϕ(0)t 6 10. Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι
ϕ(0)t > 10. Επίσης, για κάθε t > 0 για το οποίο ϕ(t) > 0 έχουµε

(5.2.10) 1 = |B| > ϕ(0)t

n
,

άρα e−ϕ(0)t > e−n. Αν λοιπόν ϕ(t) < ϕ(0)e−n τότε πάλι η Ϲητούµενη ανισότητα ισχύει.
Υποθέτουµε λοιπόν ότι ϕ(t) > ϕ(0)e−n.

Από την ανισότητα Brunn-Minkowski έχουµε ότι αν 0 6 ε 6 1
2 τότε

1

εt
> ϕ(εt) >

(
(1− ε)ϕ(0)

1
n−1 + εϕ(t)

1
n−1

)n−1
(5.2.11)

> ϕ(0)

(
(1− ε) + ε exp

(
logα

n
− 1

))n−1

,

όπου α = ϕ(t)/ϕ(0). ΄Εχουµε υποθέσει ότι logα > −n, και από την ex > 1 +x παίρνουµε

(5.2.12) 1 > εtϕ(0)

(
1 +

ε

n− 1
α

)n−1

> εtϕ(0)

(
ϕ(t)

ϕ(0)

)Ct
.

Επιλέγοντας ε = e
ϕ(0)t παίρνουµε το Ϲητούµενο.

5.3 Η L2-ανισότητα του Bourgain

Αρχικά παρατηρούµε ότι αρκεί να δείξουµε το ϑεώρηµα για ισοτροπικά κυρτά σώµατα.
Πράγµατι, τότε για οποιοδήποτε συµµετρικό κυρτό σώµα B, από την Πρόταση 5.2.3 υπάρ-
χει T ∈ GL(Rn) ώστε το T (B) να είναι ισοτροπικό, οπότε γράφοντας για r > 0

1

|rB|

∫
rB
|f(x− y)|dy =

1

rn|B|
1

| detT |

∫
T (rB)

|f(x− T−1(y))|dy

=
1

|rT (B)|

∫
rT (B)

|(f ◦ T )(T−1(x)− y)|dy

και παίρνοντας supremum ως προς r > 0 έχουµε

MB(f)(x) = MT (B)(f ◦ T )(T−1(x)).

Τότε, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.1.1 για το ισοτροπικό T (B) έχουµε

‖MBf‖22 =

∫
|MBf(x)|2dx =

∫
|MT (B)(f ◦ T )(T−1(x))|2dx

= | detT | ·
∫
|MT (B)(f ◦ T )(x)|2dx = detT‖MT (B)(f ◦ T )‖22

6 C2|detT | · ‖f ◦ T‖22 = C2|detT | ·
∫
|f(T (x))|2dx = C2‖f‖22
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και άρα το ϑεώρηµα ισχύει µε την ίδια σταθερά για το B.

Για κάθε f στην κλάση του Schwartz S(Rn) συµβολίζουµε µε f̂ το µετασχηµατισµό
Fourier της f :

f̂(ξ) =

∫
Rn
f(x)e−2πi〈x,ξ〉dx.

Θα χρησιµοποιήσουµε τις ‖f‖2 = ‖f̂‖2 και f̂ ∗ g = f̂ · ĝ. Αν K ∈ S(Rn) και t > 0, τότε
ϑέτουµε

K(t)(x) = t−nK(t−1x).

Από τον τύπο αντιστροφής του Fourier έχουµε

(5.3.1) (f ∗K(t))(x) =

∫
Rn
f̂(ξ)K̂(tξ)e2πi〈x,ξ〉dξ.

Θα χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 5.3.1. ΄Εστω K ∈ L1(Rn) τέτοια ώστε η K̂ να είναι διαφορίσιµη. Για κάθε j ∈ Z
ορίζουµε

αj = sup
2j6|ξ|<2j+2

|K̂(ξ)|

και

βj = sup
2j6|ξ|<2j+2

|〈∇K̂(ξ), ξ〉|.

Τότε, για κάθε f ∈ S(Rn) έχουµε∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗K(t)|

∥∥∥∥
2

6 C Γ(K)‖f‖2,

όπου

(5.3.2) Γ(K) =
∑
j∈Z

√
αj (
√
αj +

√
βj),

και C > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Θεωρούµε µια διαµέριση της µονάδας {ηj}j∈Z του [0,∞), η οποία ικανοποιεί
τα εξής:

(5.3.3) supp(ηj) ⊂ [2j , 2j+2], 0 6 ηj 6 1, |η′j | < C2−j .

Μια τέτοια διαµέριση µπορούµε να την πετύχουµε παίρνοντας

ηj(x) =


1
2j
x− 1, αν x ∈ [2j , 2j+1]

− 1
2j+1x+ 2, αν x ∈ [2j+1, 2j+2]

0, αλλιώς.
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Αν ϑέσουµε K̂j(ξ) = K̂(ξ)ηj(|ξ|), τότε K̂ =
∑

j∈Z K̂j και άρα K =
∑

j∈ZKj , οπότε
χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα ϐλέπουµε ότι

(5.3.4)
∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗K(t)|

∥∥∥∥
2

6
∑
j∈Z

∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ (Kj)(t)|

∥∥∥∥
2

.

Σταθεροποιούµε j ∈ Z και γράφουµε

(5.3.5) sup
t>0
|f ∗ (Kj)(t)| 6

(∑
ν∈Z

sup
2ν6t<2ν+1

|f ∗ (Kj)(t)|2
)1/2

,

όπου, από την (5.3.1), αν 2ν 6 t < 2ν+1 έχουµε

(5.3.6) f ∗ (Kj)(t) =

∫
f̂(ξ)K̂j(tξ)e

2πi〈x,ξ〉dξ =

∫
f̂j−ν(ξ)K̂j(tξ)e

2πi〈x,ξ〉dξ,

όπου
f̂m := f̂ · 1[2m−26|ξ|62m+2], m ∈ Z.

Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή όταν K̂j(tξ) 6= 0, δηλαδή 2j 6 |tξ| 6 2j+2, τότε για
2ν 6 t < 2ν+1 ϑα ισχύει 2j−ν−1 6 |ξ| 6 2j−ν+2 και άρα f̂j−ν(ξ) = f̂(ξ).

Σταθεροποιούµε έναν ακέραιο Aj > 1 και για σταθερό ν ϑεωρούµε ένα (2νA−1
j )-δίκτυο

{tτ}τ6Aj στο διάστηµα [2ν , 2ν+1]. Τότε, για 2ν 6 t 6 2ν+1 ϑα ισχύει tτ 6 t < tτ+1 για
κάποιο τ , και γράφουµε∫

f̂j−ν(ξ)K̂j(tξ)e
2πi〈x,ξ〉dξ

=

∫
f̂j−ν(ξ)K̂j(tτξ)e

2πi〈x,ξ〉dξ +

∫ t

tτ

(∫
f̂j−ν(ξ)〈∇K̂j(sξ), ξ〉e2πi〈x,ξ〉dξ

)
ds.

Οπότε έχουµε την ακόλουθη εκτίµηση (το maximum πάνω από όλα τα τ αντικαθίσταται
από την ισχυρότερη `2-νόρµα):∣∣∣∣∫ f̂j−ν(ξ)K̂j(tξ)e

2πi〈x,ξ〉dξ

∣∣∣∣2 6
∑
τ

[∣∣∣ ∫ f̂j−ν(ξ)K̂j(tτξ)e
2πi〈x,ξ〉dξ

∣∣∣2
+
(∫ tτ+1

tτ

∣∣∣ ∫ f̂j−ν(ξ)〈∇K̂j(sξ), ξ〉e2πi〈x,ξ〉dξ
∣∣∣ ds)2]

,

όπου το δεξιό µέλος έχει Aj το πλήθος όρους και δεν εξαρτάται από το t. Από την ταυτότητα
του Parseval έχουµε ‖f̂j−ν‖2 = ‖fj−ν‖2, άρα∥∥∥∥∥ sup

2ν6t62ν+1

|f ∗ (Kj)(t)|

∥∥∥∥∥
2

6
√
Aj

[
‖K̂j‖∞‖fj−ν‖2 + 2νA−1

j sup
s∼2ν
‖〈∇K̂j(sξ), ξ〉‖∞‖fj−ν‖2

]
6
(√

Aj‖K̂j‖∞ +
√
A−1
j ‖〈∇K̂j(ξ), ξ〉‖∞

)
‖fj−ν‖2.
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Προσθέτοντας ως προς ν ∈ Z και χρησιµοποιώντας την (5.3.5) έχουµε∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ (Kj)(t)|

∥∥∥∥
2

6
(√

Aj‖K̂j‖∞ +
√
A−1
j ‖〈∇K̂j(ξ), ξ〉‖∞

)∑
ν∈Z
‖fj−ν‖2

και από τον ορισµό της f̂m και την ταυτότητα του Parseval έχουµε ότι για κάθε j ισχύει∑
ν∈Z
‖fj−ν‖2 = 4‖f‖2.

΄Αρα, ∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ (Kj)(t)|

∥∥∥∥
2

6 4
(√

Aj‖K̂j‖∞ +
√
A−1
j ‖〈∇K̂j(ξ), ξ〉‖∞

)
‖f‖2

Επίσης, αφού supp(ηj) ⊂ [2j , 2j+2] έχουµε ‖K̂j‖∞ 6 αj , και

〈∇K̂j(ξ), ξ〉 = 〈∇K̂(ξ), ξ〉ηj(|ξ|) + K̂(ξ)η′j(|ξ|)|ξ|,

άρα

‖〈∇K̂j(ξ), ξ〉‖∞ 6 C(αj + βj).

Αν επιλέξουµε τον Aj να είναι περίπου το ακέραιο µέρος του C(αj + βj)/αj ϐλέπουµε ότι∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ (Kj)(t)|

∥∥∥∥
2

6 C
√
αj
√
αj + βj‖f‖2.

Από την (5.3.4) και αφού
√
αj + βj 6

√
αj +

√
βj έπεται το λήµµα.

Για να πετύχουµε να ισχύει η K̂(ξ)→ 0 όταν |ξ| → 0, χρησιµοποιούµε τον πυρήνα του
Poisson στον Rn, που ορίζεται από την

P̂t(ξ) = e−t|ξ|, t > 0.

Από το Θεώρηµα 2.4.1 γνωρίζουµε ότι

(5.3.7)
∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ Pt|

∥∥∥∥
2

6 C‖f‖2

για κάθε f ∈ L2(Rn), όπου C > 0 είναι µια σταθερά ανεξάρτητη από την διάσταση n.

΄Εστω B ένα ισοτροπικό κυρτό σώµα. Παρατηρούµε ότι µε τον προηγούµενο συµβολι-
σµό έχουµε

MBf = sup
t>0
|f ∗ (1B)(t)|,
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οπότε, από την τριγωνική ανισότητα,

‖MBf‖2 6

∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗K(t)|

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ Pt|

∥∥∥∥
2

,

όπου K = 1B − PL, και L = LB. Ο πρώτος όρος ϕράσσεται από το Λήµµα 5.3.1 ενώ
ο δεύτερος από την (5.3.7), άρα το µόνο που µένει για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του
ϑεωρήµατος είναι να δείξουµε ότι η Γ(K) ϕράσσεται από σταθερά.

Σταθεροποιούµε ξ ∈ Rn \ {0} και ϑέτουµε ζ = ξ/|ξ| ∈ Sn−1. Τότε, χρησιµοποιώντας
την ϕ(u) = ϕζ(u) = |B ∩ (ζ⊥ + uζ)| έχουµε

1̂B(ξ) =

∫
B
e−2πi〈x,ξ〉dx =

∫
B
e2πi〈x,ξ〉dx =

∫
ϕ(u)e2πi|ξ|udu =

=

∫
ϕ(u) cos(2π|ξ|u)du+ i

∫
ϕ(u) sin(2π|ξ|u)du

=

∫
ϕ(u) cos(2π|ξ|u)du

αφού το B είναι συµµετρικό και άρα η ϕ άρτια, δηλαδή η ϕ(u) sin(2π|ξ|u) είναι περιττή.
Επίσης, ϕ(u) = 0 όταν |u| → ∞, άρα µπορούµε να γράψουµε, ολοκληρώνοντας κατά
παράγοντες,

1̂B(ξ) = −
∫
ϕ′(u)

sin(2π|ξ|u)

2π|ξ|
du = − 1

π|ξ|

∫ ∞
0

ϕ′(u) sin(2π|ξ|u)du,

αφού η φ′(u) sin(2π|ξ|u) είναι άρτια. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.2.5 παίρ-
νουµε

(5.3.8) |1̂B(ξ)| 6 1

π|ξ|

∫ ∞
0
|ϕ′(u)|du =

1

π|ξ|
ϕ(0) 6 C|ξ|−1L−1

B .

Επίσης, αν ξ = (ξ1, . . . , ξn) γράφουµε

1̂B(ξ) =

∫
B
e2πi

∑
xiξidx

οπότε
∇1̂B(ξ) =

(∫
B

2πix1e
2πi

∑
xiξidx, . . . ,

∫
B

2πixne
2πi

∑
xiξidx

)
και άρα

〈∇1̂B(ξ), ξ〉 = 2πi

∫
B
〈x, ξ〉e2πi〈x,ξ〉dx = 2πi

∫
u|ξ|ϕ(u)e2πi|ξ|udu

= 2πi|ξ|
(∫

uϕ(u) cos(2π|ξ|u)du+ i

∫
uϕ(u) sin(2π|ξ|u)du

)
= −2π|ξ|

∫
uϕ(u) sin(2π|ξ|u)du = −

∫
(uϕ(u))′ cos(2π|ξ|u)du.
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Συνεπώς,

|〈∇1̂B(ξ), ξ〉| 6
∫
|(uϕ(u))′|du 6

∫
ϕ(u)du+

∫
|uϕ′(u)|du(5.3.9)

= |B|+
∫

(−uϕ′(u))du = 1 +

∫
ϕ(u)du = 2.

Τέλος,

1− 1̂B(ξ) =

∫
B

(1− e2πi〈x,ξ〉)dx =

∫
ϕ(u)[1− cos(2πu|ξ|)]du,

και χρησιµοποιώντας την 1− cos(2πt) 6 C|t|, t ∈ R, για κάποια σταθερά C > 0, έχουµε

|1− 1̂B(ξ)| 6 C

∫
ϕ(u)|u| |ξ|du = C|ξ|

∫
B
|〈x, ζ〉|dx(5.3.10)

6 C|ξ|
(∫

B
|〈x, ζ〉|2dx

)1/2

= C|ξ|LB,

όπου στο τέλος χρησιµοποιήσαµε τον ορισµό της ισοτροπικής σταθεράς LB.
Παρατηρούµε ότι |〈∇P̂L(ξ), ξ〉| 6 C, και από την (5.3.9) συµπεραίνουµε ότι

βj 6 C0, j ∈ Z.

Αν 2j 6 L−1
B , χρησιµοποιώντας την (5.3.10) γράφουµε

αj = sup
2j6|ξ|<2j+2

|K̂(ξ)| 6 sup
2j6|ξ|62j+2

(|1− 1̂B(ξ)|+ |1− P̂L(ξ)|)

6 C2jLB + (1− e−2j+2LB ) 6 C2jLB.

Αν 2j > L−1
B , χρησιµοποιώντας την (5.3.8) γράφουµε

αj 6 sup
2j6|ξ|62j+2

(|1̂B(ξ)|+ |P̂L(ξ)|) 6 C(2jLB)−1 + e−2jLB 6 C(2jLB)−1.

΄Εστω j0 ο µεγαλύτερος ακέραιος για τον οποίο 2j0LB 6 1. Τότε 2j0LB > 1
2 , άρα

∞∑
j=j0+1

αj 6
C

LB

∞∑
j=j0+1

1

2j
=

C

2j0LB
6 2C

και
j0∑
−∞

αj 6 CLB

j0∑
−∞

2j = CLB

∞∑
s=−j0

2−s = CLB2j0+1 6 2C.

Συνεπώς, ∑
j

αj 6 4C.
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Με παρόµοιο τρόπο ελέγχουµε ότι ∑
j

√
αj 6 C ′,

Συδυάζοντας τα παραπάνω καταλήγουµε στην∑
j

√
αj
√
βj 6 C ′′.

Τελικά, Γ(K) 6 C και αυτό αποδεικνύει το ϑεώρηµα.

5.4 Οι εκτιµήσεις των Carbery και Bourgain για p > 3/2

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάζουµε, πολύ συνοπτικά, την επέκταση της L2-εκτίµησης
του Bourgain από τον Carbery [6] για κάθε p > 3/2. Το ίδιο αποτέλεσµα αποδείχτηκε και
από τον Bourgain στο [4]. Μια πλήρης ανάλυση αυτού του αποτελέσµατος δίνεται στο
Κεφάλαιο 6 του άρθρου επισκόπησης [7] των Deleaval, Guédon και Maurey.

Θεώρηµα 5.4.1. ΄Εστω p > 3/2. Υπάρχει σταθερά Cp > 0, η οποία εξαρτάται µόνο από το

p, τέτοια ώστε : για κάθε n ∈ N, για κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B όγκου 1 στον Rn, και

για κάθε f ∈ Lp(Rn), ο µεγιστικός τελεστής

(5.4.1) MBf(x) = sup
t>0

t−n
∫
tB
|f(x− y)| dy

ικανοποιεί την

(5.4.2) ‖MBf‖p 6 Cp ‖f‖p.

Επίσης, αν συµβολίσουµε µε M̃B τον µεγιστικό τελεστή

(5.4.3) M̃Bf(x) = sup
k

2−kn
∫

2kB
|f(x− y)| dy,

τότε για κάθε p > 1 υπάρχει σταθερά Dp > 0 τέτοια ώστε : για κάθε n ∈ N, για κάθε

συµµετρικό κυρτό σώµα B όγκου 1 στον Rn, και για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(5.4.4) ‖M̃Bf‖p 6 Dp ‖f‖p.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.4.1 ο Carbery χρησιµοποιεί µια «αρχή σχεδόν-
ορθογωνιότητας». ∆ίνουµε πρώτα κάποιους ορισµούς. ΄Εστω Tjv, µε j ∈ Z και v ∈ S όπου
S είναι ένα σύνολο δεικτών, µια οικογένεια γραµµικών τελεστών (στη συνέχεια ϑα είναι
κάποιοι τελεστές πολλαπλασιαστών). Θεωρούµε επίσης κάποιους γραµµικούς τελεστές Rj ,
j ∈ Z, τέτοιους ώστε Id =

∑
j Rj . Τέλος, ορίζουµε τον µεγιστικό τελεστή

T∗f(x) = sup
j,v
|Tjvf(x)|.
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Ορισµός 5.4.2. (α) Λέµε ότι ο T∗ είναι ασθενώς ϕραγµένος ως προς Rj στον Lq αν υπάρχει
C > 0 τέτοια ώστε

sup
k

∥∥∥∥∥sup
j,v
|TjvRj+kf |

∥∥∥∥∥
q

6 C‖f‖q

για κάθε f ∈ Lq.

(ϐ) Λέµε ότι ο T∗ είναι ισχυρά ϕραγµένος στον Lq αν υπάρχει µια ακολουθία (ak) µη
αρνητικών πραγµατικών αριθµών που ικανοποιεί την

∑
k a

t
k < ∞ για κάθε t > 0, τέτοια

ώστε ∥∥∥∥∥sup
j,v
|TjvRj+kf |

∥∥∥∥∥
q

6 ak‖f‖q

για κάθε k και για κάθε f ∈ Lq.

Παρατηρήστε ότι αν οι τελεστές Rj είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι στον Lq τότε : αν ο
T∗ είναι ισχυρά ϕραγµένος έπεται ότι είναι ϕραγµένος στον Lq και τότε είναι ασθενώς
ϕραγµένος στον Lq. Πράγµατι, έχουµε

|Tjvf | =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

TjvRj+kf

∣∣∣∣∣ 6∑
k∈Z
|TjvRj+kf | 6

∑
k∈Z

sup
v
|TjvRj+kf |,

άρα
sup
v
|Tjvf | 6

∑
k∈Z

sup
v
|TjvRj+kf |

και έπεται ότι
|T∗f | 6

∑
k∈Z

sup
j,v
|TjvRj+kf |,

άρα

‖T∗f‖q 6
∑
k∈Z

∥∥∥ sup
j,v
|TjvRj+kf |

∥∥∥
q
6

(∑
k∈Z

ak

)
‖f‖q.

Επίσης, αν ο T∗ είναι ισχυρά ϕραγµένος σε κάποιον Lq0 και ασθενώς ϕραγµένος σε κάποιον
Lq1 τότε εφαρµόζοντας µιγαδική παρεµβολή µπορούµε να δούµε ότι είναι ϕραγµένος στον
Lq για κάθε q που είναι (γνήσια) ανάµεσα στους q0 και q1.

Ορισµός 5.4.3. Λέµε ότι µια οικογένεια (Tjv) γραµµικών τελεστών είναι ουσιαστικά ϑετική
αν υπάρχουν γραµµικοί τελεστές Sjv και Ujv τέτοιοι ώστε : Sjv > 0, Ujv > 0, ο S∗ είναι
ϕραγµένος στον Lr, 1 < r 6∞, και

Tjv = Ujv − Sjv.

Με αυτούς τους ορισµούς, ο Carbery αποδεικνύει το ακόλουθο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 5.4.4. ΄Εστω 1 < p 6 2 και έστω (Tjv) µια ουσιαστικά ϑετική οικογένεια γραµµι-

κών τελεστών. Υποθέτουµε ότι υπάρχει q > p τέτοιος ώστε ο T∗ να είναι ισχυρά ϕραγµένος

στον Lq, και ότι υπάρχει ε > 0 τέτοιος ώστε

sup
j

∥∥∥∥sup
v
|Tjvf |

∥∥∥∥
r

6 Cr‖f‖r

και ∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|Rjf |2
1/2

∥∥∥∥∥∥∥
r

6 Cr‖f‖r

για κάθε r ∈ (p, p+ ε). Τότε, ο T∗ είναι ϕραγµένος στον Lr για κάθε r ∈ (p, q].

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι : για όλα εκτός απόN το πλήθος από τα j, ισχύει Tjv = 0

για κάθε v. Θα αποδείξουµε ένα ϕράγµα για τον T∗ το οποίο δεν ϑα εξαρτάται από το N .
Σταθεροποιούµε r µε p < r < q και µπορούµε να υποθέσουµε ότι υπάρχει AN > 0

ώστε
‖T∗f‖r 6 AN‖f‖r, f ∈ Lr.

Θεωρούµε πρώτα ανισότητες της µορφής

(5.4.5)
∥∥∥∥∥∥ sup

v
|Tjvgj |

∥∥
`s

∥∥∥∥
Lt

6 Cs,t

∥∥∥ ‖gj‖`s∥∥∥
Lt
.

Από την υπόθεση, η (5.4.5) ισχύει για s = t στο (p, p + ε). Ισχύει επίσης αν t = r και
s = ∞, µε µια σταθερά BN η οποία εξαρτάται από την AN , διότι οι Ujv και Sjv είναι
ϑετικοί. Χρησιµοποιώντας παρεµβολή, ϐρίσκουµε r1 µε p < r1 < r τέτοιο ώστε η (5.4.5)
να ισχύει για t = r1 και s = 2. Τότε,∥∥∥∥∥sup

j,v
|TjvRj+kf |

∥∥∥∥∥
r1

6

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

sup
v
|TjvRj+kf |2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
r1

6 DN

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|Rj+kf |2
1/2

∥∥∥∥∥∥∥
r1

6 CrDN‖f‖r1 .

΄Αρα, ο T∗ είναι ασθενώς ϕραγµένος στον Lr1 και, όπως είπαµε, έπεται ότι είναι ϕραγµένος
στον Lr µε σταθερά EN . Προσέχοντας τις σταθερές ϐλέπουµε ότι υπάρχουν 0 < t < 1 και
a, b > 0 τέτοιοι ώστε EN 6 a+ bAtN . Συνεπώς,

AN 6 c

για κάποια σταθερά c που δεν εξαρτάται από το N , και αυτό αποδεικνύει το ϑεώρηµα.
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Στη συνέχεια ϑεωρούµε τελεστές της µορφής

T̂jtf(ξ) = m(2jtξ)f̂(ξ), j ∈ Z, 1 6 t 6 2.

Θα ϑέλαµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 5.4.4 µε q = 2, χρειαζόµαστε λοιπόν απλά
κριτήρια τα οποία να µας λένε πότε ένας µεγιστικός τελεστής είναι ϕραγµένος στον L2 και
πότε ένας µεγιστικός τελεστής της µορφής sup16t62 |K(t) ∗ f | είναι ϕραγµένος στον Lp.

Στην επόµενη πρόταση, συµβολίζουµε µε (d/du)ρ τον τελεστή κλασµατικής παραγώγι-
σης, και

(ξ,∇)ρm(ξ) = (d/du)ρm(uξ)|u=1 =

∫
(2πi〈x, ξ〉)ρK(x)e2πi〈x,ξ〉dx.

Πρόταση 5.4.5. ΄Εστω ότι K̂ = m ∈ L∞. Τότε,

(α) Αν για κάποιον ρ > 1/2 έχουµε

sup
w∈Sn−1

(∫ ∞
0
|uρ+1(d/du)ρ[u−1m(uw)]|2du

u

)1/2

<∞

έπεται ότι ∥∥∥∥ sup
0<t<∞

|K(t) ∗ f |
∥∥∥∥

2

6 C‖f‖2.

(ϐ) Αν για κάποιον ρ > 1/p, ή ρ = 1 αν p = 1, οι m και (ξ,∇)ρm είναι και οι δύο Lp-

πολλαπλασιαστές, τότε ∥∥∥∥ sup
16t<62

|K(t) ∗ f |
∥∥∥∥
p

6 C‖f‖p.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

m(tξ)

t
= Cρ

∫ ∞
0

(u− t)ρ−1
+ (d/du)ρ[m(uξ)/u]du.

΄Αρα,

|K(t) ∗ f | 6 Cρ

∫ ∞
0

(1− t/u)ρ−1
+

t

u
|P ρuf |

du

u
,

όπου

P̂ ρuf(ξ) = uρ+1(d/du)ρ[m(uξ)/u]f̂(ξ).

Συνεπώς, αν p = 2 και ρ > 1/2 τότε

sup
0<t<∞

|K(t) ∗ f | 6 Cρ

(∫ ∞
0
|P ρuf |2

du

u

)1/2

,
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και αν ικανοποιείται η υπόθεση του (α) συµπεραίνουµε ότι∥∥∥∥ sup
0<t<∞

|K(t) ∗ f |
∥∥∥∥

2

6 Cρ‖f‖2.

Αν p 6= 2 και t > 1, τότε

|K(t) ∗ f | 6 Cρ

(∫ ∞
1
|(1− t/u)ρ−1

+ t/u|qdu
)1/q (∫ ∞

1
|P ρuf |p

du

up

)1/p

6 Cρt
1/q

(∫ ∞
1
|P ρuf |p

du

up

)1/p

,

αν 1/p+ 1/q = 1 και ρ > 1/p. ΄Αρα,∥∥∥∥ sup
16t62

|K(t) ∗ f |
∥∥∥∥
p

6 Cρ

(∫ ∞
1
‖P ρuf‖pp

du

up

)1/p

.

΄Οµως, η ‖P ρu : Lp → Lp‖ ϕράσσεται από τις Lp-νόρµες των τελεστών των πολλαπλασιαστών
m και (ξ,∇)ρm.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.4.1. Υποθέτουµε ότι το B είναι ισοτροπικό και ϑεωρούµε
την K = 1B. ΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, ισχύουν τα εξής:

(α) |K̂(ξ)| 6 C
|ξ|LB ,

(ϐ) |K̂(ξ)− 1| 6 C|ξ|LB,

(γ) |〈ξ,∇K̂(ξ)〉| 6 C,

όπου C > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.
Θα ορίσουµε µια διάσπαση Littlewood-Paley του Rn,

I =
∑
j

Rj ,

τέτοια ώστε ∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|Rjf |2
1/2

∥∥∥∥∥∥∥
p

6 Cp‖f‖p

για κάθε 1 6 p 6 2, όπου Cp > 0 είναι µια σταθερά ανεξάρτητη από το n. Μετά,
παρατηρούµε ότι η ουσιαστικά ϑετική οικογένεια τελεστών (K − PLB )t>0 έχει µεγιστική
συνάρτηση ισχυρά ϕραγµένη στον L2 ως προς αυτήν την διάσπαση, µε σταθερά ανεξάρτητη
από το B, το n και το p. Εδώ, P είναι ο πυρήνας του Poisson. Γνωρίζουµε ότι ο P∗ είναι



100 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΙ LP -ΕΚΤΙΜΗΣΕΙΣ ΤΩΝ BOURGAIN ΚΑΙ CARBERY

ϕραγµένος στον Lp(Rn), 1 < p 6 ∞, µε σταθερά ανεξάρτητη από το n. Τέλος, δείχνουµε
ότι ∥∥∥∥ sup

16t62
|K(t) ∗ f |

∥∥∥∥
p

6 Cp‖f‖p,

µε την σταθερά Cp ανεξάρτητη από το B και το n αν p > 3/2. Αυτό ολοκληρώνει την
απόδειξη λόγω του Θεωρήµατος 5.4.4. Στην περίπτωση του M̃B το τρίτο ϐήµα δεν είναι
απαραίτητο, διότι ‖K‖1 = 1.

Για το πρώτο ϐήµα ορίζουµε Rj = P2j+1 − P2j . Τότε,∑
j

|Rjf |2
1/2

6
√

log 2 g1(f)(x),

όπου g1(f) είναι η κλασική συνάρτηση Littlewood-Paley. Κατόπιν, χρησιµοποιούµε το
γεγονός ότι για κάθε 1 6 p 6 2 ισχύει

‖g1(f)‖p 6 Cp‖f‖p,

όπου Cp > 0 είναι µια σταθερά ανεξάρτητη από το n.
Για το δεύτερο ϐήµα εφαρµόζουµε την Πρόταση 5.4.5 (α) για καθέναν από τους τελεστές

(K − PLB )Rk, k ∈ Z σε συνδυασµό µε τις τρεις ιδιότητες (α)-(γ) της K̂, και παίρνουµε

‖ [(K − PLB )Rk]∗‖2 6 Cak‖f‖2,

για κάποιους ak µε
∑

k a
t
k < ∞, 0 < t 6 1. Αυτό υπολείπεται κάπως από το να δείξουµε

ότι έχουµε ισχυρά ϕραγµένο τελεστή στον L2, µπορούµε όµως να πετύχουµε αυτό που
ϑέλουµε µε µια µικρή τροποποίηση αυτού του επιχειρήµατος.

Τέλος, παρατηρούµε ότι η K̂ έχει νόρµα L1-πολλαπλασιαστή ίση µε 1, και παράλληλα
από την ιδιότητα (γ) η (ξ,∇)K̂ έχει νόρµα L2-πολλαπλασιαστή ϕραγµένη από µια απόλυτη
σταθερά. Χρησιµοποιώντας µιγαδική παρεµβολή ϐλέπουµε ότι η (ξ,∇)ρK̂ έχει νόρµα Lp-
πολλαπλασιαστή ϕραγµένη από µια απόλυτη σταθερά αν ρ < 2/p′, 0 < ρ < 1, 1 < p < 2.
Εφαρµόζοντας την Πρόταση 5.4.5 παίρνουµε∥∥∥∥ sup

16t62
|K(t) ∗ f |

∥∥∥∥
p

6 Cp‖f‖p,

µε µια σταθερά Cp που εξαρτάται µόνο από το p, αν 1/p < 2/p′, το οποίο συµβαίνει αν
p > 3/2. 2



Κεφάλαιο 6

Οι εκτιµήσεις του Muller

6.1 Το κύριο αποτέλεσµα

΄Εστω B ένα συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn. Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι
υπάρχουν γραµµικός µετασχηµατισµός S ∈ GL(n) και µια σταθερά LB > 0 τέτοια ώστε

(6.1.1) |S(B)| = 1 και
∫
S(B)
|〈x, ξ〉|2dx = L2

B

για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα ξ ∈ Sn−1 = {ξ ∈ Rn : |ξ|2 =
∑

j |ξj |2 = 1}. Η στα-
ϑερά LB προσδιορίζεται µονοσήµαντα από την (6.1.1) και ο S είναι µοναδικός modulo
πολλαπλασιασµό µε ορθογώνιο µετασχηµατισµό από τα αριστερά.

Για κάθε ξ ∈ Sn−1 ορίζουµε

(6.1.2) ϕ(u) := ϕξ(u) = |{x ∈ S(B) : 〈x, ξ〉 = u}|, u ∈ R.

Επίσης, συµβολίζουµε µε πξ την ορθογώνια προβολή του Rn στο υπερεπίπεδο ξ⊥ που είναι
κάθετο στο ξ. Παρατηρήστε ότι οι σταθερές

(6.1.3)
1

σ(B)
:= max{ϕξ(0) : ξ ∈ Sn−1}

και

(6.1.4) Q(B) := max{|πξ(S(B))| : ξ ∈ Sn−1}

είναι γραµµικές αναλλοίωτες του B, δηλαδή σ(T (B)) = σ(B) και Q(T (B)) = Q(B) για
κάθε T ∈ GL(n).

Αφού η νόρµα ‖MB‖p είναι επίσης γραµµική αναλλοίωτη του B, µπορούµε λοιπόν να
υποθέσουµε ότι S(B) = B. Τότε, όπως είδαµε στην Παράγραφο 4.2, για κάθε u ∈ R ισχύει

(6.1.5) ϕ(u) 6 Aϕ(0)e−aϕ(0)|u|

101
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όπου 0 < a,A <∞ είναι δύο απόλυτες σταθερές. Επίσης, για κάθε ξ ∈ Sn−1 ισχύει

(6.1.6)
1

a1
6 LKϕξ(0) 6 a1,

όπου a1 > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά. Ειδικότερα,

(6.1.7) σ(K) ' LK .

Ο Muller [10] απέδειξε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 6.1.1. ΄Εστω p > 1. Για κάθε f ∈ Lp(Rn)

(6.1.8) ‖MBf‖p 6 C(p, σ(B), Q(B)) ‖f‖p,

όπου η σταθερά C = C(p, σ,Q) είναι ανεξάρτητη από τη διάσταση n και αύξουσα ως προς σ

και Q.

Τα αποτελέσµατα των Bourgain και Carbery που µελετήσαµε στο προηγούµενο κεφά-
λαιο δείχνουν ότι αν p > 3/2 τότε η σταθερά C µπορεί να επιλεγεί ανεξάρτητη και από τις
σ και Q.

Στα επόµενα χρησιµοποιούµε τον εξής συµβολισµό. Γράφουµε m για τον πολλαπλα-
σιαστή

(6.1.9) m(ξ) = 1̂B(ξ) =

∫
Rn

1B(x)e−2πi〈ξ,x〉dx

που αντιστοιχεί στην 1B. Για κάθε πολλαπλασιαστή w ∈ L∞(Rn) ορίζουµε τον τελεστή Tw
ως εξής:

(6.1.10) Tw(f) = F−1(wf),

όπου F−1 είναι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier.
Για κάθε ρ ∈ R µε ρ > 1/2, ορίζουµε την ρ-οστή κλασµατική παράγωγο (ξ · ∇)ρm της

m, ϑέτοντας

(ξ · ∇)ρm(ξ) =

(
d

dr

)ρ ∣∣∣
r=1

m(rξ)(6.1.11)

=

∫
(−2πi〈x, ξ〉)ρB(x)e−2πi〈x,ξ〉dx,

όπου B = 1B. Με ϐάση το Θεώρηµα 5.4.4 και την Πρόταση 5.4.5 (ϐ) του Carbery, το
Θεώρηµα 6.1.1 ϑα προκύψει άµεσα από την επόµενη πρόταση.
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Πρόταση 6.1.2. ΄Εστω 1/2 < ρ < 1. Για κάθε 1 < p <∞ και f ∈ Lp(Rn),

(6.1.12) ‖T(ξ·∇)ρmf‖p 6 Cρ(p, σ(B), Q(B)) ‖f‖p,

όπου η σταθερά Cp είναι ανεξάρτητη από τη διάσταση n.

Η πρόταση αυτή συνδέεται στενά µε το ερώτηµα του Carbery αν µπορούµε να ϐρούµε
ϕράγµα για τον T(ξ·∇)m το οποίο να είναι ανεξάρτητο από το n.

Για την απόδειξη της Πρότασης 6.1.2 ϑα χρησιµοποιήσουµε µιγαδική παρεµβολή.
Ορίζουµε µια οικογένεια τελεστών Tα = Tmα , α ∈ C, ϑέτοντας

(6.1.13) mα(ξ) = (1 + |ξ|)1−α[I−αm(rξ)]
∣∣
r=1

, ξ 6= 0,

όπου I−α είναι η α-οστή κλασµατική παράγωγος Riesz µε ϐάση το 2, δηλαδή

(6.1.14) I−αf(r) =
−1

Γ(−α)

∫ 2

r
(s− r)−α−1f(s) ds, Re(α) < 0

για κάθε f ∈ C∞(0, 2].
Είναι γνωστό ότι η I−α επεκτείνεται αναλυτικά σε ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο, και

ότι I−k = (d/dr)k είναι η συνήθης k-οστή παράγωγος αν k = 0, 1, . . .. Παρατηρήστε ότι
η I−α δεν συµφωνεί µε την (d/dr)α, όπως αυτή ορίστηκε στην (6.1.11). ΄Οπως όµως ϑα
δούµε, η διαφορά τους δεν είναι σηµαντική για το πρόβληµά µας.

Ορίζουµε επίσης T εα = Tmεα , όπου

(6.1.15) mε
α(ξ) = (1 + |ξ|)−εmα(ξ), ε > 0.

Τα ϐασικά λήµµατα για την απόδειξη της Πρότασης 6.1.2 είναι το Λήµµα 6.1.4 και το
Λήµµα 6.1.6 τα οποία ϑα εξασφαλίσουν τις δύο ακραίες περιπτώσεις µε ϐάση τις οποίες
ϑα κάνουµε παρεµβολή. Τα Λήµµατα 6.1.3 και 6.1.5 είναι περισσότερο τεχνικής ϕύσεως.

Λήµµα 6.1.3. ΄Εστω 0 6 Re(α) < 1 και k ∈ N. Για κάθε u > 1,

(6.1.16)

∣∣∣∣∣
∫ u

0

s−α

(1 + s/u)k
e−2πisds− e

π
2
αi

i
Γ(1− α)

∣∣∣∣∣ 6 Cke
π
2
|Im(α)|u−Re(α).

Για την απόδειξη του Λήµµατος 6.1.3 χρησιµοποιούµε το ολοκληρωτικό ϑεώρηµα του
Cauchy και αλλάζουµε το διάστηµα ολοκλήρωσης από [0, u] σε −i[0, u], συνδέοντάς τα µε
τεταρτοκύκλια ακτίνας u και ε, όπου ε→ 0.

Λήµµα 6.1.4. Για κάθε N > 0 και 0 < ε < 1/2 έχουµε :

(i) ‖mα‖∞ 6 CN (σ(B), Q(B))e2π|Im(α)| αν 0 6 Re(α) < N .
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(ii) ‖mε
α‖∞ 6 CN (σ(B), Q(B))e2π|Im(α)| αν −ε 6 Re(α) 6 N .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι Re(α) > −ε και ϑέτουµε k = bRe(α)c, το ακέραιο µέρος του
Re(α). Από την (6.1.13) µε ολοκλήρωση κατά µέρη ϐλέπουµε ότι

mα(ξ) =

k∑
j=0

(−1)j+1

Γ(j + 1− α)
(1 + |ξ|)1−α

(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

(6.1.17)

+
(−1)k(1 + |ξ|)1−α

Γ(k + 1− α)

∫ 2

1
(s− 1)k−α

(
d

ds

)k+1

m(sξ) ds.

Εφαρµόζοντας την (6.1.1) για την ϕ = ϕξ/|ξ| έχουµε

(6.1.18) m(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−2πiξ|u|ϕ(u) du,

άρα

(6.1.19)
(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

= (−2πi|ξ|)j
∫ ∞
−∞

e−4πi|ξ|uujϕ(u) du.

Με ολοκλήρωση κατά µέρη παίρνουµε

(6.1.20)
(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

=
1

2
(−2πi|ξ|)j−1

∫ ∞
−∞

e−4πi|ξ|u(ujϕ)′(u) du.

Από τις (6.1.2) και (6.1.19) παίρνουµε, για κάθε 0 6 j 6 N ,∣∣∣∣∣
(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

∣∣∣∣∣ 6 CN |ξ|j
∫ ∞

0
ujϕ(0)e−aϕ(0)udu(6.1.21)

6 CNϕ(0)−j |ξ|j 6 CNσ(B)j |ξ|j .

Επιπλέον, αφού (ujϕ)′(u) = juj−1ϕ(u) + ujϕ′(u), και αφού η ϕ′(u) διατηρεί σταθερό
πρόσηµο για u > 0 και u 6 0 αντίστοιχα, από τις (6.1.20) και (6.1.5) παίρνουµε

(6.1.22)

∣∣∣∣∣
(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

∣∣∣∣∣ 6 CNϕ(0)−(j−1)|ξ|j−1 6 CNσ(B)j−1|ξ|j−1.

Συνδυάζονας τα παραπάνω έχουµε

(6.1.23)

∣∣∣∣∣
(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

∣∣∣∣∣ 6 CN (σ(B))|ξ|j

1 + |ξ|
,

τουλάχιστον όταν j > 1. ΄Οµως, όταν j = 0, από τις (6.1.19) και (6.1.20) εύκολα ϐλέπουµε
ότι

(6.1.24) |m(ξ)| 6 C(1 + ϕ(0))

1 + |ξ|
6
C ·Q(B)

1 + |ξ|
.
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Συνοψίζοντας έχουµε

(6.1.25)

∣∣∣∣∣
(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

∣∣∣∣∣ 6 CN (σ(B), Q(B))
|ξ|j

1 + |ξ|
, 0 6 j < N.

΄Αρα, για κάθε j = 0, . . . , k,

(6.1.26)

∣∣∣∣∣ (1 + |ξ|)α−1

Γ(j + 1− α)

(
d

dr

)j
m(rξ)

∣∣
r=2

∣∣∣∣∣ 6 CN (σ,Q)eπ|Im(α)|,

αν πάρουµε υπόψη µας την ασυµπτωτική σχέση

(6.1.27) |Γ(x+ iy)| ∼
√

2πe−π|y|/2|y|x−
1
2 , |y| → ∞.

Αποµένει να εκτιµήσουµε το ολοκλήρωµα στην (6.1.17), το οποίο, αν ξεχάσουµε το πρό-
σηµο, δίνεται από την

(6.1.28) J(ξ) =
(1 + |ξ|)1−α

Γ(k + 1− α)
(−2πi|ξ|)k+1

∫ ∞
−∞

F (|ξ|u)uk+1ϕ(u) du,

όπου

(6.1.29) F (t) =

∫ 2

1
(s− 1)k−αe−2πitsds.

Η εκτίµηση του J(ξ) ϐασίζεται ουσιαστικά στην (6.1.5). Θέτουµε

(6.1.30) G(u) =

∫ u

0
tk+1F (t) dt, u ∈ R.

Τότε, ∫ ∞
−∞

F (|ξ|u)uk+1ϕ(u) du = |ξ|−k−2

∫ ∞
−∞

F (u)uk+1ϕ(u/|ξ|) du(6.1.31)

= −|ξ|−k−3

∫ ∞
−∞

G(u)ϕ′(u/|ξ|) du,

άρα

(6.1.32) |J(ξ)| 6 CN |ξ|−2(1 + |ξ|)1−Re(α)

∣∣∣∣ 1

Γ(k + 1− α)

∫ ∞
−∞

G(u)ϕ′(u/|ξ|) du
∣∣∣∣ .

Τώρα, ∫ u

0
tk+1e−2πitsdt =

(
i

2π

)k+1 [
(−1)k+1(k + 1)!s−k−2(e−2πius − 1)(6.1.33)

+
k∑
j=0

(
k + 1

j

)
(−1)jj!(−2πi)k−js−j−1uk+1−je−2πius

]
.
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Θέτουµε

(6.1.34) Gj(u) = uk+1−j
∫ 2

1
(s− 1)k−αs−j−1e−2πiusds, j = 0, 1, . . . , k + 1,

και

(6.1.35) Gk+2(u) = Gk+2 =

∫ 2

1
(s− 1)k−αs−k−2ds =

∫ 1

0

sk−α

(s+ 1)k+2
ds,

και, για j = 0, 1, . . . , k + 2, ορίζουµε

(6.1.36) Jj(ξ) =
(1 + |ξ|)1−Re(α)

|ξ|2

∣∣∣∣ 1

Γ(k + 1− α)

∫ ∞
−∞

Gj(u)ϕ′(u/|ξ|) du
∣∣∣∣ .

Από την (6.1.33) η G είναι γραµµικός συνδυασµος των Gj , άρα αρκεί να δείξουµε ότι όλες
οι συναρτήσεις Jj ικανοποιούν το ϕράγµα που ϑέλουµε.

Για κάθε j = 0, 1, . . . , k + 1 έχουµε

(6.1.37) Gj(u) = uα−je−2πiu

∫ u

0

sk−α

(1 + s/u)j+1
e−2πisds,

άρα το Λήµµα 6.1.3 µας δίνει

(6.1.38) Gj(u) = ±ie
π
2

(α−k)iΓ(k + 1− α)uα−je−2πiu +O(e
π
2
|Im(α)||u|k−j)

αν |u| > 1. Από την άλλη πλευρά, αν |u| 6 1, τότε

(6.1.39) Gj(u) = uα−j
e−2πiu

k + 1− α

[uk+1−α

2j+1
e−2πiu −

∫ u

0
sk+1−α d

ds

[ e−2πis

(1 + s/u)j+1

]
ds
]
,

απ΄ όπου παίρνουµε

(6.1.40) |Gj(u)| 6 CN
|u|k+1−j

|k + 1− α|
, |u| 6 1.

Από τις (6.1.38) και (6.1.40) έχουµε

|Jj(ξ)| 6 −CN
(1 + |ξ|)1−Re(α)

|ξ|2
·
[ 1

|Γ(k + 2− α)|

∫ 1

0
uk+1−jϕ′(u/|ξ|)du(6.1.41)

+ e
π
2
|Im(α)|

∫ ∞
1

[
uRe(α)−j +

uk−j

|Γ(k + 1− α)|

]
ϕ′(u/|ξ|) du

]
.

Παρατηρούµε ότι αν j 6 k + 1 τότε

(6.1.42)
∣∣∣∣∫ 1

0
uk+1−jϕ′(u/|ξ|)du

∣∣∣∣ 6 −∫ 1

0
ϕ′(u/|ξ|)du 6 2ϕ(0)|ξ|,
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και όµοια, από την (6.1.5),∣∣∣∣∫ ∞
1

uRe(α)−jϕ′(u/|ξ|)du
∣∣∣∣(6.1.43)

= −|ξ|1+Re(α)−j
∫ ∞

1/|ξ|
uRe(α)−jϕ′(u) du

6 |ξ|1+Re(α)−j
[
|ξ|j−Re(α)ϕ(1/|ξ|) + |Re(α)− j|ϕ(0)

∫ 1

1/|ξ|
uRe(α)−j−1du

+ |Re(α)− j|
∫ ∞

1
uRe(α)−jϕ(u) du

]
6 CN (σ,Q)|ξ|1+Re(α)−j(1 + |ξ|j−Re(α)),

άρα

(6.1.44)
∣∣∣∣∫ ∞

1
uRe(α)−jϕ′(u/|ξ|) du

∣∣∣∣ 6 CN (σ,Q)|ξ|1+Re(α) αν j 6 k

και

(6.1.45)
∣∣∣∣∫ ∞

1
uRe(α)−jϕ′(u/|ξ|) du

∣∣∣∣ 6 CN (σ,Q)|ξ| αν j = k + 1.

Το ολοκλήρωµα ∣∣∣∣∫ ∞
1

uk−jϕ′(u/|ξ|) du
∣∣∣∣

ικανοποιεί κι αυτό το ίδιο ϕράγµα. Από τις (6.1.41), (6.1.42) και (6.1.44) έχουµε, για
|ξ| > 1,

(6.1.46) |Jj(ξ)| 6 CN (σ,Q)e2π|Im(α)|(1 + |ξ|−Re(α)), j = 0, 1, . . . , k + 1.

Επιπλέον, αφού προφανώς έχουµε |Gk+2| 6 CN/|k + 1− α|, παίρνουµε
(6.1.47)

|Jk+2(ξ)| 6 CN |ξ|−1−Re(α) −1

|Γ(k + 2− α)|

∫ ∞
0

ϕ′(u/|ξ|) du 6 CN (σ)eπ|Im(α)||ξ|−Re(α)

για |ξ| > 1. Οι τελευταίες δύο ανισότητες µας δίνουν το Ϲητούµενο οµοιόµορφο ϕράγµα
για τις mα(ξ) και mε

α(ξ) όταν |ξ| > 1.
Αποµένει η περίπτωση |ξ| < 1, η οποία είναι απλή. Με ολοκλήρωση κατά µέρη έχουµε

(6.1.48)

J(ξ) =
(1 + |ξ|)1−α

Γ(k + 2− α)

[(
d

ds

)k+1

m(sξ)
∣∣
s=2
−
∫ 2

1
(s− 1)k+1−α

(
d

ds

)k+2

m(sξ) ds

]
,

και σε συνδυασµό µε τις (6.1.19) και (6.1.2) παίρνουµε

(6.1.49) |J(ξ)| 6 CN (σ,Q)eπ|Im(α)||ξ|k+1,

το οποίο µας καλύπτει στην περίπτωση |ξ| < 1.
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Λήµµα 6.1.5. Για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα η ∈ Sn−1 ορίζουµε µια κατανοµή µη =

∂1B/∂η = (η · ∇)1B. Τότε, η µη είναι ϕραγµένο µέτρο, και

(6.1.50) ‖µη‖M(Rn) = 2|πη(B)|.

Απόδειξη. ΄Εστω ϕ ∈ C∞0 (Rn) µε ‖ϕ‖∞ = 1. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτου-
µε ότι το η είναι το διάνυσµα της n-οστής συντεταγµένης. Γράφοντας Rn = Rn−1 × R και
τα σηµεία του Rn στη µορφή (x, u) έχουµε

(6.1.51) 〈µη, ϕ〉 = −
∫
B

∂ϕ

∂η
= −

∫
πη(B)

∫
Bx

∂ϕ

∂u
(x, u) du dx,

όπου Bx είναι το διάστηµα Bx = {u ∈ R : (x, u) ∈ B}, µε άκρα a(x) 6 b(x) εκτός αν
Bx = ∅. Τότε,

(6.1.52) |〈µη, ϕ〉| =

∣∣∣∣∣
∫
πη(B)

[ϕ(b(x))− ϕ(a(x))] dx

∣∣∣∣∣ 6 2|πη(B)|,

άρα

(6.1.53) ‖µη‖M 6 2|πη(B)|.

Επιλέγοντας την ϕ να είναι γραµµική σε κάθε τοµή Bx και να ικανοποιεί τις ϕ(b(x)) = 1

και ϕ(a(x)) = −1, ϐλέπουµε ότι ισχύει και η αντίστροφη ανισότητα ‖µη‖M > 2|πη(B)|.

Λήµµα 6.1.6. ΄Εστω 0 < ε < 1/2. Τότε,

(6.1.54) ‖T ε−ε+iνf‖p 6 Cε(p, σ(B), Q(B))e
π
2
|ν|‖f‖p

για κάθε 1 < p <∞ και για κάθε f ∈ Lp(Rn).

Απόδειξη. Θέτουµε α = −ε+ iν. Αφού

(6.1.55) mε
α(ξ) = − 1

Γ(−α)

∫ 2

1
(s− 1)−α−1(1 + |ξ|)1−ε−αm(sξ) ds,

αρκεί να αποδείξουµε ότι ο πολλαπλασιαστής που αντιστοιχεί στην (1 + |ξ|)1−ε−αm(sξ)

ικανοποιεί την (6.1.54) οµοιόµορφα για 1 6 s 6 2.
Θεωρούµε τον πολλαπλασιαστή Mν(ξ) = (1 + |ξ|)−iν . Ο πολλαπλασιαστής αυτός είναι

«τύπου µετασχηµατισµού Laplace» (ϐλέπε Παράγραφο 2.5.2). Αυτό προκύπτει από την

(6.1.56) (1 + λ)−iν = λ

∫ ∞
0

a(t)e−λtdt, λ > 0,
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όπου

(6.1.57) a(t) =
1

Γ(1 + iν)

[
tiνe−t +

∫ t

0
siνe−sds

]
.

Αφού ‖a‖∞ 6 Ce
π
2
|ν|, από το Θεώρηµα 2.5.2 έχουµε

(6.1.58) ‖TMνf‖p 6 Cpe
π
2
|ν|‖f‖p, f ∈ Lp(Rn)

για κάθε 1 < p <∞, όπου Cp είναι µια σταθερά που εξαρτάται µόνο από το p.
Αφού

(6.1.59) (1 + |ξ|)1−ε−αm(sξ) = (1 + |ξ|)−iν(1 + |ξ|)m(sξ)

και αφού

(6.1.60) ‖Tm(s·)‖p→p = ‖Tm‖p→p 6 |B| = 1

για κάθε p, από την (6.1.58) έπεται ότι για την απόδειξη της (6.1.54) αρκεί να εκτιµήσουµε
τον πολλαπλασιαστή που αντιστοιχεί στην

(6.1.61) m0(ξ) = −2π|ξ|m(ξ).

Για κάθε j = 1, . . . , n ϑεωρούµε το µέτρο µj µε µj = ∂1B/∂xj . Αφού

(6.1.62) m0(ξ) =

n∑
j=1

(
−i ξj
|ξ|

)
(−2πiξjm(ξ)),

έχουµε

(6.1.63) Tm0f =

n∑
j=1

Rj(µj ∗ f),

όπου Rj είναι ο j-οστός µετασχηµατισµός Riesz. Από το Θεώρηµα 2.5.3 γνωρίζουµε ότι

(6.1.64)

∥∥∥∥∥∥
( n∑
j=1

|Rjf |2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
p

6 Ap‖f‖p, 1 < p <∞,

όπου η σταθερά Ap είναι ανεξάρτητη από το n. Χρησιµοποιώντας ένα απλό επιχείρηµα
δυϊσµού, από τις (6.1.63) και (6.1.64) παίρνουµε

(6.1.65) ‖Tm0f‖p 6 Ap′

∥∥∥∥∥∥
( n∑
j=1

|µj ∗ f |2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
p

, 1 < p <∞,
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όπου p′ είναι ο συζυγής εκθέτης του p. Θέτουµε

g(f)2(x) =

n∑
j=1

|(µj ∗ f)(x)|2.

Θέλουµε να εκτιµήσουµε την Lp-νόρµα του υπογραµµικού τελεστή g. Αν p = 2 τότε από
την (6.1.26) παίρνουµε

(6.1.66) ‖g(f)‖2 = ‖Tm0f‖2 6 ‖m0‖∞‖f‖2 6 C(σ,Q)‖f‖2.

Για p =∞ παρατηρούµε ότι

(6.1.67) |g(f)(x)| = |(∇1B) ∗ f(x)| = sup
η∈Sn−1

|µη ∗ f(x)|,

όπου το µη είναι αυτό του Λήµµατος 6.1.5. Σε συνδυασµό µε το Λήµµα 6.1.5 παίρνουµε

(6.1.68) ‖g(f)‖∞ 6 sup
η
‖µη‖M‖f‖∞ = 2Q(B)‖f‖∞.

Παρεµβολή µεταξύ των (6.1.66) και (6.1.68) δίνει

(6.1.69) ‖g(f)‖p 6 C(p, σ,Q)‖f‖p, 2 6 p 6∞,

άρα, από την (6.1.65), και

(6.1.70) ‖Tm0f‖p 6 C(p, σ,Q)‖f‖p,

τουλάχιστον όταν 2 6 p < ∞. Περνώντας στο συζυγή τελεστή T ∗m0
παίρνουµε την (6.1.70)

και για το διάστηµα 1 < p < 2. ΄Ετσι, η απόδειξη του λήµµατος είναι πλήρης.

Απόδειξη της Πρότασης 6.1.2. Θέτουµε ρ = 1− ε ∈ (1/2, 1). Από το Λήµµα (6.1.4) (ii)
και την (6.1.17) ϐλέπουµε ότι η οικογένεια {T εα} είναι επιτρεπτή µε την έννοια της Πα-
ϱαγράφου 2.7 σε κάθε λωρίδα −ε 6 Re(α) 6 N , N > 0. Επιλέγοντας το N αρκετά
µεγάλο και κάνοντας παρεµβολή των εκτιµήσεων του Λήµµατος 6.1.4 και του Λήµµατος
6.1.6 µεταξύ Re(α) = −ε και Re(α) = N , έχουµε

(6.1.71) ‖T ε1−εf‖p 6 Cε(p, σ(B), Q(B))‖f‖p

για κάθε 1 < p 6 2, άρα, λόγω δυϊσµού, για κάθε 1 < p <∞. ΄Οµως,

(6.1.72) mε
1−ε(ξ) = [I−ρm(rξ)]

∣∣
r=1

= − 1

Γ(ε)
m(ξ) +

1

Γ(ε)

∫ 2

1
(s− 1)−ρ

dm(sξ)

ds
ds.
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Επιπλέον,

(6.1.73) (ξ · ∇)αm(ξ) = − 1

Γ(−α)

∫ ∞
1

(s− 1)−α−1m(sξ) ds

αν −1 < α < 0. Με ολοκλήρωση κατά µέρη ϐλέπουµε ότι

(6.1.74) (ξ · ∇)αm(ξ) =
1

Γ(1− α)

∫ ∞
1

(s− 1)−α
dm(sξ)

ds
ds

αν 0 < α < 1. Συγκρίνοντας µε την (6.1.72) έχουµε

(ξ · ∇)αm(ξ) = mε
1−ε(ξ) +

1

Γ(ε)
m(ξ) +

1

Γ(ε)

∫ ∞
2

(s− 1)−ρ
dm(sξ)

ds
ds(6.1.75)

= mε
1−ε(ξ)−

1

Γ(−ρ)

∫ ∞
2

(s− 1)−ρ−1m(sξ) ds.

Αφού ∫ ∞
2

(s− 1)−ρ−1ds <∞,

η τελευταία σχέση µαζί µε την (6.1.71) µας δίνουν

(6.1.76) ‖T(ξ·∇)ρf‖p 6 Cρ(p, σ,Q) ‖f‖p.

2

6.2 Εφαρµογή: οι `nq -µπάλες

Σε αυτήν την παράγραφο σταθεροποιούµε 1 6 q 6∞ και ϑέτουµε

(6.2.1) Bq = Bn
q = {x ∈ Rn : ‖x‖q 6 1},

τη µοναδιαία µπάλα του Rn ως προς την `q-νόρµα

(6.2.2) ‖x‖q =
( n∑
j=1

|xj |q
)1/q

, 1 6 q <∞

και, στην περίπτωση q =∞,

(6.2.3) ‖x‖∞ = max{|xj | : 1 6 j 6 n}.

Ο όγκος κq(n) της Bn
q υπολογίζεται µε διάφορους τρόπους (για παράδειγµα, µε επαγωγή

ως προς n) και είναι ίσος µε

(6.2.4) κq(n) =
2nΓ

(
1
q + 1

)n
Γ
(
n
q + 1

) .
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Αν επιλέξουµε d = dq(n) > 0 έτσι ώστε το σώµα B̃q = dBq να έχει όγκο 1 τότε από την
(6.2.4) ϐλέπουµε ότι dq(n) ' n1/q. Στην περίπτωση q = ∞ έχουµε κ∞(n) = 2n και
d∞(n) = 1

2 .
Το σώµα B̃q είναι ισοτροπικό και µπορούµε να προσδιορίσουµε την ισοτροπική του

σταθερά LBq µε απευθείας υπολογισµό: για κάθε ξ ∈ Sn−1 έχουµε∫
B̃q

〈ξ, x〉2dx =

n∑
j=1

∫
B̃q

ξ2
jx

2
jdx =

( n∑
j=1

ξ2
j

)∫
B̃q

x2
ndx(6.2.5)

=

∫
B̃q

x2
ndx.

΄Αρα,

L2
Bq =

∫
B̃q

x2dx = 2

∫ dq(n)

0
x2
n(d2

q(n)− |xn|q)
n−1
q κq(n− 1)dxn(6.2.6)

= 2dn+2
q (n)κq(n− 1)B

(3

q
,
n− 1

q
+ 1
)
,

όπου B είναι η συνάρτηση Βήτα. Παρατηρώντας ότι κq(n)dnq (n) = 1 ϐλέπουµε ότι

(6.2.7) L2
Bq = 2d2

q(n)
κq(n− 1)

κq(n)
B
(3

q
,
n− 1

q
+ 1
)

= Aq,n ' 1

από τον τύπο του Stirling, άρα

(6.2.8)
1

a1
6 σ(Bn

q ) 6 a1

όπου a1 > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά (το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση q =∞: µάλιστα,
έχουµε LB∞ = 1/

√
12, άρα σ(Bn

∞) ' (2
√

3)−1).
Για να εκτιµήσουµε την παράµετρο Q(B̃n

q ), q < ∞, ϑεωρούµε µια οµαλή συνάρτηση
τ : [0,∞)→ [0, 1] που ικανοποιεί τις συνθήκες

(6.2.9) τ ≡ 1 στο [0, dqq(n)],

(6.2.10) τ ≡ 0 στο [dqq(n) + 1,∞),

(6.2.11) −2 6 τ ′ 6 0,

και ϑέτουµε

(6.2.12) K(x) = τ
( n∑
j=1

|xj |q
)
, x ∈ Rn.
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Από την (6.2.9) έχουµε 1
B̃q

6 K, και από την (6.2.10)

(6.2.13) (dqq(n) + 1)1/qBn
q ⊂

(
1 +

q

n

)
B̃n
q = B

n
q ,

άρα ‖K‖1 6 C. Επίσης, έχουµε

(6.2.14) |πξ(B̃n
q )| = 1

2

∥∥∥∥∂K∂ξ
∥∥∥∥

για κάθε ξ ∈ Sn−1. Η τελευταία σχέση ισχύει µάλιστα για κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα B
και κάθε συνάρτηση K που είναι ίση µε 1 στο B και ϕθίνουσα συνάρτηση της απόστασης
από το B, αν η ∂K/∂ξ είναι ολοκληρώσιµη.

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι ξ = en. Με το συµβολισµό του
Λήµµατος 6.1.6 έχουµε∫

Bx

∣∣∣∣∂K∂ξ (x, t)

∣∣∣∣ dt =

∫ ∞
b(x)

∣∣∣∣∂K∂t (x, t)

∣∣∣∣ dt+

∫ a(x)

−∞

∣∣∣∣∂K∂t (x, t)

∣∣∣∣ dt(6.2.15)

= K(x, b(x)) +K(x, a(x)) = 2,

άρα

(6.2.16)
∥∥∥∥∂K∂ξ

∥∥∥∥
1

= 2|πξ(B)|.

Για να εκτιµήσουµε την ‖∂K/∂ξ‖1 παρατηρούµε ότι

(6.2.17)
∂K

∂ξ
= qτ ′

( n∑
j=1

|xj |q
) n∑
j=1

ξjsign(xj)|xj |q−1,

άρα

∥∥∥∥∂K∂ξ
∥∥∥∥

1

6 2q

∫
B
n
q

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ξjsign(xj)|xj |q−1

∣∣∣∣∣∣ dx(6.2.18)

=
2q

2n

∑
εj=±1

∫
B
n
q

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

εjξjsign(xj)|xj |q−1

∣∣∣∣∣∣ dx.
Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουµε

(6.2.19)
1

2n

∑
εj=±1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

εjαj

∣∣∣∣∣∣ 6
 n∑
j=1

α2
j

1/2
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για κάθε α1, . . . , αn ∈ R, άρα∥∥∥∥∂K∂ξ
∥∥∥∥

1

6 2q

∫
B
n
q

[ n∑
j=1

ξ2
j |xj |2(q−1)

]1/2
dx(6.2.20)

6 Cq

∫
B
n
q

n∑
j=1

ξ2
j |xj |2(q−1) dx

1/2

,

χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz και το γεγονός ότι |Bn
q | =

(
1 + c

n

)n
6 ec.

Λόγω της συµµετρίας του Bn
q έχουµε τελικά

(6.2.21)
∥∥∥∥∂K∂ξ

∥∥∥∥
1

6 Cq

[∫
B
n
q

|xn|2(q−1) dx

]1/2

,

και από τις (6.1.5), (6.1.6), (6.2.8) και (6.2.14) συµπεραίνουµε ότι

(6.2.22) Q(Bn
q ) 6 Cq, 1 6 q <∞

µε την σταθερά Cq ανεξάρτητη από το n. Τώρα, το Θεώρηµα 6.1.1 µας δίνει το εξής.

Θεώρηµα 6.2.1. ΄Εστω 1 6 q <∞. Για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(6.2.23) ‖MBnq f‖p 6 C(p, q) ‖f‖p, 1 < p 6∞

όπου C(p, q) είναι µια ϑετική σταθερά ανεξάρτητη από το n.

Το ερώτηµα που προκύπτει είναι τι συµβαίνει στην περίπτωση q = ∞. Σε αυτήν την
περίπτωση, ένα απλό γεωµετρικό επιχείρηµα δείχνει ότι

(6.2.24) |πξ(B̃n
∞)| =

∑
F

|F | 〈ξ, n(F )〉

για κάθε ξ ∈ Sn−1, όπου η άθροιση είναι πάνω από όλες τις έδρες F του κύβου B̃n
∞ που το

εξωτερικό τους κάθετο διάνυσµα n(F ) ικανοποιεί την 〈ξ, n(F )〉 > 0. ΄Ετσι, αν επιλέξουµε
το

ξ =
1√
n

(1, 1, . . . , 1)

παίρνουµε

(6.2.25) |πξ(B̃n
∞)| =

n∑
j=1

ξj =
√
n.

Το ίδιο επιχείρηµα δείχνει ότι |πη(B̃n
∞)| 6

√
n για κάθε η ∈ Sn−1, άρα

(6.2.26) Q(Bn
∞) =

√
n.

΄Ετσι, το ϐασικό ϑεώρηµα αυτού του κεφαλαίου δίνει ένα ϕράγµα για τη νόρµα ‖MBn∞‖p→p
που αυξάνει µε την διάσταση n.



Κεφάλαιο 7

Ο µεγιστικός τελεστής για τον κύβο

7.1 Εισαγωγή

Σκοπός µας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να περιγράψουµε την απόδειξη του ακόλουθου
ϑεωρήµατος του Bourgain.

Θεώρηµα 7.1.1. ΄Εστω p > 1. Για κάθε f ∈ Lp(Rn),

(7.1.1) ‖MBn∞f‖p 6 Cp ‖f‖p,

όπου Cp είναι µια ϑετική σταθερά ανεξάρτητη από το n.

Συµβολίζουµε µε B τον κύβο Bn
∞ =

[
−1

2 ,
1
2

]n στον Rn. Ο µετασχηµατισµός Fourier
της 1B δίνεται από την

(7.1.2) m(ξ) = 1̂B(ξ) =

n∏
j=1

sinπξj
πξj

.

Τότε, αν γράψουµε e(y) = e2πiy, έχουµε

(7.1.3)
∫
B
f(x+ ty)dy =

∫
Rn
f̂(ξ)m(tξ)e(〈x, y〉)dξ,

άρα η µελέτη του προβλήµατος ανάγεται στη µελέτη του πολλαπλασιαστή m(ξ). Γι΄ αυτόν
γνωρίζουµε ότι

(7.1.4) |m(ξ)| 6 C

|ξ|
όταν |ξ| → ∞

και

(7.1.5) |〈∇m(ξ), ξ〉| 6 C.

115
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Μάλιστα, οι (7.1.4) και (7.1.5) ισχύουν γενικά για ένα ισοτροπικό κυρτό σώµα B όγκου
|B| = 1, αρκεί να αντικαταστήσουµε την (7.1.4) µε την

(7.1.6) |1̂B(ξ)| 6 C

LB|ξ|
.

Οι ϐασικές εκτιµήσεις (7.1.4) και (7.1.5) µας επιτρέπουν να ϕράξουµε την ‖MB‖p µόνο αν
ϑεωρήσουµε p > 3

2 . Αν εξασφαλίζαµε στην (7.1.4) ένα ϕράγµα το οποίο να ϕθίνει ταχύτερα
όταν |ξ| → ∞ τότε ϑα µπορούσαµε να ϕράξουµε την ‖MB‖p για µικρότερες τιµές του p.
Εξετάζοντας την (7.1.2) ϐλέπουµε ότι στις περισσότερες διευθύνσεις η m(ξ) ϕθίνει πολύ
γρηγορότερα και η (7.1.4) µας δίνει την χειρότερη περίπτωση, η οποία εµφανίζεται όταν
το ξ περιορίζεται σε στενά κωνικά χωρία κοντά στους άξονες συντεταγµένων. Αυτό που
ϑα προσπαθήσουµε είναι να κάνουµε κατάλληλη τοπικοποίηση στον χώρο Fourier και να
µελετήσουµε αυτές τις περιοχές χρησιµοποιώντας διαφορετικά επιχειρήµατα.

Για µια συνάρτηση Ω ∈ L1(Rn) και για t > 0 ϑεωρούµε την Ω(t)(x) = 1
tnΩ

(
x
t

)
, η

οποία ικανοποιεί την Ω̂(t)(ξ) = Ω̂(tξ). Συµβολίζουµε µε G την κανονική κατανοµή στον
Rn, µε Ĝ(ξ) = e−|ξ|

2
. Γράφουµε

(7.1.7) 1B = (1B ∗G) +
∞∑
s=1

Ω(s),

όπου

Ω(s) = 1B ∗G2−s − 1B ∗G2−s+1 ,

και ϑεωρούµε την µεγιστική συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε Ω(s).
Θα χρησιµοποιήσουµε την L2-εκτίµηση που δίνει το Λήµµα 5.3.1 (από την προηγού-

µενη δουλειά του Bourgain).

Λήµµα 7.1.2 (Λήµµα 5.3.1). ΄Εστω K ∈ L1(Rn) ενας πυρήνας. Θεωρούµε τις ποσότητες

(7.1.8) αj = max
|ξ|∼2j

|K̂(ξ)| και βj = max
|ξ|∼2j

|〈∇K̂(ξ), ξ〉|, j ∈ Z.

Τότε,

(7.1.9)
∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗K(t)|

∥∥∥∥
2

6 CΓ(K)‖f‖2,

όπου

(7.1.10) Γ(K) =
∑
j∈Z

√
αj
√
αj + βj .
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Παρατηρούµε τώρα ότι, αφού

(7.1.11) |Ω̂(s)(ξ)| = |m(ξ)| |e−4−s|ξ|2 − e−4−s+1|ξ|2 |,

έχουµε

(7.1.12)
∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ (Ω(s))t|

∥∥∥∥
2

6 C2−s/2‖f‖2.

Παίρνοντας 1 < p < 2, ο στόχος µας είναι να κάνουµε παρεµβολή ανάµεσα στην (7.1.12)
και µια ανισότητα της µορφής

(7.1.13)
∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ (Ω(s))t|

∥∥∥∥
p

6 A(p, s)‖f‖p

ή

(7.1.14)
∥∥∥∥sup
t>0
|f ∗ (1B ∗G2−s)t|

∥∥∥∥
p

6 A(p, s)‖f‖p.

Για να αποδείξουµε την (7.1.14) ακολουθούµε την προσέγγιση του Muller.

Λήµµα 7.1.3. Υποθέτουµε ότι ο πολλαπλασιαστικός τελεστής µε πολλαπλασιαστή

(7.1.15) |ξ|m(ξ)e−4−s|ξ|2

δρα στον Lp(Rn) µε νόρµα ϕραγµένη από A(p, s). Τότε, η (7.1.14) ισχύει µε ανάλογη

σταθερά.

Το Λήµµα 7.1.3 προκύπτει από το επιχείρηµα του Muller, το οποίο είδαµε ότι ϐασίζεται
σε µιγαδική παρεµβολή και κατάλληλη επιτρεπτή οικογενεια τελεστών πολλαπλασιαστών
Fourier.

Στην περίπτωσή µας, αντί να ϑεωρήσουµε την K = 1B στην (7.1.3) όπως ο Muller,
ϑεωρούµε την K = 1B ∗ G2−s . Υπενθυµίζουµε ότι στο ανάλογο του Muller για το Λήµµα
7.1.3 παίζει ϱόλο µόνο το ϕράγµα για την παράµετρο LB και όχι εκείνο για την Q(B)

(το οποίο εµφανίζεται σε επόµενο στάδιο). Ακριβέστερα, αυτό που χρειάζεται κανείς είναι
ϕράγµατα για τις ποσότητες

(7.1.16) sup
|ξ|=1

∫
B
|〈x, ξ〉|kdx

για κάθε δεδοµένο k > 1. Στο δικό µας πλαίσιο χρειαζόµαστε ϕράγµατα για το

(7.1.17)
∫
|〈x, ξ〉|k(1B∞ ∗G2−s)(x)dx.



118 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. Ο ΜΕΓΙΣΤΙΚΟΣ ΤΕΛΕΣΤΗΣ ΓΙΑ ΤΟΝ ΚΥΒΟ

Επειδή η κατανοµή 1B∞ ∗ G2−s είναι συµµετρική ως προς κάθε συντεταγµένη xi, εφαρ-
µόζοντας την ανισότητα του Khintchine παίρνουµε, για κάθε |ξ| = 1,∫

|〈x, ξ〉|k(1B∞ ∗G2−s)(x)dx(7.1.18)

6 Ck

∫ ( n∑
i=1

x2
i ξ

2
i

) k
2

(1B∞ ∗G2−s)(x)dx

6 Ck

∫∫ ( n∑
i=1

(xi − yi)2ξ2
i

) 1
2

+ |ξ|

k 1B∞(y)G2−s(x− y)dx dy

6 Ck + Ck

∫ ( n∑
i=1

x2
i ξ

2
i

) k
2

G2−s(x)dx

= Ck + Ck2
−sk

∫ ( n∑
i=1

x2
i ξ

2
i

) k
2

G(x)dx

6 Ck

για κάθε s > 0.
Επιστρέφοντας στην (7.1.15) και ακολουθώντας τον Muller, γράφουµε

(7.1.19) |ξ|m(ξ)e−4−s|ξ|2 f̂(ξ) =
n∑
i=1

R̂if(ξ)µ̂i(ξ),

όπου Ri είναι ο i-οστός µετασχηµατισµός Riesz και µi = ∂xi(1B ∗G2−s).
Εφαρµόζουµε δυϊσµό: ϑεωρούµε g ∈ Lp′(Rn), 1

p + 1
p′ = 1, µε ‖g‖p′ 6 1 και γράφουµε∫

|ξ|m(ξ)e−4−s|ξ|2 f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ =

n∑
i=1

〈Rif, g ∗ µi〉(7.1.20)

6

∥∥∥∥(∑ |Rif |2
) 1

2

∥∥∥∥
p

∥∥∥∥(∑ |g ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥
p′
.

Για τον πρώτο όρο στο δεξιό µέλος της (7.1.20) χρησιµοποιούµε το (ανεξάρτητο από τη
διάσταση) ϕράγµα του Stein για το µετασχηµατισµό Riesz:

(7.1.21)
∥∥∥∥(∑ |Rif |2

) 1
2

∥∥∥∥
p

6 Ap‖f‖p για 1 < p <∞.

΄Ετσι, µένει να ϕράξουµε την

(7.1.22)
∥∥∥∥(∑ |g ∗ µi|2

) 1
2

∥∥∥∥
p
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για 2 6 p <∞.
Από την (7.1.4) έχουµε

(7.1.23)

(∑
i

|µ̂i(ξ)|2
) 1

2

6 |ξ| |m(ξ′)| < C,

άρα

(7.1.24)
∥∥∥∥(∑ |g ∗ µi|2

) 1
2

∥∥∥∥
2

6 C‖g‖2.

Το ϕράγµα της (7.1.22) για p =∞ αντιστοιχεί στο να εκτιµήσουµε το

(7.1.25) sup
|η|=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ηiµi

∥∥∥∥∥
1

= ‖∇η(1B ∗G2−s)‖1 .

΄Εχουµε

(7.1.26) ‖∇η(1B ∗G2−s)‖1 6 ‖∇η(G2−s)‖1 = 2s‖〈∇G, η〉‖1 - 2s

απ΄ όπου παίρνουµε

(7.1.27)
∥∥∥∥(∑ |g ∗ µi|2

) 1
2

∥∥∥∥
∞

6 C2s‖g‖∞

και

(7.1.28)
∥∥∥∥(∑ |g ∗ µi|2

) 1
2

∥∥∥∥
p

6 C2
s
(

1− 2
p

)
‖g‖p για 2 6 p 6∞.

Ειδικότερα, η (7.1.14) ισχύει µε A(p, s) 6 Cp2
s και κάνοντας παρεµβολή µε την (7.1.12)

έχουµε το αποτέλεσµα για p > 3
2 .

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος ϑα χρειαστούµε την επόµενη ανισότητα.

Λήµµα 7.1.4. Αν R > 1 και µi = ∂i(1B∞ ∗G 1
R

), τότε

(7.1.29)

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

6 Cp(ε)R
−ε‖f‖p

για κάθε 2 6 p <∞ και ε > 0.

Η απόδειξη του Λήµµατος 7.1.4 είναι ο σκοπός µας σε αυτό το κεφάλαιο. Η απόδειξη
χρησιµοποιεί ουσιαστικά την πολύ συγκεκριµένη µορφή της συνάρτησης m(ξ). Στην ε-
πόµενη παράγραφο εισάγουµε µια οικογένεια τελεστών πολλαπλασιαστών Fourier που ϑα



120 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. Ο ΜΕΓΙΣΤΙΚΟΣ ΤΕΛΕΣΤΗΣ ΓΙΑ ΤΟΝ ΚΥΒΟ

µας επιτρέψει να κάνουµε τοπικοποίηση στο χώρο Fourier. Για την απόδειξη της (7.1.29)
ϑα χρειαστεί να αναλύσουµε την ποσότητα(

n∑
i=1

|f ∗ µi|2
) 1

2

σε καθένα από τα χωρία που ϑα προκύψουν.

7.2 Τοπικοποίηση στον χώρο Fourier

Το επόµενο λήµµα είναι ειδική περίπτωση ενός ϑεωρήµατος του Pisier. ΄Εστω (Ej)
n
j=1 µια

οικογένεια από προβολές νόρµας 1 στον Lp(Rn) οι οποίες αντιµετατίθενται. Μπρούµε τότε
να ϑεωρήσουµε την ηµιοµάδα

St :=
n∏
j=1

(Ej + e−t(I − Ej)), t > 0.

Αν ϑέσουµε z = e−t και αναπτύξουµε το γινόµενο, µπορούµε να το γράψουµε σαν πολυώ-
νυµο µε οµογενείς όρους zkHk. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε

St =

n∑
k=0

zk

 ∑
S⊂{1,...n}
|S|=k

∏
j /∈S

Ej

∏
j∈S

(I − Ej)

(7.2.1)

=
n∑
k=0

zkHk =
n∑
k=0

e−ktHk.

Θεώρηµα 7.2.1 (Pisier). ΄Εστω (Ej)
n
j=1 είναι µια οικογένεια από προβολές νόρµας 1 στον

Lp(Rn) οι οποίες αντιµετατίθενται. Τότε, η ηµιοµάδα

(7.2.2) St =

n∏
j=1

(
Ej + e−t(I − Ej)

)
, t > 0

είναι αναλυτική στον Lp(Rn) και επιδέχεται ολόµορφη επέκταση σε ένα χωρίο

Ωφ = {z = reiθ : r > 0, |θ| < φ}

στο C µε γωνία φ > φp > 0, όπου η φp εξαρτάται µόνο από το p. ΄Επεται ότι, για κάθε

0 6 k 6 n, ο τελεστής

(7.2.3) Hk =
∑

S⊂{1,...n}
|S|=k

∏
j /∈S

Ej

∏
j∈S

(I − Ej)
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δρα στονLp(Rn) µε νόρµα ϕραγµένη απόCkp , όπουCp είναι µια ϑετική σταθερά που εξαρτάται

µόνο από το p.

΄Εστω (Ej,s)
n
j=1, 0 6 s 6 1, µια οικογένεια από προβολές όπως παραπάνω, και ας

υποθέσουµε ότι οι Ej,s και Ek,t αντιµετατίθενται για κάθε j 6= k και για κάθε s, t ∈ [0, 1].
Αν ορίσουµε

Uj =

∫ 1

0
Ej,s ds, j = 1, . . . n

ϐλέπουµε ότι

Qt =
n∏
j=1

(e−tI + (1− e−t)Uj) =

∫
[0,1]n

St,s1,...,sn ds1 · · · dsn,

όπου κάθε ηµιοµάδα

St,s1,...,sn =
n∏
j=1

(e−tI + (1− e−t)Ej,sj

είναι όπως στο ϑεώρηµα. Επίσης, οι αντίστοιχοι οµογενείς όροι είναι της µορφής

H̃k =

∫
[0,1]n

∑
S⊂{1,...n}
|S|=k

∏
j /∈S

Ej,sj

∏
j∈S

(I − Ejsj ) ds1 · · · dsn,

δηλαδή είναι µεσοι όροι των Hk(s1, . . . , sn) οι οποίοι ϕράσσονται από Ckp . ΄Ετσι, το συ-
µπέρασµα του Θεωρήµατος 7.2.1 γενικεύεται, λόγω κυρτότητας, σε οικογένειες τελεστών
τύπου (Uj)

n
j=1.

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 7.2.1 για τους τελεστές µέσης τιµής Ej στον Lp(Rn), όπου
κάθε Ej δρα στην xj-µεταβλητή, j = 1, . . . , n. Στην περίπτωση n = 1, για δεδοµένο s0 ∈ R,
σε κάθε f ∈ L1

loc(R) αντιστοιχίζουµε τους µέσους της στα διαστήµατα Ir = [s0+r, s0+r+1),
r ∈ Z, δηλαδή ϑέτουµε

(Es0f)(v) =
∑
r∈Z

(∫
Ir

f(s) ds

)
1Ir(v), v ∈ R.

Στη συνέχεια, για κάθε f ∈ L1
loc(Rn) ορίζουµε τελεστές Ej,s0 , j = 1, . . . , n, που δρουν στην

xj-µεταβλητή, µε τον ανάλογο τρόπο. Για παράδειγµα,

(E1,s0f)(x1, x2, . . . , xn) =
∑
r∈Z

(∫
Ir

f(s, x2, . . . , xn) ds

)
1Ir(x1).

Παίρνοντας µέσους όρους ως προς s0, µπορούµε να αντικαταστήσουµε τους Ej µε τελεστές
συνέλιξης µε πυκνότητες πιθανότητας χ στο R, της µορφής

(7.2.4) χ(x) =

∫
R
1[s,s+1](x) dν(s),
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όπου ν είναι ένα µέτρο πιθανότητας στο R. ΄Εχουµε χ(x) = F (x) − F (x − 1), όπου
F (x) = ν((−∞, x)). Μπορούµε επίσης να κάνουµε αλλαγές στην κλίµακα. Παίρνουµε
έτσι το εξήσ:

Λήµµα 7.2.2. ΄Εστω χ µια πυκνότητα πιθανότητας µε συµπαγή ϕορέα, της µορφής (7.2.4).
Συµβολίζουµε µε Tj τον τελεστή συνέλιξης µε την χ(tj) στην j-οστή µεταβλητή. Τότε, για

κάθε 0 6 k 6 n, ο τελεστής

(7.2.5)
∑

S⊆{1,...,n}
|S|=k

∏
j /∈S

Tj
∏
i∈S

(1− Tj)

δρα στον Lp(Rn), 1 < p <∞, µε νόρµα ϕραγµένη από Ckp .

Ειδικότερα, ϑα ϑεωρήσουµε την η = 1[0,1) ∗ 1[0,1), δηλαδή την

(7.2.6) η(x) = (1− |x|)+.

Σε αυτήν την περίπτωση το Λήµµα 7.2.2 παίρνει την ακόλουθη µορφή.

Λήµµα 7.2.3. ΄Εστω η η συνάρτηση της (7.2.6) και έστω (tj)16j6n ϑετικοί αριθµοί. Συµ-

ϐολίζουµε µε Tj τον τελεστή συνέλιξης µε την η(tj) στην j-οστή µεταβλητή. Τότε, για κάθε

0 6 k 6 n, ο τελεστής

(7.2.7)
∑

S⊆{1,...,n}
|S|=k

∏
j /∈S

Tj
∏
i∈S

(1− Tj)

δρα στον Lp(Rn), 1 < p <∞, µε νόρµα ϕραγµένη από Ckp .

Επιστρέφοντας στο Λήµµα 7.1.4, ϑέτουµε tj = t = R−ε για κάθε j = 1, . . . , n, ό-
που ε > 0 είναι µια µικρή ϑετική σταθερά. Συµβολίζουµε µε Ak τον αντίστοιχο τελεστή
συνέλιξης (7.2.7), ο οποίος ικανοποιεί την

(7.2.8) ‖Ak‖p < Ckp για κάθε 1 < p <∞.

Θεωρούµε K = K(ε, p) ∈ Z+ και γράφουµε την f στη µορφή

(7.2.9) f = (A0 + · · ·+AK)f + g.

Επιστρέφοντας στην L2-ανισότητα (7.1.24), από την ταυτότητα Parseval παίρνουµε

(7.2.10)

∥∥∥∥∥∥
[

n∑
i=1

|g ∗ µi|2
] 1

2

∥∥∥∥∥∥
2

6 ρ‖f‖2,
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όπου ρ είναι ένα άνω ϕράγµα για την

|m(ξ)|e−4−s|ξ|2 |1− Â0(ξ)− · · · − ÂK(ξ)|(7.2.11)

=

n∏
j=1

∣∣∣∣sinπξjπξj

∣∣∣∣ e−4−s|ξ|2
∑
|S|>K

∏
j /∈S

η̂(tξj)
∏
i∈S

(1− η̂(tξj)).

Λήµµα 7.2.4. Για κάθε δ > 0 και k > 1,

(7.2.12) |m(ξ)| < Ck

1 +
∑
|ξj |<Rδ

ξ2
j

− k2 Rδk.
Απόδειξη. Αν ϑέσουµε I0 = {j : |ξj | > 1} τότε

(7.2.13)
∏
j /∈I0

∣∣∣∣sinπξjπξj

∣∣∣∣ < e
−c
∑
j /∈I0

ξ2j ,

ενώ

(7.2.14)
∏
j∈I0

∣∣∣∣sinπξjπξj

∣∣∣∣ < e−c|I0|.

Αφού

(7.2.15)
∑
|ξj |<Rδ

ξ2
j < R2δ|I0|+

∑
j /∈I0

ξ2
j ,

έπεται η (7.2.12).

Επιστρέφοντας στην (7.2.11), ϑέτουµε I1 = {j : |ξj | > R
ε
5 }. Αν |I1| > K

2 τότε η
ποσότητα στην (7.2.11) ϕράσσεται από

(7.2.16) |m(ξ)| 6 R−
εK
10 .
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Υποθέτουµε ότι |I1| 6 K
2 και ϕράσσουµε την ποσότητα στην (7.2.11) από

|m(ξ)|

 ∑
S∩I1=∅
|S|>K2

∏
j /∈S

η̂(tξj)
∏
i∈S

(1− η̂(tξj))

(7.2.17)

= |m(ξ)|

∣∣∣∣∣∣∣∂
(dK

2
e)

r

 ∏
16j6n
j/∈I1

(η̂(tξj) + r(1− η̂(tξj)))

 ∣∣∣
r=1

∣∣∣∣∣∣∣
6 |m(ξ)|

∑
j /∈I1

(1− η̂(tξj))

dK2 e

- |m(ξ)|t2d
K
2
e

∑
j /∈I1

ξ2
j

dK2 e

- R−2εdK
2
eR

2
5
εdK

2
e - R−εd

K
2
e.

Αφού t = R−ε έχουµε 1− η̂(x) < cx2 για |x| < 1 και την (7.2.12).

Συνδυάζοντας τις (7.2.16) και (7.2.17) ϐλέπουµε ότι µπορούµε να πάρουµε ρ = R−
εK
10

στην (7.2.10).

Από την (7.1.28) έχουµε

(7.2.18)

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|g ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

6 CpR‖f‖p για 1 < p <∞,

άρα παρεµβολή µεταξύ των (7.2.10) και (7.2.18) µας δίνει ότι

(7.2.19)

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|g ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

6 ‖f‖p,

αρκεί να επιλέξουµε το K = K(ε, p) κατάλληλα.

΄Ετσι, µας µένει να εκτιµήσουµε την (7.1.22) για g = Akf , k 6 K, κάτι που ϑα κάνουµε
χρησιµοποιώντας διαφορετικά επιχειρήµατα.
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Γράφουµε

(
n∑
i=1

|Akf ∗ µi|2
) 1

2

6

 n∑
i=1

∣∣∣ ∑
|S|=k
i/∈S

ΓSf ∗ µi
∣∣∣2


1
2

(7.2.20)

+

 n∑
i=1

∣∣∣ ∑
|S|=k
i∈S

ΓSf ∗ µi
∣∣∣2


1
2

,(7.2.21)

όπου

(7.2.22) ΓS =
∏
j∈S

(1− Tj)
∏
i/∈S

Tj

και Tj είναι η συνέλιξη µε την η(t) στη συντεταγµένη xj .
Για να απλοποιήσουµε αυτήν την ποσότητα διαχωρίζουµε τις µεταβλητές στην (7.2.20).

΄Εστω (γi)16i6n ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε τιµές στο {0, 1} και µέση τιµή 1
k . Για

S ⊆ {1, . . . , n} µε |S| = k και i /∈ S, ϑέτουµε

(7.2.23) σS,i = γi
∏
j∈S

(1− γj).

Από την κατασκευή,

(7.2.24) Eω[σS,i] =
1

k

(
1− 1

k

)k
= ck.

Λόγω κυρτότητας έχουµε n∑
i=1

∣∣∣ ∑
|S|=k
i/∈S

ΓSf ∗ µi
∣∣∣2


1
2

(7.2.25)

6 c−1
k Eω


 n∑
i=1

∣∣∣ ∑
|S|=k,i/∈S

σS,i(ω)(ΓSf ∗ µi)
∣∣∣2
 1

2

 ,
άρα ∥∥∥∥∥∥∥

( n∑
i=1

∣∣∣ ∑
|S|=k
i/∈S

ΓSf ∗ µi
∣∣∣2) 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
p

(7.2.26)

6 c−1
k

∥∥∥∥∥∥
( n∑
i=1

∣∣∣ ∑
|S|=k,i/∈S

σS,i(ω)(ΓSf ∗ µi)
∣∣∣2) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p
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για κάποιο ω. Θέτοντας I = {i : γi(ω) = 1} µπορούµε να ξαναγράψουµε το ϕράγµα της
(7.2.26) στη µορφή

(7.2.27)

∥∥∥∥∥∥
(∑
i∈I

∣∣∣( ∑
|S|=k,S∩I=∅

ΓSf
)
∗ µi

∣∣∣2) 1
2

∥∥∥∥∥∥
p

.

Θέτουµε

(7.2.28) F =
∑

|S|=k,S∩I=∅

∏
j∈S

(1− Tj)
∏

j /∈I∪S

Tj .

Εφαρµόζοντας το Λήµµα 7.2.3 για την µεταβλητή (xj)j /∈I ϐλέπουµε ότι η F ικανοποιεί την

(7.2.29) ‖F‖p 6 Ckp ‖f‖p

και η ποσότητα στην (7.2.27) ισούται µε

(7.2.30)

∥∥∥∥∥(∑
i∈I

∣∣∣(∏
i∈I

Ti

)
F ∗ µi

∣∣∣2) 1
2

∥∥∥∥∥
p

.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε την ανισότητα

(7.2.31)

∥∥∥∥∥(∑
i∈I

∣∣∣(∏
i∈I

Ti

)
g ∗ µi

∣∣∣2) 1
2

∥∥∥∥∥
Lp( ⊗

i∈I dxi)

6 b0‖g‖Lp( ⊗
i∈I dxi)

για g ∈ Lp( ⊗i∈I dxi). Τότε, από την (7.2.29) µπορούµε να ϕράξουµε την ποσότητα στην
(7.2.27) από b0Ckp ‖f‖p.

Για την (7.2.21) προχωράµε µε τον ίδιο τρόπο, παίρνοντας S = {i} ∪ S′, |S′| = k − 1.
Αντί για την (7.2.27), παίρνουµε

(7.2.32)

∥∥∥∥∥∥
(∑
i∈I

∣∣∣( ∑
|S′|=k−1,S′∩I=∅

Γ{i}∪S′f
)
∗ µi

∣∣∣2) 1
2

∥∥∥∥∥∥
p

.

Θεωρούµε την

(7.2.33) F =
∑

|S′|=k−1,S′∩I=∅

∏
j∈S′

(1− Tj)
∏

j /∈I∪S′
Tj ,

η οποία ικανοποιεί, από το Λήµµα 7.2.3, την

(7.2.34) ‖F‖p 6 Ck−1
p ‖f‖p.
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Τότε, η ποσότητα της (7.2.32) ισούται µε

(7.2.35)

∥∥∥∥∥(∑
i∈I
|ΓiF ∗ µi|2

) 1
2

∥∥∥∥∥
p

όπου Γi = (1 − Ti)
(∏

j∈I\{i} Tj

)
. Αν µπορούσαµε να αποδείξουµε µια ανισότητα της

µορφής

(7.2.36)

∥∥∥∥∥(∑
i∈I
|ΓiF ∗ µi|2

) 1
2

∥∥∥∥∥
Lp( ⊗i∈I dxi)

6 b1‖g‖Lp( ⊗i∈I dxi)

ϑα µπορούσαµε να συµπεράνουµε ότι η (7.2.32) ϕράσσεται από b1Ck−1
p ‖f‖p.

Για να συνοψίσουµε, µε ϐάση τις (7.2.31) και (7.2.36), αυτό που µας µένει είναι να
αποδείξουµε τις ανισότητες

(7.2.37)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|A0f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 b0‖f‖p

και

(7.2.38)

∥∥∥∥∥(∑
i∈I
|Γif ∗ µi|2

) 1
2

∥∥∥∥∥
p

6 b1‖f‖p

µε Γi = (1−Ti)
(∏

j 6=i Tj

)
, για κατάλληλες σταθερές b0 = b0(R) και b1 = b1(R). Αυτό ϑα

µας επιτρέψει να αποδείξουµε την

(7.2.39)
∥∥∥∥(∑ |µi ∗ f |2

) 1
2

∥∥∥∥
p

6 Ap(R)‖f‖p

µε

(7.2.40) Ap(R) < C(p,K)(1 + b0(R) + b1(R)) = C(p, ε)(1 + b0 + b1).

Στις επόµενες παραγράφους ϑα δώσουµε ϕράγµατα για τις b0 και b1.

7.3 Μια ϐοηθητική κλάση τελεστών

Η κρίσιµη ανισότητα είναι η (7.2.38) και ϑα την αποδείξουµε χρησιµοποιώντας κλασικές
τεχνικές από την ϑεωρία των martingales. Για το σκοπό αυτό ϑα χρειαστεί να ορίσουµε κά-
ποιους πρόσθετους τελεστές συνέλιξης οι οποίοι είναι κατά προσέγγιση ευσταθείς ως προς
µικρές µεταφορές (παρατηρήστε ότι η συνάρτηση η(x) = (1 − |x|)+ η οποία εµφανίστηκε
νωρίτερα δεν έχει αυτήν την ιδιότητα).
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Θεωρούµε την

(7.3.1) ϕ(x) =
c

1 + x4
κανονικοποιηµένη έτσι ώστε

∫ ∞
−∞

ϕ(x) dx = 1.

Παρατηρήστε ότι

(7.3.2) ϕ - ϕ ∗ ϕ - ϕ

και ισχύουν οι

(7.3.3) |ϕ̂(λ)| = O(e−c|λ|) όταν |λ| → ∞

και

(7.3.4) |1− ϕ̂(λ)| < O(λ2).

΄Εστω 0 < t0 � t = R−ε µια άλλη παράµετρος (που ϑα οριστεί κατάλληλα) και έστω Lj η
συνέλιξη ως προς xj µε την ϕ(t0), όπου ϕ(t0)(x) = 1

t0
ϕ
(
x
t0

)
. Οι {Lj} είναι συστολές στον

Lp(Rn), 1 6 p 6∞.

Λήµµα 7.3.1. ΄Εστω q ∈ Z+ µια δύναµη του 2 και έστω f1, . . . , fn ∈ Lq(Rn) ϑετικές

συναρτήσεις. Τότε,

‖L2 · · ·Lnf1 + · · ·+ L1 · · ·Ln−1fn‖q(7.3.5)

6 Cq

[
‖(L1 · · ·Ln)(f1 + · · ·+ fn)‖q + ‖(L1 · · ·Ln)(f2

1 + · · ·+ f2
n)‖

1
2
q
2

+ · · ·+ (‖f1‖qq + · · ·+ ‖fn‖qq)
1
q

]
6 Cq‖f1 + · · ·+ fn‖q.

Απόδειξη. Το λήµµα ισχύει προφανώς αν q = 1.
Γενικά, υπολογίζουµε απευθείας το

(7.3.6)
∫
Rn

∑
j

L(j)fj

q

∼
∑

j16j26···6jq

∫
(L(j1)fj1) · · · (L(jq)fjq),

όπου L(j) = Lj · · ·Lĵ · · ·Ln.
Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Holder ϐλέπουµε ότι η συνεισφορά των όρων όπου

j1 = j2 στην (7.3.6) ϕράσσεται από

(7.3.7)
∫ ∑

j

(L(j)fj)
2

 ∑
j

L(j)fj

q−2

6

∥∥∥∥∥∥
∑
j

L(j)f2
j

∥∥∥∥∥∥
q
2

∥∥∥∥∥∥
∑
j

L(j)fj

∥∥∥∥∥∥
q−2

q

,
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κι αυτό κατεβάζει τον εκθέτη q σε q
2 . Για τη συνεισφορά των όρων όπου j1 < j2, µπορούµε

να υποθέσουµε ότι j1 = 1 και ξαναγράφουµε το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος της (7.3.6)
ως

(7.3.8)
∫
Rn
g1(L1g2) · · · (L1gq)

µε g1 = L(1)f1 κλπ. Ολοκληρώνοντας ως προς x1 παίρνουµε

(7.3.9)
∫
g1(x1)g2(x1 − y2) · · · gq(x1 − yq)ϕ(t0)(y2) · · ·ϕ(t0)(yq)dx1dy2 · · · dyq.

Κάνουµε µια µεταφορά x1 7→ x1 + τ µε |τ | < t0 και χρησιµοποιούµε την ιδιότητα ότι
ϕ(t0)(y + τ) ∼ ϕ(t0)(y) για |τ | 6 t0. ΄Ετσι παίρνουµε ότι το ολοκλήρωµα της (7.3.9) είναι

(7.3.10) ∼
∫
g1(x1 + τ)g2(x1 − y2) · · · gq(x1 − yq)ϕ(t0)(y2) · · ·ϕ(t0)(yq)dx1dy2 · · · dyq,

και παίρνοντας µέσο όρο ως προς |τ | 6 t0 έχουµε

(7.3.11)
∫
Rn
g1(L1g2) · · · (L1gq) -

∫
Rn

(L1g1)(L1g2) · · · (L1gq).

΄Αρα, η συνεισφορά των όρων όπου j1 < j2 στην (7.3.6) ϕράσσεται από∫
(L1 · · ·Ln)

∑
j

fj

(∑L(j)fj

)q−1
(7.3.12)

-
∥∥∥(L1 · · ·Ln)

(∑
fj

)∥∥∥
q

∥∥∥∑L(j)fj

∥∥∥q−1

q
,

το οποίο αποδεικνύει το λήµµα.

Υπενθυµίζουµε ότι µi = ∂xi(1B ∗G 1
R

). Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 7.3.1 αποδεικνύ-
ουµε το ακόλουθο.

Λήµµα 7.3.2. ΄Εστω q όπως στο προηγούµενο λήµµα και έστω f1, . . . , fn ∈ Lq(Rn). Τότε,

(7.3.13)

∥∥∥∥∥[
n∑
i=1

|(∂xi1B) ∗ L(i)fi|2
] 1

2

∥∥∥∥∥
q

6 cqR
8ε

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|fi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
q

.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

(7.3.14) |∂i1B| 6 (δ 1
2

+ δ− 1
2
)(xi) · 1B(i) ,

όπου
B(i) =

∏
j 6=i

[
−1

2
,
1

2

]
⊂ Rn−1.
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΄Αρα,

(7.3.15)
∑
i

|∂i1B ∗ L(i)fi|2 6
∑
i

L(i)τi(|fi|2 ∗ 1B(i)),

όπου τi είναι η µεταφορά xi 7→ xi ± 1
2 και υπολογίζουµε την L

q
2 -νόρµα εφαρµόζοντας την

(7.3.5). ΄Ετσι παίρνουµε τις παραστάσεις

(7.3.16)

∥∥∥∥∥∑
i

(L1 · · ·Ln)[τi(|fi|2 ∗ 1B(i))]2
s

∥∥∥∥∥
q

2s+1

µε 1 6 2s 6 q
2 και

(7.3.17)∥∥∥∥∥∑
i

(L1 · · ·Ln)[τi(|fi|2 ∗ 1B(i))]2
s

∥∥∥∥∥
q

2s+1

6

∥∥∥∥∥∑
i

L1 · · ·Lnτi(∗1B(i))(|fi|2
s+1

)

∥∥∥∥∥
q

2s+1

Τώρα, παρατηρούµε ότι αφού ϕ(t0)(x+ τ) 6 Ct−4
0 ϕ(t0)(x) έχουµε

(7.3.18) Liτi < CR4εLi < CR8εLi(∗1[−1/2,1/2])

µε τη συνέλιξη ως προς την xi-µεταβλητή. ΄Αρα,∥∥∥∥∥∑
i

L1 · · ·Lnτi(∗1B(i))(|fi|2
s+1

)

∥∥∥∥∥
q

2s+1

(7.3.19)

6 CR8ε

∥∥∥∥∥∑
i

(L1 · · ·Ln)(|fi|2
s+1 ∗ 1B)

∥∥∥∥∥
q

2s+1

6 CR8ε

∥∥∥∥(∑ |fi|2
) 1

2

∥∥∥∥
q

,

και αυτό αποδεικνύει το λήµµα.

Σαν πόρισµα έχουµε το

Λήµµα 7.3.3. ΄Εστω q όπως στο προηγούµενο λήµµα και έστω f1, . . . , fn ∈ Lq(Rn). Τότε,

(7.3.20)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|µi ∗ L(i)fi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
q

6 CqR
8ε

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|fi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
q

.
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7.4 Απόδειξη του ϑεωρήµατος

Επιστρέφουµε στις ανισότητες (7.2.37) και (7.2.38). Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ο p
είναι δύναµη του 2. Θέτουµε

(7.4.1) t0 = R−3ε

και ϑεωρούµε τους τελεστές {Lj} και {L(i)} που ορίσαµε στην προηγούµενη παράγραφο.
Ξεκινώντας από την (7.2.37) έχουµε∥∥∥∥∥(∑

i

|A0f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥∥(∑
i

|A0f ∗Gt0 ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

(7.4.2)

+

∥∥∥∥∥(∑
i

|A0(1−Gt0)f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

.

Αφού Gt0 ∗ µi = ∂iGt0 ∗G 1
R
∗ 1B, έχουµε

(7.4.3)

∥∥∥∥∥(∑
i

|A0f ∗Gt0 ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥∥(∑
i

|∂iGt0 ∗ 1B ∗ f |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 Ct−1
0 ‖f‖p,

κάνοντας παρεµβολή µεταξύ p = 2 και p =∞, και παίρνοντας υπόψιν τις (7.1.24)–(7.1.28).
Από τον ορισµό της Ap στην (7.2.39) έπεται ότι

(7.4.4)

∥∥∥∥∥(∑
i

|A0(1−Gt0)f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 Ap‖A0(1−Gt0)f‖p

και µπορούµε να εκτιµήσουµε την ‖A0(1−Gt0)‖p µε παρεµβολή.
΄Εχουµε

(7.4.5) ‖A0(1−Gt0)‖∞ - ‖A0‖∞(1 + ‖Gt0‖∞) = 2

ενώ για p = 2 πρέπει να εκτιµήσουµε τον πολλαπλασιαστή

(7.4.6)
n∏
i=1

η̂(tξi)(1− e−t
2
0|ξ|2).

Αφού |η̂(λ)| 6 Cλ−2, έχουµε

(7.4.7)
n∏
i=1

η̂(tξi)(1− e−t
2
0|ξ|2) 6 CR2ε(max |ξi|)−2 6 CR−ε,

εκτός αν max |ξi| 6 R2ε.
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Επίσης, |η̂(λ)| 6 e−Cλ
2
όταν |λ| < 1, άρα

(7.4.8)
n∏
i=1

|η̂(tξi)| 6 e
−ct2

(∑
|ξi|<Rε

ξ2i

)
−c|I1|,

όπου I1 = {i 6 n : |ξi| > Rε}. ΄Αρα,

(7.4.9)
n∏
i=1

η̂(tξi)(1− e−t
2
0|ξ|2) 6 CR−ε,

εκτός αν

(7.4.10)
∑
|ξi|<Rε

ξ2
i 6 CR2ε logR και |I1| < C logR,

και µπορούµε να υποθέσουµε ότι

(7.4.11) |ξ|2 < CR2ε logR+ |I1|R4ε < CR4ε logR.

΄Οµως τότε

(7.4.12) 1− e−t20|ξ|2 - t20R
4ε logR < R−ε

από την (7.4.1). Συνεπώς,

(7.4.13)
n∏
i=1

η̂(tξi)(1− e−t
2
0|ξ|2) < CR−ε,

άρα

(7.4.14) ‖A0(1−Gt0)‖2 6 CR−ε.

Κάνοντας παρεµβολή µε το p =∞ παίρνουµε

(7.4.15) ‖A0(1−Gt0)‖p 6 CR
− 2ε
p

και

(7.4.16)

∥∥∥∥∥(∑
i

|A0(1−Gt0)f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 Ap‖A0(1−Gt0)f‖p 6 CApR
− 2ε
p ‖f‖p.

Από τις (7.4.3) και (7.4.16) ϐλέπουµε ότι

(7.4.17) b0 6 CR3ε + CApR
− 2ε
p .
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Εξετάζουµε τώρα την (7.2.38) και γράφουµε∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γif ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|ΓiL(i)f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

(7.4.18)

+

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γi(1− L(i))f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

.

Εφαρµόζοντας το Λήµµα 7.3.3 µε fi = Γif παίρνουµε

(7.4.19)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|ΓiL(i)f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 CR8ε

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γif |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

.

Παρατηρήστε ότι αν εφαρµόσουµε το Λήµµα 7.2.3 σε ένα υποσύνολο των συντεταγµένων
παίρνουµε, για κάθε I ⊆ {1, . . . , n},

(7.4.20)

∥∥∥∥∥∑
i∈I

Γif

∥∥∥∥∥
p

6 Cp‖f‖p, 1 < p <∞.

΄Αρα,

(7.4.21)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γif |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 Cp‖f‖p

και

(7.4.22)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|ΓiL(i)f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 CpR
8ε.

Γράφουµε

(7.4.23)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γi(1− L(i))f ∗ µi|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 Eε

[∥∥∥( n∑
i=1

|Fε ∗ µi|2
) 1

2
∥∥∥
p

]

όπου ε ∈ {−1, 1}n και Fε =
∑n

i=1 εiΓi(1− L(i))f .
Από την (7.2.39) έχουµε

Eε

[∥∥∥( n∑
i=1

|Fε ∗ µi|2
) 1

2
∥∥∥
p

]
6 ApEε[ ‖Fε‖p](7.4.24)

6 CpAp

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γi(1− L(i))f |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

.
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Από την (7.4.21) και την (7.3.5) έπεται ότι∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γi(1− L(i))f |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

(7.4.25)

6

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γif |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

L(i)|Γif |2
∥∥∥∥∥

1
2

p
2

6 Cp‖f‖p,

και κάνουµε πάλι παρεµβολή µε L2-ϕράγµα. Αυτό προκύπτει αν ϕράξουµε τον πολλα-
πλασιαστή

n∑
i=1

|Γ̂i(ξ)|2 |1− L̂(i)(ξ)|2(7.4.26)

=
n∑
i=1

|1− η̂(tξi)|2
∏
j 6=i
|η̂(tξj)|2

∣∣∣∣∣∣1−
∏
j 6=i

ϕ̂(t0ξj)

∣∣∣∣∣∣
2

6 max
i

∏
j 6=i

η̂(tξj)

∣∣∣∣∣∣1−
∏
j 6=i

ϕ̂(t0ξj)

∣∣∣∣∣∣ .
Από την (7.3.4) έχουµε |1− ϕ̂(λ)| 6 Cλ2, άρα µπορούµε να ϕράξουµε την τελική ποσότητα
της (7.4.26) όπως στην (7.4.6), και έχουµε

(7.4.27)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γi(1− L(i))f |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
2

6 CR−ε‖f‖2

και

(7.4.28)

∥∥∥∥∥(
n∑
i=1

|Γi(1− L(i))f |2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

6 CR
−ε 2

p ‖f‖p.

Οι (7.4.22) και (7.4.28) δείχνουν ότι µπορούµε να επιλέξουµε

(7.4.29) b1 < CpR
8ε + CpApR

− 2
p
ε
.

Τέλος, από τις (7.2.40), (7.4.17) και (7.4.29) συµπεραίνουµε ότι

Ap(R) < C(p, ε)(R8ε +ApR
−ε 2

p )(7.4.30)

Ap(R) < Cp(ε)R
8ε.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του Λήµµατος 7.1.4 και την απόδειξη του Θεωρήµατος.
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