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Εισαγωγή  

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία γίνεται απόπειρα να διερευνηθούν τα εξής 

ερωτήµατα: 

α) Υπάρχουν ατοµικές διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο η εννοιολογική και η 

διαδικαστική γνώση για τους ρητούς συνδυάζονται από τους µαθητές;  

β) Αν ναι, πόσο ευρείες µπορεί να είναι; Και σε τι µπορεί να οφείλονται; 

Τα ερωτήµατα αυτά άπτονται διαφορετικών χώρων έρευνας τόσο στο χώρο της 

Μαθηµατικής Παιδείας, όσο και στο χώρο της Ψυχολογίας.  

Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται ανασκόπηση της βιβλιογραφίας στα σχετικά θέµατα. 

Πιο συγκεκριµένα, αρχικά ανασκοπείται η βιβλιογραφία σχετικά µε την αίσθηση του 

αριθµού και ειδικότερα του ρητού αριθµού. Από την ανασκόπηση αυτή προκύπτει ότι η 

αίσθηση του ρητού περιλαµβάνει διαδικαστικές και εννοιολογικές συνιστώσες, οι οποίες 

όµως δεν είναι εύκολο να διαχωριστούν εµπειρικά. Για το λόγο αυτό, στη συνέχεια 

ανασκοπείται η βιβλιογραφία σχετικά µε τη διάκριση της διαδικαστικής και 

εννοιολογικής γνώσης, µε έµφαση σε έρευνες που αφορούν τους ρητούς αριθµούς. 

Επειδή τα  αποτελέσµατα στο χώρο της ψυχολογίας δε συµφωνούν για το ποιο είδος 

αναπτύσσεται πρώτα, ανατρέχουµε σε δύο κριτικές που ασκήθηκαν στο ζήτηµα του 

διαχωρισµού των δύο ειδών γνώσης τις οποίες και αναλύουµε διεξοδικά. Στη µία κριτική 

τίθεται ζήτηµα µεθοδολογικής φύσης (κατά πόσο µπορούν να επινοηθούν έργα που 

µετρούν ξεχωριστά το κάθε είδος γνώσης) και στην άλλη τίθεται το ζήτηµα των 

ατοµικών διαφορών στον τρόπο που τα παιδιά συνδυάζουν τα δύο είδη γνώσης ως µία 

πιθανή αιτία πού να εξηγεί την ασυµφωνία των αποτελεσµάτων των προηγούµενων 

ερευνών για το ποιο είδος προηγείται. Η δηµιουργία τέτοιων διαφορών σε σχέση µε το 

επίπεδο κατανόησης των ρητών από τους µαθητές οφείλεται ενδεχοµένως στο είδος 

προσέγγισης που ακολουθούν οι µαθητές στη µελέτη των µαθηµατικών. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο περιγράφουµε την έρευνά µας που σε πρώτη φάση, είχε ως 

στόχο τη διερεύνηση του επιπέδου ανάπτυξης της αίσθησης του ρητού σε µαθητές Γ’  

Γυµνασίου. Λαµβάνοντας υπόψη την κριτική που αναλύεται στο πρώτο κεφάλαιο για τη 

δυσκολία µέτρησης των δύο ειδών γνώσης, σχεδιάστηκε µία ποιοτική µελέτη για να 

παρατηρηθεί το είδος των στρατηγικών που ακολουθούν οι µαθητές σε έργα για τους 

ρητούς, ανεξάρτητα από το αν τα έργα εµπίπτουν σε διαδικαστικές/εννοιολογικές 
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συνιστώσες. Υποθέσαµε ότι θα βρεθούν µαθητές δύο «ακραίων» προφίλ σε σχέση µε τον 

τρόπο προσέγγισης των έργων για τους ρητούς, αυτοί που ακολουθούν συστηµατικά 

διαδικαστική προσέγγιση και αποτυγχάνουν σε έργα µε εννοιολογική στόχευση 

(«διαδικαστικό» προφίλ) καθώς και µαθητές µε φτωχές εννοιολογικές γνώσεις που θα 

χρησιµοποιούν µε επιτυχία εννοιολογικές στρατηγικές («εννοιολογικό» προφίλ). Στη 

δεύτερη φάση της έρευνας αποπειραθήκαµε να διερευνήσουµε τις αιτίες που προκαλούν 

τις ατοµικές διαφορές που αναµένουµε. Προβλέψαµε ότι οι διαφορές στον τρόπο µε τον 

οποίο οι µαθητές µε το διαδικαστικό και εννοιολογικό προφίλ αντιµετωπίζουν τα έργα 

για τους ρητούς συνοδεύονται κι από διαφορές στον τρόπο που προσεγγίζουν τα 

µαθηµατικά και τη µελέτη τους.  

Στο τρίτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται διεξοδικά τα αποτελέσµατα της έρευνας. Τα 

ευρήµατα είναι συµβατά µε την υπόθεσή µας ότι υπάρχουν ατοµικές διαφορές στον 

τρόπο που τα παιδιά συνδυάζουν τη διαδικαστική/εννοιολογική γνώση και µάλιστα είναι 

δυνατό να παρατηρηθούν «ακραία» προφίλ - µαθητές που αντιµετωπίζουν τα έργα για 

τους ρητούς µόνο µε διαδικαστικές ή µόνο µε εννοιολογικές στρατηγικές. Επιπλέον, τα 

ευρήµατα δίνουν µία ένδειξη ότι οι διαφορές στον τρόπο που οι µαθητές συνδυάζουν τα 

δύο είδη γνώσης συνοδεύονται κι από διαφορές στον τρόπο που προσεγγίζουν τα 

µαθηµατικά και τη µελέτη τους. Η πεποίθηση των µαθητών ότι τα µαθηµατικά είναι ένα 

σύνολο κανόνων και διαδικασιών ασύνδετων µεταξύ τους, τους εµποδίζει να 

ακολουθήσουν στρατηγικές στη µελέτη που να επιτρέπουν την κατασκευή νοήµατος και 

την ανάπτυξη µεταγνωστικών στρατηγικών µε αποτέλεσµα να επηρεάζεται το επίπεδο 

κατανόησής τους στους ρητούς αριθµούς. Αντίθετα η πεποίθηση ότι τα µαθηµατικά είναι 

ένα σύµπλεγµα εννοιών επιτρέπει στους µαθητές να ακολουθούν στρατηγικές στη µελέτη 

που υποστηρίζουν τη σύνδεση εννοιών και συνεπάγεται την προχωρηµένη εννοιολογική 

κατανόηση τους στους ρητούς αριθµούς.  
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1. Θεωρητικό πλαίσιο 

1.1. Αριθµητικός εγγραµµατισµός και αίσθηση του αριθµού  

Εδώ και δεκαετίες ο µαθηµατικός εγγραµµατισµός αναγνωρίζεται ως κεντρικός 

εκπαιδευτικός στόχος µε ιδιαίτερες κοινωνικές προεκτάσεις, ενώ έχουν επισηµανθεί 

διάφορες συνέπειες της έλλειψής του (π.χ. Paulos, 1988). Το ενδιαφέρον για την 

κοινωνική διάσταση του µαθηµατικού εγγραµµατισµού διαφαίνεται σε διάφορες 

απόπειρες ορισµού του. Σύµφωνα µε την ΟΕCD/PISA (2003), για παράδειγµα, 

µαθηµατικός εγγραµµατισµός είναι η ικανότητα του ατόµου να αντιλαµβάνεται το ρόλο 

που παίζουν τα µαθηµατικά στον κόσµο, να κάνει θεµελιωµένες κρίσεις και να τα 

συνδέει µε τέτοιους τρόπους ώστε να ανταποκρίνονται στις ανάγκες της σηµερινής και 

µελλοντικής του ζωής ως ένας χρήσιµος, µη επαναπαυόµενος και σκεπτόµενος πολίτης.  

Σηµαντική συνιστώσα του µαθηµατικού εγγραµµατισµού αποτελούν οι γνώσεις και 

δεξιότητες που άπτονται του αριθµού και της ποσότητας, οι οποίες απαντώνται στη 

βιβλιογραφία µε διάφορους όρους και ορισµούς. Ο De Lange (1999), για παράδειγµα, 

προτείνει τον όρο αριθµητικός εγγραµµατισµός ή αριθµητισµός (numeracy) που 

αφορά στην ικανότητα του ατόµου να χειρίζεται αριθµούς και δεδοµένα και να κάνει 

εκτιµήσεις για ένα πραγµατικό πρόβληµα, καθώς και τον ποσοτικό εγγραµµατισµό 

(quantitative literacy) που αφορά στις µαθηµατικές ικανότητες που σχετίζονται µε την 

ποσότητα. Η Hoyles (2002) προτάσσει την κατανόηση ποσοτήτων και αναλογιών, τους 

ακριβείς υπολογισµούς µε ενδιάµεσους νοητικούς υπολογισµούς και την εκτίµηση 

αριθµητικών αποτελεσµάτων. Ο Steen (2001) ορίζει ως ποσοτικό εγγραµµατισµό (Q.L.). 

την ικανότητα να χειριζόµαστε αποτελεσµατικά τις ποσοτικές πλευρές της ζωής. Ωστόσο 

ο Steen αναφέρει ότι, σύµφωνα µε τους περισσότερους ερευνητές, ποσοτικός 

εγγραµµατισµός είναι η γνώση του ατόµου που απαιτείται για να εκτελεί κάποιος 

αριθµητικές πράξεις καθώς κι η ικανότητα να χειρίζεται τη σχετική µε τους αριθµούς 

γνώση όταν καλείται να δώσει λύση σε πραγµατικά προβλήµατα. Κάποιοι ερευνητές 

ταυτίζουν τον µαθηµατικό εγγραµµατισµό µε τον ποσοτικό εγγραµµατισµό, ή τoν 

αριθµητισµό µε τον ποσοτικό εγγραµµατισµό, παρ’ όλα αυτά τα όρια δεν είναι καθόλου 

σαφή.  
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Ο όρος αίσθηση του αριθµού (number sense) προέκυψε από την ανάγκη να αποκτήσει 

ένα πιο λειτουργικό χαρακτήρα η περιγραφή αυτού του σύνθετου πλέγµατος γνώσεων, 

δεξιοτήτων και διάθεσης πρόσφορης για τα µαθηµατικά, τα οποία υπονοούνται στους 

παραπάνω ορισµούς (McIntosh, Reys, & Reys, 1992).  

Πριν προχωρήσουµε σε µια πιο διεξοδική ανάλυση του τι είναι η αίσθηση του 

αριθµού, πώς αναλύεται και πώς ελέγχεται εµπειρικά, θα θέλαµε να σταθούµε σε δύο 

σηµαντικά σηµεία, από τα οποία πηγάζει και το ενδιαφέρον µας για το συγκεκριµένο 

θέµα. Καταρχήν, ήδη από τα παραπάνω έχει διαφανεί ότι µια βαθιά και ευέλικτη 

κατανόηση για τον αριθµό υπερβαίνει κατά πολύ την ικανότητα αναπαραγωγής 

αλγοριθµικών διαδικασιών. Ωστόσο, ένα πλήθος ερευνών διεθνώς δείχνουν ότι µια 

µεγάλη µερίδα παιδιών διαφόρων ηλικιών αποτυγχάνει σε έργα που παρεκκλίνουν έστω 

και ελάχιστα από τους αλγορίθµους και τις µεθόδους που έχουν διδαχθεί στο σχολείο, 

αποτυγχάνει να αναγνωρίσει τις συνθήκες υπό τις οποίες αυτά είναι εφαρµόσιµα σε 

καταστάσεις εντός και εκτός σχολείου, ενώ συχνά αποτυγχάνει και στην απλή εφαρµογή 

τους, διότι τις αντιµετωπίζει ως µια σειρά βηµάτων που στερούνται νοήµατος (βλ. Moss, 

2005, για µια περιεκτική ανασκόπηση).   

Επιπλέον, φαίνεται ότι η βαθιά και ευέλικτη κατανόηση των αριθµών µπορεί να 

υποστηρίξει και τη γενικότερη µαθηµατική ανάπτυξη, ενώ η έλλειψή της να την 

εµποδίσει (Burns, 1989; Leutzinger, & Bertheau, 1989; McIntosh et al., 1992;  Reys, 

Reys, Emanuelsson, Johnsson, & Yang, 1999).  

Από τα παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι αίσθηση του αριθµού είναι ένα πολύ 

σηµαντικό ζήτηµα στη µαθηµατική εκπαίδευση, το οποίο ενδεχοµένως να διαµορφώνει 

από τα πρώτα χρόνια της σχολικής ζωής τη στάση των µαθητών απέναντι στα 

µαθηµατικά, µε ό,τι αυτό συνεπάγεται. Η επαφή µε τους αριθµούς αποτελεί ουσιαστικά 

την πρώτη επαφή του ανθρώπου µε τα µαθηµατικά άρα είναι ικανή να διαµορφώσει και 

τη στάση τους απέναντι σε αυτά. Η ενδεχόµενη δυσκολία στον ευέλικτο χειρισµό των 

αριθµών, µπορεί να δηµιουργήσει ακόµα και αποστροφή προς τα µαθηµατικά (Kamisnki, 

2002), η οποία µε τη σειρά της µπορεί µακροπρόθεσµα να επηρεάσει σηµαντικές 

αποφάσεις της ζωής του ατόµου, όπως για παράδειγµα την επιλογή του επαγγέλµατος, 

αποκλείοντας ένα µεγάλο εύρος επιστηµονικών αντικειµένων των οποίων τα µαθηµατικά 

αποτελούν βασικό εργαλείο. 
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1.2. Τι είναι αίσθηση του αριθµού; 

Ο Berch (2005) έκανε µια διάκριση µεταξύ της «πρώτης» και «δεύτερης» τάξης 

αίσθησης του αριθµού (lower-order και higher-order, αντίστοιχα) αναφερόµενος σε µία 

έµφυτη (αντιληπτική) ικανότητα της ποσότητας καθώς και σε µία επίκτητη εννοιολογική, 

αντίστοιχα. Στην πρώτη, αναφέρονται κυρίως ψυχολόγοι και νευροψυχολόγοι, οι οποίοι 

οριοθετούν την αίσθηση του αριθµού «σε µια στοιχειώδη διαίσθηση για την ποσότητα, 

συµπεριλαµβανοµένης της ικανότητας να αναγνωρίζει κανείς γρήγορα και µε ακρίβεια 

µικρές ποσότητες, να συγκρίνει αριθµητικά µεγέθη, να µετράει και να κατανοεί απλές 

αριθµητικές πράξεις» (Berch, 2005, σελ. 334). Η «δεύτερης» τάξης αίσθηση του αριθµού, 

στην οποία αναφέρονται κυρίως οι ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης, δεν 

εξαντλείται στα παραπάνω χαρακτηριστικά (αν και τα περιλαµβάνει). Πιο συγκεκριµένα, 

περιλαµβάνει την εις βάθος κατανόηση των µαθηµατικών αρχών και ιδιοτήτων, έναν 

υψηλό βαθµό ευχέρειας και ευελιξίας µε τις πράξεις και τις διαδικασίες, την αναγνώριση 

για την αυτοτέλεια και την κανονικότητα των µαθηµατικών και την άνεση να δουλεύει 

κάποιος µε αριθµητικές εκφράσεις – η ανάπτυξη των οποίων προϋποθέτει και τη 

συστηµατική µαθηµατική εκπαίδευση. 

Έχουν γίνει πολλές απόπειρες να ορισθεί η «δεύτερης» τάξης αίσθηση του αριθµού. 

Κατά τους Reys, Reys και Yang (1998), η αίσθηση του αριθµού είναι µια ενορατική 

αίσθηση για τους αριθµούς και τις διάφορες χρήσεις τους και ερµηνείες, λ.χ. η εκτίµηση 

για διάφορα επίπεδα της ακρίβειας όταν κάνουµε υπολογισµούς, η ικανότητα να 

εντοπίζουµε αριθµητικά λάθη, µια προσέγγιση της κοινής λογικής για να χειριζόµαστε 

τους αριθµούς. Η αίσθηση του αριθµού δεν είναι ένα πεπερασµένο σύνολο δεξιοτήτων 

που ένας µαθητής έχει είτε δεν έχει, ούτε αποτελεί µία ενότητα που µπορεί να διδαχθεί. 

Πάνω απ' όλα, η αίσθηση του αριθµού χαρακτηρίζεται από µια επιθυµία να 

καταλαβαίνουµε αριθµητικές καταστάσεις. Είναι ένας τρόπος σκέψης που πρέπει να 

κυριαρχήσει σε όλες τις περιπτώσεις διδασκαλίας και µάθησης των µαθηµατικών, για να 

έχουν νόηµα τα µαθηµατικά. Η Sowder (1994), όρισε την αίσθηση του αριθµού ως τις 

προσεκτικά τακτοποιηµένες έννοιες που επιτρέπουν τη συσχέτιση των ιδιοτήτων των 

αριθµών µε τις ιδιότητες των πράξεων. Σύµφωνα µε τον Howden (1989), η αίσθηση του 

αριθµού µπορεί να περιγραφεί ως µία καλή διαίσθηση για τους αριθµούς και τις µεταξύ 

τους σχέσεις. Αναπτύσσεται προοδευτικά ως αποτέλεσµα της εξερεύνησης των αριθµών, 
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της σύλληψής τους σε διαφορετικά πλαίσια και τη σύνδεση αυτών µε τρόπους που δεν 

περιορίζονται από τους παραδοσιακούς αλγορίθµους. Οι Turkel και Newman (1988) 

αναφέρονται στα άτοµα µε ανεπτυγµένη την αίσθηση του αριθµού ως αυτά που έχουν 

άνεση µε τους αριθµούς και που γνωρίζουν πώς χρησιµοποιούνται και πώς 

ερµηνεύονται.. Σύµφωνα µε τους Schneider και Thompson (2000), η αίσθηση του 

αριθµού αναφέρεται στην κατανόηση του αριθµού και των αριθµητικών σχέσεων και την 

ικανότητα της ευέλικτης µεταφοράς µεταξύ πολλαπλών αριθµητικών παραστάσεων των 

δεδοµένων µεγεθών. 

Οι Verschaffel και De Corte (1996) τονίζουν τη σύνθετη, πολυδιάστατη και ιδιαίτερη 

φύση της αίσθησης του αριθµού, και επισηµαίνουν ότι δεν µπορεί να χωριστεί σε 

κεφάλαια ενός εγχειριδίου ή σε διδακτικές ενότητες και ότι η ανάπτυξη της αίσθησης του 

αριθµού είναι αποτέλεσµα ενός συνόλου µαθηµατικών δραστηριοτήτων και όχι µιας 

ενότητας µε ειδικά σχεδιασµένες δραστηριότητες.  

Είναι φανερό ότι τέτοιου είδους ορισµοί δεν είναι λειτουργικοί, µε την έννοια ότι 

είναι πολύ γενικοί και δε σκιαγραφούν την αίσθηση του αριθµού ως εµπειρικά ελέγξιµη. 

Κάποιες προσπάθειες, ωστόσο, έχουν γίνει και προς αυτή την κατεύθυνση (ΝCTM, 

1989; Schull, 1998). Σύµφωνα µε το NCTM, τα παιδιά µε έντονη την αίσθηση του 

αριθµού, έχουν καταλάβει καλά την έννοια του αριθµού, αναγνωρίζουν τις πολλαπλές 

αναπαραστάσεις των αριθµών, τη σχετική και απόλυτη ποσότητα των µεγεθών, εκτιµούν 

το πώς οι πράξεις επηρεάζουν τους αριθµούς και έχουν αναπτύξει σηµεία αναφοράς για 

να αντιλαµβάνονται την αξία των αριθµών.  

Μια πιο συστηµατική απόπειρα ορισµού και ανάλυσης της αίσθησης του αριθµού 

έγινε από τους ΜcIntosh et al (1992), οι οποίοι όρισαν την αίσθηση του αριθµού ως την 

κατανόηση του αριθµού και των πράξεων σε συνδυασµό µε την ικανότητα να 

χρησιµοποιεί το άτοµο αυτή του την κατανόηση µε ευέλικτους τρόπους για να κάνει 

κρίσεις γύρω από τα µαθηµατικά και να αναπτύσσει χρήσιµες στρατηγικές για το πώς να 

χειρίζεται τους αριθµούς και τις πράξεις. Οι αριθµοί αντιµετωπίζονται ως πλούσιες σε 

νοήµατα µαθηµατικές οντότητες (entities) και οι µαθηµατικοί χειρισµοί και τα εξαγόµενα 

αποκτούν νόηµα. Όσοι µπορούν να αντιµετωπίσουν τους αριθµούς µε αυτό τον τρόπο, 

κάνουν χρήση µιας σειράς από εσωτερικούς ελέγχους για να κρίνουν τη λογικότητα των 

αριθµητικών αποτελεσµάτων. Η αίσθηση του αριθµού αναφέρεται στην τάση και την 
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ικανότητα του ατόµου να χρησιµοποιεί τους αριθµούς και τις ποσοτικές µεθόδους ως 

έναν τρόπο για να επικοινωνεί, να επεξεργάζεται και να ερµηνεύει τις πληροφορίες. 

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την προσδοκία ότι οι αριθµοί είναι χρήσιµοι και ότι τα 

µαθηµατικά έχουν µία συγκεκριµένη κανονικότητα.  

Η συνεισφορά των ΜcIntosh et al. (1992) έγκειται στη συστηµατική ανάλυση της 

αίσθησης του αριθµού σε συνιστώσες, η οποία λαµβάνει υπόψη χαρακτηριστικά όπως 

αυτά που διατυπώθηκαν από το NCTM, αλλά εµπλουτίζεται και µε κάποια πιο 

συγκεκριµένα. Σύµφωνα µε τους ΜcIntosh et al. (1992) η αίσθηση του αριθµού είναι 

σηµαντική γιατί επιτρέπει στο άτοµο να αναπτύσσει και να χρησιµοποιεί υπολογιστικές 

µεθόδους, συµπεριλαµβανοµένων των υπολογισµών µε «χαρτί και µολύβι», καθώς και 

των νοητικών υπολογισµών και εκτιµήσεων. Πιο συγκεκριµένα, διέκριναν τρία πεδία που 

συνιστούν την αίσθηση του αριθµού (βλ. Πίνακα 1).  

 

Πίνακας 1: Συνιστώσες της Αίσθησης του αριθµού κατά McIntosh et al. (1992) 

Γνώση και ευχέρεια σχετικά µε τους 

αριθµούς 

Αίσθηση της διάταξης των αριθµών 

∆ιασύνδεση µεταξύ πολλαπλών 

αναπαραστάσεων για τους αριθµούς 

Αίσθηση του σχετικού και του απόλυτου 

µεγέθους των αριθµών 

Σύστηµα «βολικών» αριθµών ως σηµεία 

αναφοράς (π.χ., για τη διάταξη) 

Γνώση και ευχέρεια σχετικά µε τις 

πράξεις 

Κατανόηση της επίδρασης των πράξεων στους 

αριθµούς 

Κατανόηση των µαθηµατικών ιδιοτήτων των 

πράξεων 

Κατανόηση της σχέσης µεταξύ των πράξεων 

Εφαρµογή της γνώσης και της ευχέρειας 

µε τους αριθµούς και τις πράξεις τους 

στην επίλυση προβληµάτων  

Κατανόηση της σχέσης µεταξύ του πλαισίου 

προβλήµατος και των απαιτούµενων πράξεων  

Γνώση ότι υπάρχουν πολλές στρατηγικές για την 

επίλυση ενός προβλήµατος 

Χρήση κατάλληλης αναπαράστασης ή µεθόδου 

Έλεγχος της λογικότητας των δεδοµένων και των 

αποτελεσµάτων 
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Το πρώτο πεδίο περιλαµβάνει τη γνώση και την ευχέρεια σχετικά µε τους αριθµούς. 

Παραδείγµατα συνιστωσών του πρώτου πεδίου είναι η αίσθηση της διάταξης των 

αριθµών, η διασύνδεση µεταξύ πολλαπλών αναπαραστάσεων για τους αριθµούς, η 

αίσθηση του σχετικού και του απόλυτου µεγέθους των αριθµών και η χρήση «βολικών» 

αριθµών ως σηµείων αναφοράς για την εκτίµηση του µεγέθους άλλων αριθµών. Το 

δεύτερο πεδίο αντιστοιχεί στη γνώση και την ευχέρεια σχετικά µε τις πράξεις. 

Περιλαµβάνει την κατανόηση της επίδρασης των πράξεων στους αριθµούς, των 

ιδιοτήτων των πράξεων και της σχέσης µεταξύ των πράξεων. Τέλος, το τρίτο πεδίο 

αφορά το πώς η γνώση και η ευχέρεια µε τους αριθµούς και τις πράξεις εφαρµόζεται 

στην επίλυση προβληµάτων. Περιλαµβάνει την κρίση για το αν απαιτείται ένας ακριβής 

ή προσεγγιστικός υπολογισµός, τη γνώση ότι υπάρχουν πολλές στρατηγικές για την 

επίλυση ενός προβλήµατος, τη χρήση της κατάλληλης αναπαράστασης ή µεθόδου και 

τον έλεγχο της λογικότητας των δεδοµένων και των αποτελεσµάτων.  

H ανάλυση των McIntosh et al. ήταν και παραµένει ένα βασικό σηµείο αναφοράς στο 

χώρο της έρευνας για την αίσθηση του αριθµού, αν και έχει δεχθεί κριτικές (π.χ., 

Verschaffel, & De Corte, 1996). Μια παρατήρηση που µπορεί να γίνει για τη 

συγκεκριµένη ανάλυση είναι ότι δίνεται µεγάλη έµφαση στην εννοιολογική πλευρά της 

αίσθησης του αριθµού και πολύ λιγότερη στη διαδικαστική πλευρά. Το αίτηµα για 

έµφαση στην εννοιολογική κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών λειτούργησε εν µέρει 

και ως αντίδραση στην έµφαση στις αλγοριθµικές διαδικασίες που δινόταν στα 

«παραδοσιακά» σχολικά µαθηµατικά. Ωστόσο, η σχέση µεταξύ εννοιολογικής και 

διαδικαστικής γνώσης στη µάθηση γενικά, και στη µάθηση των µαθηµατικών ειδικότερα, 

είναι σύνθετη και έχει απασχολήσει ερευνητές τόσο στο χώρο της ψυχολογίας, όσο και 

στο χώρο της διδακτικής των µαθηµατικών. 

1.3. ∆ιαδικαστική γνώση VS Εννοιολογική γνώση 

Η διάκριση µεταξύ εννοιολογικής και διαδικαστικής γνώσης, µε ρίζες στο χώρο της 

Γνωστικής Ψυχολογίας, έχει χρησιµοποιηθεί ευρέως και στο χώρο της µάθησης των 

Μαθηµατικών.  
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Σύµφωνα µε τους Rittle-Johnson και Siegler (1998), η διαδικαστική γνώση 

περιλαµβάνει τις συγκεκριµένες διαδικασίες για τη επίλυση προβληµάτων, που 

καλούνται αλγόριθµοι ή στρατηγικές. Ως διαδικαστική γνώση µπορεί να οριστεί η 

ικανότητα εκτέλεσης µιας καθορισµένης σειράς βηµάτων που οδηγούν στην επίλυση 

συγκεκριµένων προβληµάτων. Η χρήση της διαδικαστικής γνώσης δεν απαιτεί 

σηµαντικό επίπεδο κατανόησης από το µέρος του µαθητή: πρέπει απλά να εκτελέσει 

σωστά µία διαδικασία για να βρει τη σωστή λύση. Μπορεί να αυτοµατοποιηθεί σε 

διαφορετικούς βαθµούς και εξαρτάται από το βαθµό εξάσκησης. Αυτό το είδος γνώσης 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί χωρίς κάποιος να έχει ιδιαίτερη γνώση και ιδιαίτερη προσοχή. 

Ωστόσο, αυτή η αποτελεσµατικότητα έχει το µειονέκτηµα ότι δεν είναι ευέλικτη 

(Schneider, & Stern, 2010) και συνδέεται µε συγκεκριµένα είδη προβληµάτων. Οι 

Hiebert και Lefevre (1986) χαρακτήρισαν τη διαδικαστική γνώση ως ασύνδετες 

πληροφορίες που δε σχετίζονται µε µαθηµατικές ιδέες. Γενικά, η διαδικαστική γνώση 

αναφέρεται στην ικανότητα του µαθητή να εκτελεί συγκεκριµένες διαδικασίες για να 

λύσει ένα συγκεκριµένο τύπο προβλήµατος, χωρίς να καταλαβαίνει γιατί δουλεύει η 

διαδικασία. Σύµφωνα µε τον Byrnes (1992), η διαδικαστική γνώση αποτελεί το σύνολο 

των αλγορίθµων, κανόνων, για την ολοκλήρωση µιας δραστηριότητας (knowing how). 

Είναι µία καθοδηγούµενη από το στόχο πράξη που περιέχει µνηµονικές στρατηγικές, 

αλγορίθµους και κανόνες. Περιλαµβάνει την αλληλουχία συγκεκριµένων πράξεων που 

θεωρούνται ότι παράγουν το σωστό αποτέλεσµα που στην περίπτωση των µαθηµατικών 

είναι η σωστή απάντηση σε ένα πρόβληµα. 

Από την άλλη µεριά, η εννοιολογική γνώση σχετίζεται µε την άδηλη ή µη κατανόηση 

των αρχών που διέπουν ένα γνωστικό πεδίο, καθώς και την ικανότητα δηµιουργίας 

διασυνδέσεων µεταξύ σχετικών «µονάδων» γνώσης (Rittle-Johnson, Siegler, & Alibali, 

2001), όπως η ικανότητα µετάφρασης ανάµεσα σε διαφορετικές αναπαραστάσεις µιας 

έννοιας (Hierbert, & Lefevre, 1986). Οι Hiebert και Lefevre όρισαν την εννοιολογική 

γνώση ως ένα δίκτυο, µέσα στο οποίο οι σχέσεις µεταξύ των µαθηµατικών εννοιών είναι 

τόσο σηµαντικές όσο και οι ίδιες οι µαθηµατικές έννοιες. Η εννοιολογική γνώση 

εκτείνεται πέραν της στείρας αποµνηµόνευσης κανόνων και αλγορίθµων και 

περιλαµβάνει την πραγµατική µαθηµατική κατανόηση ενός δεδοµένου προβλήµατος και 

τη σχέσης του µε ένα ευρύτερο σύµπλεγµα µαθηµατικών εννοιών, δηλαδή κάποιος που 
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εκτελεί µία διαδικασία βασίζεται σε µία εκτεταµένη κατανόηση των εννοιών. Σύµφωνα 

µε τον Byrnes (1992), η εννοιολογική γνώση (knowing that), χαρακτηρίζεται ως η 

ικανότητά µας να κάνουµε διασυνδέσεις στη γνώση κι όχι ως η ικανότητά µας να 

αποµνηµονεύουµε ασύνδετες πληροφορίες. Οι διαδικασίες είναι γραµµικά εκτελέσιµες κι 

ανεξάρτητες από την έννοια. Κάποιος που εκτελεί µία διαδικασία είναι σε θέση  να 

εξηγήσει τι σηµαίνουν τα στοιχεία που εφάρµοσε.  

Συνοψίζοντας, η εννοιολογική γνώση : 

§ αφορά στην ικανότητα να κάνουµε διασυνδέσεις στη γνώση (Byrnes, 1992) 

§ αφορά στην ικανότητα να αντιλαµβανόµαστε πολλαπλές αναπαραστάσεις µιας 

έννοιας (Byrnes, 1992) 

§ βοηθάει στην επιλογή της διαδικασίας για τη λύση ενός προβλήµατος (Rittle-

Johnson et al., 2001) 

§ είναι πλούσια σε συσχετίσεις (Hierbert, & Lefevre, 1986)  

§ είναι συνυφασµένη µε την διαισθητική και την τυπική γλώσσα σε µία προσωπική 

βάση (Kieren, 1993). 

Ένα θέµα που απασχολεί τους ερευνητές εδώ και δεκαετίες είναι το πώς το ένα είδος 

γνώσης επηρεάζει το άλλο κατά την ανάπτυξή τους. Υπάρχουν τέσσερις θεωρητικές 

απόψεις για τη συσχέτιση των δύο ειδών γνώσης, καθεµία από τις οποίες στηρίζεται σε 

σχετική έρευνα. Η σχέση µπορεί να είναι µονόδροµη προς την διαδικαστική γνώση 

(concepts-first approach; Geary, 1994; Gelman, & Williams, 1998; Halford, 1993), 

µονόδροµη προς την εννοιολογική γνώση (procedures-first approach; Fuson, 1988; 

Κarmiloff-Smith, 1992; Siegler, & Stern, 1998), ή αµφίδροµη (iterative model; Rittle- 

Johnson et al., 2001) και τέλος τα δύο γνώσης µπορεί να µη σχετίζονται (Resnick, 1982). 

Oι περισσότερες έρευνες σχετικά µε τη διαδικαστική και εννοιολογική γνώση 

εξετάζουν ποιο είδος γνώσης προηγείται. Σύµφωνα µε τις concepts-first theories, τα 

παιδιά αναπτύσσουν αρχικά (ή γεννιούνται µε) βασικές εννοιολογικές αρχές σε ένα πεδίο 

και στη συνέχεια τη χρησιµοποιούν για να γενικεύσουν και να επιλέγουν διαδικασίες για 

να λύσουν συγκεκριµένα προβλήµατα (Geary, 1994; Gelman, & Williams, 1998; 

Halford, 1993). Σχετική έρευνα έχει δείξει ότι αυτά τα µαθηµατικά πεδία ποικίλουν, από 

την απλή αριθµητική έως αναλογική σκέψη (Byrnes, 1992; Cowan, & Renton, 1996; 

Dixon, & Moore, 1996; Hiebert, & Wearne, 1996; Siegler, & Crowley, 1994). Αυτή η 
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θεωρία χρησιµοποιείται για να δικαιολογηθεί η διδασκαλία που εστιάζει στην 

εννοιολογική γνώση πριν διδαχθεί η διαδικαστική (NTCM, 1989). 

Σύµφωνα µε τις procedures-first theories, η διαδικαστική γνώση επιτρέπει την 

ανάπτυξη της εννοιολογικής (Baroody, 2003; Kadijevich, 2003), η εννοιολογική γνώση 

αναπτύσσεται µετά τη διαδικαστική, τα παιδιά µαθαίνουν διαδικασίες για να λύνουν 

προβλήµατα σε κάποια ενότητα των µαθηµατικών και στη συνέχεια εξάγουν τις έννοιες 

από την εµπειρία τους από τη λύση προβληµάτων (Fuson, 1988; Κarmiloff-Smith, 1992; 

Siegler, & Stern, 1998). Μια δεδοµένη διαδικασία µπορεί να διευκολύνει την εκµάθηση 

των εννοιών όπως για παράδειγµα στο µέτρηµα και στον πολλαπλασιασµό κλασµάτων 

(Byrnes, & Wasik, 1991; Fuson, 1988; Hiebert, & Wearne, 1996; Κarmiloff-Smith, 1992; 

Siegler, & Stern, 1998).  

Σύµφωνα µε το επαναληπτικό (iterative) µοντέλο των Rittle- Johnson et al. (2001), η 

αύξηση στο ένα είδος γνώσης µπορεί να οδηγήσει σε αύξηση του άλλου είδους γνώσης, 

το οποίο µε τη σειρά του οδηγεί σε αύξηση στο πρώτο είδος γνώσης. Η προηγούµενη 

έρευνα στη διαδικαστική-εννοιολογική γνώση είναι συµβατή µε αυτή την αµφίδροµη 

σχέση της ανάπτυξης των δύο ειδών γνώσης. Πρώτον, τα παιδιά συχνά έχουν µία µερική 

γνώση διαδικασιών και εννοιών (π.χ. Fuson, 1988). ∆εύτερον, υπάρχει θετική συσχέτιση 

µεταξύ των δύο ειδών γνώσης, δηλαδή όσο µεγαλύτερο είναι το ένα είδος γνώσης τόσο 

µεγαλύτερο είναι και το άλλο (Byrnes, & Wasik, 1991; Hiebert, & Wearne, 1996), και 

τρίτον, η βελτίωση του ενός τύπου γνώσης µπορεί να οδηγήσει σε βελτίωση και του 

άλλου τύπου γνώσης (Rittle-Johnson, & Alibali, 1999). Άρα, η διαδικαστική και 

εννοιολογική γνώση αναπτύσσονται παράλληλα, επηρεάζουν η µία την άλλη αυξητικά, 

χωρίς να προηγείται αυστηρά το ένα είδος γνώσης (Rittle-Johnson et al., 2001). 

Το επαναληπτικό µοντέλο των Rittle Johnson et al. (2001) µπορεί να αντιµετωπίσει 

δύο πολύ σηµαντικά θέµατα: 

§ µπορεί το ένα είδος γνώσης να είναι περισσότερο ανεπτυγµένο από το άλλο, 

ωστόσο δεν έχει νόηµα να λέµε ότι κάποιος κατέχει ή όχι το ένα από τα δύο είδη 

(Sophian, 1997) 

§ είναι πιθανό να προηγείται στην ανάπτυξή του ένα από τα δύο είδη γνώσης, 

ωστόσο δεν µπορούµε να ξέρουµε ποιο είναι αυτό. Η έκθεση στις διαδικασίες ή 
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τις έννοιες καθορίζει αν υπάρχει αρχικά διαδικαστική ή εννοιολογική γνώση 

(Rittle Johnson, & Siegler, 1998). 

Οι Rittle Johnson et al. (2001) έλεγξαν την ισχύ του επαναληπτικού µοντέλου για τη 

διαδικαστική-εννοιολογική γνώση και στην περίπτωση των δεκαδικών. Με µια σειρά 

πειραµατικές παρεµβάσεις, έδειξαν ότι η ενίσχυση της εννοιολογικής γνώσης οδήγησε σε 

ενίσχυση της διαδικαστικής και αντίστροφα, εύρηµα που στηρίζει τη θέση των 

ερευνητών για το επαναληπτικό µοντέλο. 

1.3.1. Κριτικές στο χώρο έρευνας για τη διαδικαστική και εννοιολογική γνώση 

Πρόσφατα, οι Hallett, Nunes και Bryant (2010) ισχυρίστηκαν ότι η µέχρι τώρα 

έρευνα δε λαµβάνει υπόψη τις ατοµικές διαφορές των παιδιών στον τρόπο που 

συνδυάζουν την εννοιολογική και τη διαδικαστική γνώση. Ερευνώντας την κατανόηση 

των κλασµάτων, υπέθεσαν ότι υπάρχουν παιδιά στα οποία υπερτερεί η εννοιολογική 

γνώση, παιδιά στα οποία υπερτερεί η διαδικαστική γνώση και παιδιά στα οποία η 

εννοιολογική και η διαδικαστική γνώση βρίσκονται σε παρόµοια επίπεδα ανάπτυξης. 

Αναλύοντας τις επιδόσεις 318 παιδιών της ∆΄ και Ε΄ δηµοτικού σε εννοιολογικά και 

διαδικαστικά έργα, βρήκαν πράγµατι τις προβλεπόµενες ατοµικές διαφορές. Οι 

ερευνητές δεν εξηγούν διεξοδικά πώς προκύπτουν αυτές οι διαφορές, ωστόσο εικάζουν 

ότι δεν είναι αναπτυξιακές, αλλά ότι οφείλονται στην ευχέρεια και το ενδιαφέρον που 

κάθε παιδί διαθέτει για την εκµάθηση εννοιών και διαδικασιών. Ανασκοπώντας τη 

σχετική βιβλιογραφία, οι Schneider και Stern (2010) άσκησαν κριτική σε µεθοδολογικά 

ζήτηµα που αφορούν στον εµπειρικό έλεγχο των δύο ειδών γνώσης. Σύµφωνα µε τους 

ερευνητές αυτούς, καµία από τις έρευνες δε δείχνει ξεκάθαρα ότι έχουν µετρηθεί 

ξεχωριστά τα δύο είδη γνώσης µε το σωστό τρόπο. Σε κάποιες έρευνες είναι πιθανό να 

έχει µετρηθεί µόνο το ένα είδος γνώσης µε τα δύο µέτρα που υποτίθεται θα µετρούσαν τα 

δύο είδη γνώσης. Υποστήριξαν ότι είναι πολύ δύσκολο να ερµηνεύσουµε τα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν από την υποτιθέµενη µέτρηση της διαδικαστικής και 

εννοιολογικής γνώσης διατυπώνοντας τα εξής επιχειρήµατα: 

§ κάθε µέτρο µπορεί να προκαλεί αλλαγές στο ποσό του είδους της γνώσης που 

υποτίθεται ότι θέλουµε να µετρήσουµε 

§ κάθε µέτρο παρουσιάζει δεν παρουσιάζει σταθερό σφάλµα µέτρησης 
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§ η διαφορά του κάθε µέτρου έχει να κάνει µε τις διαφορετικές ικανότητες του 

ατόµου π.χ. αν η εννοιολογική γνώση µετράται µε βάση την εξήγηση ενός 

αφηρηµένου κανόνα, τότε η κατανόηση του κανόνα µετράται µε βάση την 

ικανότητα της αιτιολόγησης, την ευφράδεια, το λεξιλόγιο. Αντίστοιχα, όταν η 

διαδικαστική γνώση εξετάζεται µε διαδικαστικά προβλήµατα που περιέχουν 

διαγράµµατα, η γνώση για τα διαγράµµατα και το αναπαριστώµενο περιεχόµενο 

επηρεάζει την αξιολόγησή της. 

§ οι έννοιες είναι στατικές δοµές που µπορούν να ενεργοποιηθούν µέσω της 

διαδικαστικής γνώσης (Goldstone, & Kersten, 2003; Medin, 1989) και νέες 

διαδικασίες µπορούν να προκύψουν από τις έννοιες (Geary, 1994). Έτσι, η 

επίδοση στις δραστηριότητες που εξετάζουν εννοιολογική γνώση µπορεί σε 

κάποιο βαθµό να σηµαίνει και διαδικαστική γνώση και αντίστροφα (Rittle 

Johnson et al., 2001). 

Ποιες είναι οι εµπειρικές ενδείξεις που δείχνουν ότι δύο µέτρα αξιολογούν µε σωστό 

τρόπο τα δύο είδη γνώσης; Σύµφωνα µε τους Schneider και Stern (2010), τα συνήθη 

µέτρα που χρησιµοποιούνται δεν είναι αξιόπιστα για να µετρηθεί το ένα είδος γνώσης 

ανεξάρτητα από το άλλο. Οποιοδήποτε αποτέλεσµα σχετικά µε τη µέτρηση της 

διαδικαστικής και εννοιολογικής γνώσης δεν µπορεί να θεωρηθεί αξιόπιστο εκτός κι αν 

χρησιµοποιήσουµε διαφορετικά µέτρα για το ίδιο είδος γνώσης µε µία πολυµεθοδική 

προσέγγιση π.χ. για τη µέτρηση της εννοιολογικής γνώσης να ορίσουµε συγκεκριµένες 

συνιστώσες. 

Στον προβληµατισµό των Schneider και Stern (2010), εντάσσεται και το ακόλουθο 

ερώτηµα: Σε ποιο βαθµό είναι δυνατόν να επινοηθούν έργα που µετρούν αποκλειστικά 

εννοιολογική ή διαδικαστική γνώση; Για παράδειγµα, η σύγκριση ετερωνύµων 

κλασµάτων είναι ένα έργο που µπορεί να αποκαλύψει φτωχή εννοιολογική κατανόηση 

για τα κλάσµατα (όταν π.χ. ένα παιδί βασίζει τη σύγκριση σε µόνο έναν από τους δύο 

όρους των κλασµάτων). Η επιτυχία στο έργο, όµως, µπορεί να εξασφαλιστεί και µε την 

εφαρµογή ενός αλγορίθµου, χωρίς αυτό να συνεπάγεται απαραίτητα εννοιολογική 

κατανόηση. Από την άλλη µεριά, σε πολλές περιπτώσεις, η αναγνώριση ότι µια 

αλγοριθµική διαδικασία είναι κατάλληλη και απαραίτητη προαπαιτεί εννοιολογική 

κατανόηση. Γενικότερα, η κατασκευή έργων που εξετάζουν διαδικαστική γνώση χωρίς 
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να εξετάζουν εννοιολογική και αντίστροφα είναι δύσκολη υπόθεση (Silver, 1986), διότι 

αυτού του είδους τα έργα είναι ευαίσθητα στο υποκείµενο, το περιεχόµενο καθώς και το 

πλαίσιο εφαρµογής (Haapasalo, 2003). 

Τα µεθοδολογικά αυτά ζητήµατα ανακύπτουν κυρίως στο χώρο έρευνας της 

Γνωστικής/Αναπτυξιακής και Εκπαιδευτικής Ψυχολογίας, όπου δραστηριοποιούνται 

πολλοί ερευνητές που ενδιαφέρονται για την ανάπτυξη και τη µάθηση στα µαθηµατικά. 

Από την άλλη µεριά, το ζήτηµα της εννοιολογικής και διαδικαστικής γνώσης (όχι 

απαραίτητα µε αυτή την ορολογία) ανακύπτει και σε γνωστές θεωρητικές αναλύσεις στο 

χώρο έρευνας για τη Μαθηµατική Εκπαίδευση.  

1.4. H πλευρά της Μαθηµατικής Εκπαίδευσης. Σύνδεση ∆ιαδικαστικής-

Εννοιολογικής γνώσης µε τις θεωρίες Sfard, Gray-Tall, Dubinsky 

 
Τo θέµα των διαδικασιών-εννοιών, εκτός από επιστήµονες της Γνωστικής 

Ψυχολογίας, απασχόλησε και την επιστηµονική κοινότητα της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης. Αυτό που οι ψυχολόγοι ονοµάζουν διαδικαστική γνώση, οι επιστήµονες της 

µαθηµατικής εκπαίδευσης θεωρούν ότι συµπληρώνει την εννοιολογική γνώση και 

τονίζουν ότι σε καµία περίπτωση τα δύο είδη δε µπορούν να θεωρηθούν ανεξάρτητα 

αλλά υπάρχει µία συνεχής αλληλεπίδραση. ∆ιατυπώθηκαν τρεις πολύ σηµαντικές 

θεωρίες οι οποίες αναλύονται συνοπτικά. 

Σε ένα πολύ σηµαντικό της άρθρο, η Sfard (1991) διατυπώνει τη θεωρία της 

υποστασιοποίησης, σύµφωνα µε την οποία οι έννοιες µπορούν να αντιµετωπιστούν είτε 

ως αφηρηµένα αντικείµενα (objects) είτε ως διεργασίες (processes). Αναφερόµαστε στη 

δοµική (operational) και λειτουργική (structural) επινόηση µιας έννοιας αντίστοιχα. 

Βασική συνιστώσα της κατανόησης των µαθηµατικών θεωρείται η ικανότητα να µπορεί 

κανείς να κατανοήσει τις µαθηµατικές έννοιες και ως διεργασίες και ως αντικείµενα. Για 

παράδειγµα, αν κάποιος βλέπει την έκφραση 
1 2
4 3
+  µόνο σαν µία οδηγία για την 

εκτέλεση της πράξης, στην περίπτωση αυτή θα έχει εστιάσει την προσοχή του στη 

διεργασία της πρόσθεσης αγνοώντας το αντικείµενο του αποτελέσµατος της πρόσθεσης 

που κρύβεται πίσω από την πράξη. Η Sfard (1991) δίνει έµφαση στη δυϊκότητα των 

λειτουργικών (διεργασία) και δοµικών (αντικείµενο) εννοιών. Για να αντιληφθεί κανείς 
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τις υψηλού επιπέδου µαθηµατικές έννοιες πρέπει να σκέφτεται λειτουργικά και δοµικά. 

Το στάδιο, κατά την Sfard, κατά το οποίο ο µαθητής µπορεί να αντιληφθεί µία 

µαθηµατική έννοια µε τα δικά της χαρακτηριστικά ονοµάζεται υποστασιοποίηση 

(reification). Προϋπόθεση για την υποστασιοποίηση είναι η εσωτερίκευση 

(interiozation), δηλαδή η εξοικείωση µε τις αλγοριθµικές διαδικασίες (εκτέλεση πράξεων 

χωρίς να σκέφτεται κάποιος τον αλγόριθµο και η συµπύκνωση (condensation), το στάδιο 

εκείνο που µία διαδικασία συµπυκνώνεται σε µία µορφή που µπορούµε να τη σκεφτούµε 

και να συνδυάζουµε διαδικασίες. Η Sfard καταλήγει στο συµπέρασµα ότι η λειτουργική 

και δοµική κατανόηση δεν είναι αντίθετες αλλά συµπληρώνουν η µία την άλλη. Αν και 

στη διαδικασία σχηµατισµού µιας έννοιας η λειτουργική αντίληψη προηγείται της 

δοµικής (µε εξαίρεση των κλάδο της γεωµετρίας), στο χώρο της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης, η ικανότητα για δοµική προσέγγιση θεωρείται ως ο απώτερος στόχος της 

µαθησιακής διαδικασίας. Αυτός είναι και ο λόγος που η διαδικασία δοµικής 

συγκρότησης των µαθηµατικών εννοιών αποτέλεσε το αντικείµενο πολλών ερευνών, 

τόσο από το χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης, όσο και από το χώρο της ψυχολογίας 

τα τελευταία σαράντα χρόνια. 

Οι Gray και Tall (1994, 1995) σε δύο πολύ γνωστά τους άρθρα αναπτύσσουν τη 

θεωρία διεργασίας-έννοιας µε βάση την οποία διακρίνουν στα µαθηµατικά τη διεργασία 

(process), που αναφέρεται στο σύνολο ενεργειών πάνω σε αντικείµενα, από την έννοια 

(concept) που αφορά στα µαθηµατικά αντικείµενα και τις µεταξύ τους σχέσεις. 

∆ιαχωρίζουν τον όρο διεργασία από τον όρο διαδικασία (procedure), που αναφέρεται 

στον συγκεκριµένο αλγόριθµο για την επίτευξη του στόχου µια διεργασίας. Για 

παράδειγµα, η διεργασία της πρόσθεσης µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε πολλούς 

αλγοριθµικά τρόπους (διαδικασίες) ανάλογα µε τις στρατηγικές που επιλέγει κάθε φορά 

το άτοµο. Αυτό που επιχειρούν οι Tall και Gray (1994), είναι µια ερµηνεία του τρόπου µε 

την οποία οι διεργασίες µετατρέπονται σε έννοιες κι αντίστροφα µε το ίδιο σύµβολο να 

εκφράζει άλλοτε µια διεργασία κι άλλοτε µια έννοια. Για παράδειγµα το κλάσµα 2
3

 

εκφράζει ταυτόχρονα τη διαίρεση 2 δια 3 (διεργασία) και το αποτέλεσµα της διαίρεσης 

µε τη µορφή κλασµατικού αριθµού. Η σκέψη που στηρίζεται στην εννοιολογική γνώση 

είναι πιο ευέλικτη από αυτή που περιορίζεται στις διεργασίες και είναι πιο περιορισµένη. 
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Οι δεξιοτέχνες της µαθηµατικής σκέψης µπορούν µε ευελιξία να αναλύουν και να 

ανασυνθέτουν το ίδιο αντικείµενο σε διαφορετικές διαδικασίες. Για εξηγήσουν το 

φαινόµενο αυτό, οι Gray και Tall δηµιούργησαν τον όρο procept (διεργασία-έννοια) από 

το συνδυασµό των λέξεων process και concept. Η σκέψη µε διεργασίες-έννοιες 

(proceptual thinking) ορίζεται ως η ικανότητα του ατόµου να χειρίζεται τoν συµβολισµό 

ευέλικτα άλλοτε ως διεργασία κι άλλοτε ως έννοια, αλλάζοντας µε άνεση διαφορετικούς 

συµβολισµούς για το ίδιο αντικείµενο και είναι αυτή που ξεχωρίζει τους περισσότερο 

επιτυχηµένους στα µαθηµατικά µαθητές. 

Η έννοια procept θεωρείται ως µία γνωστική κατασκευή, στην οποία ο συµβολισµός 

µπορεί να λειτουργήσει ως, για την αλλαγή από την εστίαση στη διεργασία για τον 

υπολογισµό και το χειρισµό, στην έννοια που µπορεί το άτοµο να σκεφτεί ως 

διαχειρίσιµη ολότητα. Οι διεργασίες - έννοιες είναι η ρίζα της ανθρώπινης ικανότητας να 

χειρίζεται µαθηµατικές ιδέες στην αριθµητική, την άλγεβρα και τον απειροστικό 

λογισµό. Επιτρέπουν στον ανθρώπινο εγκέφαλο να µεταβαίνει από το «κάνω τη 

διεργασία» (doing the process) στο «σκέφτοµαι για µία έννοια» (thinking about a 

concept). Το άτοµο πρώτα εξοικειώνεται µε τη διεργασία ως µια βήµα-βήµα διαδικασία, 

στη συνέχεια την εκτελεί υποσυνείδητα. ∆ράσεις όπως το µέτρηµα, ενθυλακώνονται σε 

έννοιες διαµέσου της χρήσης των συµβόλων. Για παράδειγµα, όταν ένα παιδί µετράει 

µήλα, θα πει αρχικά «υπάρχουν ένα, δύο, τρία µήλα». Καθώς αυτό γίνεται ρουτίνα θα 

µετρήσει σιωπηλά «υπάρχουν [ένα, δύο,] τρία µήλα». Όταν πλέον, η διεργασία του 

µετρήµατος έχει ενσωµατωθεί στην έννοια θα πει  «υπάρχουν...τρία µήλα» ή «υπάρχουν 

τρία µήλα». Η ενθυλάκωση µια διεργασίας σε έννοια δε συµβαίνει πάντα, µε αποτέλεσµα 

οι µαθητές να συνεχίσουν να εκτελούν αλγοριθµικά πράξεις και χειρισµούς συµβόλων 

στηριζόµενοι στην αποµνηµόνευση. Αυτό δε συµβαίνει στην περίπτωση των 

γεωµετρικών αντικειµένων που το «σκέφτοµαι για τους συµβολισµούς ως διαχειρίσιµες 

ολότητες» προηγείται του «κάνω µαθηµατικά». Για παράδειγµα, η στρογγυλότητα των 

σχηµάτων οδηγεί στην ιδιότητα του ορισµού του κύκλου. Το υποκείµενο πρώτα βλέπει 

τα σχήµατα ως φυσικά αντικείµενα από την παρατήρηση του πραγµατικού κόσµου και 

στη συνέχεια, ως νοητά µε συγκεκριµένες ιδιότητες. Μεταβαίνει έτσι από τα πλαίσια της 

διδιάστατης ή τρισδιάστατης ευκλείδειας γεωµετρίας στις µη ευκλείδειες γεωµετρίες 

(προβολική ή ελλειπτική).  
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H θεωρία APOS (Αction-Prοcess-Object-Schema) του Dubinsky (1991), υποστηρίζει 

ότι η απόκτηση της γνώσης συνίσταται στην ικανότητα του ατόµου να κάνει νοητικές 

κατασκευές µε σκοπό να αντιµετωπίσει καταστάσεις προβληµατισµού. Πιο 

συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τη θεωρία APOS, η κατανόηση µιας µαθηµατικής έννοιας 

ξεκινά µε τη δράση (action), δηλαδή την αντίδραση του υποκειµένου σε ένα φυσικό 

νοητικό αντικείµενο που το λαµβάνει ως εξωτερικό. Με τον όρο διεργασία, ο  Dubinsky 

αναφέρεται στην ικανότητα του ατόµου να στοχάζεται πάνω σε µία δράση. Στη συνέχεια, 

η δράση µε τη σειρά της εσωτερικεύεται µε τη µορφή νοητικής διεργασίας, το άτοµο 

αποκτά τον έλεγχο πάνω στη δράση, δηλαδή µπορεί να αναστοχαστεί και να περιγράψει 

όλα τα βήµατα, χωρίς να χρειάζεται να τα εκτελέσει.  Στο επόµενο στάδιο, οι διεργασίες 

µε τη σειρά τους ενθυλακώνονται σε αντικείµενα (objects). Το υποκείµενο, σ’ αυτή τη 

φάση, αντιλαµβάνεται τη διεργασία ως µία ολότητα και µπορεί να κρίνει πώς θα 

ενεργήσει για να σκεφτεί πάνω στη διεργασία σαν ένα αυτόνοµο αντικείµενο. Τα 

αντικείµενα, αντιστρόφως µπορούν να απο-ενθυλακωθούν πάλι πίσω στις διεργασίες από 

τις οποίες προέρχονται. Τέλος, διεργασίες και αντικείµενα οργανώνονται σε σχήµατα 

(schemas) που δίνουν τη δυνατότητα στο υποκείµενο να αποφασίσει ποιο είδος νοητικών 

δοµών θα χρησιµοποιήσει στο δεδοµένο πρόβληµα.  

Οι θεωρίες της υποστασιοποίησης της Sfard, η θεωρία της διεργασίας-έννοιας των 

Gray και Tall και η θεωρία APOS του Dubinsky διακρίνονται από το κοινό 

χαρακτηριστικό της γνωστικής ανάπτυξης που ξεκινάει από τη δράση και καταλήγει στη 

σχηµατοποίηση εννοιών που συµπεριφέρονται ως νοητικές οντότητες. Περιλαµβάνουν 

την ενθυλάκωση διεργασίας-αντικειµένου, σύµφωνα µε την οποία οι δράσεις επάνω σε 

γνωστά ή υπάρχοντα αντικείµενα, εσωτερικεύονται ως διεργασίες και στη συνέχεια 

ενθυλακώνονται ως νοητά αντικείµενα της σκέψης κατά την προσπάθεια του 

υποκειµένου να κατανοήσει την παρεχόµενη πληροφορία και να κάνει συνδέσεις µε τις 

γνωστικές δοµές που έχει στη διάθεσή του. 

1.5. Συνοψίζοντας 

Η σχέση διαδικαστικής και εννοιολογικής γνώσης είναι περίπλοκη. Το γεγονός ότι τα 

αποτελέσµατα των ερευνών στο χώρο της ψυχολογίας για το ποιο είδος προηγείται δε 
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συµφωνούν, ενισχύει την άποψη ότι πρέπει να ληφθούν σοβαρά υπόψη οι κριτικές που 

έχουν ασκηθεί για το σηµαντικό αυτό θέµα.  

Ένα ζήτηµα που χρήζει αντιµετώπισης αφορά στο πώς µετράται η διαδικαστική και 

εννοιολογική γνώση. Όπως συζητήσαµε στην παράγραφο 1.3.1, τίθεται το ερώτηµα σε 

ποιο βαθµό είναι δυνατό να επινοηθούν έργα που µετρούν αποκλειστικά µόνο το ένα από 

τα δύο είδη γνώσης. Ένας πιθανός τρόπος υπέρβασης αυτής της δυσκολίας είναι να 

ληφθεί υπόψη ο τρόπος µε τον οποίο ο µαθητής ως άτοµο προσεγγίζει το κάθε έργο, 

διακρίνοντας µεταξύ διαδικαστικών και εννοιολογικών στρατηγικών οι οποίες 

ακολουθούνται. Το θέµα αυτό συζητάµε στην παράγραφο 1.5.1.  

Ένα δεύτερο σηµαντικό ζήτηµα είναι αυτό των ατοµικών διαφορών στον τρόπο που 

τα παιδιά συνδυάζουν τα δύο είδη γνώσης. Οι ατοµικές διαφορές, ενδεχοµένως να 

αποτελούν και µία εξήγηση για το ότι τα ευρήµατα των προηγούµενων ερευνών, σχετικά 

µε το ποιο είδος γνώσης προηγείται ή είναι περισσότερο ανεπτυγµένο αποκλίνουν. Αν 

δεχθούµε ότι υπάρχουν ατοµικές διαφορές στον τρόπο που τα παιδιά συνδυάζουν τα δύο 

είδη γνώσης, ένα ερώτηµα που προκύπτει είναι πόσο ευρείες µπορεί να είναι αυτές οι 

διαφορές; Σ’ αυτό το σηµείο, γεννάται και το καίριο ερώτηµα σε ποιους παράγοντες 

µπορούν να αποδοθούν αυτές οι ατοµικές διαφορές. Ένα παράγοντας στον οποίο µπορεί 

να οφείλεται η δηµιουργία τέτοιων διαφορών είναι οι πεποιθήσεις των µαθητών σχετικά 

µε τα µαθηµατικά που επηρεάζει και τον τρόπο που προσεγγίζουν τη µελέτη. Το είδος 

προσέγγισης που ακολουθούν οι µαθητές στη µελέτη των µαθηµατικών ενδεχοµένως 

επηρεάζει και τον τρόπο µε τον οποίοι συνδυάζουν την εννοιολογική και διαδικαστική 

γνώση για τους ρητούς. Το ζήτηµα αυτό συζητάµε στην παράγραφο 1.5.2. 

1.5.1. ∆ιαδικαστικές και εννοιολογικές στρατηγικές στους ρητούς 

 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, µια µεθοδολογική δυσκολία στον εµπειρικό έλεγχο της 

εννοιολογικής και διαδικαστικής γνώσης είναι ότι τα όρια της διάκρισης των έργων που 

χρησιµοποιούνται σε εννοιολογικά/διαδικαστικά δεν είναι σαφή.  

Πολλοί ερευνητές έχουν, ωστόσο, µελετήσει τις στρατηγικές που χρησιµοποιούν οι 

µαθητές σε έργα για τους ρητούς, διακρίνοντάς τις σε εννοιολογικές και διαδικαστικές. 

(Clarke, & Roche, 2009; Post, Cramer, Behr, Lesh, & Harel, 1993; Smith, 1995; Yang, 

Reys, & Reys, 2007). Οι  Yang et al. (2007) κάνουν λόγο για στρατηγικές που 
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στηρίζονται σε διαδικασίες και µνηµονικούς κανόνες (rule-based strategies) καθώς και 

σε στρατηγικές που στηρίζονται στα εννοιολογικά χαρακτηριστικά της αίσθησης του 

αριθµού (number sense-based strategies). Μία συστηµατική καταγραφή των στρατηγικών 

που ακολουθούνται σε έργα για τους ρητούς έκανε ο Smith (1995). Αναφέρεται σε µία, 

παρόµοια µε αυτή των Yang et al. (2007), διάκριση στρατηγικών σε σχέση µε τους 

ρητούς. Κάνει λόγο για διδαχθείσες στρατηγικές (instructed strategies) οι οποίες 

στηρίζονται σε διαδικασίες και για στρατηγικές που αποτελούν το αποτέλεσµα της 

ικανότητας των µαθητών να σκέφτονται µε λογικό τρόπο για τους ρητούς (constructed 

strategies).  Στην παρούσα έρευνα, υιοθετούµε τη διάκριση των στρατηγικών που 

µπορούν να παρατηρηθούν σε έργα για τους ρητούς σε διαδικαστικές και εννοιολογικές. 

Οι διαδικαστικές στρατηγικές περιλαµβάνουν τη µετατροπή σε οµώνυµα ή δεκαδικούς 

για τη σύγκριση δύο κλασµάτων, την εφαρµογή του «χιαστί» ή τη χρήση µνηµονικού 

κανόνα που µπορεί να µην συνοδεύεται απαραίτητα από εννοιολογική κατανόηση. Οι 

εννοιολογικές στρατηγικές περιλαµβάνουν τη χρήση του «αριθµού αναφοράς» 

(benchmarking, reference number ή transitive), την αξιοποίηση συµπληρωµάτων της 

µονάδας (residual thinking ή gap thinking), ή τη σχηµατική αναπαράσταση (Post et al., 

1993). Για παράδειγµα, η σύγκριση κλασµάτων µε ίσους αριθµητές µπορεί να 

αντιµετωπισθεί µε τη χρήση του µνηµονικού κανόνα «από δύο κλάσµατα που έχουν 

ίσους αριθµητές µεγαλύτερο είναι εκείνο µε τον µικρότερο παρανοµαστή» (χωρίς 

εννοιολογική κατανόηση) ή µε την εννοιολογική στρατηγική της σχηµατικής 

αναπαράστασης. Τα κλάσµατα 3/8 και 5/6 µπορούν να συγκριθούν εφαρµόζοντας 

«χιαστί», µετατρέποντάς τα σε οµώνυµα/δεκαδικούς (διαδικαστικές στρατηγικές) ή 

χρησιµοποιώντας ως «αριθµό» αναφοράς το ½. Επίσης, τα κλάσµατα 4/5 και 6/7 

µπορούν να συγκριθούν µε τις προαναφερθείσες διαδικαστικές στρατηγικές ή 

συγκρίνοντας τα συµπληρώµατά τους (για τη µονάδα) 1/5 και 1/7 (βλ. Πίνακα 2). Οι 

µαθητές που επιλέγουν να αντιµετωπίζουν τα έργα για τους ρητούς µε εννοιολογικές 

στρατηγικές, αποδεικνύεται ότι έχουν υψηλό επίπεδο εννοιολογικής κατανόησης και 

έχουν γενικά καλύτερη επίδοση σε έργα για τους ρητούς (Post et al., 1993).  

Φαίνεται λοιπόν ότι η διάκριση µεταξύ εννοιολογικής και διαδικαστικής γνώσης θα 

µπορούσε να γίνει όχι µε αποκλειστικό γνώµονα τα έργα αυτά καθαυτά, αλλά τις 

στρατηγικές που χρησιµοποιούν οι µαθητές σε αυτά.  
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Πίνακας 2: ∆ιαδικαστικές και εννοιολογικές στρατηγικές σε έργα για τους ρητούς 
Παράδειγµα έργου ∆ιαδικαστικές στρατηγικές  Εννοιολογικές στρατηγικές 

Σύγκριση κλασµάτων 

§ Μετατροπή κλασµάτων σε 

οµώνυµα ή σε δεκαδικούς 

§ Εφαρµογή του «χιαστί» 

(cross-multiply) 

§ Εφαρµογή µνηµονικών 

κανόνων για τη σύγκριση 

χωρίς απαραίτητη 

εννοιολογική κατανόηση  

§ Χρήση «βολικών 

αριθµών» ως σηµείων 

αναφοράς 

§ Σχηµατική 

αναπαράσταση 

§ Αξιοποίηση του 

συµπληρώµατος 

(Residual thinking- 

Gap thinking) 

∆ιάταξη ρητών 

 

1.5.2. ∆ιαδικαστική  &  Εννοιολογική γνώση και Πεποιθήσεις για τη µελέτη και τη 

µάθηση των µαθηµατικών 

 
Με την υπόθεση ότι υπάρχουν όντως ατοµικές διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο οι 

µαθητές συνδυάζουν την εννοιολογική και διαδικαστική γνώση για τους ρητούς 

αριθµούς (Ηallet et al, 2010), προκύπτει το ερώτηµα: πώς ανακύπτουν αυτές οι διαφορές.   

Ένας παράγοντας που ενδεχοµένως συµβάλλει στη δηµιουργία τέτοιων διαφορών 

είναι οι πεποιθήσεις των µαθητών σχετικά µε τα µαθηµατικά (mathematics-related 

beliefs), µια συνιστώσα των οποίων είναι οι πεποιθήσεις σχετικά µε το αντικείµενο, 

δηλαδή πεποιθήσεις για τα µαθηµατικά, τη µάθηση και τη διδασκαλία τους (Op ’t Eynde, 

De Corte, & Verschaffel, 2002). Σύµφωνα µε τους Op ‘t Eynde et al. (2002, σελ.16),  οι 

πεποιθήσεις γύρω από τα µαθηµατικά είναι οι σαφείς ή υποκρυπτόµενες υποκειµενικές 

ιδέες που οι µαθητές πιστεύουν πως είναι αληθείς και επηρεάζουν την µάθηση των 

µαθηµατικών και την επίλυση προβλήµατος.  

Για παράδειγµα, µια ευρέως διαδεδοµένη πεποίθηση -τόσο σε µαθητές, όσο και σε 

διδάσκοντες- είναι ότι τα µαθηµατικά είναι ένα σύνολο κανόνων και διαδικασιών, η 

οποία συνδέεται µε την πεποίθηση ότι η αποµνηµόνευση είναι σηµαντική στη µάθηση 

των µαθηµατικών (π.χ., Kloosterman, 2002). Τέτοιου είδους πεποιθήσεις ενδεχοµένως θα 
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µπορούσαν να σχετίζονται µε διαδικαστικές προσεγγίσεις γενικά και στους ρητούς 

αριθµούς ειδικότερα.  

Παρά το γεγονός ότι είναι ευρέως αποδεκτό ότι οι σχετικές µε τα µαθηµατικά 

πεποιθήσεις επηρεάζουν τη µάθηση των µαθηµατικών, ένα καίριο ερώτηµα είναι µε ποιο 

τρόπο γίνεται αυτό. Υιοθετήσαµε το µοντέλο της Σταθοπούλου (2006), το οποίο 

προβλέπει την έµµεση επίδραση των πεποιθήσεων, διαµέσου της προσέγγισης του 

µαθητή στη µελέτη. Στο µοντέλο αυτό γίνεται διάκριση ανάµεσα στη βαθιά και την 

επιφανειακή προσέγγιση στη µάθηση και τη µελέτη (βλ. Πίνακα 3): Στην πρώτη, το 

υποκείµενο έχει ως στόχο την προσωπική κατασκευή νοήµατος, υιοθετεί στρατηγικές 

µάθησης που υποστηρίζουν τη σύνδεση ιδεών και έχει (µεταγνωστική) επίγνωση για τη 

διαδικασία της µάθησης. Στη δεύτερη, το υποκείµενο έχει ως στόχο την υψηλή (σχολική) 

επίδοση ή ακόµα και την απλή διεκπεραίωση των σχολικών καθηκόντων, υιοθετεί την 

αποµνηµόνευση ως στρατηγική µάθησης, ενώ δεν έχει (µεταγνωστική) επίγνωση των 

πεποιθήσεών του και της διαδικασίας της µάθησης. Η Σταθοπούλου υπέθεσε ότι οι 

«απλοϊκές» πεποιθήσεις για ένα αντικείµενο –στην περίπτωσή της, στη φυσική- 

συνδέονται µε επιφανειακές προσεγγίσεις στη µελέτη, και άρα και έλλειµµα 

εννοιολογικής κατανόησης. Στην περίπτωση των µαθηµατικών, «απλοϊκή» θα µπορούσε 

να χαρακτηριστεί η πεποίθηση ότι τα µαθηµατικά είναι ένα σύνολο κανόνων και 

διαδικασιών. Αντίθετα, πιο «εκλεπτυσµένη» θα µπορούσε να θεωρηθεί η πεποίθηση ότι 

τα µαθηµατικά είναι σώµα γνώσης στο οποίο οι έννοιες και οι διαδικασίες διασυνδέονται 

µεταξύ τους µε τρόπο που αποδίδει νόηµα και στα δύο (Φιλίππου και Χρήστου, 2001). 

 

Πίνακας 3: Χαρακτηριστικά της βαθιάς και της επιφανειακής προσέγγισης στη µάθηση και τη 
µελέτη  
 

Προσέγγιση της 

µάθησης και της 

µελέτης 

Κριτήρια 

Στόχοι Χρήση στρατηγικών Μεταγνωστική 

επίγνωση 

Βαθιά προσέγγιση Προσωπική 

κατασκευή νοήµατος 

Σύνδεση ιδεών επί τη 

βάσει αρχών  

Επίγνωση των ιδίων 

πεποιθήσεων 
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Επιφανειακή 

προσέγγιση 

 

Υψηλή επίδοση,  

απλή διεκπεραίωση, 

ή άσκοπη 

ενασχόληση 

Αποµνηµόνευση /  

αποστήθιση  

Έλλειψη επίγνωσης 

των ιδίων 

πεποιθήσεων 

 

2. Η παρούσα έρευνα 

2.1.1. Ερευνητικά ερωτήµατα 

Με την παρούσα έρευνα διερευνήσαµε τα εξής ερωτήµατα:  

§ Υπάρχουν ατοµικές διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο τα παιδιά συνδυάζουν την 

εννοιολογική και η διαδικαστική γνώση για  τους ρητούς;  

§ Αν υπάρχουν ατοµικές διαφορές 

o  πόσο ευρείες είναι;   

o πού µπορεί να οφείλονται;  

∆ιενεργήσαµε µια έρευνα σε δύο φάσεις. Στην πρώτη, µελετήσαµε την αίσθηση του 

(ρητού) αριθµού σε παιδιά Γ΄ Γυµνασίου. Υιοθετήσαµε τη διάκριση µεταξύ 

εννοιολογικών και διαδικαστικών συνιστωσών της αίσθησης του αριθµού. Ωστόσο, 

λαµβάνοντας υπόψη την κριτική των Schneider και Stern (2010), σχεδιάστηκε µια 

ποιοτική µελέτη, κατά την οποία είναι δυνατόν να παρατηρηθούν οι στρατηγικές 

(εννοιολογικές/διαδικαστικές) που ακολουθεί το κάθε παιδί, ανεξάρτητα από το αν τα 

έργα εµπίπτουν σε εννοιολογικές ή διαδικαστικές συνιστώσες. Θεωρήσαµε ως 

διαδικαστικές τις στρατηγικές που σχετίζονται µε την χρήση κανόνων και την εφαρµογή 

κανόνων ή αλγορίθµων που κατά κύριο λόγο διδάσκονται στο σχολείο. Θεωρήσαµε 

εννοιολογικές στρατηγικές αυτές που δεν έχουν τα παραπάνω χαρακτηριστικά, αλλά 

αντίθετα, βασίζονται στην κατανόηση της δεδοµένης κατάστασης που έχει να 

αντιµετωπίσει ο µαθητή (Clarke, & Roche, 2009; Post et al., 1993; Smith, 1995; Yang, et 

al., 2007). Παραδείγµατα τέτοιων στρατηγικών αναφέρθηκαν στην παράγραφο 1.5.1. 

Παρόµοια µε τους Hallet et al. (2010), υποθέσαµε ότι υπάρχουν ατοµικές διαφορές 

στον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές συνδυάζουν την εννοιολογική και διαδικαστική 

γνώση για τους ρητούς. Προβλέψαµε, µάλιστα, ότι θα βρεθούν µαθητές δύο «ακραίων» 
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προφίλ σε σχέση µε τον τρόπο προσέγγισης των έργων για τους ρητούς, αυτοί που 

ακολουθούν συστηµατικά διαδικαστική προσέγγιση και αποτυγχάνουν σε έργα µε 

εννοιολογική στόχευση («διαδικαστικό» προφίλ) καθώς και µαθητές µε µικρή 

διαδικαστική ευχέρεια που θα χρησιµοποιούν µε επιτυχία εννοιολογικές στρατηγικές 

(«εννοιολογικό» προφίλ).  

Η πρόβλεψη για την ύπαρξη «διαδικαστικού προφίλ» είναι εύλογη, δεδοµένου ότι 

στο σχολικό πλαίσιο δίνεται ιδιαίτερη έµφαση στη διαδικαστική συνιστώσα των ρητών, 

αλλά όχι στην εννοιολογική συνιστώσα (Moss, 2005; Vamvakoussi, Christou, Mertens, 

& Van Dooren, 2011). Για τον ίδιο λόγο, η πρόβλεψη για την ύπαρξη «εννοιολογικού 

προφίλ» θα µπορούσε να θεωρηθεί µη αναµενόµενη. Ωστόσο, η πρόβλεψη αυτή 

βασίζεται σε µια συχνή και καλά τεκµηριωµένη παρατήρηση, ότι υπάρχει µεγάλη 

διάσταση ανάµεσα στην (αρχική) εννοιολογική κατανόηση των παιδιών για τους ρητούς, 

και την ικανότητά τους να χειρίζονται τις αντίστοιχες συµβολικές αναπαραστάσεις (βλ. 

Ni, & Zhou, 2005, για µια εκτεταµένη συζήτηση). Πιο συγκεκριµένα, πολλά παιδιά 

µπορούν να αντιµετωπίσουν έργα που σχετίζονται µε τους ρητούς σε ένα πλαίσιο που δεν 

απαιτεί το χειρισµό συµβόλων, αλλά αποτυγχάνουν σε παρόµοια έργα που 

περιλαµβάνουν σύµβολα. Τα σχετικά ερευνητικά δεδοµένα προέρχονται κυρίως από 

παιδιά στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση, και αντανακλούν τη διάσταση ανάµεσα στη µη 

τυπική γνώση των παιδιών που σχετίζεται µε τους ρητούς και την τυπική σχολική γνώση 

που, σε µεγάλο βαθµό, αφορά την εκµάθηση και το χειρισµό νέων συµβόλων. Με βάση 

αυτή την παρατήρηση, δε θα µπορούσε να αποκλειστεί το ενδεχόµενο να υπάρχουν 

παιδιά που συνεχίζουν να στηρίζονται κατά κύριο λόγο στην εννοιολογική τους 

κατανόηση για τους ρητούς.  

Ταυτόχρονα, επεκτείνοντας τον προβληµατισµό των Hallet et al. (2010), στην 

παρούσα µελέτη αποπειραθήκαµε να διερευνήσουµε τις αιτίες που προκαλούν τις 

ατοµικές διαφορές που αναµένουµε. Λαµβάνοντας υπόψη το µοντέλο της Σταθοπούλου  

(2006), προβλέψαµε ότι οι διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές µε το 

«διαδικαστικό» και «εννοιολογικό» προφίλ αντιµετωπίζουν τα έργα για τους ρητούς 

συνοδεύονται κι από διαφορές στον τρόπο που προσεγγίζουν τα µαθηµατικά και τη 

µελέτη τους. 



29 
 

Οι ισχυρισµοί αυτοί ελέγχθηκαν πειραµατικά µε µία εµπειρική µελέτη που 

περιελάµβανε δύο φάσεις. Πιο συγκεκριµένα στην πρώτη φάση της έρευνας: 

§ διερευνήθηκε το επίπεδο ανάπτυξης των διαδικαστικών και εννοιολογικών 

συνιστωσών της αίσθησης του ρητού µε βάση το παραπάνω θεωρητικό πλαίσιο, 

µέσω της εξέτασης του είδους των στρατηγικών που ακολούθησαν οι µαθητές 

ανεξάρτητα από το αν τα έργα εµπίπτουν σε διαδικαστικές ή εννοιολογικές 

συνιστώσες της αίσθησης του ρητού. 

 

Στη δεύτερη φάση της έρευνας: 
 

§ διερευνήθηκαν οι πεποιθήσεις των µαθητών ως προς τη µάθηση και τη µελέτη 

των µαθηµατικών ως ένας παράγοντας  που προκαλεί τις ατοµικές διαφορές των 

µαθητών των δύο «ακραίων» προφίλ («διαδικαστικό» – «εννοιολογικό») που 

αναµένουµε στον τρόπο που προσεγγίζουν τα έργα για τους ρητούς  

§ ελέγχθηκε η βεβαιότητα των µαθητών για τις απαντήσεις που έδωσαν στο 

δοκίµιο της πρώτης φάσης της έρευνας µε σκοπό να διερευνηθεί η µεταγνωστική 

επίγνωση της κατανόησής τους για τους ρητούς. 

2.2. Μεθοδολογία έρευνας  

2.2.1. Συµµετέχοντες 

Οι συµµετέχοντες στην 1η φάση της έρευνας ήταν επτά µαθητές της Γ’ Γυµνασίου 

από σχολεία της ∆υτικής Αττικής, µε ικανοποιητική επίδοση στο µάθηµα των 

µαθηµατικών του σχολείου. Στη συνέχεια, δύο από τις µαθήτριες που συµµετείχαν στην 

1η  φάση και διαπιστώθηκε ότι ανήκουν σε «ακραία» προφίλ, συµµετείχαν στη 2η φάση 

της έρευνας προκειµένου να διερευνηθεί η προσέγγισή τους στη µελέτη των 

µαθηµατικών. 

2.2.2. Υλικά 

Η συλλογή των δεδοµένων έγινε µε γραπτά δοκίµια και συνεντεύξεις. Σχεδιάστηκαν 

δύο δοκίµια. Το πρώτο περιελάµβανε 19 έργα σχετικά µε τις εννοιολογικές και 

διαδικαστικές συνιστώσες για το ρητό αριθµό. Ακολουθεί µια αδρή κατηγοριοποίηση 
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των έργων (βλ. Πίνακα 4), βασισµένη σε σχετική βιβλιογραφία (π.χ. McIntosh et al., 

1992; Moss, & Case, 1999).  

§ 3 έργα που µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε χρήση διαδικασιών (πράξεις 

κλασµάτων, µετατροπή σε ισοδύναµα κλάσµατα, σύγκριση-διάταξη ρητών) 

§ 6 έργα που εξέταζαν βασική εννοιολογική κατανόηση (αναπαράσταση 

κλασµάτων σε επιφάνεια, αναγνώριση κλάσµατος ως λόγου, νοερή σύγκριση 

καταχρηστικού και γνήσιου κλάσµατος ώστε να αληθεύει µια ανισοτική σχέση) 

§ 10 έργα που εξέταζαν προχωρηµένη εννοιολογική κατανόηση ή απαιτούσαν 

συνδυασµό εννοιολογικής γνώσης και διαδικαστικής ευχέρειας (π.χ. 

αναπαράσταση κλασµάτων στην αριθµογραµµή, εκτίµηση αποτελέσµατος 

πράξεων, έργα για το ρόλο της µονάδας και το κλάσµα ως λόγο σε πραγµατικό 

πρόβληµα, έργα για την πυκνή  διάταξη των ρητών). 

 

Πίνακας 4: Κατηγοριοποίηση έργων 1ου δοκιµίου (Συνιστώσες της αίσθησης του ρητού) 
Έργα που µπορούν να 

αντιµετωπιστούν µε χρήση 

διαδικασιών 

Έργα που εξετάζουν 

βασική εννοιολογική 

κατανόηση 

Έργα που εξετάζουν 

προχωρηµένη εννοιολογική 

κατανόηση ή απαιτούν 

συνδυασµό εννοιολογικής 

γνώσης και διαδικαστικής 

ευχέρειας 

Πράξεις κλασµάτων 

Q.1.1 

Αναπαράσταση γνησίων 

και καταχρηστικών 

κλασµάτων σε επιφάνεια 

(αναγνώριση και 

κατασκευή) 

Q. 1.4, 1.5 

Αναπαράσταση κλασµάτων 

στην αριθµογραµµή 

Q. 1.7, 1.8 ii) 

Μετατροπή σε ισοδύναµα 

κλάσµατα  

Q.1.1, 1.2 

Αναγνώριση του 

κλάσµατος ως λόγου 

Q. 1.12, 1.13, 1.14 

Εκτίµηση αποτελέσµατος 

πράξεων 

Q. 1.10, 1.11 

Σύγκριση και διάταξη 

κλασµάτων 

Q. 1.3, 1.7 i), 1.8 

Νοερή σύγκριση 

καταχρηστικού και γνήσιου 

κλάσµατος ώστε να 

αληθεύει µια ανισοτική 

Έργα για την πυκνή  διάταξη 

των ρητών 

Q. 1.17, 1.18 

Έργα για το ρόλο της µονάδας 
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σχέση 

Q. 1.16 

και για το κλάσµα ως λόγο σε 

πραγµατικό πρόβληµα  

Q. 1.6 

Σύγκριση κλασµάτων χωρίς τη 

µετατροπή σε οµώνυµα ή σε 

δεκαδικούς 

Q. 1.9  

Κατανόηση της σχέσης µεταξύ 

των πράξεων  

Q. 1.15, 1.19 

 

Παραδείγµατα έργων που εξετάζουν συγκεκριµένες εννοιολογικές συνιστώσες όπως 

αυτές διατυπώνονται στο θεωρητικό πλαίσιο των McIntosh et al. δίνονται στον Πίνακα 5. 

 
Πίνακας 5: Παραδείγµατα έργων που εξετάζουν εννοιολογικές συνιστώσες της αίσθησης του ρητού 

Εννοιολογικές συνιστώσες  

κατά ΜcIntosh et al. (1992) 
Παράδειγµα έργου 

Αίσθηση της διάταξης των ρητών  Q.1.7-8: ∆ιάταξη των 3/2, 1/9, 0.7 

Τοποθέτηση στην αριθµογραµµή 

Κατανόηση των πολλαπλών αναπαραστάσεων 

των αριθµών  

Q.1.5: ∆είξε µε ένα σχήµα το 2/3, στη 

συνέχεια µε ένα άλλο σχήµα το 5/3. 

Αίσθηση του σχετικού και του απόλυτου 

µεγέθους των αριθµών  

Q.1.6: Η Στέλλα και ο Γιώργος διαλύουν 

σιρόπι βύσσινο σε νερό και φτιάχνουν 

βυσσινάδα. Η κούπα του Γιώργου περιέχει 

600 ml νερό. Το ποτήρι της Στέλλας περιέχει 

200 ml νερό. Η Στέλλα ρίχνει στο ποτήρι της 

50 γραµµάρια σιρόπι βύσσινο. Ο Γιώργος 

βάζει 100 γραµµάρια βύσσινο στην κούπα 

του. Ποιο παιδί έφτιαξε την πιο γλυκιά 

βυσσινάδα;  

Σύστηµα του  

«αριθµού αναφοράς»  

Q.1.9: Σύγκριση κλασµάτων  8/9, 5/4  και 

8/14, 5/8  (χωρίς να µετατραπούν σε 

οµώνυµα) 

Κατανόηση της έννοιας και της επίδρασης Q.1.16: Ποια πράξη (πολ/µος, διαίρεση ) 
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των πράξεων στους αριθµούς πρέπει να γίνει, ώστε να ισχύει η ανισότητα;  

 3 … 10 > 3,  5 .… 2 < 5, 10…
2
1 < 10,   

10…
4
3 > 10 

Κατανόηση της σχέσης µεταξύ των πράξεων Q.1.19: Μπορείς να βρεις τους αριθµούς που 

λείπουν; 

1 25 1.000
... . 1

2 100 ...
 + − = 
 

 

 

Για τη διερεύνηση των πεποιθήσεων σχετικά µε τη µάθηση και τη µελέτη 

(επιφανειακή/βαθιά) των µαθηµατικών σχεδιάστηκε ένα δεύτερο δοκίµιο µε 14 

ερωτήσεις ανοιχτού τύπου προκειµένου να χρησιµοποιηθούν στο πλαίσιο συνέντευξης 

διάρκειας µίας ώρας. Μια οµάδα ερωτήσεων αφορούσε τον τρόπο µε τον οποίο 

προσεγγίζουν τη µελέτη των µαθηµατικών γενικά, ενώ µια δεύτερη επικέντρωνε στις 

πεποιθήσεις για τους ρητούς και πιο συγκεκριµένα για τα κλάσµατα. Οι περισσότερες 

ερωτήσεις ήταν διατυπωµένες µε τη µορφή σεναρίου που περιέγραφε µια κατάσταση 

προς σχολιασµό ή αντιµετώπιση. Οι ερωτήσεις του 2ου δοκιµίου παρουσιάζονται 

αναλυτικά στην ενότητα Παράρτηµα I. Στον Πίνακα 6 φαίνεται µια κατηγοριοποίηση 

των έργων βασίζεται σε βιβλιογραφία των Kloosterman  (2002) και Οp ’t Eynde et al. 

(2002). 

 

Πίνακας 6: Κατηγοριοποίηση Έργων 2ου ∆οκιµίου 

Πεποιθήσεις για τα 

µαθηµατικά 

Πεποιθήσεις για τη µελέτη των µαθηµατικών 

Q. 2.1-4 

Πεποιθήσεις για την επίδοση στα µαθηµατικά 

Q. 2.5 

Πεποιθήσεις για τη διδασκαλία των µαθηµατικών 

Q. 2.6 

 Πεποιθήσεις για τους ρητούς 

Πεποιθήσεις για τη µελέτη των ρητών 

Q. 2.12 

Πεποιθήσεις για την επίδοση στους ρητούς 

Q. 2.9, 10 
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Πεποιθήσεις για τη διδασκαλία των ρητών 

Q. 2.8 

Πεποιθήσεις για τους ρητούς ως αντικείµενο  

Q. 2.7, 11 

Αυτοαξιολόγηση της επίδοσης 

στα έργα για τους ρητούς του 

δοκιµίου της 1ης φάσης της 

έρευνας 

 Q. 2.13, 14 

 

2.2.3. ∆ιαδικασία συλλογής δεδοµένων  

Η έρευνα περιελάµβανε δύο φάσεις. Στην πρώτη φάση οι µαθητές, συµπλήρωσαν το 

ερωτηµατολόγιο σε µία περίπου ώρα και στη συνέχεια στα πλαίσια ηµιδοµηµένης 

συνέντευξης διάρκειας µίας περίπου ώρας τους ζητήθηκε να εξηγήσουν τον τρόπο που 

εργάστηκαν. Στη δεύτερη φάση, η οποία πραγµατοποιήθηκε µία εβδοµάδα αργότερα, 

κλήθηκαν να απαντήσουν στις ερωτήσεις για τις πεποιθήσεις τους σχετικά µε τα 

µαθηµατικά. Επιπλέον, τους ζητήθηκε να σχολιάσουν τις απαντήσεις τους του πρώτου 

δοκιµίου (βεβαιότητα για τη λύση, επίγνωση της επίδοσής τους στα έργα). Η δεύτερη 

συνέντευξη διήρκησε περίπου µία ώρα. Όλες οι συνεντεύξεις αποµαγνητοφωνήθηκαν. 

2.2.4. ∆ιαδικασία ανάλυσης 

Κατά την ανάλυση των ερευνητικών δεδοµένων της 1ης  φάσης της έρευνας: 

§ αξιολογήθηκαν οι απαντήσεις ως προς την ορθότητά τους   

§ έγινε ποιοτική καταγραφή των στρατηγικών που ακολουθήθηκαν (διαδικαστικών 

ή εννοιολογικών) κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων, ανεξάρτητα από το αν τα 

έργα εµπίπτουν σε διαδικαστικές ή εννοιολογικές συνιστώσες.  
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3. Αποτελέσµατα 

3.1. Αποτελέσµατα της 1ης Φάσης της Έρευνας 

Από την επεξεργασία των απαντήσεων των µαθητών προέκυψαν τα ακόλουθα τρία 

προφίλ µαθητών (οµάδες A, B, C), βασισµένα στο σύνολο των απαντήσεων όπως αυτά 

προέκυψαν από τις συνεντεύξεις:  

A.  «∆ιαδικαστικό - Εννοιολογικό» προφίλ (3 µαθητές)  

Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας ολοκλήρωσαν επιτυχώς όλα σχεδόν τα έργα, 

ακόµη και τα απαιτητικά έργα που εξέταζαν προχωρηµένη εννοιολογική 

κατανόηση ή απαιτούσαν συνδυασµό εννοιολογικής γνώσης και διαδικαστικής 

ευχέρειας. Χρησιµοποίησαν εννοιολογικές στρατηγικές, όταν αυτό ήταν πρόσφορο 

(π.χ. στα έργα που µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε «χαρτί και µολύβι» -έργα 

σύγκρισης – διάταξης ρητών) και ήταν σε θέση να επιλέγουν την κατάλληλη 

στρατηγική διαδικαστική ή εννοιολογική στο πλαίσιο του δεδοµένου προβλήµατος, 

εξηγώντας τον τρόπο που εργάστηκαν στη συνέντευξη.  
 

B. «∆ιαδικαστικό» προφίλ (3 µαθητές)  

Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας ολοκλήρωσαν µε επιτυχία όλα τα έργα που 

εξέταζαν διαδικαστική γνώση (π.χ. πράξεις κλασµάτων), εφάρµοσαν επιτυχώς 

διαδικαστικές στρατηγικές στα έργα που µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε 

«χαρτί και µολύβι» και απέτυχαν σε όλα τα έργα που εξέταζαν απλή/προχωρηµένη 

εννοιολογική κατανόηση ή στα έργα που απαιτούσαν συνδυασµό διαδικαστικής 

ευχέρειας και εννοιολογικής γνώσης (π.χ. κατανόηση των ιδιοτήτων των πράξεων 

και της σχέσης µεταξύ των πράξεων).  

 

C. «Εννοιολογικό» προφίλ (1 µαθήτρια)  

Η µαθήτρια αυτής της κατηγορίας απέτυχε σε όλα τα έργα που εξέταζαν 

διαδικαστική γνώση αλλά ολοκλήρωσε όλα σχεδόν τα έργα που εξέταζαν 

απλή/προχωρηµένη εννοιολογική κατανόηση.  Εφάρµοσε επιτυχώς εννοιολογικές 

στρατηγικές σε όλα τα έργα που µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε «χαρτί και 
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µολύβι». Απέτυχε στα έργα που απαιτούσαν συνδυασµό διαδικαστικής ευχέρειας 

και εννοιολογικής γνώσης. 

 

3.1.1. Μαθητές της οµάδας Α 

 
Οι τρεις µαθητές (Α1, Α2, Α3) που ανήκουν στην οµάδα αυτή ολοκλήρωσαν επιτυχώς όλα 

σχεδόν τα έργα, χρησιµοποίησαν εννοιολογικές στρατηγικές όταν αυτό ήταν δυνατό και 

µπορούσαν να εξηγήσουν τον τρόπο που εργάστηκαν στη συνέντευξη. Ένας εκ των 

τριών µαθητών (Α1) δεν µπόρεσε να αναπαραστήσει ρητούς στην αριθµογραµµή και να 

εκτιµήσει το αποτέλεσµα πράξης ρητών (Q.1.10-11), ωστόσο εντάχθηκε στην κατηγορία 

Α, γιατί ήταν σε θέση να χρησιµοποιεί εννοιολογικές στρατηγικές σε έργα διάταξης και 

σύγκρισης και αντιµετώπισε µε επιτυχία, έργα για το ρόλο της µονάδας σε πραγµατικό 

πρόβληµα, έργα που εξέταζαν την κατανόηση της σχέσης µεταξύ των πράξεων των 

ρητών. Ο µαθητής Α2 αντιµετώπισε όλα τα έργα µε επιτυχία και ο Α3 δεν κατάφερε να 

ολοκληρώσει µόνο το έργο Q.1.19  (κατανόηση της σχέσης µεταξύ των πράξεων). Οι 

απαντήσεις τους δίνονται αναλυτικά στην ενότητα Παράρτηµα II. 

 

Συµπερασµατικά, οι µαθητές αυτής της οµάδας: 

§ απάντησαν σωστά σε όλα τα έργα που εξέταζαν διαδικαστικές συνιστώσες της 

αίσθησης του ρητού  

§ αντιµετώπισαν µε εννοιολογικές στρατηγικές τα έργα που µπορούσαν να 

αντιµετωπιστούν µε «χαρτί και µολύβι» 

§ επέλεξαν και εφάρµοσαν τη σωστή στρατηγική σε έργα που εξέταζαν 

προχωρηµένη εννοιολογική γνώση ή απαιτούσαν συνδυασµό διαδικαστικής-

εννοιολογικής γνώσης. 

Η προχωρηµένη εννοιολογική γνώση των µαθητών της κατηγορίας αυτής φάνηκε 

κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων, ακόµη και από τις απαντήσεις τους σε έργα που 

εξέταζαν απλή εννοιολογική γνώση. Για παράδειγµα, ο µαθητής Α2 στην ερώτηση «αν 

κάποιος έφαγε το 
1
4

 µιας πίτσας, µπορείς να ξέρεις πόσα κοµµάτια έφαγε; Ή, πόσα 

κοµµάτια είχε όλη η πίτσα» (Q.1.13) απάντησε «∆εν µπορούµε να ξέρουµε ούτε πόσα 



 

κοµµάτια έφαγε, ούτε πόσα κοµµάτια είχε η πίτσα […] Μπορεί να έχει 4, 8, 12, 16 

κοµµάτια κ.λ.π. αφού ισχύει ότι: 
1 2 3 4

= = =
4 8 12 16

». Ο ίδιος µαθητής στην ερώτηση «πόσα 

ζευγάρια αριθµών µπορείς να βρεις ώστε α β=3⋅ ;» (Q.1.15) απάντησε: «Υπάρχουν τα 

ακόλουθα ζευγάρια αριθµών 1 3=3  ,    3 1=3⋅ ⋅ . Αν όµως βάλουµε και δεκαδικούς 

µπορούµε να βρούµε άπειρα ζευγάρια αριθµών, π.χ.: 6 0,5=3 , 12 0,25=3 ,  30 0,1⋅ ⋅ ⋅ ».  

Οι µαθητές της οµάδας αυτής εφάρµοσαν µε επιτυχία εννοιολογικές στρατηγικές σε 

όλα τα έργα που µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε «χαρτί και µολύβι». 

Χρησιµοποίησαν για τη σύγκριση των κλασµάτων τις εννοιολογικές στρατηγικές του 

«αριθµού αναφοράς», της σχηµατικής αναπαράστασης καθώς και της «αξιοποίησης του 

συµπληρώµατος». Για παράδειγµα, o µαθητής Α2, σε έργο σύγκρισης κλασµάτων 

(Q.1.7), έδωσε την εξής απάντηση: «ισχύει ότι 
1 7 3

< <
9 10 2

 αφού, 
3

>1
2

,  
1 1

<
9 2

 και 

7 1
>

10 2
»  και έκανε σωστά την αναπαράσταση στον άξονα των πραγµατικών όπως αυτή 

φαίνεται στο Σχήµα 1. Επιπλέον ο µαθητής Α2 εφάρµοσε την προχωρηµένη στρατηγική 

της «αξιοποίησης του συµπληρώµατος» όταν του ζητήθηκε να συγκρίνει τα κλάσµατα 

8
10

 και 
10
12

 (Q.1.9) απάντησε: «Iσχύει ότι 
8 10

10 12
<  αφού 

2 2
>

10 12
». Στην ίδια ερώτηση ο  

Α3 απάντησε σωστά δίνοντας την παρακάτω αιτιολόγηση: «Και στα δύο κλάσµατα ο 

αριθµητής είναι κατά 2 µικρότερος από τον παρανοµαστή αλλά ο  
10
12
 έχει µεγαλύτερους 

όρους.» 

 

 
 

 

Οι µαθητές που εντάχθηκαν σ’ αυτ

τα έργα που εξέταζαν προχωρηµένη 

Σχήµα 1: Μαθητή
ς της οµάδας Α (Α3) στην Q.1.7 
36 

ή την οµάδα αντιµετώπισαν επιτυχώς όλα σχεδόν 

εννοιολογική γνώση. Στο έργο για το ρόλο της 
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µονάδας σε πραγµατικό πρόβληµα (Q.1.6): «Η Στέλλα και ο Γιώργος διαλύουν σιρόπι 

βύσσινο σε νερό και φτιάχνουν βυσσινάδα. Η κούπα του Γιώργου περιέχει 600 ml νερό. 

Το ποτήρι της Στέλλας περιέχει 200 ml νερό. Η Στέλλα ρίχνει στο ποτήρι της 50 

γραµµάρια σιρόπι βύσσινο. Ο Γιώργος βάζει 100 γραµµάρια βύσσινο στην κούπα του. 

Ποιο παιδί έφτιαξε την πιο γλυκιά βυσσινάδα;» ο Α3  απάντησε: «O Γιώργος έχει 3 φορές 

περισσότερο νερό και 2 φορές περισσότερο βύσσινο από τη Στέλλα. Για να είναι το ίδιο 

γλυκιά πρέπει να βάλει 3 φορές περισσότερο βύσσινο από την Στέλλα. Άρα η Στέλλα έχει τη 

πιο γλυκιά βυσσινάδα». Στα έργα πυκνής διάταξης των ρητών (Q.1.17, Q.1.18), που 

αποδείχθηκε ότι ήταν και τα πιο απαιτητικά του πρώτου δοκιµίου, οι περισσότερες από 

τις απαντήσεις ήταν σωστές και συνοδευόµενες από ικανοποιητικές αιτιολογήσεις. Πιο 

συγκεκριµένα, στην ερώτηση (Q.1.18) «αν υπάρχουν αριθµοί µεταξύ δύο κλασµάτων, κι 

αν ναι πόσοι» ο µαθητής Α3 απάντησε: «Ναι υπάρχουν αριθµοί και είναι άπειροι διότι 

µπορούµε να γράψουµε κλάσµατα µε πολύ µεγαλύτερους όρους και να βρούµε πολλά 

κλάσµατα ανάµεσα». Στην ερώτηση αυτή παρόµοιες απαντήσεις έδωσαν και οι Α1, Α2. 

Στο έργο «ποιος είναι ο µικρότερος θετικός αριθµός» (Q.1.17), οι µαθητές  Α2, Α3 

απάντησαν αντίστοιχα: «δεν υπάρχει, οι δεκαδικοί είναι άπειροι» και «δεν µπορούµε να 

ξέρουµε ποιος είναι γιατί δεν τελειώνουν οι δεκαδικοί». Παρόλο που η απάντηση του Α1 

στην ίδια ερώτηση δεν είναι ορθή: «ο µικρότερος αριθµός είναι ο 0,000....1 (άπειρα 

µηδενικά ενδιάµεσα και στο τέλος 1). ∆εν ξέρω ποιος είναι, ούτε ο Η/Υ δεν µπορεί να τον 

βρει, ούτε τα µισά νούµερα δεν µπορούµε να προσδιορίσουµε, είναι ένας αριθµός που έχει 

για δεκαδικά ψηφία άπειρα µηδενικά, κι αν ποτέ υπάρξει τέλος, τελευταίο νούµερο είναι  το 

1»,  ωστόσο δείχνει µία απλοϊκή αίσθηση της πυκνότητας. 

 Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, µόνο ο µαθητής Α2 κατάφερε να ολοκληρώσει 

όλα τα έργα του πρώτου δοκιµίου µε επιτυχία. Ήταν ο µοναδικός που απάντησε σωστά 

στο έργο που αφορούσε τη σχέση µεταξύ των πράξεων (Q.1.19). Έδωσε την παρακάτω 

απάντηση: 

   ⇔ ⇔ ⋅ ⇔ ⇔   
   

⇔ ⇔

1 25 1.000 100 50 1.000 150 1000 150000
+ -... . =1 + -0 . =1 =1 =1

2 100 ... 200 200 x 200 x 200x
1500

=1 2x=1500 x=750
2x

∆εν είναι οι µοναδικοί αριθµοί, υπάρχουν άπειροι αριθµοί που µπορώ να συµπληρώσω στο 

ένα από τα δύο έχω έναν άγνωστο, τον οποίο και µπορώ να υπολογίσω». 



38 
 

 

3.1.2. Μαθητές της οµάδας Β 

 

Τρεις µαθητές (Β1, Β2, Β3) µε επαρκή διαδικαστική γνώση που στερούνταν έστω και 

στοιχειώδους εννοιολογικής. Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας είχαν παρόµοια επίδοση. 

Πιο συγκεκριµένα: 

§ απάντησαν σωστά σε όλα τα έργα που εξέταζαν που µπορούσαν να 

αντιµετωπιστούν µε χρήση διαδικασιών 

§ δε χρησιµοποίησαν εννοιολογικές στρατηγικές σε έργα που µπορούσαν να 

αντιµετωπιστούν µε «χαρτί και µολύβι» 

§ απέτυχαν σε όλα τα έργα που εξέταζαν έστω και στοιχειώδη εννοιολογική γνώση 

§ απέτυχαν σε όλα τα έργα που εξέταζαν προχωρηµένη εννοιολογική γνώση και 

αποτύγχαναν συστηµατικά στις περιπτώσεις που χρησιµοποιούσαν εννοιολογικές 

στρατηγικές στα έργα της 3ης  κατηγορίας. 

∆ίνονται κάποια ενδεικτικά παραδείγµατα των απαντήσεων των µαθητών Β1, Β2, Β3. 

Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας απέτυχαν και στα πιο απλά έργα αναπαράστασης 

κλάσµατος, ακόµα και µε το πιο οικείο µοντέλο αυτό της «πίτας». Όταν τους ζητήθηκε 

να αναπαραστήσουν σχηµατικά το 2/3 έδωσαν τις απαντήσεις όπως αυτές φαίνονται στα 

Σχήµατα 2, 3, 4.     

 

 
Σχήµα 2:  Μαθητής Β1 στην Q.1.5 (i) 

       
 

 
Σχήµα 3:  Μαθήτρια Β2  στην Q.1.5 (i) 
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Σχήµα 4:  Μαθήτρια Β3  στην Q.1.5 (i) 

 
Όσον αφορά στη σχηµατική αναπαράσταση του 5/3 (Q.1.5 ii), ο B1 δεν µπόρεσε να 

απαντήσει, ενώ οι µαθήτριες B2 και B3 έδωσαν τις απαντήσεις όπως αυτές φαίνονται στα 

Σχήµατα 5, 6.                                           

 
Σχήµα 5:  Μαθήτρια Β2  στην Q.1.5 (ii) 

 

 
Σχήµα 6: Μαθήτρια Β3  στην Q.1.5 (ii) 

 

Επιπλέον, οι µαθητές αυτής της κατηγορίας δεν µπορούσαν να αναγνωρίζουν το 

κλάσµα ως λόγο (Q.1.12, 13, 14). Για παράδειγµα, στην ερώτηση «Αν κάποιος έφαγε το 

1
4

 µιας πίτσας, µπορείς να ξέρεις πόσα κοµµάτια έφαγε; Ή, πόσα κοµµάτια είχε όλη η 

πίτσα;» όλοι οι µαθητές απάντησαν λανθασµένα. Χαρακτηριστικό είναι ότι, ενώ 

εκτέλεσαν µε επιτυχία όλες τις συγκρίσεις και διατάξεις ρητών όταν είχαν την ευκαιρία 

να χρησιµοποιήσουν χαρτί και µολύβι, ωστόσο απέτυχαν σε όλες τις περιπτώσεις που 

τους ζητήθηκε να το κάνουν νοερά. Για παράδειγµα, η µαθήτρια B3 σε έργο σύγκρισης 

κλασµάτων απάντησε ότι 
123 6
220 5

>  µε την αιτιολόγηση: «ο αριθµητής και παρανοµαστής 

του ενός κλάσµατος είναι µεγαλύτεροι από του άλλου». Επιπλέον, απέτυχαν στην 

αναπαράσταση των ρητών στην αριθµογραµµή σε όλες τις περιπτώσεις. Ενδεικτική είναι 

η απάντηση του Β1 στην ερώτηση διάταξης των ρητών 0,7, 1/9 και 3/2  και παράστασής 
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τους στον άξονα. Αφού µετέτρεψε τα κλάσµατα σε δεκαδικούς 
1

0 11
9

,=  και 
3

1 5
2

,= , 

εκτίµησε ότι το 0 11 0 7>, ,  και παράστησε τα κλάσµατα στον άξονα λανθασµένα (βλ. 

Σχήµα 7): 

 
Σχήµα 7: Μαθητής Β1  στην Q.7  

 
 

H µαθήτρια Β2 στην ίδια ερώτηση µετέτρεψε όλα τα κλάσµατα σε οµώνυµα για να 

µπορέσει να τα συγκρίνει, αλλά τα αναπαρέστησε λανθασµένα όπως φαίνεται στο Σχήµα 

8.  

 
Σχήµα 8:  Μαθήτρια Β2  στην Q.7  

 
Από τις απαντήσεις των µαθητών στην Q.1.6, διαφαίνεται ότι δεν κατανοούν το ρόλο του 

κλάσµατος σε πραγµατικό πρόβληµα. Οι τρεις µαθητές απάντησαν ως εξής: 

 

Β1: «Ο Γιώργος έφτιαξε την πιο γλυκιά βυσσινάδα γιατί είχε σε 600ml νερό, 100g  

βύσσινο: 600
=6

100
ml, ενώ η Στέλλα: 200

=4
50

ml» 

 

Β2: «Το παιδί που έφτιαξε την πιο γλυκιά βυσσινάδα είναι η Στέλλα, γιατί έβαλε µικρότερη 

ποσότητα νερό απ’ ότι ο Γιώργος και λιγότερο βύσσινο. Άρα θα είναι πιο γλυκιά η 

βυσσινάδα της, γιατί οι ποσότητες νερού - βύσσινου είναι σχετικά κοντά, δηλ. δεν 

περιέχουν ανάµεσα πολλούς αριθµούς όπως το 600 µε το 100». 

Β3: «Μάλλον ο Γιώργος έφτιαξε την πιο γλυκιά βυσσινάδα αφού ισχύει ότι 600 400
>

100 100
, 

αλλά δεν είµαι σίγουρη». 
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Όπως ήταν αναµενόµενο οι µαθητές απέτυχαν στα έργα που εξέταζαν προχωρηµένη 

εννοιολογική κατανόηση όπως για παράδειγµα στα έργα για την πυκνή διάταξη των 

ρητών. Είναι εµφανές ότι οι µαθητές αυτής της κατηγορίας µεταφέρουν την ιδιότητα της 

διακριτότητας που ισχύει στους φυσικούς και στο σύνολο των ρητών αριθµών. 

Ενδεικτικές είναι οι απαντήσεις στην ερώτηση: «Πόσοι αριθµοί υπάρχουν ανάµεσα στο 

2
5

 και 
3
5

 » (Q.1.18) 

Β1: «∆εν υπάρχουν αριθµοί ανάµεσα στο 
2
5

 και το 
3
5

, αφού ο επόµενος του 2 είναι ο 3.» 

Β2: «Υπάρχουν ακριβώς 9. Αυτοί είναι οι: 2,1 2,2 2,9
, ,...,

5 5 5
. Το 2,11

5
 έχει περάσει το 

3
5

.» 

Β3:  «Μάλλον είναι 9 οι αριθµοί που βρίσκονται ανάµεσα.»
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3.1.3. Μαθήτρια της οµάδας C  

 

Η µαθήτρια της C κατηγορίας ήταν η µοναδική που απέτυχε σε όλα σχεδόν τα έργα 

της πρώτης κατηγορίας (Q.1.1-3). Πιo συγκεκριµένα: 

§ δε θυµόταν ποια κλάσµατα ονοµάζονται ισοδύναµα, ωστόσο αντιµετώπισε 

επιτυχώς το έργο µε εννοιολογικό τρόπο  

§ έκανε σωστά τον πολλαπλασιασµό κλασµάτων 

§ απέτυχε στην  πρόσθεση οµώνυµων και την αφαίρεση ετερώνυµων κλασµάτων, 

(προσθέτοντας - αφαιρώντας αριθµητές µε αριθµητές και παρανοµαστές µε 

παρανοµαστές)  

§ δεν µπόρεσε να εκτελέσει τη διαίρεση κλασµάτων. 

 

Ωστόσο, η περίπτωσή της παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον αφού: 

§ εφάρµοσε επιτυχώς εννοιολογικές στρατηγικές σε έργα που µπορούσαν να 

αντιµετωπιστούν διαδικαστικά 

§ ολοκλήρωσε µε επιτυχία σχεδόν όλα τα έργα που εξέταζαν προχωρηµένη 

εννοιολογική γνώση. 

Κατά τη διάρκεια της συνέντευξης, ακόµη και στα απλά έργα αναπαράστασης, 

διαφαινόταν η εννοιολογική της γνώση. Για παράδειγµα, στην Q.1.4.(ii) (Βλ. Σχήµα 9) 

απάντησε: «∆εν µπορεί να είναι ίσα και τα τρία κοµµάτια αφού το α είναι ένα ισοσκελές 

τρίγωνο ενώ τα β και γ ένα ισοσκελές και ορθογώνιo µαζί[…] Είναι το 1/4 , το 1/3 δεν 

είναι. Περισσεύει ένα κοµµατάκι. Αν το χωρίσουµε εδώ, βγαίνουν τέσσερα ισοσκελή 

τρίγωνα. Άρα είναι το ¼».  

 

 
Σχήµα 9: Απάντηση C3 στην Q.1.4 (ii) 
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Η µαθήτρια C1 ολοκλήρωσε µε επιτυχία όλα σχεδόν τα έργα σύγκρισης και διάταξης 

ρητών, εφαρµόζοντας εννοιολογικές στρατηγικές και στην περίπτωση που δεν είχε τη 

δυνατότητα να χρησιµοποιήσει χαρτί και µολύβι. Για παράδειγµα, στη σύγκριση των 

κλασµάτων 6/14  και 5/8 αξιοποίησε το ½ ως αριθµό αναφοράς και συµπέρανε σωστά ότι 

το 6/14 είναι µικρότερο από το 5/8, αφού το πρώτο είναι µικρότερο και το δεύτερο είναι 

µεγαλύτερο από το ½ αντίστοιχα. Σε ανάλογο έργο, για τη διάταξη των ρητών 0,7, 3/2 

και 1/9 αξιοποίησε τα ½, 1 ως αριθµούς αναφοράς και έκανε σωστή αναπαράσταση των 

ρητών στην αριθµογραµµή (βλ. Σχήµα 10).  

 

 
Σχήµα 10: Απάντηση C1 στην Q.1.7 

 
Χαρακτηριστικό είναι ότι έδειξε να αντιλαµβάνεται το κλάσµα ως λόγο. Απάντησε 

σωστά ότι από τη δήλωση «Κάποιος έφαγε το ¼ µιας πίτσας» (Q.1.13) δεν µπορεί να 

συµπεράνει πόσα κοµµάτια έφαγε σχολιάζοντας «∆εν µπορώ να ξέρω, γιατί δε µου λέει 

πόσα κοµµάτια είναι όλη η πίτσα, αλλά αν είχε 4 κοµµάτια, τότε είχε φάει το 1». Στο έργο 

για το ρόλο του κλάσµατος σε πραγµατικό πρόβληµα (Q.1.6), η µαθήτρια C1  έδωσε την 

παρακάτω πολύ ικανοποιητική απάντηση:  «Γιώργος: 100
600

 , Στέλλα:  50
200

. Τα 50g που 

έβαλε η Στέλλα στη βυσσινάδα είναι τα µισά των 100g που έβαλε ο Γιώργος στα 600g. Άρα 

πολλαπλασιάζουµε επί 2 το
 

50 100
=

200 400
. Το 100

400
 είναι αναλογικά πιο πολύ σιρόπι από το 

100
600

». Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει ο τρόπος που η C1 αντιµετώπισε το έργο Q.1.16 που 

απαιτούσε νοερή σύγκριση καταχρηστικού και γνήσιου κλάσµατος ώστε να αληθεύει µια 

ανισοτική σχέση. Μπόρεσε κατόπιν πειραµατισµών µε αριθµούς να καταλήξει στον εξής 

κανόνα κατά τη διάρκεια της συνέντευξης: «Όταν έναν αριθµό α τον πολλαπλασιάζουµε 

µε ένα κλάσµα µεγαλύτερο της µονάδας προκύπτει αριθµός µεγαλύτερος του α, ενώ όταν το 

κλάσµα είναι µικρότερο της µονάδας». 
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Ενδεικτικό επίσης είναι ότι η µαθήτρια αναφέρθηκε αυθόρµητα σε αναπαραστάσεις 

για τους αριθµούς -και µάλιστα, στην απαιτητική αναπαράσταση των αριθµών σε άξονα- 

για να αντιµετωπίσει κάποια από τα πιο σύνθετα έργα του δοκιµίου. Για παράδειγµα, 

στην ερώτηση «Πόσοι αριθµοί υπάρχουν ανάµεσα στο 2/5 και 3/5» (Q.1.18) απάντησε 

«Αν τους βάλουµε στον άξονα, σίγουρα θα υπάρχει κάποιο κενό. Στο κενό αυτό 

περιέχονται άπειροι αριθµοί». 

Όσον αφορά το τελευταίο έργο του πρώτου δοκιµίου Q.1.19, η µαθήτρια πιθανόν δεν 

µπόρεσε να ανταποκριθεί λόγω της αδυναµίας της στην εκτέλεση πράξεων µε κλάσµατα.  

H µαθήτρια C1 κατά τη διάρκεια της πρώτης συνέντευξης προβληµατίστηκε για τη 

λογικότητα κάποιων λανθασµένων απαντήσεών της. Για παράδειγµα, στο έργο Q.1.8. ii, 

κατά τη σύγκριση των κλασµάτων ¾ και 6/ 7, ενώ συµπέρανε λανθασµένα ότι « είναι ίσα 

γιατί λείπει κι από τα δύο 1» (λανθασµένη εφαρµογή του residual thinking) όταν στη 

συνέχεια τοποθέτησε τους δύο ρητούς στην αριθµογραµµή, προβληµατίστηκε και 

κατέληξε ότι ο αρχικός της ισχυρισµός της ήταν λανθασµένος. Όπως θα αναφερθεί και 

στα αποτελέσµατα της δεύτερης φάσης της έρευνας, κατά τη διάρκεια της δεύτερης 

συνέντευξης, η µαθήτρια έδειξε να είχε πλήρη επίγνωση σχετικά µε το ποιες από τις 

απαντήσεις της ήταν λανθασµένες, ενώ αντίστοιχα µπορούσε να υποστηρίξει µε 

βεβαιότητα τις σωστές απαντήσεις.  

3.1.4. Τα δύο «ακραία» προφίλ 

 
Στον Πίνακα 7 δίνονται τα χαρακτηριστικά των δύο «ακραίων» προφίλ των µαθητριών, 

όπως αυτά προέκυψαν από την επίδοσή τους στα έργα του πρώτου δοκιµίου. 

 

Πίνακας 7: «Ακραία» προφίλ όπως προέκυψαν από την επίδοση στα έργα του πρώτου δοκιµίου 

 
«∆ιαδικαστικό» Προφίλ» 

(Μαθήτρια Β2) 

«Εννοιολογικό» Προφίλ 

(Μαθήτρια C1) 

Επίδοση σε έργα που 

εξετάζουν διαδικαστική 

γνώση 

Επιτυχία σε όλα τα έργα αυτής 

της κατηγορίας 

Αποτυχία σε όλα τα έργα 

αυτής της κατηγορίας εκτός 

από τον πολ/µό κλασµάτων 

Επίδοση σε έργα που 

µπορούν να 

αντιµετωπιστούν µε 

Εφαρµογή διαδικαστικών 

στρατηγικών (σε έργα 

σύγκρισης κλασµάτων, 

Εφαρµογή εννοιολογικών 

στρατηγικών (σε έργα 

σύγκρισης κλασµάτων, 
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διαδικαστικές ή 

εννοιολογικές στρατηγικές 

διάταξης ρητών) ή 

µνηµονικών κανόνων χωρίς 

αντίστοιχη εννοιολογική 

κατανόηση 

διάταξης ρητών) 

Επίδοση σε έργα που 

εξετάζουν απλή 

εννοιολογική γνώση 

Αποτυχία σε όλα τα έργα 

αυτής της κατηγορίας 

Επιτυχία σε όλα τα έργα αυτής 

της κατηγορίας 

Επίδοση σε έργα που 

εξετάζουν προχωρηµένη 

εννοιολογική γνώση ή 

απαιτούν συνδυασµό 

διαδικαστικής και 

εννοιολογικής γνώσης 

Αποτυχία σε όλα τα έργα 

αυτής της κατηγορίας 

Επιτυχία σε όλα σχεδόν τα 

έργα αυτής της κατηγορίας 

 

3.2. Αποτελέσµατα της 2ης  Φάσης της έρευνας 

Στον Πίνακα 8 παρουσιάζονται οι απαντήσεις των µαθητριών Β2 και C1 στο 2ο 

δοκίµιο. Με πλάγια γράµµατα και σε αγκύλες συµπληρώνονται τα λόγια των µαθητριών 

µε όποια πληροφορία είναι απαραίτητη για την πλήρη διατύπωση της πρότασης, ώστε ο 

αναγνώστης να έχει µια όσο το δυνατόν πιο ολοκληρωµένη εικόνα της ερώτησης που 

απαντά η µαθήτρια και του συγκεκριµένου τρόπου µε τον οποίο την απάντησε. Για 

παράδειγµα, στην πρόταση «[Όταν πρωτοσυνάντησα τα κλάσµατα στο ∆ηµοτικό, µου 

φάνηκαν] Εύκολα και µ’ άρεσαν κιόλας», µέσα στις αγκύλες παρουσιάζεται η ερώτηση 

στην οποία απαντά η µαθήτρια, ενώ η ακριβής της απάντηση είναι «Εύκολα και µ’ 

άρεσαν κιόλας». Οι απαντήσεις έχουν αριθµηθεί και στα επόµενα δηλώσεις των 

µαθητριών που εµφανίζονται στο σύνολο της συνέντευξης (και όχι σε κάθε µία ερώτηση 

ξεχωριστά) αξιοποιούνται ώστε να αναδειχθεί η προσέγγιση της κάθε µιας µαθήτριας στη 

µελέτη των µαθηµατικών. Συγκεκριµένα, εξετάζουµε τα χαρακτηριστικά της 

επιφανειακής και βαθιάς προσέγγισης σε τρεις άξονες: στόχοι, χρήση στρατηγικών, 

µεταγνωστική επίγνωση (βλ. Πίνακα 3). 

Η απόκλιση των δύο µαθητριών στον τρόπο που προσεγγίζουν τη µελέτη των 

µαθηµατικών είναι εµφανής σε όλες τις σχετικές ερωτήσεις που τους τέθηκαν. Στόχος 

της µελέτης για τη Β2 φαίνεται να είναι η υψηλή σχολική επίδοση ή η απλή 
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διεκπεραίωση των σχολικών καθηκόντων της. Πράγµατι, η Β2 συνιστά τη µελέτη των 

θεµάτων που είναι πιθανό να ζητηθούν σε διαγώνισµα (∆.2), ενώ θεωρεί ότι το διάβασµα 

πρέπει να επικεντρώνεται στα συγκεκριµένα πράγµατα που είναι απαραίτητα για να 

λυθούν οι ασκήσεις (∆.4). Αντίθετα, το ζητούµενο της µελέτης για την C1 δεν είναι η 

απλή διεκπεραίωση (επίλυση ασκήσεων) αλλά η κατανόηση. Η C1, θεωρεί ότι η επίλυση 

ασκήσεων προϋποθέτει απαραίτητα την κατανόηση της θεωρίας (Ε.4). Χαρακτηριστικά, 

στο λόγο της εµφανίζονται συχνά οι λέξεις «νόηµα», «έννοια» σε σχέση µε την 

κατανόηση (Ε.3, Ε.7, Ε.19). Ενδεικτική είναι η αναφορά της στο πώς απέκτησαν νόηµα 

τα κλάσµατα για την ίδια, µέσα από τη σύνδεσή τους µε τη µουσική (Ε.12).  

Η βασική στρατηγική µελέτης στην οποία αποδίδει αξία η Β2 βασίζεται στην 

αποµνηµόνευση. Πράγµατι, η αξία του να διαβάζει και να ξαναλύνει κανείς τις λυµένες 

ασκήσεις µε στόχο να θυµάται πώς λύνονται εµφανίζεται σε διάφορα σηµεία στη 

συνέντευξή της, όπως και η αξία του να θυµάται κανείς κανόνες απέξω (∆.3, ∆.5, ∆.7, 

∆.10, ∆.12, ∆.14, ∆.18, ∆.19). Η αξία που αποδίδει στην εκµάθηση των κανόνων 

διαφαίνεται και στη δήλωση ∆.22. Παρά το γεγονός ότι αρχικά διστάζει να απαξιώσει 

τον τρόπο µελέτης της υποθετικής φίλης στο σενάριο της Q.2.3, στη συνέχεια 

παραδέχεται ότι για την ίδια αυτού του είδους το µελέτης δεν είναι αποδοτικό (∆.7). 

Αντίθετα, η µαθήτρια C1 αποδίδει αξία σε στρατηγικές µελέτης που υποστηρίζουν την 

κατασκευή νοήµατος και συνδέσεων, όπως αυτή του υποθετικού κοριτσιού, αν και 

αναγνωρίζει ότι η ίδια δε µελετά πάντα µε αυτόν τον τρόπο (Ε.5). ∆ίνει έµφαση στη 

µελέτη της θεωρίας και στην αυτόνοµη επίλυση ασκήσεων (Ε1, Ε2) εκφράζοντας την 

απαρέσκειά της για την αποµνηµόνευση (Ε.3, Ε.18), ενώ παραδέχεται ότι κάποια 

διαδικαστικά πράγµατα δεν τα θυµάται και γι’ αυτό αποτυγχάνει (Ε.17). Αναφέρει, 

ωστόσο, ότι κάποιους κανόνες δε χρειάζεται να τους θυµάται απέξω, γιατί τα καταφέρνει 

και χωρίς αυτούς (Ε.15, Ε.16). 

Το τελευταίο µας φέρνει στον άξονα της µεταγνωστικής επίγνωσης, στον οποίο οι 

δύο µαθήτριες διαφοροποιήθηκαν σε µεγάλο βαθµό. Η Β2 θεωρεί ότι δεν υπάρχει κάτι 

σχετικό µε τα κλάσµατα το οποίο δεν έχει καταλάβει (∆.16, ∆.19). Επιπλέον, όταν της  

ζητήθηκε να αξιολογήσει τις απαντήσεις της στα έργα του πρώτου δοκιµίου για τους 

ρητούς, η Β2 δε φάνηκε να προβληµατίζεται ή να αµφιβάλλει για κάποια από αυτές 

(∆.23, ∆.24), παρά το γεγονός ότι είχε επιτύχει µόνο στα έργα που µπορούσαν να λυθούν 
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µε εφαρµογές διαδικασιών. Αντίθετα, η C1 ανακάλεσε τη δυσκολία που της προκάλεσαν 

τα κλάσµατα στη σχολική της πορεία (Ε.12, Ε.13), υπέδειξε τι δε θυµόταν (Ε.17) µε 

µεγάλη συνέπεια σε σχέση µε την επίδοσή της στο πρώτο δοκίµιο. Επιπλέον, όταν 

κλήθηκε να αξιολογήσει την απάντησή της σε κάθε ένα από τα έργα του πρώτου 

δοκιµίου, η C1, εντόπισε σχεδόν όλα τα έργα στα οποία είχε κάνει λάθη, σχολιάζοντας 

ότι δεν είναι σίγουρη για την ορθότητα της απάντησής της (Ε.20, Ε.21).  

Από τα παραπάνω φαίνεται ότι στον τρόπο προσέγγισης της µελέτης των µαθητριών 

Β2 και C1 µπορούν να αποδοθούν τα χαρακτηριστικά που συνθέτουν την επιφανειακή και 

τη βαθιά προσέγγιση, αντίστοιχα, και στους τρεις άξονες (στόχοι, στρατηγικές, 

µεταγνωστική επίγνωση).  

Εξετάζοντας τις απαντήσεις των δύο µαθητριών υπό ένα ευρύτερο πρίσµα, 

διαφαίνονται διαφορές και σε άλλου είδους πεποιθήσεις σχετικά µε τα µαθηµατικά, όπως 

πού αποδίδουν την ικανότητα και την επίδοση στα µαθηµατικά και τι θεωρούν οι ίδιες ως 

ενδιαφέρον έργο στα µαθηµατικά. Πιο συγκεκριµένα, η Β2 θεωρεί ότι η ικανότητα στα 

µαθηµατικά σχετίζεται µε τον υψηλό δείκτη νοηµοσύνης (∆.11) είτε µε την ικανότητα 

αποµνηµόνευσης (∆.13). Στη δήλωση ∆.13 η µαθήτρια συνδέει την καλή επίδοση στα 

µαθηµατικά και µε το «καλύτερο διάβασµα», το οποίο όµως, σε συνέπεια µε τη 

στρατηγική µελέτης που η ίδια προκρίνει, περιορίζεται στην επίλυση των ασκήσεων 

«πολλές φορές» µε στόχο την αποµνηµόνευσή τους. Για τη C1, η καλή επίδοση στα 

µαθηµατικά συνδέεται µε ένα µείγµα ταλέντου και προσπάθειας (Ε.8). ∆εν είναι 

ξεκάθαρο τι εννοεί µε την έκφραση «ταλέντο», ωστόσο διευκρινίζει ότι δεν έχει να κάνει 

µε την ευφυΐα (Ε.9). Αντίθετα, η προσπάθεια µε τη µορφή του χρόνου που αφιερώνεται 

στο αντικείµενο φαίνεται σηµαντική στη συγκεκριµένη µαθήτρια, ενώ ιδιαίτερη έµφαση 

δίνει στα εσωτερικά κίνητρα (αγάπη και ενδιαφέρον για το αντικείµενο, Ε.10). 

Τέλος, είναι εντυπωσιακή η διαφοροποίηση των δύο µαθητριών ως προς το τι θεωρεί 

η κάθε µια ενδιαφέρον έργο στα µαθηµατικά. Πιο συγκεκριµένα, η Β2 προτιµά ένα έργο 

για το οποίο θα γνωρίζει εκ των προτέρων τη διαδικασία που απαιτείται για την επίλυσή 

του, λαµβάνοντας υπόψη και το πώς θα κριθεί/βαθµολογηθεί το αποτέλεσµα (∆.21). 

Αντίθετα, η C1 επιλέγει ένα έργο το οποίο απαιτεί να σκεφτεί κάτι καινούργιο, 

εκφράζοντας ρητά την έλλειψη ενδιαφέροντος για τα έργα που απαιτούν την εφαρµογή 

κανόνων και διαδικασιών (E.18). 
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4. Συµπεράσµατα – Συζήτηση 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία αποπειραθήκαµε να διερευνήσουµε τρία 

ερευνητικά ερωτήµατα: Υπάρχουν ατοµικές διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο η 

εννοιολογική και η διαδικαστική γνώση για τους ρητούς συνδυάζονται από τους 

µαθητές; Και αν ναι, πόσο ευρείες µπορεί να είναι; Και σε τι µπορεί να οφείλονται; 

Τα αποτελέσµατα που παρουσιάσαµε στην εργασία αυτή είναι συµβατά µε την 

υπόθεση ότι υπάρχουν ατοµικές διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο τα παιδιά συνδυάζουν 

την εννοιολογική και τη διαδικαστική γνώση (Ηallet et al., 2010). Ενδεχοµένως, αυτός να 

είναι και ένας λόγος που να εξηγεί γιατί τα ευρήµατα της πληθώρας των ερευνών που 

έχουν διεξαχθεί, για το ποιο είδος γνώσης προηγείται ή είναι περισσότερο ανεπτυγµένο, 

δε συµφωνούν. Ο σχεδιασµός της ποιοτικής µας έρευνας που περιλάµβανε εις βάθος 

συνεντεύξεις ήταν καθοριστικής σηµασίας, αφού µας έδωσε τη δυνατότητα να 

παρατηρήσουµε τις στρατηγικές (διαδικαστικές ή εννοιολογικές) που ακολουθούν τα 

υποκείµενα στα έργα για τους ρητούς αφού είναι αµφίβολο αν είναι δυνατό να 

σχεδιαστούν έργα που να µετρούν αποκλειστικά διαδικαστική ή εννοιολογική γνώση 

(Schneider, & Stern, 2010).  

Επιπλέον, τα αποτελέσµατα επιβεβαίωσαν την υπόθεσή µας ότι οι ατοµικές διαφορές 

στον τρόπο που τα παιδιά συνδυάζουν τα δύο είδη γνώσης είναι δυνατόν να είναι ευρείες, 

δηλαδή να υπάρχουν «ακραίες» περιπτώσεις στις οποίες η εννοιολογική γνώση υπερτερεί 

εµφανώς της διαδικαστικής και αντίστροφα. Οι µαθητές κατατάχθηκαν σε τρεις οµάδες 

(A, B, C) ανάλογα µε την επίδοση τους στα έργα του πρώτου δοκιµίου καθώς και µε το 

είδος των στρατηγικών διαδικαστικών ή εννοιολογικών που ακολούθησαν. Όπως είχε 

προβλεφθεί, βρέθηκαν «ακραία» προφίλ, «διαδικαστικό» και «εννοιολογικό». Οι 

µαθητές µε το «διαδικαστικό» προφίλ (οµάδα Α) ολοκλήρωσαν µε επιτυχία όλα τα έργα 

που εξέταζαν διαδικαστική γνώση (π.χ. πράξεις κλασµάτων), χρησιµοποίησαν µόνο 

διαδικαστικές στρατηγικές στα έργα που µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε «χαρτί και 

µολύβι» και απέτυχαν σε όλα τα όλα που εξέταζαν που εξέταζαν στοιχειώδη και 

προχωρηµένη εννοιολογική κατανόηση. Αντίθετα, η µαθήτρια µε το «εννοιολογικό» 

προφίλ (οµάδα C) απέτυχε σε όλα τα έργα που εξέταζαν διαδικαστική γνώση, εφάρµοσε 

επιτυχώς εννοιολογικές στρατηγικές σε όλα τα έργα που µπορούσαν να αντιµετωπιστούν 
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µε «χαρτί και µολύβι», ολοκλήρωσε όλα σχεδόν τα έργα που εξέταζαν 

απλή/προχωρηµένη εννοιολογική κατανόηση και απέτυχε στα έργα που απαιτούσαν 

συνδυασµό διαδικαστικής ευχέρειας και εννοιολογικής γνώσης. 

Στη δεύτερη φάση της έρευνας, αποπειραθήκαµε να διερευνήσουµε τις αιτίες για τις 

ατοµικές διαφορές που προέκυψαν στην πρώτη φάση της έρευνας. Ένας παράγοντας που 

υποθέσαµε ότι σχετίζεται µε τη δηµιουργία τέτοιων διαφορών είναι οι πεποιθήσεις των 

µαθητών σχετικά µε τα µαθηµατικά που επηρεάζουν τον τρόπο µε τον οποίο µελετούν. 

Το είδος προσέγγισης της µελέτης των µαθηµατικών, µε τη σειρά του, επηρεάζει το 

επίπεδο κατανόησης των ρητών αριθµών από τους µαθητές. Μελετώντας περαιτέρω τις 

περιπτώσεις δύο µαθητριών, της  Β2 από την οµάδα B µε το «διαδικαστικό προφίλ» και 

της C1, από την οµάδα C µε το «εννοιολογικό» προφίλ, όσον αφορά την αίσθηση του 

ρητού, δείξαµε ότι οι διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο αντιµετώπισαν το πρώτο δοκίµιο 

συνοδεύονται από διαφορές και στον τρόπο που προσεγγίζουν τα µαθηµατικά και τη 

µελέτη τους. Η Β2 φαίνεται να έχει ως στόχο την επιτυχία στα σχολικά της καθήκοντα 

και στην εξέταση και ακολουθεί ως βασική της στρατηγική στη µελέτη το διάβασµα 

λυµένων ασκήσεων. Η C1, από την άλλη µεριά, φαίνεται να έχει ως στόχο την 

προσωπική κατασκευή νοήµατος, στόχος της είναι να κατανοήσει καλά της έννοιες και 

στη συνέχεια να προχωρήσει στην επίλυση ασκήσεων. Η Β2 φαίνεται να υιοθετεί την 

αποµνηµόνευση ως στρατηγική µάθησης, σε αντίθεση µε την C1 που ακολουθεί 

στρατηγικές µάθησης που υποστηρίζουν τη σύνδεση ιδεών. Η «απλοϊκή» και 

«εκλεπτυσµένη» προσέγγιση των Β2 και C1 αντίστοιχα διαφαίνεται και από τους 

παράγοντες στους οποίους οι δύο µαθήτριες αποδίδουν την καλή επίδοση στα 

µαθηµατικά. Η Β2 αποδίδει την καλή επίδοση στα µαθηµατικά στην ικανότητα του 

υποκειµένου να µπορεί να αποµνηµονεύει εύκολα διαδικασίες ή στον υψηλό δείκτη 

νοηµοσύνης ενώ η C1 την αποδίδει σε εσωτερικά κίνητρα, στο ενδιαφέρον για την 

ενασχόληση µε τα µαθηµατικά. Ανάλογα συµπεράσµατα για το είδος την προσέγγισης 

στη µελέτη που ακολουθούν οι δύο µαθήτριες προέκυψαν και για τις ερωτήσεις ήταν 

εστιασµένες στο αντικείµενο των ρητών αριθµών. Πιο συγκεκριµένα, όταν ζητήθηκε από 

τις δύο µαθήτριες να αξιολογήσουν τις απαντήσεις τους στα έργα του πρώτου δοκιµίου 

προέκυψε ότι η Β2 δεν έχει µεταγνωστική επίγνωση για την κατανόησή της στους ρητούς, 

υποστηρίζοντας ότι δεν υπάρχει κάτι που θεωρεί ότι δεν ξέρει ή δεν έχει καταλάβει σε 
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αντίθεση µε την C1 της οποίας οι απαντήσεις ήταν ενδεικτικές της υψηλής 

µεταγνωστικής επίγνωσης της κατανόησής της για τους ρητούς. Η απόκλιση των 

πεποιθήσεών τους σχετικά µε το αντικείµενο των ρητών φάνηκε από το είδος των 

µαθηµατικών έργων που προτιµούν που επηρεάζει τις στρατηγικές που επιλέγουν να 

ακολουθούν στα έργα σύγκρισης των ρητών. Η Β2 εκδηλώνει την προτίµησή της για τα 

έργα που απαιτούν τη χρήση κανόνων και διαδικασιών και ακολουθεί διαδικαστικές 

στρατηγικές στα έργα της σύγκρισης κλασµάτων. ∆ιαµετρικά αντίθετη είναι η θέση της 

C1 η οποία προτιµά έργα για τα οποία θα χρειαστεί να επιστρατεύσει ό,τι έχει καταλάβει 

για τα κλάσµατα και επιλέγει την εφαρµογή εννοιολογικών στρατηγικών στα έργα 

σύγκρισης. Τα παραπάνω χαρακτηριστικά διακρίνουν την επιφανειακή από τη βαθιά 

προσέγγιση στη µελέτη και είναι, σύµφωνα µε τη Σταθοπούλου (2006), ενδεικτικά της 

επίδρασης διαφορετικών πεποιθήσεων για το γνωστικό αντικείµενο, εν προκειµένω τα 

µαθηµατικά. Οι πεποιθήσεις των µαθητών για το αντικείµενο των µαθηµατικών και πιο 

συγκεκριµένα για τους ρητούς καθορίζουν τον τρόπο που το αντιµετωπίζουν κατά της 

διάρκεια της µελέτης. Οι «απλοϊκές» πεποιθήσεις για το αντικείµενο για παράδειγµα η 

πεποίθηση ότι τα µαθηµατικά είναι ένα σύνολο κανόνων και διαδικασιών συνδέονται µε 

επιφανειακές προσεγγίσεις στη µελέτη, και άρα µε το έλλειµµα εννοιολογικής 

κατανόησης. Αντίθετα, οι πιο «εκλεπτυσµένες», σύµφωνα µε τις οποίες τα µαθηµατικά 

είναι σώµα γνώσης στο οποίο οι έννοιες και οι διαδικασίες διασυνδέονται, ενθαρρύνουν 

πιο βαθιές προσεγγίσεις στη µελέτη και συνεπάγονται εννοιολογική κατανόηση στους 

ρητούς. 

 

5. Κατευθύνσεις για µελλοντική έρευνα 

 
Στην παρούσα έρευνα, επεκτείνοντας τον προβληµατισµό των Hallet et al. (2010), 

αποπειραθήκαµε να διερευνήσουµε τις αιτίες που προκαλούν τις ατοµικές διαφορές που 

αναµένουµε στον τρόπο που οι µαθητές συνδυάζουν τη διαδικαστική-εννοιολογική 

γνώση. Τα ευρήµατά µας δίνουν µία ένδειξη ότι υπάρχει σχέση µεταξύ της προσέγγισης 

που ακολουθούν οι µαθητές στη µάθηση και τη µελέτη των µαθηµατικών και τις 

διαδικαστικές/εννοιολογικές προσεγγίσεις για τους ρητούς.  
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Φυσικά, δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι έχουµε δείξει µια αιτιώδη σχέση ανάµεσα 

στο προφίλ των µαθητών (διαδικαστικό/εννοιολογικό) και τις προσεγγίσεις τους στη 

µελέτη των µαθηµατικών. Ωστόσο, τα ευρήµατά µας µπορούν να αξιοποιηθούν ως βάση 

για τη διατύπωση εύλογων υποθέσεων που θα ελεγχθούν µε περαιτέρω έρευνα. 
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7. Παράρτηµα I 

7.1. 1η  φάση της έρευνας: Ερωτηµατολόγιο Ι 

Q.1.1. Nα συµπληρώσεις τα κενά έτσι ώστε να προκύψουν ισοδύναµα κλάσµατα: 

 

         α.  
5
4
=
...
...

              β. 
7

12
=
...
...

        

 

Q.1.2. Να κάνεις τις πράξεις: 

 

             α. 
5 3
9 9
+                 β. 

24 5
21 7

−               γ. 
9 3
8 7
⋅                 δ. 

2 3
6

5 8
:  

 

Q.1.3. Να συγκρίνεις τους αριθµούς. 
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7
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Q.1.4. (i) Γραµµοσκίασε το 
1
4

 της ολικής επιφάνειας στο παρακάτω σχήµα. 

 

 

 

 

 

 

(ii) Η γραµµοσκιασµένη επιφάνεια του τριγώνου παριστάνει το 
1
3

 της ολικής του                    

επιφάνειας. Σωστό η λάθος; 

 

 

 

 

 

 

Q.1.5. ∆είξε µε ένα σχήµα το 
2
3

. Στη συνέχεια δείξε µε ένα άλλο σχήµα το 
5
3

. 

 

Q.1.6. Η Στέλλα και ο Γιώργος διαλύουν σιρόπι βύσσινο σε νερό και φτιάχνουν 

βυσσινάδα. Η κούπα του Γιώργου περιέχει 600 ml νερό. Το ποτήρι της Στέλλας 

περιέχει 200 ml νερό. Η Στέλλα ρίχνει στο ποτήρι της 50 γραµµάρια σιρόπι 

βύσσινο. Ο Γιώργος βάζει 100 γραµµάρια βύσσινο στην κούπα του. Ποιο παιδί 

έφτιαξε την πιο γλυκιά βυσσινάδα;  

 

Q.1.7. (i)  ∆ιάταξε τα 3/2, 1/9, 0.7 

 

(ii) Τοποθέτησε τους παραπάνω αριθµούς στην αριθµογραµµή. 

 

Q.1.8. (i)   Ποιο από τα κλάσµατα 
3 7
8 13
,   είναι πιο κοντά στο 

1
2

και γιατί;  
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(ii) Ποια από τα κλάσµατα 
3
4

 και 
6
7

 είναι πιο κοντά στο 1; Μπορείς να 

παραστήσεις τους αριθµούς πάνω στον άξονα; 

 

Q.1.9. Να συγκρίνεις τα κλάσµατα χωρίς να τα κάνετε οµώνυµα, εξηγώντας αναλυτικά 

πώς εργάστηκες. 

Σύγκριση 

κλασµάτων 
Εξήγηση 

8
9

 
5
4

 

 

 

 

 

 

123
220

 
6
5

 

 

 

 

 

 

6
14

 
5
8

 

 

 

 

 

 

3
5

 
1
3

 

 

 

 

 

 

3
4

 
2
3
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Q.1.10. Eίναι το παρακάτω άθροισµα είναι µεγαλύτερο από τη µονάδα; Να 

δικαιολογήσεις την απάντησή σου. 

                                                    

7 5
15 12

+
       

Q.1.11. Mπορείς να εκτιµήσεις το αποτέλεσµα της πράξης 
7 5

15 12
+  ;  

Q.1.12. Η Μαρία αγόρασε µια πίτσα από το «Βεζούβιο» και έφαγε το 
1
4

. Ο Κώστας 

αγόρασε µια πίτσα από το «Λούκουλο» και έφαγε το 1/2. Μπορείς να ξέρεις ποιο 

από τα δύο παιδιά κατανάλωσε περισσότερη πίτσα;   

Q.1.13. Αν κάποιος έφαγε το 
1
4

 µιας πίτσας, µπορείς να ξέρεις πόσα κοµµάτια έφαγε; Ή, 

πόσα κοµµάτια είχε όλη η πίτσα; 

 

 

 

3
8

 
2
7

 

 

 

 

 

2
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6
9
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10

 
10
12
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Q.1.14. Ο Κώστας λέει: Έφαγα τα 3/4 της πίτσας µου. Η Μαρία λέει: Άρα, έφαγες τρία 

κοµµάτια. Συµφωνώ / ∆ε συµφωνώ µε το συµπέρασµα της Μαρίας. 

 

Q.1.15. Πόσα ζευγάρια α, β µπορείς να βρεις ώστε να ισχύει α β=3⋅ ; 

 

Q.1.16. Ποια πράξη πρέπει να γίνει, ώστε να ισχύει η ανισότητα;  Επίλεξε µε ü 

 

 Πολλαπλασιασµός (××××) ∆ιαίρεση ( : ) 

3 …10 > 3 q q 

      5  … 2  < 5 q q 

10…
2
1

< 10 q q 

10…
4
3

> 10 q q 

 

Q.1.17. Μπορείς να προσδιορίσεις ποιος είναι ο µικρότερος θετικός αριθµός; 

Q.1.18. Υπάρχουν αριθµοί ανάµεσα στο 
2
5

 και το 
3
5

;  (Αν ναι, πόσοι;) 

Q.1.19. Μπορείς να βρεις τους αριθµούς που λείπουν; 

 

            
1 25 1.000

... . 1
2 100 ...

 + − = 
 

 

           Γιατί αυτοί οι αριθµοί που βρήκες δεν είναι µοναδικοί; 
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7.2.  2η   Φάση της έρευνας: Ερωτηµατολόγιο ΙΙ 

Q.2.1. Αν έπρεπε να συµβουλεύσεις ένα µικρότερο παιδί πώς πρέπει να διαβάζει 

µαθηµατικά, τι θα θεωρούσες πολύ σηµαντικό να του πεις;  

Q.2.2. ∆ιαβάζεις µαθηµατικά µε τον ίδιο τρόπο που διαβάζεις και τα άλλα µαθήµατα; 

Υπάρχουν οµοιότητες και διαφορές; Ένα παιδί µου είπε ότι τα µαθηµατικά είναι 

πιο πρακτικά από άλλα µαθήµατα. ∆ε χρειάζεται να ασχολείσαι τόσο µε τη 

θεωρία, αρκεί να ξέρεις τι πρέπει να χρησιµοποιήσεις για να λύνεις ασκήσεις. 

Συµφωνείς; 

Q.2.3. Παρατηρείς µια φίλη που µελετά µαθηµατικά χωρίς να λύνει ασκήσεις. Τη 

βλέπεις να αφιερώνει πολύ χρόνο διαβάζοντας τη θεωρία, να φτιάχνει 

διαγράµµατα, να γυρνά πίσω σε προηγούµενες ενότητες, να κρατά σηµειώσεις. 

Μοιάζει µε τον τρόπο που µελετάς εσύ µαθηµατικά; Έχεις κάτι να τη 

συµβουλεύσεις;  

Q.2.4. Σου έχει συµβεί να έχεις αφιερώσει πολύ χρόνο για να προετοιµαστείς για ένα 

διαγώνισµα µαθηµατικών και να µην τα πας καλά; Γιατί πιστεύεις ότι συνέβη 

αυτό; Υπάρχει περίπτωση να µην είχες µελετήσει σωστά; Τι θα άλλαζες;  

Q.2.5. Γνωρίζεις κάποιο παιδί, αγόρι ή κορίτσι, που θεωρείς ότι είναι πολύ καλό στα 

µαθηµατικά; Γιατί το θεωρείς πολύ καλό στα µαθηµατικά; Σε σχέση µε αυτό, εσύ 

είσαι ισάξια; Καλύτερη; Γιατί; Θα µπορούσες να γίνεις το ίδιο καλή στα 

µαθηµατικά; Πώς;  

Q.2.6. Πώς σας διδάσκει ο καθηγητής στο σχολείο µια καινούρια έννοια (σας δίνει 

έτοιµους τους τύπους και λύνει ασκήσεις); Τι σας λέει να διαβάσετε για την 

επόµενη φορά; Πώς σας εξετάζει (ρωτάει κανόνες, ελέγχετε τις ασκήσεις). Τι 

θέµατα σας βάζει στα διαγωνίσµατα (υπολογιστικές ασκήσεις, προβλήµατα); 

Q.2.7. Συνάντησες τα κλάσµατα πρώτη φορά στο δηµοτικό. Σου φάνηκαν εύκολα, 

δύσκολα; Άλλαξε κάτι τα επόµενα χρόνια; Γιατί; 

Q.2.8. Η ύλη για τα κλάσµατα στο σχολείο σου φαίνεται ενδιαφέρουσα/ χρήσιµη; Τι θα 

άλλαζες στη διδασκαλία για να γίνει πιο ενδιαφέρουσα/ χρήσιµη; 

Q.2.9. Ποια είναι η µεγαλύτερη δυσκολία που συνάντησες µε τα κλάσµατα; Τι έκανες 

για να την ξεπεράσεις; Στην προηγούµενη συνέντευξη ένα παιδί της ηλικίας σου 

µου είπε ότι  τα κλάσµατα δεν είναι δύσκολα, απλώς πρέπει να θυµάσαι 
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περισσότερους κανόνες. Για παράδειγµα, όταν έχεις να συγκρίνεις δυο κλάσµατα 

πρέπει να θυµάσαι ότι αλλιώς συγκρίνονται τα οµώνυµα και αλλιώς τα 

ετερώνυµα και να θυµάσαι τους κανόνες για τη σύγκριση των ετερωνύµων. 

Συµφωνείς; Εσύ θυµάσαι τους κανόνες σύγκρισης απ’ έξω; Πώς τους θυµάσαι; 

Τους χρησιµοποιείς πάντα; 

Q.2.10. Υπάρχει κάτι για τα κλάσµατα που δεν έχεις καταλάβει; Υπάρχει κάτι που ξέρεις 

ότι δεν το είχες καταλάβει στην αρχή, αλλά τώρα το έχεις καταλάβει καλά; Πώς 

είσαι σίγουρη ότι  το κατάλαβες καλά;  

Q.2.11. Η καθηγήτριά σου στο σχολείο σου δίνει την ευκαιρία να επιλέξεις ανάµεσα σε 

δύο εργασίες για τα κλάσµατα. Καµία από τις δύο δεν είναι απλή - και οι δύο 

απαιτούν σκέψη και προσοχή. Η µία µπορεί να λυθεί µε βάση τις µεθόδους που 

έχεις διδαχτεί, αλλά είναι σύνθετη γιατί απαιτεί την εφαρµογή πολλών κανόνων 

και διαδικασιών (π.χ. πράξεων). Στην άλλη δε χρειάζεται να εφαρµόσεις κανόνες, 

πράξεις και άλλες διαδικασίες, αλλά θα χρειαστεί να επιστρατεύσεις ό,τι έχεις 

καταλάβει για τα κλάσµατα µέχρι τώρα για να σκεφτείς κάτι καινούργιο. Με ποια 

από τι δύο θα προτιµούσες να ασχοληθείς; Γιατί; (αν η εργασία δεν καθόριζε το 

βαθµό σου για το τρίµηνο) 

Q.2.12. Το µικρό σου αδερφάκι/ένα µικρότερο παιδί ζητά τη βοήθειά σου γιατί δεν 

καταλαβαίνει τη σύγκριση κλασµάτων. Τι θα έκανες για να το βοηθήσεις; 

(∆ιαγράµµατα; Εξάσκηση;) 

Q.2.13. Στο ερωτηµατολόγιο που συµπλήρωσες, για ποιες ερωτήσεις είσαι σίγουρη ότι 

έχεις απαντήσει. σωστά; Για ποιες δεν είσαι σίγουρη; Ποια δραστηριότητα σου 

φάνηκε πιο απαιτητική; Γιατί; ∆ε θυµόσουν; ∆εν το είχες ξαναδεί; ∆εν το είχες 

ξανασκεφτεί; 

Q.2.14. Σχετικά µε τις ερωτήσεις που σε δυσκόλεψαν, πιστεύεις ότι αυτό συνέβη επειδή 

δε θυµόσουν συγκεκριµένα πράγµατα από τα κλάσµατα ή επειδή δεν µπορούσες 

να συνδυάσεις τις γνώσεις σου;
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8.3. Συνοπτική παρουσίαση των απαντήσεων της µαθήτριας της οµάδας 

C  

 C1 

Q.1.1. Ισοδύναµα κλάσµατα 

           

5
4
=
...
...

         
7

12
=
...
...

 

∆εν θυµόταν ποια κλάσµατα ονοµάζουµε ισοδύναµα. 

Ωστόσο µπόρεσε να συµπληρώσει τις ισότητες, 

προσεγγίζοντάς τες εννοιολογικά. 

Q.1.2. Πράξεις µε κλάσµατα Λανθασµένη απάντηση (εκτός από τον πολ/µό κλασµάτων) 

Q.1.3. Σύγκριση κλασµάτων (µε 

όµοιους αριθµητές-

παρανοµαστές) 

Σωστή απάντηση 

«Από τα οµώνυµα κλάσµατα µεγαλύτερο είναι εκείνο µε τον 

µεγαλύτερο αριθµητή, και από τα κλάσµατα µε τον ίδιο 

αριθµητή µεγαλύτερο είναι εκείνο µε τον µικρότερο 

παρανοµαστή.» 

Q.1.4. i) Γραµµοσκίαση του ¼ της 

επιφάνειας) 

       

Σωστή απάντηση 

«Χωρίζουµε τον κύκλο σε 4 ίσα κοµµάτια και παίρνουµε 

µόνο το 1 από τα 4, δηλαδή το ¼.  Άρα τελικά 2 από τα 8 

κοµµάτια.» 

 
ii) Η γραµµοσκιασµένη 

επιφάνεια του τριγώνου 

παριστάνει το 1/3   

της ολικής του                    

επιφάνειας. 

 
            Σωστό η λάθος; 

Σωστή απάντηση 

«∆εν µπορεί να είναι ίσα και τα τρία κοµµάτια αφού το α 

είναι ένα ισοσκελές τρίγωνο ενώ τα β και γ ένα ισοσκελές 

και ορθογώνιo µαζί […] Είναι το 1/4 , το 1/3 δεν είναι. 

Περισσεύει ένα κοµµατάκι. Αν το χωρίσουµε εδώ, βγαίνουν 

τέσσερα ισοσκελή τρίγωνα. Άρα είναι το ¼».                  

 

Q.1.5. ∆είξε µε ένα σχήµα το 2/3, 

στη συνέχεια µε ένα άλλο 

σχήµα το 5/3. 

Σωστή απάντηση 

2/3: Χωρίζει ένα ορθογώνιο σε 3 ίσα κοµµάτια και παίρνει 

τα 2  

5/3: Φτιάχνει 2 ορθογώνια εκ των οποίων επιλέγει και το 

ένα ολόκληρο και από το άλλο επιλέγει δύο κοµµάτια. 

Q.1.6. Η Στέλλα και ο Γιώργος 

διαλύουν σιρόπι βύσσινο σε 

νερό και φτιάχνουν 

βυσσινάδα. Η κούπα του 

Σωστή απάντηση 

Γιώργος: 
100
600
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Γιώργου περιέχει 600 ml 

νερό. Το ποτήρι της 

Στέλλας περιέχει 200 ml 

νερό. Η Στέλλα ρίχνει στο 

ποτήρι της 50 γραµµάρια 

σιρόπι βύσσινο. Ο Γιώργος 

βάζει 100 γραµµάρια 

βύσσινο στην κούπα του. 

Ποιο παιδί έφτιαξε την πιο 

γλυκιά βυσσινάδα;  

 

Στέλλα:  
50
200

 

«Τα 50g που έβαλε η Στέλλα στη βυσσινάδα είναι τα µισά 

των 100g που έβαλε ο Γιώργος στα 600g. 

Άρα πολλαπλασιάζουµε x2 

το  
50 100
200 400

= .Το 
100
400

 είναι πιο πολύ σιρόπι από το 
100
600

! 

Άρα πιο γλυκιά η βυσσινάδα της Στέλλας.» 

Q.1.7. i) ∆ιάταξη των 3/2, 1/9, 0.7 

ii) Τοποθέτηση στην 

αριθµογραµµή 

 

i) Σωστή απάντηση 

- Eκτίµηση του 0,7 µεγαλύτερου του ½=0,5 

- Eκτίµηση του 3/2 ως αριθµού µεγαλύτερου του 1 

- Eκτίµηση του 1/9 ως αριθµού µικρότερου του 1/2 

ii) Σωστή τοποθέτηση στην αριθµογραµµή. 

 
Q.1.8. Ποιο από τα κλάσµατα 

3 7
8 13
,   είναι πιο κοντά στο 

½  και γιατί;  

ii) Ποια από τα κλάσµατα 

3
4

 και 
6
7

 είναι πιο κοντά 

στο 1; Μπορείς να 

παραστήσεις τους αριθµούς 

πάνω στον άξονα; 

i) ½=0,5. 

To 7/13 µε το 7/14 δεν έχουν µεγάλη διαφορά, άρα είναι πιο 

κοντά στο ½ γιατί 7/14=0,5 

ii) Λανθασµένη απάντηση (residual thinking) 

«Είναι ίσα γιατί θέλουν 1 ακόµα για να βγάλουν 

αποτέλεσµα 1» 

Λανθασµένη αναπαράσταση στην αριθµογραµµή.» 

Q.1.9. Σύγκριση κλασµάτων       C1 

8
9      

5
4  

Σωστή απάντηση (Χρήση του 1 ως «αριθµού αναφοράς») 

8 5
9 4
<  αφού 

8 5
1 1

9 8
< > ,   

 

123
220     

6
5  

Σωστή απάντηση (Χρήση του 1 ως «αριθµού αναφοράς») 
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123 6
220 5

<
 

6
14       

5
8  

 
Σωστή απάντηση (Χρήση του ½ ως «αριθµού αναφοράς») 

6 5
14 8

<
 
αφού: 

6 1 5 1
,  

14 2 8 2
< >  

3
5         

1
3  

Σωστή απάντηση (Χρήση του ½ ως «αριθµού αναφοράς») 

3 1
5 3
>  

3
4        

2
3

 
Λανθασµένη απάντηση (κατά τη διάρκεια της συνέντευξης 

εντόπισε το λάθος της) 

3 2
4 3
=  

Είναι ίσα γιατί θέλουν ακόµα 1 και τα δύο για να βγάλουν 

αποτέλεσµα 1 (residual - gap thinking) 

3
8        

2
7

 
Λανθασµένη απάντηση (κατά τη διάρκεια της συνέντευξης 

εντόπισε το λάθος της) 

3 2
8 7
>  

«Το 3 είναι µεγαλύτερο του 2 κατά 1 και το ίδιο ισχύει για 

τους παρανοµαστές.» 

2
3        

6
9

 
Σωστή απάντηση  

2 6
3 9
=  (ισοδύναµα) 

8
10      

10
12

 
Λανθασµένη απάντηση (κατά τη διάρκεια της συνέντευξης 

εντόπισε το λάθος της) 

8 10
10 12

=  (έχουν διαφορά 2 από τον παρανοµαστή και τα  

δύο κλάσµατα -gap thinking) 

Q.1.10. Eίναι το παρακάτω 

άθροισµα είναι µεγαλύτερο 

από τη µονάδα; Να 

δικαιολογήσεις την 

απάντησή σου.                                                   

7 5
15 12

+
    

«Το  7/14 είναι 0,5, το  7/15 είναι 0,4. Το 5/10 είναι 0,5 άρα 

το 5/12 είναι λίγο µικρότερο από το 0,5.  Είναι µικρότερο 

από τη µονάδα. Νοµίζω ότι βγαίνει περίπου 0,9 όλο µαζί.» 
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Q.1.11. Mπορείς να εκτιµήσεις το 

αποτέλεσµα της πράξης 

7 5
15 12

+
 

Q.1.12. Η Μαρία αγόρασε µια πίτσα 

από το «Βεζούβιο» και 

έφαγε το 1/4. Ο Κώστας 

αγόρασε µια πίτσα από το 

«Λούκουλο» και έφαγε το 

1/2. Μπορείς να ξέρεις ποιο 

από τα δύο παιδιά 

κατανάλωσε περισσότερη 

πίτσα;   

Σωστή απάντηση 

 «Μπορεί η µία να είναι µια πίτσα µεγάλη κι η άλλη µια 

πίτσα µικρή, οπότε δεν ξέρουµε τι έχει καταναλώσει ο 

καθένας.» 

Q.1.13. Αν κάποιος έφαγε το 1/4 

µιας πίτσας, µπορείς να 

ξέρεις πόσα κοµµάτια 

έφαγε; Ή, πόσα κοµµάτια 

είχε όλη η πίτσα; 

Σωστή απάντηση 

«∆εν µπορώ να ξέρω, γιατί δε µου λέει πόσα κοµµάτια είναι 

όλη η πίτσα, αλλά αν  είχε  4 κοµµάτια τότε είχε φάει το 1.» 

Q.1.14. Ο Κώστας λέει: Έφαγα τα 

3/4 της πίτσας µου. Η 

Μαρία λέει: Άρα, έφαγες 

τρία κοµµάτια. Συµφωνώ / 

∆ε συµφωνώ µε το 

συµπέρασµα της Μαρίας. 

Σωστή απάντηση 

 «∆εν ξέρω πόσα κοµµάτια είχε όλη η πίτσα, αλλά αν είχε 4, 

τότε ο Κώστας έφαγε τα 3.» 

Q.1.15. Πόσα ζευγάρια α, β µπορείς 

να βρεις ώστε να ισχύει  

α β=3⋅ ; 

Σωστή απάντηση 

«Άπειρα ζευγάρια αριθµών.» 

 

Q.1.16. 3 …10 > 3 

                   5 … 2  < 5 

10…
1
2

< 10 

10…
3
4

> 10 

Σωστή απάντηση 

Μπόρεσε κατόπιν πειραµατισµών µε αριθµούς να καταλήξει 

στον εξής κανόνα κατά τη διάρκεια της συνέντευξης:  

«Όταν έναν αριθµό α τον πολλαπλασιάζουµε µε ένα κλάσµα 

µεγαλύτερο της µονάδας προκύπτει αριθµός µεγαλύτερος 

του α, ενώ όταν το κλάσµα είναι µικρότερο της µονάδας 

προκύπτει αριθµός µικρότερος του α.» 

Q.1.17. Μπορείς να προσδιορίσεις 

ποιος είναι ο µικρότερος 

Σωστή απάντηση 

«Αυτός που είναι ένα ‘τσικ’ από το 0. Όλοι οι αριθµοί πάνω 
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θετικός αριθµός; από το 0.[…] π.χ. το 0,1, κι ακόµα πιο µικρός το 0,00 1. 

Υπάρχουν κι άλλοι πιο µικροί..» 

Q.1.18. Υπάρχουν αριθµοί ανάµεσα 

στο 
2
5

 και το 
3
5

;  (Αν ναι, 

πόσοι;) 

Σωστή απάντηση 

«Υπάρχουν άπειροι [...] Αν τους βάλουµε στον άξονα, 

σίγουρα θα υπάρχει κάποιο κενό. Στο κενό αυτό περιέχονται 

άπειροι αριθµοί.» 

Q.1.19. Μπορείς να βρεις τους 

αριθµούς που λείπουν; 

             

1 25 1.000
... . 1

2 100 ...
 + − = 
   

Γιατί αυτοί οι αριθµοί που 

βρήκες δεν είναι µοναδικοί; 

 

Λανθασµένη απάντηση 

1 25 1.000
... . 1

2 100 ...

1 25 1 1.000
. 1 αφού

2 100 2 4000
1000

(0,5 0,25 0,5) 1
4000

 + − = ⇔ 
 

 + − = 
 

+ − ⋅ =

 

Τελικά δεν µπόρεσε να καταλήξει σε κάτι που ισχύει. 
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