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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Σε αυτήν την εργασία µελετάµε τους αριστερούς, τους δεξιούς και τους δίπλευ-

ρους πολλαπλασιαστές µίας µιγαδικής (τοπολογικής) άλγεβρας. Για µία γνήσια 

µεταθετική τοπολογική άλγεβρα (χωριστά συνεχής πολλαπλασιασµός) δίνουµε µία 

σχέση µεταξύ των πολλαπλασιαστών της, και του συνόλου των συνεχών µιγαδι-

κών συναρτήσεων επί του ολικού φάσµατός της. Επίσης, αναφερόµαστε σε συν-

θήκες, µέσω των οποίων, ένας συµπαγής πολλαπλασιαστής µίας πλήρους µετρι-

κοποιήσιµης τοπικά κυρτής άλγεβρας είναι κατ’ ανάγκη ο τετριµµένος. Περαιτέ-

ρω, µελετάµε τους διπλούς πολλαπλασιαστές µιας τοπολογικής άλγεβρας καθώς 

και τις αλγεβρικές ιδιότητές τους. Λαµβάνοντας την άλγεβρα  των συνε-

χών διπλών πολλαπλασιαστών µίας τοπικά C*-άλγεβρας  την εφοδιάζουµε µε 

µία ενέλιξη και δύο τοπολογίες (την τοπολογία των ηµινορµών και την αυστηρή 

τοπολογία, αντίστοιχα). Ως προς την πρώτη τοπολογία, τα φραγµένα στοιχεία της 

 ταυτίζονται (αλγεβρικά) µε την άλγεβρα όλων των συνεχών διπλών πολ-

λαπλασιαστών, που ορίζονται στην άλγεβρα ( )b A ,  των φραγµένων στοιχείων της 

αρχικής άλγεβρας . Τέλος, ασχολούµαστε µε τοπικά m-κυρτές *- άλγεβρες 

 µε συνεχή ενέλιξη, οι οποίες είναι τέλειες τοπολογικές άλγεβρες. Σε αυτό 

το πλαίσιο, περιγράφουµε την άλγεβρα των πολλαπλασιαστών, όταν η  όπως 

και πριν, είναι µια τοπικά C*- άλγεβρα, ως προς µια ασθενέστερη τοπολογία από 

ότι η . Το ίδιο εφαρµόζεται στην περίπτωση που η Α είναι µία ειδική τοπικά 

κυρτή H*-άλγεβρα. 

 

Λέξεις και φράσεις κλειδιά. Τοπικά C*-άλγεβρα, (αριστερός, δεξιός) πολλαπλα-

σιαστής, άλγεβρα πολλαπλασιαστών, Ανάλυση Arens-Michael. 
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ABSTRACT 

In this work, we study left, right, and two-sided multipliers of a complex (topolog-

ical) algebra. For a proper commutative topological algebra (separately continu-

ous multiplication) we give a relation between the multipliers of it, and the set of 

all continuous complex functions on its global spectrum.  We also refer to condi-

tions, under which, a compact multiplier of a complete metrizable locally convex 

algebra turns to be the trivial one. Further, we study double multipliers of a topo-

logical algebra along with algebraic properties of them.  Taking the algebra 

 of the continuous double multipliers of a locally -algebra A, we endow 

it with an involution and two topologies (called the topology of seminorms and the 

strict topology, respectively). Under the first topology, the bounded elements of 

 is (algebraically) identical with the algebra of all continuous double mul-

tipliers, defined on the algebra b(A) of the bounded elements of the initial algebra. 

Finally, we deal with locally m-convex *-algebras (A, τ) with continuous involu-

tion, which are perfect topological algebras. In this context, we describe the alge-

bra of multipliers, when A as before, is a locally C*-algebra, under a weaker to-

pology than τ. The same is applied in case A is a certain locally convex H*-

algebra. 

 

 

Key words and phrases. Locally C*-algebra, (left, right) multiplier, multiplier 

algebra, Arens-Michael decomposition. 

)(AM cd

*
C

)(AM cd



vi 

 

 

  



vii 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το 1956 ο S. Helgason [*] ασχολήθηκε µε τη θεωρία αναπαραστάσεων µετα-

θετικών αλγεβρών Banach µε ειδική αναφορά στην αρµονική ανάλυση. Σε αυτήν 

βρίσκονται και οι αρχές της έννοιας ενός πολλαπλασιαστή. Συγκεκριµένα ο 

Helgason για να προσεγγίσει το παραπάνω πρόβληµα όρισε, σε αυτό το πλαίσιο, 

την άλγεβρα των πολλαπλασιαστών. Η εν λόγω άλγεβρα αποτελείται από ειδικές 

γραµµικές απεικονίσεις, που ονοµάζονται πολλαπλασιαστές. Η γενική θεωρία των 

πολλαπλασιαστών βρίσκεται για παράδειγµα, στα [20, 29] και [30]. 

Ο ρόλος των πολλαπλασιαστών είναι ουσιαστικός σε διάφορες περιοχές των 

µαθηµατικών όπου εµφανίζεται µία αλγεβρική δοµή.  

Οι µη-νορµαρισµένες τοπολογικές άλγεβρες µε ενέλιξη έχουν ενδιαφέρουσες 

εφαρµογές και σε άλλα πεδία, όπως για παράδειγµα, στη Μαθηµατική Φυσική, 

στη Κβαντική Μηχανική και στην Κ-θεωρία. Έτσι, η θεώρηση της άλγεβρας των 

πολλαπλασιαστών για κάποιες τοπικά κυρτές *-άλγεβρες είναι ιδιαίτερης σηµασί-

ας. 

Η εργασία αυτή αποτελείται κυρίως από δύο µέρη. Στο πρώτο (§ 2.1, 2.2, 3.1) 

µελετάµε την άλγεβρα των πολλαπλασιαστών (τοπολογικών) αλγεβρών και στο 

δεύτερο (§ 3.2, 4.1), η µελέτη επικεντρώνεται στο πλαίσιο των τοπολογικών αλ-

γεβρών µε ενέλιξη. Το 1
ο
 κεφάλαιο είναι εισαγωγικό και περιλαµβάνει βασικές 

έννοιες των τοπολογικών άλγεβρών. 

Στη πρώτη παράγραφο του 2ου κεφαλαίου µελετάµε τους αριστερούς, τους 

δεξιούς και τους δίπλευρους πολλαπλασιαστές µιας άλγεβρας. Ιδιαίτερα, δίνουµε 

µία σχέση µεταξύ των πολλαπλασιαστών µιας γνήσιας µεταθετικής τοπολογικής 

άλγεβρας, και του συνόλου των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων επί του ολικού 

φάσµατός της. Στη δεύτερη παράγραφο δίνονται συνθήκες, ώστε ο µοναδικός συ-

µπαγής πολλαπλασιαστής µιας πλήρους µετρικοποιήσιµης τοπικά κυρτής άλγε-

βρας να είναι ο τετριµµένος. 

 

 [*] Helgason S., Multipliers of Banach algebras, Ann. of Math. 64(1956), 240-

254. 
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Στο 3
ο
 κεφάλαιο ορίζονται οι διπλοί πολλαπλασιαστές ( )d

M A  µιας τοπολογι-

κής άλγεβρας A  και παρουσιάζονται ορισµένες αλγεβρικές ιδιότητές τους.  

Στη δεύτερη παράγραφο η άλγεβρα ( )cd
M A  µιας τοπικά C*-άλγεβρας A  ε-

φοδιάζεται µε µία ενέλιξη και µε δύο τοπολογίες, την τοπολογία των ηµινορµών 

και την αυστηρή τοπολογία. Χρησιµοποιώντας την πρώτη από αυτές, επιτυγχά-

νουµε την (αλγεβρική) ταύτιση των φραγµένων στοιχείων της ( )cd
M A  µε την 

άλγεβρα των συνεχών διπλών πολλαπλασιαστών επί της άλγεβρας ( ) ,b A  των 

φραγµένων στοιχείων της .A  

Στο 4
ο
 κεφάλαιο θεωρούµε µία τοπικά m-κυρτή *-άλγεβρα A  µε συνεχή ενέ-

λιξη, η οποία είναι τέλεια τοπολογική άλγεβρα. Περιγράφουµε την άλγεβρα των 

πολλαπλασιαστών της ,A  ως προς µια ασθενέστερη τοπολογία, η οποία, την κά-

νει µία τοπικά C*-άλγεβρα. Το ίδιο εφαρµόζεται στην περίπτωση ορισµένων το-

πικά κυρτών H*-αλγεβρών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

1.1. Άλγεβρες –Τοπολογικές Άλγεβρες 

 

1.1.1 Ορισµός. Μία C-άλγεβρα Α (υπεράνω του σώµατος C των µιγαδικών α-

ριθµών) είναι ένας διανυσµατικός χώρος Α πάνω στο C, εφοδιασµένος µε µία δι-

µελή εσωτερική πράξη (πολλαπλασιασµός δακτυλίου) 

A A A× → : ( ), ,x y xy֏  

έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες: 

(1)   x(yz)=(xy)z (προσεταιριστική ιδιότητα) 

(2)   x(y+z)=xy+yz και (y+z)x=yx+zx (επιµεριστική ιδιότητα) 

(3)   λ(xy)=(λx)y=x(λy) 

για κάθε x,y,z A∈ ,λ∈C 

Στα επόµενα όλοι οι διανυσµατικοί χώροι και οι άλγεβρες που θεωρούµε είναι 

υπεράνω του σώµατος C των µιγαδικών αριθµών. 

• Αν ισχύει xy=yx για κάθε x,y∈ A , τότε η άλγεβρα καλείται µεταθετική. 

• Αν υπάρχει e µε e ≠ 0 έτσι ώστε να ισχύει: xe=ex=x για κάθε x∈ ,A  τότε 

λέµε ότι η άλγεβρα έχει µονάδα. Το e µε την παραπάνω ιδιότητα είναι µοναδικό 

(αν υπάρχει) και καλείται η µονάδα της A . 

• Κάθε διανυσµατικός χώρος µπορεί να θεωρηθεί ως άλγεβρα µε τον τε-

τριµµένο πολλαπλασιασµό: 0xy =  για κάθε ,x y A∈ . 

1.1.2 Ορισµός. Υπάλγεβρα µίας άλγεβρας Α καλείται κάθε µη κενό υποσύνολο 

F της Α, που είναι κλειστό ως προς τις τρεις αλγεβρικές πράξεις, δηλαδή 

,x y F

x F xy Fλ και
+ ∈

∈ ∈
 

για κάθε , ,x y F λ∈ ∈ C. 

Κάθε υπάλγεβρα είναι άλγεβρα από µόνη της. 
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1.1.3 Ορισµός. Ένα υποσύνολο u µίας άλγεβρας Α που είναι απορροφούν, ι-

σορροπηµένο, κυρτό και πολλαπλασιαστικό (:uu ⊆  u) ονοµάζεται α-κύλινδρος. 

 

1.1.4 Ορισµός. Ένας µορφισµός αλγεβρών είναι µία απεικόνιση : A Bϕ →  µε-

ταξύ δύο αλγεβρών Α και Β, η οποία διατηρεί τις αλγεβρικές πράξεις, δηλαδή για 

κάθε ,x y A∈  και λ ∈C ισχύουν οι σχέσεις: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x y x y x xϕ ϕ ϕ ϕ λ λϕ+ = + =  και ( ) ( ) ( )xy x yϕ ϕ ϕ= . 

Αν οι άλγεβρες έχουν µονάδες e,e΄ αντίστοιχα, τότε υποθέτουµε ότι ο αλγε-

βρικός µορφισµός φ τις διατηρεί µε την έννοια ότι ( )e e΄ϕ = . 

Επίσης, αν ένας µορφισµός αλγεβρών είναι ‘‘1-1’’ λέγεται µονοµορφισµός, αν 

είναι επί λέγεται επιµορφισµός, και αν είναι ‘‘1-1’’ και επί λέγεται ισοµορφισµός. 

1.1.5 Ορισµός. Έστω Α µία άλγεβρα. Ένα υποσύνολο I της Α καλείται αριστε-

ρό (αντ. δεξιό) ιδεώδες της Α, αν το I είναι ένας γραµµικός υπόχωρος της Α, έτσι 

ώστε ΑI ⊆ Ι (αντ. IA ⊆ Ι), δηλαδή xi∈Ι (αντ. ix∈Ι ) για κάθε x∈Α και i∈Ι . Ένα 

υποσύνολο I της Α καλείται δίπλευρο ιδεώδες της (ή απλώς ιδεώδες), αν είναι αρι-

στερό και δεξιό ιδεώδες. Ένα (αριστερό, δεξιό, δίπλευρο) ιδεώδες Ι της Α καλείται 

γνήσιο, αν Ι≠ Α και ένα γνήσιο (αριστερό, δεξιό, δίπλευρο) ιδεώδες της Α καλείται 

µέγιστο, αν δεν περιέχεται γνησίως σε κανένα γνήσιο ιδεώδες της Α του ίδιου τύ-

που. Τέλος, ένα µη µηδενικό (αριστερό, δεξιό, δίπλευρο) ιδεώδες Ι της Α καλείται 

ελάχιστο αν δεν περιέχει γνησίως (µη µηδενικά) ιδεώδη του ίδιου τύπου. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι: 

• Κάθε ιδεώδες µίας άλγεβρας Α είναι, ιδιαίτερα, υπάλγεβρά της. 

• Σε µία µεταθετική άλγεβρα όλα τα ιδεώδη της είναι βεβαίως, δίπλευρα. 

• Μία άλγεβρα Α καλείται απλή, αν δεν έχει µη τετριµµένα ιδεώδη, δηλαδή 

τα µόνα ιδεώδη της είναι το {0} και η Α. 

1.1.6. Ορισµός. Μία άλγεβρα Α καλείται άλγεβρα µε ενέλιξη ή ενελικτική άλ-

γεβρα ή ακόµη * -άλγεβρα, αν είναι εφοδιασµένη µε µία ενδοαπεικόνιση 

**: :A A x x→ ֏ , 
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έτσι ώστε, για κάθε ,x y A∈  και λ ∈C, να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθή-

κες: 

    ( )* * *x y x y+ = +  

  ( )x xλ λ∗ ∗=  

x x
∗∗ =     

  ( )xy y x
∗ ∗ ∗=  

Η απεικόνιση *, όπως παραπάνω καλείται ενέλιξη επί της Α. Με άλλα λόγια, 

µία ενέλιξη πάνω σε µία µιγαδική άλγεβρα είναι ένας αντιγραµµικός (: συζυγώς 

γραµµικός) αντιαυτοµορφισµός µε περίοδο 2. Το στοιχείο x
∗  της Α καλείται συζυ-

γές του x . Αν x x
∗ = , τότε το x  καλείται αυτοσυζυγές ή ερµιτιανό. Ένα στοιχείο 

x ∈Α καλείται κανονικό (: normal), αν x x xx
∗ ∗= . 

1.1.7 Ορισµός. Έστω Α,Β ∗ -άλγεβρες. Ένας ∗ -µορφισµός αλγεβρών της Α στη 

Β είναι ένας µορφισµός : A Bϕ →  έτσι ώστε ( ) ( )x xϕ ϕ ∗∗ =  για κάθε x A∈ . 

Η ϕ  καλείται ∗ -ισοµορφισµός, αν επιπλέον, είναι ‘‘1-1’’ και επί. 

1.1.8 Ορισµός. Έστω Α µία ∗ -άλγεβρα και I  ένα ∗ -ιδεώδες της. ∆ηλαδή το I 

είναι ιδεώδες της Α µε I I∗ = όπου { }:I Iα α∗ ∗= ∈ . Τότε η άλγεβρα πηλίκο Α/I 

γίνεται ενελικτική, ορίζοντας  

( )x I x I
∗ ∗+ = +  για κάθε / .x I A I+ ∈  

Η προκύπτουσα άλγεβρα καλείται ∗ -άλγεβρα πηλίκο της Α modulo I. 

1.1.9 Ορισµός. Μία άλγεβρα Α καλείται νορµαρισµένη άλγεβρα, αν ο υποκεί-

µενος γραµµικός χώρος είναι νορµαρισµένος ως προς µία διανυσµατική νόρµα, 

δηλαδή η Α είναι εφοδιασµένη µε µία απεικόνιση  

(1.1.1)     : :A x x⋅ → ֏R  

Η οποία έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

(1.1.2)    0x ≥  για κάθε x A∈  και 0 0x x= ⇔ =  (θετικά ορισµέ-

νη). 
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(1.1.3)   x y x y+ ≤ +  για κάθε ,x y A∈  (υποπροσθετική ή τρι-

γωνική ιδιότητα). 

(1.1.4)    x xλ λ=  για κάθε λ ∈C, x A∈  (απόλυτη οµογένεια). 

Επιπλέον, η (1.1.1) είναι υποπολλαπλασιαστική, δηλαδή 

(1.1.5)    xy x y≤  για κάθε ,x y A∈ . 

Με άλλα λόγια, ένας νορµαρισµένος γραµµικός χώρος ( ),A ⋅  υπεράνω του 

σώµατος C καλείται νορµαρισµένη άλγεβρα, αν ο Α είναι άλγεβρα και ικανοποιεί-

ται η σχέση (1.1.5). 

Μία διανυσµατική νόρµα πάνω σε µία άλγεβρα Α, που επιπλέον, ικανοποιεί 

την (1.1.5), καλείται αλγεβρική νόρµα. 

Μία νορµαρισµένη άλγεβρα ( ),A ⋅  καλείται άλγεβρα Banach, αν ο υποκεί-

µενος νορµαρισµένος γραµµικός χώρος είναι πλήρης, δηλαδή χώρος Banach. 

Αν µία νορµαρισµένη άλγεβρα ( ),A ⋅  έχει µονάδα e , τότε θέτουµε εξ’ ορι-

σµού 1e =  (δηλαδή η µονάδα είναι κανονική). Το εξ’ ορισµού δικαιολογείται µε 

την έννοια ότι, ακόµη και στο πλαίσιο, των τοπικά m-κυρτών αλγεβρών 

( )( ),
a a I

A p
∈

ορίζεται ισοδύναµη οικογένεια ( )a a I
q

∈
 υποπολλαπλασιαστικών ηµι-

νορµών έτσι ώστε ( ) 1
a

q e =  για κάθε a I∈ . ( Βλ. [3, σελ 51, Θεώρηµα 2.2.11]). 

Εξάλλου, η ⋅  (βλ. (1.1.1)) καλείται αλγεβρική ηµινόρµα ή υποπολλαπλασια-

στική ηµινόρµα, αν ικανοποιεί τις (1.1.3), (1.1.4), (1.1.5) καθώς και τη σχέση 

0x ≥  για κάθε x A∈ . 

Μία ηµινορµαρισµένη άλγεβρα είναι µία άλγεβρα Α εφοδιασµένη µε µία υπο-

πολλαπλασιαστική ηµινόρµα, έστω p , και συµβολίζεται µε ( ),A p  

Κάθε νόρµα είναι προφανώς ηµινόρµα. 

1.1.10 Ορισµός. Μία τοπολογική άλγεβρα είναι µία άλγεβρα Α, η οποία είναι 

τοπολογικός διανυσµατικός χώρος, έτσι ώστε ο πολλαπλασιασµός δακτυλίου της 

Α να είναι χωριστά συνεχής (δηλαδή συνεχής ως προς κάθε µία µεταβλητή). 

Στο εξής, κάθε τοπολογική άλγεβρα Α θα θεωρείται Hausdorff, (ο υποκείµενος 

τοπολογικός διανυσµατικός χώρος είναι Hausdorff ) δηλαδή η άλγεβρα Α θεωρεί-
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ται εφοδιασµένη µε µία τοπολογία, τέτοια ώστε για κάθε ,x y A∈  µε x y≠  υπάρ-

χουν ,u v ανοιχτά (στοιχεία της τοπολογίας) µε x u∈ και y v∈ , ώστε 

u v∩ = ∅  ή (επειδή A  διανυσµατικός χώρος) ισοδύναµα για κάθε 0x ≠ υπάρχει 

περιοχή u του 0 µε x u∉ ). 

Έστω Α ένας διανυσµατικός χώρος και S ένα υποσύνολο του Α. Η δείκτρια συ-

νάρτηση ή το συναρτησοειδές Minkowski Sg  του S είναι η ακόλουθη απεικόνιση: 

(1.1.6) { }:Sg A +→ ∪ ∞R  

µε ( ) { }: inf : 0,Sg x x Sλ λ λ= > ∈ , αν υπάρχει 0λ >  µε x Sλ∈ , ενώ 

( ) :Sg x = +∞ , αν x Sλ∉  για όλα τα 0λ > . 

Σχετικά ισχύουν τα εξής: 

(i) ( )Sg x < +∞ , αν το σύνολο S είναι απορροφούν (: για κάθε x A∈  υπάρχει 

0κ > , έτσι ώστε x Sλ∈  για κάθε βαθµωτό λ  µε λ κ≥ ). 

(ii) Η συνάρτηση Sg  είναι υποπροσθετική, αν το S  είναι κυρτό (: αν ,x y S∈  

και 0 1λ≤ ≤ , τότε ( )1x y Sλ λ+ − ∈ ). 

(iii) Αν το S είναι ισορροπηµένο (: για κάθε βαθµωτό λ  µε 1, S Sλ λ≤ ⊆ ), 

τότε η Sg  είναι απόλυτα οµογενής, δηλαδή 

( ) ( )S Sg x g xλ λ=  για κάθε ,x A λ∈ ∈C. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω ισχύει η πρόταση. 

1.1.11 Πρόταση. Σε κάθε διανυσµατικό χώρο η δείκτρια συνάρτηση ενός απορ-

ροφούντος, ισορροπηµένου και κυρτού συνόλου είναι ηµινόρµα. 

Έστω τώρα µία νορµαρισµένη άλγεβρα ( ),A p . Θεωρούµε την κλειστή µονα-

διαία ψευδοσφαίρα της Α, που αντιστοιχεί στην p , δηλαδή το σύνολο 

(1.1.7) ( ) ( ){ }1 : 1P x A p xu u≡ = ∈ ≤ . 

Λόγω του ορισµού του, το σύνολο u είναι κυρτό, ισορροπηµένο, απορροφούν 

και πολλαπλασιαστικό. Τότε ισχύει η σχέση  

g p
u

=  
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 Ένας κλειστός a -κύλινδρος µίας τοπολογικής άλγεβρας Α καλείται m-κύλινδρος. 

1.1.12 Ορισµός. Μία τοπολογική άλγεβρα Α καλείται τοπικά κυρτή, αν ο υπο-

κείµενος τοπολογικός διανυσµατικός χώρος Α είναι τοπικά κυρτός, δηλαδή κάθε 

περιοχή οποιουδήποτε x A∈  περιέχει µια κυρτή περιοχή του .x  

Ιδιαίτερα, µία τοπολογική άλγεβρα Α καλείται τοπικά m-κυρτή, αν η τοπολογία 

της ορίζεται από µια τοπική βάση αποτελούµενη από m-κυρτά σύνολα (: κυρτά και 

πολλαπλασιαστικά). 

Μία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα Α, της οποίας η τοπολογία ορίζεται από µία οι-

κογένεια ( )a a I
p

∈
 από υποπολλαπλασιαστικές ηµινόρµες, θα συµβολίζεται στο ε-

ξής από το ζεύγος ( )( ),
a a I

A p
∈

. Η οικογένεια ( )a a I
p

∈
, όπως προηγουµένως, θα 

καλείται θεµελιώδης, αν ικανοποιεί την επόµενη συνθήκη: 

           Για κάθε πεπερασµένο υποσύνολο F του I υπάρχει a I∈ και 

(*)               0ε > , έτσι ώστε ( ) ( )i ap x p xε ≤  για κάθε i F∈ και x A∈ . 

Ισοδύναµα, η οικογένεια 

( ) ( ){ }0 11 : ,0
a ap p

B a Iu uε ε ε ≤= = ∈ <  

είναι µία τοπική βάση της Α. Σχετικά ισχύει το ακόλουθο. 

Έστω ( )( ),
a a I

A p
∈

 µία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα. Τότε υπάρχει µία άλλη οικογέ-

νεια από υποπολλαπλασιαστικές ηµινόρµες (που ορίζονται µέσω των ,ap a I∈ ) επί 

της Α, η οποία ικανοποιεί την (*). Επιπλέον, η οικογένεια αυτή ορίζει επί της Α την 

ίδια (τοπικά m-κυρτή) τοπολογία όπως και η ( )a a I
p

∈
 ( βλ. [3, σελ. 45, Παρατήρη-

ση]).   

1.1.13 Ορισµός. Έστω Α µία άλγεβρα. Ένας χαρακτήρας f  της Α είναι ένας 

µη µηδενικός (αλγεβρικός) µορφισµός :f A → C . 

1.1.14 Ορισµός. Ονοµάζουµε αλγεβρικό φάσµα ( ή ολικό φάσµα) µιας άλγε-

βρας Α και το συµβολίζουµε ( )A
α

M  το σύνολο των χαρακτήρων της. 
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Αν ( ),A τ  είναι µία τοπολογική άλγεβρα τότε το σύνολο των συνεχών χαρα-

κτήρων της το συµβολίζουµε µε ( )AM  δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( ){ }: , 0 γραµµική συνεχής και , .A f A f f xy f x f y x y A= → ≠ = ∀ ∈M C  

Το ( )AM  καλούµε επίσης ολικό φάσµα της τοπολογικής άλγεβρας Α. 

Ορισµένες φορές για το ολικό φάσµα χρησιµοποιείται και ο όρος χώρος µέγι-

στων ιδεωδών. 

 

Ασθενής τοπολογία 

Έστω ( ),A τ  µία τοπολογική άλγεβρα και 

{ }, : γραµµική  απεικόνιση A f f A
∗ = → C (ο δυϊκός χώρος της A), 

{ }: συνεχήςA f A f∗′ = ∈ . Το σύνολο A′  είναι ο τοπολογικός συζυγής της Α. Για 

κάθε x A∈ , η συνάρτηση  

( ) ( )
:

:

x

x

q A

x q x x x

′ →

′ ′ ′=֏

+
R

 

είναι µία ηµινόρµα επί του A′ . 

Ο A′  εφοδιασµένος µε την τοπολογία που ορίζουν σ’ αυτόν οι ηµινόρµες xq , 

x A∈  γίνεται ένας τοπικά κυρτός (διανυσµατικός) χώρος µε βάση περιοχών του 

0 A′∈  την οικογένεια   ( )
=1

, 0, , 1
xi

n

q i

i

x A i nu ε ε
 

= > ∈ ≤ ≤ 
 
∩0B   όπου  

( ) ( ){ } ( ){ }: :
x ii

q x ix A q x x A x xu ε ε ε′ ′ ′ ′ ′ ′= ∈ < = ∈ < , 0, .ix Aε > ∈  

Η τοπολογία επί του A′ , όπως ορίστηκε παραπάνω, καλείται ασθενής τοπολο-

γία ή τοπολογία της απλής σύγκλισης και συµβολίζεται µε .s  ∆ηλαδή το s  συµβο-

λίζει την ασθενή *-τοπολογία ( ),A Aσ ′  επί της A′ . Το ζεύγος ( ), sA s A′ ′≡  καλεί-

ται ασθενής τοπολογικός συζυγής του Α. 
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Το ( )AM  εφοδιασµένο µε τη σχετική τοπολογία από τον sA′  γίνεται τοπολο-

γικός χώρος Hausdorff (επειδή η τοπολογία s  είναι Hausdorff). Ο τοπολογικός 

χώρος που προκύπτει συµβολίζεται µε  

( ) ( )( ) ( ), | A
A s A≡

M
M M  

και καλείται το (ολικό τοπολογικό) φάσµα της Α ή ακόµη χώρος Gel’fand. 

 

 

1.2. Καρτεσιανά γινόµενα τοπικά m-κυρτών αλγεβρών 

Έστω ( )a a I
A

∈
 µία οικογένεια τοπολογικών αλγεβρών. Θεωρούµε το καρτεσια-

νό γινόµενο 
I

F Aαα∈
= ∏ . Το F γίνεται άλγεβρα µε πράξεις κατά συντεταγµένες. 

Χρησιµοποιώντας τις απεικονίσεις προβολές 

(1.2.1)  ( ) ( ) ( )( ): : :
a a a a a

F A x x x x x , a I ,α απ π π→ = = = ∈֏  

ορίζουµε επί της F την αρχική τοπολογία, δηλαδή την τοπολογία (καρτεσιανό) 

γινόµενο. Προφανώς, οι a , a I ,π ∈  είναι αλγεβρικοί µορφισµοί και συνεπώς η F 

γίνεται τελικά, µία τοπολογική άλγεβρα. Επιπλέον, η F έχει συνεχή πολλαπλασια-

σµό, αν αυτό ισχύει για τους παράγοντες aA , a I .∈  

Στο πλαίσιο αυτό, µία τοπική βάση για την τοπολογική άλγεβρα F αποτελείται 

από σύνολα της µορφής 

(1.2.2)     ( )1

1
i i

n

a a

i

,uπ −

=
∩  

όπου τα 
iau  λαµβάνονται από τοπικές βάσεις των τοπολογικών αλγεβρών 

aA ,a I .∈  Ισοδύναµα, θεωρούµε τα σύνολα της µορφής  

(1.2.3)     
a

a I

u
∈

∏  

µε a aAu = , εκτός από ένα πεπερασµένο πλήθος δεικτών για τους οποίους τα au  

είναι στοιχεία τοπικών βάσεων των παραγόντων aA , a I .∈  

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι το καρτεσιανό γινόµενο F τοπικά κυρτών 

αλγεβρών (ειδικότερα, τοπικά m-κυρτών αλγεβρών) είναι µία τοπολογική άλγεβρα 
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του ίδιου τύπου µε τους παράγοντες. Εξάλλου, η F είναι Hausdorff, αν και µόνο αν 

η aA , a I∈ , είναι Hausdorff. Τέλος, η F είναι πλήρης, αν και µόνο αν οι παράγο-

ντες του καρτεσιανού γινοµένου είναι πλήρεις χώροι. 

 

1.3. Ανάλυση Arens-Michael 

Έστω ( )a a IA ∈  µία οικογένεια αλγεβρών, όπου το I είναι εφοδιασµένο µε µία 

µερική διάταξη ‘‘ ≤ ’’, η οποία είναι προς τα άνω κατευθυνόµενη ( : για κάθε 

, Iα β ∈  υπάρχει Iγ ∈  µε ,α γ β γ≤ ≤ ). Επιπλέον, έστω fαβ  µία οικογένεια αλ-

γεβρικών µορφισµών ( που καλούνται συνδέουσες απεικονίσεις ), έτσι ώστε  

(1.3.1)   : µεf A A , , I .αβ β α α β α β→ ∈ ≤  

Ειδικά, 

(1.3.2)    f idA , Iαα α α= ∈  

είναι ο ταυτοτικός µορφισµός της άλγεβρας A .α  

1.3.1 Ορισµός. Ένα προβολικό  ( ή αντίστροφο) σύστηµα αλγεβρών είναι µία 

οικογένεια ζευγών ( ){ }a
I

A , f ,αβ α∈
 όπου ( )a a IA ∈  είναι µία οικογένεια αλγεβρών 

και οι f ,αβ α β≤  στο I είναι αλγεβρικοί µορφισµοί, που ικανοποιούν τις (1.3.1) 

και (1.3.2). Επιπλέον, 

(1.3.3)   f f fαγ αβ βγ= �  για κάθε , , Iα β γ ∈  µε .α β γ≤ ≤  

Θεωρούµε την άλγεβρα καρτεσιανό γινόµενο 
I

F Aαα∈
= ∏  των A , Iα α ∈    

και το ακόλουθο υποσύνολό της  

(1.3.4)        ( ) ( ){ }: αν στοaA x x F x f x , I .α αβ β α β= = ∈ = ≤  

Εύκολα ελέγχεται ότι το A  είναι µία υπάλγεβρα της F. Ενδέχεται να είναι 

{ }0A .=  Αν οι άλγεβρες A , Iα α ∈ , έχουν µονάδα, έστω e , Iα α ∈ , τότε υποθέτου-

µε ότι οι συνδέουσες απεικονίσεις τις διατηρούν (δηλαδή, ( )f e e ,αβ β α α β= ≤ ), 

οπότε το στοιχείο ( )e e Fα= ∈  είναι στοιχείο της A  (και µονάδα της). 
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1.3.2 Ορισµός. Έστω ( ){ }a
I

A , fαβ α∈
 ένα προβολικό σύστηµα αλγεβρών. Η 

υπάλγεβρα A  της F, όπως στη σχέση (1.3.4), καλείται άλγεβρα προβολικό (ή αντί-

στροφο) όριο του δοθέντος προβολικού συστήµατος και συµβολίζεται µε 

(1.3.5)        ( )A lim A , f lim A lim A

α α

α αβ α α
←

= ≡ ≡
← ←

. 

Αν ( ){ }a
I

A , fαβ α∈
 είναι ένα προβολικό σύστηµα αλγεβρών, ορίζουµε µία οικο-

γένεια ( )
I

fα α∈
 αλγεβρικών µορφισµών επί της άλγεβρας προβολικό όριο A  ως 

εξής: 

(1.3.6)  :
a A

f A A , I ,α απ α= → ∈  

δηλαδή κάθε fα  είναι ο περιορισµός της απεικόνισης προβολής , Iαπ α ∈ , επί της 

A . Η απεικόνιση fα , δεν είναι γενικά επί (υπάρχουν όµως περιπτώσεις που οι fα  

είναι επί όπως για παράδειγµα στο πλαίσιο των τοπικά m-κυρτών αλγεβρών 

Frechet (πρβλ [16, σελ. 199, Lemma 2.8]). 

 Εύκολα αποδεικνύεται ότι  

(1.3.7)  f f f , , Iα αβ β α β= ∈�  µε α β≤ . 

1.3.3 Ορισµός. Ένα προβολικό σύστηµα τοπολογικών αλγεβρών είναι ένα 

προβολικό σύστηµα αλγεβρών ( ){ }a
I

A , fαβ α∈
, όπου οι άλγεβρες A , Iα α ∈  είναι 

τοπολογικές και οι απεικονίσεις fαβ  µε α β≤  στο I  είναι συνεχείς (αλγεβρικοί) 

µορφισµοί. 

Η άλγεβρα προβολικό όριο A lim A

α

α=
←

, εφοδιασµένη µε την αρχική τοπολογί-

α, που ορίζεται µέσω των f , Iα α ∈  γίνεται τοπολογική και καλείται τοπολογική 

άλγεβρα προβολικό (ή αντίστροφο) όριο (του προβολικού συστήµατος 

( ){ }a
I

A , fαβ α∈
). 

Από τα προηγούµενα και τα σχόλια στο τέλος της §1.2 προκύπτει το ακόλου-

θο. 

1.3.4 Πόρισµα. Το προβολικό όριο τοπικά m-κυρτών αλγεβρών είναι (ως προς 

την αρχική τοπολογία) µία τοπολογική άλγεβρα του ίδιου τύπου. 
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Σε σχέση µε το προηγούµενο αποτέλεσµα, στην περίπτωση που οι δοθείσες 

άλγεβρες είναι πλήρεις, ισχύει και το αντίστροφο. 

1.3.5 Πρόταση. Κάθε τοπολογική άλγεβρα προβολικό όριο A lim Aα
←

=  είναι 

κλειστή υπάλγεβρα της τοπολογικής άλγεβρας γινόµενο .F  Ειδικά, η A  είναι πλή-

ρης, αν αυτό συµβαίνει για κάθε παράγοντα Aα . 

Απόδειξη. 

Από τη συνέχεια των συνδεουσών απεικονίσεων και τους ορισµούς, προκύ-

πτει ότι η υπάλγεβρα A  της F  είναι (ως προς τη σχετική τοπολογία) κλειστή. Αν 

A , Iα α ∈  είναι πλήρης χώρος, τότε και ο χώρος καρτεσιανό γινόµενο είναι επίσης 

πλήρης. Έτσι, η A , ως κλειστός υπόχωρος του πλήρους χώρου F , είναι πλήρης 

και αυτό συµπληρώνει την απόδειξη.        

 

Στη συνέχεια θα δώσουµε µία παράσταση µιας πλήρους τοπικά m-κυρτής άλ-

γεβρας µέσω ενός προβολικού ορίου αλγεβρών Banach. Η παράσταση αυτή θεω-

ρείται κλειδί στη µελέτη των τοπολογικών αλγεβρών, καθόσον βασικά αποτελέ-

σµατα των τοπικά m-κυρτών αλγεβρών µπορούν να προκύψουν από αντίστοιχα 

των παραγόντων που είναι άλγεβρες Banach αλλά και αντίστροφα, η µελέτη των 

τοπικά m-κυρτών αλγεβρών συµβάλει στην καλύτερη κατανόηση των αλγεβρών 

Banach. 

Έστω A  µία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα και ( )0 I
uα α∈

=B  µία τοπική βάση της 

A  αποτελούµενη από m-κυλίνδρους. Θεωρούµε τις δείκτριες συναρτήσεις 

ug p
α α≡  των , Iuα α ∈ . Έτσι, παίρνουµε µία οικογένεια ( )

I
pα α∈

, από συνεχείς 

υποπολλαπλασιαστικές ηµινόρµες που ορίζουν την τοπολογία της A . 

Εξάλλου, για κάθε a I∈  το ζεύγος ( )A, pα  είναι µία ηµινορµαρισµένη άλγε-

βρα. Θεωρούµε την άλγεβρα πηλίκο  

(1.3.8)     ( )aA / ker p  

όπου ( ) ( ) ( ){ }1 0 : 0
a a a

ker p p x A p x Nα
−= = ∈ = ≡  είναι ένα κλειστό δίπλευρο 

ιδεώδες της A . Εδώ, η αντίστοιχη νόρµα δίνεται από τη σχέση 
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( )( ) ( ).
p x ker p p x .α α α+ =  

Έτσι η πλήρωση  �A A / Nα α=  της A / N , Iα α ∈  είναι µία άλγεβρα Banach. 

Επιπλέον θεωρούµε την αντίστοιχη (κανονική) απεικόνιση πηλίκο 

(1.3.9)  : A A / N , Iα α α→ ∈̻  όπου ( ) :x x x Nα α= +֏ ̻  

η οποία είναι ένας αλγεβρικός επιµορφισµός. Θεωρούµε τώρα το διάγραµµα: 

 

(όπου iα  είναι η κανονική εµφύτευση της A / Nα στην πλήρωσή της Aα ), τότε η 

a̻ είναι επίσης µορφισµός αλγεβρών. Βάσει των (1.3.2) και (1.3.3), ορίζουµε τώ-

ρα στο I  µία µερική διάταξη ≤  ως εξής: Έστω , Iα β ∈ . Τότε α β≤ , αν 

u uβ α⊆
 
ισοδύναµα ( ) ( )p x p xα β≤  για κάθε .x A∈  

Το I  εφοδιασµένο µε την πιο πάνω µερική διάταξη γίνεται (άνω) κατευθυνό-

µενο σύνολο. Έτσι, αν α β≤  στο I , τότε p pα β≤  (κατά σηµείο επί του A). 

Άρα επειδή 

N ker p ker p Nβ β α α≡ ⊆ ≡  

η απεικόνιση 

( ): :f A / N A / N f x N x Nαβ β α αβ β α→ + = +  

είναι ένας καλά ορισµένος αλγεβρικός επιµορφισµός. Επιπλέον το ακόλουθο διά-

γραµµα είναι µεταθετικό: 

 

  

 

 

̻α 
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δηλαδή 
a fαβ β= �̻ ̻   για κάθε α β≤  στο I. Εποµένως οι απεικονίσεις fαβ  µε 

α β≤  είναι συνεχείς. Εξάλλου, A / Nf id
ααα =  και f f fαγ αβ βγ= � .  

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, η οικογένεια  ( ){ }
I

A / N , fα αβ α∈
 ορίζει ένα προ-

βολικό σύστηµα αλγεβρών, που αντιστοιχεί στην τοπική βάση ( )0 I
uα α∈

=B  της 

A . Εξάλλου, θεωρώντας τις συνεχείς επεκτάσεις f αβ  των απεικονίσεων fαβ , 

λαµβάνουµε ένα προβολικό σύστηµα αλγεβρών Banach:  

( ){ }
I

A , fα αβ
α∈

, όπου a f βαβ= �̻ ̻ . 

Οπότε, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το αντίστροφο όριο ( )lim A / ker p

α

α
←

 (αντ. 

lim A

α

α
←

) είναι µία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα, (αντ. πλήρης τοπικά m-κυρτή άλγε-

βρα). 

 

Προβολικά συστήµατα απεικονίσεων. Απεικόνιση προ-

βολικό όριο 

Με ένα προβολικό σύστηµα συνόλων εννοούµε µία οικογένεια ( ){ }
I

E , fα αβ α∈
 

µε I  ένα άνω κατευθυνόµενο σύνολο δεικτών. ,E a Iα ∈  είναι (µη κενά) σύνολα 

και για α β≤  ορίζονται οι απεικονίσεις :f E Eαβ β α→ , έτσι ώστε 

i) 
Ef id , I

ααα α= ∈ . 

ii) f f f ,αγ αβ βγ α β γ= ≤ ≤� . 
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Θεωρούµε το σύνολο προβολικό (ή αντίστροφο) όριο 

( ) ( ): αν στο E lim E x x F E x f x , I

α

α α α α αβ β
α

α β
 

= = = ∈ = = ≤ 
←  

∏  

και για κάθε Iα ∈ , θεωρούµε την κανονική απεικόνιση  

:
a E

f lim E E , I

α

α α απ α= → ∈
←

. 

Ως εφαρµογή των προηγουµένων έχουµε την ακόλουθη. 

1.3.6 Πρόταση. Έστω Ε ένα (µη κενό) σύνολο, ( )I ,≤  ένα (µερικά διατεταγµέ-

νο) άνω κατευθυνόµενο σύνολο δεικτών και µία οικογένεια συνόλων ( )
I

Eα α∈
 µε 

E Eα =  για κάθε Iα ∈ . Για α β≤  στο I , θεωρούµε τις απεικονίσεις  

( ) ( ):
a E

f id E E E Eβ β α≡ = → = . 

Τότε το προβολικό όριο lim E

α

α
←

 είναι η διαγώνιος ∆ του γινοµένου

I
E E Eα ≡ =∏ ∏ , δηλαδή το σύνολο 

( ){ }I
x x x E Iα αα

µε για α
∈

∆ = = ∈ ∈ . 

Απόδειξη. 

Έστω ( )x xα= ∈∆ .Τότε για α β≤ , ( ) ( )E
f x id x x xαβ β β β α= = = , δηλαδή 

x lim E

α

α∈
←

, και συνεπώς lim E

α

α∆ ⊆
←

. 

Αντίστροφα, έστω ( )x x lim E

α

α α≡ ∈
←

, τότε x∈ ∆ , αν για τυχαίο ζεύγος 

( ) ( ) ( ), I I , f x f xα βα β ∈ × = , δηλαδή το x  έχει τις ίδιες προβολές. Πράγµατι, α-

φού το I  είναι άνω κατευθυνόµενο, υπάρχει Iγ ∈  µε α γ≤  και β γ≤ . 

Εποµένως  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )E
x f x f f x f f x id f x f x xα α αγ γ αγ γ γ γ γ= = = = = =�  

και 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )E
x f x f f x f f x id f x f x xβ β βγ γ βγ γ γ γ γ= = = = = =� . 
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Από τα προηγούµενα έχουµε x xα β=  για κάθε , Iα β ∈  και συνεπώς 

lim E

α

α ⊆ ∆
←

. Έτσι, έχουµε τελικά, lim E

α

α = ∆
←

.        

 

1.3.7 Πρόταση. Έστω ( ){ }
I

E , fα αβ α∈
ένα προβολικό σύστηµα συνόλων, S  σύ-

νολο και  : ,S E Iα αϕ α→ ∈ 
 
απεικονίσεις έτσι ώστε  

(1.3.10)  ,fαβ β αϕ ϕ α β= ≤� . Τότε ισχύουν τα εξής: 

i) Υπάρχει µία απεικόνιση 

: S E lim E

α

αϕ → =
←

έτσι ώστε fα αϕ ϕ= �  για κάθε Iα ∈ . 

ii) Η ϕ  είναι ‘‘1-1’’, αν και µόνο αν για κάθε ,x y S∈  µε x y≠ ,υπάρχει 

Iα ∈ , έτσι ώστε ( ) ( )x yα αϕ ϕ≠ . 

Απόδειξη. 

i) Ορίζουµε µία απεικόνιση : S E lim E

α

αϕ → =
←

ως εξής: 

( ) ( )( ):
I

x xα α
ϕ ϕ

∈
= . Λόγω της (1.3.10), για α β≤ , στο I , έχουµε 

( )( ) ( )f x xαβ β αϕ ϕ=  για κάθε x S∈ . 

Εποµένως ( )( )
I

x lim E

α

α αα
ϕ

∈
∈

←
 που σηµαίνει ότι η ϕ  είναι καλά ορισµένη. 

Εξάλλου, για κάθε x S∈ , έχουµε (βλ. και (1.3.6)), 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )f x f x f x x xα α α α α Ε α αϕ ϕ ϕ π ϕ ϕ= = = | =� . 

Εποµένως fα αϕ ϕ=�  για κάθε Iα ∈ . 

ii) Έστω ότι η ϕ  είναι ‘‘1-1’’. Αν ,x y S∈  µε x y≠ , θα δείξουµε ότι  

( ) ( )x yα αϕ ϕ≠  για κάποιο Iα ∈ . ∆ιαφορετικά, η σχέση ( ) ( )x yα αϕ ϕ=  για 

κάθε Iα ∈ , συνεπάγεται ( )( ) ( )( )x yα αϕ ϕ= , αν και µόνο αν ( ) ( )x yϕ ϕ= , 

οπότε x y= , το οποίο είναι άτοπο.  

Ανάλογα αποδεικνύεται και το αντίστροφο. 
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1.3.8 Πρόταση. Έστω ( ){ }
I

E , fα αβ α∈
, ( ){ }

I
H ,gα αβ α∈

 δύο προβολικά συστήµα-

τα συνόλων µε το ίδιο σύνολο δεικτών I . Θεωρούµε τα αντίστοιχα προβολικά όρια 

E lim E

α

α=
←

 και H lim H

α

α=
←

καθώς και τις κανονικές απεικονίσεις 

:
a E

f E Eα απ= →  και :
a H

g H H , Iα απ α= → ∈ . 

Υποθέτουµε ότι οι : ,E H Iα α αϕ α→ ∈  είναι απεικονίσεις, έτσι ώστε το ακό-

λουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό 

 

δηλαδή  

(1.3.11)   ,g f Iαβ β α αβϕ ϕ α β= ≤ στο� �   

Τότε υπάρχει µία µονοσήµαντα ορισµένη απεικόνιση  

: ,lim E lim H

α α

α αϕ →
← ←

 

έτσι ώστε για κάθε Iα ∈  το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό, 

 

δηλαδή f gα α αϕ ϕ=� � . 

Απόδειξη. 

  

 

 
  

  

  

 

 

 Η 
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Για την απόδειξη της πρότασης δηµιουργούµε τις προϋποθέσεις της πρότασης 

1.3.7. 

Θεωρούµε την απεικόνιση 

: : ,u f E H Iα α α αϕ α= → ∈� . 

Τότε (πρβλ. και τη σχέση (1.3.11)) έχουµε 

( ) ( ) ( )g u g f g f f f f uαβ β αβ β β αβ β β α αβ β α α αϕ ϕ ϕ ϕ= = = = =� � � � � � � �  

Εποµένως ικανοποιείται η (1.3.10), οπότε από την πρόταση 1.3.7, υπάρχει µία 

απεικόνιση  

: E H lim H

α

αϕ → =
←

 µε .u gα α ϕ= �  

Εποµένως f gα α αϕ ϕ=� � . Αποµένει να δείξουµε ότι η ϕ  είναι µοναδική. 

Έστω λοιπόν, ότι υπάρχει και µία άλλη απεικόνιση  

: E H lim H

α

αϕ ′ → =
←

 µε .u gα α ϕ′= �  

Τότε , .g g Iα αϕ ϕ α′= ∈� �  Ισχυριζόµαστε ότι ( ) ( )x xϕ ϕ′=  για κάθε x E∈ , 

οπότε ϕ ϕ ′= . ∆ιαφορετικά, υπάρχει y E∈  µε ( ) ( )y s Hαϕ ′ ≡ ∈ . Έτσι, αν 

( ) ( )y y Hαϕ ≡ ∈  και ( ) ( )y s Hαϕ ′ ≡ ∈ , υπάρχει 0 Iα ∈  µε 
0 0

y sα α≠ . Όµως επει-

δή  ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0 0 0

y g y g y g yα α α α αϕ ϕ= = = �  και  

( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0 0 0

s g s g s g sα α α α αϕ ϕ= = = � , θα είχαµε  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

g y g yα αϕ ϕ ′=� �  για κάποιο y E∈  που είναι άτοπο. 

 

Βασιζόµενοι στην προηγούµενη πρόταση δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

1.3.9 Ορισµός. Έστω ( ){ }
I

E , fα αβ α∈
, ( ){ }

I
H ,gα αβ α∈

 δύο προβολικά συστήµα-

τα συνόλων µε το ίδιο σύνολο δεικτών I και E lim E

α

α=
←

, H lim H

α

α=
←

 τα αντί-

στοιχα προβολικά τους όρια. Έστω  

: ,E H Iα α αϕ α→ ∈  

µία οικογένεια απεικονίσεων, έτσι ώστε 
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,g f Iαβ β α αβϕ ϕ α β= ≤ στο� � . 

Τότε η οικογένεια ( )
Iα α

ϕ
∈

 καλείται ένα προβολικό σύστηµα απεικονίσεων των 

δοθέντων προβολικών συστηµάτων. 

Η µονοσήµαντα ορισµένη απεικόνιση  

: E Hϕ →  µε ,f g Iα α αϕ ϕ α= ∈� �  

καλείται απεικόνιση προβολικό όριο της οικογένειας ( )
Iα α

ϕ
∈

 και συµβολίζεται µε 

lim αϕ ϕ
←

= . 

∆ίνουµε τώρα χωρίς απόδειξη την ακόλουθη πρόταση. 

1.3.10 Πρόταση. Έστω ( ){ }
I

E , fα αβ α∈
,  ( ){ }

I
H ,gα αβ α∈

,  ( ){ }
I

S ,sα αβ α∈
 προβο-

λικά συστήµατα συνόλων και οι απεικονίσεις 

 

Όπου { }
Iα α

ϕ
∈

,  { }
I

uα α∈
 είναι προβολικά συστήµατα απεικονίσεων. Θεωρούµε 

τις κανονικές απεικονίσεις 

:af E lim E Eα α
←

= → ,  :ag H lim H Hα α
←

= → ,  :as S lim S Sα α
←

= → . 

Τότε ισχύουν τα εξής: 

Η οικογένεια  

i) :au E S , Iα α αϕ α→ ∈�   είναι ένα προβολικό σύστηµα  

απεικονίσεων. 

ii) 
 

( ) ( ) ( )alim u limu limα α αϕ ϕ
← ← ←

=� �  

Τα επόµενα λήµµατα θα χρησιµοποιηθούν στην απόδειξη του βασικού θεωρή-

µατος 1.3.13 

 
 

 

 

 



19 

 

1.3.11 Λήµµα. Έστω ( ),A lim A f

α

α αβ=
←

 µία τοπολογική άλγεβρα προβολικό ό-

ριο. Αν αB  είναι µία τοπική βάση της άλγεβρας ,A Iα α ∈ , τότε η οικογένεια  

( ){ }1 : ,= f Iu uα α α α α− ∈ ∈BB  

είναι µία τοπική βάση της A . 

Απόδειξη. 

Από την (1.2.2) και τον ορισµό της σχετικής τοπολογίας, η οικογένεια 

( )1

1
i i

n

i

f uα α
−

=

 
 
 
∩ , 

όπου τα 
i

uα  είναι στοιχεία τοπικών βάσεων, , Iα α ∈B , των αλγεβρών Aα , 

είναι µία τοπική βάση για την A . Ισχυριζόµαστε ότι το ( )1

1
i i

n

i

f uα α
−

=
∩  είναι της 

µορφής ( )1
f uα α

−
 για κάποιο , Iuα α α∈ ∈B . Πράγµατι, επειδή το σύνολο δει-

κτών I  είναι (άνω) κατευθυνόµενο, υπάρχει Iα ∈  µε iα α≤  για κάθε 1 i n≤ ≤ . 

Επειδή 
i i

f f fα α α α= �  έχουµε:  

( ) ( )( )1 1 1

1 1
i i i i

n n

i i

f f fu uα α α α α α
− − −

= =

=∩ ∩  

( ) ( )1 1 1

1
i i

n

a a a

i

f f fu vα α α
− − −

=

 
= = 

 
∩ , 

Όπου το ( )1

1
i i

n

i

fv uα α α α
−

=

=∩  είναι µία περιοχή του 0 Aα∈ . Άρα, υπάρχει 

uα α∈B  µε u vα α⊆ . 

 

1.3.12 Λήµµα. Έστω ( ),A lim A f

α

α αβ=
←

 µία τοπολογική άλγεβρα προβολικό ό-

ριο και E  ένας διανυσµατικός υπόχωρος της A . Τότε (βλ. και (1.3.6)) 

(1.3.12)      ( )( ) ( )1

I

E f f E lim f E

α

α α α
α

−

∈

= =
←

∩ . 

Αν ο E  είναι κλειστός, τότε 
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(1.3.13)         ( ) ( )E lim f E lim f E

α α

α α= =
← ←

. 

Απόδειξη. 

Χρησιµοποιώντας τη συνέχεια των απεικονίσεων fαβ  και τη σχέση 

,f f fα αβ β α β= ≤�  στο I  έχουµε ότι η οικογένεια 

(1.3.14)    ( ) ( )( ){ }f E
f E , f | , I

βα αβ α ∈  

είναι ένα προβολικό σύστηµα τοπολογικών διανυσµατικών χώρων.  

Εξάλλου,  

( )( ) ( )( ) ( )f f E f f E f Eαβ β αβ β α⊆ =  για κάθε α β≤  

και άρα, σύµφωνα µε ένα αποτέλεσµα των Bourbaki, έχουµε ότι η οικογένεια 

(1.3.15)   ( ) ( )( ){ }f E
f E , f | , I

β
α αβ α ∈  

είναι ένα προβολικό σύστηµα τοπολογικών (διανυσµατικών) χώρων. Συνεπώς, τα 

( )lim f E

α

α
←

 και ( )lim f E

α

α
←

 ορίζονται. Προφανώς 

(1.3.16)       ( )( )1

I

E f f Eα α
α

−

∈

⊆∩ . 

Έστω τώρα ( ) ( )( )1

I

x x f f Eα α α
α

−

∈

≡ ∈∩ , τότε 

(1.3.17)  ( ) ( )f x x f Eα α α≡ ∈  για κάθε  Iα ∈ . 

Αυτό σηµαίνει ότι 

( )f Euα α ≠∩ Æ  για κάθε βασική (ανοιχτή) περιοχή uα  του xα  στην Aα . 

Ισοδύναµα, υπάρχει y uα∈  και ( ) ,y f E Iα α∈ ∈ µε ( ) ( )1 1 ,f y f Euα α α
− −∈ ∩  

δηλαδή ( )1
f Euα α

−
∅≠∩ . Βεβαίως, το ( )1

f uα α
−

 είναι µία βασική (ανοιχτή) πε-

ριοχή του x A∈  (βλ. Λήµµα 1.3.11) και συνεπώς x E∈ , δηλαδή 

( )( )1

I

f f E Eα α
α

−

∈

⊆∩ , 

η οποία σε συνδυασµό µε τη σχέση (1.3.16) δίνει την πρώτη ισότητα της (1.3.12). 

Η δεύτερη ισότητα της (1.3.12) είναι άµεση από τους ορισµούς. 
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Για την (1.3.13) έχουµε: 

 

( )( ) ( )( )1 1

I I

E f f E f f Eα α α α
α α

− −

∈ ∈

⊆ ⊆∩ ∩  

οπότε από τα επαγωγικά συστήµατα (1.3.14) (1.3.15) και την κλειστότητα του E  

έχουµε (βλ. και (1.3.12)) 

( ) ( ) .E lim f E lim f E E E

α α

α α⊆ = = =
← ←

 

 

∆ιατυπώνουµε τώρα ένα θεώρηµα κλειδί, χρήσιµο σε επόµενα κεφάλαια. 

1.3.13 Θεώρηµα. (Arens-Michael). Έστω A  µία Hausdorff τοπικά m-κυρτή 

άλγεβρα, { } Iuα α∈=0B  µία τοπική βάση της A  από m-κυλίνδρους και /A Nα  (αντ. 

Aα ), Iα ∈  οι νορµαρισµένες (αντ. Banach) άλγεβρες, που αντιστοιχούν στην 0B . 

Αν �A είναι η πλήρωση της A , τότε  

�/A lim A N lim A A

α α

α α→ →
⊂ ⊂ =

← ←
 (εµφύτευση Arens-Michael) 

ως προς τοπολογικούς αλγεβρικούς ισοµορφισµούς. 

Ιδιαίτερα, για κάθε Hausdorff πλήρη τοπικά m-κυρτή άλγεβρα A  µε 0B  όπως 

προηγουµένως, ισχύει 

/A lim A N lim A

α α

α α= =
← ←

 (ανάλυση Arens-Michael) 

ως προς τοπολογικούς αλγεβρικούς ισοµορφισµούς. 

Απόδειξη. 

Πρβλ., για παράδειγµα, [3, σελ. 78] ή και [31, σελ 88, Theorem 3.1].  

∆ίνουµε τώρα δύο παραδείγµατα ανάλυσης Arens-Michael. 

Παράδειγµα 1
ο
. Θεωρούµε το σύνολο [ ]0,1C

∞
 των µιγαδικών συναρτήσεων 

µε συνεχείς παραγώγους κάθε τάξης στο διάστηµα [ ]0,1 . Το σύνολο αυτό, εφοδι-

ασµένο µε τις κατά σηµείο οριζόµενες αλγεβρικές πράξεις, γίνεται µια µεταθετική 
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άλγεβρα µε µονάδα. Επί της άλγεβρας [ ]0,1C
∞

 θεωρούµε την αριθµήσιµη οικο-

γένεια ( )n n
p

∈N
 υποπολλαπλασιαστικών νορµών που ορίζονται από τη σχέση 

( ) ( ) ( ) [ ]{ }
1

0

1
: : 0,1 ,

!

n
k

n

k

p f sup f t t n
k

−

=

= ∈ ∈∑ N . 

Όπου ( )k
f  είναι η k -τάξης παράγωγος της [ ]0,1f C

∞∈  ενώ θέτουµε εξ’ορισµού, 

( )0
f f= . Η τοπολογία που ορίζει η οικογένεια ( )n n

p
∈N

 επί της άλγεβρας [ ]0,1C
∞

 

καλείται C
∞ -τοπολογία ή τοπολογία της οµαλής σύγκλισης, ως προς όλες τις παρα-

γώγους. Η τοπολογική άλγεβρα τώρα [ ]0,1C
∞

 είναι µία τοπικά m -κυρτή άλγε-

βρα Fréchet. Θεωρούµε τώρα τις νορµαρισµένες άλγεβρες  

  [ ]( ) ( ) [ ]( )0,1 , / ker 0,1 , /
n n n n

C p p C p N∞ ∞≡  

καθώς και τις αντίστοιχες πληρώσεις [ ]�( )0,1 , nC p
∞

. Τότε από την ανάλυση 

Arens-Michael, έχουµε  

 [ ] ( )( ) [ ] [ ]�( )0,1 , 0,1 0,1 ,n nn N
C p C lim C p

∞ ∞ ∞

∈ ←
≡ =  

Επιπλέον,  

[ ]�( ) ( ) [ ]0,1 , 0,1
k

nC p C
∞ =  

Όπου 
( ) [ ]0,1
k

C  είναι η άλγεβρα Banach των 
( )k

C -διαφορίσιµων µιγαδικών συ-

ναρτήσεων µε συνεχείς παραγώγους µέχρι k τουλάχιστον τάξης επί του [ ]0,1 . Η 

( ) [ ]0,1
k

C  γίνεται άλγεβρα Banach µε νόρµα που ορίζεται από τη σχέση 

( ) ( )
0 1 0 !

s
k

t s

f t
f max

s≤ ≤ =

= ∑  

Εποµένως  

[ ] ( ) [ ]
0

0,1 0,1

k

k
C Clim

≥

∞

←
=  

ως προς έναν τοπολογικό ισοµορφισµό. 
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Παράδειγµα 2
ο
. Η άλγεβρα ( ) { }: , αναλυτική επί του f f= →O C C C C  των ο-

λόµορφων συναρτήσεων σε ολόκληρο το σύνολο των µιγαδικών αριθµών C  είναι 

µία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα Fréchet. Η προηγούµενη άλγεβρα, ως πλήρης δέχε-

ται µία ανάλυση Arens-Michael. ∆ηλαδή αν θεωρήσουµε τις νορµαρισµένες άλ-

γεβρες ( ) ( ) ( )/ /n nN ker p≡O OC C  και τις πληρώσεις τους (άλγεβρες Banach) 

( )� ( )/
n n

N ≡O OC C , τότε έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )lim / limn n

n n

ker p≡ =
← ←

O O OC C C . 

Θεωρούµε τώρα την άλγεβρα του n–δίσκου { }:
n

z z n= ∈ ≤D C  : 

  ( ) ( ){ }, : η είναι αναλυτική (ολόµορφη) στο
n n n

A f C f
ο

= ∈D D C D , 

όπου { }:
n

z z n
ο

= ∈ <D C  είναι το εσωτερικό του n -δίσκου. Το ( )nA D  εφοδια-

σµένο µε την οµαλή νόρµα (νόρµα supremum), δηλαδή την  

( )
,

:
nn

A
∞

⋅ →D R  

µε 

( ){ },
: : , ,nn

f sup f z z n
∞

= ∈ ∈D N  

γίνεται µία άλγεβρα Banach. Η απεικόνιση ( ) ( ): /n n ni N A→O C D  µε 

( ) ,n ni f N f n+ = ∈
n

D N  είναι µία ισοµετρία. Επιπλέον, επειδή ( )nf A∈ D , έ-

χουµε την έκφραση 

( )
0

, ,n

n n n

n

f z z zλ λ
∞ ο

=

= ∈ ∈∑ C D . 

Αποδεικνύεται ότι η νορµαρισµένη άλγεβρα ( )( ),
n

pO C  είναι πυκνή στην 

( ) ,nA n∈ D N , δηλαδή  ( )( ) ( ) ( )( ),
, ,n n n n
p A A

∞
= ≡ ⋅O C D D   

οπότε από την ανάλυση Arens-Michael, έχουµε 

( ) { }( ) ( ) ( ),
n

n

np
Alim≡ ≡

←
O T OC C D   
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ως προς έναν αλγεβρικό-τοπολογικό ισοµορφισµό. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

Στη πρώτη παράγραφο του κεφαλαίου µελετάµε τους αριστερούς, τους δεξιούς 

και τους δίπλευρους πολλαπλασιαστές µιας άλγεβρας. Ιδιαίτερα, δίνουµε µία σχέ-

ση για µια γνήσια µεταθετική και τοπολογική άλγεβρα, µεταξύ των πολλαπλασια-

στών της και του συνόλου των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων επί του ολικού 

φάσµατός της. (Θεώρηµα 2.1.12). 

Στη δεύτερη παράγραφο δίνονται συνθήκες ώστε ο µοναδικός  συµπαγής πολ-

λαπλασιαστής µιας πλήρους µετρικοποιήσιµης τοπικά κυρτής άλγεβρας να είναι ο 

τετριµµένος. 

 

2.1. Πολλαπλασιαστές τοπολογικών αλγεβρών 

Αρχικά µε τον όρο (µιγαδική) άλγεβρα A  θα εννοούµε µια προσεταιριστική 

άλγεβρα υπεράνω του σώµατος C των µιγαδικών αριθµών. Αργότερα η A  θα εί-

ναι εφοδιασµένη και µε µία τοπολογία (τοπολογική άλγεβρα). 

Μία άλγεβρα A  είναι γνήσια αν 0,Ax x A= ∈  τότε 0x = . Όµως για τοπικά 

m-κυρτές H
∗
-άλγεβρες (βλ. κεφάλαιο 4) ισχύει η σχέση Ax xA=  για κάθε x A∈ . 

Για τον λόγο αυτό χρησιµοποιούµε στη συνέχεια, τον όρο ¨γνήσια¨ όπως στον ο-

ρισµό που ακολουθεί. 

2.1.1 Ορισµός. Μία άλγεβρα A  καλείται γνήσια ( proper ) αν για κάθε     

{ }, 0 0x A xA Ax x∈ = = ⇒ =  (∆ηλαδή αν 0xa ax= =  για κάθε 0a A x∈ ⇒ = ). 

Σχόλια. 1) Αν η A  έχει µονάδα τότε η A  είναι γνήσια. 

(Πράγµατι: για κάθε x A∈  µε { }0xA Ax= =  και εφόσον e A∈  είναι 

{ }0 0x xe ex x= = ∈ ⇒ = ) 

2) Ένα δίκτυο ( )eδ δ∈∆
µιας τοπολογικής άλγεβρας A  καλείται αριστερή (δεξιά,  

δίπλευρη) προσεγγιστική µονάδα, αν για κάθε x A∈  ισχύει ( )lim e x xδδ∈∆
=  (αντί-

στοιχα ( )lim xe xδδ∈∆
= , ( ) ( )lim lime x xe xδ δδ δ∈∆ ∈∆

= = ). Αν η A  έχει αριστερή (δεξιά, 
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δίπλευρη) προσεγγιστική µονάδα τότε είναι γνήσια. Πράγµατι, έστω ( )eδ δ∈∆
 αρι-

στερή προσεγγιστική µονάδα της A , τότε για κάθε x A∈  ισχύει ( )lim e x xδδ∈∆
= .            

Έστω { }0xA Ax= =  οπότε και 0e xδ =  για κάθε δ ∈∆ , άρα ( )lim 0e xδδ∈∆
=  συνε-

πώς 0x =  αφού ( )lim e x xδδ∈∆
= . Έτσι η A  είναι γνήσια. Ανάλογα εργαζόµαστε και 

όταν ( )eδ δ∈∆
 είναι δεξιά προσεγγιστική µονάδα της A . 

3) Μία οικογένεια { }i i I
x

∈
 µη µηδενικών στοιχείων µιας (τοπολογικής) άλγεβρας 

A  καλείται ορθογώνια βάση αν  

• 2

i i
x x=  για κάθε i I∈  

• 0
i j

x x =  για κάθε ,i j I∈  µε i j≠  και 

• για κάθε x A∈  υπάρχουν 1 2, ,..., nn i i i I∈ ∈N,  και 
1 2
, ,...,

ni i i
λ λ λ ∈C  

ώστε 
1

k

n

i ix x
κ

κ

λ
=

= ∑ . 

Ισχύει ότι, κάθε (τοπολογική) άλγεβρα µε µια ορθογώνια βάση, είναι γνήσια. 

Πράγµατι: Έστω A  (τοπολογική) άλγεβρα και { }i i I
x

∈
 ορθογώνια βάση της. Θεω-

ρούµε στοιχείο x A∈  µε { }0xA Ax= =  θα δείξουµε ότι 0x = . Αφού { }i i I
x

∈
 ορ-

θογώνια βάση της A  θα υπάρχουν 
1 2
, ,...,

ni i i
λ λ λ ∈C  ώστε 

1
k

n

i ix x
κ

κ

λ
=

= ∑ . Από το 

γεγονός ότι 2

i i
x x=  για κάθε i I∈  και 0

i j
x x =  για κάθε ,i j I∈  µε i j≠  προκύ-

πτει ότι ( )
1

k

n

i i i i i ixx x x x
µ κ µ µ µ

κ

λ λ
=

= =∑ , για κάποιο { }1,2, , nµ ∈ ⋯ . Αλλά 

{ }0
i

xx xA
µ

∈ =  συνεπώς 0ixx
µ

= . Έτσι παίρνουµε: 0i ix
µ µ

λ = , και επειδή 0ix
µ

≠  

παίρνουµε 0iµ
λ = . Συνεπώς 0iµ

λ =  για κάθε { }1,2, , nµ ∈ ⋯ . Εποµένως 

1 1

0 0
k k

n n

i i ix x x
κ

κ κ

λ
= =

= = =∑ ∑ .  
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2.1.2 Ορισµός. Αν A  µία άλγεβρα, µια απεικόνιση :T A A→  καλείται αρι-

στερός (αντίστοιχα δεξιός) πολλαπλασιαστής αν ( ) ( )T xy T x y=  (αντίστοιχα 

( ) ( )T xy xT y= ) για κάθε ,x y A∈ . 

Η T καλείται δίπλευρος πολλαπλασιαστής ή απλά πολλαπλασιαστής στην A  αν  

ισχύει ( ) ( )T x y xT y=  για κάθε ,x y A∈  και αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης 

θα γράφουµε Txy xTy= . 

 

2.1.3 Λήµµα. Έστω A  µία γνήσια άλγεβρα. Τότε κάθε πολλαπλασιαστής T  

της A  είναι γραµµική απεικόνιση. 

Απόδειξη. 

Για κάθε ,x y A∈  και ,α β ∈C είναι  

( ) ( ) ( ) ( )T x y Tx Ty z T x y z Tx z Ty zα β α β α β α β+ − − = + − − =    

( ) 0x y Tz xTz yTz xTz yTz xTz yTzα β α β α β α β+ − − = + − − =  για κάθε 

z A∈  

Άρα, ( ) 0T x y Tx Tyα β α β+ − − =  

(αφού η A  είναι γνήσια) συνεπώς ( )T x y Tx Tyα β α β+ = + . 

 

Θεωρούµε τώρα τα σύνολα 

( ) { }: /  αριστερός πολλαπλασιαστήςlM A T A A T= →  

( ) { }: /  δεξιός πολλαπλασιαστήςrM A T A A T= →  

( ) { }: /  πολλαπλασιαστήςM A T A A T= →  όπου A  µία άλγεβρα. 

Είναι φανερό ότι ( ) ( ) ( )l rM A M A M A⊆∩ . Πράγµατι, έστω 

( ) ( )l rT M A M A∈ ∩  τότε ( )lT M A∈  και ( )rT M A∈ , έτσι για κάθε ,x y A∈  έ-

χουµε ( ) ( )T xy T x y=  και ( ) ( )T xy xT y=  άρα ( ) ( )T x y xT y=  που σηµαίνει ότι 

( )T M A∈ . Εποµένως ( ) ( ) ( )l rM A M A M A⊆∩ .  

Επιπλέον αν η άλγεβρα A  είναι γνήσια ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισµός, 

δηλαδή ( ) ( ) ( )l rM A M A M A⊆ ∩ . Πράγµατι. Έστω ( )T M A∈  τότε ισχύει 
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( ) ( )T x y xT y=  για κάθε ,x y A∈  (1). Για κάθε z A∈  είναι   

( ) ( ) ( ) ( )
( )1

T xy T x y z T xy z T x y z− = ⋅ − =        

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )1 1

xy T z xT y z xy T z x T y z− = − =        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0xy T z x yT z xy T z xy T z− = − =     

και επειδή η A  είναι γνήσια προκύπτει ότι ( ) ( ) 0T xy T x y− =  για κάθε ,x y A∈  

συνεπώς ( ) ( )T xy T x y=  για κάθε ,x y A∈ , δηλαδή ( )lT M A∈ . Επίσης αφού 

( ) ( )T x y xT y=  για κάθε ,x y A∈  θα είναι και ( ) ( )T xy xT y=  για κάθε ,x y A∈  

δηλαδή ( )rT M A∈ . Τελικά ( ) ( )l rT M A M A∈ ∩ . Άρα 

( ) ( ) ( )l rM A M A M A⊆ ∩ . 

Έτσι, όταν η άλγεβρα A  είναι γνήσια µπορούµε να γράφουµε  

( ) ( ) ( )l rM A M A M A= ∩  

2.1.4 Πρόταση. Έστω A  µία άλγεβρα τότε το σύνολο ( )rM A  είναι µία άλγε-

βρα µε µονάδα την ταυτοτική απεικόνιση επί του A . 

Απόδειξη. 

Θεωρούµε γνωστό ότι στο σύνολο των απεικονίσεων  

F ={ }/ : ,   f f A A ό f όπου απεικ νιση→ . Οι πράξεις ‘‘+’’ (πρόσθεση) 

( ),f g f g→ + , ‘‘ ⋅ ’’ (σύνθεση) ( ) ( ), :f g f g fg→ ⋅ =  µε  

( ) ( ) ( )( )fg x f g x=  και βαθµωτός πολλαπλασιασµός ( ), ,f fλ λ λ→ ∈C είναι 

καλά ορισµένες. 

Με τις παραπάνω πράξεις το σύνολο F  είναι µία µιγαδική άλγεβρα µε µονάδα 

την ταυτοτική απεικόνιση επί του A . ∆ηλαδή το F εφοδιασµένο µε τις κατά ση-

µείο διανυσµατικές πράξεις και πολλαπλασιασµό τη σύνθεση απεικονίσεων, γίνε-

ται µία (προσεταιριστική) άλγεβρα µε µονάδα την ταυτοτική απεικόνιση Aid . Α-

ποδεικνύουµε ότι το ( )rM A  είναι υπάλγεβρα της F. 

Ισχυρισµός:  
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Ισχύουν: 

1. ( )rT T M A′+ ∈  για κάθε ( ), rT T M A′∈  

2. ( )rT M Aλ ∈  για κάθε λ ∈C, για κάθε ( )rT M A∈  

3. ( ) ( )rTT T T M A′ ′= ∈�  για κάθε ( ), rT T M A′∈  και 

4. Aid ( )rM A∈  

Απόδειξη ισχυρισµού: 

Έστω ( ), rT T M A′∈  καιλ ∈C, 

είναι: 

1. ( )( ) ( ) ( )T T xy T xy T xy xTy xT y′ ′ ′+ = + = + = 

    ( ) ( )( )x Ty T y x T T y′ ′+ = +  για κάθε ,x y A∈  

     Άρα ( ).rT T M A′+ ∈  

2. ( )( ) ( ) ( ) ( )T xy T xy xTy x Tyλ λ λ λ= = = =  

    ( ) ( )( ) ( ) ( )x Ty x T y x T yλ λ λ= =    

για κάθε ,x y A∈   άρα ( ).rT M Aλ ∈  

3. ( ) ( ) ( )( ) ( )TT xy T T xy T xT y′ ′ ′= = =  

    ( ) ( )xT T y x TT y′ ′=  για κάθε ,x y A∈  άρα ( ).rTT M A′∈  

4. ( ) ( )A Aid xy xy xid y= =  για κάθε ,x y A∈  άρα ( )A rid M A∈ . Εποµένως το 

σύνολο ( )rM A  ως υπάλγεβρα της F  είναι άλγεβρα µε µονάδα την ταυτοτική 

απεικόνιση επί του A . 

 

2.1.5 Πρόταση. Έστω A  µία άλγεβρα, τότε το σύνολο ( )lM A  είναι µία άλγε-

βρα µε µονάδα την ταυτοτική απεικόνιση επί του A . 

Απόδειξη. 



30 

 

 

Η απόδειξη είναι ανάλογη µε εκείνη της πρότασης 2.1.4. Ενδεικτικά αποδεικνύ-

ουµε ότι ( ) ( )lTT T T M A′ ′= ∈� για κάθε ( ), lT T M A′∈ .   Έστω ( ), lT T M A′∈  

και ,x y A∈ , είναι ( )( ) ( )( ) ( )( )TT xy T T xy T T x y′ ′ ′= = =  

( )( ) ( )T T x y TT x y′ ′=    . Άρα ( )lTT M A′∈ . 

 

2.1.6 Πόρισµα. Το σύνολο ( )M A  µιας γνήσιας άλγεβρας A  είναι µία άλγε-

βρα µε µονάδα την ταυτοτική απεικόνιση επί του A . 

Απόδειξη. 

Από τις προτάσεις 2.1.4 και 2.1.5 κάθε ένα από τα ( )rM A , ( )lM A  είναι µία 

άλγεβρα µε µονάδα την ταυτοτική απεικόνιση επί του A , οπότε και το 

( ) ( )l rM A M A∩  είναι µία άλγεβρα µε µονάδα την ταυτοτική απεικόνιση επί του 

A . Όµως ( ) ( ) ( )l rM A M A M A=∩  αφού η A  είναι γνήσια. Συνεπώς το σύνολο 

( )M A είναι µία άλγεβρα µε µονάδα την ταυτοτική απεικόνιση επί του A . 

 

2.1.7 Πρόταση. Έστω A  µία µεταθετική άλγεβρα µε µονάδα e . Τότε η 

( )M A  είναι αλγεβρικά ισοµορφική µε την A . 

Απόδειξη. 

Για κάθε x A∈ , αν θεωρήσουµε ( )xL y xy=  για κάθε y A∈  τότε είναι εύκολο 

να δείξουµε ότι ( )xL M A∈ . 

(Πράγµατι: Από τη µεταθετική και προσεταιριστική ιδιότητα έχουµε: 

Για κάθε ,y z A∈ , ( ) ( ) ( )xL yz x yz xy z= = = ( )xL y z  

και  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xL yz x yz xy z yx z y xz yL z= = = = =  ) 

Η απεικόνιση  ( ): A M Aφ →  

        
x

x L
φ→  είναι αµφιµονοσήµαντη διότι, υποθέτοντας ότι  

( ) ( )x yφ φ=  έχουµε ( ) ( )( ) για κάθε    
x y x y

L L L L Aω ω ω= ⇒ = ∈ ⇒  
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( )     x y ά Aω ω για κ θε ω= ∈  και για eω =  η τελευταία δίνει x y= . 

Ακόµα ( ) ( ) ( )x y x yx y L L L x yφ φ φ++ = = + = + . 

Πράγµατι για κάθε z A∈  είναι  

( ) ( )x yx y z L z x y z xy xzφ ++ = = + = + =   

 ( ) ( ) ( ) ( )( )x yL z L z x z y z x y zφ φ φ φ+ = + = +  

Άρα ( ) ( ) ( )x y x yφ φ φ+ = + , για κάθε ,x y A∈ . 

Επίσης ( ) ( )x xx L L xλφ λ λ λφ= = =  

Πράγµατι για κάθε z A∈  είναι  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x
x z L z x z xz L z x z x zλφ λ λ λ λ λ φ λφ= = = = = =        για κάθε 

z A∈ . 

Άρα ( ) ( )x xφ λ λφ=  για κάθε λ ∈C , x A∈ . 

Επιπλέον ( ) ( ) ( )xy x yxy L L L x yφ φ φ= = ⋅ = ⋅ . 

Πράγµατι για κάθε z A∈  είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xy y
xy z L z xy z x yz x L zφ = = = = =  

( ) ( ) ( ) ( )( )x y x y
L L z L L z x y zφ φ= ⋅ = ⋅ .  

Άρα η φ  είναι και οµοµορφισµός αλγεβρών. 

Υποθέτουµε τώρα ότι ( )T M A∈ . Θέτουµε ( ) 0T e x=  τότε ( )( )
00 : xx L Tφ = = . 

Πράγµατι z A∈  είναι ( )
00 0 0xx z L z x z zxφ = = = ( A-µεταθετική)=

zTe Tze Tz= = . 

 Άρα η φ  είναι και επί. 

Εποµένως η ( ): A M Aφ →  είναι ισοµορφισµός αλγεβρών. 

 

Υπενθυµίζουµε ότι αν A  είναι µία τοπολογική άλγεβρα και B  ένα µη κενό 

υποσύνολό της, το B  θα λέγεται φραγµένο, αν για κάθε περιοχή u  του µηδενός 

υπάρχει 0λ >  τέτοιο ώστε, για κάθε κ ∈C  µε κ λ>  να ισχύει B uκ⊆ . 
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Έστω A  µία τοπολογική άλγεβρα και έστω ( )L A
C

 το σύνολο όλων των συνε-

χών γραµµικών απεικονίσεων από την A  στην .A  Τότε το ( )L A
C

 είναι µία άλγε-

βρα, ως προς τη σύνθεση µε µοναδιαίο στοιχείο την ταυτοτική απεικόνιση Aid . 

Εφοδιάζουµε την ( )L A
C

 µε την παρακάτω τοπολογία. Έστω {U} η οικογένεια 

όλων των κλειστών ισορροπηµένων περιοχών του 0 A∈ . Έστω β η οικογένεια 

όλων των φραγµένων υποσυνόλων της A . Για κάθε B∈β και u∈{U} θεωρούµε 

το εξής υποσύνολο του ( )L A
C

 : ( ) ( ) ( ){ }, :T B T L A T Bu u= ∈ ⊆
C

. Αν το B  δια-

τρέχει το β και το u  διατρέχει το {U}, η οικογένεια ( ),T B u  ορίζει µία τοπολο-

γία πάνω στο ( )L A
C

 η οποία καλείται ισχυρή τοπολογία .Είναι εύκολο να δει κα-

νείς ότι το ( )L A
C

 είναι ένας Hausdorff τοπολογικός διανυσµατικός χώρος. 

Επιπλέον για κάθε δοσµένη ( ),T B u  περιοχή του 0 στο ( )L A
C

 και για κάθε 

σταθερό ( )0T L A∈
C

 αν επιλέξουµε v∈{U} έτσι ώστε ( )0T v u⊆  τότε για κάθε 

( ),S T B v∈  είναι ( )( ) ( )0 0T S B T v u⊆ ⊆  το οποίο δείχνει ότι η απεικόνιση: 

( ),T S TS→  είναι χωριστά συνεχής. Με άλλα λόγια το ( )L A
C

 γίνεται µε την ι-

σχυρή τοπολογία µια τοπολογική άλγεβρα. 

Αν A  είναι µια πλήρης µετρικοποιήσιµη τοπολογική άλγεβρα, τότε και η 

( )L A
C

 είναι πλήρης ως προς την ισχυρή τοπολογία (πρβλ. [30, σελ. 122]). 

 

2.1.8 Ορισµός. Μία τοπολογική άλγεβρα Fréchet είναι µία τοπολογική άλγε-

βρα, της οποίας ο υποκείµενος τοπολογικός χώρος είναι Fréchet δηλαδή πλήρης 

και µετρικοποιήσιµος. 

Ιδιαίτερα, χρησιµοποιούµε και την εξής ορολογία: µία πλήρης µετρικοποιήσιµη 

τοπικά κυρτή άλγεβρα καλείται Β0-άλγεβρα, ενώ για µία πλήρη µετρικοποιήσιµη 

τοπικά m-κυρτή άλγεβρα θα χρησιµοποιούµε τον όρο Fréchet τοπικά m-κυρτή άλ-

γεβρα. 
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Έτσι αν A  είναι µία 0B -άλγεβρα (πλήρης µετρικοποιήσιµη τοπικά κυρτή άλ-

γεβρα) ή µία Frechet τοπικά m-κυρτή άλγεβρα (πλήρης µετρικοποιήσιµη τοπικά 

m-κυρτή άλγεβρα), τότε η ( )L A
C

 είναι µια πλήρης τοπολογική άλγεβρα. 

 

2.1.9 Θεώρηµα. Αν A  είναι µία γνήσια τοπολογική άλγεβρα τότε κάθε πολ-

λαπλασιαστής της έχει κλειστό γράφηµα. 

Απόδειξη. 

Έστω T ένας πολλαπλασιαστής της A . 

Έστω { }xδ ένα δίκτυο στην A  τέτοιο ώστε x xδ → και ( )T x yδ → όπου 

y A∈ . 

Θεωρούµε z τυχαίο στοιχείο της A . Από τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού 

θα έχουµε x z xzδ → και ( ) ( )T z x T z xδ → . 

Αφού ο T είναι πολλαπλασιαστής θα ισχύει  ( ) ( )T zx T z x zTxδ δ δ= = . 

Έχουµε ( ) ( )( ) ( )lim limzTx T z x T z x zTxδ δδ δ
= = =   (1) 

   και ( )lim zTx zyδδ
=   (2) 

Από (1) και (2) προκύπτει ότι ( ) 0zTx zy z Tx y= ⇒ − =  για κάθε z A∈ , 

άρα ( ) { }0A Tx y− =  και εφόσον η A  είναι γνήσια συµπεραίνουµε ότι Tx y=  

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη. 

 

2.1.10 Πόρισµα. Κάθε πολλαπλασιαστής µιας γνήσιας, πλήρους µετρικοποιή-

σιµης άλγεβρας A , ιδιαίτερα 0B -άλγεβρας ή Fréchet τοπικά m-κυρτής ή Banach 

είναι συνεχής. 

Απόδειξη. 

Προκύπτει άµεσα από το θεώρηµα του κλειστού γραφήµατος (πβλ. [19]) και 

από το θεώρηµα 2.1.9. 
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2.1.11 Θεώρηµα. Έστω A  µια γνήσια πλήρης µετρικοποιήσιµη τοπολογική 

άλγεβρα, τότε η ( ) { }: ,  πολλαπλασιαστήςM A T A A T= →  είναι κλειστή υπάλγε-

βρα της ( )L A
C

 ως προς την ισχυρή τοπολογία. ( Όπου ( )L A
C

, το σύνολο όλων 

των συνεχών γραµµικών απεικονίσεων από την A  στην A). 

Απόδειξη. 

Αφού η A  είναι γνήσια, κάθε ( )T M A∈  είναι γραµµική και από το πόρισµα 

2.1.10 προκύπτει ότι ( ) ( )M A L A⊆
C

 (επειδή κάθε πολλαπλασιαστής της A  είναι 

γραµµική και συνεχής απεικόνιση). Επίσης από την πρόταση 2.1.6 η ( )M A  είναι 

µία άλγεβρα. 

Για να αποδείξουµε ότι το ( )M A  είναι κλειστό, θεωρούµε ένα δίκτυο Tδ  στο 

( )M A  έτσι ώστε ( ) ( ) ( )T T M A L A L Aδ → ∈ ⊆ =
C C

.Σηµειώνουµε εδώ ότι η 

( )L A
C

 είναι πλήρης (αφού η A  είναι πλήρης και µετρικοποιήσιµη (πρβλ. [30]). 

Έτσι για κάθε ,x y A∈  έχουµε ( ) ( )T x y xT yδ δ=   (1) 

Εποµένως ( ) ( ) ( )
( )

( )
1

lim lim limT x y T x y T x y xT yδ δ δδ δ δ
= = = =            

   ( ) ( )limx T y xT yδδ
= =   . 

∆ηλαδή ( ) ( )T x y xT y=  ή Txy xTy=  για κάθε ,x y A∈  που σηµαίνει ότι

( ).T M A∈  

 

Έστω A  µία γνήσια µεταθετική τοπολογική άλγεβρα, και ( )M A  η άλγεβρα 

των πολλαπλασιαστών της. 

Θεωρούµε το ολικό φάσµα ( )AM  της A  δηλαδή το σύνολο 

( ) ( ) ( ) ( ){ }: , 0 γραµµική συνεχής και για κάθε ,A f A f f xy f x f y x y A= → ≠ = ∈M C

το οποίο υποθέτουµε ότι είναι διάφορο του κενού, τότε κάθε γραµµικός πολλα-

πλασιαστής ( )T M A∈  µπορεί να αναπαρασταθεί από µία συνεχή απεικόνιση επί 

του ( )AM  (βλ. Θεώρηµα 2.1.12). 
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Συµβολίζουµε µε ( )lM A  το υποσύνολο της (άλγεβρας) ( )M A  που αποτελείται 

από τους γραµµικούς πολλαπλασιαστές της .A  Επειδή η A  είναι γνήσια βάση του 

λήµµατος 2.1.3 έχουµε ( ) ( )lM A M A= .  

Για κάθε x A∈ , θέτουµε  ɵ ( ) ( ) ( ),x f f x f A= ∈M   ( ɵ ( ):x A →M C  µετασχηµα-

τισµός Gel’fand του x ). 

 

Στο προηγούµενο πλαίσιο έχουµε το ακόλουθο. 

2.1.12 Θεώρηµα. Κάθε ( )lT M A∈  αντιστοιχεί σε µία συνεχή απεικόνιση 

( ):T Aµ →M C  τέτοια ώστε � ɵTTx xµ= ⋅  όπου ( )Tx T x=  για κάθε x A∈  

Απόδειξη. 

Ορίζουµε την απεικόνιση ( ):T Aµ →M C  όπου 

( ) ( ) ( ):
T Tf f f T xµ µ→ = �  

µε ,x A∈  τέτοιο ώστε ( ) 1f x = . 

Αρχικά θα αποδείξουµε ότι η 
Tµ  είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι υποθέτουµε 

ότι υπάρχουν 1 2,x x A∈  µε ( ) ( )1 2 1f x f x= =  τότε: 

( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 2f T x x f T x x f x Tx= =�  (αφού T  πολλαπλασιαστής) 

( ) ( ) ( )1 2 2f x f Tx f Tx= =   (1) 

και ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1f T x x f T x x=� �  ( Aµεταθετική) 

      ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 1f T x x f x Tx f x f Tx f Tx= = = =   (2) 

Από (1) και (2) έπεται ότι ( ) ( )1 2f Tx f Tx=  και εποµένως η 
Tµ είναι καλά ο-

ρισµένη. 

Επιπλέον παρατηρούµε ότι για κάθε ( )f A∈M  και x A∈  είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

T f f x f T x f xµ = �  (µε ( )1 1f x = ) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1f Tx f x f Tx x f Tx x f x Tx= = = =  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1f x f T x f T x f T x= = ⋅ =� � . 
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Άρα ( )( ) ( ) ( )Tf T x f f xµ= ⋅�  για κάθε x A∈ . 

Για x A∈  και ( )f A∈M  έχουµε  

ɵ( )( ) ( ) ɵ ( ) ( ) ( )T T T
x f f x f f f xµ µ µ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

( )( ) ( )( ) ( ) � ( )f T x f T x f Tx Tx f= = =�  

∆ηλαδή ɵ( )( ) � ( )T
x f Tx fµ ⋅ = για κάθε ( )f A∈M . Άρα ɵ �T x Txµ ⋅ =  για κάθε 

x A∈ . 

Αποδεικνύουµε τώρα ότι η 
Tµ  είναι συνεχής σε κάποιο ( )0f A∈M  (τυχαίο). 

Υπάρχει 0x A∈  µε ( )0 0 1f x =  (για παράδειγµα αν ( )0 1 0f x ≠  τότε 
( )

1
0

0 1

x
x

f x
= ). 

Έστω 0ε >  (τυχαίος θετικός πραγµατικός αριθµός) τότε υπάρχει 10 1ε< <  τέτοιο 

ώστε 
( )0 0

1

1

1

1

f Tx
ε ε

ε

+
≤

−
 (ως 1ε  θα µπορούσαµε να πάρουµε και τον αριθµό 

( )0 0
1 f Tx

ε
ε + +

). 

Έστω U ′  το σύνολο όλων των ( )f A∈M  µε ( ) ( )0 0 0 1f Tx f Tx ε− <  και 

( ) ( )0 0 0 1f x f x ε− <  τότε το U ′  είναι µια ασθενής *-περιοχή της 0f  στην 

( ).AM  Η ( ) ( )0 0 0 1f x f x ε− <  γράφεται ( )0 11f x ε− <  επειδή όµως 

( ) ( )0 01 1f x f x− ≤ −  παίρνουµε ( )0 11 f x ε− ≤  οπότε ( )1 00 1 f xε< − ≤  και 

( ) ( ) ( )0 0 0 11 1 1 1 1f x f x f x ε= − + ≤ − + < +  άρα ( )1 0 10 1 1f xε ε< − ≤ < +  οπό-

τε 
( )1 10

1 1 1
0

1 1f xε ε
< < ≤

+ −
.  

Για κάθε f U ′∈  έχουµε 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )0 0 0 0 0

0 0 0

1 1T T T Tf f f f x f f x
f x f x

µ µ µ µ− = − =   

( )� ( )
( )

( )� ( )
( )0 0

0 0 0

1 1T T

0 0f x f f x f
f x f x

µ µ− =
 

	 ( )
( )

	 ( )
( )0 0 0

0 0 0

1 1
Tx f Tx f

f x f x
− = ( )

( )
( )

( )0 0 0

0 0 0

1 1
f Tx f Tx

f x f x
− =  

( )
( )

( )0 0 0

0

1
f Tx f Tx

f x
− =   (αφού ( )0 0 1f x = ) 

   

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

1 1
1 1f Tx f Tx f Tx f Tx f Tx

f x f x

   
− − + − + − ≤      

   
 

   

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

1 1
1 1f Tx f Tx f Tx f Tx f Tx

f x f x
− − + − + − <  

   

( )
( )

( )
( )

( )
0 0

1 0 0 1

0 0

1 1f x f x
f Tx

f x f x
ε ε

− −
+ + <

       

   
( )

( )
( )

( )
( )

1 0 01 1
1 0 0 1 1

0 0 0

1
f Tx

f Tx
f x f x f x

εε ε
ε ε ε

 +
+ + = + ≤  

 
 

( ) ( )1 0 0 0 0

1 1

1 1

1
1

1 1

f Tx f Txε
ε ε ε

ε ε

 + +
+ = ≤  − − 

. 

και έτσι η 
Tµ  είναι συνεχής.  

 

2.1.13 Πρόταση. Έστω A  µία γνήσια µεταθετική τοπολογική άλγεβρα. 

Τότε η απεικόνιση  ( ): M Aψ →C ( )( )AM  µε ( )( ):T
T T

ψ µ ψ→ =  είναι 

αλγεβρικός µορφισµός. 

Απόδειξη. 

Έστω ( ), l
T S M A∈  τότε είναι φανερό ότι ( )l

aT bS M A+ ∈ και ( )l
TS M A∈  

αφού ( ) ( )l
M A M A=  και η ( )M A  είναι άλγεβρα µε τις κατά σηµείο διανυσµα-

τικές πράξεις και πολλαπλασιασµό τη σύνθεση απεικονίσεων. 
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Είναι ( ) ( ):aT bS
aT bS Aψ µ ++ = →M C  

µε ( ) ( )( )( )aT bS
f f aT bS xµ + = +�  όπου ( ) 1f x =  και ( )f A∈M . 

Έτσι ( ) ( )( )( ) ( ) ( )aT bS f f aT bS x f aT bS xµ + = + = + =  �  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f aT x bS x f aT x f bS x af T x bf S x+ = + = + =  

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )T S T Sa f T x b f S x a f b f a b fµ µ µ µ+ = + = +� �  

αφού ( ) 1f x = . ∆ηλαδή 

( ) ( )( ) ( ), για κάθεaT bS T Sf a b f f Aµ µ µ+ = + ∈M  άρα 
aT bS T S

a bµ µ µ+ = +  

που σηµαίνει ότι ( ) ( ) ( )aT bS a T b Sψ ψ ψ+ = +  για κάθε 

( ) ( ), l
T S M A M A∈ =  και για κάθε ,a b∈C . 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TS
TS f f f TS xψ µ= = =�    (µε ( ) 1f x = ) 

 ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f T S x f T S x f T S x= =� � �           (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T S T ST S f f f fψ ψ µ µ µ µ= = =    

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )f T x f S x f T x f S x= =� � ( ) ( )( )f T x S x  (αφού  

( )f A∈M ) 

 ( )( )( )f xT S x=      (αφού ( )T M A∈  ) 

 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1f x f T S x f T S x= = ⋅ �  

 ( ) ( )f T S x= � �         (2)    (αφού ( ) 1f x = ) 

Από (1) και (2) έχουµε ( )( ) ( ) ( ) ( )TS f T S fψ ψ ψ=     για κάθε ( )f A∈M  

Άρα ( ) ( ) ( )TS T Sψ ψ ψ=     για κάθε ( ) ( ), l
T S M A M A∈ =  και αυτό ολο-

κληρώνει την απόδειξη. 

Υπενθυµίζουµε ότι µία άλγεβρα Aκαλείται ηµιαπλή όταν ισχύει ( ) { }0R A =  

όπου ( )R A  το ριζικό Jacobson της άλγεβρας (πβλ. [3, σελ 104]). 
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2.1.14 Θεώρηµα. Αν A  είναι µία ηµιαπλή µεταθετική άλγεβρα Banach, τότε 

για κάθε ( ) ,T M A∈  η 
Tµ είναι φραγµένη συνάρτηση στο ( )AM . 

Απόδειξη. 

Ως γνωστόν κάθε ηµιαπλή άλγεβρα είναι γνήσια. (Βλ. [17, σελ. 142, Lemma 

1.1]).  

Από το πόρισµα 2.1.10 και το λήµµα 2.1.3 κάθε ( )T M A∈  είναι συνεχής και 

γραµµική απεικόνιση, άρα είναι ένας φραγµένος γραµµικός τελεστής πάνω στην 

A  και εφόσον αυτή είναι Banach θα ισχύει .T < ∞ (όπου 

( ){ } ( ){ }sup : , 1 sup : , 1T T x x A x T x x A x= ∈ = = ∈ ≤ ) 

Επίσης για κάθε ( )f A∈M , ισχύει 1f
∞

≤  (πρβλ. [2, σελ. 91 πρόταση 

4.1.4]). 

Για κάθε ( )f A∈M , έστω ( )
1

sup 1
f

x

f f xα
∞

=
= = ≤ . 

Από τον ορισµό, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T
f x f f T x f T xµ⋅ = =�  για κάθε x A∈ , έχου-

µε  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )T Tf x f f x f f T x f T xµ µ⋅ = ⋅ = = ≤�  

( ) f
f T x T xα

∞
≤  

Εποµένως για την ( )f A∈M  είναι ( )
( )

fT
T x

f
f x

α
µ ≤  (αν ( ) 0f x ≠ ) 

άρα ( )
( ) ( )=1 =1

inf inf
f fT

x x

T x T
f

f x f x

α α
µ ≤ = =

( )
=1

sup

f f

f
x

T T
T

f x

α α

α
= = < ∞ . 

Εποµένως η 
Tµ  είναι και φραγµένη. 
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2.2. Συµπαγείς πολλαπλασιαστές τοπολογικών αλγεβρών 

 

Στο πλαίσιο των αλγεβρών Banach ο H. Kamowitz, (1981) [26] απέδειξε ότι 

αν το φάσµα, (χώρος µέγιστων ιδεωδών) µιας µεταθετικής ηµιαπλής άλγεβρας 

Banach δεν περιέχει µεµονωµένα (isolated) σηµεία, τότε κάθε συµπαγής πολλα-

πλασιαστής είναι ο τετριµµένος. Με το τετριµµένο των συµπαγών τελεστών είχαν 

ασχοληθεί και οι M. Dutta µε τον B. Tewari (1978) [9] για Segal άλγεβρες, και ο 

S. H. Friedberg, [11] ένα χρόνο αργότερα. Στις δύο τελευταίες περιπτώσεις το α-

ποτέλεσµα βασίστηκε σε επιπλέον συνθήκες. Ένα γενικότερο αποτέλεσµα οφείλε-

ται στον H. Kamowitz στο πλαίσιο των πλήρων µετρικοποιήσιµων τοπικά κυρτών 

αλγεβρών  

Στην παράγραφο αυτή δίνονται συνθήκες ώστε κάθε συµπαγής πολλαπλασια-

στής µιας πλήρους µετρικοποιήσιµης τοπικά κυρτής (ιδιαίτερα Fréchet τοπικά m-

κυρτής) άλγεβρας να είναι ο τετριµµένος. 

Υπενθυµίζουµε µερικές βασικές έννοιες και συµβολισµούς. 

Έστω A  µια ηµιαπλή µεταθετική 0B -άλγεβρα. Σηµειώνουµε ότι κάθε πολλα-

πλασιαστής επί της A  είναι συνεχής και γραµµική απεικόνιση (Λήµµα 2.1.3 και 

πόρισµα 2.1.10) και ότι ένας πολλαπλασιαστής T  επί της A  είναι συµπαγής αν 

απεικονίζει φραγµένα σύνολα σε σχετικά συµπαγή σύνολα. ∆ηλαδή αν B  φραγµένο 

υποσύνολο της Α τότε το ( )T B  είναι συµπαγές. 

Στο εξής θα θεωρούµε δεδοµένο ότι το ( )AM  είναι µη κενό και ότι διαχωρί-

ζει τα στοιχεία της A . ∆ηλαδή ( )A ≠ ∅M  και για , , ,x y x y A≠ ∈  υπάρχει 

( )f A∈M  µε ( ) ( )f x f y≠ . Έχουµε εφοδιάσει το ( )AM  µε την τοπολογία 

Gel’fand, δηλαδή την επαγόµενη από την ασθενή *-τοπολογία ( ),A Aσ ′  επί της 

A′(όπου A′  είναι ο τοπολογικός συζυγής της Α). (Πρβλ. Ασθενής τοπολογία κεφ 

1
ο
). 

2.2.1 Ορισµός. Έστω ,X Y  χώροι Banach, 

{ }, : συνεχής, γραµµική  απεικόνιση X f f X′ = → C ,
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{ }, : συνεχής, γραµµική  απεικόνιση Y f f Y′ = → C . Αν :T X Y→ , γραµµική 

συνεχής απεικόνιση, ορίζουµε ως δυική της T , την :T Y X
∗ ′ ′→ ώστε 

( )f T f
∗

֏  για κάθε f Y ′∈  τέτοια που να ισχύει: ( ) ( ) ( )T f x f Tx
∗ =  για κάθε 

x X∈ . 

Ιδιαίτερα έστω A  µία πλήρης µετρικοποιήσιµη τοπολογική άλγεβρα και 

{ }/ : συνεχής γραµµική  απεικόνισηA f f A′ = → C  ο τοπολογικός συζυγής της Α. 

Αν :T A A→  γραµµική απεικόνιση τότε ορίζεται η :T A A
∗ ′ ′→  ώστε 

( )f T f
∗

֏  για κάθε f A′∈  τέτοια που να ισχύει: ( ) ( ) ( )T f x f Tx
∗ =  για κάθε 

x A∈ . 

Υπενθυµίζουµε ότι αν A  είναι µία άλγεβρα µε µονάδα e  και x A∈ , καλούµε 

φάσµα του x  (σηµειακό φάσµα) το ακόλουθο υποσύνολο του C : 

{ }:  δεν αντιστρέφεται (στην  )e x Aλ λ∈ το −C  το οποίο συµβολίζεται µε ( )ASp x  

ή πιο απλά µε ( )Sp x . Αν η A  δεν έχει µονάδα, τότε το σηµειακό φάσµα του 

x A∈  ορίζεται να είναι το σύνολο 

( ) { } { }:  δεν ψευδοαντιστρέφεται
A

x
Sp x λ

λ
 = ∈ το  
 

\ 0 0∪C . 

 

2.2.2 Θεώρηµα. Έστω A  µια ηµιαπλή µεταθετική 0B -άλγεβρα και T  ένας 

συµπαγής πολλαπλασιαστής επί της A . Αν το ( )AM  δεν περιέχει µεµονωµένα 

σηµεία τότε ο T  είναι ο τετριµµένος δηλαδή ο ταυτοτικά µηδενικός. 

Απόδειξη. 

Όπως γνωρίζουµε (Θεώρηµα 2.1.12) για κάθε ( )T M A∈  υπάρχει µία συνεχής 

απεικόνιση ( ):T
Aµ →M C  τέτοια ώστε � ɵT

Tx xµ= ⋅  δηλαδή 

� ( ) ( ) ɵ ( )TTx f f x fµ=  για κάθε ( )f A∈M  και για κάθε x A∈ , έτσι ώστε 

( ) ( )( )1

T
f f T xµ = �  µε 1x A∈  τέτοιο ώστε ( )1 1f x = . 
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Ισχυρισµός: για κάθε ( )f A∈M , η ( )T
fµ  είναι ιδιοτιµή του συζυγούς T ∗  

του T . Πράγµατι. Για ( )f A∈M , έστω 
fµ  το γραµµικό συναρτησοειδές της A′   

τέτοιο  ώστε ( ) ɵ ( ) ( ): .
f

x x f f xµ = =  Τότε για κάθε x A∈ , έχουµε:  

( )( )( ) ( ) � ( ) ( ) ɵ ( ) ( ) ( ).
T T

f f fT x Tx Tx f f x f f xµ µ µ µ µ∗ = = = =  

Έτσι ( ) .T

f fT fµ µ µ∗ = ⋅  το οποίο και αποδεικνύει ότι η ( )T
fµ  είναι ιδιοτιµή 

της T ∗ . 

Αν υποθέσουµε ότι ο T  είναι συµπαγής τότε και ο T ∗  είναι συµπαγής (πρβλ. 

[36, σελ. 152]). 

Επιπλέον, επειδή ο T ∗  είναι συµπαγής το φάσµα ( )Sp T ∗  είναι είτε πεπερασµέ-

νο σύνολο ή µία ακολουθία η οποία συγκλίνει στο 0. (Πρβλ. [36, σελ. 150, Proposi-

tion 3]). 

Ακόµα κάθε λ ∈C  µε ( )0 Sp Tλ ∗≠ ∈  είναι ιδιοτιµή του, πεπερασµένης πολ-

λαπλότητας ( dim(ker( ))I Tλ ∗− < ∞ ). Έστω 0f  τυχαίο στοιχείο του ( )AM  το 

οποίο από την υπόθεση δεν είναι µεµονωµένο. 

Ισχυρισµός : ( )0 0.T
fµ =  Για την απόδειξη του ισχυρισµού υποθέτουµε ότι 

( )0 0.T
fµ ≠  Υπάρχει τότε 0x A∈  µε ( )0 0 1.f x =  Εφόσον η 

Tµ  είναι συνεχής συ-

νάρτηση στο ( )AM  και το 0f  είναι ένα οριακό σηµείο της ( )AM  (αφού δεν 

είναι µεµονωµένο), για κάθε θετικό ακέραιο n  υπάρχει ( )nf A∈M  µε 0nf f≠  

και ( ) ( )0

1
.T T

nf f
n

µ µ− <  Εφόσον κάθε µη µηδενική πεπερασµένη ιδιοτιµή της 

T ∗  είναι πεπερασµένης πολλαπλότητας συµπεραίνουµε ότι η ισότητα 

( ) ( )0

T T

nf fµ µ=  ισχύει µόνο για πεπερασµένο πλήθος θετικών ακεραίων n . Ε-
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ποµένως το ( )0

T
fµ  είναι οριακό σηµείο της ακολουθίας ( ){ } ( ).T

n
f Sp Tµ ∗⊆  

Αλλά έχουµε δει προηγουµένως ότι το µοναδικό πιθανό οριακό σηµείο του 

( )Sp T ∗  είναι το 0 , το οποίο οδηγεί σε αντίφαση (άτοπο). Εποµένως ( )0 0.T
fµ =  

Από υπόθεση όµως δεν υπάρχει στοιχείο του ( )AM  το οποίο να είναι µεµονωµέ-

νο, έτσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ( ) 0T
fµ =  για κάθε ( ).f A∈M  

Συνεπώς � ( ) ( ) ɵ ( ) ( ) ( ) 0T TTx f f x f f f xµ µ= = =  για όλα τα x A∈ . Έτσι 

( )
( )

( )ker
f A

Tx f R A
∈

∈ =∩
M

 (ριζικό Jacobson) και από το γεγονός ότι η A  είναι 

ηµιαπλή προκύπτει ότι 0Tx =  για κάθε x A∈  δηλαδή, ο T  είναι ο τετριµµένος. 

 

2.2.3 Πόρισµα. Έστω A  µια ηµιαπλή µεταθετική Fréchet τοπικά m-κυρτή άλ-

γεβρα και T  ένας συµπαγής πολλαπλασιαστής επί της A . Αν ο ( )AM  δεν περιέ-

χει µεµονωµένα σηµεία τότε ο T  είναι ο τετριµµένος δηλαδή ταυτοτικά ο µηδενι-

κός. 

Απόδειξη. 

Άµεση συνέπεια του θεωρήµατος 2.2.2 αφού κάθε Fréchet τοπικά m-κυρτή άλγε-

βρα είναι 0B -άλγεβρα. 

Επιπλέον, ως άµεσες συνέπειες του θεωρήµατος 2.2.2 στην ιδιαίτερη περίπτωση 

των Banach αλγεβρών έχουµε τα παρακάτω. (Πρβλ. [26]). 

 

2.2.4 Πόρισµα. Έστω A  µια ηµιαπλή µεταθετική Banach άλγεβρα και T  ένας 

συµπαγής πολλαπλασιαστής επί της A . Αν ο χώρος ( )AM  δεν περιέχει µεµονω-

µένα σηµεία, τότε ο T  είναι ο τετριµµένος. 

Απόδειξη. 
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Άµεση συνέπεια του θεωρήµατος 2.2.2, αφού κάθε Banach άλγεβρα είναι 0B -

άλγεβρα. 

 

Παρατήρηση. Υπενθυµίζουµε το ακόλουθο θεώρηµα shilov. 

Θεώρηµα (shilov idempotent theorem). Έστω A  µία µεταθετική άλγεβρα Ba-

nach και έστω c  ένα συµπαγές ανοιχτό υποσύνολο του ( )AM . Τότε, υπάρχει 

ένα ταυτοδύναµο (idempotent) στοιχείο ( )2a A a a∈ =  τέτοιο ώστε ο ɵa  ισούται 

µε την χαρακτηριστική του c . ∆ηλαδή ɵ
c

ax = . (Πρβλ. [6, σελ. 109, Theorem 5]). 

Αν ο ( )AM  έχει µεµονωµένα σηµεία, τότε υπάρχει µη µηδενικός συµπαγής 

πολλαπλασιαστής επί της A . Για να το δούµε αυτό, έστω 0f  µεµονωµένο σηµείο 

του ( )AM . Από το θεώρηµα, ταυτοδυναµίας shilov υπάρχει ένα ταυτοδύναµο 

στοιχείο e  της A  που ικανοποιεί την σχέση ( ) 1e f =ɵ  αν και µόνο αν 0f f= .  

Στη συνέχεια θεωρούµε τον τελεστή T  που ορίζεται από τη σχέση Tx ex= . 

Ισχυρισµός : Ισχύει ɵ ( )0ex x f e=  για κάθε x A∈  

Απόδειξη ισχυρισµού. 

Θεωρούµε τα σύνολα { }:eA ex x A= ∈  και ( ) { }1 :e A x ex x A− ≡ − ∈  για τα 

οποία προφανώς ισχύουν eA A⊆ και ( )1 e A A− ⊆ . Επειδή 2
e e=  θα είναι 

( )1A eA e A= ⊕ − (ανάλυση Peirce). Πράγµατι, για κάθε x A∈  είναι 

( ) ( )1x ex x ex eA e A= + − ∈ + − , άρα ( )1A eA e A⊆ + −  όµως είναι και 

( )1eA e A A+ − ⊆  εποµένως ( )1A eA e A= + − . 

Έστω τώρα ( )1z eA e A∈ −∩  τότε υπάρχουν ,x y A∈  ώστε z ex y ey= = − . 

Είναι ( ) 2
ez e ex e x ex z= = = =  και ( ) 2 0ez e y ey ey e y ey ey= − = − = − =  δη-

λαδή 0z = , που σηµαίνει ότι το άθροισµα ( )1eA e A+ −  είναι ευθύ, άρα 

( )1A eA e A= ⊕ − . Επιπλέον, για κάθε z eA∈ , αποδείχθηκε ότι z ez= δηλαδή 

Tz z=  και για κάθε ( )1z e A∈ −  αποδείχθηκε ότι 0ez =  δηλαδή 0Tz = . 
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Έστω x eA∈  και ( )f A∈M  µε 0f f≠ , από την ισότητα x ex=  προκύπτει, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 0f x f ex f x f e f x f x f e f x= ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =    αφού 

0f f≠ . Επίσης αν x eA∈  τότε ( ) ( )( ) ( )0 0 0x f x e ex e f x e e x f x e eA− = − = − ∈    

άρα ( )( )0 0f x f x e− =  µε 0f f≠ , αλλά και για 0f f=  έχουµε 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0f x f x e f x f x f e− = − = , αφού ( )0 1f e = . Άρα 

( )
( )

( )0 ker
f A

x f x e f R A
∈

− =∩
M

 και εφόσον η A  είναι ηµιαπλή θα είναι 

( ) { }0R A =  εποµένως ( )0 0x f x e− =  ή ( )0x f x e= . Άρα, για κάθε x eA∈ , είναι 

( ) ( )0 0
ˆTx ex x f x e x f e= = = = . Έστω τώρα x A∈ , τότε ( )x ex x ex= + −  και 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0Tx T ex x ex T ex T x ex f ex e e x ex= + − = + − = + − =  

( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 0 0
ˆf e f x e ex e x f x e x f e+ − = = .  

Άρα ( )0
ˆTx ex x f e= =  για κάθε x A∈  

Είναι φανερό τώρα ότι ο T  είναι µη µηδενικός πολλαπλασιαστής ο οποίος είναι 

συµπαγής δεδοµένου ότι το σύνολο τιµών του ( ως υπόχωρος ) έχει διάσταση 1. 

∆ίνουµε τώρα δύο παραδείγµατα αλγεβρών όπου το ολικό φάσµα ( )AM  πε-

ριέχει µεµονωµένα σηµεία. Σε καθένα από αυτά τα παραδείγµατα περιγράφουµε 

έναν µη µηδενικό συµπαγή πολλαπλασιαστή.  

Παράδειγµα 1 Συµβολίζουµε µε S  το σύνολο όλων των µιγαδικών ακολου-

θιών µε πράξεις κατά συντεταγµένες. Το S  είναι µία µεταθετική άλγεβρα µε µο-

νάδα την ακολουθία { }1i i∈
≡

N
1 . Για κάθε n ∈ N  µε 1n ≥ , θεωρούµε την απεικό-

νιση  

:np S → R , όπου { }
1

i ii i n
a max a

∈ ≤ ≤
֏

N
 δηλαδή { }( )

1
n i ii i n

p a max a
∈ ≤ ≤

=
N

 η οποία 

είναι καλά ορισµένη και πολλαπλασιαστική ηµινόρµα της άλγεβρας .S Τότε το S

εφοδιασµένο µε την τοπολογία που ορίζουν οι ηµινόρµες { }n n
p

∈N
 είναι µία ηµια-

πλή Fréchet τοπικά m-κυρτή άλγεβρα, η οποία έχει µία ορθογώνια βάση, την 

{ }: 1ne n ≥ . Όπου { }n ni
i

e δ
∈

=
N

, n ∈ N  και 
niδ  το δέλτα του Kronecker. (Πρβλ. 
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[21, Chapter II, Example 3.4]). Κάθε x S∈  µπορεί να εκφραστεί κατά µοναδικό 

τρόπο στη µορφή ( ) ,n nx eλ∑  όπου κάθε συναρτησοειδές nλ  είναι γραµµικό συ-

νεχές και πολλαπλασιαστικό. Επιπλέον, ( ) { }nA λ=M  το οποίο είναι οµοιοµορφι-

κό µε τον διακριτό χώρο N  των φυσικών αριθµών. Πράγµατι: κάθε I  γνήσιο 

κλειστό ιδεώδες της A  περιέχεται σε κάποιο  

{ }( ) ( ){ }1ker 0 / 0n n n nM x A xλ λ λ−= = = ∈ = . ∆ιαφορετικά, υπάρχει x I∈  τέτοιο 

ώστε ( ) 0n xλ ≠  για κάθε 1n ≥ . Αλλά, ( )n n nxe x eλ= , οπότε 

( )( ) 1

n n n
e x xe Iλ

−
= ∈  (αφού I  ιδεώδες). ∆ηλαδή ne I∈  για κάθε 1n ≥ . Εποµέ-

νως I A=  (αφού το I  περιέχει την βάση του A), το οποίο είναι άτοπο επειδή το

I  είναι γνήσιο ιδεώδες της .A  Επειδή τώρα το ( )AM  είναι ισόµορφο µε το χώ-

ρο των µέγιστων κλειστών ιδεωδών της A  έχουµε ότι ( ) { }nA λ=M . Για να δεί-

ξουµε τώρα ότι το ( ) { }nA λ=M  είναι οµοµορφικό µε τον διακριτό χώρο N  των 

φυσικών αριθµών για τυχαίο ( )i Aλ ∈M  θεωρούµε την υποβασική περιοχή του, 

( ) ( ){ }: 1n n i i iV e eλ λ λ= − <  η οποία περιέχει µόνο το iλ  αφού ( ) 1i ieλ =  και 

( ) 0n ieλ =  για n i≠ . Έτσι το ( ) { }nA λ=M  είναι ένας αριθµήσιµος διακριτός χώ-

ρος και εποµένως οµοιοµορφικός µε τον διακριτό χώρο των φυσικών αριθµών. 

(Πρβλ. [21, Chapter III, theorem 3.1]). Σηµειώνουµε ότι από τον ορισµό της 

ορθογώνιας βάσης θα έχουµε ότι κάθε ne  είναι ταυτοδύναµο και ( ) .n n nxe x eλ=

Επίσης � ( ) ( ) 1
n n n n

e eλ λ= =  για κάθε n ∈ N . Για κάποιο σταθερό στοιχείο ,me S∈

ορίζουµε τον τελεστή T  από τις ισότητες ( ) ɵ ( ) .
m m m m m

Tx xe x e x eλ λ= = = Τότε 

είναι φανερό ότι ο T  είναι ένας µη µηδενικός συµπαγής πολλαπλασιαστής. 

Από την προηγούµενη απόδειξη, είναι φανερό πως το εν λόγω παράδειγµα, εί-

ναι µια Krull (τοπολογική) άλγεβρα. ∆ηλαδή κάθε γνήσιο κλειστό ιδεώδες, περιέ-

χεται σε ένα µέγιστο κλειστό (κανονικό) ιδεώδες. 
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Παράδειγµα 2 Έστω ( )H D  το σύνολο όλων των ολόµορφων συναρτήσεων 

που ορίζονται πάνω στον ανοιχτό δίσκο { }: 1 .D z z= ∈ <C  Το ( )H D  εφοδια-

σµένο µε τις κατά σηµείο πράξεις, πρόσθεση και βαθµωτό πολλαπλασιασµό, κα-

θώς επίσης µε πολλαπλασιασµό κατά Cauchy-Hadamard και εφοδιασµένο µε την 

συµπαγή ανοιχτή τοπολογία, είναι µια ηµιαπλή µεταθετική 0B -άλγεβρα µε µονά-

δα το ( )H D∈1  όπου ( ) 1z =1  για κάθε z D∈ . Υπενθυµίζουµε τον πολλαπλασι-

ασµό (γινόµενο) κατά Cauchy-Hadamard. Αν ( ),f g H D∈  µε ( )
0

n

n

n

f z a z
∞

=

= ∑  

και ( )
0

n

n

n

g z b z
∞

=

= ∑  τότε ορίζουµε ως γινόµενο Cauchy-Hadamard την f g∗  µε 

( ) ( )
0

n

n n

n

f g z a b z
∞

=

∗ = ∑ . Επαληθεύεται ότι το παραπάνω γινόµενο δίνεται και από 

την συνέλιξη: ( ) ( ) ( ) ( )1 11

2
x r

f g z f zx g x x dx
iπ

− −

=

∗ = ∫  µε 1z r< < . 

Η άλγεβρα ( )H D  έχει ως ορθογώνια βάση το σύνολο { }: 0
n

e n >  όπου 

( ) n

n
e z z=  για κάθε z D∈ . (Πρβλ. [21, Chapter III, σελ. 97]). 

Με παρόµοια επιχειρήµατα όπως στο παράδειγµα 1, µπορούµε να κατασκευά-

σουµε έναν µη µηδενικό συµπαγή πολλαπλασιαστή πάνω στο ( )H D . 

 



48 

 

 



49 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

Στην πρώτη παράγραφο ορίζονται οι διπλοί πολλαπλασιαστές ( )d
M A  µιας 

τοπολογικής άλγεβρας ,A  και παρουσιάζονται ορισµένες αλγεβρικές ιδιότητές 

τους. (Θεώρηµα 3.1.2). Στην περίπτωση που η A  είναι γνήσια αποδεικνύεται, ότι 

αυτή «ταυτίζεται» µε ένα δίπλευρο ιδεώδες της ( ).
cd

M A  (Θεώρηµα 3.1.3). 

Στη δεύτερη παράγραφο η άλγεβρα ( )cd
M A  µιας τοπικά C*-άλγεβρας A  ε-

φοδιάζεται µε µία ενέλιξη και µε δύο τοπολογίες, την τοπολογία των ηµινορµών 

και την αυστηρή τοπολογία. Χρησιµοποιώντας την πρώτη από αυτές τις τοπολογί-

ες, επιτυγχάνουµε (αλγεβρικά) την ταύτιση των φραγµένων στοιχείων της 

( )cd
M A  µε την άλγεβρα των συνεχών διπλών πολλαπλασιαστών, επί της άλγε-

βρας ( )b A  των φραγµένων στοιχείων της .A  (Θεώρηµα 3.2.14). 

 

3.1. ∆ιπλοί πολλαπλασιαστές (τοπολογικών) αλγεβρών 

 

3.1.1. Ορισµός. Έστω A  µία άλγεβρα και δύο απεικονίσεις , :S T A A→ . Το 

ζεύγος ( ),S T  θα καλείται διπλός πολλαπλασιαστής της A  (ή επί της A) αν ισχύει 

( ) ( )xS y T x y=  για κάθε ,x y A∈ . 

Στο εξής θα συµβολίζουµε µε ( )d
M A  το σύνολο των διπλών πολλαπλασια-

στών επί της A  και µε ( )M A  το σύνολο των (δίπλευρων) πολλαπλασιαστών επί 

της A . 

∆ηλαδή ( ) { }: ,  πολλαπλασιαστήςM A T A A T= →  και 

( ) ( ) ( ){ }, : , διπλός πολλαπλασιαστής της 
d

M A S T S T A= . 

3.1.2. Θεώρηµα. Έστω A  µία γνήσια άλγεβρα. Τότε ισχύουν τα εξής: 

α) Αν ( ) ( ),
d

L R M A∈ , τότε ο L  είναι αριστερός και ο R  δεξιός πολλαπλασια-

στής επί της A . 
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β) Αν ( ) ( ),
d

L R M A∈  τότε οι ,L R  είναι γραµµικές απεικονίσεις. 

γ) Το ( )d
M A  αποκτά τη δοµή της (µιγαδικής) άλγεβρας µε τις εξής πράξεις  

( ) ( ) ( )1 1 1 1, , ,L R L R L L R R+ = + + ,   ( ) ( ), ,L R L Rλ λ λ=  

( )( ) ( )1 1 1 1, , ,L R L R LL R R=  για κάθε ( ) ( ) ( )1 1, , ,
d

L R L R M A∈  

και για κάθε λ ∈C . 

Επιπλέον, η άλγεβρα ( )d
M A  είναι µοναδιαία µε µονάδα το ( ),I I  όπου AI id= . 

δ) Αν η A  είναι και µεταθετική, τότε και η ( )d
M A  είναι µεταθετική και µάλιστα 

για κάθε ( ) ( ),
d

L R M A L R∈ ⇒ =  δηλαδή 

( ) ( ){ }, : πολλαπλασιαστής της 
d

M A T T T A=  υπό αυτήν την έννοια µπορούµε να 

γράφουµε ( ) ( )d
M A M A≡  (ως προς έναν ισοµορφισµό αλγεβρών). 

Απόδειξη. 

α) Έστω ( ) ( ),
d

L R M A∈  και ,x y A∈  τότε ( ) ( ) ( )1xL y R x y= . 

Για κάθε z A∈  έχουµε ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )1

z L xy L x y zL xy zL x y− = − =    

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0R z xy R z x y R z xy R z xy− = − =    

Και επειδή η A  είναι γνήσια προκύπτει ότι ( ) ( ) 0L xy L x y− = , δηλαδή  

( ) ( )L xy L x y=  για κάθε ,x y A∈  άρα ο L  είναι αριστερός πολλαπλασια-

στής. 

Επίσης για κάθε z A∈  έχουµε ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )1

R xy xR y z R xy z xR y z− = − =    

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1

xy L z x R y z xy L z x yL z− = − =        

( ) ( ) ( ) ( ) 0xy L z xy L z− =  

Και επειδή η A  είναι γνήσια προκύπτει ότι ( ) ( ) 0R xy xR y− = , δηλαδή  

( ) ( )R xy xR y=  για κάθε ,x y A∈  άρα ο R  είναι δεξιός πολλαπλασιαστής της 

A . 
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β) Έστω ( ) ( ),
d

L R M A∈  και ,x y A∈ , ,a b∈C  

Για κάθε z A∈  έχουµε ( ) ( ) ( )z L ax by aL x bL y+ − − =    

( ) ( ) ( )zL ax by z aL x z bL y+ − − =        

( ) ( ) ( ) ( )R z ax by a zL x b zL y+ − − =        

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )R z ax R z by a R z x b R z y+ − − =        

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0R z ax R z by R z ax R z by+ − − =  

και επειδή η A  είναι γνήσια θα έχουµε ( ) ( ) ( )L ax by aL x bL y+ = + για κάθε 

,x y A∈ , ,a b∈C . Συνεπώς η L  είναι γραµµική. 

Ανάλογα προκύπτει ότι ( ) ( ) ( )R ax by aR x bR y+ = +  για κάθε ,x y A∈ ,

,a b∈C , εποµένως και η R  είναι γραµµική. 

γ) Αρχικά οι πράξεις όπως ορίστηκαν είναι καλά ορισµένες. 

Πράγµατι: Έστω ( ) ( ) ( )1 1, , , ,
d

L R L R M A λ∈ ∈C  τότε οι 1 1, , , ,L L R R L Rλ λ+ +  

( ) ( )1 1 1 1: , :LL L L R R R R= =� �  είναι απεικονίσεις από την A  στην A  και για κάθε 

,x y A∈  έχουµε   

•    ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1x L L y x L y L y xL y xL y+ = + = + =   

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1R x y R x y R x R x y R R x y+ = + = +        

άρα ( ) ( )1 1,
d

L L R R M A+ + ∈ . 

•   ( )( ) ( ) ( )x L y x L y xL yλ λ λ= = =        

      ( ) ( ) ( ) ( )R x y R x y R x yλ λ λ= =       . 

Άρα ( ) ( ),
d

L R M Aλ λ ∈ . 

• ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1x LL y xL L y R x L y= = =  

( )( ) ( ) ( )1 1R R x y R R x y=  

άρα ( ) ( )1 1,
d

LL R R M A∈ . 
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Οι ιδιότητες που απαιτούνται να ικανοποιηθούν, ώστε η ( )d
M A  µε τις παρα-

πάνω πράξεις να είναι άλγεβρα, αποδεικνύονται χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία. 

Έστω ( ) ( ),
d

L R M A∈  και έστω AI id= . Για κάθε ,x y A∈  είναι  

• ( ) ( ) ( ) ( )A AxI y xid y xy id x y I x y= = = = , άρα ( ) ( ),
d

I I M A∈ . 

Επιπλέον, ( )( ) ( ) ( ), , , ,L R I I LI IR L R= =  και  

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,I I L R IL RI L R= = . 

Εποµένως το ( ),I I  είναι το µοναδιαίο στοιχείο της άλγεβρας ( )d
M A . 

δ) Έστω ( ) ( ) ( )1 1, , ,
d

L R L R M A∈  θα αποδείξουµε ότι 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , ,L R L R L R L R= , δηλαδή 1 1LL L L=  και 1 1R R RR= . 

Πράγµατι: Έστω x A∈ . Για κάθε 1 2,z z A∈  έχουµε  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1z z LL x z L L x z z LL x z z L L x− = − =    

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1z z LL x z z L L x z z L L x z z L L x   − = − =            

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 1z R z L x z R z L x z L x R z z L x R z− = − =                

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 1 1 2 1 1 2 0R z x R z R z x R z xR z R z xR z R z− = − =       . 

∆ηλαδή για κάθε 1z A∈  είναι ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 0z z LL x z L L x− =    και επειδή η 

A  είναι γνήσια, έπεται ότι για κάθε 2z A∈  θα ισχύει 

( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 0.z LL x z L L x− =  Που σηµαίνει ότι ( )( ) ( )( )2 1 1 0z LL x L L x− =   , 

επικαλούµενοι ξανά τη γνησιότητα της A  προκύπτει ότι 

( )( ) ( ) ( )1 1 0LL x L L x− =  και έτσι ( )( ) ( )( )1 1LL x L L x=  για κάθε x A∈ , εποµέ-

νως 1 1LL L L= . 

Ανάλογα θα είναι και 1 1R R RR= . Συνεπώς ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , ,L R L R L R L R= . 

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε την αλγεβρική ταύτιση των αλγεβρών ( )d
M A  και 

( )M A . 

Έστω ( ) ( ),
d

L R M A∈  και x A∈ . Για κάθε 1,z z A∈  έχουµε  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1z z L x R x zz L x R x zz L x zz R x − = − = − =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1z z L x z z R x z R z x z zR x− = − =            

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1zR z x z zR x L z z x z zR x− = − =                

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1L z z x z zR x L z xz z zR x− = − =        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1L z x z z z R x zR x z zz R x− = − =        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0R x z z R x zz R x zz R x zz− = − =   , επειδή η A  είναι γνήσια 

έχουµε διαδοχικά ( ) ( )( )1 0z L x R x− =  για κάθε 1z A∈ . Άρα ( ) ( ) 0L x R x− =  

δηλαδή ( ) ( )L x R x=  για κάθε x A∈  που σηµαίνει ότι L R= . 

Τελικά ( ) ( ){ }, : πολλαπλασιαστής της  .
d

M A T T T A=   

 

Έστω A  τοπολογική άλγεβρα και 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, : , και , συνεχείς
cd d

M A L R L R M A L R= ∈ . Τότε ( ) ( ),
cd

I I M A∈  και 

άρα ( ) ( )cd d
M A M A∅ ≠ ⊆ . 

Για κάθε a A∈  θεωρούµε τις απεικονίσεις , :
a a

L R A A→  όπου 

,a ax a xa֏ ֏  αντίστοιχα. ∆ηλαδή ( )a
L x ax=  και ( )a

R x xa= , για κάθε 

.x A∈  Είναι σαφές πως οι ,
a a

L R  είναι καλά ορισµένες και λόγω της χωριστής συ-

νέχειας του πολλαπλασιασµού της A , είναι συνεχείς. Τέλος, για κάθε ,x y A∈ , 

έχουµε ( ) ( ) ( ) ( )a a
xL y x ay xa y R x y= = = . Εποµένως ( ) ( ),

a a cd
L R M A∈ . 

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι η απεικόνιση 

(1) ( ):
cd

A M Aµ →  µε ( ) ( ),
a a

a L Rµ =  

είναι καλά ορισµένη. 

Επιπλέον, αν η A  είναι και γνήσια, για κάθε a A∈  και  ισχύ-

ουν (3.1.1)    και . 

Πράγµατι: Για κάθε  είναι  

( ) ( ), dS T M A∈

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,
a a T a T a

L R S T L R= ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,
a a S a S a

S T L R L R=

x A∈
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. Άρα . 

. Άρα , και έτσι 

. 

Επίσης , οπότε . 

 , οπότε . 

Άρα  

 

3.1.3. Θεώρηµα. Έστω  µία (Hausdorff) τοπολογική άλγεβρα. Θεωρούµε 

την απεικόνιση  που ορίζεται από την (1). Τότε ισχύουν τα εξής: 

α) Η  είναι µορφισµός αλγεβρών.  

β) Η  είναι ‘‘1-1’’ αν και µόνο αν η  είναι γνήσια. 

γ) Η  είναι επί αν και µόνο αν η  έχει µονάδα. 

δ) Αν η  είναι γνήσια, τότε το  είναι δίπλευρο ιδεώδες της . 

Απόδειξη. 

α) Έστω  και  τότε   (1). 

Αλλά    

  

  για κάθε , δηλαδή . Ανάλογα έ-

χουµε    

 

 για κάθε , δηλαδή . 

Η (1) τώρα γράφεται  

  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a T a
L S x L S x aS x T a x L x= = = = ( )a T a

L S L=

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a T a
TR x T R x T xa xT a R x= = = = ( )a T a

TR R=

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,
a a a a T a T a

L R S T L S TR L R= =

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a S a
SL x S L x S ax S a x L x= = = = ( )a S a

SL L=

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a S a
R T x R T x T x a xS a R x= = = = ( )a S a

R T R=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,a a a a S a S a
S T L R SL R T L R= =

A

µ

µ

µ A

µ A

A ( )Aµ ( )cdM A

,a b A∈ ,κ λ ∈C ( ) ( ),a b a ba b L Rκ λ κ λµ κ λ + ++ =

( ) ( ) ( ) ( )a bL x a b x a x b xκ λ κ λ κ λ+ = + = + =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a ba x b x ax bx L x L xκ λ κ λ κ λ+ = + = + =

( ) ( )a bL L xκ λ+ x A∈ a b a b
L L Lκ λ κ λ+ = +

( ) ( ) ( ) ( )a bR x x a b xa xbκ λ κ λ κ λ+ = + = + =

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )a b a bR x R x R x R xκ λ κ λ+ = + =

( ) ( )a b
R R xκ λ+ x A∈ a b a b

R R Rκ λ κ λ+ = +

( ) ( ),a b a ba b L L R Rµ κ λ κ λ κ λ+ = + + =

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,a a b b a a b bL R L R L R L Rκ κ λ λ κ λ+ = + =
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 . ∆ηλαδή  για κάθε  

και . 

Επίσης για κάθε και για κάθε  είναι 

, άρα  και 

, άρα . 

Είναι  

Ισχυρισµός. Η απεικόνιση  είναι συνεχής. 

Πράγµατι. Έστω  και  δίκτυο στην  µε  τότε για 

κάθε  είναι , άρα 

. Ανάλογα θα είναι και . Εποµένως 

 δηλαδή , συνεπώς η  είναι συνεχής. 

β) Υποθέτουµε ότι η απεικόνιση  είναι ‘‘1-1’’. Τότε για κάθε  ισχύ-

ει  δηλαδή, 

. ∆ηλαδή, αν για 

κάθε  ισχύει  και  τότε  (2). 

Έστω  µε  τότε 

 

και λόγω της (2) προκύπτει ότι , άρα η  είναι γνήσια. 

Αντίστροφα. Έστω ότι η άλγεβρα  είναι γνήσια και  µε 

 τότε έχουµε διαδοχικά  

 

 

 

 

( ) ( )a bκµ λµ+ ( ) ( ) ( )a b a bµ κ λ κµ λµ+ = + ,a b A∈

,κ λ ∈C

,a b A∈ x A∈

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )a b a b a abL L x L L x L bx abx ab x L x= = = = =
a b ab

L L L=

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )b a b a b abR R x R R x R xa xa b x ab R x= = = = = b a ab
R R R=

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,ab ab a b b a a a b bab L R L L R R L R L R a bµ µ µ= = = =

µ

0a A∈ ( )aδ δ∈∆
A 0

lim a aδδ
=

x A∈ ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0 lim lim lim

a a
L x a x a x a x L x

δδ δδ δ δ
= = = =

( )
0

lim
a a

L L
δδ

= ( )
0

lim
a a

R R
δδ

=

( ) ( )
0 0

lim , ,
a a a a

L R L R
δ δδ

=
0

lim
a aδδ

µ µ= µ

µ ,a b A∈

( ) ( )( )a b a bµ µ= ⇒ =

( ) ( )( ) ( )( ), , καιa a b b a b a bL R L R a b L L R R a b= ⇒ = ⇔ = = ⇒ =
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( ) ( ) ( ) ( )και για κάθεa b a bL x L x R x R x x A= = ∈ ⇔

και για κάθεax bx xa xb x A= = ∈ ⇔

( ) ( )0 και 0 για κάθεa b x x a b x A− = − = ∈ ⇔
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 και επειδή η  είναι γνήσια συµπεραίνουµε ότι  

. Οπότε η  είναι ‘‘1-1’’. 

γ) Έστω ότι η  είναι επί. Επειδή  θα υπάρχει  

τέτοιο ώστε  δηλαδή . ∆ιαδοχικά έχουµε:  

 

 Αυτό σηµαίνει ότι το  είναι το µοναδιαίο 

στοιχείο της  

Αντίστροφα. Έστω ότι η άλγεβρα  έχει µοναδιαίο στοιχείο  Τότε 

 αφού  και  

 για κάθε .  

Έστω  τυχαίο στοιχείο της . Τότε (βλ και (3.1.1)) 

. Εδώ 

χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι η  είναι γνήσια ως άλγεβρα µε µονάδα. 

Άρα , εποµένως η  είναι επί. 

δ) Έστω ότι η άλγεβρα  είναι γνήσια, τότε για κάθε  και για 

κάθε  έχουµε  άρα 

. Ακόµα είναι  άρα 

. Αν λάβουµε υπόψη ότι η  είναι και αλγεβρικός µορφι-

σµός, τότε το  είναι διανυσµατικός υπόχωρος και άρα τελικά, δίπλευρο ι-

δεώδες της . 

 

 

3.2 Πολλαπλασιαστές τοπικά C*-αλγεβρών 

 

3.2.1 Ορισµός. Έστω  µία ηµινορµαρισµένη άλγεβρα µε ενέλιξη *. 

( ) ( ) { }0a b A A a b− = − = A

0a b a b− = ⇔ = µ

µ ( ) ( ) ( ), cdI I M A Aµ∈ = e A∈

( ) ( ),e I Iµ = ( ) ( ), ,e eL R I I=

( ) ( ) ( ) ( )και και για κάθεe e e e
L I R I L x I x R x I x x A= = ⇔ = = ∈ ⇔

και για κάθεex x xe x x A= = ∈ e

.A

A .e

( ) ( ) ( ), ,
e e

e L R I Iµ = = ( ) ( )e
L x ex x I x= = =

( ) ( )eR x xe x I x= = = x A∈

( ),S T ( )cdM A

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , , , , , ,
e e S e S e

S T SI IT S T I I S T L R L R S eµ= = = = =

A

( ) ( )( ),S T S eµ= µ

A ( ) ( ), cdS T M A∈

a A∈ ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,a a S a S a
S T L R L R Aµ= ∈

( ) ( ) ( )cdM A A Aµ µ⊆ ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,
a a T a T a

L R S T L R Aµ= ∈

( ) ( ) ( )cdA M A Aµ µ⊆ µ

( )Aµ

( )cdM A

( ),A p
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Αν  για κάθε , τότε λέµε ότι η  έχει τη C*-ιδιότητα ή 

απλά η  είναι C*-ηµινόρµα και η A καλείται C*-ηµινορµαρισµένη άλγεβρα. 

Αν η  είναι ιδιαίτερα, νόρµα, τότε η A καλείται C*-νορµαρισµένη άλγεβρα και 

αν είναι πλήρης καλείται C*- άλγεβρα. 

∆ηλαδή µία C*- άλγεβρα είναι µία πλήρης νορµαρισµένη άλγεβρα  µε ε-

νέλιξη * και η  (νόρµα) έχει τη C*-ιδιότητα, δηλαδή είναι µία C*-νόρµα. 

 

3.2.2 Λήµµα. Έστω  µία C*-ηµινορµαρισµένη άλγεβρα. Τότε ισχύουν 

τα εξής :  για κάθε  ( άρα η ενέλιξη είναι συνεχής) και 

 για κάθε . 

Απόδειξη. 

Έστω  τότε  οπότε αφού  προκύ-

πτει ότι . ∆ηλαδή  για κάθε  και για  το  

παίρνουµε  εποµένως . 

 

3.2.3 Ορισµός. Μία τοπικά m-κυρτή C*-άλγεβρα είναι µία ενελικτική τοπικά 

m-κυρτή άλγεβρα  της οποίας κάθε ηµινόρµα  είναι C*-ηµινόρµα. 

Μία πλήρης τοπικά m-κυρτή C*-άλγεβρα θα καλείται συντόµως τοπικά C*-

άλγεβρα. (Ο όρος αυτός οφείλεται στον A. Inoue). 

 

Υπενθυµίζουµε ότι  

• Ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff , καλείται πλήρως κανονικός ( 

completely regular) όταν για κάθε κλειστό υποσύνολο  και κάθε , 

υπάρχει µία συνεχής συνάρτηση  µε  και , 

για . 

( ) ( )2*
p xx p x= x A∈ p

p

p

( ),A ⋅

⋅

( ),A p

( ) ( )*p x p x= x A∈

( ) ( ) ( )* *p x x p x p x= x A∈

x A∈ ( ) ( ) ( ) ( )2 * *
p x p x x p x p x= ≤ ( ) 0p x ≥

( ) ( )*
p x p x≤ ( ) ( )*

p x p x≤ x A∈ x *
x

( ) ( )*
p x p x≤ ( ) ( )*

p x p x=

( )( ), a a I
A p

∈ ap

X

Y x Y∉

: [0,1]f X → ( ) 0f x = ( ) 1f y =

y Y∈
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• Ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff , καλείται κ-χώρος, αν ένα υποσύ-

νολο  του  είναι κλειστό (αντ. ανοιχτό) όταν το  είναι κλειστό 

(αντ. ανοιχτό) για κάθε συµπαγές υποσύνολο  του . 

Ένα παράδειγµα τοπικά C*-άλγεβρας είναι το εξής. Θεωρούµε έναν πλήρως κα-

νονικό κ-χώρο  και το σύνολο  των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων 

επί του . Το  εφοδιασµένο µε τις κατά σηµείο πράξεις γίνεται άλγεβρα. 

Έστω  το σύνολο των συµπαγών υποσυνόλων του . 

Η απεικόνιση  µε  είναι 

ηµινόρµα επί της . Έτσι, η  εφοδιασµένη µε την τοπολογία που ο-

ρίζουν σε αυτήν οι ηµινόρµες  είναι µία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα. 

Θεωρούµε την απεικόνιση  , όπου . Η 

απεικόνιση αυτή είναι µία ενέλιξη επί της . 

Έστω  τότε η ηµινόρµα  έχει τη C*-ιδιότητα. Πράγµατι, παίρνοντας 

 έχουµε  

 

 

Επειδή η  είναι συνεχής και το  συµπαγές. Επιπλέον, επειδή ο  είναι κ-

χώρος ο  είναι πλήρης (πβλ. [27, σελ. 230]). Εποµένως η  είναι το-

πικά C*-άλγεβρα. 

Έστω τώρα µία τοπικά C*-άλγεβρα . Με  συµβολίζουµε το 

σύνολο των φραγµένων στοιχείων της , δηλαδή 

 που βεβαίως είναι µία υπάλγεβρα 

της . Ιδιαίτερα ισχύει η ακόλουθη πρόταση. 

X

Y X Y K∩

K X

X ( )C XC

X ( )C XC

( )XK X

( ):K Cp X →C R ( ) ( ) ( ){ }: ,
K

p f sup f x x K X= ∈ ∈K

( )C XC ( )C XC

( ),Kp K X∈K

( ) ( ): C CX X∗ →C C f f
∗

֏ ( ) ( )f x f x∗ =

( )C XC

( )K X∈K K
p

( )Cf X∈C ( ) ( ) ( ) ( ){ },Kp ff sup f x f x x K X
∗ ∗= ∈ ∈ =K

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, ,sup f x f x x K X sup f x f x x K X
∗ ∈ ∈ = ∈ ∈ =K K

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( ) ( )( )
22 2

, ,
K

sup f x x K X sup f x x K X p f∈ ∈ = ∈ ∈ =K K

f K X

( )C XC ( )C XC

( )( ), a a I
A p

∈ ( )b A

A

( ) ( ){ }{ }: sup :ab A x A x p x a I
∞

= ∈ = ∈ < ∞

A
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3.2.4 Πρόταση. Αν  είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα, τότε η άλγεβρα  εί-

ναι µία C*-ηµινορµαρισµένη άλγεβρα ως προς την . Επιπλέον, το  είναι 

πυκνό στην . 

Απόδειξη. 

(Πρβλ. [35, Proposition 1.11]). 

 

Ακόµα, µία προσεγγιστική µονάδα της  είναι ένα αύξον δίκτυο από 

θετικά στοιχεία της  έτσι ώστε  για κάθε και για κάθε  έ-

χουµε  και . Εδώ ένα στοιχείο  λέγεται θετικό, αν έχει τη 

µορφή  µε . (Βλ. και αυτόθι σελ. 177, Proposition 3.11)  

Κάθε προσεγγιστική µονάδα για την  είναι και προσεγγιστική µονάδα 

για την  ( αφού το  είναι πυκνό στην ). (Βλ. και αυτόθι σελ. 177, Defini-

tion 3.10). 

 

Κάθε τοπικά C*-άλγεβρα  έχει µια προσεγγιστική µονάδα και άρα είναι γνήσια 

(πρβλ. και το Σχόλιο 2 της § 2.1). Επιπλέον η προσεγγιστική µονάδα της  είναι 

και προσεγγιστική µονάδα για την υπάλγεβρά της . (Πρβλ. [22, σελ 208, 

Theorem 2.6]). 

 

Και για την παράγραφο αυτή αν  είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα, τότε ως άλ-

γεβρα των πολλαπλασιαστών της, θεωρούµε το σύνολο  των διπλών πολ-

λαπλασιαστών, το οποίο αποτελείται από όλα τα ζεύγη της µορφής , όπου 

 και  συνεχείς απεικονίσεις από την  στην , τέτοιες ώστε να ισχύει  

, για κάθε . Ένα τέτοιο ζεύγος στο εξής θα καλείται πολ-

λαπλασιαστής επί της . 

 

A ( )b A

∞
⋅ ( )b A

A

A { }eλ λ∈Λ

A 1eλ ∞
≤ λ ∈ Λ x A∈

e x xλ → xe xλ → y A∈

*
y z z= z A∈

( )b A

A ( )b A A

A

A

( )b A

A

( )cdM A

( ),L R

L R A A

( ) ( )xL y R x y= ,x y A∈

A
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3.2.5 Πρόταση. Έστω  µία άλγεβρα µε ενέλιξη *. Θεωρούµε την άλγεβρα 

των διπλών πολλαπλασιαστών της  µε τις κατά σηµείο πράξεις και πολ-

λαπλασιασµό : . Τότε η  γίνεται ενελικτική 

άλγεβρα, µε ενέλιξη την απεικόνιση  όπου  

 

 µε 

 (3.2.1)  και  για κάθε . 

Απόδειξη. 

Έστω  και . Αρχικά οι  είναι 

καλά ορισµένες.  

Έστω  τότε, 

  

       . Άρα . 

Θα δείξουµε ότι  και . Για αυτό έστω 

, τότε έχουµε  

. 

 Άρα  και οµοίως . Οπότε 

 

. 

Θα δείξουµε ότι  και . Για αυτό έστω , τότε 

έχουµε,  

  

A

( )d
M A A

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 2 1, , ,L R L R L L R R= ( )dM A

( ) ( )*: d dM A M A→

( ),L R ֏ ( ) ( )( )* * *
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )xR y x R y x R y R y x
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R R R R
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άρα  οµοίως και , οπότε  

 

. ∆ηλαδή   

Θα δείξουµε ότι  και . Έστω λοιπόν , τότε 

. Άρα  και ο-

µοίως , οπότε . 

∆ηλαδή . 

Θα δείξουµε ότι  και . Για αυτό έστω  έ-

χουµε,  

         . Άρα  

 και , οπότε  

 

. Άρα  

Τονίζουµε ότι στη σχέση (3.1), οι  δεν υποδηλώνουν ενέλιξη, αλλά βεβαίως 

(βλ. και την προηγούµενη απόδειξη) είναι αντιγραµµικοί (:συζυγώς γραµµικοί) 

µορφισµοί µε περίοδο δύο. 

3.2.6 Πόρισµα. Η άλγεβρα  µιας τοπικά C*-άλγεβρας  γίνεται άλ-

γεβρα µε ενέλιξη. 

Απόδειξη. 

 Από την προηγούµενη πρόταση η  είναι ενελικτική, επειδή η  είναι 

ενελικτική. Επιπλέον, αν , τότε οι  είναι συνεχείς και δεδο-

µένου ότι και η ενέλιξη της  είναι συνεχής, προκύπτει ότι και οι  είναι συ-

( )L Lλ λ∗ ∗= ( )R Rλ λ∗ ∗=

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,L R L R R Lλ λ λ λ λ
∗ ∗ ∗ ∗

= = =
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νεχείς. Εποµένως  δηλαδή . Άρα, ο περιορι-

σµός της ενέλιξης της άλγεβρας  στην  καθιστά την τελευταία, 

ενελικτική άλγεβρα. 

 

Έστω µία τοπικά C*-άλγεβρα . Η άλγεβρα  εφοδιάζεται 

µε τις ακόλουθες δύο τοπολογίες. 

(i)  Θεωρούµε . Η απεικόνιση  µε 

 είναι µία C*-ηµινόρµα στην . 

Η τοπολογία που ορίζουν οι εν λόγω ηµινόρµες, στην  καλείται η το-

πολογία των ηµινορµών. 

(ii)  Για κάθε  και για κάθε  η απεικόνιση 

 ορίζει στην  µία ηµινόρµα.  

Η τοπολογία που παράγεται από τις ηµινόρµες για  και για , 

καλείται η αυστηρή (strict) τοπολογία στην . 

Υπενθυµίζουµε ότι ένα προβολικό σύστηµα  τοπολογικών αλγε-

βρών καλείται τέλειο ( perfect ), αν οι περιορισµοί  στην 

άλγεβρα προβολικό όριο , δηλαδή οι (συνεχείς αλγεβρικοί) µορφισµοί 

 είναι επί απεικονίσεις. Η προκύπτουσα άλγεβρα 

προβολικό όριο  καλείται τέλεια (τοπολογική) άλγεβρα (perfect). 

(Πρβλ. [ 15 σελ. 199, Definition 2.7]). 

Επιπλέον ισχύει ότι κάθε τοπικά m-κυρτή άλγεβρα Fréchet  δίνει ένα 

τέλειο προβολικό σύστηµα νορµαρισµένων αλγεβρών. (Πρβλ. [3, σελ. 80 Πρότα-

ση 2.6.16]) 
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3.2.7 Θεώρηµα. Έστω  µία τοπικά C*-άλγεβρα και  η α-

ντίστοιχη ανάλυση Arens-Michael. Υποθέτουµε ότι οι απεικονίσεις  

είναι όλες επί (τέλειο προβολικό σύστηµα). Τότε ισχύουν τα εξής: 

(1) Η  µε την τοπολογία ηµινόρµας είναι ισόµορφη µε το 

 όπου  

(2) Ο ισοµορφισµός του (1) ταυτίζει την αυστηρή τοπολογία επί της  

µε την τοπολογία επί του  που προκύπτει από τις αυστηρές τοπολογί-

ες των παραγόντων , . 

(3) Η  είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα µε την τοπολογία της ηµινόρµας. 

(4) Η  είναι πλήρης µε την αυστηρή τοπολογία. 

(5) Η απεικόνιση  είναι ένας οµοιοµορφισµός της A επί ενός 

κλειστού (ως προς την τοπολογία ηµινόρµας) ιδεώδους της , όπου 

 µε . 

(6) Η εικόνα της A µε την απεικόνιση του (5) είναι πυκνό σύνολο στην 

 για την αυστηρή τοπολογία. 

Απόδειξη. 

(1) Έστω ,  και  η πλήρωση της . 

Από το ότι η  είναι επί για όλα τα , οι απεικονίσεις 

 είναι όλες επί (εφόσον  και  είναι C*-άλγεβρα). 

Ως εκ’ τούτου έχουµε επεκτάσεις σε επιµορφισµούς µεταξύ των αντίστοιχων 

πολλαπλασιαστών αλγεβρών ( ) που ορίζονται όπως στο 

θεώρηµα 4.2 του [4]. ∆ηλαδή η  είναι επιµορφισµός για 

κάθε  µε  και εποµένως ορίζεται το  όπου . 

A lim ,A A I

α

α α≅ ∈
←

:f A Aα α→

( )cdM A

( )lim
cd

M A

α

α←
Iα ∈

( )cdM A

( )lim
cd

M A

α

α←

( )cdM Aα Iα ∈

( )cdM A

( )cdM A

( ),x xx L R֏

( )cdM A

( ) ( ),x xL y xy R y yx= = ,x y A∈

( )cdM A

kerΝ pα α= Iα ∈ �/A A Να α= /A Να

:f A Aα α→ Iα ∈

:f A Aαβ β α→ f f fα αβ β= � Aα

( ) ( )cd cdM A M Aβ α→

( ) ( ): cd cdF M A M Aαβ β α→

, Iα β ∈ α β≤ ( )lim
cd

M A

α

α←
Iα ∈
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Είναι σαφές ότι κάθε στοιχείο του  ορίζει έναν πολλαπλασιαστή 

της , και ότι η προκύπτουσα απεικόνιση στο  είναι ένας οµοµορφισµός 

επί του συνόλου των στοιχείων  τέτοια ώστε να ισχύει 

 για κάθε . Πρέπει λοιπόν να αποδείξουµε ότι αν 

 τότε  δηλαδή . 

Αυτό θα ακολουθήσει αν µπορέσουµε να δείξουµε ότι το  ορίζει ένα 

πολλαπλασιαστή στην , δεδοµένου ότι οι πολλαπλασιαστές των C*-αλγεβρών 

είναι αυτοµάτως φραγµένοι (πρβλ. [33,  3.12.2]). 

Για τούτο έστω  θα δείξουµε ότι . 

∆εδοµένου ότι το  είναι κλειστή υπάλγεβρα της , θα είναι µία τοπι-

κά C*-άλγεβρα και συνεπώς έχει µία προσεγγιστική µονάδα . 

Επιπλέον, εφόσον η  είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα θα έχει µία προσεγγιστική 

µονάδα και άρα, θα είναι γνήσια, συνεπώς για το  προκύπτει ότι 

ο  είναι αριστερός πολλαπλασιαστής της  και ο  είναι δεξιός. 

Τότε  αφού  και  

συνεχής. Ας µη ξεχνάµε βέβαια πώς το  είναι ιδεώδες και κλειστή υπάλ-

γεβρα της . Οµοίως . 

Εποµένως  ορίζει ένα στοιχείο της . 

(2) Για το ίδιο λόγο όπως και στο (1), αρκεί να λάβει κανείς υπόψη το συγκε-

κριµένο αντίστροφο σύστηµα . (Υπενθυµίζουµε ότι: Αν  είναι 

µία επί απεικόνιση µεταξύ C*-αλγεβρών, τότε η αντίστοιχη επέκταση 

 είναι συνεχής ως προς την αυστηρή τοπολογία.) Οπότε το α-

ποδεικτέο είναι πλέον άµεσο. 

(3) Προκύπτει άµεσα από το (1). 

( )lim
cd a

M A

α
←

A ( )cd
M A

( ) ( ), cdL R M A∈

( ),L R
α

< ∞ Iα ∈

( ) ( ), cdL R M A∈ ( ),L R
α

< ∞ ( )( ) ( ){ }: 1sup p L x p xα α ≤ < ∞

( ),L R

Aα

( )x ker pα∈ ( ) ( ) ( )L x ,R x ker pα∈

( )ker pα A

{ }eλ λ∈Λ

A

( ) ( ), cdL R M A∈

L A R

( ) ( ) ( ) ( )R x lim R e x lime R x ker pλ λ αλ λ
= = ∈ { }e ker pλ αλ∈Λ

∈ R

( )ker pα

A ( ) ( )L x ker pα∈

( )L,R ( )cdM Aα

( ) IA , fα αβ α∈ B C→

( ) ( )cd cdM B M C→
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(4) Η άλγεβρα πολλαπλασιαστών  είναι πλήρης, ως προς την αυστη-

ρή τοπολογία (πρβλ. [8, σελ. 83, Proposition 3.6]). Εξάλλου, κάθε αντίστροφο ό-

ριο πλήρων χώρων είναι πλήρης χώρος, και άρα ο ισχυρισµός προκύπτει από το 

(2). 

 

(5) Ισχυρισµός:  για κάθε  και . 

Απόδειξη του ισχυρισµού: 

Έστω  µία προσεγγιστική µονάδα για την  (τέτοια υπάρχει αφού η 

 είναι τοπικά C*-άλγεβρα ). Έστω  και . Για κάθε  µε  

 έχουµε . Άρα  

  

δηλαδή . Από την άλλη επειδή  για κάθε 

και για κάθε  είναι  και , έχουµε  

 επειδή  και εφόσον  έπε-

ται ότι . Από (1) και (2) θα είναι . 

και το ζητούµενο προκύπτει πλέον άµεσα. 

(6) Έστω  η προσεγγιστική µονάδα για την  (βλ. και την απόδειξη του 

(5)) και έστω . 

Ισχυρισµός  ως προς την αυστηρή τοπολογία. 

Απόδειξη του ισχυρισµού:  

Από τις αλγεβρικές ιδιότητες των πολλαπλασιαστών και τον ορισµό της , 

έχουµε: 

 

( )cd
M Aα

( ) ( ),x xL R p xαα
= x A∈ α Ι∈

{ }eλ λ∈Λ
A

A x A∈ α Ι∈ y A∈

( ) 1≤ap y ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1≤ ≤ ⋅ =a a a a ap xy p x p y p x p x

( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ), : 1 : 1α α α α αα
= ≤ = ≤ ≤x x xL R sup p L y p y sup p xy p y p x

( ) ( ) ( ), 1αα
≤

x x
L R p x 1eλ ∞

≤ λ ∈ Λ

x A∈ e x xλ → xe xλ →

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }lim lim : : 1a a a ap x p e x p e x sup p e x sup p xy p yλ λ λ α αλ λ
λ= = ≤ ∈ Λ ≤ ≤

( ) 1λ λ ∞
≤ ≤ap e e ( ) ( ) ( ){ }, : 1α αα

= ≤
x x

L R sup p xy p y

( ) ( ) ( ), 2α α
≤

x x
p x L R ( ) ( ),α α

=
x x

p x L R

{ }eλ λ∈Λ
A

( ) ( )cdL,R M A∈

( ) ( )( ) ( )R e R e
L ,R L,R

λ λ

λ→

,xα
⋅

( ) ( ) ( )( )R e R e
,x

L,R L ,R
λ λ α

− =



66 

 

 

   

   

 

 

  

Η τελευταία ισότητα ισχύει διότι . 

Άρα . 

Από το γεγονός ότι το  είναι µία προσεγγιστική µονάδα και οι  

είναι συνεχείς, προκύπτει και οι δύο όροι στο τελευταίο µέλος συγκλίνουν στο 

µηδέν. 

∆ηλαδή  για κάθε  και . Εποµέ-

νως , που σηµαίνει ότι η εικόνα του A µέσω της απεικό-

νισης , είναι πυκνό στην  ως προς την αυστηρή τοπολογία. 

 

Παρακάτω η πρόταση 3.2.8 και το θεώρηµα 3.2.9 θα χρησιµοποιηθούν για την 

απόδειξη του θεωρήµατος 3.2.10 

3.2.8 Πρόταση. Αν  τοπικά C*-άλγεβρα τότε η νορµαρισµένη άλ-

γεβρα  είναι πλήρης για κάθε .  

Απόδειξη. 

Πρβλ [5, σελ 32. Theorem 2.4]  

 

Στο επόµενο θεώρηµα µε  συµβολίζουµε τον δυϊκό χώρο της άλγεβρας , 

δηλαδή . 

( )( )( ) ( )( )( )R e R e
p L L x p R R x

λ λα α
   − + − =
   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )R e R e
p L x L x p R x R x

λ λα α− + − =

( ) ( )( ) ( ) ( )( )p L x R e x p R x xR eα λ α λ− + − =

( ) ( )( ) ( ) ( )( )α λ α λ− + −p L x e L x p R x R xe

( ) ( ) για κάθεxL y R x y x, y A= ∈

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
λ λ α λ α λ

α
− = − + −

R e R e
,x

L,R L ,R p L x e L x p R x xe

{ }eλ λ∈Λ
,ap R

( ) ( ) ( )( ) 0
R e R e

,x

L,R L ,R
λ λ

λ

α
− → Iα ∈ x A∈

( ) ( )( ) ( )R e R e
L ,R L,R

λ λ

λ→

( ),x xx L R֏ ( )cdM A

( )( ),
a a I

A p
∈

aA a I∈

A
∗ A

{ }: , γραµµικήA f A f
∗ = → C
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3.2.9 Θεώρηµα. Έστω  µία C*-άλγεβρα και έστω  η δυική της . Τότε 

 όπου 

 και  για κάθε . 

Απόδειξη. 

Πρβλ. [37, σελ. 634 Theorem 2.1].  

Το θεώρηµα που ακολουθεί είναι χρήσιµο στα επόµενα για επεκτάσεις συνεχών 

γραµµικών συναρτησοειδών σε συνεχή συναρτησοειδή πάνω στην άλγεβρα των 

συνεχών διπλών πολλαπλασιαστών. 

3.2.10 Θεώρηµα. Έστω  µία τοπικά C*-άλγεβρα και  µία συνεχής 

γραµµική απεικόνιση. Τότε η  είναι συνεχής ως προς την αυστηρή τοπολογία 

επί της . 

Απόδειξη. 

Επειδή η  είναι συνεχής, υπάρχει  και  έτσι ώστε 

 για κάθε . Αλλά από την πρόταση 3.2.8 η 

 είναι µία C*-άλγεβρα ως προς τη νόρµα  που ορίζεται από τη 

σχέση . Εξάλλου υπάρχει µοναδική συνεχής γραµµική α-

πεικόνιση  πάνω στη C*-άλγεβρα  έτσι ώστε  όπου  είναι η 

κανονική απεικόνιση πηλίκο από την  στην . Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα 

3.2.9, υπάρχουν  και συνεχείς γραµµικές απεικονίσεις  και 

  (αντίστοιχα), έτσι ώστε .  

Τότε  

 

 και ανάλογα  

 για κάθε . 

Α A
∗ Α

{ } { }: και : καιA a f a A f A f a a A f A∗ ∗ ∗= ⋅ ∈ ∈ = ⋅ ∈ ∈

( ) ( ) ( )a f b f ba⋅ = ( ) ( ) ( )f a b f ab⋅ = b A∈

Α :f A → C

f

Α

f 0M > ,a I∈

( ) ( )af x Mp x≤ x A∈

( )/ kera aA A p≡ a
p
•

( ) ( )ker a aa
p x p p x
•

+ =

apf
aA

ap af f π= �
aπ

Α
aA

( ) ( )a a ax , y Aπ π ∈
ap

ν

apµ ( ): aA → C ( ) ( )( ) ( )( )
a a ap p a p af x yν π µ π⋅ = ⋅ = ⋅

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
a a ap a p a p a af z f z f z ker p x z ker pπ ν π= = + = + =�

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
a a ap a a p a p ax ker p z ker p xz ker p xzν ν ν π+ + = + =

( ) ( )( )
ap af z zyµ π= z A∈
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Έστω  και  είναι φανερό ότι οι  και  είναι συνεχείς 

γραµµικές απεικονίσεις στην  και  , από αυτό προκύπτει 

ότι η  είναι συνεχής ως προς την αυστηρή τοπολογία περιορισµένη στην . 

 

3.2.11 Πόρισµα. Κάθε συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές πάνω σε µία τοπικά 

C*-άλγεβρα A επεκτείνεται µονοσήµαντα σε ένα γραµµικό συναρτησοειδές επί της 

 το οποίο είναι συνεχές ως προς την αυστηρή τοπολογία. 

Απόδειξη. 

Έστω ένα συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές.  

Θεωρούµε την απεικόνιση  µε  και την 

απεικόνιση  µε  δηλαδή . Άρα από το 

θεώρηµα 3.2.10, η F είναι ένα συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές επί της  

ως προς την αυστηρή τοπολογία. Επειδή το  είναι πυκνό στην , υ-

πάρχει µοναδικό συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές  µε 

.  

 

3.2.12 Ορισµός. Μία τοπικά C*-άλγεβρα θα ονοµάζεται ισχυρά φασµατικά 

φραγµένη (s.s.b strong spectrally bounded) τοπικά C*-άλγεβρα εάν  ως 

σύνολα. (όπου  (πρβλ. [10 Defini-

tion 7.3]). 

Παράδειγµα (Weidner) ισχυρά φασµατικά φραγµένης τοπικά C*-άλγεβρας. 

(Πρβλ. [35, Exercises (Weidner) 2.11]). 

Έστω F το σύνολο των αριθµήσιµων κλειστών υποσυνόλων του  όπου το 

καθένα έχει πεπερασµένο πλήθος σηµείων συσσώρευσης (cluster point). Το 

 µε την τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης (uniform convergence) 

για τα µέλη (στοιχεία) του F είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα. Είναι φανερό ότι 

ap a
ν ν π= �

ap a
µ µ π= � ν µ

Α ( ) ( ) ( )f x yν µ⋅ = ⋅ = ⋅

f Α

( ) ,cdM A

:f A → C

( )cdi : A M A→ ( ) ( )a ai a L ,R ,a A= ∈

( ):F i A → C ( )( ) ( )a a
F L ,R f a= F i f=�

( )i A ,

( )i A ( )cdM A

( ): cdF M A →ɶ C

( )F / i A F=ɶ

( )b A A=

( ) ( ){ }{ }: sup :ab A x A x p x a I
∞

= ∈ = ∈ < ∞

[ ]0 1,

[ ]( )0 1C ,
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 συνολοθεωρητικά. Επιπλέον, η ταυτοτική απεικόνιση από 

την τοπικά C*-άλγεβρα  στην C*-άλγεβρα  (µε τη συνήθη τοπο-

λογία) είναι ένας ασυνεχής επί ‘‘1-1’’ *-µορφισµός από µία τοπικά C*-άλγεβρα σε 

µία C*-άλγεβρα  

Αποδεικνύεται παρακάτω ότι η ιδιότητα ¨ισχυρά φασµατικά φραγµένη¨ κλη-

ρονοµείται στην άλγεβρα των συνεχών διπλών πολλαπλασιαστών (βλ. πόρισµα 

3.2.15). 

3.2.13 Πρόταση. Κάθε διπλός πολλαπλασιαστής µιας s.s.b τοπικά C*-

άλγεβρας  είναι συνεχής. ∆ηλαδή  

Απόδειξη. 

Έστω  δηλαδή  γραµµικές απεικονίσεις έτσι ώ-

στε  για κάθε . 

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η A είναι s.s.b τοπικά C*-άλγεβρα συµπεραί-

νουµε ότι  εφόσον . 

Έστω  δίκτυο µε  για κάθε  και 

 µία προσεγγιστική µονάδα για την . Έχουµε: 

 

 

 

 

. 

Αλλά κάθε αριστερός (αντίστοιχα δεξιός) πολλαπλασιαστής επί µιας C*-

άλγεβρας είναι φραγµένος. (Βλ. [33, σελ. 79, Lemma 3.12.2]). Οπότε έχουµε 

 για 

[ ]( )( ) [ ]( )0 1 0 1b C , C ,=

[ ]( )0 1C , [ ]( )0 1C ,

A ( ) ( )d cdM A M A .=

( ) ( )dL,R M A∈ :L,R A A→

( ) ( )xL y R x y= x, y A∈

( ) ( )( )dL,R M b A∈ ( )b A A=

{ }x Aδ δ∈∆
⊆ ( ) 0ap xδ → ( ) ( )ap a I∈

{ } ( )e b Aλ λ∈Λ
⊆ ( )b A

( )( ) ( )( )a ap L x p L x e x e xδ δ λ δ λ δ= − + =

( ) ( )( )ap L x e x L e xδ λ δ λ δ− + ≤

( )( ) ( )( )a ap L x e x p L e xδ λ δ λ δ≤ − + =

( )( ) ( )( )a ap L x e x p L e xδ λ δ λ δ− + ≤

( ) ( ) ( )aL x e x L e p xδ λ δ λ δ∞ ∞
− +

( )( ) ( ) ( ) ( )a ap L x L x e x L e p xδ δ λ δ λ δ∞ ∞
≤ − + ≤ ( )aM x e x Mp xδ λ δ δ∞

− +
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κάθε ,  και για κάθε ηµινόρµα . Εποµένως η απεικόνιση  

είναι συνεχής  

Κατά τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι και η απεικόνιση  είναι συνεχής. 

 

( Πρβλ. [24, Theorem 3.5]). 

3.2.14 Θεώρηµα. Έστω A µία τοπικά C*-άλγεβρα. Τότε οι C*-άλγεβρες 

 και  είναι ισοµορφικές. 

Απόδειξη. 

Έστω  θα δείξουµε ότι . Για 

αυτό είναι αρκετό να δείξουµε ότι η  είναι  και -αναλλοίωτοι. ∆ηλαδή 

 και . 

Έστω  τότε έχουµε ότι  

 

 και ως εκ’ τούτου . Κατά τον 

ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι . 

Έτσι, η απεικόνιση  µε 

 είναι καλά ορισµένη. Είναι εύκολο να εξακριβώσου-

µε ότι η  είναι ένας µονοµορφισµός *-αλγεβρών. (Βλ. και Πρόταση 3.2.5).  

Επιπλέον, η  είναι επί. Γι’ αυτό, είναι αρκετό να δείξουµε ότι για κάθε 

 υπάρχει µοναδική  έτσι ώστε 

. 

Από την πρόταση 3.2.13, προκύπτει ότι οι απεικονίσεις  και  είναι συνε-

χείς ως προς την τοπολογία που ορίζεται από τις C*-ηµινόρµες . 

δ ∈ ∆ λ ∈ Λ ( )a
p a I∈ L

R

( )( )cdb M A ( )( )cdM b A

( ) ( )( )cd
L,R b M A∈ ( ) ( )( ) ( )( )cdb A b A
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( )b A L R

( )( ) ( )L b A b A⊆ ( )( ) ( )R b A b A⊆

( )x b A∈
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sup p L x a I x sup p L a I

x∞
∞

    
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∈ < ∞ ( )( ) ( )L b A b A⊆

( )( ) ( )R b A b A⊆

( )( ) ( )( ): cd cdb M A M b AΨ →
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( )a b Ap | , a I∈
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Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το  είναι πυκνό στην  συµπεραίνουµε 

ότι υπάρχει µοναδική συνεχής γραµµική απεικόνιση ,αντίστοιχα 

, έτσι ώστε ,  αντίστοιχα . 

Είναι εύκολο να δούµε ότι . Πράγµατι, έστω  

µία ηµινόρµα της , ,  µία προσεγγιστική µονάδα για την  

και . Τότε υπάρχει  έτσι ώστε  

 

. 

Έτσι  και συνεπώς . 

 

3.2.15 Πόρισµα. Έστω  µία s.s.b τοπικά C*-άλγεβρα. Τότε η  είναι 

επίσης µία s.s.b τοπικά C*-άλγεβρα. 

Απόδειξη. 

Επειδή η  είναι µία s.s.b τοπικά C*-άλγεβρα θα ισχύει =  εποµένως 

και . Εξάλλου  

Οπότε σε συνδυασµό µε το προηγούµενο θεώρηµα έχουµε 

 που σηµαίνει ότι η  είναι µία s.s.b τοπικά C*-

άλγεβρα. 

 

3.2.16 Θεώρηµα. Έστω  µία s.s.b τοπικά C*-άλγεβρα µε µια αριθµήσιµη 

προσεγγιστική µονάδα. Αν Β είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα και αν  ένας 

ισοµορφισµός αλγεβρών. Τότε ο Φ επεκτείνεται µονοσήµαντα σε ένα ‘‘1-1’’ επι-

µορφισµό µεταξύ των τοπικά C*-αλγεβρών και . 

Απόδειξη. 

( )b A A,

: A AL →ɶ

: A AR →ɶ ( )b AL | L=ɶ ( )b AR | R=ɶ

( ) ( )( )cdL,R d M A∈ɶ ɶ ( )ap a I∈

A x A∈ { } ( )e b Aλ λ∈Λ
⊆ A

0ε > 0λ ∈ Λ

( )( ) ( )( ) ( )( )
o o

a a ap p p xx x e x eL L Lλ λ≤ +−ɶ ɶ ɶ ≤

( )( ) ( )
0a ap L e p xλε + ≤ ( ) ( )

0 aL e p xλε
∞

+

( ) ( )
ap

L,R L,R≤ɶ ɶ ( ) ( )( )cd
L,R b M A∈ɶ ɶ

A ( )cdM A

A ( )b A A

( )( ) ( )cd cd
M b A M A= ( )( ) ( )( )cd cd

M b A b M A=

( )( ) ( )cd cdb M A M A= ( )cdM A

A

:Φ A B→

( )cdM A ( )cdM B
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Από το Πόρισµα 1.13 στο [35] συµπεραίνουµε ότι η απεικόνιση 

 είναι ένας µορφισµός µεταξύ C*-αλγεβρών.  

Επειδή η  είναι µία s.s.b τοπικά C*-άλγεβρα και η Φ είναι επί, έχουµε ότι 

. Συνεπώς  και εποµένως και η Β εί-

ναι µία s.s.b τοπικά C*-άλγεβρα. Τελικά ο  είναι ένας ισοµορφι-

σµός. 

Επειδή η  έχει, µια αριθµήσιµη προσεγγιστική µονάδα, από το θεώρηµα 

10 στο [34] υπάρχει µοναδικός επιµορφισµός C*-αλγεβρών 

 έτσι ώστε . 

επίσης, υπάρχει µοναδικός µορφισµός τοπικά C*-αλγεβρών 

 έτσι ώστε . Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.5 

και το Πόρισµα 1.13 από το [35], συµπεραίνουµε ότι η 

 είναι ένας µορφισµός µεταξύ τοπικά C*-αλγεβρών 

και . Αλλά (Πόρισµα 3.2.15 και Θεώρηµα 3.2.14), 

 και    

  ως άλγεβρες και έτσι . 

 

  

( ) ( ):Φ b A b B→

A

( ) ( )( ) ( )B Φ A Φ b A b B B= = ⊆ ⊆ ( )b B B=

( ) ( ):Φ b A b B→

( )b A

( )( ) ( )( ): cd cdΦ M b A M b B→ ( )b AΦ | Φ=

� ( ) ( ):
cd cd

Φ M A M B→ �
AΦ | Φ=

� ( )( ) ( )( ):
cd cd

Φ M b A M b B→

� ( )AbΦ | Φ=

( ) ( )( ) ( )( )cd cd cd
M A b M A M b A= =

( ) ( )( ) ( )( )cd cd cd
M B b M B M b B= = �Φ Φ=
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Ο
 

 
Στο κεφάλαιο αυτό θεωρούµε µία τοπικά m-κυρτή *-άλγεβρα  µε συνεχή 

ενέλιξη, η οποία είναι τέλεια τοπολογική άλγεβρα και περιγράφουµε την άλγεβρα 

των πολλαπλασιαστών (Θεώρηµα 4.2.1) στο πλαίσιο µιας ασθενέστερης τοπολο-

γίας, ως προς την οποία, η  είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα. Το ίδιο εφαρµόζεται 

στην περίπτωση ορισµένων τοπικά κυρτών H*-αλγεβρών. (Πόρισµα 4.2.2). 

 

 

4.1 Πολλαπλασιαστές τοπικά κυρτών *-αλγεβρών 
 

Έστω  µία άλγεβρα. Αν  τότε συµβολίζουµε µε 

 τον αριστερό µηδενιστή (annihilator) του 

 και αντίστοιχα µε  τον δεξιό µηδενιστή 

του . Το  (αντ. το ) είναι αριστερό (αντ. δεξιό) ιδεώδες της . 

Επιπλέον, το  (αντ. το ) είναι δίπλευρο ιδεώδες αν το  είναι αρι-

στερό (αντ. δεξιό) ιδεώδες της . 

4.1.1 Ορισµός. Μία άλγεβρα  καλείται αριστερά (αντ. δεξιά) προµηδενιστι-

κή αν  (αντ. ). Αν  τότε η  κα-

λείται προµηδενιστική (βλ. [12, σελ. 149]). 

Ένα αριστερό (αντ. δεξιό) ιδεώδες  µίας άλγεβρας  καλείται ουσιώδες 

(essential) στην  αν  για κάθε  µη µηδενικό αριστερό (αντ. δεξιό) 

ιδεώδες της . 

Στο κεφάλαιο αυτό µία τοπικά m-κυρτή C*-άλγεβρα θα καλείται και τοπικά 

προ-C*-άλγεβρα. 

Μία τοπικά m-κυρτή Η*-άλγεβρα είναι µία άλγεβρα  εφοδιασµένη µε µία οικο-

γένεια  από ηµινόρµες Ambrose, µε την έννοια ότι κάθε  ηµινόρµα 

 προκύπτει από ένα ψευδοεσωτερικό γινόµενο  έτσι ώστε η επα-

γόµενη τοπολογία κάνει την  µία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα. Επιπλέον, ικανοποι-

A

A

A ( ) S A∅ ≠ ⊆

( ) { }: 0 για κάθε l S x A xs s S= ∈ = ∈A

S ( ) { }: 0 για κάθε r S x A sx s S= ∈ = ∈A

S ( )l SA ( )r SA A

( )l
SA ( )r

SA S

A

A

( ) { }0l A =A ( ) { }0r A =A ( ) ( ) { }0 ,= =l rA A A A A

I A

A { }0I J∩ ≠ J

A

A

( )a a I
p

∈

,
a

p a I∈ , ,
a

< >

,A
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ούνται οι ακόλουθες συνθήκες. Για κάθε  υπάρχει  τέτοιο ώστε 

 και  για κάθε  και . Το 

 δεν είναι απαραίτητα µοναδικό. Στην περίπτωση που η άλγεβρα είναι γνήσια 

(δηλαδή αν  τότε ) τότε το  είναι µοναδικό και η απεικό-

νιση  είναι µία ενέλιξη επί της  (βλ. [14, σελ. 451, Definition 

1.1 και σελ. 452, Theorem 1.3]). 

Για το κεφάλαιο αυτό θεωρούµε τα εξής:  

Έστω  µία πλήρης τοπικά m-κυρτή άλγεβρα και  

    

οι αντίστοιχες απεικονίσεις πηλίκο. Τότε η  ορίζει  επί 

της  µία νόρµα, έτσι ώστε η  να είναι µία νορµαρισµένη άλγεβρα και οι α-

πεικονίσεις , είναι συνεχείς. Με , συµβολίζουµε την πλήρωση 

της  (ως προς την τοπολογία που ορίζει η ). Το σύνολο  είναι εφοδια-

σµένο µε την µερική διάταξη ¨ ¨ που ορίζεται ως εξής:  

για κάθε . Έτσι . Εποµένως οι απεικονίσεις 

 ορίζονται και είναι συνεχείς επιµορ-

φισµοί. Επιπλέον η  επεκτείνεται σε έναν συνεχή µορφισµό 

. Έτσι τα  µε  είναι 

προβολικά συστήµατα νορµαρισµένων (αντ. Banach) αλγεβρών, έτσι ώστε 

(ανάλυση Arens-Michael) ως προς αλγεβρικούς- τοπολογι-

κούς ισοµορφισµούς (βλ. Θεώρηµα 1.3.13). 

Οι πολλαπλασιαστές ως απλή αλγεβρική έννοια 

Με  συµβολίζουµε το σύνολο όλων των γραµµικών τελεστών (απεικο-

νίσεων) επί της άλγεβρας  

x A∈ x A
∗ ∈

, ,
a a

xy z y x z
∗< > =< > , ,

a a
yx z y zx

∗< > =< > ,y z A∈ a I∈

x
∗

{ }0 ,Ax x A= ∈ 0x = x
∗

: :A A x x
∗∗ → ֏ A

( )( ), a a I
A p

∈

( ) ( ) ( ) ( ): / ker : : ker ,
a a a a a a a

A A p A x x x p p x x a Iρ ρ→ ≡ = + ≡ ≡ ∈֏

( ): , ,a aa
x p x x A a I= ∈ ∈

a
A

a
A

,
a

a Iρ ∈ � ,
a

A a I∈

a
A

a
⋅ I

≤ ( ) ( )p x p xα βα β≤ ⇔ ≤

x A∈ ( ) ( )ker kerp pβ α⊆

( ): : : ,f A A x f x xαβ β α β αβ β α α β→ = ≤֏

fαβ

� �: ,f A Aβ ααβ α β→ ≤ ( ) �( ), , , , ,A f A f Iα αβ α αβ α β ∈ α β≤

�A lim A lim A

α α

α α≅ ≅
← ←

( )L A

.A
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Για το παρόν κεφάλαιο µια απεικόνιση  θα λέγεται δίπλευρος πολ-

λαπλασιαστής (ή απλά πολλαπλασιαστής) επί της , αν είναι αριστερός και δεξιός 

πολλαπλασιαστής επί της . ∆ηλαδή αν  και  για 

κάθε  ή  για κάθε . 

Γνωρίζουµε ότι, αν η  είναι µία γνήσια άλγεβρα, τότε κάθε δίπλευρος πολ-

λαπλασιαστής της είναι µία γραµµική απεικόνιση (βλ. και το Λήµµα 2.1.3). 

Υπενθυµίζουµε ότι, µε  συµβολίζουµε το σύνολο των αριστερών πολ-

λαπλασιαστών, µε  το σύνολο των δεξιών πολλαπλασιαστών και µε 

 το σύνολο των (δίπλευρων) πολλαπλασιαστών επί της . Εποµένως θα 

είναι . 

Αν η άλγεβρα  είναι προµηδενιστική, τότε οι ,  και  

είναι υπάλγεβρες της  (βλ. Προτάσεις 2.1.4, 2.1.5 και Πόρισµα 2.1.6).  

Τώρα για κάθε , ο τελεστής  επί της  που δίνεται από τη σχέση 

, είναι αριστερός πολλαπλασιαστής της . Πράγµατι. Για κάθε 

, =  και έτσι . Ανάλογα, ο τελε-

στής  επί της  που δίνεται από τη σχέση , είναι δεξιός πολ-

λαπλασιαστής της . 

 

4.1.2 Πρόταση. Έστω  µία προµηδενιστική άλγεβρα. Τότε ισχύουν τα ακόλου-

θα: i) Η απεικόνιση  είναι ένας αλγεβρικός µονοµορ-

φισµός που εµφυτεύει την  σε µία υπάλγεβρα της  . 

ii) Η  είναι ένα αριστερό ιδεώδες της άλγεβρας .  

iii) Αν  είναι µία υπάλγεβρα της  τέτοια ώστε , τότε 

 για κάθε µη µηδενικό δεξιό ιδεώδες  της  

Απόδειξη. 

 

:T A A→

A

A ( ) ( )T xy T x y= ( ) ( )T xy xT y=

,x y A∈ ( ) ( ) ( )xT y T xy T x y= = ,x y A∈

A

( )lM A

( )rM A

( )M A A

( ) ( ) ( )l rM A M A M A= ∩

A ( )lM A ( )rM A ( )M A

( )L A

∈x A x
l A

( ) ,xl y xy y A= ∈ A

,y z A∈ ( ) ( ) ( )xl yz x yz xy z= = ( )xl y z ( )x ll M A∈

x
r A ( ) ,xr y yx y A= ∈

A

A

( ): όπου → ֏l xL A M A x l

A ( )lM A

A ( )lM A

F ( ) ,lM A A F⊂

{ }0 ,I A∩ ≠ I .F
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i) Έστω  και  τότε, για κάθε  έχουµε:  

. 

∆ηλαδή  που σηµαίνει ότι  

. 

∆ηλαδή  που σηµαίνει ότι . 

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι η  είναι ένας οµοµορφισµός (αλγε-

βρών). 

Αν  τότε  για κάθε  δηλαδή  και επειδή η 

άλγεβρα  είναι προµηδενιστική προκύπτει ότι  άρα  οπότε η 

 είναι τελικά, µονοµορφισµός. 

ii) Από την ταύτιση  αρκεί να αποδείξουµε µόνο ότι  για 

κάθε . Πράγµατι: για κάθε  έχουµε 

 άρα . 

iii)  Από την υπόθεση έχουµε  (από την ταύτιση  ). Έστω 

ακόµα  µη µηδενικό δεξιό ιδεώδες της  Έχουµε  άρα και 

. Εφόσον  υπάρχει  και  ώστε , τότε 

 και  επειδή . Εποµένως   

 

Ένα παρόµοιο αποτέλεσµα προκύπτει και για τους δεξιούς πολλαπλασιαστές. 

Όµως, το ii) για δίπλευρους πολλαπλασιαστές, είναι κάπως ισχυρότερο. Συγκε-

κριµένα, η άλγεβρα  µπορεί να εµφυτευτεί, ως ένα δίπλευρο ιδεώδες στην 

. Έτσι έχουµε. 

4.1.3 Πόρισµα. Κάθε προµηδενιστική άλγεβρα  είναι ένα ουσιώδες δίπλευρο 

ιδεώδες της άλγεβρας  των πολλαπλασιαστών της. 

Απόδειξη.  

,x y A∈ λ ∈C z A∈

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x y x yx y
l z x y z xz yz l z l z l l zλ λ λ λ λ+ = + = + = + = +

( ) x yx y
l l lλ λ+ = + ( ) ( ) ( )L x y L x L yλ λ+ = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )x x y x yxy
l z xy z x yz l yz l l z l l z= = = = =

( ) x yxy
l l l= ( ) ( ) ( )L xy L x L y=

L

( ) 0L x = ( ) 0xl y = ,∈y A { }0xA =

A 0x = ( ) { }ker 0L =

L

x
x l≡ ( )x lTl M A∈

( )lT M A∈ y A∈
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Tl l I ( ) { }0 :≠ ∈ ∈xT x
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A
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Η  είναι υπάλγεβρα της  και της . Η άλγεβρα  ταυτίζεται 

µε ένα αριστερό ιδεώδες της , και άρα    

Επίσης η  ταυτίζεται µε ένα δεξιό ιδεώδες της , οπότε  Ε-

ποµένως  και έτσι η  είναι ένα δίπλευρο ιδεώδες 

της  Από το προηγούµενο θεώρηµα έχουµε ότι , για κάθε µη 

µηδενικό δεξιό ιδεώδες  της  Οµοίως, , για κάθε µη µηδενικό 

αριστερό ιδεώδες  της  Τελικά, η  είναι ουσιώδες δίπλευρο ιδεώδες 

της . 

 

Η άλγεβρα των πολλαπλασιαστών µιας τοπικά m-κυρτής άλγεβρας µε προ-

σεγγιστική µονάδα 

Περιγράφουµε την άλγεβρα πολλαπλασιαστών  στην περίπτωση που η  

είναι πλήρης τοπικά m-κυρτή άλγεβρα µε προσεγγιστική µονάδα (βλ. σχόλια µετά 

την Πρόταση 3.2.4). Με µία κατάλληλη συνθήκη επί των παραγόντων  της  

η  είναι υπάλγεβρα της άλγεβρας  (όπου  είναι η άλγεβρα των 

συνεχών γραµµικών τελεστών από την  στην  (Βλ. Πόρισµα 4.1.7). 

4.1.4 Θεώρηµα. Έστω  µία πλήρης τοπικά m-κυρτή άλγεβρα µε  µία 

προσεγγιστική µονάδα . Υποθέτουµε ότι κάθε πηλίκο  στην 

ανάλυση Arens-Michael της  είναι πλήρης. Τότε κάθε (δίπλευρος) πολλαπλασι-

αστής  της  είναι συνεχής. 

Απόδειξη.  

Έστω  και . Παίρνουµε . Για , υπάρχει δείκτης 

 έτσι ώστε  όταν  (επειδή 

 και  συνεχής). Έχουµε  
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  (επειδή ) 

∆ηλαδή  για κάθε , συνεπώς  και άρα 

 και έτσι . Τότε ο πολλαπλασιαστής  έχει α-

πεικονίσεις προβολές  µε  Κάθε 

 είναι πολλαπλασιαστής της γνήσιας νορµαρισµένης άλγεβρας  η οποία από 

την υπόθεση είναι και πλήρης (Banach), για κάθε . 

Αν  µε ,  οι κανονικές απεικονίσεις πηλί-

κο, τότε ισχύει . Πράγµατι για κάθε  έχουµε  

    

 . 

Επιπλέον,  για κάθε  µε . Όπου  µε 

 είναι οι συνδέουσες απεικονίσεις του αντίστροφου προβολικού συστήµα-

τος. ∆ηλαδή η οικογένεια  είναι ένα προβολικό σύστηµα απεικονίσεων, ως 

προς το  µε  στο . Έτσι . (Βλ. [7, σελ. 77, Proposi-

tion 1]). 

Με  συµβολίζουµε τον περιορισµό της απεικόνισης προβολής 

στο αντίστροφο όριο . ∆ηλαδή . 

Αν  είναι ο αλγεβρικός-τοπολογικός ισοµορφισµός που ταυτίζει (εφόσον οι  

είναι πλήρεις) την  µε την  (ανάλυση Arens-Michael), µέσω της ισότητας 
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παίρνουµε ότι . Εφόσον κάθε πολλαπλασιαστής µιας γνήσιας 

άλγεβρας Banach είναι φραγµένος (και άρα ισοδύναµα συνεχής) (βλ. [29, σελ. 20, 

Theorem 1.1.1]), o  είναι συνεχής επί της . Εποµένως η  είναι συ-

νεχής. Από τα προηγούµενα και εφόσον  για κάθε  συµπεραί-

νουµε ότι η  είναι συνεχής.  

 

Το επόµενο λήµµα είναι απόρροια της προηγούµενης απόδειξης. 

4.1.5 Λήµµα. Κάθε πολλαπλασιαστής µιας πλήρους τοπικά m-κυρτής άλγεβρας 

µε προσεγγιστική µονάδα και πλήρεις νορµαρισµένους παράγοντες, είναι το αντί-

στροφο όριο από πολλαπλασιαστές οι οποίοι είναι προβολές του αρχικού πολλα-

πλασιαστή στους παράγοντες. 

 

Εξάλλου, έχουµε το ακόλουθο. 

4.1.6 Λήµµα. Έστω  µία άλγεβρα προβολικό όριο. Τότε οι άλγεβρες 

πολλαπλασιαστών  αποτελούν προβολικό όριο και ισχύει 

 (συνολοθεωρητικά). 

 

4.1.7 Πόρισµα. Έστω  µία πλήρης τοπικά m-κυρτή άλγεβρα µε προ-

σεγγιστική µονάδα έτσι ώστε κάθε παράγοντας  εί-

ναι πλήρης. Τότε η άλγεβρα  των πολλαπλασιαστών της  είναι µία υπάλ-

γεβρα της  

Απόδειξη.  

Εφόσον η άλγεβρα  έχει προσεγγιστική µονάδα είναι προµηδενιστική, άρα και 

γνήσια. Συνεπώς κάθε πολλαπλασιαστής  της  είναι γραµµική απεικόνιση 

(βλ. Λήµµα 2.1.3). Από το Θεώρηµα 4.1.4, έχουµε ότι κάθε πολλαπλασιαστής  

της  είναι και συνεχής και το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα.  
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Ο Weinder έχει αποδείξει ότι κάθε πολλαπλασιαστής µιας τοπικά C*-άλγεβρας 

είναι συνεχής (βλ. [38] και [25, σελ. 74-75]). Εκτός αυτού, κάθε τοπικά C*-

άλγεβρα  έχει προσεγγιστική µονάδα (φραγµένη από το 1) (βλ. [22, σελ 208, 

Theorem 2.6]) και κάθε παράγοντας  είναι πλήρης. Ιδιαίτερα, η  είναι γνήσια 

και έτσι έχουµε το επόµενο αποτέλεσµα, ως εναλλακτική διατύπωση και απόδειξη 

του αποτελέσµατος του Weinder. 

4.1.8 Πόρισµα. Η άλγεβρα των πολλαπλασιαστών µιας τοπικά C*-άλγεβρας  

είναι υπάλγεβρα της  

 

4.2 Η άλγεβρα των πολλαπλασιαστών µιας τοπικά m-κυρτής     

Η*-άλγεβρας 

 

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται η σχέση µεταξύ της άλγεβρας των πολλα-

πλασιαστών µιας ειδικής τοπικά κυρτής Η*-άλγεβρας και των άλγεβρών των πολ-

λαπλασιαστών των παραγόντων της στην ανάλυση Arens-Michael (ως προς µία 

τοπολογία ασθενέστερη της αρχικής). 

Αν  είναι µία τοπικά m-κυρτή άλγεβρα, τότε το σύνολο των αριστε-

ρών πολλαπλασιαστών  γίνεται µία πλήρης τοπικά m-κυρτή άλγεβρα ως 

προς την οικογένεια  των ηµινορµών που δίνονται από τη σχέση 

 ( )l lT M A .∈  (Βλ. [25, σελ.75, 

Theorem 3.5]). 

4.2.1 Θεώρηµα. Έστω  µία πλήρης τοπικά m-κυρτή *-άλγεβρα µε 

συνεχή ενέλιξη, έτσι ώστε το αντίστοιχο προβολικό σύστηµα να είναι τέλειο. Υ-

ποθέτουµε ότι η  µπορεί είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα , ως προς µία τοπικά κυρ-

τή τοπολογία, η οποία είναι ασθενέστερη από την αρχική. Την νέα αυτή τοπολογι-

κή άλγεβρα την συµβολίζουµε µε  Τότε ισχύει  
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 (αλγεβρικά), 

 όπου  είναι οι νορµαρισµένοι παράγοντες στην ανάλυση Arens-Michael 

της  ως προς τη νέα τοπολογία. 

Απόδειξη.  

Από την υπόθεση, η  είναι η οικογένεια των ηµινορµών που ορίζουν την 

ασθενέστερη τοπικά κυρτή τοπολογία της  (ισοδύναµα  µε 

a I∈ ). Επειδή κάθε C*-ηµινόρµα είναι υποπολλαπλασιαστική, εν λόγω τοπολογία 

είναι τοπικά m–κυρτή.  

Θέτουµε ( )a aF A / ker q= . Από το [5, σελ. 32 Theorem 2.4], οι νορµαρισµένες 

άλγεβρες-παράγοντες  στην ανάλυση Arens-Michael της A, ως προς τη 

νέα τοπολογία, είναι C*-άλγεβρες. Έτσι, αν  είναι η πλήρωση της , θα ισχύει 

  

Θεωρούµε τώρα την ανάλυση Arens-Michael  της A, ως προς την αρ-

χική τοπολογία ( )a a I
p .

∈
 

Από την υπόθεση, κάθε κανονική προβολή  είναι επί (πρβλ. τα 

σχόλια πριν από το θεώρηµα 3.2.7). Συµβολίζουµε µε  τις αντί-

στοιχες απεικονίσεις προβολές που αντιστοιχούν στην οικογένεια  Εφό-

σον  ορίζεται η απεικόνιση  µε 

 η οποία είναι επί. Είναι εύκολο να ελέγ-

ξουµε ότι ,  (Εδώ χρησιµοποιούµε την ταύτιση  όπως 

και στην απόδειξη του θεωρήµατος 4.1.4.) Εποµένως οι απεικονίσεις  

είναι επίσης επί. Το αποτέλεσµα τώρα έπεται από το Θεώρηµα 3.5 στο [25, σελ. 

75]. 
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Συνεχίζουµε µε την παρουσίαση µιας συγκεκριµένης εφαρµογής του προηγούµε-

νου θεωρήµατος. 

Έστω  µία γνήσια πλήρης τοπικά m-κυρτή H*-άλγεβρα. Τότε η 

 µπορεί να γίνει µία τοπικά προ-C*-άλγεβρα µέσω της οικογένειας  από 

C*-ηµινόρµες, όπου 

(4.2.1)  

(κατασκευή Gel’fandˑ ορολογία Μάλλιου), έτσι ώστε  για κά-

θε  και  ∆ηλαδή η αντίστοιχη τοπολογία επί της  είναι ασθενέστερη 

της αρχικής. Επιπλέον, 

 για κάθε  και a I∈ . 

Πράγµατι: Έστω  και a I∈ , τότε έχουµε  

(4.2.2)  (1). 

Αν  και ( ) 0ap xy ,=  οπότε η αποδεικτέα ισχύει (ως ισότητα). 

Αν  θα εργαστούµε µε απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι 

 και επειδή  θα ι-

σχύει ότι  . Άρα θα υπάρχει  τέτοιος 

ώστε  

(4.2.3) 
( )
( )

( ) ( ){ }sup : 1, .
a

a a

a

p xy
p xz p z z A

p y
ε≥ + ≤ ∈   

Από (4.2.2) και (4.2.3) έχουµε 

 για κάθε 

 . Συνεπώς  

(4.2.4) ( ) ( )a ap x p xzε≥ +  για κάθε  . 

( )( ), a a I
A p

∈

A ( )a a I
q

∈
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 Έστω  µία προσεγγιστική µονάδα της άλγεβρας µε  για κάθε 

 και  τότε από την (4.2.4) παίρνουµε  για κάθε 

 και επειδή  προκύπτει ότι  που ση-

µαίνει ότι  το οποίο είναι άτοπο. Τελικά  για κάθε 

 και . 

4.2.2 Πόρισµα. Έστω  µία πλήρης τοπικά m-κυρτή H*-άλγεβρα µε 

συνεχή ενέλιξη, έτσι ώστε το αντίστοιχο προβολικό σύστηµα είναι τέλειο. Θεω-

ρούµε επί της  την τοπικά m-κυρτή τοπολογία, που ορίζεται µέσω των ηµινορ-

µών (4.2.1). Τότε ισχύει  

 

ως προς ένα ισοµορφισµό, όπου  είναι οι νορµαρισµένοι παράγοντες 

στην ανάλυση Arens-Michael της   

Απόδειξη.  

Εφόσον η * είναι ενέλιξη, η άλγεβρα  είναι γνήσια (βλ. [14, σελ. 452, Theorem 

1.3]). Επιπλέον, όπως είδαµε στα προηγούµενα, η  είναι µία τοπικά 

προ- C*-άλγεβρα. Εποµένως η  είναι µία τοπικά C*-άλγεβρα και ο ισχυρισµός 

έπεται άµεσα από το θεώρηµα 4..2.1. Σηµειώνουµε εδώ ότι οι παράγοντες της  

είναι οι  όπου  η επέκταση της  στην �,A  για κάθε 
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Πίνακας Συµβόλων 

 

Ο αριθµός στα δεξιά κάθε συµβόλου υποδηλώνει την σελίδα στην οποία το συ-

γκεκριµένο σύµβολο εµφανίζεται για πρώτη φορά. 
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Πίνακας Εννοιών 

 

Ο αριθµός στα δεξιά κάθε έννοιας υποδηλώνει την σελίδα στην οποία η συγκε-

κριµένη έννοια εµφανίζεται για πρώτη φορά. 
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∆ιπλός πολλαπλασιαστής   49 

∆υϊκός χώρος   7 

Ε 

Επιµορφισµός   2 

Ερµητιανό στοιχείο   3 

Η 

Ηµιαπλή άλγεβρα    38 

Ηµινορµαρισµένη άλγεβρα   4 

Ι 

Ιδεώδες αριστερό   2 

Ιδεώδες γνήσιο   2 

Ιδεώδες δεξιό   2 

Ιδεώδες δίπλευρο   2 

Ιδεώδες ελάχιστο   2 

Ιδεώδες µέγιστο   2 

Ισοµορφισµός   2 

∗ -Ισοµορφισµός αλγεβρών   3 

Ισορροπηµένο σύνολο   5 

Ισχυρά φασµατικά φραγµένη (s.s.b)   

68 

Ισχυρή τοπολογία   32 

Κ 

Κανονικό στοιχείο   3 

Κυρτό σύνολο   5 

κ-χώρος   57 

Μ 

Μεταθετικό διάγραµµα   16 

Μοναδιαία ψευδοσφαίρα   5 

Μονοµορφισµός   2 

Μορφισµός αλγεβρών   2 

∗ -Μορφισµός αλγεβρών   3 

Ν 

Νορµαρισµένη άλγεβρα   3 

Ο 

Ολικό φάσµα   7 

Ορθογώνια βάση   26 
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Ουσιώδες αριστερό ιδεώδες   73 

Ουσιώδες δεξιό ιδεώδες   73 

Ουσιώδες δίπλευρο ιδεώδες   77 

Π 

Πλήρης χώρος  σελ 4 

Πλήρως κανονικός   57 

Προβολικό ( ή αντίστροφο) σύστηµα 

αλγεβρών   9 

Προβολικό σύστηµα απεικονίσεων   

18 

Προβολικό σύστηµα συνόλων   13 

Προβολικό σύστηµα τοπολογικών 

αλγεβρών   10 

Προµηδενιστική άλγεβρα   73 

Προσεγγιστική µονάδα   25 

Ρ 

Ριζικό Jacobson    38 

Σ 

Σηµειακό φάσµα   41 

Συζυγές στοιχείο   3 

Συµπαγής πολλαπλασιαστής    40 

Συναρτησοειδές Minkowski   5 

Τ 

Ταυτοδύναµο στοιχείο   44 

Τοπικά C*-άλγεβρα   57 

Τοπικά m-κυρτή Η*-άλγεβρα   73 

Τοπικά m-κυρτή τοπολογική άλγε-

βρα   6 

Τοπικά κυρτή τοπολογική άλγεβρα   

6 

Τοπικά κυρτός (διανυσµατικός) χώ-

ρος   6 

Τοπικά προ- C*-άλγεβρα   73 

Τοπική βάση   6 

Τοπολογία της οµαλής σύγκλισης   

σελ 22 

Τοπολογία των ηµινορµών   49 

Τοπολογική άλγεβρα   4 

Τοπολογική άλγεβρα Fréchet   32 

Τοπολογική άλγεβρα προβολικό (ή 

αντίστροφο) όριο   10 

Τοπολογικός συζυγής   7 

Υ 

Υπάλγεβρα   1 

Υποπολλαπλασιαστική ηµινόρµα   4 

Υποπροσθετική συνάρτηση    5 

Φ 

Φραγµένο σύνολο   31 

Χ 

Χαρακτήρας   6 

Χώρος Gel’fand    8 

Χώρος µέγιστων ιδεωδών   7 


