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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Η ανισότητα του Grothendieck

Το 1953, στο πολύ γνωστό «Resumé» [13], ο Grothendieck απέδειξε ένα ϑεώρηµα το οποίο
αποκάλεσε «το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της µετρικής ϑεωρίας των τανυστικών γινοµένων». Το
ϑεώρηµα αυτό είναι σήµερα γνωστό ως η ανισότητα του Grothendieck. Οι Lindenstrauss
και Pelczynski έδωσαν µια ισοδύναµη διατύπωση της ανισότητας του Grothendieck και
απέδειξαν πολύ σηµαντικές εφαρµογές της για τους χώρους Lp.

Η διατύπωση των Lindenstrauss και Pelczynski στο [19] ήταν η ακόλουθη:

Υπάρχει απόλυτη σταθερά K > 0 µε την ακόλουθη ιδιότητα : για κάθε m,n ∈
N, για κάθε m × n πίνακα A = (aij) µε πραγµατικές συντεταγµένες, και
για οποιαδήποτε διανύσµατα x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ∈ Sm+n−1, υπάρχουν
ε1, . . . , εm, δ1, . . . , δn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

(1.1.1)
m∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉 6 K

m∑
i=1

n∑
j=1

aijεiδj .

Με 〈·, ·〉 συµβολίζουµε το εσωτερικό γινόµενο στον Rm+n και µε Sm+n−1 την Ευκλείδεια
µοναδιαία σφαίρα στον Rm+n.

Το infimum πάνω από όλες τις ϑετικές σταθερές K που ικανοποιούν την (1.1.1) ονο-
µάζεται, γενικά και σε αυτήν την εργασία, σταθερά του Grothendieck, και συµβολίζεται µε
KG.

Η ανισότητα του Grothendieck παίζει σηµαντικό ϱόλο σε πολλές περιοχές: τη γεωµετρία
των χώρων Banach, τις C∗-άλγεβρες, την αρµονική ανάλυση, τους χώρους τελεστών, την
κβαντοµηχανική και την επιστήµη των υπολογιστών. Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στα
ϐιβλία [20], [10], [12], [9], [1] και στο πρόσφατο άρθρο επισκόπησης [21] του Pisier.
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Ο ίδιος ο Grothendieck έθεσε (στο Resumé) το πρόβληµα να προσδιοριστεί η ακριβής
τιµή της σταθεράς KG. Το πρόβληµα αυτό παραµένει ανοικτό, παρόλο που έχουν γίνει
σηµαντικές προσπάθειες από πολλούς µαθηµατικούς. Η σταθερά KG εµφανίζεται σε διά-
ϕορα µαθηµατικά αποτελέσµατα και η ακριβής τιµή της παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον
για κάποιες περιοχές στη Φυσική (ϐλέπε [11]) και την επιστήµη των υπολογιστών (ϐλέπε
[2]), όµως δεν είναι καν γνωστό το πρώτο δεκαδικό της ψηφίο. Αυτή τη στιγµή, το µόνο
που γνωρίζουµε είναι ότι

1.676 < KG < 1.783.

1.2 Εκτιµήσεις για τη ϐέλτιστη σταθερά

Μετά από τα πρώτα άνω ϕράγµατα που δόθηκαν από τον ίδιο τον Grothendieck, τους
Lindenstrauss-Pelczynski και Rietz (καθώς και µεταγενέστερα, τα οποία όµως ήταν υπο-
δεέστερα), ο Krivine [18] απέδειξε ότι

(1.2.1) KG 6
π

2 log(1 +
√

2)
= 1.782 . . .

Το επιχείρηµα του Krivine ήταν πολύ πιο σύνθετο από τα προηγούµενα και, κατά κάποιον
τρόπο, σταµάτησε την πρόοδο στο πρόβληµα. Ο λόγος ήταν ότι ο Krivine έκανε την εικασία
ότι το ϕράγµα του ήταν η ακριβής τιµή της σταθεράς KG. Η εικασία αυτή εµφανίστηκε σε
πολλές µεταγενέστερες εργασίες, και οδήγησε αρκετούς ανθρώπους στο να προσπαθήσουν
να ϐρουν πίνακες (aij) οι οποίοι να υλοποιούν τη σταθερά του Krivine. Ειδικότερα, το
2000 ο Konig διατύπωσε στο [17] µια σαφή ενδιάµεση εικασία σχετικά µε τις συναρτήσεις
που µεγιστοποιούν έναν oscillatory ολοκληρωτικό τελεστή, η οποία ϑα είχε ως συνέπεια
την εικασία του Krivine.

Ο Konig ξεκινάει από µια αναδιατύπωση της ανισότητας του Grothendieck µέσω ολο-
κληρωτικών τελεστών. ΄Εστω (Ω, µ) ένας χώρος µέτρου και έστωK ∈ L1(Ω×Ω, µ×µ) ένας
πυρήνας. Θεωρούµε τον ολοκληρωτικό τελεστή TK : L∞(Ω, µ) → L1(Ω, µ) που επάγεται
από τον K:

TKf(x) :=

∫
Ω
f(y)K(x, y) dµ(y).

Η ανισότητα του Grothendieck ισχυρίζεται ότι για κάθε Ϲεύγος f, g ∈ L∞(Ω, µ; `2) ϕραγ-
µένων µετρήσιµων συναρτήσεων µε τιµές σε κάποιον χώρο Hilbert,∫

Ω

∫
Ω
K(x, y)〈f(x), g(y)〉 dµ(x) dµ(y)(1.2.2)

6 KG‖TK‖L∞(Ω,µ)→L1(Ω,µ)‖g‖L∞(Ω,µ;`2)‖f‖L∞(Ω,µ;`2).



1.2. ΕΚΤΙΜΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΗ ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΤΑΘΕΡΑ 3

Ξεκινώντας από αδηµοσίευτους υπολογισµούς του Haagerup, ο Konig ισχυρίζεται ότι η
υπόθεση ότιKG = π/(2 log(1+

√
2)) οδηγεί στην εικασία ότι ο πυρήναςK : Rn×Rn → R

που ορίζεται από την

(1.2.3) K(x, y) := exp

(
−‖x‖

2
2 + ‖y‖22

2

)
sin(〈x, y〉)

ϑα έπρεπε να είναι ασυµπτωτικά (δηλαδή όταν n → ∞) ϐέλτιστος για την ανισότητα του
Grothendieck. Θεωρώντας την διγραµµική µορφή BK : L∞(Rn) × L∞(Rn) → R που
ορίζεται από την

(1.2.4) BK(f, g) :=

∫
Rn

∫
Rn
f(x)g(y)K(x, y) dx dy

και αντιστοιχεί στον K, ο Konig διατυπώνει την ακόλουθη εικασία :

΄Εστω f0 : Rn → {−1, 1} η συνάρτηση µε f0(x1, . . . , xn) = sign(x1). Τότε,

BK(f, g) 6 BK(f0, f0)

για κάθε n ∈ N και για κάθε Ϲεύγος µετρήσιµων συναρτήσεων f, g : Rn →
{−1, 1}.

Στην ίδια εργασία ο Konig παρουσιάζει ένα αποτέλεσµα (το οποίο αναφέρει ότι είναι σε
συνεργασία µε την Tomczak-Jaegermann) που λέει ότι αν η εικασία του αληθεύει τότε

KG =
π

2 log(1 +
√

2)
.

Οι Braverman, K. Makarychev, Y. Makarychev και Naor [7] απέδειξαν το 2013 ότι η
εικασία του Konig δεν ισχύει. Επιπλέον, απέδειξαν ότι η εικασία του Krivine δεν ισχύει :

Υπάρχει ε0 > 0 τέτοιος ώστε

KG <
π

2 log(1 +
√

2)
− ε0.

Με άλλα λόγια, το ϕράγµα του Krivine για τη σταθερά του Grothendieck δεν είναι
ακριβές, και το πρόβληµα του ακριβούς προσδιορισµού της τιµής τηςKG αποκτά, εκ νέου,
ενδιαφέρον.

Αφορµή γι΄ αυτή την εργασία ήταν αυτή η πρόσφατη εξέλιξη, και σκοπός µας είναι να
παρουσιάσουµε τους πιο σηµαντικούς σταθµούς της ιστορίας:



4 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

• Την ισοδύναµη διατύπωση και απόδειξη της ανισότητας του Grothendieck από τους
Lindenstrauss και Pelczynski (Κεφάλαιο 3(α)). Η συγκεκριµένη απόδειξη δίνει το
ϕράγµα

KG 6 sinh(π/2) = 2.301 . . .

• Μια παρεµφερή απόδειξη του Rietz (Κεφαλαιο 3(ϐ)) που οδηγεί στο καλύτερο ϕράγµα

KG 6 2.261 . . .

• Το κάτω ϕράγµα KG > π
2 (Κεφαλαιο 3(γ)) που οφείλεται στον ίδιο τον Grothendieck.

• Την εργασία του Krivine (Κεφάλαιο 4) που δίνει το ϕράγµα

KG 6
π

2 log(1 +
√

2)
= 1.782 . . .

• Την πρόσφατη εργασία των Braverman, K. Makarychev, Y. Makarychev και Naor
(Κεφάλαιο 5) που αποδεικνύει ότι η σταθερά του Krivine δεν είναι ϐέλτιστη.

Είναι γνωστό ότι η ανισότητα του Grothendieck συνδέεται στενά µε την κλασική ανι-
σότητα του Khintchine. Μπορεί µάλιστα κανείς να αποδείξει την πρώτη σαν συνέπεια της
δεύτερης (η απόδειξη αυτή δίνεται π.χ. στο ϐιβλίο [10]). Περιγράφουµε αυτή τη σχέση,
και την αναγωγή της ανισότητας του Grothendieck στην ανισότητα του Khintchine, στο
Κεφάλαιο 2, πριν περάσουµε στο κύριο ϑέµα της εργασίας.



Κεφάλαιο 2

Ανισότητα Khintchine και

ανισότητα Grothendieck

2.1 Ανισότητα του Khintchine

Οι συναρτήσεις Rademacher rk : [0, 1]→ R (k ∈ N) ορίζονται από την

(2.1.1) rk(t) = sign
(

sin(2kπt)
)
.

Οι rk ικανοποιούν την εξής συνθήκη ορθογωνιότητας: αν 1 6 k1 < k2 < · · · < km και
p1, . . . , pm ∈ N, τότε

(2.1.2)
∫ 1

0
rp1k1(t)rp2k2(t) · · · rpmkm(t)dt = 0,

εκτός αν pj ∈ 2N για κάθε j = 1, . . . ,m, οπότε το ολοκλήρωµα είναι προφανώς ίσο µε
1. Ειδικότερα, η {rk} είναι ορθοκανονική ακολουθία στον L2[0, 1]. ΄Επεται ότι, για κάθε
ακολουθία {ak} ∈ `2,

(2.1.3)
∫ 1

0

∣∣∣∣∑
k

akrk(t)

∣∣∣∣2dt =
∑
k

a2
k.

Παρατηρήστε ότι η {rk} δεν είναι ορθοκανονική ϐάση του L2[0, 1]: έχουµε r1r2 ⊥ rk για
κάθε k ∈ N.

Η ανισότητα του Khintchine δείχνει ότι στον υπόχωρο του L2[0, 1] που παράγουν οι rk,
όλες οι Lp-µετρικές (p > 0) είναι ισοδύναµες.

5



6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ KHINTCHINE ΚΑΙ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ GROTHENDIECK

Θεώρηµα 2.1.1 (Khintchine). Υπάρχουν σταθερέςAp, Bp > 0 (p > 0) µε την εξής ιδιότητα :

για κάθε n ∈ N και για κάθε a = (a1, . . . , an) ∈ `n2 ,

(2.1.4) Ap

(
n∑
k=1

a2
k

)1/2

6

(∫ 1

0

∣∣∣∣ n∑
k=1

akrk(t)

∣∣∣∣pdt
)1/p

6 Bp

(
n∑
k=1

a2
k

)1/2

.

Παρατήρηση 2.1.2. (α) Λόγω της (2.1.3), η ανισότητα του Khintchine γράφεται ισοδύναµα
στη µορφή

(2.1.5) Ap

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
L2

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
Lp

6 Bp

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
L2

.

(ϐ) Αν δούµε τις rk σαν τυχαίες µεταβλητές στο [0, 1] τότε εύκολα ελέγχουµε ότι είναι
ανεξάρτητες. Η κατανοµή του τυχαίου διανύσµατος (r1(t), . . . , rn(t)) συµπίπτει µε την
κατανοµή του (ε1, . . . , εn) στον En2 (µε το οµοιόµορφο µέτρο πιθανότητας). Συνεπώς, για
κάθε p > 0 έχουµε

(2.1.6)
∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
Lp

=

 1

2n

∑
εk=±1

∣∣∣∣ n∑
k=1

εkak

∣∣∣∣p
1/p

.

(γ) ΄Εστω A∗p, B
∗
p οι ϐέλτιστες σταθερές για τις οποίες ισχύει το Θεώρηµα 2.1.1. Από την

ανισότητα του Holder είναι ϕανερό ότι A∗p = 1 αν p > 2 και B∗p = 1 αν 0 < p 6 2.

Απόδειξη της ανισότητας του Khintchine

(α) Η περίπτωση p = 4: Αρκεί να δείξουµε τη δεξιά ανισότητα. Χρησιµοποιούµε το
γεγονός ότι

(2.1.7)
∫ 1

0
ri(t)rj(t)rk(t)rl(t)dt = 1

µόνο αν i = j = k = l ή αν υπάρχουν t 6= s ώστε κάποιοι δύο από τους i, j, k, l να είναι
ίσοι µε t και οι άλλοι δύο ίσοι µε s. ΄Ετσι, γράφουµε∫ 1

0

∣∣∣∣ n∑
k=1

akrk(t)

∣∣∣∣4dt =
n∑

i,j,k,l=1

aiajakal

∫ 1

0
ri(t)rj(t)rk(t)rl(t)dt

= 3

n∑
i,j=1

a2
i a

2
j − 2

n∑
i=1

a4
i

6 3

(
n∑
i=1

a2
i

)2

,



2.1. ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΤΟΥ KHINTCHINE 7

δηλαδή η ανισότητα ισχύει µε B4 = 4
√

3. 2

Μπορούµε τώρα να προχωρήσουµε µε επαγωγή και να δείξουµε τη δεξιά ανισότητα για
κάθε p = 2s. Αντί γι΄ αυτό, δίνουµε απευθείας απόδειξη για κάθε p = s ∈ N.

(ϐ) Η περίπτωση p = s ∈ {3,4,5, . . .}: ΄Εστω f(t) =
∑n

k=1 akrk(t). Μπορούµε να υπο-
ϑέσουµε ότι

∑n
k=1 a

2
k = 1.

Παρατηρήστε ότι

(2.1.8) |f(t)|s 6 s!e|f(t)| 6 s!
(
ef(t) + e−f(t)

)
.

Από την ανεξαρτησία των rk έχουµε

(2.1.9)
∫ 1

0
ef(t)dt =

∫ 1

0

n∏
k=1

exp(akrk(t))dt =
n∏
k=1

∫ 1

0
exp(akrk(t))dt =

n∏
k=1

cosh(ak).

Για την τελευταία ισότητα, παρατηρήστε ότι rk(t) = −1 µε πιθανότητα 1/2 και rk(t) = 1

µε πιθανότητα 1/2, άρα,

(2.1.10)
∫ 1

0
exp(akrk(t))dt =

eak + e−ak

2
.

Χρησιµοποιώντας την cosh(x) 6 exp(x2/2) (η οποία αποδεικνύεται µε «όρο προς όρο»
σύγκριση των αναπτυγµάτων Taylor των δύο συναρτήσεων) συµπεραίνουµε ότι

(2.1.11)
∫ 1

0
ef(t)dt 6

b∏
k=1

exp(a2
k/2) = exp

(
1

2

n∑
k=1

a2
k

)
=
√
e,

και, λόγω συµµετρίας,

(2.1.12)
∫ 1

0
e−f(t)dt 6

√
e.

Από την (2.1.8) ϐλέπουµε ότι

(2.1.13)
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akrk(t)

∣∣∣∣∣
s

ds 6 (2
√
e)s! 6 (2

√
e)
(s
e

)s
6 ss,

και, παίρνοντας υπόψη την

(2.1.14)
∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
L2

=

(
n∑
k=1

a2
k

)1/2

= 1,

καταλήγουµε στην

(2.1.15)
∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
Ls

6 s

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
L2

.
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∆ηλαδή, η ανισότητα ισχύει µε Bs 6 s. 2

Μπορούµε τώρα να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.1.

(γ) 2 < p <∞: ΄Εστω p > 2. Θεωρούµε τον s = [p] + 1. Παρατηρήστε ότι p < s 6 2p.
΄Ετσι, έχουµε

(2.1.16)
∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
Lp

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
Ls

6 s

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
L2

6 2p

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
L2

.

(δ) 0 < p < 2: Ο 2 είναι κυρτός συνδυασµός των p και 4. Μπορούµε δηλαδή να ϐρούµε
θ ∈ (0, 1) τέτοιον ώστε 2 = pθ + 4(1 − θ): η τιµή του θ είναι 2/(4 − p). Αν f(t) =∑n

k=1 akrk(t) τότε, από την ανισότητα Holder,∫ 1

0
|f(t)|2dt =

∫ 1

0
|f(t)|pθ|f(t)|4(1−θ)dt(2.1.17)

6

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)θ (∫ 1

0
|f(t)|4dt

)1−θ

.

΄Εχουµε δείξει ότι ‖f‖L4 6 4
√

3‖f‖L2 . ΄Αρα, η (2.1.17) µας δίνει

(2.1.18)
∫ 1

0
|f(t)|2dt 6 31−θ

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)θ (∫ 1

0
|f(t)|2dt

)2(1−θ)

.

Παρατηρήστε ότι 1− 2(1− θ) = pθ/2. ΄Επεται ότι

(2.1.19) 3
θ−1
pθ ‖f‖L2 6 ‖f‖Lp .

Τέλος, θ−1
pθ = 1

2 −
1
p . ∆ηλαδή, η ανισότητα ισχύει µε Ap = 3

1
2
− 1
p . 2

Παρατήρηση 2.1.3. Η απόδειξη που δώσαµε δίνει Bp ' p όταν p → ∞. Υπάρχουν
καλύτερες αποδείξεις που δείχνουν ότι B∗p '

√
p όταν p → ∞. Οι ακριβείς τιµές των

A∗p, B
∗
p έχουν υπολογιστεί από τους Szarek (A∗1) και Haagerup (για κάθε p).

2.2 Ανισότητα του Grothendieck

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Khintchine δείχνουµε τώρα την ανισότητα του Gro-
thendieck.

Θεώρηµα 2.2.1 (Grothendieck). Υπάρχει σταθεράKG > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν n ∈ N
και A = (aij) είναι ένας n× n πίνακας τέτοιος ώστε

(2.2.1) max


∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣ : |si| 6 1, |tj | 6 1

 6 1,
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τότε για κάθε χώρο Hilbert H και για κάθε xi, yj ∈ BH , 1 6 i, j 6 n, ισχύει η ανισότητα

(2.2.2)
∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣∣ 6 KG.

Σηµείωση. Η υπόθεση (2.2.1) είναι ισοδύναµη µε την ‖A : `n∞ → `n1‖ 6 1.

Απόδειξη. Ορίζουµε

(2.2.3) Sn = sup

∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈ui, vj〉
∣∣∣∣,

όπου το sup είναι πάνω από όλους τους χώρους Hilbert και όλα τα ui, vj ∈ BH . Αφού
〈ui, vj〉 6 1, είναι ϕανερό ότι Sn < +∞.

΄Εστω H χώρος Hilbert και xi, yj ∈ BH , 1 6 i, j 6 n. Επειδή το Ϲητούµενο αφορά
2n διανύσµατα, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο H έχει πεπερασµένη διάσταση N 6 2n.
΄Εστω {e1, . . . , eN} µια ορθοκανονική ϐάση για τον H. Ορίζουµε F : H → L2[0, 1] µε
x 7→ X := F (x) όπου

(2.2.4) X(t) =
N∑
k=1

〈x, ek〉rk(t).

Η F είναι ισοµετρία και, για κάθε x, y ∈ H,

(2.2.5) 〈x, y〉 =

∫ 1

0
X(t)Y (t)dt.

Παρατήρηση. Αν ξέραµε ότι υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε ‖X‖∞ 6 M για κάθε
x ∈ BH , τότε ϑα δείχναµε το Θεώρηµα ως εξής: αν xi, yj ∈ BH , τότε∣∣∣∣ n∑

i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijXi(t)Yj(t)dt

∣∣∣∣(2.2.6)

6
∫ 1

0

∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aijXi(t)Yj(t)

∣∣∣∣dt 6M2.

Στο τελευταίο ϐήµα εφαρµόσαµε την υπόθεση (2.2.1) για τους Xi(t)
M ,

Yj(t)
M ∈ [−1, 1] (για

κάθε t χωριστά).

Η απόδειξη ϑα ϐασιστεί σε αυτή την παρατήρηση: Σταθεροποιούµε M > 0 (το οποίο
ϑα επιλέξουµε κατάλληλα) και για κάθε x ∈ H γράφουµε X = Xg +Xb, όπου

(2.2.7) Xg(t) = X(t) αν |X(t)| 6M και Xg(t) = M(signX(t)) αλλιώς.
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Ισχυρισµός. Για κάθε x ∈ H ,

(2.2.8) ‖Xb‖L2 6

√
3‖X‖2L2

4M
.

Απόδειξη του ισχυρισµού. Αν t ∈ [0, 1] τότε είτε Xb(t) = 0 ή έχουµε |X(t)| > M και
|Xb(t)| = |X(t)| −M . Από τη στοιχειώδη ανισότητα s 6 M + s2

4M (s > 0) ϐλέπουµε ότι,
στη δεύτερη περίπτωση,

(2.2.9) |Xb(t)| = |X(t)| −M 6
|X(t)|2

4M
.

∆ηλαδή, |Xb| 6 X2/(4M) παντού στο [0, 1]. ΄Αρα,

(2.2.10) ‖Xb‖L2 =

(∫ 1

0
|Xb(t)|2dt

)1/2

6
1

4M

(∫ 1

0
|X(t)|4dt

)1/2

=
‖X‖2L4

4M
.

Από την ανισότητα του Khintchine - για p = 4 - έχουµε

(2.2.11) ‖X‖L4 6 4
√

3‖X‖L2 .

΄Επεται ο ισχυρισµός. 2

Συνέχεια της απόδειξης του Θεωρήµατος 2.2.1. ΄Εστω xi, yj ∈ BH , 1 6 i, j 6 n. Τότε,∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijXi(t)Yj(t)dt

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijX
g
i (t)Y g

j (t)dt

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijX
b
i (t)Y

g
j (t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijXi(t)Y
b
j (t)dt

∣∣∣∣.
Για τον πρώτο όρο παρατηρούµε ότι ‖Xg

i ‖L∞ , ‖Y
g
j ‖L∞ 6 M . ΄Οπως στην παρατήρηση,

χρησιµοποιώντας την υπόθεση (2.2.1) παίρνουµε

(2.2.12)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijX
g
i (t)Y g

j (t)dt

∣∣∣∣ 6M2

∫ 1

0

∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij
Xg
i (t)

M

Y g
j (t)

M

∣∣∣∣dt 6M2.

Για τους άλλους δύο όρους παρατηρούµε ότι :

• Αφού |Xg
i | 6 |Xi|, |Y g

j | 6 |Yj | και ‖Xi‖L2 , ‖Yj‖L2 6 1, έχουµε ‖Xg
i ‖L2 6 1 και

‖Y g
j ‖L2 6 1.

• Από τον ισχυρισµό, ‖Xb
i ‖L2 , ‖Y b

j ‖L2 6
√

3/(4M).
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Συνεπώς,

(2.2.13)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijX
b
i (t)Y

g
j (t)dt

∣∣∣∣ 6 √3

4M

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aij
Xb
i (t)

‖Xb
i ‖L2

Y g
j (t)dt

∣∣∣∣ 6 √3

4M
Sn

και

(2.2.14)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijXi(t)Y
b
j (t)dt

∣∣∣∣ 6 √3

4M

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
i,j=1

aijXi(t)
Y b
j (t)

‖Y b
j ‖L2

dt

∣∣∣∣ 6 √3

4M
Sn.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουµε

(2.2.15)
∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣∣ 6M2 +

√
3

2M
Sn.

΄Αρα,

(2.2.16) Sn 6M2 +

√
3

2M
Sn,

και επιλέγοντας M = 3
√

3/4 παίρνουµε το ϑεώρηµα µε KG = 81/16. 2





Κεφάλαιο 3

Αρχικές εκτιµήσεις της σταθεράς

του Grothendieck

3.1 Η απόδειξη των Lindenstrauss-Pelczynski

Σε αυτήν την παράγραφο περιγράφουµε την απόδειξη των Lindenstrauss και Pelczynski
για την ανισότητα του Grothendieck (ϐλέπε [19] και [20]). Υπενθυµίζουµε ότι ϑέλουµε να
αποδείξουµε το εξής:

Υπάρχει µια απόλυτη σταθερά KG > 0 µε την ακόλουθη ιδιότητα : αν n ∈ N
και A = (aij) είναι ένας n× n πίνακας τέτοιος ώστε

(3.1.1) max


∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣ : |si| 6 1, |tj | 6 1

 6 1,

τότε για κάθε χώρο Hilbert H και για κάθε xi, yj ∈ BH, 1 6 i, j 6 n ισχύει

(3.1.2)
∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣∣ 6 KG.

Απόδειξη. ΄Εστω xi, yj ∈ BH, i, j = 1, . . . , n. Αφού ο γραµµικός υπόχωρος που παράγουν
αυτά τα διανύσµατα είναι ισοµετρικός µε τον `N2 για κάποιον N ∈ N, µπορούµε να υπο-
ϑέσουµε ότι xi, yj ∈ `N2 για κάποιον N . Θεωρούµε τη µοναδιαία σφαίρα SN−1 του `N2 και
το αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους µετασχηµατισµούς µέτρο πιθανότητας σ στην SN−1.

Λήµµα 3.1.1. Για κάθε x, y ∈ SN−1 έχουµε

(3.1.3)
∫
SN−1

sign(〈x, θ〉) · sign(〈y, θ〉) dσ(θ) = 1− 2 arccos(〈x, y〉)
π

.

13
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Απόδειξη. Θέτουµε h = arccos(〈x, y〉). Αφού το σ είναι αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους
µετασχηµατισµούς, µπορούµε να επιλέξουµε την ορθοκανονική ϐάση του RN έτσι ώστε

x = e1 και y = (cosu)e1 + (sinu)e2.

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες γράφουµε∫
SN−1

g(θ) dσ(θ) =
1

NωN

∫
IN−1

g(θ(φ))J(φ)dφ,

όπου θ(φ) = (θ1(φ), . . . , θN (φ)), µε

θ1(φ) =

N−1∏
i=1

sinφi

θk(φ) = cosφk−1

N−1∏
i=k

sinφi, 2 6 k 6 N − 1

θn(φ) = cosφN−1

και

IN−1 = {φ : 0 6 φ1 < 2π, 0 6 φ2, . . . , φN−1 6 π}.

Επίσης,

J(φ) =
N−1∏
i=2

(sinφi)
i−1,

και

NωN =

∫
IN−1

J(φ) dφ = 2π
N−1∏
i=2

∫ π

0
(sinφi)

i−1dφi.

Εφαρµόζουµε τα παραπάνω για την g(θ) = sign(h(θ)), όπου

h(θ) = 〈x, θ〉〈y, θ = θ1(θ1 cosu+ θ2 sinu).

΄Εχουµε

h(θ(φ)) =

(
N−1∏
i=2

sinφi

)2

sinφ1(sinφ1 cosu+ cosφ1 sinu),

άρα

g(θ(φ)) = sign(sinφ1 sin(φ1 + u)) = f(φ1, u),
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όπου f(φ1, u) = 1 στα διαστήµατα (0, π − u) και (π, 2π − u), και f(φ1, u) = −1 στα
διαστήµατα (π − u, π) και (2π − u, 2π). ΄Επεται ότι∫

SN−1

g(θ)dσ(θ) =
1

NωN

∫
IN−1

f(φ1, u)J(φ)dφ

=
1

NωN

∫ 2π

0
f(φ1, u)dφ1 ·

N−1∏
i=2

∫ π

0
(sinφi)

i−1dφi

=
1

2π

∫ 2π

0
f(φ1, u)dφ1 = 1− 2u

π
.

Αυτό αποδεικνύει την (3.1.3).

Εφαρµόζουµε την (3.1.3) ως εξής: από την υπόθεση (3.1.1) γνωρίζουµε ότι, για κάθε
θ ∈ SN−1 και για κάθε ti, sj µε |ti| 6 1 και |sj | 6 1,

(3.1.4) −1 6
n∑

i,j=1

aijtisjsign(〈xi, θ〉) sign(〈yj , θ〉) 6 1.

Ολοκληρώνοντας στην SN−1 και παίρνοντας υπόψη τον ισχυρισµό, ϐλέπουµε ότι

(3.1.5) −1 6
n∑

i,j=1

aijtisj

(
1− 2 arccos(〈x, y〉)

π

)
6 1.

΄Αρα, ο πίνακας A1 = (a
(1)
ij ) µε συντεταγµένες a(1)

ij = aij

(
1− 2 arccos(〈x,y〉)

π

)
ικανοποιεί την

υπόθεση (3.1.1). Επαγωγικά ϐλέπουµε ότι για κάθε m > 1 ο πίνακας Am = (a
(m)
ij ) µε

συντεταγµένες a(m)
ij = aij

(
1− 2 arccos(〈x,y〉)

π

)m
έχει την ίδια ιδιότητα. Ειδικότερα, για κάθε

m > 1 έχουµε

(3.1.6)
∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij

(
1− 2 arccos(〈x, y〉)

π

)m ∣∣∣∣ 6 1.

Τώρα, παρατηρούµε ότι αν u = arccos(〈x, y〉) τότε 〈x, y〉 = cosu = sin
(
π
2 − u

)
, απ΄ όπου

έπεται ότι

〈x, y〉 =
∞∑
m=0

(−1)m
(
π
2 − u

)2m+1

(2m+ 1)!

=

∞∑
m=0

(−1)m
(π/2)2m+1

(2m+ 1)!

(
1− 2 arccos(〈x, y〉)

π

)2m+1

,
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και χρησιµοποιώντας την (3.1.6) παίρνουµε∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣∣ 6 ∞∑

m=0

(π/2)2m+1

(2m+ 1)!

∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aij

(
1− 2 arccos(〈x, y〉)

π

)2m+1 ∣∣∣∣
6
∞∑
m=0

(π/2)2m+1

(2m+ 1)!
=
eπ/2 − e−π/2

2
.

Αυτό αποδεικνύει το ϑεώρηµα µε KG 6 sinh(π/2) = 1
2(eπ/2 − e−π/2).

3.2 Η σταθερά του Rietz

Η σταθερά που προκύπτει από την απόδειξη των Lindenstrauss-Pelczynski (και από αυτήν
του Grothendieck) είναι, όπως είδαµε,

KG 6
eπ/2 − e−π/2

2
= sinh(π/2) = 2.301 . . .

Το 1974, ο Rietz [22] έδωσε ένα καλύτερο άνω ϕράγµα για την KG.

Θεώρηµα 3.2.1. KG 6 2.261.

Για την απόδειξη, ο Rietz αντικατέστησε την ολοκλήρωση στη σφαίρα της προηγούµενης
απόδειξης µε ολοκλήρωση στον Rn ως προς το n-διάστατο µέτρο Gauss σε συνδυασµό µε
ένα επιχείρηµα λογισµού µεταβολών το οποίο προσδιορίζει µια ϐέλτιστη (σε αυτό το πλαίσιο)
απεικόνιση που αντιστοιχεί στη συνάρτηση προσήµου. ΄Οπως αναφέρει ο Rietz, ο S. Kaĳser
παρατήρησε ότι αυτή η απόδειξη γενικεύεται χωρίς δυσκολία στη µιγαδική περίπτωση και
δίνει άνω ϕράγµα 1.607 για την αντίστοιχη µιγαδική σταθερά.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.1. Για σταθερό ϕυσικό n, ϑεωρούµε το κανονικοποιηµένο
µέτρο Gauss γn µε µέση τιµή 0 και διασπορά 1 στον Rn. Η πυκνότητα του γn είναι η

(2π)−n/2 exp(−‖x‖22/2).

Γράφουµε L2 για τον L2(Rn, γn). Για t > 0, γράφουµε dm(t) = (2/π)1/2 exp(−t2/2)dt,
όπου dt το µέτρο Lebesgue.

΄Εστω U το σύνολο των µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων f , που ορίζονται για
t > 0 και έχουν ‖f‖∞ 6 1. Για κάθε f ∈ U συµβολίζουµε µε ψ την περιττή επέκταση της
f στο R. ∆ηλαδή, έχουµε ψ(t) = f(t) αν t > 0 και ψ(t) = −f(−t) για t < 0. Κατόπιν, για
κάθε x ∈ Rn ορίζουµε τις εξής πραγµατικές συναρτήσεις στον Rn:

(3.2.1) φx(z) = 〈x, z〉 και ψx(z) = ψ(〈x, z〉), z ∈ Rn.

Εύκολα ελέγχουµε ότι φx, ψx ∈ L2 για κάθε x ∈ Rn: έχουµε ‖φx‖2 = ‖x‖22 και ‖ψx‖ 6
‖f‖∞.
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Λήµµα 3.2.2. ΄Εστω f ∈ U και ψ η περιττή επέκταση της f . Αν ‖x‖2 = ‖y‖2 = 1 τότε

(i) 〈φx, φy〉 = 〈x, y〉.

(ii) 〈φx, ψy〉 = K · 〈x, y〉, όπου

K = Kf =

∫ ∞
0

tf(t)dm(t).

(iii) ‖φx − ψx‖2 = 1− 2K + L, όπου

L = Lf =

∫ ∞
0

f2(t)dm(t).

Απόδειξη. Αφού τα x και y έχουν νόρµα 1, έχουµε x = 〈x, y〉y+ y′ όπου το y′ είναι κάθετο
στο x. Τότε,∫

〈x, z〉〈y, z〉dγn(z) = 〈x, y〉
∫
|〈y, z〉|2dγn(z) +

∫
〈y′, z〉〈y, z〉dγn(z).

Το µέτρο Gauss χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα ότι δίνει στη συνάρτηση z 7→ 〈y, z〉
κατανοµή Gauss µε µέση τιµή 0 και διασπορά ‖y‖22. Συνεπώς,∫

|〈y, z〉|2dγn(z) = ‖y‖22 = 1.

Αφού η κατανοµή Gauss δεν εξαρτάται από τη ϐάση (είναι αναλλοίωτη ως προς ορθογώ-
νιους µετασχηµατισµούς), µπορούµε να επιλέξουµε συντεταγµένες έτσι ώστε το y να είναι
ένα από τα διανύσµατα της ϐάσης. Τότε,∫

〈y′, z〉〈y, z〉dγn(z) = 0.

Αυτό αποδεικνύει την (i). Για την (ii), γράφοντας x = 〈x, y〉y + y′ όπως πριν, έχουµε∫
〈x, z〉ψ(〈y, z〉)dγn(z) = 〈x, y〉

∫
〈y, z〉ψ(〈y, z〉)dγn(z) +

∫
〈y′, z〉ψ(〈y, z〉)dγn(z).

Πάλι, επιλέγουµε συντεταγµένες έτσι ώστε το y να γίνει διάνυσµα της ϐάσης µας και
ολοκληρώνουµε πρώτα ως προς y. Παίρνουµε έτσι∫

〈y, z〉ψ(〈y, z〉)dγn(z) =

∫ ∞
0

tf(t)dm(t),

και ∫
〈y′, z〉ψ(〈y, z〉)dγn(z) = 0.

Για την (iii), αναπτύσσουµε την ‖φx − ψx‖2, παρατηρούµε ότι

〈ψx, ψx〉 =

∫
ψ2(〈x, z〉)dγn(z) =

∫ ∞
0

f2(t)dm(t)

και χρησιµοποιούµε τις (i) και (ii).
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Ορισµός 3.2.3. ΄Εστω A = (aij) ένας πραγµατικός n× n πίνακας και έστω H ένας χώρος
Hilbert. Ορίζουµε

‖A‖H = sup

∣∣∣
n∑

i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣ : ‖xi‖H, ‖yj‖H 6 1


και

‖A‖ = sup

∣∣∣
n∑

i,j=1

aijtiuj

∣∣∣ : −1 6 ti, uj 6 1

 .

Θεώρηµα 3.2.4 (Grothendieck). Υπάρχει σταθερά γ που δεν εξαρτάται από το n τέτοια

ώστε

‖A‖H 6 γ‖A‖

για όλους τους n× n πίνακες A.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ U . Ορίζουµε K = Kf και L = Lf όπως στο Λήµµα 3.2.2, και
γράφουµε ψ για την περιττή επέκταση της f . Θεωρούµε τυχόντα ϕυσικό n, έναν πίνακα
A = (aij) µε ‖A‖ 6 1 και έναν χώρο Hilbert H.

Παρατηρούµε ότι η ‖A‖H είναι το supremum των αθροισµάτων

n∑
i=1

∥∥∥ n∑
j=1

aijxj

∥∥∥
H

πάνω από όλα τα διανύσµατα xj στον H που έχουν νόρµα 6 1. Αφού κάθε τέτοιο σύνολο
{xj} από n διανύσµατα παράγει ένα υπόχωρο του H διάστασης το πολύ ίσης µε n, µπο-
ϱούµε να ϑεωρήσουµε ότιH = Rn. Ακόµα, επειδή η µοναδιαία µπάλα του Rn είναι κυρτή,
µπορούµε να επιλέξουµε διανύσµατα xi, yj νόρµας 1 στον Rn τέτοια ώστε

‖A‖H =

n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉.

Από το Λήµµα 3.2.2, η ταυτότητα

〈ψx, ψy〉 = 〈φx, ψy〉+ 〈ψx, φy〉 − 〈φx, φy〉 − 〈φx − ψx, ψy − φy〉

µας δίνει

(3.2.2)
n∑

i,j=1

aij〈ψxi , ψyj 〉 = (2K − 1)

n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉 −
n∑

i,j=1

aij〈φxi − ψxi , ψyj − φyj 〉.
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Από την (iii) του Λήµµατος 3.2.2, το τελευταίο άθροισµα ϕράσσεται απολύτως από ‖A‖H(1−
2K + L), και αφού ‖A‖ 6 1 παίρνουµε∣∣∣ n∑

i,j=1

aij〈ψxi , ψyj 〉
∣∣∣ 6 1.

Εφαρµόζοντας την τριγωνική ανισότητα στην (3.2.2) παίρνουµε

(3.2.3) 1 >
∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈ψxi , ψyj 〉
∣∣∣ > ‖A‖H(|2K − 1|+ 2K − L− 1).

Αυτή η ανισότητα ισχύει για κάθε συνάρτηση f στο σύνολο U . Ειδικότερα, για την f ≡ 1

έχουµε K =
√

2π και L = 1, άρα η (3.2.3) µας δίνει

1 > ‖A‖H(|2
√

2π − 1|+ 2
√

2π − 2) > (0.19)‖A‖H,

οπότε ‖A‖H < 5.2 . . ..

Πόρισµα 3.2.5. ΄Εστω f ∈ U τέτοια ώστε 2K2
f > Lf . Τότε,

γ 6 (2K2
f − Lf )−1.

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας την f µε την cf για κάποιον c > 0, παίρνουµε Kcf = cKf και
Lcf = c2Lf . Συνεπώς, η (3.2.3) µας δίνει

(3.2.4) c2 > ‖A‖H(|2cK − 1|+ 2cK − c2L− 1).

Αν το c ικανοποιεί την 2cK− 1 6 0 τότε η (3.2.4) είναι τετριµµένη. Θεωρούµε λοιπόν µόνο
εκείνους τους c > 0 για τους οποίους 4cK − c2L− 2 > 0. Τότε, παίρνουµε

‖A‖H 6 c2(4cK − c2L− 2)−1

για κάθε τέτοιον c. Αν σταθεροποιήσουµε τους K,L, το δεξιό µέλος παίρνει ελάχιστη τιµή
για c = 1/K. Αφού 2K2 − L > 0, αυτή η τιµή του c µας δίνει ‖A‖H 6 (2K2 − L)−1.

Παρατηρούµε τώρα ότι η πραγµατική απεικόνιση f 7→ 2K2
f−Lf είναι κάτω ηµισυνεχής

ως προς την ασθενή*-τοπολογία του L∞(R+, dm(t)) και το U είναι ασθενώς*-κλειστό υπο-
σύνολο της µοναδιαίας σφαίρας αυτού του L∞ χώρου. ΄Αρα, η 2K2

f − Lf παίρνει µέγιστη
τιµη στο U , ας υποθέσουµε σστη συνάρτηση µ(t). Σκοπός µας είναι προσδιορίσουµε αυτή
τη συνάρτηση.

΄Εστω h µια ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση στο [0,∞), τέτοια ώστε h(t) > 0 στο
{µ = 0}, h(t) 6 1 στο {µ = 1} και esssupt>0|µ(t) + εh(t)| = 1 για ε > 0 αρκετά µικρό.
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Σταθεροποιούµε ένα τέτοιο ε, γράφουµε K ′ και L′ για τα Kµ+εh και Lµ+εh αντίστοιχα, και
K,L για τα Kµ, Lµ. Τότε,

2(K ′)2 − (L′) = 2K2 − L+ 2ε

∫ ∞
0

[2Kh(t)t− µ(t)h(t)] dm(t) +O(ε2).

Αφού 2K2 − L > 2(K ′)2 − (L′) και το ε µπορεί να επιλεγεί οσοδήποτε µικρό, παίρνουµε

(3.2.5) 0 >
∫ ∞

0
[2Kh(t)t− µ(t)h(t)] dm(t).

Θα χρειαστεί να διακρίνουµε τρεις περιπτώσεις:

Περίπτωση 1. ΄Εστω h(t) > 0 µε ϕορέα το {µ = 0}. Από την (3.2.5) παίρνουµε

0 >
∫ ∞

0
2tKh(t) dm(t)

το οποίο είναι αδύνατο εκτός αν το {µ = 0} έχει µέτρο 0. ΄Αρα, µ(t) > 0 σχεδόν παντού.

Περίπτωση 2. ΄Εστω h(t) 6 0 µε ϕορέα το {µ = 1}. Τότε, η (3.2.5) µας δίνει

0 >
∫ ∞

0
h(t)(2Kt− 1) dm(t),

άρα 2Kt− 1 > 0 για όλα τα t για τα οποία µ(t) = 1.

Περίπτωση 3. ΄Εστω h(t) µε ϕορέα το {0 < µ < 1}. Παρατηρούµε ότι, για κάθε ε 6 1,
υπάρχουν συναρτήσεις h που ικανοποιούν τις παραπάνω ιδιότητες και είναι αυστηρώς
ϑετικές ή αυστηρώς αρνητικές στο {0 < µ < 1}. Για οποιαδήποτε τέτοια h έχουµε

0 >
∫ ∞

0
h(t)[2Kt− µ(t)] dm(t)

και αυτό γίνεται µόνο αν 2Kt = µ(t) σχεδόν παντού στο {0 < µ < 1}.

Η πληροφορία που µας δίνουν αυτές οι τρεις περιπτώσεις προσδιορίζει την µ σχεδόν
παντού. Είναι η συνάρτηση µ(t) = 2Kt αν 0 6 t 6 1

2K και µ(t) = 1 για t > 1
2K .

Υπολογίζοντας την ποσότητα 2K2 − L για αυτήν την µ, ϐρίσκουµε

1 = 2

∫ K/2

0
dm(t) και 2K2 − L = 2K

√
2/π exp(−K2/8)− 1

2
.

Από πίνακες ϐλέπουµε ότι 2K2 − L > 0.4423 και συνεπώς, από το Πόρισµα 3.2.5, παίρ-
νουµε γ < 2.261 . . .. 2
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Παρατήρηση 3.2.6. Αν ο A είναι ϑετικά ορισµένος, τότε η ϐέλτιστη τιµή της σταθεράς γ
είναι το πολύ ίση µε π/2. Ο Grothendieck έδειξε ότι ο π/2 είναι κάτω ϕράγµα για την
γ, υπολογίζοντας, για κάθε n, την ακριβή τιµή µιας συγκεκριµένης τανυστικής νόρµας
της ταυτοτικής απεικόνισης του Rn, δείχνοντας ότι αυτή η νόρµα κυριαρχείται από το
supremum των injective τανυστικών νορµών και παίρνοντας n → ∞. Μια απόδειξη περι-
γράφεται στην επόµενη παράγραφο. Εδώ δείχνουµε ότι το ϕράγµα π/2 είναι και ικανό για
ϑετικά ορισµένους πίνακες, εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι το τελευταίο άθροισµα στην
ανισότητα (3.2.2) είναι µη-ϑετικό για τέτοιους πίνακες.

΄Εστω A ένας ϑετικά ορισµένος n×n πίνακας µε ‖A‖ 6 1. Θεωρούµε τον διανυσµατικό
χώρο των n-άδων από διανύσµατα του Rn. Αυτός γίνεται χώρος Hilbert, εφοδιασµένος µε
το εσωτερικό γινόµενο 〈x,y〉 =

∑n
i=1〈xi, yi〉. Εδώ, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) και

xi, yi ∈ Rn. Αυτό το εσωτερικό γινόµενο επάγει τη νόρµα ‖x‖2 =
∑n

i=1 ‖xi‖22. Τώρα,

n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉 = 〈Ax,y〉 = 〈A
1
2x, A

1
2y〉,

διότι ο A είναι ϑετικά ορισµένος. Συνεπώς,∣∣∣ n∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉
∣∣∣ 6 ‖A 1

2x‖ · ‖A
1
2y‖,

µε ισότητα όταν x = y. Αυτό αποδεικνύει το επόµενο :

Λήµµα 3.2.7. Αν ο A είναι ϑετικά ορισµένος, τότε υπάρχουν µοναδιαία διανύσµατα στον

Rn τέτοια ώστε

‖A‖ =
n∑

i,j=1

aij〈xi, xj〉.

Θεώρηµα 3.2.8. Για κάθε ϑετικά ορισµένο πίνακα A ισχύει

‖A‖H 6
π

2
‖A‖.

Απόδειξη. Ακολουθούµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.4. ΄Εστω f ∈ U και ψ η περιττή
επέκταση της f . Υποθέτουµε ότι ‖A‖ 6 1 και ϑεωρούµε x1, . . . , xn ∈ Rn, νόρµας 1, τέτοια
ώστε ‖A‖ =

∑n
i,j=1 aij〈xi, xj〉. Τότε, η ανισότητα (3.2.2) ισχύει αν αντικαταστήσουµε τα yj

µε τα xj . ΄Οµως,
n∑

i,j=1

aij〈φxi − ψxj , φxj − ψxj 〉 > 0,

άρα
n∑

i,j=1

aij〈ψxi , ψxj 〉 > ‖A‖H(2K − 1)
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και

1 6 ‖A‖H(2K − 1).

Αντικαθιστώντας την f µε cf , όπου c > 0, παίρνουµε c2 > ‖A‖H(2cK − 1), άρα

‖A‖H 6 c2(2cK − 1)−1

για κάθε c > 1
2K . Η ελάχιστη τιµή αυτού του ϕράγµατος για την ‖A‖H πιάνεται όταν

c = 1/K. ΄Αρα, ‖A‖H 6 1
K2 . Η µέγιστη τιµή της παραµέτρου K πιάνεται όταν f ≡ 1, και

τότε K =
√

2/π. Συνεπώς, ‖A‖H 6 π/2.

3.3 Κάτω ϕράγµα για τη σταθερά του Grothendieck

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί είναι γνωστό ως το «µικρό ϑεώρηµα του Grothendieck».

Θεώρηµα 3.3.1. ΄Εστω S, T συµπαγή σύνολα. Υπάρχει απόλυτη σταθερά k τέτοια ώστε,

για κάθε Ϲεύγος ϕραγµένων γραµµικών τελεστών u : C(S) → H, v : C(T ) → H, όπου H
χώρος Hilbert, και για κάθε πεπερασµένη ακολουθία (xj , yj) στον C(S)× C(T ),

(3.3.1)
∣∣∣∑〈u(xj), v(yj)〉

∣∣∣ 6 k‖u‖ ‖v‖
∥∥∥∥(∑ |xj |2

)1/2
∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥(∑ |yj |2
)1/2

∥∥∥∥
∞
.

Συµβολίζουµε µε kG την ϐέλτιστη τέτοια σταθερά k.

Η ανισότητα του Grothendieck είναι ισοδύναµη µε το ακόλουθο.

Θεώρηµα 3.3.2. Για κάθε ϕ : C(S) × C(T ) → R και για κάθε πεπερασµένη ακολουθία

(xj , yj) στον C(S)× C(T ),

(3.3.2)
∣∣∣∑ϕ(xj , yj)

∣∣∣ 6 K‖ϕ‖
∥∥∥∥(∑ |xj |2

)1/2
∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥(∑ |yj |2
)1/2

∥∥∥∥
∞
.

Η σταθερά του Grothendieck KG είναι η ϐέλτιστη τέτοια σταθερά K.

Θέτοντας ϕ(x, y) = 〈u(x), v(y)〉 και παρατηρώντας ότι ‖ϕ‖ 6 ‖u‖ ‖v‖, ϐλέπουµε ότι το
Θεώρηµα 3.3.1 είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 3.3.2. Είναι επίσης ϕανερό ότι

(3.3.3) kG 6 KG.

Η επόµενη παρατήρηση είναι το Θεώρηµα 3.3.1 είναι ισοδύναµο µε το εξής ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 3.3.3. ΄Εστω S συµπαγές σύνολο. Για κάθε ϕραγµένο γραµµικό τελεστή u :

C(S)→ H, όπου H χώρος Hilbert, και για κάθε πεπερασµένη ακολουθία (x1, . . . , xn) στον

C(S),

(3.3.4)
(∑

‖u(xj)‖2
)1/2

6
√
kG‖u‖

∥∥∥∥(∑ |xj |2
)1/2

∥∥∥∥
∞
.

Η σταθερά
√
kG είναι η ϐέλτιστη σταθερά για την οποία ισχύει το παραπάνω.

Η ισοδυναµία των δύο ϑεωρηµάτων είναι απλή. Υποθέτοντας το Θεώρηµα 3.3.3 εφαρ-
µόζουµε την |〈u(xj), v(yj)〉| 6 ‖u(xj)‖ ‖v(yj)‖ και την ανισότητα Cauchy-Schwarz για να
πάρουµε την (3.3.1) του Θεωρήµατος 3.3.1. Υποθέτοντας το Θεώρηµα 3.3.1 εφαρµόζουµε
την (3.3.1) µε xj = yj και u = v για να πάρουµε την (3.3.4) του Θεωρήµατος 3.3.3.

Μπορούµε τώρα να δώσουµε κάτω ϕράγµα για την kG χρησιµοποιώντας το επόµενο
λήµµα.

Λήµµα 3.3.4. ΄Εστω (Ω, µ) χώρος µέτρου. Θεωρούµε gj ∈ L1(µ) και xj ∈ L∞(µ), 1 6 j 6

N , και ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς a, b. Αν 〈gi, xj〉 = δij και ισχύουν οι

a

 N∑
j=1

|tj |2
1/2

>

∥∥∥∥∥∥
N∑
j=1

tjgj

∥∥∥∥∥∥
1

και ∥∥∥∥∥∥∥
 N∑
j=1

|xj |2
1/2

∥∥∥∥∥∥∥
∞

6 b
√
N,

τότε

KG > kG > b−2a−2.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον H = `N2 και ορίζουµε u : L∞ → H µε

u(x) =
N∑
i=1

〈x, gi〉ei.

Από τις υποθέσεις έχουµε
∑N

j=1 ‖u(xj)‖2 = N και ‖u‖ 6 a. Από το Θεώρηµα 3.3.3
συµπεραίνουµε ότι 1 6

√
kGab.

Θεωρούµε τώρα µια ακολουθία (gj) ανεξάρτητων τυπικών κανονικών τυχαίων µεταβλη-
τών και ορίζουµε

xj = cN
√
N

gj

(
∑
|gj |2)1/2

,
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όπου η σταθερά cN επιλέγεται έτσι ώστε να ισχύει η 〈xi, xj〉 = δij . ∆ηλαδή,

N−1/2c−1
N =

∫
|g1|2

(∑
|gj |2

)−1/2
.

∆εδοµένου ότι ∫
|gj |2

(∑
|gj |2

)−1/2
=

∫
|g1|2

(∑
|gj |2

)−1/2

για κάθε j = 1, . . . , N , ϐλέπουµε ότι

c−1
N =

1√
N

∫ (∑
|gj |2

)1/2
→ 1

όταν N →∞, από το νόµο των µεγάλων αριθµών (διότι E |g1|2 = 1). ΄Οµως, από το Λήµµα
3.3.4 έχουµε ότι

c−1
N ‖g‖

−1
1 6

√
kG,

άρα, αφήνοντας το N →∞ παίρνουµε:

Θεώρηµα 3.3.5. Ισχύει το κάτω ϕράγµα

KG > kG > ‖g‖−2
1 =

π

2
,

όπου g είναι τυπική κανονική τυχαία µεταβλητή.



Κεφάλαιο 4

Το άνω ϕράγµα και η εικασία του

Krivine

4.1 Εισαγωγή

Ο Krivine ξεκινάει από µια διαφορετική περιγραφή της σταθεράς του Grothendieck. ΄Εστω
L ένα Banach lattice πάνω από το R. Αν x1, . . . , xk ∈ L, ορίζουµε

(x2
1 + · · ·+ x2

k)
1/2 = sup{a1x1 + · · ·+ akxk : a1, . . . , ak ∈ R, a2

1 + · · ·+ a2
k = 1}.

Μπορούµε τότε να ορίσουµε τη µιγαδοποίηση LC ενός Banach lattice: είναι ένας χώρος
Banach πάνω από το C, όπου στο L× L ορίζουµε (a+ ib)(x, y) = (ax− by, bx+ ay) και
‖(x, y)‖ = ‖(x2 + y2)1/2‖L για a, b ∈ R και x, y ∈ L.

Αν U : L → M είναι ένας ϕραγµένος τελεστής µεταξύ δύο Banach lattices, η µιγαδο-
ποίηση UC : LC →MC του U ορίζεται µε τον προφανή τρόπο. Τίθεται το ερώτηµα να δοθεί
ϕράγµα για την ‖UC‖ αν γνωρίζουµε την ‖U‖, δηλαδή να προσδιορίσουµε µια σταθερά
C > 0 τέτοια ώστε ‖UC‖ 6 C‖U‖ για όλους τους τελεστές U : L→M .

Συµβολίζουµε αυτή τη σταθερά µε KG(2): είναι η µικρότερη πραγµατική σταθερά
C > 0 τέτοια ώστε

‖(Ux)2 + (Uy)2‖ 6 C‖U‖‖(x2 + y2)1/2‖

για κάθε x, y ∈ L και οποιουσδήποτε U,L,M .

Γενικεύοντας ακόµα περισσότερο, συµβολίζουµε µε KG(k) (αυτή είναι η σταθερά του
Grothendieck τάξης k) τη µικρότερη σταθερά C > 0 για την οποία ισχύει

(4.1.1) ‖(Ux1)2 + · · ·+ (Uxk)
2‖ 6 C‖U‖ ‖(x2

1 + · · ·+ x2
k)

1/2‖

25
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για κάθε x1, . . . , xk ∈ L και για όλα τα Banach lattices L,M και όλους τους τελεστές
U : L→M .

Αποδεικνύεται εύκολα ότι στον παραπάνω ορισµό µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο L
είναι ένας L∞ χώρος, ο M ένας L1 χώρος και ότι οι διαστάσεις τους είναι πεπερασµένες.
Ειδικότερα, η KG(2) είναι η µικρότερη σταθερά C > 0 για την οποία ‖UC‖ 6 C‖U‖ για
όλους τους τελεστές U : `n∞ → `n1 , και για κάθε n.

Είναι ϕανερό ότι η KG(k) είναι αύξουσα ακολουθία και KG(k) 6 k. Αυτό που απο-
δεικνύεται στην ανισότητα του Grothendieck είναι ότι ένα άνω ϕράγµα της ακολουθίας
{KG(k)}k∈N είναι το sinh(π/2) ≈ 2.301. Το όριο αυτής της ακολουθίας είναι η σταθε-
ϱά του Grothendieck. Αυτό το αποτέλεσµα µας επιτρέπει να γράφουµε την ανισότητα
(4.1.1) χωρίς αναφορά στο k. Μπορούµε έτσι να συµπεράνουµε σηµαντικά ϑεωρήµατα
παραγοντοποίησης τελεστών, το κλασικότερο από τα οποία είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα
του Grothendieck: κάθε ϕραγµένος τελεστής U : L∞ → L1 παραγοντοποιείται µέσω ενός
χώρου Hilbert: δηλαδή, υπάρχουν χώρος Hilbert H και παραγοντοποίηση U = W ◦ V ,
όπου U : L∞ → H, W : H → L1 και ‖V ‖ · ‖W‖ 6 KG‖U‖.

Ορίζονται επίσης (αλλά δεν ϑα ασχοληθούµε µε αυτές εδώ) οι µιγαδικές σταθερές του
Grothendieck: η σταθερά KC

G(k) είναι ο µικρότερος C > 0 για τον οποίο να ισχύει

‖(Uf1)2 + · · ·+ (Ufk)
2‖1 6 C‖U‖‖(|f1|2 + · · ·+ |fk|2)1/2‖∞

για όλους τους τελεστές U : L∞C (X) → L1
C(Ω, µ) και όλες τις f1, . . . , fk ∈ L∞C (X).

Συµβολίζουµε µε KC
G το supremum όλων των KC

G(k). ΄Οπως προκύπτει εύκολα από
τους ορισµούς, KC

G(k) 6 KG(k) για κάθε k > 2. Είναι αρκετό να ϑεωρήσουµε την
περίπτωση των L∞C (C) και L1

C(Ω, β, µ) που είναι Banach latices πάνω από το R, µε
(f + ig) ∪ (f ′ + ig′) = f ∪ f ′ + i(g ∪ g′) και να εφαρµόσουµε την ανισότητα (4.1.1)
στον τελεστή U . Αυτό µας δίνει την KC

G 6 KG. Στην πραγµατικότητα, KC
G < KG διότι

KG > π/2 ενώ είναι γνωστό ότι KC
G 6 e1−γ < π/2, όπου γ είναι η σταθερά του Euler.

Σηµειώνουµε ότι KG(2) >
√

2. Αυτό ϕαίνεται αν εφαρµόσουµε την ανισότητα (4.1.1)
για k = 2, τον τελεστή U : `2∞ → `21 µε Ue1 = 1

2(e1 + e2) και Ue2 = 1
2(e1 − e2) (όπου

{e1, e2} είναι η κανονική ϐάση του `2∞ και του `21). Ο U είναι ισοµετρία, οπότε ‖U‖ = 1

και η (4.1.1) για x1 = e1, x2 = e2 δίνει το αποτέλεσµα.
Στο προηγούµενο Κεφάλαιο είδαµε ότι ο Rietz είχε αποδείξει το άνω ϕράγµα σε KG 6

2.261. Ο Krivine εισήγαγε νέες µεθόδους για να ϕράξει τις σταθερέςKG(k). Μεταξύ άλλων,
απέδειξε ότι

KG(2) =
√

2, KG(4) 6
π

2
, KG 6

π

2
log(1 +

√
2) ≈ 1.782

και υπεστήριξε ότι η τελευταία ποσότητα είναι πολύ πιθανό να είναι η ακριβής τιµή της
KG. Στις επόµενες παραγράφους περιγράφουµε την προσέγγισή του στο πρόβληµα.
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4.2 Χαρακτηρισµός για την KG(k)

Ο Krivine ξεκινάει λοιπόν από έναν άλλο χαρακτηρισµό των σταθερών KG(k) µε όρους
της ϑεωρίας των νορµών τανυστικών γινοµένων. ΄Εστω X,Y δύο συµπαγείς χώροι. Ταυ-
τίζουµε το C(X) ⊗ C(Y ) (ως R-άλγεβρα) µε τον υπόχωρο του C(X × Y ) που παράγεται
από όλους τους γραµµικούς συνδυασµούς των συναρτήσεων της µορφής f(x)g(y), όπου
f ∈ C(X), g ∈ C(Y ). Αυτή τη συνάρτηση τη συµβολίζουµε µε f ⊗ g. Αν F ∈ C(X)⊗C(Y ),
ορίζουµε τη νόρµα της, και την συµβολίζουµε µε ‖F‖C(X)⊗C(Y ) ή ‖F‖⊗, ϑέτοντας

‖F‖⊗ = inf
n∑
i=1

‖fi‖‖gi‖,

όπου το infimum παίρνεται πάνω από όλες τις αναπαραστάσεις της F στη µορφή

F (x, y) =
n∑
i=1

fi(x)gi(y).

Η πλήρωση του C(X) ⊗ C(Y ) ως προς αυτή τη νόρµα συµβολίζεται µε C(X) ⊗̂ C(Y ), και
λέγεται προβολικό τανυστικό γινόµενο των C(X), C(Y ). Ο δυϊκός του χώρος ταυτίζεται (ως
χώρος Banach) µε τον χώρο όλων των ϕραγµένων τελεστών από τον C(X) στον C(Y )∗. Κάθε
τέτοιος τελεστής ορίζει την γραµµική µορφή

〈TU , f ⊗ g〉 = 〈Uf, g〉

για κάθε f ∈ C(X), g ∈ C(Y ).
΄Εστω f : X → R και A ⊂ X. Συµβολίζουµε µε fA τον περιορισµό της f στο A.

Αποδεικνύεται το ακόλουθο.

Πρόταση 4.2.1. ΄Εστω F ∈ C(X) ⊗̂ C(Y ), όπου X,Y είναι δύο συµπαγείς χώροι. Τότε,

‖F‖C(X) ⊗̂ C(Y ) = sup
{
‖FA×B‖C(A)⊗C(B) : A ⊂ X,B ⊂ Y πεπερασµένα

}
.

΄Εστω Sk−1 η µοναδιαία σφαίρα του Rk. Συµβολίζουµε µε pri τη συνάρτηση pri :

Sk−1 → R µε pri(x1, . . . , xk) = xi. Προφανώς, (pr1)1 + · · ·+ (prk)
2 = 1.

Πρόταση 4.2.2. Η σταθερά KG(k) ισούται µε τη νόρµα στο χώρο C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1) της

συνάρτησης 〈x, y〉, ορισµένης στο Sk−1 × Sk−1.

Απόδειξη. ΄ΕστωC = ‖pr1⊗pr1+· · ·+prk⊗prk‖⊗ η νόρµα της 〈x, y〉 στον C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1).
Προφανώς, C 6 k. Θεωρούµε πεπερασµένα A,B ⊂ Sk−1 τέτοια ώστε

‖pr1 ⊗ pr1 + · · ·+ prk ⊗ prk‖C(A)⊗C(B) > C − ε



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΤΟ ΑΝΩ ΦΡΑΓΜΑ ΚΑΙ Η ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΟΥ KRIVINE

(από την Πρόταση 4.2.1) και έναν γραµµικό τελεστή U : C(A) → C(B)∗ µε ‖U‖ = 1,
τέτοιον ώστε

〈U pr1, pr1〉+ · · ·+ 〈U prk, prk〉 = ‖pr1 ⊗ pr1 + · · ·+ prk ⊗ prk‖C(A)⊗C(B) > C − ε.

΄Ενας τέτοιος τελεστής υπάρχει, γιατί από την προηγούµενη παρατήρηση για τον δυϊκό
ενός τανυστικού γινοµένου, είναι αρκετό να αναζητήσουµε T ∈ (C(A) ⊗ C(B))∗ τέτοιον
ώστε ‖T‖ = 1 και T (pr1⊗pr1 + · · ·+ prk⊗prk) = ‖pr1⊗pr1 + · · ·+ prk⊗prk‖C(A)⊗C(B)).
Αφού C(B)∗ = L1(B,µ), όπου µ είναι το µέτρο που δίνει µάζα 1 σε κάθε σηµείο του B,
έχουµε

C − ε 6
k∑
i=1

〈U pri, pri〉 =

∫
B

k∑
i=1

(U pri)(ξ)pri(ξ)µ(dξ)

6
∫
B

( k∑
i=1

|U pri(ξ)|2
)1/2

µ(dξ) =
∥∥∥( k∑

i=1

|U pri|2
)1/2∥∥∥

1

6 KG(k)‖U‖
∥∥∥( k∑

i=1

|pri|2
)1/2∥∥∥

∞
6 KG(k).

Αφού το ε ήταν τυχόν, παίρνουµε C 6 KG(k).
Αντίστροφα, έστω U : L∞(X) → L1(B,µ) µε ‖U‖ = 1, και έστω f1, . . . , fk ∈ L∞(X).

Θέλουµε να δείξουµε ότι

‖(Uf1)2 + · · ·+ (Ufk)
2‖1 6 C‖(f2

1 + · · ·+ f2
k )1/2‖∞.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι τα X,B είναι πεπερασµένα σύνολα (από τον ορισµό της
KG(k)) και ότι

‖(f2
1 + · · ·+ f2

k )1/2‖∞ 6 1.

΄Εστω X ′ (αντίστοιχα B′) η ένωση των ϕορέων των f1, . . . , fk (αντίστοιχα των Uf1, . . . , Ufk).
Ορίζουµε J1 : L∞(X ′) → L∞(X) ϑέτοντας J1(φ) = φ((f2

1 + · · · + f2
k )1/2) και J2 :

L1(B,µ) → L1(B′, µ) ϑέτοντας J2(φ) = φ · 1B. Στη συνέχεια ορίζουµε V : L∞(X) →
L1(B′, µ) µε V = J2 ◦ U ◦ J1 και ϑέτουµε φi = fi/(f

2
1 + · · · + f2

k )1/2. Είναι ϕανερό ότι
‖J1‖, ‖J2‖ 6 1, οπότε ‖V ‖ 6 ‖U‖ 6 1 και V φi = Ufi. Επιπλέον, φ2

1 + · · · + φ2
k = 1.

Συνεπώς,

‖(Uf1)2 + · · ·+ (Ufk)
2)1/2‖1 = ‖(V φ1)2 + · · ·+ (V φk)

2)1/2‖1

=

∫
B′

((V φ1)2 + · · ·+ (V φk)
2)1/2dµ

=

∫
B′

( k∑
i=1

V φi · ψi
)
dµ,
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µε τις ψ1, . . . , ψk ∈ L∞(B′, µ) να ικανοποιούν την ψ2
1 + · · ·+ ψ2

k = 1: ϑέτουµε

ψi =
V φi

((V φ1)2 + · · ·+ (V φk)2)1/2
.

Ισχύει ότι L1(B′, µ) = C(B′)∗, άρα V : C(X ′)→ C(B′)∗, και έχουµε

∫
B′

( k∑
i=1

V φi · ψi
)
dµ =

k∑
i=1

〈V φi, ψi〉 6 ‖V ‖
∥∥∥ k∑
i=1

φi ⊗ ψi
∥∥∥
C(X′)⊗C(B′)

.

Παρατηρούµε ότι ‖V ‖ 6 1. Επιπλέον, αφού φ2
1 + · · · + φ2

k = 1 και ψ2
1 + · · · + ψ2

k = 1,
έχουµε ∥∥∥ k∑

i=1

φi ⊗ ψi
∥∥∥
C(X′)⊗C(B′)

6
∥∥∥ k∑
i=1

pri ⊗ pri

∥∥∥
C(Sk−1)⊗C(Sk−1)

= C.

Πράγµατι, κάθε ταυτότητα της µορφής

x1y1 + · · ·+ xkyk =
n∑
j=1

fj(x1, . . . , xk)gj(yi, . . . , yk)

που ισχύει στο Sk−1 × Sk−1, µε fj , gj ∈ C(Sk−1), µας επιτρέπει να γράψουµε

k∑
i=1

φi(x)ψi(y) =
n∑
j=1

fj(φ1(x), . . . , φk(x))gj(ψ1(y), . . . , ψk(y))).

΄Εχουµε λοιπόν, τελικά,
‖((Uf1) + · · ·+ (Ufk))

1/2‖ 6 C.

Παρατήρηση 4.2.3. Με τον ίδιο τρόπο µπορεί κανείς να αποδείξει ότι η µιγαδική σταθερά
KC
G(k) είναι η νόρµα της συνάρτησης 〈x, y〉 ορισµένης πάνω στο Xk ×Xk, στον CC(Xk)⊗
CC(Xk), όπου Xk είναι η µοναδιαία σφαίρα του Ck και CC(Xk) είναι ο χώρος των συνεχών
µιγαδικών συναρτήσεων πάνω στο Xk.

Τώρα, στρέφουµε την προσοχή µας στην KG(2).

Πρόταση 4.2.4. ΗKG(2) είναι η νόρµα της συνάρτησης cos(x−y) στον C[−π, π] ⊗̂ C[−π, π].

Απόδειξη. Μπορούµε να ϐρούµε συνεχείς συναρτήσεις fi, gi στην S1, τέτοιες ώστε

n∑
i=1

‖fi‖∞‖gi‖∞ 6 KG(2) + ε
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και

x1y1 + x2y2 =
n∑
i=1

fi(x1, x2)gi(y1, y2),

όπου x2
1 + x2

2 = y2
1 + y2

2 = 1. ΄Αρα,

cos(x− y) =
n∑
i=1

fi(cosx, sinx)gi(cos y, sin y),

οπότε ‖ cos(x− y)‖⊗ 6 KG(2) + ε. ΄Επεται ότι ‖ cos(x− y)‖⊗ 6 KG(2).
Αντίστροφα, ϑεωρούµε τυχούσα αναπαράσταση της cos(x− y) στη µορφή

n∑
i=1

φi(x)ψi(y),

µε
n∑
i=1

‖fi‖∞‖gi‖∞ 6 ‖ cos(x− y)‖⊗ + ε.

΄Εστω p ∈ S1 και α(s) ∈ [−π, π] τέτοιος ώστε p = (cosα(s), sinα(s)). Τότε, έχουµε

〈s, t〉 = cos(α(t)− α(s)) =

n∑
i=1

φi(α(s))ψi(α(t)),

το οποίο δείχνει ότι

‖〈s, t〉‖⊗ 6 ‖ cos(x− y)‖⊗ + ε.

Σηµειώνουµε ότι σε αυτό το σηµείο χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 4.2.1,
διότι οι φi ◦ α,ψi ◦ α δεν είναι συνεχείς. Τελικά, KG(2) 6 ‖ cos(x− y)‖⊗ + ε.

Θεώρηµα 4.2.5. KG(2) =
√

2.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι ‖ cos(x − y)‖⊗ 6
√

2. ΄Εστω f, g δύο ϕραγµένες 2π-
περιοδικές συναρτήσεις στο R. Θέτουµε F = f ∗ g. ΄Εχουµε λοιπόν

F (x− y) =

∫ π

−π
f(x− t)g(t− y)

dt

2π
,

το οποίο µας δίνει

‖F (x− y)‖⊗ 6 ‖f‖∞‖g‖∞.

Μάλιστα, για κάθε n > 1 ισχύει

‖F (nx− ny)‖⊗ 6 ‖f‖∞‖g‖∞.
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Θεωρούµε την

g(x) = sign(cosx) =
4

π

∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
cos((2k + 1)x),

και µια συνεχή, άρτια συνάρτηση f τέτοια ώστε f(π + x) = −f(x). Τότε,

f(x) =
∞∑
k=0

a2k+1 cos((2k + 1)x)

και
F (x) = (f ∗ g)(x) = b1 cosx+ b3 cos(3x) + · · · ,

όπου

b2k+1 =
2

π

(−1)k

2k + 1
a2k+1.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει την f µε τέτοιον τρόπο ώστε a1 > |a3|
3 + |a5|

5 + · · · .
Προκύπτει τότε ότι b1 > |b3|+ |b5|+ · · · . Τότε, η σειρά Dirichlet

D(s) = b1 +
b3
3s

+ · · ·+ b2k+1

(2k + 1)s
+ · · ·

συγκλίνει απολύτως για s > 0, και η

1

D(s)
= γ1 +

γ3

3s
+ · · ·+ γ2k+1

(2k + 1)s
+ · · ·

είναι µια απολύτως συκλίνουσα σειρά Dirichlet. Οι συντελεστές της δίνονται από τις σχέσεις

b1γ1 = 1, b1γ3 + b3γ1 = 0, . . . ,
∑
d|n

bdγn/d = 0

για n > 1 περιττό. Ισχύει δηλαδή η αναδροµική σχέση

γn = − 1

b1

∑
d|n,d 6=1

bdγn/d

για n > 1. Επιπλέον, αφού η συνάρτηση F είναι ϕραγµένη στο R, έχουµε
∞∑
k=0

γ2k+1F ((2k + 1)x) =
∑
k,l>0

b2l+1γ2k+1 cos((2k + 1)(2l + 1)x)

=
∞∑
r=0

cos((2r + 1)x)
∑
d|2r+1

bdγ 2r+1
d

= cosx

(η οµαδοποίηση των όρων δικαιολογείται από το γεγονός ότι η διπλή σειρά των b2l+1γ2k+1

είναι απολύτως συγκλίνουσα). Συνεπώς,

cos(x− y) =

∞∑
k=0

γ2k+1F ((2k + 1)(x− y)),
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και παίρνοντας νόρµες στο χώρο C[−π, π] ⊗̂ C[−π, π] ϐλέπουµε ότι

(4.2.1) KG(2) 6 ‖f‖∞(|γ1|+ |γ3|+ · · ·+ |γ2k+1|+ · · · ).

Θέτουµε χ(2k + 1) =
√

2 cos((2k + 1)π/4) ∈ {−1, 1} και παρατηρούµε ότι χ(mn) =

χ(m)χ(n) για m,n περιττούς.
Ας υποθέσουµε ότι η f έχει επιλεγεί έτσι ώστε το a2k+1 να είναι το πρόσηµο του

−(−1)kχ(2k + 1) για k > 1. ΄Εχουµε a1 > 0 από τη συνθήκη που επιβάλαµε για την
f . ΄Αρα, b1 > 0 και ο b2k+1 έχει το πρόσηµο του −χ(2k + 1) για k > 1. Θα δείξουµε
αναδροµικά ότι ο γ2k+1 έχει το πρόσηµο του χ(2k + 1) για k > 0. Για k = 0 έχουµε
γ1 = 1/b1 > 0. Αν k > 1 τότε

γ2k+1 = − 1

b1

∑
d|2k+1

bdγ(2k+1)/d.

Εφαρµόζοντας την επαγωγική υπόθεση για τον 2k+1
d < 2k + 1 έχουµε ότι ο −bdγ(2k+1)/d

έχει το πρόσηµο του χ(d)χ((2k + 1)/d), δηλαδή του χ(2k + 1). Αυτό είναι λοιπόν το
πρόσηµο του γ2k+1.

Από την (4.2.1) παίρνουµε ότι

KG(2) 6 ‖f‖∞
∞∑
k=0

γ2k+1χ(2k + 1).

Οι σειρές Dirichlet
∑∞

k=0
b2k+1

(2k+1)s και
∑∞

k=0
γ2k+1

(2k+1)s είναι η µία αντίστροφη της άλλης, και
χ(mn) = χ(m)χ(n) για m,n περιττούς. Προκύπτει έτσι ότι

∞∑
k=0

γ2k+1χ(2k + 1) =
1∑∞

k=0 b2k+1χ(2k + 1)
=

1√
2F (π/4)

.

Συνεπώς,

KG(2) 6
‖f‖∞√
2F (π/4)

.

Τώρα,

F (π/4) = (f ∗ g)(π/4) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(π/4− t)dt.

Αφού g(t) = sign(cos t), παίρνουµε ότι g(π/4−t) = 1 για t ∈ [−π/4, 3π/4] και g(π/4−t) =

−1 για t ∈ [−π,−π/4] ∪ [3π/4, π]. ΄Αρα,

F (π/4) =
1

2π

[ ∫ 3π/4

−π/4
f(t)dt−

∫ −π/4
−π

f(t)dt−
∫ π

3π/4
f(t)dt

]
,
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και αφού f(t) = f(−t) = −f(π + t) παίρνουµε

F (π/4) =
2

π

∫ π/4

0
f(t)dt.

Υποθέτουµε τώρα ότι f(t) = ‖f‖∞ για t ∈ [0, π/4]. Τότε F (π/4) = ‖f‖∞/2, άρα KG(2) 6
1√
2 1
2

=
√

2, το οποίο είναι αυτό που ϑέλουµε.
Για την ολοκλήρωση της απόδειξης µένει να ϐρούµε µια συνάρτηση f συνεχή, άρτια

στο R τέτοια ώστε f(t) = −f(t+ π), η οποία επιπλέον να ικανοποιεί τις εξής συνθήκες:

(i) f(t) = ‖f‖∞ για t ∈ [0, π/4].

(ii) a1 > 0, sign(a2k+1) = −(−1)kχ(2k + 1) για k > 1.

(iii) a1 >
|a3|
3 + |a5|5 +· · ·+ |a2k+1|

2k+1 +· · · , όπου a2k+1 είναι ο συντελεστής της σειράς Fourier

f(t) =

∞∑
k=0

a2k+1 cos((2k + 1)t).

Αρκεί να ορίσουµε την f στο [0, π/2]. Θέτουµε f(t) = 2
3(π/4)3 για t ∈ [0, π/2] και

f(t) = (π/4)2(π/2 − t) − 1
3(π/2 − t)3 για t ∈ [π/4, π/2]. Η f είναι συνεχής, και µάλι-

στα παραγωγίσιµη στο R. ΄Εχουµε ‖f‖∞ = 2
3(π/4)3 και αυτό δίνει την πρώτη συνθήκη.

Επίσης,

a2k+1 =
4

π

∫ π/2

0
f(t) cos((2k + 1)t)dt

=
4
√

2

π(2k + 1)3
χ(2k + 1)

(
1

2k + 1
− (−1)k

π

4

)
.

Αφού 1 > π
4 >

1
3 , έχουµε την δεύτερη συνθήκη. Για την τρίτη συνθήκη γράφουµε

1− π

4
>

∞∑
k=1

1

(2k + 1)4

(
π

4
− (−1)k

2k + 1

)
.

΄Οµως
π

4
− (−1)k

2k + 1
6
π

4
+

1

3
και

∞∑
k=1

1

(2k + 1)4
=
π4

96
− 1,

συνεπώς αρκεί να επαληθεύσουµε την

1− π

4
>
(π

4
+

1

3

)(π4

96
− 1
)
,

το οποίο είναι απλό.
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4.3 Μια ισοδύναµη νόρµα στο χώρο C(S) ⊗̂ C(T )

΄Εστω S, T δύο συµπαγείς χώροι και E(S, T ) το σύνολο των συναρτήσεων F : S × T → R
που έχουν αναπαράσταση της µορφής F (s, t) = 〈Xs, Yt〉, όπου s 7→ Xs και t 7→ Yt

είναι συνεχείς συναρτήσεις από τους S, T αντίστοιχα σε έναν χώρο Hilbert H, τέτοιες ώστε
‖Xs‖ = ‖Yt‖ = ρ για κάθε s ∈ S, t ∈ T . Ορίζουµε ‖F‖∗ να είναι το ελάχιστο άνω ϕράγµα
των ρ2 πάνω από όλες τις δυνατές αναπαραστάσεις της F . Προφανώς, ‖F‖∞ 6 ‖F‖∗.

Ισχυρισµός. Ο χώρος E(S, T ), εφοδιασµένος µε τη νόρµα ‖ · ‖∗, είναι R-άλγεβρα µε νόρµα.

Απόδειξη. Αν F (S, T ) = 〈Xs, Yt〉 τότε λF (s, t) = 〈sign(λ)|λ|1/2Xs, |λ|1/2Yt〉, το οποίο
δείχνει ότι λF ∈ E(S, T ) και ότι ‖λF‖∗ 6 |λ‖|F‖∗. Για την αντίστροφη ανισότητα, ϐάζουµε
όπου λ το 1/λ και όπου F την λF .

΄Εστω F, F ′ ∈ E(S, T ). Τότε, F (s, t) = 〈Xs, Yt〉 και F ′(s, t) = 〈X ′s, Y ′t 〉, όπου ‖Xs‖ =

‖Yt‖ = ρ και ‖X ′s‖ = ‖Y ′t ‖ = ρ′. Είναι ϕανερό ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι Xs, Yt ∈
H, X ′s, Y ′t ∈ H′ για s ∈ S, t ∈ T , όπου οι H,H′ είναι δύο ορθογώνιοι υπόχωροι ενός χώρου
Hilbert. Σε αυτήν την περίπτωση,

F (s, t) + F ′(s, t) = 〈Xs +X ′s, Yt + Y ′t 〉

και
‖Xs +X ′s‖2 = ‖Yt + Y ′t ‖2 = ρ2 + (ρ′)2.

΄Επεται ότι F + F ′ ∈ E(S, T ) και ότι ‖F + F ′‖∗ 6 ‖F‖∗ + ‖F ′‖∗. Επιπλέον, µπορούµε
να υποθέσουµε ότι ο χώρος Hilbert αποτελείται από Gaussian τυχαίες µεταβλητές. Τότε,
κάθε τυχαία µεταβλητή του H είναι ανεξάρτητη από κάθε τυχαία µεταβλητή του H ′. ΄Αρα,
έχουµε

〈XsX
′
s, YtY

′
t 〉 = E[XsYtX

′
sY
′
t ] = E[XsYt]E[X ′sY

′
t ] = F (s, t)F ′(s, t).

Επίσης ‖XsX
′
s‖2 = ‖YtY ′t ‖2 = ρ2(ρ′)2. Αυτό αποδεικνύει ότι FF ′ ∈ E(S, T ) και ‖FF ′‖∗ 6

‖F‖∗‖F ′‖∗.

Πρόταση 4.3.1. ΄Εστω F : S×T → R µε F (s, t) = 〈Xs, Yt〉, όπου οι s 7→ Xs, t 7→ Yt είναι

συνεχείς στους χώρους S, T αντίστοιχα, µε τιµές σε ένα χώρο H. Τότε,

‖F‖∗ 6 sup
s
‖Xs‖ sup

t
‖Yt‖.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι sups ‖Xs‖ supt ‖Yt‖ = 1, άρα ‖Xs‖ ‖Yt‖ 6 1 για
όλα τα s, t. Θέτουµε

M = sup
s
‖Xs‖, X ′s =

Xs

M
, Y ′t = MYt.
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΄Επεται ότι ‖X ′s‖, ‖Y ′t ‖ 6 1 για όλα τα s, t. Αν το s0 ∈ S είναι τέτοιο ώστε ‖Xs0‖ = M , τότε
από την ‖Xs0‖‖Yt‖ 6 1 ϐλέπουµε ότι ‖Yt‖ 6 1

M για όλα τα t.
΄Εστω e1, e2 δύο διανύσµατα του H, νόρµας 1, κάθετα µεταξύ τους. Θέτουµε X ′′s =

X ′s+φ(s)e1 και Y ′′t = Y ′t +ψ(t)e2, όπου φ(s) = (1−‖X ′s‖2)1/2 και ψ(t) = (1−‖Y ′t ‖2)1/2.
Τότε, F (s, t) = 〈X ′′s , Y ′′t 〉 και ‖X ′′s ‖ = ‖Y ′′t ‖ = 1. Συνεπώς, ‖F‖∗ 6 1.

Πρόταση 4.3.2. ΄Εστω F ∈ E(S, T ) µε ‖F‖∗ < 1. Τότε, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις

s 7→ Xs, t 7→ Yt από τους S, T αντίστοιχα σε ένα χώρο Hilbert H, τέτοιες ώστε

F (s, t) = 〈Xs, Yt〉 και ‖Xs‖ = ‖Yt‖ = 1.

Απόδειξη. ΄Εχουµε F (s, t) = 〈Xs, Yt〉 µε ‖Xs‖ = ‖Yt‖ = ρ 6 1, και µπορούµε να εφαρµό-
σουµε την προηγούµενη πρόταση.

Ισχυρισµός. Ο E(S, T ) είναι πλήρης µε τη νόρµα ‖ · ‖∗.

Απόδειξη. ΄Εστω (Fn)n∈N µια ακολουθία στον E(S, T ), τέτοια ώστε ‖FN‖∗ < 2−n. Ψάχνου-
µε για µια F ∈ E(S, T ) τέτοια ώστε

‖F0 + · · ·+ Fn − F‖∗ → 0

όταν n→∞. Για κάθε n έχουµε

Fn(s, t) =
1

2n
〈Xn

s , Y
n
t 〉,

όπου s 7→ Xn
s , t 7→ Y n

t είναι συνεχείς συναρτήσεις στους S, T αντίστοιχα µε τιµές σε ένα
χώρο Hilbert Hn, και ‖Xn

s ‖, ‖Y n
t ‖ 6 1. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι όλοι οι χώροι Hn

είναι ανά δύο ορθογώνιοι υπόχωροι ενός χώρου Hilbert. Θέτουµε

Xs =
∞∑
n=0

2−n/2Xn
s , Yt =

∞∑
n=0

2−n/2Y n
t .

Εύκολα ελέγχουµε ότι οι Xs, Yt είναι συνεχείς συναρτήσεις των s, t αντίστοιχα. Θέτουµε
F (s, t) = 〈Xs, Yt〉. Τότε, F ∈ E(S, T ) και

F − (F0 + · · ·+ Fn) =
〈 ∞∑
k=n+1

2−k/2Xk
s ,

∞∑
k=n+1

2−k/2Y k
t

〉
,

άρα

‖F − (F0 + · · ·+ Fn)‖∗ 6 sup
s

∥∥∥ ∞∑
k=0

2−k/2Xk
s

∥∥∥ sup
t

∥∥∥ ∞∑
k=0

2−k/2Y k
t

∥∥∥ 6
1

2n
.
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Θεώρηµα 4.3.3. Ισχύει η ισότητα E(S, T ) = C(S) ⊗̂ C(T ) και η νόρµα ‖·‖∗ είναι ισοδύναµη

µε αυτήν του τανυστικού γινοµένου. Πιο συγκεκριµένα, αν F ∈ C(S)⊗̂C(T ) τότε

‖F‖∗ 6 ‖F‖⊗ 6
π

2 log(1 +
√

2)
‖F‖∗.

Απόδειξη. Αν f ∈ C(S), g ∈ C(T ) τότε f(s)g(t) ∈ E(S, T ) και

‖f(s)g(t)‖∗ 6 ‖f‖∞‖g‖∞

από την Πρόταση 4.3.1 µε H = R. Παίρνοντας γραµµικούς συνδυασµούς ϐλέπουµε ότι
C(S) ⊗̂ C(T ) ⊂ E(S, T ) και ότι ‖F‖∗ 6 ‖F‖⊗ για κάθε F ∈ C(S) ⊗̂ C(T ). Για την άλλη
ανισότητα, χρησιµοποιούµε το εξής:

Λήµµα 4.3.4. ΄Εστω F ∈ E(S, T ) και a > 0, τέτοια ώστε ‖F‖∞ 6 π
2a και ‖ sin(aF )‖∗ < 1.

Τότε ‖F‖⊗ 6 π
2a .

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι sin(aF ) ∈ E(S, T ) διότι το E(S, T ) είναι άλγεβρα Banach.
΄Εστω (X,Y ) ένα Ϲεύγος Gaussian τυχαίων µεταβλητών, µε ‖X‖2 = ‖Y ‖2 = 1. Απλός
υπολογισµός δείχνει ότι

E[signX · signY ] =
2

π
arcsinE[XY ].

Αφού ‖ sin(aF )‖∗ < 1, από την Πρόταση 4.3.2 παίρνουµε

sin(aF (s, t)) = 〈Xs, Yt〉,

όπου οι Xs, Yt είναι συνεχείς συναρτήσεις των s, t µε τιµές σε έναν χώρο Hilbert H, και
‖Xs‖ = ‖Yt‖ = 1. Είναι ϕανερό ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο H είναι ένας χώρος
Gaussian τυχαίων µεταβλητών σε κάποιο χώρο πιθανότητας (Ω,B,P). Από την προηγού-
µενη παρατήρηση προκύπτει ότι

E[signXs, signYt] =
2

π
arcsinE[XsYt] =

2a

π
F (s, t).

Συνεπώς,

F (s, t) =
π

2a

∫
Ω

signXs(ω)signYt(ω)P(dω).

Αυτή η σχέση δείχνει αµέσως ότι αν S′, T ′ είναι πεπερασµένα υποσύνολα των S, T τότε

‖F (s, t)‖C(S′)⊗C(T ′) 6
π

2a
.

Το λήµµα έπεται από την Πρόταση 4.2.1.
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Συνέχεια της απόδειξης του Θεωρήµατος 4.3.3. ΄Εστω τώρα F ∈ E(S, T ). Τότε

‖ sin(aF )‖∗ =
∥∥∥ ∞∑
n=0

(−1)n
(aF )2n+1

(2n+ 1)!

∥∥∥
∗
6 sinh(a‖F‖∗),

διότι η E(S, T ) είναι άλγεβρα Banach. Θέτουµε

a =
log(1 +

√
2)− ε

‖F‖∗

για 0 < ε < log(1 +
√

2). Τότε sinh(a‖F‖∗) < 1, οπότε ‖ sin(aF )‖∗ < 1, και από το Λήµµα
4.3.4,

‖F‖⊗ 6
π

2a
=

π

2 log(1 +
√

2)− ε
‖F‖∗.

Αφήνοντας το ε→ 0 παίρνουµε το αποτέλεσµα. 2

Πόρισµα 4.3.5.

KG 6
π

2 log(1 +
√

2)
.

Απόδειξη. Εχουµε δείξει ότι ηKG(k) είναι η νόρµα της 〈s, t〉 στον χώρο C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1).
Συνεπώς,

KG(k) 6
π

2 log(1 +
√

2)
‖〈s, t〉‖∗.

΄Οµως, από τον ορισµό της νόρµας ‖ · ‖∗ έχουµε ‖〈s, t〉‖∗ 6 1 (στην πραγµατικότητα
‖〈s, t〉‖∗ = 1 αφού ‖ · ‖∗ > ‖ · ‖∞). Παίρνουµε λοιπόν

KG(k) 6
π

2 log(1 +
√

2)

για κάθε k ∈ N.

4.4 Συναρτήσεις ϑετικού τύπου στη σφαίρα

Θα προσπαθήσουµε τώρα να ϕράξουµε τηνKG(k) = ‖〈s, t〉‖C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1) χρησιµοποιώ-
ντας το Λήµµα 4.3.4. Για το σκοπό αυτό πρέπει να υπολογίσουµε την ‖ sin(a〈s, t〉)‖∗ στην
E(Sk−1, Sk−1). Συµβολίζουµε µε a0 το supremum των a 6 π/2 που ικανοποιούν την
‖ sin(a〈s, t〉‖∗ < 1 και ϑα δείξουµε ότι Kg(k) 6 π

2a . Γενικότερα, ϑα υπολογίσουµε την
‖F (〈s, t〉)‖∗ για κάθε F : [−1, 1]→ R.

Αν S είναι ένα σύνολο, µια συνάρτηση F : S × S → R ϑα λέγεται ϑετικού τύπου αν
F (s, t) = F (t, s) για κάθε s, t ∈ S και

n∑
i,j=1

aiajF (si, sj) > 0
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για κάθε s1, . . . , sn ∈ S και a1, . . . , an ∈ R. Η συνθήκη αυτή είναι ισοδύναµη µε την
ύπαρξη µιας οικογένειας (Xs)s∈S σε ένα χώρο Hilbert H, τέτοιας ώστε

F (s, t) = 〈Xs, Xt〉.

Πρόταση 4.4.1. ΄Εστω S συµπαγής χώρος και F : S × S → R ϑετικού τύπου. Τότε,

F ∈ C(S) ⊗̂ C(S) και ‖F‖∗ = ‖F‖∞.

Απόδειξη. Από την F (s, t) = 〈Xs, Xt〉 έπεται ότι

‖Xs −Xs0‖2 = F (s, s) + F (s0, s0)− 2F (s, s0)→ 0

όταν s → s0, διότι η F είναι συνεχής. ΄Αρα, η Xs είναι συνεχής στο S και F ∈ E(S, S).
Επίσης,

‖F‖∗ 6 sup
s
‖Xs‖ sup

t
‖Xt‖ = sup

s
‖Xs‖22 = sup

s
F (s, s) 6 ‖F‖∞,

και έτσι έχουµε την ισότητα.

Πρόταση 4.4.2. ΄Εστω F ∈ C(S) ⊗̂ C(S) συµµετρική συνάρτηση, σταθερή στη διαγώνιο του

S×S. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχουν συναρτήσειςG,G′ συνεχείς, ϑετικού τύπου στο S×S,

τέτοιες ώστε F = G−G′ και ‖F‖∗ > ‖G‖∗ + ‖G′‖∗ − ε.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ‖F‖∗ = 1 − ε. Από την Πρόταση 4.3.2 παίρνουµε F (s, t) =

〈Xs, Yt〉, όπου Xs, Yt είναι συνεχείς, νόρµας 1, µε τιµές σε κάποιον χώρο Hilbert H. Τότε,
〈Xs, Yt〉 = 〈Xt, Ys〉 και η 〈Xs, Ys〉 είναι σταθερή στο S. Θέτουµε

G(s, t) =
1

4
〈Xs + Ys, Xt + Yt〉

και
G′(s, t) =

1

4
〈Xs − Ys, Xt − Yt〉.

Οι G,G′ είναι συνεχείς, ϑετικού τύπου στο S×S, και F (s, t) = G(s, t)−G′(s, t). Από την
άλλη πλευρά,

‖G‖∗ = sup
s

1

4
‖Xs + Ys‖2 =

1

4
‖Xs + Ys‖2

για όλα τα s, διότι ‖Xs‖2 = ‖Ys‖2 = 1 και το 〈Xs, Ys〉 δεν εξαρτάται από το s. ΄Οµοια,

‖G′‖∗ =
1

4
‖Xs − Ys‖2.

Συνεπώς,

‖G‖∗ + ‖G′‖∗ =
1

2
(‖Xs‖2 + ‖Ys‖2) = 1 6 ‖F‖∗ + ε.
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Πρόταση 4.4.3. ΄Εστω F : [−1, 1] → R συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε F (〈s, t〉) ∈
C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1). Για κάθε ε > 0, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις G,G′ : [−1, 1] → R
τέτοιες ώστε οι G(〈s, t〉), G′(〈s, t〉) να είναι ϑετικού τύπου στο Sk−1 × Sk−1, F = G−G′ και

‖F‖∗ > G(1) +G′(1)− ε.

Απόδειξη. Από την προηγούµενη πρόταση, υπάρχουν δύο συναρτήσεις G0(s, t), G1(s, t)

συνεχείς, ϑετικού τύπου στο Sk−1 × Sk−1, τέτοιες ώστε

F (〈s, t〉) = G0(s, t)−G1(s, t)

και
‖F (〈s, t〉)‖∗ > ‖G0‖∗ + ‖G1‖∗ − ε = ‖G0‖∞ + ‖G1‖∞ − ε.

΄Εστω Γ η οµάδα των στροφών της Sk−1 και P το µέτρο Haar στην Γ. Τότε,

F (〈s, t〉) =

∫
Γ
F (〈σs, σt〉)P(dσ)

=

∫
Γ
G0(〈σs, σt〉)P(dσ)−

∫
Γ
G1(〈σs, σt〉)P(dσ).

Οι συναρτήσεις ∫
Γ
Gi(〈σs, σt〉)P(dσ), i = 0, 1

είναι συνεχείς στο Sk−1 × Sk−1 και ϑετικού τύπου. Επειδή είναι αναλλοίωτες ως προς
τις στροφές, γράφονται στη µορφή G′i(〈s, t〉), όπου G′i είναι συνεχείς συναρτήσεις από το
[−1, 1] στο R. ΄Επεται ότι G′i(1) 6 ‖Gi‖∞ = ‖Gi‖∗, άρα ‖F‖∗ > G0(1) +G1(1)− ε.

Σηµείωση. Πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι αν η G(〈s, t〉) είναι ϑετικού τύπου στο Sk−1 ×
Sk−1 τότε ‖G(〈s, t〉)‖∗ = ‖G‖∞ = G(1), διότι

‖G‖∞ 6 ‖G(〈s, t〉)‖∗ = sup
s
G(〈s, t〉) = G(1) 6 ‖G‖∞.

Υπενθυµίζουµε τώρα κάποια αποτελέσµατα για τη µοναδιαία σφαίρα Sk−1 του Rk. ΄Ε-
στω σ το µέτρο πιθανότητας στην Sk−1 που είναι αναλλοίωτο ως προς τις στροφές. Συµβο-
λίζουµε µε Hn το χώρο των πολυωνύµων µε k µεταβλητές, τα οποία είναι οµογενή ϐαθµού
n και αρµονικά στον Rk. Ο Hn έχει διάσταση

N(n) =
(k + 2n− 2)(k + n− 3)!

n!(k − 2)!

και ισχύει η διασπαση

L2(Sk−1, σ) = H0 ⊗H1 ⊗ · · · ⊗Hn ⊗ · · · .
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΄Εστω ∆n,j(s), 1 6 j 6 N(n), µια ορθογώνια ϐάση του Hn. Τότε, η

N(n)∑
j=1

∆n,j(s)∆n,j(t)

είναι µια συνάρτηση στο Sk−1 × Sk−1 που εξαρτάται από το 〈s, t〉. Γράφεται λοιπόν στη
µορφή Pn(〈s, t〉), όπου το Pn(x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού n µιας µεταβλητής. Είναι
ϕανερό από τον ορισµό ότι η Pn(〈s, t〉) είναι ϑετικού τύπου στο Sk−1 × Sk−1. Επίσης,
|Pn(x)| 6 Pn(1) για κάθε x ∈ [−1, 1].

Στο [−1, 1], ορίζουµε το εξής µέτρο πιθανότητας:

πk(dx) =
Γ(k2 )

√
πΓ
(
k−1

2

)(1− x2)
k−3
2 dx.

Για κάθε συνεχή συνάρτηση F : [−1, 1]→ R έχουµε∫ 1

−1
F (x)πk(dx) =

∫
Sk−1

F (〈s, t〉)σ(ds)

(σηµειώνουµε ότι το δεξιό µέλος δεν εξαρτάται από το t, διότι το σ είναι αναλλοίωτο ως προς
τις στροφές).

Η ακολουθία {Pn(x)}n>0 είναι ένα πλήρες ορθογώνιο σύστηµα του L2([−1, 1], πk) και
έχουµε τη γεννήτρια συνάρτηση

∞∑
n=0

rnPn(x) = (1− r2)(1− 2rx+ r2)−
k
2 .

Μπορεί κανείς να δείξει ότι το Pn(x) είναι το γινόµενο του πολυωνύµου

(−1)n(1− x2)−a(
dn

dxn
)(1− x2)n+a

µε µια ϑετική σταθερά, όπου a = k−3
2 .

Θεώρηµα 4.4.4. Μια συνεχής συνάρτηση F : [−1, 1] → R έχει την ιδιότητα ότι η F (〈s, t〉)
είναι ϑετικού τύπου στο Sk−1 × Sk−1 αν και µόνο αν

F (x) =

∞∑
n=0

anPn(x),

για κάποιους an > 0 µε
∞∑
n=0

anPn(1) <∞.
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Απόδειξη. Το γεγονός ότι η συνθήκη είναι ικανή προκύπτει άµεσα. Για το αναγκαίο,
γράφουµε

F (x) =
∞∑
n=0

anPn(x),

ϑεωρούµε δηλαδή την διάσπαση της F στον L2([−1, 1], πk). Ο an έχει το ίδιο πρόσηµο µε
το ∫ 1

−1
F (x)Pn(x)πk(dx) =

∫
Sk−1×Sk−1

F (〈s, t〉)Pn(〈s, t〉)σ(ds)σ(dt)

=

N(n)∑
j=1

∫
Sk−1×Sk−1

F (〈s, t〉)∆n,j(s)∆n,j(t)σ(ds)σ(dt),

διότι η F (〈s, t〉) είναι ϑετικού τύπου στο Sk−1 × Sk−1. Συνεπώς, an > 0 για κάθε n.
Από τη σύγκλιση της σειράς στον L2 έπεται ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία

δεικτών np τέτοια ώστε
np∑
n=0

anPn(x)→ F (x)

σχεδόν παντού στο [−1, 1]. Αφήνοντας το x να πάει στο 1 ϐλέπουµε ότι

∞∑
n=0

anPn(1) <∞.

Θεώρηµα 4.4.5. ΄Εστω F συνεχής συνάρτηση στο [−1, 1]. Τότε, η F (〈s, t〉) ανήκει στον

C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1) αν και µόνο αν

F (x) =
∞∑
n=0

anPn(x)

για κάποιους an ∈ R µε
∞∑
n=0

|anPn(1)| <∞.

Τότε,

‖F (〈s, t〉)‖∗ =

∞∑
n=0

|anPn(1)| <∞.

Απόδειξη. Το Θεώρηµα προκύπτει άµεσα από το προηγούµενο ϑεώρηµα και την Πρόταση
4.4.3.



42 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΤΟ ΑΝΩ ΦΡΑΓΜΑ ΚΑΙ Η ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΟΥ KRIVINE

Σηµείωση. Σε αυτό το ϑεώρηµα µπορούµε να πάρουµε οποιαδήποτε ακολουθία πολυω-
νύµων που να είναι ορθογώνια στο [−1, 1] ως προς το µέτρο (1 − x2)(k−3)/2dx, µε το Pn
να έχει ϐαθµό n. Ειδικότερα, το ϑεώρηµα εξακολουθεί να ισχύει αν στη ϑέση των Pn
χρησιµοποιήσουµε τα λnPn για κάποιους λn 6= 0.

Πρόταση 4.4.6. ΄Εστω F ∈ L2([−1, 1], πk), F =
∑∞

n=0 anPn. Τότε, αν |r| < 1 έχουµε

∞∑
n=0

anr
nPn(1) = (1− r2)

∫ 1

−1
F (x)(1− 2rx+ r2)−k/2πk(dx).

Απόδειξη. Αρκεί να επαληθεύσουµε το Ϲητούµενο για την F = Pn. Το δεξιό µέλος ισούται
µε ∫ 1

−1
Pn(x)

[ ∞∑
m=0

rmPm(x)
]
πk(dx) = rn

∫ 1

−1
P 2
n(x)πk(dx)

= rn
∫
Sk−1

P 2
n〈s, u〉σ(du) = rnPn(1).

Πρόταση 4.4.7. ΄Εστω F µια συνεχής και περιττή πραγµατική συνάρτηση στο [−1, 1] µε

F (〈s, t〉) ∈ C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1). Γράφουµε

F (x) =

∞∑
n=0

a2n+1P2n+1(x).

Τότε,

i
∞∑
n=0

(−1)na2n+1P2n+1(1)

= 21−k/2 Γ(k2 )
√
πΓ(k−1

2 )
lim
ε→0

∫ 1

−1
F (x)(1− x2)(k−3)/2(ε− ix)−k/2dx.

Απόδειξη. Το πολυώνυµο Pn είναι περιττό αν και µόνο αν ο n είναι περιττός. ΄Αρα, η
διάσπαση της F δεν περιέχει άρτιους όρους. Από την προηγούµενη πρόταση παίρνουµε

i

∞∑
n=0

(−1)na2n+1P2n+1(1) = lim
r→i

(1− r2)

∫ 1

−1
F (x)(1− 2rx+ r2)−k/2πk(dx),

που δίνει το αποτέλεσµα που ϑέλαµε.
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Θεωρούµε την F (x) = x2n+1 και υπολογίζουµε ακριβώς το δεξιό µέλος. Βρίσκουµε

21−k/2 Γ(k2 )
√
πΓ(k−1

2 )
lim
ε→0

∫ 1

−1
(1− x2)(k−3)/2(ε− ix)−k/2x2n+1dx

= i(−1)n
(k − 4)(k − 8) · · · (k − 4n)

(k + 2)(k + 6) · · · (k + 4n− 2)

για n > 1, ή απλά i για n = 0. ΄Αµεσο συµπέρασµα είναι το εξής:

Πρόταση 4.4.8. ΄Εστω F : [−1, 1]→ R τέτοια ώστε

F (x) =
∞∑
n=0

γ2n+1x
2n+1 =

∞∑
n=0

a2n+1P2n+1(x)

µε
∞∑
n=0

|γ2n+1| <∞.

Τότε,
∞∑
n=0

(−1)na2n+1P2n+1(1) =

∞∑
n=0

(−1)nb2n+1A2n+1,

όπου A1 = 1 και

A2n+1 =
(k − 4)(k − 8) · · · (k − 4n)

(k + 2)(k + 6) · · · (k + 4n− 2)
.

Ειδικότερα, για k = 4, έχουµε

∞∑
n=0

(−1)na2n+1P2n+1(1) = γ1.

Θεωρούµε τώρα την F (x) = sin(ax). Γράφουµε

sin(ax) =

∞∑
n=0

a2n+1P2n+1(x),

όπου a2n+1 είναι το πρόσηµο του

−
∫ 1

−1
sin(ax)P2n+1(x)(1− x2)δdx,

και δ = (k − 3)/2, δηλαδή το πρόσηµο του∫ 1

−1
sin(ax)

d2n+1

dx2n+1
(1− x2)2n+1+δdx.
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Ολοκληρώνοντας 2n+ 1 ϕορές κατά παράγοντες, ϐρίσκουµε το ολοκλήρωµα

(−1)na2n+1

∫ 1

−1
cos(ax)(1− x2)δdx.

Αφού 0 6 a 6 π/2, έχουµε cos(ax) > 0, άρα (−1)na2n+1 > 0. Συνεπώς,

∞∑
n=0

(−1)na2n+1P2n+1(1) =
∞∑
n=0

|a2n+1P2n+1(1)| = ‖ sin(a〈s, t〉)‖∗.

Αυτό δείχνει το εξής:

Πρόταση 4.4.9. Αν 0 6 a 6 π/2 τότε η νόρµα ‖ sin(a〈s, t〉)‖∗ στο χώρο C(Sk−1) ⊗̂ C(Sk−1)

ισούται µε
∞∑
n=0

A2n+1

(2n+ 1)!
a2n+1.

Ειδικότερα, για k = 4 έχουµε

‖ sin(a〈s, t〉)‖∗ = a

και για k = 3 έχουµε

‖ sin(a〈s, t〉)‖∗ =

∞∑
n=0

(−1)n
a2n+1

(2n+ 1)!(4n+ 1)
.

Τώρα, επιλέγουµε a τέτοιον ώστε ‖ sin(a〈s, t〉)‖∗ = 1, και όπως έχουµε δει,

KG(k) 6
π

2a
.

Αυτό µας δίνει ένα άνω ϕράγµα για την KG(k) για κάθε k > 2. Ειδικότερα, KG(4) 6 π/2

και KG(3) < 1, 517.



Κεφάλαιο 5

Η σταθερά του Krivine δεν είναι

ϐέλτιστη

5.1 Η εικασία του Konig

Η πεποίθηση ότι το επιχείρηµα του Krivine προσδιόριζε την ακριβή τιµή της σταθεράς
KG οδήγησε στην προσπάθεια να ϐρεθούν πίνακες (aij) οι οποίοι να υλοποιούν αυτή τη
σταθερά. Μετά από δουλειά των Haagerup, Tomczak-Jaegermann και Konig, το 2000
ο Konig διατύπωσε στο [17] µια σαφή ενδιάµεση εικασία σχετικά µε τις συναρτήσεις που
µεγιστοποιούν έναν oscillatory ολοκληρωτικό τελεστή, η οποία ϑα είχε ως συνέπεια την
εικασία του Krivine.

Ο Konig ξεκινάει από µια αναδιατύπωση της ανισότητας του Grothendieck µέσω ολο-
κληρωτικών τελεστών. ΄Εστω (Ω, µ) ένας χώρος µέτρου και έστωK ∈ L1(Ω×Ω, µ×µ) ένας
πυρήνας. Θεωρούµε τον ολοκληρωτικό τελεστή TK : L∞(Ω, µ) → L1(Ω, µ) που επάγεται
από τον K:

TKf(x) :=

∫
Ω
f(y)K(x, y) dµ(y).

Η ανισότητα του Grothendieck ισχυρίζεται ότι για κάθε Ϲεύγος f, g ∈ L∞(Ω, µ; `2) ϕραγ-
µένων µετρήσιµων συναρτήσεων µε τιµές σε κάποιον χώρο Hilbert,∫

Ω

∫
Ω
K(x, y)〈f(x), g(y)〉 dµ(x) dµ(y)(5.1.1)

6 KG‖TK‖L∞(Ω,µ)→L1(Ω,µ)‖g‖L∞(Ω,µ;`2)‖f‖L∞(Ω,µ;`2).

Ξεκινώντας από αδηµοσίευτους υπολογισµούς του Haagerup, ο Konig ισχυρίζεται ότι η
υπόθεση ότιKG = π/(2 log(1+

√
2)) οδηγεί στην εικασία ότι ο πυρήναςK : Rn×Rn → R

45
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που ορίζεται από την

(5.1.2) K(x, y) := exp

(
−‖x‖

2
2 + ‖y‖22

2

)
sin(〈x, y〉)

ϑα έπρεπε να είναι ασυµπτωτικά (δηλαδή όταν n → ∞) ϐέλτιστος για την ανισότητα του
Grothendieck. Θεωρώντας την διγραµµική µορφή BK : L∞(Rn) × L∞(Rn) → R που
ορίζεται από την

(5.1.3) BK(f, g) :=

∫
Rn

∫
Rn
f(x)g(y)K(x, y) dx dy

και αντιστοιχεί στον K, ο Konig διατυπώνει την ακόλουθη εικασία :

Εικασία 5.1.1 (Konig). ΄Εστω f0 : Rn → {−1, 1} η συνάρτηση µε f0(x1, . . . , xn) =

sign(x1). Τότε,

BK(f, g) 6 BK(f0, f0)

για κάθε n ∈ N και για κάθε Ϲεύγος µετρήσιµων συναρτήσεων f, g : Rn → {−1, 1}.

Στην ίδια εργασία ο Konig αποδεικνύει το εξής αποτέλεσµα (που είναι σε συνεργασία
µε την Tomczak-Jaegermann):

Πρόταση 5.1.2 (Konig-Tomczak-Jaegermann). Αν η Εικασία 5.1.1 αληθεύει τότε

KG =
π

2 log(1 +
√

2)
.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την (5.1.1) µε Ω = Rn και τον πυρήνα K που ορίστηκε στην
(5.1.2). Αν f(x) = g(x) = x

‖x‖2 τότε, υποθέτοντας την Εικασία 5.1.1 έχουµε

KG >

∫
Rn
∫
Rn K(x, y)

〈
x
‖x‖2 ,

y
‖y‖2

〉
dx dy

‖TK : L∞(Rn)→ L1(Rn)‖

=

∫
Rn
∫
Rn K(x, y)

〈
x
‖x‖2 ,

y
‖y‖2

〉
dx dy∫

Rn
∣∣∫

Rn K(x, y)sign(y1) dy
∣∣ dx

=

∫
Rn
∫
Rn K(x, y)

〈
x
‖x‖2 ,

y
‖y‖2

〉
dx dy∫

Rn
∫
Rn K(x, y)sign(y1)sign(x1) dy dx

=:
In
Jn
.

Θα δείξουµε ότι η In/Jn είναι αύξουσα ακολουθία και

In
Jn
→ π

2 log(1 +
√

2)
.
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Ολοκληρώνοντας σε πολικές συντεταγµένες γράφουµε τον αριθµητή In στη µορφή

(5.1.4) In =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(st)n−1e−
s2+t2

2

(∫
Sn−1

∫
Sn−1

sin(st〈u, v〉) 〈u, v〉 su dv
)
ds dt.

Απευθείας υπολογισµός δείχνει ότι∫
Sn−1

sin(r〈u, v〉) 〈u, v〉 dv = 2(n− 1)ωn−1

∫ 1

0
sin(rt)t(1− t2)

n−3
2 dt.

Θέτοντας t = cos θ και ολοκληρώνοντας κατά µέρη ϐλέπουµε ότι∫ 1

0
sin(rt)t(1− t2)

n−3
2 dt =

∫ π/2

0
sin(r cos θ)(cos θ)(sin θ)n−2dθ

=
r

n− 1

∫ π/2

0
cos(r cos θ)(sin θ)ndθ

=
r

n− 1

√
π

2
Γ

(
n+ 1

2

)(
2

r

)n/2
Jn/2(r),

όπου Jn/2 είναι η συνάρτηση Bessel τάξης n/2. Από αυτή τη σχέση, την (5.1.4) και την

(nωn)((n− 1)ωn−1) =
4πn−

1
2

Γ
(
n
2

)
Γ
(
n−1

2

)
συµπεραίνουµε ότι

In = cn

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(st)n/2Jn/2(st)e−
s2+t2

2 ds dt

= cn

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

Jn/2(u)un/2e−
u2

2t2 du

)
e−

t2

2
dt

t
,

όπου cn = 2
n
2

+1πn/Γ(n/2). Είναι γνωστό ότι το εσωτερικό ολοκλήρωµα ισούται µε την
τροποποιηµένη υπεργεωµετρική συνάρτηση

dnt
n+1

1F1

(
n+ 1

2
;
n

2
+ 1;− t

2

2

)
, dn =

Γ
(
n+1

2

)
√

2Γ
(
n
2 + 1

) .
Τελικά, έχουµε

In = cndn

∫ ∞
0

1F1

(
n+ 1

2
;
n

2
+ 1;− t

2

2

)
tne−

t2

2 dt

= cndn2
n−1
2

∫ ∞
0

1F1

(
n+ 1

2
;
n

2
+ 1;−u

)
u
n−1
2 e−udu.

Το τελευταίο ολοκλήρωµα ισούται µε

Γ

(
n+ 1

2

)
2F1

(
n+ 1

2
;
n+ 1

2
;
n

2
+ 1;−1

)
,
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και χρησιµοποιώντας τον τύπο µετασχηµατισµού

2F1(α;β; γ; z) = (1− z)γ−(α+β)
2F1(γ − α; γ − β; γ; z)

για τις υπεργεωµετρικές συναρτήσεις ϐλέπουµε ότι η τελευταία ποσότητα ισούται µε

Γ

(
n+ 1

2

)
2F1

(
1

2
;
1

2
;
n

2
+ 1;−1

)
.

Συνεπώς,

In =
cndn√

2
Γ

(
n+ 1

2

)
2F1

(
1

2
;
1

2
;
n

2
+ 1;−1

)
(5.1.5)

= 2n/2πn
Γ
(
n+1

2

)2
Γ
(
n
2

)
Γ
(
n
2 + 1

)2F1

(
1

2
;
1

2
;
n

2
+ 1;−1

)
.

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα Jn γράφουµε τα x, y ∈ Rn στη µορφή x = (x1, x
′)

και y = (y1, y
′) ∈ R× Rn−1, οπότε

〈x, y〉 = x1y1 + 〈x′, y′〉.

Τότε,

sin(〈x, y〉) = sin(x1y1) cos(〈x′, y′〉) + cos(x1y1) sin(〈x′, y′〉).

Αφού η συνάρτηση sign(y1) cos(x1y1) είναι περιττή ως προς y1, έχουµε∫
R

cos(x1y1)sign(y1)e−fracy
2
12dy1 = 0.

΄Αρα,

Jn =

(∫
R

∫
R

sin(x1y1)sign(x1y1)e−
x21+y

2
1

2 dx1 dy1

)
×
(∫

Rn−1

∫
Rn−1

cos(〈x′, y′〉)e−
‖x′‖22+‖y

′‖22
2 dx′ dy′

)
.

Η συνάρτηση e−‖y
′‖22/2 είναι πολλαπλάσιο σταθερού σηµείου του µετασχηµατισµού Fourier

στον Rn, και πιο συγκεκριµένα το δεύτερο ολοκλήρωµα είναι ίσο µε

(2π)
n−1
2

∫
Rn−1

e−
‖x′‖22

2 dx′ = 2
n−1
2 πn−1.

΄Επεται ότι

Jn = 2
n+3
2 πn−1

∫ ∞
0

∫ ∞
0

sin(x1y1)e−
x21+y

2
1

2 dx1 dy1.
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Χρησιµοποιώντας πάλι πολικές συντεταγµένες, x1 = r cosϕ, y1 = r sinϕ, ϑέτοντας u =

r2/2 και ψ = 2ϕ, µε διπλή ολοκλήρωση κατά µέρη παίρνουµε

Jn = 2
n+3
2 π−1

∫ π/2

0

(∫ ∞
0

sin(u sinψ)e−udu

)
dψ

= 2
n+3
2 πn−1

∫ π/2

0

sinψ

1 + sin2 ψ
dψ.

Κάνοντας την αντικατάσταση v = tan2(ψ/2) καταλήγουµε στην

(5.1.6) Jn = 2n+52πn−1

∫ 1

0

dv

1 + 6v + v2
= 2

n
2

+1πn−1 log(1 +
√

2).

Υποθέτοντας την Εικασία 5.1.1 έχουµε KG > In/Jn, άρα οι (5.1.5) και (5.1.6) µας δίνουν

KG >
In
Jn

=
π

2 log(1 +
√

2)

Γ2
(
n+1

2

)
Γ
(
n
2

)
Γ
(
n
2 + 1

)2F1

(
1

2
;
1

2
;
n

2
+ 1;−1

)
,

το οποίο τείνει στο π/(2 log(1 +
√

2)) όταν n → ∞. Αυτό αποδεικνύει ότι αν η Εικασία
5.1.1 ισχύει τότε η σταθερά του Krivine είναι ϐέλτιστη.

Η Πρόταση 5.1.2 δείχνει ότι η Εικασία 5.1.1 είναι συµβατή µε τη δουλειά του Haagerup
και την εικασία του Krivine. Επίσης, ο Konig αναφέρει ότι σε συνεργασία µε την Tomczak-
Jaegermann έχει επαληθεύσει την Εικασία 5.1.1 για n = 1.

Θεώρηµα 5.1.3. Για κάθε Ϲεύγος Lebesgue µετρήσιµων συναρτήσεων f, g : R → {−1, 1}
ισχύει

∫
R

∫
R
f(x)g(y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy

(5.1.7)

6
∫
R

∫
R

sign(x) sign(y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy = 2

√
2 log(1 +

√
2).

Επιπλέον, ισότητα στην (5.1.7) έχουµε αν και µόνο αν f(x) = g(x) = sign(x) σχεδόν παντού

ή f(x) = g(x) = −sign(x) σχεδόν παντού.

Στην τελευταία παράγραφο αυτού του Κεφαλαίου περιγράφουµε µια απόδειξη του Θε-
ωρήµατος 5.1.3. Το ϐασικό αποτέλεσµα του Κεφαλαίου ισχυρίζεται ότι η Εικασία 5.1.1 δεν
ισχύει αν n > 2. Οι Braverman, K. Makarychev, Y. Makarychev και Naor ξεκινώντας από
αυτό το σηµείο απέδειξαν ότι η σταθερά του Krivine δεν είναι ϐέλτιστη. Πιο συγκεκριµένα,
απέδειξαν το εξής.
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Θεώρηµα 5.1.4 (Braverman-Makarychev-Makarychev-Naor). Υπάρχει ε0 > 0 τέτοιος ώ-

στε

KG <
π

2 log(1 +
√

2)
− ε0.

΄Οπως είπαµε, η απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.4 ξεκινάει µε την απόδειξη του ισχυρι-
σµού ότι η εικασία του Konig δεν αληθεύει όταν n = 2. Για να πετύχει κανείς ένα καλύτερο
άνω ϕράγµα για την σταθερά του Grothendieck χρειάζεται, µετά από αυτό, να κάνει αρκετή
πρόσθετη δουλειά. Τα δύο αυτά στάδια περιγράφονται στις επόµενες δύο παραγράφους.

5.2 Αντιπαράδειγµα για την εικασία του Konig

Θα χρειαστούµε διάφορες ιδιότητες των πολυωνύµων Hermite, για τις οποίες παραπέµπου-
µε στο ϐιβλίο [3] των Andrews, Askey και Roy. Θεωρούµε την ακολουθία {hm}∞m=0 των
πολυωνύµων Hermite hm : R → R τα οποία κανονικοποιούµε έτσι ώστε να σχηµατίζουν
ορθοκανονική ϐάση για το µέτρο Gauss στο R που έχει πυκνότητα την x 7→ e−x

2
. Συγκε-

κριµένα, έχουµε

(5.2.1) hm(x) =
(−1)m√
2mm!

√
π
ex

2 dm

dxm
(e−x

2
),

απ΄ όπου έπεται ότι

(5.2.2)
∫
R
hm(x)hk(x)e−x

2
dx = δmk.

Στη συνέχεια ϑα παίξει ιδιαίτερο ϱόλο το πέµπτο πολυώνυµο Hermite h5 το οποίο ισούται
µε

h5(x) =
4x5 − 20x3 + 15x

2 4
√
π
√

15
.

Αρχίζουµε µε ένα τεχνικό λήµµα.

Λήµµα 5.2.1. Ισχύουν οι ταυτότητες

(5.2.3)
∫ ∞
−∞

e−x
2
h5(x)4dx =

4653√
π

και

(5.2.4)
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp
(
− x2

1 + y2
1

2

)
h5(x1)2h5(y1)2 cos(x1y1)dx1dy1 = 49

√
2.
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Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι, για κάθε x, t ∈ R,

(5.2.5)
∞∑
n=0

hn(x)√
n!

tn =
1
4
√
π

exp
(√

2tx− t2

2

)
.

΄Επεται ότι για κάθε x, u1, u2, u3, u4 ∈ R,( ∞∑
a=0

ha(x)√
a!
ua1

)( ∞∑
b=0

hb(x)√
b!
ub1

)( ∞∑
c=0

hc(x)√
c!
uc1

)( ∞∑
d=0

hd(x)√
d!
ud1

)
(5.2.6)

=
1

π
exp

(√
2x(u1 + u2 + u3 + u4)− u2

1 + u2
2 + u2

3 + u2
4

2

)
.

Παρατηρήστε ότι για κάθε A ∈ R έχουµε∫ ∞
−∞

exp
(
− x2 +

√
2Ax

)
= eA

2/2

∫ ∞
−∞

exp
(
−
(
x− A√

2

)2)
dx(5.2.7)

=
√
πeA

2/2.

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της (5.2.6) µε e−x
2
και ολοκληρώνοντας ως προς x ∈ R

παίρνουµε την εξής ταυτότητα:
∞∑
a=0

∞∑
b=0

∞∑
c=0

∞∑
d=0

ua1u
b
2u
c
3u
d
4√

a!b!c!d!

∫ ∞
−∞

e−x
2
ha(x)hb(x)hc(x)hd(x) dx =(5.2.8)

1√
π

exp

(
(u1 + u2 + u3 + u4)2 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − u2
4

2

)
παίρνοντας υπόψη µας και την (5.2.7). Εξισώνοντας τους συντελεστές του u5

1u
5
2u

5
3u

5
4 στα

δύο µέλη της (5.2.8) καταλήγουµε στην

1

14400

∫ ∞
−∞

e−x
2/2h5(x)4dx =

517

1600
√
π
,

η οποία µας δίνει την (5.2.3).
Για να αποδείξουµε την (5.2.4), ξεκινώντας από την (5.2.5), ϐλέπουµε ότι για κάθε

x1, y1, u1, u2, v1, v2 ∈ R έχουµε,( ∞∑
a=0

ha(x1)√
a!

ua1

)( ∞∑
b=0

hb(x1)√
b!

ub2

)( ∞∑
c=0

hc(y1)√
c!

vc1

)( ∞∑
d=0

hd(y1)√
d!

vd2

)
=(5.2.9)

1

π
exp

(√
2x1(u1 + u2) +

√
2y1(v1 + v2)− u2

1 + u2
2 + v2

1 + v2
2

2

)
.

Σηµειώνουµε επίσης την επόµενη ταυτότητα: για κάθε A,B ∈ R έχουµε,
(5.2.10)∫ ∞

−∞

∫ ∞
−∞

exp

(√
2Ax+

√
2By − x2 + y2

2

)
cos(xy)dxdy =

√
2πe(A2+B2)/2 cos(AB).
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Θα αποδείξουµε την (5.2.10) σε λίγο, αλλά ας υποθέσουµε αρχικά ότι ισχύει και ας
δούµε πώς ολοκληρώνεται η απόδειξη της (5.2.4). Αν πολλαπλασιάσουµε την (5.2.9) µε
exp

(
−x21+x22

2

)
cos(x1y1), και µετά ολοκληρώσουµε ως προς (x1, y1) ∈ R2, παίρνουµε την

εξής ταυτότητα:

∞∑
a=0

∞∑
b=0

∞∑
c=0

∞∑
d=0

ua1u
b
2v
c
1v
d
2√

a!b!c!d!

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ha(x1)hb(x1)hc(y1)hd(y1) cos(x1y1)dx1dy1(5.2.11)

=
√

2eu1u2+v1v2 cos((u1 + u2)(v1 + v2)).

Εξισώνοντας τους συντελεστές του u5
1u

5
2v

5
1v

5
2 στα δύο µέλη της (5.2.11), συµπεραίνουµε ότι

1

14400

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− x2

1 + y2
1

2

)
h5(x1)2h5(y1)2 cos(x1y1)dx1dy1 =

49
√

2

14400

απ΄ όπου έπεται η (5.2.4).
Μένει να δείξουµε την (5.2.10). ΄Εστω I το ολοκλήρωµα στο αριστερό µέλος της (5.2.10).

Η αλλαγή µεταβλητής u = x−
√

2A και v = y −
√

2B δίνει την ακόλουθη ταυτότητα:

(5.2.12) I = eA
2+B2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− u2 + v2

2

)
cos((u+

√
2A)(v +

√
2B))dudv.

Παρατηρούµε ότι

cos((u+
√

2A)(v +
√

2B)) = cos(u(v +
√

2B)) cos(
√

2A(v +
√

2B))(5.2.13)

− sin(u(v +
√

2B)) sin(
√

2A(v +
√

2B)).

Αφού
∫∞
−∞ e

−u2/2 sin(u(v +
√

2B))du = 0, έπεται ότι

e−A
2−B2

I(5.2.14)

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− u2 + v2

2

)
cos(u(v +

√
2B)) cos(

√
2A(v +

√
2B))dudv.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι για κάθε x1 ∈ R έχουµε

(5.2.15)
∫ ∞
−∞

e−y
2
1/2 cos(x1y1)dy1 =

√
2πe−x

2
1/2,

µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση (5.2.14) στη µορφή

e−A
2−B2

I =
√

2π

∫ ∞
−∞

exp

(
− v2 + (v +

√
2B)2

2

)
cos(
√

2A(v +
√

2B))dv(5.2.16)

=
√

2π

∫ ∞
−∞

exp

(
− (
√

2v +B)2 +B2

2

)
cos(
√

2A(v +
√

2B))dv.
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Η αλλαγή µεταβλητής w =
√

2c+ b στην (5.2.16) µας δίνει

e−A
2+B2

I =
√
πe−B

2/2

∫ ∞
−∞

e−w
2/2 cos(A(w −B))dw(5.2.17)

=
√
πe−B

2/2

∫ ∞
−∞

e−w
2/2(cos(Aw) cos(AB) + sin(Aw) sin(AB))dw

=
√

2πe−(A2+B2)/2 cos(AB).

Αυτό αποδεικνύει την (5.2.10), και η απόδειξη του Λήµµατος είναι πλήρης.

Για η ∈ (0, 1) ορίζουµε fη : R2 → {−1, 1} ως εξής:

(5.2.18) fη(x1, x2) =

1 x2 > ηh5(x1),

−1 x2 < ηh5(x1).

Παρατηρούµε ότι, αφού η h5 είναι περιττή, το ίδιο ισχύει και για την fη (σχεδόν παντού).
Για z ∈ C µε |Re(z)| < 1 ορίζουµε

(5.2.19) Hη(z) :=
1

2π(1− z2)

∫
R2×R2

fη(x)fη(y) exp

(
−‖x‖22 − ‖y‖22 + 2z〈x, y〉

1− z2

)
dxdy.

Λήµµα 5.2.2. Η Hη είναι αναλυτική στη λωρίδα

(5.2.20) S := {z ∈ C : |Re(z)| < 1}

Ακόµη, για όλα τα a+ bi ∈ S έχουµε

(5.2.21) |Hη(a+ bi)| 6 π((1 + a)2 + b2)((1− a)2 + b2)

2(1− a2)
√

(1− a2)2 + b4 + 2(1 + a2)b2
.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι a ∈ (−1, 1) και b ∈ R, και γράφουµε z = a+ bi. Τότε,

|Hη(z)|

6
1

2π|1− z2|

∫
R2×R2

exp

(
− Re

(
1

1− z2

)
(‖x‖22 + ‖y‖22) + 2Re

(
z

1− z2

)
〈x, y〉

)
dxdy

=
1

2π|1− z2|

∫
R2×R2

exp

(
− 1

2
Re

(
1

1 + z

)
‖x+ y‖22 −

1

2
Re

(
1

1− z

)
‖x− y‖22

)
dxdy

=
1

8π|1− z2|

∫
R2×R2

exp

(
− 1

2
Re

(
1

1 + z

)
‖u‖22 −

1

2
Re

(
1

1− z

)
‖v‖22

)
dudv(5.2.22)

=
1

8π|1− z2|
· (2π)2

Re( 1
1−z )Re( 1

1+z )

=
π((1 + a)2 + b2)((1− a)2 + b2)

2(1− a2)
√

(1− a2)2 + b4 + 2(1 + a2)b2
,(5.2.23)
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όπου στην (5.2.22) χρησιµοποιήσαµε την αλλαγή µεταβλητής x + y = u και x − y = v,
της οποίας η Ιακωβιανή ισούται µε 1

4 . Αφού το ολοκλήρωµα που ορίζει την Hη συγκλίνει
απόλυτα στην S, ο ισχυρισµός έπεται.

Λήµµα 5.2.3. Για κάθε z ∈ C µε |Re(z)| < 1 έχουµε H0(z) = arcsin(z).

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε το Ϲητούµενο για z ∈ (0, 1). Γράφοντας x = (x1, x2), y =

(y1, y2) ∈ R2, έχουµε

H0(z) =

(
1

2π(1− z2)

∫
R×R

sign(x2)sign(y2) exp

(
−x22 − y22 + 2zx2y2

1− z2

)
dx1dy1

)(5.2.24)

·
(∫

R×R
exp

(
−x21 − y21 + 2zx1y1

1− z2

)
dx2dy2

)
=

1− z2

2π

(∫
R×R

sign(u)sign(v)e−u
2−v2+2zvududv

)(∫
R×R

e−(u−zv)
2−(1−z2)v2dudv

)
.

Τώρα,

(5.2.25)
∫
R×R

e−(u−zv)2−(1−z2)v2dudv =

(∫
R
e−w

2
dw

)(∫
R
e−(1−z2)v2dv

)
=

π√
1− z2

.

Ορίζουµε

ψ(z) =

∫
R×R

sign(u)sign(v)e−u
2−v2+2zvududv = 2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−u
2−v2(e2zuv − e−2zuv)dudv.

Χρησιµοποιώντας τις πολικές συντεταγµένες u = r cos θ και v = r sin θ, και µετά κάνοντας
την αλλαγή µεταβλητής r =

√
s, ϐλέπουµε ότι

ψ(z) = 2

∫ π
2

0

∫ ∞
0

re−r
2
(ezr

2 sin(2θ) − e−zr2 sin(2θ))drdθ(5.2.26)

=

∫ π
2

0

∫ ∞
0

e−s(esz sin(2θ) − e−sz sin(2θ))dsdθ

=

∫ π
2

0

(
1

1− z sin(2θ)
− 1

1 + z sin(2θ)

)
dθ

=

∫ π
2

0

2z sin(2θ)

1− z2 sin2(2θ)
dθ.

Λόγω της ταυτότητας

d

dθ

(
−1√
1− z2

arcsin

(
z cos(2θ)√

1− z2 sin2(2θ)

))
=

2z sin(2θ)

1− z2 sin2(2θ)
,

συµπεραίνουµε ότι

(5.2.27) ψ(z) =
2 arcsin(z)√

1− z2
.

Το Λήµµα τώρα προκύπτει αν αντικαταστήσουµε τις (5.2.25) και (5.2.27) στην (5.2.24).
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Θεώρηµα 5.2.4. Υπάρχει η0 > 0 τέτοιο ώστε για όλα τα η ∈ (0, η0) να έχουµε

Hη(i)

i
∈
(

log
(
1 +
√

2
)
.

Το Θεώρηµα αυτό συνεπάγεται ότι η απάντηση στο πρόβληµα του Konig είναι αρνητική.
Πράγµατι, από την (5.2.19) έχουµε

Hη(i)

i
=

1

4π

∫
R2×R2

fη(x)fη(y) exp

(
− ‖x‖

2
2 + ‖y‖22

2

)
sin(〈x, y〉)dxdy =

BK(fη, fη)

4π
.

Αφού arcsin(i) = i log(1 +
√

2), από το Λήµµα 5.2.3 και από το Θεώρηµα 5.2.4 έπεται ότι,
για κάθε η ∈ (0, η0) έχουµε BK(fη, fη) > BK(f0, f0). Αφού f0(x1, x2) = sign(x2), έπεται
η αρνητική απάντηση στο πρόβληµα του Konig.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.2.4. Ορίζουµε φ(η) = 4πHη(i)/i. Το αποτέλεσµα ϑα προκύψει
αν δείξουµε ότι φ(η) = φ(0) + 1600

√
2η4 + O(η6) όταν η → 0. Για να το δείξουµε αυτό,

αφού η φ είναι άρτια, αρκεί να δείξουµε ότι φ′′(0) = 0 και φ′′′′(0) = 38400
√

2.
Αφού η h5 είναι περιττή, έχουµε

φ(η)

(5.2.28)

= 4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
ηh5(x1)

∫ ∞
ηh5(y1)

exp

(
− x21 + x22 + y21 + y22

2

)
sin(x1y1 + x2y2)dx2dy2dx1dy1.

Ορίζουµε F : R2 → R2 µε

F (u1, u2)

(5.2.29)

= 4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
u1h5(x1)

∫ ∞
u2h5(y1)

exp

(
− x21 + x22 + y21 + y22

2

)
sin(x1y1 + x2y2)dx2dy2dx1dy1,

οπότε φ(η) = F (η, η). Αφού η F είναι συµµετρική, δηλαδή F (u1, u2) = F (u2, u1), έπεται
ότι

(5.2.30) φ′′(0) = 2
∂2F

∂u2
1

(0, 0) + 2
∂2F

∂u1∂u2
(0, 0)

και

(5.2.31) φ′′′(0) = 2
∂4F

∂u4
1

(0, 0) + 8
∂4F

∂u1∂u3
2

(0, 0) + 6
∂4F

∂u2
1∂u

2
2

(0, 0).

Τώρα,

∂F

∂u1
(u1, u2) = −4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
u2h5(y1)

exp

(
− x2

1 + u2
1h5(x1)2 + y2

1 + y2
2

2

)
(5.2.32)

× h5(x1) sin(x1y1 + u1h5(x1)y2)dy2dx1dy1.
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Παραγωγίζοντας την (5.2.32) µέσα στο ολοκλήρωµα ως προς u1, ϐλέπουµε ότι

∂2F

∂u21
(0, 0) = −4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

exp

(
− x21 + y21 + y22

2

)
h5(x1)2y2 cos(x1y1)dy2dx1dy1(5.2.33)

= −4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− x21 + y21

2

)
h5(x1)2 cos(x1y1)dx1dy1

= −4
√

2π

∫ ∞
−∞

e−x
2
1h5(x1)2dx1 = −4

√
2π.

Παραγωγίζοντας την (5.2.32) ως προς u2, ϐλέπουµε ότι

∂2F

∂u1∂u2
(u1, u2) = 4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− x2

1 + u2
1h5(x1)2 + y2

1 + u2
2h5(y1)2

2

)
(5.2.34)

· h5(x1)h5(y1) sin(x1y1 + u1u2h5(x1)h5(x2))dx1dy1.

Συνεπώς,

(5.2.35)
∂2F

∂u1∂u2
(0, 0) = 4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− x2

1 + y2
1

2

)
h5(x1)h5(y1) sin(x1y1)dx1dy1.

Τώρα χρησιµοποιούµε την ταυτότητα

(5.2.36)
∫ ∞
−∞

e−y
2
1/2h5(y1) sin(x1y1)dy1 =

√
2πe−x

2
1/2h5(x1).

΄Αρα,

(5.2.37)
∂2F

∂u1∂u2
(0, 0) = 4

√
2π

∫ ∞
−∞

e−x
2
1h5(x1)2dx1 = 4

√
2π.

Αντικαθιστώντας τις (5.2.33) και (5.2.37) στην (5.2.30), ϐλέπουµε ότι φ′′(0) = 0.
Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε το φ′′′′(0), χρησιµοποιώντας την ταυτότητα (5.2.31).

Παραγωγίζοντας την (5.2.32) µέσα στο ολοκλήρωµα ως προς u1 τρεις ϕορές, ϐλέπουµε ότι

∂4F

∂u41
(0, 0)

(5.2.38)

= 12

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

exp

(
− x21 + y21 + y22

2

)
h5(x1)4 cos(x1y1)

(
y2 +

y32
3

)
dy2dx1dy1

= 20

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− x21 + y21

2

)
h5(x1)4 cos(x1y1)dx1dy1

= 20
√

2π

∫ ∞
−∞

e−x
2
1h5(x1)4dx1 = 93060

√
2.

Παραγωγίζοντας την (5.2.34) ως προς u2 δύο ϕορές, παίρνουµε την ταυτότητα

∂4F

∂u1∂u32
(0, 0) = −4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− x21 + y21

2

)
h5(x1)3h5(x1) sin(x1y1)dx1dy1(5.2.39)

= −4
√

2π

∫ ∞
−∞

e−y
2
1h5(y1)4dy1 = −18612

√
2.
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Τέλος, παραγωγίζοντας την (5.2.34) ως προς u1 και µετά ως προς u2, ϐλέπουµε ότι

(5.2.40)
∂4F

∂u21∂u
2
2

(0, 0) = 4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp

(
− x

2
1 + y21

2

)
h5(x1)2h5(y1) cos(x1y1)dx1dy1 = 196

√
2.

Συνεπώς,
φ′′′′(0) = 38400

√
2

2

Παρατήρηση 5.2.5. ΄Οπως είδαµε, το πέµπτο πολυώνυµο Hermite h5 είναι η σωστή ε-
πιλογή για την (5.2.18). Αξίζει τον κόπο να δούµε πώς έφτασαν σε αυτό οι Braverman,
Makarychev, Makarychev και Naor. ΄Εφτασαν, όπως γράφουν, σε αυτήν την επιλογή ανα-
Ϲητώντας το απλούστερο δυνατό µέλος µιας γενικής οικογένειας τρόπων µε τους οποίους
µπορεί κανείς να προσεγγίσει τη συνάρτηση (x1, x2) 7→ sign(x2).

Σταθεροποιούµε δύο περιττές συναρτήσεις α, β : R→ R και ϑεωρούµε τα αναπτύγµατά
τους

α(x) =

∞∑
k=0

akh2k+1(x) και β(x) =

∞∑
k=0

bkh2k+1(x).

Για κάθε η > 0 ορίζουµε fη, gη : R2 → {−1, 1} µε
(5.2.41)

fη(x1, x2) =

{
1 , x2 > ηα(x1)

−1 , x2 < ηα(x1)
και gη(x1, x2) =

{
1 , x2 > ηβ(x1)

−1 , x2 < ηβ(x1)

Για z ∈ C µε |Re(z)| < 1 ορίζουµε

Hη(z) =
1

2π(1− z2)

∫
R2×R2

fη(x)gη(y) exp

(
−‖x‖22 − ‖y‖22 + 2z〈x, y〉

1− z2

)
dx dy.

Η τελική µας επιλογή στην (5.2.19) αντιστοιχεί στο Ϲεύγος α = β = h5.
΄Οπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 5.2.4, ορίζουµε ϕ(η) = 4πHη(i)/i. Για να

δείξουµε ότι ϕ(η) > ϕ(0) για αρκετά µικρά η ∈ (0, 1), ξεκινάµε υπολογίζοντας την ϕ′′(0),
η οποία δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

(5.2.42) ϕ′′(0) = −4
√

2π
∞∑
k=0

(ak − (−1)kbk)
2 6 0.

Αφού η ϕ είναι περιττή, όλες οι περιττής τάξης παράγωγοί της µηδενίζονται στο 0, άρα
για να µπορέσουµε να δείξουµε ότι ϕ(η) > ϕ(0) για αρκετά µικρά η ∈ (0, 1), πρέπει
αναγκαστικά να ισχύει ϕ′′(0) = 0. Λόγω της (5.2.42), προκύπτουν οι περιορισµοί

(5.2.43) ak = (−1)kbk, k > 0
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για τους συντελεστές στα αναπτύγµατα Hermite.
Το καλύτερο λοιπόν που µπορούµε να ελπίζουµε είναι το ϕ(η) ϑα είναι µεγαλύτερο από

το ϕ(0) κατά έναν όρο τέταρτης τάξης, και γι΄ αυτό το σκοπό χρειάζεται να υπολογίσουµε
την ϕ′′′′(0). Αυτό είναι δυνατόν, µε τη ϐοήθεια κάποιων ταυτοτήτων από το [4]. Για κάθε
a, b, c, d, k > 0 ορίζουµε

Lk(a, b, c, d) :=

√
2(2a+ 1)!(2b+ 1)!(2c+ 1)!(2d+ 1)!

(2k)!(a+ b+ 1− k)!(c+ d+ 1− k)!
·
(

2k

a− b+ k

)(
2k

c− d+ k

)
,

µε τη σύµβαση ότι Lk(a, b, c, d) = 0 αν κάποιος από τους αριθµούς που εµφανίζονται στα
παραγοντικά ή τους διωνυµικούς συντελεστές είναι αρνητικός. Κάνοντας ένα µακροσκελή
υπολογισµό που χρησιµοποιεί αποτελέσµατα από το [4] ϐλέπουµε ότι αν ικανοποιείται ο
περιορισµός (5.2.43) τότε

ϕ′′′′(0) = 8
∑

(k,p,q,r,s)∈N∪{0}
p+q+r+s∈2N

apaqarasLk(p, q, r, s)(1 + 3(−1)k+r+s).

Αν ϑέλουµε, για απλότητα, να επιλέξουµε α = β, η απλούστερη λύση για τους περιορι-
σµούς (5.2.43) προκύπτει αν πάρουµε α = β = h5 (η επιλογή α = β = h1 δεν δουλεύει :
µπορεί να ελέγξει κανείς ότι δίνει ϕ(η) = ϕ(0) για κάθε η). Θα µπορούσαµε όµως να
επιλέξουµε και α = −β = h3.

5.3 Η σταθερά του Krivine δεν είναι ϐέλτιστη

Θεωρούµε την σταθερά η0 του Θεωρήµατος 5.2.4 και σταθεροποιούµε κάποιο η ∈ (0, η0).
Για κάθε 0 6 p 6 1 ορίζουµε

Fp = (1− p)H0 + pHη,

όπου Hη είναι η συνάρτηση που ορίστηκε στην (5.2.19). Συµβολίζουµε τον ανοικτό µονα-
διαίο δίσκο του C µε

D = {z ∈ C : |z| < 1}.

Θεώρηµα 5.3.1. Υπάρχει p0 > 0 τέτοιος ώστε για κάθε 0 < p < p0 να ισχύει Fp(S) ⊇ 9
10D

και η F−1
p να είναι καλά ορισµένη και αναλυτική στο 9

10D. Επιπλέον, αν γράψουµε

F−1
p (z) =

∞∑
k=1

ak(p)z
k

τότε υπάρχει γ = γp ∈ [0,∞) τέτοιος ώστε

(5.3.1)
∞∑
k=1

|ak(p)|γk = 1
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και

(5.3.2) γ > log(1 +
√

2) = 0.88137 . . .

Υποθέτοντας το Θεώρηµα 5.3.1 µπορούµε να αποδείξουµε το Θεώρηµα 5.1.4.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.4. Σταθεροποιούµε 0 < p < p0 και ϑεωρούµε τη σταθερά
γ του Θεωρήµατος 5.3.1. Από την (5.3.1), η

∑∞
k=1 ak(p)γ

k συγκλίνει απολύτως, άρα η
F−1
p είναι αναλυτική και ορίζεται καλά στο γD. Για αρκετά µικρό p, κάποιοι από τους

συντελεστές {ak(p)}∞k=1 είναι αρνητικοί, γιατί ο τρίτος συντελεστής Taylor της H−1
0 (z) =

sin z είναι αρνητικός. Συνεπώς, για κάθε r ∈ [0, 1] έχουµε

(5.3.3) F−1
p (rγ) =

∞∑
k=1

ak(p)r
kγk ∈ (−1, 1) ⊆ S.

΄Εστω H ένας χώρος Hilbert. Ορίζουµε δύο απεικονίσεις

Lp, Rp : H →
∞⊕
k=1

H⊗k =: K

ϑέτοντας

Lp(x) =
∞∑
k=1

√
|ak(p)|γk/2x⊗k

και

Rp(x) =

∞∑
k=1

sign(ak(p))
√
|ak(p)|γk/2x⊗k.

Από την (5.3.1) ϐλέπουµε ότι αν ‖x‖H = 1 τότε ‖Lp(x)‖K = ‖Rp(x)‖K = 1. Επιπλέον, αν
‖x‖H = ‖y‖H = 1 τότε, χρησιµοποιώντας και την (5.3.3), έχουµε

(5.3.4) 〈Lp(x), Rp(x)〉 =

∞∑
k=1

ak(p)γ
k〈x, y〉k = F−1

p (γ〈x, y〉) ∈ S.

Για κάθε N ∈ N ορίζουµε G : RN → R2 να είναι ένας 2×N τυχαίος πίνακας µε συντεταγ-
µένες ανεξάρτητες τυπικές κανονικές τυχαίες µεταβλητές. ΄Εστω g1, g2 ∈ R2 οι πρώτες δύο
στήλες του G (δηλαδή, οι g1, g2 είναι ανεξάρτητα τυπικά διδιάστατα κανονικά τυχαία δια-
νύσµατα). Αν x, y ∈ RN είναι δύο µοναδιαία διανύσµατα που ικανοποιούν την 〈x, y〉 ∈ S,
τότε από το αναλλοίωτο ως προς στροφές παίρνουµε

E
[
fη

(
1√
2
Gx

)
fη

(
1√
2
Gy

)]
= E

[
fη

(
g1√

2

)
fη

(
〈x, y〉 g1√

2
+
√

1− 〈x, y〉2 g2√
2

)](5.3.5)

=
1

(2π)2

∫
R2×R2

fη

(
u√
2

)
fη

(
〈x, y〉 u√

2
+
√

1− 〈x, y〉2 v√
2

)
exp

(
−‖u‖

2
2 + ‖v‖22

2

)
du dv

=
2

π
Hη(〈x, y〉),
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όπου κάναµε την αλλαγή µεταβλητής u =
√

2u′ και v = (
√

2v′−
√

2〈x, y〉u′)/
√

1− 〈x, y〉2,
που έχει Ιακωβιανή ίση µε 4/(1− 〈x, y〉2).

Σταθεροποιούµε έναν m × n πίνακα A = (aij) και ϑεωρούµε µοναδιαία διανύσµατα
x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ∈ H τέτοια ώστε

(5.3.6)
m∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉 = M := max
u1,...,um,v1,...,vn∈SH

m∑
i=1

n∑
j=1

aij〈ui, vj〉,

όπου SH είναι η µοναδιαία σφαίρα του H. Θεωρούµε τα µοναδιαία διανύσµατα

{Lp(xi)}mi=1

⋃
{Rp(yj)}nj=1,

τα οποία µπορούµε να σκεφτόµαστε σαν διανύσµατα στον Rn, όπου N = m+ n. Από την
(5.3.4) έχουµε 〈Lp(xi), Rp(yj)〉 ∈ S για κάθε 1 6 i 6 m και 1 6 j 6 n, άρα µπορούµε
να εφαρµόσουµε την ταυτότητα (5.3.5) γι΄ αυτά τα διανύσµατα. ΄Εστω λ µια δίτιµη τυχαία
µεταβλητή, ανεξάρτητη από τον G, µε Pr[λ = 1] = p και Pr[λ = 0] = 1 − p. Ορίζουµε
τυχαίες µεταβλητές ε1, . . . , εm, δ1, . . . , δn ∈ {−1, 1} ϑέτοντας

εi = (1− λ)f0

(
1√
2
GLp(xi)

)
+ λfη

(
1√
2
GLp(xi)

)
και

δj = (1− λ)f0

(
1√
2
GRp(yj)

)
+ λfη

(
1√
2
GRp(yj)

)
.

Τότε, χρησιµοποιώντας τις (5.3.5), (5.3.4) και (5.3.6) παίρνουµε

max
σ1,...,σm,τ1,...,τn∈{−1,1}

m∑
i=1

n∑
j=1

aijσiτj > E

 m∑
i=1

n∑
j=1

aijεiδj


=

2

π

m∑
i=1

n∑
j=1

aij

(
(1− p)H0(〈Lp(xi), Rp(yj)〉

)
+ pHη

(
〈Lp(xi), Rp(yj)〉

)
=

2

π

m∑
i=1

n∑
j=1

aijFp(〈Lp(xi), Rp(yj)〉)

=
2

π

m∑
i=1

n∑
j=1

aijFp(F
−1
p γ〈xi, yj〉)

=
2γ

π
M.

Αυτό µας δίνει την ανισότητα

KG 6
π

2γ
<

π

2 log(1 +
√

2)
,

όπως ϑέλαµε. 2

Ο επόµενος στόχος µας είναι λοιπόν να αποδείξουµε το Θεώρηµα 5.3.1.
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Λήµµα 5.3.2. Η H0 είναι ένα-προς-ένα στο S και H0(S) ⊇ D.

Απόδειξη. Το γεγονός ότι η H0 είναι ένα-προς-ένα στο S είναι συνέπεια του Λήµµατος
5.2.3. Για να δείξουµε ότι H0(S) ⊇ D πρέπει να δείξουµε ότι αν a, b ∈ R και a2 + b2 < 1

τότε |Re(sin(a+ bi))| < 1. ΄Εχουµε

(5.3.7) |Re(sin(a+ bi))| = eb + e−b

2
| sin a|.

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα | sin a| 6 |a| ϐλέπουµε ότι αρκεί να δείξουµε ότι : για κάθε
x ∈ (0, 1),

(5.3.8)
ex + e−x

2

√
1− x2 < 1.

Από τον τύπο του Taylor γνωρίζουµε ότι υπάρχει y ∈ [0, x] τέτοιο ώστε

(5.3.9)
ex + e−x

2
= 1 +

x2

2
+
x4

24
· e

y + e−y

2
6 1 +

x2

2
+
x4

24
· e+

−1

2
< 1 +

x2

2
+
x4

12
.

Παρατηρούµε ότι(
1 +

x2

2
+
x4

12

)2

(1− x2) = 1− 7x4

12
− x6

3
− 11x8

144
− x10

144
< 1,

το οποίο µαζί µε την (5.3.9) µας δίνει την (5.3.8).

Παρατήρηση 5.3.3. Κοιτάζοντας πιο προσεκτικά την παράσταση στην (5.3.7) ϐλέπουµε
ότι υπάρχει ε0 > 0 (για παράδειγµα, µπορούµε να πάρουµε ε0 = 0.05) τέτοιος ώστε
H0(S) ⊇ (1 + ε0)D. ∆εν ϑα χρειαστούµε αυτήν την παρατήρηση, προτιµήσαµε λοιπόν να
δώσουµε την παραπάνω απλούστερη απόδειξη µιας ασθενέστερης πρότασης.

Λήµµα 5.3.4. Για κάθε r ∈ (0, 1) υπάρχουν pr ∈ (0, 1) και ένα ϕραγµένο ανοικτό σύνολο

Ωr ⊆ S µε Ωr ⊆ S, τέτοια ώστε : για κάθε p ∈ (0, pr), η συνάρτηση Fp είναι ένα-προς-ένα

στο Ωr και Fp(Ωr) = rD. ΄Αρα, η F−1
p είναι καλά ορισµένη και αναλυτική στο rD.

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε το σύνολο

En =

{
z ∈ C : |Re(z)| < 1− 1

n
, |Im(z)| < n

}
.

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.3.2, σταθεροποιούµε n αρκετά µεγάλο ώστε H0(En) ⊇ rD.
Από την (5.2.21) ϐλέπουµε ότι υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε |Hη(z)| 6 M για κάθε η > 0

και z ∈ ∂En+1. Από το Λήµµα 5.3.2, η H0 παίρνει µια τιµή ζ ∈ rD ακριβώς µία ϕορά στο
En+1, και αυτό συµβαίνει σε κάποιο σηµείο του En. ΄Αρα,

m := min
ζ∈rD

z∈∂En+1

|H0(z)− ζ| > 0.
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Ορίζουµε pr = m/(2M).
Σταθεροποιούµε ζ ∈ rD. Αν p ∈ (0, pr) τότε για κάθε z ∈ ∂En+1 έχουµε

|p(Hη(z)−H0(z))| < m

2M
(|Hη(z)|+ |H0(z)|) 6 m 6 |H0(z)− ζ|.

Από το ϑεώρηµα Rouché το πλήθος των ϱιζών της H0 − ζ στο En+1 είναι το ίδιο µε το
πλήθος των ϱιζών της H0 − ζ + p(Hη − H0) = Fp − ζ στο En+1. ΄Αρα, η Fp παίρνει την
τιµή ζ ακριβώς µία ϕορά στο En+1. Αφού το ζ ήταν το τυχόν σηµείο του rD, µπορούµε να
ϑέσουµε Ωr = F−1

p (rD).

Λήµµα 5.3.5. Για κάθε r ∈ (0, 1) υπάρχει σταθερά Cr > 0 τέτοια ώστε, µε το συµβολισµό

του Λήµµατος 5.3.4, για κάθε p ∈ (0, pr) και για κάθε z ∈ rD,

(5.3.10) |F−1
p (z)− sin z − p(z −Hη(sin z)) cos z| 6 Crp

2.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

(5.3.11) z = Fp(F
−1
p (z)) = (1− p)H0(F−1

p (z)) + pHη(F
−1
p (z)).

Παραγωγίζοντας την (5.3.11) ως προς p, ϐλέπουµε ότι

0 = Hη(F
−1
p (z))−H0(F−1

p (z))

+

(
d

dp
F−1
p (z)

)(
(1− p)dH0

dz
(F−1

p (z)) + p
dHη

dz
(F−1

p (z))

)
= Hη(F

−1
p (z))−H0(F−1

p (z)) +

(
d

dp
F−1
p (z)

)
dFp
dz

(F−1
p (z))

= Hη(F
−1
p (z))−H0(F−1

p (z)) +

d
dpF

−1
p (z)

d
dz (F−1

p (z))
.

΄Αρα,

(5.3.12)
d

dp
F−1
p (z) = (H0(F−1

p (z))−Hη(F
−1
p (z)))

d

dz
(F−1

p (z)).

Παραγωγίζοντας την (5.3.12) ως προς p, και χρησιµοποιώντας την (5.3.12) όπου εµφανίζε-
ται ο όρος d

dpF
−1
p (z), παίρνουµε την ταυτότητα

d2

dp2
F−1p (z) =

[
dH0

dz
(F−1p (z))− dHη

dz
(F−1p (z)) + (H0(F−1p (z))−Hη(F−1p (z)))

d2

dz2
(F−1p (z))

](5.3.13)

· (H0(F−1p (z))−Hη(F−1p (z)))
d

dz
(F−1p (z)).
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Παίρνουµε M = Mr > 0 τέτοιο ώστε, για κάθε w ∈ Ωr,

(5.3.14) max

{
|H0(w)|, |Hη(w)|,

∣∣∣∣dH0

dz
(w)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣dHη

dz
(w)

∣∣∣∣} 6M.

Παρατηρηστε ότι η (5.3.14) εφαρµόζεται για το w = F−1
p (z) όπου z ∈ rD. Ορίζουµε επίσης

R = Rr = max
w∈∂Ω(1+r)/2

|w|.

Τότε, αν ζ ∈ 1+r
2 D έχουµε |F−1

p (ζ)| 6 R. Αν z ∈ rD τότε από τον τύπο του Cauchy έχουµε∣∣∣∣ ddz (F−1
p (z))

∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ 1

π(r + 1)

∮
1+r
2
∂D

F−1
p (ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣∣ 6 max
ζ∈ 1+r

2
∂D

|F−1
p (ζ)|

(|ζ| − |z|)2
6

4R

(1− r)2
.

΄Οµοια, ∣∣∣∣ d2

dz2
F−1
p (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2

π(r + 1)

∮
1+r
2
∂D

F−1
p (ζ)

(ζ − z)3
dζ

∣∣∣∣∣ 6 16R

(1− r)3
.

Από αυτές τις εκτιµήσεις και την ταυτότητα (5.3.13) προκύπτει ότι∣∣∣∣ d2

dp2
F−1
p (z)

∣∣∣∣ 6 (2M + 2M
16R

(1− r)2

)
2M

4R

(1− r)2
.

Από τον τύπο του Taylor συµπεραίνουµε ότι∣∣∣∣F−1
p (z)− F−1

0 (z)− p d
dp
F−1
p (z)

∣∣∣
p=0

∣∣∣∣ 6 Crp
2,

όπου

Cr =
8M2R

(1− r)2

(
1 +

16R

(1− r)3

)
.

Τέλος, παρατηρούµε ότι από το Λήµµα 5.2.3 και την ταυτότητα (5.3.12) έχουµε

d

dp
F−1
p (z)

∣∣∣
p=0

= (z −Hη(sin z)) cos z.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.3.1. Σταθεροποιούµε κάποιο r ∈ (0, 1). Το πολυώνυµο Her-
mite h5 είναι περιττό, άρα το ίδιο ισχύει για την Hη. ΄Επεται ότι η Fp είναι περιττή, άρα
ak(p) = 0 για τους άρτιους k. Για κάθε z ∈ rD γράφουµε φ(z) = (z − Hη(sin z)) cos z.
Θεωρούµε τα αναπτύγµατα σε δυναµοσειρά

sin z =

∞∑
k=0

b2k+1z
2k+1 =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1
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και

(5.3.15) φ(z) =
∞∑
k=0

c2k+1z
2k+1.

Από τον τύπο του Cauchy, για κάθε k > 0 έχουµε

(5.3.16) |a2k+1(p)− b2k+1 − pc2k+1| =

∣∣∣∣∣ 1

2πir

∮
r∂D

F−1
p (z)− sin z − pφ(z)

z2k+2
dz

∣∣∣∣∣ 6 Crp
2

r2k+2

από την (5.3.10). Παρατηρούµε ότι, από το Λήµµα 5.2.2, η ακτίνα σύγκλισης της δυνα-
µοσειράς (5.3.15) είναι τουλάχιστον 1, άρα

∞∑
k=0

|c2k+1|
(

9

10

)2k+1

<∞.

Από την (5.3.16) έπεται ότι

∞∑
k=0

|a2k+1(p)|
(

9

10

)2k+1

>
∞∑
k=0

(9/10)2k+1

(2k + 1)!
− p

∞∑
k=0

|c2k+1|
(

9

10

)2k+1

− Crp
2

r

∞∑
k=0

(
9

10r

)2k+1

(5.3.17)

=
e9/10 − e−9/10

2
−O(p) > 1.02−O(p).

Λόγω συνέχειας, από την (5.3.17) ϐλέπουµε ότι αν το p είναι αρκετά µικρό τότε υπάρχει
γ > 0 που ικανοποιεί την ταυτότητα (5.3.1). Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε την (5.3.2),
και υποθέτουµε προς άτοπο ότι γ 6 log(1 +

√
2) < 9/10. Αφού r ∈ (9/10, 1), έχουµε

(5.3.18)
γ

r
6

10 log(1 +
√

2)

9
<

49

50
.

Σταθεροποιούµε ε > 0 το οποίο ϑα επιλέξουµε αργότερα. Στο Λήµµα 5.3.2 είδαµε ότι
sin
(

9
10D

)
⊆ S. Αφού η Hη είναι αναλυτική στο S, έπεται ότι η φ είναι αναλυτική στο 9

10D.
Αφού γ < 9/10, υπάρχει n ∈ N τέτοιος ώστε

(5.3.19)
∞∑

k=n+1

|c2k+1|γ2k+1 <
ε

2
.

Υπάρχει p = p(ε) τέτοιο ώστε για κάθε p ∈ (0, p(ε)) να ισχύει p|c2k+1| < 1
2 |b2k+1| για κάθε

k ∈ {0, 1, . . . , n}. Ειδικότερα, έχουµε

sign(b2k+1 + pc2k+1) = sign(b2k+1) = (−1)k.
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Τώρα, χρησιµοποιώντας τις (5.3.1) και (5.3.16), ϐλέπουµε ότι

∣∣∣∣∣1− F−1p (iγ)

i

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(|a2k+1(p)| − (−1)ka2k+1(p))γ2k+1

∣∣∣∣∣
(5.3.20)

6
∞∑
k=0

∣∣∣ |b2k+1 + pc2k+1| − (−1)k(b2k+1 + pc2k+1)
∣∣∣γ2k+1 + 2

∞∑
k=0

Crp
2

r2k+2
γ2k+1.

Για να εκτιµήσουµε τους δύο όρους στο δεξιό µέλος της (5.3.20), παρατηρούµε πρώτα ότι,
από την (5.3.18),

(5.3.21) 2
∞∑
k=0

Crp
2

r2k+2
γ2k+1 6

2Cr
r
p2
∞∑
k=0

(
49

50

)2k+1

6 C ′rp
2,

όπου η C ′r εξαρτάται µόνο από το r. Αφού p ∈ (0, p(ε)) γνωρίζουµε ότι για κάθε k ∈
{0, 1, . . . , n} ισχύει

|b2k+1 + pc2k+1| = (−1)k(b2k+1 + pc2k+1).

΄Αρα, οι πρώτοι n όροι του πρώτου αθροίσµατος στο δεξιό µέλος της (5.3.20) µηδενίζονται.
Συνεπώς, παίρνοντας υπόψη και την (5.3.19), έχουµε

∞∑
k=0

∣∣∣ |b2k+1 + pc2k+1| − (−1)k(b2k+1 + pc2k+1)
∣∣∣ γ2k+1(5.3.22)

=
∞∑

k=n+1

∣∣∣ |b2k+1 + pc2k+1| − |b2k+1| − (−1)kpc2k+1

∣∣∣ γ2k+1

6 2p

∞∑
k=n+1

|c2k+1|γ2k+1 < pε.

Αντικαθιστώντας τις (5.3.21) και (5.3.22) στην (5.3.20) ϐλέπουµε ότι αν ορίσουµε β =

F−1
p (iγ)− i τότε

(5.3.23) |β| 6 C ′rp
2 + pε.

Εστω L0 η σταθερά Lipschitz τηςH0 στο i+ 1
2D (τον δίσκο ακτίνας 1

2 µε κέντρο το i). ΄Οµοια,
έστω Lη η σταθερά Lipschitz της Hη στο i + 1

2D, και έστω L = max{L0, Lη}. Βλέπουµε
ότι η Fp = (1− p)H0 + pHη είναι L-Lipschitz στο i+ 1

2D. Από την (5.3.23), αν το p είναι
αρκετά µικρό τότε i+ β ∈ i+ 1

2D, άρα

log(1 +
√

2) > γ =
Fp(β + i)

>
Fp(i)

i
− L|β|

>
(1− p)H0(i) + pHη(i)

i
− Lp(C ′rp+ ε)

= (1− p) log(1 +
√

2) + p
Hη(i)

i
− Lp(C ′rp+ ε).
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Οδηγούµαστε έτσι στην

Hη(i)

i
6 log(1 +

√
2) + LC ′rp+ Lε.

Αυτή η ανισότητα ισχύει για κάθε ε > 0 και p ∈ (0, p(ε)), και αυτό έρχεται σε αντίθεση µε
το Θεώρηµα 5.2.4. 2

Παρατήρηση 5.3.6. Εξετάζοντας την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.4 ϐλέπουµε ότι η
µόνη ιδιότητα της Hη που χρησιµοποιήθηκε ήταν ότι δίνει αντιπαράδειγµα στο πρόβληµα
του Konig. Πιο συγκεκριµένα, ας υποθέσουµε ότι f, g : R2 → {−1, 1} είναι µετρήσιµες
συναρτήσεις και ας ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση H : S→ C µε

H(z) =
1

2π(1− z2)

∫
R2×R2

f(x)g(y) exp

(
−‖x‖22 − ‖y‖22 + 2z〈x, y〉

1− z2

)
dx dy.

Αν υποθέσουµε ότι BK(f, g) > 4π log(1 +
√

2), όπου BK είναι η διγραµµική µορφή του
Konig στην (5.1.3), τότε µπορούµε να επαναλάβουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.4
αντικαθιστώντας την Hη από την H, και ϑα καταλήξουµε στο ίδιο συµπέρασµα.

5.4 Η εικασία του Konig για n = 1

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε το Θεώρηµα 5.1.3. Ορίζουµε

M := sup
f,g∈L∞(0,∞)
f,g∈[−1,1]

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x)g(y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy(5.4.1)

= sup
f,g∈L∞(0,∞)
f,g∈{−1,1}

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x)g(y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.3 αρκεί να δείξουµε ότι η τιµή M πιάνεται όταν
f ≡ g ≡ 1 ή f ≡ g ≡ −1. Παρατηρήστε ότι το supremum στην (5.4.1) πιάνεται για
κάποιες f, g : (0,∞)→ {−1, 1}. Πράγµατι, έστω µ το µέτρο στο (0,∞) µε πυκνότητα την
x 7→ e−x

2/2. Αν οι fn, gn : (0,∞)→ [−1, 1] ικανοποιούν την

lim
n→∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

fn(x)gn(y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy = M,

τότε, περνώντας σε υπακολουθία, µπορούµε να υποθέσουµε ότι f, g ∈ L2(µ) και ότι η
(fn) συγκλίνει ασθενώς στην f και η (gn) συγκλίνει ασθενώς στην g στον L2(µ). Τότε,
f, g ∈ [−1, 1] σχεδόν παντού, και από την ασθενή σύγκλιση έχουµε∫ ∞

0

∫ ∞
0

f(x)g(y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy = M.
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Με ένα απλό επιχείρηµα, ϐασισµένο στο ϑεώρηµα Krein-Milman, µπορούµε επίσης να
υποθέσουµε ότι f, g ∈ {−1, 1}.

Υποθέτουµε λοιπόν στη συνέχεια ότι οι f, g : (0,∞) → {−1, 1} δίνουν µέγιστο στην
(5.4.1), δηλαδή

(5.4.2) M =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x)g(y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy.

Αυτό σηµαίνει ότι σχεδόν για κάθε x ∈ (0,∞) έχουµε

(5.4.3) f(x) = sign

(∫ ∞
0

g(y)e−y
2/2 sin(xy) dy

)
και

(5.4.4) g(x) = sign

(∫ ∞
0

f(y)e−y
2/2 sin(xy) dy

)
.

Συνεπώς,

M =

∫ ∞
0

∣∣∣∣∫ ∞
0

g(y)e−y
2/2 sin(xy) dy

∣∣∣∣ e−x2/2dx(5.4.5)

=

∫ ∞
0

∣∣∣∣∫ ∞
0

f(y)e−y
2/2 sin(xy) dy

∣∣∣∣ e−x2/2dx.
Λήµµα 5.4.1. Ορίζουµε I : [0,∞)→ R µε

(5.4.6) I(y) =

∫ ∞
0

f(x) exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx.

Τότε, η I είναι
√

2-Lipschitz.

Απόδειξη. Αρκεί να ϕράξουµε την |I ′|: έχουµε

|I ′(y)| 6
∫ ∞

0
exp

(
−x

2 + y2

2

)
|x cos(xy)− y sin(xy)| dx(5.4.7)

6
∫ ∞

0
exp

(
−x

2 + y2

2

)√
x2 + y2 dx

6
√

2e−y
2/2

∫ ∞
0

e−x
2/2 max{x, y} dx

=
√

2e−y
2/2

(∫ y

0
e−x

2/2y dx+

∫ ∞
y

e−x
2/2x dx

)
6
√

2e−y
2/2
(
y2 + e−y

2/2
)
6
√

2,
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όπου, στην τελευταία ανισότητα, χρησιµοποιήσαµε το ϕράγµα e−t(2t+ e−t) 6 1, το οποίο
ισχύει για κάθε t > 0, διότι

et − e−t =

∞∑
k=0

2t2k+1

(2k + 1)!
> 2t.

Λήµµα 5.4.2. Για κάθε z ∈ [2/5, 4/3] έχουµε

(5.4.8)
∫ z+ 1

4

z− 1
4

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy >

3

20
.

Απόδειξη. Για κάθε q > 0 ισχύει sin q > q − q3

6 + q5

120 −
q7

5040 , άρα∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx(5.4.9)

>
∫ ∞

0
exp

(
−x

2 + y2

2

)(
xy − (xy)3

6
+

(xy)5

120
− (xy)7

5040

)
dx

= −ye
−y2/2

105
(y6 − 7y4 + 35y2 − 105) =: h(y).

Θα δείξουµε ότι υπάρχει µοναδικό w ∈ [0, 2] στο οποίο µηδενίζεται η h′, και ότι η h

λαµβάνει στο w τη µέγιστη τιµή της στο [0, 2]. Πράγµατι,

h′(y) =
1

105
e−y

2/2(y8 − 14y6 + 70y4 − 210y2 + 105),

άρα h′(0) = 1 > 0 και h′(2) = −17/(7e2) < 0, αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η h µπορεί
να έχει το πολύ µία ϱίζα στο [0, 2]. Για το σκοπό αυτό αρκεί να δείξουµε ότι το πολυώνυµο
p(y) = y8 − 14y6 + 70y4 − 210y2 + 105 είναι µονότονο στο [0, 2]. Αυτό ϕαίνεται από το
γεγονός ότι

p′(y) = −8y5(4− y2)− y

(
52

(
y2 − 35

13

)2

+
560

13

)
< 0

για κάθε y ∈ [0, 2].
Το προηγούµενο επιχείρηµα δείχνει ότι αν ϑέσουµε

G(z) =

∫ x+ 1
4

z− 1
4

h(y) dy,

τότε η G δεν έχει τοπικά ελάχιστα στο [2/5, 4/3]. Πράγµατι, αν κάποιο z ∈ [2/5, 4/3]

ικανοποιεί την G′(z) = h(z + 1/4) − h(z − 1/4) = 0, τότε z − 1/4 < w < z + 1/4, και
έπεται ότι h′(z − 1/4) > 0 και h′(z + 1/4) < 0. ΄Αρα,

G′′(z) = h′(z + 1/4)− h′(z − 1/4) < 0,
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συνεπώς το z δεν µπορεί να είναι τοπικό ελάχιστο για την G. Τώρα, από την (5.4.9), για
κάθε z ∈ [2/5, 4/3] έχουµε∫ z+1/4

z−1/4

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy > G(z) > min

{
G

(
2

5

)
, G

(
4

3

)}
>

3

20
,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι παραπάνω τιµές της G υπολογίζονται : για παρά-
δειγµα,

G(4/3) = (19047383/313528320)e−169/288 + (131938921/313528320)e−361/288 > 0.153.

Θεωρούµε τις εξής δύο ποσότητες:

(5.4.10) M0 :=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
sin(xy) dx dy =

log(1 +
√

2)√
2

= 0.6232 . . .

και

(5.4.11) M1Q =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
| sin(xy)| dx dy.

Θα αποδείξουµε ότι M = M0. Η ανισότητα M0 6M1 είναι προφανής. Το επόµενο λήµµα
δείχνει ότι οι ποσότητες M1 και M0 είναι στην πραγµατικότητα πολύ κοντά.

Λήµµα 5.4.3. M1 −M0 <
1
20 .

Απόδειξη. Θεωρούµε το πολυώνυµο Taylor pn ϐαθµού 2n−1 της συνάρτησης x 7→
√

1− x,
δηλαδή,

pn(x) =
2n−1∑
k=0

(−1)k
(

1/2

k

)
xk = 1 +

2n−1∑
k=1

∏k−1
j=0(2j − 1)

2kk!
xk.

Τότε,
√

1− x 6 pn(x) για κάθε x ∈ (−1, 1) και n ∈ N.
Τώρα,

M1 =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)√
1− cos(2xy)

2
dx dy(5.4.12)

6
1√
2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
pn(cos(2xy)) dx dy.

Για κάθε j ∈ N το ολοκλήρωµα
∫∞

0

∫∞
0 exp

(
−x2+y2

2

)
(cos(2xy))jdx dy υπολογίζεται σε

κλειστή µορφη (ισούται µε π ϕορές έναν γραµµικό συνδυασµό, µε ϱητούς συντελεστές,
τετραγωνικών ϱιζών ακεραίων). Μπορούµε λοιπόν να υπολογίσουµε ακριβώς το ολοκλή-
ϱωµα στο δεξιό µέλος της (5.4.12) για n = 11, και παίρνουµε το ϕράγµα M1 < 0.671 <

M0 + 0.05.
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Λήµµα 5.4.4. Οι f και g είναι σταθερές στο διάστηµα [2/5, 4/3].

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι η g δεν είναι σταθερή στο [2/5, 4/3]. Από την (5.4.4) γνωρί-
Ϲουµε ότι g = sign(I), όπου η I δίνεται στην (5.4.6). ΄Αρα, υπάρχει κάποιο z ∈ [2/5, 4/3]

τέτοιο ώστε I(z) = 0. Από το Λήµµα 5.4.1 γνωρίζουµε λοιπόν ότι |I(y)| 6
√

2|y − z| για
κάθε y > 0. ΄Αρα, χρησιµοποιώντας και τις (5.4.5) και (5.4.8), έχουµε

M0 6M 6
∫

[0,z−1/4]∪[z+1/4,∞)

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
| sin(xy)| dx dy +

∫ z+ 1
4

z− 1
4

|I(y)| dy

6M1 −
∫ z+ 1

4

z− 1
4

∫ ∞
0

exp

(
−x

2 + y2

2

)
| sin(xy)| dx dy

< M1 −
3

20
+

√
2

16
< M1 −

3

50
.

Αυτό έρχεται σε αντίφαση µε το Λήµµα 5.4.3.

Τέλος, ϑα χρειαστούµε ένα ακόµα στοιχειώδες λήµµα.

Λήµµα 5.4.5. Για κάθε a > 0 έχουµε

(5.4.13)
∫ ∞
a

e−x
2/2dx <

16

3e2a3
.

Απόδειξη. Θέτουµε c = 16/(3e)2 και ψ(a) = c
a3
−
∫∞
a e−x

2/2dx. Αφού lima→∞ ψ(a) = 0,
αρκεί να δείξουµε ότι η ψ είναι ϕθίνουσα στο (0,∞). Αφού ψ′(a) = e−a

2/2− 3c
a4

, σκοπός µας
είναι να δείξουµε ότι ea

2/2 > a4/(3c), ή ισοδύναµα ότι a2 > 8 log a − 2 log(3c). Θέτουµε
ρ(a) = a2 − 8 log a + 2 log(3c). Αφού ρ′(a) = 2a − 8/a, το ελάχιστο της ρ πιάνεται στο
a = 2. Από την επιλογή του c έχουµε ρ(2) = 0, και έπεται το Ϲητούµενο.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.3. Από το Λήµµα 5.4.4 µπορούµε να υποθέσουµε ότι f(x) =

1 για κάθε x ∈ [2/5, 4/3]. Ξεκινώντας από αυτό, ϑα δείξουµε ότι f ≡ g ≡ 1.

Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι f(y) = g(y) = 1 για κάθε y ∈ [0, 4/3]. Σταθεροποιούµε
y ∈ (0, 1/2] και παρατηρούµε ότι η συνάρτηση x 7→ sin(xy) είναι κοίλη στο [0, 4/3] (γιατί
σε αυτό το διάστηµα έχουµε xy 6 2/3 6 π/2). ΄Επεται ότι, για x ∈ [0, 4/3], έχουµε
sin(xy) > sin(4y/3)

4/3 x. Χρησιµοποιώντας αυτήν την ανισότητα, το γεγονός ότι | sin(xy)| 6 xy
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για κάθε x > 0, και το γεγονός ότι f ≡ 1 στο [2/5, 4/3), συµπεραίνουµε ότι

∫ ∞
0

e−x
2/2 sin(xy)f(x) dx

(5.4.14)

> −
∫ 2

5

0
e−x

2/2xy dx+

∫ 4
3

2
5

e−x
2/2 sin(4y/3)

4/3
x dx−

∫ ∞
4
3

e−x
2/2 sin(4y/3)

4/3
x dx

= −(1− e−2/25)y +
sin(4y/3)

4/3
(e−2/25 − 2e−8/9) =: r(y).

Παρατηρούµε ότι, για z ∈ [0, 1/2]

r′(z) = cos

(
4z

3

)
(e−2/25 − 2e−8/9)− (1− e−2/25)

> cos

(
2

3

)
(e−2/25 − 2e−8/9)− (1− e−2/25) > 0.002 > 0.

΄Αρα, η r είναι αύξουσα στο [0, 1/2], και ειδικότερα r(y) > r(0) = 0. Από τις (5.4.4) και
(5.4.14), έπεται ότι g(y) = 1 για κάθε y ∈ [0, 1/2]. Από το Λήµµα 5.4.4 η g είναι σταθερή
στο [2/5, 4/3], άρα g ≡ 1 στο [0, 4/3]. Επαναλαµβάνοντας το παραπάνω επιχείρηµα µε την
f στο ϱόλο της g, συµπεραίνουµε ότι f ≡ g ≡ 1 στο [0, 4/3].

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι f ≡ g ≡ 1 στο [0, 3π/4]. Γνωρίζουµε ήδη ότι f ≡ g ≡ 1 στο
[0, 4/3], υποθέτουµε λοιπόν ότι y ∈ [4/3, 3π/4]. ΄Αρα, 4y/3 > (4/3)2 > π/2 και 4y/3 6 π,
και έχουµε

∫ 4
3

0
f(x)e−x

2/2 sin(xy) dx >
∫ π

2y

0
e−x

2/2 sin(xy) dx =

∫ π
2y

0
e−x

2/2 2xy

π
dx(5.4.15)

=
2y

π

(
1− e−π2/(8y2)

)
>

2y

π

(
π2

8y2
− π4

128y4

)
=

π

4y
− π3

64y3
>

8

27
,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι sin z > 2z/π για z ∈ [0, π/2], την στοιχειώδη
ανισότητα 1− e−z > z − z2/2 που ισχύει για κάθε z > 0, και το γεγονός ότι η συνάρτηση
y 7→ π

4y −
π3

64y3
έχει µοναδικό τοπικο µέγιστο στο (1,∞), το οποίο δείχνει ότι το ελάχιστό

της στο [4/3, 3π/4] πιάνεται στα άκρα, άρα το ελάχιστό της στο [4/3, 3π/4] ισούται µε 8/27.
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Τώρα, από την (5.4.15),

∫ ∞
0

f(x)e−x
2/2 sin(xy) dx >

8

27
−
∫ ∞

4
3

e−x
2/2dx =

8

27
−

(√
π

2
−
∫ 4

3

0
e−x

2/2dx

)(5.4.16)

>
8

27
−
√
π

2
+

∫ 4
3

0

(
1− x2

2
+
x4

8
− x6

48

)
dx

=
302572

229635
−
√
π

2
> 0.

Χρησιµοποιώντας την (5.4.4) παίρνουµε από την (5.4.16) ότι g(y) = 1. Λόγω συµµετρίας
το ίδιο επιχείρηµα εφαρµόζεται για την f , και έτσι συµπεραίνουµε ότι f ≡ g ≡ 1 στο
[0, 3π/4].

΄Εστω A > 3π/4 το supremum πάνω από όλους τους a > 0 για τους οποίους f ≡ g ≡ 1

στο [0, a]. Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι A = ∞, οπότε υποθέτουµε προς άτοπο ότι
A <∞.

Παρατηρήστε ότι για κάθε y > 0 και για κάθε k > 0,

(5.4.17)
∫ 2(k+1)π

y

2kπ
y

e−x
2/2 sin(xy) dx =

∫ (2k+1)π
y

2kπ
y

(
e−x

2/2 − e−(x+π/y)2/2
)

sin(xy) dx > 0.

΄Επεται ότι αν A ∈ [2kπ/y, 2(k + 1)π/y] τότε

(5.4.18)
∫ A

2kπ
y

e−x
2/2 sin(xy) dx > 0.

Για να ελέγξουµε την (5.4.18) παρατηρούµε ότι αν A ∈ [2kπ/y, (2k + 1)π/y] τότε η προς
ολοκλήρωση συνάρτηση στην (5.4.18) είναι µη αρνητική, ενώ αν A ∈ [(2k + 1)π/y, 2(k +

1)π/y] τότε το ολοκλήρωµα στην (5.4.18) είναι µεγαλύτερο ή ίσο από το ολοκλήρωµα στο
αριστερό µέλος της (5.4.17). Υποθέτουµε στο εξής ότι y > A και παρατηρούµε ότι, αφού
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A > 3π/4, έχουµε 3π/(2y) < A. Αυτό µας δίνει το ακόλουθο ϕράγµα:

∫ min
{

2π
y
,A

}
0

e−x
2/2 sin(xy) dx >

∫ 2π
y

0
e−x

2/2 sin(xy) dx(5.4.19)

=

∫ π
y

0

(
e−x

2/2 − e−(x+π/y)2/2
)

sin(xy) dx

=

∫ π
y

0
e−x

2/2
(

1− e−πx/ye−(π/y)2/2
)

sin(xy) dx

>
(

1− e−(π/y)2/2
)∫ π

2y

0
e−x

2/2 2xy

π
dx

=
2y

π

(
1− e−π2/(2y2)

)(
1− e−π2/(8y2)

)
>

2y

π

(
π2

2y2
− π4

8y4

)(
π2

8y2
− π4

128y4

)
>

5π3

81y3
,

όπου στο τέλος χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι y > A > 3π/4.
Συνδυάζοντας τις (5.4.17), (5.4.18), (5.4.19) και το γεγονός ότι f ≡ 1 στο [0, A) ϐλέ-

πουµε ότι ∫ A

0
f(x)e−x

2/2 sin(xy) dx >
5π3

81y3
,

άρα, από το Λήµµα 5.4.5,

(5.4.20)
∫ ∞

0
f(x)e−x

2/2 sin(xy) dx >
5π3

81y3
−
∫ ∞
A

e−x
2/2dx >

5π3

81y3
− 16

3e2A3
,

λαµβάνοντας υπόψη και την (5.4.13). Το δεξιό µέλος της (5.4.20) είναι ϑετικό αν y 6 5A/4.
Από την (5.4.4) αυτό σηµαίνει ότι g ≡ 1 στο [A, 5A/4], άρα και στο [0, 5A/4]. Λόγω
συµµετρίας, έχουµε επίσης f ≡ 1 στο [0, 5A/4], το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τον
ορισµό του A. 2
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