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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η εξγαζία απηή αλαθέξεηαη ζηελ Εηθαζία Michael πνπ αθνξά ηελ 

ζπλαξηεζηαθή ζπλέρεηα κηαο κεηαζεηηθήο Fréchet ηνπηθά m-θπξηήο 

άιγεβξαο. Απνδεηθλύεηαη όηη θάζε κεηαζεηηθή ζπκκεηξηθή Fréchet 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. Επίζεο, δίλνληαη 

νη έλλνηεο ηνπ ππθλνύ θαη ηζρπξά ππθλνύ αληηζηξόθνπ νξίνπ δαθηπιίωλ, 

θαζώο θαη ζρεηηθά απνηειέζκαηα. Γηα κνλαδηαίεο κεηαζεηηθέο Fréchet 

ηνπηθά m-θπξηέο άιγεβξεο δίλνληαη ζπλζήθεο πνπ εμαζθαιίδνπλ ηε 

ζπλαξηεζηαθή ζπλέρεηά ηνπο. Πεξαηηέξω, απνδεηθλύεηαη όηη ε Εηθαζία 

Michael είλαη ηζνδύλακε κε ην αλ θάζε γξακκηθό πνιιαπιαζηαζηηθό 

ζπλαξηεζνεηδέο κίαο κεηαζεηηθήο πιήξνπο ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο 

είλαη θξαγκέλν. Επηπιένλ, δίλνληαη πξνϋπνζέζεηο ώζηε  Fréchet ηνπηθά 

m-θπξηέο άιγεβξεο κε νξζνγώληα βάζε λα είλαη ζπλα-ξηεζηαθά ζπλερείο. 

Αθόκε, κέζω ηεο ζεωξίαο κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεωλ πνιιώλ κηγαδηθώλ 

κεηαβιεηώλ, δίλoπκε κία ζπλζήθε, πνπ αλ ηθα-λνπνηείηαη, νδεγεί ζηελ 

ζπλαξηεζηαθή ζπλέρεηα ηωλ Fréchet ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ. Τέινο, 

κέζω ηεο ηερληθήο Do Sin Sya, παξνπζηά-δνληαη ελαιιαθηηθέο απνδείμεηο 

ήδε γλωζηώλ απνηειεζκάηωλ, ζρεηηθώλ κε ηελ Εηθαζία Michael, θαζώο 

θαη επηπιένλ ζπκπεξάζκαηα. 

 

 

Λέξεις και φράζεις κλειδιά. Σπλαξηεζηαθά ζπλερήο ηνπνινγηθή 

άιγεβξα, Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα, ζπκκεηξηθή άιγεβξα,  

ππθλό (ηζρπξά ππθλό) αληίζηξνθν ζύζηεκα απεηθνλίζεωλ, νξζνγώληα 

βάζε, θξαγκέλα πνιιαπιαζηαζηηθά ζπλαξηεζνεηδή, ηερληθή Do Sin Sya. 

 

 



ABSTRACT 

This work refers to Michael’s Conjecture which is about functional 

continuity of a commutative Fréchet locally m-convex algebra. It is 

proved that every commutative symmetric Fréchet locally m-convex 

algebra is functionally continuous. Moreover, the concepts of dense and 

strongly dense inverse limit rings are described, and  results relevant to 

them are given. Also, for unitary commutative Fréchet locally m-convex 

algebras, conditions are given which ensure their functional continuity. 

Additionally, it is proved that Michael’s Conjecture is equivalent to the 

boundedness of linear multiplicative functionals of a commutative 

Fréchet locally m-convex algebra. Furthermore, we study the class of 

Fréchet locally m-convex algebras with orthogonal bases and it is proved 

that it has the property of functional continuity. In addition, through the 

theory of complex functions of several complex variables, we refer to a 

relation which gives positive answer to Michael’s Conjecture if it holds 

true. Finally, alternative proofs of already known results and other 

conclusions are given, using Do Sin Sya’s technique.  

 

Key words and phrases. Functionally continuous topological algebra, 

Fréchet locally m-convex algebra, symmetric algebra, dense (strongly 

dense) inverse limit of functions, orthogonal basis, bounded 

multiplicative functionals, Do Sin Sya technique. 

 



Πρόλογος 

 
 

    Μηα Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα είλαη κία ηνπνινγηθή άιγεβξα 

ηεο νπνίαο  ε  ηνπνινγία νξίδεηαη κέζω κηαο αξηζκήζηκεο νηθνγέλεηαο 

από ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο εκηλόξκεο, ωο πξνο ηελ νπνία ε άιγεβξα 

είλαη πιήξεο θαη κεηξηθνπνηήζηκε. 

    Τν 1952 ν E.A. Michael δηαηύπωζε έλα ίζωο από ηα πην ελδηαθέξνληα 

εξωηήκαηα ζηε ζεωξία ηωλ ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ (βι. [16]). Τν 

εξώηεκα είλαη γλωζηό ωο 

 

"Εικαζία ηοσ Michael" ή "Πρόβλημα Michael", 

 

θαη αθνξά ζην αν μια μεηαθεηική Fréchet ηοπικά m-κσρηή άλγεβρα, έζηω 

Α, είναι απαραίηηηα ζσναρηηζιακά ζσνετής, δηλαδή αν όλα ηα 

πολλαπλαζιαζηικά και γραμμικά ζσναρηηζοειδή  

 

f : A → ₵ 

 

είναι ζσνετείς απεικονίζεις. Αλαθέξνπκε ζε απηό ην ζεκείν, πωο είλαη 

πηζαλόλ ν S. Mazur, λα είρε ήδε αλαθεξζεί ζην εξώηεκα πξηλ ην 1939 

(βι. [8]). 

    Σηελ πεξίπηωζε ηωλ αιγεβξώλ Banach ν ηζρπξηζκόο είλαη αιεζήο, 

δειαδή όιεο νη άιγεβξεο Banach είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερείο (βι. [8]). 

    Σην πιαίζην όκωο ηωλ Fréchet ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ, ε αιήζεηα 

ηνπ ηζρπξηζκνύ παξακέλεη αλνηρηό πξόβιεκα κέρξη θαη ζήκεξα. 

    Γεληθόηεξα, ππάξρνπλ παξαδείγκαηα κε-κεηξηθνπνηεζίκωλ πιήξωλ 

ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ νη νπνίεο δελ είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερείο. 

Ωζηόζν, δελ γλωξίδνπκε θαλέλα παξάδεηγκα πιήξνπο θαη κεηξηθν-



πνηήζηκεο (ηνπνινγηθήο) άιγεβξαο, αθόκα θαη κε-κεηαζεηηθήο, ε νπνία 

λα κελ είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο (βι. [8]).  

   Η παξνύζα  εξγαζία αλαθέξεηαη ζηε κειέηε θαη ηελ αλάιπζε ηεο 

"Εικαζίας Michael" θαζώο θαη ζε απνηειέζκαηα ζρεηηθά κε απηήλ. 

   Σην πξώην θεθάιαην γίλεηαη κία ζύληνκε αλαθνξά ζε βαζηθέο έλλνηεο 

ηεο ζεωξίαο ηωλ ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ  (εηδηθόηεξα ηωλ ηνπηθά m-

θπξηώλ αιγεβξώλ) νη νπνίεο είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ θαηαλόεζε ηωλ 

θεθαιαίωλ πνπ αθνινπζνύλ. 

   Σην δεύηεξν θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε έλλνηα ηεο ζπκκεηξηθήο *-

άιγεβξαο θαη δίλεηαη κία κεξηθή ιύζε ηεο Εηθαζίαο Michael. 

Σπγθεθξηκέλα, θάζε κεηαζεηηθή, ζπκκεηξηθή, Fréchet ηνπηθά m-θπξηή 

άιγεβξα (κε ελέιημε) είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

   Σην ηξίην θεθάιαην, δίλνληαη νη έλλνηεο ηνπ ππθλνύ θαη ηζρπξά ππθλνύ 

αληηζηξόθνπ νξίνπ δαθηπιίωλ, θαζώο θαη ζρεηηθά απνηειέζκαηα. Τέινο, 

δίλεηαη έλα ζεκαληηθό απνηέιεζκα πνπ αλαθέξεηαη ζε ζπλζήθεο, ώζηε 

κία εηδηθή Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα λα είλαη ζπλαξηεζηαθά 

ζπλερήο. 

   Σην ηέηαξην θεθάιαην, απνδεηθλύνπκε όηη ε Εηθαζία Michael είλαη 

ηζνδύλακε κε ην αλ θάζε γξακκηθό πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο 

κίαο κεηαζεηηθήο πιήξνπο ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο   είλαη θξαγκέλν 

(βι. Οξηζκόο 4.1). 

   Σην πέκπην θεθάιαην, κειεηάηαη ε θιάζε ηωλ Fréchet ηνπηθά m-

θπξηώλ αιγεβξώλ κε νξζνγώληα βάζε θαη απνδεηθλύεηαη ε ηζρύο ηεο 

εηθαζίαο γηα ηε θιάζε απηή, έρνληαο άιιν έλα κεξηθό απνηέιεζκα. 

   Μία δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ζηελ Εηθαζία Michael, κέζω ηεο ζεωξίαο 

κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεωλ πνιιώλ κηγαδηθώλ κεηαβιεηώλ, δίλεηαη ζην 

έθην θεθάιαην. Αξρηθά, δίλεηαη έλα παξάδεηγκα κίαο κε κεηαζεηηθήο 

Fréchet ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο πνπ θαηαιήγεη λα κελ είλαη 

ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο αλ ζπλδεζεί, θαηάιιεια, κε κία Fréchet ηνπηθά 



m-θπξηή άιγεβξα, πνπ επηπιένλ δελ είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

Τειηθά, αλαθεξόκαζηε ζε κία ζπλζήθε (κέζω αθέξαηωλ απεηθνλίζεωλ), 

πνπ αλ ηθαλνπνηείηαη, νδεγεί ζηελ ζπλαξηεζηαθή ζπλέρεηα ηωλ Fréchet 

ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ. 

     Σην έβδνκν θεθάιαην, κέζω ηεο ηερληθήο Do Sin Sya, παξνπζηάδνληαη 

ελαιιαθηηθέο απνδείμεηο ήδε γλωζηώλ απνηειεζκάηωλ ζρεηηθώλ κε ηελ 

Εηθαζία Michael θαζώο θαη επηπιένλ ζπκπεξάζκαηα. 

  Σην ζεκείν απηό, ζα ήζεια λα εθθξάζω ηηο επραξηζηίεο κνπ ζηε θπξία 

Μαξίλα Χαξαιακπίδνπ γηα ηελ ππόδεημε ηνπ ζέκαηνο κε ην νπνίν 

αζρνιήζεθα, γηα ηε ζηήξημή ηεο, ηηο επωθειείο ζπδεηήζεηο, ππνδείμεηο 

θαη παξαηεξήζεηο ηεο πνπ νδήγεζαλ νπζηαζηηθά ζηε δηακόξθωζε απηήο 

ηεο εξγαζίαο. Επίζεο, ζέιω λα επραξηζηήζω ηα άιια δύν κέιε ηεο 

ηξηκεινύο επηηξνπήο, ηελ θπξία Μαξία Φξαγθνπινπνύινπ θαη ηνλ θύξην 

Ιωάλλε Τζέξην. 

   

  Η παξνύζα δηπιωκαηηθή εξγαζία εθπνλήζεθε ζηα πιαίζηα ηνπ 

Μεηαπηστιακού Προγράμμαηος Σποσδών  ηνπ ηκήκαηνο Μαθημαηικών 

ηεο ζρνιήο Θεηικών Επιζηημών ηνπ Εθνικού και Καποδιζηριακού 

Πανεπιζηημίοσ Αθηνών.    
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1  

 

ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΔΝΝΟΙΔ΢ ΑΠΟ ΣΗ ΘΔΩΡΙΑ ΣΩΝ 

ΣΟΠΟΛΟΓΙΚΩΝ ΑΛΓΔΒΡΩΝ 

 

Σην παξόλ θεθάιαην, αλαθέξνπκε θπξίσο απνηειέζκαηα ζρεηηθά κε ηελ 

θιάζε ησλ ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ ρσξίο απνδείμεηο. Ηδηαίηεξα, 

αλαθεξόκαζηε ζε παξαδείγκαηα ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ, ησλ νπνίσλ ε 

ηνπνινγία δελ είλαη ηνπνινγία νξηδόκελε από λόξκα. Δπίζεο,  

παξνπζηάδνπκε ηελ αλάιπζε Arens–Michael κέζσ ηεο νπνίαο νη ηνπηθά 

m-θπξηέο άιγεβξεο ζπλδένληαη κε ηηο άιγεβξεο Banach. Τέινο, 

αλαθεξόκαζηε ζην Θεώξεκα Gel’fand-Mazur, ην νπνίν ραξαθηεξίδεη ηηο 

κηγαδηθέο, Hausdorff, δηαηξεηηθέο, ηνπηθά m-θπξηέο άιγεβξεο (βι.[3],[4]). 

 

Οριζμός 1.1 Έζησ A  έλαο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο ππεξάλσ ηνπ ζώκαηνο 

₵ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαη S  έλα ππνζύλνιν ηνπ A . Ολνκάδνπκε 

δείθηξηα ζπλάξηεζε ή ζπλαξηεζνεηδέο Minkowski sg  ηνπ S  ηελ 

απεηθόληζε: 

}{:  RAgs  

πνπ νξίδεηαη σο εμήο: 
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  }:0inf{ Sxxgs   , αλ ππάξρεη Sx   :0  

θαη   xgs , αλ Sx   γηα θάζε 0  

΢τόλιο  Ηζρύνπλ ηα εμήο: 

(i)       xgs , αλ ην ζύλνιν S  είλαη απνξξνθνύλ, 

          δειαδή γηα θάζε Ax  ππάξρεη 0k , έηζη ώζηε Sx   γηα  

         θάζε βαζκσηό   κε   . 

(ii)      Ζ ζπλάξηεζε sg  είλαη ππνπξνζζεηηθή, αλ ην S  είλαη θπξηό,   

          δειαδή αλ Syx ,  θαη 10   , ηόηε Syx  )1(  . 

(iii) Αλ ην S  είλαη ηζνξξνπεκέλν, δειαδή SS   γηα θάζε 

βαζκσηό   κε 1 , ηόηε ε sg  είλαη απόιπηα νκνγελήο, 

δειαδή  xgxg ss  )(  γηα θάζε ,Ax   ₵. 

    

Πρόηαζη 1.2 Σε θάζε δηαλπζκαηηθό ρώξν, ε δείθηξηα ζπλάξηεζε ελόο 

απνξξνθνύληνο, ηζνξξνπεκέλνπ θαη θπξηνύ ζπλόινπ είλαη εκηλόξκα. 

 

Πρόηαζη 1.3  Μία εκηλνξκαξηζκέλε άιγεβξα είλαη κία άιγεβξα A  

εθνδηαζκέλε κε κία ππνπνιιαπιαζηαζηηθή εκηλόξκα, έζησ p , θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  pA, . Θεσξνύκε ηελ θιεηζηή κνλαδηαία ςεπδν-

ζθαίξα ηεο A , πνπ αληηζηνηρεί ζηελ p , δειαδή ην ζύλνιν 

u u     1:1  xpAxp . 

Τόηε, ηζρύεη ε ζρέζε: 

pgu  . 

Ζ απόδεημε ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο, βαζίδεηαη ζην επόκελν ιήκκα. 

 

Λήμμα 1.4  Έζησ A  έλαο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο. Τόηε ηζρύνπλ ηα εμήο: 
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(i)   Αλ u είλαη έλα ηζνξξνπεκέλν θαη απνξξνθνύλ ππνζύλνιν ηνπ A    

ηόηε ε δείθηξηα ζπλάξηεζε ug  ηνπ u ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε:    

   1: xgAx u  u   1:  xgAx u . 

(ii)   Αλ qp,  είλαη δηαλπζκαηηθέο εκηλόξκεο επί ηνπ A , έηζη ώζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε:  

    1,1  xqAxxp , 

ηόηε    xpxq   γηα θάζε Ax . 

 

Οριζμός 1.5  Με ηνλ όξν αιγεβξηθόο θύιηλδξνο ή α-θύιηλδξνο 

ελλννύκε έλα ππνζύλνιν u κίαο άιγεβξαο A , ην νπνίν είλαη θπξηό, 

ηζνξξνπεκέλν, απνξξνθνπλ θαη πνιιαπιαζηαζηηθό (uu   u). 

   Έλαο θιεηζηόο α-θύιηλδξνο κίαο ηνπνινγηθήο άιγεβξαο A , θαιείηαη 

 m-θύιηλδξνο. 

 

   Από ηελ επόκελε πξόηαζε ζπκπεξαίλνπκε όηη δηαθνξεηηθνί α-

θύιηλδξνη κπνξνύλ λα δώζνπλ ηελ ίδηα δείθηξηα ζπλάξηεζε. 

Πρόηαζη 1.6 Έζησ κία άιγεβξα A , u έλαο α-θύιηλδξνο ηεο A  θαη 

RAp :  κία εκηλόξκα επί ηεο A . Τα αθόινπζα είλαη ηζνδύλακα: 

(i) pgu  . 

(ii)     1: xpAx  u   u  1p . 

 

   Σεκεηώλνπκε όηη ε Πξόηαζε 1.3 θαη ην (ii) ηνπ Λήκκαηνο 1.4 ηζρύνπλ 

θαη γεληθόηεξα, αλ αληί εκηλνξκώλ ζεσξήζνπκε απόιπηα νκνγελείο 

ζπλαξηήζεηο. 
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   Βαζηθή έλλνηα ζηελ ζεσξία ησλ ηνπνινγηθώλ δηαλπζκαηηθώλ ρώξσλ 

είλαη ην ζύζηεκα ησλ πεξηνρώλ ηνπ κεδελόο, ην νπνίν είλαη έλα θίιηξν. 

Δπεηδή ε βαζηθή έλλνηα ηεο ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο ραξαθηεξίδεηαη 

κέζσ ηνπηθώλ βάζεσλ (:ζεκειηώδε ζπζηήκαηα πεξηνρώλ ηνπ κεδελόο), 

ζα αλαθεξζνύκε ζηελ έλλνηα ηνπ θίιηξνπ. 

   Έζησ X  έλα κε θελό ζύλνιν θαη  Ƒ  κία ζπιινγή από ππνζύλνια ηνπ 

X . Τν  Ƒ  θαιείηαη θίιηξν επί ηνπ X , αλ ηθαλνπνηνύληαη ηα αθόινπζα: 

     (1) Αλ XAB  θαη B  Ƒ, ηόηε A  Ƒ. 

     (2) Τν  Ƒ  είλαη θιεηζηό ζηηο πεπεξαζκέλεο ηνκέο ζηνηρείσλ ηνπ. 

     (3)   Ƒ. 

Από ην (1) έρνπκε όηη X  Ƒ. 

Έζησ Ɓ κία ζπιινγή από ππνζύλνια ηνπ X . Θεσξνύκε ηε ζπιινγή  

Ƒ :{ XF  ππάξρεη B Ɓ κε }FB . 

Τόηε ην Ƒ είλαη έλα θίιηξν επί ηνπ X , αλ θαη κόλν αλ ε ζπιινγή Ɓ 

ηθαλνπνηεί ηα αθόινπζα αμηώκαηα: 

     (1) Αλ 21,BB Ɓ, ππάξρεη B Ɓ, έηζη ώζηε .21 BBB   

     (2) Ɓ   θαη ην θελό ππνζύλνιν ηνπ X  δελ αλήθεη ζηε Ɓ. 

   Ζ ζπιινγή  Ƒ ,όπσο πξνεγνπκέλσο, θαιείηαη ην θίιηξν, πνπ παξάγεηαη 

από ηελ ζπιινγή Ɓ. Δμάιινπ, κία ζπιινγή Ɓ από ππνζύλνια ελόο κε 

θελνύ ζπλόινπ X  θαιείηαη βάζε ηνπ θίιηξνπ Ƒ, αλ ηθαλνπνηεί ηα 

αμηώκαηα (1), (2). 

   Υπελζπκίδνπκε όηη κία ηνπνινγία κπνξεί λα νξηζηεί κέζσ πεξηνρώλ σο 

εμήο: Θεσξνύκε έλα κε θελό ζύλνιν X . Τόηε, επί ηνπ X , νξίδεηαη κία 

ηνπνινγία, αλ ζε θάζε Xx  αληηζηνηρίζνπκε κία ζπιινγή Ɓ  x  από 

ππνζύλνια ηνπ X  κε ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 

  (1) Αλ V u X θαη V Ɓ  x , ηόηε uƁ  x . 

  (2) Ζ ηνκή πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο ζηνηρείσλ ηεο Ɓ  x  είλαη επίζεο  

ζηνηρείν ηεο Ɓ  x . 
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  (3) Αλ uƁ  x , ηόηε x u. 

   (4) Γηα θάζε W Ɓ  x  ππάξρεη V Ɓ  x , έηζη ώζηε γηα θάζε 

Vy W Ɓ  y .  

   Μέζσ ηεο παξαπάλσ αληηζηνηρίαο , ν X  γίλεηαη ηνπνινγηθόο ρώξνο θαη 

ηα ζηνηρεία ηεο Ɓ  x  θαινύληαη πεξηνρέο ηνπ x . Από ηηο (1) - (3) είλαη 

θαλεξό όηη ε ζπιινγή Ɓ  x  είλαη θίιηξν θαη θαιείηαη θίιηξν ησλ 

πεξηνρώλ ηνπ x . 

   Έζησ X  έλαο ηνπνινγηθόο ρώξνο, Xx  θαη Ɓ  x  ην θίιηξν ησλ 

πεξηνρώλ ηνπ ζηνηρείνπ x . Μία βάζε ηνπ θίιηξνπ Ɓ  x  ησλ πεξηνρώλ 

ηνπ x  θαιείηαη ζεκειηώδεο ζύζηεκα πεξηνρώλ (ζ.ζ.π.) ηνπ x . Γηα 

παξάδεηγκα, αλ X  είλαη έλαο ηνπνινγηθόο ρώξνο, ηόηε γηα θάζε Xx ,νη 

αλνηρηέο πεξηνρέο ηνπ x  απνηεινύλ έλα ζ.ζ.π. ηνπ x . 

   Τν επόκελν απνηέιεζκα εθθξάδεη ηε ζεκαζία ηεο έλλνηαο ηνπ θίιηξνπ 

γηα ηνλ νξηζκό κίαο ηνπνινγίαο. 

 

Θεώρημα 1.7  Έζησ A  έλαο ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο. Τόηε 

ππάξρεη έλα ζ.ζ.π. Ɗ ηνπ A0  κε ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 

    (1) Κάζε V Ɗ είλαη απνξξνθνύλ. 

    (2) Κάζε V Ɗ είλαη ηζνξξνπεκέλν. 

    (3) Γηα θάζε V Ɗ ππάξρεη uƊ κε u+u V . 

   Αληίζηξνθα, αλ A  είλαη δηαλπζκαηηθόο ρώξνο θαη Ɗ κία βάζε θίιηξνπ 

ζηνλ A , ε νπνία ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο (1) - (3), ηόηε ππάξρεη κία  

κνλνζήκαληα νξηζκέλε ηνπνινγία επί ηνπ A , έηζη ώζηε ν A  λα είλαη 

ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο θαη ε Ɗ έλα ζ.ζ.π. ηνπ A0 . 

 

Οριζμός 1.8  Μία ηνπνινγηθή άιγεβξα είλαη κία άιγεβξα A , ε νπνία 

είλαη ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο έηζη ώζηε ν πνιιαπιαζηαζκόο 



 

6 

 

δαθηπιίνπ λα είλαη ρσξηζηά ζπλερήο (δειαδή ζπλερήο σο πξνο θάζε 

κεηαβιεηή). 

    Ηδηαίηεξα, ε A  θαιείηαη Fréchet ηνπνινγηθή άιγεβξα εάλ είλαη πιήξεο 

θαη κεηξηθνπνηήζηκε. 

 

Οριζμός 1.9 Μία ηνπνινγηθή άιγεβξα A  θαιείηαη ζπλαξηεζηαθά 

ζπλερήο, αλ θάζε γξακκηθό θαη πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο  

f : A → ₵ 

είλαη ζπλερήο απεηθόληζε. 

 

Οριζμός 1.10 Μία ηνπνινγηθή άιγεβξα A  θαιείηαη ηνπηθά θπξηή, αλ ν 

ππνθείκελνο ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο είλαη ηνπηθά θπξηόο, 

δειαδή αλ θάζε πεξηνρή νπνηνπδήπνηε Ax  πεξηέρεη κία θπξηή πεξηνρή 

ηνπ x . 

   Ηδηαίηεξα, κία ηνπνινγηθή άιγεβξα θαιείηαη ηνπηθά m-θπξηή, αλ ε 

ηνπνινγία ηεο νξίδεηαη από κία ηνπηθή βάζε απνηεινύκελε από m-θπξηά 

ζύλνια, δειαδή θπξηά θαη πνιιαπιαζηαζηηθά. 

   Δάλ κία ηνπηθά (m-)θπξηή άιγεβξα είλαη πιήξεο θαη κεηξηθνπνηήζηκε, 

θαιείηαη Fréchet ηνπηθά (m-)θπξηή άιγεβξα. 

   Γεληθόηεξα, έλαο πιήξεο θαη κεηξηθνπνηήζηκνο, ηνπηθά θπξηόο 

(δηαλπζκαηηθόο) ρώξνο θαιείηαη ζπληόκσο ρώξνο Fréchet. 

    

   Απνδεηθλύεηαη όηη θάζε ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα έρεη ζπλερή 

πνιιαπιαζηαζκό θαη είλαη ηνπηθά θπξηή κε ηελ έλλνηα όηη ν ππνθείκελνο 

ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο είλαη ηνπηθά θπξηόο. Όκσο ππάξρνπλ 

ηνπνινγηθέο άιγεβξεο, νη νπνίεο είλαη ηνπηθά θπξηέο θη έρνπλ ζπλερή 

πνιιαπιαζηαζκό ρσξίο λα είλαη ηνπηθά m-θπξηέο (π.ρ. ε άιγεβξα Arens 

L ). 
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   Σην επόκελν ζεώξεκα δίλνληαη δύν ραξαθηεξηζκνί ησλ ηνπηθά m-

θπξηώλ αιγεβξώλ. 

Θεώρημα 1.11  Έζησ A  κία άιγεβξα. Τα αθόινπζα είλαη ηζνδύλακα: 

(i)    Ζ A  είλαη κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. 

(ii)     Ζ A  είλαη κία ηνπνινγηθή άιγεβξα κε κία ηνπηθή βάζε 

απνηεινύκελε από m-θπιίλδξνπο. 

(iii) Ζ A  έρεη κία βάζε θίιηξνπ απνηεινύκελε από α-θπιίλδξνπο. 

 

   Αθνινπζνύλ, κεηά ηνλ επόκελν νξηζκό, έλα παξάδεηγκα ηνπηθά m-

θπξηήο άιγεβξαο θη έλα παξάδεηγκα ηνπηθά θπξηήο άιγεβξαο, νη νπνίεο 

δελ είλαη Banach. 

Οριζμός 1.12 Έλαο Hausdorff ηνπνινγηθόο ρώξνο X θαιείηαη πιήξσο 

θαλνληθόο αλ γηα θάζε θιεηζηό XY   θαη γηα θάζε Yx , ππάξρεη 

ζπλερήο απεηθόληζε  1,0: Xf  κε   0xf  θαη   }1{Yf . 

 

Παράδειγμα 1  Έζησ X  έλαο πιήξσο θαλνληθόο ηνπνινγηθόο ρώξνο. 

Θεσξνύκε ηελ άιγεβξα C( X ) ησλ ζπλερώλ κηγαδηθώλ απεηθνλίζεσλ επί 

ηνπ X (κε αιγεβξηθέο πξάμεηο θαηά ζεκείν). Δθνδηάδνπκε ην  C( X ) κε 

ηελ ηνπνινγία ηεο ζπκπαγνύο ζύγθιηζεο, δειαδή γηα θάζε 

XK  ζπκπαγέο νξίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε 

:Kp  C( X )     KxxffpfR K  :sup: . 

Απνδεηθλύεηαη όηη ε Kp  είλαη κία ππνπνιιαπιαζηαζηηθή εκηλόξκα επί 

ηεο C( X ). Δμάιινπ, ε νηθνγέλεηα Ɓ {0 u   }10:1  
Kp , κε XK   

ζπκπαγέο θαη  u     1:1  xpAx KpK
 είλαη κία ηνπηθή βάζε ηνπ C( X ), 

απνηεινύκελε από m-θπιίλδξνπο. Δπνκέλσο ην δεύγνο  (C( X ),Ɓ 0 ) είλαη 

κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα (πξβι. Θεώξεκα 1.11) θαη ζπκβνιίδεηαη κε 
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C  Xc . Τν ''c  ζπκβνιίδεη ηελ ηνπνινγία, πνπ νξίδεη ε Ɓ 0  επί ηνπ C( X ) 

θαη ε νπνία θαιείηαη ηνπνινγία ηεο ζπκπαγνύο ζύγθιηζεο. 

   Ηζρύεη όηη θάζε ζπκπαγήο ρώξνο Hausdorff είλαη πιήξσο θαλνληθόο. 

Σπλεπώο, αλ ν X  είλαη πιήξσο θαλνληθόο, αιιά όρη ζπκπαγήο, ηόηε ε 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα C  Xc  δελ είλαη Banach. Πξάγκαηη, αλ 

ɱ(C  Xc ) είλαη ην θάζκα ηεο C  Xc , ηόηε 

ɱ(C  Xc ) = X  

σο πξνο έλαλ νκνηνκνξθηζκό ηνπνινγηθώλ ρώξσλ. Αλ ε άιγεβξα C  Xc  

ήηαλ Banach, ηόηε από ηελ ζεσξία ησλ αιγεβξώλ Banach, ην θάζκα ηεο 

ζα ήηαλ ζπκπαγέο, ην νπνίν είλαη άηνπν, αθνύ ν X  δελ είλαη ζπκπαγήο  

ρώξνο.  

 

Παράδειγμα 2 Θεσξνύκε ην ζύλνιν  DA  ησλ αλαιπηηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ νξηζκέλσλ ζηνλ αλνηρηό δίζθν  zDInt {)( ₵ }1: z . Τν 

 DA  κε ηηο θαηά ζεκείν πξόζζεζε θαη βαζκσηό πνιιαπιαζηαζκό θαη 

κε πνιιαπιαζηαζκό δαθηπιίνπ απηόλ ηνπ Hadamard, δειαδή 

      



ru

zuguf
i

zgf 1

2

1


 duu 1  

κε  DAgfrz  ,,1  γίλεηαη κία κνλαδηαία άιγεβξα. Ζ  DA , 

εθνδηαζκέλε κε ηελ ηνπνινγία ηεο νκαιήο ζύγθιηζεο πάλσ ζηα ζπκπαγή 

ππνζύλνια ηνπ D , θαη είλαη κία πιήξεο, κεηξηθνπνηήζηκε ηνπηθά θπξηή 

άιγεβξα. Ζ ελ ιόγσ άιγεβξα δελ είλαη Banach, δηαθνξεηηθά ζα ήηαλ 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα ην νπνίν είλαη άηνπν. 

    Έζησ A  κία άιγεβξα θαη  
Iaap

  κία νηθνγέλεηα από ππνπνιιαπια-

ζηαζηηθέο εκηλόξκεο νξηζκέλεο πάλσ ζηελ A . Τόηε, κέζσ ηεο νηθν-

γέλεηαο  
Iaap

 , νξίδεηαη ζηελ A  κία ηνπνινγία πνπ ηελ θάλεη ηνπηθά m-
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θπξηή άιγεβξα. Απηή ε ηνπνινγία είλαη κία αξρηθή ηνπνινγία κέζσ κίαο 

νηθνγέλεηαο αιγεβξηθώλ κνξθηζκώλ πνπ ζπλδένληαη κε ηηο 

ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο εκηλόξκεο. Γηα κία ηνπνινγηθή άιγεβξα, όπσο 

πξνεγνπκέλσο, ζα ρξεζηκνπνηνύκε ην ζύκβνιν   Iaaa pA , . 

   Έζησ κία άιγεβξα A  θαη Ap : ₵  κία ππνπνιιαπιαζηαζηηθή 

εκηλόξκα (επί ηεο A ). Γηα θάζε n , ζεσξνύκε ηηο ςεπδν-ζθαίξεο 

u     
nn

xpAx
np

11:1  u  1p  

Τόηε ε νηθνγέλεηα  

Ɓ { u  
np

1 }, n  

είλαη κία βάζε θίιηξνπ ηεο A  απνηεινύκελε από α-θπιίλδξνπο. Έηζη ε 

A  είλαη κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα, ε νπνία έρεη ηε Ɓ σο ηνπηθή βάζε. 

Γειαδή, ε A  είλαη κία κεηξηθνπνηήζηκε ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. 

   Έζησ ηώξα κία άιγεβξα A  θαη  
Iaaa pA


,  κία νηθνγέλεηα 

εκηλνξκαξηζκέλσλ αιγεβξώλ. Δπηπιένλ, έζησ 

IaAA aa  ,:  

κία νηθνγέλεηα αιγεβξηθώλ κνξθηζκώλ. Τόηε ε αξρηθή ηνπνινγία επί ηεο 

A  (δειαδή ε κηθξόηεξε ηνπνινγία επί ηεο A , γηα ηελ νπνία νη aa ,  

είλαη ζπλερείο) θάλεη ηελ A  κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Ηδηαίηεξα, ηα 

αθόινπζα ππνζύλνια ηεο A  

u 
n

i ai1

1



  ( u  iai
 ) , 

(όπνπ ηα u  iai
  είλαη ζηνηρεία ηνπηθώλ βάζεσλ ησλ εκηλνξκαξηζκέλσλ 

αιγεβξώλ  
ii aa pA , , ,10   ni 1 ), είλαη α-θύιηλδξνη ηεο A .  

   Έζησ κία άιγεβξα A  θαη  
Iaap

  κία νηθνγέλεηα από 

ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο εκηλόξκεο επί ηεο A . Σπκβνιίδνπκε κε aA  ηελ 
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λνξκαξηζκέλε άιγεβξα  apA, , Ia . Από ηα πξνεγνύκελα, ε αξρηθή 

ηνπνινγία επί ηεο A , κέζσ ησλ ηαπηνηηθώλ απεηθνλίζεσλ 

aa AAid : , Ia  

θάλεη ηελ A  κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Ηδηαίηεξα, ε νηθνγέλεηα πνπ 

απνηειείηαη από ηνπο m-θπιίλδξνπο 

u 
n

i 1
 u     nixpAx iaip iia

 1,:   

κε n  θαη ,10  i ,1 ni   είλαη κία ηνπηθή βάζε γηα ηελ ηνπηθά m-

θπξηή ηνπνινγία ηεο A .  

     Μία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα A  ηεο νπνίαο ε ηνπνινγία νξίδεηαη από 

κία νηθνγέλεηα  
Iaap

  από ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο εκηλόξκεο, ζα 

ζπκβνιίδεηαη κε   
IaapA


, . 

    Ζ νηθνγέλεηα  
Iaap

 , όπσο πξνεγνπκέλσο, θαιείηαη ζεκειηώδεο αλ 

ηθαλνπνηεί ηελ αθόινπζε ζπλζήθε: 

- Γηα θάζε πεπεξαζκέλν ππνζύλνιν F ηνπ I , ππάξρεη Ia θαη 

0 , έηζη ώζηε    xpx api
 , γηα θάζε Fi θαη Ax . 

Ηζνδύλακα, ε νηθνγέλεηα  

Ɓ 0 { u   1
ap u   }10,:   Ia

ap  

είλαη κία ηνπηθή βάζε ηεο A . Σρεηηθά ηζρύεη ην αθόινπζν: 

- Αλ   
IaapA


,  είλαη κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα, ηόηε ππάξρεη κία 

άιιε νηθνγέλεηα από ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο εκηλόξκεο  

(πνπ νξίδνληαη κέζσ ηεο νηθνγέλεηαο  
Iaap

 ) επί ηεο A , ε νπνία 

είλαη ζεκειηώδεο. Δπηπιεόλ, ε νηθνγέλεηα απηή νξίδεη επί ηεο A  

ηελ ίδηα ηνπηθά m-θπξηή ηνπνινγία όπσο θαη ε  
Iaap

 . 

    Θεσξνύκε κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα A . Αλ Ɓ 0 = ( u Iaa )  είλαη κία 

ηνπηθή βάζε ηεο A  απνηεινύκελε από m-θπιίλδξνπο, ηόηε, κέζσ ηεο Ɓ 0 , 
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νξίδεηαη κία ζεκειηώδεο νηθνγέλεηα  
Iaap


 από ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο 

εκηλόξκεο, νη νπνίεο νξίδνπλ ηελ ηνπνινγία ηεο A . Πξάγκαηη, γηα θάζε 

u a Ɓ 0  ε αληίζηνηρε δείθηξηα ζπλάξηεζε 
aup  είλαη κία ππνπνιιαπιαζη-

αζηηθή εκηλόξκα επί ηεο A , έηζη ώζηε 

u a u     }1:{1  xpAx
aau up  

Δπηπιένλ, ε νηθνγέλεηα  
Iaua

p


θάλεη ηελ A  κία ηνπηθά m-θπξηή 

άιγεβξα, κέζσ ηεο αξρηθήο ηνπνινγίαο. 

 

Θεώρημα 1.13  Έζησ A  κία άιγεβξα. Τα αθόινπζα είλαη ηζνδύλακα: 

(i) H A  είλαη κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. 

(ii)  Ζ A  είλαη κία ηνπνινγηθή άιγεβξα κε κία ηνπηθή βάζε από m-

θπιίλδξνπο. 

(iii) Δπί ηεο A  ππάξρεη κία ζεκειηώδεο νηθνγέλεηα από ππνπνι-

ιαπιαζηαζηηθέο εκηλόξκεο. 

   Έζησ κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα A  θαη Ɓ 0 = ( u Iaa )  κία ηνπηθή 

βάζε ηεο. Τόηε ε ζρέζε: 

,a  Ia , u  u a  

θάλεη ην I  έλα κεξηθώο δηαηεηαγκέλν ζύλνιν. Ζ ζρέζε απηή είλαη, 

ηδηαίηεξα, πξνο ηα άλσ θαηεπζπλόκελε. Πξάγκαηη, αλ Ia , , ηόηε, από 

ηνλ νξηζκό ηεο βάζεο θίιηξνπ, γηα ηα u a ,u   ηεο Ɓ 0 , ππάξρεη u   Ɓ 0  

κε u  u a u  . Δπνκέλσο 

u  u a  θαη u  u   a θαη   . 
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   Θεσξνύκε, γηα θάζε Ia , ηελ αληίζηνηρε δείθηξηα ζπλάξηεζε 

au pp
a
 . Τόηε, επί ηεο νηθνγέλεηαο  

Iaap
  νξίδεηαη κία κεξηθή δηάηαμε, 

άλσ θαηεπζπλόκελε, σο εμήο: 

ppa   γηα θάζε Ia ,  κε a  (ζεκεηαθά), 

δειαδή     xpxpa   γηα θάζε Ax , ,a  ζην I . 

 

Παράδειγμα 3  Θεσξνύκε ην ζύλνιν 

     



p

pLLL
1

1,01,0
 

ησλ κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ επί ηνπ  1,0 , νη νπνίεο είλαη p αζξνίζηκεο 

γηα θάζε 1p  σο πξνο ην κέηξν Lebesgue επί ηνπ  1,0 . Τν L  κε ηηο θα-

ηά ζεκείν αιγεβξηθέο πξάμεηο θαη ηνπνινγία, πνπ νξίδεηαη από ηηο pL - 

λόξκεο 

  ,

1
1

0

p
p

p
dttff













    ,1,0pLf  1p , 

γίλεηαη κία πιήξεο κεηξηθνπνηήζηκε, ηνπηθά θπξηή άιγεβξα κε ζπλερή 

πνιιαπιαζηαζκό. Δπηπιένλ ε άιγεβξα L  δελ κπνξεί λα γίλεη ηνπηθά m-

θπξηή άιγεβξα. Ζ L  θαιείηαη άιγεβξα Arens. 

 

Παράδειγμα 4 Θεσξνύκε ηελ άιγεβξα C   1,0  όισλ ησλ  C  δηαθνξί-

ζηκσλ κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ επί ηνπ  1,0  (κε ηηο θαηά ζεκείν 

νξηδόκελεο αιγεβξηθέο πξάμεηο), δειαδή ηελ άιγεβξα ησλ κηγαδηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ κε ζπλερείο παξαγώγνπο θάζε ηάμεο επί ηνπ  1,0 . Ζ ελ 

ιόγσ άιγεβξα εθνδηαζκέλε κε ηελ νηθνγέλεηα ησλ εκηλνξκώλ  

       1,0:sup  ttffp n

n , n  

(όπνπ 
 nf  είλαη ε n νζηήο ηάμεο παξάγσγνο ηεο f C   1,0  ) γίλεηαη  
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κία πιήξεο, κεηξηθνπνηήζηκε, ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα, ε νπνία δελ 

κπνξεί λα γίλεη Banach.  

   Έζησ  
IaaA

 κία νηθνγέλεηα ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ. Θεσξνύκε ην 

θαξηεζηαλό γηλόκελν  


Ia aAF . Τν F  γίλεηαη άιγεβξα κε πξάμεηο 

θαηά ζπληεηαγκέλεο. Μέζσ ησλ πξνβνιώλ 

    aaIaaaa xxxxAF 


 :: , Ia , 

νξίδνπκε επί ηεο F  ηελ αξρηθή ηνπνινγία, δειαδή ηελ ηνπνινγία 

θαξηεζηαλό γηλόκελν. Οη a , Ia  είλαη αιγεβξηθνί κνξθηζκνί θαη 

ζπλεπώο ε F  γίλεηαη κία ηνπνινγηθή άιγεβξα. Ηδηαίηεξα, ε F  έρεη 

ζπλερή πνιιαπιαζηαζκό, αλ απηό ζπκβαίλεη γηα ηνπο παξάγνληεο 

aA , Ia . Μία ηνπηθή βάζε γηα ηελ ηνπνινγηθή άιγεβξα F  απνηειείηαη 

από ζύλνια ηεο κνξθήο: 


n

i ai1

1(


 u )
ia  

όπνπ ηα u
ia , ιακβάλνληαη από ηνπηθέο βάζεηο ησλ ηνπνινγηθώλ 

αιγεβξώλ aA , Ia . Ηζνδύλακα, ζεσξνύκε ζύλνια ηεο κνξθήο 


Ia

u a  

κε u aa A , εθηόο από έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο δεηθηώλ Ia  γηα ηνπο 

νπνίνπο ηα u a είλαη ζηνηρεία ηνπηθώλ βάζεσλ ησλ παξαγόλησλ aA , Ia . 

   Από ηα πξνεγνύκελα πξνθύπηεη όηη ην θαξηεζηαλό γηλόκελν F  ηνπηθά 

θπξηώλ αιγεβξώλ (ηδηαίηεξα ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ) είλαη κία 

ηνπνινγηθή άιγεβξα ίδηνπ ηύπνπ κε ηνπο παξάγνληεο. Επίζεο ε F είλαη 

Hausdorff, εάλ θαη κόλν εάλ θάζε aA , Ia  είλαη Hausdorff. Τέινο ε 

F είλαη πιήξεο, εάλ θαη κόλν εάλ νη παξάγνληεο aA , Ia  είλαη πιήξεηο. 
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   Έζησ  
IaaA


κία νηθνγέλεηα αιγεβξώλ, όπνπ ην I  είλαη εθνδηαζκέλν 

κε κία κεξηθή δηάηαμε ''''   πξνο ηα άλσ θαηεπζπλόκελε (: γηα θάζε 

Ia , , ππάξρεη I  κε ,a )  . Δπηπιένλ, έζησ  
 aaf  κία 

νηθνγέλεηα αιγεβξηθώλ κνξθηζκώλ (:ζπλδένπζεο απεηθνλίζεηο), έηζη 

ώζηε  

,: aa AAf   Ia ,  κε a .     (*) 

Ηδηαίηεξα, 

,
aAaa idf  Ia       (**) 

είλαη ν ηαπηνηηθόο κνξθηζκόο ηεο άιγεβξαο ., IaAa   

 

Οριζμός 1.14 Πξνβνιηθό (ή αληίζηξνθν) ζύζηεκα αιγεβξώλ, είλαη κία 

νηθνγέλεηα δεπγώλ   
Iaaa fA

 ,
,  , όπνπ  

IaaA
  είλαη κία νηθνγέλεηα 

αιγεβξώλ θαη νη ,af a  ζην I  είλαη αιγεβξηθνί κνξθηζκνί πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηηο (*),(**). Δπηπιένλ, 

 fff aa  , γηα θάζε Ia  ,,  κε  a . 

 Θεσξνύκε ηελ άιγεβξα θαξηεζηαλό γηλόκελν  


Ia aAF  ησλ IaAa ,  

θαη ην αθόινπζν ππνζύλνιό ηεο 

   ,:{  xfxFxxA aaIaa 


αλ a  ζην }I . 

Ζ A  είλαη κία ππάιγεβξα ηεο F . Μπνξεί  0A . Αλ νη άιγεβξεο 

aA , Ia  έρνπλ κνλάδα, έζησ ae , Ia , ηόηε ππνζέηνπκε όηη νη 

af , a  ζην I , ηηο δηαηεξνύλ, νπόηε ην ζηνηρείν   Fee
Iaa 

 είλαη 

ζηνηρείν ηεο A  θαη κνλάδα ηεο. 

 

Οριζμός 1.15 Έζησ   
Iaaa fA

 ,
,  έλα πξνβνιηθό ζύζηεκα αιγεβξώλ. Ζ 

ππάιγεβξα  

   ,:{  xfxFxxA aaIaa 


αλ a  ζην }I . 
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 ηεο F , θαιείηαη άιγεβξα πξνβνιηθό ή αληίζηξνθν όξην ηνπ δνζέληνο 

πξνβνιηθνύ ζπζηήκαηνο θαη ζπκβνιίδεηαη κε 

 



aa fAA
Ia

,lim 


A
I

 


lim . 

  Aλ   
Iaaa fA

 ,
, είλαη έλα πξνβνιηθό ζύζηεκα αιγεβξώλ, νξίδνπκε κία 

νηθνγέλεηα αιγεβξηθώλ κνξθηζκώλ σο εμήο: 

,,:| IaAAf aAaa   

δειαδή θάζε af  είλαη ν πεξηνξηζκόο ηεο απεηθόληζεο πξνβνιήο a  ηνπ F 

ζην aA , Ia . Ζ απεηθόληζε af  δελ είλαη ελ γέλεη επί. Δπίζεο 

απνδεηθλύεηαη όηη 

 fff aa  , Ia , κε a . 

Έλα πξνβνιηθό (ή αληίζηξνθν) ζύζηεκα ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ είλαη 

έλα πξνβνιηθό ζύζηεκα αιγεβξώλ   
Iaaa fA

 ,
, , όπνπ νη άιγεβξεο 

IaAa ,  είλαη ηνπνινγηθέο θαη νη απεηθνλίζεηο ,af κε a  ζην I , είλαη 

ζπλερείο αιγεβξηθνί κνξθηζκνί. 

  Ζ άιγεβξα πξνβνιηθό όξην A 


A
I

 


lim , εθνδηαζκέλε κε ηελ αξρηθή 

ηνπνινγία, πνπ νξίδεηαη επ’απηήο από ηηο απεηθνλίζεηο Iafa ,  γίλεηαη 

κία ηνπνινγηθή άιγεβξα θαη θαιείηαη ηνπνινγηθή άιγεβξα πξνβνιηθό (ή 

αληίζηξνθν) όξην ηνπ πξνβνιηθνύ ζπζηήκαηνο   
Iaaa fA

 ,
, . 

 

Πόριζμα 1.16 Τν πξνβνιηθό όξην ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ είλαη κία 

ηνπνινγηθή άιγεβξα ίδηνπ ηύπνπ. 

  Από ηε ζπλέρεηα ησλ ζπλδενπζώλ απεηθνλίζεσλ ,af  κε a  ζην I , 

θαη ηνπο νξηζκνύο πξνθύπηεη ην εμήο: 
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Κάζε ηνπνινγηθή άιγεβξα πξνβνιηθό όξην  aa fAA
Ia

,lim



  είλαη 

θιεηζηή ππάιγεβξα ηεο άιγεβξαο  


Ia aAF . Ηδηαίηεξα, ε A  είλαη 

πιήξεο, αλ απηό ζπκβαίλεη γηα θάζε παξάγνληα aA . 

   Έζησ A  κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη Ɓ= ( u Iaa )  κία ηνπηθή βάζε 

ηεο A  απνηεινύκελε από m-θπιίλδξνπο. Θεσξνύκε ηηο δείθηξηεο 

ζπλαξηήζεηο au pp
a
  ησλ u a , Ia . Έηζη, παίξλνπκε κία νηθνγέλεηα 

 
Iaap

  από ζπλερείο ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο εκηλόξκεο, πνπ νξίδνπλ ηελ 

ηνπνινγία ηεο A . 

   Γηα θάζε Ia , ην δεύγνο  apA,  είλαη κία εκηλνξκαξηζκέλε άιγεβξα. 

Δπνκέλσο, κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηελ αληίζηνηρε λνξκαξηζκέλε άιγεβξα 

πειίθν 

  






 

a
a

p
p

A ,
ker

 

όπνπ        aaaa NxpAxpp   0:0ker 1  είλαη έλα θιεηζηό δίπιεπξν 

ηδεώδεο ηεο A  θαη     Iaxppxp aaa 


,ker . Έηζη ε πιήξσζε  

~









a

a N
AA , Ia  

ηεο    






 

a
a

p
p

A ,
ker

  είλαη κία άιγεβξα Banach. Δπηπιένλ ζεσξνύκε ηελ 

αληίζηνηρε θαλνληθή απεηθόληζε πειίθν 

,:
a

a N
AA Ia  

ε νπνία είλαη αιγεβξηθόο επηκνξθηζκόο. Αθόκε, αλ  

~

: 







aa

a N
A

N
Ai  
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είλαη ε θαλνληθή εκθύηεπζε ηεο 
aN

A ζηελ πιήξσζή ηεο, ηόηε ε 

απεηθόληζε 

aaa i  
_

 

είλαη επίζεο έλαο κνξθηζκόο αιγεβξώλ. Οξίδνπκε ζην I  κία κεξηθή 

δηάηαμε από ηελ αθόινπζε ζρέζε: 

Έζησ Ia , . Τόηε a , αλ u  u a  

ηζνδύλακα    xpxpa   γηα θάζε Ax . 

Τν I , εθνδηαζκέλν κε ηελ πην πάλσ κεξηθή δηάηαμε, γίλεηαη έλα άλσ 

θαηεπζπλόκελν ζύλνιν. Έηζη, αλ a  ζην I , ηόηε ppa   (θαηά 

ζεκείν επί ηνπ Α). Άξα 

   aa Npker N  pker  

θαη ε απεηθόληζε 

  aa
a

a NxNxf
N

A
N

Af  


 ::  

είλαη έλαο αιγεβξηθόο επηκνξθηζκόο (θαιά νξηζκέλνο). Δπηπιένλ,  

  aa f , γηα a  ζην Ι. 

Δπνκέλσο νη απεηθνλίζεηο af  κε a  ζην I  είλαη ζπλερείο. Δμάιινπ, 

aN
Aaa idf  θαη  fff aa  . 

(Πξάγκαηη: )()()))((  NxfNxNxfNxff aaaa  ) 

 Σπλεπώο ε νηθνγέλεηα  

Ia

a
a

f
N

A

















,  

νξίδεη έλα πξνβνιηθό ζύζηεκα λνξκαξηζκέλσλ αιγεβξώλ, πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ ηνπηθή βάζε Ɓ ηεο A . Δμάιινπ, ζεσξώληαο ηηο ζπλερείο 
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επεθηάζεηο 
_

af ησλ απεηθνλίζεσλ af , ιακβάλνπκε έλα πξνβνιηθό 

ζύζηεκα αιγεβξώλ Banach: 

  
Iaaa fA

,  όπνπ 
___

  aa f . 

Οπόηε, ην αληίζηξνθν όξην  ap
A

Ia
ker

lim



 (αληίζηνηρα aA
Ia

 


lim ) είλαη κία 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα (αληίζηνηρα πιήξεο ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα). 

 

Θεώρημα 1.17 (Arens – Michael) Έζησ A  κία (Hausdorff) ηνπηθά m-

θπξηή άιγεβξα θαη Ɓ= ( u Iaa )  κία ηνπηθή βάζε ηεο A  απνηεινύκελε 

από m-θπιίλδξνπο. Δπηπιένλ, έζησ A
~

 ε πιήξσζε ηεο A  θαη 

aN
A (αληίζηνηρα aA ), Ia  νη λνξκαξηζκέλεο (αληίζηνηρα Banach) 

άιγεβξεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηε δνζείζα ηνπηθή βάζε Ɓ. Τόηε: 




 aN
AA

Ia

lim AAa
Ia

~
lim 



 (εκθύηεπζε Arens-Michael) 

σο πξνο ηνπνινγηθνύο αιγεβξηθνύο ηζνκνξθηζκνύο. Ηδηαίηεξα, αλ ε A  

είλαη πιήξεο, ηόηε: 



 aN

AA
Ia

lim aA
Ia

 


lim  (αλάιπζε Arens-Michael) 

σο πξνο ηνπνινγηθνύο αιγεβξηθνύο ηζνκνξθηζκνύο. 

 

  Αλ  aa fAA
Ia

,lim



  είλαη έλα πξνβνιηθό όξην ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ, 

ηόηε ε νηθνγέλεηα 

({ 1

af u :)a  u a  Ɓ a , },Ia  

(κε  Ɓ a  ηνπηθή βάζε ηεο άιγεβξαο aA , Ia ) είλαη κία ηνπηθή βάζε ηεο 

A .  

   Υπελζπκίδνπκε όηη: 
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Οριζμός 1.18 Μία άιγεβξα κε κνλάδα θαιείηαη δηαηξεηηθή, αλ θάζε κε 

κεδεληθό ηεο ζηνηρείν αληηζηξέθεηαη. 

 

Θεώρημα 1.19 (Gel’fand-Mazur) Έζησ   
IaapA


,  κία κηγαδηθή, 

δηαηξεηηθή, Hausdorff, ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Τόηε A ₵ σο πξνο 

έλαλ αιγεβξνηνπνινγηθό ηζνκνξθηζκό. 

 

Από ην Θεώξεκα Gel’fand-Mazur έρνπκε ην αθόινπζν πόξηζκα. 

Πόριζμα 1.20 Έζησ   
IaapA


,  κία κηγαδηθή, κεηαζεηηθή, Hausdorff, 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη Μ έλα θιεηζηό, κέγηζην, θαλνληθό ηδεώδεο 

ηεο Α. Τόηε 
M

A ₵ αιγεβξνηνπνινγηθά. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

 

΢ΤΜΜΔΣΡΙΚΔ΢ FRECHET 

ΣΟΠΙΚΑ m-ΚΤΡΣΔ΢ ΑΛΓΔΒΡΔ΢ 

 

Σην παξόλ θεθάιαην δίλνπκε ηελ έλλνηα κίαο ζπκκεηξηθήο άιγεβξαο (βι. 

Οξηζκό 2.3). Δπηπιένλ, κέζσ ιεκκάησλ θαη πξνηάζεσλ, ζα θαηαιήμνπκε 

ζην Θεώξεκα 2.21, ζύκθσλα κε ην νπνίν θάζε κεηαζεηηθή, ζπκκεηξηθή, 

Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο (βι. [16]). 

 

    Αλ A  είλαη κία άιγεβξα ρσξίο κνλάδα, ηόηε κπνξνύκε λα 

πξνζαξηήζνπκε ζε απηήλ κία κνλάδα σο εμήο: Θεσξνύκε ην αθόινπζν 

ζύλνιν 

    ,:,{ AxxAe ₵}. 

Τν eA  γίλεηαη άιγεβξα κε ηηο θαηά ζπληεηαγκέλεο δηαλπζκαηηθέο πξάμεηο 

θαη πνιιαπιαζηαζκό νξηδόκελν από ηελ ζρέζε 

     ,,, xyxyyx  , 
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γηα θάζε     eAyx  ,,, . Τν ζηνηρείν  1,0e  είλαη ε κνλάδα ηεο eA . Ζ 

eA  θαιείηαη κνλαδνπνίεζε ηεο A  θαη κέζσ ηνπ αιγεβξηθνύ 

ηζνκνξθηζκνύ 

 0,,: xxAAi e   

ε A  εκθπηεύεηαη ζηελ eA  σο έλα κέγηζην δίπιεπξν ηδεώδεο. 

    Αθόκε νξίδνπκε ηελ απεηθόληζε 

  xyyxyxyxAAA  :,::   

θαη ηελ θαινύκε πξάμε θύθινο επί ηεο A . Ζ πξάμε απηή είλαη 

πξνζεηαηξηζηηθή θαη ην ζηνηρείν 0  ηεο A  είλαη κνλάδα γηα απηήλ.  

   Σε ζρέζε κε απηήλ ηελ πξάμε, δίλνπκε ηνλ αθόινπζν νξηζκό. 

 

Οριζμός 2.1 Έλα ζηνηρείν x  κίαο άιγεβξαο A  θαιείηαη αξηζηεξά 

ςεπδναληηζηξέςηκν ή αξηζηεξά ςεπδνθαλνληθό, αλ ππάξρεη ζηνηρείν 

Ay  κε 0xy  . Τν ζηνηρείν y  θαιείηαη αξηζηεξό ςεπδναληίζηξνθν 

ηνπ x . Αλάινγα, ην x  θαιείηαη δεμηά ςεπδναληηζηξέςηκν ή δεμηά 

ςεπδνθαλνληθό, αλ ππάξρεη ζηνηρείν z  ηεο A  κε 0zx  . Τν ζηνηρείν  

z  θαιείηαη δεμηό ςεπδναληίζηξνθν ηνπ x . Τν x  θαιείηαη 

ςεπδναληηζηξέςηκν ή ςεπδνθαλνληθό, αλ είλαη αξηζηεξά θαη δεμηά 

ςεπδναληηζηξέςηκν. Τν ζηνηρείν Axq  , γηα ην νπνίν ηζρύεη 

0 xxxx qq   θαιείηαη ςεπδναληίζηξνθν ηνπ x . 

 

΢τόλιο Αλ yx,  είλαη ζηνηρεία κίαο άιγεβξαο A , κε y ςεπδναληίζηξνθν 

ηνπ x, ηόηε ην y είλαη ην κνλαδηθό ζηνηρείν ηεο άιγεβξαο κε απηήλ ηελ 

ηδηόηεηα. 

Πξάγκαηη, ζεσξνύκε ηελ κνλαδνπνίεζε eA  θαη ηα ζηνηρεία ηεο 

     1,0,1,0 yyye   θαη      1,0,1,0 xxxe  . 
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Έρνπκε,    xeye  1,y  1,x         1,01,1, xyyxxy   

   1,yx     1,xyyx  1,x  1,y   yexe  , δειαδή ην ye  

είλαη αληίζηξνθν ηνπ xe   ζηελ eA . 

  Έζησ όηη ππάξρεη Az  κε yz   θαη z ςεπδναληίζηξνθν ηνπ x. Τόηε, ην 

ze   είλαη αληίζηξνθν ηνπ xe   ζηελ eA . Όκσο, από ηελ κνλαδηθόηεηα 

ηνπ αληηζηξόθνπ ζηελ  eA , έρνπκε zyzeye  . 

 

Θεώρημα 2.2 Έζησ   
IaapA


,  κία Hausdorff, πιήξεο, ηνπηθά m-θπξηή 

άιγεβξα θαη 


AA
I

 


 lim  ε αλάιπζε Arens-Michael ηεο A . Τόηε, έλα 

ζηνηρείν Ax  ςεπδναληηζηξέθεηαη, αλ θαη κόλν αλ, ην   aa pxx ker:   

ςεπδναληηζηξέθεηαη ζηελ A  γηα θάζε Ia . 

 

Απόδεημε Έζησ    aa Axx   κε  ax  ςεπδναληηζηξέςηκν ζηελ A . Τόηε 

ππάξρεη έλα ζηνηρείν    


Ia aa Ayy  κε 

(*)     ,0 aaaa xyyx    γηα θάζε Ia .  

Θεσξνύκε ηνπο ζπλερείο αιγεβξηθνύο κνξθηζκνύο: 

  aAAf aa ,:  ζην I . 

Τόηε έρνπκε όηη  

        xyffyxf aaa   0 . 

Ηζνδύλακα 

          xfyfyfxf aaaa   0  

θαη ζπλεπώο ιόγσ ησλ θαλνληθώλ πξνβνιώλ 

    a
a

aaa
a

a A
p

Axpxx
p

AA



ker
ker,

ker
:  , 

έρνπκε  

(**)        aaaa xyfyfx    0 . 
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Από ηηο (*),(**) θαη ην κνλνζήκαλην ηνπ ςεπδναληηζηξόθνπ (βι. ην 

ζρόιην πξηλ ην ζεώξεκα), έρνπκε   aa yyf  , δειαδή 

  AAy aIaa 



lim , 

 θαη από ηελ (*) πξνθύπηεη όηη  

  Ayyxyyx a  ,0  . 

Άξα ην x ςεπδναληηζηξέθεηαη ζηελ A . 

   Έζησ ηώξα όηη ην x ςεπδναληηζηξέθεηαη (ζηελ A ). Τόηε ππάξρεη 

   Ayy
Iaa



 κε xyyx   0 , ηζνδύλακα, 

        Iaxyyx aaaa  ,0   

 δειαδή ην   Iax a ,  ςεπδναληηζηξέθεηαη επίζεο ζηελ .
ker a

a

A
p

A   □ 

 

Οριζμός 2.3 Μία κηγαδηθή άιγεβξα A  εθνδηαζκέλε κε κία απεηθόληζε 

*,:* xxAA   ηέηνηα ώζηε: 

(α)   xx ** ,                                     (γ)   ** xx   , 

(β)   *** yxyx  ,                       (δ)   *** xyxy  , 

γηα θάζε Ayx ,  θαη  ₵, θαιείηαη *-άιγεβξα ή άιγεβξα κε ελέιημε. 

Ηδηαίηεξα, αλ γηα ηελ άιγεβξα A  ηζρύεη ε ηδηόηεηα: 

ην *xx  είλαη ςεπδναληηζηξέςηκν, γηα θάζε Ax , 

ηόηε ε A  θαιείηαη ζπκκεηξηθή άιγεβξα. 

 

    Έζησ A  κία ηνπνινγηθή άιγεβξα θαη 'A  ην ζύλνιν ησλ ζπλερώλ, 

γξακκηθώλ ζπλαξηεζνεηδώλ επί ηεο A . Καινύκε θάζκα ηεο άιγεβξαο A  

ην ζύλνιν  

ɱ  A       AyxyfxfxyffAf  ,,,0:' , 
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(ηα ζηνηρεία ηνπ ɱ  A  θαινύληαη ραξαθηήξεο). Τν επεθηεηακέλν 

θάζκα ηεο A  νξίδεηαη από ηελ ζρέζε  

ɱ  A =ɱ    0A . 

Τν ɱ  A είλαη εθνδηαζκέλν κε ηε ζρεηηθή ηνπνινγία, πνπ επάγεηαη ζε 

απηό, από ηελ ηνπνινγία  AA ,'  ζηνλ 'A , όπνπ  AA ,'  ζπκβνιίδεη 

ηελ αζζελή ηνπνινγία, πνπ επάγεηαη ζηνλ 'A  από ηελ A . Αθόκε ην 

ɱ  A  είλαη ππόρσξνο ηνπ ɱ  A κε ηε ζρεηηθή ηνπνινγία. 

 

Θεώρημα 2.4  Έζησ   
IaapA


,  κία κεηαζεηηθή πιήξεο ηνπηθά m-θπξηή 

άιγεβξα θαη Ax . Τόηε ην x  είλαη ςεπδναληηζηξέςηκν ζηελ A  αλ θαη 

κόλν αλ   1xf , γηα θάζε f ɱ  A . 

 

Απόδεημε  Αλ ην x  είλαη ςεπδναληηζηξέςηκν ζηελ A , ηόηε ην  xf  είλαη 

ςεπδναληηζηξέςηκν. Πξάγκαηη, ππάξρεη Ay  έηζη ώζηε 0 xyyx  . 

Άξα, 

        yfxfyfxf   00  f , δειαδή 

   yfxf      0 xfyf   γηα f ɱ  A . 

Αθόκε ηζρύεη   1xf , γηα θάζε f ɱ  A . Γηαθνξεηηθά, 

   yfyf 10 , 

 ην νπνίν είλαη άηνπν.  

     Αληίζηξνθα, ππνζέηνπκε όηη ην x  δελ είλαη ςεπδναληηζηξέςηκν ζηελ 

A  θη έζησ 


AA
I

 


 lim  ε αλάιπζε Arens-Michael ηεο A . Από ην 

Θεώξεκα 2.2 ππάξρεη Ia έηζη ώζηε ην  ax  δελ ςεπδναληηζηξέθεηαη 

ζηελ aA . Δπεηδή ε aA  είλαη κία κεηαζεηηθή άιγεβξα Banach, ππάξρεη 
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h ɱ  aA  κε       11  xfhxh aa , από ην νπνίν θαηαιήγνπκε ζε 

άηνπν, αθνύ afh  ɱ  aA . □ 

 

  Σηελ απόδεημε ηεο επόκελεο πξόηαζεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην 

Θεώξεκα ηνπ Baire, ζύκθσλα κε ην νπνίν θάζε πιήξεο κεηξηθόο 

ρώξνο, έζησ A , είλαη ζύλνιν δεύηεξεο θαηεγνξίαο, δειαδή δελ ππάξρεη 

αθνινπζία  
NnnD

  αξαηώλ ππνζπλόισλ ηνπ A  ηέηνηα ώζηε  Nn n AD


 . 

(βι. [2]) 

Πρόηαζη 2.5 Έζησ A  έλαο ρώξνο Fréchet. Αλ U είλαη έλα κε θελό, 

θιεηζηό, θπξηό, ηζνξξνπεκέλν ππνζύλνιν ηνπ A  γηα ην νπνίν ηζρύεη 

AnU
Nn


   (*)  

ηόηε ην U είλαη κία πεξηνρή ηνπ κεδελόο. 

 

Απόδεημε Αθνύ ν ρώξνο A  είλαη πιήξεο θαη κεηξηθνπνηήζηκνο, έρνπκε 

από ην Θεώξεκα ηνπ Baire όηη είλαη δεύηεξεο θαηεγνξίαο. Δπνκέλσο, 

(βι. (*)) ην nU  έρεη κε θελό εζσηεξηθό, γηα θάπνην Nn , θη άξα ην 

ίδην ηζρύεη γηα θάζε Nn . Δπίζεο, ην U είλαη θπξηό, θη άξα απνηειεί 

κία πεξηνρή ηνπ κεδελόο. □ 

 

Οριζμός 2.6 Έλαο ηνπνινγηθόο ρώξνο Χ θαιείηαη εκηζπκπαγήο, αλ 

ππάξρεη αθνινπζία  
NnnC

 από ζπκπαγή ππνζύλνια ηνπ Χ , ησλ νπνίσλ 

ε έλσζε είλαη ίζε κε ην Χ, θαη ηέηνηα ώζηε θάζε ζπκπαγέο ππνζύλνιν 

ηνπ Χ πεξηέρεηαη ζε θάπνην από ηα ζύλνια nC . 

 

   Γηα ην επόκελν ιήκκα ρξεηαδόκαζηε επηπιένλ νξνινγία. Έζησ A  κία 

ηνπνινγηθή άιγεβξα θαη AU   θαη 'AV  . Με 
U , 

V ζπκβνιίδνπκε 

ηα πνιηθά ηνπο, δειαδή 
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  1sup:'   xfAfU Ux


 θαη   1sup:   xfAxV Vf


. 

Λήμμα 2.7  Έζησ κία ηνπνινγηθή άιγεβξα A , ηόηε ηζρύνπλ ηα εμήο: 

(α) Τν ɱ  A είλαη θιεηζηό ζηνλ 'A  κε ηελ αζζελή ηνπνινγία  AA ,' . 

(β) Αλ ε A  έρεη κνλάδα, έζησ e, ηόηε ην 0 είλαη έλα κεκνλσκέλν ζηνηρείν 

ηεο A  ή ηζνδύλακα ην ɱ  A  είλαη θιεηζηό ζην ɱ  A . 

(γ) Αλ ε A  είλαη εηδηθόηεξα κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα (κε 

κνλάδα), ηόηε ην ɱ  A (αληίζη. ην ɱ  A ) είλαη εκηζπκπαγέο. 

 

Απόδεημε (α) Έρνπκε όηη ɱ  A =        Ayx
yfxfxyfAf




,
0:' . 

Δπεηδή, γηα ζηαζεξά x θαη y, νη απεηθνλίζεηο 

     xyffyffxff  ,,  

είλαη όιεο ζπλερείο ζηνλ 'A , έπεηαη όηη ην ɱ  A είλαη ηνκή θιεηζηώλ 

ζπλόισλ θη άξα θιεηζηό. 

(β) Τν 0 (κεδεληθό ζπλαξηεζνεηδέο) είλαη ην κόλν ζηνηρείν ηνπ αλνηρηνύ 

ζπλόινπ  

 fU {  ɱ  A   }1: ef  

θη άξα είλαη έλα κεκνλσκέλν ζηνηρείν ηεο A . Πξάγκαηη, αλ 0f  ηόηε 

Uf  . Αθόκε, αλ ππάξρεη Uf 0 , έρνπκε όηη ππάξρεη Ax0  κε 

         xfefxfxefxf 0  ην νπνίν είλαη άηνπν. 

(γ) Αλ A  είλαη έλαο ρώξνο Fréchet, κε βάζε  
NnnU

 ησλ πεξηνρώλ ηνπ 

κεδελόο, ηόηε ν 'A , κε ηελ ηνπνινγία  AA ,' , είλαη ε έλσζε όισλ ησλ 

ζπκπαγώλ ζπλόισλ 

nU . Αλ C είλαη έλα ζπκπαγέο ππνζύλνιν ηνπ 'A , 

ηόηε, από ηελ Πξόηαζε 2.5, ην 
C είλαη κία πεξηνρή ηνπ κεδελόο ζηελ A . 

Έηζη έρνπκε 
C nU , γηα θάπνην n, θη επνκέλσο  


nUCC  . 
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Σπλεπώο ν 'A  είλαη εκηζπκπαγήο θαη ην ίδην ηζρύεη γηα ην ɱ  A από ην 

(α). Αλ ε A  έρεη κνλάδα, ηόηε ην ɱ  A  είλαη θιεηζηό ζην ɱ  A από ην 

(β), θη επνκέλσο είλαη εκηζπκπαγέο. □ 

 

Οριζμός 2.8 Έζησ A  κία άιγεβξα κε κνλάδα e θαη Ax . Καινύκε 

θάζκα ηνπ ζηνηρείνπ x (ζεκεηαθό θάζκα) ην αθόινπζν ππνζύλνιν ηνσ 

₵: 

   {xSpA ₵ xe:  δελ αληηζηξέθεηαη ζηελ }A . 

Αλ ε A  δελ έρεη κνλάδα, ηόηε ην αληίζηνηρν ζεκεηαθό θάζκα νξίδεηαη 

από ηελ ζρέζε: 

   {xSpA ₵  


x
:0  δελ ςεπδναληηζηξέθεηαη ζηελ  0}A . 

Αλ A  είλαη κία άιγεβξα κε κνλάδα, ηόηε  xSpA0  αλ θαη κόλν αλ ην x 

δελ αληηζηξέθεηαη. 

 

Λήμμα 2.9 Έζησ A  κία άιγεβξα, f  έλα γξακκηθό θαη πνιιαπιαζηα-

ζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο νξηζκέλν ζηελ A , θαη Ax . Τόηε, 

   xSpxf A . 

 

Απόδεημε Έζησ   xf . Αλ 0 , ηόηε ην x δελ έρεη αληίζηξνθν θαη 

ζπλεπώο  xSpA . Αλ 0 , ηόηε ην 


x
 δελ κπνξεί λα είλαη 

ςεπδναληηζηξέςηκν. Γηαθνξεηηθά, από ην Θεώξεκα 2.4, ζα είρακε 

1










x
f . Όκσο,   1

11












xf

x
f , ην νπνίν είλαη άηνπν. □ 

 

Λήμμα 2.10 Έζησ A  κία *-άιγεβξα θη έλα Ax . Τόηε ηζρύνπλ ηα εμήο: 
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(α) Αλ *xx  , ην  xSpA  είλαη ππνζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

(β) Αλ *xx  , ην  xSpA  είλαη ππνζύλνιν ησλ θαληαζηηθώλ αξηζκώλ. 

(γ) Αλ f είλαη έλα πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο 

νξηζκέλν ζηελ A , ηόηε    
______

* xfxf  . 

 

Απόδεημε (α),(β) (βι. [16]) 

(γ) Έρνπκε   xxxxxxxx  ******* . Δπνκέλσο, από ην (α) 

θαη ην Λήκκα 2.9, ζπκπεξαίλνπκε όηη 

        RxxSpxfxfxxf A  *** . 

Αθόκε,    xxxxxxxx  ******* . Οπόηε, από ην (β) θαη ην 

Λήκκα 2.9, ζπκπεξαίλνπκε όηη 

        iRxxSpxfxfxxf A  *** . 

(όπνπ iR ην ζύλνιν ησλ θαληαζηηθώλ αξηζκώλ). Σπλεπώο, 

    axfxf * ,     ibxfxf *  γηα θάπνηα Rba , . 

 Αλ πξνζζέζνπκε θαη αθαηξέζνπκε ηηο δύν ηειεπηαίεο ζρέζεηο έρνπκε  

 
2

*
iba

xf


 ,  
2

iba
xf


 . Τειηθά,    

______

* xfxf  . □ 

 

Από ην Λήκκα 2.10 (γ) πξνθύπηεη ην αθόινπζν: 

Πόριζμα 2.11 Αλ A  είλαη κία *-άιγεβξα κηγαδηθώλ απεηθνλίζεσλ πάλσ 

ζε έλαλ ρώξν Χ, ηόηε ε A  είλαη θιεηζηή ζηηο ζπδπγείο, δειαδή 

Af * , γηα θάζε Af  , 

όπνπ     Xxxfxf  ,*
_____

. 
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Λήμμα 2.12 Έζησ   
IaapA


,  κία κεηαζεηηθή, πιήξεο, ζπκκεηξηθή, 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Τόηε ε άιγεβξα eA  είλαη ζπκκεηξηθή άιγεβξα, 

κε ελέιημε, ηελ απεηθόληζε       *,*,,,:* xxxAA ee   . 

 

Απόδεημε Ζ eA  είλαη πιήξεο σο πξνο ηελ νηθνγέλεηα ησλ εκηλνξκώλ 

 
Iaeap

, , όπνπ        eaea Axxpxp   ,,,, . Αλ f ɱ  eA  θαη 

  eAx , , ηόηε 

              1*,***,,*,,
2
  xfxxxxfxxfxxf . 

Από ην Θεώξεκα 2.4 ην ζηνηρείν   *,,  xx  είλαη ςεπδναληηζηξέςηκν, 

θη άξα ε eA  είλαη ζπκκεηξηθή. 

 

Λήμμα 2.13 Έζησ   
IaapA


,  κία πιήξεο ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Τόηε 

ηζρύνπλ ηα εμήο: 

(α) Μία αθνινπζία  
Nnnx

  ζηνηρείσλ ηεο A  είλαη Cauchy, αλ θαη κόλν 

αλ ε   
Nnanx


 είλαη αθνινπζία Cauchy ζηελ aA , γηα θάζε α. 

(β) Ηδηαίηεξα, αλ ε A  είλαη πιήξεο, ε αθνινπζία   Ax
Nnn 

  είλαη έλα 

θξαγκέλν ππνζύλνιν ηεο θαη αλ ε ζεηξά βαζκσηώλ 


1n n  ζπγθιίλεη 

απόιπηα, ηόηε ε ζεηξά 


1n nnx ζπγθιίλεη ζηελ A . 

 

Απόδεημε Ζ απόδεημε ηνπ (α) είλαη άκεζε από ηνλ νξηζκνύο. Τν (β) 

έπεηαη από ην (α) θη από ην γεγνλόο όηη ε ζεηξά    


1n ann x  ζπγθιίλεη 

απόιπηα, γηα θάζε α. □ 
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Οριζμός 2.14 Μία άιγεβξα ζπλαξηήζεσλ A , επί ελόο ζπλόινπ Χ, 

θαιείηαη δηαρσξηζηηθή (separating), αλ γηα θάζε Xxx 21, έηζη ώζηε 

21 xx  , ππάξρεη Af   κε    21 xfxf  . 

 

Οριζμός 2.15 Ολνκάδνπκε ξηδηθό κίαο ηνπνινγηθήο άιγεβξαο A  κε 

ɱ   A   ην ζύλνιν  

 AR  ff :{ker ɱ  }A . 

Ζ A  νλνκάδεηαη εκηαπιή αλ    0AR . 

  

   Σηελ ζπλέρεηα, κε (0C ɱ  A ), ζπκβνιίδνπκε ηελ άιγεβξα ησλ ζπλερώλ 

κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ επί ηνπ  ɱ  A , νη νπνίεο κεδελίδνληαη ζην 

κεδεληθό ζπλαξηεζνεηδέο. 

Πρόηαζη 2.16 Έζησ A  κία κεηαζεηηθή εκηαπιή πιήξεο ηνπηθά m-θπξηή 

άιγεβξα. Τόηε ε A  είλαη αιγεβξηθά ηζόκνξθε κε κία δηαρσξηζηηθή 

ππάιγεβξα A
~

 ηεο (0C ɱ  A ). Δπηπιένλ, θάζε ζηνηρείν ηεο A
~

, ην νπνίν 

έρεη ηηκέο δηάθνξεο ηνπ -1, έρεη ςεπδναληίζηξνθν ζηελ A
~

. Τέινο, αλ A  

είλαη ηδηαίηεξα κία ζπκκεηξηθή άιγεβξα (κε ελέιημε), ηόηε   AA
~

*
~

 . 

 

Απόδεημε Θεσξνύκε ηελ απεηθόληζε  

(: 0CA ɱ  A ),  xx   κε      xffx   

(ε νπνία είλαη πξνθαλώο νκνκνξθηζκόο) θη έζησ  AA 
~

. Αθνύ ε A  

είλαη εκηαπιή, έρνπκε  0ker   θη άξα ε  ξ είλαη αιγεβξηθόο 

ηζνκνξθηζκόο. Από ηνλ νξηζκό ηεο ε A
~

 είλαη δηαρσξηζηηθή.  
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    Αλ     1fx , γηα θάζε f ɱ  A , ηόηε ην x είλαη 

ςεπδναληηζηξέςηκν ζηελ A , από ην Θεώξεκα 2.4. Αθόκε,  qx  είλαη ην 

ςεπδναληίζηξνθν ηνπ  x  ζηελ  AA 
~

. Τειηθά, αλ A  είλαη κία 

ζπκκεηξηθή άιγεβξα (κε ελέιημε), από ην Πόξηζκα 2.11, έρνπκε 

  AA
~

*
~

 .□ 

 

Οριζμός 2.17 Μία αθνινπζία  
NnnE

  από ηνπηθά θπξηνύο ρώξνπο, κε 

αληίζηνηρεο ηνπνινγίεο nT , Nn , θαιείηαη ζπκβηβαζηή, αλ γηα θάζε 

Nn  έρνπκε: 

(α) nE  είλαη πιήξεο, 

(β) nE  είλαη γλήζηνο ππόρσξνο ηνπ 1nE , 

(γ)  nEn TT
n
 |1 . 

   Ζ θπξηή ζήθε κίαο ζπκβηβαζηήο αθνινπζίαο  
NnnE

  είλαη ν ρώξνο 

 Nn nEE


 , εθνδηαζκέλνο κε ηελ ιεπηόηεξε ηνπηθά θπξηή ηνπνινγία, 

έζησ T , ε νπνία έρεη ηελ ηδηόηεηα, 
nET |  είλαη ρνλδξύηεξε ηεο nT , γηα 

θάζε Nn . 

 

Οριζμός 2.18  Έζησ Χ ηνπνινγηθόο ρώξνο. Ο Χ θαιείηαη ρώξνο Lindelöf 

αλ θάζε θάιπςή ηνπ από αλνηρηά ζύλνια έρεη αξηζκήζηκε ππνθάιπςε. 

Αθόκε, ν Χ ζα θαιείηαη ζ-ζπκπαγήο αλ είλαη αξηζκήζηκε έλσζε 

ζπκπαγώλ ζπλόισλ. 

 

΢ημείωζη Κάζε ηνπνινγηθόο ρώξνο πνπ είλαη ζ-ζπκπαγήο θαη ηνπηθά 

ζπκπαγήο είλαη εκηζπκπαγήο. 
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Λήμμα  2.19 Έζησ A  κία ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Τόηε ηζρύνπλ ηα 

εμήο: 

(i)      Αλ ε A  είλαη κεηαζεηηθή, πιήξεο θαη ε άιγεβξα  AR
A  είλαη 

ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο, ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ηελ A . 

(ii)      Αλ ε A  είλαη ηδεώδεο κίαο ζπλαξηεζηαθά ζπλερνύο, ηνπηθά m-

θπξηήο άιγεβξαο Β, ηόηε θαη ε A  είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

(iii) Αλ ε eA  είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο, ην ίδην ηζρύεη γηα ηελ A . 

(iv) Αλ ε A  είλαη ε θπξηή ζήθε κίαο ζπκβηβαζηήο αθνινπζίαο 

 
NnnE

  ζπλαξηεζηαθά ζπλερώλ, ηνπηθά θπξηώλ αιγεβξώλ, 

ηόηε θαη ε A  είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

 

Απόδεημε (i) Έζησ f  έλα πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο 

νξηζκέλν ζηελ A . Τόηε     0ARf  θαη ζπλεπώο ππάξρεη 

πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο  g  νξηζκέλν ζηελ   AR
A  

ηέηνην ώζηε gf  , όπνπ π ε πξνβνιή από ηελ A  ζηελ  AR
A . Όκσο 

ε g είλαη ζπλερήο από ηελ ππόζεζε, θη άξα ε f  είλαη ζπλερήο. 

(ii) Έζησ f  έλα πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο 

νξηζκέλν ζηελ A . Ζ f κπνξεί λα επεθηαζεί ζε έλα  πνιιαπιαζηαζηηθό, 

γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο  g  νξηζκέλν ζηε Β. Δπεηδή ε Β είλαη 

ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο, ε g είλαη ζπλερήο θη άξα ε f  είλαη ζπλερήο. 

(iii) Πξνθύπηεη άκεζα από ην (ii) αθνύ ε A  είλαη ηδεώδεο ζηελ eA . 

(iv) Έζησ f  έλα πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο 

νξηζκέλν ζηελ A . Τόηε ν πεξηνξηζκόο ηεο  f  ζε θάζε παξάγνπζα 

άιγεβξα είλαη ζπλερήο από ηελ ππόζεζε, θη άξα ε  f  είλαη ζπλερήο.□  
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΢τόλιο Τν ηειεπηαίν ιήκκα πεξηνξίδεη ην πξόβιεκα ηνπ λα είλαη κία 

Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο, ζε κεηαζεηηθέο 

πιήξεηο ηνπηθά m-θπξηέο άιγεβξεο, ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη εκηαπιέο 

θη έρνπλ κνλάδα. Από ηελ Πξόηαζε 2.16, κία ηέηνηα άιγεβξα είλαη 

ηζόκνξθε κε κία άιγεβξα  ζπλερώλ, κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ, πνπ 

πεξηέρεη ηελ ηαπηνηηθή απεηθόληζε, νξηζκέλσλ ζηνλ πιήξσο θαλνληθό 

ρώξν ɱ  A . Αλ ε άιγεβξα είλαη κεηξηθνπνηήζηκε ηόηε ν ρώξνο είλαη 

εκηζπκπαγήο από ην Λήκκα 2.7, θη επνκέλσο Lindelöf. Σηελ επόκελε 

πξόηαζε αζρνινύκαζηε κε απηνύ ηνπ είδνπο ηηο άιγεβξεο. 

 

Πρόηαζη 2.20 Έζησ Χ έλαο πιήξσο θαλνληθόο ρώξνο, θαη A  κία 

άιγεβξα ζπλερώλ, κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ επί ηνπ Χ , ηέηνηα ώζηε ε 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θάζε ζηνηρείνπ ηεο πνπ δελ κεδελίδεηαη πνπζελά, 

είλαη επίζεο ζηελ A . Δπίζεο, ζεσξνύκε όηη ε A  πεξηέρεη ηε ζηαζεξή 

ζπλάξηεζε XA :1 ₵ κε   11 tA  (πνπ είλαη θαη κνλάδα ηεο). Τόηε, 

θάζε κε κεδεληθό γξακκηθό πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο ζηελ A , 

παξάγεηαη από έλα ζεκείν ηνπ Χ, κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε A  ηθαλνπνηεί 

ηε ζπλζήθε (1) θαη κία ηνπιάρηζηνλ από ηηο ζπλζήθεο (2) θαη (2΄) όπσο 

παξαθάησ: 

(1)  Αλ nxx ,...,1  είλαη ζηνηρεία ηεο A  ηέηνηα ώζηε  

                                     nxZxZ ...1 ,  

(όπνπ      nitxXtxZ ii ,...,1,0:  ) ηόηε ππάξρνπλ ζηνηρεία 

nyy ,...,1  ηεο A  ηέηνηα ώζηε Ann yxyx 1...11  . 

(2) Υπάξρεη έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν   Aaa m ,...,1  ηέηνην ώζηε 

  
m

n nn taXt
1

:


   είλαη ζπκπαγέο, γηα θάζε m ,...,1 ₵. 

(2΄) (α) O Χ είλαη ρώξνο Lindelöf. 

       (β) Αλ  
Nnnx

 είλαη κία αθνινπζία ζηνηρείσλ ηεο A , ηόηε ππάξρεη 
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           κία αθνινπζία  
Nnny


 ζηνηρείσλ ηεο A , ηέηνηα ώζηε: 

           (β 1 )     ., NnyZxZ nn    

           (β 2 )   .,,1 NnXttyn   

           (β3) Αλ    ,
2

1
tyty

Nn nn 
  ηόηε .Ay  

Απόδεημε Έζησ  f  έλα κε κεδεληθό, πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό 

ζπλαξηεζνεηδέο επί ηεο A  θη έζησ fM ker . Τν M  είλαη γλήζην. 

Πξάγκαηη, 

  0:0  xfAxf  θαη  

       AA fxfxfxf 11        011Afxf

  AMMf AA  111 . 

Δπηπιένλ, επεηδή ην M  είλαη ηδεώδεο θη επεηδή θάζε ζηνηρείν ηεο A , πνπ 

δελ κεδελίδεηαη γηα θάζε Xt , έρεη αληίζηξνθν ζηελ A , ην M  δελ 

πεξηέρεη ζηνηρεία ηεο A  κε απηήλ ηελ ηδηόηεηα.  

   Από ηε ζπλζήθε (1) ηεο ππόζεζεο έρνπκε ηα εμήο ζπκπεξάζκαηα: 

(i)      Αλ Mxx n ,...,1 , ηόηε      nxZxZ ...1 . Γηαθνξεηηθά, ζα 

είρακε όηη ην M  πεξηέρεη ζηνηρεία πνπ δελ κεδελίδνληαη γηα 

θάζε Xt , ην νπνίν είλαη άηνπν. 

(ii)      Γηα θάζε Ax ,    txxf   γηα θάπνην Xt . Γηαθνξεηηθά, 

       txtxfxf A  1  γηα θάζε Xt , θαη ζπλεπώο 

          011  txfxtxftx AA , γηα θάζε Xt . 

Γειαδή, ην   Axfx 1  ζα ήηαλ έλα ζηνηρείν ηνπ M , πνπ δελ 

κεδελίδεηαη γηα θάζε Xt , ην νπνίν είλαη άηνπν από ην (i). 

(iii) Αλ ζεσξήζνπκε ηελ A  εθνδηαζκέλε κε ηελ ηνπνινγία ηεο 

νκνηόκνξθεο ζύγθιηζεο ζηνλ ρώξν Χ , ηόηε ε f  είλαη ζπλερήο. 

Πξάγκαηη, αλ   Xttx  , , ηόηε   xf  από ην (ii). 
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(iv) Αλ AyMx  ,  θαη    yZxZ  , ηόηε My . Γηαθνξεηηθά, 

έρνπκε όηη   Myfyx ,  θαη       AyfyZxZ 1 . 

Άηνπν από ην (i). 

Υπνζέηνπκε όηη ε  f  δελ παξάγεηαη από έλα ζηνηρείν ηνπ ρώξνπ Χ. Τόηε, 

  
 Mx

xZ   (*). 

Θα δείμνπκε όηη ππνζέηνληαο ηελ (2) ή ηελ (2΄) νδεγνύκαζηε ζε άηνπν. 

   Έζησ όηη ηζρύεη ε (2). Θεσξνύκε έλα ζύλνιν   Aaa m ,...,1  όπσο ζην 

(2), ηόηε   miMafa Aii ,...,1,1   θαη ην   
m

i Aii afaZC
1

1:


  

είλαη έλα ζπκπαγέο ζύλνιν. Από ην (i) ε ζπιινγή    MxxZC   θιεηζηώλ 

ππνζπλόισλ ηνπ C, έρεη ηελ ηδηόηεηα ηεο πεπεξαζκέλεο ηνκήο, νπόηε 

έρεη κε θελή ηνκή. Από ηελ (*) έρνπκε, 

    Mx Mx
xZxZC

 
 , 

ην νπνίν είλαη άηνπν. 

   Έζησ ηώξα όηη ηζρύεη ε (2΄). Από ηελ (*) θαη ην (2΄)-(α), έρνπκε όηη 

ππάξρεη  
Nnnx

 αθνινπζία ζηνηρείσλ ηνπ Μ ηέηνηα ώζηε   
 Mx

xZ . 

Αθόκε, έζησ  
Nnny

  θαη  y  όπσο  ζην (2΄)-(β). Τόηε   .,0 Xtty   

Δπηπιένλ, από ην (iv),   Nnyf n  ,0  θη επεηδή     


l

n

l

n tyty
1

 

ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζηνλ Χ, έπεηαη από ην (iii) όηη   0yf , ην νπνίν 

είλαη άηνπν. □ 

 

΢τόλιο Σρεηηθά κε ην πξνεγνύκελν απνηέιεζκα, αλ γηα θάζε Ax , ε 

ζπδπγήο απεηθόληζε x* αλήθεη επίζεο ζηελ A , ηόηε ε ζπλζήθε (1) 

ηθαλνπνηείηαη. Αξθεί λα ζέζνπκε 
nn

i
i

xxxx

x
y




....11

. 
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Θεώρημα 2.21 Έζησ A  κία κεηαζεηηθή, ζπκκεηξηθή, Fréchet ηνπηθά m-

θπξηή άιγεβξα (κε ελέιημε). Τόηε ε A  είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

 

Απόδεημε Από ηα Λήκκαηα 2.12 θαη 2.19, αξθεί λα απνδείμνπκε ην 

ζεώξεκα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε A  είλαη εκηαπιή θαη κνλαδηαία. Από ην 

Θεώξεκα 2.4, ην Λήκκα 2.7 θαη ηελ Πξόηαζε 2.16 έρνπκε όηη ζε απηήλ 

ηελ πεξίπησζε, ε A  είλαη αιγεβξηθά ηζόκνξθε κε κία άιγεβξα 

ζπλαξηήζεσλ, ε νπνία πεξηέρεη ηελ ηαπηνηηθή απεηθόληζε ελώ 

γεληθόηεξα πεξηέρεη ζπλαξηήζεηο νξηζκέλεο πάλσ ζηνλ ζ-ζπκπαγή, 

πιήξσο θαλνληθό ρώξν ɱ  A , έηζη ώζηε ε αληίζηξνθε θάζε 

απεηθόληζεο, πνπ δελ κεδελίδεηαη πνπζελά, είλαη επίζεο ζηελ άιγεβξα. 

Σπλεπώο, κπνξνύκε λα ηαπηίζνπκε ηελ A  κε απηήλ ηελ άιγεβξα 

ζπλαξηήζεσλ θαη έηζη έρνπκε ην πιαίζην ηεο Πξόηαζεο 2.20. Γηα λα 

νινθιεξώζνπκε ηελ απόδεημε ηνπ  ζεσξήκαηνο,  αξθεί λα δείμνπκε ηελ 

ηζρύ ησλ ζπλζεθώλ (1) θαη (2΄) ηεο Πξόηαζεο 2.20. 

  Από ην Πόξηζκα 2.11, γηα θάζε Ax , έρνπκε Ax *  κε 

     ttxtx ,*
_____

ɱ  A . Δπόκελσο, από ην ζρόιην πξηλ ην Θεώξεκα ε 

ζπλζήθε (1) ηθαλνπνηείηαη. Δπεηδή, θάζε ζ-ζπκπαγήο είλαη Lindelöf, ε 

ζπλζήθε (2΄)-(α) επίζεο ηθαλνπνηείηαη. Δπίζεο, γηα ηνλ ρώξν ɱ  A  

κέλεη λα δείμνπκε ηελ ζπλζήθε (2΄)-(β). Έζησ  
Nnnx

 κία αθνινπζία 

ζηνηρείσλ ηεο A . Τόηε, (βι. [16, Πξόηαζε 3]) ππάξρεη αθνινπζία 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ  
Nnn 

  , κε 10  n , γηα θάζε Nn , ώζηε ην   

   
Nnnnnnn xxxx






1** 1  είλαη έλα θξαγκέλν ππνζύλνιν ηεο A . Έζησ  

  
Nnny    

Nnnnnnn xxxx





1** 1 . Τόηε, γηα θάζε t ɱ  A , 
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       122
1



 txtxty nnnn  , από όπνπ ε  
Nnny


 ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο 

(2΄)-(β 1 ) θαη (2΄)-(β 2 ). Απνδεηθλύνπκε όηη ηζρύεη θαη ε (2΄)-(β3 ). 

Πξάγκαηη, από ην Λήκκα 2.13 (β), ε ζεηξά  Nn nn
y

2

1
 ζπγθιίλεη ζε 

θάπνην Ay . Δπεηδή, ε απεηθόληζε  txx  είλαη ζπλερήο ζηελ A , γηα 

θάζε t ɱ  A , έρνπκε όηη    


Nn nn
yty

2

1
, γηα θάζε t ɱ  A , ην 

νπνίν απνδεηθλύεη ηνλ ηζρπξηζκό. □ 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

 

ΠΤΚΝΑ ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΑ ΟΡΙΑ 

ΓΑΚΣΤΛΙΩΝ ΚΑΙ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΙΑΚΗ 

΢ΤΝΔΥΔΙΑ FRECHET ΣΟΠΙΚΑ m-

ΚΤΡΣΩΝ ΑΛΓΔΒΡΩΝ 

 

Τα θύξην απνηειέζκα απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ αλαθέξεηαη ζε ζπλζήθεο 

θάησ από ηηο νπνίεο κία κεηαζεηηθή κνλαδηαία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή 

άιγεβξα είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο (βι. Θεώξεκα  3.16) (βι. [5]). 

 

Οριζμός 3.1  Έζησ  
I

A
  κία νηθνγέλεηα ηνπνινγηθώλ ρώξσλ. Έλα 

αληίζηξνθν ζύζηεκα απεηθνλίζεσλ  
I

AAf



 

,
,:  θαιείηαη 

ππθλό, αλ ην )(  Af  είλαη ππθλό ζην A  γηα θάζε I,  κε   . Τν 

αληίζηνηρν αληίζηξνθν όξην, έζησ A , θαιείηαη επίζεο ππθλό. Ηδηαίηεξα, 

αλ ην  Af  είλαη ππθλό ζην A , γηα θάζε I , ην A  θαιείηαη ηζρπξά 

ππθλό. (Αληίζηνηρεο έλλνηεο ζεσξνύληαη θαη γηα νηθνγέλεηεο ηνπνινγηθώλ 

νκάδσλ ή αθόκε νηθνγέλεηεο ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ). 
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Θεώρημα 3.2  Έζησ    0nnA  αθνινπζία από πιήξεηο, κεηξηθνύο 

ρώξνπο θαη ην ππθλό ζύζηεκα απεηθνλίζεσλ 

nnnn AAf  11, :  κε  0n . 

Τόηε, ην αληίζηξνθν όξην 
 

nAA
n

 



0

lim , είλαη πιήξεο, ηζρπξά ππθλόο 

κεηξηθόο ρώξνο. 

  

Απόδεημε  Ο ρώξνο θαξηεζηαλό γηλόκελν   


0n nAF , εθνδηάδεηαη 

κε ηελ δνκή πιήξνπο, κεηξηθνύ ρώξνπ. Αξθεί λα ζεσξήζνπκε ηελ 

κεηξηθή RFFd :  κε 

              



















0,

2

1
,,maxsup,,

00
nbbdbbdbbd

nnnnnnnn  

όπνπ ,...,...,, 10 nddd  είλαη νη κεηξηθέο ησλ ρώξσλ ,...,...,, 10 nAAA  

αληίζηνηρα. 

  Θα δείμνπκε όηη ην  Afn  είλαη ππθλό ζην nA , γηα θάζε  0n . 

Αξθεί λα απνδείμνπκε ηνλ ηζρπξηζκό γηα 0n . Γηα n  ζπλερίδνπκε 

νκνίσο. Έζησ 00 Ab   θαη 0 . Θα θαηαζθεπάζνπκε κία αθνινπζία 

    Aaa
nn 

 0  ηέηνηα ώζηε  

  000 ,abd . 

   Σηα παξαθάησ έρνπκε παξαιείςεη ηε ρξήζε δεηθηώλ (π.ρ. ζηηο κεηξηθέο  

,...,...,, 10 nddd ) γηα απινύζηεπζε ηνπ ζπκβνιηζκνύ. Δπίζεο κε mf  ζα 

ζπκβνιίδνπκε ηελ ζύλζεζε m  δηαδνρηθώλ απεηθνλίζεσλ  από ηηο 

nnnn AAf  11, :  κε  0n . 

  Δπηιέγνπκε κία αθνινπζία ζεηηθώλ αξηζκώλ  
ii  ηέηνηα ώζηε 

  i i . Τόηε, από ηελ ππθλόηεηα ησλ απεηθνλίζεσλ 1, nnf ,  0n   

ππάξρεη 11 Ab   κε  
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   110 , bfbd . 

Σπλερίδνληαο, κπνξνύκε λα βξνύκε 22 Ab   κε 

   221, bfbd . 

Δπηπιένλ, από ηε ζπλέρεηα ηεο f , έρνπκε  

     22

2

1 , bfbfd . 

Τειηθά, επαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία, θαηαιήγνπκε ζε κία 

αθνινπζία  
iib  κε ii Ab   γηα θάζε i , γηα ηελ νπνία ηζρύεη  

     11

1, 

  nn

k

n

k bfbfd   γηα θάζε nk  .  

Γηα θάζε n , ζεσξνύκε ηώξα ηελ αθνινπζία  

   
p

np

pnpn bfcc  ,  κε ,...2,1,  nnnp  

ε νπνία είλαη βαζηθή, αθνύ 

 
1,1, ,   ppnpn ccd   

Έζησ na  ην όξην ηεο αθνινπζίαο ζηνλ nA , δειαδή  
p

p

pn bfa  lim . 

Έρνπκε     nnpnpn aafccf   1,,1  θαη ζπλεπώο     Aaa
nn 

 0 . 

Δπίζεο, από ηελ ηξηγσληθή ηδηόηεηα ηεο κεηξηθήο ηνπ ρώξνπ 0A , έρνπκε  

            



p

p

p

p

p

p bfbfdbfbdbfbd ,...,, 1

1

100   

Τειηθά, παίξλνληαο ην όξην γηα p , έρνπκε   000 ,abd , δειαδή ην 

αληίζηξνθν όξην A , είλαη έλαο πιήξεο, ηζρπξά ππθλόο κεηξηθόο ρώξνο. □ 

 

΢τόλιο  Έζησ 


AA
I

 


 lim  έλαο ρώξνο αληίζηξνθν όξην θαη 

  Axx
I


 . Αλ U είλαη κία πεξηνρή ηνπ x  γηα θάπνην I , ηόηε ην 

ζύλνιν 

Δ U,
  UyAyy

I


  :  

είλαη κία πεξηνρή ηνπ x  θαη ε νηθνγέλεηα  UE ,  είλαη κία βάζε πεξηνρώλ 

ηνπ x  ζηελ A , αιιά όρη ζηελ F . 
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΢τόλιο Σην επόκελν ζεώξεκα, ζεσξνύκε κία νηθνγέλεηα ηνπνινγηθώλ 

πνιιαπιαζηαζηηθώλ νκάδσλ  
I

A
  θαη ηνπο νκνκνξθηζκνύο 

 
I

AAf



 

,
,: . Τν αληίζηνηρν αληίζηξνθν όξην A  ζα έρεη 

επίζεο ηε δνκή ηνπνινγηθήο νκάδαο. Δπηπιένλ, ην ζηνηρείν  
I

ee



 , 

όπνπ e  είλαη ε κνλάδα ηεο νκάδαο A , ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε  

  ,)( eef  

δειαδή ην ζηνηρείν  
I

ee



  αλήθεη ζηελ νκάδα A  θαη κάιηζηα είλαη ε 

κνλάδα ηεο.  

 

Θεώρημα 3.3 Έζησ έλαο  ,B  έλαο ρώξνο Banach θαη κία νηθνγέλεηα 

ηνπνινγηθώλ, πνιιαπιαζηαζηηθώλ νκάδσλ  
I

A
 , κε ην αληίζηξνθό ηεο 

όξην, έζησ A , λα είλαη ηζρπξά ππθλό. Δπίζεο, έζησ έλαο ζπλερήο 

νκνκνξθηζκόο BAT : . Τόηε ππάξρεη I  κε  

 fTT   ,  

όπνπ BAT  :  είλαη ζπλερήο νκνκνξθηζκόο. Δπηπιένλ, γηα θάζε 

I , ππάξρεη ην πνιύ έλα T  ηέηνην ώζηε λα  fTT  . 

 

Απόδεημε  Από ηελ ππόζεζε ν νκνκνξθηζκόο T  είλαη ηδηαίηεξα ζπλερήο 

ζηε κνλάδα  
I

ee



   ηεο A . Τόηε, από ην ζρόιην κεηά ην Θεώξεκα 

3.2, ππάξρεη πεξηνρή W  ηνπ e  ηέηνηα ώζηε   1xT  γηα 

  Wxx
I


 . Θα δείμνπκε όηη ην     
I

xTxT



  εμαξηάηαη κόλν 

από ην x , όπνπ ν δείθηεο   είλαη ηέηνηνο ώζηε  

  UxAxxW
I


  :  (κε U είλαη πεξηνρή ηνπ x ). Αξθεί λα 

δείμνπκε όηη  
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  0 xTex  . 

Έζησ ινηπόλ όηη  ex  . Τόηε   Uxn  , γηα θάζε ζεηηθό αξηζκό n  κε 

  1nxT . Όκσο ν T  είλαη νκνκνξθηζκόο θη άξα 

      0,
1

1  xTNn
n

xTxnT . 

Σπλεπώο, κπνξνύκε λα νξίζνπκε     xTbT  , γηα θάζε Ab  ηεο 

κνξθήο x   Aa . Ζ T  κπνξεί λα επεθηαζεί γηα θάζε I , αθνύ ην 

  I
Af

   είλαη ππθλό ζην aA , θαη ν ρώξνο  ,B  είλαη πιήξεο.□ 

 

Σε ό,ηη αθνινπζεί, ζπκβνιίδνπκε κε 1 ηε κνλάδα R1  ελόο δαθηπιίνπ R . 

 

Οριζμός 3.4  Έζησ B  έλαο δαθηύιηνο κε κνλάδα. Μία δηαηεηαγκέλε 

n άδα  nbb ,...,1  από ζηνηρεία ηνπ B  θαιείηαη δεμηό θαλνληθό ζύζηεκα 

αλ ε εμίζσζε  

1...11  nnxbxb  

κπνξεί λα επηιπζεί ζην B . 

 

Θεώρημα 3.5  Έζησ  nbb ,...,1  έλα δεμηό θαλνληθό ζύζηεκα ελόο 

δαθηπιίνπ B  θαη  nxx ,...,1  κία ιύζε ηεο εμίζσζεο 1...11  nnxbxb . 

Τόηε ην 

  niBttbxtzzz i

n

k kkiiin ,...,1,),1(|,...,
11   

 

είλαη έλα ζύλνιν ιύζεώλ ηεο. 

 

Απόδεημε  Έζησ  nxx ,...,1  θαη  nzz ,...,1  ιύζεηο ηεο 1...11  nnxbxb . Γηα 

λα δείμνπκε όηη ε ιύζε  nzz ,...,1  κπνξεί λα πξνθύςεη από ηελ  nxx ,...,1  
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αξθεί λα νξίζνπκε iii xzt   γηα ni ,...,1 , θαη ε ζρέζε 

  


n

i kkiii tbxtz
1

1   ηζρύεη ηαπηνηηθά. □  

 

΢τόλιο  Σηελ απόδεημε ηνπ ηειεπηαίνπ ζεσξήκαηνο  ε επηινγή ηεο 

n άδαο   ntt ,...,1  δελ είλαη κνλαδηθή. 

 

Πόριζμα 3.6  Έζησ 21,BB  ηνπνινγηθνί δαθηύιηνη γηα ηνπο νπνίνπο 

ηζρύνπλ ηα εμήο: 

(1) Yπάξρεη νκνκνξθηζκόο 12: BBf   κε  2Bf  ππθλό ζηνλ 1B . 

(2) Yπάξρεη δεμηό θαλνληθό ζύζηεκα  nbb ,...,1  ζηνλ 2B , ηέηνην ώζηε 

ην     nbfbf ,...,1  είλαη έλα δεμηό θαλνληθό ζύζηεκα ζηνλ 1B .  

(3) Yπάξρνπλ 11,..., Byy n   κε    
1

1...11 Bnn ybfybf  . 

Τόηε ππάξρνπλ 21,..., Bzz n   ηέηνηα ώζηε 
2

1...11 Bnnzbzb   θαη γηα 

ni ,...,1 ,  ην  izf  αλήθεη ζε κία πεξηνρή ηνπ iy  ζηνλ 1B . 

 

Απόδεημε Από ην (2), ππάξρνπλ 21,..., Bxx n   ηέηνηα ώζηε 

1...11  nnxbxb . Γηα ni ,...,1 , ζεσξνύκε ην   


n

i kkiii tbxtz
1

1  

επηιέγνληαο it , ηέηνην ώζηε ην  itf  λα είλαη θνληά ζην 1Byi  . Τα 

nizi ,...,1,   ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε 
1

1...11 Bnnzbzb  . Δπηπιένλ, ην 

    

n

k kk tfbf
1

 είλαη θνληά ζην  
1

1
1 B

n

k kk ybf  
, ηέηνην ώζηε ην 

  


n

k kktbf
1

1  είλαη θνληά ζην 0 . Σπλεπώο, γηα ni ,...,1  ην  izf  είλαη 

θνληά ζην  itf , ην νπνίν είλαη θνληά ζην iy .  □ 

   Γηα ηα αθόινπζα, ρξεηαδόκαζηε επηπιένλ νξνινγία θαη ζπκβνιηζκνύο. 

Σπκβνιίδνπκε κε A  έλα ππθλό, αληίζηξνθν όξην κίαο αθνινπζίαο 
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    0
,

Nnnn dB από πιήξεηο κεηξηθνύο δαθηπιίνπο. Δπίζεο, ζηα 

αθόινπζα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε δηαηεηαγκέλεο m άδεο ζηνηρείσλ από 

ηνπο ρώξνπο A  θαη nB . Θα γξάθνπκε 

    m

nm

m

m BbbbAaaa  ,...,,,..., 11 . Αθόκε, γηα  0n , νξίδνπκε 

ηελ κεηξηθή RBBd m

n

m

n

m

n :  κε  

         mkcbdccbbdcbd kknmm

m

n

m

n ,...1,,max,...,,,...,, 11  . 

Με       mm ccbbcb ,...,,,...,, 11  ζπκβνιίδνπκε ην άζξνηζκα 

mmcbcb  ...11  θαη γηα  0n  έρνπκε: 

1. nf  είλαη ν θαλνληθόο νκνκνξθηζκόο από ην A  ζην nB  ή από ην 

mA  ζην m

nB , 

2. nnnn BBff   11, :  ή m

n

m

n BB 1 , 

3. mf  είλαη ε ζύλζεζε m  δηαδνρηθώλ απεηθνλίζεσλ ηεο 

πξνεγνύκελεο κνξθήο. 

 

Θεώρημα 3.7  Έζησ A  έλα ππθλό, αληίζηξνθν όξην κίαο αθνινπζίαο 

    0
,

Nnnn dB  πιήξσλ κεηξηθώλ δαθηπιίσλ. Δπίζεο, έζησ Aaa m ,...,1  

ηέηνηα ώζηε ην     mnn afaf ,...,1  είλαη έλα δεμηό θαλνληθό ζύζηεκα ζηνλ 

nB , γηα θάζε  0n . Τόηε ην  maaa ,...,1  είλαη έλα δεμηό θαλνληθό 

ζύζηεκα ζην A . 

 

Απόδεημε Αλαδεηνύκε mAx  ηέηνην ώζηε   1, xa . Από ηελ ππόζεζε, 

ππάξρεη mBy 0  κε  

   1,0 yaf . 

 Έζησ  i i  ηπραία ζεηξά ζεηηθώλ αξηζκώλ. Από ην Πόξηζκα 3.6 

ππάξρεη 
mBy 1

1  ηέηνην ώζηε 
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   1, 1

1 yaf  θαη    1

01

0 , yyfd m . 

Σπλερίδνληαο κε επαγσγή, βξίζθνπκε ,..., 3

3

2

2 mm ByBy   ηέηνηα ώζηε  

   ,...2,1,1,  nyaf n

n     (*)   

θαη      nlyfyfd n

nlnlm

n 

 ,, 11

1       (**). 

Έζησ     ,...1,,   kknyfkc nkn

n  Τόηε      knkcfkc nn  ,1  θαη 

επνκέλσο  

     lnlnclncd nnn

m

n   ,, 11   (από ηελ (**))  

θαη      knkcaf nk  ,1,  (από ηελ (*)). 

Σπλεπώο, ε  nkc  είλαη κία αθνινπζία Cauchy ζηνλ m

kB , ε νπνία 

ζπγθιηλεί ζε θάπνηα n άδα έζησ  kc , ελώ επίζεο έρνπκε 

     1, kcafk  θαη     1 kcfkc  

Τειηθά,  c  είλαη έλα ζηνηρείν x  ηεο άιγεβξαο αληίζηξνθν όξην mA , ην 

νπνίν ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε    1, xa . □ 

 

Οριζμός 3.8  Έλα ηδεώδεο M , κίαο ηνπνινγηθήο άιγεβξαο A , θαιείηαη 

ζπλ-πεπεξαζκέλν (cofinite) αλ είλαη θιεηζηό, θαη ην πειηθό 
M

A  είλαη 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο. 

 

    Σρεηηθά κε ηελ νξνινγία πνπ αλαθέξζεθε πξηλ ην ζεώξεκα 3.7, 

ππνζέηνπκε επηπιένλ όηη γηα θάζε n , ε nB  είλαη ηδηαίηεξα κία κνλαδηαία 

άιγεβξα, ππεξάλσ ελόο ηνπνινγηθνύ ζώκαηνο K  (κε ρσξηζηά ζπλερή 

πνιιαπιαζηαζκό), ηέηνηα ώζηε 

    ...2,1,0,,, 11,1,   nBbKkbkfkbf nnnnn  

    Δπηπιένλ, ππελζπκίδνπκε όηη: 
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Σε κία κνλαδηαία άιγεβξα Banach, ή γεληθόηεξα ζε έλαλ κνλαδηαίν 

Q δαθηύιην, θάζε γλήζην, δεμηό, ηδεώδεο πεξηέρεηαη ζε έλα θιεηζηό 

(θαλνληθό) ηδεώδεο. 

 

Θεώρημα 3.8  Υπνζέηνπκε όηη θάζε  ηνπνινγηθή άιγεβξα nB  (όπσο 

πξνεγνπκέλσο) έρεη ηελ εμήο ηδηόηεηα: 

   Κάζε γλήζην, πεπεξαζκέλσο παξαγόκελν δεμηό ηδεώδεο, πεξηέρεηαη ζε 

θάπνην κέγηζην, ζπκπεπεξαζκέλν, δεμηό ηδεώδεο.  

Τόηε, ε άιγεβξα αληίζηξνθν όξην A  έρεη επίζεο ηελ ίδηα ηδηόηεηα. 

 

Απόδεημε  Έζησ J  έλα γλήζην, πεπεξαζκέλσο παξαγόκελν ηδεώδεο ηεο 

A  θαη maa ,...,1  ηα ζηνηρεία πνπ ην παξάγνπλ. Δπεηδή ην J  είλαη γλήζην, 

ην  maa ,...,1  είλαη έλα κε θαλνληθό ζύζηεκα ζην αληίζηξνθν όξην A . 

Γηαθνξεηηθά, ζα πεξηείρε ηε κνλάδα ηεο άιγεβξαο A , ε νπνία ππάξρεη 

αθνύ νη παξάγνληεο ηεο άιγεβξαο αληίζηξνθν όξην είλαη κνλαδηαίεο 

άιγεβξεο. Σπλεπώο ππάξρεη n , ηέηνην ώζηε ηα    mnn afaf ,...,1  αλήθνπλ 

ζε θάπνην γλήζην, πεπεξαζκέλσο παξαγόκελν ηδεώδεο nJ  ηνπ nB . Από 

ηελ ππόζεζε, ην nJ  πεξηέρεηαη ζε έλα κέγηζην, ζπλ-πεπεξαζκέλν, δεμηό 

ηδεώδεο, έζησ nM  ηνπ nB . Τόηε, ππάξρεη κία απεηθόληζε 

n

n
n M

B
Aj :  

ηέηνηα ώζηε ην  Ajn  είλαη ππθλό ζην 
n

n

M
B

θη άξα ε nj  είλαη επί. 

Σπλεπώο, ην njM ker  είλαη έλα ζπλ-πεπεξαζκέλν, κέγηζην, θιεηζηό 

ηδεώδεο ,ην νπνίν πεξηέρεη ην J . □ 

 

Οριζμός 3.9 Έζησ KB,  ηνπνινγηθνί δαθηύιηνη θαη   
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   |:{, KBKBL  νκνκνξθηζκόο} 

(αλ ν δαθηύιηνο K  είλαη κνλαδηαίνο, ηόηε κε  KBL ,  ζπκβνιίδνπκε ην 

ζύλνιν ησλ κε-κεδεληθώλ νκνκνξθηζκώλ από ην B  ζην K ). 

    Δπίζεο, έζησ n  θαη  nbb ,...,1  κία δηαηεηαγκέλε n άδα ηνπ B . Τν 

ζύλνιν 

          n

nn KKBLbbKBbbL  ,:,...,,|,..., 11   

θαιείηαη K θαζκαηηθή εηθόλα ηνπ  nbb ,...,1  σο πξνο ηνλ ηνπνινγηθό 

δαθηύιην B .  

 

΢τόλιο  Έζησ A  ην αληίζηξνθν όξην κίαο νηθνγέλεηαο  
Ia

B
  

ηνπνινγηθώλ δαθηπιίσλ. Δπεηδή θάζε ζπλερήο νκνκνξθηζκόο   ησλ B  

επάγεη έλαλ νκνκνξθηζκό  f  ζην A  ζπκπεξαίλνπκε όηη 

       I nn KBafafLKAaaL



  ,|,...,,|,..., 11  

γηα θάζε n άδα   Aaa n ,...,1 . Αλ K  είλαη κία άιγεβξα Banach θαη ην 

A  είλαη ηζρπξά ππθλό αληίζηξνθν όξην, ε ηειεπηαία ζρέζε γίλεηαη 

ηζόηεηα.  

 

Θεώρημα 3.10  Αλ K  είλαη κία άιγεβξα Banach θαη ην αληίζηξνθν όξην 

A  ησλ ηνπνινγηθώλ δαθηπιίσλ IaB ,  είλαη ηζρπξά ππθλό, ηόηε 

    I
KBLKAL




  ,,  

 

Απόδεημε  Έζησ  KBL ,   γηα θάπνην I . Τόηε  KALf ,   

θαη επεηδή  Af  είλαη ππθλό ζην B , έρνπκε  

  ff  2121   

γηα  KBL ,, 21   . Σπλεπώο, κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηελ εκβάπηηζε 

   KALKBLZ ,,:   



 

48 

 

από ηελ νπνία έρνπκε όηη  

   KBLKBL ,,    

Δπηπιένλ, από ην Θεώξεκα 3.3, ην  KAL ,  εμαληιείηαη από ηελ έλσζε 

ησλ   IKBL  ,, . □ 

 

Οριζμός 3.11  Έζησ B  έλαο κνλαδηαίνο δαθηύιηνο, K  ππνδαθηύιηόο ηνπ 

θαη Bbb n ,...,1 . Τν ζύλνιν 

    nn

n

nn kbkbKkkKBbb  ,...,|,...,{,|,..., 1111 νξίδνπλ έλα γλήζην, 

δεμηό ηδεώδεο ζην }B  

θαιείηαη δεμηό K θάζκα ηνπ  nbb ,...,1  σο πξνο ην B . 

 

΢τόλιο  (ζηνλ πξνεγνύκελν νξηζκό). Παξαηεξνύκε όηη, γηα θάζε 

 KBL , , ην ker  είλαη έλα θαλνληθό ηδεώδεο ηνπ δαθηπιίνπ B . 

Σπλεπώο ηζρύεη ε ζρέζε  

 KBbb n ,|,...,1  KBbbL n ,|,...,1  

  Σεκεηώλνπκε εδώ, όηη κπνξνύκε λα νξίζνπκε ην  KBF ,|  γηα F  κία 

άπεηξε νηθνγέλεηα ζηνηρείσλ. Αο εθαξκόζνπκε ινηπόλ απηήλ ηελ ηδέα 

ζηελ πεξίπησζε ελόο αληίζηξνθνπ νξίνπ A . Τόηε πξέπεη λα ηζρύνπλ νη 

εμήο πξνϋπνζέζεηο: 

1. θάζε B  πεξηέρεη ην K  ή κία άιγεβξα ηζνκνξθηθή κε απηό, 

2. νη απεηθνλίζεηο  BBf : ,   , I,  δηαηεξνύλ ην K . 

Σπλεπώο, ην A  πεξηέρεη ην K  θαη νη απεηθνλίζεηο IBAf   ,: ην 

δηαηεξνύλ. 

  Υπνζέηνπκε όηη       KBafafkk nn ,|,...,,..., 11   γηα θάπνην In . 

Τόηε,     nn kafkaf   ,...,11  δελ είλαη θαλνληθό ζην B  θαη επνκέλσο 

ην  nn kaka  ,...,11  δελ είλαη θαλνληθό ζην A . Άξα 
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       I nn KBafafKAaa



  ,|,...,,|,..., 11 . 

 

Θεώρημα 3.12  Έζησ κία αθνινπζία κνλαδηαίσλ, κεηξηθώλ δαθηπιίσλ 

,..., 10 BB  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ ηα εμήο: 

(1) Γηα ,...2,1,0i  ν iB  πεξηέρεη έλαλ ππνδαθηύιην K  ηέηνην ώζηε 

  Kkkkf nn  ,1,  (δειαδή  Knnf |1, ηαπηνηηθή). 

(2) Τν αληίζηξνθν όξην A  ηεο αθνινπζίαο, είλαη ππθλό. 

Τόηε γηα Aaa n ,...,1  έρνπκε 

       I nn KBafafKAaa



  ,|,...,,|,..., 11 . 

 

Απόδεημε Από ην πξνεγνύκελν ζρόιην, έρνπκε όηη  

       I nn KBafafKAaa



  ,|,...,,|,..., 11 .    (*) 

Έζησ όηη       KBafaf n ,|,...,0,...,0 1   γηα I . Τόηε, από ην 

Θεώξεκα 3.7, έρνπκε όηη  0,...,0  KAaa n ,|,...,1 . Από ηελ (*), 

θαηαιήγνπκε ζε άηνπν. □ 

 

Θεώρημα 3.13  Έζησ κία αθνινπζία κνλαδηαίσλ, κεηξηθώλ δαθηπιίσλ 

,..., 10 BB  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ ηα : 

(1) Γηα ,...2,1,0i  ν iB  πεξηέρεη ππνδαθηύιην K  ηέηνην ώζηε 

  Kkkkf nn  ,1, . 

(2) Τν αληίζηξνθν όξην A  ηεο αθνινπζίαο  είλαη ππθλό. 

(3) Ο K  είλαη ρώξνο Banach. 

(4) Γηα im Bbb ,...,1 , πνπ αλήθνπλ ζε έλα γλήζην, δεμηό ηδεώδεο ηνπ iB , 

ππάξρεη έλαο ζπλερήο νκνκνξθηζκόο KBf i :  κε  

  mkbf k ,...,1,0  . 
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   Τόηε, γηα Aaa m ,...,1 , πνπ αλήθνπλ ζε θαλνληθό, δεμηό ηδεώδεο ηνπ 

A , ππάξρεη ζπλερήο νκνκνξθηζκόο KAf :  κε   mkaf k ,...,1,0   

θαη  KAaa m ,|,...,1  KAaaL m ,|,...,1 . 

 

Απόδεημε Από ην Θεώξεκα 3.12, ηζρύεη 

       I mm KBafafKAaa



  ,|,...,,|,..., 11 . 

 Άξα, αξθεί λα απνδεηρζεί όηη 

       I mm KBafafKAaaL



  ,|,...,,|,..., 11  (βι. [5]). □ 

 

     Τν επόκελν απνηέιεζκα πινπνηεί ην Θεώξεκα 3.13: 

Θεώρημα 3.14  Έζησ   
nnqA,  κία κνλαδηαία, κεηαζεηηθή, Fréchet 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Τόηε, γηα maa ,...,1 , πνπ αλήθνπλ ζε έλα 

γλήζην, δεμηό ηδεώδεο ηεο A , ππάξρεη ζπλερήο νκνκνξθηζκόο  

Af : ₵  κε   mkaf k ,...,1,0  . 

 

Απόδεημε  Αξρηθά, από ηελ αλάιπζε Arens – Michael, ε A  κπνξεί λα 

ηαπηηζηεί κε ην αληίζηξνθν όξην κίαο νηθνγέλεηαο  
nnB  από 

κεηαζεηηθέο, άιγεβξεο Banach ηεο κνξθήο  

 n
q

AB
n

n ,
ker . 

Αθόκε, ην ₵ είλαη έλαο ρώξνο Banach θαη γηα n  ηζρύνπλ ηα εμήο: 

1. Κάζε ηδεώδεο ηεο nB  πεξηέρεηαη ζε έλα ηνπιάρηζηνλ κέγηζην 

ηδεώδεο. 

2. Όια ηα κέγηζηα ηδεώδε ηεο nB  είλαη θιεηζηά. 

3. Ζ nB  είλαη ηζόκνξθε κε ην ₵ από ην Πόξηζκα 1.20. 

Σπλεπώο, από ην Θεώξεκα 3.13, γηα maa ,...,1 , πνπ αλήθνπλ ζε έλα 

γλήζην, δεμηό ηδεώδεο ηεο A , ππάξρεη ζπλερήο νκνκνξθηζκόο  
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Af : ₵  κε   mkaf k ,...,1,0  . □ 

 

Οριζμός  3.15   Έλα ζηνηρείν  a  κίαο ηνπνινγηθήο άιγεβξαο  A  

θαιείηαη  θξαγκέλν, αλ ην ζύλνιν 

  ,(|{ ALa  ₵ )} 

είλαη θξαγκέλν ππόζπλνιν ηνπ ₵. 

 

Θεώρημα 3.16 Έζησ   
nnqA,  κία κνλαδηαία κεηαζεηηθή Fréchet 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Ζ A  είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο αλ  

(1)  Υπάξρνπλ Agg m ,...,1  έηζη ώζηε γηα ηελ απεηθόληζε 

,(: ALH ₵) ,|,...,( 1 AggL m ₵) κε       mggH  ,...,1 , 

ην  mhhH ,...,1

1  είλαη ζπκπαγέο ππνζύλνιν ηνπ ,(AL ₵),  γηα        

θάζε  mhh ,...,1
,|,...,( 1 AggL m ₵), 

ή ηθαλνπνηνύληαη ηα αθόινπζα: 

(2)  Γηα θάζε Ax , ππάξρεη Ay  θξαγκέλν, ηέηνην ώζηε 

  0x  όηαλ   0y , γηα θάζε ,(AL ₵ ). 

(3)  Αλ Ayy ,..., 21  θξαγκέλα θαη     


k kys   ζπγθιίλεη   

νκνηόκνξθα ζην ,(AL ₵), ηόηε ππάξρεη Aa  ηέηνην ώζηε 

    s  γηα θάζε ,(AL ₵ ). 

 

Απόδεημε Ζ απόδεημε βαζίδεηαη ζε απηήλ ηεο Πξόηαζεο 2.20, όπνπ 

εκθαλίδνληαη αζζελέζηεξεο κνξθέο ησλ ζπλζεθώλ (2) θαη (3), όπσο 

παξαπάλσ. □ 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4  

 

ΦΡΑΓΜΔΝΑ ΠΟΛΛΑΠΛΑ΢ΙΑ΢ΣΙΚΑ 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΟΔΙΓΗ ΢Δ  

ΣΟΠΙΚΑ m-ΚΤΡΣΔ΢ ΑΛΓΔΒΡΔ΢ 

  

   Κεληξηθό ζεκείν ηνπ παξόληνο θεθαιαίνπ είλαη ην Θεώξεκα 4.4, 

ζύκθσλα κε ην νπνίν, ε εηθαζία Michael είλαη ηζνδύλακε κε ην 

αθόινπζν:  

   Κάζε γξακκηθό, πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο επί κίαο κεηαζεηηθήο, 

πιήξνπο ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο είλαη θξαγκέλν. (βι. Οξηζκόο 6.1) 

(βι. [10]) 

 

Οριζμός 4.1 Έλα ζπλαξηεζνεηδέο, επί κίαο ηνπνινγηθήο άιγεβξαο A , 

θαιείηαη θξαγκέλν, αλ ε εηθόλα θάζε θξαγκέλνπ ππνζπλόινπ ηεο A  

είλαη θξαγκέλν ζύλνιν. 

 

Οριζμός 4.2 Μία απεηθόληζε   RAp : , επί κίαο άιγεβξαο A , 

θαιείηαη επεθηεηακέλε εκηλόξκα, αλ ε p  πεξηνξηζκέλε ζην ππνζύλνιν 

   xpAx :  ηεο A , είλαη εκηλόξκα. 
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    Ηδηαίηεξα, ε p  θαιείηαη θάησ εκηζπλερήο, αλ ην ζύλνιν 

  1:  xpAx  είλαη θιεηζηό ζηελ A . 

 

Θεώρημα 4.3 (Θεώξεκα Πιεξόηεηαο ηνπ Garling).  

Έζησ   
IaapX


,  έλαο πιήξεο ηνπηθά θπξηόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο θαη 

κία νηθνγέλεηα  
J

q
  από θάησ εκηζπλερείο επεθηεηακέλεο εκηλόξκεο, 

νξηζκέλεο επί ηνπ Χ. Τόηε ν ρώξνο: 

  JxqXxY   ,:  

είλαη πιήξεο σο πξνο ηελ ηνπνινγία πνπ παξάγεηαη από ηελ νηθνγέλεηα 

 
J

q
  

Iaap


 . 

 

Απόδεημε Έζησ   Yx 
  έλα δίθηπν Cauchy σο πξνο ηελ ηνπνινγία 

πνπ παξάγεηαη από ηελ νηθνγέλεηα  
J

q
  

Iaap


 . Τόηε   Xx 
  

θαη επεηδή ν   
IaapX


,  είλαη πιήξεο, έρνπκε xx   γηα θάπνην  Xx  

(σο πξνο ηελ ηνπνινγία πνπ παξάγεηαη από ηελ αθνινπζία εκηλνξκώλ 

 
Iaap

 ).  

    Θα δείμνπκε όηη Yx . Έζησ J . Τόηε, από ηνλ νξηζκό ηεο, ε 

  
 xq  είλαη ηειηθά θξαγκέλε. Σπλεπώο, ππάξρεη 

0M  θαη 0 , ηέηνηα ώζηε    Mxq  , γηα θάζε 0  . 

Δπεηδή, ην    MxqXxJ  :  είλαη θιεηζηό θαη    Jx 
 0

, 

έρνπκε όηη    Mxq  , δειαδή Yx . 

   Τέινο, ζα δείμνπκε όηη xx   σο πξνο ηελ ηνπνινγία πνπ παξάγεηαη 

από ηελ νηθνγέλεηα  
J

q
  

Iaap


 . Αξθεί λα δείμνπκε όηη 

  0


 xxq , γηα θάζε J . Έζησ ινηπόλ J , 0  ελώ αθόκε 

ππνζέηνπκε, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, όηη 0x . Τόηε, ππάξρεη 
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0  κε    
21

xxq , γηα θάζε 0201 ,   . Τειηθά, γηα 01    

έρνπκε     xxq
1

. □ 

  

Θεώρημα 4.4 Τα αθόινπζα πξνβιήκαηα είλαη ηζνδύλακα: 

(1) Κάζε γξακκηθό, πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο επί κίαο  

κεηαζεηηθήο Fréchet ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο είλαη ζπλερέο. 

(2) Κάζε γξακκηθό, πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο επί κίαο 

κεηαζεηηθήο, πιήξνπο ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο είλαη θξαγκέλν (βι. 

Οξηζκόο 6.1). 

 

Απόδεημε (2) (1) Άκεζν, αθνύ θάζε θξαγκέλν, γξακκηθό, 

ζπλαξηεζνεηδέο επί ελόο κεηξηθνπνηήζηκνπ, ηνπηθά θπξηνύ ρώξνπ είλαη 

ζπλερέο . 

  Αληίζηξνθα, απνδεηθλύνπκε όηη ε άξλεζε ηνπ (2) ζπλεπάγεηαη ηελ 

άξλεζε ηνπ (1). Έζησ f  έλα κε θξαγκέλν πνιιαπιαζηαζηηθό 

ζπλαξηεζνεηδέο επί κίαο άιγεβξαο   
IaapA


,  όπσο ζην (2). Τόηε, 

ππάξρεη κία θξαγκέλε αθνινπζία   Ay
Nnn 

 , ηέηνηα ώζηε ε 

αθνινπζία    
Nnnyf ₵  είλαη κε θξαγκέλε. Αθνύ ε  

Nnny
  είλαη 

θξαγκέλε, γηα θάζε Ia , ππάξρεη ζηαζεξά aM  κε   ana Myp  , γηα 

θάζε Nn . Οξίδνπκε, γηα Nm , ηα εμήο: 

  NnάmypIaI nam  ,:  θαη 

     .,:sup AxIaxpxq mam   

Τόηε, ε  
Nmmq

  είλαη κία αθνινπζία από επεθηεηακέλεο εκηλόξκεο, νη 

νπνίεο είλαη θάησ εκηζπλερείο. Πξάγκαηη, έζησ Nm  θαη 

  1:  xqAxJ mm . 
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 Θα δείμνπκε όηη mJ mJ  (δειαδή ην mJ  θιεηζηό). Αξθεί λα 

απνδείμνπκε όηη mJ mJ  (αθνύ mJ mJ ). Έζησ mJz . Τόηε, ππάξρεη 

δίθηπν   mJz 
  έηζη ώζηε zz 


lim , ελώ αθόκε ηζρύεη 

    1  zqzp ma , γηα θάζε  ,mIa . 

 Δπίζεο, γηα mIa  έρνπκε  

  1lim 


zpa   1lim 


zpa   1zpa mJz  

(αθνύ νη ma Iap ,  είλαη ζπλερείο απεηθνλίζεηο). Οπόηε mJ mJ . Από 

ην Θεώξεκα 4.3, έρνπκε όηη ν ππόρσξνο 

  NmxqAxA m  ,:0  

είλαη πιήξεο, σο πξνο ηελ ηνπνινγία, έζησ 0T , ε νπνία νξίδεηαη κέζσ 

ηεο νηθνγέλεηαο εκηλνξκώλ  
Nmmq


 

Iaap


 . Ζ 0T  ζπκπίπηεη κε ηελ 

ηνπνινγία, ε νπνία νξίδεηαη κόλν κέζσ ηεο αθνινπζίαο  
Nmmq

 . 

Σπλεπώο, ε 0A , εθνδηαζκέλε κε ηελ ηνπνινγία 0T , γίλεηαη κία Fréchet 

ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. Ζ αθνινπζία  
Nnny

  είλαη θξαγκέλε (σο πξνο 

ηελ ηνπνινγία 0T ) επεηδή   myq nm   γηα θάζε Nnm , . Όκσο, ε 

αθνινπζία   
Nnnyf

  είλαη κε θξαγκέλε θαη επνκέλσο ην f  κε 

ζπλερέο.□ 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 

 

FRECHET ΣΟΠΙΚΑ m-ΚΤΡΣΔ΢ 

ΑΛΓΔΒΡΔ΢ ΜΔ ΟΡΘΟΓΩΝΙΔ΢ ΒΑ΢ΔΙ΢ 

 

Σθνπόο ηνπ παξόληνο θεθαιαίνπ είλαη ε απόδεημε ελόο αθόκε 

ζεκαληηθνύ απνηειέζκαηνο ζρεηηθά κε ηελ εηθαζία Michael. Θα 

απνδείμνπκε όηη θάζε Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα κε νξζνγώληα 

βάζε (Οξηζκόο 5.1) είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο (Θεσξήκαηα 5.9, 5.12 

θαη 5.13). (βι. [13]) 

 

Οριζμός 5.1 Έζησ A  έλαο ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο. Μία 

αθνινπζία  
iix  ηνπ A  θαιείηαη βάζε, αλ γηα θάζε Ax  ππάξρεη κία 

κνλαδηθή αθνινπζία  
iia  κηγαδηθώλ αξηζκώλ ηέηνηα ώζηε 







1i ii xax . 

   Ηδηαίηεξα, κε ηνλ όξν νξζνγώληα βάζε ζα ελλννύκε κία βάζε  
iix , 

ηέηνηα ώζηε 0ji xx γηα θάζε ji  . 
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Πρόηαζη 5.2  Έζησ έλαο ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο A  κε βάζε 

 
iix  θαη Ax  κε 






1i ii xax . Τόηε θάζε ζπλαξηεζνεηδέο 

(ζπληεηαγκέλε) ia : A ₵ κε   ii axa   είλαη ζπλερήο απεηθόληζε. 

 

Απόδεημε (βι. [19]). □ 

 

Πρόηαζη 5.3 Έζησ  
iix  κία αθνινπζία ελόο ρώξνπ Fréchet 

  
nnqA, . Τόηε γηα θάζε αθνινπζία κηγαδηθώλ  

iia , Axa
i ii 


1
 αλ 

θαη κόλν αλ γηα θάζε nq  ππάξρεη θπζηθόο αξηζκόο n (εμαξηώκελνο από 

ην n) ηέηνηνο ώζηε   0in xq  γηα θάζε ni  . 

 

Απόδεημε Έζησ  
iia αθνινπζία κηγαδηθώλ θαη Axa

i ii 


1
. Αθνύ ε 

ζεηξά ζπγθιίλεη έρνπκε,   0lim  iini xaq   0lim   inii xqa  γηα 

θάζε n  (ιόγσ ηεο απόιπηεο νκνγέλεηαο ησλ nqn , ). Όκσο, ε 

 
iia  είλαη ηπραία θη έηζη έρνπκε    nxq ini ,0lim . Σπλεπώο, 

ππάξρεη θπζηθόο αξηζκόο  nnn   ηέηνηνο ώζηε   0in xq  γηα θάζε 

ni  , γηα θάζε n . 

    Αληίζηξνθα, έζησ όηη γηα θάζε εκηλόξκα nq  ππάξρεη θπζηθόο αξηζκόο 

n , εμαξηώκελνο από ην n,ηέηνηνο ώζηε   0in xq  γηα θάζε ni  . Τόηε, 

γηα θάζε n  θαη  
iia  αθνινπζία κηγαδηθώλ, ην  



1i ini xqa  

ζπγθιίλεη. Δπίζεο  


1i ini xqa  ζπγθιίλεη (απόιπηε ζύγθιηζε) θη έρνπκε 

όηη        nxaqxqaxqa iininiini ,000  θαη ζπλεπώο 

Axa
i ii 


1
, 

δειαδή ζπγθιίλεη ζηελ A  γηα ηπρνύζα  
iia . □ 
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Πρόηαζη 5.4  Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη 

 
iix  βάζε ηεο, ηέηνηα ώζηε αλ Axax

i ii 


1
, λα ηζρύεη 

0lim  ii a . Τόηε  ππάξρεη 0n  ηέηνην ώζηε   0
0

in xq  γηα θάζε 

ixi , .  

    Αληίζηξνθα, αλ  
iix  είλαη κία αθνινπζία ηεο A  ηέηνηα ώζηε : 

(α) γηα θάζε ix  έρνπκε iii xcx 2
, όπνπ 0inf 1  ii c , 

(β) ππάξρεη 0n  κε   0
0

in xq  γηα θάζε ix , 

ηόηε γηα θάζε  Axax
i ii 


1
 έρνπκε 0lim  ii a . 

 

Απόδεημε Θέηνπκε     nxqi inn ,0, . H  
nnq είλαη αύμνπζα 

αθνινπζία εκηλνξκώλ, δειαδή γηα nm  ,     Axxqxq nm  ,0 . 

Σπλεπώο, ε αθνινπζία ζπλόισλ  
nnZ  είλαη θζίλνπζα, δειαδή 

nm  . Υπνζέηνπκε όηη  nn , . Δπνκέλσο από ην αμίσκα ηεο 

επηινγήο, κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε κία αθνινπζία  
nni  θπζηθώλ 

αξηζκώλ ηέηνηα ώζηε nni  . Οπζηαζηηθά, επηιέγνπκε έλα nni   

(κπνξνύκε αθνύ n ) επαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα 

θάζε n . Τόηε όκσο   0
nim xq  γηα θάζε nm   αθνύ 

    00 
nn inim xqxq . Άξα, από ηελ Πξόηαζε 5.3, γηα θάζε  

nn  

αθνινπζία κηγαδηθώλ ην 


1n in n
x ζπγθιίλεη ζηελ A , ζπκπέξαζκα ην 

νπνίν αληηβαίλεη ζηελ ππόζεζή καο. Δπνκέλσο ππάξρεη 0n  κε 


0n  θη έηζη    ixq in ,0

0
. Γειαδή    ixq in ,0

0
. 

   Αληίζηξνθα, έζησ όηη ππάξρεη 0n  κε    ixq in ,0
0

. Έρνπκε 

              iniiininiinininin xqcxcqxqxxqxqxqxq
0000000

22
  (από ηελ 
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ππνπνιιαπιαζηαζηηθόηεηα, ηελ απόιπηε νκνγέλεηα ηεο 
0nq  θαη ηελ 

ππόζεζε (α)). Σπλέπσο: 

            00
00000

2
 iiniinininiin cxqcxqxqxqcxq   

(από ηελ ππόζεζε (β)) θαη ηειηθά 

    iiiniin cxqcxq  inf
00

.   (*) 

Αλ Axax
i ii 


1
, δειαδή ε ζεηξά ζπγθιίλεη ζε ζηνηρείν ηεο A , 

έρνπκε 

   

   0lim0liminf

0inflim0lim0lim
00









iiiiii

kkiiiniiiini

aac

caxqaxaq

αθνύ     icaxqa kkiini ,inf
0

 (από ηελ (*)) θαη 0inf  kk c  (από 

ηελ ππόζεζε (α)). □ 

 

Πρόηαζη 5.5   Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα 

θαη  
iix  νξζνγώληα βάζε ηεο. Τόηε ε Α έρεη κνλάδα, έζησ e, εάλ θαη 

κόλν εάλ: 

(α)  ixi ,02
 

(β) 


1i ii x  γηα ηπρνύζα αθνινπζία κηγαδηθώλ  
ii . 

 

Απόδεημε Υπνζέηνπκε όηη ε A  έρεη κνλάδα e θη όηη 





1i ii xae  γηα 

θάπνηα αθνινπζία κηγαδηθώλ  
iia  (Οξηζκόο 5.1). Δπεηδή jixx ji  ,0  

γηα Nj , έρνπκε 
2

11
0 jji ijii iijjj xaxxaxaxexx  








 

Σπλεπώο Njx j  ,02
 θαη γηα Nn  έρνπκε  

            

               010
22

22





jnjjnjnjjnjnjjn

jnjjnjnjjjnjjjnjn

xqaxqxqaxqxqaxq

xqaxqxqaxxqaxaqxq
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Αθόκε, αθνύ ε ζεηξά ii i xa


1
 ζπγθιίλεη, γηα n  έρνπκε  

      00lim0lim   jniniiiini xqxqaxaq  γηα θάζε 0jj  , 

όπνπ  njj 00   (κπνξνύκε λα επηιέμνπκε ην 0j  όζν κεγάιν επηζπκνύκε 

αλάινγα κε ην n ). Από ηελ Πξόηαζε 5.3, έρνπκε ινηπόλ όηη γηα θάζε 

αθνινπζία κηγαδηθώλ αξηζκώλ  
ii , Ax

i ii 


1
 . 

   Αληίζηξνθα, έζησ 02 ix  γηα θάζε Ni  θαη Axa
i ii 


1
 γηα θάζε 

 
iia  αθνινπζία κηγαδηθώλ. Δπεηδή ε  

iix  είλαη βάζε ηεο Α, γηα Ni , 

έρνπκε 





1

2

j jiji xax . Τόηε, γηα ik  , έρνπκε: 

  2

11

200 kikj jkijj jijkikik xaxxaxaxxxxx  







. Όκσο 02 kx , 

δειαδή .,0 ikaik   Τειηθά  

iiii xax  20  (*) 

 θαη ζπλεπώο  iaii ,0 , θαη άξα κπνξνύκε λα νξίζνπκε  ην ζηνηρείν 







1

1
i i

ii

x
a

e  ην νπνίν αλήθεη ζηελ A  από ηελ ππόζεζή καο. Τόηε, γηα 

Axx
i ii 


1
  έρνπκε, ιακβάλνληαο ππόςε θαη ηελ (*), όηη 

xxx
a

xeex
i iiii

ii

i  






 1

2

1

1
 . Δπνκέλσο ην e  είλαη κνλάδα γηα ηελ 

άιγεβξα A . □ 

 

Θεώρημα 5.6 Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη 

 
iix  νξζνγώληα βάζε ηεο. Τα επόκελα είλαη ηζνδύλακα: 

(α) Axa
i ii 


1
 γηα θάζε  

iia  αθνινπζία κηγαδηθώλ. 

(β) Γηα θάζε n , ππάξρεη nN  κε   0in xq  γηα θάζε nNi  . 

(γ) Ζ A  έρεη κνλάδα e . 

(δ) 
CA , σο πξνο  έλαλ αιγεβξηθό ηζνκνξθηζκό. 
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Απόδεημε (α) (β) (Άκεζν από ηελ Πξόηαζε 5.3) . 

(α) (γ) (Από ηελ Πξόηαζε 5.5). 

(β) (γ) (Ηζρύεη αθνύ (α) (β) θαη (α) (γ)). 

(α) (δ) Ο αιγεβξηθόο ηζνκνξθηζκόο είλαη o  

f : A ₵ N  κε      





  iii ii axafxf

1
. □ 

    

΢τόλιο Από ην ηειεπηαίν ζεώξεκα πξνθύπηεη όηη ε κόλε κνλαδηαία, 

Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα κε νξζνγώληα βάζε, είλαη ε άιγεβξα 

₵   ησλ κηγαδηθώλ αθνινπζηώλ κε ηηο θαηά ζπληεηαγκέλεο αιγεβξηθέο 

πξάμεηο. 

 

Θεώρημα 5.7 Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη 

 
iix  νξζνγώληα βάζε ηεο. Τόηε θάζε γξακκηθό πνιιαπιαζηαζηηθό 

ζπλαξηεζνεηδέο f : A ₵  ηέηνην ώζηε   0ixf , γηα θάπνην i , είλαη 

ζπλερήο απεηθόληζε. 

 

Απόδεημε  Έζησ 





1i ii xax  ζηνηρείν ηεο A , θαη i  έηζη ώζηε 

  0ixf . Δπεηδή ε βάζε είλαη νξζνγώληα, έρνπκε: 

  2

11 iij ijjij jji xaxxaxxaxx  







.   (*) 

    Δπίζεο, από ηελ πνιιαπιαζηαζηηθόηεηα, ηελ γξακκηθόηεηα ηνπ 

ζπλαξηεζνεηδνύο f , θαζώο θαη ηελ (*) έρνπκε: 

                 

                .2

22

xfxfxaxfxfaxfxfxfa

xfxfxfaxfxfxafxfxfxxf

iiiiiii

iiiiiiii




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Γειαδή ην ζπλαξηεζνεηδέο f  είλαη ζπλερήο απεηθόληζε, αθνύ ην 

 ixf ₵ θαη ε απεηθόληζε (ζπληεηαγκέλε) ia : CA  κε   ii axa   είλαη 

ζπλερήο από ηελ Πξόηαζε 5.2. □ 

 

Λήμμα 5.8 Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη 

 
iix  κία αθνινπζία ηεο, ηέηνηα ώζηε: 

(α) 0ji xx  γηα ji  , 

(β) γηα θάζε  
iia  αθνινπζία κηγαδηθώλ ην Axa

i ii 


1
. 

Τόηε   0
1




i ii xaf  γηα θάζε  
iia  αθνινπζία κηγαδηθώλ, όπνπ 

f : A ₵ είλαη πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο ην νπνίν 

ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε    ixf i ,0 . 

 

Απόδεημε Θα δείμνπκε αξρηθά όηη   0
1




i ixf , ρξεζηκνπνηώληαο εηο 

άηνπνλ απαγσγή. Έζησ όηη   0
1




i ixf . Έρνπκε: 

       0
1 2

11

2

11

























 i ii ii ii i xfxfx
i

fixf . 

 Δπνκέλσο   0
1




i iixf . 

    Θέηνπκε    









11
,

i ii i ixfxfa  . Τόηε : 

         0
11111

 



















aaixfxfixxfxif

i ii ii ii ii i 

    

  Αλ ν   δελ είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο, έρνπκε: 

        0
1

0
2

11

2

11











 















 i ii ii ii i xfxfx
i

fxif


  ην νπνίν 

είλαη άηνπν. 

  Αλ ν   είλαη αθέξαηνο, έζησ n , αθνύ    ixf i ,0  έρνπκε: 
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       

   0

1
0

2

1

2

,1,1

2

,11







































i i

nii inii iiniiii

xf

xfxfx
i

fxif




  

ην νπνίν είλαη άηνπν. Σπλεπώο ζε θάζε πεξίπησζε 

  0
1




i ixf .   (*) 

  Τώξα ζα δείμνπκε ην δεηνύκελν: έζησ  
iia  αθνινπζία κηγαδηθώλ. 

Άπν ηελ (*) έρνπκε: 

            

     00

0

1

2

1

11

2

1

22

11

2

1








































i iii ii

i ii iii iii iii iii ii

xafxaf

xfxafxafxafxafxaf

πνπ νινθιεξώλεη ηελ απόδεημε.□ 

 

΢τόλιο Από ην πξνεγνύκελν ιήκκα, έρνπκε ηδηαίηεξα, όηη θάζε 

ραξαθηήξαο ηεο A  δειαδή θάζε κε-κεδεληθό πνιιαπιαζηαζηηθό, 

γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο  f :A → ₵ είλαη ζπλερήο απεηθόληζε. Δπηπιένλ, 

έρνπκε όηη θάζε πνιιαπιαζηαζηηθό, γξακκηθό ζπλαξηεζνεηδέο, νξηζκέλν 

ζηελ Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα ₵   ησλ κηγαδηθώλ αθνινπζηώλ, 

είλαη ηαπηνηηθά ίζν κε κεδέλ αλ κεδελίδεηαη ζηα ζηνηρεία ηεο βάζεο 

 
iie  όπνπ  




jijie   (   1,  jiij   αλ ji   θαη 0  αλ ji  , είλαη ην   

ηνπ Kronecker). 

 

Θεώρημα 5.9 Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη 

 
iix  κία νξζνγώληα βάζε ηεο. Υπνζέηνπκε όηη γηα θάζε αθνινπζία 

 
iia  κηγαδηθώλ αξηζκώλ, Axa

i ii 


1
. Τόηε θάζε γξακκηθό 

πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο  f : A → ₵ είλαη ζπλερήο απεηθόληζε. 

 

Απόδεημε  Έζησ έλα γξακκηθό πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο  
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 f : A → ₵. 

(α) Αλ ππάξρεη i  κε   0ixf , από ην Θεώξεκα 5.7, έρνπκε ην 

δεηνύκελν. 

(β) Αλ   0ixf  γηα θάζε Ni , από ην Λήκκα 5.8, 0f , νπόηε ε f  

είλαη ζπλερήο . 

Άξα, ζε θάζε πεξίπησζε, ην ζπλαξηεζνεηδέο  f  είλαη κία ζπλερήο 

απεηθόληζε. □ 

 

΢τόλιο Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη  

iix  

κία νξζνγώληα βάζε ηεο. Τόηε, γηα θάζε i , ππάξρεη κνλαδηθή 

αθνινπζία κηγαδηθώλ  
jija  ηέηνηα ώζηε ην 






1

2

i jiji xax . 

Φξεζηκνπνηώληαο ηελ νξζνγσληόηεηα ηεο βάζεο θαη πνιιαπιαζηάδνληαο 

κε ix  έρνπκε 
23

iiii xax  . Με ηελ ίδηα δηαδηθαζία έρνπκε επίζεο 

34

iiii xax  . Γηαθξίλνπκε ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο: 

(α) Αλ 0iia  ζέηνληαο iiii x1  ζηελ 
34

iiii xax   πξνθύπηεη όηη 34

ii   . 

(β) Αλ 0iia  από ηηο ζρέζεηο 
23

iiii xax   θαη 
34

iiii xax   πξνθύπηεη όηη 

034  ii xx . 

  Σπλεπώο κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε όηη κία νξζνγώληα βάζε ηθαλνπνηεί 

πάληα ηελ ζρέζε 
34

ii xx  . 

 

Οριζμός 5.10 Μία νξζνγώληα βάζε  
iix  κίαο ηνπνινγηθήο άιγεβξαο 

θαιείηαη θαλνληθνπνηεκέλε αλ ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 
34

ii xx   γηα i . 

 

Πόριζμα 5.11 Έζησ A  κία ηνπνινγηθή άιγεβξα θαη  
iix  κία 

θαλνληθνπνηεκέλε βάζε ηεο. Τόηε  
46

ii xx   θαη 
68

ii xx   γηα i . 
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Απόδεημε Αθνύ ε βάζε είλαη θαλνληθνπνηεκέλε, έρνπκε 
34

ii xx  . 

Σπλεπώο 
434523246

iiiiiiiiiii xxxxxxxxxxx  . 

Δπίζεο 
844336

iiiiii xxxxxx  . □ 

 

Θεώρημα 5.12 Έζησ   
nnqA,  κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα 

θαη  
iix  κία νξζνγώληα βάζε ηεο, έηζη ώζηε  

 Axa ii ii 


1
  όηαλ Ax

i ii 


1
  

γηα θάζε  
ii ,  

iia  αθνινπζίεο κηγαδηθώλ κε 1ia . Τόηε θάζε 

γξακκηθό πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο νξηζκέλν ζηελ A  είλαη 

ζπλερήο απεηθόληζε. 

 

Απόδεημε  Έζησ f  έλα γξακκηθό θαη πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο 

ηεο A .  

   Αλ ππάξρεη i  κε   0ixf , από ην Θεώξεκα 5.7, ην f  είλαη 

ζπλερήο απεηθόληζε. 

Έζησ ηώξα όηη    ixf i ,0 . Θα δείμνπκε όηη ην f  είλαη ηαπηνηηθά ίζν 

κε ην κεδέλ. Από ην ζρόιην κεηά ην Θεώξεκα 5.9, ε βάζε  
iix  είλαη 

θαλνληθνπνηεκέλε θαη ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε ηεο ππόζεζεο. Θεσξνύκε 

ηα ζύλνια   ixB i :  θαη     nxqBxB nn ,0: 2
. Δπεηδή ε 

 
nnq  είλαη αύμνπζα αθνινπζία εκηλνξκώλ, έρνπκε, γηα Nn  θαη 

1 nBx , όηη     00 2

1

2   xqxq nn , δειαδή    02 xqn  θη άξα 1 nn BB . 

Θέηνπκε   0: 2

11  xqBxH  θαη 1,1   nBBH nnn , νπόηε 

 nn BH . Δπνκέλσο   02 xqn  γηα θάζε  nHx n ,  (*). Αθόκε 

γηα  nm   έρνπκε nmm BBH  1  θη επνκέλσο   02 xqn  γηα θάζε 
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mHx  κε nm   (**) (αθνύ     00 22  xqxq mn ). Έζησ 





10 i iBH . 

Αλ 0Hx  nBx n ,    nxqn ,02
. Δπεηδή ε A  είλαη 

Hausdorff  (σο ηνπνινγηθόο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο) έρνπκε 02 x . 

Δπίζεο από ηνλ ηξόπν πνπ νξίζακε ηα iH i ,  είλαη αλά δύν μέλα θαη 

BH
i i 


 0
 . Θέηνπκε   


jxH

mjmj , . Γηα θάζε j , κπνξνύκε 

λα ηαθηνπνηήζνπκε ηα mx jm ,  έηζη ώζηε nmjnjm  . Δπίζεο 

ηζρύεη όηη, αλ Axx
i ii 


1
  ηόηε  














1 1

22

1

222

j m jmjmi ii xxx  . Αλ 

k είλαη έλαο ζεηηθόο αθέξαηνο νξίδνπκε 1ia  αλ ki Hx   θαη 0ia  αλ 

ki Hx  . Ηζρύεη 1ia  γηα i  θαη άξα, από ηελ ππόζεζε, έρνπκε 

  ki Hx ii x Axa
i iii 


1
 . Δπεηδή 

nmknkm   θαη Axx
m kmkmHx ii

ki




 1
 , 

έρνπκε, από ηελ νξζνγσληόηεηα ησλ ix , όηη 

  Axx
m kmklm kmkm 






 1

22
2

1
 . 

Θέηνπκε 



kxy kmm kmk ,2

1

2 . Από ηελ (**), παξαηεξνύκε όηη αλ 

jk  , ηόηε 

  02 kmj xq  γηα θάζε kkm Hx   

 θαη επνκέλσο   jkxq
kp

m kmj  
,0

1

2
.  Άξα, kkm

p

m kmp yx
k

k
 

2

1

2lim   από 

ην νπνίν έρνπκε   kjyq kj  ,0 . Από ηελ Πξόηαζε 5.3 έπεηαη όηη γηα 

θάζε αθνινπζία κηγαδηθώλ  
kk , 

Aykk k 


1
 . 

Πην ζπγθεθξηκκέλα έρνπκε Axy kmk m kmk k  












2

1 1

2

1
 . Δπεηδή 





kxy kmm kmk ,2

1

2 , γηα θάζε εκηλόξκα jq , έρνπκε 
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    kxyq
k

k

p

m kmkmkjp ,0lim
1

22 . 

Παξαηεξνύκε όηη 

    
  

 

 







 













j

k

p

m kmkmm kmkmj

k

p

m kmkmm kmkmj

p

i iik kj

k

k

xxq

xxqxyq

1 1

22

1

22

1 1

22

1

22

1

22

1




 

επεηδή   02 kmj xq  γηα kj  από ηελ (**). Τν p  ρσξίδεηαη ζε kpk ,  

θαη p  ππνλνεί όηη kp . Δπνκέλσο, 

  0lim
1

22

1
 





p

i iik kjp xyq   γηα kj  . 

Δπεηδή ε A  είλαη Hausdorff, ηζρύεη όηη 

 

















1 1

22

11

222

k m kmkmk ki ii xyxx   . 

Από ην όηη 





1

22

m kmkmk xy   έπεηαη 

     0lim0lim0lim
22222   kmmkmkmkmmkmkmkm xqxq   

γηα θάζε k , αθνύ   02 kmk xq  από ηελ (*). Eπεηδή jixx ji  ,0  έρνπκε 

jiyy ji  ,0 . Θα δείμνπκε όηη    iyf i ,0  κε εηο άηνπνλ απαγσγή. 

Έζησ όηη ππάξρεη i  κε   0iyf . Υπνζέηνπκε, ρσξίο βιάβε ηεο 

γεληθόηεηαο, όηη   1iyf . Αθνύ ην f  είλαη γξακκηθό θαη 

πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο έρνπκε     032  iii zfyyf  όπνπ 

    

















1

66

1

44
3

1

22
2

1

2232

m imimm imimm imimm imimiii xxxxyyz  . Από 

ην Πόξηζκα 5.11 ηζρύεη 64

imim xx   θη επνκέλσο   4

1

64

imm imimi xz 



  . 

Δπεηδή 0lim 2  imm  , γηα αξθεηά κεγάιν m  κπνξνύκε λα έρνπκε 

2

12 im  θαη επνκέλσο 1
64

6


 imim

im




, κε ηελ πξνππόζεζε όηη 0im  (ην 

γεγνλόο όηη   1iyf  καο εμαζθαιίδεη ηελ ύπαξμε ελόο m  κε 

0im ). Δπεηδή Axx
i ii 


1
 , από ηελ ππόζεζε (β), έρνπκε 
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Ax
m imim 


1
  θαη Ax

imm imim

imim

im 





 0,1 64

6







. Από ηελ ππόζεζε (α) 

έρνπκε  

  Axxxz imm
imim

im

m imimm imim

imim

im
i

imim














 













2

0,1 64

8

10,1 64

6
'

 







. 

Τόηε   4
4

1

22

1

886

1

8'

im imimm imimimm imii yxxxzz  











   

(βι. Πόξηζκα 5.12). Γειαδή          10
4''  iiiii yfzzfzfzf  ην 

νπνίν είλαη άηνπν. Σπλεπώο    iyf i ,0  θαη άπν ην Λήκκα 5.8 γηα ηελ 

 
iiy  έρνπκε          00

22

1
 




xfxfxfyf

i i  γηα ηπραίν 

Ax , πνπ είλαη ην δεηνύκελν. □ 

 

΢τόλιο  Μία βάζε ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε ηνπ Θεσξήκαηνο 5.12 

θαιείηαη βάζε Schauder. Κάζε βάζε ελόο ρώξνπ Fréchet είλαη βάζε 

Schauder. Σπλεπώο, από ην Θεώξεκα 5.13, πξνθύπηεη ην αθόινπζν: 

 

Θεώρημα 5.13 Κάζε Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα κε αιγεβξηθά 

νξζνγώληα βάζε, είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 
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KΔΦΑΛΑΙΟ 6 

 

ΑΚΔΡΑΙΔ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ 

ΠΟΛΛΩΝ ΜΙΓΑΓΙΚΩΝ 

ΜΔΣΑΒΛΗΣΩΝ ΚΑΙ Η 

ΔΙΚΑ΢ΙΑ MICHAEL 

 

Σην παξόλ θεθάιαην δίλνπκε κία δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ζηελ εηθαζία 

Michael. Σπγθεθξηκέλα, ην Θεώξεκα 6.6 αλαθέξεηαη ζε κία ζπλζήθε, 

πνπ αλ ηθαλνπνηείηαη, νδεγεί ζηελ ζπλαξηεζηαθή ζπλέρεηα ησλ Fréchet 

ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ. Αθόκε, ζα δνζεί παξάδεηγκα κε 

κεηαζεηηθήο Fréchet ηνπηθά m-θπξηήο άιγεβξαο γηα ηελ νπνία ζα 

δείμνπκε όηη αλ κία ηπρνύζα Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα δελ είλαη 

ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο, ην ίδην ζα ηζρύεη θαη γηα ηελ αξρηθή. (βι. [9] ) 

 

     Σπκβνιίδνπκε κε   ηελ άιγεβξα ησλ ηππηθώλ δπλακνζεηξώλ κε 

άπεηξεο, κε κεηαζεηηθέο κεηαβιεηέο ,...,...,, 21 nxxx  κε κηγαδηθνύο 

ζπληειεζηέο. Ζ άιγεβξα   είλαη εθνδηαζκέλε κε ην ηππηθό γηλόκελν 

ζεηξώλ. Αλ f  ηόηε  
 

  


i

i

i xf   όπνπ   είλαη ην ζύλνιν όισλ 
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ησλ πεπεξαζκέλσλ ππνζπλόισλ    kiii ,...,1 , ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ. 

Δπίζεο 
 

kii

i xxx ...
1

 θαη   ki   γηα θάζε   i . Σπκβνιίδνπκε ην θελό 

ζύλνιν κε  0  θαη νξίδνπκε   00   έηζη ώζηε 
 0xe   λα είλαη ε κνλάδα 

ηεο άιγεβξαο  . Δπίζεο ζέηνπκε 

Ɛ    mfpf m ,:   (*) 

όπνπ    
 

 
 

mmfp
i

i

im , . Ζ (Ɛ,  
mmp ) είλαη Fréchet ηνπηθά m-

θπξηή άιγεβξα. 

 

Πρόηαζη 6.1  Έζησ   
mmqE,  Fréchet ηνπηθά θπξηόο ρώξνο. Έλαο 

ραξαθηήξαο Ef : ₵ είλαη ζπλερήο εάλ θαη κόλν εάλ 

   nn afsup  

όπνπ  
nna  θξαγκέλε αθνινπζία ζηνηρείσλ ηνπ E . 

 

Πρόηαζη 6.2 Αλ κία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα A  δελ είλαη 

ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο, ην ίδην ζα ηζρύεη θαη γηα ηελ άιγεβξα (Ɛ,  
mmp ) 

(Βι. (*)) 

 

Απόδεημε Έζησ A: ₵  κε ζπλερήο ραξαθηήξαο ηεο A . Από ηελ 

πξόηαζε 6.1, ππάξρεη θξαγκέλε αθνινπζία  
nna  ζηνηρείσλ ηεο A  κε 

   nn ainflim  

Υπνζέηνπκε όηη ε A  είλαη κνλαδηαία (δηαθνξεηηθά, ζεσξνύκε ηελ 

κνλαδνπνίεζε A ₵e ηεο A ). Θεσξνύκε ηελ απεηθόληζε 

:  Ɛ A  κε  
 

 
   

 
  


i

i

ii

i

i ax   

όπνπ 
   

kii

i aaaea ...,
1

0  . Ζ   είλαη έλαο ζπλερήο νκνκνξθηζκόο 

αιγεβξώλ. Θέηνπκε  y . Τόηε 
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      nnnn axy infliminflim  

Δπεηδή   mxp nm   κε nm, , ε αθνινπζία  
nnx  είλαη θξαγκέλε ζηελ 

Ɛ θαη ε y  δελ είλαη ζπλερήο. □ 

 

   Σηε ζπλέρεηα αλαθεξόκαζηε ζε επηπιένλ νξνινγία θαη απνηειέζκαηα 

ρξήζηκα ζηελ απόδεημε ησλ βαζηθώλ Θεσξεκάησλ 6.5 θαη 6.6. 

  Έζησ (H U,₵ )q  to ζύλνιν ησλ νιόκνξθσλ απεηθνλίζεσλ :f  U  ₵ q  

όπνπ U αλνηρηό ππνζύλνιν ηνπ ₵ p , δειαδή  
qfff ,...,1  κε 

qifi ,...,2,1,   νιόκνξθεο ζην U. 

  Aλ g (H ₵ p ,₵ ) , ε g  ζα είλαη αλαιπηηθή θαη ζπλεπώο 

 
  


0,..., 1,...,1

1

1

1
...,...,

p

p

pii

i

p

i

iip zzazzg  

όπνπ 
piia ,...,1

 ₵  θαη  




 p

p p

ii

ii ii Ra
...

0,..., ,...,
1

1 1
 γηα θάζε 0R .  

    Δπίζεο, αλ A  κνλαδηαία Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα, ε 

 
   0,..., 1,...,

1

1

1
...

p

p

pii

i

p

i

ii aaa  

είλαη ζπγθιίλνπζα ζηελ A , γηα θάζε νηθνγέλεηα  
paa ,...,1  p  ζηνηρείσλ 

ηεο. Με  paag ,...,1  ζα ελλννύκε ην άζξνηζκα ηεο ζεηξάο. Δπίζεο αλ 

 ε A  είλαη κεηαζεηηθή θαη B  είλαη ε θιεηζηή κνλαδηαία ππάιγεβξα ηεο πνπ 

παξάγεηαη από ηα  
paa ,...,1 , έρνπκε όηη ν πεξηνξηζκόο ελόο ραξαθηήξα   

ηεο A  , ζηε B , είλαη ζπλερήο, έηζη ώζηε 

       
pp aafaaf  ,...,,..., 11   

γηα θάζε f (H ₵ p ,₵) θαη γηα θάζε νηθνγέλεηα  
paa ,...,1  p  ζηνηρείσλ ηεο 

A . 

    Σηε ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνύκε ζε κε κεηαζεηηθέο άιγεβξεο ηππηθώλ 

δπλακνζεηξώλ, γηα λα εμεηάζνπκε θαη ηελ πεξίπησζε κίαο κε 

κεηαζεηηθήο άιγεβξαο A . 
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    Σηαζεξνπνηνύκε p  θαη ζπκβνιίδνπκε κε p , ην ζύλνιν όισλ ησλ 

πεπεξαζκέλσλ νηθνγελεηώλ   ),...,( 1 kiii   από ην ζύλνιν  p,...,1 . 

Θέηνπκε,  0  ηελ θελή νηθνγέλεηα θαη νξίδνπκε   00  ,   kii k ,...,1 . 

        Σπκβνιίδνπκε κε p  ηελ άιγεβξα ησλ ηππηθώλ δπλακνζεηξώλ κε  

p  κε κεηαζεηηθέο κεηαβιεηέο pxxx ,...,, 21  , κε κηγαδηθνύο ζπληειεζηέο. Ζ 

άιγεβξα p  είλαη εθνδηαζκέλε κε ην ηππηθό γηλόκελν ζεηξώλ. Αλ f  

ηόηε  
 

  


pi

i

i xf   όπνπ 
 

kii

i xxx ...
1

 ,   pi   θαη  i ₵. Θέηνπκε 

Ɛ p
   mfpf mp ,:  

όπνπ    
 

 
 

mmfp
pi

i

im , . Ζ (Ɛ p ,  
mmp ) είλαη κία κνλαδηαία, 

Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη θιεηζηή ππάιγεβξα ηεο  (Ɛ,  
mmp ). 

 

Πρόηαζη 6.3  Οη ραξαθηήξεο   ησλ Fréchet ηνπηθά m-θπξηώλ αιγεβξώλ 

(Ɛ p ,  
mmp ), p , είλαη ζπλερείο απεηθνλίζεηο θαη νξίδνληαη σο εμήο 

   
 

 
    pi

i

i xf   
 

  


pi

i

i  

όπνπ 
          

kk iiii

ii xxxxx  ......
11

 , 
       100  ex   γηα 

θάζε   pkiii  ),...,( 1 . 

 

Απόδεημε  Θεσξνύκε έλαλ ραξαθηήξα   ηεο Ɛ p  γηα θάπνην p . Ζ 

ζεηξά  
 

  


pi

i

i  ζπγθιίλεη ζην ₵, γηα θάζε f Ɛ p . Έηζη, 

ζπκβνιίδνληαο κε  f  ην άζξνηζκά ηεο, έρνπκε όηη ε απεηθόληζε 

:  Ɛ p
₵  κε  ff   

είλαη ζπλερήο ραξαθηήξαο ηεο Ɛ p . Με επαγσγή ζην k  κπνξνύκε λα 

δείμνπκε όηη γηα θάζε κνλώλπκν 
 

kii

i xxx ...
1

  ηζρύεη 
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        ...1,11 iii

i yexxx      
  exyexx i

kiii kk
  ,  

όπνπ    jiy ,  Ɛ p  θαη 

  jim yp ,
    jk

ii mxx
k

 ...
1

 κε .1,1  mkj  

Έζησ  .max1 1 ipi x   Τόηε από ηελ ηειεπηαία ζρέζε γηα m  

έρνπκε  

          

      

   kkkk

k

j

jkk

j

jkk

j

jk

ipi

k

j

k

j

jk

ii

jk

ii

k

j jim

mmmmm

mmmmx

mxxmxxyp
kk























 







 

11...1

11max

......

21

1111

1 11 , 11





 

Γειαδή,    

k

j jim yp
1 ,

km  γηα m . 

Έζησ  
 

 
  pi

i

i xf   Ɛ p . Γηα   pi   θαη m  έρνπκε 

        ...1,11 i

i zexxx      
  exzexx i

i    ,  

όπνπ   jiz ,  Ɛ p  θαη     
,...,1,,  jmzp

i

jim . 

Σπλεπώο, ιόγσ ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεσο, γηα ,...,1j  ε ζεηξά 

      pi jii z ,  ζπγθιίλεη απνιύησο (δειαδή     
 

  pi jimi zp , ) θη 

άξα ζπγθιίλεη ζε θάπνην jf  Ɛ p  θαη άξα έρνπκε  

    effexxf
j jjj 


 1
 

Σπλεπώο, 

 f      effexx
j jjj 


 1

         feffexx
j jjj 


  1
, f  Ɛ p .  

Άξα ε   ζπλερήο, αθνύ ε   είλαη ζπλερήο. □ 

 

Πόριζμα 6.4  Έζησ A  κνλαδηαία, Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα. 

Τόηε  

       
pp aafaaf  ,...,,..., 11   
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γηα θάζε f (H ₵ p ,₵ ) , γηα θάζε πεπεξαζκέλε νηθνγέλεηα  
paa ,...,1  από 

p  ζηνηρεία ηεο A  θαη γηα θάζε ραξαθηήξα  , ζπλερή ή όρη, επί ηεο A . 

 

Απόδεημε  Έρνπκε    


p

p

pii

i

p

i

iip zzzzf
,..., 1,...,1

1

1

1
...,...,   ε αλαιπηηθή 

έθθξαζε ηεο f . Θέηνπκε  

 


p

p

pii

i

p

i

ii xxf
,..., 1,...,

1

1

1
...  

Τόηε f Ɛ p . Σηαζεξνπνηνύκε Aaa p ,...,1  θαη γηα θάζε   pkiii  ),...,( 1 , 

ζέηνπκε 
 

kii

i aaa ...
1

 . Ζ απεηθόληζε  

:y  Ɛ p
A  κε  

 

 
   pi

i

i xy   
 

   pi

i

i a  

είλαη έλαο ζπλερήο νκνκνξθηζκόο αιγεβξώλ. Από ηελ Πξόηαζε 6.3 

έρνπκε 

   
 

 
   pi

i

i xy    
 

  


pi

i

i  

όπνπ 
       

kii

i xyxy   ...
1

 , γηα θάζε   pkiii  ),...,( 1 . Τειηθά 

           
pii

i

p

i

iip aafaaafyaaf
p

p

p
 ,...,...,..., 1,..., 1...

_

1
1

1

1

















  

.□ 

 

   Έζησ  
nnE  αξηζκήζηκε νηθνγέλεηα ρώξσλ Fréchet, θαη νηθνγέλεηα 

απεηθνλίζεσλ    nEE nnn ,: 1 . Τόηε  

       


 nxxExE nnnn nnnnn ,:,lim 1  

Δπίζεο, έζησ ε απεηθόληζε πξνβνιή 11 : EE
n n  

  κε    11 xx
nn 


 . 

Από ην Θεώξεκα Mittag- Leffler έρνπκε όηη αλ  

(α) n  ζπλερήο γηα n , 

(β)  1 nn E  είλαη ππθλό ζην nE , γηα n , 

ηόηε  










nnE ,lim1  είλαη ππθλό ζην 1E  (βι. Θεώξεκα 2.4 [5]). 
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Θεώρημα 6.5  Έζησ, κε ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο, Fréchet ηνπηθά m-

θπξηή άιγεβξα A . Τόηε 

lim (₵ ), n

p
Fn , γηα θάζε πξνβνιηθό ζύζηεκα 

(₵ nn

p
Fn ),  κε :nF ₵ 1np

₵ np
 αθέξαηα, γηα θάζε n . 

 

Απόδεημε Υπνζέηνπκε όηη ε A  είλαη κνλαδηαία. Αλ   κε ζπλερήο 

ραξαθηήξαο ηεο A , ζέηνπκε kerM  θαη       
pp aaa  ,...,1  γηα 

  p

p Aaaa  ,...,1 . Δπίζεο, ζέηνπκε 

01 q  θαη 1,... 11   nppq nn . 

Θέηνπκε nn qp

n MAE  , όπνπ ην M  είλαη εθνδηαζκέλν κε ηελ δηαθξηηή 

ηνπνινγία. Οξίδνπκε γηα n  ηελ απεηθόληζε  

nnn EE  1:  κε       
nnnn qqqnqn xxxxaFxxa ,...,,,...,,...,, 111 11   . 

Ζ ηειεπηαία απεηθόληζε είλαη θαιά νξηζκέλε αθνύ nnn pqq  1 . Δπεηδή 

ην 1nq
M  είλαη εθνδηαζκέλν κε ηελ δηαθξηηή ηνπνινγία θαη ε 

nn pp

n AAF 1:  είλαη ζπλερήο, έρνπκε όηη ε n  είλαη ζπλερήο. Όκσο ην 

np
M  είλαη ππθλό ζηελ np

A , έηζη ώζηε   1 nq

n Ma  ππθλό ζην nE  γηα 

θάζε n  θαη 1 np
Aa . Σπλεπώο από ην Θεώξεκα Mittag-Leffler 

έρνπκε όηη  

lim (  ), nnE . Έζησ  

nnu


 lim ( ), nnE  . Έρνπκε όηη 

 nnn Vau ,  κε np

n Aa   θαη nq

n MV  . Έπεηαη από ηνλ νξηζκό ηνπ n  

όηη,   np

nnn MaFa  1 γηα θάζε n  . Τόηε     1 nnpnp aFa
nn

  γηα 

θάζε n . Από ην Πόξηζκα 6.4, έρνπκε      11 1  
 npnnnp aFaF

nn
 , θη 

αλ ζέζνπκε  npn az
n 1

   γηα θάζε n , ηόηε   
nnz


lim (₵ ), n

p
Fn . 

Γειαδή 

lim (₵ ), n

p
Fn . □ 
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Θεώρημα 6.6  Έζησ όηη γηα θάπνην p , ππάξρεη αθνινπζία  
nnF  

από αθέξαηεο απεηθνλίζεηο :nF ₵ p
₵ p , κε 

  
n nFF ...1 (₵ p )   

Τόηε, θάζε Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπ-

λερήο. 

 

Απόδεημε Θέηνπκε ppn   γηα θάζε n . Τόηε  

1 (

lim (₵ ), n

p
Fn )   

n nFF ...1 (₵
p

)  . 

Σπλεπώο από ην Θεώξεκα  6.5 θάζε Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα 

είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. □ 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 7  

 

 

Η ΣΔΥΝΙΚΗ ΣΟΤ DO SIN SYA  

ΚΑΙ Η ΔΙΚΑ΢ΙΑ MICHAEL 

 

Σηα αθόινπζα απνηειέζκαηα εθαξκόδεηαη ε ηερληθή Do Sin Sya ε νπνία 

νδεγεί ζηνλ νξηζκό θαηάιιειεο βαζηθήο αθνινπζίαο ηεο νπνίαο (ιόγσ 

ηεο πιεξόηεηαο ησλ ηνπνινγηθώλ αιγεβξώλ πνπ ζεσξνύκε) ε ζύγθιηζε 

νδεγεί ζην λα είλαη ηα γξακκηθά πνιιαπιαζηαζηηθά ζπλαξηεζνεηδή 

ζπλερή. Ζ ελ ιόγσ ηερληθή είλαη επνκέλσο ηδηαίηεξεο ζεκαζίαο γηα ηελ 

εηθαζία Michael (βι. [12, 17, 20]).  

 

Πρόηαζη 7.1  Κάζε πξαγκαηηθή, κνλαδηαία, κεηαζεηηθή, Fréchet ηνπηθά 

m-θπξηή άιγεβξα είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

 

Απόδεημε  Έζησ A  κία άιγεβξα πνπ ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε θαη f  κε 

θξαγκέλνο ραξαθηήξαο ηεο. Τόηε, ππάξρεη θξαγκέλε αθνινπζία  
nnx  

ζηνηρείσλ ηεο A  ηέηνηα ώζηε ε   
nnxf  είλαη κε θξαγκέλε αθνινπζία 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Υπνζέηνπκε, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, όηη 

      1
1









 nn x

n
fnxf , γηα θάζε n . 
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Σπλεπώο, αλ ζέζνπκε  


 









n

nnn x
n

a
1

, έρνπκε όηη ε  
nna  είλαη 

θξαγκέλε αθνινπζία ζηνηρείσλ ηεο A κε 

  1naf , γηα θάζε n . 

 Δθαξκόδνπκε ηελ ηερληθή Do Sin Sya θαη έρνπκε όηη ππάξρεη 

 ππαθνινπζία  
jjb  ηεο  

nna , ηέηνηα ώζηε ε αθνινπζία   
k

j

kB  κε  

     11,......
2

222

11 







  kjbbbbB kkjj

j

k  

είλαη βαζηθή. Θέηνπκε 
 j
kkj Bc  lim . Τόηε 

2

1 jjj cbc , ελώ επίζεο, 

ηζρύεη    0j

kBf , γηα θάζε ., kj  Αθόκε   0jcf  γηα  
1jcf  

πξαγκαηηθό αξηζκό. Τόηε όκσο   pcf 1 , γηα θάζε p , ην νπνίν 

είλαη άηνπν. □ 

 

Οριζμός 7.2  Μία ηνπνινγηθή άιγεβξα Α θαιείηαη  αθνινπζηαθά πιήξεο 

αλ θάζε αθνινπζία Cauchy ηνπ ππνθείκελνπ ηνπνινγηθνύ δηαλπζκαηηθνύ 

ρώξνπ ζπγθιίλεη. 

  

Πρόηαζη 7.3 Έζησ   
IaapA


,  κία πξαγκαηηθή, κεηαζεηηθή, 

αθνινπζηαθά πιήξεο ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα θαη ),(B  κία 

πξαγκαηηθή, κεηαζεηηθή άιγεβξα Banach ηέηνηα ώζηε, γηα θάζε 

αθνινπζία   Bx
Nnn 

  έηζη ώζηε 1nx , Nn , ππάξρεη 0  θαη 

αθνινπζία RBfn : , Nn  γξακκηθώλ, πνιιαπιαζηαζηηθώλ 

ζπλαξηεζνεηδώλ ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε 

   nnNn xfinf . 

 Τόηε, θάζε  γξακκηθόο ηειεζηήο BAT :  κε  

     AxxTxT  ,
22
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 είλαη θξαγκέλνο. 

 

Απόδεημε Αλ ν T  δελ είλαη θξαγκέλνο, ηόηε ππάξρεη θξαγκέλε 

αθνινπζία  

  Ax
Nnn 

  έηζη ώζηε   nxT n  , γηα θάζε Nn . 

Δπεηδή, 
 

1
n

xT n , γηα θάζε Nn , ππάξρεη 0  θαη αθνινπζία 

RBfn : , Nn  γξακκηθώλ, πνιιαπιαζηαζηηθώλ ζπλαξηεζνεηδώλ ε 

νπνία ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε    nnNn yfinf , όπνπ 

 










n

x
T

n

xT
y nn

n , γηα θάζε Nn . 

  Έζησ 

2














n

n

cy
z , όπνπ 1c  ζηαζεξν. Τόηε, 

  12  czf nn  θαη   0

2




















n

mnm

cy
fzf , γηα θάζε Nnm , . 

Θέηνπκε, Nn
cx

a n
n 








 ,

2


 (ε   Aa

Nnn 


 είλαη θξαγκέλε) θαη 

Nn
n

a
Tz n

n 







 ,

2 . Δπνκέλσο, γηα θάζε Ia , ππάξρεη ζηαζεξά ac  κε  

  Nncap ana  , . 

  Οξίδνπκε,   NnkapIaI nak  ,: , Nk , ηόηε ε  
NkkI

  είλαη 

αύμνπζα αθνινπζία ππνζπλόισλ ηνπ Ι κε  Nk kII


 . Από ηελ ηερληθή 

Do Sin Sya νξίδνπκε επαγσγηθά κία ππαθνινπζία  
Nkkb

  ηεο 

Nn

n

n

a











2

σο εμήο: Έζησ 11 ab  , θη αλ ππνζέζνπκε όηη ηα 11,..., kbb  έρνπλ 

νξηζηεί, ηόηε επηιέγνπκε 2

k

n

k
n

a
b k , γηα αξθεηά κεγάιν k  ηέηνην ώζηε 
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(*)  
k

j

k

j

ka BBp
2

1)(

1

)(   , γηα θάζε kIa  θαη 11  kj ,  

όπνπ .)...))((...( 2222

11

)(

kkjj

j

k bbBbB    Δθόζνλ, νη εκηλόξκεο είλαη 

ππνπνιιαπιαζηαζηηθέο έρνπκε 

  

)(

1

)( j

k

j

ka BBp           })...))((...({ 2222

11 kakajaja bpbpbpbp  

-         },)...))((...({ 2222

121   kakajaja bpbpbpbp  

θαη επεηδή   kap ia  , γηα θάζε kIa , θαη γηα αξθεηά κεγάιν m, 

 
22

mm

m
ama

n

k

n

n
pbp 










 , γηα θάζε kIa , ,...1,  jjm  . Γειαδή ην  ka bp  

είλαη επαξθώο κηθξό, ώζηε ε (*) λα ηζρύεη. 

  Δπηπιένλ, γηα θάζε Ia , kIa , γηα θάπνην k, θη αλ kqp  , 

pk IIa ,....,1 . Από ηελ (*) έρνπκε,  

  )()( j

q

j

pa BBp     

p

qk

j

k

j

ka BBp
1

)(

1

)(    

p

qk

j

k

j

ka BBp
1

)(

1

)(  

p

qk k1 2

1
, 

γηα θάζε 11:  qjj . Σπλεπώο, γηα θάζε Nj , ην  
jk

j

kB


)(  είλαη 

αθνινπζία Cauchy. Έζησ, 
)(lim j

kkj BC  . Από ηελ θαηαζθεπή έρνπκε,  

2

1

2

211 ,...,  jjj CbCCbC . 

Δπεηδή, 2

j

n

j
n

a
b

j
 , έρνπκε      2

2
czf

n

a
TfbTf

jj

j

jj nn

j

n

njn 



























 , 

       0
2

1

2

1   jnjn CTfCTf
jj

 θαη      0
ijj nnin zfbTf , .1,...,1  ji  

Σπλεπώο επαγσγηθά έρνπκε,  

     )))))((...((( 222

1211 jjnn CbbbTfCTf
jj

           NjcCTfbTfbTfbTf j

jnjnnn jjjj
  ,))))(((...( 2222

121 .  

Άηνπν, αθνύ       11 CTCTf
jn , γηα θάζε Nj . □ 
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 Σρεηηθά κε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα, αλ ζεσξήζνπκε σο άιγεβξα 

Banach, ηελ άιγεβξα R ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαηαιήγνπκε ζην 

αθόινπζν. 

Θεώρημα 7.4 Αλ Α είλαη κία αθνινπζηαθά πιήξεο, κεηαζεηηθή ηνπηθά 

m-θπξηή άιγεβξα ηόηε θάζε γξακκηθό, πνιιαπιαζηαζηηθό 

ζπλαξηεζνεηδέο RAf :  είλαη θξαγκέλν. 

 

΢τόλιο Αλ Α είλαη κία άιγεβξα κε ελέιημε *, θάζε ζηνηρείν Ax  

παξίζηαηαη κνλνζήκαληα κε ηε κνξθή izyx  . Πξάγκαηη, αξθεί λα 

ζεσξήζνπκε 
i

xx
z

xx
y

2

*
,

2

* 



 . Τα Hzy ,  όπνπ,  

 *: xxAxH  .  

Τν Η είλαη ην ζύλνιν ησλ εξκηηηαλώλ ζηνηρείσλ ηεο άιγεβξαο. 

 

Θεώρημα 7.5 Αλ Α είλαη κία κηγαδηθή, ζπκκεηξηθή, αθνινπζηαθά 

πιήξεο, κεηαζεηηθή ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα κε ζπλερή ελέιημε, ηόηε 

θάζε γξακκηθό, πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο  είλαη θξαγκέλν. 

 

Απόδεημε Έζησ f έλα γξακκηθό, πνιιαπιαζηαζηηθό ζπλαξηεζνεηδέο 

νξηζκέλν ζηελ Α. Έρνπκε, όηη iHHA  , όπνπ Η ηα εξκηηηαλά 

ζηνηρεία ηεο άιγεβξαο. Αθόκε, ε Η είλαη παξαγκαηηθή ππάιγεβξα ηεο Α. 

Γηα θάζε θξαγκέλν ζύλνιν Β ζηελ Α, έρνπκε HH BiBB  , όπνπ HB  

θαη HB  είλαη θξαγκέλα ζύλνια ζηελ Η. Δπεηδή ν πεξηνξηζκόο Hf  

παίξλεη πξαγκαηηθέο ηηκέο, ηα  HBf ,  HBf  , από ην Θεώξεκα 7.4, είλαη 

θξαγκέλα. Δπνκέλσο, ην  Bf  είλαη θξαγκέλν. □ 

 

Πρόηαζη 7.6 Κάζε ζπκκεηξηθή, κνλαδηαία, κεηαζεηηθή Fréchet ηνπηθά 

m-θπξηή άιγεβξα είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 
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Απόδεημε  Δθαξκόδνληαο κία απόδεημε αλάινγε κε απηήλ ηεο Πξόηαζεο 

7.3 θαη θαηαιήγνπκε ζην 
2

1 jjj cbc . Δδώ επηιέγνπκε ηα 
  kB j

k ,  

λα είλαη εξκηηηαλά θη έηζη έρνπκε   0jcf  γηα  1jcf  πξαγκαηηθό 

αξηζκό.□ 

 

΢τόλιο  Σην πξνεγνύκελν απνηέιεζκα, ε ππόζεζε ηεο ζπλερνύο ελέιημεο 

δελ είλαη επαξθήο. Πξάγκαηη, κία κεηαζεηηθή Fréchet ηνπηθά m-θπξηή 

άιγεβξα A  κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ θιεηζηό ηδεώδεο κίαο ηέηνηαο 

άιγεβξαο κε ζπλερή ελέιημε. Αξθεί λα ζεσξήζνπκε ηελ άιγεβξα 

AAF   κε ηελ ηνπνινγία γηλόκελν θαη ηηο αθόινπζεο πξάμεηο  

     

    

   

   xyyx

ayxayxa

yyxxyxyx

yyxxyxyx

,,

,,

,,,

,,,

*








 

γηα θάζε      aFyxyx ,',',, ₵.  

    Δπηπιένλ, θάζε ραξαθηήξαο ζηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε είλαη 

απηνζπδπγήο, δειαδή    xfxf *
, γηα θάζε x . Δθαξκόδνπκε ηελ 

ηερληθή Do Sin Sya θαη έηζη νδεγνύκαζηε ζηελ αθόινπζε πξόηαζε. 

 

Πρόηαζη 7.7  Κάζε εξκηηηαλή, κνλαδηαία, κεηαζεηηθή Fréchet ηνπηθά m-

θπξηή άιγεβξα είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

 

Πρόηαζη 7.8  Κάζε κνλαδηαία, κεηαζεηηθή, πεπεξαζκέλα παξαγόκελε 

Fréchet ηνπηθά m-θπξηή άιγεβξα, είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

 

Απόδεημε  Έζησ f  έλαο ραξαθηήξαο ηεο Α θαη nuu ,...,1  ηα ζηνηρεία πνπ 

ηελ παξάγνπλ. Αλ ν f  δελ είλαη θξαγκέλνο ηόηε, επίζεο, δελ είλαη 

θξαγκέλνο θαη ζηελ ππάιγεβξα ηεο A , 
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F ₵  nuu ,...,1  

όπνπ ε F  είλαη ππθλή ζηελ A . Σπλεπώο, κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε όηη 

ηα jb j ,  (όπσο ζηελ απόδεημε ηεο Πξόηαζεο 7.3) αλήθνπλ ζηελ F . 

Τόηε όκσο ππάξρεη ζπλερήο ραξαθηήξαο g  ηεο A , κε      j

k

j

k BgBf  , 

γηα θάζε jk,  (βι. [5]) από ην νπνίν έρνπκε   

     0lim  

j

kkj Bfcg . 

Τόηε   pcg 1 , γηα θάζε p , ην νπνηό είλαη άηνπν. □ 

 

Πρόηαζη 7.9  Έζησ A  κία κνλαδηαία, κεηαζεηηθή Fréchet ηνπηθά m-

θπξηή άιγεβξα, 1P  ην ζύλνιν όισλ ησλ ηεηξαγώλσλ ζηελ A  θαη P  ην 

ζύλνιν ησλ πεπεξαζκέλσλ αζξνηζκάησλ ζηνηρείσλ ηνπ 1P . Υπνζέηνπκε 

επίζεο όηη ππάξρεη έλαο θιεηζηόο, θπξηόο θώλνο L  ηέηνηνο ώζηε 

PLP 1 . Τόηε ε άιγεβξα A  είλαη ζπλαξηεζηαθά ζπλερήο. 

 

Απόδεημε  Από ηελ ζπλζήθε PLP 1  θαη ηελ θπξηόηεηα ηνπ θώλνπ 

L , έρνπκε όηη PL  . Δπηπιένλ, ην L , ζαλ θιεηζηό ζύλνιν, πεξηέρεη όια 

ηα όξηα ζπγθιηλνπζώλ αθνινπζηώλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ. Έζησ όηη ππάξρεη 

ραξαθηήξαο f  ηεο A , κε θξαγκέλνο. Τόηε, κπνξνύκε λα βξνύκε 

θξαγκέλε αθνινπζία  
nnx  , ηέηνηα ώζηε ε   

nnxf  κε θξαγκέλε θαη 

κάιηζηα   0nxf , γηα θάζε n . Δπνκέλσο, ε αθνινπζία  
nnx2  είλαη 

θξαγκέλε κέζα ζηελ L , ελώ ε   
nnxf 2

 είλαη κε θξαγκέλε. Έηζη, 

εθαξκόδνπκε κία αλάινγε δηαδηθαζία ηεο ηερληθήο Do Sin Sya θαη 

θαηαιήγνπκε ζηνλ ηζρύξηζκν. □ 

 

΢τόλιο  Βαζηδόκελνη ζηελ απόδεημε ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο, θαη 

αθαηξώληαο ηελ ππόζεζε ηεο κεηξηθνπνηεζηκόηεηαο, κπνξνύκε λα 
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απνδείμνπκε όηη θάζε ραξαθηήξαο ηεο άιγεβξαο A  είλαη θξαγκέλνο. Μία 

ηέηνηα άιγεβξα θαιείηαη ζπλαξηεζηαθά θξαγκέλε. 
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