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Εισαγωγή

Μια ζ-συνάρτηση είναι μία συνάρτηση απαρίθμησης. Για παράδειγμα η κλασική
συνάρτηση του Riemann η οποία ορίζεται για s ∈ C με Re s > 1 ως

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
=
∏(

1− 1

ps

)−1
.

Το παραπάνω άπειρο γινόμενο εδώ καλείται γινόμενο Euler. Ο Euler μελέτησε την
ζήτα συνάρτηση ως μία συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής, η μιγαδική ανάλυση

δεν υπήρχε στην εποχή του. Το 1859 ο Riemann στο μνημιώδες άρθρο του
Über die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse [32] επέκτεινε
τον ορισμό αυτό σε μια αναλυτική συνάρτηση σε όλο το μιγαδικό επίπεδο εκτός

του απλού πόλου που έχει για s = 1. Επίσης έδειξε ότι υπάρχει μια συμμετρία που
συνδέει την τιμή της στο s με την τιμή της στο 1− s, που καλείται συναρτησιακή
εξίσωση.

Η υπόθεση Riemann αναφέρει ότι οι ρίζες της ζ(s) έχουν όλες Re s = 1
2 . Η

υπόθεση Riemann συνδέεται με το θεώρημα των πρώτων αριθμών που μετράει το
πλήθος των πρώτων που είναι μικρότεροι από τον x ∈ R:

#{p = πρώτος|p ≤ x} ∼ x

log x
.

Πολλά άλλα είδη ζήτα συναρτήσεων έχουν διερευνηθεί απο την εποχή του

Riemann. Στην θεωρία αριθμών υπάρχει η συνάρτηση ζήτα του Dedekind ενός
αλγεβρικού σώματος αριθμών K, όπως το K = Q(

√
2). Αυτή η ζήτα συνάρτηση

είναι ένα άπειρο γινόμενο πάνω απο τα πρώτα ιδεώδη p του δακτυλίου OK των
αλγεβρικών ακεραίων του K. Στο παράδειγμα μας το OK = Z(

√
2) και οι όροι

του γινομένου είναι οι (1−Np−s)−1 όπου Np = #(OK/p).

Μπορούμε να ορίσουμε ζήτα συναρτήσεις για σώματα συναρτήσεων, όπου το

σώμα αριθμών K αντικαθίσταται από μια πεπερασμένη αλγεβρική επέκταση του
Fq(x), των ρητών συναρτήσεων μιας μεταβλητής πάνω απο το σώμα με q στοιχεία
Fq. Ο A. Weil [42] απέδειξε, την υπόθεση Riemann για τις ζήτα συναρτήσεις
σωμάτων συναρτήσεων μιας μεταβλητής, ενώ η γενική περίπτωση για ζήτα συναρ-

τήσεις αλγεβρικών πολλαπλοτήτων έγινε από τον P. Deligne [16].

Η σημασία των ζ-συναρτήσεων οφείλεται στο ότι κωδικοποιούν πολλά χαρα-
κτηριστικά των αντικειμένων (σώματα αριθμών, αλγεβρικές πολλ/τες) στα οποία

αναφέρονται. Γενικά για μια ζ-συνάρτηση περιμένουμε να ισχύουν οι παρακάτω
προϋποθέσεις:

(i) Να υπάρχουν γινόμενα Euler
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(ii) Μέσω της κατάλληλης αναλυτικής συνέχισης η συνάρτηση να επεκτείνεται
σε μερόμορφη συνάρτηση σε όλους τους μιγαδικούς αριθμούς.

(iii) Να ικανοποιεί μια συναρτησιακή εξίσωση

(iv) Να μπορούμε να δώσουμε μια συνομολογιακή μετάφραση των συντελεστών
απαρίθμησης.

(v) Να ισχύει η υπόθεση Riemann.

Για την κλασική συνάρτηση του Riemann τα (i),(ii),(iii) είναι κλασικά αποτελέ-
σματα, για το (iv) έχουν δοθεί πολλές προτάσεις, για παράδειγμα από τις εργασίες
του A. Connes [14] και C. Deninger [15], ενώ το (v) είναι ένα από τα σημαντικά
άλυτα προβλήματα της μαθηματικής επιστήμης.

Στην εργασία αυτή μελετούμε τις ζήτα συναρτήσεις που όρισε ο Ihara [23]
πάνω σε γραφήματα. Αυτές αποτελούν ειδικές περιπτώσεις ζήτα συναρτήσεων

που υπήρχαν στην βιβλιογραφία όπως του Selberg [34], Artin-Mazur-Ruelle [30],
[33] κτλ. Το εντυπωσιακό με αυτές είναι ότι εμφανίζονται όλα τα πολύπλοκα

φαινόμενα της Θεωρίας αριθμών σε μια περισσότερο απλή μορφή, ενώ πολλές από

τις άλυτες εικασίες της θεωρίας αριθμών στην περίπτωση της ζήτα συνάρτησης

του Ihara είναι λυμένες. Δημιουργείται έτσι η ελπίδα ότι η θεωρία της Ihara ζήτα
συνάρτησης μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως ένα «toy model» το οποίο θα υποστηρίξει
την διαίσθηση μας για περισσότερο πολύπλοκες ζήτα συναρτήσεις.

Στο σημείο αυτό θα ήθελα να εκφράσω τις θερμές μου ευχαριστίες στον Α-

ριστείδη Κοντογεώργη ο οποίος με ενέπνευσε στην ενασχόληση μου με τις σύγ-

χρονες κατευθύνσεις της Θεωρίας Αριθμών και υπό την καθοδήγηση του οποίου

ουσιαστικά εκπονήθηκε η παρούσα εργασία. Ευχαριστώ επίσης τα μέλη της τρι-

μελούς επιτροπής καθηγητές Χ.Αθανασιάδη, Δ.Δεριζιώτη και Μ.Μαλιάκα για τις

παρατηρήσεις τους και γενικότερα για τον χρόνο που διέθεσαν για την παρούσα

εργασία.

Αστέριος Γκαντζούνης, Αθήνα

2013.



Κεφάλαιο 1

Η ζ-συνάρτηση του Ihara

1.1 Πρώτοι σε γραφήματα

Η θεωρία που θα αναπτύξουμε αφορά γραφήματα που είναι πεπερασμένα, συνεκτι-

κά και μη κατευθυνόμενα. Επιτρέπουμε να έχουν βρόχους και πολλαπλές ακμές

μεταξύ κορυφών. Υποθέτουμε ότι τα γραφήματα μας δέν έχουν κορυφές βαθ-

μού 1. Αυτή η υπόθεση είναι απαραίτητη για πολλά από τα κύρια θεωρήματα που

παρουσιάζουμε.

΄Ενα κανονικό γράφημα είναι ένα γράφημα στο οποίο όλες οι κορυφές έχουν

τον ίδιο βαθμό, δηλαδή τον ίδιο αριθμό ακμών. ΄Ενα γράφημα είναι k−κανονικό
όταν κάθε κορυφή έχει βαθμό k. ΄Ενα γράφημα λέγεται απλό, όταν δεν επιτρέπουμε
βρόχους και πολλαπλές ακμές. ΄Ενας πλήρες γράφημα, είναι ένα απλό γράφημα του

οποίου κάθε κορυφή συνδέεται με κάθε άλλη κορυφή.

Ορισμός 1.1.1. ΄Εστω V οι κορυφές ενός γραφήματος X και n = |V (X)| ο
αριθμός των κορυφών του γραφήματος. Δεδομένης μίας αρίθμησης των κορυφών

του γραφήματος ο πίνακας γειτνίασης του X είναι ένας n×n πίνακας με εισόδους
(i, j) 1 ≤ i, j ≤ n

aij =


ο αριθμός των μη κατευθυνόμενων ακμών

που συνδέουν το i με το j
αν i 6= j

ο αριθμός των βρόχων στην κορυφή i αν i = j

Παρατήρηση 1.1.2. Παρατηρούμε ότι αν επιλέξουμε μία διαφορετική αρίθμηση

των κορυφών τότε για τον νέο πίνακα γειτνίασης A′ ισχύει

A′ = TAT−1

όπου ο T είναι ένας πίνακας μετάθεσης.

Παραδείγμα 1.1.1. Ο πίνακας γειτνίασης του πλήρους γραφήματος K4 στο

σχήμα 1.2 είναι ο

(1.1)


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0


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Για να ορίσουμε την Ihara ζ συνάρτηση πρέπει να ορίσουμε τι σημαίνει πρώτος
σε ένα γράφημαX με σύνολο ακμών E,m = |E|. Παίρνουμε έναν προσανατολισμό
στις ακμές και ονομάζουμε τις ακμές ως εξής

e1, e2, . . . , em, em+1 = e−11 , . . . , e2m = e−1m .

΄Ενα μονοπάτι ή περίπατος C = a1 · · · as, όπου aj είναι μια κατευθυνόμενη ακμή
του λέμε ότι έχει πισογύρισμα, αν aj+1 = a−1j για κάποιο j = 1, . . . , s − 1. ΄Ενα

μονοπάτι C = a1 · · · as λέγεται ότι έχει ουρά αν as = a−11 . Συμβολίζουμε το

μήκος ενός μονοπατιού C με s = v(C). ΄Ενα κλειστό μονοπάτι καλείται πρώτο
μονοπάτι αν δεν έχει πισογυρίσματα και ουρά και C 6= Df

για f > 1 και D κλειστό
μονοπάτι στο X. Για το κλειστό μονοπάτι C ορίζουμε την κλάση ισοδυναμίας του
[C] να είναι η εξής:

[C] = {a1 · · · as, a2 · · · asa1, . . . , asa1 · · · as−1}.

Με άλλα λόγια δύο κλειστά μονοπάτια είναι ισοδύναμα αν μπορούμε να πάρουμε

το ένα από το άλλο αλλάζοντας την αρχή. ΄Ενας πρώτος στο γράφημα X είναι η
κλάση ισοδυναμίας ενός πρώτου μονοπατιού στο X.

1.2 Η Ihara ζ-συνάρτηση

Το 1996 ο Yasutaka Ihara [23] έθεσε τα θεμέλια για τον ορισμό της ζ-συνάρτησης
Ihara. Ο τελικός ορισμός που παρουσιάζουμε οφείλεται στον Bass [7].

Ορισμός 1.2.1 (Ihara-Bass). Η Ihara ζ-συνάρτηση για ένα πεπερασμένο συ-
νεκτικό γράφημα (χωρίς κορυφές βαθμού 1) ορίζεται από την ακόλουθη συνάρτηση

μιγαδικής μεταβλητής u, με |u| αρκούντως μικρό

ζX(u) = ζ(u,X) =
∏
[P ]

(
1− uv(P )

)−1
όπου το γινόμενο είναι πάνω από όλους τους πρώτους [P ] στο X και όπως προανα-
φέραμε το v(P ) δηλώνει το μήκος του P .

Γενικά το γινόμενο αυτό είναι άπειρο, υπάρχει όμως μία περίπτωση που το γι-

νόμενο αυτό είναι πεπερασμένο, ο κύκλος, αφού στον κύκλο έχουμε μόνο δύο

πρώτους. Σημειώνουμε εδώ ότι από τον ορισμό της ζ-συνάρτησης Ihara διακρί-
νουμε τον πρώτο [P ] από τον πρώτο [P ]−1 όπου P−1 είναι το μονοπάτι P προς
την αντίθετη κατεύθυνση. Για τον κύκλο με n κορυφές έχουμε

ζX(u) = (1− un)−2.

Ως δυναμοσειρά στην μιγαδική μεταβλητή u, η ζ−συνάρτηση του Ihara δεν έχει
αρνητικούς συντελεστές. Οπότε από ένα κλασσικό θεώρημα [3, σελ. 237] του

Landau, τόσο η σειρά όσο και το γινόμενο που ορίζουν την ζX(u) συγκλίνουν
απόλυτα σε έναν κύκλο |u| < RX με πόλο τάξης 1 στο u = RX . Η ακτίνα
συγκλισης RX είναι αρκετά μικρή, για παράδειγμα όταν X είναι ένα q+1-κανονικό
γράφημα, RX = 1/q.
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0

Σχήμα 1.1: ΄Ενα μπουκέτο με r-βρόχους

1.2αʹ Θεμελιώδης ομάδα και πρώτοι σε ένα γράφημα

Η θεμελιώδης ομάδα ενός τοπολογικού χώρου όπως ένα γράφημα X έχει ως στοι-
χεία κλειστά κατευθυνόμενα μονοπάτια που αρχίζουν και τελειώνουν σε ένα συγ-

κεκριμένο σημείο (κορυφή) v ∈ X. Δύο μονοπάτια είναι ισοδύναμα αν και μόνο αν
μπορούμε να μετασχηματίσουμε το ένα με συνεχή τρόπο στο άλλο. Το γινόμενο

δύο μονοπατιών a, b σημαίνει ότι πρώτα πηγαίνουμε γύρω από το a και μετά γύρω
από το b.
Υπενθυμίζουμε ότι μία ελεύθερη ομάδα F σε ένα σύνολο r γεννητόρων S είναι

το σύνολο των λέξεων, δηλαδή των πεπερασμένων συμβολοσειρών συμβόλων του

S modulo την ακόλουθη σχέση ισοδυναμίας: δύο λέξεις της μορφής a1 · · · at και
a1 · · · bb−1 · · · at είναι ισοδύναμες. Το γινόμενο των a1 · · · an και b1 · · · bm είναι
το a1 · · · anb1 · · · bm. Ο r θα λέγεται βαθμός της ελεύθερης ομάδας. Επίσης
υπενθυμίζουμε ότι ένας δεντροπαράγοντας του X είναι ένα μεγιστικό δέντρο του
X. Γνωρίζουμε ότι r − 1 = |E| − |V | δηλαδή ο αριθμός των ακμών μείον των
αριθμό των κορυφών στο γράφημα.

Από το γράφημα X κατασκευάζουμε ένα καινούριο γράφημα X#
συρικνώνον-

τας ένα δεντροπαράγοντα T του X σε ένα σημείο. Το νέο γράφημα είναι ένα
μπουκέτο με r βρόχους, σχήμα 1.1. Από την αλγεβρική τοπολογία γνωρίζουμε ότι
τα δύο αυτά γραφήματα έχουν την ίδια θεμελιώδη ομάδα. Η θεμελιώδης ομάδα του

X, συμβολίζεται με π1(X, v), είναι η ελεύθερη ομάδα με r γεννήτορες. Οι γεννή-
τορες είναι οι βρόχοι και οι λέξεις τα μονοπάτια γύρω από τους βρόχους. Οπότε ο

βαθμός της θεμελιώδους ομάδας του αρχικού γραφήματος X είναι ο αριθμός των
ακμών που δεν ανήκουν σε ένα δεντροπαράγοντα και συνεπώς προκύπτει ότι η θε-

μελιώδης ομάδα ενός γραφήματος X είναι μία ομάδα με r γεννήτορες, όπου r είναι
ο αριθμός των ακμών που δεν ανήκουν σε ένα συγκεκριμένο δεντροπαράγοντα.

Η ζ-συνάρτηση ως ορίζουσα. Η Ihara ζ-συνάρτηση είναι το αντίστροφο
ενός πολυωνύμου όπως περιγράφεται από το ακόλουθο Θεώρημα των Bass και
Hashimoto [7]:

Θεώρημα 1.2.2 (Bass Hashimoto). ΄Εστω A ο πίνακας γειτνίασης του γρα-
φήματος X και Q ο διαγώνιος πίνακας με j−οστή είσοδο qj ώστε το qj + 1 να
είναι ο βαθμός της j−οστής κορυφής του X . Ας υποθέσουμε ότι το r είναι η ο
βαθμός της θεμελιώδους ομάδας του X , δηλαδή r − 1 = |E| − |V |. Τότε έχουμε
την ακόλουθη εξίσωση

ζX(u)−1 = (1− u2)r−1 det(I −Au+Qu2)

Απόδειξη. Το αποδεικνύουμε παρακάτω σελ. 9 μετά τον ορισμό της πολυμεταβλη-

τής ζ συνάρτησης ακμών.
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Παραδείγματα 1.2.1. Το πλήρες γράφημα K4 στο σχήμα 1.2 έχει συνάρτηση

του Ihara.
ζ−1K4

= −(u− 1)
2
(u+ 1)(2u− 1)

(
2u2 + u+ 1

)3
.

Χρησιμοποιήσαμε το σύστημα Sage για τον υπολογισμό της συνάρτησης του Ihara
ορίζοντας την παρακάτω συνάρτηση:

def IharaZe ta (G) :
A=G. a d j a c e n c y m a t r i x ( )
LL=G. l a p l a c i a n m a t r i x ( )
I I=i d e n t i t y m a t r i x (QQ, l e n (G. v e r t i c e s ( ) ) )
Q=LL+A−I I
var ( ’ u ’ )
r=l e n (G. e d g es ())− l e n (G. v e r t i c e s ())+1
IZ=(1−u ˆ2)ˆ( r−1)∗( II−A∗u+Q∗u ˆ 2 ) . d e t ( )
return IZ

G=graphs . CompleteGraph ( 4 )
IharaZe ta (G)

Σχήμα 1.2: Το πλήρες γράφημα σε 4-κορυφές

0

1

2

3

Η συνάρτηση Ihara για το εικοσάεδρο, σχήμα 1.3

ζI = (u− 1)
19

(u+ 1)
18

(4u− 1)
(
4u2 + u+ 1

)5(
16u4 + 3u2 + 1

)3

ζ-συναρτήσεις ακμών Στην συνέχεια θα ορίσουμε μία πολυμεταβλητή γε-

νίκευση της Ihara ζ-συνάρτησης που οφείλεται στους Stark και Terras [38]. Θα
την καλούμε Ihara ζ-συνάρτηση ακμών. Για να τις ξεχωρίζουμε, όταν χρειάζε-
ται την ζ-συνάρτηση Ihara που ορίσαμε προηγουμένως θα την ονομάζουμε Ihara
ζ-συνάρτηση κορυφών. Δίνουμε πρώτα κάποιους ορισμούς:

Ορισμός 1.2.3. Ο πίνακας ακμών W ενός γραφήματος X είναι ένας 2m×
2m πίνακας με είσοδο (a, b) που αντιστοιχεί στις κατευθυνόμενες ακμές a και b.
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Σχήμα 1.3: Το Εικοσάεδρο

0 1

2

3

4

5
6

7

8

9

10

11

Αυτή η είσοδος (a, b) είναι η μιγαδική μεταβλητή wab αν t(a) = o(b) δηλαδή αν
η τερματική κορυφή της ακμής a ταυτίζεται με την αρχική κορυφή της ακμής b
και b 6= a−1 και 0 διαφορετικά.

Παραδείγμα 1.2.1. Για το πλήρες γράφημα K4 υπολογίζουμε ότι ο πίνακας

ακμών είναι ο

0 0 0 0 w4 w5 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 w19 w20 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 w34 w35

0 w37 w38 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 w54 0 w56 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 w69 0 w71

w72 0 w74 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 w87 0 w89 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 w105 w106 0

w108 w109 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 w123 w124 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 w138 w139 0 0 0 0


Ορισμός 1.2.4. Δοθέντος ενός κλειστού μονοπατιού C στο X , που γράφεται
ως γινόμενο κατευθυνόμενων ακμών C = a1a2 · · · as, η νόρμα ακμών του C είναι
NE(C) = wa1a2

wa2a3
· · ·was−1aswasa1

Ορισμός 1.2.5 (Stark- Terras). Η ζ-συνάρτηση ακμών ορίζεται ως

ζE(W,X) =
∏
[P ]

(1−NE(P ))
−1

όπου το γινόμενο είναι πάνω από τους πρώτους του X. Θα υποθέτουμε ότι τα |wab|
είναι αρκούντως μικρά ώστε να συγκλίνει η συνάρτηση.

Παραδείγματα 1.2.2.
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(i) Παρατηρούμε ότι αν όλες οι μη μηδενικές μεταβλητές του πίνακα W είναι

ίσες με u ∈ C, η νόρμα ακμών γίνεται uv(C)
και κατά συνέπεια

ζE(W,X) |06=wab=u= ζX(u).

Μάλιστα ο παρακάτω κώδικας σε Sage δίνει ένα εναλλακτικό τρόπο υπολογι-
σμού της συνάρτησης του Ihara.

m=l e n (D. e dg e s ( ) )
R = PolynomialRing (QQ, (m)ˆ2 , ’ x ’ )
M=matr ix (R,m,m,R. gens ( ) )
Mi=−1
for e1 in D. ed g e s ( ) :

Mi=Mi+1
Mj=−1
for e2 in D. ed g e s ( ) :

Mj=Mj+1
i f ( e1 [ 1 ] != e2 [ 0 ] ) or ( ( e1 [ 1 ] == e2 [ 0 ] )

and ( e2 [1]== e1 [ 0 ] ) ) :
M[ Mi , Mj]=0

I I=i d e n t i t y m a t r i x (R,m)
F=d e t ( II−M)
R1 , u = PolynomialRing (QQ, ’ u ’ ) . o b j g e n ( )
L= [ ]
for i in range (mˆ 2 ) :

L . append ( u )
p h i =R. hom(L , R1)
f a c t o r ( p h i (F) )

(ii) Αν το X είναι ένα γράφημα με βάρη στις ακμές και L η συνάρτηση των
βαρών, δηλαδή η συνάρτηση που προσδίδει μια τιμη σε καθε ακμή, και για

τις μη-μηδενικές τιμές του πίνακα W

wab = u(L(a)+L(b))/2

η συνάρτηση αυτή ονομάζεται ζ-συνάρτηση βαρών του Ihara.

Θεώρημα 1.2.6 (Τύπος με ορίζουσα Stark Terras Horton). Ισχύει ότι

ζE(W,X) = det(I −W )−1
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Απόδειξη. [22] ΄Εχουμε ότι

log ζE(W,X) = log
∏
[P ]

(1−NE(P ))−1

= −
∑
[P ]

log(1−NE(P ))

=
∑
[P ]

∑
j≥1

1

j
NE(P )j

=
∑

m≥1,j≥1

1

jm

∑
P,v(P )=m

NE(P )j

=
∑
C

1

v(C)
NE(C) =

∑
m≥1

1

m
TrWm

όπου στην τρίτη ισότητα αναπτύξαμε τον λογάριθμο σε δυναμοσείρα και στο τε-

λευταίο άθροισμα το C συμβολίζει τα κλειστά, χωρίς πισογυρίσματα και ουρές
μονοπάτια. Η προτελευταία ισότητα προκύπτει από το ότι ένα τέτοιο μονοπάτι C
έχει την μορφή P j για κάποιο πρώτο μονοπάτι P και j = 1, 2, . . .. Τώρα λόγω της
γραμμικής συνέχειας του τελεστή ίχνους έχουμε∑

m≥1

1

m
TrWm = Tr

∑
m≥1

1

m
Wm.

Τέλος από την ανάπτυξη του log(I −W ) έχουμε

log ζE(W,X) = −Tr log(I −W ) = log det(I −W )−1

και παίρνοντας εκθετικά και στα δύο μέλη έχουμε το ζητούμενο. Στην τελευ-

ταία εξίσωση χρησιμοποιήσαμε την γνωστη ταυτότητα από την γραμμική άλγεβρα

exp TrA = det expA [44, σελ. 321-324].

Πόρισμα 1.2.7. Για την Ihara ζ-συνάρτηση κορυφών έχουμε ότι ζX(u) =
det(I − uW1)−1, όπου το W1 προκύπτει θέτοντας σε όλες τις μεταβλητές του

πίνακα W την τιμή 1.

Μία συνδυαστική απόδειξη για το παραπάνω αποτέλεσμα υπάρχει στο [18].

Παρατήρηση 1.2.8. Από το παραπάνω θεώρημα φαίνεται ότι οι πόλοι της Ihara
ζ-συνάρτησης αν την αναπτύξουμε σε δυναμοσειρά γύρω από το 0 είναι τα αντίστρο-
φα των ιδιοτιμών του πίνακα W1 με Wij = 1 αν η t(ei) = o(ej) και 0 διαφορετικά.
Οπότε η ακτίνα σύγκλισης της είναι RX = ρ(W )−1 όπου ρ(W ) = max{|λ|} με λ
ιδιοτιμή του πίνακα W1.

Παρατήρηση 1.2.9. Θα μπορούσε κανείς να αναρωτηθεί αν το ότι δύο γραφή-

ματα έχουν την ίδια Ihara ζ-συνάρτηση, σημαίνει ότι έχουν το ίδιο πλήθος πρώτων
με μήκος m για κάθε m. Σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση βλέπουμε ότι αυτό
ισχύει αφού

u
d

du
log ζX(u) =

∑
m≥1

Nmu
m.
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δηλαδή η u d
du log ζX(u) είναι γεννήτρια συνάρτηση των αριθμών Nm, όπου με

Nm = Nm(X) συμβολίζουμε το πλήθος των μονοπατιών μήκους m χωρίς πισω-
γυρίσματα και ουρές στο γράφημα X. Από αυτό μπορούμε να πάρουμε το πλήθος
των πρώτων μονοπατιών μήκους m και άρα και το πλήθος των πρώτων μήκους m
για κάθε m.

Στην συνέχεια δίνουμε μία εκδοχή της απόδειξης του θεώρηματος του Bass
1.2.2 χρησιμοποιώντας θεώρημα 1.2.6. ΄Εστω n ο αριθμός των κορυφών του γρα-
φήματος X και m είναι ο αριθμός των μη κατευθυνόμενων ακμών του. Αρχικά
ορίζουμε κάποιους πίνακες. Θέτουμε

J =

(
0 Im
Im 0

)
Στην συνέχεια ορίζουμε τον n× 2m πίνακα έναρξης S και τον n× 2m τερ-
ματικό πίνακα T ως εξής

sve =

{
1 αν η v είναι η αρχή της e

0 διαφορετικά

tve =

{
1 αν η v είναι το πέρας της e

0 διαφορετικά

Θα αποδείξουμε κάποιες ιδιότητες για τους πίνακες που ορίσαμε

Πρόταση 1.2.10 (Ιδιότητες πινάκων).

(i) SJ = T και TJ = S

(ii) Αν A είναι ο πίνακας γειτνίασης του X και Q+ In είναι ο διαγώνιος πίνακας
με j-οστή διαγώνια είσοδο τον βαθμό της j-οστής κορυφής του X τότε
A = ST t και Q+ In = SSt = TT t.

(iii) Ο πίνακας ακμών W1 ικανοποιεί την σχέση W1 + J = T tS.

Απόδειξη.

(i) Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι η αρχική(τελική) κορυφή της ej είναι η
τελική(αρχική) κορυφή της ej+|E|.

(ii) Θεωρούμε το άθροισμα

(ST t)ab =
∑
e

saetbe.

Στο δεξί μέρος το άθροισμα είναι ο αριθμός των κατευθυνόμενων ακμών e
έτσι ώστε a είναι η αρχική κορυφή και b η τελική κορυφή της e, δηλαδή η
ab είσοδος του A. Παρατηρούμε ότι Aaa είναι ο αριθμός των βρόχων της
κορυφής a. ΄Ομοια επιχειρήματα αποδεικνύουν την δεύτερη σχέση.

(iii) ΄Εχουμε ότι

(T tS)ef =
∑
v

tvesvf .

Το άθροισμα είναι 1 ανν t(e) = o(f), ακόμα και αν f = e−1. Αν f 6= e−1

τότε παίρνουμε (W1)ef = (W1 + J)ef αλλά αν f = e−1 τότε παίρνουμε
(J)ef = (W1 + J)ef .
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Απόδειξη. Θέλουμε να αποδείξουμε τον εξης τύπο

ζX(u)−1 = (1− u2)r−1 det(I −Au+Qu2).

Στην παρακάτω ισότητα όλοι οι πίνακες είναι (n + 2m)× (n+ 2m) και το πρώτο
block είναι μεγέθους n× n , όπου n είναι οι κορυφές του X και m ο αριθμός των
μη κατευθυνόμενων ακμών του.(

In 0
T t I2m

) (
In(1− u2) Su

0 I2m −W1u

)
=

(
In −Au+Qu2 Su

0 I2m + Ju

) (
In 0

T t − Stu I2m

)
Παίρνοντας ορίζουσες και στα δύο μέλη έχουμε:

(1− u2)n det(I −W1u) = det(In −Au+Qu2) det(I2m+ Ju).

Για να τελειώσουμε την απόδειξη παρατηρούμε ότι

I + Ju =

(
I Iu
Iu I

)
συνεπάγεται ότι (

I 0
−Iu I

)
(I + Ju) =

(
I Iu
0 I(1− u2)

)
.

Οπότε det(I + Ju) = (1 − u2)m και αφού ισχύει ότι r − 1 = m − n για ένα
συνεκτικό γράφημα έχουμε το ζητούμενο.

1.3 Υπόθεση Riemann για Κανονικά Γραφήματα - Γρα-
φήματα Ramanujan

Ας υποθέσουμε ότι το X είναι ένα (q+1)-κανονικό γράφημα τότε υπάρχει ένα ανά-
λογο της υπόθεσης του Riemann. Θα αποδείξουμε παρακάτω ότι η υπόθεση του
Riemann ισχύει αν και μόνο αν το γράφημαX είναι Ramanujan. Θα συμβολίζουμε
με SpectrumA το φάσμα ιδιοτιμών του πίνακα γειτνίασης του A.

Ορισμός 1.3.1. ΄Ενα συνεκτικό (q+1)-κανονικό γράφημα X είναι Ramanujan
αν και μόνο αν για

µ = max{|λ| : λ ∈ SpectrumA, λ 6= q + 1}

έχουμε µ ≤ 2
√
q.

Παραδείγμα 1.3.1. Το πλήρες γράφημα K4 έχει πίνακα γειτνίασης που δίνεται

στην εξίσωση (1.1). Οι ιδιοτιμές του πίνακα αυτού είναι οι 3,−1,−1,−1 ενώ ο
βαθμός κάθε κορυφής είναι 3. Το γράφημα είναι Ramanujan.
Γενικά ισχύει ότι οι ιδιοτιμές του πλήρους γραφήματος Kn είναι η n − 1 με

πολλαπλότητα 1 και η -1 με πολλαπλότητα n − 1 για κάθε n, οπότε τα πλήρη
γραφήματα είναι Ramanujan.
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Ορισμός 1.3.2. ΄Ενα γράφημα λέγεται διμερές αν και μόνο αν το σύνολο των

κορυφών του μπορεί να χωριστεί σε δύο ξένα σύνολα S, T έτσι ώστε καμία κορυφή
του συνόλου S να μην γειτονεύει με καμία άλλη κορυφή του S και καμία κορυφή
του T να μην γειτονεύει με καμία άλλη κορυφή του T .

Πρόταση 1.3.3 (Ιδιότητες του Spectrum (Φάσματος Ιδιοτιμών) του πίνακα A
όπου A ο πίνακας γειτνίασης του συνεκτικού (q + 1)-κανονικού γραφήματος X).
Ας υποθέσουμε ότι το X είναι ένα συνεκτικό (q + 1)-κανονικό γράφημα και A ο
πίνακας γειτνίασης του. Τότε:

(i) λ ∈ SpectrumA συνεπάγεται ότι |λ| ≤ q + 1

(ii) q + 1 ∈ SpectrumA με πολλαπλότητα 1

(iii) −(q + 1) ∈ SpectrumA ανν το γράφημα X είναι διμερές.

Απόδειξη. Για το (i) παρατηρούμε ότι η q+ 1 είναι ιδιοτιμή του A που αντιστοιχεί
στο ιδιοδιάνυσμα (1, 1, . . . , 1). Υποθέτουμε ότι Av = λv για κάποιο διάνυσμα
στήλη v = (v1 . . . vn)t ∈ Rn, και υποθέτουμε ότι max |vi| συμβαίνει για i = a.
Χρησιμοποιώντας το συμβολισμό a ∼ b όταν η b κορυφή είναι γειτονική στην a
έχουμε

|λ||va| = |(Av)a| =

∣∣∣∣∣∑
b∼a

vb

∣∣∣∣∣ ≤ (q + 1)|va|.

Για το (ii) υποθέτουμε ότι Av = (q + 1)v για κάποιο μη μηδενικό διάνυσμα v =
(v1 . . . vn)t ∈ Rn. ΄Οπως και πριν υποθέτουμε ότι max |vi| συμβαίνει για i = a.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι va > 0 αφού μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε το v
με το −1 αν χρειάζεται. Οπότε όπως πρίν

(q + 1)va = (Av)a =
∑
b∼a

vb ≤ (q + 1)va.

Για να έχουμε ισότητα στο άθροισμα πρέπει vb = va για κάθε b γειτονική της a.
Αφού το X είναι συνεκτικό , συμπεραίνουμε ότι το v πρέπει να είναι το σταθερό
διάνυσμα.

Προκειμένου να αποδείξουμε το (iii) αρχικά υποθέτουμε ότι η −(q + 1) είναι
ιδιοτιμή του X. ΄Εστω v = (v1, . . . vn)t το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. Θέτουμε
v′ = (|v1|, . . . , |vn|)t, τότε

(1.2) |vtAv| = | − (q + 1)vtv| = (q + 1)vtv.

Από την άλλη

(1.3)

vtAv = |
∑
i

∑
j

aijvivj | ≤
∑
i

∑
j

aij |vi||vj | = v′tAv′ ≤ (q+1)v′tv′ = (q+1)vtv.

(αφου η q + 1 είναι η μέγιστη τιμή της παράστασης utAu/utu). Συγκρίνοντας τις
εξισώσεις 1.2 και 1.3, βρίσκουμε ότι πρέπει να έχουμε ισότητα οπότε το v′ είναι ένα
ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην q+ 1 ιδιοτιμή και επειδή το X είναι συνεκτικό,
καμία είσοδος του v′ δεν είναι 0. Επιπλέον όλοι οι μη μηδενικοί όροι του∑

i

∑
j

aijvivj = −(q + 1)vtv
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πρέπει να έχουν το ίδιο πρόσημο και μίας και το άθροισμα είναι αρνητικό όλοι οι

προσθετέοι είναι αρνητικοί. Οπότε όταν το aij 6= 0 τα vi και vj πρέπει να έχουν
διαφορετικό πρόσημο. Οπότε θέτοντας

S1 = {xi ∈ V |wi > 0}, S2 = {xi ∈ V |wi < 0}

τότε ο (S1, S2) είναι ένας διχρωματισμός των κορυφών του γραφήματος X. Αντί-
στροφα έστω X ένα διμερές γράφημα και v = (v1, v2, . . . vn) το ιδιοδιάνυσμα που
αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή q + 1. ΄Εστω S1, S2 ένας διχρωματισμός των κορυφών

του X. Θέτουμε

v′i =

{
vi αν xi ∈ S1

−vi αν xi ∈ S2

τότε η i συντεταγμένη του Av′ είναι η∑
j

aijw
′
j = −

∑
j

aijwj = −(q + 1)vi = −(q + 1)v′i,

αν xi ∈ S1 (αφού για όλα τα j εδώ που έχουν aij 6= 0 έχουμε xj ∈ S2) και όμοια∑
j

aijw
′
i =

∑
j

aijwj = (q + 1)vi = −(q + 1)v′j

αν το xi ∈ S2. Οπότε το v
′
είναι ένα ιδιοδιάνυσμα και η αντίστοιχη ιδιοτιμή του

είναι η −(q + 1).

Ορισμός 1.3.4. Υποθέτουμε ότι το X είναι ένα συνεκτικό (q + 1)-κανονικό
γράφημα (χωρίς κορυφές βαθμού 1). Λέμε ότι η Ihara ζ-συνάρτηση ζX(q−s)
ικανοποιεί την υπόθεση Riemann ανν για 0 < Re s < 1

ζX(q−s)−1 = 0 =⇒ Re s = 1/2.

Παρατηρούμε ότι αν u = q−s, Re s = 1/2 αντιστοιχεί σε |u| = 1/
√
q.

Θεώρημα 1.3.5. Για ένα συνεκτικό (q + 1) κανονικό γράφημα X, η ζX(u)
ικανοποιεί την υπόθεση Riemann ανν το γράφημα είναι Ramanujan.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε το θεώρημα 1.2.2 για να δείξουμε ότι

ζX(q−s)−1 = (1− u2)r−1
∏

λ∈SpectrumA

(1− λu+ qu2)

1−λu+qu2 = (1−αu)(1−βu) όπου αβ = q και α+β = λ. Παρατηρούμε ότι τα α
και β είναι αντίστροφα των πόλων της ζX(u). Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη
πρόταση έχουμε τρεις περιπτώσεις:

(i) λ = ±(q + 1) το οποίο συνεπάγεται ότι α = ±q και β = ±1

(ii) |λ| ≤ 2
√
q το οποίο συνεπάγεται ότι |α| = |β| = √q

(iii) 2
√
q < |λ| < q + 1 το οποίο συνεπάγεται ότι α, β ∈ R και 1 < |α| 6= |β| <

q, |α|, |β| 6= √q.
΄Εστω u = α−1 ή β−1 όπου

u =
(
λ±

√
λ2 − 4q

)
/2q
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Οι περιπτώσεις (i) και (ii) είναι προφανείς. Για να κατανοήσουμε την περίπτωση

(iii) πρώτα υποθέτουμε ότι λ > 0 και παρατηρούμε ότι u =
(
λ+

√
λ2 − 4q

)
/(2q)

είναι μια μονότονα αύξουσα συνάρτηση του λ. Αυτό συνεπάγεται ότι η μεγα-
λύτερη ρίζα u είναι στο διάστημα (1/

√
q, 1) και για την μικρότερη ρίζα u′ =(

λ−
√
λ2 − 4q

)
/(2q) έχουμε |u′| ∈

(
1/q, 1/

√
q
)
. Εδώ χρησιμοποιήσαμε ότι

uu′ = 1/q. Ανάλογα επιχειρηματολογούμε για λ αρνητικό. Οπότε για u = q−s ,
η περίπτωση (ii) δίνει Re s = 1/2.

Η ακόλουθη πρόταση μας δίνει κάποιες συναρτησιακές εξισώσεις για την Ihara
ζ-συνάρτηση ενός κανονικού γραφήματος. Αν θέσουμε όπου u = q−s οι συναρ-
τησιακές εξισώσεις συνδέουν το s με το 1 − s κάτι που αποτελεί ανάλογο της
συναρτησιακής εξίσωσης της ζ-συνάρτησης του Riemann, δηλαδή της [43, σελ.
31]:

π
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s).

Ορισμός 1.3.6. ΄Εστω X ένα (q + 1)-κανονικό γράφημα με ελάχιστο βαθμό
κορυφών 2 και n = |V |. Ορίζουμε τις ακόλουθες συναρτήσεις:

(i) ΛX(u) ≡ (1− u2)r−1+n/2(1− q2u2)n/2ζX(u).

(ii) ξX(u) ≡ (1 + u)r−1(1− u)r−1+n(1− qu)nζX(u).

(iii) ΞX(u) = (1− u2)r−1(1 + qu)nζX(u).

Πρόταση 1.3.7. Για τις συναρτήσεις του ορισμού 1.3.6 έχουμε τις ακόλουθες

συναρτησιακές εξισώσεις:

(i) ΛX(u) = (−1)nΛX(1/qu).

(ii) ξX(u) = ξX(1/qu).

(iii) ΞX(u) = ΞX(1/qu).

Απόδειξη. (i)

ΛX(u) = (1− u2)n/2(1− q2u2)n/2 det(I −Au− qu2I)−1

=

(
q2

q2u2
− 1

)n/2(
1

q2u2
− 1

)n/2
det

(
I −A 1

qu
+

q

(qu)2
I

)−1
= (−1)nΛ

(
1

qu

)
.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε και τις υπόλοιπες δύο συναρτησιακές εξισώσεις.

Από τις παραπάνω συναρτησιακές εξισώσεις συμπεραίνουμε ότι υπάρχει συμ-

μετρία στην κατανομή των πόλων της ζX(u) για κανονικά γραφήματα, δηλαδή αν
η ζX(u) έχει ένα πόλο στο u τότε πρέπει να έχει και ένα πόλο στο 1/qu.
Στην συνέχεια παρουσιάζουμε συνοπτικά τις βασικές ιδιότητες και την σημα-

σία των Ramanujan γραφημάτων δίνοντας κάποιες αναφορές. Σύμφωνα με το
παρακάτω θεώρημα των Alon και Boppana [1] τα Ramanujan γραφήματα είναι τα
γραφήματα με το οριακά μεγαλύτερο χάσμα ιδιοτιμών.
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Θεώρημα 1.3.8. Υποθέτουμε ότι η Xn είναι μία ακολουθία k-κανονικών συ-
νεκτικών γραφημάτων και ότι ο αριθμός των κορυφών των Xn τείνει στο άπειρο

καθώς το n τείνει στο άπειρο. ΄Εστω λ1(Xn) η δεύτερη μεγαλύτερη ιδιοτιμή του
πίνακα γειτνίασης του Xn. Τότε

lim
n→∞

inf
m≥n

λ1(Xm) ≥ 2
√
k − 1

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο [39, σελ. 68]

Αυτή η πρόταση μας λέει ότι για κάθε ε > 0 τα k-κανονικά γραφήματα με
λ1 < 2

√
k − 1− ε είναι πεπερασμένα και άρα τα Ramanujan γραφήματα υπό αυτή

την έννοια είναι η ακραία άπειρη οικογένεια κανονικών γραφημάτων ως προς το

μέγεθος της δεύτερης ιδιοτιμής. Η μεγαλύτερη ιδιοτιμή είναι πάντα η k όπως
δείξαμε παραπάνω.

Τα Ramanujan γραφήματα παρουσιάζουν μεγάλο ενδιαφέρον, όχι μόνο θεω-
ρητικό αλλά και πρακτικό, με εφαρμογές στην πληροφορική και τα δίκτυα επικοι-

νωνιών λόγω των ιδιοτήτων τους. Τα τελευταία χρόνια ιδιαίτερα η μελέτη τους

έχει προσελκύσει το ενδιαφέρον διάσημων ερευνητών όπως των Tao, Bourgain,
Sarnak, Wigderson, Green, Lubotzky κ.α. [25], [6], [10], [9]. Ας δουμε πώς σχε-
τίζεται αυτή η συνθήκη για το χάσμα των ιδιοτιμών με ιδιότητες των γραφημάτων.

Τα Ramanujan γραφήματα είναι εκπληκτικά expander γραφήματα δηλαδή ισχυρά
συνεκτικά αλλά αραιά γραφήματα. Πιο αναλυτικά υποθέτουμε ότι το X είναι ένα
μη κατευθυνόμενο k-κανονικό γράφημα.

Ορισμός 1.3.9. ΄Εστω S, T υποσύνολα του συνόλου των κορυφών του X,
ορίζουμε

E(S, T ) = {e|e ακμή του X με μία κορυφή στο S και την άλλη στο T}

Ορισμός 1.3.10. Αν το S είναι ένα σύνολο από κορυφές του X ορίζουμε το
σύνορο του S να είναι ∂S = E(S,X − S)

Ορισμός 1.3.11. ΄Ενα γράφημα X με σύνολο κορυφών V και n = |V | έχει
expansion ratio

h(X) = min
{S⊂V | |S|≤n/2}

|∂S|
|S|

.

Παρατηρούμε ότι h > 0 αν και μόνο αν το X είναι συνεκτικό Επίσης για
οποιοδήποτε S με |S| ≤ n/2 έχουμε ότι ∂S ≥ h|S|, οπότε αν το h δεν είναι
μικρό το S έχει πολλούς γείτονες εκτός του S από όπου προκύπτει και το όνομα
expander(αυτό που εξαπλώνεται).

Ορισμός 1.3.12. Μία ακολουθία από k-κανονικά γραφήματα {Xj} έτσι ώστε
|V (Xj)| → ∞ για j →∞ ονομάζεται οικογένεια expander γραφημάτων αν υπάρχει
ένα ε > 0 έτσι ώστε h(Xj) ≥ ε για κάθε j.

Είναι εύκολο να δούμε ότι για να υπάρχει μία τέτοια οικογένεια το k πρέπει να
είναι τουλάχιστον 3. Το ότι h > ε > 0 μας εξασφαλίζει ότι τα γραφήματα μας είναι
ισχυρά συνεκτικά, και επειδή το k είναι συγκεκριμένο και το πλήθος των ακμών
είναι |E| = kn

2 μας εξασφαλίζει ότι τα γραφήματα μας είναι αραιά.

Το παρακάτω θεώρημα που απέδειξαν ανεξάρτητα οι Alon-Milman [4] και Dod-
ziuk[17] δείχνει πως συνδέεται η δεύτερη μαγαλύτερη ιδιοτιμή με το exapnsion ratio
:
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Θεώρημα 1.3.13. ΄Εστω X ένα k-κανονικό συνεκτικό γράφημα. Τότε

k − λ1
2

≤ h(X) ≤
√

2k(k − λ1).

Δηλαδή για να έχουμε οικογένεια expanders πρέπει το k − λ να είναι θετικά
φραγμένο και για να έχουμε καλής ποιότητας expanders η τιμή η διαφορά αυ-
τή πρέπει να είναι όσο το δυνατόν μεγαλύτερη. Στην συνέχεια παραθέτουμε το

expander-mixing lemma [2] που δείχνει ότι το E(S, T ) είναι πιο κοντά στο ανα-
μενόμενο για ένα τυχαίο k-κανονικό γράφημα X πυκνότητας k/n, όσο πιο μεγάλο
είναι το χάσμα ιδιοτιμών και είναι αυτό που δείχνει ότι τα Ramanujan γραφήματα
είναι εξαιρετικά expanders.

Λήμμα 1.3.14 (Expander-mixing lemma). ΄Εστω X ένα συνεκτικό k-κανονικό
μη διμερές γράφημα με n κορυφές και

µ = max{|λ||λ ∈ SpectrumA, λ 6= k}.

Τότε για όλα τα σύνολα S, T από κορυφές του X έχουμε ότι∣∣∣∣E(S, T )− k|S||T |
n

∣∣∣∣ ≤ µ√|S||T |.
Μια ακόμη ιδιότητα των Ramanujan γραφημάτων είναι ότι έχουν μικρές δια-

μέτρους. Παραθέτουμε ένα ακόμα θεώρημα της Fan Chung [12] που δείχνει πως
συνδέεται το χάσμα ιδιοτιμών με την διάμετρο αφού πρώτα υπενθυμίσουμε τι είναι

διάμετρος ενός γραφήματος.

Ορισμός 1.3.15. Ορίζουμε ως απόσταση d(x, y) ανάμεσα σε δύο κορυφές x, y
ενός γραφήματος X το μήκος του κοντινότερου μονοπατιού που συνδέει τα x και
y. Τότε η διάμετρος του X είναι

diamX = max
x,y∈V (X)

d(x, y)

Θεώρημα 1.3.16. ΄Εστω το X ένα γράφημα συνεκτικό, μη διμερές με n κο-
ρυφές και ως συνήθως

µ = max{|λ||λ ∈ SpectrumA, λ 6= ±k}.

τότε

diamX ≤ 1 +
log(n− 1)

log(k/µ)
.

Η απόδειξη της πρότασης βρίσκεται στο [12]. Το τελευταίο θεώρημα δείχνει

ότι η ελαχιστοποίηση του µ ελαχιστοποιεί το άνω φράγμα για την διάμετρο.
Τέλος θα αναφερθούμε σε τυχαίους περιπάτους σε ένα γράφημα. ΄Εστω A ο

πίνακας γειτνίασης ενός k-κανονικού γραφήματος X με n κορυφές. Παίρνουμε
Markov αλυσίδες από τον A ως εξής: οι καταστάσεις είναι οι κορυφές του X.
Στην χρονική στιγμή t ο περιπατητής (διαδικασία) πηγαίνει από την κατάσταση
i στην κατάσταση j με πιθανότητα pij 1/k αν η κορυφή i είναι γειτονική της
κορυφής j και 0 διαφορετικά. ΄Ενα διάνυσμα πιθανότητας p ∈ Rn έχει μη αρνη-
τικές συντεταγμένες pi ώστε

∑n
i=1 pi = 1, όπου pi είναι η πιθανότητα ο τυχαίος

περιπατητής να βρίσκεται στην κορυφή i του γραφήματος.
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Ο Markov πίνακας μετάβασης είναι ο

T = (pij)1≤i,j≤n =
1

k
A

Με p
(m)
i συμβολίζουμε την πιθανότητα ο περιπατητής να βρίσκεται στην κορυφή

i την χρονική στιγμή m. Το διάνυσμα πιθανότητας είναι p(m) = (p
(m)
1 · · · p(m)

n ).
Οπότε

p(m+1) = Tp(m)
και p(m) = T (m)p(0).

Ισχύει το ακόλουθο θεώρημα

Θεώρημα 1.3.17 (Ο τυχαίος περιπατητής χάνεται). ΄Εστω ένα γράφημα X
συνεκτικό μη διμερές k-κανονικό με n κορυφές και πίνακα γειτνίασης A. Αν
T = (1/k)A για κάθε αρχικό διάνυσμα πιθανότητας p(0) ισχύει ότι

lim
m→∞

p(m) = lim
m→∞

Tmp(0) = u =

(
1

n
, · · · , 1

n

)t
δηλαδή τελικά ο παρατηρητής έχει την ίδια πιθανότητα να βρίσκεται σε οποιαδήποτε

κορυφή του γραφήματος.

Απόδειξη. Η απόδειξη υπάρχει στο [39] σελ.62

Μας ενδιαφέρει να ξέρουμε σε πόσο χρόνο χάνεται ο περιπατητής. Αυτό εξαρ-

τάται από την δεύτερη κατά απόλυτη τιμή ιδιοτιμή του πίνακα γειτνίασης δεδομένου

ότι το γράφημα δεν είναι διμερές. Το επόμενο θεώρημα απαντά σε αυτό το ερώτη-

μα. Μπορούμε να μοντελοποιήσουμε τον περίπατο ώστε ο περιπατητής να χάνεται

και σε διμερή γραφήματα αν του επιτρέψουμε να παραμείνει στην κορυφή που βρί-

σκεται με ίση πιθανότητα. Θα χρησιμοποιήσουμε την 1-νόρμα για να μετρήσουμε
αποστάσεις μεταξύ διανυσμάτων στον Rn δηλαδή την

||v||1 =

n∑
i=1

|vi|

Θεώρημα 1.3.18. (πόσο γρήγορα χάνεται ο παρατηρητής) ΄Εστω X ένα συ-
νεκτικό, μη διμερές k-κανονικό γράφημα με n κορυφές και πίνακα γειτνίασης A.
Αν T = (1/k)A, για κάθε αρχικό διάνυσμα πιθανότητας p(0), έχουμε ότι

||Tmp(0) − u|| ≤
√
n
(µ
k

)m
όπου u =

(
1
n · · ·

1
n

)t
και µ = max{|λ||λ ∈ SpectrumA, λ 6= k}.

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο [40], σελ. 104-106.

Πόρισμα 1.3.19. Αν το γράφημα στο προηγούμενο θεώρημα είναι Ramanu-

jan τότε µ ≤ 2
√
k − 1 και ||Tmp(0) − u||1 ≤

√
n
(

2
√
k−1
k

)m
. Αυτό σημαίνει ότι

στα Ramanujan γραφήματα ο παρατηρητής χάνεται πιο γρήγορα και ιδιαίτερα για
μεγάλα k αυτό δεν παίρνει πολύ χρόνο.
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Η ιδιότητα αυτή των Ramanujan γραφημάτων τα καθίστα πολύ χρήσιμα ως
γεννήτριες τυχαίων αριθμών [41].

Το να κατασκευάσει κανείς οικογένειες Ramanujan γραφημάτων δεν είναι τε-
τριμμένο ζήτημα. Οι κατασκευές είναι συχνά αλγεβρικές. Οι Lubotzky,Phillips
και Sarnak [31] έδειξαν πως να κατασκευάσει κανείς μια άπειρη οικογένεια από
p+ 1-κανονικά γραφήματα όταν το p ≡ 1( mod 4) είναι πρώτος.

Παραδείγμα 1.3.2 (Τα γραφήματα των Lubotzky, Phillips, Sarnak Xp,q).

΄Εστω p και q διαφορετικοί πρώτοι με p, q ≡ 1( mod 4). Ορίζουμε την ομάδα
G = PGL(2,Fq) = GL(2,Fq)/Z(GL(2,Fq)), όπου GL(2,Fq) είναι η ομάδα των
2×2 αντιστρέψιμων πινάκων με στοιχεία στο σώμα με q στοιχεία και Z(GL(2,Fq)
το κέντρο της ομάδας που είναι το σύνολο των βαθμωτών πολλαπλασίων του ταυ-

τοτικού πίνακα. Τα Xp,q είναι Cayley γραφήματα της ομάδας G.

Επιλέγουμε έναν ακέραιο i ώστε i2 ≡ −1 mod 4. Ορίζουμε το σύνολο S να
είναι το

S =

{(
a0 + ia1 a2 + ia3
−a2 + ia3 a0 − ia1

)∣∣∣∣ a20 + a21 + a22 + a23 = p, a0 > 0, a1, a2, a3 άρτιοι

}
΄Ενα θεώρημα του Jacobi λέει ότι υπάρχουν ακριβώς p + 1 ακέραιες λύσεις στην
a20 + a21 + a22 + a23 = p, με αυτές τις συνθήκες οπότε |S| = p + 1. Μπορούμε να
ελέγξουμε ότι το S είναι κλειστό ως προς αντιστροφή πινάκων. Το γράφημα Xp,q

είναι η συνεκτική συνιστώσα του Cayley γραφήματος X(G,S) που περιέχει το
ταυτοτικό στοιχείο. Μπορεί να αποδειχτεί ότι ανάλογα με το αν το S είναι σύνολο
γεννητόρων ή όχι το X(G,S) είναι συνεκτικό ή έχει δύο συνεκτικές συνιστώσες
ίσου μεγέθους. Τέλος προκύπτει ότι αυτά τα p+ 1-κανονικά γραφήματα με O(q3)
κορυφές για q →∞ είναι Ramanujan.

Η απόδειξη τους χρησιμοποιεί την απόδειξη της υπόθεση του Ramanujan για
την συνάρτηση τ , η οποία είναι συνέπεια των εικασιών τουWeil που αποδείχθηκαν
από τον Deligne στο [16], και γιάυτό πήραν το όνομα Ramanujan γραφήματα. Ο
Morgenstern [29] επέκτεινε την κατασκευή των Lubotzky, Phillips και Sarnak σε
pa + 1-κανονικά Ramanujan γραφήματα όπου p πρώτος και a ∈ N.
Το ερώτημα για το αν υπάρχουν Ramanujan γραφήματα για οποιαδήποτε βαθ-

μό κορυφών παρέμενε ανοιχτό μέχρι πρόσφατα οπότε οι Adam Marcus, Daniel
Spielman και Nikhil Srivastava στο [26] απέδειξαν ότι υπάρχουν άπειρες οικο-
γένειες διμερών Ramanujan γραφημάτων για κάθε βαθμό d > 2 αποδεικνύοντας
για την περίπτωση των διμερών γραφημάτων μία εικασία των Bilu και Linial [8]
για τα 2-κανονικά καλύμματα. Η απόδειξη που παρέθεσαν είναι υπαρξιακή. Θα

αναφερθούμε σε αυτή την εικασία στην συνέχεια, όταν θα έχουμε αναπτύξει την

θεωρία των κανονικών καλυμμάτων των γραφημάτων.

Τέλος αναφέρουμε ότι σύμφωνα με ένα αποτέλεσμα του Friedman (εικασία
Alon) [19] ένα τυχαίο κανονικό γράφημα είναι σχεδόν Ramanujan, η για να το
θέσουμε πιο αυστηρά για συγκεκριμένο k και για κάθε ε > 0 και Xn,k μία α-

κολουθία k-κανονικών γραφημάτων με n κορυφές έχουμε ότι η πιθανότητα του
λ1(Xn,k) ≤ 2

√
k − 1 + ε τείνει στο 1 για n → ∞. Η εικασία που στηρίζεται σε

αριθμητικά δεδομένα και πειράματα είναι ότι ακριβώς το 27% των κανονικών γρα-
φημάτων ικανοποιούν την γραφοθεωρητική RH (δηλαδή είναι Ramanujan) καθώς
ο αριθμός των κορυφών τείνει στο άπειρο [28].
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1.4 Η ερμηνεία των συντελεστών της αντίστροφης της

ζ-συνάρτησης του Ihara

Σε αυτήν την παράγραφο ακολουθούμε το άρθρο των Scott και Storm the coeffi-
cients of the Ihara zeta function [37]. ΄Οπως αποδείξαμε η ζX(u) είναι ρητή και η
αντίστροφη της είναι ένα πολυώνυμο που δίνεται από τον τύπο

(1.4) ζX(u)−1 = det(I −W1u) = c0 + c1u+ c2u
2 + c3u

3 + · · ·+ c2mu
2m,

όπου για το γράφημα X έχουμε n = |V | ο αριθμός των κορυφών και m = |E| ο
αριθμός των ακμών του. Ο πίνακας W1 είναι ο 2m×2m πίνακας με ij είσοδο 1 αν
δίνοντας κατευθύνσεις και αριθμώντας τις ακμές όπως στην αρχή του κεφαλαίου

έχουμε ότι t(ei) = o(ej) και ej 6= e−1i . Σε αυτήν την παράγραφο θα δώσουμε
την ερμηνεία, με όρους δομής του γραφήματος, των συντελεστών ci. Το πρώτο
αποτέλεσμα είναι των Kotani και Sunada [24] και είναι μία έκφραση για το c2m.

Θεώρημα 1.4.1. ΄Εστω X ένα γράφημα και ζX(u) η Ihara ζ-συνάρτηση του
X, n = |V | και m = |E|. Με d(v) συμβολίζουμε τον βαθμό της κορυφής v δηλαδή
τον αριθμό των ακμών στις οποίες ανήκει η v. Τότε

c2m = (−1)m−n
∏
vi∈V

(d(vi)− 1).

Η Czarneski [13] στη διατριβή της υπολόγισε το c1

Θεώρημα 1.4.2. ΄Εστω X ένα γράφημα και ζX(u) η Ihara ζ-συνάρτηση του
X. Τότε το c1 ισούται με το αρνητικό του διπλασίου του πλήθους των βρόχων στο
X.

Στην διατριβή του ο Storm [35] υπολόγισε το c3 από τον αριθμό των τριγώνων
στο X. Η μέθοδος που παρουσιάζουμε σε αυτήν την παράγραφο είναι μία γενίκευ-
ση αυτής που χρησιμοποίησε ο Storm για την απόδειξη αυτού του θεωρήματος.

Θεώρημα 1.4.3. ΄Εστω X ένα απλό γράφημα και ζX(u) η Ihara ζ συνάρτηση
του X. Τότε το c3 ισούται με το αρνητικό του διπλασίου του αριθμού των τριγώνων
στο X.

Ο Horton στην διατριβή του [21] έδειξε πως μπορούμε να υπολογίσουμε την
περιφέρεια ενός γραφήματος από την Ihara ζ-συνάρτηση του.

Ορισμός 1.4.4. ΄Εστω X ένα γράφημα. Η περιφέρεια του X είναι ο μικρότερος
κύκλος στο X. ΄Ενα k-γωνο του X είναι ένα υπογράφημα του X που είναι ισόμορφο
με τον κύκλο με k κορυφές Ck.

Θεώρημα 1.4.5. ΄Εστω g η περιφέρεια ενός απλού συνεκτικού γραφήματος X
με ζ συνάρτηση ζX(u). Τότε, ck = 0 για 1 ≤ k < g. Επιπλέον, cg είναι το
αρνητίκο του διπλασίου του πλήθους των g-γώνων στο X.

Για να διατυπώσουμε το γενικότερο αποτέλεσμα αυτής της παραγράφου θα

χρειαστούμε κάποιους ακόμη ορισμούς από τα διγραφήματα. Ο βαθμός εισόδου

(indegree) μίας κορυφής v, in(v), ενός διγραφήματος D είναι ο αριθμός των κα-
τευθυνόμενων ακμών με τερματική κορυφή την v. ΄Ομοια ο βαθμός εξόδου (out-
degree) της v είναι ο αριθμός των ακμών με εναρκτήρια κορυφή την v. Ορίζουμε
ως γραμμικό υπογράφημα ενός διγραφήματος D ένα υπογράφημα στο οποίο ανή-
κουν όλες οι κορυφές του D και κάθε κορυφή του v έχει in(v) = 1 και out(v) = 1.
Δηλαδή ένα γραμμικό υπογράφημα είναι μία ξένη ένωση κατευθυνόμενων κύκλων.
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Ορισμός 1.4.6. ΄Εστω D ένα διγράφημα. Συμβολίζουμε με Gk(D) το σύνολο
των υπογραφημάτων του D που έχουν ακριβώς k κορυφές. Για ένα στοιχείο D̃
του Gk(D), συμβολίζουμε με Ek(D̃) το πλήθος των γραμμικών υπογραφημάτων
του D̃ που περιέχουν άρτιο αριθμό κύκλων αρτίου μήκους. ΄Ομοια συμβολίζουμε
με Ok(D̃) το πλήθος των γραμμικών υπογραφημάτων του D̃ με περιττό πλήθος
κύκλων αρτίου μήκους.

Χρειαζόμαστε έναν ακόμη ορισμό για να διατυπώσουμε το επόμενο θεώρημα

Ορισμός 1.4.7. ΄Εστω X ένα γράφημα από το οποίο δίνοντας σε κάθε ακμή
και τις δυο διευθύνσεις παίρνουμε το συμμετρικό διγράφημα του D(X). Οπότε
το D(X) έχει 2|E(X)| ακμές. Ορίζουμε το κατευθυνόμενο γραμμικο γράφημα
του X και συμβολίζουμε με L(X) το γράφημα με σύνολα κορυφών και ακμών τα
ακόλουθα

VL = E(D(X))

EL = {(ei, ej) ∈ E(D(X))× E(D(X)) : ei 6= ej , t(ei) = o(ej)}.

Είμαστε τώρα σε θέση να διατυπώσουμε το ακόλουθο θεώρημα

Θεώρημα 1.4.8. ΄Εστω X ένα συνεκτικό γράφημα με κατευθυνόμενο γραμμι-
κό γράφημα L(X) και ζX(u) η Ihara συνάρτηση του. Τότε ακολουθώντας τους
παραπάνω ορισμούς έχουμε ότι για 1 ≤ k ≤ 2m, ισχύει

ck =
∑

D∈Gk(L(X))

(−1)k(Ek(D)−Ok(D)).

Θα αποδείξουμε αυτό το θεώρημα παρακάτω. Κάνουμε πρώτα ορισμένες παρα-

τηρήσεις για την εξίσωση 1.4. Σύμφωνα με τον ορισμό 1.4.7 μπόρούμε να δούμε

τον πίνακα W1 ως τον πίνακα γειτνίασης του κατευθυνόμενου γραμμικού γραφή-

ματος του X. Μελετώντας αυτόν τον τύπο με ορίζουσα μπορούμε να βγάλουμε
συμπεράσματα σε σχέση με τους συντελεστές ck. Παρατηρούμε αρχικά ότι οι
συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του πίνακα W1 σχετίζονται άμεσα

με τους συντελεστές της αντίστροφης της ζ-Ihara συνάρτησης σύμφωνα με το
ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 1.4.9. ΄Εστω W1 ο πίνακας γειτνίασης του κατευθυνόμενου γραμμι-

κού γραφήματος του συνεκτικού γραφήματος X. Γράφουμε το χαρακτηριστικό
πολυώνυμο του W1 ως

χW1(u) = det(W1 − uI) = u2m + c1u
2m−1 + · · ·+ c2m,

τότε το αντίστροφο της Ihara ζ συνάρτησης γράφεται ως εξής

ζX(u)−1 = 1 + c1u+ c2u
2 + c3u

3 + · · ·+ c2mu
2m.

Απόδειξη. Αρχίζουμε θεωρώντας το χW1
(u) = det(W1 − uI). Το ξαναγράφουμε

ως

det(W1 − uI) = (−u)2m det

(
I − 1

u
W1

)
.

Αντικαθιστώντας τώρα το u με το 1/u έχουμε το ζητούμενο.
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Αυτό το λήμμα είναι πολύ χρήσιμο γιατί οι συντελεστές του χαρακτηριστικού

πολυωνύμου είναι αθροίσματα των κυρίων ελασσόνων του πίνακα, όπου βέβαια όταν

λέμε κυρίων ελασσώνων ενός πίνακα M εννοούμε τις ορίζουσες των υποπινάκων

του M που σχηματίζονται επιλέγοντας ένα υποσύνολο των γραμμών και των στη-
λών του πίνακα με τον ίδιο δείκτη. Χρησιμοποιούμε το ακόλουθο γνωστό λήμμα

από την γραμμική άλγεβρα.

Λήμμα 1.4.10. ΄Εστω M ένας n×n τετραγωνικός πίνακας με χαρακτηριστικό
πολυώνυμο το

χM (u) = un + c1u
n−1 + · · ·+ cn.

Τότε ο συντελεστής ci είναι (−1)i επί το άθροισμα όλων των i×i κυρίων ελασσόνων
του M .

Θα θέλαμε να εφαρμόσουμε το παραπάνω λήμμα στο χαρακτηριστικό πολυώ-

νυμο του πίνακα W1. Αυτό θα μας έδινε τις πληροφορίες που χρειαζόμαστε για

τους συντελεστές της αντίστροφης της ζ συνάρτησης του Ihara. ΄Εστω μία κυρία
ελάσσων του πίνακαW1 και έστω I το σύνολο των δεικτών που αντιστοιχεί στους
δείκτες των γραμμών και των στήλών του πίνακα που κρατάμε. Κάθε γραμμή και

η αντίστοιχη στήλη αναπαριστούν μία κορυφή στο κατευθυνόμενο γραμμικό γρά-

φημα. Αυτές οι κορυφές αντιστοιχούν σε κατευθυνόμενες ακμές στο συμμετρικό

διγράφημα D(X). Οπότε κρατώντας από τον πίνακα W1 μόνο τις γραμμές και τις

στήλες που έχουν δείκτες στο I, στην πραγματικότητα κοιτάμε τον πίνακα W̃1 που

θα παίρναμε από το υπογράφημα που ενάγεται από τις ακμές του D(X) με δείκτη I
σχηματίζοντας τον πίνακα γειτνίασης που αντιστοιχεί στο κατευθυνόμενο γραμμι-

κό του γράφημα. Οπότε μία i× i κύρια ελλάσων μπορεί να υπολογιστεί παίρνοντας
το κατάλληλο υπογράφημα του D(X) που ενάγεται από i ακμές, σχηματίζοντας
τον W̃1 πίνακα και στην συνέχεια παίρνοντας την ορίζουσα του. Οπότε μας μένει

να δούμε σε τι αντιστοιχεί ο πίνακας γειτνίασης ενός διγραφήματος. Αυτό το έχει

απαντήσει ο Harrary [20] από το 1962.

Λήμμα 1.4.11. ΄Εστω D ένα διγράφημα του οποίου τα γραμμικά υπογραφήματα,
όπως ορίζονται στον ορισμό 1.4.6, είναι τα Di, για i = 1, . . . , n και υποθέτουμε ότι
κάθε Di έχει ei άρτιους κύκλους. Τότε

detA =

n∑
i=1

(−1)ei ,

όπου ο A είναι ο πίνακας γειτνίασης του D.

Μπορούμε τώρα να προχωρήσουμε στην απόδειξη του θεωρήματος 1.4.8

Απόδειξη. ΄Εστω ο συντελεστής ck με 2 ≤ k < 2m. Από το λήμμα 1.4.10 πρέπει
να αθροίσουμε όλες τις k×k κύριες ελάσσονες τουW1. Κάθε κύρια ελάσσων αντι-

στοιχεί στο να διαλέξουμε k κορυφές του L(X) και στην συνέχεια να πάρουμε το
κατευθυνόμενο υπογράφημα που ενάγεται από αυτές. ΄Ομως ένα τέτοιο διγράφημα

είναι ένα στοιχείο του G(L(X)). Ονομάζουμε αυτό το υπογράφημα D̃. Η κύρια
ελάσσων αντιστοιχεί στην ορίζουσα του πίνακα γειτνίασης W̃1 του D̃. Για να πά-
ρουμε αυτήν την ορίζουσα χρησιμοποιούμε το λήμμα 1.4.11 και χρησιμοποιώντας

τον ορισμό 1.4.6 έχουμε

det W̃1 =

n∑
i=1

(−1)ei = E(D̃)−O(D̃),
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όπου ei είναι ο αριθμός των άρτιων κύκλων στα D̃i. Συνδυάζοντας αυτό με το

λήμμα 1.4.10 έχουμε το ζητούμενο.

Χρησιμοποιώντας αυτό το θεώρημα είναι εύκολο να υπολογίσουμε τους συντε-

λεστές για μικρές δυνάμεις του u. Παρατηρούμε ότι ένα γραμμικό υπογράφημα του
L(X) αντιστοιχεί σε ένα υπογράφημα του D(X) που αποτελείται από πρώτα μονο-
πάτια που δεν έχουν κοινές ακμές. Οπότε μόνο τα υπογραφήματα του συμμετρικού

διγραφήματος με k ακμές που αποτελούνται από κύκλους χωρίς κοινές ακμές και
χωρίς πισογυρίσματα και ουρές συνεισφέρουν στο ck. Αυτή η παρατήρηση ωστόσο
δεν έχει πρακτική αξία για τον υπολογισμό των συντελεστών μεγαλυτέρων δυνά-

μεων του u λόγω της αυξημένης πολυπλοκότητας. Από τα παραπάνω προκύπτει
άμεσα για τους συντελεστές c1, . . . , c7 το ακόλουθο πόρισμα

Πόρισμα 1.4.12. ΄Εστω X ένα συνεκτικό γράφημα με Ihara ζ συνάρτηση
όπως παραπάνω τότε

(i) Αν το X έχει βρόχους το c1 είναι το αρνητικό του διπλασίου του αριθμού των
βρόχων στο X.

(ii) αν το X δεν έχει βρόχους, τότε ο συντελεστής c2 είναι το αρνητικό του
διπλασίου του αριθμού των πρώτων κύκλων μήκους 2 (υπενθυμίζουμε ότι

επιτρέπονται πολλαπλές ακμές). Επίσης το c3 είναι το αρνητικό του διπλασί-
ου των τριγώνων στο X. Επιπροσθέτως, το c4 είναι ο αριθμός των πρώτων
κύκλων μήκους 2 συν του διπλασίου του αριθμού των ζευγαριών των πρώ-

των κύκλων μήκους 2 που μοιράζονται μία ακμή συν του τετραπλασίου του

αριθμού των ζευγαριών πρώτων κύκλων μήκους 2 που δεν έχουν κοινή ακμή

πλην του διπλασίου του αριθμού των τετραγώνων στο X.

(iii) αν το X είναι απλό γράφημα, οι συντελεστές c3, c4, c5 είναι το αρνητικό
του διπλασίου των τρίγωνων, των τετραγώνων και των πενταγώνων στο X
αντίστοιχα. Το c6 είναι το αρνητικό του διπλασίου του αριθμού των εξαγώνων
του X συν το τετραπλάσιο του αριθμού των ζευγαριών των τριγώνων χωρίς
κοινές ακμές συν του διπλασίου του αριθμού των τριγώνων με μία κοινή ακμή

στο X και το c7 είναι το αρνητικό του διπλασίου του αριθμού των επταγώνων
στοX συν το τετραπλάσιο του αριθμού των ζευγαριών ενός τριγώνου και ενός
τετραγώνου χωρίς κοινή ακμή συν το διπλάσιο του αριθμού των ζευγαριών

ενός τριγώνου και ενός τετραγώνου που έχουν μία κοινή ακμή.

Θα διατυπώσουμε τώρα ένα πιο γενικό πόρισμα. Πρώτα δίνουμε έναν ορισμό

που θα χρησιμοποιήσουμε στο θεώρημα

Ορισμός 1.4.13. ΄Εστω X ένα γράφημα με δύο κυκλικά υπογραφήματα Cn και
Cm. Λέμε ότι τα Cn και Cm είναι συμβατά αν μπορούμε να δώσουμε κατευθύνσεις
στις ακμές του X έτσι ώστε οι Cn και Cm να είναι κατευθυνόμενοι κύκλοι.

Διατυπώνουμε τώρα το πόρισμα μας

Πόρισμα 1.4.14. ΄Εστω X ένα συνεκτικό γράφημα με περιφέρεια g τότε

(i) για 0 < i < g, οι συντελεστές ci ισούνται με 0.

(ii) για g < i < 2g, οι συντελεστές ci είναι το αρνητικό του διπλασίου του αριθμού
των i-γώνων στο X.
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(iii) για 2g ≤ i < 3g, οι συντελεστές ci είναι το άθροισμα των ακολούθων όρων

• το αρνητικό του διπλασίου του αριθμού των i-γώνων στο X
• το τετραπλάσιο του αριθμού των ζευγαρίων ενός k-γώνου και ενός (ci−
k)-γώνου χωρίς κοινές ακμές για g ≤ k < 2g,

• το διπλάσιο του αριθμού των ζευγαριών ενός k-γώνου και ενός (ci −
k)-γώνου που έχουν τουλάχιστον μία κοινη ακμή και είναι συμβατά
υπογραφήματα για g ≤ k < 2g και

• το διπλάσιο του αριθμού των ζευγαρίων ενός k1-γώνου και ενός k2-
γώνου που έχουν ένα μονοπάτι μήκους

1
2 (ci − k1 − k2) ανάμεσα τους

και είναι συμβατά, όπου k1 + k2 < 3g

Σαν παράδειγμα των παραπάνω αποτελεσμάτων υπολογίζουμε την ζ συνάρτηση
των γραφημάτων CHn,k που είναι τα γραφήματα που προκύπτουν προσθέτοντας

μία ακόμα ακμή στον κύκλο Cn έτσι ώστε ο μικρότερος κύκλος στο νέο γράφημα
να έχει μήκος k + 1.

Πόρισμα 1.4.15. Η Ihara ζ-συνάρτηση του γραφήματος CHn,k είναι η

ζ−1CHn,k = 1− 2uk+1 − 2un−k+1 − 2un + 2u2n−k+1 + 2un+2 +

2un+k+1 + u2k+2 + u2n−2k+2 + u2n − 4u2n+2

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι υπάρχουν ακριβώς έξι κύκλοι στο συμμετρικό διγρά-

φημα D(CHn,k) χωρίς πισογυρίσματα και ουρές. Συγκεκριμένα το D(CHn,k)
περιέχει δεξιόστροφα και αριστερόστροφα αντίγραφα των Cn, Cn−k+1, Ck+1. Το

κάθε ζεύγος από αυτούς τους κύκλους διαμορφώνει το δεύτερο, τον τρίτο και τον

τέταρτο όρο της ζ−1CHn,k αντίστοιχα. Υπάρχουν ακριβώς εννιά διαφορετικά υπο-
γραφήματα του συμμετρικού διγραφήματος που αποτελούνται από δύο ακριβώς από

αυτούς τους κύκλους τα οποία διαμορφώνουν τους επόμενους έξι όρους. Τέλος

υπάρχουν ακριβώς τέσσερα γραμμικά υπογραφήματα του γραμμικού κατευθυνόμε-

νου γραφήματος του CHn,k που μας δίνουν τον τελικό όρο −4u2n+2
. Μπορούμε

να επαληθεύσουμε ότι αυτά αποτελούνται από περιττό πλήθος κύκλων. Ο τελευ-

ταίος όρος εναλλακτικά μπορεί να υπολογιστεί από το θεώρημα 1.4.1. Δεν υπάρχει

άλλος κύκλος στο D(CHn,k) χωρίς ουρές και πισογυρίσματα οπότε η απόδειξη μας
έχει ολοκληρωθεί.

Θα αναφέρουμε εδώ το πλεονέκτημα που έχουμε όταν χρησιμοποιούμε την

πολυμεταβλητή ζ-συνάρτηση ακμών ως προς την πληροφορία που μπορούμε να
ανακαλέσουμε. Στο άρθρο του Some graph properties determined by edge ze-
ta functions[36] ο Cristopher Storm δείχνει πώς μπορούμε να αντλήσουμε την
πληροφορία για το πόσους κύκλους Hamilton έχει το γράφημα μας, ποιά είναι η
μέγιστη κλίκα του γραφήματος μας, αν το γράφημα μας είναι τέλειο κ.α. Αυτές τις

πληροφορίες δεν μπορούμε να τις πάρουμε μόνο από την ζ-συνάρτηση του Ihara
με μία μεταβλητή.

Γενικά δύο μη ισόμορφα γραφήματα μπορούν να έχουν την ίδια Ihara ζ-συνάρτηση,
όπως φαίνεται στα παραδείγματα του [36], στα σχήματα 1.4 1.5
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Σχήμα 1.4: Δύο γραφήματα με την ίδια ζ-συνάρτηση αλλά διαφορετικούς αριθμούς
κορυφών και συνεκτικών συνιστωσών.
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Σχήμα 1.5: Δύο γραφήματα με την ίδια ζ-συνάρτηση.



Κεφάλαιο 2

Σώματα Αριθμών

Στην παράγραφο αυτή συγκεντρώνουμε μερικά στοιχεία από την αλγεβρική θεωρία

αριθμών. Στην πραγματικότητα η θεωρία για τα γραφήματα που θα αναπτύξουμε

μιμείται την συμπεριφορά των πρώτων ιδεωδών σε δακτυλίους ακεραίων αλγεβρι-

κών.

Ορισμός 2.0.16. ΄Ενα σώμα αριθμώνK είναι μια πεπερασμένη αλγεβρική επέκ-
ταση των ρητών αριθμών. Μέσα στο K ξεχωρίζουμε τον υποδακτύλιο των αλγεβρι-
κών αριθμών OK , δηλαδή τα στοιχεία του K τα οποία ικανοποιούν μια αλγεβρική
εξίσωση της μορφής:

xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a1x+ a0 = 0,

όπου τα στοιχεία ai ∈ Z.

Παρατήρηση 2.0.17. ΄Οταν το K = Q τότε το OK = Z. Στην γενική περί-
πτωση ο δακτύλιος OK «παίζει» τον ρόλο των ακεραίων.

Στην περίπτωση του Z οι πρώτοι αριθμοί είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία με
τα πρώτα ιδεώδη του Z. Αυτό συμβαίνει γιατί οι ακέραιοι είναι ένας δακτύλιος που
αντιστοιχεί σε ένα «απλά συνεκτικό γεωμετρικό αντικείμενο» δηλαδή κάθε ιδεώδες

του είναι κύριο.

Είναι γνωστό ότι κάθε ιδεώδες ενός δακτυλίου OK γράφεται ως γινόμενο πρώ-
των ιδεωδών. Επίσης αν έχουμε μια επέκταση L/K σωμάτων αριθμών τότε σχη-
ματίζουμε το παρακάτω διάγραμμα δακτυλίων ιδεωδών:

L OL POL = Qe11 · · ·Qerr OL/Qi

K OK P OK/P

Στο παραπάνω διάγραμμα έχουμε θεωρήσει το πρώτο ιδεώδες P του δακτυλίου OK
το οποίο το βλέπουμε ως ιδεώδες POL του δακτυλίου OL και ως τέτοιο δέχεται
μια ανάλυση Qe11 · · ·Qerr ως γινόμενο πρώτων ιδεωδών.
Για κάθε ιδεώδες Qi στην παραπάνω ανάλυση το πηλίκο OL/Qi είναι μια πε-

περασμένη επέκταση του πεπερασμένου σώματος OK/P . Δηλαδή OK/P = Fq
και OL/Q = Fqf . Τον αριθμό f που εξαρτάται από την επιλογή των P,Q θα τον
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ονομάζουμε βαθμό αδράνειας του Q πάνω από το P . Ας υποθέσουμε ότι το L
είναι μια αλγεβρική επέκταση του K = Q. Για κάθε ιδεώδες Q του δακτυλίου OL
ορίζεται η νόρμα N(Q) = #OL/Q = pf για κάποιο πρώτο p (για τον πρώτο που
γεννά το κύριο ιδεώδες P του OK = Z που βρίσκεται κάτω από το Q).

Ορισμός 2.0.18 (ζ-συνάρτηση σώματος αριθμών). Για ένα σώμα αριθμών L
ορίζεται η ζ-συνάρτησή του:

ζL(s) =
∑
A�OL

1

N(A)s
, s ∈ C,Re(s) > 1.

Αποδεικνύεται ότι η παραπάνω συνάρτηση δέχεται ένα γινόμενο Euler

ζL(s) =
∏

P πρώτο ιδεώδες

1

1−N(P )−s
,

επεκτείνεται μερόμορφα στους μιγαδικούς αριθμούς, έχει την κατάλληλη συναρ-

τησιακή εξίσωση κτλ. Θα δούμε αργότερα όταν η επέκταση L/Q είναι Galois ότι
αναλύεται σε γινόμενο L-σειρών μία από τις οποίες είναι η συνηθισμένη ζQ.
Στην περίπτωση που η επέκταση L/K είναιGalois με ομάδαGalois Gal(L/K) =

G, έχουμε ότι η ομάδα G δρα μεταβατικά πάνω στα ιδεώδη Qi δηλαδή για κάθε
Qi, Qj υπάρχει gij ώστε gijQi = Qj . Στην περίπτωση αυτή όλοι οι δείκτες ei
είναι ίσοι.

Στην περίπτωση των Galois επεκτάσεων ακολουθώντας τον Hilbert μπορούμε
να ορίσουμε για κάθε πρώτο Q του δακτυλίου OL τις παρακάτω ομάδες:

• Την ομάδα ανάλυσης

G(Q) := {σ ∈ G : σ(Q) = Q}.

• Την ομάδα αδράνειας

I(Q) := {σ ∈ G(Q) : σ(a) ≡ a mod Q}.

Παρατηρούμε ότι για P = Q ∩ OK η επέκταση OLQ /OKP είναι Galois και η ομάδα
Galois της μπαίνει σε μια βραχεία ακριβή ακολουθία

(2.1) 1→ I(Q)→ G(Q)→ Gal

(
OL
Q
/
OK
P

)
→ 1.

Επίσης είναι γνωστό ότι η ομάδα Galois της επέκτασης Gal
(
OL
Q /OKP

)
είναι κυ-

κλική. Στην περίπτωση που το πεπερασμένο σώμα
OK
P έχει q = ph-το πλήθος

στοιχεία, και το σώμα
OL
Q έχει q

f
-το πλήθος στοιχεία, η ομάδα Galois παράγεται

από ένα στοιχείο τον αυτομορφισμό του Frobenious:

F :
OL
Q
→ OL

Q

x 7→ xq,

ο οποίος έχει τάξη f .
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Θα λέμε ότι ο πρώτος Q πάνω από τον P διακλαδίζεται με βαθμό διακλάδωσης
e αν η ομάδα I(Q) είναι μη τετριμμένη και έχει τάξη e. Είναι γνωστό ότι σε μια
επέκταση σωμάτων αριθμών υπάρχουν πεπερασμένοι πρώτοι που διακλαδίζονται.

Στην περίπτωση που δεν έχουμε διακλάδωση, παρατηρούμε από την μικρή α-

κριβή ακολουθία (2.1) ότι η ομάδα Galois της επέκτασης Gal
(
OL
Q /OKP

)
είναι ισό-

μορφη με μια υποομάδα της ομάδας Gal(L/K). Στην περίπτωση αυτή μπορούμε
να «σηκώσουμε» τον γεννήτορα Frobenious σε ένα μοναδικό στοιχείο της ομάδας
Gal(L/K), το οποίο θα το συμβολίζουμε με

[L/K,Q] .

Το παραπάνω σύμβολο εξαρτάται από την επιλογή του πρώτου Q που επεκτείνει
τον P . Αν έχουμε ένα διαφορετικό πρώτο Q′ που επεκτείνει τον P , τότε αυτός

θα είναι της μορφής Q′ = gQ, για κατάλληλη επιλογή g ∈ Gal
(
OL
Q /OKP

)
και σε

αυτή την περίπτωση θα έχουμε

[L/K,Q′] = g−1 [L/K,Q′] g.

Στην περίπτωση που η ομάδα Gal(L/K) είναι αβελιανή το σύμβολο είναι ανεξάρ-
τητο της επιλογής Q.

Παρατήρηση 2.0.19. Ακόμα και στην περίπτωση που έχουμε διακλάδωση στοι-

χεία της ομάδας Galois μπορούν να ανυψωθούν σε στοιχεία της καθολικής ομάδας
Galois, μόνο που η ανύψωση δεν είναι μοναδική.

2.1 Σώματα συναρτήσεων

Είναι σαφές από τα πρώτα μαθήματα αφηρημένης άλγεβρας, ότι οι δακτύλιοι Z, και
K[t] όπου το K είναι ένα σώμα μοιράζονται πολλές ιδιότητες. Στην ενότητα αυτή
θα προσπαθήσουμε να αναδείξουμε αυτή την αναλογία η οποία ήταν μια από τις

κινητήριες δυνάμεις για την θεωρία αριθμών.

Θεωρούμε ένα πεπερασμένο σώμα Fq με q = ph το πλήθος στοιχεία. Θεωρούμε
το σώμα ρητών συναρτήσεων Fq(t), δηλαδή τα πηλίκα πολυωνύμων. Το σώμα αυτό
θα είναι το ανάλογο των ρητών συναρτήσεων. Μία αλγεβρική επέκταση του Fq(t)
θα είναι το ανάλογο ενός σώματος αριθμών. Σώματα αυτής της μορφής θα τα

λέμε «σώματα συναρτήσεων μιας μεταβλητής» ή «σώματα συναρτήσεων» όταν η

διάσταση είναι σαφής από τα συμφραζόμενα.

Τα σώματα αυτά είναι τα σώματα συναρτήσεων τα οποία ορίζονται με φυσιολο-

γικό τρόπο πάνω σε αλγεβρικές καμπύλες. Για παράδειγμα η αλγεβρική καμπύλη

x2+y2−1 = 0 ορισμένη στο σώμα Fp αντιστοιχεί στα σημεία (x, y) ∈ F2
p τα οποία

ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση ορισμού. Οι συναρτήσεις της καμπύλης αυτής,

όμως σχηματίζουν ένα σώμα, το Fp(x)(
√

1− y2), το οποίο είναι μια πεπερασμένη
αλγεβρική επέκταση του ρητού σώματος συναρτήσεων.

Μπορούμε να κατασκευάσουμε μια ζ-συνάρτηση από μια προβολική αλγεβρική
καμπύλη ορισμένη πάνω από το σώμα Fp ως εξής: Για κάθε επέκταση Fph του Fp
θεωρούμε το πλήθος των σημείων της στο σώμα Fph το οποίο και συμβολίζουμε
με Nh.
Σχηματίζουμε την «γεννήτρια συνάρτηση»:

Z(X, t) = exp

( ∞∑
h=1

Nh
th

h

)
∈ Q[[t]].
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Παραδείγμα 2.1.1. X = P1
, Nh = #P1(Fph) = ph + 1.

Z(P1, t) = exp

( ∞∑
h=1

(qh + 1)
th

h

)
=

1

(1− t)(1− qt)
.

Οι παραπάνω Z-συναρτήσεις ικανοποιούν μια σειρά από εικασίες οι οποίες στην
βιβλιογραφία εμφανίζονται ως «Εικασίες του Weil»

(i) Η Z(X, t) είναι ρητή συνάρτηση του t.

(ii) Z(X, 1/qnt) = ±qnE/2tEZ(X, t), E = ∆ ·∆,∆ ⊂ X ×X.

(iii) P0(t) = 1− t, P2n = 1− qnt και για κάθε 1 ≤ i ≤ 2n− 1, Pi(t) ∈ Z[t],

Pi(t) =
∏
j

(1− aijt) με |aij | = q1/2.

Z(X, t) =
P1(t)P3(t) · · ·P2n−1(t)

P0(t)P2(t) · · ·P2n(t)
.

Οι εικασίες αυτές αποδείχτηκαν στην γενικότερη μορφή τους από τον P. Deli-
gne ο οποίος για να τις αποδείξει έκανε χρήση μιας τεχνικής από την Αλγεβρική
Τοπολογία που μετράει τα σταθερά σημεία βασισμένη στο ίχνος της επαγώμενης

συνάρτησης στις ομάδας ομολογίας. Θεωρούμε το x ∈ F̄p. Είναι γνωστό ότι

f : x ∈ Fph ⇔ xp
h

= x.

Τα σταθερά σημεία του μορφισμού του Frobenious x 7→ xp
h

του συνόλου V είναι
οι λύσεις που ζητάμε. Μπορούμε να εκτιμήσουμε το πλήθος τους με βάση τον

τύπο σταθερών σημείων του Lefschetz

Nh =

2n∑
i=0

(−1)iTr(fh∗;Hi(X,Ql)).

Λήμμα 2.1.1. Αν φ ενδομορφισμός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικού
χώρου

exp

( ∞∑
r=1

Tr(φr;V )
tr

r

)
= det(1− φt;V )−1.

Απόδειξη. Αν dim(V ) = 1 τότε

exp

( ∞∑
r=1

λr
tr

r

)
=

1

1− λt

Η γενική περίπτωση γίνεται με επαγωγή στην διάσταση.

Το ότι η Z-συνάρτηση είναι ρητή προκύπτει από το παραπάνω λήμμα μαζί με
τον τύπο σταθερού σημείου του Lefschetz.

Pi(t) = det(1− f∗t;Hi(X,Ql)).
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Είναι ενδιαφέρον να τονίσουμε ότι η λεγόμενη συναρτησιακή εξίσωση είναι άμεση

εφαρμογή της Poincare duality!
Για την περίπτωση των καμπυλών έχουμε ότι

Nh = 1− ah + qh.

τότε

|ah| ≤ 2g
√
qh

Z(X, t) =
P1(t)

(1− t)(1− qt)
,

όπου το g είναι ένας φυσικός αριθμός που ονομάζεται το γένος της καμπύλης,
και είναι το «τοπολογικό γένος» δηλαδή το γένος της επιφάνειας Riemann που
προκύπτει αν θεωρήσουμε την εξίσωση ορισμού πάνω από το σώμα των μιγαδικών

αριθμών.

Καμπύλες με μέγιστο πλήθος σημείων ονομάζονται «μέγιστες» και ο υπολογι-

σμός τους ενδιαφέρει την Θεωρία κωδίκων, περισσότερο συγκεκριμμένα την θεωρία

των γεωμετρικών κωδίκων Goppa.

2.2 Η ζ-συνάρτηση του Artin-Mazur-Ruelle

Στις ζ-συναρτήσεις των αλγεβρικών καμπυλών ορισμένων πάνω από ένα πεπερα-
σμένο σώμα, είναι σαφές ότι υπολογίζουμε τις γεννήτριες συναρτήσεις του πλήθους

Nm των σταθερών σημείων του Frobenious Fm:

Z(z, V ) = exp

( ∞∑
m=1

zm

m
Nm.

)
Οι Artin και Mazur αντικατέστησαν τον ομομορφισμό του Frobenious μιας

αλγεβρικής πολλαπλότητας με ένα διαφορομορφισμό F μιας ομαλής συμπαγούς
πολλαπλότητας M . Τα σταθερά σημεία του F είναι τα

Fix(fm) = {x ∈M |fm(x) = x}

και η ζ-συνάρτηση είναι η

ζ(z) = exp

( ∞∑
m=1

zm

m
|Fix(fm)|

)
.

Ο Ruelle γενίκευσε τα παραπάνω θεωρώντας μια συνάρτηση M → Cd×d από την
πολλαπλότητα στους πίνακες και όρισε την συνάρτηση:

ζ(z) = exp

 ∞∑
m=1

zm

m

∑
x∈Fix(fm)

Tr

(
m−1∏
k=0

φ(fk(x))

) ,

η οποία ταυτίζεται με την συνάρτηση των Artin-Mazur όταν d = 1 και φ = 1.
Παρατηρούμε ότι μπορούμε να δούμε την ζ-συνάρτηση του Ihara ως Ruelle ζ-
συνάρτηση ως εξής: Από την απόδειξη του θεωρήματος 1.2.6 έχουμε ότι

ζX(u) = exp

( ∞∑
m=1

Nm
m

um

)
,
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όπου Nm είναι το πλήθος των κλειστών μονοπατιών στο X μήκους m χωρίς
πισογυρίσματα και ουρές.

Οπότε θέτουμε ως I το σύνολο των κατευθυνόμενων ακμών του γραφήματος
και ορίζουμε ο πίνακας μετάβασης t = (tij)ij∈I να είναι ο πίνακας ακμών W1. Το

γινόμενο IZ είναι συμπαγές οπότε και το κλειστό υποσύνολο του Λ που ορίζεται
ως

Λ = {(ξk)k∈Z|tξkξk+1
= 1, για όλα τα k}.

είναι συμπαγές. Δρώντας με την συνάρτηση τ : Λ → Λ με τ(ξ)k = ξk+1, έχουμε

ότι |Fix(τm)| = Nm.

2.3 Η ζ-συνάρτηση του Selberg

Θα περιοριστούμε να ορίζουμε την ζ-συνάρτηση του Selberg στην περίπτωση των
συμπαγών επιφανειών Riemann γένους g ≥ 2 που είναι πηλίκα του υπερβολικού
επιπέδου.

Το υπερβολικό επίπεδο

H = {x+ iy|x, y ∈ R, y > 0},

εφοδιάζεται με το στοιχείο μέτρησης τόξου

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Οι μετασχηματισμοί της μορφής

z 7→ az + b

cz + d
, όπου a, b, c, d ∈ R και ad− bc > 0

απεικονίζουν το υπερβολικό επίπεδο στον εαυτό του και είναι ισομετρίες. Ο τελε-

στής Laplace ορίζεται ως

∆ = y2
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
και είναι επίσης αναλλοίωτος κάτω από τους παραπάνω μετασχηματισμούς.

Είναι γνωστό ότι οι γεωδαισιακές (δηλαδή καμπύλες που ελαχιστοποιούν το

μήκος) είναι ημιευθείες ή ημικύκλια κάθετα στον πραγματικό άξονα.

Θεωρούμε την ομάδα Γ = SL(2,Z) των 2 × 2 πινάκων με ορίζουσα 1 και το
πηλίκο της Γ̄ = Γ/{±I}. Τα στοιχεία της ομάδας Γ̄ μπορούν να χωριστούν στις
παρακάτω κατηγορίες ανάλογα με την κλάση ομοιότητας κατά την ανάλυση Jordan
του 2× 2 πίνακα:

(i) z 7→ z

(ii) Ελλειπτικά στοιχεία z 7→ cz, όπου |c| = 1, c 6= 1.

(iii) Υπερβολικά στοιχεία z 7→ cz, c > 0, c 6= 1.

(iv) Παραβολικά στοιχεία z 7→ z + a, a 6= 0.
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Θεωρούμε μια υποομάδα της Γ′ της Γ. Το πηλίκο Γ′\H είναι συμπαγής και χωρίς
σημεία διακλάδωσης αν και μόνο αν η ομάδα Γ′ περιέχει μόνο υπερβολικά στοι-
χεία. Η περίπτωση αυτή είναι απλούστερη και θα περιοριστούμε σε αυτή, αν και

οι ενδιαφέρουσες υποομάδες της Γ υπό την σκοπιά της θεωρίας αριθμών έχουν
ελλειπτικά και παραβολικά στοιχεία.

΄Ενα υπερβολικό στοιχείο γ ∈ Γ′ έχει δύο σταθερά σημεία z, w στο R ∩ {∞}.
Μπορούμε να βρούμε ακριβώς ένα ημικύκλιο-γεωδαισιακή C(z, w) που να συνδέει
τα δύο αυτά σημεία. Θεωρούμε την εικόνα C(w, z) της γεωδαισιακής στην συμπα-
γή επιφάνεια Riemann Γ′\H. Θα λέμε ότι η C(w, z) είναι μια κλειστή γεωδαισιακή
αν η αρχή της είναι ίδια με το τέλος της, ισοδύναμα αν υπάρχει ένα στοιχείο γ ∈ Γ′

ώστε γC(z, w) = C(z, w) Μια πρωταρχική κλειστή γεωδαισιακή είναι μια κλειστή
γεωδαισιακή που την διατρέχουμε μια φορά.

Θα θεωρούμε τις πρωταρχικές κλειστές γεωδαισιακές ως «πρώτους» και από

αυτά μπορούμε να κατασκευάσουμε την ζ-συνάρτηση του Selberg:

Z(s) =
∏
[C]

∏
j≥1

(1− e−(s+j)ν(C)),

όπου το γινόμενο λαμβάνεται πάνω από τις πρωταρχικές κλειστές γεωδαισιακές

μήκους ν(C).

2.3αʹ Ο τύπος ίχνους του Selberg

Είναι γνωστό ότι τελεστής Laplace σε μία συμπαγή επιφάνεια Riemann έχει δια-
κριτές ιδιοτιμές,

0 = γ0 < γ1 ≤ γ2 ≤ · · ·

όπου οι ιδιοτιμές γn αντιστοιχούν σε Γ′-αναλλοίωτες ιδιοσυναρτήσεις u ∈ C∞(H)
της Λαπλασιανής, δηλαδή:

u(γz) = u(z), για κάθε γ ∈ Γ′

y2(uxx + uyy) + µnu = 0.

Ο τύπος ίχνους του Selberg συνδέει το φάσμα ιδιοτιμών με τα μήκη των πρωταρ-
χικών κλειστών γεωδαισιακών και δίνεται από [27]

∞∑
n=0

e−tγn =
area(M)e−t/4

(4πt)3/2

∫ ∞
0

beb
2/4t

sinh 1/2
b

db+

+
1

2

∞∑
n=1

∑
κλάσεις συζυγίας C
στοιχείων της Γ′

ν(C)

sinh 1
2ν(pn)

e−t/4

(4πt)1/2
e−ν(p

n)2/4t.

Ο παραπάνω τύπος είναι το γεωμετρικό ανάλογο, τύπων της αναλυτικής θεωρίας

αριθμών που συνδέουν το μέγεθος πρώτων με τις ρίζες της ζ-συνάρτησης του
Riemman [11, 9.4 σελ. 241].





Κεφάλαιο 3

Αναπαραστάσεις και

L-σειρές του Artin

3.1 Υπενθύμιση της θεωρίας αναπαραστάσεων

Οι Artin L-συναρτήσεις ορίζονται με βάση τις αναπαραστάσεις της ομάδας Galois.
Σε αυτή την ενότητα υπενθυμίζουμε κάποιες έννοιες και αποτελέσματα από την

Θεωρία αναπαραστάσεων.

΄Εστω

T = {z ∈ C : |z| = 1},

η πολλαπλασιαστική ομάδα των μιγαδικών αριθμών με νόρμα 1. Θα συμβολίζουμε

με Zn = Z/nZ την προσθετική (κυκλική) ομάδα των ακεραίων mod n.
Μια αναπαράσταση της κυκλικής ομάδας

π : Zn −→ T

είναι ένας ομομορφισμός ομάδων. Υπάρχουν n διακριτές (μη ισοδύναμες) αναπα-
ραστάσεις του Zn που δίνονται από

χa(x mod n) = exp(2πiax/n).

Ο χαρακτήρας χa είναι καλά ορισμένος και αλλάζει πράγματι την προσθεση
mod n σε πολλαπλασιασμό των μιγαδικών αριθμών στο μοναδιαίο κύκλο.
Αυτές είναι οι συναρτήσεις της Zn που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να

βρούμε τον μετασχηματισμό Fourier f̂ για κάθε f : Zn → C γράφοντας:

(3.1) f̂(a) =
∑
x∈G

f(x)χa(x).

Αυτός ο πεπερασμένος μετασχηματισμός Fourier έχει ανάλογες ιδιότητες με τον
συνηθισμένο για τους πραγματικους αριθμούς και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για

να προσεγγίσει την «πραγματική» έκδοχη. Ειδικότερα, έχουμε την αντιστροφή

Fourier:

nf(−x) =
̂̂
f(x) ∀x ∈ Zn.

Γενικότερα δίνουμε τον παρακάτω ορισμό:
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Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω G μία πεπερασμένη ομάδα. Μία μοναδιαία αναπαράστα-
ση π είναι ένας ομομορφισμός ομάδων

π : G −→ U(n,C),

όπου U(n,C) είναι η ομάδα των n × n μοναδιαίων μιγαδικών πινάκων με πράξη
τον πολλαπλασιασμό πινάκων. Μοναδιαίος πίνακας U σημαίνει UU

t
= I. Θα λέμε

ότι η αναπαράσταση π είναι ανάγωγη όταν δεν μπορούμε να φέρουμε όλους τους
πίνακες αναπαράστασης π(g) σε block διαγώνια μορφή με μία ομοιόμορφη αλλαγή
βάσης. Ο βαθμός της αναπαράστασης π, συμβολίζεται με dπ = n, είναι το ίχνος
του πίνακα π(eG).

Είναι γνωστό ότι αν η ομάδα είναι αβελιανή, τότε οι μόνες ανάγωγες αναπαρα-

στάσεις είναι οι βαθμού 1.

Δύο αναπαραστάσεις π1 και π2 της G ονομάζονται ισοδύναμες (συμβολίζουμε
με ∼=) αν υπάρχει ένας αντιστρέψιμος n× n πίνακας T έτσι ώστε

Tπ1(g)T−1 = π2(g)

για κάθε g ∈ G. Θα συμβολίζουμε με Ĝ το σύνολο όλων των μη ισοδύναμων μο-
ναδιαίων ανάγωγων αναπαραστάσεων της G. Η τετριμμένη αναπαράσταση, συμ-
βολίζεται με 1, στέλνει κάθε στοιχείο της G στον 1× 1 πίνακα 1. Δεδομένων δύο
αναπαραστάσεων π και ρ, ορίζουμε το ευθυ άθροισμα π ⊕ ρ να είναι ο παρακάτω
πίνακας:

(π ⊕ ρ)(g) =

(
π(g) 0

0 ρ(g)

)
.

Κάθε αναπαράσταση ρ του G είναι ισοδύναμη με ένα ευθύ άθροισμα ανάγωγων
αναπαραστάσεων:

ρ ∼=
⊕∑
π∈Ĝ

mππ όπου mπ είναι η πολλαπλοτητα της π .(3.2)

Το να περιγράψουμε μια αναπαράσταση βαθμού n είναι ισοδύναμο με το να δώσουμε
μια δράση της ομάδας G σε ένα διανυσματικό χώρο V διάστασης n.
Με την κατασκευή των επαγώμενων αναπαραστάσεων μπορούμε να περάσου-

με από αναπαραστάσεις της ομάδας H < G σε αναπαραστάσεις της ομάδας G.
Πράγματι αν μια αναπαράσταση ρ της ομάδας H δίνεται από το C[H] - module
V , η επαγώμενη αναπαράσταση (που θα την συμβολίζουμε με IndGHρ ) θα είναι η
αναπαράσταση που αντιστοιχεί στο module C[G]⊗C[H] V .

Καλούμε την αναπαράσταση IndG{e}1 δεξιά κανονική αναπαράσταση. Το παρα-

κάτω σημαντικό θεώρημα μας λέει ότι η αναπαράσταση π = IndG{e}1 (που επάγεται
από την τετριμμένη αναπαράσταση της τετριμμένης υποομάδας) είναι η μητέρα των

πάντων στην Ĝ.

Θεώρημα 3.1.2. Εάν e είναι το ταυτοτικό στοιχείο της G και 1 είναι η τετριμ-
μένη αναπαράσταση τότε:

IndG{e}1
∼=
⊕∑
π∈Ĝ

dππ

Ο συμβολισμός σημαίνει ότι η δεξιά κανονική αναπαράσταση είναι ισοδύναμη με

εκείνη που λαμβάνεται από ένα block διαγώνιο πίνακα που κατασκευάστηκε από
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όλες της μη ισοδύναμες ανάγωγες αναπαραστάσεις όπου κάθε μία λαμβάνεται τόσες

φορές όσος ο βαθμός της.

Ορίζουμε τον χαρακτήρα της αναπαράστασης ρ να είναι χρ(g) = Tr(ρ(g)), όπου
το Tr είναι το ίχνος του πίνακα. Για ανάγωγες αναπαραστάσεις αβελιανών ομάδων
οι χαρακτήρες είναι ακριβώς οι ανάγωγες αναπαραστάσεις. Αποδεικνύεται ότι ο

χαρακτήρας καθορίζει μία αναπαράσταση μέχρι ισοδυναμίας. Δηλαδή,

χπ = χπ′ ⇐⇒ π ∼= π′.

Είναι σαφές ότι οι χαρακτήρες είναι αναλλοίωτοι στις κλάσεις συζυγίας

[g] = {xgx−1 : x ∈ G}.

Θα δημιουργήσουμε πίνακες χαρακτήρων με δείκτες για τις στήλες τις κλάσεις

συζυγίας [g] της G και δείκτες για τις γραμμές τις κλάσεις ισοδυναμίας ανάγωγων
μοναδιαίων αναπαραστάσεων π ∈ Ĝ.
Παραθέτουμε χωρίς απόδειξη το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 3.1.3 (τύπος χαρακτήρων του Frobenius). Ας υποθέσουμε ότι η H
είναι μια υποομάδα της πεπερασμένης ομάδας G. ΄Εστω σ μια αναπαράσταση της
H. Οριζουμε χ̃σ(y) = χσ(y) αν y ∈ H και χ̃σ(y) = 0 αν y /∈ H. Τότε η
π = IndGHσ έχει χαρακτήρα

χπ(g) =
1

|H|
∑
x∈G

χ̃σ(xgx−1).

Το ακόλουθο εσωτερικό γινόμενο στις συναρτήσεις της G χρησιμοποιείται
πολύ συχνά στην θεωρία αναπαραστάσεων. Μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να

δούμε πόσα αντίγραφα μιας ανάγωγης αναπαράστασης π της G περιέχονται σε μία
αυθαίρετη αναπαράσταση ρ της G (η πολλαπλότητα της π στην ρ).

Ορισμός 3.1.4. ΄Εστω f, g : G −→ C. Ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο

〈f, g〉 =
1

|G|
∑
x∈G

f(x)g(x).

Μπορούμε να δείξουμε ότι οι χαρακτήρες των αναπαραστάσεων π, π′ ∈ Ĝ
ικανοποιούν τις σχέσεις ορθογωνιότητας

〈χπ, χπ′〉G =

{
0 αν χπ 6= χπ′

1 αν χπ = χπ′
(3.3)

΄Οπως προκύπτει από αυτές τις σχέσεις ορθογωνιότητας η πολλαπλότητα mπ του

π ∈ Ĝ σε μία αναπαράσταση του G από τον τύπο 3.2 μπορεί να υπολογιστεί από
το 〈χπ, χρ〉G. Αυτό εξηγεί γιατί ο χαρακτήρας καθορίζει την αναπαράσταση μέχρι
ισοδυναμίας. Θα χρειαστούμε και ένα δεύτερο θεώρημα του Frobenius.

Θεώρημα 3.1.5 (νόμος αντιστροφής του Frobenius). Κάνοντας τις ίδιες υπο-
θέσεις όπως στο προηγούμενο θεώρημα,για π = IndGHσ έχουμε για οποιαδήποτε
αναπαράσταση

〈χρ, χπ〉G = 〈χρ|H , χσ〉H .

Εδώ ρ|H δηλώνει τον περιορισμό της ρ στην H.
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Παραδείγμα 3.1.1. Ο πίνακας χαρακτήρων της S3 Θέλουμε να εξε-

τάσουμε τον πίνακα χαρακτήρων της συμμετρική ομάδας S3. Χρησιμοποιούμε το

συμβολισμό των μεταθέσεων ως γινόμενα ξένων κύκλων. Είναι εύκολο να δούμε

ότι οι κλάσεις συζυγίας είναι οι {(1)}, {(12)}, {(123)}. Υπάρχουν δύο προφανείς μο-
νοδιάστατες αναπαραστάσεις: η τετριμμένη αναπαράσταση χ1 και η αναπαράσταση

χ′1(σ) = (−1)sgnσ, όπου sgnσ = ο αριθμός των αντιμεταθέσεων που απαιτούνται,
για να γράψουμε την μετάθεση σ ως γινόμενο αντιμεταθέσεων.
Το τρίτο στοιχείο της Ĝ είναι μία 2-διάστατη αναπαράσταση ρ, η οποία ορίζεται

ως εξής. Για κάθε σ ∈ G, ορίζουμε τον 3× 3 πίνακα M(σ) ως εξής

M(σ)

 v1
v2
v3

 =

 vσ−1(1)

vσ−1(2)

vσ−1(3)


Βλέπει κανείς ότι ηM είναι μια αναπαράσταση του G η οποία επάγει μία 2-διάστατη
αναπαράσταση ρ στον υπόχωρο

W =


 v1

v2
v3

∣∣∣∣∣∣ |v1 + v2 + v3 = 0

 .

Ο πίνακας χαρακτήρων της S3 δίνεται στον παρακάτω πίνακα:

{(1)} {(1, 2)} {(1, 2, 3)}
χ1 1 1 1
χ′1 1 −1 1
χρ 2 0 −1

3.2 Artin L-συναρτησεις

Στην ενότητα αυτή θα δώσουμε τον ορισμό και μερικές βασικές ιδιότητες για

τις L-σειρές του Artin. Περισσότερες πληροφορίες για αυτές όπως και πλήρεις
αποδείξεις μπορεί να δει κανείς στο βιβλίο του Γ. Αντωνιάδη [43].

Θεωρούμε μια επέκταση Galois σωμάτων αριθμών L/K με ομάδα G και μία
αναπαράσταση της G:

ρ : G→ GL(V )

επί ενός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικού χώρου V . Για κάθε πρώτο ιδε-
ώδες P του δακτυλίου OK , θεωρούμε τις ομάδες ανάλυσης G(Q) και αδράνειας
I(Q) ενός ιδεώδους Q του OL που επεκτείνει το P . Στην συνέχεια θεωρούμε τον
χώρο

V I(Q) = {v ∈ V : gv = v για κάθε g ∈ I(Q)}.

Στον παραπάνω χώρο μπορεί να οριστεί μια δράση της ομάδας Gal
(
OL
Q /OKP

)
η

οποία είναι ισόμορφη με την G(Q)/I(Q). Πράγματι ορίζουμε την δράση

g mod I(Q) · v = g · v

η οποία είναι καλά ορισμένη, δηλαδή ανεξάρτητη του αντιπροσώπου της κλάσης

mod I(Q).
Παρατηρήστε ότι αν το P δεν διακλαδίζεται τότε V I(Q) = V .
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Ορισμός 3.2.1. Για κάθε πρώτο P ∈ P (K) θεωρούμε τον γεννήτορα της

κυκλικής ομάδας Galois Gal
(
OL
Q /OKP

)
τον οποίο βλέπουμε ως ένα στοιχείο φQ/P

της ομάδας πηλίκου G(Q)/I(Q). Ο ορισμός της L-σειράς του Artin δίνεται από
το παρακάτω γινόμενο:

L(s, ρ, L/K) =
∏

P∈P (K)

det
(
1V −NP−s · ρ(φQ/P )

)−1 |V I(Q)

Για την L-σειρά του Artin μπορούμε να αποδείξουμε τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) Η σειρά L(s, ρ, L/K) συγκλίνει απόλυτα στο ημιεπίπεδο Re(s) > 1, ομοιό-
μορφα στα συμπαγή υποσύνολά του.

(ii) Αν η ρ είναι μία πιστή αναπαράσταση της αβελιανής ομάδας G, και χ ο χα-
ρακτήρας τότε η L-σειρά του Artin ταυτίζεται με την L-σειρά του Dirichlet:

L(s, ρ, L/K) = L(s, χ).

(iii) Στην περίπτωση που ρ είναι η τετριμμένη αναπαράσταση έχουμε ότι

L(s, ρ, L/K) = ζK(s).

(iv)

ζL(s) = ζK(s)
∏
ρ∈Ĝ
ρ 6=Id

L(s, ρ, L/K)deg ρ.

Παρατήρηση 3.2.2. Μια ανοιχτή εικασία σχετικά με τις L(s, ρ, L/K) στην
περίπτωση που ρ δεν είναι η τετριμμένη αναπαράσταση είναι η εικασία του Artin
η οποία ισχυρίζεται ότι η σειρά L(s, ρ, L/K) επεκτείνεται ολόμορφα σε όλους τους
μιγαδικούς αριθμούς.





Κεφάλαιο 4

Θεωρία Galois σε
Γραφήματα

4.1 Πεπερασμένα καλύμματα και ομάδες Galois

Ορισμός 4.1.1. ΄Εστω ένα γράφημα X χωρίς πολλαπλές ακμές και βρόχους.
Θα λέμε ότι το γράφημα Y είναι ένα αδιακλάδιστο κάλυμμα του γραφήματος X αν
έχουμε ένα χάρτη επικάλυψης π : Y → X που είναι μία επί απεικόνιση γραφημάτων
ώστε για καθε x ∈ X και για κάθε y ∈ π−1(x) οι κορυφές που είναι γειτονικές στο
y ∈ Y να απεικονίζονται μία προς μία επί των γειτονικών κορυφών του x ∈ X.

Για να μπορέσουμε να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε το θεμελιώδες θε-

ώρημα της θεωρίας Galois για γραφήματα με βρόχους και πολλαπλές ακμές ο
προηγούμενος ορισμός δεν επαρκεί. Θα χρειαστεί να δώσουμε έναν πιο περίπλοκο

ορισμό που θα περιέχει την έννοια των γειτονιών σε κατευθυνόμενα γραφήματα.

Ορισμός 4.1.2. Μια γειτονιά N μιας κορυφής v σε ένα κατευθυνόμενο γρά-
φημα X είναι η κορυφή v μαζί με το ένα τρίτο καθε ακμής της v.

Στον προηγούμενο ορισμό το «ένα τρίτο» θα μπορούσε να αντικατασταθεί με

οποιοδηποτε ε > 0 αρκετά μικρό.

Ορισμός 4.1.3. ΄Ενα μη κατευθυνόμενο πεπερασμένο γράφημα Y είναι ένα
κάλυμμα του μη κατευθυνόμενου γραφήματος X αν, δίνοντας έναν αυθαίρετο προ-
σανατολισμό στις ακμές του X υπάρχει μια επιλογή προσανατολισμού για τις ακμές
του Y και μια επί απεικόνιση επικάλυψης π : Y → X που στέλνει τις γειτονίες του
Y επί των γειτονιών του X και διατηρεί τον προσανατολισμό των ακμών.

Παρατηρούμε ότι μία απεικόνιση επικάλυψης π δεν στέλνει μόνο κορυφές του
Y σε κορυφές του X αλλά και τις ακμές του Y σε ακμές του X. Το αν το
Y είναι ένα κάλυμμα του X είναι ανεξάρτητο της επιλογής του προσανατολισμού
των ακμών του X. Στα καλύμματα Y του X (γράφουμε Y/X) που περιέχουν
βρόχους και πολλαπλές ακμές είναι χρήσιμο να ονοματίζουμε τις ακμές του X και
έπειτα να δίνουμε στις ακμές του Y τα αντίστοιχα ονόματα ώστε να μπορέσουμε
να διακρίνουμε ότι πράγματι έχουμε μια απεικόνιση επικάλυψης.

Ορισμός 4.1.4. Αν το Y καλύπτει το X με απεικόνιση επικάλυψης π λέμε
ότι το υπογράφημα G̃ του Y είναι μία ανύψωση του υπογραφήματος G του X αν
π(G̃) = G και τα G̃ και G έχουν τον ίδιο αριθμό ακμών.
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Κατασκευάζουμε ένα κάλυμμα Y ενός συνεκτικού γραφήματος X ως εξής.
Πρώτα βρίσκουμε ένα δεντροπαράγοντα T του X. Για ένα κάλλυμα με d φύλλα
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Σχήμα 4.1: ΄Ενα γράφημα, μία επιλογή κατευθύνσεων των ακμών, και ο δεντρο-

παράγοντάς του.

παίρνουμε d αντίγραφα του T . Αυτό μας δίνει τις nd κορυφές του γραφήματος μας
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Σχήμα 4.2: 3 αντίγραφα του δεντροπαράγοντα

Y . Οπότε μπορούμε να θεωρούμε το Y ως το σύνολο των σημείων (x, i), x ∈
X, i = 1, . . . , d. ΄Επειτα ανυψώνουμε στο Y τις ακμές τουX που δεν ανήκουν στον
δεντροπαράγοντα T και παίρνουμε ακμές στο Y δηλ. δημιουργούμε ακμές ẽ στο
Y με π(ẽ) = e ξεκινώντας από κάθε ένα από τα αντίγραφα των δεντροπαραγόντων
του X, δημιουργώντας το Y . Θεωρούμε τα αντίγραφα των δεντροπαραγόντων
ως τα φύλλα του καλύμματος Y του X. Ο παρακάτω κώδικας Sage παίρνει ως
είσοδο ένα γράφημα και τον αριθμό των φύλλων d και δίνει ως έξοδο ένα κάλλυμα
d-φύλλων.

def LiftGraph ( Glocal , d ) :
from sage . graphs . spann ing t r e e import kruska l
#Generate a spanning t r e e
E = kruska l ( Glocal , check=True )
# make sure t h a t the spanning t r e e
# has the c o r r e c t o r i e n t a t i o n
E1=[ ]
for ed in E:

i f ed in G. edges ( ) :
E1 . append ( ed )
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Σχήμα 4.3: Το τελικό γράφημα

else :
ed1=(ed [ 1 ] , ed [ 0 ] , ed [ 2 ] )
E1 . append ( ed1 )

def d i f f ( a , b ) :
b = s e t (b)
return [ aa for aa in a i f aa not in b ]

DD=d i f f ( Gloca l . edges ( ) , E1)
H=DiGraph ( )
H. add edges (E1)
i f H==DiGraph ( [ ] ) :

H. add vertex ( )
AA=H. adjacency matr ix ( )
Group=CyclicPermutationGroup (d)
g=Group [ 1 ]
PA=AA
for nu in [ 1 . . d−1] :

PA=block d i agona l mat r i x (PA,AA)
C=DiGraph (PA)
Cnew=C
nH=len (H. v e r t i c e s ( ) )
for i in [ 1 . . d ] :

for ed in DD:
e0=(i −1)∗nH+ed [ 0 ]
e1=(g ( i )−1)∗nH+ed [ 1 ]
Cnew . add edge ( e0 , e1 )

return Cnew

Πρόταση 4.1.5 (Μοναδικότητα της ανύψωσης των μονοπατιών στα καλύμμα-

τα). Υποθέτουμε ότι το Y είναι ένα κάλυμμα του X. ΄Εστω C ένα μονοπάτι στο
X. Τότε το C έχει μια μοναδική ανύψωση σε ένα μονοπάτι C̃ στο Y , δεδομένου
ότι έχουμε επιλέξει την αρχική κορυφή του C̃.
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Απόδειξη. ΄Εστω π η απεικόνιση επικάλυψης από το Y στο X. Σύμφωνα με τον
ορισμό μπορούμε να υποθέσουμε ότι κάθε ακμή του Y και του X είναι κατευθυ-
νόμενη και ότι η π διατηρεί τον προσανατολισμό τους. Υποθέτουμε ότι η e είναι
μια κατευθυνόμενη ακμή που αρχίζει από την κορυφή a του X. Η ακμή e έχει
μία μοναδική ανύψωση στην ẽ του Y ώστε π(ẽ) = e δεδομένης της κορυφής στο
π−1(a) από την οποία ξεκινά η ẽ. Για να πάρουμε την μοναδική ανύψωση του
μονοπατιού e1e2 · · · es του X απλώς ανυψώνουμε κάθε κατευθυνόμενη ακμή στη
σειρά από την e1 ως την es ολοκληρώνοντας την απόδειξη.

Ορισμός 4.1.6. ΄Ενα κάλυμμα Y/X με d-φύλλα και απεικόνιση επικάλυψης
π : Y → X λέμε ότι είναι ένα κανονικό ή Galois κάλυμμα αν υπάρχουν d αυτομορ-
φισμοί γραφημάτων σi : Y → Y i = 1, · · · , d ώστε π ◦ σi = π. Η ομάδα Galois
G(Y/X) είναι το σύνολο των απεικονίσεων σi με πράξη την σύνθεση. ΄Οταν λέμε
αυτομορφισμό γραφημάτων εννοούμε μια ένα προς ένα και επί απεικόνιση μεταξύ

των κορυφών και των κατευθυνόμενων ακμών του Y που διατηρεί τον προσανατο-
λισμό.

Παρακάτω θα δούμε ότι αν θέλουμε να φτιάξουμε ένα κανονικό κάλυμμα τουX,
με ομάδα Galois G, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία κατάλληλη αναπαράσταση
της ομάδας Galois.
Δίνουμε κάποια παραδείγματα

Παραδείγμα 4.1.1. Ο κύβος είναι ένα κανονικό τετραγωνικό κάλυμμα του

τετραέδρου
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Σχήμα 4.4: Τετράεδρο και τετραγωνικό κάλυμμα

Ορισμός 4.1.7 (Υπενθύμιση). ΄Εστω G μια ομάδα που δρα σε ένα σύνολο X,
λέμε ότι η G δρα μεταβατικά στο σύνολο X αν για κάθε x, y ∈ X υπάρχει g ∈ G
ώστε gx = y

Πρόταση 4.1.8. ΄Εστω Y/X ένα κανονικό κάλυμμα. Η ομάδα Galois G =
G(Y/X) δρά μεταβατικά στα φύλλα του καλύμματος.

Απόδειξη. Από την πρόταση 4.1.5 κάθε δεντροπαράγοντας του X έχει μία μονα-
δική ανύψωση που περιέχει μία ορισμένη κορυφή στο π−1(v0) όπου η v0 είναι μια
κορυφή του X. Αυτές οι d ανυψώσεις είναι τα φύλλα του καλύμματος. ΄Ενας αυτο-
μορφισμός σ ∈ G που σταθεροποιεί μία κορυφή ṽ0 ∈ π−1(v0) είναι αναγκαστικά ο
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ταυτοτικός. Για να το δούμε αυτό υποθέτουμε ότι ṽ είναι μία οποιαδήποτε κορυφή
στο Y . Τότε ένα μονοπάτι P̃ από την ṽ0 στην ṽ στο Y προβάλλεται μέσω της
π σε ένα μονοπάτι P από την v0 στην v = π(ṽ) στο X. Οπότε το σ(P̃ ) είναι
επίσης μία ανύψωση του P που αρχίζει στην ṽ0 και άρα από την μοναδικότητα των
ανυψώσεων βλέπουμε ότι το σ(P̃ ) = P̃ . Συνεπώς επειδή η ṽ ήταν αυθαίρετη ο σ
πρέπει να είναι ο ταυτοτικός αυτομορφισμός.

Δηλαδή καθε αυτομορφισμός σ ∈ G στέλνει την ṽ0 σε μία άλλη κορυφή και
υπάρχουν μόνο d διαφορετικές κορυφές Y πάνω απο την v0. Οπότε η δράση της
G είναι μεταβατική στα φύλλα του καλύμματος.

΄Εστω ότι το Y/X είναι ένα κανονικό κάλυμμα με ομάδα Galois G. Διαλέγουμε
ένα από τα φύλλα του Y και το ονομάζουμε φύλλο 1. Η εικόνα του φύλλου 1 κάτω
από την δράση ενός στοιχείου g στο G θα ονομάζεται φύλλο g. Συνεπώς κάθε
κορυφή x̃ στο Y μπορεί να συμβολίζεται μοναδικά με x̃ = (x, g), όπου x = π(x̃)
και g είναι το φύλλο που περιέχει το x̃.

Ορισμός 4.1.9 (Δράση της ομάδας Galois). Η ομάδα Galois G(Y/X) δρα στα
φύλλα του Y μέσω του g ◦ ( φύλλοh) = φύλλο(gh):

g ◦ (x, h) = (x, gh) για, x ∈ X, g, h ∈ G

Συνεπάγεται ότι η δράση του g κινεί ένα μονοπάτι στο Y ως εξής:
g◦(μονοπατι από το (a, h) στο (b, j) ) = μονοπάτι από το (a, gh) στο (b, gj).

Ακόμα και τα μη-κανονικά καλύμματα Y πάνω από το X έχουν την ιδιότητα
ότι η ζ(u,X)−1 διαιρεί την ζ(u, Y )−1 του καλύμματος Y όπως δείχνει η ακόλουθη
πρόταση. Το ανάλογο για την Dedekind ζ-συνάρτηση των σωμάτων αριθμών δεν
είναι παρα μία εικασία, η εικασία του Artin. ΄Ετσι για παράδειγμα το τριπλό κάλυμα
G του τετραέδρου K4 που κατασκευάσαμε στο σχήμα 4.3 έχει ζ-συνάρτηση

ζ−1G = −(u− 1)
9
(u+ 1)

9(
u2 − u+ 1

)(
u4 + u3 + 3u2 + u+ 1

)(
u12 + 6u10 + u9 + 15u8 + 3u7 + 21u6 + 3u5 + 15u4 + u3 + 6u2 + 1

)
το τετράεδρο K4 έχει ζ-συνάρτηση

ζ−1K4
= −(u− 1)

3
(u+ 1)

3(
u2 − u+ 1

)(
u4 + u3 + 3u2 + u+ 1

)
και το πηλίκο είναι το

ζ−1G
ζ−1K4

= (u− 1)
6
(u+ 1)

6

(
u12 + 6u10 + u9 + 15u8 + 3u7 + 21u6 + 3u5 + 15u4 + u3 + 6u2 + 1

)
.

Θεώρημα 4.1.10. Ας υποθέσουμε ότι το Y είναι ένα κάλυμμα d-φύλλων του
Χ (πιθανώς μη-κανονικό). Τότε η ζ(u,X)−1 διαρεί την ζ(u, Y )−1.

Απόδειξη. Αρχίζουμε με τον τύπο που αποδείξαμε στο θεώρημα 1.2.2 δηλαδή

ζ(u, Y )−1 = (1− u2)rY −1 det(IY −AY u+QY u
2).

Παρατηρούμε ότι

rY − 1 = |EY | − |VY | = d(|EX | − |VX |) = d(rX − 1).
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Οπότε το (1− u2)rX−1 διαιρεί το (1− u2)rY −1.
Στην συνέχεια διατάσουμε τις κορυφές του Y σε blocks που αντιστοιχούν στα

φύλλα του καλύμματος, ώστε ο AY να αποτελείται απο block της μορφής Ãij , με

1 ≤ i, j ≤ d ώστε
∑
j Ãij = AX . Η ίδια διάταξη βάζει τον QY σε block διαγώνια

μορφή με d αντίγραφα του QX στην διαγώνιο.
Θεωρούμε το IY −AY u+QY u

2
. Χωρίς να αλλάξουμε την ορίζουσα μπορούμε

να προσθέσουμε στην πρώτη block-στήλη τις υπόλοιπες d−1 block-στήλες οπότε
η πρώτη block-στήλη γίνεται IX −AXu+QXu

2

.

.

.

IX −AXu+QXu
2

 .

Τώρα αφαιρώντας την πρώτη block-γραμμή από τις υπόλοιπες block-γραμμές η
πρώτη block-στήλη γίνεται 

IX −AXu+QXu
2

0
.
.
.

0


και η πρόταση αποδείχτηκε.

4.1αʹ Παραδείγματα καλυμμάτων

Σε αυτήν την ενότητα θα δώσουμε αρκετά παραδείγματα για να ξεκαθαρίσουμε τις

έννοιες της προηγούμενης ενότητας.

Παραδείγμα 4.1.2. ΄Ενας n-κύκλος είναι ένα κανονικό n-κάλυμμα ενος βρόχου
με ομάδα Galois κυκλική. Η Ihara ζ-συνάρτηση του βρόχου X είναι ζX(u) =
(1− u)−2, και η ζ-συνάρτηση του n-κύκλου είναι ζY (u) = (1− un)−2. Οπότε

ζY (u) = (1− un)−2 =

n−1∏
j=0

(1− wju)−2 όπου w = e2πi/n

Η παραγοντοποίηση αυτή του ζY (u) θα δούμε σε επόμενη ενότητα ότι είναι ένα
παράδειγμα της παραγοντοποίησης της Ihara ζ-συνάρτησης του καλύμματος Y σε
γινόμενο των Artin L-συναρτήσεων που αντιστοιχούν στις αναπαραστάσεις της
ομάδας Galois του Y/X.

Παρατήρηση 4.1.11. Είναι λογικό να αναρωτηθεί κανεις αν, δεδομένου ενός

γραφήματος Y που έχει μεγάλη ομάδα συμμετριών S και μιας υποομάδας G της
S, υπάρχει ένα γράφημα X έτσι ώστε το Y να είναι ένα κανονικό κάλυμμα του X
με ομάδα Galois G. Η απάντηση είναι ΟΧΙ πάντα. Για παράδειγμα, ο κύβος έχει
ομάδα συμμετριών την S4 δηλαδή μία ομάδα με 24 στοιχεία. Αλλά αν η G είναι
μια ομάδα τάξης d έτσι ώστε το d να μην διαιρεί το 4 , τότε η G δεν μπορεί να
είναι η ομάδα Galois G(Y/X) γιατί αν το Y/X ήταν ένα κανονικό κάλυμμα με
d φύλλα, το d θα έπρεπε να διαιρεί των αριθμό των ακμών και των αριθμό των
κορυφών του Y . Αλλά ο κύβος έχει 8 κορυφές και 12 ακμές οπότε το d πρεπει να
διαιρει το rY − 1 = |E| − |V | = 12− 8 = 4.
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Σχήμα 4.5: Κυκλικό κάλυμμα τάξης 5 ένος βρόγχου

Το επόμενο παράδειγμα εξηγεί γιατί οι ορισμοί μας πρέπει να είναι τοσο περί-

πλοκοι.

Παραδείγμα 4.1.3. Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζουμε ένα κάλυμμα του

«αλτήρα» με ομάδα Galois την Z/2Z × Z/2Z = 〈σ|σ2 = τ2 = 1, στ = τσ αλλά
και τα ενδιάμεσα καλύμματα του (ορισμός 4.2.1).

{1}

{2}

{1}

{4}

{6}

{0}

{3}

{5}

{7}

〈σ〉

{1, 5}

{0, 4}

{3, 7}

{2, 6}

〈τ〉
{4, 6}

{0, 2}

{5, 7}

{1, 3}

〈στ〉

{1, 7}

{3, 5}

{2, 4}

{0, 6}

〈σ, τ〉

{1, 3, 5, 7}

{0, 2, 4, 6}

Το ενδιαφέρον είναι ότι τα γραφήματα που προκύπτουν ως πηλίκα των στοιχείων

σ, τ είναι διαφορετικά χάρη στον προσανατολισμό των ακμών του γραφήματος. Αν
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Σχήμα 4.6:

Σχήμα 4.7:

δεν είχαμε προσανατολισμό θα ήταν ισόμορφα, και δεν θα είχαμε ελπίδα να έχουμε

μια αντιστοιχία Galois ανάμεσα σε ομάδες και γραφήματα.

Παραδείγμα 4.1.4. Στα σχήματα 4.6 και 4.7 βλέπουμε δύο γραφήματα με

τον κύβο ως κανονικό κάλυμμα. ΄Εστω Y ο κύβος. Τότε |V | = 8, |E| = 12, και το
|G| διαιρεί το gcd(8, 12) = 4. Το σχήμα 4.6 δείχνει ένα κανονικό κάλυμμα Y/X,
έτσι ώστε G = G(Y/X) είναι η κυκλική ομάδα τάξης 4. Το σχήμα 4.7 δείχνει
ένα κανονικό κάλυμμα Y/X, έτσι ώστε G = G(Y/X) είναι η Klein-4 ομάδα. Σε
κάθε σχήμα παρουσιάζουμε και ένα ενδιάμεσο τετραγωνικό κάλυμμα που ορίζουμε

στην επόμενη παράγραφο.

4.2 Το θεμελιώδες θεώρημα του Galois

Σε αυτήν την παράγραφο θα ορίσουμε την έννοια του ενδιάμεσου καλύμματος X̃
στο Galois κάλυμμα Y/X. Ο κύριος στόχος μας είναι να αποδείξουμε το θεμελιώ-
δες θεώρημα της θεωρίας Galois για γραφήματα, δήλαδη, την ύπαρξη της ένα προς
ένα και επί αντιστοιχίας μεταξύ των υποομάδων H της ομάδας Galois G του Y/X
και των ενδιάμεσων γραφήματων στο X και στο Y/X. Γι΄ αυτό χρειαζόμαστε
έναν ορισμό ο οποίος να είναι ισχυρότερος από το να πούμε ότι το Y/X̃ είναι ένα
κάλυμμα και το X̃/X είναι ένα κάλυμμα. Το παράδειγμα 4.1.3 και το παράδειγμα
του σχήματος 4.7 θα έρχονταν σε αντίθεση με το θεμελιώδες θεώρημα της θεωρί-

ας Galois για καλύμματα γραφημάτων εάν υπεραπλουστεύαμε τους ορισμούς μας.
Για να αποφύγουμε αυτό το πρόβλημα, θα δώσουμε δύο ορισμούς οι οποίοι αρχικά
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ίσως φανούν ενοχλητικά περίπλοκοι.

Ορισμός 4.2.1. Ας υποθέσουμε ότι το Y είναι ένα κάλυμμα τουX με απεικόνιση
επικάλυψης π. Το γράφημα X̃ είναι ένα ενδιάμεσο κάλλυμα του Y/X άν το
Y/X̃ είναι ένα κάλυμμα, το X̃/X είναι ένα κάλυμμα και οι προβολές επικάλυψης
π1 : X̃ → X και π2 : Y → X̃ έχουν την ιδιότητα ότι π = π1 ◦ π2.

Ουσιαστικά, είναι η τριάδα (X,π1, π2) που ορίζει ένα ενδιάμεσο κάλυμμα.

Ορισμός 4.2.2. ΄Εστω τα X̃ και X̃ ′ να είναι ενδιάμεσα στο Y/X με απεικονίσεις
επικάλυψης όπως φαίνεται στο παρακάτω διάγραμμα.

Y

π

��

π2

��

π′2

  
X̃

i //

π1 ��

X̃ ′

π′1~~
X

Υποθέτουμε ότι όλα τα γραφηματα έχουν κατευθύνσεις στις ακμές που είναι συμβα-

τές με τις απεικονίσεις επικάλυψης. Ας υποθέσουμε ότι ο i είναι ένα ισομορφισμός
μεταξύ των X̃ και X̃ ′ (που σημαίνει ότι είναι ένα-προς -ένα και επί στις κορυφές
και στις κατευθυνόμενες ακμές). Αν ισχύει π1 = π′1 ◦ i θα λέμε ότι ο i είναι ένας
ισομορφισμός καλυμμάτων και τα X̃ και X̃ ′ είναι ισόμορφα καλλύμματα του X.
Αν, επιπλέον, έχουμε ότι i ◦ π2 = π′2 τότε λέμε ότι τα X̃ και X̃

′
είναι τα ίδια ή ίσα.

Στο θεώρημα 4.2.5 θα δούμε ότι ισόμορφα ενδιάμεσα καλύμματα του κάλυμμα-

τος Galois Y/X με ομάδα Galois G αντιστοιχούν σε συζυγείς υποομάδες της G.
Αυτό σημαίνει ότι ισόμορφα ενδιάμεσα καλύμματα για γραφήματα είναι ανάλογα με

αριθμητικά σώματα όπως τα Q( 3
√

2), Q(e2πi/3 3
√

2).
Τώρα μπορούμε να αποδείξουμε το θεμελιώδες θεώρημα. Σημειώστε ότι οι πε-

ρισσότερες από τις αποδείξεις των διαφόρων τμημάτων του θεωρήματος βασίζονται

στην μοναδικότητα των ανυψώσεων των μονοπατιων

Θεώρημα 4.2.3 (Θεμελιώδες θεώρημα της θεωρίας Galois). Ας υποθέσουμε ότι
το Y/X είναι ένα αδιακλάδιστο κανονικό κάλυμμα με ομάδα Galois G = G(Y/X)

(i) Δεδομένης μίας υποομάδας H της G, υπάρχει ένα γράφημα X̃ ενδιάμεσο
στο Y/X έτσι ώστε H = G(Y/X̃). Γράφουμε X̃ = X̃(H).

(ii) ΄Εστω X̃ να είναι ενδιάμεσο στο Y/X. Τότε υπάρχει υποομάδα H = H(X̃)
της G ισόμορφη με την G(Y/X̃).

(iii) Δύο ενδιάμεσα καλλύματα X̃ και X̃ ′ είναι ίσα αν και μόνον αν η H(X̃) =
H(X̃ ′).

(iv) ΄Εχουμε ότι H(X̃(H)) = H και X̃(H(X̃)) = X̃. Οπότε γράφουμε X̃ ↔ H
για την αντιστοιχία μεταξύ των X̃ ενδιάμεσων καλυμμάτων στο Y/X και
των υποομάδων H της Galois ομάδας G = G(Y/X).

(v) Αν X̃1 ↔ H1 και X̃2 ↔ H2 τότε το X̃1 είναι ενδιάμεσο στο Y/X̃2 ανν

H1 ⊂ H2.
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Απόδειξη. (i) ΄ΕστωH μια υποομάδα τηςG. Οι κορυφές του Y είναι της μορφής
(x, g) με x ∈ X και g ∈ G. Ορίζουμε τις κορυφές του X̃ να είναι οι (x,Hg)
για x ∈ X και το σύμπλοκο Hg ∈ H \G. Δημιουργουμε μία ακμή από την
(a,Hr) στην (b,Hs) για a, b ∈ X και r, s ∈ G ανν υπάρχουν h, h′ ∈ H
ώστε να υπάρχει ακμή από την (a, hr) στην (b, h′s) στο Y . Στην ακμή
ανάμεσα στην (a,Hr) και την (b,Hs) στο X̃ δίνουμε το όνομα (label) και
την κατεύθυνση της ακμής (a, b) στο X. Μπορούμε εύκολα να ελέγξουμε
ότι το X̃ είναι καλά ορισμένο, ενδιάμεσο στο Y/X και συνεκτικό.

(ii) ΄Εστω X̃ ένα ενδιάμεσο κάλυμμα Y/X με απεικονίσεις επικάλυψης

π : Y −→ X,π2 : Y −→ X̃, π1 : X̃ −→ X.

Επιλέγουμε μια κορυφή v0 ∈ X με ˜̃v0 ∈ π−1(v0) στο φύλλο 1 του Y .
Δηλάδη είναι, ˜̃v0 = (v0, 1) χρησιμοποιώντας τις ετικέτες που έχουμε δώσει
στα φύλλα του Y . ΄Εστω ṽ0 = π2(˜̃v0) ∈ X. Ορίζουμε

H =
{
h ∈ G|h(˜̃v0) ∈ π−12 (ṽ0)

}
= {h ∈ G|π2(v0, h) = π2(v0, 1)} .(4.1)

Για να δούμε ότι η H είναι μια υποομάδα της G αρκεί να δείξουμε ότι η H
είναι κλειστή ως προς τον πολλαπλασιασμό. ΄Εστω h1 και h2 στοιχεία τηςH.
Τότε, από τον ορισμό της H, έχουμε π2(v0, h1) = π2(v0, h2) = π2(v0, 1) =
ṽ0. ΄Εστω ˜̃p1 και ˜̃p2 μονοπάτια στο Y από την (v0, 1) προς τις κορυφές
(v0, h1) και (v0, h2) αντίστοιχα. Τότε τα ˜̃p1 και ˜̃p2 προβάλλονται μέσω της
π2 στα μονοπάτια p̃1 και p̃2 του X̃ που αρχίζουν και τελειώνουν στην ṽ0. Και
τα ˜̃p1 και ˜̃p2 προβάλλονται μέσω της π = π1◦π2 στα μονοπάτια p1 και p2 του
X που αρχίζουν και τελειώνουν στην v0. Από τον ορισμο 4.1.9, το h1 ◦ ˜̃p2
ξεκινά από την (v0, h1) και καταλήγει στην (v0, h1h2). Οπότε η ανύψωση του
p̃1p̃2 από το X̃ στο Y με αρχή την (v0, 1), που ταυτίζεται με την ανύψωση
του p1p2 από το X στο Y με αρχή την (v0, 1), καταλήγει στην (v0, h1h2).
Συνεπάγεται ότι το h1h2 είναι στην H και η H είναι μια υποομάδα της G.
Μπορούμε να δούμε ότι η H είναι ανεξάρτητη της επιλογής της κορυφής
v0 αφού οι κορυφές του ίδιου φύλλου του Y απεικονίζονται πάντα στο ίδιο
φύλλο στο X̃ μέσω της π2.

(iii) Υποθέτουμε ότι έχουμε δύο γραφήματα X̃ και X̃ ′ ενδιάμεσα στο Y/X με
προβολές π2 : Y −→ X̃, π1 : X̃ −→ X και π′2 : Y −→ X̃ ′, π′1 : X̃ ′ −→ X.
Θέτουμε H = H(X̃) και H ′ = H(X̃ ′). Υποθέτουμε ότι X̃ = X̃ ′. Τότε
υπάρχει ένας ισομομορφισμός γραφημάτων i : X̃ −→ X̃ ′ όπως στον ορισμό
4.2.2 ώστε i ◦ π2 = π′2 και π

′
1 ◦ i = π1. Τότε

H = {h ∈ G|π2(v0, h) = π2(v0, 1)}

H ′ = {h ∈ G|π′2(v0, h) = π′2(v0, 1)}.

Αφού i ◦ π2 = π′2 και ο i είναι ισομορφισμός έχουμε ότι H = H ′.

Για την αντίθετη κατεύθυνση υποθέτουμε ότιH(X̃) = H(X̃ ′). Οπότε χρειά-
ζεται να δείξουμε ότι υπάρχει ένας ισομορφισμός γραφημάτων i : X̃ −→ X̃ ′

όπως στον ορισμό 4.2.2 ώστε i ◦ π2 = π′2 και π
′
1 ◦ i = π1. Παρατηρούμε

πρώτα ότι X̃ και X̃ ′ έχουν τον ίδιο αριθμό κορυφών. Χρησιμοποιούμε ένα
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χαρακτηρισμό που θα αποδείξουμε αμέσως παρακάτω. Ισχύει ότι υπάρχουν

gv, gv′ ώστε

π−12 (ṽ) = {(v, hgv)|h ∈ H},
π′−12 (ṽ′) = {(v′, hgv′)|h ∈ H}.

Ορίζουμε i(ṽ) = π′2(v, hgv) και παρατηρούμε ότι ο i είναι ένας ισομορφισμός
γραφημάτων έτσι ώστε i ◦ π2 = π′2 και π1 = π′1 ◦ i.

(iv) ΄Εστω το X̃ να είναι ενδιάμεσο στο Y/X. Θέλουμε να αποδείξουμε ότι
X̃(H(X̃)) = X̃, χρησιμοποιώντας τους ορισμούς από τις αποδείξεις των
μερών (i) και (ii) καθώς και τον ορισμό 4.2.2. Πριν επιχειρήσουμε να α-
ποδείξουμε αυτή την ισότητα θα πρέπει να αποδείξουμε έναν χαρακτηρισμό

της π−12 (ṽ) για κάθε κορυφή ṽ του X. Αυτός λέει ότι υπάρχει ένα στοιχείο
gv ∈ G τέτοιο ώστε αν το H(X̃) = H,

(4.2) π−12 (ṽ) = {(v, hgv)|h ∈ H)}.

΄Εστω v0 να είναι η επιλεγμένη κορυφή του X από τον ορισμό της H στην
απόδειξη του μέρους (ii). ΄Εστω q̃ ένα μονοπάτι στο X̃ από την ṽ0 στην ṽ
τότε υπάρχει μοναδική ανύψωση ˜̃q του q̃ στο Y που ξεκινά από την (v0, 1) και
έστω ότι καταλήγει στην (v, gv). Γράφουμε ˜̃v = (v, gv) στο Y με ṽ = π2(˜̃v)
και π(˜̃v) = v. Προβάλλωντας τα στο X παίρνουμε το μονοπάτι q από την v0
στην v. Για g ∈ G από την εξίσωση στον ορισμό 4.1.9 το μονοπάτι q στο
X ανυψώνεται σε ένα μονοπάτι g ◦ ˜̃q από την (v0, g) στην (v0, ggv) στο Y .
Οπότε απο την μοναδικότητα των ανυψώσεων έχουμε ότι π2 ◦ g ◦ ˜̃q = q̃ αν
και μόνο αν το εναρκτήριο φύλλο της ανύψωσης του q στο X̃ είναι αυτό της
ṽ0 . Δηλαδή το π2 ◦ g ◦ ˜̃q = q̃ αν και μονο αν g ∈ H. Οπότε αποδείξαμε τον
τύπο 4.2.

Τώρα προσπαθουμε να δείξουμε ότι X̃ ′ = X̃(H(X̃)) = X̃ με την έννοια
του ορισμού 4.2.2 . Υπενθυμίζουμε ότι το X̃ ′ = X̃(H(X̃)) έχει κορυφές
της μορφής (x,Hg) και προβολές π′2(x, g) = (x,Hg) και π′1(x,Hg) = x.
Ορίζουμε i : X̃ −→ X̃ ′ με i(ṽ) = (v,Hgv) χρησιμοποιώντας το στοιχείο
gv ∈ G από τον τύπο 4.2 και επαληθεύουμε ότι i ◦ π2 = π′2 και π

′
1 ◦ i = π1.

Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη πρέπει να δείξουμε ότι H(X̃(H)) = H.
Με τους ορισμούς που έχουμε χρησιμοποιήσει στα μέρη (i) και (ii) έχουμε

H(X̃(H)) = {g ∈ G|π2(v0, g) = π2(v0, 1)}
= {g ∈ G|(v0, Hg) = (v0, H)} = H.

(v) Υποθέτουμε ότι π2 : Y −→ X̃1 και π1 : X̃1 −→ X̃2 με π3 = π1 ◦ π2 : Y −→
X̃2. Από την απόδειξη του μέρους (ii) έχουμε οτι:

H(X̃1) = H1 = {h ∈ G|π2(v0, h) = π2(v0, 1)}
H(X̃2) = H2 = {h ∈ G|π3(v0, h) = π3(v0, 1)}.

Αφού π3 = π1◦π2 συνεπάγεται ότιH1 ⊂ H2. Για το αντίστροφο υποθέτουμε

ότι H1 ⊂ H2. Οπότε υπάρχουν ενδιάμεσα γραφήματα X̃i , i ∈ 1, 2 με
κορυφές (x,Hiσ) όπου x ∈ X και σύμπλοκα Hiσ ∈ Hi/G. Μία ακμή μεταξύ
(a,Hiσ) και (b,Hiτ), για a, b ∈ X και σ, τ ∈ G υπάρχει, ανν υπάρχουν
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h, h′ ∈ Hi ώστε (a, hσ) και (b, h′τ) να έχουν μία ακμή στο Y . Χρειάζεται
να δείξουμε ότι ∃π2 : Y −→ X̃1 και π1 : X̃1 −→ X̃2 με π3 = π1 ◦ π2 :
Y −→ X̃2. Εδώ π2(v, g) = (v,H1g) και π3(v, g) = (v,H2g) για v ∈ X,
g ∈ G. ΄Αρα αφού H1 ⊂ H2, βλέπουμε ότι το π1(v,H1g) = (v,H2g) έχει
νόημα ,αφού H1a = H1b ανν ab

−1 ∈ H1. Αφού H1 ⊂ H2 αυτό συνεπάγεται

ότι H2a = H2b.

Στην συνέχεια θεωρούμε συζυγείς ομάδες της ομάδας Galois (υποομάδες H
και gHg−1 για g ∈ G) και τα αντιστοιχόντα σε αυτές ενδιάμεσα καλύμματα.

Ορισμός 4.2.4. Υποθέτουμε ότι έχουμε τις ακόλουθες αντιστοιχίες μεταξύ εν-

διάμεσων καλυμμάτων και υποομάδων του G :

X̃ ←→ H ⊂ G
X̃ ′ ←→ gHg−1 ⊂ G g ∈ G

τότε λέμε ότι τα X̃ και X̃ ′ είναι συζυγή.

Θεώρημα 4.2.5. Τα ενδιάμεσα καλύμματα X̃ και X̃ ′ στο Y/X με ομάδα Galois
G είναι συζυγή ανν είναι ισόμορφα.

Απόδειξη. ΄Εστω οι H και H ′ = g0Hg
−1
0 συζυγείς υποομάδες της G όπου g0 ∈ G.

Θέλουμε να δείξουμε ότι τα αντίστοιχα ενδιάμεσα καλύμματα X̃ = X̃(H) και
X̃ ′ = X̃(H ′) είναι ισόμορφα. ΄Εχουμε ότι

G =

d⋃
j=1

Hgj και G =

d⋃
j=1

H ′g0gj .

Αυτό σημαίνει ότι τα γραφήματα X̃ και X̃ ′ έχουν κορυφές {(v,Hg)|v ∈ X, 1 ≤ j ≤
d} και {(v,H ′g0gj)|v ∈ X, 1 ≤ j ≤ d} αντίστοιχα. Ο ισομορφισμός i : X̃ ←→ X̃ ′

ορίζεται ως i(v,Hg) = (v,H ′g0g).
Για το αντίστροφο, υποθέτουμε ότι τα X̃ και X̃ ′ είναι ισόμορφα ενδιάμεσα

καλύμματα . Πρέπει να δείξουμε ότι οι αντίστοιχες υποομάδες H = H(X̃) και
H ′ = H(X̃ ′) είναι συζυγείς. Από τον ορισμό 4.2.2 υπάρχει ένας ισομορφισμός
i : X̃ ←→ X̃ ′ ετσι ώστε π1 = π′1 ◦ i. Επιλέγουμε μία κορυφη v0 και έστω
˜̃v0 = (v0, 1) να είναι στο φύλλο 1 του Y η οποία προβάλλεται στην ṽ0 = π2( ˜̃v0)
στο X̃. Κάθε κορυφή ṽ ∈ X̃, υποθέτουμε ότι προβάλλεται στην v ∈ X μέσω
της π1 και ότι η ˜̃v = (v, gv) ∈ Y προβάλλεται στην ṽ μέσω της π2. Το σύνολο
{g ∈ G|π2(v, g) = ṽ} = Hgv από τον τύπο 4.2. ΄Εστω ˜̃p ένα μονοπάτι στο Y από
την ˜̃v0 στην ˜̃v. Το ˜̃p προβάλλεται μέσω της π2 σε ένα μονοπάτι p̃ στο X̃ από την
ṽ0 στην ṽ και σε ένα μονοπάτι p στο X από την v0 στην v.
Το i(p̃) στο X̃ ′ από την i(ṽ0) στην i(ṽ) προβάλλεται μέσω της π′1 στο p.

Αφού η i(ṽ0) προβάλλεται μέσω της π′1 στην v0, υπάρχει ένα g0 ∈ G έτσι ώστε
η (v0, g0) ∈ Y προβάλλεται μέσω της π′2 στην i(ṽ0). ΄Ομως π(g0 ◦ ˜̃p) = π(˜̃p) =
p. Αφού το π = π′1 ◦ π′2 συνεπάγεται ότι το μονοπάτι π′2(g0 ◦ ˜̃p) στο X̃ ′ έχει
αρχική κορυφή i(ṽ0) και προβάλλεται στο p στο X. Από την μοναδικότητα των
ανυψώσεων i(p̃) = π′2(g0 ◦ ˜̃p). Ωστόσο το g0 ◦ ˜̃p τελειώνει σε κάποια (v, g0g).
Οπότε η π′2 προβάλλει την (v, g0g) στην i(ṽ). Ιδιαίτερα το σύνολο όλων των g0g
είναι g0Hgv = (g0Hg

−1
0 )g0gv. Οπότε H

′ = g0Hg
−1
0 .
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Παρατήρηση 4.2.6. Η προηγούμενη απόδειξη έδειξε ότι το απότελασμα του ι-

σομορφισμού i επιτυγχάνεται μέσω του στοιχείου g0 ∈ G. Το g0 μπορεί να αντικα-
τασταθεί από οποιοδήποτε άλλο στοιχείο του δεξιου συμπλόκου (g0Hg

−1
0 )g0 = g0H,

που είναι ένα αριστερό σύμπλοκο της H. Αυτό δίνει μία ένα προς ένα αντιστοιχία
μεταξύ των αριστερών συμπλόκων g0H τηςH και όλων των δυνατών εμφυτεύσεων
του X̃ στο Y/X

Θεώρημα 4.2.7. Υποθέτουμε ότι το Y/X είναι ένα κανονικό κάλυμμα με ομάδα
Galois G και X̃ είναι ένα ενα ενδιάμεσο κάλυμμα που αντιστοίχει στην υποομάδα
H της G. Τότε το X̃ είναι και αυτό ένα κανονικό κάλυμμα του X αν και μόνο αν η
H είναι κανονική υποομάδα της G, και σε αυτή την περίπτωση G(X̃/X) ∼= G/H.

Απόδειξη. Θεωρούμε το X̃ ως X̃(H) με σύνολο κορυφών το

{(v,Hgj)|v ∈ X, 1 ≤ j ≤ d},

όπου τα gj είναι αντιπρόσωποι των δεξιών συμπλόκων της H στην G. Υποθέτουμε

ότι η H είναι κανονική υποομάδα της G. ΄Ενα σύμπλοκο Hg δρά στο X̃(H)
στέλνοντας την (v,Hgj) στην (v,Hggj). Χρησιμοποιώντας την κανονικότητα της
H βλέπουμε ότι αυτή η δράση διατηρεί τις ακμές και είναι μεταβατική στα σύμπλοκα
Hg. Οπότε έχουμε d = |G/H| αυτομορφισμούς του X̃(H), δηλαδή το X̃(H) είναι
κανονικό πάνω από το X με ομάδα Galois την G/H.
Αντίστροφα υποθέτουμε ότι το X̃/X είναι κανονικό και ότι ο i είναι ένας

αυτομορφισμός του X̃ στηνG(X̃/X). Εφαρμόζουμε το θεώρημα 4.2.5 με X̃ ′ = X̃,
π1 = π′1, και π2 = π′2. Ο i είναι μία απεικόνιση συζυγίας αφού π′1 ◦ i = π1 ◦ i =
π1. Οπότε από το θεώρημα 4.2.5 έχουμε ότι υπάρχει ένα g0 ∈ G έτσι ώστε το
ενδιάμεσο κάλυμμα X̃ ′ αντιστοιχεί στην υποομάδα g0Hg

−1
0 . Επειδή το X̃

′ = X̃,
έχουμε ότι το g0Hg

−1
0 = H.

Επιπλέον άμα διαλέξουμε ṽ0 ∈ X̃ όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 4.2.5
έχουμε ότι π2((v0, g0)) = π′2((v0, g0)) = i(ṽ0). Καθώς το i διατρέχει τα d στοιχεία
της G(X̃/X), η i(ṽ0) διατρέχει όλες τις d ανυψώσεις της v0 στο X̃. Οπότε τα
αντίστοιχα d διαφορετικά g0 διατρέχουν τα d αριστερά σύμπλοκα της H στην
G και έχουμε ότι g0Hg

−1
0 = H για όλα αυτά, το οποίο σημαίνει ότι η H είναι

κανονική.

Παραδείγμα 4.2.1. Στο σχήμα 4.8 έχουμε ένα κανονικό Y6 κάλυμμα του X =
K4− e με ομάδα Galois G(Y6/X) = S3, την συμμετρική ομάδα των μεταθέσεων

τριών αντικειμένων, S3.

Το ενδιάμεσο κάλυμμα Y3 είναι το κάλυμμα που αντιστοιχεί στην υποομάδα
H = {(1), (23)} και φαίνεται στο σχήμα 4.8. Θα εξηγήσουμε λίγο την μέθοδο
που χρησιμοποιούμε για να κατασκευάσουμε αυτά τα γραφήματα.

Το πάνω γράφημα Y6 είναι ένα κανονικό κάλυμμα 6-φύλλων του X με ομάδα
Galois την S3. Κάνουμε τις ακόλουθες ταυτίσεις

a′ = (a, (1)), a′′ = (a, (13)), a(3) = (a, (132)),

a(4) = (a, (23)), a(5) = (a, (123)), a(6) = (a, (12)).

Οι ακμές, του δεντροπαράγοντα που χρησιμοποιούμε, είναι οι διακεκομένες

γραμμές. Οι ακμές που αφήνονται εκτός του δεντροπαράγοντα(συνεχείς γραμμές)

παράγουν την θεμελιώδη ομάδα του γραφήματος X. ΄Εστω η κατευθυνόμενη ακμή
από την κορυφή 2 στην κορυφή 4 να είναι η ακμή c και η κατευθυνόμενη ακμή
απο την κορυφή 4 στην κορυφή 3 να είναι η d όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα.
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Σχήμα 4.8:
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Λαμβάνουμε το γράφημα Y6 ως εξής. Παίρνουμε 6 αντίγραφα τουX. Αυτό μας
δίνει όλες τις κορυφές του Y6 αλλά κάποιες ακμές λείπουν. Βάζουμε την ετικέτα
x(i) στην κορυφή του i φύλλου του Y6 που προβάλλεται στην κορυφή x στο X.
Ανυψώνουμε την ακμή c σε 6 ακμές. Χρησιμοποιώντας την μετάθεση σ(c) =
(14)(23)(56). Εδώ ο σ(c) έιναι ο κανονικοποιημένος αυτομορφισμός Frobenius
που θα ορίσουμε στην συνέχεια. Η μετάθεση αυτή προκύπτει αν γράψουμε τα

στοιχεία της S3 ως εξής ,

g1 = (1), g2 = (12), g3 = (123),

g4 = (23), g5 = (132), g6 = (13).

και gig = gµ(g), όπου µ(g) ∈ S6 και να παρατηρήσουμε ότι µ((23)) = (14)(23)(56)
και ότι µ(((12)) = (12)(36)(45). Τα (23), (12) παράγουν την S3.

Δηλάδή συνδέουμε την κορυφή 2(1) με την κορυφή 4(4), την 2(4) με την 4(1),
την 2(2) με την 4(3), την 2(3) με την 4(2) και τέλος την 2(5) με την 4(6) και την 2(6)

με την 4(5) στο Y6. Κάνουμε την ανάλογη κατασκευή για σ(d) = (12)(36)(45)
και παίρνουμε τις υπόλοιπες ακμές του Y6. Οι μεταθέσεις σ(c) και σ(d) έχουν τάξη
2 και παράγουν μια υποομάδα της S6 ισόμορφη με την S3. Παρακάτω θα αφιε-

ρώσουμε ολοκληρη παράγραφο στο πώς μπορούμε να κατασκευάσουμε κανονικά

καλύμματα χρησιμοποιώντας τον κανονικοποιημένο αυτομορφισμό Frobenius.

Μπορούμε να δούμε την S3 ως την διεδρική ομάδα D3 των συμμετριών ενός

ισόπλευρου τριγωνου. ΄Εστω R μία στροφή κατά 2π/3 ενός ισόπλευρου τριγώνου
και F μια ανάκλαση. Τότε η D3 γράφεται ως D3 = {I,R,R2, F, FR, FR2}, όπου
R3 = I και FR = R2F . Κάνουμε τις ακόλουθες ταυτίσεις

a′ = (a, I), a′′ = (a, FR2)), a(3) = (a,R2),

a(4) = (a, FR), a(5) = (a,R), a(6) = (a, F ).

και επίσης σ(c) = FR, σ(d) = FR2
.

Κατοπιν θέλουμε να κατασκευάσουμε το ενδιάμεσο κάλυμμα Y3 που αντιστοι-
χεί στην υποομάδα H = {I, FR}. Αρχικά χρειαζόμαστε την κατάλληλη αναπα-
ράσταση της G σε μεταθέσεις για τα τρία σύμπλοκα Hgi, i = 1, 2, 3 με g1 = I,
g2 = FR2

, g3 = F . Επειδή σ(c) = FR έχουμε Hg1σ(c) = Hg1, Hg2σ(c) = Hg3,
Hg3σ(c) = Hg2. Οπότε η αναπαράσταση σε ξένους κύκλους της μετάθεσης που
αντιστοιχεί στο σ(c) που δρά στα σύμπλοκα της H είναι η (1)(23). ΄Ομοια η
μετάθεση των συμπλόκων της H που αντιστοιχεί στο σ(d) = FR2

είναι η (12)(3).

Κατασκευάζουμε τώρα το ενδιάμεσο γράφημα στο Y6/X που αντιστοιχεί στην
H, Y3. Αρχικά παίρνουμε τρία αντίγραφα του δεντροπαράγοντα του X. Αυτό
μας δίνει όλες τις κορυφές του Y3. Βάζουμε ετικέτες στο Y3 με ένα δύο και τρείς
τόνους, αντίστοιχα. Η μετάθεση (1)(23) μας λέει πως να ανυψώσουμε την ακμή
c του X σε τρείς ακμές στο Y3. Παίρνουμε ακμές από την κορυφή 2′ στην 4′, από
την 2′′ στην 4′′′ και από την 2′′′ στην 4′′. ΄Ομοια η μετάθεση (12)(3) μας λέει πως
να ανυψώσουμε την ακμή d του X σε τρεις ακμές στο Y3. Παίρνουμε τις ακμές
(4′, 3′′), (4′′, 3′) και (4′′′, 3′′′).

Οι τρεις υποομάδες με δύο στοιχεία της S3 είναι όλες συζυγείς της H οπότε
απο το θεώρημα 4.2.5 κάθε μία μας οδηγεί σε ένα ισόμορφο γράφημα του Y3, λόγω
του ότι δεν έχουμε δώσει τις προβολές από το Y6 στο Y3. Χωρις να γνωρίζουμε
αυτές τις προβολές,τα τρία συζυγή κυβικά καλύμματα ενδιάμεσα στο Y6/X είναι
ισόμορφα, και ο ισομορφισμός διατηρει τις προβολές στο X.
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Σχήμα 4.9: ΄Ενας πρώτος και ανυψώσεις του σε ένα Z/2Z-Galois κάλυμμα.

4.3 Η συμπεριφορά των πρώτων στα καλύμματα

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάζουμε κάποια ανάλογα των νόμων που αφορούν

την συμπεριφορά των πρώτων ιδεωδών στις επεκτάσεις των αλγεβρικών σωμάτων

αριθμών.

Ορισμός 4.3.1. Αν ο [D] είναι ένας πρώτος στο κάλυμμα Y/X με προβολή
επικάλυψης π και π(D) = Cf όπου [C] είναι ένας πρώτος στο X, θα λέμε ότι ο [D]
είναι ένας πρώτος του Y πάνω από το [C] ή, πιο απλά, ότι ο D είναι ένας πρώτος
πάνω από τον C (γράφουμε D|C). Το f = f(D,Y/X) ορίζεται ως ο βαθμός του
D ως προς το Y/X.

Αν το Y/X είναι κανονικό, για έναν πρώτο C του X και δεδομένου ενός
ακεραίου j είτε κάθε ανύψωση του Cj είναι κλειστή στο Y είτε όλες είναι ανοιχτές.
Οπότε ο βαθμός του [D] πάνω από το C είναι ο ίδιος για όλα τα [D] πάνω από το
C. Αυτό δεν ισχύει πάντα για μη κανονικές επεκτάσεις.

Ορισμός 4.3.2. Θα συμβολίσουμε με g = g(D,Y/X) τον αριθμό των πρώτων
[D] πάνω από το [C]

Επειδή τα καλύμματα μας είναι αδιακλάδιστα, το ανάλογο του δείκτη διακλά-

δωσης είναι e = e(D,Y/X) = 1, και θα αποδείξουμε στην πρόταση 4.4.5 το
αντίστοιχο του τύπου από την αλγεβρική Θεωρία αριθμών για κανονικά καλύμμα-

τα

(4.3) efg = d,

όπου d είναι ο αριθμός των φύλλων του καλύμματος.

Ορισμός 4.3.3. Αν το Y/X είναι κανονικό, [D] ένας πρώτος στο Y πάνω από
τον [C] στο X και σ ανήκει στην G(Y/X) λέμε ότι ο [σ ◦D] είναι συζυγής του D
στο Y πάνω από τον C.

Οπότε έχουμε ότι f(σ◦D,Y/X) = f(D,Y/X). Για f = f(D,Y/X) μπορούμε
να δούμε ότι καθώς το σ διατρέχει την G(Y/X) το σ◦D διατρέχει όλες τις δυνατές
ανυψώσεις του Cf από το X στο Y , άρα οι συζυγείς πρώτοι του [D] είναι όλοι
οι πρώτοι στο Y πάνω από τον [C]. Δηλαδή αν και υπάρχουν d = |G(Y/X)|
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ανυψώσεις του Cf που αρχίζουν στα διαφορετικά φύλλα του Y , μονο g από αυτές
μας δίνουν διαφορετικούς πρώτους.

Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε ότι αν το Y/X δεν είναι κανονικό η αντίστοιχη
της εξίσωσης 4.3 είναι η

g∑
i=1

fi = d,

όπου d = |G(Y/X)| και fi οι βαθμοί διακλάδωσης των πρώτων του Y πάνω από
έναν συγκεκριμένο πρώτο του X.
Τέλος αν X̃ είναι ενδιάμεσο στο Y/X με απεικονίσεις επικάλυψης

π : Y −→ X,π2 : Y −→ X̃, π1 : X̃ −→ X

με π = π1 ◦ π2, E ένας πρώτος στο Y πάνω από τον C στο X και π2(E) = Df2 ,

όπου ο D είναι ένας πρώτος του X̃ και f2 = f(E, Y/X̃), ισχύει η ακόλουθη
μεταβατική σχέση

f(E, Y/X) = f(E, Y/X̃)f(D, X̃/X).

4.4 Ο αυτομορφισμός του Frobenius

Ορισμός 4.4.1. Υποθέτουμε ότι το Y/X είναι ένα κανονικό κάλυμμα με ομάδα
Galois G = Gal(Y/X). Για ένα μονοπάτι p του X έχουμε απο την πρόταση 4.1.5
την μοναδικότητα της ανύψωσης p̃ στο Y που ξεκινά από το φύλλο 1 και έχει
το ίδιο μήκος με το p. Αν το p̃ έχει την τελική του κορυφή στο φύλλο με την
ετικέτα g ∈ G, ορίζουμε τον κανονικοποιημένο αυτομορφισμό Frobenius σ(p) ∈ G
με σ(p) = g.

Λήμμα 4.4.2. (i) Υποθέτουμε ότι τα p1 και p2 είναι δύο μονοπάτια στο X
έτσι ώστε η τελική κορυφή του p1 είναι η αρχική κορυφή του p2. Τότε
σ(p1p2) = σ(p1)σ(p2).

(ii) Αν ένα μονοπάτι p = e1 · · · es για τις κατευθυνόμενες ακμές e1, · · · , es τότε
έχουμε σ(p) = σ(e1) · · ·σ(es).

Απόδειξη. (i) Αν το p1 πηγαίνει από την a στην b στο X και το p2 πηγαίνει από
την b στην c στο X τότε η ανύψωση p̃1 του p1 που ξεκινά από το φύλλο 1
του Y πηγαίνει από την (a, 1) στην (b, σ(p1)) και η ανύψωση p̃2 του p2 που
ξεκινά στο φύλλο 1 του Y πηγαίνει από την (b, 1) στην (c, σ(p2)). Οπότε
η ανύψωση του p2 που ξεκινά στο φύλλο σ(p1) πηγαίνει από την (b, σ(p1))
στην (c, σ(p1)σ(p2)). Αυτό συνεπάγεται ότι η ανύψωση του μονοπατίου p1p2
ξεκινά στο φύλλο 1 του Y και καταλήγει στο φύλλο σ(p1)σ(p2).

(ii) Προκύπτει εύκολα με χρηση της επάγωγης και του πρώτου μέρους.

Στην συνέχεια ορίζουμε τον αυτομορφισμό Frobenius

Ορισμός 4.4.3. Υποθέτουμε ότι το Y/X είναι κανονικό κάλυμμα με ομάδα
Galois G. ΄Εστω [C] ένας πρώτος στο X, έτσι ώστε το C ξεκινά και τερματίζει
στην κορυφή a. ΄Εστω [D] ένας πρώτος του Y πάνω από το C έτσι ώστε το D
ξεκινά και τερματίζει στην κορυφή (a, g) στο φύλλο g ∈ G του Y . Αν ο βαθμός
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του D πάνω από το C είναι f τότε το D είναι η ανύψωση του Cf που ξεκινά
στο φύλλο g. Υποθέτουμε ότι το C ανυψώνεται σε ένα μονοπάτι C̃ του Y που
ξεκινά στο φύλλο g στο (a, g) και τελειώνει στο φύλλο h του (a, h). Ορίζουμε τον
αυτομορφισμό του Frobenius να είναι

[Y/X,D] =

(
Y/X

D

)
= hg−1 ∈ G.

Παρατηρούμε ότι ο αυτομορφισμός Frobenius [Y/X,D] = hg−1 απεικονίζει το
φύλλο g του Y στο φύλλο h του Y . Για να πάρουμε την κανονικοποιμένη μορφή
του αυτομορφισμού Frobenius, αρκεί να πάρουμε g = 1, το ταυτοτικό της G.

Ορισμός 4.4.4. Η ομάδα ανάλυσης του D ως προς Y/X είναι

Z(D) = Z(D,Y/X) = {τ ∈ G|[τ ◦D] = [D]}.

Πρόταση 4.4.5 (Ιδιότητες του αυτομορφισμού Frobenius). Ως συνήθως το
Y/X είναι ένα κανονικό κάλυμμα με d-φύλλα και ομάδα Galois G. Τότε ισχύουν
τα παρακάτω:

(i) Για έναν πρώτο κύκλο D στο Y πάνω από το C στο X, ο αυτομορφισμός
Frobenius είναι ανεξάρτητος της επιλογής του D στην κλάση ισοδυναμίας
του [D]. Οπότε μπορούμε να ορίσουμε τον [Y/X, [D]] = [Y/X,D].

(ii) Η τάξη του [Y/X,D] στην G είναι ο βαθμός f = f(D,Y/X).

(iii) Αν τ ∈ G τότε [Y/X, τ ◦D] = τ [Y/X,D]τ−1.

(iv) Αν ο D ξεκινά στο φύλλο 1 τότε [Y/X,D] = σ(C), ο κανονικοποιημένος
αυτομορφισμός Frobenius.

(v) Η ομάδα Z(D) είναι η κυκλική υποομάδα της G τάξης f που παράγεται από
τον [Y/X,D]. Συγκεκριμένα, η Z(D) δεν εξαρτάται από την επιλογή του D
στην κλαση ισοδυναμίας του [D].

(vi) Για έναν πρώτο D στο Y πάνω από τον C στο X, αν f = f(D,Y/X) ο
βαθμός του , και g = g(D,Y/X) ο αριθμός των συζυγών του πρώτων ισχύει
d = fg.

Απόδειξη. Το (iv) προκύπτει άμεσα απο τους ορισμούς των σ(C) και [Y/X,D].
Για τα (i) και (iii) υποθέτουμε ότι το C αρχίζει και τελειώνει στην κορυφή a στο

X και ότι το D είναι η ανύψωση του Cf που ξεκινά στην κορυφή (a, µ0) στο φύλλο
µ0. Ανυψώνοντας το C

f
ανυψώνουμε το C συνολικά f φορές διαδοχικά, ξεκινών-

τας από την (a, µ0) και τελειώνοντας στις (a, µ1), (a, µ2), . . . , (a, µf−1), (a, µf ),
όπου µf = µ0 και µj 6= µ0 για j = 1, 2, . . . f − 1.
Υποθέτουμε ότι η (b, κ) είναι μία άλλη κορυφή του D όπου η b ανήκει στο C.

Οπότε η (b, κ) βρίσκεται σε μία από τις f διαδοχικές ανυψώσεις του C, έστω στην
r. Η κορυφή b χωρίζει το C σε δύο μονοπάτια C = p1p2, όπου το b είναι η τελική
κορυφή του p1 και η αρχική κορυφή του p2. Η κορυφή (b, κ) του Y είναι η τελική
κορυφή της ανύψωσης του p1 στο D που ξεκινά στην (a, µr−1). Η ανύψωση του
C του πρώτου [C] που ξεκίνα στην κορυφή b , δηλαδή το p2p1 σε ένα μονοπάτι
στο Y που ξεκινά στην κορυφή (b, κ) τελειώνει στην κορυφή (b, λ) στο D η οποία
βρίσκεται στην (r + 1) διαδοχική ανύψωση του C.
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΄Εστω C̃ ′ ένα μονοπάτι στο Y από την (a, 1) στην (a, µ0) και έστω C ′ η
προβολή του C̃ ′ στο X. Οι κορυφές (a, µ0), (a, µ1), (b, κ) και (b, λ) του Y είναι
τότε οι τελικές κορυφές των ανυψώσεων των μονοπατιών

C ′, C ′C, C ′Cr−1p1, C
′Crp1,

αντίστοιχα σε μονοπάτια του Y που αρχίζουν στην κορυφή (a, 1). Τότε από το
λήμμα 4.4.2, έχουμε

µ0 = σ(C ′), µ1 = σ(C ′C) = σ(C ′)σ(C)

κ = σ(C ′Crp1) = σ(C ′)σ(C)r−1σ(p1)

λ = σ(C ′Crp1) = σ(C ′)σ(C)rσ(p1).

΄Επεται ότι το [Y/X,D] δίνεται από το

λκ−1 = µ1µ
−1
0 = σ(C ′)σ(C)σ(C ′)−1.

Αυτό αποδεικνύει το (i). Επίσης αποδεικνύει το (iii) στην περίπτωση που τ =
µ−10 = σ(C ′)−1, και αυτό αρκει για να αποδειχτεί το (iii) και στην γενική περί-
πτωση.

Για το (ii) βλέπουμε ότι για κάθε j,

µj = σ(C ′Cj) = σ(C ′)σ(C)j

οπότε

(4.4) µjµ
−1
0 = σ(C ′)σ(C)jσ(C ′)−1 = [Y/X,D]j .

Αυτό αποδεικνύει το (ii).
Για το μέρος (v) υπενθυμίζουμε ότι τ ∈ Z(D) σημαίνει ότι τ◦D είναι ισοδύναμο

με το D με την έννοια της σχέσης ισοδυναμίας με κλάση ισοδυναμίας [D]. Ας
υποθέσουμε ότι τ ◦D είναι ισοδύναμο με D τότε, αφού τ ◦D ξεκινά, επίσης, σε
μια κορυφή που προβάλεται από την π : Y → X στην a, πρέπει να έχουμε ότι
τµ0 = µj για ένα από τα µj . Ετσι, για κάποιο j, έχουμε τ = µjµ

−1
0 = [Y/X,D]j

από την εξίσωση 4.4. Αντίστροφα, για οποιοδήποτε τέτοιο τ [τ ◦D] = [D].
Για να δούμε ότι η τάξη της ομάδας ανάλυσης Z(D) είναι f = f(D,Y/X),

αρκεί να παρατηρήσουμε ότι 1 = µjµ
−1
0 = [Y/X,D]j ανν το f διαιρεί το j.

Για το μέρος (vi) η ομάδα Galois G = G(Y/X) τάξης d δρά μεταβατικά στους
πρώτους [D] πάνω από [C]. Η υποομάδα Z(D) είναι η υποομάδα της G που
σταθεροποιεί τον [D]. Αφού η Z(D) έχει τάξη f , έπεται ότι ο αριθμός g των
διαφορετικών [D] είναι |G/Z(D)| = d/f .

Μένει μόνο να συζητήσουμε την συμπεριφορά του Frobenius αυτομορφισμού
ως προς τα ενδιάμεσα καλύμματα.

Θεώρημα 4.4.6 (Περισσότερες ιδιότητες του αυτομορφισμού Frobenius). (i)
Ας υποθέσουμε ότι το X̃ είναι ένα ενδιάμεσο κάλυμμα του Y/X που αντι-
στοιχεί στην υποομάδα H της G = G(Y/X). ΄Εστω [D] μια κλάση ισο-
δυναμίας των πρώτων κύκλων του Y τέτοια ώστε το D να βρίσκεται πάνω
από το C̃ στο X̃. ΄Εστω f = f(D,Y/X) = f1f2, όπου f2 = f(D,Y/X̃)
και f1 = f(C̃, X̃/X). Τότε f1 είναι η ελάχιστη δύναμη του [Y/X,D] που
βρίσκεται στην H, και έχουμε

(4.5) [Y/X,D]f1 = [Y/X̃,D].
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(ii) Αν, επιπλέον,το X̃ είναι κανονικό πάνω από το X τότε ως στοιχείο του H\G
έχουμε το

[X̃/X, C̃] = H[Y/X,D].

Απόδειξη. Για το μέρος (i) ΄Εστω C να είναι ο πρώτος του X κάτω από το C̃. Ο
αυτομορφισμός Frobenius [Y/X̃,D] προκύπτει από την ανύψωση του C̃ από το X̃
στο Y . Αυτό είναι το ίδιο με το να ανυψώσουμε το Cf1 από το X στο Y , καθώς
δείχνει η ανάλυση στην απόδειξη της Πρότασης 4.4.5 η εξίσωση 4.4, ειδικότερα

δίνει την εξίσωση 4.5. Το γεγονός ότι η f1 είναι η ελάχιστη δύναμη του [Y/X,D],
η οποία ανήκει στην H προκύπτει από το ότι η Z(Y/X̃,D) = Z(Y/X,D) ∩ H,
η οποία γνωρίζουμε ότι είναι κυκλική τάξης f2. Ως εκ τούτου, δεδομένου ότι
[Y/X,D] είναι τάξης f1f2, βλέπουμε ότι [Y/X,D]j δεν μπορεί να ανήκει στην H
αν j < f1.

Για το μέρος (ii) έστω το X̃ να είναι κανονικό πάνω από το X. Θεωρούμε το
X να έχει ως κορυφές του τις (v,Hτ) για v ∈ X, τ ∈ G. ΄Εστω D με αρχή και
τέλος την (a, µ0) στο Y και έστω C̃ με αρχή και τέλος στην (a,Hµ0) στο X̃.
Εάν το C στο X ανυψώνεται σε ένα μονοπάτι στο Y που ξεκινά στην (a, µ0) και
τελειώνει στην (a, µ1), τότε το C ανυψώνεται σε ένα μονοπάτι στο X̃ που ξεκινά
στην (a,Hµ0) και τελειώνει στην (a,Hµ1). Στη συνέχεια, η πρόταση ακολουθεί
από τον ορισμό του αυτομορφισμού Frobenius.

4.4αʹ Κατασκευή ενδιάμεσων καλυμμάτων με χρήση του αυτο-

μορφισμού Frobenius

Ας εξηγήσουμε πώς να κατασκευάσουμε ενδιάμεσα καλύμματα. Πρώτα ας θυμη-

θούμε το παράδειγμα 4.2.1, σχήμα 4.8. Τα παρακάτω λήμματα και το θεώρημα

δίνουν την γενική κατασκευή που ακολουθήσαμε στο παράδειγμα 4.2.1. Επιπλέον

μας επιτρέπει να αντιστρέψουμε την διαδικασία και, ξεκινώντας από ενα κάλυμμα

Y , να κατασκευάσουμε το ελάχιστο κανονικό κάλυμμα Z με το Y ενδιάμεσο στο
Z/X.

Λήμμα 4.4.7. Ας υποθέσουμε ότι το Y/X είναι κανονικό με ομάδα Galois G.
Επιλέγουμε έναν δενδροπαράγοντα T του X. ΄Εστω e1, . . . , er οι ακμές του X
που δεν ανήκουν στον δεντροπαράγοντα (δηλαδή, εκείνες που αντιστοιχούν στους

γεννήτορες της θεμελιώδους ομάδας) με τις κατευθύνσεις που τους προσδώσαμε.

Οι r κανονικοποιημένοι αυτομορφισμοί Frobenius σ(ej), j = 1, . . . , r, παράγουν
την G.

Απόδειξη. Επειδή σ(t) = 1 για όλες τις ακμές t στο δέντρο T του X, για κάθε
μονοπάτι p στο X, σ(p) είναι ένα γινόμενο των σ(ej) και των αντιστρόφων τους
από το Λήμμα 4.4.2. Το γράφημα Y είναι συνεκτικό. ΄Ετσι, μπορούμε να πάμε
σε κάθε φύλλο του Y με ανύψωση μονοπατιών του X σε μονοπάτια με αρχή στό
φύλλο 1 του Y . Επομένως, κάθε g ∈ G είναι ένα γινόμενο των σ(ej).

Λήμμα 4.4.8. Ας υποθέσουμε ότι το Y/X είναι κανονικό με ομάδα Galois G
και X̃ ένα ενδιάμεσο κάλυμμα που αντιστοιχεί στην υποομάδα H της G. ΄Εστω
H0 =

⋂
g∈G gHg

−1
. Τότε, H0 = {1} αν και μόνο αν δεν υπάρχουν ενδιάμεσα

καλύμματα, πλην του Y , τα οποία να είναι κανονικά πάνω από το X και ενδιάμεσα
στο Y και το X̃.
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Απόδειξη. ΄Ενα κανονικό ενδιάμεσο καλυμμα X̃ ′, ανάμεσα στα Y , X̃, θα αντιστοι-
χούσε σε μια κανονική υποομάδα της G (μια υποομάδα η οποία πρέπει να περιέχεται
στην H) και αντιστρόφως. Οποιαδήποτε κανονική υποομάδα της G που περιέχε-
ται στην H περιέχεται επίσης σε κάθε συζυγή υποομάδα της H και επομένως
περιέχεται στην H0. Αφού η H0 είναι μια κανονική υποομάδα της G, έχουμε το
ζητούμενο.

Λήμμα 4.4.9. ΄Εστω ότι το X̃ είναι ένα κάλυμμα του X και ότι το Y/X είναι ένα
κανονικό κάλυμμα του X ελαχίστου βαθμού τέτοιο ώστε το X̃ να είναι ενδιάμεσο
στο Y/X. ΄Εστω G = G(Y/X), H = G(Y/X̃) και Hg1, . . . ,Hgn να είναι τα δεξιά
σύμπλοκα της H. Τότε υπάρχει ένας ένα προς ένα αντι-ομομορφισμό ομάδων G
από την ομάδα G στην συμμετρική ομάδα Sn που ορίζεται θέτοντας µ(g)(i) = j
όταν Hgig = Hgj .

Απόδειξη. Μπορούμε να επαληθεύσουμε ότι µ(g′)µ(g) = µ(gg′). Ο πυρήνας του
µ είναι το σύνολο των g ∈ G έτσι ώστε Hg′g = Hg′ ∀g′ ∈ G. Αυτό σημαίνει ότι
Hg′gg′−1 = H ∀g′ ∈ G, το οποίο είναι ισοδύναμο με g ∈ g′−1Hg′ ∀g′ ∈ G. Από
το Λήμμα 4.4.8, g = 1 και ο µ είναι ένα προς ένα.

Τώρα θα βάλουμε αυτά τα τρία λήμματα μαζί.

Θεώρημα 4.4.10. ΄Εστω τα γραφήματα Y, X̃,X, οι ομάδες G,H και η αναπα-
ράσταση µ να είναι όπως στο Λήμμα 4.4.9. ΄Εστω T ένας επιλεγμένος δένδροπα-
ράγοντας του X. Ας υποθέσουμε ότι e είναι μία από τις ακμές που δεν ανήκουν στο
T . ΄Εστω σ(e) να είναι ο αντίστοιχος κανονικοποιημένος αυτομορφισμός Frobenius
της G. Ας υποθέσουμε ότι o(e) = v είναι η αρχική κορυφή της e και ότι t(e) = v′

είναι η τερματική κορυφή της. Εάν µ = µ(σ(e)) είναι η μετάθεση του 1, . . . , n
ώστε µ(i) = µ(σ(e))(i) = j τότε η κατευθυνόμενη ακμή e ανυψώνεται σε μια
ακμή στο X̃ που ξεκινά στην κορυφή (v,Hgi) και καταλήγει στην (v′, Hgj).

Απόδειξη. Από τον ορισμό του µ,Hgiσ(e) = Hgj . Αυτό σημαίνει ότι giσ(e) =
hgj για κάποιο στοιχείο h ∈ H. Από τον ορισμό του σ(e), η ακμή e ανυψώνεται
σε μία ακμή στο Y από την κορυφή (v, 1) στην (v′, σ(e)). Αν εφαρμόσουμε το gi
σε αυτή την ακμή, παίρνουμε μία ακμή που αρχίζει στην (v, gi) και τελειώνει στην
(v, giσ(e)) = (v′, hgj). Οπότε η ακμή e ανυψώνεται σε μία κατευθυνόμενη ακμή

του X̃ από την (v,Hgi) στην (v′, Hgj).

Αυτό το θεώρημα μας δείχνει πώς να δημιουργήσουμε ενδιάμεσα καλύμματα αν

μας δοθεί ένα κανονικό κάλυμμα, και επίσης μας επιτρέπει να κατασκευάσουμε το

ελάχιστο κανονικό κάλυμμα Y του X, δεδομένου ενός ενδιαμέσου καλύμματος X̃
του X, καθώς και την ομάδα Galois G(Y/X).

Παραδείγμα 4.4.1 (Κατασκευή του ελάχιστου κανονικού καλύμματος Z του
κυβικού καλύμματος Y3/X του σχήματος 4.8). ΄Εστω G η ομάδα Galois G(Z/X)
και H είναι η υποομάδα που αντιστοιχεί στο Y3. Υπάρχουν τρία σύμπλοκα Hgi, i =
1, 2, 3. Δίνουμε ετικέτες στα σύμπλοκα έτσι ώστε τα Hg1, Hg2, Hg3 να αντιστοι-
χούν στα φύλλα του Y3 με ετικέτες έναν, δύο και τρείς τόνους. Σύμφωνα με το
Λήμμα 4.4.9, η μετάθεση που αντιστοιχεί στο σ(c) είναι η (1)(23), και η μετάθεση
που αντιστοιχεί στο σ(d) είναι (12)(3). Απο τα λήμματα 4.4.7 και 4.4.9, αυτές οι
μεταθέσεις παράγουν ένα ισόμορφο αντίγραφο της G στην S3. Αλλά οι μεταθέσεις

(12) και (23) παράγουν την S3. Οπότε G = S3. Επομένως, το ελάχιστο κανο-

νικό κάλυμμα Z έχει έξι φύλλα. Στις κορυφές του Z δίνονται ετικέτες (v, g) με
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v ∈ V (X) και g ∈ G. Ανυψώνουμε την ακμή c συνδέοντας την (2, g) με την
(4, gσ(c)). Ανυψώνουμε την ακμή d συνδέοντας την (4, g) με την (4, gσ(d)).
Το αποτέλεσμα είναι το γράφημα Z = Y6 που απεικονίζεται στο σχήμα 4.8. Δεν
μπορούμε να πούμε ποιά υποομάδα της S3 αντιστοιχεί στο Y3. Μπορούμε μονο
να την προσδιορίσουμε ως προς συζυγία γιατί δεν ξέρουμε ποιο σύμπλοκο από τα

Hg1, Hg2, Hg3 περιλαμβάνει το ταυτοτικό. Οι τρεις επιλογές δίνουν τις τρεις εμ-
βαπτύνσεις του Y3 στο Y6. Ισοδύναμα, μπορούμε να μετονομάσουμε τα φύλλα της
Y3 ως τα τρία σύμπλοκα. Στην S3 αυτή η μετονομασία είναι ισοδύναμη με μία

συζυγία.

Περισσότερα παραδείγματα αυτού του θεωρήματος μπορούν να βρεθουν στο

σχήμα του παραδείγματος 4.1.3, και στα σχήματα 4.6, και 4.7.



Κεφάλαιο 5

Οι Artin-Ihara L-σειρές

5.1 Ορισμοί

Ορισμός 5.1.1. Υποθέτουμε ότι το Y είναι ένα κανονικό αδιακλάδιστο κάλυμμα
του X με ομάδα Galois G = G(Y/X). Αν ρ είναι είναι μία αναπαράσταση του
G με βαθμό d = dρ και u είναι μια μιγαδική μεταβλητή με |u| αρκούντως μικρό,
ορίζουμε την Artin-Ihara L-συνάρτηση

L(u, ρ, Y/X) =
∏
[C]

det
(
I − ρ([Y/X,D])uv(C)

)−1
,

όπου το γινόμενο διατρέχει τους πρώτους [C] του X και [D] είναι αυθαίρετα επιλεγ-
μένο από τους πρώτους στο Y πάνω από το C. Εδώ [Y/X,D] είναι ο αυτομορφισμός
Frobenius και v(C) το μήκος του μονοπατιού C αντιπροσώπου του πρώτου [C].

Ο αυτομορφισμός Frobenius είναι μοναδικός μέχρι συζυγίας αλλά αυτο εν προ-
κειμένω δεν μας ενοχλεί γιατί λαμβάνουμε την ορίζουσα η οποία είναι ίδια για όλα

τα συζυγή στοιχεία. Οταν η αναπαράσταση ρ είναι η τετριμμένη η L-συνάρτηση
γίνεται απλά η Ihara ζ-συνάρτηση δηλαδή:

(5.1) L(u, 1, Y/X) = ζX(u)

΄Οπως και στην περίπτωση της Ihara ζ-συνάρτησης οι αντίστροφες των L-συναρτήσεων
που ορίσαμε είναι πολυώνυμα που οφείλονται στην ύπαρξη αναλόγων τύπων με ο-

ρίζουσες όπως θα δείξουμε στην συνέχεια

Ορισμός 5.1.2. Ορίζουμε τον Artinized πινακα γειτνίασης να είναι ο
πίνακας που κατασκευάζεται από block dρ×dρ που αντιστοιχούν στις κατευθυνόμενες
ακμές e, f , όπου το block (W1,ρ)e,f που αντιστοιχεί στις ακμές e, f είναι το

(W1,ρ)e,f = (W1)e,f · ρ(σ(e)) =

{
ρ(σ(e)) αν t(e) = o(f)

0 διαφορετικά,

όπου ο σ(e) είναι ο κανονικοποιημένος αυτομορφισμός Frobenius που αντιστοιχεί
στην κατευθυνόμενη ακμή e και W1 είναι ο πίνακας ακμών του X.

Θεώρημα 5.1.3. Ισχύει ότι L(u, ρ, Y/X)−1 = det(I − uW1,ρ).
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Απόδειξη. Μπορούμε να μιμηθούμε την αντίστοιχη απόδειξη για τις Ihara ζ-συναρτήσεις.
Αφού exp TrA = det expA για κάθε πίνακα A έχουμε

logL(u, r, Y/X)−1 = −
∑
[P ]

log det(I − ρ(σ(P ))uv(P ))

= −
∑
[P ]

Tr log(I − ρ(σ(P ))uv(P ))

= Tr

∑
[P ]

∑
j≥1

1

j
ρ(σ(P ))jujv(P )


= Tr

∑
P

∑
j≥1

1

v(P j)
ρ(σ(P j))uv(P

j)


=

∑
C

1

v(C)
χρ(σ(C))uv(C),

όπου στην τελευταία παράσταση τα C είναι κλειστά μονοπάτια χωρίς πισογυρίσμα-
τα και ουρές, όχι μόνο πρώτοι. ΄Εχουμε χρησιμοποιήσει το γεγονός ότι η κλάση

ισοδυναμίας [P ] περιέχει ακριβώς v(P ) πρώτα μονοπάτια, το ότι ο κανονικοποιημέ-
νος αυτομορφισμός Frobenius σ(C) είναι πολλαπλασιασιαστικός όπως επίσης και
το γεγονός ότι οποιοδήποτε κλειστό μονοπάτι C χωρίς ουρές και πισογυρίσματα
έχει την μορφή C = P j για κάποιο πρώτο [P ] και κάποιο θετικό ακέραιο j. Στην
συνέχεια θέτουμε B = W1,ρ και παρατηρούμε ότι

TrBm = Tr

( ∑
e1,...,em

be1e2be2e3 · · · bem−1embeme1

)

= Tr

( ∑
e1,...,em

ρ(σ(e1))ρ(σ(e2)) · · · ρ(σ(em−1))ρ(σ(em))

)
=

∑
C, v(C)=m

Tr(ρ(σ(C))).

Παρατηρούμε ότι το τελευταίο άθροισμα λαμβάνεται πάνω από τα e1, . . . , em έτσι
ώστε το e1 · · · em είναι ένα κλειστό μονοπάτι χωρίς πισογυρίσματα και ουρά. Τέλος
χρησιμοποιώντας το exp TrA = det expA έχουμε

logL(u, ρ, Y/X) =
∑
m≥1

1

m

∑
v(C)=m

χρ(σ(C))um

=
∑
m≥1

1

m

∑
v(C)=m

Tr(ρ(σ(C)))um

= Tr

∑
m≥1

1

m
Wm

1,ρu
m


= Tr

(
log(I − uW1,ρ)

−1)
= log det(I − uW1,ρ).

Και η αποδειξη έχει ολοκληρωθεί.
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Παραδείγμα 5.1.1 (Το κάλυμμα του αλτήρα με ομάδα Galois την ομάδα του
Klein και ενδιάμεσα καλύματα, συνέχεια του παραδείγματος 4.1.3). Αρχικά χρεια-
ζόμαστε τον πίνακα W1 του βασικού γραφήματος, δηλαδή του αλτήρα X όπου οι
ακμές του X διατάσσονται ως εξής: a, b, c, a−1, b−1, c−1

W1 =


1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0


.

Η ζ-συνάρτηση του αλτήρα είναι

ζX(u)−1 = det(I − uW1) = det


1− u 0 −u 0 0 0

0 1− u 0 0 0 −u
0 −u 1 0 −u 0
0 0 −u 1− u 0 0
0 0 0 0 1− u −u
−u 0 0 −u 0 1


= −4u6 + 8u5 − 3u4 − 4u3 + 6u2 − 4u+ 1

= −(u+ 1)(u− 1)2(2u− 1)(2u2 − u+ 1).

Τώρα χρειαζόμαστε τον κανονικοποιημένο αυτομορφισμό Frobenius για τα τρία
ενδιάμεσα τετραγωνικά καλύμματα Y ′, Y ′′, Y ′′′. Γράφουμε την ομάδα Galois ως
G = Z2 = {0, 1( mod 2)}. Τότε

Y ′ : σ(a) = 1( mod 2) σ(b) = 1( mod 2) σ(c) = 0( mod 2).

Y ′′ : σ(a) = 0( mod 2) σ(b) = 1( mod 2) σ(c) = 0( mod 2).

Y ′′′ : σ(a) = 1( mod 2) σ(b) = 0( mod 2) σ(c) = 0( mod 2).

΄Εστω οι δύο αναπαραστάσεις του G να είναι η 1 ,δηλαδή η τεριμμένη, και ρ, όπου
ρ(0( mod 2)) = 1 και όπου ρ(1( mod 2)) = −1. Βρίσκουμε τους πίνακεςWσ για

κάθε ένα από τα τρία ενδιάμεσα καλύμματα.

Για το Y ′ παίρνουμε την Artin L-συνάρτηση

L(u, ρ, Y ′/X)−1 = det(I − uW1,ρ) = det


1 + u 0 u 0 0 0

0 1 + u 0 0 0 u
0 −u 1 0 −u 0
0 0 u 1 + u 0 0
0 0 0 0 1 + u u
−u 0 0 −u 0 1


= −4u6 − 8u5 − 3u4 + 4u3 + 6u2 + 4u+ 1

= −(u+ 1)2(u− 1)(2u+ 1)(2u2 + u+ 1).
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Για το Y ′′ παίρνουμε την Artin L-συνάρτηση

L(u, ρ, Y ′′/X)−1 = det(I − uW1,ρ) = det


1− u 0 −u 0 0 0

0 1 + u 0 0 0 u
0 −u 1 0 −u 0
0 0 −u 1− u 0 0
0 0 0 0 1 + u u
−u 0 0 −u 0 1


= −4u6 + 5u4 +−2u2 + 1

= (u+ 1)(u− 1)(−4u4 + u2 − 1).

Για το Y ′′′ παίρνουμε την Artin L-συνάρτηση

L(u, ρ, Y ′′′/X)−1 = det(I − uW1,ρ) = det


1 + u 0 u 0 0 0

0 1− u 0 0 0 −u
0 −u 1 0 −u 0
0 0 u 1 + u 0 0
0 0 0 0 1− u −u
−u 0 0 −u 0 1


= −4u6 + 5u4 +−2u2 + 1

= (u+ 1)(u− 1)(−4u4 + u2 − 1).

Οπότε βρίσκουμε ότι οι ζ-συναρτήσεις των τριών καλυμμάτων είναι

ζY ′(u)−1 = ζX(u)−1L(u, ρ, Y ′/X)−1

= (u+ 1)3(u− 1)3(2u+ 1)(2u− 1)(2u2 + u+ 1)(2u2 − u+ 1),

ζY ′′(u)−1 = ζX(u)−1L(u, ρ, Y ′′/X)−1

= (u+ 1)2(u− 1)3(2u− 1)(2u2 − u+ 1)(−4u4 + u2 − 1),

ζY ′′′(u)−1 = ζX(u)−1L(u, ρ, Y ′′′/X)−1

= (u+ 1)3(u− 1)2(2u+ 1)(2u2 + u+ 1)(−4u4 + u2 − 1),

Τώρα έστω το γράφημα που προκύπτει ως Galois κάλυμμα του αλτήρα με ομάδα
Galois

Z/2Z× Z/2Z = {(a, b)|a, b ∈ Z/2Z}.
Οι αναπαραστάσεις είναι οι χc, όπου c = (c1, c2) ∈ Z/2Z × Z/2Z και για x =
(x1, x2),

χc(x) = e2πi(c1x1+c2x2)/2 = (−1)c1x1+c2x2 .

Ταυτίζουμε το φύλλο 1 (το χαμηλότερο φύλλο στο σχήμα) με το στοιχείο (0, 0)
της ομάδας Galois. Στην συνέχεια ταυτίζουμε το φύλλο 2 (το αμέσως ψηλότερο
φύλλο) με το στοιχείο (0,1), το φύλλο 3 με το στοιχείο (1,0) και το φύλλο 4 με το

στοιχείο (1,1). Οι κανονικοποιημένοι αυτομορφισμοί του Frobenius είναι

σ(a) = (0, 1) σ(b) = (1, 1) σ(c) = (0, 0).

Τότε

χ(0,1)(σ(a)) = (−1)1 = −1 χ(0,1)(σ(b)) = (−1)1 = −1 χ(0,1)(σ(c)) = (−1)1 = 1

χ(0,1)(σ(a)) = (−1)0 = −1 χ(0,1)(σ(b)) = (−1)0 = 1 χ(0,1)(σ(c)) = (−1)0 = 1

χ(1,1)(σ(a)) = (−1)1 = −1 χ(1,1)(σ(b)) = (−1)2 = 1 χ(0,1)(σ(c)) = (−1)0 = 1
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Ξέρουμε ότι

L(u, χ(0,0), Z/X) = ζX(u) = −(u+ 1)(u− 1)2(2u− 1)(2u2 − u+ 1).

Οι τρείς νέες L-συναρτήσεις του Z/X από την μη τετριμμένη αναπαράσταση μπο-
ρούν να βρεθούν εύκολα. Παρατηρούμε ότι χ(0,1)(σ(e)) = ρ(σ(e)) για το γράφημα
Y ′. Αυτό σημαίνει ότι

L(u, χ(0,1), Z/X)−1 = L(u, ρ, Y ′/X) = −(u− 1)(u+ 1)2(2u+ 1)(2u2 + u+ 1)

επίσης χ(1,0)(σ(e)) = ρ(σ(e)) για το γράφημα Y ′′. Αυτό σημαίνει ότι

L(u, χ(1,0), Z/X)−1 = L(u, ρ, Y ′′/X) = (u− 1)(u+ 1)(−4u4 + u2 − 1)

Τέλος χ(1,1)(σ(e)) = ρ(σ(e)) για το γράφημα Y ′′′. Αυτό σημαίνει ότι

L(u, χ(1,1), Z/X)−1 = L(u, ρ, Y ′′′/X) = (u− 1)(u+ 1)(−4u4 + u2 − 1).

Παρατηρούμε ότι οι L-συναρτήσεις που αντιστοιχούν στα καλύμματα Y ′′ και Y ′′′

ταυτίζονται. Αυτά τα γραφήματα είναι ισόμορφα ως γραφήματα, ενώ το Y ′ δεν είναι
ισόμορφο με το Y ′′. Η L-συνάρτηση για το Y ′ προκύπτει από την την αντίστοιχη
της τετριμμένης αναπαράστασης αν αντικαταστήσουμε το u με το −u. Μπορούμε
τώρα να ελέγξουμε,χρησιμοποιώντας τον τύπο με την ορίζουσα, ότι η ζ-συνάρτηση
του 4-καλύμματος Z είναι το γινόμενο των L-συναρτήσεων της ομάδας Galois του,
όπως θα αποδείξουμε σε επόμενη πρόταση

ζZ(u) = L(u, χ(0,0), Z/X)L(u, χ(0,1), Z/X)L(u, χ(1,0), Z/X)L(u, χ(1,1), Z/X) =

= (u+ 1)5(u− 1)5(2u+ 1)(2u− 1)(2u2 + u+ 1)(2u2 − u− 1)(−4u2 + u2 − 1).

Παρατηρούμε ότι το Z αποτελείται απο έναν 8-κύκλο αντικαθιστώντας κάθε ακμή
εκτός των φύλλων με μία διπλή ακμή. Προκύπτει ότι

ζX(u)2ζZ(u) = ζY ′(u)ζY ′′(u)ζY ′′′(u).

5.2 Ιδιότητες

Παρακάτω θα παρουσιάσουμε κάποιες βασικές ιδιότητες των L-συναρτήσεων των
κανονικών καλυμμάτων.

Θεώρημα 5.2.1 (Ιδιότητες της Artin-Ihara L-συνάρτησης). ΄Εστω Y/X ένα
κανονικό κάλυμμα με ομάδα Galois G. Τότε:

(i) L(u, ρ1 ⊕ ρ2) = L(u, ρ1)L(u, ρ2).

(ii) ΄Εστω ότι το X̃ είναι ένα ενδιάμεσο κάλυμμα στο Y/X και υποθέτουμε ότι
X̃/X είναι κανονικό, G = Gal(Y/X), H = Gal(Y/X̃). ΄Εστω ρ η ανα-
παράσταση της G/H ∼= Gal(X̃/X). Οπότε η ρ μπορεί να ειδωθεί ως μία
αναπαράσταση της G (η ανύψωση της ρ). Τότε

L(u, ρ, Y/X) = L(u, ρ, X̃/X)
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(iii) (επαγωγική ιδιότητα) Αν X̃ είναι ένα ενδιάμεσο κάλυμμα στο κανονικό κά-
λυμμα Y/X και ρ είναι μία αναπαράσταση του H = Gal(Y/X̃) θα συμβολί-
ζουμε με ρ# = IndGHρ την αναπαράσταση που επάγεται από την ρ από την
H στην G. Τότε

L(u, ρ#, Y/X) = L(u, ρ, Y/X̃)

Εδώ δεν υποθέτουμε ότι το X̃ είναι κανονικό πάνω από το X.

Απόδειξη. (i)

L(u, ρ1 ⊕ ρ2) =
∏
[C]

det
(
I − (ρ1 ⊕ ρ2)([Y/X,D])uv(C)

)−1
=
∏
[C]

det
(
I − ρ1([Y/X,D])uv(C)

)−1
det
(
I − ρ2([Y/X,D])uv(C)

)−1
=
∏
[C]

det
(
I − ρ1([Y/X,D])uv(C)

)−1∏
[C]

det
(
I − ρ2([Y/X,D])uv(C)

)−1
= L(u, ρ1)L(u, ρ2)

(ii)

L(u, ρ, Y/X) =
∏
[C]

det
(
I − ρ([Y/X,D])uv(C)

)−1
=

∏
[C]

det
(
I − ρ([X̃/X, C̃])uv(C)

)−1
= L(u, ρ, X̃/X)

όπου το C̃ είναι ένας πρώτος του X̃ πάνω από το C που ανυψώνεται στον
D στο Y

(iii) Την απόδειξη της επαγωγικής ιδιότητας θα την δώσουμε στην σελίδα 80 για
την γενικότερη περίπτωση των L-συναρτήσεων ακμών.

Πόρισμα 5.2.2 (Η παραγοντοποίηση της ζ-συνάρτησης του Ihara). Υποθέτου-
με ότι το Y/X είναι κανονικό με Galois ομάδα G = G(Y/X). ΄Εστω Ĝ να είναι
ένα πλήρες σύνολο από μη ισοδύναμες ανάγωγες μοναδιαίες αναπαραστάσεις της G.
Τότε

ζY (u) = L(u, 1, Y/Y ) =
∏
ρ∈Ĝ

L(u, ρ, Y/X)dρ .

Απόδειξη. Από την επαγωγική ιδιότητα του προηγουμενου θεωρήματος για Y = X̃
η αντίστοιχη υποομάδα H της G είναι H = {e}. Οπότε για ρ = 1 την τετριμμένη
αναπαράσταση της H έχουμε ότι ρ# = IndG{e}1

∼=
∑⊕
π∈Ĝ dππ. Χρησιμοποιώντας

τα μέρη (i) και (ii) της προηγούμενης πρότασης έχουμε ότι

ζY (u) = L(u, 1, Y/Y ) = L(u, ρ#, Y/X)

= L

u, ⊕∑
π∈Ĝ

dππ, Y/X

 =
∏
ρ∈Ĝ

L(u, ρ, Y/X)dρ .
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Στην συνέχεια ορίζουμε μερικούς πίνακες που αντιστοιχίζονται στην αναπαρά-

σταση ρ της G(Y/X) όπου το Y/X είναι ένα αδιακλάδιστο κανονικό κάλυμμα.

Ορισμός 5.2.3. Για σ, τ ∈ G και κορυφές a, b ∈ X, ορίζουμε τον πίνακα A(σ, τ)
να είναι ο n × n πίνακας με στοιχείο A(σ, τ)a,b ίσο με τον αριθμό των κατευθυ-
νόμενων ακμών στο Y από το (a, σ) στο (b, τ). Εδώ σε κάθε μη κατευθυνόμενη
ακμή του Y δίνουμε και τις δύο κατευθύνσεις.

Εκτός και αν τα (a, σ) και (b, τ) είναι η ίδια κορυφή στο Y (δηλαδή αν a = b
και σ = τ), αλλά ακόμα και τότε μόνο αν δεν υπάρχουν βρόχοι στο (a, σ) =
(b, τ), A(σ, τ)a,b είναι απλά ο αριθμός των μη κατευθυνόμενων ακμών στο Y που
συνδέουν το (a, σ) με το (b, τ). Ωστόσο αν υπάρχει βρόχος στο (a, σ) = (b, τ)
αυτός προσμετράται και στις δύο κατευθύνσεις οπότε σε αυτην την περίπτωση

ο μη κατευθυνόμενος βρόχος προσμετράτε δύο φορές. Παρατηρούμε ότι λόγω

μεταβατικότας

(5.2) A(σ, τ) = A(1, σ−1τ) ≡ A(σ−1τ)

Ορισμός 5.2.4. Αν η ρ είναι μία αναπαράσταση της G(Y/X) και A(σ, τ) δίνεται
από τον ορισμό 5.2.3, ορίζουμε τον Artinized πίνακα γειτνίασης Aρ ως

Aρ =
∑
σ∈G

A(σ)⊗ ρ(σ).

επίσης θέτουμε

Qρ = Q⊗ Id,
όπου Q είναι ο |X| × |X| διαγώνιος πίνακας με στοιχεία της διαγωνίου που αντι-
στοιχούν στις ενδιάμεσες ακμές που αντιστοιχούν στο a ∈ X και δίνονται απο το
qa = (βαθμος του a)− 1 και d είναι ο βαθμός της ρ.

Θεώρημα 5.2.5 (Η block διαγωνοποίηση του πίνακα γειτνίασης ενός κανο-
νικού καλύμματος). Υποθέτουμε ότι το Y/X είναι κανονικό με ομάδα Galois
G = G(Y/X). ΄Εστω Ĝ ένα πλήρες σύνολο από μη ισοδύναμες, ανάγωγες, μονα-
διαίες αναπαραστάσεις του G. Τότε μπορούμε να γράψουμε τον πίνακα γειτνίασης
του Y ως block διαγώνιο πίνακα με block τους πίνακες Aρ, ο καθένας επαναλαμβα-

νόμενος dρ φορές καθώς οι ρ διατρέχουν το Ĝ

Απόδειξη. Μπορούμε να δουμε τον πίνακα γειτνίασης του Y ως προερχόμενο α-
πό την αναπαράσταση IndGe 1 με αναπαράσταση όπως περιγράφεται στο θεώρημα
3.1.2. Διατάσουμε τις κορυφές του Y ως (x, τ), x ∈ X, g ∈ G. Οπότε ο AY
αποσυντίθεται σε n×n blocks, όπου n = |X|, με blocks A(σ, τ) = A(σ−1τ) οπως
περιγράψαμε προηγουμένως. Δηλαδή το σ ∈ G δρα στην συνάρτηση A : G −→ R
ως λ(σ)A(τ) = A(σ−1τ) με σ, τ ∈ G. Τότε η λ είναι η αριστερή κανονική ανα-
παράσταση της G και άρα ισοδύναμη με την IndGe 1. Συνεπάγεται από το θεώρημα
3.1.2 ότι ο AY αποσυντίθεται σε blocks Aρ που αντιστοιχούν στις ρ ∈ Ĝ, από dρ
φορές την κάθε μία.

Τώρα μπορούμε να γενικεύσουμε το θεώρημα 1.2.2.

Θεώρημα 5.2.6 (Θεώρημα του Ihara-Bass για L-συναρτήσεις). Με τις παρα-
πάνω υποθέσεις και όρισμους έχουμε

L(u, ρ, Y/X)−1 = (1− u2)r−1 det(I −Aρ +Qρu
2).

Εδώ r είναι ο βαθμός της θεμελιώδους ομάδας του X.
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Απόδειξη. Αναβάλλουμε την απόδειξη για όταν θά παρουσιάζουμε τις L-συναρτήσεις
ακμών.

Παραδείγματα παραγοντοποιήσεων ζ-συναρτήσεων

Παραδείγμα 5.2.1 (Ο κύβος ως κάλυμμα του τετραέδρου). Στο σχήμα 4.4

η δράση της ομάδας G = G(Y/X) = {1, σ} στο Y δίνεται από τους τόνους, δλδ,
x′ = (x, 1) και x′′ = (x, σ), για x ∈ X. Σε αυτήν την περίπτωση οι αναπαράστασεις
της ομάδας G είναι η τετριμμένη αναπαράσταση ρ0 = 1 και η αναπαράσταση ρ
που ορίζεται ως ρ(1) = 1, ρ(σ) = −1. Οπότε Qρ = 2I4. ΄Εχουμε για τις δύο
αναπραστάσεις.

(i) Η αναπαράσταση ρ0 = 1.
Εδώ A1 = A(1) +A(σ) = A, όπου

A(1) =


0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

 , A(σ) =


0 0 1 1
0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0


και A1 είναι ο πίνακας γειτνίασης του πίνακα X

(ii) Η αναπαράσταση ρ. Εδώ βρίσκουμε

Aρ = A(1)−A(σ) =


0 1 −1 −1
1 0 1 1
−1 1 0 −1
−1 1 −1 0


Στην συνέχεια ελέγχουμε τα αποτελέσματα μας σε αυτήν την περίπτωση. Γνωρί-

ζουμε από το πόρισμα 5.2.2 ότι

(5.3) ζY (u) = L(u, 1, Y/Y ) = L(u, 1, Y/X)L(u, ρ, Y/X) = ζX(u)L(u, ρ, Y/X).

Ο τύπος με ορίζουσα του Ihara μας δίνει ότι

ζX(u)−1 = (1− u2)2(1− u)(1− 2u)(1 + u+ 2u2)3

και

ζY (u)−1 = (1− u2)2(1 + u)(1 + 2u)(1− u+ 2u2)3ζX(u)−1.

Το θεώρημα 5.2.6 μας δίνει ότι (αφού το r = 3)

L(u, ρ, Y/X)−1 = (1− u2)2det(I4 +A′ρu+ 2u2I4)

= (1− u2)2(1 + u)(1 + 2u)(1− u+ 2u2)3.

Παρατηρούμε ότι από το θεώρημα 5.2.6 η εξίσωση (5.3) είναι μία παραγοντοποίηση

μιάς 8× 8 ορίζουσας σε γινόμενο 4× 4 οριζουσών:

det(I8 −AY u+ 2I8u
2) = det(I4 −AXu+ 2I4u

2) det(I4 −Aρu+ 2I4u
2).

Στην παρακάτω πρόταση παρουσιάζουμε ξεχωριστά την περίπτωση των 2-καλυμμάτων.
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Πρόταση 5.2.7. Αν το Y/X είναι ένα 2-κάλυμμα τότε ο πίνακας γειτνίασης
AY μπορεί να γραφεί ως διαγώνιος δύο block πίνακας, ένα block το AX (ο πίνακας
γειτνίασης του X) και ένα άλλο block το AA. Ο πίνακας AA έχει ως στοιχεία που
αντιστοιχουν σε δύο κορυφές a, b του X τα:

(AA)a,b =



+1
αν οι a και b ενώνονται με μία ακμή στο X η οποία ανυψώνεται

σε μία ακμή του Y της οποίας τα άκρα βρίσκονται στο ίδιο φύλλο

−1

αν οι a και b ενώνονται με μία ακμή στο X η οποία ανυψώνεται

σε μία ακμή του Y της οποίας τα άκρα βρίσκονται σε διαφορετικό

φύλλο

0 αν οι a και b δεν ενώνονται με ακμή στο X

Θα δώσουμε τώρα την εικασία των Bilu, Linial [8] που αναφέραμε όταν μιλού-
σαμε για τα Ramanujan γραφήματα στην παράγραφο 1.3.

Εικασία 5.2.1. Κάθε d-κανονικό γράφημα X έχει ένα 2-κάλυμμα Y έτσι ώστε

SpectrumAY − SpectrumAX ⊂
[
−2
√
d− 1, 2

√
d− 1

]
όπου AY είναι ο πίνακας γειτνίασης του Y .

Αυτή η εικασία θα μας επέτρεπε να κατασκευάσουμε οικογένειες Ramanujan
γραφημάτων οποιουδήποτε βαθμού με οσοδήποτε μεγάλο αριθμό ακμών ξεκινών-

τας από το d-πλήρες γράφημα και ανυψώνοντας διαδοχικά. Απο την πρόταση 5.2.7
αυτή είναι μία εικασία που αφορά το φάσμα ιδιοτιμών του πίνακα AA. ΄Οπως προ-
αναφέραμε το ανάλογο αυτής της εικασίας για διμερή γραφήματα αποδείχτηκε τον

Απρίλιο(2013) από τους οι Adam Marcus, Daniel Spielman και Nikhil Srivastava
[26] κάτι που αποδεικνύει ότι υπάρχουν άπειρες οικογένειες Ramanujan γραφημά-
των για κάθε d ξεκινώντας από το πλήρες d-κανονικό διμερές γράφημα, που ως
γνωστόν είναι Ramanujan αφού οι ιδιοτιμές του εκτός των d και −d είναι 0, και
ανυψώνοντας κατάλληλα. Ωστόσο η απόδειξη που έδωσαν είναι υπαρξιακή και έτσι

δεν μας δείνει ακόμα αλγόριθμο για αυτό.

Παραδείγμα 5.2.2. Ο κύβος ως κάλυμμα του αλτήρα. Το κάλυμμα στο οποίο

αναφερόμαστε εδώ είναι το κάλυμμα στο σχήμα 4.6. Η ομάδα επικάλυψης G(Y/X)
είναι οι ακέραιοι mod 4, Z/4Z = {0, 1, 2, 3( mod 4)}. Βάζουμε ετικέτες στά
φύλλα ως εξής

x′1 = (x, 0( mod 4)), x′2 = (x, 1( mod 4))

x′′1 = (x, 2( mod 4)), x′′2 = (x, 3( mod 4)).

Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις είναι όλες μονοδιάστατες και μπορούν να γραφούν ως

χv(j) = exp(2πivj/4) = ivj για j, v ∈ Z/4Z. Παρατηρούμε ότι αν και το X έχει
βρόχους το Y δεν έχει. Συνεπάγεται ότι

A(0) =

(
0 1
1 0

)
, A(1) = A(3) = I2, A(2) = 0

Οπότε

Aχ0
=

(
2 1
1 2

)
, Aχ1

=

(
0 1
1 0

)
= Aχ3

, Aχ2

(
−2 1
1 −2

)
,
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Οι αντίστοιχες L-συναρτήσεις είναι

L(u, χ0, Y/X)−1 = (1− u2) det

(
1− 2u+ 2u2 −u

−u 1− 2u+ 2u2

)
= (1− u2)(1− u)(1− 2u)(1− u+ 2u2)

L(u, χ1, Y/X)−1 = L(u, χ3, Y/X)−1 = (1− u2) det

(
1 + 2u2 −u
−u 1 + 2u2

)
= (1− u2)(1 + u+ 2u2)(1− u+ 2u2)

L(u, χ2, Y/X)−1 = (1− u2) det

(
1 + 2u+ 2u2 −u

−u 1 + 2u+ 2u2

)
= (1− u2)(1 + u)(1 + 2u)(1 + u+ 2u2)

οπότε βλέπουμε ότι όπως στο πόρισμα 5.2.2,

ζY (u)−1 = L(u, χ0, Y/X)L(u, χ1, Y/X)L(u, χ2, Y/X)L(u, χ3, Y/X).

Μπορούμε όπως και προηγουμένως να δούμε την τελευταία ισότητα ως μια παρα-

γοντοποίηση της ορίζουσας ενός πίνακα 8 × 8 σε γινόμενο τεσσάρων οριζουσών
2× 2 πινάκων.

Παραδείγμα 5.2.3. ΄Ενα S3 κάλυμμα. Από το παράδειγμα στο σχήμα 4.8

μπορούμε να δούμε την ομάδα S3 ως την διεδρική ομάδα D3, που είναι η ομάδα

συμμετριών ενός ισοπλεύρου τριγώνου και παράγεται από την συμμετρία F και
από την στροφή R:

A(I) =


0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 , A(FR2) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



A(FR2) =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

 A(R2) = 0 A(R) = 0 A(F ) = 0

Στην συνέχεια χρειαζόμαστε να δούμε τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της S3. Η

μη τετριμμένη μονοδιάστατη αναπαράσταση της S3 έχει τιμές χ1(FR) = −1 και
χ1(FR2) = −1. Οι δύο διαστάσεων ανάγωγη αναπαράσταση ρ έχει τις τιμές

ρ(FR) =

(
0 ω2

ω 0

)
και ρ(FR2) =

(
0 ω
ω2 0

)
, ω = e2πi/3.

Τώρα μπορούμε να υπολογισούμε τους πίνακες που χρησιμοποιούμε για τον υπο-

λογιμό των L-συναρτήσεων:

Aχ0 = A, Aχ1 =


0 1 1 1
1 0 0 −1
1 0 0 −1
1 −1 −1 0


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Aρ = A1(I)⊗ ρ(I) +A1(FR)⊗ ρ(FR2) +A1(FR2)⊗ ρ(FR2)

=



0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 ω2

1 0 0 0 0 0 0 ω
1 0 0 0 0 ω2 ω 0
0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 ω 1 0 0 0
0 0 0 ω2 1 0 0 0
0 ω ω2 0 1 0 0 0


Ακολουθεί ότι

L(u, χ0, Y6/X)−1 = (1− u2) det


1 + 2u2 −u −u −u
−u 1 + 2u2 0 −u
−u 0 1 + u2 u
−u −u −u 1 + 2u2


= (1− u2)(1− u)(1 + u2)(1− u+ 2u2)(1− u2 − 2u3),

L(u, χ1, Y6/X)−1 = (1− u2) det


1 + 2u2 −u −u −u
−u 1 + 2u2 0 u
−u 0 1 + u2 u
−u u u 1 + 2u2


= (1− u2)(1 + u)(1 + u2)(1− u+ 2u2)(1− u2 + 2u3),

L(u, ρ, Y6/X)−1 = (1− u2) det(I8 −Aρu+ u2Qρ)

= (1− u2)(1 + u+ 2u2 + u3)(1 + u+ u3 + 2u4)

(1− u+ 2u2 − u3 + 2u4)(1− u− u3 + 2u4).

Απο τα προηγούμενα αποτελέσματα έχουμε ότι

ζX(u)−1 = L(u, χ0, Y6/X)−1

= (1− u2)(1− u)(1 + u2)(1 + u+ 2u2)(1− u2 − 2u3),

ζY2
(u)−1ζX(u) = L(u, χ1, Y2/X)−1 = L(u, χ1, Y6/X)−1

= (1− u2)(1 + u)(1 + u2)(1− u+ 2u2)(1− u2 + 2u3),

ζY3
(u)−1 = L(u, ρ, Y6/X)−1 = (1− u2)(1 + u+ 2u2 + u3)(1 + u+ u3 + 2u4)

(1− u+ 2u2 − u3 + 2u4)(1− u− u3 + 2u4),

ζY6
(u) = L(u, χ0, Y6/X)L(u, χ1, Y6/X)L(u, ρ, Y6/X)2

= ζX(u)
ζY2

(u)

ζX(u)

[
ζY3

(u)

ζX(u)

]2
.

Οπότε ως συνέπεια έχουμε ότι

ζX(u)2ζY6(u) = ζY2(u)ζY3(u)2.

Παραδείγμα 5.2.4. Το κάλυμμα με ομάδα G = G(Y/X) την ομάδα του Klein
με τέσσερα στοιχεία δηλαδή την Z2×Z2, σχήμα 4.7. Η αντιστοιχεία είναι η εξής

x′1 = (x, (1, 0)), x′′1 = (x, (1, 1)), x′2 = (x, (0, 0)), x′′2 = (x, (0, 1)). Οι αναπαραστά-
σεις της G δίνονται από την χr,s(w, v) = (−1)rw+sv

για r, s, w, v ∈ Z2. Βρίσκουμε
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ότι

L(u, χ0,0, Y/X)−1 = (1− u2) det

(
1 + 2u2 −3u
−3u 1 + 2u2

)
= ζX(u)−1 = (1− u2)(1− u)(1 + u)(1− 2u)(1 + 2u)

όμοια

L(u, χ0,1, Y/X)−1 = (1− u2) det

(
1 + 2u2 −u
−u 1 + 2u2

)
= L(u, χ1,1, Y/X)−1

= = (1− u2)(1− u+ 2u2)(1 + u+ 2u2)

και

L(u, χ1,0, Y/X)−1 = (1− u2) det

(
1 + 2u2 u

u 1 + 2u2

)
= (1− u2)(1− u+ 2u2)(1 + u+ 2u2).

Οπότε και οι τρείς L-συναρτήσεις για τις μη τετριμμένες αναπαραστάσεις είναι
ισοδύναμες. Αυτό συμβαίνει επειδή και τα τρία ενδιάμεσα τετραγωνικά καλύμματα

του X είναι ισόμορφα ως γραφήματα και άρα έχουν ίδιες ζ-συναρτήσεις. Κάθε μία
από αυτές είναι της μορφής ζX̃ = ζX(u)L(u, χ, Y/X) όπου χ διατρέχει τις τρεις

μη τετριμμένες αναπαραστάσεις της G καθώς η X̃ διατρέχει τα τρία ενδιάμεσα
τετραγωνικά καλύμματα του X. Για την ζY (u) έχουμε

ζY (u)−1 =
∏
χ∈Ĝ

L(u, χ, Y/X)

= (1− u2)4(1− u)(1 + u)(1− 2u)(1 + 2u)(1− u− 2u2)3(1 + u+ 2u2)3

και επίσης έχουμε ότι

ζ2XζY (u) = ζX̃(u)3

το οποίο ισχύει και για τα τρία ενδιάμεσα καλύμματα X̃ του X.

Παραδείγμα 5.2.5. Το κυκλικό 6-κάλυμμα Y/X του σχήματος 5.1. Η ομάδα

Σχήμα 5.1:

G = G(Y/X) ∼= Z6. ΄Εστω ω = e2πi/6. Οι αναπαραστάσεις είναι χa(b) = ωab για
a, b ∈ Z6. Εδώ οι πίνακες A(τ) είναι 1× 1. Οπότε παίρνουμε

A(6) = A(3) = 0 A(1) = A(2) = A(4) = A(5) = 1
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Βρίσκουμε ότι

Aχ0
= 4 = A, ο πίνακας γειτνίασης του X

Aχj = 0 για j = 1, 3, 5,

Aχj = −2 για j = 2, 4

Οπότε

L(u, χ0, Y/X)−1 = ζX(u)−1 = (1− u2)(1− u)(1− 3u)

L(u, χj , Y/X)−1 = (1− u2)(1 + 3u2) για j = 1, 3, 5,

L(u, χj , Y/X)−1 = ZX(u)−1 = (1− u2)(1 + 2u+ 3u2) για j = 2, 4

Θέτουμε

m =


1 + 3u2 −u −u 0 −u −u
−u 1 + 3u2 −u −u 0 −u
−u −u 1 + 3u2 −u −u 0
0 −u −u 1 + 3u2 −u −u
−u 0 −u −u 1 + 3u2 −u
−u −u 0 −u −u 1 + 3u2

 .

Από τον τύπο του Ihara

ζY (u)−1 = (1− u2)6 detm

= (1− u2)6(3u− 1)(u− 1)(3u2 + 2u+ 1)2(1 + 3u2)3,

Το οποίο συμφωνεί με το γινόμενο

ζY (u)−1 =
∏
χ∈Ĝ

L(u, χ, Y/X).

5.3 Η Artin L-συνάρτηση ακμών

Υποθέτουμε ότι το Y/X είναι ένα κανονικό κάλυμμα

Ορισμός 5.3.1. Δεδομένου ενός μονοπατιού C στο X που γράφεται ως γινό-
μενο κατευθυνόμενων ακμών C = a1a2 · · · as με νόρμα ακμών την

NE(C) = wa1a2
wa2a3

· · ·was−1aswasa1

η Artin L-συνάρτηση ακμών που αντιστοιχεί σε μία αναπαράσταση ρ της ομάδας
Galois G(Y/X) και τον πίνακα ακμών W είναι

L(W,ρ) = LE(W,ρ, Y/X) =
∏
[C]

det

(
I − ρ

(
Y/X

D

)
NE(C)

)−1

όπου το γινόμενο είναι πάνω από τους πρώτους [C] στο [X] και [D] είναι τυχαία
επιλεγμένο απο τους πρώτους στο Y πάνω από το [C].
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Οι τιμές |wef | θα πρέπει να διαλεχτούν αρκούντως μικρές ώστε να συγκλίνει
το γινόμενο και

(
Y/X
D

)
είναι ο αυτομορφισμός Frobenius που δώσαμε στον ορισμό

4.4.3. Η ορίζουσα στον ορισμό δεν εξαρτάται από την επιλογή του πρώτου [D]
στο Y μιάς και οι διαφορετικοί αυτομορφισμοί Frobenius που αντιστοιχούν σε
διαφορετικές επιλογές πρώτου ειναι συζυγείς.

Για την παραγοντοποίηση της L-συνάρτησης των ακμών θα χρειαστούμε τον
παρακάτω ορισμό

Ορισμός 5.3.2. Υποθέτουμε ότι το X̃ είναι ένα αδιακλάδιστο κάλυμμα του
X και ότι ο W̃ και ο W είναι οι αντίστοιχοι πίνακες ακμών. Υποθέτουμε ότι η

ẽ και η f̃ είναι δύο ακμές του X̃ που προβάλλονται στις e και f στο X μέσω
της απεικόνισης επικάλυψης π : X̃ −→ X. Αν t(ẽ) = o(f̃) και ẽ 6= f̃−1 τότε
t(e) = o(f) και e 6= f−1. Οπότε μπορούμε να θέσουμε την μεταβλητή w̃ẽf̃ = wef .
Ονομάζουμε τον πίνακα που προκύπτει κάνοντας αυτήν την αντικατάσταση για όλες

τις μεταβλητές του W̃ X-εξειδικευμένο πίνακα ακμών και θα τον συμβολίζουμε με
W̃spec.

Θεώρημα 5.3.3 (Βασικές ιδιότητες των Artin L-συναρτήσεων ακμών). Υπο-
θέτουμε ότι το X̃ είναι ένα κανονικό αδιακλάδιστο κάλυμμα του X. Τότε:

(i) Η L-συνάρτηση ακμών που αντιστοιχεί στην τετριμμένη αναπαράσταση είναι
η ζ-συνάρτηση ακμών

LE(W, 1, X̃/X) = ζE(W,X).

(ii) Η ζ-συνάρτηση ακμών του X̃ παραγοντοποιείται ως εξής σε γινόμενο L-
συναρτήσεων ακμών:

ζE(W̃spec, X) =
∏
ρ∈Ĝ

LE(W,ρ)dρ

όπου το γινόμενο είναι πάνω από όλες τις μη ισοδύναμες ανάγωγες μοναδιαίες

αναπαραστάσεις της ομάδας Galois Gal(X̃/X) και dρ ο βαθμός της κάθε ρ
αντίστοιχα.

(iii) ΄Εστω m = |E| ο αριθμός των μη κατευθυνόμενων ακμών του X. Αν
η αναπαράσταση ρ του G έχει βαθμό d, ορίζουμε τον 2dm × 2dm Artin
πίνακα ακμών Wρ να έχει block μορφή

(Wρ)e,f = (W )e,f · ρ(σ(e)) =

{
wefρ(σ(e)) αν t(e) = o(f)

0 διαφορετικά,

όπου σ(e) είναι ο κανονικοποιημένος αυτομορφισμός Frobenius όπως τον
ορίσαμε στον ορισμό 4.4.1 που αντιστοιχεί στην ακμή e. Τότε

LE(W,ρ, Y/X) = det(I −Wρ)
−1.

Απόδειξη. (i) Προκύπτει άμεσα από τους ορισμούς

(ii) Αποδεικνύεται αντίστοιχα με την πρόταση για τις L-συναρτήσεις 5.2.2, δη-
λαδή χρησιμοποιώντας το θεώρημα 3.1.2 και τα μέρη (ii),(iv) του επόμενου
θεωρήματος.
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(iii) Το αποδείνύουμε παρακάτω στην σελίδα 75.

Θεώρημα 5.3.4 (Περισσότερες ιδιότητες των Artin L-συναρτήσεων ακμών).
Υποθέτουμε ότι το Y/X είναι ένα αδιακλάδιστο κανονικό κάλυμμα με ομάδα Galois
G. Τότε:

(i) Αν εξειδικεύσουμε την μη μηδενική μεταβλητή wij σε u ηArtin L-συνάρτηση
ακμών LE(W,ρ) εξειδικεύεται στην Artin L-συνάρτηση ακμών LE(u, ρ)

(ii) LE(W,ρ1 ⊕ ρ2) = LE(W,ρ1)LE(W,ρ2).

(iii) Αν X̃ είναι ενδιάμεσο στο Y/X, τότε G = Gal(Y/X) και H = Gal(Y/X)
και H = Gal(Y/X̃). Υποθέτουμε ότι το X̃/X είναι κανονικό. ΄Εστω ρ μία
αναπαράσταση της G/H ∼= Gal(Y/X̃). Μπορούμε να δούμε την ρ ως μία
αναπαράσταση της G (την ανύψωση της ρ). Τότε:

LE(W,ρ, Y/X) = LE(W,ρ, X̃/X).

(iv) (Επαγωγική ιδιότητα) Υποθέτουμε ότι η H είναι οποιαδήποτε υποομάδα της
G. ΄Εστω ότι X̃ το ενδιάμεσο κάλυμμα στο Y/X που αντιστοιχεί στην H.
΄Εστω ρ μία αναπαράσταση τηςH και ρ# η αναπαράσταση τηςG που επάγεται
από την ρ. Τότε έχουμε ότι

LE(Wspec, ρ, Y/X̃) = LE(W,ρ#, Y/X).

Απόδειξη. (i) Προκύπτει άμεσα από τους ορισμούς

(ii) Αποδεικνύεται όμοια με το (i) του θεωρήματος 5.2.1

(iii) Αποδεικνύεται όμοια με το (ii) του θεωρήματος 5.2.1

(iv) την επαγωγική ιδιότητα θα την αποδείξουμε παρακάτω στην σελίδα 80

Παραδείγμα 5.3.1. Οι L-συναρτήσεις ακμών του κύβου ως κάλυμμα του αλ-
τήρα(σχήμα 4.6). Οι L-συνάρτησεις ακμών για τις αναπαραστάσεις της ομάδας
Galois του Y/X που είναι η Z/4Z, χρειάζονται τον πίνακα W που έχει είσοδο την
wij όπου t(ei) = o(ej). Για τις ετικέτες των ακμών του αλτήρα βρίσκουμε ότι ο
πίνακας W δίνεται από τον πίνακα

w11 w12 0 0 0 0
0 0 w23 0 0 w26

0 0 w33 0 w35 0
0 w42 0 w44 0 0
w51 0 0 w54 0 0
0 0 0 0 w65 w66

 .

Στην συνέχεια χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε τον σ(ei) για κάθε ακμή ei, όπου
σ(C) δηλώνει τον κανονικοποιημένο αυτομορφισμό Frobenius. Θα γράψουμε την
ομάδα Galois G(Y/X) ως σ1, σ2, σ3, σ4, όπου (x, σj) = x(j) για x ∈ X. Μέσω
της ταύτισης της G με την Z/4Z που στέλνει τον σj στο (j−1( mod 4)). Οπότε
μπορούμε να υπολογίσουμε τα στοιχεία της ομαδας Galois που αντιστοιχούν στις
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ακμές ως, σ(e1) = σ2, σ(e2) = σ1, σ(e3) = σ2. Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις
της ομάδας μας είναι μονοδιάστατες και δίνονται από τις χa(σb) = ia(b−1) για
a, b ∈ Z/4Z. Οπότε έχουμε

LE(W,χ0, Y/X) = ζE(W,X)−1

=


w11 − 1 w12 0 0 0 0

0 −1 w23 0 0 w26

0 0 w33 − 1 0 w35 0
0 w42 0 w44 − 1 0 0
w51 0 0 w54 −1 0
0 0 0 0 w65 w66 − 1


LE(W,χ1, Y/X) = det(I −Wχ1)

=


iw11 − 1 iw12 0 0 0 0

0 −1 w23 0 0 w26

0 0 iw33 − 1 0 w35 0
0 w42 0 −iw44 − 1 0 0
w51 0 0 w54 −1 0
0 0 0 0 −iw65 −iw66 − 1


LE(W,χ2, Y/X) = det(I −Wχ2

)

=


−w11 − 1 −w12 0 0 0 0

0 −1 w23 0 0 w26

0 0 −w33 − 1 0 −w35 0
0 −w42 0 −w44 − 1 0 0
w51 0 0 w54 −1 0
0 0 0 0 −w65 −w66 − 1


LE(W,χ3, Y/X) = det(I −Wχ3

)

=


−iw11 − 1 −iw12 0 0 0 0

0 −1 w23 0 0 w26

0 0 −iw33−1 0 −iw35 0
0 iw42 0 iw44 − 1 0 0
w51 0 0 w54 −1 0
0 0 0 0 iw65 iw66 − 1


Παρατηρούμε ότι από το μέρος (ii). του θεωρήματος 5.3.3 το γινόμενο των τεσσά-
ρων οριζουσών των προηγούμενων 6× 6 πινάκων πρέπει να είναι η ορίζουσα ενός
24× 24 πίνακα:

det(I − W̃spec) =

3∏
i=0

det(I −Wχi),

όπου ο W̃spec προκύπτει εξειδικεύοντας τον πίνακα ακμών του κύβου ως εξής: Για

τις μεταβλητές των ακμών του αλτήρα, γράφουμε

a = w11, b = w12, c = w23, d = w26, e = w33, f = w35,

g = w42, h = w44, j = w51, k = w54, m = w65, n = w66.

Χρησιμοποιώντας την φυσική διάταξη των ακμών του Y δηλαδή την e′1, e
′′
1 , e

(3)
1 , e

(4)
1 ,

e′2, e
′′
2 , e

(3)
2 , e

(4)
2 , e′3, e

′′
3 , e

(3)
3 , e

(4)
3 , και τις αντίστροφες τους με την ίδια διάταξη ο πί-
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νακας W̃spec είναι ο ακόλουθος:

0 a 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d
0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0
0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 g 0 0 0 0 0 0 h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 g 0 0 0 0 0 0 h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 g 0 0 0 0 0 0 h 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k 0 0 0 0 0 0 0 0
0 j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0 0 0 0 0 0 n
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0 0 n 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0 0 n 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0 0 n 0



Αποδείξεις των τύπων με ορίζουσα για τις L-συναρτήσεις ακμών
Μπορούμε να αποδείξουμε το θεώρημα 5.3.3 χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο με

την οποία αποδείξαμε το ανάλογο για την Ihara ζ-συνάρτηση ακμών.

Απόδειξη: μέρος (iii). Θεώρημα 5.3.3. Προσπαθούμε να αποδείξουμε ότι

LE(W,ρ, Y/X) = det(I −Wρ)
−1.

θα μιμηθούμε την απόδειξη του Θεωρήματος 5.1.3, θέτοντας χ = Trρ. Ξεκινάμε
παίρνοντας τον λογάριθμο της L-συνάρτησης, οπότε έχουμε ότι

log(LE(W,ρ, Y/X)) =
∑
[P ]

∞∑
j=1

1

j
χ(σ(P )j)NE(P j)

=
∑
P

∞∑
j=1

1

jP
χ(σ(P j))NE(P j).

Τώρα το άθροισμα είναι πάνω από τα πρώτα μονοπάτια P αντί των πρώτων [P ]. Η
block i1in + 1 είσοδος του Wn

ρ είναι∑
i2,...,in

w(i1, i2) · · ·w(in, in + 1)ρ(σ(i1) · · ·σ(in))

=
∑

C=i1···in
v(C)=n

w(i1, i2) · · ·w(in, in+1)ρ(σ(C)),

όπου το άθροισμα είναι πάνω από όλα τα μονοπάτια C στο X μήκους n με αρχική
ακμή την i1. Οι μόνες μη μηδενικές είσοδοι στο τελευταίο άθροισμα είναι αυτά τα
μονοπάτια των οποίων η αρχική ακμή είναι η i1 και τελική τους ακμή in ακολου-
θείται απο την in+1 χωρίς πισογύρισμα, δηλαδή in+1 6= i−1n . Παίρνοντας το ίχνος
έχουμε ότι in+1 = i + 1 οπότε μιλάμε για κλειστά , χωρίς πισογυρίσματα, χω-
ρίς ουρές μονοπάτια μήκους n. Τέλος χρησιμοποιώντας ότι exp TrA = det expA
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έχουμε ότι

logLE(W,ρ, Y/X) =
∑
C

Trρ(C)

v(C)
NE(C)

=
∑ 1

m
TrWm

ρ = Tr(log(I −Wρ)
−1)

= log det((I −Wρ)
−1).(5.4)

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του μέρους (iii) του Θεωρήματος 5.3.3

Η απόδειξη του Θεωρήματος του Bass για τις Artin L-συναρτήσεις
Δίνουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 5.2.6 για τις Artin L-συναρτήσεις. Πρέπει
να γενικεύσουμε πρώτα τους πίνακες που χρησιμοποιήσαμε στην πρόταση 1.2.10.

Για μία αναπαράσταση ρ της ομάδας Galois G(Y/X), έστω dρ ο βαθμός (δηλαδή
το μεγεθος των πινάκων ρ(G)). ΄Οταν γράφουμε το τανυστικό γινόμενο B ⊗ C
για τον p × p πίνακα B και τον r × r πίνακα C εννοούμε τον pr × pr πίνακας με
block αναπαράσταση την

B ⊗ C =

b11C · · · b1pC
.
.
.

. . .
.
.
.

bp1C · · · bppC

 .

Ορισμός 5.3.5. Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς των αρχικού, τελικού και J
πινάκων που δόθηκε στην πρόταση 1.2.10 , ορίζουμε τους Artinized αρχικό ,
τελικο και J πίνακες ως εξής

Sρ = S ⊗ Idρ , Tρ = T ⊗ Idρ , Jρ = J ⊗ Idρ

Ορισμός 5.3.6. Ορίζουμε τον 2mdρ × 2mdρ block διαγώνιο R-πίνακα Rρ να
είναι ο

(5.5) Rρ =

ρ(σ(e1)) · · · 0
.
.
.

. . .
.
.
.

0 · · · ρ(σ(e2m))

 =

(
U 0
0 U−1

)

όπου οι e1, . . . e2m είναι η αρίθμηση που έχουμε δώσει στις κατευθυνόμενες ακμές
του X. Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το γεγονός ότι σ(e)−1 = σ(e−1) για τον
κανονικοποιημένο αυτομορφισμό Frobenius.

Στην επόμενη πρόταση ο W1,ρ είναι ο Artinized πίνακας γειτνίασης του ορι-
σμού 5.1.2 και ο Aρ είναι ο Artinized πίνακας γειτνίασης που αντιστοιχεί στην
αναπαράσταση ρ του ορισμού 5.2.4

Πρόταση 5.3.7 (Ιδιότητες των πινάκων).

(i) W1,ρ = Rρ(W1 ⊗ Id).

(ii) Aρ = SρRρT
t
ρ.

(iii) SρJρ = Tρ, TρJρ = Sρ, Qρ + Indρ = SρS
t
ρ = TρT

t
ρ.

(iv) A1,ρ +RρJρ = RρT
t
ρSρ.
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(v) (RρJρ)
2 = I2|E|d.

Απόδειξη. (i) Προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε τους πίνακες σε block μορφή
θέτοντας W1 = B με εισόδους be,f :

(W1,ρ)e,f = ρ(σ(e))(W1)ef

=


ρ(σ(e1)) · · · 0

.

.

.
. . .

.

.

.

0 · · · ρ(σ(e2m)


 be1,e1Idρ · · · be1,e2mIdρ

.

.

.
. . .

.

.

.

be2m,e1Idρ · · · be2m,e2mIdρ



e,f

(ii) Θέτουμε d = dρ. Οπότε έχουμε

SρRρT
t
ρ = (S ⊗ Id) =

ρ(σ(e1)) · · · 0
.
.
.

. . .
.
.
.

0 · · · ρ(σ(e2m)

 (T ⊗ Id)t

=

s11Id · · · s1,2mId
.
.
.

. . .
.
.
.

sn1Id · · · sn,2mId


ρ(σ(e1)) · · · 0

.

.

.
. . .

.

.

.

0 · · · ρ(σ(e2m))


t11Id · · · t1,2mId
.
.
.

. . .
.
.
.

tn1Id · · · tn,2mId


οπότε από το block που αντιστοιχεί στις κορυφές a, b του X, παίρνουμε

(SρRρT
t
ρ) = (S ⊗ Id)a,b =

∑
e

sa,eρ(σ(e))tb,e =
∑
g

∈ Gρ(g)
∑

e,σ(e)=g

sa,etb,e

=
∑
g∈G

(A(g))a,bρ(g) = (Aρ)a,b.

και το ζητούμενο προκύπτει.

(iii) Η απόδειξη προκύπτει από τον παρακάτω υπολογισμό:

(SρJρ)v,e =


s11Id · · · s1,2mId
.
.
.

. . .
.
.
.

sn1Id · · · sn,2mId

( 0 Im ⊗ Id
Im ⊗ Id 0

)
v,e

= (T )v,e,

(SρS
t
ρ)a,b =

∑
e sa,eIdsb,eId = (#ακμών με αρχή την a)× δa,bId = (Q+ I)a,bId.

(iv) ΄Εχουμε ότι

(RρTρSρ)e,f

=


ρ(σ(e1)) · · · 0

.

.

.
. . .

.

.

.

0 · · · ρ(σ(e2m))


t11Id · · · t1,2mId
.
.
.

. . .
.
.
.

tn1Id · · · tn,2mId


s11Id · · · s1,2mId
.
.
.

. . .
.
.
.

sn1Id · · · sn,2mId



e,f

=
∑
v ρ(σ(e))tv,esv,fId = ρ(σ(e))(W1)e,f + ρ(σ(e))Je,f .

όπου στο άθροισμα t(e) = o(f) = v. Ο δεύτερος όρος μετά το τελευταίο
ίσον αντιστοιχεί στην περίπτωση που f = e−1, όπου (W1)e,f = 0.

(v) Για να αποδείξουμε αυτό απλά παρατηρούμε ότι :((
U 0
0 U−1

)(
0 I
I 0

))2

=

(
0 U

U−1 0

)2

=

(
I 0
0 I

)
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Είναι εύκολο να ελέγξουμε τις παρακάτω σχέσεις

Πρόταση 5.3.8 (Βασικοί τύποι της απόδειξης του Θεωρήματος 5.2.6).

(i)

(
Ind 0
RρT

t
ρ I2nd

)(
Ind(1− u2) 0

0 I2md − uW1,ρ

)
=

(
Ind−Aρ +Qρu

2 Sρu
0 I2md +RρJρu

)(
Ind 0

RtρTρ − Stρu I2md

)
(ii)

I2md +RρJρu =

(
Imd Uu
U−1u Imd

)
(iii) (

Imd 0
−U−1u Imd

)
(I2md +RρJρu) =

(
Imd Uu

0 Imd(1− u2)

)
.

Μπορούμε τώρα να προχωρήσουμε στην απόδειξη του θεωρήματος 5.2.6

Απόδειξη. Στόχος μας είναι να αποδείξουμε ότι

L(u, ρ, Y/X)−1 = (1− u2)(r−1)d det(Ind −Aρu+Qρu
2).

Από το θεώρημα 5.1.3 έχουμε

L(u, ρ, Y/X)−1 = det(I − uW1,ρ)

Οπότε χρειάζεται να δείξουμε ότι

det(I2md − uW1,ρ) = (1− u2)(r−1)d det(Ind −Aρu+Qρu
2).

Παίρνωντας ορίζουσες στα δύο μελη της πρώτης εξίσωσης της πρότασης 5.3.8

έχουμε

(1− u2)nd det(I2md − uW1,ρ) = det(Ind −Aρu+Qρu
2) det(I2md +RρJρu).

Από τα μερη 2 και 3 της πρότασης 5.3.8 έχουμε ότι

det(I2md +RρJρu) = (1− u2)md.

Το Θεώρημα ακολουθεί από το ότι m− n = r − 1.

Στην συνέχει θα αποδείξουμε την επαγωγική ιδιότητα τωνArtin L-συναρτήσεων
ακμών δηλαδή το μέρος 4 του Θεωρήματος 5.3.4

Λήμμα 5.3.9. ΄Εστω ότι το Y/X είναι κανονικό κάλυμμα με ομάδα Galois
G και H μία υποομάδα της G που αντιστοιχεί σε ένα ενδιάμεσο κάλυμμα X̃.
΄Εστω χ = Trρ ο χαρακτήρας μίας αναπαράστασης της H και χ# = Tr IndGHρ ο
αντίστοιχος επαγώμενος χαρακτήρας της G. Για κάθε πρώτο [C] του X, έχουμε

(5.6)

∞∑
j=1

1

j
χ#(σ(C)j)NE(C)j =

∑
[C̃]|[C]

∞∑
j=1

1

j
χ(σ̃(C̃)j)NE(C̃)jspec,

όπου σ(C) ∈ G είναι ο κανονικοποιημένος αυτομορφισμός Frobenius που αντιστοι-
χεί στο C στο X και σ̃(C̃) ∈ H ο κανονικοποιημένος αυτομορφισμός Frobenius
που αντιστοιχεί στο C̃ στο X̃. Ο X-εξειδικευμένος πίνακας ακμών στην νόρμα
στα δεξιά είναι από τον ορισμό 5.3.2.
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Απόδειξη. ΄Εστω D1 να είναι το πρώτο μονοπάτι του Y πάνω από το C που ξεκινά
στο φύλλο-1. Τότε σ(C) = [Y/X,D1]. Χρησιμοποιώντας τον αυτομορφισμό του
Frobenius για τον επαγώμενο χαρακτήρα (3.1.3), έχουμε

∞∑
j=1

1

j
χ#(σ(Cj))NE(C)j =

∞∑
j=1

∑
g∈G

(gσ(C)g−1)j∈H

1

j|H|
χ((gσ(C)g−1)j)NE(C)j

κάθε πρώτος [D] του Y πάνω από το [C] έχει την μορφή D = g ◦D1 και συμβαίνει

για f = f(D,Y/X) στοιχεία της G, όπου το f είναι ο βαθμός του D ως προς το
Y/X όπως δίνεται στον ορισμό 4.3.1. Από την πρόταση 4.4.5 βλέπουμε ότι

∞∑
j=1

1

j|H|
∑
g∈G

(gσ(C)g−1)j∈H

χ((gσ(C)g−1)j)NE(C)j

=
∑

[D]|[C]

∑
j≥1

[Y/X,D]j∈H

f

j|H|
χ([Y/X,D]j)NE(C)j .

Ομαδοποιούμε τους διαφόρους D πάνω από το C σε αυτούς που είναι πάνω από το
C̃ και στην συνέχεια αθροίζουμε πάνω απο τα C̃. Για ένα συγκεκριμένο C̃, όλα
τα D που διαιρούν το C̃ έχουν την ίδια ελάχιστη δύναμη j = f1 = f(C̃, X̃/X)
έτσι ώστε [Y/X,D]j ∈ H. Αυτή η δύναμη δίνει τον αυτομορφισμό του Frobenius
του D ως προς το Y/X̃ και απο το θεώρημα 4.4.6 το τελευταίο διπλό άθροισμα
ισούται με ∑

[C̃]|[C]

∑
[D]|[C̃]

∑
j≥1

f

f1j|H|
χ([Y/X̃,D]j)NE(C)f1j .

Για όλα τα [D]|[ ˜[C]], οι [Y/X̃,D] είναι μεταξύ τους συζυγείς στην H και υπάρχουν
g2 τέτοια D, όπου g2f2 = |H|. Εδώ f2 = f(D,Y/X̃) και g2 = g(D,Y/X̃).
Συνεπώς αν διαλέξουμε ένα συγκεκριμένο D πάνω από το C̃, παίρνουμε:∑
[D]|[C̃]

∑
j≥1

f

f1j|H|
χ([Y/X̃,D]j)NE(C)f1j =

∑
j≥1

fg2
f1j|H|

χ([Y/X̃,D]j)NE(C)f1j

=
∑
j≥1

1

j
χ([Y/X̃,D]j)NE(C)f1j .

Η απόδειξη ολοκληρώνεται βάζοντας την αλυσίδα των ισοτήτων μαζί και χρησιμο-

ποιώντας ότι

NE(C)f1 = NE(C̃)spec.

Πόρισμα 5.3.10. ΄Εστω Y/X κανονικό με ομάδα Galois G καιH μία υποομάδα

της G που αντιστοιχεί σε ένα ενδιάμεσο κάλυμμα X̃. ΄Εστω χ#
1 ο χαρακτήρας της

αναπαράστασης της G που επάγεται από την τετριμμένη αναπαράσταση 1 της H.
Τότε ο αριθμός των πρώτων [C̃] του X̃ πάνω από έναν πρώτο [C] του X με μήκος

v(C̃) = v(C) είναι χ#
1 (σ(C)), όπου σ(C) είναι ο κανονικοποιημένος αυτομορφισμός

Frobenius. Αυτό σημαίνει ότι χ#
1 (σ(C)) είναι ο αριθμός των πρώτων του X̃ με

βαθμό αδράνειας 1.
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Απόδειξη. Θέτουμε χ = χ1 στο λήμμα 5.3.9 και θέτουμε κάθε μη μηδενική με-

ταβλητή ακμών wij ίση με u. Οπότε NE(C) = uv(C)
και NE(C̃)spec = uv(C̃)

.

Συνεπώς από την εξίσωση (5.6) ο συντελεστής στο αριστερό μέρος της εξίσωσης

του uv(C)
για j = 1 είναι χ#(σ(C)). Ο συντελεστής του uv(C)

στο δεξί μέλος

είναι ο αριθμός των [C̃] πάνω από το [C] με v(C̃) = v(C) αφού χ1 = 1.

Το τελευταίο πορισμα μπορούμε να το χρησιμοποιήσουμε για να κατασκευά-

σουμε μη ισόμορφα γραφήματα με την ίδια Ihara ζ-συνάρτηση [39].

Απόδειξη της ιδιότητας της επαγωγής των L-συναρτήσεων (θεώρημα 5.3.4). ) Α-
πό τον ορισμό των L-συναρτήσεων ακμών για το Y/X έχουμε

log(LE(W,ρ#, Y/X)) =
∑
[C]

∞∑
j=1

1

j
χ#(σ(C)j)NE(C)j .

Εφαρμόζουμε το λήμμα 5.3.9 στο δεξί μέλος και παίρνουμε

∑
[C̃]

∞∑
j=1

1

j
χ(σ̃(C̃)j)NE(C̃)jspec

όπου το άθροισμα είναι πάνω από όλους τους πρώτους C̃ του X̃ και σ̃(C̃) είναι
ο αντίστοιχος κανονικοποιημένος αυτομορφισμός Frobenius της H. Η απόδειξη
ολοκληρώνεται χρησιμοποιώντας τον ορισμό των L-συναρτήσεων ακμών για το
Y/X̃.
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