
ΕΜΜΑΝΟΥΗΛ ΤΖΩΡΤΖΑΚΗΣ

Η D
’ G

Δ Ε

Εθνικο και Καποδιστριακο Πανεπιστημιο Αθη-
νων, Τμημα Μαθηματικων
Αθηνα 27 Φεβρουαριου 2014





Εισηγητης: Αριστειδης Κοντογεωργης

Επιτροπη

Ολυμπια Ταλελλη

Μιχαλης Μαλιακας





Στην οικογένεια μου



”This discovery made a very strong impression on me, and it represents a shift in
particular ofmy centre of interest inmathematics. I donot believe that amathematical
fact has ever struckmequite so strongly as this one, nor hada comparable psychological
impact. This is surely because of the very familiar, non-technical nature of the objects
considered, of which any child’s drawing (dessin d’enfant) scrawled on a bit of paper
gives a perfectly explicit example.”

-Alexander
Grothendieck-



Περιεχόμενα

Εισαγωγή ix

1 Βασικές Έννοιες 1
1.1 Βασικοι Ορισμοι 1
1.2 Τοπολογια Επιφανειων 5
1.3 Μιγαδικες Καμπυλες 11

2 Η Απόλυτη Ομάδα Galois 15
2.1 Εισαγωγικα 15
2.2 Προπεπερασμενες ομαδες 17

3 Το Θεώρημα του Belyi 21
3.1 Σωματα ορισμου 21
3.2 Η κατευθυνση (a)⇒ (b) 22
3.3 Αλγεβρικος χαρακτηρισμος ολομορφων συναρτησεων 25
3.4 Δραση Galois 27
3.5 Σημεια και Διακριτες Εκτιμησεις 28
3.6 Αναλλοιωτες της δρασης τηςGal(C) 33
3.7 Κριτηριο ορισιμοτητας πανω απ΄τοQ 35
3.8 Η κατευθυνση (b)⇒ (a) 38
3.9 Που κολλαει η Εικασια abc? 39

4 Τα Παιδιά Ζωγραφίζουν 43
4.1 Dessins και μεταθεσεις 43
4.2 Αντιστοιχια μεταξυ Dessins και ζευγων Belyi 46
4.3 Δραση Galois 51
4.4 Πιστοτητα της δρασης Galois στο γενος 0 54
4.5 Πιστοτητα της δρασης για g ≥ 1 56

Βιβλιογραφία 59





Εισαγωγή

Αυτο το κειμενο αποτελει μια προσπαθεια εισαγωγης στον παιχνιδιαρικο κο-
σμο των Dessins d’Enfants. Η θεωρια των dessins ανηκει στον ευρυτερο κλαδο
των Γεωμετρικων Δρασεων Galois , o οποιος (χονδρικα μιλωντας) βρισκεται κα-
που στην τομη της Θεωριας Αριθμων και της Αλγεβρικης Γεωμετριας.

Το παραμυθι αυτο ξεκιναει απο την διαβοητη απολυτη ομαδα GaloisGQ . Η τε-
ρατωδης αυτη ομαδα αποτελειται απο τις συμμετριες των αλγεβρικων αριθμων
και κωδικοποιει ολη την ”Galois πληροφορια” του σωματος των ρητων. Πολλα εν-
διαφεροντα ερωτηματα αριθμητικης φυσεως σχετιζονται αμεσα η κωδικοποιου-
νται μεσω της ομαδας αυτης σε βαθμο που καποιοι (υπερβολικοι) την αποκαλουν
τοπιο ενδιαφεροναντικειμενοσταΜαθηματικα! Καποιοι αλλοι (πιοπροσγειωμε-
νοι) την αποκαλουν απλως το πιο ενδιαφερον αντικειμενο στη Θεωρια Αριθμων.
Η μελετη και η βαθυτερη κατανοηση της απολυτης ομαδας Galois αποτελει ενος
ειδους Ιερο Δισκοποτηρο για πολλους μαθηματικους!

Η μελετη της απολυτης ομαδας Galois αποδειχτηκε ιδιαιτερα γονιμη, και δια-
φοροι κλαδοι αναπτυχθηκαν στην προσπαθεια κατανοησης της (Συνομολογια
Galois, Αναπαραστασεις Galois κτλ) . Μια απο τις προσεγγισεις αυτες ηταν η ευ-
ρεση δρασεων της GQ σε αλλα μαθηματικα αντικειμενα, η προσπαθεια δηλαδη
να την δουμε ως συμμετριες αλλων αντικειμενων. Έτσι αναπτυχθηκε ο κλαδος
των Γεωμετρικων Δρασεων Galois, δηλαδη δρασεων τηςGQ πανω σε γεωμετρικα
αντικειμενα. Τα dessins ειναι ενα απο αυτα τα γεωμετρικα αντικειμενα.¹

Μια προφανης δραση της απολυτης ομαδας Galois ειναι αυτη στα πολυωνυμα
με συντελεστες στο Q . Συνεπως επαγεται μια δραση στις αλγεβρικες καμπυλες
που οριζονται πανωαπο τοQ . Οι καμπυλες ομως αυτες παραμενουν ενα δυσβατο
και δυσνοητο αντικειμενο. Για την ευρυτερη κλαση των καμπυλων πανω απ΄το
το C , ηταν γνωστο οτι αντιστοιχουν στις συμπαγεις και συνεκτικες επιφανειες
Riemann, ειχαν δηλαδη μια γεωμετρικη ερμηνεια. Άραγε οι καμπυλες /Q μπορου-
σαν να ξεδιαλεχτουν με καποιο τροπο αναμεσα στις επιφανειες Riemann ;

Η απαντηση στο ερωτημα αυτο δοθηκε απο τον Genady Belyi το 1979 [2]. Ο
Belyi εδωσε εναν καθαρα αναλυτικο χαρακτηρισμο των συμπαγων επιφανειων
που αντιστοιχουν σε καμπυλες πανω απο τοQ ! (θεωρημα 3.1)

Το τελικο συνθημα ομως εδωσε ενας συνηθης υποπτος του δευτερου μισου
του 20ου αιωνα , o θρυλικος Alexander Grothendieck. Ο Grothendieck, στο πε-
ριφημο Esquisse d’un Programme (1984) [6], παρατηρησε οτι ο χαρακτηρισμος
του Belyi μπορουσε να περιγραφει με συνδυαστικο τροπο. Όρισε λοιπον την αντι-
στοιχια Grothendieck, μια περιγραφη του χαρακτηρισμου τουBelyi με διχρωματι-
σμενα γραφηματα πανωσε συμπαγεις επιφανειες. Το γεγονος οτι αθωα σχηματα,
που μοιαζουν με ζωγραφιες παιδιων (dessins d’enfants στα Γαλλικα), μπορουσαν

¹Για περισσοτερες γεωμετρικες δρασεις βλεπε [22], [23].
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να αποτελεσουν το μεσο για να ”δει” καποιος με απτο τροπο τη δραση της GQ
στις καμπυλες εκανε τοσο μεγαλη εντυπωση στον Grothendieck ωστε να γραψει
το αποσπασμα που βρισκεται πριν τα περιεχομενα, στο Esquisse.

Εξ’ αρχης η θεωρια των dessins ειχε σκοπο την δραση Galois και την μελετη
των επιφανειων Riemann αλλα με τον καιρο εχει αποκτησει διασυνδεσεις με δια-
φορους κλαδους και αντικειμενα στα Μαθηματικα οπως η διασημη Εικασιας abc
(βλεπε κεφαλαιο 3) , αλλα και καποιες απροσδοκητες γεφυρες με κλαδους της
Φυσικης, οπως η Κβαντικη Θεωρια Πεδιου [13]. Σημερα αποτελει μια ενεργη πε-
ριοχη συγχρονης ερευνας με τα δικα της προβληματα και κατευθυνσεις.

Ως προς τη σειρα παρουσιασης, στο κεφαλαιο 1 οριζουμε τις βασικες εννοιες
τοπολογιας και επιφανειων Riemann που θα χρειαστουμε στην συνεχεια και ανα-
φερουμε την αντιστοιχια μεταξυ συμπαγων επιφανειων Riemann και μιγαδικων
καμπυλων . Στο κεφαλαιο 2 , οριζουμε τις απολυτες ομαδες Galois και αναδει-
κνυουμε την τοπολογικη υφη τους. Στο κεφαλαιο 3 διατυπωνουμε το θεωρημα
του Belyi και δινουμε μια στοιχειωδη αποδειξη του. Το κεφαλαιο 4 ειναι το ση-
μειο που τα dessins κανουν την εμφανιση τους και παρουσιαζονται η αντιστοιχια
Grothendieck με τα ζευγη Belyi καθως και ενας χαρακτηρισμος τους μεσω μετα-
θεσεων. Τελος, οριζεται η δραση Galois στα dessins και αποδεικνυονται καποια
αποτελεσματα για την πιστοτητα της δρασηαυτης σε συγκεκριμενες κλασεις των
dessin.

Στο ευχαριστοκομματι τωνευχαριστιων, θελωναευχαριστησωθερματαμελη
της επιτροπης, Ολυμπια Ταλελλη και Μιχαλη Μαλιακα, οι οποιοι οχι μονο συνε-
βαλλαν σημαντικα στην μαθηματικη μου εκπαιδευση αλλα και μου προσεφεραν
προθυμακαι γενναιοδωρατηνυποστηριξη τουςοποτεδηποτε τηχρειαστηκα. Επι-
σης θελω μεσα απο την καρδια μου να ευχαριστησω το δασκαλο μου και φιλο,
Αριστειδη Κοντογεωργη, ο οποιος μου προσεφερε απλοχερα το χρονο του και
την ενεργεια του, καποιες φορες κατω απο αντιξοες συνθηκες. Δεν μπορω να μην
επαινεσω την ικανοτητα του να μας ανοιγει παραθυρα σε συναρπαστικους μαθη-
ματικους κοσμους. Το παρον κειμενο δεν ειναι τιποτα αλλο παρα μια ματια μεσα
απο ενα τετοιο παραθυρο. Τελος, να ευχαριστησω το αγαπητο μας Ίδρυμα Κρα-
τικων Υποτροφιων (ΙΚΥ) μιας και η ολοκληρωση της εργασιας αυτης εγινε στο
πλαισιο της υλοποιησης του μεταπτυχιακου προγραμματος το οποιο συγχρημα-
τοδοτηθηκε μεσω της Πραξης « Προγραμμα χορηγησης υποτροφιων ΙΚΥ με δια-
δικασια εξατομικευμενης αξιολογησης ακαδ. ετους 2012-2013 » απο πορους του
Ε.Π. « Εκπαιδευση και Δια Βιου Μαθηση » του Ευρωπαϊκου Κοινωνικου Ταμειου
(ΕΚΤ) και του ΕΣΠΑ (2007-2013).



Κεφάλαιο 1

Βασικές Έννοιες

Στοκεφαλαιοαυτοθαεισαγουμε εννοιες και θαδιατυπωσουμεαποτελεσματα
που θα μας χρειαστουν στη συνεχεια. Θα μιλησουμε για την θεμελιωδη εννοια
της επιφανειας Riemann και θα επεκτεινουμε τις βασικες εννοιες της Μιγαδικης
Αναλυσης σε αυτες. Μετα θα αναφερθουμε στην τοπολογια των επιφανειων για
να καταληξουμε στην συγκεκριμενη τοπολογικη φυση των ολομορφων απεικονι-
σεων.Τελος θα αποκαλυψουμε τον λογο που τα κανουμε ολα αυτα, οτι δηλαδη οι
συμπαγεις επιφανειες Riemann εχουν μια συμφυτη αλγεβρικη υφη και θα διατυ-
πωσουμε μια αντιστοιχια τους με αλγεβρικα αντικειμενα .

1.1 Βασικοί Ορισμοί

Ορισμός 1.1 Μια (τοπολογική) επιφάνεια (topological surface) είναι έναςHausdorff
τοπολογικός χώρος S εφοδιασμένος με ένα ανοιχτό κάλυμμα {Ui}i∈I και συνεχείς
απεικονίσεις (που καλούνται χάρτες (charts))

ϕi : Ui → C
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έτσι ώστε

i) Η ϕ να είναι ομοιομορφισμός Ui → ϕ(UI), i ∈ I

ii) Οι απεικονίσεις

ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj)→ ϕi(Ui ∩ Uj), i, j ∈ I

οι οποίες λέγονταιαπεικονίσειςμεταφοράς (transitionmaps) να είναι ομοιο-
μορφισμοί. Μια τέτοια συλλογή απεικονίσεων μαζί με το ανοιχτό κάλυμμα
{Ui} θα λέγεται άτλαντας.

(Είναι δηλαδή αυτό που αποκαλούμε 2-διάστατη τοπολογική πολλαπλότητα) Μια
επιφάνεια θα λέγεται επιφάνεια Riemann αν επιπλέον οι απεικονίσεις μεταφοράς
είναι αμφιολόμορφες (μιγαδική πολλαπλότητα διάστασης 1). Όλες οι επιφάνειες θα
θεωρούνται συνεκτικές.

Παραδείγματα 1.2 (i) Το μιγαδικό επίπεδο με μοναδικό χάρτη την ταυτοτική
απεικόνιση

id : C→ C

είναι η πιο απλή επιφάνεια Riemann.

(ii) Ομοίως οποιοδήποτε ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο τουC είναι επιφάνεια
Riemann με χάρτη την ταυτοτική απεικόνιση.
Πχ τα σύνολα

H = {z ∈ C|Imz > 0}

D = {z ∈ C||z| < 1}

(iii) θαδώσουμε δομή επιφάνειας RiemannστησφαίραS2 , αρχικά την ταυτίζουμε
ως σύνολο με το C̃ ∪ {∞} μέσω της στερεογραφικής προβολής. Έπειτα θεω-
ρούμε το ανοικτό κάλυμμα {U = C, V = C̃ \ {0}} και τους χάρτες

ϕU : U → C

z 7→ z

ϕV : V → C

z 7→

{
1/z, z ̸=∞
0, z =∞

εύκολα βλέπουμε ότι οι απεικονίσεις μεταφοράς είναι αμφιολόμορφες.
Ένας άλλος τρόπος να βλέπουμε την σφαίρα είναι ως την προβολική μιγα-
δική ευθεία P1C και από δω και στο εξής αυτός θα είναι ο συμβολισμός της.
Υπενθυμίζουμε ότι

P1C = C2 \ {(0, 0)}/ ∼

όπου [z1, z2] ∼ [w1, w2] αν υπάρχει c ∈ C \ {0} με (z1, z2) = c(w1, w2) και
άρα

P1C = {[1, z]|z ∈ C} ∪ {[0, 1]} = C ∪ {∞}

Με εντελωςφυσιολογικο τροπο μπορουν να οριστουν εννοιεςΜιγαδικης Ανα-
λυσης στις επιφανειες Riemann.
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Ορισμός 1.3 Μια απεικόνιση f : S → C από μια επιφάνεια Riemann S θα λέγεται
ολόμορφη (αντ. μερόμορφη) όταν για κάθε χάρτη ϕ η απεικόνιση f ◦ ϕ−1 είναι
ολόμορφη (αντ. μερόμορφη) με την συνήθη έννοια. Μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ
δυο επιφανειών Riemann S, S′

f : S → S′

θα λέγεται ολόμορφη ή μορφισμός αν για κάθε δυο χάρτες ϕ1, ϕ2 η απεικόνιση
ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 είναι ολόμορφη με την συνήθη έννοια.
Αμφιμονοσήμαντοι μορφισμοί θα λέγονται ισομορφισμοί, ενώ ισομορφισμοί

από μια επιφάνεια στον εαυτό της θα λέγονται αυτομορφισμοί. Για μια επιφάνεια
Riemann S οι αυτομορφισμοί της αποτελούν ομάδα, την οποία συμβολίζουμε με
Aut(S). Οι μορφισμοί ανάμεσα σε δυο επιφάνειες θα συμβολίζονται μεMor(S, S′),
ενώ οι μερόμορφες μεM(S).

Από εδώ και πέρα όταν αναφερόμαστε σε μορφισμούς θα εννοούμε μη σταθε-
ρούς εκτός αν δηλώνεται σαφώς κάτι άλλο.

Παρατήρηση 1.4 (i) Είναι γνωστό από την Μιγαδική Ανάλυση ότι κάθε (μη-
σταθερή) ολόμορφη απεικόνιση ορισμένη σε ένα ανοιχτό και συνεκτικό είναι
ανοιχτή¹ (Openmapping theorem). Εύκολα επαληθεύει κανείς ότι αυτό ισχύει
και για τις επιφάνειες Riemann. Δηλαδή αν f : S → S′ είναι ένας μορφισμός
μεταξύ επιφανειών Riemann τότε είναι ανοιχτός.

(ii) Αν f : S → S′ ένας μορφισμός με την S να είναι συμπαγής τότε ο f είναι επί.
Πράγματι, από το i) το f(S) είναι ανοιχτό και ταυτόχρονα είναι συμπαγές άρα
κλειστό, από συνεκτικότητα έχουμε ότι f(S) = S′.

Παραδείγματα 1.5 Οι επιφάνειεςH,D είναι ισόμορφες μέσω του ισομορφισμού

H→ D

z 7→ z − i
z + i

Γενικότερα υπενθυμίζουμε ότι το Riemann mapping theorem μας πληροφορεί
ότι κάθε ανοιχτό και συνεκτικό γνήσιο υποσύνολο του C (ανοιχτή υποπολλαπλό-
τητα) που είναι απλά συνεκτικό (για τον ορισμό του απλά συνεκτικού βλέπε 1.14),
είναι ισόμορφο με τον D. Από την άλλη κάθε μορφισμός απ΄το C στον D είναι στα-
θερός απ΄το θεώρημα του Liouville² και άρα ως επιφάνειες Riemann τα C,D δεν
είναι ισόμορφα (ενώ είναι αμφιδιαφορικά). Επιπλέον η σφαίρα P1C είναι συμπα-
γής και άρα δεν είμαι ισόμορφη με κανένα απ΄τα C,D. Αυτές οι τρεις επιφάνειες
C,D = H,P1C όπως θα δούμε στην συνέχεια είναι κατά μια έννοια πρωταρχικές
(θεώρημα 1.36) .

Παρατήρηση 1.6 Υπενθυμίζουμε ακόμα ότι από Μιγαδική Ανάλυση είναι γνωστό
ότιM(P1C) = C(z), το σώμα των ρητών συναρτήσεων μιας μεταβλητής.

Στη συνεχεια θα υπολογισουμε τις ομαδες αυτομορφισμων για τις τρεις πρωταρ-
χικες επιφανειες Riemann.

¹Μια απεικονιση λεγεται ανοιχτή αν απεικονιζει ανοιχτα σε ανοιχτα.
²Το Θεωρημα Liouville λεει οτι μια φραγμενη ολομορφη συναρτηση ειναι σταθερη.
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Πρόταση 1.7 Για τις ομάδες αυτομορφισμών των C,D,H,P1C έχουμε

Aut(C) ={z 7→ az + b, a ∈ C \ {0}, b ∈ C}

Aut(D) ={z 7→ eit
z − a
1− az

a ∈ C, |a| < 1, t ∈ R} =

= {z 7→ az + b

bz + a
, a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1}

Aut(H) ={z 7→ az + b

cz + d
, ab, c, d ∈ R, ad− bc = 1} = PSL(2,R)

Aut(P1C) ={z 7→ az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0} =

= PSL(2,C), η ομάδα των μετασχηματισμών Möbious

Απόδειξη: Για την S = P1C έχουμε για μια f ∈ Aut(P1C) ότι είναι ρητή συνάρ-
τηση (από παρατήρηση 1.7) και επειδή είναι 1-1 και επί έπεται ότι και ο αριθμητής
και ο παρονομαστής της έχουν βαθμό 1. Άρα

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C

και επιπλέον πρέπει
ad− bc ̸= 0

διότι αλλιώς η f θα ήταν σταθερή. Επιπλέον, πολλαπλασιασμός με μια σταθερά των
a, b, c, d θα όριζε πάλι την ίδια απεικόνιση f και άρα συμπεραίνουμε ότι υπάρχει μια
αντιστοιχία

PGL(2,C) → Aut(P1C)(
a b
c d

)
7→ az + b

cz + d

που εύκολα βλέπουμε ότι είναι ισομορφισμός ομάδων.
Για την S = C, θεωρούμε πάλι έναν f ∈ Aut(C). Τότε είτε επεκτείνεται σε

έναν f̃ ∈ Aut(P1C) με f̃(∞) = ∞, είτε το∞ είναι ουσιώδης ανωμαλία της f . Αν
επεκτείνεται τότε η επέκταση είναι της μορφής az+bcz+d και επειδή στέλνει το∞ στο∞
έχουμε ότι c = 0. Αν είναι πάλι το∞ είναι ουσιώδης ανωμαλία τότε από θεώρημα
Casorati-Weierstrass ³ η εικόνα μέσω της f μιας περιοχής του∞ θα είναι πυκνή το
οποίο είναι άτοπο.

Για τον S = D, έστω f ∈ Aut(D) και a := f(0). Θεωρούμε τον μετασχηματι-
σμό Möbius M(z) = z−a

1−az και παρατηρούμε ότι M(D) = D. Τώρα ορίζουμε την
απεικόνιση

h :=M ◦ f
και εφαρμόζουμε για τις h, h−1 το Λήμμα του Schwarz ⁴ . Συνεπώς συμπεραίνουμε
ότι |h(z)| = |z| για z ∈ D και ότι h = eiθz για κάποιο θ ∈ R. Συνεπώς

f(z) = h ◦M−1 =
eiθz + a

1 + aeiθz
= eiθ

z + e−iθa

1 + aeiθz

³Το θεωρημαCasorati-Weierstrass ειναι θεωρημα τηςΜιγαδικης Αναλυσης και μας πληροφορει οτι
μια ολομορφη απεικονιση ορισμενη σε ενα U \ {P} οπου το P δεν ειναι ουτε επουσιωδης ανωμαλια
ουτε πολος (ειναι ουσιωδης δηλαδη) τοτε η εικονα μεσω της f καθε περιοχης του P ειναι πυκνη.

⁴Το λημμα του Schwarz λεει οτι για μια ολομορφηαπεικονιση f ορισμενη στον δισκοD με f(0) = 0
και |f(z) ≤ 1 ισχυει οτι |f ′(0)| ≤ 1και |f(z)| ≤ |z| . Αν επιπλεον |f ′(0)| = 1η |f(z)| = |z|γιακαποιο
z ̸= 0, τοτε υπαρχειw ∈ C με |w| = 1 ετσι ωστε f(z) = wz .
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το οποίο είναι όπως το θέλαμε. Για την δεύτερη περιγραφή αρκεί να γράψουμε

eiθ =
eiθ/2

e−iθ/2

και μετάδιαιρούμεαριθμητήκαιπαρονομαστήμε τονπραγματικόαριθμό
√
1− |a|2.

Τέλος για την S = H, παρατηρούμε ότι τα στοιχεία της PSL(2,R) είναι αυ-
τομορφισμοί ως περιορισμοί μετασχηματισμών Möbius που διατηρούν το H. Αντί-
στροφα, αν f ∈ Aut(H) και T (z) = z−i

z+i ο ισομορφισμός μεταξύH καιD, έχουμε ότι
ο T ◦f ◦T−1 είναι στοιχείο τηςAut(D) και άρα μετασχηματισμός Möbius. Συνεπώς
και ο f είναι μετασχηματισμός Möbius, και επειδή διατηρεί την πραγματική ευθεία
ανήκει στην PSL(2,R).

Ορισμός 1.8 Έστω ένας μορφισμός f : S → S′, ορίζουμε τον δείκτη διακλάδω-
σης ef (P ) της f σ’ένα σημείο P ∈ S ως εξής: θεωρούμε έναν χάρτη ϕ γύρω απ΄το
P , με ϕ(P ) = 0 και έναν χάρτη ψ γύρω απ΄το f(P ) με ψ(f(P )) = 0

ef (P ) := ordψ◦f◦ϕ−1(0)

είναι δηλαδή η τάξη της ρίζας της ψ ◦ f ◦ ϕ−1 στο 0. Διαισθητικά είναι η πολ-
λαπλότητα με την οποία η f παίρνει την τιμή f(P ) στο σημείο P . Ένα P ∈ S
με ef (P ) > 1 θα λέγεται σημείο διακλάδωσης (rami ication/branch point) ή
κρίσιμο σημείο (critical point)της f , ενώ το f(P ) λέγεται κρίσιμη τιμή (critical
value). Οποιαδήποτε τιμή δεν είναι κρίσιμη λέγεται φυσιολογική τιμή (regular
value). Μια απεικόνιση με τουλάχιστον ένα σημείο διακλάδωσης θα λέμε ότι δια-
κλαδίζεται (rami ies).

Παρατήρηση 1.9 Εύκολα βλέπει κανείς ότι οι παραπάνω ορισμοί δεν εξαρτώνται
από την επιλογή των χαρτών. Τα σύνολα των σημείων διακλάδωσης και των κρί-
σιμων τιμών είναι διακριτά (από την ιδιότητα των ολομόρφων συναρτήσεων να
έχουν μεμονωμένες ρίζες) και άρα είναι πεπερασμένα στις συμπαγείς επιφάνειες.

1.2 Τοπολογία Επιφανειών

Σαυτην τηνπαραγραφοθααναφερθουμε επιγραμματικαστην τοπολογια των
επιφανειων οριζοντας τις εννοιες της θεμελιωδους ομαδας, των χωρων επικαλυ-
ψης και της δρασης μονοδρομιας.

Ορισμός 1.10 Έστω μια επιφάνεια S, ένα μονοπάτι στην S θα είναι μια συνεχής
απεικόνιση

γ : I = [0, 1]→ S

Θα ταυτίζουμε συχνά την απεικόνιση γ με την εικόνα της γ(I).
Αν γ(0) = γ(1) = P τότε θα λέμε ότι το γ είναι βρόγχος (loop) με βάση το P .

Δυο βρόγχοι γ0 και γ1 με βάσηP θα λέγονται ομοτοπικοί (homotopical) αν υπάρχει
μια ομοτοπία μεταξύ τους που να διατηρεί τα άκρα σταθερά, δηλαδή μια συνεχής
απεικόνιση

H : I × I → S

με H(0, t) = γ0(t), H(1, t) = γ1(t), ∀t ∈ I και H(s, 0) = H(s, 1) = P, ∀s ∈ I .
Διαισθητικά, αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να παραμορφώσουμε με συνεχή τροπο
το γ0 μέχρι να ταυτιστεί με το γ1.
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H σχέση ομοτοπικότητας είναι σχέση ισοδυναμίας και άρα το σύνολο των βρόγ-
χων σ’ένα σημείο P διαμερίζεται σε κλάσεις ισοδυναμίας που τις συμβολίζουμε με
[γ].

Για δυο βρόγχους γ, γ′ με βάση το ίδιο σημείο P μπορούμε να ορίσουμε μια έν-
νοια σύνθεσης γγ′ να είναι το μονοπάτι που διατρέχει πρώτα το γ και μετά το γ′.
Φορμαλιστικά:

γγ′ : I → S, γγ′(t) =

{
γ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

γ′(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

Ακόμη για ένα σημείο P συμβολίζουμε τον σταθερό βρόγχο γ(t) = P, t ∈ [0, 1]
πάλι με P . Επίσης ορίζουμε για έναν βρόγχο γ τον αντίστροφο του γ−1 με γ−1(t) =
γ(1− t), διαισθητικά δηλαδή την ίδια διαδρομή ξεκινώντας απ’το τέλος.

Έχουμε τωρα την παρακατω προταση

Πρόταση 1.11 Με τους παραπάνω συμβολισμούς ισχύουν

i) Η πράξη της σύνθεσης βρόγχων είναι καλά ορισμένη στις κλάσεις ομοτοπίας,
δηλαδή αν θέσουμε

[γ][γ′] = [γγ′]

τότε το δεξί μέλος δεν εξαρτάται από τους αντιπροσώπους στο αριστερό.

ii) Το σύνολο των κλάσεων ομοτοπίας βρόγχων με βάση ένα συγκεκριμένο P , με
πράξη τη σύνθεση που ορίστηκε στο i) αποτελεί ομάδα με ταυτοτικό στοιχείο
την κλάση του σταθερού βρόγχου και αντίστροφο μιας κλάσης [γ] την κλάση
[γ−1].
Αυτή η ομάδα συμβολίζεταιπ1(S, P ) και λέγεταιθεμελιώδης ομάδα της επι-
φάνειας S με βάση P . (Ο δείκτης 1 απλώς υπονοεί ότι υπάρχουν και άλλες
τέτοιες ομάδες, οι λεγόμενες ανώτερες ομάδες ομοτοπίας που αποτελούνται
από βρόγχους μεγαλύτερων διαστάσεων)

iii) Αν P,Q είναι δυο διακεκριμένα σημεία μιας επιφάνειας S, και έστω β ένα μο-
νοπάτι από το P στο Q, δηλαδή με β(0) = P, β(1) = Q (πάντα υπάρχουν
τέτοια μονοπάτια στις συνεκτικές πολλαπλότητες). Τότε η απεικόνιση

π1(S, P )→ π1(S,Q)

[γ] 7→ [β−1γβ]

είναι ισομορφισμός ομάδων. Με άλλα λόγια η θεμελιώδης ομάδα είναι ανε-
ξάρτητη του σημείου βάσης και συμβολίζεται επίσης με π1(S).

Πρόταση 1.12 Αν f : S1 → S2 είναι μια συνεχής απεικόνιση καιP ∈ S με f(P ) =
Q. Τότε επάγεται ένας μορφισμός μεταξύ των θεμελιωδών ομάδων ως εξής

π1(f) : π1(S1, P )→ π1(S2, Q)

[γ] 7→ [f ◦ γ]

και ισχύουν
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i) Αν S2
g−→ S3 με g(Q) = R τότε

π1(g ◦ f) = π1(g) ◦ π1(f)

δηλαδή ο π1 είναι συναρτητής.

ii) Αν ο f είναι ομοιομορφισμός τότε o π1(f) είναι ισομορφισμός. Δηλαδή η θε-
μελιώδης ομάδα είναι μια αναλλοίωτη που εξαρτάται από την τοπολογία του
χώρου.

Ορισμός 1.13 Μια επιφάνεια S λέγεται απλά συνεκτική αν έχει τετριμμένη θε-
μελιώδη ομάδα, δηλαδή π1(S) = 1.

Παραδείγματα 1.14 Παραδείγματααπλάσυνεκτικών επιφανειών είναι το επίπεδο
C, η σφαίρα P1C ο δίσκος D και γενικότερα άλλα υποσύνολα του επιπέδου ”χωρίς
τρύπες”.

Ορισμός 1.15 Μια επιφάνεια λέγεται προσανατολίσιμη αν οι απεικονίσεις με-
ταφοράς έχουν θετικές ορίζουσες Jacobi. Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι μπορεί να
οριστεί πάνω στην επιφάνεια μια έννοια δεξιόστροφης περιστροφής γύρω από ένα
σημείο (προσανατολισμός). Μια προσανατολίσιμη επιφάνεια, επιδέχεται ακριβώς
δυο προσανατολισμούς.

Πρόταση 1.16 Οι επιφάνειες Riemann είναι προσανατολίσιμες.
Απόδειξη:Οι ολόμορφεςσυναρτήσεις έχουνθετικές Jacobianορίζουσες λόγωτων

εξισώσεων Cauchy-Riemann.

Ειναι γνωστηηπαρακατωταξινομησητωνπροσανατολισιμωνσυμπαγωνεπι-
φανειων:

Πρόταση 1.17 Κάθε συμπαγής (και συνεκτική) προσανατολίσιμη επιφάνεια είναι
ομοιομορφική με έναν ”λουκουμά με g τρύπες” (για g = 0 είναι απλά μια σφαίρα) .
Ο αριθμός g λέγεται γένος (genus) της επιφάνειας (Σχήμα 1.1)

...

Σχημα 1.1: Οι συμπαγεις προσανατολισιμες επιφανειες

Παρατήρηση 1.18 Άρατοπολογικά κάθεσυμπαγής επιφάνειαRiemann είναι ένας
λουκουμάς με g τρύπες, αλλά κάθε λουκουμάς με g τρύπες δεν επιδέχεται μοναδική
δομή επιφάνειας Riemann όπως θα δούμε, εκτός από την ίδια την σφαίρα (g = 0).
Ήδη για g = 1 έχουμε μια μεγάλη οικογένεια επιφανειών Riemann, όλες ομοιομορ-
φικές με τον torus, τις λεγόμενες ελλειπτικές καμπύλες.

Στην συνεχεια οριζουμε την θεμελιωδη εννοια του τοπολογικου καλυμματος,
που θα μας βοηθησει να κατανοησουμε καλυτερα την δομη των ολομορφωναπει-
κονισεων.
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Ορισμός 1.19 Έστω μια συνεχής απεικόνιση f : S → S′ μεταξύ δυο επιφανειών
λέγεται προβολή κάλυψης (covering projection) αν για κάθε P ∈ S′ υπάρχει ανοι-
κτή γειτονιά U του P έτσι ώστε το p−1(U) να είναι ξένη ένωση ανοικτών Ui, i ∈ I
με την p|Ui να είναι ομοιομορφισμός. Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι η S′ είναι
χώρος κάλυψης (covering space) της S.

Τοπολογικα μονοπατια σ’ενα χωρο μπορουν να ”ανυψωθουν” στα καλυμματα
του.

Ορισμός 1.20 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, ένα μονοπάτι γ : I → S
λέγεται ανύψωση (lifting) ενός μονοπατιού γ′ στην S′ αν ισχύει f ◦ γ = γ′ δηλαδή
το

..
..I ..S

. ..S′

.

γ

.γ′. f

είναι μεταθετικό.

Πρόταση 1.21 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, ένα μονοπάτι γ : I → S′

με γ(0) = P και ένα Q ∈ f−1(P ). Τότε υπάρχει μοναδική ανύψωση γ′ του γ, με
γ′(0) = Q.

Πρόταση 1.22 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, με f(Q) = P . Τότε ο
επαγόμενος μορφισμός

π1(f) : π1(S,Q)→ π1(S
′, P )

είναι μονομορφισμός και η εικόνα Im(π1(f)) αποτελείται από τους βρόγχους με
βάση τοP πουανυψώνονται σε βρόγχους με βάση τοQ. Αυτή ηπρότασημας λέει ότι
ένας χώρος κάλυψης είναι ένα ”ξετύλιγμα” της επιφάνειας S′ όπου κάποιοι βρόγχοι
έχουν ξετυλιχτεί σε μονοπάτια μεταξύ διαφορετικών προ-εικόνων του P .

Πρόταση 1.23 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, τότε ο αριθμός |f−1(P )|
είναι σταθερός και ίσος με τον δείκτη [π1(S′) : π1(S)], και λέγεται βαθμός (degree)
του καλύμματος και συμβολίζεται deg f . Δηλαδή η S είναι ένα ”ξετύλιγμα” της S′ σε
deg f αντίτυπα της.

Θεώρημα 1.24 Για κάθε επιφάνεια S υπάρχει ένας χώρος κάλυψης S̃ με π1(S̃) =
1. O S̃ λέγεται καθολικός χώρος κάλυψης (universal covering space) της S. Δη-
λαδή κάθε επιφάνεια μπορεί να ”ξετυλιχτεί” πλήρως.

Στη συνεχεια θα διατυπωσουμε μια ομορφη αντιστοιχια μεταξυ υποομαδων
της θεμελιωδους ομαδας και των καλυμματων, αρχιζουμε με την προταση:

Πρόταση 1.25 Για κάθε υποομάδα H ≤ π1(S), υπάρχει χώρος κάλυψης fH :
SH → S τέτοιος ώστε Im(π1(f)) = H .

Χρειαζομαστε εναν τροπο να συγκρινουμε καλυμματα :



1.2 Τοπολογια Επιφανειων · 9

Ορισμός 1.26 Έστω δυο χώροι κάλυψης f1 : S1 → S, f2 : S2 → S μια συνεχής
απεικόνιση f : S1 → S2 θα λέγεται μορφισμός χώρων κάλυψης αν f2 ◦ f = f1
δηλαδή το παρακάτω διάγραμμα είναι μεταθετικό

..
..S1 ..S2

. ..S

.

f

. f1. f2

έναςμορφισμόςθαλέγεται ισομορφισμόςχώρωνκάλυψηςαν επιπλέον είναι ομοιο-
μορφισμός και αυτομορφισμός χώρων κάλυψης αν επιπλέον S1 = S2.

Μπορουμε πλεον να διατυπωσουμε το ακολουθο στοιχειωδες θεωρημα Αλγε-
βρικης Τοπολογιας:

Θεώρημα 1.27 Υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ χώρων κάλυ-
ψης και κλάσεων συζυγίας υποομάδων της θεμελιώδους ομάδας. (οι κλάσεις συζυ-
γίας αντανακλούν το γεγονός ότι αλλάζοντας σημείο βάσης καταλήγουμε σε συζυγή
υποομάδα.)

Επιπλεον, κατα αντιστοιχια με την θεωρια Galois, η πληροφορια που χανεται
απο την μεταφορα στην θεμελιωδη ομαδα ενος καλυμματος, διατηρειται μεσω
των μετασχηματισμων καλυψης.

Ορισμός 1.28 Έστω f : S → S′ μια απεικόνιση κάλυψης, οι αυτομορφισμοί χώ-
ρωνκάλυψης g : S → S λέγονται καιμετασχηματισμοίκάλυψης (deck transformations),
συμβολίζουμε την ομάδα των αυτομορφισμών αυτών μεG(S).

Ορισμός 1.29 Ένας χώρος κάλυψης f : S → S′ λέγεται κανονικός αν για κάθε
Q ∈ S′ και για κάθε P1, P2 ∈ f−1(Q) υπάρχει g ∈ G(S) τέτοιο ώστε gP1 = P2.

Οι κανονικοι χωροι καλυψης ειναι για τα καλυμματα οτι ειναι οι επεκτασεις
Galois για τις πεπερασμενες επεκτασεις .

Πρόταση 1.30 Έστω ένας χώρος κάλυψης f : S → S′ με f(P ) = Q, και H =
Imπ1(f) ≤ π1(S′, Q). Τότε:

(i) O S είναι κανονικός αν και μόνο ανH ◁ π1(S
′, Q)

(ii) G(S) = N(H)/H όπουN(H) είναι η κανονικοποιούσατηςH στηνπ1(S′, Q).
Ειδικότερα αν ο S είναι κανονικός τοτεG(S) = π1(S

′, Q)/H .

Η σχεση μεταξυ των τοπολογικων καλυμματων και των ολομορφων απεικο-
νισεων γινεται φανερη απο την παρακατω προταση :

Πρόταση 1.31 Έστω μια ολόμορφη (μη-σταθερή) απεικόνιση f : S → S′ μεταξύ
δυο συμπαγών επιφανειών Riemann και critf είναι το σύνολο των κρίσιμων τιμών
της. Τότε ισχύουν

(i) ο περιορισμός
f | : S \ f−1(critf)→ S′ \ critf

είναι τοπολογικό κάλυμμα. Οι απεικονίσεις που είναι τοπολογικά καλύμματα
μετά την αφαίρεση πεπερασμένων σημείων θα λέγονται διακλαδιζόμενα
καλύμματα (rami ied coverings).
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(ii) Για κάθε σημείοP ∈ S, f(P ) = Q υπάρχουν ανοικτές γειτονιέςU, V τωνP,Q
αντίστοιχα, και χάρτες ϕ, ψ, έτσι ώστε

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(z) = zef (P )

(iii) O αριθμός ∑
P∈f−1(Q)

ef (P )

δεν εξαρτάται από τοQ ∈ S′ και λέγεται βαθμός (degree) της f και είναι ίσος
με τον βαθμό του καλύμματος στο (i).

Ορισμός 1.32 Έστω ένα διακλαδιζόμενο κάλυμμα f : S → S′ μεταξύ δυο συμπα-
γών επιφανειών και y ∈ S′ μια κανονική τιμή και μια αρίθμηση των προ-εικόνων
του {x1, x2, . . . xd} , τότε ένας βρόγχος a ∈ π1(S′ \ critf) ανυψώνεται με μοναδικό
τρόπο σε ένα μονοπάτι με αρχή κάποιο xi και τέλος κάποιο xσ(i), έχουμε δηλαδή
ένα στοιχείο σ = σa ∈ Sd την συμμετρική ομάδα σε d σύμβολα. Θεωρούμε τον
μορφισμό

Mf : π1(S
′ \ (critf))→ Sd

a 7−→ σ−1
a

οοποίος ονομάζεταιμορφισμόςμονοδρομίας (monodromymorphism)που επάγει
η f . Έχουμε δηλαδή μια δράση της θεμελιώδους ομάδας στο f−1(y). Εύκολα επα-
ληθεύουμε ότι αν και ο μορφισμός μονοδρομίας εξαρτάται από την αρίθμηση, είναι
καλά ορισμένος ως προς συζυγία.

Το επομενο θεωρημα μας χαρακτηριζει τα καλυμματα με ιδιες κρισιμες τιμες
μεσω μονοδρομιας.

Θεώρημα 1.33 Έστω f1 : S1 → S και f2 : S2 → S δυο μορφισμοί, με ίδιες
κρίσιμες τιμές (critf1 = critf2) . Τότε οι μορφισμοί μονοδρομίας τους είναι οι ίδιοι
(συζυγείς) αν και μόνο αν είναι ισόμορφοι ως διακλαδιζόμενα καλύμματα.

Τα σημεια διακλαδωσης και οι κρισιμες τιμες συμπεριφερονται καλα ως προς
την συνθεση απεικονισεων :
Πρόταση 1.34 Έστω δυο μορφισμοί f : S → S′, g : S′ → S′′ τότε ισχύουν

(i) Για ένα P ∈ S,
eg◦f (P ) = ef (P )eg(f(P ))

(ii) crit(g ◦ f) = crit(g) ∪ g(crit(f))

Για μια ολομορφη απεικονιση οπως παραπανω μπορουμε συγκρινοντας τις
χαρακτηριστικες Euler των δυο επιφανειων να καταληξουμε στην πολυ χρησιμη
ταυτοτητα Riemann-Hurwitz.

Θεώρημα 1.35 (Ταυτότητα Riemann-Hurwitz) Έστω ένας μορφισμός f : S →
S′ με βαθμό deg f και gS , gS′ τα γένη των επιφανειών, τότε ισχύει

2gS − 2 = deg f(2gS′ − 2) +
∑
P∈S

(ef (P )− 1)

Το άθροισμα στο δεξί μέλος είναι πεπερασμένο αφού υπάρχουν μόνο πεπερασμένα
σημεία διακλάδωσης.
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Φυσικα μια εστω και συντομη αναφορα στις επιφανειες Riemann δε θα μπο-
ρουσε να μην περιεχει το Θεωρημα Uniformization το οποιο ταξινομει πληρως τις
απλα συνεκτικες επιφανειες Riemann.

Θεώρημα 1.36 (Uniformization) ΑνS είναι μιααπλάσυνεκτική επιφάνειαRiemann
τότε:

S ≃ P1C ή S ≃ C ή S ≃ H ≃ D

Τελος καταγραφουμε μια προταση που θα χρειαστει σε επομενο κεφαλαιο και
αφορα τις ολομορφες με συγκεκριμενες κρισιμες τιμες.

Πρόταση 1.37 Έστω S μια συμπαγής επιφάνεια Riemann, B ⊂ S ένα πεπερα-
σμένο υποσύνολο της καιd ≥ 1 έναςφυσικός αριθμός. Τότε υπάρχουνπεπερασμένα
ζεύγη (S′, f), με S′ συμπαγή επιφάνεια Riemann, και f : S′ → S μορφισμό βαθμού
d που να έχει crit(f) = B.

Αναλυτικοτερα για την Τοπολογια θα μπορουσε να συμβουλευτει κανεις το
[9], ενω για τις επιφανειες Riemann το [4].

1.3 Μιγαδικές Καμπύλες

Στην παραγραφο αυτη θα διατυπωσουμε μια ομορφη τριπλη αντιστοιχια με-
ταξυσυμπαγων επιφανειωνRiemann, μιγαδικωνκαμπυλωνκαι σωματωνσυναρ-
τησεων.

Στηνπραγματικοτηταησωστηδιατυπωσηθαητανπροβολικων, non-singular
μιγαδικων καμπυλων αλλα για λογους απλοτητας θελουμε να μην μπλεξουμε με
ορολογιαΑλγεβρικηςΓεωμετριας. Για εμαςμιαμιγαδικήκαμπύλη (complex curve)
θα ειναι το ”συνολο ριζων ενος αναγωγου πολυωνυμου δυο μιγαδικων μεταβλη-
των F (X,Y ) ∈ C[X,Y ]”. Ο λογος για τον οποιο χρησιμοποιουμε τα εισαγωγικα
ειναι οτι η καμπυλη δεν θα ειναι ακριβως αυτο το συνολο αλλα θα εξαιρουνται
καποια σημεια (που ενδεχομενως να δημιουργουν singularities) και επισυναπτο-
νται καποια αλλα ”σημεια στο∞ ” (στην πραγματικοτητα ειναι τα εξτρα σημεια
στον προβολικο χωρο) . Μια μιγαδικη καμπυλη που προερχεται απο ενα πολυω-
νυμο F (X,Y ) ∈ C[X,Y ] θα την συμβολιζουμε με {F = 0/C}.

Λήμμα 1.38 Έστω ένα αλγεβρικά κλειστό σώμα K ≤ C, και δυο (ανάγωγα) πο-
λυώνυμα F (X,Y ), G(X,Y ) ∈ K[X,Y ]. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) (ΑσθενήςμορφήτουΘεωρήματος τουBezout)Αν ταF,G είναι σχετικάπρώτα,
τότε οι καμπύλες {F = 0/C}, {G = 0/C}, τέμνονται σε τοπολύπεπερασμένο
πλήθος σημείων τα οποία έχουν συντεταγμένες στοK .

(ii) (Ασθενής μορφή του Nullstelensatz) Αν {F = 0/C} ⊂ {G = 0/C}, τότε το F
διαιρεί τοG.

Θεώρημα 1.39 Έστω ένα ανάγωγο πολυώνυμο δυο μεταβλητών

F (X,Y ) = p0(X)Y n+p1(X)Y n−1+· · ·+pn(X) = q0(Y )Xm+q1(Y )Xm−1+· · ·+qm(Y )

ανm ≥ 1 ορίζουμε

SXF := {(x, y) ∈ C2|F (x, y) = 0, FX(x, y) ̸= 0, p0(x) ̸= 0}

όμοια αν n ≥ 1 ορίζουμε SYF και ισχύουν :
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(i) ΤασύνολαSXF , SYF είναι συνεκτικές επιφάνειεςRiemannκαι οι συντεταγμένες
απεικονίσεις (coordinate functions)

x : SXF → C y : SF → C

(x, y) 7→ x (x, y) 7→ y

είναι ολόμορφες.

(ii) Υπάρχει μοναδική συμπαγής επιφάνεια RiemannSF που περιέχει τιςSXF , SYF .

(iii) Οι απεικονίσεις x, y επεκτείνονται σε μερόμορφες στην SF .

(iv) Τα σημεία διακλάδωσης της των x, y περιέχονται στα SF \SXF , SF \SYF αντί-
στοιχα.

Έχουμε λοιπον ενα κανονα για να αντιστοιχουμε αναγωγα πολυωνυμα (κα-
μπυλες) σε συμπαγεις επιφανειες Riemann, τονF 7→ SF . Στη συνεχεια εισαγουμε
το τριτο συστατικο τα σωματα συναρτησεων.

Ορισμός 1.40 Μια πεπερασμένη επέκταση του C(z) θα λέγεται σώμα συναρτή-
σεων (function ield).

Παρατήρηση 1.41 Αν υπάρχει μια (μη-τετριμμένη) ολόμορφη f : S → P1C τότε
το σώμαM(S) των μερομόρφων είναι ένα σώμα συναρτήσεων αφού έχουμε τον
μορφισμό σωμάτων

g ∈ C(z) 7→ g ◦ f
και τέτοιες υπάρχουν όπως μας πληροφορεί το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 1.42 Έστω δυο σημεία P,Q μιας συμπαγούς επιφάνειας Riemann, τότε
υπάρχει μια μερόμορφη απεικόνιση f με f(P ) = 0, f(Q) =∞. Δηλαδή οι μερόμορ-
φες απεικονίσεις διαχωρίζουν σημεία.

Το παραπανω θεωρημα ειναι ουσιωδως μη-τετριμμενο, για παραδειγμα υπενθυ-
μιζουμε οτι δεν υπαρχουν μη-τετριμμενες ολομορφες f : S → C .

Θεώρημα 1.43 ΈστωM(S) = C(f, g) καιF (X,Y ) ένα ανάγωγο πολυώνυμο έτσι
ώστε F (f, g) = 0 τότε η παρακάτω απεικόνιση είναι ισομορφισμός

Φ : S → SF

P 7→ (f(P ), g(P ))

Πόρισμα 1.44 Έστω (F ) το ιδεώδες που παράγει το πολυώνυμοF (F όπως παρα-
πάνω) τότε ισχύουν:

(i) Η αντιστοιχία
X 7→ f Y 7→ g

ορίζει έναν ισομορφισμόC-αλγεβρώναπό το σώμαπηλίκων τηςC[X,Y ]/(F )
στηνM(S)

(ii) H αντιστοιχία
X 7→ x, Y 7→ y

ορίζει έναν ισομορφισμόC-αλγεβρώναπό το σώμαπηλίκων τηςC[X,Y ]/(F )
στηνM(SF ), συγκεκριμέναM(SF ) = C(x, y).
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(iii) ΤοπολυώνυμοF (x, Y ) ∈ C(x)[Y ] (αντ.F (f, Y ) είναι το ελάχιστο πολυώνυμο
του y πάνω από το C(x) (αντ. του h πάνω από το C(f)).

(iv) deg f = [M(S) : C(f)].

Συνεπως εχουμε καταληξει στο

Θεώρημα 1.45 Υπάρχει μια τριπλή αντιστοιχία μεταξύ των ακόλουθων αντικειμέ-
νων:

(i) Συμπαγείς επιφάνειες Riemann

(ii) Σώματασυναρτήσεωνμιαςμεταβλητής, δηλαδήπεπερασμένες επεκτάσεις του
C(z).

(iii) Μιγαδικές καμπύλες {F (X,Y ) = 0}.

Από το (i) στο (ii): S 7→ M(S).
από το (ii) στο (iii):M = C(f, h)/C(z) 7→ F , όπου F (f, h) = 0 και F ανάγωγο.
(αυτή η αντιστοιχία είναι συναρτητικής φύσεως)
από το (iii) στο (i) : F 7→ SF .

Μπορουμε πλεον να χρησιμοποιησουμε την αντιστοιχια αυτη για να ορισουμε
ποτε δυο καμπυλες ειναι ισομορφες, οταν οι αντιστοιχες επιφανειες Riemann ει-
ναι ισομορφες.

Παραδείγματα 1.46 Οι καμπύλες που ορίζονται από τα πολυώνυμα F (X,Y ) =
Y 2 −X3 + π3 καιG(X,Y ) = Y 2 −X3 + 1 είναι ισόμορφες, δηλαδή οι επιφάνειες
SF , SG είναι ισόμορφες ως επιφάνειες Riemann και ο ισομορφισμός δίνεται από
την

SF −→ SG

(x, y) 7→
(
x

π
,

y

π
√
π

)





Κεφάλαιο 2

Η Απόλυτη Ομάδα Galois

Η απολυτη ομαδα Galois ενος σωματος κουβαλαει την πληροφορια ολων των
πεπερασμενωνGalois επεκτασεωνκαι συνεπωςπαιζει πολυσημαντικο ρολοστην
μελετη του εν λογω σωματος. Τετοιες ομαδες πολλες φορες ειναι συναρπαστικες
και μυστηριωδεις, ειδικα η απολυτη ομαδα των ρητων αριθμων . Πολλα ανοιχτα
προβληματα και εικασιες σχετιζονται αμεσα με τις απολυτες ομαδες.

2.1 Εισαγωγικά

Για αρχη υπενθυμιζουμε καποιες εννοιες απο την θεωρια Galois.

Ορισμός 2.1 Ένα σώμα λέγεται K αλγεβρικά κλειστό (algebraically closed) αν
κάθε πολυώνυμο με συντελεστές από το K γράφεται ως γινόμενο πρωτοβάθμιων
πολυωνύμων με συντελεστές στοK . Χρησιμοποιώντας το Λήμμα του Zorn, μπορεί
να δείξει κανείς ότι κάθε σώμαL έχει μια (μοναδική) ελαχιστική επέκταση που είναι
αλγεβρικά κλειστή η οποία ονομάζεται αλγεβρική θήκη (algebraic closure) του L
και συμβολίζεται L ή Lalg . Ένα σώμα L είναι αλγεβρικά κλειστό αν και μόνο αν
L = Lalg .

Ορισμός 2.2 Ένα ανάγωγο πολυώνυμο λέγεται p(X) ∈ K[X] με συντελεστές σε
ένα σώμαK λέγεται διαχωρίσιμο (separable) αν γράφεται ως γινόμενο διακεκρι-
μένων πρωτοβάθμιων πολυωνύμων με συντελεστές στηνKalg . Ένα στοιχείο τουK
λέγεται διαχωρίσιμο αν είναι ρίζα διαχωρίσιμου πολυωνύμου. Το σύνολο των δια-
χωρισίμων στοιχείων αποτελεί υπόσωμα της Kalg και συμβολίζεται με Ksep. Ένα
σώμα λέγεται διαχωριστικά κλειστό (separably closed) αν L = Lsep .

Ορισμός 2.3 ΈστωK ένασώμα, ηαπόλυτηομάδαGalois (absoluteGalois group)
ορίζεται ως η Gal(Ksep/K) όπου Ksep είναι η διαχωρίσιμη θήκη του K , και συμ-
βολίζεται μεGK .

Στην καθημερινη ζωη σχεδον ολα τα σωματα (χαρακτηριστικης 0, πεπερα-
σμενα κτλ) ειναι τέλεια (perfect), δηλαδη ολες οι αλγεβρικες επεκτασεις τους ει-
ναι διαχωρισιμες και συνεπως ηKsep ταυτιζεται με τηνKalg την αλγεβρικη θηκη.
Στην περιπτωση αυτη η απολυτη ομαδα Galois ειναι ιση μεGal(Kalg/K) και για
αυτο το λογο καμια φορα οριζεται στη βιβλιογραφια κατευθειαν με αυτον τον
τροπο.
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Παραδείγματα 2.4 (i) Αν τοK είναι αλγεβρικά κλειστό, τότεGK = 1.

(ii) ΓιαK = R είναιGR = Gal(C/R) = {1, s} όπου s είναι η μιγαδική συζυγία.
Από τα προηγούμενα φαίνεται ότι οι απόλυτες ομάδες Galois μπορεί να είναι
πεπερασμένες, όμως μπορεί να αποδειχτεί ότι τα 1, 2 είναι οι μοναδικοί δυνα-
τοί πεπερασμένοι πληθάριθμοι.

Θεώρημα 2.5 (Artin-Screier) ΈστωK ένα σώμα, ώστε ηGK να είναι πεπε-
ρασμένη, τότε είτε τοK είναι διαχωριστικά κλειστό ( και άρα GK = 1), είτε
τοK είναι πραγματικά κλειστό¹ και τότε ηGK είναι κυκλική τάξης 2. [14]

(iii) Αν το F είναι πεπερασμένο σώμα, τότε GF = Ẑ (= lim←−Z/nZ, βλέπε ορισμό
πιο κάτω), από αυτό τοπαράδειγμαφαίνεται ότι μη ισόμορφασώματαμπορεί
να έχουν την ίδια απόλυτη ομάδα Galois. Αυτό όμως δεν μπορεί να συμβεί στα
σώματα αριθμών όπως μας πληροφορεί το ακόλουθο θεώρημα τωνNeukirch-
Ushida.

Θεώρημα 2.6 (Neukirch-Ushida) ΈστωL,K πεπερασμένες επεκτάσεις του
Q, μεGK ≃ GL τότεK ≃ L . [16]

Η Απόλυτη Ομάδα Galois των Ρητών: H GQ, η απολυτη ομαδα Galois των
ρητων ειναι σιγουρα η διασημοτερη τετοια ομαδα, και οπως ειπαμε και στην ει-
σαγωγη, αποτελεσε κινητρο για την αναπτυξη διαφορων κλαδων τωνΜαθηματι-
κων. Πολυ λιγα πραγματα ειναι γνωστα για αυτην την ομαδα στην πραγματικο-
τητα δεν μπορουμε να γραψουμε ουτε ενα μη τετριμμενο στοιχειο της εκτος απο
την μιγαδικη συζυγια!

Εκ πρωτης οψεως αυτο φαινεται παραξενο. Για παραδειγμα καποιος θα μπο-
ρουσε να προσπαθησει την εξης προσεγγιση: ας θεωρησουμε ολα τα αναγωγα
πολυωνυμα στοQ[X]. Ένα στοιχειο τηςGQ πρεπει να απεικονιζει καθε ριζα ενος
αναγωγου πολυωνυμου σε ριζα του ιδιου πολυωνυμου, συνεπως δεν θα μπορου-
σαμε να θεωρησουμε ενα στοιχειο της σ ∈ GQ ως μια απειρη ακολουθια μετα-
θεσεων; Η απαντηση ειναι οχι μιας και η σ πρεπει να ειναι και ομομορφισμος και
αρα οι επιλογες σε καθε αναγωγο δεν ειναι ανεξαρτητες μεταξυ τους.

Μερικοι λενε οτι αυτη η ομαδα κρυβει μεσα της ολη τη Θεωρια Αριθμων, για
αυτο και αποκαλειται το πιο ενδιαφερον μαθηματικο αντικειμενο στον κλαδο
αυτο! Πραγματι μπορει να παρατηρησει κανεις οτι αν εχουμε μια πεπερασμενη
επεκταση Galois των ρητων L/Q, τοτε η ομαδα Galois της ειναι πηλικο της απο-
λυτης ομαδας Galois, αφου

Gal(L/Q) ≃ GQ/Gal(Q/L)

Υπο αυτην την εννοια εμπεριεχει μεσα της ολη την ”Galois πληροφορια” των σω-
ματων αριθμων και αρα ολη την Αλγεβρικη Θεωρια Αριθμων. Ένα επιπλεον προ-
βλημα που σχετιζεται με την απολυτη ομαδα Galois ειναι το Αντιστροφο Προ-
βλημα της Θεωριας Galois ( Inverse Galois Problem).

ΑντίστροφοΠρόβλημαΘεωρίαςGalois: Θεωρουμεμιαπεπερασμενηομαδα
G, υπαρχει αραγε πεπερασμενη επεκταση Galois L/Q μεGal(L/Q) = G;

¹Εννοια της Θεωριας Μοντελων, ενα σωμα λεγεται πραγματικα κλειστο (real closed ield) αν εχει
τις ιδιες ιδιοτητες στην πρωτοβαθμια λογικη με το σωμα των πραγματικων αριθμων.
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Ισοδυναμα, μπορουμε να προσδιορισουμε ολα τα πεπερασμενα πηλικα της
GQ; Η απαντηση στο Αντιστροφο Προβλημα της Θεωριας Galois ειναι θετικη αν η
G ειναι επιλυσιμη οπως εδειξε ο Shafarevitch στο [18] και εχουν κατασκευαστει
τετοιες επεκτασεις για διαφορες συγκεκριμενες ομαδες (πχ για ολες τις σποραδι-
κες εκτος απο την ομαδαMathieuM23 [11]) αλλα το γενικο προβλημα παραμενει
ανοιχτο. Η στοιχειωδης διατυπωση του παραπανω προβληματος και η δυσκολια
του ειναι ενδεικτικη της μυστηριωδους φυσης της απολυτης ομαδας Galois.

Ειναι συνηθης πρακτικη , οταν δεν καταλαβαινουμε μια ομαδα να βρισκουμε
δρασεις της πανω σε αλλα, ενδεχομενως απλουστερα, αντικειμενα προκειμενου
να αποκτησουμε μια καλυτερη διαισθητικη εικονα της δομης της και να χρησιμο-
ποιησουμε τεχνογνωσια απο αλλους κλαδους στην μελετη της . Διαφοροι κλαδοι
εχουν γεννηθει με αυτον τον τροπο οπως οι αναπαραστασεις Galois. Ένας απο
αυτους ειναι και η Θεωρια των Dessins που διαπραγματευομαστε σε αυτο το κει-
μενο. Στο κεφαλαιο 4 θα ορισουμε μια δραση της απολυτης ομαδας Galois στα
dessins και θα αποδειξουμε οτι ειναι πιστη δηλαδη δεν ”χανεται πληροφορια ”
μεσω της δρασης αυτης.

2.2 Προπεπερασμένες ομάδες

Όπωςθαδουμεστησυνεχεια, οι απολυτεςομαδεςGalois ανηκουνπαντασεμια
συγκεκριμενη οικογενεια τοπολογικων ομαδων, τις προπεπερασμενες ομαδες.

Ορισμός 2.7 Έστω μια οικογένεια από ομάδες Gi, i ∈ I , όπου το I είναι ένα κα-
τευθυνόμενο σύνολο, έχει δηλαδή μια σχέση ≤ αυτοπαθή, μεταβατική και με την
ιδιότητα ότι κάθε δυο στοιχεία έχουν άνω φράγμα.

Έστω ακόμα μια οικογένεια μορφισμών fij : Gi → Gj αν i ≥ j. Το ζεύγος
(Gi, fij)I θα λέγεται ένααντίστροφο (ή προβολικό) σύστημα ομάδων (inverse
or projective system of groups) αν ισχύουν:

(i) fii = idGi

(ii) fijofjk = fik για όλα τα k ≤ j ≤ i.

Δηλαδή όλα τα διαγράμματα :

..
..Gi ..Gj

. ..Gk

.

fij

.fik. fjk

να είναι μεταθετικά.

Ορισμός 2.8 Έστωτώρα ένααντίστροφοσύστημα (Gi, fij)I , ένα ζεύγος (G, (gi)I)
μιας ομάδας G και μιας οικογένειας ομομορφισμών gi : G → Gi λέγεται αντί-
στροφο (ή προβολικό) όριο (inverse or projective limit) του (Gi, fij)I αν ικανο-
ποιεί την ακόλουθη καθολική συνθήκη:

(i) fij o gi = gj , για όλα τα j ≤ i .

(ii) Για κάθε άλλο τέτοιο ζεύγος (G′, g′i)I με fij o g′i = g′j υπάρχει μοναδικός g :
G′ → G με giog = g′i, για όλα τα i ∈ I .
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Σχηματικά:

..

. . ..Gi

..G′ ..G

. . ..Gj

.
gi

.g .
gj

. fij.

g′i

.

g′j

Η ομάδα G συμβολίζεται με lim←−Gi , εύκολα μπορούμε να δούμε ότι το ζεύγος
(lim←−Gi, gi) είναι μοναδικό ως προς φυσικό ισομορφισμό. Ανάλογα μπορούν να ορι-
στούν αντίστροφα συστήματα και αντίστροφα όρια για άλλες κατηγορίες πχ δακτυ-
λίους, πρότυπα κτλ.

Πρόταση 2.9 Έστωένααντίστροφοσύστημαομάδων (Gi, fij)I , τότε τοαντίστροφο
όριο υπάρχει και είναι:

lim←−Gi = {(ai)I ∈
∏
I

Gi|aj = fij(ai), i ≥ j}

Ορισμός 2.10 Μιαομάδαλέγεταιπροπεπερασμένη (pro inite) αν είναι αντίστροφο
όριο ενός αντίστροφου συστήματος που οιGi είναι όλες πεπερασμένες.
(Αντίστοιχα για δακτυλίους, πρότυπα κτλ.)

Παραδείγματα 2.11 (i) Οι πεπερασμένες ομάδες είναι προπεπερασμένες κατά
τετριμμένο τρόπο.

(ii) Θεωρούμε το σύστημα των φυσικών μορφισμών Z/pmZ → Z/pnZ,m ≥ n,
όπου p ένας πρώτος αριθμός. Από την Πρόταση 2.9, μπορούμε να περιγρά-
ψουμε το αντίστροφο όριο αυτού του συστήματος με τον ακόλουθο τρόπο:

lim←−
m∈N

Z/pmZ =

{ ∞∑
i=1

aip
i|0 ≤ ai ≤ p− 1

}

Πρόκειται δηλαδή για τον (προπεπερασμένο) δακτύλιο των τυπικών δυνα-
μοσειρών στον πρώτο p ο οποίος καλείται ο δακτύλιος των ακεραίων p-
αδικών και συμβολίζεται με Zp. Οι p-αδικοί ακέραιοι παίζουν κεντρικό ρόλο
στη Θεωρία Αριθμών και αποτελούν τυπικό παράδειγμα προπεπερασμένης
ομάδας.

(iii) Έστω τώρα το σύστημα των φυσικών μορφισμών Z/gmZ→ Z/gnZ,m ≥ n,
όπουg έναςαυθαίρετοςφυσικόςαριθμός. ΣυμβολίζουμεμεZg := lim←−m∈N Z/gmZ
και παρατηρούμε ότι

Zg =
∏
p|g

Zp

(ως τοπολογικοί δακτύλιοι).
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(iv) Για το σύστημα: Z/mZ→ Z/nZ, n|m ορίζουμε το

Ẑ := lim←−Z/mZ.

Όπως και στα παραπάνω παραδείγματα έχουμε έναν καλό τρόπο να περιγρά-
ψουμε τα στοιχεία του Ẑ :

Ẑ = {a1 + a22! + · · ·+ ann! + . . . |0 ≤ ai ≤ i}

αλλά και να τον δούμε ως
Ẑ ≃

∏
p πρώτος

Zp

(v) Ο βασικός λόγος όμως που αρχίσαμε να μιλάμε για προπεπερασμένες ομάδες
είναι ότι οι απόλυτες ομάδες Galois είναι τέτοια παραδείγματα. Έστω σώμα
K και το σύστημα όλων των

Gal(L/K)→ Gal(M/K).

s 7−→ s|M
γιαK ⊆ M ⊆ L καιM/K,L/K πεπερασμένες Galois επεκτάσεις. Τότε βλέ-
πουμε ότι

GK = lim←−Gal(L/K)

Το 1974 ο Waterhouse στο [26] εδειξε οτι ολες οι προπεπερασμενες ομαδες
ειναι ομαδες Galois καποιας επεκτασης Galois πανω απο καποιο σωμαK , χωρις
ομως να μπορεσει να ελεγξει τοK , απο την αλλη δεν ειναι σωστο οτι καθε προπε-
περασμενη ομαδα εμφανιζεται ως απολυτη ομαδα Galois (πχ λογω του θεωρημα-
τος Artin-Scheier). Για δοσμενο K δεν ειναι γνωστο ποιες ομαδες εμφανιζονται
ως ομαδες Galois πανω απο αυτο, ουτε καν ποιες πεπερασμενες ομαδες εμφανι-
ζονται με αυτο τον τροπο (Inverse Galois Problem) .

Παρατήρηση 2.12 Μια πεπερασμένη ομάδα μπορεί να θεωρηθεί ως τοπολογικός
χώροςμε την διακριτή τοπολογία, άρακαι το γινόμενο τέτοιων εφοδιάζεται με τοπο-
λογία και μάλιστα είναι συμπαγές από το θεώρημα Tychonoff. Συμπεραίνουμε λόγω
της Πρότασης 2.9 ότι οι προπεπερασμένες ομάδες εφοδιάζονται με την σχετική το-
πολογία και είναι συμπαγείς ως κλειστά υποσύνολα συμπαγούς.

Στην μελετη των προπεπερασμενων ομαδων η τοπολογια τους ”παει πακετο”
με την ομαδοθεωρητικη δομη τους. Στην πραγματικοτητα υπαρχει ενας καθαρα
τοπολογικος χαρακτηρισμος.

Πρόταση 2.13 ΈστωG μια τοπολογική ομάδα, τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) ΗG είναι προπεπερασμένη.

(b) ΗG είναι Hausdorff, συμπαγής και εντελώς ασυνεκτική (totally disconnected,
δηλαδή οι συνεκτικές συνιστώσες της είναι σημεία).

Ένας τοπολογικός χώρος που ικανοποιεί τη συνθήκη (b) λέγεται και χώρος του
Stone.

Ας δουμε την τοπολογια σε μερικα απ’ τα παραπανω παραδειγματα
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Παραδείγματα 2.14 (i) Η τοπολογία του Zp ως προπεπερασμένη ομάδα, συ-
μπίπτει με την τοπολογία που ορίζει η p-αδική απόλυτη τιμή:

|x|p =

{
p−ordpx, x ̸= 0

0, x = 0

όπου ordpx = max{n ∈ N; pn|x}.

(ii) Η τοπολογία τηςGK είναι η λεγόμενη τοπολογία Krull και μια ανοιχτή βάση
περιοχών ενός s ∈ GK είναι η UM (s) = {t ∈ GK ; t|M = s|M} όπου τοM
τρέχει στις πεπερασμένες επεκτάσεις Galois τουK . Δηλαδή δυο στοιχεία της
GK είναι κοντά στην τοπολογία Krull αν συμφωνούν σε μεγάλες πεπερασμέ-
νες επεκτάσεις τουK .

Θα δουμε τωρα πως απο μια αυθαιρετη ομαδα μπορουμε ”πληρωνοντας τη”
να φτιαξουμε μια προπεπερασμενη ομαδα.

Ορισμός 2.15 Έστω G ομάδα, θεωρούμε το αντίστροφο σύστημα πάνω στα πη-
λίκα G/N , όπου N κανονική υποομάδα της G πεπερασμένου δείκτη, και τους φυ-
σικούς μορφισμούςG/N → G/K ότανN ⊆ K . Το αντίστροφο όριο αυτού του συ-
στήματος τοονομάζουμεπροπεπερασμένηπλήρωσητηςG (pro inite completion),
και το συμβολίζουμε

Ĝ := lim←−
N�fG

G/N

Από την καθολική συνθήκη του αντίστροφου ορίου υπάρχει ένας φυσικός μορφι-
σμός f : G → Ĝ του οποίου η εικόνα είναι πυκνή στην Ĝ, για αυτό το λόγο η Ĝ
λέγεται ”πλήρωση”. Όμως ο f δεν είναι πάντα μονομορφισμός. Συγκεκριμένα είναι
1-1 ανν η G είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη. ² Ο f ικανοποιεί την ακόλουθη κα-
θολική συνθήκη:
Για οποιαδήποτε προπεπερασμένη ομάδα H, και ομομορφισμό g : G→ H , υπάρχει
μοναδικός συνεχής μορφισμός h : Ĝ → H έτσι ώστε g = h of , δηλαδή έχουμε το
διάγραμμα:

..
..G .

..̂G ..H

.f .g.
h

Ο συμβολισμος αυτος ειναι συμβιβαστος με την ομαδα που ορισαμε πιο πανω
ως Ẑ μιας και πραγματι αποτελει την προπεπερασμενη πληρωση του Z.

Η πληρωση μιας ομαδας ειναι αρκετα πιο περιπλοκη απο την ιδια την ομαδα.
Για παραδειγμα η F̂2 η πληρωση της ελευθερης ομαδας σε δυο γεννητορες παρα-
μενει δυσνοητη και παρουσιαζει ιδιαιτερο ενδιαφερον απο την σκοπια της απο-
λυτης ομαδας Galois μιας και μπορει να αποδειχτει [7] οτι υπαρχει ενας μονομορ-
φισμος:

GQ ↪→ Out(F̂2) = Aut(F̂2)/Inn(F̂2)

²Μια ομαδα G λεγεται προσεγγιστικά πεπερασμένη (residually inite), αν για καθε στοιχειο της
g ∈ G, υπαρχει μορφισμος f : G → F με f(g) ̸= 1 και F πεπερασμενη ομαδα. Ισοδυναμα οταν
∩N = 1 ολων των κανονικων υποομαδων πεπερασμενου δεικτη.



Κεφάλαιο 3

Το Θεώρημα του Belyi

Σε αυτο το κεφαλαιο θα παρουσιασουμε και θα αποδειξουμε το περιφημο Θε-
ωρημα του Belyi, το οποιο αποτελει και το εναυσμα για τη θεωρια των dessins.
Αρχικα θα ορισουμε τις εννοιες που χρειαζομαστε και θα διατυπωσουμε το Θε-
ωρημα του Belyi. Στη συνεχεια θα δωσουμε την αποδειξη της μιας κατευθυνσης,
η οποια ειναι στοιχειωδης και ειναι αυτο που απεδειξε ο G. Belyi. Για την αλλη
κατευθυνση θα χρειαστουμε καποια προεργασια. Τελος, θα καταγραψουμε μια
συνδεση με την περιφημη εικασια abc.

3.1 Σώματα ορισμού

Όπως ειδαμε συμπαγεις επιφανειες Riemann αντιστοιχουν σε μιγαδικες κα-
μπυλες. Όμως τα πολυωνυμα που οριζουν τις καμπυλες μπορει να εχουν συντελε-
στες μεσα σε ενα σωμα αριθμων και αρα θα δρα πανω τους η απολυτη ομαδα
Galois! Συνεπως οι επιφανειες που θα προκυπτουν απο τετοια πολυωνυμα θα
πρεπει να εχουν αριθμητικη σημασια.

Μια επιφανεια Riemann S θα λεμε οτι ορίζεται πάνω από το (de ined over)
σωμαK η οτι το σωμαK ειναι ενα σώμα ορισμού ( ield of de inition) της S αν
υπαρχει πολυωνυμο F (X,Y ) ∈ K[X,Y ] ετσι ωστε S = SF (βλεπε θεωρημα
1.40). Παρατηρουμε οτι μια επιφανεια που οριζεται μεσω ενος πολυωνυμου με
υπερβατικους συντελεστες, ενδεχεται στην πραγματικοτητα να μπορει να ορι-
στει πανω απο τοQ.

Πχ H SF με F = Y 2 −X3 + π3 ειναι ισομορφη (οπως ειδαμε στο παραδειγμα
1.47) με την SG οπουG = Y 2 −X3 + 1 και αρα οριζεται πανω απο τοQ.

Το θεωρημα του Belyi χαρακτηριζει τις επιφανειες που οριζονται πανω απο
τοQ με εναν απροσδοκητα κομψο τροπο. [2]

Θεώρημα 3.1 (Belyi,1979) ΈστωX μιασυμπαγής και συνεκτική επιφάνειαRiemann,
τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Η Χ ορίζεται πάνω απ τοQ (ισοδύναμα πάνω από ένα σώμα αριθμών) .

(b) ΥπάρχειX t−→ P1C ολόμορφη με το πολύ 3 κρίσιμες τιμές. (Ισοδύναμα με τις
κρίσιμες τιμές της να περιέχονται στο {0, 1,∞} .)

Λογω του θεωρηματος δινουμε τον ακολουθο ορισμο:
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Ορισμός 3.2 (i) ΑνX είναι μια επιφάνειαRiemannκαι μιαX t−→ P1Cολόμορφη
με το πολύ 3 κρίσιμες τιμές τότε η t θα λέγεται απεικόνιση Belyi, ενώ το
(X, t) θα λέγεται ζεύγος Belyi.

(ii) Ένας μορφισμός (αντ. ισομορφισμός) Belyi ζευγών (X1, t1)
f−→ (X2, t2)

είναι μια ολόμορφη (αντ. αμφιολόμορφη) απεικόνιση f : X1 → X2 έτσι ώστε
το διάγραμμα

..
..X1 ..X2

. ..P1C

.

f

.t1. t2

να είναι μεταθετικό.

H υπαρξη των Belyi pairs ηταν γνωστη στον Riemann και στον Klein τον 19ο
αιωνα, αλλα οχι του θεωρηματος και παραδοξως περασαν πανω απο εκατο χρο-
νια μεχρι να ανακαλυφθει.

3.2 Η κατεύθυνση (a)⇒ (b)

Η κατευθυνση (a) ⇒ (b) ειναι σαφως πιο ευκολη και ειναι το αποτελεσμα
που απεδειξε ο Belyi το 1979. Αποτελειται στην ουσια απο εναν αλγοριθμο που
κατασκευαζει μια ολομορφη απεικονιση f με το πολυ 3 κρισιμες τιμες απο μια
επιφανεια Riemann που οριζεται πανω απο το Q. Η αποδειξη χωριζεται σε τρια
σταδια:

1) Κατασκευαζουμε μια ολομορφη f : X → P1C ετσι ωστε οι κρισιμες τιμες
της να ανηκουν στο P1Q.

2) Τη συνθετουμε με μια απεικονιση g : P1C → P1C ετσι ωστε η συνθεση να
εχει τις κρισιμες τιμες της στο P1Q.

3) Τελος κανουμε μια ακομη συνθεση με μια h : P1C → P1C ετσι ωστε οι
κρισιμες τιμες ολοκληρης της συνθεσης να ανηκουν στο {0, 1,∞}.

Αρκει δηλαδη να αποδειξουμε τα ακολουθα Λημματα:

Λήμμα 3.3 Έστωμια επιφάνειαRiemannX πουορίζεταιπάνωαπ’τοQ, τότε υπάρ-
χει μια ολόμορφη απεικόνιση f : X → P1C με crit(f) ⊂ P1Q.

Απόδειξη: Έστω ότι η X είναι ισόμορφη με την XF όπου F [X,Y ] ∈ Q[X,Y ],
και έστω χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι ο βαθμός του F ως προς Y είναι θετικός.
Τότε το F γράφεται F (X,Y ) = pn(X)Y n + · · ·+ p1(X)Y + p0(X). Θεωρούμε τον
μορφισμό

XF
x−→ P1C

(x, y) 7→ x

που ξέρουμε ότι είναι ολόμορφη απεικόνιση (Θεώρημα 1.40). Τότε πάλι από Θεώ-
ρημα 1.40 κάθε κρίσιμη τιμή αυτής της απεικόνισης είναι είτε ρίζα του pn(X), είτε
∞ είτε κοινή ρίζα των FY , F . Από Λήμμα 1.39 όλες οι κρίσιμες τιμές βρίσκονται στο
P1Q
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Λήμμα 3.4 Έστω ένα πεπερασμένο σύνολο S = {s1, s2, . . . sk} ⊂ Q τότε υπάρχει
μια ολόμορφη απεικόνιση g : P1C→ P1C έτσι ώστε crit(g) ∪ g(S) ⊂ P1Q.

Απόδειξη : Θεωρούμε το ελάχιστο πολυώνυμοm1 = mS,Q του συνόλου S πάνω
απ’ τοQ , δηλαδή το γινόμενο των διακεκριμένων ελαχίστωνπολυωνύμων τωνστοι-
χείων του S. Τότεm1(S) = {0} ⊂ P1Q ενώ για τις κρίσιμες τιμές του έχουμε

crit(m1) = m1({a ∈ C)|m′
1(a) = 0}

Θεωρούμε το σύνολο :

B1 := critm1 ∪ {0}

Προφανώς για ένα a ∈ Q είναι

Q(m1(a)) ⊂ Q(a)⇒ [Q(a) : Q] ≥ [Q(m1(a)) : Q]

και συνεπώς degma,Q ≥ degmm1(a),Q. Επιπλέον το πλήθος κλάσεων συζυγίας δεν
αυξάνεται μιας και αν a = σb για μια σ ∈ GQ τότεm1(a) = σm1(b). Άρα τελικά

degmB1,Q ≤ degm′
1 < degm1

θέτουμεBn = mn(a ∈ C|m′
n−1(a) = 0) καιmn+1(x) = mBn,Q, οπότε έχουμε

degmn+1 < degmn < . . .degm1

Άρα κάποια στιγμή μετά από πεπερασμένα βήματα το σύνολοBn θα πέσει μέσα
στο Q μιας και ο ”βαθμός” του ως προς Q μικραίνει συνεχώς. Για κάποιο n0 θα
έχουμεBn0 ⊂ Q και τότε η απεικόνιση

g := mn0 ◦mn0−1 ◦ · · · ◦m1

κάνει τη δουλειά.

Λήμμα 3.5 Έστω ένα πεπερασμένο σύνολο T = {t1, t2, . . . tk} ⊂ Q τότε υπάρχει
μια ολόμορφη απεικόνιση h : P1C→ P1C έτσι ώστε crit(h) ∪ h(T ) ⊂ {0, 1,∞}.

Απόδειξη:Υποθέτουμε ότι {0, 1,∞} ⊂ T , μιας και θα περιγράψουμε μια διαδι-
κασία κατά την οποία το σύνολο μας θα μικραίνει και άρα θα τερματίζει σε πεπε-
ρασμένα βήματα. Συνθέτοντας με κατάλληλο μετασχηματισμόMöbius μπορούμε να
υποθέσουμε ότι t1 ∈ (0, 1). Συνεπώς μπορεί να γραφτεί στη μορφή t1 = m/m +
n,m, n ∈ N. Θεωρούμε τώρα το πολυώνυμο

Pm,n(X) = Pt1(X) =
(m+ n)m+n

mmnn
Xm(1−X)n

και παρατηρούμε ότι

Pm,n(0) = Pm,n(1) = 0, Pm,n

(
m

m+ n

)
= 1, Pm,n(∞) =∞

ενώ τα σημεία διακλάδωσης του είναι οι ρίζες του P ′
m,n, οι οποίες είναι οι ρίζες του

Xm−1(1−X)n−1((m+ n)X −m) = 0

δηλαδή οι 0, 1,∞, m
m+n . Έχουμε δηλαδή ότι

Pt1({0, 1,∞, t1}) ∪ crit(Pt1) ⊂ {0, 1,∞}
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Συνεχίζοντας συνθέτοντας με το Pt2 κτλ, επαγωγικά καταλήγουμε στο {0, 1,∞}.
2η απόδειξη: Το 1997 πάλι ο Belyi [3] παρατήρησε ότι η απόδειξη αυτή θα μπο-

ρούσε να γίνει και σε ένα βήμα, δηλαδή συνθέτοντας μόνο με έναν μορφισμό. Συνθέ-
τοντας με έναν κατάλληλο μετασχηματισμό Möbius z 7→ Nz για απαλείψουμε τους
παρονομαστές μπορούμε να υποθέσουμε ότι ti ∈ Z με t1 < t2 < · · · < tk . Για
i = 1, 2, . . . k θέτουμε

bi =
1∏

j,j ̸=i(ti − tj)
και ai = V (t1, . . . tk)bi

Υπενθυμίζουμε ότι ισχύει:

V (t1, . . . tk) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t1 · · · tk−1

1

1 t2 · · · tk−1
k

...
...

. . .
...

1 tk · · · tk−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
j>i

(tj − ti)

και η V (t1, . . . tk) λέγεται ορίζουσα Vandermonde των ti.
Θεωρούμε τώρα την ρητή συνάρτηση

G(x) =
∏
i

(x− ti)ai ∈ Q(x)

Προφανώς
G({t1, . . . tk,∞}) = {0,∞, G(∞)}

Για τα σημεία διακλάδωσης έχουμε ότι

G(x)

G′(x)
=

∑
i

ai
x− ti

=
∑
i

V bi
x− ti

=
V∏

i(ti − x)

και άρα τα σημεία διακλάδωσης της G περιέχονται στο {t1, . . . tk,∞} Τέλος δεί-
χνουμε ότιG(∞) = 1. Πράγματι έχουμε ότι

G(∞) = 1⇔
∑
i

ai = 0

αλλά είναι: ∑
i

ai =
∑
i

V bi =
∑
i

(−1)i−1V (t1, . . . ti−1, ti+1, . . . tk)

Το τελευταίο άθροισμα είναι 0 μιας και είναι ίσο με το ανάπτυγμα της ακόλουθης
ορίζουσας αν την αναπτύξουμε ως προς την πρώτη στήλη:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 t1 · · · tk−2
1

1 1 t2 · · · tk−2
k

...
...

...
. . .

...
1 1 tk · · · tk−2

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(είναι 0 αφού έχει δυο ίσες στήλες).
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Αποδειξη (a)⇒ (b) του Θεωρηματος 3.1:
Χρησιμοποιωντας τα Λημματα και την Προταση 1.35 η αποδειξη ειναι αμεση.

Απο το Λημμα 3.3 υπαρχει μια f με crit(f) ⊂ P1Q. Εφαρμοζουμε το Λημμα 3.4 για
το S = crit(f) και εχουμε οτι crit(gf) = critg ∪ g(critf) ⊂ P1Q. Τελος εφαρμο-
ζουμε το Λημμα 3.5 για το συνολο T = crit(gf) και ετσι

crit(h ◦ g ◦ f) = h(critg ◦ f) ∪ crith = h(T ) ∪ crith ⊂ {0, 1,∞}

Άρα το ζευγος (X,hgf) ειναι ενα ζευγος Belyi.
Το επομενο βημα ειναι να αποδειξουμε την κατευθυνση (b) ⇒ (a). Για να το κα-
νουμε αυτο θα χρειαστει να κανουμε μια σειρα απο βηματα το πρωτο εκ των
οποιων ειναι να δωσουμε μια αλγεβρικη περιγραφη των ολομορφων συναρτη-
σεων μεταξυ δυο συμπαγων επιφανειων Riemann.

3.3 Αλγεβρικός χαρακτηρισμός ολομόρφων συναρτήσεων

Η αλγεβρικη υφη των συμπαγων επιφανειων Riemann θα μας επιτρεψει να
μιλησουμε για τις ολομορφες συναρτησεις στη γλωσσα των πολυωνυμων. Όπως
εχουμε ηδη δει στην Παραγραφο 1.3, αν δυο μερομορφες συναρτησεις f1f2 μιας
επιφανειας Riemann X ικανοποιουν μια πολυωνυμικη ταυτοτητα

G(f1, f2) ≡ 0

για καποιο αναγωγο πολυωνυμοG(X,Y ) ∈ C[X,Y ], τοτε οριζουν ενα μορφισμο

f = (f1, f2) : X → XG

Αντιστροφα, ενας (μη-σταθερος) μορφισμος f : X → XG καθοριζεται απο το
ζευγος μερομορφων (f1, f2) που προκυπτουν απ’ τη συνθεση της f με τις συντε-
ταγμενες συναρτησεις τηςXG.

Έστω τωρα ενα (αναγωγο) πολυωνυμο F (X,Y ) ∈ C[X,Y ] μεX ≃ XF , αρα
M(X) = C(x,y) και αρα μπορουμε να γραψουμε

f1 = R1(x,y) =
P1(x,y)
Q1(x,y)

, f2 = R2(x,y) =
P2(x,y)
Q2(x,y)

για καποια πολυωνυμα Pi, Qi ∈ C[X,Y ] μεQi /∈ (F ).
Συνεπως εχουμε τον ακολουθο χαρακτηρισμο

Πρόταση 3.6 Ο προσδιορισμός μιας ολόμορφης απεικόνισης f : XF → XG είναι
ισοδύναμος με τον προσδιορισμό 2 ρητών συναρτήσεων (R1, R2) όπου

R1(X,Y ) =
P1(X,Y )

Q1(X,Y )
, R2(X,Y ) =

P2(X,Y )

Q2(X,Y )

όπου P1(X,Y ), Q1(X,Y ), P2(X,Y ), Q2(X,Y ) ∈ C[, ], Qi /∈ (F ) και

Qn1Q
m
2 G(R1, R2) = HF

για κάποιοH ∈ C[X,Y ] και n = degX G,m = degY G.
Απόδειξη: Απαλείφοντας τους παρονομαστές στην ταυτότητα

G(R1, R2) = 0
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παίρνουμε την
Qn1Q

m
2 G(R1, R2) = 0

η οποία από Λήμμα 1.39 είναι ισοδύναμη με την

Qn1Q
m
2 G(R1, R2) = HF

Κανοντας μερικες ακομα πραξεις καταληγουμε στο ακολουθο Θεωρημα, που
κωδικοποιει στη γλωσσα τωνπολυωνυμων τις συνθηκες υπο τις οποιες ενας μορ-
φισμος ειναι ισομορφισμος:

Θεώρημα 3.7 Οι επιφάνειεςRiemannXF , XG είναι ισόμορφεςανκαι μόνοανυπάρ-
χουν πολυώνυμα Pi, Qi, Ui, Vi,Hi,H, T έτσι ώστε να ισχύουν οι ταυτότητες:

(3.1) Qn1Q
m
2 G(R1, R2) = HF

(3.2) V s1 V
t
2F (W1,W2) = TG

(3.3) Qd1Q
k
2(U1(R1, R2))−XV1(R1, R2)) = H1F

(3.4) Qd1Q
k
2(U2(R1, R2)− Y V2(R1, R2)) = H2F

όπου s = degX F, t = degY F, d = degX(Ui − XVi), k = degY (Ui − XVi) και
Wi = Ui/Vi . O ισομορφισμός δίνεται απ΄το ζεύγος (P1/Q1, P2, Q2).

Παρατήρηση 3.8 Θα μας χρειαστεί αργότερα να ξέρουμε τι συμβαίνει με την πα-
ραγοντοποίηση ενός μορφισμού ως σύνθεση δυο άλλων. Για μορφισμούς

f : SF → SGh : SG → SDu : SF → SD

όπου δίνονται από τα ζεύγη

f = (R1, R2) = (P1/Q1, P2/Q2)

h = (W1,W2) = (U1/V1, U2/V2)

u = (Z1, Z2) = (L1/M1, L2/M2)

το να είναι το διάγραμμα :

..
..SF ..SG

. ..SD

.

f

.u. h

μεταθετικό, είναι ισοδύναμο με την ύπαρξη δυο ταυτοτήτων της μορφής :

Qd1Q
k
2(U1(R1, R2)M1 − V1(R1, R2)L1) = H1

1F

Qd
′

1 Q
k′

2 (U2(R1, R2)M2 − V2(R1, R2)L2) = H2
1F

Παρατηρούμε ότι για u = (X,Y ) αυτές οι σχέσεις γίνονται οι σχέσεις του Θεωρή-
ματος 3.7.
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3.4 Δράση Galois

Θα συμβολιζουμε μεGal(C) την ομαδα Aut(C) = Gal(C/Q) των αυτομορφι-
σμων του C.

Παρατήρηση 3.9 HGal(C) είναι μια ”τεράστια” ομάδα, για παράδειγμα παρατη-
ρούμε ότι για κάθε υπόσωμαK του C, κάθε a ∈ C και μονομορφισμό σ : K → C
υπάρχει επέκταση σ : K(a)→ C.

Αν το a είναι αλγεβρικό , τότε για κάθε ρίζα b του ελαχίστου πολυωνύμου του a
πάνω απ΄το K, μπορούμε να απεικονίσουμε το a στο σ(b), κι έτσι έχουμε έναν μονο-
μορφισμό σ : K(a)→ C.

Από την άλλη αν το a είναι υπερβατικό πάνω απ ’το K τότε K(a) ≃ K(X)
και άρα μπορούμε να ορίσουμε μια επέκταση σ : K(a) → C στέλνοντας το a σε
οποιονδήποτε υπερβατικό.

Ισχυροτερα, μπορουμε να αποδειξουμε το ακολουθο:

Πρόταση 3.10 ΈστωK ≤ C υπόσωμα, και σ : K → C μονομορφισμός. Τότε ο σ
επεκτείνεται σε

(i) αυτομορφισμό τουK .

(ii) αυτομορφισμό του C.

Απόδειξη: Θεωρούμε το σύνολο

{(L, t) : K ≤ L ≤ K, t : L→ C, t|k = σ}

με την διάταξη
(L1, t1) ≤ (L2, t2)⇔ L1 ≤ L2, t2|L1 = t1

και παρατηρούμε ότι είναι επαγωγικό. Άρα από Λήμμα του Zorn περιέχει μεγιστικό
στοιχείο (L, t). Έστω ότι υπάρχει a ∈ K − L τότε από Παρατήρηση 3.9 o t επε-
κτείνεται στο L(a) το οποίο αντιφάσκει την μεγιστικότητα του L. Τελικά L = K.
Εντελώς όμοια αποδεικνύεται το ii).

Ορισμός 3.11 Αν σ ∈ Gal(C) θα γράφουμε aσ αντί για σ(a). Επιπλέον:

(i) Για ένα πολυώνυμο

P =
∑
i,j

aijX
iY j ∈ C[X,Y ]ορίζουμε Pσ :=

∑
i,j

aσijX
iY j .

Αντίστοιχα για ρητές συναρτήσεις

R = P (X,Y )/Q(X,Y ), Rσ = Pσ(X,Y )/Qσ(X,Y )

Έτσι η σ επάγει αυτομορφισμούς στους δακτυλίους C[X,Y ],C(X,Y ).

(ii) Για μια επιφάνεια Riemann S ≃ SF ορίζουμε Sσ = SFσ .

(iii) Για έναν μορφισμό f : SF → SG που δίνεται από το ζεύγος (R1, R2) ορίζουμε
fσ : SFσ → SGσ = (Rσ1 , R

σ
2 ).

(iv) Για μια κλάση ισοδυναμίας (S, f) διακλαδιζόμενα καλυμμάτων της σφαίρας
ορίζουμε (Sσ, fσ).
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Διατυπωνουμε τωρα υπο τη μορφη λημματος το καλα ορισμενο της δρασης
αυτης.
Λήμμα 3.12 (i) ΑνQ(x, y) ∈M(SF ), τότεQ ̸≡ 0⇒ Qσ ̸≡ 0.

(ii) Αν
P1(x, y)

Q1(x, y)
=
P2(x, y)

Q2(x, y)
∈M(SF )

τότε
Pσ1 (x, y)

Qσ1 (x, y)
=
Pσ2 (x, y)

Qσ2 (x, y)
∈M(SFσ )

(iii) Αν f : SF → SG είναι ένας μορφισμός (αντ. ισομορφισμός) που μετατρέπει
την R2(x, y) ∈ M(SG) στην R1(x, y) ∈ M(SF ) τότε ο fσ είναι ένας μορ-
φισμός (αντ. ισομορφισμός) που μετατρέπει την Rσ2 (x, y) ∈ M(SGσ ) στην
R2(x, y) ∈M(SFσ ).

Απόδειξη: (i) Από Λήμμα 1.39,Q ≡ 0 αν και μόνο ανQ(X,Y ) = HF για κάποιο
H(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Αλλά τότεQσ = HσFσ το ποίο είναι ισοδύναμο με τοQσ ≡ 0.

(ii)Όμοια με το (i), μια σχέση της μορφής

P1(x, y)Q2(x, y)− P2(x, y)Q1(x, y) ≡ 0

στην SF , αν και μόνο αν

P1(x, y)Q2(x, y)− P2(x, y)Q1(x, y) = HF

(iii)Όμοια εφαρμόζουμε την σ στις σχέσεις του Θεωρήματος 3.7 και την Παρα-
τήρηση 3.8 .

3.5 Σημεία και Διακριτές Εκτιμήσεις

Σ’ αυτη την παραγραφο θα εισαγουμε ενα σημαντικο εργαλειο της Αριθμητι-
κης Γεωμετριας, τις διακριτες εκτιμησεις. Το σημαντικο αποτελεσμα που θα απο-
δειξουμε ειναι μια αντιστοιχια μεταξυ των σημειων μιας επιφανειας Riemann και
των διακριτων εκτιμησεων στο function ield της. Αυτο θα μας επιτρεψει αργο-
τεραναεπεκτεινουμε τηνδρασηGalois σεολατασημειαμιας επιφανειαςRiemann.

Ορισμός 3.13 Έστω L μια πεπερασμένη επέκταση του C(x), μια απεικόνιση v :
L× → Z, θα λέγεται διακριτή εκτίμηση (discrete valuation) αν για κάθε a, b ∈
L×

i) v(ab) = v(a) + v(b)

ii) v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b))

iii) Η v δεν είναι τετριμμένη , δηλαδή v(L) ̸= 0.

iv) v(z) = 0, c ∈ Cx

Συνήθως επεκτείνουμε την v σε όλο το L θέτοντας v(0) =∞.

Πρόταση 3.14 Ισχύουν τα ακόλουθα

i) Το σύνολοO = {f ∈ L : v(f) ≥ 0} αποτελεί δακτύλιο.
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ii) f ∈ O αντιστρέφεται⇔ v(f) = 0.

iii) Τα μη-αντιστρέψιμα στοιχεία τουMv = {f ∈ L : v(f) > 0} αποτελούν ένα
ιδεώδες τουO και άρα οO είναι τοπικός δακτύλιος (δηλαδή έχει μοναδικό
μεγιστικό ιδεώδες).

iv) Αν v(L×) = mvZ, τότεfO =M ⇔ v(f) = m. Tof θαλέγεται μιαuniformizing
parameter τουO.

Αποδειξη: Εύκολη

Συχνα ειναι βολικο οι εκτιμησεις που χρησιμοποιουμε να ειναι επι, για το λογο
αυτο απο μια εκτιμηση v μπορουμε να ορισουμε την κανονικοποιηση της ως v∗ =
v/mv . Προφανως αυτη η κανονικοποιηση δεν αλλαζει τον τοπικο δακτυλιο ουτε
το μεγιστικο του ιδεωδες. Θα λεμε οτι 2 εκτιμησεις ειναι ισοδύναμες αν οι κανο-
νικοποιησεις τους συμπιπτουν. Η επομενηπροτασημας δειχνει πως εμφανιζονται
φυσιολογικα οι εκτιμησεις στη μελετη των επιφανειων Riemann:

Πρόταση 3.15 ΚάθεσημείοP μιαςσυμπαγούς και συνεκτικής επιφάνειαςRiemann
ορίζει μια κανονικοποιημένη εκτίμηση vP στοσώμαM(S), μέσωτουτύπου vP (f) =
ordP (f). Δηλαδή παίρνει τιμήm αν η f έχει ρίζα τάξηςm στο P , −m αν έχει πόλο
τάξηςm και 0 αλλιώς.

Απόδειξη: Άμεση από της ιδιότητες της τάξης και το γεγονός ότι για κάθε σημείο
P υπάρχει μερόμορφη με ρίζα στο P .

Επομενος στοχος μας μας ειναι να δειξουμε και το αντιστροφο αυτης της προ-
τασης, δηλαδη οτι ολες οι εκτιμησεις τουM(S) προκυπτουν με αυτον τον τροπο.
Έτσι θα εχουμε δημιουργησει μαι αντιστοιχια μεταξυσημειων και εκτιμησεωνκαι
θα μπορεσουμε επιτελους να επεκτεινουμε την δραση τηςGal(C) σ’ολα τα P ∈ S
μεσω του τυπου

vPσ (fσ) = vP (f)

Πριν την γενικη περιπτωση θα αποδειξουμε την αντιστοιχια για την S = P1C.

Πρόταση 3.16 Κάθε εκτίμηση τουM(P1C) = C(x) είναι ισοδύναμη με μια της
μορφής vz για κάποιο z ∈ P1C.

Απόδειξη:Έστω v μια εκτίμηση και f ∈M(P1C), τότε είναι της μορφής

f = c

∏
i(x− ai)ni∏
j(x− bj)mj

και άρα
v(f) =

∑
i

niv(x− ai)−
∑
j

mj(x− bj)

συνεπώς η v καθορίζεται πλήρως από την τιμή της στα πρωτοβάθμια πολυώνυμα
x− a. Διακρίνουμε τώρα 2 περιπτώσεις

i) Για κάθε a ∈ C, v(x − a) ≥ 0. Αφού η v δεν είναι τετριμμένη υπάρχει b ∈ C,
έτσι ώστε v(x− b) = k > 0. Τότε ισχυριζόμαστε ότι v = kvb. Πράγματι αρκεί
να παρατηρήσουμε ότι αν a ̸= b τότε v(x − a) = 0, διότι διαφορετικά θα
είχαμε

k = v(x− b) = v(x− a+ a− b) = min(v(x− a), 0) = 0

το οποίο είναι άτοπο αφού υποθέσαμε ότι k > 0.
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ii) Υπάρχει ένα a ∈ C, v(x− a) = k < 0. Τότε ισχυριζόμαστε ότι

v = −kv∞

Πράγματι, έστω b ̸= a τότε

k = v(x− a) = v(x− b+ b− a) ≥ min(v(x− b), 0)

άρα αν v(x − b) = 0 ⇒ k ≥ 0, άτοπο. Συνεπάγεται ότι v(x − b) = k =
−kv∞(x− b).

Το επομενο βημα ειναι να δειξουμε οτι οπως οι μερομορφες συναρτησεις δια-
χωριζουν τα σημεια μιας επιφανειας (Θεωρημα 1.43), το ιδιο κανουν και οι εκτι-
μησεις.

Λήμμα 3.17 Έστω δυο κανονικοποιημένες εκτιμήσεις v1, v2 ενός σώματοςL. Τότε

v1 = v2 ⇔ Ov1 = Ov2

Απόδειξη:ΑνOv1 = Ov2 , τότεMv1 =Mv2 = (f)⇔ v1(f) = v2(f) = 1. Για ένα
οποιοδήποτε στοιχείο g του L×, έχουμε

v1(g) = n⇔ v1(f
n/g) = 0⇔ fn/g ∈ Oxv1 ⇔ fn/g ∈ Oxv2 ⇔ v2(f

n/g) = 0⇔ v2(g) = n.

Πρόταση 3.18 Για κάθε δυο διακεκριμένες εκτιμήσεις v1, v2, υπάρχει f ∈ L , έτσι
ώστε v1(f) ≥ 0, v2(f) < 0.

Απόδειξη:Έστω ότι δεν ισχύει η πρόταση, αυτό θα σήμαινε ότιOv1 ⊂ Ov2 . Από
το προηγούμενο Λήμμα αρκεί να δείξουμε ότιOv1 = Ov2 .

Αρχικά θα δείξουμε ότι τα μεγιστικά τους ιδεώδη είναι ίσα,Mv1 = Mv2 . Έστω
ένα y ∈ Mv2/Mv1 και άρα v2(y) > 0 ⇒ v2(1/y) < 0 ⇒ 1/y /∈ Ov2 . Από την άλλη
v1(y) ≤ 0⇒ v1(y) ≥ 0⇒ 1/y ∈ Ov2 , το οποίο είναι άτοπο. ΤελικάMv2 ⊂Mv1.

Τώρα θα δείξουμε ότι μια uniformizing parameter f ∈ Ov1 , ανήκει στοMv2 και
άρα

Mv1 = fOv1 ⊂ Ov2 =Mv2

Έστω ότι f ∈ Ov2 \M2, δηλαδή είναι αντιστρέψιμο στοιχείο τουOv2 . Αλλά τότε για
ένα μη μηδενικό y ∈ M2 θα είχαμε ότι y = ufk όπου το u είναι αντιστρέψιμο στον
O1 άρα και στονO2, το οποίο είναι άτοπο.

Τέλος αν u είναι ένα αντιστρέψιμο στοιχείο του Ox2/Ox1 τότε v1(u) < 0 ⇒
v1(1/u) > 0 και άρα 1/u ∈M1 =M2 το οποίο αποτελεί αντίφαση.

Πόρισμα 3.19 Έστω v1, v2, . . . vn, n ≥ 2 διακεκριμένες εκτιμήσεις ενός σώματος
L. Τότε:

i) ∃y ∈ L έτσι ώστε v1(y) > 0 και vi(y) < 0 για i ≥ 2.

ii) ∃w ∈ L έτσι ώστε v1(w) = 0 και vk(w) είναι οσοδήποτε μεγάλο για k ≥ 2.

Απόδειξη:

i) Με επαγωγή. Για n = 2, από την Πρόταση 3. 18 υπάρχει μια y1 και μια y2, έτσι
ώστε

v1(y1) ≥ 0, v2(y1) < 0, v2(y2) < 0, v2(y2) ≥ 0

Συνεπώς, v1(y1/y2) > 0 ενώ v2(y1/y2) < 0.
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Για την επαγωγή, έστω f ∈ L, με v1(f) > 0, vi < 0, i = 2, 3 . . . n − 1. Επι-
πλέον, υπάρχει g ∈ L με v1(g) > 0, vn(g) < 0. θέτουμε y = f + grκαι τότε
για αρκετά μεγάλο r έχουμε

vn(y) = vn(f + gr) = min(vn(f), vn(g
r)) = rvn(z) < 0

και όμοια v1(y) > 0 και vk(y) < 0 για k = 2, 3, . . . n− 1. (Όλα με κατάλληλο
r)

ii) Έστω ένα y όπως στο i), τότε θέτουμε z = 1 + yd. Τότε, v1(1/z) = −v1(z) =
v1(1) = 0.Ενώ, για k ≥ 2,

vk(1/z) = −vk(z) = −vk(1 + yd) = −vk(yd) = d(−vk(y))

το οποίο γίνεται οσοδήποτε μεγάλο μεγαλώνοντας το d.

Έστω L1 ⊂ L2 μια πεπερασμενη επεκταση ενος function ield L1. Μια εκτι-
μηση v στο L2 επαγει μια εκτιμηση στο L1 με την v|L1 . Η τελευταια βεβαια δεν
ειναι κανονικοποιημενη παντα, ακομα και αν η v ειναι κανονικοποιημενη. Στην
πραγματικοτητα, για μια κανονικοποιημενη v εχουμε οτι v(Lx1)) = mZ οπου
m = [v(Lx2 : v(L1)

x].

Θεώρημα 3.20 Έστω μια επέκτασηL1 ⊂ L2 όπως πριν και v1, v2, . . . vn διακεκρι-
μένες κανονικοποιημένες εκτιμήσεις στοL2, έτσι ώστε οι περιορισμοί τους να είναι
ισοδύναμες στο L1. Και έστω ek := [Z : vk(L

x
1)]. Τότε:∑

k

ek ≤ [L2 : L1]

Απόδειξη: Έστω f1, . . . fn uniformizing parameters των εκτιμήσεων v1, . . . vn.
Από το Πόρισμα 3.19 υπάρχουν y1, . . . yn ∈ L2 ώστε vk(yk) = 0 καιui(yj) ≥
Nij , i ̸= j για οποιαδήποτε επιλογή Nij. Για να αποδείξουμε το ζητούμενο αρκεί
να δείχναμε ότι τα

∑
k ek στοιχεία

y1f1, y1f
2
1 , . . . , y1f

e1
1

y2f2, y2f
2
2 , . . . , y2f

e2
2

...

ynfn, ynf
2
n, . . . , ynf

en
n

είναι γραμμικάανεξάρτηταπάνωαπότοL1. Έστωένας γραμμικόςσυνδυασμός τους∑
cijyif

j
i

και έστω crs οσυντελεστήςπουη v παίρνει ελάχιστητιμή. Διαιρώντας τουςσυντελε-
στές με crs, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο c11 είναι 1 και οι υπόλοιποι ικανοποιούν
v(ckl) ≥ 0. Τότε έχουμε

v1(y1f1) = 1

v1(c12y1f
2
1 ) = v(c12) + 2

...
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v1(c1e1y1f
e1
1 ) = v(c1e1) + e1

που είναι διαφορετικές ανά δυο τιμές και άρα v1(
∑
c1jy1f

j
1 ) = v1(y1f1) = 1. Επι-

πλέον , είναι για k ≥ 2

v1(ckjykf
j
k) = v1(ckj) + v1(yk) + jv1(fk) ≥ N1k + jv1(fk) ≥ 2

για κατάλληλη επιλογήNjk . Άρα εφαρμόζοντας v1 στην ταυτότητα∑
c1jy1f

j
1 = −

∑
k≥2

ckjykf
j
k

έχουμε

1 = v1(
∑

c1jy1f
j
1 ) = v1(

∑
k≥2

ckjykf
j
k) ≥ mink(v1(ckjykf

j
k))) ≥ 2

που είναι άτοπο.

ΕιδικοτεραστηνπεριπτωσηπουL1 =M(P1C)και η επεκτασηL2 =M(S)/L1

προερχεται απο εναν μορφισμο f :→ P1C, εχουμε την εμφυτευση

f∗ : P1C→M(S)

r 7→ r ◦ f
Όπως εχουμε δει απο το κεφαλαιο 1 η επεκταση ειναι βαθμου deg f . Αν επιλε-
ξουμε ενα σημειο a ∈ P1C και εστω P1, P2, . . . Pr οι προ-εικονες του με δεικτες
διακλαδωσηςm1, . . .mr . Τοτε η τιμη μιας εκτιμησης vPi σε μια r ∈ L1 υπολογιζε-
ται μεσω της εμφυτευσης

vPi(r) = vPi(f
∗(r)) = vPi(r ◦ f) = ordPi(f)orda(r) = miorda(r)

και καταληγουμε στο οτι vPi | = miva. Συμπερασματικα, o περιορισμος καθε vPi |
ειναι εκτιμηση ισοδυναμη με την va και ο δεικτης ei = [vPi(L

x
2) : vPi(L

x
1)] ειναι

ισος μεmi. Έχουμε σχεδον αποδειξει το ακολουθο:

Θεώρημα 3.21 Για μια επιφάνεια Riemann S η απεικόνιση

P ∈ S 7→ vP

είναι αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ των σημείων τηςS και των εκτιμήσεων
τουM(S).

Απόδειξη: Το 1-1 είναι άμεσο απ΄το γεγονός ότι οι μερόμορφες απεικονίσεις δια-
χωρίζουν σημεία (Πρόταση 1.43), άρα μένει να δείξουμε ότι είναι επί.

Έστω μια αυθαίρετη εκτίμηση v και ένας μορφισμός f : S → P1C . Συνεπώς
έχουμε μια εμφύτευση τουM(S) στο C(x). Έτσι η v περιορίζεται σε μια εκτίμηση
στοM(P1C). Από Πρόταση 3.16 η v| είναι της μορφής va για κάποιο a ∈ P1C. Ισχυ-
ριζόμαστε ότι ∃i : v = vPi

όπου P1, P2, . . . είναι οι προ-εικόνες του a. Αρκεί να
δείξουμε ότι οι vPi είναι οι μόνες επεκτάσεις της va. Πράγματι από Θεώρημα 3.20,∑

i

mi +
∑

(δείκτες από άλλες επεκτάσεις) ≤ deg(f)

Αλλά ξέρουμε από Πρόταση 1.32, ότι ήδη deg f =
∑
imi και άρα άλλες επεκτάσεις

δεν υπάρχουν.
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Παρατήρηση 3.22 Υπενθυμίζουμεότι ησυμπαγής επιφάνειαSF , κατασκευάστηκε
από μια μη-συμπαγή επιφάνεια SXF με την επισύναψη πεπερασμένων σημείων με
έναν ”παράξενο” τρόπο. Για ένα P = (a, b) ∈ SXF ⊂ C2 μπορούμε να ορίζουμε
εύκολα την δράση της Gal(C), θέτοντας Pσ = (a, b)σ = (aσ, bσ). Εύκολα ελέγχει
κανείς ότι αυτός ο κανόνας δημιουργεί μια αντιστοιχία μεταξύ της SXF και της SXFσ .

Χρησιμοποιωντας το Θεωρημα 3. 21 για τις εκτιμησεις μπορουμε να επεκτει-
νουμε την δραση αυτη και στα επιπλεον σημεια.

Ορισμός 3.23 Αν v είναι μια εκτίμηση στοM(S) τότε ορίζουμε μια εκτίμηση vσ
στοM(Sσ) ως εξής

vσ := v ◦ σ−1

οπότε
vσ(fσ) = v(f), f ∈M(S)×

Ανάλογα, ορίζουμε για ένα σημείο P ∈ S το Pσ ως το μοναδικό σημείο Q της Sσ
έτσι ώστε (vP )σ = vQ.

Πρόταση 3.24 i) Για κάθε σ ∈ Gal(C), η απεικόνιση P 7→ Pσ είναι αμφιμο-
νοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ S και Sσ .

ii) Στα σημεία P ∈ SXF ο παραπάνω ορισμός συμφωνεί με τον ορισμό της Παρα-
τήρησης 3.22.

iii) Ειδικότερα, aσ = a για όλα τα a ∈ Q ∪ {∞} ⊂ P1C και κάθε σ ∈ Gal(C).
Απόδειξη:i) H αντίστροφη δίνεται από τον τύποQ 7→ Qσ

−1

.
ii)Θεωρούμε την εμφύτευση C(x) ↪→ C(x, y) Έστω ένα σημείο P = (a, b) ∈ SXF ,
τότε έχουμε

(vP )
σ(x− aσ) = vP (x− a) = 1

και άρα ο περιορισμός της (vP )σ συμπίπτει με την vaσ . Αυτό σημαίνει, όπως και
στην απόδειξη του 3.21 ότι η (vP )

σ είναι μια από τις n = degY F εκτιμήσεις που
αντιστοιχούν στις προ-εικόνες του aσ , σημεία δηλαδή της μορφής (aσ, y). Η μονα-
δική από αυτές που παίρνει θετική τιμή στο y − bσ είναι αυτή που αντιστοιχεί στο
(aσ, bσ).
iii)Μένει να το δείξουμε για a =∞, είναι

vσ∞(x− a) = v∞(x− aσ) = −1 = v∞(x− a)

3.6 Αναλλοίωτες της δράσης τηςGal(C)

Οι επιφανειεςS καιSσ δεν ειναι κατ’ αναγκη ισομορφες, μιας και ηαντιστοιχια
που οριζει μια σ δεν ειναι ολομορφη, στην πραγματικοτητα δεν ειναι καν συνεχης
αν εξαιρεσει κανεις την μιγαδικη συζυγια. Παρ’ ολα αυτα , υπαρχουν διαφορα χα-
ρακτηριστικα που μενουν αναλλοιωτα μεσω της δρασης στα καλυμματα (S, f)
της σφαιρας.

Θεώρημα 3.25 Για την δράση της Gal(C) στα καλύμματα (S, f)σ = (Sσ, fσ),
ισχύουν

i) deg(fσ) = deg(f).
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ii) (f(P ))σ = fσ(Pσ).

iii) ordPσ (fσ) = ordP (f).

iv) a ∈ P1C είναι κρίσιμη του f ανν aσ ∈ crit(fσ).

v) g(S) = g(Sσ), δηλαδή οι S, Sσ είναι ομοιομορφικές.

vi) Η απεικόνιση
Aut(S, f)→ Aut(Sσ, fσ)

h 7→ hσ.

ειναι ισομορφισμός ομάδων.

vii) Οι αντίστοιχες ομάδες μονοδρομίαςMon(f),Mon(fσ) είναι ισόμορφες.

Απόδειξη: i)Μιας και η σ είναι αυτομορφισμός έχουμε

deg f = [M(S) :M(f)] = [M(Sσ) :M(fσ)] = deg(fσ)

ii), iii) Όπως έχουμε δει f(P ) = a σημαίνει

vP (R ◦ f) = ef (P )orda(R)

για κάθε ρητή συνάρτησηR. Άρα το να δείξουμε ότι fσ(Pσ) = aσ είναι ισοδύναμο
με το να δείξουμε ότι

vPσ (Rσ ◦ fσ) = efσ (Pσ)ordaσ (R
σ)

για κάθε ρητή συνάρτησηRσ . Αλλά

vPσ (Rσ◦fσ) = vPσ ((R◦f)σ) = vP (R◦f) = ef (P )orda(R) = efσ (Pσ)ordaσ (R
σ)

μιας και
ordPσ (fσ) = vPσ (fσ) = vP (f) = ordP (f)

και όμοια
ordaσ (R

σ) = vaσ (R
σ) = va(R) = orda(R)

iv)Προφανής συνέπεια των ii), iii).
v)Από i) και iii) (ίδιοι δείκτες διακλάδωσης για f, fσ) παρατηρούμε ότι η ταυ-

τότητα Riemann-Hurwitz είναι ίδια για τις f, fσ και άρα το γένος της S είναι ίσο με
της Sσ .

vi)Αν h ∈ Aut(s, f) τότε

fσ = (f ◦ h)σfσ ◦ hσ

vii)Εφαρμόζουμε το vi) στις κανονικοποιήσεις των (S, f), (Sσ, fσ).
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3.7 Κριτήριο ορισιμότητας πάνω απ΄τοQ

Θα διατυπωσουμε και θα αποδειξουμε ενα κριτηριο για το αν μια επιφανεια
Riemann οριζεται πανω απ’τοQ. Αν μια επιφανεια Riemann Χ οριζεται πανω απο
ενα σωμα αριθμων, δηλαδη αν υπαρχει ενα πολυωνυμο F (x) ∈ Q τετοιο ωστε
X = XF τοτε η τροχια του {Fσ}σ∈Gal(C) ειναι πεπερασμενη αρα και οι κλασεις
ισομορφιας επιφανειων RiemannXFσ ειναι πεπερασμενες. Όπως θα δουμε αυτη
ειναι και ικανη συνθηκη για να οριζεται μιαX πανω απ’τοQ.

Θεώρημα 3.26 (κριτήριο ορισιμότητας) Γιαμιασυμπαγήκαι συνεκτική επιφά-
νεια Riemann τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) ΗX ορίζεται πάνω απ’τοQ

(ii) Η τροχιά {Xσ}σ∈Gal(C) είναι πεπερασμένη. (ως προς ισομορφία επιφανειών
Riemann)

Για την αποδειξη θα χρειαστουμε καποια Λημματα και να υπενθυμισουμε κα-
ποια πραγματα απο τις υπερβατικες επεκτασεις

Ορισμός 3.27 i) Έστωμια επέκτασηL/K . Έναπερασμένοσύνολο{z1, z2, . . . zk} ⊂
L λέγεται αλγεβρικά ανεξάρτητο (πάνω από το K) αν δεν υπάρχει μη-
μηδενικό πολυώνυμο f(X1, . . . Xk) ∈ K[X1, . . . Xk] με f(z1, . . . zk) = 0. Για
k = 1 το z είναι αλγεβρικά ανεξάρτητο πάνω απ το K αν και μόνο αν είναι
υπερβατικό. Όταν δεν αναφέρεται το σώμαK εννοούμε ότιK = Q.

ii) Ένας μορφισμόςQ-αλγεβρών

s : Q[z1, z2, . . . zk]→ C

όπου{z1, z2, . . . zk}αλγεβρικάανεξάρτητοθαλέγεται εξειδίκευση (specialization).
Ο αριθμός

maxi(|zi − s(zi)|)

θα λέγεται απόσταση (distance) της ειδίκευσης.

iii) Για μια ειδίκευση s και ένα πολυώνυμο F (z1, z2, . . . zk) ορίζουμε το

F s := F (s(z1), s(z2), . . . s(zk))

Λήμμα 3.28 Έστω z1, . . . zk ∈ C αλγεβρικά ανεξάρτητα ένα u ∈ C αλγεβρικό
πάνω απ’τοQ[z1, . . . zk] με ελάχιστο πολυώνυμοms

u(X) και μια ειδίκευση

s : Q[z1, . . . zk]→ C

η s επεκτείνεται σε έναν μορφισμό

sb : Q[z1, . . . zk, u]→ C

θέτοντας s(u) = b όπου b οποιαδήποτε ρίζα του πολυωνύμουms
u.

Απόδειξη:Για κάθε στοιχείο x =
∑
aiu

i, ai ∈ Q[z1, . . . zk] ορίζουμε

sb(x) =
∑

asi b
i



36 · Το Θεωρημα του Belyi

που είναι μορφισμόςQ-αλγεβρών, εάν δείξουμε ότι είναι καλάορισμένηαπεικόνιση,
δηλαδή ότι δεν εξαρτάται από την συγκεκριμένη αναπαράσταση του x.

Έστω x = x =
∑
ciu

i μια άλλη αναπαράσταση του x, τότε
∑

(ai − ci)ui = 0
που συνεπάγεται ότι

∑
(ai − ci)X

i = p(X)mu(X) για κάποιο πολυώνυμο p ∈
Q(z1, . . . zn)[X]. Από το Λήμμα του Gauss έχουμε ότι p ∈ Q[z1, . . . zn][X]. Άρα

0 = ps(b)ms
u(b) =

∑
asi b

i −
∑

csi b
i

και άρα ∑
asi b

i =
∑

csi b
i

Λήμμα 3.29 Έστω u = u1, . . . un ∈ C οι ρίζες τουmu(X) και
δ = mink,l(|uk − ul|). Τότε υπάρχει ϵ(u) > 0 τέτοιο ώστε αν

s : Q[z1, . . . zk]→ C

μια ειδίκευση όπως παραπάνω τότε με

maxi(|zi − s(zi)|) < ϵ(u)

τότε το πολυώνυμοms
u(X) έχει μοναδική ρίζα us με την ιδιότητα

|u− us| < δ

Απόδειξη: Γράφουμε mu(X) στη μορφή mu(X) = an
∏
(X − ui) και έστω

(q1, . . . qn) μια ειδίκευση απόστασης ϵ. Όσο το ϵ μικραίνει, οι συντελεστές του ms
u

πλησιάζουν τους συντελεστές τουmu. Άρα asn ̸= 0 και γράφουμεms
u = asn

∏
(X −

ci). Επιπλέον η διαφορά

|mu(uj)−ms
u(uj)| = |ms

u(uj)| = |asn|
∏
|uj − ci|

γίνεται οσοδήποτε μικρή και άρα ένας παράγοντας έστωο |uj−cj |πρέπει να γίνεται
και αυτός οσοδήποτε μικρός. Συνεπώς για αρκετά μικρό ϵ έχουμε ότι για κάθε uj
υπάρχει ένα ας πούμε cj ρίζα τουms

u με

|uj − cj | < δ/2

Θέτουμε τώρα us = c1 και παρατηρούμε ότι

|u1 − c2| < δ/2

τότε
|u1 − u2| ≤ |u1 − c2|+ |u2 − c2| < 2

δ

2
= δ

το οποίο είναι άτοπο.

Ορισμός 3.30 Μιαειδίκευσηθαλέγεταιαπειροστή (in initesimal)ανηαπόσταση
της είναι μικρότερη από το ϵ(u) όπως αυτό ορίστηκε στο προηγούμενο λήμμα.

Μπορουμε τωρα να ολοκληρωσουμε την αποδειξη του Κριτηριου
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Αποδειξη Θεωρηματος 3.26: ΈστωΣ1 = {z1, . . . zd} ενα μεγιστικο υποσυνολο
αλγεβρικα ανεξαρτητων στοιχειων των συντελεστων του F (X,Y ). Απο το Θεω-
ρημα Πρωταρχικου στοιχειου για τις διαχωρισιμες επεκτασεις εχουμε οτι η επε-
κταση που παραγεται απο ολους τους συντελεστες του F ειναι της μορφης

K1 = Q(Σ1, v)

για καποιο v αλγεβρικο πανω απο τοQ(Σ1) με ελαχιστο πολυωνυμο

mv(X) =

n∑
aiX

i ∈ Q[Σ1]

Για ενα στοιχειο σ ∈ Gal(C), οριζουμε το σωμα

K2 = σ(K1) = Q(σ(z1, . . . , σ(zd), σ(v))

που παραγεται απο τους συντελεστες του Fσ . Θεωρουμε τωρα εκεινα τα σ ∈
Gal(C) τετοια ωστε το συνολο

Σ2 = {z1, z2, . . . zd, zd+1 := σ(z1) . . . z2d := σ(zd)}

να ειναι αλγεβρικα ανεξαρτητο. Απο την συνθηκη του κριτηριου για τις πεπερα-
σμενες κλασεις, εχουμε οτι υπαρχουν αρκετα τ, β ∈ Gal(C) για τα οποια υπαρχει
ισομορφισμος

Φ : SF τ → SFβ

και αρα ισομορφισμος
Ψ = Φτ

−1

→ SFσ

για σ = τ−1 ◦ β.
Στη συνεχεια επεκτεινουμε κι αλλο το συνολο Σ2 προσθετοντας συντελεστες

απο ολα τα πολυωνυμα
Pi, Qi, Ui, Vi, T,Hi,H

τα οποια εμπλεκονται στις αντιστοιχες εξισωσεις για τον Φ οπως στην Προταση
3.6 και το Θεωρημα 3.7. Συγκεκριμενα, θεωρουμε Σ3 = {z1, z2, . . . zn} μια μεγι-
στικη τετοια επεκταση ωστε το συνολο να παραμενει αλγεβρικα ανεξαρτητο και
θεωρουμε το σωμα που παραγεται απο ταK1,K2 και ολους αυτους τους συντε-
λεστες το οποιο θα ειναι της μορφης

K3 = Q(Σ3, u)

Για j = d+ 1, . . . , n, εστω qj ∈ Q(i) ετσι ωστε η ειδικευση

s : Q[z1, z2, . . . zn, u]→ C

zj 7→ qj

να ειναι απειροστη. Θεωρουμε τον T υποδακτυλιο τουK3 = Q(z1, z2, . . . zn, v))
των στοιχειων

z =
A(z1, z2, . . . zn, v)

B(z1, z2, . . . zn, v)

οπουA,B πολυωνυμα που s(B) ̸≡ 0. Τοτε η s επεκτεινεται μοναδικα σε

s : T → C
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θετοντας s(A/B) := s(A)/s(B). Και επιπλεον σε

s : T [X,Y ]→ C[X,Y ]

Τωρα αν επιλεξουμε τα qi ετσι ωστε να ειναι αρκετα κοντα στα zi δηλαδη η απο-
σταση της s να ειναι αρκετα μικρη, τοτε το συνολο των συντελεστων των

Pi, Qi, Ui, Vi, T,Hi,H

θα ανηκει στον T και αρα θα μπορουμε να εφαρμοσουμε την s σε ταυτοτητες με
αυτα τα πολυωνυμα.

Απο Θεωρημα 3.7 και ενα καρο τετοιες πολυωνυμικες ταυτοτητες συμπεραι-
νουμε οτι υπαρχει ενας ισομορφισμος

Ψs : SF s → S(Fσ)s

Εκ κατασκευης, οι συντελεστες του (Fσ)s, ανηκουν στο σωμαπουπαραγεται απο
τους qj μαζι με το s(σ(v)) το οποιο πρεπει να ειναι ριζα του (mσ

v )
s ∈ Q(i)[X] και

αρα ειναι αλγεβρικος. Άρα (Fσ)s ∈ Q[X].
Τελος,F s = F αφουτο s(v)πρεπει να ειναι ριζα τουmv(X) = ms

v(X). Έχουμε
οτι για αρκετα μικρη αποσταση της ειδικευσης s το s(v) πηγαινει οσο κοντα θε-
λουμε στο v και αρα συμπιπτει με το v.

3.8 Η κατεύθυνση (b)⇒ (a)

Με το θεωρημα 3.26 πλεον στο οπλοστασιο μας μπορουμε να ολοκληρωσουμε
την αλλη κατευθυνση του θεωρηματος του Belyi.

Αποδειξη του Θεωρηματος 3.1 : ( (b)⇒ (a))

ΛογωτουΘεωρηματος3.26αρκει ναδειξουμεοι υπαρχουνπεπερασμενες κλα-
σεις ισομορφιας. Έστω t : X → P1C ενα Belyi ζευγος με βαθμο deg t = d. Τοτε
για καθε σ ∈ Gal(C) απο Θεωρημα 3.25 ο

tσ : Xσ → P1C

ειναι μορφισμοςBelyi βαθμουπαλι d (με τις ιδιες κρισιμες τιμες). Άραηοικογενεια
{fσ}σ επαγει πεπερασμενους διαφορετικους μορφισμους μονοδρομιας

Mfσ : π1(P1C \ {0, 1,∞})→ Σd

και αρα απο θεωρημα 1.34 οι κλασεις ισομορφιας ειναι πεπερασμενες.
Χρησιμοποιωντας τη θεωρια που εχουμε αναπτυξει μεχρι τωραμπορουμε επι-

πλεον να αποδειξουμε το ακολουθο:

Πρόταση 3.31 Έστω (S, f) ένα ζεύγος Belyi, τότε το (S, f) ορίζεται πάνω απ΄τοQ.
Απόδειξη:Έστω (S, f) ένα ζεύγος Belyi, με S = SF για και

f(x, y) =
P1(x, y)

Q1(x, y)

Πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει ένα ανάγωγο πολυώνυμοG με συντελεστές σε ένα
σώμα αριθμών, ένας ισομορφισμός

Φ = (V1/W1, V2/W2) : SF → SG
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και μια απεικόνιση h ∈ M(SG) που να ορίζεται πάνω από το Q έτσι ώστε το ακό-
λουθο διάγραμμα να είναι μεταθετικό.

..
..SF ..SG

. ..P1C

.

Φ

.f. h

Για να το αποδείξουμε αυτό αρκεί να μιμηθούμε αυτά που κάναμε στην απόδειξη
του κριτηρίου ορισιμότητας. ΈστωK1 = Q(z1, z2 . . . zd, v) το σώμα που παράγεται
από τους συντελεστές των F, P1, Q1 και θεωρούμε ένα σ ∈ Gal(C) με

{z1, z2, . . . zd, σ(z1), σ(z2), . . . }

αλγεβρικά ανεξάρτητο. Επίσης το σώμα που παράγεται από τους συντελεστές των
Fσ, fσ είναι το

K2 = Q(zd+1 . . . z2d, σ(v))

Μιας και όλα τα καλύμματα (Sfσ , fσ), σ ∈ Gal(C) έχουν τον ίδιο βαθμό και τις
ίδιες κρίσιμες τιμές, τότε από Πρόταση 1.38 υπάρχουν πεπερασμένες κλάσεις ισο-
μορφίας. Άρα υπάρχει ένα σ ∈ Gal(C έτσι ώστε τα (SF , f) , (SFσ , fσ) αν είναι
ισοδύναμα, δηλαδή υπάρχει ισομορφισμός

Φ =

(
V1
W1

,
V2
W2

)
: SF → SFσ

έτσι ώστε να ισχύει fσ ◦ Φ = f . Με παρόμοια επιχειρηματολογία όπως στην πα-
ράγραφο 3.3 μπορούμε να δούμε ότι η ταυτότητα αυτή είναι ισοδύναμη με μια της
μορφής

(3.5) W k
1W

d
2 (P

σ
1 (V1/W1, V2/W2)Q1 −Qσ1 (V1/W1, V2/W2)P1 = HF

(μαζί φυσικά με τις ταυτότητες που εκφράζουν το ότι οΦ είναι ισομορφισμός. Έστω
τώρα

K3 = Q(z1, z2, . . . zr, u)

το σώμα που παράγεται από τους συντελεστές των (3.1) - (3.5). Θεωρούμε πάλι την
ειδίκευση

s : Q(z1, . . . zr)→ C

zj 7→ qj

για j = d+1, . . . , 2d. Με qj ∈ Q(i) έτσι ώστε η s να αποτελεί απειροστή ειδίκευση.
Όπως στη απόδειξη του κριτηρίου εφαρμόζουμε την s αν έχει αρκετά μικρή από-
σταση σε όλες τις ταυτότητες (3.1) - (3.5) και παίρνουμε ένα κάλυμμα (SG, h) =
((SFσ )s, Sfσ)s) που λύνει το αρχικό πρόβλημα.

3.9 Που κολλάει η Εικασία abc?

Παρ’ολο που το βασικο ενδιαφερον για τις απεικονισεις Belyi εχει να κανει με
τα dessins και την δραση Galois, υπαρχουν διαφορες συνδεσεις τους με αλλα μα-
θηματικααντικειμεναφαινομενικαασχεταοπωςτοΘεωρημαDavenport-Stothers-
Zanier, τα πολυωνυμα Jacobi, την καμπυλη του Fermat, τα συνολα της Julia, την
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εξισωση του Pell κτλ. Ο ενδιαφερομενος αναγνωστης παραπεμπεται στο εξαιρε-
τικο [13].

Κλεινοντας αυτο το κεφαλαιο, θα παρουσιασουμε εν συντομια μια αναπα-
ντεχη συνδεση με την περιβοητη Εικασια abc.

Ξεκιναμε με 3 ακεραιους αριθμους a, b, c ∈ N που δεν εχουν κανεναν κοινο
πρωτο παραγοντα (η Εικασια πηρε το ονομα της απο την συνηθη επιλογη γραμ-
ματων για τις μεταβλητες) και ικανοποιουν την εξισωση

a+ b = c

Υπενθυμιζουμε οτι το ριζικό ενος αριθμου n ∈ N ειναι το γινομενο των διακεκρι-
μενων πρωτων παραγοντων του και συμβολιζεται με rad(n). Δηλαδη αν η ανα-
λυση του n σε πρωτους ειναι

n = pa11 p
a2
2 . . . pakk

τοτε rad(n) = p1p2 . . . pk .
H Εικασια abc μας προκαλει να συγκρινουμε το c με το rad(abc). Καποιος θα

περιμενε εκ πρωτης οψεως το c να ειναι συνηθως πολυ μεγαλυτερο μιας και το
c ειναι πολυ πιο μεγαλο απ’το rad(c) και το rad(abc) ειναι το radc πολλαπλασια-
σμενο με τους διακεκριμενους πρωτους παραγοντες των a, b.

Κι ομως! Η Εικασια abc ισχυριζεται ακριβως το αντιθετο! Λεει οτι αν υψω-
σουμε το rad(abc) σε μια δυναμη ελαχιστα μεγαλυτερη του 1, τοτε ξεπερναει το c
εκτος απο πεπερασμενα αντιπαραδειγματα.

Συγκεκριμενα:
Εικασία abc (Oesterle-Masser 1985) Για καθε ϵ > 0, για ολες, εκτος απο πε-

περασμενες, τις τριαδες θετικων ακεραιων (a, b, c) που δεν εχουν κανενα κοινο
παραγοντα και ικανοποιουν

a+ b = c

ισχυει
c < rad(abc)1+ϵ

Ορισμός 3.32 Έστω (a, b, c) όπως παραπάνω τότε ορίζουμε την ποσότητα

q :=
logc

lograd(abc)

η Εικασία abc λέει ότι τριάδες με q > 1 + ϵ είναι σπάνιες.

Παρατήρηση 3.33 Υπάρχουν ακολουθίες τριάδων με q > 1 και άρα δεν μπορούμε
να γλυτώσουμε το ϵ στην εκφώνηση της Εικασίας. Για παράδειγμα, θεωρούμε την

1 + (2k − 1) = 2k

τότε rad(abc) = 2rad(2k − 1) και αν θέσουμε k = 6n τότε το 63 = 26 − 1|2k − 1
και άρα 9|2k − 1 συνεπώς 2rad(2k − 1) ≤ 2/3(2k − 1) < 2k − 1 και άρα για κάθε
n, rad(abc) < c.

Ένα εντυπωσιακο διαισθητικο συμπερασμα απο την Εικασια abc ειναι οτι αν
κατασκευασουμε εναν τεραστιο αριθμο c παιρνοντας μικρους πρωτους και υψω-
νοντας το γινομενο τους σε πολυ μεγαλες δυναμεις, τοτε αν γραψουμε το c ως
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αθροισμα, οι οροι του αθροισματος θα πρεπει να διαιρουνται με μεγαλους (σχε-
τικα με το c) πρωτους! Η Εικασια abc ειναι απο αυτες τις πολυ σπανιες προτασεις
που συνδεουν την προσθετικη με την πολλαπλασιαστικη δομη των αριθμων.

Η Εικασια abc θεωρειται πολυ σημαντικη διοτι εχει ηδη εναν μακρυ κατα-
λογο συνεπειων που αποτελειται απο γνωστα αποτελεσματα οπως η εικασια του
Mordell και μια ασθενη μορφη του Τελευταιου Θεωρηματος του Fermat, αλλα και
πολλα ανοιχτα προβληματα και εικασιες οπως η Εικασια του Szpiro, η Εικασια
Erdos-Woods, η Εικασια Fermat-Catalan κτλ.

Τον Αυγουστο του 2012 o Shinichi Mochizuki, ενας Ιαπωνας μαθηματικος που
δουλευει απομονωμενος απο τους συναδελφους του, ανεβασε μια σειρα αρθρων
με μια νεα μαθηματικη θεωρια που εκτος των αλλων ισχυριζεται οτι συνεπαγεται
τηνΕικασια abc.Μεχρι τωρα (Δεκεμβριος 2013), η μαθηματικηκοινοτηταδεν εχει
καταφερει να επιβεβαιωσει η να καταρριψει τον ισχυρισμο αυτον.

Ας δουμε πως η Εικασια abc συνεπαγεται αμεσα μια ασθενη μορφη του Τελευ-
ταιου Θεωρηματος του Fermat

Πρόταση 3.34 Αν ισχύει η Εικασία abc τότε όλες μαζί οι εξισώσεις

xn + yn = zn

για n ≥ 4 έχουν το πολύ πεπερασμένες ρίζες. (μια τριάδα (x, y, z) θεωρείται λύση
αν οι x, y, z είναι πρώτοι μεταξύ τους)

Απόδειξη:Έστω μια λύση (x, y, z), τότε rad(xnynzn) ≤ xyz < z3 , και άρα

q(xn, yn, zn) =
logzn

lograd(xnynzn)
>

logzn

logz3
= n/3 > 1

Και άρα υπάρχουν το πολύ πεπερασμένες τέτοιες λύσεις.

Απο υπολογιστικης σκοπιας το μονο που θα μπορουσε να κανει κανεις ειναι να
ψαξει τριαδες (a, b, c)μεμεγαλο q(a, b, c). Τορεκορμεχρι τωρα (Δεκεμβριος, 2013),
ειναι η

2 + 310109 = 235

με q = 1.6299 . . . . Για c < 1018 εχουν βρεθει μολις 160 τριαδες με q > 1.4 και
γενικα τριαδες με q > 1.2 θεωρουνται σπανιες.

Παραδείγματα 3.35 Τα καλά παραδείγματα όπως παραπάνω πρέπει να παραγο-
ντοποιούνται με καλό τρόπο, κάποιοι ερευνητές όπως οN.Magot [15] σκέφτηκαν ότι
οι απεικονίσεις Belyi πάνω απ΄το Q είναι ήδη καλά παραγοντοποιημένες και άρα
ίσως με αντικατάσταση και λίγη τύχη ίσως δώσουν ενδιαφέροντα παραδείγματα.
Πράγματι, αν θεωρήσουμε το παράδειγμα

f(x) =
64x3

(x+ 9)(x+ 1)
, f(x)− 1 = − (x2 − 18x− 27)2

(x+ 9)3(x+ 1)

αν ο x είναι ρητός x = a/b τότε οι παραπάνω ισότητες γίνονται

64a3b+ (a2 − 18ab− 27b2)2 = (a+ 9b)3(a+ b)

αντικαθιστώντας με (a, b) = (−32, 23) παίρνουμε

112 + 325673 = 22123
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με q = 1.62599 . . . , το δεύτερο μεγαλύτερο ρεκόρ τριάδας ως τώρα! H παραπάνω
απεικόνιση έχει παράξει ως τώρα 43 τριάδες με q > 1.2 εκ των οποίων οι 11 ήταν
καινούργιες. Με παρόμοιες μεθόδους ο L.Habsieger [13] βρήκε μερικές εκατοντάδες
καινούργιες τριάδες με q > 1.2. Παρ’όλα αυτά η ακριβής σύνδεση της Εικασίας abc
και των ζευγών Belyi παραμένει ένα μυστήριο.



Κεφάλαιο 4

Τα Παιδιά Ζωγραφίζουν

Στο κεφαλαιο αυτο, οι πρωταγωνιστες επιτελους κανουν την εμφανιση τους.
Οριζουμε τα dessins και δινουμε εναν χαρακτηρισμο τους μεσω μεταθεσεων. Στη
συνεχειααποκαλυπτεται ηπραγματικη τουςφυση, ειναι απλα εναςσυνδυαστικος
τροπος να περιγραφουν τα ζευγη Belyi! Περιγραφουμε την κομψη αυτη αντιστοι-
χια και στην συνεχεια παραθετουμε τον πραγματικο λογο για τον οποιο ενδιαφε-
ρεται κανεις για αυτα, την δραση της απολυτης ομαδας Galois. Στις ενοτητες 4.4,
4.5 αναφερονται τα πρωτα ενδιαφεροντα αποτελεσματα της θεωριας που ειναι
η πιστοτητα της δρασης αυτης στα dessins γενους g.

4.1 Dessins και μεταθέσεις

Ορισμός 4.1 Ένα (Grothendieck) dessin d’enfant ή απλώς dessin είναι ένα ζεύ-
γος (S,D), όπουS είναι μιαπροσανατολισμένη, συμπαγής και συνεκτική επιφάνεια,
D ένα πεπερασμένο γράφημα πάνω στην S, έτσι ώστε:

(i) ΤοD είναι συνεκτικό.

(ii) ΤοD είναι διμερές και χρωματισμένο με δυο χρώματα μαύρο και λευκό.

(iii) Το S \ D είναι (τοπολογικά) μια ξένη ένωση δίσκων. Κάθε συνεκτική συνι-
στώσα του S \D θα λέγεται όψη (face) του dessin.

Στον παραπάνω ορισμό επιτρέπεται τα γραφήματα να έχουν πολλαπλές ακμές με-
ταξύ δυο κορυφών καθώς και ακμές με ένα άκρο (βρόγχους).

Το γένος του dessin θα είναι απλά το γένος της S. Δυο dessins (S1, D1), (S2, D2)
θα λέγονται ισοδύναμα αν υπάρχει ένας ομοιομορφισμός από την S1 στην S2 που
διατηρεί τον προσανατολισμό και ο περιορισμός στο D1 επάγει ισομορφισμό με-
ταξύ τωνD1, D2 (ως χρωματισμένα γραφήματα).

Παρατήρηση 4.2 Στην πραγματικότητα η συνθήκη (i) είναι συνέπεια της συνθή-
κης (iii), μιας και ένα μονοπάτι που συνδέει δυο σημεία τουD πάνω στην επιφάνεια
S , είναι ομοτοπικό με ένα μονοπάτι πάνω στο σύνορο των όψεων και άρα ομοτο-
πικό με ένα μονοπάτι πάνω στοD.

Παρατήρηση 4.3 Μερικέςφορέςησυνθήκη (ii) παραλείπεται, και θεωρούνται dessins
οποιαδήποτε γραφήματα μιας και κάθε γράφημα μπορεί να γίνει διχρωματισμένο
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προσθέτονταςστομέσο κάθεακμήςμια (λευκή) κορυφή. Ταdessins πουπροκύπτουν
με αυτό τον τρόπο βέβαια έχουν όλες τις λευκές κορυφές τους με βαθμό 2. Αλλά αυτό
δεν είναι τόσο περιοριστικό όσο φαίνεται (βλέπε παρατήρηση 4.14). Τα εμβαπτι-
σμένα γραφήματα πάνω σε επιφάνειες αναφέρονται συχνά στη βιβλιογραφία ως
maps, ενώ τα διχρωματισμένα ως hypermaps.

Παρατήρηση 4.4 Τι μπορεί να πάει στραβά όταν εμφυτεύσουμε ένα διχρωματι-
σμένο γράφημα σε μια συμπαγή επιφάνεια ώστε να μην αποτελεί dessin ; Από την
παρατήρηση 4.2 μόνο η συνθήκη (iii) μπορεί να παραβιαστεί. Πράγματι ενδέχεται
κάποια συνεκτική συνιστώσα του S \ D να μην είναι ομοιομορφική με δίσκο. Για
παράδειγμα στο σχήμα 4.1 η εξωτερική συνιστώσα δεν είναι απλά συνεκτική (ο κόκ-
κινος βρόγχος είναι μη-τετριμμένος):

Σχημα 4.1: Αυτο δεν ειναι dessin

Παραδείγματα 4.5 Όταν ένα dessin είναι εμβαπτισμένο πάνω στη σφαίρα τότε
μπορούμε να το σχεδιάσουμε στο επίπεδο θεωρώντας την εμφύτευση του επιπέδου
στη σφαίρα μέσω της στερεογραφικής προβολής. Από δω και πέρα όλα τα dessins
που σχεδιάζονται χωρίς υποκείμενη επιφάνεια θα θεωρούνται πάνω στηνP1C. Από
το σχήμα 4.2 παίρνουμε μια πρώτη γεύση από dessins πάνω στη σφαίρα. Επιπλέον
το ίδια αφηρημένο γράφημα μπορεί να εμφανίζεται σε διαφορετικές επιφάνειες
όπως στο σχήμα 4.3.

Ορισμός 4.6 Έστω (S,D) ένα dessin, μεm το πλήθος ακμές τις οποίες αριθμούμε
με τους 1, 2, . . . ,m. Ορίζουμε δυο μεταθέσειςσ0, σ1 στηνSm, την συμμετρική ομάδα
σεm σύμβολα. Θεωρούμε μικρές ανοικτές γειτονιές γύρω από τις λευκές κορυφές
έτσι ώστε να μην περιέχουν άλλη κορυφή και ορίζουμε σ0(i) = j αν σε μια περι-
στροφή γύρω από την λευκή κορυφή της ακμής i μέσα στην γειτονιά, με την θετική
φορά, συναντάμε τηνακμή j. Όμοια για τις μαύρες κορυφέςσχηματίζουμε τηνσ1. Το
ζεύγος (σ0, σ1) λέγεταιαναπαράστασημεταθέσεων (permutation representation)
του (S,D).

Παρατήρηση 4.7 Οι κύκλοι της σ0 είναι σε αντιστοιχία με τις λευκές κορυφές του
D, ενώ οι κύκλοι της σ1 με τις μαύρες αντίστοιχα. Επιπλέον, κύκλοι της σ0σ1 αντι-
στοιχούν στις όψεις τουD, ενώ η συνεκτικότητα του γραφήματος συνεπάγεται ότι
η ομάδα που παράγεται από τις σ0, σ1 δρα μεταβατικά στις ακμές.

Λαμβανονταςυποψητηνπαραπανωπαρατηρησημπορουμε ναυπολογισουμε
το γενος ενος dessin D απο την αναπαρασταση μεταθεσεων του χρησιμοποιω-
ντας την χαρακτηριστικη Euler.
Πρόταση 4.8 Έστω (S,D) ένα dessin με γένος g και αναπαράσταση μεταθέσεων
(σ0, σ1), σi ∈ Smτότε ισχύει:

2− 2g = |κύκλοι της σ0|+ |κύκλοι της σ1| −m+ |κύκλοι της σ1σ0|
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Σχημα 4.2: Μερικα παραδειγματα dessins
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Σχημα 4.3: Δυο διαφορετικα dessins με το ιδιο υποκειμενο γραφημα

Παρατήρηση 4.9 Τι συμβαίνει όμως στην αναπαράσταση μεταθέσεων αν αλλά-
ξουμε την αρίθμηση των ακμών; Αν θεωρήσουμε μια νέα αρίθμηση μετονομάζοντας
τις ακμές με μια σ ∈ Sm τότε για το νέο ζεύγος αναπαράστασης μεταθέσεων έχουμε

(σ′
0, σ

′
1) = (σ−1σ0σ, σ

−1σ1σ)

Το ζεύγος λοιπόν είναι καλά ορισμένο μόνο ως προς κλάσεις συζυγίας.

Πρόταση 4.10 Έστω ένα ζεύγος σ0, σ1 ∈ Sm με την ομάδα την οποία παράγουν
να δρα μεταβατικά σταm σύμβολα. Τότε υπάρχει ένα dessinS,D με αναπαράσταση
μεταθέσεων (σ0, σ1). Επιπλέον, κάθε δυο dessins με συζυγή αναπαράσταση μεταθέ-
σεων είναι ισοδύναμα.

4.2 Αντιστοιχία μεταξύ Dessins και ζευγών Belyi

Ορισμός 4.11 Έστω (S,D) ένα dessin, σε κάθε όψη διαλέγουμε ένα (εσωτερικό)
σημείο και το μαρκάρουμε με ∗. Ενώνουμε κάθε ∗ με όλες τις κορυφές του συνόρου
της όψης με ακμές που δεν τέμνονται στο εσωτερικό της όψης. Έτσι δημιουργείται
ένα κάλυμμα της S από τρίγωνα, το οποίο θα λέγεται τριγωνική αποσύνθεση του
D και θα συμβολίζεται T (D) (η αποσύνθεση αυτή δεν αποτελεί τριγωνοποίηση με
την τοπολογική έννοια μιας και τα τρίγωνα επιτρέπεται να τέμνονται σε πάνω από
μια ακμές). Τα τρίγωνα είναι δυο ειδών: αυτά που η καμπύλη

◦ → • → ∗ → ◦

είναι θετικά προσανατολισμένη ως σύνορο του τριγώνου και λέμε ότι είναι τύπου
+ , ενώ τα υπόλοιπα λέμε ότι είναι τύπου - . Λόγω κατασκευής σε κάθε ακμή τουD
εφάπτονται δυο τρίγωνα διαφορετικού τύπου. Τώρα για κάθε τρίγωνο T+ ∈ T (D),
τύπου + θεωρούμε έναν ομοιομορφισμό

f+T : T → H+
:= H ∪ R ∪∞

με

(4.1) f(◦) = 0, f(•) = 1, f(∗) =∞

και ο περιορισμός στο ∂T να είναι ομοιομορφισμός στο R ∪ {∞}. Αντίστοιχα για
τρίγωνα − τύπου -, θεωρούμε ομοιομορφισμούς

f−T− : T− → H−

όπου H− είναι το κλειστό κάτω ημιεπίπεδο, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συν-
θήκες (4.1) και ο περιορισμός στο ∂T− να είναι ομοιομορφισμός με το R ∪ {∞}.
Επιπλέον θέλουμε όταν δυο τρίγωνα T1, T2 διαφορετικού τύπου τέμνονται σε μια
ακμή e του dessin, τότε στην τομή τους T1 ∩ T2 οι fT1 , fT2 να συμπίπτουν.
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Πρόταση 4.12 Υπάρχει οικογένεια ομοιομορφισμών fT που να πληρεί τις προϋ-
ποθέσεις όπως παραπάνω και μια συνεχής απεικόνιση fT (D) : S → P1C που να
συμφωνεί με την {fT } στα τρίγωνα και ο περιορισμός

fT (D)| : S \ f−1{0, 1,∞} → P1C \ {0, 1,∞}

να είναι τοπολογικό κάλυμμα, δηλαδή ένα ζεύγος Belyi. Επιπλέον, για κάποια άλλη
επιλογήομοιομορφισμώνf ′T (D) προκύπτει ένα ισοδύναμοδιακλαδιζόμενοκάλυμμα,
δηλαδή η κλάση ισοδυναμίας του (S, fT (D)) εξαρτάται μόνο απ’ την κλάση ισοδυ-
ναμίας τουD, και άρα την γράφουμε fD .

Απόδειξη:Θασκιαγραφήσουμε τις κύριες ιδέες τηςαπόδειξης. Αρχικάκάθεομοιο-
μορφισμός από μια ακμή της ενός τριγώνου T σε ένα τμήμα του ∂H = R ∪ {∞}
επεκτείνεται σε έναν ομοιομορφισμό από ολόκληρο το ∂T στο ∂H. Επιπλέον, κάθε
ομοιομορφισμός από

∂T → ∂H

επεκτείνεται σε ομοιομορφισμό
T → H

Συνεπώς μπορούμε να ”κολλήσουμε” αρχικά μεταξύ τους τους περιορισμούς των
αυτομορφισμών πάνω στις ακμές και στη συνέχεια να τους επεκτείνουμε στο εσω-
τερικό της κάθε όψης. Άρα εξαιρώντας τις κορυφές, μπορούμε να μαζέψουμε τους
ομοιομορφισμούς σε ένα τοπολογικό κάλυμμα. Θεωρώντας στην S την (μοναδική)
δομή επιφάνειας Riemann ώστε η f να είναι ολόμορφη έχουμε ότι το (S, f) είναι
ζεύγος Belyi.

Έστω τώρα μια άλλη επιλογή τριγώνων L(D) = {L±
i } και ομοιομορφισμών

h±L : L→ ∂H±

με hL(D) : S → P1C τον μορφισμό που επάγουν. H τριγωνική αποσύνθεση θα είναι
στην ουσία η ίδια υπό την έννοια ότι θα υπάρχουν ομοιομορφισμοί

F±
i : T±

i → L±
i

που ορίζονται από την σχέση

F±
i = (h±i )

−1 ◦ f±i

οι οποίοι αν κολληθούν δημιουργούν έναν ομοιομορφισμό F : S → S έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραμμα να είναι μεταθετικό:

..
..S ..S

. ..P1C

.

F

.f. h

δηλαδή οF είναι ισομορφισμός ζευγών Belyi και άρα η f δεν εξαρτάται από την επι-
λογή των τριγώνων και των ομοιομορφισμών f±i και άρα μπορούμε να γράφουμε
fD αντί για fT (D).

Έχουμε καταφερει δηλαδη να δειξουμε τη μια κατευθυνση της αντιστοιχιας
που στοχευουμε.



48 · Τα Παιδια Ζωγραφιζουν

Πόρισμα 4.13 Υπάρχει μια καλά ορισμένη απεικόνιση

{Κλάσεις ισοδυναμίας των Dessins} → {Κλάσεις ισοδυναμίας ζευγών Belyi}

(S,D) 7→ (S, fD)

Έστω τωρα ενα ζευγος Belyi (S, f) οριζουμε Df = f−1([0, 1]), και χρωματι-
ζουμε τα σημεια f−1(0) λευκα και τα σημεια f−1(1) μαυρα.
Πρόταση 4.14 (i) Το (S,Df ) είναι ένα dessin d’enfant.

(ii) Κάθε ένα από τα σύνολα

f−1[∞, 0], f−1[0, 1], f−1[1,∞]

είναι ένωση τοπολογικών διαστημάτωνπου όλα μαζί αποτελούν τις ακμές της
τριγωνικής αποσύνθεσης T (Df ).

(iii) f = fDf
.

Απόδειξη: Εφαρμόζοντας την πρόταση 1.32, έχουμε τα εξής συμπεράσματα:

(a) Για κάθε P ∈ f−1[0, 1], έχουμε έναν (τοπολογικό) δίσκο∆P γύρω από το P ,
με την f να είναι στο∆P της μορφής z 7→ zef (P ). Άρα για ϵ αρκετά μικρό, το

f−1[0, ϵ] ∩∆P

είναι μια συλλογή ξένων διαστημάτων που αρχίζουν από το P .

(b) Το f−1(P1C\ [0, 1]) = S \Df είναι μια ξένη ένωση (τοπολογικών) δίσκων με
κέντρα qi ∈ f−1(∞) και σε κάθε τέτοιο δίσκο ο περιορισμός της f είναι της
μορφής

z 7→ zef (qi)

(c) H f επάγει μια προβολή κάλυψης

f | : S \ f−1({0, 1,∞})→ P1C \ {0, 1,∞}

Για το (i), σίγουρα το Df είναι ένα διχρωματισμένο γράφημα και από το (b) είναι
dessin.

Για τα (ii), (iii) θεωρούμε το μεταθετικό διάγραμμα

..
..H+ \ {0, 1,∞} ..S \ f−1({0, 1,∞})

. ..P1C \ {0, 1,∞}

.i.

ĩ

. f

όπου ĩ είναι μια ανύψωση της εμφύτευσης

i : H+ \ {0, 1,∞} ↪→ P1C \ {0, 1,∞}

Η μεταθετικότητα του διαγράμματος συνεπάγεται ότι η ĩ είναι 1-1. Επιπλέον, η ĩ
επεκτείνεται ως εξής, θεωρούμε το σημείο P ∈ f−1(0) με ĩ(ϵ) ∈ ∆P όπως στο (a).
Αντίστοιχα ορίζουμε τα ĩ(1), ĩ(∞) και άρα μπορούμε να θεωρήσουμε το τρίγωνο

T := ĩ(H+
)

Με την ίδια διαδικασία για ανυψώσεις τουH− παίρνουμε τρίγωνα τύπου -. Μαζεύ-
οντας τα όλα μαζί έχουμε μια τριγωνική αποσύνθεση της S με f = fD .



4.2 Αντιστοιχια μεταξυ Dessins και ζευγων Belyi · 49

Πόρισμα 4.15 H παρακάτω απεικόνιση είναι καλά ορισμένη

{Κλάσεις ισοδυναμίας ζευγών Belyi} → {Κλάσεις ισοδυναμίας Dessins}

(S, f) 7→ (S,Df )

Δηλαδή το (S,Df ) είναι ένα dessin και η κλάση ισοδυναμίας του εξαρτάται από την
κλάση ισοδυναμίας του (S, f).

Συνδυαζοντας τα πορισματα 4.13 , 4.15 καταληγουμε στην αντιστοιχια:

Θεώρημα 4.16 (Αντιστοιχία Grothendieck) Οι παρακάτω απεικονίσεις είναι η
μια αντίστροφη της άλλης.

{Κλάσεις ισοδυναμίας των Dessins} ←→ {Κλάσεις ισοδυναμίας ζευγών Belyi}

(S,D) 7−→ (S, fD)

(S,Df )←−[ (S, f)
Παραδείγματα 4.17 Ας δούμε μερικά dessins που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένα
ζεύγη Belyi.

(i) Για S = P1C, f1(z) = z3 το αντίστοιχο dessin είναι:

Σχημα 4.4:

(ii) f2(z) = 1− z3 = 1− f1(z)

Σχημα 4.5:

(iii) f3(z) = (4−z)(1+2z)2

27z (Σχήμα 4.6)

(iv) f4(z) = 4(z−1)3

27z = 1− f3(z) (Σχήμα 4.7)

(v) f5(z) = z3+3z2

4 (Σχήμα 4.8)

(vi) f6(z) = z3

z3−1 (Σχήμα 4.9)
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Σχημα 4.6:

Σχημα 4.7:

Σχημα 4.8:

Σχημα 4.9:

Σχημα 4.10:
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(vii) Θεωρούμε την επιφάνεια S που αντιστοιχεί στην ελλειπτική καμπύλη

C : {y2 = x3 + 1}

και την απεικόνιση f7(x, y) = 1
2 (1 + y) (Σχήμα 4.10).

Παρατήρηση 4.18 Τα dessins που όλες οι λευκές τους κορυφές έχουν βαθμό δυο
θα λέγονται clean. Για αυτού του είδους τα dessins έγραψε ο Grothendieck. Ξεκινώ-
ντας με ένα αυθαίρετο dessin (S,D), μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα clean dessin
(S,Dc) στην ίδια επιφάνεια με έναν απλό τρόπο.

Θεωρούμε το αντίστοιχο ζεύγος Belyi (S, fD). H συνδυαστική διαδικασία κατά
την οποία θεωρούμε όλες τις αρχικές κορυφές τουD μαύρες και προσθέτουμε μια
λευκή κορυφή στο μέσο κάθε ακμής μπορεί να υλοποιηθεί φορμαλιστικά ως εξής:

Θεωρούμε το dessin (S,Dc) που αντιστοιχεί στο ζεύγος Belyi

(S, g = 1 + 4f(f − 1))

Δηλαδή g = c ◦ f όπου

c(x) = 1 + 4x(x− 1) = 4

(
x− 1

2

)2

παρατηρούμε ότι
c(0) = c(1) = 1, c(∞) =∞

και η μοναδική κρίσιμη τιμή του c είναι το 0, μιας και το μοναδικό σημείο διακλά-
δωσης του είναι το 1

2 . Από την πρόταση 1.35 παίρνουμε για τις κρίσιμες τιμές της
g:

crit(g) = crit(c ◦ f) = crit(c) ∪ c(critf) = {0, 1,∞}

και συνεπώς είναι μορφισμόςBelyi. Επιπλέον για κάθεP ∈ g−1(0), είναι f(P ) =
1
2 και άρα ο δείκτης διακλάδωσης πάλι από 1.35 είναι

eg(P ) = ef (P )ec(f(P )) = 1 · ec
(
1

2

)
= 2

δηλαδή όλες οι λευκές κορυφές έχουν βαθμό 2.

4.3 Δράση Galois

Όπως εχουμε ηδη δει, η ομαδαGal(C) δρα πανω στις επιφανειες Riemann και
τους μορφισμους. Μιας και τα ζευγη Belyi οριζονται πανω απο τοQ επαγεται μια
δραση της απολυτης ομαδας GaloisGQ και αρα μια δραση πανω στα dessins. Για
ενα dessin (S,D) και ενα στοιχειο σ ∈ Gal(Q) το (S,D)σ οριζεται μεσω του κα-
νονα:

..
..D ..Dσ

..(SD, fD) ..(SσD, f
σ
D)

.
σ
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οπου (SD, fD) ειναι το ζευγος Belyi που αντιστοιχει στοD, οποτε οριζουμε τοDσ

να ειναι το dessin που αντιστοιχει στο συζυγες ζευγος (SσD, fσD).

Θεώρημα 4.19 ΈστωD ένα dessin, τότε τα ακόλουθα μένουν αναλλοίωτα υπό τη
δράση της απόλυτης ομάδας GaloisGQ.

(i) Το πλήθος των ακμών,

(ii) Το πλήθος των λευκών κορυφών, των μαύρων κορυφών και των όψεων.

(iii) O βαθμός των λευκών και των μαύρων κορυφών καθώς και ο βαθμός των
όψεων.

(iv) Το γένος.

(v) Η ομάδα μονοδρομίας.

(vi) H ομάδα αυτομορφισμών.

Απόδειξη: Άμεση συνέπεια του θεωρήματος 3.25.

Στη συνεχεια, θα αποδειξουμε την πιστοτητα της δρασης Galois στα dessins
γενους g. Θα ξεκινησουμε με την περιπτωση g = 0.

Παραδείγματα 4.20 Θεωρούμε τα dessins που μοιάζουν με τα σύμβολα του αρ-
σενικού και του θηλυκού. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι δεν είναι στην ίδια τροχιά
Galois μιας και οι λίστες τωνβαθμών τους δεν συμπίπτουν. Ας δούμεποια είναι απει-
κόνιση Belyi που αντιστοιχεί στο σύμβολο του θηλυκού.

Επιλέγουμε τις λευκές κορυφές του να είναι το 0 και το 1 όπως φαίνεται στο
σχήμα και το κέντρο της εξωτερικής συνιστώσας να είναι το∞ (υπενθυμίζουμε ότι
η επιφάνεια είναι ηP1C. Έστωακόμα b να είναι το εσωτερικό σημείο τηςφραγμένης
συνιστώσας με f(b) =∞.

Από τις προ-εικόνες του 0, έχουμε ότι ως προς πολλαπλασιασμό με σταθερά θα
πρέπει

f(z) =
z4(z − 1)2

P (z)

μιας και οι λευκές κορυφές έχουν βαθμούς (και άρα δείκτες διακλάδωσης) 4,2 . Και
P (z) κάποιο πολυώνυμο. Αφού η όψη του b έχει βαθμό 2 έχουμε ότι το z− b διαιρεί
τοP (z) αλλά το (z−b)2 όχι. Επιπλέον η εξωτερική όψη έχει βαθμό 10 άρα το z =∞
είναι προ-εικόνα του∞ με πολλαπλότητα 5, άρα στο z =∞ έχει πόλο τάξης 5.

Συμπεραίνουμε ότι

f(z) =
z4(z − 1)2

z − b
Παραγωγίζοντας παίρνουμε

f ′(z) =
z3(z − 1)(5z2 + (−3− 6b)z + 4b))

(z − b)2

και μιας και πρέπει η f ′(z) να έχει διπλή ρίζα (λόγω της μαύρης κορυφής βαθμού 3)
πρέπει η διακρίνουσα του 5z2 + (−3− 6b)z + 4b) πρέπει αν είναι 0 και άρα

36b2 − 44b+ 9 = 0
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0 

1

1

0 

Σχημα 4.11: Τα συμβολα του αρσενικου και του θηλυκου ανηκουν σε διαφορετι-
κες τροχιες Galois καθε μια απο τις οποιες εχει δυο στοιχεια

άρα

b =
−9 + 2

√
10

18
ή b =

−9− 2
√
10

18

Παρατηρώντας το διπλανό dessin στο σχήμα 4.11 έχουμε ότι ισχύουν τα ίδια επι-
χειρήματα και συνεπώς κάθε μια επιλογή του b αντιστοιχεί σε ένα από αυτά τα δυο.
Επιπλέον ένα στοιχείο της ομάδας Galois δρα στην f αν και μόνο αν ικανοποιεί

√
10 7→ −

√
10

και άραστέλνει το έναστοάλλο. Καταλήγουμε λοιπόνστοότι η εν λόγωτροχιάGalois
περιέχει ακριβώς δυο στοιχεία!

Για το σύμβολο του αρσενικού, με παρόμοια επιχειρήματα έχουμε

f(z) =
z3(z − 1)2

z − b

και παραγωγίζοντας

f ′(z) =
z2(z − 1)(4z2 + (−2− 5b)z + 3b))

(z − b)2

και μιας και πάλι υπάρχει διπλή ρίζα, η διακρίνουσα που μηδενίζεται είναι

25b2 − 28b+ 4 = 0

και καταλήγουμε και πάλι σε μια τροχιά Galois με δυο στοιχεία όπως πριν.
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4.4 Πιστότητα της δράσης Galois στο γένος 0

Υπενθυμιζουμε τον ορισμο της πιστοτητας μιας δρασης:

Ορισμός 4.21 ’Έστω μια δράση μιας ομάδας G σε ένα σύνολο X , αυτή θα λέγε-
ται πιστή (faithful) αν δεν υπάρχουν μη-ταυτοτικά στοιχεία της G που να δρουν
τετριμμένα σε όλο τον χώρο δηλαδή αν g ∈ G με

∀x ∈ X, gx = x

τότε g = 1.

Οι πιστες δρασεις εχουν ιδιαιτερη σημασια μιας και αφου κανενα στοιχειο δεν
δρα τετριμμενα , ”καμια πληροφορια” για την ομαδα δε χανεται μεσω της δρασης
κι ετσι μπορουμε να ”δουμε” ολοκληρη την ομαδα μεσω της δρασης αυτης.

Ισχυροτερα, θαδειξουμεοτι ηδρασηGalois ειναιπιστηπανωσταδεντρα (dessins
με μονο μια οψη). Το γενος των δεντρων ειναι 0 αφου εχουν μονο μια οψηκαι μπο-
ρουν παρασταθουνως πολυωνυμα με το πολυ δυο (πεπερασμενες) κρισιμες τιμες
και φυσικα τον πολο στο απειρο.

Ορισμός 4.22 Ένα πολυώνυμο λέγεται πολυώνυμο Shabat, αν έχει το πολύ δυο
πεπερασμένες κρίσιμες τιμές.

Πριν αποδειξουμε το θεωρημα, καταγραφουμε ενα τεχνικο λημμα που θα χρεια-
στει

Λήμμα 4.23 (i) Έστω δυο μονικά πολυώνυμα h1, h2 ∈ k[x] ίδιου βαθμού, όπου
k ένα υπόσωμα του C, με h1(0) = h2(0). Και δυο άλλα πολυώνυμα g1, g2 με

g1 ◦ h1 = g2 ◦ h2

Τότε h1 = h2.

(ii) Έστω δυο πολυώνυμα h1, h2 ∈ k[x] ίδιου βαθμού. Και δυο άλλα πολυώνυμα
g1, g2 με

g1 ◦ h1 = g2 ◦ h2

τότε υπάρχουν σταθερές c, d ∈ k× με h2 = ch1 + d.
Απόδειξη: (i) Έστω

h1(z) = zm + am−1z
m−1 + · · ·+ a1z

h2(z) = zm + bm−1z
m−1 + · · ·+ b1z

g1(z) = cnz
n + cn−1z

n−1 + · · ·+ c1z + c0

g2(z) = dnz
n + bn−1z

n−1 + · · ·+ d1z + d0

Τότε
g1 ◦ h1 = g2 ◦ h⇔

cn(z
m+am−1z

m−1+· · ·+a1z)n+cn−1(z
m+am−1z

m−1+· · ·+a1z)n−1+. . . c0 =

= dn(z
m+bm−1z

m−1+ · · ·+b1z)n+dn−1(z
m+bm−1z

m−1+ · · ·+b1z)n−1+ . . . d0
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Συγκρίνοντας μεγιστοβάθμιους συντελεστές παίρνουμε cn = dn. Ενώ για τους συ-
ντελεστές βαθμού nm− 1, παίρνουμε

ncnam−1 = ndnbm−1 ⇒ am−1 = bm− 1

και παρόμοια για βαθμού nm− 2

cn

((
n

2

)
a2m−1 + nam−2

)
= dn

((
n

2

)
b2m−1 + nbm−2

)
⇒ am−2 = bm−2

επαγωγικά βλέπει κανείς ότι ο συντελεστής του nm − j όρου του g1 ◦ h1 είναι πο-
λυώνυμο στους συντελεστές με δείκτες μεγαλύτερους τουnm−j και γραμμικό στον
anm−j , άρα η αντίστοιχη σχέση για το g2 ◦ h2 συνεπάγεται τελικά ότι

anm−j = bnm−j

(ii) Έστω
h1(z) = amz

m + am−1z
m−1 + · · ·+ a1z

h2(z) = bmz
m + bm−1z

m−1 + · · ·+ b1z

και g1, g2 όπως παραπάνω. Θεωρούμε τα

h̃1 := (h1 − a0)/am h̃2 := (h2 − b0)/bm

g̃1(x) := amx+ a0 g̃2(x) := g2(bmx+ b0)

και βλέπουμε ότι
g̃1 ◦ h̃1 = g1 ◦ h1 = g2 ◦ h2 = g̃2 ◦ h̃2

και άρα από (i) έχουμε ότι h̃1 = h̃2 που δίνει

h1 = amh̃1 + a0 = amh̃2 + a0 = am(h2 − b0)/bm + a0

δηλαδή υπάρχουν σταθερές όπως θέλαμε.

Θεώρημα 4.24 Η δράση της απόλυτης ομάδας Galois Gal(Q) στα δέντρα (ισοδύ-
ναμα στα πολυώνυμα Shabat) είναι πιστή. Ειδικότερα, η δράση στα dessins γένους
0 είναι πιστή.

Απόδειξη: (Lenstra) Έστω ένα μη τετριμμένο σ ∈ Gal(Q) και ένα a ∈ Q με
σ(a) ̸= a. Θα κατασκευάσουμε ένα δέντρο το οποίο δεν σταθεροποιείται από την σ.

Θεωρούμε ένα πολυώνυμο fa ∈ Q(a)[x] με

f ′a(x) = x(x− 1)(x− a)

δηλαδή διακλαδίζεται πάνω στο {0, 1, a}. Από Λήμματα 3.4, 3.5 υπάρχει ένα πολυώ-
νυμο q ∈ Q[x] με

Fa = q ◦ fa
να είναι πολυώνυμο Shabat. Τώρα δρώντας η σ έχουμε

Fσa = qσ ◦ fσa = q ◦ fσ(a)

Έστω τώρα ότι τα ζεύγη (P1C, Fa), (P1C, F σa ) είναι ισοδύναμα, δηλαδή υπάρχει ένα
μετασχηματισμός T με το διάγραμμα:
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..
..P1C ..P1C

. ..P1C

..
Fa

.

T

. Fσ
a

να είναι μεταθετικό. Μιας και T (∞) =∞ έχουμε ότι T (z) = cz + d. Και άρα

q ◦ fa(cz + d) = Fa(cz + d) = Fσa = q ◦ fσ(a)(z)

Από το λήμμα 4.23, έχουμε ότι υπάρχουν e, f έτσι ώστε

fa(cz + d) = efσ(a)(z) + f

Από κατασκευή, τα σημεία διακλάδωσης του fa έχουν δείκτες διακλάδωσης 2,3 και
4. Το δεξί μέλος έχει τα ίδια σημεία διακλάδωσης με το fσ(a) ενώ το αριστερό έχει
ως σημεία διακλάδωσης τις εικόνες των 0, 1, a μέσω του T−1. Και επειδή οι δείκτες
διακλάδωσης είναι διαφορετικοί , ξέρουμε ποιο σημείο απεικονίζεται σε ποιο. Συ-
γκεκριμένα αν x1, x2, x3 είναι τα σημεία διακλάδωσης της fa(cz + d) τότε

cx1 + d = 0, cx2 + d = 1, cx3 + d = a

οπότε αφού συμπίπτουν με τα σημεία διακλάδωσης του efσ(a)(z) + f έχουμε ότι

x1 = 0, x2 = 1, x3 = σ(a)

και άρα συμπεραίνουμε ότι
c = 1, d = 0

που δίνουν
σ(a) = a

το οποίο είναι άτοπο.

4.5 Πιστότητα της δράσης για g ≥ 1

Πρωτα θα αποδειξουμε την περιπτωση g = 1 ( ελλειπτικες καμπυλες). Αυτο
ειναι ενα ευκολο συμπερασμα απο την ταξινομηση των καμπυλων αυτων μεσω
της j-invariant. Έστω C/C μια ελλειπτικη καμπυλη, υπενθυμιζουμε οτι : [17]

(i) Οριζεται ενας μιγαδικος αριθμος j(C) που ειναι ρητη συναρτηση των συ-
ντελεστων του πολυωνυμου που οριζει την C και λεγεται j-invariant της
καμπυλης.

(ii) Μια αλλη καμπυλη C ′ ειναι ισομορφη με την C αν και μονο αν

j(C ′) = j(C)

δηλαδη η j-invariant ειναι μια πληρης αναλλοιωτη.

(iii) Για καθε μιγαδικο αριθμο j υπαρχει καμπυλη C με j(C) = j.
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Πρόταση 4.25 Η δράση τηςGal(Q) στα dessins γένους 1 είναι πιστή
Απόδειξη:Ηαπόδειξη είναι απλώςηπαρατήρησηότι ηGal(Q)δραστην j-invariant

της αντίστοιχης καμπύλης. Δηλαδή

j(Cσ) = σ(j(C))

Άρα αν σ ∈ Gal(Q), με σ(a) ̸= a και ένα dessin με καμπύλη C έτσι ώστε j(C) = a.
Τότε j(Cσ) = σ(j(C)) = σ(a) άρα η C,Cσ δεν είναι ισόμορφες, συνεπώς ούτε τα
dessins τους.

Στη συνεχεια αποδεικνυουμε την περιπτωση g > 1. Θα χρησιμοποιησουμε για
την αποδειξη ενα αποτελεσμα απο την θεωρια των υπερελλειπτικων καμπυλων,
το οποιο ξεκαθαριζει ποτε δυο τετοιες καμπυλες ειναι ισομορφες. [5]

Θεώρημα 4.26 Έστω δυο υπερελλειπτικές καμπύλες

{y2 =

2g+2∏
i=1

(x− ai)} και {y2 =

2g+2∏
i=1

(x− bi)

είναι ισόμορφες αν και μόνο αν υπάρχει μετασχηματισμός MöbiusM ∈ PSL(2,C),
με

M({a1, a2, . . . a2g+2}) = {b1, b2, . . . b2g+2}

Θεώρημα 4.27 Η δράση τηςGal(Q) στις υπερελλειπτικές καμπύλες γένους g > 1
είναι πιστή. Ειδικότερα, η δράση στα dessins γένους g είναι πιστή. [5]

Απόδειξη:Έστω ένα σ ∈ Gal(Q) με σ ̸= 1, και ένα a ∈ Q με σ(a) ̸= a. Θεωρούμε
την οικογένεια υπερελλειπτικών καμπυλών:

Cn := {y2 = (x− 1)(x− 2) . . . (x− (2g + 1)(x− (a+ n)))}

Θα δείξουμε ότι υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε η Cn να μην είναι ισόμορφη με την Cσn .
Έστω πως δεν υπάρχει, δηλαδή για κάθε n οι Cn, Cσn είναι ισόμορφες. Άρα από

θεώρημα 4.26, υπάρχειMn ∈ PSL(2,C) μετασχηματισμός Möbius με

Mn({1, 2, . . . 2g + 1, a+ n}) = {1, 2, . . . 2g + 1, σ(a) + n}

Αφού ο Mn απεικονίζει τρία ρητά σημεία σε ρητά σημεία, μπορούμε να τον γρά-
ψουμε με ρητούς συντελεστές,Mn ∈ PSL(2,Q).

Επίσης μιας και a+ n /∈ Q έχουμε ότι

Mn(a+ n) = σ(a) + n

Από την άλλη, επειδή ένας μετασχηματισμός Möbius καθορίζεται πλήρως από το
που στέλνει τρία σημεία, έχουμε ότι το σύνολο

{Mn, n ∈ N}

περιλαμβάνει πεπερασμένους τέτοιους.
Θεωρούμε τρεις διακεκριμένους ακεραίους p, q, r μεMp =Mq =Mr . Ορίζουμε

επίσης τονM(z) :=Mp(a+ z)− σ(a), και βλέπουμε ότι

M(p) =Mp(a+ p)− σ(a) = p
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M(q) =Mp(a+ q)− σ(a) =Mq(a+ q)− σ(a) = q

M(r) =Mp(a+ r)− σ(a) =Mr(a+ r)− σ(a) = r

δηλαδή οM συμφωνεί με τον ταυτοτικό μορφισμό σε τρία σημεία και άρα είναι ο
ταυτοτικός μορφισμός. Άρα

Mp(a+ z) = z + σ(a)⇒Mp(z) = z + σ(a)− a

Συνεπώς έχουμε

Mp(i) = i+ σ(a)− a := li ∈ {1, 2, . . . 2g + 1}, i = 1, 2 . . . 2g + 1

και άρα
σ(a)− a = l1 − 1 = l2 − 2 = . . . l2g+1 − (2g + 1)

αλλά l1 − 1 ≥ 0 ενώ l2g+1 − (2g + 1) ≤ 0! Άρα όλες οι παραπάνω ισότητες είναι 0,
και άρα και σ(a) = a που αποτελεί αντίφαση.

Καπου εδω τελειωνει η προσπαθεια εισαγωγης στο κοσμο των dessins, ο εν-
διαφερομενος αναγνωστης παραπεμπεται στο [13] το οποιο αναδεικνυει τις δια-
φορες πτυχες των dessins και τις συνδεσεις τους με αλλους κλαδους των Μαθη-
ματικων και της Φυσικης.
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