
Η ροή Ricci και εφαρμογές

Δελής Αναστάσιος



2



Περιεχόμενα

1 Πολλαπλότητες Riemann και καμπυλότητα 7
1.1 Διανυσματικές Δέσμες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Εφαπτόμενη Δέσμη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.2 Δυϊκή Δέσμη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Τανυστές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.1 Τανυστικό Γινόμενο Δεσμών . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Μετρική . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.4 Συνοχή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.5 Ολοκλήρωση και Θεώρημα Απόκλισης . . . . . . . . . . . . . . 21
1.6 Ανάκληση(Pullback) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.6.1 Συνοχή από ανάκληση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.6.2 Παράλληλη Μετατόπιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6.3 Η παράγωγος Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.7 Καμπυλότητα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.7.1 Καμπυλότητα στην Εφαπτόμενη Δέσμη . . . . . . . . . 27
1.7.2 Καμπυλότητα διατομής, καμπυλότηταRicci, βαθμωτή κα-

μπυλότητα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 Ροή Ricci και Γεωμετρικοποίηση 33
2.1 Γεωμετρική δομή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2 Εικασία Γεωμετρικοποίησης του Thurston . . . . . . . . . . . . 34

2.2.1 Διάσπαση πολλαπλοτήτων . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.3 Hamilton-Ροή Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.4 Perelman-Από εικασία σε θεώρημα . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Ροές σε Πολλαπλότητες Riemann 41
3.1 Διαστολή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2 Αμφιδιαφορίσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3 Η ροή Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.4 Νορμαρισμένη ροή Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4 Αρχή Μεγίστου 55
4.1 Θεωρία παραβολικών μ.δ.ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1.1 Γραμμική Θεωρία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.1.2 Γραμμικοποίηση μη-γραμμικών μ.δ.ε. . . . . . . . . . . . 56

4.2 Η Αρχή του Μεγίστου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2.1 Αρχή Μεγίστου για Βαθμωτές Συναρτήσεις . . . . . . . 58
4.2.2 Αρχή Μεγίστου για συμμετρικούς 2-τανυστες . . . . . . 61



4 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

4.2.3 Αρχή Μεγίστου σε Διανυσματικές Δέσμες . . . . . . . . 66

5 Το θεώρημα του Hamilton 77
5.1 Υπαρξη και μοναδικότητα λύσης της ροής Ricci . . . . . . . . . 77
5.2 Η καμπυλότητα γίνεται μη φραγμένη . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.2.1 Ύπαρξη και συνέχεια οριακής μετρικής . . . . . . . . . 83
5.2.2 Ομαλότητα Οριακής Μετρικής . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.3 Οι Καμπυλότητες Διατομής Συγκλίνουν . . . . . . . . . . . . . 96
5.3.1 Τοπική Σύγκλιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.3.2 Ολική Σύγκλιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.4 Νορμαρισμένη ροή Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
5.4.1 Ύπαρξη λύσης για όλο το χρόνο . . . . . . . . . . . . . . 112
5.4.2 Σύγκλιση σε μετρική σταθερής καμπυλότητας . . . . . . 113



Πρόλογος

Με την εργασία αυτή ολοκληρώνεται ο κύκλος των μεταπτυχιακών σπου-
δών μου στην κατεύθυνση θεωρητικών μαθηματικών του τμήματος μαθηματι-
κών του πανεπιστημίου Αθηνών. Η εκπόνησή της έγινε υπό την επίβλεψη του
καθηγητή, κυρίου Αντώνιου Μελά, κατά τη διάρκεια του ακαδημαικού έτους
2010-11. Βασικός της στόχος είναι να μελετηθούν τα αποτελέσματα και οι
τεχνικές που χρησιμοποιήθηκαν από τον Richard Hamilton στην ρηξικέλευθη
εργασία του: Three - manifolds with positive Ricci curvature ([6]), ώστε να απο-
δείξει το εξής θεώρημα:

Θεώρημα 0.0.1. Έστω (M3, g0) μία κλειστή πολλαπλότητα Riemann διά-
στασης 3, η οποία δέχεται μετρική Riemann γνήσια θετικής καμπυλότητας
Ricci. Τότε η Μ δέχεται και μετρική σταθερής θετικής καμπυλότητας.

Ιδιαίτερα, η προσπάθεια είναι να περιγραφεί το βασικό νέο εργαλείο το
οποίο εισήγαγε, η ροή Ricci.

Πριν να περιγράψουμε το περιεχόμενο των επιμέρους κεφαλαίων, πρέ-
πει να αναφερθεί εξ’ αρχής ότι το σύνολο της παρουσίασης αποτελεί ανα-
διάταξη αποτελεσμάτων τα οποία μπορούν να βρεθούν στην βιβλιογραφία
που δίνεται στο τέλος της εργασίας. Οι πηγές που αναφέρονται είναι πε-
ρισσότερες από όσες στην πραγματικότητα χρησιμοποιήθηκαν, ώστε να μην
παραληφθούν κλασσικά συγγράμματα και άρθρα πάνω στα θέματα που θα
εξεταστούν. Παρ’ όλα αυτά δεν αποτελούν ένα πλήρη κατάλογο, ο οποίος
όμως μπορεί να συμπληρωθεί ακολουθώντας τις αναφορές των πηγών αυ-
τών. Στη συνέχεια, σε κάθε κεφάλαιο, θα αναφέρεται ακριβώς ποιές είναι
οι βασικές πηγές που ακολουθήθηκαν. Η εν λόγω αναδιάταξη τώρα ή όπως
θα μπορούσαμε να πούμε συρραφή των επιμέρους αποσπασμάτων, έγινε με
γνώμονα την επίτευξη της μέγιστης δυνατής πληρότητας στην παρουσίαση
και τις αποδείξεις οι οποίες μπορεί να δίνονται συνοπτικά ή να παραλείπο-
νται τελείως στις πηγές, ανάλογα με το υπόβαθρο των αναγνωστών στους
οποίους απευθύνεται η κάθε μία.

Στο κεφάλαιο 1 λοιπόν, παρουσιάζεται εκτενώς σε ορισμένα σημεία και
λιγότερο σε άλλα, η προαπαιτούμενη για την κατανόηση όσων θα ακολουθή-
σουν θεωρία των διαφορικών πολλαπλοτήτων και της γεωμετρίαςRiemann.Η
ανάπτυξη ακολουθεί κυρίως το [10]. Για φοιτητές οι οποίοι δεν προέρχονται
από αμιγώς μαθηματικές προπτυχιακές σπουδές και με δεδομένο πως αντί-
στοιχα μαθήματα δεν διδάσκονται στο μεταπτυχιακό πρόγραμμα σπουδών
των θεωρητικών μαθηματικών, είναι πιθανό η θεωρία γύρω από τους τανυ-
στές (και συνεπώς τις διαφορικές μορφές και την ολοκλήρωση) να αποτελεί
κάτι εντελώς καινούργιο. Τα κεφάλαια 11, 12, 13, 14 και 6 του [11] και 2
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του [25] καλύπτουν το θέμα εκτενέστερα από όσο απαιτείται εδώ. Άλλα και
γενικότερα τα εν λόγω βιβλία αποτελούν κλασσικά συγγράμματα πάνω στη
θεωρία των διαφορικών πολλαπλοτήτων. Αντίστοιχα, τα [12]και [27] μαζί με
τις ασκήσεις που περιέχονται στο [28] καλύπτουν εξαιρετικά τη βασική θε-
ωρία της γεωμετρίας Riemann.

Το κεφάλαιο 2 είναι μία συνοπτική επισκόπιση της ιστορίας της εικασίας
του Poincare και της γενικότερης του Thurston, της οποίας η πρώτη απο-
τελεί ειδική περίπτωση. Η παρουσίαση οφείλεται στα [31, 22]. Στόχος δεν
είναι η κατανόηση των επιμέρους αποτελεσμάτων αφού κάτι τέτοιο είναι
αδύνατο στο σημείο αυτό. Στα [8, 9, 14, 15, 16, 17] αναπτύσσονται πλήρως
τα αντίστοιχα επιχειρήματα. Συνεπώς ούτε αποδείξεις δίνονται ούτε το σύ-
νολο των εννοιών εξηγούνται πλήρως. Στόχος είναι να αναδειχθεί η σημασία
της ροής Ricci ως το εργαλείο με τη βοήθεια του οποίου ο Hamilton μετέ-
φερε ένα τοπολογικό-γεωμετρικό πρόβλημα στην περιοχη των διαφορικών
εξισώσεων, να καταγραφούν τα βήματα που έκανε ο ίδιος προς την επίλυση
της εικασίας του Thurston, καθώς και τα αντίστοιχα του Grigori Perelman ο
οποίος ξεπέρασε τα εμπόδια που δεν κατάφερε ο Hamilton και ολοκλήρωσε
την απόδειξη.

Τα τελευταία τρία κεφάλαια αποτελούν το κυρίως αντικείμενο της εργα-
σίας που είναι η πλήρης παρουσίαση της απόδειξης του θεωρήματος (0.0.1).
Η παρουσίαση στηρίζεται βασικά στα [1, 29]. Το κεφάλαιο 3 προέρχεται από
τις δύο πρώτες από τις καταπληκτικές (όπως και κάθε τι στο blog και την
προσωπική σελίδα του) διαλέξεις του Terence Tao πάνω στην απόδειξη της
εικασίας του Poincare ([20]). Ως πολύτιμο συμπλήρωμα στις δύο παραπάνω
βασικές αναφορές, συμπληρώνοντας την απαιτούμενη θεωρία και πολλές
αποδείξεις, είναι οι [30, 13].

Κλείνοντας, θα ήθελα να ευχαριστήσω καταρχάς τον καθηγητή μου στο
μάθημα της γεωμετρίας Riemann κατά το εαρινό εξάμηνο του έτους 2010-11,
κύριο Λάππα Διονύσιο, ο οποίος μου παρείχε άφθονο χρόνο και ελευθερία
στην επιλογή θέματος, σε εργασία απαιτούμενη για την προαγωγή στο μά-
θημά του, δίνοντάς μου με τον τρόπο αυτό τη δυνατότητα να μην παρεκλίνω
καθόλου από την προσπάθεια διεκπεραίωσης της παρούσας εργασίας. Τέ-
λος θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου κύριο Αντώνιο
Μελά, αφενός για την διαθεσιμότητά του ως προς την επίλυση οποιασδή-
ποτε απορίας και αφετέρου για την επιλογή του συγκεκριμένου θέματος, με
το οποίο μου δόθηκε η ευκαιρία να μελετήσω (στο βαθμό που αυτό ήταν εφι-
κτό) μερικά από τα στάδια της απόδειξης ενός από τα μεγαλύτερα ανοιχτά
προβλήματα όλων των εποχών, και κυρίως να πάρω μια γεύση από το βαθμό
της αλληλεπίδρασης μεταξύ διαφορετικών μαθηματικών περιοχών που λαμ-
βάνει χώρα στη σύγχρονη μαθηματική έρευνα.



Κεφάλαιο 1

Πολλαπλότητες Riemann
και καμπυλότητα

Ορισμός 1.0.1. Μία ομαλή ή (C∞ ) πολλαπλότηταM διάστασηςn (ή n–πολλαπλότητα
γιά συντομία), αποτελείται από ένα τοπολογικό χώροM (τον οποίο θα θεω-
ρούμε Hausdorff και δεύτερο αριθμήσιμο) και μία (ομαλή) διαφορική δομή,
δηλαδή

1. Ένα ανοιχτό κάλυμμα {Ui}i∈I τουM και

2. Μία οικογένεια ομοιομορφισμών {φi : Ui → Rn | i ∈ I},(που ονομά-
ζονται χάρτες ή τοπικές συντεταγμένες της πολλαπλότητας) για τους
οποίους,φ(Ui) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rn και ανUi

∩
Uj ̸= ∅ για

κάποια i, j ∈ I τότε η απεικόνιση

φi ◦φ−1
j : φi(Ui

∩
Uj) → φj(Ui

∩
Uj)

είναι ομαλή ( δηλαδή C∞ )

Μία συνάρτηση f : M → N, όπου N μία άλλη διαφορική πολλαπλότητα,
λέμε πως είναι ομαλή αν για οποιουσδήποτε χάρτες φ , ψ , η απεικόνιση ψ ◦
f◦φ−1 είναι ομαλή στο πεδίο ορισμού της:φ(U∩

f−1(V)), όπουU, V τα πεδία
ορισμού τωνφ καιψ αντίστοιχα. Μία ομαλή απεικόνιση με ομαλή αντίστροφη
καλείται αμφιδιαφόριση. Ιδιαίτερα για την περίπτωση μίας f : M → R ή
C η f είναι ομαλή αν η f ◦ φ−1 είναι ομαλή στο πεδίο ορισμού της (φ(U))
για οποιοδήποτε χάρτη φ. Το σύνολο όλων των απεικονίσεων της μορφής
αυτής συμβολίζεται με C∞(M) και αποδεικνύεται πως αποτελεί άλγεβρα ως
προς τους πραγματικούς αριθμούς. Όμοια μπορόυμε να σχηματίσουμε την
άλγεβρα C∞(U), όπου U ένα ανοιχτό υποσύνολο τηςM.

1.1 Διανυσματικές Δέσμες
Ορισμός 1.1.1. Έστω F,M διαφορικές πολλαπλότητες. Μία νηματική δέσμη
πάνω από τη M με νήμα (ή ίνα) F είναι μία διαφορική πολλαπλότητα E μαζί
με μία ομαλή απεικόνιση π : E →M η οποία είναι επί και ικανοποιεί τη συν-
θήκη: Για κάθε p ∈M υπάρχει U ανοιχτό υποσύνολο τηςM ώστε p ∈ U, και
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αμφιδιαφόριση φ : π−1(U) → U× F (η οποία ονομάζεται τοπική τετριμμενο-
ποίηση της E) ώστε π = π1 ◦ φ στο π−1(U), όπου π1(x, y) = x, η προβολή
στον πρώτο παράγοντα. Το νήμα στο p, το οποίο συμβολίζεται με Ep, είναι
το σύνολο π−1(p).

Αποδεικνύεται ότι η π είναι εμβύθιση (η π∗ |ξ: Eξ → Mπ(ξ) είναι επί για
κάθε ξ στην E) και το Ep είναι αμφιδιαφορικό με την F για κάθε p ∈M

Ενώ τοπικά λοιπόν μία νηματική δέσμη μπορεί να ταυτιστεί με το γινόμενο
U×F, κάτι τέτοιο δεν ισχύει ολικά. Ο ονομάζεται ολικός χώρος, οM βάση και
η π προβολή της δέσμης. Στα επόμενα θα αναφέρουμε συχνά για συντομία:
” έστω π : E→M ομαλή νηματική δέσμη ”.

Ορισμός 1.1.2. Έστω διαφορική πολλαπλότητα. Μία (ομαλή) διανυσματική
δέσμη τάξης k τηςM είναι μία νηματική δέσμη π : E→M με νήμα Rk με τις
εξής ιδιότητες:

1. Οι ίνες Ep έχουν δομή k–διάστατου διανυσματικου χώρου και

2. Οι τοπικές τετριμμενοποιήσεις φ : π−1(U) → U × Rk είναι τέτοιες
ώστε η π2 ◦ φ |Ep

είναι γραμμικός ισομορφισμός για κάθε p ∈ U, όπου
π2(x, y) = y

Ορισμός 1.1.3. Μία ομαλή (ολική) διατομή μιας νηματικής δέσμης π : E→M

είναι μία ομαλή απεικόνισηX :M→ E (θα γράφουμε συχνά p→ Xp ), ώστε π◦
X = idM. Αν E είναι διανυσματική δέσμη, τότε η οικογένεια των διατομών της
M ( συμβολίζεται με Γ(E)) αποτελείR–διανυσματικό χώρο με την κατά σημείο
πρόσθεση και βαθμωτό πολλαπλασιασμό και C∞(M)–πρότυπο ορίζοντας (f◦
X)(p) = f(p)Xp με f : M → R. Συχνά ενδιαφερόμαστε για τοπικές διατομές
f : U → E ορισμένες σε κάποιο ανοιχτό υποσύνολο U της M, με το χώρο
που αυτές σχηματίζουν να έχει αντίστοιχες ιδιότητες με εκείνες των ολικών
διατομών και συμβολίζεται Γ(U→ E) ή Γ(E |U).

Παρατήρηση 1.1.1. Αν E = M × Rk είναι η δέσμη γινόμενο (αποδεικνύεται
εύκολα πως πρόκειται πράγματι για διανυσματική δέσμη τηςM) τότε υπάρ-
χει μία φυσική ένα προς ένα αντιστοίχιση μεταξύ ομαλών διατομών της E και
ομαλών απεικονίσεων από τηM στον Rk: Μία f :M→ Rk καθορίζει μία δια-
τομή f̃ :M→M× Rk με f̃(x) = (x, f(x)) και αντίστροφα. Ιδιαίτερα ο C∞(M)
μπορεί να ταυτιστεί με φυσικό τρόπο με τον Γ(M× R).

Ορισμός 1.1.4. Ένα τοπικό πλάισιο μίας διανυσματικής δέσμης E, τάξης k,
είναι μία k-άδα (ξi) (κατά σημείο) γραμμικά ανεξάρτητων τοπικών διατομών
σε ένα ανοιχτό U ⊂ M. Δηλαδή, ξ1, . . . , ξk ∈ Γ(E|U) και τα ξ1(p), . . . , ξk(p),
αποτελούν βάση του Rk (είναι δηλαδή γραμμικά ανεξάρτητα) για κάθε p ∈ U.

Παρατήρηση 1.1.2. Υπάρχει ένα προς ένα αντιστοίχιση μεταξύ τοπικλων τε-
τριμμενοποιήσεων και τοπικών πλαισίων: Αν φ : π−1(U) → U × Rk είναι
τετριμμενοποίηση της E, ορίζουμε τις απεικονίσεις σ1, . . . , σk : U→ E με

σi(p) = φ
−1(p, ei),

όπου (ei) η συνήθης βάση του Rk, οι οποίες αποτελούν τοπικό πλαίσιο γιά
την E. Αντίστροφα, αν σ1, . . . , σk είναι τοπικό πλαίσιο της E, κάθε διατομή
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α ∈ Γ(E|U) μπορεί να γραφεί ως α =
∑
αiσi με αi : U → R και τότε η

απεικόνιση φ : π−1(U) → U× Rk με

φ(p,
∑

αi(p)σi|p) = (p, α1(p), . . . , αk(p))

αποτελεί τοπική τετριμμενοποίηση.
Πρόταση 1.1.1. Μία διατομή α ∈ Γ(E|U) είναι ομαλή αν και μόνο αν οι συ-
ναρτήσεις συντεταγμένων της, αi, ως προς το πλαίσιο (σi) είναι ομαλές.
Ορισμός 1.1.5. Μία υποδέσμη πE ′ : E ′ →M μίας διανυσματικής δέσμης π :
E→M είναι μία διανυσματική δέσμη τηςM μαζί με έναν 1− 1 ομομορφισμό
διανυσματικών δεσμών, ι : E ′ → E που καλύπτει την ταυτοτική απεικόνιση id
τηςM. Δηλαδή, ι ομαλή, 1− 1, με πE ◦ ι = πE ′ και ι|E ′

p
: E ′

p → Ep γραμμική.
Μία υποδέσμη δηλαδή, αποτελεί μία ομαλά μεταβαλόμενη οικογένεια δια-

νυσματικών υποχώρων των νημάτων της αρχικής δέσμης, η οποία σχηματί-
ζει μια νέα διανυσματική δέσμη και ορίζεται με στόχο κυρίως να μπορούν να
διακριθούν οι διατομές της υποδέσμης από αυτές της αρχικής δέσμης.

1.1.1 Εφαπτόμενη Δέσμη
Ορισμός 1.1.6. Έστω μία n–πολλαπλότητα και p ∈M. Μία απεικόνιση Xp :
C∞(M) → R καλέιται διαφόριση στο p αν είναι γραμμική και ικανοποιεί τον
κανόνα του Leibniz:

Xp(fg) = f(p)(Xpg) + g(p)(Xpf)

για κάθε f, g ∈ C∞(M). Το σύνολο των διαφορίσεων στο p αποτελείR–διανυσματικό
χώρο με τις κατα σημείο πράξεις και καλείται εφαπτόμενος χώρος της M
στο p. Συμβολίζεται δε ως TpM. Ένα στοιχείο X ∈ TpM ονομάζεται εφαπτό-
μενο διάνυσμα στο p.

Η πιό θεμελιώδης τώρα διανυσματική δέσμη σε μία πολλαπλότηταM εί-
ναι η εφαπτόμενη δέσμη η οποια ως ολικό χώρο έχει την πολλαπλότητα

TM =
⊔

p∈M

TpM =
∪

p∈M

{p}× TpM

Μία διατομή X ∈ Γ(TM) τηςM ονομάζεται διανυσματικό πεδίο. Σε κάθε p ∈
M αντιστοιχίζει ένα εφαπτόμενο διάνυσμα X(p) (ή Xp) ∈ TpM

1.1.2 Δυϊκή Δέσμη
Ορισμός 1.1.7. Αν E είναι διανυσματική δέσμη τηςM, η δυϊκή δέσμη E∗ της
M ορίζεται ως η διανυσματική δέσμη της οποίας τα νήματα αποτελούνται
από τους δυϊκούς χώρους των νημάτων της E:

E∗ = {(p,ω) : ω ∈ E∗p}

Αν (ξi) είναι τοπικό πλαίσιο της E στο ανοιχτό U ⊂ M τότε η ϕ : π−1
E∗ (U) →

U× Rk με (p,ω) → (p,ω(ξ1(p)), . . . ,ω(ξk(p))) αποτελεί τοπική τετριμμενο-
ποίηση της E∗ στο U. Το αντίστοιχο τοπικό πλαίσιο από τις διατομές (θi)
που ορίζονται ως θi(ξj) = δij.



10 Πολλαπλότητες Riemann και καμπυλότητα

1.2 Τανυστές
Έστω E, F πεπερασμένης διάστασης διανυσματικοί χώροι πάνω από το

R. Θεωρούμε το ευθύ άθροισμα
J (E, F) = ⊕(e,f)∈E×FR.

Ισοδύναμα, ο διανυσματικός χώρος J (E, F) μπορεί να ταυτιστεί με το χώρο
των συναρτήσεων c : E × F → R όπου c μη μηδενική σε πεπερασμένα μόνο
σημεία του E× F. Μία βάση του χώρου αυτού αποτελείται από τις συναρτή-

σεις δe,f : E×F→ R, με (x, y) 7→ {
1 αν (x, y) = (e, f),

0 αν (x, y) ̸= (e, f).
Ιδιαίτερα, έχουμε την

ένα προς ένα απεικόνιση
δ : E× F→ J (E, F), (e, f) 7→ δe,f

Θεωρούμε στη συνέχεια τον υπόχωροR(E, F) τουJ (E, F) ο οποίος παράγεται
από τις συναρτήσεις:

λδe,f − δλe,f, λδe,f − δe,λf, δe+e ′,f − δe,f − δe ′,f, δe,f+f ′ − δe,f − δe,f ′ ,

όπου e, e ′ ∈ E, f, f ′ ∈ F και λ ∈ R. Ορίζουμε τώρα
E⊗ F := J (E, F)/R(E, F),

και συμβολίζουμε με π την κανονική προβολή π : J (E, F) → E⊗ F. Θέτουμε
e⊗ f := π(δe,f)

Παίρνουμε έτσι μια φυσική απεικόνιση
ι : E× F→ E⊗ F, e× f 7→ e⊗ f

η οποία είναι προφανώς διγραμμική. Ο διανυσματικός χώρος E⊗ F καλείται
τανυστικό γινόμενο των χώρων E και F πάνω από το R. Η ακόλουθη ιδιότητα
είναι ιδιαίτερα σημαντική:
Πρόταση 1.2.1. Για κάθε διγραμμική απεικόνιση φ : E × F → G ,όπου G
διανυσματικός χώρος, υπάρχει μοναδική απεικόνιση Φ : E⊗ F→ G ώστε να
ισχύει:

φ = Φ ◦ ι.

Αποδεικνύεται τώρα πως αν (ei), (fj) είναι βάσεις των E και F αντίστοιχα,
τότε η (ei ⊗ fj) είναι βάση του E⊗ F και συνεπώς

dim(E⊗ F) = dim(E) · dim(F)

Χρησιμοποιώντας τώρα την παραπάνω πρόταση μπορούμε να δείξουμε ότι
υπάρχει φυσικός ισομορφισμός E⊗ F ∼= F⊗E ο οποίος ορίζεται μοναδικά ως
e⊗ f 7→ f⊗ e.

Όμοια, αν E1, E2, E3 είναι διανυσματικοί χώροι μπορούν να κατασκευα-
στούν τα τανυστικά γινόμενα

(E1 ⊗ E2)⊗ E3, καιE1 ⊗ (E2 ⊗ E3)

και αποδεικνύεται πως υπάρχει φυσικός ισομορφισμός μεταξύ τους. Είναι
τώρα προφανές πως δεν υπάρχει κανένα πρόβλημα στον ορισμό του τανυ-
στικού γινομένου E1 ⊗ · · · ⊗ En για οποιοδήποτε n.
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Ορισμός 1.2.1. (α) Για οποιουσδήποτε διανυσματικούς χώρους U,V πάνω
από το R, συμολίζουμε με Hom(U,V) το χώρο των R-γραμμικών απεικονί-
σεων από το U στο V .
(β) Ο δυϊκός ενός διανυσματικού χώρου E είναι ο διανυσματικός χώρος E∗
που ορίζεται ως ο Hom(E,R). Για κάθε e∗ ∈ E∗ και e ∈ E θέτουμε

⟨e∗, e⟩ := e∗(e)

.

Οι επόμενες προτάσεις θα χρειαστούν στη συνέχεια

Πρόταση 1.2.2. (α) Έστω Ei, Fi, Gi, i = 1, 2 R-διανυσματικοί χώροι. Αν Ti ∈
Hom(Ei, Fi), Si ∈ Hom(Fi, Gi), i = 1, 2 γραμμικοί τελεστές, αυτοί επάγουν
τους επίσης γραμμικούς τελεστές

T1 ⊗ T2 : E1 ⊗ E2 → F1 ⊗ F2,

S1 ⊗ S2 : F1 ⊗ F2 → G1 ⊗G2

οι οποίοι ορίζονται μοναδικά ως

T1 ⊗ T2(e1 ⊗ e2) = (T1e1)⊗ (T2e2)

και
S1 ⊗ S2(f1 ⊗ f2) = (S1f1)⊗ (S2f2)

και ικανοποιούν την

(S1 ⊗ S2) ◦ (T1 ⊗ T2) = (S1 ◦ T1)⊗ (S2 ◦ T2)

(β) Κάθε γραμμικός τελεστής A : E → F, επάγει ένα γραμμικό τελεστή A∗ :
F∗ → E∗ μοναδικά ορισμένο από τη σχέση

⟨A∗f∗, e⟩ = ⟨f∗, Ae⟩,∀e ∈ E, f∗ ∈ F∗

Ο τελεστής A∗ καλείται συζυγής του A. Επιπλέον,

(A ◦ B)∗ = B∗ ◦A∗, ∀A ∈ Hom(F,G), B ∈ Hom(E, F)

Αν (ei) είναι μία βάση ενός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικού χώ-
ρου και (ej) η επαγόμενη δυϊκή βάση ( δηλαδή ej(ei) = δji ), τότε έχουμε:

Πρόταση 1.2.3. (α) Υπάρχει φυσικός ισομορφισμός

E∗ ⊗ F∗ ∼= (E⊗ F)∗

μοναδικά ορισμένος ως

e∗ ⊗ f∗ 7→ Le∗⊗f∗ ∈ (E⊗ F)∗,

όπου
⟨Le∗⊗f∗ , x⊗ y⟩ = ⟨e∗, x⟩⟨f∗, y⟩∀x ∈ E, y ∈ F
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Συνεπώς ο χώρος E∗ ⊗ F∗ μπορεί να ταυτιστεί φυσιολογικά με το χώρο των
διγραμμικών απεικονίσεων E× F→ R.
(β) Η απεικόνιση E∗ ⊗ F→ Hom(E, F) με

e∗ ⊗ f 7→ Te∗⊗f ∈ Hom(E, F),

όπου
Te∗⊗f(x) := ⟨e∗, x⟩f,∀x ∈ E,

είναι ισομορφισμός.
Έστω λοιπόν, V διανυσματικός χώρος. Για r, s ≥ 0 θέτουμε

Tsr (V) := V
⊗s ⊗ (V∗)⊗r

όπου εξ’ορισμού V⊗0 = (V∗)⊗0 = R. Ένα στοιχείο του Tsr καλείται τανυστής
τύπου (s, r) (ή (s, r)-τανυστής).
Παράδειγμα 1.2.1. Σύμφωνα με την παραπάνωπρόταση ένας (1, 1)-τανυστής
μπορεί να ταυτιστεί με ένα γραμμικό ενδομορφισμό του V :

T11
∼= End(V)

και γενίκευση αυτού αποτελεί το ακόλουθο
Λήμμα 1.2.1. Ο χώρος T s

r+1(V) είναι κανονικά ισομορφικός με το χώρο των
Mult((V∗)r × Vs, V) των πολυγραμμικών απεικονίσεων από το (V∗)r × Vs

στο V , μέσω του ισομορφισμούΦ :Mult((V∗)r×Vs, V) → T s
r+1(V), ο οποίος

δίνεται από τον τύπο
Φ(A)(ω0,ω1, . . . ,ωr, X1, . . . , Xs) = ω

0(A(ω1, . . . ,ωr, X1, . . . , Xs))

για κάθε A ∈Mult((V∗)r × Vs, V),ωi ∈ V∗, Xj ∈ V .
Η άλγεβρα των τανυστών του V ορίζεται ως

T (V) :=
⊗
s,r

T s
r (V)

(Ως γινόμενο χρησιμοποιούμε την πράξη
⊗ : T s

r × T s ′

r ′ → T s+s ′

r+r ′

με
T ⊗ S(X1, . . . , Xs+s ′ ,ω1, . . . ,ωr+r ′

) =T(X1, . . . , Xs,ω
1, . . . ,ωr)·

S(Xs+1, . . . , Xs+s ′ ,ωr+1, . . . ,ωr+r ′
)).

Σε συντεταγμένες τώρα, αν (e1, . . . , en)είναι βάση του V και (ϕ1, . . . , ϕn)
η δυϊκή της, αποδεικνύεται ότι μία βάση του Tkl (V) είναι της μορφής

ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl ⊗ ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕik ,

όπου
ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl ⊗ ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕik(ϕs1

. . . ϕsl

, er1 . . . erk) = δ
s1

j1
· · · δsl

jl
δi1r1 · · · δ

ik
rk

Έτσι ο F ∈ Tkl (V) γράφεται ως προς την παραπάνω βάση

F = Fj1...jli1...ik
ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl ⊗ ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕik

όπου
F
j1...jl
i1...ik

= F(ϕj1 . . . ϕjl , ei1 . . . eik).
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Συστολή

Όσο μεγαλύτερη η τάξη ενός τανυστή τόσο πιό πολύπλοκος είναι ο χει-
ρισμός του γεωμετρικά. Θα δούμε λοιπόν τώρα μία βασική έννοια η οποία
μας επιτρέπει να μειώνουμε την τάξη οποιουδήποτε τανυστή. Ας θυμηθούμε
αρχικά πως γιά ένα πίνακα A ∈ Mn×n(R) το ίχνος του ορίζεται ως trA =∑

iA
i
i. Σαν απεικόνιση, το ίχνος tr :Mn×n(R) → R είναιR-γραμμική και αντι-

μεταθετική με την έννοια tr(AB) = tr(BA).Συνεπώς tr(ABC) = tr(BCA) =
tr(CAB) και κατ’ επέκταση αν P ∈ GL(n), τότε tr(P−1AP) = tr(APP−1) =
tr(A). Όμοιοι πίνακες δηλαδή έχουν το ίδιο ίχνος. Επεκτείνουμε λοιπόν την
έννοια του ίχνους στο χώρο End(V), όπου V διανυσματικός χώρος, θεωρώ-
ντας το ίχνος οποιουδήποτε πίνακα που αναπαριστά την απεικόνισηA : V →
V. Σύμφωνα τότε με το παραπάνω παράδειγμα η απεικόνιση tr μπορεί να
δράσει και σε τανυστές: Αν F = e∗ ⊗ f ∈ T 1

1 (V) το ίχνος ή συστολή όπως
επίσης λέγεται, ορίζεται να είναι το ίχνος του TF = Te∗⊗f όπως αυτός ορί-
στηκε στην πρόταση 4. Ο πίνακας της απεικόνισης αυτής μπορεί εύκολα να
δειχθεί πως είναι F(ϕi, ej) (οι βάσεις όπως ορίστηκαν προηγουμένως). Άρα
trF = F(ϕi, ei) = Fii,όπου εφαρμόσαμε τη σύμβαση άθροισης του Einstein
σύμφωνα με την οποία επαναλαμβανόμενοι άνω και κάτω δείκτες υποδηλώ-
νουν άθροιση.

Γενικέυοντας ορίζουμε
tr : T k+1

l+1 (V) → T k
l (V)

ως
(trF)(ω1, . . . ,ωl, X1, . . . , Xk) = tr(F(ω

1, . . . ,ωl, ·, X1, . . . , Xk, ·)).

Δηλαδή, (trF)(ω1, . . . ,ωl, X1, . . . , Xk) είναι το ίχνος του ενδομορφισμού F(ω1, . . . ,ωl, ·, X1, . . . , Xk, ·) ∈
T 1
1 (V) ∼= End(V). Σε συντεταγμένες:

(trF)j1...jli1...ik
= Fj1...jlmi1...ikm

Σημειώνουμε τώρα κάποιες σημαντικές ειδικές περιπτώσεις
1. Αν F = Fjikϕi ⊗ ej ⊗ ϕk ∈ T 2

1 (V) μπορούμε να θεωρήσουμε τη συστολή
ως προς τους δύο πρώτους δείκτες: (tr12F)k = trF(·, ·, ek) = Fiik ή ως
προς τους δύο τελευταίους: (tr23F)k = trF(ek, ·, ·) = Fiki.

2. Μπορούμε να θεωρήσουμε τη συστολή ως προς πολλαπλά ζεύγη δει-
κτών. Για παράδειγμα αν F = Fklij ϕi⊗ϕj⊗ek⊗el ∈ T 2

2 (V) μπορούμε να
θεωρήσουμε το ίχνος ως προς τον πρώτο με τον τρίτο και το δεύτερο
με τον τέταρτο δείκτη: trF = tr13tr24F = trF(·, ∗, ·, ∗) = Fpqpq.

3. Στην περίπτωση που έχουμε μία μετρική (έννοια που θα ορίσουμε σε
λίγο), μπορούμε να θεωρήσουμε τη συστολή είτε ως προς ενα ζεύγος
άνω ή ενα ζεύγος κάτω δεικτών (σε αντίθεση με ό,τι είδαμε ως τώρα
όπου η συστολή γινόταν σε ζεύγη ενός άνω και ενός κάτω δείκτη. Η
πράξη αυτή ονομάζεται μετρική συστολή.

4. Μία από τις πιό σημαντικές εφαρμογές είναι στην περίπτωση που έχουμε
F = ω ⊗ X ∈ T 1

1 (V) για κάποια (σταθερά) X ∈ V,ω ∈ V∗. Στην περί-
πτωση αυτή

trF = F(∂i, dx
i) = ω(∂i)X(dx

i) = ωiX
i = ω(X)
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όπου (∂i)i βάση συντεταγμένων του V , (dxi)i η δυϊκή της καιX(dxi) ορί-
ζεται μέσω τηςφυσιολογικής ταύτισηςV ∼= V∗∗ η οποία δίνεται από την

ξ :V → V∗∗

X 7→ ξ(X) : V∗ → R

με ξ(X)(ω) = ω(X)

Γενικεύοντας τώρα: Αν F ∈ T k
l (V) και ω1, . . . ,ωl ∈ V∗, X1, . . . , Xk ∈ V

(σταθερά), τότε
F⊗ω1 ⊗ · · · ⊗ωl ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ Xk ∈ T k+l

k+l (V)

και η συστολή ως προς όλους τους δείκτες είναι
tr(F⊗ω1 ⊗ · · · ⊗ωl ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ Xk) = ωj1 . . .ωjlF

j1...jl
i1...ik

Xi1 . . . Xik

= F(ω1, . . . ,ωl, X1, . . . , Xk)

Συμμετρικοί και αντισυμμετρικοί τανυστές

ΈστωV διανυσματικός χώρος πάνω από τοR. Θέτουμε T k(V) := T k
0 (V),και

συμβολίζουμε Sk την ομάδα μεταθέσεων του συνόλου {1, . . . , k}. Για κ=0 θέ-
τουμε S0 := 1.

Αν σ ∈ Sk και T ∈ T k(V) ορίζουμε
σT(X1, . . . , Xk) = T(Xσ(1), . . . , Xσ(k))

Σημειώνουμε πως τ(σT) = τσT . Ορίζουμε τώρα

Sk : T k(V) → T k(V),Sk(T) :=
1

k

∑
σ∈Sk

σT

και

Ak : T k(V) → T k(V),Ak(T) :=

{
1
k

∑
σ∈Sk

sgn(σ)σT αν k ≤ dimV,
0 αν k ≥ dimV

όπου sgn(σ) = 1 αν η μετάθεση είναι περιττή και 0 αν είναι άρτια. Σημειώ-
νουμε πως

S0,A0 = idR

.
Ορισμός 1.2.2. Ένας τανυστής T ∈ T k(V) καλείται συμμετρικός (αντίστοιχα,
αντισυμμετρικός) αν

Sk(T) = T(αντίστοιχα Ak(T) = T)

Ο χώρος των συμμετρικών τανυστών( αντ. αντισυμμετρικών τανυστών)
συμβολίζεται με SkV (αντ. ΛkV). Θέτουμε

S∗V :=
⊗
k≥0

SkV

και
Λ∗V :=

⊗
k≥0

ΛkV
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Ορισμός 1.2.3. Η απεικόνιση

∧ : ΛrV ×ΛsV → Λr+sV

που ορίζεται ως
ωr ∧ ηs := Ar+s(ω⊗ η),

∀ωr ∈ ΛrV, ηs ∈ ΛsV

Πρόταση 1.2.4. Το εξωτερικό γινόμενο ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες
1. (Προσεταιριστικότητα)

(α∧ β)∧ γ = α∧ (β∧ γ) ∀α,β, γ ∈ S∗V.

Ιδιαίτερα

υ1∧· · ·∧υk = k!Ak(υ1⊗, . . . , υk) =
∑
σ∈Sk

sgn(σ)υσ(1)⊗· · ·⊗υσ(k),∀υi ∈ V

2. ωr ∧ ηs = (−1)rsηsωr, ∀ωr ∈ ΛrV,ωs ∈ ΛsV.

Αποδεικνύεται ότι ο χώρος (S∗V,+,∧) είναι άλγεβρα και λέγεται εξωτε-
ρική άλγεβρα του V . Από την ιδιότητα (2) παραπάνω και το γεγονός ότι

(ΛrV)∧ (ΛsV) ⊂ Λr+sV, ∀r, s.

προκύπτει ότι πρόκειται για αντιμεταθετική graded αλγεβρα. Όμοια ο χώρος
S∗V δέχεται δομή προσεταιριστικής άλγεβρας με γινόμενο το

α · β := Sr+s(α⊗ β) ∀α ∈ SrV,β ∈ SsV

.

Τανυστικές Δέσμες

Για μία πολλαπλότηταM τώρα, μπορούμε να εφαρμόσουμε τις παραπάνω
κατασκευές κατά σημείο σε κάθε εφαπτόμενο χώρο TpM. Ένας (k, l)- τανυ-
στής στο σημείο p ∈ M είναι ένα στοιχείο του T k

l (TpM). Η διανυσματική
δέσμη των (k, l)-τανυστών τηςM ορίζεται ως

T k
l M :=

⊔
p∈M

T k
l (TpM) =

∪
p∈M

⊗kT∗pM⊗l TpM

. Ιδιαίτερα, T1M = TM, T 1M = T ∗. Αν (χi) είναι τοπικός χάρτης στο U ⊂M
γύρω απο το σημείο p ∈M τότε ο F ∈ T k

l (TpM) γράφεται

F = Fj1···jli1···ik∂j1 ⊗ · · · ⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik

και μία τοπική τετριμμενοποίηση είναι η Φ : π−1(U) → U× Rnk+l με

Φ(F) = (p, Fj1···jli1···ik)

όπου π : T k
l M → M η προβολή της δέσμης. Σημαντική υποδέσμη της T 2M

είναι η S2T ∗M : ο χώρος των συμμετρικών (2, 0)-τανυστών της M ενώ της
T kM η ΛkT ∗M, η δέσμη των αντισυμμετρικών (k, 0)-τανυστών τηςM. Ένα
(k, l)-τανυστικό πεδίο τώρα, είναι ένα στοιχείο του Γ(T k

l M)
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1.2.1 Τανυστικό Γινόμενο Δεσμών
Ορισμός 1.2.4. Αν E1, · · · , Ek είναι διανυσματικές δέσμες πάνω από τη M,
το τανυστικό γινόμενο E1 ⊗ · · · ⊗ Ek είναι η διανυσματική δέσμη τηε οποίας
η ίνα πάνω από το p ∈ M είναι το τανυστικό γινόμενο (E1)p ⊗ · · · ⊗ (Ek)p.
Αν {ξ

j
i : 1 ≤ i ≤ nj} είναι τοπικό πλαίσιο της Ej στο U για 1 ≤ j ≤ k, τότε

το {ξ1i1 ⊗ · · · ⊗ ξkik : 1 ≤ ij ≤ nj, 1 ≤ j ≤ k} αποτελεί τοπικό πλαίσιο της
E1, · · · , Ek. Επίσης, ισχύει κατ’ αναλογία με όσα είπαμε στα προηγούμενα,
ότι E∗1 ⊗ E∗2 ∼= (E1 ⊗ E2)∗ και (E1 ⊗ E2)⊗ E3 ∼= E1 ⊗ (E2 ⊗ E3)

Πρόταση 1.2.5. Για τις διανυσματικές δέσμες E1, · · · , Ek της M, η απει-
κόνιση F : Γ(E1) × . . . Γ(Ek) → C∞(M) είναι τανυστικό πεδίο, δηλαδή F ∈
Γ(E∗1 ⊗ · · · ⊗ E∗k), αν και μόνο αν η F είναι C∞(M) πολυγραμμική.

Επίσης από το λήμμα της σελίδας 7 προκύπτει το εξής:

Πρόταση 1.2.6. Για τις διανυσματικές δέσμες E0, E1, · · · , Ek τηςM, η απει-
κόνιση F : Γ(E1) × . . . Γ(Ek) → Γ(E0) καθορίζει ένα τανυστικό πεδίο, δηλαδή
F ∈ Γ(E∗1 ⊗ · · · ⊗ E0), αν και μόνο αν η F είναι C∞(M) πολυγραμμική.

Παρατήρηση 1.2.1. Μπορούμε λοιπόν, σύμφωνα με την παραπάνω πρόταση,
να ερμηνεύουμε τον F ∈ Γ(E∗1⊗· · ·⊗E∗k⊗E0)ως ένα τανυστή επί του E1, · · · , Ek
με τιμές στην E0.

1.3 Μετρική
Ένα εσωτερικό γινόμενο σε ένα διανυσματικό χώρο μας επιτρέπει να ορί-

σουμε την έννοια του μήκους ενός διανύσματος και της γωνίας μεταξύ δια-
νυσμάτων. Οι μετρικές μεταφέρουν τη δομή αυτή στις δέσμες μίας πολλα-
πλότητας.

Ορισμός 1.3.1. Μία μετρική Riemann σε μία διανυσματική δέσμη Ε πάνω σε
μία πολλαπλότητα Μ είναι μία διατομή g της δέσμης (E ⊗ E)∗ τέτοια, ώστε
για όλα τα p στην Μ, το gp είναι εσωτερικό γινόμενο στον διανυσματικό χώρο
Ep. Μία διανυσματική δέσμη Riemann (E,g) αποτελείται από μία διανυσμα-
τική δέσμη Ε εφοδιασμένη με μία μετρική Riemann g. Μία πολλαπλότητα
Riemann(Μ,g) είναι μία πολλαπλότητα Μ μαζί με μία μετρική Riemann στην
ΤΜ. Η g τότε καλείται και μετρική Riemann της Μ.

Αν ζ, ξ ∈ Ep, p ∈ M, γράφουμε < ζ, ξ > για το g(ζ, ξ) := gp(ζ ⊗ ξ) ∈ R,
και θέτουμε

∥∥ζ∥∥2 :=< ζ, ζ > . Από τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου,∥∥ζ∥∥2 > 0 αν ζ ̸= 0.
Για X, Y ∈ Γ(E), έπεται ότι < , >∈ C∞M

Ορισμός 1.3.2. Έστω (Ej, gj) είναι διανυσματική δέσμη Riemann σε μία πολ-
λαπλότητα Mj, j=1,2. Ένας ομομορφισμός (διανυσματικών) δεσμών πάνω
από μία απεικόνιση f :M1 →M2 είναι ισομετρικός αν< hζ, hξ >2=< ζ, ξ >1

για όλα τα ζ⊗ξ ∈ E1⊗E1. Έστω (M1, g1), (M2, g2) πολλαπλότητες Riemann.
Μία απεικόνιση f : M1 → M2 είναι ισομετρική αν η f∗ : TM1 → TM2 είναι
ισομετρική, δηλαδή, αν f∗g2 = g1. Μία ισομετρία είναι μία ισομετρική αμφι-
διαφόριση μεταξύ πολλαπλοτήτων Riemann.
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Ισχύει η παρακάτω θεμελιώδης πρόταση.

Πρόταση 1.3.1. Κάθε διανυσματική δέσμη δέχεται μετρική Riemann.

Ορισμός 1.3.3. Δοθέντων διανυσματικών δεσμών Riemann (Ej, gj) στις πολ-
λαπλότητες Mj, j = 1, 2, η Riemann μετρική γινόμενο στο E1 × E2 ορίζεται
ως

< (ζ1, ζ2), (ξ1, ξ2) >:=< ζ1, ξ1 >1 + < ζ2, ξ2 >2 .

ΑνM =M1×M2 και g είναι η μετρική γινόμενο στην ΤΜ που καθορίζεται από
τις μετρικές g1, g2 στις TM1, TM2 αντίστοιχα, τότε η (Μ,g) καλείται γινόμενο
Riemann των (M1, g1), (M2, g2).

Ορισμός 1.3.4. Η μετρική Riemann στο τανυστικό γινόμενο E1 ⊗E2 ορίζεται
ως

< ζ1 ⊗ ζ2, ξ1 ⊗ ξ2 >:=< ζ1, ξ1 >1< ζ2, ξ2 >2 .

Ορισμός 1.3.5. Η μετρική Riemann στη δέσμη της εξωτερικής άλγεβρας,
Λ(E) μίας διανυσματικής δέσμης Riemann (E,g) της Μ, ορίζεται ως

< ζ1 ∧ · · ·∧ ζr, ξ1 ∧ · · ·∧ ξs >:=

{
det[< ζi, ξj >] αν r = s,
0 διαφορετικά.

Έστω (E,g) διανυσματική δέσμη Riemann της Μ. Για κάθε p ∈ M, για το
gp ισχύει < ζξ >= 0∀ζ ∈ Ep ⇒ ξ = 0. Από αυτό έπεται ότι η απεικόνιση E→
E∗ που στέλνει κάθε διάνυσμα ζ στην 1-μορφή < ζ, · > είναι ισομορφισμός
διανυσματικών δεσμών.

Ορισμός 1.3.6. Ορίζουμε τους μουσικούς ισομορφισμούς ως προς την < , >
ως ♭ : E→ E∗, ♭ζ :=< ζ, · >, και ♯ : E∗ → E ώστε η ♯ να είναι η αντίστροφη της
♭.

Λέμε συνήθως ότι η ♭ ”κατεβάζει” τους δείκτες αφού αν (ei), (ω
i) είναι

βάσεις των Ep και E∗p αντίστοιχα, αν ζ = ζiei, τότε ♭ζ = ζjω
j, όπου ζj =<

ei, ej > ζj = gijζ
j. Ο αντίστροφος ισομορφισμός ♯ λέμε ότι ”ανεβάζει” του

δείκτες.

Ορισμός 1.3.7. Η μετρική Riemann στη δυϊκή E∗ μίας διανυσματικής δέσμης
Riemann ορίζεται ως

< η, µ >E∗ :=< ♯η, ♯µ >E η× µ ∈ E∗ × E∗.

Λήμμα 1.3.1. (1) Αν η, µ ∈ E∗pX ∈ Ep και (ei) ορθοκανονική βάση του Ep,
τότε < η, µ >= ∑

η(ei)µ(ej) και

< µ, ♭X >= µ(X) =< ♯µ,X > .

(2) Οι ♭και ♯ είναι ισομορφισμοί διανυσματικών δεσμών.

Ορισμός 1.3.8. Αν (Ej, gj) είναι διανυσματικές δέσμες Riemann της Μ, η με-
τρική Riemann στη δέσμη των ομομορφισμών, Hom(E1, E2), πάνω από τη Μ
ορίζεται έτσι ώστε ο ισομορφισμός Hom(E1, E2) ∼= E∗1 ⊗ E2 να είναι ισομε-
τρικός.
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Ορισμός 1.3.9. Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann. Για κάθε f ∈ C∞M το
grad (κλίση) της f είναι το διανυσματικό πεδίο ∇f := ♯(df) της Μ:

< ∇f, v >:=< ♯(df), v >= df(v) = vf v ∈ TM.

Ορισμός 1.3.10. Αν (V,< ·, · >) είναι χώρος εσωτερικού γινομένου, ορίζουμε
τη γραμμική απεικόνιση T : Λ2V → gl(V) ως

Tu∧v(x) := ⟨v, x⟩u− ⟨u, x⟩v, x ∈ V.

Αν (Ε,g) είναι διανυσματική δέσμη Riemann, ορίζουμε τον ομομορφισμό δε-
σμών T : Λ2E→ gl(E), να είναι ο παραπάνω ομομορφισμός σε κάθε νήμα.

Αν u, v,w, x ∈ V , όπου V όπως στον ορισμό,

< Tu∧v(w), x > =<< v,w > u− < u,w > v, x >

= det
(
< u, x > < u,w >

< v, x > < v,w >

)
=< u∧ v, x∧w >Λ2V . (1.1)

Ιδιαίτερα, < Tu∧v(w), x >= − < u ∧ v,w ∧ x >= − < w, Tu∧v(x) > και άρα
η Tu∧v είναι αντισυμμετρική ως προς το <,>. Με άλλα λόγια η Tu∧v ανήκει
στην άλγεβρα των ορθογώνιων μετασχηματισμών so(V) ⊂ gl(V), ως προς το
<,>. Έπεται άμεσα ότι η γραμμική απεικόνιση T : Λ2V → so(V) είναι ισομορ-
φισμός διανυσματικών χώρων.

Σε επίπεδο διανυσματικών δεσμών τώρα, αυτό σημαίνει ότι ηΛ2E (ο συμ-
βολισμός και πάλι όπως στον ορισμό) είναι ισομορφική με τη δέσμη so(E) ⊂
gl(E) των αντισυμμετρικών μετασχηματισμών μεταξύ νημάτων της (Ε,g).
Παρατήρηση 1.3.1. Ο ισομορφισμός αυτός δεν είναι ισομετρικός ως προς τις
μετρικές Riemann των Λ2E και so(E) ⊂ gl(E) (όπου gl(E) ισομορφική με την
Hom(E, E) ∼= E∗ ⊗ E ως Riemann διανυσματικές δέσμες), αφού ως στοιχείο
της so(E), u∧ v = ♭u⊗ v− ♭v⊗ u, και

∥∥♭u⊗ v− ♭v⊗ u
∥∥2 = 2(

∥∥u∥∥2∥∥v∥∥2− < u, v >2) = 2det

(
< u,u > < u, v >

< v, u > < v, v >

)
= 2

∥∥u∧ v
∥∥2
Λ2E

Ορισμός 1.3.11. Ο τελεστής άστρο του Hodge σε μία n-διάστατη προσανα-
τολισμένη πολλαπλότηταRiemann (M,g), είναι μία διατομή ⋆ ∈ Γ(End(ΛT∗M))
τέτοια, ώστε

(⋆µ)(X) := ⟨µ∧ ♭(X),ω⟩ µ ∈ ΓΛrT∗M,X ∈ ΓΛn−rTM,

όπου ω ∈ ΛnT∗M είναι το στοιχείο όγκου της Μ.

Πρόταση 1.3.2. Ο τελεστής άστρο του Hodge σε μία n-διάστατη προσανα-
τολισμένη πολλαπλότητα Riemann (M,g) είναι ισομετρικός ισομορφισμός
της δέσμης ΛT∗M με τον εαυτό της, και αντιστοιχίζει την ΛrT∗M ισομορ-
φικά με την Λn−rT∗M.
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1.4 Συνοχή
Ένα διανυσματικό πεδίο X παρέχει ένα τρόπο παραγώγισης βαθμωτών

συναρτήσεων f ∈ C∞(M), διαδικασία που έχει ως αποτέλεσμα τη συνάρ-
τηση Xf ∈ C∞(M).Αν τώρα f ∈ Γ(V), όπου V διανυσματική δέσμη τηε M, ο
ορισμός που δόθηκε για την προηγούμενη περίπτωση (μέσω του ορίου) δεν
μπορει να χρησιμοποιηθεί και εδώ δεδομένου πως δεν υπάρχει κανονικός
τρόπος σύνδεσης των διανυσματικών χώρων που αποτελούν τα νήματα της
δέσμης σε διαφορετικά σημεία της πολλαπλότητας. Η συνοχή παρέχει έναν
ανεξάρτητο συντεταγμένων τρόπο τέτοιας σύνδεσης.
Ορισμός 1.4.1. Μία συνοχή ∇ σε μία διανυσματική δέσμη E της πολλαπλό-
τηταςM είναι μία απεικόνιση

∇ : Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E)

η οποία συμβολίζεται συνήθως ως (X, σ) 7→ ∇Xσ και ικανοποιεί τις ακόλου-
θες ιδιότητες
1. Η ∇ είναι C∞-γραμμική ως προς X:

∇f1X1+f2X2
σ = f1∇X1

σ+ f2∇X2
σ

2. Η ∇ είναι R-γραμμική ως προς σ:

∇X(λ1σ1 + λ2σ2) = λ1∇Xσ1 + λ2∇Xσ2

3. Ικανοποιεί τον κανόνα του γινομένου:

∇X(fσ) = (Xf)σ+ f(∇Xσ)

όπου f ∈ C∞(M).
Λέμε πως η∇Xσ είναι η συναλλοίωτη παράγωγος της σ στην κατεύθυνση

του X.
Παρατήρηση 1.4.1. Ισοδύναμα θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε τη συνοχή ως
την απεικόνιση

∇ : Γ(E) → Γ(T∗M⊗ E)
η οποία είναι R-γραμμική και ικανοποιεί τον κανόνα του γινομένου. Διότι αν
σ ∈ Γ(E), τότε∇σ ∈ Γ(T∗M⊗E) ,όπου (∇σ)(X) = ∇Xσ είναιC∞(M)-γραμμική
απότην ιδιότητα 1 του παραπάνω ορισμού. Από την πρόταση 7 τώρα, προκύ-
πτει πως ∇σ : Γ(TM) → Γ(E) είναι τανυστής.

Αν {ξα} είναι τοπικό πλαίσιο, στο U, της E, τότε οι συντελεστές της συ-
νοχής δίνονται από τον τύπο

∇∂i
ξα = Γβiαξβ

όπου (ξi) χάρτης της M στο U. Μία συνοχή στην εφαπτόμενη δέσμη TM
ονομάζεται γραμμική συνοχή και οι συντελεστές της ονομάζονται σύμβολα
του Christoffel ( Γkij = dxk(∇∂i

∂j) ).
Οι ∇(1),∇(2) στις δέσμες E1, E2 επάγουν συνοχές στις δυϊκές δέσμες

E∗1, E
∗
2, και γενικότερα στις E⊗k

1 ⊗ (E∗1)
⊗l για κάθε k, l, και E1⊗E2. Πιό συγκε-

κριμένα έχουμε τους παρακάτω ορισμούς:
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Ορισμός 1.4.2. Αν ∇ είναι συνοχή στην E, τότε υπάρχει μοναδική συνοχή
στην E∗, που συμβολίζεται και πάλι με ∇, και ορίζεται ως

(∇Xω)(ξ) = X(ω(ξ)) −ω(∇Xξ)

γιά κάθε ξ ∈ Γ(E),ω ∈ Γ(E∗), X ∈ Γ(TM)

Ορισμός 1.4.3. Αν ∇(i) συνοχή στην Ei για i = 1, 2, τότε υπάρχει μοναδική
συνοχή ∇ στην E1 ⊗ E2 που ορίζεται ως

∇X(ξ1 ⊗ ξ2) = (∇(1)
X ξ1)⊗ ξ2 + ξ1 ⊗ (∇(2)

X ξ2)

Ορισμός 1.4.4. Αν ∇(i) συνοχή στην Ei για i = 1, 2, τότε υπάρχει μοναδική
συνοχή ∇ στη δέσμη Hom(E1, E2) των ομομορφισμών μεταξύ των δεσμών
E1, E2, που ορίζεται για A ∈ Γ(Hom(E1, E2)) ως

(∇XA)(u) = ∇(2)
X (Au) −A(∇(1)

X u)

όπου u ∈ E1.

Ιδιαίτερα για την εφαπτόμενη δέσμη (μία συνοχή στη δέσμη αυτή καλείται
γραμμική) ισχύει το εξής:

Πρόταση 1.4.1. Μία γραμμική συνοχή ∇, ορίζει μοναδική συνοχή σε κάθε
τανυστική δέσμη, η οποία συμβολίζεται συνήθως και πάλι ∇, και έχει τις
ακόλουθες ιδιότητες:

1. Στην TM η ∇ ταυτίζεται με τη δοθείσα γραμμική συνοχή.

2. Στην C∞(M) = T 0
0 M, η ∇ δρα ως παραγώγιση

∇Xf = Xf

3. ∇X(F⊗G) = (∇XF)⊗G+F⊗ (∇XG), για οποιουσδήποτε τανυστές F,G.

4. Η ∇ αντιμετατίθεται με το ίχνος:

∇X(trF) = trF(∇XF)

για κάθε τανυστή F.

Παράδειγμα 1.4.1. Ας υπολογίσουμε τη συναλλοίωτη παράγωγο της 1-μορφής
ω ως προς το διανυσματικό πεδίο Χ. Εφόσον tr(dxj ⊗ ∂i) = δji (σύμφωνα με
την ειδική περίπτωση 4 της συστολής που είδαμε προηγουμένως),∇Xtr(dx

j⊗
∂i) = tr(∇X(dx

j ⊗ ∂i)) = 0 Έτσι tr(∇Xdx
j) ⊗ ∂i) + tr(dxj ⊗ ∇x∂i) = 0 ⇒

(∇Xdx
j)(∂i) = −dxj(∇X∂i). Άρα

(∇Xω)(∂k) = (∇Xωjdx
j)(∂k)

= (Xωj)dx
j(∂k) +ωj(∇Xdx

j)(∂k)

= Xωk +ωj(∇Xdx
j)(∂k) = ∇Xωk −ωjdx

j(∇X∂k)

= Xi∂iωk −ωjX
iΓ

j
ik

Γενικεύοντας, μπορει να δειχθεί το εξής:
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Πρόταση 1.4.2. Για οποιοδήποτε τανυστικό πεδίο F ∈ Γ(T k
l M), διανυσμα-

τικό πεδίο Yi και 1-μορφές ωj έχουμε

∇XF(ω
1, . . . ,ωl, Y1, . . . , Yk) = X(F(ω

1, . . . ,ωl, Y1, . . . , Yk))

= −

l∑
j=1

F(ω1, . . . ,∇Xω
j, . . . ,ωl, Y1, . . . , Yk)

= −

k∑
i=1

F(ω1, . . . ,ωl, Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yk)

Καθώς η συναλλοίωτη παράγωγος είναι C∞- γραμμική ως προς X, ορί-
ζουμε ∇F ∈ Γ(⊗k+1T∗M⊗l TM) ως

∇F(X1, Y1, . . . , Yk,ω
1, . . . ,ωl) = ∇XF(Y1, . . . , Yk,ω

1, . . . ,ωl)

για F ∈ Γ(T k
l M). Έτσι, στην περίπτωση αυτή, η ∇ είναι μία R- γραμμική

απεικόνιση ∇ : Γ(T k
l M) → Γ(T k+1

l M).
Στην περίπτωση όπου E = T k

l M με αντίστοιχη συνοχή ∇, αν F ∈ Γ(E),
τότε ∇F ∈ Γ(T∗M ⊗ E) καισυνεπώς ∇2F ∈ Γ(T∗M ⊗ T∗M ⊗ E) και για διανυ-
σματικά πεδία X, Y:

∇2F(X, Y) = (∇X(∇F))(Y)
= ∇X((∇F)(Y)) −∇F(∇XY)

= ∇X(∇YF) −∇∇XYF

Για f ∈ C∞M ορίζουμε την εσσιανή της f ως

Hess(f) = ∇(df).

Αν δηλαδή X, Y είναι διανυσματικά πεδία, τότεHess(f)(X, Y) = (∇df)(X, Y) =
∇Xdf)(Y) = ∇x(df(Y)) −df(∇XY) = ∇X(Yf) − (∇XY)f = ∇X(∇Yf) −∇∇XYf =
∇2

X,Yf

1.5 Ολοκλήρωση και Θεώρημα Απόκλισης
Αν (M,g) είναι μία προσανατολισμένη πολλαπλότητα Riemann με σύνορο

και g̃ είναι η επαγόμενη μετρική στο ∂M ,τότε ορίζουμε το στοιχείο όγκου
της g̃ ως dσg̃ = ιvdµg|∂M. Ιδιαίτερα, αν Χ είναι ομαλό διανυσματικό πεδίο,
έχουμε ιXdµg|∂M = ⟨X, v⟩gdσg̃. Η απόκλιση divX του Χ ορίζεται ως η ποσό-
τητα που ικανοποιεί

d(ιXdµ) = divXdµ

Θεώρημα 1.5.1 (Θεώρημα Απόκλισης). Έστω (Μ,g) συμπαγής προσανατο-
λισμένη πολλαπλότητα Riemann. Αν Χ είναι διανυσματικό πεδίο, τότε∫

M

divXdµ =

∫
∂M

⟨X, v⟩gdσ.

Ιδιαίτερα, αν η Μ είναι κλειστή τότε
∫
M
divXdµ = 0.

Από το θεώρημα αυτό έπονται οι ακόλουθοι χρήσιμοι τύποι
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Πρόταση 1.5.1 (Ολοκλήρωση κατά Μέρη). Σε μία πολλαπλότητα Riemann
με u, v ∈ C∞(M) ισχύει
1. Αν η πολλαπλότητα είναι κλειστή,∫

M

∆udµ = 0

2. Αν η πολλαπλότητα είναι συμπαγής,∫
m

(u∆v− v∆u)dµ =

∫
∂M

(u
∂u

∂ν
− v

∂u

∂ν
)dσ.

Ιδιαίτερα, σε μία κλειστή πολλαπλότητα:
∫
M
u∆vdµ =

∫
M
v∆udµ.

3. Σε συμπαγή πολλαπλότητα,∫
M

u∆vdµ+

∫
M

⟨∇u,∇v⟩dµ =

∫
∂M

∂v

∂ν
udσ.

Ιδιαίτερα σε κλειστή πολλαπλότητα,
∫
M
⟨∇u,∇v⟩dµ = −

∫
M
u∆vdµ

Αναζητώντας τώρα μία τοπική έκφραση για την απόκλιση αποδεικνύεται
το εξης:
Λήμμα 1.5.1. Ηαπόκλιση ενός διανυσματικού πεδίουΧ μπορεί να εκφραστεί
σε τοπικές συντεταγμένες ως

div(Xi∂i) =
1√
detg

∂i(X
i
√
detg)

και συνεπώς
divX = tr∇X = tr(∇X)(·, ·) = (∇iX)(dx

i).

Γενικότερα τώρα, αν Τ είναι ένας (k,l)-τανυστής τότε η απόκλιση ορίζεται
ως ο (k-1, l)-τανυστης

(divT)(Y1, . . . , Yk−1) = tr(X→ ♯(∇T)(X, ·, Y1, . . . , Yk−1))

δηλαδή ως το ίχνος της συναλλοίωτης παραγώγου ως προς τους δύο πρώ-
τους κάτω δείκτες. Σε συντεταγμένες:

(divT)i1...ilj1...jk−1
= gij∇iT

i1...il
jj1...jk−1

1.6 Ανάκληση(Pullback)
ΈστωM,N πολλαπλότητες, E διανυσματική δέσμη της N και f :M→ N

ομαλή απεικόνιση.
Ορισμός 1.6.1. Η διανυσματική δέσμη από ανάκληση της E μέσω της f συμ-
βολίζεται f∗E, είναι διανυσματική δέσμη τηςM και ορίζεται ως

f∗E = {(p, ξ) : p ∈M,ξ ∈ E με π(ξ) = f(p)}

Αν ξ1, . . . , ξk είναι τοπικό πλαίσιο τηε E γύρω από το f(p) ∈ N τότε τα (Ξi)i
με Ξi(p) = ξi(f(p)) αποτελούν τοπικό πλαίσιο της f∗E γύρω από το p.
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Λήμμα 1.6.1. Ισχύουν τα ακόλουθα

1. (f∗E)∗ = f∗(E∗)

2. (f∗E1)⊗ (f∗E2) = f
∗(E1 ⊗ E2)

Ορισμός 1.6.2. Ο περιορισμός ξf ∈ Γ(f∗E) του ξ ∈ Γ(E) ορίζεται ως

ξf(p) = ξ(f(p)) ∈ Ef(p) = (f∗E)p

για όλα τα p ∈M.

Για παράδειγμα, αν f :M→ N είναι μία ομαλή απεικόνιση, τότε για κάθε
p ∈ M ορίζεται η γραμμική απεικόνιση f∗(p) : TpM → Tf(p)N = (f∗TN)p.
Δηλαδή, f∗(p) ∈ T∗pM⊗ (f∗TN)p κι έτσι f∗ ∈ Γ(T∗M⊗ f∗TN).

Για X ∈ Γ(TM) η ανάκληση του X είναι η διατομή f∗X ∈ Γ(f∗TN) που προ-
κύπτει εφαρμόζοντας την f∗ στο X. Όμοια, μπορούμε να μεταφέρουμε (k,0)-
τανυστές τηςN σε (k,0)-τανυστές τηςM: Αν S ∈ Γ(TkN), τότε ο περιορισμός
του S ορίζεται, όπως είδαμε, ως Sf ∈ Γ(f∗TkN) και ορίζουμε f∗S ∈ Γ(TkM)
ως

f∗S(X1, . . . , Xk) = Sf(f∗X1, . . . , f∗Xk)

όπου Xi είναι διανυσματικά πεδία τηςM.
Ο ορισμός μπορεί να επεκταθεί ώστε να περιληφθούν τανυστές μς τιμες

σε κάποια δέσμη. Αν S ∈ Γ(TkN⊗E) είναι (k,0)-τανυστικό πεδίο τηςN με τιμές
στην E, τότε ο περιορισμός δίνει Sf ∈ (f∗TkN⊗ f∗E) και θα συμβολίζουμε με
f∗S τον (k,0)-τανυστή τηςM με τιμές στην F∗E ο οποίος ορίζεται ως

f∗S(X1, . . . , Xk) = Sf(f
∗X1, . . . , f

∗Xk).

Πρόκειται δηλαδή για τον ίδιο τύπο με πριν μόνο που και τα δύο μέλη παίρ-
νουν τιμές στη f∗E.

1.6.1 Συνοχή από ανάκληση
Αν∇ είναι συνοχή στην διανυσματική δέσμη E τηςN και f :M→ N ομαλή

απεικόνιση τότε ισχύει το ακόλουθο.

Θεώρημα 1.6.1. Υπάρχει μοναδική συνοχή∇f στην f∗E, η οποία ονομάζεται
συνοχή από ανάκληση, ώστε

∇f
υ(ξf) = ∇f∗υξ

για υ ∈ TM, ξ ∈ Γ(E)

Παρατήρηση 1.6.1. Ονομάζεται συνοχή από ανάκληση διότι αν ξ ∈ Γ(E), τότε
∇ξ ∈ Γ(T∗N⊗ E) και μέσω ανάκλησης παίρνουμε

∇fξf := f
∗(∇ξ) ∈ Γ(T∗M⊗ f∗E)

Για να ορίσουμε τώρα την∇f
υξ για τυχαίο ξ ∈ Γ(f∗E), σταθεροποιούμε ένα

p ∈ M και επιλέγουμε τοπικό πλαίσιο της E, σ1, . . . , σk γύρω από το f(p).
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Μπορούμε τότε να γράψουμε ξ =
∑k

i=1 ξ
i(σi)f με ξi ομαλές συναρτήσεις

ορισμένες γύρω από το p. Έτσι

∇f
υξ = ∇f

υ(ξ
i(σi)f)

= υ(ξi)(σi)f + ξ
i∇f

υ(σi)f

= υ(ξi)(σi)f + ξ
i∇f∗υσi

Για την περίπτωση που στη δέσμη E με συνοχή ∇, υπάρχει μία μετρική,
μας ενδιαφέρει η συνοχή να έχει την παρακάτω ιδιότητα:
Ορισμός 1.6.3. Η συνοχή∇ στη διανυσματική δέσμη E λέγεται ότι είναι συμ-
βατή με τη μετρική g αν για οποιαδήποτε ξ, η ∈ Γ(E), X ∈ Γ(TM) ισχύει

X(g(ξ, η)) = g(∇Xξ, η) + g(ξ,∇Xη).

Αν η ∇ είναι συμβατή με τη μετρική g, τότε και η επαγόμενη συνοχή στην
E∗ είναι συμβατή με την (επαγόμενη) μετρική g−1 στην E∗. Επιπλέον, αν οι
συνοχές σε δύο διανυσματικές δέσμες είναι συμβατές με δοθείσες μετρικές,
τότε και η επαγόμενη συνοχή στο τανυστικό γινόμενο θα είναι συμβατή με την
αντίστοιχη μετρική.

Για μία μετρική στην εφαπτόμενη δέσμη θέλουμε η συνοχή να ικανοποιεί
και το ακόλουθο:
Ορισμός 1.6.4. Μία συνοχή ∇ στην TM είναι συμμετρική αν

∇XY −∇YX = [X, Y]

για οποιαδήποτε διανυσματικά πεδία X, Y, ή ισοδύναμα Γkij = Γjik

Για τη συνοχή από ανάκληση τώρα ισχύουν τα ακόλουθα.
Πρόταση 1.6.1. Αν g είναι μετρική στην E και ∇ είναι συνοχή στην E συμ-
βατή με την g, τότε και η ∇f είναι συμβατή με τον περιορισμό της μετρικής
gf

Πρόταση 1.6.2. Αν η ∇ είναι συμμετρική συνοχή στην TN, τότε και η ∇f

είναι συμμετρική συνοχή στην f∗TN με την έννοια

∇f
U(f∗V) −∇f

V(f∗U) = f∗([U,V])

για κάθε U,V ∈ Γ(TM).

1.6.2 Παράλληλη Μετατόπιση
Ηπαράλληλη μετατόπιση (ή παράλληλη μεταφορά) είναι ένας τρόπος σύ-

γκρισης γεωμετρικών ποσοτήτων σε διαφορετικά σημεία κατά μήκος ομαλών
καμπυλών χρησιμοποιώντας τη συνοχή. Έστω ∇ συνοχή στη δέσμη π : E →
M. Αν γ : I → M είναι ομαλή καμπύλη, τότε μία ομαλή διατομή κατα μήκος
της γ είναι μία διατομή της γ∗E. Σύμφωνα με όσα είδαμε παραπάνω, μπορεί
να οριστεί η συνοχή ∇γ.Μία διατομή V κατά μήκος της καμπύλης γ καλείται
παράλληλη κατά μήκος της γ αν∇γ

∂t
V ≡ 0. Σε ένα τοπικό πλαίσιο (ej) σε μία

περιοχή του γ(t0):

∇γ
∂t
V(t0) = V̇

k(t0) + Γ
k
ij(γ(t0))V

j(t0)γ̇
i(t0))ek
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όπου V(t) = Vj(t)ej και Γkij είναι τα σύμβολα του Christoffel της∇ ως προς το
πλαίσιο αυτό.

Έχοντας δει λοιπόν τα παραπάνω μπορούμε να εξετάσουμε λίγο πιό ανα-
λυτικά τον τρόπο με τον οποίο υλοποιείται η ”σύνδεση” μεταξύ των διανυ-
σματικών χώρων που αποτελούν τις ίνες μίας διανυσματικής δέσμης, μέσω
της συνοχής. Ισχύει κατ’ αρχάς το πολύ σημαντικό επόμενο θεώρημα.
Θεώρημα 1.6.2. Αν γ : I→M είναι ομαλή καμπύλη (το θεώρημα ισχύει και
για κατά τμήματα ομαλή καμπύλη αλλά δεν θα το χρησιμοποιήσουμε εδώ)
και V0 ∈ Eγ(0), τότε υπάρχει μοναδική παράλληλη διατομή V κατά μήκος
της γ ώστε V(0) = V0.

Μία τέτοια διατομή καλείται παράλληλη μετατόπιση του V0 κατά μήκος
της γ. Κάθε τέτοια καμπύλη γ λοιπόν καθορίζει μία μοναδική οικογένεια γραμ-
μικών ισομορφισμών

Pt : Eγ(0) → Eγ(t)

ένα διανυσματικό πεδίο V κατά μήκος της γ να είναι παράλληλο αν και μόνο
αν V(t) = Pt(V0) γιά όλα τα t. Αυτό που αποδεικνύεται τώρα και είναι το
ζητούμενο, είναι ότι

∇XV(p) = lim
t→0

P−1
t (V(t)) − V0

t

1.6.3 Η παράγωγος Lie
Υπάρχει ένας ακόμα τρόπος μεταφοράς διανυσματικών πεδίων (και τανυ-

στών γενικότερα) μεταξύ σημείων μιας πολλαπλότητας και αυτός είναι μέσω
αμφιδιαφορίσεων. Συγκεκριμένα, αν Χ είναι διανυσματικό πεδίο της πολλα-
πλότητας Μ και Φ: R ×M → M είναι η ροή που αυτό επάγει (υποθέτουμε
χάριν απλότητας πως πρόκειται για ολική ροή αφού η περίπτωση τοπικής
ροής είναι παρόμοια εκτός της μεγαλύτερης πολυπλοκότητας στις αποδεί-
ξεις πως όσα κάνουμε είναι καλά ορισμένα), τότε για κάθε t η Φt : M → M

είναι αμφιδιαφόριση και συνεπώς η (Φt)∗ είναι γραμμικός ισομορφισμός σε
κάθε σημείο. Ορίζουμε δοιπόν την παράγωγο Lie ενός διανυσματικού πεδίου
Y ως προς το διανυσματικό πεδίο Χ ως

(LXY)p =
d

dt
|t=0(θ−t)∗Yθt(p) = lim

t→0

(θ−t)∗Yθt(p) − Yp

t
.

Αποδεικνύεται ότι LXY = [X, Y]
Γενικότερα, αν p ∈M η θ∗t μπορεί να χρησιμοποιηθεί ώστε να ανασύρουμε

(pullback) ένα τανυστή οποιουδήποτε τύπου στο θt(p) σε έναν στο p. Αν Τ
λοιπόν είναι ομαλό τανυστικό πεδίο στη Μ, ορίζουμε την παράγωγο Lie του
Τ ως προς το διανυσματικό πεδίο Χ ως

(LXT)p =
d

dt
|t=0(θ

∗
tT)p = lim

t→0

θ∗t(Tθt(p)) − Tp

t

Συνοψίζουμε τώρα τις βασικές ιδιότητες της παραγώγου Lie
Πρόταση 1.6.3. ΈστωΧ,Υ διανυσματικά πεδία, f ομαλή πραγματική απεικό-
νιση (η οποία θεωρείται ως 0-τανυστικό πεδίο), σ,τ ομαλα τανυστικά πεδία
και ω,η διαφορικές μορφές.
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1. LXf = Xf

2. LX(fσ) = (LXf)σ+ fLXσ

3. LX(σ⊗ τ) = (LXσ)⊗ τ+ σ⊗ LXτ

4. LX(ω∧ η) = (LXω)∧ η+ω∧ LXη

5. LX(Y⌟ω) = (LXY)⌟ω+ Y⌟LXω

6. Αν Y1, . . . , Yk είναι διανυσματικά πεδία και σ είναι (k,0)-τανυστικό πε-
δίο,

LX(σ(Y1, . . . , Yk)) = (LXσ)(Y1, . . . , Yk) + σ(LXY1, . . . , Yk)

+ · · ·+ σ(Y1, . . . ,LXYk)

Από το (6) της προηγούμενης πρότασης προκύπτει το εξης:
Πόρισμα 1.6.1. Αν X, Y1, . . . , Yk είναι διανυσματικά πεδία και σ είναι (k,0)-
τανυστικό πεδίο,

(LXσ)(Y1, . . . , Yk) = X(σ(Y1, . . . , Yk)) − σ([X, Y1], Y2, . . . , Yk)

− σ(Y1, . . . , Yk−1, [X, Yk]).

Πόρισμα 1.6.2. Αν f ∈ C∞(M), τότε LX(df) = d(LXf)

Πρόταση 1.6.4. Για οποιοδήποτε διανυσματικό πεδίο X και διαφορική μορφή
ω,

LXω = X⌟(dω) + d(X⌟ω)

Πόρισμα 1.6.3. Για οποιοδήποτε διανυσματικό πεδίο X και διαφορική μορφή
ω,

LX(dω) = d(LXω).

Πρέπει κλείνοντας να τονίσουμε πως η απεικόνιση L : Γ(TM)× Γ(TM) →
Γ(TM) δεν είναι συνοχή αφού δεν είναι C∞(M)-γραμμική, δηλαδή LfXY ̸=
fLXY γενικά.

1.7 Καμπυλότητα
Ορισμός 1.7.1. Έστω Ε μία διανυσματική δέσμη της πολλαπλότητας Μ. Αν
∇ είναι μία συνοχή της Ε, τότε η καμπυλότητα της συνοχής ∇ στην Ε είναι
η διατομή R∇ ∈ Γ(T∗M⊗ T∗M⊗ E∗ ⊗ E) που ορίζεται ως

R∇(X, Y)ξ = ∇Y(∇Xξ) −∇X(∇Yξ) −∇[X,Y]ξ.

Ισοδύναμα
R∇ ∈ Γ(T∗M⊗ T∗M⊗ End(E))

και επειδή είναι άμεσο από τον ορισμό ότι η R∇ είναι αντισυμμετρική ως προς
τους δύο πρώτους όρους, έχουμε τελικά ότι

R∇ ∈Γ(Λ2(T∗M)⊗ End(E)) ∼=

Γ(Hom(Λ2(TM), End(E))).
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Πρόταση 1.7.1. Αν η δέσμη Ε έχει μία συνοχή g συμβατή με τη μετρική ∇
της Ε, τότε για X, Y ∈ Γ(TM), s1, s2 ∈ Γ(E)

g(R(X, Y)s1, s2) + g(R(X, Y)s2, s1) = 0

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι g(R(X, Y)s, s) = 0 για οποιοδήποτε s ∈ Γ(E).
Εφόσον η R είναι τανυστής μπορούμε υποθέσουμε πως [Χ,Υ]=0. Τότε

g(R(X, Y)s, s) = g(∇X∇Ys, s) − g(∇Y∇Xs, s)

= Xg(∇Ys, s) − g(∇Ys,∇Xs) − Yg(∇Xs, s) + g(∇Xs,∇Ys)

=
1

2
(XYg(s, s) − YXg(s, s)) = 0.

Έπεται λοιπόν ότι
R∇ ∈ Γ(Λ2(T∗M)⊗ so(E)),

όπου so(E) η δέσμη των αντισυμμετρικών ενδομορφισμών της Ε και σύμφωνα
με όσα είπαμε μετά τον ορισμό 1.3.10

R∇ ∈ Γ(Λ2(T∗M)⊗Λ2(E)).

1.7.1 Καμπυλότητα στην Εφαπτόμενη Δέσμη
Στη συνέχεια θα περιοριστούμε στην εφαπτόμενη δέσμη διατυπώνοντας

αρχικά το θεμελιώδες θεώρημα της γεωμετρίας Riemann.
Θεώρημα 1.7.1. Έστω (Μ,g) μία πολλαπλότητα Riemann. Υπάρχει μοναδική
συνοχή∇ στην TM η οποία είναι συμμετρική και συμβατή με την g. Η συνοχή
αυτή καλείται Levi-Civita ή συνοχή Riemann.

Θα συμβολίζουμε τη διατομή καμπυλότητας(ή πιό απλά την καμπυλότητα)
στην εφαπτόμενη δέσμη ως Rm. Αν ∇ είναι η συνοχή Riemann της ΤΜ και g
η μετρική Riemann της Μ, από όσα είδαμε προηγουμένως έχουμε:

Rm ∈Γ(Λ2(T∗M)⊗ so(TM)) ∼=

Γ(Λ2(T∗M)⊗Λ2(TM)) ∼=

Γ(End(Λ2(TM))).

Πρόταση 1.7.2. Η καμπυλότητα της συνοχήςRiemann μίας πολλαπλότητας
Riemann (M,g=<,>) ικανοποιεί τις ακόλουθες ταυτότητες: Αν X, Y, Z,W ∈
Γ(TM) τότε

Rm(X, Y)Z+ Rm(Y, X)Z = 0 (1.2)
Rm(X, Y)Z+ Rm(Y, X)Z+ Rm(Z,X)Y = 0 (1.3)

Rm(X, Y, Z,W) + Rm(X, Y,W,Z) = 0 (1.4)
Rm(X, Y, Z,W) = Rm(Z,W,X, Y) (1.5)

και

∇Rm(Z,V,W,X, Y) +∇Rm(V,W,Z, X, Y) +∇Rm(W,Z, V, X, Y) = 0, (1.6)
όπου Rm(X, Y, Z,W) =< Rm(X, Y)W,Z >= ♭(Rm(X, Y)W)(Z)
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Αν τώρα (xi) είναι σύστημα συντεταγμένων της Μ, ορίζουμε τους συντε-
λεστές Rlijk της Rm ως προς το χάρτη αυτό έτσι ώστε

Rm(∂i, ∂j)∂k = Rml
ijk∂l

και τους συντελεστές Rmijkl της Rm, ως

Rmijkl := Rm(∂i, ∂j, ∂k, ∂l) =< Rm(∂i, ∂j)∂l, ∂k >

=< Rmm
ijl∂m, ∂k >

= Rmm
ijlgmk.

Ορισμός 1.7.2. Οτελεστής καμπυλότητας της (Μ,g) είναι οR ∈ Γ(End(Λ2(TM))):

< R(W ∧ X), Y ∧ Z >Λ2TM:=< Rm(W,X)Z, Y >TM,

για X, Y, Z,W ∈ Γ(TM), δηλαδή R(W ∧ X) = ♯µ, όπου µ ∈ Γ(Λ2T∗M), τέτοιο,
ώστε

µ(Y ∧ Z) :=< Rm(W,X)Z, Y >TM .

Ο τελεστής καμπυλότητας είναι συμμετρικός (αυτοσυζυγής) αφού

< R(W ∧ X), Y ∧ Z > =< Rm(W,X)Z, Y >=< Rm(Y, Z)X,W >

=< R(Y ∧ Z),W ∧ X > .

Άμεσα επάγεται και η αντίστοιχη συμμετρική διγραμμική μορφή στηνΛ2(TM):

R(W ∧ X, Y ∧ Z) :=< R(W ∧ X), Y ∧ Z > . (1.7)

Άρα
R ∈ Γ(Λ2T∗M⊗S Λ

2T∗M) = S2(Λ2T∗M).

Σε συντεταγμένες,

R(ij)(kl) := R(ei ∧ ej, ek ∧ el) = Rijkl,

όπου (ei) τοπικό πλαίσιο του ΤΜ.

1.7.2 Καμπυλότητα διατομής, καμπυλότηταRicci, βαθμωτή
καμπυλότητα

Ας υποθέσουμε ότι dimM ≥ 2. Σταθεροποιούμε p ∈M.Δοθέντος u∧ v ∈
Λ2TpM− {0}, θέτουμε

Ku∧v :=
< R(u∧ v), u∧ v >∥∥u∧ v

∥∥2 . (1.8)

Εφόσον u∧ v ̸= 0, τα u και v παράγουν ένα διδιάστατο υπόχωρο σ του TpM.
Αν h ∈ GL(σ), τότε hu = au + bv, hv = cu + dv, όπου ad − bc ̸= 0. Έτσι
hu∧ hv = (ad− bc)u∧ v = (deth)u∧ v και συνεπώς

Khu∧hv =
< R(hu∧ hv), hu∧ hv >∥∥hu∧ hv

∥∥2 =
(deth2) < R(u∧ v), u∧ v >

(deth2)
∥∥u∧ v

∥∥2 = Ku∧v.
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Ορισμός 1.7.3. Η καμπυλότητα διατομής της (Μ,g) ως προς το επίπεδο σ ⊂
TpM,p ∈M είναι

Kσ := Ku∧v =
< R(u∧ v), u∧ v >∥∥u∧ v

∥∥2 =
< R(u, v)v, u >∥∥u∥∥2∥∥v∥∥2− < u, v >2

,

όπου τα u, v ∈ TpM είναι βάση του σ.

Έστω R η καμπυλότητα της πολλαπλότητας Μ με συνοχή ∇. Για στα-
θερά u, v ∈ TpM, R(·, u)v = [w → R(w,u)v] είναι ενδομορφισμός του TpM.
Το ίχνος του λοιπόν είναι καλά ορισμένο. Αν U,V ∈ Γ(TM) η συνάρτηση
trR(·, U)V είναι C∞ στη Μ και η απεικόνιση

Rc : (U,V) 7→ trR(·, U)V

είναι (2,0)-τανυστικό πεδίο στη Μ.

Ορισμός 1.7.4. Το (2,0)-τανυστικό πεδίο Rc όπως ορίστηκε παραπάνω κα-
λείται τανυστικό πεδίο Ricci της ∇.

Σε συντεταγμένες

Rij := Rc(∂i, ∂j) = tr[∂l → R(∂l, ∂i)∂j]

= tr[∂l → Rmlij∂m] = Rllij.

Είναι τώρα εύκολο να παρατηρήσουμε ότι Rc(U,V) = Rc(V,U).

Ορισμός 1.7.5. Η καμπυλότητα Ricci της (Μ,g) στη διεύθυνση του μη μηδε-
νικού διανύσματος v ∈ TM είναι

r(v) :=
Rc(v, v)∥∥v∥∥2 .

Ο ενδομορφισμός Ricci τώρα ορίζεται ως ο τελεστής Rc(v) := ♯Rc(v, ·) και η
βαθμωτή καμπυλότητα ως το ίχνος του:

R = tr[v→ Rc(v)].

Η καμπυλότητα Ricci και η βαθμωτή καμπυλότητα μπορούν να εκφρα-
στούν ως προς τις καμπυλότητες διατομής.

Λήμμα 1.7.1. Έστω X ∈ TpM μοναδιαίο διάνυσμα. Μπορούμε να υποθέ-
σουμε ότι το Χ περιέχεται σε κάποια ορθοκανονική βάση του TpM. Τότε
η Rc(X,X) είναι το άθροισμα των καμπυλοτήτων διατομής όλων των επιπέ-
δων από το Χ και κάποιο ακόμα στοιχείο της βάσης αυτής.

Για οποιαδήποτε ορθοκανονική βάση του TpM τώρα, η βαθμωτή καμπυ-
λότητα στο p είναι το άθροισμα των καμπυλοτήτων διατομής όλων των επι-
πέδων που παράγονται από ζεύγη διανυσμάτων της βάσης.

Το ακόλουθο λήμμα θα αποδειχθεί στο κεφάλαιο 5 αλλά θα χρησιμοποιη-
θεί αρκετά μέχρι τότε.



30 Πολλαπλότητες Riemann και καμπυλότητα

Λήμμα 1.7.2. Έστω (Μ,g) μία πολλαπλότητα Riemann διάστασης 3. Διαγω-
νοποιούμε τον τελεστή καμπυλότητας R ως προς κάποια βάση της Λ2TM,
η οποία προκύπτει από το ορθοκανονικό πλαίσιο {e1, e2, e3} της ΤΜ (αυτό γί-
νεται διότι ο τελεστής καμπυλότητας είναι συμμετρικός). Υποθέτουμε ότι
ο πίνακας του R που προκύπτει με τον τρόπο αυτό έχει ως μη μηδενικά
(διαγώνια) στοιχεία τα λ1, λ2, λ3. Τότε ως προς τη βάση {e1, e2, e3} ο ενδο-
μορφισμός Ricci είναι της μορφής

Rc =
1

2

 λ2 + λ3 0 0

0 λ3 + λ1 0

0 0 λ1 + λ2

 (1.9)

και η βαθμωτή καμπυλότητα είναι

R = λ1 + λ2 + λ3. (1.10)

Ορισμός 1.7.6. Αν (M,g) είναι n-διάστατη πολλαπλότητα Riemann, ο τανυ-
στής του Einstein (ή μηδενικού ίχνους μέρος του τανυστή Ricci) ορίζεται ως

E = R̊c := Rc−
1

n
Rg.

Μία μετρική καλείται Einstein αν ο τανυστής του Einstein της είναι ταυτοτικά
0.

Στη διάσταση 3 οι Einstein μετρικές είναι ιδιαίτερης σημασίας.

Λήμμα 1.7.3. Μία Einstein μετρική σε μία πολλαπλότητα διάστασης n ≥ 3

έχει σταθερή βαθμωτή καμπυλότητα. Αν n=3 η μετρική έχει σταθερές κα-
μπυλότητες διατομής.

Απόδειξη. Η δεύτερη ταυτότηα του Bianchi, (1.6), σε συντεταγμένες γράφε-
ται

∇pRijkl +∇iRjpkl +∇jRpikl.

Υψώνοντας τους δείκτες k,l, παίρνουμε

∇pRij
kl +∇iRjp

kl +∇jRpi
kl,

και θεωρώντας το ίχνος ως προς τους δείκτες i,l, και χρησιμοποιώντας τις
συμμετρίες του τανυστή καμπυλότητας:

∇pR
k
j −∇iRjp

ik −∇jR
k
p = 0.

Αν τώρα πάρουμε το ίχνος και ως προς τους δείκτες j,k θα έχουμε

∇pR = ∇iR
i
p +∇iR

i
p,

ή ισοδύναμα
gij∇iRjp =

1

2
∇pR. (1.11)

Έτσι

gij∇iEjp = gij∇i(Rjp −
1

n
Rgjp) =

1

2
∇iR−

1

n
∇iR = (

1

2
−
1

n
)∇pR. (1.12)
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Αν η μετρική είναι Einstein, τότε Ejp = 0 και συνεπώς

(
1

2
−
1

n
)∇pR = 0.

Επειδή τώρα n ̸= 2 αυτό σημαίνει ότι ∇R = 0 και κατά συνέπεια η R είναι
σταθερή.

Για n=3 τώρα, από την (1.9), προκύπτει

Rc =
1

2

 λ2 + λ3 0 0

0 λ3 + λ1 0

0 0 λ1 + λ2

 =
R

3
g =

 C 0 0

0 C 0

0 0 C

 , (1.13)

όπου η C = 1
3
R είναι σταθερά σε όλη την πολλαπλότητα. Συνεπώς οι ιδιοτι-

μές λi είναι όλες ίσες με μία σταθερά C, από όπου έπεται πως η πολλαπλό-
τητα έχει σταθερή καμπυλότητα διατομής.

Τέλος, καταγράφουμε ένα σημαντικό θεώρημα που θα χρησιμοποιήσουμε
στη συνέχεια.

Θεώρημα 1.7.2 (Myers). Έστω (M, g) πλήρης, συνεκτική n- πολλαπλότητα
Riemann της οποίας ο τανυστής Ricci ικανοποιεί την

Rc ≥ (n− 1)Hg

για κάποια σταθερά H. Τότε ηΜ είναι συμπαγής με πεπερασμένη θεμελιώδη
ομάδα και διάμετρο το πολύ πH− 1

2 .
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Κεφάλαιο 2

Ροή Ricci και
Γεωμετρικοποίηση

2.1 Γεωμετρική δομή
Μία γεωμετρική δομή σε μία n-διάστατη πολλαπλότητα M μπορεί να θε-

ωρηθεί ως μία πλήρης, τοπικά ομογενής μετρική Riemann g. Μία μετρική
καλείται τοπικά ομογενής αν μοιάζει ίδια σε κάθε σημείο. Ακριβέστερα, λέμε
ότι η μετρική g είναι τοπικά ομογενής αν για κάθε x, y ∈ M, υπάρχουν πε-
ριοχές Ux ⊂ M του x, Uy ⊂ M του y και g-ισομετρία γxy : Ux → Uy με
γxy(x) = y. Μία μετρική Riemann g καλείται (ολικά) ομογενής αν για κάθε
x, y ∈ M υπάρχει g-ισομετρία γxy : M → M με γxy(x) = y. Οι δύο αυτές
έννοιες είναι ισοδύναμες όταν η Μ είναι απλά συνεκτική.

Πρόταση 2.1.1 (Singer). Κάθε τοπικά ομογενής μετρική g σε μία απλά συ-
νεκτική πολλαπλότητα είναι ολικά ομογενής.

Ισχύει επίσης το ακόλουθο.

Πρόταση 2.1.2. Κάθε ομογενής μετρική είναι πλήρης.

Ορισμός 2.1.1. Μία απλά συνεκτική γεωμετρική δομή ή μία γεωμετρία μο-
ντέλο, είναι ένα ζεύγος (G,X), όπου Χ είναι πολλαπλότητα και G ομάδα Lie
από αμφιδιαφορίσεις της X, που ικανοποιούν τα εξής:

1 Η X είναι συνεκτική και απλά συνεκτική,

2 η G δρα μεταβατικά στην X με συμπαγή ομάδα ισοτροπίας, Gx = {γ ∈
G : γ(x) = x}, για κάθε x,

3 η G δεν περιέχεται σε κάποια μεγαλύτερη ομάδα αμφιδιαφορίσεων της
X με συμπαγή ομάδα ισοτροπίας και

4 υπάρχει τουλάχιστον μία συμπαγής πολλαπλότητα που μοντελοποιεί-
ται από το ζεύγος (G,X). Δηλαδή, υπάρχει συμπαγής πολλαπλότητα M
και διακριτή υποομάδα Γ της G για τις οποίες ισχύειM = X/Γ .
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Κάθε τέτοια Μ καλείται επίσης γεωμετρία μοντέλο. Με άλλα λόγια λοιπόν,
μία συμπαγής πολλαπλότητα Μ είτε έχει γεωμετρική δομή ή, στην περί-
πτωση που ο καθολικός χώρος επικάλυψής της έχει απλά συνεκτική γεω-
μετρική δομή, είναι γεωμετρία μοντέλο.

2.2 Εικασία Γεωμετρικοποίησης του Thurston
Ήδη από το 19ο αιώνα η τοπολογία των πολλαπλοτήτων διάστασης 2

ήταν γνωστή κυρίως λόγω του έργου των Poincare και Koebe. Η κατηγοριο-
ποίησή τους δίνεται από το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 2.2.1 (Uniformization). Κάθε προσανατολίσιμη κλειστή επιφάνεια
S δέχεται μετρική καμπυλότητας Gauss 1,0 ή -1. Δηλαδή είναι δυνατό να
δοθεί στην S γεωμετρική δομή που μοντελοποιείται από τις S2,E2 και H2

αντίστοιχα.

Η αντίστοιχη κατηγοριοποίηση των 3-πολλαπλοτήτων αποδείχτηκε ένα
πολύ δυσκολότερο πρόβλημα (ένω είναι αδύνατη για διάσταση n>3). Το πρώτο
μεγάλο πρόβλημα που σχετίζεται με αυτήν είναι η ”εικασία του Poincare”. Συ-
γκεκριμένα, περί τα 1900 ο Poincare διατύπωσε το εξής ερώτημα:

Αν μία κλειστή 3-πολλαπλότητα έχει τετριμμένη θεμελιώδη ομάδα,
είναι απαραίτητα ομοιομορφική με την S3;

Η ”εικασία του Poincare” έλεγε πως η απάντηση ήταν ναι. Όπως όμως
φάνηκε, επρόκειτο γιά ένα εξαιρετικά δύσκολο ερώτημα, πολύ δυσκολότερο
από το αντίστοιχο για διάσταση μεγαλύτερη του τέσσερα, που απαντήθηκε
(καταφατικά) το 1966 από τον Smale ([[21]]), και για διάσταση τέσσερα, που
απαντήθηκε (επίσης καταφατικά) το 1982 από τον Freedman ([[5]]). Αποτέ-
λεσε δε ένα από τα κύρια εμπόδια στην προσπάθεια κατηγοριοποίησης όλων
των 3- πολλαπλοτήτων.

2.2.1 Διάσπαση πολλαπλοτήτων
Τα πρώτα δύο βασικά βήματα στην κατεύθυνση αυτή αποτελούν οι μέθο-

δοι διάσπασης μίας πολλαπλότητας κατά μήκος σφαιρών (Sphere Decomposition,
SD) και τόρων (Torus Decomposition, TD) αντίστοιχα. Το πρώτο έγινε από τον
Hellmuth Kneser.

Για να αναφερθούμε στο αντίστοιχο θεώρημα χρειαζόμαστε πρώτα κά-
ποιους ορισμούς.

Ορισμός 2.2.1 (συνεκτικό άθροισμα). Αν μία κλειστή 3-πολλαπλότητα Μ πε-
ριέχει μία εμφυτευμένη σφαίρα S2 η οποία τη διαχωρίζει, μπορούμε να χω-
ρίσουμε τη Μ κατά μήκος της S2 σε πολλαπλότητες M1,M2 με σύνορο S2.
Μπορούμε στη συνέχεια να συμπληρώσουμε τα σφαιρικά αυτά σύνορα με
3-μπάλες παράγοντας έτσι δύο κλειστές πολλαπλότητες N1,N2. Λέμε τότε
ότι η Μ είναι το συνεκτικό άθροισμα των N1, N2 και γράφουμεM = N1♯N2.

Μία τετριμμένη δυνατότητα διάσπασης της Μ είναι ηM =M♯S3. Αν αυτή
είναι και η μοναδική, τότε η Μ καλείται ”πρώτη” (prime). Αυτό είναι ισοδύναμο
με το ακόλουθο:
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Ορισμός 2.2.2 (πρώτη πολλαπλότητα (primemanifolds)). Μία κλειστή 3-πολλαπλότητα
καλείται πρώτη αν κάθε εμφυτευμένη 2-σφαίρα που την διαχωρίζει φράσσει
μία 3-μπάλα.

Ένας ορισμός που σχετίζεται με τον παραπάνω είναι ο εξής

Ορισμός 2.2.3 (μη- ελαττούμενη πολλαπλότητα (irreducible manifolds)). Μία
κλειστή 3-πολλαπλότητα καλείται μη-ελαττούμενη αν κάθε εμφυτευμένη 2-
σφαίρα φράσσει μία 3-μπάλα.

Συνεπώς κάθε μη- ελαττούμενη πολλαπλότητα είναι πρώτη. Ένα μερικό
αντίστροφο αυτού είναι ότι αν μία πολλαπλότητα είναι πρώτη αλλά όχι μη-
ελαττούμενη, τότε είναι η S1 × S2.

Στοχος είναι να διερευνήσουμε ποιές 3-πολλαπλότητες δέχονται γεωμε-
τρικές δομές. Δυστυχώς για το σκοπό αυτό η διάσπαση κατά μήκος σφαιρών
δεν επαρκεί. Στρεφόμαστε λοιπόν στις αμέσως απλούστερες επιφάνειες:
τους τόρους.

Ένας τόρος Τ εμφυτευμένος στην Μ καλείται συμπιέσιμος αν υπάρχει
δίσκος D ⊂ M με D ∩M = ∂D και η καμπύλη ∂D δεν είναι συσταλτή στον
Τ. Σε αντίθετη περίπτωση λέγεται μη- συμπιέσιμος. Μία μη- ελαττούμενη
3-πολλαπλότητα Μ καλείται atoroidal αν κάθε Z × Z υποομάδα της π1(M)
είναι συζυγής με τον εγκλεισμό της θεμελιώδους ομάδας μιας συνιστώσας
τοροειδούς συνόρου της Μ. Αυτό είναι ισοδύναμο με την απαίτηση κάθε μη-
συμπιέσιμος τόρος να διαχωρίζει τη Μ σε ένα αντίγραφο της Μ και του ∂M×
I.

Ορισμός 2.2.4. Μία διάσπαση κατά μήκος τόρων μίας μη- ελαττούμενης πολ-
λαπλότητας Μ, είναι μία συλλογή από εμφυτευμένους μη συμπιέσιμους τό-
ρους T1, . . . , Tn, ώστε οι συνιστώσες τουM−∪iTi είναι είτε atoroidal ή Seifert
fibred, και κανένα γνήσιο υποσύνολο των T1, . . . , Tn δεν έχει την ιδιότητα
αυτή.

Κάθε συμπαγής, προσανατολίσιμη, μη- ελαττούμενη 3- πολλαπλότητα δέ-
χεται διάσπαση κατά μήκος τόρων. Αποδεικνύεται πως υπάρχει μεγιστική οι-
κογένεια εμφυτευμένων, μη- συμπιέσιμων τόρων T1, . . . , Tn στη Μ, οι οποίοι
διαχωρίζουν τη Μ σε atoroidal κομμάτια. Μερικά εξ’ αυτών τώρα, είναι πι-
θανό να δέχονται Seifert fibred δομές, ενώ μπορεί και δύο γειτονικά τμήματα,
διαχωριζόμενα από τον Ti να δέχονται συμβατές τέτοιες δομές. Στην περί-
πτωση αυτή αφαιρούμε τον Ti και επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία. Μπορεί
να δειχθεί ότι κάθε τέτοια συλλογή από τόρους είναι μοναδική ως προς ισο-
τοπία.

Ο Thurston απέδειξε ότι στη διάσταση 3 υπάρχουν 8 πιθανές γεωμετρίες
μοντέλα και διατύπωσε την ακόλουθη εικασία:

Εικασία 2.2.1 (Γεωμετρικοποίησης του Thurston). Έστω Μ κλειστή, προσα-
νατολισμένη, μη- ελαττούμενη 3-πολλαπλότητα. Τότε κάθε συνιστώσα της
διάσπασης ως προς σφαίρες και τόρους δέχεται γεωμετρική δομή (που μο-
ντελοποιείται σε μία από τις 8 θεμελιώδεις γεωμετρίες που βρήκε).

Έχει δειχθεί ότι κάθε Seifert fibred χώρος δέχεται γεωμετρική δομή. Μένει
λοιπόν να εξεταστεί η περίπτωση των atoroidal πολλαπλοτήτων όπου υπάρ-
χουν δύο περιπτώσεις.



36 Ροή Ricci και Γεωμετρικοποίηση

Αν η π1(M) είναι πεπερασμένη, τότε κάθε γεωμετρία στην οποία μοντε-
λοποιείται η Μ, πρέπει να είναι συμπαγής και συνεπώς μόνο μία δυνατότητα
υπάρχει:
Εικασία 2.2.2 (Εικασία Ελλειπτικοποίησης). Κάθε κλειστή προσανατολίσιμη
3- πολλαπλότητα με πεπερασμένη θεμελιώδη ομάδα δέχεται γεωμετρική
δομή που μοντελοποιείται στην S3.

Παρατηρούμε ότι για π1(M) = 0 έχουμε την υπόθεση του Poincare.
Η δεύτερη περίπτωση είναι η π1(M) να είναι άπειρη. Πρέπει να δείξουμε

ότι κάθε atoroidal τέτοια Μ είναι υπερβολική. Η περίπτωση που η Μ είναι
Haken (δηλαδή πρώτη και περιέχει συνεκτική προσανατολίσιμη μη- συμπιέ-
σιμη εμφυτευμένη επιφάνεια διαφορετική της S2), στην οποία περιλαμβά-
νονται όλες οι συμπαγείς πολλαπλότητες με μη- κενό σύνορο, αποδείχτηκε
από τον Thurston. Μένει λοιπόν το ακόλουθο:
Εικασία 2.2.3. Αν η Μ είναι κλειστή προσανατολίσιμη atoroidal πολλαπλό-
τητα με άπειρη θεμελιώδη ομάδα αλλά όχι Haken, τότε δέχεται υπερβολική
δομή.

2.3 Hamilton-Ροή Ricci
Και φτάνουμε στον Richard Hamilton ο οποίος παρακινημένος από τις

εργασίες των Eells και Sampson οι οποίοι εξέλισσαν συναρτήσεις μεταξύ
πολλαπλοτήτων μέσω παραβολικών διαφορικών εξισώσεων με σκοπό να τις
”βελτιώσουν”, σκέφτηκε πως το ίδιο θα μπορούσε να κάνει και με άλλα γεω-
μετρικά αντικέιμενα όπως παραδείγματος χάριν τη μετρική. Το 1982 λοιπόν
δημοσιεύει μία ρηξικέλευθη εργασία στην οποία εισάγει τη ροή Ricci.

Αν Μ είναι πολλαπλότητα Riemann με μετρική g0, η ροή Ricci είναι μία
μδε που εξελισσει τη μετρική:

∂

∂t
g(t) = −2Rc(g(t))

g(o) = g0,

όπου Rc(g(t)) είναι ο τανυστής Ricci της μετρικής g(t).
Σε αρμονικές συντεταγμένες (x1, . . . , x

n) στο p ∈ M, δηλαδή σε συντε-
ταγμένες για τις οποίες ισχύει ∆xi = 0 για κάθε i, έχουμε

Rcij = −
1

2
∆gij +Qij(g

−1, ∂g),

όπου Q είναι τετραγωνική ως προς g−1 και ως προς ∂g και κατά συνέπεια
χαμηλότερης τάξης ως προς παραγώγους της g (βλ. [1] Λήμμα 3.32 σελ. 92).
Συνεπώς, στις συντεταγμένες αυτές η εξίσωση της ροής Ricci είναι εξίσωση
θερμότητας για τη μετρική:

∂

∂t
g = ∆g+ 2Q(g−1, ∂g).

Η ιδέα του Hamilton ήταν ότι εξελίσσοντας τη μετρική με τέτοιο τρόπο, η
πολλαπλότητα θα γίνεται όλο και πιό σφαιρική τείνοντας σε κάποια από τις
οχτώ γεωμετρίες μοντέλα για τις 3- πολλαπλότητες.
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Στην ίδια εργασία που εισάγει τη ροή, αποδεικνύει και το ακόλουθο θε-
ώρημα (του οποίου την απόδειξη θα μελετήσουμε παρακάτω στην εργασία
αυτή):

Θεώρημα 2.3.1 (Hamilton, 1982). Έστω Μ μία κλειστή 3-πολλαπλότητα που
δέχεται μετρική αυστηρά θετικής καμπυλότητας Ricci. Τότε η Μ δέχεται και
μετρική σταθερής θετικής καμπυλότητας.

Από το θεώρημα (2.2.1) τότε προκύπτει ότι κάθε απλά συνεκτική πολ-
λαπλότητα που δέχεται μετρική αυστηρά θετικής καμπυλότητας Ricci είναι
αμφιδιαφορική με την S3.

2.4 Perelman-Από εικασία σε θεώρημα
Ωστόσο το σχέδιο του Hamilton δεν απέδωσε μέχρι τέλους. Και αυτο

γιατί η ροή συχνά εμφάνιζε κάποιες ιδιομορφίες. Κάποια είδη από αυτές
κατάφερε να τα αντιμετωπίσει ενώ άλλα όχι. Αλλά πριν προχωρήσουμε ας
δώσουμε έναν ακριβή ορισμό των ιδιομορφιών.

Ορισμός 2.4.1. Μία λύση (M,g(t)) της ροής Ricci σε ένα διάστημα [0,Τ] κα-
λείται μέγιστη αν δεν μπορεί να επεκταθεί για χρόνο t>T.

i Αν T = ∞ και supM×[0,T ] |Rm| < ∞, η μέγιστη λύση της ροής καλείται
μη ιδιόμορφη.

(ii) Αν T ≤ ∞ και supM×[0,T ] |Rm| = ∞, η μέγιστη λύση καλείται ιδιόμορφη
και λέμε ότι η ιδιομορφία εμφανίζεται τη χρονική στιγμή Τ.

Τα επόμενα μεγάλα βήματα του Hamilton στην κατεύθυνση της απόδειξης
της εικασίας του Thurston είναι:

Θεώρημα 2.4.1 (Hamilton 1999). Έστω Μ μία συμπαγής 3-πολλαπλότητα
Riemann η οποία δέχεται μη ιδιόμορφη λύση της νορμαρισμένης ροής Ricci
(θα εξηγήσουμε αργότερα ποιά η διαφορά με τη (μη νορμαρισμένη) ροή
Ricci). Τότε μπορεί να διασπαστεί σε γεωμετρικά τμήματα της εικασίας του
Thurston. Ακριβέστερα:

Αν g(t) είναι λύση της νορμαρισμένης ροής η οποία υπάρχει γιά όλο το
χρόνο (T = ∞) και η ποσότητα tRm(x, t) είναι φραγμένη καθώς t→ ∞, τότε
η Μ είναι μία από τις ακόλουθες πολλαπλότητες:

1. Seifert πολλαπλότητα,

2. πηλίκο S3/Γ ,

3. επίπεδη πολλαπλότητα,

4. υπερβολική πολλαπλότητα και

5. ένωση κατά μήκος ασυμπίεστων τόρων πεπερασμένου όγκου υπερβο-
λικών και Seifert πολλαπλοτήτων.
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Θεώρημα 2.4.2. Έστω Μ μία συμπαγής 3-πολλαπλότητα Riemann η οποία
δέχεται λύση της ροής Ricci η οποία εμφανίζει κάποια ιδιομορφία τη χρο-
νική στιγμή T. Τότε υπάρχει ακολουθία από διαστολές της λύσεις η οποία
συγκλίνει σε πηλίκο από ισομετρίες μίας από τις ακόλουθες πολλαπλότη-
τες:

i) S3,

ii) S2 × R

iii) Σ× R, όπου Σ είναι μία λύση ”πούρο” με μετρική ds2 = dx2+dx2

1+x2+y2 .

Συνεπώς για μη ιδιόμορφες λύσεις το ερώτημα είχε απαντηθεί. Παρέ-
μενε όμως ανοιχτό για την τελευταία περίπτωση. Και τότε o Grigori Perelman
δημοσιεύει στο internet (!) μία σειρά άρθρων (το πρώτο τον Νοέμβριο του
2002) με τα οποία ισχυρίζεται πως ολοκληρώνεται η απόδειξη της εικασίας
του Thurston. Χρειάστηκε να περάσουν 4 χρόνια, ώστε το 2006 η μαθημα-
τική κοινότητα κατανοήσει το έργο του και να πιστεί για την ορθότητα των
επιχειρημάτων του.

Συνοπτικά τα 5 κύρια βήματα στη δουλειά του Perelman είναι τα εξής:
(i) Μόνο οι περιπτώσεις i) και ii) του παραπάνω θεωρήματος του Hamilton

είναι εφικτές ( δηλαδή η λύση ”πούρο” αποκλείεται),

(ii) Χειρουργείο (surgery): Κόβουμε τις ιδιομορφίες που εμφανίζονται τις
χρονικές στιγμέςTi που η καμπυλότητα γίνεται μη φραγμένη και συγκο-
λάμε ένα σφαιρικό ”καπάκι” φραγμένης καμπυλότητας σε κάθε τομή.
Στην προκύπτουσα πολλαπλότητα, πετάμε τα τμήματα εκείνα που έχουν
θετική καμπυλότητα Ricci (αφού γνωρίζουμε τι συμβαίνει με αυτά από
το θεώρημα 2.3.1). Προκύπτει έτσι μία νέα πολλαπλότητα Msur στην
οποία συνεχίζουμε τη ροή Ricci,

(iii) υπάρχουν μόνο πεπερασμένες χρονικές στιγμές Ti (στις οποίες εμφα-
νίζονται ιδιομορφίες),

(iv) για t αρκετά μεγάλο δεν υπάρχουν ιδιομορφίες και σε μία τέτοια χρο-
νική στιγμή ηMsur διασπάται (κατά μήκος ασυμπίεστων τόρων) σε δύο
κομμάτια:Msur =Mthick∪Mthin, όπου τοMthick κομμάτι πεπερασμέ-
νου ογκου πλήρη υπερβολική μετρική, ενώ

(v) τοMthin κομμάτι είναι πολλαπλότητα γράφημα (graph manifold).
Ας δούμε λοιπόν πώς τα βήματα αυτά συνεπάγονται την απόδειξη της ει-

κασίας του Thurston. Σε κάποια αρκετά μεγάλη χρονική στιγμή t’, η διαδικα-
σία του χειρουργείου (που μπορεί να εφαρμοστεί αφού οι ιδιομορφίες έχουν
απλή και γνωστή τοπολογική μορφή -συμφωνα με το (i)-, και επίσης διότι από
το (ii) έχουμε ικανό έλεγχο των χρόνων Ti) μας επιτρέπει να αποδομήσουμε
την πολλαπλότητα σε πρώτες ως

M ≡ P1♯ . . . ♯Pr♯(S3/Γ)♯ . . . ♯(S3/Γ)♯S1 × S2♯ . . . ♯S1 × S2. (2.1)

Επιπλέον, από την (iv), κάθε μη ελαττούμενος παράγοντας Pi, δέχεται απο-
δόμιση κατά μήκος τόρων της μορφής:

Pi ≡ Hi ∩Gi, (2.2)
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όπου Hi είναι υπερβολική πολλαπλότητα και Gi είναι πολλαπλότητα γρά-
φημα (σύμφωνα με το βήμα (v)).

Πρέπει εδώ να σημειωθεί τα αποτελέσματα του Perelman δεν αποδεικνύ-
ουν δεν θα υπάρξουν άλλες ιδιομορφίες πέραν του χρόνου t’. Αντι αυτού απο-
δεικνύεται ότι αν εμφανιστούν, αυτό θα συμβεί στο Gi κομμάτι (ήMthin) και
άρα δεν δημιουργείται πρόβλημα αφού υπάρχουν αποτελέσματα σύμφωνα
με τα οποία κάθε πολλαπλότητα γράφημα ικανοποιεί την εικασία.

Συνεπώς, από τις (1.2), (1.3) και τις παραπάνω παρατηρήσεις, έπεται ότι
η Μ μπορεί να αποδομηθεί σε γεωμετρικά τμήματα γεγονός που αποτελεί το
ζητούμενο της εικασίας γεωμετρικοποίησης.
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Κεφάλαιο 3

Ροές σε Πολλαπλότητες
Riemann

Για τις ανάγκες όσων θέλουμε να δούμε παρακάτω είναι απαραίτητο να
μελετήσουμε όχι μεμονωμένες πολλαπλότητες Riemann αλλά μονοπαραμε-
τρικές οικογένειες τέτοιων πολλαπλοτήτων,t → (M,g(t)), όπου η πολλα-
πλότητα (M,g(t)) καθορίζει την πολλαπλότητα (M,g(t+h)) μέσω κάποιας εξί-
σωσης που περιγράφει την εξέλιξη της μετρικής. Για να περιγραφεί η διαδι-
κασία αυτή τυπικά είναι απαραίτητη κάποια έννοια διαφόρισης της μετρικής.
Για μία οικογένεια μετρικών λοιπόν g = g(t) ∈ Γ(S2T∗M) με παραμέτρηση
ως προς το ”χρόνο” t, ορίζουμε την παράγωγο ∂

∂t
g : Γ(TM)×Γ(TM) → C∞(M)

της μετρικής g ως
(
∂

∂t
g)(X, Y) :=

∂

∂t
g(X, Y) (3.1)

για οποιαδήποτε στατικά (δηλαδή ανεξάρτητα του χρόνου) διανυσματικά πε-
δία Χ,Υ και με ∂

∂t
g(X, Y) να είναι η γνωστή παράγωγος ως προς το χρόνο της

ομαλής απεικόνισης g(X, Y) :M × I → R, όπου I ⊂ R. Σε τοπικές συντεταγ-
μένες η μετρική γράφεται g(t) = gijdx

i ⊗ dxj και συνεπώς η (3.1) παίρνει
τη μορφή ∂

∂t
g = ġij(t)dx

i ⊗ dxj. Δηλαδή η παράγωγος της μετρικής είναι η
παράγωγος των συναρτήσεων συντεταγμένων της ως προς κάποια σταθερή
βάση. Εφόσον η συνοχή Riemann μπορεί να γραφεί τοπικά με τη βοήθεια
της μετρικής, θα εξαρτάται και αυτή από το χρόνο. Όμοια λοιπόν με πριν,
ορίζουμε την παράγωγο της ∇ = ∇(t) ως

(
∂

∂t
∇)(X, Y) :=

∂

∂t
∇XY,

για οποιαδήποτε στατικά διανυσματικά πεδία Χ,Υ. Δεδομένου πως η∇ ικανο-
ποιεί τον κανόνα του γινομένου, δεν είναι τανυστής. Ισχύει όμως το επόμενο:

Λήμμα 3.0.1. Η παράγωγος ∂
∂t
∇ της συνοχής Riemann ∇ είναι C∞(M)-

γραμμική ως προς όλα τα ορίσματά της και συνεπώς είναι τανυστής.

Απόδειξη. Για f ∈ C∞(M) και X, Y ∈ Γ(TM) στατικά διανυσματικά πεδία,
έχουμε

(
∂

∂t
∇)(X, fY) =

∂

∂t
((Xf)Y + f∇XY) = f

∂

∂t
∇XY = f(

∂

∂t
∇)(X, Y)
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και από τις ιδιότητες της συνοχής έχουμε το ζητόυμενο και για το Χ.

Λήμμα 3.0.2. Αν το διανυσματικό πεδίο V εξαρτάται από το χρόνο και το X
είναι στατικό τότε

(
∂

∂t
∇)(X,V) =

∂

∂t
∇XV −∇X

∂V

∂t
(3.2)

Απόδειξη. Αφού ∇X = ∇(t)
X : Γ(TM) → Γ(TM), έχουμε

(
∂

∂t
∇)(X,V) = lim

δ→0

∇(t+δ)(X,V(t+ δ)) −∇(t)(X,V(t))

δ
.

Όμως

∇(t+δ)(X,V(t+ δ)) −∇(t)(X,V(t)) =

∇(t+δ)(X,V(t+ δ)) −∇(t+δ)(X,V(t)) +∇(t+δ)(X,V(t)) −∇(t)(X,V(t)) =

∇(t+δ)(X,V(t+ δ) − V(t)) + (∇(t+δ) −∇(t))(X,V(t)).

Άρα

∂

∂t
∇XV = lim

δ→0

1

δ
∇(t+δ)(X,V(t+ δ) − V(t)) + lim

δ→0
(∇(t+δ) −∇(t))(X,V(t))

= lim
δ→0

∇(t+δ)(X,
V(t+ δ) − V(t)

δ
) + lim

δ→0

∇(t+δ) −∇(t)

δ
(X,V(t))

= ∇(t)
X (

∂V

∂t
) + (

∂

∂t
∇)(X,V)

Θέλουμε τέλος να παραγωγίσουμε τα σύμβολα του Christoffel της συνο-
χής Riemann, Γkij = dxk(∇∂i

∂j). Τα θεωρούμε λοιπόν ως συναρτήσεις Γ :
Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(T∗M) → C∞(M) με

Γ(X, Y,ω) := ω(∇XY)

και ορίζουμε
(
∂

∂t
)Γ(X, Y,ω) :=

∂

∂t
Γ(X, Y,ω).

Είναι τώρα εύκολο να διαπιστώσουμε ότι η ∂
∂t
Γ είναι τανυστής αφού ( ∂

∂t
)Γ(X, Y,ω) =

∂
∂t
ω(∇XY) = ω( ∂

∂t
∇XY) και η ποσότητα ∂

∂t
∇ είναι τανυστική από το λήμμα

2.0.1.
Στη συνέχεια υποθέτουμε πως η μετρική εξελίσσεται σύμφωνα με την

εξίσωση ∂
∂t
g = h, όπου h ένας (2,0)-τανυστής και αναζητούμε τις εξισώσεις

που περιγράφουν την εξέλιξη διαφόρων ποσοτήτων που εξαρτώνται από τη
αυτήν. Να σημειώσουμε αρχικά πως αν Τ=T(g) είναι (k,l)-τανυστής, τότε ορί-
ζεται η

∂

∂t
T =

d

dt
|t=0T(g+ th) (3.3)

Θεώρημα 3.0.3. Έστω g(t) μία οικογένεια μετρικών στην πολλαπλότητα Μ
ώστε ∂

∂t
g = h. Τότε ισχύουν τα εξής:
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(i)
∂tg

ij = −gikgjlhkl (3.4)

(ii)
∂tΓ

k
ij =

1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij) (3.5)

(iii)

∂tR
l
ijk =

1

2
glp(∇i∇jhkp +∇i∇khjp −∇i∇phkj

−∇j∇ikkp −∇j∇khip +∇j∇phki) (3.6)

και

∂tR
l
ijk =

1

2
glp(∇i∇khjp −∇i∇phkj −∇j∇khip

+∇j∇phki − R
q
ijkhqp − Rqijphkq) (3.7)

(iv) Για τον τανυστή Ricci έχουμε

∂

∂t
Rjk =

1

2
gpq(∇q∇jhkp +∇q∇khjp −∇q∇phjk −∇j∇khqp) (3.8)

και
∂

∂t
Rjk = −

1

2
(∆Lhjk +∇j∇kH+∇j(δh)k +∇k(δh)j) (3.9)

όπου

∆Lhjk = ∆hjk + 2gpqRrqjkhrp − gqpRjphkq − gpqRkphjq

είναι η λαπλασιανή του Lichnerowicz,
H = trgh = gqphqp και
(δh)k = −(divh)k = −gqp∇qhpk

(v) Για τη βαθμωτή καμπυλότητα ισχύει

∂

∂t
R = −∆R+∇p∇qhpq − ⟨h, Rc⟩ (3.10)

= −∆R+ gipgjq∇i∇jhpq − ⟨h, Rc⟩ (3.11)
= −∆R+ div(divh) − ⟨h, Rc⟩ (3.12)

(vi) ενώ για το στοιχείο όγκου

∂

∂t
dµ =

H

2
dµ (3.13)

Απόδειξη. (i) Γνωρίζουμε ότι gikgkl = δil. Άρα

0 = ∂t(g
ikgkl) = (∂tg

ik)gkl + g
ik(∂tgkl) = (∂tg

ik)gkl + g
ikhkl.

Συνεπώς
∂tg

ij = ∂t(g
ikδ

j
k) = (∂tg

ik)gklg
jl = −gikgjlhkl.
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(ii) Είναι γνωστό πως

Γkij =
1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

Άρα

∂tΓ
k
ij =

1

2
(∂tg

kl)(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

+
1

2
gkl(∂i∂tgjl + ∂j∂tgil − ∂l∂tgij)

Η ποσότητα ∂tΓ όπως έχουμε δείξει είναι τανυστική και άρα μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε οποιοδήποτε σύστημα συντεταγμένων, γύρω από οποιο-
δήποτε σημείο και τα αποτελέσματα να ισχύουν ολικά. Επιλέγοντας λοι-
πόν κανονικές συντεταγμένες γύρω από ένα σημείο p ∈ M γνωρίζουμε ότι
Γkij(p) = 0. Συνεπώς

∇iAjk = ∂iAjk −A(∇i∂j, ∂k) −A(∂j,∇i∂k) = ∂iAjk

για κάθε (2,0)-τανυστή Α. Ιδιαίτερα ∂igjk(p) = 0 για όλα τα i,j,k. Έτσι

∂tΓ
k
ij =

1

2
gkl(∇i∂tgjl +∇j∂tgil −∇l∂tgij)

και έχουμε το ζητούμενο.
(iii)Υπενθυμίζουμε ότι σε τοπικές συντεταγμένες (xi)i

Rlijk = ∂iΓ
l
jk − ∂jΓ

l
ik + ΓpjkΓ

l
ip − ΓpikΓ

l
jp.

Σε κανονικές συντεταγμένες και πάλι,γύρω από ένα σημείο p ∈M, υπολογί-
ζουμε

∂tR
l
ijk = ∂i∂tΓ

l
jk − ∂j∂tΓ

l
ik = ∇i∂tΓ

l
jk −∇j∂tΓ

l
ik.

Αντικαθιστώντας από το (ii),

∂tR
l
ijk = ∇i(

1

2
glp(∇jhkp +∇khjp −∇phjk))

−∇j(
1

2
glp(∇ihkp +∇khip −∇phik))

=
1

2
glp[∇i∇jhkp +∇i∇khjp −∇i∇phjk

−∇j∇ihkp −∇j∇khip +∇j∇phik]

Επιπλέον
∇i∇jhkp −∇j∇ihkp = −Rpijkhqp − Rqijphkq.

Με αντικατάσταση προκύπτει η (2.7).
(iv) Για τον τανυστή Ricci, θέτοντας i=l=q, έχουμε Rjk = Rqqjkκαι από το (iii),

∂tRjk =
1

2
gpq[∇q∇jhkp +∇q∇khjp −∇q∇phjk

−∇j∇qhkp −∇j∇khqp +∇j∇phqk].
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Εφόσον gpq, hij είναι συμμετρικοί τανυστές

∂tRjk =
1

2
gpq[∇q∇jhkp +∇q∇khjp −∇q∇phjk −∇j∇khqp].

και έχουμε την (2.8).
Τώρα

∂tRjk =
1

2
gpq[∇q∇jhkp −∇j∇qhkp +∇q∇khjp −∇q∇phjk

−∇j∇khqp +∇j∇phqk]

=
1

2
gpq[−Rrqjkhrp − Rrqjphkr +∇k∇qhjp − Rrqkjhrp − Rrqkphjr

−∇q∇phjk −∇j∇khqp +∇j∇phqk]

= −
1

2
gpq(Rrqjkhrp + Rrqkjhrp) −

1

2
gpqRrqjphkr −

1

2
gpqRrqkphjr

−
1

2
∆hjk −

1

2
∇j∇kH−

1

2
∇j(δh)k −

1

2
∇k(δh)j

= −
1

2
[gpqgrs(Rqjskhrp + Rqksjhrp) + g

pqgrsRqjsphkr + g
pqgrsRqksphjr

+ ∆hjk +∇j∇kH+∇j(δh)k +∇k(δh)j]

= −
1

2
[gpqgrs(Rqjskhrp + Rsjqkhrp) − g

rsRjshkr − g
rsRkshjr

+ ∆hjk +∇j∇kH+∇j(δh)k +∇k(δh)j]

= −
1

2
[2gpqgrs(Rqjskhrp − grsRjshkr − g

rsRkshjr

+ ∆hjk +∇j∇kH+∇j(δh)k +∇k(δh)j]

= −
1

2
[∆hjk + 2gpq(Rrqjkhrpg

qpRjphkq − gqpRkphjq

+∇j∇kH+∇j(δh)k +∇k(δh)j]

= −
1

2
[∆Lhjk +∇j∇kH+∇j(δh)k +∇k(δh)j].

(v) Για τη βαθμωτή καμπυλότητα έχουμε

∂tR = ∂t(g
jkRjk) = (∂tg

jk)Rjk + gjk(∂tRjk)

= −gjpgkqhpqRjk

+
1

2
gjkgpq(∇q∇jhkp +∇q∇khjp −∇q∇phjk −∇j∇khqp)

= −gjpgkqhpqRjk + gjkgpq(∇q∇jhkp −∇q∇phjk)

= −gijgklhilRjk + gijgkl(∇i∇khjl −∇i∇jhkl)

= −gijgkl(∇i∇jhkl −∇i∇khjl + hikRjl).

(vi) Για ένα τετραγωνικό πίνακα Α γνωρίζουμε πως

detAIn×n = A · adjA.

Συνεπώς A−1 = 1
detA

adjA, αν detA ̸= 0. Αν λοιπόν aij είναι το (i,j)-στοιχείο
του Α, μπαρούμε να αναπτύξουμε την ορίζουσα ως προς την i-οστή γραμμή
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παίρνοντας detA =
∑n

k=1(−1)
i+kaikdetAik. Κατά συνέπεια

∂

∂aij
detA = (−1)i+jdetAij = (adjA)ji = detA(A

−1)ji.

Για το στοιχείο όγκου λοιπόν, έχουμε

∂tdµ = ∂t
√
detgdx1 ∧ · · ·∧ dxn =

1

2
(
∂tdetg√
detg

)dx1 ∧ · · ·∧ dxn

=
1

2

1√
detg

∂detg

∂gij

∂gij

∂t
dx1 ∧ · · ·∧ dxn

=
1

2

√
detg(g−1)jihijdx

1 ∧ · · ·∧ dxn

=
1

2
gijhij

√
detgdx1 ∧ · · ·∧ dxn

=
1

2
trghdµ =

H

2
dµ.

3.1 Διαστολή
Ας εξετάσουμε τώρα μερικές ειδικές περιπτώσεις ροών (Μ,g(t)) μίας με-

τρικής Riemann πάνω από μία σταθερή πολλαπλότητα Μ. Η πιό απλή περί-
πτωση (αν εξαιρέσουμε την τετριμμένη g(t) = g(0)), είναι η διαστολή

g(t) := A(t)g(0),

όπου A(t) > 0 και A(0) = 1. Είναι άμεσο πως η ροή στην περίπτωση αυτή
δίνεται από την

∂tg = a(t)g(t),

όπου a(t) := 1
A(t)

d
dt
A(t) = d

dt
logA(t), η λογαριθμική παράγωγος της A ( ή

ισοδύναμα A(t) = exp(
∫t
0
α(s)ds)). Είναι εύκολο τώρα να ελέγξουμε ότι οι

εξισώσεις που είδαμε στην παράγραφο 1 παίρνουν τη μορφή:

(i) ∂tgij = −gikgjlαgkl = −αgij

(ii) ∂Γkij = 0

(iii) ∂Rlijk = 0

(iv) ∂tRjk = 0

(v) ∂tdµ = 1
2
gijαgijdµ = n

2
αdµ

3.2 Αμφιδιαφορίσεις
Μία ακόμα σημαντική ροή είναι αυτή που προέρχεται από μία ομαλά με-

ταβαλλόμενη οικογένεια αμφιδιαφορίσεων ϕ(t) :M→M με φ(0) να είναι η



3.3 Η ροή Ricci 47

ταυτοτική απεικόνιση. Η ροή που προκύπτει είναι η g(t) := ϕ(t)∗g(0) με
∂

∂t
g(t) =

d

dt
ϕ∗

tg(0) =
d

ds
|s=0ϕ

∗
t+s(g(0))

=
d

ds
|s=0(ϕ

−1
t ◦ ϕt+s)

∗ϕ∗
tg(0) = LX(t)(ϕ

∗
tg(0)) = LX(t)g(t),

όπου X(t) := d
ds

|s=0(ϕ
−1
t ◦ϕt+s) = (ϕ−1

t )∗
d
ds

|s=0ϕt+s = (ϕ−1
t )∗(

d
dt
ϕt) Γνωρί-

ζουμε επιπλέον ότι
(LXg)ij = ∇iXj +∇jXi. (3.14)

Είναι τώρα εύκολο να δειχθεί ότι
(i) ∂tgij = LXg

ij

(ii) ∂Rlijk = (LXRm)lijk

(iii) ∂tRjk = (LXRc)jk

(iv) ∂tR = LXR

(v) ∂tdµ = divXdµ

3.3 Η ροή Ricci
Μία μονοπαραμετρική οικογένεια μετρικών g(t) σε μια πολλαπλότητα Μ,

ορισμένη σε ένα διάστημα Ι, λέμε πως ικανοποιεί τη ροή Ricci αν
∂

∂t
g(t) = −2Rc(g(t)). (3.15)

Ισχύει τότε το ακόλουθο
Θεώρημα 3.3.1. Έστω g(t) μία λύση της ροής Ricci, ∂tgjk = −2Rjk. Τότε
(i)

∂tg
ij = 2gikgjlRkl (3.16)

(ii)
∂tΓ

k
ij = −gkl(∇iRjl +∇jRil −∇lRij) (3.17)

(iii)

∂tR
l
ijk = glp( −∇i∇jRkp −∇i∇kRjp +∇i∇pRkj

+∇j∇iRkp +∇j∇kRip −∇j∇pRki) (3.18)

και

∂tR
l
ijk = glp( −∇i∇kRjp +∇i∇pRkj +∇j∇kRip

−∇j∇pRki − R
q
ijkRqp − RqijpRkq) (3.19)

και

∂tR
l
ijk = ∆Rlijk + gpq(RrijpR

l
rqk − 2RrpikR

l
jqr + 2R

l
pirR

r
jqk)

− Rpi R
l
pjk − Rpj R

l
ipk − RpkR

l
ijp − RlpR

p
ijk. (3.20)
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(iv)

∂tRijkl = ∆Rijkl + 2(Bijkl − Bijlk + Bikjl − Biljk)

− gpq(RqiRpjkl + RqjRipkl + RqkRijpl + RqlRijkp).
(3.21)

όπου Bijkl = g
prgqsRpiqjRrksl.

(v) Για τον τανυστή Ricci έχουμε

∂tRjk = ∆Rjk +∇j∇kR− gpq(∇q∇jRkp +∇q∇kRjp). (3.22)

∂tRjk = ∆LRjk +∇j∇kR+∇j(δRc)k +∇k(δRc)j). (3.23)

∂tRjk = ∆LRjk = ∆Rjk + 2gpqgrsRqsRpjrk − 2gpqRpjRqk. (3.24)

(vi)

∂tR = 2∆R− 2gjkgqp∇q∇jRpk + |Rc|2 (3.25)
= ∆R+ 2|Rc|2. (3.26)

(vii) ∂tdµ = −Rdµ.

(viii) ∂t
∫
M
dµ = −

∫
M
Rdµ.

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας−2Rij όπου hij στις (3.4), (3.5), (3,6), (3.7) παίρ-
νουμε τις (3.16),(3.17),(3.18),(3.19). Από τη δεύτερη ταυτότητα του Bianchi
τώρα, και αντιμεταθέτωντας τις συναλλοίωτες παραγώγους, έχουμε

∆Rlijk = gpq∇p∇qR
l
ijk = gpq∇p(−∇iR

l
jqk −∇jR

l
qik)

= gpq(−∇i∇pR
l
jqk + RrpijR

l
rqk + RrpiqR

l
jrk + RrpikR

l
jqr − R

l
pirR

r
jqk

−∇j∇pR
l
qik + RrpjqR

l
rik + RrpjiR

l
qrk + RrpjkR

l
qir − R

l
pjrR

r
qik).

Τώρα

gpq∇pR
l
jqk = gpqglm∇pRjqmk = gpqglm∇pRmkjq

= gpqglm(−∇mRkpjq −∇kRpmjq) = −∇lRik +∇kR
l
j.

Όμοια
gpq∇pR

l
qik = −gpq∇pR

l
iqk = ∇lRik +∇kR

l
i.

Άρα

∆Rlijk = ∇i∇lRjk −∇i∇kR
l
j −∇j∇lRik +∇j∇kR

l
i

+ gpq(RrpijR
l
rqk + RrpiqR

l
jrk + RrpikR

l
jqr − R

l
pirR

r
jqk

+ RrpjqR
l
rik + RrpjiR

l
qrk + RrpjkR

l
qir − R

l
pjrR

r
qik).

Από την πρώτη ταυτότητα του Bianchi

RrpijR
l
rqk + RrpjiR

l
qrk = RrpijR

l
rqk + RrjpiR

l
rqk = −RrijpR

l
rqk.
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Έτσι

∆Rlijk = ∇i∇lRjk −∇i∇kR
l
j −∇j∇lRik +∇j∇kR

l
i

+ gpq(−RrijpR
l
rqk + RrpiqR

l
jrk + RrpikR

l
jqr − R

l
pirR

r
jqk

+ RrpjqR
l
rik − RrpjkR

l
qir − R

l
pjrR

r
qik).

Τώρα

gpq(RrpikR
l
jqr − R

l
pirR

r
jqk + RrpjkR

l
qir − R

l
pjrR

r
qik)

= gpq(RrpikR
l
jqr − R

l
pjrR

r
qik − RlpirR

r
jqk + RrpjkR

l
qir)

= gpq(RrpikR
l
jqr + R

l
jprR

r
qik − RlpirR

r
jqk + RrjpkR

l
qir)

= gpq(2RrpikR
l
jqr − 2R

l
pirR

r
jqk).

Συνεπώς

∆Rlijk = ∇i∇lRjk −∇i∇kR
l
j −∇j∇lRik +∇j∇kR

l
i − R

r
iR

l
jrk − RrjR

l
rik

+ gpq(−RrijpR
l
rqk + 2RrpikR

l
jqr − 2R

l
pirR

r
jqk).

Από την (3.18) τώρα, έχουμε

∂tR
l
ijk = glp(−∇i∇kRjp −∇j∇pRik −∇i∇pRjk +−∇j∇kRip + RqijkRpq + RqijpRkq)

= −∇i∇kR
l
j −∇j∇lRik +∇i∇lRjk +∇j∇kR

l
i + R

q
ijkR

l
q + glpRqijpRkq

με
glpR

q
ijpRkq = glpgqsRijspRkq = −RlijsR

s
k.

Έτσι

∂tR
l
ijk = ∇i∇lRjk −∇i∇kR

l
j −∇j∇lRik +∇j∇kR

l
i + R

q
ijkR

l
q − RlijsR

s
k.

Άρα

(∂t − ∆)R
l
ijk = gpq(RrijpR

l
rqk − 2RrpikR

l
jqr + 2R

l
pirR

r
jqk

+ RqijkR
l
q − RlijsR

s
k + RljrkR

r
i − R

l
rikR

r
j .

Δηλαδή

∂tR
l
ijk = ∆Rlijk + gpq(RrijpR

l
rqk − 2RrpikR

l
jqr + 2R

l
pirR

r
jqk)

− RlpjkR
p
i − RlipkR

p
j − RlijpR

p
k + RpijkR

l
p.

Για το (iv):

∂tRijkl = −∂tRijlk = −∂t(glsR
s
ijk)

= −∂t(gls)R
s
ijk − gls(∂tR

s
ijk) = 2RlsR

s
ijk − gls(∂tR

s
ijk).

Όμως

gls(∂tR
s
ijk) = gls∆R

s
ijk + glsg

pq(RrijpR
s
rqk − 2RrpikR

s
jqr + 2R

s
pirR

r
jqk)

− glsR
s
pjkR

p
i − glsR

s
ipkR

p
j − glsR

s
ijpR

p
k + glsR

p
ijkR

s
p.
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Τώρα
glsg

pqRrijpR
s
rqk = glsg

pqgrugsvRijupRrqvk = gpqgruRijupRrqlk

= −gpqgruRupijRrqkl = −gpqgru(−Rpiuj − Riupj)(−Rqkrl − Rkrql)

= −gpqgruRpiujRqkrl + g
pqgruRpiujRqlrk + gpqgruRuipjRrlqk − gpqgruRiujpRkrlq

= −Bijkl + Bijlk + Bijlk − Bijkl = −2(Bijkl − Bijlk).

glsg
pqRrpikR

s
jqr = glsg

pqgrugsvRpiukRjqvr = g
pqgruRpiukRjqlr = gpqg

ruRpiukRqjrl = Bikjl

glsg
pqRspirR

r
jqk = glsg

pqgrugsvRpivrRjquk == gpqg
ruRpilrRjquk = gpqg

ruRiplrRjqku = Bikjl

Έτσι έχουμε
gls(∂tR

s
ijk) = −∆Rijkl − 2(Bijkl − Bijlk + Bikjl − Biljk)

+ Rpi Rpjkl + R
p
j Ripkl + R

p
kRijpl + RlpR

p
ijk.

Άρα
∂tRijkl = 2RlpR

p
ijk − gls(∂tR

s
ijk)

= ∆Rijkl + 2(Bijkl − Bijlk + Bikjl − Biljk)

− (Rpi Rpjkl + R
p
j Ripkl + R

p
kRijpl) + RlpR

p
ijk

Για τον τελευταίο όρο έχουμε
RlpR

p
ijk = gpqRlpRijqk = −gpqRlpRijkq = −Rql Rijkq = −Rpl Rijkp

και έτσι
∂tRijkl = ∆Rijkl + 2(Bijkl − Bijlk + Bikjl − Biljk)

− (Rpi Rpjkl + R
p
j Ripkl + R

p
kRijpl + R

p
l Rijkp).

(v) Αντικαθιστώντας το hij με −2Rij στην (3.9) προκύπτει
∂tRjk = ∆LRjk +∇j∇kR+∇j(δRc)k +∇k(δRc)j)

= ∆Rjk + 2gpqRrqjkRrp − gqpRjpRkq − gpqRkpRjq

+∇j∇kR+∇j(δRc)k +∇k(δRc)j

= ∆Rjk + 2gpqRrqjkRrp − gqpRjpRkq − gpqRkpRjq +∇j∇kR

− gpq∇j∇qRpk − gpq∇k∇qRpj

= ∆Rjk + 2gpqRrqjkRrp − gqpRjpRkq − gpqRkpRjq

+∇j∇kR− gpq∇q∇jRpk − gpq∇q∇kRpj

+ gpqRrjqpRrk + gpqRjqkRpr + g
pqRrkqpRrj + g

pqRkqjRpr

= ∆Rjk + 2gpqgrsRqjskRrp − gqpRjpRkq − gpqRkpRjq

+∇j∇kR− gpq∇q∇jRpk − gpq∇q∇kRpj + g
pqgrsRjqspRrk

+ gpqgrsRjqskRrp + gpqgrsRkqspRrj + g
pqgrsRkqsjRpr

= ∆Rjk +∇j∇kR− gpq∇q∇jRpk − gpq∇q∇kRpj

+ 2gpqgrsRqjskRrp + gpqgrsRjqskRrp + gpqgrsRkqsjRpr

− gqpRjpRkq − gpqRkpRjq + grsRjsRrk + grsRksRrj

= ∆Rjk +∇j∇kR− gpq∇q∇jRpk − gpq∇q∇kRpj.
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Επίσης από τη δεύτερη ταυτότητα του Bianchi με συστολή

∂tRjk = ∆LRjk +∇j∇kR− gpq∇j∇qRpk − gpq∇k∇qRpj

= ∆LRjk +∇j∇kR−
1

2
∇j∇kR−

1

2
∇k∇jR

= ∆LRjk

(vi)

∂tR = −gijgkl(−2∇i∇jRkl + 2∇i∇kRjl − 2RikRjl

= 2∆R− 2gjkgpq∇q∇jRpk + 2|Rc|2

= 2∆R− gpq∇q∇pR+ 2|Rc|2

= ∆R+ 2|Rc|2.

Τα (vii), (viii) είναι άμεσα από την (3.13) με αντικατάσταση του hij με
−2Rij.

3.4 Νορμαρισμένη ροή Ricci
Λήμμα 3.4.1. Έστω g, g̃ = Cg μετρικές Riemann. Οι γεωμετρικές ποσότητες
που εξαρτώνται από τη μετρική σχετίζονται ως εξής:

1. ∇g = ∇g̃

2. g̃ij = C−1gij

3. Γ̃kij = Γkij

4. R̃lijk = Rlijk

5. r̃ijkl = Rijkl

6. R̃ij = Rij

7. R̃ = C−1R

8. d̃µ = C
n
2 dµ

Απόδειξη. 1) Η συνοχή Riemann χρησιμοποιώντας τη μετρική γράφεται

2g(∇XY, Z) = xg(Y, Z)+Yg(Z,X)−Zg(X, Y)+g([X, Y], Z)−g([X,Z], Y)−g([Y, Z], X)

Θέτοντας Cg όπου g προκύπτει το ζητούμενο.
2) Προφανώς g−1 = C−1g−1.

3) Γ̃kij = 1
2
g̃kl(∂ig̃jl + ∂jg̃il − ∂lg̃ij) =

1
2
C−1gklC(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij) = Γ

k
ij.

4)

Rlijk = dxl(R(∂i, ∂j)∂k) = dx
l(∇g

i ∇
g
j ∂k −∇g

j ∇
g
i ∂k −∇g

[∂i,∂j]
∂k)

= dxl(∇Cg
i ∇Cg

j ∂k −∇Cg
j ∇Cg

i ∂k) = R̃
l
ijk.
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5) R̃ijkl = g̃ksR̃sijl = CgksRsijl = CRijkl
6) R̃ij = g̃jlR̃ijkl = C−1gjlCRijkl = Rij
7) R̃ = g̃ijR̃ij = C

−1gijRij = C
−1R

8)

dµ =
√
det(g̃)dx1 ∧ · · ·∧ dxn =

√
det(Cg)dx1 ∧ · · ·∧ dxn

= C
n
2

√
det(g)dx1 ∧ · · ·∧ dxn = C

n
2 dµ.

Έστω g̃(t) = ψ(t)g(t), όπου g(t) λύση της ροής Ricci, ψ(0)=1 και ψ(t) τέ-
τοια ώστε το στοιχείο όγκου της πολλαπλότητας ως προς τη μετρική g̃(t) να
παραμένει σταθερό. Τότε από το προηγούμενο λήμμα

Vol(g̃(t)) = Vol(g̃(0))

⇒ ψ(t)
n
2 Vol(g(t)) = Vol(g(0)) ⇒ ψ(t) = (

∫
Mn dµ(t)∫
Mn dµ(0)

)−
2
n .

Από το θεώρημα (2.3.1) τότε, έχουμε

d

dt
ψ(t) = −

2

n
(

∫
Mn dµ(t)∫
Mn dµ(0)

)−
2
n
−1

d
dt

∫
Mn dµ(t)∫

Mn dµ(0)

=
2

n

ψ(t)∫
Mn dµ(t)∫
Mn dµ(0)

∫
Mn Rdµ(t)∫
Mn dµ(0)

=
2r

n
ψ(t) =

2r̃

n
(ψ(t))2, (3.27)

όπου r η μέση βαθμωτή καμπυλότητα η οποία ορίζεται ως

r :=

∫
Mn Rdµ∫
Mn dµ

και r̃ η νορμαρισμένη μέση βαθμωτή καμπυλότητα:

r̃ :=

∫
Mn R̃dµ∫
Mn dµ

=
r

ψ(t)
.

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε

∂tg̃(t) = (∂tg)ψ(t) + g
d

dt
ψ(t)

= −2ψ(t)Rc(g(t)) +
2r̃

n
(ψ(t))2g(t)

= ψ(t)(−2Rc(g(t)) +
2r̃

n
g̃(t)).

Για να απαλλαγούμε από τον όρο ψ(t), ορίζουμε

τ =

∫t
0

ψ(u)du
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και τότε

∂τg̃ = ∂tg̃∂τt =
1

ψ(t)
ψ(t)(−2Rc(g̃(t)) +

2r̃

n
g̃(t))

= −2R̃c+
2r̃

n
g̃.

Η παραπάνω εξίσωση καλείται νορμαρισμένη ροή Ricci. Οι εξισώσεις που
περιγράφουν την εξέλιξη των διαφόρων ποσοτήτων που εξαρτώνται από τη
νέα μετρική δίνονται στο επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 3.4.1. Έστω (Mn, g̃(τ)) λύση της νορμαρισμένης ροής Ricci προ-
ερχόμενη από τη λύση (Mn, g(t)) της (μη νορμαρισμένης) ροής Ricci. Τότε

(i) ∂τΓ̃kij = −g̃kl(∇̃iR̃jl + ∇̃jR̃il − ∇̃lR̃ij)

(ii)

∂τR̃
k
ijk = ∆̃R̃lijk + g̃pq(R̃rijpR̃

l
rqk − 2R̃rpikR̃

l
jqr + 2R̃

l
pirR̃

r
jqk)

− R̃pi R̃
l
pjk − R̃pj R̃

l
ipk − R̃pkR̃

l
ijp − R̃lpR̃

p
ijk. (3.28)

(iii)

∂τR̃ijkl = ∆̃R̃ijkl + 2(B̃ijkl − B̃ijlk + B̃ikjl − B̃iljk)

− g̃pq(R̃qiR̃pjkl + R̃qjR̃ipkl + R̃qkR̃ijpl + R̃qlR̃ijkp) +
2r̃

n
R̃ijkl.

(3.29)

όπου B̃ijkl = g̃
prg̃qsRpiqjRrksl.

(iv)

∂τR̃jk = ∆̃LR̃jk = ∆̃R̃jk + 2g̃pqg̃rsR̃qsR̃pjrk − 2g̃pqR̃pjR̃qk. (3.30)

(v)
∂τR̃ = ∆̃R̃+ 2|R̃c|2 −

2r̃

n
R̃ (3.31)

Απόδειξη. (i) Από την (3.17) και το λήμμα (3.4.1):

∂τΓ̃
k
ij

∂t

∂τ
= ∂tΓ

k
ij

1

ψt
=
1

ψt
(−gkl(∇iRjl +∇jRil −∇lRij))

= −g̃kl(∇̃iR̃jl + ∇̃jR̃il − ∇̃lR̃ij)

(ii) Από την (3.20)

∂τR̃
k
ijk = ∂tR

k
ijkψ

−1

= ψ−1(∆Rlijk + gpq(RrijpR
l
rqk − 2RrpikR

l
jqr + 2R

l
pirR

r
jqk)

− Rpi R
l
pjk − Rpj R

l
ipk − RpkR

l
ijp − RlpR

p
ijk)

= ψ−1[ψ∆̃R̃lijk +ψg̃pq(R̃rijpR̃
l
rqk − 2R̃rpikR̃

l
jqr + 2R̃

l
pirR̃

r
jqk)

ψ(−R̃pi R̃
l
pjk − R̃pj R̃

l
ipk − R̃pkR̃

l
ijp − R̃lpR̃

p
ijk)].
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(iii)

∂τR̃ijkl = ∂t(ψRijkl)ψ
−1 = ∂tRijkl + ∂tψψ

−1Rijkl

= ∆Rijkl + 2(Bijkl − Bijlk + Bikjl − Biljk)

− gpq(RqiRpjkl + RqjRipkl + RqkRijpl + RqlRijkp) + ∂tψψ
−1Rijkl

= ∆̃R̃ijkl + 2(B̃ijkl − B̃ijlk + B̃ikjl − B̃iljk)

− g̃pq(R̃qiR̃pjkl + R̃qjR̃ipkl + R̃qkR̃ijpl + R̃qlR̃ijkp) +
2r̃

n
R̃ijkl + ∂tψψ

−2Rijkl.

Έχουμε όμως δει ότι

∂tψ(t) =
2r̃

n
(ψ(t))2 ⇒ ∂tψψ

−2 =
2r̃

n

και αντικαθιστώντας έχουμε το ζητούμενο.
(iv)

∂τR̃jk = ∂tRjkψ
−1 = ψ−1∆LRjk

= ψ−1(∆Rjk + 2gpqgrsRqsRpjrk − 2gpqRpjRqk)

= ∆̃R̃jk + 2g̃pqg̃rsR̃qsR̃pjrk − 2g̃pqR̃pjR̃qk

= ∆̃LR̃jk.

(v)

∂τR̃ = ∂tR̃
∂t

∂τ
= ψ−1∂t(ψ−1R) = ψ−2∂tR−ψ−3∂tψR

= ψ−2(∆R+ 2|Rc|2) −
2r̃

n
ψ−1R

= ∆̃R̃+ 2|R̃c|2 −
2r̃

n
R̃.



Κεφάλαιο 4

Αρχή Μεγίστου

4.1 Θεωρία παραβολικών μ.δ.ε
Στην παράγραφο αυτή θα συνοψίσουμε τα κύρια αποτελέσματα ύπαρξης

λύσεων για μ.δ.ε, που θα χρειαστούν στα επόμενα. Ας θεωρήσουμε αρχικά
μία διανυσματική δέσμη π : E → M, όπου Μ πολλαπλότητα Riemann με με-
τρική (στη δέσμη) h. Ενδιαφερόμαστε για μ.δ.ε που περιγράφουν την εξέλιξη
μίας χρονικά εξαρτώμενης διατομής της δέσμης Ε,

u :M× [0, T) → E,

και είναι της μορφής

∂u

∂t
= L(u)

u(x, 0) = u0(x), (4.1)

όπου L : Γ(E) → Γ(E) διαφορικός τελεστής.

4.1.1 Γραμμική Θεωρία
Ορισμός 4.1.1. Ένας πολυδείκτης α είναι μία n-άδα μη αρνητικών ακεραίων
(α1, . . . , αn).Ορίζουμε

|α| =

n∑
i=1

αi.

Αν f είναι συνάρτηση n μεταβλητών x1, . . . , xn, ορίζουμε

∂αf =
∂|α|f

∂α1x1 . . . ∂αnxn
.

Υποθέτουμε αρχικά πως ο τελεστής L είναι γραμμικός. Δηλαδή, χρησι-
μοποιώντας πολυδείκτες γιά το συμβολισμό, έστω ότι

L(u) =
∑
|α|≤k

Lα∂
αu, (4.2)
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όπου k ο βαθμός του L και Lα ∈ Γ(Hom(E, E)) ∼= Hom(Γ(E), Γ(E)) (αναλυ-
τικότερα: L(u)(x) = ∑

|α|≤k Lα(x)(∂
αu)). Ως παράδειγμα, μπορούμε να θεω-

ρήσουμε ένα δευτεροβάθμιο γραμμικό διαφορικό τελεστή ο οποίος δρα σε
βαθμωτές συναρτήσεις. Πρόκειται δηλαδή για την περίπτωσηM = Rn, E =
M× R, k = 2. Ο τελεστής αυτός λοιπόν θα είναι της μορφής

L(u) =
∑
i,j

αij∂
i∂ju+

∑
i

bi∂
iu+ cu.

Το ολικό σύμβολο L ενός τέτοιου τελεστή στην κατεύθυνση τουϕ ∈ Γ(T∗M)
ορίζεται ως

σ(L)(ϕ)(u) =
∑
|α|≤k

Lα(u)
∏
j

ϕαj .

Επιστρέφοντας στο παραπάνω παράδειγμα

σ(L)(ϕ)(u) =
∑
i,j

αijϕ
iϕju+

∑
i

biϕ
iu+ cu.

Το κύριο σύμβολο του L στη διεύθυνση φ είναι ο ομομορφισμός δεσμών
σ̂[L](ϕ) : E→ E που προέρχεται μόνο από τους υψηλότερης τάξης όρους ως
προς L:

σ̂[L](ϕ)(u) =
∑
|α|=k

Lα(u)
∏
j

ϕαj .

Στο παράδειγμα και πάλι

σ̂[L](ϕ)(u) =
∑
i,j

αijϕ
iϕju.

Ορισμός 4.1.2. Το σύστημα (1) καλείται (ισχυρά) παραβολικό αν υπάρχει
δ>0 ώστε σε κάθε σημείο της πολλαπλότητας Μ, για κάθε ϕ ̸= 0 όπως πριν
και u ̸= 0 της Γ(E):

⟨σ̂[L](ϕ)(u), u⟩ > δ|ϕ|2|u|2.

Στο αρχικό παράδειγμα δηλαδή∑
i,j

αijϕ
iϕju > δ|ϕ|2

για κάθε ϕ ̸= 0, που σημαίνει ότι ο πίνακας [αij] είναι θετικά ορισμένος.

4.1.2 Γραμμικοποίηση μη-γραμμικών μ.δ.ε.
Στα επόμενα θα ασχοληθούμε με μη γραμμικές μ.δ.ε, όπου ο L δεν είναι

της μορφής (3.2) που είδαμε στην προηγούμενη ενότητα. Θα χρειαστεί λοι-
πόν να ορίσουμε την έννοια της γραμμικοποίησης ενός μη γραμμικού τελεστή
με στόχο να μπορέσουμε να εξετάσουμε παραβολικές μη γραμμικές μ.δ.ε. Η
γραμμικοποίηση λοιπόν ενός τελεστή L ορίζεται κατ’ αναλογία με την παρά-
γωγο μίας συνάρτησης f : Rn → Rm, η οποία είναι μία γραμμική απεικόνιση
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ορισμένη έτσι ώστε να αποτελεί τη ”βέλτιστη” προσέγγιση της f σε κάθε ση-
μείο που αυτή είναι διαφορίσιμη. Αν δηλαδή x : [0, 1] → Rn είναι μία καμπύλη
που ικανοποιεί

x(0) = p

x ′(0) = v,

τότε
Dpf(v) =

d

dt
|t=0f(x(t)).

Η γραμμικοποίηση τώρα ενός μη γραμμικού τελεστή L σε μία διανυσματική
δέσμη E, ορίζεται ως εξής: Αν u : [0, 1] → Γ(E) είναι χρονικά εξαρτώμενη
διατομή της Ε με

u(0) = u0

u ′(0) = v

η γραμμικοποίηση του L στο u0 είναι η γραμμική απεικόνιση

Du0
[L] : Γ(E) → Γ(E)

με
Du0

[L](v) =
d

dt
|t=0L(u(t)),

αν το όριο υπάρχει. Λέμε τότε πως το σύστημα (3.1) είναι ισχυρά παραβολικό
στο u0 αν το σύστημα

∂u

∂t
= Du0

[L](v)

u(x, 0) = u0(x)

είναι ισχυρά παραβολικό με την έννοια που είδαμε στην προηγούμενη παρά-
γραφο. Ιδιαίτερα ενδιαφερόμαστε για την περίπτωση όπου

D[L] =
∑
|α|≤k

Lα∂
α,

για κάποιο k <∞. Το παρακάτω θεώρημα είναι το βασικό θεώρημα ύπαρξης
που θα χρειαστούμε.
Θεώρημα 4.1.1. Αν το σύστημα (3.1) είναι ισχυρά παραβολικό στο u0, τότε
έχει λύση σε κάποιο διάστημα [0,Τ) και αυτή είναι μοναδική σε ολόκληρο το
διάστημα ύπαξής της.

4.2 Η Αρχή του Μεγίστου
Η αρχή του μεγίστου είναι το βασικό εργαλείο που θα χρησιμοποιήσουμε

ώστε να κατανοήσουμε τη συμπεριφορά των λύσεων της ροής Ricci. Η βα-
σική της λειτουργία έγκειται στη δυνατότητα που μας παρέχει να δείξουμε
ότι ανισότητες που ισχύουν για τα αρχικά δεδομένα παραβολικών μ.δ.ε δια-
τηρούνται κατά την εξέλιξη. Όπως είδαμε, όταν η μετρική εξελίσσεται σύμ-
φωνα με τη ροή Ricci οι τανυστές καμπυλότητας Rm, Rc, R, ικανοποιούν
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τέτοια συστήματα μ.δ.ε. Εφαρμόζοντας λοιπόν την αρχή θα μπορέσουμε να
δείξουμε πως συγκεκριμένες ανισότητες που διατηρούνται αρχικά, εξακο-
λουθούν να ισχύουν κατά την εξέλιξη παρέχοντας έτσι τη δυνατότητα ελέγ-
χου της γεωμετρίας των υπό εξέλιξη μετρικών.

Εισαγωγή

Έστω U ⊂ Rn ανοιχτό και f : U→ R ομαλή απεικόνιση. Αν η f έχει τοπικό
ελάχιστο σε κάποιο σημείο p ∈ M τότε έπεται ότι ∇f(p) = 0 και ∆f(p) ≥ 0.
Αυτό έπεται από το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου για συναρτήσεις μίας
μεταβλητής: Για κάθε διάνυσμα v ∈ Rn,η απεικόνιση t → fv(t) := f(p + tv)
έχει τοπικό ελάχιστο στο t=0 και συνεπώς f ′v(0) = ∇vf(p) = 0 και f ′′v (0) =
∇v∇vf(p) ≥ 0. Η Λαπλασιανή τώρα είναι ανάλογη του μέσου όρου της f ′′v (0)
ως προς όλα τα μοναδιαία διανύσματα v, και συνεπώς είναι και αυτή μη αρ-
νητική.

Σε μία πολλαπλότητα Riemann το ίδιο επιχείρημα εφαρμόζεται αν ορί-
σουμε fv(t) := f(expp(tv)), και έτσι έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Λήμμα 4.2.1. Έστω Μ n-διάστατη πολλαπλότητα Riemann και u : M → R
μία C2 συνάρτηση. Αν η u έχει τοπικό ελάχιστο σε ένα σημείο p ∈M, τότε

∇u(p) = 0 και ∆u(p) ≥ 0

4.2.1 Αρχή Μεγίστου για Βαθμωτές Συναρτήσεις
Ξεκινάμε με την πιό βασική περίπτωση. Μία C2 συνάρτηση σε ένα υποσύ-

νολο τουM×R είναι C2 ως προς τις χωρικές μεταβλητές και C1 ως προς το
χρόνο. Η πολλαπλότητα Μ θα θεωρείται συμπαγής εκτός κι αν αναφέρεται
το αντίθετο.

Πρόταση 4.2.1. Έστω g(t) ομαλή μονοπαραμετρική οικογένεια μετρικών
στοM×[0, T). Αν u(x, t) :M×[0, T) → R είναι μίαC2 υπερλύση της εξίσωσης
θερμότητας

∂u

∂t
= ∆g(t)u, (4.3)

δηλαδή αν
∂u

∂t
≥ ∆g(t)u,

με u(x, 0) ≥ C1, για κάποια σταθερά C1, τότε u(x, t) ≥ C1, για όλα τα t ∈
[0, T). Αντίστοιχα, αν u είναι C2 υπολύση της (3.3) δηλαδή αν

∂u

∂t
≤ ∆g(t)u,

με u(x, 0) ≤ C2, για κάποια σταθερά C2, τότε u(x, t) ≥ C2, για όλα τα t ∈
[0, T).

Απόδειξη. Θα δείξουμε την περίπτωση της υπερλύσης δεδομένου ότι η άλλη
είναι παρόμοια. Έστω F : M × [0, T) → R C2συνάρτηση και ας υποθέσουμε
ότι (x0, t0) είναι ένα σημείο για το οποίο

F(x0, t0) = minM×[0,t0]F.
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Τότε θα ισχύουν τα εξής:
∂F

∂t
(x0, t0) ≤ 0

∇F(x0, t0) = 0
∆F(x0, t0) ≥ 0.

Ορίζουμε τώρα Fϵ(x, t) = u(x, t) − C1 + ϵt + ϵ για ε>0. Στο t=0 έχουμε Fϵ ≥
ϵ > 0, ενώ η Fϵ ικανοποιεί την ανισότητα

∂Fϵ

∂t
=
∂u

∂t
+ ϵ ≥ ∆g(t)u+ ϵ = ∆g(t)Fϵ + ϵ.

Αν δείξουμε ότι Fϵ > 0 για όλα τα t ∈ [0, T), για οποιοδήποτε ε>0, τότε
έχουμε το ζητούμενο. Έστω ότι αυτό δεν ισχύει. Ότι δηλαδή υπαρχει ε>0
ώστε Fϵ ≤ 0 για κάποιο (x1, t1) ∈M× [0, T). Εφόσον η Μ είναι συμπαγής και
Fϵ > 0 στο t=0, υπάρχει μία (πρώτη) χρονική στιγμή t0 ∈ (0, t1] στην οποία
θα μπορούμε να βρούμε x0 ∈M με Fϵ(x0, t0) = 0. Παρατηρώντας ότι

u(x0, t0) = C1 − ϵt0 − ϵ < C1, (4.4)

από τις παραπάνω ανισότητες προκύπτει

0 ≥ ∂Fϵ

∂t
(x0, t0) ≥ ∆g(t)Fϵ + ϵ ≥ ϵ > 0,

το οποίο είναι αντίφαση.

Παρατήρηση 4.2.1. Από την (4.4) μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι θα μπο-
ρούσαμε να είχαμε υποθέσει πως η u είναι υπερλύση μόνο στα σημεία όπου
u < C1. Επιπλέον η παραπάνω πρόταση θα εξακολουθούσε να ισχύει αν
στο δεξί μέλος προσθέταμε έναν όρο της μορφής ⟨X(t),∇u⟩, όπου X(t) είναι
διανυσματικό πεδίο εξαρτώμενο από το χρόνο. Πράγματι κάτι τέτοιο δεν θα
επηρέαζε την απόδειξη αφού η ∇u θα μηδενιζόταν στο σημείο ελαχίστου.

Εξετάζουμε τώρα την περίπτωση που η εξίσωση περιέχει και ένα μηδενι-
κής τάξης όρο.
Πρόταση 4.2.2. Έστω g(t) ομαλή μονοπαραμετρική οικογένεια μετρικών
στο M × [0, T) και έστω β : M × [0, T) → R άνω φραγμένη. Αν u(x, t) :
M× [0, T) → R είναι C2 υπερλύση της

∂u

∂t
≥ ∆g(t)u+ β(x, t)u

με u(x, 0) ≥ 0, τότε u(x, t) ≥ 0 για όλα τα t ∈ [0, T). Αντίστοιχα αποτελέ-
σματα ισχύουν στην περίπτωση της υπολύσης.
Απόδειξη. Έστω v(x, t) = e−Ctu(x, t), όπου C άνω φράγμα της β. Τότε υπο-
λογίζουμε

∂v

∂t
= −Ce−Ctu(x, t) + e−Ct ∂u

∂t

≥ −Ce−Ctu(x, t) + e−Ct(∆g(t)u+ β(x, t)u)

= ∆g(t)v+ (β− C)u

≥ ∆g(t)v
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σε κάθε (x, t) ∈M × [0, T) με v(x, t) < 0. Από την προηγούμενη παρατήρηση
και την προηγούμενη πρόταση έπεται ότι v ≥ 0 για όλα τα (x, t) ∈M× [0, T)
και άρα και αυτό που θέλαμε.

Για μη γραμμικό παράγοντα μηδενικής τάξης ισχύει το επόμενο.
Θεώρημα 4.2.1. Έστω g(t) ομαλή μονοπαραμετρική οικογένεια μετρικών
στο M × [0, T) και F : R → R τοπικά Lipschitz συνάρτηση. Έστω u(x, t) :
M× [0, T) → R είναι C2 υπερλύση της

∂u

∂t
≥ ∆g(t)u+ F(t)

με C1 ≤ u(x, 0). Έστω ϕ1 η λύση της σ.δ.ε

d

dt
ϕ1 = F(ϕ1), ϕ1(0) = C1.

Τότε ϕ1(t) ≤ u(x, t), για όλα τα (x, t) ∈ M × [0, T) που η ϕ1(t) υπάρχει.
Αντίστοιχα στην περίπτωση υπολύσης.
Απόδειξη. Έχουμε

∂

∂t
(u− ϕ1) ≥ ∆g(t)u+ F(u) − F(ϕ1).

Από την υπόθεση, u ≥ ϕ1 για t=0. Έστω t0 ∈ (0, T). Εφόσον η Μ είναι συ-
μπαγής, υπάρχει σταθερά Ct0 ώστε |u(x, t)| ≤ Ct0 και |ϕ1(t)| ≤ Ct0 για όλα
τα (x, t) ∈M× [0, t0]. Από την υπόθεση για την F υπαρχει σταθερά C’ ώστε

|F(r) − F(s)| ≤ C ′|r− s| για όλα τα r, s ∈ [−Ct0 , Ct0 ].

ΣτοM× [0, t0] λοιπόν η u− ϕ1 ικανοποιεί την
∂

∂t
(u− ϕ1) ≥ ∆g(t)(u− ϕ1) + F(u) − F(ϕ1)

≥ ∆g(t)(u− ϕ1) − C
′sgn(u− ϕ1)(u− ϕ1).

Όμως από την προηγούμενη πρόταση, για β = −C ′sgn(u − ϕ1) προκύπτει
ότι u − ϕ1 ≥ 0 για κάθε (x, t) ∈ M × [0, t0]. Το θεώρημα έπεται αφού το t0
ήταν τυχαίο.

Εφαρμογές

Από την (3.26) έχουμε ότι
∂

∂t
R = ∆R+ 2|Rc|2 ≥ ∆R. (4.5)

Άμεση λοιπόν συνέπεια της πρότασης (3.2.1) είναι η εξής:
Πρόταση 4.2.3. Έστω g(t) λύση της ροής Ricci με g(0) = g0. Αν για τη
βαθμωτή καμπυλότητα R της g0 ισχύει R(g(0)) ≥ k, για κάποια σταθερά k,
τότε

R(g(t)) ≥ k,
σε όλη τη διάρκεια ύπαρξης λύσης.
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Εξετάζοντας τώρα πιό προσεχτικά το δεξί μέλος της (4.5) μπορούμε να
εξάγουμε ένα πιό ισχυρό αποτέλεσμα.

Πρόταση 4.2.4. Αν η λύση της ροής Ricci υπάρχει σε ένα διάστημα [0,Τ)
τότε

R(g(t)) ≥ Rmin(g0)

1− 2
n
tRmin(g0)

, (4.6)

όπου Rmin(g0) = inf{R(x, 0) : x ∈M}.

Απόδειξη. Για τον τανυστή του Einstein Ε, έχουμε |E|2 ≥ 0. Άρα

(Rij −
1

n
Rgij)(R

ij −
1

n
Rgij) = |Rc|2 +

1

n
R2 −

1

n
RRijg

ij −
1

n
RRijgij

= |Rc|2 +
1

n
R2 −

2

n
R2 = |Rc|2 −

1

n
R2 ≥ 0. (4.7)

Από την ισότητα της (4.5) λοιπόν, έχουμε

∂

∂t
R ≥ ∆R+

2

n
R2.

Αν ϕ1 είναι λύση της σ.δ.ε
d

dt
ϕ1 =

2

n
ϕ2

1,

με ϕ1(0) = Rmin(g0), τότε

ϕ1(t) =
1

Rmin(g0)−1 − 2
n
t

για Rmin(g0) ̸= 0

Από το θεώρημα (4.2.1) έχουμε αυτό που θέλαμε.

Πόρισμα 4.2.1. Αν η λύση της ροής Ricci υπάρχει σε ένα διάστημα [0,Τ) και
η Rg(0) είναι αυστηρά θετική, τότε

T ≤ n

2

1

Rmin(g0)
.

Απόδειξη. Είναι άμεση αφού από τη (4.6) η βαθμωτή καμπυλότητα απειρίζε-
ται σε χρόνο T0 = n

2
1

Rmin(g0)
.

4.2.2 Αρχή Μεγίστου για συμμετρικούς 2-τανυστες
Περνάμε τώρα σε ένα αποτέλεσμα το οποίο αποτελεί παράδειγμα εφαρ-

μογής της αρχής μεγίστου σε συστήματα. Υπενθυμίζουμε ότι γράφουμε A ≥
0 για ένα συμμετρικό 2-τανυστής Α αν η τετραγωνική μορφή που επάγεται
από τον Α είναι θετικά ορισμένη.

Θεώρημα 4.2.2. Έστω g(t) μονοπαραμετρική οικογένεια μετρικών Riemann
σε μία κλειστή πολλαπλότητα Mn. Έστω α(t) ∈ Γ(S2T∗M) συμμετρικός
(2,0)-τανυστής ο οποίος ικανοποιεί την ημιγραμμική εξίσωση θερμότητας

∂

∂t
α ≥ ∆g(t)α+ β,
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όπου β=β(α,g,t) συμμετρικός (2,0)-τανυστής, τοπικά Lipschitz ως προς όλα
τα ορίσματά του, που ικανοποιεί την υπόθεση μηδενικού ιδιοδιανύσματος
(Υ.Μ.Ι). Αν δηλαδή V(x,t) είναι μηδενικό ιδιοδιάνυσμα του α(t):

αijV
j(x, t) = 0,

τότε β(V,V)(x, t) = βijV
iVj ≥ 0. Αν α(0) ≥ 0, τότε α(t) ≥ 0, για όσο υπάρχει

η λύση.
Απόδειξη. Δοθέντος τ ∈ (0, T) θα δείξουμε ότι υπάρχει δ ∈ [0, T ], ώστε για
κάθε to ∈ [0, τ − δ], αν α ≥ 0 στο t = t0, τότε α ≥ 0 στοM × [t0, t0 + δ]. Το
θεώρημα τότε προκύπτει άμεσα.

Σταθεροποιούμε to ∈ [0, τ − δ]. Για 0 < ϵ ≤ 1, θεωρούμε τον τροποποιη-
μένο (2,0)-τανυστη Aϵ που ορίζεται για κάθε (x, t) ∈M× [t0, t0 + δ] ως

Aϵ(x, t) = α(x, t) + ϵ[δ+ (t− t0)]g(x, t),

όπου το δ θα επιλεγεί κατάλληλα στη συνέχεια. Για t = t0 τότε, έχουμε

Aϵ(x, t0) = α(x, t0) + ϵδg(x, t0) > 0

(δηλαδή ο Aϵ είναι θετικά ορισμένος στο t = t0) και ο όρος ϵ(t− t0)g θα μας
δώσει

∂

∂t
Aϵ >

∂

∂t
α,

για t ∈ [t0, t0 + δ], όταν επιλέξουμε δ>0 αρκετά μικρό που να εξαρτάται μόνο
από το

maxM×[0,T ]|
∂

∂t
g|.

Η εξέλιξη του Aϵ περιγράφεται από την
∂

∂t
Aϵ =

∂

∂t
α+ ϵg+ ϵ[δ+ (t− t0)]

∂

∂t
g.

Εφόσον ∆Aϵ = ∆A,
∂

∂t
Aϵ ≥ ∆Aϵ + ϵg+ ϵ[δ+ (t− t0)]

∂

∂t
g,

το οποίο ξαναγράφουμε ως
∂

∂t
Aϵ ≥ ∆Aϵ +β(Aϵ, g, t) + [β(α, g, t) −β(Aϵ, g, t)] + ϵg+ ϵ[δ+ (t− t0)]

∂

∂t
g.

Επιλέγουμε αρχικά δ0 > 0 εξαρτώμενο από την g(t) για t ∈ [0, T ], ώστε στο
M× [t0, t0 + δ] να έχουμε

∂

∂t
g ≥ −

1

4δ0
g.

Τότε

ϵg+ ϵ[δ+ (t− t0)]
∂

∂t
g ≥ ϵg− ϵδ0

1

4δ0
g− ϵ(t− t0)

1

4δ0
g

= ϵg− ϵ
g

4
− ϵ(t− t0)

1

4δ0
g

≥ 1

2
ϵg (4.8)
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στοM× [t0, t0 + δ]. Αφού η β είναι τοπικά Lipschitz, υπάρχει σταθερά Κ που
εξαρτάται από τα α και g (αλλά όχι από το ε), ώστε

β(α, g, t) − β(Aϵ, g, t) ≥ −Kϵ[δ0 + (t− t0)]g ≥ −2Kϵδ0g

στοM× [t0, t0 + δ]. Αν τώρα επιλέξουμε δ ∈ (0, δ0) ώστε 1
4K
> δ, τότε

β(α, g, t) − β(Aϵ, g, t) > −
1

2
ϵg. (4.9)

Από τις (4.8), (4.9) λοιπόν

∂

∂t
Aϵ ≥ ∆Aϵ + β(Aϵ, g, t), (4.10)

στοM× [t0, t0 + δ]. Ο ισχυρισμός τώρα είναι ότι Aϵ > 0 στοM× [t0, t0 + δ].
Έστω ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε υπάρχει (x1, t1) ∈ M × (t0, t0 + δ] και μη
μηδενικό διάνυσμα v ∈ Tx1

M, ώστε Aϵ > 0 για t0 ≤ t < t1 και

((Aϵ)ijv
j)(x1, t1) = 0.

Επεκτείνουμε το v σε διανυσματικό πεδίο V σε μία περιοχή του (x1, t1) με
τρόπο ώστε V(x1, t1) = v και

∂

∂t
V(x1, t1) = 0

∇V(x1, t1) = 0

∆V(x1, t1) = 0.

Αυτό επιτυγχάνεται μεταφέροντας παράλληλα (ως προς την g(t1)) το v στη
M, κατά μήκος ακτινικών γεωδαισιακών (ως προς την g(t1)) που ξεκινούν από
το x1 και παίρνοντας το V ανεξάρτητο του χρόνου. Μπορούμε να δούμε πως η
λαπλασιανή μηδενίζεται στο (x1, t1) θεωρώντας ορθοκανονικό (ως προς την
g(t0)) πλαίσιο {ei ∈ Tx1

M}ni=1 και μεταφέροντάς το παράλληλα στο χώρο
κατά μήκος γεωδαισιακών όπως πριν. Ως προς το πλαίσιο αυτό τότε,

∆V(x1, t1) =

n∑
i=1

[∇ei
(∇ei

V −∇∇ei
V ](x1, t1)

=

n∑
i=1

[∇ei
0−∇0V ] = 0.

Τότε από την (3.10) και την Υ.Μ.Ι στο (x1, t1), έχουμε

0 ≥ ∂

∂t
((Aϵ)ijV

iVj) = (
∂

∂t
Aϵ)ijV

iVj

> [(∆Aϵ)ij + βij(Aϵ, g, t)]V
iVj

= ∆((Aϵ)ijV
iVj) + βij(Aϵ, g, t)V

iVj ≥ 0.

Από την αντίφαση έχουμε τον ισχυρισμό. Αφού τώρα το δ>0 εξαρτάται μόνο
απ’ τοmaxM×[0,T ]|

∂
∂t
g| και το Κ, και ιδιαίτερα δεν εξαρτάται από το ε, παίρ-

νοντας ϵ→ 0, έχουμε το θεώρημα.
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Εφαρμογές

Στην παράγραφο αυτή, χρησιμοποιώντας το παραπάνω θεώρημα, θα δεί-
ξουμε το εξής:
Πρόταση 4.2.5. Έστω g(t) λύση της ροής Ricci σε μία κλειστή πολλαπλό-
τητα με g(0) = g0. Αν Rc(g0) > 0 (αντ. Rc(g0) ≥ 0), τότε Rc(g(t)) > 0 (αντ.
Rc(g(t)) ≥ 0), σε όλο το διάστημα ύπαρξης της λύσης.

Από τη (2.24) έχουμε

∂tRjk = ∆LRjk = ∆Rjk + 2gpqgrsRqsRpjrk − 2gpqRpjRqk.

Η παρουσία του τανυστή καμπυλότητας Riemann στην παραπάνω εξίσωση
αποτελεί εμπόδιο στην απόδειξη της πρότασης αφού δεν μας επιτρέπει να
ελέγξουμε το δεξιό μέλος ώστε να εφαρμόσουμε τελικά κάποια αρχή μεγί-
στου. Για να μπορέσουμε να διορθώσουμε το πρόβλημα είναι απαραίτητο να
μελετήσουμε τον τανυστή του Weyl.

Ορίζουμε αρχικά το γινόμενο Kulkarni-Nomizu. Θέλουμε για δύο (2,0)-τανυστές
να κατασκευάσουμε ένα (4,0)-τανυστή ο οποίος να έχει τις συμμετρίες του
τανυστή καμπυλότητας Riemann. Ορίζουμε αρχικά την απεικόνιση

7 : S2T∗M× S2T∗M→ S2(Λ2TM)

όπου για α,β ∈ S2T∗M έχουμε

(α7 β)ijkl := αikβjl + αjlβik − αjkβil − αilβjk

και μπορούμε εύκολά να ελέγξουμε ότι ισχύουν οι ζητούμενες συμμετρίες.
Ο τανυστής καμπυλότητας του Weyl ορίζεται ως το μηδενικού ίχνους μέ-

ρος του τανυστή καμπυλότητας Riemann και προκύπτει από αυτόν μετά από
αφαίρεση ενός τανυστή C ο οποίος είναι το αθροισμα της βαθμωτής καμπυ-
λότητας και του μηδενικού ίχνους μέρους του τανυστή Ricci, με την επιπλέον
ιδιότητα να έχει το ίδιο ίχνος με τον Rm. Πιό συγκεκριμένα, χρησιμοποιώ-
ντας το γινόμενο Kulkarni-Nomizu θεωρούμε τον τανυστή

C = c1Rg7 g+ c2R̊c7 g,
όπου c1, c2 βαθμωτά. Εφόσον θέλουμε να ισχύει trRm = trC, πρέπει

Rik = gjlRijkl = g
jlCijkl.

Τώρα αφού

Cijkl = 2c1R(gikgjl − gilgjk) + c2(̊Rikgjl + R̊jlgik − R̊ilgjk − R̊jkgil)

έπεται ότι
1

n
Rgik + R̊ik = Rik = gilCijkl

= 2c1(n− 1)Rgik + c2(n− 2)̊Rik

και άρα c1 = 1
2n(n−1) , c2 = 1

n−2
. Ο τανυστής του Weyl λοιπόν, είναι της

μορφής
W = Rm−

1

n− 2
R̊c7 g− R

2n(n− 1)
g7 g.
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Άμεσα έχουμε

Rm =
R

2n(n− 1)
g7 g+ 1

n− 2
R̊c7 g+W

και αντικαθιστώντας τον τανυστή του Einstein R̊c:

Rm = −
R

2(n− 1)(n− 2)
g7 g+ 1

n− 2
Rc7 g+W. (4.11)

Ο Hamilton στο [6] παρατήρησε ότι στη διάσταση n=3 ο τανυστής του
Weyl μηδενίζεται. Πράγματι, για n=3 υπάρχουν μόνο δύο τύποι μη μηδενικών
συντελεστών του W. Είτε υπάρχουν τρεις διακεκριμένοι δείκτες (W1213), ή
δύο (W1212). Από την ιδιότητα όμως του μηδενικού ίχνους, ισχύει

W1213 = −W2223 −W3233 = 0

και
W1212 =W2222 −W3232 = −W3232 =W3131 = −W2121 = −W1212

και συνεπώςW1212 = 0.
Για n=3 λοιπόν, η (4.11) ξαναγράφεται

Rijkl = −
R

4
(gikgjl + gjlgik − gilgjk − gjkgil)

+ Rikgjl + Rjlgik − Rilgjk − Rjkgil

= Rikgjl + Rjlgik − Rilgjk − Rjkgil −
R

2
(gikgjl − gilgjk). (4.12)

Από την ισότητα αυτή παρατηρούμε πως στη διάσταση αυτή ο τανυστής Ricci
καθορίζει πλήρως τον τανυστή Riemann. Συνεπώς ισχύει το ακόλουθο.
Λήμμα 4.2.2. Για n=3 ο τανυστής Ricci μιας λύσης της ροής Ricci, ικανοποιεί
την εξίσωση

∂

∂t
Rjk = ∆Rjk − 6gpqRpjRqk + 3RRjk + (2|Rc|2 − R2)gjk.

Απόδειξη. Από την (4.12) έχουμε

2gpqgrsRpjrkRqs = 2gpqgrs[Rprgjk + Rjkgpr − Rpkgjr − Rjrgpk −
R

2
(gprgjk − gpkgjr)]Rqs

= 2gpqgrsRprgjkRqs + 2g
pqgrsRjkgprRqs − 2g

pqgrsRpkgjrRqs − 2g
pqgrsRjrgpkRqs

− gpqgrsRgprgjkRqs + g
pqgrsRgpkgjrRqs

= 2RqsRqsgjk + 2RjkgprR
pr − 2RpkRqsg

pqδsj − 2RjrRqsg
rsδ

q
k

− RgprgjkR
pr + RgpkgjrR

pr

= 2|Rc|2gjk + 2RRjk − 2RpkRqjg
pq − 2grsRjrRks − R

2gjk + RRjk

= 2|Rc|2gjk + 3RRjk − 4gpqRpkRqj − R
2gjk.

Αντικαθιστώντας στην (3.24), έχουμε
∂

∂t
Rjk = ∆Rjk + (2|Rc|2 − R2)gjk + 3RRjk − 4gpqRpkRqj − 2g

pqRjpRqk

= ∆Rjk − 6gpqRpjRqk + 3RRjk + (2|Rc|2 − R2)gjk
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Απόδειξη. (Πρότασης (4.2.5)) Για να εφαρμόσουμε το θεώρημα (3.2.2) πρέ-
πει να ελέγξουμε την ισχύ της Υ.Μ.Ι. Έστω V λοιπόν ένα μη μηδενικό ιδιο-
διάνυσμα του τανυστή Ricci. Τότε

(−6gpqRpjRqk + 3RRjk + (2|Rc|2 − R2)gjk)V
iVj = (2|Rc|2 − R2)|V |2 ≥ 0,

λόγω της (4.7), (για n=2 δεδομένου ότι ο Rc έχει μηδενική ιδιοτιμή), και συ-
νεπώς έχουμε το ζητούμενο.

4.2.3 Αρχή Μεγίστου σε Διανυσματικές Δέσμες
Περνάμε τώρα στην περίπτωση της αρχής του μεγίστου από την οποία θα

μπορέσουμε να εξάγουμε πολλά από τα σημαντικά αποτελέσματα του επόμε-
νου κεφαλαίου. Τρία βασικά θεωρήματα θα αναφέρουμε αλλά οι αποδείξεις
θα παραληφθούν. Στην υποενότητα των εφαρμογών θα δούμε ένα αποτέλε-
σμα ανάλογο εκείνων που δείξαμε για τις προηγούμενες περιπτώσεις, ανα-
βάλλοντας τα πορίσματα που θα μας χρειαστουν στην απόδειξη του θεωρή-
ματος του Hamilton για το επόμενο κεφάλαιο όπου θα ταιριάξουν ομαλότερα
στη ροή της παρουσίασης.

Στο [6] λοιπόν, ο Hamilton έδειξε πως μπορεί να γενικευτεί η αρχή του
μεγίστου ώστε να εφαρμοστεί σε διατομές μίας διανυσματικής δέσμης (με
την περίπτωση των βαθμωτών συναρτήσεων να αποτελεί ειδική περίπτωση).
Υπάρχει ένα λεπτό σημείο: Μία εξίσωση τύπου θερμότητας έχει ως όρο τη
Λαπλασιανή μίας ποσότητας. Θα πρέπει λοιπόν να γίνει ξεκάθαρο τι εννο-
ούμε με τον όρο Λαπλασιανή στην περίπτωση αυτή. Έστω λοιπόν π : E→M

διανυσματική δέσμη της Μ με σταθερή μετρική h , ∇̄(t) ομαλή χρονικά εξαρ-
τώμενη οικογένεια συνοχών της Ε, συμβατών με την h και g(t) χρονικά εξαρ-
τώμενη μετρική Riemann στη Μ. Για να οριστεί η Λαπλασιανή μίας διατομής
φ πρέπει να θεωρήσουμε δύο συναλλοίωτες παραγωγίσεις της φ και στη
συνέχεια να πάρουμε το ίχνος. Ωστόσο η πρώτη συναλλοίωτη παράγωγος
είναι ∇̄(ϕ) ∈ Γ(T∗M⊗ E).

Εδώ υπάρχει το πρόβλημα αφού η ∇̄(ϕ) δεν είναι διατομή της Ε και συνε-
πώς δεν μπορούμε να θεωρήσουμε τη δεύτερη συναλλοίωτη παράγωγο χρη-
σιμοποιώντας την ∇̄(t). Για να λυθεί το πρόβλημα, ορίζουμε μία συνοχή ∇̂(t)
στη διανυσματική δέσμη T∗M⊗ E σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου:

∇̂X(ϕ⊗ ξ) ≡ ∇̄Xϕ⊗ ξ+ ϕ⊗∇Xξ,

όπου ϕ ∈ Γ(E), ξ ∈ Γ(T∗M) και ∇ η συνοχή Riemann της μετρικής g(t). Τώρα
μπορούμε να ορίσουμε τη Λαπλασιανή: χρησιμοποιώντας δείκτες α για δια-
τομές της Ε και i,j για αντίστοιχες της T∗M (ώστε ένα στοιχείο H της T∗M⊗E
να έχει συντεταγμένες Hiα ως προς κάποια βάση), τότε

(∆̂ϕ)α := gij∇̂i∇̄jϕα.

Έστω τώρα F : E × [0, T ] → E μία συνεχής απεικόνιση τέτοια ώστε F(·, ·, t) :
E→ E να διατηρεί τα νήματα για κάθε t ∈ [0, T ] και F(·, x, t) : Ex → Ex να είναι
Lipschitz για κάθε x ∈Mn και t ∈ [0, T ]. Έστω K ένα κλειστό υποσύνολο της
Ε. Τότε ισχύει το επόμενο αποτέλεσμα το οποίο αν και γενικότερο από όσα
έχουμε δει, μπορούμε και πάλι να το καλέσουμε αρχή μεγίστου για τανυστές
διότι θα το εφαρμόσουμε στην περίπτωση που g(t) είναι λύση της ροής Ricci
και Ε είναι τανυστική δέσμη.
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Θεώρημα 4.2.3. Με τις παραπάνω υποθέσεις, έστω α(t) : 0 ≤ t ≤ T μία
λύση της μη γραμμικής μ.δ.ε.

∂

∂t
α = ∆̂α+ F(α),

ώστε α(0) ∈ K. Υποθέτουμε επιπλέον ότι:
• Το K είναι αναλλοίωτο σε παράλληλες μεταφορές ως προς την ∇̄(t)
για όλα τα t ∈ [0, T ] και

• το Kx := K ∩ π−1(x) είναι κλειστό κυρτό υποσύνολο του Ex = π−1(x)
για όλα τα x ∈Mn.

Αν κάθε λύση της σ.δ.ε
d

dt
α = F(α)

α(0) = Kx

που ορίζεται σε κάθε νήμα Ex, παραμένει στηνKx, τότε η λύση α(t) της μ.δ.ε.
παραμένει στο K.

Υπάρχουν δύο σημαντικές γενικέυσεις του παραπάνω αποτελέσματος οι
οποίες θα μας χρησιμεύσουν. Στην πρώτη το K εξαρτάται από το χρόνο.
Θεώρημα 4.2.4. Υποθέτουμε όσα και προηγουμένως και θεωρούμε ότι το
K(t) είναι κλειστό υποσύνολο της Ε για κάθε t ∈ [0, T ]. Έστω α(t) : 0 ≤ t ≤ T
μία λύση της μη γραμμικής μ.δ.ε.

∂

∂t
α = ∆̂α+ F(α),

ώστε α(0) ∈ K(0). Υποθέτουμε επιπλέον ότι:
• Το σύνολο ∪t∈[0,T ](K(t)× {t}) είναι κλειστό στο E× [0, T ].

• ΤοK(t) είναι αναλλοίωτο σε παράλληλες μεταφορέςωςπρος την ∇̄(t)
για όλα τα t ∈ [0, T) και

• το Kx(t) := K(t) ∩ π−1(x) είναι κλειστό κυρτό υποσύνολο του Ex για
όλα τα x ∈Mn και t ∈ [0, T ].

Αν κάθε λύση της σ.δ.ε
d

dt
α = F(α)

α(0) = Kx(0)

που ορίζεται σε κάθε νήμα Ex, παραμένει στην Kx(t), τότε η λύση α(t) της
μ.δ.ε. παραμένει στο K(t).

Τέλος, υπάρχει και η ακόλουθη γενίκευση, την οποία όμως δεν θα χρη-
σιμοποιήσουμε αλλά θα καταγράψουμε χαριν πληρότητας. Προέρχεται απο
εφαρμογές στις οποίες η λύση της σ.δ.ε. μπορεί να διαφύγει από κάποιο
A ⊂ K, αλλά που μπορούμε να υποθέσουμε ότι η λύση της αντίστοιχης μ.δ.ε.
αποφεύγει το σύνολο A. Για αυτό το λόγο άλλωστε, το A καλείται σύνολο
αποφυγής.
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Θεώρημα 4.2.5. Υποθέτουμε και πάλι όσα και πριν και θεωρούμε ότι τοK(t)
είναι κλειστό υποσύνολο της Ε για κάθε t ∈ [0, T ]. Έστω α(t) : 0 ≤ t ≤ T μία
λύση της μη γραμμικής μ.δ.ε.

∂

∂t
α = ∆̂α+ F(α),

ώστε α(0) ∈ K(0). Υποθέτουμε επιπλέον ότι:

• Τα σύνολα ∪t∈[0,T ](K(t) × {t}) και ∪t∈[0,T ]((t) × {t}) είναι κλειστά στο
E× [0, T ].

• ΤοK(t) είναι αναλλοίωτο σε παράλληλες μεταφορέςωςπρος την ∇̄(t)
για όλα τα t ∈ [0, T ].

• Το Kx(t) := K(t) ∩ π−1(x) είναι κλειστό κυρτό υποσύνολο του Ex για
όλα τα x ∈Mn και t ∈ [0, T ] και

• η α(t) αποφεύγει το A(t), δηλαδή α(t) /∈ A(t) για οποιοδήποτε t ∈
[0, T ].

Αν κάθε λύση της σ.δ.ε

d

dt
α = F(α)

α(0) = Kx(0) \Ax(0)

που ορίζεται σε κάθε νήμα Ex,είτε παραμένει στηνKx(t), για όλα τα t ∈ [0, T ]
ή εισέρχεται στο A(t0) σε κάποια στιγμή t0 ∈ (0, T ], τότε η λύση α(t) της
μ.δ.ε. παραμένει στο K(t).

Εφαρμογές

Θέλουμε εδώ να εξάγουμε ένα αποτέλεσμα ανάλογο των προτάσεων (4.2.3)
και (4.2.5) για τον τανυστή καμπυλότητας Riemann όμως. Η εξίσωση (3.21)
ωστόσο δεν είναι σε μορφή που να μπορεί να εφαρμοστεί κάποιο από τα πα-
ραπάνω αποτελέσματα. Θα προσπαθήσουμε λοιπόν να τη μετατρέψουμε με
το πρώτο βήμα να είναι η απαλοιφή των όρων της μορφής Rc⋆Rm. Η μέθοδος
που θα χρησιμοποιηθεί οφέιλεται στον Karen Uhlenbeck.

Το τρικ του Uhlenbeck Έστω (M,g(t)) λύση της ροής Ricci και {e0α}nα=1 ένα
τοπικό πεδίο πλαισίων ορισμένο σε ένα ανοιχτό U ⊂M. Υποθέτουμε ότι το
{e0α} είναι ορθοκανονικό ως προς τη μετρική g0. Θα θέλαμε να μεταβάλουμε το
πλαίσιο με τέτοιο τρόπο ώστε να παραμείνει ορθοκανονικό ως προς την g(t).
Αυτό μπορεί να επιτευχθεί θεωρώντας το ακόλουθο σύστημα σ.δ.ε. ορισμένο
στο TxM για κάθε x ∈ U:

d

dt
eα(x, t) = Rc(eα(x, t))

eα(x, 0) = e
0
α(x). (4.13)
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Παρατήρηση 4.2.2. Στο παραπάνω γράφοντας Rc θεωρούμε τον ενδομορφι-
σμό Ricci:

♯Rc :TM→ TM

X 7→ ♯(Rc(X, ·))

και σε συντεταγμένες

Rc(X) = XaRc(ea) = X
a♯(Rabe

b) = XaRlael,

όπου Rla = glbRab και {eb} η δυϊκή βάση της {eb}.
Εφόσον το (4.13) είναι γραμμικό σύστημα, έπεται ότι έχει λύση για όσο

υπάρχει η λύση της ροής Ricci. Το παρακάτω λήμμα μας εξασφαλίζει αυτό
που θέλαμε.
Λήμμα 4.2.3. Το εσωτερικό γινόμενο g(ea, eb) είναι σταθερό για κάθε λύση
g(t) της ροής Ricci και για κάθε πεδίο πλαισίων {ea(t)} που ικανοποιεί το
(4.13).
Απόδειξη. Παρατηρώντας ότι τα g, Rc και ea, όλα εξαρτώνται απο το χρόνο,
υπολογίζουμε

∂

∂t
[g(ea, eb)] = (

∂

∂t
g)(ea, eb) + g(

∂

∂t
ea, eb) + g(ea,

∂

∂t
eb)

= −2Rc(ea, eb) + g(Rc(ea), eb) + g(ea, Rc(eb))

= 0.

Πόρισμα 4.2.2. Αν το {e0α} είναι ορθοκανονικό ως προς τη g0, τότε το {ea(t)}
παραμένει ορθοκανονικό ως προς την g(t).

Η ιδέα τώρα της εξέλιξης ενός πεδίου πλαισίων στο χρόνο με τέτοιο
τρόπο ώστε να ακολουθήσει τη μεταβολή της μετρικής, μπορεί να γενικευθεί.
Έστω λοιπόν (Μ, g(t)) t ∈ [0, T) μία λύση της ροής Ricci με g(0) = g0. Έστω
επίσης V διανυσματική δέσμη της Μ ισομορφική με τη ΤΜ και i0 : V → TM

ένας ισομορφισμός δεσμών. Ορίζοντας

h = i∗0(g0),

προκύπτει η ισομετρία
i0 : (V, h) → (TM, g0).

Στόχος είναι να μπορέσουμε να επεκτείνουμε την i0 σε μία οικογένεια ισο-
μετριών i(t) ώστε να ισχύει h = i(t)∗(g(t)) για κάθε t. Εξελίσσουμε λοιπόν τη
i συμφωνα με το σύστημα

∂

∂t
i = Rc ◦ i

i(0) = i0, (4.14)

όπου για το Rc ισχύει η προηγούμενη παρατήρηση. Για κάθε x ∈ M η (4.14)
ορίζει ένα γραμμικό σύστημα σ.δ.ε. το οποίο συνεπώς έχει μοναδική λύση σε
ολόκληρο το διάστημα ύπαρξης της {g(t)}. H ακόλουθη πρόταση μας δίνει το
ζητούμενο.
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Πρόταση 4.2.6. Έστω h(t) = i(t)∗(g(t)), όπου i(t) ικανοποιεί το (4.14). Τότε
η h(t) είναι σταθερή ως προς το χρόνο και κατά συνέπεια οι απεικονίσεις

i(t) : (V, h) → (TM, g(t))

είναι ισομετρίες για κάθε t.

Απόδειξη.

∂

∂t
h(X, Y) =

∂

∂t
(i∗g(X, Y))

=
∂

∂t
(g(i(X), i(Y)))

= (
∂

∂t
g)(i(X), i(Y)) + g((

∂

∂t
i)(X), Y) + g(X, (

∂

∂t
i)(Y))

= −2Rc(i(X), i(Y)) + g((Rc(i(X)), Y) + g(X, Rc(i(Y)))

= 0.

Δηλαδή η h(t) είναι ανεξάρτητη του χρόνου και άρα h(t) = h = i∗0(g0) ∀t.

Μέσω των παραπάνω ισομετριών, θεωρούμε την ανάκληση D(t) της συ-
νοχής Riemann, ∇(t) που αντιστοιχεί στη g(t). Δηλαδή

D(t) := i∗(t)∇(t) : Γ(TM)× Γ(V) → Γ(V)

με D(t)Xξ = i(t)−1(∇X(i(t)(ξ))). Χρησιμοποιώντας τις∇ και D, ορίζουμε συ-
νοχές με τον τρόπο που έχουμε δει στο κεφάλαιο 1, στις δέσμες τανυστικών
γινομένων των ΤΜ και V, καθώς και στις δυϊκές τους, T∗M,V∗. Συμβολίζουμε
όλες τις συνοχές αυτές με ∇D.

Έστω τώρα {xk}nk=1 τοπικές συντεταγμένες σε ένα ανοιχτό U ⊂ M και
{ea}

n
a=1 μία βάση τοπικών διατομών του V περιορισμένη στο U. Οι συντελε-

στές (ika) του ισομορφισμού i : (V, h) → (TM, g(t)) ορίζονται ως

i(t)(ea) =

n∑
k=1

i(t)ka∂k,

ή για συντομία:
i(ea) = i

k
a∂k.

Λήμμα 4.2.4. (i) Για τη συνοχή

∇D : Γ(TM)× Γ(V∗ ⊗ TM) → Γ(V∗ ⊗ TM),

ή ισοδύναμα

∇D : Γ(TM)× Γ(Hom(V, TM)) → Γ(Hom(V, TM)),

ισχύει ∇Di = 0.
(ii) Για τη συνοχή D όπως αυτή ορίστηκε παραπάνω, έχουμε Dh = 0.
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Απόδειξη. Από τους ορισμούς,
(∇D)X(i)(ξ) = ∇X(i(ξ)) − i(DXξ)

= ∇X(i(ξ)) − i(i
−1(∇X(i(ξ))))

= ∇X(i(ξ)) −∇X(i(ξ))

= 0

και
D∂k

h(ea, eb) = ∂k(h(ea, eb)) − h(D∂k
ea, eb) − h(ea, D∂k

eb)

= ∂k(g(i(ea), i(eb))) − h(D∂k
ea, eb) − h(ea, D∂k

eb)

= g(∇k(i(ea)), i(eb)) + g(i(ea),∇k(i(eb))) − h(D∂k
ea, eb) − h(ea, D∂k

eb)

= g(i(Dkea)), i(eb)) + g(i(ea), Dk(i(eb))) − h(D∂k
ea, eb) − h(ea, D∂k

eb)

= 0.

Ορίζουμε τώρα τον τελεστή
∆D := gij(∇D)i(∇D)j,

θεωρούμε την ανάκληση του τανυστή καμπυλότηταςRiemann: i∗Rm ∈ Γ(Λ2V∗⊗
Λ2V∗) ώστε για x ∈M και X, Y, Z,W ∈ Vx

i∗Rm(X, Y, Z,W) = Rm(i(X), i(Y), i(Z), i(W)), (4.15)
με συντελεστές Rabcd = i∗Rm(ea, eb, ec, ed) = i

i
ai

j
bi

k
ci

l
dRijkl, και ορίζουμε

Babcd = heghfhRaebfRcgdh = (i∗B)(ea, eb, ec, ed).

Τότε ισχύει η παρακάτω πρόταση
Πρόταση 4.2.7. Αν g(t) είναι λύση της ροής Ricci και i(t) είναι λύση του
(4.14), τότε η καμπυλότητα i∗Rm ικανοποιεί την

∂

∂t
Rabcd = ∆DRabcd + 2(Babdc − Bacbd + Bacbd − Badbc).

Απόδειξη. Γράφουμε αρχικά την (4.14) σε συντεταγμένες:

(
∂

∂t
i)(ea) =

∂

∂t
(i(ea)) =

∂

∂t
ika∂k = (

∂

∂t
ika)∂k = Rc(i(ea))

= ♯(Rc(ika∂k, ∂j), dx
j) = ♯(ikaRkjdx

j) = ikaR
l
k∂l = i

l
aR

k
l ∂k.

Δηλαδή ∂
∂t
ika = ilaR

k
l . Συνεπώς

∂

∂t
Rabcd =

∂

∂t
(iiai

j
bi

k
ci

l
dRijkl)

= (
∂

∂t
iia)i

j
bi

k
ci

l
dRijkl + i

i
a(
∂

∂t
i
j
b)i

k
ci

l
dRijkl + i

i
ai

j
b(
∂

∂t
ikc)i

l
dRijkl

+ iiai
j
bi

k
c(
∂

∂t
ild)Rijkl + i

i
ai

j
bi

k
ci

l
d(
∂

∂t
Rijkl)

= Rimi
m
a i

j
bi

k
ci

l
dRijkl + i

i
aR

j
mi

m
b i

k
ci

l
dRijkl + i

i
ai

j
bR

k
mi

m
c i

l
dRijkl + i

i
ai

j
bi

k
cR

l
mi

m
d Rijkl

+ iiai
j
bi

k
ci

l
d[∆Rijkl + 2(Bijkl − Bijlk + Bikjl − Biljk)

− Rpi Rpjkl − R
p
j Ripkl − R

p
kRijpl − R

p
l Rijkp]

= iiai
j
bi

k
ci

l
d[∆Rijkl + 2(Bijkl − Bijlk + Bikjl − Biljk).
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Όμως

Babcd = heghfhRaebfRcgdh

= heghfhiiai
p
e i

j
bi

q
f i

k
ci

r
qi

l
di

s
hRipjqRkrls

= iiai
j
bi

k
ci

l
dg

prgqsRipjqRkrls = iiai
j
bi

k
ci

l
dBijkl,

με την προτελευταία ισότητα να ισχύει αφού

h(ea, eb) = g(i(ea), i(eb)) = i
i
ai

j
bg(∂i, ∂j) ⇒ h−1(ea, eb) = iiai

j
bg(dx

i, dxj),

ενώ από το λήμμα (4.2.4,(i))

∆DRabcd = gpq(∇D)p(∇D)q(i
i
ai

j
bi

k
ci

l
dRijkl)

= gpqiiai
j
bi

k
ci

l
d(∇D)p(∇D)qRijkl

= iiai
j
bi

k
ci

l
dg

pq∇p∇qRijkl

= iiai
j
bi

k
ci

l
d∆DRijkl,

όπου και πάλι η προτελευταία ισότητα ισχύει δεδομένου ότι εξ’ ορισμού, η
∇D δρα στα στοιχεία οποιουδήποτε τανυστικού γινομένου δεσμών της ΤΜ,
όπως η ∇. Συνεπώς

∂

∂t
Rabcd = ∆DRabcd + 2(Babdc − Bacbd + Bacbd − Badbc). (4.16)

Rm2 και Rm♯ Θα μετασχηματίσουμε στη συνέχεια τους τέσσερις τελευταί-
ους όρους του δεξιού μέλους της (4.16).

Ο τελεστής καμπυλότητας R ∈ Γ(End(Λ2TM)) και η αντίστοιχη συμμε-
τρική διγραμμική μορφή

R ∈ Γ(Λ2T∗M⊗S Λ
2T∗M)

(χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο) έχουν οριστεί ώστε

R(U,V) = ⟨R(U), V⟩

για οποιαδήποτε U,V ∈ Λ2TM. Δηλαδή

R(U) = ♯(⟨R(U), ·⟩).

Αν {ei} τοπικό πλαίσιο της TM, {ej} το δυϊκό πλαίσιο της T∗M και {ei ∧ ej}i<j

(αντίστοιχα {ei ∧ ej}i<j) το αντίστοιχο πλαίσιο στην Λ2TM (αντ. Λ2T∗M),
τότε

R(U)ijei ∧ ej = ♯(UklRklpqe
p ∧ eq) = gipgjqUklRklpqei ∧ ej

= UklRkl
ijei ∧ ej.

ΟρίζουμεR2 = R◦R. Είναι άμεσο πως πρόκειται για συμμετρικό τελεστή
και συνεπώς μπορεί να οριστεί η R2 ∈ Γ(Λ2T∗M⊗S Λ

2T∗M) ως

R2(U,V) = ⟨R2(U), V⟩.
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Σε συντετεγμένες,

R2(U)ij = R(R(U))ij = R(U))klRkl
ij = UpqRpq

klRkl
ij

και

R2(U,V) = ⟨R2(U), V⟩ = R2(U)ijVij = U
pqRpq

klRkl
ijVij = RklijRpq

klUpqVij

= RpqklRij
pqUijVkl = RijpqR

pq
klU

ijVkl.

Ορίζουμε R2
(ij)(kl) := R2(ei ∧ ej, ek ∧ el) = RijpqR

pq
kl = g

prgqsRijpqRrskl.

Πρόταση 4.2.8.
R2

(ij)(kl) = 2(Bijkl − Bijlk),

όπου Bijkl = g
prgqsRpiqjRrksl ή σε ορθοκανονική βάση Bijkl = RpiqjRpkql.

Απόδειξη.

(Rm2)(ij)(kl) = RijpqRpqkl

= (Ripjq − Riqjp)(Rpkql − Rplqk)

= RipjqRpkql − RipjqRplqk

− RiqjpRpkql + RiqjpRplqk

= RpiqjRpkql + RiqjpRqkpl

− RpiqjRplqk − RqipjRqlpk

= 2(Bijkl − Bijlk).

Για να μετασχηματίσουμε τους δύο τελευταίους όρους της (4.16) θα χρεια-
στεί να εργαστούμε στο πλαίσιο των αλγεβρών Lie. Έστω λοιπόν (g, [·, ·]) μία
άλγεβρα Lie, Cαβ

γ οι σταθερές δομής της, οι οποίες ορίζονται από την

[ϕα, ϕβ] = Cαβ
γ ϕγ, (4.17)

όπου (ϕα) μία βάση της g. Έστω (ϕβ) η δυϊκή βάση αυτής (ϕβ(ϕ
α) = δαβ).

Αν L,M : g∗ × g∗ → R είναι συμμετρικές διγραμμικές μορφές, δηλαδή
L,M ∈ g⊗Sg, με συντελεστές Lαβ := L(ϕα, ϕβ), τότε ορίζεται η L♯M ∈ g⊗Sg
ως

(L♯M)αβ := Cγδ
α C

ϵζ
β LγϵMδζ.

θα γράφουμε L♯ ∈ g⊗S g εννοώντας L♯L, όπου

(L♯)αβ = Cγδ
α C

ϵζ
β LγϵMδζ.

Λήμμα 4.2.5. Αν L όπως παραπάνω, με L ≥ 0 τότε L♯ ≥ 0.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να επιλέξουμε βάση (ϕα)
που να διαγωνοποιεί τον L, έτσι ώστε Lαβ = δαβLαα. Τότε για κάθε v =
vαϕα, έχουμε

L♯(v, v) = (vαCγδ
α )(vβCϵζ

β )LγϵLδζ = (vαCγδ
α )2LγγLδδ.
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Παρατηρούμε στη συνέχεια ότι ο διανυσματικός χώροςΛ2T∗M μπορεί να
εφοδιαστεί με δομή άλγεβρας Lie ισομορφικής με την so(n): Πράγματι, για
U,V ∈ Λ2T∗M, ορίζουμε την αγκύλη Lie ως

[U,V ]ij := g
kl(UikVlj − VikUlj).

Σε ορθοκανονικό πεδίο πλαισίων {ei}, κάθε 2-μορφήU μπορεί να ταυτιστεί με
ένα αντισυμμετρικό πίνακα (Uij) και άρα ο παραπάνω τύπος θα αντιστοιχεί
στην

[U,V ]ij = (UV − VU)ij.

Προκύπτει με αυτό τον τρόπο ένας ισομορφισμός αλγεβρών Lie μεταξύ των
g := (Λ2T∗xM, [·, ·]) και so(n) για κάθε x ∈ M. Εφοδιάζουμε την g με το εσω-
τερικό γινόμενο

⟨U,V⟩ := gikgjlUijVkl.

Τότε η παραπάνω κατασκευή μπορεί να εφορμοστεί και ισχύει το ακόλουθο:

Λήμμα 4.2.6. Αν (ei) είναι μία βάση της T∗M τότε

(Rm)♯(ij)(kl) = RpquvRrswxC
(pq)(rs)
(ij) C

(uv)(wx)
(kl) = 2(Bikjl − Biljk).

Απόδειξη. Έχουμε ορίσει Rm(pq)(rs) = Rpqrs. Συνεπώς

(Rm)♯)(ij)(kl) = (Rm♯Rm)(ij)(kl)

= C
(pq)(rs)
(ij) C

(uv)(wx)
(kl) Rm(pq)(uv)Rm(rs)(wx)

= C
(pq)(rs)
(ij) C

(uv)(wx)
(kl) RmpquvRmrswx.

Πρέπει να υπολογίσουμε τις σταθερές δομής. Έστω (ei) μία βάση της T∗M.

ep ∧ eq =
1

2
(ep ⊗ eq − eq ⊗ ep) =

∑
a,b

1

2
(δpaδ

q
b − δqaδ

p
b)(e

a ⊗ eb).

Τότε

C
(pq)(rs)
(ij) = [ep ∧ eq, er ∧ es]ij

=
1

4
gkl((δpi δ

q
k − δqi δ

p
k)(δ

r
lδ

s
j − δ

s
lδ

r
j ) − (δriδ

s
k − δsiδ

r
k)(δ

p
l δ

q
j − δql δ

p
j ))

=
1

4
(gklδpi δ

q
kδ

r
lδ

s
j − g

klδ
p
i δ

q
kδ

s
lδ

r
j − g

klδ
q
i δ

p
kδ

r
lδ

s
j + g

klδ
q
i δ

p
kδ

q
l δ

p
j

− gklδriδ
s
kδ

p
l δ

q
j + gklδriδ

s
kδ

q
l δ

p
j + gklδsiδ

r
kδ

p
l δ

q
j − gklδsiδ

r
kδ

q
l δ

p
j )

=
1

4
(gqrδpi δ

s
j − g

qsδ
p
i δ

r
j − g

prδ
q
i δ

s
j + g

psδ
q
i δ

r
j

− gspδriδ
q
j + gsqδriδ

p
j + grpδsiδ

q
j − grqδsiδ

p
j )

=
1

4
(gqr(δpi δ

s
j − δ

s
iδ

p
j ) + g

qs(δriδ
p
j − δpi δ

r
j )

+ gpr(δsiδ
q
j − δqi δ

s
j ) + g

ps(δqi δ
r
j − δ

r
iδ

q
j )),
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RpquvC
(pq)(rs)
(ij) =

1

4
Rpquv(g

qr(δpi δ
s
j − δ

s
iδ

p
j ) + g

qs(δriδ
p
j − δpi δ

r
j )

+ gpr(δsiδ
q
j − δqi δ

s
j ) + g

ps(δqi δ
r
j − δ

r
iδ

q
j ))

=
1

2
Rpquv(g

qr(δpi δ
s
j − δ

s
iδ

p
j ) + g

ps(δqi δ
r
j − δ

r
iδ

q
j )),

και όμοια

RrswxC
(uv)(wx)
(kl) =

1

2
Rrswx(g

vw(δukδ
x
l − δxkδ

u
l ) + g

ux(δvkδ
w
l − δwk δ

v
l )).

Έτσι

RpquvRrswxC
(pq)(rs)
(ij) C

(uv)(wx)
(kl)

=
1

4
RpquvRrswx(g

qr(δpi δ
s
j − δ

s
iδ

p
j ) + g

ps(δqi δ
r
j − δ

r
iδ

q
j ))(g

vw(δukδ
x
l − δxkδ

u
l ) + g

ux(δvkδ
w
l − δwk δ

v
l ))

= RpquvRrswxg
qr(δpi δ

s
j − δ

s
iδ

p
j )g

vw(δukδ
x
l − δxkδ

u
l )

= −gvwRpqvug
qrRwxrs(δ

p
i δ

s
j − δ

s
iδ

p
j )(δ

u
kδ

x
l − δxkδ

u
l )

= −RwpquR
q
wxs(δ

p
i δ

s
j − δ

s
iδ

p
j )(δ

u
kδ

x
l − δxkδ

u
l )

= RwiqkR
q
lwj − R

w
iqlR

q
kwj − R

w
jqkR

q
lwi + R

w
jqlR

q
kwi

= −RqlwiR
w
jqk + RqkwiR

w
jql + R

q
lwjR

w
iqk − RqkwjR

w
iql.

Παρατηρούμε ότι

Bijkl = g
prgqsRpiqjRrksl = R

s
pijR

p
slk = RsipjR

p
lsk.

Έτσι

− RqlwiR
w
jqk + RqkwiR

w
jql + R

q
lwjR

w
iqk − RqkwjR

w
iql

= −Bjkil + Bjlik + Bikjl − Biljk = 2(Bikjl − Biljk).

Συνεπώς
RpquvRrswxC

(pq)(rs)
(ij) C

(uv)(wx)
(kl) = 2(Bikjl − Biljk).

Η θετική καμπυλότητα Riemann διατηρείται. Έχουμε λοιπόν δείξει το
εξής:

Θεώρημα 4.2.6. Αν g(t) είναι λύση της ροής Ricci, η καμπυλότητα i∗Rm
όπως ορίστηκε στην (4.15), ικανοποιεί την

∂

∂t
(i∗Rm) = ∆Di

∗Rm+ i∗Rm2 + i∗Rm♯.

Από το λήμμα (4.2.5) και επειδή προφανώς i∗Rm2 > 0, έχουμε το ακό-
λουθο πόρισμα.

Πόρισμα 4.2.3. Αν (Mng(t)) είναι λύση της ροής Ricci της οποίας ο τελε-
στής καμπυλότητας είναι θετικός αρχικά, τότε η συνθήκη αυτή διατηρείται
καθ’όλη τη διάρκεια ύπαρξης της λύσης.
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Κεφάλαιο 5

Το θεώρημα του Hamilton

Περνάμε τώρα στο βασικό αντικείμενο της εργασίας το οποίο είναι η πα-
ρουσίαση της απόδειξης του παρακάτω θεωρήματος του Hamilton.
Θεώρημα 5.0.7. Έστω (M3, g0) μία κλειστή πολλαπλότητα Riemann διά-
στασης 3 με θετική καμπυλότητα Ricci. Τότε υπάρχει μοναδική λύση g(t)
της νορμαρισμένης ροής Ricci με g(0) = g0, ορισμένη στο [0,∞), με τις g(t)
να συγκλίνουν, καθώς t → ∞, εκθετικά γρήγορα σε κάθε Ck-νόρμα, σε μία
μετρική g∞ σταθερής, θετικής καμπυλότητας διατομής.

5.1 Υπαρξη και μοναδικότητα λύσης της ροήςRicci
Για να έχει νόημα να μιλάμε για λύση της ροής Ricci πρέπει αρχικά να δεί-

ξουμε πως αυτή υπάρχει τουλάχιστον για κάποιο ”μικρό” χρονικό διάστημα.
Το σύστημα του οποίου την ύπαρξη λύσης θέλουμε να δείξουμε είναι το

∂

∂t
g(t) = −2Rc(g(t))

g(0) = g0.

Εξετάζουμε αρχικά αν το σύστημα είναι παραβολικό ώστε να εφαρμόσουμε
το θεώρημα (3.1.1).

Η γραμμικοποίηση του τανυστή Ricci στην g0 είναι: D[Rc] : Γ(S2T∗M) →
Γ(S2T∗M), με

D[Rc](h)ij =
d

dt
|t=0Rc(gij(t)),

όπου hik = ∂tgik.

Λήμμα 5.1.1. Η γραμμικοποίηση του τανυστή Ricci δίνεται από τον τύπο

D[Rc](h)ij =
1

2
gpq(∇q∇ihjp +∇q∇jhip −∇q∇phij −∇i∇jhqp).

Απόδειξη. Προκύπτει άμεσα από την (2.8).

Για να ελέγξουμε αν το σύστημα είναι ισχυρά παραβολικό, πρέπει να εξε-
τάσουμε το κύριο σύμβολό του, το οποίο και υπολογίζεται εύκολα από τη
γραμμικοποίηση.
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Λήμμα 5.1.2. Το κύριο σύμβολο του διαφορικού τελεστή -2Rc (ως συνάρ-
τηση της μετρικής g), στην κατεύθυνση ενός ϕ ∈ Γ(T∗M), είναι

σ̂[−2Rc](ϕ)(h)ij = −gpq(ϕqϕihjp + ϕqϕjhip − ϕqϕphij − ϕiϕjhqp)

Η ροή Ricci θα είναι λοιπόν ισχυρά παραβολική αν υπάρχει δ>0 ώστε για
κάθε ϕ ∈ T∗M και hij ̸= 0,

⟨σ̂[−2Rc](ϕ)(h), h⟩ > δ|ϕ|2|h|2,

ή σύμφωνα με το λήμμα (5.1.2), αν
gpq(ϕqϕihjp + ϕqϕjhip − ϕqϕphij − ϕiϕjhqp)h

ij > δϕkϕ
khrsh

rs.

Όμως, επιλέγοντας hij = ϕiϕj είναι άμεσο πως το αριστερό μέλος της πα-
ραπάνω ανισότητας μηδενίζεται. Η ροή Ricci λοιπόν δεν είναι ισχυρά παρα-
βολική.

Παρ’ όλα αυτά ισχύει το ακόλουθο θεώρημα.
Θεώρημα 5.1.1. Αν (M,g0) είναι συμπαγής πολλαπλότητα Riemann, τότε
υπάρχει μοναδική λύση g(t) της ροής Ricci για t ∈ [0, ε] για κάποιο ε>0, όπου
g(0) = g0.

Για την απόδειξη θα ακολουθήσουμε τη μέθοδο του Dennis DeTurck ο
οποίος έδειξε πως μπορούμε να τροποποιήσουμε τη ροήRicci με τέτοιο τρόπο
ώστε να γίνει παραβολική. Αρχικά λοιπόν ξαναγράφουμε τη γραμμικοποίηση
του τανυστή Ricci έτσι ωστε να φαίνεται ποιοί όροι είναι εκείνοι που τον
καθιστούν μη παραβολικό.
Λήμμα 5.1.3. Η γραμμικοποίηση του -2Rc είναι

D[−2Rc](h)ij = g
pq∇p∇qhij +∇iVj +∇jVi + Sij,

όπου
Vi = g

pq(
1

2
∇ihpq −∇qhpi) και

Sij = g
pq(2Rrqijhrp − Riphjp − Rjphiq).

Απόδειξη. Από το λήμμα (4.1.1) έχουμε
D[−2Rc](h)ij = g

pq(∇q∇phij +∇i∇jhqp −∇q∇ihjp −∇q∇jhip)

= gpq(∇q∇phij +∇i∇jhqp − (∇i∇qhjp − Rrqijhrp − Rrqiphjr)

− (∇j∇qhip − Rrqjihrp − Rrqjphir))

= gpq∇p∇qhij + g
pq(∇i(

1

2
∇jhpq −∇qhjp)) + g

pq(∇j(
1

2
∇ihpq −∇qhip))

+ gpq(Rrqijhrp + Rrqiphjr + R
r
qjihrp + Rrqjphir)

= gpq∇p∇qhij +∇iVj +∇jVi

+ gpqgkr(Rqikjhrp + Rqjkihrp) + g
pqgkr(Rqikphjr + Rqjkphir)

= gpq∇p∇qhij +∇iVj +∇jVi

+ gpqgkr(Rqikjhrp + Rkiqjhrp) + g
pqgkr(−Rqipkhjr − Rqjpkhir)

= ∆hij +∇iVj +∇jVi + g
pqgkr2Rqikjhrp − gkr(Rikhjr + Rjkhir)

= ∆hij +∇iVj +∇jVi + g
pq(2Rrqijhrp − Riphjq − Rjphiq)).
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Οι όροι του Sij, ως χαμηλότερης τάξης ως προς h, δεν συνεισφέρουν στο
κύριο σύμβολο. Η Λαπλασιανή δεν δημιουργεί πρόβλημα αφού έχει αυστηρά
θετικό κύριο σύμβολο ενώ οι όροι που περιέχουν το V είναι αυτοί που κά-
νουν τη ροή μη παραβολική. Για να γίνει το σύστημα παραβολικό θα πρέπει
να εισάγουμε κάποια (χρονικά εξαρτώμενη) αναπαραμέτρηση. Αναζητούμε
λοιπόν ένα σύστημα

∂

∂t
gt = P(gt), (5.1)

το οποίο είναι παραβολικό, καθώς και χρονικά εξαρτώμενες αμφιδιαφορί-
σεις ϕt :M→M με ϕ0 = idM, ώστε η μετρική

ḡt = ϕ
∗
tgt

να αποτελεί λύση της ροής Ricci.
Για τη μετρική αυτή θα ισχύει

∂

∂t
ḡt =

∂

∂t
ϕ∗

tgt =
∂

∂s
|s=0ϕ

∗
t+sgt+s

= lim
s→0

ϕ∗
t+sgt+s − ϕ

∗
t+sgt + ϕ

∗
t+sgt − ϕ

∗
tgt

s

= lim
s→0

ϕ∗
t+s(

gt+s − gt
s

) +
∂

∂s
|s=0

ϕ∗
t+sgt − ϕ

∗
tgt

s

= ϕ∗
t

∂

∂s
|s=0gt+s +

∂

∂s
|s=0ϕ

∗
t+sgt

= ϕ∗
tP(gt) + ϕ

∗
tL∂ϕt

∂t

gt.

Επιλέγουμε τα ϕt ώστε να ικανοποιούν την

∂

∂t
ϕt(p) =W(t, ϕt(p))

ϕo = id (5.2)

για κάποιο διανυσματικό πεδίο W(t) εξαρτώμενο από το χρόνο. Το σύστημα
αυτό έχει λύση για όσο υπάρχει το W(t)(βλ.[1] Lem. 3.15), αφού η Μ είναι
συμπαγής. Το πρόβλημα λοιπόν ανάγεται στην εύρεση ενός διαφορικού τε-
λεστή P ώστε το σύστημα (4.1) να είναι ισχυρά παραβολικό και ενός χρονικά
εξαρτώμενου διανυσματικού πεδίου W(t), ώστε αν ορίσουμε μία μονοπαρα-
μετρική οικογένεια αμφιδιαφορίσεων που να ικανοποιεί την (4.2), τότε

ϕ∗
tP(gt) + ϕ

∗
tLW(t)gt = −2Rc(ϕ∗

tgt) = −2ϕ∗
tRc(gt).

Αυτό είναι ισοδύναμο με

P(gt) = −2Rc(gt) − LW(t)gt.

Γνωρίζοντας ότι (LWgt)ij = ∇iWj +∇jWi, από το λήμμα (4.1.3) έχουμε

D[P](h)ij =g
pq∇p∇qhij +∇iVj +∇jVi + Sij (5.3)
−D[LW(t)](h)ij. (5.4)

Είδαμε ότι ο Sij δεν παίζει ρόλο στο κύριο σύμβολο ενώ ο πρώτος όρος δεν
δημιουργεί πρόβλημα. Αυτό που θέλουμε είναι να διαλέξουμε το W(t) έτσι
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ώστε οι όροι της (4.3) που δημιουργούν πρόβλημα να αναιρεθούν από αντί-
στοιχους όρους της(4.4). Αυτό θα συμβεί αν η γραμμικοποίηση τουWi είναι
ίδια με αυτή του Vi, (υπενθυμίζουμε ότι όσο αφορά το κύριο σύμβολο, η συ-
ναλλοίωτη παράγωγος ∇i είναι ίδια με την παράγωγο ως προς συντεταγμέ-
νες ∂t. Άρα αν το κύριο σύμβολο της γραμμικοποίησης του Vi είναι ίδιο με το
αντίστοιχο τουWi, το ίδιο θα ισχύει και για τα ∇iWj,∇iVj).

Ο V ορίστηκε ως

Vi = g
pq(

1

2
∇ihpq −∇phiq)

= −
1

2
gpq(∇phiq +∇qhip −∇ihpq).

Υπενθυμίζουμε ότι

D[Γkij](h) =
∂

∂t
(Γkij(g(t))) =

1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij),

όπου hij = ∂tgij. Εξαιτίας της ομοιότητας με το V, μπορούμε να δοκιμάσουμε

Wi = −gpqgijΓ
j
pq.

Η έκφραση αυτή όμως εξαρτάται από τις συντεταγμένες στις οποίες δου-
λεύουμε αφού τα σύμβολα του Christoffel δεν είναι τανυστές. Η διαφορά
τους όμως είναι. Σταθεροποιούμε λοιπόν μία συνοχή με αντίστοιχα σύμβολα
Christoffel Γ̃kpq και ορίζουμε

Wl = −gpqgkl(Γ
k
pq − Γ̃kpq). (5.5)

Η σταθερή συνοχή δεν συνεισφέρει στο κύριο σύμβολο του W αφού είναι
ανεξάρτητη της μετρικής. Αυτό λοιπόν θα είναι ίδιο με εκείνο του V και οι
προβληματικοί όροι απαλοίφονται.

Το κύριο σύμβολο της γραμμικοποίησης του P είναι

σ(D[P])(ϕ)(h)ij = g
pqϕpϕqhij.

Άρα
⟨σ(D[P])(ϕ)(h), h⟩ = |ϕ|2|h|2.

Συνεπώς το σύστημα που περιγράφει τη ροή Ricci-DeTurck η οποία ορίζεται
από την

∂

∂t
gij = P(g) = −2Rij +∇iWj +∇jWi,

είναι ισχυρά παραβολική και άρα έχει λύση για κάποιο χρονικό διάστημα.
Όσο διαρκεί η λύση αυτή υπάρχουν και τα W(t) και συνεπώς από το σύστημα
(4.2) υπάρχουν και οι ϕt. Από τους παραπάνω υπολογισμούς, η μετρική

ḡt = ϕ
∗
tgt

είναι λύση της ροής Ricci.
Ερχόμαστε τώρα στη μοναδικότητα. Αρκεί να δείξουμε ότι μία λύση της

ροής Ricci - DeTurck μπορεί να παραχθεί από μία λύση της ροής Ricci μετά
από αναπαραμέτρηση η οποία ορίζεται μέσω της ροής θερμότητας αρμονι-
κής συνάρτησης.
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Ξεκινάμε με τους απαραίτητους ορισμούς. Έστω (Mn, g) και (Nm, h) πολ-
λαπλότητες Riemann και f : M → N ομαλή απεικόνιση. Για την παράγωγο
της f έχουμε

df = f∗ ∈ Γ(T∗M⊗ f∗TN).

Σε τοπικές συντεταγμένες (xi) για τη Μ και (ya) στη Ν, συμβολίζουμε τη
συνοχή Riemann της g ως Γ(g)kij και την αντίστοιχη της h ως Γ(h)γαβ. Τότε

df = (df)αj (dx
j ⊗ ∂

∂yα
) =

∂fα

∂xj
(dxj ⊗ ∂

∂yα
).

Η επαγόμενη συνοχή
∇ : Γ(T∗M⊗ f∗TN) → Γ(T∗M⊗ T∗M⊗ f∗TN)

ορίζεται ως
(f∗Γ)γiβ = ∇f

i(∂β)f = ∇f∗(∂i)∂β

=
∂fα

∂xj
∇∂α

∂β =
∂fα

∂xj
(Γh ◦ f)γαβ.

Έτσι
∇(df) =

∑
i,j,α

(∇df)αijdxi ⊗ dxj ⊗
∂

∂yα
,

όπου
(∇df)αij ≡ ∇idjf

α = ∂i(df(∂j, dx
α)) − df(∇i∂j, dx

α) − df(∂j,∇f
idx

α)

=
∂

∂xi
(
∂fα

∂xj
) − (Γg)

k
ij(
∂fα

∂xk
) − df(∂j,−(f∗Γ)αiγ)dx

γ)

=
∂

∂xi
(
∂fα

∂xj
) − (Γg)

k
ij(
∂fα

∂xk
) +

∂fβ

∂xi
(Γh ◦ f)αβγ(

∂fγ

∂xj
.

Η Λαπλασιανή αρμονικής συνάρτησης ως προς τις μετρικές g και h στα
Μ και Ν αντίστοιχα, ορίζεται ως το ίχνος

∆g,hf := trg(∇(df)) ∈ Γ(f∗TN),

δηλαδή
∆g,hf = (gij∇idjf

γ)
∂

∂yγ
.

Σε συντεταγμένες,

(∆g,hf)
γ = gij[

∂2fγ

∂xi∂xj
− (Γg)

k
ij

∂fγ

∂xk
+ ((Γh)

γ
αβ ◦ f)∂f

α

∂xi
∂fβ

∂xj
]. (5.6)

Δοθείσης f0 : M → N, η ροή αρμονικής συνάρτησης η οποία εισήχθει από
τους Eells και Sampson είναι

∂f

∂t
= ∆g,hf,

f(0) = f0.

Πρόκειται για παραβολική εξίσωση και άρα έχει λύση για ”μικρό” χρονικό
διάστημα.

Όταν η f είναι αμφιδιαφόριση, η Λαπλασιανή ∆g,hf μπορεί να γραφεί με
ένα χρήσιμο τρόπο.
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Λήμμα 5.1.4. Έστω f : (Mn, g) → (Nm, h) αμφιδιαφόριση μεταξύ πολλα-
πλοτήτων Riemann. Τότε

(∆g,hf)
γ(x) = [(f−1)∗g]αβ(−Γ((f−1)∗g)γαβ + Γ(h)γαβ)(f(x)).

Απόδειξη. Υπολογίζουμε αρχικά τα σύμβολα του Christoffel της ανακλησης
μιας μετρικής σε τοπικές συντεταγμένες (xi) της Μ και (yα) της Ν. Έστω
ϕ :M→ N αμφιδιαφόριση. Τότε αν κ είναι μετρική στη Ν, έχουμε

Γkij(ϕ
∗k) = ∇(ϕ∗k)∂i

∂j

= (ϕ−1)∗(∇(k)ϕ∗(∂i)ϕ∗(∂j))

= (ϕ−1)∗(∇(k)∂ϕα

∂xi
∂

∂yα
(
∂ϕβ

∂xj
∂

∂yβ
))

= (ϕ−1)∗(
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
+ Γ(k)γαβ

∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
∂

∂yγ
)

= (
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂(ϕ−1)k

∂yβ
+ Γ(k)γαβ

∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
∂(ϕ−1)k

∂yγ
)
∂

∂xk
.

Έτσι
Γkij(ϕ

∗k)
∂ϕγ

∂xk
=
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+ Γ(k)γαβ

∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
.

Εφόσον
kαβ = (ϕ∗k)ij

∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
,

πολλαπλασιάζοντας με (ϕ∗k)ij έχουμε

−kαβΓ(k)γαβ = (ϕ∗k)ij(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
− Γkij(ϕ

∗k)
∂ϕγ

∂xk
. (5.7)

Θέτοντας ϕ = f και k = (f−1)∗g στην (4.7) και αντικαθιστώντας στην (4.6)
παίρνουμε

(∆f)γ = ((f−1)∗g)αβ[−Γ((f−1)∗g)γαβ + Γ(h)γαβ],

από όπου το λήμμα έπεται.

Οι αμφιδιαφορίσεις ϕt όπως ορίστηκαν στην (4.2) και με βάση την (4.5)
ικανοποιούν την

∂

∂t
ϕt = −W ◦ ϕ = gpq(−Γkpq + Γ̃kpq).

Αν Γ̃ είναι η συνοχή Riemann της μετρικής g̃, τότε από το προηγούμενο λήμμα
για την gt = ϕ∗

t ḡt έχουμε

gpq(−Γkpq + Γ̃kpq) = ((ϕ−1
t )∗g̃)pq(−Γkpq + Γ̃kpq) = ∆ḡ(t),g̃ϕt.

Άρα
∂

∂t
ϕt = ∆ḡ(t),g̃ϕt.

Καταλήξαμε λοιπόν στο ενδιαφέρον συμπέρασμα ότι οι αμφιδιαφορίσεις
ϕt της ροής Ricci-DeTurck ικανοποιούν τη ροή θερμότητας αρμονικής συνάρ-
τησης:
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Λήμμα 5.1.5. Οι αμφιδιαφορίσεις ϕt που χρησιμοποιήθηκαν ώστε να πά-
ρουμε τη λύση ḡ(t) της ροής Ricci από τη λύση g(t) της ροής Ricci-DeTurck,
ικανοποιούν τη ροή αρμονικής συνάρτησης ως προς τις μετρικές ḡ(t) και g̃.

Αποδεικνύουμε τώρα ότι η λύση της ροής Ricci καθορίζεται μοναδικά από
τα αρχικά δεδομένα. Έστω ḡ1, ḡ2 λύσεις της ροής Ricci στο M × [0, ε). Αν
(ϕ1)t, (ϕ2)t λύσεις της ροής αρμονικής συνάρτησης ως προς τις μετρικές
ḡ1, g̃ και ḡ2, g̃ αντίστοιχα, τότε υπολογίζοντας είναι άμεσο ότι οι μετρικές

g1(t) := ((ϕ1)t)∗ḡ1(t) και g2(t) := ((ϕ2)t)∗ḡ2(t)

είναι και οι δύο λύσεις της ροής Ricci-DeTurck. Επειδή g1(0) = g2(0) και η
ροή αυτή έχει μοναδική λύση, ισχύει g1(t) = g2(t) γιά όσο διάστημα διαρκούν
και οι δύο. Αλλά τότε οι (ϕ1)t, (ϕ2)t είναι και οι δύο λύσεις της σ.δ.ε.

∂

∂t
(ϕi)t(p) =W(t, (ϕi)t(p)) i = 1, 2

που προέρχεται από το ίδιο διανυσματικό πεδίο

W = −gpq(Γkpq − Γ̃kpq).

Συνεπώς, (ϕ1)t = (ϕ2)t για όσο διάστημα ορίζονται και οι δύο, κάτι που
σημαίνει ιδιαίτερα ότι

ḡ1(t) = (ϕ1)
∗
tg1(t) = (ϕ2)

∗
tg2(t) = ḡ2(t).

5.2 Η καμπυλότητα γίνεται μη φραγμένη
Στόχος στην ενότητα αυτή είναι να αποδειχθεί το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 5.2.1. Αν g0 είναι ομαλή μετρική σε μία συμπαγή πολλαπλότητα
Riemann M, η ροή Ricci με g(0) = g0 έχει μοναδική λύση για μέγιστο χρονικό
διάστημα [0,Τ), όπου T ≤ ∞. Αν T <∞, τότε

lim
t→T

(sup
x∈M

|Rm(x, t)|) = ∞.
Η ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης αποδείχθηκε στην αμέσως προη-

γούμενη παράγραφο. Μένει να δειχθεί ότι αν T <∞ (στην περίπτωση για την
οποία ενδιαφερόμαστε δηλαδή, σύμφωνα με το πόρισμα (3.2.1)), η καμπυλό-
τητα απειρίζεται. Για την απόδειξη, θα υποθέσουμε οτι |Rm| ≤ K για κάποια
σταθερά Κ και θα δείξουμε πως τότε η μετρική g(t) συγκλίνει ομαλά σε μία
ομαλή μετρική g(T). Αν ισχύει κάτι τέτοιο, από το θεώρημα (4.1.1), με αρχική
μετρική την g(T), μπορούμε να επεκτείνουμε τη λύση πέρα από το χρόνο Τ γε-
γονός που αντιβαίνει στην υπόθεση ότι η Τ είναι ο μέγιστος χρόνος ύπαρξης
της λύσης.

5.2.1 Ύπαρξη και συνέχεια οριακής μετρικής
Ένα βασικό στοιχείο της απόδειξης είναι το ακόλουθο θεώρημα και το πό-

ρισμά του σύμφωνα με τα οποία η οριακή μετρική στην οποία αναφερθήκαμε
υπάρχει και είναι συνεχής.



84 Το θεώρημα του Hamilton

Λέμε πως μία οικογένεια από μετρικές g(t), t ∈ [0, T) είναι ομοιόμορφα
ισοδύναμες με την αρχική μετρική g(0), αν υπάρχει σταθερά C < ∞ ώστε
1
C
g(x, 0) ≤ g(x, t) ≤ Cg(x, 0) για κάθε x ∈M και t ∈ [0, T).

Θεώρημα 5.2.2. ΈστωΜ κλειστή πολλαπλότητα και g(t) ομαλή μετρική στη
Μ, εξαρτώμενη από το χρόνο, που ορίζεται στο διάστημα [0,Τ). Αν υπάρχει
σταθερά C <∞ τέτοια, ώστε∫T

0

|
∂

∂t
g(x, t)|g(t)dt < C (5.8)

για όλα τα x ∈M, τότε οι μετρικές g(t) συγκλίνουν ομοιόμορφα καθώς t→ T

σε μία συνεχή μετρική g(T) με

e−Cg(x, 0) ≤ g(x, T) ≤ eCg(x, 0).

Άρα η g(T) είναι ομοιόμορφα ισοδύναμη με την g(0).

Απόδειξη. Έστω x ∈M, t0 ∈ [0, T), V ∈ TxM. Τότε

|log(
g(x,t0)(V,V)

g(x,0)(V,V)
)| = |

∫t0
0

∂

∂t
[logg(x,t)(V,V)]dt|

= |

∫t0
0

∂
∂t
g(x,t)(V,V)

g(x,t)(V,V)
dt|

≤
∫t0
0

|
∂

∂t
g(x,t)(

V

|V |g(t)
,

V

|V |g(t)
)|dt

≤
∫t0
0

|
∂

∂t
g(x, t)|g(t)dt

≤ C,

αφού |A(U,U)| ≤ |A|g για κάθε 2-τανυστή Α και μοναδιαίο διάνυσμα U. Θεω-
ρώντας τώρα το exp και στα δύο μέλη, έχουμε

e−Cg(x,0)(V,V) ≤ g(x,t0)(V,V) ≤ e
Cg(x,0)(V,V),

για κάθε V. Έτσι
e−Cg(x, 0) ≤ g(x, t0) ≤ eCg(x, 0) (5.9)

και κατά συνέπεια οι μετρικές g(t) είναι ομοιόμορφα ισοδύναμες. Άρα∫T
0

|
∂

∂t
g(x, t)|g(0)dt ≤ C ′ (5.10)

για κάποιο C ′ > 0. Τονίζουμε εδώ τη διαφορά από την (4.8): Η νόρμα που
θεωρούμε εδώ είναι ως προς τη σταθερή μετρική g(0) και όχι την g(t).

Ορίζουμε τώρα

g(x, T) = g(x, 0) +

∫T
0

∂

∂t
g(x, t)dt.
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Το ολοκλήρωμα υπάρχει καθώς οι μετρικές είναι ομαλές και η προς ολοκλή-
ρωση ποσότητα είναι απόλυτα ολοκληρώσιμη ως προς τη νόρμα που επάγε-
ται από τη g(0) όπως προκύπτει από την (4.10). Τώρα,

|g(x, t) − g(x, T)|g(0) ≤
∫T
t

|
∂

∂t
g(x, t)|g(0)dt→ 0

καθώς t → T για κάθε x ∈ M. Επειδή η Μ είναι συμπαγής, η σύγκλιση είναι
ομοιόμορφη. Έτσι g(t) → g(T) ομοιόμορφα, με αποτέλεσμα η g(T) να είναι
συνεχής. Θεωρώντας τα όρια στην (4.9), μπορούμε να δείξουμε ότι

e−Cg(x, 0) ≤ g(x, T) ≤ eCg(x, 0),

και συνεπώς η g(T) είναι θετικά ορισμένη. Άρα οι μετρικές g(t) συγκλίνουν
ομοιόμορφα σε μία συνεχή μετρική Riemann g(T) η οποία είναι ομοιόμορφα
ισοδύναμη με τη g(0).

Πόρισμα 5.2.1. Έστω (M,g(t)) λύση της ροής Ricci σε μία κλειστή πολλα-
πλότητα. Αν η |Rm|g είναι φραγμένη στο [0,Τ), όπου T < ∞, τότε η g(t) συ-
γκλίνει ομοιόμορφα, καθώς t→ T , σε μία συνεχή μετρική g(T) η οποία είναι
ομοιόμορφα ισοδύναμη με τη g(0).
Απόδειξη. Κάθε φράγμα στην |Rm|g επάγει ένα φράγμα στην |Rc|g και κατά
συνέπεια στην | ∂

∂t
g|g, μέσω της ροής Ricci. Το ολοκλήρωμα στην (5.8) τότε,

είναι ολοκλήρωμα μίας φραγμένης ποσότητας πάνω από ένα πεπερασμένο
διάστημα και συνεπώς είναι φραγμένο. Από το προηγούμενο θεώρημα, έχουμε
το ζητούμενο.

Δείξαμε λοιπόν την ύπαρξη οριακής μετρικής g(T) η οποία είναι συνε-
χής. Για να εφαρμοστεί το θεώρημα (5.1.1) πρέπει να δείξουμε πως είναι
και ομαλή και για να γίνει αυτό πρέπει να ελέγξουμε πως οι παράγωγοι
της g(t),ως προς τυχαίες συντεταγμένες, κοντά στο χρόνο Τ, δεν απειρί-
ζονται. Ψαχνουμε λοιπόν για κάποια φράγματα στις ποσότητες αυτές. Το
πρώτο βήμα στην εύρεση κατάλληλων τέτοιων φραγμάτων είναι να βρούμε
αντίστοιχα φράγματα για τις παραγώγους της καμπυλότητας. Αυτό θα γίνει
μέσω των εκτιμήσεων Bernstein-Bando-Shi (BBS), οι οποίες δίνουν φράγματα
για τις παραγώγους όταν γνωρίζουμε αντίστοιχα για την ίδια την καμπυλό-
τητα.

5.2.2 Ομαλότητα Οριακής Μετρικής
Εκτιμήσεις Bernstein-Bando-Shi

Θέλουμε να δείξουμε το παρακάτω.
Θεώρημα 5.2.3. Έστω (Μ,g(t)) λύση της ροήςRicci σε μία κλειστή n-πολλαπλότητα.
Τότε για κάθε α>0 καιm ∈ N υπάρχει σταθερά Cm που εξαρτάται μόνο από
τα m,n και max{α, 1}, ώστε αν

|Rm(x, t)|g(t) ≤ K για κάθε t ∈ [0,
α

K
],

τότε
|∇mRm(x, t)|g(t) ≤

CmK

tm/2
για κάθε t ∈ (0,

α

K
].
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Για να αποφύγουμε οι εκφράσεις που θα προκύψουν στη συνέχεια, να
γίνουν εξαιρετικά πολύπλοκες, υιοθετούμε την παρακάτω σύμβαση ως προς
το συμβολισμό: Θα συμβολίζουμε με

A ⋆ B,

όπου Α,Β τανυστές σε μία πολλαπλότητα Riemann, οποιαδήποτε ποσότητα
προέρχεται από τους Α, Β μέσω μίας εκ των παρακάτω πράξεων:

1. Άθροιση ως προς ζεύγη αντίστοιχων άνω και κάτω δεικτών,

2. συστολή ως προς τη μετρική (σε ζεύγος άνω ή κάτω δεικτών),

3. πολλαπλασιασμό με σταθερές που εξαρτώνται μόνο από το n (τη διά-
σταση της πολλαπλότητας) και τους βαθμούς των Α,Β.

Για παράδειγμα η (2.21) σύμφωνα με τα παραπάνω γράφεται

∂tRm = ∆Rm+ Rm∗2, (5.11)

όπου για οποιοδήποτε τανυστή Α

A∗k = A ⋆A · · · ⋆A

κ-φορές.
Δίνουμε τώρα μερικά αποτελέσματα που θα χρειαστούν στην απόδειξη

του θεωρήματος (4.2.3).

Λήμμα 5.2.1. Αν ο τανυστής A ικανοποιεί την

∂

∂t
A = ∆A+ F,

κατά τη διάρκεια της ροής Ricci (όπου F τανυστής ίδιου τύπου με τον Α),
τότε το τετράγωνο της νόρμας του ικανοποιεί την

∂

∂t
|A|2 = ∆|A|2 − 2|∇A|2 + F ⋆A+ Rc ⋆A∗2.

Απόδειξη. Γράφουμε gt για τη μετρική τη χρονική στιγμή t.

∂

∂t
gt(A,A) = 2gt(

∂

∂t
A,A) +

∂gt

∂t
(A,A)

= 2gt(∆A+ F,A) + Rc ⋆A∗2

= ∆|A|2 − 2|∇A|2 + F ⋆A+ Rc ⋆A∗2,

όπου ο τελευταίος όρος στη δεύτερη γραμμή προέρχεται από την παράγωγο
της μετρικής (η οποία είναι -2Rc για τη ροή Ricci) ενώ έχουμε χρησιμοποιήσει
και την ταυτότητα

∆|A|2 = 2⟨∆A,A⟩+ 2|∇A|2.
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Λήμμα 5.2.2. Αν ο τανυστής A ικανοποιεί την

∂

∂t
A = ∆A+ F,

κατά τη διάρκεια της ροής Ricci (όπου F τανυστής ίδιου τύπου με τον Α),
τότε η συναλλοίωτη παράγωγός του ικανοποιεί την

∂

∂t
∇A = ∆(∇A) +∇F+ Rm ⋆∇A+∇Rc ⋆A.

Απόδειξη. Από την πρόταση (1.4.2) έχουμε ότι η ∇A είναι της μορφής

∇A = ∂A+ f(Γ,A),

όπου f(Γ,Α) είναι έκφραση της μορφής Γ ⋆A, που εξαρτάται από τον τύπο του
τανυστή Α. Επιπλέον, από τη (2.17), έχουμε

∂tΓ = (g−1) ⋆∇Rc.

Έπεται ότι

∂t∇A = ∂t∂A+ ∂tf(Γ,A)

= ∂∂tA+ f(∂tΓ,A) + f(Γ, ∂tA)

= ∇(∂tA) + f(g
−1 ⋆∇Rc,A) (αφου ∂tA είναι ίδιου τύπου τανυστής με τον Α )

= ∇(∆A+ F) +∇Rc ⋆A
= (∆∇A+ Rm ⋆∇A+∇Rc ⋆A) +∇F+∇Rc ⋆A
= ∆∇A+∇F+ Rm ⋆∇A+∇Rc ⋆A.

Χρησιμοποιήσαμε τον τύπο

∇∆A− ∆∇A = Rm ⋆∇A+∇Rc ⋆A.

Από την (4.12) τώρα, και τα παραπάνω λήμματα μπορούμε να υπολογί-
σουμε τις εξισώσεις που περιγράφουν την εξέλιξη των παραγώγων της καπ-
μυλότητας.

Λήμμα 5.2.3.

∂

∂t
∇kRm = ∆∇kRm+

k∑
j=0

∇jRm ⋆∇k−jRm. (5.12)

Απόδειξη. Το λήμμα αποδεικνύεται με επαγωγή. Η (4.12) μας δίνει τη βάση
της επαγωγής (κ=0). Υποθέτουμε την ισχύ του λήμματος για ένα δοθέν κ και
εφαρμόζουμε το λήμμα (4.2.2) με A = ∇kRm και

F =

k∑
j=0

∇jRm ⋆∇k−jRm.
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Τότε
∂

∂t
∇∇kRm = ∆(∇∇kRm) +∇F+ Rm ⋆∇(∇kRm) +∇Rc ⋆∇kRm.

Είναι προφανές πως οι όροι στο δεξιό μέλος της ισότητας αυτής (εκτός τη
Λαπλασιανής) είναι της μορφής ∇iRm ⋆∇jRm, όπου i+j=k+1. Έτσι

∂

∂t
∇k+1Rm = ∆∇k+1Rm+

k+1∑
j=0

∇jRm ⋆∇k+1−jRm

ολοκληρώνοντας το επαγωγικό βήμα.

Λήμμα 5.2.4. Το τετράγωνο της νόρμας της κ-οστης συναλλοίωτης παρα-
γώγου του τανυστή καμπυλότητας Riemann ικανοποιεί την

∂

∂t
|∇kRm|2 = ∆|∇kRm|2−2|∇k+1Rm|2+

k∑
j=0

∇jRm⋆∇k−jRm⋆∇kRm. (5.13)

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το λήμμα (4.2.1) με A = ∇kRm και

F =

k∑
j=0

∇jRm ⋆∇k−jRm,

από το αποτέλεσμα του προηγούμενου λήμματος. Τότε

∂

∂t
|∇kRm|2 = ∆|∇kRm|2 − 2|∇k+1Rm|2 + F ⋆∇kRm+ Rc ⋆ (∇kRm)∗2.

Προφανώς οι όροι στο δεξιό μέλος της ισότητας αυτής (εκτός τη Λαπλασια-
νής) είναι της μορφής∇iRm⋆∇jRm⋆∇kRm, όπου i+j=k και συνεπώς έχουμε
το ζητούμενο.

Εφαρμόζουμε τώρα την κατάλληλη αρχή μεγίστου στις εξισώσεις που
προέκυψαν στα παραπάνω λήμματα με στόχο να βρούμε φράγματα στις πα-
ραγώγους της καμπυλότητας. Τα φράγματα αυτά θα προκύψουν έχοντας
υποθέσει πως η ίδια η καμπυλότητα είναι φραγμένη από κάποια σταθερά
Κ, |Rm| < K. Υπάρχουν δύο προβλήματα στην πρασπάθεια να εφαρμόσουμε
την αρχή του μεγίστου στην (4.13): Κατ’αρχάς δεν μπορούμε να εξασφαλί-
σουμε αρχικές συνθήκες στις παραγώγους της καμπυλότητας αν το μόνο
που έχουμε στη διάθεσή μας είναι κάποια φράγματα στην ίδια την καμπυλό-
τητα και δεύτερον υπάρχουν όροι (οι όροι της άθροισης) τους οποίους δεν
γνωρίζουμε πως να ελέγξουμε.

Το πρώτο θα το ξεπεράσουμε βρίσκοντας χρονικά εξαρτώμενα άνωφράγ-
ματα στις παραγώγους τα οποία αποκλίνουν στο t=0 (και συνεπώς δίνουν
χρήσιμα αποτελέσματα μόνο μετά από αυτή τη χρονική στιγμή), ενώ θα δούμε
πως να ξεπεράσουμε το δεύτερο στη διάρκεια της απόδειξης.

Απόδειξη. (θεωρήματος 4.2.3) Χρησιμοποιούμε επαγωγή στο m. Για m=0 το
αποτέλεσμα ισχύει από την υπόθεση με C0 = 1. Ας υποθέσουμε ότι ισχύει
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και για όλα τα p ≤ m− 1. Το αποτέλεσμα του λήμματος (4.2.4) μας λέει ότι

∂

∂t
|∇mRm|2 = ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 +

m∑
j=0

∇jRm ⋆∇m−jRm ⋆∇mRm

≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 +

m∑
j=0

cmj|∇jRm| ⋆ |∇m−jRm| ⋆ |∇mRm|

≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 + (

m−1∑
j=1

cmj

Cj

tj/2
Cm−j

t(m−j)/2
)K2|∇mRm|

+ (cm0 + cmm)K|∇mRm|2

≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 + C
′

mK|∇mRm|2 +
C

′′

m

tm/2
K2|∇mRm|,

για t ∈ (0, α
K
], όπου C ′

m, C
′′

m σταθερές που εξαρτώνται μόνο από τα m και n.
Χρησιμοποιήσαμε την επαγωγική υπόθεση για να μεταβούμε από τη δεύτερη
στην τρίτη γραμμή. Συμπληρώνοντας το τετράγωνο (ως προς τη μεταβλητή
|∇mRm|) στο δεξιό μέλος και χρησιμοποιώντας την ταυτότηα (a + b)2/2 ≤
a2 + b2 παίρνουμε

∂

∂t
|∇mRm|2 ≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 + C̄mK(|∇mRm|2 +

K2

tm
) (5.14)

για κάποια σταθερά C̄m.
Για να βρούμε το επιθυμητό φράγμα λοιπόν πρέπει να βρούμε ένα άνω

φράγμα για την tm|∇mRm|2. Η ποσότητα αυτή έχει προφανώς ένα άνωφράγμα
για t=0 αφού ισούται με 0. Για να εφαρμόσουμε λοιπόν την αρχή μεγίστου και
να βρούμε το φράγμα που θέλουμε αρκεί να δείξουμε πως οι όροι στο δεξιό
μέλος την κάνουν να φθίνει με την πάροδο του χρόνου. Το πρόβλημα που
προκύπτει εδώ είναι ότι η ποσότητα αυτή ικανοποιεί την ανισότητα

∂

∂t
tm|∇mRm|2 ≤ ∆(tm|∇mRm|2) − 2tm|∇m+1Rm|2+ (5.15)

+ (C̄mKt+m)tm−1|∇mRm|2 + C̄mK
3 (5.16)

και οι όροι στην (4.16) είναι μη αρνητικοί. Αυτό είναι το δεύτερο πρόβλημα
στο οποίο αναφερθήκαμε παραπάνω.

Για να διορθώθεί θα χρησιμοποιήσουμε τον όρο−2|∇k+1Rm|2 από το λήμμα
(4.2.4). Προσθέτοντας την κατάλληλη ποσότητα από την tm−1|∇m−1Rm|2

(η οποία γνωρίζουμε από τη επαγωγική υπόθεση πως είναι φραγμένη) μπο-
ρούμε να διαγράψουμε τους ”κακούς” όρους της tm|∇mRm|2. Κάνοντας κάτι
τέτοιο, νέοι ”κακοί” όροι θα εισαχθούν και γι’ αυτό θα πρέπει να προσθέσουμε
την κατάλληλη ποσότητα από την επόμενη παράγωγο κ.ο.κ. Ορίζουμε λοιπόν

G = tm|∇mRm|2 +

m−1∑
j=0

amjt
j|∇jRm|2,

όπου οι συντελεστές amj θα καθοριστούν σε λίγο με τέτοιο τρόποι ώστε όλοι
οι όροι να αναιρούνται.
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Από την ανισότητα (4.15) προκύπτει

∂

∂t
G ≤∆G+ (C̄mKt+m)tm−1|∇mRm|2 + C̄mK

3

+

m−1∑
j=0

amj[−2t
j|∇j+1Rm|2 + (C̄jKt+ j)t

j−1|∇jRm|2 + C̄jK
3].

Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχουν αριθμοί Dj εξαρτώμενοι μόνο από τα
j,n για 1 ≤ j ≤ m− 1 , ώστε

C̄jKt
j|∇jRm|2 + C̄jK

3 ≤ DjK
3,

για όλα τα t ∈ (0, a
K
]. Συνεπώς

∂

∂t
G ≤ ∆G+ (C̄mKt+m)tm−1|∇mRm|2 + C̄mK

3

+

m−1∑
j=0

amj[−2t
j|∇j+1Rm|2 + jtj−1|∇jRm|2 +DjK

3]

= ∆G+ (C̄mKt+m− 2am,m−1)t
m−1|∇mRm|2

+

m−1∑
j=0

[jamj − 2am,j−1]t
j−1|∇jRm|2

+ C̄mK
3 +

m−1∑
j=0

amjDjK
3.

Επιλέγουμε τώρα τα amj ώστε να αναιρέσουμε τους ανεπιθύμητους όρους:
επιλέγουμε am,m−1 ώστε

0 = C̄ma+m− 2am,m−1 ≥ C̄mKt+m− 2am,m−1,

όπου η ανισότητα οφείλεται στο γεγονός ότι δουλεύουμε στο διάστημα (0,a/K].
Ορίζουμε επίσης am,m−2, am,m−3, . . . , am0 με τη σειρά αυτή, θέτοντας σε
κάθε βήμα

jamj − 2am,j−1 = 0.

Αν ορίσουμε τώρα

Bm := C̄m +

m−1∑
j=0

amjDj,

τότε μπορούμε να γράψουμε

∂

∂t
G ≤ ∆G+ BmK

3.

Στο δεξί μέλος τώρα έχουμε μία σταθερά η οποία στη χειρότερη περίπτωση
δίνει γραμμική αύξηση. Εφόσον G = am0|Rm|2 ≤ am0K

2 στο t=0, από την
αρχή μεγίστου για βαθμωτές συναρτήσεις προκύπτει

G ≤ am0K
2 + BmK

3 ≤ (am0 + Bma)K
2 := C2

mK
2
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για t ∈ (0, a
K
], όπου Cm είναι σταθερά που εξαρτάται μόνο από τα m, n και

max{a,1}. Άρα

|∇mRm|2 ≤
√
G

tm
≤ CmK

tm/2

για t ∈ (0, a
K
] όπως ζητούσαμε.

Το γεγονός ότι οι εκτιμήσεις αυτές δεν μας δίνουν πληροφορία για t=0
δεν αποτελεί πρόβλημα αφού ενδιαφερόμαστε για εκτιμήσεις των παραγώ-
γων κοντά στη χρονική στιγμή t=T. Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θε-
ώρημα (4.2.3) και να βρούμε τέτοιες εκτιμήσεις θεωρώντας τη ροή Ricci να
ξεκινάει στο χρόνο t=T. Με αυτό τον τρόπο προκύπτει το ακόλουθο.

Πόρισμα 5.2.2. (θεωρήματος 4.2.3) Έστω (Μ,g(t)) λύση της ροής Ricci σε
μία συμπαγή n-πολλαπλότητα. Αν υπάρχουν β,Κ>0, ώστε

|Rm(x, t)|g(t) ≤ K για κάθε t ∈ [0, T ],

όπου Τ> β/Κ, τότε για κάθεm ∈ N υπάρχει σταθερά Bm που εξαρτάται μόνο
από τα m, n και min{β, 1}, ώστε

|∇mRm(x, t)|g(t) ≤ BmK
1+m

2

για κάθε x ∈M και t ∈ [min{β,1}

K
, T ].

Απόδειξη. Έστω β1 = min{β, 1}. Για t0 ∈ [β1

K
, T ] θεωρούμε τη ροή Ricci να

ξεκινάει τη χρονική στιγμή T0 = t0 − β1/K. Από το θεώρημα (4.2.3) τότε, για
τη ροή αυτή, προκύπτει

|∇mRm| ≤ CmK

(t− T0)m/2
,

όπου Cm = Cm(m,n,min{β, 1}). Έτσι για t = t0, έχουμε

|∇mRm| ≤ CmK

(β1/K)m/2
=
Cm

βm
1

K1+m/2

και το αποτέλεσμα έπεται.

Φράγματα στις Παραγώγους της Μετρικής και Ομαλότητα

Χρησιμοποιώντας το παραπάνω φράγμα των παραγώγων της καμπυλό-
τητας κοντά στο χρόνο t=T, μπορούμε να εξάγουμε τα ζητούμενα φράγματα
των παραγώγων της μετρικής κοντά σε αυτή τη χρονική στιγμή.

Πρόταση 5.2.1. Έστω (Μ,g(t)) λύση της ροήςRicci σε μία συμπαγή n-πολλαπλότητα
με σταθερή μετρική ḡ, και συνοχή ∇̄. Αν υπάρχει Κ>0, ώστε

|Rm(x, t)|g ≤ K για κάθε x ∈M, t ∈ [0, T),

τότε για κάθεm ∈ N υπάρχει σταθερά Cm που εξαρτάται μόνο από τα m, n,
K, T και g0, ώστε

|∇̄mg(x, t)|ḡ ≤ Cm

για κάθε x ∈M και t ∈ [0, T).
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Απόδειξη. Εφόσον η Μ είναι συμπαγής υπάρχει πεπερασμένος άτλας που
την καλύπτει και στον οποίο έχουμε ομοιόμορφες εκτιμήσεις για τις παρα-
γώγους των τοπικών χαρτών. Στο εξής λοιπόν σταθεροποιούμε ένα χάρτη σε
αυτόν: ϕ : U → Rn . Αφού οι ḡ και ∇̄ είναι σταθεροποιημένες, αρκεί να δεί-
ξουμε ότι για κάθεm ∈ N οι συνήθεις παράγωγοι της g τάξης m ικανοποιούν
μία εκτίμηση

|∂mg(x, t)| ≤ Cm για κάθε x ∈M και t ∈ [0, T),

όπου η νόρμα | · | ≡ | · |δ, λαμβάνεται ως προς την Ευκλείδεια μετρική δ στο
U και η Cm εξαρτάται μόνο από τα m, n, K, T και g0. Υιοθετώντας αυτή την
οπτική θα θεωρούμε ιδιαίτερα το Γ ως τανυστή στοU, δηλαδή ως τη διαφορά
της συνοχής Riemann της g και της σταθερής συνοχής στο U. Η απόδειξη
τώρα προχωράει με επαγωγή στο m.

Στις εκτιμήσεις που ακολουθούν η C θα είναι σταθερά η οποία θα αλ-
λάζει τιμή από τη μία ανισότητα στην άλλη αλλά σε κάθε περίπτωση θα
εξαρτάται μόνο από τα m, n, K, T και g0. Επιλέγουμε β = β(K, T) ώστε
0 < β < min{KT, 1}. Από την (4.9) και το πόρισμα (4.2.1) προκύπτει

e−2KTg(x, 0) ≤ g(x, t) ≤ e2KTg(x, 0) (5.17)

για κάθε x ∈ M και t ∈ [0, T ], όπου Κ τέτοιο ώστε |Rc| ≤ K. Έχουμε δηλαδή
ομοιόμορφα άνω και κάτω κατά σημείο φράγματα για τις μετρικές g(t) στο
διάστημα [0,Τ). Για να υπολογίσουμε τις πρώτες παραγώγους της μετρικής
γράφουμε αρχικά

∂

∂t
(
∂

∂xi
gjk) =

∂

∂xi
(
∂

∂t
gjk) = −2

∂

∂xi
Rjk

= −2(∇iRjk + Γ lijRlk + Γ likRjl).

Εφόσον από την υπόθεση ισχύει |Rm(x, t)|g ≤ K, έπεται ότι

|
∂

∂t
∂g| = 2|∂Rc| ≤ |∇Rc|+ CK|Γ |. (5.18)

Όμως
∂

∂t
Γkij = −gkl(∇iRjl +∇jRil −∇lRij),

οπότε
|
∂

∂t
Γ | ≤ C|∇Rc|,

αφού φράγματα στη g επάγουν φράγματα στην g−1. Από το πόρισμα (4.2.2)
υπάρχει Β=Β(m,n,K,β) ώστε

|∇Rc| ≤ B ∀t ∈ (β/K, T).

Εφόσον η |Γ| είναι φραγμένη στο [0,β/Κ] από κάποιο A = A(K,β, g0) βλέ-
πουμε ότι

|Γ(x, t)| ≤ A+ BC(T − β/K) ≤ C, (5.19)
για κάθε x ∈ M και t ∈ [0, T). Επειδή τώρα η |∇Rc| είναι φραγμένη και στο
[0, β/K] από κάποιο D = D(K,β, g0), από την (4.18) έχουμε

|∂g| ≤ |∂g0|+ CD
β

K
+ (2B+ C)(T −

β

K
) ≤ C.
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Για το επαγωγικό βήμα τώρα, έστω a = (a1, . . . , ar) πολυδείκτης με |a|=m.
Εφόσον

∂

∂t
(
∂|a|

∂xa
gij) = −2(

∂|a|

∂xa
Rij),

αρκεί να βρούμε ένα φράγμα για την |∂|a|Rc|. Στην περίπτωση m=2 μπορούμε
να υπολογίσουμε αναλυτικά:

∂i∂jRkl = ∂i(∇jRkl) + ∂i(Γ
p
jkRpl + Γ

p
jlRkp)

= ∇i∇jRkl +∇∇i∂j
Rkl + Γ

p
ik∇jRpl + Γ

p
il∇jRkp

+ (∂iΓ
p
jk)Rpl + (∂iΓ

p
jl)Rkp) + (∂iRpl)Γ

p
jk + (∂iRkp)Γ

p
jl

= ∇i∇jRkl + Γ
p
ij∇pRkl + Γ

p
ik∇jRpl + Γ

p
il∇jRkp

+ Γpjk(∇iRpl + Γ
q
ipRql + Γ

q
ilRpq) + Γ

p
jl(∇iRkp + ΓqikRqp + ΓqipRkq)

+ (∂iΓ
p
jk)Rpl + (∂iΓ

p
jl)Rkp

= ∇i∇jRkl

+ Γpij∇pRkl + Γ
p
ik∇jRpl + Γ

p
il∇jRkp + Γpjk∇iRpl + Γ

p
jl∇iRkp

+ ΓqipΓ
p
jlRkq + ΓqipΓ

p
jkRql + Γ

q
ilΓ

p
jkRpq + ΓqikΓ

p
jlRpq

+ (∂iΓ
p
jk)Rpl + (∂iΓ

p
jl)Rkp.

Γενικεύοντας, μπορούμε να δούμε ότι ισχύει

|∂mRc| ≤
m∑
i=0

ci|Γ
i||∇m−iRc|+

m−1∑
i=1

c
′

i |∂
iΓ ||∂m−1−iRc|, (5.20)

όπου οι σταθερές ci, c
′

i εξαρτώντα μόνο από τα m και n. Εφαρμόζοντας τώρα
το πόρισμα (4.2.2), από την (4.19) βλέπουμε ότι

m∑
i=0

ci|Γ
i||∇m−iRc| ≤ C sup

0≤t≤β/K

[

m∑
i=0

|∇m−iRc|] + C

m∑
i=0

cm−iK
1+m−i

2 ≤ C.

Από την επαγωγική υπόθεση μπορούμε να υποθέσουμε ότι έχουμε εκτιμήσει
την ποσότητα |∂t∂

pg| και συνεπώς και την |∂pRc|, για κάθε 0 ≤ p < m − 1.
Από την (4.20), αυτό σημαίνει ιδιαίτερα πως έχουμε βρει φράγμα για την |∂iΓ |
για όλα τα 1 ≤ i ≤ m − 2. Για να ολοκληρωθεί λοιπόν η απόδειξη πρέπει να
βρούμε μία εκτίμηση για την ποσότητα |∂m−1Γ |. Έχουμε

∂

∂t
(

∂m−1

∂xp1 · · ·∂xpm−1
Γkij) =

∂m−1

∂xp1 · · ·∂xpm−1
(∂tΓ

k
ij)

=
∂m−1

∂xp1 · · ·∂xpm−1
[gkl(−∇iRjl −∇jRil +∇lRij)].
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Άρα από την επαγωγική υπόθεση και την (4.17),

|
∂

∂t
∂m−1Γ | ≤ C

m−1∑
i=0

|∂m−1−i(g−1)||∂i∇Rc|

≤ C
m−1∑
i=0

|∂m−1−ig||∂i∇Rc|

≤ C
m−1∑
i=0

|∂i∇Rc|. (5.21)

(Χρησιμοποιήσαμε και πάλι το γεγονός ότι φράγματα στην g και τις παραγώ-
γους της επάγουνφράγματα στις παραγώγους της g−1 μέσω της ταυτότητας
∂ig

jk = −gjpgkq∂igpq).
Με τον ίδιο τρόπο που προέκυψε η (4.20) αλλα με ∇Rc στη θέση του Rc

προκύπτει

|∂i∇Rc| ≤
i∑

j=0

c̄j|Γ
j||∇i+1−jRc|+

i−1∑
j=1

c̄
′

j |∂
jΓ ||∂i−jRc|,

όπου οι σταθερές c̄j, c̄
′

j εξαρτώνται από τα p και n. Εφαρμόζοντας την εκτί-
μηση αυτή στην (4.21) έχουμε

|
∂

∂t
∂m−1Γ | ≤ C

m−1∑
i=0

(

i∑
j=0

|Γ j||∇i+1−jRc|+

i−1∑
j=1

|∂jΓ ||∂i−jRc|),

όπου για όλους τους όρους στο δεξί μέλος έχουμε βρει φράγματα. Συνεπώς

|
∂

∂t
∂m−1Γ | ≤ C

και άρα
|∂m−1Γ | ≤ C+ CT.

Εξετάζοντας την παραπάνω απόδειξη, είναι άμεσο πως έχουμε δείξει και
το ακόλουθο.

Πόρισμα 5.2.3. Έστω (Μ,g(t)) λύση της ροήςRicci σε μία συμπαγή n-πολλαπλότητα
με σταθερή μετρική ḡ, και συνοχή ∇̄. Αν υπάρχει Κ>0, ώστε

|Rm(x, t)|g ≤ K για κάθε x ∈M, t ∈ [0, T),

τότε για κάθεm ∈ N υπάρχει σταθερά C ′

m που εξαρτάται μόνο από τα m, n,
K, T και g0 και τα (ḡ, ∇̄) ώστε

|∇̄mRc(x, t)|ḡ ≤ C
′

m

για κάθε x ∈M και t ∈ [0, T).

Μπορούμε τώρα να δείξουμε πως η μετρική του πορίσματος (5.1.2) είναι
ομαλή.
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Πόρισμα 5.2.4. Ημετρική του πορίσματος (5.1.2) είναι ομαλή και οι μετρικές
g(t) συγκλίνουν ομοιόμορφα σε κάθε Ck-νόρμα στην g(T) καθώς t→ T .

Απόδειξη. Για να δείξουμε ότι η μετρική είναι ομαλή πρέπει να θεωρήσουμε
τις παραγώγους τις ως προς κάποιο τυχαίο σύστημα συντεταγμένων. Έστω
λοιπόν U ⊂M το πεδίο ορισμού τυχαίου χάρτη της Μ. Από την εξίσωση της
ροής Ricci προκύπτει ότι

gij(x, T) = gij(x, t) − 2

∫T
t

Rij(x, τ)dτ,

για κάθε t ∈ [0, T).
Αν α είναι πολυδείκτης, από την πρόταση (4.2.1) και το πόρισμα (4.2.3), οι

ποσότητες ∂|α|

∂xαgij και ∂|α|

∂xαRij είναι ομοιόμορφα φραγμένες στο U× [0, T) και
συνεπώς μπορούμε να μεταφέρουμε την παράγωγο μέσα στο ολοκλήρωμα:

∂|α|

∂xα
gij(x, T) = (

∂|α|

∂xα
gij)(x, t) − 2

∫T
t

(
∂|α|

∂xα
Rij)(x, τ)dτ, (5.22)

για κάθε x ∈ U. Ιδιαίτερα το αριστερό μέλος της παραπάνω εξίσωσης υπάρ-
χει για κάθε α, άρα η g(T) είναι ομαλή.

Θα δείξουμε τώρα ότι η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη σε κάθε Cm-νόρμα
με την εξής έννοια: Μπορούμε να επιλέξουμε χάρτες που καλύπτουν τη Μ
τέτοιους, ώστε για κάθε πολυδείκτη α και κάθε ε>0 να υπάρχει δ>0, ώστε

|
∂|α|

∂xα
gij(x, T) −

∂|α|

∂xα
gij)(x, t)|g(x,T) < ε (5.23)

σε οποιονδήποτε από τους χάρτες αυτούς και για κάθε t ∈ [T − δ, T) και
x ∈ M. Επειδή η Μ είναι συμπαγής μπορούμε να επιλέξουμε πεπερασμένο
πλήθος χαρτών ώστε οι κλειστές μοναδιαίες μπάλες τους να καλύπτουν τη
Μ. Εφόσον αυτές είναι συμπαγείς, η Ευκλείδεια μετρική σε κάθε μία από
αυτές είναι ισοδύναμη με την g(T) και επειδή υπάρχουν μόνο πεπερασμένες η
Ευκλείδεια μετρική είναι ομοιόμορφα ισοδύναμη με την g(T). Αρκει λοιπόν να
δειχθεί ότι η (4.23) ισχύει ως προς την Ευκλείδεια αντί της μετρικής g(x,T),
σε κάθε σημείο x ∈M.

Από το πόρισμα (4.2.3), για κάθε ένα από τους χάρτες που επιλέξαμε,
υπάρχει C ′

m ώστε |∂mRc| ≤ C
′

M ως προς την Ευκλείδεια μετρική στο χάρτη
αυτό. Επιλέγουμε C, το μεγαλύτερο των C ′

m, όπου m=|a|. Τότε από την (4.22)

|
∂|α|

∂xα
gij(x, T) −

∂|α|

∂xα
gij)(x, t) = |2

∫T
t

(
∂|α|

∂xα
Rij)(x, τ)dτ|

≤ 2
∫T
t

|∂mRc(x, τ)|dτ

≤ 2C(T − t).

Έπεται λοιπόν πως για t → T ισχύει g(t) → g(T) ομοιόμορφα σε κάθε Cm-
νόρμα.

Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε το θεώρημα (4.2.1).
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Απόδειξη. (θεωρήματος 4.2.1) Υποθέτουμε προς απαγωγή σε άτοπο ότι η
|Rm(x, t)|g είναι άνω φραγμένη από τη σταθερά Κ. Από τα πορίσματα (4.2.1)
και (4.2.4), οι μετρικές g(t) συγκλίνουν ομοιόμορφα, σε κάθε Cm-νόρμα, σε
μία ομαλή μετρική g(T). Επειδή η g(t) είναι ομαλή, υπάρχει λύση της ροής
Ricci με αρχική μετρική την g(T). Έτσι η αντίστοιχη λύση με αρχική μετρική
g(0) = g0 μπορεί να επεκταθεί και μετά τη χρονική στιγμή t=T. Η επέκταση
αυτή είναι ομαλή αφού όλες οι παράγωγοι ως προς κάποιο χάρτη είναι συνε-
χείς στο t=T (λόγω της σύγκλισης της g(t) σε κάθε Cm-νόρμα). Έπεται τότε
πως όλες οι παράγωγοι (και ατές ως προς το χρόνο) είναι συνεχείς στο t=T
αφού η εξίσωση της ροής Ricci μας επιτρέπει να γράψουμε τις παραγώγους
ως προς το χρόνο, ποσοτήτων που εξαρτώνται από τη μετρική, με όρους πα-
ραγώγων ως προς συντεταγμένες οι οποίες όπως είδαμε είναι συνεχείς. Γι’
αυτό το λόγω η λύση μπορεί να επεκταθεί και συνεπώς η χρονική στιγμή Τ
δεν μπορεί να είναι η μέγιστη. Έχουμε λοιπόν αντίφαση και άρα η αρχική
υπόθεση ότι |Rm(x, t)|g ≤ K πρέπει να είναι λανθασμένη.

Πόρισμα 5.2.5. Με τα δεδομένα όπως στο θεώρημα (4.2.1), για n=3,

lim
t→T

sup
x∈M3

|Rc(x, t)| = ∞.
Απόδειξη. Από την (3.12) έπεται ότι υπάρχει σταθερά C ώστε |Rm| ≤ C|Rc|.
Το ζητούμενο έπεται άμεσα.

5.3 Οι Καμπυλότητες Διατομής Συγκλίνουν
Στο θεώρημα (4.2.6) είδαμε πως η i∗Rm : Λ2V × Λ2V → R ικανοποιεί τη

μδε
∂

∂t
(i∗Rm) = ∆Di

∗Rm+ i∗Rm2 + i∗Rm♯.

Θεωρώντας τον θετικά ορισμένο (σύμφωνα με το πόρισμα (4.2.3)), συμμε-
τρικό πίνακα M που αντιστοιχεί σε αυτήν, από όσα είδαμε στην προηγούμενη
ενότητα, η αντίστοιχη σδε είναι

d

dt
M =M2 +M♯, (5.24)

με
M2

(ij)(kl) = g
prgqsRijpqRrskl (5.25)

και
M

♯
(ij)(kl) = C

(pq)(rs)
(ij) C

(uv)(wx)
(kl) RpquvRrswx (5.26)

Θέλουμε να μελετήσουμε την εξίσωση αυτή στην περίπτωση μίας 3- πολ-
λαπλότητας. Πριν από αυτό ας πούμε μερικά πράγματα για τις συμβάσεις
που θα ακολουθήσουμε ως προς τις οποίες υπάρχει μεγάλη ποικιλία στη βι-
βλιογραφία και που αποσαφηνίζονται στο βιβλίο του Topping. Το εσωτερικό
γινόμενο στην Λ2TM που θα χρησιμοποιήσουμε δεν είναι αυτό του ορισμού
(1.3.5) (ας το ονομάσουμε < ·, · >1), ως προς το οποίο αν (ei) ορθοκανο-
νική βάση του TxM, τότε ⟨ei ∧ ej, ei ∧ ej⟩1 = 1. Αντίθετα θα χρησιμοποι-
ήσουμε το εσωτερικό γινόμενο για το οποίο έχουμε ⟨ei ⊗ ej, ei ⊗ ej⟩ = 1

(έστω < ·, · >2). Στην περίπτωση αυτή έχει σημασία η επιλογή ορισμου για
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το γινόμενο ∧ (wedge). Δηλαδή, αν θα ισχύει ei ∧ ej = ei ⊗ ej − ej ⊗ ei ή
ei ∧ ej =

1
2
(ei ⊗ ej − ej ⊗ ei). Επιλέγουμε την περίπτωση του ορισμού (1.2.3),

δηλαδή τη δεύτερη.
Έστω λοιπόν (ei) ορθοκανονική βάση της TxM, και (ej) η δυϊκή της. Τότε

σύμφωνα με τα παραπάνω η {
√
2e1∧e2,

√
2e2∧e3,

√
2e3∧e1} αποτελεί ορθο-

κανονική βάση τουΛ2TM και {θ1 = 1√
2
e1∧e2, θ2 = 1√

2
e2∧e3, θ3 = 1√

2
e3∧e1}

είναι η δυϊκή της στην Λ2T∗M.
Επιστρέφουμε τώρα σε όσα αναφέραμε μετά τον ορισμό (1.3.10). Εκεί

ορίσαμε μία γραμμική απεικόνιση T : Λ2V → so(V) και δείξαμε ότι είναι
ισομορφισμός. Επειδή για τα δύο παραπάνω εσωτερικά γινόμενα (< ·, · >1

και < ·, · >2) ισχύει ⟨ei ∧ ej, ei ∧ ej⟩1 = 2⟨ei ∧ ej, ei ∧ ej⟩2 η Τ παραμένει
αντισυμμετρική σε κάθε περίπτωση. Ας εξετάσουμε λοιπόν πιό αναλυτικά τη
συγκεκριμένη απεικόνιση. Έστω (ei)

n
i=1 μία ορθοκανονική βάση του V. Τότε η

(ei∧ ej)i<j αποτελεί βάση του Λ2V. Ας δούμε που στέλνει η T τη βάση αυτή.
Έχουμε

(Tei∧ej
)(ek) =< ej, ek > ei− < ei, ek > ej = δjkei − δikej.

Συνεπώς ο πίνακας της Tei∧ej
θα είναι ο Eij − Eji, όπου Eij ο πίνακας με 1

στη θέση (i,j) και μηδεν αλλού.
Άρα έχουμε

Tθ1 =

 0 1√
2

0

− 1√
2

0 0

0 0 0



Tθ2 =

0 0 0

0 0 1√
2

0 − 1√
2

0



Tθ3 =

 0 0 − 1√
2

0 0 0
1√
2

0 0


.
Συνεπώς (ταυτίζοντας το θi με την εικόνα του μέσω της T), έχουμε

[θ1, θ2] =

 0 1√
2

0

− 1√
2

0 0

0 0 0


0 0 0

0 0 1√
2

0 − 1√
2

0

−

0 0 0

0 0 1√
2

0 − 1√
2

0


 0 1√

2
0

− 1√
2

0 0

0 0 0


= −

0 0 −1
2

0 0 0
1
2

0 0

 = −
1√
2
θ3

. Όμοια
[θ2, θ3] = −

1√
2
θ1

[θ3, θ1] = −
1√
2
θ2
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Συνεπώς από την (4.17)

C23
1 = C31

2 = C12
3 = C32

1 = C13
2 = C21

3 = −
1√
2
,

ενώCbc
a = 0 σε κάθε άλλη περίπτωση. Από την (5.26) τώρα, προκύπτει άμεσα

ότι
(M♯)ij = συμπαράγων τουMij.

Άρα
M♯ = detM · (M−1)T . (5.27)

Λήμμα 5.3.1. Αν {ei} ορθοκανονική βάση της T∗M, {θp =
∑

i<j θ
p
ije

i ∧ ej}

ορθοκανονική βάση της Λ2T∗M και ο πίνακας M (που αντιστοιχεί στη Rm ∈
Λ2T∗M⊗S Λ

2T∗M γράφεταιM =Mpqθ
p ⊗ θq, τότε

Rijkl =Mpqθ
p
ijθ

q
kl.

Απόδειξη. Αφού θp =
∑

i<j θ
p
ije

i ∧ ej, έπεται ότι ei ∧ ej = θpijθp, όπου {θq} η
δυϊκή βάση της {θp}. Έτσι

Rijkl = R(ei ∧ ej, ek ∧ el) = θ
p
ijθ

q
klR(θp, θq) = θ

p
ijθ

q
klMpq

Προκύπτει λοιπόν ότι
K(ei, ej) = θ

p
ijθ

q
ijMpq

και ανM = diag(λ1, . . . , λn), τότε
K(ei, ej) = (θpij)

2λp.

Για n=3 τώρα, ανM = diag(λ, µ, ν) με λ ≥ µ ≥ ν > 0 οι ιδιοτιμές του M, από
όσα είδαμε παραπάνω έχουμε θ123 = θ312 = −θ213 = 1√

2
και θkij = 0 σε κάθε

άλλη περίπτωση. Συνεπώς

K(e2, e3) = (θ123)
2λ1 =

1

2
λ,

K(e1, e3) = (θ213)
2λ2 =

1

2
µ,

K(e1, e2) = (θ312)
2λ1 =

1

2
ν.

Οι ιδιοτιμές λοιπόν του M είναι το διπλάσιο των καμπυλοτήτων διατομής.
Η εξίσωση που προέκυψε στο θεώρημα (4.2.6) λοιπόν, μπορεί να γραφεί

ως
d

dt
diag(λ, µ, ν) = diag(λ2, µ2, ν2) + diag(µν, λν, λµ). (5.28)

Ιδιαίτερα οR(t) παραμένει διαγώνιος κατα τη ροή Ricci,(κάτι που δεν ισχύει
σε άλλες διαστάσεις). Επιπλέον, λ(t) ≥ µ(t) ≥ ν(t) για όλα τα t ≥ 0 για τα
οποία υπάρχει η λύση αφού

d

dt
(λ− µ) = (λ− µ)(λ+ µ− ν) (5.29)

d

dt
(µ− ν) = (µ− ν)(−λ+ µ+ ν). (5.30)
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Από όσα είδαμε προκύπτει άμεσα η απόδειξη του λήμματος (1.7.2) σύμ-
φωνα με το οποίο

Rc =
1

2

 µ+ ν 0 0

0 ν+ λ 0

0 0 λ+ µ

 (5.31)

όπου λ1 = λ, λ2 = µ, λ3 = ν (οι οποίες είναι το διπλάσιο των καμπυλοτήτων
διατομής). Για μελλοντική αναφορά σημειώνουμε ότι

R̊m =
1

3

 −2λ+ µ+ ν 0 0

0 λ− 2µ+ ν 0

0 0 λ+ µ− 2ν

 = 2R̊c. (5.32)

5.3.1 Τοπική Σύγκλιση
Το πρώτο αποτέλεσμα που θα εξετάσουμε μας λέει ότι τιμές των καμπυ-

λοτήτων διατομής παραμένουν κατα τη διάρκεια της ροής τουλάχιστον όσο
”κοντά” βρίσκονταν και τη χρονική στιγμη t=0.

Λήμμα 5.3.2. Με τις αρχικές υποθέσεις της ενότητας αυτής, αν υπάρχει
σταθερά C <∞ ώστε

λ ≤ C(µ+ ν),

για t=0,τότε η ανισότητα αυτή διατηρείται σε όλη τη διάρκεια ύπαρξης λύ-
σης της ροής.

Απόδειξη. Παρατηρούμε αρχικά ότι λ+ λ ≥ µ+ν⇒ λ ≥ (µ+ν)/2 > 0. Έτσι

d

dt
ln(

λ

µ+ ν
) =

µ+ ν

λ
(
dλ
dt

(µ+ ν) − λd(µ+ν)
dt

(µ+ ν)2
)

=
1

λ(µ+ ν)
((µ+ ν)

dλ

dt
− λ

d

dt
(µ+ ν))

=
1

λ(µ+ ν)
[(µ+ ν)(λ2 + µν) − λ(µ2 + λν+ ν2 + λµ)]

=
1

λ(µ+ ν)
[µλ2 + µ2ν+ νλ2 + µν2 − λµ2 − λ2ν− λν2 − λ2µ]

=
1

λ(µ+ ν)
[(µ2(ν− λ) + ν2(µ− λ)] ≤ 0.

Άρα
ln

λ(t)

µ(t) + ν(t)
≤ ln λ(0)

µ(0) + ν(0)

και
λ(t)

µ(t) + ν(t)
≤ λ(0)

µ(0) + ν(0)
≤ C. (5.33)

Για x ∈M έστω λ(P)x ≥ µ(P)x ≥ ν(P)x οι ιδιοτιμές του

P ∈ (Λ2T∗M⊗S Λ
2T∗M)x.
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Ορίζουμε K ⊂ Λ2T∗M⊗S Λ
2T∗M με

Kx = {P : λ(P)x − C(µ(P)x + ν(P)x) ≤ 0}.

Μπορούμε να διαπιστώσουμε πως το K είναι αναλλοίωτο ως προς παράλλη-
λες μετατοπίσεις. Επιπλέον είναι κυρτό σε κάθε νήμα αφού η συνάρτηση

λ(P) − C(µ(P) + ν(P)) = max
|V |=|W|=1
⟨V,W⟩=0

[−P(V,V) − P(W,W)]

είναι κυρτή. Αν τώρα R(t) ∈ Λ2T∗M ⊗S Λ
2T∗M είναι η τετραγωνική μορφή

που αντιστοιχεί στον Rmg(t), εφόσονM(0) ∈ K, από την (4.24) και το θεώ-
ρημα (3.2.3) έχουμε ότιM(t) ∈ K.

Πόρισμα 5.3.1. Η βαθμωτή καπμυλότητα απειρίζεται καθώς t → T . Αν δη-
λαδή ορίσουμε Rmax(t) := supx∈M R(x, t), τότε

lim
t→T

Rmax(t) = ∞.
Απόδειξη. Από το προηγούμενο λήμμα ο Rc παραμένει θετικός κατά τη ροή
Ricci. Αν τον διαγωνοποιήσουμε ως προς κάποια ορθοκανονική βάση και a,b,c
είναι οι ιδιοτιμές του, τότε

|Rc|2 = a2 + b2 + c2 < (a+ b+ c)2 = R2

και το αποτέλεσμα έπεται από το πόρισμα (4.2.5).

Πόρισμα 5.3.2. Αν (Μ,g(t)) όπως πριν και αν ορίσουμε

Rmin(t) = inf
x∈M3

R(x, t),

τότε υπάρχει β>0 που εξαρτάται μόνο από την g0, ώστε

Rc ≥ 2β2Rg ≥ 2β2Rming. (5.34)

Απόδειξη. Από το λήμμα (4.3.1) και τις (1.9), (1.10) έχουμε

Rc ≥ µ+ ν

2
g ≥ λ

2C
g =

3λ

6C
g ≥ λ+ µ+ ν

6C
g =

R

6C
g ≥ Rmin

6C
g.

Δείχνουμε τώρα ότι οι ιδιοτιμές πλησιάζουν μεταξύ τους όλο και περισ-
σότερο καθώς Rm→ ∞.

Θεώρημα 5.3.1. Υπάρχουν θετικές σταθερές δ<1 καιC̄ (που εξαρτώνται
μόνο από την g0) ώστε

λ− ν

R
≤ C̄

Rδ
,

όπου R = λ+ µ+ ν η βαθμωτή καμπυλοτητα.
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Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόμοια με αυτή του λήμματος (4.3.1). Αρκεί
να δείξουμε ότι υπάρχουν C̄, δ τέτοια, ώστε

λ− ν

µ+ ν
≤ C̄

(µ+ ν)δ
. (5.35)

Λόγω συμπάγειας, για οποιοδήποτε δ>0 μπορούμε να επιλέξουμε κατάλληλο
C̄ στο χρόνο t=0, διότι µ + ν > 0 παντού στη Μ από τη συνθήκη της αρχικά
θετικής καμπυλότητας Ricci. Θα δείξουμε ότι αυτό ισχύει σε όλη τη διάρκεια
ύπαρξης της λύσης, χρησιμοποιώντας την αρχή μεγίστου του θεωρήματος
(3.2.3) με την ίδια διανυσματική δέσμη Ε του λήμματος (4.3.1) αλλά διαφο-
ρετικό K:

K ≡ {Q ∈ E : [λ(Q) − ν(Q)] − C̄[µ(Q) + ν(Q)]1−δ ≤ 0}.

Και εδώ, το K είναι αναλλοίωτο σε παράλληλες μεταφορές και κυρτό σε
κάθε νήμα. Για να δείξουμε ότι η λύση παραμένει στο K υπολογίζουμε από
τις (4.25), (4.26) πως

d

dt
log(λ− ν) = λ− µ+ ν

και
d

dt
log(µ+ ν) =

1

µ+ ν
(µ2 + ν2 + λ(µ+ ν)) = λ+

µ2 + ν2

µ+ ν
.

Έτσι
d

dt
log λ− ν

(µ+ ν)1−δ
= (λ− µ+ ν) − (1− δ)(λ+

µ2 + ν2

µ+ ν
)

= δλ+ (ν− µ) − (1− δ)
µ2 + ν2

µ+ ν
≤ δλ− (1− δ)

µ2 + ν2

µ+ ν

(αφού ν ≤ µ)

≤ δλ− 1

2
(1− δ)(µ+ ν) (αφού ν2 + µ2 ≥ 1

2
(µ+ ν)2).

Από το λήμμα (4.3.1) μπορούμε να επιλέξουμε δ > 0 τέτοιο ώστε η παραπάνω
ποσότητα να μην είναι θετική δηλαδή η

λ− ν

(µ+ ν)1−δ

να μην είναι αύξουσα και άρα να διατηρείται η ανισότητα (4.31). Από την
αρχή μεγίστου τώρα έχουμε το ζητούμενο.

Σύμφωνα με το θεώρημα λοιπόν, σε κάθε σημείο της πολλαπλότητας,
οι πολλαπλότητες διατομής πλησιάζουν μεταξύ τους καθώς η καμπυλότητα
απειρίζεται (λ-ν είναι η μέγιστη διαφορά μεταξύ των ιδιοτιμών). Επιπλέον το
αριστερό μέλος της εκτίμησης αυτής είναι αναλλοίωτο ως προς αναπαρα-
μετρήσεις. Έτσι όταν αναπαραμετρήσουμε τη μετρική, το φράγμα αυτό μας
λέει ότι οι καμπυλότητες διατομής θα εξακολουθήσουν να είναι κοντά.
Πόρισμα 5.3.3. Υπάρχουν θετικές σταθερές B, δ̄ τέτοιες, ώστε

|E|2

R2
≤ BR−δ̄

όπου Ε ο τανυστής του Einstein.
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Απόδειξη. Από την (4.28) έχουμε

R̊c = E =
1

6

 −2λ+ µ+ ν 0 0

0 λ− 2µ+ ν 0

0 0 λ+ µ− 2ν

 . (5.36)

Συνεπώς,

|E|2

R2
=

(µ+ ν− 2λ)2 + (λ− 2µ+ ν)2 + (λ+ µ− 2ν)2

36(λ+ µ+ ν)2

=
(λ− µ)2 + (µ− ν)2 + (ν− λ)2

12(λ+ µ+ ν)2

≤ 3(ν− λ)2

12(λ+ µ+ ν)2
=
1

4
(
ν− λ

R
)2

≤ BR−δ,

από το αποτέλεσμα του προηγούμενου θεωρήματος, με δ̄ = 2δ. Το προτε-
λευταίο βήμα έπεται από το γεγονός ότι λ-ν είναι η μέγιστη διαφορά ιδιοτι-
μών.

Η ποσότητα |E|2 μετράει κατά πόσο η μετρική απέχει από το να είναι
Einstein. Από το λήμμα (1.7.3), όταν |E|2 = 0 ισχύει Rij = Cgij, όπου C στα-
θερά σε όλη την πολλαπλότητα ενώ στη διάσταση n=3 προκύπτει ότι η με-
τρική έχει σταθερή καμπυλότητα διατομής. Οποιαδήποτε φράγματα λοιπον
στην |E|2 είναι εξαιρετικά χρήσιμα.

5.3.2 Ολική Σύγκλιση
Δείξαμε ως τώρα ότι οι καμπυλότητες διατομής σε κάποιο σημείο της

πολλαπλότητας Μ πλησιάζουν μεταξύ τους αν η βαθμωτή καμπυλότητα απει-
ρίζεται στο σημείο αυτό. Είδαμε επίσης ότι η καμπυλότητα απειρίζεται σε
κάποιο σημείο της πολλαπλότητας καθώς πλησιάζουμε το χρόνο Τ. Το πρό-
βλημα είναι πως από αυτό και μόνο το αποτέλεσμα δεν μπορούμε να συμπε-
ράνουμε ότι οι καμπυλότητες διατομής πλησιάζουν μεταξύ τους σε όλη την
πολλαπλότητα.

Ωστόσο, στο πόρισμα (4.3.3) είδαμε ότι

|E|2

R2
≤ BR−δ̄

για κάποια Β και δ̄. Από το λήμμα (1.7.3) γνωρίζουμε πως αν Ε=0 τότε η R εί-
ναι σταθερή. Θα περιμέναμε λοιπόν ότι κάποιο φράγμα για την |E|2 (το οποίο
και έχουμε από το πόρισμα (4.3.3) το οποίο ισχύει για όλη την πολλαπλότητα,
θα είχε ως συνέπεια η R να είναι σχεδόν σταθερή. Είναι λοιπόν λογικό να
περιμένουμε ότι από το παραπάνω αποτέλεσμα θα μπορέσουμε να βρούμε
ένα φράγμα για την ποσότητα |∇R|. Κάτι τέτοιο θα είναι εξαιρετικά χρήσιμο
αφού θα μας επιτρέψει να συγκρίνουμε τις τιμές της R σε διαφορετικά ση-
μεία της πολλαπλότητας και επειδή ήδη γνωρίζουμε ότι η R απειρίζεται σε
κάποιο σημείο της Μ θα μπορέσουμε να δείξουμε ότι είναι μεγάλη παντού και
άρα ότι οι καμπυλότητες διατομής πλησιάζουν σε κάθε σημείο της Μ.
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Θεώρημα 5.3.2. Έστω (Μ,g(t)) είναι λύση της ροής Ricci σε μία κλειστή 3-
πολλαπλότητα με Rc(g(0))>0. Τότε υπάρχουν β̄, δ̄ > 0 που εξαρτώνται μόνο
από την g0, ώστε για κάθε β ∈ [0, β̄], υπάρχει C εξαρτώμενο μόνο από τα β
και g0, ώστε

|∇R|2

R2
≤ βR−δ̄/2 + CR−3.

Παρατηρούμε και πάλι πως το αριστερό μέλος είναι αναλλοίωτο σε ανα-
βαθμολογίσεις της μετρικής ενώ το δεξί είναι μικρό όταν η καμπυλότητα είναι
μεγάλη. Η απόδειξη του θεωρήματος θα γίνει σε διάφορα βήματα.

Λήμμα 5.3.3. Αν (Μ,g(t)) είναι λύση της ροής Ricci τότε
∂

∂t
|∇R|2 = ∆|∇R|2 − 2|∇∇R|2 + 4⟨∇R,∇|Rc|2⟩.

Απόδειξη. Από την εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξη της βαθμωτής κα-
μπυλότητας, έχουμε
∂

∂t
|∇R|2 =

∂

∂t
(gij∇iR∇jR)

= (
∂

∂t
gij)∇iR∇jR+ gij(

∂

∂t
∇iR)∇jR+ gij∇iR(

∂

∂t
∇jR)

= 2gikgjlRkl∇iR∇jR+ gij∇i(∆R+ 2|Rc|2)∇jR+ gij∇iR∇j(∆R+ 2|Rc|2)

= 2Rkl∇kR∇lR+∇j(∆R+ 2|Rc|2)∇jR+∇iR∇i(∆R+ 2|Rc|2)

= 2Rc(∇R,∇R) + 2⟨∇R,∇(∆R+ 2|Rc|2)⟩
= 2Rc(∇R,∇R) + 2⟨∇R,∇∆R⟩+ 4⟨∇R,∇|Rc|2⟩.

Λήμμα 5.3.4. Τύπος Bochner-Weitzenbock Αν f ∈ C∞M, τότε

∆|∇f|2 = 2|∇∇f|2 + 2⟨∇f,∇∆f⟩+ 2Rc(∇f,∇f).

Απόδειξη.
1

2
∆|∇f|2 =

1

2
∇i∇i(∇jf∇jf) =

1

2
∇i(∇jf∇i∇jf+∇jf∇i∇jf)

=
1

2
∇i(∇jf∇j∇if+∇jf∇j∇if) = ∇i(∇j∇if∇jf)

= ∇i∇j∇if∇jf+∇i∇jf∇i∇jf

= ∇j∇i∇if∇jf+ Riijl∇lf∇jf+∇i∇j∇i∇jf

= ⟨∇∆f,∇f⟩+ Rc(∇f,∇f) + |∇∇f|2.

Το λήμμα τώρα έπεται άμεσα.

Στη συνέχεια εξετάζουμε πως εξελίσσεται η ποσότητα |∇R|2/R.

Λήμμα 5.3.5. Έστω (Μ,g(t)) λύση της ροης Ricci με R>0 αρχικά. Τότε σε όλο
το διάστημα ύπαρξης λύσης,

∂

∂t
(
|∇R|2

R
) = ∆(

|∇R|2

R
) − 2R|∇(

∇R
R

)|2 − 2
|∇R|2

R2
|Rc|2 +

4

R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩.
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Απόδειξη. Έχουμε δείξει πως η ανισότητα R>0 διατηρείται. Από την εξί-
σωση της εξέλιξης της βαθμωτής καμπυλότηας και πάλι, και το προηγούμενο
λήμμα έχουμε:

∂

∂t
(
|∇R|2

R
) =

1

R

∂

∂t
|∇R|2 + |∇R|2 ∂

∂t
(
1

R
)

=
1

R

∂

∂t
|∇R|2 + |∇R|2(− 1

R2
∂

∂t
R)

=
1

R
(∆|∇R|2 − 2|∇∇R|2 + 4⟨∇R,∇|Rc|2⟩) − |∇R|2

R2
(∆R+ 2|Rc|2)

=
1

R
∆|∇R|2 − 2

R
|∇∇R|2 − |∇R|2

R2
∆R− 2

|∇R|2

R2
|Rc|2 +

4

R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩.

Για οποιεσδήποτε συναρτήσεις u,v ισχύει

∆(
u

v
) = div(∇u

v
) = div(

v∇u− u∇v
v2

) = div
∇u
v

− div
u∇v
v2

,

και από τον τύπο div(fX) = fdivX+ ⟨∇f, X⟩ μπορούμε να δείξουμε ότι

∆(
u

v
) =

∆u

v
−
u∆v

V2
−
2

v2
⟨∇u,∇v⟩+ 2 u

v3
|∇v|2.

Άρα

∆(
|∇R|2

R
) =

∆(|∇R|2)
R

− |∇R|2∆R
R2

−
2

R2
⟨∇|∇R|2,∇R⟩+ 2 |∇R|

2

R3
|∇R|2

και κατά συνέπεια

∂

∂t
(
|∇R|2

R
) = ∆(

|∇R|2

R
) − 2

|∇R|4

R3
+ 2

⟨∇|∇R|2,∇R⟩
R2

− 2
|∇∇R|2

R

−
2

R2
|∇R|2|Rc|2 + 4

R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩

= ∆(
|∇R|2

R
) − 2R(

|∇R|4

R4
−

⟨∇|∇R|2,∇R⟩
R3

+
|∇∇R|2

R2
)

−
2

R2
|∇R|2|Rc|2 + 4

R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩.

Όμως

⟨∇|∇R|2,∇R⟩
R3

=
∇i(∇jR∇jR)∇iR

R3
=

(∇i∇jR∇jR+∇jR∇i∇jR)∇iR

R3

=
∇i∇jR∇i∇jR+∇i∇jR∇i∇jR

R3
= 2

⟨∇∇R,∇R∇R⟩
R3

.

Δηλαδή

∂

∂t
(
|∇R|2

R
) = ∆(

|∇R|2

R
) − 2R(

|∇R|4

R4
−
2⟨∇∇R,∇R∇R⟩

R3
+

|∇∇R|2

R2
)

−
2

R2
|∇R|2|Rc|2 + 4

R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩.
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ενώ

−2R|∇(
∇R
R

)|2 = −2R|∇(
1

R
)∇R+

1

R
∇∇R|2

− 2R⟨− 1

R2
∇R∇R+

1

R
∇∇R,− 1

R2
∇R∇R+

1

R
∇∇R⟩

= −2R(
1

R4
⟨∇R∇R,∇R∇R⟩− 2

R3
⟨∇R∇R,∇∇R⟩+ 1

R2
⟨∇∇R,∇∇R⟩)

= −2R(
|∇R|4

R4
−
2⟨∇∇R,∇R∇R⟩

R3
+

|∇∇R|2

R2
)

και έχουμε το ζητούμενο.

Παρατηρούμε τώρα ότι ο μόνος πιθανά θετικός όρος στο δεξί μέλος είναι
ο 4

R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩. Αν η διάσταση της πολλαπλότητας είναι 3, το πρόβλημα

μπορεί να διορθωθεί προσθέτοντας την ποσότητα |Rc|2 − 1
3
R2 (δηλαδή την

|E|2) στην |∇R|2

R
. Ας δούμε όμως πρώτα δύο αποτελέσματα που ισχύουν σε

κάθε διάσταση και τα οποία θα χρειαστούν.

Λήμμα 5.3.6. Αν (Μ,g(t)) λύση της ροης Ricci, τότε

(a) ∂
∂t
R2 = ∆(R2) − 2|∇R|2 + 4R|Rc|2, και

(b) ∂
∂t
|Rc|2 = ∆|Rc|2 − 2|∇Rc|2 + 4RijklRilRjk.

Απόδειξη. Έχουμε

∂

∂t
R2 =

∂

∂t
(R · R) = 2R ∂

∂t
R = 2R(∆R+ 2|Rc|2),

ενώ

∆R2 = gij∇i∇jR
2 = gij[∇i(∇jR

2) −∇i∂jR
2] = gij[∇i(2R∇jR) −∇∇i∂j

R2]

= gij[2(∇iR∇jR+ R∇i(∇jR) − 2R∇i∂jR] = 2g
ij[∇iR∇jR+ R(∇i(∇jR) −∇i∂jR)]

= 2(|∇R|2 + R∆R).

Άρα ∂
∂t
R2 = ∆(R2) − 2|∇R|2 + 4R|Rc|2.
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Για τη δεύτερη σχέση:

∂

∂t
|Rc|2 =

∂

∂t
(gikgjlRijRkl) = (

∂

∂t
gik)gjlRijRkl) + g

ik(
∂

∂t
gjl)RijRkl

+ gikgjl(
∂

∂t
Rij)Rkl + g

ikgjlRij(
∂

∂t
Rkl)

= 2∂tg
ikgjlRijRkl + 2g

ikgjl∂tRijRkl

= 4gpiggkgjlRpqRijRkl + 2g
ikgjl(∆LRij)Rkl

= 4gpiggkgjlRpqRijRkl

+ 2gikgjl(∆Rij + 2g
pqgrsRpirjRqs − 2g

pqRpiRqj)Rkl

= 4gpiggkgjlRpqRijRkl + 2g
ikgjl∆RijRkl

+ 4gikgjlgpqgrsRpirjRqsRkl − g
pqgikgjlRpiRqjRkl

= gikgjl(∆RijRkl + Rij∆Rkl) + 4g
ik)gjlgpqgrsRpirjRqsRkl

= ∆(gik)gjlRijRkl) − 2g
ik)gjl⟨∇Rij,∇Rkl⟩+ 4gikgjlgpqgrsRpirjRqsRkl

= ∆|Rc|2 − 2|∇Rc|2 + 4RpirjRprRij

= ∆|Rc|2 − 2|∇Rc|2 + 4RijklRikRjl.

αφού
∆(RijRkl) = ∆RijRkl + Rij∆Rkl + 2⟨∇Rij,∇Rkl⟩.

Πόρισμα 5.3.4. Αν (M3, g(t)) λύση της ροης Ricci, τότε

∂

∂t
(|Rc|2 −

1

3
R2) =

∂

∂t
|E|2 = ∆(|Rc|2 −

1

3
R2) − 2(|∇Rc|2 − 1

3
|∇R|2)

−8trg(Rc
3) +

26

3
R|Rc|2 − 2R3.

Απόδειξη. Στη διάσταση n=3 από την (3.12), μπορούμε να γράψουμε το (b)
του παραπάνω λήμματος ως

∂

∂t
|Rc|2 = ∆|Rc|2 − 2|∇Rc|2 − 2R3 − 8trg(Rc)3 + 10R|Rc|2.

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε τον όρο −2(|∇Rc|2− 1
3
|∇R|2) ώστε να

εξάγουμε ένα φράγμα για τον 4
R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩ του λήμματος (4.3.4) ο οποίος

δημιουργεί το πρόβλημα.

Πόρισμα 5.3.5. Για n=3

|∇E|2 = |∇Rc|2 − 1

3
|∇R|2 ≥ 1

37
|∇Rc|2.

Απόδειξη. Οριζουμε τον (3,0)-τανυστή X : Xijk := ∇iRjk − 1
3
∇iRgjk και τον
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(1,0)-τανυστή Y : Yk := gijXijk. Από την (1.13), προκύπτει ότι

|Y|2 = YkY
k = gijXijkg

ijXk
ij

= gij(∇iRjk −
1

3
∇iRgjk)g

ij(∇iR
k
j −

1

3
∇iRg

k
j )

= (∇jRjk −
1

3
∇iRδ

i
k)(∇jRkj −

1

3
∇jRδkj )

= (∇jRjk −
1

3
∇kR)(∇jRkj −

1

3
∇kR)

= (
1

2
∇kR−

1

3
∇kR)(

1

2
∇kR−

1

3
∇kR)

=
1

6
∇kR

1

6
∇kR =

1

36
|∇R|2.

Όμως για κάθε (2,0)-τανυστή Ζ (όχι κατ’ ανάγκη συμμετρικό), ισχύει

|Z|2 ≥ 1

n
(trgZ)

2, (5.37)

όπου n η διάσταση της πολλαπλότητας. Συνεπώς, για n=3,
1

3
|Y|2 ≤ |X|2 = |∇Rc|2 − 1

3
|∇R|2 = |∇E|2.

Άρα
|∇Rc|2 ≥ 1

3
(1+

1

36
)|∇R|2 =

37

108
|∇R|2,

και έτσι
36

37
|∇Rc|2 = |∇Rc|2 − 1

37
|∇Rc|2 ≥ 1

3
|∇R|2 + 1

108
|∇R|2 − 1

37
|∇Rc|2

με 1
108

|∇R|2 − 1
37
|∇Rc|2 ≤ 0.

Από τα πορίσματα (4.3.4), (4.3.5) τώρα, προκύπτει
Πόρισμα 5.3.6. Αν (M3, g(t)) λύση της ροης Ricci, τότε
∂

∂t
(|Rc|2 −

1

3
R2) ≤ ∆(|Rc|2 − 1

3
R2) −

2

37
|∇Rc|2 − 8trg(Rc3) +

26

3
R|Rc|2 − 2R3.

Επιστρέφουμε στο λήμμα (4.3.4). Αφού Rc>0, διαγωνοποιώντας ως προς
μία ορθοκανονική βάση, αν a,b,c > 0 οι ιδιοτιμές που προκύπτουν, τότε

|Rc|2 = a2 + b2 + c2 < (a+ b+ c)2 = R2.

Επίσης από την (4.33) έχουμε

|∇R|2 ≤ 3|∇Rc|2

και υπολογίζουμε ότι

|∇|Rc|2|2 = ∇i(RjkR
jk)∇i(RjkR

jk)

= (Rjk∇iRjk + Rjk∇iRjk)(Rjk∇iRjk + Rjk∇iR
jk)

= RjkRjk∇iRjk∇iRjk + RjkRjk∇iRjk∇iR
jk + RjkR

jk∇iRjk∇iRjk + RjkRjk∇iRjk∇iR
jk

= 4|Rc|2|∇Rc|2.
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Συνεπώς
4

R
⟨∇R,∇|Rc|2⟩ ≤ 4

R
|∇R||∇|Rc|2| = 8|∇R||∇Rc| |Rc|

R

≤ 8|∇R||∇Rc| ≤ 8
√
3|∇Rc|2.

Έχουμε λοιπόν

∂

∂t
(
|∇R|2

R
) = ∆(

|∇R|2

R
) − 2R|∇(

∇R
R

)|2 − 2
|∇R|2

R2
|Rc|2 + 8

√
3|∇Rc|2

και από το πόρισμα (4.3.5)

∂

∂t
(
|∇R|2

R
) = ∆(

|∇R|2

R
) − 2R|∇(

∇R
R

)|2 − 2
|∇R|2

R2
|Rc|2 (5.38)

+ 8
√
3 · 37(|∇E|2) (5.39)

Θέλουμε να απαλλαγούμε από τον όρο (4.35).Ορίζουμε λοιπόν

V :=
|∇R|2

R
+
37

2
(8
√
3+ 1)|E|2.

Από το τις (4.34), (4.35) και το πόρισμα (4.3.6) προκύπτει:

∂

∂t
V ≤ ∆( |∇R|

2

R
) − 2R|∇(

∇R
R

)|2 − 2
|∇R|2

R2
|Rc|2

+ 8
√
3 · 37(|∇E|2) + 37

2
(8
√
3+ 1)(∆|E|2 − 2|∇E|2 +W)

= ∆V − 2R|∇(
∇R
R

)|2 − 2
|∇R|2

R2
|Rc|2

+
37

2
(8
√
3+ 1)W − 37|∇E|2,

όπουW = 26
3
R|Rc|2 − 8trg(Rc

3) − 2R3. Από το πόρισμα (4.3.5) και πάλι

∂

∂t
V = ∆V − |∇Rc|2 + 37

2
(8
√
3+ 1)W. (5.40)

Ο προβληματικός (πιθανά θετικός) όρος και εδώ είναι ο τελευταίος. Από το
πόρισμα (4.3.4) ωστόσο θα περιμέναμε ότι ο W μηδενίζεται σε Einstein πολ-
λαπλότητες. Πράγματι ισχύει το επόμενο.
Λήμμα 5.3.7. Σε μία 3-πολλαπλότητα θετικής καμπυλότητας Ricci, ισχύει

W ≤ 50

3
R|E|2.

Απόδειξη. Ορίζουμε X := −8⟨Rc − 1
3
Rg, Rc2⟩. Τότε X = 8

3
R|Rc|2 − 8trg(Rc

3)
και μπρούμε να γράψουμε

W = X+ 6R(|Rc|2 −
1

3
R2)

. Ορίζουμε τον (2,0)-τανυστή Y: Y := Rc2 − 1
9
R2g και παρατηρούμε ότι

Yij = R
k
i Rkj −

1

9
R2gij = g

kl(Rik −
1

3
Rgik)(Rjl +

1

3
Rgjl).
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Από την ανισότητα Cauchy-Schwartz για n=3, έχουμε

X = −8⟨Rc− 1

3
Rg, Y⟩

≤ 8|Rc+ 1

3
Rg||Rc−

1

3
Rg|2

≤ 32

3
R|Rc−

1

3
Rg|2 =

32

3
R(|Rc|2 −

1

3
R2),

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει διότι Rc>0.

Μπορούμε τώρα να δείξουμε αυτό που θέλουμε.

Απόδειξη. (θεωρήματος 4.3.2) Έστω (Μ,g(t)) είναι λύση της ροής Ricci σε μία
κλειστή 3-πολλαπλότητα με Rc(g(0))>0. Από την (4.36) και το λήμμα (4.3.6)
προκύπτει ότι

∂

∂t
V ≤ ∆V − |∇Rc|2 + 7400

√
3+ 925

3
R(|Rc|2 −

1

3
R2).

Από το πόρισμα (4.3.3):
∂

∂t
V ≤ ∆V − |∇Rc|2 + CR3−2γ,

όπου τα C και γ = δ̄
2
εξαρτώνται μόνο από την g0. Από την (2.26) τώρα προ-

κύπτει
∂

∂t
R2−γ = ∆(R2−γ) − (2− γ)(1− γ)R−γ|∇R|2 + 2(2− γ)R1−γ|Rc|2.

Επιλέγουμε β̄ που εξαρτάται μόνο από την g0 ώστε

0 < β̄ ≤ (Rmin(0))
γ

3(2− γ)(1− γ)
.

Αφού |∇R|2 ≤ 3|∇Rc|2, για κάθε β ∈ [0, β̄] θα ισχύει
∂

∂t
(V − βR2−γ) ≤ ∆(V − βR2−γ)

+ [β(2− γ)(1− γ)R−γ|∇R|2 − |∇Rc|2]
+ CR3−2γ − 2β(2− γ)R1−γ|Rc|2

≤ ∆(V − βR2−γ) + C1,

όπου η C1 εξαρτάται από τα β και g0. Από την αντίστοιχη αρχή μεγίστου
τώρα, παίρνουμε ότι

V − βR2−γ ≤ C1t+ C2.

Όμως έχουμε δείξει πως το διάστημα ύπαρξης της λύσης είναι πεπερασμένο
και συνεπώς έχουμε ένα ομοιόμορφο άνω φράγμα. Καταλήγουμε λοιπόν στο

|∇R|2

R
≤ V ≤ βR2−γ + C3,

από όπου έπεται πως
|∇R|2

R3
≤ 2βR−γ + C4R

−3

το οποίο είναι ισοδύναμο με το ζητούμενο.
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Χρησιμοποιώντας την εκτίμηση του θεωρήματος (4.3.2), μπορούμε να βρούμε
ολικά φράγματα για τη μεταβολή της καμπυλότητας.
Θεώρημα 5.3.3. Με τις υποθέσεις που έχουν γίνει στην αρχή της παραγρά-
φου, υπάρχουν σταθερές C,γ>0 εξαρτώμενες μόνο από τις αρχικές συνθή-
κες ώστε

Rmin

Rmax

≥ 1− CR−γ
max.

Αυτό σημαίνει ότι Rmin

Rmax
→ 1 καθώς t→ T , αφού Rmax → ∞ σύμφωνα με το

πόρισμα (4.3.1). Άρα R→ ∞ ομοιόμορφα καθώς t→ T .
Απόδειξη. Το θεώρημα (4.3.2) μας επιτρέπει να συγκρίνουμε την καμπυλό-
τητα σε διαφορετικά σημεία της πολλαπλότητας. Από το πόρισμα (4.3.1)
γνωρίζουμε ότι Rmax → ∞ καθώς t→ T . Συνεπώς για t αρκετά κοντά στο Τ,
το θεώρημα (4.3.2) μας λέει πως υπάρχουν θετικές σταθερές Α,α ώστε

|∇R| ≤ AR
3
2
−α

max .

Έτσι (για t αρκετά κοντά στο Τ)

|R(x) − R(y)| ≤
∫
γ

|∇R|ds ≤ AR
3
2
−α

maxd(x, y), (5.41)

όπου γ η ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή που συνδέει τα x,y. Επιλέγουμε x(t)
τέτοιο, ώστε Rmax(t) = R(x, t) (το οποίο γίνεται αφού η Μ είναι συμπαγής)
και ορίζουμε

L(t) :=
1

ε
√
Rmax(t)

,

για ε>0. Τότε, για κάθε y ∈ B(x(t), L(t)), λόγω της (4.37), έχουμε

R(y) ≥ R(x) −AR
3
2
−α

maxL ≥ Rmax(1−
A

ε
R−α
max). (5.42)

Όμως, Rmax → ∞ καθώς t → T . Κατά συνέπεια, για δ>0 και t κοντά στο T,
έχουμε

R(y) ≥ (1− δ)Rmax (5.43)
για κάθε y ∈ B(x(t), L(t)).

Θα έχουμε δείξει το θεώρημα αν μπορέσουμε να δείξουμε ότι ηB(x(t), L(t))
είναι ολόκληρη η Μ για κάθε t κοντά στο T. Για να δειχθεί αυτό θα χρησιμο-
ποιήσουμε το θεώρημα του Myers. ΈστωN = B(x(t), L(t)). Έχουμε δείξει ότι
Rc ≥ 2β2Rg για κάποιο β>0, στο πόρισμα (4.3.2). Έτσι, λόγω της (4.39), για
κάθε δ>0 ισχύει

Rc ≥ 2β2(1− δ)Rmaxg

στη N για t κοντά στο T. Από την απόδειξη του θεωρήματος του Myers, προ-
κύπτει

diam(N ) ≤ π

β
√
(1− δ)Rmax

<
1

δRmax

<
1

εRmax

= L

για δ αρκετά μικρό. Επειδή η N ορίστηκε ως η B(x(t), L(t)) αλλά όπως δεί-
ξαμε έχει διάμετρο <L, πρέπει να είναι μη συνεκτική. Γνωρίζουμε όμως κάτι
τέτοιο δεν ισχύει και συνεπώς η N πρέπει να είναι ολόκληρη η Μ και το
αποτέλεσμα έπεται άμεσα από την (4.38).
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Πόρισμα 5.3.7. Αν λ(x, t) ≥ µ(x, t) ≥ ν(x, t) οι ιδιοτιμές του τελεστή κα-
μπυλότητας στο (x,t), τότε για κάθε ε ∈ (0, 1) υπάρχει Tε ∈ [0, T) ώστε

minx∈M3ν(x, t) ≥ (1− ε)maxx∈M3λ(x, t) > 0,

για όλα τα t ∈ [Tε, T). Ιδιαίτερα, η μετρική θα αποκτήσει θετική καμπυλότητα
διατομής σε ολόκληρη τη Μ.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το θεώρημα (4.3.1):

ν ≥ λ− C̄(λ+ µ+ ν)1−δ ≥ λ(1− 3C̄R−δ) (5.44)

σε κάθε σημείο x ∈ M. Από το προηγούμενο θεώρημα έπεται ότι R → ∞
ομοιόμορφα όταν t→ T . Αν μας δοθεί λοιπόν η>0, και t κοντά στο T έχουμε

ν(x, t) ≥ (1− η)λ(x, t) (από την (4.40) καθώς R−δ → 0) (5.45)

≥ 1− η

3
R(x, t) (αφού 3λ ≥ λ+ µ+ ν = R)

≥ (1− η)2

3
R(y, t) (αφού Rmax/Rmin → 1)

≥ (1− η)2

3
(λ(y, t) + 2(1− η)λ(y, t))

(αφού από την (4.41) µ+ ν ≥ 2ν ≥ 2(1− η)λ)
≥ (1− η)3λ(y, t).

Παίρνοντας το supremum ως προς όλα τα x, y ∈M έχουμε το ζητούμενο.

5.4 Νορμαρισμένη ροή Ricci
Έχουμε λοιπόν δει ως τώρα πως η λύση της ροής Ricci υπάρχει για πε-

περασμένο χρόνο Τ, η καμπυλότητα απειρίζεται καθώς πλησιάζουμε αυτή τη
χρονική στιγμή και οι καμπυλότητες διατομής πλησιάζουν μεταξύ τους καθως
συβαίνει αυτό. Επειδή αναζητούμε μία μετρική σταθερής καμπυλότητας δια-
τομής, σκεφτόμαστε να χρησιμοποιήσουμε την οριακή μετρική καθώς t→ T .
Εδώ όμως υπάρχει το πρόβλημα ότι η πολλαπλότητα εκφυλίζεται σε σημείο
στο χρόνο Τ. Αναβαθμολογούμε λοιπόν τη μετρική με τέτοιο τρόπο ώστε η
πολλαπλότητα να διατηρεί σταθερό όγκο. Το αποτέλεσμα είναι η λεγόμενη
νορμαρισμένη ροή Ricci για την οποία είδαμε κάποια πράγματα στο κεφά-
λαιο 2. Ακριβώς επειδή η εξίσωση αυτή προκύπτει από αναβαθμολόγιση της
μετρικής, τα περισσότερα αποτελέσματα που ισχύουν για τη (μη νορμαρι-
σμένη) ροή Ricci μεταφέρονται χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία στη νορμαρισμένη
ροή Ricci μέσω του λήμματας (2.4.1).

Η σημαντική διαφορά της νέας ροής από τη ροή Ricci είναι πως η λύση
υπάρχει για όλο το χρόνο αφού τώρα πια η πολλαπλότητα δεν συρρικνώνε-
ται σε σημείο (σταθερός όγκος). Αφήνοντας λοιπόν το t → ∞ θα δείξουμε
ότι έχουμε σύγκλιση σε μετρική σταθερής θετικής καμπυλότητας ολοκλήρώ-
νοντας έτσι την απόδειξη του θεωρήματος (4.0.7).
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5.4.1 Ύπαρξη λύσης για όλο το χρόνο
Λήμμα 5.4.1. Αν ḡ(t) είναι λύση της νορμαρισμένης ροής Ricci σε μία κλει-
στή 3-πολλαπλότητα, γνησια θετικής αρχικής καμπυλότητας Ricci, τότε η
R̄max είναι φραγμένη.

Απόδειξη. Από το πόρισμα (4.3.2) και το λήμμα (2.4.1),

R̄c = Rc ≥ 2β2Rg ≥ 2β2Rming = 2β2R̄ming

για κάποιο β>0. Από το θεώρημα του Myers λοιπόν η διάμετρος L̄ της Μ ως
προς τη μετρική ḡ ικανοποιεί την

L̄ ≤ π

β
√
R̄min

.

Ένα κάτω φράγμα για την L̄ προκύπτει από το γεγονός πως ο όγκος της
πολλαπλότητας είναι σταθερός, μέσω του θεωρήματος Bishop-Gunter. Αφού
R̄c = Rc ≥ 0,

V̄ = Vol(B(p, L̄)) ≤ Vo
3 =

4π

3
L̄3,

όπου V̄ ο όγκος της Μ ως προς την ḡ, ο οποίος είναι σταθερός (έστω V̄0 η
σταθερή αυτή τιμή). Συνεπώς,

(
3V̄0

4π
)

1
3 ≤ L̄ ≤ π

β
√
R̄min

και έχουμε ένα άνω φράγμα για την R̄min. Από το θεώρημα (4.3.3) τώρα (και
το λήμμα (2.4.1)), έπεται ότι υπάρχει C>0 ώστε

R̄min

R̄max

=
Rmin

Rmax

≥ 1

C
.

Το άνω φράγμα για την R̄min λοιπόν δίνει ένα ανω φράγμα για την R̄max και
η απόδειξη είναι πλήρης.

Θεώρημα 5.4.1. Αν (Μ,g(t)) είναι λύση της ροής Ricci σε μία κλειστή 3-
πολλαπλότητα με Rc(g(0))>0, τότε η αντίστοιχη λύση της νορμαρισμένης
ροής Ricci υπάρχει για όλο το χρόνο.

Απόδειξη. Θα δείξουμε πρώτα πως∫T
0

Rmax(t)dt = ∞,
όπου Rmax η μέγιστη τιμή της βαθμωτής καμπυλότητας της g(t) και [0,Τ) το
μέγιστο διάστημα ύπαρξης της λύσης της ροής Ricci. Θέτουμε λοιπόν

f(t) = exp[2
∫t
0

Rmax(u)du]Rmax(0)

και είναι άμεσο να δούμε πως αυτή ικανοποιεί την
df

dt
= 2Rmax(t)f(t).
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Από την (2.26) τώρα,
∂

∂t
(R− f) = ∆R+ 2|Rc|2 − 2Rmax(t)f

≤ ∆(R− f) + 2Rmax(R− f)

(διότι |Rc|2 ≤ R2 το οποίο ισχύει αφού η Rc είναι θετική). Όμως R − f ≤ 0

αρχικά αφού f(0) = Rmax(0). Η συνθήκη αυτή διατηρείται από τη σ.δ.ε. που
προκύπτει αγνοώντας τη Λαπλασιανή στην παραπάνω εξίσωση, καθώς η

d

dt
ϕ(t) = 2Rmax(t)ϕ(t)

είναι ισοδύναμη της
d

dt
log(|ϕ(t)|) = 2Rmax(t),

από την οποία προκύπτει ότι η φ δεν αλλάζει πρόσημο. Από την αρχή του
μεγίστου για βαθμωτές συναρτήσεις λοιπόν, η συνθήκη R−f ≤ 0 διατηρείται.
Όμως Rmax → ∞ καθώς t → T και συνεπώς f → ∞ καθώς t → T . Από τον
ορισμό της f αυτό σημαίνει ότι

lim
t→T

∫t
0

Rmax(u)du = ∞.
Το αντίστοιχο ολοκλήρωμα για τη νορμαρισμένη ροή Ricci θα είναι το ίδιο:∫ T̄

0

R̄max(τ)dτ =

∫T
0

r(t)dt = ∞,
όπου [0, T̄) το μέγιστο διάστημα ύπαρξης της ροής Ricci. Αυτό έπεται από το
λήμμα (2.4.1) καθώς R̄maxdτ = (ψ−1Rmax)(ψdτ) = rdt. Έτσι το ολοκλήρωμα
για τη νορμαρισμένη ροή Ricci πρέπει επίσης να αποκλίνει. Αλλά η υπό ολο-
κλήρωση ποσότητα είναι φραγμένη από το προηγούμενο λήμμα. Συνεπώς το
διάστημα ολοκλήρωσης πρέπει να είναι μη φραγμένο, δηλαδή T̄ = ∞, δη-
λαδή το ζητούμενο.

5.4.2 Σύγκλιση σε μετρική σταθερής καμπυλότητας
Θα δείξουμε τώρα πως η νορμαρισμένη ροή Ricci συγκλίνει σε ομαλή με-

τρική, ḡ∞, σταθερής, θετικής καμπυλότητας διατομής. Η απόδειξη είναι πα-
ρόμοια με εκείνη του θεωρήματος (4.2.1) και βασικό εργαλείο θα είναι και
πάλι το θεώρημα (4.2.2).

Εξετάζουμε αρχικά την ύπαρξη και τη συνέχεια της οριακής μετρικής.
Για να δείξουμε πως η ḡ∞ υπάρχει και είναι συνεχής πρέπει να δείξουμε ότι
υπάρχει C <∞ τέτοιο, ώστε ∫∞

0

|
∂

∂τ
ḡ|dτ < C.

Από την εξίσωση της νορμαρισμένης ροής Ricci αυτό είναι ισοδύναμο με το∫∞
0

|R̄c−
r̄

3
ḡ|dτ (5.46)
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να είναι φραγμένο. Από το πόρισμα (4.3.3) γνωρίζουμε ότι
|Rc− 1

3
Rg|2

R2
≤ CR−δ.

Αυτό είναι ένα γράγμα της μορφής που χρειαζόμαστε ( το θεώρημα (4.3.3)
μας λέει ότι καθώς t → ∞ τα r και R πλησιάζουν ομοιόμορφα). Ωστόσο,
χρειαζόμαστε ένα αντίστοιχο φράγμα που να ισχύει για τη νορμαρισμένη
ροή Ricci και που θα κάνει το ολοκλήρωμα (4.42) να είναι επίσης φραγμένο.
Ο ευκολότερος τρόπος για να γίνει αυτό είναι να δείξουμε ότι η προς ολο-
κλήρωση ποσότητα είναι φραγμένη από κάποια εκθετικάφθίνουσα ποσότητα
(ένα σταθερό φράγμα δεν είναι αρκετό για την περίπτωση αυτή αφού το διά-
στημα ολοκλήρωσης είναι μη φραγμένο. Θα χρειαστουμε κάποια εισαγωγικά
αποτελέσματα.
Λήμμα 5.4.2. Αν (M3, ḡ(τ)) είναι λύση της ροής νορμαρισμένης ροής Ricci
σε μία κλειστή 3-πολλαπλότητα με γνήσια θετική αρχική καμπυλότηταRicci,
τότε υπάρχει ε>0 ώστε R̄ ≥ ε για κάθε τ > 0.
Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε το ακόλουθο λήμμα.
Λήμμα 5.4.3. Αν Μ είναι απλά συνεκτική πολλαπλότητα διάστασης 3, της
οποίας οι καμπυλότητες διατομής βρίσκονται μεταξύ των τιμών Κ και 1

4
K,

για κάποια σταθερά Κ, τότε η εγχύσιμη ακτίνα της Μ είναι τουλάχιστον π√
K
.

Από το πόρισμα (4.3.7)
ν(x, t)

λ(x, t)
→ 1

καθώς t → T , ομοιόμορφα για όλα τα x, y ∈ M. Από το λήμμα (2.4.1) και το
γεγονός ότι λ ≥ µ ≥ ν έπεται τότε ότι

λ̄i

λ̄j
→ 1

ομοιόμορφα, καθώς τ → ∞ για κάθε i,j (λ1 = λ, λ2 = µ, λ3 = ν). Συνεπώς,
μετά από κάποια χρονική στιγμή θα ισχύουν οι υποθέσεις του παραπάνω λήμ-
ματος με Κ κάποιο πολλαπλάσιο του R̄min συμφωνα με το θεώρημα (4.3.3).
Εφαρμόζοντας το λήμα λοιπόν, στον καθολικό χώρο επικάλυψης Ν της Μ,
βρίσκουμε ότι ο όγκος του είναι τουλάχιστον ένα πολλαπλάσιο της τρίτης
δύναμης της ακτίνας έγχυσης, p(N), συμφωνα με το θεώρημα σύγκρισης
Bishop-Gunther, αφου έχουμε ένα ομοιόμορφο φράγμα στις καμπυλότητες
διατομής από το λήμμα (4.4.1). Έτσι,

Vol(N) ≥ C ′p(N)3 ≥ C ′(
π√
K
)3 ≥ CR̄−

3
2

max. (5.47)

Σημειώνουμε πως αφού ο τανυστής Ricci της Μ είναι κάτω φραγμένος (από
το πόρισμα (4.3.2)), η θεμελιώδης ομάδα της Μ είναι πεπερασμένη (από το
θεώρημα του Myers). Επιπλέον ο όγκος της Μ είναι σταθερός στη ωορμαρι-
σμένη ροή Ricci. Έτσι

Vol(N) = |π1(M)|Vol(M) = σταθερά.
Από αυτό και την (4.43) προκύπτει ένα κάτω φράγμα για την R̄max και το
αποτέλεσμα του θεωρήματος (4.3.3) δίνει το ομοιόμορφο κάτω φράγμα για
την R̄min που ζητούσαμε.
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Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε το κατάλληλο φράγμα που θα μας επι-
τρέψει να δείξουμε πως το ολοκλήρωμα (4.42) είναι φραγμένο. Τόσο σε αυ-
τήν όσο και σε επόμενες αποδείξεις θα χρειαστεί να χρησιμοποιήσουμε επι-
χειρήματα που περιλαμβάνουν την αρχή του μεγίστου όπως έχουμε κάνει και
στα προηγούμενα. Για το λόγο αυτό πρέπει να γνωρίζουμε πως εξελίσσο-
νται οι διάφορες ποσότητες κατά τη νορμαρισμένη ροή Ricci. Στο κεφάλαιο
2 κάποια τέτοια αποτελέσματα (θεώρημα (2.4.1)), εδώ όμως θα εξετάσουμε
το θέμα γενικότερα. Υπάρχει ένας εύκολος τρόπος να μεταβαίνουμε απο τη
ροή Ricci στη νορμαρισμένη ροή Ricci. Πρώτα πρέπει να εισάγουμε την έν-
νοια του βαθμού ενός τανυστή.

Αν λοιπόν P είναι τανυτής εξαρτώμενος από τη μετρική και την καμπυ-
λότητα ως προς τη ροή Ricci, τότε η ίδια ποσότητα υπολογισμένη ως προς
τη νορμαρισμένη ροή Ricci, από τα αποτελέσματα του λήμματος (2.4.1), θα
σχετίζεται με την P μέσω ενός τύπου της μορφής P̄ = ψnP (όπου ψ είναι
ο παράγοντας με τον οποίο πολλαπλασιάσαμε τη μετρική ώστε να προκύ-
ψει η νορμαρισμένη ροή Ricci). Καλούμε το n βαθμό του P. Για παράδειγμα η
βαθμωτή καμπυλότητα έχει βαθμό -1.
Λήμμα 5.4.4. Αν ο τανυστής P ικανοποιεί την

∂

∂t
P = ∆P +Q

ως προς τη (μη νορμαρισμένη) ροή Ricci, σε μία 3-πολλαπλότητα, και είναι
βαθμού n, τότε ο Q έχει βαθμό n-1 και ως προς τη νορμαρισμένη ροή Ricci
θα ισχύει

∂

∂τ
P̄ = ∆̄P̄ + Q̄+

2r̄n

3
P̄.

Απόδειξη. Ο Q έχει βαθμό n-1 διότι ∂τ
∂t

= ψκαι συνεπώς ∂
∂t
P έχει βαθμό n-

1. Επίσης, ισχύει ∆ = ψ∆̄ κι έτσι η ∆Pέχει βαθμό n-1, άρα και η Q . Τώρα
P̄ = ψnP και ισχύει και η (2.27). Έτσι

∂

∂τ
P̄ = ψ−1 ∂ψ

nP

∂t

= ψn−1 ∂P

∂t
+ nψn−2dψ

dt
P

= ψn−1(∆P +Q) + nψn−2(
2r̄

3
ψ2)P

= ∆̄P̄ + Q̄+
2r̄n

3
P̄.

Θεώρημα 5.4.2. Αν (M3, ḡ(τ)) είναι λύση της νορμαρισμένης ροής Ricci σε
μια κλειστή 3-πολλαπλότητα γνήσια θετικής αρχικής καμπυλότητας Ricci,
τότε υπάρχουν σταθερές C, δ>0 ώστε

|Ē| ≤ Ce−δτ.

Απόδειξη. Επειδή |Ē| = |E| ≤ (λ − ν)2/4 = (λ̄ − ν̄)2/4 αρκεί να βρούμε εκθε-
τικά φθίνον φράγμα για την (λ̄ − ν̄). Στην πραγματικότητα θα δείξουμε ότι
υπαρχουν σταθερές C,δ>0 ώστε

λ̄− ν̄ ≤ Ce−δτ(µ̄+ ν̄).
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Το αποτέλεσμα τότε θα είναι άμεσο από το λήμμα (4.4.1), το οποίο δίνει ένα
ομοιόμορφο φράγμα για την µ̄+ ν̄.

Χρησιμοποιούμε και πάλι το τρικ του Uhlenbeck αυτή τη φορά για τη νορ-
μαρισμένη ροή Ricci. Το αντίστοιχο του συστήματος (3.14) είναι τώρα το

∂

∂τ
iia = R̄ili

l
a −

r̄

2
iia

(ή ∂
∂τ
i = R̄c ◦ i − r̄

2
i). Η εξέλιξη τώρα του i∗R̄m είναι τότε (από το θεώρημα

(2.4.1) και το προηγούμενο λήμμα)

∂tR̄abcd = ∆̄R̄abcd + 2(B̄abcd − B̄abdc + B̄acbd − B̄adbc) − r̄R̄abcd.

Οδηγούμαστε έτσι στην ανάλογη της εξίσωσης (4.24)

d

dτ

 λ̄

µ̄

ν̄

 =

 λ̄2 + µ̄ν̄− r̄λ̄
µ̄2 + ν̄λ̄− r̄µ̄
ν̄2 + λ̄µ̄− r̄ν̄

 . (5.48)

Εφαρμόζουμε τώρα την αρχή του μεγίστου όπως κάναμε και στις αποδεί-
ξεις του λήμματος (4.3.1) και του θεωρήματος (4.3.1), με το χρονικά εξαρτώ-
μενο αυτή τη φορά σύνολο

K(τ) ≡ {Q ∈ E : eδτ(λ̄(Q) − ν̄(Q)) − C(ν̄(Q) + µ̄(Q)) ≤ 0}

για κάποια C,α,δ που πρέπει να επιλεγούν. Από την (4.44) έχουμε

d

dt
log(eδτ λ̄− ν̄

ν̄+ µ̄
) = δ− (µ̄− ν̄) −

ν̄2 + µ̄2

ν̄+ µ̄

≤ δ1
2
(ν̄+ µ̄),

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι ο όρος ν̄− µ̄ παραμένει αρνητικός στη
νορμαρισμένη ροή Ricci, γεγονός που έπεται από την (4.44) με τον ίδιο τρόπο
που δείξαμε το αντίστοιχο αποτέλεσμα για τη ροή Ricci.

Από το λήμμα (4.4.2) τώρα, μπορούμε να επιλέξουμε ε>0 ώστε

2ε ≤ λ̄+ µ̄+ ν̄ ≤ (1+ B)(µ̄+ ν̄),

για κάποιο Β>0 με το τελευταίο βήμα να προκύπτει από το λήμμα (4.3.1),
καθώς

λ̄

µ̄+ ν̄
=

λ

µ+ ν
≤ B.

Μπορούμε τώρα να επιλέξουμε δ>0, αρκετά μικρό, ώστε

δ−
ε

1+ B
< 0.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουμε

d

dt
log(eδτ λ̄− ν̄

ν̄+ µ̄
) ≤ δ− 1

2
(µ̄+ ν̄) ≤ δ− ε

1+ B
≤ 0.

Συνεπώς η λύση της σ.δ.ε. παραμένει στο K(τ) για κατάλληλα επιλεγμένα
C,δ>0. Το K(τ) είναι κλειστό, κυρτό και αναλλοίωτο σε παράλληλες μετατο-
πίσεις. Άρα έχουμε το ζητουμενο απο το θεώρημα (3.2.4).
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Για να εφαρμόσουμε το θεώρημα (4.2.2) πρέπει να βρούμε ένα εκθετικό
φράγμα για το |R̄c− r̄

3
ḡ|. Το προηγούμενο αποτέλεσμα μας έδωσε ένα φράγμα

για το |Ē| = |R̄c R̄
3
ḡ|. Χρειαζόμαστε λοιπόν ένα εκθετικό φράγμα για τη δια-

φορά |R̄− r̄|. Θα δείξουμε κάτι ισχυρότερο.
Λήμμα 5.4.5. Υπάρχουν σταθερές C,δ>0, ώστε

R̄max − R̄min < Ce
−δτ.

Απόδειξη. Επειδή έχουμε βρει ένα ομοιόμορφο άνω φράγμα για τη διάμετρο
της Μ (όπως προέκυψε από την απόδειξη του λήμματος (4.4.1)), αρκεί να
βρούμε ένα εκθετικό φράγμα για το |∇̄R̄|. Αυτό επιτυγχάνεται με παρόμοιο
τρόπο με το θεώρημα (4.3.2). Έστω

G =
|∇R|2

R2
+ α|E|2,

για κάποιο α>0 που θα επιλεγεί κατάλληλα σε λίγο. Ο G είναι βαθμού -2 και
με τον ίδιο τρόπο όπως στο θεώρημα (4.3.2) μπορούμε να δείξουμε ότι, για
κατάλληλο α>0, ικανοποιεί την

∂

∂t
G ≤ ∆G+ βR|E|2

για κάποιο β>0. Έτσι από το λήμμα (4.4.4) προκύπτει ότι
∂

∂τ
Ḡ ≤ ∆̄Ḡ+ βR̄|Ē|2 −

4r̄

3
Ḡ

≤ ∆̄Ḡ+ Ce−δτ − δḠ

για κάποια C,δ>0 από το αποτέλεσμα του θεωρήματος (4.4.2), χρησιμοποιώ-
ντας επιπλέον ότι η R̄ είναι κάτω φραγμένη (λήμμα (4.4.2)), ώστε να φρά-
ξουμε το r̄ > 3δ

4
για δ>0. Έτσι

∂

∂τ
(eδτḠ− Cτ) ≤ ∆̄(eδτḠ− Cτ)

και από την αρχή του μεγίστου: eδτḠ − Cτ ≤ C από όπου έπεται ότι η Ḡ
ελαττώνεται εκθετικά. Καθώς τώρα η R̄ είναι άνω φραγμένη όπως είδαμε
στο λήμμα (4.4.1), η |∇̄R̄|2 είναι επίσης εκθετικά φθίνουσα και έχουμε το ζη-
τούμενο.

Μπορούμε τώρα να δείξουμε αυτό που θέλουμε.
Θεώρημα 5.4.3. Αν (M3, ḡ(τ)) είναι λύση της νορμαρισμένης ροής Ricci σε
μια κλειστή 3-πολλαπλότητα γνήσια θετικής αρχικής καμπυλότητας Ricci,
τότε η ḡ(τ) υπάρχει για όλα τα τ ∈ [0,∞) και συγκλίνει ομοιόμορφα καθώς
τ→ ∞ σε μία συνεχή μετρική ḡ∞.
Απόδειξη. Από το θεώρημα (4.4.2) και το λήμμα (4.4.5),∫∞

0

|
∂ḡ

∂τ
|dτ =

∫∞
0

|R̄c−
r̄

3
ḡ|dτ

≤
∫∞
0

(|R̄c−
R̄

3
ḡ|dτ+

∫∞
0

(|R̄c−
R̄− r̄

3
ḡ|)dτ

<

∫∞
0

Ce−δτdτ <∞.
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Από το θεώρημα (4.2.2), έπεται ότι η ḡ(τ) συγκλίνει ομοιόμορφα σε μία συ-
νεχή μετρική ḡ∞, καθώς τ→ ∞.

Η απόδειξη του θεωρήματος του Hamilton

Το επόμενο βήμα είναι να δείξουμε ότι η σύγκλιση είναι ομαλή. Αυτό είναι
σημαντικό διότι θέλουμε η οριακή μετρική να είναι ομαλή και ακόμα επειδή
θέλουμε οι καμπυλότητες ως προς τη νορμαρισμένη ροή Ricci να συγκλίνουν
στις αντίστοιχες καμπυλότητες της οριακής μετρικής (καθώς η καμπυλότητα
είναι δεύτερης τάξης παράγωγος της μετρικής). Τότε, από τα αποτελέσματα
που έχουμε δει σχετικά με το ”πλησίασμα” των καμπυλοτήτων διατομής, θα
μπορέσουμε να εξάγουμε ανάλογα αποτελέσματα για την οριακή μετρική η
οποία θα δειχθεί τελικά πως είναι σταθερής καμπυλότητας διατομής.

Θεώρημα 5.4.4. Η οριακή μετρική ḡ∞ του προηγούμενου θεωρήματος είναι
ομαλή και η σύγκλιση της ḡ(τ) καθώς τ → ∞ είναι ομοιόμορφη σε κάθε
Ck-νόρμα.

Απόδειξη. Όπως και στο πόρισμα (4.2.4), πρέπει να δείξουμε ότι σε κάθε
πεδίο ορισμού U ενός χάρτη, ισχύει∫∞

0

|∂τ∂
kg|dτ <∞

για κάθε k ∈ N. Από την εξίσωση της νορμαρισμένης ροής Ricci προκύπτει
άμεσα πως αρκεί να δείξουμε ότι

|∂kF| ≤ Ce−δτ,

όπου F = R̄c − 1
3
r̄ḡ. Συνδυάζοντας το λήμμα (4.3.1) και το θεώρημα (4.3.1),

παρατηρούμε ότι η |F| είναι εκθετικά φραγμένη. Το πιό σημαντικό βήμα στην
απόδειξη πως οι παράγωγοί της είναι και αυτές εκθετικά φραγμένες, θα είναι
να δείξουμε ότι οι σύναλλοίωτες παράγωγοί της είναι εκθετικά φραγμένες.
Επειδή η r̄ είναι σταθερή (όχι ως προς το χρόνο) και ∇̄ḡ = 0, αυτό είναι ισοδύ-
ναμο με το να δείξουμε ότι οι συναλλοίωτες παράγωγοι της R̄c είναι εκθετικά
φραγμένες ως προς τη ḡ(τ). Υπενθυμίζοντας ότι οι μετρικές ḡ(τ), τ ∈ [0,∞)
είναι ομοιόμορφα ισοδύναμες με την ḡ(0), έχουμε ότι τελικά αυτό είναι ισο-
δύναμο με το να δείξουμε ότι οι παράγωγοι αυτές είναι φραγμένες ως προς
μία σταθερή μετρική.
Λήμμα 5.4.6. Υπάρχουν θετικές σταθερές Ck, δk τέτοιες, ώστε

|∇̄kR̄c| ≤ Cke
−δτ

για κάθε k ≥ 1.

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί σε γενικές γραμμές αυτή του θεωρήματος
(4.2.3) (εκτιμήσεις B.B.S) ενώ θα χρησιμοποιηθούν και κάποιες τεχνικές από
την απόδειξη του θεωρήματος (4.3.2). Συγκεκριμένα η απόδειξη γίνεται με
επαγωγή στο κ. Σε όλη τη διάρκεια της απόδειξης C και δ θα δηλώνουν
σταθερές των οποίων οι τιμές θα αλλάζουν σχεδόν σε κάθε εξίσωση. Ση-
μειώνουμε αρχικά ότι |R̄c| ≤ |R̄c − 1

3
R̄ḡ| + |R̄

3
≤ C από τα αποτελέσματα του

θεωρήματος (4.4.2) και του λήμματος (4.4.1).
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Ας ξεκινήσουμε την επαγωγή. Δεν χρειαζόμαστε βάση για την επαγωγή.
Αν υποθέσουμε ότι |∇̄jR̄c| ≤ Ce−δτ για όλα τα 1 ≤ j ≤ k − 1 για κάποιες
θετικές σταθερές C,δ, για κ=1 έχουμε κενή και συνεπώς αληθή υπόθεση.

Εφόσον βρισκόμαστε στη διάσταση 3 ο Rm μπορεί να γραφεί ως γραμ-
μικός συνδυασμός από ίχνη του Rc. Έπεται τότε, από το λήμμα (4.2.3) ότι η
ποσότητα ∇kRc ικανοποιεί μια εξίσωση παρόμοια με του λήμματος αυτού με
τον Rc όμως να έχει αντικατασταθεί από τον Rm. Έπεται τότε από το λήμμα
(4.2.4) ότι η |∇kRc|2 ικανοποιεί μία εξίσωση της μορφής

∂

∂t
|∇kRc|2 = ∆|∇kRc|2 − 2|∇k+1Rc|2 +

k∑
j=0

∇mRc ⋆∇k−jRc ⋆∇kRc.

Αυτό ισχύει για τη (μη νορμαρισμένη) ροή Ricci. Για τη νορμαρισμένη ροή
τώρα, η εξίσωση θα είναι η ίδια εκτός από έναν όρο της μορφής

2nr̄

3
|∇̄kR̄c|2,

σύμφωνα με το λήμμα (4.4.4). Ο όρος αυτός ωστόσο θα απορροφηθεί στον
j=0 όρο της άθροισης αφού είναι φραγμένος από έναν όρο της μορφής

R̄c ⋆ ∇̄kR̄c ⋆ ∇̄kR̄c

(σημειώνουμε ότι από το θεώρημα (4.3.3), η r̄ είναι ομοιόμορφα άνω φραγ-
μένη από το CR για κάποια σταθερά C>0).

Έτσι έχουμε την εξίσωση που ικανοποιεί η |∇̄kR̄c|2 ως προς τη νορμαρι-
σμένη ροή Ricci, και χρησιμοποιώντας την επαγωγική υπόθεση μπορούμε να
την απλοποιήσουμε:

∂t|∇̄kR̄c|2 ≤ ∆̄|∇̄kR̄c|2 − 2|∇̄k+1R̄c|2 +

k∑
j=0

∇̄jR̄c ⋆ ∇̄k−jR̄c ⋆ ∇̄kR̄c

≤ ∆̄|∇̄kR̄c|2 − 2|∇̄k+1R̄c|2 + Ce−δτ + R̄c ⋆ (∇̄kR̄c)∗2

≤ ∆̄|∇̄kR̄c|2 − 2|∇̄k+1R̄c|2 + Ce−δτ + Bk|∇̄kR̄c|2.

Χρησιμοποιήσαμε τα εκθετικά φράγματα από την επαγωγική υπόθεση και το
ομοιόμορφο άνω φράγμα της |∇̄R̄c|. Αυτό όμως δεν είναι αρκετό αφού όλοι
οι όροι στο δεξί μέλος προκαλούν εκθετική αύξηση. Για να ξεπεράσουμε το
πρόβλημα θα χρησιμοποιήσουμε το ίδιο τέχνασμα που χρησιμοποιήθηκε και
στην απόδειξη του θεωρήματος (4.2.3): θα προσθέσουμε όρους χαμηλότε-
ρης τάξης ώστε να ξεφορτώθούμε τους προβληματικούς όρους του δεξιού
μέλους. Αν προσθέσουμε ένα πολλαπλάσιο του |R̄c|2 θα πάρουμε κάτι όχι
εκθετικά φραγμένο. Αντίθετα πρέπει να προστεθούν πολλαπλάσια της |Ē|2.

Από το πόρισμα (4.3.4) και το λήμμα (4.3.6), έχουμε

∂t|E|
2 ≤ ∆|E|2 − |∇E|2 + 50

3
R|E|2.

Εφαρμόζουμε τώρα το πόρισμα (4.3.5) και το λήμμα (4.4.4) παίρνοντας

∂τ|Ē|
2 ≤ ∆̄|Ē|2 − 2

37
|∇̄R̄c|2 + 50

3
R|E|2 −

4r̄

3
|Ē|2

≤ ∆̄|Ē|2 − 2

37
|∇̄R̄c|2 + Ce−δτ
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(όπου χρησιμοποιήσαμε τα φράγματα: R̄ ≤ C και |Ē|2 ≤ Ce−δτ για τον τελευ-
ταίο όρο).

Ορίζουμε τώρα

V := |∇̄kR̄c|2 + αk0|Ē|
2 +

k−1∑
j=1

αkj|∇̄jR̄c|2,

όπου αkj είναι σταθερές που πρέπει να επιλεγούν. Ο V ικανοποιεί την

∂τV ≤ ∆̄V + Ce−δτ + (Bk − 2αkk−1)|∇̄kR̄c|2 +

k−1∑
j=1

(αkjBj − 2αkj−1)|∇̄jR̄c|2

+ (αk1B1 −
2

37
αk0)|∇̄R̄c|2,

όπου συγκεντρώσαμε όλους τους εκθετικά φθίνοντες όρους μαζί.
Επιλέγουμε τα αkj έτσι, ώστε

Bk − 2αk,k−1 ≤ −1

αk,jBj − 2αk,j−1 ≤ −αk,j για 2 ≤ j ≤ k− 1

αk,1B1 −
2

37
αk0 ≤ −αk1.

Η εξίσωση τότε, που ικανοποιεί ο V γίνεται

∂τV ≤ ∆̄V + Ce−δτ − V.

Για t=0 έχουμε ένα άνω φράγμα για τον V λόγω συμπάγειας της Μ. Η σ.δ.ε
που αντιστοιχεί στηω παραπάνω μ.δ.ε. είναι:

dϕ

dt
= Ce−δτ − ϕ

και έχει λύση
ϕ(τ) = Be−τ +

C

1− δ
e−δτ.

Από την κατάλληλη αρχή μεγίστου λοιπόν η V είναι εκθετικά φραγμένη
και συνεπώς

|∇̄kR̄c|2 ≤ V ≤ Cke
−δkτ.

Τώρα πρέπει απόφράγματα στην |∇̄kR̄c|2 να πάμε σεφράγματα της |∂kR̄c|2.
Όπως κάναμε και στην πρόταση (4.2.1), θα θεωρήσουμε τα σύμβολα του
Christoffel ως τανυστές σε κάποιο χάρτη U. Για να πάμε από τις συναλλοί-
ωτες παραγώγους σε παραγώγους ως προς συντεταγμένες θα χρειαστούμε
φράγματα στις παραγώγους των συμβόλων του Christoffel.

Λήμμα 5.4.7. Σε σταθερό χάρτη U, για κάθε k ∈ N ισχύει το ομοιόμορφο
άνω φράγμα

|∂k−1Γ̄ | ≤ Ck.
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Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή. Ας υποθέσουμε ότι το αποτέλε-
σμα ισχύει για κάθε 1 ≤ k ≤ m − 1. Όπως και στο προηγούμενο λήμμα δεν
χρειαζόμαστε βάση της επαγωγής.

Για το επαγωγικό βήμα τώρα, έχουμε δείξει (από το θεώρημα (2.3.1) και
το λήμμα (2.4.1)) ότι

∂τΓ̄
k
ij = −ḡkl(∇̄iR̄jl + ∇̄jR̄il − ∇̄lR̄ij).

Από αυτό και την —- έπεται

∂m−1∂τΓ̄ =

m−1∑
i=0

(⋆j≤m−2(∂
jΓ̄)) ⋆ ∇̄i(∂τΓ̄)

=

m−1∑
i=0

(⋆j≤m−2(∂
jΓ̄)) ⋆ ∇̄iR̄c.

Από την επαγωγική υπόθεση έχουμε ένα ομοιόμορφο φράγμα σε κάθε ένα
από τους όρους της ∂jΓ̄ και από το προηγούμενο λήμμα ένα εκθετικά φθίνον
φράγμα στους όρους του ∇̄iR̄c. Έτσι

∂τ∂
m−1Γ̄ ≤ Ce−δτ.

Συνεπώς
|∂m−1Γ̄ | ≤ |∂m−1Γ̄ |t=0 +

∫∞
0

Ce−δτdτ ≤ Cm

για κάποια θετική σταθερά Cm. Αυτό ολοκληρώνει το επαγωγικό βήμα και
συνεπώς την απόδειξη.

Έχουμε λοιπόν βρει:

|∂kF| = |

m−1∑
i=0

(⋆j≤m−2(∂
jΓ̄)) ⋆ ∇̄iF ≤ Ce−δτ

για όλα τα k ∈ N. Χρησιμοποιήσαμε τις εκτιμήσεις |∂jΓ̄ | ≤ C, για j ≤ m − 1
από το προηγούμενο λήμμα και |∇̄iF|2 ≤ Ce−δτ από το λήμμα (4.4.6) και το
θεώρημα (4.4.2). Επέιδη

ḡ∞(x) = ḡ(x, 0) − 2

∫∞
0

∂ḡ

∂τ
dτ

= ḡ(x, 0) − 2

∫∞
0

F(x, τ)dτ,

μπορούμε να συμπεράνουμε ότι για οποιοδήποτε πολυδείκτη α μπορούμε να
μεταφέρουμε την παράγωγο μέσα στο ολοκλήρωμα:

∂|α|

∂xα
ḡ∞(x) =

∂|α|

∂xα
ḡ(x, 0) − 2

∫∞
0

∂|α|

∂xα
F(x, τ)dτ,

όπου το ολοκλήρωμα είναι πεπερασμένο από το αποτέλεσμα που δείξαμε
παραπάνω:∫∞

0

∂|α|

∂xα
F(x, τ)dτ ≤

∫∞
0

|∂|α|F(x, τ)|dτ ≤
∫∞
0

Ce−δτdτ <∞.
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Συνεπώς η ḡ∞ έχει παραγώγους κάθε τάξης (είναι ομαλή) και εύκολα δεί-
χνουμε ότι η σύγκλιση ως προςCk-νόρμα είναι ομοιόμορφη (με τον ίδιο τρόπο
όπως στο πόρισμα (4.2.4)).

Μπορούμε τώρα να δείξουμε το θεώρημα (4.0.7). Αρκεί να δείξουμε ότι η
οριακή μετρική έχει τις ζητούμενες ιδιότητες.

Θεώρημα 5.4.5. Η οριακή μετρική ḡ∞ είναι ομαλή με σταθερή, θετική κα-
μπυλότητα διατομής.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο θεώρημα η ḡ(τ)συγκλίνει στην ḡ∞ στιςC0, C1, C2-
νόρμες. Επειδή οι καμπυλότητες συνδυασμοί τέτοιων τάξεων παραγώγων
της μετρικής, αυτό σημαίνει πως μπορούμε να θεωρήσουμε το όριο ώστε να
δείξουμε πως ο τανυστής του Einstein της ḡ∞ μηδενίζεται:

|Ē∞| = lim
τ→∞ |Ē(τ)| ≤ lim

τ→∞Ce−δτ = 0,

από το αποτέλεσμα του θεωρήματος (4.4.2). Έτσι η ḡ∞ είναι Einstein και από
το λήμμα (1.7.3) έχει σταθερή (θετική) καμπυλότητα διατομής.
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