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Εισαγωγή

Στην παρούσα συνθετική εργασία παρουσιάζουµε ορισµένες ϐασικές αρχές της
Περιγραφικής Συνολοθεωρίας.
Η εργασία αποτελείται από πέντε κεφάλαια. Το Κεφάλαιο 1 είναι προκαταρτικό,
παρουσιάζονται έννοιες και αποτελέσµατα που χρησιµοποιούνται στα επόµενα.
Στην Παράγραφο 1.1 παραθέτονται στοιχεία από την (ZFC) συνολοθεωρία τα
οποία αναφέρονται κυρίως στην πληθικότητα των συνόλων. Ορίζεται το σύνολο
Cantor, δίνεται µία ενδιαφέρουσα απόδειξη του ϑεωρήµατος Schröder−Bernstein
προερχόµενη από το [2] και ακολούθως αποδεικνύουµε ότι το R είναι ισοπλ-
ηθικό µε το δυναµοσύνολο, P(N). ∆ιατυπώνουµε την υπόθεση του συνεχούς

(CH) καθώς και την Γενικευµένη Υπόθεση του Συνεχούς (GCH). Τέλος εξη-
γούµε συνοπτικά την έννοια του von−Neumann διατακτικού αριθµού καθώς και
την έννοια του πληθαρίθµου. Η Παράγραφος 1.2 είναι αφιερωµένη στους γενικούς
τοπολογικούς χώρους. Εξηγούνται οι ϐασικές έννοιες καθώς και τα ϐασικά ϑεωρή-
µατα που χρειαζόµαστε. Η Παράγραφος 1.3 αναφέρεται στους µετρικούς χώρους.
Ορίζεται η πληρότητα των µετρικών χώρων καθώς και η έννοια του µετρικοποιή-
σιµου τοπολογικού χώρου. Για κάθε µετρικό χώρο X και A ⊆ X ορίζεται η
χρήσιµη συνάρτηση fA και ακολούθως αποδεικνύεται το λήµµα Uryshon για
µετρικούς χώρους. Τέλος, διατυπώνονται χρήσιµοι χαρακτηρισµοί της συµπάγειας
των µετρικών χώρων. Στην Παράγραφο 1.4 ορίζεται η έννοια της λέξης και στη-
ν Παράγραφο 1.5 η έννοια του δένδρου σε ένα σύνολο. Αποδεικνύεται το πολύ
σηµαντικό λήµµα του König: Κάθε άπειρο δένδρο πεπερασµένης διακλάδωσης έ-
χει ένα άπειρο κλαδί. Χρησιµοποιώντας το λήµµαKönig αποδεικνύεται το ϑεώρηµα
της Βεντάλιας το οποίο χρησιµοποιούµε στο επόµενο κεφάλαιο.

Στο Κεφάλαιο 2 ορίζουµε τον χώρο τουN , τουBaire, ως το σώµα του µεγαλύτερ-
ου δένδρου στο N. Επαναδιατυπώνουµε την Υπόθεση του συνεχούς και αποδεικνύ-
ουµε τα ϐασικά αποτελέσµατα του χώρου N που έχουν σχέση µε το πρόβληµα του
συνεχούς. Η δοµή δένδρου του N είναι µια συνδιαστική δοµή. Επίσης, ο N έχει
µια ϕυσική δοµή τοπολογικού χώρου και αποτελεί το ϐασικό πρότυπο Πολωνικού
χώρου. Εξετάζουµε τον N κυρίως ως συνδιαστικό αντικείµενο και ελάχιστα χρησι-
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µοποιούµε την τοπολογική δοµή του. ∆ίνουµε συνδιαστικούς χαρακτηρισµούς
διαφόρων τοπολογικών εννοιών. Για παράδειγµα δείχνουµε ότι ένα υποσύνολο του
N είναι κλειστό αν και µόνο αν είναι σώµα δένδρου, είναι συµπαγές αν και µόνο
αν είναι σώµα δένδρου πεπερασµένης διακλάδωσης και είναι τέλειο αν και µόνο
αν είναι σώµα διασπώµενου δένδρου. Αποδεικνύουµε µε συνδιαστικό τρόπο το
ϑεώρηµα Cantor − Bendixson. Η δοµή δένδρου µας επιτρέπει να ορίσουµε τις
προσεγγίσεις µιας συνεχούς συνάρτησης f : N → N , οι οποίες παίζουν πολύ
σηµαντικό ϱόλο στην περαιτέρω µελέτη του N . Ορίζουµε την έννοια του αναλυ-
τικού υποσυνόλου του N : ΄Ενα υποσύνολο A του N είναι αναλυτικό αν υπάρχει
συνεχής συνάρτηση f : N → N ώστε A = f [N ]. Ακολούθως χρησιµοποιώντας τις
προσεγγίσεις µιας συνεχούς συνάρτησης αποδεικνύουµε το περίφηµο Θεώρηµα
Τέλειου Συνόλου του Souslin: Κάθε υπεραριθµήσιµο, αναλυτικό υποσύνολο A

του N περιέχει ένα αντίγραφο του χώρου Cantor C, και άρα είναι ισοπληθικό µε
το συνεχές. Αποδεικνύουµε ότι η οικογένεια των αναλυτικών υποσυνόλων του N
µε αναλυτικό συµπλήρωµα είναι σ-άλγεβρα που περιέχει την σ-άλγεβρα των Borel
υποσυνόλων του N . Ακολούθως αποδεικνύουµε το Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού του
Lusin: Αν A,B ⊆ N είναι ξένα και αναλυτικά σύνολα, τότε υπάρχει ένα σύνολο
Borel, C ⊆ N που διαχωρίζει τα A και B, δηλαδή A ⊆ C και C ∩ B = ∅. Από το
Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού έπεται αµέσως το Θεώρηµα του Souslin: ΄Ενα υποσύνολο
A ⊆ N είναι Borel αν και µόνο αν A και Ac είναι αναλυτικά.

Στο Κεφάλαιο 3 εξετάζονται οι Πολωνικοί χώροι, δηλαδή οι διαχωρίσιµοι τοπολογικοί
χώροι των οποίων η τοπολογία καθορίζεται από µια πλήρη µετρική. Στην Παρά-
γραφο 3.1 παρουσιάζονται ορισµένα παραδείγµατα Πολωνικών χώρων που παίζουν
έναν ιδιαίτερο ϱόλο. Στην Παράγραφο 3.2 ορίζεται η ταλάντωση µιας συνάρτησης

µε πεδίο ορισµού ένα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου (X) και τιµές σε έναν

µετρικό χώρο (Y ). Χρησιµοποιώντας την ταλάντωση αποδεικνύεται ότι το σύνο-
λο των σηµείων συνέχειας µιας συνάρτησης f : X → Y είναι Gδ-σύνολο. Επίσης
αποδεικνύεται το σηµαντικό Θεώρηµα Επέκτασης τουKuratowski (Θεώρηµα 3.2.4).
Στην παράγραφο 3.3 χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Επέκτασης του Kuratowski

αποδεικνύεται το Θεώρηµα του Mazurkiewicz (Θεώρηµα 3.3.2) . Αν (X, d) ένας
πλήρης µετρικός χώρος και Y ⊆ X το Y είναι πλήρως µετρικοποιήσιµο αν και
µόνο αν είναι Gδ-σύνολο. Στην Παράγραφο 3.4 αποδεικνύεται η εξής καθολική

ιδιότητα του κύβου του Hilbert IN: Κάθε Πολωνικός χώρος είναι οµοιοµορφικός

µε ένα Gδ-υποσύνολο του IN. Χρησιµοποιώντας αυτό το αποτέλεσµα αποδεικνύ-
ουµε ότι κάθε Πολωνικός χώρος είναι οµοιοµορφικός µε ένα κλειστό υποσύνολο

του RN. Στην Παράγραφο 3.5 αποδεικνύουµε ότι κάθε συµπαγής µετρικός χώρος
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είναι συνεχής εικόνα του χώρου Cantor, C. Μια εφαρµογή του αποτελέσµατος
αυτού στη ϑεωρία χώρων Banach δίνεται στην Παράγραφο 3.6: Ο διαχωρίσιµος

χώρος Banach, C
(
[0, 1]

)
είναι καθολικός για την κλάση των διαχωρίσιµων χώρων

Banach, υπό την έννοια ότι κάθε διαχωρίσιµος χώρος Banach είναι ισοµετρικά

ισόµρφος µε έναν υπόχωρο του C
(
[0, 1]

)
. Στην Παράγραφο 3.7 δείχνουµε ότι ο

χώρος του Cantor C είναι ο ελάχιστος, µη κενός, τέλειος Πολωνικός χώρος, υπό την
έννοια ότι κάθε µη κενός, τέλειος, Πολωνικός χώρος περιέχει ένα αντίγραφο του
C. Στην Παράγραφο 3.8 αποδεικνύουµε την Cantor −Bendixson διάσπαση κάθε
Πολωνικού χώρου και ορίζουµε τον δείκτη Cantor − Bendixson ενός Πολωνικού
χώρου.

Στο Κεφάλαιο 4 εξετάζονται µετρικοποιήσιµοι τοπολογικοί χώροι µηδενικής
διάστασης, δηλαδή µετρικοποιήσιµοι χωροι που έχουν µια ϐάση για την τοπολογί-
α τους που αποτελείται από ανοικτά-κλειστά σύνολα. Τυπικά παραδείγµατα χώρ-
ων µηδενικής διάστασης είναι : ο χώρος του Cantor C και ο χώρος του Baire

N . Στην Παράγραφο 4.1 ορίζεται το σχήµα Cantor σ΄ έναν µετρικό χώρο και
αποδεικνύεται ότι ο χώρος του Cantor, C είναι ο µοναδικός µέχρι ισοµορφισµού
συµπαγής, τέλειος, µετρικοποιήσιµος χώρος µηδενικής διάστασης. Στην Παρά-
γραφο 4.2 ορίζεται το σχήµα Lusin σ΄ έναν µετρικό χώρο καθώς και η συνοδεύ-
ουσα συνάρτηση του σχήµατος. Αποδεικνύεται το γενικό Θεώρηµα 4.2.2 το οποίο
χρησιµοποιείται στα επόµενα κατά τρόπο ουσιαστικό. Αποδεικνύεται το Θεώρηµα
Alexandrov − Urysohn που χαρακτηρίζει τον χώρο του Baire, N : Ο χώρος N
είναι ο µοναδικός µέχρι ισοµορφισµού µηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος του
οποίου κάθε συµπαγές υποσύνολο έχει κενό εσωτερικό. ΄Αµεσο πόρισµα αυτού

του χαρακτηρισµού είναι το γεγονός ότι ο χώρος A = R\Q των αρρήτων µε τη
συνήθη τοπολογία είναι ισοµορφικός µε τον χώρο του Baire. Στην Παράγραφο
4.3 αποδεικνύεται ότι ο χώρος του Baire είναι καθολικός για την κλάση των µη-
δενοδιάστατων Πολωνικών χώρων υπό την έννοια ότι κάθε µηδενοδιάστατος Πολ-
ωνικός χώρος είναι ισοµορφικός µε έναν κλειστό υπόχωρο του N . Στην Παρά-
γραφο 4.4 αποδεικνύεται το εξής πολύ χρήσιµο αποτέλεσµα (Θεώρρηµα 4.4.3): Αν
X είναι Πολωνικός χώρος, τότε υπάρχουν κλειστό σύνολο F ⊆ N και συάρτηση
f : F −→ X συνεχής 1 − 1 και επί. Χρησιµοποιώντας ότι για κάθε κλειστό σύνο-
λο F ⊆ N υπάρχει συνεχής προβολή h : N −→ F , έπεται από το προηγούµενο
αποτέλεσµα: Κάθε Πολωνικός χώρος είναι συνεχής εικόνα του χώρου του Baire.
Η παράγραφος τελειώνει µε το πολύ σηµαντικό ϑεώρηµα του Hurewicz: ΄Ενας
Πολωνικός χώρος X περιέχει ένα κλειστό υποσύνολο ισοµορφικό µε το χώρο του
Baire αν και µόνο αν ο X δεν είναι σ-συµπαγής.
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Το Κεφάλαιο 5 είναι αφιερωµένο στα αναλυτικά υποσύνολα Πολωνικών χώρων.
Στην Παράγραφο 5.1 εισάγεται η έννοια του αναλυτικού υποσυνόλου ενός Πολ-
ωνικού χώρου: ΄Ενα υποσύνολο A ενός Πολωνικού χώρου X είναι αναλυτικό αν
υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : N → X ώστε A = f [N ]. Αποδεικνύονται διάφοροι
χαρακτηρισµοί των αναλυτικών συνόλων µεταξύ των οποίων ο εξής χαρακτηρισµός
µέσω του τελεστή Souslin: ΄Ενα υποσύνολο A ένός Πολωνικού χώρου X είναι
αναλυτικό αν και µόνο αν έχει την αναπαράσταση

A =
⋃
σ∈N

⋂
n∈N

Fσ|n

όπου κάθε Fσ|n είναι κλειστό υποσύνολο του N. Στην Παράγραφο 5.2, χρησι-

µοποιώντας αποτελέσµατα για τον χώρο τουBaire και το Θεώρηµα 4.4.3 αποδεικνύ-
ουµε ότι σ΄ ένα Πολωνικό χώρο X η κλάση των αναλυτικών υποσυνόλων του X που
έχουν αναλυτικό συµπλήρωµα είναι σ-άλγεβρα που περιέχει την σ-άλγεβρα των
Borel υποσυνόλων του X. Ακολουθεί το ϑεώρηµα διαχωρισµού του Lusin για
τα αναλυτικά υποσύνολα ενός Πολωνικού χώρου. ΄Αµεση συνέπεια των ανωτέρω
είναι ότι σ΄ έναν Πολωνικό χώρο X η κλάση των αναλυτικών υποσυνόλων του X

µε αναλυτικό συµπλήρωµα ταυτίζεται µε την κλάση των Borel υποσυνόλων του X.
Τέλος, επεκτείνουµε µε απλό τρόπο, το Θεώρηµα Τέλειου Συνόλου του Souslin

σε Πολωνικούς χώρους. Στην Παράγραφο 5.2, για X Πολωνικό χώρο εισάγεται
η έννοια του καθολικού αναλυτικού υποσυνόλου του X × N για τα αναλυτικά υ-
ποσύνολα του X. Αποδεικνύεται ότι υπάρχει αναλυτικό υποσύνολο του N × N
που είναι καθολικό για τα αναλυτικά υποσύνολα του N . Τέλος, δείχνουµε ότι ένα
N -καθολικό αναλυτικό υποσύνολο του N ×N δεν είναι Borel.
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Κεφάλαιο 1

Προκαταρτικά

1.1 Στοιχεία Θεωρίας Συνόλων

Παραθέτουµε εδώ ορισµένα στοιχεία από την ZFC ϑεωρία Συνόλων, τα οποία
αναφέρονται κυρίως στην πληθικότητα των συνόλων.

΄Εστω σύνολα A,B. Μία συνάρτηση f : A → B που είναι 1 − 1 και επί καλεί-
ται αντιστοιχία. Τα σύνολα A,B είναι ισοπληθικά, A =c B, αν υπάρχει αντιστοιχία
f : A → B. Το σύνολο A έχει πληθικότητα µικρότερη-ίση του B, A ≤c B, αν
υπάρχει συνάρτηση f : A → B που είναι 1 − 1. Το A έχει πληθικότητα (γνήσια)
µικρότερη από την πληθικότητα του B, A <c B αν A ≤c B αλλά A 6=c B.

΄Ενα σύνολο A είναι αριθµήσιµο αν είναι πεπαρασµένο ή ισοπληθικό µε το σύνολο,
N, των ϕυσικών αριθµών, αλλιώς καλείται υπεραριθµήσιµο. Με το πρώτο διαγώνιο
επιχείρηµα του Cantor αποδεικνύεται ότι το σύνολο Q των ϱητών αριθµών είναι
αριθµήσιµο.

Για κάθε σύνολο A συµβολίζουµε µε P(A) το δυναµοσύνολο του A, δηλαδή το
σύνολο των υποσυνόλων του A, δηλαδή

P(A) = {x : x σὺνoλo & x ⊆ A}.

Είναι ϕανερό ότι αν δύο σύνολα A,B είναι ισοπληθικά τότε το δυναµοσύνολο του
A είναι ισοπληθικό µε το δυναµοσύνολο του B, δηλαδή:

A =c B ⇒ P(A) =c P(B).

΄Ετσι έχουµε ότι P(N) =c P(Q).
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1.1.1 Θεώρηµα: (Cantor)

Για κάθε σύνολο A, ισχύει
A <c P(A).

Απόδειξη :
Η συνάρτηση (x 7→ {x}) από το A στο δυναµοσύνολο P(A) του A, που αντιστοιχίζει

κάθε στοιχείο x του A στο µονοσύνολο {x} είναι 1− 1, και εποµένως A ≤c P(A).

Προς απαγωγή σε άτοπο δεχόµαστε ότι υπάρχει κάποια αντιστοιχία

π : A→ P(A),

που δείχνει ότι A =c P(A) και ορίζουµε το σύνολο

B = {x ∈ A : x /∈ π(x)}.

Εφ΄ όσον το B είναι υποσύνολο του A και η π είναι επί του P(A), υπάρχει b ∈ A
ώστε B = π(b). Είναι εύκολο να δούµε ότι

b ∈ B ⇔ b /∈ B,

που είναι άτοπο.

�

1.1.2 Πόρισµα: Το δυναµοσύνολο P(N) του συνόλου των ϕυσικών αριθµών είναι
υπεραριθµήσιµο.

Αν A,B είναι σύνολα, συµβολίζουµε µε (A → B) ή µε BA το σύνολο των
συναρτήσεων από το A στο B,

(A→ B) = {f : f : A→ B}.

1.1.3 Ορισµός: Το σύνολο ∆ των δυαδικών ακολουθιών είναι

∆ = (N→ {0, 1})

Για κάθε σύνολο A ⊆ N η χαρακτηριστική συνάρτηση του A είναι η συνάρτηση
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χA : N→ {0, 1} : χA(n) =


1 αν n ∈ A

0 αν n /∈ A.

1.1.4 Πρόταση: Το σύνολο των δυαδικών ακολουθιών είνια ισοπληθικό µε το
δυναµοσύνολο του N, δηλαδή

∆ =c P(N).

Απόδειξη :
΄Ευκολα µπορούµε να δούµε ότι η απεικόνιση (A 7→ χA) που αντιστοιχίζει σε κάθε
υποσύνολο A ⊆ N την χαρακτηριστική του συνάρτηση είναι αντιστοιχία από το
P(N) στο ∆, εποµένως ∆ =c P(N).

�

1.1.5 Πόρισµα: Το σύνολο ∆ των δυαδικών ακολουθιών είναι υπεραριθµήσιµο.

1.1.6. Το σύνολο του Cantor. (Σχήµα: 1.1)

Αν a, b είναι πραγµατικοί αριθµοί µε a < b, ϑέτουµε

L[a, b] = [a, a+
1

3
(b− a)],

R[a, b] = [a+
2

3
(b− a), b].

Το σύνολο του Cantor κατασκευάζεται ως ακολούθως.

Ορίζουµε πρώτα µια ακολουθία C0, C1, ..., Cn, ... υποσυνόλων του διαστήµατος

[0, 1] που ικανοποιούν τις εξής συνθήκες :

1. C0 = [0, 1]

2. Κάθε Cn είναι ένωση 2n κλειστών διαστηµάτων, και

C0 ⊇ C1 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ ...

3. Το Cn+1 κατασκευάζεται από το Cn µε την αντικατάσταση κάθε διαστήµατος

[a, b] του Cn από τα δύο κλειστά διαστήµατα L[a, b] και R[a, b].
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Το σύνολο Cantor είναι

C =
∞⋂
n=0

Cn.

0

1

1

3

2

3
1

0

0 1
9

2
9

1
3

18
9

7
9

2
3

Σχήµα 1.1: Η κατασκευή του συνόλου Cantor

1.1.7 Πρόταση: Το σύνολο των δυαδικών ακολουθιών είναι ισοπληθικό µε το
σύνολο του Cantor, δηλαδή:

∆ =c C.

Απόδειξη :
Σε κάθε δυαδική ακολουθία δ ∈ ∆ αντιστοιχίζουµε την ακολουθία :

F δ
0 , F

δ
1 , ..., F

δ
n , ...

που ορίζεται µε την αναδροµή

F δ
0 = C0 = [0, 1],

F δ
n+1 =


LF δ

n αν δ(n) = 0

RF δ
n αν δ(n) = 1.

Με επαγωγή γίνεται σαφές ότι για κάθε n, το F δ
n είναι ένα από τα κλειστά

διαστήµατα του Cn, που εµφανίζονται στην κατασκευή του συνόλου Cantor. Για

κάθε n το µήκος του διαστήµατος F δ
n είναι 1

3n
, και προφανώς

F δ
0 ⊇ F δ

1 ⊇ ... ⊇ F δ
n ⊇ ... .
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Από την πληρότητα του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών έπεται ότι η τοµή
αυτής της ακολουθίας είναι ένα µονοσύνολο. Θέτουµε

f(δ) = το µοναδικό σηµείο της τοµής
⋂∞
n=0 F

δ
n .

Προφανώς f(δ) ∈ C.
΄Ετσι έχουµε µια συνάρτηση f : ∆→ C.
∆είχνουµε ότι η f είναι 1− 1.
΄Εστω δ, ε ∈ ∆ µε δ 6= ε και n ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός ώστε δ(n) 6= ε(n), έστω

δ(n) = 0, τότε F δ
n = F ε

n από την επιλογή του n,

f(δ) ∈ F δ
n+1 = LF δ

n ,

f(ε) ∈ F ε
n+1 = RF δ

n ,

και
LF δ

n ∩RF δ
n = ∅,

οπότε f(δ) 6= f(ε), καθώς f(δ) ∈ LF δ
n και f(ε) ∈ RF δ

n .

Οµοίως f(δ) 6= f(ε) αν δ(n) = 1.

Συνεπώς η f είναι 1− 1.
Επίσης, µπορούµε εύκολα να δούµε ότι η f είναι επί.

�

Ο επόµενος σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι το σύνολο R των πραγµατικών

αριθµών είναι ισοπληθικό µε το δυναµόσύνολο P(N) του συνόλου των ϕυσικών
αριθµών.
Από τις προτάσεις 1.1.4 και 1.1.7 έπεται αµέσως το εξής.

1.1.8 Λήµµα: P(N) ≤c R.

Χρησιµοποιώντας την πυκνότητα του Q στο R και το γεγονός ότι P(Q) =c P(N)

αποδεικνύουµε το επόµενο.

1.1.9 Λήµµα: R ≤c P(N).

Απόδειξη :
Αρκεί να δείξουµε ότι R ≤c P(Q).

Ορίζουµε την συνάρτηση
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π : R→ P(Q) : π(x) = {q ∈ Q : q < x} ⊆ Q.

Η συνάρτηση π είναι 1− 1.
Αν x, y ∈ R µε x < y τότε υπάρχει κάποιος ϱητός q ώστε x < q < y, και εποµένως
q ∈ π(y)\π(x), οπότε π(x) 6= π(y).

�

Από τα ανωτέρω λήµµατα έπεται ότι η ισοπληθικότηταR =c P(N) είναι πόρισµα
του επόµενου ϐασικού ϑεωρήµατος.

1.1.10 Θεώρηµα: (Schröder −Bernstein)

Για όλα τα σύνολα A, B,

A ≤c B & B ≤c A ⇒ A =c B.

Η ενδιαφέρουσα απόδειξη που παρουσιάζουµε προέρχεται από το [2]. Το ϑεώρηµα
έπεται άµεσα από ο εξής.

1.1.11 Λήµµα: Αν A′ ⊆ B ⊆ A και A =c A
′, τότε επίσης και A =c B.

Απόδειξη :
΄Εστω f : A→ A′ αντιστοιχία που δείχνει ότι A =c A

′. Θέτουµε

Q = B\f [A].

Ακολούθως ορίζουµε την οικογένεια υποσυνόλων του A

T = {X ⊆ A : Q ∪ f [X] ⊆ X},

και ϑέτουµε

T =
⋂
T .

∆είχνουµε πρώτα ότι
(1) T = Q ∪ f [T ].

΄Εχουµε για κάθε X ∈ T ,

Q ∪ f [T ] ⊆ Q ∪ f [X] ⊆ X,
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και άρα
(2) Q ∪ f [T ] ⊆ T.

Από τη σχέση αυτή έπεται ότι

Q ∪ f
[
Q ∪ f [T ]

]
⊆ Q ∪ f [T ]

και συνεπώς
Q ∪ f [T ] ∈ T

οπότε,
(3) T ⊆ Q ∪ f [T ]

Από τις σχέσεις (2) και (3) έπεται η (1).

Καθώς τα σύνολα Q και f [T ] είναι ξένα, από την (1) παίρνουµε

Q = T\f [T ].

Από τον ορισµό του Q έχουµε B = Q ∪ f [A], και εποµένως

B =
(
T\f [T ]

)
∪ f [A]

= T ∪
(
f [A]\f [T ]

)
, επειδή f [T ] ⊆ T και f [T ] ⊆ f [A],

= T ∪ f [A\T ], επειδή η f είναι αντιστοιχία.

΄Ετσι,
(4) B = T ∪ f [A\T ].

Τα σύνολα T και f [A\T ] είναι ξένα, εφ΄ όσον T ⊆ f [T ], f [A\T ] = f [A]\f [T ], και

καθώς η f είναι αντιστοιχία η σχέση (4) συνεπάγεται ότι

A =c B.

�

Απόδειξη του ϑεωρήµατος :
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Από την υπόθεση υπάρχουν 1− 1 συναρτήσεις, f : A→ B και g : B → A. Τότε

A =c gf [A] ⊆ g[B] ⊆ A, g[B] =c B.

Από το λήµµα έπεται A =c g[B], και άρα A =c B.

�

1.1.12 Πόρισµα: R =c P(N).

1.1.13. Υπόθεση του Συνεχούς (Continuum Hypothesis)

∆εν υπάρχει σύνολο πραγµατικών αριθµώνX µε πλήθος στοιχείων ενδιάµεσο αυτών

του N και του R, δηλαδή

(CH) (∀X ⊆ R)[X ≤c N ∨ X =c R].

Εφ΄ όσον R = P(N), η (CH) είναι ειδική περίπτωση της Γενικευµένης Υπόθεσης

του Συνεχούς (Generalized Continuum Hypothesis), δηλαδή της υπόθεσης ότι για

κάθε άπειρο σύνολο A,

(GCH)
(
∀X ⊆ P(A)

)
[X ≤c A ∨ X =c P(A)].

1.1.14. Συνέπεια της Γενικευµένης Υπόθεσης του Συνεχούς GCH, (Gödel 1939)

Στο µοντέλο L των κατασκευάσιµων συνόλων ικανοποιείται η Γενικευµένη Υπόθεση

του Συνεχούς, GCH, και ειδικότερα η Υπόθεση του Συνεχούς, CH, δεν διαψεύδεται

στην ZFC ϑεωρία Συνόλων.

1.1.15. Ανεξαρτησία της Υπόθεσης του Συνεχούς CH, (Cohen 1963)

Υπάρχει µοντέλο της ZFC ϑεωρίας Συνόλων στο οποίο η Υπόθεση του Συνεχούς

CH, δεν ισχύει, άρα η Υπόθεση του Συνεχούς δεν είναι ϑεώρηµα της ZFC ϑεωρίας

Συνόλων.

1.1.16 Ορισµός: (von−Neumann)

∆ιατακτικός αριθµός (ordinal) είναι ένα καλά διατεταγµένο σύνολο α τέτοιο ώστε

για κάθε ξ ∈ α, το σύνολο {x ∈ α : x < ξ} είναι το ξ. ΄Ετσι κάθε διατακτικός
αριθµός ταυτίζεται µε το σύνολο όλων των προηγούµενων του.
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Συµβολίζουµε µε ORD την κλάση όλων των διατακτικών αριθµών:

0, 1, 2, ...ω, ω + 1, ..., ω2, ..., ω2, ..., ωω, ..., ε0, ...

΄Ενας διατακτικός αριθµός α είναι επόµενος αν είναι α = β + 1 για κάποιο δι-
ατακτικό αριθµό β. Αν α 6= 0 και α δεν είναι επόµενος τότε ο α είναι οριακός.
Σηµειώνουµε ότι οι πεπερασµένοι διατακτικοί αριθµοί είναι ακριβώς οι ϕυσικοί
αριθµοί. Ο διατακτικός αριθµός ω ταυτίζεται µε το σύνολο N των ϕυσικών αριθµών.
Επίσης, συµβολίζουµε µε ω1 τον πρώτο υπεραριθµήσιµο διατακτικό αριθµό.

1.1.17 Ορισµός: Πληθάριθµος (Cardinal) είναι ένας διατακτικός αριθµός α, που
δεν είναι ισοπληθικός µε κανένα διατακτικό αριθµό β < α. Οι διατακτικοί αριθµοί
ω και ω1 είναι πληθάριθµοι, και ως πληθάριθµοι συµβολίζονται, χρησιµοποιώντας
το πρώτο γράµµα του Εβραϊκού αλφαβήτου ℵ, µε ℵ0 και ℵ1 αντιστοίχως.

Κάθε σύνολο A είναι ισοπληθικό ακριβώς µε έναν πληθάριθµο α, που καλείται
πληθάριθµος του A.
Σε αυτή την περίπτωση ϑέτουµε |A| = α ή card(A) = α.
Για παράδειγµα, ο πληθάριθµος του συνόλου N των ϕυσικών αριθµών είναι ℵ0,

|N| = ℵ0.

∆ανειζόµενοι το συµβολισµό από την αριθµητική των πληθαρίθµων έχουµε ότι ο

πληθάριθµος του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών είναι 2ℵ0,

|R| = 2ℵ0 .

Επίσης ο πληθάριθµος του R συχνά καλείται πληθάριθµος του συνεχούς και συµ-

ϐολίζεται µε c. Είναι σαφές ότι ℵ1 ≤ 2ℵ0. Με πληθαρίθµους η Υπόθεση του
Συνεχούς διατυπώνεται ως εξής :

(CH) 2ℵ0 = ℵ1.

1.2 Τοπολογικοί Χώροι

΄Εστω X σύνολο και T µια οικογένεια υποσυνόλων του X.
Η οικογένεια T είναι µια τοπολογία στο X αν έχει τις ιδιότητες :
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(1) ∅, X ∈ T ,

(2) A, B ∈ T ⇒ A ∩ B ∈ T , δηλαδή είναι κλειστή ως προς πεπερασµένες
τοµές και
(3) Ai ∈ T , ∀i ∈ I ⇒

⋃
i∈I Ai ∈ T όπου I τυχαία οικογένεια δεικτών, δηλαδή

είναι κλειστή ως προς αυθαίρετες ενώσεις.

Αν T είναι µια τοπολογία στο X, τότε το διατεταγµένο Ϲεύγος (X, T ) καλείται
τοπολογικός χώρος, τα στοιχεία της T είναι τα ανοικτά σύνολα και τα συµπληρώ-
µατα των ανοικτών συνόλων είναι τα κλειστά σύνολα.

΄Ενα υποσύνολο G του X είναι Gδ αν G =
⋂∞
n=0 Un, όπου κάθε Un είναι ανοικτό

σύνολο, και ένα υποσύνολο F του X είναι Fσ αν F =
⋃∞
n=0 Fn, όπου κάθε Fn είναι

κλειστό σύνολο.

Ο τοπολογικός χώρος (X, T ) είναι Hausdorff , (T2), αν για κάθε x, y ∈ X µε

x 6= y υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ώστε x ∈ U , y ∈ V και U ∩ V = ∅. Συνήθως
οι τοπολογικοί χώροι που εξετάζουµε είναι Hausdorff .

Αν T είναι µια τοπολογία στο σύνολο X και Y ⊆ X, τότε η σχετική τοπολογία
στο Y είναι η τοπολογία

T |Y = {U ∩ Y : U ∈ T }.

Ο τοπολογικός χώρος (Y, T |Y ) είναι υπόχωρος του (X, T ).

Συνήθως συµβολίζουµε τον τοπολογικό χώρο (X, T ) µε X και η τοπολογία T
εννοείται.

Βάση για την τοπολογία T του X είναι µια οικογένεια B υποσυνόλων του X,
που αποτελείται από ανοικτά σύνολα, µε την ιδιότητα ότι κάθε ανοικτό σύνολο είναι
ένωση µελών της B.

Υποβάση για την τοπολογία T του X είναι µια οικογένεια S ⊆ T τέτοια ώστε η
οικογένεια των πεπερασµένων τοµών της S να είναι ϐάση για την τοπολογία T .

Αν X είναι ένας τοπολογικός χώρος και x ∈ X, ένα ανοικτό σύνολο U µε x ∈ U
καλείται ανοικτή περιοχή του x.

Βάση περιοχών του σηµείου x ∈ X είναι µια οικογένεια Nx ανοικτών περιοχών
του x, ώστε για κάθε ανοικτή περιοχή V του x να υπάρχει U ∈ Nx µε U ⊆ V .

΄Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι και µια απεικόνιση f : X → Y . Η f είναι
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συνεχής σε ένα σηµείο x ∈ X αν η αντίστροφη εικόνα f−1(V ) κάθε ανοικτής

περιοχής V του f(x) περιέχει µια ανοικτή περιοχή του x. Η f είναι συνεχής αν
είναι συνεχής σε κάθε σηµείο x τουX. Είναι εύκολο να δούµε ότι η f είναι συνεχής

αν και µόνο αν η αντίστροφη εικόνα f−1(V ) κάθε ανοικτού συνόλου V ⊆ Y είναι
ανοικτό σύνολο.

Μια απεικόνιση g : X → Y είναι οµοιοµορφισµός αν είναι 1− 1, επί, συνεχής
και η αντίστροφη της είναι συνεχής. Σε αυτή την περίπτωση οι τοπολογικοί χώροι
X και Y καλούνται οµοιοµορφικοί. Η f : X → Y καλείται εµφύτευση αν είναι
οµοιοµορφισµός από το X επί του f [X].

΄Εστω (Yi)i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώρων, X σύνολο και fi : X → Yi,
i ∈ I µια οικογένεια συναρτήσεων. Η ελάχιστη τοπολογία στο σύνολο X ως
προς την οποία κάθε fi είναι συνεχής καλείται τοπολογία παραγόµενη από την

οικογένεια συναρτήσεων (fi)i∈I . Μια υποβάση για αυτή την τοπολογία είναι η

οικογένεια S = {f−1i (U) : U ⊆ Y ανοικτό, i ∈ I}.

Το Καρτεσιανό γινόµενο
∏

i∈I Xi µιας οικογένειας τοπολογικών χώρων (Xi)i∈I

είναι ο τοπολογικός χώρος που συνίσταται από το Καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων

Xi, i ∈ I και την τοπολογία που παράγεται από τις προβολές πj :
∏

i∈I Xi → Xj :

πj(x) = xj, όταν x = (xi).

Αν Xi = X για κάθε i ∈ I ϑέτουµε
∏

i∈I Xi = XI .

΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και A ⊆ X.
Η κλειστότητα του A είναι το σύνολο

A = clX(A) =
⋂
{F ⊆ X : F κλειστό & A ⊆ F},

και το εσωτερικό του A είναι το σύνολο

Ao = IntX(A) =
⋃
{U ⊆ X : U ανοικτό & U ⊆ A}.

Είναι ϕανερό ότι το A είναι κλειστό αν και µόνο αν A = A, και επίσης ότι το A
είναι ανοικτό αν και µόνο αν A = Ao.
΄Ενα σηµείο x ∈ X είναι σηµείο συσσωρεύσεως του συνόλου A ⊆ X αν για κάθε

ανοικτή περιοχή U του x, (A\{x}) ∩ U 6= ∅.

Το παράγωγο σύνολο του συνόλουA είναι το σύνολο των σηµείων συσσωρεύσεως
του A και συµβολίζεται µε A′.
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΄Ενα υποσύνολο P του τοπολογικού χώρου X είναι τέλειο αν P = P ′. Για
παράδειγµα, το σύνολο του Cantor, C, είναι τέλειο υποσύνολο του R.

΄Ενα υποσύνολο A του τοπολογικού χώρου X είναι πυκνό στο X αν A = X,
ισοδύναµα αν το σύνολο A τέµνει κάθε ανοικτό, µη κενό υποσύνολο του X.

Ο τοπολογικός χώρος X είναι διαχωρίσιµος αν υπάρχει αριθµήσιµο σύνολο
D ⊆ X που είναι πυκνό στον X.

Ο X είναι πρώτος αριθµήσιµος αν κάθε σηµείο του έχει µια αριθµήσιµη ϐάση
περιοχών.

Ο X είναι δεύτερος αριθµήσιµος αν υπάρχει µια αριθµήσιµη ϐάση για την
τοπολογία του.

΄Εστω X τοπολογικός χώρος και K ⊆ X. Ανοικτό κάλυµµα του K είναι µι-

α οικογένεια (Ui)i∈I ανοικτών υποσυνόλων του X ώστε K ⊆
⋃
i∈I Ui. Το σύνολο

K είναι συµπαγές αν κάθε ανοικτό κάλυµµα του K έχει ένα πεπερασµένο υπ-

οκάλυµµα, δηλαδή, αν (Ui)i∈I είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του K, υπάρχει I0 ⊆ I

πεπερασµένο ώστε K ⊆
⋃
i∈I0 Ui.

Ο τοπολογικός χώρος X είναι συµπαγής αν το σύνολο X είναι συµπαγές.

΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι Lindelöf αν κάθε ανοικτό κάλυµµα του X

έχει ένα αριθµήσιµο υποκάλυµµα.

Είναι σαφές ότι αν ο X είναι δεύτερος αριθµήσιµος τότε είναι χώρος Lindelöf .

Στην επόµενη πρόταση διατυπώνονται ορισµένες ϐασικές ιδιότητες της συµπάγειας,
οι οποίες εύκολα αποδεικνύονται.

1.2.1 Πρόταση: (i). Κλειστά υποσύνολα συµπαγών χώρων είναι σύνολα συµπαγή.

(ii). Συµπαγή υποσύνολα συµπαγών χώρων Hausdorff είναι σύνολα κλειστά.

(iii). Συνεχής εικόνα συµπαγούς χώρου είναι συµπαγής χώρος.

Για τους συµπαγής χώρους ϑεµελιώδες είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα.

1.2.2 Θεώρηµα: (Tychonov)

Το Καρτεσιανό γινόµενο συµπαγών χώρων είναι συµπαγής χώρος.

1.3 Μετρικοί Χώροι

1.3.1 Ορισµός: Μετρική σε ένα σύνολοX είναι µια συνάρτηση d : X×X → [0,+∞)

µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
(i). d(x, y) = 0⇔ x = y
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(ii). d(x, y) = d(y, x)

(iii). d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Αν d είναι µετρική στο X, τότε το διατεταγµένο Ϲεύγος (X, d) καλείται µετρικός
χώρος.

Η ανοικτή µπάλα µε κέντρο ένα σηµείο x ∈ X και ακτίνα r > 0 είναι το σύνολο

B(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) < r},

και η αντίστοιχη κλειστή µπάλα είναι

B(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) ≤ r}.

Η οικογένεια που αποτελείται από όλες τις ανοικτές µπάλες είναι ϐάση για µια

τοπολογία στο X, η οποία καλείται τοπολογία του µετρικού χώρου (X, d).

΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) είναι, ως τοπολογικός χώρος, πρώτος αριθµήσιµος :

για κάθε x ∈ X, η οικογένεια {B(x, 1
n
) : n = 1, 2, ...} είναι µια ϐάση περιοχών

του x.

Επιπλέον, ένας µετρικός χώρος είναι διαχωρίσιµος αν και µόνο αν είναι δεύτε-
ϱος αριθµήσιµος.

΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος. Μια ακολουθία (xn)n∈N σηµείων του X

λέγεται ακολουθία Cauchy αν

lim
n,m→∞

d(xm, xn) = 0

δηλαδή,

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)[m,n ≥ n0 ⇒ d(xm, xn) < ε].

Ο µετρικός χώρος (X, d) καλείται πλήρης αν κάθε Cauchy ακολουθία σηµείων
του X έχει όριο στο X.

1.3.2 Ορισµός: ΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος και ∅ 6= B ⊆ X.
Η διάµετρος του B είναι

diam(B) = sup{d(x, y) : x, y ∈ B}.

Αν B = ∅, ϑέτουµε diam(B) = 0.
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1.3.3 Θεώρηµα: (Cantor)

΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Τα εξής είναι ισοδύναµα.

(i). Ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης.

(ii). Αν (Fn)n∈N είναι ακολουθία µη κενών, κλειστών υποσυνόλων του X, ώστε για

κάθε n, Fn ⊇ Fn+1 και limn→∞ diam(Fn) = 0, τότε η τοµή
⋂
n∈N Fn είναι ένα

µονοσύνολο.

Απόδειξη :
(i) ⇒ (ii). Για κάθε n, επιλέγουµε ένα σηµείο xn ∈ Fn. Η ακολουθία (xn)n είναι

Cauchy: ΄Εστω ε > 0, τότε υπάρχει n0 ώστε diam(Fn0) < ε. Από το γεγονός ότι η

ακολουθόα (Fn) είναι ϕθίνουσα έπεται ότι

m,n ≥ n0 ⇒ xm, xn ∈ Fn0 και εποµένως d(xm, xn) < ε.

Εφ΄ όσον ο µετρικός χώρος είναι πλήρης υπάρχει x ∈ X ώστε limn→∞ xn = x. Για
m ∈ N έχουµε xn ∈ Fm για κάθε n ≥ m, και άρα x ∈ Fm, οπότε x ∈

⋂
m∈N Fm.

Προφανώς
⋂
m∈N Fm = {x}.

(ii) ⇒ (i). ΄Εστω (xn)n ακολουθία Cauchy στο X. Για κάθε n ϑέτουµε Fn =

cl{xm : m ≥ n}. Τότε για κάθε n, Fn ⊇ Fn+1 και limn→∞ diamFn = 0. Εποµένως,

υπάρχει x ∈ X ώστε
⋂
n Fn = {x}. Είναι σαφές ότι limn→∞ xn = x.

�

΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, T ) είναι µετρικοποιήσιµος αν υπάρχει µια µετρική

d στο X ώστε η T είναι η τοπολογία του µετρικού χώρου (X, d). Σ΄ αυτή την
περίπτωση η µετρική d καλείται συµβιβαστή µε την τοπολογία T . Αν επιπλέον

ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης, τότε ο τοπολογικός χώρος (X, T ) καλείται
πλήρως µετρικοποιήσιµος.
Παρατηρούµε ότι η µετρική d είναι συµβιβαστή µε την τοπολογία T αν και µόνο
αν η µετρική

d′ =
d

1 + d

είναι συµβιβαστή µε την τοπολογία T . Είναι δε d′ ≤ 1.

Επιπλέον ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρρης αν και µόνο αν ο µετρικός χώρος

(X, d′) είναι πλήρης.

Αν σε ένα σύνολοX έχουν ορισθεί περισσότερες από µία µετρικές, (xn)n∈N είναι

ακολουθία στο X και x είναι ένα σηµείο του X ώστε η (xn)n∈N συγκλίνει στο x ως

προς µια µετρική d του X, γράφουµε xn
d−→ x.
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Υπόχωρος ενός µετρικού χώρου (X, d) είναι ένα υποσύνολο Y ⊆ X µε την

επαγώµενη µετρική d|Y :
d|Y (x, y) = d(x, y) για κάθε x, y ∈ Y .

Η τοπολογία του µετρικού χώρου (Y, d|Y ) είναι η σχετική τοπολογία του Y .

΄Ετσι, ένας υπόχωρος ενός µετρικοποιήσιµου τοπολογικού χώρου είναι µετρικοποιή-
σιµος. Ακόµη, ένας υπόχωρος ενός διαχωρίσιµου µετρικοποιήσιµου χώρου είναι
διαχωρίσιµος.

Αν (Xn, dn)n∈N είναι µια ακολουθία µετρικών χώρων, τότε το Καρτεσιανό γινόµενο∏∞
n=0Xn µε την αντίστοιχη τοπολογία γινόµενο είναι χώρος µετρικοποιήσιµος από

την µετρική:

d(x, y) =
∞∑
n=0

1

2n+1

dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
,

όπου x = (xn) και y = (yn). Αν επιπλέον κάθε µετρικός χώρος (Xn, dn) εί-
ναι πλήρης, τότε και ο χώρος γινόµενο µε την µετρική d είναι πλήρης. ΄Ετσι
το Καρτεσιανό γινόµενο µιας ακολουθίας µετρικοποιήσιµων χώρων είναι χώρος
µετρικοποιήσιµος.

΄Εστω (X, d), (Y, d′) µετρικοί χώροι. Μια συνάρτηση f : X → Y είναι οµοιό-
µορφα συνεχής αν

(∀ε > 0)(∃δ > 0)[d(x, y) < δ ⇒ d′(f(x), f(y) < ε)].

Αν (X, d) είναι µετρικός χώρος και A ⊆ X είναι µη κενό σύνολο, για κάθε x ∈ X
η απόσταση του x από το A είναι :

dist(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈ A}.

Είναι σαφές ότι dist(x,A) = 0 αν και µόνο αν x ∈ A. Χρησιµοποιώντας την
απόσταση κάθε σηµείου x ∈ X από το A ορίζεται η συνάρτηση:

fA : X → [0,+∞) : fA(x) = dist(x,A).

Παρατηρούµε ότι για κάθε x, y ∈ X, |fA(x) − fA(y)| ≤ d(x, y), και εποµένως
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η συνάρτηση fA είναι οµοιόµορφα συνεχής. Επίσης fA(x) = 0 αν και µόνο αν

x ∈ A. Χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις fA µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι
κάθε κλειστό υποσύνολο του µετρικού χώρου X είναι Gδ-σύνολο.

1.3.4 Πρόταση: Αν (X, d) είναι µετρικός χώρος και A είναι κλειστό υποσύνολο
του X, τότε το A είναι Gδ-σύνολο.

Απόδειξη :
Θεωρούµε τη συνάρτηση fA και έχουµε

A = f−1A ({0}) = f−1A

( ∞⋂
n=1

[0,
1

n
)
)

=
∞⋂
n=1

f−1A

(
[0,

1

n
)
)
,

εφ΄ όσον η συνάρτηση fA ≥ 0 είναι συνεχής τα f−1A
(
[0, 1

n
)
)
είναι ανοικτά.

Μπορούµε επιπλέον µε χρήση των συναρτήσεων fA να αποδείξουµε εύκολα το
Λήµµα του Urysohn στην περίπτωση των µετρικοποιήσιµων χώρων.

1.3.5 Θεώρηµα: (Λήµµα του Urysohn)
΄Εστω X µετρικοποιήσιµος χώρος. Αν A, B ⊆ X είναι σύνολα κλειστά και ξένα
µεταξύ τους, τότε υπάρχει µια συνεχής συνάρτηση f : X → [0, 1] ώστε f(x) = 0

για κάθε x ∈ A και f(x) = 1 για κάθε x ∈ B.

Απόδειξη :
Θεωρούµε µια µετρική d στο X συµβιβαστή µε την τοπολογία του και ορίζουµε τις
συναρτήσεις fA και fB ως ανωτέρω. Θέτουµε

f =
fA

fA + fB
.

Τότε η f είναι συνεχής, 0 ≤ f ≤ 1, f(x) = 0 για κάθε x ∈ A και f(x) = 1 για
κάθε x ∈ B.

�

Το ϑεώρηµα 1.3.2 είναι ειδική περίπτωση του επόµενου ϑεωρήµατος.

1.3.6 Θεώρηµα: (Θεώρηµα Επεκτάσεως του Tietze)
΄Εστω X ένας µετρικοποιήσιµος χώρος. Αν A ⊆ X είναι σύνολο κλειστό και f :

A → R είναι συνεχής συνάρτηση, τότε υπάρχει συνεχής συνάρτηση f̂ : X → R,
η οποία είναι επέκταση της f . Αν επιπλέον υπάρχει µ < ∞ ώστε |f(x)| ≤ M για

κάθε x ∈ A, τότε |f̂(x)| ≤M για κάθε x ∈ X.
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Η συµπάγεια των µετρικών χώρων χαρακτηρίζεται ως ακολούθως.

1.3.7 Θεώρηµα: ΄Εστω X µετρικός χώρος. Τότε τα εξής είναι ισοδύναµα.
(i). Ο X είναι συµπαγής.

(ii). Κάθε ακολουθία στο X έχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία.

(iii). Ο X είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος, δηλαδή για κάθε ε > 0, ο X µπορεί
να καλυφθεί από πεπερασµένο πλήθος ανοικτές µπάλες ακτίνας < ε.

1.3.8 Πόρισµα: Αν X είναι συµπαγής µετρικοποιήσιµος χώρος, τότε για κάθε

µετρική d στο X συµβιβαστή µε την τοπολογία του, ο µετρικός χώρος (X, d) είναι
πλήρης.

Η µετρικοποιησιµότητα συµπαγών χώρων έχει τον επόµενο απλό χαρακτηρισ-
µό.

1.3.9 Θεώρηµα: ΄ΕστωX συµπαγής τοπολογικός χώρος. Τότε οX είναι µετρικοποιή-
σιµος αν και µόνο αν είναι Hausdorff και δεύτερος αριθµήσιµος.

΄Ενας χρήσιµος χαρακτηρισµός της πληρότητας στους µετρικούς χώρους είναι
ο ακόλουθος.

1.4 Λέξεις

Για κάθε ϕυσικό αριθµό n, το αντίστοιχο αρχικό τµήµα είναι το σύνολο

[0, n) = {i ∈ N : i < n}.

Αν n = 0, τότε ϐέβαια [0, n) = ∅.
΄Εστω E ένα σύνολο. Λέξη στο E είναι µία πεπερασµένη ακολουθία u στο E,
δηλαδή η u είναι µία συνάρτηση u : [0, n) → E για κάποιο n ∈ N. Συµβολίζουµε
µε E∗ το σύνολο των λέξεων στο E,

E∗ = {u ⊆ N× E : Function(u)&(∃n ∈ N)
[
Domain(u) = [0, n)

]
}.

Αν u : [0, n) → E είναι µια λέξη στο E, τότε ο αριθµός n καλείται µήκος της

λέξης u και συµβολίζεται µε lh(u), lh(u) = n. Η µόνη λέξη που έχει µήκος 0 είναι

η κενή λέξη ∅. Αν a0, ..., an−1 είναι στοιχεία του E, συµβολίζουµε µε
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< a0, ..., an−1 >= {(0, a0), ..., (n− 1, an−1)}

την ακολουθία τους. Ειδικά <>= ∅ και για a ∈ E < a >= {(0, a)}. Για όλες

τις λέξεις u, v ∈ E∗ η παράθεση (concatanation) των u και v είναι η λέξη

u ∗ v =< u(0), ..., u
(
lh(u)− 1

)
, v(0), ..., v(lh(v)− 1) > .

Για λέξεις u, v ∈ E∗ ϑέτουµε

u v v ⇔oρ u ⊆ v,

και καλούµε τη λέξη u αρχικό τµήµα της λέξης v.

Για κάθε συνάρτηση f : N → E ορίζουµε την συνάρτηση f : N → E∗ µε τον
κανόνα:

f(n) =oρ f |[o,n).

Μπορούµε να ανακτήσουµε τη συνάρτηση f από την f ως εξής

i < n⇒ f(i) = f(n)(i), (n ∈ N).

1.5 ∆έντρα

1.5.1 Ορισµός: ΄Εστω ένα σύνολο E. ∆έντρο στο σύνολο E είναι ένα οποιοδήποτε
σύνολο λέξεων T στο E, T ⊆ E∗, ο οποίο είναι κλειστό προς τα κάτω, δηλαδή

u v v & v ∈ T ⇒ u ∈ T .

΄Εστω T δένδρο στο E. Τα στοιχεία του T καλούνται κόµβοι (nodes) ή πεπερασ-

µένα κλαδιά του T . Αν το δένδρο T είναι µη κενό έχει το ∅ ως ελάχιστο κόµβο, τη
ϱίζα. Για κάθε u ∈ T και x ∈ E αν u∗ < x >∈ T , τότε ο κόµβος u καλείται γονέας
του u∗ < x > και ο u∗ < x > καλείται παιδί του u στο T . Κάθε κόµβος εκτός από
τη ϱίζα έχει ακριβώς ένα γονέα, ενώ µπορεί να έχει πολλά παιδιά. Αν ο κόµβος u
δεν έχει παιδιά, τότε καλείται τερµατικός κόµβος. Σε κάθε κόµβο u αντιστοιχίζουµε
το υποδένδρο

Tu = {w ∈ T : w v u ∨ u v w}

των κόµβων του T που είναι συγκρίσιµοι µε τον u.

Χρήσιµη είναι η επόµενη προφανής σχέση

Tu =
⋃
{Tv : v είναι παιδί του u}, (u ∈ T ).
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΄Απειρο κλαδί ενός δένδρου T είναι µια συνάρτηση f : N→ E τέτοια ώστε για

κάθε n ∈ N, f(n) ∈ T .

Συµβολίζουµε µε [T ] το σύνολο των άπειρων κλαδιών του T και το καλούµε
σώµα του δένδρου T . ΄Ετσι

[T ] =oρ {f : N→ E : (∀n)[f(n) ∈ T ].

Κάθε άπειρο κλαδί του δένδρου T παράγεται από άπειρο πλήθος διαδοχικών
κόµβων. Εποµένως πεπερασµένα δένδρα έχουν κενά σώµατα.

1.5.2 Ορισµός: ΄Ενα δένδρο T είναι πεπερασµένης διακλάδωσης αν κάθε κόµβος
του T έχει το πολύ πεπερασµένα παιδιά.

Το επόµενο συνδιαστικό λήµµα παίζει ϐασικό ϱόλο στην µελέτη των δένδρων
πεπερασµένης διακλάδωσης.

1.5.3 Λήµµα: (Λήµµα του König)
Κάθε πεπερασµένης διακλάδωσης άπειρο δένδρο έχει ένα άπειρο κλαδί.

Απόδειξη :
΄Εστω T ∈ E∗ άπειρο δένδρο πεπερασµένης διακλάδωσης. Θεωρούµε το υποδένδρο
του T

S = {u ∈ T : Tu είναι άπειρο },

που αποτελέιται από όλους τους κόµβους u ∈ T που συγκρίνονται µε άπειρο

πλήθος κόµβων. ΄Εχουµε T∅ = T και καθώς το T είναι άπειρο η ϱίζα ∅ ανήκει στο
S.

Επίσης για κάθε u ∈ S υπάρχει v ∈ S που είναι παιδί του u. Πράγµατι, για
κάθε u ∈ S ,

Tu =
⋃
{Tv : v παιδί του u}

και επειδή το Tu είναι άπειρο και το σύνολο

{Tv : v παιδί του u}

είναι πεπερασµένο, καθώς |{Tv : v παιδί του u}| = |{v : v παιδί του u}|, κάποιο
Tv πρέπει να είναι άπειρο, δηλαδή v ∈ S. Μπορούµε τώρα χρησιµοποιώντας το
Αξίωµα της Επιλογής, να ορίσουµε επαγωγικά µια συνάρτηση g : N → S τέτοια

ώστε g(0) = ∅ και για κάθε n ∈ N, το g(n + 1) να είναι παιδί του g(n) οπότε

g(n) @
6=
g(n+ 1). Θέτουµε

f =
⋃
{g(n) : n ∈ N}.
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Τότε η f είναι ολική συνάρτηση f : N → E και για κάθε n ∈ N, f(n) = g(n)

που σηµαίνει ότι η f είναι άπειρο κλαδί του δένδρου T .

�

Το λήµµα του König είναι πολύ χρήσιµο στην επόµενη εκδοχή του, που είναι
µια µορφή συµπάγειας.

1.5.4 Ορισµός: ΄Εστω ένα δένδρο T και ένα υποσύνολο B ⊆ T . Το B καλείται
ϕράχτης (bar) του δένδρου T αν κάθε άπειρο κλαδί του T περιέχει τουλάχιστον
έναν κόµβο του B,

(∀f ∈ [T ])(∃n)[f(n) ∈ B].

1.5.5 Θεώρηµα: Θεώρηµα Βεντάλιας (Fan Theorem)

΄Εστω δένδρο T πεπερασµένης διακλάδωσης. Τότε κάθε ϕράχτης B του δένδρου T
έχει πεπερασµένο υποσύνολο

B0 = {u1, ..., un} ⊆ B

που είναι επίσης ϕράχτης του T .

Απόδειξη :
΄Εστω B0 το σύνολο των ελαχιστικών κόµβων του B, δηλαδή

B0 = {u ∈ B : (∀v @
6=
u)[v /∈ B]}.

Το B0 είναι ϕράχτης του T .

Πράγµατι, αν f ∈ [T ] και n είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός τέτοιος ώστε f(n) ∈

B , τότε f(n) ∈ B0. Θεωρούµε το υποδένδρο S όλων των αρχικών κόµβων του B0,

S = {v ∈ T : (∃u ∈ B0)[v v u]}.

Το S ως υποδένδρο του T είναι πεπερασµένης διακλάδωσης και το S έχει
τερµατικούς κόµβους ακριβώς τα µέλη του B0. Το δένδρο S δεν έχει άπειρο κλαδί
γιατί κάθε πεπερασµένο κλαδί του είναι αρχικό τµήµα κάποιου κόµβου του B0.
΄Αρα από το λήµµα τουKönig το S είναι πεπερασµένο, εποµένως και το υποσύνολο
του B0 είναι επίσης πεπερασµένο.

�



Κεφάλαιο 2

Ο χώρος του Baire

΄Ενα από τα πιο ϑεµελιώδη αντικείµενα µελέτης της Περιγραφικής Συνολοθεωρίας
είναι ο χώρος του Baire N ,

N = (N→ N) = το σύνολο των ακολουθιώνµε στοιχεία από το N.
Το σύνολο Cantor C είναι

C = (N→ {0, 1}) = το σύνολο των ακολουθιών µε στοιχεία 0 ή 1.

Εποµένως

c =c 2ℵ0 =c P(N) =c |C| ≤c |N | ≤c P(N× N) =c P(N) =c c.

΄Ετσι έχουµε |N | =c |R|. Εξ΄ αυτού έπεται ότι η Υπόθεση του Συνεχούς µπορεί
να εκφρασθεί µε την πρόταση

(CH) (∀X ⊆ N )[X ≤c N ∨X =c N ].

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να αποδειχθούν τα ϐασικά αποτελέσµατα
για τον χώρο N που έχουν σχέση µε το Πρόβληµα του Συνεχούς. Θα ορίσουµε
την οικογένεια των αναλυτικών υποσυνόλων του N και ϑα αποδείξουµε ότι κάθε
αναλυτικό σύνολο ικανοποιεί την Υπόθεση του Συνεχούς : είτε είναι αριθµήσιµο ή
είναι ισοπληθικό µε το N . Αυτό ϑα προκύψει από το ϑεώρηµα Τέλειου Συνόλου:
κάθε αναλυτικό, µη αριθµήσιµο σύνολο περιέχει ένα µη κενό τέλειο σύνολο. Είναι
ένα σηµαντικό ϑεώρηµα, επειδή όλα σχεδόν τα σύνολα µε τα οποία ασχολείται η
κλασσική ανάλυση, είναι αναλυτικά. Ιδιαιτέρως όλα τα σύνολα Borel είναι αναλυ-
τικά. Στο τέλος του κεφαλαίου ϑα δείξουµε ότι η ϕυσική µέθοδος απόδειξης της
Υπόθεσης του Συνεχούς για τα αναλυτικά σύνολα δεν µπορεί να δώσει λύση στο
γενικό Πρόβληµα του Συνεχούς.

27
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2.1 Η συνδιαστική δοµή του N

Από τον ορισµό του το N είναι το σώµα του µεγαλύτερου δένδρου στο N,

N = [N∗].

Επεκτείνουµε το συµβολισµό για αρχικά τµήµατα λέξεων :

u v x⇔oρ u ⊆ x (u ∈ N∗, x ∈ N ).

Επίσης για κάθε u ∈ N∗ ϑέτουµε

Nu = {x ∈ N|u v x}.

Είναι σαφές ότι

Nu = [N∗u].

2.2 Βασικά αποτελέσµατα για τον χώροN τπυ Baire

Θεωρούµε στο N τη διακριτή τοπολογία και στο N = NN την αντίστοιχη τοπολογία
γινόµενο.

Η οικογένεια {Nu|u ∈ N∗} είναι µια ϐάση περιοχών για την τοπολογία του N ,
η οποία είναι αριθµήσιµη. ΄Ετσι ο χώρος N είναι δεύτερος αριθµήσιµος. Κάθε
σύνολο της µορφής Nu, (u ∈ N) το καλούµε περιοχή, και όταν ϑα αναφερόµαστε
σε περιοχές ϑα εννοούµε περιοχές αυτής της µορφής.
Παρατηρούµε ότι κάθε περιοχή Nu, του u είναι ανοικτό-κλειστό σύνολο. Επίσης
είναι προφανές ότι : ο χώρος N είναι Hausdorff . Επίσης ϑα δούµε ότι ο N είναι
µετρικοποιήσιµος από µια πλήρη µετρική.

Οι δύο δοµές τουN , συνδιαστική και τοπολογική, είναι άρρηκτα συνδεδεµένες έτσι
ώστε κάθε ενδιαφέρουσα συνδιαστική ιδιότητα να έχει µια αντίστοιχη τοπολογική
εκδοχή και αντιστρόφως.

Κατωτέρω ϑα εκφράσουµε, χρησιµοποιώντας υποδένδρα τουN∗, διάφορες τοπολογικές
ιδιότητες υποσυνόλων του τοπολογικού χώρουN . Η επόµενη προφανής ισοδυναµί-
α συσχετίζει κάθε δένδρο T µε το σώµα του.

2.2.1 Παρατήρηση: Για κάθε δένδρο T ,
x ∈ [T ]⇔ (∀u v x)[u ∈ T ].

2.2.2 Πρόταση: ΄Εστω σύνολο F ⊆ N . Τα εξής είναι ισοδύναµα:
(i) Το σύνολο F είναι κλειστό.

(ii) Υπάρχει δένδρο T ⊆ N∗ ώστε F = [T ].
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Απόδειξη :
(ii) ⇒ (i). ΄Εστω x ∈ N\[T ]. Τότε από την Παρατήρηση 2.2.1 υπάρχει u v x

ώστε u /∈ T και εποµένως Nu ∩ [T ] = ∅, άρα Nu ⊆ N\[T ]. Εποµένως το [T ] είναι
κλειστό.

(i)⇒ (ii). Θέτουµε :

T F = {u ∈ N∗ : (∃x ∈ F )[u v x]}

Προφανώς το T F είναι δένδρο και F ⊆ [T F ].

Μένει να δείξουµε ότι [T F ] ⊆ F . Πράγµατι αν x ∈ N\F , τότε υπάρχει u v x

τέτοιο ώστε Nu ∩ F = ∅, και άρα από τον ορισµό του T F , έπεται ότι x /∈ [T F ].

Συνεπώς [T F ] ⊆ F .

�

2.2.3 Παρατήρηση:

(1). ΄Οπως είδαµε στην απόδειξη του προηγούµενου ϑεωρήµατος, αν το F ⊆ N
είναι κλειστό σύνολο τότε F = [T F ]. Το δένδρο T = T F δεν έχει τερµατικούς

κόµβους. ΄Ετσι όταν F είναι κλειστό, τότε F = [T ] για κάποιο δένδρο T ⊆ N∗, για
το οποίο µπορούµε να υποθέσουµε ότι δεν έχει τερµατικούς κόµβους.

(2). Για αυθαίρετο σύνολο A ⊆ N ϑεωρούµε το δένδρο

TA = {u ∈ N∗ : (∃x ∈ A)[u v x]}.

Τότε [TA] είναι η κλειστότητα του A, [TA] = clA.

Για κάθε σύνολο A ⊆ N , το σύνολο των σηµείων συσσωρεύσεως του A συµ-
ϐολίζεται µε A′ και καλείται παράγωγο σύνολο του A. ΄Ενα σύνολο P ⊆ N καλείται
τέλειο αν P = P ′

2.2.4 Ορισµός: ΄Εστω ένα δένδρο T ⊆ N∗. Μία συνάρτηση τ : T → N∗ καλείται
µονοτονική αν

u v v ⇒ τ(u) v τ(v), (u, v ∈ T ).

2.2.5 Ορισµός: ΄Εστω δένδρο T ⊆ N∗. Μία λέξη u του T διασπάται στο T αν έχει
ασυµβίβαστες επεκτάσεις. Το δένδρο T είναι διασπώµενο αν κάθε u ∈ T διασπάται
στο T ,
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u ∈ T ⇒ διασπάται (∃u1, u2 ∈ T )[u v u1&u v u2&u1|u2].

2.2.6 Πρόταση: ΄Εστω σύνολο P ⊆ N . Τα εξής είναι ισοδύναµα.
(i) Το P είναι τέλειο σύνολο.

(ii) Υπάρχει διασπώµενο δένδρο T ⊆ N∗ ώστε P = [T ].

Απόδειξη :
(i) ⇒ (ii). Εφ΄ όσον το P είναι τέλειο, είναι κλειστό. Εποµένως από την πρόταση

2.2.2 έχουµε P = [T ] για κάποιο δένδρο T ⊆ N∗. Μπορούµε να υποθέσουµε
ότι το T δεν έχει τερµατικούς κόµβους. Θα δείξουµε ότι το T είναι διασπώµενο.
΄Εστω u ∈ T . Εφ΄ όσον το T δεν έχει τερµατικούς κόµβους υπάρχει x ∈ [T ] ώστε
x ∈ Nu. Ας υποθέσουµε ότι η λέξη u δεν είναι διασπώµενη, τότε για κάθε v ∈ T
µε u v v είναι v v x. Εποµένως [T ] ∩ Nu = {x}, και άρα το x δεν είναι σηµείο
συσσωρεύσεως του P , που είναι άτοπο.

(ii)⇒ (i). Από την Πρόταση 2.2.2 έπεται ότι το P είναι κλειστό και άρα P ′ ⊆ P .

Θα δείξουµε ότι P ⊆ P ′. ΄Εστω x ∈ P = [T ] και x ∈ Nu. Τότε u ∈ T και εφ΄ όσον το
T είναι διασπώµενο µπορούµε να ορίσουµε επαγωγικά µια συνάρτηση τ : N→ T

τέτοια ώστε u @
6=
τ(0)&τ(0)|x&(∀n)[τ(n) 6v τ(n+ 1)].

Θέτουµε
y = sup{τ(n) : n ∈ N}.

Είναι σαφές ότι y ∈ Nu ∩ [T ] και y 6= x. ΄Αρα το x είναι σηµείο συσσωρεύσεως του

P . ΄Επεται ότι P ′ ⊆ P . Συνεπώς P = P ′.

�

2.2.7 Πρόταση: Κάθε µη κενό, τέλειο υποσύνόλο του N έχει πληθικότητα c.

Απόδειξη :
΄Εστω P ⊆ N µη κενό, τέλειο υποσύνολο του N . Από την προηγούµενη πρόταση,

υπάρχει µη κενό διασπώµενο δένδρο T ⊆ N∗ ώστε P = [T ].
Επιλέγουµε συναρτήσεις

l : T → T, r : T → T

που ϕανερώνουν ότι το δένδρο T είναι διασπώµενο, δηλαδή τέτοιες ώστε για κάθε
u ∈ T ,

u v l(u), u v r(u) & l(u)|r(u).

Ορίζουµε επαγωγικά µια συνάρτηση

σ : {0, 1}∗ → T
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µε τις ιδιότητες

σ(∅) = ∅, σ(u∗ < 0 >) = l(σ(u)), σ(u∗ < 1 >) = r(σ(u)).

Είναι σαφές ότι για κάθε u ∈ {0, 1}∗,

lh(u) ≤ lh(σ(u)).

Επίσης σ(u) v σ(u∗ < i >) για i = 0, 1. Ακόµη, µε µια εύκολη επαγωγή δείχνουµε

ότι σ(u) v σ(u ∗ v) που σηµαίνει ότι η σ είναι µονοτονική

u v v ⇒ σ(u) v σ(v).

΄Ετσι ορίζεται η συνάρτηση π : C → [T ] µε τον τύπο

π(x) = sup{σ(u) : u v x}.

Η κρίσηµη ιδιότητα της σ είναι ότι διατηρεί την ασυµβιβαστότητα,

u|v ⇒ σ(u)|σ(v).

Πράγµατι, για u, v ∈ {0, 1}∗ µε u|v, έστω i ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός µε u(i) 6=
v(i). Τότε υπάρχει w ∈ {0, 1}∗ ώστε w∗ < 0 >= u, w∗ < 1 >= v (ή αντιστρόφως).

Συνεπώς από τον ορισµό της σ, σ(w∗ < 0 >) και σ(w∗ < 1 >) είναι ασυµβίβαστες,

και από την µονοτονικότητα της σ, σ(u) και σ(v) είναι επεκτάσεις των σ(w∗ < 0 >)

και σ(w∗ < 1 >) αντιστοίχως, εποµένως είναι επίσης ασυµβίβαστες. ΄Αρα η π είναι

µονοµορφισµός και συνεπώς C ≤c [T ].

�

Η ανωτέρω απόδειξη δείχνει µια ϕυσική πρόσβαση στο Πρόβληµα του Συνεχούς για
τα υποσύνολα του N για να αποδείξουµε ότι ένα µη αριθµήσιµο υποσύνολο του
N έχει πληθικότητα c αρκεί να δείξουµε ότι περιέχει ένα µη κενό, τέλειο σύνολο.
Αυτό είναι προφανές για τα ανοικτά σύνολα, καθώς κάθεNu είναι τέλειο, και επίσης
αληθεύει και για τα κλειστά υποσύνολα του N , όπως προκύπτει από το ϑεώρηµα
3.2.9.
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2.2.8 Λήµµα: ΄Εστω P ⊆ N µη κενό τέλειο σύνολο. Τότε για κάθε x ∈ P και
u ∈ N∗ µε x ∈ Nu, το σύνολο Nu ∩ P έχει πληθικότητα c.

Απόδειξη :
΄Εστω P = [T ], όπου T ⊆ N∗µη κενό, διασπώµενο δένδρο. Παρατηρούµε ότι για

u ∈ N∗ και x ∈ P µε x ∈ Nu έχουµε Nu∩P = [N∗u∩T ] και το N∗u∩T είναι µη κενό
διασπώµενο δένδρο. Εποµένως, από την προηγούµενη πρόταση το σύνολο Nu ∩P
είναι µη κενό, τέλειο σύνολο και άρα έχει πληθικότητα c.

�

2.2.9 Θεώρηµα: (Cantor −Bendixson)

Κάθε κλειστό σύνολο F ⊆ N διασπάται µε έναν µόνο τρόπο σε δύο ξένα σύνολα,
F = P ∪ S, P ∩ S = ∅, όπου το P είναι τέλειο και το S είναι αριθµήσιµο. Καλούµε
το P πυρήνα (kernal) και το S διασπαρµένο (scattered part) του F .
Συνεπώς κάθε µη αριθµήσιµο κλειστό υποσύνολο του N έχει µη κενό πυρήνα, και
εποµένως έχει πληθικότητα c.

Απόδειξη :
΄Εστω F = [T ] µε T υποδένδρο του N∗. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το T δεν
έχει τερµατικούς κόµβους. Θέτουµε

S =
⋃
{[Tu] : u ∈ T & |[Tu]| ≤c ℵ0},

P = F\S.

Εξ΄ ορισµού το S είναι ένωση µιας αριθµήσιµης οικογένειας αριθµήσιµων συνόλων
και εποµένως είναι αριθµήσιµο. Μένει να δείξουµε ότι το P είναι τέλειο.
Το σύνολο λέξεων

κT = {u ∈ T : |[Tu]| >c ℵ0}

είναι σαφές ότι είναι δένδρο, και από τον ορισµό του S,

x ∈ S ⇔ x ∈ F & (∃u v x)[u /∈ κT ]

΄Οµως P = F\S, , άρα

x ∈ P ⇔ x ∈ F &
[
x /∈ F ∨ (∀u v x)[u ∈ κT ]

]
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⇔ (∀u v x)[u ∈ T ] & (∀u v x)[u ∈ κT ]

⇔ (∀u v x)[u ∈ κT ]

⇔ x ∈ [κT ].

Συνεπώς, αρκεί να δείξουµε ότι το δένδρο κT είναι διασπώµενο. Προς απαγωγή
σε άτοπο, δεχόµαστε ότι κάποιο u ∈ κT δεν διασπάται στο κT . Αυτό σηµαίνει ότι
όλες οι επεκτάσεις του στο κT είναι συγκρίσιµες, εποµένως προσδιορίζουν ένα
µοναδικό σηµείο

x = sup{v ∈ κT : u v v},

και εφ΄ όσον κάθε επέκταση του u στο κT είναι προσέγγιση του x,

[Tu] = {x} ∪ {[Tu] : u v v ∈ T & |[Tv]| ≤ ℵ0}

και συνεπώς το [Tu] είναι αριθµήσιµο, που είναι άτοπο.
Μένει να δείξουµε την µοναδικότητα της ανωτέρω διάσπασης του F . Υποθέτουµε
ότι το F είναι µη αριθµήσιµο. Αν x ∈ S τότε εφ΄ όσον το P είναι κλειστό υπάρχει
u v x ώστε Nu ∩P = ∅ , και εποµένως Nu ∩F είναι αριθµήσιµο. Συνεπώς, από το

λήµµα 3.2.8 x ∈ P ⇔ (∀u v x)
[
|Nu ∩ F | =c c

]
.

΄Αρα τα P και S είναι µοναδικά.

�

2.2.10 Θεώρηµα: ΄Εστω µια συνάρτηση f : N → N . Τα εξής είναι ισοδύναµα.
(i) Η συνάρτηση f είναι συνεχής.

(ii) Υπάρχει µονοτονική συνάρτηση τ : N∗ → N∗ ώστε

f(x) = sup{τ(u) : u v x}, (x ∈ N ) (1)

= limnτ(x(n)).

Η µονοτονική συνάρτηση τ : N∗ → N∗ υπολογίζει την συνάρτηση f αν ικανοποιεί

την (1).

Απόδειξη :
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(ii)⇒ (i) Αν η f ικανοποιεί την (10.4), τότε

f(x) ∈ Nv ⇔ (∃u v x)[v v τ(u)],

και συνεπώς η αντίστροφη εικόνα κάθε περιοχής

f−1(Nv) =
⋃
{Nu : v v τ(u)}

είναι ένωση περιοχών, άρα η f είναι συνεχής.

(i)⇒ (ii) Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής και ϑέτουµε

S(u) =oρ {v ∈ N∗ : f [Nu] ⊆ Nv}, (u ∈ N∗).

Κάθε S(u) είναι µη κενό, εφ΄ όσον η ϱίζα ∅ ∈ S(u).

Επίσης, παρατηρούµε ότι τα στοιχεία του S(u) είναι ανά δύο συγκρίσιµα, δηλαδή

v, v′ ∈ S(u)⇒ [v v v′ ∨ v′ v v].

Πράγµατι,

v, v′ ∈ S(u)⇒ f [Nu] ⊆ Nv ∩Nv′ ⇒ [v v v′ ∨ v′ v v],

επειδή v|v′ ⇒ Nv ∩Nv′ = ∅ . ΄Ετσι διακρίνουµε δύο περιπτώσεις.

1η Περίπτωση
Υπάρχει v ∈ S(u) τέτοια ώστε lh(u) = lh(v)

Τότε ϑέτουµε

τ(u) =oρ v = η µοναδική λέξη στο S(u) τέτοια ώστε lh(v) = lh(u) .

2η Περίπτωση
∆εν υπάρχει v ∈ S(u) τέτοιο ώστε lh(v) = lh(u) . Σ΄ αυτή την περίπτωση ϑέτουµε

τ(u) =oρ sup{v|v ∈ S(u)}.

Η µονοτονικότητα της τ έπεται εύκολα από τη συνεπαγωγή

u1 v u2 ⇒ S(u1) ⊆ S(u2),
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ϑεωρώντας τις διάφορες περιπτώσεις στον ορισµό των τ(u1) και τ(u2). Για να

δείξουµε την (1) παρατηρούµε πρώτα ότι καθώς

τ(u) ∈ S(u), u v x ∈ N ⇒ f(x) ∈ Nτ(u) ⇒ τ(u) v f(x).

Επίσης από την συνέχεια της f έπεται ότι αν u v f(x), τότε για κάποιο u v
x, f [Nu] ⊆ Nv, άρα v ∈ S(u) καιείτε αµέσως v v τ(u) αν η τιµή τ(u) ορίζεται µε

την 2ηπερίπτωση ή υπάρχει κάποια επέκταση v′ της v µε lh(v′) = lh(v) τέτοια ώστε

v′ = τ(u) .

�

Η (1) δίνει έναν υπολογιστικό χαρακτηρισµό της συνέχειας : Η συνάρτηση τ(u)

στις λέξεις, µας δίνει διδοχικά καλύτερες προσεγγίσεις της τιµής f(x) καθώς η
µεταβλητή παίρνει διαδοχίκά τιµές που είναι ακριβέστερες ποσεγγίσεις του x.

2.2.11 Ορισµός: ΄Ενα υποσύνολο A ⊆ N καλείται αναλυτικό ή Souslin αν είτε
A = ∅ ή το A είναι συνεχής εικόνα του χώρου του Baire , δηλαδή αν υπάρχει
συνεχής και επί συνάρτηση

f : N � A.

Συµβολίζουµε µε A το σύνολο των αναλυτικών υποσυνόλων του N , δηλαδή

A = {A ⊆ N : A = ∅ ∨ (∃ συνεχής f : N → N )
[
A = f [N ]

]
}.

2.2.12 Λήµµα: Αν F είναι κλειστό υποσύνολο του N , τότε υπάρχει συνεχής
προβολή του N επί του F , δηλαδή υπάρχει συνεχής και επί συνάρτηση

f : N � F, ώστε f(x) = x για κάθε x ∈ F.

Εποµένως, κάθε κλειστό υποσύνολο του N είναι αναλυτικό.

Απόδειξη :
΄Εστω F = [T ] µε T υποδένδρο του N∗. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το δένδρο
T δεν έχει τερµατικούς κόµβοους. Εποµένως ορίζεται µια συνάρτηση l : T → T

τέτοια ώστε
u v T ⇒ u v l(u) & lh

(
l(u)

)
= lt(u) + 1.

Θεωρούµε πρώτα τη συνάρτηση

rtail(u) = u
(
lh(u)− 1

)
, (lh(u) > 0),
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µε πεδίο ορισµού το σύνολο των µη κενών λέξεων του T , η οποία αφαιρεί από κάθε
λέξη το τελευταίο ψηφίο. Ακολούθως, µε επαγωγή στο µήκος κάθε λέξης u ∈ N∗

ορίζουµε µια συνάρτηση τ : N∗ → T τέτοια ώστε

τ(u) =

 l
(
τ(rtail)(u)

)
αν u /∈ T

u αν u ∈ T

Η τ είναι µονοτονική, σέβεται το µήκος και ο περιορισµός τ |T είναι η ταυτοτική.

΄Επεται ότι η τ υπολογίζει µια συνεχή προβολή f : N � [T ].

�

Κατωτέρω δίνουµε έναν συνδιαστικό χαρακτηρισµό των συµπαγών υποσυνόλων
του N .
2.2.13 Πρόταση: ΄Εστω K ⊆ N . Τα εξής είναι ισοδύναµα.
(i). Το K είναι συµπαγές.

(ii). Υπάρχει δένδρο T ⊆ N∗ πεπερασµένης διακλάδωσης ώστε K = [T ].

Απόδειξη :
(i)⇒ (ii). Εφ΄ όσον ο χώρος N είναι Hausdorff , το K είναι κλειστό. Εποµένως,

από την Πρόταση 3.2.2, υπάρχει δένδρο T ⊆ N∗, ώστε K = [T ].
Προς απαγωγή σε άτοπο, ας υποθέσουµε ότι το δένδρο T δεν είναι πεπερασµένης
διακλάδωσης. Τότε υπάρχει κόµβος u ∈ T που έχει άπειρο πλήθος παιδιών στο T .
Είναι σαφές ότι η οικογένεια

{Nv : v ∈ T &
[
v παιδί του u ∨ (v|u)

]
}

είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του [T ], χωρίς πεπερασµένο υποκάλυµµα, που είναι
άτοπο.

(ii) ⇒ (i). ΄Εστω G ένα ανοικτό κάλυµµα του K. Τότε για κάθε x ∈ [T ]

υπάρχουν Gx ∈ G και ux ∈ N∗ ώστε x ∈ Nux ⊆ Gx, και άρα ux ⊆ x, οπότε ux ∈ T .
΄Επεται ότι η οικογένεια

{ux : x ∈ [T ]}

είναι ϕράχτης του T . Εφ΄ όσον το δένδρο T είναι παπερασµένης διακλάδωσης, από
το ϑεώρηµα της Βεντάλιας (Θεώρηµα 1.5), υπάρχουν x1, x2, ..., xn ∈ [T ] ώστε η
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οικογένεια {ux1 , ux2 , ..., uxn} να είναι ϕράχτης του T . Είναι σαφές ότι η πεπερασ-

µένη υποοικογένεια {Gx1 , Gx2 , ..., Gxn} της G είναι κάλυµµα του [T ]. ΄Αρα το K
είναι συµπαγές.

�

2.2.14 Πρόταση: ΄Εστω K ⊆ N και συνεχής συνάρτηση f : K → N .
Ισχύουν τα εξής.
(1). Αν το K είναι συµπαγές, τότε η εικόνα f [K] είναι συµπαγές σύνολο.

(2) Αν το K είναι συµπαγές και τέλειο, και η f είναι 1− 1 τότε η εικόνα f [K] είναι
συµπαγής και τέλεια.

Απόδειξη :
Τα συµπεράσµατα προκύπτουν αµέσως από τους τοπολογικούς ορισµούς. ∆ίνουµε
κατωτέρω απ΄ ευθείας αποδείξεις χρησιµοποιώντας τις αντίστοιχες παραστάσεις ως
σώµατα δένδρων. Από το λήµα 3.2.12, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι
ορισµένη και συνεχής στο N .

(1). ΄Εστω K = [T ], όπου T ⊆ N∗ είναι δένδρο πεπερασµένης διακλάδωσης, και

τ : N∗ → T υπολογίζει την f σύµφωνα µε την (1)του ϑεωρήµατος 2.11. Θεωρούµε

το δένδρο όλων των αρχικών τµηµάτων της εικόνας f [K], δηλαδή το δένδρο

S = T f [K] = {v : (∃x ∈ K)[v v f(x)]}.

Αρκεί να δείξουµε ότι το S είναι πεπερασµένης διακλάδωσης και f [K] = [S].
΄Εστω v ∈ S. Θέτουµε

B =oρ {u ∈ T : v|τ(u) ∨ v 6v τ(u)}

και υποθέτουµε ότι x ∈ [T ]. Αν v|f(x), τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός n, τέτοιος

ώστε v|τ(x(n)), άρα x(n) ∈ B, και αν v v f(x), τότε για κάποιο n, v 6v τ(x(n)),

οπότε πάλι x(n) ∈ B. Συνεπώς το B είναι ϕράχτης του T , και από το ϑεώρηµα της
Βεντάλιας υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο

B0 = {u0, u1, ..., un} ⊆ B

που είναι επίσης ϕράχτης του T . ΄Επεται ότι για κάθε x ∈ K µε v v f(x), υπάρ-

χει κάποιο ui τέτοιο ώστε v @
6=
τ(ui) v f(x), και εποµένως κάθε παιδί του v στο
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S είναι αρχικό τµήµα κάποιου τ(ui) και επειδή το πλήθος των ui είναι πεπερασ-
µένο, το v έχει πεπερασµένα παιδιά στο S. ΄Αρα το δένδρο S είναι πεπερασµένης
διακλάδωσης.

Προφανώς f [K] ⊆ [S]. Για να δείξουµε ότι [S] ⊆ f [K], δεχόµαστε, προς

απαγωγή σε άτοπο ότι υπάρχει y ∈ [S]\f [K] και ϑέτουµε

B =oρ {u ∈ T : τ(u)|y}.

Το B είναι ϕράχτης του T επειδή για κάθε x ∈ [T ] ο µόνος τρόπος που είναι

δυνατόν να αληθεύει η τ(x(n)) v y για όλους τους κόµβους τ(x(n)) είναι να ισχύει

f(x) = y. Από το ϑεώρηµα της Βεντάλιας, υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο

B0 = {u0, u1, ..., un} ⊆ B,

που είναι επίσης ϕράχτης του T . Θέτουµε

κ = max{lh(τ(ui)) : i ≤ n}+ 1.

Εφ΄ όσον y ∈ [S], υπάρχει x ∈ [T ] ώστε y(κ) v f(x). Καθώς B0 είναι ϕράχτης του

[T ], ui v x για κάποιο i, άρα τ(ui) v f(x) επειδή η τ υπολογίζει την f , εποµένως

τ(ui) και y(κ) είναι αρχικά τµήµατα του f(x). Συνεπώς οι κόµβοι τ(ui) και y(κ)

είναι συγκρίσιµοι, και καθώς ο κόµβος τ(ui) έχει µικρότερο µήκος από το µήκος

του y(κ) πρέπει να ισχύει τ(ui) v y, που αντιβαίνει στον ορισµό του B.

(2). Με τον συµβολισµό του (1) και την επιπρόσθετη υπόθεση ότι το K είναι

τέλειο και η f |K είναι 1 − 1, έστω v ∈ S. Τότε v v τ(u) όπου το u ∈ T . Εφ΄ όσον
το T είναι διασπώµενο υπάρχουν διαφορετικά σηµεία

x1, x2 ∈ K ∩Nu

και καθώς η τ υπολογίζει την f ,

τ(u) v f(x1), τ(u) v f(x2), (1)

΄Οµως f(x1) 6= f(x2) επειδή η f |K είναι 1− 1, άρα υπάρχουν ασυµβίβαστα , u1 v
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f(x1), u2 v f(x2) που επεκτείνουν την τ(u), από την (1), και αυτά διασπούν την

τ(u) και το αρχικό της τµήµα v στο S.

�

2.2.15 Θεώρηµα: Τέλειου Συνόλου (Perfect Set Theorem, Souslin, 1916)

Κάθε µη αριθµήσιµο αναλυτικό υποσύνολο του N έχει µη κενό τέλειο υποσύνολο.

Απόδειξη :
΄Εστω A ⊆ N µη αριθµήσιµο αναλυτικό σύνολο. Τότε υπάρχει συνάρτηση f : N →
N συνεχής, ώστε A = f [N ]. ΄Εστω επίσης τ : N∗ → N∗ συνάρτηση που υπολογίζει
την f . Θέτουµε

T =oρ {u ∈ N∗ : |f [Nu]| >c ℵ0}.

Το T είναι µη κενό γιατί ∅ ∈ T , και προφανώς είναι δένδρο.

2.2.16 Λήµµα: Το δένδρο T είναι τ -διασπώµενο, δηλαδή για κάθε u ∈ T υπάρ-
χουν u1, u2 ∈ T τέτοια ώστε

u v u1, u v u2, τ(u1)|τ(u2).

Απόδειξη :
Για κάθε u ∈ T και κάθε x ∈ Nu,

f [Nu] = {f(x)} ∪
⋃
{f [Nu′ ] : τ(u′)|f(x)}, (1)

επειδή f(y) 6= f(x) ⇒ τ(u′) v f(y) για κάποιο u′ τέτοιο ώστε η τ(u′) να είναι

ασυµβίβαστη µε το f(x). Αν το Λήµµα δεν αληθεύει γι΄ αυτό το u, τότε :

u v u′ ∈ T ⇒ τ(u′) v f(x),

και εποµένως κάθε εικόνα f [Nu′ ] µε τ(u′)|f(x) στην (1) αναφέρεται σε κάποιο

u′ /∈ T και εποµένως είναι αριθµήσιµη, και υπάρχουν αριθµήσιµες επιλογές για

το u′. ΄Αρα η εικόνα F [Nu] είναι ένωση ενός µονοσυνόλου και µιας αριθµήσιµης
οικογένειας, αριθµησίµων συνόλων, εποµένως είναι αριθµήσιµη, που αντιβαίνει
στην υπόθεση.

�
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΄Οπως και στο Θεώρηµα 2.2.9 επιλέγουµε συναρτήσεις

l : T → T, r : T → T,

που ϕανερώνουν ότι το δένδρο T είναι τ -διασπώµενο, δηλαδή για κάθε u ∈ T ,

u v l(u), u v r(u), τ(l(u))|τ(r(u)).

Ορίζουµε επαγωγικά µία συνάρτηση

σ : {0, 1}∗ → T

µε τις ιδιότητες

σ(∅) = ∅, σ(u∗ < 0 >) = l(σ(u)), σ(u∗ < 1 >) = r(σ(u)).

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η σ είναι µονοτονική,

u v v ⇒ σ(u) v σ(v).

Η κρίσηµη ιδιότητα της σ είναι ότι αντιστοιχίζει σε ασυµβίβαστες δυαδικές λέξεις,
τ -ασυµβίβαστες λέξεις,

u|v ⇒ τ(σ(u))|τ(σ(v)). (2)

Πράγµατι, έστω i ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός µε την ιδιότητα u(i) 6= v(i). Τότε
υπάρχει δυαδική λέξη w ώστε w× < 0 >= u, w× < 1 >= v (ή αντιστρόφως),
συνεπώς σ(w× < 0 >) και σ(w× < 1 >) είναι τ -ασυµβίβαστες, και από τη

µονοτονικότητα της σ, οι σ(u) και σ(v) είναι επεκτάσεις των σ(w× < 0 >) και

σ(w× < 1 >) αντιστοίχως, εποµένως καθώς η τ είναι µονοτονική, οι σ(u) και σ(v)

είναι τ -ασυµβίβαστες. Επίσης η σ υπολογίζει µία συνέχη συνάρτηση g : C → N ,

g(x) = sup{σ(u) : u v x}
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και προφανώς
g[C] ⊆ [T ]. (3)

Θεωρούµε τώρα την σύνθεση h = f ◦ g που υπολογίζεται από την σύνθεση των τ
και σ,

h(x) = sup{τ(σ(u)) : u v x}.

Η h είναι συνεχής και επίσης είναι 1− 1 από την (2), άρα η εικόνα h[C] = f ◦ g[C]

είναι συµπαγής και τέλεια από την Πρόταση 2.2.14 και είναι υποσύνολο του f [T ] ⊆
A, από την (3).

�

2.2.17 Λήµµα: Κάθε συνεχής εικόνα αναλυτικού υποσυνόλου του N είναι ανα-
λυτικό σύνολο.

Απόδειξη :
΄Εστω A ⊆ N αναλυτικό σύνολο και B ⊆ N ώστε να υπάρχει g : A → N συνεχής
συνάρτηση µε B = g[A]. Καθώς το A είναι αναλυτικό σύνολο, υπάρχει συνεχής

συνάρτηση f : N → N µε A = f [N ]. Τότε η συνάρτηση g ◦ f : N → N είναι

συνεχής και B = g ◦ f [N ], εποµένως το B είναι αναλυτικό σύνολο.

�

2.2.18 Λήµµα: Αν f, g : N → N είναι συνεχείς συναρτήσεις, τότε το σύνολο

E = {x ∈ N : f(x) = g(x)}

είναι κλειστό.
Απόδειξη :

Επειδή δύο σηµεία είναι διαφορετικά αν και µόνο αν έχουν ασυµβίβαστες προσεγ-
γίσεις,

x ∈ N\E

⇔ f(x) 6= g(x)

⇔ (∃u, v)
[
f(x) ∈ Nu & g(x) ∈ Nv & u|v

]
,

και άρα

N\E =
⋃
{f−1[Nu] ∩ g−1[Nv]|u|v},
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δηλαδή τοN−E είναι ένωση ανοικτών συνόλων και εποµένως είναι ανοικτό σύνολο,
οπότε τό συµπλήρωµα του, E, είναι κλειστό.

�

2.2.19 Θεώρηµα: Αριθµήσιµες ενώσεις αναλυτικών υποσυνόλων του N είναι
αναλυτικά σύνολα.

Απόδειξη :
΄Εστω An ⊆ N , n = 0, 1, 2, ... αναλυτικά σύνολα. Τότε υπάρχουν συνεχείς συναρτή-
σεις fn : N → N , n = 0, 1, 2, ... ώστε An = fn[N ] για κάθε n. Θεωρούµε πρώτα

την συνάρτηση tail(z), z ∈ N έτσι ώστε

tail(z) =
(
i 7→ z(i+ 1)

)
=
(
z(1), z(2), ...

)

Η συνάρτηση tail(z) αφαιρείαπό κάθε σηµείο z το πρώτο ψηφίο. Ακολούθως ορί-
Ϲουµε την συνάρτηση f : N → N µε τον τύπο

f(z) = fz(0)(tail(z)).

Παρατητούµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής. Πράγµατι, έστω z ∈ N και Nv
µια περιοχή του f(z). Τότε fz(0)(tail(z)) = f(z) ∈ Nv, εποµένως Nv είναι περιοχή

του fz(0)(tail(z)) και εφ΄ όσον η συνάρτηση fz(0) είναι συνεχής στο tail(z), υπάρχει

περιοχή Nu του tail(z) ώστε

x ∈ Nu ⇒ fz(0)(x) ∈ Nv.

Θέτουµε w =< z(0) > ∗u , τότε z ∈ Nw και

y ∈ Nw ⇒ y(0) = z(0) & tail(y) ∈ Nu,

οπότε fz(0)(tail(y)) ∈ Nv δηλαδή f(y) ∈ Nv. ΄Αρα η f είναι συνεχής. Επίσης,

y ∈
⋃
n

fn[N ]

⇔ (∃n ∈ N)[y = fn(x)]
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⇔ (∃z ∈ N )[y = fz(0)(tail(z))] µε z(0) = n, tail(z) = x

⇔ (∃z ∈ N )[y = f(z)],

άρα
⋃
nAn = f [N ] και εποµένως η ένωση είναι αναλυτικό σύνολο.

�

2.2.20 Λήµµα: ΄Εστω συνάρτηση φ : N→ N. Τότε η συνάρτηση

φ∗ : N → N : φ∗(z) = z ◦ φ

είναι συνεχής.

Απόδειξη :
΄Εστω z ∈ N και Nv περιοχή του φ∗(z), δηλαδή v v z ◦ φ. Θέτουµε m =

max{φ(i)|i < lh(v)}, και έστω u ∈ N∗ µε lh(u) = m και u(j) = z(j) για j < m.

Είναι σαφές ότι z ∈ Nu, και x ∈ Nu ⇒ φ∗(x) ∈ Nv.
΄Αρα η φ∗ είναι συνεχής.

2.2.21 Θεώρηµα: Αριθµήσιµες τοµές αναλυτικών υποσυνόλων του N είναι ανα-
λυτικά σύνολα.

Απόδειξη :
΄Εστω An ⊆ N αναλυτικά σύνολα. Τότε υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις fn : N →
N ώστε An = fn[N ] για κάθε n. Επιλέγουµε µία αντιστοιχία ρ : N × N� N και
για κάθε n ϑέτουµε

ρ′n : N→ N : ρ′n(i) = ρ(n, i).

Από το λήµµα 3.2.19 έπεται ότι για κάθε n, η συνάρτηση

ρn : N → N : ρn(z) = z ◦ ρ′n

είναι συνεχής. Ακόµη είναι

ρn(z)(i) = z(ρ′n(i)) = z(ρ(n, i)).

Επίσης, αν {xn}n∈N είναι άπειρη ακολουθία στο N υπάρχει z ∈ N ώστε

ρn(z) = xn.
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Πράγµατι, ϑέτουµε x′ : N × N → N : x′(n, i) = xn(i), και z = x′ ◦ ρ−1. Τότε

z(ρ(n, i)) = x′(n, i) = xn(i), δηλαδή ρn(z) = xn. Χρησιµοποιώντας το Αξίωµα
Επιλογής έχουµε τώρα

y ∈
⋂
n

An

⇔ (∀n)(∃x)[y = fn(x)]

⇔ (∃{xn}n∈N)(∀n)[y = fn(x)], (1)

⇔ (∃z ∈ N )(∀n)[y = fn(ρn(z))]

⇔ (∃z ∈ N )(∀n)[fn(ρn(z)) = f0(ρ0(z)) & y = f0(ρ0(z))].

Από το Λήµµα 3.2.17 έπεται ότι για κάθε n, το σύνολο

Bn = {z ∈ N : fn(ρn(z)) = f0(ρ0(z))}

είναι κλειστό, άρα και η τοµή

B =
⋂
n

Bn

είναι κλειστό σύνολο. ΄Οµως από την (1) προκύπτει ότι

⋂
n

An = f0(ρ0[B]),

που σηµαίνει ότι η τοµή των An είναι συνεχής εικόνα κλειστού υποσυνόλου του N
και εποµένως είναι αναλυτικό σύνολο.

�

2.2.22 Ορισµός: Η οικογένεια B(X) των Borel υποσυνόλων ενός τοπολογικού
χώρου είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα υποσυνόλων του X που περιέχει τα ανοικτά

σύνολα. ΄Ετσι B(N ) είναι η σ-άλγεβρα των Borel υποσυνόλων του χώρου N .

2.2.23 Πόρισµα: Κάθε Borel υποσύνολο του N είναι αναλυτικό (Souslin).
Εποµένως, κάθε µη αριθµήσιµο Borel υποσύνολο του N περιέχει ένα µη κενό
τέλειο υποσύολο (Alexandroff , Hausdorff).

Απόδειξη :
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΄Εστω:
cA = {A ⊆ N|N\A ∈ A}

η οικογένεια των συµπληρωµάτων ων αναλυτικών υποσυνόλων τουN . Η οικογένεια
B = A ∩ cA των υποσυνόλων του N που είναι αναλυτικά και έχουν αναλυτικό
συµπλήρωµα είναι σ-άλγεβρα.
Πράγµατι, έστω An ∈ B, n = 0, 1, 2, ... .

Τότε εφ΄ όσονAn ∈ A καιAcn ∈ A για κάθε n, από ϑεωρήµατα έπεται ότι
⋃
nAn ∈ A

και (
⋃
nAn)c =

⋂
nA

c
n ∈ A, εποµένως

⋃
nAn ∈ A∩cA = B. Επίσης, κάθε ανοικτό

σύνολο είναι αριθµήσιµη ένωση περιοχών. Εποµένως, καθώς κάθε κλειστό σύνολο
είναι αναλυτικό, η οικογένεια B περιέχει τα ανοικτά σύνολα. ΄Αρα η B περιέχει την
οικογένεια των Borel υποσυνόλων του N , δηλαδή

B(N ) ⊆ A ∩ cA.

�

Από το επόµενο ϑεώρηµα έπεται επιπλέον ότι

B(N ) = A ∩ cA.

΄Εστω A,B ⊆ N . ΄Ενα υποσύνολο C του N διαχωρίζει το σύνολο A από το B,
αν A ⊆ C, C ∩B = ∅.
Προφανώς αν το C διαχωρίζει το A από το B, τότε A ∩B = ∅.

2.2.24 Λήµµα: (1). ΄Εστω {Ai} και {Bj} δύο ακολουθίες υποσυνόλων του N και

για όλα τα i και τα j το Cij ⊆ N διαχωρίζει το Ai από το Bj. Τότε το σύνολο

C =
⋃
i

⋂
j

Cij

διαχωρίζει το
⋃
iAi από το

⋃
j Bj, δηλαδή

⋃
i

Ai ⊆
⋃
i

⋂
j

Cij, (
⋃
i

⋂
j

Cij) ∩ (
⋃
j

Bj) = ∅.

(2). Αν {Ai} και {Bj} είναι δύο ακολουθίες υποσυνόλων του N και δεν υπάρχει
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Borel υποσύνολο του N που να διαχωρίζει το A =
⋃
iAi από το B =

⋃
j Bj, τότε

υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί i0 και j0 ώστε κανένα υποσύνολο Borel του N να µην
διαχωρίζει το Ai0 από το Bj0.

Απόδειξη :
(1).Για κάθε i, j ισχύει από την υπόθεση, Ai ⊆ Cij, και άρα Ai ⊆

⋂
j Cij.

Εποµένως,

A =
⋃
i

Ai ⊆
⋃
i

(
⋂
j

Cij),

που είναι η πρώτη σχέση που ϑέλαµε να αποδείξουµε.
Για την δεύτερη, παρατηρούµε ότι για κάθε i, j, ισχύει Bj ∩Cij = ∅, που σηµαίνει
ότι

Bj ⊆ Cc
ij

και άρα

B =
⋃
j

Bj ⊆
⋃
j

Cc
ij,

εποµένως,

B ⊆
⋂
i

⋃
j

Cc
ij.

Είναι όµως: ⋂
i

⋃
j

Cc
ij = (

⋃
i

⋂
j

Cij)
c

οπότε

B ∩ (
⋃
i

⋂
j

Cij) = ∅.

�

(2). Προς απαγωγη σε άτοπο, ας υποθέσουµε ότι για κάθε i, j υπάρχει κάποιο

σύνολο Borel Cij που διαχωρίζει το Ai από το Bj, τότε το σύνολο
⋃
i

⋂
j Cij είναι

Borel και από το (1) του λήµµατος, διαχωρίζει το σύνολο A από το σύνολο B, που
είναι άτοπο.

�
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2.2.25 Θεώρηµα: Το Θεώρηµα διαχωρισµου (The separation Theorem, Lusin)

΄Εστω A,B ⊆ N αναλυτικά σύνολα µε A ∩ B = ∅. Τότε υπάρχει ένα Borel

υποσύνολο του N το οποίο διαχωρίζει το A από το B.

Απόδειξη :
΄Εστω f, g : N → N συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες ώστε A = f [N ] και B = g[N ].
Από το Θεώρηµα υπάρχουν µονοτονικές συναρτήσεις λέξεων σ, τ : N∗ → N∗ που
υπολογίζουν τις f και g αντιστοίχως, δηλαδή

f(x) = limnσ(x(n)), g(y) = limnτ(y(n)), (x, y ∈ N ).

Για όλες τις λέξεις u και v ϑέτουµε

Au = f [Nu] = {f(x)|u v x}, Bv = g[Nv] = {g(y)|v v y}.

Από το γεγονός ότι οι σ και τ υπολογίζουν τις f και g αντιστοίχως έπεται ότι

Au ⊆ Nσ(u), Bv ⊆ Nτ(v). (1)

Επίσης έχουµε A∅ = A, B∅ = B και για όλα τα u, v ,

Au =
⋃
i

Au×<i>, Bv =
⋃
j

Bv×<j>. (2)

Υποθέτουµε, προς απαγωγή σε άτοπο ότι δεν υπάρχει σύνολο Borel που να δι-
αχωρίζει το A = A∅ από το B = B∅. Από το λήµµα 3.2.24 συνάγουµε ότι υπάρ-
χουν ϕυσικοί αριθµοί i0, j0 τέτοιοι ώστε κανένα σύνολο Borel να µην διαχωρίζει
το A<i0> από το B<j0>. Συνεχίζουµε εφαρµόζοντας επαναλληπτικά το λήµµα

3.2.24 και την (2) και ορίζουµε αναδροµικά δύο ακολουθίες x = (i0, i1, ...) και

y = (j0, j1, ...) ∈ N , τέτοιες ώστε για όλα τα n ∈ N κανένα σύνολο Borel να µην

διαχωρίζει το Ax(n) από το By(n). Εποµένως, από την σχέση (1) έπεται ότι για κάθε
n,

Nσ(x(n)) ∩Nτ(y(n)) 6= ∅, (3)

΄Οµως η (3) συνεπάγεται ότι για κάθε n οι λέξεις σ(x(n)) και τ(y(n)) είναι συγ-
κρίσιµες, άρα

f(x) = limnσ(x(n)) = limnτ(y(n)) = g(y),
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και εποµένως f(x) = g(y) ∈ A ∩B, που είναι άτοπο, καθώς A ∩B = ∅.

�

2.2.26 Θεώρηµα: Το Θεώρηµα του Souslin
΄Ενα υποσύνολο A ⊆ N είναι Borel αν και µάνο αν το A και το Ac είναι αναλυτικά.

Απόδειξη :
Από το πόρισµα 3.2.23 έχουµε ότι αν το A είναι Borel, τότε το A και το Ac είναι
αναλυτικά. Για το αντίστροφο εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ∆ιαχωρισµού στα A και
Ac.

�



Κεφάλαιο 3

Πολωνικοί χώροι

3.1 Εισαγωγή και Παραδείγµατα

3.1.1 Ορισµός: ΄Ενας πλήρως µετρικοποιήσιµος και διαχωρίσιµος τοπολογικός
χώρος καλείται Πολωνικός χώρος.

Εύκολα αποδεικνύονται οι ακόλουθες προτάσεις.

3.1.2 Πρόταση: ΄Εστω X Πολωνικός χώρος. Τότε ισχύουν τα εξής.
(i). Κάθε κλειστό υποσύνολο του X, µε τη σχετική τοπολογία, είναι χώρος Πολ-
ωνικός.
(ii). Το καρτεσιανό γινόµενο µιας ακολουθίας Πολωνικών χώρων, µε την τοπολογία
γινόµενο, είναι χώρος Πολωνικός.

3.1.3 Πρόταση: Κάθε συµπαγής µετρικοποιήσιµος τοπολογικός χώρος είναι
Πολωνικός.

Ο χώρος του Cantor είναι ο χώρος C = {0, 1}N µε την τοπολογία γινόµενο,

όπου στο {0, 1} ϑεωρούµε τη διακτιτή τοπολογία. Είναι σαφές ότι ο χώρος του
Cantor είναι Πολωνικός χώρος.

Ο χώρος τουBaire,N , που µελετήσαµε στο Κεφάλαιο 2, είναι τυπικό παράδειγµα
Πολωνικού χώρου. Ο χώρος N είναι πλήρως µετρικποιήσιµος από την εξής πολύ
απλή µετρική: Για (xn), (yn) ∈ N ,

ρ
(
(xn), (yn)

)
=

1

m+ 1
αν (xn) 6= (yn),

όπου m = min{n ∈ N : xn 6= yn}, και ρ
(
(xn), (yn)

)
= 0 αν (xn) = (yn).

Ο κύβος του Hilbert είναι ο χώρος IN µε την τοπολογία γινόµενο, όπου I είναι

49
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το διάστηµα [0, 1]. Ο χώρος IN είναι Πολωνικός και όπως ϑα δούµε είναι καθολικός

για την κλάση των Πολωνικών χώρων. Επίσης ο χώροςRN ,ε την τοπολογία γινόµενο
είναι Πολωνικός χώρος.

3.2 Ταλάντωση και Συνέχεια Συναρτήσεων

3.2.1 Ορισµός: ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, (Y, d) µετρικός χώρος, A ⊆ X και

συνάρτηση f : A → Y . Για κάθε x ∈ A, η ταλάντωση (oscillation) της f στο x
είναι :

oscf (x) = inf
{
diamf [A ∩ U ] : U ανοικτή περιοχή του x

}
.

3.2.2 Λήµµα: ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, (Y, d) µετρικός χώρος, A ⊆ X και
συνάρτηση f : A→ Y .
(i). Για κάθε ε > 0 το σύνολο

Aε =
{
x ∈ A : oscf (x) < ε

}
είναι ανοικτό υποσύνολο του χώρου A, µε τη σχετική τοπολογία.

(ii). Το σύνολο {
x ∈ A : oscf (x) = 0

}
είναι Gδ-υποσύνολο του χώρου A.

Απόδειξη :
(i). ΄Εστω x ∈ Aε, τότε υπάρχει U ⊆ X ανοικτό µε x ∈ U ώστε diamf [A ∩ U ] < ε.

Για t ∈ A ∩ U έχουµε oscf (x) ≤ diamf [A ∩ U ] < ε. Εποµένως, t ∈ Aε, και άρα

A ∩ U ⊆ Aε, οπότε το σύνολο Aε είναι ανοικτό υποσύνολο του χώρου A.

(ii). ΄Εχουµε {
x ∈ A : oscf (x) = 0

}
=
∞⋂
n=1

A 1
n
,

και εφ΄ όσον κάθε σύνολο A 1
n

είναι ανοικτό υποσύνολο του χώρου A, το σύνολο{
x ∈ A : oscf (x) = 0

}
είναι Gδ-υποσύνολο του χώρου A.

�
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3.2.3 Πρόταση: ΄ΕστωX τοπολογικός χώρος, (Y, d) µετρικός χώρος και συνάρτηση
f : X → Y . Τότε ισχύουν τα εξής.
(i). Για κάθε x ∈ X, η f είναι συνεχής στο x αν και µόνο αν oscf (x) = 0.

(ii). Το σύνολο των σηµείων συνέχειας της f είναι Gδ-σύνολο.

Απόδειξη :
(i). Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο σηµείο x ∈ X, και έστω ε > 0, τότε
υπάρχει U ⊆ X ανοικτή περιοχή του x ώστε

t ∈ U ⇒ d
(
f(t), f(x)

)
<
ε

2
.

Εποµένως για κάθε t, t′ ∈ U έχουµε

d
(
f(t), f(t′)

)
≤ d
(
f(t), f(x)

)
+ d
(
f(x), f(t′)

)
< ε,

και άρα diamf [U ] ≤ ε. Συνεπώς oscf (x) ≤ ε για κάθε ε > 0, οπότε oscf (x) = 0.

Αντίστροφα, έστω x ∈ X ώστε oscf (x) = 0, και ε > 0, τότε υπάρχει U ⊆ X

ανοικτή περιοχή του x ώστε diamf [U ] < ε, και εποµένως

t ∈ U ⇒ d
(
f(t), f(x)

)
≤ diamf [U ] < ε,

άρα η f είναι συνεχής στο x.

(ii). ΄Επεται αµέσως από το (i) και την πρόταση 3.2.2(ii).

�

Χρησιµοποιώντας τα ανωτέρω ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο σηµαντικό ϑεώρηµα
επέκτασης συναρτήσεων.

3.2.4 Θεώρηµα: (Kuratowski)

΄Εστω X ένας µετρικός χώρος, Y ένας πλήρως µετρικοποιήσιµος χώρος, A ⊆ X

και f : A→ Y συνεχής συνάρτηση. Τότε υπάρχουν ένα Gδ-υποσύνολο του X, G,

µε A ⊆ G ⊆ A και µια συνεχής επέκταση g : G→ Y της συνάρτησης f .

Απόδειξη :
΄Εστω d συµβιβαστή µετρική στοX και d′ συµβιβαστή µετρική στο Y ώστε ο µετρικός
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χώρος (Y, d′) να είναι πλήρης. Θέτουµε

G =
{
x ∈ A : oscf (x) = 0

}
Από την Πρόταση 3.2.2(ii) έπεται ότι τοG είναιGδ-σύνολο στο χώροA, και εφ΄ όσον

το A είναιGδ-υποσύνολο του χώρουX έπεται ότι τοG είναιGδ-σύνολο στο χώροX.

Επίσης, από τη συνέχεια της f στο A έπεται ότι A ⊆ G ⊆ A. (Πρόταση 3.2.3(i))

΄Εστω x ∈ G, τότε x ∈ A. Επιλέγουµε ακολουθία (xn)n σηµείων του A ώστε

xn → x. Θα δείξουµε ότι η ακολουθία
(
f(xn)

)
n
είναι Cauchy: ΄Εστω ε > 0, τότε

καθώς x ∈ G, υπάρχει U ⊆ X ανοικτή περιοχή του x ώστε diamf [A ∩ U ] < ε.
Εφ΄ όσον xn → x, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

n ≥ n0 ⇒ xn ∈ A ∩ U.

Εποµένως για κάθε m,n ≥ n0 έχουµε

f(xm), f(xn) ∈ f [A ∩ U ],

και άρα d′
(
f(xm), f(xn)

)
< ε. Συνεπώς η ακολουθία

(
f(xn)

)
n

είναι Cauchy.

Εφ΄ όσον ο µετρικός χώρος (Y, d′) είναι πλήρης η ακολουθία
(
f(xn)

)
n
συγκλίνει.

Θέτουµε
g(x) = lim

n→∞
f(x).

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση g : G → Y είναι καλά ορισµένη, δηλαδή η τιµή
g(x) δεν εξαρτάται από την επιλογή της ακολουθίας (xn)n στο A που συγκλίνει στο
x.
Για να δούµε ότι η συνάρτηση g είναι συνεχής στο G, αρκεί να δείξουµε ότι για

κάθε x ∈ G, oscg(x) = 0. ΄Εστω x ∈ G και U ⊆ X ανοικτή περιοχή του x, τότε

g[G ∩ U ] ⊆ f [A ∩ U ].

Πράγµατι, αν t ∈ G ∩ U και (tn)n είναι ακολουθία στο A ώστε tn → t, τότε

υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0, tn ∈ A ∩ U , οπότε f(tn) ∈ f [A ∩ U ], και
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άρα g(t) = limn→∞ f(tn) ∈ f [A ∩ U ]. Συνεπώς,

diam
(
g[G ∩ U ]

)
≤ diam

(
f [A ∩ U ]

)
= diamf [A ∩ U ],

και εποµένως oscg(x) = 0.

�

3.3 Υπόχωροι Πλήρων Μετρικών Χώρων

3.3.1 Λήµµα: ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και U ⊆ X ανοικτό σύνολο.

Τότε υπάρχει µετρική ρ στο U ισοδύναµη µε την µετρική d|U ώστε ο µετρικός χώρος

(U, ρ) να είναι πλήρης.

Απόδειξη :
Θέτουµε A = X\U και ϑεωρούµε την συνάρτηση fA. Εφ΄ όσον το σύνολο U είναι

ανοικτό το A είναι κλειστό, εποµένως για κάθε x ∈ U , fA(x) > 0. Στό σύνολο U
ορίζουµε την µετρική:

ρ(x, y) = d(x, y) +

∣∣∣∣ 1

fA(x)
− 1

fA(y)

∣∣∣∣ , x, y ∈ U.

Οι µετρικές ρ και d|U είναι ισοδύναµες :

΄Εστω ακολουθία (xn)n στο U και x ∈ U . Είναι σαφές ότι αν xn
ρ−→ x, τότε

xn
d−→ x. Για το αντίστροφο, έστω xn

d−→ x τότε από τη συνέχεια της fA έπεται

fA(xn) −→ fA(x), και εφ΄ όσον x ∈ U , fA(x) > 0, συνεπώς 1
fA(xn)

−→ 1
fA(x)

. Είναι

τώρα σαφές ότι ρ(xn, x) −→ 0, δηλαδή xn
ρ−→ x.

Για να δείξουµε ότι ο µετρικός χώρος (X, ρ) είναι πλήρης, έστω (xn)n ακολουθία

στο U , η οποία είναι Cauchy ως προς τη µετρική ρ. Τότε προφανώς η (xn)n

είναι Cauchy ως προς τη µετρική d, και εφ΄ όσον ο µετρικός χώρος (X, d) είναι

πλήρης υπάρχει x ∈ X ώστε xn
d−→ x. Από τη συνέχεια της συνάρτησης fA,

fA(xn)
d−→ fA(x). Η υπόθεση ότι η ακολουθία (xn)n είναι Cauchy ως προς

τη µετρική ρ συνεπάγεται ότι η ακολουθία
(

1
fA(xn)

)
n

είναι ϕραγµένη, και άρα

f(x) ≥ 0, που σηµαίνει ότι x ∈ U . Επίσης 1
fA(xn)

−→ 1
fA(x)

. ΄Επεται ότι xn
ρ−→ x.
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�

3.3.2 Θεώρηµα: (S. Mazurkiewicz)
΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και Y ⊆ X. Τα εξής είναι ισοδύναµα.

(i). Το Y είναι Gδ-σύνολο.

(ii). Ο υπόχωρός Y είναι πλήρως µετρικοποιήσιµος.

Απόδειξη :
(i)⇒ (ii) ΄Εστω ακολουθία (Un)n ανοικτών υποσυνόλων του X ώστε

Y =
⋂
n

Un.

Από το λήµµα 3.3.1 για κάθε n, υπάρχει µετρική ρn στο Un ισοδύναµη µε

την µετρική d|U ώστε ο µετρικός χώρος (Un, ρn) να είναι πλήρης. Μπορούµε να
υποθέσουµε ότι για κάθε n, ρn ≤ 1. Ορίζουµε την εξής µετρική στο Y :

ρ(x, y) =
∞∑
n=0

1

2n+1
ρn(x, y), x, y ∈ Y

Η µετρική ρ είναι ισοδύναµη µε την µετρική d|Y : ΄Εστω (ym)m ακολουθία στο Y

και y ∈ Y . Υποθέτουµε ότι ym
d−→ y, τότε εφ΄ όσον κάθε ρn είναι ισοδύναµη µε την

d|Y , ym
ρn−→ y για κάθε n.

΄Εστω ε > 0, επιλέγουµε n0 ∈ N ώστε

∞∑
n=n0+1

1

2n+1
ρn(ym, y) <

ε

2
, (m ∈ N)

Καθώς ym
ρi−→ y για i = 1, ..., n0, υπάρχει m0 ∈ N ώστε

m ≥ m0 ⇒
n0∑
n=0

1

2n+1
ρn(ym, y) <

ε

2
.

΄Επεται ότι
m ≥ m0 ⇒ ρ(ym, y) < ε,
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και άρα ym
ρ−→ y. Αντίστροφα, έστω ym

ρ−→ y, τότε είναι σαφές ότι για κάθε n,

ym
ρn−→ y, και άρα ym

d−→ y.
Μένει να δείξουµε ότι ο µετρικός χώρος (Y, ρ) είναι πλήρης. ΄Εστω (ym)m

ακολουθία Cauchy στον µετρικό χώρο (Y, ρ). Τότε για κάθε n, η ακολουθία (ym)m

ειναι Cauchy στον πλήρη µετρικό χώρο (Un, ρn), εποµένως υπάρχει yn ∈ Un ώστε

ym
ρn−→ yn και άρα ym

d−→ yn, εποµένως υπάρχει y ∈ X ώστε για κάθε n, yn = y.

Συνεπώς y ∈ Un για κάθε n, δηλαδή y ∈ Y . Επίσης yn
d−→ y, οπότε yn

ρ−→ y.

(ii)⇒ (i). ΄Εστω d′ συµβιβαστή µετρική στο Y ώστε ο µετρικός χώρος (Y, d′) να

είναι πλήρης. Θεωρούµε τη συνάρτηση φ : Y → (Y, d′) : φ(y) = y. Εφ΄ όσον η

µετρική d′ είναι ισοδύναµη µε την µετρική d|Y , η συνάρτηση φ είναι συνεχής. Από

το ϑεώρηµα 3.2.4 έπεται ότι υπάρχουν Gδ-υποσύνολο G του X µε Y ⊆ G ⊆ Y

και µια συνεχής επέκταση g : G → Y της συνάρτησης φ. Για y ∈ G υπάρχει
ακολουθία (yn)n στο Y ώστε yn −→ y και άρα g(yn) −→ g(y) ∈ Y . ΄Οµως για κάθε

n, g(yn) = φ(yn) = yn, και από την µοναδικότητα του ορίου της (yn) έπεται ότι

g(y) = y, και άρα y ∈ Y . Συνεπώς Y = G.

�

3.4 Μια Καθολική Ιδιότητα του Κύβου του Hilbert

3.4.1 Θεώρηµα: Κάθε διαχωρίσιµος µετρικός χώρος είναι οµοιοµορφικός µε

έναν υπόχωρο του κύβου του Hilbert, IN. Ιδιαιτέρως κάθε Πολωνικός χώρος είναι
οµοιοµορφικός µε έναν Gδ-υπόχωρο του κύβου του Hilbert.

Απόδειξη :
΄Εστω (X, d) ένας διαχωρίσιµος µετρικός χώρος µε d ≤ 1. ΄Εστω επίσης {xn : n ∈
N} ένα πυκνό υποσύνολο του X. Ορίζουµε την συνάρτηση

f : X → IN : f(x) =
(
d(x, xn)

)
.

Η συνάρτηση f είναι συνεχής : ΄Εστω ακολουθία (xm)m στο X και x ∈ X ώστε
xm −→ x. Τότε από την σχέση

|d(xm, xn)− d(x, xn)| ≤ d(xm, x)
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έπεται ότι για κάθε n, d(xm, xn) −→ d(x, xn), και άρα η f είναι συνεχής.

Η f είναι 1 − 1: ΄Εστω x, x′ ∈ X ώστε για κάθε n, d(x, xn) = d(x′, xn). Αν για

κάποιο n, x = xn, τότε προφανώς x′ = xn και εποµένως x = x′. Υποθέτουµε
ότι x 6= xn για κάθε n. Τότε υπάρχει µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών

αριθµών (nκ)κ ώστε xnκ −→ x, και άρα d(xnκ , x) −→ 0.

΄Εχουµε d(xnκ , x
′) = d(xnκ , x) για κάθε κ, άρα d(xnκ , x

′) −→ 0. Από την

µοναδικότητα του ορίου της ακολουθίας (xnκ)κ έπεται ότι x = x′. Συνεπώς η f

είναι 1− 1.

Μένει να δείξουµε ότι η συνάρτηση f−1 είναι συνεχής. ΄Εστω ακολουθία (xm)m

στο X και x ∈ X ώστε f(xm) −→ f(x). Τότε για κάθε n,

d(xm, xn) −→ d(x, xn)

΄Εστω ε > 0. Από την πυκνότητα του συνόλου {xn : n ∈ N} υπάρχει n ∈ N ώστε

d(xn, x) <.

Εφ΄ όσον d(xm, xn) −→ d(x, xn), υπάρχει N ∈ N ώστε

m ≥ N ⇒ d(xm, xn) < ε

Για m ≥ N εχουµε

d(xm, x) ≤ d(xm, xn) + d(xn, x) < 2ε.

΄Αρα xm −→ x. Συνεπώς η f−1 είναι συνεχής.

΄Ετσι ο χώρος X είναι οµοιοµορφικός µε τον υπόχωρο f [X] του IN.

Αν ο X είναι χώρος Πολωνικός, τότε και ο f [X] είναι Πολωνικός, εποµένως από

το ϑεώρηµα 3.3.2 ο f [X] είναι Gδ-υπόχωρος του Πολωνικού χώρου IN.

�

3.4.2 Θεώρηµα: Κάθε Πολωνικός χώρος είναι οµοιοµορφικός µε έναν κλειστό

υπόχωρο του RN.

Απόδειξη :
Από το ϑεώρηµα 3.4.1 µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο δεδοµένος Πολωνικός χώρος
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είναι Gδ-υπόχωρος G του IN. ΄Εστω (Un)n ακολουθία ανοικτών υποσυνόλων του IN

ώστε

G =
⋂
n

Un.

΄Εστω επίσης για κάθε n, An = IN\Un. Θεωρούµε µια συµβιβαστή µετρική d στο

IN και τις αντίστοιχες συναρτήσεις fAn. Ορίζουµε την συνάρτηση g : G → RN,

g = (gn)n µε

g2n+1(x) = xn

g2n(x) =
1

fAn(x)
.

Η συνάρτηση g είναι 1−1: ΄Εστω x = (xn), x′ = (x′n) σηµεία του G µε g(x) = g(x′),

τότε από τον ορισµό της g έχουµε για κάθε n, xn = xn′, και άρα x = x′. Η g είναι

συνεχής : ΄Εστω ακολουθία (xm)m στο G και x ∈ G, ώστε xm −→ x ότι για κάθε

n, xmn −→ xn, και άρα g2n+1(x
m) −→ g2n+1(x). Επίσης, από την συνέχεια των

συναρτήσεων fAn, για κάθε n, fAn(xm) −→ fAn(x).

Καθώς x ∈ G, x 6= An για κάθε n, και συνεπώς fAn(x) > 0, οπότε

1

fAn(xm)
−→ 1

fAn(x)
.

΄Αρα g(xm) −→ g(x). Είναι προφανές ότι η συνάρτηση g−1 είναι συνεχής.

Μένει να δείξουµε ότι το σύνολο g[G] είναι κλειστό.

΄Εστω ακολουθία (xm)m στο G και y = (yn) ∈ RN ώστε g(xm) −→ y.

Τότε για κάθε n, g2n+1(x
m) −→ y(2n + 1). ΄Εχουµε g2n+1(x

m) = xmn ∈ I, άρα

y(an+ 1) ∈ I.
Θέτουµε για κάθε n, xn = y(2n+ 1), τότε x ∈ IN και xm −→ x. Εποµένως, καθώς

κάθε fAn είναι συνεχής, fAn(xm) −→ fAn(x). Επίσης, η ακολουθία

(
1

fAn(xm)

)
m

συγκλίνει στο y(2n) για κάθε n, και άρα είναι ϕραγµένη. Εποµένως fAn(x) > 0

για κάθε n και συνεπώς x 6= An, οπότε x ∈ Un για κάθε n, δηλαδή x ∈ G. Είναι
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τώρα σαφές ότι y = g(x). ΄Αρα το σύνολο g[G] είναι κλειστό.

�

3.5 Συνεχείς Εικόνες του χώρου Cantor

Παρατηρούµε πρώτα ότι ο χωρος C του Cantor είναι οµοιοµορφικός µε το χώρο

CN. Πράγµατι, έχουµε CN =
(
{0, 1}N

)N
. Ορίζουµε την συνάρτηση

H :
(
{0, 1}N

)N
→ {0, 1}N×N : H(f)(m,n) = f(m)(n).

Είναι ϕανερό ότι η συνάρτησηH είναι οµοιοµορφισµός. Επιπλέον, καθώς N×N =c

N, ο χώρος {0, 1}N×N είναι οµοιοµορφικός µε τον {0, 1}N. ΄Αρα ο χώρος C είναι

οµοιοµορφικός µε τον χώρο CN.

3.5.1 Λήµµα: Ο χώρος IN είναι συνεχής εικόνα του χώρου Cantor, C.

Απόδειξη :
Θεωρούµε τη συνάρτηση

f : C −→ I : f
(
(xn)

)
=
∞∑
n=0

x(n)

2n+1
.

Από την δυαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών του διαστήµατος I,
έπεται ότι η f είναι επί. Επίσης, η f είναι συνεχής : ΄Εστω x = (xn) ∈ C και ε > 0.

Επιλέγουµε N ∈ N ώστε 1
2N

< ε, και ϑέτουµε u =< x0, ..., xN >, U = {t ∈ C : u v
t}. Το σύνολο U είναι ανοικτή περιοχή του x και

t = (tn) ∈ U ⇒ |f(t)− f(x)| ≤
∞∑

n=N+1

|tn − xn|
2n+1

<
1

2N
< ε.

΄Αρα η f είναι συνεχής. Εποµένως, η συνάρτηση

F : CN −→ IN : F
(
(xn)

)
=
(
f(xn)

)
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είναι συνεχής και επί. Εφ΄ όσον ο χώρος CN είναι οµοιοµορφικός µε τον C έπεται

ότι υπάρχει συνάρτηση g : C −→ IN συνεχής και επί.

�

3.5.2 Θεώρηµα: Κάθε µη κενός συµπαγής µετρικός χώρος είναι συνεχής εικόνα
του χώρου Cantor, C.

Απόδειξη :
΄Εστω K µη κενός συµπαγής µετρικός χώρος. Από το ϑεώρηµα 3.4.1 µπορούµε

να υποθέσουµε ότι K είναι ένας κλειστός υπόχωρος του IN. Το λήµµα 3.5.1 εξασ-

ϕαλίζει την ύπαρξη µιας συνεχούς και επί συνάρτησης g : C −→ IN. Η αντίστροφη

εικόνα g−1(K) είναι ένα κλειστό υποσύνολο του C. ΄Οπως είναι γνωστό (ϐλ. )

υπάρχει συνεχής προβολή φ : C −→ g−1(K). Η σύνθεση h ◦ φ : C −→ K είναι
συνεχής και επί.

�

3.6 Μια Εφαρµογή στη Θεωρία Χώρων Banach

΄Εστω K συµπαγής τοπολογικός χώρος. Με C(K) συµβολίζουµε το συνολο των

πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων επί του K. Το C(K) µε πράξεις ορισµένες
κατά σηµείο είναι διανυσµατικός χώρος. Η supremum− norm ή norm της οµοιό-
µορφης σύγκλισης στο C(K) είναι :

∥∥f∥∥ = sup
{
|f(x)| : x ∈ K

}
, f ∈ C(K).

Ο C(K) µε αυτήν την norm είναι χώρος Banach.

΄Εστω X χώρος Banach και X∗ ο δυϊκός του X. Με B1(X
∗) συµβολίζουµε την

κλειστή µοναδιαία µπάλα του X∗, και σε όλα τα επόµενα αυτής της παραγράφου

ϑεωρούµε την B1(X
∗) ως τοπολογικό χώρο εφοδιασµένο µε την ασθενή∗ τοπολογία.

3.6.1 Θεώρηµα: (Αλάογλου-Bourbaki ) Gia k’aje q’wro Banach o q’wroc B1(X
∗)

e’inai sumpag’hc.

3.6.2 Πρόταση: ΄Εστω X χώρος Banach. Τότε ο X είναι ισοµετρικά ισόµορφος

µε έναν υπόχωρο του C
(
B1(X

∗)
)
.
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Απόδειξη :
Η απεικόνιση

T : X −→ C
(
B1(X

∗)
)

: T (x)(x∗) = x∗(x)

είναι γραµµική ισοµετρία.

�

3.6.3 Θεώρηµα: (Banach)

΄Εστω X διαχωρίσιµος χώρος Banach. Τότε ο χώρος B1(X
∗) είναι µετρικοποιήσι-

µος.

Απόδειξη :
΄Εστω {xn : n ∈ N} ένα πυκνό υποσύνολο της µοναδιαίας µπάλας του X. Τότε η
µετρική

d(x∗, y∗) =
∞∑
n=0

1

2n+1
|x∗(xn)− y∗(xn)| , x∗, y∗ ∈ B1(X

∗)

είναι συµβιβαστή µε την ασθενή∗ τοπολογία του B1(X
∗).

�

3.6.4 Θεώρηµα: ΄Εστω X διαχωρίσιµος χώρος Banach. Τότε υπάρχει συνάρτηση
h : [0, 1] −→ B1(X

∗) συνεχής επι.

Απόδειξη :
Από τα ϑεωρήµατα 3.6.1 και 3.6.3, ο χώροςB1(X

∗) είναι συµπαγής και µετρικοποιή-

σιµος. Εποµένως, από το ϑεώρηµα 3.5.2 υπάρχει συνάρτηση f : C −→ B1(X
∗)

συνεχής επί. Θεωρούµε τον χώρο Cantor, C, ως υπόχωρο του [0, 1]. Το σύνολο

[0, 1]\ είναι ένωση µιας αριθµήσιµης οικογένειας D ανοικτών διαστηµάτων ξένων
ανά δύο. Ορίζουµε τη συνάρτηση

h : [0, 1] −→ B1(X
∗) : h(x) =


f(x) αν x ∈ C

(1− t)f(α) + tf(β) αν x = (1− t)α + tβ, t ∈ [0, 1],

όπου α < β και (α, β) ∈ D. Είναι σαφές ότι η συνάρτηση h είναι συνεχής
επέκταση της f , και άρα είναι επί.

�

Μπορούµε τώρα να δείξουµε την επόµενη καθολική ιδιότητα του διαχωρίσιµου
χώρου Banach.
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3.6.5 Θεώρηµα: Κάθε διαχωρίσιµος χώρος Banach, X, είναι ισοµετρικά ισόµορ-

ϕος µε έναν κλειστό υπόχωρο του C
(
[0, 1]

)
.

Απόδειξη :

Από την πρόταση 3.6.2 αρκεί να δείξουµε ότι ο C
(
B1(X

∗)
)
είναι ισοµετρικά ισό-

µορφος µε έναν υπόχωρο του C
(
[0, 1]

)
. Το ϑεώρηµα 3.6.4 µας εξασφαλίζει την

ύπαρξη µιας συνάρτησης h : [0, 1] −→ B1(X
∗) η οποία είναι συνεχής και επί.

Ορίζουµε την απεικόνιση

T : C
(
B1(X

∗)
)
−→ C

(
[0, 1]

)
: T (f) = f ◦ h.

Είναι σαφές ότι η T είναι γραµµική, και καθώς η h είναι επί, η T είναι ισοµετρία.

�

3.7 Εµφύτευση του χώρου Cantor σε Τέλειους Πολ-
ωνικούς Χώρους

΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι τέλειος αν κάθε σηµείο x ∈ X είναι σηµείο
συσσωραύσεως του X. Αν P είναι υποσυνολο ενός τοπολογικού χώρου X, το
P είναι τέλειο στον X αν είναι κλειστό και κάθε σηµείο x του P είναι σηµείο
συσσωρεύσεως του P . Είναι προφανές ότι ο χώρος C του Cantor είναι τέλειος.
Κατωτέρω ϑα δείξουµε ότι ο χώρος C είναι ο ελάχιστος µη κενός, τέλειος, Πολωνικός
χώρος, υπό την έννοια ότι κάθε µη κενός, τέλειος, Πολωνικός χώρος περιέχει ένα
αντίγραφο του C.

3.7.1 Ορισµός: ΄Ενα σχήµα Cantor επί ενός συνόλου X είναι µία οικογένεια

(As)s∈{0,1}∗ υποσυνόλων του X τετοια ώστε :

(i). As∗<0> ∩ As∗<1> = ∅, για s ∈ {0, 1}∗

(ii). As∗<i> ⊆ As για s ∈ {0, 1}∗ και i ∈ {0, 1}.

3.7.2 Θεώρηµα: ΄Εστω X µη κενός, τέλειος, Πολωνικός χώρος. Τότε υπάρχει
εµφύτευση του C στον X.

Απόδειξη :
΄Εστω d µια συµβιβαστή µετρική στο X ώστε ο µετρικός χώρος (X, d) να είναι

πλήρης. Θα ορίσουµε ένα σχήµα Cantor, (Us)s∈{0,1}∗ στο X µε τις εξής ιδιότητες :

(i). Us είναι ανοικτό, µη κενό σύνολο.
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(ii). diam(Us) ≤ 2−lh(s)

(iii). U s∗<i> ⊆ Us, για s ∈ {0, 1}∗ και i ∈ {0, 1}.

Ορίζουµε τα Us µε επαγωγή στο µήκος της s. Επιλέγουµε ένα υποσύνολο U∅
του X που έχει τις ιδιότητες (i) και (ii) για s = ∅. Υποθέτουµε ότι για s ∈ {0, 1}∗

έχει ορισθεί το ανοικτό µη κενό σύνολο Us ⊆ X. Εφ΄ όσον κάθε σηµείο του X

είναι σηµείο συσσωρεύσεως υπάρχουν y1, y2 ∈ U µε y1 6= y2. Επιλέγουµε Us∗<0>,
Us∗<1> ανοικτές µπάλεςµε κέντρα y1, y2 και ακτίνες r1, r2 > 0 αντιστοίχως, µε

r1, r2 ≤ 1
4
2−lh(s) ώστε οι αντίστοιχες κλειστές µπάλες να περιέχονται στο Us και να

είναι ξένες.

Παρατηρούµε ότι για κάθε x ∈ C,
⋂
n Ux|n =

⋂
n Ux|n και η τοµή

⋂
n Ux|n είναι

ένα µονοσύνολο (Θεώρηµα ). Θέτουµε για κάθε x ∈ C,

f(x) = το µοναδικό σηµείο της τοµής
⋂
n Ux|n.

΄Ετσι ορίζεται µια συνάρτηση f : C −→ X. Αποδεικνύεται, όπως στο ϑεώρηµα ότι
η f είναι 1 − 1. Επίσης, η f είναι συνεχής : ΄Εστω x ∈ C και ε > 0. Επιλέγουµε

s ∈ {0, 1}∗ ώστε s v x, και 2−lh(s) < ε, τότε f(x) ∈ Us. Θέτουµε V = {t ∈ C : s v
t}. Το V είναι ανοικτή περιοχή του x, και για κάθε t ∈ V , f(t) ∈ Us, εποµένως

d(f(t), f(x)) ≤ diam(Us) < ε, άρα η f είναι συνεχής.
Εφ΄ όσον ο C είναι συµπαγής χώρος η f είναι εµφύτευση.

�

3.7.3 Πόρισµα: Αν X είναι µη κενός, τέλειος, Πολωνικός χώρος, τότε card(X) =

2ℵ0.

Απόδειξη :

Εφ΄ όσον οX είναι διαχωρίσιµος, µετρικοποιήσιµος χώρος, card(X) ≤ 2ℵ0. Επίσης,

από το ϑεώρηµα 3.7.1, card(X) ≥ card(C) = 2ℵ0. Εποµένως, από το Θεώρηµα

Schröder −Bernstein, card(X) = 2ℵ0.

�

3.8 ∆ιάσπαση και ∆είκτης Cantor-Bendixson
Πολωνικού Χώρου

΄Ενα σηµείο x σ΄ ένα τοπολογικό χώροX είναι σηµείο συµπυκνώσεως τουX αν κάθε
ανοικτή περιοχή του x είναι ένα σύνολο υπεραριθµήσιµο. Για κάθε Πολωνικο χώρο
ϑέτουµε
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Y ∗ = {y ∈ Y : y είναι σηµείο συµπυκνώσεως του Y }.

3.8.1 Λήµµα: Αν Y είναι τέλειος Πολωνικός χώρος τότε

Y ∗ = Y.

Απόδειξη :
΄Εστω y ∈ Y και U ανοικτή περιοχή του y. Τότε ο χώρος U είναι µη κενός τέλειος

Πολωνικός χώρος, εποµένως από το Πόρισµα 3.7.2, ο U έχει πληθάριθµο 2ℵ0, και
άρα το y είναι σηµείο συµπηκνώσεως του Y . Εποµένως, Y ∗ = Y.

�

3.8.2 Θεώρηµα: (Cantor−Bendixson) ΄Εστω X ένας Πολωνικός χώρος. Τότε ο
X διασπάται µε µοναδικό τρόπο ως εξής :

X = P ∪ C, P ∩ C = ∅,

όπου το P είναι τέλειο σύνολο και το C είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη :
΄Εστω X∗ το σύνολο των σηµείων συµπυκνώσεως του X. Θέτουµε P = X∗ και
C = X\P . Εφ΄ όσον ο X είναι διαχωρίσιµος και µετρικοποιήσιµος, είναι δεύτερος

αριθµήσιµος. ΄Εστω {Un : h ∈ N} µια ϐάση για την τοπολογία του X, τότε το C
είναι η ένωση όλων των Un µε Un αριθµήσιµο, εποµένως το C είναι αριθµήσιµο.
Προφανώς το P είναι κλειστό σύνολο. Για να δείξουµε ότι το P είναι τέλειο σύνολο,
έστω x ∈ P και U µια ανοικτή περιοχή του x. Τότε το U είναι υπεραριθµήσιµο
σύνολο, και εφ΄ όσον το C είναι αριθµήσιµο, το U ∩ P είναι υπεραριθµήσιµο, και
άρα το x είναι σηµείο συσσωρεύσεως του P .

Για να αποδείξουµε την µοναδικότητα, έστω X = P1 ∪ C1 µια άλλη διάσπαση
του X ως ανωτέρω. Τότε ο υπόχωρος P1 είναι τέλειος Πολωνικός, εποµένως, από
το Λήµµα 3.8.1, P ∗1 = P1 και άρα P1 ⊆ P . Επίσης αν x ∈ C1, τότε εφ΄ όσον το C1

είναι αριθµήσιµο, ανοικτό σύνολο, x ∈ C, συνεπώς C1 ⊆ C. ΄Επεται ότι P = P1

και C = C1.

�

3.8.3 Πόρισµα: Κάθε υπεραριθµήσιµος Πολωνικός χώρος περιέχει έναν υπόχωρο

ισοµορφικό µε το χώρο του Cantor, C, και ιδιαιτέρος έχει πληθαριθµο 2ℵ0.
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3.8.4 Ορισµός: Για κάθε Πολωνικό χώρο X, αν X = P ∪C, όπου P είναι τέλειο
σύνολο, C είναι αριθµήσιµο σύνολο και P ∩ C = ∅, καλούµε το P τέλειο πυρήνα
του X.

Κατωτέρω ϑα δώσουµε µια εναλλακτική απόδειξη του ϑεωρήµατος Cantor −
Bendixson µε την οποία η κατασκευή του πυρήνα οδηγεί στον δείκτη Cantor −
Bendixson και δίνει πιο πολλές πληροφορίες για τη δοµή του χώρου. Πρώτα
ϑα δούµε ένα γενικό αποτέλεσµα για µονότονες υπερπεπερασµένες ακολουθίες κ-
λειστών ή ανοικτών υποσυνόλων ενός δεύτερου αριθµήσιµου χώρου. Αυτό ο αποτέ-
λεσµα ϑα το χρειαστούµε στη συνέχεια.

3.8.5 Θεώρηµα: ΄Εστω X ένας δεύτερος αριθµήσιµος τοπολογικός χώρος, και

(Fα)α<β µια γνήσια ϕθίνουσα υπερπεπερασµένη ακολουθία κειστων υποσυνόλων

του X. Τότε ο διατακτικός αριθµός β είναι αριθµήσιµος.

Απόδειξη :
΄Εστω {Un : n ∈ N} µια ϐάση για την τοπολογία τουX. Σε κάθε κλειστό υποσύνολο
F του X αντιστοιχίζουµε το υποσύνολο του N:

N(F ) = {n ∈ N : Un ∩ F 6= ∅}.

Καθώς το X\F είναι ανοικτό, έχουµε:

X\F =
⋃
{Un : n /∈ N(F )}.

Εποµένως η απεικόνιση F 7→ N(F είναι 1 − 1. Επίσης, αν F, G είναι κλειστά

υποσύνολα του X και F ⊆ G, τότε προφανώς N(F ) ⊆ N(G). Συνεπώς ϑέτοντας

Nα = N(Fα) για α < β,

τότε η υπερπεπερασµένη ακολουθία (Nα)α<β είναι γνήσια ϕθίνουσα ακολουθία

υποσυνόλων του N, και άρα ο διατακτικός αριθµός β είναι αριθµήσιµος.

�

3.8.6 Ορισµός: Για κάθε τοπολογικό χώρο X, έστω

X ′ = {x ∈ X : x είναι σηµειο συσσωρεύσεως του X}

Καλούµε το X ′, Cantor − Bendixson παράγωγο του X. Προφανώς το X ′ είναι
κλειστό σύνολο.
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Χρησιµοποιώντας υπερπεπερασµένη αναδροµή ορίζουµε την επαναλαµβανόµεν-
η Cantor −Bendixson παράγωγο ως ακολούθως:

X0 = X

Xα+1 = (Xα)′

Xλ =
⋂
α<λX

α αν ο λ είναι οριακός.

Η υπερπεπερασµένη ακολουθία (Xα)α∈ORD είναι ϕθίνουσα και κάθε Xα είναι κ-
λειστό σύνολο.

3.8.7 Θεώρηµα: ΄Εστω X Πολωνικός χώρος. Τότε για κάποιο αριθµήσιµο δι-
ατακτικό αριθµό α0, Xα = Xα0 για κάθε α ≥ α0 και Xα0 είναι ο τέλειος πυρίνας
του X.

Απόδειξη :
Από το Θεώρηµα 3.8.5 έπεται ότι υπάρχει αριθµήσιµος διατακτικός αριθµός α0

ώστε Xα = Xα0 για κάθε α ≥ α0. Θέτουµε P = Xα0, τότε P ′ = (Xα0)′ = Xα0 = P

εποµένως το σύνολο P είναι τέλειο. Επίσης, ϑέτουµε

C =
⋃
α<α0

(Xα\Xα+1)

Τότε έχουµε

X = P ∪ C,
P ∩ C = ∅

Μένει να δείξουµε ότι το C είναι αριθµήσιµο:

Κάθε Xα\Xα+1 είναι αριθµήσιµο, διότι αν ήταν υπεραριθµήσιµο ϑα υπήρχε x ∈
Xα\Xα+1 σηµείο συµπήκνωσης του Xα\Xα+1 και άρα το x ϑα ήταν σηµείο συσσ-

ωρεύσεως του Xα χωρίς να ανήκει στο Xα+1, που είναι άτοπο. Εφ΄ όσον κάθε

Xα\Xα+1 είναι αριθµήσιµο και η αριθµήσιµη ένωση

C =
⋃
α<α0

(Xα\Xα+1)

είναι σύνολο αριθµήσιµο. ΄Αρα πράγµατι, το σύνολο P = Xα είναι ο τέλειος
πυρήνας του X.

�

3.8.8 Ορισµός: Για κάθε Πολωνικό χώρο X, ο ελάχιστος διατακτικός αριθµός α0

µε την ιδιότητα Xα = Xα0 για κάθε α ≥ α0 καλείται δείκτης Cantor −Bendixson
του X και συµβολίζεται µε |X|CB.



Κεφάλαιο 4

Χώροι Μηδενικής ∆ιάστασης

΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι µηδενικής διάστασης αν είναι Hausdorff και
έχει µια ϐάση για την τοπολογία του, που αποτελείται από ανοικτά-κλειστά σύνολα.
Τυπικά παραδείγµατα χώρων µηδενικής διάστασης είναι ο χώρος C του Cantor και
ο χώρος N του Baire.

4.1 ΄Ενας Τοπολογικός Χαρακτηρισµός του χώρου
Cantor

Ο χώρος του Cantor, C, έχει τις εξής προφανείς ιδιότητες : είναι µηδενικής διάσ-
τασης, συµπαγής, µετρικοποιήσιµος και τέλειος. Θα δείξουµε ότι αυτές οι ιδιότητες
χαρακτηρίζουν το χώρο C.

4.1.1 Θεώρηµα: ΄ΕστωX τοπολογικός χώρος. Αν οX είναι µηδενικής διάστασης,
συµπαγής, µετρικοποιήσιµος και τέλειος, τότε ο X είναι οµοιοµορφικός µε τον
χώρο του Cantor, C.

Απόδειξη :
΄Εστω d µια µετρική στο X συµβιβαστή µε την τοπολογία του. Θα κατασκευάσουµε

ένα σχήµα Cantor στο X, (Cs)s∈{0,1}∗ µε τις εξής ιδιότητες :

(i). C∅ = X,

(ii). Cs είναι ανοικτό-κλειστό, µη κενό,

(iii). Cs = Cs∗<0> ∪ Cs∗<1>,

(iv). limn→∞ diam(Cx|n) = 0.

Εφ΄ όσον ο X είναι συµπαγής, µηδενικής διάστασης, υπάρχει ένα πεπερασ-

µένο ανοικτό κάλυµµα (Ui)
n
i=1 του X, ώστε κάθε Ui είναι ανοικτό-κλειστό σύνολο

διαµέτρου < 1
2
. Θέτουµε :

W1 = U1 και για κάθε i µε 2 ≤ i ≤ n, Wi = Ui\
⋃
j<i Uj

66
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Τα σύνολα Wi είναι προφανώς ανοικτά-κλειστά, X =
⋃n
i=1Wi και Wi ∩Wj = ∅

για i 6= j. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι κάθε Wi 6= ∅. Προφανώς για κάθε i,

diamWi <
1
2
. Ακολούθως ϑέτουµε :

C∅ = X

C<0> = W2 ∪ ... ∪Wn , C<1> = W1,

C<0,0> = W3 ∪ ... ∪Wn , C<0,1> = W2,
.
.
.

C<0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

> = Wn , C<0,n> = Wn,

Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία για κάθε Wi, i = 1, ..., n, και κατασκευά-

Ϲουµε ανοικτά-κλειστά, µη κενά υποσύνολα του Wi διαµέτρου < 1
3
, και συνεχί-

Ϲουµε επαγωγικά. Το σχήµα Cantor που κατασκευάζεται µε αυτόν τον τρόπο έχει
τις επιθυµητές ιδιότητες.

Για κάθε x ∈ C, η τοµή
⋂
nCx|n είναι ένα µονοσύνολο. Ορίζουµε την συνάρτηση

f : C −→ X ως εξής : για κάθε x ∈ C

f(x) = το µοναδικό σηµείο της τοµής
⋂
nCx|n .

΄Οπως στο Θεώρηµα 3.7.2, αποδεικνύεται ότι η f είναι συνεχής και 1−1. Επιπλέον
από τις ιδιότητες (i) και (ii) έπεται ότι η f είναι επί : αν y ∈ X τότε υπάρχει ακριβώς

ένα x ∈ C ώστε y ∈
⋂
nCx|n και εποµένως f(x) = y. Εφ΄ όσον ο X είναι συµπαγής

η f είναι οµοιοµορφισµός.

�

4.2 ΄Ενας Τοπολογικός Χαρακτηρισµός του Χώρου
Baire

4.2.1 Ορισµός: Σχήµα Lusin επί ενός συνόλου X είναι µια οικογένεια (As)s∈N∗

από υποσύνολα του X τέτοια ώστε
(i). As∗<i> ∩ As∗<j> = ∅ για s ∈ N∗, i, j ∈ N µε i 6= j,

(ii). As∗<i> ⊆ As για s ∈ N∗, i ∈ N.

Αν (X, d) είναι ένας µετρικός χώρος και (As)s∈N∗ είναι ένα σχήµα Lusin επί

του X, το (As)s∈N∗ έχει µηδενική διάµετρο αν limn→∞ diam(Ax|n) = 0 για κάθε

n ∈ N .
Σε αυτή την περίπτωση ϑέτουµε
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D = {x ∈ N :
⋂∞
n=0Ax|n 6= ∅},

και ορίζουµε την συνάρτηση

f : D −→ X µε {f(x)} =
⋂∞
n=0Ax|n.

Η f καλείται συνοδεύουσα συνάρτηση του σχήµατος.

4.2.2 Θεώρηµα: ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, (As)s∈N∗ ένα σχήµα Lusin επί του
X, το οποίο είναι µηδενικής διαµέτρου. ΄Εστω επίσης f : D −→ X η συνοδεύουσα
συνάρτηση του σχήµατος. Ισχύουν τα ακόλουθα.
(i). Η f είναι 1− 1 και συνεχής.

(ii). Αν ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης και κάθε σύνολο As είναι κλειστό,
τότε το D είναι επίσης κλειστό σύνολο.
(iii). Αν κάθε As είναι ανοικτό, τότε η f είναι εµφύτευση.

Απόδειξη :
(i). Η f είναι 1− 1: ΄Εστω x, x′ ∈ D µε x = x′, τότε υπάρχουν u ∈ N∗, i, j ∈ N µε
i 6= j ώστε

u∗ < i >v , u∗ < j >v x′,

εποµένως Au∗<i> ∩ Au∗<j> = ∅ και f(x) ∈ Au∗<i>, f(x′) ∈ Au∗<j>, άρα f(x) 6=
f(x′). Η f είναι συνεχής : ΄Εστω x ∈ D και ε > 0, τότε υπάρχει N ∈ N ώστε

diam(Ax|N ) < ε. Θέτουµε s = x|N και ϑεωρούµε την περιοχή του x, Ns = {z ∈
N : s v z}. Για κάθε z ∈ Ns, z|N = x|N , και άρα Az|N = Ax|N , εποµένως για

κάθε z ∈ Ns ∩ D, f(z) ∈ Ax|N και επίσης f(x) ∈ Ax|N , άρα d
(
f(z), f(x)

)
≤

diam(Ax|N ) < ε.

΄Ετσι έχουµε:

z ∈ Ns ∩D ⇒ d
(
f(z), f(x)

)
< ε.

΄Αρα η f είναι συνεχής.

(ii). Υποθέτουµε ότι ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης, κάθε σύνολο As

είναι κλειστό και ϑα δείξουµε ότι το σύνολο D είναι κλειστό. ΄Εστω ακολουθία
(xn)n σηµείων του D και x ∈ N ώστε xn −→ x. ∆είχνουµε πρώτα ότι η ακολουθία(
f(xn)

)
n
είναι Cauchy: ΄Εστω ε > 0, τότε υπάρχει N ∈ N ώστε diam

(
Ax|N

)
< ε.

Εφ΄ όσον xn −→ x υπάρχει M ∈ N ώστε

n ≥M ⇒ xn|N = x|N .
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Συνεπώς για κάθε m,n ≥ M , f(xm), f(xn) ∈ Ax|N , και άρα d
(
f(xm), f(xn)

)
≤

diam
(
Ax|N

)
< ε. ΄Ωστε

m,n ≥M ⇒ d
(
f(xm), f(xn)

)
< ε.

΄Αρα, η ακολουθία
(
f(xn)

)
είναι Cauchy. Εφ΄ όσον ο µετρικός χώρος (X, d) είναι

πλήρης, υπάρχει y ∈ X ώστε f(xn) −→ y. Καθώς xn −→ x, για m ∈ N υπάρχει

n0 = n0(m) ∈ N ώστε

n ≥ n0 ⇒ xn|m = x|m.

Εποµένως, για κάθε n ≥ n0, f(xn) ∈ Ax|m, και επειδή το σύνολο Ax|m είναι κλειστό

έπεται ότι y ∈ Ax|m. ΄Ωστε για κάθε m ∈ N, y ∈ Ax|m, και άρα y ∈
⋂
mAx|m, οπότε⋂

mAx|m 6= ∅, που σηµαίνει ότι x ∈ D. ΄Αρα, το σύνολο D είναι κλειστό.

(iii). Υποθέτουµε ότι κάθε σύνολο As είναι ανοικτό και παρατηρούµε ότι για
κάθε s ∈ N∗,

f [Ns ∩D] = As ∩ f [D].

΄Αρα για κάθε s ∈ N∗ το σύνολο f [Ns ∩ D] είναι ανοικτό στο χώρο f [D], δηλαδή

η συνάρτηση f : D −→ f [D] είναι ανοικτή. Συνεπώς η f−1 : f [D] −→ D είναι
συνεχής. ΄Αρα η f είναι εµφύτευση.

�

4.2.3 Λήµµα: Υποθέτουµε ότι (X, d) είναι διαχωρίσιµος πλήρης µετρικός χώρος

µηδενικής διάστασης ώστε αν K ⊆ X είναι συµπαγές σύνολο, τότε Ko = ∅. ΄Εστω
U ⊆ X ανοικτό-κλειστό, µη κενό σύνολο και ε > 0. Τότε υπάρχει µια ακολουθία
(Ui)i∈N από µη κενά ανοικτά-κλειστά υποσύνολα του U ώστε

U =
⋃
i∈N Ui και diam(Ui) < ε.

Απόδειξη :
Το σύνολο U δεν είναι συµπαγές γιατί έχει µη κενό εσωτερικό, U o = U 6= ∅,
δηλαδή ο µετρικός χώρος (U, d) δεν είναι συµπαγής, είναι όµως πλήρης εφ΄ όσον

το U είναι κλειστό υποσύνολο του X. Εποµένως ο µετρικός χώρος (U, d) δεν είναι

ολικά ϕραγµένος. Αν για κάθε 0 < ε′ < ε υπήρχαν πεπερασµένα το πλήθος σύνολα

V1, ..., Vn ⊆ U ανοικτά-κλειστά ώστε (1) U = V1 ∪ ... ∪ Vn και (2) diam(Vj) < ε′
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για j = 1, ..., n, τότε ϕυσικά ο µετρικός χώρος (U, d) ϑα ήταν ολικά ϕραγµένος.

Συνεπώς υπάρχει 0 < ε′ < ε ώστε πεπερασµένα το πλήθος ανοικτά-κλειστά υπ-
οσύνολα του U µε τις ιδιότητες (1) και (2) δεν υπάρχουν.

Εφ΄ όσον ο χώροςX είναι διαχωρίσιµος µετρικός χώρος, είναι δεύτερος αριθµή-
σιµος. Εποµένως υπάρχει µαι ακολουθία (Vi)i∈N από ανοικτά-κλειστά υποσύνολα
του U ώστε

U =
⋃
i∈N Vi και diam(Vi) < ε′ για κάθε i.

Θέτουµε
U0 = V0 και
Ui = Vi\

⋃
j<i Vj για i ≥ 1.

Τότε κάθε Ui είναι ανοικτό-κλειστό,
U =

⋃
i Ui

Ui ∩ Uj = ∅ για i 6= j και

diam(Ui) < ε′ για κάθε i.

Από την επιλογή του ε′ έχουµε ότι άπειρα Ui είναι µη κενά, και µπορούµε να
υποθέσουµε ότι όλα τα Ui είναι µη κενά.

�

4.2.4 Θεώρηµα: (Alexandrov − Urysohn)

Αν X είναι µηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος, τέτοιος ώστε κάθε συµπαγές υπ-
οσύνολο του έχει κενό εσωτερικό, τότε ο X είναι οµοιοµορφικός µε τον χώροN του
Baire.

Απόδειξη :
΄Εστω d πλήρης µετρική στο X συµβιβαστή µε την τοπολογία του X. Με ϐάση το

λήµµα 4.2.3 εύκολα κατασκευάζεται ένα σχήµα Lusin (Cs)s∈N∗ επί του X µε τις
ακόλουθες ιδιότητες.
(i). C∅ = X και Cs 6= ∅ για κάθε s ∈ N∗

(ii). Κάθε Cs είναι σύνολο ανοικτό-κλειστό

(iii). Cs =
⋃
i∈NCs∗<i>

(iv). diam(Cs) ≤ 2−lh(s)

΄Εστω f : D −→ X η συνοδεύουσα συνάρτηση του σχήµατος Lusin. Από τις
ανωτέρω ιδιότητες του σχήµατος Lusin και την πληρότητα του µετρικού χώρου
(X, d) προκύπτει ότι D = N . ΄Ετσι η συνοδεύουσα συνάρτηση είναι f : N −→ X.

Καθώς κάθε Cs είναι ανοικτό σύνολο, από το ϑεώρηµα 4.2.2(iii) έπεται ότι η f



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΧΩΡΟΙ ΜΗ∆ΕΝΙΚΗΣ ∆ΙΑΣΤΑΣΗΣ 71

είναι επί. ΄Ενα y ∈ X καθορίζει ακριβώς ένα x ∈ N ώστε y ∈ Cx|n για κάθε

n ∈ N, εποµένως y ∈
⋂
nCx|n, και άρα f(x) = y. Συνεπώς η συνάρτηση f είναι

οµοιοµορφισµός.

�

4.2.5 Πόρισµα: Ο χώρος τών άρρητων A = R\Q µε την συνληθη τοπολογία είναι
οµοιοµορφικός µε τον χώρο N του Baire.

Απόδειξη :
Το σύνολο A είναι Gδ-υποσύνολο του R, εποµένως ο χώρος A µε την σχετική
τοπολογία είναι πλήρως µετρικοποιήσιµος (ϑεώρηµα ······························). Συνεπώς
ο χώροςA είναι Πολωνικός. Επίσης οA είναι µηδενοδιάστατος, καθώς η οικογένεια

που αποτελείται από όλα τα σύνολα της µορφής (α, β) ∩ A µε α < β και α, β ∈ Q
είναι µια ϐάση για την τοπολογία του και κάθε σύνολο αυτής της µορφής είναι
ανοικτό-κλειστό στο χώρο A. Επιπλέον κάθε συµπαγές υποσύνολο του A έχει κενό

εσωτερικό, γιατί αν α, β ∈ Q, α < β υπάρχει ακολουθία (xn)n στο (α, β) ∩ A ώστε

xn → α, και άρα η (xn)n δεν έχει υπακολουθία συγκλίνουσα σε κάποιο άρρητο
αριθµό. Από το ϑεώρηµα 4.2.4 έπεται ότι ο χώρος A είναι οµοιοµορφικός µε τον
χώρο N του Baire.

�

4.3 Μηδενοδιάστατοι Χώροι ως Υπόχωροι του χώρου
του Baire

4.3.1 Θεώρηµα: α) Κάθε µηδενοδιάστατος διαχωρίσιµος µετρικοποιήσιµος χώρος
X εµφυτεύεται στο χώρο του Baire, δηλαδή υπάρχει οµοιµορφισµός

f : X −→ f [X] ⊆ N

ϐ) Κάθε µηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος είναι οµοιοµορφικός µε έναν κλειστό
υπόχωρο του χώρου του Baire.

Απόδειξη :
α) ΄Εστω d µια συµβιβαστή µετρική στο X. Μπορούµε εύκολα να κατασκευάσουµε
ένα σχήµα Lusin επί του X (Cs)s∈N∗ µε τις ακόλουθες ιδιότητες

(i). C∅ = X

(ii). Cs είναι σύνολο ανοικτό-κλειστό
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(iii). Cs =
⋃∞
i=0Cs∗<i>

(iv). diam(Cs) ≤ 2−lh(s)

΄Εστω g : D −→ X η συνοδεύουσα συνάρτηση του σχήµατος. Από τις ιδιότητες
(i) και (iii) έπεται ότι g[D] = X και από το ϑεώρηµα 3.3.2 έχουµε ότι η g είναι
οµοιοµορφισµός, και άρα η συνάρτηση

f = g−1 : X −→ N

είναι εµφύτευση.

ϐ) Αν ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης, από το ϑεώρηµα 3.3.2 έπεται ότι
το σύνολο D είναι κλειστό.

�

4.4 Πολωνικοι Χώροι ως Συνεχείς Εικόνες του Χώρου
του Baire

4.4.1 Λήµµα: ΄Εστω (X, d) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και F ⊆ X, Fσ-σύνολο
και ε > 0. Τότε υπάρχει ακολουθία (Ki)i∈N υποσυνόλων του X µε τις ακόλουθες
ιδιότητες.

1. F =
⋃
i∈NKi

2. Ki ∩Kj = ∅ για i 6= j

3. Ki είναι Fσ-σύνολο

4. diam(Ki) < ε

Απόδειξη :
Υπάρχει ακολουθία (Fi)i∈N κλειστών υποσυνόλων του X ώστε

F =
⋃
i∈N

Fi

Εφ΄ όσον ο µετρικός χώρος X είναι διαχωρίσιµος, είναι δεύτερος αριθµήσιµος.
Εποµένως για κάθε i υπάρχει µια ακολουθία (Vij)j∈N ανοικτών υποσυνόλων του X
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ώστε

Fi ⊆
⋃
j

Vij

και
diam(Vij) < ε.

΄Επεται ότι

F =
⋃
i,j

(Fi ∩ V ij).

Η οικογένεια {Fi ∩ V ij : i, j ∈ N} είναι αριθµήσιµη, και έστω

{Fi ∩ V ij : i, j ∈ N} = {Si : i ∈ N}

Τότε κάθε Si είναι κλειστό σύνολο,

F =
⋃
i Si και diam(Si) < ε

Θέτουµε

K0 = S0 και
Ki = Si\

⋃
j<i Sj για i ≥ 1

΄Εχουµε για κάθε i ≥ 1, Ki = Si ∩ (
⋃
j<i Si)

c και το σύνολο (
⋃
j<i Sj)

c είναι

ακοικτό υποσύνολο του X, άρα είναι Fσ-σύνολο. Εποµένως για κάθε i το σύνολο
Ki είναι Fσ-σύνολο.
Είναι σαφές ότι η ακολουθία (Ki)i∈N έχει τις ιδιότητες 1 έως 4.

�

4.4.2 Λήµµα: ΄Εστω (X, d) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος, F ⊆ X, Fσ-σύνολο
και ε > 0. Τότε υπάρχει ακολουθία (Fi)i∈N υποσυνόλων του X µε τις ακόλουθες
ιδιότητες

1. F =
⋃
i∈N Fi

2. Fi ∩ Fj = ∅ για i 6= j

3. Fi είναι Fσ-σύνολο

4. F i ⊆ F
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5. diam(Fi) < ε

Απόδειξη :
Εφ΄ όσον το F είναι Fσ-σύνολο, υπάρχει αύξουσα ακολουθία (Ci)i∈N κλειστών

υποσυνόλων του X µε C0 = ∅, ώστε

F =
⋃
i∈NCi

και εποµένως

F =
⋃∞
i=0(Ci+1\Ci)

Για κάθε i έχουµε

Ci+1\Ci = Ci+1 ∩ Cc
i ,

και εφ΄ όσον το Ci+1 είναι κλειστό σύνολο και το Cc
i είναι ανοικτό, η τοµή Ci+1∩Cc

i

είναι Fσ-σύνολο. Εποµένως από το Λήµµα 4.4.1, για κάθε i υπάρχει ακολουθία

(Kij)j∈N ξένων ανά δύο Fσ-συνόλων µε διάµετρο < ε, ώστε

Ci+1\Ci =
⋃∞
j=0Kij

΄Επεται ότι

F =
⋃
i,jKij

Επίσης για κάθε i, j,

Kij ⊆ Ci+1\Ci ⊆ Ci+1 = Ci+1 ⊆ F

Η οικογένεια {Kij : i, j ∈ N} είναι αριθµήσιµη και έστω

{Kij : i, j ∈ N} = {Fi : i ∈ N}

Τότε η ακολουθία (Fi)i∈N έχει τις ιδιότητες 1 έως 5.

�

4.4.3 Θεώρηµα: ΄ΕστωX Πολωνικός χώρος. Τότε υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊆ N
και συνάρτηση

f : F −→ X

που είναι συνεχής, 1− 1 και επί.
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Απόδειξη :
΄Εστω d µια συµβιβαστή µετρική στο X. Με ϐάση το Λήµµα 4.4.2 κατασκευάζουµε
ένα σχήµα Lusin (Fs)s∈N∗ επί του X µε τις ακόλουθες ιδιότητες.

(i). F∅ = X

(ii). Fs είναι Fσ-σύνολο

(iii). Fs =
⋃
i∈N Fs∗<i> =

⋃
i∈N F s∗<i>

(iv). diam(Fs) ≤ 2−lh(s)

΄Εστω f : D −→ f [D] ⊆ X

η συνοδεύουσα συνάρτηση του σχήµατος. Από τις ιδιότητες (i) και (iii) έπεται

ότι f [D] = X. Επίσης από το Θεώρηµα 4.2.2 προκύπτει ότι η συνάρτηση f είναι

συνεχής και 1 − 1. Μένει να δείξουµε ότι το σύνολο D είναι κλειστό. ΄Εστω (xn)n

µια ακολουθία στο D και x ∈ N ώστε xn → x. Αποδεικνύεται όπως στο Θεώρηµα

4.2.2 ότι η ακολουθία
(
f(xn)

)
n

είναι Cauchy, εποµένως υπάρχει y ∈ X ώστε

f(xn) → y. Για i ∈ N υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0, xn|i = x|i οπότε

f(xn) ∈ Fx|i ⊆ F x|i, εποµένως y = limn→∞ f(xn) ∈ F x|i.
Συνεπώς

y ∈
⋂
i F x|i =

⋂
i Fx|i = {f(x)}

και άρα y = f(x), δηλαδή x ∈ D. ΄Ετσι το σύνολο D είναι κλειστό.

�

4.4.4 Πόρισµα: Αν X είναι µη κενός Πολωνικός χώρος τότε υπάρχει συνάρτηση

g : N −→ X

που είναι συνεχής και επί.

Απόδειξη :
Από το ϑεώρηµα 4.4.3 υπάρχουν F ⊆ N κλειστό σύνολο και σύνάρτηση f : F −→
X συνεχής 1 − 1 και επί. ΄Οπως είναι γνωστό (Λήµµα 2.2.12) υπάρχει συνεχής
προβολή h : N −→ F . Η συνάρτηση

g = f ◦ h : N −→ X

είναι συνεχής και επί.

�
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4.5 Κλειστά Υποσύνολα Οµοιοµορφικά µε τον Χώρο
του Baire

4.5.1 Λήµµα: ΄Εστω (X, d) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και F ⊆ X κλειστό µη
κενό σύνολο. Υποθέτουµε ότι το F δεν είναι σ-συµπαγές, και έστω ε > 0. Τότε

υπάρχει µια ακολουθία (Fi)i∈N µη κενών υποσυνόλων του F µε τος ακόλουθες
ιδιότητες

1. Fi ∩ Fj = ∅ για i 6= j

2. Fi είναι κλειστό σύνολο

3. Fi δεν είναι σ-συµπαγές

4. Για κάθε x ∈ X υπάρχει µια ανοικτή περιοχή U του x ώστε U ∩ Fi 6= ∅ για
το πολύ ένα i

5. diam(Fi) < ε

Απόδειξη :
Θέτουµε

H = {x ∈ F : ∀ ανοικτή περιοχή U του x, U ∪ F δεν είναι σ-συµπαγές}.

Καθώς το F δέν είναι σ-συµπαγές και ο χώρος X είναι δεύτερος αριθµήσιµος, το
σύνολο H είναι µη κενό.

• Το σύνολο H είναι κλειστό : ΄Εστω x0 ∈ H ⊆ F , τότε για κάθε ανοικτή

περιοχή U του x0, U ∩ H 6= ∅, και άρα υπάρχει x ∈ U ∩ H, οπότε U είναι

ανοικτή περιοχή του x και x ∈ H, εποµένως U ∩ F δεν είναι σ-συµπαγές,
συνεπώς x0 ∈ H.

• Το H δεν είναι σ-συµπαγές : Ας υποθέσουµε το αντίθετο τότε

H =
⋃
m∈NKm,

όπου κάθε Km είναι συµπαγές. Από τον ορισµό του H έπεται ότι για κάθε

x ∈ F\H υπάρχει ανοικτή περιοχή Vx του x, ώστε Vx ∩ F είναι σ-συµπαγές.

Η οικογένεια {Vx : x ∈ F\H} είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του F\H, και εφ΄
όσον ο χώρος X είναι δεύτερος αριθµήσιµος υπάρχουν σηµεία x0, x1, ... στο
F\H, ώστε
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F\H ⊆
⋃
n∈N Vxn.

΄Επεται ότι

F =
⋃
mKm ∪ (

⋃
n Vn ∩ F ),

και άρα το F είναι σ-συµπαγές, που είναι άτοπο.

• Ιδιαιτέρως το σύνολο H δεν είναι συµπαγές, εποµένως, καθώς το H είναι

κλειστό υποσύνολο του X, υπάρχει ακολουθία (xκ)κ στο H µε xκ 6= xl για
κ 6= l, χωρίς συγκλίνουσα υπακολουθία. Συνεπώς µπορούµε να ϐρούµε

ακολουθία (Uκ)κ ανοικτών υποσυνόλων του X ώστε

xκ ∈ Uκ για κάθε κ,

Uκ ∩ U l = ∅ για κ 6= l

και

diam(Uκ) <
ε

2κ

Θέτουµε

Fκ = Uκ ∩ F , κ = 0, 1, 2, ...

Προφανώς η ακολουθία (Fκ)κ έχει τις ιδιότητες 1,2,3 και 5.

• Μένει να δείξουµε ότι η (Fκ)κ έχει και την ιδιότητα 4.
΄Εστω x ∈ X. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις.

Περίπτωση 1

x /∈
⋃
κ Fκ

∆είχνουµε πρώτα ότι υπάρχουν µια ανοικτή περιοχή W του x και κ0 ∈ N
ώστε

W ∩ Fκ = ∅ για κάθε κ > κ0
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Υποθέτουµε το αντίθετο, και έστω {Wn : n ∈ N} µια αριθµήσιµη ϐάση πε-

ϱιοχών του x. Τότε για την περιοχή W1 υπάρχει κ1 ώστε W1 ∩ Fκ1 6= ∅.
Επιλέγουµε y1 ∈ W1 ∩ Fκ1. Για την περιοχή W1 ∩W2 υπάρχει κ2 > κ1 ώστε

W1 ∩W2 ∩ Fκ2 6= ∅. Επιλέγουµε y2 ∈ W1 ∩W2 ∩ Fκ2. Συνεχίζουµε µε αυτόν
τον τρόπο και κατασκευάζουµε επαγωγικά µια γνησίως αύξουσα ακολουθία

ϕυσικών αριθµών (κi)
∞
i=1 και µια ακολουθία σηµείων του X, (yi)

∞
i=1 ώστε για

κάθε i,

yi ∈ W1 ∩ ... ∩Wi

και

yi ∈ Fκi.

Είναι σαφές ότι yi → x. Επίσης d(yi, xκi) ≤ 1
2κi

και άρα d(yi, xκi) → 0,

εποµένως xκi → x, που είναι άτοπο. ΄Αρα πράγµατι υπάρχουν ανοικτή πε-

ϱιοχή W του x και κ0 ώστε W ∩ Fκ = ∅ για κάθε κ > κ0. Το σύνολο
F1 ∪ ...∪Fκ0 είναι κλειστό, εποµένως υπάρχει ανοικτή περιοχή V του x ώστε

V ∩ (F1 ∪ ...∪Fκ0) = ∅. Θέτουµε U = V ∩W . Τότε U είναι ανοικτή περιοχή

του x και U ∩ Fκ = ∅ για κάθε κ.

Περίπτωση 2

x ∈
⋃
κ Fκ

Τότε υπάρχει ακριβώς ένα κ1 ώστε x ∈ Fκ. ΄Οπως και στην περίπτωση 1,
υπάρχει ανοικτή περιοχή U του x ώστε U∩Fκ = ∅ για κάθε κ 6= κ1, εποµένως

U ∩ Fκ 6= ∅ µόνο για κ = κ1.

�

4.5.2 Θεώρηµα: (Hurewicz)

΄Εστω X Πολωνικός χώρος. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.
α) Ο X περιέχει ένα κλειστό υποσύνολο οµοιοµορφικό µε τον χώρο N του Baire.
ϐ) Ο X δεν είναι σ-συµπαγής.

Απόδειξη :
(α)⇒ (ϐ). ΄Εστω ότι υπάρχει κλειστό υποσύνολο F ⊆ X που είναι οµοιοµορφικό
µε το χώρο N . Αν υποθέσουµε ότι ο χώρος X είναι σ-συµπαγής, τότε το F είναι
επίσης σ-συµπαγές, εποµένως και ο χώρος N είναι σ-συµπαγής, που είναι άτοπο.
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(ϐ)⇒ (α). Θα κατασκευάσουµε ένα σχήµα Lusin (Fs)s∈N∗ επί του X µε τις ακόλου-
ϑες ιδιότητες
(i). F∅ = X, Fs 6= ∅
(ii). Fs είναι κλειστό

(iii). Fs δεν είναι σ-συµπαγές

(iv). Για κάθε n και για κάθε x ∈ X υπάρχει µια ανοικτή περιοχή U του x ώστε

Fs ∩ U 6= ∅ για το πολύ µία s µε lh(s) = n.

(v). diam(Fs) ≤ 2−lh(s).

Κατασκευάζουµε τα Fs µε επαγωγή στο n = lh(s).

Για n = 0 ϑέτουµε F∅ = X. Υποθέτουµε ότι τα Fs έχουν κατασκευασθεί για lh(s) =

n και έχουν τις ιδιότητες (i) έως (v). Για s µε lh(s) = n, ϑα κατασκευάσουµε τα

σύνολα Fs∗<κ> για κ ∈ N. Εφαρµόζουµε το Λήµµα 4.5.1 για κάθε Fs µε lh(s) = n

και για ε = 2−n−1 και κατασκευάζουµε τα σύνολα Fs∗<κ> για κ ∈ N, που έχουν τις
ιδιότητες 1 έως 5 του Λήµµατος. Από την ιδιότητα 4 και την επαγωγική υπόθεση

εξασφαλίζεται η ιδιότητα (iv). Οι άλλες ιδιότητες είναι άµεσες.
΄Εστω τώρα f : D −→ X η συνοδεύουσα συνάρτηση του σχήµατος. Η f είναι
συνεχής, 1− 1, και επιπλέον D = N . Εποµένως έχουµε τη συνάρτηση

f : N −→ X

που είναι συνεχής και 1− 1. Μένει να δείξουµε ότι f [N ] είναι κλειστό υποσύνολο
του X και η f είναι ανοικτή.

• f [N ] είναι κλειστό : ΄Εστω x ∈ f [N ], τότε για κάθε n,

x ∈
⋃
{Fs : lh(s) = n} (∗)

Από την ιδιότητα (iv) υπάρχει ανοικτή περιοχή U του x ώστε U ∩ Fsn 6= ∅
για το πολύ µια sn µε lh(sn) = n. Εποµένως από την (∗) έπεται ότι για κάθε

ανοικτή περιοχή V του x µε V ⊆ U , έχουµε V ∩ Fsn 6= ∅, και άρα x ∈ Fsn.
Συνεπώς sn v sn+1 για κάθε n και x ∈

⋂
n Fsn

΄Αρα για y = sup{yn : n ∈ N} ∈ N έχουµε f(y) = x, οπότε x ∈ f [N ]. ΄Ετσι

το σύνολο f [N ] είναι κλειστό.

• Η συνάρτηση f είναι ανοικτή: Προς τούτο αρκεί να δείξουµε ότι f [Ns] είναι
ανοικτό στο f [N ] για κάθε s ∈ N∗. Από την ιδιότητα (iv) έπεται ότι το Fs
είναι ανοικτό στο σύνολο
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⋃
{Ft : lh(t) = lh(s)} ⊇ f [N ],

άρα Fs∩ f [N ] είναι ανοικτό στο f [N ], και επειδή f [Ns] = Fs∩ f [N ] το f [Ns]
είναι ανοικτό στο f [N ].

�
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