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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Οι τανυστές ορμής-ενέργειας παίζουν έναν θεμελιώδη ρόλο στη σύγχρονη
ϕυσική (βλ. [28] κεφ. 3, ενότητα 6, σχόλιο 8 και αναφορές εκεί· [34]) εδώ
και πάνω από 100 χρόνια. Σύμϕωνα με την wikipedia1 «Ο τανυστής ορμής-

ενέργειας είναι μια τανυστική ποσότητα της ϕυσικής που περιγράφει την

πυκνότητα και τη ροή ενέργειας και ορμής στο χωροχρόνο, γενικεύοντας

τον τανυστή της τάσης της νευτώνειας ϕυσικής. Είναι ένα χαρακτηριστικό

της ύλης, της ακτινοβολίας και των μη-βαρυτικών δυναμικών πεδίων. Ο

τανυστής ορμής-ενέργειας είναι η πηγή του βαρυτικούπεδίου στις πεδιακές

εξισώσεις της γενικής θεωρίας της σχετικότητας τουEinstein, όπως η μάζα

είναι η πηγή του βαρυτικού πεδίου στη νευτώνεια θεωρία της βαρύτητας».

Στα μαθηματικά, όπως ϕαίνεται, οι πρώτες σχετικές εργασίες με τους
τανυστές ορμής-ενέργειας ήταν η ανάπτυξη του λογισμού των μετασχη-
ματισμών Legendre για πολλαπλά ολοκληρώματα από τον Καραθεοδωρή
κατά τα έτη 1922-1928 (βλ. [28], προηγούμενη αναφορά), όπου εμφανίζε-
ται και ο γενικός ορισμός του τανυστή ορμής-ενέργειας. Βλ. σχετικά και
[53].

Ο σκοπός της εργασίας αυτής ήταν αρχικά η συλλογή, με συστηματικό
τρόπο, μεθόδων για την κατασκευή τανυστών ορμής-ενέργειας που σχετί-
ζονται με μεταβολικά προβλήματα, τόσο στα μαθηματικά όσο και τη

1http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Stress%E2%80%93energy_tensor&oldid=
495978391
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8 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

ϕυσική, μέσω της ανασκόπισης γνωστών αποτελεσμάτων από τη βι-
βλιογραϕία, με στόχο την ανάπτυξη ταυτοτήτων Derrick-Pohozaev και
σχέσεων μονοτονίας για γενικευμένες μερικές διαφορικές εξισώσεις που
προκύπτουν στον λογισμό των μεταβολών και στη συνέχεια η εφαρμογή
αυτών των αποτελεσμάτων στην θεωρία μη-ύπαρξης λύσεων αυτών των
μερικών διαφορικών εξισώσεων. Ενας άλλος, ίσως λιγότερο σημαντικός
στόχος ήταν η διερεύνηση του ερωτήματος αν οι έτσι κατασκευασμένοι
τανυστές ορμής-ενέργειας έχουν κάποια ϕυσική ή γεωμετρική σημασία.

Το έναυσμα είχε δοθεί ήδη από το 2009 από τον R. Schoen[55], ο οποίος
στις διαλέξεις του Lecture notes on topics in differential geometry στο
πανεπιστήμιο του Stanford και ειδικότερα σε κάποια εκδοχή της Διάλεξης
3 «Matter fields and the stress-energy tensor» αναφέρεται στην κατασκευή
τανυστών ορμής-ενέργειας και στο «...ενδιαφέρον να γίνει παραγωγή της

Σχέσης Μονοτονίας για ελαχιστικές επιφάνειες από την ίδια μέθοδο θεώ-
ρησης» (σ.σ. εννοεί την μέθοδο των τανυστών ορμής-ενέργειας).

Η πρώτη συστηματική χρήση των τανυστών ορμής-ενέργειας για την
παραγωγή της ταυτότητας Derrick-Pohozaev και την ανάπτυξη της σχέ-
σης μονοτονίας του συναρτησιακού της ενέργειας έγινε το 2011 από τον
Αλικάκο [3] για το σύστημα της μη-γραμμικής εξίσωσης Poisson. Στο ίδιο
πνεύμα οι Αλικάκος και Φαλιάγκας [5] το 2012 μελέτησαν την κατασκευή
τανυστών ορμής-ενέργειας για πιο πολύπλοκα συναρτησιακά και τη χρήση
τους για την παραγωγή της ταυτότητας Derrick-Pohozaev. Η ταυτότητα
αυτή είναι ένα σημαντικό εργαλείο για την παραγωγή εκτιμήσεων σε προ-
βλήματα Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και Λογισμού των Μεταβολών
(βλ. κεφ. 5 § 1 για περισσότερες λεπτομέρειες και αναφορές).

Κατά την μελέτη των πιο πάνω στόχων προέκυψε από τη μία μεριά ότι
η έκταση των θεμάτων ήταν τέτοια που ξέφευγε από τα αρχικά όρια
των στόχων που είχαν τεθεί στα πλαίσια μιας διπλωματικής εργασίας
και από την άλλη μεριά ένας σημαντικός αριθμός νέων προβλημάτων και
ερωτηματικών, η διερεύνηση των οποίων ήταν αδύνατο να ενσωματωθεί
στην εργασία αυτή. Τα θέματα αυτά, για τα περισσότερα από τα οποία
υπάρχουν τουλάχιστον ορισμένα προκαταρκτικά αποτελέσματα, συζη-
τούνται εν συντομία στο τελευταίο κεφάλαιο. Αυτός είναι επίσης ο λόγος
για τον οποίο η παρουσίαση ορισμένων αποτελεσμάτων δεν είναι πλήρης,
όπως είναι για παράδειγμα οι τανυστές ορμής-ενέργειας υπό συνθήκες.
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Το γενικό πλάνο παρουσίασης της εργασίας αυτής είναι ως εξής.

Στο κεφάλαιο 2 αναπτύσσουμε με λεπτομέρειες τις μεθόδους κατασκευής
τανυστών ορμής-ενέργειας, δηλ. την μέθοδο των εσωτερικών μεταβολών,
την μέθοδο των μετασχηματισμών Legendre και την μέθοδο των πολ-
λαπλασιαστών Lagrange για προβλήματα υπό συνθήκες. Επίσης παρου-
σιάζουμε εν συντομία τη μέθοδο των γενικών μεταβολών ή του θεωρήμα-
τος Noether.

Στο κεφάλαιο 3 παρουσιάζουμε με λεπτομέρειες κάποιες ιδιότητες των
τανυστών ορμής-ενέργειας, ορισμένες από τις οποίες είναι απαραίτητες
για τη συνέχεια της εργασίας αυτής ενώ άλλες θεωρούμε ότι είναι χρήσιμες
για περαιτέρω ανάπτυξη θεμάτων της εργασίας αυτής.

Το κεφάλαιο 4 είναι αφιερωμένο σε παραδείγματα από την μηχανική και
την ϕυσική. Εδώ εξετάζεται το ερώτημα αν οι τανυστές ορμής-ενέργειας
έχουν κάποια ϕυσική ή γεωμετρική σημασία. Θεωρούμε παραδείγματα
από την κβαντική θεωρία, την κλασσική ηλεκτρομαγνητική θεωρία και την
θεωρία γραμμικής ελαστικότητας με κάποια επέκταση στην μη-γραμμική
θεωρία ελαστικότητας.

Στο κεφάλαιο 5 αποδεικνύουμε με λεπτομέρειες την ταυτότητα Derrick-
Pohozaev για το μη-γραμμικό σύστημα Poisson, ενός γενικευμένου μη-
γραμμικού συστήματος και του γενικευμένου συστήματος της p-λαπλασι-
ανής. Σε όλες τις περιπτώσεις θεωρούμε συστήματα μερικών διαφορικών
εξισώσεων. Επίσης, για περαιτέρω σύγκριση, παρουσιάζουμε το θεώρημα
Derrick στην αρχική του μορφή.

Στο κεφάλαιο 6 αποδεικνύονται οι σχέσεις μονοτονίας για τα συστήματα
του κεφαλαίου 5. Τα αποτελέσματα εφαρμόζονται στην απόδειξη του
θεωρήματος μη-ύπαρξης ακέραιων λύσεων πεπερασμένης ενέργειας.

Στο κεφάλαιο 7 συνοψίζουμε κάποια συμπεράσματα της εργασίας αυτής,
παραθέτουμε μια λίστα των νέων προβλημάτων και ερωτηματικών που
προέκυψαν, όπως αναφέραμε προηγουμένως, και δίνουμε κάποιες προ-
οπτικές για περαιτέρω ανάπτυξη ορισμένων συναφών θεμάτων.
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Κεφάλαιο 2

ΜΕΘΟΔΟΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ

ΤΑΝΥΣΤΩΝ ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουμε τις βασικές μεθόδους κατασκευής τα-
νυστών ορμής-ενέργειας. Οι τρείς πρώτες ενότητες αφορούν τις μεθό-
δους των εσωτερικών μεταβολών, των μετασχηματισμών Legendre και
των πολλαπλασιαστών Lagrange για προβλήματα υπό συνθήκες. Η
παρουσίαση των μεθόδων αυτών γίνεται με όλες τις λεπτομέρειες. Στην
τελευταία ενότητα παρουσιάζουμε εν συντομία τη μέθοδο των γενικών
μεταβολών ή του θεωρήματος Noether χωρίς να υπεισέλθουμε στις λε-
πτομέρειες της θεωρίας των μεταβολών αυτών.

§ 1 ΕΣΩΤΕΡΙΚΕΣ ΜΕΤΑΒΟΛΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΩΝ

Η μέθοδος αυτή συνίσταται στη θεώρηση μεταβολών του πεδίου ορι-
σμού, δηλ. των ανεξάρτητων μεταβλητών της άγνωστης συνάρτησης ενός
μεταβολικού προβλήματος. Οι μεταβολές γίνονται με τέτοιο τρόπο έτσι
ώστε τα συνοριακά σημεία να παραμένουν αμετάβλητα. Μπορούμε να
ϕανταστούμε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης ως ένα παραμορφώσιμο
στερεό σώμα και τις εσωτερικές μεταβολές ως παραμορφώσεις του σώ-
ματος τέτοιες ώστε η εξωτερική του επιφάνεια να παραμένει στη θέση
της.

11



12 2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΤΑΝΥΣΤΩΝ ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

1.1 Εσωτερικές μεταβολές του πεδίου ορισμού διανυσμα-

τικών πεδίων.

Εστω Ω ανοιχτό υποσύνολο του RN, N ∈N. Θεωρούμε μία συνάρτηση
Lagrange

L : Ω×RM
×RN·M

→R,

η οποία είναι συνεχώς διαφορίσιμη, L ∈ C1(Ω×RM
×RN·M) και ένα διανυ-

σματικό πεδίο v : Ω→RM, v ∈ C∞c (Ω)M =:D(Ω)M(1).

Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύουμε ότι ένα λείο διανυσματικό πεδίο v ∈
D(Ω)N προσδιορίζει μία εσωτερική μεταβολή του Ω (βλ. Ορισμό 1 πιο
κάτω).

Λήμμα 1. Για δεδομένο διανυσματικό πεδίο v ∈ D(Ω)N, υπάρχει μία συλ-

λογή C∞-διαφορομορφισμών (ξt)t∈I , I =]−δ,δ[,

ξt : Ω→Ω,

τέτοιαώστε η συνάρτηση ξ : Ω×I→Ω , ξ(x, t) = ξt(x) είναιC∞-διαφορίσιμη
και

(i) ξ0 = idΩ, δηλ. ξ0(x) = x στο Ω.

(ii) Dtξ(x,0) = v(x) ∀x ∈Ω.

(iii) ξt
|∂Ω = idΩ, δηλ. ξt(x) = x ∀x ∈ ∂Ω.

Απόδειξη. Επεκτείνουμε την v με μηδέν στον RN (συμβολίζουμε την επέκ-
ταση με το ίδιο σύμβολο) και θεωρούμε την συνάρτηση

ξ(x, t) := x+ tv(x), t ∈ I =]−δ,δ[, (2.1)

όπου δ > 0 μπορεί κατ΄ αρχήν να είναι οποιοσδήποτε θετικός πραγματικός
αριθμός. Προφανώς η ξ είναι C∞. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η συλλογή
συναρτήσεων

(ξt)t∈I, ξt(x) := ξ(x, t), x ∈RN.

1Ο συναρτησιακός χώρος C∞c (Ω)M συμβολίζεται επίσης C∞c (Ω,RM). Επειδή
C∞c (Ω,RM) � C∞c (Ω,R)M, στη συνέχεια θα χρησιμοποιούμε αυτόν τον συμβολισμό γι-
α όλους τους συναρτησιακούς χώρους.
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επαληθεύει τα (i), (ii), (iii) και ξt
∈ C∞(RN)N

∀t ∈ I. Επομένως αρκεί να
δείξουμε ότι οι συναρτήσεις ξt, |t| 6 δ, είναι C∞-διαφορομορϕισμοί, περι-
ορίζοντας κατάλληλα το δ.

Εχουμε
(ξt)′(x) = ξx(x, t) = I+ tv′(x),

όπου I = idRN είναι η ταυτοτική συνάρτηση του RN, f ′(x) ∈ L(RN,RM)
η παράγωγος (Frechet) μιας συνάρτησης f : RN

⊃ Ω→ RM ([21], κεφ.
8, ενότ. 1, πρότ. (8.1.1), σελ. 149) και ξx(x, t) = D1ξ(x, t) η μερική
παράγωγος ([21], κεφ. 8, ενότ. 9, σελ. 172). Εστω∣∣∣v′(x)∣∣∣ 6M1, ∀x ∈RN.

Τότε για δεδομένο x ∈RN η (ξt)′(x) ∈ L(RN,RN) είναι αντιστρέψιμη αν ο
όρος tv′(x) έχει νόρμα2 < 1 ([21], κεφ. 8, ενότ. 3, (8.3.2) και (8.3.2.1), σελ.
154), δηλ. αν |t| < δ, όπου το δ έχει επιλεγεί έτσι ώστε

M1δ 6
1
2

. (2.2)

Από το θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης ([21], (10.2.5), σελ. 273· [1], Th.
2.5.2, σελ. 102· [19], Th. 15.2, σελ. 149· [64], Th. 4.F, σελ. 172) έπεται ότι
η ξt είναι τοπικός διαφορομορφισμός ∀t ∈ I, δηλ. για κάθε x ∈RN υπάρχει
Ux ∈ N0(x)(3) τέτοια ώστε ο περιορισμός ξt

|Ux είναι διαφορομορφισμός
επί του ξt(Ux).

Απομένει να δειχθεί ότι η ξt, t ∈ I, είναι καθολικός διαφορομορφισμός.
Αυτό έπεται άμεσα από το θεώρημα καθολικής αντίστροφης απεικόνισης
(Hadamard-Caccioppoli) λαμβάνοντας υπόψη ότι για δεδομένο t ∈ I∣∣∣ξt(x)

∣∣∣→∞, |x| →∞

([1], Th. 2.5.17, σελ. 115· [64], Cor. 4.41(i) of Th. 4.G, σελ. 174· βλ.
επίσης [19], Th. 15.4, σελ. 153, λαμβάνοντας υπόψη ότι

(ξt)′−1 6
1

1− |t| ‖v′‖
6 2).

�
2Θεωρούμε τη νόρμα supremum ‖v‖= supx∈RN |v(x)|.
3
N0(x) είναι η κλάση των ανοιχτών περιοχών του σημείου x.
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Παρατηρήσεις 1. (i) Οπως προκύπτει από την απόδειξη του Λήμματος, οι
διαφορομορφισμοί ξt είναι ορισμένοι σε όλο το RN , δηλ. είναι απεικονίσεις
από το RN επί του RN.

(ii) Η απόδειξη του θεωρήματος καθολικής αντίστροφης απεικόνισης
για τη γενική περίπτωση απεικονίσεων σε χώρους Banach δίνεται στην
αναφορά [1], σελ. 115-117 και βασίζεται στο λήμμα ανεβάσματος ομο-
τοπίας (homotopy lifting) (βλ. αναφορά [1], 2.5.19, σελ. 116). Για την
απόδειξη του Λήμματος, όπου έχουμε χώρους πεπερασμένης διάστασης,
η απόδειξη ότι η ξt είναι καθολικός διαφορομορφισμός μπορεί να γίνει πιο
απλά ως εξής (βλ. και αναφορά [19], Th. 11.2, σελ. 100): από τη σχέση

v(y)−v(x) =
∫ 1

0
v′(x+λ(y−x)) · (y−x)dλ (2.3)

παίρνουμε

〈
ξt(y)−ξt(x), y−x

〉
= |y−x|2 + t

∫ 1

0

〈
y−x,v′(x+λ(y−x)) · (y−x)

〉
dλ.

Από τη σχέση αυτή, με βάση την ανισότητα Cauchy-Schwartz και λαμ-
βάνοντας υπόψη την 2.2 έπεται ότι〈

ξt(y)−ξt(x), y−x
〉
> |y−x|2− |t||y−x||v′(x+λ(y−x)) · (y−x)|

> |y−x|2− |t||y−x|2
∥∥∥v′

∥∥∥
> |y−x|2−M1|t||y−x|2

>
1
2
|y−x|2

∀x, y ∈RN.

Από την ανισότητα αυτή έπεται ότι η ξt είναι 1-1. Για να δείξουμε ότι
η ξt είναι και επί αρκεί να δείξουμε ότι το σύνολο ξt(RN) είναι ανοιχτό
και κλειστό. Το γεγονός ότι το ξt(RN) είναι ανοιχτό έπεται άμεσα από
το θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης. Το ξt(RN) είναι κλειστό διότι αν
y ∈ ξt(RN), τότε υπάρχει ακολουθία (xn) ⊂RN τέτοια ώστε ξt(xn)→ y. Η
(xn) είναι ϕραγμένη διότι αν |xn| → ∞, από την (2.1) έπεται ότι

∣∣∣ξt(xn)
∣∣∣→

∞, το οποίο είναι άτοπο. Επομένως, περνώντας σε μία συγκλίνουσα
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υπακολουθία (την οποία επίσης συμβολίζουμε xn) xn→ x, από τη συνέχεια
της ξt παίρνουμε

y = ξt(x) ∈ ξt(RN).

Λήμμα 2. Εστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις του Λήμματος 1. Για την αντί-

στροϕη συνάρτηση ηt : Ω→ Ω της ξt, για δεδομένο t ∈ I, η(y, t) := ηt(y),
y ∈Ω, ισχύουν τα κάτωθι:

(i) η(y, t) = y− tv(y)+O(t2),

(ii) ηt(y, t) = −v(y)+O(t),

(iii) ηy(y, t) = I− tv′(y)+O(t2),

(iv)
d
dt

detηy(y, t)
∣∣∣∣∣
t=0

= −divv(y),

όπου οι συναρτήσεις O(t), O(t2) στα (i), (ii), (iii) μπορούν να θεωρηθούν

ότι είναι ανεξάρτητες4 του y.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Παρατήρηση 1(i) οι συναρτήσεις ηt μπορούν
να θεωρηθούν ορισμένες σε όλο το RN. Από την (2.1) ισχύει

η(y, t)+ tv(η(y, t)) = y, ∀y ∈RN
∀t ∈ I. (2.4)

Για t = 0 παίρνουμε

η(y,0) = η0(y) = y, ∀y ∈RN.

Εστω
Y(y, t) := η(y, t)− y+ tv(y). (2.5)

Από τις (2.4) και (2.3) παίρνουμε

Y(y, t) = −t(v(η(y, t))−v(y))

= −t
∫ 1

0
v′(y+λ(η(y, t)− y)) · (η(y, t)− y)dλ (2.6)

= t2
∫ 1

0
v′(y+λ(η(y, t)− y)) ·v(η(y, t))dλ,

4Δηλ. υπάρχουν σταθερές M, M′ ανεξάρτητες από το y, έτσι ώστε |O(t)| 6Mt και
|O(t2)| 6Mt2.
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όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήθηκε η (2.4). Από τις εκτιμήσεις
‖v‖ 6M0, ‖v′‖ 6M1 έπεται

|Y(y, t)| 6M0M1t2

και από αυτή το (i).

Το (ii) έπεται από τον ορισμό του Y, (2.5), με μερική παραγώγιση ως προς
t:

ηt(y, t) = −v(y)+Yt(y, t),

όπου η σχέση Yt(y, t) = O(t) έπεται άμεσα από την (2.6).

Το (iii) έπεται παρόμοια με το (i). Πιο συγκεκριμένα, από το θεώρημα
αντίστροφης συνάρτησης (βλ. [1], Th. 2.5.2, σελ. 102) έπεται ότι η ηt

είναι C∞. Επομένως από την (2.4) παίρνουμε με μερική διαφόριση ως
προς y:

ηy(y, t)+ tv′(η(y, t))ηy(y, t) = I, (2.7)

όπου I := idRN . Η σχέση αυτή για t = 0 δίνει

ηy(y,0) = I.

Εστω
Y1(y, t) := ηy(y, t)− I+ tv′(y)ηy(y, t).

Από την (2.7) και την αντίστοιχη της (2.3) για την v′ παίρνουμε

Y1(y, t) : = −t(v′(η(y, t))−v′(y))ηy(y, t)

= −t
(∫ 1

0
v′′(y+λ(η(y, t)− y)) · (η(y, t)− y)dλ

)
ηy(y, t)

= t2
(∫ 1

0
v′′(y+λ(η(y, t)− y)) ·v(η(y, t))dλ

)
ηy(y, t),

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήθηκε η (2.4). Από τη σχέση
αυτή με ∥∥∥v′′

∥∥∥ =: M2

παίρνουμε
|Y1(y, t)| 6 t2M0M2|ηy(y, t)|.
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Η εκτίμηση για το |ηy(y, t)| λαμβάνεται από την (2.7):

|ηy(y, t)| 6
∣∣∣(I+ tv′(η(y, t)))−1

∣∣∣ (2.8)

6
1

1− |t| ‖v′‖
6

1
1−δM1

= 2.

Επομένως
|Y1(y, t)| 6 2M0M2t2 (2.9)

και

ηy(y, t) = I− tv′(y)ηy(y, t)+Y1(y, t)
= I− tv′(y)− tv′(y)(ηy(y, t)− I)+Y1(y, t)

= I− tv′(y)+ t2v′(y)v′(η(y, t))ηy(y, t)+Y1(y, t)

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήθηκε η (2.7). Το (iii) έπεται από
την εκτίμηση (2.9) και την

|v′(y)v′(η(y, t))ηy(y, t)| 6 2M2
1,

όπου έγινε χρήση και της (2.8).

Για το (iv) με

detηy(y, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
η1,1 η1,2 · · · η1,N
η2,1 η2,2 · · · η2,N
· · · · · · · · · · · ·

ηN,1 ηN,2 · · · ηN,N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
από τον κανόνα παραγώγισης οριζουσών παίρνουμε

∂
∂t

detηy(y, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
η1,1t η1,2t · · · η1,Nt
η2,1 η2,2 · · · η2,N
· · · · · · · · · · · ·

ηN,1 ηN,2 · · · ηN,N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · · , (2.10)

όπου ηi, jt :=
∂2ηi

∂y j∂t
και το άθροισμα στο δεύτερο μέλος εκτείνεται ως προς

όλες τις ορίζουσες που λαμβάνονται με παραγώγιση της 1ης, 2ης κλπ
μέχρι και της N-οστής γραμμής. Παραγωγίζοντας την (2.7) ως προς t και
θέτοντας t = 0 στη σχέση που προκύπτει παίρνουμε

ηyt(y,0)+ v′(y) = 0 ′

η ηi, jt(y,0) = −vi, j(y).
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Θέτοντας t = 0 στην (2.10) και λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση αυτή και το
(iii) παίρνουμε

∂
∂t

detηy(y, t)
∣∣∣∣∣
t=0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−v1,1 −v1,2 · · · −v1,N

0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·
= −v1,1(y)−v2,2(y) · · · −vN,N(y)
= −divv(y).

�

Παρατήρηση 2. Οπως προκύπτει από την πιο πάνω απόδειξη και την
Παρατήρηση 1(i), τις συναρτήσεις ξt, ηt, t ∈ I, μπορούμε να τις θεωρούμε
ορισμένες σε όλο το RN:

ξt,ηt : RN
→RN (t ∈ I).

Τα πιο πάνω λήμματα μας οδηγούν στον επόμενο ορισμό.

Ορισμός 1. Εστω Ω ανοιχτό υποσύνολο του RN και v ∈ D(Ω)M. Μία
συλλογή διαφορομορφισμών (ξt)t∈I με τις ιδιότητες του Λήμματος 1 λέγεται
εσωτερική μεταβολή του Ω στην κατεύθυνση v ή που ορίζεται από την v.

Παρατήρηση 3. Οι εσωτερικές μεταβολές δεν είναι αλλαγές συστημάτων

συντεταγμένων, παρόλο που θα μπορούσαν να θεωρηθούν ως τέτοιες. Ο
λόγος είναι ότι αν υποθέσουμε ότι έχουμε ένα διανυσματικό πεδίο f : Ω→
RN στο Ω και θεωρήσουμε μια εσωτερική μεταβολή του Ω, έστω ξt, τότε
για το πεδίο f θεωρούμε ότι οι συνιστώσες του δεν μεταβάλλονται, αλλά
παραμένουν οι ίδιες με τις αρχικές, δηλ. f t

i (x) = fi(ξt(x)). Μεταβολές, στις
οποίες λαμβάνονται υπόψη και οι αντίστοιχες μεταβολές των συνιστωσών
των διανυσματικών πεδίων είναι δυνατές, αλλά δεν θα θεωρήσουμε τέτοιες
μεταβολές στην εργασία αυτή.

1.2 Εσωτερικές μεταβολές συναρτησιακών.

Θεωρούμε ένα (μη-γραμμικό) συναρτησιακό



§ 1. ΕΣΩΤΕΡΙΚΕΣ ΜΕΤΑΒΟΛΕΣ 19

(VF) J : C1(Ω)M
→R,

J(u) :=
∫

Ω
L(x,u(x),u′(x))dx,

όπου Ω είναι ένα ϕραγμένο χωρίο του RN και L(x, y,z) είναι μία συνάρτηση
Lagrange,

L : Ω×RM
×RN·M

→R,

L ∈ C1(Ω×RM
×RN·M) και u ∈ C1(Ω)M. �

Σταθεροποιούμε ένα u ∈ C1(Ω)M και θεωρούμε τη συλλογή μεταβολών
του u που ορίζεται από τη σχέση

ũ(x, t) := u(ξt(x)), t ∈ I =]−δ,δ[

όπου (ξt)t∈I είναι η συλλογή διαφορομορφισμών που ορίζονται από ένα
δεδομένο πεδίο v ∈ D(Ω)N (βλ. Λήμμα 1). Εαν το u είναι κρίσιμο σημείο
του J, τότε προφανώς

d
dt

J(ũ(x, t))
∣∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

J(u◦ξt)

∣∣∣∣∣
t=0

= 0.

Κατ΄ αναλογία με τις συνηθισμένες μεταβολές του u έχουμε τον επόμενο
ορισμό.

Ορισμός 2. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί τη συνθήκη (VF),
u ∈ C1(Ω)M και h ∈ D(Ω)N. Η παράγωγος

dJ(u)h :=
d
dt

J(u◦ξt
h)

∣∣∣∣∣
t=0

,

όπου (ξt
h)t∈I είναι η συλλογή διαφορομορφισμών που ορίζονται από το

h, λέγεται η εσωτερική μεταβολή του συναρτησιακού J στη θέση u στην

κατεύθυνση h. Η συλλογή συναρτήσεων

u◦ξt
h, t ∈ I

λέγεται η εσωτερική μεταβολή της u στην κατεύθυνση h.
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Παρατηρήσεις 4. (i) Οπως θα δούμε στη συνέχεια η απεικόνιση

h 7→
d
dt

J(u◦ξt
h)

∣∣∣∣∣
t=0

είναι μία γραμμική ϕόρμα (με την αλγεβρική έννοια) στον D(Ω)N. Αυτός
είναι ο λόγος για τον οποίο συμβολίζουμε την εσωτερική μεταβολή του J
στο u ως γραμμική απεικόνιση dJ(u) : h 7→ dJ(u)h. Η εσωτερική μεταβολή
του J είναι μια απεικόνιση

dJ : C1(Ω)→
(
D(Ω)N

)′
,

όπου (·)′ υποδηλώνει αλγεβρικά δυικό χώρο.

(ii) Το σύνολο των εσωτερικών μεταβολών u ◦ ξt, t ∈ I, του u είναι ένα
υποσύνολο των αποδεκτών μεταβολών του u, έστωA, και επομένως

inf
v∈D(Ω)N

J(u◦ξt
v) > inf

ũ∈A
J(ũ).

Πρόταση 1. Εστω u ∈ C1(Ω)M και J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί τη

συνθήκη (VF). Η εσωτερική μεταβολή του J στο u δίνεται από τη σχέση

dJ(u)h =

∫
Ω

(
uk,i

∂L
∂zkj

hi, j−Ldivh−
∂L
∂xi

hi

)
dx, h ∈ D(Ω)N, (2.11)

όπου τα L, Lxi :=
∂L
∂xi

, Lzkj :=
∂L
∂zkj

λαμβάνονται στο σημείο (x,u(x),∇u(x)),

δηλ. L = L(x,u(x),∇u(x)), Lxi = Lxi(x,u(x),∇u(x)) κλπ.

Απόδειξη. Εστω h ∈ D(Ω)N και (ξt)t∈I η εσωτερική μεταβολή του Ω που
ορίζεται από το h. Είναι

ϕ(t) := J(u◦ξt) =

∫
Ω

L(x,u(ξt(x)), (u◦ξt)′(x))dx.

Από τον κανόνα της αλυσίδας

(u◦ξt)′(x) = u′(ξt(x))(ξt)′(x) = u′(ξt(x))ξx(x, t).
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Αντικατάσταση στη σχέση που ορίζει το ϕ δίνει

ϕ(t) =
∫

Ω
L(x,u(ξt(x)),u′(ξt(x))ξx(x, t))dx.

Παρατηρούμε ότι εάν παραγωγίσουμε κάτω από το ολοκλήρωμα, στη
συνέχεια δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα της αλυσίδας διότι το
u είναι μόνο μία ϕορά παραγωγίσιμο, u ∈C1(Ω)M από την υπόθεση. Για το
λόγο αυτό εφαρμόζουμε την αλλαγή μεταβλητής ολοκλήρωσης x = ηt(y),
όπου ηt είναι η αντίστροφη συνάρτηση της ξt, οπότε

ϕ(t) =
∫

Ω
L(ηt(y),u(y),u′(y) ·ξx(η

t(y), t))
∂ηt

∂y
dy,

όπου
∂ηt

∂y
είναι η ορίζουσα του μετασχηματισμού x = ηt(y). Θέτοντας για

συντομία
L̃(y, t) = L(η(y, t),u(y),u′(y) ·ξx(η(y, t), t))

η σχέση αυτή γράφεται ως εξής:

ϕ(t) =
∫

Ω
L̃(y, t)detηy(y, t)dy, (2.12)

Παραγώγιση της σχέσης που ορίζει το L̃ ως προς t δίνει

L̃t(y, t) =
∂L
∂xi
ηi,t(y, t)+

∂L
∂zkj

[
uk,i(y)ξi, j(η(y, t), t))

]
,t

= Lxiηi,t(y, t)+Lzkjuk,i(y)
(
ξi, jt(η(y, t), t))+ξi, jl(η(y, t), t))ηl,t(y, t)

)
,

όπου τα Lxi , Lzkj αποτιμώνται στο σημείο (x,u(x),∇u(x)). Θέτοντας t = 0
στη σχέση αυτή και λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις

ηi,t(y,0) = −hi(y)
ξi, jt(y,0) = hi, j(y)
ξi, jl(y,0) = 0

από το Λήμμα 2 και τον ορισμό του ξt, σχέση (2.1), παίρνουμε

L̃t(y,0) = −Lxihi(y)+Lzkjuk,i(y)hi, j(y).
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Παραγώγιση της (4.29) δίνει

ϕ′(0) =
∫

Ω

(̃
Lt(y,0)detηy(y,0)+ L̃(y,0)

∂
∂t

detηy(y, t)
∣∣∣∣∣
t=0

)
dy

Απο τις σχέσεις
ηy(y,0) = I
η(y,0) = y
ξx(η(y,0),0) = ξx(y,0) = I,
∂
∂t

detηy(y, t)
∣∣∣∣∣
t=0

= −divh(y)

οι οποίες λαμβάνονται από τα Λήμματα 1 και 2 και την εξίσωση (2.1),
έπονται οι σχέσεις

L̃(y,0) = L(y,u(y),u′(y))

και
ϕ′(0) =

∫
Ω

(
uk,i(y)Lzkjhi, j(y)−Lxihi(y)−Ldivh(y)

)
dy.

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ο ισχυρισμός. �

Παρατηρήσεις 5. (i) Από την ανωτέρω πρόταση έπεται η γραμμικότητα
της απεικόνισης

h 7→ dJ(u)h

(σύγκρινε με Παρατήρηση 4(i)).

(ii) Με χρήση του συμβολισμού

dL(u)h := uk,iLzkj(·,u,∇u)hi, j−L(·,u,∇u)hi,i−Lxi(·,u,∇u)hi (2.13)

η εσωτερική μεταβολή του συναρτησιακού J δίνεται από τη σχέση

dJ(u)h =

∫
Ω
dL(u)hdx, h ∈ D(Ω)N. (2.14)

(iii) Μπορούμε να περιορίσουμε τη χρήση δεικτών αν χρησιμοποιήσουμε
τον εξής συμβολισμό: έστω

u := (ui j), v := (vi j).
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Συμβολίζουμε
u : v = ui jvi j
u⊗̇v = (ukivkj)

Με Lx = (Lxi)i=1,··· ,N, Lz = (Lzki), ∇h = (hi, j) οι πιο πάνω σχέσεις γράφονται
στη μορφή

dL(u)h = (∇u⊗̇Lz) : ∇h−Ldivh−Lx ·h.

(iv) Εαν Lx = 0 η σχέση (2.13) απλουστεύεται στην

dL(u)h := uk,iLzkjhi, j−Lδi jhi, j = (uk,iLzkj −Lδi j)hi, j

και με τη χρήση συμβολισμού ελεύθερου δεικτών

dL(u)h = (∇u⊗̇Lz−LI) : ∇h. (2.15)

Παρατηρούμε ότι η παράσταση εντός των παρενθέσεων στο δεξιό μέλος
της σχέσης αυτής είναι ανεξάρτητη του h.

Για πιό ομαλές συναρτήσεις έχουμε το επόμενο πόρισμα.

Πόρισμα 1. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την υπόθεση (VF),

σελ. 19, L ∈ C2(Ω,RN,RNM) και u ∈ C2(Ω)M. Τότε ισχύει η επόμενη

έκφραση για την εσωτερική μεταβολή του J στο u

dJ(u)h = −

∫
Ω
δL(u) · (∇u ·h)dx (2.16)

όπου δL(u) είναι η παράγωγος Euler-Lagrange του L στη θέση u, ή σε

μορφή συντεταγμένων

dJ(u)h = −

∫
Ω

(
∂
∂xi

(
∂L
∂uk,i

)−
∂L
∂uk

)
uk, jh jdx

Απόδειξη. Παραγοντική ολοκλήρωση του πρώτου και δεύτερου όρου του
β΄ μέλους της (2.11) δίνει

dJ(u)h =

∫
Ω
(−(uk,iLzkj), jhi +L,ihi−Lxihi)dx

=

∫
Ω
(−uk,i jLzkjhi−uk,i(Lzkj), jhi +L,ihi−Lxihi)dx.
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Η σχέση αυτή σε συνδυασμό με την

L,ihi = Lxihi +Lykuk,ihi +Lzkjuk, jihi

δίνει την αποδεικταία σχέση. �

Παρατήρηση 6. Αξίζει να σημειωθεί η ομοιότητα της (2.16) με την σχέση
που εκφράζει την (γενική) μεταβολή του J στη θέση u

δJ(u)φ=

∫
Ω
δL(u) ·φdx, φ ∈ D(Ω)M.

Μια αξιοσημείωτη διαφορά είναι ότι

φ := −u′ ·h = −∇u ·h ∈ D(Ω)M

ενώ h ∈ D(Ω)N. Σημειώνεται ότι αν ίσχυε ότι η απεικόνιση

u′ :D(Ω)N
→D(Ω)M,h 7→ ∇u ·h

είναι γραμμικός επιμορφισμός, τότε θα είχαμε ουσιαστικά ισοδυναμία των
δύο τύπων μεταβολών, εσωτερικών και γενικών.

1.3 Ο τανυστής ορμής-ενέργειας ενός μεταβολικού προ-

βλήματος.

Μετά την πιό πάνω προετοιμασία μπορούμε να δώσουμε τον επόμενο
ορισμό του τανυστή ορμής-ενέργειας.

Ορισμός 3 (Τανυστής ορμής-ενέργειας). Εστω J ένα συναρτησιακό που
ικανοποιεί τη συνθήκη (VF). Ο τανυστής ορμής-ενέργειας ή τανυστής

τάσης ή τανυστής Hamilton του μεταβολικού προβλήματος που ορίζει
το J, ορίζεται από τη σχέση

Ti j(x, y,z) = zkiLzkj(x, y,z)−δi jL(x, y,z) (2.17)

ή σε συμβολισμό ελεύθερο δεικτών

T = z⊗̇Lz−LI, (2.18)

όπου x = (xi)i=1,··· ,N, y = (yk)k=1,··· ,M, z = (zki)k=1,··· ,M;i=1,··· ,N, I = idRN , N =
dimΩ.
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Παρατηρήσεις 7. (i) Ο ανωτέρω ορισμός ισχύει γενικά για μεταβλητές
(x, y,z) ∈ Ω×RM

×RNM. Για ένα δεδομένο πεδίο u ∈ C1(Ω)M έχουμε το
τανυστικό πεδίο

Ti j(x) = Ti j(x,u(x),∇u(x)) = uk,iLzkj(x,u(x),∇u(x))−δi jL(x,u(x),∇u(x))

για το οποίο χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο. Σημειώνεται ότι για τον
ανωτέρω ορισμό, εν γένει δεν είναι απαραίτητο το u να είναι λύση των
εξισώσεων Euler-Lagrange του μεταβολικού προβλήματος.

(ii) Η πιο πάνω διαδικασία παρέχει μια μέθοδο κατασκευής του τανυστή
ορμής-ενέργειας. Εκτός αυτού δίνει μια μαθηματική σημασία στην έν-
νοια του τανυστή ορμής-ενέργειας μέσω της σχέσης του με εσωτερικές
μεταβολές του αντίστοιχου συναρτησιακού. Περισσότερα για το μαθη-
ματικό περιεχόμενο του τανυστή ορμής-ενέργειας, τις ιδιότητές του και
τον τρόπο με τον οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί για εξαγωγή συμπερασ-
μάτων, δίνονται στη συνέχεια της εργασίας αυτής.

§ 2 ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LEGENDRE

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε μια άλλη μέθοδο κατασκευής τανυστών
ορμής-ενέργειας που στηρίζεται στον μετασχηματισμό Legendre. Θα χρει-
αστούμε επομένως ορισμένες βασικές έννοιες από τον μετασχηματισμό
Legendre. Ακολουθούμε σε γενικές γραμμές τους Giaquinta-Hildebrandt
([29], κεφ. 7, εδάφ. 1, σελ. 1-26) και Evans ([24], κεφ. 1, ı¿œΑ, σελ. 16-17·
[25], ı¿œ3.3.2, σελ. 121-123).

2.1 Βασικές έννοιες του μετασχηματισμού Legendre

Εστω f : Ω→ R μια συνάρτηση με πραγματικές τιμές, ορισμένη σε ένα
χωρίο Ω ⊂ RN. Υποθέτουμε ότι f ∈ Cr(Ω), όπου r > 2. Θεωρούμε την
απεικόνιση βαθμίδας της f

ϕ := f ′ = ∇ f : RN
⊃Ω→RN
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για την οποία προφανώς έχουμε ϕ ∈ Cr−1(Ω). Επιπλέον υποθέτουμε η f
ικανοποιεί τη συνθήκη καθολικής αντιστρεψιμότητας:

(GI-1) Η απεικόνιση βαθμίδας της f

ϕ := f ′ = ∇ f : Ω→ ϕ(Ω) =: Ω?

είναι καθολικά αντιστρέψιμη, δηλ. υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση

ψ := ϕ−1 : Ω?
→Ω.

Παρατηρήσεις 8. (i) Από το θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης έπεται
ότι το Ω? είναι ανοιχτό υποσύνολο του RN. Επειδή το Ω υποτέθηκε ότι
είναι χωρίο, το Ω? θα είναι επίσης χωρίο του RN.

(ii) Η αντίστροφη συνάρτηση ψ : Ω?
→ Ω είναι Cr−1-διαφορομορφισμός,

όπως έπεται άμεσα από το θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης.

(iii) Αναγκαίες συνθήκες για να ικανοποιεί η f την συνθήκη GI-1 παρέχονται
από τα θεωρήματα καθολικής αντίστροφης συνάρτησης ([1], Th. 2.5.17
& Rem. (i), σελ. 117, 119· [64], Th. 4.G, σελ. 174). Μία απλή συνθήκη
που εγγυάται ότι η f ικανοποιεί την GI-1 είναι το Ω να είναι κυρτό και
ο πίνακας Hess f ′′ να είναι θετικά ορισμένος (βλ. [29], κεφ. 1, ı¿œ1.1,
Λήμμα 1, σελ. 6).

Εστω ϕ1, · · · ,ϕN και ψ1, · · · ,ψN οι συνιστώσες συναρτήσεις των ϕ και ψ
αντίστοιχα.

Ορισμός 4. Εστω μια συνάρτηση f : Ω→ R, f ∈ Cr(Ω), r > 2, η οποία
ικανοποιεί την GI-1 και ϕ, ψ όπως στην (GI-1) (βλ. Παρατηρήσεις 8 (i) και
(ii)). Η συνάρτηση

f? : Ω?
→Ω, f?(ξ) = ξ ·x− f (x)

∣∣∣
x=ψ(ξ) (2.19)

λέγεται ο μετασχηματισμός Legendre της f . Οι συνιστώσες του διανυσ-
ματικού πεδίου

ξ= ϕ(x) = ∇ f (x), ξi = ϕi(x) = f,i(x)

λέγονται κανονικές ορμές (canonical momenta) ή συζυγείς μεταβλητές

(conjugate variables).
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Παρατήρηση 9. Η συνάρτηση f? είναι προφανώς η

f?(ξ) = ξ ·ψ(ξ)− f (ψ(ξ)) (2.20)

Χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό της σχέσης (2.19) για λόγους σαφέστερης
παρουσίασης.

Οπως ϕαίνεται από τον ορισμό, ο μετασχηματισμός Legendre f? μιας
συνάρτησης f ∈Cr(Ω) είναι Cr−1. Οπως δείχνει η επόμενη πρόταση όμως,
η f? έχει μεγαλύτερη ομαλότητα από την αναμενόμενη από τον ορισμό.

Πρόταση 2 (Ομαλότητα μετασχηματισμού Legendre). Εστω f ∈ Cr(Ω),
r> 2, μια συνάρτηση όπως στον πιο πάνωορισμό. Τότε ο μετασχηματισμός

Legendre είναι επίσης κλάσης Cr, δηλ. f? ∈ Cr(Ω?).

Απόδειξη. Παίρνοντας το διαφορικό της (2.20) έχουμε τη σχέση

d f?(ξ) = ψi(ξ)dξi +ξidψi(ξ)− f,i(ψ(ξ))dψi(ξ).

Οι δύο τελευταίοι όροι αναιρούνται διότι

f,i(ψ(ξ)) = ϕi(ψ(ξ)) = ξi.

Επομένως ( f?)′ ∈ Cr−1(Ω?), επειδή ψ ∈ Cr−1(Ω?) (βλ. Παρατήρηση 8(ii)),
από όπου έπεται ο ισχυρισμός. �

Πόρισμα 2. Με τις υποθέσεις της πρότασης, για τον μετασχηματισμό Leg-
endre f? ισχύουν οι πιο κάτω σχέσεις

(i) ∇ f? = ( f?)′ = ψ, ή σε μορφή συνιστωσών f?,i =
∂ f?

∂ξi
= ψi.

(ii) f (x)+ f?(ξ) = ξ ·x, όπου ξ= ∇ f (x)⇔ x = ∇ f?(ξ).

(iii) ( f?)′′(ξ) = f ′′(x)−1, όπου ξ= ∇ f (x)⇔ x = ∇ f?(ξ).

Απόδειξη. Η (i) έπεται άμεσα από την Πρόταση. Η (ii) έπεται από τον
Ορισμό 4. Η (iii) έπεται με διαφόριση της σχέσης

ψ(ϕ(x)) = x.

�
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Η επόμενη πρόταση παρέχει έναν χαρακτηρισμό του μετασχηματισμού
Legendre κυρτών (αντίστοιχα κοίλων) συναρτήσεων με κάποια αρχή μεγίσ-
του (αντίστοιχα ελαχίστου).

Πρόταση 3 (Αρχή μεγίστου για μετασχηματισμό Legendre). Εστω Ω κυρτό

χωρίο του RN και f ∈ C2(Ω) τέτοια ώστε f ′′(x) > 0, δηλ. ο πίνακας Hess
της f είναι θετικά ορισμένος. Τότε ο μετασχηματισμός Legendre f? της f
δίνεται από τη σχέση

f?(ξ) = max
x∈Ω

(ξ ·x− f (x)).

Απόδειξη. Εστω ξ ∈Ω? ένα σταθερό σημείο. Θεωρούμε τη συνάρτηση

g : Ω→R, g(x) = ξ ·x− f (x)

για την οποία

∇g(x) = ξ−∇ f (x), g′′(x) = − f ′′(x).

Η συνθήκη ύπαρξης ακρότατου της g στο Ω είναι

∇ f (x) = ξ

η οποία έχει μοναδική λύση x = x0 ∈ Ω και το μοναδικό ακρότατο είναι
μέγιστο διότι η g′′ είναι αρνητικά ορισμένη. Επομένως

max
x∈Ω

g(x) = g(x0) = ξ ·x0− f (x0) = f?(ξ),

από τον ορισμό του μετασχηματισμού Legendre διότι∇ f (x0) = ξ⇐⇒ x0 =
ψ(ξ) (η ψ είναι η αντίστροφη της ϕ= ∇ f ). �

Παράδειγμα 1. Θεωρούμε την ημιγραμμική μερική διαφορική εξίσωση

a( fx, fy) fxx + b( fx, fy) fxy + c( fx, fy) fyy = 0, (2.21)

όπου f ∈ C2(Ω) τέτοια ώστε να ικανοποιεί την συνθήκη GI-1. Θα δεί-
ξουμε ότι ο μετασχηματισμός Legendre μετασχηματίζει την μη-γραμμική
διαφορική εξίσωση (2.21) σε μια γραμμική μερική διαφορική εξίσωση
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Θεωρούμε την αλλαγή μεταβλητών

ξ= fx(x, y), η= fy(x, y)

και τον μετασχηματισμό Legendre της f

f?(ξ,η) := ξx+ηy− f (x, y),

όπου τα x, y εκφράζονται συναρτήσει των ξ, η μέσω του αντίστροφου
μετασχηματισμού

x = f?ξ (ξ,η), y = f?η (ξ,η).

Εστω

d :=

∣∣∣∣∣∣ f?ξξ f?ξη
f?ηξ f?ηη

∣∣∣∣∣∣ , 0.

Από τη σχέση (iii) του Πορίσματος 2 παίρνουμε

(
fxx fxy
fyx fyy

)
=

 f?ξξ f?ξη
f?ηξ f?ηη

−1

=
1
d

 f?ηη − f?ηξ
− f?ξη f?ξξ


και από αυτή τις σχέσεις

fxx =
1
d

f?ηη, fxy = −
1
d

f?ξη, fyy =
1
d

f?ξξ

Επομένως αν η f είναι λύση της (2.21) και f? ο μετασχηματισμός της, τότε
η (2.21) μετασχηματίζεται στην

a(ξ,η) f?ηη+ b(ξ,η) f?ξη+ c(ξ,η) f?ξξ = 0

η οποία είναι μία γραμμική μερική διαφορική εξίσωση.

Για περισσότερα παραδείγματα και τη γεωμετρική σημασία του μετασχη-
ματισμού Legendre καθώς επίσης και εφαρμογή της αρχής μεγίστου για
απλές αποδείξεις ανισοτήτων όπως η ανισότητα του Young, βλ. αναφορά
[29], σελ. 9-16.
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2.2 Μερικός μετασχηματισμός Legendre

Για την κατασκευή τανυστών ορμής-ενέργειας θα χρειαστούμε ορισμένες
γενικεύσεις του μετασχηματισμού Legendre.

Θεωρούμε ένα χωρίο G = Ω×B, όπου Ω ⊂ RN, B ⊂ RL χωρία, και μια
συνάρτηση

f : RN
×RL

⊃G→R.

Υποθέτουμε ότι f ∈ C2(G). Θεωρώντας μεταβλητές (x, y) ∈ Ω×B, εισά-
γουμε νέες μεταβλητές (ξ,η) μέσω ενός μετασχηματισμού

T : G→RN
×RL, (x, y) 7→ (x,η)

ο οποίος ορίζεται από τη σχέση

η= ϕ(x, y) := fy(x, y). (2.22)

Η απεικόνιση T υποτίθεται ότι είναι ένας C1-διαφορομορφισμός επί ενός
χωρίου G? = Ω×B?, όπου B? είναι ένα χωρίο του RL. Για τις συνιστώσες
της T−1 χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

x = x, y = ψ(x,η).

Από τις σχέσεις T ◦T−1 = idRN×RL , T−1
◦T = idRN×RL , παίρνουμε τις

ϕ(x,ψ(x,η)) = η, ψ(x,ϕ(x, y)) = y. (2.23)

Συνοψίζουμε τα ανωτέρω στην πιο κάτω υπόθεση.

(GI-2) Η απεικόνιση T : G→ G?, (x, y) 7→ (x,ϕ(x, y)) είναι καθολικά αντι-

στρέψιμη, δηλ. υπάρχει η αντίστροφη απεικόνιση

T−1 : G?
→ G, (x,η) 7→ (x,ψ(x,η))

Ορισμός 5. Εστω συνάρτηση f ∈ C2(G) όπως πιο πάνω που ικανοποιεί
την (GI-2). Ο μερικός μετασχηματισμός Legendre f? της f ως προς τη

μεταβλητή y ορίζεται από τη σχέση

f?(x,η) = η · y− f (x, y)
∣∣∣
y=ψ(x,η) . (2.24)

Η f? λέγεται και απλά μετασχηματισμός Legendre της f όταν είναι σαφές
σε ποιά ανεξάρτητη μεταβλητή της f αναφέρεται.
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Κατ΄ αναλογία με την Πρόταση 2 έχουμε το επόμενο αποτέλεσμα για την
ομαλότητα του μερικού μετασχηματισμού Legendre.

Πρόταση 4 (Ομαλότητα μερικού μετασχηματισμού Legendre). Εστω f ∈
Cr(G), r > 2. Υποθέτουμε ότι η f είναι όπως στον πιο πάνω ορισμό (ε-

πομένως ικανοποιεί την συνθήκη (GI-2». Τότε ο μερικός μετασχηματισμός

Legendre της f είναι επίσης κλάσης Cr(G).

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όμοια με την απόδειξη της Πρότασης 2. Από
τον ορισμό του μερικού μετασχηματισμού Legendre έχουμε

f?(x,η) = η ·ψ(x,η)− f (x,ψ(x,η)). (2.25)

Θεωρούμε ένα σταθερό x ∈Ω και παίρνουμε το διαφορικό της f?:

d f?(x,η) =ψi(x,η)dηi +ηidψi(x,η)− fxi(x,ψ(x,η))dxi−

fyi(x,ψ(x,η))dψi(x,η)

Ο δεύτερος και ο τελευταίος όρος της σχέσης αυτής αναιρούνται διότι

fyi(x,ψ(x,η)) = ϕi(x,ψ(x,η)) = ηi

από τις σχέσεις (2.23). Επομένως f?η ∈ Cr−1(G?), διότι ψ ∈ Cr−1(G?), από
όπου έπεται ο ισχυρισμός. �

Πόρισμα 3. Με τις υποθέσεις της Πρότασης, για τον μερικό μετασχημα-

τισμό Legendre της f ισχύουν οι πιο κάτω σχέσεις

(i) f?η = ψ, ή σε μορφή συνιστωσών f?ηi
(x,η) = ψi(x,η).

(ii) f?x (x,η) = − fx(x, y).

(iii) f (x, y)+ f?(x,η) = η · y, fx(x, y)+ f?x (x,η) = 0.

(iv) f?ηη(x,η) = fyy(x, y)−1.

όπου η= ϕ(x, y) = fy(x, y) ⇔ y = ψ(x,η) = f?η (x,η) στις τρεις τελευταίες
σχέσεις.
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Απόδειξη. Η σχέση (i) έπεται άμεσα από την

d f?(x,η) = ψi(x,η)dηi− fxi(x,ψ(x,η))dxi

(βλ. απόδειξη πρότασης).

Η σχέση (ii) έπεται από την (2.25) με παραγώγιση

f?xi
(x,η) = η jψ j,xi(x,η)− fxi(x,ψ(x,η))− fy j(x,ψ(x,η))ψ j,xi(x,η).

Ο πρώτος και ο τρίτος όρος του β΄ μέλους αναιρούνται λόγω της (2.22),
οπότε απομένει η (ii).

Οι σχέσεις (iii) έπονται από τον ορισμό και την (ii) αντίστοιχα με y=ψ(x,η).
Εξ ορισμού ϕ(x, y) = fy(x, y) και από την (i)ψ(x,η) = f?η (x,η). Συνδυασμός
αυτών δίνει την (iii).

Η (iv) έπεται από τις (2.23) με παραγώγιση: από τη δεύτερη των (2.23)
παίρνουμε

ψη(x,ϕ(x, y))ϕy(x, y) = I

(όπου I = idRL). Χρήση της (i) και της ϕ= fy στην ισότητα αυτή δίνει

f?ηη(x,ϕ(x, y)) fyy(x, y) = I (2.26)

Ομοίως η πρώτη των (2.23) δίνει

ϕy(x,ψ(x,η))ψη(x,η) = I

και με χρήση της (i) και της ϕ= fy

fyy(x,ψ(x,η)) f?ηη(x,η) = I (2.27)

Από τις (2.26), (2.27) έπεται η (iv). �

2.3 Εξισώσεις Hamilton

Στην υποενότητα αυτή παίρνουμε τη συνάρτηση Hamilton ως μερικό
μετασχηματισμό Legendre της συνάρτησης Lagrange.
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(H) Εστω Ω ϕραγμένο χωρίο του RN και G, G? ανοιχτά υποσύνολα του
RN
×RM

×RMN έτσι ώστε prRN(G) = Ω και L(x, y,z) μια συνάρτηση La-
grange κλάσης C1 ορισμένη στο Ω×RM

×RMN. Υποθέτουμε ότι ο μετασχη-
ματισμός

G→G?, (x, y,z) 7→ (x, y,p) = (x, y,Lz(x, y,z)) =: (x, y,ϕ(x, y,z)) (2.28)

είναι C1-διαφορμορφισμός επί του G?.

Παρατήρηση 10. Από το θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης έπεται ότι
το G? είναι ανοιχτό, επομένως η απαίτηση το G? να είναι ανοιχτό στην
πιο πάνω υπόθεση είναι περιττή.

Ορισμός 6 (Συνάρτηση Hamilton). Εστω L(x, y,z) μια συνάρτηση Lagrange
που ικανοποιεί την υπόθεση (H). Συμβολίζουμε με

G?
→G, (x, y,p) 7→ (x, y,z) = (x, y,ψ(x, y,p)) (2.29)

την αντίστροφη συνάρτηση της (2.28). Ο μερικός μετασχηματισμός Leg-
endre H(x, y,p) που ορίζεται κατ΄ αναλογία με την (2.24),

H(x, y,p) := z : p−L(x, y,z)
∣∣∣
z=ψ(x,y,p)

όπου z : p = zkipki, λέγεται η συνάρτηση Hamilton ή χαμιλτονιανή που αν-
τιστοιχεί στην L. Οι νέες μεταβλητές λέγονται κανονικές ορμές ή συζυγείς

μεταβλητές.

Η Πρόταση 4 και το Πόρισμα 3 προφανώς ισχύουν για την ειδική πε-
ρίπτωση του πιο πάνω ορισμού. Συνοψίζουμε για μελλοντική χρήση τις
σχέσεις του Πορίσματος 3 με τον συμβολισμό του Ορισμού 6, στην επόμενη
πρόταση.

Πρόταση 5. Με την υπόθεση του Ορισμού 6 ισχύουν οι κάτωθι σχέσεις

(i) Lz(x, y,Hp(x, y,p)) = p, Hp(x, y,Lz(x, y,z)) = z.

(ii) Hp(x, y,p) = ψ(x, y,p).

(iii) L(x, y,z)+H(x, y,p) = z : p.

(iv) Lx(x, y,z)+Hx(x, y,p) = 0.
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(v) Ly(x, y,z)+Hy(x, y,p) = 0.

όπου p = ϕ(x, y,z) = Lz(x, y,z) ⇔ z = ψ(x, y,p) = Hp(x, y,p) στις τέσσερις

τελευταίες σχέσεις.

Παράδειγμα 2. Θεωρούμε την συνάρτησηLagrange

L(u,z) :=
1
2

z : z+G(u) =
1
2

zkizki +G(u)

Είναι p = Lz(u,z) = z και επομένως η συνάρτηση (2.28) είναι η ταυτοτική
απεικόνιση, η οποία είναι προφανώς αντιστρέψιμη. Επομένως υπάρχει
ο μερικός μετασχηματισμός Legendre της L ως προς z, ο οποίος είναι εξ
ορισμού η συνάρτηση Hamilton

H(u,p) = z : p−L(x,u,z)|z=p = p : p−
1
2

p : p−G(u) =
1
2

p : p−G(u)

Επίσης έχουμε p = z = ∇u, εαν το αντίστοιχο μεταβολικό συναρτησιακό
είναι το J =

∫
Ω L(u,∇u)dx.

Πριν προχωρήσουμε στο επόμενο στάδιο γενίκευσης του μετασχηματισμού
Legendre θα δούμε εν συντομία τον μετασχηματισμό των εξισώσεων
Euler-Lagrange ενός μεταβολικού προβλήματος μέσω του μετασχημα-
τισμού Legendre.

Θεώρημα 1 (Εξισώσεις Hamilton). Εστω L(x, y,z) μια συνάρτηση Lagrange
και ότι ισχύουν οι υποθέσεις του Ορισμού 6. Μια συνάρτηση u ∈ C1(Ω)∩
C2(Ω) τέτοια ώστε

(x,u(x),∇u(x)) ∈G, ∀x ∈Ω

είναι λύση των εξισώσεων Euler-Lagrange εαν και μόνο εάν ικανοποιεί το

σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, το οποίο λέγεται

σύστημα των εξισώσεων Hamilton

∇u = Hp(x,u,p), ∇p = −Hy(x,u,p),

ή σε μορφή συνιστωσών

uk,i = Hpki(x,u,p), pki,i = −Hyk(x,u,p).

Με άλλα λόγια οι εξισώσεις Euler-Lagrange και Hamilton είναι ισοδύναμες

για u ∈ C1(Ω)∩C2(Ω).
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Παρατήρηση 11. Οι εξισώσεις Euler-Lagrange είναι ένα σύστημα μερικών
διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης για την άγνωστη συνάρτηση u, ενώ οι εξ-
ισώσεις Hamilton είναι ένα σύστημα 1ης τάξης για τις άγνωστες συναρτή-
σεις (u,p). Μπορούμε να πούμε ότι με τη μέθοδο του μετασχηματισμού
Legendre πετύχαμε να υποβιβάσουμε την τάξη ενός συστήματος μερικών
διαφορικών εξισώσεων με το κόστος της εισαγωγής νέων συναρτήσεων.

Απόδειξη. Εστω οτι η u ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange

∂
∂xi

(
∂L
∂zki

)∣∣∣∣∣∣
(x,u,∇u)

=
∂L
∂yk

∣∣∣∣∣
(x,u,∇u)

(2.30)

Θέτουμε y = u(x), z = ∇u στην (2.28), δηλ.

p(x) = Lz(x,u(x),∇u(x)) (2.31)

οπότε από την (2.29) έχουμε

∇u(x) = ψ(x,u(x),p(x)). (2.32)

Από τη σχέση αυτή και το (ii) της Πρότασης 5 παίρνουμε την πρώτη σχέση
των εξισώσεων Hamilton. Από τις εξισώσεις Euler-Lagrange (2.30) και την
(2.31) παίρνουμε

∇p(x) = −Ly(x,u(x),∇u(x)),

η οποία σε συνδυασμό με την Πρόταση 5(v) δίνει

∇p(x) = Hy(x,u(x),p(x)).

Για το αντίστροφο, έστω ότι οι u, p ικανοποιούν τις εξισώσεις Hamilton.
Από την (v) της Πρότασης 5 με παίρνουμε

Ly(x,u(x),z)+Hy(x,u(x),p(x)) = 0,

οπου z = Hp(x,u(x),p(x)). Η σχέση αυτή σε συνδυασμό με την δεύτερη
των εξισώσεων Hamilton δίνει

Ly(x,u(x),z) = ∇p(x), (2.33)
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οπου z = Hp(x,u(x),p(x)). Από την πρώτη των εξισώσεων Hamilton
έχουμε

z = Hp(x,u(x),p(x)) = ∇u(x). (2.34)

Συνδυασμός των (2.33), (2.34) δίνει

Ly(x,u(x),∇u(x)) = ∇p(x). (2.35)

Από την σχέση (i) της Πρότασης 5

p = Lz(x, y,Hp(x, y,p)) ∀(x, y,p) ∈G?.

Για y = u(x) λαμβάνοντας υπόψη την (2.34) παίρνουμε

p(x) = Lz(x,u(x),∇u(x)). (2.36)

Συνδυασμός των (2.35), (2.36) δίνει τις εξισώσεις Euler-Lagrange. �

2.4 Τανυστικός μετασχηματισμός Legendre

Προχωράμε τώρα σε μια περαιτέρω γενίκευση του μετασχηματισμού Le-
gendre, τον τανυστικό μετασχηματισμό Legendre, ο οποίος θα μας οδηγή-
σει με ϕυσικό τρόπο στον ορισμό του τανυστή ορμής-ενέργειας μέσω του
μετασχηματισμού Legendre.

Ορισμός 7 (Τανυστικός μετασχηματισμός Legendre, τανυστής Hamilton).
Εστω L(x, y,z) μια συνάρτηση Lagrange που ικανοποιεί την υπόθεση (H).
Κάνοντας χρήση του συμβολισμού του Ορισμού 6, ορίζουμε τον τανυστή
Hamilton που αντιστοιχεί στην L, από τη σχέση

H(x, y,p) := z⊗̇p−L(x, y,z)I
∣∣∣
z=ψ(x,y,p) (2.37)

η σε μορφή συνιστωσών

Hi j(x, y,p) := zkipkj−δi jL(x, y,z)
∣∣∣
z=ψ(x,y,p) .
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Παράδειγμα 3. Για την συνάρτηση Lagrange του Παραδείγματος 2, ο
τανυστής Hamilton δίνεται από τη σχέση

H(u,p) =
1
2

z⊗̇p−L(u,z)I
∣∣∣
z=p =

1
2

p⊗̇p− (
1
2

p : p+G(u))I.

Για το ίδιο πρόβλημα ο τανυστής ορμής-ενέργειας που κατασκευάσαμε με
τη μέθοδο των εσωτερικών μεταβολών, δίνεται από τη σχέση

T(u,z) =
1
2

z⊗̇z−L(u,z)I.

Δεδομένου ότι z = p έχουμε H(u,p) = T(u,z), όπου z = p.

Οπως ϕαίνεται από το προηγούμενο παράδειγμα για την ειδική περίπτωση
της λαγρανζιανής του παραδείγματος αυτού, οι τανυστές ορμής-ενέργειας
και Hamilton ταυτίζονται μέσω του μετασχηματισμού Legendre. Στην
επόμενη πρόταση αποδεικνύουμε ότι αυτό συμβαίνει γενικά.

Πρόταση 6. Εστω L μία συνάρτηση Lagrange που ικανοποιεί την (H). Οι

τανυστές ορμής-ενέργειας και Hamilton ταυτίζονται μέσω του αντίστοιχου

μετασχηματισμού Legendre, δηλ.

H(x, y,p) = T(x, y,z) (2.38)

όταν z = Hp(x, y,p) ⇔ p = Lz(x, y,z).

Απόδειξη. Η απόδειξη έπεται άμεσα από τον ορισμό αν λάβουμε υπόψη
στη σχέση (2.37) ότι

z = ψ(x, y,p) = Hp(x, y,p),

η οποία είναι ισοδύναμη με την p = Lz(x, y,z) (βλ. Πρόταση 5). �

Παρατηρήσεις 12. (i) Παρατηρούμε ότι οι τανυστές που κατασκευάσαμε
με τη μέθοδο εσωτερικών μεταβολών και τη μέθοδο μετασχηματισμού
Legendre είναι ισοδύναμοι. Αυτό είναι συνέπεια του γενικότερου δυισ-
μού που υπάρχει μεταξύ των διατυπώσεων μεταβολικών προβλημάτων
κατά Lagrange και κατά Hamilton. Επομένως από εδώ και στο εξής θα
ανφερόμαστε στον τανυστή ορμής-ενέργειας.
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(ii) Η γενική έκφραση του τανυστή ορμής-ενέργειας σε κανονικές μεταβλ-
ητές είναι

T(x,u,p) = Hp⊗̇p+(H−p : Hp)I

ή σε μορφή συντεταγμένων

Ti j(x,u,p) = Hpkipkj +(H−Hpklpkl)δi j,

όπως αποδεικνύεται εύκολα.

(iii) Αρχή μεγίστου για τις συνιστώσες του τανυστικού μετασχηματισμού
Legendre. Οπως μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε, τα διαγώνια στοι-
χεία του τανυστή ορμής-ενέργειας ικανοποιούν την αρχή μεγίστου (αντίσ-
τοιχα ελαχίστου) αν η Hpp είναι θετικά (αντίστοιχα αρνητικά) ορισμένη.

(iv) Η σχέση (2.38), αν λάβουμε υπόψη την πρώτη εξίσωση Hamilton,
γράφεται στη μορφή

H(x,u(x),p(x)) = T(x,u(x),∇u(x))

δηλ. αν θεωρήσουμε τα τανυστικά πεδία

H̃(x) := H(x,u(x),p(x)), T̃(x) := T(x,u(x),∇u(x))

τότε
H̃(x) = T̃(x), ∀x ∈Ω.

Από τη σχέση αυτή έπεται αμέσως ότι

divH̃(x) = divT̃(x), ∀x ∈Ω.

2.5 Μερικές χαμιλτονιανές

Κλείνουμε την ενότητα αυτή με μια ακόμη γενίκευση του μετασχηματισμού
Legendre, την οποία δεν θα χρειαστούμε στη συνέχεια της εργασίας αυτής,
αλλά η οποία ίσως αποδειχθεί χρήσιμη σε μελλοντικές εφαρμογές των
τανυστών ορμής-ενέργειας. Πιό συγκεκριμένα θα θεωρήσουμε μερικές
χαμιλτονιανές, δηλ. συναρτήσεις Hamilton που προκύπτουν από μερικό
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μετασχηματισμό Legendre ως προς ορισμένες συνιστώσες του z = (z′,z′′).
Υποθέτουμε οτι η απεικόνιση

G→G?, (x, y,z′,z′′) 7→ (x, y,z′,p) = (x, y,z′,Lz′′(x, y,z′,z′′)) (2.39)
=: (x, y,z′,ϕ(x, y,z′,z′′))

είναι C1-διαφορομορφισμός.

Ορισμός 8 (Μερική συνάρτηση Hamilton). Εστω L μια συνάρτηση La-
grange που ικανοποιεί την πιο πάνω υπόθεση. Εστω

G?
→G, (x, y,z′,p) 7→ (x, y,z′,z′′) = (x, y,z′,ψ(x, y,z′,p)) (2.40)

η αντίστροφη απεικόνιση της (2.39). Ο μερικός μετασχηματισμός Legen-
dre H(x, y,z′,p) της L(x, y,z′,z′′) που ορίζεται από τη σχέση

H(x, y,z′,p) = z′′ ·p−L(x, y,z′,z′′)
∣∣∣
z′′=ψ(x,y,z′,p)

λέγεται μερική συνάρτηση Hamilton ή μερική χαμιλτονιανή που αντιστοιχεί
στην λαγρανζιανή L, ως προς τις μεταβλητές z′′.

Παρατηρήσεις 13. (i) Για τις μερικές χαμιλτονιανές ισχύει η Πρόταση 5 με
τις προφανείς τροποποιήσεις. Για παράδειγμα στην (v) προστίθενται και
οι σχέσεις

Lz′(x, y,z′,z′′)+Hz′(x, y,z′,p) = 0

όπου z′′ = ψ(x, y,z′,p) ⇔ p = ϕ(x, y,z′,z′′).

(ii) Θεωρούμε τη μερική χαμιλτονιανή που προκύπτει από τη διαμέριση

z = (z′,z′′) = ((zr)r,i,zi)

όπου zr = (zkr)k=1,··· ,M είναι η r-στη στήλη του πίνακα z = (zki)k6M,i6N.
Εχουμε

Hi(x, y,z′,p) =
M∑

k=1

zkipki−L(x, y,z′,z′′)

∣∣∣∣∣∣∣
z′′=ψ(x,y,z′,p)

.

Αν ακολουθήσουμε την πορεία που ακολουθήσαμε για την παραγωγή της
(2.38), θα διαπιστώσουμε ότι

H̃i(x) = H̃ii(x)

όπου H̃ii είναι η διαγώνια συνιστώσα του τανυστή ορμής-ενέργειας.
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§ 3 ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΑΝΥΣΤΩΝ ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

ΣΕ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΕΣ

Ενας μεγάλος αριθμός σημαντικών προβλημάτων του Λογισμού των Μετα-
βολών περιλαμβάνει την ακροτατοποίηση ενός συναρτησιακού όταν η υπό
προσδιορισμό συνάρτηση υπόκειται σε κάποιους περιορισμούς, οι οποίοι
λέγονται και δευτερογενείς συνθήκες (subsidiary conditions). Σ΄ αυτή
την κατηγορία προβλημάτων εντάσσονται τα ισομεριμετρικά προβλήματα

καθώς επίσης και τα περισσότερα προβλήματα της θεωρίας Βέλτιστου

Ελέγχου (optimal control). Επίσης, ορισμένα προβλήματα Λογισμού των
Μεταβολών χωρίς συνθήκες αντιμετωπίζονται ως προβλήματα υπό συν-
θήκες με απλούστερες λαγρανζιανές. Για την τεχνική αυτή βλ. αναφορά
[60].

Στην παρούσα εργασία δεν θα γίνει ανασκόπιση του Λογισμού των Με-
ταβολών υπό δευτερογενείς συνθήκες, αλλά θα γίνεται επίκληση των α-
παιτούμενων στοιχείων της θεωρίας από τη βιβλιογραφία χωρίς απόδει-
ξη. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης παραπέμπεται για μια γενική εισαγωγή
βασικού επιπέδου στον Logan [38] και για μια προχωρημένη εισαγωγή στο
λογισμό των μεταβολών με πολυδιάστατα ολοκληρώματα συναρτήσεων με
διανυσματικές τιμές υπό συνθήκες, ταξινόμηση των συνθηκών και αρκετά
ιστορικά στοιχεία, στους Giaquinta-Hildebrandt [28]. Μια πλήρως ενημε-
ρωμένη (state of the art) παρουσίαση του αντικειμένου προσφέρεται στη
Μη-Γραμμική Συναρτησιακή Ανάλυση του Zeidler [66].

Προβλήματα Λογισμού των Μεταβολών υπό συνθήκες είχαν αντιμετω-
πιστεί από τον Euler ήδη από το 1732, εδώ και περίπου 300 χρόνια,
με τη γνωστή μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. Η ύπαρξη και
ομαλότητα πολλαπλασιαστών Lagrange μπορεί σε ορισμένες περιπτώ-
σεις να επιτευχθεί με στοιχειώδεις μεθόδους, όπως η μελέτη ακρότατων
συναρτήσεων στον RN υπό συνθήκες στη βασική Ανάλυση.

Σύμφωνα με τους Giaquinta-Hildebrandt, για συναρτησιακά με πολλαπλά
ολοκληρώματα και ολονομικές συνθήκες5 (βλ. [28], κεφ. 2), η μέθοδος
των πολλαπλασιαστών Lagrange είναι απλά ένα ϕορμαλιστικό εργαλείο,

5Συνθήκες που περιλαμβάνουν και μερικές παραγώγους της υπό προσδιορισμό
συνάρτησης.
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η εφαρμοσιμότητα του οποίου δεν έχει εξακριβωθεί πλήρως ([28], κεφ. 2,
σελ. 89). Εντούτοις, οι Abraham-Marsden-Ratiu ([1] Suppl. 3.5A, σελ. 187-
189, κυρίως Th. 3.5.27, σελ. 187) δίνουν μία ενοποιημένη παρουσίαση του
προβλήματος των πολλαπλασιαστών Lagrange με βάση τη θεωρία των
απειροδιάστατων πολλαπλοτήτων που είναι τοπικά ομοιομορφικές με έ-
ναν χώρο Banach. Είναι πιθανό οι αναφορές των Giaquinta-Hildebrandt
στο σημείο αυτό [10, 33] να είναι ελλειπώς ενημερωμένες. Για εισαγωγή
στο αντικείμενο των απειροδιάστατων πολλαπλοτήτων βλ. [1, 37].

Για τη συνέχεια της εργασίας αυτής θα θεωρήσουμε δεδομένη την ύπαρξη
και ομαλότητα των πολλαπλασιαστών Lagrange για τα προβλήματα που
θα θεωρήσουμε και ο αναγνώστης θα πρέπει να ανατρέξει στο Θεώρημα
3.5.27 της αναφοράς [1] για επαλήθευση των ισχυρισμών.

3.1 Συνθήκες ισοπεριμετρικού τύπου

Θεωρούμε μεταβολικά προβλήματα που υπόκεινται σε δευτερογενείς συν-
θήκες της μορφής

J1(u) :=
∫

Ω
L1(x,u(x),∇u(x))dx = c, (2.41)

όπου c ∈ R είναι μια δεδομένη σταθερά, u ∈ C1(Ω)M. Θα αναφερόμαστε
σε συνθήκες αυτού του τύπου, ως ισοπεριμετρικές συνθήκες. Το σύνολο
των αποδεκτών συναρτήσεων του προβλήματος αυτού θα είναι

S := {v ∈ C1(Ω)M : J1(v) = c}.

Πρόταση 7 (Τανυστής ορμής-ενέργειας υπό ισοπεριμετρικές συνθήκες).
Εστω J0 ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί τη συνθήκη (VF) και L0 η αντί-

στοιχη συνάρτηση Lagrange. Υποθέτουμε ότι το μεταβολικό πρόβλημα

που ορίζει το J0 υπόκειται σε μία δευτερογενή συνθήκη ισοπεριμετρικού

τύπου (2.41) και έστω u ∈ C1(Ω)M
∩C2(Ω)M μια λύση του προβλήματος,

δηλ. η u είναι κρίσιμο σημείο του J0 και ικανοποιεί την συνθήκη (2.41).

Τότε υπάρχει λ ∈ R (πολλαπλασιαστής Lagrange) έτσι ώστε ο τανυστής

ορμής-ενέργειας για την u να δίνεται από τη σχέση

T(x) = T0(x)+λT1(x), (2.42)
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όπου T0, T1 είναι οι τανυστές ορμής-ενέργειας που αντιστοιχούν στα

συναρτησιακά J0, J1 αντίστοιχα και το λ δίνεται από τη λύση του μεταβο-

λικού προβλήματος.

Απόδειξη. Θεωρώντας δεδομένη την ύπαρξη και ομαλότητα του πολ-
λαπλασιαστή Lagrange λ ∈ R, το μεταβολικό πρόβλημα υπό την δευ-
τερογενή συνθηκή είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα χωρίς συνθήκη που
ορίζεται από το συναρτησιακό

J(u) := J0(u)+λJ1(u), L(x, y,z) = L0(x, y,z)+λL1(x, y,z).

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας που αντιστοιχεί στο συναρτησιακό J είναι

T = z⊗̇Lz +LI = z⊗̇(L0,z +λL1,z)+ (L0 +λL1)I
= z⊗̇L0,z +L0I+λz⊗̇L1,z +λL1I
= T0 +λT1,

όπου J1(u) = c. �

Παρατήρηση 14. Ο τανυστής ορμής-ενέργειας στην πιο πάνω Πρόταση
προσδιορίστηκε για τη λύση του μεταβολικού προβλήματος u. Θα θεω-
ρούμε γενικότερα, όπως για παράδειγμα για συναρτήσεις u που δεν είναι
λύσεις του μεταβολικού προβλήματος, αλλά και ακόμη πιο γενικά, ότι ο
τανυστής ορμής-ενέργειας εκφράζεται από μια σχέση της μορφής (2.42),
δηλ.

T(x, y,z) = T0(x, y,z)+λT1(x, y,z),

όπου λ ∈R.

3.2 Ολονομικές συνθήκες.

Στην υποενότητα αυτή θεωρούμε μεταβολικά προβλήματα με συνθήκες

ολονομικού τύπου, δηλ. προβλήματα στα οποία η προσδιορισταία συνάρ-
τηση ικανοποιεί μια συνθήκη της μορφής

G(x,u(x)) = 0, ∀x ∈Ω,
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όπου G : Ω×RM
→Rr, 1 6 r 6M−1(6).

Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να δούμε τις αποδεκτές συναρτήσεις
u : Ω→RM του μεταβολικού προβλήματος ως συναρτήσεις, το γράφημα
των οποίων περιέχεται σε μια (N+M− r)-διάστατη πολλαπλότητα M, η
οποία ορίζεται από την εξίσωση

M : G(x, y) = 0

ή σε συνιστώσες

M : G1(x, y) = 0, · · · ,Gr(x, y) = 0.

Το γεγονός ότι η M είναι (N+M−r)-διάστατη πολλαπλότητα εξασφαλίζε-
ται από τη συνθήκη επί της G

rankG′ = r.

Με την παρατήρηση ότι η M παίρνει τη δομή ινώδους δέσμης (fibre bun-
dle) επί του Ω (το οποίο είναι ανοιχτή υποπολλαπλότητα του RN) αν
θεωρήσουμε ως προβολή της δέσμης την κανονική προβολή

π : M→Ω, (x, y) 7→ x

και ίνες τις υποπολλαπλότητες

Mx := {y ∈RM : G(x, y) = 0},

όπου Mx είναι η ίνα υπεράνω του x ∈Ω, τότε μια αποδεκτή συνάρτηση του
μεταβολικού προβλήματος u μπορεί να θεωρηθεί ως διατομή της ινώδους

δέσμης (M,Ω,π).

Στην περίπτωση αυτή είναι εύκολο να δούμε ότι τα διανυσματικά πεδία

G1,y, · · · ,Gr,y

6Η συνθήκη αυτή προκύπτει από την ϕυσιολογική απαίτηση η διάσταση της πολ-
λαπλότητας M (βλ. πιο κάτω) να είναι τουλάχιστον N + 1, όπου το N αντιστοιχεί στις
συνιστώσες του x ∈ Ω που θέλουμε να είναι ανεξάρτητες (διαφορετικά δεν μιλάμε για
λογισμό μεταβολών σε συναρτήσεις του Ω, αλλά μιας υποπολλαπλότητάς του) και μία
τουλάχιστον για τις συνιστώσες του u.
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είναι κάθετα στις αντίστοιχες ίνες Mx, δηλ.

Gi,y(x, y) ∈NyMx,

όπου NyMx είναι ο κάθετος χώρος της πολλαπλότητας Mx στο y.

Συνοψίζουμε τη λύση του μεταβολικού προβλήματος με ολονομική συν-
θήκη στο επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 2 (Υπαρξη πολλαπλασιαστών Lagrange για ολονομικά μεταβο-
λικά προβλήματα). Εστω J0 ένα συναρτησιακό με συνάρτηση Lagrange L0
που ικανοποιεί την (VF). Θεωρούμε το μεταβολικό πρόβλημα που ορίζει

το J0 με την ολονομική συνθήκη

G(x,u(x)) = 0

ή σε μορφή συνιστωσών

G1(x,u(x)) = · · ·= Gr(x,u(x)) = 0,

όπου G ∈ C1(Ω×RM)r. Μια συνάρτηση u ∈ C(Ω)M
∩C2(Ω)M είναι κρίσι-

μο σημείο του προβλήματος αυτού τότε και μόνο τότε όταν υπάρχουν

συναρτήσεις

λ1, · · · ,λr ∈ C(Ω)

τέτοιες ώστε η u να είναι κρίσιμο σημείο του συναρτησιακού με συνάρτηση

Lagrange

L(x, y,z) = L0(x, y,z)+
r∑

j=1

λ j(x)G j(x, y)

(χωρίς περιορισμούς).

Απόδειξη. Η απόδειξη έπεται ως απλή εφαρμογή του Θεωρήματος 3.5.27
της αναφοράς [1]. Εναλλακτικά ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στην
αναφορά [28] κεφ. 2, ενότητα 2, σελ. 99-103, όπου υπάρχουν και πολ-
λές εφαρμογές μεταβολικών προβλημάτων με ολονομικές συνθήκες (βλ.
προηγ. αναφ., σελ. 103-109). �

Η κατασκευή τανυστών ορμής-ενέργειας σε προβλήματα με ολονομικές
συνθήκες γίνεται με εφαρμογή του επόμενου πορίσματος.



§ 3. ΤΑΝΥΣΤΕΣ ΣΕ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 45

Πόρισμα 4 (Κατασκευή τανυστών ορμής-ενέργειας σε ολονομικά μεταβο-
λικά προβλήματα). Εστω J0 ένα συναρτησιακό με ολονομική συνθήκη όπως

στο Θεώρημα. Τότε υπάρχουν συναρτήσεις

λ1, · · · ,λr ∈ C(Ω),

τέτοιες ώστε ο τανυστής ορμής-ενέργειας να δίνεται από τη σχέση

T = T0− I
r∑

j=1

λ jG j

όπου T0 είναι ο τανυστής ορμής-ενέργειας που αντιστοιχεί στο συναρτησι-

ακό J0, δηλ. του προβλήματος χωρίς συνθήκη.

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί τη γραμμή της απόδειξης της Πρότασης
7. �

3.3 Μη ολονομικές συνθήκες.

Κλείνουμε την ενότητα αυτή με μια αναφορά στις μη ολονομικές συνθήκες,
δηλ. συνθήκες της μορφής

G(x,u(x),∇u(x)) = 0, (2.43)

όπου G ∈ C1(Ω×RM
×RNM)r.

Το πρόβλημα αυτό σύμφωνα με τους Giaquinta-Hildebrandt είναι ακόμη
ανοιχτό διότι είναι δύσκολη η επαλήθευση των συνθηκών του Kloetzler([28]
κεφ. 2, ενότητα 3, σελ. 112). Εντούτοις, όπως ϕαίνεται, η λύση του
προβλήματος αυτού είναι άμεση εφαρμογή (η με μικρές τροποποιήσεις)
του Θεωρήματος 3.5.27 της αναφοράς [1] (σελ. 187). Σύμφωνα με
τους Giaquinta-Hildebrandt, το Θεώρημα 2 εξακολουθεί να ισχύει για την
περίπτωση μη ολονομικών συνθηκών (με την πιο πάνω παρατήρηση),
όπου εδώ η συνάρτηση της μη ολονομικής συνθήκης εξαρτάται και από
το z. Κατά συνέπεια για την κατασκευή τανυστών ορμής-ενέργειας σε μη
ολονομικά προβλήματα έχουμε την επόμενη πρόταση.
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Θεώρημα 3 (Κατασκευή τανυστών ορμής-ενέργειας σε μη ολονομικά προ-
βλήματα). Εστω J0 ένα συναρτησιακό όπως στοΘεώρημα 2. Θεωρούμε το

μεταβολικό πρόβλημα που ορίζει το J0 με τη μη ολονομική συνθήκη (2.43).

Τότε υπάρχουν συναρτήσεις

λ1, · · · ,λr ∈ C(Ω),

τέτοιες ώστε ο τανυστής ορμής-ενέργειας να δίνεται από τη σχέση

T = T0 +T1,

όπου T0 και T1 είναι οι τανυστές ορμής-ενέργειας που αντιστοιχούν στο J0
και την συνάρτηση Lagrange

L1(x, y,z) = λ(x) ·G(x, y,z), λ= (λ1, · · · ,λr) ∈ C(Ω)r

αντίστοιχα.

Απόδειξη. Επεται με ανάλογο τρόπο όπως και η Πρόταση 7. �

Παράδειγμα 4. Μη ολονομική συνθήκη ([25]). Θεωρούμε τη συνάρτηση
Lagrange

L(x, y,z) :=
1
2

z : z+F(y),

με τη συνθήκη ότι οι αποδεκτές συναρτήσεις u : Ω→RN είναι ελεύθερες
απόκλισης, δηλ.

divu(x) = 0, ∀x ∈Ω.

Η συνάρτηση που εκφράζει αυτή την μη ολονομική συνθήκη είναι η

G(x, y,z) = trz = zii

δηλ. έχουμε τον περιορισμό

G(x, y,z) = 0.

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας για το πρόβλημα αυτό δίνεται από την σχέση

Ti j(x) = T0
i j +λ(x)(u j,i(x)−δi juk,k(x)) = T0

i j +λ(x)u j,i(x)
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όπου
T0

i j(x) = uk,i(x)uk, j(x)−δi j

(1
2

uk,l(x)uk,l(x)+F(u)
)

και η συνάρτησηλπροκύπτει από την λύση των εξισώσεων Euler-Lagrange

∆u+∇λ= Fy(u), divu = 0.

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση λ παίζει τον ρόλο της πίεσης (μέχρις
προσήμου).

§ 4 Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ NOETHER

Αυτή η μέθοδος χρησιμοποιεί ένα γενικό μεταβολικό σχήμα, στο οποίο
οι εξαρτημένες και ανεξάρτητες μεταβλητές μεταβάλονται ταυτόχρονα,
όπως στην απόδειξη του θεωρήματος Noether [41]. Βλ. για λεπτο-
μέρειες Giaquinta-Hildebrand [28], κεφάλαιο 3, ενότητες 3 και 4. Οι
εσωτερικές μεταβολές που παρουσιάστηκαν στην § 1 είναι μια ειδική
περίπτωση αυτών των μεταβολών και έτσι ο λαμβανόμενος τανυστής
ορμής-ενέργειας ταυτίζεται με εκείνον που λαμβάνεται από την μέθοδο
των εσωτερικών μεταβολών. Το πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι ότι
γενικότερες ταυτότητες τύπου Derrick-Pohozaev μπορούν να παραχθούν
με πιο συστηματικό τρόπο. Για παράδειγμα, όταν έχουμε μεταβολικά
προβλήματα σε υποπολλαπλότητες του RN ή σε πολλαπλότητες που δεν
θέλουμε να θεωρήσουμε ως ενσωματωμένες στον RN, τότε δεν έχουμε το
διανυσματικό πεδίο x = (x1, · · · ,xN) στη διάθεσή μας (σημειώνεται ότι το
πεδίο αυτό είναι απαραίτητο για την απόδειξη της ταυτότητας Derrick-
Pohozaev, βλ. επίσης Κεφάλαιο 5). Η μέθοδος του θεωρήματος Noether
προσφέρεται ως μια ϕυσική προσέγγιση για τον χειρισμό τέτοιων περι-
πτώσεων.

Η μέθοδος του θεωρήματος Noether έχει χρησιμοποιηθεί από διάφορους
συγγραφείς [11, 12, 13, 61] για τη διερεύνηση προβλημάτων που σχετί-
ζονται με συστήματα μερικών διαφορικών εξισώσεων παρόμοια με αυτά
που παρουσιάζονται στην έργασία αυτή.
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Κεφάλαιο 3

ΟΡΙΣΜΕΝΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ

ΤΑΝΥΣΤΩΝ ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε κάποιες ιδιότητες των τανυστών ορ-
μής-ενέργειας, ορισμένες από τις οποίες είναι απαραίτητες για τη συνέχεια
της εργασίας αυτής ενώ άλλες θεωρούμε ότι είναι χρήσιμες για περαιτέρω
ανάπτυξη θεμάτων της εργασίας αυτής.

§ 1 ΕΣΩΤΕΡΙΚΑ ΚΡΙΣΙΜΑ ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑ-

ΚΩΝ

Ξεκινώντας από την παρατήρηση 5(iv), για την ειδική περίπτωση Lx = 0,
η εσωτερική μεταβολή ενός συναρτησιακού J δίνεται από τη σχέση

dJ(u)h =

∫
Ω

Ti jhi, jdx =

∫
Ω

T : ∇hdx (3.1)

Προχωρώντας ευριστικά θεωρούμε ότι τα L, u είναι όσες ϕορές χρειάζεται
συνεχώς διαφορίσιμα. Λαμβάνοντας υπόψη ότι h ∈ D(Ω)N, ολοκληρώνο-
ντας κατά μέρη στην πιο πάνω σχέση παίρνουμε

dJ(u)h = −

∫
Ω

Ti j, jhidx = −

∫
Ω
(divT) ·hdx (3.2)
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Εαν η συνάρτηση u είναι κρίσιμο σημείο του συναρτησιακού J, ή ισοδύναμα
η u ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange, τότε δJ(u)v = 0 για κάθε
αποδεκτή μεταβολή v του u και επομένως για κάθε εσωτερική μεταβολή h
του Ω είναι dJ(u)h = δJ(u)vh = 0, όπου vh := u′ ·h είναι η μεταβολή του u
που προκαλεί η h. Επομένως∫

Ω
(divT) ·hdx = 0 ∀h ∈ D(Ω)N (3.3)

και από το θεμελιώδες λήμμα του λογισμού των μεταβολών έπεται ότι

divT = 0, ′

η Ti j, j = 0. (3.4)

Στο ίδιο συμπέρασμα μπορούμε επίσης να καταλήξουμε εναλλακτικά απ΄
ευθείας από τις εξισώσεις Euler-Lagrange με πράξεις. Πράγματι, έστω
u ∈ C2(Ω) τέτοια ώστε να ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange

∂
∂xi

(
∂L
∂uk,i

)
=
∂L
∂uk

, k = 1, · · · ,M.

Από τον ορισμό του τανυστή ορμής-ενέργειας, Ορισμός 3, έχουμε

Ti j, j =

(
uk,i

∂L
∂uk, j

−δi jL
)

, j

= uk,i j
∂L
∂uk, j

+uk,i
∂
∂x j

(
∂L
∂uk, j

)
−
∂L
∂xi
−
∂L
∂uk

uk,i−
∂L
∂uk, j

uk,i j (3.5)

= −
∂L
∂xi

= −Lxi

δηλ. divT = 0 εαν Lx = 0.

Πριν προχωρήσουμε, συνοψίζουμε τα αποτελέσματα αυτά στην επόμενη
πρόταση.

Πρόταση 8. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την υπόθεση (VF),

σελ. 19, τέτοιοώστε η συνάρτηση Lagrange να είναι ανεξάρτητη του x, δηλ.
Lx = 0, και u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) μια λύση των εξισώσεων Euler-Lagrange
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του μεταβολικού προβλήματος που ορίζει το J (ισοδύναμα η u είναι ένα C2

κρίσιμο σημείο του J). Τότε η u ικανοποεί την διαφορική εξίσωση

divT(x,u,∇u) = 0 (3.6)

ή ισοδύναμα, η u είναι ένα εσωτερικό κρίσιμο σημείο του συναρτησιακού J,
δηλ. dJ(u)h = 0 για κάθε εσωτερική μεταβολή h του Ω (βλ. Ορισμό 9 πιο

κάτω).

Απόδειξη. Επεται άμεσα από τις σχέσεις (3.1), (3.2), (3.4) και (3.5) πιο
πάνω. �

Ενα ερώτημα που τίθεται είναι αν μπορούμε να χαλαρώσουμε την υπόθεση
u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω), δηλ. αν από την υπόθεση ότι η u είναι λύση των
εξισώσεων Euler-Lagrange στην ασθενή μορφή1, έπεται οτι η u ικανοποιεί
την ασθενή μορφή της διαφορικής εξίσωσης (3.6),∫

Ω
T : ∇hdx = 0 ∀h ∈ D(Ω)N

δηλ. η u είναι εσωτερικό κρίσιμο σημείο του συναρτησιακού J. Η απάντηση
είναι αρνητική όπως δείχνει το επόμενο αντιπαράδειγμα.

Αντιπαράδειγμα 1. (Steffen) Είναι γνωστό [63] ότι υπάρχει μια συνάρτηση
f ∈C1(RN) και μια συνεχής καμπύλη γ : [0,1]→R, έτσι ώστε ∇ f (γ(t)) = 0
∀t ∈ [0,1] και f ◦γ ,σταθ. Θεωρούμε το συναρτησιακό

J(u) :=
∫ 1

0
f (u̇(t))dt.

Εχουμε

δJ(u)h =
d

dλ
J(u+λh)

∣∣∣∣∣
λ=0

=

∫ 1

0
∇ f (u̇(t)) · ḣ(t)dt = 0

εαν

u̇(t) = γ(t)⇐⇒ u(t) = c0 +

∫ t

0
γ(s)ds. (3.7)

1
∫

Ω(Lyk(x,u(x),∇u(x))φk(x)+Lzki(x,u(x),∇u(x))φk,i(x))dx = 0, ∀φ ∈ D(Ω)M.
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Δηλ. η u που ορίζεται από την (3.7) ικανοποιεί τις ασθενείς εξισώσεις
Euler-Lagrange για το J. Ομως η u δεν είναι εσωτερικό κρίσιμο σημείο του
J διότι εαν ήταν, τότε

dJ(u)h =

∫ 1

0
T(t)ḣ(t)dt =

∫ 1

0
(u̇ ·∇ f (u̇)− f (u̇))ḣ(t)dt

= −

∫ 1

0
f (γ(t))ḣ(t)dt = 0

λόγω της ∇ f (u̇(t)) = ∇ f (γ(t)) = 0. Επομένως∫ 1

0
f (γ(t))ḣ(t)dt = 0, ∀h ∈ D(]0,1[),

από την οποία έπεται f (γ(t)) = σταθ., το οποίο είναι άτοπο.

Ενα άλλο ενδιαφέρον ερώτημα που τίθεται είναι αν ισχύει το αντίστροφο
της πιο πάνω πρότασης, δηλ. αν από την υπόθεση ότι η u ∈ C2(Ω)∩

C1(Ω) είναι λύση της (3.6), έπεται ότι αυτή ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-
Lagrange. Η απάντηση είναι εν γένει αρνητική όπως ϕαίνεται εύκολα από
το επόμενο αντιπαράδειγμα.

Αντιπαράδειγμα 2. Εστω G ∈ C1(R), G ,σταθ. και

J(u) :=
∫

Ω
G(u(x))dx, u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω).

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας για το συναρτησιακό αυτό δίνεται από τη
σχέση

T = −G(u)I,

οπότε η (3.6) απλοποιείται στην

G′(u)∇u = 0.

Παρατηρούμε ότι κάθε σταθερή συνάρτηση u = c0 είναι λύση αυτής της
διαφορικής εξίσωσης, αλλά όχι των εξισώσεων Euler-Lagrange, οι οποίες
για το ανωτέρω συναρτησιακό παίρνουν τη μορφή

G′(u) = 0.
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Παρατήρηση 15. Από το αντιπαράδειγμα αυτό και τα σχόλια που προ-
ηγούνται είναι σαφές ότι για να ισχύει το ελεύθερο απόκλισης του τανυστή
ορμής-ενέργειας δεν είναι απαραίτητο η u να είναι λύση των εξισώσεων
Euler-Lagrange, δηλ. είναι δυνατόν να ισχύει divT = 0 χωρίς απαραίτητα
να ισχύουν οι εξισώσεις αυτές.

Αυτή η παρατήρηση θα χρησιμεύσει στη συνέχεια στη γενίκευση κάποιων
αποτελεσμάτων που έπονται από τους τανυστές ορμής-ενέργειας.

Ορισμός 9. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την υπόθεση (VF),
σελ. 19. Μια συνάρτηση u ∈ C1(Ω)M λέγεται εσωτερικό κρίσιμο σημείο

του J αν
dJ(u)h = 0, ∀h ∈ D(Ω)N.

Παρατηρήσεις 16. (i) Ο ανωτέρω ορισμός του εσωτερικού κρίσιμου σημεί-
ου είναι ανάλογος του ορισμού ενός κρίσιμου σημείου του J:

δJ(u)φ= 0, ∀φ ∈ D(Ω)M.

Η διαφορά είναι ότι οι εσωτερικές μεταβολές είναι ένα υποσύνολο των
μεταβολών του u.

(ii) Οπως είδαμε, εαν Lx = 0, τότε dJ(u)h =
∫

Ω T : ∇hdx και η u είναι
εσωτερικό κρίσιμο σημείο του J τότε και μόνο τότε όταν∫

Ω
T : ∇hdx = 0, ∀h ∈ D(Ω)N

Η σχέση αυτή γράφεται ισοδύναμα

divT(u,∇u) = 0

με την έννοια των κατανομών. Γενίκευση της παρατήρησης αυτής αποτε-
λεί η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 9. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την υπόθεση (VF),

σελ. 19, και u ∈C2(Ω)M
∩C1(Ω)M. Τότε η u είναι εσωτερικό κρίσιμο σημείο

του J εαν και μόνον εαν ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση

divT(x,u,∇u)+Lx(x,u,∇u) = 0 (3.8)

ή σε μορφή συντεταγμένων

Ti j(x,u,∇u), j +Lxi(x,u,∇u) = 0.
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Απόδειξη. Εξ ορισμού και από την Πρόταση 1 η u είναι εσωτερικό κρίσιμο
σημείο του J τότε και μόνον τότε όταν∫

Ω
(T(x,u,∇u) : ∇h−Lx(x,u,∇u) ·h)dx = 0 ∀h ∈ D(Ω)N

Επειδή από την υπόθεση είναι T ∈ C1(Ω)N2 , με ολοκλήρωση κατά μέρη
παίρνουμε ισοδύναμα τη σχέση∫

Ω
(∇T(x,u,∇u)−Lx(x,u,∇u)) ·hdx = 0 ∀h ∈ D(Ω)N

Ο ισχυρισμός έπεται από το θεμελιώδες λήμμα του λογισμού των μεταβο-
λών. �

Παρατήρηση 17. Θα αναφερόμαστε στη σχέση (3.8) ως τη σχέση απόκλι-

σης του τανυστή ορμής-ενέργειας.

Η επόμενη αναδιατύπωση της προηγούμενης πρόταση είναι χρήσιμη σε
πολλές περιπτώσεις.

Πρόταση 10. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την υπόθεση (VF),

σελ. 19. Μια συνάρτηση u ∈ C2(Ω)M
∩C1(Ω)M είναι εσωτερικό κρίσιμο

σημείο του J, δηλ. ισοδύναμα ικανοποιεί κλασσικά την σχέση απόκλισης

του τανυστή ορμής-ενέργειας, τότε και μόνον τότε όταν ικανοποιεί στο Ω
την διαφορική εξίσωση

δL(u) ·∇u = 0

ή σε μορφή συνιστωσών(
∂
∂xi

(
∂L
∂uk,i

)−
∂L
∂uk

)
uk, j = 0 ( j = 1, · · · ,N). (3.9)

Απόδειξη. Από τον ορισμό του εσωτερικού κρίσιμου σημείου η u∈C2(Ω)M
∩

C1(Ω)M είναι εσωτερικό κρίσιμο σημείο του J αν

dJ(u)h = 0 ∀h ∈ D(Ω)N.

Από το Πόρισμα 1 η σχέση αυτή είναι ισοδύναμη με την∫
Ω
(δL(u) ·∇u) ·hdx = 0 ∀h ∈ D(Ω)N.
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Ο ισχυρισμός έπεται από το θεμελιώδες λήμμα του λογισμού των μεταβολών.
�

Πόρισμα 5. Κάτω από τις υποθέσεις της Πρότασης, οι εξισώσεις απόκ-

λισης του τανυστή ορμής-ενέργειας γράφονται στην ισοδύναμη μορφή

δL(u) ·∇u = 0

ή σε μορφή συνιστωσών βλ. σχέση (3.9).

Απόδειξη. Επεται άμεσα από την Πρόταση και την Πρόταση 9. �

Είδαμε προηγουμένως (βλ. Αντιπαράδειγμα 1 και σχόλια που προηγού-
νται) ότι μια ασθενής λύση u ∈C1(Ω)M των εξισώσεων Euler-Lagrange δεν
είναι απαραίτητα εσωτερικό κρίσιμο σημείο του J (δηλ. η u δεν ικανοποιεί
την (3.8) με την έννοια των κατανομών). Είναι δυνατόν όμως να εξάγουμε
το συμπέρασμα αυτό αν επιβάλουμε πρόσθετους περιορισμούς στην u,
όπως δείχνει η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 11. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την υπόθεση (VF),

σελ. 19. Κάθε ελάχιστο σημείο u ∈ C1(Ω)M του J (το οποίο αναγκαστικά

ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange στην ασθενή μορφή, δηλ. με την

έννοια των κατανομών) είναι εσωτερικό κρίσιμο σημείο του J και επομένως

ικανοποιεί ασθενώς την εξίσωση (3.8), δηλ. με την έννοια των κατανομών.

Απόδειξη. Επειδή οι εσωτερικές μεταβολές του u είναι υποσύνολο των
μεταβολών του u, από την παρατήρηση 4(ii), σελ. 20, έχουμε

J(u) = inf
v∈A

J(v) 6 inf
h∈D(Ω)N

J(u◦ξt
h) 6 J(u),

όπου η τελευταία ανισότητα έπεται από την u◦ξ0
h = u◦ idΩ = u. Επομένως

dJ(u)h =
d
dt

J(u◦ξt
h)

∣∣∣∣∣
t=0

= 0

Από την Πρόταση 1, σελ. 20, έπεται ο ισχυρισμός. �
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Μια άλλη συνθήκη η οποία εξασφαλίζει ότι ένα κρίσιμο σημείο2 είναι
εσωτερικό κρίσιμο σημείο του J, είναι η ισχυρή συνθήκη Legendre-Ha-
damard

1
2

Lzkizl j(x,u,∇u)ξiξ jηkηl > c0|ξ|
2
|η|2,

όπου c0 μια σταθερά. Στην περίπτωση αυτή το συμπέρασμα έπεται από
το γεγονός ότι η u έχει αναγκαστικά μεγαλύτερη ομαλότητα, δηλ. u ∈
C2(Ω)M. Για λεπτομέρειες βλ. [28] κεφ. 3, ενότητα 1, παράδειγμα 0, σελ.
153.

Από τα ανωτέρω είναι προφανές ότι η ομαλότητα της συνάρτησης u,
η οποία είναι όρισμα του τανυστή ορμής-ενέργειας, είναι ένας κρίσιμος
παράγοντας και το γεγονός αυτό πρέπει να λαμβάνεται προσεκτικά υπ-
όψη σε χειρισμούς που αφορούν τανυστές ορμής-ενέργειας.

§ 2 ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

EULER-LAGRANGE ΜΕ ΒΑΣΗ ΤΑΝΥΣΤΕΣ ΟΡ-

ΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

Εστω 1 6 N < M και u ∈ C2(Ω)M
∩C1(Ω)M μια λύση της εξίσωσης απόκ-

λισης του τανυστή ορμής-ενέργειας. Θεωρούμε την εικόνα της u

S := u(Ω) = {u(x) : x ∈Ω}.

Εαν τα διανύσματα
∂u
∂x1

, · · · ,
∂u
∂xN
∈RM

είναι γραμμικά ανεξάρτητα ∀x ∈Ω (ή για κάθε x σε ένα ανοιχτό υποσύνολο
Ω′ ⊂Ω, οπότε μετονομάζουμε το Ω′ σε Ω), τότε η γραμμική απεικόνιση

u′(x) = ∇u(x) : RN
→RM

2Δηλ. ασθενής λύση των εξισώσεων Euler-Lagrange
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είναι ενστοίχιση (injection) ∀x ∈Ω, όπως πολύ εύκολα διαπιστώνεται από
τη σχέση

u′(x)h = 0 =⇒
N∑

i=1

u,i(x)hi = 0 =⇒ h1 = · · ·= hN = 0

διότι υποθέσαμε ότι τα διανύσματα u,1, · · · ,u,N είναι γραμμικά ανεξάρτητα.
Επομένως η u είναι μια εμμέριση (immersion) ([22] κεφ. 16, ενότητα 7, σελ.
37-39· [1], Ορισμός 3.5.6, σελ. 178) και κατά συνέπεια το S είναι τοπικά

N-διάστατη υποπολλαπλότητα του RM (3). Σημειώνεται ότι η γραμμική
ανεξαρτησία των u,1, · · · ,u,N είναι ισοδύναμη με την ενστοιχιστικότητα της
u′.

Θα δείξουμε ότι το διανυσματικό πεδίο δL(u), δηλ. η απεικόνιση

x 7→ (δL(u))(x) :=
(
(Lzki),i(x,u(x),∇u(x))−Lyk(x,u(x),∇u(x))

)
k=1,··· ,M

είναι ένα κάθετο διανυσματικό πεδίο της S και ειδικότερα (δL(u))(x)⊥Tu(x)S,
ή

(δL(u))(x) ∈Nu(x)S (3.10)

όπου NyS είναι ο κάθετος χώρος της υποπολλαπλότητας S, και Tu(x)S
είναι ο εφαπτόμενος χώρος (tangent space) της S. Ισχύει

dimNu(x)S = M−N. (3.11)

Πρόταση 12. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την υπόθεση (VF),

σελ. 19 και u ∈ C2(Ω)M
∩C1(Ω)M μια λύση της εξίσωσης απόκλισης

του τανυστή ορμής-ενέργειας, τέτοια ώστε η u′(x) ∈ L(RN,RM) είναι εν-
στοίχιση (injection) ∀x ∈Ω. Τότε το διανυσματικό πεδίο

δL(u) : Ω→RM, x 7→ (δL(u))(x)

είναι κάθετο στην N-διάστατη υποπολλαπλότητα S του RM, η οποία ορίζε-

ται τοπικά από την u όπως πιο πάνω.

3Δηλ. για κάθε x0 ∈ Ω υπάρχει Ωx0 ∈ N0(x0) τ.ω. η Sx0 := u(Ωx0) είναι N-διάστατη
υποπολλαπλότητα του RM. Αυτό προκύπτει από το θεώρημα αντίστροφης απεικόνισης,
σύμφωνα με το οποίο η u είναι τοπικός διαφορομορφισμός, και το θεώρημα εμμέρισης
([22] κεφ. 16, (16.8.4), σελ. 42· [1], θεώρημα 3.5.7, σελ. 178)
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Απόδειξη. Το γεγονός ότι η S είναι (τοπικά) N-διάστατη υποπολλαπλότη-
τα του RM έχει ήδη αποδειχθεί. Εστω h ∈ Tu(x)S. Η απεικόνιση

u′(x) : RN
→ Tu(x)S

είναι αμφιστοίχιση (bijection) διότι από την υπόθεση είναι ενστοίχιση και
dimTu(x)S = N. Ορίζοντας

k := u′(x)−1h ∈RN

παίρνουμε h = u′(x)k και

((δL(u))(x)) ·h = (δL(u))(x) ·u′(x)k = (δL(u) ·∇u)(x) ·h = 0

από το Πόρισμα 5, διότι από την υπόθεση η u είναι λύση της (3.8). �

Παρατήρηση 18. Οπως έχουμε ήδη σημειώσει, στη θέση του Ω μπορούμε
να πάρουμε οποιοδήποτε ανοιχτό υποσύνολό του. Επίσης να περιορί-
σουμε κι άλλο το Ω και στη θέση του να πάρουμε μια υποπολλαπλότητα
M ⊂ Ω. Στην περίπτωση αυτή η σχέση (3.11) πρέπει να τροποποιηθεί
κατάλληλα.

Πόρισμα 6. Εστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις της Πρότασης, έτσι ώστε οι

πιο κάτω απεικονίσεις να έχουν νόημα. Τότε η βραχεία ακολουθία (short
sequence)

0 −→D(Ω)N u′
−→D(Ω)M δL(u)

−→ D(Ω) −→ 0

είναι ακριβής.

Απόδειξη. Από τη σχέση δL(u)◦u′ = 0 έπεται αμέσως ότι

imu′ ⊂ kerδL(u)

Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι kerδL(u)⊂ imu′. Εστω λοιπόν h∈kerδL(u),
δηλ. δL(u) · h = 0. Επειδή από την Πρόταση ισχύει (δL(u))(x) ∈ Nu(x)S,
είναι h(x) ∈ Tu(x)S ∀x ∈Ω. Επειδή η u′(x) είναι αμφιστοίχιση επί του Tu(x)S
∀x ∈Ω, ορίζουμε

k := u′−1h ∈ D(Ω)N,

οπότε h = u′ · k ∈ imu′. �
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§ 3 ΑΛΛΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΤΑΝΥΣΤΩΝ ΟΡΜΗΣ-

ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

3.1 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ

Μια σημαντική απόρροια των τανυστών ορμής-ενέργειας είναι οι εξισώ-

σεις διατήρησης4, οι οποίες παίζουν σημαντικό ρόλο στην επίλυση προ-
βλημάτων τόσο στα μαθηματικά όσο και στη ϕυσική και τη μηχανική. Ε-
να απλό παράδειγμα μονοδιάστατου προβλήματος Λογισμού Μεταβολών
δείχνει τον ισχυρισμό αυτό.

Παράδειγμα 5. (5) Εστω N = 1, Ω =]a,b[, u ∈ C1([a,b])M, u̇ =
du
dt

. Θεω-
ρούμε το συναρτησιακό

J(u) :=
∫ b

a
L(t,u(t), u̇(t))dt,

όπου L ∈ C1([a,b],RM,RM). Ο τανυστής ορμής-ενέργειας για το συναρτη-
σιακό αυτό δίνεται από τη σχέση

T(t) = u̇(t) ·Lu̇(t,u(t), u̇(t))−L(t,u(t), u̇(t))

Εαν η L είναι ανεξάρτητη του t, από τη σχέση απόκλισης του τανυστή
ορμής-ενέργειας (3.8) παίρνουμε

dT
dt

= 0, (3.12)

δηλ.
u̇(t) ·Lu̇(t,u(t), u̇(t))−L(t,u(t), u̇(t)) = c, (3.13)

όπου c είναι μία σταθερά. Η σχέση αυτή είναι ένα πρώτο ολοκλήρωμα
των εξισώσεων Euler-Lagrange εάν η u τις ικανοποιεί. Σημειώνεται ότι δεν
είναι απαραίτητο να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Euler-Lagrange για να
ισχύει η (3.13).

4Η νόμοι διατήρησης στην μηχανική και τη ϕυσική
5[28] κεφ. 3, ενότητα 1, παράδ. 1, σελ. 154.



60 3. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΑΝΥΣΤΩΝ ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

Εάν
L(u,z) =

1
2
|z|2 +F(u),

όπου F ∈ C1(RM), και η F είναι τέτοια ώστε c = 0, τότε ισχύει η ισότητα
Modica:

1
2
|u̇|2 = F(u),

όπου τονίζεται ότι η u δεν είναι απαραίτητα λύση των εξισώσεων Euler-
Lagrange, αλλά μόνο της διαφορικής εξίσωσης απόκλισης του τανυστή
ορμής-ενέργειας (βλ. σχέση (3.12)).

Το πιο πάνω παράδειγμα αναδεικνύει τον ρόλο του τανυστή ορμής-ενέργει-
ας ως ένα ισχυρό αποδεικτικό εργαλείο, το οποίο ίσως απαιτεί περαιτέρω
μελέτη.

Για μεταβολικά προβλήματα που περιλαμβάνουν διανυσματικές συναρτή-
σεις u : Ω→RM, οι εξισώσεις διατήρησης παίζουν επίσης σημαντικό ρόλο.
Ομως, η παρουσίασή τους απαιτεί την περαιτέρω ανάπτυξη της θεωρίας
που παρουσιάσαμε στο Κεφ. 2 § 1 και το θεώρημα Noether, τα οποία ξε-
ϕεύγουν από τα όρια της εργασίας αυτής. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης
παραπέμπεται στην αρχική δημοσίευση της Noether [41] ή στις αναφορές
[28] κεφ. 3, ενότητες 3 και 4, σελ. 172-198· [39] κεφ. 6, σελ. 181-231· [53]
σελ. 293.

3.2 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΤΑΝΥΣΤΗ ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

Ο τανυστής ορμης-ενέργειας θεωρούμενος ως ένα τανυστικό πεδίο, δηλ.
ως συνάρτηση x 7→ T(x,u(x),∇u(x)) (την οποία επίσης θα συμβολίζουμε
T), γράφεται ως εξής

Ti j + δi jL =
〈
zi,p j

〉
όπου 〈·, ·〉 είναι το εσωτερικό γινόμενο του RN, zi είναι η i-στή στήλη του
πίνακα z και p j η j-στή στήλη του πίνακα p, όπου

p(x) = Lz(x,u(x),∇u(x)). (3.14)
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Σε μορφή πινάκων έχουμε

T+LI =


〈
z1,p1

〉 〈
z1,p2

〉
· · ·

〈
z1,pN

〉〈
z2,p1

〉 〈
z2,p2

〉
· · ·

〈
z2,pN

〉
· · · · · · · · · · · ·〈

zN,p1
〉 〈

zN,p2
〉
· · ·

〈
zN,pN

〉
 .

Από αυτή την παράσταση του τανυστή ορμής-ενέργειας μπορούμε να
βγάλουμε ορισμένα ενδιαφέροντα συμπεράσματα.

Παρατηρούμε ότι εαν M<N, τότε τα p1, · · · ,pN (αντίστοιχα z1, · · · ,zN) είναι
γραμμικά εξαρτημένα και η ορίζουσα του πίνακα του β΄ μέλους είναι μηδέν,
δηλ.

det(T+LI) = 0

και έτσι αποδείξαμε την επόμενη πρόταση.

Πρόταση 13. Εαν M<N η συνάρτηση Lagrange είναι ιδιοτιμή του τανυστή

ορμής-ενέργειας T. Κάθε διάνυσμα v ∈ kerp = kerLz είναι ιδιοδιάνυσμα του

T στην ιδιοτιμή L. Κάθε διάνυσμα v ∈ ker∇u είναι ιδιοδιάνυσμα του Tt στην

ιδιοτιμή L.
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Κεφάλαιο 4

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΤΑΝΥΣΤΩΝ

ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ ΑΠΟ ΤΗ

ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΚΑΙ ΤΗ ΦΥΣΙΚΗ

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουμε παραδείγματα τανυστών ορμής-ενέργειας
από τη μηχανική και τη ϕυσική, με σκοπό την διερεύνηση του ερωτήμα-
τος αν ο τανυστής ορμής-ενέργειας έχει κάποια ϕυσική σημασία και υπό
ποιές προυποθέσεις είναι δυνατόν αυτό να συμβαίνει. Εξετάσαμε κάποιες
περιπτώσεις από την κβαντική θεωρία, την κλασσική ηλεκτρομαγνητική
θεωρία και την θεωρία γραμμικής ελαστικότητας με κάποια επέκταση στην
μη-γραμμική θεωρία ελαστικότητας. Η απάντηση στο πιο πάνω ερώτη-
μα είναι ότι σε ορισμένα προβλήματα ο τανυστής ορμής-ενέργειας έχει τη
ϕυσική σημασία του τανυστή τάσης (ισοδύναμα μείον ροή ορμής), όμως
αυτό δεν ισχύει γενικά. Υπό ορισμένες προυποθέσεις, όπως είδαμε στην
ενότητα 3§ 2 ο τανυστής ορμής-ενέργειας έχει κάποια γεωμετρική σημασία.

Ενα ίσως σημαντικό ερώτημα που δεν εξετάστηκε στην εργασία αυτή είναι
αν σε ένα ϕυσικό πρόβλημα στο οποίο ορίζεται ένας τανυστής ορμής-
ενέργειας, υπάρχει μεταβολική διατύπωση τέτοια ώστε ο τανυστής ορμής-
ενέργειας που προκύπτει να ταυτίζεται με τον τανυστής ορμής-ενέργειας
του ϕυσικού προβλήματος. Το ερώτημα αυτό συνδέεται προφανώς με το
πρόβλημα ύπαρξης μεταβολικής διατύπωσης ενός ϕυσικού προβλήματος.

63
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§ 1 ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ - ΧΡΟΝΙΚΑ ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΗ

ΕΞΙΣΩΣΗ SCHROEDINGER

1.1 Φυσικές βάσεις

Η δυναμική (χρονική εξέλιξη) ενός κβαντικού συστήματος στην απλή πε-
ρίπτωση ενός σωματιδίου μέσα σε ένα δυναμικό πεδίο f, το οποίο δίνεται
από ένα δυναμικό V,

f(x) = −gradV(x)
ακολουθεί την εξίσωση Schroedinger ([35] κεφ. 3, ενότητα 17, ιδίως σχέση
(17.6), σελ. 51)

h̄
i
∂Ψ
∂t
−

h̄2

2m
∆Ψ+V(x)Ψ = 0 (4.1)

όπου Ψ(x, t) είναι ένα βαθμωτό πεδίο με μιγαδικές τιμές και h̄, m σταθερές.

Θεωρώντας ιδοκαταστάσεις ενέργειας, δηλ. θέτοντας

Ψ(x, t) = ψ(x)e−
i
h̄λt, (4.2)

όπου λ ∈ R σταθερά, η εξίσωση (4.1) ανάγεται στην στάσιμη εξίσωση
Schroedinger ([35] κεφ. 3, ενότητα 17, σχέση (17.7), σελ. 51)

−
h̄2

2m
∆ψ+(V(x)−λ)ψ= 0

Κλιμακώνοντας έτσι ώστε
h̄2

2m
= 1 και θέτοντας Vλ(x) :=V(x)−λ, παίρνουμε

τελικά
−∆ψ+Vλ(x)ψ= 0 (4.3)

Το μιγαδικό βαθμωτό πεδίο ψ μπορεί να θεωρηθεί ως ένα διδιάστατο
πραγματικό διανυσματικό πεδίο

ψ(x) = u1(x)+ iu2(x) = (u1(x),u2(x)).

Είναι μια καθιερωμένη πρακτική στην ϕυσική να χρησιμοποιούνται τα μι-
γαδικά πεδία ψ και ψ (συζυγής μιγαδικός) αντί για τα πραγματικά (u1,u2)
ως συνιστώσες του ψ. Επειδή ενδιαφερόμαστε κατά κύριο λόγο για τη
ϕυσική σημασία του τανυστή ορμής-ενέργειας, υιοθετούμε αυτόν τον συμ-
βολισμό.
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1.2 Μεταβολική διατύπωση της στάσιμης εξίσωσης

Schroedinger

Η συνάρτηση Lagrange για το σύστημα αυτό1 είναι (παραλείποντας τον
δείκτη λ στο V):

L(x,ψ,ψ,∇ψ,∇ψ) = |∇ψ|2 +V(x)|ψ|2 = ∇ψ∇ψ+V(x)ψψ. (4.4)

Για την ψ υποθέτουμε ψ ∈ C2(Ω,C)∩C1(Ω,C), όπου Ω είναι ένα χωρίο
του R3.

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange για το σύστημα αυτό είναι

∂
∂xi

(
∂L
∂ψ,i

) =
∂L
∂ψ

∂
∂xi

(
∂L

∂ψ,i

) =
∂L

∂ψ

(4.5)

Από την (4.4) παίρνουμε

∂L
∂ψ,i

= ψ,i
∂L

∂ψ,i

= ψ,i

∂L
∂ψ

= V(x)ψ
∂L

∂ψ
= V(x)ψ.

(4.6)

Χρήση των σχέσεων αυτών στις (4.5) δίνει

−∆ψ+V(x)ψ= 0
−∆ψ+V(x)ψ= 0,

(4.7)

οι οποίες είναι η εξίσωση (4.3).

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας υπολογίζεται από την (2.17)

Ti j = ψ,i
∂L
∂ψ, j

+ψ,i
∂L

∂ψ, j

−δi jL,

1Για εναλλακτική, αλλά ισοδύναμη μεταβολική διατύπωση του προβλήματος αυτού,
βλ. [35] κεφ. 3, ενότητα 20, σελ. 58-60.
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η οποία με τη βοήθεια των (4.6) δίνει

Ti j = ψ,iψ, j +ψ,iψ, j−δi jL (4.8)

Παρατηρήσεις 19. (i) Ισοδύναμα αποτελέσματα προκύπτουν αν χρησι-
μοποιηθούν οι συνιστώσες (u1,u2) αντί για τα (ψ,ψ).

(ii) Ο τανυστής ορμής-ενέργειας T δεν είναι ελεύθερος απόκλισης. Από την
(3.5) έχουμε

Ti j, j = −
∂L
∂xi

. (4.9)

Χρήση της (4.4) δίνει
divT = −|ψ|2gradV (4.10)

1.3 Φυσική σημασία του τανυστή ορμής-ενέργειας

Θα δείξουμε ότι ο τανυστής ορμής-ενέργειας T είναι ο πραγματικός τα-

νυστής ροής ορμής (= - τάση) γι αυτό το κβαντικό σύστημα. Ειδικά θα
δείξουμε ότι ικανοποιεί μια σχέση ανάλογη με αυτή του τανυστή τάσης
του Cauchy στη μηχανική των συνεχών μέσων ([57] ενότητα 6, σχέση (6.1),
σελ. 134· [7] 5.11, σχέση (5.11.3), σελ. 100), η i j-συνιστώσα του οποίου
εκφράζει την j-οστή συνιστώσα της δύναμης (ανά μονάδα επιφάνειας)
που ασκείται σε ένα απειροστό στοιχείο επιφάνειας με κάθετο διάνυσμα
στην κατεύθυνση i ([57] ενότητα 6, σελ. 134-135· [7] 5.12, σελ. 101-102).

Εστω Ψ : Ω0× [0,τ]→ C και Ω ⊂Ω0. Η ολική ορμή (στην πραγματικότητα
«η αναμενόμενη τιμή της ορμής» σύμφωνα με την πιθανοτική ερμηνεία της
κβαντικής θεωρίας) που περιέχεται στο Ω δίνεται από τη σχέση2 ([35]
κεφ. 1, ενότητα 15, σχέση (15.2), σελ. 42)

P(t) =
∫

Ω
Ψ(x, t)

1
i
∇Ψ(x, t)dx (4.11)

όπου
1
i
∇ είναι ο τελεστής της ορμής. Θα δείξουμε την επόμενη πρόταση.

2Λαμβάνοντας υπόψη την προαναφερθείσα κλιμάκωση.
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Πρόταση 14. Εστω Ψ ένα μιγαδικό πεδίο όπως πιο πάνω, το οποίο είναι

δύοϕορές συνεχώς διαφορίσιμοωςπρος x και μίαωςπρος t και ικανοποιεί
την (4.1). Τότε για την παράγωγο του ολοκληρώματος (4.11) ισχύει η

εξίσωση κίνησης του Cauchy

P′(t) = −
∫
∂Ω

T ·νdS+
∫

Ω
|ψ|2(−gradV)dx, (4.12)

όπου T είναι ο τανυστής ορμής-ενέργειας (4.8), για κάθε Ω ⊂Ω0.

Απόδειξη. Από την (4.11) με παραγώγιση έχουμε

P′(t) =
∫

Ω
(Ψt

1
i
∇Ψ+Ψ

1
i
∇Ψt)dx (4.13)

Πολλαπλαζοντας τη σχέση

1
i

Ψt−∆Ψ+VΨ = 0

με ∇Ψ και τη μιγαδική συζυγή της

−
1
i

Ψt−∆Ψ+VΨ = 0

με ∇Ψ και αθροίζοντας τα αποτελέσματα παίρνουμε

−
1
i
(Ψt∇Ψ−Ψt∇Ψ) = (−∆Ψ+VΨ)∇Ψ+(−∆Ψ+VΨ)∇Ψ.

Πρόσθεση και αφαίρεση του όρου Ψ∇Ψt στο α΄ μέλος της σχέσης αυτής
(εντός των παρενθέσεων) και ανακατάταξη των όρων του β΄ μέλους δίνει

−
1
i
(Ψt∇Ψ+Ψ∇Ψt−Ψ∇Ψt−Ψt∇Ψ) =

− (∆Ψ∇Ψ+∆Ψ∇Ψ)+V(Ψ∇Ψ+Ψ∇Ψ),

από την οποία παίρνουμε

−
1
i
∇(ΨtΨ)+

1
i
(Ψt∇Ψ+Ψ∇Ψt) =

− (∆Ψ∇Ψ+∆Ψ∇Ψ)+V∇(ΨΨ),
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και από αυτή

1
i
(Ψt∇Ψ+Ψ∇Ψt) =

− (∆Ψ∇Ψ+∆Ψ∇Ψ)+
1
i
∇(ΨtΨ)+V∇(VΨΨ)− (∇V)ΨΨ.

Καλώντας A τον πρώτο όρο εντός παρενθέσεων του β΄ μέλους και B τον
όρο του α΄ μέλους έχουμε

Ai = Ψ j jΨi +Ψ, j jΨ,i = (Ψ, jΨ,i), j−Ψ, jΨ,i j +(Ψ, jΨ,i), j−Ψ, jΨ,i j

= (Ψ, jΨ,i +Ψ, jΨ,i), j− (Ψ, jΨ, j),i

= (Ψ,iΨ, j +Ψ,iΨ, j−δi j∇Ψ ·∇Ψ), j

Με τη χρήση της σχέσης Ψ(x, t) = ψ(x)e−iλt έχουμε
1
i

ΨtΨ = −λ|ψ|2 και

Bi = −(ψ,iψ, j +ψ, jψ,i−δi j|∇ψ|
2), j +((V−λ)|ψ|2),i−V,i|ψ|

2

= −(ψ,iψ, j +ψ, jψ,i−δi jL), j−V,i|ψ|
2,

δηλ. τελικά
B = −(gradV)|ψ|2−divT.

Ολοκλήρωση της σχέσης αυτής επί του Ω και χρήση της (4.13) δίνει την
(4.12). �

Παρατηρήσεις 20. (i) Η σχέση αυτή είναι ταυτόσημη με την εξίσωση
κίνησης του Cauchy για ένα συνεχές μέσο με πυκνότητα ρ= |ψ|2 (αυτή είναι
η πυκνότητα πιθανότητας για το σωματίδιο να βρίσκεται στο απειροστό
διάστημα ]x,x+ dx[ σύμφωνα με την αποδεκτή (standard) ερμηνεία της
κβαντικής θεωρίας), πεδίο δυνάμεων f = −gradV και τανυστή τάσης του
Cauchy S = −T. Το αρνητικό πρόσημο οφείλεται στο γεγονός ότι το S είναι
τάση, δηλ. δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας, ενώ το T είναι ροή ορμής.

(ii) Επειδή το σύστημα υπό θεώρηση ήταν εξ ορισμού στάσιμο, πρέπει να
έχουμε P′(t) = 0, δηλ. ισοδύναμα από την (4.12) divT = −(gradV)|ψ|2.
Πράγματι, η σχέση αυτή είναι η (4.10).
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(iii) Μπορούμε με τον ίδιο τρόπο να θεωρήσουμε πιο πολύπλοκα κβαντι-
κά συστήματα όπως συστήματα πολλών σωματιδίων, με ηλεκτρομαγνη-
τικές αλληλεπιδράσεις, με μη γραμμική αλληλεπίδραση (Gross-Pitaevski,
Ginsburg-Landau κλπ), αλλά για τους σκοπούς της επίδειξης της ϕυσικής
σημασίας των τανυστών ορμής-ενέργειας, αυτό το πολύ απλό σύστημα
είναι αρκετό.

§ 2 ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ

Η μελέτη του παραδείγματος της ηλεκρομαγνητικής θεωρίας είναι ενδιαϕέ-
ρουσα για δύο λόγους. Ο ένας είναι ότι ο λαμβανόμενος τανυστής ορμής-
ενέργειας έχει άμεση ϕυσική σημασία. Ο δεύτερος είναι ότι η μεταβολική
διατύπωση της ηλεκρομαγνητικής θεωρίας μας οδηγεί με ϕυσικό τρόπο
στην θεώρηση μεταβολικών προβλημάτων και τανυστών ορμής-ενέργειας
σε πολλαπλότητες. Επομένως αφιερώνουμε την ενότητα αυτή στη μελέτη
της ηλεκτρομαγνητικής θεωρίας.

2.1 Ανασκόπιση της ηλεκρομαγνητικής θεωρίας.

Ο αντικειμενικός σκοπός της ηλεκτρομαγνητικής θεωρίας είναι ο προσ-
διορισμός της εξέλιξης δύο διανυσματικών πεδίων

E,H : [0,τ]×Ω→R3

όπου Ω ⊂ R3 (3), τα οποία ικανοποιούν το εξής σύστημα γραμμικών
μερικών διαφορικών εξισώσεων (εξισώσεις Maxwell στο σύστημα μονάδων
του Gauss)

divE = 4πρ divH = 0

curlH =
1
c
∂E
∂t

+
4π
c

J curlE+
1
c
∂H
∂t

= 0
(4.14)

όπου c είναι μια σταθερά (η ταχύτητα του ϕωτός) και

ρ : [0,τ]×Ω→R, J : [0,τ]×Ω→R3

3Γενίκευση στον RN δεν είναι δυνατή.



70 4. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΤΑΝΥΣΤΩΝ

είναι δεδομένα πεδία (το ϕορτίο και η πυκνότητα ρεύματος αντίστοιχα).
Τα πεδία ρ και J ικανοποιούν την εξίσωση συνέχειας

∂ρ

∂t
+divJ = 0,

η οποία έπεται εύκολα από την πρώτη στήλη των εξισώσεων (4.14).

Για τον διαχωρισμό των ανεξάρτητων μεταβλητών του συστήματος (4.14)
εισάγονται τα δυναμικά

ϕ : [0,τ]×Ω→R, A : [0,τ]×Ω→R3

για τα πεδία E,H:

E = −∇ϕ−
1
c
∂A
∂t

H = curlA
(4.15)

Μέσω των δυναμικών αυτών οι εξισώσεις (4.14) ανάγονται σε ένα ανεξάρτη-
το σύστημα υπερβολικών εξισώσεων:

∆ϕ−
1
c2

∂2ϕ

∂t2 = −4πρ

∆A−
1
c2
∂2A
∂t2 = −

4π
c

J
(4.16)

Τα πεδία ϕ, A δεν είναι μοναδικά. Πράγματι, με τη χρήση ενός «gauge
transformation» (ϕ,A) 7→ (ϕ′,A′) που ορίζεται από τις σχέσεις

ϕ′ = ϕ−
1
c
∂Λ
∂t

A′ = A+gradΛ

όπου Λ : Ω→ R είναι ένα βαθμωτό πεδίο, μπορούμε να ορίσουμε ένα
σύνολο δυναμικών τα οποία διατηρούν τα πεδία E, H: για E′, H′ όπως
υπολογίζονται από τις σχέσεις (4.15) με ϕ′, A′ στη θέση των ϕ, A στο
δεξιό μέλος, μπορούμε να δείξουμε τετριμμένα ότι E′ = E και H′ = H. Είναι
δυνατό να επιλέξουμε τα δυναμικά έτσι ώστε να ικανοποιείται η επόμενη
συνθήκη του Lorentz

divA+
1
c
∂ϕ

∂t
= 0
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Τα επόμενα πεδία που παράγονται από τα βασικά ηλεκτρομαγνητικά
πεδία E, H ειναι σημαντικά:

Πυκνότητα ηλεκτρομαγνητικής ενέργειας σ=
1

8π
(|E|2 + |H|2)

Ροή ηλεκτρομαγνητικής ενέργειας S :=
c

4π
E×H

Πυκνότητα ηλεκτρομαγνητικής ορμής g :=
1

4πc
E×H

Τανυστής τάσης Maxwell Σ

όπου οι συνιστώσες του τανυστή Σ δίνονται από τη σχέση

Σi j =
1

4π
(EiE j +HiH j−

1
2
δi j(|E|2 + |H|2))

Σημειώνεται ότι ο τανυστής τάσης του Maxwell δεν είναι απλά μια μαθη-
ματική κατασκευή. Είναι ένας πραγματικός τανυστής τάσης που εκφράζει
τη δύναμη ανα μονάδα εμβαδού σε κάθε επιφάνεια που βρίσκεται μέσα
στο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο.

Ενα σχετικό σημαντικό θεώρημα που αφορά τη μεταφορά ηλεκτρομαγνη-
τικής ενέργειας και την ανάπτυξη δυνάμεων σε σώματα, είναι το θεώρημα
του Poynting, το οποίο εκφράζει την αρχή διατήρησης της ενέργειας και
ορμής του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου, ειδικότερα

∂σ
∂t

+divS = −E · J

dP
dt

=

∫
Ω

divΣdx−
∫

Ω
fdx (4.17)

όπου
P =

∫
Ω

gdx

είναι η ηλεκτρομαγνητική ορμή που περιέχεται στο Ω και

f = ρE+
1
c

J×H

είναι η δύναμη Lorentz. Σημειώνουμε την ομοιότητα των σχέσεων (4.17)
και (4.12).
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Η απόδειξη του θεωρήματος αυτού έπεται με πράξεις στις σχέσεις (4.14).
Επειδή αυτές είναι πολλές και υπάρχουν στη βιβλιογραφία, δεν θα τις
παρουσιάσουμε εδώ.

2.2 Σχετικιστικά συμμεταβλητή διατύπωση της ηλεκτρο-

μαγνητικής θεωρίας.

Για την διατύπωση της ηλεκτρομαγνητικής θεωρίας ως πρόβλημα του
Λογισμού των Μεταβολών, είναι απαραίτητη η χρήση της σύγχρονης σχε-
τικιστικά συμμεταβλητής διατύπωσης της ηλεκτρομαγνητικής θεωρίας.
Στη θέση των δύο πεδίων E, H : [0,τ]×Ω→R3 θεωρούμε ένα τανυστικό
πεδίο F : G→R4×4 όπου G ⊂R4, το οποίο ορίζουμε στη συνέχεια.

Ο χώρος Lorentz. Στον R4 εγκαταλείπουμε την Ευκλείδια μετρική gE

〈
x, y

〉
E =

3∑
i, j=0

gE
ijx

iy j, (gE
ij) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


και στη θέση της θεωρούμε τη μετρική4 του Lorentz

〈
x, y

〉
=

3∑
i, j=0

gi jxiy j, (gi j) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


όπου x = (x0,x1,x2,x3), y = (y0, y1, y2, y3). Η μηδενική συνιστώσα του x,
x0, αντιστοιχεί στον χρόνο (κατάλληλα κλιμακωμένη με την σταθερά c,
την ταχύτητα του ϕωτός), δηλ. x0 = ct και x1,x2,x3 είναι οι συνηθισμένες
χωρικές συνιστώσες. Επομένως κάθε διάνυσμα

X = (X0,X1,X2,X3)

έχει μία χρονοειδή (time-like) συνιστώσα X0 και τρείς χωροειδείς (space-
like) συνιστώσες X1,X2,X3. Συμβολιζουμε τον χώρο R4 με τη μετρική του
Lorentz g ως

L4.
4Πρόκειται για μια «ψευδομετρική», η οποία παίρνει και αρνητικές τιμές.
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Θα αναφερόμαστε στην τετράδα (X0,X1,X2,X3) ως τις αντιμεταβλητές
συνιστώσες του X. Οι συμμεταβλητές συνιστώσες του X, (X0,X1,X2,X3),
δίνονται από τη σχέση

Xi = gi jX j

δηλ.
(X0,X1,X2,X3) = (X0,−X1,−X2,−X3)

Με τη χρήση του αντίστροφου πίνακα του (gi j),

(gi j) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

έχουμε επίσης
Xi = gi jX j

Ο τελεστής Laplace στον χώρο αυτό παίρνει τη μορφή

� :=
1
c2
∂2

∂t2 −∆

και είναι υπερβολικός και όχι ελλειπτικός τελεστής.

Ηλεκτρομαγνητικές εξισώσεις. Το τετραδιάστατο ανάλογο των δυναμικών
ϕ, A είναι ένα διανυσματικό πεδίο στον L4 με συνιστώσες

(A0,A1,A2,A3) = (ϕ,A), A = (A1,A2,A3).

Ομοίως τα πεδία ρ και J ορίζουν ένα διανυσματικό πεδίο J : G→L4 όπου
G ⊂L4 με συνιστώσες

(J0, J1, J2, J3) = (ρ,J).

Το ενοποιημένο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο F που αναφέρθηκε προηγουμέν-
ως ορίζεται από τη σχέση

Fi j = A j,i−Ai, j. (4.18)
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Σημειώνουμε ότι από το σημείο αυτό η θέση των δεικτών ως υπερ- ή υπο-
δείκτες έχει σημασία. Βρίσκουμε εύκολα ότι το F σχετίζεται με τα αρχικά
πεδία E, H μέσω των πινάκων

(Fi j) =


0 E1 E2 E3
−E1 0 −H3 H2
−E2 H3 0 −H1
−E3 −H2 H1 0

 , (Fi j) =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −H3 H2
E2 H3 0 −H1
E3 −H2 H1 0


όπου

Fi j = gikg jlFkl.

Η σχέσεις της δεύτερης στήλης των (4.14) ικανοποιούνται αυτόματα από
την (4.18) (για την απόδειξη χρησιμοποιούμε την (4.15)· η (4.18) είναι
αναδιατύπωση της (4.15) με διαφορετικό συμβολισμό). Για την πρώτη
στήλη των (4.14) ελέγχεται εύκολα ότι αυτές παίρνουν τη μορφή

Fi j
,i =

4π
c

J j. (4.19)

2.3 Μεταβολική διατύπωση της ηλεκτρομαγνητικής θεω-

ρίας.

Οι εξισώσεις Maxwell όπως δίνονται πιο πάνω (4.14) και το τετραδιάστατο
συμμεταβλητό ανάλογό τους (4.19), μπορούν να παραχθούν ως εξισώσεις
Euler-Lagrange του μεταβολικού προβλήματος που ορίζει η συνάρτηση
Lagrange

L(x,A,∇A) = −
1

16π
Fi jFi j

−
1
c

AiJi(x)

όπου Fi j = A j,i−Ai, j. Οι ϕυσικές σταθερές βρίσκονται εκεί για συμφωνία
με την ϕυσική βιβλιογραφία.

2.3.1 Εξισώσεις Euler-Lagrange.

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange για το σύστημα αυτό είναι

∂

∂x j (
∂L
∂Ai, j

) =
∂L
∂Ai

.
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Για τον υπολογισμό του όρου
∂L
∂Ai, j

γράφουμε

Fi jFi j = gpkgqlFpqFkl.

Τότε από την

∂
∂Ai, j

(gpkgqlFpqFkl) = gpkgql
(
∂Fpq

∂Ai, j
Fkl +Fpq

∂Fkl

∂Ai, j

)
= gpkgql

(
(δiqδ jp−δipδ jq)Fkl +Fpq(δilδ jk−δikδ jl)

)
= g jkgilFkl− gikg jlFkl + gpjgqiFpq− gpigqjFpq

= F ji
−Fi j +F ji

−Fi j

= −4Fi j

παίρνουμε
∂L
∂Ai, j

=
1

4π
Fi j.

Επίσης έχουμε
∂L
∂Ai

= −
1
c

Ji,

οπότε οι εξισώσεις Euler-Lagrange γράφονται στη μορφή (4.19)

2.3.2 Τανυστής ορμής-ενέργειας.

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας υπολογίζεται από την (2.17) συμμεταβλητά
αναδιατυπωμένη:

Ti j = g jpAk,i
∂L
∂Ak,p

− gi jL.

Με χρήση των πιο πάνω σχέσεων παίρνουμε

Ti j =
1

4π
g jpAk,iFkp

− gi jL.

Η απόκλιση του τανυστή ορμής-ενέργειας T υπολογίζεται από την (3.8)
(συμμεταβλητά αναδιατυπωμένη):

T j
i j, = −

∂L
∂xi =⇒ T j

i j, =
1
c

AkJk,i.
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Ο τανυστής T δεν είναι συμμετρικός. Για λόγους που εξηγούνται στη
ϕυσική (βλ. [32] σελ. 604), μόνο συμμετρικοί τανυστές ορμής-ενέργειας
έχουν ϕυσική σημασία. Αυτό το θέμα αντιμετωπίζεται με διάφορους

τρόπους, οι οποίοι τελικά ανάγονται στην πρόσθεση του όρου
1

4π
Ai,kF k

j
στον T παίρνοντας έτσι έναν συμμετρικό τανυστή

T̃i j = Θi j + gi j
1
c

AkJk

όπου
Θi j =

1
4π

(FikFk
j +

1
4

gi jFklFkl).

Εχουμε

T̃i j,
j
=

1
c
(AkJk),i

και

(Θi j) =

(
σ −

1
c S

−cg −Σ

)
δηλ. οι χωρικές συντεταγμένες του Θ δίνονται από τον τανυστή τάσης
του Maxwell.

§ 3 ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ

3.1 Ανασκόπιση της βασικής θεωρίας

3.1.1 Φυσικές βάσεις.

Εστω ένα ελαστικό σώμα Ω ⊂R3, όπου το Ω είναι ένα χωρίο. Θεωρούμε
ότι το σώμα αυτό υπό την επίδραση εξωτερικών δυνάμεων f : Ω→ R3

υφίσταται κάποια παραμόρφωση, μετά την οποία η νέα θέση του είναι
έστω Ω?. Μικρές παραμορφώσεις ελαστικών μέσων περιγράφονται με
ένα πεδίο μετατοπίσεων, δηλ. μια συνάρτηση u : Ω→ Ω?

⊂R3, η οποία
λέγεται μετατόπιση και απεικονίζει κάθε υλικό σημείο x ∈Ω του σώματος
στην αρχική απαραμόρφωτη κατάσταση, στην νέα θέση του y = x+u(x)
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στην παραμορφωμένη κατάσταση Ω? = {x+u(x) : x ∈Ω}. Βλ. [40, 16, 31]
για περισσότερες λεπτομέρειες και εισαγωγή στη θεωρία ελαστικότητας.

Για μικρές παραμορφώσεις η γραμμική θεωρία ελαστικότητας είναι μια
προσέγγιση της γενικότερης θεωρίας μη-γραμμικής ελαστικότητας ([16,
40]) και στα επόμενα θα θεωρούμε ότι ισχύει αυτή η προσέγγιση. Με
αυτή την υπόθεση, το συμμετρικό τμήμα της παραγώγου (βαθμίδας) της
μετατόπισης

ei j =
1
2
(ui, j +u j,i) (4.20)

δίνει τη σχετική μεταβολή του μήκους ενός απειροστού ευθύγραμμου τμή-
ματος του σώματος (βλ. [36], κεφ. 1, ενότ. 1, σελ. 1-4) και λέγεται
τανυστής παραμόρφωσης (strain tensor5). Στην κατάσταση παραμόρ-
ϕωσης αναπτύσσονται εσωτερικές τάσεις στο σώμα, οι οποίες δίνονται
από τον τανυστή τάσης του Cauchy ([36] κεφ. 1, ενότ. 1, σελ. 4-7· [40]
2.2, σελ. 132-134· [31] κεφ. 5, ενότ. 14, σελ. 97-108), ο οποίος συνδέεται
με τον τανυστή παραμόρφωσης μέσω της καταστατικής σχέσης

σi j = Ci jklekl (4.21)

(νόμος Hook, βλ. [16] ενότ. 3.6, σελ. 127· [36] κεφ. 1, ενότ. 4-5, σελ.
10-15). Ο τανυστής C λεγεται μέτρο ελαστικότητας (elasticity modulus)
και εν γένει εξαρτάται από το x. Οι συνιστώσες του C ικανοποιούν τις
επόμενες σχέσεις
Α. Συμμετρία:

Ci jkl = Ckli j
Ci jkl = C jikl, Ci jkl = Ci jlk

Β. Θετικά ορισμένο:

Ci jkl(x)ψi jψkl > 0 ∀x ∈Ω

και για κάθε συμμετρικό ψi j = ψ ji. Η ισότητα ισχύει μόνο για ψ = 0, δηλ.
Ci jkl(x)ψi jψkl = 0⇒ψi j = 0.

5Σημειώνεται ότι η ορολογία σε ορισμένες δημοσιεύσεις από μαθηματικούς δεν συμ-
ϕωνεί με την καθιερωμένη από μηχανικούς και ϕυσικούς.
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3.1.2 Προβλημα συνοριακών τιμών γραμμικής ελαστικότητας.

Από την συνθήκη ισορροπίας για ένα απειροστό στοιχείο όγκου του σώ-
ματος παίρνουμε

σi j, j + fi = 0. (4.22)

Οι πιο συνηθισμένες συνοριακές συνθήκες για τη λύση του συστήματος
μερικών διαφορικών εξισώσεων που προκύπτει από τις (4.20), (4.21) και
(4.22) για το u είναι ([16] ενότ. 3.6, σελ. 127)

ui = gi, x ∈ ∂Ω

και
σi jν j = hi, x ∈ ∂Ω,

όπου g και h είναι δεδομένες συναρτήσεις ορισμένες στο σύνορο ∂Ω.

Για ένα ισότροπο μέσο ισχύει ([16] ενότ. 3.6, σελ. 127)

Ci jkl(x) = µ(x)(δikδ jl + δilδ jk)+λ(x)δi jδkl

όπου λ, µ είναι συναρτήσεις που εξαρτώνται από το υλικό και λέγονται
μέτρα Lamé. Για ομογενές μέσο τα λ, µ είναι σταθερές. Επομένως, για
την περίπτωση ομογενούς και ισότροπου μέσου ο τανυστής της τάσης
συνδέεται με τον τανυστή παραμόρφωσης ή την βαθμίδα της μετατόπισης
μέσω των σχέσεων

σi j = µ(ei j + e ji)+λδi jekk (4.23)
= 2µei j +λδi jekk

= µ(ui, j +u j,i)+λδi jdivu.

Με αυτή την έκφραση του τανυστή της τάσης η συνθήκη ισορροπίας (4.22)
παίρνει τη μορφή

µ∆u+(λ+µ)∇(divu)+ f = 0. (4.24)
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3.1.3 Ασυμπίεστη ελαστικότητα.

Για λόγους που εξηγούνται στη μηχανική, οι οποίοι όμως έχουν επαλη-
θευτεί με αυστηρά μαθηματικά επιχειρήματα (βλ. [18] κεφ. 19, ενότ. 2.7,
σελ. 16-18), στο όριο λ→∞ έχουμε divu→ 0 με τέτοιο τρόπο ώστε

λdivu(x)→−p(x),

όπου p είναι η συνάρτηση της πίεσης (βλ. [18] κεφ. 19, ενότ. 2.7, σελ. 16-
18 για την έννοια με την οποία έχουμε την σύγκλιση αυτή και περισσότερες
λεπτομέρειες). Επομένως, από την (4.23) έχουμε

σi j = µ(ui, j +u j,i)+ pδi j

η οποία μαζί με την (4.22) δίνουν το σύστημα μερικών διαφορικών εξ-
ισώσεων

µ∆u−∇p+ f = 0,

το οποίο αναγνωρίζεται αμέσως ότι είναι το σύστημα Stokes ([18] κεφ.
19, ενότ. 2.7, σελ. 1-34· [27] κεφ. 4, 182-243· [59] κεφ. 3, ενότ. 1-2, σελ.
107-156).

3.2 Μεταβολική διατύπωση της θεωρίας ελαστικότητας.

3.2.1 Εξισώσεις Euler-Lagrange.

Θεωρούμε την συνάρτηση Lagrange (6)

L(x,u,z) :=
1
2
µz : z+

1
2
(λ+µ)z : zt

− f ·u (4.25)

6Ανέπτυξα αυτή τη λαγρανζιανή διατύπωση της γραμμικής θεωρίας ελαστικότητας
χωρίς να γνωρίζω την μάλλον εκτενή βιβλιογραφία στο θέμα αυτό. Ο κύριος λόγος ήταν
ο τίτλος «μη-γραμμική θεωρία ελαστικότητας» που χρησιμοποιείται σχεδόν αποκλειστικά
στη βιβλιογραφία και η γραμμική περίπτωση είτε δεν αναφέρεται καθόλου είτε είναι
«θαμμένη» μέσα σε πολύπλοκες διατυπώσεις της μη-γραμμικής θεωρίας. Ακολουθώ εδώ
την αρχική διατύπωση για να δώσω στη συνέχεια μεγαλύτερη έμφαση στο γεγονός ότι η
συνάρτηση Lagrange των συστημάτων αυτών, δηλ. των γραμμικών και κατ΄ επέκταση και
των μη γραμμικών, έχει άμεση ϕυσική σημασία, πράγμα που επιτρέπει τον υπολογισμό
της με ϕυσικές μεθόδους.
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ή σε μορφή συνιστωσών

L(x,u,z) :=
1
2
µzi jzi j +

1
2
(λ+µ)zi jz ji− fiui.

Από την (4.25) παίρνουμε

∂L
∂ui

= − fi
∂L
∂zi j

= µzi j +(λ+µ)z ji

(4.26)

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange παίρνουν τη μορφή(
µui, j +(λ+µ)u j,i

)
, j
= − fi

από όπου παίρνουμε

µ∆ui +(λ+µ)(divu),i + fi = 0

ή σε μορφή ελεύθερη συνιστωσών

µ∆u+(λ+µ)∇(divu)+ f = 0,

η οποία είναι η (4.24).

3.2.2 Τανυστής ορμής-ενέργειας.

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας υπολογίζεται από την (2.17) σελ. 24:

Ti j = zki
∂L
∂zkj
−δi jL

∣∣∣∣∣∣
z=∇u

.

Με χρήση των σχέσεων (4.26) παίρνουμε

Ti j = uk,i

(
µuk, j +(λ+µ)u j,k

)
−δi jL,

οπότε
Ti j = µuk,iuk, j +(λ+µ)u j,kuk,i−δi jL,
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ή σε μορφή ελεύθερη δεικτών

T = µ(∇u)t
·∇u+(λ+µ)∇u ·∇u−LI. (4.27)

Η απόκλιση του τανυστή ορμής-ενέργειας T υπολογίζεται από την (3.8)
σελ. 53:

Ti j, j = −
∂L
∂xi =⇒ Ti j, j = fk,iuk,

ή σε μορφή ελεύθερη δεικτών

divT = u ·∇ f .

Παρατηρούμε ότι ο τανυστής T είναι συμμετρικός, αλλά δεν είναι ελεύθερος
απόκλισης αν f ,σταθ.

3.2.3 Φυσική σημασία της συνάρτησης Lagrange για την θεωρία ελα-

στικότητας.

Η θερμοδυναμική θεωρία της παραμόρφωσης ([36] κεφ. 1, ενότ. 3, σελ.
8-9) δείχνει ότι η συνάρτηση F της ελεύθερης ενέργειας (Helmholtz) ενός
ελαστικού μέσου, σε κατάσταση παραμόρφωσης u, δίνεται από την δι-
αφορική ϕόρμα7

dF = σi jdei j.

Παρατήρηση 21. Τονίζεται ότι η σχέση αυτή υπονοεί ότι η διαφορική
ϕόρμα ω = σi jdei j (σύμβαση άθροισης) είναι ακριβής. Επομένως αν είναι
γνωστή η συνάρτηση F, η τάση υπολογίζεται από τη σχέση

σi j =
∂F
∂ei j

.

Για γραμμικά ελαστικά μέσα αποδεικνύεται (βλ. προηγούμενη αναφορά)
ότι η F είναι συνάρτηση του τανυστή παραμόρφωσης:

F(e) = µ(ei j−
1
3

ekkδi j)(ei j−
1
3

ekkδi j)+
1
2
(λ+

2
3
µ)(ekk)

2.

7Για T =σταθ., διαφορετικά πρέπει να προστεθεί στο δεξιό μέλος και ο όρος −SdT,
όπου S είναι η εντροπία και T η απόλυτη θερμοκρασία.
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Μετά από πράξεις η σχέση αυτή μετασχηματίζεται στην

F(e) = µei jei j +
1
2
λ(ekk)

2. (4.28)

Παρατηρούμε ότι η F, έτσι όπως εκφράζεται από τη σχέση αυτή, δι-
αφέρει από την συνάρτηση Lagrange (4.25) (με f = 0) κατά μία μηδενική
λαγρανζιανή.

Λήμμα 3. Η συνάρτηση Lagrange

L0(z) =
1
2

zi jz ji−
1
2
(zkk)

2 (4.29)

είναι μηδενική λαγρανζιανή.

Απόδειξη. Αποδεικνύεται εύκολα αν πάρουμε τις εξισώσεις Euler-Lagrange
της λαγρανζιανής (4.29). �

Επομένως μπορούμε να πάρουμε ως συνάρτηση Lagrange για τη γραμμική
θεωρία ελαστικότητας (τουλάχιστον) την συνάρτηση ελεύθερης ενέργειας
Helmholtz.

Πρόταση 15. Η συνάρτηση Lagrange ενός γραμμικού ελαστικού μέσου

μπορεί να επιλεγεί ίση με την συνάρτηση ελεύθερης ενέργειας (Helmholtz)
F, σύμφωνα με την πιο κάτω σχέση:

L(x, y,z) := F(
1
2
(z+ zt))− f · y. (4.30)

Απόδειξη. Εστω

L1(x, y,z) :=
1
2
µz : z+

1
2
(λ+µ)z : zt

− f · y

η συνάρτηση Lagrange (4.30). Είναι

L(x, y,z) =
1
2
µ(z : z+ z : zt)+

1
2
λ(trz)2

− f · y (4.31)

Από την σχέση
L(x, y,z)−L1(x, y,z) = −λL0(z) (4.32)

και λαμβάνοντας υπόψη το Λήμμα 3, έπεται ότι οι εξισώσεις Euler-Lagrange
της L συμπίπτουν με αυτές της L1, οι οποίες είναι οι εξισώσεις (4.24). �
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Παρατηρήσεις 22. (i) Από εδώ και στο εξής θα θεωρούμε ως συνάρτηση
Lagrange ενός γραμμικού ελαστικού μέσου την (4.30), η οποία αντιπροσω-
πεύει την συνάρτηση ελεύθερης ενέργειας (Helmholtz). Η λαγρανζιανή
αυτή λέγεται από ορισμένους συγγραφείς ([42] ενότ. 21.4, παράδ. 21.9,
σελ. 1176· [67] ενότ. 62.7, σελ. 255) αποθηκευμένη ενέργεια (stored ener-
gy), δυναμική ενέργεια (potential energy) ή ενέργεια παραμόρφωσης (βλ.
[67] ενότ. 61.6, σελ. 190· [6] κεφ. 7, ενότ. 1, σελ. 237). Ο τανυστής της
τάσης δίνεται από τη σχέση

σ(x) = Lz(x,u(x),∇u(x)) (4.33)

(ii) Τονίζεται ότι η ελαχιστοποίηση της ενέργειας δεν είναι γενική αρχή η
οποία διέπει τα ϕυσικά ϕαινόμενα8. Αντίθετα, η εφαρμοσιμότητά της
στην περίπτωση της γραμμικής θεωρίας ελαστικότητας πρέπει να θεω-
ρείται καθαρή σύμπτωση. Παράδειγμα είναι η κλασσική μηχανική, όπου η
συνάρτηση Lagrange δεν αντιπροσωπεύει κάποιας μορφής ενέργεια εκός
από κάποιες ειδικές περιπτώσεις.

3.2.4 Ο τανυστής ορμής-ενέργειας για την συνάρτηση Lagrange (4.30)

Από τη σχέση (4.31) παίρνουμε

Lz(u,z) = µ(z+ zt)+λ(trz)I

Ο τανυστής ορμές-ενέργειας για τη νέα λαγρανζιανή υπολογίζεται από
την (2.17) σελ. 24

T = 2µe · e+λ(divu)(∇u)t
−LI, (4.34)

ή σε μορφή συνιστωσών

Ti j = 2µekiekj +λ(uk,k)u j,i−δi jL.

Πρόταση 16. Οι τανυστές ορμές-ενέργειας T, T̃ που λαμβάνονται από τις

συναρτήσεις Lagrange L (4.30), L̃ (4.31) αντίστοιχα, δεν είναι ίσοι εν γένει.

8Σύγκρινε με [42] ενότ. 21.4, παράδ. 21.9, σελ. 1176, όπου αναγράφεται ότι «Nature,
as always, seeks the displacement that will minimize the total energy».
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Απόδειξη. Πράγματι, από τις σχέσεις (4.34) και (4.27) παίρνουμε

Ti j− T̃i j = λ(du j,i−u j,kuk,i)−δi j(L− L̃),

όπου d := divu. Θέτοντας u = (u1,u2,u3) = (u,v,w) για απλούστευση
του συμβολισμού, διαπιστώνουμε εύκολα ότι σε δύο διαστάσεις, N = 2,
λαμβάνοντας υπόψη ότι

L− L̃ =
λ
2
(d2
−ui, ju j,i) = λ(uxvy−uyvx)

έχουμε
T = T̃, N = 2.

Για N = 3 έχουμε

L− L̃ =
λ
2
(d2
−ui, ju j,i)

= λ((uxvy−uyvx)+ (vywz−wyvz)+ (wzux−wxuz))

και
T11− T̃11 = −λ(vywz−wyvz) = −λ(adj∇u)11

T12− T̃12 = −λ(vxwz−wyvx) = −λ(adj∇u)12

T13− T̃13 = −λ(vxwy−wxvy) = −λ(adj∇u)13,
(4.35)

από όπου προκύπτει

(T11− T̃11)u1,1 +(T12− T̃12)u1,2 +(T13− T̃13)u1,3 = −λ(det∇u)I.

Ομοίως για τις υπόλοιπες συνιστώσες του τανυστή T − T̃. Εαν τώρα
υποθέσουμε ότι T = T̃, τότε από τις σχέσεις (4.35) έπεται ότι οι βαθμίδες
∇u,∇v,∇w είναι παράλληλες σε κάθε σημείο του Ω, το οποίο δεν είναι εν
γένει αληθές. �

3.2.5 Μη-γραμμική θεωρία ελαστικότητας.

Με βάση τις Παρατηρήσεις 22 (i) και (ii) μπορούμε να πάμε ένα βήμα
πιο κάτω υποθέτοντας ότι η παραμόρφωση ενός ελαστικού σώματος



§ 3. ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ 85

λαμβάνεται από την ελαχίστοποίηση ενός συναρτησιακού της μορφής
(VF), σελ. 19, όπου η συνάρτηση Lagrange δίνεται γενικά από μια σχέση
ανάλογη της (4.30)

L(x, y,z) := F(x,z)− f (x, y) (4.36)

και η τάση δίνεται από την (4.33) ([67, 16, 40, 43, 44, 45, 46]).
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Κεφάλαιο 5

Η ΤΑΥΤΟΤΗΤΑ

DERRICK-POHOZAEV ΚΑΙ Η

ΣΧΕΣΗ ΤΗΣ ΜΕ ΤΑΝΥΣΤΕΣ

ΟΡΜΗΣ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε την ταυτότητα Derrick-Pohozaev στη
βασική της μορφή καθώς επίσης και διάφορες επεκτάσεις της. Ερευνάμε
την σχέση της με τους τανυστές ορμής-ενέργειας και δείχνουμε ότι είναι άρ-
ρηκτα συνδεδεμένη με τανυστές ορμής-ενέργειας οι οποίοι είναι ελεύθεροι
απόκλισης. Δίνουμε τα πρώτα εναύσματα για περαιτέρω γενικεύσεις και
τροποποιήσεις της ταυτότητας αυτής.

§ 1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η ταυτότητα Derrick-Pohozaev είναι γνωστή στην μαθηματική βιβλιογρα-
ϕία ως ταυτότητα Pohozaev ([25, 60, 8, 9, 13, 30]) και στην ϕυσική βι-
βλιογραϕία ως θεώρημα του Derrick ([17, 62]). Στο [8] αναφέρεται ως
«ταυτότητα Pohozaev» παρόλο που οι συγγραφείς είναι ενήμεροι ότι η
ταυτότητα αυτή σχετίζεται και με το όνομα του Derrick, την απόδειξη
μάλιστα του οποίου παραθέτουν αυτούσια.

87
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Την ταυτότητα αυτή ανέπτυξε ο Derrick [20] στό Τμήμα Εφαρμοσμέ-
νων Μαθηματικών του Πανεπιστημίου της Νέας Βόρειας Ουαλίας της
Αυστραλίας το 1964 για την έρευνα του ερωτήματος εαν τα στοιχειώδη
σωματίδια θα μπορούσαν να θεωρηθούν ως σταθερές, χρονικά ανεξάρ-
τητες λύσεις πεπερασμένης ενέργειας μη-γραμμικών μερικών διαφορικών
εξισώσεων. Η απάντηση είναι αρνητική για μια μεγάλη κατηγορία δια-
ϕορικών εξισώσεων. Στο ίδιο paper εξετάστηκε το ερώτημα αν τα στοι-
χειώδη σωματίδια μπορούν να θεωρηθούν ταλαντούμενες λύσεις μη-γραμ-
μικών κυματικών εξισώσεων, στις οποίες οι κυματοσυναρτήσεις είναι χρο-
νικά περιοδικές, ενώ η ενέργεια παραμένει «τοπικοποιημένη»1.

Το πρόβλημα της «αναπαράστασης» στοιχειωδών σωματιδίων από στα-
θερές, χρονικά ανεξάρτητες λύσεις πεπερασμένης ενέργειας μερικών δια-
ϕορικών εξισώσεων είναι πολύ παλιότερο και η συζήτησή του είχε αρ-
χίσει ήδη αμέσως μετά την εμφάνιση της εξίσωσης Schroedinger, στο
γενικότερο πλαίσιο της κβαντικής θεωρίας (βλ. [26] ενότ. 1.5, παρ. 4, σελ.
77, όπου αναφέρεται ότι «... αυτή η αστραπιαία διασκόρπιση του υλικού

πεδίου είναι μία από τις αιτίες ότι και η καθαρά πεδιακή θεώρηση της ύ-

λης δεν μπορεί να αποτελέσει ικανοποιητική περιγραφή της συμπεριφοράς

των στοιχειωδών σωματιδίων...»).

Είναι σκόπιμο να δούμε το θεώρημα αυτό όχι τόσο ως αποτέλεσμα, πιο
ακριβείς διατυπώσεις του οποίου θα δούμε στη συνέχεια της εργασίας
αυτής, αλλά λόγω της εξαιρετικά σύντομης και περιεκτικής απόδειξης
που επινόησε ο Derrick. Η απόδειξη αυτή, την οποία θα δούμε στην §

2 που ακολουθεί, εμπεριέχει τη μέθοδο των εσωτερικών μεταβολών που
είδαμε στο κεφ. 2 § 1, χωρίς όμως προηγουμένως να έχει αναπτυχθεί
ο λογισμός των μεταβολών αυτών. Από καθαρά μαθηματική άποψη ο
Derrick στο θεώρημά του απέδειξε περισσότερα από όσα περιέχονται
στην ταυτότητα Derrick-Pohozaev, προχωρώντας ένα βήμα πιο κάτω,
στην ευστάθεια των λύσεων μη-γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων
που προέρχονται από μεταβολικά προβλήματα κάποιας συγκεκριμένης
μορφής. Επειδή το αντικείμενο της ευστάθειας είναι εκτός των ορίων της
παρούσας εργασίας, δεν θα αναφερθούμε περισσότερο στο θέμα αυτό.

Το αρχικό paper του Derrick ακολούθησε ένας μεγάλος αριθμός δημοσιεύ-
σεων, η σημαντικότερη ίσως από τις οποίες ήταν η [51] το 1966 με ανάλο-

1Η έννοια της τοπικότητας της ενέργειας σχετίζεται με το πεπερασμένο του συναρτη-
σιακού του μεταβολικού προβλήματος (αναφερόμαστε σε καθολικές λύσεις).
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γο περιεχόμενο. Περισσότερες πληροφορίες για τη χρήση μη-γραμμικών
μερικών διαφορικών εξισώσεων ως μοντέλων στοιχειωδών σωματιδίων
υπάρχουν στις αναφορές [17, 52]. Ανεξάρτητα από τον Derrick2, ο Po-
hozaev το 1965, δηλ. ένα χρόνο μετά, κατέληξε στην ίδια ταυτότητα,
σε ένα paper που αφορούσε τις ιδιοτιμές του μη-γραμμικού προβλήματος
∆u+λ f (u) = 0 [49, 48]. Μια παρόμοια σχέση είχε παρουσιάσει ο Rellich
[50] το 1940 για γραμμικά προβλήματα. Στην παρούσα εργασία, ως μια
προσπάθεια συμβιβασμού της διαϕοράς μεταξύ της βιβλιογραϕίας μαθη-
ματικών και ϕυσικής, αναφερόμαστε στην εν λόγω ταυτότητα και με τα
δύο ονόματα3.

Η ταυτότητα Derrick-Pohozaev έχει αποδειχθεί ένα σημαντικό αποδεικτι-
κό εργαλείο για πολλές εργασίες στην περιοχή των Μερικών Διαφορικών
Εξισώσεων και του Λογισμού Μεταβολών. Οι Berestycki & Lions [8, 9]
ασχολήθηκαν με την ύπαρξη μη τετριμμένων λύσεων κάποιων προβλη-
μάτων που σχετίζονται με ορισμένα είδη μοναχικών κυμάτων (solitary
waves), σε στάσιμη κατάσταση, μη-γραμμικών εξισώσεων τύπου Klein-
Gordon και Schroedinger. Τα προβλήματα αυτά μπορεί κάποιος να τα
χειριστεί μέσω μεταβολικών προβλημάτων με συναρτησιακό της μορφής

J(u) :=
∫

RN

(1
2
|∇u|2−G(u)

)
dx,

τα οποία οδηγούν σε ημιγραμμικές μερικές διαφορικές εξισώσεις της μορ-
ϕής

−∆u = g(u), u ∈H1(RN),

όπου g = G′ : R→R είναι μία συνεχής περιττή συνάρτηση, δηλ. g(0) = 0.
Αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη λύσεων του πιο πάνω προβλήματος
μπορούν να παραχθούν με χρήση της ταυτότητας Derrick-Pohozaev [8].

2Αυτό δεν είναι εξακριβωμένο γεγονός αλλά πιθανολογείται. Είναι αντικείμενο έρευ-
νας για ιστορικούς της επιστήμης το ερώτημα αν ο Pohozaev γνώριζε την εργασία του
Derrick, ιδίως αν λάβει κανείς υπόψη ότι αυτή είχε δημοσιευθεί σε ένα περιοδικό τερά-
στιας αναγνωσιμότητας. Σημειώνεται ότι την εποχή εκείνη υπήρχε ένας εξωφρενικός
ανταγωνισμός μεταξύ ΗΠΑ και ΕΣΣΔ (Ρωσίας) για θέματα τεχνολογιών αιχμής, όπως
τα στοιχειώδη σωματίδια που ήταν το αντικείμενο της εργασίας του Derrick, ενώ είναι
δεδομένο το ενδιαφέρον του Pohozaev για την κβαντική θεωρία, όπως ϕαίνεται από
μεταγενέστερες δημοσιεύσεις.

3Εκτός αυτού, δεν θεωρούμε ορθή επιστημονική πρακτική να χρησιμοποιούνται δύο
διαφορετικά ονόματα για το ίδιο αντικείμενο.
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Οι Sandier και Serfaty [54] χρησιμοποιούν μια νέα τεχνική, κύριο συ-
στατικό της οποίας είναι η ταυτότητα Derrick-Pohozaev, για την παρα-
γωγή εκτιμήσεων κάτω ϕράγματος για το συναρτησιακό της ενέργειας
Ginzburg-Landau με ή χωρίς μαγνητικό πεδίο. Ο Shafrir στο [56] εξηγεί
πως από την ταυτότητα Derrick-Pohozaev λαμβάνονται a priori εκτιμή-
σεις για τον δεύτερο όρο του πιο πάνω συναρτησιακού ενέργειας. Ο
Gui [30] διατύπωσε χαμιλτώνιες ταυτότητες για μερικές διαφορικές εξ-
ισώσεις σε 2 ή περισσότερες διαστάσεις, οι οποίες, σύμφωνα με ισχυρι-
σμό του, αποτελούν γενίκευση της ανισότητας Modica και απέδειξε ότι
η ταυτότητα Derrick-Pohozaev μπορεί να παραχθεί άμεσα από αυτές.
Ταυτότητες τύπου Derrick-Pohozaev στην ελαστοστατική και ελαστο-
δυναμική και κάποιες εφαρμογές έχουν συζητηθεί από τους Bozhkov και
Olver [13].

Η χρήση τανυστών ορμής-ενέργειας για την ανάπτυξη ταυτοτήτων τύπου
Derrick-Pohozaev σε μια σειρά μη-γραμμικών μερικών διαφορικών συστη-
μάτων έγινε, σύμφωνα με όσα γνωρίζουμε, από τους Αλικάκο και Φαλιάγκα
[5]. Τη μέθοδο αυτή αναπτύσουμε με λεπτομέρειες στις επόμενες ενότητες
του κεφαλαίου αυτού.

§ 2 Η ΤΑΥΤΟΤΗΤΑ DERRICK-POHOZAEV ΓΙΑ ΤΟ

ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ POISSON

Οπως αναφέραμε στην εισαγωγή αυτού του κεφαλαίου, ειναι σκόπιμο να
ξεκινήσουμε τη μελέτη της ταυτότητας Derrick-Pohozaev από την αρχική
διατύπωση του εντυπωσιακού θεωρήματος του Derrick.

Θεώρημα 4 (Derrick 1964). Θεωρούμε το μεταβολικό συναρτησιακό

J(u) =
∫

RN

(1
2
|∇u|2 +F(u)

)
dx, (5.1)

όπου u : RN
→R, N> 2, είναι μια καθολικά ορισμένη συνάρτηση u∈C2(RN)

και F ∈ C(R). Δεν υπάρχει κανένα μη-τετριμμένο κρίσιμο σημείο του J το
οποίο να είναι ευσταθές, δηλ. για την δεύτερη μεταβολή του J να ισχύει

δ2J(u) > 0
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και τέτοιο ώστε τα

J1(u) =
∫

RN

1
2
|∇u|2dx, J2(u) =

∫
RN

F(u)dx

να είναι πεπερασμένα.

Απόδειξη. (Derrick). Εστω ότι υπάρχει ένα τέτοιο u ∈ C2(RN). Παίρνουμε
τις συναρτήσεις

uλ(x) = u(λx), (5.2)
όπου λ ∈R. Προφανώς uλ ∈ C2(RN) και τα J1(uλ), J2(uλ) είναι πεπερα-
σμένα. Απο την υπόθεση έχουμε

δJ(u) =
d

dλ
J(uλ)

∣∣∣∣∣
λ=1

= 0. (5.3)

Με την αλλαγή μεταβλητής y = λx παίρνουμε

J(uλ) =
1

λN−2

∫
RN

1
2
|∇u|2dx+

1
λN

∫
RN

F(u)dx.

Η (5.3) δίνει
N−2

2

∫
RN
|∇u|2dx+N

∫
RN

F(u)dx = 0. (5.4)

Η δεύτερη μεταβολή του J δίνεται από τη σχέση

δ2J(u) =
d2

dλ2 J(uλ)

∣∣∣∣∣∣
λ=1

Εκτελώντας πράξεις παίρνουμε

δ2J(u) = (N−1)(N−2)
1
2

∫
RN
|∇u|2dx+N(N+ 1)

∫
RN

F(u)dx

οπότε

(N−1)(N−2)
1
2

∫
RN
|∇u|2dx+N(N+ 1)

∫
RN

F(u)dx > 0. (5.5)

Από τις (5.4) και (5.5) παίρνουμε

−

∫
RN
|∇u|2dx > 0,

το οποίο είναι άτοπο διότι από τη σχέση αυτή έπεται ότι u = 0. �
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Πόρισμα. Με τις υποθέσεις του θεωρήματος, για κάθε κρίσιμο σημείο u ∈
C2(RN) του J ισχύει η ταυτότητα Derrick-Pohozaev, δηλ. η σχέση (5.4).

Σχόλιο. Το θεώρημα Derrick δεν κάνει καμμία υπόθεση για την συνάρτηση
F, όπως αν είναι θετική ή άρτια (τα γράφημά της είναι συμμετρκό ως
προς την ευθεία u = 0). Επίσης καμμία συνθήκη παραγωγισιμότητας
δεν χρειάζεται για την F. Ακόμη και η συνθήκη συνέχειας επί της F εί-
ναι πλεονασμός. Αυτή η παρατήρηση μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η
ταυτότητα Derrick-Pohozaev ισχύει σε ένα γενικότερο πλαίσιο.

Παρατηρήσεις 23. (i) Το θεώρημα Derrick δεν ισχύει για N = 1. Για N = 2
οι σχέσεις (5.4), (5.5) ανάγονται στην

∫
RN F(u)dx = 0. Με την πρόσθετη

υπόθεση F > 0 ή F 6 0 παίρνουμε πάλι το αποτέλεσμα του θεωρήματος.

(ii) Οι Berestycki, Lions [8] ασκούν εσϕαλμένα κριτική σ΄ αυτή την απο-
δεικτική διαδικασία θεωρώντας την ϕορμαλιστική (τυπική). Η διαφορά
βρίσκεται στο γεγονός ότι οι Berestycki, Lions στην (5.3) παραγωγίζουν
κάτω από το ολοκλήρωμα ενώ ο Derrick εκτελεί αλλαγή μεταβλητής ολο-
κλήρωσης.

(iii) Το θεώρημα Derrick γενικεύεται άμεσα για διανυσματικές συναρτήσεις
u : RN

→RM.

Το πρώτο ερώτημα που προκύπτει από την απόδειξη του πιο πάνω
θεωρήματος είναι ποιό θα ήταν το συμπέρασμα αν αντί για την κλιμά-
κωση y = λx στην σχέση (5.2) παίρναμε κάποια άλλη συνάρτηση. Αν
ακολουθούσαμε την διαδικασία αυτή θα επαναλαμβάναμε τα βήματα της
απόδειξης της Πρότασης 1, σελ. 20 και θα καταλήγαμε σε μια σχέση
ανάλογη της (2.11). Εαν Lx = 0 (το οποίο αληθεύει για το συναρτησιακό
του Θεωρήματος 4) τότε θα καταλήγαμε σε μια σχέση ανάλογη της (2.14),
σελ. 22, όπου η ολοκληρωταία ποσότητα δίνεται από την σχέση 2.15,
σελ. 23. Αντιλαμβανόμαστε αμέσως ότι υπάρχει κάποια σχέση μεταξύ
των συμπερασμάτων του Θεωρήματος 4, όπως για παράδειγμα η σχέση
(5.4), και των εσωτερικών μεταβολών ή ισοδύναμα των τανυστών ορμής-
ενέργειας.

Στη συνέχεια θα ακολουθήσουμε μια διαφορετική πορεία για την κατασκευή
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σχέσεων της μορφής (5.4), ξεκινώντας απευθείας από τον τανυστή ορμής-
ενέργειας του μεταβολικού προβλήματος4. Οι λόγοι είναι οι εξής:

1. Αν το J είναι ορισμένο σε ένα ϕραγμένο χωρίο, τότε ο μετασχημα-
τισμός x 7→ λx δεν εφαρμόζεται.

2. Μας ενδιαφέρουν σχέσεις της μορφής (5.4) για περιπτώσεις στις
οποίες οι συνθήκες του Θεωρήματος 4 δεν ισχύουν.

3. Ελπίζουμε ότι με τον τρόπο αυτό θα προκύψουν σχέσεις γενικότερες
της (5.4).

Θα χρειαστούμε το επόμενο λήμμα.

Λήμμα 4. Εστω Ω ⊂RN χωρίο με ∂Ω ∈ C1 και u : Ω→RM συνάρτηση με

u ∈ C1(Ω)M που ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη

u(x) = a, x ∈ ∂Ω

όπου a ∈RM είναι μια σταθερά. Τότε για κάθε x ∈ ∂Ω ισχύουν οι σχέσεις

∂u
∂h

= u′(x)h = ∇u(x) ·h = 0, ∀h ∈ Tx∂Ω (5.6)

και ∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
(x)

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∇u(x) ·ν(x)
∣∣∣ = ∣∣∣∇u(x)

∣∣∣ , (5.7)

όπου ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο στην

επιφάνεια ∂Ω.

Απόδειξη. Εστω h ∈ Tx∂Ω και γ : I =]−ε,ε[→ ∂Ω διαφορίσιμη καμπύλη του
∂Ω με γ(0) = x και γ′(0) = h. Για τη συνάρτηση f : I→RN, f (t) = u(γ(t)),
έχουμε f (t) =σταθ. , ∀t ∈ I, επομένως

f ′(t) = u′(γ(t)) ·γ′(t) =⇒ u′(x)h = f ′(0) = 0.
4Η απόδειξη του Pohozaev για την σχέση (5.4) για ϕραγμένα χωρία, η οποία υπ-

άρχει στο αρχικό paper του Pohozaev [49] καθώς επίσης και στα [60, 48, 8], προ-
χωράει πολλαπλασιάζοντας την μερική διαφορική εξίσωση του προβλήματος με x · ∇u
και ολοκληρώνοντας κατά μέρη. Η μέθοδος αυτή δεν έχει κάποιο ιδιαίτερο ενδιαφέρον
για την εργασία αυτή από την άποψη ότι δεν προσφέρεται για γενικεύσεις και επεκτάσεις
και για το λόγο αυτό δεν θα θεωρηθεί περαιτέρω στην εργασία αυτή.
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Εφαρμογή του αποτελέσματος αυτού σε κάθε συνιστώσα του u =
(u1, · · · ,uM) δίνει ∇ui(x) ∈Nx∂Ω, επομένως υπάρχουν συναρτήσεις

λi : ∂Ω→R, i = 1, · · · ,M,

τέτοιες ώστε
∇ui(x) = λi(x)ν(x), (5.8)

όπου ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο στην
επιφάνεια ∂Ω. Από τη σχέση αυτή παίρνουμε

∇ui(x) ·ν(x) = λi(x). (5.9)

Επομένως, λαμβάνοντας υπόψη ότι

∂u
∂ν

=

(
∂u1

∂ν
, · · · ,

∂uM

∂ν

)
και

∂ui

∂ν
= ∇ui(x) ·ν= λi(x)

παίρνουμε τελικά ∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2 = M∑
i=1

|λi(x)|2 =
M∑

i=1

|∇ui(x)|2

=
M∑

i=1

N∑
j=1

|ui, j(x)|2 = |∇u(x)|2.

�

Θεωρούμε τώρα το μεταβολικό πρόβλημα που ορίζεται από το συναρτη-
σιακό (5.1). Οι εξισώσεις Euler-Lagrange για το σύστημα αυτό είναι

∆u = Fu(u), (5.10)

όπου
Fu =

(
∂F
∂u1

, · · · ,
∂F
∂uM

)
.
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Ο τανυστής ορμής-ενέργειας υπολογίζεται με τη βοήθεια της σχέσης (2.17),
σελ. 24:

Ti j = uk,iuk, j−δi j(
1
2
|∇u|2 +F(u)). (5.11)

Το επόμενο θεώρημα μας δίνει την ταυτότητα Derrick-Pohozaev για το
συναρτησιακό (5.1).

Πρόταση 17. Εστω Ω ⊂RN ϕραγμένο χωρίο με ∂Ω ∈ C1 και u : Ω→RM

μια λύση του συστήματος μερικών διαφορικών εξισώσεων απόκλισης του

τανυστή ορμής-ενέργειας που αντιστοιχεί στο συναρτησιακό (5.1)

divT(u,∇u) = 0 (5.12)

με u ∈ C2(Ω)M
∩C1(Ω)M, η οποία ικανοποιεί την συνοριακή συνθήκη

u(x) = a, x ∈ ∂Ω

όπου a ∈ RM είναι μια σταθερά για την οποία ισχύει F(a) = 0. Τότε η u
ικανοποιεί την ακόλουθη ταυτότητα

N−2
2

∫
Ω
|∇u|2dx+N

∫
Ω

F(u)dx+
1
2

∫
∂Ω

(x−x0) ·ν|∇u|2dS = 0, (5.13)

όπου ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο της ∂Ω,

x ∈ ∂Ω, x0 ∈RN ένα τυχαίο σταθερό σημείο και |∇u|= (uk,iuk,i)
1/2.

Παρατήρηση 24. Γνωρίζουμε ότι αν η u ∈ C2(Ω)M
∩C1(Ω)M ικανοποιεί

τις εξισώσεις Euler-Lagrange του συστήματος (5.10), τότε ικανοποιεί και
την σχέση απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας divT(u,∇u) = 0 (βλ.
Πρόταση 8, σελ. 50) και επομένως το συμπέρασμα της πρότασης ισχύει
για λύσεις της (5.10).

Από την άλλη μεριά, οι λύσεις της divT(u,∇u) = 0 δεν είναι απαραίτητα
και λύσεις της (5.10) (βλ. Παρατήρηση 15, σελ. 53 και Αντιπαράδειγμα 2,
σελ. 52). Επομένως, όπως ϕαίνεται τουλάχιστον εκ πρώτης όψεως από
την πρόταση αυτή, η σχέση (5.13) ισχύει κάτω από γενικότερες συνθήκες
από την κλασική περίπτωση (βλ. [4], Διάλεξη 15, Λήμμα 1, σχέση (93),
σελ. 11 και [5, 60]). Ομως, στο [3] (βλ. σχέση (2.3) εκεί) σημειώνεται ότι
οι σχέσεις αυτές είναι «σχεδόν ισοδύναμες». Είναι επομένως απαραίτητο
να εξεταστεί αν το αποτέλεσμα της πιο πάνω πρότασης είναι γενικότερο
για την περίπτωση u ∈ C2(Ω)M

∩C1(Ω)M καθώς επίσης και τι ισχύει για
λιγότερο ομαλές λύσεις των (5.10) και (5.12).
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Απόδειξη. Ακολουθώντας τη μέθοδο του Schoen [55](5) ξεκινάμε από τη
σχέση

(xiTi j), j = δi jTi j + xiTi j, j = Tii

την οποία ολοκληρώνουμε στο Ω και εφαρμόζουμε το θεώρημα Green για
να πάρουμε ∫

Ω
Tii(x)dx =

∫
∂Ω

xiTi j(x)ν j(x)dS(x), (5.14)

όπου ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο της
∂Ω.

Από τη σχέση (5.11) είναι

Tii = |∇u|2−N(
1
2
|∇u|2 +F(u)) = −

N−2
2
|∇u|2−NF(u). (5.15)

Ο όρος xiTi jν j κάτω από το ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της (5.14) μετασχη-
ματίζεται γράφοντας το x ∈ ∂Ω ως εξής

x = (x ·ν)ν+(x ·h)h,

όπου h ∈ Tx∂Ω, |h|= 1 (συνεπώς h ·ν= 0). Για x ∈ ∂Ω έχουμε

xiTi jν j = ((x ·ν)νi +(x ·h)hi)Ti jν j = (x ·ν)νiTi jν j +(x ·h)hiTi jν j (5.16)

και αντικαθιστώντας την Ti j από την (5.11) με L = 1
2 |∇u|2 +F(u)

νiTi jν j = νiuk,iuk, jν j− (ν ·ν)L = νiuk,iuk, jν j−L (5.17)

και
hiTi jν j = hiuk,iuk, jν j− (ν ·h)L = 0 (5.18)

λόγω της h · ν = 0 και της σχέσης (5.6). Με βάση τη σχέση (5.7) η (5.17)
γράφεται στη μορφή

νiTi jν j =

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2−L = |∇u|2−L =
1
2
|∇u|2−F(a). (5.19)

5Πρόκειται για κάποια εκδοχή της διάλεξης Lecture 3-Matter fields and the stress-
energy tensor του Schoen για το μάθημα με κωδικό Math 286 του πανεπιστημίου Stan-
ford, τρίτο παράδειγμα, σελ. 4-5.
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Συνδυασμός των (5.16), (5.18) και (5.19) δίνει

xiTi jν j = (x ·ν)
(1
2
|∇u|2−F(a)

)
. (5.20)

Από τις (5.14), (5.15), (5.20) και λαμβάνοντας υπόψη ότι F(a) = 0 παίρνουμε
τη σχέση

N−2
2

∫
Ω
|∇u|2dx+N

∫
Ω

F(u)dx+
1
2

∫
∂Ω

(x ·ν)|∇u|2dS = 0. (5.21)

Ακολουθώντας την ίδια ακριβώς διαδικασία από την αρχή, αλλά πολ-
λαπλασιάζοντας τις συνιστώσες Ti j του τανυστή ορμής-ενέργειας με x0

i ,
όπου x0 = (x0

1, · · · ,x0
N), αντί για xi, αφού παρατηρήσουμε ότι το πρώτο

μέλος της (5.14) είναι μηδέν, παίρνουμε τελικά

1
2

∫
∂Ω

(x0 ·ν)|∇u|2dS = 0. (5.22)

Αφαίρεση κατά μέλη των (5.21) και (5.22) δίνει την (5.13). �

§ 3 ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ6

Θεωρούμε το μεταβολικό πρόβλημα που ορίζεται από τη λαγρανζιανή

L(u,z) =
1
2

bklrs(u)zklzrs +F(u), (5.23)

όπου u ∈RM, z ∈RM·N και

(Η0) Οι συναρτήσεις bklrs : RM
→ R (k,r = 1, · · · ,M; l,s = 1, · · · ,N) και F :

RM
→R είναι C1 και ικανοποιούν τις πιο κάτω υποθέσεις:

(Η1) Συμμετρία: bklrs = brskl.

6Πρόκειται για τα συστήματα κλάσης Ι του [5].
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(Η2) Ελλειπτικότητα: bklrs(u)zklzrs > c|z|2 ∀z ∈RM×N, ∀u ∈RM, όπου c > 0
είναι μία σταθερά και

|z|2 = zkizki. (5.24)

Σημειώνουμε ότι όταν M = N για zi j = ξiξ j, ξ= (ξ1, · · · ,ξn) ∈RN, από την
(Η2) παίρνουμε

bklrs(u)ξkξlξrξs > c|ξ|4. (5.25)

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange για το σύστημα αυτό είναι

∂
∂xi

(
brik j(u)

∂uk

∂x j

)
−

1
2

bkil j,r(u)
∂uk

∂xi

∂ul

∂x j
−F,r(u) = 0. (5.26)

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας υπολογίζεται με τη βοήθεια της σχέσης (2.17),
σελ. 24:

Ti j = bkjrs(u)uk,iur,s−δi j

(1
2

bknrs(u)uk,nur,s +F(u)
)
. (5.27)

Παρατήρηση 25. Η σχέση (5.26) εκφράζει ένα νόμο διατήρησηςσε στάσιμη
κατάσταση ([65] ενότ. 25.9, σελ. 521-524) για τη διανυσματική ποσότητα
u με ρεύμα J που εξαρτάται από το u μέσω της σχέσης

Jri = −brik j(u)
∂uk

∂x j
.

Αυτή η εξάρτηση υποδηλώνει ότι το μέσο είναι ανισότροπο και οι ιδιότητές
του εξαρτώνται από το πεδίο u. Πράγματι, αν M = 1 και τα brik j = bi j δεν
εξαρτώνται από το u, η σχέση αυτή ανάγεται στην

∂
∂xi

(
bi j
∂uk

∂x j

)
−F′(u) = 0.

Στο [65] θεωρείται ότι τα bi j = δi jb εξαρτώνται από το ∇u. Η περίπτωση
αυτή ανάγεται στο σύστημα της επόμενης ενότητας.

Από μια άλλη άποψη, η λαγρανζιανή (5.23) με bkil j = gi j(u) και F = 0 έχει
συζητηθεί στην αναφορά [60] (κεφ. Ι, ενότ. 1, σελ. 7) στο πλαίσιο των
ελαχιστικών επιφανειών σε πολλαπλότητες Riemann
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Η επόμενη πρόταση μας δίνει την ταυτότητα Derrick-Pohozaev για το
συναρτησιακό (5.23). Για την απόδειξή της θα χρειαστούμε το επόμενο
λήμμα.

Λήμμα 5. Εστω Ω ⊂RN χωρίο με ∂Ω ∈ C1 και u : Ω→RM συνάρτηση με

u ∈ C1(Ω)M που ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη

u(x) = a, x ∈ ∂Ω

όπου a ∈RM είναι μια σταθερά. Τότε για κάθε x ∈ ∂Ω ισχύει

uk, j(x) = uk,i(x)νi(x)ν j(x), (5.28)

όπου k = 1, · · · ,M; j = 1, · · · ,N και ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο

διανυσματικό πεδίο στην επιφάνεια ∂Ω.

Απόδειξη. Πράγματι, αν θέσουμε w :=
∂u
∂ν

στο ∂Ω, δηλ. wi = ui, jν j, τότε∑
i, j

(wiν j−ui, j)
2 = (wiν j−ui, j)(wiν j−ui, j)

= wiwiν jν j−wiν jui, j−ui, jwiν j +ui, jui, j

= wiwi−wiwi−wiwi +ui, jui, j

= |∇u|2−
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2 = 0

από τη σχέση (5.7) του Λήμματος 4. Εναλλακτικά το αποτέλεσμα προκύπτει
από συνδυασμό των σχέσεων (5.8) και (5.9). �

Πρόταση 18. Εστω Ω ⊂RN ϕραγμένο χωρίο με ∂Ω ∈ C1 και u : Ω→RM

μια λύση του συστήματος μερικών διαφορικών εξισώσεων απόκλισης του

τανυστή ορμής-ενέργειας (5.27) που αντιστοιχεί στην λαγρανζιανή (5.23)

divT(u,∇u) = 0. (5.29)

Για την (5.23) θεωρούμε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (Η0)-(Η2). Υποθέτουμε

ότι η λύση u ∈ C2(Ω)M
∩C1(Ω)M και ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη

u(x) = a, x ∈ ∂Ω
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όπου a ∈ RM είναι μια σταθερά για την οποία ισχύει F(a) = 0. Τότε η u
ικανοποιεί την ακόλουθη ταυτότητα

N−2
2

∫
Ω
|∇u|2udx+N

∫
Ω

F(u)dx+
1
2

∫
∂Ω

(x−x0) ·ν|∇u|2adS = 0, (5.30)

όπου έχει χρησιμοποιηθεί ο συμβολισμός

|p|2u = bklrs(u)pklprs (5.31)

ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο της ∂Ω και

x0 ∈RN ένα τυχαίο σταθερό σημείο.

Απόδειξη. Ακολουθώντας, όπως στην απόδειξη της πρότασης 17, τη
μέθοδο του Schoen [55] ολοκληρώνουμε στο Ω τη σχέση(xiTi j), j = Tii και
εφαρμόζουμε το θεώρημα Green για να πάρουμε∫

Ω
Tii(x)dx =

∫
∂Ω

xiTi j(x)ν j(x)dS(x), (5.32)

όπου ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο της
∂Ω.

Από την (5.27) είναι

Tii = −
N−2

2
bklrs(u)uk,lur,s−NF(u)

= −
N−2

2
|∇u|2u−NF(u). (5.33)

Ο όρος xiTi jν j κάτω από το ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της (5.32) μετασχη-
ματίζεται γράφοντας το x ∈ ∂Ω ως εξής

x = (x ·ν)ν+(x ·h)h,

όπου h ∈ Tx∂Ω, |h|= 1 (συνεπώς h ·ν= 0). Για x ∈ ∂Ω έχουμε

xiTi jν j = ((x ·ν)νi +(x ·h)hi)Ti jν j = (x ·ν)νiTi jν j +(x ·h)hiTi jν j. (5.34)

Για συντόμευση των σχέσεων θέτουμε L(u,∇u) = L0(u,∇u) + F(u) και
L0(u,∇u) = 1

2 |∇u|2u. Αντικαθιστώντας την Ti j από την (5.27) παίρνουμε

νiTi jν j = νiuk,ibkjrs(u)ur,sν j− (ν ·ν)L = νiuk,ibkjrs(u)uk, jν j−L0−F(a) (5.35)
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και
hiTi jν j = hiuk,ibkjrs(u)ur,sν j− (ν ·h)L = 0 (5.36)

λόγω της h ·ν= 0 και της σχέσης (5.6). Από τη σχέση (5.28) είναι

νiuk,ibkjrs(a)ur,sν j = uk, jbkjrs(a)ur,s = |∇u|a

οπότε η (5.35) γράφεται στη μορφή

νiTi jν j =
1
2
|∇u|2a −F(a). (5.37)

Συνδυασμός των (5.34), (5.36) και (5.37) δίνει

xiTi jν j = (x ·ν)
(1
2
|∇u|2a −F(a)

)
. (5.38)

Από τις (5.32), (5.33), (5.38) και λαμβάνοντας υπόψη ότι F(a) = 0 παίρνουμε
τη σχέση

N−2
2

∫
Ω
|∇u|2udx+N

∫
Ω

F(u)dx+
1
2

∫
∂Ω

(x ·ν)|∇u|2adS = 0. (5.39)

Ακολουθώντας την ίδια ακριβώς διαδικασία από την αρχή, αλλά πολ-
λαπλασιάζοντας τις συνιστώσες Ti j του τανυστή ορμής-ενέργειας με x0

i ,
όπου x0 = (x0

1, · · · ,x0
N), αντί για xi, αφού παρατηρήσουμε ότι το πρώτο

μέλος της (5.32) είναι μηδέν, παίρνουμε τελικά

1
2

∫
∂Ω

(x0 ·ν)|∇u|2adS = 0. (5.40)

Αφαίρεση κατά μέλη των (5.39) και (5.40) δίνει την (5.30). �

Παρατήρηση 26. Οπως και στην Παρατήρηση 24, αν η u ∈ C2(Ω)M
∩

C1(Ω)M ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange του συστήματος (5.26),
τότε ικανοποιεί και την σχέση απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας
divT(u,∇u) = 0 (βλ. Πρόταση 8, σελ. 50) και επομένως το συμπέρασμα
της Πρότασης 18 ισχύει για τις κλασσικές λύσεις της (5.26). Είναι ϕανερό
ότι ο ισχυρισμός της Πρότασης 18 ισχύει κάτω από γενικότερες συνθήκες
σε σύγκριση αυτές της Πρότασης 1 στο [5] και επομένως η παρούσα
διατύπωση της Πρότασης 18 είναι γενικότερη. �
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§ 4 ΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΤΗΣ p-ΛΑΠΛΑΣΙΑΝΗΣ7

Θεωρούμε το μεταβολικό πρόβλημα που ορίζεται από τη λαγρανζιανή

L(u,z) =
1
2
ϕ(|z|2)+F(u) (5.41)

όπου u ∈RM, z ∈RM·N και ϕ ∈ C2(R+) τέτοια ώστε ϕ(0) = 0 και ϕ′(s) >
0 ∀s > 0. Το σύστημα αυτό είναι γενίκευση της βαθμωτής περίπτωσης (βλ.
[14]).

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange για το σύστημα αυτό είναι

∂
∂xi

(
ϕ′(|∇u|2)

∂uk

∂xi

)
= F,k(u). (5.42)

Ο τανυστής ορμής-ενέργειας υπολογίζεται με τη βοήθεια της σχέσης (2.17),
σελ. 24:

Ti j = ϕ′(|∇u|2)uk,iuk, j−δi j

(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
. (5.43)

Παρατηρήσεις 27. (i) Οπως και στο σύστημα της προηγούμενης ενότη-
τας, η σχέση (5.42) εκφράζει ένα νόμο διατήρησης σε στάσιμη κατάσταση
([65] ενότ. 25.9, σελ. 521-524) για τη διανυσματική ποσότητα u με ρεύμα J
που εξαρτάται από το u μέσω της σχέσης Jki = −ϕ

′(|∇u|2)uk,i. Η βαθμωτή
περίπτωση M = 1 συμπίπτει απόλυτα με το σύστημα που εξετάζεται
στην προηγούμενη αναφορά.

(ii) Η βαθμωτή περίπτωση αντιστοιχεί στην εξίσωση ελαχιστικών επι-
ϕανειών [60, 2, 47]. Για 1 <M <N η u μπορεί να θεωρηθεί ότι παριστάνει
μια M-διάστατη υποπολλαπλότητα του RN ([23] κεφ. 4, ενότ. 42, σελ.
143-146 και ενότ. 52, σελ. 176-179). Η λαγρανζιανή του συστήματος
αυτού μπορεί να τεθεί σε μία μορφή, η οποία είναι κάτι μεταξύ αυτής και
της ενότητας § 3 (βλ. [23] κεφ. 4, ενότ. 52, σελ. 176-179).

(iii) Η διανυσματική περίπτωση της λαγρανζιανής (5.41) μπορεί να θεω-
ρηθεί ότι είναι η λαγρανζιανή ενός μη-γραμμική ελαστικού μέσου. Οπως
και στην προηγούμενη περίπτωση μπορούμε να θεωρήσουμε μια μικτού
τύπου λαγρανζιανή για ανισότροπα μη-γραμμικά ελαστικά μέσα.

7Πρόκειται για τα συστήματα της κλάσης ΙΙ του [5].
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Πρόταση 19. Εστω Ω ⊂RN ϕραγμένο χωρίο με ∂Ω ∈ C1 και u : Ω→RM

μια λύση του συστήματος μερικών διαφορικών εξισώσεων απόκλισης του

τανυστή ορμής-ενέργειας (5.43) που αντιστοιχεί στην λαγρανζιανή (5.41)

divT(u,∇u) = 0. (5.44)

Για την (5.41) θεωρούμε ότι ισχύουν οι υποθέσεις στην αρχή της ενότητας.

Περαιτέρω υποθέτουμε ότι η λύση u ∈C2(Ω)M
∩C1(Ω)M και ικανοποιεί τη

συνοριακή συνθήκη

u(x) = a, x ∈ ∂Ω

όπου a ∈ RM είναι μια σταθερά για την οποία ισχύει F(a) = 0. Τότε η u
ικανοποιεί την ακόλουθη ταυτότητα

N
2

∫
Ω
ψ(|∇u|2)dx+N

∫
Ω

F(u)dx+
1
2

∫
∂Ω

(x−x0) ·νψ̃(

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2)dS = 0, (5.45)

όπου

ψ(s) = ϕ(s)−
2
n

sϕ′(s)

ψ̃(s) = 2sϕ′(s)−ϕ(s),
(5.46)

ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο της ∂Ω και

x0 ∈RN ένα τυχαίο σταθερό σημείο.

Απόδειξη. Προχωράμε όπως στην απόδειξη της Πρότασης 18. Ολοκληρώ-
νοντας τη σχέση (xiTi j), j = Tii στο Ω μετά από εφαρμογή του θεωρήματος
Green παίρνουμε ∫

Ω
Tiidx =

∫
∂Ω

xiTi jν jdS. (5.47)

Από την (5.43) παίρνουμε

Tii = ϕ′(|∇u|2)|∇u|2−N
(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
= −

N
2
ψ(|∇u|2)−NF(u). (5.48)

Για x ∈ ∂Ω έχουμε
x = (x ·ν)ν+(x ·h)h
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όπου h ∈ Tx∂Ω, |h|= 1 (επομένως h ·ν= 0) και

xiTi jν j = (x ·ν)νiTi jν j +(x ·h)hiTi jν j

= (x ·ν)ϕ′(|∇u|2)
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2− (x ·ν)L (5.49)

+(x ·h)ϕ′(|∇u|2)uk,ihiuk, jν j− (x ·h)(h ·ν)L.

Επειδή u,ihi = 0 στο ∂Ω

xiTi jν j = (x ·ν)
(
ϕ′(|∇u|2)

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2− 1
2
ϕ(|∇u|2)−F(a)

)
. (5.50)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι στο ∂Ω

F(a) = 0,
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣ = |∇u|

από την (5.50) παίρνουμε

xiTi jν j = (x ·ν)
1
2
ψ̃(

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2), x ∈ ∂Ω. (5.51)

Συνδυασμός των (5.47), (5.48) και (5.51) δίνει την

N
2

∫
Ω
ψ(|∇u|2)dx+N

∫
Ω

F(u)dx+
1
2

∫
∂Ω

x ·νψ̃(
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2)dS = 0. (5.52)

Ακολουθώντας την ίδια ακριβώς διαδικασία από την αρχή, αλλά πολ-
λαπλασιάζοντας τις συνιστώσες Ti j του τανυστή ορμής-ενέργειας με x0

i ,
όπου x0 = (x0

1, · · · ,x0
N), αντί για xi, αφού παρατηρήσουμε ότι το πρώτο

μέλος της (5.47) είναι μηδέν, παίρνουμε τελικά

1
2

∫
∂Ω

(x0 ·ν)|∇u|2adS = 0. (5.53)

Αφαίρεση κατά μέλη των (5.52) και (5.53) δίνει τελικά την (5.45). �
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Παρατηρήσεις 28. (i) Ισχύει η Παρατήρηση 26 της προηγούμενης ενότη-
τας.

(ii) Για ορισμένες επιλογές της ϕ οι συναρτήσεις ψ, ψ̃ είναι μη-αρνητικές.
Για παράδειγμα για την επιλογή των ελαχιστικών επιφανειών

ϕ(s) = 2(
√

1+ s−1)

έχουμε

ψ(s) = 2(
√

1+ s−1−
1
n

s
√

1+ s
) > 0

και

ψ̃(s) =
2s
√

1+ s
−2(
√

1+ s−1) = 2
√

1+ s−1
√

1+ s
> 0.
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Κεφάλαιο 6

ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ

ΑΚΕΡΑΙΩΝ ΛΥΣΕΩΝ

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε σχέσεις μονοτονίας για τα συναρτησι-
ακά του προηγουμένου κεφαλαίου. Οι σχέσεις μονοτονίας είναι θεμελιώ-
δους σημασίας για τη μελέτη των ελαχιστικών επιφανειών [58] και την θεω-
ρία αρμονικών συναρτήσεων [55] (Lecture 3-Matter fields and the stress-
energy tensor, σελ. 5). Ακολουθούμε τη μέθοδο των τανυστών ορμής-
ενέργειας, η οποία όπως είδαμε προηγουμένως είναι δυνατόν να δώσει
κάποια πρόσθετη γενικότητα. Η μέθοδος αυτή βασίζεται στις διαλέξεις
του Schoen (βλ. προηγ. αναφορά, σελ. 4-5), όπου αναγράφεται ότι
«...θα ήταν ενδιαφέρον να γίνει παραγωγή της Σχέσης Μονοτονίας για
ελαχιστικές επιφάνειες από την ίδια μέθοδο θεώρησης1».

Με τον όρο μονοτονία εννοούμε τη μονοτονία της συνάρτησης

R 7→
1

Rα

∫
BR

L(x,u(x),∇u(x))dx

όπου α> 0, BR είναι η ανοιχτή μπάλα του RN με κέντρο ένα σταθερό σημείο
x0 και ακτίνα R, L μία συνάρτηση Lagrange και u μία ακέραια συνάρτηση.

1Σημ. Εννοεί τη μέθοδο των τανυστών ορμής-ενέργειας.

107
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§ 1 ΣΧΕΣΗ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟ

ΣΥΣΤΗΜΑ POISSON

Στο πλαίσιο της αναφοράς [4], Διάλεξη 15, 6.C, σελ. 7, θεωρούμε την
γενικευμένη εκτίμηση Modica

1
2
|∇u|2 6 ζF(u),

όπου ζ ∈]0,+∞] είναι μία σταθερά. Οι περιπτώσεις ασθενούς και ισχυρής
μονοτονίας[3] ανακτώνται ως δύο ειδικές περιπτώσεις της σχέσης αυτής
για ζ= +∞ και ζ= 1 αντίστοιχα. Η ανωτέρω σχέση πρέπει να θεωρείται
ως μια ϕορμαλιστική γενίκευση της εκτίμησης Modica, η ισχύς της οποίας
(για ζ= 1) δεν είναι γνωστή στην διανυσματική περίπτωση. Σημειώνουμε
ότι στην περίπτωση της ασθενούς μονοτονίας (ζ=+∞) η εκτίμηση Modica
ανάγεται στην τετριμμένη ανισότητα F(u) > 0.

Θεωρούμε το σύστημα του κεφ. 5 § 2, δηλ. την συνάρτηση Lagrange (5.1),
Ω := BR και

E(R) :=
∫

BR

(1
2
|∇u|2 +F(u)

)
dx. (6.1)

Ισχύει η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 20. Εστω u : RN
→RM μια ακέραια λύση του συστήματος μερικών

διαφορικών εξισώσεων απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας που αν-

τιστοιχεί στο συναρτησιακό (5.1)

divT(u,∇u) = 0

με u ∈ C2(RN)M. Τότε ισχύει η ακόλουθη σχέση μονοτονίας

d
dR

R
−(N−

2ζ
ζ+ 1

)
E(R)

 > 0. (6.2)

Για ζ= +∞ η σχέση αυτή απλοποιείται στην

d
dR

(
R−(N−2)E(R)

)
> 0.
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Απόδειξη. Από την σχέση (5.14) παίρνουμε∫
BR

Tii(x)dx = R
∫
∂BR

νi(x)Ti j(x)ν j(x)dS(x). (6.3)

Εχουμε

Tii = |∇u|2−N(
1
2
|∇u|2 +F(u))

=

 |∇u|2

1
2
|∇u|2 +F(u)

−N

 (1
2
|∇u|2 +F(u))

6 (
2ζ
ζ+ 1

−N)(
1
2
|∇u|2 +F(u)),

δηλ. ∫
BR

Tii(x)dx 6 −(N−
2ζ
ζ+ 1

)E(R) (6.4)

όπου η E(R) δίνεται από την (6.1).

Από την (5.11) παίρνουμε για x ∈ ∂BR

νiTi jν j =

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2−L > −(
1
2
|∇u|2 +F(u))

δηλ. ∫
∂BR

νiTi jν jdS > −
∫
∂BR

(
1
2
|∇u|2 +F(u))dS = −

dE
dR

. (6.5)

Συμδυασμός των (6.3), (6.4) και (6.5) δίνει

−R
dE
dR
6 −(N−

2ζ
ζ+ 1

)E(R).

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της ανισότητας αυτής με R
−N+

ζ−1
ζ+ 1

παίρνουμε

−R
1−(N−

ζ−1
ζ+ 1

) dE
dR

+(N−
2ζ
ζ+ 1

)R
−N+

ζ−1
ζ+ 1 E(R) 6 0
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δηλ.

−R
−N+

2ζ
ζ+ 1 dE

dR
+(N−

2ζ
ζ+ 1

)R
−N+

2ζ
ζ+ 1

−1
E(R) 6 0

Αρα

d
dR

R
−N+

2ζ
ζ+ 1 E(R)

 > 0.

�

Παρατήρηση 29. Οπως και με τις Παρατηρήσεις 24, 26 και 28(i), η δι-
ατύπωση της πιο πάνω πρότασης είναι γενικότερη από την αντίστοιχη
του Θεωρήματος 2.1 στο [3].

§ 2 ΣΧΕΣΗ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ

ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ

Θεωρούμε μια ειδική περίπτωση του συστήματος του κεφ. 5 § 3, δηλ. την
συνάρτηση Lagrange (5.23) για την οποία ισχύει επιπλέον η συνθήκη

(Η3) bkjrs(u) = bkr(u)δ js.

Από την συνθήκη (Η2) με zkj = ξkδ j1 παίρνουμε

bkl(u)ξkξl > c|ξ|2 (6.6)

όπου |ξ|=
√
ξkξk είναι η συνηθισμένη ευκλείδια νόρμα του ξ.

Η συνάρτηση E(R) ορίζεται ανάλογα με την αντίστοιχη της § 1

E(R) :=
∫

BR

(1
2
|∇u|2u +F(u)

)
dx. (6.7)

Υπενθυμίζεται ότι η νόρμα | · |u έχει οριστεί με την σχέση (5.31).
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Οπως και στην § 1 θεωρούμε την ϕορμαλιστική γενίκευση της ανισότητας
Modica

1
2
|∇u|2u 6 ζF(u),

όπου ζ ∈]0,+∞] είναι μία σταθερά, η οποία υποθέτουμε ότι ισχύει τουλά-
χιστον για ζ= +∞.

Ισχύει η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 21. Εστω u : RN
→RM μια ακέραια λύση του συστήματος μερικών

διαφορικών εξισώσεων απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας που αν-

τιστοιχεί στο συναρτησιακό (5.23) με u ∈C2(RN)M. Τότε ισχύει η ακόλουθη

σχέση μονοτονίας

d
dR

R
−(N−

2ζ
ζ+ 1

)
E(R)

 > 0. (6.8)

Για ζ= +∞ η σχέση αυτή απλοποιείται στην

d
dR

(
R−(N−2)E(R)

)
> 0.

Απόδειξη. Ισχύει όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 20 η σχέση (6.3).
Από την (5.33) παίρνουμε

Tii = |∇u|2u−N(
1
2
|∇u|2u +F(u))

=

 |∇u|2u
1
2
|∇u|2u +F(u)

−N

 (1
2
|∇u|2u +F(u))

6 −(N−
2ζ
ζ+ 1

)(
1
2
|∇u|2u +F(u))

και μετά από ολοκλήρωση στην μπάλα BR∫
BR

Tii(x)dx 6 −(N−
2ζ
ζ+ 1

)E(R) (6.9)

όπου η E(R) δίνεται από την (6.7).
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Χρήση της (5.27) για τον τανυστή δίνει για x ∈ ∂BR

νiTi jν j = νiuk,ibkjrs(u)ur,sν j− (
1
2
|∇u|2u +F(u))

= νiuk,ibkr(u)ur, jν j− (
1
2
|∇u|2u +F(u)) (6.10)

> c
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2− (1
2
|∇u|2u +F(u))

> −(
1
2
|∇u|2u +F(u)),

όπου η πρώτη ανισότητα έπεται από την (6.6). Ολοκλήρωση στο ∂BR
δίνει ∫

∂BR

νiTi jν jdS > −
∫
∂BR

(
1
2
|∇u|2u +F(u))dS = −

dE
dR

. (6.11)

Συνδιασμός των (6.3), (6.9) και (6.11) δίνει

−R
dE
dR
6 (N−

2ζ
ζ+ 1

)E(R)

από την οποία παίρνουμε όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 20

d
dR

R
−N+

2ζ
ζ+ 1 E(R)

 > 0.

�

§ 3 ΣΧΕΣΗ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΤΗΣ

p-ΛΑΠΛΑΣΙΑΝΗΣ

Θεωρούμε το σύστημα του κεφ. 5 § 4, δηλ. την συνάρτηση Lagrange
(5.41) με την πρόσθετη υπόθεση

(Η4) Υπάρχουν σταθερές α,β > 0 έτσι ώστε a <
N
2

, β <
N
2

και

α 6
sϕ′(s)
ϕ(s)

6 β ∀s > 0.
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Παραδείγματα 3. (i) Για ϕ(s) = s η (Η4) ικανοποιείται τετριμμένα με α =
β= 1 και N > 2.

(ii) Για ϕ(s) = 2(
√

1+ s−1) έχουμε ϕ′(s) =
1

√
1+ s

και έτσι

sϕ′(s)
ϕ(s)

=
1
2

(
1+

1
√

1+ s

)
,

από την οποία παίρνουμε

1
2
6

sϕ′(s)
ϕ(s)

6 1

και η (Η4) ικανοποιείται με α=
1
2

, β= 1 και N > 2.

(iii) Για την «p-Λαπλασιανή» ϕ(s) = sr, 0 < r <
N
2

, η (Η4) ικανοποιείται με
α= β= r. �

Η συνάρτηση E(R) ορίζεται από την σχέση

E(R) :=
∫

BR

(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
dx (6.12)

Οπως και στις προηγούμενες ενότητες θεωρούμε την ϕορμαλιστική γενί-
κευση της ανισότητας Modica

1
2
ϕ(|∇u|2) 6 ζF(u), (6.13)

όπου ζ ∈]0,+∞] είναι μία σταθερά, η οποία υποθέτουμε ότι ισχύει τουλά-
χιστον για ζ= +∞.

Ισχύει η επόμενη πρόταση.
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Πρόταση 22. Εστω u : RN
→RM μια ακέραια λύση του συστήματος μερικών

διαφορικών εξισώσεων απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας που αν-

τιστοιχεί στο συναρτησιακό (5.41) με u ∈C2(RN)M. Τότε ισχύει η ακόλουθη

σχέση μονοτονίας

d
dR

R
−N+2β

ζ
ζ+ 1 E(R)

 > 0. (6.14)

Για ζ= +∞ η σχέση αυτή απλοποιείται στην

d
dR

(
R−(N−2β)E(R)

)
> 0.

Απόδειξη. Ισχύει όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 20 η σχέση (6.3).
Από την (5.48) λαμβάνοντας υπόψη την υπόθεση (Η4) παίρνουμε

Tii 6 βϕ(|∇u|2)−N
(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
6 (2β−N)

(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
= −(N−2β)

(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
. (6.15)

Ολοκληρώνοντας στην μπάλα BR παίρνουμε∫
BR

Tiidx 6 −(N−2β)E(R). (6.16)

Επίσης για x ∈ ∂BR έχουμε

νiTi jν j = ϕ′(|∇u|2)uk,iνiuk, jν j−

(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
= ϕ′(|∇u|2)

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2− (1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
> −

(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
.

Ολοκληρώνοντας στην ∂BR παίρνουμε∫
∂BR

νiTi jν jdS > −
∫
∂BR

(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
dS = −

dE
dR

. (6.17)
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Συνδυασμός των σχέσεων (6.3), (6.16) και (6.17) δίνει

−R
dE
dR
6 −(N−2β)E(R).

Πολλαπλασιασμός και των δύο μελών της ανισότητας αυτής με −R−N+2β−1

δίνει

R−N+2β dE
dR
> (N−2β)R−N+2β−1E(R),

από την οποία παίρνουμε τελικά

d
dR

(R−N+2βE(R)) > 0. (6.18)

Αν λάβουμε υπόψη την γενικευμένη ανισότητα Modica (6.13), τότε η εκ-
τίμηση (6.15) για το Tii γίνεται

Tii 6 βϕ(|∇u|2)−N
(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
=

 βϕ(|∇u|2)
1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

−N


(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)

6
(
β

2ζ
ζ+ 1

−N
)(1

2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
= −

(
N−2β

ζ
ζ+ 1

)(1
2
ϕ(|∇u|2)+F(u)

)
.

Βλέπουμε εύκολα ότι η ανισότητα (6.18) ισχύει με β
ζ

ζ+ 1
στη θέση του β,

δηλ.

d
dR

(R
−N+2β

ζ
ζ+ 1 E(R)) > 0.

�
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§ 4 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΙΣ ΑΚΕΡΑΙΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΜΕΡΙΚΩΝ

ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Μια σημαντική συνέπεια των πιο πάνω προτάσεων είναι το εξής θεώρημα:

Θεώρημα 5. Δεν υπάρχει μη-τετριμμένη ακέραια λύση u ∈ C2(RN)M του

συστήματος μερικών διαφορικών εξισώσεων απόκλισης του τανυστή ορ-

μής-ενέργειας που αντιστοιχεί σε ένα από τα συναρτησιακά (5.1), (5.23),

(5.41) (ή των αντίστοιχων εξισώσεων Euler-Lagrange) τέτοια ώστε η αν-

τίστοιχη συνάρτηση Lagrange να είναι ολοκληρώσιμη στον RN.

Απόδειξη. Από τις Προτάσεις (20), (21) ή (22) έχουμε

E(R) >
Rγ

Rγ0
E(R0)→∞, R→∞

όπου γ > 0, R0 > 0 σταθερά και R > R0, εκτός εαν u = u0 =σταθερά και
F(u0) = 0. �

Επανερχόμαστε στο σημείο αυτό στο θεώρημα του Derrick, Θεώρημα
4, σελ. 90, στις υποθέσεις του οποίου συμπεριλαμβάνεται και η υπό-
θεση της ευστάθειας. Είναι προφανές από το Θεώρημα 5 ότι η υπόθεση
της ευστάθειας δεν είναι απαραίτητη και η υπόθεση της πεπερασμένης
ενέργειας (ολοκληρωσιμότητας της συνάρτησης Lagrange) είναι αρκετή
για τον αποκλεισμό μη τετριμμένων λύσεων. Επομένως θα μπορούσε
κάποιος να προσπαθήσει να αποδείξει το θεώρημα εγκαταλείποντας την
υπόθεση αυτή. Αυτό ακριβώς έγινε στο Θεώρημα 5 με όλη τη διαδικασία
που προηγήθηκε. Η κύρια διαφορά βρίσκεται στις εσωτερικές μεταβολές
στις οποίες βασίζεται, σε τελική ανάλυση, το Θεώρημα 5 αντί για τις απλές
ομοθετκές μεταβολές που χρησιμοποίησε ο Derrick.

Σε έναν σημαντικό αριθμό δημοσιεύσεων ακολουθείται μια διαφορετική
προσέγγιση, σύμφωνα με την οποία αναζητούνται λύσεις «άπειρης ενέρ-
γειας» και στη συνέχεια μελετάται το ερώτημα αν οι λύσεις αυτές είναι
ευσταθείς. Οι Dang, Fife και Peletier αναζητούν σαγματικές λύσεις της
μη-γραμμικής εξίσωσης Poisson με μη ομογενή όρο διευσταθούς (bistable)
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τύπου σε δύο διαστάσεις (N = 2) και στη συνέχεια αποδεικνύουν ότι οι λύ-
σεις είναι ασταθείς. Μια διαφορετική μέθοδο χρησιμοποιούν οι Gabré και
Terra για την μελέτη της ύπαρξης και ευστάθειας σαγματικών λύσεων της
ίδιας εξίσωσης με παρόμοιο μη ομογενή όρο σε περισσότερες διαστάσεις.

Ο σκοπός μας εδώ δεν είναι να δώσουμε μια πλήρη αναφορά του θέμα-
τος. Θα παρατηρήσουμε όμως, χωρίς να μπούμε σε λεπτομέρειες, ότι
η απόδειξη της αστάθειας των λύσεων που έχουν κατασκευαστεί με την
πιο πάνω διαδικασία δεν είναι εύκολη εργασία. Επομένως το ερώτημα
που τίθεται είναι αν μια τροποποίηση της μεθόδου του Derrick, πιθανώς
με χρήση δεύτερων εσωτερικών μεταβολών, μπορεί να οδηγήσει απευ-
θείας, χωρίς προηγούμενη κατασκευή της λύσης, σε μια απλούστερη και
συστηματικότερη απόδειξη της μη-ύπαρξης ευσταθών λύσεων «άπειρης
ενέργειας».
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Κεφάλαιο 7

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ - ΣΥΖΗΤΗΣΗ -

ΑΝΟΙΧΤΑ ΘΕΜΑΤΑ

Παρουσιάσαμε βασικές μεθόδους κατασκευής τανυστών ορμής-ενέργειας.
Διερευνήσαμε τη γεωμετρική και ϕυσική τους σημασία και δείξαμε πως
με βάση τους τανυστές αυτούς μπορούν να αναπτυχθούν ταυτότητες
Derrick-Pohozaev και σχέσεις μονοτονίας. Επίσης δείξαμε πώς από τα
αποτελέσματα αυτά μπορούν να συναχθούν θεωρήματα μη-ύπαρξης λύ-
σεων ΜΔΕ.

Μια σημαντική συνεισϕορά της εργασίας αυτής ήταν η παρατήρηση ότι η
ταυτότητα Derrick-Pohozaev που λαμβάνεται με τη μέθοδο των τανυστών
ορμής-ενέργειας ισχύει κάτω από γενικότερες συνθήκες.

Από την διερεύνηση των θεμάτων που είχαν αρχικά τεθεί ως στόχοι της ερ-
γασίας αυτής προέκυψαν αρκετά ερωτηματικά και θέματα για περαιτέρω
μελέτη. Ορισμένα από αυτά παρατίθενται πιο κάτω.

1. Προβλήματα υπό συνθήκες. Στο κεφ. 2 § 3 παρουσιάσαμε μεθό-
δους για την κατασκευή τανυστών ορμής-ενέργειας σε προβλήματα υπό
συνθήκες και τις εφαρμόσαμε στο μη-γραμμικό σύστημα Poisson με την
μη-ολονομική συνθήκη divu = 0. Οι τανυστές αυτοί δεν είναι εν γένει
ελεύθεροι απόκλισης. Παρόλα αυτά θα ήταν ενδιαφέρον να μελετηθεί η

119
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δυνατότητα ανάπτυξης ταυτότητας Derrick-Pohozaev και να εξεταστεί
αν είναι δυνατόν, ίσως κάτω από κάποιες προυποθέσεις, να παραχθούν
σχέσεις μονοτονίας, όπως στο κεφ. 6. Επίσης, σε σχέση με αυτό, εί-
ναι ενδιαφέρον να εξεταστεί αν το θέμα της ύπαρξης και ομαλότητας
πολλαπλασιαστών Lagrange σε μη-ολονομικές συνθήκες είναι πράγματι
ανοιχτό και σε περίπτωση θετικής απάντησης η διερεύνηση του.

2. Γεωμετρική σημασία τανυστών για M 6 N. Στο κεφ. 3 είδαμε
ότι οι τανυστές ορμής-ενέργειας έχουν κάποια ενδιαφέρουσα γεωμετρική
σημασία για M > N. Παραμένει ανοιχτό το θέμα για την αντίστοιχη
γεωμετρική σημασία για την περίπτωση M 6N.

3. Μηδενικές λαγρανζιανές. Στο κεφ. 4 § 3 είδαμε ότι διαφορετικές
μεταβολικές διατυπώσεις είναι δυνατόν να οδηγήσουν σε διαφορετικό
τανυστή ορμής-ενέργειας. Εναλλακτικά διατυπωμένο αυτό σημαίνει ότι
μηδενικές λαγρανζιανές είναι δυνατόν να δίνουν μη μηδενικό τανυστή
ορμής-ενέργειας. Το ϕαινόμενο αυτό είναι από μόνο του εξαιρετικά εν-
διαφέρον για περαιτέρω μελέτη. Είναι δυνατόν με αυτό το κριτήριο να
μπορεί κάποιος να ξεχωρήσει μια «προτιμώμενη» μεταβολική διατύπω-
ση ενός ϕυσικού προβλήματος; Εκτός αυτού θα ήταν ενδιαφέρον να δεί
κάποιος τι ταυτότητες Derrick-Pohozaev λαμβάνονται από μηδενικές λα-
γρανζιανές. Είναι προφανές ότι αυτές οι ταυτότητες, σε περίπτωση που
δεν είναι τετριμμένες, θα ισχύουν για κάθε συνάρτηση της κλάσης στην
οποία αναφέρεται η λαγρανζιανή, εφόσον οι εξισώσεις Euler-Lagrange
ικανοποιούνται ταυτοτικά για αυτές.

4. Ισοδυναμία εξισώσεων Euler-Lagrange και Noether. Σύμφωνα με
τις Παρατηρήσεις 24, 26 και 28(i), αποδείξαμε στην εργασία αυτή ότι η
ταυτότητα Derrick-Pohozaev που λαμβάνεται με τη μέθοδο των τανυστών
ορμής-ενέργειας, ισχύει κάτω από γενικότερες συνθήκες από ότι συνήθως.
Το ερώτημα που τίθεται είναι αν η ταυτότητα Derrick-Pohozaev που
παρουσιάσαμε εδώ, είναι πράγματι γενικότερη, δηλ. αν οι εξισώσεις Euler-
Lagrange δεν είναι ισοδύναμες με τις εξισώσεις απόκλισης του τανυστή
ορμής-ενέργειας. Από το Αντιπαράδειγμα 2 γνωρίζουμε ότι αυτό είναι αλ-
ηθές. Ομως παραμένει το ερώτημα, μήπως αυτό είναι αληθές για κάποιες
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ειδικές κατηγορίες συναρτήσεων Lagrange ή κάποιες ειδικές κατηγορίες
λύσεων; Δηλ. μήπως κάτω από ορισμένες υποθέσεις για την συνάρτηση
Lagrange ή/και την λύση των εξισώσεων απόκλισης του τανυστή ορμής-
ενέργειας, έχουμε ισοδυναμία των εξισώσεων αυτών με τις εξισώσεις
Euler-Lagrange; Σύμφωνα με κάποια προκαταρκτικά αποτελέσματα του
συγγραφέα, κάτω από ορισμένες γενικές υποθέσεις είναι δυνατόν να έχουμε
ισοδυναμία των εξισώσεων Euler-Lagrange με τις εξισώσεις Noether.

5. Μη-τετριμμένα αντιπαραδείγματα μη-ισοδυναμίας εξισώσεων Euler-
Lagrange και Noether Ενα άλλο ερώτημα που τίθεται σε σχέση με την
προηγούμενη παρατήρηση είναι το εξής. Στο Αντιπαράδειγμα 2 η λύση
των εξισώσεων απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας είναι τετριμμέ-
νη. Θα μπορούσε κάποιος να κάνει την υπόθεση ότι για μη τετριμμένες
λύσεις ίσως ισχύει η ισοδυναμία των εξισώσεων Euler-Lagrange με τις εξ-
ισώσεις απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας. Είναι επομένως ϕανερή
η ανάγκη για μη-τετριμμένα αντιπαραδείγματα που δείχνουν ότι οι εξισώ-
σεις Euler-Lagrange δεν είναι εν γένει (δηλ. χωρίς πρόσθετες συνθήκες)
ισοδύναμες με τις εξισώσεις απόκλισης του τανυστή ορμής-ενέργειας.

6. Ταυτότητα Derrick-Pohozaev για ασθενείς λύσεις των εξισώσεων

Euler-Lagrange ή Noether. Στην εργασία αυτή δεν αγγίξαμε καθόλου
το θέμα αυτό.

7. Η ταυτότητα Derrick-Pohozaev σε μη ϕραγμένα χωρία. Η ταυτότη-
τα Derrick-Pohozaev που παρουσιάσαμε στο κεφ. 5 ισχύει για ϕραγμένα
χωρία. Μια ενδιαφέρουσα επέκταση της ταυτότητας αυτής θα ήταν η
επέκτασή της σε μη-ϕραγμένα χωρία για δεδομένη ασυμπτωτική συμ-
περιϕορά της λύσης στο άπειρο, με σκοπό την ανάπτυξη θεωρημάτων
μη-ύπαρξης λύσεων με δεδομένη ασυμπτωτική συμπεριφορά. Μια τέτοια
ασυμπτωτική υπόθεση υπονοείται στην εκδοχή της ταυτότητας Derrick-
Pohozaev του Derrick στην οποία λείπουν οι επιφανειακοί όροι.

8. Μη-ύπαρξη ευσταθών λύσεων. Αναφερόμενοι στα σχόλια της ενότη-
τας 6 § 4 που έπονται του Θεωρήματος 5, ένα σημαντικό ερώτημα που
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τέθηκε εκεί είναι αν με τροποποίηση της μεθόδου του Derrick, πιθανώς
με χρήση δεύτερων εσωτερικών μεταβολών, θα μπορούσαμε να πάρουμε
απευθείας, χωρίς προηγούμενη κατασκευή της λύσης, μια απλούστερη
και συστηματικότερη απόδειξη μη-ύπαρξης ευσταθών λύσεων («άπειρης
ενέργειας»). Από μια άλλη οπτική γωνία, αυτό θα ήταν μία έμμεση απόδει-
ξη μη-ευστάθειας κάποιων δεδομένων λύσεων (που έχουν κατασκευαστεί
με κάποιο τρόπο).

9. Τανυστές ορμής-ενέργειας σε πολλαπλότητες. Το βασικό ερώτημα
εδώ είναι: για την παραγωγή της ταυτότητας Derrick-Pohozaev ποιό
πεδίο θα αντικαταστήσει το ρόλο του διανύσματος θέσης x; Η μέθοδος
του θεωρήματος Noether είναι μία απάντηση.

10. Τανυστές ορμής-ενέργειας και ταυτότητες Derrick-Pohozaev για

μη-μεταβολικά προβλήματα. Αυτό είναι επίσης ένα θέμα που δεν αγγί-
ξαμε στην εργασία αυτή.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1: Ορολογία

Ακέραια συνάρτηση entire function
Αμφιστοίχιση bijection
Ανέβασμα ομοτοπίας homotopy lifting
Βραχεία ακολουθία short sequence
Διαφορομορφισμός di�eomorphism
Εμμέριση immersion
Ενστοίχιση injection
Επιστοίχιση surjection
Εφαπτόμενος χώρος tangent space
Ινα �ber
Ινώδης δέσμη �ber bundle
Καθολικός διαφορομορφισμός global di�eomorphism
Υπεμμέριση subimmersion
Υπομέριση submersion
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