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Περίληψη

Στην παρούσα διπλωματική εργασία προτείνουμε μια νέα επέκταση του λογικού προ-
γραμματισμού. Αρχικά, εισάγουμε δύο τελεστές προτίμησης με τη σημασία «προαιρε-
τικά» και «εναλλακτικά» αντίστοιχα, που μπορούν να εμφανίζονται στα σώματα των
κανόνων και στη συνέχεια ορίζουμε σημασιολογία σταθερού σημείου για τη νέα αυτή
γλώσσα. Η σημασιολογία βασίζεται στην απειρότιμη λογική, μια επέκταση της κλασι-
κής δίτιμης λογικής στην οποία χρησιμοποιούνται άπειρες τιμές αλήθειας «λιγότερο
αληθείς» από την τιμή T και άπειρες τιμές αλήθειας «λιγότερο ψευδείς» από την τιμή
F . Η διαβάθμιση αυτή στις τιμές αληθείας αντιστοιχεί στον βαθμό προτίμησης.

ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ: Γλώσσες Προγραμματισμού

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: Λογικός Προγραμματισμός, Σημασιολογία Σταθερού Ση-
μείου, Προτιμήσεις, Απειρότιμη Λογική, Μη-κλασικές
Λογικές





Abstract

In this thesis we propose a new extension of Logic Programming. We introduce two
unary preference operators with the meaning “optionally” and “alternatively” respectively,
which can occur in the bodies of the clauses. In addition, we define fixed-point semantics
for this new language. The semantics is based on Infinitesimal Logic, an extension of
classical two-valued logic, in which there are infinite truth values that are “less true” than
“standard” truth, and infinite truth values that are “less false” than “standard” falsity.
These different levels of truth values correspond to different degrees of preferences.

SUBJECT AREA: Programming Languages

KEYWORDS: Logic Programming, Fixed-point Semantics, Preferences,
Infinitesimal Logic, Non-classical Logics
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Πρόλογος

Κάθε πελάτης μπορεί να έχει αυτοκί-
νητο σε ό,τι χρώμα προτιμά, αρκεί να
είναι μαύρο.

Henry Ford, 1863-1947

Κανονίστε να πάμε διακοπές σε όποιο
νησί θέλετε, θα προτιμούσα όμως να
μην πάμε με πλοίο γιατί ζαλίζομαι.

Ένας φίλος

Ας θεωρήσουμε το σενάριο στο οποίο μια παρέα ατόμων κανονίζουν να πάνε μαζί
διακοπές. Αυτός που τελικά θα κληθεί να τις οργανώσει (συνήθως ο πιο υπομονετι-
κός!), θα πρέπει να ακολουθήσει μια διαδικασία στην οποία λαμβάνοντας υπόψη τις
απαιτήσεις και τις προτιμήσεις των ατόμων, να καταλήξει σε ένα ή περισσότερα α-
ποτελέσματα. Πολύ πιθανόν (και μάλλον σίγουρα όσο μεγαλύτερη γίνεται η παρέα) ο
τελικός προορισμός των διακοπών να μην είναι η πρώτη επιλογή για κάποια άτομα.

Σε τέτοιου είδους εφαρμογές αποσκοπεί ο λογικός προγραμματισμός με προτιμή-
σεις, η νέα γλώσσα που προτείνουμε σε αυτήν την εργασία. Η γλώσσα αυτή, είναι
μια επέκταση του κλασικού λογικού προγραμματισμού, που έχει όμως τα εξής δύο
επιπλέον χαρακτηριστικά:

• Περιέχει δύο τελεστές προτίμησης με τη σημασία «προαιρετικά» και «εναλλα-
κτικά» αντίστοιχα, οι οποίοι μπορούν να εμφανίζονται στα σώματα των κανόνων.

• Οι απαντήσεις που παίρνει ο χρήστης δεν είναι απλά True ή False, αλλά μπορούν
να είναι τιμές «λιγότερο αληθείς» από την τιμή True ή «λιγότερο ψευδείς» από
την τιμή False.

Ας εξηγήσουμε το παραπάνω διαισθητικά με δύο παραδείγματα. Η ερώτηση στον
ταξιδιωτικό πράκτορα «θέλω ένα αεροπορικό εισητήριο για Αθήνα και προαιρετικά
θέση στο παράθυρο» θα μπορούσε να έχει τρείς απαντήσεις: «ναί», «όχι, δεν έχω



θέση στο παράθυρο» και «όχι, δεν έχω εισητήριο για Αθήνα». Τα δύο «όχι» όμως
δεν έχουν την ίδια βαρύτητα, αφού ο προορισμός είναι υποχρεωτική επιλογή ενώ
η θέση στο παράθυρο είναι προαιρετική επιλογή, οπότε μπορούμε να πούμε ότι η
δεύτερη απάντηση είναι «λιγότερο ψευδής» από την τρίτη. Έτσι έχουμε εισάγει μια
τιμή αληθείας «λιγότερο ψευδή» από την τιμή False.

Συμμετρικά, η ερώτηση στον ταξιδιωτικό πράκτορα «θέλω να πάω στην Θεσσαλο-
νίκη με τρένο ή εναλλακτικά με λεωφορείο» θα μπορούσε να έχει τρείς απαντήσεις:
«ναί, με τρένο», «ναι, με λεωφορείο» και «όχι». Τα δύο «ναι» όμως δεν έχουν την ίδια
βαρύτητα, αφού το τρένο είναι πρωτέυουσα επιλογή ενώ το λεωφορείο εναλλακτική,
οπότε μπορούμε να πούμε ότι η δεύτερη απάντηση είναι «λιγότερο αληθής» από την
πρώτη. Έτσι έχουμε εισάγει μια τιμή αληθείας «λιγότερο αληθή» από την τιμή True.

Παρατηρούμε ότι προσθέσαμε ένα επίπεδο αληθοτιμών λιγότερο σημαντικών από
τις «ακραίες» True, False. Γενικεύοντας, μπορούμε να προσθέσουμε δύο, τρία ή και
παραπάνω επίπεδα. Προσθέτοντας άπειρα, φτάνουμε να ορίσουμε το πεδίο της απει-
ρότιμης λογικής, μιας επέκτασης της κλασικής δίτιμης λογικής στην οποία χρησιμο-
ποιούνται άπειρες τιμές αλήθειας «λιγότερο αληθείς» από την τιμή True και άπειρες
τιμές αλήθειας «λιγότερο ψευδείς» από την τιμή False. Η απειρότιμη λογική ορίστηκε
αρχικά από τους Ροντογιάννη, Wadge στο [42] με σκοπό τον ορισμό μοντελοθεωρητικής
σημασιολογίας για τον λογικό προγραμματισμό με άρνηση.

Πως όμως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τους τελεστές «προαιρετικά» και «ε-
ναλλακτικά» (οι οποίοι συμβολίζονται με µ και ω αντίστοιχα) στη νέα αυτή γλώσσα;
Ας θεωρήσουμε ότι θέλουμε να κλείσουμε ένα δίκλινο δωμάτιο για διακοπές. Η τιμή
θέλουμε να είναι 40€ ή εναλλακτικά 50€, ενώ θα προτιμούσαμε να διαθέτει κλιμα-
τισμό. Ένα λογικό πρόγραμμα που θα αντιστοιχεί στις προτιμήσεις αυτές είναι το
παρακάτω:

rent(X) ← afford(X) ∧ beds(X, 2) ∧ µ ac(X).

afford(X) ← cost(X, 40€) ∨ ω cost(X, 50€).

Ας εξετάσουμε τις τιμές που παίρνει καθένα από τα κατηγορήματα του παραπάνω
προγράμματος. Για ένα δωμάτιο a το afford(a) παίρνει την τιμή

• T0, αν το κόστος διαμονής είναι 40€,

• T1, αν το κόστος διαμονής είναι 50€,

• F0, σε κάθε άλλη περίπτωση.

ενώ το rent(a) παίρνει την τιμή

• F0, αν το δωμάτιο δεν είναι δίκλινο,



• F1, αν δεν διαθέτει κλιματισμό,

• που παίρνει το afford(a), σε κάθε άλλη περίπτωση.

Συνεπώς, ανάλογα με την τιμή του rent(a) μπορούμε να αποφασίσουμε αν θα
κλείσουμε ή όχι το δωμάτιο a. Δηλαδή, αν το rent(a) έχει πάρει τιμή

• T0, τότε θα το κλείσουμε γιατί πληρούνται όλες οι προϋποθέσεις: είναι δίκλινο,
διαθέτει κλιματισμό και το κόστος διαμονής είναι χαμηλό.

• T1, τότε μάλλον θα το κλείσουμε, αν και το κόστος διαμονής είναι 50€, το οποίο
είναι εναλλακτική επιλογή για το κόστος διαμονής.

• F1, τότε μάλλον δεν θα το κλείσουμε γιατί λείπει ο κλιματισμός, ο οποίος όμως
είναι προαιρετική επιλογή και δεν ενοχλεί τόσο η απουσία του.

• F0, τότε δεν θα το κλείσουμε γιατί δεν πληρείται κάποια από τις απαραίτητες
προϋποθέσεις: μπορεί να μην είναι δίκλινο ή το κόστος διαμονής να μην είναι
ούτε 40€ ούτε 50€.

Μετά από τη σύντομη αυτή εισαγωγή, ας παρουσιάσουμε τη δομή του υπόλοιπου
κειμένου της εργασίας: Στο πρώτο κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε κάποια στοιχεία α-
πό τη θεωρία συνόλων που θα χρειαστούν στα επόμενα κεφάλαια και στο δεύτερο
κεφάλαιο θα κάνουμε μια σύντομη αναφορά στον κλασικό λογικό προγραμματισμό,
παρουσιάζοντας το συντακτικό και τη σημασιολογία του. Στο τρίτο κεφάλαιο θα πε-
ριγράψουμε την απειρότιμη λογική και θα εισάγουμε τους τελεστές προτίμησης, με
τη σημασία «προαιρετικά» και «εναλλακτικά». Στο τέταρτο κεφάλαιο θα ορίσουμε
τον λογικό προγραμματισμό με προτιμήσεις χρησιμοποιώντας τους τελεστές προτί-
μησης στα σώματα των κανόνων, και θα προτείνουμε σημασιολογία για τη νέα αυτή
γλώσσα. Στο πεμπτο κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε κάποιες εφαρμογές του λογικού
προγραμματισμού με προτιμήσεις και στο έκτο κεφάλαιο θα εξετάσουμε τις εναλλα-
κτικές προσεγγίσεις που υπάρχουν στη βιβλιογραφία σε σχέση με τη δική μας δουλειά.
Τέλος, στο έβδομο και τελευταίο κεφάλαιο θα συνοψίσουμε παραθέτοντας κάποιες
παρατηρήσεις, καθώς και πιθανές μελλοντικές κατευθύνσεις για την έρευνα πάνω στη
νέα αυτή γλώσσα.





Λογικός προγραμματισμός με προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική

Κεφάλαιο 1

Στοιχεία θεωρίας συνόλων

Η θεωρία συνόλων είναι το πιο διαδεδομένο σύστημα θεμελίωσης των μαθηματικών. Η
σύγχρονη μελέτη της ξεκινά από τον Georg Cantor τη δεκαετία του 1870. Μετά την ανα-
κάλυψη παραδόξων στην άτυπη θεωρία συνόλων (όπως το παράδοξο του Russell), προ-
τάθηκαν διάφορα συστήματα αξιωμάτων, με πιο γνωστό αυτό των Zermelo-Fraenkel
με την προσθήκη του αξιώματος επιλογής.

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε κάποια στοιχεία από τη θεωρία συνόλων
που θα χρειαστούν στα παρακάτω κεφάλαια. Θα αρχίσουμε με κάποιες βασικές έν-
νοιες όπως η μερική διάταξη και τα πλήρη πλέγματα, ώστε να φτάσουμε στη διατύ-
πωση των θεωρημάτων σταθερού σημείου των Knaster-Tarski και Kleene. Ένα πολύ
καλό βιβλίο για τη θεωρία συνόλων είναι το [22].

1.1 Σύνολα

Σύνολο ονομάζουμε μια συλλογή διακριτών αντικειμένων. Τα αντικείμενα που περι-
λαμβάνονται στο σύνολο ονομάζονται στοιχεία του συνόλου. Ο συμβολισμός x ∈ S

χρησιμοποιείται για να εκφράσει ότι το στοιχείο x ανήκει στο σύνολο S, ενώ ο συμβο-
λισμός x /∈ S χρησιμοποιείται για να εκφράσει ότι το στοιχείο x δεν ανήκει στο σύνολο
S.

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να περιγράψουμε ένα σύνολο. Για μικρά σύνολα
μπορούμε να γράψουμε όλα τα στοιχεία τους, π.χ. το σύνολο {0, 1, 2, 3} είναι το σύ-
νολο των φυσικών μικρότερων του 4. Για μεγαλύτερα σύνολα, για παράδειγμα το
σύνολο των φυσικών μικρότερων του 1000 μπορούμε είτε να γράψουμε ένα αρκετό
πλήθος των στοιχείων του, οπως {0, 1, 2, 3, . . . , 999} είτε να δώσουμε μια ιδιότητα ή
συνθήκη που χαρακτηρίζει τα στοιχεία του συνόλου, όπως {x : 0 ≤ x < 1000}. Το
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σύνολο {x1, x2, . . . , xn} θεωρείται πεπερασμένο ενώ το {x1, x2, . . . } άπειρο. Το σύνολο
των φυσικών συμβολίζεται με N, και το κενό σύνολο με το σύμβολο ∅.

Η ένωση S1 ∪ S2 δύο συνόλων είναι το σύνολο των στοιχείων που ανήκουν είτε
στο S1 είτε στο S2, η τομή S1 ∩ S2 δύο συνόλων είναι το σύνολο των στοιχείων που
ανήκουν και στο S1 και στο S2 και η διαφορά S1 \ S2 δύο συνόλων είναι το σύνολο
των στοιχείων που ανήκουν στο S1 αλλα όχι στο S2. Ενα σύνολο S1 είναι υποσύνολο
του S2 (γράφεται S1 ⊆ S2) όταν κάθε στοιχείο του S1 ανήκει επίσης και στο S2.
Δυναμοσύνολο ενός συνόλου S είναι το σύνολο όλων των υποσυνόλων του S, δηλαδή
είναι 2S = {X : X ⊆ S}.

Το καρτεσιανό γινόμενο S1×S2 δύο συνόλων είναι το σύνολο όλων των ζευγαριών
〈x1, x2〉 τέτοια ώστε x1 ∈ S1 και x2 ∈ S2. Αυτό μπορεί να γενικευθεί σε πολλά σύνολα.
Οπότε, S1 × S2 × · · · × Sn το σύνολο όλων των n-άδων 〈x1, x2, · · · , xn〉 τέτοια ώστε
xi ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n. Αν Si = S, 1 ≤ i ≤ n, τότε συνήθως γράφουμε Sn αντί για
S × · · · × S.

1.2 Διάταξη συνόλων

Έστω σύνολο S. Μια διμελής σχέση R στο S είναι ενα υποσύνολο του S×S. Συνήθως
γράφουμε R(x, y) ή ακόμη και xRy αντί για 〈x, y〉 ∈ R. Αν για μία σχέση f ⊆ S1 × S2

ισχύει ότι f(x, y), f(x, z) =⇒ y = z, τότε η σχέση αυτή ονομάζεται συνάρτηση. Σε
αυτήν την περίπτωση αντί για f ⊆ S1 × S2 γράφουμε f : S1 → S2 και αντί για f(x, y)

γράφουμε f(x) = y. Τελεστή ονομάζουμε μια συνάρτηση η οποία εφαρμόζεται πάνω
σε μια άλλη συνάρτηση.

Ορισμός 1.1 (Σχέση μερικής διάταξης). Μια διμελής σχέση R στο S ονομάζεται μερικής
διάταξης αν είναι:

1. ανακλαστική, δηλαδή ισχύει xRx για κάθε x ∈ S.

2. αντισυμμετρική, δηλαδή ισχύει xRy ∧ yRx =⇒ x = y, για κάθε x, y ∈ S

3. μεταβατική, δηλαδή ισχύει xRy ∧ yRz =⇒ xRz, για κάθε x, y, z ∈ S

Για παράδειγμα, αν S σύνολο και 2S το σύνολο όλων των υποσυνόλων του S, τότε η
σχέση υποσυνόλου ⊆ είναι σχέση μερικής διάταξης. Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε
το σύμβολο ≤ για μια σχέση μερικής διάταξης.

Ορισμός 1.2 (Σχέση ολικής διάταξης). Μια διμελής σχέση R στο S ονομάζεται ολικής
διάταξης αν είναι:
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1. αντισυμμετρική, δηλαδή ισχύει xRy ∧ yRx =⇒ x = y, για κάθε x, y ∈ S

2. ολική, δηλαδή ισχύει xRy ∨ yRx για κάθε x, y ∈ S.

3. μεταβατική, δηλαδή ισχύει xRy ∧ yRz =⇒ xRz, για κάθε x, y, z ∈ S

Για παράδειγμα, η σχέση ≤ στο N είναι σχέση ολικής διάταξης. Κάθε σχέση ολικής
διάταξης είναι και μερικής διάταξης.

1.3 Φράγματα και πλήρη πλέγματα

Ορισμός 1.3 (Άνω και κάτω φράγμα). Έστω S σύνολο με σχέση μερικής διάταξης ≤
και ένα υποσύνολο X ⊆ S.

• Το a ∈ S είναι άνω φράγμα του X αν για κάθε x ∈ X είναι x ≤ a.

• Το b ∈ S είναι κάτω φράγμα του X αν για κάθε x ∈ X είναι b ≤ x.

Ορισμός 1.4 (Ελάχιστο ανω και μέγιστο κάτω φράγμα). Έστω S σύνολο με σχέση
μερικής διάταξης ≤ και ένα υποσύνολο X ⊆ S.

• Το a ∈ S είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του X αν είναι άνω φράγμα, και για
κάθε άνω φράγμα a′ του X είναι a ≤ a′.

• Το b ∈ S είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του X αν είναι κάτω φράγμα, και για
κάθε κάτω φράγμα b′ του X είναι b′ ≤ b.

Το ελάχιστο άνω φράγμα του X αν υπάρχει είναι μοναδικό, συνεπώς μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό lub(X). Επίσης, το μέγιστο κάτω φράγμα του X

αν υπάρχει είναι μοναδικό, συνεπώς μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό
glb(X).

Ορισμός 1.5 (Πλήρες πλέγμα). Έστω S σύνολο με σχέση μερικής διάταξης ≤. Το S

ονομάζεται πλήρες πλέγμα, αν για κάθε X ⊆ S υπάρχουν τα lub(X) και glb(X).

Για παράδειγμα, αν S σύνολο και 2S το σύνολο όλων των υποσυνόλων του S, τότε το
〈2S,⊆〉 είναι πλήρες πλέγμα, με ελάχιστο άνω φράγμα το S και μέγιστο κάτω φράγμα
το ∅. Για την ακρίβεια, για κάθε X ⊆ 2S , είναι lub(X) =

∪
x∈X x και glb(X) =

∩
x∈X x.

Συμβολίζουμε με > το lub(L) και ⊥ το glb(L) ενός πλήρους πλέγματος L.

Πρόταση 1.1. Έστω L πλήρες πλέγμα και A,B ⊆ L.
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1. Αν για κάθε a ∈ A υπάρχει b ∈ B τέτοιο ώστε a ≤ b, τότε lub(A) ≤ lub(B).

2. Αν για κάθε a ∈ A υπάρχει b ∈ B τέτοιο ώστε a ≥ b, τότε glb(A) ≥ glb(B).

Απόδειξη. Δείχνουμε για κάθε περίπτωση ξεχωριστά.

1. Για κάθε b ∈ B είναι b ≤ lub(B). Επίσης, για κάθε a ∈ A υπάρχει b ∈ B τέτοιο
ώστε a ≤ b ≤ lub(B) =⇒ το lub(B) είναι άνω φράγμα του A =⇒ lub(A) ≤
lub(B).

2. Για κάθε b ∈ B είναι b ≥ glb(B). Επίσης, για κάθε b ∈ B υπάρχει a ∈ A τέτοιο
ώστε a ≥ b ≥ glb(B) =⇒ το glb(B) είναι κάτω φράγμα του A =⇒ glb(A) ≥
lub(B).

Πρόταση 1.2. Έστω L πλήρες πλέγμα και S ⊆ L.

1. Αν S =
∪

i∈I Si τότε lub(S) = lub
{
lub(Si) : i ∈ I

}
.

2. Αν S =
∪

i∈I
∪

j∈J Sij τότε

lub
{
lub

{
Sij : j ∈ J

}
: i ∈ I

}
= lub

{
lub

{
Sij : i ∈ I

}
: j ∈ J

}
= lub(S).

Απόδειξη. 1. Βλέπε [2].

2. Έστω Si =
∪

j∈J Sij και Sj =
∪

i∈I Sij. Είναι S =
∪

i∈I Si =
∪

j∈J Sj. Εφαρμόζουμε
το πρώτο σκέλος της πρότασης.

lub
{
lub

{
Sij : j ∈ J

}
: i ∈ I

}
= lub

{
lub(Si) : i ∈ I

}
= lub(S).

lub
{
lub

{
Sij : i ∈ I

}
: j ∈ J

}
= lub

{
lub(Sj) : j ∈ J

}
= lub(S).

1.4 Σταθερά σημεία

Τα σταθερά σημεία παίζουν έναν πολύ σημαντικό ρόλο σε πολλές περιοχές της επι-
στήμης των υπολογιστών και της λογικής. Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε δύο
βασικά θεωρήματα σταθερών σημείων που χρησιμοποιούμε για να δώσουμε σημασιο-
λογία στα λογικά προγράμματα. Αρχικά όμως θα πρέπει να ορίσουμε τις έννοιες της
μονοτονικότητας, της συνέχειας και του σταθερού σημείου.
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Ορισμός 1.6 (Μονοτονικότητα). Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα και τελεστής T : L→ L.
Ο T ονομάζεται μονοτονικός, αν για κάθε x, y ∈ L ισχύει ότι x ≤ y =⇒ T (x) ≤ T (y).

Ορισμός 1.7 (Κατευθυνόμενο σύνολο). Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα και X ⊆ L. Το X

ονομάζεται κατευθυνόμενο, αν κάθε πεπερασμένο υποσύνολο του X έχει άνω φράγμα
στο X.

Ορισμός 1.8 (Συνέχεια). Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα και τελεστής T : L → L. Ο
T ονομάζεται συνεχής, αν για κάθε κατευθυνόμενο X ⊆ L ισχύει ότι T (lub(X)) =

lub(T (X)), όπου T (X) = {T (x) : x ∈ X}.

Ορισμός 1.9 (Σταθερό σημείο). Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα και τελεστής T : L → L.
Το a ∈ L ονομάζεται σταθερό σημείο του T αν ισχύει ότι T (a) = a.

Ορισμός 1.10 (Ελάχιστο και μέγιστο σταθερό σημείο). Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα
και τελεστής T : L→ L.

• Το a ∈ L ονομάζεται ελάχιστο σταθερό σημείο του T αν είναι σταθερό σημείο
του T , και για κάθε σταθερό σημείο a′ του T ισχύει ότι a ≤ a′.

• Το b ∈ L ονομάζεται μέγιστο σταθερό σημείο του T αν είναι σταθερό σημείο του
T , και για κάθε σταθερό σημείο b′ του T ισχύει ότι b′ ≤ b.

Στη συνέχεια, ακολουθεί το θεώρημα σταθερού σημείου για την περίπτωση της
μονοτονικότητας.

Θεώρημα 1.1 (Knaster-Tarski). Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα και μονοτονικός τελε-
στής T : L → L. Ο T έχει ένα ελάχιστο σταθερό σημείο lfp(T ) και ένα μέγιστο
σταθερό σημείο gfp(T ). Επίσης, είναι lfp(T ) = glb{x : T (x) = x} = glb{x : T (x) ≤ x}
και gfp(T ) = lub{x : x = T (x)} = lub{x : x ≤ T (x)}.

Απόδειξη. Βλεπε [32].

Παρατηρούμε ότι η μονοτονικότητα μας εγγυάται σταθερό σημείο. Επειδή απο-
δεικνύεται ότι κάθε συνεχής τελεστής είναι και μονοτονικός, θα περιμένουμε ότι η
συνέχεια εκτός από σταθερό σημείο θα μας εγγυάται και κάτι παραπάνω. Αυτό είναι
η δυνατότητα να προκύψει το σταθερό σημείο «κατασκευαστικά», δηλαδή εφαρμόζον-
τας τον T «στον εαυτό του πολλές φορές», δηλαδή:

⊥, T (⊥), T (T (⊥)), T (T (T (⊥)), . . .
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Επειδή όμως σε πολλές περιπτώσεις οι φυσικοί αριθμοί «δεν φτάνουν», θα χρειαστεί
να μετρήσουμε «καλύτερα» χρησιμοποιώντας την έννοια των διατακτικών αριθμών.

Διαισθητικά, οι διατακτικοί αριθμοί είναι αυτό που χρησιμοποιούμε όταν μετράμε.
Κάθε διατακτικός αριθμός ορίζεται ως το σύνολο όλων των προηγούμενων του. Ο
πρώτος διατακτικός είναι ο 0 = ∅, ενώ οι επόμενοι είναι οι 1 = {0} = {∅}, 2 =

{0, 1} = {∅, {∅}}, 3 = {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} κ.ο.κ. Αυτοί είναι οι πεπερασμένοι
διατακτικοί. Ο πρώτος άπειρος διατακτικός είναι ο ω = {1, 2, 3, . . . }. Επόμενοι δια-
τακτικοί ονομάζονται αυτοί που παράγονται από τον προηγούμενό τους +1 δηλαδή
ισχύει α + 1 = α ∪ {α}. Αυτό ισχύει για παράδειγμα στους φυσικούς. Οι διατακτικοί
για τους οποίους δεν ισχύει αυτό (εκτός από το 0) ονομάζονται οριακοί διατακτικοί,
όπως για παράδειγμα ο ω. Μετά τον ω ακολουθούν οι ω + 1 = ω ∪ {ω}, ω + 2, ω + 3

μέχρι να φτάσουμε στον επόμενο οριακό διατακτικό, τον ω2. Συνεπώς η σειρά είναι
διαισηθτικά η εξής:

0, 1, 2, . . . , ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω2, ω2 + 1, . . . , ω3, . . . , ωn . . . , ω2, . . . , ωω, . . .

Στη συνέχεια θα ορίσουμε το πως γίνεται η εφαρμογή ενός μονοτονικού τελεστή
στον εαυτό του α φορές, όπου α διατακτικός αριθμός.

Ορισμός 1.11. Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα και μονοτονικός τελεστής T : L → L.
Ορίζουμε

• T ↑ 0 = ⊥

• T ↑ α =


T (T ↑ (α− 1)), αν α επόμενος διατακτικός

lub{T ↑ β : β < α}, αν α οριακός διατακτικός

• T ↓ 0 = >

• T ↓ α =


T (T ↓ (α− 1)), αν α επόμενος διατακτικός

lub{T ↓ β : β < α}, αν α οριακός διατακτικός

Στη συνέχεια, ακολουθεί το θεώρημα σταθερού σημείου για την περίπτωση της
συνέχειας.

Θεώρημα 1.2 (Kleene). Έστω 〈L,≤〉 πλήρες πλέγμα και συνεχής τελεστής T : L→ L.
Τότε θα ισχύει lfp(T ) = T ↑ ω.

Απόδειξη. Βλεπε [32].
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Συνεπώς στην περίπτωση που ο T είναι συνεχής, για την εύρεση του lfp(T ) θα
χρειαστούν το πολύ ω εφαρμογές του T , κάτι που δεν ισχύει όμως απαραίτητα για το
gfp(T ). Υπάρχει αντιπαράδειγμα [32] για το οποίο gfp(T ) 6= T ↓ ω.
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Κεφάλαιο 2

Λογικός προγραμματισμός

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε το συντακτικό και τη δηλωτική σημασιολογία
των van Emden και Kowalski για τον κλασικό λογικό προγραμματισμό [46]. Η παρου-
σίαση δεν θα είναι εξαντλητική. Για περισσότερες λεπτομέρειες ανατρέξτε στα [32],
[39], [5], [53].

2.1 Προγραμματίζοντας με λογική

Ο λογικός προγραμματισμός βασίζεται στη μαθηματική λογική και χρησιμοποιείται
τόσο ως μέσο αναπαράστασης γνώσης όσο και για υπολογισμούς. Ο τρόπος προγραμ-
ματισμού γίνεται μέσω μιας σειράς δηλωτικών εκφράσεων, οι οποίες περιγράφουν
τις ιδιότητες του προβλήματος και μέσω αυτών προκύπτει το αποτέλεσμα. Αυτές οι
εκφράσεις, το σύνολο δηλαδή από τους κανόνες που μοντελοποιούν το πρόβλημα ονο-
μάζονται λογικά προγράμματα.

Σύμφωνα με την πολύ γνωστή ρήση του Robert Kowalski «Αλγόριθμος = Λογική
+ Έλεγχος» [31], κάθε αλγόριθμος αποτελείται από δύο βασικά συστατικά, τη λογική
(τί θα επιλυθεί) και τον έλεγχο (πώς θα επιλυθεί). Κάθε είδος προγραμματισμού δίνει
διαφορετικό βάρος σε καθένα από τα δύο συστατικά. Στον λογικό προγραμματισμό
ο προγραμματιστής ασχολείται μόνο με τη λογική, δηλαδή την περιγραφή του συστή-
ματος ή την κωδικοποίηση της γνώσης με τη μορφή ενός συνόλου λογικών προτάσεων.
Το πως θα γίνει η επίλυση αφήνεται σε έναν μηχανισμό εξαγωγής συμπερασμάτων. Ο
δηλωτικός αυτός τρόπος συγγραφής των προγραμμάτων, προϋποθέτει να γνωρίζουμε
τι μπορούν ή δεν μπορούν να εκφράσουν ή να υπολογίσουν τα λογικά προγράμμα-
τα, δηλαδή τι σημαίνουν. Αυτό είναι το αντικείμενο της σημασιολογίας του λογικού
προγραμματισμού.
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2.2 Συντακτικό

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε το συντακτικό, δηλαδή τη μορφή των λογικών προ-
γραμμάτων. Ένα λογικό πρόγραμμα διαισθητικά είναι ένα σύνολο γεγονότων και κα-
νόνων το οποίο μπορεί να περιγράφει τη μορφή του κωδικοποιούμενου κόσμου, δηλαδή
είναι μια δήλωση του τι ισχύει στον κόσμο που θέλουμε να μοντελοποιήσουμε.

Για κάθε λογικό πρόγραμμα ορίζουμε τα εξής σύνολα:

• P : σύνολο κατηγορημάτων

• F : σύνολο συναρτησιακών συμβόλων

• V : σύνολο μεταβλητών

Σε κάθε κατηγόρημα ή συναρτησιακό σύμβολο k αντιστοιχεί ένας ακέραιος αριθμός
n ≥ 0 που λέγεται βαθμός του k. Το k συμβολίζεται και k/n. Τα συναρτησιακά σύμβολα
βαθμού 0 λέγονται και σταθερές.

Ορισμός 2.1 (Όρος). Ένας όρος ορίζεται ως εξής:

1. Αν X ∈ V , τότε το X είναι όρος.

2. Αν c/0 ∈ F , τότε το c είναι όρος.

3. Αν f/n ∈ F και t1, t2, . . . , tn είναι όροι, τότε το f(t1, t2, . . . , tn) είναι όρος.

Ορισμός 2.2 (Ατομικός τύπος). Ένας ατομικός τύπος (ή άτομο) ορίζεται ως εξής:

1. Αν p/0 ∈ P , τότε το p είναι άτομο.

2. Αν p/n ∈ P και t1, t2, . . . , tn είναι όροι, τότε το p(t1, t2, . . . , tn) είναι άτομο.

Διαισθητικά, ένας όρος αναπαριστά μια οντότητα ή ένα αντικείμενο του κωδικο-
ποιούμενου κόσμου, ενώ ένας ατομικός τύπος αναπαριστά ένα γεγονός, μια ιδιότητα,
ή μια σχέση ανάμεσα σε οντότητες ή αντικείμενα του κωδικοποιούμενου κόσμου.

Ορισμός 2.3 (Τύπος). Ένας καλοσχηματισμένος τύπος (ή τύπος) ορίζεται ως εξής:

1. Αν το A είναι άτομο, τότε το A είναι τύπος.

2. Αν τα φ, φ1, φ2 είναι τύποι, τότε τα (¬φ), (φ1∧φ2), (φ1∨φ2), (φ1 ← φ2), (φ1 ↔ φ2)

είναι τύποι.

3. Αν το φ είναι τύπος και x ∈ V , τότε τα ∀x φ και ∃x φ είναι τύποι.
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Στους τύπους ∀x φ και ∃x φ, το φ ονομάζεται εμβέλεια των ποσοδεικτών ∀ και
∃. Μια εμφάνιση κάποιας μεταβλητής αμέσως μετά τον ποσοδείκτη και μέσα στην
εμβέλειά του, ονομάζεται δεσμευμένη, ενώ η εμφάνισή της έξω από την εμβέλεια
οποιουδήποτε ποσοδείκτη, ονομάζεται ελεύθερη. Ένας τύπος που στερείται ελεύθερων
μεταβλητών θα ονομάζεται κλειστός τύπος.

Ορισμός 2.4 (Κανόνας). Ένας οριστικός κανόνας (ή κανόνας) είναι ένας τύπος της
μορφής:

∀x1∀x2 . . . ∀xs(A ∨ ¬A1 ∨ ¬A2 ∨ ¬ · · · ∨ ¬An)

όπου τα A,A1, A2, . . . , An είναι άτομα και x1, x2, . . . , xs οι μεταβλητές που εμφανίζονται
στα άτομα αυτά. Το παραπάνω συμβολίζεται για ευκολία ως:

A← A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An

To A ονομάζεται κεφαλή και το A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An ονομάζεται σώμα του κανόνα.

Ορισμός 2.5 (Στόχος). Ένας στόχος είναι ένας τύπος της μορφής:

← A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An

δηλαδή είναι ένας κανόνας με κενή κεφαλή.

Ορισμός 2.6 (Λογικό πρόγραμμα). Ορίζουμε ως οριστικό λογικό προγραμμα (ή λογικό
πρόγραμμα) ένα σύνολο οριστικών κανόνων.

Το επίθετο «οριστικός» χρησιμοποιείται για να διαχωρίσει την απλή αυτή μορφή
των λογικών προγραμμάτων από άλλες επεκτάσεις τους, όπως την ύπαρξη άρνησης
στα σώματα των κανόνων ή την ύπαρξη παραπάνω του ενός ατόμων στην κεφαλή του
κανόνα. Δεν θα ασχοληθούμε σε αυτό το σημείο περισσότερο με αυτές τις επεκτάσεις.

Παράδειγμα 2.1 (Γενεαλογικό δέντρο).

P1 =



father(uranus, cronus), father(cronus, zeus),

father(cronus, hades), father(zeus, apollo),

father(zeus, ares), father(zeus, hermes),

grandfather(X, Y )← father(X,Z) ∧ father(Z, Y ),

ancestor(X, Y )← father(X,Y ),

ancestor(X,Y )← father(X,Z) ∧ ancestor(Z, Y ),


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Διαισθητικά, το κατηγόρημα grandfather(X, Y ) ισχύει αν ο X είναι παππούς του Y ,
π.χ. το grandfather(cronus, hermes) είναι αληθές ενώ το grandfather(cronus, hades) εί-
ναι ψευδές. Επίσης, το κατηγόρημα ancestor(X, Y ) ισχύει αν ο X είναι πρόγονος
του Y , π.χ. το ancestor(uranus, ares) και το ancestor(zeus, apollo) είναι αληθή ενώ το
ancestor(hermes, apollo) είναι ψευδές.

Παράδειγμα 2.2 (Περιττοί και άρτιοι αριθμοί).

P2 =


even(0),

odd(s(X))← even(X),

even(s(X))← odd(X),


Το συναρτησιακό σύμβολο s και η σταθερά 0 χρησιμοποιούνται για την αναπαράσταση
των φυσικών αριθμών, π.χ. το 0 αναπαριστά τον αριθμό 0, το s(0) αναπαριστά τον
αριθμό 1 (δηλαδή τον επόμενο του 0), το s(s(0)) αναπαριστά τον αριθμό 2 (δηλαδή
τον επόμενο του επομένου του 0) κ.ο.κ.. Το κατηγόρημα even(X) είναι αληθές αν ο X

είναι άρτιος αριθμός ενώ το κατηγόρημα odd(X) είναι αληθές αν ο X είναι περιττός
αριθμός, δηλαδή τα even(0), odd(s(0)), even(s(s(0))) είναι αληθή.

2.3 Μοντελοθεωρητική σημασιολογία

Εκτός από τη συντακτική πλευρά των λογικών προγραμμάτων που εξετάσαμε στην
προηγούμενη ενότητα, μας ενδιαφέρει να περιγράφουμε τι σημαίνουν τα προγράμ-
ματα αυτά. Επειδή τα λογικά προγράμματα εκφράζουν μόνο θετική γνώση και δεν
δηλώνουν πότε μια σχέση δεν ισχύει, δεν είναι δυνατόν να φτιάξουμε προγράμματα με
αντικρουόμενους κανόνες. Τα λογικά προγράμματα έχουν δηλαδή όπως λέμε, πάντα
μοντέλο. Στην ενότητα αυτή λοιπόν θα περιγράψουμε τη μοντελοθεωρητική σημασιο-
λογία των λογικών προγραμμάτων, θα δείξουμε δηλαδή ότι κάθε λογικό πρόγραμμα
έχει ενα ελάχιστο μοντέλο.

Πρωτού όμως περάσουμε στα λογικά προγράμματα, ας ξεκινήσουμε ορίζοντας τις
έννοιες της ερμηνείας, της αλήθειας και του μοντέλου για ένα σύνολο τύπων στην
γενική τους μορφή.

Ορισμός 2.7 (Ερμηνεία). Μια ερμηνεία I για ένα σύνολο τύπων αποτελείται από:

1. Ένα μη κενό σύνολο D (πεδίο της ερμηνείας).

2. Μια ανάθεση σε κάθε σταθερά c ενός στοιχείου cI ∈ D.

Αντώνιος Κ. Τρουμπούκης 30



Λογικός προγραμματισμός με προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική

3. Μια ανάθεση σε κάθε συναρτησιακό σύμβολο f/n μιας συνάρτησης fI : Dn → D.

4. Μια ανάθεση σε κάθε κατηγόρημα p/n μιας σχέσης pI πάνω στο Dn.

Διαισθητικά, μια ερμηνεία περιγράφει μια «υποψήφια κατάσταση» στον κωδικο-
ποιούμενο κόσμο. Η «κατάσταση» είναι «υποψήφια» γιατί δεν ξέρουμε αν είναι αλη-
θής. Στη συνέχεια θα ορίσουμε πότε μια ερμηνεία είναι αληθής.

Ορισμός 2.8 (Αποτίμηση). Μια αποτίμηση σ πάνω σε μια ερμηνεία I είναι μια συ-
νάρτηση που αντιστοιχίζει σε κάθε μεταβλητή ένα στοιχείο του D.

Ορισμός 2.9 (Ορισμός αλήθειας του Tarski). Έστω I μια ερμηνεία με πεδίο D και σ
μια αποτίμηση πάνω στην I. Ένας τύπος είναι αληθής στα I, σ αν:

• είναι της μορφής p(t1, . . . , tn) και
(
σ(t1), . . . , σ(tn)

)
∈ pI ,

• είναι της μορφής ¬φ και ο φ είναι αληθής στα I, σ,

• είναι της μορφής φ1 ∧ φ2 και οι φ1, φ2 είναι αληθείς στα I, σ,

• είναι της μορφής φ1 ∨ φ2 και ένας από τους φ1, φ2 είναι αληθής στα I, σ,

• είναι της μορφής φ1 ← φ2 και είτε ο τύπος φ2 δεν είναι αληθής στην I είτε ο φ1

είναι αληθής στα I, σ,

• είναι της μορφής φ1 ↔ φ2 και είτε οι φ1, φ2 είναι αληθείς στα I, σ είτε κανένας
από τους φ1, φ2 δεν είναι αληθής στα I, σ,

• είναι της μορφής ∃x φ και υπάρχει κάποιο d ∈ D τέτοιο ώστε ο φ να είναι
αληθής στα I, σ(x|d), όπου σ(x|d) η αποτίμηση σ στην οποία η μεταβλητή x έχει
αντικατασταθεί με d,

• είναι της μορφής ∀x φ και για κάθε d ∈ D ο φ είναι αληθής στα I, σ(x|d), όπου
σ(x|d) η αποτίμηση σ στην οποία η μεταβλητή x έχει αντικατασταθεί με d.

Ένας τύπος είναι ψευδής στα I, σ αν δεν είναι αληθής στα I, σ.

Ορισμός 2.10 (Μοντέλο). Έστω I μια ερμηνεία με πεδίο D και φ κλειστός τύπος. H
I είναι μοντέλο του φ αν ο φ είναι αληθής στην I.

Για τα λογικά προγράμματα θα εστιάσουμε σε ένα συγκεκριμένο τύπο μοντέλων,
τα Herbrand μοντέλα. Η ιδέα πισω από τα Herbrand μοντέλα είναι το να αγνοήσουμε
το πραγματικό νόημα που κρύβεται πίσω από τις σταθερές και τα συναρτησιακά σύμ-
βολα του προγράμματος. Για παράδειγμα, στο πρόγραμμα P1 τα apollo, hermes αντι-
προσωπεύουν θεούς των αρχαίων Ελλήνων ενώ στο πρόγραμμα P2 τα 0, s(0), s(s(0)), . . .

αντιπροσωπεύουν τους φυσικούς 0, 1, 2, . . . . Σε κάθε περίπτωση, επικεντρώνουμε την
προσοχή μας στα ίδια τα σύμβολα και όχι στο φυσικό νόημα τους.
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Ορισμός 2.11 (Σύμπαν Herbrand). Έστω P λογικό πρόγραμμα. Ορίζουμε ως σύμπαν
Herbrand UP το σύνολο όλων των όρων που δεν περιέχουν μεταβλητές (βασικοί όροι)
και που μπορούν να παραχθούν από τις σταθερές και τα συναρτησιακά σύμβολα του
P (αν δεν υπάρχουν σταθερές, προσθέτουμε μια αυθαίρετη).

Ορισμός 2.12 (Βάση Herbrand). Έστω P λογικό πρόγραμμα. Ορίζουμε ως βάση Herbrand
BP το σύνολο όλων των ατόμων που δεν περιέχουν μεταβλητές (βασικά άτομα) και
που μπορούν να παραχθούν από τα κατηγορήματα του P με ορίσματα από το UP .

Ορισμός 2.13 (Βασικό στιγμιότυπο). Ορίζουμε ως βασικό στιγμιότυπο ground(P ) ενός
λογικού προγράμματος P το (πιθανώς άπειρο) λογικό πρόγραμμα το οποίο παράγεται
αντικαθιστώντας σε κάθε κανόνα του P τις μεταβλητές με στοιχεία του UP με όλους
τους δυνατούς τρόπους.

Τα παραπάνω σύνολα είναι στην ουσία μια προσπάθεια να αφαιρέσουμε τις με-
ταβλητές από ένα λογικό πρόγραμμα. Αν στο πρόγραμμα υπάρχουν μόνο σταθερές,
τα UP , BP , ground(P ) θα είναι πεπερασμένα, ενώ στη γενική περίπτωση και τα τρία
σύνολα θα είναι άπειρα.

Παράδειγμα 2.3. Για το πρόγραμμα P = {even(0), even(s(s(X))) ← even(X)}, που
μοντελοποιεί τους άρτιους αριθμούς, είναι

UP =
{
0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), . . .

}
BP =

{
even(0), even(s(0)), even(s(s(0))), even(s(s(s(0)))), . . .

}

ground(P ) =



even(0),

even(s(s(0)))← even(0),

even(s(s(s(0))))← even(s(0)),

even(s(s(s(s(0)))))← even(s(s(0))),

. . .


Ορισμός 2.14 (Ερμηνεία Herbrand). Ορίζουμε ως ερμηνεία Herbrand I ενός προγράμ-
ματος P ένα οποιοδήποτε υποσύνολο της BP (I ⊆ BP ).

Ορισμός 2.15 (Μοντέλο Herbrand). Έστω I Herbrand ερμηνεία ενός προγράμματος
P . H I είναι μοντέλο του P αν κάθε κανόνας του P είναι αληθής στην I.
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Για τα λογικά προγράμματα ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 2.1 (Θεώρημα τομής μοντέλων). Έστω M = {M1,M2, . . . } ένα μη κενό
σύνολο μοντέλων ενός προγράμματος P . Τότε και η ερμηνεία

∩
M είναι μοντέλο

του P .

Απόδειξη. Βλέπε [32].

Καθώς για κάθε λογικό πρόγραμμα P ολόκληρη η BP είναι μοντέλο του P , άρα το
σύνολο των μοντέλων του P είναι μη κενό. Συνεπώς η τομή όλων των μοντέλων του P

είναι μοντέλο του P . Το μοντέλο αυτό το ονομάζουμε ελάχιστο Herbrand μοντέλο του
P και το συμβολίζουμε ως MP .

Παράδειγμα 2.4. [53]. Έστω το λογικό πρόγραμμα

P = {p(X)← q(X), q(X)← r(X), p(a), q(b), r(c)}

Είναι UP = {a, b, c} και BP = {p(a), p(b), p(c), q(a), q(b), q(c), r(a), r(b), r(c)}.
Απαριθμώντας όλα τα μοντέλα του P , δηλαδή τα υποσύνολα της BP για τα οποία όλοι
οι κανόνες του P είναι αληθείς και παίρνοντας την τομή τους, καταλήγουμε στο ότι το
ελάχιστο μοντέλο του P είναι το MP = {p(a), p(b), p(c), q(b), q(c), r(c)}.

Συνεπώς, κάθε λογικό πρόγραμμα έχει ένα ελάχιστο μοντέλο, την τομή όλων των
μοντέλων του. Ο τρόπος όμως που περιγράψαμε στο προηγούμενο παράδειγμα, δηλα-
δή η απαρίθμηση όλων των 2|BP | δυνατών μοντέλων δεν μπορεί να είναι η διαδικασία
με την οποία βρίσκουμε τα ελάχιστα μοντέλα. Στην επόμενη ενότητα θα δείξουμε πως
βρίσκουμε κατασκευαστικά το ελάχιστο μοντέλο ενός λογικού προγράμματος.

2.4 Σημασιολογία σταθερού σημείου

Στην ενότητα αυτή θα περιγράψουμε μια άλλη μεθοδολογία για τη σημασιολογία των
λογικών προγραμμάτων, τη σημασιολογία σταθερού σημείου. Έτσι θα μπορούμε να
έχουμε μια μέθοδο κατασκευής του ελάχιστου μοντέλου ενός λογικού προγράμμα-
τος. Θα χρησιμοποιήσουμε κάποιους ορισμούς από τη θεωρία συνόλων καθώς και το
θεώρημα του σταθερού σημείου.

Πρόταση 2.1. Έστω λογικό πρόγραμμα P . Το σύνολο 〈2BP ,⊆〉 είναι πλήρες πλέγμα.
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Ορισμός 2.16. Έστω I απειρότιμη ερμηνεία ενός προγράμματος P . Ορίζουμε τον τε-
λεστή TP : 2BP → 2BP ως εξής:

TP (I) = {A : (A← A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An) ∈ ground(P ) και {A1, A2, . . . , An} ⊆ I}

Θεώρημα 2.2. Ο τελεστής TP είναι μονοτονικός και συνεχής.

Απόδειξη. Βλέπε [32].

Ο τελεστής TP , που ονομάζεται και τελεστής άμεσου επακόλουθου, δέχεται μια ερ-
μηνεία και μας δίνει μια νέα ερμηνεία. Επειδή είναι μονοτονικός και συνεχής, μπορού-
με να εφαρμόσουμε το θεώρημα σταθερού σημείου. Το αποτέλεσμα είναι το θεώρημα
το οποίο ακολουθεί.

Θεώρημα 2.3. Έστω λογικό πρόγραμμα P και MP το ελάχιστο μοντέλο του.

1. To MP είναι το ελάχιστο σταθερό σημείο του TP , δηλαδή MP = lfp(TP ).

2. MP = TP ↑ ω.

Απόδειξη. Βλέπε [32].

Συνεπώς έχουμε στη διάθεσή μας ένα εργαλείο κατασκευής του ελάχιστου μο-
ντέλου ενός λογικού προγράμματος.

Παράδειγμα 2.5. [53]. Έστω το λογικό πρόγραμμα

P = {p(X)← q(X), q(X)← r(X), p(a), q(b), r(c)}

Οι διαδοχικές εφαρμογές του TP είναι οι εξής:

• TP ↑ 0 = ∅

• TP ↑ 1 = {p(a), q(b), r(c)}

• TP ↑ 2 = TP ({p(a), q(b), r(c)}) = {p(a), p(b), q(b), q(c), r(c)}

• TP ↑ 3 = TP ({p(a), p(b), q(b), q(c), r(c)}) = {p(a), p(b), p(c), q(b), q(c), r(c)}

• TP ↑ 4 = TP ({p(a), p(b), p(c), q(b), q(c), r(c)}) = {p(a), p(b), p(c), q(b), q(c), r(c)}

Συνεπώς είναι MP = {p(a), p(b), p(c), q(b), q(c), r(c)}.
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Παράδειγμα 2.6. Έστω το λογικό πρόγραμμα

P = {even(0), even(s(s(X))← even(X)}

Οι διαδοχικές εφαρμογές του TP είναι οι εξής:

• TP ↑ 0 = ∅

• TP ↑ 1 = {even(0)}

• TP ↑ 2 = {even(0), even(s(s(0)))}

• TP ↑ 3 = {even(0), even(s(s(0))), even(s(s(s(0))))}

• . . .

• TP ↑ ω = {even(s2i(0)) : i ∈ N}

Συνεπώς είναι MP = {even(s2i(0)) : i ∈ N}.

2.5 Επεκτάσεις του λογικού προγραμματισμού

Καθώς ένα λογικό πρόγραμμα δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένα σύνολο από κανόνες,
μπορούν να οριστούν διάφορες επεκτάσεις του λογικού προγραμματισμού, είτε αλ-
λάζοντας τη μορφή των κανόνων είτε εισάγοντας επιπλέον λογικούς τελεστές. Στην
ενότητα αυτή θα κάνουμε μια σύντομη αναφορά σε μερικές επεκτάσεις του κλασικού
λογικού προγραμματισμού. Μια λίστα από επεκτάσεις είναι η παρακάτω:

• Διαζευκτικός λογικός προγραμματισμός [35]. Η μορφή του κανόνα στα κλασικά
(ή οριστικά) λογικά προγράμματα είναι η a← b1 ∧ · · · ∧ bn ή ισοδύναμα a∨¬b1 ∨
. . .∨¬bn. Aν επιτρέψουμε περισσότερα από ένα θετικά άτομα στην επεκτεταμένη
μορφή του κανόνα θα έχουμε κανόνες της μορφής a1 ∨ · · · ∨ am ∨ ¬b1 ∨ · · · ∨ ¬bn
ή a1 ∨ . . . ∨ am ← b1 ∧ · · · ∧ bn. Με αυτόν τον τρόπο εισάγουμε το στοιχείο της
αβεβαιότητας αφού η ισχύς των b1, . . . , bn ορίζει ότι θα ισχύουν κάποια από τα
a1, . . . , am.

• Λογικός προγραμματισμός με άρνηση [47], [16], [42]. Πολλές φορές θέλουμε να
εκφράσουμε ότι κάτι ισχύει όταν κάτι άλλο δεν ισχύει. Θα έχουμε δηλαδή κανόνες
της μορφής a ← b1 ∧ · · · ∧ bn∧ ∼ c1 ∧ · · · ∧ ∼ cm. Στον λογικό προγραμματισμό
με άρνηση χρησιμοποιούμε την άρνηση μέσω αποτυχίας (συμβολίζεται με ∼),
υποθέτουμε δηλαδή ότι αν δεν μπορούμε να αποδείξουμε κάτι μέσα από το
πρόγραμμά μας, τότε αυτό δεν ισχύει (υπόθεση του κλειστού κόσμου).

• Διαζευκτικός λογικός προγραμματισμός με άρνηση [8]. Η μορφή του κανόνα
είναι η a1 ∨ . . . ∨ am ← b1 ∧ · · · ∧ bn∧ ∼ c1 ∧ · · · ∧ ∼ cm, δηλαδή συνδυάζουμε τις
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δύο παραπάνω επεκτάσεις.

• Λογικός προγραμματισμός με περιορισμούς [24]. Είναι μια επέκταση του κλασι-
κού λογικού προγραμματισμού. Στα σώματα των κανόνων μπορούν να περιέχον-
ται κάποια κατηγορήματα περιορισμών, τα οποία αντιμετωπίζονται με ειδικό
τρόπο από το σύστημα εξαγωγής συμπερασμάτων, διαφορετικό από τα κανονι-
κά κατηγορήματα, κάνοντας την εκτέλεση των προγραμμάτων πιο αποδοτική.

• Απαγωγικός λογικός προγραμματισμός [27]. Στην επέκταση αυτή επιτρέπουμε
κανόνες της μορφής F ← b1 ∧ · · · ∧ bn∧ ∼ c1 ∧ · · · ∧ ∼ cm. Αυτό σημαίνει ότι δεν
μπορούν ταυτόχρονα τα b1, . . . , bn να ισχύουν και τα c1, . . . , cm να μην ισχύουν.
Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να εκφράσουμε ότι κάτι δεν ισχύει, η να ορίσουμε
μερικώς κάποια κατηγορήματα, περιγράφοντας πότε δεν ισχύουν.

• Επαγωγικός λογικός προγραμματισμός [36]. Ένα επαγωγικό λογικό πρόγραμ-
μα αποτελείται από ένα σύνολο λογικών κανόνων, ενα σύνολο ατόμων που εί-
ναι αληθή (θετικά παραδείγματα) και ένα σύνολο που ατόμων που είναι ψευδή
(αρνητικά παραδείγματα). Ζητούμε την εξαγωγή υποθέσεων από τις δοσμένες
παρατηρήσεις, δηλαδή ένα νέο σύνολο κανόνων που μπορούμε να συμπεράνουμε
από τα θετικά και αρνητικά παραδείγματα.

• Λογικός προγραμματισμός υψηλής τάξης [34], [9]. Σε αυτήν την επέκταση τα
κατηγορήματα μπορούν να παίρνουν ως ορίσματα άλλα κατηγορήματα, και όχι
μόνο όρους, όπως συμβαίνει στον κλασικό λογικό προγραμματισμό. Η ιδέα αυτή
προέρχεται από τον συναρτησιακό προγραμματισμό.

• Πιθανοτικός λογικός προγραμματισμός [38]. Οι τιμές αληθείας σε αυτά τα προ-
γράμματα δεν είναι οι False, True, αλλά πραγματικές τιμές στο διάστημα [0, 1],
και εκφράζουν την πιθανότητα να ισχύει κάτι.

• Χρονικός λογικός προγραμματισμός [1]. Στη χρονική λογική εισάγεται η έννοια
του χρόνου, δηλαδή μια πρόταση (π.χ. η πρόταση «Πεινάω») μπορεί να είναι
αληθής κάποια χρονική στιγμή αλλά ψευδής κάποια άλλη. Σε μια χρονική λογική
μπορούν επομένως να εκφραστούν προτάσεις όπως: «Πεινάω πάντα», «Τελικά
θα πεινάσω», ή «Θα πεινάω μέχρι να φάω κάτι».

Αυτές ήταν μερικές μόνο από τις διάφορες επεκτάσεις που έχουν προταθεί για τον
λογικό προγραμματισμό.
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Κεφάλαιο 3

Απειρότιμη λογική και προτιμήσεις

Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουμε μια απειρότιμη λογική, η οποία αποτελεί ε-
πέκταση της κλασικής δίτιμης λογικής και χρησιμοποιεί άπειρες τιμές αληθείας οι
οποίες βρίσκονται ενδιάμεσα στις δύο ακραίες F, T . Στη συνέχεια θα χρησιμοποιή-
σουμε αυτήν τη λογική, ώστε να εκφράσουμε προτιμήσεις, εκμεταλλευόμενοι τη δια-
βάθμιση που προκύπτει στις τιμές αληθείας. Τέλος, θα εισάγουμε κάποιους τελεστές,
οι οποίοι θα μας βοηθήσουν στο να συνθέτουμε νέες λογικές προτάσεις και να κάνουμε
επερωτήσεις με προτιμήσεις.

3.1 Απειρότιμη λογική

Στην κλασική (δίτιμη) λογική, τα θεμέλια της οποίας είναι τόσο παλιά όσο η εποχή
του Αριστοτέλη, οι προτάσεις μπορούν να παίρνουν τιμές από το σύνολο {F, T},
δηλαδή όλα τα συμπεράσματα είναι είτε ψευδή είτε αληθή. Είναι προφανές όμως
ότι η ανθρώπινη λογική δεν παρουσιάζει αυτή τη μορφή, καθώς στην καθημερινή ζωή
πολλές προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς σε κάποιο βαθμό, ενώ άλλες δεν είναι ούτε
αληθείς ούτε ψευδείς. Ένα παράδειγμα αυτών των συστημάτων λογικής είναι η τρίτιμη
λογική του Kleene [29], που οι προτάσεις παίρνουν τιμές από το σύνολο {F, T, 0}, με
την τιμή 0 να έχει το νόημα «δεν γνωρίζω». Η διάταξη των τιμών ως προς την αλήθεια
τους είναι η F < 0 < T .

Μια απειρότιμη λογική [42] προκύπτει από μια επέκταση της τρίτιμης λογικής, στην
οποία χρησιμοποιούνται άπειρες τιμές αλήθειας «λιγότερο αληθείς» από την τιμή T

και άπειρες τιμές αλήθειας «λιγότερο ψευδείς» από την τιμή F . Το σύνολο αυτό των
αληθοτιμών μπορεί να εκφραστεί ως ένα άπειρο σύνολο με την παρακάτω διάταξη:

F0 < F1 < · · · < Fi < · · · < 0 < · · · < Ti < · · · < T1 < T0
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Διασθητικά, οι τιμές F0, T0 αντιστοιχούν στις τιμές της κλασικής λογικής F, T αντί-
στοιχα. Οι υπόλοιπες τιμές αντιπροσωπεύουν τις ενδιάμεσες τιμές αλήθειας. Η τιμή
F0 είναι «περισσότερο ψευδής» από την τιμή F1, η οποία με τη σειρά της είναι «πε-
ρισσότερο ψευδής» από την τιμή F2 κ.ο.κ.. Συμμετρικά, η τιμή T0 είναι «περισσότερο
αληθής» από την τιμή T1, η οποία με τη σειρά της είναι «περισσότερο αληθής» από
την τιμή T2 κ.ο.κ.. Η τιμή 0 βρίσκεται «στο μέσο» του συνόλου αυτού, αφού δεν είναι
ούτε αληθής ούτε ψευδής.

Ένα σημαντικό χαρακτηριστικό της λογικής αυτής είναι οι σχέσεις μεταξύ των α-
ληθοτιμών μεταξύ τους. Κάθε αληθοτιμή λέμε ότι είναι «απείρως πιο σημαντική» από
την προηγούμενή της, δηλαδή η τιμή Tk είναι «απείρως πιο αληθής» από την τιμή Tk+1,
ενώ η τιμή Fk είναι «απείρως πιο ψευδής» από την τιμή Fk+1. Αυτό σημαίνει ότι η
διάταξη των φυσικών αριθμών δεν είναι μια καλή αναλογία για να καταλάβουμε τη
διάταξη των αληθοτιμών. Δηλαδή, για κάθε a, b ∈ N+ με a < b, μπορούμε να προ-
σθέσουμε το a στον εαυτό του κάποιες φορές, ώστε να προκύψει ότι a+a+ · · ·+a > b.
Στην απειρότιμη λογική όμως κάτι τέτοιο δεν μπορεί να συμβεί. Διαισθητικά, δεν μπο-
ρούν «πολλές τιμές» του T1 να αθροιστούν με κάποιο τρόπο ώστε να περάσουμε στην
επόμενη αληθοτιμή T0.

Η επέκταση αυτή στις τιμές αληθείας έχει άμεση σχέση με την έννοια των απει-
ροστών στη μη τυπική ανάλυση [28]. Απειροστό ονομάζουμε μια ποσότητα ε για την
οποία ισχύει ότι −a < ε < a, για κάθε θετικό πραγματικό a. Διαισθητικά, η ποσότητα
ε είναι μικρότερη από κάθε θετικό μη μηδενικό πραγματικό αριθμό, αλλά ταυτόχρονα
μεγαλύτερη από το μηδέν. Άμεση συνέπεια του παραπάνω είναι ότι για a, b, r, s ∈ R+

με r < s τότε θα ισχύει a · εr < b · εs, ανεξάρτητα με τη σχέση των a, b. Αναλογικά, το
άπειρο συνολο τιμών αληθείας της απειρότιμης λογικής προκύπτει από τον πολλαπλα-
σιασμό των τιμών T, F της δίτιμης λογικής με δυνάμεις του ε. Είναι δηλαδή Fk = εkF

και Tk = εkT . Επίσης, ειναι limk→∞ εkF = limk→∞ εkT = 0. Ο πολλαπλασιασμός μιας
τιμής αληθείας με ε εκφράζει ότι η τιμή εkT είναι «απείρως πιο αληθής» από την τιμή
εk+1T , ενώ η τιμή εkF είναι «απείρως πιο ψευδής» από την τιμή εk+1F . Ας συνοψίσουμε
τα παραπάνω στους επόμενους ορισμούς.

Ορισμός 3.1 (Σύνολο αληθοτιμών). Ορίζουμε ως σύνολο αληθοτιμών το άπειρο σύνολο

V =
{
F0, F1, . . . , Fi, . . . , 0, . . . , Ti, . . . , T1, T0

}
για το οποίο ισχύει εkF = Fk, εkT = Tk και limk→∞ εkF = limk→∞ εkT = 0. Το σύνολο
είναι πλήρως διατεταγμένο με την παρακάτω διάταξη:

F0 < F1 < · · · < Fi < · · · < 0 < · · · < Ti < · · · < T1 < T0

Ορισμός 3.2 (Τάξη αληθοτιμής). Ορίζουμε ως τάξη μιας αληθοτιμής το: ord(Ti) = i,
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ord(Fi) = i και ord(0) = +∞.

Στη συνέχεια θα επαναορίσουμε τους λογικούς τελεστές ∨,∧ και ¬ της κλασικής
λογικής και στην απειρότιμη λογική, οι οποίοι όπως αναμένεται θα έχουν παρόμοια
σημασία.

Ορισμός 3.3 (Λογικοί τελεστές). Έστω A, B προτάσεις της απειρότιμης λογικής. Εί-
ναι:

• A ∧B = min{A,B}

• A ∨B = max{A,B}

• ¬A =


Ti, αν A = Fi

Fi, αν A = Ti

0, αν A = 0

Ο ορισμός για τους τελεστές ισχύει και στη δίτιμη λογική, αν θεωρήσουμε (για τους
τελεστές ∧,∨) τη διάταξη ως προς την αλήθεια F < T . Επίσης, οι γνωστές ιδιότητες
από την άλγεβρα Boole που ισχύουν για τους τελεστές ∧,∨, μεταφέρονται και στην
απειρότιμη λογική:

Ταυτοδυναµία Αντιμεταθετικότητα

A ∧ A = A A ∧B = B ∧ A

A ∨ A = A A ∨B = B ∨ A

Προσεταιριστικότητα Επιμεριστικότητα

(A ∧B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C) A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C)

(A ∨B) ∨ C = A ∨ (B ∨ C) A ∨ (B ∧ C) = (A ∨B) ∧ (A ∨ C)

3.2 Προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική

Στην απειρότιμη λογική υπάρχει μια διαβάθμιση στις τιμές αλήθειας. Διαισθητικά,
είναι σαν να «ξεθωριάζει» η επίδραση των ακραίων τιμών στις αληθοτιμές όσο πλη-
σιάζουμε προς το κέντρο. Μπορούμε να εκμεταλλευτούμε τη διαβάθμιση αυτή ώστε
να μπορέσουμε να εκφράσουμε προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική.
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Έστω δύο γεγονότα με την τιμή του πρώτου να είναι F0, ενώ του δεύτερου F1. Αν
δουμε τη σχέση των αληθοτιμών τους από άποψη προτιμήσεων, το δεύτερο γεγονός
είναι πιο προτιμητέο, γιατί είναι λιγότερο ψευδές από το πρώτο (και άρα μας ενοχλεί
λιγότερο η απουσία του). Αντίστοιχα, έστω δύο γεγονότα με την τιμή του πρώτου να
είναι T0, ενώ του δεύτερου T1. Αν δούμε τη σχέση των αληθοτιμών τους από άποψη
προτιμήσεων, το δεύτερο γεγονός είναι λιγότερο προτιμητέο, γιατί είναι λιγότερο αλη-
θές από το πρώτο (γιατί ίσως δεν πληρεί κάποια από τα κριτήρια που έχουμε θέσει).
Συνεπώς, η διάταξη που έχουμε θέσει στις αληθοτιμές, μπορεί να θεωρηθεί ως διάταξη
προτίμησης, δηλαδή αν A,B ∈ V και A < B, τότε το A είναι λιγότερο προτιμητέο από
το B.

Κάποιες ενδιαφέρουσες ιδιότητες της σχέσης < είναι οι εξής:

1. Αν p, q ∈ V ισχύει ότι p > q → ¬(q > p).

2. Αν p, q ∈ V ισχύει ακριβώς ένα από τα p < q, q < p, p = q.

3. Αν p, q, r ∈ V ισχύει ότι (p < q) ∧ (q < r)→ (p < r).

4. Αν a < b τότε Fa < Fb και Tb < Ta.

5. Fa < Ta, για κάθε a.

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε κατά πόσον η σχέση αυτή συμπεριφέρεται καλά σαν
μια σχέση προτίμησης, με τη βοήθεια των παραπάνω ιδιοτήτων της σχέσης <.

Η σχέση < είναι αντισυμμετρική, δηλαδή (p > q)→ ¬(q > p). Η αντισυμμετρικότητα
είναι μια σχεδόν προφανής ιδιότητα που έχει μια σχέση προτίμησης, αφού κάποιος που
προτιμάει το p από το q δεν γίνεται ταυτόχρονα να προτιμάει το q από τo p.

Η σχέση < είναι ολική, δηλαδή για κάθε p, q ισχύει ακριβώς ένα από τα p < q, q <

p, p = q, δηλαδή θεωρούμε ότι μεταξύ κάθε δύο γεγονότων p, q υπάρχει πάντα σύγ-
κριση ως προς την προτίμηση. Σε ορισμένες περιπτώσεις όμως δύο αντικείμενα δεν
μπορούν να συγκριθούν γιατί είναι τόσο ανόμοια ώστε να μην υπάρχει μέτρο συγκρι-
σης, όπως το αν προτιμάμε μια συμφωνία του Brahms ή μια βελγική μπύρα. Παρόλα
αυτά, η ιδιότητα αυτή θεωρείται συνήθως δεδομένη στα συστήματα προτιμήσεων γιατί
είναι χρήσιμη στις περισσότερες εφαρμογές.

Η σχέση < είναι μεταβατική, δηλαδή (p > q)∧ (q > r)→ (p > r). Η μεταβατικότητα
είναι μια λογική ιδιότητα που θα θέλαμε να έχει μια σχέση προτίμησης, αφού αν
κάποιος προτιμάει το p από το q και το q από το r, προφανώς θα προτιμάει και το p

από το r. Παρόλα αυτά, ενώ η ιδιότητα αυτή έχει κάποια καλά στοιχεία είναι σχετικά
αμφιλεγόμενη σε δύο σημεία τα οποία πρέπει και να εξετάσουμε.

Το πρώτο αμφιλεγόμενο σημείο της μεταβατικότητας είναι το ότι μπορεί να οδη-
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γήσει σε κάποια παράδοξα [23]. Ας θεωρήσουμε ένα σύνολο 1000 φλυτζανιών καφέ,
το C0 που να μην έχει καθόλου ζάχαρη, το C1 ένα κόκκο ζάχαρης, το C2 δύο κόκκους
κ.ο.κ.. Παρόλο που για κάθε i προφανώς Ci = Ci+1 (αφού κάποιος δεν μπορεί να
καταλάβει τη διαφορά), είναι C999 6= C0. Για να αποφύγουμε αυτό το παράδοξο, στο
σύστημα προτιμήσεων μας θα θεωρήσουμε ότι οι προτιμήσεις μας είναι διακριτές (και
όχι συνεχείς όπως φαίνεται στο παράδειγμα), πράγμα που σημαίνει οτι σε αυτήν την
περίπτωση θα είναι Ci 6= Ci+1.

Το δεύτερο αμφιλεγόμενο σημείο της μεταβατικότητας είναι το ότι δεν μπορούμε να
έχουμε κυκλικές προτιμήσεις. Για παράδειγμα κάποιος πρέπει να διαλέξει τα ρούχα
A,B,C που ανά δύο συγκρίνονται ως εξής: (A > B) ∧ (B > C) ∧ (C > A). Αν στο
κατάστημα ήταν διαθέσιμα μόνο τα A,B, τότε προφανώς θα προτιμούσε το A. Αν
όμως υπάρχουν και τα τρία, ο πελάτης δεν ξέρει ποιο να διαλέξει. Στο σύστημα
προτιμήσεων μας θα μπορούσαμε σε τέτοιες περιπτώσεις να εκμεταλλευτούμε την
τιμή αληθείας 0 του συνόλου αληθοτιμών.

Για τη σχέση < ισχύει επίσης και ότι αν a < b τότε Fa < Fb και Tb < Ta, δηλαδή
για δυο αληθή γεγονότα p, q (δηλαδή είναι p, q > 0) θα ισχύει ότι p > q =⇒ ¬q >

¬p. Αυτο διαισθητικά σημαίνει ότι αν το p είναι προτιμότερο του q, τότε η απουσία
του q είναι προτιμότερη από την απουσία του p. Επίσης, από τις σχέσεις p > q και
¬q > ¬p προκύπτει ότι min{p,¬q} > min{¬p, q} ⇐⇒ (p ∧ ¬q) > (¬p ∧ q). Αυτό
σημαίνει διαισθητικά ότι όταν κάποιος προτιμάει τo p από το q, σε περίπτωση που
είναι αναγκασμένος να «χάσει» το ένα από τα δύο, θα επιλέξει να χάσει το q. Για
παράδειγμα, όταν ένας ποδοσφαιριστής δηλώνει ότι «προτιμάει να κερδίζει η ομάδα
του παρά να σκοράρει», εννοεί ότι «είναι καλύτερα να κερδίζει η ομάδα του και να
μη σκοράρει, παρά να χάνει η ομάδα του και να σκοράρει». Συνεπώς αυτή η ιδιότητα
της σχέσης < είναι διαισθητικά συμβατή με μια σχέση προτίμησης.

Για τη σχέση < ισχύει τέλος η ιδιότητα Fa < Ta, για κάθε a. Αυτή η ιδιότητα έχει
άμεση σχέση με την έννοια του «καλού» και του «κακού» γεγονότος. Ένα γεγονός
θα λέγεται «καλό» αν ισχύει p > ¬p, δηλαδή αν είναι προτιμότερη η ύπαρξη από την
απουσία του. Ομοίως, ένα γεγονός θα λέγεται «κακό» αν ισχύει ¬p > p, δηλαδή αν είναι
προτιμότερη η απουσία από την ύπαρξη του. Η παραπάνω ιδιότητα διαισθητικά λοιπόν
λέει ότι ένα καλό γεγονός θα πρέπει να πραγματοποιείται ενώ ένα κακό όχι. Αν για ένα
γεγονός p είναι p = Ta τότε Ta > Fa =⇒ Ta > ¬Ta =⇒ p > ¬p, άρα το γεγονός αυτό
είναι καλό. Αν για ένα γεγονός p είναι p = Fa τότε Ta > Fa =⇒ ¬Fa > Fa =⇒ ¬p > p,
άρα το γεγονός αυτό είναι κακό. Συνεπώς και αυτή η ιδιότητα της σχέσης < είναι
διαισθητικά συμβατή με μια σχέση προτίμησης.

Στην ενότητα αυτή επιχειρηματολογήσαμε για το ότι μπορούμε να εκφράσουμε
προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική, δεδομένου ότι οι προτιμήσεις που θέλουμε να
εκφράσουμε έχουν τις εξής ιδιότητες: ότι οι προτιμήσεις που θεωρούμε είναι διακριτές
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και όχι συνεχείς, και ότι κάθε γεγονός συγκρίνεται ως προς την προτίμηση του σε σχέση
με τα υπόλοιπα γεγονότα. Αν πληρούνται τα παραπάνω κριτήρια, τότε η σχέση < στην
απειρότιμη λογική συμπεριφέρεται καλά ως σχέση προτίμησης.

3.3 Τελεστές προτίμησης

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε τους τελεστές προτίμησης µ, ω, αρχικά τυπικά και στη
συνέχεια εξετάζοντας το διαισθητικό τους νόημα.

Όπως φάνηκε στην προηγούμενη ενότητα, για να μπορέσουμε να εκφράσουμε και
να διαχειριστούμε προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική, χρειάζεται να μπορούμε να
μεταβάλλουμε την αληθοτιμή μιας λογικής πρότασης, πολλαπλασιάζοντας τη με την
ποσότητα ε. Ο απλός πολλαπλασιασμός με ε όμως δεν αρκεί, γιατί έχει τον περιορι-
σμό ότι μεταβάλλει με συμμετρικό τρόπο την αληθοτιμή μιας πρότασης. Για το λόγο
αυτό θα ορίσουμε δύο τελεστές προτίμησης µ και ω οι οποίοι θα έχουν το νόημα
«προαιρετικά» και «εναλλακτικά» αντίστοιχα [3], [49].

Ορισμός 3.4 (Τελεστές προτίμησης). [3]. Έστω A ∈ V. Είναι:

• µA = (A ∨ εA)

• ωA = (A ∧ εA)

Πρωτού εξετάσουμε το διαισθητικό νόημα των τελεστών προτίμησης, ας δείξουμε
κάποιες ιδιότητες για τους τελεστές αυτούς. Αρχικά θα δείξουμε ότι οι τελεστές µ, ω

είναι επιμεριστικοί ως προς τους ∧,∨.

Πρόταση 3.1. Έστω A,B ∈ V. Είναι

ε(A ∧B) = εA ∧ εB ε(A ∨B) = εA ∨ εB

µ(A ∧B) = µA ∧ µB µ(A ∨B) = µA ∨ µB

ω(A ∧B) = ωA ∧ ωB ω(A ∨B) = ωA ∨ ωB

Απόδειξη. Θα δείξουμε τις ιδιότητες για κάθε τελεστή ξεχωριστά.

• ε(A ∧B) = ε(min{A,B}) = min{εA, εB} = εA ∧ εB.

• ε(A ∨B) = ε(max{A,B}) = max{εA, εB} = εA ∨ εB.

• Έστω A ≤ B. Είναι µ(A ∧ B) = µA. Επίσης, µA ∧ µB = (A ∨ εA) ∧ (B ∨ εB) =

(A ∧B) ∨ (A ∧ εB) ∨ (εA ∧B) ∨ (εA ∧ εB) = A ∨ A ∨ εA ∨ εA = A ∨ εA = µA.
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• µ(A∨B) = (A∨B)∨ε(A∨B) = (A∨B)∨(εA∨εB) = (A∨εA)∨(B∨εB) = µA∨µB.

• ω(A∧B) = (A∧B)∧ε(A∧B) = (A∧B)∧(εA∧εB) = (A∧εA)∧(B∧εB) = ωA∧ωB.

• Έστω A ≤ B. Είναι ω(A ∨ B) = ωB. Επίσης ωA ∨ ωB = (A ∧ εA) ∨ (B ∧ εB) =

(A ∨B) ∧ (A ∨ εB) ∧ (εA ∨B) ∧ (εA ∨ εB) = B ∧ εB ∧B ∧ εB = B ∧ εB = ωB.

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε ποιο είναι το αποτέλεσμα της εφαρμογής των µ και
ω στον εαυτό τους πολλές φορές. Θα δείξουμε ότι οι τελεστές µ, ω είναι αθροιστικοί.

Πρόταση 3.2. [3]. Έστω A ∈ V. Για k ≥ 1 έχουμε:

• µkA = (A ∨ εkA)

• ωkA = (A ∧ εkA)

Απόδειξη. Με επαγωγή στο k.

Για k = 1 έιναι µA = (A ∨ εA), αληθές από ορισμό. Έστω µkA = (A ∨ εkA).
Είναι µk+1A = µµkA = µ(A ∨ εkA) = (A ∨ εkA) ∨ ε(A ∨ εkA) = A ∨ εA ∨ εkA ∨ εk+1A =

A ∨ εk+1A, γιατί min{A, εA, εkA, εk+1A} = min{A, εk+1A}.

Για k = 1 έιναι ωA = (A ∧ εA), αληθές από ορισμό. Έστω ωkA = (A ∧ εkA).
Είναι ωk+1A = ωωkA = ω(A ∧ εkA) = (A ∧ εkA) ∧ ε(A ∧ εkA) = A ∧ εA ∧ εkA ∧ εk+1A =

A ∧ εk+1A, γιατί max{A, εA, εkA, εk+1A} = max{A, εk+1A}.

Στη συνέχεια, θα δείξουμε μια σχέση δυικότητας που υπάρχει ανάμεσα στους τε-
λεστές µ και ω, και που προκύπτει από την εφαρμογή του ενός τελεστή στον άλλον.

Πρόταση 3.3. [3]. Έστω A ∈ V. Είναι µkωkA = ωkµkA = εkA.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουμε µkωkA = εkA και στη συνέχεια ωkµkA = εkA.

Είναι µkωkA = µk(A ∧ εkA) = (A ∧ εkA) ∨ εk(A ∧ εkA) = (A ∧ εkA) ∨ (εkA ∧ ε2kA) =

max{min{A, εkA}, min{εkA, ε2kA}}. Αν A ≤ εkA, τότε θα είναι και εkA ≤ ε2kA, άρα
µkωkA = min{εkA, ε2kA} = εkA. Αν A > εkA, τότε θα είναι και εkA > ε2kA, άρα µkωkA =

min{A, εkA} = εkA.

Είναι ωkµkA = ωk(A ∨ εkA) = (A ∨ εkA) ∧ εk(A ∨ εkA) = (A ∨ εkA) ∧ (εkA ∨ ε2kA) =

min{max{A, εkA}, max{εkA, ε2kA}}. Αν A ≤ εkA, τότε θα είναι και εkA ≤ ε2kA, άρα
µkωkA = max{A, εkA} = εkA. Αν A > εkA, τότε θα είναι και εkA > ε2kA, άρα µkωkA =

max{εkA, ε2kA} = εkA.
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Τέλος, θα εξετάσουμε την επίδραση των τελεστών προτίμησης σε λογικές προτάσεις
ανάλογα με την τιμή αληθείας τους, ώστε τελικά να μπορέσουμε να επιβεβαιώσουμε
το διαισθητικό νόημα του κάθε τελεστή.

Πρόταση 3.4. [3]. Για τους τελεστές µ και ω, για x ≥ 0 και k ≥ 1 ισχύει:

A Fi 0 Ti

µkA Fi+k 0 Ti

ωkA Fi 0 Ti+k

Απόδειξη. µk0 = (0 ∨ εk0) = 0 και ωk0 = (0 ∧ εk0) = 0.

µkA = (A ∨ εkA) = max{A, εkA} ⇒


µkTi = max{Ti, Ti+k} = Ti

µkFi = max{Fi, Fi+k} = Fi+k

ωkA = (A ∧ εkA) = min{A, εkA} ⇒


ωkTi = min{Ti, Ti+k} = Ti+k

ωkFi = min{Fi, Fi+k} = Fi

Παρατηρούμε ότι η πρόταση µA είναι το ίδιο αληθής με την A αν η A είναι αληθής,
ενώ είναι λιγότερο ψευδής από την A αν η A είναι ψευδής. Επίσης, η πρόταση ωA είναι
λιγότερο αληθής από την A αν η A είναι αληθής, ενώ είναι το ίδιο ψευδής με την A

αν η A είναι ψευδής. Μπορούμε σε αυτό το σημείο να επιβεβαιώσουμε το διαισθητικό
νόημα «προαιρετικά» και «εναλλακτικά» για τους τελεστές µ και ω αντίστοιχα. Η
πρόταση «προαιρετικά A» είναι το ίδιο αληθής με την A, αλλά λιγότερο ψευδής από
την A, γιατί εφόσον είναι προαιρετική επιλογή δεν θα ενοχλεί τόσο η απουσία της σε
σχέση με την απουσία της πρωτεύουσας επιλογής. Επίσης, η πρόταση «εναλλακτικά
A» είναι το ίδιο ψευδής με την A, αλλά λιγότερο αληθής από την A, γιατί εφόσον είναι
εναλλακτική επιλογή η παρουσία της δεν θα είναι τόσο αρεστή όσο η πρωτεύουσα
επιλογή.

3.4 Λογικές προτάσεις με προτίμησεις

Στην προηγούμενη ενότητα ορίσαμε τους τελεστές προτίμησης µ και ω. Στη συνέχεια
θα δούμε πως μπορούμε να χτίσουμε λογικές προτάσεις και επερωτήσεις με προτιμή-
σεις με τους τελεστές αυτούς.
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Ο τελεστής µ έχει τη σημασία «προαιρετικά» και χρησιμοποιείται σε συνδυασμό με
τον τελεστή ∧, με σκοπό τη σύζευξη προτάσεων, κάποιες από τις οποίες απαραίτητες,
και κάποιες προτιμητέες. Έστω η παρακάτω πρόταση:

A0 ∧ µA1 ∧ µ2A2 ∧ · · · ∧ µnAn

Σε αυτήν την πρόταση η A0 είναι απαραίτητη, ενώ οι υπόλοιπες είναι απλά προτιμη-
τέες, κάθε μια σε μικρότερο βαθμό από όλες τις προηγούμενες. Αν όλες οι A0, A1, · · ·An

είναι αληθείς τότε και η πρόταση είναι αληθής. Αν κάποια όμως είναι ψευδής (έστω η
Ak) τότε η πρόταση είναι και αυτή ψευδής, αλλά με μια τιμή Fk. Έτσι, αν είναι ψευδής
η A0 η πρόταση είναι αρκετά πιο ψευδής από το αν είναι ψευδής η πρόταση An.

Ο τελεστής ω έχει τη σημασία «εναλλακτικά» και χρησιμοποιείται σε συνδυασμό με
τον τελεστή ∨, με σκοπό τη διάζευξη προτάσεων, κάποιες από τις οποίες πρωτεύουσες,
και κάποιες εναλλακτικές. Έστω η παρακάτω πρόταση:

A0 ∨ ωA1 ∨ ω2A2 ∨ · · · ∨ ωnAn

Σε αυτήν την πρόταση η A0 είναι η πρώτη επιλογή, ενώ οι υπόλοιπες είναι εναλλακτι-
κές, κάθε μια σε μικρότερο βαθμό από όλες τις προηγούμενες. Αν όλες οι A0, A1, · · ·An

είναι ψευδείς τότε και η πρόταση είναι ψευδής. Αν κάποια όμως είναι αληθής (έστω η
Ak) τότε η πρόταση είναι και αυτή αληθής, αλλά με μια τιμή Tk. Έτσι, αν είναι αληθής
η A0 η πρόταση είναι αρκετά πιο αληθής από το αν είναι αληθής η πρόταση An.

Η συμπεριφορά των τελεστών µ και ω μπορεί να φανεί διαισθητικά στα παρακάτω
παραδείγματα, στα οποία μπορούμε να επιβεβαιώσουμε τα παραπάνω.

Αρχικά, ακολουθεί ο πίνακας αλήθειας για τις προτάσεις A ∧ µB και A ∨ ωB σε
σύγκριση με τις προτάσεις A∧B και A∨B (που είναι οι αντίστοιχες προτάσεις χωρίς
προτιμήσεις) δεδομένου ότι τα A,B παίρνουν τις τιμές F0 ή T0. Παρατηρούμε ότι ο µ

επιδρά στις ψευδείς τιμές και ο ω στις αληθείς τιμές.

A B µB ωB A ∧B A ∧ µB A ∨B A ∨ ωB

F0 F0 F1 F0 F0 F0 F0 F0

F0 T0 T0 T1 F0 F0 T0 T1

T0 F0 F1 F0 F0 F1 T0 T0

T0 T0 T0 T1 T0 T0 T0 T0

Στη συνέχεια, ακολουθεί μια πιο γενική μορφή του παραπάνω πίνακα αλήθειας.
Εδώ τα A,B παίρνουν οποιεσδήποτε τιμές Fa ή Tb.
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A B µB ωB A ∧B A ∧ µB A ∨B A ∨ ωB

Fa Fb Fb+1 Fb Fmin{a,b} Fmin{a,b+1} Fmax{a,b} Fmax{a,b}

Fa Tb Tb Tb+1 Fa Fa Tb Tb+1

Ta Fb Fb+1 Fb Fb Fb+1 Ta Ta

Ta Tb Tb Tb+1 Tmax{a,b} Tmax{a,b} Tmin{a,b} Tmin{a,b+1}

Στη συνέχεια, ακολουθεί ο πίνακας αλήθειας για τις προτάσεις A0∧µA1∧µ2A2 και
A0 ∨ ωA1 ∨ ω2A2, δεδομένου ότι τα A0, A1, A2 έχουν τιμές F0 ή T0.

A0 A1 A2 µA1 ωA1 µ2A2 ω2A2 A0 ∧ µA1 ∧ µ2A2 A0 ∨ ωA1 ∨ ω2A2

F0 F0 F0 F1 F0 F2 F0 F0 F0

F0 F0 T0 F1 F0 T0 T2 F0 T2

F0 T0 F0 T0 T1 F2 F0 F0 T1

F0 T0 T0 T0 T1 T0 T2 F0 T1

T0 F0 F0 F1 F0 F2 F0 F1 T0

T0 F0 T0 F1 F0 T0 T2 F1 T0

T0 T0 F0 T0 T1 F2 F0 F2 T0

T0 T0 T0 T0 T1 T0 T2 T0 T0

Ένα σημαντικό πλεονέκτημα των τελεστών προτίμησης είναι το ότι από την τιμή του
αποτελέσματος μπορούμε να αντλήσουμε πληροφορίες για τους επιμέρους στόχους της
επερώτησης. Στο παραπάνω παράδειγμα, αν στην επερώτηση A0∧µA1∧µ2A2 πάρουμε
απάντηση F0 τότε γνωρίζουμε ότι ο στόχος A0 απέτυχε, αν πάρουμε απάντηση F1

τότε ο στόχος A1 απέτυχε (ενώ ο A0 πέτυχε), και αν πάρουμε απάντηση F2 τότε ο
στόχος A2 απέτυχε (ενώ οι προηγούμενοι πέτυχαν). Συμμετρικά, αν στην επερώτηση
A0 ∨ ωA1 ∨ ω2A2 πάρουμε απάντηση T0 τότε γνωρίζουμε ότι ο στόχος A0 πέτυχε, αν
πάρουμε απάντηση T1 τότε ο στόχος A1 πέτυχε (ενώ ο A0 απέτυχε), και αν πάρουμε
απάντηση T2 τότε ο στόχος A2 πέτυχε (ενώ οι προηγούμενοι απέτυχαν).

Τέλος, ας θεωρήσουμε ότι υπάρχει μια βάση με δεδομένα για πτήσεις και ότι θέλου-
με να κάνουμε επερωτήσεις με προτιμήσεις, χρησιμοποιώντας τους τελεστές προτίμη-
σης.
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Παράδειγμα 3.1. Θέλουμε ένα αεροπορικό εισητήριο για Αθήνα και θα προτιμούσαμε
θέση στο παράθυρο. Η πρόταση A αντιστοιχεί στο αν υπάρχει διαθέσιμη πτήση για
Αθήνα και η πρόταση B αντιστοιχεί στο αν υπάρχει διαθέσιμη θέση στο παράθυρο. Η
επερώτηση που θα κάνουμε στο σύστημα θα είναι η A ∧ µB.

Παράδειγμα 3.2. Θέλουμε ένα αεροπορικό εισητήριο από Αθήνα για Λονδίνο από 27
Ιουλιου μέχρι 4 Αυγούστου. Αν δεν υπάρχουν εισητήρια στις 4 Αυγούστου, θα θέλαμε
να επιστρέψουμε στις 3 Αυγούστου ή εναλλακτικά στις 5 Αυγούστου. Επίσης, θα
προτιμούσαμε απ’ευθείας πτήση. Έστω A: από Αθήνα, B: προς Λονδίνο, C: αναχώρηση
27 Ιουλιου, D: επιστροφή 4 Αυγούστου, E: επιστροφή 3 Αυγούστου, F : επιστροφή 5
Αυγούστου, G: απ’ευθείας πτήση. Η επερώτηση που θα κάνουμε στο σύστημα θα είναι
η A ∧B ∧ C ∧ (D ∨ ωE ∨ ω2F ) ∧ µG.
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Κεφάλαιο 4

Λογικός προγραμματισμός με
προτιμήσεις

Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε τον λογικό προγραμματισμό με προτιμήσεις, επε-
κτείνοντας τον κλασικό λογικό προγραμματισμό. Θα χρησιμοποιήσουμε τους τελεστές
προτίμησης µ και ω στα σώματα των κανόνων, και θα εργαστούμε πάνω στην απειρότι-
μη λογική. Στη συνέχεια θα προτείνουμε μοντελοθεωρητική σημασιολογία σταθερού
σημείου βασισμένη στα [46], [42].

4.1 Συντακτικό

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε τα λογικά προγράμματα με προτιμήσεις, μια γενίκευ-
ση των κλασικών λογικών προγραμμάτων. Τα λογικά προγράμματα με προτιμήσεις
αποτελούνται από κανόνες της μορφής H ← B, όπου B μια λογική πρόταση με προ-
τιμήσεις, έτσι όπως ορίστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

Οι λογικές προτάσεις με προτιμήσεις μπορούν να παίρνουν τιμές από το άπειρο
σύνολο αληθοτιμών V = {F0, F1, . . . , 0, . . . , T1, T0}. Είναι επόμενο πως αυτή η διαβάθμι-
ση στις τιμές των λογικών προτάσεων θα πρέπει να περάσει στο νόημα των κανόνων
των λογικών προγραμμάτων με προτιμήσεις. Έτσι, το νόημα ενός κανόνα H ← B εί-
ναι ότι η κεφαλή H είναι όσο αληθής όσο το σώμα B. Για παράδειγμα, ο κανόνας
A ← A0 ∧ µA1 δηλώνει ότι η πρόταση A είναι όσο αληθής όσο η πρόταση «A0 και
προαιρετικά A1», ενώ ο κανόνας A ← A0 ∨ ωA1 δηλώνει ότι η πρόταση A είναι όσο
αληθής όσο η πρόταση «A0 ή εναλλακτικά A1».

Στη συνέχεια θα ορίσουμε πιο τυπικά το συντακτικό των λογικών προγραμμάτων
με προτιμήσεις.
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Για κάθε λογικό πρόγραμμα με προτιμήσεις ορίζουμε τα εξής σύνολα:

• P : σύνολο κατηγορημάτων

• F : σύνολο συναρτησιακών συμβόλων

• V : σύνολο μεταβλητών

Σε κάθε κατηγόρημα ή συναρτησιακό σύμβολο k αντιστοιχεί ένας ακέραιος αριθμός
n ≥ 0 που λέγεται βαθμός του k. Το k συμβολίζεται και k/n. Τα συναρτησιακά σύμβολα
βαθμού 0 λέγονται και σταθερές.

Ορισμός 4.1 (Όρος). Ένας όρος ορίζεται ως εξής:

1. Αν X ∈ V , τότε το X είναι όρος.

2. Αν c/0 ∈ F , τότε το c είναι όρος.

3. Αν f/n ∈ F και t1, t2, . . . , tn είναι όροι, τότε το f(t1, t2, . . . , tn) είναι όρος.

Ορισμός 4.2 (Ατομικός τύπος). Ένας ατομικός τύπος (ή άτομο) ορίζεται ως εξής:

1. Αν p/0 ∈ P , τότε το p είναι άτομο.

2. Αν p/n ∈ P και t1, t2, . . . , tn είναι όροι, τότε το p(t1, t2, . . . , tn) είναι άτομο.

Ορισμός 4.3 (Λογικό πρόγραμμα με προτιμήσεις). Ένα λογικό προγραμμα με προ-
τιμήσεις είναι ένα σύνολο κανόνων, καθένας από τους οποίους έχει μια από τις δύο
μορφές:

A← µi1A1 ∧ µi2A2 ∧ · · · ∧ µinAn, n ≥ 0, ik ≥ 0

A← ωi1A1 ∨ ωi2A2 ∨ · · · ∨ ωinAn, n ≥ 0, ik ≥ 0

όπου τα A,A1, A2, . . . , An είναι ατομικοί τύποι.

Παρατηρούμε ότι ο παραπάνω ορισμός αποτελεί γενίκευση του κλασικού λογικού
προγραμματισμού, αν στα σώματα των κανόνων για κάθε k είναι ik = 0.

Παράδειγμα 4.1.

P =


s(X)← ω p(X),

p(X)← q(X) ∧ µ r(X),

q(a), r(a), q(b)


Για τον όρο a, τα s(a), p(a), q(a), r(a) είναι αληθή, αλλά το s(a) θα είναι λιγότερο

αληθές από το p(a), αφού το s(a) είναι τόσο αληθές όσο η πρόταση «εναλλακτικά p(a)»,
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ενώ το p(a) θα είναι το ίδιο αληθές με τo r(a). Για τον όρο b, το q(b) είναι αληθές και
τα s(b), p(b), r(b) είναι ψευδή, αλλά το p(b) θα είναι λιγότερο ψευδές από το r(b), αφού
το p(b) είναι τόσο αληθές όσο η πρόταση «q(c) και προαιρετικά r(c)», ενώ το s(b) θα
είναι το ίδιο ψευδές με τo p(b). Συνεπώς το νόημα του προγράμματος διαισθητικά θα
μπορούσε να είναι το εξής:

s(·) p(·) q(·) r(·)

a T1 T0 T0 T0

b F1 F1 T0 F0

4.2 Μοντελοθεωρητική σημασιολογία

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε τις έννοιες της απειρότιμης ερμηνείας και απειρότιμου
μοντέλου για λογικά προγράμματα με προτιμήσεις. Όπως και στον κλασικό λογικό
προγραμματισμό, και εδώ θα αγνοήσουμε το πραγματικό νόημα που κρύβεται πίσω
από τις σταθερές και τα συναρτησιακά σύμβολα του προγράμματος.

Ορισμός 4.4 (Σύμπαν Herbrand). Έστω P λογικό πρόγραμμα με προτιμήσεις. Ορίζου-
με ως σύμπαν Herbrand UP το σύνολο όλων των όρων που δεν περιέχουν μεταβλητές
και που μπορούν να παραχθούν από τις σταθερές και τα συναρτησιακά σύμβολα του
P .

Ορισμός 4.5 (Βάση Herbrand). Έστω P λογικό πρόγραμμα με προτιμήσεις. Ορίζουμε
ως βάση Herbrand BP το σύνολο όλων των ατόμων που δεν περιέχουν μεταβλητές και
που μπορούν να παραχθούν από τα κατηγορήματα του P με ορίσματα από το UP .

Ορισμός 4.6 (Βασικό στιγμιότυπο). Ορίζουμε ως βασικό στιγμιότυπο ground(P ) ενός
λογικού προγράμματος με προτιμήσεις P το (πιθανώς άπειρο) λογικό πρόγραμμα με
προτιμήσεις το οποίο παράγεται αντικαθιστώντας στο P τις μεταβλητές με στοιχεία
του UP με όλους τους δυνατούς τρόπους.

Στον κλασικό λογικό προγραμματισμό, μια ερμηνεία ενός προγράμματος είναι ένα
υποσύνολο I της βάσης Herbrand BP . Αν κάποιο p ανήκει στο I , τότε στο p θα αν-
τιστοιχίσουμε την τιμή T , διαφορετικά θα αντιστοιχίσουμε την τιμή F . Επειδή στην
απειρότιμη λογική έχουμε άπειρες αληθοτιμές η ερμηνεία θα είναι μια συνάρτηση από
άτομα της BP στο σύνολο αληθοτιμών.
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Ορισμός 4.7 (Απειρότιμη ερμηνεία). Ορίζουμε ως απειρότιμη ερμηνεία I ενός προ-
γράμματος P μια συνάρτηση I : BP → V, όπου BP η βάση Herbrand του P και V το
σύνολο απείρων τιμών αληθείας {0, F0, T0, F1, T1, . . . }.

Για να ορίσουμε την έννοια του απειρότιμου μοντέλου, θα χρειαστεί να επεκτεί-
νουμε την έννοια της ερμηνείας και στους διαθέσιμους λογικούς τελεστές της γλώσσας
μας (∧,∨, µ, ω) καθώς και στις σταθερές True, False.

Ορισμός 4.8. Έστω I απειρότιμη ερμηνεία ενός προγράμματος P , και A,B ∈ BP . Η I

μπορεί να επεκταθεί ως εξής:

• I(A ∧B) = min{I(A), I(B)}

• I(A ∨B) = max{I(A), I(B)}

• I(µkA) =


Ti, αν I(A) = Ti

Fi+k, αν I(A) = Fi

0, αν I(A) = 0

• I(ωkA) =


Ti+k, αν I(A) = Ti

Fi, αν I(A) = Fi

0, αν I(A) = 0

• I(T ) = T0

Ορισμός 4.9. Έστω I απειρότιμη ερμηνεία ενός προγράμματος P . Η I ικανοποιεί τον
κανόνα H ← B όταν I(H) ≥ I(B).

Ορισμός 4.10. Μια απειρότιμη ερμηνεία I είναι μοντέλο όταν ικανοποιεί όλους τους
κανόνες του P .

4.3 Σημασιολογία σταθερού σημείου

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε τη σημασιολογία των λογικών προγραμμάτων με προ-
τιμήσεις. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει ένα ελάχιστο απειρότιμο μοντέλο, παρουσιάζον-
τας ένα χαρακτηρισμό του μέσω σταθερού σημείου.

Η διαδικασία που θα ακολουθήσουμε είναι παρόμοια με αυτή που είδαμε στο
Κεφάλαιο 2 για τον κλασικό λογικό προγραμματισμό. Θα χρησιμοποιήσουμε και ε-
δώ κάποιους ορισμούς από τη θεωρία συνόλων καθώς και το θεώρημα του σταθερού
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σημείου. Θα δείξουμε αρχικά ότι το σύνολο των απειρότιμων ερμηνειών ενός προ-
γράμματος P , εφοδιασμένο με τη σχέση μερικής διάταξης ≤ είναι πλήρες πλέγμα. Στη
συνέχεια θα ορίσουμε έναν τελεστή TP , θα δείξουμε ότι είναι μονοτονικός και συνεχής,
ώστε να είναι δυνατή η εφαρμογή του θεωρήματος του σταθερού σημείου.

4.3.1 Μερική διάταξη

Στο σημείο αυτό θα δείξουμε ότι το σύνολο των απειρότιμων ερμηνειών ενός προγράμ-
ματος P , εφοδιασμένο με τη σχέση μερικής διάταξης ≤ είναι πλήρες πλέγμα. Αρχικά
θα ορίσουμε τη σχέση ≤ και θα δείξουμε ότι είναι σχέση μερικής διάταξης.

Ορισμός 4.11. Έστω I, J δύο απειρότιμες ερμηνείες ενός προγράμματος P . Θα γράφου-
με I ≤ J αν για κάθε p ∈ BP ισχύει ότι I(p) ≤ J(p).

Πρόταση 4.1. Έστω IP το σύνολο όλων των απειρότιμων ερμηνειών ενός προγράμ-
ματος P . Το σύνολο 〈IP ,≤〉 είναι μερικώς διατεταγμένο σύνολο.

Απόδειξη. Άρκεί να δείξουμε ότι η σχέση ≤ στο IP είναι σχέση μερικής διάταξης.
Θα χρησιμοποιήσουμε το ότι το σύνολο V των αληθοτιμών είναι εξ ορισμού ολικά
διατεταγμένο. Έστω I, J,K απειρότιμες ερμηνείες του P .

• Για κάθε A ∈ BP : I(A) = I(A)⇒ I(A) ≤ I(A) =⇒ I ≤ I , άρα ≤ ανακλαστική.

• I ≤ J και J ≤ I =⇒ για κάθε A ∈ BP : I(A) ≤ J(A) και J(A) ≤ I(A) ⇒ I(A) =

J(A) =⇒ I = J , άρα ≤ αντισυμμετρική.

• I ≤ J και J ≤ K =⇒ για κάθε A ∈ BP : I(A) ≤ J(A) και J(A) ≤ K(A)⇒ I(A) ≤
K(A) =⇒ I ≤ K , άρα ≤ μεταβατική.

Η σχέση ≤ είναι ανακλαστική, αντισυμμετρική και μεταβατική, άρα είναι σχέση μερικής
διάταξης.

Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι το σύνολο 〈IP ,≤〉 είναι πλήρες πλέγμα. Για το σκοπό
αυτό, θα χρειαστούμε τα δύο παρακάτω λήμματα.

Λήμμα 4.1. Για κάθε σύνολο αληθοτιμών V ορίζονται τα lub(V ) και glb(V ).

Απόδειξη. Έστω VT = {v ∈ V : v > 0} και VF = {v ∈ V : v < 0}. Αρχικά δείχνουμε ότι
ορίζεται το lub(V ) και στη συνέχεια το glb(V ).

Άν VT 6= ∅ τότε λόγω της διάταξης των αληθοτιμών θα υπάρχει σίγουρα κάποιο
v∗ ∈ VT τέτοιο ώστε v∗ ≥ v για κάθε v ∈ VT , άρα lub(V ) = x∗. Άν VT = ∅ τότε σίγουρα
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το 0 είναι άνω φράγμα του V . Άν δεν υπάρχει κάποιο v∗ ∈ VF τέτοιο ώστε v∗ ≥ v για
κάθε v ∈ VF , τότε lub(V ) = 0. Διαφορετικά, αν υπάρχει τέτοιο x∗, τότε lub(V ) = x∗.

Άν VF 6= ∅ τότε λόγω της διάταξης των αληθοτιμών θα υπάρχει σίγουρα κάποιο
v∗ ∈ VT τέτοιο ώστε v∗ ≤ v για κάθε v ∈ VF , άρα glb(V ) = x∗. Άν VF = ∅ τότε σίγουρα
το 0 είναι κάτω φράγμα του V . Άν δεν υπάρχει κάποιο v∗ ∈ VT τέτοιο ώστε v∗ ≤ v για
κάθε v ∈ VT , τότε glb(V ) = 0. Διαφορετικά, αν υπάρχει τέτοιο x∗, τότε glb(V ) = x∗.

Λήμμα 4.2. Για κάθε σύνολο απειρότιμων ερμηνειών X ενός προγράμματος P ορί-
ζονται τα lub(X ) και glb(X ).

Απόδειξη. Έστω A ∈ BP . Για το σύνολο αληθοτιμών X (A) = {I(A) : I ∈ X} ορίζονται
τα lub(X (A)) και glb(X (A)), από το λήμμα 4.1. Άρα, αφού για κάθε A ∈ BP ορίζονται
τα lub(X (A)) και glb(X (A)), συμπεραίνουμε ότι μπορούμε να ορίσουμε τα lub(X ) ≡
{(A, lub(X (A))) : A ∈ BP} και glb(X ) ≡ {(A, glb(X (A))) : A ∈ BP}.

Πρόταση 4.2. Έστω IP το σύνολο όλων των απειρότιμων ερμηνειών ενός προγράμ-
ματος P . Το σύνολο 〈IP ,≤〉 είναι πλήρες πλέγμα.

Απόδειξη. Από Λήμμα 2, για κάθε X ⊆ IP υπάρχουν τα glb(X ) και lub(X ).

4.3.2 Τελεστής TP

Στο σημείο αυτό θα ορίσουμε τον τελεστή άμεσου επακόλουθου TP . Ο τελεστής αυτός
εφαρμόζεται πάνω στο σύνολο των απειρότιμων ερμηνειών ενός λογικού προγράμ-
ματος με προτιμήσεις, δηλαδή δέχεται μια ερμηνεία και μας δίνει μια νέα ερμηνεία.
Με TP (I)(A) συμβολίζουμε την αληθοτιμή που αντιστοιχίζεται στο A σύμφωνα με την
ερμηνεία TP (I).

Ορισμός 4.12. Έστω I απειρότιμη ερμηνεία και IP το σύνολο όλων των ερμηνειών
ενός προγράμματος P . Ορίζουμε τον τελεστή TP : IP → IP ως εξής:

TP (I)(A) = lub{I(B) : (A← B) ∈ ground(P )}

4.3.3 Μονοτονικότητα του TP

Στο σημείο αυτό θα αποδείξουμε ότι ο τελεστής TP είναι ≤-μονοτονικός. Η μονοτο-
νικότητα του TP θα αποδειχθεί σε στάδια, ξεκινώντας από τη μονοτονικότητα των
τελεστών της γλώσσας.
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Πρόταση 4.3. Οι τελεστές ∧,∨ είναι μονοτονικοί.

Απόδειξη. Έστω X1, X2, Y1, Y2 ∈ V, με X1 ≤ Y1 και X2 ≤ Y2.
X1 ≤ Y1

X2 ≤ Y2

=⇒


max{X1, X2} ≤ max{Y1, Y2}

min{X1, X2} ≤ min{Y1, Y2}
=⇒


X1 ∧X2 ≤ Y1 ∧ Y2

X1 ∨X2 ≤ Y1 ∨ Y2

Πρόταση 4.4. Οι τελεστές µ, ω είναι μονοτονικοί.

Απόδειξη. Έστω X, Y ∈ V, με X ≤ Y .

Αν 0 ≤ X ≤ Y , τότε µX = X και µY = Y , και άρα µX ≤ µY . Αν X < 0 ≤ Y , τότε
µX = εX και µY = Y , και άρα µX ≤ µY . Αν X ≤ Y < 0, τότε µX = εX και µY = εY ,
και άρα µX ≤ µY .

Αν 0 ≤ X ≤ Y , τότε ωX = εX και ωY = εY , και άρα ωX ≤ ωY . Αν X < 0 ≤ Y , τότε
ωX = X και ωY = εY , και άρα ωX ≤ ωY . Αν X ≤ Y < 0, τότε ωX = X και ωY = Y ,
και άρα ωX ≤ ωY .

Στη συνέχεια ακολουθεί ενα λήμμα στο οποίο δείχνουμε ότι τα σώματα των κα-
νόνων είναι μονοτονικά, χρησιμοποιώντας τη μονοτονικότητα των τελεστών της γλώσ-
σας. Αυτό το λήμμα θα χρειαστεί για την απόδειξη της μονοτονικότητας του TP .

Λήμμα 4.3. Έστω I, J απειρότιμες ερμηνείες και A← B ∈ ground(P ). Άν I ≤ J τότε
I(B) ≤ J(B).

Απόδειξη. Θα δείξουμε το ζητούμενο για καθέναν από τους δύο τύπους κανόνων.

Έστω B =
∧n

j=0 µ
ijAj. Επειδή οι τελεστές µ και ∧ είναι μονοτονικοί, έχουμε:

I ≤ J =⇒



I(A0) ≤ J(A0)

I(A1) ≤ J(A1)

· · ·

I(An) ≤ J(An)

=⇒



I(µi(0)A0) ≤ J(µi(0)A0)

I(µi(1)A1) ≤ J(µi(1)A1)

· · ·

I(µi(n)An) ≤ J(µi(n)An)

=⇒

=⇒ I(µi(0)A0 ∧ · · · ∧ µi(n)An) ≤ J(µi(0)A0 ∧ · · · ∧ µi(n)An) =⇒ I(B) ≤ J(B).
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Έστω B =
∨n

j=0 ω
ijAj. Επειδή οι τελεστές ω και ∨ είναι μονοτονικοί, έχουμε:

I ≤ J =⇒



I(A0) ≤ J(A0)

I(A1) ≤ J(A1)

· · ·

I(An) ≤ J(An)

=⇒



I(ωi(0)A0) ≤ J(ωi(0)A0)

I(ωi(1)A1) ≤ J(ωi(1)A1)

· · ·

I(ωi(n)An) ≤ J(ωi(n)An)

=⇒

=⇒ I(ωi(0)A0 ∨ · · · ∨ ωi(n)An) ≤ J(ωi(0)A0 ∨ · · · ∨ ωi(n)An) =⇒ I(B) ≤ J(B).

Θεώρημα 4.1. Έστω πρόγραμμα P . Ο τελεστής TP είναι μονοτονικός.

Απόδειξη. Έστω I, J απειρότιμες ερμηνείες του P , τέτοιες ώστε I ≤ J . Αρκεί να
δείξουμε ότι TP (I)(A) ≤ TP (J)(A) για κάθε A ∈ BP .

Έστω A ∈ BP . Χρησιμοποιώντας το λήμμα 4.3, και την πρόταση 1.1, έχουμε:

I ≤ J =⇒ I(B) ≤ J(B), για κάθε B ∈ {B : A← B ∈ ground(P )}

=⇒ lub
{
I(B) : A← B ∈ ground(P )

}
≤ lub

{
J(B) : A← B ∈ ground(P )

}
=⇒ TP (I)(A) ≤ TP (J)(A).

4.3.4 Συνέχεια του TP

Στο σημείο αυτό θα αποδείξουμε ότι ο τελεστής TP είναι ≤-συνεχής. Θα ξεκινήσουμε
με τον ορισμό του συμβόλου ↗, που συμβολίζει ότι ένα άπειρο σύνολο αληθοτιμών α-
ποτελείται από αληθοτιμές που διαισθητικά πλησιάζουν συνεχώς προς την «κεντρική»
τιμή 0 χωρίς να τη φτάνουν ποτέ.

Ορισμός 4.13. Έστω S άπειρο σύνολο απειρότιμων αληθοτιμών. Θα γράφουμε S ↗
αν για κάθε v ∈ S είναι v < 0 και για κάθε v ∈ S υπάρχει u ∈ S τέτοιο ώστε v < u.

Πρόταση 4.5. Έστω S άπειρο σύνολο αληθοτιμών. Είναι S ↗ =⇒ lub(S) = 0.

Στη συνέχεια έχουμε δύο λήμματα, τα οποία διαισθητικά αποδεικνύουν την εξής
συμπεριφορά: μας δίνεται ένα σύνολο ερμηνειών. Υπολογίζουμε το άνω όριο του (δεν
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υπάρχει πρόβλημα, αφού το lub στις ερμηνείες ορίζεται πάντα), και αποτιμούμε το
σώμα ενός κανόνα. Το αποτέλεσμα θα είναι μη μηδενική τιμή αν και μόνο αν υπάρχει
κάποια ερμηνεία στο αρχικο σύνολο που αποτιμά το σώμα ακριβώς στην τιμή αυτή.
Επίσης, το αποτέλεσμα θα είναι μηδέν αν και μόνο αν είτε υπάρχει κάποια ερμηνεία
στο αρχικο σύνολο που αποτιμά το σώμα σε μηδέν, είτε όλες οι αποτιμήσεις στο
αρχικό σύνολο πλησιάζουν συνεχώς προς το μηδέν χωρίς να το φτάνουν ποτέ. Σε κάθε
περίπτωση, το lub των αποτιμήσεων όλων των ερμηνειών του συνόλου θα είναι ίσο με
την αποτίμηση του lub όλων των ερμηνειών.

Λήμμα 4.4. Έστω (A← B) ∈ ground(P ), και X κατευθυνόμενο σύνολο απειρότιμων
ερμηνειών του P . Ισχύει ότι lub(X )(B) = v, v 6= 0 =⇒ I∗(B) = v για κάποιο I∗ ∈ X .

Απόδειξη. Θα δείξουμε το ζητούμενο για καθέναν από τους δύο τύπους κανόνων.

Έστω B =
∧n

j=1 µ
ijAj. Είναι

lub(X )(B) = v =⇒ lub(X )
( n∧
j=1

µijAj

)
= v =⇒

n∧
j=1

µij lub(X )(Aj) = v.

Για κάθε 1 ≤ j ≤ n υπάρχει Ij ∈ X τέτοιο ώστε
∧n

j=1 µ
ijIj(Aj) = v. Έστω η ερμηνεία

I∗ = lub{Ij : 1 ≤ j ≤ n}. Επειδή το X είναι κατευθυνόμενο I∗ ∈ X . Αρκεί να δείξουμε
ότι I∗(B) = v.

n∧
j=1

µijIj(Aj) ≤
n∧

j=1

µijI∗(Aj) =⇒ v ≤ I
( n∧
j=1

µijAj

)
=⇒ I∗(B) ≥ v.

I∗ ≤ lub(X ) =⇒ I∗(B) ≤ lub(X )(B) =⇒ I∗(B) ≤ v.

Έστω B =
∨n

j=1 ω
ijAj. Είναι

lub(X )(B) = v =⇒ lub(X )
( n∨
j=1

ωijAj

)
= v =⇒

n∨
j=1

ωij lub(X )(Aj) = v.

Για κάθε 1 ≤ j ≤ n υπάρχει Ij ∈ X τέτοιο ώστε
∨n

j=1 ω
ijIj(Aj) = v. Έστω η ερμηνεία

I∗ = lub{Ij : 1 ≤ j ≤ n}. Επειδή το X είναι κατευθυνόμενο I∗ ∈ X . Αρκεί να δείξουμε
ότι I∗(B) = v.

n∨
j=1

ωijIj(Aj) ≤
n∨

j=1

ωijI∗(Aj) =⇒ v ≤ I
( n∨
j=1

ωijAj

)
=⇒ I∗(B) ≥ v.

I∗ ≤ lub(X ) =⇒ I∗(B) ≤ lub(X )(B) =⇒ I∗(B) ≤ v.
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Λήμμα 4.5. Έστω (A← B) ∈ ground(P ), και X κατευθυνόμενο σύνολο απειρότιμων
ερμηνειών του P . Ισχύει ότι lub(X )(B) = lub{I(B) : I ∈ X}.

Απόδειξη. Λαμβάνουμε περιπτώσεις για το lub(X )(B).

Αν lub(X )(B) = v με v 6= 0 τότε για κάθε I ∈ X είναι I ≤ lub(X ) =⇒ I(B) ≤
lub(X )(B) =⇒ I(B) ≤ v και υπάρχει κάποιο I∗ ∈ X τέτοιο ώστε I∗(B) = v (από
Λήμμα 1). Άρα lub{I(B) : I ∈ X} = v.

Αν lub(X )(B) = 0 τότε για κάθε I ∈ X είναι I ≤ lub(X ) =⇒ I(B) ≤ lub(X )(B) =⇒
I(B) ≤ 0 και:

• είτε υπάρχει κάποιο I∗ ∈ X τέτοιο ώστε I∗(B) = 0, και άρα lub{I(B) : I ∈ X} = 0.

• είτε δεν υπάρχει κάποιο I∗ ∈ X τέτοιο ώστε I∗(B) = 0 και {I(B) : I ∈ X} ↗ και
άρα lub{I(B) : I ∈ X} = 0.

Θεώρημα 4.2. Έστω πρόγραμμα P . Ο τελεστής TP είναι συνεχής.

Απόδειξη. Έστω X κατευθυνόμενο σύνολο απειρότιμων ερμηνειών του P . Άρκεί να
δείξουμε ότι TP (lub(X )) = lub{TP (I) : I ∈ X} ή ισοδύναμα ότι για κάθε A ∈ BP ισχύει
ότι TP (lub(X ))(A) = lub{TP (I)(A) : I ∈ X}.

TP (lub(X ))(A) = lub
{
lub(X )(B) : (A← B) ∈ ground(P )

}
= lub

{
lub{I(B) : I ∈ X} : (A← B) ∈ ground(P )

}
= lub

{
lub{I(B) : (A← B) ∈ ground(P )} : I ∈ X

}
= lub{TP (I)(A) : I ∈ X}

Η πρώτη και η τελευταία ισότητα είναι από τον ορισμό του TP , η δεύτερη ισότητα από
το λήμμα 4.5 και η τρίτη ισότητα από την πρόταση 1.2.

Διαισθητικά, αν το TP (lub(X ))(A) ίσο με μια μη μηδενική τιμή v, θα υπάρχει κάποιος
κανόνας με κεφαλή το A που θα αποτιμάται από το lub ακριβώς σε v και άρα θα
υπάρχει μια ερμηνεία που αποτιμά το σώμα ακριβώς στην τιμή αυτή, και άρα το
επαγόμενο της ερμηνείας αυτής θα είναι ίσο με v. Επειδή όλες οι άλλες ερμηνείες
θα αποτιμούν το σώμα σε τιμές μικρότερες του v, τα αντίστοιχα επαγόμενα θα είναι
μικρότερα του v, και άρα το lub των επαγόμενων των ερμηνειών του X θα είναι ακριβώς
v. Στην περίπτωση όμως που έχουμε μηδενισμό, μπορεί να συμβαίνουν τα εξής:
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• αν TP (lub(X ))(A) = 0, τότε είτε κάποιο σώμα αποτιμάται από το lub σε 0 (οπότε
είτε μια ερμηνεία αποτιμά το συγκεκριμένο σώμα σε 0 είτε όλες οι (άπειρες)
ερμηνείες αποτιμούν το συγκεκριμένο σώμα σε τιμές που «πλησιάζουν συνεχώς»
το 0), είτε το lub αποτιμά όλα τα (άπειρα) σώματα σε τιμές που «πλησιάζουν
συνεχώς» το 0.

• αν lub{TP (I)(A) : I ∈ X} = 0, τότε είτε το επακόλουθο κάποιας ερμηνείας αποτι-
μάει την κεφαλή σε 0 (οπότε είτε κάποιο σώμα αποτιμάται από τη συγκεκριμένη
ερμηνεία σε 0 είτε όλα τα (άπειρα) σώματα αποτιμούνται από τη συγκεκριμένη
ερμηνεία σε τιμές που «πλησιάζουν συνεχώς» το 0), είτε τα επακόλουθα όλων
των (άπειρων) ερμηνειών αποτιμούν την κεφαλή σε τιμές που «πλησιάζουν συ-
νεχώς» το 0.

Σύμφωνα με τα θεωρήματα σταθερού σημείου, επειδή ο τελεστής TP είναι μονο-
τονικός και συνεχής, έχει ελάχιστο σταθερό σημείο. Τώρα μένει να δείξουμε ότι το
σταθερό σημείο αυτό είναι και το ελάχιστο μοντέλο του προγράμματος P . Θα χρεια-
στούμε το επόμενο λήμμα.

Λήμμα 4.6. Μια απειρότιμη ερμηνεία I είναι μοντέλο ενός προγράμματος P αν και
μόνο αν TP (I) ≤ I.

Απόδειξη. H I είναι μοντέλο του P ⇐⇒ για κάθε H ∈ BP και για κάθε H ← B ∈
ground(P ) είναι I(H) ≥ I(B) ⇐⇒ I(H) ≥ lub{I(B) : (H ← B) ∈ P} ⇐⇒ I(H) ≥
TP (I)(H) ⇐⇒ TP (I) ≤ I.

Θεώρημα 4.3. Έστω πρόγραμμα P . Είναι MP = TP ↑ ω.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας το λήμμα 4.6 και τα θεωρήματα 1.1 και 1.2, για το ελάχι-
στο μοντέλο MP του P έχουμε:

MP = glb{I : I μοντέλο του P} = glb{I | TP (I) ≤ I} = lfp(TP ) = TP ↑ ω.

Το παραπάνω θεώρημα δηλώνει ότι το σταθερό σημείο και άρα το ελάχιστο μοντέλο
μπορεί να προκύψει «κατασκευαστικά», δηλαδή εφαρμόζοντας τον TP στον εαυτό του
πολλές φορές, δηλαδή:

⊥, TP (⊥), TP (TP (⊥)), TP (TP (TP (⊥)), . . .

Το στοιχείο ⊥ θα είναι το glb του συνόλου των ερμηνειών του προγράμματος P , δηλαδή
η ερμηνεία {(p, F0) : p ∈ BP}. Ας δουμε ένα παράδειγμα:
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Παράδειγμα 4.2. Έστω το πρόγραμμα:

P =



s← ω p.

s← q ∧ µ r.

p← q.

q.


Οι διαδοχικές εφαρμογές του TP είναι οι εξής:

• TP ↑ 0 = {(s, F0), (p, F0), (q, F0), (r, F0)}

• TP ↑ 1 = {(s, F0), (p, F0), (q,T0), (r, F0)}

• TP ↑ 2 = {(s,F1), (p, T0), (q, T0), (r, F0)}

• TP ↑ 3 = {(s,T1), (p, T0), (q, T0), (r, F0)}

• TP ↑ 4 = {(s, T1), (p, T0), (q, T0), (r, F0)}

Παράδειγμα 4.3. Έστω το πρόγραμμα:

P =


s(X)← ω p(X),

p(X)← q(X) ∧ µ r(X),

q(a), r(a), q(b)


To βασικό στιγμιότυπο του P είναι:

ground(P ) =


s(a)← ω p(a), p(a)← q(a) ∧ µ r(a),

s(b)← ω p(b), p(b)← q(b) ∧ µ r(b),

q(a), r(a), q(b)


Οι διαδοχικές εφαρμογές του TP είναι οι εξής:

• TP ↑ 0 =


(s(a), F0), (p(a), F0), (q(a), F0), (r(a), F0),

(s(b), F0), (p(b), F0), (q(b), F0), (r(b), F0),


• TP ↑ 1 =


(s(a), F0), (p(a), F0), (q(a),T0), (r(a),T0),

(s(b), F0), (p(b), F0), (q(b),T0), (r(b), F0),


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• TP ↑ 2 =


(s(a), F0), (p(a),T0), (q(a), T0), (r(a), T0),

(s(b), F0), (p(b),F1), (q(b), T0), (r(b), F0),


• TP ↑ 3 =


(s(a),T1), (p(a), T0), (q(a), T0), (r(a), T0),

(s(b),F1), (p(b), F1), (q(b), T0), (r(b), F0),


• TP ↑ 4 =


(s(a), T1), (p(a), T0), (q(a), T0), (r(a), T0),

(s(b), F1), (p(b), F1), (q(b), T0), (r(b), F0),



4.4 Τομή μοντέλων

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε έναν εναλλακτικό τρόπο χαρακτηρισμού του
ελαχίστου μοντέλου ενός λογικού προγράμματος με προτιμήσεις P . Ο χαρακτηρισμός
αυτός είναι μια γενίκευση του γνωστού θεωρήματος τομής μοντέλων για τα κλασικά
λογικά προγράμματα.

Θεώρημα 4.4. Έστω M = {M1,M2, . . . } ένα σύνολο απειρότιμων μοντέλων ενός
προγράμματος P . Τότε και η ερμηνεία glb(M) είναι μοντέλο του P .

Απόδειξη. Έστω glb(M) όχι μοντέλο του P . Άρα για κάποιο κανόνα (A ← B) ∈
ground(P ) θα ισχύει glb(M)(A) < glb(M)(B). Θα καταλήξουμε σε άτοπο για καθέναν
από τους δύο τύπους κανόνων του P .

Έστω B =
∧n

j=1 µ
ijAj. Επίσης έστω glb(M)(A) = v και glb(M)(µijAj) = vj για κάθε

1 ≤ j ≤ n. Αφού ισχύει ότι

glb(M)(A) < glb(M)(
n∧

j=1

µijAj) = min
{
glb(M)(µijAj) : 1 ≤ j ≤ n

}
,

θα ισχύει και v < vj , για κάθε 1 ≤ j ≤ n. Επίσης,

M ≥ glb(M) =⇒ M(µijAj) ≥ glb(M)(µijAj) = vj,

για κάθε 1 ≤ j ≤ n και για κάθε M ∈ M. Όμως κάθε M ∈ M είναι μοντέλο του P

άρα:

M(A) ≥ M
(∧n

j=1 µ
ijAj

)
= min{M(µijAj) : 1 ≤ j ≤ n)}

≥ M(µikMAkM ) ≥ vkM , για κάποιο 1 ≤ kM ≤ n
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Συνεπώς glb{M(A) : M ∈ M} ≥ glb{vk(M) : M ∈ M} > v =⇒ glb(M)(A) > v. Άτοπο,
γιατί glb(M)(A) = v.

Έστω B =
∨n

j=1 ω
ijAj. Επίσης έστω glb(M)(A) = v και glb(M)(ωijAj) = vj για κάθε

1 ≤ j ≤ n. Αφού ισχύει ότι

glb(M)(A) < glb(M)(
n∨

j=1

ωijAj) = max
{
glb(M)(ωijAj) : 1 ≤ j ≤ n

}
,

θα ισχύει και v < vk, για κάποιο 1 ≤ k ≤ n. Επίσης,

M ≥ glb(M) =⇒ M(ωijAj) ≥ glb(M)(ωijAj) = vj,

για κάθε 1 ≤ j ≤ n και για κάθε M ∈ M. Όμως κάθε M ∈ M είναι μοντέλο του P

άρα:

M(A) ≥ M
(∨n

j=1 ω
ijAj

)
= max{M(ωijAj) : 1 ≤ j ≤ n)}

≥ M(ωijAj) ≥ vj , για καθε 1 ≤ j ≤ n

Συνεπώς glb{M(A) : M ∈ M} ≥ glb{vj : 1 ≤ j ≤ n} =⇒ glb(M)(A) ≥ vj , για κάθε 1 ≤
j ≤ n. Άτοπο, γιατί glb(M)(A) < vk.

Παράδειγμα 4.4. Έστω το πρόγραμμα:

P =


s(X)← ω p(X),

p(X)← q(X) ∧ µ r(X),

q(a), r(a), q(b)


και οι ερμηνείες:

M1 =


(s(a), T0), (p(a), T0), (q(a), T0), (r(a), T0),

(s(b), F2), (p(b), F1), (q(b), T0), (r(b), F0),



M2 =


(s(a), T1), (p(a), T0), (q(a), T0), (r(a), T0),

(s(b), F2), (p(b), F2), (q(b), T0), (r(b), F1),


glb{M1,M2} =


(s(a), T1), (p(a), T0), (q(a), T0), (r(a), T0),

(s(b), F2), (p(b), F1), (q(b), T0), (r(b), F0),


Μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει ότι τα M1,M2, glb{M1,M2} είναι μοντέλα του P .
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Καθώς για κάθε πρόγραμμα P η ερμηνεία {(p, T0) : p ∈ BP} είναι μοντέλο του P ,
άρα το σύνολο των μοντέλων του P είναι μη κενό. Συνεπώς το glb όλων των μοντέλων
του P είναι το ελάχιστο μοντέλο του P .

Η παραπάνω ιδιότητα είναι σημαντική αλλά δεν προσφέρεται για πρακτικούς υ-
πολογισμούς, αφού ακόμα και για μικρά πεπερασμένα προγράμματα μηδενικής τάξης
μπορεί να έχουμε άπειρα μοντέλα. Για παράδειγμα το πρόγραμμα P = {p← µq} έχει
το εξής σύνολο μοντέλων:

MP =
{
{(p, Fi), (q, Fj)} : i > j

}
∪
{
{(p, Ti), (q, Fj)}

}
∪
{
{(p, Ti), (q, Tj)} : i ≥ j}

Προφανώς, MP = glb(MP ) = {(p, F1), (q, F0)}.
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Κεφάλαιο 5

Εφαρμογές

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε κάποιες εφαρμογές ή παραδείγματα λογι-
κών προγραμμάτων με προτιμήσεις. Για κάθε πρόγραμμα αρχικά θα περιγράψουμε
διαισθητικά το νόημα του και το προσδωκόμενο αποτέλεσμα που θα θέλαμε να μας
επιστρέψει το σύστημα προτιμήσεων. Στη συνέχεια, θα βρούμε το ελάχιστο απειρότι-
μο μοντέλο του προγράμματος με διαδοχικές εφαρμογές του τελεστή TP , έτσι όπως
ορίστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

5.1 Προτιμήσεις σε ξενοδοχεία

Στον παρακάτω πίνακα περιλαμβάνεται μια λίστα με ξενοδοχεία. Για κάθε ξενοδοχείο
υπάρχει η διαθεσιμότητα καθώς και οι συμπεριλαμβανόμενες παροχές.

h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8

διαθέσιμότητα 3 3 3 3 3 3

κλιματισμός 3 3 3 3

πρωινό 3 3 3 3 3

Wi-fi 3 3 3 3

Δύο φίλοι θέλουν να κλείσουν ένα δωμάτιο από τα ξενοδοχεία αυτά. Εκτός από το
(προφανές) ότι πρέπει να υπάρχουν διαθέσιμα δωμάτια, ο καθένας από τους δύο έχει
τις δικές του προτιμήσεις ανάλογα με τις παροχές. Για παράδειγμα:

• Ο πρώτος απαιτεί να υπάρχουν διαθέσιμα δωματία, ενώ θα ήθελε προαιρετικά
να υπάρχει σύνδεση wifi και πιο προαιρετικά να προσφέρεται πρωινό.
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• Ο δεύτερος απαιτεί να υπάρχουν διαθέσιμα δωμάτια, ενώ θα ήθελε προαιρετικά
να προσφέρεται πρωινό και πιο προαιρετικά να υπάρχει κλιματισμός.

Τέλος, οι δυο φίλοι θέλουν να συνενοηθούν κατάληλα ώστε να επιλέξουν το ξενοδοχείο
έτσι ώστε να είναι και οι δυο όσο το δυνατόν περισσότερο ικανοποιημένοι.

Στη συνέχεια θα περιγράψουμε τον τρόπο κατασκευής του λογικού προγράμματος
με προτιμήσεις για το πρόβλημα αυτό.

Αρχικά, για κάθε ξενοδοχείο ορίζουμε τα κατηγορήματα avail/1, ac/1, bf/1, wifi/1,
τα οποία αντιστοιχούν στη διαθεσιμότητα, την ύπαρξη κλιματισμού, την προσφορά
πρωινού και τη σύνδεση wifi. Στη συνέχεια έχουμε τους ορισμούς των προτιμήσε-
ων των χρηστών. Για κάθε χρήστη και για κάθε ξενοδοχείο ορίζουμε το κατηγόρημα
pref/2 που αντιστοιχεί στη γνώμη του χρήστη για το ξενοδοχείο ανάλογα με τα κρι-
τήρια προτίμησης που έχει θέσει. Τέλος, για κάθε ξενοδοχείο ορίζουμε το κατηγόρημα
mark/1 που αντιστοιχεί στη γνώμη όλων των χρηστών για το ξενοδοχείο ανάλογα με
τα κριτήρια προτίμησης που έχουν θέσει. Το πρόγραμμα για αυτό το πρόβλημα είναι
το εξής:

avail(h1). avail(h2). avail(h3). avail(h4). avail(h5). avail(h6).

ac(h1). ac(h4). ac(h5). ac(h7).

bf(h2). bf(h4). bf(h6). bf(h7). bf(h8).

wifi(h3). wifi(h5). wifi(h6). wifi(h7).

pref(a,X) ← avail(X) ∧ µ wifi(X) ∧ µ2 bf(X).

pref(b,X) ← avail(X) ∧ µ bf(X) ∧ µ2 ac(X).

mark(X) ← pref(a,X) ∧ pref(b,X).

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε διαισθητικά τι τιμή αληθείας περιμένουμε να πάρουμε
ως αποτέλεσμα για το κατηγόρημα mark.

• Τα άτομα mark(h1),mark(h3),mark(h5) θα πάρουν την τιμή F1, γιατί δεν έχουν
πρωινό, που είναι προτίμηση πρώτου βαθμού για τον b. Παρόλο που τα h3, h5

έχουν περισσότερες παροχές, και τα τρία άτομα έχουν την ίδια αληθοτιμή επειδή
το επίπεδο 1 είναι απείρως σημαντικότερο από το επίπεδο 2.

• Τα άτομα mark(h2),mark(h4) θα πάρουν την τιμή F1, γιατί δεν έχουν wifi, που
είναι προτίμηση πρώτου βαθμού για τον a. Παρόλο που τα h4 έχει περισσότερες
παροχές, και τα δύο άτομα έχουν την ίδια αληθοτιμή επειδή το επίπεδο 1 είναι
απείρως σημαντικότερο από το επίπεδο 2.
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• Το άτομο mark(h6) θα πάρει την τιμή F2, γιατί δεν έχει κλιματισμό, που είναι
προτίμηση δεύτερου βαθμού για τον b.

• Τα άτομα mark(h7),mark(h8) θα πάρουν την τιμή F0, γιατί δεν έχουν διαθέσιμα
δωμάτια.

Προφανώς, το προτιμότερο ξενοδοχείο είναι αυτό με τη μεγαλύτερη αληθοτιμή,
δηλαδή το ξενοδοχείο h6. Ο a είναι πλήρως ευχαριστημένος γιατί έχει και σύνδεση
wifi και πρωινό, ενώ η απουσία του κλιματισμού δεν «ενοχλεί» τόσο τον b, όσο θα τον
ενοχλούσε π.χ. η απουσία πρωινού.

Οι διαδοχικές εφαρμογές του TP είναι οι εξής (όποια άτομα δεν αναφέρονται θε-
ωρείται ότι παίρνουν την τιμή F0):

1. (avail(h1),T0), (avail(h2),T0), (avail(h3),T0), (avail(h4),T0), (avail(h5),T0),

(avail(h6),T0), (ac(h1),T0), (ac(h4),T0), (ac(h5),T0), (ac(h7),T0), (bf(h2),T0),

(bf(h4),T0), (bf(h6),T0), (bf(h7),T0), (bf(h8),T0), (wifi(h3),T0), (wifi(h5),T0),

(wifi(h6),T0), (wifi(h7),T0).

2. (avail(h1), T0), (avail(h2), T0), (avail(h3), T0), (avail(h4), T0), (avail(h5), T0),

(avail(h6), T0), (ac(h1), T0), (ac(h4), T0), (ac(h5), T0), (ac(h7), T0), (bf(h2), T0),

(bf(h4), T0), (bf(h6), T0), (bf(h7), T0), (bf(h8), T0), (wifi(h3), T0), (wifi(h5), T0),

(wifi(h6), T0), (wifi(h7), T0),

(pref(a, h1),F1), (pref(a, h2),F1), (pref(a, h3),F2), (pref(a, h4),F1),

(pref(a, h5),F2), (pref(a, h6),T0), (pref(b, h1),F1), (pref(b, h2),F2),

(pref(b, h3),F1), (pref(b, h4),T0), (pref(b, h5),F1), (pref(b, h6),F2).

3. (avail(h1), T0), (avail(h2), T0), (avail(h3), T0), (avail(h4), T0), (avail(h5), T0),

(avail(h6), T0), (ac(h1), T0), (ac(h4), T0), (ac(h5), T0), (ac(h7), T0), (bf(h2), T0),

(bf(h4), T0), (bf(h6), T0), (bf(h7), T0), (bf(h8), T0), (wifi(h3), T0), (wifi(h5), T0),

(wifi(h6), T0), (wifi(h7), T0),

(pref(a, h1), F1), (pref(a, h2), F1), (pref(a, h3), F2), (pref(a, h4), F1),

(pref(a, h5), F2), (pref(a, h6), T0), (pref(b, h1), F1), (pref(b, h2), F2),

(pref(b, h3), F1), (pref(b, h4), T0), (pref(b, h5), F1), (pref(b, h6), F2),

(mark(h1),F1), (mark(h2),F1), (mark(h3),F1), (mark(h4),F1), (mark(h5),F1),

(mark(h6),F2).

4. (avail(h1), T0), (avail(h2), T0), (avail(h3), T0), (avail(h4), T0), (avail(h5), T0),

(avail(h6), T0), (ac(h1), T0), (ac(h4), T0), (ac(h5), T0), (ac(h7), T0), (bf(h2), T0),

(bf(h4), T0), (bf(h6), T0), (bf(h7), T0), (bf(h8), T0), (wifi(h3), T0), (wifi(h5), T0),

(wifi(h6), T0), (wifi(h7), T0),

(pref(a, h1), F1), (pref(a, h2), F1), (pref(a, h3), F2), (pref(a, h4), F1),

(pref(a, h5), F2), (pref(a, h6), T0), (pref(b, h1), F1), (pref(b, h2), F2),

(pref(b, h3), F1), (pref(b, h4), T0), (pref(b, h5), F1), (pref(b, h6), F2),
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(mark(h1), F1), (mark(h2), F1), (mark(h3), F1), (mark(h4), F1), (mark(h5), F1),

(mark(h6), F2).

5.2 Προτιμήσεις στο οδικό δίκτυο

Στο παρακάτω γράφημα εικονίζεται ένα γράφημα-χάρτης, στο οποίο ένας κόμβος είναι
ένα χωριό και μια ακμή είναι ενας δρόμος που συνδέει τα δυο χωριά. Ένας δρόμος
μπορεί να είναι είτε φαρδύς ασφάλτινος δρόμος (συμβολίζεται με διπλή γραμμή),
είτε στενός ασφάλτινος δρόμος (συμβολίζεται με απλή γραμμή), είτε χωματόδρομος
(συμβολίζεται με διακεκομένη γραμμή).

..b

.a

.c

.d

.e .f

Ένας οδηγός που θέλει να περιηγηθεί σε αυτό το δίκτυο ιεραρχεί τις προτιμήσεις
του ως προς το είδος του δρόμου ως εξής: προτιμάει έναν φαρδύ ασφάλτινο δρόμο
από έναν στενό, και έναν στενό ασφάλτινο δρόμο από έναν χωματόδρομο. Ο οδη-
γός θέλει αρχικά να εξετάσει αν υπάρχει δυνατότητα να μεταβεί από ένα χωριό στο
άλλο, και σε περίπτωση που η μετάβαση είναι δυνατή, να γνωρίζει κατά πόσον εί-
ναι αναγκασμένος να περάσει από δρόμο χαμηλότερης προτίμησης. Για παράδειγμα,
στο προηγούμενο γράφημα για τη μετάβαση από το a στο c υπάρχει η δυνατότητα
μετάβασης χρησιμοποιώντας μόνο φαρδύ ασφάλτινο δρόμο (μέσω του b), ενώ για τη
μετάβαση από το a στο d είναι αναγκασμένος να περάσει από τον στενό δρόμο cd. Τα
e, f είναι απροσπέλαστα από τον a (ίσως να βρίσκονται σε κάποιο νησί).

Στη συνέχεια θα περιγράψουμε τον τρόπο κατασκευής του λογικού προγράμματος
με προτιμήσεις για το πρόβλημα αυτό.

Στο πρώτο τμήμα του προγράμματος έχουμε τον ορισμό του χάρτη. Για κάθε δρόμο
του χάρτη ορίζουμε το κατηγόρημα edge/3, με τα δύο πρώτα ορίσματα να είναι τα
χωριά που συνδέονται και το τρίτο να είναι ο τύπος του δρόμου. Θα χρησιμοποιήσουμε
τα σύμβολα =⇒,−→, 99K που θα αντιστοιχούν στον φαρδύ ασφάλτινο, στενό ασφάλτινο
και χωματόδρομο αντίστοιχα.
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Στη συνέχεια έχουμε τους ορισμούς των προτιμήσεων του χρήστη. Ορίζουμε το
κατηγόρημα mark/2 το οποίο θα παίρνει την τιμή αληθείας που αντιστοιχεί στην προ-
τίμηση του χρήστη ανάλογα με τον τύπο της ακμής. Διαισθητικά, το mark είναι ένα
«ποσοτικό» edge με τιμή αληθείας ανάλογη με τις προτιμήσεις του οδηγού. Στο πα-
ραδειγμά μας, αν ο φαρδύς ασφάλτινος δρόμος αντιστοιχεί στην τιμή T0, ο στενός
ασφάλτινος δρόμος αντιστοιχεί στην τιμή T1 και ο χωματόδρομος στην τιμή T2, και η
μη ύπαρξη δρόμου στην τιμή F0.

Τέλος, έχουμε τον τελικό αναδρομικό ορισμό reach/2 που είναι ένα κλασικό πρόγραμ-
μα εύρεσης μονοπατιού σε γράφους, το οποίο όμως δεν χρησιμοποιεί το edge, αλλά το
mark. Συνεπώς το τελικό πρόγραμμα για το πρόβλημα αυτό είναι το εξής:

edge(a, b,=⇒). edge(a, c,−→). edge(a, d, 99K).

edge(b, c,=⇒). edge(c, d,−→). edge(e, f, 99K).

mark(X,Y ) ← edge(X, Y,=⇒) ∨ ω edge(X, Y,−→) ∨ ω2 edge(X, Y, 99K).

reach(X,Y ) ← mark(X, Y ).

reach(X, Y ) ← reach(X,Z) ∧ mark(Z, Y ).

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε διαισθητικά τι τιμή αληθείας περιμένουμε να πάρουμε
ως αποτέλεσμα για το κατηγόρημα reach.

• Το άτομο reach(a, b) θα πάρει την τιμή T0, λόγω του δρόμου ab.

• Το άτομο reach(a, c) θα πάρει την τιμή T0, γιατί μπορούμε να μην πάμε κατευ-
θείαν από τον στενό δρόμο ac, αλλά να πάμε μέσω του b.

• Το άτομο reach(a, d) θα πάρει την τιμή T1, γιατί παρόλο που μπορούμε να μην
χρησιμοποιήσουμε τον χωματόδρομο ad, πηγαίνοντας μέσω του b δεν μπορούμε
να αποφύγουμε τον στενό δρόμο cd.

• Το άτομο reach(b, c) θα πάρει την τιμή T0, λόγω του δρόμου bc.

• Το άτομο reach(b, d) θα πάρει την τιμή T1, γιατί δεν μπορούμε να αποφύγουμε
τον στενό δρόμο cd.

• Το άτομο reach(c, d) θα πάρει την τιμή T1, λόγω του δρόμου cd που είναι και ο
μοναδικός μεταξύ τους.

• Το άτομο reach(e, f) θα πάρει την τιμή T2, λόγω του δρόμου ef που είναι και ο
μοναδικός μεταξύ τους.

• Τα άτομα reach(a, e), reach(a, f), reach(b, e), reach(b, f), reach(c, e), reach(c, f),

reach(d, e), reach(d, f) θα πάρουν την τιμή F0 γιατί δεν υπάρχει μονοπάτι που
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να συνδέει τα αντίστοιχα χωριά στον χάρτη.

Οι διαδοχικές εφαρμογές του TP είναι οι εξής (όποια άτομα δεν αναφέρονται θε-
ωρείται ότι παίρνουν την τιμή F0):

1. (edge(a, b,=⇒),T0), (edge(a, c,−→),T0), (edge(a, d, 99K),T0), (edge(b, c,=⇒),T0),

(edge(c, d,−→),T0), (edge(e, f, 99K),T0).

2. (edge(a, b,=⇒), T0), (edge(a, c,−→), T0), (edge(a, d, 99K), T0), (edge(b, c,=⇒), T0),

(edge(c, d,−→), T0), (edge(e, f, 99K), T0), (mark(a, b),T0), (mark(a, c),T1),

(mark(a, d),T2), (mark(b, c),T0), (mark(c, d),T1), (mark(e, f),T2).

3. (edge(a, b,=⇒), T0), (edge(a, c,−→), T0), (edge(a, d, 99K), T0), (edge(b, c,=⇒), T0),

(edge(c, d,−→), T0), (edge(e, f, 99K), T0), (mark(a, b), T0), (mark(a, c), T1),

(mark(a, d), T2), (mark(b, c), T0), (mark(c, d), T1), (mark(e, f), T2)

(reach(a, b),T0), (reach(a, c),T1), (reach(a, d),T2), (reach(b, c),T0), (reach(c, d),T1),

(reach(e, f),T2).

4. (edge(a, b,=⇒), T0), (edge(a, c,−→), T0), (edge(a, d, 99K), T0), (edge(b, c,=⇒), T0),

(edge(c, d,−→), T0), (edge(e, f, 99K), T0), (mark(a, b), T0), (mark(a, c), T1),

(mark(a, d), T2), (mark(b, c), T0), (mark(c, d), T1), (mark(e, f), T2)

(reach(a, b), T0), (reach(a, c),T0), (reach(a, d),T1), (reach(b, c), T0), (reach(c, d), T1),

(reach(e, f), T2), (reach(b, d),T1).

5. (edge(a, b,=⇒), T0), (edge(a, c,−→), T0), (edge(a, d, 99K), T0), (edge(b, c,=⇒), T0),

(edge(c, d,−→), T0), (edge(e, f, 99K), T0), (mark(a, b), T0), (mark(a, c), T1),

(mark(a, d), T2), (mark(b, c), T0), (mark(c, d), T1), (mark(e, f), T2)

(reach(a, b), T0), (reach(a, c), T0), (reach(a, d), T1), (reach(b, c), T0), (reach(c, d), T1),

(reach(e, f), T2), (reach(b, d), T1).
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Κεφάλαιο 6

Σχετικές προσεγγίσεις στη
βιβλιογραφία

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε τις εναλλακτικές προσεγγίσεις που υπάρχουν στη
βιβλιογραφία σε σχέση με τη δική μας δουλειά. Στην πρώτη ενότητα θα διερευνήσουμε
τη σχέση μεταξύ απειρότιμης λογικής και τη λογική του von Wright για έκφραση
προτιμήσεων. Στη συνέχεια θα εξετάσουμε διάφορες προσεγγίσεις που έχουν προταθεί
στο πεδίο του λογικού προγραμματισμού με προτιμήσεις. Τέλος, θα παρουσιάσουμε
κάποια άρθρα σχετικά με την απειρότιμη λογική.

6.1 Λογική με προτιμήσεις

Η έννοια της προτίμησης παίζει ένα πολύ σημαντικό ρόλο σε μια πληθώρα πεδίων από
την ηθική φιλοσοφία, την ψυχολογία, την κοινωνιολογία μέχρι τη θεωρία αποφάσεων
και τα οικονομικά [23]. Παρόλο που η προτίμηση είχε μελετηθεί αποσπασματικά σε
αυτά τα πεδία από τις αρχές του 20ού αιώνα, ο πρώτος που μελέτησε τυπικά τις προ-
τιμήσεις μέσω της μαθηματικής λογικής ήταν ο Φινλανδός φιλόσοφος G. H. von Wright
[48]. Η λογική που όρισε είναι μια προτασιακή λογική στην οποία ενσωματώνεται μια
διμελής σχέση P τέτοια ώστε το pPq δηλώνει ότι η κατάσταση p προτιμάται από την
κατάσταση q. Ο von Wright όρισε ένα σύστημα πέντε αξιωμάτων που περιγράφουν
τις ιδιότητες που πρέπει να έχει η σχέση προτίμησης.

Το πέμπτο αξίωμα είναι το λεγόμενο “ceteris paribus”, που μεταφράζεται κυριολε-
κτικά ως «άλλα πράγματα το ίδιο πράγμα». Αυτό σημαίνει ότι μια τρίτη κατάσταση r

δεν επιδρά καθόλου στη σχέση μεταξύ των δύο καταστάσεων p, q που μας ενδιαφέρουν.
Για παράδειγμα, αν κάποιος προτιμάει ένα στρογγυλό τραπέζι από ένα τετράγωνο,
θα προτιμάει ένα μαύρο στρογγυλό τραπέζι από ενα μαύρο τετράγωνο τραπέζι. Το
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αξίωμα αυτό είναι το πιο ισχυρό από τα υπόλοιπα, και ήταν αυτό που δημιούργησε
τα περισσότερα προβλήματα στη σημασιολογία της λογικής αυτής [37]. Μέχρι σήμε-
ρα έχουν προταθεί πολλοι εναλλακτικοί ορισμοί του “ceteris paribus”, οι περισσότεροι
από τους οποίους είναι εκφρασμένοι σε τροπικές λογικές [18], [26].

Στη δική μας προσέγγιση, αντίθετα με αυτή του von Wright, θεωρούμε ότι ανάμε-
σα σε δύο γεγονότα υπάρχει πάντα σύγκριση ως προς την προτίμηση (ολικότητα).
Επιστρέφοντας στο προηγούμενο παράδειγμα, θα υπάρχει πάντα σύγκριση μεταξύ
οποιωνδήποτε δυο ιδιοτήτων του τραπεζιού. Αν αν κάποιος προτιμάει ένα στρογγυ-
λό τραπέζι από ενα μαύρο τραπέζι, τότε (όπως και πριν) θα προτιμάει ένα μαύρο
στρογγυλό τραπέζι από ενα μαύρο τετράγωνο τετράγωνο τραπέζι. Αν όμως προτιμάει
ένα μαύρο τραπέζι από ενα στρογγυλό τραπέζι, τότε ενα μαύρο στρογγυλό τραπέζι
θα είναι το ίδιο με ενα μαύρο τετράγωνο τετράγωνο τραπέζι. Φαίνεται ότι η ιδιότητα
της ολικότητας που έχει το σύστημα προτιμήσεων της απειρότιμης λογικής είναι α-
σύμβατη με το “ceteris paribus”, τουλάχιστον έτσι όπως αυτό ερμηνεύεται στην αρχική
προσέγγιση του von Wright.

6.2 Λογικός προγραμματισμός με προτιμήσεις

H εισαγωγή προτιμήσεων στον λογικό προγραμματισμό έχει προταθεί από αρκετά
άρθρα στη βιβλιογραφία. Οι προσεγγίσεις αυτές μπορούν να χωριστούν σε δύο κατη-
γορίες, ανάλογα με τον σκοπό που επιτελεί κάθε φορά η εισαγωγή των προτιμήσεων.

• Στην πρώτη κατηγορία, η εισαγωγή προτιμήσεων γίνεται με σκοπό τη μοντελο-
ποίηση και την επίλυση προβλημάτων βελτιστοποίησης.

• Στη δεύτερη κατηγορία, η εισαγωγή προτιμήσεων γίνεται με σκοπό τον περιορι-
σμό των προβλημάτων και των ασαφειών που προκύπτουν στις μη μονοτονικές
επεκτάσεις του λογικού προγραμματισμού.

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε κάποιες προσεγγίσεις που υπάρχουν σε καθεμιά από
τις παραπάνω κατηγορίες και θα διερευνήσουμε τη σχέση που υπάρχει μεταξύ των
προσεγγίσεων αυτών και της δικιάς μας προσέγγισης.

6.2.1 Προτιμήσεις για προβλήματα βελτιστοποίησης

Προβλήματα βελτιστοποίησης συναντώνται σε πολλές εφαρμογές. Σε ένα πρόβλημα
βελτιστοποίησης αναζητείται η βέλτιστη λύση από ένα σύνολο λύσεων με βάση κάποιο
κριτίριο βελτιστοποίησης, το οποίο συνήθως είναι μια αντικειμενική συνάρτηση. Δυ-
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στυχώς όμως, πολλά προβλήματα βελτιστοποίησης έχουν σύνθετη συνάρτηση βελτι-
στοποίησης ή είναι δύσκολος ο ορισμός της. Συνεπώς, στα [19], [12], [20] προτείνεται
μια επέκταση του λογικού προγραμματισμού στην οποία το κριτίριο βελτιστοποίησης
ορίζεται με τη βοήθεια μιας σχέσης προτίμησης ανάμεσα σε κάποια κατηγορήματα
βελτιστοποίησης. Ένα τέτοιο πρόγραμμα είναι το εξής:

edge(a, b, 5). edge(b, c, 10). edge(a, c, 25).

path(X,Y,C)← edge(X, Y,C).

path(X, Y,C1 + C2)← path(X,Z,C1), edge(Z, Y, C2).

path(X, Y,C1) � path(X,Y,C2)← C1 < C2.

Διαισθητικά, στο πρόγραμμα αυτό το κατηγόρημα path(X,Y,C) είναι αληθές αν το
συντομότερο μονοπάτι μεταξύ των κόμβων X, Y είναι ίσο με C στον παρακάτω γράφο:

..b

.a .c

.5

.25

.10

Αν αγνοήσουμε τον τελευταίο κανόνα του προγράμματος, που είναι ο κανόνας
βελτιστοποίησης, το πρόγραμμα έχει ελάχιστο Herbrand μοντέλο το εξής:

MC =


edge(a, b, 5), edge(b, c, 10), edge(a, c, 25),

path(a, b, 5), path(b, c, 10), path(a, c, 25), path(a, c, 15)


ενώ το νόημα που θα δίναμε στο πρόγραμμα αν συμπεριλαμβάναμε και τον κανόνα
βελτιστοποίησης («προτιμητέο υπομοντέλο»), είναι το εξής υποσύνολο του MC :

MP =


edge(a, b, 5), edge(b, c, 10), edge(a, c, 25),

path(a, b, 5), path(b, c, 10), path(a, c, 15)


Ανάμεσα στα τρία άρθρα υπάρχουν αρκετές διαφορές, τόσο στο συντακτικό όσο

και στη σημασιολογία. Στο [19] δίνεται μια σημασιολογία πιθανών κόσμων. Ένα κα-
τηγόρημα βελτιστοποίησης (εδώ το path) μπορεί είτε να ανήκει είτε όχι σε κάποιο
κόσμο, ενώ σαν νόημα του προγράμματος επιλέγεται ο προτιμότερος από αυτούς τους
πιθανούς κόσμους. Επειδή η διαδικασία εύρεσης του πιθανότερου κόσμου δεν είναι
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πρακτικά υπολογίσιμη, στο [12] προτείνεται ο μετασχηματισμός ενός προγράμματος
με προτιμήσεις σε ένα ισοδύναμο λογικό πρόγραμμα με άρνηση, του οποίου το τρίτιμο
well-founded μοντέλο είναι το νόημα του αρχικού προγράμματος. Στο [20] η σημα-
σιολογία ορίζεται με χρήση δύο τελεστών φ, π οι οποίοι εφαρμόζονται στο ελάχιστο
Herbrand μοντέλο M και διαγράφουν αρχικά τα λιγότερο προτιμητέα άτομα και στη
συνέχεια κάθε άτομο που εξαρτάται από πρόσφατα διεγραμμένο άτομο. Το νόημα του
προγράμματος δηλαδή είναι το πα(φ(M)), που έχει σταθερό σημείο.

Ας συγκρίνουμε τις προσεγγίσεις αυτές με τη δικιά μας προσέγγιση. Η βασική
ομοιότητα με τη δικιά μας προσέγγιση είναι ότι και στις δυο περιπτώσεις επεκτεί-
νονται τα κλασικά λογικά προγράμματα (χωρίς άρνηση) με εισαγωγή προτιμήσεων
μεταξύ ατόμων. Η βασική διαφορά είναι ότι στην προσέγγιση αυτή αφαιρούνται από
το ελάχιστο Herbrand μοντέλο τα άτομα που είναι λιγότερο προτιμητέα σύμφωνα με
τις κεφαλές των κανόνων βελτιστοποίησης. Αντίθετα, στη δικιά μας προσέγγιση, στο
ελάχιστο απειρότιμο μοντέλο που υπολογίζεται τα λιγότερο προτιμητέα άτομα έχουν
τιμές αληθείας που πλησιάζουν προς την κεντρική τιμή 0, ενώ η σχέση προτίμησης κα-
θορίζεται στο σώμα των κανόνων. Για παράδειγμα, έστω τα παρακάτω προγράμματα
που εκφράζουν την προτίμηση του p(1) σε σχέση με το p(2).

P1 =


p(1) � p(2).

p(2)← p(1).

p(1).


P2 =


p(2)← ω p(1).

p(1).



Το προτιμητέο υπομοντέλο του P1 είναι το
{
p(1)

}
, ενώ το ελάχιστο απειρότιμο

μοντέλο του P2 είναι το
{
(p(1), T0), (p(2), T1)

}
.

Δυνατότητα έκφρασης προτιμήσεων προσφέρεται και από διάφορες επεκτάσεις του
λογικού προγραμματισμού με περιορισμούς [25]. Στην περιοχή αυτή συναντάμε κυρί-
ως δύο προσεγγίσεις. Στην πρώτη προσέγγιση, σε κάθε κατηγόρημα που θέλουμε να
βελτιστοποιήσουμε αντιστοιχίζουμε μια συνάρτηση, η βελτιστοποίηση της οποίας θα
γίνει με την χρήση κάποιου τελεστή της μορφής minimize ή maximize [33]. Οι τελεστές
αυτοί δεν ανήκουν στο «λογικό τμήμα» των συστημάτων που τους χρησιμοποιούν και η
βελτιστοποίηση γίνεται συνήθως με την χρήση branch-and-bound μεθόδου. Στη δεύτε-
ρη προσέγγιση έχουμε τον λογικό προγραμματισμό με ιεραρχικούς περιορισμούς [51].
Εδώ ο προγραμματιστής μπορεί να δηλώνει ισχυρούς και αδύναμους περιορισμούς,
έτσι ώστε από δύο λύσεις που ικανοποιούν τους ισχυρούς περιορισμούς να μπορεί
να επιλεχθεί από το σύστημα η λύση που ικανποιεί τους αδύναμους περιορισμούς ως
πιο προτιμότερη. Καθεμιά από τις δύο προσεγγίσεις έχει τα πλεονεκτήματα και τα
μειονεκτήματά της. Η πρώτη μέθοδος είναι χρήσιμη όταν για το πρόβλημα μπορεί να
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οριστεί μια συνάρτηση βελτιστοποίησης (κάτι που όμως δεν μπορεί να γίνει στη γενική
περίπτωση) ενώ η δεύτερη μέθοδος προσφέρει καλύτερη εκφραστικότητα στις προτι-
μήσεις (αλλά ο υπολογισμός της καλύτερης λύσης μπορεί σε κάποιες περιπτώσεις να
γίνει μη αποδοτικά).

6.2.2 Προτιμήσεις για μη μονοτονικότητα

Η εισαγωγή άρνησης στα σώματα των κανόνων οδηγεί σε μια μη μονοτονική επέκταση
του λογικού προγραμματισμού, και πλέον δεν έχουμε ελάχιστο μοντέλο με τη σημα-
σιολογία των van Emden και Kowalski. Οι δυο σημασιολογίες που έχουν επικρατήσει
σε αυτήν την επεκτεταμένη κατηγορία λογικών προγραμμάτων ειναι από τη μια τα
well-founded semantics [47] και από την άλλη τα stable model semantics [16] και μια
επέκταση των stable models, τα answer set semantics [17]. Η μεν πρώτη προσέγγιση
επιστρέφει ένα ελάχιστο μοντέλο αλλά είναι τρίτιμο, δηλαδή περιέχει και την τιμή
αληθείας 0 (που σημαίνει δεν γνωρίζω), ενώ η δεύτερη προσέγγιση επιστρέφει πολλά
«ελαχιστικά» δίτιμα μοντέλα, αλλά κανένα από αυτά δεν είναι ελάχιστο.

Υπάρχει μια σειρά άρθρων που εισάγει προτιμήσεις στα λογικά προγράμματα ώστε
να αντιμετωπισθούν τα προβλήματα αυτά, κυρίως επιλέγοντας κάποια από τα ε-
λαχιστικά μοντέλα (answer sets) που είναι προτιμότερα. Για παράδειγμα, έστω το
πρόγραμμα P = {a ← not b, b ← not a}. Το πρόγραμμα έχει δύο answer sets, τα
AS(P ) =

{
{a}, {b}

}
. Αν όμως θεωρήσουμε ότι το a είναι προτιμότερο από το b ή αν ο

πρώτος κανόνας είναι προτιμότερος από τον δεύτερο τότε θα πάρουμε ως απάντηση
το answer set {a}, και κατά συνέπεια να έχουμε ως απάντηση ένα δίτιμο μοντέλο αντί
για δύο.

Μια πρώτη διάκριση στις προτιμήσεις είναι το αν είναι μεταξύ κανόνων ή μετα-
ξύ ατόμων. Στο [43] εξετάζονται προτιμήσεις ανάμεσα στα άτομα, ενώ στα [50], [7]
εξετάζονται προτιμήσεις ανάμεσα στους κανόνες. Και στις τρεις προσεγγίσεις αυτές
εξετάζονται στατικές προτιμήσεις, δηλαδή η έκφραση των προτιμήσεων γίνεται μέσω
μιας σχέσης διάταξης ανάμεσα στα άτομα ή τους κανόνες. Δυναμικές προτιμήσεις με-
ταξύ κανόνων εξετάζονται στα [6], [52], [13]. Οι προτιμήσεις εδώ μπορούν να βρίσκον-
ται σε κεφαλές κανόνων, και με αυτόν τον τρόπο ορίζουμε ότι κάποιος κανόνας είναι
προτιμότερος κάποιου άλλου όχι πάντα, αλλά όταν ισχύουν κάποιες προϋποθέσεις.
Στο [15] προτείνεται ένας συνδυασμός δυναμικών προτιμήσεων μεταξύ κανόνων και
ατόμων.

Όλες οι προσεγγίσεις ορίζονται πάνω στη σημασιολογία των answer sets, εκτός από
το [6] που ορίζεται πάνω στα well-founded semantics. Επίσης όλες οι προσεγγίσεις
αφορούν λογικά προγράμματα με άρνηση, εκτός από το [43] που αφορά διαζευκτικά
λογικά προγράμματα με άρνηση και το [15] που αφορά απαγωγικά λογικά προγράμ-
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ματα με άρνηση.

Καθεμιά από αυτές τις προσεγγίσεις ακολουθεί τον δικό της ορισμό για το τι είναι
ένα προτιμότερο μοντέλο. Πώς όμως αυτές οι προσεγγίσεις συγκρίνονται μεταξύ τους;
Στο [44] επιχειρείται μια σύγκριση μεταξύ των προσεγγίσεων των [50], [7] και [13] για
εισαγωγή στατικών προτιμήσεων μεταξύ κανόνων πάνω στα answer set semantics (αν
και το [13] μπορεί να υποστηρίξει και δυναμικές προτιμήσεις). Στο [44] η καθεμιά από
τις τρεις προσεγγίσεις ορίζεται εκ νέου ώστε να υπάρχει συμβατότητα στους ορισμούς
και αποδεικνύνεται ότι τα προτιμότερα answer sets των προσεγγίσεων αυτών σχημα-
τίζουν. Στο [14] υπάρχει μια σύγκριση πολύ περισσότερων προσεγγίσεων σχετικά με
προτιμήσεις και μη-μονοτονικότητα, και όχι μόνο πάνω σε λογικά προγράμματα.

Οι προσεγγίσεις που υπάρχουν σε αυτήν την κατηγορία δεν συγκρίνονται άμεσα
με τη δικιά μας προσέγγιση για διάφορους λόγους. Καταρχήν, οι προσεγγίσεις αυτές
εστιάζουν κυρίως στα λογικά προγράμματα με άρνηση, ενώ εμείς επεκτείνουμε τα
κλασικά λογικά προγράμματα (χωρίς άρνηση). Επίσης, οι προσεγγίσεις αυτές (αν ε-
ξαιρέσουμε το [43]) αφορούν προτιμήσεις μεταξύ κανόνων. Τέλος, ο λόγος που γίνεται
η εισαγωγή των προτιμήσεων στις προσεγγίσεις αυτές είναι η αποφυγή προβλημάτων
μη μονοτονικότητας, κάτι που δεν ισχύει στη δική μας προσέγγιση.

6.3 Απειρότιμη λογική

Όπως αναφέραμε και στο Κεφάλαιο 3, η απειρότιμη λογική ορίστηκε αρχικά στο
[42], και προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό των λογικών τιμών F, T με διαδοχικές
δυνάμεις του απειροστού ε, έτσι ώστε να προκύψουν άπειρες τιμές αλήθειας. Κάθε
τιμή αληθείας είναι «απείρως πιο σημαντική» από την επόμενή της, ενώ στο κέντρο
βρίσκεται η τιμή ε∞ · T = ε∞ · F = 0, που σημαίνει «δεν γνωρίζω».

Η σύνδεση προτιμήσεων με την απειρότιμη λογική γίνεται στο [49] και στο [3],
όπου εισάγονται επερωτήσεις με προτιμήσεις που χρησιμοποιούν τους τελεστές µ, ω.
Οι επερωτήσεις αυτές είναι ίδιες με τα σώματα των κανόνων στη δικιά μας προσέγγιση.
Επίσης στα [10], [11] γίνεται σύνδεση προτιμήσεων και απειροστών. Όμως, αντίθετα
με τη δική μας προσέγγιση, ανάλογα με τις προτιμήσεις του χρήστη αντιστοιχίζεται
σε κάθε αντικείμενο ένας αριθμός που περιέχει απειροστά (π.χ. 3 + 2ε + 4ε2), και όχι
κάποια αληθοτιμή από το σύνολο άπειρων τιμών αληθείας.

Στο [42], η απειρότιμη λογική χρησιμοποιείται για τον ορισμό μοντελοθεωρητικής
σημασιολογίας για τον λογικό προγραμματισμό με άρνηση μέσω αποτυχίας (συμβο-
λίζεται με ∼). Έστω το πρόγραμμα P = {p, q ←∼ r}. Το p είναι αληθές, το r είναι
ψευδές και το q είναι αληθές. Διαισθητικά όμως, το q είναι «λιγότερο αληθές» από
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το p, αφού η αλήθεια του p προκύπτει από τον πρώτο κανόνα, ενώ η αλήθεια του q

προκύπτει επειδή δεν μπορέσαμε να αποδείξουμε το r. Συνεπώς, ο πίνακας αληθείας
για τον τελεστή ∼ ορίζεται ως εξής:

∼ A =


Ti+1, αν A = Fi

Fi+1, αν A = Ti

0, αν A = 0

Στην προσέγγιση αυτή, η διαβάθμιση στις τιμές αληθείας εκφράζει τον βαθμό «σι-
γουριάς» για κάποιο άτομο, δηλαδή από πόσες αρνήσεις εξαρτάται. Στη δικιά μας
περίπτωση, η διαβάθμιση στις τιμές αληθείας εκφράζει τον βαθμό «προτίμησης» για
κάποιο άτομο, δηλαδή την επίδραση που έχει η παρουσία ή η απουσία του.

Χρησιμοποιώντας την απειρότιμη λογική με παρόμοιο τρόπο όπως στο [42], στο [8]
δίνεται μοντελοθεωρητική σημασιολογία για τον διαζευκτικό λογικό προγραμματισμό
με άρνηση, ενώ στο [30] δίνεται σημασιολογία στις boolean γραμματικές, οι οποίες
ορίζονται στο [40] και είναι μια επέκταση των γραμματικών χωρίς συμφραζόμενα
που περιέχουν επιπλέον σύζευξη και άρνηση στα σώματα των κανόνων.

Εκτός από την απειρότιμη λογική υπάρχουν και άλλες μη κλασικές λογικές στις
οποίες υπάρχουν άπειρες τιμές αληθείας, η σημαντικότερη από τις οποίες είναι η
ασαφής λογική [21]. Στην ασαφή λογική η τιμή αληθείας είναι μια πραγματική τιμή στο
διάστημα [0, 1] η οποία εκφράζει τον βαθμό αλήθειας μιας πρότασης. Οι δύο λογικές
διαφέρουν σημαντικά ως προς τη μορφή του συνόλου των αληθοτιμών, αφού στην
απειρότιμη λογική έχουμε ένα άπειρο διακριτό σύνολο αληθοτιμών και όχι συνεχές
διάστημα.
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Κεφάλαιο 7

Παρατηρήσεις και μελλοντικές
κατευθύνσεις

Στην παρούσα διπλωματική εργασία ορίσαμε μια νέα επέκταση του κλασικού λογικού
προγραμματισμού. Αρχικά, εισάγαμε στα σώματα των κανόνων δύο τελεστές προτί-
μησης με τη σημασία «προαιρετικά» και «εναλλακτικά» και στη συνέχεια δώσαμε
σημασιολογία σταθερού σημείου για τη νέα αυτή γλώσσα. Η σημασιολογία βασίζεται
πάνω στην απειρότιμη λογική, μια επέκταση της κλασικής δίτιμης λογικής που χρη-
σιμοποιεί άπειρες τιμές αληθείας οι οποίες βρίσκονται ενδιάμεσα στις δύο ακραίες
False, True.

Στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο θα συνοψίσουμε παραθέτοντας κάποιες παρατηρή-
σεις, καθώς και πιθανές μελλοντικές κατευθύνσεις για την έρευνα πάνω στη νέα αυτή
γλώσσα.

7.1 Λειτουργική σημασιολογία

Πέρα από τη δηλωτική σημασιολογία του λογικού προγραμματισμού με προτιμήσεις
που δίνεται σε αυτήν την εργασία, θα μπορούσαμε στο μέλλον να δώσουμε και μια
λειτουργική σημασιολογία, μέσω μιας διαδικασίας απόδειξης. Η διαδικασία απόδειξης
θα είναι λογικά μια επέκταση της SLD-επίλυσης του κλασικού λογικού προγραμματι-
σμού [32].

Ας δούμε ένα παράδειγμα για να εξετάσουμε πως περίπου μπορεί να μοιάζει μια
τέτοια διαδικασία απόδειξης. Έστω το πρόγραμμα:

P =
{
s← ω p, s← q ∧ µ r, q

}
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Η διαδικασία επίλυσης του στόχου ← s μοιάζει ως εξής:

..s

.·

.ω p

.p

.fail

.{F0}

.{ω F0 = F0}

.q ∧ µ r

.q

.�

.{T0}
.µ r

.r

.fail

.{F0}

.{µF0 = F1}

.{T0 ∧ F1 = F1}

.{lub{F0, F1} = F1}

Συνεπώς, μια μελλοντική κατεύθυνση έρευνας για τον λογικό προγραμματσμό με
προτιμήσεις είναι το να δοθεί λειτουργική σημασιολογία. Αυτό μπορεί να γίνει μέσω
του ακριβους ορισμού μιας διαδικασίας απόδειξης που μοιάζει με την SLD-επίλυση
του κλασικού λογικού προγραμματισμού.

7.2 Στρωματοποίηση λογικών προγραμμάτων με προ-
τιμήσεις

Η έννοια της στρωματοποίησης ορίζεται για τα λογικά προγράμματα με άρνηση. Ένα
λογικό πρόγραμμα με άρνηση P , ονομάζεται:

• στρωματοποιήσιμο [4], αν δεν υπάρχει κάποιο κατηγόρημα που να εξαρτάται
κυκλικά από τον εαυτό του μέσω άρνησης.

• τοπικά στρωματοποιήσιμο [41], αν στο ground(P ) δεν υπάρχει κάποιο άτομο
που να εξαρτάται κυκλικά από τον εαυτό του μέσω άρνησης.

Κάθε στρωματοποιήσιμο πρόγραμμα είναι και τοπικά στρωματοποιήσιμο. Ένα
πρόγραμμα που είναι τοπικά στρωματοποιήσιμο και δεν είναι στρωματοποιήσιμο εί-
ναι το P = {even(0), even(s(X)) ← not even(X)}. Το κατηγόρημα even εξαρτάται
από τον εαυτό του μέσω άρνησης, αλλά στο ground(P ) το άτομο even(si(0)) εξαρτάται
μέσω άρνησης από το άτομο even(si−1(0)) και όχι από τον εαυτό του.
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Με τον ίδιο τρόπο, μπορούμε να ορίσουμε την έννοια της στρωματοποίησης για
τα λογικά προγράμματα με προτιμήσεις. Ένα λογικό πρόγραμμα με προτιμήσεις P ,
ονομάζεται:

• στρωματοποιήσιμο, αν δεν υπάρχει κάποιο κατηγόρημα που να εξαρτάται κυ-
κλικά από τον εαυτό του μέσω των τελεστών προτίμησης µ, ω.

• τοπικά στρωματοποιήσιμο, αν στο ground(P ) δεν υπάρχει κάποιο άτομο που να
εξαρτάται κυκλικά από τον εαυτό του μέσω των τελεστών προτίμησης µ, ω.

Όλα τα λογικά προγράμματα με προτιμήσεις που έχουμε δει μέχρι στιγμής είναι
στρωματοποιήσιμα. Φαίνεται ότι για τα στρωματοποιήσιμα προγράμματα το ελάχιστο
μοντέλο είναι πάντα δίτιμο. Διαισθητικά, έχουμε πεπερασμένο αριθμό κατηγορημάτων,
κανένα κατηγόρημα δεν εξαρτάται κυκλικά από τον εαυτό του μέσω των τελεστών
προτίμησης µ, ω, και οι τέλεστές µ, ω είναι ο μόνος τρόπος να πλησιάσουμε προς την
κεντρική τιμή 0 ώστε το μοντέλο μας να γίνει τρίτιμο.

Στη συνέχεια, ας δούμε δύο περιπτώσεις τοπικά στρωματοποιήσιμων προγραμ-
μάτων που δεν είναι στρωματοποιήσιμα. Τα προγράμματα

P1 =
{
p(s(X))← µ p(X)

}
, P2 =

{
p(0), p(s(X))← ω p(X)

}
έχουν ελάχιστα μοντέλα αντίστοιχα τα

MP1 =
{(

p(0), F0

)
,
(
p(s(0)), F1

)
,
(
p(s(s(0))), F2

)
, . . .

(
p(si(0), Fi

)
, . . .

}
MP2 =

{(
p(0), T0

)
,
(
p(s(0)), T1

)
,
(
p(s(s(0))), T2

)
, . . .

(
p(si(0), Ti

)
, . . .

}
Φαίνεται ότι και τα τοπικά στρωματοποιήσιμα προγράμματα με προτιμήσεις έχουν

νόημα. Στη συνέχεια ας δουμε κάποια μη τοπικά στρωματοποιήσιμα προγράμματα.

P1 =
{
p← µ p

}
, P2 =

{
p, p← ω p

}
Για το P1 έχουμε TP1 ↑ 0 =

{
(p, F0)

}
, TP1 ↑ 1 =

{
(p, F1)

}
, TP1 ↑ 2 =

{
(p, F2)

}
, TP1 ↑

3 =
{
(p, F3)

}
, . . . TP1 ↑ ω =

{
(p, 0)

}
άρα MP1 =

{
(p, 0)

}
, ενώ για το P2 έχουμε TP2 ↑ 0 ={

(p, T0)
}
, TP1 ↑ 1 =

{
(p, T0)

}
άρα MP2 =

{
(p, T0)

}
.

Παρατηρούμε μια ασύμμετρη συμπεριφορά στα δύο παραδείγματα. Στο πρώτο
πρόγραμμα οι αληθοτιμές για το p αυξάνονται συνεχώς με την εφαρμογή του τελεστή
µ μέχρι να φτάσουν στο 0, γιατί ισχύει ότι

I(p) = Fi =⇒ TP1(I)(p) = lub{I(µ p)} = lub{µ I(p)} = lub{Fi+1} = Fi+1
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Αντίθετα, στο δεύτερο παράδειγμα, από τη στιγμή που για το p θα δοθεί η αληθοτιμή
T0, δεν μπορεί να μειωθεί άλλο με την εφαρμογή του τελεστή ω γιατί ισχύει ότι

I(p) = T0 =⇒ TP2(I)(p) = lub{I(p), I(ω p)} = lub{I(p), ω I(p)} = lub{T0, T1} = T0

Όμως, δεν εμφανίζεται πάντα η αληθοτιμή 0 όταν υπάρχει κύκλος μέσω του µ στα
μη τοπικά στρωματοποιήσιμα προγράμματα. Στο πρόγραμμα

P1 =
{
q(Y )← p(X, Y ) ∧ µ q(X), p(1, 2), p(2, 3)

}
το ελάχιστο μοντέλο είναι το

MP1 =
{(

q(1), F0

)
,
(
q(2), F1

)
,
(
q(3), F2

)
,
(
q(4), F3

)}
ενώ αν προσθέσουμε το γεγονός p(3, 1), τότε στο πρόγραμμα

P2 =
{
q(Y )← p(X, Y ) ∧ µ q(X), p(1, 2), p(2, 3), p(3, 1)

}
το ελάχιστο μοντέλο είναι το

MP2 =
{(

q(1), 0
)
,
(
q(2), 0

)
,
(
q(3), 0

)
,
(
q(4), 0

)}

Συνεπώς, μια μελλοντική κατεύθυνση έρευνας για τον λογικό προγραμματσμό με
προτιμήσεις είναι το να εξεταστούν πιο τυπικά οι διάφορες κατηγορίες στρωματοποί-
ησης και οι μορφές των μοντέλων που προκύπτουν σε κάθε περίπτωση.

7.3 Eπεκτάσεις της γλώσσας

Η γλώσσα που προτείνουμε μπορεί να επεκταθεί με πολλούς τρόπους έτσι ώστε να
γίνει πιο εκφραστική και με περισσότερες εφαρμογές. Μια πρώτη επέκταση θα μπο-
ρούσε να είναι η προσθήκη επιπλέον τελεστών. Μερικοί από αυτούς θα μπορούσαν να
είναι:

• τελεστές αύξησης προτίμησης µ−1, ω−1, οι οποίοι θα μπορούσαν να είναι οι

µ−1A =


F0, αν A = F0

Fi−1, αν A = Fi, i ≥ 1

Ti, αν A = Ti

ω−1A =


T0, αν A = T0

Ti−1, αν A = Ti, i ≥ 1

Fi, αν A = Fi
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• άρνηση (μέσω αποτυχίας) στο σώμα των κανόνων (τελεστής ∼), συνδυάζοντας
κάπως αυτή τη δουλειά με το [42].

• κάποιους τελεστές σύγκρισης αληθοτιμών, σαν τους παρακάτω:

A ≈ B =


T0, αν A = B

F0, διαφορετικά
A 6≈ B =


T0, αν A 6= B

F0, διαφορετικά

A ≺ B =



T0, αν A < 0 < B

T1, αν A < B < 0 ή 0 < A < Β

0, αν A = B

F1, αν B < A < 0 ή 0 < B < A

F0, αν B < 0 < A

Ο τελεστής ≺ είναι ένας ποσοτικός τελεστής σύγκρισης, αφού η τάξη της αληθο-
τιμής του αποτελέσματος μπορεί να εκφράσει αν οι A,B βρίσκονται εκατέρωθεν
του 0 ή όχι.

• κάποιοι τελεστές που θα λειτουργούν σαν «φίλτρα» στις αληθοτιμές:

A < CH =


A, αν A ≤ CH

CH , αν A > CH

A = CL =


A, αν A ≥ CL

CL, αν A < CL

A � x =


A, αν A ≤ Fx

0, αν Fx < A < Tx

A, αν A ≥ Tx

Οι τελεστές αυτοί θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν για να αγνοήσουμε την
τιμή των αληθοτιμών από ένα σημείο και μετά.

Μια επιπλέον επέκταση της γλώσσας, θα μπορούσε να είναι επαύξηση του πεδίου
των αληθοτιμών, ώστε να μπορούν να εκφραστούν 2 η περισσότεροι βαθμοί προτίμησης
ταυτόχρονα. Για παράδειγμα, το νέο επαυξημένο σύνολο αληθοτιμών θα μπορούσε να
έχει αυτή τη μορφή:

F0 < F0+ε < F0+2ε < · · · < F1 < F1+ε < F1+2ε < · · · < F2 < F2+ε < F2+2ε < · · · < 0

0 < · · · < T2+2ε < T2+ε < T2 < · · · < T1+2ε < T1+ε < T1 < · · · < T0+2ε < T0+ε < T0
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Για παράδειγμα, κάποιος έχει τις εξής προτιμήσεις: προτιμάει καφέ από τσάι, και
προτιμάει μπύρα από κρασί αλλά όταν η έξοδος είναι βραδυνή προτιμάει αλκοολούχο
ποτό από μη αλκοολούχο. Σε αυτήν την περίπτωση λοιπόν θα μπορούσαμε να ανα-
θέσουμε στα ποτά μπύρα, κρασί, καφέ και τσάι τις τιμές T0, T0+ε, T1, T1+ε αντίστοιχα,
ώστε να εκφραστεί καλύτερα η προτίμηση σε αλκοολούχα ποτά.

Επίσης, η επάυξηση του πεδίου αληθοτιμών θα μπορούσε ενδεχομένως να βοηθή-
σει στην εισαγωγή άρνησης στον λογικό προγραμματισμό με προτιμήσεις. Η πρώτη
διαβάθμιση στις τιμές αληθείας θα μπορούσε να σχετίζεται με τον βαθμό «σιγουριάς»
ενός ατόμου (όπως στο [42]), ενώ η δεύτερη διαβάθμιση με τον βαθμό «προτίμησης»
ενός ατόμου.

7.4 Προς μια απειρότιμη θεωρία συνόλων

Στην κλασική θεωρία συνόλων ένα στοιχείο e είτε ανήκει είτε δεν ανήκει σε ένα συνολο
S. Χρησιμοποιώντας συμβολισμούς αντίστοιχους με τον συναρτησιακό προγραμματι-
σμό, μπορούμε να πούμε ότι για κάθε e είναι είτε S(e) = True είτε S(e) = False.
Επεκτείνοντας αυτήν την ιδέα, μπορούμε να πούμε ότι κάθε στοιχείο e ανήκει ή δεν
ανήκει μερικώς σε ένα σύνολο S, δηλαδή S(e) = v, με v ∈ {F0, T0, F1, T1, . . . }.

Κάνοντας ενα επόμενο βήμα, θα πρέπει να ορίσουμε τις βασικές πράξεις μεταξύ
των απειρότιμων συνόλων, οι οποίες είναι η σχέση υποσυνόλου, τομής και ένωσης. Η
σχέση υποσυνόλου είναι μια σχέση μερικής διάταξης, οπότε μπορούμε να θεωρήσουμε
τη σχέση ≤ (ορισμός 4.11) ως το ευθύ ανάλογο της σχέσης υποσυνόλου στα κλασικά
σύνολα. Επειδή για κάθε οικογένεια συνόλων S ορίζονται τα lub(S) και glb(S) (λήμμα
4.2) και επειδή για κάθε S ∈ S είναι lub(S) ≥ S και glb(S) ≤ S μπορούμε να συμπε-
ράνουμε ότι το lub{S1, S2} είναι το ευθύ ανάλογο της ένωσης S1∪S2 ενώ το glb{S1, S2}
είναι το ευθύ ανάλογο της τομής S1 ∩ S2.

Το παρακάτω παράδειγμα δείχνει ότι τα παραπάνω γενικεύουν αυτά που ξέρουμε
για τα κλασικά σύνολα:

Παράδειγμα 7.1. Έστω A = {(a, T0), (b, T0), (c, F0)}, B = {(a, F0), (b, T0), (c, T0)}, E =

{(a, F0), (b, F0), (c, F0)}. Είναι E ≤ A και E ≤ B και glb{A,B} = {(a, F0), (b, T0), (c, F0)}
και lub{A,B} = {(a, T0), (b, T0), (c, T0)}.

Η σχέση ≤, παρόλο που μας βοήθησε στον ορισμό της σημασιολογίας των λογικών
προγραμμάτων με προτιμήσεις, έχει ένα σημαντικό μειονέκτημα. Δεν εκμεταλλεύεται
το ότι οι τιμές επιπέδου 0 είναι απείρως σημαντικότερες από τις τιμές επιπέδου 1

κ.ο.κ., ώστε να επιτυγχάνεται καλύτερη σύγκριση. Στο [42] ορίζεται η σχεση μερικής
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διάταξης v∞ που κάνει διαισθητικά ακριβώς αυτό: συγκρίνει τα στοιχεία με αληθοτι-
μές ανα επίπεδο και δεν εξετάζει τις τιμές πέρα από το σημείο στο οποίο παρατηρηθεί
η διαφορά. Αυτό φαίνεται στο παρακάτω παράδειγμα:

Παράδειγμα 7.2. Έστω A = {(a, T0), (b, F1), (c, T1), (d, T2), (e, F2)} και B = {(a, T0), (b, T1),

(c, T1), (d, F2), (e, F2)}. Είναι A 6≤ B και B 6≤ A, γιατί A(c) ≤ B(c) και A(d) ≥ B(d), ενώ
A v∞ B, γιατί η σύγκριση των αληθοτιμών θα γίνει μέχρι το επίπεδο 1.

Παρατηρούμε ότι η σχέση ≤ είναι ειδική περίπτωση της σχέσης v∞. Πιο τυπικά
αυτό αποδεικύεται στο [42] (λήμμα 4.13).

Το ερώτημα για μελλοντική έρευνα στα απειρότιμα σύνολα είναι το εξής: ενώ αν
θεωρήσουμε ως σχέση υποσυνόλου τη σχέση ≤ προκύπτουν εύκολα τα ανάλογα της
τομής και της ένωσης (glb και lub αντίστοιχα), αν θεωρήσουμε ως σχέση υποσυνόλου
τη σχέση v∞ ποιά είναι τα ανάλογα της τομής και της ένωσης;

απλά σύνολα απειρότιμα σύνολα

υποσύνολο ⊆ ≤ v∞

τομή ∩ glb ?

ένωση ∪ lub ?
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Γλωσσάρι

Ελληνο-αγγλικό

απαγωγικός λογικός προγραμματισμός - abductive logic programming
απειροστό - infinitesimal
απειρότιμη ερμηνεία - infinite-valued interpretation
απειρότιμη λογική - infinitesimal logic
απειρότιμο μοντέλο - infinite-valued model
άτομο - atom
βάση Herbrand - Herbrand base
διαδικασία απόδειξης - proof procedure
διαζευκτικός λογικός προγραμματισμός - disjunctive logic programming
διατακτικός αριθμός - ordinal number
επαγωγικός λογικός προγραμματισμός - inductive logic programming
επόμενος διατακτικός - successor ordinal
ερμηνεια Herbrand - Herbrand interpretation
θεωρία συνόλων - set theory
κανόνας - clause
λειτουργική σημασιολογία - operational semantics
λογική με προτιμήσεις - preference logic
λογικό πρόγραμμα - logic program
λογικός προγραμματισμός - logic programming
λογικός προγραμματισμός με ιεραρχικούς περιορισμούς - hierarchical constraint
logic programming
λογικός προγραμματισμός με περιορισμούς - constraint logic programming
λογικός προγραμματισμός υψηλής τάξης - higher-order logic programming
μονοτονικός τελεστής - monotonic operator
μοντέλο Herbrand - Herbrand model
μοντελοθεωρητική σημασιολογία - model-theoretic semantics
οριακός διατακτικός - limit ordinal
όρος - term

Αντώνιος Κ. Τρουμπούκης 87



Λογικός προγραμματισμός με προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική

πιθανοτικός λογικός προγραμματισμός - probabilistic logic programming
πλήρες πλέγμα - complete lattice
πλήρης αποτίμηση - ground instanciation
πρόβλημα βελτιστοποίησης - optimization problem
προτιμήσεις - preferences
σημασιολογία - semantics
σημασιολογία σταθερού σημείου - fixpoint semantics
σταθερό σημείο - fixed point
στόχος - goal
στρωματοποιήσιμο - stratified
σύμπαν Herbrand - Herbrand universe
συναρτησιακός προγραμματισμός - functional programming
συνεχής τελεστής - continuous operator
συντακτικό - syntax
σχέση ανακλαστική - reflexive relation
σχέση αντισυμμετρική - antisymmetric relation
σχέση μερικής διάταξης - partial order relation
σχέση μεταβατική - transitive relation
σχέση ολική - total relation
σχέση ολικής διάταξης - total order relation
τάξη - order
τελεστής - operator
τελεστής άμεσου επακόλουθου - immediate consequence operator
τοπικά στρωματοποιήσιμο - locally stratified
φράγμα - bound
χρονικός λογικός προγραμματισμός - temporal logic programming
SLD-επίλυση - SLD-resolution

Αγγλο-ελληνικό

abductive logic programming - απαγωγικός λογικός προγραμματισμός
antisymmetric relation - σχέση αντισυμμετρική
atom - άτομο
bound - φράγμα
clause - κανόνας
complete lattice - πλήρες πλέγμα
constraint logic programming - λογικός προγραμματισμός με περιορισμούς
continuous operator - συνεχής τελεστής

Αντώνιος Κ. Τρουμπούκης 88



Λογικός προγραμματισμός με προτιμήσεις στην απειρότιμη λογική

disjunctive logic programming - διαζευκτικός λογικός προγραμματισμός
fixed point - σταθερό σημείο
fixpoint semantics - σημασιολογία σταθερού σημείου
functional programming - συναρτησιακός προγραμματισμός
goal - στόχος
ground instanciation - πλήρης αποτίμηση
Herbrand base - βάση Herbrand
Herbrand interpretation - ερμηνεια Herbrand
Herbrand model - μοντέλο Herbrand
Herbrand universe - σύμπαν Herbrand
hierarchical constraint logic programming - λογικός προγραμματισμός με ιεραρχι-
κούς περιορισμούς
higher order logic programming - λογικός προγραμματισμός υψηλής τάξης
immediate consequence operator - τελεστής άμεσου επακόλουθου
inductive logic programming - επαγωγικός λογικός προγραμματισμός
infinitesimal logic - απειρότιμη λογική
infinitesimal - απειροστό
infinite-valued interpretation - απειρότιμη ερμηνεία
infinite-valued model - απειρότιμο μοντέλο
limit ordinal - οριακός διατακτικός
locally stratified - τοπικά στρωματοποιήσιμο
logic programming - λογικός προγραμματισμός
logic program - λογικό πρόγραμμα
modeltheoretic semantics - μοντελοθεωρητική σημασιολογία
monotonic operator - μονοτονικός τελεστής
operational semantics - λειτουργική σημασιολογία
operator - τελεστής
optimization problem - πρόβλημα βελτιστοποίησης
order - τάξη
ordinal number - διατακτικός αριθμός
partial order relation - σχέση μερικής διάταξης
preference logic - λογική με προτιμήσεις
preferences - προτιμήσεις
probabilistic logic programming - πιθανοτικός λογικός προγραμματισμός
proof procedure - διαδικασία απόδειξης
reflexive relation - σχέση ανακλαστική
semantics - σημασιολογία
set theory - θεωρία συνόλων
SLD-resolution - SLD-επίλυση
stratified - στρωματοποιήσιμο
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successor ordinal - επόμενος διατακτικός
syntax - συντακτικό
temporal logic programming - χρονικός λογικός προγραμματισμός
term - όρος
total order relation - σχέση ολικής διάταξης
total relation - σχέση ολική
transitive relation - σχέση μεταβατική
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