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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

  Αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η µαθηµατική ανάλυση 

των ευθέων και αντίστροφων προβληµάτων που συνδέονται µε τις µεθόδους της 

Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας και της Μαγνητοεγκεφαλογραφίας µε σκοπό τον 

εντοπισµό και το χαρακτηρισµό της πηγής που παρήγαγε τα µετρούµενα πεδία. Στο 

εσωτερικό του εγκεφάλου παρατηρείται έντονη ηλεκτρική δραστηριότητα η οποία 

γεννάει ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία. Τα πεδία αυτά καταγράφονται στην 

επιφάνεια και στον εξωτερικό χώρο του κρανίου και δίνουν το 

Ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα (EEG) και το Μαγνητοεγκεφαλογράφηµα (MEG). 

  Στo πρώτο µέρος της εργασίας (κεφάλαιο 1) µελετάται αναλυτικά η δοµή και 

λειτουργία του εγκεφάλου και της θεωρίας του ηλεκτροµαγνητισµού. Στη συνέχεια 

γίνεται µια σύντοµη αναφορά στις κυριότερες µεθόδους απεικόνισης του εγκεφάλου 

που έχουν αναπτυχθεί µέχρι τώρα, εστιάζοντας κυρίως στη  Ηλεκτροεγκεφαλογραφία 

και στη Μαγνητοεγκεφαλογραφία. 

  Επιλύουµε στην συνέχεια (κεφάλαιο 2) το ευθύ πρόβληµα της 

Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας στην περίπτωση της σφαιρικής γεωµετρίας, όπου η πηγή 

µας αποτελείται από ένα δίπολο που βρίσκεται στο εσωτερικό του εγκεφάλου. Αφού  

παρουσιάσουµε αναλυτικές λύσεις του ευθέος προβλήµατος  σε σφαιρικές αρµονικές 

για το εσωτερικό και εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό, αθροίζουµε σε µια συνάρτηση 

κλειστής µορφής, την οποία στη συνέχεια ερµηνεύουµε µέσω ενός συστήµατος 

ειδώλων.  

  Το αντίστροφο πρόβληµα της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας (κεφάλαιο 3) αναλύεται 

αρχικά στα πλαίσια τυχούσας γεωµετρίας και ενός συνεχούς νευρωνικού ρεύµατος. 

Αποδεικνύεται ότι µόνο µία από τις τρεις συνιστώσες που συνιστούν το ρεύµα είναι 

δυνατόν να προσδιοριστεί από την γνώση του επιφανειακού ηλεκτρικού δυναµικού 

και αυτό µας οδηγεί στο συµπέρασµα µη µοναδικότητας της λύσης. Έπειτα 

περιοριζόµαστε σε σφαιρική γεωµετρία και σε σηµειακό δίπολο και κατασκευάζουµε 

έναν αλγόριθµο για τον υπολογισµό της θέσης και της ροπής του διπόλου. 

Ακολουθούµε παρόµοια διαδικασία και στην γενικότερη περίπτωση ενός συνεχούς 

ρεύµατος.  

  Το ευθύ πρόβληµα της Μαγνητοεγκεφαλογραφίας (κεφάλαιο 4), επιλύεται µε 

παρόµοιες τεχνικές µε αυτές της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας. Εισάγουµε επίσης τον 
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µετασχηµατισµό Kelvin, παράγουµε µια νέα αναπαράσταση για το µαγνητικό 

δυναµικό και επιλύουµε µια ολοκληρωτική εξίσωση πάνω στην επιφάνεια µιας 

σφαίρας. 

  Τέλος, αναλύουµε το αντίστροφο πρόβληµα της Μαγνητοεγκεφαλογραφίας 

(κεφάλαιο 5). Αποδεικνύεται ότι σε τυχούσα γεωµετρία η Μαγνητοεγκεφαλογραφία 

παρέχει πληροφορίες µόνο για τις  δύο από τις τρεις συνιστώσες του νευρωνικού 

ρεύµατος και εποµένως δεν έχει µοναδική λύση. Όταν ο αγωγός µας είναι σφαιρικός 

και περιέχει ένα διπολικό ρεύµα αναπτύσσουµε αλγόριθµο για τον προσδιορισµό του 

διπόλου εκτός της ακτινικής συνιστώσας της ροπής. Στην περίπτωση του σφαιρικού 

αγωγού µόνο η µία από τις δύο συνιστώσες του νευρωνικού ρεύµατος είναι ορατή, 

αυτή που δεν ‘βλέπει’ η EEG.  

 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ: εγκέφαλος, νευρώνας, διπολικό ρεύµα, πρωτεύον ρεύµα,  

επαγωγικό ρεύµα, σφαιρικός αγωγός, Ηλεκτροεγκεφαλογραφία, Μαγνητοεγκεφαλο-

γραφία 
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ABSTRACT 

  The object of this Master Thesis is to study forward and inverse problems of 

Electroencephalography and Magnetoencephalography in order to identify and 

characterize the source. In the interior of the brain there is electromagnetic activity 

that generates electric and magnetic fields. The resulting electric and magnetic fields 

are measured on the surface and the exterior of the head via the EEG and MEG, 

respectively. 

  In the first part of the thesis (chapter 1) we describe the morphology and the 

functionality of the human brain and we also present an overview of 

the electromagnetic theory. Subsequently there is a brief review of the main brain 

imaging methods such as EEG and MEG. 

  In chapter 2, we solve the forward problem of Electroencephalography, in spherical 

geometry for the case where the source is considered to be a point current dipole in 

the interior of the brain. We find analytical solutions in spherical harmonics for the 

electric potential in the interior and the exterior of the conductor and we present the 

well-known closed form solutions. Subsequently we interpret the solution by the 

Image Source Method. 

  The inverse EEG problem (chapter 3) is analyzed in spherical geometry in the case 

of a continuously distributed neuronal current. It turns out that only one of the three 

components of the neuronal current is identified from the knowledge of surface 

potential. This is an indication of the fact that the solution of the inverse problem is 

not unique. We solve the inverse problem in spherical geometry and in the case where 

a primary current is a dipole and we construct an algorithm that computes the exact 

position and the moment of the dipole. We follow same methodology for a 

continuously distributed neuronal current. 

  The forward MEG problem (chapter 4) is solved with similar techniques that used in 

Electroencephalography. We also present transformation Kelvin, produce a new 

representation for the magnetic potential and solve an integral equation on the surface 

of a sphere. 

  Finally we solve the inverse problem of MEG (chapter 5). It is shown that for an 

arbitrary geometry MEG provides information about two of the three components of 

the neuronal current. Consequently, the inverse MEG problem is not uniquely 
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solvable. In particular, for spherical geometry it is not possible to determine the radial 

parts of the neuronal current. In the case of the spherical conductor only one of the 

two components is “visible”, the one that it is invisible for EEG.  

 

ΚΕΥ WORDS: brain, neural, dipole current, primary current, passive current, 

spherical conductor, EEG, MEG 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ο
   

1. Συµβολή των µαθηµατικών στη λειτουργική  απεικόνιση  του 

εγκεφάλου 

1.1. Η σπουδαιότητα του ανθρώπινου εγκεφάλου  

  Η έρευνα του ανθρωπίνου εγκεφάλου ανάγεται ιστορικά στους χρόνους των 

αρχαίων Αιγυπτίων, οι οποίοι  χρησιµοποίησαν και για πρώτη φορά τη λέξη 

«εγκέφαλος» στον χειρουργικό πάπυρο του Edwin Smith πριν από 4.000 χρόνια. Στα 

Ιπποκρατικά έργα περιέχονται αξιόλογες περιγραφές του εγκεφάλου, των µηνίγγων 

και της ανατοµίας του οφθαλµού. O ανθρώπινος εγκέφαλος µε µάζα περίπου 1,5 κιλό 

ρυθµίζει τη λειτουργία του οργανισµού και εκείνη των επιµέρους οργάνων του 

σώµατος. ∆ιαθέτει νευρικά κύτταρα, τις δοµικές µονάδες του, που συνδέονται µεταξύ 

τους σχηµατίζοντας δίκτυα. Αυτά τα δίκτυα βρίσκονται σε µία διαρκή κατάσταση 

ηλεκτρικής και χηµικής δραστηριότητας και οι λειτουργίες τους είναι υπεύθυνες για 

τη δηµιουργία των σκέψεων, της µνήµης, τον έλεγχο των δραστηριοτήτων του 

σώµατος και των συναισθηµάτων.  

  Η κατανόηση του τρόπου κατασκευής και οργάνωσης του ανθρώπινου εγκεφάλου 

αποτελεί µία από τις µεγαλύτερες προκλήσεις της σύγχρονης επιστήµης. Αν και τις 

τελευταίες δεκαετίες παρατηρήθηκε µια έκρηξη πάνω στην έρευνα για τον εγκέφαλο, 

η κατανόηση της λειτουργίας του εγκεφάλου βρίσκεται ακόµα σε πρώιµο στάδιο και 

οι γνώσεις που έχουν αποκτηθεί έως σήµερα µας ωθούν συνεχώς σε νέες 

ανεξερεύνητες περιοχές.  

1.2. Ανατοµία  του εγκεφάλου 

  Ο εγκέφαλος βρίσκεται εντός του εγκεφαλικού κρανίου και περιβάλλεται από τρεις 

προστατευτικούς υµένες, τις µήνιγγες. Αυτές από µέσα προς τα έξω είναι η 

χοριοειδής, η αραχνοειδής και η σκληρή. 

  Ο εγκέφαλος διακρίνεται : 

• στον τελικό εγκέφαλο: Αποτελεί το µεγαλύτερο µέρος και αποτελείται από τα 

δύο εγκεφαλικά ηµισφαίρια (τα οποία χωρίζονται µεταξύ τους από 

την επιµήκη σχισµή), τους συνδέσµους των ηµισφαιρίων και τις δύο 

πλάγιες κοιλίες του εγκεφάλου. 
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• στον διάµεσο εγκέφαλο: Αποτελείται από τους δύο θαλάµους, τον 

υποθάλαµο, τον επιθάλαµο, τον µεταθάλαµο και την τρίτη κοιλία του 

εγκεφάλου. 

• στον µέσο εγκέφαλο: Αποτελείται από το τετράδυµο πέταλο, τα δύο 

εγκεφαλικά σκέλη και τον υδραγωγό του Sylvius. 

• στον οπίσθιο εγκέφαλο: Αποτελείται από την γέφυρα, την παρεγκεφαλίδα 

και την τέταρτη κοιλία του εγκεφάλου. 

•  και έσχατο εγκέφαλο: Αποτελείται από τον προµήκη µυελό και το κάτω 

τριτηµόριο της τέταρτης κοιλίας.      

 

 

Εικόνα 1 : Ανατοµία του εγκεφάλου 

 

1.3. Νευρικό σύστηµα 

1.3.1. Εισαγωγή  

  Το νευρικό σύστηµα αποτελεί το σύστηµα που ρυθµίζει ελέγχει και συντονίζει τη 

λειτουργία όλων των οργάνων του ανθρώπινου σώµατος, καθώς επίσης και τη µεταξύ 

τους αρµονική συνεργασία.  

  Χωρίζεται σε δύο επί µέρους συστήµατα: 

• Το Σωµατικό Νευρικό Σύστηµα το οποίο ελέγχει τις συνειδητές λειτουργίες 

και περιλαµβάνει το Περιφερικό Νευρικό Σύστηµα που αποτελείται από 

εγκεφαλικά και νωτιαία νεύρα και το Κεντρικό Νευρικό Σύστηµα 

(εγκέφαλος και νωτιαίος µυελός). 
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• Το Αυτόνοµο Νευρικό Σύστηµα το οποίο είναι υπεύθυνο για τη διατήρηση 

σταθερού εσωτερικού περιβάλλοντος (υπεύθυνο για την οµοιόσταση). Το 

σύστηµα αυτό λειτουργεί αυτόνοµα, χωρίς την άµεση συµµετοχή της 

συνείδησης. 

 

                      

Εικόνα 2 : Το Νευρικό Σύστηµα του ανθρώπου 

 

  Το Κεντρικό Νευρικό Σύστηµα (ΚΝΣ) είναι δέκτης µηνυµάτων τόσο από το 

εσωτερικό όσον και από το εξωτερικό περιβάλλον. Τα µηνύµατα δηµιουργούνται από 

διάφορα ερεθίσµατα και µεταφέρονται ως νευρικές ώσεις µέσω των περιφερικών 

νεύρων (αισθητική οδός). Τα ερεθίσµατα τα οποία µπορούν να προκαλέσουν 

δηµιουργία νευρικής ώσης είναι χηµικά, ηλεκτρικά, µηχανικά κ.ά. Στο ΚΝΣ τα 

µηνύµατα αξιολογούνται και αν υπάρχει ανάγκη, διαβιβάζονται εντολές (κινητική 

οδός) που πάλι έχουν τη µορφή νευρικών ώσεων, στα εκτελεστικά όργανα που είναι 

οι µύες και οι αδένες.  

  Το νευρικό σύστηµα αποτελείται κυρίως από νευρικά κύτταρα ή νευρώνες και από 

νευρογλοία (νευρογλοιακά κύτταρα και µεσοκυττάρια ουσία). Τα νευρογλοιακά 
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κύτταρα έχουν ποικίλα σχήµατα και ειδικές λειτουργίες. Τα κύτταρα αυτά, είναι 

πολύ περισσότερα από τους νευρώνες και έχουν βοηθητικό ρόλο. Προµηθεύουν µε 

θρεπτικά συστατικά το νευρώνα και χρησιµεύουν στην απορρόφηση και 

αποµάκρυνση των άχρηστων ουσιών από αυτούς. Τα νευρογλοιακά κύτταρα, που 

περιβάλλουν το νευράξονα των περισσότερων από τους νευρώνες, συµβάλλουν στη 

µόνωσή του και στην επιτάχυνση της µεταφοράς της νευρικής ώσης. 

1.3.2. Νευρώνες 

  Οι νευρώνες αποτελούν τις δοµικές και λειτουργικές µονάδες του νευρικού 

συστήµατος. Με τη γέννηση ενός ανθρώπου, στο νευρικό του σύστηµα, ο αριθµός 

των νευρώνων υπερβαίνει τα 100 δισεκατοµµύρια. Οι νευρώνες δεν αναπαράγονται, 

σε αντίθεση µε τα υπόλοιπα κύτταρα του ανθρώπινου οργανισµού, αλλά µε το πέρας 

του χρόνου, ο αριθµός τους µειώνεται σηµαντικά.         

  Οι νευρώνες παρουσιάζουν ασυµµετρία στο σχήµα τους. Ένας τυπικός νευρώνας 

αποτελείται από το κυτταρικό σώµα, τους δενδρίτες, τον νευράξονα και τα 

προσυναπτικά άκρα. Σε ορισµένους νευρώνες, το µήκος των νευραξόνων µπορεί να 

ξεπερνά το 1 µέτρο ενώ η διάµετρος τους φθάνει µέχρι και το 0,1mm. Πολλοί 

νευρώνες έχουν νευράξονες οι οποίοι περιβάλλονται από περίβληµα µυελίνης 

(µικροσκοπικά κύτταρα που λέγονται  ολιγοδενδρογλοιακά αν πρόκειται για 

νευρώνα του εγκεφάλου, ή κύτταρα Schwann αν πρόκειται για τους νευράξονες των 

περιφερικών νεύρων). Η µυελίνη είναι η λιποειδής ουσία η παρουσία της οποίας 

βελτιώνει την απoδοτικότητα µε την οποία οι άξονες άγουν τα δυναµικά ενέργειας, 

ειδικά στις µεγάλες αποστάσεις που τα νεύρα διασχίζουν µεταξύ του εγκεφάλου και 

των άκρων.  Υπάρχουν και σηµεία που ο νευράξονας εµφανίζεται γυµνός και αυτά 

ονοµάζονται κόµβοι Ranvier. Εποµένως το περίβληµα δεν είναι συνεχόµενο αλλά 

είναι διακεκοµµένο, κάτι που βοηθά στην αγωγή των νευρικών ώσεων. Οι τελικές 

απολήξεις των δενδρυλίων του νευράξονα έχουν στα άκρα διογκώσεις, τα τελικά 

κοµβία. Στις απολήξεις των νευρώνων υπάρχουν τα προσυναπτικά άκρα, τα οποία 

είναι υπεύθυνα για τη µετάδοση των νευρικών ώσεων από τον ένα νευρώνα στον 

άλλο ή ακόµα από νευρώνα σε µυϊκό ή αδενικό κύτταρο. 
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Εικόνα 3 : Σχηµατική αναπαράσταση νευρώνα  

 

 

  Ανάλογα µε τη λειτουργία τους, οι νευρώνες διακρίνονται σε: 

• αισθητικούς:  µεταφέρουν µηνύµατα από την περιφέρεια προς το ΚΝΣ . 

• κινητικούς: µεταφέρουν µηνύµατα-εντολές από το ΚΝΣ προς τα εκτελεστικά 

όργανα. 

• ενδιάµεσους: κατευθύνουν τα µηνύµατα που προέρχονται από τους 

αισθητικούς νευρώνες στις κατάλληλες περιοχές του ΚΝΣ . 

  Όλοι οι νευρώνες είτε είναι αισθητικοί είτε κινητικοί, έχουν ως κοινό γνώρισµα ότι 

η δραστηριότητά τους είναι και ηλεκτρική και χηµική. Οι νευρώνες συνεργάζονται 

αλλά και ανταγωνίζονται ο ένας τον άλλο, προκειµένου να ρυθµίσουν την γενικότερη 

κατάσταση του νευρικού συστήµατος.   

1.3.3. ∆υναµικό µεµβράνης 

  Στην πλασµατική µεµβράνη των νευρώνων παρατηρείται διαφορά δυναµικού. Αυτή 

η διαφορά δυναµικού ονοµάζεται δυναµικό µεµβράνης και σε ένα νευρώνα που 

βρίσκεται σε ηρεµία (δεν παράγει ώσεις) ονοµάζεται δυναµικό ηρεµίας. Η µονάδα 

µέτρησης διαφοράς δυναµικού είναι τα Volts. Στα κύτταρα, η διαφορά δυναµικού 

είναι µικρή. Το δυναµικό ηρεµίας των νευρώνων είναι συνήθως περίπου 70mV ή 

0,07V. Για να δείξουµε ότι το εσωτερικό της µεµβράνης είναι ηλεκτροαρνητικότερο 
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σε σχέση µε το εξωτερικό, το δυναµικό ηρεµίας γράφεται  ως  -70mV. Η µεµβράνη 

του νευρώνα διατηρεί το δυναµικό ηρεµίας  για όσο διάστηµα δε δέχεται κάποιο 

ερέθισµα ή, όταν δέχεται ερεθίσµατα, µε ένταση µικρότερη από κάποια οριακή τιµή.  

Τρεις είναι οι παράγοντες που διαµορφώνουν το δυναµικό µεµβράνης:  

1) Η δράση των αντλιών ιόντων νατρίου και καλίου.  

2) Η διαφορά στη διαπερατότητα της µεµβράνης στα διάφορα ιόντα.  

3) Η παρουσία αρνητικά φορτισµένων ιόντων στο εσωτερικό των κυττάρων τα 

οποία λόγω µεγέθους δεν µπορούν να εξέλθουν του κυττάρου.  

  Οι τρεις πιο πάνω παράγοντες επικρατούν σε όλα τα κύτταρα και το αποτέλεσµα 

είναι όλα τα κύτταρα να διαθέτουν δυναµικό µεµβράνης. Οι αντλίες Na+ και K+ 

µεταφέρουν τρία ιόντα νατρίου έξω από το κύτταρο ενώ µεταφέρουν δύο ιόντα 

καλίου µέσα στο κύτταρο. Η µεταφορά είναι ενεργητική και το αποτέλεσµα των 

αντλιών αυτών είναι να γίνεται άνιση κατανοµή αυτών των ιόντων και το εσωτερικό 

των κυττάρων να διαθέτει λιγότερα θετικά φορτία από το εξωτερικό των κυττάρων. 

Οι αντλίες Na+ και K+ ενισχύουν το αποτέλεσµα της παρουσίας των ανιόντων στο 

εσωτερικό των κυττάρων. Τα ανιόντα αυτά δεν µπορούν, λόγω µεγέθους, να 

εγκαταλείψουν το κύτταρο, αλλά ελκύουν κατιόντα από το εξωτερικό περιβάλλον. Η 

πλασµατική µεµβράνη δεν παρουσιάζει την ίδια διαπερατότητα στα κατιόντα. Για 

παράδειγµα, η πλασµατική µεµβράνη ενός νευρώνα που βρίσκεται σε ηρεµία είναι 

κατά πολύ πιο διαπερατή στα K+ παρά σε οποιαδήποτε άλλα κατιόντα και το 

αποτέλεσµα αυτής της προτίµησης της µεµβράνης προς τα ιόντα καλίου είναι να 

παρατηρείται ισχυρή έλξη των ιόντων αυτών προς το εσωτερικό των κυττάρων. Είναι 

γι’αυτούς ακριβώς τους λόγους που η συγκέντρωση των ιόντων καλίου στο 

εσωτερικό είναι κατά 30 φορές µεγαλύτερη από τη συγκέντρωση των ιόντων αυτών 

στο εξωτερικό των κυττάρων. Και άλλα κατιόντα, πέραν των ιόντων καλίου, µπορούν 

να περάσουν στο εσωτερικό των κυττάρων αλλά ο ρυθµός µε τον οποίο περνούν είναι 

σχετικά πολύ αργός. 

1.3.4. ∆ηµιουργία του δυναµικού ηρεµίας 

  Τα ενδοκυτταρικά και εξωκυτταρικά υγρά έχουν διαφορετική ιοντική σύνθεση. Τα 

ιόντα καλίου διαχέονται έξω από το κύτταρο µέσα από πύλες πρωτεϊνικών καναλιών 

της µεµβράνης, όχι όµως και τα ανιόντα, λόγω του µεγέθους των. Έτσι, το εσωτερικό 

των κυττάρων αναπτύσσει αρνητικό φορτίο. Παρατηρείται, λοιπόν, µια σταθερή 



«Μαθηματική ανάλυση της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας και Μαγνητοεγκεφαλογραφίας» 

 

7 

 

µεταφορά ιόντων καλίου, µε διάχυση, έξω από το κύτταρο και ταυτόχρονα διάχυση 

ιόντων νατρίου από έξω προς το εσωτερικό των κυττάρων. Η αποκατάσταση της 

ισορροπίας που τελικά θα επέφερε η διάχυση δεν επιτυγχάνεται, λόγω της δράσης της 

αντλίας ιόντων νατρίου / καλίου, η οποία βέβαια είναι ενεργητική διαδικασία και 

στηρίζεται στη χρησιµοποίηση τριφωσφορικής αδενοσίνης, της ονοµαζόµενης 

«µοριακής νοµισµατικής µονάδας» ΑΤΡ (mM =  χιλιοστό του mole).  

  

Εικόνα 4 : ∆ηµιουργία δυναµικού ενέργειας στη µεµβράνη του νευράξονα 

1.3.5. Συνάψεις 

  Ο όρος σύναψη επινοήθηκε από τον φυσιολόγο Sir Charles Sherrington (1906) και 

περιλαµβάνει όχι µόνο τη διασύνδεση µεταξύ των νευρώνων, αλλά και εκείνη µεταξύ 

των νευρώνων µε εκτελεστικά όργανα όπως τα µυϊκά και τα αδενικά κύτταρα. Η 

σύναψη, διαρθρώνεται στην απόληξη του τελικού κοµβίου του νευράξονα ενός 

νευρώνα µε ένα δενδρίτη άλλου νευρώνα (εικ. 5α). Η µεταφορά της νευρικής ώσης 

µέσω των συνάψεων πραγµατοποιείται συνήθως µε τη βοήθεια χηµικών ενώσεων που 

παράγει το νευρικό κύτταρο, των νευροδιαβιβαστών, οι οποίες εκκρίνονται από τα 

τελικά κοµβία των νευραξόνων (χηµική σύναψη). Σε µία σύναψη µπορούµε να 

διακρίνουµε το προσυναπτικό άκρο (τα τελικά κοµβία ενός νευρικού κυττάρου), που 

περιέχουν τη νευροδιαβιβαστική ουσία και το µετασυναπτικό άκρο, που είναι η 

υποδεκτική επιφάνεια του νευρώνα ή του εκτελεστικού οργάνου, και στο οποίο 

βρίσκονται οι υποδοχείς της νευροδιαβιβαστικής ουσίας. Το προσυναπτικό και το 

µετασυναπτικό άκρο δε βρίσκονται σε επαφή, και ο χώρος ανάµεσά τους, η 

συνοπτική σχισµή, έχει πάχος 15-20 nm (εικ. 5β). 
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  Ένα ερέθισµα µε ένταση µεγαλύτερη µιας συγκεκριµένης τιµής δηµιουργεί τοπικές 

αλλαγές στο δυναµικό της µεµβράνης, οι οποίες στη συνέχεια µεταδίδονται σε όλο το 

µήκος του νευράξονα. Όταν µία νευρική ώση φτάσει στα τελικά κοµβία ενός 

νευρώνα, απελευθερώνονται νευροδιαβιβαστικές ουσίες. Στη συνέχεια, ο 

νευροδιαβιβαστής διαχέεται στη συνοπτική σχισµή και προσδένεται στους υποδοχείς 

του µετασυναπτικού άκρου (εικ. 5γ). Στην περίπτωση που ο νευροδιαβιβαστής δρα 

διεγερτικά, προκαλεί αύξηση στη διαπερατότητα της µετασυναπτικής µεµβράνης σε 

Na
+
. Η µαζική εισροή ιόντων νατρίου έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία νευρικής 

ώσης κατά µήκος του νευράξονα του µετασυναπτικού νευρώνα. Η νευροδιαβιβαστική 

ουσία δρα για περιορισµένο χρονικό διάστηµα, διότι είτε επαναρροφάται από το 

προσυναπτικό άκρο είτε αποικοδοµείται µε τη βοήθεια ενζύµων. Οι συνάψεις 

καθορίζουν την κατεύθυνση µεταφοράς των νευρικών ώσεων, διότι µπορούν να 

µεταφερθούν µόνο από το προσυναπτικό προς το µετασυναπτικό άκρο. 

 

Εικόνα 5 : α. Σύναψη  β. Τελικό κοµβίο και µετασυναπτικό άκρο γ. Απελευθέρωση 

νευροδιαβιβαστή 

 

1.4. Απεικόνιση του εγκεφάλου 

  Η χαρτογράφηση του εγκεφάλου, η οποία  βασίζεται σε ένα ευρύ φάσµα από 

παρατηρήσεις και πειραµατικά αποτελέσµατα, επέκτεινε και άλλαξε για πάντα την 

κατανόησή µας για τα συστήµατα του εγκεφάλου. Οι χάρτες χρησιµοποιούνται για να 
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περιγράψουν τη δοµή και την λειτουργία του εγκεφάλου και να οµαδοποιήσουν την 

τεράστια γνώση µας που βασίζεται στο ανθρώπινο και ζωικό νευρικό σύστηµα. 

  Η συνεισφορά των µαθηµατικών στη µελέτη της δοµής και  λειτουργίας του 

εγκεφάλου υπήρξε καθοριστική. Συγκεκριµένα ο ρόλος των µαθηµατικών στις 

υπολογιστικές προσοµοιώσεις είναι προφανής. Συνεπώς θα εστιάσουµε στην 

σπουδαιότητα των µαθηµατικών στις απεικονιστικές τεχνικές, αρχίζοντας από την 

Αξονική Τοµογραφία ή Υπολογιστική Τοµογραφία (Computed Tomography – CT).      

  Αυτή είναι η υπολογιστική ανακατασκευή µιας συγκεκριµένης µαθηµατικής 

συνάρτησης, που λέγεται «συντελεστής απόσβεσης ακτίνων Χ», και που αντανακλά 

την πυκνότητα των ιστών. Ο Allan Cormack, που ανακάλυψε τον αξονικό 

τοµογράφο, στην οµιλία του κατά την απονοµή του Nobel το 1979, αναφέρει: «Ήταν 

προφανές ότι το πρόβληµα της αξονικής τοµογραφίας είναι καθαρά ένα µαθηµατικό 

πρόβληµα». Και στη συνέχεια εξηγεί ότι αυτό το µαθηµατικό πρόβληµα συνίσταται 

στην εύρεση µιας συνάρτησης από την γνώση του ολοκληρώµατος της, κατά µήκος 

µιας  ευθείας. Αυτό το ολοκλήρωµα ονοµάζεται µετασχηµατισµός Radon. Κατά 

συνέπεια το βασικό µαθηµατικό πρόβληµα της αξονικής τοµογραφίας είναι η εύρεση 

µιας συνάρτησης από την γνώση του αντίστοιχου µετασχηµατισµού Radon. Η 

ανακάλυψη του αξονικού τοµογράφου και αργότερα του µαγνητικού τοµογράφου, 

για την ανακάλυψη του οποίου απονεµήθηκε  το Nobel στον Sir Peter Mansfield το 

2003, επέτρεψαν για πρώτη φορά την απεικόνιση της ανατοµίας του εγκεφάλου. 

  Η απεικόνιση της λειτουργίας του εγκεφάλου άρχισε να γίνεται δυνατή πολύ 

αργότερα µε την ανακάλυψη τριών καινούριων απεικονιστικών τεχνικών:  

• του τοµογράφου εκποµπής ποζιτρονίων Pet ( Positron Emission Tomography) 

• του λειτουργικού µαγνητικού τοµογράφου fMRI (functional Magnetic 

Resonance Imaging)  

• και του τοµογράφου εκποµπής φωτονίων Spect (Single Photon Emission 

Computed Tomography) 

  Είναι καταπληκτικό ότι σήµερα µπορούµε να παρατηρούµε τον εγκέφαλο εν 

λειτουργία µε ολοένα και µεγαλύτερη ακρίβεια.  Το Pet και το Spect στηρίζονται στο 

γεγονός ότι ο εγκέφαλος σαν πηγή ενέργειας χρησιµοποιεί µόνο γλυκόζη και όχι λίπη 

και πρωτεΐνες. Τα πιο ενεργοποιηµένα κύτταρα καταναλώνουν πιο πολύ γλυκόζη, 

κατά συνέπεια αν έχουµε τρόπο να παρακολουθούµε την τοπική κατανάλωση 
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γλυκόζης, τότε µπορούµε να ξέρουµε ποιες περιοχές του εγκεφάλου, είναι πιο 

ενεργοποιηµένες. Ο ρόλος των Μαθηµατικών στο Pet και στο Spect είναι 

καθοριστικός. Τα µαθηµατικά του Pet είναι ακριβώς τα ίδια µε αυτά του αξονικού 

τοµογράφου. Τα µαθηµατικά όµως του Spect είναι πολύ πιο δύσκολα. Συγκεκριµένα 

το Spect στηρίζεται στον εξασθενούµενο µετασχηµατισµό Radon, για τον οποίον το 

πρόβληµα της αντιστροφής παρέµεινε µέχρι προσφάτως άλυτο. Συνέπεια αυτής της 

µαθηµατικής δυσκολίας είναι ότι η υψηλή ανάλυση (ακρίβεια) του Spect δεν είναι 

τόσο καλή όσο του Pet. Προσφάτως λύθηκε το µαθηµατικό αυτό πρόβληµα, και αυτό 

έχει οδηγήσει σε ένα καινούργιο, πιο γρήγορο και πιο ακριβή αλγόριθµο. Πρέπει να 

τονισθεί ότι αυτές οι καινούριες  τεχνικές όχι µόνο βοηθούν στην κατανόηση του 

εγκεφάλου, αλλά είναι επίσης εξαιρετικά χρήσιµες σε πολλές περιοχές της Ιατρικής, 

από την Νευρολογία την Ψυχιατρική την Ογκολογία και  την Καρδιολογία. 

  Ο ανθρώπινος εγκέφαλος, από πλευράς λειτουργικότητας είναι η πολυπλοκότερη 

δοµή στο γνωστό σύµπαν. Για την µελέτη της δυναµικής του εγκεφάλου, οι 

παραπάνω τεχνικές δεν είναι κατάλληλες γιατί είναι σχετικά αργές και δεν δίνουν 

αποτελέσµατα σε πραγµατικό χρόνο.  

  Από τις πιο σηµαντικές µη επεµβατικές τεχνικές για την µελέτη της δυναµικής του 

εγκεφάλου είναι η Ηλεκτροεγκεφαλογραφία (EEG) και η Μαγνητοεγκεφαλογραφία 

(MEG). Τα µαθηµατικά των EEG και MEG συνίσταται στην εύρεση του ηλεκτρικού 

και µαγνητικού πεδίου του εγκεφάλου από τη µέτρηση εκτός του κρανίου του 

αντίστοιχου ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου που δηµιουργεί. Όπως όµως ήταν ήδη 

γνωστό από τον Helmholtz, το συγκεκριµένο µαθηµατικό πρόβληµα δεν έχει 

µοναδική λύση. Ο ακριβής αναλυτικός προσδιορισµός αυτής της µη µοναδικότητας 

παρέµενε άλυτος από το 1860. Πρόσφατα, οι Fokas και Gelfand, αφενός µεν έλυσαν 

αυτό το πρόβληµα, αφετέρου δε έδειξαν ότι αν υποθέσουµε ότι το ρεύµα στον 

εγκέφαλο είναι τέτοιο ώστε να ελαχιστοποιεί την ενέργεια, τότε η λύση είναι 

µοναδική και επίσης αναλυτική. 

1.5. Ηλεκτροµαγνητισµός 

1.5.1. Εισαγωγή 

  Ο Ηλεκτροµαγνητισµός είναι ο τοµέας της Φυσικής  που µελετά τα φαινόµενα που 

έχουν άµεση ή έµµεση σχέση µε ηλεκτρικά φορτία και πηγές µαγνητικού πεδίου. 

Αρχικά πιστεύονταν ότι ο ηλεκτρισµός και ο µαγνητισµός είναι δύο διαφορετικά 

φαινόµενα µέχρι που ο Oersted ο παρατήρησε ότι όταν πλησίαζε µία πυξίδα σε αγωγό 
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ο οποίος διαρρεόταν από ηλεκτρικό ρεύµα, τότε η µαγνητική της βελόνα 

προσανατολιζόταν ασυµβάτως κάθετα στον αγωγό. Τότε έγινε κατανοητό ότι δεν 

επρόκειτο για δύο διαφορετικά φαινόµενα, αλλά για ένα: τον ηλεκτροµαγνητισµό. Η 

ενοποίηση των δύο αυτών φαινοµένων έγινε από τον Maxwell  µε τις τέσσερις 

περίφηµες εξισώσεις, που έκτοτε φέρουν το όνοµά του.  

1.5.2. Εξισώσεις Maxwell 

  Στην ηλεκτροµαγνητική θεωρία οι εξισώσεις Maxwell  είναι µία τετράδα 

εξισώσεων που διατυπώθηκαν από τον Σκοτσέζο φυσικό και µαθηµατικό James Clerk 

Maxwell και περιγράφουν τη συµπεριφορά ηλεκτρικών και µαγνητικών καθώς και τις 

αλληλεπιδράσεις τους µε την ύλη. Η αρχική δηµοσίευση του Maxwell αναφερόταν σε 

οκτώ συνολικά, αλληλοσχετιζόµενες εξισώσεις. Η µορφή των τεσσάρων εξισώσεων, 

όπως χρησιµοποιείται µέχρι σήµερα και όπως περιγράφεται παρακάτω, 

σχηµατοποιήθηκε από τον αυτοδίδακτο Άγγλο φυσικό και µαθηµατικό Heaviside, ο 

οποίος τις αναδιατύπωσε χρησιµοποιώντας διανυσµατικό λογισµό, απλοποιώντας τις 

αποδείξεις τους και συµπυκνώνοντάς τις από  8 σε 4. 

Οι εξισώσεις Maxwell είναι:                    

∇ × � = − �
�� �                                                                                                                    (1.1)     

∇ × 	 = − �
�� 
 +J                                                                                                              (1.2)     

∇ ∙ 
 = ρ                                                                                                                               (1.3) 

∇ ∙ � = 0                                                                                                                               (1.4)                                                                                                                   

η εξίσωση (1.1) περιγράφει το πως η µεταβολή ενός µαγνητικού πεδίου παράγει 

ηλεκτρικά πεδία (Νόµος του Faraday για την επαγωγή), 

η εξίσωση (1.2) περιγράφει πως τα ηλεκτρικά ρεύµατα και τα µεταβαλλόµενα 

ηλεκτρικά πεδία παράγουν µαγνητικά πεδία (Νόµος των Ampere και Maxwell),                                                                                                                            

η εξίσωση(1.3) περιγράφει πώς ηλεκτρικά φορτία παράγουν ηλεκτρικά πεδία (νόµος 

του Gauss)                                                                                                                                  

η εξίσωση (1.4) περιγράφει την πειραµατική απουσία µαγνητικών µονοπόλων. 

όπου Ε είναι το ηλεκτρικό πεδίο στο κενό, Η είναι το µαγνητικό πεδίο στο κενό, D 

είναι η ηλεκτρική µετατόπιση παρουσία ύλης, Β είναι η µαγνητική επαγωγή 

παρουσία ύλης, J είναι η πυκνότητα ρεύµατος και ρ είναι η πυκνότητα φορτίου.                                                                                                   
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Σε ένα οµογενές και ισότροπο µέσο ισχύουν οι καταστατικές εξισώσεις: 

D = ε Ε                                                                                                                           (1.5) 

Β = μ Η                                                                                                                          (1.6) 

όπου ε είναι η διηλεκτρική σταθερά και µετράει την επιρροή του µέσου επάνω στο 

ηλεκτρικό πεδίο, µ είναι η µαγνητική διαπερατότητα και µετράει την  επιρροή του 

µέσου επάνω στο µαγνητικό πεδίο και σ είναι η αγωγιµότητα όπου αν είναι θετική 

τότε το υλικό µέσο χαρακτηρίζεται ως αγώγιµο, αν  σ → ∞ τότε το υλικό 

χαρακτηρίζεται τέλειος αγωγός και αν σ=0 το µέσο µας είναι µη αγώγιµο ή µονωτικό. 

Στην περίπτωση που το µέσο µας είναι αγώγιµο το ηλεκτρικό  πεδίο E δηµιουργεί 

µέσα στο υλικό ένα επαγωγικό ρεύµα  �� και δίνεται από τη σχέση: 

J
i
 = σΕ                                                                                                                             (1.7) 

Το ολικό ρεύµα J αναλύεται τώρα ως εξής 

J = J
p
 + J

i
= J

p
+ σΕ                                                                                                              (1.8) 

όπου J
p
 είναι το πρωτεύον ρεύµα, δηλαδή το επιβαλλόµενο ρεύµα. 

Κατά συνέπεια, σε ένα αγώγιµο µέσο, οι εξισώσεις του Maxwell παίρνουν την µορφή  

∇ × � = −μ �
�� �                                                                                                                  (1.9)     

∇ × 	 = −ε �
�� �+J

p
+σΕ                                                                                                     (1.10)     

ε ∇ ∙ � = ρ                                                                                                                          (1.11) 

∇ ∙ � = 0                                                                                                                             (1.12) 

Παίρνοντας την απόκλιση της (1.2) και χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.3) συνεπάγεται 

η εξίσωση συνέχειας : 

∇ ∙ (∇ × 	) = − �
�� ∇ ∙ 
 + ∇ ∙J 

0= - 
��
��  + ∇ ∙J 

∇ ∙J+��
��  =0                                                                                                                            (1.13) 

που αποτελεί τη µαθηµατική διατύπωση του νόµου διατήρησης του ηλεκτρικού 

φορτίου. 



«Μαθηματική ανάλυση της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας και Μαγνητοεγκεφαλογραφίας» 

 

13 

 

1.6. Βιοηλεκτροµαγνητισµός 

  Ο Βιοηλεκτροµαγνητισµός  αποτελεί ένα σχετικά καινούργιο επιστηµονικό όρο  και 

εξετάζει τα ηλεκτρικά, µαγνητικά και ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα που 

αναπτύσσονται στους βιολογικούς ιστούς. Οι βιολογικοί ιστοί παρουσιάζουν ισχυρές 

και πολύπλοκες ηλεκτρικές ιδιότητες, οι οποίες έχουν µελετηθεί θεωρητικά και 

πειραµατικά από πολλούς ερευνητές.   

  Το 1791 ο Ιταλός ανατόµος Luigi Galvani (1737-1798) έδειξε όχι µόνο ότι στο 

σώµα υπάρχουν ηλεκτρικές δυνάµεις αλλά και ότι ο ηλεκτρισµός παίζει σηµαντικό 

ρόλο στη λειτουργία των µυών. Ο Galvani υποστήριξε ότι η ζωική ηλεκτρική 

ενέργεια συσσωρεύεται κατά κύριο λόγο στους µύες, ενώ στα νεύρα απέδωσε απλώς 

λειτουργία αγωγής, πιθανόν επηρεασµένος από την κρατούσα τότε άποψη ότι τα 

νεύρα είναι εξαιρετικά λεπτοί ιστοί για να µπορούν να συσσωρεύσουν ηλεκτρική 

ενέργεια σε ικανοποιητικό βαθµό. Παρά τις ανακρίβειες των απόψεων του Galvani 

οφείλουµε να αναγνωρίσουµε ότι µε τις παρατηρήσεις του  άρχισε να αναπτύσσεται η 

ηλεκτροφυσιολογία.  

  Ο Alessandro Volta (1745-1827), σε µια µακρά διαµάχη µε τον  Galvani, δεν 

αποδεχόταν τον ζωικό ηλεκτρισµό, υποστηρίζοντας την άποψη ότι όσα παρατηρούσε 

ο Galvani ήταν αποτέλεσµα ηλεκτρικής ενέργειας που παραγόταν κατά τον 

πειραµατικό χειρισµό. Αργότερα ο Alexander von Humboldt (1769-1859) έδωσε 

τέλος στη διαµάχη αυτή αποδεικνύοντας ότι υπάρχει ζωικός ηλεκτρισµός. 

  Το 1848 ο Emil Du Bois-Reymond (1818-1896) ανακάλυψε ότι η δραστηριότητα 

των περιφερειακών νεύρων συνοδευόταν από µετρήσιµες µεταβολές του ηλεκτρικού 

δυναµικού. Αυτό έδωσε ώθηση στην επιστηµονική κοινότητα να ερευνήσει για 

µεταβολές της ηλεκτρικής δραστηριότητας οι οποίες θα οφείλονταν στο νευρικό 

σύστηµα και θα ήταν ενδεικτικές της λειτουργίας του.  

  Ήδη, το 1877 ο Richard.Caton (1842-1926) είχε δείξει ότι υπάρχει σχέση µεταξύ 

εξωτερικών ερεθισµάτων και ηλεκτρικής δραστηριότητας στον εγκέφαλο κουνελιών 

και πιθήκων. Ανέφερε µάλιστα ότι ήταν δυνατή η καταγραφή ασθενών ρευµάτων από 

ηλεκτρόδια στη δερµατική επιφάνεια του κεφαλιού τους.  

  Η πρώτη εµπεριστατωµένη αναφορά για τη µέτρηση διαφορών δυναµικού από την 

εξωτερική επιφάνεια του ανθρώπινου κεφαλιού προέρχεται από τον Hans Berger 
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(1873-1941) το 1929, γεγονός το οποίο οριοθετεί την έναρξη της µελέτης των 

λειτουργιών του εγκεφάλου µέσω του Ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος  (ΕEG).  

 

 

Εικόνα 6 : Σύστηµα καταγραφής EEG (1926) 

 

 

Εικόνα 7 : Σύγχρονος Ηλεκτροεγκεφαλογράφος 

 

 

  ∆ιάφορα όργανα, συµπεριλαµβανοµένης της καρδιάς, του εγκεφάλου και των 

πνευµόνων, παράγουν και µαγνητικά πεδία που είναι αδύνατα έναντι άλλων 

γεγονότων όπως οι ηλεκτρικές µεταβολές που εµφανίζονται σ’ αυτά. Βιοµαγνητισµός 

είναι η µέτρηση των  µαγνητικών σηµάτων που συνδέονται µε τη συγκεκριµένη 
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φυσιολογική δραστηριότητα. Τα βιοµαγνητικά σήµατα εποµένως µπορούν να 

παρέχουν πολύτιµες πρόσθετες πληροφορίες που συνήθως δεν περιλαµβάνονται στα 

βιοηλεκτρικά σήµατα. Επιπλέον, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να λάβουν 

πρόσθετες πληροφορίες για την ενδοκυτταρική δραστηριότητα.       

  Τα βιοηλεκτρικά και βιοµαγνητικά φαινόµενα µπορούν καταγραφούν σε 

πραγµατικό χρόνο από µη επεµβατικές µεθόδους, επειδή η πληροφορία που 

αποκοµίζεται από αυτά φανερώνεται απευθείας σε κάθε σηµείο του τρισδιάστατου 

αγωγού και γύρω από αυτόν. Τα δεδοµένα που λαµβάνονται από την εξωτερική 

καταγραφή των πεδίων του Βιοηλεκτισµού αποτελούν το Ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα 

(EEG), ενώ αυτών του Βιοµαγνητισµού αποτελούν το Μαγνητοεγκεφαλογράφηµα 

(MEG). 

1.7. Ηλεκτροµαγνητισµός και εγκέφαλος 

  Όπως είδαµε ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα παρατηρούνται µέσα στο ανθρώπινο 

σώµα. Το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο που διαδίδεται στο εσωτερικό του εγκεφάλου έχει 

τόσο µεγάλο µήκος κύµατος σε σχέση µε τις διαστάσεις του εγκεφάλου, ώστε τα 

ηλεκτροµαγνητικά πεδία που δηµιουργούνται να θεωρούνται στατικά. Έτσι οι 

εξισώσεις του Maxwell, απαλείφοντας τους όρους µε τις χρονικές παραγώγους  

διατυπώνονται πλέον µε τη µορφή:   

∇ × � = 0                                                                                                                                        (1.14) 

∇ × 	 = J                                                                                                                                         (1.15) 

∇ ∙ 
 = ρ                                                                                                                                          (1.16) 

∇ ∙ � = 0                                                                                                                                          (1.17) 

  Η εξίσωση (1.14) χαρακτηρίζει το ηλεκτρικό πεδίο ως αστρόβιλο και συνεπώς θα 

επιδέχεται την αναπαράσταση   

Ε=-∇u                                                                                                                                   (1.18) 

όπου u είναι το ηλεκτρικό δυναµικό. Παίρνοντας την απόκλιση της εξίσωσης (1.15) 

καταλήγουµε στην εξίσωση Poisson  

∇ ∙ (∇ × 	)=     = ∇ ∙ �                                                                                                                                 

∇ ∙ (∇ × 	) = ∇ ∙ (��+��) 
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0 = ∇ ∙ �� + σ∇ ∙ � 

0 =∇ ∙ �� – σ∇ ∙ ∇u  

σ ∆u =  ∇ ∙ ��                                                                                                                                  (1.19)  

για το ηλεκτρικό δυναµικό. Η απόκλιση του πρωτεύοντος ρεύµατος αποτελεί την 

πηγή του ηλεκτρικού δυναµικού.  

1.8.  Ηλεκτροεγκεφαλογραφία 

  Η Ηλεκτροεγκεφαλογραφία είναι η νευροφυσιολογική µέτρηση της ηλεκτρικής 

δραστηριότητας του εγκεφάλου µε τη χρήση επικρανιακών ηλεκτροδίων. Η  

λειτουργία του ηλεκτροεγκεφαλογράφου στηρίζεται στην καταγραφή των διαφορών 

δυναµικού, οι οποίες παρουσιάζονται πάνω στην εξωτερική δερµατική επιφάνεια του 

ανθρώπινου κρανίου, ως αποτέλεσµα της λειτουργίας του εγκεφάλου. Τα µετρούµενα 

ηλεκτρικά σήµατα είναι ασθενή, από περίπου 1µV ως 100µV. 

  Εποµένως, αυτό που καταγράφουµε στο EEG είναι ηλεκτρικά σήµατα από τον 

φλοιό του εγκεφάλου (αφού αυτό είναι πιο κοντά στο κρανίο σε σχέση µε άλλες 

δοµές του φλοιού που είναι στο εσωτερικό του εγκεφάλου). Εξαρχής λοιπόν υπάρχει 

η απαίτηση της όσο το δυνατόν µεγαλύτερης ενίσχυσης των υπό εξέταση σηµάτων, 

και µόνο αυτών, καθώς και της πυκνότερης κάλυψης του κεφαλιού µε απαγωγά 

ηλεκτρόδια.  

  Η καταγραφή του εγκεφαλογραφήµατος γίνεται συνήθως από ηλεκτρόδια, τα οποία 

αλείφουµε µε αγώγιµο τζελ και τα οποία τοποθετούµε στο δέρµα του κρανίου του 

ανθρώπου. Τα ηλεκτρόδια, οι αισθητήρες του συστήµατος, µετατρέπουν το ρεύµα 

ιόντων µέσα στο ανθρώπινο σώµα σε ρεύµα ηλεκτρονίων µέσα στα καλώδια, τα 

οποία µετά οδηγούν αυτό το ρεύµα σε επόµενα στάδια επεξεργασίας. Στα σηµεία στα 

οποία θα τοποθετηθούν τα ηλεκτρόδια, το δέρµα πρέπει να καθαριστεί καλά µε 

οινόπνευµα για να επιτύχουµε  χαµηλή αντίσταση επαφής, κάτω των 5kΩ. Στα ίδια 

σηµεία χρησιµοποιείται ειδικό υγρό που έχει τον ρόλο ηλεκτρολύτη. Το ηλεκτρόδιο 

λοιπόν έρχεται σε απ’ ευθείας επαφή µε τον υποκείµενο ηλεκτρολύτη που 

χρησιµοποιείται. Έτσι είναι δυνατή η κίνηση ιόντων µέσω του «συνόρου» 

ηλεκτροδίου - ηλεκτρολύτη µέχρι να επέλθει ισορροπία. Η ισορροπία αυτή είναι 

συνάρτηση της ιοντικής συγκέντρωσης που υπάρχει στις δύο πλευρές του συνόρου. 

∆ηµιουργούνται τελικά δύο φορτισµένα στρώµατα στις δύο πλευρές του συνόρου, 

ένα στη µεταλλική επιφάνεια και ένα πάνω στις υγρές ουσίες γύρω από το 
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ηλεκτρόδιο, εµφανίζοντας έτσι µια διαφορά δυναµικού η οποία εµποδίζει τη συνέχιση 

της κίνησης των ιόντων, αλλά είναι ταυτοχρόνως ευαίσθητη στις µεταβολές των 

συγκεντρώσεων των ιόντων. 

  Όταν µέσα στον εγκέφαλο υπάρξει σήµα, δηλαδή ροή ιόντων, αυτό θα προκαλέσει 

µεταβολή της ιοντικής συγκέντρωσης και αυτόµατα µεταβολή της διαφοράς 

δυναµικού των στρωµάτων, άρα και ροή ηλεκτρονίων από την πλευρά του αγώγιµου 

ηλεκτροδίου. Είναι επιθυµητό η τάση στο «σύνορο» να επηρεάζεται µόνο από ιοντικά 

ρεύµατα του ανθρώπινου κεφαλιού και όχι από θερµοκρασιακές µεταβολές ή 

µηχανικές µετακινήσεις των ηλεκτροδίων. Αυτό επιτυγχάνεται όταν προσδίδουµε 

µεγαλύτερη ευχέρεια κινήσεων στα ιόντα της συνοριακής περιοχής. 

  Για την επιλογή των θέσεων του κάθε ηλεκτροδίου πάνω στο κεφάλι έχουν 

δηµιουργηθεί διάφορα πρότυπα, το δηµοφιλέστερο εκ των οποίων είναι το ∆ιεθνές 

Σύστηµα 10-20. Η ονοµασία του συστήµατος οφείλεται στην επιλογή του 20% της 

αποστάσεως µεταξύ των δύο αυτιών ως την απόσταση ανάµεσα σε δύο οποιαδήποτε 

ηλεκτρόδια και επίσης στην επιλογή του 10% της αποστάσεως µεταξύ των δύο 

αυτιών ως την απόσταση από το αυτί στο κοντινότερο προς αυτό ηλεκτρόδιό του. 

Κατ’ αυτόν τον τρόπο οι θέσεις των ηλεκτροδίων προσαρµόζονται ανάλογα µε τις 

διαστάσεις του κρανίου του εξεταζόµενου.  

 

Εικόνα 8 : ∆ιεθνές Σύστηµα 10-20 
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  Το κάθε σήµα το οποίο ενισχύεται στον EEG είναι η διαφορά µεταξύ των 

δυναµικών που ανά πάσα στιγµή παρουσιάζουν δύο ηλεκτρόδια µεταξύ τους. 

Ηλεκτρόδια τα οποία βρίσκονται «πάνω» από εγκεφαλικές περιοχές, οι οποίες 

ενδεχοµένως θα παρουσιάσουν δραστηριότητα, λέγεται ότι αντιστοιχούν σε ενεργά 

σηµεία. Αντίθετα, ηλεκτρόδια τοποθετηµένα πάνω από περιοχές που θεωρείται ότι 

δεν έχουν σχέση µε εγκεφαλική λειτουργία, λέγεται ότι αντιστοιχούν σε ανενεργά 

σηµεία. Τέτοια σηµεία π.χ. είναι το αυτί, ή τα ενωµένα µε αγώγιµο δρόµο δύο αυτιά, 

σηµεία του λαιµού κ.ά.  

  Όταν το µετρούµενο σήµα προκύπτει ως διαφορά δυναµικού δύο ηλεκτροδίων 

ενεργών περιοχών, τότε, σύµφωνα µε την ορολογία του EEG, έχουµε «διπολική» 

µέτρηση. ∆ιπολικές µετρήσεις για 15 ως 30 ηλεκτρόδια είναι η κοινή µεθοδολογία σε 

κλινικές νευρολογικές εξετάσεις EEG. Αυτή η µέθοδος προσφέρει το πλεονέκτηµα 

ότι απορρίπτει τυχόν παράσιτα τα οποία είναι κοινά στα δύο ηλεκτρόδια. Στην 

περίπτωση της ψυχοφυσιολογικής έρευνας όµως, συνήθως το µετρούµενο σήµα 

προκύπτει ως διαφορά δυναµικού ενός ηλεκτροδίου ενεργής περιοχής και ενός 

ηλεκτροδίου ανενεργής περιοχής, οπότε έχουµε «µονοπολική» µέτρηση. Το 

ηλεκτρόδιο ανενεργής περιοχής είναι κοινό για όλες τις µετρήσεις και αποτελεί το 

σηµείο αναφοράς, το οποίο κανονικά δεν θα πρέπει να επηρεάζεται από εγκεφαλικά 

ρεύµατα. Επιζητούµε κατ’ αυτόν τον τρόπο να έχουµε µια ολοκληρωµένη και 

ταυτόχρονη, από όλα τα ηλεκτρόδια ενεργών περιοχών, πληροφόρηση σχετικά µε 

κάθε εγκεφαλικό ρεύµα ιόντων το οποίο φτάνει στην εξωτερική δερµατική επιφάνεια 

του κεφαλιού. 

  Οι διαφορές δυναµικού που επιλέγουµε εντέλει να µετρήσουµε, οδηγούνται στο 

τµήµα της ενισχυτικής διάταξης του EEG, η οποία περιέχει και διατάξεις 

φιλτραρίσµατος. Εκεί κάθε ανιχνευόµενο σήµα ενισχύεται ώστε να µπορεί να 

µετρηθεί µε ευχέρεια. Συντελεστές ενίσχυσης της τάξης του 10
5
 είναι συνηθισµένοι. 

Η πρώτη βαθµίδα ενίσχυσης, οι προενισχυτές, πρέπει να αποτελείται από ενισχυτές 

χαµηλού θορύβου. Συγκεκριµένα, αν σκοπεύουµε να µετρήσουµε σήµατα της τάξης 

του 1µV πρέπει η προενισχυτική διάταξη να έχει επίπεδο εσωτερικού θορύβου 

τουλάχιστον µια τάξη µεγέθους µικρότερη, άρα της τάξης των εκατοντάδων nV. 

Επιπλέον, χρησιµοποιούνται κυκλώµατα µε συνδυασµούς διαφορικών ενισχυτών, 

ώστε ο λόγος απόρριψης κοινού σήµατος (common mode rejection ratio - CMRR) να 

είναι στο επίπεδο των 120 db. Κατόπιν τα αναλογικά σήµατα είτε οδηγούνται σε 
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καταγραφική συσκευή και αποτυπώνονται σε χαρτί, σε συµβατικά συστήµατα EEG, 

είτε, όπως συνηθίζεται στα πιο εξελιγµένα συστήµατα, µέσω συσκευής πολυπλεξίας 

οδηγούνται στον µετατροπέα αναλογικού σε ψηφιακό σήµα (A/D), όπου ως ψηφιακά 

πλέον σήµατα καταµετρώνται σε ηλεκτρονικό βολτόµετρο. Στη συνέχεια, ένας 

ηλεκτρονικός υπολογιστής λαµβάνει τα ψηφιακά δεδοµένα των µετρήσεων, οπότε 

υπάρχει η δυνατότητα για ψηφιακή επεξεργασία και απεικόνιση του σήµατος, είτε 

κατά τη διάρκεια των µετρήσεων (on line), είτε σε υστερότερο χρόνο εφόσον 

αποθηκευτεί το σήµα στο δίσκο του υπολογιστή (off line).        

  Τελειώνοντας θα πρέπει να τονίσουµε ότι για τη σωστή λειτουργία κάθε συσκευής 

µέτρησης βιοσηµάτων, αλλά ακόµη περισσότερο για την περίπτωση του EEG όπου 

τα µετρούµενα σήµατα είναι της τάξεως των µV, η γείωση όλων των τµηµάτων του 

συστήµατος θα πρέπει να είναι κοινή για να µην δηµιουργούνται βρόχοι µεταξύ 

διαφορετικών γειώσεων που εισάγουν σφάλµατα. 

  Η µελέτη του EEG βασίζεται στη διάκριση, στις καταγραφές δυναµικού ως 

συνάρτηση του χρόνου, της ύπαρξης ή µη συγκεκριµένων κυµατοµορφών, των 

λεγόµενων ρυθµών, κύριο χαρακτηριστικό των οποίων είναι οι συχνότητες των 

αρµονικών από τις οποίες αποτελούνται, δηλαδή το φασµατικό τους περιεχόµενο. Η 

κατηγοριοποίηση µε βάση τη συχνότητα είναι φυσικά προσεγγιστική. ∆εν πρέπει να 

λησµονούµε ότι ο µεγαλύτερος όγκος της έρευνας στο EEG είχε επιτελεστεί όταν δεν 

ήταν διαδεδοµένη η χρήση ψηφιακών υπολογιστών και οι παρατηρήσεις βασίζονταν 

στις καταγραφές των δυναµικών πάνω στο βαθµονοµηµένο καταγραφικό χαρτί.  

  Η χρήση του EEG στη Νευρολογία είναι ευρύτατη, καθώς αποτελεί µια µέθοδο 

φθηνή, ανώδυνη και απλή στην εφαρµογή της. Από τη µελέτη του EEG µπορούν να 

εξαχθούν εξαιρετικά χρήσιµα συµπεράσµατα για τη σωστή εξέλιξη του Κεντρικού 

Νευρικού Συστήµατος ενός ανθρώπου από τη γέννησή του έως την ενηλικίωση.  

1.9. Μαγνητοεγκεφαλογραφία 

  Η Μαγνητοεγκεφαλογραφία έχει λάβει το µεγαλύτερο κλινικό ενδιαφέρον µέχρι 

σήµερα, καθώς παρέχει ασυναγώνιστη ορθότητα και ακρίβεια εκτίµησης της 

παραµέτρου πηγής. Ενώ µε το EEG, είναι πολύ δύσκολο να καθοριστεί το σηµείο του  

του  εγκεφάλου  από  το  οποίο  προέρχεται  ένα συγκεκριµένο  σήµα,  αυτό  µπορεί  

να  επιτευχθεί  µε το MEG. Στο MEG εκµεταλλευόµαστε το γεγονός ότι κάθε 

ηλεκτρικό πεδίο συνοδεύεται από τη δηµιουργία και µαγνητικού πεδίου. Η 
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Μαγνητοεγκεφαλογραφία ανιχνεύει την ηλεκτρική δραστηριότητα του εγκεφάλου, 

όπως και η Ηλεκτροεγκεφαλογραφία. Ενώ το ΗΕΓ ανιχνεύει την διαφορά ηλεκτρικού 

δυναµικού µεταξύ δύο ηλεκτροδίων, το MEG ανιχνεύει τα δυναµικά µαγνητικά πεδία 

που παράγονται από την ηλεκτρική τους δραστηριότητα. 

                         

Εικόνα 9 : Καταγραφές των EEG και MEG 

  Η συναπτική επίδραση σε µια περιοχή του εγκεφάλου ισοδυναµεί µε την 

ενεργοποίηση µιας κύριας πηγής ρεύµατος, προέρχεται από κίνηση (είσοδο ή έξοδο) 

ιόντων δια µέσω µεµβρανικών διαύλων στις συνάψεις η οποία επάγει αντίστοιχη 

µετακίνηση ιόντων µέσα στους εµπλεκόµενους νευρώνες και µε την επακόλουθη 

παθητική εµφάνιση χωρικών ρευµάτων στον περιβάλλοντα του νευρώνα χώρο. Η 

κίνηση των ιόντων στον εσωτερικό και η επαγόµενη κίνηση στον εξωτερικό του 

νευρώνα χώρο, συµπληρώνουν ένα βρόχο ιοντικής ροής εξασφαλίζοντας έτσι πως δεν 

υπάρχει σε κανένα σηµείο συσσώρευση φορτίου, µε αποτέλεσµα τοπικά η µέση 

πυκνότητα φορτίου να είναι µηδενική.  

  Το µαγνητικό πεδίο που παράγεται από το κύριο και το επαγόµενο χωρικό ρεύµα 

µαζί, µπορεί να καταγραφεί µε τη µη επεµβατική µέθοδο της 

µαγνητοεγκεφαλογραφίας, ενώ τα αποτελέσµατα της καταγραφής αποτελούν το 

λεγόµενο Μαγνητοεγκεφαλογράφηµα-MEG. Για ένα καταγράψιµο εξωτερικά 

ηλεκτροµαγνητικό σήµα, είναι απαραίτητη η συγχρονισµένη λειτουργία χιλιάδων 

γειτονικών νευρώνων, που καταλαµβάνουν έκταση µερικών τετραγωνικών χιλιοστών 

εγκεφαλικού φλοιού.  
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Εικόνα 10 : Eπαγόµενα µαγνητικά πεδία στον εγκέφαλο 

 

  Για πρώτη φορά µετρήθηκαν σήµατα MEG στο πανεπιστήµιο του Illinois από τον 

David Cohen το 1968, όπου ανίχνευσε εγκεφαλικά µαγνητικά πεδία µε την βοήθεια 

πηνίων χαλκού. Σήµερα χρησιµοποιούµε αισθητήρες τεχνολογίας SQUID 

(superconducting Quantum interference device) που στηρίζονται σε υπεραγώγιµα 

ηλεκτρικά κυκλώµατα που µας βοηθάνε να εντοπίζουµε ακόµα και τα πιο ασθενή 

ηλεκτροµαγνητικά πεδία του ανθρώπινου εγκεφάλου αλλά ανιχνεύουν µόνο τα 

εφαπτόµενα δίπολα και όχι τα ακτινικά, τα οποία είναι ορατά στο EEG. 

Κατ’ελάχιστον απαιτούνται 300 αισθητήρες προκειµένου να έχουµε την πλήρη 

κάλυψη του ανθρώπινου κρανίου.  

  Το µαγνητόµετρο SQUID µπορεί να θεωρηθεί ως µετασχηµατιστής που µετατρέπει 

µικρές µεταβολές της µαγνητικής ροής των εφαπτοµενικών συνιστωσών του 

παραγόµενου µαγνητικού πεδίου, σε διαφορές δυναµικού, µέσω αισθητήρων 

τοποθετηµένων σε ένα σφαιρικό κάλυµµα σε απόσταση 5-10 cm γύρω από το κεφάλι. 

Λόγω του ότι το παραγόµενο µαγνητικό πεδίο είναι πολύ ασθενές, η καταγραφή του 

απαιτεί συνθήκες υψηλής µαγνητικής µόνωσης και εξαιρετική ευαισθησία.  

  Εκτός από τις λειτουργίες εγκεφάλου, οι εστιακές διαδικασίες στο κεντρικό νευρικό 

σύστηµα µπορούν να εντοπιστούν χρησιµοποιώντας τη Μαγνητοεγκεφαλογραφία. 

∆ιάφορες  αισθητήριες  και  µηχανικές  διαδικασίες  µπορούν  να  προσδιοριστούν  

µε  την ιδιαίτερη  δοµή  του φλοιού. Κατά αυτόν τον τρόπο, τα οπτικά, ακουστικά και 

σωµατοαισθητηριακά συστήµατα και οι γνωστικές λειτουργίες µπορούν να 

ερευνηθούν. Οι κλινικές εφαρµογές, οι χωρικές κατανοµές των µαγνητικών πεδίων 

αναλύονται για να εντοπίσουν τις πηγές των δραστηριοτήτων µέσα στον εγκέφαλο 

και οι θέσεις των πηγών επιβάλλονται στις απεικονίσεις, όπως MRI,  για  να  
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παρέχουν  τις  πληροφορίες  για  τη  δοµή  και  τη λειτουργία  του  εγκεφάλου. Με τη 

χρήση του MEG ο εντοπισµός της επιληπτικής δραστηριότητας και των λειτουργικών 

διαταραχών που προκαλούνται από τα τραύµατα ή τις παροδικές ισχαιµικές επιθέσεις 

µπορούν εύκολα να καθοριστούν. 

  Τα διάφορα σήµατα που µπορούν να ανιχνευθούν χρησιµοποιώντας το 

ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα EEG έχουν επίσης παρατηρηθεί στο MEG, αλλά το 

τελευταίο µπορεί να παρέχει τις πρόσφατες µοναδικές πληροφορίες. Παραδείγµατος 

χάριν, η αυθόρµητη δραστηριότητα του εγκεφάλου συνδέεται χαρακτηριστικά µε τα 

τµήµατα (συνιστώσα) χαµηλής συχνότητας (<30Hz) και στα δύο. Εντούτοις, ενώ οι 

µετρήσεις του EEG είναι απαθείς στην κατεύθυνση των ισοδύναµων δίπολων πηγής, 

το MEG παρέχει τις πληροφορίες που επιτρέπουν στη θέση, τον προσανατολισµό και 

τη κατανοµή των ακαθόριστων νευρικών πηγών (όπως εµφανίζεται στην επιληψία) 

να καθοριστούν. Αυτό είναι δυνατό επειδή µόνο εκείνα τα τρέχοντα δίπολα 

παράλληλα στο επίπεδο της σπείρας ανίχνευσης συµβάλλουν στο MEG.   

 

                        .  

Εικόνα 11: Μαγνητοεγκεφαλογράφηµα 

1.10. Μαθηµατική τοποθέτηση των EEG και MEG  

  Όπως είδαµε µέσα στον εγκέφαλο δηµιουργούνται ρεύµατα (πηγές), τα οποία 

προκαλούν ηλεκτροµαγνητικά πεδία. Στόχος µας είναι η εύρεση αυτών των πεδίων. 

Τα µαθηµατικά προβλήµατα που καλούµαστε να λύσουµε είναι: 
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1. Ευθύ πρόβληµα της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας, όπου είναι γνωστά σε εµάς 

η θέση, ο προσανατολισµός και η ένταση του πρωτεύοντος  νευρωνικού 

ρεύµατος J
p
 και ψάχνουµε το ηλεκτρικό δυναµικό στο εξωτερικό του 

εγκεφάλου. 

2. Αντίστροφο πρόβληµα της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας, όπου είναι γνωστό 

το ηλεκτρικό δυναµικό πάνω στον εγκέφαλο και ψάχνουµε το πρωτεύον 

νευρωνικό ρεύµα J
p
 (θέση, ένταση και προσανατολισµό) που προκάλεσε το 

καταγραφέν ηλεκτρικό πεδίο. 

3. Ευθύ πρόβληµα της µαγνητοεγκεφαλογραφίας, όπου είναι γνωστό το ολικό 

ρεύµα J και ψάχνουµε την µαγνητική επαγωγή στο εξωτερικό του εγκεφάλου. 

4. Τέλος, το αντίστροφο πρόβληµα της µαγνητοεγκεφαλογραφίας, όπου είναι 

γνωστή η µαγνητική επαγωγή στο εξωτερικό του εγκεφάλου και αναζητάµε το 

πρωτεύον νευρωνικό ρεύµα J
p
. 

  Η καλή τοποθέτηση του µαθηµατικού προβλήµατος προϋποθέτει µια σειρά  

παραδοχών που αφορούν τόσο γεωµετρική µοντελοποίηση του εγκεφάλου όσο και    

για το µοντέλο που προσεγγίζει το πρωτεύον νευρωνικό ρεύµα J
p
. 

  Στην παρούσα διπλωµατική εργασία θα κάνουµε τις εξής παραδοχές: 

• Tο πρωτεύον νευρωνικό ρεύµα αποτελείται από ένα δίπολο µε ροπή Q  που 

βρίσκεται στη θέση  ! στο εσωτερικό του εγκεφάλου, δηλαδή έχουµε:  

J
P
(r) = Q δ(r- !) 

• Βασιζόµαστε στο πλέον κλασικό πρότυπο για τον εγκέφαλο, σύµφωνα µε το 

οποίο ο εγκέφαλος προσοµοιάζεται µε µια οµογενή σφαίρα, εντός της οποίας 

βρίσκεται η πηγή κύριου ρεύµατος και η αγωγιµότητα είναι θετική ενώ εκτός 

της σφαίρας δεν περιλαµβάνονται πηγές και η αγωγιµότητα είναι µηδέν . 

1.11. Το γεωµετρικό πρότυπο της οµογενούς σφαίρας 

  Θεωρούµε µια λεία, οµογενή σφαίρα επιφάνειας S, που ορίζεται από την εξίσωση 

x1
2
+x2

2
+x3

2
=α

2
. Η υπόθεση της λειότητας εξασφαλίζει την ύπαρξη και τη συνεχή 

µεταβολή του εξωτερικού µοναδιαίου κάθετου διανύσµατος "# πάνω στην S.   

  Έστω S
-
 το εσωτερικό φραγµένο και αγώγιµο χωρίο (ανοιχτό και συνεκτικό σύνολο) 

µε αγωγιµότητα σ
- 

= σ και µαγνητική διαπερατότητα μ$ και S
+ 

 το εξωτερικό µη 

αγώγιµο χωρίο µε αγωγιµότητα σ
+ 

(σ
+ 

 = 0)
 
και µαγνητική διαπερατότητα μ$. 
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  Στο εσωτερικό χωρίο S
- 

υποθέτουµε την ύπαρξη µιας σηµειακής πηγής ρεύµατος 

δίπολων µε ροπή Q, J
p
(r) = Q δ(r- !), η οποία δηµιουργεί στο εσωτερικό και 

εξωτερικό του χωρίου ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο. Το ηλεκτρικό δυναµικό %± 

ικανοποιεί το παρακάτω πρόβληµα διαπερατότητας : 

σ
- ∆u

- 
(r)= ∇ ∙ Jp

(r), r∈ S
-   

                                                                                                  (1.20) 
 

∆u
+
(r)=0  , r ∈ S

+ 
                                                                                                                (1.21) 

 

u
- 
(r)= u

+ 
(r) , r ∈ S                                                                                                               (1.22) 

 

σ
-
 
()* ( )    

(+ = σ
+ 

(), ( )
(+ ,

   
 r ∈ -                                                                                         (1.23) 

u
+ 

(r)=O(
.
/) , r  → ∞                                                                                                            (1.24) 

όπου ∂/∂n δηλώνει την εξωτερική κάθετη παραγώγιση πάνω στην S. 

  Η συνθήκη (1.20) ικανοποιεί το ηλεκτρικό δυναµικό στο εσωτερικό του εγκεφάλου 

όπου το πρωτεύον ρεύµα είναι µη µηδενικό. Η συνθήκη (1.21) ικανοποιεί το 

ηλεκτρικό δυναµικό στο εξωτερικό του εγκεφάλου όπου δεν περιλαµβάνονται πηγές. 

Οι σχέσεις (1.22), (1.23) εξασφαλίζουν τις ειδικές συνθήκες συνέχειας που πρέπει να 

ικανοποιεί το ηλεκτρικό δυναµικό επί της συνοριακής επιφάνειας S. Τέλος, η σχέση 

(1.24) περιγράφει την ασυµπτωτική συµπεριφορά του εξωτερικού ηλεκτρικού 

δυναµικού καθώς r → ∞. Η σχέση (1.23) στην περίπτωση του προτύπου που 

εξετάζουµε, επειδή έχουµε σ
+
=0, γίνεται: 

 ()* ( )    
(+ =0 , r ∈ S                                                                                                               (1.25) 

  Ο υπολογισµός του ηλεκτρικού δυναµικού στο εσωτερικό και εξωτερικό του 

εγκεφάλου, απαιτεί την επίλυση δύο προβληµάτων συνοριακών τιµών.  

Έτσι το πρόβληµα (1.20)-(1.25) αναλύεται στα εξής προβλήµατα: 

1) Εσωτερικό πρόβληµα Neumann 

23∆u
- 
(r)= ∇ ∙ Jp

(r), r ∈ S
-   

                                                                                     (1.26)   

()* 
(4 (r)=0 , r ∈ S                                                                                                    (1.27)        

2) Εξωτερικό πρόβληµα Dirichlet 

∆u
+ 

(r)=0  ,    r ∈ S
+ 

                                                                                               (1.28) 



«Μαθηματική ανάλυση της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας και Μαγνητοεγκεφαλογραφίας» 

 

25 

 

u
- 
(r)= u

+ 
(r) , r ∈ S                                                                                                 (1.29)                                                                                                                       

u
+ 

(r)=O(
.
/) ,  r → ∞                                                                                              (1.30) 

  Πρώτα επιλύουµε το εσωτερικό  πρόβληµα Neumann και µετά το εξωτερικό 

πρόβληµα Dirichlet. Όταν υπολογισθεί το ηλεκτρικό δυναµικό, το ηλεκτρικό πεδίο 

υπολογίζεται από τον τύπο (1.18). 

  Θα συνεχίσουµε µε τον υπολογισµό της µαγνητικής επαγωγής Β, µε δεδοµένα τα 

ηλεκτρικά δυναµικά που προκύπτουν από το ευθύ πρόβληµα της EEG.      

Η εξίσωση (1.15) , χρησιµοποιώντας τη σχέση  

B=μ$Η                                                                                                                    (1.31) 

µετατρέπεται στην 

∇ × � =μ0 J                                                                                                                        (1.32) 

και από τη σχέση ∇ ∙ � = 0 έπεται ότι το πεδίο Β ως σωληνοειδές µπορεί να 

εκφραστεί µέσω ενός διανυσµατικού δυναµικού Α µε τη µορφή:  

Β=  ∇ × 5                                                                                                                                         (1.33) 

Ενώ χωρίς βλάβη της γενικότητας, το Α ικανοποιεί τη σχέση:  

∇ ∙ 5 = 0                                                                                                                                          (1.34) 

Τώρα χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (1.32)-(1.34) και την ταυτότητα  ∇ × (∇ × Α) =
∇(∇ ∙ Α) − ΔΑ  παίρνουµε την εξίσωση: 

ΔΑ =- μ$  J                                                                                                                             (1.35) 

της οποίας η λύση βρίσκεται χρησιµοποιώντας την θεµελιώδης λύση του τελεστή 

Laplace : 

∆/F( ,  :) = δ( −  :)                                                                                                        (1.36) 

όπου δ το µέτρο Dirac, 

F(r,r΄) = - 
.

<=
.

| 3 :|                                                                                   (1.37) 

∆  ?− 1
4π

1
| − ′|D = δ( −  :)                                                                                              

∆  ? 1
4π

1
| − ′| μ$ �D =−δ( −  :) μ$  J 

E ∆  ? 14π 1| − ′| μ0 �D dυ( ΄) =IJ
3J  E −δ( −  :) μ0 �IJ

3J  dυ( :) 
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∆  E ? 1
4π

1
| − ′| μ$ �D dυ( ΄) =K3  - μ$  J                                                                              (1.38) 

A(r) = 
μ0 
<= E �( :)

| 3 :|K3  dυ (r΄)                                                                                              (1.39) 

όπου η ολοκλήρωση γίνεται πάνω στο φορέα S
-
 της συνάρτησης J. Έτσι από τη 

σχέση (1.33) έχουµε:   

Β(r) =  ∇ × 5( )  

   =    μ04π E (∇ .
| 3 L|)K3  × J(r΄) dυ(r΄)                                                                                

   = − μ04π E  − ′
M − ′M3S−  × J(r΄) dυ(r΄)                                                                                       (1.40) 

που εκφράζει τον νόµο του Biot-Savart: 

 B(r) =   
μ0<= E �( ΄) S−  ×  − ′

| − ′|3 dυ(r΄)                                                                              (1.41) 

όπου το J είναι το ολικό ρεύµα. 

Άρα από τη σχέση (1.7) ,(1.8) και (1.18)  ο τύπος (1.41) γίνεται: 

B(r) =  μP4π E  ��( ′) K3  ×  3 :
| 3 L|Q dυ(r΄) + 

μ0<= E −σ ∇ ′  S−  u−(r′) ×  − ′
| − ′|Q dυ(r΄)      (1.42) 

  

Το πρώτο ολοκλήρωµα γράφεται από τον τύπο J
P
(r΄) = Q δ(r΄- !) και τον ορισµό του 

µέτρου του Dirac: 

E  ��( ΄) K3  ×  3 :
| 3 L|Q dυ(r΄)= E R δ( ΄ −  !) K3  ×  3 :

| 3 L|Q dυ(r΄)=  R ×  3 !
| 3 !|Q         (1.43) 

Άρα ο τύπος (1.42) γράφεται  

B(r) =   
μ0 
<= R ×  − !

| − !|Q  +  
μ0 
<= E  S−  − σ∇r’ u3( :) ×  − ′

M − ′MQ dυ(r΄)                               (1.44) 

  Στην ολοκληρωτική αναπαράσταση (1.44) ο πρώτος όρος περιγράφει την 

συνεισφορά του νευρωνικού διπολικού ρεύµατος στο σηµείο  $, ενώ ο δεύτερος όρος 

του ολοκληρώµατος περιγράφει την συνεισφορά του επαγωγικού ρεύµατος. Πιο 

συγκεκριµένα, το ηλεκτρικό δυναµικό u
-
 δηµιουργεί ένα δίπολο επαγωγικού 

ρεύµατος σε κάθε σηµείο r΄∈S
-
 µε ροπή ίση µε −σ ∇ Lu3(r:). Ολοκληρώνοντας την 

συνεισφορά από κάθε τέτοιο δίπολο, παίρνουµε την συνολική συνεισφορά του 

επαγωγικού ρεύµατος στο πεδίο B . 



«Μαθηματική ανάλυση της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας και Μαγνητοεγκεφαλογραφίας» 

 

27 

 

Τώρα χρησιµοποιώντας τις σχέσεις curl (fF) = f curlF + ∇f × T, curl(F) = 0, µε          

f = u
-
(r΄) και  F = ∇ ′  

.
| 3 L| =  − ′

M − ′MQ , o 2
ος

 όρος της σχέσης (1.44) για r≠r΄ γίνεται  

∇r’ ×  V u3( :)  − ′
M − ′MQW = u3( :) ∇r’ ×  − ′

M − ′MQ +∇r’u3( :) × 
 3 :

| 3 L|Q 

∇r’ ×  V u3( :)  − ′
M − ′MQW = 0 + ∇r’ u3( :) ×  − ′

M − ′MQ                                                          

∇r’ ×  V u3( :)  − ′
M − ′MQW = ∇r’ u3( :) ×  − ′

M − ′MQ                                                            (1.45)   

Άρα ο 2
ος

 όρος βάση της παραπάνω σχέσης και µε εφαρµογή του θεωρήµατος Gauss 

E ∇ × (f ∇ g )Ω =  Z "#�Ω × f∇g ds , για r ∈ S+ 
δίνει  

= 
μ0<= E −σ ∇ ′  u−( ΄)S−  ×  − ′

| − ′|Q dυ(r΄)    

= 
μ0<= E  S−  − σ ∇ ′  × \ u−( ′)  − ′

M − ′MQ]   dυ(r΄)    

3^μ0<= E  S−  ∇ ′  ×  \ u3( :)∇ :  1
M − ′M]dυ(r΄)     

= 
3^μ0<= Z u− 

S ( ′)"_(r΄) × 
 3 :

| 3 L|Q  ds(r΄)                                                                          (1.46) 

  Αντικαθιστώντας τον παραπάνω τύπο στη σχέση (1.44) παίρνουµε την 

ολοκληρωτική αναπαράσταση του Geselowitz για την µαγνητική επαγωγή 

B(r) =   
μ0<= R  ×  − !

| − !|Q +  
3^μ0<= Z u− 

S ( ′)"_(r΄) × 
 3 :

| 3 L|Q  ds(r΄)                                 (1.47) 

 

  Ο τύπος του Geselowitz µεταφέρει την συνεισφορά της χωρικής κατανοµής των 

διπόλων ρεύµατος στον αγωγό S
-
, σε µια επιφανειακή κατανοµή διπόλων µε ροπές 

κάθετες επάνω στο σύνορο του αγωγού και µε ένταση ίση µε  −σu3( ΄)"#(r΄).  

  Παρόµοια, βρίσκουµε και τον αντίστοιχο τύπο του Geselowitz, για το ηλεκτρικό 

δυναµικό. 

Παίρνουµε τον τύπο του Green  

E [f∆g − g∆f]Ω3 = Z [f �
�bΩ3 g − g �

�b f]ds                                                                           (1.48) 

όπου f = u
-
 και όπου  g=

.
| 3 :|  
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άρα έχουµε 

E [u3K3 (r΄)∆ ′ c
| 3 :| - 

c
| 3 :| ∆ ′u-

(r΄)]=Z [ u3K  (r΄) �
�d: 

c
| 3 :|- 

c
| 3 :|

�
�b:u

-
(r) ] ds(r΄) 

E [u3K3 (r΄)∆ ′ c
| 3 :|-

c
| 3 :| ∆ ′u-

(r΄)]=Z [u3K (r΄)"#(r΄)∙ ∇r′ c
| 3 :|-

c
| 3 :|

�
�d:u

-
(r)]ds(r΄)    (1.49) 

Βάζοντας τώρα τις σχέσεις: 

∆/: .
| 3 :| = −4πδ( −  :)                                                                                       (1.50) 

∆ Lu3( :) = .
^* ∇ ∙ �e( :)                                                                                                   (1.51) 

"#( :) ∙ ∇/L .
| 3 L| = "#( :) ∙  3 :

| 3 :|Q                                                                                 (1.52) 

και  
�

�du
-
(r΄) =0 για r΄ ∈ S                                                                                                  (1.53) 

έχουμε: 

u
-
(r) = - 

.
<=^ E ∇ L∙��( L)

| 3 :|K3  dυ(r΄) – 
.

<= Z u3K (r’)"# ∙  3 :
| 3 L|Q  ds(r΄)                                      (1.54) 

ο πρώτος όρος γράφεται  

E ∇ L∙��( L)
| 3 :|K3  dυ(r΄) = E  R ∙∇ Lf( L3 !)

| 3 :|K3  dυ(r΄ )= -Q  ∙ ∇ ! E f( L3 !)
| 3 :|K3  =-Q  ∙ ∇ !

.
| 3 !| 

= -Q  ∙  3 !
| 3 !|Q                                                                                                                        (1.55) 

Άρα ο τύπος του Geselowitz  για το ηλεκτρικό δυναµικό είναι: 

u
-
(r) =  

.
<=^ R ∙  3 g

| 3 g|Q – 
.

<= Z u3K (r’) "#( :) ∙  3 :
| 3 L|Q  ds(r’)                                             (1.56) 

που ισχύει για κάθε r∉ S. 

  Όπου η συνεισφορά του επαγωγικού ρεύµατος στο ηλεκτρικό δυναµικό 

αντιπροσωπεύεται από µια επιφανειακή κατανοµή διπόλων ρεύµατος καθέτων πάνω 

στο σύνορο του αγωγού µε ροπή ανάλογη της τιµής του ηλεκτρικού δυναµικού στο 

αντίστοιχο σηµείο. 

1.12. ∆υαδική  µορφή των EEG και MEG  

  Στην παράγραφο αυτή θα προσπαθήσουµε  να ενοποιήσουµε σε µία δυαδική µορφή, 

δηλαδή σε ένα τανυστή δεύτερης τάξης, την θεωρία των EEG και MEG. 

Για το ηλεκτρικό δυναµικό έχουµε: 
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σ∆u( ) = ∇ ∙  �e                                                                                                     (1.57)                              

και για την µαγνητική επαγωγή από τις σχέσεις (1.15), (1.8), (1.14) και (1.17) έχουµε: 

∇ × 	 = �( )  

∇ × 	 = �e( ) + σ�  

∇ × μ$	 = μ$�e( ) + μ$σ�  

∇ × � = μ$�e( ) + μ$σ�  

∇ × ∇ × � = μ$∇ × �e( ) + μ$σ∇ × �  

∇ × ∇ × � = μ$∇ × �e( )  

∇(∇ ∙ �) − ∆� = μ$∇ × �e( )  

−∆� = μ$∇ × �e( )  

− .
μP ∆�( ) =  ∇ × �e( )                                                                                         (1.58) 

  Παρατηρούµε ότι οι πηγές του ηλεκτρικού δυναµικού και της µαγνητικής επαγωγής 

είναι το βαθµωτό αναλλοίωτο και το διανυσµατικό αναλλοίωτο αντίστοιχα του 

δυαδικού  ∇ × �e, δηλαδή της κλίσης του νευρωνικού ρεύµατος. 

Η εξίσωση (1.57) είναι το βαθµωτό αναλλοίωτο της δυαδικής εξίσωσης 

∇ ⊗ j∇σu( )k = ∇ ⊗ �e( )                                                                                   (1.59)   

και η εξίσωση (1.58) είναι διανυσµατικό αναλλοίωτο της δυαδικής εξίσωσης 

∇ ⊗ V∇  × .
μP �( )W = ∇ ⊗ �e( )                                                                          (1.60)    

Σε µια προσπάθεια ενοποίησης των τύπων του Geselowitz ορίζουµε την επιφανειακή 

κατανοµή διπολικών ρευµάτων  

l( ) = −σu3( )"#( ),  ∈  ∂S
-
                                                                             (1.61)   

και το δυαδικό πεδίο 


n( ) = R ⊗  3 !
| 3 !|Q +  Z l( :)�K3 ⊗  3 L

| 3 L|Q ds( :)                                                (1.62) 

Συµβολίζουµε µε -o  και µε po το βαθµωτό και το διανυσµατικό αναλλοίωτο 

αντίστοιχα του δυαδικού 
n  τότε 
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u3( ) =  .
<=^ Sq( )                                                                                                 (1.63) 

και 

�( ) = μP
<= pq( )                                                                                                     (1.64) 

όπου ο τύπος (1.63) ταυτίζεται µε τον τύπο (1.56) και ο τύπος (1.64) ταυτίζεται µε τον 

(1.47). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
Ο

  

2. Ευθύ πρόβληµα της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας 

2.1. Εισαγωγή 

  Στο ευθύ πρόβληµα της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας, θεωρούµε γνωστό το πρωτεύον  

νευρωνικό ρεύµα, που αποτελείται από ένα δίπολο µε ροπή Q  που βρίσκεται στη 

θέση   ! ∈ S3και ψάχνουµε το ηλεκτρικό δυναµικό που δηµιουργεί. 

2.2. Εσωτερικό Ηλεκτρικό ∆υναµικό 

  Στο πρώτο κεφάλαιο, υποθέσαµε πως ο εγκέφαλος προτυποποιείται ως µια οµογενή 

σφαίρα επιφάνειας S που ορίζεται από την εξίσωση  x1
2
+x2

2
+x3

2
=α

2
, η οποία χωρίζει 

τον εσωτερικό αγώγιµο χώρο S
-
, µε τον εξωτερικό µη αγώγιµο χώρο S

+
.  

  Εντός της σφαίρας, η παρουσία σηµειακής πηγής J
p
=Qδ(r- !), δηµιουργεί 

ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία εντός και εκτός της σφαίρας. 

  Το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό βρίσκεται από την επίλυση του εσωτερικού 

προβλήµατος Neumann: 

∆u
- 
(r)= 

.
^ ∇/ ∙ Q δ(r- !), r∈S

-   
                                                                                            (2.1)                                                                              

  ()* 
(" (r)=0 ,  r ∈S                                                                                                                   (2.2) 

ενώ το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό ικανοποιεί το εξωτερικό πρόβληµα Dirichlet: 

∆u
+ 

(r)=0,       r∈ S
+ 

                                                                                                               (2.3) 

u
- 
(r)= u

+ 
(r),   r∈ S                                                                                                                 (2.4) 

u
+ 

(r)=O(
.
/),    r → ∞                                                                                                             (2.5) 

 Όπως είδαµε, υπολογίζουµε πρώτα το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό και στη 

συνέχεια βρίσκουµε το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό. Πρέπει να τονίσουµε ότι το 

πρόβληµα Neumann δεν έχει µοναδική λύση. Για το λόγο αυτό επιβάλουµε την 

επιπλέον συνθήκη: 

u
-
(0)=0                                                                                                                                   (2.6) 

Αρχικά παρατηρούµε ότι:  

−∇  
.

| − !|  = ∇ ! 
.

| − !|                                                                                                                                             (2.7) 
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    Η λύση του εσωτερικού ηλεκτρικού δυναµικού u
-
, ως γενική λύση της εξίσωσης 

Poisson, 
 
µπορεί να γραφεί ως το άθροισµα µιας ειδικής λύσης w

-
(r) της εξίσωσης 

Poisson (2.1) και µιας  εσωτερικής αρµονικής συνάρτησης v
-
(r).  

 Για να βρούµε την ειδική λύση της (2.1) θα χρησιµοποιήσουµε την θεµελιώδης λύση 

του τελεστή Laplace και τη σχέση (2.7): 

∆  ?− 1
4π

1
| − !|D = δ( −  !)                                                                                                     

∆  ?− .
<=r R ∙ ∇ .

| 3 !|D = .^ R ∙ ∇ δ( −  !)                                                                       

∆  ? .
<=r R ∙ ∇ !

.
| 3 !|D = .^ R ∙ ∇  δ( −  !)                                                                        (2.8) 

Εποµένως, 

w
-
(r)= .

<=^ R ∙ ∇ !
.

| 3 !|                                                                                                       (2.9) 

    Η v
-
(r) ως αρµονική συνάρτηση µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των 

εσωτερικών σφαιρικών αρµονικών ιδιολύσεων r
nYdt( _), όπου Ydt( _) µιγαδικές 

επιφανειακές σφαιρικές αρµονικές οι οποίες αποτελούν πλήρες ορθογώνιο σύνολο 

συναρτήσεων σε κάθε σφαιρική επιφάνεια και δίνονται από τη σχέση 

Ydt( _)= uvdI.
<= 

(d3|t|)!
(dI|t|)! Pd|t|cos (θ)e}t~                                                                  (2.10) 

όπου n=0,1,2… και  m=-n,….n,  Pdt συσχετισµένες συναρτήσεις Legendre πρώτου 

είδους που δίνονται από τη σχέση 

Pdt (x) = (1 − xv) �
�  

��
��� [

.
v�d! 

��
��� (xv − 1 )d]                                                       (2.11) 

Άρα,  

v
-
(r)= ∑ ∑ Adtrddt�3dJd�$ Ydt( _)                                                                                      (2.12) 

οι συντελεστές Adt υπολογίζονται από την συνθήκη (2.2). 

  Στη συνέχεια διατυπώνουµε το προσθετικό θεώρηµα των πολυωνύµων του 

Legendre για τις µιγαδικές σφαιρικές αρµονικές, 

Pd ( _ ∙  _!)= ∑ <=
vdI.dt�3d Ydt( _)Ydt∗( _!)                                                                            (2.13) 
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που εκφράζει κάθε πολυώνυµο Legendre βαθµού n ως προς την γωνία των 

διευθύνσεων  _ και  _! συναρτήσει των επιφανειακών σφαιρικών αρµονικών που 

αντιστοιχούν στις διευθύνσεις  _ και  _!. 

  Βάσει των παραπάνω θα γράψουµε το ανάπτυγµα της θεµελιώδους λύσης του 

τελεστή  Laplace : 
.

| 3 !| , συναρτήσει των σφαιρικών αρµονικών: 

.
| 3 :|=∑ /����

/����,�Jd�$  Pn(cosγ)= 4π ∑ ∑ .
vdI.dt�3dJd�$ /����

/����,� Ydt(θ, φ)Ydt∗(θ’,φ’)              (2.14) 

Όπου rt}d = min|r|,|r’| 

           rt��=max |r|,|r’| 

           cosγ= _  ∙  _’ 

  Η µορφή του .
|/3/:|  εξαρτάται από τη σχετική θέση του σηµείου παρατήρησης r ως 

προς τη θέση της πηγής r΄.  

Για r>r$ η (2.14) γράφεται: 

.
| 3 !|=4π∑ ∑ .

vdI.dt�3dJd�$ /��
/�,� Ydt( _)Ydt∗( _0)                                                              (2.15) 

Ενώ για 0<r<r$ 

.
| 3 !|=4π∑ ∑ .

vdI.dt�3dJd�$ /�
/��,� Ydt( _)Ydt∗( _0)                                                              (2.16) 

η µορφή (2.16) δεν αξιοποιείται για την επίλυση του προβλήµατος (2.1)-(2.2), είναι 

απαραίτητες όµως για την πληρότητα του προβλήµατος, αφού θα µας βοηθήσει να 

βρούµε τις τιµές του δυναµικού για την περιοχή 0<r<r$. 

Τώρα θα υπολογίσουµε τους συντελεστές Adt: 

Η συνοριακή συνθήκη (2.2)  γράφεται για r > r$ 

R ∙ ∇ ! ∑ ∑ Adt [dt�3dJd�$ �
�/ rd ]Ydt( _)= 

 - 
.
^ R ∙ ∇ ! ∑ ∑ /P�

vdI. [dt�3dJd�$ �
�/

.
/�,�]Ydt( _) Ydt∗( _!)                                                 (2.17)  

υπολογίζοντας την (2.17) για r=α και χρησιµοποιώντας την ορθογωνιότητα των 

συναρτήσεων Ydt( _) επάνω στην µοναδιαία σφαίρα παίρνουµε Α$$=αυθαίρετο ,                                                                                                            

Αdt=
.
^

dI.
d(vdI.) Q  ∙ ∇ !

/P�
���,� Ydt∗( _! ) , για κάθε n≥ 1 και |m| ≤ n                            (2.18) 

που ισχύουν και για  0<r<r$  
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    Αφού το πρόβληµα (2.1)-(2.2) είναι πρόβληµα Neumann, µπορούµε να 

προσθέσουµε µια αυθαίρετη σταθερά c στη λύση µας, η οποία αντιστοιχεί στον όρο 

µηδενικής τάξης και µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (2.6). Οπότε έχουµε  

c = 
R∙ !

<=^/P� 

    Το ηλεκτρικό δυναµικό στις δύο περιοχές εσωτερικά της σφαίρας δίνεται από τους 

τύπους: 

Για r > r$  

u
-
(r)=

R∙ !
<=^/P� + ∑ ∑ .

^
dI.

d(vdI.)  R ∙ ∇ ! /P�
���,� rdYdt∗( _! )Ydt( _)dt�3dJd�.   

+
.
r R ∙ ∇ ! ∑ ∑ .

vdI.dt�3dJd�. /��
/�,� Ydt( _)Ydt∗( _ο)                                                          (2.19) 

Ενώ για 0 < r < r$  

u
-
(r)=

R∙ !
<=^/P� + ∑ ∑ .

^
dI.

d(vdI.)  R ∙ ∇ ! /P�
���,� rdYdt∗( _! )Ydt( _)dt�3dJd�.     

+
.
^ R ∙ ∇ ! ∑ ∑ .

vdI.dt�3dJd�. /�
/��,� Ydt( _)Ydt∗( _!)                                                          (2.20) 

2.3. Εξωτερικό Ηλεκτρικό ∆υναµικό 

Θα ασχοληθούµε τώρα µε το εξωτερικό πρόβληµα Dirichlet (2.3)-(2.5). 

Αναπτύσσουµε το εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό µε τη βοήθεια των χωρικών 

εξωτερικών σφαιρικών αρµονικών: r3(dI.)Ydt( _), για να ικανοποιείται η 

ασυµπτωτική συνθήκη (2.5) δηλαδή, 

uI(r)=∑ ∑ Βdtdt�3dJd�$ r3(dI.)Ydt( _)                                                                             (2.21) 

Για να ικανοποιείται και η συνθήκη (2.4) χρησιµοποιούµε την λύση που βρήκαµε για 

το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό (2.19) για r = α :                                                        

u3(α _)=
R∙ !

<=^/P� + ∑ ∑ .
^

dI.
d(vdI.)  R ∙ ∇ ! /P�

��,�  Ydt∗( _!)Ydt( _) + dt�3dJd�. .
^ R ∙

∇ ! ∑ ∑ .
vdI.dt�3dJd�. /��

��,� Ydt( _)Ydt∗( _!)                                                                    (2.22)   

και έχουµε τα δεδοµένα Dirichlet στην επιφάνεια S. 

Εξισώνουµε τις σχέσεις (2.21) και (2.22) για r=α έχουµε : 
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∑ ∑ Βdtdt�3dJd�$ α3(dI.)Ydt(r_)= R∙ !
<=^/P� +

∑ ∑ .
^

dI.
d(vdI.)  R ∙ ∇ ! /P�

��,�  Ydt∗( _!)Ydt( _) +dt�3dJd�.
 .

^ R ∇ ! ∑ ∑ .
vdI.dt�3dJd�. /��

��,� Ydt( _)Ydt∗( _!)                                                            (2.23) 

και από την ορθογωνιότητα των σφαιρικών αρµονικών Ydt βρίσκουµε: 

Βdt=
.

^d R ∙ ∇ ! r$dYdt∗( _!)  για κάθε n≥ 1 και |m| ≤ n                                               (2.24) 

και 

Β$$= 
�

√<=^ 
R∙ !

/P�                                                                                                                        (2.25) 

Εισάγοντας  τις σχέσεις (2.24)-(2.25) παίρνουµε το ηλεκτρικό δυναµικό για r > α: 

uI(r)= R∙ !
<=^/P�  

 �
/ + .

^ R ∙ ∇ ! ∑ ∑ r$ddt�3dJd�. r3(dI.) .
d Ydt( _)Ydt∗( _!)                        (2.26)                                                                                            

2.4. Κλειστές µορφές του Ηλεκτρικού ∆υναµικού 

2.4.1. Εισαγωγή 

    Οι σχέσεις (2.19) και (2.26) µας δίνουν το εσωτερικό και εξωτερικό ηλεκτρικό 

δυναµικό, αντίστοιχα εκφρασµένα µε τη βοήθεια σφαιρικών αρµονικών. Στη 

παράγραφο αυτή θα αθροίσουµε αυτές τις σειρές για να οδηγηθούµε στη κλειστή 

µορφή των σχέσεων αυτών. 

2.4.2. Εσωτερικό Ηλεκτρικό ∆υναµικό 

Εισάγοντας τη σχέση (2.13) στη (2.22) έχουµε 

u3(α _)= R∙ !
<=^/P� + ∑ .

<=�
dI.

d  R ∙ ∇ ! /P�
��,�  Pd ( _ ∙  _!) +Jd�. .

<=^ R ∙
                  ∇ ! ∑ /��

��,�Jd�. Pd ( _ ∙  _!)                                                                     

              = R∙ !
<=^/P� +  .

<=^ R ∙ ∇ ! ∑ vdI.
dJd�. /P�

��,� Pd ( _ ∙  _!)                                                               

u3(α _) = R∙ !
<=^/P� + .

<=^ R ∙ ∇ ! ∑ (2 + .
dJd�. ) /P�

��,� Pd ( _ ∙  _!)                                          (2.27) 

Το άθροισµα  ∑ /P�
��,� Pd ( _ ∙  _!)∞d�.   µε τη  χρήση του θεµελιώδους αναπτύγµατος 

γράφεται: 

∑ /P���,� Pd ( _ ∙  _!)Jd�.   = 
.

|� _3 !|                                                                                            (2.28) 

Άρα η (2.27) γράφεται:  
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u
-
(α _)= R∙ !

<=^/P� +  .
<=^ R ∙ ∇ !  [ v

|� _3 !| + 
.
� ∑ (/P

� )dJd�.  .
d Pd ( _ ∙  _!) ]                             (2.29)  

Τώρα χρησιµοποιώντας τη σχέση : 

∑ ��
dJd�. Pn(cosθ)= -ln [

.3�����I�.3v�����I��
v ]                                                                (2.30) 

cosθ=  _ ∙  _0 και  ρ = /P
�  <1.                                                                                                 (2.31) 

Η (2.29) γίνεται : 

u
-
(α _)= 

R∙ !
<=^/P�+ .

<=^ R  ∙ ∇ ! [ v
|� _3 !| -

.
� ln [

.3 P¡  _∙ _!Iu.3v P¡  _∙ _! I P¡
�

v ]                              (2.32)         

ο αριθµητής στην συνάρτηση του λογαρίθµου γράφεται:                                 

1 − /P
�  _ ∙  _! + u1 − 2 /P

�  _ ∙  _! + /P
�

v = .
��[α| α _ −  !|+ α _ ∙ (α _ −  !)]= 

¢(� _; !)
��| � _3 !|      (2.33)                                                                                                                       

όπου F( ;  !)= |r- !|[r| r- !|+r∙( r-  !)]                                                                       (2.34) 

η (2.32) γίνεται  

u
-
(αr_)= .

<=^ R ∙ ∇ ! ? v
|� _3 !| − .

/P  − .
�  ln [ ¢(� _; !)

v��| � _3 !|]D                                                  (2.35)      

ή ισοδύναµα                                

u
-
(α _) = .

<=^ R ∙ ∇ ! ? v
|� _3 !| − .

/P  − .
�  ln [| � _3 !|I  _∙(� _3 !)

v� ]D                                     (2.36) 

Τώρα η σχέση (2.19) µέσω της (2.13) γράφεται : 

u3(r) =  .
<=^ R ∙ ∇ ! ? .

| 3 !| − .
/PD + ∑ (1 + .

dJd�. ) /P� /�
���,� Pd ( _ ∙  _!)                               (2.37)     

κάνοντας πράξεις έτσι ώστε να µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το θεµελιώδες 

ανάπτυγµα (2.14) για rmin=| !r| rmax=|αv _| και τη σχέση (2.30),  η (2.37) παίρνει τη 

µορφή: 

u3(r)= .
<=r R ∙ ∇ ! ? .

| 3 !| − .
/PD + .

<=^ R ∙ ∇ !(
.
� ∑ (/P/)�

(��)�Jd�. Pd( _ ∙  _!)+ 

              
.
�  ∑ [(/P/)

(��) ]dJd�. .
d Pd( _ ∙  _!) )                                                                                                                                                                                                        

        =  
.

<=r R ∙ ∇ ! ? .
| 3 !| − .

/PD + .
<=^ R ∙ ∇ !(

.
� ∑ ρ+Jd�$ Pd( _ ∙  _!) - 

.
�  

            + 
.
� ∑ �¦

+Jd�$ Pd( _ ∙  _!) 

        =  .
<=r R ∙ ∇ ! ? .

| 3 !| − .
/PD + .

<=^ R ∙ ∇ !(
.
�

.
�.3v�( _∙ _!)I�� - 

.
�  

             - 
.
� ln[.3�( _∙ _!) I�.3v�( _∙ _!) I��

v                                                                              (2.38) 
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όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση 

 ρ= 
/P/
�� , ρ<1                                                                                                                         (2.39) 

Η (2.38) τώρα απαλείφοντας τον όρο 
.
§  που θα φύγει λόγω του τελεστή κλίση γίνεται 

u
-
(r)= 

.
<=^ R ∙ ∇ ![ .

| 3 !| − .
/P + �

|/P 3�� _!| - .� ln[ ¢¨©ª
   _; !«

v\©ª
 ]¬©ª

   _3 !¬]                                     (2.40)                    

2.4.3. Εξωτερικό Ηλεκτρικό ∆υναµικό 

Στην παράγραφο 2.2 αποδείξαµε τη σχέση που µας δίνει το εξωτερικό ηλεκτρικό 

δυναµικό. Κάνοντας χρήση της σχέσης (2.13), της σχέσης (2.14)  για rmin=|r$| rmax=|r| 

και τη σχέσης (2.30) µε 

ρ= 
/P
/ , ρ<1                                                                                                                (2.41) 

η σχέση (2.26) γίνεται: 

uI(r) = R∙ !
<=^/P�

 �
/ + .

<=^ R ∙ ∇ ! ∑ ­2 + .
d® r$dJd�. r3(dI.)Pd ( _ ∙  _!)                                  

        = R∙ !
<=^/P�

�
/ + .

<=^ R ∙ ∇ ![2(∑ r$dJd�. r3(dI.)Pd( _ ∙  _o)- 
.
/ )+ 

.
/ ∑ .

d r$dJd�. r3dPd ( _ ∙  _!)]    

        = 
R∙ !

<=^/P�
 �
/  +  

.
<=^ R  ∙ ∇ ![ v

| 3 !|  - .
  /  ln 

.
v ( 1- /P

/  _ ∙  _!+ u1 − 2 /P
/  _ ∙  _! + /P�/� )]  

        = 
R∙ !

<=^/P�
 �
/  +  

.
<=^ R  ∙ ∇ ![ v

| 3 !| - 
.

  /  ln 
¢( ; !)

v/�| 3 !|]                                                     (2.42) 

ή 

uI(r) = 
.

<=^ R ∙ ∇ ![ v
| 3 !| − .

/P − .
  /  ln 

¢( ; !)
v/�| 3 !|]                                                             (2.43) 

Παρατηρούµε ότι για r=α η σχέση (2.43) ισούται µε την σχέση (2.35), δηλαδή, 

                                                u
-
(α _)=uI(α _)        _ ∈ S                                                    (2.44) 

2.5. Εσωτερικό και Εξωτερικό Ηλεκτρικό ∆υναµικό µε τη Μέθοδο των 

Ειδώλων 

  Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε την  µέθοδο των ειδώλων. Η µέθοδος αυτή 

βασίζεται στην τοποθέτηση υποθετικών ιδιαζόντων σηµείων δηλαδή πηγών-ειδώλων, 

µε κατάλληλα επιλεγµένη ένταση, σε κατάλληλα σηµεία του χώρου, έτσι ώστε το 

ολικό δηµιουργούµενο πεδίο να ικανοποιεί αυτόµατα τις δεδοµένες συνοριακές 

συνθήκες. Η ευκολία στη µέθοδο των ειδώλων οφείλεται στο ότι τα είδωλα είναι 
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σηµειακά και συνεπώς τα αντίστοιχα δυναµικά που δηµιουργούν έχουν τη γνωστή 

µορφή της θεµελιώδους λύσης. Ακόµα επειδή που τα είδωλα αντικαθιστούν τα 

σύνορα, αποφεύγεται η επίπονη διαδικασία του υπολογισµού των συντελεστών, για 

την προσαρµογή των συνοριακών συνθηκών κατά την ανάπτυξη των δεδοµένων σε 

ορθοκανονικά συστήµατα ιδιολύσεων. 

  Για την επίλυση ενός προβλήµατος συνοριακών τιµών χρειαζόµαστε ένα θεµελιώδες 

χωρίο Ω, γνήσιο υποσύνολο ολόκληρου του χώρου, στο οποίο ορίζεται η διαφορική 

εξίσωση που θέλουµε να λύσουµε και ένα καλά ορισµένο σύνορο ∂Ω, πεπερασµένο 

πάνω στο οποίο ορίζονται οι συνοριακές συνθήκες. Με Ω
c 

ορίζουµε το εξωτερικό 

χωρίο που είναι το συµπλήρωµα του συνόλου Ω ∪ ∂Ω. 

  Στόχος µας είναι µέσω της µεθόδου των ειδώλων, να αντικαταστήσουµε  τις 

συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος µας, µε ιδιοµορφίες της λύσης που 

βρίσκονται στο S
c
. 

Θα µελετήσουµε αρχικά το εξής πρόβληµα: 

Δu(r)=δ(r-r0), x3>0, x03>0                                                  (2.45) 

u(x1,x2,x3)=0, x3=0                                                                                                (2.46) 

ζητάµε δηλαδή µια αρµονική συνάρτηση στον ηµίχωρο x3>0,που δηµιουργείται από 

µια θετική και µοναδιαία µονοπολική πηγή η οποία βρίσκεται στο επίπεδο  

 != (x$., x$v, x$°) µε x$°>0, όπου η αρµονική συνάρτηση µηδενίζεται πάνω στο 

επίπεδο x3=0.  

Η λύση αυτού του προβλήµατος δίνεται από τη σχέση: 

u(r)=- 
.

<±  .
| 3 !|+w(r)                                                                                           (2.47) 

όπου για την w(r) ισχύει: 

Δw(r)=0 , x3>0                                                                                                          (2.48) 

w(r)= 
.

<±  .
| 3 !| x3=0                                                                                                            (2.49) 

Θα υπολογίσουµε την συνάρτηση w(r) µε την µέθοδο των ειδώλων. Παρατηρούµε ότι 

η w(r) είναι η αρµονική συνάρτηση που γεννάει ένα αρνητικό µοναδιαίο µονόπολο 

στη θέση  !΄ που είναι συµµετρική της θέσης  ! της πηγής ως προς το επίπεδο x3=0. 

Η λύση του προβλήµατος (2.45)-(2.46) δίνεται από τη σχέση: 

u(r)=
.

<= [ .
| 3 !:| - .

| 3 !| ]                                                                                                     (2.50) 
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που ισχύει για κάθε r µε x3>0 και λόγω συµµετρίας  

| ² −   !|=| ² −  !′|                 (2.51) 

για κάθε  ² με x3=0.        

Η εισαγωγή του ειδώλου µε ένταση -1 στη θέση  !′, αντικατέστησε την ανάγκη για 

υπολογισµό της συνοριακή  συνθήκης η οποία ικανοποιείται λόγω συµµετρίας. 

Μελετάµε τώρα το εξής πρόβληµα: 

Δu(r)=δ(r-r0), r<α, r0<α                                                  (2.52) 

u(r)=0, r=α                                                                                                                (2.53) 

αντικαταστήσαµε δηλαδή το επίπεδο x3=0 του αρχικού προβλήµατος (2.45)-(2.46), µε 

µια σφαίρα ακτίνας α που περιέχει ένα µονόπολο έντασης +1 στο εσωτερικό της και η 

αρµονική συνάρτηση που αναζητάµε µηδενίζεται πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας. 

Η λύση του προβλήµατος αυτού, σύµφωνα µε τα παραπάνω δίνεται από τη σχέση: 

u(r)=
.

<= [ �
/P  .

| 3¡�
 P�  !|-

.
| 3 !| ]                                                                                                 (2.54)   

όπου το είδωλο που επιλύει το πρόβληµα µας βρίσκεται στη θέση  

 !′= 
��
/P�  !                                                                                                                              (2.55) 

µε ένταση  

q’=− �
/P                                                                                                                                 (2.56) 

Με βάση τα παραπάνω θα προσπαθήσουµε να αναπαραστήσουµε το εσωτερικό και 

εξωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό µε τη βοήθεια των ειδώλων που βρίσκονται στο 

συµπληρωµατικό του θεµελιώδους χωρίου. 

Θα µετατρέψουµε το δεξί µέλος της (2.40), ώστε να εντοπίσουµε τα απαιτούµενα 

είδωλα. Συµβολίζουµε µε Α τον όρο αυτό και έχουµε: 

A =− .
<=^� R  ∙ ∇ P ln

��3 ∙ PI| /P3�� _|
v��      

   =− .
<=^� R  ∙ ∇ P ln

  ∙(¡�
   _3 P)I/|¡�

   _3 P|
v��        

   =− .
<=^� R  ∙ 3 I/∇ P|¡�

   _3 P|
  ∙(¡�

   _3 P)I/|¡�
   _3 P|          
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   =− .
<=^� R  ∙

3 3/
¡�
   _* P

|¡�
   _* P|

  ∙(¡�
   _3 P)I/|¡�

   _3 P|                                

   = R 
<=^�  ∙  /(¡�

   _3 P)I |¡�
   _3 P|

|¡�
   _3 P|[  ∙\¡�

   _3 P]I/¬¡�
   _3 P¬]         

                                       

    = �
<=^/ R ∙  (¡�

   _3 P)I _|¡�
   _3 P|

¢(¡�
   _; P)                                                                                            (2.57) 

                                                                                                                        

από τη σχέση (2.57) παρατηρούµε ότι το είδωλο Kelvin του σηµείου r είναι στη 

θέση  ��
/  _ που βρίσκεται εκτός της σφαίρας επειδή r<α.  

Το διανυσµατικό δυναµικό ενός διπόλου στη θέση  $ ενός είναι ανάλογο του πεδίου: 

∇ $ .
| 3 P| =  3 P

| 3 P|�                                                                                                                 (2.58)  

ενώ το διανυσµατικό δυναµικό ενός διπόλου στη θέση r είναι ανάλογο του αντίθετου 

πεδίου: 

∇ .
| 3 P| =−  3 P

| 3 P|�                                                                                                              (2.59) 

δηλαδή ο διαφορικός τελεστής ∇ $ + ∇  εξαλείφει το πεδίο του µονοπολικού 

δυναµικού 
.

| 3 P| . 
Κατανέµουµε δίπολα κατά µήκος της ακτίνας µε διεύθυνση  _ από το σηµείο 

 ��
/  ως το 

άπειρο και θα δηµιουργηθεί ένα δυναµικό που θα έχει τη µορφή  

E (∇ $ .
|� _3 P| J  ¡�

 
)dt = E � _3 P

|� _3 P|� J  ¡�
 

dt 

= _ E ���
|� _3 P|� J  ¡�

 
dt-  $ E ��

|� _3 P|� J  ¡�
 

                                                                                        (2.60) 

Χρησιµοποιούµε τους ολοκληρωτικούς τύπους για α>0, 

E ���
(√���I³�I�)�=

v(³�Iv�)
(³�3<��)√���I³�I�                                                                                    (2.61)                                                                                                                            

E ��
(√���I³�I�)�=

3v(v��I³)
(³�3<��)√���I³�I�                                                                                    (2.62) 

και παίρνουμε: 

E ���
|� _3 P|� J  ¡�

 
= 

.
/P

����
�}d��+

/P�/3/P������
/P�/�}d��|¡�

   _3 P|                                                                            (2.63) 
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E ��
|� _3 P|� J  ¡�

 
= 

.
/P��}d��+

/P/����3��
/P�/�}d��|¡�

   _3 P|                                                                                (2.64) 

όπου cosθ=  _ ∙   _0                 

Βάζουµε τώρα τις σχέσεις (2.63),(2.64) στη (2.60) έχουµε :  

E (∇ $ .
|� _3 P| J  ´�

µ
)dt = 

=  _ ¶ .
/P

����
�}d�� + /P/3������

/P/�}d��|¡�
   _3 P|·- _0¶ .

/P�}d�� + /P/����3��
/P/�}d��|¡�

   _3 P|·         

= 
 _����3 _$
/P�}d�� +   _j/P/3������k3 _$(//P/����3��)

//P/�}d��|¡�
   _3 P|                                           

=
  _

/P�}d�� ¶cosθ + /P3 ¡�
  ����

|¡�
   _3 P| ·-   _P 

/P�}d�� ¶1 + /P/����3��
|¡�

   _3 P| · 

=
  _

/P�}d�� ¶  _$ ∙  _  −    _P∙( ¡�
   _3 P)

|¡�
   _3 P| ·-   _P 

/P��}d�� ¶ _ ∙  _  −   _∙( ¡�
   _3 P)

|¡�
   _3 P| ·                                        (2.65) 

εισάγοντας τώρα το συµβολισµό  R= 
 ��

/ r_ − r$ και R=|R| 

και χρησιµοποιώντας τις ταυτότητες 

(¸ 3  ¡�
  )����I/$

/P�}d�� = ¸I ¡�
 

¸I ¡�
  3/P����                                                                                             (2.66) 

¸ 3  ¡�
  I/P����

/P�}d�� = /P
¸I ¡�

  3/P����                                                                                                (2.67) 

γράφουμε την (2.65): 

E (∇ $ .
|� _3 P| J  ¹�

 
)dt = 

 ��
/

( ¡�
   _3 P)I _|¡�

   _3 P|
¢( ¡�

   _ ;  P)                                                                         (2.68) 

H σχέση (2.57) µέσω της σχέσης (2.68) για την συνεισφορά των κατανεµηµένων 

διπόλων πάνω στην ακτίνα r_ γίνεται 

Α= 
R 

<=^� ∙ E (∇ $ .
|� _3 P| J  ¡�

 
)dt                                                                                              (2.69) 

Η σχέση (2.69) αναπαριστά το δεξί µέλος της (2.40) ως το δυναµικό που 

δηµιουργείται στο σηµείο  $ από µια οµοιόµορφη κατανοµή διπόλων πάνω στην 

ακτίνα r, από το είδωλο 
 ��

/  ως το άπειρο. 
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Η σχέση (2.40) γίνεται 

u
-
(r)=

.
<=^ R  ∙ ∇ P[ .

| 3 !| − .
/P + ¡

 
¬¡�

   _3 P¬]+ .
<=^� E (Q ∙ ∇ $ .

|� _3 P| J  ¡�
 

) dt                       (2.70)                                                                                                                            

    Παρατηρούµε ότι το δυναµικό πεδίο ενός µονοπόλου στη θέση  $ µε ένταση +1 

που ισούται µε -
.

<±
.

| 3 P| , ικανοποιεί τη σχέση αµοιβαιότητας, δηλαδή το δυναµικό 

πεδίο στο σηµείο r ενός µονοπόλου που βρίσκεται στη θέση  $  είναι ίσο µε το πεδίο 

στο σηµείο   $  ενός µονοπόλου που βρίσκεται στη θέση r. Το πεδίο ενός δίπολου 

υπολογίζεται αν πάρουµε την κλίση του πεδίου που δηµιουργείται από ένα µονόπολο. 

Επίσης ο παράγοντας | −  $|  είναι συµµετρικός ως προς τις µεταβλητές r και  $   

οπότε και επιτρέπεται η παραγώγιση ως προς και τις δύο αυτές µεταβλητές, µε µόνη 

διαφορά η αλλαγή πρόσηµου της κλίσης. Θεωρούµε ότι το δυναµικό ενός δίπολου 

στη θέση  $  µε ροπή Q , δίνεται από την κατά κατεύθυνση παράγωγο ως προς  $  του 

δυναµικού του µοναδιαίου µονοπόλου επί το µέτρο Q της ροπής ,οπότε το δυναµικό 

του διπόλου δίνεται: 

R  ∙ ∇ P  [-
.

<=
.

| 3 P| ]= Q  ∙ ∇ [ .
<=

.
| 3 P|]=- 

R
<=

 3 !
| 3 !|Q                                                         (2.71) 

Σύµφωνα µε τις παραπάνω παρατηρήσεις, το δεξιό µέλος της (2.70) ερµηνεύεται ως 

εξής: 

Το ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο r ισούται µε το δυναµικό που δηµιουργείται στη 

θέση  $ από ένα σύστηµα ειδώλων που αποτελείται από : 

� ένα δίπολο µε ροπή -
.
^ Q  στο σηµείο r, 

� ένα δίπολο µε ροπή +
.
^ Q  στο σηµείο 0, 

� ένα δίπολο µε ροπή -
�

^/ Q  στο σηµείο 
��
/  _ που είναι το είδωλο του σηµείου r, 

� µια συνεχής κατανοµή διπόλων µε ροπή -
.

�^ Q σε κάθε σηµείο της ακτίνας r 

από το σηµείο 
��
/  _ ως το άπειρο. 

Συµβολίζουµε µε 

 P=r- $ , P=|P| , R= 
 ��

/  _ −  $ και R=|R| 

τότε το εσωτερικό δυναµικό (2.40) κάνοντας την παραγώγιση γράφεται ως εξής: 
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u
-
(r)= .

<=^ R  ∙ [  !
  /P� + e

  »� + �
/

¼
¸�+ .

�¸
 _I¼½

.I _¼½]                                                                    (2.72) 

ή 

u
-
(r) = .

<=^ R  ∙ [  !
  /P� + e

  »� + �
/

¼
¸�+ 

.
� E (∇ $ .

|� _3 P| J  ¡�
 

)dt]                                             (2.73) 

αντίστοιχα το εξωτερικό δυναµικό (2.43) χρησιµοποιώντας τη σχέση  

r∇ P| −  $| + ∇ P ∙ ( −  $)=-r(  _+e½ )                                                                        (2.74) 

γράφεται: 

uI(r)= 
R

<=^ ∙ ? �
/

 !
  /P�  +   2 e

  »�  + .
/»   ( /_Ie½ )

/»I/∙eD                                                                     (2.75) 

αν θέσουµε στην (2.72)  α = r σε όλους εκτός από τον πρώτο όρο, παρατηρούµε ότι η 

(2.72) ταυτίζεται µε την (2.75). 

Οπότε αν θέσουµε α = r και στην σχέση (2.73) καταλήγουµε στην σχέση: 

uI(r)= 
R

<=^ ∙ ? �
/

 !
  /P�  +   2 e

  »�  + .
/ E R ∙ (∇ P

.
|� _3 P| J

/ )dtD                                             (2.76) 

Το σύστηµα ειδώλων που περιγράφει η αναπαράσταση (2.76) είναι: 

� ένα δίπολο µε ροπή - 
α

^/ R στο σηµείο 0 

� ένα δίπολο µε ροπή - 
v
r R στο σηµείο r και 

� µια συνεχής κατανοµή διπόλων µε ροπή  − .
^/ R σε κάθε σηµείο της ακτίνας  _ 

από το σηµείο r µέχρι το άπειρο. 

Το σύστηµα αυτό παράγει ένα δυναµικό στο σηµείο  $ που είναι ίσο µε το εξωτερικό 

ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο παρατήρησης r. 

2.6. Ηλεκτρικό Πεδίο 

  Το ηλεκτρικό πεδίο δίνεται όπως είδαµε στο κεφάλαιο 1 από τη σχέση E=-∇u, οπότε το 

εσωτερικό ηλεκτρικό πεδίο δίνεται από τη σχέση: 

�3( )=-∇u3(r)                                                                                                                                 (2.77) 

και το εξωτερικό ηλεκτρικό πεδίο από τη σχέση : 

�I( )=-∇uI( )                                                                                                                               (2.78) 

από τη σχέση (2.72) και τη σχέση (2.77) έχουµε: 
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�3( )=-
.

<=^  ∇r ( R ∙ [ e
  »� + �

/
¼

¸�+ 
.

�¸
/_I½̧

.I/_½̧] )                                                                  (2.79) 

ενώ από τις σχέσεις (2.75) και (2.78) έχουµε: 

�I( )= − c
4πσ ∇r ∙  ?R ∙ ­ �

/
 !

  /P�  +   2 e
  »�  + .

/»   ( /_Ie½ )
/»I/∙e®D                                                 (2.80)       
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
Ο

    

3. Το αντίστροφο πρόβληµα της Ηλεκτροεγκεφαλογραφίας 

3.1. Εισαγωγή  

Στο αντίστροφο πρόβληµα της ηλεκτροεγκεφαλογραφίας γνωρίζουµε το  ηλεκτρικό 

δυναµικό πάνω στην επιφάνεια του κρανίου µέσω µετρήσεων και αναζητάµε το 

νευρωνικό ρεύµα στο εσωτερικό του εγκεφάλου που το δηµιούργησε. 

3.2.  Επιλυσιµότητα του αντίστροφου προβλήµατος 

  Το αντίστροφο πρόβληµα της EEG δεν έχει µοναδική λύση και εποµένως 

αρκούµαστε στον εντοπισµό µιας συνιστώσας του νευρωνικού ρεύµατος. Στο ευθύ 

πρόβληµα της EEG υποθέσαµε την ύπαρξη σηµειακής διπολικής πηγής ρεύµατος J
p
 

ροπής Q, εσωτερικά του εγκεφάλου. Στην περίπτωση του αντίστροφου προβλήµατος 

θα θεωρήσουµε αρχικά 

• συνεχές νευρωνικό ρεύµα J
p
=J

p
(r), το οποίο διαχέεται σε διάφορα σηµεία στο 

εσωτερικό του εγκεφάλου και είναι διάφορο του µηδενός µόνο εσωτερικά του 

καθώς  

• και ότι η γεωµετρία του εγκεφάλου δεν υπόκειται σε κανέναν περιορισµό. 

Συµβολίζουµε µε Ω
-
 τον εσωτερικό αγώγιµο εγκέφαλο, µε Ω

+
 τον εξωτερικό 

αγώγιµο εγκέφαλο και µε ∂Ω το σύνορο του. 

  Γνωρίζουµε ότι ο φορέας µιας συνάρτησης f, suppf, είναι το ελάχιστο κλειστό 

σύνολο που περιέχει το σύνολο µη µηδενισµού της f. Εφόσον λοιπόν το σύνολο Ω
-
 

είναι ανοιχτό και περιέχει το suppf, συνεπάγεται ότι η απόσταση του συνόρου ∂Ω από 

το suppf είναι θετική. Εποµένως η συνάρτηση |r- $|
-1

 όπου r ∈ ∂Ω και  $ ∈ suppf δεν 

απειρίζεται σε κανένα σηµείο. Αυτό συνεπάγεται επίσης ότι το ρεύµα J
p
 πάνω στο 

σύνορο ∂Ω είναι µηδέν. 

  Στην περίπτωση του συνεχούς ρεύµατος το πρόβληµα (1.26)-(1.27) δέχεται λύση της 

µορφής του Geselowitz: 

u
-
(r)=

.
<=^ E �eΩ* (r0) ∙  3 !

| 3 !|3 dυ(r0) – 
.

<= Z u3∂Ω (r΄) "#( :) ∙  3 :
| 3 L|�  ds(r΄)                         (3.1) 

όπου η λύση λόγω γραµµικότητας του προβλήµατος εκφράζεται ως το ολοκλήρωµα 

της αντίστοιχης λύσης για το διπολικό ρεύµα {  !, �e(r0)} επάνω στο χωρίο Ω. 
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  Παρατηρούµε ότι η συνεισφορά του νευρωνικού ρεύµατος ολοκληρώνεται σε όλο 

το Ω
-
, ενώ η συνεισφορά του επαγωγικού ρεύµατος παραµένει ολοκλήρωµα πάνω 

στην επιφάνεια ∂Ω. Εποµένως το ηλεκτρικό δυναµικό είναι απόρροια της 

δραστηριότητας στο Ω
- 
ενός συνεχούς ρεύµατος και όχι µόνο αυτού ενός διπόλου. 

∆ηλαδή: 

u
-
(r)=E u3( ;  !)Ω* dυ( !)                                                                                                  (3.2) 

  Σύµφωνα µε την ανάλυση της ενότητας 2.1 το ηλεκτρικό δυναµικό µπορεί να γραφεί 

µε τη µορφή: 

u
-
(r)=

.
<=^ E �eΩ* ( !) ∙ ∇ ![ .

| 3 P| +  v-
(r;  !) ]dυ( !)                                                          (3.3) 

όπου το r θέλουµε να περιορίζεται πάνω στο σύνορο ∂Ω επειδή εκεί γίνονται οι ΕΕG 

µετρήσεις. Και επειδή το  $ µεταβάλλεται στο εσωτερικό του Ω3 το ολοκλήρωµα στη 

σχέση (3.3) δεν απειρίζεται. 

  Θεωρούµε ότι το νευρωνικό ρεύµα J
p 

έχει συνεχείς πρώτες παραγώγους και ότι το 

χωρίο Ω3 είναι συνεκτικό και αστεροειδές δηλαδή υπάρχει ένα εσωτερικό σηµείο του 

Ω3µε την ιδιότητα κάθε ακτίνα που ξεκινάει από αυτό το σηµείο και εκτείνεται στο 

άπειρο, συναντάει το σύνορο του αστεροειδούς σε ένα σηµείο. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω το ρεύµα J
p 

γράφεται ως εξής: 

J
p
(r)=∇Ψ(r) + ∇ × A( ) , r ∈ ¿3                                                            

                                                 (3.4) 

με  ∇ ∙ Α(r)=0                                                                                                                         (3.5) 

όπου το Ψ ονοµάζεται βαθµωτό και το Α διανυσµατικό δυναµικό Helmholtz. 

Με τη βοήθεια της σχέσης 

 ∇ ∙ (fÀ) = ∇f ∙ À + f∇ ∙ À                                                                                          (3.6) 

του θεωρήµατος Gauss, το γεγονός ότι το J
p 

µηδενίζεται πάνω στο σύνορο και τη 

σχέση (3.4) η σχέση (3.3)  γίνεται  

u
-
(r) =

.
<=^ E ∇ !Ω* ∙ [��( !)

| 3 P| + v-
(r;r0) ��( !)]dυ(r0) 

        − .
<=^ E (∇ !Ω* ∙  �e( !)[ .

| 3 P| +v
-
(r;r0) ]dυ(r0) 

        =
.

<=^ Z ("#( !)�Ω ∙ �e( !)) [ .
| 3 P| +v

-
(r;r0) ]ds(r0) 
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        − .
<=^ E (∇ !Ω* ∙  �e( !)[ .

| 3 P| +v
-
(r;r0) ]dυ(r0) 

       =− .
<=^ E (∆ !Ψ( !))Ω* [ .

| 3 P| +v
-
(r;r0) ]dυ(r0)                                                          (3.7) 

όπου r∈ ∂Ω . 

Τώρα χρησιµοποιώντας το δεύτερο τύπο του Green στο Ω3 για τις συναρτήσεις  

Ψ( !) και 
.

| 3 P| με r ∈ ∂Ω παίρνουμε: 

E [Ψ( !)Ω* ∆ ! .
| 3 P| − .

| 3 P| ∆ !Ψ( !)] dυ(r0) 

=Z [Ψ( !)�Ω 
�

�d( !)
.

| 3 P| − .
| 3 !|

�
�d( !) Ψ( !)]ds( !)                                                      (3.8) 

όπου η 
.

| 3 P| είναι αρµονική και οι Ψ( !), �
�d Ψ µηδενίζονται στο σύνορο ∂Ω άρα 

E (∆ !Ψ( !))Ω*
.

| 3 P|dυ(r0)=0        για r ∈ ∂Ω .                                                                (3.9) 

Εποµένως ο τύπος (3.7) παίρνει τη µορφή: 

u
-
(r)=− .

<±r E (∆ ′Ψ( ′))Ω*  v-
(r;r’) ]dυ(r0)   για r ∈ ∂Ω                                                 (3.10) 

που µας δίνει το ηλεκτρικό δυναµικό πάνω στο σύνορο ∂Ω. 

  Από την παραπάνω σχέση γίνεται αντιληπτό, ότι για τον υπολογισµό του 

επιφανειακού ηλεκτρικού δυναµικού αρκεί µόνο η γνώση της συνιστώσας του 

βαθµωτού δυναµικού Helmholtz Ψ, του πρωτεύοντος νευρωνικού ρεύµατος. 

Αντίστροφα αν γνωρίζουµε το ηλεκτρικό δυναµικό επάνω στο σύνορο µπορούµε να 

προσδιορίσουµε µόνο την συνιστώσα Ψ του νευρωνικού ρεύµατος. Για την ακρίβεια 

µόνο ο προσδιορισµός του µη αρµονικού µέρος του βαθµωτού Ψ είναι εφικτός αφού 

το αρµονικό  του µέρος εξαλείφεται από τη δράση του τελεστή Laplace. Οι άλλες δύο 

συνιστώσες του νευρωνικού ρεύµατος, οι συνιστώσες του σωληνοειδούς 

διανυσµατικού δυναµικού Α δεν µπορούν να ανιχνευθούν από την καταγραφή του 

επιφανειακού ηλεκτρικού δυναµικού. 

3.3. Αντίστροφο πρόβληµα της EEG για διπολική πηγή 

  Στο ευθύ πρόβληµα της EEG υπολογίσαµε το ηλεκτρικό δυναµικό που 

δηµιουργείται εντός µιας αγώγιµης σφαίρας όταν η πηγή µας  είναι ένα δίπολο ροπής 

Q  που βρίσκεται εντός της σφαίρας στη θέση  !. Στο αντίστροφο πρόβληµα της EEG 
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θεωρούµε γνωστό το επιφανειακό ηλεκτρικό δυναµικό και ψάχνουµε το νευρωνικό 

ρεύµα που το δηµιούργησε. 

Από τη σχέση (2.22) για c = 0 : 

u
-
(α _)=∑ ∑ .

^
.
d  R  ∙ ∇ !

/P�
��,�  Ydt∗( _!)Ydt( _)dt�3dJd�.                                                  (3.11) 

    Αναπτύσσουµε τώρα στο πλήρες και ορθοκανονικό σύστηµα των επιφανειακών 

σφαιρικών αρµονικών Ydt: 

u
-
(α _)=∑ ∑ CdtYdt( _)dt�3dJd�.                                                                                          (3.12) 

όπου οι συντελεστές Cdt δίνονται από τη σχέση : 

Cdt = Z u3(α _)Ydt∗( _!)|/_|�. ds( _)      για κάθε n≥ 1 και |m| ≤ n                              (3.13) 

και λόγω ορθογωνιότητας ισχύει: 

Cdt = 
.

^d��,�  R  ∙ ∇ !  (r$dYdt∗( _!))                                                                                 (3.14) 

Εποµένως γνωρίζοντας τις σταθερές Cdt , αναζητάµε το δίπολο { !,Q}.  

Για τον προσδιορισµό του διπόλου απαιτείται ο προσδιορισµός έξι αριθµών Cdt, 

τριών για τις συντεταγµένες του  !  και τριών για τις συντεταγµένες του Q.  

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 

Ydt( _)=uvdI.(d3|t|)!
<=(dI|t|)! Pd|t|

(cosθ)e}t~                                                                            (3.15) 

και παίρνοντας τις συντεταγµένες που προκύπτουν για n=1,2 έχουμε 

C.3.=
.

^��  R  ∙ ∇/P  r$u °
Ä=sinθ$e3}~P                                                                                (3.16)    

C.$ = .
^��  R  ∙ ∇ !  r$u °

<=cosθ$                                                                                          (3.17)    

C..=
.

^��  R  ∙ ∇ !  r$u °
Ä=sinθ$e}~P                                                                                     (3.18) 

Cv3v=
.

v^��  R  ∙ ∇ !  r$vu Å
ÆÇ= 3sinvθ$e3v}~P                                                                   (3.19) 

Cv3.=
.

v^��  R  ∙ ∇ !  r$vu Å
v<= 3sinθ$cosθ$e3}~P                                                            (3.20) 

Cv$=
.

v^��  R  ∙ ∇ !  r$vu Å
<=

°�����P3.
v                                                                                  (3.21) 
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Cv.=
.

v^��  R  ∙ ∇ !  r$vu Å
v<= 3sinθ$cosθ$e}~P                                                                 (3.22) 

Cvv=
.

v^��  R  ∙ ∇ !  r$vu Å
ÆÇ= 3sinvθ$ev}~P                                                                       (3.23) 

οι παραπάνω σχέσεις σε καρτεσιανή µορφή γράφονται: 

C.3.= u °
Ä=

.
^��  R  ∙ ∇ !  (x$. − ix$v)                                                                                (3.24) 

C.$ =u °
<=

.
^��  R  ∙ ∇ !  x$°                                                                                                  (3.25)   

C..=u °
Ä±

.
r§�  R  ∙ ∇ !   (É$. + ÊÉ$v)                                                                                 (3.26)   

Cv3v=u .Å
.vÄ±

.
r§� R  ∙ ∇ !   (É$. − ÊÉ$v) v                                                                         (3.27)   

Cv3.=u .Å
°v±

.
r§�  R  ∙ ∇ !   (É$. − ÊÉ$v)É$°                                                                      (3.28)   

Cv$=u Å
°v±

.
r§�  R  ∙ ∇ !   (2É$°v − É$.v − É$vv )                                                                  (3.29)   

Cv.=u .Å
°v±

.
r§�  R  ∙ ∇ !   (É$. + ÊÉ$v)É$°                                                                         (3.30)   

Cvv=u .Å
.vÄ±

.
r§�  R  ∙ ∇ !   (É$. + ÊÉ$v) v                                                                          (3.31)   

εκτελώντας την κατά κατεύθυνση παίρνουµε: 

C.3.∗=C.. = 
.
v  u °

v±
.

r§�  (Q 1+iQ 2)                                                                                     (3.32)   

C.$ =.
v u°

±
.

r§�  Q 3                                                                                                                (3.33)   

Cv3v∗=Cvv =
.
< u.Å

v±
.

r§�  [(Q 1x01-Q 2 x02) +i(Q 1x01+Q 2 x02) ]                                            (3.34)      

Cv3.∗=Cv. = .
< u.Å

v±
.

r§�  [(Q 1x03-Q 3x01) +i(Q 2x03+Q 3 x02) ]                                           (3.35)   

Cv$=
.
< uÅ

±
.

r§� [2Q 3x03-Q 1x01-Q 2x02]                                                                                 (3.36)   

από τις σχέσεις (3.32), (3.32)  βρίσκουµε τις συνιστώσες του Q : 

Q 1=uv=
° σαv(C.3. + C..)                                                                                                    (3.37)   
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Q 2=iuv=
° σαv(C.3. − C..)                                                                                                   (3.38)   

Q 3=u<=
° σαvC.$                                                                                                                   (3.39)   

άρα Q = uv=
°  σαv(C.3. + C.., i(C.3. − C..), √2C.$)                                                        (3.40)   

Εισάγοντας τώρα αυτές τις τιµές τώρα στις σχέσεις (3.34),(3.35),(3.36)   έχουµε: 

Cv3v∗=Cvv =
√Å
v�  C..(x01+ix02)                                                                                                 (3.41)   

Cv3.∗=Cv. = √Å
v� [2C..x03+ √2 C.$ (x$. + ix$v)]                                                                (3.42)   

Cv$=
.
< uÅ

Ç
.

v� [2√2  C.$ x03 - C.3.  (x$. + ix$v) − C..(x$. − ix$v)]                                (3.43)   

επιλύοντας το σύστηµα (3.41)- (3.43) παίρνουµε: 

x01=
�

√Å[
Ë�*�
Ë�*�+

Ë��
Ë��]                                                                                                                     (3.44)   

x02=
}�
√Å[

Ë�*�
Ë�*�-

Ë��
Ë��]                                                                                                                      (3.45)   

x03=
v�
√Å

Ë��
Ë�� − uv

Åα[
Ë�P
Ë��

Ë��
Ë��]   ,όπουC.. ≠ 0                                                                             (3.46)   

εποµένως η θέση  ! του διπόλου δίνεται από τη σχέση: 

 ! = �
√Å(

Ë�*�
Ë�*�+

Ë��
Ë��,i

Ë�*�
Ë�*�-

Ë��
Ë��, 2 Ë��

Ë�� − √2α
Ë�P
Ë��

Ë��
Ë��)                                                                          (3.47)   

3.4. Αντίστροφο πρόβληµα της EEG για κατανεµηµένη νευρωνική διέγερση 

  Μέχρι τώρα, αναπτύξαµε έναν αλγόριθµο τέτοιον ώστε γνωρίζοντας το επιφανειακό 

ηλεκτρικό δυναµικό µπορούµε να ανακατασκευάσουµε το διπολικό νευρωνικό ρεύµα 

(µια συνιστώσα του µόνο) που το προκάλεσε. Στην παράγραφο αυτή, τη θέση του 

διπόλου παίρνει ένα συνεχές ρεύµα, κατανεµηµένο µέσα στην αγώγιµη σφαίρα που 

προτυποποιεί τον αγώγιµο εγκέφαλο. 

Το συνεχές ρεύµα, δείξαµε ότι έχει την παρακάτω µορφή  

J
p
(r)=∇Ψ(r) + ∇ × Ì( )                                                                                                     (3.48)     

με  ∇ ∙ Α(r)=0                                                                                                                      (3.49)   

και το επιφανειακό ηλεκτρικό δυναµικό δίνεται από την σχέση (3.10)   
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u
-
(α _)=− .

<=^ E j∆ :Ψ( ′)k /:Í� v
-
(α _;  ′) ]dυ( ′)                                                             (3.50) 

η αρµονική συνάρτηση v
-
 συνδέεται µε το u

-
 µε τη σχέση 

u
-
(r; :)= .

<=^ ��( ′)  ∙ ∇ :[ .
| 3Î:| +  v-

(r; :) ]                                                                      (3.51) 

είδαµε επίσης ότι το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό που δηµιουργεί ένα δίπολο{ :, 
��( :)} από τη σχέση (2.19) έχει  τη µορφή, για c=0:                                                  

u
-
(r; :)= .

<±r ��( ′)  ∙ ∇ :[ .
| 3Î:| +  4π∑ ∑ dI.

d(vdI.)   :�
§��,� rdYdt∗( _:)Ydt( _)]dt�3dJd�$                                                     

                                                                                                                                              (3.52) 

Από τις (3.51) και (3.52) για r = α έχουµε 

v
-
(α _;  :)= 4π∑ ∑ dI.

d(vdI.)  :�
§�,� Ydt∗( _:)Ydt( _)]dt�3dJd�$                                              (3.53) 

  Εξαιτίας της πληρότητας των επιφανειακών σφαιρικών αρµονικών πάνω στη 

µοναδιαία σφαίρα έπεται ότι η συνάρτηση Helmholtz Ψ στο εσωτερικό της σφαίρας 

r:< α γράφεται 

Ψ( :)= ∑ ∑ ydt(r:)Ydt( _:)dt�3dJd�$                                                                                  (3.54) 

για να βρούµε λοιπόν την άγνωστη συνάρτηση Ψ αρκεί να προσδιορίσουµε τους 

συντελεστές Ñ+Òπου είναι συναρτήσεις µόνο της ακτινικής µεταβλητής r:. 
Ο τελεστής Laplace στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων γράφεται: 

Δ=
.
/�

�
�/ ­rv �

�/®+
.

/��}d�
�

�� ­sinθ �
��®+

.
/��}d��

��
�~�                                                               (3.55) 

όπου 

Β( _)= .
�}d�

�
�� ­sinθ �

��®+
.

�}d��
��

�~�                                                                                      (3.56) 

είναι ο τελεστής του Beltrami που αντιπροσωπεύει όλες τις εφαπτοµενικές 

παραγωγίσεις. 

τότε  

Δ=
.
/�

�
�/ ­rv �

�/®+
.
/� �( _)                                                                                                      (3.57) 

Ο τελεστής του Beltrami έχει ιδιοσυναρτήσεις τις σφαιρικές αρµονικές και 

αντίστοιχες ιδιοτιµές τις –n(n+1) δηλαδή: 

Β( _) Ydt( _)= –n(n+1) Ydt( _)                                                                                             (3.58) 
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Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση έχουµε 

Δ LΨ( :) 

=[ .
/L�

�
�/L ­r:v �

�/L®+
.

/L� Β( _:)]  ∑ ∑ ydt(r:)Ydt( _:)dt�3dJd�$                                                                                                                              

 =∑ ∑ .
/L�

�
�/L (r:v �

�/L  ydt(r:))Ydt( _:)dt�3dJd�$ − ∑ ∑ d(dI.)
/L� ydt(r:)Ydt( _:)dt�3dJd�$  

 =∑ ∑ .
/L� [r:v ��

�/L� + 2r: �
�/L − n(n + 1)] ydt(r:))Ydt( _:)dt�3dJd�$                              (3.59) 

Ορίζουµε: 

Ψdt(r:)= ( ��
�/L� + v

/L
�

�/L − d(dI.)
/L� ) ydt(r:)                                                                        (3.60) 

τότε 

Δ LΨ( :)= ∑ ∑ Ψdt( :)Ydt( _:)dt�3dJd�$                                                                         (3.61) 

Τώρα η σχέση (3.50) από τις σχέσεις (3.53) και (3.61) γίνεται:  

u
-
(α _)         

= − .
^ E E [∑ ∑ Ψd:t:( _:)Yd:t′( _:)d:tL�3d:JdL�$ ]|/_L|�.

�
$ ×

                ?∑ ∑ dI.
d(vdI.)   :�

��,� Ydt∗( _:)Ydt( _)dt�3dJd�. D r:v
d :ds( _:) 

         =− .
^ ?∑ ∑ ∑ ∑ dI.

d(vdI.)  Ó��( _)
��,�dt�3dd:tL�3d:Jd�.JdL�$ D ×  

              E E r:+Iv|/_L|�.
�

$ Ψd:t:( :)Yd:t′( _:)Ydt∗( _:) d :ds( _:)   

         =− .
^ ?∑ ∑ ∑ ∑ dI.

d(vdI.)  Ó��( _)
��,�dt�3dd:tL�3d:Jd�.JdL�$ D × 

              E r:+Iv�
$ Ψd:t:( :)d :δnn’δmm’ 

        u
-
(α _) =− .

^  ∑ ∑ dI.
d(vdI.)  Ó��( _)

��,�dt�3dJd�.  E rdIv�
$ Ψdt(r)dr                                       (3.62) 

Αναπτύσσουµε το δυναµικό σε επιφανειακές σφαιρικές αρµονικές: 

u
-
(α _)= ∑ ∑ Γdtdt�3dJd�. Ydt( _)                                                                                       (3.63) 

όπου οι συντελεστές δίνονται από τη σχέση: 

Γdt = Z u3(α _)Ydt∗( _:)|/_|�. ds( _)      για κάθε n≥ 1 και |m| ≤ n                               (3.64) 

και από την ορθογωνιότητα των σφαιρικών αρµονικών έχουµε: 
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 Γdt= − .
^

dI.
d(vdI.)

.
��,� E rdIv�

$ Ψdt(r)dr                                                                          (3.65) 

 για κάθε n≥ 1 και |m| ≤ n και Γ$$ = 0. 

  Ο φορέας του πρωτεύοντος ρεύµατος  J
p 

περιέχεται όπως είδαµε στο εσωτερικό της 

ανοιχτής σφαίρας ακτίνας α, άρα υπάρχει ένας φλοιός πάχους δ >0 όπου J
p≡ 0. Άρα 

και ydt(r) = 0  για α-δ<r<α. Έτσι η σφαίρα µε ακτίνα αÖ = α − δ είναι η ελάχιστη 

κλειστή σφαίρα που περιέχει τον φορέα του J
p
. Τότε ydt(αÖ) ≠ 0.  

  Με βάση τα παραπάνω και µε επανειληµµένες παραγοντικές ολοκληρώσεις, το 

ολοκλήρωµα στη σχέση (3.65) παίρνει τη µορφή: 

E rdIv�
$ Ψdt(r)dr = E [rdIv�Ö

$   
��

�/� ydt(r)+2r
n+1 �

�/ ydt(r)- rdn(n + 1)ydt(r)]dr                                                             

=rdIv �
�/ ydt(r)M�Ö$ ×-(n+2) E rdI.�Ö

$   
�

�/ ydt(r)dr+2E rdI.�Ö
$   

�
�/ ydt(r)dr 

-n(n+1) E rd�Ö
$  ydt(r)dr = αÖdIv �

�/ ydt(r)│�Ö -n E rdI.�Ö
$   

�
�/ ydt(r)dr-n(n+1) E rd�Ö

$   

ydt(r)dr = αÖdIvyÙ dt(αÖ)-n rdI.ydt(r)M�Ö$ × -n(n+1) E rd�Ö
$  ydt(r)dr 

= αÖdI.(αÖyÙ dt(αÖ) − nydt(αÖ))                                                                                              (3.66) 

Άρα  

Γdt=− .
^

dI.
d(vdI.) ­�3f

� ®dI. [(α − δ)yÙ dt(α − δ) − nydt(α − δ)]                                  (3.67) 

όπου η παραγώγιση είναι ως προς την µεταβλητή r. 

  Η παραπάνω σχέση συνδέει τις τιµές των συναρτήσεων yÙ dt, ydt επάνω στο σύνορο 

r=α-δ, αλλά δεν υπολογίζει τις συναρτήσεις ydt ώστε να αναγνωρίσουµε το ρεύµα 

που αντιστοιχεί στο µη αρµονικό µέρος της Ψ.    

  Για να αντιµετωπιστεί αυτή η δυσκολία, θα προσεγγίσουµε την Ψ µε µια διαρµονική 

προσέγγιση της Ψα. 

Ψα=Ψ1(r)+r
2
Ψ2(r)                                                                                                                (3.68) 

όπου Δ Ψ1(r)=Δ Ψ2(r)=0                                                                                                    (3.69) 

από την (3.68) έχουμε 

ΔΨ=(6+4r∙ ∇)Ψ2                                                                                                                                                               (3.70) 
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και αν θέσουµε: 

Ψ2=∑ ∑ Bdt rdYdt( _)dt�3dJd�.                                                                                          (3.71) 

τότε  

ΔΨ=(6+4r∙ ∇)∑ ∑ Bdt rdYdt( _) =dt�3dJd�.   2∑ ∑ (3 + 2n)Bdt rdYdt( _)dt�3dJd�.        

                                                                                                                                                                                                                    (3.72)                                                                                                                           

Εισάγοντας τώρα τη σχέση (3.71) και τη σχέση 

Ψdt(r′) = 2(3 + 2n) Bdtr′
d                                                                                    (3.73) 

στη (3.62) έχουµε: 

u
-
(α _) =− v

^  ∑ ∑ dI.
d(vdI.) dt�3dJd�. Bdt αdIvYdt( _)                                                         (3.74) 

και από τη σχέση (3.63) υπολογίζουµε τους συντελεστές   Bdt   συναρτήσει των 

γνωστών συντελεστών Γdt 

Bdt = − 
^
v   

.
��,�  

dI.
d(vdI.) Γdt                                                                                             (3.75) 

οπότε  

Ψ(r)=Ψ1(r)- 
d(vdI.)

dI. ­/
�®dIv ΓdtYdt( _)                                                                             (3.76) 

όπου η Ψ1 είναι αόρατη από την EEG. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Ο

  

4. Μαγνητοεγκεφαλογραφία σε οµογενή σφαίρα 

4.1. Ευθύ πρόβληµα της Μαγνητοεγκεφαλογραφίας  

  Στο ευθύ πρόβληµα της Μαγνητοεγκεφαλογραφίας θεωρούµε γνωστό το πρωτεύον 

νευρωνικό ρεύµα J
Ρ 

που αποτελείται από ένα δίπολο { !, Q} και ψάχνουµε 

εσωτερικό και εξωτερικό το µαγνητικό πεδίο που δηµιουργεί.   

4.2. Εξωτερικό Μαγνητικό ∆υναµικό 

  Από τις σχέσεις ∇ × 	 = J,  ∇ ∙ � = 0, προκύπτει ότι στο εξωτερικό της οµογενούς 

σφαίρας ακτίνας α, όπου δεν υπάρχει ούτε νευρωνικό ούτε επαγωγικό ρεύµα, το 

µαγνητικό πεδίο είναι αστρόβιλο και σωληνοειδές. Εποµένως το µαγνητικό πεδίο στο 

εξωτερικό της σφαίρας δίνεται από τη σχέση:                                           

Β( ;  !) =
μP
<= ∇U( ;  !)      r > α                                                                                       (4.1) 

όπου U άγνωστη εξωτερική αρµονική συνάρτηση και μ$ είναι η µαγνητική 

διαπερατότητα του αέρα. 

  Στο πρώτο κεφάλαιο, αποδείξαµε τον τύπο του Geselowitz για το µαγνητικό πεδίο:  

Β( ;  !) = 
μ0<± R ×  − !

| − !|3 + 
3^ μ0<= Z u− 

S ( ′)"_(r΄) × 
 3 :

| 3 L|Q  ds(r΄)                              (4.2) 

  Στην περίπτωση της σφαιρικής γεωµετρίας, το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα "#(r΄) 

ταυτίζεται µε το µοναδιαίο διάνυσµα της µεταβλητής ολοκλήρωσης r΄ και άρα ο 

τύπος (4.2) γράφεται: 

Β( ;  !) = 
μ0<± R  ×  − !

| − !|3 +  
3^μ0<± Z u− 

S ( ′)  
 _΄× 

| 3 L|Q  ds(r΄)                                         (4.3) 

επειδή  _΄ ×  : = 0. 

  Η ακτινική συνιστώσα του Β είναι ανεξάρτητη του ολοκληρώµατος άρα και του 

επαγωγικού ρεύµατος και του εσωτερικού ηλεκτρικού δυναµικού, επειδή  

 _  ∙ ( _′ ×  ) = 0                                                                                                                    (4.4)  

έχουµε λοιπόν, 

 _ ∙ Β( ;  !) = − μP4π
R  ×  !∙ _
| 3 !|�                                                                                          (4.5) 

άρα η ακτινική συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου στο εξωτερικό της σφαίρας µας 

εξαρτάται µόνο από το δίπολο { !, Q}.  
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Λόγω της  ασυµπτωτικής συµπεριφοράς του µαγνητικού δυναµικού : 

U ( ;  !) = O ( 
.
/� ), r→ ∞                                                                                                   (4.6) 

έχουµε ότι  : 

U( ;  !) = - E �
�/:

J
/  U( ′;  !) dr΄= - E  _΄J

/ ∙ ∇r U( ′;  !) dr΄= − 4π
μP E  _΄J

/ ∙ �( ′;  !) dr΄= 

E R  ×  !∙ _:
| :3 !|� dr′  J

/                                                                                                              (4.7) 

  Επειδή το Β είναι αστρόβιλο άρα ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης, 

ολοκληρώνουµε από το σηµείο r ως το άπειρο κατά µήκος της ακτίνας στην 

διεύθυνση της παρατήρησης  _. 

 

 

 

 

 

 

 

Τώρα ο τύπος (4.7) γίνεται: 

U( ;  !) = R ×  ! ∙  _ E ��
|� _3 !|�  J

Ý                                                                                (4.8) 

Ισχύει  

E ��
|� _3 !|� = J

/
/

¢(  ; !)                                                                                                      (4.9)       

όπου  F( ;  !) = |r - !|[r | r - !|+r ∙ ( −  !)]                                                       (4.10)                        

Άρα το εξωτερικό µαγνητικό δυναµικό δίνεται από τη σχέση: 

U( ;  !) = R  ×  !∙ 
¢(  ;  !)                                                                                                      (4.11)  

4.3. Ανάπτυγµα Εξωτερικού Μαγνητικού ∆υναµικού σε σφαιρικές αρµονικές 

  Στην παράγραφο αυτή θα αναπτύξουµε το µαγνητικό δυναµικό σε εξωτερικές 

σφαιρικές αρµονικές συναρτήσεις. Παίρνουµε τη σχέση (4.8): 

U( ;  !) = R ×   ! ∙  _ E ��
|� _3 !|�  J

/ = R ×  ! ∙ E � _3 !
|� _3 !|�  J

/
��
�    

= R ×  ! ∙ E ­∇ ! .
|� _3 !|®  J

Ý
��
�                                                                                (4.12) 

κάνοντας το µετασχηµατισµό t= 
Ý
Þ  στο ολοκλήρωµα της (4.12) παίρνουµε : 

 _ 

 _! 

|t _ −  !| t _ 
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U( ;  !)  =  R ×  ! ∙ ∇ !  E �Þ
| 3Þ !|

.
$                                                                          (4.13) 

και αναπτύσσοντας τη θεµελιώδη λύση του τελεστή Laplace σε  σφαιρικές αρµονικές 

και χρησιµοποιώντας το προσθετικό θεώρηµα παίρνουµε:                                                                      

U( ;  !)  = R ×  ! ∙ ∇ !  E ∑ (ß !)�
/�,�Jd�$.

$ Pn( _ ∙  _!)dτ 

              = R ×  ! ∙ ∇ ! ∑ .
dI.

/P�
/�,�Jd�.  Pn( _ ∙  _g) 

             = R ×  ! ∙ ∇ ! ∑ ∑ <=
(dI.)(vdI.)dt�3dJd�. /P�

/�,� Ydt( _)Ydt∗( _!)                      (4.14) 

η σχέση (4.14) µας δίνει το εξωτερικό µαγνητικό U σε σφαιρικές αρµονικές. 

  Μπορούµε να αναπτύξουµε τώρα το εξωτερικό µαγνητικό δυναµικό και σε 

διανυσµατικές σφαιρικές αρµονικές που ορίζονται από τις εξής σχέσεις: 

edt( _) = _Ydt( _)                                                                                                      (4.15) 

�dt( _)= 
.

�d(dI.) r ∇Ydt( _)                                                                                       (4.16) 

ádt( _)=
.

�d(dI.)  × ∇Ydt( _)                                                                                    (4.17) 

όπου Ydt( _) επιφανειακές σφαιρικές αρµονικές.  

  Οι διανυσµατικές αρµονικές edt, �dt, ádt είναι κάθετες µεταξύ τους και ειδικότερα η 

edtείναι ακτινική και οι �dt, ádtείναι εφαπτοµενικές επάνω στην µοναδιαία σφαίρα. 

Οι διανυσµατικές αρµονικές ικανοποιούν τις συνθήκες ορθογωνιότητας  

Z edt( _) ∙K� edLt:∗( _)ds( _) =Z �dt( _) ∙K� �dLt :∗( _)ds( _)=Z ádt( _) ∙K� ádLt :∗( _)ds( _) 

=δnn΄δmm΄                                                                                                                  (4.18) 

 όπου S
2 

συµβολίζει την µοναδιαία σφαίρα. 

  Αν δράσουµε τώρα τον τελεστή ∇ !  πάνω στην ποσότητα r$dYdt∗( _!)                       

στη σχέση (4.14) έχουµε :  

∇ !r$dYdt∗( _!) = nr$d3.  _! Ydt∗( _!)+ r$d∇ !Ydt∗( _!) 

                        = n r$d3. edt∗( _!) +�n(n + 1)  r$d3.�dt∗( _!)                                (4.19) 

εποµένως 

R ×  ! ∙ ∇ !r$dYdt∗( _!) = R ∙  ! × ∇ !r$dYdt∗( _!)   
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                                      =�n(n + 1)  r$d R ∙  _! × �dt∗( _!)                                                            

                                      =�n(n + 1)  r$d R ∙ ádt∗( _!)                                              (4.20) 

όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση 

 _ × �dt( _)=ádt( _)                                                                                                  (4.21) 

Αν βάλουµε τώρα τη σχέση (4.20) στην (4.14) έχουµε: 

U( ;  !) = R ∙ ∑ ∑ <=
(vdI.) u d

dI.dt�3dJd�. /P�
/�,� Ydt( _)ádt∗( _!)                                  (4.22) 

Από την σχέση (4.22) γίνεται αντιληπτό ότι µόνον η C-συνιστώσα του διπολικού 

ρεύµατος συνεισφέρει  στο εξωτερικό µαγνητικό δυναµικό. Οι P και B συνιστώσες 

του διπολικού ρεύµατος παραµένουν ‘αόρατες’ στον εξωτερικό χώρο. 

4.4. Το Εξωτερικό Μαγνητικό Πεδίο 

  Εισάγοντας τη σχέση (4.11) στην σχέση (4.1) βρίσκουµε το εξωτερικό µαγνητικό 

πεδίο: 

Β(r; !) = 
μP
<= ∇  R  ×  !∙ 

¢( ; !)   = μP
<=

∇  (R  ×  !∙ )
¢( ; !)  - 

μP
<=  (R ×  ! ∙  ) 

∇  ¢( ; !)
¢�( ; !)                    (4.23) 

ισχύει 

∇  (R ×  ! ∙  )  = R ×  !                                                                                                                                     (4.24) 

ακόµα έχουµε, 

∇ F( ;  !)= ∇ (r|r- !|
2
)+ ∇  [|r- !|r∙(r- !)] 

 

=  _|r- !|
2
+2r(r- !)+

 3 !
| 3 !| r∙(r- !)+ |r- !| (2r- !) 

 

=|r- !|(r+|r- !|) _+[|r- !|
2
+2r |r- !|+ r∙(r- !)]  3 !

| 3 !|                                                (4.25) 

 

τώρα η σχέση (4.23) µε τη χρήση των τύπων (4.24), (4.25) γίνεται: 

 

Β(r; !)=
âP
<±

R  ×  !
¢( ; !) - âP

<±
R  ×  !∙ 
¢�( ; !) [|r- !|(r+|r- !|) _+( |r- !|

2
+2r |r- !|+ r∙(r- !))  3 !

| 3 !|](4.26) 

Παρατηρούµε ότι το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο στο σηµείο παρατήρησης r 

σχετίζεται µε: 

• το σηµείο που βρίσκεται το δίπολο  
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• το κέντρο της σφαίρας, που  αντιπροσωπεύει το γεωµετρικό κέντρο 

του οµογενούς αγώγιµού υλικού µέσου. 

  Στην πρώτη περίπτωση εισάγουµε το διάνυσµα  P=r- !, και για την δεύτερη 

περίπτωση έχουµε το διάνυσµα θέσης r. 

  Με τη χρήση των δύο αυτών διανυσµάτων, γράφουµε το µαγνητικό δυναµικό ως 

εξής: 

U(r; !) = R ∙  _×e½
»(.I _∙e½ )                                                                                              (4.27) 

και το µαγνητικό πεδίο: 

Β(r; !) = 
μP
<=

R ×( 3e)
/»�(.I _∙e½)- 

μP
<=

R ∙ _×e½
»�(.I _∙e½)[e½ + 

/I»
/  

 _Ie½
.I _∙e½]                                                   (4.28) 

Τώρα θα βρούµε το διανυσµατικό  ανάπτυγµα του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου.  

  Στη σχέση (4.22) αναπτύξαµε το µαγνητικό δυναµικό µε τη χρήση διανυσµατικών 

αρµονικών. Από τη σχέση (4.1) και την ταυτότητα (4.19) έχουµε:                              

B(r; !) = μ$R ∙ ∑ ∑ .
(vdI.) u d

dI.dt�3dJd�. r$dá"ã∗( _!)∇( .
/�,� Ydt( _) )                                      

             = μ$R ∙ ∑ ∑ .
(vdI.) u d

dI.dt�3dJd�. /P�
/�,� á"ã∗( _!)[−(n + 1) _ Ydt( _) + r∇ Ydt( _) 

            = μ$R ∙ ∑ ∑ �d(dI.)
(vdI.)dt�3dJd�. /P�

/�,� á"ã∗( _!)[−e"ã( _) + u d 
dI. �"ã( _)]         (4.29) 

 

δηλαδή το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο εξαρτάται από τις P και B συνιστώσες της 

µεταβλητής παρατήρησης r και από την C συνιστώσα της µεταβλητής της πηγής   !. 

4.5. Ολοκληρωτικός τύπος για το Μαγνητικό ∆υναµικό 

  Θα βρούµε τώρα έναν ολοκληρωτικό τύπο ανάλογο µε εκείνο του Geselowitz για το 

µαγνητικό δυναµικό.  

  Υπολογίζουµε την ακτινική συνιστώσα του Β από τον τύπο του Geselowitz (1.45) 

για τυχαίο όµως αγωγό Ω και όχι σφαιρικό : 

 _ ∙B(r; !) = - 
μ�
<=

R × g∙ _
| 3 g|� + μ�^

<= Z u3�Ω ( ) "#( L)× :∙ _
| 3 g|� ds(r΄)                                           (4.30) 

από τη σχέση (4.7) και τη σχέση (4.30) έχουµε : 

U(r; !) = - 
<=
μP E  _IJ

/  ∙ B(t _; !) dt = E ä × !∙ _
� _3 !

IJ
/ dt – σE Z u3( ′)�Ω

IJ
/  

"#( L)× :∙ _
|� 3 :|� ds(r΄)dt 
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= R ×  ! ∙  _ E ��
|� _3 !|�

IJ
/  - σZ u3( ′)("#�Ω ( :) ×  ′ ∙  _) E ��

|� _3 !|
IJ

/ ds(r΄)               (4.31) 

Η (4.31) χρησιµοποιώντας τη σχέση (4.9) γίνεται:  

U(r; !) = R × g∙ 
¢( ; g)  – σ Z u3( ′)�Ω

"#( L)× :∙ 
¢( ; :) ds(r΄)                                                        (4.32) 

ισοδύναµα 

U(r; !) = ∙  R × g
¢( ; g) – σr ∙ Z u3(r′)�Ω

"#( L)× :
¢( ; :) ds(r΄)                                                  (4.33) 

Βρήκαµε ένα τύπο ανάλογο µε τον τύπο του Geselowitz για το µαγνητικό δυναµικό.    

Εδώ τον ρόλο του θεµελιώδους διπολικού πεδίου: 

 
 3 !

| 3 !|Q  = - ∇/  .
| 3 !| = ∇ !  .

| 3 !|                                                                             (4.34) 

αναλαµβάνει τώρα η συνάρτηση: 

 !× 
¢( ; g)=  ! ×  _ E ��

|� _3 !|�
IJ

/                                                                                        (4.35) 

4.6. Το Εσωτερικό Μαγνητικό Πεδίο 

Ο τύπος (4.2) ισχύει όταν το σηµείο παρατήρησης r βρίσκεται εσωτερικά και 

εξωτερικά της σφαίρας µας, ακτίνας α. Όταν το σηµείο παρατήρησης είναι πάνω στη 

σφαίρα r = α , τότε η τιµή του µαγνητικού πεδίου αντικαθίσταται από την τιµή Β/2. 

Εποµένως έχουµε, 

Β(r; !) = 
μP
v= R ×  3 g

| 3 g|�- 
μ�^
v= Z u( :)"#( :) ×  3 :

| 3 :|� L�§ ds(r΄)                                 (4.36) 

όπου u  είναι η τιµή του ηλεκτρικού δυναµικού επάνω στην επιφάνεια της σφαίρας 

και "#(r΄) =  _΄.  

Οµοίως, το ηλεκτρικό δυναµικό πάνω στη σφαίρα r = α : 

u
-
(r; !) =  

.
v=^ R ∙  3 g

| 3 g|� – 
.

v= Z u L�§ ( :)"#( :) ∙  3 :
| 3 :|�  ds(r’)                                     (4.37) 

αν γράψουµε το ηλεκτρικό δυναµικό µε τη µορφή: 

u
-
(r;  !)=Q  ∙ ∇ ! V(r;  !)                                                                                                   (4.38) 

γράφουµε τον τύπο του Geselowitz για το ηλεκτρικό δυναµικό, µε τον εξής τρόπο για 

r≠ α : 

Q ∙ ∇ ! V(r;  !) = Q ∙ ∇ ! 
.

<=^
.

| 3 !| - R ∙ ∇ ! 
.

<= Z V( ;  !) /L��   _: ∙  3 :
| 3 :|Q  ds(r΄)      (4.39)        
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όπου ο τύπος (4.39) ισχύει όταν: 

V( ;  !) = 
.

<=^
.

| 3 !| -  
.

<= Z V( ′;  !)/L��   _: ∙  3 :
| 3 :|Q  ds(r΄)                                           (4.40)                                                                       

και για r=α: 

V( ;  !) = 
.

v=^
.

| 3 !| -  
.

v= Z V( ′;  !)/L��   _: ∙  3 :
| 3 :|Q  ds(r΄)                                           (4.41) 

Ο τύπος (4.41) αποτελεί µια ολοκληρωτική εξίσωση για το ηλεκτρικό δυναµικό πάνω 

στη σφαίρα r =α. Η λύση της εξίσωσης  πρέπει να συµπίπτει µε την τιµή που βρήκαµε 

στη σχέση (2.27). Εποµένως: 

V(α _;  !) = − .
<=^/P +  .

<=^ ∑ ∑ vdI.
d  /P�

��,� Pd( _dt�3dJd�. ∙  _!)                                    (4.42) 

και 

u
-(α _;  !) =Q ∙ ∇ ! V(α _;  !)                                                                                           (4.43)   

αν βάλουµε τις σχέσεις (4.42), (4.43) στην σχέση (4.3) και χρησιµοποιήσουµε την 

ταυτότητα:  

-r΄ × 
 3 :

| 3 :|Q = r ×  ∇ c
| 3 :|                                                                                                 (4.44) 

παίρνουµε: 

B(r;  !) = 
μP
<= R ×  3 g

| 3 g|Q  

              + μP
<= (Q∙ ∇ g)(r× ∇ ) ∑ ∑ .

ddt�3dJd�. /��
�� Ydt∗( _!) Z Ó��( L)

| 3 :|/L�� ds(r΄)              (4.45) 

η συνεισφορά του όρου -1/4πσr$στο µαγνητικό πεδίο  για r≠ α, είναι µηδενική. 

Από τους τύπους (2.15), (2.16) και λόγω ορθογωνιότητας παίρνουµε: 

για r > α, 

Z Ó��( _L)
| 3 :|/L�. ds( _΄)=

<=
vdI.

��
/�,� Ydt( _)                                                                                  (4.46) 

και r< α  

Z Ó��( _L)
| 3 :|/L�. ds( _΄)=

<=
vdI.

/�
��,� Ydt( _)                                                                                  (4.47)               

Αν πάρουµε τις σχέσεις  (2.13) και (4.46), (4.47) παίρνουµε τους ακόλουθους τύπους 

για το εξωτερικό και για το εσωτερικό πεδίο: 
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Β
(e)

(r;  !)= 
μP
<= R ×  3 g

| 3 g|Q+ 
μP
<= (Q ∙ ∇ g)(r× ∇ ) ∑ .

dJd�.  
/��

/�,� Pn( _ ∙  _o)                          (4.48)                                                         

για r>α, 

Β
(i)

(r;  !)= 
μP
<= R ×  3 g

| 3 g|Q+ 
μP
<= (Q ∙ ∇ g)(r× ∇ ) ∑ .

dJd�.  
/��/�

���,� Pn( _ ∙  _o)                         (4.49)  

για r<α.                                                         

Μπορούµε να γράψουµε τους παραπάνω τύπους σε µια κλειστή µορφή 

χρησιµοποιώντας τον τύπο (2.30): 

Για r>r0, 

∑ .
dJd�.  

/��
/�,� Pn( _ ∙  _o) =- 

.
/ ln 

¢( ; g)
v/�| 3 g|                                                                          (4.50) 

και για r<r$, 

∑ .
+J+�.  

Ýæ¦Ý¦
��¦,� Pn( _ ∙  _o) =- 

.
� ln 

¢(¡�
 �  ; g)

v¡ç
 � |¡�

 �  3 g|                                                                         (4.51)   

Άρα το εξωτερικό  µαγνητικό πεδίο γράφεται: 

Β
(e)

(r;ro)= μP
<= R ×  3 g

| 3 g|Q- 
μP
<= (Q  ∙ ∇ g)(r× ∇/) 

.
/ ln 

¢( ; g)
v/�| 3 g|                                           (4.52) 

για r>α και 

Β
(i)

(r;ro)= 
μP
<= R ×  3 g

| 3 g|Q- 
μP
<= (Q  ∙ ∇ g)(r× ∇ ) 

.
� ln 

¢(¹�
 �  ; g)

v¡ç
 � |¡�

 �  3 g|                                        (4.53) 

για r<α. 

4.7. Σύνδεση Εσωτερικού και Εξωτερικού Μαγνητικού Πεδίου µέσω 

Μετασχηµατισµού Kelvin 

  Οι σχέσεις (4.52) και (4.53) θα µας βοηθήσουν να συσχετίσουµε τα δύο 

διανυσµατικά πεδία µέσω του µετασχηµατισµού Kelvin  

r→  ′=
��
Ý�                                                                                                                 (4.54) 

που είναι µη γραµµικός ακτινικός µετασχηµατισµός. 

  Παρατηρούµε λοιπόν ότι η συνεισφορά του διπόλου { g,R}  στο εξωτερικό και 

εσωτερικό µαγνητικό πεδίο είναι η ίδια και δίνεται από τον όρο 
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μP
<= R ×  3 g

| 3 g|Q= 
μP
<= R × ∇ ! c

| 3 g|                                                                            (4.55) 

  Η συνεισφορά όµως από το αγώγιµο ρεύµα που δηµιουργείται στο εσωτερικό της 

σφαίρας διαφέρει όταν υπολογίζουµε το µαγνητικό πεδίο εκτός από όταν 

υπολογίζεται εντός της σφαίρας. 

Για κάθε διαφορίσιµη συνάρτηση f έχουµε : 

r× ∇ ?.
/ f( )D = ­ × ∇ .

/® f( )+
.
/ ( r× ∇f(r)) 

 

                      = 
.
/�(r×  _)f( ) +  .

/ ( × ∇f( )) 

 

                      = 
.
/  × ∇f( )                                                                                     (4.56) 

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε την ταυτότητα  

r× ∇ =  ′ × ∇ :                                                                                                      (4.57) 

όπου το διάνυσµα r΄  δηλώνει την εικόνα Kelvin στη σχέση (4.54). 

Ο µετασχηµατισµός (4.54) είναι ακτινικός, δηλαδή 

  _ =  _′                                                                                                                     (4.58) 

που απεικονίζει αµφιµονοσήµαντα το εσωτερικό της σφαίρας ακτίνας α στο 

εξωτερικό της, αφήνοντας την ίδια τη σφαίρα αναλλοίωτη. 

Αναλύουµε τώρα τον τελεστή ∇ στο ακτινικό και γωνιακό του µέρος: 

∇ = _ �
�/ + .

/ 
                                                                                                                    (4.59) 

όπου D( _)= 
.

�}d�
�

�� (sin θ �
��)+

.
�}d��

��
�~�                                                                   (4.60) 

ο µετασχηµατισµός Kelvin θα επηρεάσει µόνο την ακτινική παραγώγιση è/èê και 

τον παράγοντα 1/r. Έτσι έχουµε, 

�
�/ = �/:

�/
�

�/:=­ �
�/

��
/ ® �

�/: =- 
��
/�

�
�/: =- 

.
/ r′ �

�/:                                                               (4.61) 

δηλαδή  

r �
�/ =- r 

�
�/ 

                                                                                                                          (4.62)                                                                                                   

και επειδή  

D( _) =D( _′)                                                                                                                      (4.63) 
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άρα η (4.59) γίνεται 

r∇ =r
�

�/+ D( _)= -  _r΄
�

�/: +  
( _) = -   _′r΄ �
�/: +  
( _′)                                                                                                                             

      = - r΄
�

�/: +  
( _′) =-  ΄ �
�/: 
( _′) - 2r΄

�
�/:        

      = - r΄ ∇/:- 2r΄ 
�

�/:                                                                                               (4.64)   

Η σχέση (4.64) µπορεί να γραφεί µε την βοήθεια της τανυστικής ανάλυσης στη 

παρακάτω µορφή 

r∇ = ( ëì- 2 _ ⊗  _) ∙ r′∇ :                                                                                          (4.65) 

όπου το δυαδικό ëì −2 _ ⊗  _ περιγράφει το πως µετασχηµατίζει o µετασχηµατισµός 

Kelvin τον τελεστή ê∇  . 

Παρατηρούµε ακόµα ότι η σύνθεση του µετασχηµατισµού Kelvin µε τον εαυτό του 

δηµιουργεί τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό: 

Î΄ ° r΄( r ) = r΄­��
/  _® = αv /

��  _ = r                                                                          (4.66) 

και κατά συνέπεια 

( ëì- 2 _ ⊗  _) ∙( ëì- 2 _ ⊗  _) = ëì                                                                                  (4.67) 

 η οποία αντιστρέφει τη σχέση (4.65): 

r′∇ := ( ëì- 2 _ ⊗  _) ∙ r∇                                                                                           (4.68)     

Ακόµα επειδή το δυαδικό   ëì- 2 _ ⊗  _  παραµένει αναλλοίωτο στον µετασχηµατισµό 

Kelvin έπεται  

∇ =
/:�
��  ( ëì- 2 _′ ⊗  _′) ∙ ∇ :                                                                                        (4.69)             

και 

∇ :=/�
�� ( ëì- 2 _ ⊗  _) ∙ ∇                                                                                            (4.70) 

Εποµένως η ταυτότητα (4.57) αποδεικνύεται άµεσα ως εξής: 

r× ∇ = ­��
/:�  ΄® × ∇  

          = ­��
/:�  ΄® × 

/:�
��( ëì- 2 _′ ⊗  _′) ∙ ∇ :                                                                                         

          =  ′ × ëì ∙ ∇ : 
          =  ′ × ∇ :                                                                                                       (4.71) 
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Αν πάρουµε τη σχέση που συνδέει το µαγνητικό πεδίο που οφείλεται στο ρεύµα 

αγωγιµότητας µέσα και έξω από τη σφαίρα r = α και συµβολίζουµε µε Κ τον 

διαφορικό τελεστή  

Κ(r) = − μP
<= (Q∙ ∇ g)(r× ∇ )                                                                                              (4.72) 

η συνεισφορά του ρεύµατος αγωγιµότητας στις σχέσεις (4.52), (4.53) γράφεται: 

Α
(e)

(r)=Κ(r) 
.
/ ln 

¢( ; g)
v/�| 3 g|                                                                                                   (4.73) 

για r>α και 

Α
(i)

(r)= Κ(r) 
.
� ln 

¢(¹�
 �  ; g)

v¡ç
 � |¡�

 �  3 g|                                                                                               (4.74) 

για r<α. 

Αν χρησιµοποιήσουµε τώρα τις σχέσεις (4.54), (4.56) και (4.57) οι σχέσεις (4.73) και 

(4.74) γίνονται: 

Α
(e)

(r) = 
.
/ Κ(r) ln 

¢( ; g)
v/�| 3 g|                                                                                                 (4.75) 

για r>α και 

Α
(i)

(r΄)= 
§
/L

/L
�� Κ(r) ln 

¢( :; g)
vÝ:�| :3 g|                                                                                          (4.76) 

για r<α. 

Ο µετασχηµατισµός Kelvin επάνω στον τελεστή Laplace είναι  

∆/u(r) = ­/L
�®Å ∆/: ?�

/L u ­��
/:�  ′®D                                                                               (4.77) 

που συνεπάγεται ότι ο µετασχηµατισµός απεικονίζει την αρµονική συνάρτηση u(r), 

µε r > α, στην αρµονική συνάρτηση 
α

/′
u( ΄), µε r < α, και αντίστροφα. Παρατηρούµε 

ότι ακριβώς αυτή τη σχέση ικανοποιούν οι συναρτήσεις Α
(e)

(r) και Α
(i)

(r). Προκύπτει 

δηλαδή  

Α
(i)

(r΄) = 
�
/L Α

(e)
(r΄)                                                                                                               (4.78)  

και 

Α
(e)

(r) = 
�
/ Α

(i)
(r)                                                                                                                   (4.79)        
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Είναι προφανές ότι το µαγνητικό πεδίο είναι συνεχές πάνω στην επιφάνεια r = α, 

δηλαδή ισχύει 

Β
(e)

(α _) = Β
(i)

(α _)                                                                                                                (4.80) 

Πριν ολοκληρώσουµε την ανάλυση µας, παρατηρούµε ότι οι σχέσεις (4.52) και (4.53) 

οδηγούν άµεσα στην έκφραση των διανυσµατικών δυναµικών που αναπαριστούν το 

σωληνοειδές πεδίο Β.  Αν θέσουµε: 

Β
(e)

(r;ro)=∇ × î(ï)(r;ro)                                                                                                   (4.81) 

και 

Β
(i)

(r;ro)= ∇ ×  î(})(r;ro)                                                                                                    (4.82) 

τότε παίρνουµε τα διανυσµατικά δυναµικά 

î(ï)(r;ro) =  
μP
<=

R
| 3 g| +  

μP
<=/r (Q  ∙ ∇ g) ln 

¢( ; g)
v/�| 3 g|                                                           (4.83)                                              

για r>α 

î(})(r;ro) =  
μP
<=

R
| 3 g| +  

μP
<=�r (Q  ∙ ∇ g) ln 

¢( :; g)
v/:�| :3 g|                                                         (4.84) 

για r<α, όπου έγινε χρήση της ταυτότητας 

-r× ∇  f(r) = ∇  × (f(r) r)                                                                                                    (4.85)                                                                  

4.8. Υπολογισµός του Επιφανειακού Ηλεκτρικού ∆υναµικού 

    Θα υπολογίσουµε την λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (4.41) για r = α µε τη 

χρήση των σφαιρικών αρµονικών, 

V( ;  !) = 
.

v=^
.

| 3 g| -  
.

v= Z V( ′;  !)/L��   _: ∙  3 g
| 3 g|Q  ds(r΄)                                           (4.86) 

Αρχικά εκφράζουµε τη συνάρτηση V( ;  !) σε επιφανειακές σφαιρικές αρµονικές ως 

προς την διεύθυνση  _ και  _!. Λόγω του όρου 1/| −  !|, της συνάρτησης V ο οποίος 

αναπτύσσεται στις σφαιρικές αρµονικές Ydt∗( _!)Ydt( _), έπεται, λόγω γραµµικότητας 

ότι και η συνάρτηση V θα έχει το ίδιο ανάπτυγµα: 

V(α _;  !)=  ∑ ∑ kdt(α, r$)Ydt∗( _!)Ydt( _)dt�3dJd�$                                                       (4.87) 

τότε αν βάλουµε την παραπάνω σχέση στην (4.86) έχουµε: 
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∑ ∑ kdt(α, r$)Ydt∗( _!)Ydt( _)dt�3dJd�$  = 
v
^ ∑ ∑ .

vdI.dt�3dJd�$ /��
��,� Ydt∗( _!)Ydt( _ ) 

− .
v= ∑ ∑ kdt(α, r$)Ydt∗( _!)dt�3dJd�$ Z Ydt( _′)/L��   _: ∙  3 :

| 3 :|Q  ds(r΄)                          (4.88) 

Αν εφαρµόσουµε στην παραπάνω σχέση, ορθογωνιότητα ως προς τις συναρτήσεις 

Ydt∗( _!), έχουµε: 

kdtYdt( _)= v^ .
vdI.

/��
��,� Ydt( _)- 

.
v= kdt Z Ydt( _′)/L��   _: ∙  3 :

| 3 :|Q  ds(r΄)                          (4.89) 

για κάθε n=0,1,2,… και m=-n,….,-1,0,1,…n 

Το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος της (4.89)  µπορεί να γραφεί ως εξής: 

Z Ydt( _′)/L��   _: ∙  3 :
| 3 :|Q  ds(r΄)    

= Z Ydt( _′)/L��   _: ∙ ∇ : .
| 3 :|  ds(r΄)    

=Z Ydt( _′)/L��  
�

�/:
.

| 3 :|  ds(r΄)                                                                                           (4.90) 

Εφαρµόζοντας τώρα τον δεύτερο τύπο του Green για τις συναρτήσεις rdYdt και 
.

| 3 :|, 
και τη σχέση  

Δr? 3.
<=| 3 :|D=δ(r-r΄)                                                                                                              (4.91) 

για r < α, παίρνουµε 

r
nYdt( _)=-

��
<= Z Ydt( _′)/L��  

�
�/:

.
| 3 :|  ds(r΄) + 

d��*�
<= Z Ó��( _:)

| 3 :|/L��    ds(r΄)                        (4.92) 

από τη σχέση (3.47) έχουµε, 

Z Ó��( _L)
| 3 :|/L�� ds( _΄)=

<=
vdI.

/�
��,� Ydt( _)                                                                                 (4.93)  

οπότε η (4.92) βάση της (4.93) και παίρνοντας το όριο καθώς το r τείνει στην 

επιφάνεια της σφαίρας r = α γίνεται: 

��
v  Ydt( _) = − ��

<=   Z Ydt( _′)/L��  
�

�/:
.

| 3 :|  ds(r΄) +   
d��

vdI. Ydt( _)                                  (4.94)                                                                                                                             

όπου για  r = α έχουµε:  

Z Ydt( _′)/L��  
�

�/:
.

| 3 :|  ds(r΄)= - 
v=

vdI. Ydt( _)                                                                    (4.95) 

ο παράγοντας ½ στο αριστερό µέλος της (4.94) είναι αυτός της σχέσης (4.36). 
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Εισάγοντας τη σχέση (4.95) στην (4.89) παίρνουµε 

kdtYdt( _)= v^ .
vdI.

/��
��,� Ydt( _)- 

ñ��
vdI. Ydt( _)                                                                   (4.96) 

οπότε 

kdt= 
.

d^
/��

��,�      για κάθε n≥ 1                                                                                         (4.97) 

Για n=0, η (4.89) γράφεται 

k$$=
v
^

.
�-

ñPP
v= Z  _:/L��  ∙ ∇ : .

| 3 :|  ds(r΄)                                                                                  (4.98) 

η οποία λόγω του θεωρήµατος Gauss και της (3.91) γίνεται: 

k$$=
v
^

.
� - ñPP

v= (−4π)                                                                                                              (4.99) 

ή 

k$$=− v
^�                                                                                                                             (4.100) 

εισάγοντας τις (4.87), (4.100) στο ανάπτυγµα (4.87) έχουµε: 

V(r;  !)= − v
^� + .

^  ∑ ∑ .
ddt�3dJd�. /��

��,� Ydt( _)Ydt∗( _0)                                              (4.101) 

αν εφαρµόσουµε τώρα στη παραπάνω σχέση τον τελεστή R ∙ ∇ ! θα πάρουµε την 

επιφανειακή τιµή του ηλεκτρικού δυναµικού 

u(α _;  !)= .
r  (R ∙ ∇ !) ∑ ∑ .

ddt�3dJd�. /��
��,� Ydt( _)Ydt∗( _0)                                      (4.102) 

Η σχέση αυτή διαφέρει από την (2.26) κατά τον σταθερό όρο 
.

<=^  ∇ !
.
/P  που 

σχετίζεται µε την επιλογή του σηµείου µηδενικού ηλεκτρικού δυναµικού. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο  

5. Το αντίστροφο πρόβληµα της Μαγνητοεγκεφαλογραφίας 

5.1. Εισαγωγή 

  Στο αντίστροφο πρόβληµα της µαγνητοεγκεφαλογραφίας γνωρίζουµε το εξωτερικό 

µαγνητικό πεδίο µέσω µετρήσεων και αναζητάµε το νευρωνικό ρεύµα στο εσωτερικό 

του εγκεφάλου που το δηµιούργησε.  

5.2. Επιλυσιµότητα του αντίστροφου προβλήµατος 

  Το αντίστροφο πρόβληµα MEG δεν έχει µοναδική λύση και εποµένως αρκούµαστε 

στον εντοπισµό µιας συνιστώσας του νευρωνικού ρεύµατος. ∆ουλεύουµε αρχικά σε 

γενική γεωµετρία και στη συνέχεια περιοριζόµαστε στη σφαιρική γεωµετρία. 

  Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο Β δίνεται από 

την σχέση 

Β(r) =
µP<π

 ∇U( )                                                                                                         (5.1) 

και ότι το µαγνητικό δυναµικό U υπολογίζεται από την γνώση της ακτινικής 

συνιστώσας του Β, δηλαδή 

 _ ∙ B(r) = 
μP
<=  _ ∙  ∇U( ) = 

μP
<= 

�
�/  U( )                                                                      (5.2) 

  Εποµένως µπορούµε τώρα να αναδιατυπώσουµε το αντίστροφο πρόβληµα MEG ως 

την εύρεση του νευρωνικού ρεύµατος από την γνώση του εξωτερικού αρµονικού 

µαγνητικού δυναµικού U.  

  Ο τύπος του Geselowitz που αποδείξαµε στο πρώτο κεφάλαιο για την µαγνητική 

επαγωγή σε τυχαίο αγωγό Ω δίνεται από τη σχέση 

B(r; !) = 
μP
<=   R( !)  ×  3 !

| 3 !|Q -  μPσ

<=  E  Ω  ∇/Lu3( :;  ! ) ×  3 :
| 3 L|Q dυ(r΄)                       (5.3) 

και µε τη βοήθεια της ταυτότητας: 

E (∇f)Ω × (∇g)dυ =E ∇ × (f∇g)Ω dυ= Z "# × f∇gds�Ω                                                        (5.4) 

γράφεται  

B(r; !) = 
μP
<= R( !)  ×  3 !

| 3 !|Q - 
μPσ

<=  E  Ω  ∇/Lu3( :;  ! ) × ­∇ : .
| 3 :|®dυ(r΄)                        
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           = 
μP
<= R( !)  ×  3 g

| 3 !|Q − μ0σ

4π  E  Ω  ∇/L  × ?u3( :;  ! )∇ : .
| 3 :|Ddυ(r΄)                   (5.5) 

  Αν γράψουµε το εσωτερικό ηλεκτρικό δυναµικό σύµφωνα µε την ανάλυση που 

κάναµε στο κεφαλαίου 2, έχουµε 

u3( ;  !) = .
<=^ R ∙ ∇ ! ? .

| 3 !| +  uò3( ;  !)D                                                                    (5.6) 

χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση και αλλάζοντας την παραγώγιση στη 

µεταβλητή r΄ µε αυτήν ως προς τη µεταβλητή  ! η σχέση (5.5) γράφεται  

B(r; !) 

= μ04π R( !) × ∇ !
.

| 3 !|  

- 
μP

(4π)2 E ∇ ′ × ó−R( !) ∙ ∇ ! ?­ 1
| ′− !| + uò−( ;  !)® ∇ ′

1
| − ′| DôΩ  dυ( ′) 

= 
μP
<= R( !) × ∇ !

1
| − !| 

- 
μP

(4π)2 R( !) ∙ ∇ ! E ? 1
| ′− !| + uò−( ;  !)Dè¿ "_( ′) × ­∇ ′

1
| − ′|® ds(r΄)                     (5.7)                                                                                                                  

ή  

<=
μP  B(r; !) = R( !) × ∇ !

.
| 3 !| − 1

4π  R( !) ∙ ∇ !Η(r; !)                                                (5.8) 

όπου η συνάρτηση H, ανεξάρτητη της ροπής J
P
, δίνεται από την σχέση 

Η(r; !)=Z ? 1
| :3 !| + uò3( ;  !)D ?"#( :) × ∇ : .

| 3 :|D�Ω  ds(r΄)                                            (5.9) 

Η σχέση (5.8) αναφέρεται σε ένα µοναδικό δίπολο { !,Q}. Για ένα κατανεµηµένο 

ρεύµα J
P
( !),  ! ∈ Ω, η σχέση (5.8) γίνεται  

<=
μP  B(r) =E �e( !) ×Ω ∇ !

.
| 3 !| dυ( !) − .

<= E �e( !)Ω ∙ ∇ !�( ;  !)dυ( !)              (5.10) 

Θα χρησιµοποιήσουµε τώρα τις ταυτότητες: 

∇ ! × ? .
| 3 !| �e( !)D = -�e( !) × ∇ !

.
| 3 !| + .

| 3 !| ∇ ! × �e( !)                                (5.11) 

και  

∇ ! ∙ [�e( !) ⊗ �( ;  !)] = õ∇ ! ∙ �e( !)ö�( ;  !)+�e( !) ∙ ∇ ! ⊗ �( ;  !)         (5.12) 
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οπότε η (5.10) γίνεται: 

<=
μP  B(r) =E õ∇ ! × �e( !)öΩ

.
| 3 !| dυ( !)+ 

.
<= E õ∇ ! ∙ �e( !)öΩ �( ;  !)dυ( !)           (5.13) 

Κάνοντας χρήση της αναπαράστασης Helmholtz (3.4), (3.5) έχουµε: 

∇ × �e= ∇ × [∇Ψ + ∇ × 5] = ∇ × (∇ × 5) = ∇(∇ ∙ 5) − ∆5 = −∆5                    (5.14) 

και 

∇ ∙ �e=∇ ∙ [∇Ψ + ∇ × 5] = ∆Ψ                                                                                       (5.15) 

η σχέση (5.13) τώρα βάση των παραπάνω σχέσεων παίρνει τη µορφή 

<=
μP  B(r) =− E (∆ !A( !))÷

.
| 3 !| dυ( !)+

.
<± E (∆ !Ω Ψ( !))	( ;  !) dυ( !)                (5.16) 

  Από την σχέση (5.16) γίνεται αντιληπτό ότι το µαγνητικό πεδίο Β εξαρτάται από το 

µη αρµονικό µέρος του βαθµωτού δυναµικού Ψ αλλά και από το µη αρµονικό µέρος 

του διανυσµατικού δυναµικού A. Στην πραγµατικότητα το µαγνητικό δυναµικό 

εξαρτάται µόνο από την ακτινική συνιστώσα  _ ∙ Ì. 

Αρχικά παρατηρούµε ότι 

r∙ E (∆Ì(Ω  !)) .
| 3 !| dυ( !)=E (∆Ì(Ω  !)) ∙  3 g

| 3 g| dυ( !)+E (∆Ì(Ω  !)) ∙  g
| 3 g| dυ( !)                                                                             

                                                                                                                                 (5.17)                                                                                                                         

 και συνεπώς θα έχουµε 

 E (∆Ì(Ω  !)) ∙  3 g
| 3 g| dυ( !) 

= E (∆Ì(Ω  !)) ∙ | −  !|v   3 g
| 3 g|Q dυ( !) 

= E (∆Ì(Ω  !))| −  !|v ∙ ­∇ ! .
| 3 g|® dυ( !) 

= -E ∇ ! ∙ õj∆Ì( !)k ∙ | −  !|vöΩ
.

| 3 g|  dυ( !) + E ∇ ! ∙ [| −  !|(∆Ì( !))]Ω  dυ( !)                                              

                                                                                                                                (5.18) 

Με χρήση του θεωρήµατος Gauss παίρνουµε: 

E ∇ ! ∙ [| −  !|(∆Ì( !))]Ω  dυ( !) = Z "#( !) ∙�Ω (∆Ì( !))| −  !| ds( !) = 0   (5.19)      

Άρα η (5.18) γίνεται: 
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E (∆Ì(Ω  !)) ∙  3 g
| 3 g| dυ( !)  

= -E (∇ !| −  !|v) ∙ j∆Ì( !)kΩ
�ø(/P)
| 3 g|  - E | −  !|v∇ ! ∙ j∆Ì( !)kΩ dυ( !) 

= 2E ( −  !)Ω ∙ j∆Ì( !)k �ø(/P)
| 3 g|                                                                               (5.20) 

όπου έγινε χρήση της σχέσης 

∇ ! ∙ j∆Ì( !)k=∆(∇ ! ∙  Ì( !) = 0                                                                        (5.21) 

Αν βάλουµε τώρα τη σχέση (5.20) στη (5.17) έχουµε 

r∙ E (∆Ì(Ω  !)) .
| 3 !| dυ( !) 

=2 E ( −  !)Ω ∙ j∆Ì( !)k �ø(/P)
| 3 g| + E (∆Ì(Ω  !)) ∙  g

| 3 g| dυ( !)                                    (5.22)             

η οποία παίρνει τελικά τη µορφή 

r∙ E (∆Ì(Ω  !)) .
| 3 !| dυ( !) = E  ! ∙ (∆Ì(Ω  !)) �ø( !)

| 3 g|                                                   (5.23) 

η παραπάνω ταυτότητα µας λέει ότι το ολοκλήρωµα δεν µεταβάλλεται αν 

ολοκληρώσουµε την προβολή του διανύσµατος ∆Ì( !) επάνω στο r ή επάνω στο  !. 

Χρησιµοποιούµε τώρα την ταυτότητα  

Δ(ù ∙ À) = (∆ù) ∙ À + ù ∙ (∆À) + 2(∇ ⊗ ù)ú: (∇ ⊗ À)                                                (5.24) 

και το γεγονός ότι το διανυσµατικό δυναµικό Α είναι σωληνοειδές για να 

αποδείξουµε την εξής σχέση 

∆( ! ∙ A( !)) 

= (∆ !) ∙ A( !)+  ! ∙(∆Ì( !)) + 2(∇ ⊗  !)ú: (∇ ⊗ Ì( !)) 

= 0 ∙ A( !)+  ! ∙(∆Ì( !)) + 2ëì : ∇ ⊗ Ì( !) 

=  ! ∙(∆Ì( !)) +2∇ ∙ Ì( !) =  ! ∙(∆Ì( !))                                                                  (5.25) 

H (5.23) γίνεται βάση της παραπάνω σχέσης: 

r∙ E (∆Ì(Ω  !)) .
| 3 !| dυ( !) = E ∆ ( ! ∙ Ì( !)Ω ) �ø( !)

| 3 g|                                                  (5.26) 

Παίρνοντας τη προβολή του τύπου (5.16) έχουµε 

<=
μP  r ∙ B(r) = - r ∙ E (∆ !A( !))Ω

�ø( !)
| 3 !| + 

.
<± E (∆ !Ω Ψ( !))  ∙  	( ;  !) dυ( !)          (5.27)      
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Κάνοντας τώρα χρήση της (5.26) έχουµε 

<=
μP  r ∙ B(r) = - E ∆ ( ! ∙ Ì( !)Ω ) �ø( !)

| 3 g|  + 
.

<= E (∆ !Ω Ψ( !))  ∙ H( ;  !) dυ( !)          (5.28)                                                                                                                       

Παρατηρούµε λοιπόν ότι το µαγνητικό δυναµικό B εξαρτάται µόνο από τα µη 

αρµονικά µέρη του βαθµωτού δυναµικού Ψ και της ακτινικής συνιστώσας του 

διανυσµατικού δυναµικού Α. Από τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι η MEG µας 

δίνει επιπλέον πληροφορίες σε σχέση µε τη EEG. Ο λόγος όµως που δεν 

περιοριζόµαστε αποκλειστικά µόνο στην απεικόνιση µε την µέθοδο της MEG είναι το 

εξαιρετικά µεγάλο κόστος της σε σχέση µε την EEG. 

5.3. Αντίστροφο πρόβληµα της MEG για διπολική πηγή 

  Εδώ θα θεωρήσουµε ότι η πηγή µας είναι ένα δίπολο { !,Q }. Γνωρίζουµε το 

µαγνητικό πεδίο ή ισοδύναµα το µαγνητικό δυναµικό στο εξωτερικό του εγκεφάλου 

και ψάχνουµε το δίπολο που το δηµιούργησε. Συγκεκριµένα περιοριζόµαστε στην 

εύρεση της θέσης και της ροπής του διπόλου. 

Το εξωτερικό µαγνητικό δυναµικό δίνεται από τη σχέση (3.14) : 

U( ;  !)= R ×  ! ∙ ∇ ! ∑ ∑ <=
(dI.)(vdI.)dt�3dJd�. /P�

/�,� Ydt( _)Ydt∗( _!)                       (5.29)       

Αν αναπτύξουµε τώρα το µαγνητικό δυναµικό σε εξωτερικές σφαιρικές αρµονικές 

παίρνουµε 

U( ;  !)= ∑ ∑ Ddt .
/�,� Ydt( _)dt�3dJd�.                                                                     (5.30) 

όπου  

Ddt = Z U( ;  !)|Ý̂|�. Ydt∗( _!)ds( _)                                                                         (5.31)    

για κάθε n≥ 1 και |m| ≤ n     

Από τους τύπους (5.29) και (5.30) βρίσκουµε τους συντελεστές  Ddt: 

Ddt = <=
(dI.)(vdI.)  R ×  ! ∙ ∇ !(r$dYdt∗( _!) )                                                          (5.32) 

µε άγνωστους µόνον τα  ! και τα R . 
Παίρνουµε τους οκτώ πρώτους όρους n=1,2 του αναπτύγµατος (5.32) 

D.3.∗=D..= u±
Ç (R ×  ! )∙(�_. + i�_v)                                                                         (5.33) 
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D.$=u±
° (R  ×  ! )∙ �_Q                                                                                             (5.34) 

Dv3v∗=Dvv = uv=
.Å (R  ×  !)∙ [(x$.�_. − x$v�_v) + i(x$v�_. − x$.�_v)]                     (5.35)     

Dv3.∗=Dv. = uv=
.Å (R  ×   !)∙ [(x$°�_. − x$.�_°) + i(x$°�_v − x$v�_°)]                    (5.36)     

Dv$=2u=
° R  ×   ! ∙ [2x$°�_° − x$.�_. − x$v�_v]                                                      (5.37)     

Παρατηρούµε ότι αν  D.$ = D..= 0 τότε οι τρεις συνιστώσες του διανύσµατος 

µηδενίζονται και συνεπώς  

R  ×   ! = 0                                                                                                           (5.38) 

Αφού όµως R ≠ 0 έπεται από την σχέση (5.38) ότι η ροπή Q  θα είναι ακτινική, 

δηλαδή παράλληλη στο  !. Αν  !=0 τότε αναγκαστικά η Q  θα είναι ακτινική. Έπεται 

B=0 στο εξωτερικό του εγκεφάλου. Συνεπώς όλα τα δίπολα που είναι στην διεύθυνση 

του  ! δεν µπορούν να ανιχνευθούν από την MEG. Για την εύρεση του διπόλου 

{ !,Q} περιοριζόµαστε λοιπόν στην εύρεση του  ! και των εφαπτοµενικών 

συνιστωσών του Q, δηλαδή των ��P ,��P της σφαιρικής ανάλυσης 

Q = �ÝP  _! +  ��P�½!+��P�#!                                                                                 (5.39) 

Από τις σχέσεις (5.33)και (5.34) παίρνουµε 

R ×  ! = u °
v±(D.3.+D.., i(D.3.- D..), √2D.$                                                             (5.40) 

Εισάγοντας τώρα την (5.40) στις (5.35)-(5.37) έχουµε: 

Dv3v∗=Dvv = vq��
√Å  (x$. + ix$v)                                                                                   (5.41) 

Dv3.∗=Dv. = uv
Å[D.$((x$. + ix$v) + √2 D.. x$°]                                                      (5.42)  

Dv$=√2[2√2 D.$x$° − D..(x$. − Êx$v) −D.3. (x$. + ix$v) ]                                    (5.43) 

Απαλείφουµε τον όρο x$. + ix$v από τις σχέσεις (5.41) και (5.42) και παίρνουµε: 

x$°= uÅ
<

q��
q�� − uÅ

Ä
q�P
q��

q��
q��                                                                                             (5.44) 
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από την (5.41) βρίσκουµε τα x$. και   x$v : 

x$.=
√Å
< ?q�*�

q�*� + q��
q��D                                                                                                    (5.45) 

x$v=i √Å
< ?q�*�

q�*� − q��
q��D                                                                                                  (5.46) 

Άρα  

 ! = √Å
< Vq�*�

q�*� + q��
q�� , Ê ­q�*�

q�*� − q��
q��® , 2 q��

q�� − u2 q�Pq��
q��q��W                                                (5.47) 

Υπολογίσουµε τώρα τις εφαπτοµενικές συνιστώσες του Q  : 

Από την σχέση (5.39) παίρνουµε : 

R ×   != r$ (��P�½! − ��P�# !)                                                                               (5.48) 

�½! = (cosθ$cosφ$, cosθ$sinφ$, -sinθ$)                                                                 (5.49) 

και  

�# != ( - sinφ$, cosφ$, 0)                                                                                         (5.50) 

Αν βάλουµε τώρα τις σχέσεις (5.49) και (5.50) στην (5.48) παίρνουµε: 

��Pr$cosθ$ cosφ$+��Pr$ sinφ$=u °
v=(D.3. + D..)                                                (5.51) 

��Pr$cosθ$ sinφ$+��Pr$ cosφ$=iu °
v=(D.3. − D..)                                               (5.52) 

-��Pr$sinθ$=u°
= D.$                                                                                                (5.53) 

από τα παραπάνω έπεται 

��P=u °
v=

q�*�Iq�� 
/P �}d~P+u°

=
q�P

/P��d�P��d~P                                                                           (5.54) 

��P=-u°
=

q�P
/P�}d�P                                                                                                       (5.55) 

Είναι προφανές ότι οι σφαιρικές συντεταγµένες (r$, θ$, φ$) του σηµείου  ! 

υπολογίζονται από την καρτεσιανή αναπαράσταση (5.47) του  !. 
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5.4. Αντίστροφο πρόβληµα της MEG για κατανεµηµένη νευρωνική διέγερση 

  Στην παράγραφο αυτή θα θεωρήσουµε πάλι γνωστό το εξωτερικό µαγνητικό 

δυναµικό και αναζητάµε το µέρος του νευρωνικού ρεύµατος που είναι δυνατόν να 

υπολογισθεί.  

  Υποθέτουµε πάλι ότι το ρεύµα �� ικανοποιεί τις σχέσεις (3.4) και (3.5) ενώ η 

ακτινική συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου δίνεται από την σχέση 

r∙B(r)= - 
âP
<± E ∆ :( ′ ∙  Ì( ′))/:Í§  .

| 3 L| dυ( ′) + 
μP

(<=)� E (∆ :/:Í� Ψ( ′))  ∙ 	( ;  :) dυ( ′)      

                                                                                                                                      (5.56) 

όπου 

	( ;  :)=Z ? .
|�3 :| + uò3(�;  ′)D ?"#(�) × ∇� .

| 3�|D ��� ds(ρ)                                          (5.57) 

Πάνω στην επιφάνεια µιας σφαίρας ισχύει "#(�) = �# , άρα  

"#(�) × ∇� .
| 3�|= �# ×  3�

| 3�|�=
�#× 

| 3�|�                                                                                   (5.58) 

οπότε έχουμε 

r∙ "#(�) × ∇� .
| 3�| = 0                                                                                                       (5.59) 

Η παραπάνω σχέση συνεπάγεται ότι 

r ∙  	( ;  :) = 0                                                                                                                  (5.60) 

από τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι το µαγνητικό πεδίο εξαρτάται µόνο από την 

ακτινική συνιστώσα του διανυσµατικού δυναµικού Helmholtz. 

Ο τύπος τώρα (5.56) παίρνει τη µορφή 

r∙B(r)=− μP
<= E ∆ :( ′ ∙  Ì( ′))/:Í�  .

| 3 L| dυ( ′)                                                               (5.61) 

Αν εισάγουµε τώρα τη σχέση (2.14) : 

.
| 3 L| = 4π∑ ∑ .

vdI.dt�3dJd�$ /:�
/�,� Ydt( _)Ydt∗( _′)                                                            (5.62) 

στην σχέση (5.61) έχουµε: 

r∙B(r)=−μ$ ∑ ∑ .
vdI.dt�3dJd�$ .

/�,� Ydt( _) E ∆ L( : ∙  Ì( :))/:Í� r′dYdt∗( _’) dυ( ′)           

                                                                                                                                   (5.63) 

αναπτύσσουµε τώρα την συνάρτηση   ΄ ∙  Ì( ′) σε σφαιρικές αρµονικές 
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 ′ ∙  A( ′) = ∑ ∑ r′αdt(r:)dt�3dJd�$ Ydt( _′)                                                                    (5.64) 

όπου r΄≤ α και ψάχνουµε να υπολογίσουµε τους άγνωστους συντελεστές αdt. 

∆ρώντας τώρα τον τελεστή Laplace στην (5.64) έχουµε: 

∆/Lj : ∙ Ì( :)k = ∑ ∑ .
/L�

�
�/L \r:v �

�/L r:�dLtL  (r:)] YdLtL( _:) +dtL�3dJdL�$  

∑ ∑ .
/:

d:tL�3d:JdL�$ αdLtL  (r:)BYdLtL( _:) 

=∑ ∑ ­ ��
�Ý:� + v

/:
�

�/L® r′αdLtL  (r:)YdLtL( _:) −d:tL�3dJdL�$  

 ∑ ∑ dL(dI.)
/:

d:tL�3d:JdL�. αdLtL  (r:)YdLtL( _:)                                                                 (5.65) 

Εισάγουµε τώρα την σχέση (5.65) στην (5.63), εφαρµόζουµε την επιφανειακή 

ολοκλήρωση και ορθογωνιότητα έχουµε: 

r∙B(r) 

=−μ$ ∑ ∑ .
vdI.dt�3dJd�$ .

/�,� Ydt( _) E ∑ ∑ [dL
tL�3dLJdL�$/LÍ�

��
�/L� αdLt :(r:) + 

<
/L

�
�/L αdLt :(r:)-

(d3.)(dIv)
/:� αdLt :(r:)]r:dI.Yd:t:( _′)Ydt∗( _)dυ(r΄) 

=−μ$ ∑ ∑ .
vdI.dt�3dJd�. .

/�,� Ydt( _) E [�
$

��
�/L� αdt(r:) + 

<
/L

�
�/L αdt(r:) (d3.)(dIv)

/:� αdt(r:)]r:dI°dr΄                                                                        (5.66) 

όπου η άθροιση ξεκινάει από το n = 1 γιατί  η ασυµπτωτικής συµπεριφοράς του Β στο 

άπειρο έχει τάξη τουλάχιστον r3v. 

Υπολογίζοντας τώρα το ολοκλήρωµα στην (5.66) έχουµε: 

E [rdI° ��
�/�

�
$ αdt(r)+4rdIv �

�/ αdt(r)-n(n-1)(n+2)rdI.αdt(r)]dr 

=rdI°αdt(r)|$�-n(n-1) E [rdIv �
�/

�
$ αdt(r)dr –(n-1)(n+2) E [rdI.�

$ αdt(r)dr 

=αdI°αÙ dt(α) − (n − 1)αdIvαdt(α)                                                                               (5.67) 

Συνεπώς η (5.66) γράφεται 

r∙B(r)= - μ$ ∑ ∑ .
vdI.dt�3dJd�. ��,�

/�,� [ααÙ dt(α) − (n − 1)αdt(α)] Ydt( _)                      (5.68) 
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εποµένως η ακτινική συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου εξαρτάται από τους 

συντελεστές 

α�Ù+Ò(	) − (
 − 1)�+Ò(	)                                                                                                (5.69)    

όπου  οι συντελεστές   αdt  είναι αυτοί που εµφανίζονται στο ανάπτυγµα (5.64) της 

ακτινικής συνιστώσας του µαγνητικού δυναµικού Helmholtz.         

Αν υποθέσουµε ότι η συνιστώσα  ΄ ∙ Ì είναι αρµονική, οι συντελεστές αdt δίνονται 

από τη σχέση 

αdt(r) = �dtrd                                                                                                           (5.70) 

και συνεπώς οι συντελεστές στην (5.69) γράφονται 

αλdtnαd3. − (n − 1)λdtαd= λdtαd                                                                                 (5.71) 

Αν λοιπόν γνωρίζουµε το ανάπτυγµα από τις καταγραφές του MEG 

r∙B(r)=  ∑ ∑ δ+t(r)dt�3dJd�. Ydt( _)                                                                                  (5.72)    

από τις σχέσεις (5.68), (5.71), (5.72)  έχουµε 

�dt=
v+I.
���,�

.
μP rdI.δ+t(r)                                                                                           (5.73) 

και συνεπώς  

αdt(r) = − v+I.
μP  ­/

�®v+I. δ+t(r)                                                                               (5.74)        

Αν εισάγουµε τώρα την παραπάνω σχέση στην σχέση (5.64) παίρνουµε την ακόλουθη 

αρµονική προσέγγιση της συνιστώσας  ′ ∙  Ì  του ρεύµατος, η οποία είναι και η µόνη 

που µπορεί να υπολογισθεί, 

 ′ ∙  Ì( ′) = − .
μP ∑ ∑ (2n + 1)dt�3dJd�$ δdt(r) ­/

�®vdI. Ydt( _′)                                 (5.75)   

επειδή υποθέσαµε την αρµονική προσέγγιση του  ′ ∙  Ì  έπεται ότι οι συντελεστές δ+t 

θα πρέπει να είναι ίσοι µε ένα πολλαπλάσιο της  r3(dI.). 
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