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Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή 

Η έννοια της ευστάθειας δυναμικών συστημάτων είναι κεντρική έννοια 

στην θεωρία συστημάτων και αυτόματου ελέγχου και έχει μελετηθεί εκτε-

νώς και από πολλές πλευρές (Marcus and Minc 1964; Barnett 1971; Horn and 

Johnson 1980; Khalil 1992; Hershkowitz 1998; Hinrichsen and Pritchard 2005). 

Η εργασία αυτή εισάγει μία νέα έννοια ευστάθειας για συστήματα κατα-

στάσεως χώρου που περιγράφονται από «φυσικές» μεταβλητές, δηλαδή σε 

συγκεκριμένο σύστημα συντεταγμένων. Οι κλασσικές έννοιες ευστάθειας, 

όπως αυτή της ευστάθειας κατά Lyapunov η της ασυμπτωτικής ευστάθειας 

είναι αναγκαίες συνθήκες ώστε οι εσωτερικές μεταβλητές του συστήματος 

να είναι φραγμένες ως συναρτήσεις του χρόνου, αλλά δεν εξασφαλίζουν 

τον μη υπερακοντισμό τους. Ορίζουμε ως υπερακοντισμό την δυναμική συ-

μπεριφορά του συστήματος όπου μία κατάλληλη νόρμα κάποιου αυθαίρε-

του αρχικού διανύσματος κατάστασης (που αντιστοιχεί σε φυσικές μετα-

βλητές) δεν φθίνει μονοτονικά (στην εργασία χρησιμοποιούμε την Ευκλεί-

δεια νόρμα αλλά και άλλες επιλογές είναι δυνατές). ΢ε πολλές περιπτώσεις 

μια τέτοια συμπεριφορά είναι επιθυμητή και μπορεί να θεωρηθεί ως μία ει-

δική περίπτωση έλεγχου υπό περιορισμούς  (constrained control). ΢τις περι-

πτώσεις αυτές οι κλασσικές έννοιες ευστάθειας είναι μάλλον ασθενείς για 

να περιγράψουν την ικανοποιητική συμπεριφορά πρακτικών συστημάτων 

που λειτουργούν με αυτόματο έλεγχο ανάδρασης. Η προτεινόμενη έννοια 

ευστάθειας είναι χρήσιμη σε πρακτικές εφαρμογές, π.χ. όπου χειριστής που 

παρακολουθεί την εξέλιξη βιομηχανικής χημικής αντίδρασης ερμηνεύει τον 

υπερακοντισμό ορισμένων βασικών μεταβλητών (θερμοκρασία, πίεση) ως 

ενδείξεις αστάθειας, και ενδεχομένως ωθείται σε λανθασμένες ενέργειες, 

όπως ο πρόωρος τερματισμός της αντίδρασης που ενδεχομένως έχει κατα-

στροφικές συνέπειες. ΢τις περιπτώσεις αυτές, ο υπερακοντισμός των μετα-

βλητών κατάστασης μπορεί να χρησιμοποιηθεί πρακτικά για τον διαχωρι-

σμό μεταξύ ευσταθούς και ασταθούς συστήματος, λαμβάνοντας μόνον υ-

πόψιν την απόκριση του συστήματος σε περιορισμένο χρονικό διάστημα. 

Η εργασία παρουσιάζει την έννοια της «ισχυρής ευστάθειας» και την α-

ναπτύσσει για γραμμικά συστήματα συνεχούς και διακριτού χρόνου. ΢την 
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περίπτωση αυτή η συνθήκη είναι ισοδύναμη με μία απλή ιδιότητα του πί-

νακα κατάστασης (συγκεκριμένα ότι είναι αρνητικά-ορισμένος στην περί-

πτωση συστημάτων συνεχούς χρόνου, η ότι η φασματική νόρμα του είναι 

μικρότερη της μονάδας για συστήματα διακριτού χρόνου). Ικανές και ανα-

γκαίες συνθήκες που αντιστοιχούν σε φθίνουσα νόρμα του διανύσματος 

κατάστασης (αλλά όχι μονοτονικά) επίσης ορίζονται και αναλύονται διεξο-

δικά. Η εξάρτηση της ισχυρής ευστάθειας από γενικούς μετασχηματισμούς 

ομοιομορφίας αναλύεται, και αποδεικνύεται η ύπαρξη μετασχηματισμών 

για τους οποίους η ισχυρή ευστάθεια είναι αδύνατη. Επιπλέον, αποδεικνύε-

ται ότι η ισχυρή ευστάθεια είναι αναλλοίωτη κάτω από ορθογώνιους μετα-

σχηματισμούς, αποτέλεσμα που οδηγεί στην μορφή Schur ως την πλέον 

«κανονική μορφή» για την μελέτη της ιδιότητας ισχυρής ευστάθειας πινά-

κων. ΢την συνέχεια, ορισμένες ενδιαφέρουσες αποδεικνύονται και η ιδιότη-

τα ισχυρής ευστάθειας συσχετίζεται με την γωνία των ιδιοδιανυσμάτων του 

πίνακα κατάστασης και την απόσταση του πίνακα από το σύνολο των κα-

νονικών (normal) πινάκων. Η συσχέτιση αυτή είναι ένδειξη ότι η ιδιότητα 

ισχυρής ευστάθειας αντιστοιχεί σε μειωμένη ευαισθησία των ιδιοτιμών του 

πίνακα κατάστασης σε αβέβαιες παραμέτρους και επομένως σε αντίστοιχες 

συνθήκες ευρωστίας για συστήματα ελέγχου που υπόκεινται σε αβεβαιότη-

τα μοντέλου. 

΢την συνέχεια της εργασίας μελετώνται προβλήματα «ισχυρής σταθε-

ροποίησης» για αυτόματα συστήματα ελέγχου. ΢ε αντίθεση με τα προβλή-

ματα ανάλυσης που περιγράφονται στην προηγούμενη παράγραφο, εδώ 

εξετάζονται προβλήματα σύνθεσης, που είναι της παρακάτω γενικής μορ-

φής: Έστω γραμμικό δυναμικό σύστημα που δεν έχει την ιδιότητα ισχυρής 

ευστάθειας. Κάτω από ποιές συνθήκες υπάρχει μετασχηματισμός (στατική 

ανάδρασης καταστάσεως, στατική ανάδραση εξόδου, δυναμική ανάδραση) 

έτσι ώστε το μετασχηματισμένο σύστημα («κλειστού βρόγχου») να είναι ι-

σχυρά ευσταθές. Πως μπορούμε να εκφράσουμε όλους τους μετασχηματι-

σμούς αυτής της μορφής σε παραμετρική μορφή; Αποδεικνύεται ότι το δυ-

ναμικό πρόβλημα ανάγεται στο αντίστοιχο στατικό. Επίσης, με χρήση ιδιο-

τήτων κυρτότητας, θεωρίας επέκτασης πινάκων και τεχνικές γραμμικών 

ανισοτήτων πινάκων, είναι δυνατόν να δοθεί πλήρης απάντηση στα παρα-

πάνω ερωτήματα με χρήση απλών τεχνικών γραμμικής άλγεβρας. 
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Η δομή της εργασίας είναι ως εξής. Αρχικά παρουσιάζεται μία επισκό-

πηση των βασικών κλασσικών εννοιών ευστάθειας, αρχικά στην γενική μη-

γραμμική περίπτωση και κατόπιν για γραμμικά συστήματα συνεχούς και 

διακριτού χρόνου. Οι έννοιες αυτές επεκτείνονται με τους ορισμούς ισχυρής 

ευστάθειας, και τις βασικές της ιδιότητες. Σο τελευταίο μέρος της εργασίας 

επικεντρώνεται στην επίλυση του προβλήματος ισχυρής σταθεροποίησης 

για συστήματα διακριτού χρόνου. 
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Κεφάλαιο 2 

Σο κεφάλαιο αυτό περιγράφει τα κύρια σημεία της θεωρίας ευστάθειας 

Lyapunov για δυναμικά συστήματα που περιγράφονται από συστήματα δι-

αφορικών εξισώσεων (η εξισώσεων διαφορών) πρώτης τάξης, με αναφορά 

σε γραμμικά και μη-γραμμικά συστήματα συνεχούς η διακριτού χρόνου. Σο 

κεφάλαιο περιλαμβάνει βασικές έννοιες και ορισμούς ευστάθειας (κατά 

Lyapunov, ασυμπτωτική, ολική), τα αντίστοιχα κριτήρια ευστάθειας (μέσω 

βασικών θεωρημάτων και των αποδείξεων τους). Η θεωρία που περιγράφε-

ται σε αυτό το κεφάλαιο αποτελεί την βάση για τους βασικούς ορισμούς ‚ι-

σχυρής ευστάθειας‛ που παρουσιάζονται στο επόμενο κεφάλαιο. 

2.1 Αυτόνομα Συστήματα Συνεχούς Χρόνου. 

Ορισμός 2.1.1 

Έστω        με     . 

Η   θα λέγεται τοπικά Lipschitz αν, για κάθε κλειστό και φραγμένο     , 

υπάρχει     τέτοιο ώστε: 

‖ ( )   ( )‖    ‖   ‖ 

για κάθε       . 

Ορισμός 2.1.2 

Τποθέτουμε το αυτόνομο μη γραμμικό σύστημα: 

 ̇   ( ) (2.1) 

 

όπου        τοπικά Lipschitz από το      στον   .Θεωρούμε  ̅     

σημείο ισορροπίας της (   ), δηλαδή 

 ( ̅)     

΢το εξής θα θεωρήσουμε για όλους τους ορισμούς - θεωρήματα ως ση-

μείο ισορροπίας το  ̅       . Μπορούμε να το θεωρήσουμε αυτό χωρίς 

βλάβη της γενικότητας αφού οποιοδήποτε σημείο ισορροπίας μπορεί να με-

τατοπιστεί στην αρχή των αξόνων μέσω του μετασχηματισμού      ̅. Η 

διαφόριση του   μας δίνει: 

 ̇   ̇   (   ̅)   ( ) με  ( )    
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Ορισμός 2.1.3 

Σο σημείο ισορροπίας  ̅    της (   ) είναι: 

 Ευσταθές, αν        ( )    τέτοιο ώστε αν 

‖ ‖    ‖ ( )‖    για κάθε      

 Ασταθές, αν δεν είναι ευσταθές. 

 Ασυμπτωτικά ευσταθές, αν είναι ευσταθές και το   μπορεί να επιλεγεί 

έτσι ώστε: 

‖ ( )‖       
   

 ( )     

 Ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές, αν είναι ευσταθές και ισχύει: 

  ( )     ,    
   

 ( )     

Παρατηρήσεις 

 Εάν ένα σημείο ισορροπίας είναι ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές τότε 

είναι και μοναδικό σημείο ισορροπίας της (   ). Άρα έχει νόημα να 

διερευνήσουμε ολική ασυμπτωτική ευστάθεια μόνο εάν η (   ) έχει 

ένα σημείο ισορροπίας. 

 Σα τρία πρώτα στοιχεία του ορισμού έχουν τοπική έννοια. 

 Η ασυμπτωτική ευστάθεια σημείου ισορροπίας μπορεί να διερευνη-

θεί από την γραμμικοποίηση του συστήματος γύρω από το σημείο ι-

σορροπίας (Πρώτη Μέθοδος Lyapunov).  

Ευστάθεια Lyapunov 

‘Έστω        να είναι διαφορίσιμη συνάρτηση ορισμένη στο       

που περιέχει την αρχή των αξόνων. Η παράγωγος της   κατά μήκος της 

τροχιάς της (   ) συμβολίζεται με  ̇( ) και δίνεται από τον τύπο: 

 ̇( )  ∑
  

   

 

   

 ̇  ∑
  

   

 

   

  ( )   

 [
  

   
 
  

   
   

  

   
]

[
 
 
 
 
 
  ( )

  ( )
 
 
 

  ( )]
 
 
 
 
 

  

 
  

  
 ( )  
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Η παράγωγος της   κατά μήκος των τροχιών του συστήματος εξαρτάται 

από την εξίσωση του. Άρα η  ̇ θα είναι διαφορετική για διαφορετικά συστή-

ματα. Έστω  (   ) είναι λύση της (   ) που ξεκινά από το αρχικό σημείο 

  για     τότε 

 ̇( )  
 

  
 ( (   ))]

   
 

Εάν  ̇( )    τότε η   θα φθίνει κατά μήκος της λύσης. 

Ορισμός 2.1.4 

Μια συνάρτηση  , ορισμένη σε μια ανοικτή περιοχή   του σημείου ισορ-

ροπίας, συνεχώς διαφορίσιμη θα λέγεται θετικά ορισμένη εάν: 

 ( )    

 ( )         

Εάν ικανοποιεί την ασθενέστερη συνθήκη  ( )         τότε θα λέγε-

ται θετικά ημιορισμένη. 

Θεώρημα 2.1.5 ( Lyapunov) 

Έστω     σημείο ισορροπίας της (   ). Έστω        συνεχώς διαφο-

ρίσιμη συνάρτηση, σε περιοχή του    , στο   τέτοια ώστε:  

I.  ( )    

II.  ( )    στο   * + 

III.  ̇( )    στο   

Σότε το     είναι ευσταθές σημείο ισορροπίας της (   ). 

Επιπλέον αν :  ̇( )    στο   * + τότε το     είναι ασυμπτωτικά ευστα-

θές σημείο ισορροπίας της (   ). 

Απόδειξη 

Έστω      Επιλέγουμε   (   - τέτοιο ώστε: 

   *     ‖ ‖   +     

Θεωρούμε:  

     
‖ ‖  

 ( )   

το ελάχιστο της   στο    , δηλαδή στο σύνορο του   . Η   είναι συνεχής και 
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θετικά ορισμένη συνάρτηση, άρα υπάρχει το ελάχιστό της πάνω στο κλει-

στό και φραγμένο σύνολο     και μάλιστα είναι και θετικό. Άρα      Επι-

λέγουμε   (   ) και θεωρούμε το σύνολο    *      ( )   +  Σο σύνο-

λο    περιέχεται στο σύνολο   . Σο σύνολο    έχει την εξής ιδιότητα: 

Οποιαδήποτε τροχιά που ξεκινά εντός του    για     παραμένει εντός του 

    . Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι  

 ̇( ( ))     ( ( ))   ( ( ))          

Αφού το    είναι συμπαγές, από τον ορισμό του, τότε από το θεώρημα 

ύπαρξης και μοναδικότητας λύσης, έχουμε ότι η εξίσωση (   ) έχει μοναδι-

κή λύση που ορίζεται      με  ( )      Αφού   συνεχής και  ( )  

       τέτοιο ώστε ‖ ‖     ( )      Σότε προκύπτει ότι          

και 

 ( )      ( )      ( )      ( )       

Άρα ‖ ( )‖    ‖ ( )‖            Έτσι έχουμε ότι το σημείο     

είναι ευσταθές σημείο ισορροπίας. Τποθέτουμε τώρα ότι ισχύει και η σχέση 

 ̇( )    στο   * + .Για να δείξουμε την ιδιότητα της ασυμπτωτικής ευ-

στάθειας θα πρέπει να δείξουμε ότι  ( )    καθώς      διαφορετικά ότι 

          τέτοιο ώστε ‖ ( )‖        . Από τα προηγούμενα γνωρί-

ζουμε ότι      μπορούμε να επιλέξουμε     τέτοιο ώστε      .Είναι 

αρκετό δηλαδή να αποδείξουμε ότι  ( ( ))    καθώς    .Αφού   είναι 

μονοτονικά φθίνουσα και φραγμένη από το   τότε έχουμε ότι  ( ( ))    

  καθώς     .Για να δείξουμε ότι     θα υποθέσουμε ότι    .Από την 

συνέχεια της   έχουμε ότι      τέτοιο ώστε      . 

Αφού  ( ( ))      τότε θα υπάρχει τροχιά  ( ) που θα διαφεύγει από 

την μπάλα    για    .Έστω: 

      
  ‖ ‖  

 ̇( )  

Σότε     , αφού  ̇( )    στο   * +. Άρα έχουμε ότι: 

 ( ( ))   ( ( ))  ∫  ̇( ( ))

 

 

    ( ( ))       

  ( ( ))   ( ( ))       

Λαμβάνοντας το όριο καθώς     το δεξιό μέλος τείνει στο    ενώ το αρι-

στερό μέλος τείνει στο    ( ( )). Αυτό είναι άτοπο άρα θα πρέπει    . □ 
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Ορισμός 2.1.6 

Μια συνάρτηση   που ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ορισμού 2.1.4 και 

την τρίτη προϋπόθεση του θεωρήματος 2.1.4 σε περιοχή του σημείου ισορ-

ροπίας, ονομάζεται συνάρτηση Lyapunov για την (   ). 

Ορισμός 2.1.7  

Μια συνάρτηση   θα λέγεται αρνητικά ορισμένη ή αρνητικά ημιορισμένη 

εάν η {–  } είναι θετικά ορισμένη ή θετικά ημιορισμένη, αντίστοιχα. 

Με βάση τους παραπάνω ορισμούς μπορούμε να επαναδιατυπώσουμε 

το θεώρημα 2.1.5 ως εξής: 

Θεώρημα 2.1.5.α 

Σο σημείο ισορροπίας     της (   ) είναι ευσταθές εάν υπάρχει μια συ-

νεχώς διαφορίσιμη, θετικά ορισμένη συνάρτηση   έτσι ώστε  ̇ να είναι αρ-

νητικά ημιορισμένη συνάρτηση και αν η  ̇ είναι αρνητικά ορισμένη τότε το 

σημείο ισορροπίας είναι ασυμπτωτικά ευσταθές. 

Παρατήρηση 

 Σο Θεώρημα Lyapunov μπορεί να εφαρμοστεί χωρίς επίλυση της δια-

φορικής εξίσωσης (   )  Παρότι αυτό αποτελεί πλεονέκτημα της με-

θόδου Lyapunov είναι εν γένει δύσκολο, και δεν υπάρχει γενικός κα-

νόνας, εύρεσης συνάρτησης Lyapunov  . 

΢την συνέχεια δίνεται ένα θεώρημα σχετικά με την ολική ασυμπτωτι-

κή ευστάθεια σημείου ισορροπίας της (   ). Σο θεώρημα αποδίδεται στους 

Barbashin-Krasovskii. 

Θεώρημα 2.1.8 

Έστω     σημείο ισορροπίας για την (   ). Έστω        συνεχώς δι-

αφορίσιμη συνάρτηση τέτοια ώστε: 

 ( )    και  ( )         

‖ ‖      ( )     

 ̇( )         
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Σότε το     είναι ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας για 

την (   ). 

 Εκτός από τα παραπάνω θεωρήματα που χαρακτηρίζουν ένα σημείο 

ισορροπίας ως προς την ευστάθεια του, υπάρχουν και θεωρήματα που 

ελέγχουν την αστάθεια σημείου ισορροπίας. Ένα από τα πιο σημαντι-

κά θεωρήματα που διατυπώνουν ικανές συνθήκες αστάθειας σημείου 

ισορροπίας είναι αυτό του Chetaev. 

Πριν την διατύπωση του θεωρήματος θα δοθούν κάποιοι ορισμοί. 

Έστω       μια συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση σε μια περιοχή 

     του    . Τποθέτουμε ότι  ( )    και ένα σημείο    αυθαίρετα κο-

ντά στο      έτσι ώστε  (  )   . Επιλέγουμε     τέτοιο ώστε η μπάλα 

   *     ‖ ‖   + να περιέχεται στο   και θέτουμε   *      ( )  

 +. 

Σο σύνολο   είναι διάφορο του κενού, ανοικτό και περιέχεται στο   .Σο σύ-

νορο του   αποτελείτε από την επιφάνεια  ( )    και την σφαίρα ‖ ‖   . 

Αφού  ( )    το     βρίσκεται στο σύνορο του   που περιέχεται στο   . 

Θεώρημα 2.1.9 (Chetaev) 

Έστω     σημείο ισορροπίας της (   ). Έστω       να είναι μια συ-

νεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση τέτοια ώστε  ( )    και  (  )    για    με 

αυθαίρετα μικρή ‖  ‖. Ορίζουμε το σύνολο   όπως παραπάνω και υποθέ-

τουμε ότι  ̇( )    στο  . 

Σότε το     είναι ασταθές σημείο ισορροπίας για την (   ). 

Απόδειξη 

Σο    βρίσκεται στο εσωτερικό του   και  (  )     . Η τροχιά  ( ) που 

ξεκινά από το  ( )     θα διαφύγει από το σύνολο  , αφού όσο η τροχιά 

 ( ) βρίσκεται εντός του   έχουμε ότι  ( ( ))     και  ̇( )    στο  . 

Θέτουμε: 

     { ̇( ):     και  ( )   }  

Σότε     και 

 ( ( ))   (  )  ∫  ̇( ( ))  
 

 

   ∫    
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  ( ( ))        

Η ανισότητα αυτή δείχνει ότι η τροχιά  ( ) δεν μπορεί να μείνει για πά-

ντα εντός του   γιατί η   είναι φραγμένη στο  . Η  ( ) δεν θα διαφύγει από 

το   μέσω της επιφάνειας  ( )    αφού  ( ( ))   . Άρα θα διαφύγει από 

το   διαμέσου της σφαίρας ‖ ‖   . Αφού αυτό συμβαίνει για αυθαίρετα 

μικρή ‖  ‖ τότε το     δεν είναι ευσταθές σημείο ισορροπίας της (   ). □ 

Γραμμικά Συστήματα Συνεχούς Χρόνου 2.2 

Θεωρούμε το γραμμικό, χρονικά ανεξάρτητο σύστημα: 

 ̇     (2.2) 

Σα σημεία ισορροπίας του συστήματος (   ) είναι όλα τα  ̅ για τα οποία 

ισχύει:   ̅   . Σο     είναι σημείο ισορροπίας του παραπάνω συστήματος 

και για τον χαρακτηρισμό του ως προς την ευστάθεια του θα χρησιμοποιή-

σουμε τις ιδιοτιμές του   πίνακα συστήματος. 

Η λύση του συστήματος (   ) με αρχική συνθήκη  ( ) δίνεται από την σχέ-

ση: 

 ( )     (  )  ( )  

Κάθε τετραγωνικός πίνακας   μπορεί να γραφεί σε κανονική μορφή Jor-

dan, μέσω μετασχηματισμού ομοιότητας ως εξής: 

 ( )   loc -diag (  (  )   (  )     (  ))  

όπου *          + είναι οι  -διακεκριμένες (μη επαναλαμβανόμενες) ιδιοτι-

μές του πίνακα    Σο μέγεθος του κάθε   (  )-block είναι ίσο με την αλγε-

βρική πολλαπλότητα της κάθε ιδιοτιμής                και είναι της μορ-

φής: 

  (  )   loc -diag .   (  )    (  )       
(  )/  

Όπου κάθε    (  ) είναι της μορφής 

   (  )  

(

 
 
 
 

      

      

     

      

      )
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όπου    είναι η γεωμετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιμής     ΢ύμφωνα με την 

παραπάνω ανάλυση του πίνακα   μπορούμε να γράψουμε τον πίνακα 

   (  ) ως εξής: 

   (  )   exp(  )    ∑ ∑         (   )   

  

   

 

   

 

όπου    είναι η τάξη του Jordan μπλοκ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή    του 

πίνακα   και    , πολυωνυμικός παράγοντας. 

Σο παρακάτω θεώρημα αναφέρεται στο χαρακτηρισμό του     του, συ-

στήματος (   )  ως προς την ευστάθεια του. 

Θεώρημα 2.2.1 

Σο σημείο ισορροπίας     του συστήματος (   ) είναι ευσταθές, αν και 

μονό αν, για όλες τις ιδιοτιμές    του πίνακα   ισχύει        και για κάθε 

ιδιοτιμή με     =0, η αλγεβρική πολλαπλότητα είναι ίση με την γεωμετρική 

πολλαπλότητά της. 

Επιπλέον το     του συστήματος (   ) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές, αν 

και μόνο αν, όλες οι ιδιοτιμές έχουν πραγματικό μέρος αρνητικό δηλαδή, 

      . 

Απόδειξη 

Από την μορφή που έχει η λύση,  ( )     (  )  ( )  παρατηρούμε ότι το 

σημείο ισορροπίας     είναι ευσταθές εάν και μόνο εάν    (  ) είναι 

φραγμένη συνάρτηση ως προς       , δηλαδή      ‖   (  )‖    

        Έστω ότι μια από τις ιδιοτιμές του πίνακα   βρίσκεται στο δεξιό 

ημιεπίπεδο του μιγαδικού επιπέδου, δηλαδή       , τότε θα ισχύει ότι 

   (   )    καθώς    . Άρα για να είναι ευσταθές το σημείο ισορροπίας 

θα πρέπει όλες οι ιδιοτιμές να βρίσκονται στο κλειστό αριστερό ημιεπίπεδο 

του μιγαδικού επιπέδου, δηλαδή θα πρέπει να ισχύει       . 

Για τις ιδιοτιμές για τις οποίες ισχύει       , που βρίσκονται πάνω στον 

φανταστικό άξονα, θα πρέπει να       , ώστε να είναι φραγμένη     . 

Άρα πρέπει να ισχύει     , το οποίο σημαίνει ότι το αντίστοιχο Jordan 

μπλοκ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή είναι τάξης ένα. 

Για την ασυμπτωτική ευστάθεια του σημείου ισορροπίας     θα πρέπει να 
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ισχύει ότι    (  )    καθώς    . Αυτό επιτυγχάνεται μόνο εάν ισχύει 

         , σύμφωνα με την ανάλυση της    (  ). □ 

Ορισμός 2.2.2 

Εάν όλες οι ιδιοτιμές    του πίνακα   ικανοποιούν την σχέση       , τό-

τε ο πίνακας   του συστήματος (   ) λέγεται πίνακας ευστάθειας ή πίνακας 

Hurwitz. 

Με βάση τον ορισμό 2.2.2 μπορούμε να επαναδιατυπώσουμε το θεώρημα 

2.2.1, στο τμήμα του που αφορά, την ασυμπτωτική ευστάθεια του σημείου 

ισορροπίας    . 

Θεώρημα 2.2.3 

Σο σημείο ισορροπίας     του συστήματος (   ) είναι ασυμπτωτικά ευ-

σταθές αν και μόνο αν ο πίνακας συστήματος   είναι πίνακας Hurwitz. 

Για την ασυμπτωτική ευστάθεια του σημείου ισορροπίας     του συ-

στήματος (   ) μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και την μέθοδο Lyapunov, 

όπως αυτή αναλύθηκε στην παράγραφο 2.1. 

Θεωρούμε  την τετραγωνική συνάρτηση: 

 ( )        

ως μια υποψήφια συνάρτηση Lyapunov για το σύστημα (   ), όπου ο πίνα-

κας   είναι ένας πραγματικός, συμμετρικός και θετικά ορισμένος. 

Η παράγωγος της   κατά μήκος της τροχιάς του γραμμικού συστήματος 

(   ) δίνεται από τις σχέσεις: 

 ̇( )      ̇   ̇    

   (      )  

       

όπου ο    είναι συμμετρικός πίνακας που ορίζεται ως εξής: 

           

Εάν ο   είναι θετικά ορισμένος πίνακας τότε από το θεώρημα Lyapunov 

θα μπορούσαμε να συμπεράνουμε ότι το σημείο ισορροπίας     του συ-

στήματος (   ) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές, και κατά συνέπεια ότι  

       για κάθε ιδιοτιμή    του πίνακα   του συστήματος  (   ). 

Η παραπάνω εξίσωση ονομάζεται εξίσωση Lyapunov και το θεώρημα που 
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ακολουθεί είναι θεώρημα χαρακτηρισμού ασυμπτωτικής ευστάθειας του 

σημείου ισορροπίας     του συστήματος  (   ), μέσω της επίλυσης της ε-

ξίσωσης Lyapunov. 

Θεώρημα 2.2.4 

Ένας πίνακας   είναι πίνακας Hurwitz, ισχύει δηλαδή        για κάθε 

ιδιοτιμή    του πίνακα  , αν και μόνο αν, για κάθε θετικά ορισμένο, συμμε-

τρικό πίνακα   υπάρχει ένας θετικά ορισμένος, συμμετρικός πίνακας   που 

ικανοποιεί την εξίσωση Lyapunov. 

Επιπλέον αν ο   είναι πίνακας Hurwitz, τότε ο   είναι η μοναδική λύση της 

εξίσωση Lyapunov. 

Απόδειξη 

Τποθέτουμε ότι ο πίνακας   είναι πίνακας Hurwitz, δηλαδή όλες οι ιδιο-

τιμές του έχουν αρνητικό πραγματικό μέρος. Ορίζουμε τον πίνακα   να έχει 

την μορφή: 

  ∫ exp(   ) exp(  )  

 

 

 

Η υπό ολοκλήρωση ποσότητα είναι αθροίσματα της μορφής         (   ) 

όπου       . Επομένως το ολοκλήρωμα είναι καλά ορισμένο και ο πίνα-

κας   είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος. Σο ότι ο πίνακας είναι θετικά 

ορισμένος μπορούμε να το αποδείξουμε ως εξής: 

Έστω ότι υπάρχει ένα     τέτοιο ώστε              τότε: 

       ∫   exp(   ) exp(  )     

 

 

 

 exp(  )          

      

αφού exp(  ) είναι μη ιδιάζων πίνακας για όλα τα  . Άρα ο   είναι θετικά 

ορισμένος. 

Σώρα με αντικατάσταση του   στην εξίσωση Lyapunov θα έχουμε: 

       ∫ exp(   ) 

 

 

 exp(  )    
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                         ∫   

 

 

 exp(   )  exp(  ) 

 ∫
 

  

 

 

exp(   )  exp(  )   

 exp(   )  exp(  )- 
  

     

Άρα ο   είναι λύση της εξίσωσης Lyapunov. Για την μοναδικότητα του    

ως λύση της εξίσωσης Lyapunov, θα θεωρήσουμε  ̃    μια άλλη λύση της 

εξίσωσης Lyapunov, δηλαδή  ̃     ̃     . Σότε με αφαίρεση κατά μέλη 

προκύπτει: 

(   ̃)    (   ̃)     

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά με exp(   ) και από δεξιά με exp(  ) θα 

έχουμε ως αποτέλεσμα: 

   exp(   )[(   ̃)    (   ̃)] exp(  ) 

  exp(   )(   ̃)  exp(  ) 

          exp(   )  (   ̃)exp(  ) 

 
 

  
 exp(   )(   ̃) exp(  )  

Άρα exp(   )(   ̃) exp(  )   = σταθερός πίνακας,     . Αφού ισχύει 

     τότε για     θα έχουμε      ̃. Δηλαδή ο    ̃ θα ικανοποιεί 

πλέον την σχέση: 

     ̃   exp(   )(   ̃) exp(  )       

Λαμβάνοντας τώρα το όριο καθώς     έχουμε ότι: 

 exp(   )(   ̃) exp(  )     άρα    ̃. □ 

Γραμμικά Συστήματα Διακριτού Χρόνου 2.3 

΢την παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με τα γραμμικά αυτόνομα δια-

κριτά συστήματα μιας διάστασης καθώς και με εκείνα πολλών διαστάσεων. 

Θα ξεκινήσουμε με τα μονοδιάστατα γραμμικά αυτόνομα συστήματα, θεω-

ρώντας την απλή περίπτωση εξίσωσης διαφορών: 

           με             (2.3) 

 

όπου      είναι η μεταβλητή κατάστασης στο χρόνο   με παραμέτρους τα 
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      καθώς και την αρχική κατάσταση στο     την   . 

 

Επίλυση (2.3)  

Δοσμένης της αρχικής κατάστασης     δηλαδή της κατάστασης του πα-

ραπάνω συστήματος για    , μπορούμε να βρούμε την τιμή της κατάστα-

σης για     η οποία θα έχει την μορφή: 

            

Δοσμένης τώρα και της κατάστασης για     βρίσκουμε την κατάσταση 

του συστήματος για     με μορφή: 

          (      )               

Όμοια βρίσκουμε και τις καταστάσεις του συστήματος για            

          (         )                 
 
                           

 

Άρα γενικά για           θα έχουμε: 

         ∑  

   

   

  

Σο ∑      
    είναι άθροισμα όρων της γεωμετρικής προόδου 

*                 +  το οποίο μπορούμε να το υπολογίσουμε: 

∑  

   

   

 {

    

   
αν    

 αν     

 

Με τη βοήθεια του παραπάνω αθροίσματος μπορούμε να εκφράσουμε 

τώρα την    ως εξής: 

   {
[   

 

   
]   

 

   
αν    

     αν     

 

Ορισμός 2.3.1  

Ένα  ̅    θα λέγεται σημείο ισορροπίας της εξίσωσης διαφορών (2.3) αν 

ισχύει η ισότητα: 

  ̅    ̅     



 
19 

 

Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι, 

 ̅  {
 

   
αν    

  αν     και     
 

Πρόταση 2.3.2 

Η εξίσωση διαφορών (2.3) έχει σημείο ισορροπίας  ̅ αν και μόνο αν 

*   + ή *    και    +  

Πρόταση 2.3.3 

Η εξίσωση διαφορών (2.3) έχει μοναδικό σημείο ισορροπίας  ̅ αν και μόνο 

αν 

     

Ορισμός 2.3.4 

Ένα σημείο ισορροπίας  ̅ της εξίσωσης διαφορών (2.3) θα λέγεται: 

 Σοπικά ευσταθές αν,       έτσι ώστε     με |    ̅|    ισχύει ότι  

   
   

    ̅  

 Ολικά ευσταθές αν,           ̅        

Παρατήρηση 

 Για να είναι ένα σημείο ισορροπίας της (2.3) ολικά ευσταθές θα πρέ-

πει να είναι και μοναδικό σημείο ισορροπίας. 

 

΢την συνέχεια θα δοθεί ένα θεώρημα για την ευστάθεια του σημείου 

ισορροπίας  ̅ της εξίσωσης διαφορών (2.3). 

Θεώρημα 2.3.5 

Σο σημείο ισορροπίας  ̅  
 

   
 της εξίσωσης διαφορών, 

                             

είναι ευσταθές όταν | |    και τότε για κάθε τιμή του    ισχύει          

 ̅  Όταν | |    το  ̅ είναι ασταθές και       |  |    για κάθε αρχική κα-

τάσταση     ̅. 
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Αν      τότε            και           , δηλαδή το  ̅ είναι ευ-

σταθές κατά Lyapunov, αλλά όχι ασυμπτωτικά ευσταθές. 

Απόδειξη 

Αν     τότε η λύση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών είναι η εξής: 

      
   

    

   
    

  
 

   
   

 

   
 

    
   ̅    ̅  (    ̅)    ̅  

Άρα: 

    ̅  (    ̅)   από το οποίο έχουμε ότι |    ̅|  | | |    ̅|  

 Αν τώρα | |    τότε       | |    και άρα, 

   
   

(    ̅)       
   

    ̅ 

για κάθε αρχική κατάσταση   , δηλαδή το  ̅ είναι ευσταθές σημείο ι-

σορροπίας. 

 Αν | |    τότε       | |    και άρα, 

   
   

|  |    

για κάθε αρχική κατάσταση     ̅  δηλαδή το σημείο ισορροπίας  ̅ εί-

ναι ασταθές. 

 Αν      τότε θα έχουμε ότι               (     )       

δηλαδή            και            □ 

Θα συνεχίσουμε μελετώντας την περίπτωση των   διάστατων, πρώτης 

τάξης, αυτόνομων γραμμικών συστημάτων εξισώσεων διαφορών. 

Θεωρούμε το σύστημα: 

    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
     

     

     

 

     ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
             

             

             

     

             ]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
   

   

   

 

   ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

 

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                  (   ) 

όπου οι αρχικές τιμές για το διάνυσμα κατάστασης,    (                 ) 

είναι δοσμένες. 
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Σο παραπάνω σύστημα μπορεί να περιγραφεί με μορφή εξίσωσης ως ε-

ξής: 

                          

Όπου      ,        με                     και      διάνυσμα.  

Επίλυση (2.4) 

Δοσμένης της τιμής του διανύσματος κατάστασης για    , δηλαδή του 

  , μπορούμε να βρούμε την τιμή του διανύσματος κατάστασης για   

        ως εξής: 

         

                   

                       

  

                           

Έτσι γενικά για           θα έχουμε: 

        ∑    

   

   

 

Πρόταση 2.3.6 

Σο άθροισμα των όρων της γεωμετρικής προόδου των πινάκων 

*                 + είναι ίσο με: 

∑   

   

   

,    -,   -    εάν |   |     

Απόδειξη 

∑  ,   -        

   

   

        ,            -        

Τποθέτουμε ότι |   |   . Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά και τα δυο 

μέλη της παραπάνω εξίσωσης με την παράσταση ,   -   έχουμε το ζη-

τούμενο. 

Φρησιμοποιώντας την πρόταση 2.3.6 μπορούμε να αναπαραστήσουμε την 

λύση του συστήματος            ως εξής: 

     ,   ,   -   -  ,   -    εάν |   |     □ 
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Ορισμός 2.3.7  

Ένα διάνυσμα  ̅     θα λέγεται σημείο ισορροπίας του αυτόνομου, 

γραμμικού συστήματος εξισώσεων διαφορών πρώτης τάξης            

εάν ισχύει: 

 ̅    ̅     

΢ύμφωνα με τον ορισμό το σημείο ισορροπίας  ̅  ,   -     υπάρχει αν 

και μόνο αν |   |     

Πρόταση 2.3.8 

Σο σημείο ισορροπίας του συστήματος             είναι μοναδικό αν 

και μόνο αν ισχύει: 

|   |     

΢τη συνέχεια θα δοθούν τρία λήμματα, χωρίς απόδειξη, και δύο προτά-

σεις που θα χρησιμοποιηθούν στους χαρακτηρισμούς ευστάθειας του ση-

μείου ισορροπίας του παραπάνω συστήματος. 

Λήμμα 2.3.9 

Έστω   (   ) να είναι ένας     πίνακας με                     

 Αν ο πίνακας   έχει   διακεκριμένες πραγματικές ιδιοτιμές 

*             +, τότε υπάρχει ένας μη ιδιάζων     πίνακας,    τέτοιος 

ώστε: 

         

όπου ο   είναι διαγώνιος πίνακας της μορφής: 

  

[
 
 
 
 
 
 
      

      

      

    

     ]
 
 
 
 
 
 

 

Επίσης ο   είναι αντιστρέψιμος πίνακας     με στήλες τα ιδιοδιανύ-

σματα του πίνακα  , *             +, δηλαδή   ,             -. 

 Αν ο πίνακας   έχει μια ιδιοτιμή    αλγεβρικής πολλαπλότητας   και 

γεωμετρικής πολλαπλότητας 1, τότε υπάρχει ένας μη ιδιάζων     

πίνακας,  , τέτοιος ώστε: 
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όπου ο   είναι της μορφής: 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
      

      

      

      

      

      ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Λήμμα 2.3.10 

Αν ο πίνακας   έχει   ⁄  το πλήθος ζεύγη διακεκριμένων μιγαδικών ιδιο-

τιμών, δηλαδή {    ̅      ̅       ⁄   ̅  ⁄ }  όπου, 

          

 ̅         

τότε υπάρχει ένας μη ιδιάζων     πίνακας  , τέτοιος ώστε   

     ,όπου 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           

          

           

         

        

        

         ⁄     ⁄

         ⁄    ⁄ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Λήμμα 2.3.11 

Έστω   (   ) να είναι ένας     πίνακας με           

         .Σότε υπάρχει ένας     μη ιδιάζων πίνακας  , τέτοιος ώστε 

         

όπου   είναι η κανονική μορφή Jordan του πίνακα  , δηλαδή: 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
       

       

      

       

     

       ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Σο λήμμα 2.3.11 αποτελεί γενίκευση των δύο προηγούμενων λημμάτων, 

στην περίπτωση που ο πίνακας   αποτελείται ταυτόχρονα από πραγματι-

κές διακεκριμένες ιδιοτιμές , πραγματικές επαναλαμβανόμενες ιδιοτιμές 

και διακεκριμένες μιγαδικές ιδιοτιμές. Έτσι κάθε           διαμορφώνε-

ται σύμφωνα με τις αναλύσεις των δύο προηγούμενων λημμάτων. 

Πρόταση 2.3.12 

Σο μη ομογενές σύστημα πρώτης τάξης γραμμικών εξισώσεων διαφορών: 

            

μπορεί να μετασχηματιστεί σε ομογενές σύστημα πρώτης τάξης γραμμικών 

εξισώσεων: 

          

όπου        ̅ με  ̅  ,   -    να είναι το σημείο ισορροπίας του αρχικού 

μη ομογενούς συστήματος. 

Απόδειξη 

Έστω        ̅. Έχουμε άμεσα ότι            ̅. Δεδομένου ότι: 

            

τότε, 

             ̅ 

  (    ̅)     ̅ 

     ,   - ̅    

Όμως  ̅  ,   -   . Έτσι προκύπτει ότι: 

           

Πρόταση 2.3.13 

Η λύση του μη ομογενούς συστήματος πρώτης τάξης, γραμμικών εξισώ-

σεων διαφορών: 
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δίνεται από την εξής παράσταση, 

         (    ̅)   ̅  

όπου   είναι ο πίνακας της κανονικής μορφής Jordan του  ,    είναι η αρχι-

κή κατάσταση του συστήματος και  ̅  ,   -    το σημείο ισορροπίας του 

μη ομογενούς συστήματος. 

Απόδειξη 

Έστω        ̅  Από την πρόταση 2.3.12 έχουμε: 

          

Από το λήμμα 2.3.11 υπάρχει μη ιδιάζων πίνακας   τέτοιος ώστε          

όπου ο πίνακας   είναι πίνακας Jordan. Άρα: 

              

Έστω           Προκύπτει τότε το εξής: 

             

             

      

Με χρήση επαναληπτικής μεθόδου επίλυσης έχουμε: 

         

Όμως          και        ̅, άρα έχουμε ότι: 

        (    ̅)  

Περεταίρω έχουμε                      ̅              ̅  

΢ύμφωνα με τα προηγούμενα θα έχουμε για την λύση του μη ομογενούς 

συστήματος πρώτης τάξης, γραμμικών εξισώσεων διαφορών: 

         (    ̅)   ̅   

Με τη βοήθεια των παραπάνω λημμάτων και προτάσεων θα προχωρή-

σουμε στην ανάπτυξη θεωρημάτων για την ευστάθεια του σημείου ισορρο-

πίας του μη ομογενούς συστήματος γραμμικών εξισώσεων διαφορών πρώ-

της τάξης. ΢ημαντικό παράγοντα, για τα επόμενα θεωρήματα, έχουν οι ιδι-

οτιμές του πίνακα   του συστήματος και έτσι θα εξετάσουμε ξεχωριστά τις 

περιπτώσεις που ο πίνακας έχει: 

1) διακεκριμένες πραγματικές ιδιοτιμές *             +  

2)  -ίδιες πραγματικές ιδιοτιμές *         +  
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3)   ⁄  το πλήθος ζεύγη διακεκριμένων μιγαδικών ιδιοτιμών. 

Διακεκριμένες Πραγματικές Ιδιοτιμές. 

Θεωρούμε το πολυδιάστατο, γραμμικό δυναμικό σύστημα 

           με             

όπου      ,        με                      και     . Θεωρούμε ε-

πίσης ότι ο πίνακας   έχει διακεκριμένες πραγματικές ιδιοτιμές 

*             +, ή γενικότερα ότι ο πίνακας   είναι απλής δομής. Θεωρούμε 

επίσης ότι |   |   . 

Από τα προηγούμενα λήμματα, υπάρχει ένας μη ιδιάζων     πίνακας   

με στήλες τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα   τέτοιος ώστε: 

        ̅  

με  ̅  ,   -    να είναι το σημείο ισορροπίας του συστήματος. Όμως 

γνωρίζουμε από την απόδειξη της παραπάνω πρότασης ότι: 

          

όπου   είναι διαγώνιος πίνακας με διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιμές του πί-

νακα    δηλαδή: 

  

[
 
 
 
 
 
 
      

      

      

    

     ]
 
 
 
 
 
 

  

Με επαναληπτική μέθοδο επίλυσης του          για             έ-

χουμε ότι η λύση του είναι η        , δηλαδή 

[
 
 
 
 
   

   

 

   ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
  
    

   
   

    

     
 ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
   

   

 

   ]
 
 
 
 

  

Η σχέση αυτή μπορεί να αναπαρασταθεί και ως εξής: 

      
     με            

Από την πρόταση 2.3.13 έχουμε         ̅ άρα σε μορφή πινάκων γρά-

φουμε: 
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[
 
 
 
 
   

   

 

   ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
          

          

    

          ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
  
    

  
    

 

  
    ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 

 ̅ ]
 
 
 
 
 

  

Δηλαδή, 

    ∑        
   ̅ 

 

   

   για           

Με χρήση της τελευταίας σχέσης θα δοθούν ικανές και αναγκαίες συν-

θήκες για την ευστάθεια του σημείου ισορροπίας του συστήματος. □ 

Θεώρημα 2.3.14 

Θεωρούμε το σύστημα           , όπου       με το    δοσμένο. Τ-

ποθέτουμε ότι |   |    και ότι ο πίνακας   έχει διακεκριμένες πραγματι-

κές ιδιοτιμές *             +. Σότε 

 Σο σημείο ισορροπίας  ̅  ,   -    είναι ολικά ασυμπτωτικά ευστα-

θές αν και μόνο αν, 

|  |                

           ̅ αν και μόνο αν.            

{|  |    ή      }  

όπου       (    ̅)  και ο   είναι μη ιδιάζων     πίνακας με στή-

λες τα ιδιοδιανύσματα του  . 

Απόδειξη 

Και τα δύο σημεία του θεωρήματος προκύπτουν άμεσα από την σχέση, 

    ∑        
   ̅ 

 

   

   για           

που βρίσκεται στην προηγούμενη ανάλυση πριν το θεώρημα. □ 

Ίδιες πραγματικές ιδιοτιμές. 

Θεωρούμε το πολυδιάστατο, γραμμικό δυναμικό σύστημα 

           με             

όπου      ,        με                      και     . Θεωρούμε ε-

πίσης ότι ο πίνακας   έχει  -ίδιες πραγματικές ιδιοτιμές *         + καθώς 
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και ότι |   |   . Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση υπάρχει μη ι-

διάζων     πίνακας   με στήλες τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα   τέτοιος 

ώστε: 

        ̅  

με  ̅  ,   -    να είναι το σημείο ισορροπίας του συστήματος. Όμως 

γνωρίζουμε από την απόδειξη της παραπάνω πρότασης ότι: 

          

με 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
      

      

      

      

      

      ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Με επαναληπτική μέθοδο επίλυσης του          για             έχου-

με ότι η λύση του είναι η        , για     ο πίνακας    είναι: 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

          

 (   )    

  
         

    

 (   ) (     )      

(   ) 
         

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Άρα για τις τιμές του διανύσματος κατάστασης    για     έχουμε: 

          

                    

    
 (   )    

  
                   

  

    
 (   ) (     )      

(   ) 
             

Έτσι έχουμε ότι για τα           

    ∑ (
 

 
*          
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Από το οποίο με αντικατάσταση στην σχέση         ̅ έχουμε ότι 

[
 
 
 
 
   

   

 

   ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
          

          

   

          ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

     

               

 
 (   ) (     )      

(   ) 
           ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 

 ̅ ]
 
 
 
 
 

 

Άρα             

    ∑ (
 

 
*            ̅ 

   

   

  

Με        οι σταθερές που προκύπτουν από πολλαπλασιασμό των γραμ-

μών του πίνακα   με το διάνυσμα αρχικής κατάστασης (             ). □ 

Θεώρημα 2.3.15 

Θεωρούμε το σύστημα           , όπου       με το    δοσμένο. Τ-

ποθέτουμε ότι |   |    και ότι ο πίνακας   έχει  -ίδιες πραγματικές ιδιο-

τιμές *         +. Σότε το σημείο ισορροπίας,  ̅  ,   -   , είναι ολικά 

ασυμπτωτικά ευσταθές αν και μόνο αν 

| |     

Απόδειξη 

Προκύπτει άμεσα από την σχέση 

    ∑ (  
 
)            ̅ 

   
     □ 

  ⁄  το Πλήθος Ζεύγη Διακεκριμένων Μιγαδικών Ιδιοτιμών. 

Θεωρούμε το πολυδιάστατο, γραμμικό δυναμικό σύστημα 

           με             

Τποθέτουμε ότι ο     πίνακας   έχει   ⁄  το πλήθος ζεύγη διακεκριμέ-

νων μιγαδικών ιδιοτιμών, δηλαδή {    ̅      ̅       ⁄   ̅  ⁄ }  όπου, 
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 ̅          

Τποθέτουμε ακόμα ότι |   |   . Από τα προηγούμενα, υπάρχει μη ι-

διάζων     πίνακας   με στήλες τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα   τέτοιος 

ώστε: 

        ̅  

με  ̅  ,   -    να είναι το σημείο ισορροπίας του συστήματος και 

          

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           

          

           

         

        

        

         ⁄     ⁄

         ⁄    ⁄ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Παρατηρούμε ότι κάθε ζευγάρι {             } εξελίσσεται στο χρόνο ανε-

ξάρτητα για κάθε           ⁄ . Έτσι έχουμε: 

*
         

       
+  *

     

    

+ *
       

     
+ 

Με χρήση μεθόδου επανάληψης για κάθε ζευγάρι {             } 
 
   

        ⁄  έχουμε: 

*
       

     
+  *

     

    

+

 

*
       

     
+  

Με αλλαγή συντεταγμένων σε πολικές, στο προηγούμενο σύστημα: 

{
          

          
    √(  

    
 )  

θα έχουμε: 

*
       

     
+    

 *
             

            

+ *
       

     
+ 

Με αντικατάσταση στην σχέση         ̅ θα προκύψει αναλυτικά το 

σύστημα: 
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[
 
 
 
 
   

   

 

   ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
          

          

   

          ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
  

 (                   )

  
 (                   

 

 ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 

 ̅ ]
 
 
 
 
 

  

Άρα για           οι τιμές των     δίνονται από τον τύπο, 

    ∑  
 ,           ̃  

 

      -   ̅   

όπου                               και  ̃                             και αυ-

τά ορίζονται για όλα τα           ⁄ . □ 

Θεώρημα 2.3.16 

Θεωρούμε το δυναμικό σύστημα           , όπου      . Τποθέτου-

με ότι |   |    και επίσης ότι ο πίνακας   έχει   ⁄  το πλήθος ζεύγη δια-

κεκριμένων μιγαδικών ιδιοτιμών, δηλαδή 

{    ̅      ̅       ⁄   ̅  ⁄ }  όπου για           ⁄  

           

 ̅           

Σότε το σημείο ισορροπίας του συστήματος  ̅, θα είναι ολικά ασυμπτωτι-

κά ευσταθές αν και μόνο αν: 

   √(  
    

 )                ⁄  

Απόδειξη 

Για όλα τα   ισχύει,   |      |    και   |      |   , από την σχέση 

τώρα που αναπαριστά την λύση του συστήματος  

    ∑   
 ,           ̃         -   ̅  έχουμε ότι: 

   
   

     ̅                   ⁄   

Μη Γραμμικά Συστήματα Διακριτού Χρόνου 2.4 

΢την παράγραφο αυτή θα εξετάσουμε κυρίως την εφαρμογή του θεωρή-

ματος Lyapunov στο μη γραμμικό σύστημα διακριτού χρόνου: 

      (  )  (2.5) 
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Οπού              συνεχής συνάρτηση. Θεωρούμε το    να είναι το 

σημείο ισορροπίας του παραπάνω συστήματος, δηλαδή  (  )     . 

Θεωρούμε την συνάρτηση       . Η μεταβολή της επί του συστήματος 

ορίζεται ως εξής: 

  ( )   ( ( ))   ( ) 

και 

  (  )   ( (  ))   (  )   (    )   (  )  

Παρατηρούμε πως αν   ( )    τότε η   είναι φθίνουσα κατά μήκος των 

λύσεων του συστήματος. 

Ορισμός 2.4.1  

Μια συνάρτηση   θα λέγεται συνάρτηση Lyapunov στο υποσύνολο 

  του    αν: 

I. Η  είναι συνεχής στο   

II.   ( )     όταν   και  ( ) ανήκουν στο    

Έστω  (   )  *     ‖   ‖   + να είναι η μπάλα στον    με κέντρο το 

  και ακτίνα  . 

Θεώρημα Lyapunov 2.4.2 

Αν   είναι συνάρτηση Lyapunov του συστήματος (   ) σε περιοχή   του 

σημείου ισορροπίας    και   θετικά ορισμένη στο   , τότε το σημείο ισορρο-

πίας είναι ευσταθές. Αν ισχύει επιπλέον ότι   ( )    όταν    ( )    και 

    , τότε το σημείο ισορροπίας είναι ασυμπτωτικά ευσταθές. 

Αν ισχύει επίσης: 

{
       

 ( )    καθώς ‖ ‖    
 

τότε το σημείο ισορροπίας    είναι ολικά ευσταθές. 

Απόδειξη 

Επιλέγουμε      τέτοιο ώστε  (     )      . Αφού η   είναι συνεχής 

συνάρτηση, υπάρχει      τέτοιο ώστε αν    (     ), τότε  ( )  

 (     ). Έστω        ορίζουμε  ( )     * ( )|  ‖    ‖    +. Από 

το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών, υπάρχει       τέτοιο ώστε  ( )   ( ) 

όταν ‖    ‖   . Αν τώρα     (    ), τότε     (    ) για κάθε      
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Άρα το σημείο ισορροπίας είναι ευσταθές. 

Για να αποδείξουμε την ασυμπτωτική ευστάθεια, υποθέτουμε ότι    

 (    )  Σότε     (    ) για κάθε      Αν *  + δεν συγκλίνει στο   , τότε 

θα υπάρχει μια υπακολουθία *   
+ που θα συγκλίνει στο      . Έστω 

   (     ) να είναι ανοικτή περιοχή του   με     . Ορίζουμε την 

 ( )   ( ( ))  ( ), καλά ορισμένη και συνεχής, με  ( )        . Αν 

  ( ( )  ) τότε θα υπάρχει     έτσι ώστε    (   )   ( )   . Για με-

γάλα    θα έχουμε: 

 . (   
)/    (     

)     (     
)        (  )  

Άρα, 

   
    

 (    
)     

Όμως         (    
)   ( ), άρα  ( )    και θα έχουμε ότι     .Για να 

αποδείξουμε την ολική ασυμπτωτική ευστάθεια, θα αποδείξουμε ότι όλες οι 

λύσεις είναι φραγμένες και σε συνδυασμό με το προηγούμενο σκέλος της 

απόδειξης θα έχουμε το ζητούμενο. Τποθέτουμε ότι μια λύση του συστήμα-

τος, έστω η    είναι μη φραγμένη, άρα μια υπακολουθία της έστω η    
   

καθώς     . 

Από την σχέση  ( )    καθώς ‖ ‖   , θα έχουμε ότι  (   
)    καθώς, 

    , το οποίο έρχεται σε αντίθεση με το γεγονός  (  )   (   
) για κάθε 

 . 

Άρα το σημείο ισορροπίας είναι ασυμπτωτικά ευσταθές. □ 

Παρατήρηση 

 Αν  είναι συνάρτηση Lyapunov του συστήματος στο σύνολο, 

*    |‖ ‖   + για κάποιο      

και αν ισχύει η σχέση   ( )    καθώς ‖ ‖   , τότε όλες οι λύσεις 

του συστήματος (   ) είναι φραγμένες. 

΢ημαντικό στις εφαρμογές είναι και ο έλεγχος ως προς την αστάθεια του 

σημείου ισορροπίας του συστήματος (   ) και για αυτό το λόγο ακολουθεί 

το εξής θεώρημα. 
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Θεώρημα 2.4.3 

Εάν    είναι θετικά ορισμένη συνάρτηση σε περιοχή του σημείου ισορ-

ροπίας      και υπάρχει μια ακολουθία      με  (  )   , τότε η μηδε-

νική λύση του συστήματος (   ) είναι ασταθής. 

Απόδειξη 

Η απόδειξη είναι αντίστοιχη με εκείνη του θεωρήματος Chetaev για τα 

αυτόνομα μη γραμμικά συστήματα συνεχούς χρόνου και για αυτό παρα-

λείπεται. 

Σο ίδιο αποτέλεσμα θα είχαμε αν    ήταν αρνητικά ορισμένη και  (  )     

΢την συνέχεια θα επανέλθουμε στα γραμμικά αυτόνομα συστήματα δι-

ακριτού χρόνου για εισάγουμε την ευστάθεια σημείου ισορροπίας μέσω της 

εξίσωσης Lyapunov, με την βοήθεια της μεταβολής της  , όπως ορίστηκε 

πριν. 

Όπως και στα γραμμικά συστήματα συνεχούς χρόνου έτσι και εδώ μπορού-

με να ελέγξουμε ως προς την ασυμπτωτική ευστάθεια το σημείο ισορροπίας 

   , του συστήματος: 

         

όπου      ,        με                     , με την βοήθεια της εξί-

σωσης Lyapunov. Θεωρούμε την τετραγωνική μορφή  ( )      , όπου   

να είναι πραγματικός συμμετρικός πίνακας. 

Ο πίνακας   είναι θετικά ορισμένος αν η  ( )       είναι θετικά ορισμέ-

νη. Η μεταβολή της   κατά μήκος των λύσεων του συστήματος          

δίνεται ως εξής: 

  (  )    
          

     

   (      )  

Έτσι έχουμε ότι                για   θετικά ορισμένο πίνακα. □ 

Θεώρημα 2.3.4 

Η μηδενική λύση     του συστήματος          είναι ασυμπτωτικά 

ευσταθής αν και μόνο αν για κάθε θετικά ορισμένο, συμμετρικό πίνακα   η 

εξίσωση Lyapunov  

          έχει μοναδική λύση τον πίνακα  , που είναι και αυτός συμ-

μετρικός και θετικά ορισμένος πίνακας. 
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Απόδειξη 

Τποθέτουμε ότι η μηδενική λύση,    , είναι ασυμπτωτικά ευσταθής. 

Έστω   ένας θετικά ορισμένος και συμμετρικός πίνακας. Θα αποδείξουμε 

ότι η εξίσωση Lyapunov έχει μοναδική λύση  . Πολλαπλασιάζουμε από α-

ριστερά με τον πίνακα (  )  και από δεξιά με τον πίνακα    την εξίσωση 

Lyapunov          . Έχουμε δηλαδή, 

(  )         (  )      (  )      

Λαμβάνοντας το όριο, 

   
   

∑,(  )         (  )    -   ∑(  )     

 

   

 

   

 

και 

   
   

,  (  )        -  ∑(  )    

 

   

  

Φρησιμοποιώντας το θεώρημα 2.3.14 έχουμε ότι       (  )          . 

Άρα έχουμε ως μοναδική λύση της εξίσωσης, τον πίνακα: 

  ∑(  )    

 

   

  

ο οποίος είναι θετικά ορισμένος και συμμετρικός. □ 
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Κεφάλαιο 3 

Η έννοια της ισχυρής ευστάθειας γραμμικών αυτόνομων συστημάτων 

είναι μια έννοια ισχυρότερη από τους κλασσικούς ορισμούς ασυμπτωτικής 

ευστάθειας ή ευστάθειας κατά Lyapunov. Οι δύο αυτοί ορισμοί είναι κατάλ-

ληλοι όταν θέλουμε να φράξουμε τις μεταβλητές του συστήματος , αλλά 

δεν αποκλείουν φαινόμενα υπερακοντισμού των μεταβλητών αυτών (δηλα-

δή μη μονοτονική συμπεριφορά των μεταβλητών που περιγράφονται  ως 

συναρτήσεις  χρόνου). Αντίθετα, η έννοια της ισχυρής ευστάθειας εξασφα-

λίζει ότι η (Ευκλείδεια) νόρμα του διανύσματος των μεταβλητών, που περι-

γράφουν το σύστημα, είναι φθίνουσα συνάρτηση του χρόνου, για κάθε διά-

νυσμα αρχικών συνθηκών. Η ιδιότητα αυτή είναι χρήσιμη σε πολλές περι-

πτώσεις  πρακτικών προβλημάτων και μπορεί να θεωρηθεί ως μια ειδική 

μορφή προβλημάτων ελέγχου με περιορισμούς απόκρισης. Συπικά παρα-

δείγματα περιλαμβάνουν, προβλήματα αυτομάτου ελέγχου ρομποτικού 

βραχίονα σε περιορισμένο χώρο, η βιομηχανικού ελέγχου χημικών αντι-

δράσεων,  όπου φαινόμενα υπερακοντισμού κυρίων μεταβλητών, όπως αυ-

τά της θερμοκρασίας η της πίεσης, προσλαμβάνονται από τους χειριστές ως 

ενδείξεις απώλειας ελέγχου, και οδηγούν στον τερματισμό της χημικής δια-

δικασίας. 

Ισχυρή Ευστάθεια Δυναμικών Συστημάτων Συνεχούς Χρόνου 

Θεωρούμε το γραμμικό, αυτόνομο σύστημα: 

 ( )   ̇             (3.1) 

 

όπου ο πίνακας   αναλύεται ως       με   να είναι ο πίνακας Jordan του 

  και έστω ότι     να είναι οι πίνακες των αριστερών και δεξιών ιδιοδιανυ-

σμάτων αντίστοιχα, για τους οποίους ισχύει        

Παρατήρηση 

 Για τα γραμμικά, αυτόνομα δυναμικά συστήματα, απαραίτητη και ε-

παρκής συνθήκη για την ύπαρξη ασυμπτωτικής ευστάθειας είναι όλες 

οι ιδιοτιμές του πίνακα   να βρίσκονται στο ανοικτό αριστερό μιγαδικό 

ημιεπίπεδο, δηλαδή να έχουν αρνητικό πραγματικό μέρος (  (  )   ).  
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 Αντίστοιχα, απαραίτητη και επαρκής συνθήκη για την ύπαρξη ευστά-

θειας κατά Lyapunov είναι όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα   να βρίσκο-

νται στο κλειστό αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο (  (  )   ) και οι ιδιο-

τιμές με πραγματικό μέρος μηδέν να έχουν απλή δομή (ίδια αλγεβρική 

και γεωμετρική πολλαπλότητα). 

 Για τα γραμμικά, αυτόνομα δυναμικά συστήματα μπορούμε να υπο-

θέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι     . Επίσης υποθέτουμε 

ότι το  (  )   , είναι το μοναδικό σημείο ισορροπίας. 

΢τη συνέχεια θα δοθούν τρείς ορισμοί για την ισχυρή ευστάθεια που 

συνδέονται με την απουσία υπερακοντισμών. 

Ορισμός 3.1 

Για το σύστημα (   ) ορίζουμε τα εξής: 

1. Σο  ( ) είναι ισχυρά ευσταθές κατά Lyapunov, αν και μόνο αν, 

‖ ( )‖  ‖ (  )‖       και   (  )      

2. Σο  ( ) είναι ολικά ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές (κατά γενική έν-

νοια), αν και μόνο αν, 

‖ ( )‖  ‖ (  )‖       και   (  )     

3. Σο  ( ) είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές, αν και μόνο αν, 
 ‖ ( )‖

  
 

        και   (  )      

 

 

Παρατηρήσεις 

΢ύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς, μπορούμε να κάνουμε τις εξής 

παρατηρήσεις: 
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 ΢το παραπάνω σχήμα παρατηρούμε ένα σύστημα το οποίο παρουσιά-

ζει υπερακοντισμό (a) και ένα σύστημα στο οποίο απουσιάζουν υπε-

ρακοντισμοί (b) και παρατηρείται η μονοτονική συμπεριφορά των τρο-

χιών της λύσης του. 

 Η ισχυρή ευστάθεια Lyapunov επάγει ευστάθεια κατά Lyapunov. Για 

να την απόδειξη του ισχυρισμού, επιλέγουμε  ( )    στον ορισμό    . 

 Η ισχυρή ασυμπτωτική ευστάθεια (και για τις δυο περιπτώσεις του ο-

ρισμού 3.2) επάγει ασυμπτωτική ευστάθεια. Αφού ‖ ( )‖ είναι γνησίως 

φθίνουσα συνάρτηση (το  ( ) σύστημα είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευ-

σταθές) τότε η ‖ ( )‖ θα πρέπει να συγκλίνει καθώς    , από τη 

στιγμή που η νόρμα είναι κάτω φραγμένη από το μηδέν. Αν το όριο 

της ‖ ( )‖ δεν είναι το μηδέν, τότε η τροχιά  ( ) θα συγκλίνει σε κά-

ποιο σημείο ισορροπίας   ( ) του συστήματος. 

 Η ιδιότητα της ισχυρής ευστάθειας κατά Lyapunov του συστήματος 

 ( ), συνεπάγεται ότι οι τροχιές του συστήματος δεν μπορούν να δια-

φύγουν από την σφαίρα με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 

την νόρμα της αρχικής συνθήκης,     ‖ (  )‖. 

 Η ιδιότητα της ισχυρής ασυμπτωτικής ευστάθειας του συστήματος 

 ( ), συνεπάγεται ότι όλες οι τροχιές εισέρχονται σε κάθε σφαίρα με 

κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ‖ ( )‖       από μη εφα-

πτομενική τροχιά. Ενώ αν το σύστημα   ( ) είναι ισχυρά ολικά ασυ-

μπτωτικά ευσταθές οι τροχιές μπορούν να εισέρχονται στις παραπάνω 

σφαίρες εφαπτομενικά. 

 Η ισχυρή ασυμπτωτική ευστάθεια συνεπάγεται ισχυρή ολική ασυ-

μπτωτική ευστάθεια η οποία με την σειρά της συνεπάγεται ισχυρή κα-

τά  Lyapunov ευστάθεια. 

 Εάν ένα σύστημα δεν παρουσιάζει υπερακοντισμούς είναι τουλάχι-

στον  ισχυρά ευσταθές κατά Lyapunov, αλλά το αντίθετο δεν μπορού-

με να το ισχυριστούμε. Εάν ένα σύστημα είναι ασταθές όμως, τότε πα-

ρουσιάζει υπερακοντισμούς. 

΢τη συνέχεια θα δοθεί θεώρημα με τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες 

ώστε στο σύστημα (   ) να έχει την ιδιότητα της ισχυρής ευστάθειας. Πριν 

από το θεώρημα θα προηγηθεί ένα λήμμα χωρίς απόδειξη. 
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Λήμμα 3.2 

Θεωρούμε την τετραγωνική μορφή  (   )      , η οποία παράγεται 

από το συμμετρικό τμήμα του πίνακα  , δηλαδή  ̅  
 

 
(    ). Η τετραγω-

νική μορφή   είναι αρνητικά ορισμένη (ημιορισμένη) αν και μόνο αν, 

 ̅  
 

 
(    ) ικανοποιεί τις εξής ισοδύναμες συνθήκες: 

I.  ̅ είναι αρνητικά ορισμένο (ημιορισμένο). 

II.  ̅ έχει μόνο αρνητικές ιδιοτιμές. 

Θεώρημα 3.3 

Για το σύστημα  ( )   ̇             (   ) ισχύουν τα ακόλουθα: 

i. Σο  ( ) είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές, αν και μόνο αν, 

        

ii. Σο  ( ) είναι ολικά ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές, αν και μόνο αν, 

  είναι ασυμπτωτικά ευσταθής και       . 

iii. Σο  ( ) είναι ισχυρά ευσταθές κατά Lyapunov, αν και μόνο αν, 

        

Απόδειξη 

i. Από τον ορισμό της νόρμας ‖ ( )‖    ( ) ( ) προκύπτει, 

 ‖ ( )‖ 

  
  ̇ ( ) ( )   ( )  ̇( )    ( )(    ) ( )

 

 ‖ ( )‖ 

  
   (  ) 

  (    )(    )  (    ) (  ) 

 

Αφού ο πίνακας   (    ) είναι μη ιδιάζων, τότε 
 ‖ ( )‖ 

  
   για όλα 

      (  )   , αν και μόνο αν,       . 

ii. Τποθέτουμε ότι το σύστημα  ( ) είναι ολικά ισχυρά ευσταθές. ΢ύμ-

φωνα με τις παραπάνω παρατηρήσεις, προκύπτει ότι το  ( ) είναι α-

συμπτωτικά ευσταθές. Επιπλέον έχουμε 
 ‖ ( )‖ 

  
   για όλα τα     , 

 (  )      Αφού 

 ‖ ( )‖ 

  
   (  ) 

  (    )(    )  (    ) (  ) 

συνεπάγεται ότι,       . Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι ο πίνακας   

είναι ασυμπτωτικά ευσταθής και ισχύει       . Τποθέτουμε ακό-
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μα ότι υπάρχει κάποιο       για το οποίο ισχύει ‖ (  )‖  ‖ (  )‖  Δε-

δομένης της υπόθεσης         έχουμε ως αποτέλεσμα ότι η νόρμα 

‖ ( )‖ είναι φθίνουσα συνάρτηση, για κάθε      . Άρα έχουμε ως συ-

μπέρασμα ότι: 

‖ ( )‖  ‖ (  )‖            ,     -  

 το οποίο συνεπάγεται ‖ ( )‖  ‖ (  )‖ για κάθε     . Σο τελευταίο 

συμπέρασμα έρχεται σε αντίθεση με την αρχική υπόθεση της ασυ-

μπτωτικής ευστάθειας. 

iii. Η ισοδυναμία μεταξύ των δύο συνθηκών προκύπτει άμεσα  από το γε-

γονός ότι η νόρμα ‖ ( )‖ δεν είναι αύξουσα συνάρτηση κατά μήκος 

καμίας τροχιάς του συστήματος  ( ), για οποιαδήποτε αρχική συνθή-

κη  (  ), αν και μόνο αν, 

         □ 

Παρατήρηση 

 Από το τρίτο μέρος του θεωρήματος 3.4 προκύπτει πως αν ισχύει 

       τότε ο πίνακας   είναι πίνακας ευστάθειας κατά Lyapunov, 

δηλαδή όλες οι ιδιοτιμές του ανήκουν στο κλειστό αριστερό μιγαδικό 

ημιεπίπεδο και αν κάποια ιδιοτιμή του βρίσκεται πάνω στον μιγαδικό 

άξονα, τότε αυτή είναι απλής δομής. 

΢την συνέχεια θα δοθεί ένα θεώρημα που συνδέει την ασυμπτωτική ευ-

στάθεια του πίνακα συστήματος   με την παρατηρησημότητα του ζεύγους 

πινάκων (      )   Πριν όμως από την διατύπωση και απόδειξη του, θα 

διατυπωθούν δύο λήμματα χωρίς απόδειξη. 

Λήμμα 3.4 

Τποθέτουμε πίνακα   να είναι συμμετρικός και αρνητικά ορισμένος, δη-

λαδή για τον   πίνακα ισχύει,         Επίσης, έστω ότι ο   είναι αντι-

συμμετρικός και αρνητικά ορισμένος πίνακας, δηλαδή      . Σότε όλες 

οι ιδιοτιμές του πίνακα (   ) ανήκουν στο ανοικτό αριστερό μιγαδικό ημι-

επίπεδο. 

Λήμμα 3.5 

Έστω ότι        και         Σότε όλες τις ιδιοτιμές του πίνακα 

(   ) ανήκουν στο κλειστό αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο. Επιπλέον αν   
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είναι ιδιοδιάνυσμα του πίνακα (   ), που αντιστοιχεί σε ιδιοτιμή που βρί-

σκεται στον μιγαδικό άξονα, τότε το ιδιοδιάνυσμα      ( ). 

Θεώρημα 3.6 

Τποθέτουμε ότι       . Σότε το σύστημα  ( ), είναι ασυμπτωτικά 

ευσταθές, αν και μόνο αν, το ζεύγος πινάκων (      ) είναι παρατηρή-

σημο. 

Απόδειξη 

Θεωρούμε ότι το ζεύγος πινάκων (      ) δεν είναι παρατηρήσημο. 

Τπάρχουν δηλαδή,     και     τέτοια ώστε: 

(
     

    
*      

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι       και (    )   . Άρα (  

  ) =0         (      )   , από το οποίο έχουμε σαν αποτέλε-

σμα ότι      να είναι ιδιοτιμές του πίνακα  , το οποίο είναι άτοπο αφού   

είναι ασυμπτωτικά ευσταθής. 

Τποθέτουμε τώρα ότι το ζεύγος πινάκων (      ) είναι παρατηρήσημο, 

θα αποδείξουμε ότι ο   είναι πίνακας ασυμπτωτικής ευστάθειας για το σύ-

στημα  ( ). Από την αρχική υπόθεση,        και το λήμμα 3.6 έχουμε 

ότι όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα   βρίσκονται στο κλειστό αριστερό μιγαδικό 

ημιεπίπεδο. Επιπλέον αν ισχύει                τότε (    )     σε 

αυτή τη περίπτωση όμως για     , θα έχουμε ότι το ζεύγος πινάκων 

(      ) δεν είναι παρατηρήσημο. Άρα ο πίνακας   δεν έχει ιδιοτιμές επί 

του μιγαδικού άξονα, από το οποίο προκύπτει ότι ο πίνακας  , είναι πίνα-

κας ασυμπτωτικής ευστάθειας για το σύστημα  ( ). □ 

Από το προηγούμενο θεώρημα (3.7) σε συνδυασμό με το θεώρημα (3.4.ii) 

καταλήγουμε άμεσα στην εξής σημαντική πρόταση. 

Πρόταση 3.7 

Ο πίνακας   του συστήματος  ( ) είναι πίνακας ολικής ισχυρής ασυ-

μπτωτικής ευστάθειας, αν και μόνο αν,        και το ζεύγος πινάκων 

(      ) είναι παρατηρήσημο. 



 
42 

 

Παρατήρηση 

Εάν ισχύει       , τότε το ζεύγος πινάκων (      ) είναι παρατη-

ρήσημο. Σο αντίθετο δεν είναι αληθές πάντα. Με βάση την παρατήρηση αυ-

τή συμπεραίνουμε ότι η έννοια της ισχυρής ασυμπτωτικής ευστάθειας είναι 

ισχυρότερη από αυτή της ολικής ισχυρής ευστάθειας. 

΢την συνέχεια θα εξετάσουμε ορισμένες ειδικές μορφές πινάκων και θα 

δώσουμε αποτελέσματα σχετικά με τη δυνατότητα άμεσου χαρακτηρισμού, 

ως της την ιδιότητα της ισχυρής ευστάθειας. Αρχικά δίνεται η εξής πρότα-

ση. 

Πρόταση 3.8 

Θεωρούμε τον πίνακα   του συστήματος  ( ). Για τον πίνακα   ισχύουν: 

I. Αν ο πίνακας   είναι πίνακας αστάθειας για το σύστημα τότε, το συμ-

μετρικό τμήμα του  ̅ είτε είναι θετικά ορισμένο είτε αόριστο. 

II. Απαραίτητη συνθήκη για να είναι  το συμμετρικό τμήμα  ̅ του πίνακα 

  αρνητικά ορισμένο, είναι ο πίνακας   του συστήματος να είναι πίνα-

κας ευστάθειας. 

Απόδειξη 

 Θεωρούμε ότι ο πίνακας   είναι πίνακας αστάθειας για το σύστημα, 

τότε υπάρχει αρχική συνθήκη για την οποία η τροχιά  ( )  

exp(  ) ( ) θα διαφύγει από την σφαίρα   (   ), δηλαδή το συνημίτο-

νο της γωνίας 〈 ̇   ( )〉 είναι θετικό για κάποιο  ( ) επάνω στην 

σφαίρα. Άρα η τετραγωνική μορφή      είναι θετικά ορισμένη. 

 Σο δεύτερο μέρος της πρότασης προκύπτει άμεσα από το λήμμα 3.5. 

Μία ενδιαφέρουσα μορφή πίνακα που συναντάται συχνά σε εφαρμογές 

είναι αυτή του συνοδού πίνακα. Έστω πίνακας        να είναι σε μορφή 

συνοδού πίνακα δηλαδή, 

  

(

 
 
 
 

     

     

     

     

               )
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Πριν την πρόταση που αφόρα την παραπάνω μορφή πινάκων θα ανα-

φερθεί το κριτήριο του Sylvester για θετικά ορισμένους πίνακες. 

Πρόταση 3.9 (κριτήριο Sylvester) 

Ο πίνακας   είναι θετικά ορισμένος, όταν όλες οι διαδοχικές ελάσσονες 

ορίζουσες του είναι θετικές. 

  

(

 
 
 
 

  |     

   |    

    |   

     

      |)

 
 
 
 

          

Πρόταση 3.10 

Θεωρούμε τον πίνακα       . Εάν ο   είναι σε μορφή συνοδού πίνακα, 

τότε δεν μπορεί να είναι πίνακας ισχυρής ευστάθειας. 

Απόδειξη 

Φωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε τον πίνακα        σε μορφή 

συνοδού πίνακα, δηλαδή 

  

(

  
 

    

    

    

            )

  
 

 

όπου              . 

Για τον παραπάνω πίνακα, με τη συγκεκριμένη μορφή έχουμε ότι, 

  ̅  

(

  
 

      

      

       

              )

  
 

  

Από το κριτήριο του Sylvester θα έχουμε για τις ελάσσονες ορίζουσες 

           ,      και ανεξάρτητα από τη    είναι προφανές ότι το 

συμμετρικό τμήμα του πίνακα   δεν είναι αρνητικά ορισμένο. □ 
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΢τη συνέχεια θα εξετάσουμε την περίπτωση πίνακα που βρίσκεται σε 

κανονική μορφή Jordan, ως προς την ιδιότητα της ισχυρής ευστάθειας. Ό-

πως είναι γνωστό κάθε τετραγωνικός πίνακας   μπορεί να γραφεί σε κανο-

νική μορφή Jordan, μέσω μετασχηματισμού ομοιότητας ως εξής: 

 ( )   loc -diag (  (  )   (  )     (  ))  

όπου *          + είναι οι  -διακεκριμένες (μη επαναλαμβανόμενες) ιδιοτι-

μές του πίνακα    Σο μέγεθος του κάθε   (  )-block είναι ίσο με την αλγε-

βρική πολλαπλότητα της κάθε ιδιοτιμής    και είναι της μορφής: 

  (  )   loc -diag .   (  )    (  )       
(  )/  

Όπου το    (  ) είναι της μορφής 

   (  )  

(

 
 
 
 

      

      

     

      

      )

 
 
 
 

  

όπου    είναι η γεωμετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιμής   . Πριν την διατύ-

πωση του βασικού θεωρήματος θα προηγηθεί ένα βοηθητικό λήμμα χωρίς 

απόδειξη, για τριδιαγώνιους πίνακες .□ 

Λήμμα 3.11 

Θεωρούμε τον τριδιαγώνιο     πίνακα της μορφής: 

   

(

 
 
 
 

     

     

     

     

     )

 
 
 
 

  

όπου   (     )    (     )    για όλα τα  ,   (   )    διαφορετικά. Έ-

στω η ποσότητα   ( )  |      | να παριστά το χαρακτηριστικό πολυώ-

νυμο του πίνακα   . Σότε: 

I. Σο χαρακτηριστικό πολυώνυμο   ( ) παράγεται αναδρομικά ως εξής, 
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{

    ( )       ( )    ( )

  ( )   

  ( )      

   

II. Οι ιδιοτιμές του πίνακα   δίνονται από τον τύπο, 

  (  )      
  

   
            

Σώρα θα προχωρήσουμε στην διατύπωση και απόδειξη του θεωρήματος 

που δίνει ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε ο πίνακας που βρίσκεται σε 

κανονική μορφή Jordan-block να είναι πίνακας ισχυρής ευστάθειας. 

Θεώρημα 3.12 

Έστω  ( ) να είναι η μορφή Jordan του πίνακα  . Σότε  ( ) είναι πίνακας 

ισχυρής ευστάθειας, αν και μόνο αν, 

   
        

( e(  )     (
 

    
**     

όπου    παριστά το μέγεθος του μεγαλύτερου     block (          ) του 

πίνακα  . 

Απόδειξη 

Ο  ( ) είναι πίνακας ισχυρής ευστάθειας, αν και μόνο αν,  ( )    ( )  

 . Ισοδύναμα η προηγούμενη σχέση γράφεται   (  )    
 (  )    για κάθε τα 

  *       +. Για συγκεκριμένο  , θα έχουμε    (  )    
 (  )       (  )  

   
 (  )   , για κάθε           . Έστω ότι το    (  )  block έχει μέγεθος    . 

Σότε με χρήση του προηγούμενου λήμματος θα έχουμε: 

    (  )     
 (  )    e(  )    

     
 

με αντίστοιχες ιδιοτιμές:   e(  )      (
  

     
*               Από τα πα-

ραπάνω προκύπτει ότι    (  )     
 (  )   e(  )     (

  

     
*     Σώρα για 

οποιεσδήποτε σταθερές     με    , έχουμε: 

   .
 

   
/     .

 

   
/   

από το οποίο συμπεραίνουμε ότι   (  )    
 (  )     e(  )     (

  

     
*  

 , όπου         *        +    . □ 

 Εφαρμογές  στην θεωρία Ελέγχου: Ισχυρή Σταθεροποίηση μέσω Α-

νάδρασης  Χώρου Καταστάσεων και Ανάδραση Εξόδων συστήματος. 
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΢την παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε, ως εφαρμογές της θεωρίας που 

προηγήθηκε, τις εξής περιπτώσεις ισχυρής σταθεροποίησης: 

I. Ισχυρή ΢ταθεροποίηση μέσω Ανάδρασης Φώρου Καταστάσεων ΢υ-

στήματος: θεωρούμε το ζεύγος πινάκων (   )             και ανα-

ζητούμε πίνακα        τέτοιον ώστε ο πίνακας      να είναι πί-

νακας ισχυρής ασυμπτωτικής ευστάθειας. 

II. Ισχυρή ΢ταθεροποίηση μέσω Εμβολής Εξόδων ΢υστήματος: 

θεωρούμε το ζεύγος πινάκων (   )           , και αναζητούμε πί-

νακα        τέτοιον ώστε ο πίνακας      να είναι πίνακας ισχυ-

ρής ασυμπτωτικής ευστάθειας. 

III. Ισχυρή ΢ταθεροποίηση μέσω Ανάδρασης Εξόδων ΢υστήματος: 

θεωρούμε την τριπλέτα πινάκων (     )                , και 

αναζητούμε πίνακα        τέτοιον ώστε ο πίνακας       να είναι 

πίνακας ισχυρής ασυμπτωτικής ευστάθειας. 

Ορισμός 3.13 

Δίνεται το δυναμικό σύστημα Διακριτού Φρόνου: 

   (       )                                         

και θεωρούμε ως δυναμικό αντισταθμιστή του    συστήματος το παρακάτω 

δυναμικό σύστημα: 

   (           )        ̂    ̂        ̂    ̂        ̂       

Η φυσική πραγμάτωση του χώρου καταστάσεων του κλειστού βρόγχου 

(     ) είναι της μορφής: 

(     )                    ̂       

όπου    (     ) 
      . 

Θεωρούμε ότι το σύστημα    είναι ισχυρός σταθεροποιητής του    εάν: 

1) τo παραπάνω σύστημα ανάδρασης είναι καλώς τοποθετημένο, δηλαδή 

det (    ̂)     

2) Η φυσική πραγμάτωση του χώρου καταστάσεων του κλειστού βρόγχου 

είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθής. 

Φωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να θεωρήσουμε για το σύστημα  

  , ότι ο πίνακας ανάδρασης του είναι μηδενικός , δηλαδή    .  
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Παρατήρηση 

 Για την νόρμα του πίνακα      ισχύει, 

‖    ‖                    ‖       ‖     

Από την παραπάνω ισοδυναμία προκύπτει ότι η λύση του προβλήμα-

τος μέσω Εμβολής Εξόδων ΢υστήματος, μπορεί να προκύψει από την 

λύση του προβλήματος ισχυρής σταθεροποίησης μέσω Ανάδρασης 

του Φώρου Καταστάσεων, αν ορίσουμε εξ αρχής τους πίνακες όπως 

παρακάτω: 

          και       

Η επόμενη πρόταση αναφέρεται στην ισοδυναμία μεταξύ της δυναμικής 

και στατικής σταθεροποίησης μέσω ανάδρασης εξόδων συστήματος και 

αποτελείτε από δύο επιμέρους ισχυρισμούς. 

Πρόταση 3.14 

 Σο σύστημα    (       ) είναι ισχυρά σταθεροποιημένο μέσω δυνα-

μικής ανάδρασης εξόδων, αν και μόνον αν, είναι ισχυρά σταθεροποιη-

μένο μέσω στατικής ανάδρασης εξόδων. 

 Εάν το σύστημα    (       ) είναι ισχυρά σταθεροποιημένο μέσω 

στατικής ανάδρασης εξόδων τότε, είναι επίσης και ισχυρά σταθερο-

ποιημένο μέσω δυναμικής ανάδρασης.  

Απόδειξη 

΢ύμφωνα με την παραπάνω παρατήρηση θεωρούμε ότι    . Σότε η φυ-

σική πραγμάτωση του χώρου καταστάσεων του κλειστού βρόγχου(     ) 

θα είναι της μορφής: 

(
    

    

)  (
    ̂    ̂

 ̂  ̂
)(

  

  

)    (
  

  

)  

Εάν υποθέσουμε ότι ο δυναμικός αντισταθμιστής    είναι ισχυρός στα-

θεροποιητής του συστήματος    τότε, ο πίνακας που, περιγράφει τον κλει-

στό βρόγχο (     ),    είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθής, δηλαδή ισχύει 

‖  ‖     Από αυτό προκύπτει ότι ‖    ̂ ‖    και άρα ο πίνακας   ̂ εί-

ναι ισχυρά στατικός σταθεροποιητής του συστήματος   , μέσω ανάδρασης 

εξόδων. 

Για τον δεύτερο ισχυρισμό, υποθέτουμε ότι υπάρχει πίνακας  ̂ τέτοιος ώστε 
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να ισχύει ότι ‖    ̂ ‖     τότε μπορούμε πάντα να επιλέγουμε πίνακες 

 ̂  ̂ και  ̂ με μικρή νόρμα έτσι ώστε να ισχύει ‖  ‖   . □ 

Η επόμενη πρόταση αναφέρεται στην επίλυση του πρώτου προβλήματος 

της  παραγράφου αυτής, δηλαδή της ισχυρής σταθεροποίησης μέσω ανά-

δρασης χώρου καταστάσεων συστήματος και βασίζεται στην θεωρία των 

γραμμικών ανισοτήτων πινάκων.  

Πρόταση 3.15 

Θεωρούμε τους πίνακες               και        και υποθέτουμε 

ότι ο πίνακας   έχει   πλήθος γραμμικά ανεξάρτητων στηλών (full column 

rank) και ότι ο πίνακας   έχει   πλήθος γραμμικά ανεξάρτητων γραμμών 

(full row rank). 

Σα εξής είναι ισοδύναμα: 

1. Τπάρχει πίνακας   τέτοιος ώστε ‖     ‖   , το σύστημα  (     ) 

μπορεί να σταθεροποιηθεί ισχυρά δηλαδή, μέσω ανάδρασης εξόδων. 

2. Ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες: 

I.   (     )      

II.    (     )        

Εάν όλες οι παραπάνω οι προϋποθέσεις πληρούνται, τότε κάθε πί-

νακας   για τον οποίον ισχύει ‖     ‖   , δίνεται από την σχέση: 

   (    )        (   )   (    )   ⁄     ⁄   

όπου ο   πίνακας είναι αυθαίρετος με ‖  ‖    και οι πίνακες     δίνονται 

από τις παρακάτω σχέσεις: 

  (         (   )     )   

  (   )   (   )     (    (    )     )   (   )    

Η απόδειξη της πρότασης 3.16 βασίζεται στο επόμενο θεώρημα. 
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Πρόταση 3.16 

Θεωρούμε τους πίνακες               και υποθέτουμε ότι ο πίνακας 

  έχει   πλήθος γραμμικά ανεξάρτητων στηλών (full column rank). 

Σα παρακάτω είναι ισοδύναμα: 

I. Τπάρχει πίνακας   τέτοιος ώστε ‖    ‖   , το σύστημα  (     ) 

μπορεί να σταθεροποιηθεί ισχυρά δηλαδή, μέσω ανάδρασης χώρου 

καταστάσεων συστήματος. 

II. Ισχύει ι ανισότητα:   (     )      

Εάν όλες οι παραπάνω οι προϋποθέσεις πληρούνται, τότε κάθε πί-

νακας   για τον οποίον ισχύει ‖    ‖   , δίνεται από την σχέση: 

   (   )      (   )   ⁄     ⁄  

όπου ο   πίνακας είναι αυθαίρετος με ‖  ‖    και ο πίνακα   δίνεται από 

την σχέση,            (   )     . 

Η απόδειξη των παραπάνω προτάσεων βασίζεται στο επόμενο θεώρημα. 

Θεώρημα 3.17 (Parrot) 

I. Η λύση του προβλήματος επέκτασης πινάκων 

      
 

 *
  

  
+   

έχει λύση, που δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

   max * ,  -    *
 

 
+    

όπου ‖ ‖ είναι η φασματική νόρμα πινάκων, επαγόμενη από την Ευ-

κλείδεια νόρμα. 

II. Αν     , τότε όλες οι λύσεις του παραπάνω προβλήματος είναι της 

μορφής: 

         (     )
 

 ⁄  (     )
 

 ⁄   

όπου   είναι αυθαίρετος πίνακας με ‖ ‖   , και οι πίνακες     ικα-

νοποιούν τις σχέσεις: 

a)    (       )
 

 ⁄  

b)    (       )  ⁄   

με ‖ ‖    ‖ ‖     
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΢τη συνέχεια θα διατυπωθεί πόρισμα, όταν η δομή του θεωρήματος είναι 

πιο απλή. 

Πόρισμα 

I. Η λύση του προβλήματος επέκτασης πινάκων 

      
 

 *
 

 
+   

έχει λύση, που δίνεται από την παρακάτω σχέση    ‖ ‖  

II. Αν     , τότε όλες οι λύσεις του παραπάνω προβλήματος είναι της 

μορφής: 

   (       )
 

 ⁄    με ‖ ‖     

Από το τελευταίο αποτέλεσμα έχουμε την λύση του προβλήματος της ι-

σχυρής σταθεροποίησης μέσω ανάδρασης χώρου καταστάσεων. 

Θεώρημα 3.18 

Έστω το πρόβλημα: 

      
      

 ,    -    

όπου        και ran ( )   . Σότε ο πίνακας   αναλύεται ως εξής, 

      , όπου   
       και         είναι μη ιδιάζων. Έστω    το ορθο-

γώνιο συμπλήρωμα του πίνακα    έτσι ώστε ο πίνακας ,     -       να 

είναι ορθογώνιος. 

Σότε,       
    και όλοι οι πίνακες   για τους οποίους     ,    -   δί-

νονται από την σχέση: 

     
    

     
   (  

         
  )  ⁄   

όπου ‖ ‖     Επιπλέον, το σύστημα   (   ) είναι ισχυρά σταθεροποιήσιμο 

μέσω ανάδρασης χώρου καταστάσεων, αν και μόνο αν,       

Απόδειξη 

Φρησιμοποιώντας την ιδιότητα ότι η φασματική νόρμα παραμένει αναλ-

λοίωτη πολλαπλασιαζόμενη με ορθογώνιο πίνακα, έχουμε το εξής: 

‖    ‖  ‖       ‖ 

     ,     - *
   

 
+   
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    *
  

 

  
 
+   *

   

 
+   

   *
  

      

  
  

+    

Εφόσον ο πίνακας    είναι μη ιδιάζων, η απεικόνιση       είναι αμφιμο-

νοσήμαντη και επομένως 

   
 

 *
  

      

  
  

+      
 

 *
  

    

  
  

+   

 ‖  
  ‖  

Όπου η τελευταία ισότητα ισχύει από το προηγούμενο πόρισμα. Σο σύ-

νολο των βέλτιστων λύσεων γράφεται ως εξής: 

  *  ‖    ‖    +  {    
        (          

  )
 

 ⁄  ‖ ‖    }  

ή ισοδύναμα: 

  {   
    

     
   (  

         
  )  ⁄  ‖ ‖   }  

όπου    ‖  
  ‖  Επίσης το σύστημα   (   ) είναι ισχυρά σταθεροποιήσι-

μο, αν και μόνο αν υπάρχει   ‖    ‖   , δηλαδή αν    ‖  
  ‖  □ 
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Κεφάλαιο 4 

Σα παραδείγματα που θα ακολουθήσουν έχουν ως σκοπό την διασαφή-

νιση των βασικότερων ορισμών, θεωρημάτων και των παρατηρήσεων που 

αναπτύχθηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο.  

Παράδειγμα 1 

Θεωρούμε το σύστημα: 

(

 ̇ ( )

 ̇ ( )

 ̇ ( )

,  (

    

   

    

,(

  ( )

  ( )

  ( )

,  

και θεωρούμε την αρχική συνθήκη: 

 ( )  (   )   

Η τροχιά του συστήματος περιγράφεται από τις σχέσεις   ( )         

  ( )       και   ( )       ΢ύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση της τρο-

χιάς  του συστήματος έχουμε ότι η νόρμα ‖ ( )‖  √        φθίνει μονοτο-

νικά και συγκλίνει στο         ‖ ( )‖     Σο σύστημα δεν είναι ολικά ισχυ-

ρά ασυμπτωτικά ευσταθές, αφού ξεκινώντας από οποιοιδήποτε αρχική 

συνθήκη  (  ) του διαγράμματος φάσης (     ), καταλήγει σε τροχιά με 

σταθερή νόρμα ‖ ( )‖  ‖ (  )‖     . 

Γίνεται σαφές ότι η συνθήκη   (  )    του ορισμού 3.1, δεν δύναται να πα-

ραληφθεί. 

 Παράδειγμα 2 

΢το παράδειγμα που ακολουθεί θα εξετάσουμε σύστημα το οποίο είναι 

ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές κατά γενική έννοια, αλλά δεν είναι  ισχυρά 

ασυμπτωτικά ευσταθές. 

Θεωρούμε το σύστημα: 

(
 ̇ ( )

 ̇ ( )
)  (

   √ 

   
)(

  ( )

  ( )
)  
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Σο σύστημα είναι ασυμπτωτικά ευσταθές και η τροχιά του περιγράφεται 

από την σχέση: 

(
  ( )

  ( )
)  (

   

 
)   ( )  (

 √ (        )

    
)  ( )  

Ορίζουμε: 

 ( ( ))  ‖ ( )‖    ( ) ( ) ( )  

Όπου: 

 ( ) (
     √ (         )

 √ (         )                   
)  

Άρα, 

‖ ( )‖  ‖ ( )‖    ( ) ( ) ( ) 

όπου  ( )       ( ) ( )  Μετά από πράξεις βρίσκουμε    ( )        , 

με    ( )    για κάθε     και | ( )|  (     ) (           )    για 

κάθε    .  

Αφού  ( )    για κάθε     και ‖ ( )‖  ‖ ( )‖ για κάθε    ,  ( )    το 

σύστημα είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές κατά γενική έννοια. Παρόλα 

αυτά δεν είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές. Τπολογίζοντας  την παρά-

γωγο της   έχουμε: 

 ̇( ( ))  
 ‖ ( )‖ 

  
   ( ) ̇( ) ( )  

όπου για     προκύπτει ότι: 

 ̇( ( ))     ( ) (
  √ 

√   
)  ( )  

Εάν η αρχική συνθήκη επιλεχθεί κατά μήκος της διεύθυνσης του διανύσμα-

τος  ( )  (√  ) , τότε  ̇( ( ))   . Άρα το σύστημα δεν είναι ισχυρά α-

συμπτωτικά ευσταθές. 
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Παράδειγμα 3 

 Σο επόμενο παράδειγμα αφορά την πρόταση 3.7, χρησιμοποιώντας τον 

πίνακα του προηγούμενου παραδείγματος. 

Τποθέτουμε το σύστημα  ̇      

όπου    (
   √ 

   
)       (

   √ 

 √   
). 

Αφού ο πίνακας      είναι ιδιάζων και επίσης       , προκύπτει ότι το 

σύστημα δεν είναι ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθές. 

Ωστόσο ο πίνακας   είναι πίνακα ασυμπτωτικής ευστάθειας, άρα είναι και 

ολικά ισχυρά ασυμπτωτικά ευσταθής. Ισοδύναμα το ζεύγος πινάκων 

(      ) είναι παρατηρήσημο, το οποίο προκύπτει από την σχέση: 

(
   √ 

 √   
)(

  

  

)    (
  

  

)   (
√ 

 
)       

το οποίο δεν είναι ιδιοδιάνυσμα το πίνακα  . 

Παράδειγμα 4 

Σο παράδειγμα που ακολουθεί αναφέρεται στην έννοια της σταθεροποί-

ησης μέσω ανάδρασης χώρου καταστάσεων.  

Θεωρούμε το ζεύγος πινάκων (   ) όπου, 

  (
  

  
)    (

 

 
)  

Επιλέγουμε    (  ) και έχουμε: 

  (     )(  )  (  ) (
     

     
)(

 

 
)        

Σο ζευγάρι πινάκων (   ) είναι ισχυρά σταθεροποιήσιμο, αν και μόνο αν, 

| |     

Φρησιμοποιώντας την πρόταση 3.16 υπολογίζουμε 

   ⁄  (
  

 √    
)  
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Θέτουμε   (    ) όπου   
    

    από το οποίο προκύπτει ότι ο πίνακας 

  .      √      /  

Μετά από υπολογισμό προκύπτει: 

     (
    √    

  
+  

Τπολογίζουμε την παράσταση: 

   ,   (    )     -     (
    

      √    

     √        
 (    )    

) 

 (    
    

 )( (    )     

Από το γεγονός ότι     
     προκύπτει ότι    (    )     -   , από 

το οποίο έχουμε ως συμπέρασμα ότι ‖    ‖     
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