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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ  

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφέρουµε κάποια βασικά µαθηµατικά εργαλεία που 

θα µας χρειαστούν στην πορεία της παρούσης διπλωµατικής εργασίας. Πιο 

συγκεκριµένα θα αναφερθούµε στις βασικές ιδιότητες νόρµας πίνακα και σε 

βασικούς ορισµούς όπως συµµετρικός θετικά ορισµένος πίνακας και θα 

αναφερθούµε και στα ορθογώνια διανύσµατα και υποχώρους. [1], [4], [5]. 

  

1.1 Βασικοί Ορισμοί  

 

 

1.1.1  Ευκλείδειοι  χώροι 

Ο ευκλείδειος χώρος διάστασης �   είναι ένας γραµµικός χώρος µε   � πραγµατικά στοιχεία διανύσµατα – στήλες εφοδιασµένος µε το εσωτερικό 

γινόµενο (�, �) των δύο διανυσµάτων   � = (�� ) και � = (�� )   που δίνεται από τον 

τύπο: 

( �, �) = ∑ ����
� �� 
Ο µαναδιαίος χώρος διάστασης � είναι ένας γραµµικός χώρος µε � µιγαδικά 

στοιχεία διανύσµατα-στήλες στήλες εφοδιασµένος µε το εσωτερικό γινόµενο ( �, � ) 

των δύο διανυσµάτων � = (�� ) και � = (�� )   που δίνεται από τον τύπο: 

( �, �) = ∑ ����
� ���  

Όπου µε ��� συµβολίζουµε το µιγαδικό συζυγή του µιγαδικού αριθµού ��. 

Σέ όσα ακολουθούν, θα συµβολίζουµε µε Χ� έναν µοναδιαίο ή έναν ευκλείδειο 

χώρο. 
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Ορισµός (Εσωτερικό γινόµενο) 

Μία απεικόνιση (. , . ): Χ� ×  Χ� → Χ� µε τις ακόλουθες ιδιότητες: 

1. (�, �) ≥ 0 για κάθε � ∈ Χ� και αν (�, �) = 0 ⇒ � = 0 

2. ( �, � ) = (�, ������) για κάθε �, � ∈ Χ� 

3. ( �� + ��, � ) = �( �, �) +  � (  , !) "#$  �, �, � ∈  Χ� και �, � µιγαδικούς αριθµούς  

λέγεται εσωτερικό γινόµενο. 

 

 

 

 

Ορισµός Θετικά Ορισµένου Πίνακα 

 

Η  τετραγωνική µορφή �% Α�  θα ονοµάζεται θετικά ορισµένη εάν �% Α� > 0     για 

κάθε  � ≠ 0  και ο συµµετρικός πίνακας Α θα ονοµάζεται θετικά ορισµένος πίνακας 

εάν  �% Α�  είναι θετικά ορισµένη τετραγωνική µορφή. 

 

 

 

 

Θεώρηµα 

 

Ενας συµµετρικός πίνακας Α θα είναι θετικά ορισµένος εάν όλες οι ιδιότητές του 

είναι θετικές. 

 

 

 

 

1.1.2  Ιδιοτιµές- Ιδιοδιανύσµατα- Φασµατική ακτίνα 

 Είναι γνωστό ότι για κάθε   Α ∈ ℂ υπάρχουν �� ∈ ℂ  και *� ∈ ℂ ∖  ,0-,    � =1(1)�,   /. 0.   Α*� = ��*� =1(1)�.  

 Οι αριθµοί  ��  καλούνται ιδιοτιµές και τα   *� (αντίστοιχα) ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α. Οι  ιδιοτιµές βρίσκονται από την επίλυση της εξίσωσης det (Α-�Ι) =0  ενώ τα 

αντίστοιχα � ιδιοδιανύσµατα από την επίλυση των � γραµµικών συστηµάτων (Α-��Ι)*�=0, � = 1(1)�.    (Σηµείωση: Υπενθυµίζεται ότι τα � γραµµικά συστήµατα 

έχουν πίνακες συντελεστών αγνώστων µη αντιστρέψιµους και ότι οι λύσεις που 

αναζητούνται ειναι µή µηδενικές.  Ακόµη, αν  *  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα  του Α  τότε και 

το   2*, όπου  2 ∈∖{0}, είναι επίσης ιδιοδιάνυσµα που δε θεωρείται όµως διαφορετικό 

από το *. Επίσης, είναι δυνατόν τα  � ιδιοδιανύσµατα να είναι γραµµικά ανεξάρτητα, 
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οπότε αποτελούν και µια βάση του  ή ο Α  να µην έχει   γραµµικά ανεξάρτητα 

ιδιοδιανύσµατα). 

Θα συµβολίζουµε µε  

3(Α):= {��, �4, … , ��-  το φάσµα των ιδιοτιµών του Α 

και µε 

6(Α):= 78Χ�
�(�)� | �� | τη φασµατική ακτίνα του Α. 

 

 

1.2 Νόρμες Πινάκων 

Για έναν γενικό πίνακα : στον ;�×<,  ορίζουµε το παρακάτω ειδικό σύνολο 

νορµών 

                                                                 (1.1) 

Η νόρµα =. =>? επάγεται από τις δύο νόρµες =. => και =. =?. Οι νόρµες αυτές 

πληρούν τις συνήθεις ιδιότητες των νορµών,  

δηλαδή,                                                                              

(1.2-1.4) 

Μία νόρµα, η οποία πληροί τις παραπάνω ιδιότητες, δεν είναι τίποτε άλλο από 

µία διανυσµατική νόρµα, η οποία εφαρµόζεται στον πίνακα ο οποίος θεωρείται 

ως διάνυσµα αποτελούµενο από m στήλες, οι οποίες συγκεντρώνονται σε ένα 

διάνυσµα µεγέθους nm. 

Οι σηµαντικότερες περιπτώσεις είναι πάλι εκείνες που σχετίζονται µε @, A =1, 2, ∞. Η περίπτωση A = @ είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα, και η σχετική νόρµα 



7 

 

=. =>? συµβολίζεται απλά µε =. => και ονοµάζεται «p-νόρµα» Μία βασική 

ιδιότητα µίας p-νόρµας είναι ότι 

                                             

η οποία αποτελεί άµεση συνέπεια του ορισµού. Οι νόρµες πινάκων, οι οποίες 

πληρούν την παραπάνω ιδιότητα ορισµένες φορές ονοµάζονται σταθερές. 

Συχνά, µία νόρµα, η οποία πληροί τις ιδιότητες (1.2-1.4), και η οποία είναι 

σταθερή, ονοµάζεται νόρµα πίνακα. Ένα αποτέλεσµα της σταθερότητας είναι 

ότι για οποιονδήποτε τετράγωνο πίνακα Α. 

                                              

Ειδικότερα, ο πίνακας :D συγκλίνει προς το µηδέν, αν οποιαδήποτε από τις p-

νόρµες αυτού του πίνακα είναι µικρότερη του 1. 

Η νόρµα Frobenious ενός πίνακα ορίζεται από 

                                                               (1.5) 

Αυτή µπορεί να θεωρηθεί ως η νόρµα-2 της διανυσµατικής στήλης (ή 

γραµµής) στον ;�E
, η οποία αποτελείται από όλες τις στήλες (ή γραµµές 

αντίστοιχα) του Α, οι οποίες παρατίθενται από 1 ως m (ή από 1 ως n 

αντίστοιχα). Μπορεί να δειχθεί ότι αυτή η νόρµα είναι επίσης σταθερή, παρά 

το γεγονός ότι δεν επάγεται από ένα ζεύγος διανυσµατικών νορµών. Όµως, 

δεν πληροί ορισµένες από τις άλλες ιδιότητες των p-νορµών. Για παράδειγµα, 

η νόρµα Frobenius του µοναδιαίου πίνακα δεν ισούται µε τη µονάδα. Προς 

αποφυγή αυτών των δυσκολιών, θα χρησιµοποιήσουµε τον όρο νόρµα πίνακα 

µόνο για µία νόρµα, η οποία επάγεται από δύο νόρµες, όπως στον ορισµό 

(1.1). Έτσι, δεν θα θεωρήσουµε τη νόρµα Frobenius ως κανονική νόρµα 

πίνακα, µε βάση τις συνθήκες µας, παρ’ ότι είναι σταθερή. 
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Οι παρακάτω ισότητες, οι οποίες ικανοποιούνται από τις νόρµες πίνακα που 

ορίστηκαν παραπάνω, οδηγούν σε εναλλακτικούς ορισµούς, µε τους οποίους 

είναι συχνά ευκολότερο να εργαστούµε: 

                   

       (1.6-1.9) 

Ορισµός 1. Έστω Α ένας συµµετρικός θετικά ορισµένος πίνακας. Η Α- νόρµα 

ενός διανύσµατος � ορίζεται ως:  

                                               =�=F= (G�, �)HE 

Όπως θα δειχθεί αργότερα, οι ιδιοτιµές των GI  G είναι µη αρνητικές. Οι 

τετραγωνικές ρίζες τους ονοµάζονται µοναδιαίες τιµές του Α, και 

συµβολίζονται µε 3�, J = 1, … , K. Έτσι, η σχέση (1.8) δηλώνει ότι ο =:=4 είναι 

ίσος µε 3�, τη µεγαλύτερη µοναδιαία τιµή του Α. 

Παράδειγµα 1.1. Από τη σχέση (1.8), είναι φανερό ότι η φασµατική ακτίνα 6(:) ισούται µε τη νόρµα-2 ενός πίνακα, όταν ο πίνακας είναι Ερµιτιανός. 

Όµως, γενικά δεν αποτελεί νόρµα πίνακα. Για παράδειγµα, η πρώτη ιδιότητα 

των νορµών δεν ικανοποιείται, αφού για 

                                           

έχουµε 6(:) = 0, ενώ : ≠ 0. Επίσης, η τριγωνική ανισότητα δεν ικανοποιείται 

για το ζεύγος :, και O = :P όπου ο Α ορίζεται παραπάνω, Πράγµατι, 

                            ,               
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1.3  Υποχώροι, Εύρος, και Πυρήνας 

 

Ένας υποχώρος ;� είναι ένα υποσύνολο του ;�, το οποίο είναι επίσης ένας 

µιγαδικός διανυσµατικός χώρος. Το σύνολο όλων των γραµµικών 

συνδυασµών ενός συνόλου διανυσµάτων Q = R$�, $4, … , $?S του ;� είναι ένας 

διανυσµατικός υποχώρος, ο οποίος ονοµάζεται γραµµική θήκη του G,                           

                     (1.10) 

 

αν τα T� είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε κάθε διάστηµα του περιβλήµατος του ,Q- επιδέχεται µία µοναδική έκφραση ως γραµµικό συνδυασµό των T�. Το 

σύνολο G ονοµάζεται βάση του υποχώρου του περιβλήµατος ,Q-. 
∆οθέντων δύο διανυσµατικών υποχώρων U� και U�, το άθροισµά τους S είναι 

ένας υποχώρος που ορίζεται ως το σύνολο όλων των διανυσµάτων, το οποίο 

ισούται µε το άθροισµα ενός διανύσµατος U� και ενός διανύσµατος U4. Η τοµή 

των δύο υποχώρων είναι επίσης ένας υποχώρος. Αν η τοµή των U� και U4 

αναχθεί σε ,0-, τότε ως άθροισµα των U� και U4 ονοµάζεται το ευθύ άθροισµά 

τους, και συµβολίζεται µε U = U� ⊕ U4. Όταν ο S ισούται µε ;�, τότε κάθε 

διάνυσµα x του ;� µπορεί να γραφεί µε µοναδικό τρόπο ως άθροισµα ενός 

στοιχείου �� του U� και ενός στοιχείου �4 του U4. Ο µετασχηµατισµός P, ο 

οποίος συνδέει το � µε το �� είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός, ο οποίος 

είναι ταυτοδύναµος, δηλαδή, τέτοιος ώστε W4 = W.  Ονοµάζεται τελεστής 

προβολής επί του U� κατά µήκος του U4. 
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∆ύο σηµαντικοί υποχώροι, οι οποίοι σχετίζονται µε έναν πίνακα : του X�×< 

είναι το εύρος του, το οποίο ορίζεται από 

                                                                     (1.11)                                                                 

και ο πυρήνας του ή µηδενοχώρος 

                                            

Το εύρος του Α είναι φανερό ότι ισούται µε το γραµµικό περίβληµα των 

στηλών του. Η τάξη του πίνακα ισούται µε τη διάσταση του εύρους του Α, 

δηλαδή τον αριθµό των γραµµικά εξαρτώµενων στηλών. Αυτή η τάξη στήλης 

ισούται µε την τάξη γραµµής, τον αριθµό των γραµµικά εξαρτώµενων 

γραµµών του Α. Ένας πίνακας ;�×< είναι πλήρους τάξης, όταν η τάξη του 

ισούται µε το µικρότερο εκ των m και n. Ένα βασικό αποτέλεσµα της 

γραµµικής άλγεβρας εκφράζεται από την παρακάτω σχέση 

                                             

Το ίδιο αποτέλεσµα, εφαρµοζόµενο στον ανάστροφό του Α δίνει: ;< =YT�(GZ) ⊕ [\]](G). 
 Ένας υποχώρος S λέµε ότι είναι αµετάβλητος βάσει ενός (τετράγωνου) 

πίνακα Α, οποτεδήποτε GU ⊂ U. Συγκεκριµένα, για κάθε ιδιοτιµή λ του Α, ο 

υποχώρος [\]](G − �`) ονοµάζεται ιδιοχώρος σχετικός µε το λ, και 

αποτελείται από όλα τα ιδιοδιανύσµατα του Α, τα οποία σχετίζονται µε το λ, 

πλέον του µηδενικού διανύσµατος. 

 

 

1.4 Ορθογώνια ∆ιανύσµατα και Υποχώροι 

Ένα σύνολο διανυσµάτων Q = ,T�, T4, … , Ta- λέµε ότι είναι ορθογώνιο αν 

                                          b$�, $cd = 0       όταν   i≠ j 
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Είναι ορθοκανονικό αν, επιπλέον, κάθε διάνυσµα του G έχει µία νόρµα-2 ίση 

µε τη µονάδα. Ένα διάνυσµα, το οποίο είναι ορθογώνιο προς όλα τα 

διανύσµατα ενός υποχώρου S λέµε ότι είναι ορθογώνιο προς αυτόν τον 

υποχώρο. Το σύνολο όλων των διανυσµάτων, τα οποία είναι ορθογώνια προς 

τον S είναι ένας διανυσµατικός υποχώρος, ο οποίος ονοµάζεται ορθογώνιο 

συµπλήρωµα του S, και συµβολίζεται µε Ue. Ο χώρος ;� είναι το ευθύ 

άθροισµα του S και το ορθογώνιου συµπληρώµατός του. Έτσι, κάθε διάνυσµα 

x µπορεί να γραφεί µε µοναδικό τρόπο, ως άθροισµα ενός διανύσµατος στον 

S και ενός διανύσµατος στον Ue. Ο τελεστής, ο οποίος συνδέει το x µε το 

στοιχείο του στον υποχώρο S είναι ο ορθογώνιος τελεστής προβολής επί του 

S. 

Κάθε υποχώρος επιδέχεται µία ορθοκανονική βάση, η οποία λαµβάνεται 

µέσω της λήψης οποιασδήποτε βάσης και «ορθοκανονικοποίησής» της. Η 

ορθοκανονικοποίηση µπορεί να επιτευχθεί µέσω ενός αλγόριθµου, γνωστού 

ως διαδικασία Gram-Schmidt, την οποία θα περιγράψουµε τώρα. 

∆οθέντος ενός συνόλου γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων ,��, �4, … , �a-,  
πραγµατοποιούµε πρώτα κανονικοποίηση του διανύσµατος ��, το οποίο 

σηµαίνει τη διαίρεσή του µε τη νόρµα-2 του, ώστε να ληφθεί το κλιµακωτό 

διάνυσµα A� της µοναδιαίας νόρµας.  

Στη συνέχεια, πραγµατοποιείται ορθογωνοποίησή του έναντι του διανύσµατος A� αφαιρώντας από το �4 ένα πολλαπλάσιο του A� για να γίνει το προκύπτον 

διάνυσµα ορθογώνιο προς το A�, δηλαδή, 

                                               

Το προκύπτον διάνυσµα στη συνέχεια υφίσταται κανονικοποίηση για να 

δώσει το δεύτερο διάνυσµα A4. To i-οστό βήµα της διαδικασίας Gram-Schmidt 

αποτελείται από την ορθογωνοποίηση του διανύσµατος �� έναντι όλων των 

προηγούµενων διανυσµάτων A� . 
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 1.1 Gram-Schmidt 

 

Είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι ο παραπάνω αλγόριθµός δεν θα διασπαστεί, 

δηλαδή θα ολοκληρωθούν και τα r βήµατα, αν και µόνο αν, το σύνολο 

διανυσµάτων ��, �4, … , �a είναι γραµµικό εξαρτώµενο. Από τις γραµµές 4 και 5, 

είναι φανερό ότι σε κάθε βήµα του αλγόριθµου ισχύει η παρακάτω σχέση: 

                                                 

 

Αν f = g��, �4, … , �ah, i = gA�, A4, … , Aah, και αν µε R συµβολίζεται ο r x r άνω 

τριγωνικός πίνακας, τα µη µηδενικά στοιχεία του οποίου είναι τα j�c τα οποία 

ορίζονται στον αλγόριθµο, τότε η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί ως 

                                               X=QR                                                          (1.12) 

 

Αυτή η σχέση ονοµάζεται παραγοντοποίηση QR ενός n x r πίνακα X. Από 

αυτά που αναφέρθηκαν παραπάνω η παραγοντοποίηση QR ενός πίνακα 
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υφίσταται οποτεδήποτε οι διανυσµατικές στήλες του Χ σχηµατίζουν ένα 

γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων. 

Ο παραπάνω αλγόριθµος είναι µία πρότυπη διαδικασία Gram-Schmidt. 

Υπάρχουν εναλλακτικές διατυπώσεις του αλγόριθµου, οι οποίες διαθέτουν 

καλύτερες αριθµητικές ιδιότητες. Οι πιο γνωστές από αυτές είναι ο 

Τροποποιηµένος Αλγόριθµος Gram-Schmidt (MGS). 

 

 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 1.2 Τροποποιηµένος Gram-Schmidt 

 

 

Παράδειγµα 

Να ορθοκανονικοποιηθούν τα διανύσµατα: 

  

k101l, k100l , k210l  
Λύση: 

C.G.S.:   



14 

 

Β.1:   m� =  nH=nH=  =  
�√4  ∙ q�r�s =  t� √4ur� √4u v 

 

Β.2:  ẃ4 =  w4 − ( A�Z w4   ) A� = k100l  −  
�√4   ∙  yz

1 √2u01 √2u {| =   } 1 2u0−1 2u ~ ∙  

A�Z w4 =   ( 
�√4 0 �√4  ) k100l = 

�√4     

A4 = 
ńE=nE=  = √2  ∙   } 1 2u0−1 2u ~  = 

y
��z

√2 2u
0−√2 2u {

��|  

Β.3:  ẃ� =  w� − ( A�Z w� )A�  −   ( A4Z w� )A4  = k210l −   k101l  −  k   1   0−1  l   −  k010l  =
 A� ∙ A�Zw� = � �√4    0    �√4 � ∙   k210l  = √2 ∕∕∙ A4Zw�  = 

� √44    0 −  √44   � ∙ k210l  =   √2   

 

M.G.S : 

Β.1:   A� = nH=nH= =t1√201√2v ∙ w4(�) = w4 − (A�Zw4 )A� = } 1 2u0−1 2u ~ ∙ w�(�) =  w� −
( A�Z w� )A�= k210l − √2 ∙ yz

1 √2u01 √2u {| =k   1  1−1l 
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Β.2:  A4 = nE(H)
�nE(H)� =  

y
��z

√2 2u
0−√2 2u {

��| 

 

 

Κεφάλαιο 2 

ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΒΟΛΗΣ 

Οι περισσότερες από τις υφιστάµενες επαναληπτικές µεθόδους προβολής για 

την επίλυση µεγάλων γραµµικών συστηµάτων εξισώσεων χρησιµοποιούν κατά 

κάποιον τρόπο µία διαδικασία προβολής. Αυτή η διαδικασία προβολής 

αναπαριστά έναν κανονικό τρόπο εξαγωγής προσεγγιστικής λύσης ενός 

γραµµικού συστήµατος από έναν υποχώρο. Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται 

αυτές οι τεχνικές εντός ενός πολύ γενικού πλαισίου και παρουσιάζεται κάποιο 

µέρος της θεωρίας. Η µονοδιάστατη περίπτωση καλύπτεται αναλυτικά στο 

τέλος του κεφαλαίου, καθώς παρέχει µία καλή προεπισκόπηση πιο 

πολύπλοκων διαδικασιών προβολής [4]. 

 

 

 

2.1 Βασικοί Ορισµοί και Αλγόριθµοι 

Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα 

                                                                                          (2.1) 

 όπου ο Α είναι πραγµατικός πίνακας n x n.  
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Η ιδέα των τεχνικών προβολής είναι η εξαγωγή µίας προσεγγιστικής λύσης 

στο παραπάνω πρόβληµα, από έναν υποχώρο του Y�. Αν � είναι ο εν λόγω 

υποχώρος των υποψήφιων προσεγγιστικών λύσεων, ή υποχώρος 

αναζήτησης, και m η διάστασή του, τότε, γενικά, θα πρέπει να θέσουµε m 

περιορισµούς, ώστε να µπορέσουµε να εξάγουµε αυτήν την προσέγγιση. 

Ένας συνήθης τρόπος περιγραφής αυτών των περιορισµών είναι να θέσουµε 

m (ανεξάρτητες) συνθήκες ορθογωνιότητας. Συγκεκριµένα, το διάνυσµα 

υπολοίπου b – Ax περιορίζεται να είναι ορθογώνιο προς m γραµµικά 

ανεξάρτητα διανύσµατα. Αυτό το απλό πλαίσιο αναφοράς είναι κοινό σε 

πολλές διαφορετικές µαθηµατικές µεθόδους, και είναι γνωστό ως συνθήκες 

Petron-Galerkin. 

Υπάρχουν δύο ευρείες κατηγορίες µεθόδων προβολής: οι ορθογώνιες και οι 

πλάγιες. Στην τεχνική ορθογώνιας προβολής, ο υποχώρος ℒ είναι ο ίδιος µε 

τον �. Σε µία µέθοδο πλάγιας προβολής, ο ℒ είναι διαφορετικός από τον  �, 

και µπορεί να τελείως άσχετος προς αυτόν. Αυτή η διάκριση είναι µάλλον 

σηµαντική, και εγείρει τη δηµιουργία διαφορετικών τύπων αλγόριθµων. 

 

 

2.1.1  Γενικοί Μέθοδοι Προβολής 

Έστω Α ένας πραγµατικός πίνακας n x n και � και ℒ δύο m-διάστατοι 

υποχώροι του Y�. Μία τεχνική προβολής επί του υποχώρου � και ορθογώνια 

ως προς τον ℒ είναι µία διαδικασία, κατά την οποία βρίσκεται µία 

προσεγγιστική λύση  �� στην (2.1) θέτοντας τις συνθήκες, το �� να ανήκει στον  � και το νέο διάνυσµα υπολοίπου να είναι ορθογώνιο στον ℒ, 

                  θέλουµε     ��  ∈  �,         τέτοιο ώστε    � − G� �  ⊥ ℒ                  (2.2)                                                    

Εάν θελήσουµε να εκµεταλλευτούµε τη γνώση µίας αρχικής υπόθεσης �r για 

τη λύση, τότε η προσέγγιση θα πρέπει να αναζητηθεί στον ίδιο συσχετισµένο 

χώρο �r + �. Αυτό απαιτεί µία ελαφρά τροποποίηση του παραπάνω τύπου. 

Το προσεγγιστικό πρόβληµα θα πρέπει να επανακαθοριστεί ως 
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              �� ∈ �r +   �, τέτοιο  ώστε    � − G�� ⊥  ℒ                                                    (2.3) 

Παρατηρούµε ότι αν το �� γραφεί µε το µορφή �� =  �r + �, και το αρχικό 

διάνυσµα υπολοίπου jr ορίζεται ως 

                                                                                                                 

(2.4) 

τότε η παραπάνω εξίσωση γίνεται  � − G(�r +  �) ⊥  ℒ  ή 

                              

Με άλλα λόγια, η προσεγγιστική λύση µπορεί να οριστεί ως 

                                                        (2.5)                                                           

Η συνθήκη ορθογωνιότητας (2.5) που θέτουµε στο νέο υπόλοιπο j��� = jr −:� απεικονίζεται στο Σχήµα 2.1. 

                 

Σχήµα 2.1: Ερµηνεία της συνθήκης ορθογωνιότητας. 

Αυτό είναι βασικό βήµα προβολής, στη γενικότερη µορφή της. Οι 

περισσότερες συνήθεις τεχνικές χρησιµοποιούν µία διαδοχή αυτών των 

προβολών. Συνήθως, ένα βήµα προβολής χρησιµοποιεί ένα νέο ζεύγος 

υποχώρων � και ℒ και µία αρχική υπόθεση �r, η οποία ισούται µε την πιο 

πρόσφατη προσέγγιση, την οποία λαµβάνουµε από το προηγούµενο βήµα 

προβολής. Οι µέθοδοι προβολής αποτελούν ένα ενοποιητικό πλαίσιο 
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αναφοράς πολλών από τις γνωστότερες µεθόδους επιστηµονικού 

υπολογισµού. Όποτε µία προσέγγιση ορίζεται µέσω m βαθµών ελευθερίας 

(υποχώρος �) και m περιορισµών (υποχώρος ℒ), προκύπτει µία διαδικασία 

προβολής. 

Οι µέθοδοι ορθογώνιας προβολής αντιστοιχούν στην ειδική περίπτωση κατά 

την οποία οι δύο υποχώροι ℒ και � είναι ταυτόσηµοι. Η διάκριση είναι 

ιδιαίτερα σηµαντική στην Ερµιτιανή περίπτωση, καθώς µας εγγυάται ότι το 

πρόβληµα προβολής θα είναι Ερµιτιανό, σε αυτήν την περίπτωση, όπως θα 

δούµε σε λίγο. Επιπρόσθετα, ορισµένα χρήσιµα θεωρητικά αποτελέσµατα 

είναι αληθή για την ορθογώνια περίπτωση. Όταν ℒ= �, οι συνθήκες Petrov-

Galerkin συχνά ονοµάζονται συνθήκες Galerkin [4]. 

 

2.1.2 Αναπαράσταση Πίνακα 

Έστω � = g��, … , �<h, ένας n x m πίνακας, οι διανυσµατικές στήλες του 

οποίου αποτελούν τη βάση του  �, και, οµοίως, � = g��, … , �<h, ένας 

πίνακας n x m οι διανυσµατικές στήλες του οποίου αποτελούν τη βάση του ℒ. 

Αν η προσεγγιστική λύση γράφεται ως 

                                                       

τότε η συνθήκη ορθογωνιότητας οδηγεί άµεσα στο παρακάτω σύστηµα 

εξισώσεων για το διάνυσµα �: 

                                               

Αν υποθέσουµε ότι ο n x m πίνακας �ZG� είναι µη ιδιάζων, προκύπτει η 

παρακάτω έκφραση της προσεγγιστικής λύσης ��, 
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Σε πολλούς αλγόριθµους, δεν χρειάζεται να σχηµατίσουµε τον πίνακα �ZG� 

αφού είναι διαθέσιµος ως υποπροϊόν του αλγόριθµου. Ο παρακάτω 

αλγόριθµος αναπαριστά µία πρωτότυπη τεχνική προβολής. 

 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 2.1 Πρωτότυπη Μέθοδος Προβολής 

 

 

Παράδειγµα 1.2. Ως παράδειγµα, θεωρούµε τον πίνακα 

                                        

όπου I είναι ο m x m ταυτοτικός πίνακας και O είναι ο m x m µηδενικός 

πίνακας, και έστω � = g��, �4, … , �<h. Παρ’ ότι ο A είναι µη ιδιάζων, ο πίνακας �ZG� είναι ακριβώς το τετράγωνο Ο της άνω αριστερής γωνίας του Α, και 

είναι συνεπώς ιδιάζων.  

Μπορεί να επαληθευτεί εύκολα ότι ο πίνακας �ZG� είναι µη ιδιάζων, αν και 

µόνο αν, κανένα διάνυσµα του υποχώρου Α� δεν είναι ορθογώνιο ως προς 

τον υποχώρο ℒ. Υπάρχουν δύο σηµαντικές ειδικές περιπτώσεις, όπου 

εξασφαλίζεται ότι ο  �ZG� είναι µη ιδιάζων. Αυτά αναλύονται στην παρακάτω 

πρόταση. 
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Πρόταση 2.1 Έστω ότι οι Α, ℒ, και � ικανοποιούν µία από τις παρακάτω 

συνθήκες, 

 i.  Ο Α είναι θετικά ορισµένος και ℒ = �, ή 

 ii. Ο Α είναι µη ιδιάζων και ℒ = Α�. 

Τότε ο πίνακας O = �ZG� είναι µη ιδίαζων για κάθε βάση V και W των �και ℒ, αντίστοιχα. 

Απόδειξη. Θεωρούµε πρώτα την περίπτωση (i). Έστω V τυχαία βάση του � 

και W τυχαία βάση του ℒ. Πράγµατι, αφού οι ℒ και � ταυτίζονται, ο W µπορεί 

να πάντα να εκφραστεί ως W = VG, όπου G είναι m x m µη ιδίαζων πίνακας.  

 

Τότε 

                               

Αφού ο Α είναι θετικά ορισµένος, το ίδιο ισχύει και για τον �ZG� και αυτό 

δείχνει ότι ο Β είναι µη ιδίαζων. 

 Θεωρούµε τώρα την περίπτωση (ii). Έστω V τυχαία βάση του � και W 

τυχαία βάση του ℒ. Αφού ℒ = G�, ο W µπορεί να εκφραστεί σε αυτήν την 

περίπτωση ως W = AVG, όπου ο G είναι µη ιδίαζων πίνακας m x m. Τότε 

                                                              (2.6) 

Αφού ο Α είναι µη µοναδιαίος, ο n x m πίνακας AV είναι πλήρους τάξης, και 

κατά συνέπεια, ο (G�)ZG� είναι µη ιδίαζων. Αυτό, µαζί µε την (2.6), δείχνει ότι 

ο Β είναι µη ιδίαζων. 

 Θεωρούµε τώρα την ειδική περίπτωση όπου ο Α είναι συµµετρικός 

(πραγµατικός) και χρησιµοποιείται τεχνική ορθογώνιας προβολής. Σε αυτήν 

την περίπτωση, µπορεί να χρησιµοποιηθεί η ίδια βάση για τους L και K, οι 
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οποίοι είναι ταυτόσηµοι υποχώροι, και ο προβαλλόµενος πίνακας, ο οποίος 

είναι ο � = �ZG�, είναι συµµετρικός. Επιπρόσθετα, αν ο πίνακας : είναι 

Συµµετρικός Θετικά Ορισµένος, το ίδιο ισχύει και για τον O. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2  ΓΕΝΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

Αυτή η ενότητα παρέχει ορισµένα γενικά θεωρητικά αποτελέσµατα χωρίς να 

είναι αναφέρεται συγκεκριµένα στους υποχώρους � και ℒ, οι οποίοι 

χρησιµοποιούνται. Ο σκοπός είναι να µάθουµε για την ποιότητα της 

προσέγγισης που λαµβάνεται από µία γενική διαδικασία προβολής, και γι’ 

αυτόν τον σκοπό χρησιµοποιούµε δύο κύρια εργαλεία.  

Το πρώτο είναι η αξιοποίηση των ιδιοτήτων βελτιστοποίησης των πινάκων 

προβολής. Το δεύτερο εργαλείο αποτελείται από την ερµηνεία του 

προβλήµατος προβολής µε τη βοήθεια των τελεστών προβολής, σε µία 

απόπειρα εξαγωγής των ορίων υπολοίπου. 

 

 

2.2.1 ∆ύο Αποτελέσµατα Βελτιστοποίησης 
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Σε αυτήν την ενότητα, θα δειχθούν δύο σηµαντικά αποτελέσµατα 

βελτιστοποίησης, τα οποία ικανοποιούνται από τις προσεγγιστικές λύσεις σε 

ορισµένες περιπτώσεις. Θεωρούµε πρώτα την περίπτωση κατά οποία ο : 

είναι Συµµετρικός Θετικά Οριζόµενος (SPD)(Symmetric Positive Definite). 

 

Πρόταση 2.2 Υποθέτουµε ότι ο : είναι Συµµετρικός Θετικά Οριζόµενος και ℒ = �. Τότε το διάνυσµα �� είναι το αποτέλεσµα µίας µεθόδου (ορθογώνιας) 

προβολής επί του � µε το αρχικό διάνυσµα  �r , αν και µόνο αν, ελαχιστοποιεί 

τη νόρµα- : του σφάλµατος επί του �r + �, δηλαδή, αν και µόνο αν 

                                      

όπου 

                                 

 

 

Απόδειξη. Για να ελαχιστοποίει το ��  το �(�), είναι αναγκαία και ικανή 

συνθήκη το �∗ − �� να είναι : -ορθογώνιο προς όλον τον υποχώρο �. Αυτό 

δίνει 

                                   

ή, ισοδύναµα, 

                                  

η οποία είναι η συνθήκη Galerkin τη διαδικασία ορθογώνιας προβολής της 

προσέγγισης ��. 

 Παίρνουµε τώρα την περίπτωση όταν ο ℒ ορίζεται από ℒ = : �. 
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Πρόταση 2.3 Έστω Α  ένας τυχαίος τετράγωνος πίνακας, και υποθέτουµε ότι   ℒ = Α �. Τότε το διάνυσµα x� είναι το αποτέλεσµα της µεθόδου (πλάγιας) 

προβολής επί του � ορθογωνίως προς τον ℒ µε το διάνυσµα έναρξης xr, αν 

και µόνο αν ελαχιστοποιεί τη νόρµα-2 του διανύσµατος υπολοίπου b – Α x επί 

του x ∈ xr + �, δηλαδή, αν και µόνο αν 

                                            

όπου   Y(��) ≡  =� − G�=4 

 

Απόδειξη. Για να είναι το �� ελαχιστοποιητής του R(x), είναι αναγκαία και 

ικανή συνθήκη το � − G�� να είναι ορθογώνιο προς όλα τα διανύσµατα της 

µορφής � =  : �, όπου το y ανήκει στον �, δηλαδή, 

                                    

ο οποίος είναι ακριβώς η συνθήκη Petrov-Galerkin που ορίζει την 

προσεγγιστική λύση ��. 
Αξίζει να σηµειώσουµε ότι ο : δεν χρειάζεται να είναι µη ιδίαζων στην 

παραπάνω πρόταση. Όταν ο : είναι µοναδιαίος, µπορεί να υπάρχουν 

άπειρος αριθµός �� τα οποία ικανοποιούν τη συνθήκη βελτιστοποίησης. 

 

 

2.2.2 Ερµηνεία µε Βάση τους Πίνακες Προβολής 

Θα επιστρέψουµε τώρα σε δύο σηµαντικές ειδικές περιπτώσεις, οι οποίες 

διαχωρίστηκαν στην προηγούµενη ενότητα, δηλαδή, τις περιπτώσεις ℒ = � 

και ℒ = : �. Σε αυτές τις περιπτώσεις, το αποτέλεσµα της διαδικασίας 

προβολής µπορεί να ερµηνευθεί εύκολα µε βάση τις λειτουργίες των 
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ορθογωνίων πινάκων προβολής επί του αρχικού υπολοίπου ή σφάλµατος. 

Θεωρούµε πρώτα τη δεύτερη περίπτωση, καθώς είναι κάπως πιο απλή.  

Έστω jr = � − G�r, και  j̃ = � − G�� το υπόλοιπο που λαµβάνεται µετά τη 

διαδικασία προβολής µε ℒ = : �.  

 

Τότε, 

                                                             (2.7) 

Επιπρόσθετα, το δ λαµβάνεται αν θέσουµε τη συνθήκη το jr − G� να είναι 

ορθογώνιο προς το : �. Συνεπώς, το διάνυσµα Αδ είναι η ορθογώνια 

προβολή του διανύσµατος jr επί του διανύσµατος : �. Αυτό απεικονίζεται στο 

Σχήµα 2.2. Κατά συνέπεια, µπορεί να διατυπωθεί η ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 2.4 Έστω  �� η προσεγγιστική λύση που λαµβάνεται από τη 

διαδικασία προβολής επί του � ορθογωνίως προς τον ℒ = : �, και έστω j̃ = � − G�� το σχετικό υπόλοιπο. 

Τότε, 

                                                                                     (2.8) 

όπου ο W συµβολίζει τον ορθογώνιο πίνακα προβολής επί του υποχώρου : �. 

 Ένα αποτέλεσµα αυτής της πρότασης είναι ότι η νόρµα-2 του 

διανύσµατος υπολοίπου που λαµβάνεται µετά από ένα βήµα προβολής δεν 

θα υπερβαίνει την αρχική νόρµα-2 του υπολοίπου, δηλαδή, 

                                              

το αποτέλεσµα που έχουµε ήδη αποδείξει. Αυτή η κατηγορία µεθόδων µπορεί 

να ονοµαστεί, µέθοδοι προβολής υπολοίπου. 
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 Θεωρούµε τώρα την περίπτωση όπου ℒ = � και  ο : είναι Συµµετρικός 

Θετικά Ορισµένος. Έστω �r = �∗ − �r το αρχικό σφάλµα, όπου το �∗ 
συµβολίζει την ακριβή λύση του συστήµατος και, οµοίως, έστω �� = �∗ − �� 

όπου το �� = �r + � είναι η προσεγγιστική λύση που προκύπτει από το βήµα 

της προβολής.  

Τότε η (2.6) δίνει τη σχέση 

                                             

 

 

Σχήµα 2.2: Ερµηνεία της διαδικασίας προβολής για την περίπτωση όπου ℒ = : �. 

όπου το δ λαµβάνεται µε περιορισµό το διάνυσµα υπολοίπου jr − G� να είναι 

ορθογώνιο προς τον �: 

                                       

Η παραπάνω συνθήκη είναι ισοδύναµη µε 

                                         

 

Αφού ο Α είναι Συµµετρικός Θετικά Ορισµένος, ορίζει το εσωτερικό γινόµενο 

το οποίο συνήθως συµβολίζεται µε (. , . )F οπότε η παραπάνω συνθήκη γίνεται 
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Τώρα είναι εύκολο να ερµηνεύσουµε την παραπάνω συνθήκη: Το διάνυσµα δ 

είναι η : -ορθογώνια προβολή του αρχικού σφάλµατος �r επί του υποχώρου �. 

 

Πρόταση 2.5 Έστω x� η προσεγγιστική λύση που λαµβάνεται από τη 

διαδικασία ορθογώνιας προβολής επί του �, έστω ότι d� = x∗ − x� είναι το 

σχετικό διανυσµατικό σφάλµα. Τότε, 

                                               

όπου ο P¡ συµβολίζει τον πίνακα προβολής επί του υποχώρου �, ο οποίος 

είναι ορθογώνιος ως προς το εσωτερικό γινόµενο του Α. 

Αποτέλεσµα της πρότασης είναι η Α - νόρµα του σφάλµατος που λαµβάνεται 

µετά από ένα βήµα προβολής δεν υπερβαίνει την αρχική νόρµα-Α του 

σφάλµατος, δηλαδή, 

                                              

το οποίο είναι αναµενόµενο, διότι είναι γνωστό ότι η νόρµα- : του σφάλµατος 

ελαχιστοποιείται στο �r + �.  
 

 

 

 

2.2.3 Γενικό Όριο Σφάλµατος 

Αν κανένα διάνυσµα του υποχώρου � δεν προσεγγίζει την ακριβή λύση x, 

τότε είναι αδύνατον να βρούµε µία ικανοποιητική προσέγγιση �� του � από 
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τον  �. Συνεπώς, η προσέγγιση που λαµβάνεται από κάθε διαδικασία 

προβολής µε βάση τον � δεν θα είναι ικανοποιητική. Αφ’ ετέρου, εάν υπάρχει 

κάποιο διάνυσµα στον �, το οποίο απέχει µικρή απόσταση ε από το x, τότε 

το ερώτηµα είναι, πόσο ικανοποιητική µπορεί να είναι η προσεγγιστική λύση. 

Ο σκοπός της παρούσας ενότητας είναι να επιχειρήσουµε να απαντήσουµε σε 

αυτό το ερώτηµα. 

 

                         Σχήµα 2.3 Ορθογώνιες και πλάγιες προβολές. 

 

Έστω WD ο ορθογώνιος πίνακας προβολής επί του υποχώρου �, και i¢£  ο 

πίνακας (πλάγιας) προβολής επί του � και ορθογωνίως προς τον ℒ. Αυτοί οι 

πίνακες προβολής ορίζονται από 

                                            

και απεικονίζονται στο Σχήµα 2.3. Το σύµβολο G< χρησιµοποιείται για να 

συµβολίσει τον τελεστή 
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και υποθέτουµε, χωρίς απώλεια της γενίκευσης, ότι �r. Τότε, µε βάση την 

ιδιότητα, το προσεγγιστικό πρόβληµα το οποίο ορίζεται στις (2.5) µπορεί να 

αναδιατυπωθεί ως εξής: βρίσκω �� ∈ ¤ τέτοιο ώστε  

                                           

 

 

ή, ισοδύναµα, 

                                             

Έτσι, ένα n-διάστατο γραµµικό σύστηµα προσεγγίζεται από ένα m-διάστατο. 

 

Η παρακάτω πρόταση εξετάζει τί συµβαίνει στην ειδική περίπτωση, όταν ο 

υποχώρος � είναι αµετάβλητος σε σχέση µε τον :. Αυτή είναι µία σπάνια 

περίπτωση στην πράξη, όµως το αποτέλεσµα συµβάλλει στην κατανόηση της 

διασπαστικής συµπεριφοράς των µεθόδων που θα εξετάσουµε στα επόµενα 

κεφάλαια. 

 

 

 

Πρόταση 2.6 Υποθέτουµε ότι ο � είναι αµετάβλητος σε σχέση µε τον :, �r = 0, και το b ανήκει στον �. Τότε, η προσεγγιστική λύση που λαµβάνεται 

από οποιαδήποτε µέθοδο (πλάγιας ή ορθογώνιας) προβολής επί του � είναι 

ακριβής. 

Απόδειξη. Η προσεγγιστική λύση �� ορίζεται από την 
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όπου �� είναι ένα µη µηδενικό διάνυσµα στον �. Το δεξί σκέλος b βρίσκεται 

στον �, οπότε έχουµε ¥�ℒ � = �. Οµοίως, το �� ανήκει στον �, ο οποίος είναι 

αµετάβλητος σε σχέση µε τον :, και συνεπώς,  

                                                ¥�ℒ Α�� =  Α�� 

Τότε η παραπάνω εξίσωση γίνεται 

                                                                             

αποδεικνύοντας ότι το �� είναι ακριβής λύση. 

Το αποτέλεσµα µπορεί να προεκταθεί µε ήσσονα σηµασία στην περίπτωση 

όπου �r ≠ 0. H υπόθεση που απαιτείται σε αυτήν την περίπτωση είναι το 

αρχικό υπόλοιπο jr = � − :�r να ανήκει στον αµετάβλητο υποχώρο  �. 

Ένα σηµαντικό µέγεθος των ιδιοτήτων σύγκλισης των µεθόδων προβολής 

είναι η απόσταση =( ¦ −  §�)�∗=4 της ακριβούς λύσης �∗ από τον υποχώρο �. 

Αυτό το µέγεθος παίζει σηµαντικό ρόλο στην ανάλυση των µεθόδων 

προβολής. Παρατηρούµε ότι η λύση �∗ δεν µπορεί να προσεγγιστεί 

ικανοποιητικά από τον �, αν το =( ¦ −  §�)�∗=4 δεν είναι µικρό, διότι 

                                    

Το θεµελιώδες µέγεθος =( ¦ −  §�)�∗=4/=�∗=4 είναι το sine της οξείας γωνίας 

µεταξύ της λύσης �∗ και του υποχώρου �. Το παρακάτω θεώρηµα δείχνει το 

άνω όριο της νόρµας υπολοίπου της ακριβούς λύσης σε σχέση µε τον τελεστή 

προσέγγισης G<. 
Θεώρηµα 2.1 Έστω (τύπος) και υποθέτουµε ότι το b είναι µέλος του � και �r = 0. Τότε η ακριβής λύση  �∗ του αρχικού προβλήµατος είναι τέτοια ώστε 

                                                      (2.9) 

Απόδειξη. Εφόσον � ∈ ¤, τότε 



30 

 

                                 

Παρατηρώντας ότι ¦ − WD είναι πίνακας προβολής, έπεται ότι 

                               

η οποία ολοκληρώνει την απόδειξη. 

  

Είναι χρήσιµο να θεωρήσουµε την ερµηνεία του θεωρήµατος βάσει πινάκων. 

Θεωρούµε µόνο την ειδική περίπτωση των µεθόδων ορθογώνιας προβολής 

(ℒ = �). Υποθέτουµε ότι ο V είναι µοναδιαίος, δηλαδή ότι η βάση ,��, … , �<- 
είναι ορθοκανονική, και ότι W = V. Παρατηρούµε ότι � = ��Z�. Η ισότητα (2.9) 

µπορεί να αναπαρασταθεί στην βάση V ως  

                                 

 

Όµως, 

                                                

 

Έτσι, η προβολή της ακριβούς λύσης έχει νόρµα υπολοίπου σε σχέση µε τον 

πίνακα � = �ZG�, η οποία είναι η τάξη του =( ¦ −  §�)�∗=4. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  

ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΥΠΟΧΩΡΟΥ KRYLOV  

 

Τα επόµενα δύο κεφάλαια διερευνούν κάποιες µεθόδους, οι οποίες 

θεωρούνται επί του παρόντος µεταξύ των σηµαντικότερων διαθέσιµων 

επαναληπτικών τεχνικών για την επίλυση µεγάλων γραµµικών συστηµάτων. Οι 

τεχνικές αυτές στηρίζονται σε διαδικασίες προβολής, τόσο ορθογώνιας, όσο 

και πλάγιας, επάνω σε υποχώρους Krylov, οι οποίοι είναι υποχώροι που 

επεκτείνονται από διανύσµατα της µορφής p(A)v, όπου το p είναι πολυώνυµο. 

Εν συντοµία, οι τεχνικές αυτές προσεγγίζουν το A-1b κατά p(A)b, όπου το p 

είναι το «ορθό» πολυώνυµο [2], [4].  

 

 

 

 

3.1 Εισαγωγή 

 

Η γενική µέθοδος προβολής για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος 

                                  Ax = b,       (3.1) 

 

εξάγει µία προσεγγιστική λύση xm από έναν συσχετισµένο υποχώρο x0+Km 

διάστασης m θέτοντας τη συνθήκη Petrov-Galerkin 
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b − Axm ⊥  Lm, 

 

όπου το Lm είναι ένας άλλος υποχώρος διάστασης m. Εδώ, το x0 

αντιπροσωπεύει µία αυθαίρετη αρχική εκτίµηση της λύσης. Η µέθοδος 

υποχώρου Krylov είναι αυτή, για την οποία ο υποχώρος Km είναι ο υποχώρος 

Krylov 

 

Km(A, r0) = span{r0, Ar0, A
2r0, . . . , A

m-1 r0}, 

 

Όπου r0 = b – Ax0. Ο Km (A, r0) θα συµβολίζεται ως Km. Οι διαφορετικές 

παραλλαγές των µεθόδων υποχώρου Krylov προκύπτουν από διαφορετικές 

επιλογές του υποχώρου Lm και από τους τρόπους µε τους οποίους 

προρυθµιζεταί το σύστηµα.  

 

Θεωρούµενες υπό το πρίσµα της θεωρίας προσέγγισης, είναι σαφές ότι οι 

προσεγγίσεις που λαµβάνονται από µία µέθοδο υποχώρου Krylov είναι της 

µορφής 

 

A-1 b ≈ xm = x0 + qm-1(A)r0 , 

 

στην οποία το qm-1 είναι ένα συγκεκριµένο πολυώνυµο βαθµού m – 1. Στην 

απλούστερη περίπτωση, όπου x0 = 0, τότε 

Α-1b ≈ qm-1(A)b. 

 

Με άλλα λόγια, το A-1b προσεγγίζεται από το qm-1(A)b. 

 

Μολονότι όλες οι τεχνικές παρέχουν τον ίδιο τύπο πολυωνυµικών 

προσεγγίσεων, η επιλογή του Lm, δηλαδή των περιορισµών που 

χρησιµοποιούνται για τη δηµιουργία αυτών των προσεγγίσεων, έχει σηµαντική 

επίδραση στην επαναληπτική τεχνική. ∆ύο ευρείες επιλογές του Lm οδηγούν 

στις πιο γνωστές τεχνικές. Η πρώτη είναι απλά η Lm = Km και η παραλλαγή 

ελαχίστου υπολοίπου Lm = AKm. Η δεύτερη τάξη µεθόδων στηρίζεται στον 
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ορισµό του Lm ως µεθόδου υποχώρου Krylov, η οποία σχετίζεται µε τον AT, 

δηλαδή,  

                                                     Lm = Km(AT, r0) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2 Υποχώροι Krylov 

 

Στην ενότητα αυτή θεωρούµε τις µεθόδους προβολής των υποχώρων Krylov, 

δηλαδή, τους υποχώρους της µορφής 

                   Km(A, v) ≡ span {v, Av, A2 v, . . . , Am-1 v}                                (3.2) 

 

οι οποίοι θα συµβολίζονται απλά µε Km εάν δεν υπάρχει ασάφεια [2], [4]. Η 

διάσταση του υποχώρου των προσεγγιστικών λύσεων αυξάνει κατά µία, σε 

κάθε βήµα της διαδικασίας προσέγγισης. Μπορούν να οριστούν κάποιες 

στοιχειώδεις ιδιότητες του υποχώρου Krylov. Η πρώτη ιδιότητα είναι ότι το Km 

είναι ο υποχώρος όλων των διανυσµάτων στο Rn, ο οποίος µπορεί να γραφεί 

ως x = p(A)v, όπου p είναι πολυώνυµο βαθµού όχι ανώτερου του m – 1. 

Θυµηθείτε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο ενός διανύσµατος v είναι το µη 

µηδενικό κανονικό πολυώνυµο p του χαµηλότερου βαθµού, έτσι ώστε p(A)v = 

0. Ο βαθµός του ελάχιστου πολυώνυµου του v σε σχέση µε το A συχνά 

ονοµάζεται βαθµός του v σε σχέση µε το A, ή απλά βαθµός του v, εάν δεν 

υπάρχει ασάφεια. Μία συνέπεια του θεωρήµατος Cayley-Hamilton είναι ότι 

βαθµός του v δεν υπερβαίνει το n.  
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Πρόταση 3.1 Έστω µ ο βαθµός του v. Τότε το Km δεν µεταβάλλεται µε βάση το 

Α και Km = Kµ για όλα τα m ≥ µ. 

 

 Αναφέρθηκε παραπάνω ότι η διάσταση του Km είναι µη φθίνουσα. 

Πράγµατι, η ακόλουθη πρόταση ορίζει τη διάσταση του Km γενικά. 

 

Πρόταση 3.2 Ο υποχώρος Krylov Κm είναι διάστασης m, αν και µόνο αν ο 

βαθµός µ του v σε σχέση µε το Α δεν είναι µικρότερος του m, δηλαδή, 

 

     dim(Km) = m  ↔  grade(v) ≥ m. (3.3) 

Συνεπώς, 

     dim(Km) = min {m, grade(v)}. (3.4) 

 

 

 

 

Απόδειξη. Τα διανύσµατα v, Av, f, Am-1v αποτελούν βάση του Km, αν και 

µόνο αν για οποιοδήποτε σύνολο m κλιµακωτών µεγεθών αi, i = 0, f, m – 1, 

όπου τουλάχιστον ένα αi είναι µη µηδενικό, ο γραµµικός συνδυασµός ∑ T<«��
r iA
iv είναι µη µηδενικός. Αυτό ισοδυναµεί µε τη συνθήκη, ότι το µόνο 

πολυώνυµο βαθµού ≤ K − 1, για το οποίο p(A)v = 0, είναι το µηδενικό 

πολυώνυµο. Η ισότητα (3.4) είναι συνέπεια της προηγούµενης πρότασης. 

 

 ∆εδοµένου ενός συγκεκριµένου υποχώρου Χ, ότι το A|X  συµβολίζει τον 

περιορισµό του Α στο Χ. Εάν το Q είναι τελεστής προβολής επί του Χ, η τοµή 

του τελεστή Α στο Χ είναι ο τελεστής του Χ πάνω στον εαυτό του, ο οποίος 

ορίζεται ως QA|X. Η ακόλουθη πρόταση χαρακτηρίζει το γινόµενο των 

πολυωνύµων του Α επί το v σε σχέση µε την τοµή του Α στο Km. 

 

Πρόταση 3.3 Έστω Qm οποιοσδήποτε τελεστής προβολής επί του Km και Αm η 

τοµή του Α στο Κm, δηλαδή, Αm = QmA|Km. Τότε για οποιοδήποτε πολυώνυµο q 

βαθµού ο οποίος δεν υπερβαίνει τον m – 1,  
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q(A)v = q(Am)v, 

 

και για οποιοδήποτε πολυώνυµο βαθµού ≤ K, 
 

Qmq(A)v = q(Am)v. 

 

Απόδειξη. Πρώτα αποδεικνύουµε ότι q(A)v = q(Am)v για κάθε πολυώνυµο q 

βαθµού ≤ K − 1. 
Αρκεί να δείξουµε την ιδιότητα των κανονικών πολυωνύµων qi(t) ≡ ti, i = 0, f, 

m – 1. Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή. Η ιδιότητα είναι αληθής για το 

πολυώνυµο q0(t) ≡ 1. Υποθέτουµε ότι είναι αληθής για qi(t) ≡ ti: 
 

qi(A)v = qi(Am)v . 

 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο σκέλη της παραπάνω εξίσωσης µε Α 

παίρνουµε 

 

qi+1(A)v = Aqi(Am)v. 

 

Αν i+1≤ m – 1, το διάνυσµα του αριστερού σκέλους ανήκει στο Km, και 

συνεπώς αν και τα δύο σκέλη της παραπάνω εξίσωσης πολλαπλασιαστούν 

µε Qm, τότε 

 

qi+1(A)v = QmAqi(Am)v. 

 

Κοιτάζοντας το δεξί σκέλος παρατηρούµε ότι το qi(Am)v ανήκει στο Km. Ως εκ 

τούτου,  

 

qi+1(A)v = QmA|Kmqi(Am)v = qi+1(Am)v, 

 

το οποίο αποδεικνύει ότι ιδιότητα είναι αληθής για i+1, υπό τον όρο ότι                     

i + 1≤ m – 1. Για την περίπτωση i + 1 = m, µένει να δειχθεί µόνο ότι Qmqm(A)v 
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= qm(Am)v, το οποίο έπεται από qm-1(A)v = qm-1(Am)v, πολλαπλασιάζοντας 

απλά και τα δύο σκέλη µε QmA. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3 Μέθοδος Arnoldi 

 

Η µέθοδος Arnoldi  είναι µία µέθοδος ορθογώνιας προβολής επί του Km. Η 

διαδικασία παρουσιάστηκε για πρώτη φορά το 1951 ως µέσο αναγωγής ενός 

πυκνού πίνακα σε µορφή Hessenberg µε µοναδιαίο µετασχηµατισµό. Στην 

εργασία του, ο Arnoldi υπαινίχθηκε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα Hessenberg 

που λαµβάνονται από αριθµό βηµάτων µικρότερου του n µπορούν να 

παρέχουν ακριβείς προσεγγίσεις κάποιων ιδιοτιµών του αρχικού πίνακα. 

Αργότερα ανακαλύφθηκε ότι η στρατηγική αυτή οδηγεί σε µία αποδοτική 

τεχνική προσέγγισης των ιδιοτιµών µεγάλων αραιών πινάκων και η τεχνική 

επεκτάθηκε στη συνέχεια στην επίλυση µεγάλων αραιών γραµµικών 

συστηµάτων εξισώσεων. Η µέθοδος θα περιγραφεί πρώτα θεωρητικά, δηλαδή 

υποθέτοντας την ακριβή αριθµητική, και στη συνέχεια θα αναλυθούν οι 

λεπτοµέρειες εφαρµογής [2], [4]. 

 

3.3.1 Ο Βασικός Αλγόριθµος 
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Η διαδικασία Arnoldi είναι ένας αλγόριθµος για τη δηµιουργία ορθογώνιας 

βάσης υποχώρου Krylov Κm. Με ακριβή αριθµητική, µία παραλλαγή του 

αλγόριθµου είναι η εξής: 

 

 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.1 Arnoldi 

Επέλεξε ένα διάνυσµα v1, τέτοιο ώστε =��=2 = 1 

 Για j = 1, 2, f, m : 

  Υπολόγισε hij = (Avj, vi) for i = 1, 2, . . . , j 

  Υπολόγισε wj := Avj – ∑ ℎ�cc�
� �� 
  hj+1,j = ®�c®2  

  Εάν hj+1,j = 0 τότε Σταµάτησε 

  vj+1 = wj/hj+1,j 

  Τέλος  

 

 

Σε κάθε βήµα, ο αλγόριθµος πολλαπλασιάζει το προηγούµενο διάνυσµα 

Arnoldi vj µε A και στη συνέχεια ορθοκανονικοποιεί το προκύπτων διάνυσµα 

wj έναντι όλων των προηγούµενων vi µέσω της κλασικής µεθόδου Gram-

Schmidt. Θα σταµατήσει εάν το διάνυσµα wj, το οποίο υπολογίστηκε στη 

γραµµή 4, απαλειφθεί.  

 

Πιο αναλυτικά σαν είσοδοι του αλγορίθµου είναι ο πίνακας Α ∈ ℝ�×� και το 

διάνυσµα  w� ∈ ℝ�×� , µε  m ≪ n και εξόδους τον πίνακα H και ένα σύνολο 

ορθοκανονικών διανυσµάτων  ,w� ±, w4 ,z±w<- = vm . 

                             Η   = 

y�
z   

ℎ�� ℎ�4 …ℎ4� ℎ44 … ⋯  ℎ�<⋯ ℎ4< ⋮0   ℎ�4⋮0 ⋱ …  ⋮   ℎ�<     0 ⋮  ℎ<µ�,<
    

{�
|

 και 
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Α(w�, … , w<  ) = (w�  , … , w<  ,w<µ� )  
y�
z   

ℎ�� ℎ�4 …ℎ4� ℎ44 … ⋯  ℎ�<⋯ ℎ4< ⋮0   ℎ�4⋮0 ⋱ …  ⋮   ℎ�<     0 ⋮  ℎ<µ�,<
    

{�
|

     (3.5) 

 

Το w� επιλέγετε ώστε   w�= w ∕ =w=4 όπου το w είναι το αρχικο µας διάνυσµα.  

 

Πρώτο Βήµα: Υπολογίζουµε το   w4  και την πρώτη στήλη του ¶·< 

 

                                              

 

 

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση µε το  w�P , έχουµε : 

                                              

(αφού w�Z w� = 1  και w�Z w4=0, λόγω κατασκευής των   w�, w4,…, w7µ� ) 

 

Θέτοντας 

 

  w̧ =Αw� − ℎ��w� 

 

Παίρνουµε, 

 ℎ4� = =w̧=2 

και µετά θέτουµε: 

 w4  =  
n¹=n¹=  =  

n¹ºEH 
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Βήµα 2:  (Υπολογισµός w� και δεύτερης στήλης του ¶·7 ) 

Συγκρίνοντας τις εισόδους της δεύτερης στήλης και στα δύο µέλη της 

εξίσωσης  (3.5)  προκύπτει: 

Αw4 =  ℎ�4w�  + ℎ44w4 + ℎ�4w�        (∗) 

Πολλαπλασιάζοντας την  ( ∗ ) µε  w�Z   προκύπτει: 

w�Z    Αw4 = ℎ�4 

Θέτουµε 

 w̧�  = Αw4 − ℎ�4w� 

Πολλαπλασιάζοντας την  ( ∗ ) µε   w4Z    παίρνουµε: 

   w4ZΑw4 =    w4Zℎ�4w� + ℎ44 

⇒    ℎ44   =    w4Z(Αw4 − ℎ�4w� ) =    w4Zw̧� 

Θέτουµε: 

 w̧4 =  w̧� − ℎ44w4 

 

και παίρνουµε: 

ℎ�4 = =w̧4=4 

w� = 
n¹Eº»E 

Τα άλλα βήµατα είναι ανάλογα. 

 

Βήµα ¼ : (Υπολογισµός w½µ� και ¾ –στήλης του ¶·7) 
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Ο υπολογισµός του w½ µ� και της ¾ − 3/ή�ÁÂ /Ãw ¶·7) γίνεται από την 

αναδροµική  σχέση: 

         Αw½ = ℎ�½  w� +z +ℎ½½w½ + ℎ½µ�,½w½µ�                 (3.6) 

 

Λαµβάνοντας υπόψιν ότι τα {υ�,… ,υÅ } είναι ορθοκανονικά. 

 

Τώρα αποδεικνύονται ορισµένες απλές ιδιότητες του αλγόριθµου. 

 

 

 

Πρόταση 3.4 Υποθέτουµε ότι ο Αλγόριθµος 3.1 δεν σταµατά πριν το µ-οστό 

βήµα. Τότε τα διανύσµατα v1, v2, f, vm σχηµατίζουν ορθοκανονική βάση του 

υποχώρου Krylov 

 

Km = span{v1, Av1, f, Am-1v1}. 

 

 

 

 

 

Απόδειξη. Τα διανύσµατα vj, j = 1, 2, f, m, είναι ορθοκανονικά εκ της 

κατασκευής τους. Το ότι εκτείνονται κατά Km επάγεται από το γεγονός ότι το 

κάθε διάνυσµα vj είναι της µορφής  qj-1(A)v1, όπου qj-1 είναι πολυώνυµο 

βαθµού j – 1. Αυτό µπορεί να δειχθεί µε επαγωγή επί του j ως ακολούθως. Το 

αποτέλεσµα είναι σαφώς αληθές για j = 1, αφού v1 = q0(A)v1 µε q0(t) ≡ 1. 

Υποθέτουµε ότι το αποτέλεσµα είναι αληθές για όλους τους ακέραιους ≤ j και 

θεωρούµε ότι vj+1. Έχουµε 

 

hj+1,jvj+1 = Avj – ∑ ℎ�c�� = GA?«�(G)��c�
�  – ∑ ℎ�cA�«�(G)��c�
�    (3.7) 
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η οποία δείχνει ότι το vj+1 µπορεί να εκφραστεί ως qj(A)v1, όπου qj είναι ο 

βαθµός του j και ολοκληρώνει την απόδειξη. 

 

 

 

Πρόταση 3.5 Συµβολίζουµε µε Vm τον πίνακα n x m µε διανύσµατα στήλες v1, 

z, vm, µε ¶�m τον πίνακα Hessenberg (m+1) x m, οι µηδενικοί όροι hij του 

οποίου ορίζονται από τον Αλγόριθµο 6.1, και µε Hm τον πίνακα που 

λαµβάνεται από το ¶�m διαγράφοντας τη τελευταία γραµµή του. Στη συνέχεια, 

ισχύουν οι εξής σχέσεις: 

 

   AVm  = VmHm + wm�<Z     (3.7) 

    = Vm+1¶�m,           (3.8) 

   �<ZG�m= ¶<.     (3.9) 

 

Απόδειξη. Η σχέση (6.7) επάγεται από την ακόλουθη ισότητα, η οποία είναι 

άµεση συνέπεια των γραµµών 4, 5 και 7 του Αλγορίθµου 6.1. 

 

   :�c =  ∑ ℎ�c��cµ��
� , Æ = 1, 2, … , K.    (3.10) 

 

Η σχέση (3.7) είναι αναδιατύπωση της σχέσης (3.10) σε πίνακα. Η σχέση 

(3.9) επάγεται µε πολλαπλασιασµό αµφότερων των σκελών της (3.7) µε �<Z 

και κάνοντας χρήση της ορθοκανονικότητας του ,��, … , �<-.  
 

Το αποτέλεσµα της πρότασης απεικονίζεται στο Σχήµα 3.1. 
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Σχήµα 3.1: Η πράξη του Α επί το Vm δίνει το VmHm πλέον ενός πίνακα πρώτης 

τάξης. 

 

 

Όπως σηµειώθηκε προηγουµένως, ο αλγόριθµος µπορεί να διασπαστεί σε 

περίπτωση που ο τύπος wj απαλειφθεί σε ένα ορισµένο βήµα j. Στην 

περίπτωση αυτή, το διάνυσµα vj+1 δεν µπορεί να υπολογιστεί και ο 

αλγόριθµος διακόπτεται. Αποµένει να προσδιοριστούν οι συνθήκες υπό τις 

οποίες λαµβάνει χώρα αυτή η κατάσταση. 

 

Πρόταση 3.6 Ο αλγόριθµος Arnoldi διασπάται στο βήµα j (δηλαδή, hj+1,j = 0 

στη Γραµµή 5 του Αλγορίθµου 3.1), αν και µόνο αν το ελάχιστο πολυώνυµο 

του v1 είναι βαθµού j. Επιπλέον, σε αυτήν την περίπτωση ο υποχώρος Kj είναι 

αµετάβλητος δυνάµει του Α. 

 

 

 

 

Απόδειξη. Εάν ο βαθµός του ελαχίστου πολυωνύµου είναι j, τότε το wj θα 

πρέπει να ισούται µε µηδέν. Πράγµατι, διαφορετικά το vj+1 µπορεί να οριστεί, 

και ως αποτέλεσµα το Kj+1 θα ήταν διάστασης j+1. Τότε η Πρόταση 3.2 θα 

συνεπαγόταν ότι m≥j+1, το οποίο είναι άτοπο. Για να αποδειχθεί το 

αντίστροφο, υποθέτουµε ότι wj = 0. Τότε ο βαθµός µ του ελαχίστου 
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πολυωνύµου v1 είναι τέτοιος ώστε m≤j. Επιπλέον, είναι αδύνατον να ισχύει 

m<j. ∆ιαφορετικά, βάσει του πρώτου µέρους της παρούσας απόδειξης, το 

διάνυσµα wµ θα ήταν µηδενικό και ο αλγόριθµος θα είχε διακοπεί στο 

προηγούµενο βήµα µε αριθµό µ. Το υπόλοιπο αποτέλεσµα επάγεται από την 

Πρόταση 3.1. 

 

 

 

 

 

3.4 Υλοποίηση Του Αλγορίθµου 3.1 

 

Στην προηγούµενη περιγραφή της διαδικασίας Arnoldi, λήφθηκε ακριβής 

αριθµητική, κυρίως για λόγους απλότητας. Στην πράξη, πολλά µπορεί να είναι 

τα οφέλη της χρήσης του Τροποποιηµένου αλγορίθµου Gram-Schmidt ή του 

αλγορίθµου Householder, αντί του βασικού αλγορίθµου Gram-Schmidt. Με 

την εναλλακτική επιλογή του Τροποποιηµένου Gram-Schmidt, ο αλγόριθµος 

λαµβάνει την εξής µορφή: 

 

 

 

 

 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.2 Arnoldi-Τροποποιηµένος Gram-Schmidt 

 

1.  Επέλεξε ένα διάνυσµα v1 του τύπου 1 

2.  Για Æ = 1, 2, … , K Κάνε: 
3.   Υπολόγισε �c = G�c 

4.   Για J = 1, … , Æ Κάνε: 

5.    ℎ�c = (�c , ��) 

6.    �c: =  �c −  ℎ�c�� 
7.   Τέλος Κάνε 
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8.   ℎcµ�,c = =��=4. :Ç ℎcµ�,c = 0  Σταµάτησε 

9.   �cµ� = �c ℎcµ�,c⁄   

10.  Τέλος Κάνε 

 

Σε ακριβή αριθµητική, αυτός ο αλγόριθµος και ο Αλγόριθµος 3.1 είναι 

µαθηµατικά ισοδύναµοι. Με την ύπαρξη στρογγυλοποίησης, η παραπάνω 

διατύπωση είναι πολύ πιο αξιόπιστη. Ωστόσο, υπάρχουν περιπτώσεις όπου 

οι διαγραφές είναι τόσο σοβαρές στα βήµατα της ορθογωνιοποίησης που 

ακόµη και η επιλογή του Τροποποιηµένου Gram-Schmidt είναι ανεπαρκής. Σε 

αυτήν την περίπτωση, µπορούν να χρησιµοποιηθούν δύο περαιτέρω 

βελτιώσεις. 

 

 

Η πρώτη βελτίωση καταφεύγει στη διπλή ορθογωνιοποίηση. Όποτε 

υπολογίζεται το τελικό διάνυσµα wj, το οποίο λαµβάνεται στο τέλος του κυρίου 

βρόγχου του ανωτέρω αλγορίθµου, πραγµατοποιείται έλεγχος για να 

συγκριθεί o τύπος του µε τον τύπο του αρχικού wj (ο οποίος είναι ®G�c®4). Εάν 

η µείωση καταλήξει κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο, το οποίο αποτελεί 

ένδειξη ότι µπορεί να έχει συµβεί σοβαρή απαλοιφή, πραγµατοποιείται µία 

δεύτερη ορθογωνιοποίηση.  

 

 

Η δεύτερη βελτίωση είναι η χρήση µίας εντελώς διαφορετικής τεχνικής. Από 

αριθµητικής άποψης, µία από τις πιο αξιόπιστες τεχνικές ορθογωνιοποίησης 

είναι ο αλγόριθµος Householder. Θυµηθείτε ότι η ορθογωνιοποίηση 

Householder χρησιµοποιεί πίνακες αντανάκλασης της µορφής WD = ¦ −2�D�DZ  για τον µετασχηµατισµό ενός πίνακα X σε άνω τριγωνική µορφή. Στον 

αλγόριθµο Arnoldi, τα διανύσµατα στήλης του πίνακα Χ προς 

ορθοκανονικοποίηση δεν είναι διαθέσιµα εκ των προτέρων.  

 

Στον αλγόριθµο Householder λαµβάνεται µία ορθογώνια στήλη vi ως P1P2 

zPiei, όπου P1, z, Pi είναι οι προηγούµενοι πίνακες Householder. Το 
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διάνυσµα αυτό πολλαπλασιάζεται στη συνέχεια µε Α και οι προηγούµενοι 

µετασχηµατισµοί Householder εφαρµόζονται σε αυτό. Έπειτα, ο επόµενος 

µετασχηµατισµός Householder προσδιορίζεται από το προκύπτον διάνυσµα. 

Η διαδικασία αυτή περιγράφεται στον ακόλουθο αλγόριθµο, ο οποίος 

προτάθηκε αρχικά από τον Walker. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.3 Householder Arnoldi 

 

1. Επέλεξε ένα µη µηδενικό διάνυσµα v, Θέσε z1 = v 

2. Για j =1, m, m+1: 

3.    Υπολόγισε το µοναδιαίο διάνυσµα Householder wj, τέτοιο 

ώστε 

4.   (wj)i = 0, i = 1, f, j – 1 και 

5.   (Pjzj)I = 0, i = j+1, f, n, όπου Wc = ¦ − 2�c�cZ 

6.  hj-1 = Pjzj 

7.  vj = P1P2 f Pjej 

8.  Αν Æ ≤ K  υπολόγισε zj+1 : PjPj-1 fP1Avj 

9. Τέλος  

  

Για λεπτοµέρειες σχετικά µε τον προσδιορισµό του διανύσµατος Householder 

wj στην τρίτη µε πέµπτη γραµµή και τη χρήση του στην έκτη µε όγδοη 

γραµµή. Θυµηθείτε ότι οι πίνακες Pj δεν χρειάζεται να έχουν σαφή µορφή. Για 

να λάβουµε hj-1 από το zj στη γραµµή 6, απαλείψτε όλα τα στοιχεία από τη 

θέση j+1 έως n του ν-οστού διανύσµατος zj και αλλάξτε το j-οστό στοιχείο του, 

αφήνοντας όλα τα υπόλοιπα αµετάβλητα. Έτσι, ο πίνακας n x m [h0, h1, z, 

hm] θα έχει την ίδια δοµή µε τον πίνακα Xm. Σε σύγκριση µε τον αλγόριθµο 
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Householder, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η παραπάνω διαδικασία 

υπολογίζει την παραγοντοποίηση QR του πίνακα v, Av1, Av2, Av3, z, Avm. 

Ορίζουµε 

 

    Qj = PjPj-1 z P1.    (3.11) 

 

Ο ορισµός του zj+1 στη γραµµή 8 του αλγορίθµου παράγει τη σχέση, 

 

QjAvj = zj+1. 

 

Μετά την εφαρµογή του επόµενου µετασχηµατισµού Householder Pj+1 στη 

γραµµή 6, το hj πληροί τη σχέση, 

 

    hj = Pj+1zj+1 = Pj+1QjAvj = Qj+1Avj.  (3.11) 

 

Παρατηρούµε τώρα ότι αφού τα στοιχεία j+2, z, n του hj είναι µηδενικά, τότε 

Pihj = hj 

για κάθε izj+2. Συνεπώς, 

 

  hj = PmPm-1 zPj+2hj = QmAvj, j = 1, z, m. 

 

Αυτό οδηγεί στην παραγοντοποίηση, 

 

  Qm[v, Av1, Av2, z, Avm] = [h0, h1, z, hm]   (3.12) 

 

όπου ο πίνακας [h0, z, hm] είναι n x (m+1) και άνω τριγωνικός και ο Qm είναι 

µοναδιαίος. 

 

 

Είναι σηµαντικό να συσχετίσουµε τα διανύσµατα vi και hi, τα οποία ορίζονται 

σε αυτόν τον αλγόριθµο, µε διανύσµατα της βασικής διαδικασίας Arnoldi. 

Έστω ότι É�< είναι ο (m+1) x m πίνακας που λαµβάνεται από τις πρώτες m+1 
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γραµµές του πίνακα n x m [h1, z, hm]. Αφού το Qj+1 είναι µοναδιαίος έχουµε icµ�«� = icµ�Z  και συνεπώς, από τη σχέση (3.11) 

 

 

G�c = icµ�Z Ê ℎ�c
cµ�


� �c = Ê ℎ�cicµ�Z ��

cµ�
�
�  

όπου έκαστο ei είναι η i-οστή στήλη του n x n µοναδιαίου πίνακα. Αφού Pkei = 

ei για i<k, δεν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι 

 

  icµ�Z �� = W� … Wcµ��� = ��, για i≤j+1.    (3.13) 

 

Αυτό παράγει τη σχέση G�c = ∑ ℎ�c��cµ��
� , για j =1, z, m, η οποία µπορεί να 

γραφεί σε µορφή πίνακα ως 

 G�< = �<µ�¶�<. 

 

Αυτή είναι ταυτόσηµη µε τη σχέση (6.7), η οποία λαµβάνεται µε την εφαρµογή 

Gram-Schmidt ή Τροποποιηµένου Gram-Schmidt. Τα vi σχηµατίζουν µία 

ορθοκανονική βάση του υποχώρου Krylov Km, και είναι ταυτόσηµα µε τα vi, τα 

οποία ορίζονται µε τη διαδικασία Arnoldi, εκτός της ενδεχόµενης διαφοράς 

συµβόλου. 

 

 

Μολονότι ο αλγόριθµος Householder είναι αριθµητικά πιο εφικτός από τις  

παραλλαγές Gram-Schmidt ή Τροποποιηµένου Gram-Schmidt, είναι επίσης 

πιο δαπανηρός. Το µεγαλύτερο µέρος του κόστος εκάστου εξωτερικού 

βρόγχου, ο οποίος αντιστοιχεί στη µεταβλητή ελέγχου j, καταλαµβάνεται από 

τις γραµµές 7 και 8. Οι γραµµές αυτές εφαρµόζουν τους πίνακες 

αντανάκλασης Pi για i = 1, z, j σε ένα διάνυσµα, εκτελούν το γινόµενο του 

πίνακα επί το διάνυσµα Avj, και στη συνέχεια εφαρµόζουν τους πίνακες Pi για 

i = j, j – 1, z, 1 σε ένα διάνυσµα. Η εφαρµογή κάθε Pi σε ένα διάνυσµα 

εκτελείται ως 
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 (` − 2����Z)� = � − 3�� �Ë 3 = 2��Z�. 
 

Αυτό είναι ουσιαστικά το αποτέλεσµα ενός εσωτερικό γινοµένου µήκους n – i 

+ 1 το οποίο ακολουθείται από µία ενηµέρωση διανύσµατος του ιδίου µήκους, 

η απαιτεί συνολικά περίπου 4(n – i +1) πράξεις για κάθε εφαρµογή του Pi. 

Παραλείποντας το τελευταίο βήµα, ο αριθµός των πράξεων που οφείλονται 

αποκλειστικά στους µετασχηµατισµούς Householder είναι συνολικά κατά 

προσέγγιση 

 

Ê Ê 8(� − J + 1) = 8 Ê ÍÆ� − Æ(Æ − 1)2 Î<
c
�

c
�
�

<
c
� ≈ 4K4� − 43 K�. 

 

Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τα κόστη διαφόρων διαδικασιών 

ορθογωνιοποίησης. GS σηµαίνει Gram-Schmidt, MGS Τροποποιηµένoς 

Gram-Schmidt, MGSR Τροποποιηµένος Gram-Schmidt για ορθογωνιοποίηση 

εκ νέου, και HO Householder. 

 

 GS MGS MGSR HO 

Πράξεις 

κινητής 

υποδιαστολής 

ανά 

δευτερόλεπτο 

2m2n 2m2n 4m2n 4K4� − 43 K� 

Αποθήκευση (m+1)n (m+1)n (m+1)n (m+1)n – �4 K4 

  

 

Ο αριθµός των πράξεων που εµφανίζονται για τη MGSR αντιστοιχεί στο 

σενάριο της χειρότερης περίπτωσης µε µία δεύτερη ορθογωνιοποίηση να 

πραγµατοποιείται κάθε φορά. Στην πράξη, ο αριθµός των πράξεων είναι 

συνήθως πιο κοντά προς τη συνήθη MGS. Σχετικά µε την αποθήκευση, τα 
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διανύσµατα vi, i = 1, z, m δεν χρειάζεται να αποθηκευτούν. Στους 

αλγόριθµους επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, τα διανύσµατα αυτά 

χρειάζονται στο τέλος της διαδικασίας. Το θέµα αυτό θα καλυφθεί µε τις 

εφαρµογές Householder αυτών των αλγόριθµων. 

 

 Προς το παρόν, υποθέτουµε ότι µόνο τα wi αποθηκεύονται. Το µικρό κέρδος 

χρήσης της µνήµης στην παραλλαγή Householder µπορεί να ερµηνευτεί µε τα 

φθίνοντα µήκη των διανυσµάτων που απαιτούνται σε κάθε βήµα του 

µετασχηµατισµού Householder. Ωστόσο, η διαφορά αυτή είναι αµελητέα σε 

σχέση µε τις συνολικές απαιτήσεις αποθήκευσης του αλγόριθµου, διότι 

συνήθως, K ≪ K. 

  

Η ορθογωνιοποίηση Householder µπορεί να είναι µία λογική επιλογή κατά την 

ανάπτυξη αξιόπιστων λογισµικών πακέτων γενικής χρήσης, όπου η 

ανθεκτικότητα είναι κριτήριο κρίσιµης σηµασίας. Αυτό ισχύει ιδιαίτερα για την 

επίλυση προβληµάτων ιδιοτιµής αφού το κόστος της ορθογωνιοποίησης στη 

συνέχεια αποσβένεται σε πολλούς υπολογισµούς ιδιοτιµών/ιδιοδιανυσµάτων. 

Κατά την επίλυση γραµµικών συστηµάτων, η ορθογωνιοποίηση 

Τροποποιηµένου Gram-Schmidt, µε στρατηγική ορθογωνιοποίησης εκ νέου, η 

οποία στηρίζεται στο µέτρο του επιπέδου ακύρωσης, είναι περισσότερο από 

επαρκής στις περισσότερες περιπτώσεις. 

 

 

 

 

3.5  Ο Συµµετρικός Αλγόριθµος Lanczos 

 

Ο συµµετρικός αλγόριθµος Lanczos αποτελεί απλούστευση της µεθόδου 

Arnoldi για την ειδικότερη περίπτωση όπου ο πίνακας είναι συµµετρικός. Όταν 

ο A είναι συµµετρικός, τότε ο πίνακας Hessenberg Hm γίνεται συµµετρικός 
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τριδιαγώνιος. Αυτό οδηγεί σε µια τριών όρων επανάληψη της διαδικασίας 

Arnoldi [2], [4]. 

 

3.5.1 Ο Αλγόριθµος 

 

Για να παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο Lanczos αρχίζουµε µε τα ακόλουθα 

βήµατα. 

 

 

Θεώρηµα 2.2 Θεωρούµε ότι η µέθοδος Arnoldi εφαρµόζεται σε έναν 

πραγµατικό συµµετρικό πίνακα Α. Τότε οι συντελεστές hij που παράγονται 

από τον αλγόριθµο είναι τέτοιοι ώστε 

 

    ℎ�c = 0, "#$ 1 ≤ J < Æ − 1,   (3.14) 

hij+1 = hj+1,j, j = 1, 2, z, m.   (3.15) 

 

Με άλλα λόγια, ο πίνακας Hm που λαµβάνεται από τη διαδικασία Arnoldi είναι 

τριδιαγώνιος και συµµετρικός. 

 

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι το ¶< = �<ZG�< 

είναι συµµετρικός πίνακας, ο οποίος είναι επίσης πίνακας Hessenberg εκ της 

κατασκευής. Συνεπώς, ο Hm πρέπει να είναι συµµετρικός τριδιαγώνιος 

πίνακας. 

 

Ο βασικός συµβολισµός που χρησιµοποιείται για την περιγραφή του 

αλγόριθµου Lanczos λαµβάνεται θέτοντας 

 $c ≡ ℎ�� ,  Òc ≡ ℎc«�,c , 
 

και αν Tm συµβολίζει τον πίνακα Hm που προκύπτει, είναι της µορφής, 
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   Ó< =
y�
zT� Ò4     Ò4 T4 Ò�     . . .    Ò<«� T<«� Ò<   Ò< T<{�

|
.  (3.15) 

 

 

 

 

Πιο αναλυτικά εχουµε τα εξής: 

 

Στην περίπτωση που ο πίνακας Α είναι συµµετρικός, ο αλγόριθµος Arnoldi  

(λέγεται συµµετρικός αλγόριθµος Lanczos. Σε αυτή την περίπτωση, ο άνω 

Hessenberg πίνακας É·< γίνεται συµµετρικός, τριδιαγώνιος πίνακας Ó< ο 

οποίος γράφεται στη µορφή: 

 

Τ·< 
 }  $� Ò� ⋯Ò� $4 ⋱ 0⋮⋮0 ⋱… ⋱Ò< Ò<$<µ�
  ~ 

 

Η σχέση που ισχύει στη µέθοδο Arnoldi ανάγεται στη: 

G�< 
 �<µ�Ó�<                   

⇒ 

Α(w�, … , w<  ) = (w�  , … , w<  ,w<µ� ) }  $� Ò�Ò� $4 ⋯ 0⋱ ⋮⋮ ⋱0 … ⋱ Ò<Ò< $<µ�
  ~   
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Το  w�  επιλέγεται ώστε  w� 
  
n=n=E      όπου  w   είναι το δοσµένο διάνυσµα. 

 

Βήµα 1:   (Υπολογισµός w4, $� και Ò� ) 

Συγκρίνοντας τις εισόδους της πρώτης στήλης και στα δύο µέλη της 

παραπάνω εξίσωσης προκύπτει: 

Αw� = $�w� + Ò�w4. 
 

Θέτουµε 

 w̧4 = Αw� 

$� = w�PΑw� = w�Pw̧4. 
 

Θέτοντας 

 w̧4Õ  = w̧4 − $� w�  

Παίρνουµε 

   Ò� = =w̧4Õ =4 

και µετά θέτουµε :  

    w4 =  
n¹ÉÖH  

 

 

Βήµα 2:   (Υπολογισµός w� , $4  και Ò4) 
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Συγκρίνοντας τις εισόδους της πρώτης στήλης και στα δύο µελη της εξίσωσης 

(1.25) προκύπτει: 

Αw4 = Ò�w� + $4w4 + Ò4w� . 

Θέτουµε 

  w̧� = Αw4  − Ò�w� 

$4 = w4% (Αw4 − Ò�w� ) = w4%w̧� . 

Θέτοντας   

   w̧�Õ  = w̧� − $4 w4   
Παίρνουµε 

  Ò4  = =w̧�Õ =2 

και µετά θέτουµε:   

 w� = 
n¹»́ÖE . 

Τα άλλα βήµατα είναι ανάλογα. 

 

 

 

Η αναδροµική σχέση  που ισχύει στη µέθοδο Arnoldi παίρνει τη µορφή: 

Αw½ = Ò½ «� w½ «�  + $½ w½ + Ò½ w½µ� .                   
 

 

Αυτό οδηγεί στην παρακάτω µορφή Τροποποιηµένου Gram-Schmidt, η οποία 

αποτελεί παραλλαγή της µεθόδου Arnoldi, δηλαδή, τον Αλγόριθµο 6.2. 
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.4 Ο Αλγόριθµος Lanczos 

 

1. Επέλεξε ένα αρχικό διάνυσµα v1 µοναδιαίου διπλού τύπου. Θέσε Ò� ≡, �r ≡ 0 

2. Για j = 1, 2, z, m Κάνε: 

3.  wj := Avj – βjvj – 1  

4.  αj  := (wj, vj) 

5.  wj := wj – αjvj  

6.  Òcµ� ≔ ®�c®4. Αν βj+1 τότε Σταµάτησε 

7.  vj+1:=wj/βj+1 

8. Τέλος Κάνε 

 

Ο παραπάνω απλός αλγόριθµος εγγυάται, τουλάχιστον σε ακριβή αριθµητική, 

ότι τα διανύσµατα vj, i = 1, 2, ..,  είναι ορθογώνια. Πράγµατι, η ακριβής 

ορθογωνιότητα αυτών των διανυσµάτων παρατηρείται µόνο κατά την αρχή 

της διαδικασίας. Σε κάποιο σηµείο, τα vi αρχίζουν να χάνουν τη γενική 

ορθογωνιότητά τους γρήγορα. Έχει πραγµατοποιηθεί πολλή έρευνα που 

αφιερώθηκε στην εξεύρεση τρόπων είτε προς την ανάκτηση της 

ορθογωνιότητας, ή τουλάχιστον προς µείωση των συνεπειών της, µέσω 

µερικής ή επιλεκτικής ορθογωνιότητας. 

 

Οι κύριες πρακτικές διαφορές της µεθόδου Arnoldi είναι ότι ο πίνακας Hm είναι 

τριδιαγώνιος και, πιο σηµαντικό, ότι θα πρέπει να αποθηκευτούν µόνο τρία 

διανύσµατα, εκτός αν χρησιµοποιηθεί κάποια µορφή ορθογωνιοποίησης εκ 

νέου. 

 

 

 

 

3.5.2 Σχέση µε Ορθογώνια Πολυώνυµα 

 

Σε ακριβή αριθµητική, ο πυρήνας του Αλγόριθµου 3.4 είναι µία σχέση της 

µορφής 
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βj+1vj+1 = Avj – αjvj – βjvj-1. 

 

Η σχέση επανάληψης τριών όρων θυµίζει τη βασική σχέση επανάληψης τριών 

όρων τον ορθογώνιων πολυωνύµων. Πράγµατι, υπάρχει πράγµατι µία ισχυρή 

σχέση µεταξύ του αλγόριθµου Lanczos και των ορθογώνιων πολυωνύµων. 

Ξεκινώντας, ας θυµηθούµε ότι αν ο βαθµός του v1 είναι ≥ K, τότε ο υποχώρος 

Km είναι διάστασης m και αποτελείται από όλα τα διανύσµατα της µορφής 

q(A)v1, όπου το q είναι πολυώνυµο βαθµού (A) ≤ K − 1.  
 

 

 

Σε αυτήν την περίπτωση υπάρχει ένας ακόµη ισοµορφισµός µεταξύ του Km 

και του Pm-1, του χώρου των πολυωνύµων βαθµού ≤ K − 1, ο οποίος ορίζεται 

από  

 

     A ∈ W<«� → � = A(G)�� ∈ ¤<. 
 

 

Επιπλέον, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ο υποχώρος Pm-1 παρέχεται µε το 

εσωτερικό γινόµενο  

 

     < @, A >ØH= (@(G)��, A(G)��). (3.16) 

 

Αυτή είναι πράγµατι µία µη εκφυλισµένη διγραµµική µορφή µε βάση την 

υπόθεση ότι το m δεν υπερβαίνει το µ, τον βαθµό του v1. Παρατηρούµε τώρα 

ότι τα διανύσµατα vi είναι της µορφής 

 

vi = qi-1(A)v1 

 

και η ορθογωνιότητα των vi µεταφράζεται σε ορθογωνιότητα των 

πολυωνύµων σε σχέση µε το εσωτερικό γινόµενο. 
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Είναι γνωστό ότι τα πραγµατικά ορθογώνια πολυώνυµα ικανοποιούν µία 

επανάληψη τριών όρων. Επιπλέον, η διαδικασία Lanczos δεν είναι τίποτε 

άλλο από τον αλγόριθµο Stieltjes, (βλέπε, για παράδειγµα, Gautschi) για τον 

υπολογισµό µίας ακολουθίας ορθογώνιων πολυωνύµων σε σχέση µε το 

εσωτερικό γινόµενο. Είναι γνωστό ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του 

τριδιαγώνιου πίνακα που παράγεται από τον αλγόριθµο Lanczos 

ελαχιστοποιεί τον τύπο =. =ØÙ των µονικών πολυωνύµων. Η σχέση 

επανάληψης µεταξύ των χαρακτηριστικών πολυωνύµων των τριδιαγώνιων 

πινάκων δείχνει επίσης ότι η επανάληψη Lanczos υπολογίζει την ακολουθία 

διανυσµάτων @ZÚ(G)�� όπου το @ZÚ είναι χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Tm. 

 
 

3.6 Αριθµητικά Παραδείγµατα 

 

Παράδειγµα 1: 

‘ Εστω              Α= Û     1   2 −2     3   3 9  8 10 3 Ý,   w�  = Û100Ý 

7 = 2. 

Θα κατασκευάσουµε (7 + 1 = 3)  ορθοκανονικά διανύσµατα και έναν 3x2  
  

άνω Hessenberg πίνακα. 

Β.1. 

ℎ��  
  nH Þ ß nH   =     g   1 0 0    h  .  Û  1   2 −23   5    98 10    3  Ý  .  Û  100   Ý    
=   1 

Θέτουµε  w ¹  = Αw�   «  ℎ�� w� =   Û  038  Ý 
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Υπολογίζουµε     ℎ4�  =  =w̧=2  =   8.5440   

       

   w4  =  
n¹ºEH  =   Û      00.3511    0.9363 Ý 

 

Υπολογίζουµε   ℎ�4 =  w �% . Αw4 = −1.1704 

 

\̧ 2 = Αw4 −  ℎ�4  .w�  =   Û  09.4803  6.3202  Ý 
ℎ44 = \4 %  . \̧4  =  9.2466 

\̧ 3 = \̧4 − ℎ44  .\2 =   Û  06.2336  −2.3376  Ý 
ℎ�4 =  =\̧�=2  = 6.6575 

w� 
  ã¹ »ä»E   =  Û  0 0.9363−0.3511    Ý 

Η =   Û 1 −1.17048.5440   9.24660   6.6575 Ý 
 

Άρα η παραγοντοποίηση Arnoldi είναι Α V2 = V3 H, δηλαδή 
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Û     1   2 −2     3   3 9  8 10 3 Ý  Û     1   0     0   0.3511    0 0.9363  Ý = Û     1   0 0     0   0.3511 0.9363  0 0.9363 −0.3511Ý  
 

 

Û 1 −1.17048.5440   9.24660   6.6575 Ý 
 

 

 

Παράδειγµα 2: 

΄Εστω ο πίνακας   

Α =  æ   1    3         5       03    4      −1       250 −1   2       4    −3−3    7   ç       Εℛêëê   συµµετρικός πίνακας 

 

Και διάνυσµα 

w =   t  1000   v   
7 =   3 

 

Θα εφαρµόσουµε το συµµετρικό αλγόριθµο   Lanczos για να βρούµε   7 +1 = 4  ορθοκανονικά  διανύσµατα w� και έναν τριδιαγώνιο και συµµετρικό 

πίνακα   ìí�  4χ4 

 

Αρχικό Βήµα: 

Θέτουµε  Òr 
 0,  wr 
 0 και αφού w είναι ήδη µοναδικό δεν χρειάζεται 

κανονικοποίηση. 
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΄Ετσι  w� 
 w 

 

Βήµα πρώτο: 

Θα υπολογίσουµε   w4, $� , Ò� w̧4
Αυ� − Òrwr 

 

w̧4 
 t  1350  v 

 $�  
  w� %  . w¹4 $�   
  1 w′ï 4  =  w̧4  −  $�w� 

 

w′ï 4  =  ð 03  5 0  ñ 

 

 

 Ò�  
  =nò¹ E= Ò�  
  5.8310 
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w4  =   nò¹ EÖH   =   ð  00.51450.85750   ñ 

 

 

 

Βήµα δεύτερο: 

    

Σε αυτό το βήµα θέλουµε να υπολογίσουµε το  w�, $4  , Ò4 

 w̧�  =   Αw4 − Ò�w� 

 

w̧� =   ð  01.20052.91551.5435  ñ 

 $4  
  nEÞn¹» 

 $4  
  3.1176 

 w′ï �  =  w̧� −$4w4 
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w′�   
 t  0  0.4035   0.2421−1.5435   v 

 Ò4   =   ®w′ï �® 

 Ò4   = 1.6136  

 

 w� = 
nò¹ »ÖE    

 

w�  =  ð   0− 0.2501     0.1500− 0.9565   ñ 

 

 

 

 

 

 

ΒΗΜΑ 3
ο
  

Υπολογισµός      (υê,$�,Ò� )      

  w̧ê = Αw� − Ò4w4       
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w̧ê =  ð 0−3.8936  2.3362−7.6460ñ       

$� = w� % ∙ w̧ê $� =  8.6378 w′ï ê =  w̧ê − $�w� 

 

w′ï ê  =   ð 0−1.7335   1.0401  0.6164ñ 
 Ò� = ®w′ï ê® Ò�  =  2,1135 

wê =  
nò¹ óÖ»  

 

wê = ð 0−0.8202   0.49210.2916ñ 

 

ΒΗΜΑ 4
ο
  

Υπολογισµός  ($ê ) w̧ô  =  Αwê − Ò�w� 
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w̧ô =  ð 0−2.6612   1.59670.9462ñ 

$ê =  wê  %  ∙  w̧ô  $ê   =  3.2445 

Αρα ο τριδιαγώνιος 

 

Τ·�  =  æ 1   5.8310     0                    05.8310   3.1176   1.6136         000   1.61360        8.63782.1135       2.11353.2445ç 

 wê =  gw�, w4 , w� , wêh 
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