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1. Δηζαγσγή 
 

 

 

θνπόο απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ε κειέηε κηαο 

εμειηγκέλεο κεζόδνπ ειαρηζηνπνίεζεο ςεθηαθώλ θπθισκάησλ, ηεο BOOM, ε 

νπνία δίλεη ηελ ιύζε ζε πην πνιύπινθα πξνβιήκαηα.  

Αξρηθά γίλεηαη κηα παξνπζίαζε ησλ θιαζηθώλ κεζόδσλ 

ειαρηζηνπνίεζεο, όπσο είλαη ν ράξηεο Karnaugh, ε κέζνδνο Quine – 

McCluskey θαη άιιεο, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη θάπνησλ παξαδεηγκάησλ γηα 

θαιύηεξε θαηαλόεζε ησλ κεζόδσλ. 

ην ηειεπηαίν θεθάιαην αλαπηύζζνληαη ηα βήκαηα ηεο κεζόδνπ 

ΒΟΟΜ, αλαιύνληαο ηα πιενλεθηήκαηα έλαληη ησλ άιισλ κεζόδσλ, 

παξαζέηνληαο θαη έλα θνκκάηη ηνπ αιγόξηζκνπ. Δηζάγνληαη λένη όξνη ησλ 

ηερληθώλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη, νη νπνίεο νδεγνύλ ζην επηζπκεηό απνηέιεζκα 

ηεο ειαρηζηνπνίεζεο. 
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2. Άιγεβξα Boole 
 

 

Ζ άιγεβξα Boole είλαη έλα αιγεβξηθό ζύζηεκα δύν ηηκώλ, πνπ 

επηλνήζεθε από ηνλ Άγγιν καζεκαηηθό George Boole ην 1954. Δίλαη παξόκνηα 

κε ηελ άιγεβξα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, αιιά νη αξηζκεηηθέο πξάμεηο ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ, ηεο πξόζζεζεο θαη ηεο άξλεζεο έρνπλ αληηθαηαζηαζεί από 

ηηο αλάινγεο ινγηθέο πξάμεηο ηνπ ζπλδπαζκνύ, ηεο δηάδεπμεο θαη ηνπ 

ζπκπεξώκαηνο.   

ηελ άιγεβξα κεηαγσγήο, όπσο αιιηώο απνθαιείηαη, ρξεζηκνπνηείηαη 

κηα ζπκβνιηθή κεηαβιεηή γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ηεο θαηάζηαζεο ελόο 

ινγηθνύ ζήκαηνο. Έλα ινγηθό ζήκα είλαη ζε κία από δύν δπλαηέο θαηαζηάζεηο, 

παίξλνληαο ηελ ηηκή ΄΄0΄  ́ή ηελ ηηκή ΄΄1΄ .́  

Σα αμηώκαηα ελόο καζεκαηηθνύ ζπζηήκαηνο είλαη έλα ειάρηζην ζύλνιν 

βαζηθώλ νξηζκώλ πνπ ζεσξνύκε όηη είλαη αιεζείο, από ηνπο νπνίνπο κπνξνύλ 

λα παξαρζνύλ όιεο νη ππόινηπεο πιεξνθνξίεο ηνπ ζπηήκαηνο. Σα δύν πξώηα 

αμηώκαηα ηεο άιγεβξαο κεηαγσγήο ελζσκαηώλνπλ ηελ ςεθηαθή  αθαίξεζε, κε 

ηελ ηππηθή δηαηύπσζε όηη ε κεηαβιεηή κπνξεί λα πάξεη κόλν κία από δύν 

δπλαηέο ηηκέο : 

Υ = 0 αλ Υ≠1 θαη Υ=1 αλ Υ≠0 
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Σν ζπκπιήξσκα κηαο κεηαβιεηήο, ε δξάζε ελόο αληηζηξνθέα δειαδή 

ζε κηα κεηαβιεηή, νξίδεηαη σο εμήο :  

αλ Υ=0 ηόηε Υ‟=1 θαη αλ Υ=1 ηόηε Υ‟=0 

 

 

 

2.1 Θεσξήκαηα κηαο κεηαβιεηήο  
 

Σα ζεσξήκαηα ηεο άιγεβξαο κεηαγσγήο είλαη πξνηάζεηο πνπ είλαη 

πάληα αιεζείο θαη επηηξέπνπλ ηνλ ρεηξηζκό αιγεβξηθώλ παξαζηάζεσλ νη 

νπνίεο επηηξέπνπλ ηελ απινύζηεξε αλάιπζε ή ηελ απνηειεζκαηηθόηεξε 

ζύλζεζε ησλ αληίζηνηρσλ θπθισκάησλ. 

 

(ηαπηόηεηεο)                                                     Υ + 0 = Υ                     Υ ∙ 1 = Υ  

(νπδέηεξα ζηνηρεία)                                       Υ + 1 = 1                      Υ ∙ 0 = 0  

(απηνδπλακία)                                                 Υ + Υ = Υ                     Υ ∙ Υ = Υ  

(αλέιημε)                                                                            (Υ‟)‟ = Υ  

(ζπκπιεξώκαηα)                                           Υ + Υ‟ = 1                    Υ ∙  Υ‟ = 0  

 

 

2.2 Θεσξήκαηα δύν θαη ηξηώλ κεηαβιεηώλ 

 

 

(αληηκεηαζεηηθόηεηα)                      Υ + Τ = Τ + Υ                 Υ∙Τ = Τ∙Υ  
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(πξνζεηαηξηζηηθόηεηα)                     (Υ + Τ) + Ε = Υ + (Τ + Ε)                  

                                                              (Υ∙Τ)∙Ε = Υ∙(Τ∙Ε)  

(επηκεξηζηηθόηεηα)                           Υ∙Τ + Υ∙Ε = Υ∙(Τ + Ε)    

                                                     (Υ + Τ)∙(Υ + Ε) = Υ + Τ∙Ε 

(ζπλδπαζκόο)                       Υ∙Τ + Υ∙Τ‟ = Υ              (Υ + Τ)∙(Υ + Τ‟) = Υ  

(θνηλή ζπλαίλεζε)                                Υ∙Τ + Υ‟∙Ε  + Τ∙Ε = Υ∙Τ + Υ‟∙Ε  

 

Σν ζεώξεκα ηνπ ζπλδπαζκνύ είλαη απηό πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε κηαο ζπλάξηεζεο. Γίλεηαη ρξήζε ηεο ηόζν ζηελ αιγεβξηθή 

επίιπζε ηεο ειαρηζηνπνίεζεο όζν θαη ζε κεζόδνπο όπσο ν ράξηεο Karnaugh 

θαη ε κέζνδνο Quine – McCluskey. Ο θαλόλαο ηνπ ζπλδπαζκνύ ιέεη όηη από 

ηελ ζηηγκή πνπ ηζρύεη όηη  Υ + Υ‟ = 1 (ζεώξεκα ζπκπιεξώκαηνο), ηόηε 

απηόκαηα έρνπκε :  

Υ∙Τ + Υ∙Τ‟ = Υ∙(Τ + Τ‟) = Υ∙1 = Υ 

Καηά απηόλ ηνλ ηξόπν ινηπόλ, γίλεηαη κηα πνιύ ζεκαληηθή 

απινύζηεπζε νπνηαζδήπνηε ζπλάξηεζεο κπνξεί λα ζπλαληεζεί ζε απηήλ ηελ 

κνξθή. Οπζηαζηηθά δειαδή ην γηλόκελν δύν όξσλ κπνξεί λα απινπνηεζεί αλ ε 

κόλε δηαθνξά κεηαμύ ηνπο είλαη ε ηηκή κηαο κόλν κεηαβιεηήο, ε νπνία 

κεηαβιεηή ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε κπνξεί λα εμαιεηθζεί θαη από ηνπο 

δύν όξνπο, δίλνληαο έλαλ ηζνδύλακν απιό όξν. Γηα παξάδεηγκα :  

ab'c + a'b'c = (a + a')b'c = b'c 

 

 

Όιεο νη δηαδξνκέο δεδνκέλσλ θαη νη δνκέο ειέγρνπ ησλ ςεθηαθώλ 

ζπζθεπώλ κπνξνύλ λα αλαπαξαζηαζνύλ σο Boolean ζπλαξηήζεηο, νη νπνίεο 

παίξλνπλ ηε γεληθή κνξθή:  
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y = (x, … )  

 

όπνπ ην “(x, … )” είλαη κηα νκάδα Boolean κεηαβιεηώλ (κεηαβιεηώλ δειαδή 

πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ κόλν ηηο ηηκέο κεδέλ (0 ) θαη έλα (1 )). Απηέο νη 

Boolean ζπλαξηήζεηο κπνξνύλ λα κεηαηξαπνύλ ζε ινγηθά δίθηπα ηα νπνία λα 

είλαη όζν ην δπλαηόλ θαη ηα πην νηθνλνκηθά. Σν ηη πξνθύπηεη σο πην 

νηθνλνκηθή ιύζε δηαθέξεη, αλαιόγσο αλ ην θύθισκα θαηαζθεπάδεηαη από 

δηαθξηηέο ινγηθέο πύιεο, αλ είλαη δηαζέζηκε κηα πξνγξακκαηηδόκελε ινγηθή 

ζπζθεπή κε ζπγθεθξηκέλεο ελζσκαησκέλεο πύιεο, ή αλ ηέινο πξόθεηηαη γηα 

έλα έηνηκν νινθιεξσκέλν θύθισκα. ε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο, ε 

ειαρηζηνπνίεζε καο νδεγεί ζε έλα θύθισκα κε όζν ην δπλαηόλ ιηγόηεξεο 

ινγηθέο πύιεο, νη νπνίεο από ηελ άιιε λα είλαη θαη νη πην απιέο πνπ κπνξνύλ 

λα καο νδεγήζνπλ ζην επηζπκεηό απνηέιεζκα.  

Γηα λα γίλεη αληηιεπηή ε ζεκαληηθόηεηα ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ζεσξνύκε 

ηα θπθιώκαηα ησλ δύν ζρεκάησλ 1 θαη 2. Καη ηα δύν καο δίλνπλ ηελ ίδηα 

έμνδν y ζηελ ηειεπηαία πύιε αλ βάινπκε ηηο ίδηεο εηζόδνπο ζηα a, b, θαη c. Σν 

δεύηεξν θύθισκα βέβαηα ρξεζηκνπνηεί πνιύ ιηγόηεξεο θαη απινύζηεξεο πύιεο, 

έρεη πξνέιζεη νπζηαζηηθά δειαδή από κηα ειαρηζηνπνίεζε ηνπ πξώηνπ 

θπθιώκαηνο. Δίλαη θαλεξό όηη ην δεύηεξν θύθισκα ζα είλαη πην θζελό ελώ θαη 

ζηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο ηζρύεη έλα ειαρηζηνπνηεκέλν θύθισκα λα είλαη 

θαη πην γξήγνξν. 
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Δηθόλα 1 : Αξρηθό θύθισκα 

 

 

 

 

 

Δηθόλα 2 : Διαρηζηνπνηεκέλν θύθισκα 
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ην πξώην ζρήκα ε Boolean ζπλάξηεζε έρεη ηε κνξθή  

                y = a‟•b‟•c + a‟•b•c‟ + a•b‟•c‟ + a•b‟•c + a•b•c‟ + a•b•c  

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ηδηόηεηεο ησλ Boolean ζπλαξηήζεσλ κπνξνύκε λα ηελ 

απινπνηήζνπκε σο εμήο :  

 a‟•b‟•c + a•b‟•c = (a‟+ a) • b‟•c = b‟•c 

a‟•b•c‟ + a•b•c‟ = (a‟+ a) • b•c‟ = b•c‟ 

a•b‟•c‟ + a•b•c = a• (b‟•c‟ + b•c) = a 

 

Οπόηε ε ζπλάξηεζε παίξλεη ηελ ηειηθή κνξθή y = b‟•c + b•c‟ + a    ε 

νπνία είλαη αθξηβώο ε έμνδνο πνπ πξνθύπηεη από ην δεύηεξν απινπνηεκέλν 

θύθισκα θαζώο δελ κπνξεί λα γίλεη πεξαηηέξσ κείσζε ησλ παξαγόλησλ. Ζ 

απινπνίεζε πνπ γίλεηαη θαη ην θέξδνο πνπ ππάξρεη απηόκαηα ζην θόζηνο είλαη 

πνιύ κεγάιε, αλ αλαινγηζηεί θαλείο όηη αξρηθά είραλ ρξεζηκνπνηεζεί 3 πύιεο 

NOT, 6 πύιεο AND ηξηώλ εηζόδσλ θαη 1 πύιε OR έμη εηζόδσλ ελώ γηα ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ δεύηεξνπ θπθιώκαηνο ρξεζηκνπνηήζεθαλ 2 πύιεο NOT, 

2 πύιεο AND δύν εηζόδσλ θαη 1 πύιε OR ηξηώλ εηζόδσλ. 

Σν είδνο ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ή απινπνίεζεο πνπ δεηείηαη εδώ 

νλνκάδεηαη ειαρηζηνπνίεζε ησλ δύν επηπέδσλ, γηαηί νδεγεί ζε θπθιώκαηα πνπ 

απνηεινύληαη από δύν επίπεδα ππιώλ, δει. πύιεο AND αθνινπζνύκελεο από 

κία OR, ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπλάξηεζε δηαηππώλεηαη ζαλ άζξνηζκα 

γηλνκέλσλ, ή πύιεο OR θαη κία AND, ζηελ πεξίπησζε γηλνκέλνπ 

αζξνηζκάησλ. 

Σα θπθιώκαηα πνπ παξάγνληαη κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ησλ δύν 

επηπέδσλ είλαη ηα απινύζηεξα ζην είδνο ηνπο, αιιά δελ είλαη πάληνηε θαη ηα 

απνιύησο απινύζηεξα, ιόγσ ηνπ πεξηνξηζκνύ ησλ δύν επηπέδσλ.  
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Δθ πξώηεο όςεσο ην πξόβιεκα ηεο ειαρηζηνπνίεζεο είλαη απιό, γηαηί 

ην πιήζνο ησλ δηάθνξσλ παξαζηάζεσλ αζξνίζκαηνο γηλνκέλσλ, πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζε κία δεδνκέλε ζπλάξηεζε, είλαη πεπεξαζκέλν θαη ζα αξθνύζε 

ε θαηαγξαθή όισλ ησλ παξαζηάζεσλ θαη ε επηινγή ηεο απινύζηεξεο. Σν 

πιήζνο ηνπο, όκσο, είλαη ηόζν κεγάιν πνπ είλαη αδηαλόεηε, ζηελ πξάμε, κηα 

ηέηνηα δηαδηθαζία. 

 

Γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε πξνηηκνύληαη ζπζηεκαηηθνί αιγόξηζκνη, νη 

νπνίνη : 

 Μπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζε θάζε πεξίπησζε θαη  

 Παξέρνπλ ηελ εγγύεζε όηη ζα νδεγήζνπλ ζηελ εύξεζε ηεο ειάρηζηεο 

δπλαηήο παξάζηαζεο. 

Οη θπξηόηεξνη αιγόξηζκνη απινπνίεζεο ινγηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

(ειαρηζηνπνίεζεο δύν επηπέδσλ) είλαη ε κέζνδνο ηνπ Υάξηε Karnaugh θαη ε 

Πηλαθνεηδήο κέζνδνο ή κέζνδνο ησλ Quine – McCluskey.  
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2.3 Μέζνδνη ειαρηζηνπνίεζεο θπθισκάησλ 
 

 

2.3.1 Υάξηεο Karnaugh 

 

 

Ο ράξηεο Karnaugh είλαη κηα γξαθηθή κέζνδνο εύξεζεο ηεο 

ειαρηζηνπνηεκέλεο κνξθήο κηαο Boolean ζπλάξηεζεο, ε νπνία ρξεζηκνπνηεί 

ηελ ηδηόηεηα ησλ ζπκπιεξσκάησλ όπσο αθξηβώο έγηλε ζηελ πξνεγνύκελε 

πεξίπησζε. Αλαθαιύθζεθε ην 1952 από ηνλ Edward W. Veitch θαη 

αλαπηύρζεθε πεξηζζόηεξν από ηνλ Maurice Karnaugh, ζηελ κνξθή πνπ 

γλσξίδνπκε, ην 1953. Ζ ρξήζε απηήο ηεο κεζόδνπ είλαη  εθηθηή κέρξη θαη έμη 

κεηαβιεηώλ ελώ από εθεί θαη πάλσ γίλεηαη αδύλαηε ε εθαξκνγή ηεο.  

ηνλ ράξηε Karnaugh νη Boolean κεηαβιεηέο κεηαθέξνληαη από ηνλ 

πίλαθα αιεζείαο κηαο ζπλάξηεζεο θαη ηνπνζεηνύληαη ζύκθσλα κε ηηο αξρέο 

ηεο θσδηθνπνίεζεο Gray, όπνπ δελ επηηξέπεηαη ζε γεηηνληθά θειηά ηνπ πίλαθα 

λα αιιάδεη πάλσ από κία κεηαβιεηή.   

Με απηόλ ηνλ ηξόπν ζρεκαηίδεηαη έλαο πίλαθαο, ηνπ νπνίνπ νη 

δηαζηάζεηο εμαξηώληαη από ην πιήζνο ησλ κεηαβιεηώλ, θάζε θειί ηνπ νπνίνπ 

είλαη θαη έλαο ζπλδπαζκόο ησλ κεηαβιεηώλ (ελδηάκεζνη όξνη, midterms). Σν 

ηειηθό απνηέιεζκα απινπνίεζεο ζρεκαηίδεηαη δεκηνπξγώληαο 

παξαιιειόγξακκα γεηηνληθώλ ελδηάκεζσλ όξσλ, ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε έλαλ 

ηειηθό όξν. Καηά ηνλ ζρεκαηηζκό ησλ ηειηθώλ όξσλ εμόδνπ κε ηελ παξαπάλσ 

ηερληθή, πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη θάπνηνη πεξηνξηζκνί :  

1. Κάζε ελδηάκεζνο όξνο πξέπεη λα βξίζθεηαη κέζα ζε έλα 

παξαιιειόγξακκν ην νπνίν όκσο δελ πξέπεη λα πεξηέρεη κεδεληθά.  

2. Κάζε παξαιιειόγξακκν πξέπεη λα είλαη όζν ην δπλαηόλ κεγαιύηεξν.  

3. Σα παξαιιειόγξακκα κπνξνύλ λα εθηείλνληαη πέξαλ ηνπ ηέινπο ηνπ 

πίλαθα, είηε πξόθεηηαη γηα γξακκή είηε γηα ζηήιε, θαη λα 
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ζπκπεξηιακβάλνπλ θάπνην ζηνηρείν ηεο πξώηεο γξακκήο ή ζηήιεο, 

ελώλνληαο δειαδή ηηο δεμηέο ζηήιεο κε ηηο αξηζηεξέο, όπσο θαη ηηο 

πάλσ κε ηηο θάησ γξακκέο.  

4.  Ο αξηζκόο ησλ ελδηάκεζσλ όξσλ πνπ πεξηιακβάλεη έλα 

παξαιιειόγξακκν πξέπεη λα είλαη δύλακε ηνπ 2 (1, 2, 4, 8 ή 16 

minterms γηα ράξηεο ηεζζάξσλ κεηαβιεηώλ).  

5. Κάπνηεο ζπλαξηήζεηο έρνπλ αδηάθνξνπο όξνπο, νη νπνίνη είλαη 

ζπλδπαζκνί εηζόδσλ πνπ δελ ζα ζπκβνύλ πνηέ, κε απνηέιεζκα 

εμόδνπο πνπ δελ ελδηαθέξεη αλ πξόθεηηαη γηα „‟1‟‟ ή γηα „‟0‟‟. Όηαλ 

απηνί νη όξνη εκθαλίδνληαη ζε έλαλ ράξηε Karnaugh, κπνξνύλ είηε λα 

πεξηιακβάλνληαη ζηα παξαιιειόγξακκα είηε όρη. Απηό εμαξηάηαη ηη ζα 

νδεγήζεη ζε ιηγόηεξα θαη κεγαιύηεξα παξαιιειόγξακκα. 

 

ην θύθισκα ηνπ πξώηνπ ζρήκαηνο ν πίλαθαο αιεζείαο είλαη ν εμήο :  

 

 

  a b c y 

0 0 0 0 

0 0 1 1 

0 1 0 1 

0 1 1 0 

1 0 0 1 

1 0 1 1 

1 1 0 1 

1 1 1 1 

 

 

Πίλαθαο 1 : Πίλαθαο αιεζείαο αξρηθνύ ζρήκαηνο 
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ύκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ πίλαθα κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί ν ράξηεο 

Karnaugh, ν νπνίνο ζα είλαη έλαο 4×2 πίλαθαο ζηνλ νπνίν όπσο αλαθέξζεθε 

θαη πξνεγνπκέλσο ζα ηζρύεη ν θαλόλαο ηνπ Gray. Έηζη παίξλεη ηελ παξαθάησ 

κνξθή:  

 

 

 

 00 01 11 10 

0 0 0 2 1 4 1 6 1 

1 1 1 3 0 5 1 7 1 

 

Πίνακασ 2 : Χάρτησ Karnaugh του παραδείγματοσ 

 

Οη ζηήιεο νλνκάδνληαη κε ηνπο ηέζζεξηο δπλαηνύο ζπλδπαζκνύο ησλ a 

θαη b, ελώ νη γξακκέο κε ηηο δύν ηηκέο ηνπ c. Κάζε ζπλδπαζκόο εηζόδσλ κε "1" 

ζηνλ πίλαθα αιεζείαο αληηζηνηρεί ζε έλαλ ειάρηζην όξν ζην θαλνληθό 

άζξνηζκα ηεο ινγηθήο ζπλάξηεζεο. Γεληθά, κπνξνύκε λα απινπνηήζνπκε κηα 

ινγηθή ζπλάξηεζε, ζπλδπάδνληαο κεηαμύ ηνπο δεύγε γεηηνληθώλ θειηώλ κε 

ηηκή 1 (ειάρηζηνη όξνη) όπνπ απηό είλαη δπλαηόλ θαη γξάθνληαο έλα άζξνηζκα 

όξσλ γηλνκέλνπ πνπ λα θαιύπηεη όια ηα θειηά κε ηηκή 1.  

Ζ δηαδηθαζία ηεο απινπνίεζεο γίλεηαη σο εμήο :  

 Σνπνζεηνύληαη νη „‟1‟‟ ηεο ζπλάξηεζεο ζην ράξηε.  

 ρεκαηίδνληαη νκάδεο από δεύγε γεηηνληθώλ „‟1‟‟. Κάζε δεύγνο 

απαιείθεη κηα κεηαβιεηή. Λακβάλεηαη επίζεο ππόςε θαη ε 

γεηηνληθόηεηα ησλ αθξαίσλ ηεηξαγσληδίσλ.  
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   Αλ δύν δεύγε είλαη γεηηνληθά, δειαδή βξίζθνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο 

θάπνην επίπεδν ζπκκεηξίαο, ηόηε νη όξνη ηνπο δηαθέξνπλ σο πξνο ηελ 

ηηκή κηαο κεηαβιεηήο, ε νπνία θαη απαιείθεηαη. Σα δεύγε απηά 

ζρεκαηίδνπλ κηα κεγαιύηεξε νκάδα.  

 Οκάδεο πνπ βξίζθνληαη ηνπνζεηεκέλεο ζπκκεηξηθά σο πξνο θάπνην 

επίπεδν ζπκκεηξίαο θαη κνηάδνπλ, όπσο έλα αληηθείκελν κε ην είδσιό 

ηνπ ζηνλ θαζξέθηε, νλνκάδνληαη θαηνπηξηθέο. Οη θαηνπηξηθέο νκάδεο 

δηαθέξνπλ σο πξνο ηελ ηηκή κηαο κεηαβιεηήο, ε νπνία θαη απαιείθεηαη. 

Αθνινπζώληαο ηε ινγηθή ηεο ζπλέλσζεο ησλ θαηνπηξηθώλ νκάδσλ 

κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ θαη κεγαιύηεξεο νκάδεο, όπνπ είλαη δπλαηόλ, 

απαιείθνληαο θάζε θνξά από κηα κεηαβιεηή. Δπηδηώθεηαη πάληνηε, 

όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, ν ζρεκαηηζκόο ησλ κεγαιύηεξσλ 

δπλαηώλ νκάδσλ. 

ύκθσλα κε ηελ πξώηε απαίηεζε πνπ παξνπζηάζηεθε πξνεγνπκέλσο, 

κηα νκάδα πνπ πεξηέρεη θάπνην „‟1‟‟ πνπ δελ πεξηέρεηαη ζε άιιε νκάδα, πξέπεη 

αλαγθαζηηθά λα επηιεγεί. Μηα ηέηνηα νκάδα νλνκάδεηαη νπζηώδεο. Αλ θάπνην 

„‟1‟‟ παξακείλεη ζην ηέινο πνπ λα κελ ζπκκεηέρεη ζε νκάδα κε άιια „‟1‟‟, ηόηε 

ζρεκαηίδεη από κόλν ηνπ κία νκάδα πνπ είλαη νπζηώδεο.  

 ηελ πξνθείκελε πεξίπησζε ηνπ παξαδείγκαηνο από ηνλ ζπλδπαζκό 

ησλ θειηώλ 1 θαη 7 πξνθύπηεη :        

                            a‟•b‟•c + a•b‟•c = b‟ •  c 

από ηα θειηά 2 θαη 4 :           a‟ • b • c‟ + a • b • c‟ = b • c‟  

θαη από ηα θειηά 4 έσο 7 :  

a • b • c‟ + a • b‟ • c‟ + a • b • c + a • b‟ • c = a • c‟ + a • c = a  

Άξα ην ηειηθό απνηέιεζκα ειαρηζηνπνίεζεο πξνθύπηεη όπσο θαη 

πξνεγνπκέλσο  

y = b‟•c + b•c‟ + a 
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2.3.2 Μέζνδνο Quine-McCluskey 

 

 

Ο αιγόξηζκνο Quine - McCluskey, είλαη κηα δεύηεξε κέζνδνο 

απινπνίεζεο, ε νπνία αλαπηύρζεθε από ηνλ W.V. Quine θαη ηειεηνπνηήζεθε 

από ηνλ Edward J. McCluskey ην 1956. Ζ ιεηηνπξγία ηνπ είλαη παλνκνηόηππε 

κε ηε κέζνδν ηνπ ράξηε Karnaugh, αιιά έρεη θάπνηα πιενλεθηήκαηα :  

i. Ζ ρξήζε πηλάθσλ ηελ θαζηζηά πην απνηειεζκαηηθή ζηελ ρξήζε 

ππνινγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ  

ii. Γίλεη έλαλ ληεηεξκηληζηηθό ηξόπν ειέγρνπ ηεο ηειηθήο ειάρηζηεο 

κνξθήο κηαο Boolean ζπλάξηεζεο  

Ζ κέζνδνο απηή πεξηιακβάλεη δύν ζηάδηα : α) ηελ εύξεζε ησλ 

πξσηαξρηθώλ όξσλ θαη β) ηελ ρξεζηκνπνίεζε κέζσ ελόο πίλαθα εθείλσλ πνπ 

αληρλεύνληαη από ην πξώην βήκα θαη είλαη απαξαίηεηνη γηα λα πξνζδηνξίζνπλ 

ηελ ζπλάξηεζε.  

ην πξώην ζηάδην ειέγρνληαη επηιεγκέλα δεύγε από ελδηάκεζνπο όξνπο 

ηεο ζπλάξηεζεο. Με ηελ επηινγή απηή ρξεηάδνληαη πνιύ ιηγόηεξνη έιεγρνη γηα 

λα βξεζνύλ νη πξσηαξρηθνί όξνη από ην λα ειέγρνληαη αδηάθξηηα όινη νη 

δπλαηνί ζπλδπαζκνί. Ζ εθηέιεζή ηεο όκσο από έλαλ άλζξσπν έρεη ηα εμήο 

κεηνλεθηήκαηα : 

 Γηα κεγάιεο ζπλαξηήζεηο ην πιήζνο ησλ ειέγρσλ, αλ θαη κεησκέλν, 

θαζίζηαηαη κεγάιν. 

 Απαηηείηαη ζρνιαζηηθή ζεκείσζε θαη κεηαθνξά ζηνηρείσλ από πίλαθα 

ζε πίλαθα κε απνηέιεζκα λα γίλεηαη αληαξή θαη επηξξεπήο ζε ιάζε.  
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2.3.2.1 Πξσηαξρηθνί Όξνη (Prime Implicants) 

 

Κάζε πξσηαξρηθόο όξνο κηαο ζπλάξηεζεο έρεη ηηο εμήο ηδηόηεηεο :  

 Γελ πεξηέρεη δύν θνξέο ηελ ίδηα κεηαβιεηή.  

 Γελ πεξηέρεη κηα κεηαβιεηή θαη ην ζπκπιήξσκά ηεο.  

 Δίλαη κε απινπνηήζηκνο (παύεη λα είλαη όξνο ηεο ζπλάξηεζεο). 

ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, ε δηαδηθαζία γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε κηαο 

ζπλάξηεζεο ζπλίζηαηαη :  

α. ζην λα βξεζνύλ όινη νη πξσηαξρηθνί όξνη ηεο ζπλάξηεζεο  

β. από απηνύο λα επηιεγνύλ εθείλνη πνπ δεκηνπξγνύλ ηε κηθξόηεξε ινγηθή 

παξάζηαζε  

 

2.3.2.2 Δύξεζε ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ  

 

Ζ δνζείζα ζπλάξηεζε αλαπηύζζεηαη αξρηθά ζε θαλνληθό άζξνηζκα 

γηλνκέλσλ. Καηόπηλ επηδηώθεηαη ε εύξεζε όισλ ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ ηεο, 

εθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα    αβ + αβ‟ = α. Ζ απαινηθή κηαο κεηαβιεηήο κέζσ 

ηεο παξαπάλσ ζρέζεο, είλαη δπλαηή κόλν κεηαμύ δεπγώλ όξσλ πνπ δηαθέξνπλ 

ζηελ ηηκή κόλν κηαο κεηαβιεηήο. Εεύγε όξσλ πνπ δηαθέξνπλ ζε παξαπάλσ 

από δύν κεηαβιεηέο δελ παξαιείπνληαη θαη επνκέλσο είλαη άζθνπε θάζε 

ζύγθξηζε κεηαμύ ηνπο.  

Ζ κέζνδνο Quine - McCluskey εθκεηαιιεύεηαη ηελ παξαηήξεζε απηή, 

γηα λα απνθύγεη ηνλ άζθνπν έιεγρν όισλ ησλ δεπγώλ όξσλ πνπ ππάξρνπλ 

ζηελ ζπλάξηεζε. Καηαηάζζεη ηνπο όξνπο ζε νκάδεο, ώζηε νη όξνη ηεο θάζε 

νκάδαο λα είλαη ππνςήθηνη γηα ζπγρώλεπζε κόλν κε ηνπο όξνπο ηεο επόκελεο 

νκάδαο. Έηζη πεξηνξίδεηαη ζεκαληηθά ην πιήζνο ησλ απαηηνύκελσλ ειέγρσλ. 
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2.3.2.3 Παξάδεηγκα κεζόδνπ Quine-McCluskey 

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε ηνπ πξώηνπ παξαδείγκαηνο y = f(a, b, c) = a‟•b‟•c + 

a‟•b•c‟ + a•b‟•c‟ + a•b‟•c + a•b•c‟ + a•b•c . Σν πξώην βήκα είλαη λα 

ηνπνζεηεζνύλ όινη νη όξνη ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο ζε έλαλ πίλαθα αλάινγα 

κε ηα „‟1‟‟ πνπ πεξηέρνπλ. Με ηνλ ηξόπν απηό ηνπ ζρεκαηηζκνύ θαη δηάηαμεο 

ησλ νκάδσλ ζηνλ πίλαθα ζπκβαίλνπλ ηα εμήο :  

 

 Οη ιέμεηο ηεο ίδηαο νκάδαο έρνπλ απόζηαζε δύν  

 Οη ιέμεηο κηαο νκάδαο κε απηέο ηεο επόκελεο ελδέρεηαη λα έρνπλ 

απόζηαζε έλα  

 Οη ιέμεηο κηαο νκάδαο κε ηελ κεζεπόκελε θαη νύησ θαζεμήο έρνπλ 

απόζηαζε ηνπιάρηζηνλ δύν 

  

Έηζη δεκηνπξγείηαη ν παξαθάησ πίλαθαο όπνπ ζηελ πξώηε νκάδα είλαη 

νη όξνη κε έλαλ άζν, ζηελ δεύηεξε νη όξνη κε δύν θαη ζηελ ηξίηε ν όξνο κε 

ηξεηο: 

 

 

Οκάδα Όξνο ζπλάξηεζεο Γπαδηθή κνξθή 

 

1
ε
 νκάδα 

a‟•b‟•c 001 

a‟•b•c‟ 010 

a•b‟•c‟ 100 

2
ε
 νκάδα 

a•b‟•c 101 

a•b•c‟ 110 

3
ε
 νκάδα a•b•c 111 

 

Πίλαθαο 3 : Οκαδνπνίεζε όξσλ ζηελ κέζνδν Quine-McCluskey 
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ηε ζπλέρεηα ειέγρνπκε θάζε όξν ηεο 1
εο

 νκάδαο κε ηνπο όξνπο ηεο 

επνκέλεο θαη αλ δηαθέξνπλ ζε κηα κεηαβιεηή, ηόηε απαιείθεηαη απηή θαη ν 

λένο ζπγρσλεπκέλνο όξνο πνπ πξνθύπηεη ηνπνζεηείηαη ζε επόκελν πίλαθα κε 

ηνλ εμήο ηξόπν : 

 δηαηεξείηαη ε ζέζε ηεο κεηαβιεηήο πνπ έθπγε θαη ζεκεηώλεηαη κε –  

 κπξνζηά από ην λέν όξν αλαγξάθνληαη νη αξηζκνί ησλ αξρηθώλ όξσλ 

από ηνπο νπνίνπο πξνέθπςε 

 νη αξρηθνί όξνη αιιάδνπλ ρξώκα γηα λα είλαη νξαηό όηη απηνί νη όξνη 

έρνπλ απινπνηεζεί θαη έρνπλ κεηαθεξζεί ζηνλ επόκελν πίλαθα. 

 

Ζ δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη γηα θάζε νκάδα κε ηνπο όξνπο ηεο 

επνκέλεο, κέρξη θαη γηα ηελ ηειεπηαία νκάδα λα κελ κπνξεί λα γίλεη πεξαηηέξσ 

απινπνίεζε.  

 

 

Οκάδα Όξνο ζπλάξηεζεο Γπαδηθή κνξθή 

 

1
ε
 νκάδα 

a’•b’•c 001 

a’•b•c’ 010 

a•b’•c’ 100 

2
ε
 νκάδα 

a•b’•c 101 

a•b•c’ 110 

3
ε
 νκάδα a•b•c 111 

 

Πίλαθαο 4 : Έιεγρνο όξσλ κηαο νκάδαο κε απηνύο ηεο επόκελεο 
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Όξνη πγρσλεπκέλνο Όξνο Γπαδηθή κνξθή 

a‟•b‟•c, a•b‟•c -b‟c  -01 

a‟•b•c‟, a•b•c‟ -bc‟ -10 

a•b‟•c‟, a•b‟•c ab‟- 10- 

a•b‟•c‟, a•b•c‟ a-c‟ 1-0 

a•b‟•c, a•b•c a-c 1-1 

a•b•c‟, a•b•c ab- 11- 

 

Πίλαθαο 5 : Απινπνηεκέλνη όξνη ζηελ κέζνδν Quine-McCluskey 

 

Σν δεύηεξν βήκα ηεο κεζόδνπ νινθιεξώζεθε αθνύ όινη νη όξνη ηεο 

ζπλάξηεζεο ζπκπεξηιήθζεθαλ ζηνπο ζπγρσλεπκέλνπο όξνπο πνπ θαίλνληαη 

ζηνλ δεύηεξν πίλαθα. ηελ ζπλέρεηα κπνξνύλ θαη πάιη νη ζπγρσλεπκέλνη όξνη 

λα νκαδνπνηεζνύλ ζύκθσλα κε ηνλ αξηζκό ησλ „‟1‟‟.  

 

Οκάδεο  πγρσλεπκέλνη όξνη Γπαδηθή κνξθή  

1
ε
 νκάδα 

-b‟c  -01 

-bc‟ -10 

a-c‟ 1-0 

ab‟- 10- 

2
ε
 νκάδα 

a-c 1-1 

ab- 11- 
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Δπαλαιακβάλεηαη ηώξα ε δηαδηθαζία ησλ αξρηθώλ όξσλ ηεο 

ζπλάξηεζεο, εμεηάδνληαο θάζε όξν ηεο 1
εο

 νκάδαο κε απηνύο ηεο 2
εο

 , κέρξη 

θαη πάιη λα ζπκπεξηιεθζνύλ όινη νη όξνη.  

 

  

Οκάδεο  πγρσλεπκέλνη όξνη Γπαδηθή κνξθή  

1
ε
 νκάδα 

-b‟c      Α -01 

-bc‟     Β -10 

a-c’ 1-0 

ab’- 10- 

2
ε
 νκάδα 

a-c 1-1 

ab- 11- 

 

 

 

Όξνη πγρσλεπκέλνη όξνη Γπαδηθή κνξθή 

a-c‟, a-c a--   Γ 1-- 

ab‟-, ab- a--   Γ 1-- 

 

Πίλαθαο 6 : Σειηθή κνξθή απινπνίεζεο 

 

 

 

Όπσο θαίλεηαη από ηνπο δύν πίλαθεο, νη δύν πξώηνη όξνη -b‟c θαη -bc‟, 

δελ κπνξνύλ λα ζπλδπαζηνύλ κε θάπνην όξν ηεο 2
εο

 νκάδαο, νπόηε δελ 

κπνξνύλ θαη λα απινπνηεζνύλ πεξηζζόηεξν. Ο πίλαθαο απηόο είλαη ν 

ηειεπηαίνο ηεο κεζόδνπ θαζώο δελ απινπνηείηαη πεξηζζόηεξν.  
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Αθνύ εμαληιεζεί ην παξαπάλσ βήκα όπσο ηνλίζηεθε, εμεηάδνληαη όινη 

νη πίλαθεο από ηελ αξρή, θαη δίπια ζηνπο όξνπο  πνπ δελ απινπνηνύληαη 

πεξηζζόηεξν ηνπνζεηνύληαη γξάκκαηα. Οη όξνη απηνί απνηεινύλ ηνπο 

πξσηαξρηθνύο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο. ηελ πεξίπησζε ηνπ παξαδείγκαηνο πνπ 

εμεηάδεηαη έρνπλ ηνπνζεηεζεί ηα γξάκκαηα Α, Β θαη Γ πνπ δειώλνπλ ηνπο 

ηξεηο απινπνηεκέλνπο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο. Καηά ηελ δηάξθεηα ηεο 

απαινηθήο είλαη δπλαηό λα πξνθύςεη θάπνηνο όξνο πεξηζζόηεξεο θνξέο, γη‟ 

απηό θαη ηνλίδνληαη κε ην ίδην γξάκκα.  

Μεηά ηελ παξαγσγή ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ ηεο ζπλάξηεζεο, ε 

επόκελε θάζε είλαη ε επηινγή ησλ θαηάιιεισλ εμ‟ απηώλ, ώζηε ην άζξνηζκά 

ηνπο λα θαιύπηεη ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε θαη ηαπηόρξνλα λα απνηειεί ηελ 

ειάρηζηε δπλαηή ινγηθή παξάζηαζε. Ζ ζπλάξηεζε θαιύπηεηαη, όηαλ θάζε 

όξνο πεξηέρεηαη ζε έλαλ ηνπιάρηζηνλ από ηνπο όξνπο ηεο ειάρηζηεο 

παξάζηαζεο.  

Ζ επηινγή ησλ θαηάιιεισλ πξσηαξρηθώλ όξσλ δηεπθνιύλεηαη, αλ 

θαηαζθεπαζζεί ν πίλαθαο πξσηαξρηθώλ όξσλ πνπ δείρλεη αλαιπηηθά ηε ζρέζε 

απηώλ κε ηνπο αξρηθνύο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο. ηνλ πίλαθα απηό νη ζηήιεο 

αληηζηνηρνύλ ζηνπο ελδηάκεζνπο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο, νη ζεηξέο ηνπ ζηνπο 

πξσηαξρηθνύο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο θαη ε ζρέζε ελόο ελδηάκεζνπ όξνπ κε 

ηνλ αληίζηνηρν πξσηαξρηθό όξν δειώλεηαη κε έλα Υ.  

 

 

 001 010 100 101 110 111 

-01 Υ   Υ   

-10  Υ   Υ  

1--   Υ Υ Υ Υ 

 

Πίλαθαο 7 : Πίλαθαο πξσηαξρηθώλ όξσλ  
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Αθνύ θαηαζθεπαζζεί ν πίλαθαο ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ, εξεπλάηαη γηα 

λα εληνπηζηνύλ νη ζηήιεο πνπ έρνπλ έλα κόλν Υ. Οη όξνη απηνί απνηεινύλ ηνπο 

νπζηώδεηο πξσηαξρηθνύο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο θαη πξέπεη λα πεξηιεθζνύλ 

ζηελ ειάρηζηε παξάζηαζε. Δάλ νη νπζηώδεηο πξσηαξρηθνί όξνη δελ επαξθνύλ 

γηα λα θαιύςνπλ ηελ ζπλάξηεζε, ηόηε επηιέγνληαη θαη άιινη όξνη ηέηνηνη ώζηε 

λα θαιύπηνπλ ηνπο ππόινηπνπο ελδηάκεζνπο όξνπο.  

Αλ ππάξρεη ε δπλαηόηεηα επηινγήο αλάκεζα ζε πεξηζζόηεξνπο 

πξσηαξρηθνύο όξνπο πξνηηκάηαη εθείλνο πνπ θαιύπηεη ην κεγαιύηεξν πιήζνο 

από ηνπο ππόινηπνπο ελδηάκεζνπο όξνπο. Αλ δελ ζπκβαίλεη πεξηζζόηεξνη από 

έλαο όξνη λα θαιύπηνπλ αθξηβώο ηνπο ίδηνπο ππόινηπνπο ελδηάκεζνπο, ηόηε 

πξνηηκάηαη ν κηθξόηεξνο από απηνύο (ιηγόηεξεο κεηαβιεηέο).  

ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα νη νπζηώδεηο πξσηαξρηθνί όξνη 

θαιύπηνπλ πιήξσο όιε ηελ ζπλάξηεζε θαη δελ ππάξρνπλ άιινη. Ζ ειάρηζηε 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο είλαη :  

 

F (a, b, c) = b‟c + bc‟ + a 

 

 

 

2.3.3 Μέζνδνο επηινγήο Petrick 

 

Έλαο ζπζηεκαηηθόο ηξόπνο γηα ηελ επηινγή ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ, 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρνπλ πνιινί ππνςήθηνη όξνη, είλαη ε κέζνδνο ηνπ 

Petrick (1956), πνπ είλαη αιγεβξηθή. Ζ κέζνδνο απηή παξάγεη όια ηα κε 

απινπνηήζηκα αζξνίζκαηα ησλ όξσλ θαη ε ειάρηζηε παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο εμάγεηαη από ηελ ζύγθξηζε κεηαμύ ηνπο ησλ ελαιιαθηηθώλ 

ζπλδπαζκώλ πνπ πξνθύπηνπλ.  
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Καηά ηε κέζνδν ηνπ  Petrick θάζε πξσηαξρηθόο όξνο ζεσξείηαη ζαλ κηα 

δπαδηθή κεηαβιεηή θαη εθαξκόδεηαη ν Λνγηζκόο ησλ Πξνηάζεσλ, γηα λα 

επξεζνύλ όινη νη ζπλδπαζκνί ησλ όξσλ γηα ηνπο νπνίνπο αιεζεύεη ην 

πξόβιεκα.  

Δηδηθόηεξα, ζρεκαηίδεηαη ε ιεγόκελε ζπλάξηεζε ησλ πξσηαξρηθώλ 

όξσλ (Prime Implicant Function), πνπ ζπκβνιίδεηαη κε Ρ. Ζ ζπλάξηεζε Ρ είλαη 

κηα ζπλάξηεζε γηλνκέλνπ αζξνηζκάησλ, ε νπνία παξάγεηαη από ηνλ πίλαθα 

ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ σο εμήο : 

i. Κάζε πξσηαξρηθόο όξνο ζεσξείηαη ζαλ κηα δπαδηθή κεηαβιεηή  

ii. Γηα θάζε ελδηάκεζν όξν ηεο ζπλάξηεζεο ζρεκαηίδεηαη  έλα άζξνηζκα 

από όξνπο, νη νπνίνη ελαιιαθηηθά (ή ν έλαο ή ν άιινο θιπ.) θαιύπηνπλ 

ηνλ ελδηάκεζν όξν  

iii. Ζ ζπλάξηεζε Ρ είλαη ην γηλόκελν όισλ ησλ αζξνηζκάησλ, δηόηη πξέπεη 

λα θαιύπηνληαη όινη νη ελδηάκεζνη όξνη 

 

Ζ ζπλάξηεζε Ρ αλαπηύζζεηαη ζηε ζπλέρεηα ζε άζξνηζκα γηλνκέλσλ θαη 

απινπνηείηαη εθαξκόδνληαο ηνπο θαλόλεο ηεο άιγεβξαο Boole. Κάζε όξνο ηεο 

Ρ πεξηέρεη ηνπο πξσηαξρηθνύε όξνπο πνπ είλαη απνιύησο απαξαίηεηνη, γηα λα 

θαιπθζεί ε αξρηθή ζπλάξηεζε.  

Ζ ειάρηζηε παξάζηαζε ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο F βξίζθεηαη από ηελ 

απινπνηεκέλε ζπλάξηεζε Ρ σο εμήο :  

 Δπηιέγεηαη ν όξνο ηεο Ρ πνπ έρεη ηηο ιηγόηεξεο κεηαβιεηέο. Ζ 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο F είλαη ην άζξνηζκα απηώλ ησλ 

πξσηαξρηθώλ όξσλ  

 Αλ ζπκπίπηεη πεξηζζόηεξνη όξνη ηεο Ρ λα έρνπλ ην ίδην ειάρηζην πιήζνο 

πξσηαξρηθώλ όξσλ, ηόηε επηιέγεηαη εθείλνο ηνπ νπνίνπ νη πξσηαξρηθνί 

όξνη έρνπλ ηηο ιηγόηεξεο κεηαβιεηέο.  
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ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη έλα πιήξεο παξάδεηγκα εύξεζεο 

απινπνηεκέλεο ζπλάξηεζεο, ρξεζηκνπνηώληαο θαη ηε κέζνδν  Petrick.  

Έζησ πξνο απινπνίεζε ε ζπλάξηεζε  

                F (x, y, z, w) =  (1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 14).  

 

 

 

  xyzw 

1
ε
 νκάδα 

1 0001 

4 0100 

8 1000 

2
ε
 νκάδα 

3 0011 

5 0101 

6 0110 

9 1001 

10 1010 

3
ε
 νκάδα 14 1110 

 

Πίλαθαο 8 : Οκαδνπνίεζε ζηελ κέζνδν Petrick 
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  xyzw 

1
ε
 νκάδα 

1,3 00-1    Α 

1,5 0-01    Β 

1,9 -001    C 

4,5 010-    D 

4,6 01-0    E 

8,9 100-    F 

8,10 10-0    G 

2
ε
 νκάδα 

6,14 -110    H 

10,14 1-10    I 

 

Πίλαθαο 9 : Απινπνηεκέλνη όξνη ζηελ κέζνδν Petrick 

 

 1 3 4 5 6 8 9 10 14 

A X X        

B X   X      

C X      X   

D   X X      

E   X  X     

F      X X   

G      X  X  

H     X    X 

I        X X 

 

Πίλαθαο 10 : Πίλαθαο πξσηαξρηθώλ όξσλ ζηελ Petrick 

 

Από ηελ εμέηαζε ηνπ πίλαθα ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ ηεο ζπλάξηεζεο 

δηαπηζηώλεηαη όηη κεηά ηελ επηινγή ησλ νπζησδώλ δειαδή ηνπ Α, δελ ππάξρεη 

πξνθαλήο ηξόπνο γηα ηελ επηινγή άιισλ όξσλ, δηόηη νη ππόινηπνη έρνπλ ην ίδην 

πιήζνο κεηαβιεηώλ θαη θαιύπηνπλ ην ίδην πιήζνο ελδηάκεζσλ όξσλ, δειαδή 
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εκθαλίδνληαη πνιιέο ελαιιαθηηθέο επηινγέο ρσξίο λα δηαθαίλεηαη πνηα είλαη ε 

θαιύηεξε. ε απηή ηελ πεξίπησζε πξέπεη λα εθαξκνζηεί ε κέζνδνο Petrick.  

Ζ ζπλάξηεζε Ρ ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη  

P = (A+B+C)(A)(D+E)(B+D)(E+H)(F+G)(C+F)(G+I)(H+I)  

Μεηά ηελ εθηέιεζε ησλ πξάμεσλ : 

P = A (BD+BE+D+DE)(E+H)(F+FG+CF+CG)(GH+GI+HI+I) 

πξνθύπηεη : 

P = 

ABCEGH+ABCEGI+ABEFGH+ABEFI+ACDEGI+ACDGH+ADEFI+ADFG

H+ADFHI 

Όπσο πξνθύπηεη από ηελ Ρ, ππάξρνπλ πέληε ειάρηζηεο παξαζηάζεηο νη 

ABEFI, ACDGH, ADEFI, ADFGH, ADFHI θαζεκία από ηηο νπνίεο πεξηέρεη 

πέληε όξνπο θαη θάζε έλαο από απηνύο πεξηέρεη ην ίδην πιήζνο κεηαβιεηώλ. 

Γειαδή ε ζπλάξηεζε απηνύ ηνπ παξαδείγκαηνο έρεη πέληε ειάρηζηεο 

παξαζηάζεηο, όιεο ηζνδύλακεο κεηαμύ ηνπο.  
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2.4 Άιιεο κέζνδνη ειαρηζηνπνίεζεο  
 

 

Οη πξνεγνύκελεο κέζνδνη απνηεινύλ κηα εηζαγσγή ζηνπο αιγόξηζκνπο 

ινγηθήο ειαρηζηνπνίεζεο, θαζώο δελ είλαη νη πην πξόζθαηεο νύηε θαη νη 

θαιύηεξεο. Σα απνηειέζκαηα ησλ εξεπλώλ γηα πην απνηειεζκαηηθνύο ηξόπνπο 

ειαρηζηνπνίεζεο κπνξνύλ λα θαηαηαρζνύλ πξνζεγγηζηηθά ζε ηξεηο θαηεγνξίεο 

: 

 Υπολογιζηικά περιβάλλονηα : νη βειηησκέλνη αιγόξηζκνη ρξεζηκνπνηνύλ 

ηππηθά έμππλεο δνκέο δεδνκέλσλ ή θάλνπλ αλαδηάηαμε ζηε ζεηξά ησλ 

βεκάησλ γηα λα πεξηνξηζηνύλ νη απαηηήζεηο κλήκεο θαη ν ρξόλνο 

εθηέιεζεο ησλ θιαζηθώλ αιγνξίζκσλ.  

 Εμπειρικές μέθοδοι : κεξηθά πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο είλαη 

ππεξβνιηθά κεγάια γηα λα επηιπζνύλ κε ηε ρξήζε ελόο αιγόξηζκνπ. 

Απηά ηα πξνβιήκαηα είλαη δπλαηόλ λα αληηκεησπηζηνύλ κε ηε βνήζεηα 

ζπληνκεύζεσλ θαη εύζηνρσλ εηθαζηώλ γηα ηνλ πεξηνξηζκό ηνπ κεγέζνπο 

ηεο κλήκεο θαη ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο απ‟όηη ζα απαηηείην από έλαλ 

αιγόξηζκν. Ωζηόζν. Οη εκπεηξηθέ κέζνδνη πξνζπαζνύλ λα βξνπλ κηα 

ζρεδόλ ειάρηζηε παξάζηαζε κηαο ινγηθήο ζπλάξηεζεο θαη όρη κηα 

απνδεδεηγκέλα ειάρηζηε παξάζηαζε.  

Αθόκα θαη γηα πξνβιήκαηα ηα νπνία είλαη δπλαηόλ λα επηιπζνύλ κε κηα 

αθξηβή κέζνδν, κηα εκπεηξηθή κέζνδνο ζπλήζσο βξίζθεη κηα θαιή ιύζε 

πην γξήγνξα. Μάιηζηα, ην πην πεηπρεκέλν πξόγξακκα, ην Espresso-II, 

παξάγεη ειάρηζηα ή ζρεδόλ ειάρηζηα απνηειέζκαηα ζηελ πιεηνςεθία 

ησλ πξνβιεκάησλ, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη πξνβιεκάησλ κε 

δεθάδεο εηζόδνπο εηζόδνπο θαη εθαηνληάδεο όξνπο γηλνκέλσλ.  

 Διαθορεηική θεώρηζη : ν ρεηξηζκόο ηεο ειαρηζηνπνίεζεο πνιιώλ 

εμόδσλ είλαη δπλαηόλ λα γίλεη κε απιέο θαη ζρεδόλ κεραληθέο 

ηξνπνπνηήζεηο ησλ κεζόδσλ ειαρηζηνπνίεζεο κηαο εμόδνπ.  
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2.4.1 Δπξεηηθνί Αιγόξηζκνη (Heuristic Algorithms) 

 

 

Δπξεηηθόο είλαη έλαο αιγόξηζκνο ν νπνίνο έρεη ηε δπλαηόηεηα λα 

παξάγεη κηα απνδεθηή ιύζε ζε έλα πξόβιεκα ζύκθσλα κε πνιιά πξαθηηθά 

ζελάξηα, αιιά γηα ηα νπνία δελ ππάξρεη ηππηθή απόδεημε ηεο εγθπξόηεηάο ηεο. 

Δλαιιαθηηθά, κπνξεί λα είλαη ζσζηόο, αιιά δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη 

κπνξεί λα παξάγεη κηα βέιηηζηε ιύζε, ή όηη ρξεζηκνπνηεί ινγηθά κέζα. Οη 

επξεηηθνί αιγόξηζκνη ρξεζηκνπνηνύληαη ζπλήζσο όηαλ δελ ππάξρεη θάπνηα 

γλσζηή κέζνδνο πνπ λα βξίζθεη κηα βέιηηζηε ιύζε, θάησ από ζπγθεθξηκέλνπο 

πεξηνξηζκνύο.  

Γύν από ηνπο βαζηθνύο ζηόρνπο είλαη ε εύξεζε αιγνξίζκσλ κε 

απνδεδεηγκέλα κηθξό ρξόλν εθηέιεζεο θαη κε θαιή ή βέιηηζηε πνηόηεηα 

ιύζεσλ. Έλαο επξεηηθόο αιγόξηζκνο εγθαηαιείπεη έλαλ ή θαη ηνπο δύν απηνύο 

ζηόρνπο. Μπνξεί λα βξίζθεη απνδεθηέο ιύζεηο ζε έλα πξόβιεκα  αιιά λα 

πζηεξεί ζηελ απόδεημε όηη νη ιύζεηο δελ ζα κπνξνύζαλ λα πξνθύςνπλ ηπραία 

θαθέο. Δπίζεο, κπνξεί ν ρξόλνο εθηέιεζεο λα είλαη ζρεηηθά κηθξόο ζε θάπνηα 

πεξίπησζε, αιιά ρσξίο βεβαηόηεηα όηη ζα ζπκβαίλεη πάληα ην ίδην.  

Δπξεηηθνύο αιγόξηζκνπο ρξεζηκνπνηνύλ ηόζν ε ESPRESSO, όζν θαη ε 

ΒΟΟΜ, ε νπνία θαη παξνπζηάδεηαη εθηελώο ζην επόκελν θεθάιαην. 
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3. Αιγόξηζκνο ειαρηζηνπνίεζεο BOOM 

(BOOlean Minimization) 
 

 

ηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο θπθισκάησλ, ε ειαρηζηνπνίεζε δελ 

είλαη έλα εύθνιν πξόβιεκα, θαζώο ν αξηζκόο ησλ κεηαβιεηώλ εηζόδνπ θαη 

εμόδνπ είλαη ζπρλά κεγάινο. Οη ζπλήζεηο κέζνδνη ειαρηζηνπνίεζεο, δελ 

κπνξνύλ λα πξαγκαηνπνηήζνπλ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ζε ινγηθνύο ρξόλνπο. Ο 

αξηζκόο ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ ηέηνησλ ζπλαξηήζεσλ είλαη πνιύ κεγάινο, 

θαζηζηώληαο ηελ αθξηβή ειαρηζηνπνίεζε αδύλαηε. Γη‟ απηό ην ιόγν πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζεί έλαο απνηειεζκαηηθόο heuristic αιγόξηζκνο.  

Οη ζπζηεκαηηθνί κέζνδνη ειαρηζηνπνίεζεο Boolean ζπλαξηήζεσλ 

ζπλήζσο αληηγξάθνπλ ηε δνκή ηεο κεζόδνπ Quine – McCluskey, 

εθαξκόδνληαο ηα δύν βήκαηα ηεο εύξεζεο ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ θαη ηεο 

θάιπςεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Κάπνηεο πην κνληέξλεο κέζνδνη, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο ESPRESSO, πξνζπαζνύλ λα ζπλδπάζνπλ απηά 

ηα δύν ζηάδηα, θαη γηα απηό ην ιόγν δελ ρξεηάδνληαη λα ππνινγηζηνύλ όινη νη 

πξσηαξρηθνί όξνη. 

Μηα από ηηο πην επηηπρεκέλεο κεζόδνπο ειαρηζηνπνίεζεο είλαη ε 

ESPRESSO θαη νη κεηέπεηηα βειηηώζεηο ηεο. Ζ αξρηθή κέζνδνο ESPRESSO 

βξίζθεη ζρεδόλ ειάρηζηεο ιύζεηο, ελώ ε ESPRESSO – EXACT αλαπηύρζεθε 

γηα λα βειηηώζεη ηελ πνηόηεηα ησλ απνηειεζκάησλ ζε βάξνο ηνπ ρξόλνπ πνπ 

απαηηείηαη γηα απηό. Σέινο, ε ESPRESSO – SIGNATURE αλαπηύρζεθε, 

επηηαρύλνληαο ηελ ειαρηζηνπνίεζε κεηώλνληαο ηνλ αξηζκό ησλ πξσηαξρηθώλ 

όξσλ πνπ πξέπεη λα επεμεξγαζηνύλ εηζάγνληαο ηελ έλλνηα ηεο ππνγξαθήο 

(SIGNATURE), ε νπνία είλαη κηα ηνκή όισλ ησλ πξσηαξρηθώλ θαιύςεσλ 

ελόο ελδηάκεζνπ όξνπ.  

Έλαο ζπλδπαζκόο εύξεζεο πξσηαξρηθώλ όξσλ κε ιύζεηο θάιπςεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο γίλεηαη θαη ζηε κέζνδν ΒΟΟΜ πνπ παξνπζηάδεηαη εδώ. Μηα 
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ζεκαληηθή δηαθνξά κε ηελ πξνζέγγηζε πνπ πξαγκαηνπνηεί ε κέζνδνο 

ESPRESSO είλαη ν ηξόπνο πνπ δνπιεύνπλ κε ηηο ιεθζείζεο on-set ιύζεηο 

(ιύζεηο γηα ηηο νπνίεο ε ζπλάξηεζε είλαη ελεξγή). Ζ ESPRESSO ηελ 

ρξεζηκνπνηεί σο κηα αξρηθή ιύζε ε νπνία πξέπεη λα ηξνπνπνηεζεί κε 

επεθηάζεηο, ελώ ε ΒΟΟΜ από ηελ άιιε ρξεζηκνπνηεί ηηο εηζόδνπο (on-set θαη 

off-set) κόλν σο κηα αλαθνξά.  

 

 

 

 

 

3.1 Γνκή ηεο ΒΟΟΜ 
 

 

Όηαλ ειαρηζηνπνηείηαη κηα ζπλάξηεζε κηαο εμόδνπ, ην ζύζηεκα ΒΟΟΜ 

αθνινπζεί ηα παξαθάησ ηξία βήκαηα : 

1) Δύξεζε όξσλ κε βάζε ηελ θάιπςε (Coverage-Directed Search, CD-

Search), πνπ βξίζθεη ηνπο όξνπο πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ θάιπςε ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

2) Δπέθηαζε όξσλ (Implicant Expansion, IE), όπνπ επεθηείλνληαη νη 

παξαπάλσ όξνη ζε πξσηαξρηθνύο. 

3) Λύζε ηνπ πξνβιήκαηνο θάιπςεο (Solution of the covering problem, 

CP). 

Γηα ζπλαξηήζεηο πνιιαπιώλ εμόδσλ αληί ηεο ηξίηεο θάζεο εθηεινύληαη νη 

θάζεηο 4,5 θαη 6 : 

4) Μείσζε πξσηαξρηθώλ όξσλ (Prime Implicant Reduction, IR), όπνπ 

δεκηνπξγείηαη κηα νκάδα όξσλ από ηνπο πξσηαξρηθνύο όξνπο. 

5) Λύζε ηνπ πξνβιήκαηνο θάιπςεο από ηελ νκάδα όξσλ (Solution of the 

group covering problem). 
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6) Μείσζε ηεο εμόδνπ (Output Reduction, OR), όπνπ αθαηξνύληαη νη 

πιενλάδνληεο όξνη ησλ αλεμάξηεησλ εμόδσλ.  

 

 

 

 

 

 

 

Δηθόλα 3 : Φαζεηο ηεο BOOM 
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3.2 Δύξεζε όξσλ κε βάζε ηελ θάιπςε (Coverage-Directed 

Search, CD-Search) 
 

 

Ζ ηδέα ηνπ πεξηνξηζκνύ ησλ όξσλ ζε απηνύο πνπ είλαη απνιύησο 

απαξαίηεηνη νδήγεζε ζηελ CD-Search κέζνδν, πνπ είλαη θαη ην πην θαηλνηόκν 

θνκκάηη ηεο κεζόδνπ ΒΟΟΜ. Απνηειείηαη από κηα θαηεπζπλόκελε αλαδήηεζε 

γηα ηα πην ηαηξηαζηά ζηνηρεία πνπ πξέπεη λα πξνζηεζνύλ ζηνπο πξνεγνύκελα 

θαηαζθεπαζκέλνπο όξνπο, ώζηε λα ηνπο κεηαηξέςεη ζε όξνπο ηεο δεδνκέλεο 

ζπλάξηεζεο. Έηζη, αληί λα απμήζεη ηελ δηάζηαζε ησλ όξσλ, κεηώλεηαη ε 

δηάζηαζε ηνπ ππεξθύβνπ, κέρξη λα γίλεη όξνο ηεο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο. 

Απηό ζπκβαίλεη ηελ ζηηγκή πνπ ν ππεξθύβνο δελ ηέκλεη πιένλ θάπνηνλ 

κεδεληθό ελδηάκεζν όξν.  

Ζ κέζνδνο εύξεζεο ησλ όξσλ απνζθνπεί ζηελ εύξεζε ηνπ ππεξθύβνπ 

πνπ ππεξθαιύπηεη όζν ην δπλαηόλ πεξηζζόηεξνπο όξνπο κε ηηκή ΄΄1΄ .́ 

Ξεθηλώληαο, επηιέγεηαη ε πην ζπρλά εκθαληδόκελε κεηαβιεηή από ην δεδνκέλν 

on-set. Ζ επηιεγκέλε  κεηαβιεηή πεξηγξάθεη έλα   n-1-δηάζηαην ππεξθύβν, πνπ 

κπνξεί λα είλαη έλαο όξνο, αλ δελ ηέκλεηαη κε θάπνηνλ κεδεληθό όξν. Αλ 

θαιύπηνληαη θάπνηνη κεδεληθνί ελδηάκεζνη όξνη, πξνζηίζεηαη κηα αθόκε 

κεηαβιεηή θαη δηαπηζηώλεηαη αλ ν λένο όξνο αληαπνθξίλεηαη ζε θάπνηνλ όξν 

ηεο ζπλάξηεζεο. Μεηά από θάζε επηινγή κεηαβιεηήο αθαηξνύληαη πξνζσξηλά 

από ην on-set νη όξνη πνπ δελ κπνξνύλ λα θαιπθζνύλ από νπνηνδήπνηε όξν 

πεξηέρεη ηελ επηιεγκέλε κεηαβιεηή. ην απνκέλνλ on-set επαλαιακβάλεηαη ε 

ίδηα δηαδηθαζία, κέρξη λα παξακείλεη κηα νκάδα κόλν αθάιππησλ όξσλ. ηε 

ζπλέρεηα εθαξκόδεηαη ε ίδηα δηαδηθαζία ζε απηνύο ηνπο όξνπο, επηιέγνληαο 

όκσο ηελ επόκελε πην ζπρλά εκθαληδόκελε κεηαβιεηή, κέρξη λα βξεζεί θαη ν 

επόκελνο όξνο. Απηό γίλεηαη κέρξη λα θαιπθζνύλ όινη νη όξνη πνπ παίξλνπλ 

ηελ ηηκή ΄΄1΄΄.  
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CD_Search(F,R) { 

         H = 
         do 
                F’ = F 
                t = true 
                do 
                     v = most_frequent_literal(F’) 
                     t = t AND v 
                     F’ = F’–cubes_not_including(t) 

               while (t R ) 

               H = H t 
               F = F - F’ 

         until (F == ) 
         return H 

} 

  

 

Παξαθάησ δίλεηαη έλα παξάδεηγκα ηεο δηαδηθαζίαο εύξεζεο όξσλ. 

Έζησ κηα κεξηθώο νξηζκέλε Boolean ζπλάξηεζε δέθα κεηαβιεηώλ x₀…x₉ θαη 

δέθα θαζνξηζκέλνη ελδηάκεζνη όξνη πνπ δίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα 

αιεζείαο :  

 

 

 

 

 

 x₀x₁x₂x₃x₄x₅x₆x₇x₈x₉  

0 0000000010 1 

1 1000111011 1 

2 0000011001 1 

3 1111011000 0 

4 1011001100 0 

5 1111000100 1 
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6 0100010100 0 

7 0011011011 0 

8 0010111100 1 

9 1110111000 1 

 

Πίλαθαο 11 : Πίλαθαο αιεζείαο ελδηάκεζσλ όξσλ κηαο Boolean ζπλάξηεζεο 

 

 

 

Σν πξώην βήκα είλαη ε εύξεζε ηεο πην ζπρλά εκθαληδόκελεο 

κεηαβιεηήο ζηνπο ελδηάκεζνπο όξνπο κε ηηκή ΄΄1΄΄. Σν απνηέιεζκα θαίλεηαη 

ζηνλ παξαθάησ πίλαθα όπνπ ε ζεηξά ΄΄0΄  ́ είλαη ε εκθάληζε ηεο θάζε 

κεηαβιεηήο κε ηηκή 0 θαη ε ζεηξά ΄΄1΄  ́ είλαη ε εκθάληζε θάζε κεηαβιεηήο κε 

ηηκή 1 : 

 

 

 

 x₀ x₁ x₂ x₃ x₄ x₅ x₆ x₇ x₈ x₉ 

΄΄0΄΄ 3 4 3 5 3 2 2 4 4 4 

΄΄1΄΄ 3 2 3 1 3 4 4 2 2 2 

 

Πίλαθαο 12 : Δύξεζε ηεο πην ζπρλά εκθαληδόκελεο κεηαβιεηήο 

 

 

Ζ πην ζπρλά εκθαληδόκελε κεηαβιεηή είλαη ε x₃‟ κε 5 εκθαλίζεηο ζηνπο 

ελδηάκεζνπο όξνπο κε ηηκή 1. Από κόλε ηεο απηή ε κεηαβιεηή πεξηγξάθεη κηα 

ζπλάξηεζε πνπ είλαη ππεξ-νκάδα ελόο ελδηάκεζνπ όξνπ, θαζώο θαιύπηεη ηνλ 
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6
ν
 ελδηάκεζν όξν ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. Γη‟απηό πξέπεη λα πξνζηεζεί άιιε 

κία κεηαβιεηή. Γηα ηελ εύξεζε ηεο επόκελεο κεηαβιεηήο πεξηνξηδόκαζηε κόλν 

ζε εθείλνπο ηνπο ελδηάκεζνπο όξνπο κε ηηκή 1 πνπ πεξηέρνπλ όκσο θαη ηελ 

κεηαβιεηή x₃‟. Έηζη ζρεκαηίδεηαη ν παξαθάησ πίλαθαο πνπ εκθαλίδεη 

ζπρλόηεηα εκθάληζεο ησλ ππνινίπσλ κεηαβιεηώλ : 

 

 

 x₀ x₁ x₂ x₃ x₄ x₅ x₆ x₇ x₈ x₉ 

΄΄0΄  ́ 3 4 3 - 2 1 1 4 3 3 

΄΄1΄  ́ 2 1 2 - 3 4 4 1 2 2 

 

Πίνακασ 13 : Συχνότητα εμφάνιςησ υπολοίπων μεταβλητών 

 

 

 

Όπσο θαίλεηαη θαη από ηνλ πίλαθα ππάξρνπλ αξθεηέο κεηαβιεηέο κε 

ζπρλόηεηα εκθάληζεο 4 (x₁‟, x₅, x₆, x₇‟), νπόηε πξέπεη λα εθαξκνζηεί ην 

δεύηεξν θξηηήξην επηινγήο. Απηέο νη κεηαβιεηέο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ην 

θηίζηκν όξσλ θαη έηζη δεκηνπξγνύληαη ηέζζεξηο όξνη γηλνκέλνπ 

ρξεζηκνπνηώληαο θαη ηελ κεηαβιεηή  x₃‟ από ην πξνεγνύκελν βήκα : x₃‟x₁‟, 

x₃‟x₅, x₃‟x₆, x₃‟x₇‟. ηελ ζπλέρεηα ειέγρεηαη πνην από απηά ηα γηλόκελα είλαη 

ήδε όξνο ηεο ζπλάξηεζεο. Σν γηλόκελν x₃‟x₅ δελ είλαη όξνο (θαιύπηεη ηνλ έθην 

ελδηάκεζν όξν), νπόηε απνξξίπηεηαη. Σώξα πξέπεη λα επηιεγεί έλαο από ηνπο 

ελαπνκείλαληεο ηξεηο όξνπο νη νπνίνη αλαπαξηζηνύλ όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Πξέπεη λα επηιεγεί ν όξνο γηλνκέλνπ πνπ ζα θαιύπηεη ην κέγηζην ησλ 

αθάιππησλ αθόκα ελδηάκεζσλ όξσλ κε ηηκή 1. Καζώο θάζε έλα από απηά ηα 

γηλόκελα θαιύπηεη 4 ελδηάκεζνπο όξνπο, κπνξεί λα επηιεγεί θάπνην ηπραία π.ρ. 

ην x₃‟x₆. Απηόο ν όξνο απνζεθεύεηαη θαη ζπλερίδεηαη ε αλαδήηεζε.  
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Ζ αλαδήηεζε γηα ηηο κεηαβιεηέο ησλ επόκελσλ όξσλ πεξηγξάθεηαη ζηνλ 

επόκελν πίλαθα. Παξαιείπνληαη νη ελδηάκεζνη όξνη πνπ θαιύπηνληαη από ην 

επηιεγκέλν γηλόκελν x3‟x6 θαη επηιέγεηαη ε πην ζπρλά εκθαληδόκελε 

κεηαβιεηή ζηνπο ππόινηπνπο ελδηάκεζνπο όξνπο.  

 

 

 x₀x₁x₂x₃x₄x₅x₆x₇x₈x₉  

0 0000000010 1 

1 1000111011 1 

2 0000011001 1 

3 1111011000 0 

4 1011001100 0 

5 1111000100 1 

6 0100010100 0 

7 0011011011 0 

8 0010111100 1 

9 1110111000 1 

 

Πίλαθαο 14 : Αλαδήηεζε γηα ηηο κεηαβιεηέο ησλ επόκελσλ όξσλ  

 

 

 x₀ x₁ x₂ x₃ x₄ x₅ x₆ x₇ x₈ x₉ 

΄΄0΄΄ 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 

΄΄1΄΄ 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 

 

Πίλαθαο 15 : πρλόηεηα εκθάληζεο κεηαβιεηώλ 
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Όπσο θαίλεηαη θαη από ηνλ πίλαθα, ππάξρνπλ 4 ίζεο πηζαλόηεηεο, νπόηε 

επηιέγεηαη ηπραία θαπνηνο όξνο γηλνκέλνπ, π.ρ. ν x₅‟. Με παξόκνην ηξόπν 

κπνξεί λα βξεζεί κηα αθόκε κεηαβιεηή (x₆‟) ε νπνία ρξεηάδεηαη γηα λα 

δεκηνπξγήζεη έλαλ όξν πνπ λα θαιύπηεη ηνπο δύ νελαπνκείλαληεο ελδηάκεζνπο 

όξνπο κε ηηκή 1. Ζ ηειηθή έθθξαζε θάιπςεο ησλ ελδηάκεζσλ όξσλ είλαη ε 

x₃‟x₆+ x₅‟x₆‟. 

 

 

 

3.2.1 Δπέθηαζε όξσλ (Implicant Expansion) 
 

 

Οη όξνη πνπ βξίζθνληαη από ην πξνεγνύκελν βήκα δελ ρξεηάδεηαη λα 

είλαη πξσηαξρηθνί. Γηα λα γίλνπλ πξσηαξρηθνί, πξέπεη λα απμεζεί ην κέγεζόο 

ηνπο κε ηελ επέθηαζε όξσλ, πνπ ζεκαίλεη αθαίξεζε κεηαβιεηώλ από ηνπο 

όξνπο. Όηαλ δελ κπνξεί λα αθαηξεζεί θακία επηπιένλ κεηαβιεηή, πξνθύπηεη 

έλαο πξσηαξρηθόο όξνο. Ζ επέθηαζε απηή κπνξεί λα γίλεη κε πνιιέο κ εζόδνπο 

νη νπνίεο δηαθέξνπλ ζηελ πνιππινθόηεηα θαη ζηελ πνηόηεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ. Δμεηάζηεθαλ πνιιέο πξνζεγγίζεηο, από ηελ απινύζηεξε 

ζεηξηαθή αλαδήηεζε ζηελ πην πνιύπινθε εθζεηηθή αλαδήηεζε.  

Ζ ζεηξηαθή αλαδήηεζε πξνζπαζεί ζπζηεκαηηθά λα αθαηξέζεη από θάζε 

όξν γηλνκέλνπ όιεο ηηο κεηαβιεηέο κία πξνο κία, όπνπ ε πξώηε κεηαβιεηή 

επηιέγεηαη ηπραία. Κάζε αθαίξεζε γίλεηαη κόληκε αλ δελ θαιύπηεηαη θαλέλαο 

κεδεληθόο ελδηάκεζνο όξνο. Μόλν έλαο πξσηαξρηθόο όξνο κπνξεί λα εμαρζεί 

από θάζε όξν γηλνκέλνπ, αθόκα θαη αλ κπνξνύζαλ λα πξνθύςνπλ 

πεξηζζόηεξνη. Ζ ζεηξηαθή αλαδήηεζε δελ κεηώλεη ηνλ αξηζκό ησλ όξσλ 

γηλνκέλνπ, από ηελ άιιε όκσο πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα έδεημαλ όηη κεηώλεη 

ηνλ αξηζκό ησλ κεηαβιεηώλ θαηά 25 % πεξίπνπ.  
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Με ηελ πνιιαπιή ζεηξηαθή αλαδήηεζε δνθηκάζηεθαλ όια ηα πηζαλά 

ζεκεία εθθίλεζεο κέζα ζε έλαλ όξν, ν νπνίνο κε απηόλ ηνλ ηξόπν επεθηείλεηαη 

ζε πνιινύο πξσηαξρηθνύο όξνπο. Απηή ε κέζνδνο νδεγεί ζε πεξηζζόηεξνπο 

πξσηαξρηθνύο όξνπο από ηελ απιή ζεηξηαθή αλαδήηεζε, ελώ θαη ε 

πνιππινθόηεηα είλαη ζε απνδεθηά όξηα. 

Αθόκα θαη ν αιγόξηζκνο πνιιαπιήο ζεηξηαθήο αλαδήηεζεο δελ κπνξεί 

λα επεθηείλεη έλαλ όξν γηλνκέλνπ ζε όινπο ηνπο πηζαλνύο πξσηαξρηθνύο 

όξνπο. Γηα απηό πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί ε εθζεηηθή αλαδήηεζε.  

Όιεο απηέο νη ζηξαηεγηθέο επέθηαζεο έρνπλ εμεηαζηεί θαη εθηηκεζεί 

από ηελ νπηηθή ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο θαη ηνπ πνηνηηθνύ απνηειέζκαηνο ηεο 

ιύζεο. Σειηθά, ε πνιιαπιή ζεηξηαθή αλαδήηεζε επηιέρζεθε σο ε θαιύηεξε 

κέζνδνο γηα ηα πεξηζζόηεξα πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο. 

 

 

 

 

3.2.2 Λύζε ηνπ πξνβιήκαηνο θάιπςεο (Solution of the covering 

problem) 

 

 

Ζ πνηόηεηα ηεο ηειηθήο ιύζεο εμαξηάηαη από ηελ επηινγή ηνπ 

αιγόξηζκνπ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε. Έλαο 

απνηειεζκαηηθόο αιγόξηζκνο επίιπζεο ηεο θάιπςεο ηνπ πξνβιήκαηνο πξέπεη 

λα ρξεζηκνπνηείηαη ζε ζπλδπαζκό κε ηελ επαλαιεπηηθή ειαρηζηνπνίεζε. Όηαλ 

ν αξηζκόο ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ είλαη κεγάινο, κηα αθξηβήο ιύζε είλαη 

αδύλαηε θαη πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνύλ θάπνηνη επξεηηθνί αιγόξηζκνη. Ο 

κεγάινο αξηζκόο πξσηαξρηθώλ όξσλ κπνξεί λα παξαπιαλήζεη ηνλ αιγόξηζκν 

θαη έηζη λα νδεγήζεη ζε κηα κε ειάρηζηε ιύζε.  
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Μηα αθξηβήο ιύζε θάιπςεο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ζπλήζσο 

ρξνλνβόξα, εηδηθά όηαλ εθηειείηαη κεηά από αξθεηέο επαλαιήςεηο, θαηά ηελ 

δηάξθεηα ησλ νπνίσλ ζπζζσξεύνληαη πνιινί όξνη. ε απηή ηελ πεξίπησζε 

κόλν κηα επξεηηθή πξνζέγγηζε είλαη δπλαηή. Μεηά από πνιιέο πηζαλέο 

πξνζεγγίζεηο, ρξεζηκνπνηήζεθαλ δύν. Ζ πξώηε, ραξαθηεξηζκέλε σο LCMC 

θάιπςε (Least Covered, Most Covering), είλαη έλαο θνηλόο επξεηηθόο 

αιγόξηζκνο γηα ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο θάιπςεο. Οη όξνη ( implicants) πνπ 

θαιύπηνπλ ελδηάκεζνπο όξνπο, πνπ κε ηε ζεηξά ηνπο θαιύπηνληαη από ηνλ 

ειάρηζην αξηζκό άιισλ όξσλ, είλαη απηνί πνπ πξνηηκνύληαη. Αλ ππάξρνπλ 

παξαπάλσ από έλαο ηέηνηνη όξνη, επηιέγνληαη απηνί πνπ θαιύπηνπλ ην 

κεγαιύηεξν αξηζκό, ησλ πξνο ην παξόλ αθάιππησλ ελδηάκεζσλ όξσλ κε ηηκή 

„‟1‟‟.  

Πην εμειηγκέλεο επξεηηθέο κέζνδνη γηα ηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

θάιπςεο βαζίδνληαη ζηνλ ππνινγηζκό ησλ ζπλεηζθνξώλ θάζε όξνπ σο 

θξηηήξην γηα ηελ πεξίιεςή ηνπο ζηε ιύζε. Απηό ζεκαίλεη όηη πξνζδηνξίδεηαη 

έλα βάξνο ζε θάζε όξν, ην νπνίν εθθξάδεη ηελ πηζαλή ζπλεηζθνξά ηνπ ζηελ 

ειάρηζηε ιύζε. Γηα θάζε όξν πνπ θαιύπηεηαη ην βάξνο θάζε ελόο ππνινγίδεηαη 

σο ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ άζζσλ. Ο όξνο κε ην κεγαιύηεξν βάξνο 

επηιέγεηαη γηα ηε ιύζε. 
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3.3 Διαρηζηνπνίεζε ζπλαξηήζεσλ πνιιαπιώλ εμόδσλ 

 

 

 Μείσζε ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ  

 

Καηά ηελ ειαρηζηνπνίεζε κηαο ζπλάξηεζεο πνιιαπιώλ εμόδσλ, θάζε 

έμνδνο κεηαρεηξίδεηαη ρσξηζηά. Μεηά ηελ εθαξκνγή ησλ δύν θάζεσλ (CD-

Search θαη Implicant Expansion) έρεη δεκηνπξγεζεί κηα νκάδα πξσηαξρηθώλ 

όξσλ πνπ είλαη ηθαλέο γηα λα θαιύςνπλ όιεο ηηο εμόδνπο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Παξ‟όια απηά, γηα λα επηηεπρζεί ε ειάρηζηε ιύζε, νη όξνη πξέπεη λα 

νκαδνπνηεζνύλ, γηα παξάδεηγκα κηα νκάδα όξσλ πνπ κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί 

είλαη απηνί πνπ αλήθνπλ ζε παξαπάλσ από κία έμνδν θαη δελ είλαη 

πξσηαξρηθνί ζε θακία. 

Καηά ηελ δηάξθεηα ηεο κείσζεο ησλ όξσλ όινη νη πξνθύπηνληεο 

πξσηαξρηθνί όξνη δνθηκάδνληαη ζε κείσζε (πξνζζέηνληάο ηνπο κεηαβιεηέο) κε 

ζθνπό λα γίλνπλ όξνη πνπ ζα αλήθνπλ ζε πεξηζζόηεξεο από κηα εμόδνπο ηεο 

ζπλάξηεζεο. Ζ κέζνδνο απηή ηεο κείσζεο ησλ όξσλ είλαη παξόκνηα κε ηελ 

αλαδήηεζε ιύζεο κε βάζε ηελ θάιπςε (CD-Search). Μεηαβιεηέο 

πξνζηίζεληαη ζπλερώο ζηνπο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο κέρξη λα κελ ππάξρεη άιιε 

δπλαηόηεηα ρξεζηκνπνίεζεο ηνπ όξνπ απηνύ από άιιε έμνδν ηεο ζπλάξηεζεο. 

Πξνηηκνύληαη κεηαβιεηέο πνπ απνηξέπνπλ ηελ επηθάιπςε κε ηνπο 

πεξηζζόηεξνπο κεδεληθνύο όξνπο όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ. Όηαλ δελ ππάξρεη 

πεξαηηέξσ βειηίσζε κε λέ α κείσζε, απηή ε δηαδηθαζία ζηακαηάεη, ν όξνο 

θαηαγξάθεηαη θαη εθρσξείηαη ζε όιεο ηηο ζπλαξηήζεηο, ησλ νπνίσλ νη off-set 

ιύζεηο δελ επηθαιύπηνληαη. 
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 Λύζε ηνπ πξνβιήκαηνο θάιπςεο νκάδαο  

 

Μεηά ηελ αλάζεζε ησλ όξσλ ζηηο ζπλαξηήζεηο εμόδνπ ην πξόβιεκα ηεο 

θάιπςεο νκάδαο έρεη ιπζεί. Ζ ιύζε ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη κηα νκάδα 

όξσλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα λα θαιύςνπλ όιεο ηηο εμόδνπο ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα 

θάζε έμνδν κπνξεί λα βξεζνύλ όινη νη όξνη πνπ δελ επηθαιύπηνληαη κε ηελ 

νκάδα ησλ off-set ηεο ζπλάξηεζεο εμόδνπ. 

Γηα λα πξνθύςνπλ νη απαξαίηεηεο ηηκέο εμόδνπ, θάπνηνη από απηνύο 

ηνπο όξνπο κπνξεί λα κελ είλαη απαξαίηεηνη. Απηνί νη όξνη δεκηνπξγνύλ 

πεξηηηέο εηζόδνπο ζηελ έμνδν ησλ ππιώλ OR. Μεξηθέο θνξέο είλαη αβιαβέο, ή 

αθόκα κπνξεί λα απνηξέςεη θηλδύλνπο. Παξ‟όια απηά, γηα ειαρηζηνπνίεζε 

πνπ είλαη αλεμάξηεηε ηνπ πιηθνύ νη πεξηηηέο έμνδνη πξέπεη λα αθαηξεζνύλ. 

Απηό γίλεηαη ζην ηέινο ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ιύλσληαο ην πξόβιεκα θάιπςεο 

γηα θάζε ζπλάξηεζε εμόδνπ ρσξηζηά.  

 

 

3.4 Δπαλαιεπηηθή ειαρηζηνπνίεζε 
 

 

Όηαλ επηιέγεηαη ε πην ζπρλά εκθαληδόκελε κεηαβιεηή θαηά ηε θάζε 

ηνπ CD-Search, κπνξεί λα ζπκβεί δύν ή πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο λα έρνπλ 

ηελ ίδηα ζπρλόηεηα εκθάληζεο. Όηαλ δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί θάπνην άιιν 

θξηηήξην γηα ηελ επηινγή κηαο κεηαβιεηήο, ην ζύζηεκα ΒΟΟΜ επηιέγεη 

ηπραία. Γηα απηό ππάξρεη ε πηζαλόηεηα από ηελ επαλαιακβαλόκελε εθαξκνγή 

ηεο ίδηαο δηαδηθαζίαο ζην ίδην πξόβιεκα λα πξνθύςνπλ δηαθνξεηηθέο ιύζεηο.  

Ζ ινγηθή ηεο επαλαιεπηηθήο ειαρηζηνπνίεζεο επσθειείηαη ηνπ 

γεγνλόηνο όηη θάζε επαλάιεςε παξάγεη θάζε θνξά θαη δηαθνξεηηθή νκάδα 

πξσηαξρηθώλ όξσλ, ηθαλνπνηεηηθή γηα ηελ θάιπςε ησλ ελδηάκεζσλ όξσλ. Οη 
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θαηλνύξηνη όξνη πξνζηίζεληαη ζηνπο πξνεγνύκελνπο θαη ην πξόβιεκα ηεο 

θάιπςεο ιύλεηαη ρξεζηκνπνηώληαο όινπο ηνπο όξνπο. Ζ νκάδα ησλ 

πξσηαξρηθώλ όξσλ απμάλεηαη κέρξη λα επηηεπρζεί ην κέγηζην. Θεσξεηηθά, όζν 

πεξηζζόηεξνη νη πξσηαξρηθνί όξνη, ηόζν θαιύηεξε ιύζε κπνξεί λα επηηεπρζεί, 

αιιά ην κέγεζνο ηεο νκάδαο ησλ όξσλ είλαη ζπρλά ππεξβνιηθά κεγάιν. ηελ 

πξαγκαηηθόηεηα, ε πνηόηεηα ηεο ηειηθήο ιύζεο βειηηώλεηαη ξαγδαία ζηηο 

πξώηεο επαλαιήςεηο θαη κεηά παξακέλεη ακεηάβιεηε, παξ‟όιε ηελ αύμεζε 

ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ.  

Πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα ησλ παξαπάλσ θαίλνληαη ζην παξαθάησ 

ζρήκα. Οη γξαθηθέο δείρλνπλ ηνλ αξηζκό ησλ πξσηαξρηθώλ όξσλ θαη ηνλ 

αξηζκό ησλ κεηαβιεηώλ ζπλαξηήζεη ησλ επαλαιήςεσλ, γηα έλα πξόβιεκα κε 

20 κεηαβιεηέο εηζόδνπ θαη 200 ελδηάκεζνπο όξνπο. Γίλεηαη αληηιεπηό όηη κεηά 

από κηα ηηκή επαλαιήςεσλ (Σ₁ ζην ζρήκα), ηόζν ν αξηζκόο ησλ πξσηαξρηθώλ 

όξσλ όζν θαη ν αξηζλόο ησλ κεηαβιεηώλ ζηαζεξνπνηνύληαη ζε κηα ηηκή.  

 

 

 

Εικόνα 4 : Πειραματικά αποτελζςματα τησ επαναληπτικήσ ελαχιςτοποίηςησ 
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Όηαλ ε ιύζε αληαπνθξίλεηαη ζηηο δεηνύκελεο πξνδηαγξαθέο, ε 

δηαδηθαζία ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ζηακαηάεη. Όιε ε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία 

ειαρηζηνπνίεζεο κπνξεί λα πεξηγξαθεί κε ηνλ παξαθάησ αιγόξηζκν.  

 

 

 

 

BOOM(F[1..m], R[1..m]) { 

              G = 

              do 

                                 I = 

                                 for (i = 1; i <= m; i++) 
                                               I’ = CD_Search(F[i], R[i]) 
                                               Expand(I’, R[i]) 
                                               Reduce(I’, R[1..m]) 

                                               I = I I’ 
                                 G’ = Group_cover(I, F[1..m]) 
                                 Reduce_output(G’, F[1..m]) 
                                 if (Better(G’, G)) then G = G’ 
             until (stop) 
             return G 
} 
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