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Περίληψη

Η παρούσvα διπλωματική εργασvία, η οποία εκπονήθηκε σvτο πλαίσvιο ολοκλήρωσvης των μεταπτυ-

χιακών μου σvπουδών σvτο Τμήμα Μαθηματικών του Εθνικού και Καποδισvτριακού Πανεπισvτημίου

Αθηνών, έχει ως κύριο αντικείμενο τη μελέτη κυματικών εξισvώσvεων νερών και τη σvυσvχέτισvή

τους με ακραία φαινόμενα της θάλασvσvας, όπως τα τσvουνάμις, τα ξαφνικά κύματα και τα σvούπερ

ξαφνικά κύματα.

Αναφέρουμε αρχικά τις θεμελιώδεις εξισvώσvεις σvυνέχειας, ορμής και πίεσvης, καθώς και την

εξίσvωσvη Euler, ώσvτε να εισvαχθούμε σvτις γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις.

΄Υσvτερα, εσvτιάζουμε σvτη θεωρία των ρηχών νερών. Εδώ σvυζητάμε για μεμονωμένα κύματα

που ονομάζονται σvολιτόνια. Ο ναυπηγός J. S. Russell, με πειράματα διαπίσvτωσvε, μεταξύ άλλων,

ότι η ταχύτητα του κύματος εξαρτάται από το ύψος του και έτσvι κατέληξε σvτο σvυμπέρασvμα

ότι πρέπει να υπάρχει μια μη γραμμική επίδρασvη. Οι J. Boussinesq, D. Korteweg και G. de

Vries παρήγαγαν προσvεγγισvτικές μη γραμμικές εξισvώσvεις για κύματα ρηχών νερών και επίσvης,

μεμονωμένες αλλά και περιοδικές λύσvεις μη γραμμικών κυμάτων για αυτές τις εξισvώσvεις. Βρήκαν

ακόμα ότι η ταχύτητα των κυμάτων είναι ανάλογη του πλάτους, δηλαδή μεγαλύτερα κύματα

κινούνται ταχύτερα. Οι Kadomtsev και Petviashvili σvυμπεριέλαβαν σvτις εξισvώσvεις τους ασvθενή

εγκάρσvια μεταβολή και έτσvι σvυνδέθηκε και η διασvπορά. Η αντισvτρόφως ανάλογη σvχέσvη της

αύξησvης του πλάτους των ρηχών γραμμικών κυμάτων νερών που προσvεγγίζουν μια παραλία και

η ήπια κλίσvη της δίνεται από την εξίσvωσvη Bessel και ποσvοτικοποιείται από το νόμο του Green.

Στη σvυνέχεια, θα σvυζητήσvουμε την παραγωγή τής εξίσvωσvης Nonlinear Schrödinger (NLS)

σvτη θεωρία ρηχών και βαθέων υδάτων καθώς και η σvχέσvη της με τα σvολιτόνια. Θα αναφερθούμε,

επιπροσvθέτως, σvε πολυδιάσvτατα κύματα νερού και σvτις εξισvώσvεις που προκύπτουν χωρίς, αλλά

και υπό την επίδρασvη της επιφανειακής τάσvης.

Η δακτυλογράφησvη της εργασvίας υλοποιήθηκε σvε περιβάλλον LATEX, ενώ τα γραφήματα έχουν

γίνει σvτο MATLAB. Επίσvης χρησvιμοποιήθηκαν επαναληπτικές διαδικασvίες αλγορίθμων, όπως η

μέθοδος Explicit και τεχνικές κατασvκευής προσvεγγισvτικών λύσvεων, όπως η multiple-scale και

ο μετασvχηματισvμός Bäcklund.
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Abstract

This thesis, which was produced as part of completion of my graduate studies in the Depart-

ment of Mathematics of the National and Kapodistrian University of Athens, has as main

object to study water wave equations and their connection with extreme phenomena of the

sea, such as tsunamis, rogue waves and super rogue waves. Initially, we mention the fun-

damental equations of continuity, momentum and pressure, and also the framework of Euler

equation in order to introduce the linear wave equations.

Afterwards, we focus on the theory of shallow water. Here we discuss solitary waves,

called solitons. Naval architect J. S. Russell, through experiments found, inter alia, that the

wave speed depends on the height and thus concluded that there must be a nonlinear e�ect.

J. Boussinesq, D. Korteweg and G. de Vries produced approximate nonlinear equations for

shallow water waves and also individual and periodic solutions of nonlinear wave equations

for them mentioned above. They also found that the wave speed is proportional to amplitude,

i.e. longer waves travel faster. Kadomtsev and Petviashvili included in their equations weak

transverse variation and so dispersion was connected. The inverse rate of the increase of the

amplitude of the linear shallow water wave approaching a shore and gentle slope is given by

the Bessel equation and quanti�ed by Green's lαw.

Then we will discuss the production of Nonlinear Schrödinger (NLS) equation in the theory

of shallow and deep waters and the relationship with solitons, as well. In addition, we will refer

to multidimensional water waves and the equations generated not only without the in�uence

of surface tension but also under it.

Thesis typing implemented in LATEX environment, while the graphics are done in MATLAB.

Also iterative algorithms procedures were used, such as Explicit method and manufacturing

techniques approximate solutions such as multiple-scale and the transformation Bäcklund.
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Πρόλογος

Η Μηχανική των Ρευσvτών αποτελεί ιδιαίτερο κλάδο της Κλασvσvικής Μηχανικής με κύριο αντι-

κείμενο έρευνας και μελέτης τη σvυμπεριφορά των ρευσvτών επί ασvκουμένων δυνάμεων ή με την

προσvφορά ενέργειας σvε αυτά. Τα ρευσvτά διακρίνονται σvε υγρά και αέρια. Τα υγρά παρουσvιάζουν

σvημαντική δυσvκολία σvτη μεταβολή του όγκου τους, δηλαδή είναι σvχεδόν ασvυμπίεσvτα. Τα αέρια

παρόλο που είναι κατ΄ εξοχήν ασvυμπίεσvτα, όταν κινούνται με μικρές ταχύτητες ή υφίσvτανται μικρές

μεταβολές πιέσvεων, η σvυμπεριφορά τους προσvομοιάζει με αυτή των ασvυμπίεσvτων ρευσvτών. Η ρευ-

σvτοδυναμική σvχετίζεται με τη σvυμπεριφορά των μορίων των ρευσvτών, τα οποία μόρια βρίσvκονται

σvε μεγάλες αποσvτάσvεις μεταξύ τους.

Φυσvικές ποσvότητες όπως μάζα, ταχύτητα, ενέργεια, κλπ που σvυχνά θεωρούνται ότι διαχέονται

σvυνεχώς σvτην περιοχή της μελέτης μας, ονομάζονται σvυνεχείς υποθέσvεις και σvυνεχείς παράγωγοι

που βασvίζονται σvε αρχές διατήρησvης. Πιο αναλυτικά, σvε κάθε σvημείο του χώρου και σvε κάθε

χρονική σvτιγμή βρίσvκεται ένα ρευσvτό σvωματίδιο και οι ιδιότητες του σvωματιδίου θεωρούνται

και ως ιδιότητες του ρευσvτού σvτο αντίσvτοιχο σvημείο (x, y, z, t). Προκύπτει έτσvι η έννοια του

ρευσvτού ως σvυνεχούς μέσvου, του οποίου οι ιδιότητες είναι σvυνεχείς σvυναρτήσvεις του χώρου

και του χρόνου και οι μεταβολές τους εξαρτώνται από την κίνησvη και τα χαρακτηρισvτικά των

επιμέρους ρευσvτών σvωματιδίων.

Τα μόρια των ρευσvτών βρίσvκονται σvε σvυνεχή κίνησvη και δεδομένου ότι οι χαρακτηρισvτικές

διασvτάσvεις που ενδιαφέρουν είναι πολύ μεγαλύτερες από τις μοριακές, η μελέτη του ρευσvτού

βασvίζεται σvτις σvτατισvτικές ιδιότητες ενός μεγάλου αριθμού μορίων και σvτις μεταβολές αυτών

σvτο χώρο και το χρόνο. Αυτή η μικροσvκοπική περιγραφή των ρευσvτών δίνεται από την εξίσvωσvη

Boltzmann. ΄Οταν η μέσvη απόσvτασvη μεταξύ των σvυγκρούσvεων των μορίων των ρευσvτών γίνεται

μικρή σvε σvχέσvη με τις μακροσvκοπικές διασvτάσvεις των ρευσvτών, η εξίσvωσvη Boltzmann μπορεί να

απλοποιηθεί και να γίνει η εξίσvωσvη των ρευσvτών.

Στόχος μας είναι να εσvτιάσvουμε σvτα πιο σvημαντικά αποτελέσvματα που προκύπτουν από τους

νόμους διατήρησvης και ειδικότερα σvτο πώς αυτοί σvχετίζονται με τα κύματα.
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1 Προαπαιτούμενα

1.1 Εισvαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφέρουμε κάποιες βασvικές μαθηματικές έννοιες οι οποίες θα χρειασvτούν

σvτην παρακάτω μελέτη και ανάλυσvη.

Ξεκινώντας με την υπόθεσvη ότι ένα διανυσvματικό πεδίο F = 〈P, Q〉 είναι σvυντηρητικό, τότε

Py = Qx, όπου τα P και Q είναι χώροι σvτους οποίους ορίζονται βαθμωτές σvυναρτήσvεις
1
. Το

αντίσvτροφο ισvχύει αν το διανυσvματικό πεδίο ορίζεται σvε ένα απλά σvυνεκτικό σvύνολο. Ωσvτόσvο,

δεν υπάρχει καμία προφανής γενίκευσvη αυτής της κατάσvτασvης σvε ένα διανυσvματικό πεδίο F =

〈P, Q, R〉 σvτον R3
. Γι΄ αυτό το λόγο μελετάμε δύο τελεσvτές, που ορίζονται σvτο διανυσvματικό

πεδίο του R3
, οι οποίοι ονομάζονται απόκλισvη και σvτροβιλισvμός. Ωσvτόσvο, αποδεικνύονται τόσvο

σvημαντικοί για την επισvτήμη και τα μαθηματικά, επειδή εμφανίζονται σvε μαθηματικές περιγραφές

φυσvικών φαινομένων.

Παρατίθενται σvυνοπτικά, επίσvης, οι βασvικότερες ιδιότητες των μετασvχηματισvμών Fourier και

Laplace. Οι σvυγκεκριμένοι ολοκληρωτικοί μετασvχηματισvμοί αποτελούν ένα χρήσvιμο εργαλείο

επίλυσvης διαφορικών εξισvώσvεων κατάλληλης μορφής, μετασvχηματίζοντάς τες σvε απλούσvτερες.

Στη σvυνέχεια, ορίζουμε τις τάξεις μεγέθους O και o που θα μας χρειασvτούν από την ασvυμ-

πτωτική ανάλυσvη και φυσvικά αναφερόμασvτε σvε έναν πολύ σvημαντικό ορισvμό, αυτόν του καλώς

τοποθετημένου προβλήματος.

΄Επειτα, κάνουμε μια αναφορά σvτους ελεύθερους αρμονικούς ταλαντωτές με ή χωρίς απόσvβεσvη

(τριβή) μέσvω της εξίσvωσvης Bessel, η οποία θα μας επιτρέψει να μελετήσvουμε την επίδρασvη της

ήπιας κλίσvης μιας παραλίας σvε μικρού πλάτους κυμάτα, όπως αυτά πλησvιάζουν από τον ωκεανό,

καθώς η εξίσvωσvη του πλάτους αυτών των κυμάτων ικανοποιεί μια εξίσvωσvη Bessel.

΄Υσvτερα, κάνουμε μια σvύντομη περιγραφή της εξίσvωσvης Boltzmann, η οποία αφορά την κίνησvη

των μορίων των ρευσvτών.

Τέλος, υπενθυμίζουμε την εξίσvωσvη κύματος και βασvικά της χαρακτηρισvτικά. Η σvυγκεκριμένη

εξίσvωσvη θα αποτελέσvει το σvημαντικότερο εργαλείο για τη μελέτη των κυματικών φαινομένων που

θα ακολουθήσvει.

1.2 Απόκλισvη-Στροβιλισvμός-Τελεσvτής Laplace

Το ανάδελτα ή gradient μιας βαθμωτής σvυνάρτησvης είναι

∇ =

〈
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

〉
1
Με τον όρο βαθμωτή σvυνάρτησvη ορίζεται μία σvυνάρτησvη g : Rn −→ R.
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Απόκλισvη

΄Εσvτω F = 〈P, Q, R〉 να είναι ένα διανυσvματικό πεδίο σvτον R3
. Τότε η απόκλισvη του F που

σvυμβολίζεται με divF ή ∇ · F ορίζεται να είναι η εξής βαθμωτή σvυνάρτησvη σvτον R3

∇ · F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

Γενικεύοντας, για ένα διανυσvματικό πεδίο F = 〈F1, . . . , Fn〉 σvτον Rn, για κάθε n, η απόκλισvή

του θα είναι

∇ · F =
∂F1

∂x1
+
∂F2

∂x2
+ . . .+

∂Fn
∂xn

Στροβιλισvμός

΄Εσvτω F = 〈P, Q, R〉 να είναι ένα διανυσvματικό πεδίο σvτον R3
. Τότε ο σvτροβιλισvμός του F που

σvυμβολίζεται με curlF ή ∇× F ορίζεται να είναι το εξής βαθμωτό πεδίο σvτον R3

∇× F =

〈(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
,−
(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
,

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)〉
ή αλλιώς

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂x ∂y ∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣
Ιδιότητες της απόκλισvης και του σvτροβιλισvμού-Ταυτότητες της

Διανυσvματικής Ανάλυσvης

� ∇ (f + g) = ∇f +∇g

� ∇ (cf) = c∇f για κάθε σvταθερά c

� ∇ (fg) = fg + g∇f

� ∇ (f/g) = (g∇f−f∇g)/g2 για g (x) 6= 0

� ∇ · (∇× F ) = 0

� ∇× (∇f) = ∇×∇f = 0

� div (∇f ×∇g) = 0

� ∇2F = (∇ · ∇)F = ∆F

Ο τελεσvτής Laplace

΄Εσvτω U ανοιχτό και μη κενό υποσvύνολο του Rn και
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H = L2 (U) =

f : U −→ C :

ˆ

Rn

|f |2 dx < +∞


Το πεδίο ορισvμού D (∆) = C∞c (U) είναι ο χώρος των απεριόρισvτα παραγωγίσvιμων και με

σvυμπαγή φορέα σvυναρτήσvεων σvτο U . Επίσvης, D (∆) πυκνό σvτο H.

Για ϕ ∈ D (∆), θέτουμε ∆ϕ = −
n∑
j=1

∂2ϕ
∂x2j

που είναι εξίσvου λεία, με σvυμπαγή φορέα και τελικά

ανήκει σvτον L2 (U).

Ορισμός. Ο τελεσvτής Laplace ∆, ο οποίος δρα πάνω σvε σvυναρτήσvεις f , ορίζεται ως εξής

∆f = ∇2f = ∇ · (∇f) =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

Αν F = F1i + F2j + F3k είναι ένα C2
διανυσvματικό πεδίο, μπορούμε να ορίσvουμε το ∇2F με

βάσvη τις σvυνισvτώσvεις του

∇2F = ∇2F1i+∇2F2j +∇2F3k

Πρότασvη

΄Εσvτω U ανοιχτό και μη κενό υποσvύνολο του Rn και (D (∆) ,∆) ο τελεσvτής Laplace όπως

ορίσvτηκε παραπάνω, τότε

1. Ο τελεσvτής Laplace είναι σvυμμετρικός σvτο D (∆) : 〈∆ϕ,ψ〉 = 〈ϕ,∆ψ〉 ∀ ϕ,ψ ∈
C∞c (U)

2. Ο τελεσvτής Laplace είναι θετικά ημιορισvμένος: 〈∆ϕ,ϕ〉 ≥ 0 ∀ ϕ ∈ C∞c (U)

1.3 Ο μετασvχηματισvμός Fourier

΄Εσvτω L1
το σvύνολο των σvυναρτήσvεων h για τις οποίες ισvχύει h : Rn −→ R έτσvι ώσvτε

´
|h| <

+∞. Υποθέτουμε ότι f ∈ L1 (Rn). Ορίζουμε

f̂ (ξ) =
1(√
2π
)n ˆ

Rn

f (x) e−ix·ξdx , ξ ∈ Rn

Το ολοκλήρωμα Lebesgue σvυγκλίνει ∀ ξ και έτσvι ορίζεται η σvυνάρτησvη f̂ η οποία ονομάζεται

μετασvχηματισvμός Fourier της f .

Συμβολισvμός: Ff = f̂

Ιδιότητες

� Ο τελεσvτής F είναι γραμμικός, δηλαδή η απεικόνισvη F με την ιδιότητα F (af + βg) =

aF (f) + βF (g) έτσvι ώσvτε F : H −→ F , όπου H, F χώροι Hilbert, είναι γραμμική.
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8 Μη γραμμικές κυματικές εξισώσεις με διασπορά

�

∥∥∥f̂∥∥∥
∞
≤ 1

(
√

2π)
n ‖f‖1

� Η f̂ είναι σvυνεχής σvτον Rn

� Για κάθε f, g ∈ L1 (Rn) το ολοκλήρωμα

(f ? g) (x) =
1

(2π)n

ˆ

Rn

f (x− y) g (y) dy

ορίζεται για σvχεδόν κάθε x ∈ Rn. Η οριζόμενη σvυνάρτησvη f ?g είναι σvτοιχείο του L1 (Rn)

και ονομάζεται σvυνέλιξη των f, g. Ισvχύει ότι

̂(f ? g) (ω) = f̂ (ω) ĝ (ω) ∀ω ∈ Rn

� Τύπος της αντισvτροφής

Αν f ∈ L1 (Rn) και f̂ ∈ L1 (Rn) ισvχύει

f (x) =
1(√
2π
)n ˆ

Rn

f̂ (ξ) eixξdξ

για σvχεδόν κάθε x ∈ Rn.

� Ο μετασvχηματισvμός Fourier είναι 1-1 τελεσvτής. Δηλαδή, αν f̂ ∈ L1 (Rn) και f̂ = 0 τότε

f = 0.

1.4 Ο μετασvχηματισvμός Laplace

Ο γενικευμένος ολοκληρωτικός μετασvχηματισvμός F (s) μιας σvυνάρτησvης f (t) ορίζεται ως εξής

F (s) =

bˆ

a

f (t) k (s, t) dt (1.1)

όπου η σvυνάρτησvη k (s, t) εξαρτάται και από μια πρόσvθετη παράμετρο s, ονομάζεται πυρήνας του

μετασvχηματισvμού.

Ορισμός. Ο μετασvχηματισvμός Laplace F (s) μιας σvυνάρτησvης f (t), t ≥ 0 ορίζεται μέσvω της

(1.1) θέτοντας k (s, t) = exp (−st), a = 0 και b = +∞, δηλαδή

F (s) = L{f (t)} =

+∞ˆ

0

f (t) exp (−st) dt

για όλα τα s για τα οποία το γενικευμένο ολοκλήρωμα σvυγκλίνει.
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Πρόταση. ΄Εσvτω f : [0, +∞) −→ R σvυνεχής κατά τμήματα. Αν ο μετασvχηματισvμός Laplace
της f υπάρχει για κάποιο s0 ∈ C, τότε ο μετασvχηματισvμός Laplace της f υπάρχει για κάθε s με
Re (s) ≥ Re (s0).

Ιδιότητες

� Γραμμικότητα. Αν a, b και c σvταθερές, τότε για όλα τα s για τα οποία υπάρχουν οι

μετασvχηματισvμοί Laplace των σvυναρτήσvεων f (t) και g (t), ισvχύει

L{af (t) + bg (t)} = aL{f (t)}+ bL{f (t)}

και

L{cf (t)} = cL{f (t)}

Γραμμικός τελεσvτής επίσvης είναι και ο αντίσvτροφος μετασvχηματισvμός Laplace, σvυνεπώς

L−1 {af (t) + bg (t)} = aL−1 {f (t)}+ bL−1 {f (t)}

και

L−1 {cf (t)} = cL−1 {f (t)}

� Αν η σvυνάρτησvη f (t) είναι σvυνεχής σvτο διάσvτημα [0, T ] και η f ′ (t) είναι τμηματικά σvυνεχής

σvτο διάσvτημα [0, T ], για όλα τα T > 0 και επίσvης η f είναι εκθετικής τάξης, δηλαδή

|f (t)| ≤ M exp ct, για t ≥ T , καθώς το t −→ +∞, τότε υπάρχει ο μετασvχηματισvμός

Laplace της f ′ (t) και δίνεται από τη σvχέσvη

L
{
f ′ (t)

}
= sL{f (t)} − f (0)

� Αν η σvυνάρτησvη f (t) είναι τμηματικά σvυνεχής για t ≥ 0 και εκθετικής τάξης, τότε

L


tˆ

0

f (τ) dτ

 =
1

s
L{f (t)} =

F (s)

s
, για s > c

όπου F (s) = L{f (t)}. Για τον αντίσvτροφο μετασvχηματισvμό Laplace ισvχύει ισvοδύναμα

L−1

{
F (s)

s

}
=

tˆ

0

f (τ) dτ

� Αν για μια σvυνάρτησvη f (t) υπάρχει ο μετασvχηματισvμός Laplace

F (s) = L{f (t)} , για s > c
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τότε ο L{exp (at) f (t)} υπάρχει για s > a+ c και ισvχύει

L{exp (at) f (t)} = F (s− a)

Για τον αντίσvτροφο μετασvχηματισvμό Laplace ισvχύει ισvοδύναμα

L−1 {F (s− a)} = exp (at) f (t)

� Συνέλιξη. Για κάθε f, g ∈ L2 ([0, +∞) ; R) ισvχύει

Lf ? g = (Lf) · (Lg)

1.5 Ασvυμπτωτική Ανάλυσvη

Θα ορίσvουμε κάποιες έννοιες που αφορούν τη σvύγκλισvη και την ομοιόμορφη σvύγκλισvη. Ιδανικά,

θα θέλαμε ένα πεπερασvμένο άθροισvμα όρων της σvειράς διαταραχών, δεδομένου ενός ε, να δίνει

μια προσvεγγισvτική λύσvη για όλο το εύρος των τιμών της ανεξάρτητης μεταβλητής. Παρατηρούμε

όμως φορμαλισvτικά ότι η αντικατάσvτασvη μιας σvειράς διαταραχών σvε μια διαφορική εξίσvωσvη δεν

καταλήγει πάντα σvε αποδεκτή προσvεγγισvτική λύσvη. Για να σvυγκρίνουμε δυο σvυναρτήσvεις καθώς

το κοινό τους όρισvμα τείνει προς μια σvταθερή τιμή εισvάγουμε το σvυμβολισvμό O και o.

Ορισμός. ΄Εσvτω f (ε) και g (ε) σvυναρτήσvεις ορισvμένες σvε μια περιοχή του ε = 0 (η οποία

μπορεί να μην περιέχει το 0).

Θα γράφουμε

f (ε) = O (g (ε)) , καθώς ε −→ 0

αν υπάρχει μια θετική σvταθερά M τέτοια ώσvτε

|f (ε)| ≤M |g (ε)|

για κάθε ε σvε μια περιοχή του μηδενός (η οποία δεν περιέχει κατ΄ ανάγκη το 0).

Θα γράφουμε

f (ε) = o (g (ε)) , καθώς ε −→ 0

αν

lim
ε−→0

∣∣∣∣f (ε)

g (ε)

∣∣∣∣ = 0

Σημείωση 1. Με τον όρο ‘υψηλότερη τάξη’ αναφερόμασvτε σvτους όρους με τη μεγαλύτερη τάξη

μεγέθους. Δεδομένου ότι ε > 0 αλλά και ε << 1 ισvχύει ότι

O
(
ε0
)
> O

(
ε1
)
> O

(
ε2
)
> . . .

Σημείωση 2. Με το όρο ‘αιώνιοι’ (secular) αναφερόμασvτε σvτους όρους που αυξάνονται χωρίς

όριο.
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Καλή τοποθέτησvη προβλήματος

Υψίσvτης σvημασvίας για τη λύσvη μιας εξίσvωσvης, ιδίως για εκείνες που προέρχονται από προβλήματα

φυσvικών εφαρμογών, καθώς τα δεδομένα ενδέχεται να περιέχουν σvφάλματα εφόσvον πηγάζουν από

μετρήσvεις και πειράματα, αποτελεί η καλή τοποθέτησvη του προβλήματος.

Για Ax = b, όπου A είναι ένας τελεσvτής, b ένα διάνυσvμα γνωσvτών και x ένα διάνυσvμα αγνώ-

σvτων, η καλή τοποθέτησvη έγκειται σvτα εξής

� ΄Υπαρξη λύσvης. Θα πρέπει ο A να είναι επί, δηλαδή το b να ανήκει σvτο σvύνολο τιμών του

A.

� Μοναδικότητα λύσvης. Θα πρέπει ο A να είναι 1− 1, δηλαδή για κάθε σvτοιχείο του πεδίου

ορισvμού του A αντισvτοιχεί ένα μοναδικό σvτοιχείο σvτο πεδίο τιμών του A.

� Συνεχής εξάρτησvη από τα αρχικά δεδομένα ή ευσvτάθεια λύσvης. Δηλαδή σvε οποιαδήποτε

μικρή μεταβολή των αρχικών δεδομένων να διαταράσvσvσvεται σvε μικρό βαθμό και η λύσvη του

προβλήματος. Με άλλα λόγια, αν ισvχύει A (x+ δ) = b′, όπου αν 0 < δ << 1, τότε b ≈ b′.

1.6 Η Εξίσvωσvη Bessel και η σvύνδεσvή της με τις αρμονικές

ταλαντώσvεις

Η Εξίσvωσvη Bessel είναι μια γραμμική, 2ας τάξης, ομογενής σvυνήθης διαφορική εξίσvωσvη. Συμβο-

λίζοντας την ανεξάρτητη μεταβλητή με x και την εξαρτημένη με y = y (x), αυτή έχει τη μορφή

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+

(
1− r2

x2

)
y = 0 (1.2)

όπου, r είναι μια σvταθερά που ονομάζεται ‘τάξη της σvυνάρτησvης Bessel y = y (x)’, που είναι η

λύσvη της (1.2).

Ας μελετήσvουμε τώρα την περίπτωσvη όπου r = 0 για την (1.2). Θα έχουμε

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+ y = 0 (1.3)

Αν αγνοήσvουμε τον όρο που περιέχει την πρώτη παράγωγο σvτην εξίσvωσvη (1.3), έχουμε

d2y

dx2
= −ω2

0y (1.4)

όπου ω2
0 = 1. Αυτή είναι η εξίσvωσvη του απλού αρμονικού ταλαντωτή χωρίς τριβή, με ω2

0 να είναι

η κυκλική ιδιοσvυχνότητα. Γνωρίζουμε ότι οι θεμελιώδεις λύσvεις γι΄ αυτή την εξίσvωσvη είναι

y1 = cos
√
ω2

0x

και

y2 = sin
√
ω2

0x
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η ενώ γενική λύσvη είναι ο γραμμικός τους σvυνδυασvμός

y = c1 cos
√
ω2

0x+ c2 sin
√
ω2

0x

Στην εξίσvωσvή μας, ο όρος
1
x
dy
dx ενέχει ρόλο απόσvβεσvης (τριβής), όμως ο σvυντελεσvτής αυτός δεν

είναι μια σvταθερά, αλλά σvυνάρτησvη της ανεξάρτητης μεταβλητής x.

Στην περίπτωσvη της εξέλιξης του απλού αρμονικού ταλαντωτή με απόσvβεσvη, η εξίσvωσvη ενέρ-

γειας σvυμπεριλαμβανομένης και της πρώτης παραγώγου (όρος που δηλώνει την τριβή) δίδεται από

την

d2y

dx2
+ 2b

dy

dx
+ ω2

0y = 0 (1.5)

όπου ω0 είναι η σvυχνότητα του ταλαντωτή χωρίς απόσvβεσvη και b > 0 είναι μια σvταθερά.

Στην περίπτωσvη της μικρής απόσvβεσvης (b2 < ω2
0), η επίδρασvη της δύναμης αντίσvτασvης ήταν

να μετατοπίσvει τη σvυχνότητα του ταλαντωτή από μια σvταθερή τιμή σvε ω2
1 = ω2

0 − b2 και να

προκαλέσvει μια εκθετική πτώσvη του πλάτους

y (x) = [a exp (−bx)] cos (ωx+ θ)

Στην εξίσvωσvη Bessel έχουμε έναν παρόμοιο όρο απόσvβεσvης που δίνεται από
1
x
dy
dx . Η κύρια

διαφορά είναι ότι ο σvυντελεσvτής απόσvβεσvης δεν είναι σvταθερός, αλλά πρόκειται για μια σvυνάρτησvη

της ανεξάρτητης μεταβλητής, x. Θα περιμέναμε τότε οι σvυναρτήσvεις Bessel να έχουν παρόμοια

σvυμπεριφορά με αυτές των σvυναρτήσvεων ταλάντωσvης με απόσvβεσvη.

Εάν r2 6= 0 σvτην εξίσvωσvη Bessel (1.2), θα έχουμε τον όρο − r2

x2
y, ο οποίος καθορίζει τη

σvυχνότητα. Συνεχίζοντας τη σvύγκρισvη με τον αρμονικό ταλαντωτή, όπου έχουμε μια σvταθερά

ω2
0 μπροσvτά από τον y-όρο σvτην εξίσvωσvη (1.5), διευκρινίζουμε ότι αυτή η σvταθερά καθορίζει τη

σvυχνότητα και επομένως και το μήκος των κυμάτων της λύσvης. Εφ΄ όσvον ο σvυντελεσvτής είναι

ανάλογος με
1
x2

, θα αναμέναμε ότι οι σvυναρτήσvεις Bessel θα είχαν σvυχνότητα που εξαρτάται από

το x. Αυτό επίσvης θα περιμέναμε από τον όρο μπροσvτά από την πρώτη παράγωγο που κι αυτός

εξαρτάται από το x.

Οι εξισvώσvεις Bessel παρουσvιάζουν ταλαντωτική σvυμπεριφορά, καθώς το x μεταβάλλεται. Προ-

οδευτικά αποσvβένουν καθώς το x μεγαλώνει και το μήκος των κυμάτων εξαρτάται και από το

x και από την τάξη r. Για κάθε τιμή του r, υπάρχουν δύο είδη σvυναρτήσvεων Bessel. Αυτές

δηλώνονται με Jr (x) και Yr (x), αντίσvτοιχα και αναφέρονται ως σvυναρτήσvεις Bessel πρώτου και

δευτέρου είδους για την τάξη r. Αυτές οι σvυναρτήσvεις αναπαρισvτούν τις θεμελιώδεις λύσvεις των

σvυναρτήσvεων cos και sin της εξίσvωσvης Bessel (1.2) και μπορούν να χαρακτηρισvτούν και σvαν

γενικεύσvεις των σvυναρτήσvεων cos και sin. Η γενική λύσvη της εξίσvωσvης Bessel (1.2) είναι ο

γραμμικός σvυνδυασvμός των θεμελιωδών σvυναρτήσvεων

y = yr (x) = AJr (x) +BYr (x) (1.6)

όπου A, B είναι αυθαίρετες σvταθερές.
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1.7 Η Εξίσvωσvη Boltzmann

Η εξίσvωσvη Boltzmann περιγράφει τη σvτατισvτική σvυμπεριφορά ενός θερμοδυναμικού σvυσvτήματος

το οποίο δεν βρίσvκεται σvε θερμοδυναμική ισvορροπία, δηλαδή οι ιδιότητές του μεταβάλλονται με

το χρόνο. Με τον όρο θερμοδυναμικό σvύσvτημα εννοούμε ένα σvύσvτημα που περιγράφεται από

ποσvότητες όπως θερμοκρασvία, πίεσvη, εσvωτερική ενέργεια, εντροπία, κλπ.

Επιθυμούμε να μοντελοποιήσvουμε την κίνησvη ενός ρευσvτού, που αποτελείται από έναν πο-

λύ μεγάλο αριθμό πανομοιότυπων σvωματιδίων που κινούνται σvτον τρισvδιάσvτατο χώρο. Για

(t, x, u) ∈ [0, +∞] × R3 × R3
θεωρούμε μια σvυνάρτησvη f (t, x, u) που περιγράφει την πυ-

κνότητα των σvωματιδίων κατά το χρόνο t, σvτο σvημείο x, έχοντας ταχύτητα u. Εναλλακτικά,

αντιλαμβανόμασvτε την f (t, x, u) ως την πιθανότητα εύρεσvης ενός σvωματιδίου με u ταχύτητα

κοντά σvτο σvημείο x, σvε χρόνο t. Εάν δεν υπάρχουν σvυγκρούσvεις, η ταχύτητα u κάθε σvωματιδίου

θα παραμένει σvταθερή σvτο χρόνο. ΄Ενα σvωματίδιο με ταχύτητα u και κοντά σvτο σvημείο x κατά

την αρχική χρονική σvτιγμή t = 0, σvε κάποια επόμενη χρονική σvτιγμή τ θα κινηθεί προς x+ τu.

Επομένως f (τ, x, u) = f (0, x− τu, u) . Σε αυτήν την περίπτωσvη, η f δίνει μια λύσvη για τη

γραμμική εξίσvωσvη μεταφοράς

∂f

∂t
+ u · ∂f

∂x
= 0 (1.7)

Στην περίπτωσvη που υπάρχουν σvυγκρούσvεις μεταξύ των σvωματιδίων προσvτίθεται ένας επιπλέον

τετραγωνικός όρος σvτη δεξιά μεριά της (1.7), δηλαδή

∂f

∂t
+ u · ∂f

∂x
= Q (f, f) (1.8)

όπου Q (f, f) είναι ο τελεσvτής σvύγκρουσvης. Η (1.8) αποτελεί την περίφημη εξίσvωσvη Boltzmann.

1.8 Μια μορφή της Κυματικής Εξίσvωσvης

Η κυματική εξίσvωσvη που περιγράφει ενοποιημένα όλα τα κυματικά φαινόμενα για (x, t) να ανήκουν

σvτο R× (0, +∞) και c > 0, είναι υπερβολικού τύπου και γράφεται ως εξής

utt − c2uxx = 0

Η γενική λύσvη της είναι της μορφής

u (x, t) = f (x− ct) + g (x+ ct)

όπου f και g αυθαίρετες C2
σvυναρτήσvεις που προσvδιορίζονται από τις αρχικές και σvυνοριακές

σvυνθήκες. Η λύσvη είναι σvυνδυασvμός δύο κυμάτων, το ένα περιγράφεται από τη σvυνάρτησvη f και

κινείται με ταχύτητα c προς τα δεξιά και το άλλο περιγράφεται από τη σvυνάρτησvη g και κινείται

με ταχύτητα c προς τα αρισvτερά.

Τα βασvικά της χαρακτηρισvτικά είναι η γραμμικότητα, η περιοδικότητα u (x+ λ, t) = u (x, t),

u (x, t+ T ) = u (x, t) όπου λ το μήκος κύματος και T η περίοδος, και η δεύτερη τάξη σvτις

παραγώγους χρόνου και χώρου (θέσvης).
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Σχήμα 1.1: Βασvικά χαρακτηρισvτικά του κύματος

Θεμελιώδης ιδιότητα είναι ότι αν u1 και u2 είναι λύσvεις τότε και u = au1 + bu2 είναι επίσvης

λύσvη για αυθαίρετες σvταθερές a και b. Χρησvιμοποιούμε επίσvης τον κυματικό αριθμό k = 2π
λ , τη

σvυχνότητα f = 1
T καθώς και τη γωνιακή σvυχνότητα ω = 2π

T = 2πf .

Μέσvα σvε μια περίοδο το κύμα ταξιδεύει κατά ένα μήκος κύματος άρα η ταχύτητά του, ονομα-

ζόμενη και φασvική ταχύτητα είναι cph = λ
T = ω

k . Το πλάτος του κύματος (σvυνήθως σvυμβολίζεται

με a) αντισvτοιχεί σvτο φυσvικό μέγεθος που καθορίζει την κυματική διαταραχή.

Η σvυμβολή δύο κυματικών διαταραχών με παραπλήσvιες σvυχνότητες και κυματικούς αριθμούς

έχει ως αποτέλεσvμα τη σvυνύπαρξη δύο ταλαντώσvεων, εκ των οποίων η μία έχει σvυχνότητα όσvο

περίπου και τα αρχικά κύματα, ενώ η άλλη σvτην οποία οφείλεται η διαμόρφωσvη του πλάτους

έχει πολύ πιο αργή σvυχνότητα. Ο παλμός διαμόρφωσvης του πλάτους έχει τώρα μια διαφορετική

ταχύτητα, η οποία καλείται ομαδική ταχύτητα (group velocity) και δίνεται από cgr = ω2−ω1
k2−k1 και

σvτη γενικότερη περίπτωσvη cgr = dω(k)
dk που προϋποθέτει ότι η γωνιακή σvυχνότητα εξαρτάται από

τον κυματικό αριθμό, άρα και από το μήκος του κύματος. Η σvχέσvη ω = ω (k) προσvδιορίζεται ως

σvχέσvη διασvποράς και είναι πολύ χρήσvιμη για τα κυματοπακέτα.

Με τον όρο κυματοσvυρμός (wave train) αναφερόμασvτε σvε μια μικρή ‘έκρηξη’ της εντοπισvμένης

δράσvης των κυμάτων που ταξιδεύει ως μονάδα. ΄Ενα κυματοπακέτο μπορεί να αναλυθεί σvε, ή

μπορεί να σvυντεθεί από ένα άπειρο σvύνολο σvυνισvτωσvών ημιτονοειδών κυμάτων διαφορετικών

κυματαριθμών, με φάσvεις και πλάτη να παρεμβάλονται μόνο σvε μια μικρή περιοχή του χώρου. Κάθε

σvυνισvτώσvα της εξίσvωσvης κύματος, και ως εκ τούτου το κυματοπακέτο, είναι λύσvεις μιας εξίσvωσvης

κύματος. Με μαθηματικούς όρους, πρόκειται για μια περιοδική σvυνάρτησvη μονοδιάσvτατου χώρου

που κινείται με σvταθερή ταχύτητα, δηλαδή είναι ένας ειδικός τύπος χωροχρονικής ταλάντωσvης.

Σε σvχέσvη τώρα με τη διασvπορά των κυμάτων νερού, αυτή αναφέρεται γενικά σvτη διασvπορά

σvυχνότητας, πράγμα που σvημαίνει ότι τα κύματα διαφορετικών μηκών ταξιδεύουν με διαφορετικές

ταχύτητες φάσvης. Σε αυτό το πλαίσvιο, έχουμε κύματα που διαδίδονται σvτην επιφάνεια του νερού,

έχοντας δεχθεί δυνάμεις λόγω βαρύτητας και επιφανειακής τάσvης. Ως αποτέλεσvμα, το νερό με
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μία ελεύθερη επιφάνεια θεωρείται γενικά ότι είναι ένα μέσvο διασvποράς. Επιφανειακά βαρυτικά

κύματα, που κινούνται λόγω της δύναμης της βαρύτητας, διαδίδονται πιο γρήγορα με σvτόχο την

αύξησvη του μήκους κύματος. Για ένα δεδομένο μήκος κύματος, βαρυτικά κύματα σvε βαθύτερα

νερά έχουν φασvική ταχύτητα μεγαλύτερη απ΄ ό,τι σvε πιο ρηχά νερά. Εκτός από τη διασvπορά

σvυχνότητας, τα κύματα του νερού εμφανίζουν επίσvης και διασvπορά πλάτους. Αυτό είναι ένα μη

γραμμικό φαινόμενο, κατά το οποίο κύματα μεγαλύτερου πλάτους έχουν διαφορετική ταχύτητα

φάσvης από κύματα μικρού πλάτους.
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2 Κυματικές εξισvώσvεις νερών

2.1 Εισvαγωγή

Θα σvυμβολίζουμε

� ρ = ρ (x, t) η πυκνότητα της μάζας του ρευσvτού

� u = u (x, t) η ταχύτητα του ρευσvτού

� p η πίεσvη

� F μια εξωτερική δύναμη

� u? το μέτρο που εκφράζει την αντίσvτασvη ενός ρευσvτού σvε κάθε απόπειρα παραμόρφωσvής

του από κάποια εξωτερική δύναμη που οφείλεται σvε δυνάμεις τριβής

� T η θερμοκρασvία

� p = p (ρ, T ) μια εξίσvωσvη κατάσvτασvης

Αρχή διατήρησvης της μάζας

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (2.1)

Αρχή διατήρησvης της ορμής

ρ

[
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

]
= F −∇p+ u?4u (2.2)

1

Αυτές οι εξισvώσvεις αντισvτοιχούν σvτις 3 πρώτες σvτιγμές της εξίσvωσvης Boltzmann.

Για ρ = ρ0 σvταθερά, η εξίσvωσvη (2.1) περιγράφει ένα ασvυμπίεσvτο ρευσvτό, δηλαδή ∇ · u = 0,

και η εξίσvωσvη τότε ονομάζεται αποκλίνουσvα.

Η εξίσvωσvη απόκλισvης και οι εξισvώσvεις ορμής σvυχνά ονομάζονται ασvυμπίεσvτες εξισvώσvεις Navier-

Stokes.

Η εξίσvωσvη ενέργειας δεν είναι απαραίτητο να σvυμπληρώσvει το σvύσvτημα εξισvώσvεων, το οποίο

σvτις 3 διασvτάσvεις αποτελείται από 4 εξισvώσvεις με 4 αγνώσvτους

u = (u, ν, w) και p

14 ≡ ∇2
είναι η Λαπλασvιανή. Στις 3 διασvτάσvεις με καρτεσvιανές σvυντεταγμένες η Λαπλασvιανή είναι 4 ≡

∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2
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όπου (u, ν, ω) ορίζουν τον τρισvδιάσvτατο χώρο.

Παρακάτω θα εξετάσvουμε την ελεύθερη επιφάνεια του προβλήματος των κυμάτων, το οποίο

εσvωτερικά του ρευσvτού δέχεται μη σvυνεκτική μείωσvη (u? = 0) των από πάνω εξισvώσvεων. Αυτές

οι εξισvώσvεις ονομάζονται εξισvώσvεις Euler.

Συμπληρώνοντας με τις κατάλληλες σvυνοριακές σvυνθήκες, έχουμε τις εξισvώσvεις Euler με ε-

λεύθερη επιφάνεια.

Από αυτές θα αντλήσvουμε τα όρια για τα ρηχά νερά ή τα μεγάλου μήκους κύματα από το

σvύσvτημα και θα σvυζητήσvουμε ορισvμένες προσvεγγισvτικές εξισvώσvεις. Την

KdV (Korteweg-de Vries) εξίσvωσvη σvε μονοδιάσvτατο χώρο και σvε μία διάσvτασvη χρόνου και την

KP (Kadomstev-Petviashvili) εξίσvωσvη σvε διδιάσvτατο χώρο και μία διάσvτασvη χρόνου.

2.2 Η σvυμβολή της εξίσvωσvης Euler σvτις κυματικές εξισvώσvεις

Για τη μελέτη των κυμάτων, θα χρησvιμοποιήσvουμε την παρακάτω ασvυμπίεσvτη μορφή της Navier-

Stokes με σvταθερή πυκνότητα ρ = ρ0 και θα υποθέσvουμε ένα ιδανικό
2
ρευσvτό. Τότε αυτό το

ιδανικό και ασvυμπίεσvτο ρευσvτό περιγράφεται από τις ακόλουθες εξισvώσvεις Euler

∇ · u = 0

∂u

∂t
+ (u · ∇)u =

1

ρ0
(F −∇p)

Ας υποθέσvουμε τώρα, ότι η εξωτερική δύναμη είναι σvυντηρητική, δηλαδή F = −∇U , για κάποιο

βαθμωτό δυναμικό U . Τότε η εξίσvωσvη ορμής γίνεται

∂u

∂t
+ (u · ∇)u =

1

ρ0
(−∇U −∇p) =⇒

=⇒ ∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇

(
U + p

ρ0

)
Χρησvιμοποιώντας τη διανυσvματική ταυτότητα

(u · ∇)u =
1

2
∇ (u · u)− u× (∇× u)

έχουμε

∂u

∂t
+

1

2
∇ (u · u)− u× (∇× u) = −∇

(
U + p

ρ0

)
=⇒

=⇒ ∂u

∂t
− u× (∇× u) = −∇

(
1

2
(u · u) +

U + p

ρ0

)
(2.3)

Τώρα θα ορίσvουμε τον σvτροβιλισvμό ως ω ≡ ∇×u, που είναι ένα τοπικό μέτρο, βαθμού αναλόγου

με την περισvτροφή του ρευσvτού. Πιο σvυγκεκριμένα,
1
2 ‖∇ × u‖ είναι η γωνιακή ταχύτητα ενός

απειροελάχισvτου ρευσvτού σvτοιχείου. Παίρνοντας curl σvτην (2.3) και γνωρίζοντας ότι curl (∇) =

2
Ιδανικό ρευσvτό ονομάζεται εκείνο με u? = 0
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0 έχουμε

∂ω

∂t
−∇× (u× ω) = 0

Χρησvιμοποιώντας τώρα τη διανυσvματική ταυτότητα

∇× (F ×G) = (G · ∇)F − (F · ∇)G+ (∇ ·G)F − (∇ · F )G

για τις διανυσvματικές σvυναρτήσvεις F και G και χρησvιμοποιώντας ότι div (curl) = 0, φτάνουμε

σvτην εξίσvωσvη σvτροβιλισvμού

∂ω

∂t
= (ω · ∇)u− (u · ∇)ω

Αν τώρα θέσvουμε
D
Dt = ∂

∂t + (u · ∇) θα έχουμε τελικά

Dω

Dt
= ω · ∇u

Εφόσvον ω = 0 είναι μια λύσvη, μπορούμε να αποδείξουμε ότι αν ο σvτροβιλισvμός είναι αρχικά 0,

τότε (αν υπάρχει η λύσvη) θα είναι 0 για όλες τις φορές. Αυτή η ροή ονομάζεται ασvτρόβιλη.

Από φυσvική σvκοπιά, σvε ένα ιδανικό ρευσvτό αν αρχικά αυτό είναι ασvτρόβιλο, δεν υπάρχει ο

μηχανισvμός που θα παράγει ‘τοπικό σvτροβιλισvμό’. Συχνά μια καλή προσvέγγισvη είναι να υπο-

θέσvουμε ότι το ρευσvτό είναι ασvτρόβιλο, με τη ρευσvτότητα να επηρεάζει όσvα σvυμβαίνουν μόνο

σvε μικρές περιοχές όπου το ρευσvτό ρέει και αυτές καλούνται οριακά σvτρώματα. Σε αυτές τις

σvυνθήκες μπορούμε να εισvάγουμε μια δυνητική ταχύτητα u = ∇ϕ. Σημειώνουμε ότι η εξίσvωσvη

σvτροβιλισvμού ικανοποιείται εφόσvον

∇× (∇ϕ) = 0

Οι εξισvώσvεις Euler μέσvα σvτην περιοχή του ρευσvτού μπορεί επίσvης να απλοποιηθούν

∇ · u = ∇ · ∇ϕ = ∆ϕ = 0

που είναι η Λαπλασvιανή, η οποία ικανοποιείται εσvωτερικά σvτο ρευσvτό, −h < z < η (x, y, t), όπου

υποδηλώνουμε το ύψος της ελεύθερης επιφάνειας του ρευσvτού πάνω από το μέσvο επίπεδο z = 0

να είναι η (x, y, t) και ο βυθός του ρευσvτού να είναι σvτο z = −h. Σύμφωνα και με την Εικόνα

2.1, το ρευσvτό που δεν διαταράσvσvεται βρίσvκεται σvτο επίπεδο z = 0, ενώ ο βυθός σvτο επίπεδο

z = −h είναι σvταθερός.

Ψάχνουμε τώρα τις σvυνοριακές σvυνθήκες του προβλήματος που θα μας οδηγήσvουν σvε μια

άγνωσvτη ελεύθερη επιφάνεια και σvε μη γραμμικότητες. Θεωρούμε, έναν επίπεδο, αδιαπέρασvτο

βυθό σvτο z = −h, έτσvι ώσvτε το ρευσvτό να μην μπορεί να περάσvει μέσvα από αυτόν. Η αποτύπωσvη

της σvυνθήκης αυτής γίνεται σvτην εξίσvωσvη

v =
∂ϕ

∂z
= 0, z = −h

όπου v είναι η κάθετη ταχύτητα. Στην ελεύθερη επιφάνεια z = η (x, y, t) υπάρχουν δύο σvυν-

θήκες. Η 1η βρίσvκεται από την (2.3). Χρησvιμοποιούμε το γεγονός ότι ∇ και
∂
∂t σvυνδέονται ως
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Σχήμα 2.1: Γεωμετρία των κυμάτων νερού

εξής

∇
(
∂ϕ

∂t
+

1

2
‖u‖2 +

U + p

ρ0

)
= 0 =⇒

∂ϕ

∂t
+

1

2
‖u‖2 +

U + p

ρ0
= f (t)

όπου u = (u, ν, v) και ‖u‖2 = u2 + ν2 + v2 = ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
z. Εφόσvον η φυσvική ποσvότητα

είναι u = ∇ϕ, μπορούμε να προσvθέσvουμε μια αυθαίρετη σvυνάρτησvη του χρόνου (ανεξάρτητη του

χώρου) ως προς ϕ,

ϕ −→ ϕ+

tˆ

0

f
(
t′
)
dt′

ώσvτε να πάρουμε τη λεγόμενη Bernoulli, δυναμική ή εξίσvωσvη πίεσvης

∂ϕ

∂t
+

1

2
‖u‖2 +

U + p

ρ0
= 0

Πλέον, αμελούμε την επιφανειακή τάσvη και θεωρούμε κυρίαρχη δύναμη την άνωσvη

F = −∇ (ρ0gz)

από την οποία σvυνεπάγεται ότι U = ρ0gz, όπου g είναι η σvταθερά της επιτάχυνσvης της βαρύτητας.
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Για ευκολία παίρνουμε την πίεσvη μηδέν (p = 0) σvτην ελεύθερη επιφάνεια, το οποίο παράγει

∂ϕ

∂t
+

1

2
‖u‖2 + gη = 0, z = η (x, y, t)

σvτην ελεύθερη επιφάνεια.

Η σvυγκεκριμένη εξίσvωσvη προέρχεται από την υπόθεσvη ότι ένα ‘πακέτο’ ρευσvτού ευρισvκόμενο

αρχικά σvτην ελεύθερη επιφάνεια, εν τέλει θα παραμείνει εκεί.

Μαθηματικά, αυτό υπονοεί ότι αν F = F (x, y, z, t), όπου (x, y, t) είναι ένα σvημείο σvτην

ελεύθερη επιφάνεια, τότε

DF

Dt
≡ ∂F

∂t
+ u · ∇F = 0

Στην επιφάνεια, F = z − η (x, y, t) = 0. Τότε

Dz

Dt
=
Dη

Dt
=⇒ v =

∂η

∂t
+ u · ∇η

όπου u =
(
Dx
Dt ,

Dy
Dt ,

Dz
Dt

)
= (u, ν, v). ΄Ετσvι χρησvιμοποιούμε v = ∂ϕ

∂z ,

v =
∂ϕ

∂z
=
∂η

∂t
+ u · ∇η (2.4)

όπου z = η (x, y, t) σvτην ελεύθερη επιφάνεια. Η εξίσvωσvη αυτή σvυχνά αναφέρεται ως κινηματική

σvυνθήκη.

Ας σvημειώσvουμε ότι σvε μια επιφάνεια μιας μεταβλητής z = η (x, y, t) η εξίσvωσvη (2.4) μπορεί

να γραφτεί

∂ϕ

∂n
=
∂η

∂t

όπου
∂ϕ
∂n = (n · ∇)ϕ και n = (−∇η, 1) είναι το κάθετο διάνυσvμα σvε ένα σvυγκεκριμένο σvημείο της

επιφάνειας. Τότε η ελεύθερη επιφάνεια z = η (x, y, t) κινείται προς τη διεύθυνσvη της κανονικής

ταχύτητας.

Συνοπτικά, οι κυματικές εξισvώσvεις νερού ελεύθερης επιφάνειας με επίπεδο βυθό είναι

� Euler ιδανική ροή

∆ϕ = 0, −h < z < η (x, y, t) (2.5)

� Χωρίς ροή σvτον βυθό

∂ϕ

∂z
= 0, z = −h (2.6)

� Bernoulli ή εξίσvωσvη πίεσvης

∂ϕ

∂t
+

1

2
‖∇ϕ‖2 + gη = 0, z = η (x, y, t) (2.7)
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� Κινηματική σvυνθήκη

∂ϕ

∂z
=
∂η

∂t
+ u · ∇η, z = η (x, y, t) (2.8)

Αυτές οι 4 εξισvώσvεις αποτελούν τις εξισvώσvεις για κύματα νερών με αγνώσvτους ϕ (x, y, z, t) και

η (x, y, t). Αυτό είναι ένα πρόβλημα χωρίς σvύνορα και σvε αντίθεσvη με τα προβλήματα σvυνοριακών

τιμών Dirichlet ή Neumann όπου εκεί τα σvύνορα είναι γνωσvτά και καθορισvμένα, μέρος της λύσvης

είναι να καθορίσvουμε τα δυναμικά των σvυνόρων.

Επίλυσvη των (2.7) και (2.8)

Ας δούμε πρώτα τη γραμμική περίπτωσvη θεωρώντας |η| << 1 και ‖∇ϕ‖ << 1. Γνωρίζουμε ότι η

ϕ είναι μια παραγωγίσvιμη σvυνάρτησvη, η οποία μπορεί να αναπαρασvταθεί μέσvω της σvειράς Taylor

γύρω από το η = 0, ως εξής

ϕ (x, y, η, t) = ϕ (x, y, 0, t) + η
∂ϕ

∂z
(x, y, 0, t) + . . .

= ϕ0 (x, y, t) + ηϕ0z (x, y, t) + . . .

Αντικαθισvτώντας σvτις εξισvώσvεις (2.7) και (2.8) τη σvυγκεκριμένη μορφή της ϕ λαμβάνουμε τις

εξισvώσvεις

∂ϕ0

∂t
= −gη, z = 0

∂η

∂t
= ϕ0z (x, y, t) , z = 0

Ακολουθούμε τη διαδικασvία αυτή με σvκοπό την ευκολότερη επίλυσvη του προβλήματος των δια-

φορικών εξισvώσvεων. Θέλουμε τώρα να βρούμε 2 ειδικές λύσvεις για τις εξισvώσvεις Euler και

ελεύθερης επιφάνειας σvε μορφή Fourier.

Υποθέτουμε ότι η ελεύθερη επιφάνεια έχει έναν τύπο της μορφής

ϕs (x, y, z, t) = A (k, l, z, t) exp (ikx+ ily)

τότε αντικαθισvτώντας αυτόν σvτην εξίσvωσvη Laplace (2.5) έχουμε

∆ϕ = [A (k, l, z, t) exp (ikx+ ily)]xx + [A (k, l, z, t) exp (ikx+ ily)]yy +

+ [A (k, l, z, t) exp (ikx+ ily)]zz + [A (k, l, z, t) exp (ikx+ ily)]tt =

= Axik exp (ikx+ ily)−Ak2 exp (ikx+ ily) +Ay exp (ikx+ ily)−

−Al2 exp (ikx+ ily) +Azz exp (ikx+ ily) +Att exp (ikx+ ily) =

= Azz −
(
k2 + l2

)
A = 0

Θέτοντας κ
2 = k2 + l2, η λύσvη είναι

A = Ã (k, l, t) cosh [κ (z + h)] + B̃ (k, l, t) sinh [κ (z + h)]
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Υποθέτουμε ότι η ελεύθερη επιφάνεια έχει έναν τύπο της μορφής

η (x, y, t) = η̃ (k, l, t) exp (ikx+ ily)

τότε αντικαθισvτώντας αυτόν σvτις εξισvώσvεις (2.7) και (2.8) έχουμε

∂Ã

∂t
cosh (κh) + gη̃ = 0 (2.9)

∂η̃

∂t
− κ sinh (κh) Ã = 0 (2.10)

Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο την (2.10) και αντικαθισvτώντας σvτην (2.9) έχουμε

∂2η̃

∂t2
+ gκ tanh (κh) η̃ = 0

Θέτοντας η̃ (k, l, t) = η̃ (k, l, 0) exp (−iωt), βρίσvκουμε τη σvχέσvη διασvποράς

ω2 = gκ tanh (κh) (2.11)

η οποία έχει 2 μέλη. Με υπέρθεσvη όλων των ειδικών λύσvεων φτάνουμε σvτη γενική λύσvη Fourier

για μια ταχύτατα φθίνουσvα λύσvη για το η

η =
1

(2π)2

ˆ ˆ
{η̃+ exp [i (kx+ ly − ω+t)] + η̃− exp [i (kx+ ly + ω−t)]} dkdl

με η̃+, η̃− καθορισvμένα από τα αρχικά δεδομένα που θεωρούμε ότι είναι πραγματικά και φθίνουν

επαρκώς ταχύτατα σvτο χώρο.

Η σvχέσvη διασvποράς για βαθιά νερά, δηλαδή όταν κh >> 1, είναι

ω2 ' g |κ|

ενώ για ρηχά νερά, δηλαδή όταν κh << 1, είναι

ω2 ' gκ

(
κh− (κh)3

3
+ · · ·

)

2.3 Αδιάσvτατες εξισvώσvεις

Για την ευκολότερη μεταχείρισvη των εξισvώσvεων θα δουλέψουμε με ‘καθαρές’ ή αδιάσvτατες ποσvό-

τητες, δηλαδή ποσvότητες χωρίς μονάδες μέτρησvης. Με αυτό τον τρόπο θα καταλάβουμε ποιοι όροι

είναι αμελητέοι. Για τις εξισvώσvεις ρηχών νερών χρησvιμοποιούμε την ακόλουθη αδιασvτατοποίησvη

x = λxx
′, y = λyy

′, z = hz′

t =
λx
c0
t′, η = aη′, ϕ =

λxga

c0
ϕ′
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όπου c0 =
√
gh είναι η κυματική ταχύτητα ρηχών νερών, λx, λy είναι τυπικά μήκη κύματος από

τα αρχικά δεδομένα (σvτην x ή σvτην y κατεύθυνσvη) και a είναι το μέγισvτο ή τυπικό πλάτος από

τα αρχικά δεδομένα.

Συνοπτικά, οι αδιάσvτατες εξισvώσvεις κυμάτων νερού που διαδίδονται σvε επίπεδο βυθό είναι

� Euler ιδανική ροή, εξίσvωσvη Laplace

ϕzz + µ2ϕxx + µ2δ2ϕyy = 0, −1 < z < εη (2.12)

� Χωρίς ροή σvτον βυθό

∂ϕ

∂z
= 0, z = −1 (2.13)

� Bernoulli ή εξίσvωσvη πίεσvης

ϕt +
ε

2

[
ϕ2
x + δ2ϕ2

y +
1

µ2
ϕ2
z

]
+ η = 0, z = εη (2.14)

� Κινηματική σvυνθήκη

µ2
[
ηt + ε

(
ϕxηx + δ2ϕyηy

)]
= ϕz, z = εη (2.15)

όπου το ε ≡ a
h είναι ένα μέτρο μη γραμμικότητας των κυμάτων, το πλάτος, το µ ≡ h

λx
είναι

ένα μέτρο της σvχέσvης βάθους με το χαρακτηρισvτικό μήκος κύματος που καλείται παράμετρος

διασvποράς και το δ ≡ λx
λy

είναι ένα μέτρο του μεγέθους των εγκάρσvιων μεταβολών.

Σημειώνουμε πως όλες οι παραπάνω μεταβλητές και παράμετροι είναι αδιάσvτατες.

Για τη γραμμική, ή μικρού πλάτους, περίπτωσvη, δηλαδή όταν ε << 1, µ ∼ O
(
ε0
)
οι παραπάνω

εξισvώσvεις περιορίζονται και γίνονται σvε αδιάσvτατη μορφή

ϕt + η = 0, z = 0

µ2ηt = ϕz, z = 0
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3 Θεωρία ρηχών νερών

3.1 Εισvαγωγή

Μελετάμε τη θεωρία των ρηχών νερών σvε δυο διασvτάσvεις σvτην περίπτωσvη όπου το βάθος του

νερού είναι πολύ μικρότερο από το μήκος του κύματος της διαταραχής σvτην ελεύθερη επιφάνεια,

δηλαδή

µ =
h

λx
<< 1 =⇒ h << λx

Σημαντικά παραδείγματα τέτοιων κυμάτων είναι τα παλιρροϊκά κύματα σvτον ωκεανό και τα τσvου-

νάμις, όπου το μήκος τους είναι πολύ μεγαλύτερο από το βάθος του νερού, σvυγκεκριμένα για το

τσvουνάμι έχουμε μήκος κύματος λ ∼ 100 χιλιόμετρα και ένα τυπικό βάθος ωκεανού h ∼ 4 χιλιό-

μετρα. Υποθέτουμε ότι το μήκος των κυμάτων σvε εγκάρσvια
1
διεύθυνσvη είναι πολύ μεγαλύτερο

από το μήκος κύματος κατά τη διάδοσvη, έτσvι θα έχουμε δ = λx
λy
<< 1. Επίσvης υποθέτουμε μικρού

πλάτους κύματα, δηλαδή |ε| = a
h << 1. Τέλος υποθέτουμε τη ‘μέγισvτη ισvορροπία’, δηλαδή οι

μικροί όροι, μη γραμμικότητα και διασvπορά, βρίσvκονται σvτην ίδια τάξη. Τότε θα έχουμε ε = µ2
.

Αυτό αντικατοπτρίζει μια ισvορροπία μεταξύ της ασvθενούς μη γραμμικότητας και της ασvθενούς

διασvποράς.

Με τον όρο ‘μήκος κύματος’ εννοούμε την απόσvτασvη μεταξύ δυο διαδοχικών σvημείων ίδιας

φάσvης, ενώ με τον όρο ‘πλάτος κύματος’ αναφερόμασvτε σvτο ύψος του κύματος.

1
Εγκάρσvια κύματα ονομάζονται τα κύματα των οποίων η διεύθυνσvη διάδοσvής τους είναι κάθετη σvτη διεύθυνσvη

της ταλάντωσvης των σvωματιδίων που αποτελούν το μέσvο διάδοσvης.

Σχήμα 3.1: Μήκος και πλάτος κύματος

Δανάη Καλότυχου 2016

mailto:danae.math@gmail.com


26 Μη γραμμικές κυματικές εξισώσεις με διασπορά

3.2 Μη γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις ρηχών νερών

Επιλέγουμε σvυντεταγμένες σvτο χώρο (x, y), όπου η x αναπαρισvτά την οριζόντια διεύθυνσvη και

η y την κάθετη. Θέτουμε την οριζόντια και την κάθετη σvυνισvτώσvα της ταχύτητας του ρευσvτού

σvωματιδίου ως u (t) = (u (t) , v (t)). Οι σvχετικές εξισvώσvεις που διέπουν την κυματική διάδοσvη

είναι σvυνεχείς και Euler. Υπενθυμίζουμε ότι η εξίσvωσvη σvυνέχειας αναπαρισvτά τη διατήρησvη της

μάζας. Για ένα ιδανικό, ασvυμπίεσvτο, ασvτρόβιλο ρευσvτό, δηλαδή ένα ρευσvτό χωρίς τριβές με

σvταθερή πυκνότητα ∇ρ = 0 και για το οποίο ισvχύει ∇×u = 0, η εξίσvωσvη σvυνέχειας δηλώνει ότι

η απόκλισvη του διανύσvματος της ταχύτητας u μηδενίζεται, δηλαδή ∇·u = 0. Στις δυο διασvτάσvεις,

η εξίσvωσvη σvυνέχειας ή αλλιώς η εξίσvωσvη διατήρησvης της μάζας σvυναντάται σvτην ακόλουθη μορφή

∇ · F = 0 =⇒ ∂P

∂x
+
∂Q

∂y
= 0

Στη σvυγκεκριμένη περίπτωσvη για F = u, P = u και Q = v καταφεύγουμε σvτην παρακάτω

εξίσvωσvη Laplace
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (3.1)

Από το 2ο κεφάλαιο, εκμεταλλευόμενοι τις εξισvώσvεις Euler μπορούμε να διατυπώσvουμε τις εξι-

σvώσvεις σvυντήρησvης ορμής σvτην οριζόντια και κάθετη διεύθυνσvη.

Για την οριζόντια διεύθυνσvη έχουμε

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=

1

ρ

(
F − ∂p

∂x

)
(3.2)

όπου F κάποια εξωτερική δύναμη η οποία εδώ είναι μηδέν. Οπότε

Du

Dt
= −1

ρ

∂p

∂x

Για την κάθετη διεύθυνσvη ανάλογα έχουμε

Dv

Dt
=
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
=

1

ρ

(
F − ∂p

∂y

)
= −1

ρ

∂p

∂y
− g (3.3)

Ο όρος −g σvτην (3.3) προέκυψε λόγω της βαρύτητας η οποία δρα κάθετα προς τα κάτω. Στόχος

μας είναι να λύσvουμε τις εξισvώσvεις (3.1), (3.2), (3.3) για να περιγράψουμε τα κύματα των ρηχών

νερών.

Για να προχωρήσvουμε θα υποθέσvουμε την προσvέγγισvη των ρηχών νερών. Στην πραγματικό-

τητα, αυτό ισvοδυναμεί με το να αγνοήσvουμε την κατακόρυφη σvυνισvτώσvα της επιτάχυνσvης (
Dv
Dt )

που σvχετίζεται με το g σvτην εξίσvωσvη (3.3). Δηλαδή, ισvοδυναμεί με το να θέσvουμε το 2ο μέλος

της (3.3) ίσvο με μηδέν. Τότε η (3.3) γίνεται

− 1

ρ

∂p

∂y
− g = 0 =⇒ ∂p

∂y
= −gρ (3.4)

το οποίο υπονοεί ότι η κατακόρυφη κατανομή της πίεσvης είναι ουσvιασvτικά σvε υδροσvτατική ισvορ-
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Σχήμα 3.2: Συναρτήσvεις αποσvτάσvεων

ροπία.

Στη σvυνέχεια, υποθέτουμε ότι ο βυθός της θάλασvσvας έχει ένα βάθος h0 (x) κάτω από την

ελεύθερη επιφάνεια. Αυτό δεν χρειάζεται απαραίτητα να είναι οριζόντιο, δηλαδή το βάθος h0 (x)

μπορεί να είναι σvυνάρτησvη του x, σvύμφωνα και με την Εικόνα 3.2.

΄Εσvτω ότι h (x, t) είναι η απόσvτασvη από το κύμα μέχρι το βυθό της θάλασvσvας, ώσvτε

η (x, t) ≡ h (x, t)− h0 (x) (3.5)

Ενσvωματώνοντας την υδροσvτατική ισvορροπία της εξίσvωσvης (3.4) υπό την υπόθεσvη ότι η πίεσvη

p = patm είναι σvταθερή σvτην ελεύθερη επιφάνεια και y = η (x, t) = h (x, t) − h0 (x), όπου y η

απόσvτασvη ενός σvημείου του κύματος από την ελεύθερη επιφάνεια. Τότε έχουμε

∂p

∂y
= −gρ =⇒

yˆ

h−h0

∂p

∂y
dy = −

yˆ

h−h0

gρdy

p = patm − ρg (y − (h− h0)) (3.6)

Αντικαθισvτώντας την (3.6) σvτην (3.2) για τη διατήρησvη της οριζόντιας ορμής και υπενθυμίζοντας

ότι
∂y
∂x = 0 έχουμε

Du

Dt
= −1

ρ

∂p

∂x
= −g ∂

∂x
[h (x, t)− h0 (x)] (3.7)

όπου
Du

Dt
≡ ∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

Πλέον το δεξί μέλος της (3.7) είναι ανεξάρτητο του y, άρα και το αρισvτερό. Τότε ο ρυθμός

μεταβολής της οριζόντιας σvυνισvτώσvας, u, της ταχύτητας για οποιοδήποτε σvυγκεκριμένο ρευσvτό

σvτοιχείο είναι ανεξάρτητος του y.

΄Ετσvι, αν η u αρχικά είναι ανεξάρτητη του y, θα είναι ανεξάρτητη για κάθε y για όλα τα t,

δηλαδή,
∂u
∂y = 0 ∀ t. Αυτό δείχνει ότι ο v-εξαρτώμενος όρος της (3.7) μηδενίζεται και κατά
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Σχήμα 3.3: Σχηματική απεικόνισvη καναλιού

σvυνέπεια η (3.7) απλοποιείται σvε

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ g

∂

∂x
[h (x, t)− h0 (x)] = 0 (3.8)

Συνοψίζοντας μέχρι τώρα, έχουμε απλοποιήσvει το πρόβλημα εύρεσvης μιας λύσvης για την εξίσvωσvη

σvυνέχειας (3.1) και την οριζόντια εξίσvωσvη Euler. ΄Ομως, η μορφή της (3.1) δεν είναι βολική

σvε αυτή την περίπτωσvη. Αποδεικνύεται ότι αυτή η σvυνθήκη μπορεί να εκφρασvτεί και με έναν

εναλλακτικό τρόπο, που θα παράγουμε παρακάτω.

3.2.1 Περιορισvμένες μη γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις

Θα βρούμε τώρα μια πιο βολική μορφή της εξίσvωσvης σvυνέχειας (3.1) σvε μια οριοθετημένη περιοχή

(κανάλι) με αργή μεταβολή του πλάτους b (x) και του βάθους h0 (x). Τότε το εμβαδόν της

περιοχής που σvχηματίζεται από το κύμα μέχρι το σvημείο x δίνεται από

S (x) = b (x) (h0 (x) + η (x, t)) (3.9)

Υποθέτουμε ότι το πλάτος μεταβάλλεται τόσvο αργά, ώσvτε η κυματική κίνησvη να παραμένει πε-

ριορισvμένη σvτο (x, y)-επίπεδο.

Η μάζα που βρίσvκεται σvτο σvκιασvμένο χώρο S, τη χρονική σvτιγμή ∆t, δίνεται από την ποσvό-

τητα ([ρSu]x ∆t), όπου οι σvυγκεκριμένες σvυναρτήσvεις που βρίσvκονται μέσvα σvτις αγκύλες [. . .]x
υπολογίζονται ακριβώς σvτο σvημείο x. Εφαρμόζοντας σvειρά Taylor γύρω από το σvημείο (∆x, ∆t)
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έχουμε την ακόλουθη σvχέσvη

(
[ρSu]x+∆x

)
∆t = [ρSu]x ∆t+

∂ [ρSu]x
∂x

∆x∆t (3.10)

Τότε η αλλαγή της μάζας σvτον τύπο (η ροή μέσvα μείον τη ροή έξω) σvε ένα χρόνο ∆t δίνεται από

∆ (ρS∆x) = −
[
∂ (ρSu)

∂x

]
x

∆x∆t (3.11)

Διαιρώντας με ∆x∆t και παίρνοντας όρια ∆x −→ 0, ∆t −→ 0 έχουμε

∂ (ρS)

∂t
+
∂ (ρSu)

∂x
= 0 (3.12)

Αντικαθισvτώντας την εξίσvωσvη (3.9) και θυμίζοντας ότι bh0 είναι μια σvυνάρτησvη μόνο των x, το

πρώτο μέλος της αρισvτερής πλευράς της (3.12) γίνεται

ρb
∂η

∂t
(3.13)

και το δεύτερο μέλος της αρισvτερής πλευράς γίνεται

ρ
∂ (b (h0 + η)u)

∂x

Τότε, η εξίσvωσvη σvυνέχειας για ένα μη-ομοιόμορφο ‘κανάλι’ μεταβλητού πλάτους και βάθους

δίνεται από

ρb
∂η

∂t
+ ρ

∂ (b (h0 + η)u)

∂x
= 0 =⇒

b
∂η

∂t
= −∂ (b (h0 + η)u)

∂x
(3.14)

Οι εξισvώσvεις (3.8) και (3.14) είναι γνωσvτές ως μη γραμμικές εξισvώσvεις ρηχών νερών.

Είναι μη γραμμικές επειδή ακόμα περιέχουν μη γραμμικούς όρους που πρέπει να εξαλειφθούν,

εκτός όμως από την κατακόρυφη σvυνισvτώσvα της επιτάχυνσvης.

3.3 Γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις ρηχών νερών

Θα ξεκινήσvουμε με τη μελέτη των γραμμικών ρηχών κυμάτων.

Αυτό σvυμβαίνει όταν u << 1 και h − h0 (x) = η (x, t) << 1. Με αυτές τις προϋποθέσvεις

ο όρος u
(
∂u
∂x

)
σvτην εξίσvωσvη (3.8) γίνεται αμελητέος και παραλείπεται. Αυτή η εξίσvωσvη τότε

απλοποιείται σvτη γραμμικοποιημένη εξίσvωσvη ορμής

∂u

∂t
+ g

∂η

∂x
= 0 (3.15)

΄Ομοια, η εξίσvωσvη (3.14) μπορεί να γραμμικοποιηθεί διαγράφοντας τον όρο bηu ο οποίος είναι

επίσvης αμελητέος εφόσvον είναι σvυνολικά ποσvότητα δευτέρας τάξης, (bηu)k −→ 0 για k ≥ 3.
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Αυτό μας δίνει τη γραμμικοποιημένη εξίσvωσvη σvυνέχειας

b
∂η

∂t
= −∂ (bh0u)

∂x
(3.16)

Για να καταλήξουμε σvτην κυματική εξίσvωσvη, δηλαδή την ισvοδύναμη της εξίσvωσvης Laplace ∇2φ =

0, πρέπει πρώτα να εξαλείψουμε τη μεταβλητή u από τις εξισvώσvεις (3.15) και (3.16). Αυτό το

πετυχαίνουμε πολλαπλασvιάζοντας την (3.15) με bh0 και μετά διαφορίζοντας μερικώς ως προς x,

για να καταλήξουμε σvτην

∂2 (bh0u)

∂x∂t
= −g ∂

∂x

(
bh0

∂η

∂x

)
(3.17)

Επίσvης διαφορίζουμε μερικώς την εξίσvωσvη (3.16) ως προς t, για να καταλήξουμε σvτην

b
∂2η

∂t2
= −∂

2 (bh0u)

∂t∂x
(3.18)

Λόγω του ότι οι δεύτερες μερικές παράγωγοι είναι σvυνεχείς σvε όλο το Rn, ισvχύει η μεταθετικότητα

των μερικών παραγώγων, δηλαδή
∂2f
∂x∂t = ∂2f

∂t∂x . Τότε σvυνδυάζοντας τις εξισvώσvεις (3.17) και

(3.18) φτάνουμε σvτη γενική κυματική εξίσvωσvη σvε έναν περιορισvμένο χώρο με μεταβλητό πλάτος

και βάθος

b
∂2η

∂t2
= g

∂

∂x

(
bh0

∂η

∂x

)
=⇒ ∂2η

∂t2
=
g

b

∂

∂x

(
bh0

∂η

∂x

)
(3.19)

Υπάρχουν δυο περιπτώσvεις με ιδιαίτερο ενδιαφέρον.

1η Περίπτωσvη: ΄Ενας περιορισvμένος χώρος με σvταθερό πλάτος (b = σvταθερό) και μεταβλητό

βάθος (h0 = h0 (x)). Σε αυτή την περίπτωσvη, η γενική εξίσvωσvη κύματος (3.19) γίνεται

∂2η

∂t2
= g

∂

∂x

(
h0
∂η

∂x

)
(3.20)

2η Περίπτωσvη: ΄Ενας περιορισvμένος χώρος με σvταθερό πλάτος (b = σvταθερό) και σvταθερό

βάθος (h0 = σvταθερό). Σε αυτή την περίπτωσvη, η γενική εξίσvωσvη κύματος (3.19) γίνεται

∂2η

∂t2
= h0g

∂

∂x

(
∂η

∂x

)
=⇒ ∂2η

∂t2
= h0g

∂2η

∂x2
(3.21)

Τότε σvε αυτή την περίπτωσvη, η εξίσvωσvη ικανοποιεί την κανονική μονοδιάσvτατη εξίσvωσvη κύματος

και έχει φασvική ταχύτητα cph =
√
gh0.

Τώρα θα προσvπαθήσvουμε να λύσvουμε την εξίσvωσvη (3.21) με τη μέθοδο Explicit. ΄Εχουμε

∂2η

∂t2
= c2 ∂

2η

∂x2

όπου η = η (x, t). Χρησvιμοποιούμε τις εκφράσvεις x = nδx και t = mδt. Με αυτό τον τρόπο

μπορούμε να γράψουμε

η (x, t) = η (nδx, mδt) = ηmn

και δx = x
n και δt = t

m . Εφαρμόζοντας σvειρά Taylor προσvπαθούμε να προσvεγγίσvουμε την πρώτη
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και δεύτερη παράγωγο. Συγκεκριμένα θα εφαρμόσvουμε σvειρά Taylor σvτις δυο διασvτάσvεις

η (x+ δx, t+ δt) = η (x, t) +
∂η

∂x
δx+

∂η

∂t
δt+

1

2

∂2η

∂x2
δx2+

+
1

2

∂2η

∂t2
δt2 +

∂2η

∂x∂t
δxδt+O

(
δx3, δt3

)
΄Εχουμε

η (x, t+ δt) = η (x, t) +
∂η

∂t
δt+O

(
δt2
)

και εναλλάσvσvοντας θα έχουμε

∂η

∂t
=
η (x, t+ δt)− η (x, t)

δt
+O (δt)

Πηγαίνοντας προς τα πίσvω σvτο χρόνο η εξίσvωσvη μεταφράζεται ως

∂η

∂t
=
η (x, t)− η (x, t− δt)

δt
+O (δt) ' ηmn − ηm−1

n

δt

Τώρα θα προσvπαθήσvουμε να προσvεγγίσvουμε την παράγωγο ως προς x. Ομοίως χρησvιμοποιώντας

παράγωγο Taylor σvτα σvημεία x+ δx και x− δx έχουμε

η (x+ δx, t) = η (x, t) +
∂η

∂x
δx+

1

2

∂2η

∂x2
δx2 +O

(
δx3
)

(3.22)

η (x− δx, t) = η (x, t)− ∂η

∂x
δx+

1

2

∂2η

∂x2
δx2 −O

(
δx3
)

(3.23)

Η (3.22) μείον την (3.23) δίνει

η (x+ δx, t)− η (x− δx, t) = 2
∂η

∂x
δx+O

(
δx3
)

Για τη δεύτερη παράγωγο προσvθέτουμε τις (3.22) και (3.23) και τότε έχουμε

η (x+ δx, t) + η (x− δx, t) = 2η (x, t) +
∂2η

∂x2
δx2 +O

(
δx4
)

΄Αρα

∂2η

∂x2
=
η (x+ δx, t)− 2η (x, t) + η (x− δx, t)

δx2
+O

(
δx2
)
'
ηmn−1 − 2ηmn + ηmn+1

δx2

Με την ίδια μέθοδο προσvεγγίζουμε τη δεύτερη παράγωγο ως προς το χρόνο, δηλαδή

∂2η

∂t2
' ηm−1

n − 2ηmn + ηm+1
n

δt2

Τελικά μπορούμε να διακριτοποιήσvουμε τη διαφορική εξίσvωσvη (3.21) και να τη φέρουμε σvτην εξής
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μορφή

ηm−1
n − 2ηmn + ηm+1

n

δt2
= c2 η

m
n−1 − 2ηmn + ηmn+1

δx2
(3.24)

Στόχος μας είναι να φέρουμε την (3.24) σvτη μορφή

ηm+1
n = F

(
ηmn−1, η

m
n , η

m
n+1

)
Γι΄ αυτό το σvκοπό έχουμε

ηm−1
n =

c2δt2

δx2

[
ηmn−1 − 2ηmn + ηmn+1

]
+ 2ηmn − ηm+1

n =⇒

=⇒ ηm−1
n = −ηm+1

n +
c2δt2

δx2
ηmn−1 +

[
−2

c2δt2

δx2
+ 1

]
ηmn +

c2δt2

δx2
ηmn+1 (3.25)

Η (3.25) αποτελεί έναν επαναληπτικό αλγόριθμο ο οποίος παράγει λύσvεις για κάθε σvυγκεκριμένο

σvημείο του χρόνου και του χώρου. Επειδή σvτην περίπτωσvή μας δε δίνονται σvυνθήκες για n = N

και m = M , ο παραπάνω αλγόριθμος ισvχύει για

2 ≤ n ≤ N − 2

1 ≤ m ≤M − 1

Η εξίσvωσvη (3.21) μπορεί να λυθεί με κάποια καλύτερη, σvε όρους ευσvτάθειας και ακρίβειας,

μέθοδο, όπως Implicit και Θ-Method. Υπενθυμίζουμε ότι σvε κάθε επαναληπτική μέθοδο μάς

ενδιαφέρουν η πολυπλοκότητα, η ευσvτάθεια, η σvυνέπεια, η ακρίβεια και η αποτελεσvματικότητα.

3.4 Αναγωγή σvτη μονοδιάσvτατη εξίσvωσvη

Θεωρούμε την περίπτωσvη των μη εγκάρσvιων κυμάτων με ε = µ2
(για λόγους απλοποίησvης),

δηλαδή τη μέγισvτη ισvορροπία. Θεωρούμε ότι βρισvκόμασvτε σvε μία διάσvτασvη, γεγονός το οποίο

σvτην περίπτωσvη αυτή υπονοεί την αφαίρεσvη των όρων που περιέχουν παραγώγους ως προς y.

Τότε οι (2.12)-(2.15) γίνονται

� Euler ιδανική ροή, εξίσvωσvη Laplace

εϕxx + ϕzz = 0, −1 < z < εη (3.26)

� Χωρίς ροή σvτον βυθό

ϕz = 0, z = −1 (3.27)

� Bernoulli ή εξίσvωσvη πίεσvης

ϕt +
ε

2

[
ϕ2
x +

1

ε
ϕ2
z

]
+ η = 0, z = εη (3.28)
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� Κινηματική σvυνθήκη

ε [ηt + εϕxηx] = ϕz, z = εη (3.29)

Πρόκειται για ζεύγη μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισvώσvεων ως προς ϕ και η με ένα

ελεύθερο σvύνορο, και πολύ δύσvκολη ακριβή λύσvη, που θα προσvεγγίσvουμε με τη θεωρία

διαταραχών.

Αναλύοντας το ϕ ως εξής

ϕ = ϕ0 + εϕ1 + ε2ϕ2 + . . .

και αντικαθισvτώντας σvτην (3.26) παίρνουμε

ϕ0zz + ε (ϕ0xx + ϕ1zz) + ε2 (ϕ1xx + ϕ2zz) + . . . = 0

Εξισvώνοντας τώρα τους όρους σvύμφωνα με τις δυνάμεις του ε έχουμε

Για όρους ∼ O
(
ε0
)

ϕ0zz = 0 =⇒ ϕ0z = B =⇒ ϕ0 = A+B (z + 1)

όπου A, B σvυναρτήσvεις των x, t. Λόγω της σvυνοριακής σvυνθήκης (3.27) έχουμε

ϕz (−1) = 0 =⇒ B = 0

Επομένως, η 1ης τάξης λύσvη για τη δύναμη της ταχύτητας είναι ανεξάρτητη του z,

ϕ0 = A (x, t)

Πηγαίνοντας σvτην επόμενη τάξη του ε, για όρους ∼ O
(
ε1
)

ϕ0xx + ϕ1zz = 0 =⇒ ϕ1zz = −Axx =⇒ ϕ1z = −zAxx + c1

όπου A σvυνάρτησvη των x, t. Λόγω της σvυνοριακής σvυνθήκης (3.27) έχουμε ϕz (−1) = 0 =⇒
c1 = −Axx. Τότε

ϕ1z = −zAxx −Axx =⇒ ϕ1 = −z
2

2
Axx − zAxx + c2

Λόγω της σvυνοριακής σvυνθήκης (3.27) και πάλι έχουμε ϕz (−1) = 0 =⇒ c2 = −Axx
2 . Τότε

ϕ1 = −z
2

2
Axx − zAxx −

Axx
2

=⇒ ϕ1 = −Axx
(z + 1)2

2

Ομοίως βρίσvκουμε

ϕ2 = Axxxx
(z + 1)4

4!
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΄Ετσvι έχουμε την προσvέγγισvη

ϕ = A− εAxx
(z + 1)2

2
+ ε2Axxxx

(z + 1)4

4!
+ . . . (3.30)

η οποία ισvχύει σvτο διάσvτημα −1 < z < εη, σvυγκεκριμένα ακριβώς μέχρι το ελεύθερο σvύνορο εη.

Αυτή η επέκτασvη μπορεί να σvυμβεί σvε κάθε τάξη του ε, αλλά οι 3 πρώτοι όροι επαρκούν για το

σvκοπό μας.

Αντικαθισvτώντας την (3.30) σvτην (3.28) κατά μήκος του ελεύθερου σvυνόρου z = εη και

διατηρώντας τους 2 πρώτους όρους παίρνουμε

η = −At +
ε

2

(
Axxt −A2

x

)
+ . . . (3.31)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασvία για την (3.29) και κρατώντας τους 2 πρώτους όρους έχουμε

εηt + ε2ηxAx = −εAxx (1 + εη) +
ε2

3!
Axxxx + . . . (3.32)

Αντικαθισvτούμε την (3.31) σvτην (3.32) και κρατάμε τους όρους τάξης ε

Att −Axx = ε

(
Axxtt

2
− Axxxx

6
− 2AxAxt −AxxAt

)
(3.33)

Η προσvέγγισvη της (3.33), ασvυμπτωτικά, είναι ίδια με τη γραμμική εξίσvωσvη Boussinesq (βλ. Πα-

ράρτημα) και γράφεται αλλιώς

Att −Axx = O (ε) =⇒ Att = Axx +O (ε)

Παραγωγίζοντας 2 φορές ως προς x παίρνουμε

Axxtt = Axxxx +O (ε) (3.34)

Τώρα αντικαθισvτούμε την (3.34) σvτην (3.33) και παίρνουμε

Att −Axx = ε

(
Axxxx

3
− 2AxAxt −AxxAt

)
(3.35)

Ας δούμε όμως τι παγίδα μπορεί να κρύβει το γραμμικοποιημένο μοντέλο

Att −Axx = ε
Axxxx

3
(3.36)

της

Att −Axx = ε

(
Axxtt

2
− Axxxx

6

)
(3.37)

Εδώ μπαίνει το πολύ σvημαντικό θέμα της καλής τοποθέτησvης των προβλημάτων.
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Αυτό το βλέπουμε μέσvω των σvχέσvεων διασvποράς. Υποθέτουμε μια κυματική λύσvη

A (x, t) = exp (i (kx− ωt)) (3.38)

και την αντικαθισvτούμε σvτην (3.37). Υπενθυμίζουμε τις αντισvτοιχίες

k ←→ −i∂x

ω ←→ i∂t

Τότε έχουμε

−ω2 + k2 = ε

(
ω2k2

2
− k4

6

)
=⇒ ω2 =

k2 + εk4/6

1 + εk2/2

Σημειώνουμε ότι ω2 > 0 και για πολύ μεγάλα k,

ω2 ∼ k2/3 (3.39)

Τότε αν αντικατασvτήσvουμε το αποτέλεσvμα της (3.39) σvτην κυματική λύσvη (3.38) βλέπουμε ότι

τελικά η λύσvη

A (x, t) = exp

(
i

(
kx± kt√

3

))
είναι φραγμένη για όλα τα t.

Τώρα, αν αντικατασvτήσvουμε την (3.38) σvτην (3.36), με τις αντισvτοιχίες που αναφέραμε προη-

γουμένως, θα έχουμε

−ω2 + k2 = εk4/6

Το μεγαλύτερο όριο του ω, που το θέτουμε k σvε αυτή την περίπτωσvη είναι

ω± ∼ ±i
√
εk2

√
3

(3.40)

Τότε αν αντικατασvτήσvουμε το αποτέλεσvμα της (3.40), την αρνητική ρίζα του ω, σvτην κυματική

λύσvη (3.38) βλέπουμε ότι τελικά η λύσvη είναι

A (x, t) ∼ exp (ikx) exp

(√
ε

3
k2t

)
Αυτή η λύσvη εκρήγνυται εκθετικά καθώς k −→∞, οπότε δεν έχουμε μια σvυγκλίνουσvα ολοκλη-

ρώσvιμη Fourier λύσvη για τα μη αναλυτικά αρχικά δεδομένα. Η καλά τοποθετημένη λύσvη (3.37)

προτιμάται σvτην περίπτωσvη που θέλουμε να κάνουμε αριθμητικούς υπολογισvμούς, εν αντιθέσvει με

την (3.36) που είναι μη καλώς τοποθετημένη λόγω της προσvέγγισvης κύματος μεγάλου μήκους.

Τώρα θα καθορίσvουμε μια εξίσvωσvη για το κυματικό πλάτος η. Πρώτα παραγωγίζουμε την

(3.31) ως προς x και σvτη σvυνέχεια χρησvιμοποιούμε την αντικατάσvτασvη u = Ax σvτις (3.31) και

(3.32) και έτσvι βρίσvκουμε
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Εξίσvωσvη Bernoulli

ηx = −ut +
ε

2
(uxxt − 2uux) + . . . (3.41)

Κινηματική εξίσvωσvη

ηt = −ux + ε
(
−ηxu− ηux +

uxxx
6

)
+ . . . (3.42)

Αυτό το ζεύγος εξισvώσvεων καλείται μοντέλο Boussinesq για η και u.

Τώρα διαφορίζοντας την (3.41) ως προς x και την (3.42) ως προς t , χρησvιμοποιώντας τις

σvχέσvεις ut = −ηx +O (ε) και ux = −ηt +O (ε) από την εξίσvωσvη Bernoulli και την κινηματική

εξίσvωσvη, αντίσvτοιχα, και θέτοντας u = −
´ x
−∞ ηtdx

′
, τελικά βρίσvκουμε

ηtt − ηxx = ε

1

3
ηxxxx + ηxt

xˆ

−∞

ηtdx
′ + η2

x + η2
t + ηηxx +

1

2

∂2

∂x2

 xˆ

−∞

ηtdx
′

2 =⇒

ηtt − ηxx = ε

1

3
ηxxxx +

∂2

∂x2

η2

2
+

 xˆ

−∞

ηtdx
′

2 (3.43)

Η (3.43) είναι το μοντέλο Boussinesq για το πλάτος κύματος.

3.5 Η εξίσvωσvη Korteweg de Vries (KdV)

Το 1895 δυο Ολλανδοί, οι Korteweg και de Vries, βρήκαν εξισvώσvεις, οι οποίες είχαν σvαν λύσvεις

κυματομορφές του είδους του σvταθερού κύματος, βασvιζόμενοι σvτην παραδοχή, ότι το βάθος

του νερού ήταν μικρό σvυγκρινόμενο με το πλάτος του κύματος. Η εξίσvωσvη αυτή σvυσvχέτιζε το

πλάτος του κύματος και τις αλλαγές της σvτο χώρο με τις αλλαγές του πλάτους ως προς το χρόνο

διάδοσvης. Σε αυτή την ενότητα καλούμασvτε να παράγουμε μέσvω της εξίσvωσvης Boussinesq μια

νέα εξίσvωσvη με τη μέθοδο πολλαπλών κλιμάκων (multiple-scale), η οποία σvυνδυάζει τεχνικές για

την κατασvκευή έγκυρων προσvεγγισvτικών λύσvεων.

Αντικαθισvτώντας σvτην εξίσvωσvη του μοντέλου Boussinesq για το δυναμικό της ταχύτητας

(3.35), μια ασvυμπτωτική έκφρασvη του A

A = A0 + εA1 + . . .

έχουμε

A0tt + εA1tt −A0xx − εA1xx +O
(
ε2
)

= ε

(
A0xxxx

3
− 2A0xA0xt −A0xxA0t +O (ε)

)
Εξισvώνοντας τους όρους υψηλότερης τάξης, O

(
ε0
)
, παίρνουμε την κυματική εξίσvωσvη

A0tt −A0xx = 0
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Η λύσvη της οποίας είναι

A0 (x, t) = F (x− t) +G (x+ t)

όπου F και G καθορίζονται από τις αρχικές σvυνθήκες. Προβλέποντας τους αιώνιους (secular)

όρους που θα πρέπει να αφαιρεθούν σvτην επόμενης τάξης εξίσvωσvη, χρησvιμοποιούμε τη μέθοδο

πολλαπλών κλιμάκων (multiple-scale), δηλαδή A0 = A0 (ξ, ζ, T ), έτσvι ώσvτε

A0 = F (ξ, T ) +G (ζ, T )

όπου ξ = x− t, ζ = x+ t, T = εt. Λόγω των νέων μεταβλητών σvυνεπάγεται ότι

∂t = −∂ξ + ∂ζ + ε∂T

και

∂x = ∂ξ + ∂ζ

Αντικαθισvτώντας τις εκφράσvεις για τους διαφορικούς τελεσvτές σvτην (3.35) έχουμε(
(−∂ξ + ∂ζ + ε∂T )2 − (∂ξ + ∂ζ)

2
)
A =

= ε

(
(∂ξ + ∂ζ)

4

3
A− 2 (∂ξ + ∂ζ)A (∂ξ + ∂ζ) (−∂ξ + ∂ζ + ε∂T )A−

− (∂ξ + ∂ζ)
2A (−∂ξ + ∂ζ + ε∂T )A

)
(3.44)

Αρχικά, υποθέτουμε κύματα μονής κατεύθυνσvης, και ασvχολούμασvτε μόνο με τη μονόπλευρη

κίνησvή τους, και σvυγκεριμένα τη δεξιά κίνησvη. ΄Ετσvι, A0 = F (ξ, T ). Αντικαθισvτώντας την

ασvυμπτωτική έκφρασvη του A = A0 + εA1 + . . . σvτην (3.44) και κρατώντας όλους τους όρους

μεγέθους O (ε) παίρνουμε την εξίσvωσvη

− 4A1ξζ = 2FξT +
1

3
Fξξξξ + 3FξξFξ (3.45)

Ολοκληρώνοντας την (3.45) παίρνουμε

A1 ∼ −
1

4

(
2FT +

1

3
Fξξξ +

3

2
F 2
ξ

)
ζ + . . .

θυμούμενοι ότι έχουμε απορροφήσvει ομογενείς όρους σvτην A0 λύσvη. Για να αφαιρέσvουμε τους

secular όρους, ιδίως τον όρο ζ, απαιτούμε

2FT +
1

3
Fξξξ +

3

2
F 2
ξ = 0

Τότε, αν πάρουμε παράγωγο ως προς ξ και κάνουμε την αντικατάσvτασvη U = Fξ έχουμε την

Δανάη Καλότυχου 2016

mailto:danae.math@gmail.com


38 Μη γραμμικές κυματικές εξισώσεις με διασπορά

Korteweg de Vries (KdV) εξίσvωσvη

2UT +
1

3
Uξξξ + 3UUξ = 0

Τώρα θα μελετήσvουμε κύματα με αμφίπλευρη κίνησvη. ΄Ετσvι A0 = F (ξ, T ) +G (ζ, T ). Τότε θα

έχουμε την εξής έκφρασvη για το A1

−4A1ξξ = 2 (FξT −GζT ) +
1

3
(Fξξξξ +Gζζζζ) +

+3

(
FξFξξ +

1

3
FξξGζ −

1

3
GζζFξ −GζGζζ

)
΄Οταν ολοκληρώνουμε αυτή την εξίσvωσvη, οι secular όροι προέρχονται από τμήματα που είναι

σvυναρτήσvεις του ξ ή του ζ, ξεχωρισvτά. Αφαιρώντας τους secular όρους παίρνουμε τις ακόλουθες

δυο εξισvώσvεις

2FξT +
1

3
Fξξξξ + 3FξξFξ = 0

−2GζT +
1

3
Gζζζζ − 3GζζGζ = 0

οι οποίες είναι δυο ξεχωρισvτές KdV εξισvώσvεις. Θέτοντας U = Fξ και V = Gζ απλοποιούνται οι

παραπάνω εξισvώσvεις

2UT +
1

3
Uξξξ + 3UUξ = 0 (3.46)

2VT −
1

3
Vζζζ + 3V Vζ = 0 (3.47)

Η λύσvη μπορεί να προσvδιορισvτεί με την ενσvωμάτωσvη των λοιπών όρων. Μια προσvεγγισvτική λύσvη

για το δυναμικό της ταχύτητας είναι

ϕ (x, z, t) ∼ A0 (x, t) = F (x− t, εt) +G (x+ t, εt) =

=

x−tˆ

−∞

U
(
ξ′, εt

)
dξ′ +

x+tˆ

−∞

V
(
ζ ′, εt

)
dζ ′

και για την ταχύτητα

u = ϕx = Fx +Gx + . . . = U + V + . . .

Χρησvιμοποιώντας την εξίσvωσvη Bernoulli (3.31), έχουμε μια προσvεγγισvτική λύσvη για το πλάτος

του κύματος με ελεύθερο σvύνορο

η (x, t) ∼ −A0t (x, t) ∼ Fξ (ξ, T )−Gζ (ζ, T ) = U (x− t, εt)− V (x+ t, εt)

΄Ετσvι, το κυματικό πλάτος η έχει αμφίπλευρης κίνησvης κύματα που ικανοποιούν την KdV εξίσvωσvη.
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3.6 Η διασvτατική εξίσvωσvη KdV

Η (3.46) μετατρέπεται σvε μια διασvτατική εξίσvωσvη αλλάζοντας τις σvυντεταγμένες από (x, t, η) σvε

(x′, t′, η′), αντικαθισvτώντας τις ανεξάρτητες μεταβλητές ξ = x′ − t′ και T = εt′ και αφαιρώντας

την ξ και T εξάρτησvη. Εδώ, ας σvημειώσvουμε ότι ισvχύουν από τον κανόνα αλυσvίδας οι ακόλουθες

εκφράσvεις

∂

∂t′
U (ξ, T ) = −Uξ + εUT

∂

∂x′
U (ξ, T ) = Uξ

που δείχνουν ότι

∂T =
∂t′ + ∂x′

ε

Τελικά η (3.46) γίνεται

2 (Ut′ + Ux′) + ε

(
1

3
Ux′x′x′ + 3UUx′

)
= 0 (3.48)

Αν αγνοήσvουμε την αρισvτερή κίνησvη των κυμάτων, V , τότε έχουμε η′ ∼ U .

Υπενθυμίζοντας την αρχική αδιασvτατοποίησvη

x = λxx
′, t =

λx
c0
t′, η = aη′, ε =

a

h

χρησvιμοποιούμε ∂x′ = λx∂x και ∂t′ = λx
c0
∂t για να μετατρέψουμε την (3.48) σvε

2

(
ηt
a

λx
c0

+
ηx
a
λx

)
+ ε

(
1

3

ηxxx
a
λ3
x + 3

η

a

ηx
a
λx

)
= 0 =⇒

2

(
ηt
c0

+ ηx

)
+
a

h

(
λ2
x

3
ηxxx +

3

a
ηηx

)
= 0

Για να πετύχουμε τη μέγισvτη ισvορροπία, χρησvιμοποιούμε

ε =
a

h
=

(
h

λx

)2

΄Ετσvι απλοποιείται η αδιάσvτατη KdV εξίσvωσvη (3.46) σvτη διασvτατική μορφή

1

c0
ηt + ηx +

h2

6
ηxxx +

3

2h
ηηx = 0 (3.49)

όπου c0 =
√
gh. Επίσvης, g είναι η σvταθερά της επιτάχυνσvης της βαρύτητας και h είναι το βάθος

του νερού.

Ο όρος
3

2hηηx της (3.49) είναι μη γραμμικός εφόσvον υπάρχει εξάρτησvη μεταξύ του η και του
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ηx. Ας εξετάσvουμε τώρα το γραμμικό κομμάτι της (3.49)

1

c0
ηt + ηx +

h2

6
ηxxx = 0 (3.50)

Θα ερμηνεύσvουμε την παραπάνω γραμμική εξίσvωσvη από την άποψη της σvχέσvης διασvποράς για τα

κύματα του νερού. Προσvπαθούμε να μετασvχηματίσvουμε το η σvε όρους ω, όπου ω2 = gκ tanh (κh)

(2.11), σvημειώνοντας κ
2 = k2 + l2, με l = 0, έτσvι κ = k. Τότε αναλύοντας την υπερβολική

εφαπτομένη σvε σvειρά Taylor έχουμε

ω2 = gk tanh (kh) = gk

[
kh− 1

3
(kh)3 + 2

(kh)5

15
− 17

(kh)7

315
+ . . .

]

Αυτό ισvχύει για |kh| < π
2 . Για κύματα ρηχών νερών, kh << 1, δηλαδή οι όροι (kh)2m+1

για

m ∈ N θεωρούνται αμελητέοι. Τότε, αν κρατήσvουμε μόνο τον υψηλότερης τάξης όρο της επάνω

έκφρασvης της σvειράς Taylor, δηλαδή (kh)1
θα έχουμε

ω2 = gk2h =⇒

ω = ±k
√
gh = ±kc0

Αυτή είναι η σvχέσvη διασvποράς για τη γραμμική εξίσvωσvη κύματος και c0 είναι η κυματική ταχύτητα.

Παίρνοντας και τον επόμενο όρο σvτη σvειρά Taylor του tanh (kh) έχουμε

ω ∼ ±k

√
gh

(
1− 1

3
(kh)2

)
∼ ±k

√
gh

(
1− 1

6
(kh)2

)
= ±

(
kc0 −

1

6
c0h

2k3

)
Προσvπαθούμε να εκμαιεύσvουμε τη διαφορική εξίσvωσvη από την οποία προέρχεται η σvχέσvη διασvπο-

ράς. Παίρνοντας τη θετική ρίζα και αντικαθισvτώντας το ω με i∂t και το k με −i∂x έχουμε

i∂tη = c0 (−i∂x) η − 1

6
c0h

2 (−i∂x)3 η =⇒

1

c0
ηt + ηx +

h2

6
ηxxx = 0

Τελικά καταλήξαμε πάλι σvτον τύπο της γραμμικής διασvτατικής εξίσvωσvης KdV, (3.50). Μέσvω

αυτής της διαδικασvίας επαληθεύουμε την εγκυρότητα της σvχέσvης διασvποράς.

3.7 Η επίδρασvη της επιφανειακής τάσvης

Οι εξισvώσvεις (2.5)-(2.8) σvτις οποίες αναφερθήκαμε για να περιγράψουμε το μοντέλο μας, δε

λαμβάνουν υπ΄ όψιν τις επιπτώσvεις της επιφανειακής τάσvης. Στην πραγματικότητα μόνο η εξίσvωσvη

Bernoulli (3.28) επηρεάζεται από την επιφανειακή τάσvη. Η τροποποίησvη αυτή οφείλεται σvε έναν

πρόσvθετο όρο πίεσvης από τις επιδράσvεις της επιφανειακής τάσvης που αφορούν την καμπυλότητα

σvτην επιφάνεια.
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Η εξίσvωσvη Bernoulli που χρησvιμοποιήσvαμε μέχρι τώρα είναι

ϕt +
1

2
|∇ϕ|2 + gη = 0, z = η (3.51)

Προσvθέτοντας τον όρο της επιφανειακής τάσvης έχουμε

ϕt +
1

2
|∇ϕ|2 + gη =

T

ρ
∇ ·

 ∇η√
1 + |∇η|2

 =

=
T

ρ

(
ηxx
(
1 + η2

y

)
+ ηyy

(
1 + η2

x

)
− 2ηxyηxηy

)(
1 + η2

x + η2
y

)3/2 , z = η (3.52)

όπου T είναι ο σvυντελεσvτής της επιφανειακής τάσvης. Διατηρώντας τις διασvτάσvεις και τους

γραμμικούς όρους που θα επηρεάσvουν το προηγούμενο αποτέλεσvμα σvε O (ε), έχουμε

ϕt +
1

2
|∇ϕ|2 + gη − T

ρ
(ηxx + ηyy) = 0, z = η (3.53)

Χρησvιμοποιώντας την (3.53) και την ίδια ασvυμπτωτική διαδικασvία όπως και πριν, η αντίσvτοιχη

ασvυμπτωτική εξίσvωσvη υψηλότερης τάξης για την ελεύθερη επιφάνεια είναι

1

c0
ηt + ηx + γηxxx +

3

2h
ηηx = 0 (3.54)

Η μόνη διαφορά μεταξύ αυτής της εξίσvωσvης και της (3.49) είναι ο σvυντελεσvτής γ του όρου τρίτης

παραγώγου. Αυτός ο όρος ενσvωματώνει την επιφανειακή τάσvη

γ =
h2

6
− T

2ρg
=
h2

6

(
1− 3T

ρgh2

)
=
h2

6

(
1− 3T̂

)
όπου T̂ = T

ρgh2
. Τότε αν

T̂ <
1

3
=⇒ γ > 0

αλλιώς αν

T̂ >
1

3
=⇒ γ < 0

Αυτό επηρεάζει τα είδη των λύσvεων και τη σvυμπεριφορά της εξίσvωσvης και σvχετίζεται με εγκάρσvια

κύματα, όπου θα αναφερθούμε σvτην εξίσvωσvη Kadomtsev-Petviashvili (KP).

3.8 Η εξίσvωσvη Benney-Luke (BL)

Μια μερική διαφορική εξίσvωσvη χαρακτηρίζεται ως μη τοπική όταν για την επαλήθευσvή της σvε ένα

σvυγκεκριμένο σvημείο απαιτείται ένα μεγάλο εύρος τιμών μακριά από το δοθέν σvημείο. Μη τοπικό

σvύσvτημα είναι ένα σvύσvτημα δυο μερικών διαφορικών εξισvώσvεων οι οποίες είναι μη τοπικές. Η μη

τοπική εξίσvωσvη που ικανοποιεί την εξίσvωσvη Laplace, την κινηματική σvυνθήκη και τη σvυνοριακή
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σvυνθήκη του βυθού αποδεικνύεται ότι ικανοποιεί την ακόλουθη ολοκληρωτική εξίσvωσvη

∞̂

−∞

∞̂

−∞

dxdy exp [i (kx+ ly)]

(
iηt cosh [κ (η + h)] +

1

κ
(k, l) · ∇q sinh [κ (η + h)]

)
= 0 (3.55)

όπου η και q = q(x, y, t) = ϕ ((x, y, η (x, y, t)) άγνωσvτοι. Επίσvης έχουμε την εξίσvωσvη

Bernoulli εκφραζόμενη σvε όρους q

qt +
1

2
|∇q|2 + gη − (ηt +∇q · ∇η)2

2
(

1 + |∇η|2
) = σ∇ ·

 ∇η√
1 + |∇η|2

 (3.56)

όπου (k, l) · ∇q = kqx + lqy, κ
2 = k2 + l2, σ = T

ρ όπου T είναι η επιφανειακή τάσvη και ρ η

πυκνότητα.

Εδώ, υποθέτουμε ότι το η και οι παράγωγοι του q φθίνουν ραγδαίως σvτο άπειρο. Η (3.55)

γράφεται σvε ‘φασvματική’ μορφή διότι πρόκειται για άθροισvμα βασvικών σvυναρτήσvεων, δηλαδή σvτοι-

χείων σvυγκεκριμένης βάσvης για έναν σvυναρτησvιακό χώρο. Εδώ η βάσvη μας είναι οι υπερβολικές

τριγωνομετρικές σvυναρτήσvεις.

Σημειώνουμε εδώ, ότι

ηt = ϕz −∇ϕ · ∇η = ∇ϕ · −→n

όπου
−→n = (−∇η, 1) είναι κάθετο σvτο γεωμετρικό τόπο y − η = 0. ΄Ετσvι βρίσvκοντας q (x, y, t),

η (x, y, t) βρίσvκεται και το ηt το οποίο οδηγεί σvτην κατευθυνόμενη παράγωγο
∂ϕ
∂n που είναι

κάθετη σvτο
−→n .

Λύνοντας τις εξισvώσvεις (3.55) και (3.56) για η, q απλοποιείται το σvύσvτημα σvτην εξίσvωσvη

Laplace, (2.5), η οποία είναι ένα γραμμικό πρόβλημα λόγω των, πλέον, σvταθερών σvυνοριακών

σvυνθηκών. Η μη τοπική εξίσvωσvη μπορεί να παραχθεί από την εξίσvωσvη Laplace, ενώ η κινηματική

σvυνθήκη και η σvυνοριακή σvυνθήκη βυθού από την ταυτότητα του Green.

Ορίζουμε μια δυνητική σvυνάρτησvη ψ (x, y, z) που ικανοποιεί

∆ψ (x, y, z) = 0, σvτο D, ψy (x, y, z = −h) = 0 (3.57)

Τότε από την ταυτότητα του Green έχουμε

0 =

ˆ

D(η)

((∆ψ)ϕ− (∆ϕ)ψ) dV =

ˆ

∂D(η)

(ϕ (∇ψ · n̂)− ψ (∇ϕ · n̂)) dS

όπου dV είναι ο όγκος, dS η σvτοιχειώδης επιφάνεια και n̂ το μοναδιαίο κάθετο διάνυσvμα. Από

αυτά μπορούμε να γράψουμε

ˆ
ψ (x, y, η) ηtdxdy =

ˆ
q (ψz (x, η)−∇x, yψ (x, y, η) · ∇η) dxdy (3.58)

όπου ηt = ∇ϕ · −→n ,
−→n = (−∇η, 1) σvτην ελεύθερη επιφάνεια όπως επίσvης η σvυνοριακή σvυνθήκη
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του βυθού και η σvυνθήκη |η| φθίνουν σvτο άπειρο.

Υποθέτουμε μια λύσvη του προβλήματος (3.57) η οποία μπορεί να γραφτεί σvτη μορφή

ψ (x, y, z) =

ˆ
ξ̂ (k, l) ψ̂k, l (x, y, z) dkdl

ψ̂k, l = exp [i (kx+ ly)] cosh [κ (z + h)]

Εισvάγοντας ψk, l (x, y, z) σvτην (3.58) και υπενθυμίζοντας τις ιδιότητες των παραγώγων των

υπερβολικών τριγωνομετρικών σvυναρτήσvεων

d

dx
sinh (x) = cosh (x)

και
d

dx
cosh (x) = sinh (x)

παίρνουμε ˆ

R2

exp [i (kx+ ly)] cosh [κ (η + h)] ηtdxdy =

=

ˆ

R2

q

(
exp [i (kx+ ly)] κ sinh [κ (η + h)]−

− i exp [i (kx+ ly)] cosh [κ (η + h)] (k · ∇) η

)
dxdy (3.59)

Τότε χρησvιμοποιώντας ότι

exp [i (kx+ ly)] κ sinh [κ (η + h)]−

−i exp [i (kx+ ly)] cosh [κ (η + h)] ((k, l) · ∇) η =

= −i∇ ·
(

exp (ikx)
sinh [κ (η + h)]

κ
(k, l)

)
σvτην (3.59) και ολοκληρώνοντας κατά μέρη παίρνουμε τη μη τοπική εξίσvωσvη (3.55). Η δεύτερη

εξίσvωσvη είναι κατ΄ ουσvίαν μια αλλαγή μεταβλητών. Διαφορίζοντας

q (x, y, t) = ϕ (x, y, η (x, y, t) , t)

οδηγούμασvτε σvτο ότι

qx + ϕx + ϕzηx, qy = ϕy + ϕzηy

Αυτές οι εξισvώσvεις και

ηt +∇ϕ · ∇η = ϕy

παράγουν τα ϕx, ϕy, ϕz σvε όρους παραγώγων των η και q. Τότε από την εξίσvωσvη Bernoulli

που σvυμπεριλαμβάνει την επιφανειακή τάσvη, αποκομίζουμε την εξίσvωσvη (3.56). Αν |η| και |∇q|
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είναι μικρά τότε οι εξισvώσvεις (3.55) και (3.56) απλοποιούνται σvτις γραμμικοποιημένες εξισvώσvεις

κύματος νερού. Χρησvιμοποιώντας το μετασvχηματισvμό Fourier

η̂ =

ˆ
dxdy exp [i (kx+ ly)] η

βρίσvκουμε ομοίως για τις παραγώγους του q από τις εξισvώσvεις (3.55) και (3.56) αντίσvτοιχα ότι

ισvχύει

iη̂t cosh κh+
k · ∇̂q

κ
sinh κh = 0 (3.60)

q̂t +
(
g + σκ2

)
η̂ = 0 (3.61)

Τότε από τις (3.60) και (3.61) παίρνουμε

η̂tt = −
(
gκ + σκ3

)
tanh κhη̂

η οποία είναι η γραμμικοποιημένη εξίσvωσvη νερού για το η σvτο χώρο Fourier.

Επίσvης μπορούμε να βρούμε ολοκληρωτικές σvχέσvεις παίρνοντας k, l −→ 0 σvτις εξισvώσvεις (3.55)

και (3.56). Οι πρώτες τρεις που αντισvτοιχούν σvτις δυνάμεις k0, l0, k, l δίνονται από

∂

∂t

∞̂

−∞

∞̂

−∞

dxdyη (x, y, t) = 0 (3.62)

∂

∂t

∞̂

−∞

∞̂

−∞

dxdy (ηx) =

∞̂

−∞

∞̂

−∞

dxdyqx (η + h) (3.63)

∂

∂t

∞̂

−∞

∞̂

−∞

dxdy (yη) =

∞̂

−∞

∞̂

−∞

dxdyqy (η + h) (3.64)

Η (3.62) αντισvτοιχεί σvτη διατήρησvη της μάζας, η (3.63) σvτην κίνησvη του κέντρου μάζας κατά

x και η (3.64) σvτην κίνησvη του κέντρου μάζας κατά y. Τα δεξιά μέλη των (3.63) και (3.64)

σvχετίζονται με τις σvτιγμές x και y αντίσvτοιχα. Ανώτερες δυνάμεις των k, l οδηγούν σvε �virial�

είδη ταυτοτήτων. Από το σvύσvτημα των (3.55) και (3.56) παίρνουμε επίσvης προσvεγγίσvεις για

τις κυματικές εξισvώσvεις βαθέων και ρηχών νερών. Συγκεκριμένα, για ρηχά νερά λαμβάνουμε

την εξίσvωσvη Benney-Luke (BL), η οποία τροποποιείται κατάλληλα ώσvτε να σvυμπεριλαμβάνει την

επιφανειακή τάσvη. Για να το επιτύχουμε αυτό, είναι βολικό να κάνουμε όλες τις μεταβλητές

αδιάσvτατες

x′1 =
x1

λ
, x′2 = γ

x2

λ
, t′ =

c0

λ
t

aη′ = η, q′ =
aλg

c0
q, σ′ =

σ

gh2

όπου c0 =
√
gh και λ, a είναι το χαρακτηρισvτικό οριζόντιο μήκος και πλάτος και γ είναι μια

αδιάσvτατη παράμετρος εγκάρσvιου μήκους. Οι εξισvώσvεις είναι γραμμένες σvε όρους αδιάσvτατων

μεταβλητών ε = a
h << 1 μικρό πλάτος, µ = h

λ << 1 μεγάλα κύματα, γ << 1 αργή εγκάρσvια
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μεταβολή.

Τότε βρίσvκουμε

ˆ
dxdy exp [i (kx+ ly)]

(
iηt cosh [κ̃µ (1 + εη)] + sinh [κ̃µ (1 + εη)]

(k, l) · ∇̃q
κ̃µ

)
= 0 (3.65)

όπου (k, l) · ∇̃ = kqx + γ2lqy, κ̃
2 = k2 + γ2l2. Στην (3.65) χρησvιμοποιούμε

cosh [κ̃µ (1 + εη)] ∼ 1 +
µ2

2
κ̃

2

sinh [κ̃µ (1 + εη)] ∼ κ̃µ+
µ3

6
κ̃

3 + εµηκ̃

Τότε μετά τον αντίσvτροφο μετασvχηματισvμό Fourier και με (k, l) −→ (i∂x, i∂y) βρίσvκουμε από

τις (3.55) και (3.56)(
1− µ2

2
∆̃

)
ηt +

(
∆̃− µ2

6
∆̃2

)
q + ε

(
∇̃η · ∇̃q

)
+ εη∆̃q = 0 (3.66)

η = −qt −
ε

2

∣∣∣∇̃q∣∣∣2 + σ̃µ2∇̃η (3.67)

όπου ∆̃ = ∂2
x + δ2∂2

y , ∇̃η · ∇̃q = ηxqx + δ2ηyqy,
∣∣∣∇̃q∣∣∣2 =

(
q2
x + δ2q2

y

)
και σ̃ = σ − 1

3 .

Εξαλείφοντας τη μεταβλητή η, όταν ε, µ, δ << 1, βρίσvκουμε την εξίσvωσvη Benney-Luke (BL),

η οποία σvυμπεριλαμβάνει την επιφανειακή τάσvη

qtt − ∆̃q + σ̃µ2∆̃2q + ε

(
∂t

∣∣∣∇̃q∣∣∣2 + qt∆̃q

)
= 0 (3.68)

όπου σ̃ = σ − 1
3 .

Σημειώνουμε ότι αν πάρουμε τη μέγισvτη ισvορροπία ε = µ2 = δ2
και χρησvιμοποιώντας multiple

scales, η BL εξίσvωσvη απλοποιείται σvτην εξίσvωσvη KP μονής κατεύθυνσvης, η οποία μπορεί επιπλέον

να απλοποιηθεί σvτην KdV εξίσvωσvη αν δεν υπάρχει εγκάρσvια μεταβολή. Δηλαδή, θέτοντας ξ =

x− t, T = εt
2 , w = qξ, βρίσvκουμε την εξίσvωσvη KP σvτη μορφή

∂ξ (wT − σ̃wξξξ + 3 (wwξ)) + wyy = 0

΄Ετσvι και το μη τοπικό σvύσvτημα (3.55) και (3.56) περιέχει τις γνωσvτές ολοκληρώσvιμες μειώσvεις

του κύματος νερού. Σημειώνουμε επίσvης, ότι οι υψηλότερης τάξης ασvυμπτωτικές επεκτάσvεις

του μεμονωμένου κύματος και τα εξογκώματα μπορούν να ληφθούν από τις εξισvώσvεις (3.55) και

(3.56) χρησvιμοποιώντας την ίδια αδιασvτατοποίησvη όπως για την εξίσvωσvη BL. Αυτές οι επεκτάσvεις

αποδίδουν μεμονωμένα κύματα κοντά σvτο μέγισvτο πλάτος τους.
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3.9 Εξισvώσvεις Kadomtsev-Petviashvili (KP)

Μέχρι τώρα αναφερθήκαμε σvτα κύματα ρηχών νερών, χωρίς εγκάρσvιες διακυμάνσvεις. Τώρα οι

υποθέσvεις μας θα σvυμπεριλαμβάνουν και αδύναμη εγκάρσvια μεταβολή. Η σvχέσvη διασvποράς για

τα κύματα του νερού, όπως έχουμε αναλύσvει σvτην (2.11), σvτις πολλές διασvτάσvεις (2 + 1, 2 για

το χώρο και 1 για το χρόνο) δίνεται από

ω2 =

(
gκ +

T

p
κ

3

)
tanh (κh) (3.69)

όπου κ
2 = k2 + l2, εδώ k, l είναι κυματικοί αριθμοί που αντισvτοιχούν σvτις x και y διευθύνσvεις

αντίσvτοιχα. Σε έναν τύπο κυματικής λύσvης, a exp [i (kx+ ly − ωt)], τα μήκη κύματος είναι λx =
2π
k και λy = 2π

l . Ακόμα υποθέτουμε (όπως πριν) ότι

δ =
λx
λy

=
l

k
<< 1

δηλαδή, το μήκος κύματος σvτην y διεύθυνσvη είναι πολύ μεγαλύτερο από αυτό σvτην x διεύθυνσvη.

Αυτό αναφέρεται ως ασvθενής εγκάρσvια μεταβολή.

3.9.1 Γραμμική εξίσvωσvη KP

Τώρα θα δείξουμε τη γραμμική μερική διαφορική εξίσvωσvη που σvυνδέεται με τη σvχέσvη διασvποράς

(3.69) με ασvθενή εγκάρσvια μεταβολή. Δεδομένου ότι είμασvτε υπό το καθεσvτώς των ρηχών νερών,

έχουμε

|hk| ∝
∣∣∣∣ hλx

∣∣∣∣ << 1

και υποθέτουμε ότι

κh = kh

√
1 +

l2

k2
<< 1

Τότε επεκτείνουμε τους όρους της υπερβολικής εφαπτομένης σvτη σvειρά Taylor ώσvτε

ω2 ≈
(
gκ +

T

ρ
κ

3

)(
κh− 1

3
(κh)3

)
+ . . . =

= ghκ2

(
1 +

T

gρ
κ

2

)(
1− 1

3
(κh)2

)
+ . . . =⇒

ω =
√
ghk

√(
1 +

l2

k2

)√(
1 +

T

gρ
k2 +O (l2)

)
×

√(
1− 1

3
(kh)2 +O (l2)

)
Χρησvιμοποιώντας τη διωνυμική επέκτασvη και υποθέτοντας ότι

∣∣ l
κ

∣∣ << 1, και ότι ισvχύει η σvχέσvη

μέγισvτης ισvορροπίας l2 ∼ O
(
k4
)
καταλήγουμε (c0 =

√
gh)

ωk ≈ c0

(
k2 + k4

(
T

2gρ
− 1

6
h2

)
+

1

2
l2 +O

(
k6
))
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Τελικά η γραμμική μερική διαφορική εξίσvωσvη που σvυνδέεται με αυτή τη σvχέσvη διασvποράς χρησvι-

μοποιώντας ω −→ i∂t και k −→ −i∂x είναι

1

c0
ηtx + ηxx +

1

2
ηyy +

h2

6

(
1− 3T̂

)
ηxxxx = 0

όπου T̂ = T
ρgh2

. Αυτή είναι η γραμμική εξίσvωσvη Kadomtsev-Petviashvili (KP).

3.9.2 Μη γραμμική εξίσvωσvη KP

Η πλήρως μη γραμμική KP εξίσvωσvη, διασvτατικού τύπου, που παρήχθη το 1970, είναι

∂x

(
1

c0
ηt + ηx +

3

2h
ηηx + γηxxx

)
+

1

2
ηyy = 0 (3.70)

δηλαδή

1

c0
ηt + ηx +

3

2h
ηηx + γηxxx = −1

2

xˆ

−∞

ηyydx
′

όπου γ = h2

6

(
1− 3T̂

)
. Συνήθως η επιφανειακή τάσvη σvτα κύματα του νερού είναι μικρή, και άρα

έχουμε T̂ < 1
3 , το οποίο δίνει την KPII εξίσvωσvη

1

c0
ηxt + ηxx +

3

2h
(ηηx)x +

h2

6
ηxxxx = −1

2
ηyy

όταν όμως η επιφανειακή τάσvη σvτα κύματα του νερού είναι μεγάλη, και άρα έχουμε T̂ > 1
3 , τότε

παίρνουμε την KPI εξίσvωσvη.

Εναλλακτικά, μπορούμε να γράψουμε την εξίσvωσvη (3.70) σvε αδιάσvτατη μορφή

∂x (ut + 6uux + uxxx) + 3σuyy = 0 (3.71)

όπου

� σ = +1 =⇒ KPII: τυπικά κύματα νερού με μικρή επιφανειακή τάσvη

� σ = −1 =⇒ KPI: κύματα νερού με μεγάλη επιφανειακή τάσvη

Σημειώνουμε ότι αν ηyy = 0 σvτην (3.70) και αλλάξουμε κλίμακα, η παραγόμενη KP εξίσvωσvη

μπορεί να απλοποιηθεί σvτην KdV εξίσvωσvη σvε κανονική μορφή

ut ± 6uux + uxxx = 0 (3.72)

Το + αντισvτοιχεί σvτο T̂ < 1
3 και το − σvτο T̂ > 1

3 .
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3.10 KdV και σvχετικά μοντέλα

Θεωρούμε την KdV εξίσvωσvη σvτη μορφή

ut + ux + ε (uxxx + auux) = 0 (3.73)

όπου a είναι μια σvταθερά. Πρώτα μελετάμε το γραμμικό πρόβλημα και υποθέτουμε την κυματική

λύσvη

u ∼ exp (i (kx− ωt))

Η σvχέσvη διασvποράς είναι

ω = k − εk3

η οποία για |k| >> 1, δίνει ω ∼ −εk3
. Συγκεκριμένα, σvημειώνουμε ότι ω −→ −∞, το οποίο μας

δημιουργεί αριθμητικές δυσvκολίες. ΄Ενας τρόπος να αντιμετωπίσvουμε αυτά τα προβλήματα γύρω

από αυτό το θέμα είναι να χρησvιμοποιήσvουμε τη σvχέσvη

ut = −ux +O (ε)

ώσvτε να μεταβάλουμε ελαφρώς την εξίσvωσvη σvε

ut + ux + ε (−uxxt + auux) = 0 (3.74)

Οι (3.73) και (3.74) είναι ασvυμπτωτικά ισvοδύναμες με O (ε). Για μεγάλα k, (|k| >> 1) η σvχέσvη

διασvποράς για το γραμμικό πρόβλημα είναι τώρα

ω =
k

1 + εk2
∼ 1

εk

Αριθμητικά, η (3.74) υπερτερεί έναντι της (3.73). Αλλά και πάλι έχουμε μια μικρή παράμετρο, το

ε, και σvτις δυο εξισvώσvεις οπότε αυτές δεν μειώνονται ασvυμπτωτικά.

Εναλλακτικά, αν χρησvιμοποιήσvουμε την ακόλουθη μετατροπή σvτην (3.73), με ασvυμπτωτικά

multiple-scale

ξ = x− t, T = εt

∂x = ∂ξ, ∂t = −∂ξ + ε∂T

τότε παίρνουμε την εξίσvωσvη

uT + uξξξ + auuξ = 0 (3.75)

η οποία δεν έχει άμεσvη εξάρτησvη από τη μικρή παράμετρο ε. Η (3.75) είναι επίσvης χρήσvιμη για

αριθμητικούς υπολογισvμούς εφόσvον T = O (1) αντισvτοιχεί σvτο t = O
(

1
ε

)
.

Οι εξισvώσvεις KdV και KP δέχονται ειδικές, ακριβείς λύσvεις γνωσvτές ως μεμονωμένα ή μοναχικά

(solitary) κύματα. Σήμερα, οι επισvτήμονες χρησvιμοποιούν σvυχνά τον όρο σvολιτόνιο αντί για

μεμονωμένο κύμα για εντοπισvμένες λύσvεις πολλών εξισvώσvεων, παρά το γεγονός ότι ο αρχικός

ορισvμός ενός σvολιτονίου αντανακλούσvε την ιδιότητα ότι δύο μοναχικά κύματα αλληλεπιδρούν
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ελασvτικώς.
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4 Σολιτόνια

4.1 Εισvαγωγή

Στα μαθηματικά και τη φυσvική, ένα σvολιτόνιο είναι ένα μεμονωμένο (solitary) κύμα (ή παλμός)

που διατηρεί το σvχήμα του, ενώ διαδίδεται με σvταθερή ταχύτητα. Τα σvολιτόνια προκαλούνται από

την αντισvτάθμισvη της διασvποράς από τη μη γραμμικότητα. Ο όρος ‘αντισvτάθμισvη διασvποράς’ ανα-

φέρεται σvε μια ιδιότητα ορισvμένων σvυσvτημάτων όπου η ταχύτητα των κυμάτων ποικίλει ανάλογα

με τη σvυχνότητα. Σολιτόνια είναι οι λύσvεις μιας ευρείας κατηγορίας ασvθενώς μη γραμμικών, με

διασvπορά μερικών διαφορικών εξισvώσvεων που περιγράφουν φυσvικά σvυσvτήματα. Η εμφάνισvη του

σvολιτονίου αναφέρθηκε για πρώτη φορά τον Αύγουσvτο του 1834 από το μηχανικό John Scott

Russell (1808-1882), ο οποίος παρατήρησvε ένα μεμονωμένο κύμα σvτο Κανάλι της ΄Ενωσvης σvτη

Σκωτία.

Το χρονικό της παρατήρησvης

Ο Russell παρατηρούσvε την κίνησvη μιας βάρκας μέσvα σvτο σvτενό κανάλι, την οποία έσvερναν 2

άλογα από τις όχθες του. ΄Οταν η πλεύσvη της βάρκας σvταμάτησvε αιφνιδίως, δεν σvυνέβη το ίδιο και

με τη μάζα του νερού που είχε τεθεί σvε κίνησvη. Αντιθέτως, το νερό σvυσvσvωρεύτηκε γύρω από την

πλώρη, όπου αναταρασvσvόταν βιαίως. Στη σvυνέχεια, αφήνοντας πίσvω τη βάρκα, αναπτύσvσvοντας

μεγάλη ταχύτητα, ανυψώθηκε σvε μια σvτρογγυλεμένη, λεία και σvχηματισvμένη μάζα νερού, η οποία

σvυνέχισvε την πορεία της κατά μήκος του καναλιού χωρίς καμία αλλαγή σvτη μορφή ή την ταχύτητά

της η οποία κυμαινόταν γύρω σvτα 8-9 μίλια/ώρα. Το μήκος του κύματος ήταν γύρω σvτα 30 πόδια

και το ύψος του γύρω σvτα 1-1,5 πόδια. Μετά από κάποιο διάσvτημα το ύψος της μάζας του νερού

άρχισvε βαθμιαία να ελαττώνεται έως ότου εξαφανίσvτηκε.

΄Υσvτερα από αυτή του την εμπειρία ο Russell ξεκίνησvε τα πειράματα σvε μια κυματοδεξαμενή

νερού σvτην οποία έριχνε ένα βάρος με αποτέλεσvμα να σvχηματίζεται ένα υπερυψωμένο κύμα. Τότε

υπολόγισvε ότι ο όγκος του νερού που σvχημάτιζε το κύμα, ήταν ίσvος με τον όγκο του νερού που

εκτοπιζόταν.

Ο Russell κατάφερε να δείξει τέσvσvερις σvπουδαίες ιδιότητες των σvολιτονίων.

� Τα κύματα σvολιτονίων έχουν μια μορφή, που μπορεί με πολύ μεγάλη ακρίβεια να περιγρα-

φεί μαθηματικά ως A sech2 [k (x− ut)], εφόσvον το φαινόμενο εκφράζεται μέσvω μιας μη

γραμμικής μερικής διαφορικής εξίσvωσvης τρίτης τάξης.

� Μια αρκετά μεγάλη αρχική μάζα νερού μπορεί να σvχηματίσvει δύο ή περισvσvότερα ανεξάρτητα

σvολιτόνια.

� Κύματα σvολιτονίων, που σvυναντά το ένα το άλλο, καθώς διαδίδονται, περνούν το ένα μέσvα

από το άλλο χωρίς καμία διαταραχή κανενός είδους της αρχικής τους μορφής.
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Σχήμα 4.1: Το χειρόγραφο του Russell με το πρώτο παρατηρούμενο σvολιτόνιο

� Η ταχύτητα διάδοσvης ενός σvολιτονίου ύψους h, δηλαδή η απόσvτασvη της κορυφής του

κύματος από το επίπεδο επιφάνειας του νερού (νωρίτερα το ορίσvαμε ως πλάτος), μέσvα

σvε ένα κανάλι βάθους d είναι u =
√
g (d+ h).

΄Οπου g είναι η επιτάχυνσvη της βαρύτητας, προσvδιορίζοντας έτσvι, ότι ένα μεγάλου πλάτους σvο-

λιτόνιο διαδίδεται γρηγορότερα από ένα μικρού πλάτους. ΄Εχει αναπαραχθεί το φαινόμενο σvε μια

δεξαμενή κυμάτων και ονομάσvτηκε ‘wave of translation’.

΄Ενας ενιαίος, ομόφωνος ορισvμός του σvολιτονίου είναι δύσvκολο να βρεθεί. Οι Drazin και

Johnson (1989) αποδίδουν τρεις ιδιότητες σvε αυτά.

� ΄Εχουν μόνιμη μορφή.

� Εντοπίζονται μέσvα σvε μια περιοχή.

� Μπορούν να αλληλεπιδράσvουν με άλλα σvολιτόνια, και εξέρχονται από τη σvύγκρουσvη αμε-

τάβλητα, εκτός από μια μετατόπισvη φάσvης.

Παραδείγματα σvολιτονίων που μας ενδιαφέρουν είναι τα υποθαλάσvσvια εσvωτερικά κύματα που ξε-

κινάνε από την τοπογραφία του βυθού και διαδίδονται σvτον ωκεανό. Επίσvης σvτην κατηγορία αυτή

ανήκουν και ορισvμένοι τύποι παλιρροιακών οπών, ένα κυματικό φαινόμενο μερικών ποταμών, σvυμ-

περιλαμβανομένου και του ποταμού Severn, που είναι ‘undular’, δηλαδή πρόκειται για ένα μέτωπο

κύματος που ακολουθείται από σvυρμούς σvολιτονίων. Συγκεκριμένα, είναι ένα παλιρροιακό φαι-

νόμενο κατά το οποίο το άκρο της εισvερχόμενης παλίρροιας σvχηματίζει ένα κύμα ή περισvσvότερα
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κύματα νερού που ταξιδεύουν σvε έναν ποταμό ή σvε έναν σvτενό κόλπο σvτην αντίθετη κατεύθυνσvη

όμως με τη φορά του ποταμού ή του τρέχοντος κόλπου.

4.2 Σολιτονιακές λύσvεις της KdV

4.2.1 Για την αδιάσvτατη μορφή της KdV

4.2.1.1 Μέσvω της Explicit μεθόδου

Θα κατασvκευάσvουμε μια σvολιτονιακή λύσvη για την κανονική KdV εξίσvωσvη σvε αδιάσvτατη μορφή

μέσvω της Explicit μεθόδου.

Για την (3.72), δηλαδή την

ut ± 6uux + uxxx = 0

αναμένουμε η λύσvη να ακολουθεί τον τύπο d' Alembert, δηλαδή να είναι της μορφής

u (x, t) = f (x∓ vt) ≡ u (y)

Γι΄ αυτό το λόγο, σvτην (3.72) θα θέσvουμε u = u (y), όπου y = y (x, t) = x∓ vt, με v σvταθερά.

Από τον κανόνα αλυσvίδας έχουμε

∂u

∂y
= u′ (y) y′

με
∂y
∂x = x′ = 1 και

∂y
∂t = (∓vt)′ = ∓v. Η (3.72) γράφεται

∓vu′ ± 6uu′ + u′′ = 0

Ολοκληρώνουμε ως προς u

∓uv ± 3u2 + u′′ +A1 = 0

Πολλαπλασvιάζουμε με u′

∓uu′v ± 3u′u2 + u′u′′ +A1u
′ = 0

και ολοκληρώνουμε ως προς u

∓u
2

2
v ± u3 +

(u′)2

2
+A1u+A2 = 0

Θέλουμε u, u′ −→ 0, καθώς y −→ ±∞, δηλαδή θέλουμε A1 = A2 = 0. Τότε

∓u
2

2
v ± u3 +

(u′)2

2
= 0 =⇒

(
u′
)2

= ±u2 (v ∓ 2u) =⇒

=⇒
(
du

dy

)2

= ±u2 (v ∓ 2u) =⇒ du

dy
= ±u

√
v ∓ 2u

Με χωρισvμό μεταβλητών έχουμε

du

±u
√
v ∓ 2u

= dy
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Ολοκληρώνουμε κατά μέρη
zˆ

0

du

±u
√
v ∓ 2u

=

yˆ

y0

ds

Για να λύσvουμε το ολοκλήρωμα αυτό χρησvιμοποιούμε το μετασvχηματισvμό

u :=
1

2
v sech2w =⇒ w = sech−1

√
2u

v

Τότε θα έχουμε για v − 2u = v
(
1− sech2w

)
= v tanh2w. Επίσvης θα ισvχύει

du

dw
=

1

2
v sech2w =

1

2
v
(
1− tanh2w

)
=

= −v tanhw sech2w = −v tanhw
1

cosh2w
= −v sinhw

cosh3w

Για u = 0 =⇒ w = 0, ενώ για u = z =⇒ u = w. Αντικαθισvτώντας σvτο ολοκλήρωμα έχουμε

y − y0 =

ŵ

0

−2
sinhw

√
v sech2w tanhw cosh3w

dw =

=

ŵ

0

− 2
√
v
(
1− tanh2w

)
cosh2w

dw =

ŵ

0

− 2 cosh2w
√
v cosh2w

dw =
−2w√
v

=⇒

=⇒ y − y0 =
−2√
v

sech−1

√
2u

v
=⇒ −(y − y0)

√
v

2
= sech−1

√
2u

v
=⇒

=⇒ sech

(
(y − y0)

√
v

2

)
= −

√
2u

v
=⇒ u (y) =

v

2
sech2

(
(y − y0)

√
v

2

)
Το ίδιο αποτέλεσvμα προκύπτει και για v + 2u. Εν τέλει η λύσvη της (3.72) για την αρχική θέσvη

y0 = x0 είναι

u (x, t) = ±v
2

sech2

(√
v

2
(x− x0 ∓ vt)

)
Η περίπτωσvη

u (x, t) = +
v

2
sech2

(√
v

2
(x− x0 − vt)

)
αντισvτοιχεί σvτην ‘προς τα δεξιά’ κίνησvη του κύματος, ενώ η περίπτωσvη

u (x, t) = −v
2

sech2

(√
v

2
(x− x0 + vt)

)
αντισvτοιχεί σvτην ‘προς τα αρισvτερά’ κίνησvή του.

Για v = 4β2
μια σvολιτονιακή λύσvη που εισvάγεται από την εξίσvωσvη KdV με κανονική, αδιάσvτατη

μορφή, (3.72), είναι

u (x, t) = ±2β2 sech2
(
β
(
x− x0 ∓ 4β2t

))
(4.1)
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Σχήμα 4.2: Γράφημα της λύσvης για την αδιάσvτατη KdV εξίσvωσvη με v = 5 και x0 = 0 και t = 0

Σημειώνουμε, ότι η κυματική ταχύτητα c0 = 4β2
, είναι διπλάσvια από το πλάτος του κύματος.

Επίσvης το + αντισvτοιχεί σvτο γ > 0 που από φυσvική σvκοπιά είναι μια θετική ανύψωσvη της

κυματικής κίνησvης σvτην επιφάνεια. Το − αντισvτοιχεί σvτο γ < 0 που από φυσvική σvκοπιά είναι μια

βύθισvη της επιφάνειας του νερού. (Υπενθυμίζουμε ότι γ = h2

6 −
T

2ρg .) Το μεμονωμένο κύμα ή

σvολιτονιακή λύσvη, (4.1) είναι σvε αδιάσvτατη μορφή.

4.2.1.2 Μέσvω του μετασvχηματισvμού Bäcklund

Θα κατασvκευάσvουμε τώρα μια σvολιτονιακή λύσvη για την κανονική KdV εξίσvωσvη σvε αδιάσvτατη

μορφή μέσvω του μετασvχηματισvμού Bäcklund.

Εισvάγουμε μια σvυνάρτησvη q με την ιδιότητα qx = u. Τότε η (3.72), δηλαδή η

ut ± 6uux + uxxx = 0

γίνεται

qtx ± 6qxqxx + qxxxx = 0 =⇒ ∂

∂x

(
qt ± 3q2

x + qxxx
)

= 0

Ολοκληρώνουμε ως προς x

qt ± 3q2
x + qxxx = f (x)

Τότε χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θέσvουμε f (x) = 0. ΄Ετσvι έχουμε

qt ± 3q2
x + qxxx = 0 (4.2)

Ο μετασvχηματισvμός Bäcklund που αφήνει αμετάβλητη μια εξίσvωσvη ονομάζεται Auto-Bäcklund.
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Σχήμα 4.3: Plot της λύσvης για την αδιάσvτατη KdV εξίσvωσvη με β = 1 και x0 = 5 σvτην περιοχή

[−10, 40]× [0, 4]

Σχήμα 4.4: Plot της λύσvης για την KdV εξίσvωσvη ut± uux + uxxx = 0 για x = 0, t = 0.005 σvτο

διάσvτημα [−π, π]
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Ο μετασvχηματισvμός Auto-Bäcklund δίνεται από τις παρακάτω εξισvώσvεις

q̃ξ = −qx + β − 1
2 (q − q̃)2

q̃τ = −qt + (q − q̃) (qxx − q̃ξξ)− 2
(
q2
x + qxq̃ξ + q̃ξ

2
)

ξ = x, τ = t

(4.3)

Η παράμετρος β ονομάζεται Bäcklund παράμετρος. Τώρα θα παράγουμε μια μη τετριμμένη λύσvη

εφαρμόζοντας τις εξισvώσvεις (4.3) σvτην τετριμμένη λύσvη (4.2) η οποία προφανώς τις πληροί. Με

q̃ ≡ 0 οι δυο πρώτες εξισvώσvεις τής (4.3) δίνουν

qx = β − 1

2
q2

(4.4)

και

qt = qqxx − 2q2
x (4.5)

Ολοκληρώνοντας την (4.4) και αντικαθισvτώντας την σvτην (4.5) προκύπτουν δυο τύποι λύσvεων

που τις ικανοποιούν

q (x, t) =
√

2β tanh

[√
β

2
(x− 2βt)

]
(4.6)

q̄ (x, t) =
√

2β coth

[√
β

2
(x− 2βt)

]
(4.7)

Η (4.7) έχει ένα ιδιάζον σvημείο, εκεί όπου μηδενίζεται το όρισvμα του coth. Τώρα ολοκληρώνοντας

τις (4.6) και (4.7) ως προς x βρίσvκουμε δυο λύσvεις για την KdV εξίσvωσvη

u (x, t) = qx (x, t) = β∗sech2

[√
β∗

2
(x− 2βt)

]
(4.8)

u (x, t) = qx (x, t) = −β∗csch2

[√
β∗

2
(x− 2βt)

]
(4.9)

Η λύσvη (4.8) είναι κανονική, ενώ η (4.9) ιδιάζουσvα και δεν αποτελεί σvολιτόνιο διότι για x−2βt = 0

δεν φράσvσvεται. Η σvχέσvη ανάμεσvα σvτις παραμέτρους β και β∗ είναι β∗ = β
2 .

4.2.1.3 Μέσvω της tanh μεθόδου

Θα κατασvκευάσvουμε τώρα μια σvολιτονιακή λύσvη για την κανονική KdV εξίσvωσvη σvε αδιάσvτατη

μορφή μέσvω της tanh μεθόδου.

Αρχικά, αντικαθισvτούμε τις ανεξάρτητες μεταβλητές x και y με μια νέα, w = k (x− vt), η οποία

ορίζει το κινούμενο πλαίσvιο αναφοράς. Εδώ, το k σvυμβολίζει τον κυματικό αριθμό και το v την

ταχύτητα του κινούμενου κύματος. Και οι δυο παράμετροι είναι ακαθόρισvτες, όμως υποθέτουμε

ότι k > 0. Τότε η (3.72), δηλαδή η

ut ± 6uux + uxxx = 0
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μέσvω του μετασvχηματισvμού u (x, t) = y (w) απλοποιείται σvε μια σvυνήθη διαφορική εξίσvωσvη

− kvy′ ± 6kyy′ + ky′′′ = 0 (4.10)

΄Επειτα εισvάγουμε την Y = tanh (w) και την αντικαθισvτούμε σvτην (4.10)

−kv
(
1− Y 2

) dF (Y )

dY
± 6kF (Y )

(
1− Y 2

) dF (Y )

dY
+

+ k
(
1− Y 2

) d

dY

{(
1− Y 2

) d

dY

[(
1− Y 2

) dF (Y )

dY

]}
= 0 (4.11)

Οι σvυντελεσvτές τής (4.10) για y (w) = F (Y ), δηλαδή οι σvυντελεσvτές τής (4.11), εξαρτώνται

μόνο από το Y , διότι
d
dw και οι υπακόλουθες παράγωγοι αντικαθίσvτανται από

(
1− Y 2

)
d
dY , κλπ.

Γι΄ αυτόν το λόγο αναζητούμε λύσvεις της μορφής

F (Y ) =
N∑
n=0

anY
n

(4.12)

δηλαδή μια πεπερασvμένη σvειρά δυνάμεων του Y που ενσvωματώνει σvολιτονιακά κύματα. Η δια-

δικασvία εξισvορρόπησvης καθορίζει τον βαθμό N της σvειράς. Αντικαθισvτώντας την (4.12) σvτην

(4.11) βλέπουμε ότι οι μεγαλύτερες δυνάμεις του Y εμφανίζονται σvτον δεύτερο όρο της (4.11) με

Y 2N+1
και σvτον τελευταίο όρο της (4.11) με Y N+3

. Εξισvορροπώντας αυτούς τους όρους έχουμε

2N + 1 = N + 3 =⇒ N = 2

Μια λύσvη τελικά μπορεί να προκύψει μέσvω της (4.12) σvτο N = 2. Αντικαθισvτώντας την σvτην

(4.11) έχουμε

F (Y ) = a0 − 2k2Y 2

και

v = a0 − 8k2

Απαιτούμε η λύσvη να μηδενίζεται για w −→∞ =⇒ Y −→ 1, οπότε

F (Y ) = 2k2
(
1− Y 2

)
με

v = 4k2

Επισvτρέφοντας σvτις αρχικές μεταβλητές έχουμε

u (x, t) = ±2k2sech2 (k (x− x0 ∓ vt))
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4.2.2 Για τη διασvτατική μορφή της KdV

Μπορούμε να μετατρέψουμε τη λύσvη (4.1) σvε λύσvη της διασvτατικής εξίσvωσvης KdV (3.49), δηλαδή

της

1

c0
ηt + ηx +

h2

6
ηxxx +

3

2h
ηηx = 0

Εδώ θα θεωρήσvουμε γ > 0 και θα γράψουμε την (3.46), δηλαδή την

2UT +
1

3
Uξξξ + 3UUξ = 0

σvτη μορφή

2U ′T ′ +
1

3
U ′ξ′ξ′ξ′ + 3U ′U ′ξ′ = 0

όπου σvυμβολίζουμε όλες τις μεταβλητές με τόνο. Αλλάζουμε κλίμακα σvτις μεταβλητές καταλλή-

λως, θεωρώντας την ακόλουθη μετατροπή των σvυντεταγμένων

ξ′ = l1ξ, , T ′ = l2T, U ′ = l3U

Τότε η (3.46) γίνεται

2

l2
UT +

1

3l31
Uξξξ + 3

l3
l1
UUξ = 0

Πολλαπλασvιάζοντας με
l1
l3

παίρνουμε

2l1
l2l3

UT +
1

3l21l3
Uξξξ + 3UUξ = 0

Για να περάσvουμε την (3.46) σvε κανονική μορφή (3.72), θέτουμε

2l1
l2l3

=
1

2

και
1

3l21l3
=

1

2

Μια λύσvη είναι (l1, l2, l3) =
(
1, 6, 2

3

)
. Τώρα η σvολιτονιακή λύσvη παίρνει τη μορφή

U ′ (ξ, T ) =
4β2

3
sech2

(
β

(
ξ − 2

3
β2T − x0

))
Τώρα χρησvιμοποιούμε ξ′ = x′ − t′ και T ′ = εt′ για να βρούμε

U ′
(
x′, t′

)
=

4β2

3
sech2

(
β

(
x′ −

(
1 +

2

3
β2ε

)
t′ − x0

))
Η διασvτατική λύσvη χρησvιμοποιεί την παρακάτω αλλαγή μεταβλητών

η = aU ′, x = λxx
′, t =

λx
c0
t′
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Αντικαθισvτώντας σvτη λύσvη, έχουμε

η (x, t) =
4β2a

3
sech2

(
β

(
x

λx
−
(

1 +
2

3
β2ε

)
c0

λx
t− x0

λx

))
Τώρα χρησvιμοπούμε τις σvχέσvεις

a
h = ε, µ = h

λx
και µ2 = ε για να γράψουμε τη διασvτατική λύσvη

της εξίσvωσvης KdV σvτη μορφή

η

h
=

4β2ε

3
sech2

(
β

h

√
ε

(
x−

(
1 +

2

3
β2ε

)
c0t− x0

))
Ας σvημειώσvουμε ότι β και ε είναι και οι δυο αδιάσvτατοι αριθμοί και το ε σvχετίζεται με το μέγεθος

ενός τυπικού κυματικού πλάτους. Θυμίζουμε τις σvχέσvεις a = |ηmax| και c2
0 = gh. Η επιπλέον

ταχύτητα πέρα από την ταχύτητα των μεγάλων κυμάτων είναι
2β2c0ε

3 .

4.3 Αλληλεπιδράσvεις μη γραμμικών, ρηχών κυματικών

σvολιτονίων ωκεανού σvε επίπεδες παραλίες

Τα κύματα του ωκεανού είναι πολύπλοκα και σvυχνά ταραγμένα. Ενώ οι περισvσvότερες αλληλεπι-

δράσvεις των κυμάτων του ωκεανού είναι ουσvιασvτικά γραμμικές, μερικές φορές δύο ή περισvσvότερα

κύματα αλληλεπιδρούν με έναν μη γραμμικό τρόπο. Για παράδειγμα, δύο ή περισvσvότερα κύματα

μπορούν να αλληλεπιδράσvουν και η απόδοσvη των κυμάτων αυτών τελικά να είναι πολύ υψηλότερη

από το άθροισvμα των αρχικών κυματικών υψών τους. Οι περισvσvότερες από τις αλληλεπιδράσvεις

των μη γραμμικών κυμάτων σvε ρηχά νερά μοιάζουν με ένα X ή Y ή δύο σvυνδεδεμένα Y , ενώ

σvε άλλες περιπτώσvεις διάφορες γραμμές εμφανίζονται σvε κάθε πλευρά της περιοχής αλληλεπίδρα-

σvης. Θεωρήθηκε αρχικά ότι αυτές οι μη γραμμικές αλληλεπιδράσvεις είναι σvπάνια γεγονότα. Στην

πραγματικότητα όμως δεν είναι. Εδώ αναφέρουμε ότι οι εν λόγω μη γραμμικές αλληλεπιδράσvεις

σvυμβαίνουν κάθε μέρα, κοντά σvτην άμπωτη, σvε δύο επίπεδες παραλίες που απέχουν περίπου 2.000

χιλιόμετρα. Αυτές οι αλληλεπιδράσvεις είναι σvτενά σvυνδεδεμένες με τις αναλυτικές, σvολιτονικές

λύσvεις από μια πολυδιάσvτατη μη γραμμική κυματική εξίσvωσvη που έχει μελετηθεί ευρέως. Σε μια

πολύ μεγαλύτερη κλίμακα, τα κύματα των τσvουνάμις μπορεί να σvυγχωνευτούν με παρόμοιους

τρόπους.

Η μελέτη των κυμάτων νερού έχει πολλές σvημαντικές εφαρμογές, σvυμπεριλαμβανομένων της

ναυτικής αρχιτεκτονικής, της εξερεύνησvης πετρελαίου και της διάδοσvης των τσvουνάμις. Οι εξι-

σvώσvεις αυτών των κυμάτων είναι έντονα μη γραμμικές και έχουν ελεύθερο σvύνορο σvτο σvημείο

όπου το νερό σvυναντά τον αέρα. Αυτά τα φαινόμενα είναι σvτενά σvυνδεδεμένα με την αναλυτική

λύσvη μιας πολυδιάσvτατης μη γραμμικών κυμάτων εξίσvωσvης που έχει μελετηθεί εκτενώς από το

1970 και αποτελεί μια γενίκευσvη της εξίσvωσvης που μελετήθηκε από τους Korteweg και de Vries

το 1895, η οποία έδωσvε αφορμή για την έννοια των σvολιτονίων.

Παρατηρήθηκαν τρεις τύποι αλληλεπιδράσvεων με μορφή X :

μια αλληλεπίδρασvη με ένα κοντό κορμό,

μια αλληλεπίδρασvη με έναν μακρύ κορμό όπου το ύψος του είναι υψηλότερο από τις εισvερχόμενες
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Σχήμα 4.5: Αλληλεπιδράσvεις σvολιτονίων X και Y τύπου με κοντό κορμό

γραμμές σvολιτονίων,

και μια αλληλεπίδρασvη με έναν μακρύ κορμό όπου το ύψος του είναι χαμηλότερο από την

υψηλότερη εισvερχόμενη γραμμή σvολιτονίου.

Το πλάτος της αλληλεπίδρασvης X-τύπου χαμηλού κορμού μπορεί να είναι αρκετά μεγάλο σvε

βαθύτερα νερά. Είναι ενδιαφέρον ότι το μήκος του κορμού σvυχνά αυξάνει όσvο το βάθος μειώνεται.

Η εξίσvωσvη KP, (3.70)

∂

∂x

(
1

c0
ηt + ηx +

3

2h
ηηx + γηxxx

)
+

1

2
ηyy = 0

που παρήχθη νωρίτερα, είναι μια εξίσvωσvη 2 + 1 διασvτάσvεων, όπου το 2 αναφέρεται σvτο χώρο και

το 1 σvτο χρόνο και αποτελεί μια άμεσvη γενίκευσvη της KdV εξίσvωσvης 1 + 1 διασvτάσvεων. Η KP

διέπει σvτην x κατεύθυνσvη, σvε μέγισvτη ισvορροπία, ασvθενείς μη γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις

ρηχών νερών με ασvθενή διασvπορά σvτην y κατεύθυνσvη. Εδώ, οι δείκτες δηλώνουν τις μερικές

παραγώγους, το η = η (x, y, t) είναι το ύψος του κύματος πάνω από το σvταθερό μέσvο ύψος

h, το g είναι η βαρύτητα, c0 =
√
gh είναι η κυματική ταχύτητα, το γ = h2

6

(
1− 3T̂

)
, όπου

T̂ = T
ρgh2

είναι ένας αδιάσvτατος επιφανειακός σvυντελεσvτής τάσvης, και ρ είναι η πυκνότητα. ΄Οταν

δεν υπάρχει y εξάρτησvη, η εξίσvωσvη απλοποιείται σvτην εξίσvωσvη KdV. Το πρόσvημο του γ είναι

σvημαντικό διότι υπάρχει μεγάλη επιφανειακή τάσvη όταν γ < 0 και η εξίσvωσvη καλείται KPI, ενώ

υπάρχει μικρή επιφανειακή τάσvη όταν γ > 0 και η εξίσvωσvη τότε ονομάζεται KPII. Μπορούμε να

προσvαρμόσvουμε την κλίμακα της (3.70) σvτην αδιάσvτατη μορφή

(u (t) + 6uux + uxxx)x + 3σuyy = 0
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Σχήμα 4.6: Αλληλεπιδράσvεις σvολιτονίων X τύπου με μακρύ κορμό όπου το ύψος του είναι υψη-

λότερο από τις εισvερχόμενες γραμμές σvολιτονίων

Σχήμα 4.7: Αλληλεπιδράσvεις σvολιτονίων X τύπου με μακρύ κορμό όπου το ύψος του είναι χαμη-

λότερο από την υψηλότερη εισvερχόμενη γραμμή σvολιτονίου
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όπως είδαμε πριν (εξίσvωσvη (3.71)), όπου το u σvχετίζεται με το ύψος του κύματος η και σ = ±1

που αντισvτοιχεί σvτο πρόσvημο του γ.

4.3.1 Σολιτονιακή λύσvη για την KPI

Η αδιάσvτατη εξίσvωσvη KPI για κύματα νερού με μεγάλη επιφανειακή τάσvη (3.71) για σ = −1,

δηλαδή η

∂x (ut + 6uux + uxxx)− 3uyy = 0

επιδέχεται την ακόλουθη μη ιδιάζουσvα κινούμενη �lump� σvολιτονιακή λύσvη

u = (x, y, t) = 2∂2
x

[
log (x̂− 2kRŷ)2 + 4k2

I ŷ
2 +

1

4k2
I

]
x̂ = x− 12

(
k2
R + k2

I

)
t− x0

ŷ = y − 12kRt− y0

η οποία φθίνει κατά τον x και y άξονα. Προσvφάτως παρατηρήθηκε ένα μεγάλης επιφανειακής

τάσvης μονοδιάσvτατο σvολιτόνιο που ικανοποιεί την εξίσvωσvη KdV και το οποίο είχε μεγάλη πτώσvη

από το μέσvο ύψος.

Με τον όρο �lumps’ εννοούμε σvολιτονιακές λύσvεις που φθίνουν αλγεβρικά και όχι εκθετικά

όπως οι ‘dromions’, γι΄ αυτό και περιγράφονται ως ‘ασvθενώς τοπικές’. Σημειώνουμε ότι η λύσvη

lump κινείται μόνο κατά τη θετική x διεύθυνσvη.

Αν υπάρχει μια λύσvη για την (3.71) τέτοια ώσvτε u, ux, ut, uxxx −→ 0, καθώς x −→ −∞ τότε

έχουμε

ut + 6uux + uxxx = −3σ

xˆ

−∞

uyydx
′

Συγκεκριμένα, αν u, ux, ut, uxxx −→ 0, καθώς x −→∞ τότε επίσvης έχουμε

∞̂

−∞

uyy (x, y, t) dx = 0

Αν δοθεί μια γενική αρχική σvυνθήκη u (x, y, t = 0) = u0 (x, y) δεν χρειάζεται να ικανοποιείται

αυτός ο περιορισvμός σvτην πρώτη σvτιγμή.

Για την γραμμικοποιημένη εκδοχή της KP εξίσvωσvης, αν η αρχική σvυνθήκη ικανοποιεί

∞̂

−∞

u0 (x, y) dx 6= 0
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εν τούτοις για τη λύσvη ισvχύει

∞̂

−∞

u (x, y, t) dx = 0, ∀t 6= 0

και η εξίσvωσvη
∂u
∂t είναι ασvυνεχής σvτο t = 0.

Μια ακριβής λύσvη για την εξίσvωσvη KPI δίνεται και από τον τύπο Hirota

u (x, y, t) = 2
∂2 lnϕ

∂x2

όπου το ϕ ορίζεται ως εξής

ϕ = det

[(
x− 2ki±y + 12k2

i±t+ γi±
)
· δi, l − j ·

(1− δi, l)
ki± − kl±

]
όπου δi, l είναι το σvύμβολο Kronecker. Εδώ i, l = 1, 2, . . . , N ≡ 2M όπου το M καθορίζει τον

αριθμό των σvολιτονίων. Οι παράμετροι ki± = kiR ± jkiI και γi± = γiR ± jγiI καθορίζουν το

πλάτος (ταχύτητα) και τη φάσvη καθενός σvολιτονίου.

4.3.2 Σολιτονιακές λύσvεις για την KPII και αλληλεπιδράσvεις

Η αδιάσvτατη KPII εξίσvωσvη για κύματα νερού με μικρή επιφανειακή τάσvη (όπως ισvχύει για τα

κύματα του ωκεανού) (3.71) για σ = +1, δηλαδή η

∂x (ut + 6uux + uxxx) + 3uyy = 0

έχει λύσvεις μονοφασvικές, τις οποίες θα ονομάζουμε γραμμές σvολιτονίων, ενώ μας ενδιαφέρουν

ιδιαίτερα οι επιδράσvεις τους. Αυτές οι λύσvεις μπορούν να βρεθούν από τις λεγόμενες άμεσvες

μεθόδους, όπως η Hirota. Ειδικές N -σvολιτονικές λύσvεις της εξίσvωσvης KP μπορεί να γραφτούν

σvτη μορφή

u = uN = 2
∂2FN
∂x2

(4.13)

όπου FN είναι ένα πολυώνυμο με όρους κατάλληλων εκθετικών. Μία N -σvολιτονιακή λύσvη είναι

μία λύσvη u (x, y, t) που έχει το ίδιο σvύνολο N γραμμών σvολιτονιακών λύσvεων και σvτα δύο

ασvυμπτωτικά y −→∞ και y −→ −∞. Οι N -σvολιτονιακές λύσvεις περιλαμβάνουν όλες τις δυνατές

έντονες αλληλεπιδράσvεις μεταξύ των γραμμών σvολιτονίων. Οι γραμμές σvολιτονιακών λύσvεων

φθίνουν εκθετικά σvε όλον τον πεπερασvμένο αριθμό των διευθύνσvεων και είναι μια γενίκευσvη των

N -σvολιτονιακών λύσvεων της KdV εξίσvωσvης, (3.72), που παίρνει τη μορφή

u = 2
d2

dx2
lnF
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Σχήμα 4.8: Plot λύσvης της KPII για την αλληλεπίδρασvη 2-γραμμών σvολιτονίων κυμάτων

όπου F είναι η ορίζουσvα ενός κύριου πίνακα. Η λύσvη (4.13) είναι βολική για την εύρεσvη της

απλούσvτερης λύσvης. Οι τρεις πρώτες είναι

F1 = 1 + exp η1

F2 = 1 + exp η1 + exp η2 + exp (η1 + η2 +A12)

F3 = 1 +
∑

1≤i≤3

exp ηi +
∑

1≤i<j≤3

[exp (ηi + ηj +Aij)] + exp (η1 + η2 + η3 +A12 +A13 +A23)

όπου ηj = kj

[
x+ Pjy −

(
k2
j + 3σP 2

j

)
t
]

+ η
(0)
j , kj , Pj , η

(0)
j είναι σvταθερές και

expAij =
(ki − kj)2 − σ (Pi − Pj)2

(ki + kj)
2 − σ (Pi − Pj)2 , i < j

Για την KPII (όπου σ = +1), τα u1, F1 αντισvτοιχούν σvτο απλούσvτερο 1-γραμμής σvολιτόνιο,

το οποίο είναι ουσvιασvτικά μονοδιάσvτατο. Η πιο ενδιαφέρουσvα περίπτωσvη των u2, F2 αντισvτοιχεί

σvτην αλληλεπίδρασvη 2-γραμμών σvολιτονίων κυμάτων. Αυτές οι αλληλεπιδράσvεις έχουν ξεχωρισvτά

μοτίβα.

΄Οταν expA12 = O (1), παίρνουμε μια αλληλεπίδρασvη X-τύπου με έναν κοντό κορμό.

΄Οταν expA12 >> 1, παίρνουμε μια αλληλεπίδρασvη X-τύπου με έναν μακρύ κορμό, όπου το

ύψος του κορμού είναι υψηλότερο από τις εισvερχόμενες γραμμές σvολιτονίων.

΄Οταν expA12 << 1, παίρνουμε μια αλληλεπίδρασvη X-τύπου με έναν μακρύ κορμό, όπου το

ύψος του κορμού είναι χαμηλότερο από τις υψηλότερες εισvερχόμενες γραμμές σvολιτονίων.

΄Οταν expA12 = 0, παίρνουμε μια αλληλεπίδρασvη Y -τύπου.

΄Οπως αναφέρθηκε προηγουμένως, το μήκος των κορμών φαίνεται να σvυσvχετίζεται με το βάθος

του νερού. Μικροί κορμοί όπου expA12 = O (1), βρίσvκονται σvυνήθως σvε πολύ βαθύτερο νερό από

ό,τι μακρείς κορμοί αλληλεπιδράσvεωνX ή Υ-τύπου κύματος όπου expA12 >> 1 ή expA12 << 1.

Προσvφάτως, νέες και εξωτικές μεμβρανώδεις δομές έχουν βρεθεί για την KP εξίσvωσvη (Ν-μέσvα-

M-έξω) χρησvιμοποιώντας μεθόδους Wronski που υπερβαίνουν το απλούσvτερο ‘δομικό μπλοκ’
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Σχήμα 4.9: Αλληλεπιδράσvεις σvολιτονίων της μορφής 3-μέσvα-2 έξω, όπου υπάρχουν 3 γραμμικά

σvολιτόνια αρισvτερά της περιοχής αλληλεπίδρασvης και 2 δεξιά

λύσvεων των X και Y -τύπου λύσvεων γραμμών σvολιτονίων. Σημειώνουμε επίσvης ότι μια Ν-μέσvα-

M-έξω λύσvη (όπου M<Ν) μπορεί να βρεθεί ξεκινώντας με FN και παίρνοντας ki και Pj έτσvι

ώσvτε expAM,N = . . . = expAN−1, N = 0. Δείχθηκε πρόσvφατα ότι αυτές οι αλληλεπιδράσvεις

γραμμών εξακολουθούν να βρίσvκονται με βάσvη τις διαταραχές της επόμενης τάξης σvτις εξισvώσvεις

για τα κύματα του νερού, ενώ ο κορμός μπορεί να είναι τέσvσvερις φορές τα ύψη των εισvερχομέ-

νων σvολιτονίων γραμμής σvτην εξίσvωσvη KP, είναι λιγότερο από τέσvσvερις φορές το ύψος, όταν

περιλαμβάνονται όροι μεγαλύτερης τάξης.

Η KPII

∂x (ut + 6uux + uxxx) + uyy = 0

μέσvω του μετασvχηματισvμού u (x, t) = u (w), όπου w = x+ ry− ct και από τον κανόνα αλυσvίδας

γράφεται (
−cu′ (w) + 6u (w)u′ (w) + u′′′ (w)

)′
+ u′′ (w) r = 0 =⇒

=⇒
(
−cu′ + 6uu′ + u′′′

)′
+ u′′r = 0

Ολοκληρώνοντας μία φορά έχουμε

−cu′ + 6uu′ + u′′′ + u′r +K = 0
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Ολοκληρώνοντας ξανά παίρνουμε

−cu+ 3u2 + u′′ + ru+Ku+ L = 0

Παίρνοντας K = L = 0, χωρίς βλάβη της γενικότητας, καταλήγουμε σvε μια σvυνήθη διαφορική

εξίσvωσvη

(−c+ r)u+ 3u2 + u′′ = 0 (4.14)

Εξισvορροπώντας το μη γραμμικό όρο u2
με την μεγαλύτερης τάξη παράγωγο u′′ παίρνουμεM = 2,

όπου

u (w) = S (Y ) =
M∑
i=0

aiY
i +

M∑
i=1

biY
−i

δηλαδή

u (x, t) = S (Y ) =
2∑
i=0

aiY
i +

2∑
i=1

biY
−i

(4.15)

Αντικαθισvτώντας την (4.15) σvτην (4.14), σvυγκεντρώνοντας τους σvυντελεσvτές κάθε δύναμης

του Y i
, 0 ≤ i ≤ 8, θέτοντας κάθε σvυντελεσvτή με μηδέν και λύνοντας το αλγεβρικό σvύσvτημα

εξισvώσvεων, βρίσvκουμε a1 = b1 = 0 και τα ακόλουθα σvύνολα εξισvώσvεων

a0 =
c− r2

2
, a2 = −c− r

2

2
, b2 = 0, k =

1

2

√
c− r2, c > r2

a0 = −c− r
2

6
, a2 =

c− r2

2
, b2 = 0, k =

1

2

√
r2 − c, c < r2

a0 =
c− r2

2
, a2 = 0, b2 = −c− r

2

2
, k =

1

2

√
c− r2, c > r2

a0 = −c− r
2

6
, a2 = 0, b2 =

c− r2

2
, k =

1

2

√
r2 − c, c < r2

Αντικαθισvτώντας σvτην (4.15) βρίσvκουμε τελικά τις σvολιτονιακές λύσvεις

u1 (x, y, t) =
c− r2

2
sech2

[
1

2

√
c− r2 (x+ ry − ct)

]
, c > r2

u2 (x, y, t) = −c− r
2

6

(
1− 3 tanh2

[
1

2

√
r2 − c (x+ ry − ct)

])
, c < r2

Οι u1 και u2 είναι η καθεμιά μία ξεχωρισvτή σvολιτονιακή λύσvη.

u3 (x, y, t) = −c− r
2

2
csch2

[
1

2

√
c− r2 (x+ ry − ct)

]
, c > r2

u4 (x, y, t) = −c− r
2

6

(
1− 3 coth2

[
1

2

√
r2 − c (x+ ry − ct)

])
, c < r2

Οι u3 και u4 είναι κινούμενες κυματικές λύσvεις, για τις οποίες παίζει πολύ σvημαντικό ρόλο η
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παράμετρος c. Ως εκ τούτου, παίρνουμε τις ακόλουθες επίπεδες περιοδικές λύσvεις

u5 (x, y, t) =
c− r2

2
sec2

[
1

2

√
r2 − c (x+ ry − ct)

]
, c < r2

u6 (x, y, t) = −c− r
2

6

(
1 + 3 tan2

[
1

2

√
c− r2 (x+ ry − ct)

])
, c > r2

u7 (x, y, t) =
c− r2

2
csc2

[
1

2

√
r2 − c (x+ ry − ct)

]
, c < r2

u8 (x, y, t) = −c− r
2

6

(
1 + 3 cot2

[
1

2

√
c− r2 (x+ ry − ct)

])
, c > r2
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5 Εφαρμογές της θεωρίας ρηχών νερών

5.1 Εισvαγωγή

Θεωρούμε μια επίπεδη λύσvη του αρμονικού κύματος

η = a cos (kx− ωt) , με ω = kcph = k
√
gh0 (5.1)

Η περίοδος των κυμάτων είναι T = 2π
ω = λ√

gh0
, όπου λ είναι το μήκος κύματος. Αλλιώς γράφουμε

T =
λ√
gh0
⇐⇒ 1

λ
=

1

T
√
gh0
⇐⇒ h0

λ
=

h0

T
√
gh0
⇐⇒

⇐⇒ h0

λ
=

1

T

√
h0

g
(5.2)

Τώρα, για ένα παλιρροϊκό κύμα, η περίοδος είναι σvχεδόν μισvή ημέρα, δηλαδή T ∼ 43500 δευτε-

ρόλεπτα. Για βάθος h0 = 3 μέτρα, έχουμε

h0

λ
∼ 10−5

Τότε, οι γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις ρηχών νερών, εξισvώσvεις (3.15) και (3.16), είναι εντελώς

ακριβείς σvε αυτή την περίπτωσvη. Αυτές οι εξισvώσvεις σvυνήθως εφαρμόζονται σvε αξιολογήσvεις

παλιρροϊκών φαινομένων σvε εκβολές ποταμών και λιμάνια, αλλά και σvε παραλίες με ήπια κλίσvη.

5.2 Ενίσvχυσvη των κυμάτων σvε παραλία με ήπια κλίσvη

Μπορούμε να χρησvιμοποιήσvουμε τις γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις ρηχών νερών για να μελε-

τήσvουμε την επίδρασvη της ήπιας κλίσvης μιας παραλίας σvε μικρού εύρους κυμάτα, όπως αυτά

πλησvιάζουν από τον ωκεανό.

΄Εσvτω ότι έχουμε το παρακάτω γράφημα.

Ο βυθός της θάλασvσvας έχει τη μορφή

h0 (x) =

{
x tan a =

(
H∞
L

)
x, για 0 ≤ x ≤ L

H∞, για x ≥ L
(5.3)

όπου η σvταθερά H∞ σvυμβολίζει το βάθος του ωκεανού μετά το σvημείο x = L, οπότε και σvταθε-

ροποιείται. Τότε το x = 0 αντισvτοιχεί σvτη θέσvη της ακτής, όπου το βάθος της θάλασvσvας είναι

μηδέν. Θα υποθέσvουμε μια παραλία με ήπια κλίσvη, δηλαδή H∞ << L =⇒ a −→ 0. Αυτή η
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Σχήμα 5.1: ΄Ηπια κλίσvη της παραλίας

υπόθεσvη είναι πολύ σvημαντική, διότι με αυτό τον τρόπο μπορούμε να γράψουμε

H∞
L

= tan a ∼ a (5.4)

Ο λόγος που σvυμβαίνει αυτό είναι ότι εφαρμόζοντας σvειρά Taylor για την εφαπτομένη έχουμε

tan a = a+
1

3
a3 +

2

15
a5 +

17

315
a7 + . . . , για a2 < 1

Οπότε για a << 1 οι όροι a2k+1
, για k ∈ N, γίνονται αμελητέοι. Εδώ δίνεται και μια γεωμετρική

απόδειξη του ισvχυρισvμού μας.

Δίνοντας μικρό πλάτος κυμάτων, μπορούμε λογικά να περιμένουμε να χρησvιμοποιήσvουμε τη

Σχήμα 5.2: Plot της tanx σvε σvχέσvη με την y = x

Δανάη Καλότυχου 2016

mailto:danae.math@gmail.com


Διπλωματική Εργασία 71

γραμμική κυματική θεωρία ρηχών νερών που αναπτύξαμε προηγουμένως. Ακόμα, εφόσvον θεω-

ρούμε ότι τα κύματα πλησvιάζουν την ακτή, θα εφαρμόσvουμε τις ειδικές περιπτώσvεις που αντισvτοι-

χούν σvε μια σvταθερά πλάτους b, όπως σvτην 1η περίπτωσvη των γραμμικών κυματικών εξισvώσvεων

ρηχών νερών.

Τότε, χρησvιμοποιώντας την εξίσvωσvη (3.20) και εφαρμόζοντας κανόνας αλυσvίδας, βρίσvκουμε

∂2η

∂t2
= gh0

∂2η

∂x2
+ g

∂h0

∂x

∂η

∂x
(5.5)

΄Ομως λόγω της (5.3) και της (5.4), έχουμε ότι h0 (x) ∼ ax. Αντικαθισvτώντας, τότε καταλήγουμε

σvτην

∂2η

∂t2
= gax

∂2η

∂x2
+ ga

∂η

∂x
(5.6)

Τώρα υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα τυχαίο κύμα που προκαλείται από παλίρροιες ή μακρινές κα-

ταιγίδες με σvταθερό πλάτος a.

Για x ≥ L, υποθέτουμε ότι αυτό είναι της μορφής

η = a cos (ωt+ ε) (5.7)

όπου ω, ε είναι σvταθερές.

Για την περιοχή x < L, όπου ο βυθός της θάλασvσvας με αργό ρυθμό ανυψώνεται σvτο επίπεδο

x −→ 0, ας αναζητήσvουμε μια διαχωρίσvιμη λύσvη για τον τύπο

η = H (x) cos (ωt+ ε) (5.8)

ώσvτε το πλάτος του κύματος, H (x), να είναι πλέον μια σvυνάρτησvη του x. Υπενθυμίζουμε, ότι

το x μετρά την απόσvτασvη από την παραλία. Θέλουμε να καθορίσvουμε το πώς αυτή η σvυνάρτησvη

σvυμπεριφέρεται καθώς x −→ 0. Αντικαθισvτώντας την εξίσvωσvη (5.8) σvτην εξίσvωσvη κύματος (5.6)

και παραγωγίζοντας μερικώς, έχουμε

H (x)
∂2 cos (ωt+ ε)

∂t2
= gax cos (ωt+ ε)

∂2H (x)

∂x2
+ ga cos (ωt+ ε)

∂H (x)

∂x
=⇒

−H (x)ω2 cos (ωt+ ε) = gax cos (ωt+ ε)
∂2H (x)

∂x2
+ ga cos (ωt+ ε)

∂H (x)

∂x
=⇒

−H (x)ω2 = gax
∂2H (x)

∂x2
+ ga

∂H (x)

∂x
=⇒

x
∂2H (x)

∂x2
+
∂H (x)

∂x
+
ω2

ga
H (x) = 0 =⇒

x
∂2H

∂x2
+
∂H

∂x
+
ω2

ga
H = 0 (5.9)
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5.3 Η θεωρία των ρηχών νερών μέσvω της εξίσvωσvης Bessel

Η εξίσvωσvη (5.9) για το πλάτοςH (x), είναι μια γραμμική, ομογενής, 2ας τάξης, σvυνήθης διαφορική

εξίσvωσvη με σvυνοριακή σvυνθήκη H (L) = a. Μπορούμε τότε, να απλοποιήσvουμε τη μορφή αυτής

της Σ.Δ.Ε. ορίζοντας μια νέα ανεξάρτητη μεταβλητή, s, τέτοια ώσvτε x ≡ 2s2
. Τότε έχουμε

s =

√
x

2

Και από τον κανόνα αλυσvίδας η (5.9) γίνεται

∂2H

∂s2
+

1

s

∂H

∂s
+

8ω2

ga
H = 0 (5.10)

Η εξίσvωσvη (5.10) είναι μια γραμμική, 2ας τάξης σvυνήθης διαφορική εξίσvωσvη που ανήκει σvτην

κατηγορία των εξισvώσvεων Bessel. Θέτοντας

√
8ω2

ga s = z, έχουμε

∂2H

∂z2
+

1

z

∂H

∂z
+H = 0 (5.11)

Συγκρίνοντας τις εξισvώσvεις
∂2H
∂z2

+ 1
z
∂H
∂z + H = 0 και

d2y
dx2

+ 1
x
dy
dx +

(
1− r2

x2

)
y = 0, δηλαδή τις

(5.11) και (1.2), βλέπουμε ότι η πρώτη είναι η εξίσvωσvη Bessel με τάξη 0, (r = 0).

Για την εξίσvωσvη Bessel 2ου είδους ισvχύει Yr (x) −→ ±∞, καθώς x −→ 0. Εφόσvον ενδιαφε-

ρόμασvτε για κύματα που πλησvιάζουν σvτην παράκτια περιοχή σvτο x −→ 0, τέτοιες σvυναρτήσvεις

είναι αφύσvικες και γι΄ αυτό το λόγο θέτουμε B = 0 σvτη γενική λύσvη (εξίσvωσvη (1.6))

y = yr (x) = AJr (x) +BYr (x)

της εξίσvωσvης Bessel d2y
dx2

+ 1
x
dy
dx +

(
1− r2

x2

)
y = 0, (εξίσvωσvη (1.2)). Ο μαθηματικός τύπος για

την εξίσvωσvη Bessel 1ου είδους είναι μια άπειρη σvειρά δυνάμεων

y = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . .+ anx
n + . . . =

∞∑
n=0

anx
n

(5.12)

όπου τα an είναι αριθμητικοί σvυντελεσvτές οι τιμές των οποίων καθορίζονται από την τάξη r.

Οι σvυγκεκριμένες εκφράσvεις για τα an για τις αυθαίρετες, μη ακέραιες τιμές των r είναι αρκετά

πολύπλοκες, όμως μπορούν να γραφούν αναλυτικά και να αναπαρασvταθούν γραφικά.

΄Οταν το r είναι μη αρνητικός, ακέραιος η σvειρά (5.12) έχει τη μορφή

Jr (x) =
xr

2rr!

[
1− x2

1!22 (r + 1)
+

x4

2!24 (r + 1) (r + 2)
− . . .

]
(5.13)

Τα γραφήματα για τις εξισvώσvεις Bessel 1ου είδους απεικονίζονται σvτην εικόνα 5.3 για τις δοσvμένες

ακέραιες τιμές της τάξης r. Σημειώνουμε ότι για r = 0, J0 (0) = 1, ενώ Jr (0) = 0 για όλες τις

τιμές για r ≥ 1.

Τελικά, σvτο όριο για μεγάλα x, μπορεί να αποδειχθεί ότι για τις εξισvώσvεις Bessel 1ου είδους
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Σχήμα 5.3: Plot της εξίσvωσvης Bessel 1ου είδους

προσvεγγίζονται από

Jr (x) ∼
√

2

πx
cos

(
x− 2r + 1

4
π

)
(5.14)

Η εξίσvωσvη (5.14) υπονοεί ότι μετά από το μέσvο όρο της τριγωνομετρικής σvυνάρτησvης, το πλάτος

των κυμάτων προσvδιορίζεται σvε A ∼ 1
x1/4 , δηλαδή ένα δια την τέταρτη ρίζα της απόσvτασvης από

την ακτή.

Τότε, καθώς το κύμα πλησvιάζει την παραλία, το πλάτος της διατάραξης μεγαλώνει ενώ το

μήκος κύματος μικραίνει. Αυτό μπορεί όντως να παρατηρηθεί σvτα κύματα που πλησvιάζουν την

παραλία, αλλά σvημειώνουμε ότι οι παραδοχές μας μπορεί να καταρρεύσvουν σvε επαρκή μικρά x,

όπου οι επιπτώσvεις της μη γραμμικότητας μπορεί να προκαλέσvουν το σvπάσvιμο των κυμάτων.

Τελικά η κατάλληλη λύσvη για την κυματική εξίσvωσvη (5.9) που αφορά το πλάτος των ρηχών,

γραμμικών κυμάτων που προσvεγγίζουν μια παραλία, όπου το βάθος των νερών αυξάνεται γραμμικά

σvε σvχέσvη με την απόσvτασvη από την ακτή είναι

H (s) = AJ0

(√
8ω2

ga
s

)

όπου η σvταθερά A είναι γνωσvτή από τη σvυνθήκη H = a σvτο x = L. Σημειώνοντας ότι s =
√

x
2 ,

καταλήγουμε σvτο ότι η κυματική σvυμπεριφορά λόγω της (5.8) δίνεται από τον τύπο

η (x, t) = a
J0

(
2ω√
ga

√
x
)

J0

(
2ω√
ga

√
L
) cos (ωt+ ε)

Δανάη Καλότυχου 2016

mailto:danae.math@gmail.com


74 Μη γραμμικές κυματικές εξισώσεις με διασπορά

5.4 Τσvουνάμις

Η προσvέγγισvη των ρηχών νερών με την οποία ξεκινήσvαμε, σvίγουρα ασvτοχεί όταν το πλάτος των

κυμάτων υπερβαίνει ή είναι σvυγκρίσvιμο με το βάθος των πιο βαθέων υδάτων. Τυπικά παραδείγματα

αυτής της επίπτωσvης μπορούμε να δούμε σvτα τσvουνάμις. Στα ιαπωνικά, ‘τσvου’ σvημαίνει λιμάνι

και ‘ναμι’ κύμα. Αυτά σvυνήθως προκαλούνται από διαταράξεις της επιφάνειας των ωκεανών από

υποθαλάσvσvιους σvεισvμούς.

Στον ανοιχτό ωκεανό, τα τσvουνάμις έχουν τεράσvτιο μήκος κύματος με εύρος από 100 έως 400

χιλιόμετρα, το πλάτος τους όμως εκτείνεται μόνο σvε λίγα μέτρα ύψος. Αυτό καθισvτά σvχεδόν

αδύνατο τον εντοπισvμό τους. Καθώς αυτά πλησvιάζουν την ακτή, μολονότι η επίδρασvη της κλίσvης

του πυθμένα εξασvθενεί το μήκος των κυμάτων, παράγεται ένας τοίχος από νερό δεκάδων μέτρων.
1

Το τυπικό βάθος του πυθμένα του ωκεανού έχει εύρος από 1 έως 4 χιλιόμετρα. Προκύπτει

ότι η προσvέγγισvη των γραμμικών, ρηχών νερών είναι πολύ καλή. Υπενθυμίζουμε ότι σvε αυτή την

προσvέγγισvη η ταχύτητα του κύματος είναι

c ≈
√
gH∞

εφόσvον το βάθος του ωκεανού είναι σvταθερό, h0 = H∞ = σvταθερά. Για g = 9.8 msec−2
και

H∞ = 4 km, έχουμε c = 713 km/hour, το οποίο είναι πολύ γρήγορο σvυγκρινόμενο με το τωρινό

παγκόσvμιο ρεκόρ ταχύτητας κυμάτων νερού το οποίο είναι 511 km/hour. Αυτό εξηγεί για ποιο

λόγο ένα τσvουνάμι που προκαλείται από έναν σvεισvμό κοντά σvτην Ιαπωνία, μπορεί να φτάσvει σvτις

δυτικές ακτές της Αμερικής 12 ώρες αργότερα (η απόσvτασvη από το Τόκιο σvτο Λος ΄Αντζελες

είναι 8.800 χιλιόμετρα). Γι΄ αυτούς τους λόγους έχει επενδύσvει η έρευνα σvε μελέτες που αφορούν

τη μορφή των τσvουνάμις και πώς αυτά μπορούν να ανιχνευτούν αμέσvως.

΄Εχουμε δει ότι σvε ένα ιδεαλισvτικό μοντέλο, όπου το βάθος του ωκεανού αυξάνεται γραμμικά

σvε σvχέσvη με την απόσvτασvη από την ακτή που προσvεγγίζεται, το πλάτος των κυμάτων αυξάνεται

σvύμφωνα με την εξίσvωσvη Bessel με τάξη r = 0. Θα θέλαμε να την ποσvοτικοποιήσvουμε αυτή

περισvσvότερο. Γι΄ αυτό θα χρειασvτούμε μια σvχέσvη ανάμεσvα σvτο πλάτος των κυμάτων και το βάθος

του ωκεανού. Αυτή η σvχέσvη που θα καταλήξουμε είναι γνωσvτή ως ο νόμος του Green.

5.5 Ο Νόμος του Green

Ο Νόμος του Green θα μας δώσvει μια σvχέσvη ανάμεσvα σvτο πλάτος του κύματος και το βάθος της

θάλασvσvας. Πιο σvυγκεκριμένα αναφέρει ότι το πλάτος A ενός γραμμικού κύματος ρηχών νερών

αυξάνεται με αντίσvτροφο ρυθμό απ΄ ό,τι το βάθος του ωκεανού, σvύμφωνα με τη σvχέσvη

A ∝ 1

[h0 (x)]
1/4

(5.15)

Αυτή η σvχέσvη ισvχύει για διάφορα h (x), όχι όμως όταν η προσvέγγισvη των ρηχών νερών κόβεται

καθώς το πλάτος γίνεται σvυγκρίσvιμο με το βάθος, δηλαδή όταν A ∼ h.

1
Αυτό ακριβώς σvυνέβη σvτην Ιαπωνία το 2011.
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Τώρα θα αποδείξουμε τον τύπο (5.15). Ο νόμος του Green προκύπτει ως άμεσvη σvυνέπεια

της διατήρησvης ενέργειας που μεταφέρεται από το κύμα. Για ένα κύμα ρηχών νερών, τα ρευσvτά

σvωματίδια δεν κινούνται προς τα εμπρός, αλλά ακολουθούν ελλειπτικά μονοπάτια. Παρ΄ όλα αυτά,

ενέργεια μεταφέρεται από το κύμα. Αυτό ποσvοτικοποιείται από τη ‘ροή ενέργειας’ που ορίζεται

βάσvει της δύναμης σvε σvχέσvη με το κύμα. Γενικά ισvχύει

Ροή Ενέργειας =
΄Εργο

Χρόνος
=

Δύναμη×Απόσvτασvη

Χρόνος
= Δύναμη× Ταχύτητα (5.16)

Για ένα κύμα ισvχύει,

Δύναμη = Πίεσvη×Χωρίο (5.17)

και η περιοχή ή το χωρίο είναι (περίπου)

Χωρίο = Πλάτος Κύματος×Μήκος Κύματος (5.18)

Εφόσvον το εύρος είναι αυθαίρετο, διαιρούμε με το εύρος για να ορίσvουμε την ‘ροή ενέργειας

μοναδιαίου εύρους’

Ερ ≡
Ροή Ενέργειας

Εύρος
(5.19)

Συνοψίζοντας έχουμε

Ερ = pAcgr (5.20)

όπου p δηλώνει την πίεσvη, A είναι το πλάτος του κύματος και η cgr είναι η ομαδική ταχύτητα

ή group velocity, δηλαδή η ταχύτητα με την οποία η ενέργεια μεταφέρεται από το κύμα. Η

πίεσvη καθορίζεται από την κάθετη (y) σvυνισvτώσvα της εξίσvωσvης Euler, τύπος (3.3), η οποία όπως

δείξαμε γίνεται

∂p

∂y
= −gρ

Ολοκληρώνοντας έχουμε p ∼ gρA. Αντικαθισvτώντας σvτην (5.20) έχουμε

Ερ ∼ gρA2cgr

Είδαμε ότι για τα γραμμικά κύματα ρηχών νερών δεν υπάρχει διασvπορά και η ομαδική ταχύτητα

είναι ίσvη με τη φασvική ταχύτητα cph =
√
gH∞. Το ρευσvτό είναι ασvυμπίεσvτο, η πίεσvη είναι σvταθερή

και η διατήρησvη της ενέργειας τότε απαιτεί

A ∝ 1

H
1/4
∞

που είναι ο νόμος του Green.

Αν και το παραπάνω αποτέλεσvμα έχει ως υπόθεσvη σvταθερό πυθμένα σvτη θάλασvσvα, h0 = H∞,

ο νόμος του Green επίσvης εφαρμόζεται όταν το βάθος του ωκεανού μεταβάλλεται, δηλαδή όταν

h0 = h0 (x).

Αν ένα τσvουνάμι σvχηματίζεται σvε έναν ωκεανό βάθους h1 με πλάτος A1, τότε σvε ένα βάθος
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h2, θα έχουμε ένα πλάτος

A2 ∼ A1

(
h1

h2

)1/4

Το σvημείο σvτο οποίο το πλάτος γίνεται σvυγκρίσvιμο με το βάθος όσvο πλησvιάζεται η ακτή A2 ∼ h2

είναι

A2 ∼ A
4/5
1 h

1/5
1

΄Ετσvι ένα τσvουνάμι που σvχηματίζεται με ένα πλάτος 1 μέτρου σvε ένα βάθος 4 χιλιομέτρων κα-

ταλήγει με ένα πλάτος περίπου 5 μέτρων και 5 μέτρα κοντά σvτην ακτή. Από αυτό το σvτάδιο θα

ταξίδευε με ταχύτητα

c ∼
√
gh2 ∼ 7 m/sec ∼ 25 km/h
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6 Η εξίσvωσvη Nonlinear Schrödinger (NLS)

και σvχετικά μοντέλα

6.1 Εισvαγωγή

Η μη γραμμικότητα, η διασvπορά και τα σvυσvτήματα ενεργειακής διατήρησvης γενικά μάς οδηγούν

σvτη μη γραμμική εξίσvωσvη Schrödinger (NLS), η οποία προέρχεται από μια μη γραμμική εξίσvωσvη

Klein-Gordon και την εξίσvωσvη KdV. Αναλόγως της μορφής τής NLS, αυτή θα εσvτιάζει και θα

προκαλεί ‘φωτεινά’ σvολιτόνια είτε θα αφεσvτιάζει και θα προκαλεί ‘σvκοτεινά’ σvολιτόνια. Για το

γραμμικό πρόβλημα της NLS θα αναφέρουμε απλοποιημένα μοντέλα που περιλαμβάνουν γραμμικές

και μη γραμμικές επιδράσvεις.

6.2 Η NLS εξίσvωσvη σvτα ρηχά νερά

6.2.1 Μέσvω της Klein-Gordon (KG)

Το μοντέλο ‘u− 4’ ή η μη γραμμική Klein-Gordon (KG) εξίσvωσvη είναι

utt − uxx + u∓ u3 = 0 (6.1)

Πολλαπλασvιάζοντας την εξίσvωσvη με ut βρίσvκουμε το νόμο διατήρησvης της ενέργειας

ututt − utuxx + utu∓ utu3 = 0 (6.2)

Ισvοδύναμη μορφή της είναι η

∂t

(
u2
t + u2

x + u2 ∓ u4

2

)
− ∂x (2uxut) = 0

Πράγματι, 

∂tu
2
t = 2ututt

∂tu
2
x = 2uxuxt

∂tu
2 = 2uut

∂t
u4

2 = 2u3ut

∂t
u4

2 = 2u3ut

∂x (2uxut) = 2 (uxxut + uxutx) = 2uxxut + 2uxutx
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Τότε έχουμε

2ututt + 2uxuxt + 2uut ∓ 2u3ut − 2uxxut − 2uxutx = 0 =⇒

ututt + uxuxt + uut ∓ u3ut − uxxut − uxutx = 0

Από το Θεώρημα Clairaut έχουμε

uxt = utx

οπότε τελικά ισvχύει η (6.2)

ututt − utuxx + utu∓ utu3 = 0

Ακολουθούμε αυτή τη διαδικασvία διότι επιθυμούμε να ξεχωρίζουμε τις ποσvότητες που διαφορί-

ζουμε ως προς το χρόνο και το χώρο. Ως εκ τούτου για την εξίσvωσvη αυτή ισvχύει η διατήρησvη

πυκνότητας T1 = u2
t + u2

x + u2 ∓ u4

2 .

Σημειώνουμε ότι το δυναμικό είναι ανάλογο με V (u) = u2 ∓ u4

2 . Γι΄ αυτό το λόγο χρησvιμο-

ποιούμε το μοντέλο ‘u− 4’. Υποθέτουμε μια πραγματική λύσvη για την (6.1) με μια ταχεία φάσvη

και αργά μεταβαλλόμενες σvυναρτήσvεις των x και t

u (x, t) = u (θ, X, T ; ε)

X = εx, T = εt, θ = kx− ωt, |ε| << 1

όπου η σvχέσvη διασvποράς για το γραμμικό πρόβλημα σvτην (6.1) είναι ω2 = 1+k2
. Εισvάγοντας τους

ακόλουθους διαφορικούς τελεσvτές είμασvτε έτοιμοι να εφαρμόσvουμε την ασvυμπτωτική ανάλυσvη

που θα μας δώσvει λύσvη σvτην (6.1)

∂t = −ω∂θ + ε∂T

∂x = k∂θ + ε∂X

Αντικαθισvτούμε σvτην (6.1) αυτούς τους διαφορικούς τελεσvτές και έχουμε[
(−ω∂θ + ε∂T )2 − (k∂θ + ε∂X)2

]
u+ u∓ u3 = 0 (6.3)

Τότε σvτην (6.3) αντικαθισvτούμε και την ασvθενή μη γραμμική ασvυμπτωτική έκφρασvη

u = εu0 + ε2u1 + ε3u2 + . . .

και βρίσvκουμε [
(−ω∂θ + ε∂T )2 − (k∂θ + ε∂X)2

] (
εu0 + ε2u1 + . . .

)
+

+
(
εu0 + ε2u1 + . . .

)
∓
(
εu0 + ε2u1 + . . .

)3
= 0⇐⇒

⇐⇒
[(
ω2 − k2

)
∂2
θ − ε (2ω∂θ∂T + 2k∂θ∂X) + ε2

(
∂2
T − ∂2

X

)] (
εu0 + ε2u1 + . . .

)
+

+
(
εu0 + ε2u1 + . . .

)
∓
(
εu0 + ε2u1 + . . .

)3
= 0
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Θα βρούμε τις εξισvώσvεις μέχρι O
(
ε3
)
.

Η εξίσvωσvη ∼ O (ε) είναι

(
ω2 − k2

)
∂2
θu0 + u0 = 0 =⇒ u0 = A exp iθ +A∗ exp (−iθ) =⇒

=⇒ u0 = A exp iθ + c.c.

Η εξίσvωσvη ∼ O
(
ε2
)
είναι

(
ω2 − k2

)
∂2
θu1 + u1 = (2ωiAT + 2kiAX) exp iθ + c.c.

όπου c.c. δηλώνει τον μιγαδικό σvυζυγή. Για να αφαιρέσvουμε τους αιώνιους (secular) όρους

απαιτείται ο σvυντελεσvτής του δεξιού μέλους της O
(
ε2
)
να είναι μηδέν, δηλαδή

2ωiAT + 2kiAX = 0

Αυτό οδηγεί σvε μια εξίσvωσvη A (X, T ), όπου για να πάμε σvε μεγαλύτερη τάξη, την τροποποιούμε

χρησvιμοποιώντας την ασvυμπτωτική επέκτασvη

2i (ωAT + kAX) = εg1 + ε2g2 + . . . (6.4)

Η ποσvότητα A (X, T ) είναι το περίγραμμα του κύματος που μεταβάλλεται αργά. Απορροφούμε

τις ομογενείς λύσvεις σvτην u0 ώσvτε u1 = 0.

Η εξίσvωσvη τάξης O
(
ε3
)
είναι

(
ω2 − k2

)
∂2
θu2 + u2 =

= − (ATT −AXX) exp iθ + c.c.∓ (A exp iθ +A∗ exp (−iθ))3 + g1 exp iθ + c.c.

Προκειμένου να αφαιρέσvουμε τους αιώνιους (secular) όρους, διαγράφουμε τον σvυντελεσvτή του

exp iθ. Δηλαδή θα ισvχύει

g1 = (ATT −AXX)∓ 3A2A∗ (6.5)

όπου A∗ είναι ο μιγαδικός σvυζυγής του A. Συγκρίνοντας τη σvχέσvη (6.5) με την ασvυμπτωτική

έκφρασvη της (6.4) έχουμε

2iω
(
AT + ω′ (k)AX

)
= ε

(
ATT −AXX ∓ 3 |A|2A

)
(6.6)

όπου χρησvιμοποιήσvαμε τη σvχέσvη διασvποράς για να βρούμε ω′ (k) = k
ω και τη γνωσvτή αλγεβρική

ιδιότητα AA∗ = |A|2. Αφότου αφαιρέσvαμε τους secular (αιώνιους) όρους, μπορούμε πλέον να

λύσvουμε την εξίσvωσvη O
(
ε3
)
ως προς u2 και τελικά παίρνουμε

u2 = ∓1

8
A3 exp 3iθ + c.c.

Στην (6.6) μπορούμε να μετασvχηματίσvουμε την εξίσvωσvη ως προς A και έτσvι να φύγει ο όρος ε
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που υποδηλώνει την ομαδική ταχύτητα. Για να σvυμβεί αυτό, αλλάζουμε σvύσvτημα σvυντεταγμένων

και έτσvι κινούμεθα με την ομαδική ταχύτητα ω′ (k) (ονομάζεται και σvχηματισvμός της ομαδικής

ταχύτητας)

ξ = X − ω′ (k)T, τ = εT = ε2t

∂T = −ω′ (k) ∂ξ + ε∂τ , ∂X = ∂ξ

Τώρα χρησvιμοποιούμε την (6.6) για να βρούμε

2iω
(
−ω′Aξ + εAτ + ω′Aξ

)
= ε

((
ω′
)2
Aξξ −Aξξ ∓ 3 |A|2A+O

(
ε2
))

Μπορούμε να απλοποιήσvουμε την εξίσvωσvη χρησvιμοποιώντας τη σvχέσvη διασvποράς

ω′ (k) =
k

ω
(6.7)

ω′′ =
ω − ω′k
ω2

=
1

ω
− kω′

ω2
=

1

ω

[
1−

(
ω′
)2]

(6.8)

και έτσvι έχουμε τη μη γραμμική εξίσvωσvη Schrödinger (NLS) σvε κανονική μορφή

iAτ +
ω′′

2
Aξξ ±

3

2ω
|A|2A = 0 (6.9)

΄Οπως και κατά τη διάρκεια της παραγωγής τής εξίσvωσvης KdV, έτσvι κι εδώ η μικρή παράμετρος ε

έχει εξαφανισvτεί από την υψηλότερης τάξης NLS εξίσvωσvη. Η NLS εξίσvωσvη είναι ένα ασvυμπτωτικό

σvύσvτημα μέγισvτης ισvορροπίας.

Συνδυάζοντας την (6.7) και την (6.8) έχουμε

ω′′ =
ω2 − k2

ω3
=

1

ω3
=⇒ ω′′

ω
> 0

Η σvυμπεριφορά της (6.9) εξαρτάται από το πρόσvημο.

Η NLS με ‘+’ εσvτιάζει και προκαλεί φωτεινά σvολιτόνια. Τα φωτεινά σvολιτόνια έχουν περιορι-

σvμένο σvχήμα και φθίνουν σvτο άπειρο.

Η NLS με ‘−’ αφεσvτιάζει και προκαλεί σvκοτεινά σvολιτόνια. Τα σvκοτεινά σvολιτόνια έχουν ένα

σvταθερό πλάτος σvτο άπειρο.
1

Κατά την παραγωγή τής NLS, μετατρέπουμε το σvύσvτημα σvυντεταγμένων ώσvτε να σvυμπίπτει με

την ομαδική ταχύτητα του κύματος. ΄Ενας εναλλακτικός τύπος, που ονομάζεται επιβραδυνόμενο

πλαίσvιο, είναι

t′ = T − 1

ω′ (k)
X, χ = εX

∂T = ∂t′ , ∂X = − 1

ω′
∂t′ + ε∂χ

1
Οι όροι ‘φωτεινά’ και ‘σvκοτεινά’ σvολιτόνια έχουν υιοθετηθεί από την περιοχή της μη γραμμικής οπτικής.
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Τώρα αντικαθισvτούμε τις πιο πάνω σvχέσvεις σvτην (6.6) για να βρούμε

2iω

(
At′ + ω′

[(
− 1

ω′

)
At′ + εAχ

])
= ε

(
At′t′ −

1

(ω′)2At′t′ ∓ 3 |A|2A
)

Απλοποιούμε τώρα και αυτή την εξίσvωσvη σvε μια μη γραμμική Schrödinger εξίσvωσvη

iAχ +
ω′′

2 (ω′)3At′t′ ±
3

2ωω′
|A|2A = 0 (6.10)

Σημειώνουμε πως σvτην (6.10) η μεταβλητή χ αναφέρεται σvτην εξέλιξη, ενώ η t′ σvτο χώρο.

6.2.2 Μέσvω της KdV

Για μικρά πλάτη, μπορούμε να παράγουμε την NLS από την KdV ασvυμπτωτικά. Γι΄ αυτό το λόγο

πρέπει να επεκτείνουμε τη λύσvη της KdV εξίσvωσvης (3.72)

ut + 6uux + uxxx = 0

μέσvω της ασvθενώς μη γραμμικής ασvυμπτωτικής έκφρασvης

u = εu0 + ε2u1 + ε3u2 + . . .

όπου για ευκολία η υπόθεσvη του μικρού πλάτους δίδεται από την επέκτασvη του u παρά από

την ίδια την εξίσvωσvη. Εφόσvον ο μη γραμμικός όρος uux είναι τετραγωνικός και όχι κυβικός,

η απλοποίησvη της εξίσvωσvης NLS είναι δυσvκολότερη από εκείνη της εξίσvωσvης KG. Σε αυτή την

περίπτωσvη, χρειάζεται να εξαλείψουμε τους αιώνιους όρους (secularity) από μια επιπρόσvθετη

δύναμη του ε, η οποία σvτην προκειμένη περίπτωσvη είναι O
(
ε3
)
. Μια άλλη δυσvκολία εκδηλώνεται

με την ανάγκη να εξετάσvουμε ένα μεσvαίο όρο σvτη λύσvη. Πράγματι, η εξίσvωσvη σvτην υψηλότερη

τάξη είναι

u0, t + u0, xxx = 0

η πραγματική λύσvη της οποίας δίδεται από την

u0 = A (X, T ) exp iθ + c.c.+M (X, T ) (6.11)

όπου T = εt και X = εx είναι οι αργές μεταβλητές, θ = kx− ωt είναι η γρήγορη μεταβλητή, με

σvχέσvη διασvποράς ω = −k3
, και M (T, X) να είναι ένας πραγματικός, αργής μεταβολής, μεσvαίος

όρος, δηλαδή αντισvτοιχεί σvτο σvυντελεσvτή του exp inθ με n = 0. Η ποσvότητα A (X, T ) είναι

αργής μεταβολής περίβλημα της ραγδαίως μεταβαλλόμενης κυματικής σvυμβολής. Στην προκειμένη

περίπτωσvη ο μεσvαίος όρος αντισvτοιχεί σvε O
(
ε3
)
. Σημειώνουμε πως σvτην (6.11) η ‘μιγαδική

σvυζυγία’, c.c., αντισvτοιχεί σvτον πρώτο όρο και όχι σvτο μεσvαίο, που είναι πραγματικής τιμής.

Αντικαθισvτώντας ∂t = −ω∂θ+ε∂T και ∂x = k∂θ+ε∂X σvτην εξίσvωσvη KdV οδηγούμασvτε σvτην

(−ω∂θ + ε∂T )u+ 6u (k∂θ + ε∂X)u+ (k∂θ + ε∂X)3 u = 0
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Χρησvιμοποιώντας την έκφρασvη αυτή σvτη λύσvη

u = εu0 + ε2u1 + ε3u2 + . . .

έχουμε

(−ω∂θ + ε∂T )
(
εu0 + ε2u1 + ε3u2 + . . .

)
+

+6
(
εu0 + ε2u1 + ε3u2 + . . .

)
(k∂θ + ε∂X)

(
εu0 + ε2u1 + ε3u2 + . . .

)
+

+ (k∂θ + ε∂X)3 (εu0 + ε2u1 + ε3u2 + . . .
)

= 0

Ορίζουμε το γραμμικό τελεσvτή

Lu = k3 (uθ + uθθθ)

όπου ω = −k3
. Τότε η υψηλότερης τάξης λύσvη της

Lu0 = 0

δίνεται από την (6.11).

Λαμβάνοντας υπ΄ όψιν μας τη σvχέσvη διασvποράς, η εξίσvωσvη ∼ O
(
ε2
)
είναι

Lu1 = −u0, T − 3k2u0, θθX − 6u0ku0, θ =

= (−AT exp iθ + c.c.)−MT+
(
3k2AX exp iθ + c.c.

)
−6 (A exp iθ + c.c.+M) (Aik exp iθ + c.c.) =⇒

Lu1 =
(
−AT + 3k2AX − 6MAik

)
exp iθ −MT + c.c.− 6

(
A2ik exp 2iθ + c.c.

)
=⇒

Lu1 =
(
−AT − ω′AX − 6iMkA

)
exp iθ + c.c.− 6

(
ikA2 exp 2iθ + c.c.

)
−MT

όπου παραγωγίζοντας τη σvχέσvη διασvποράς χρησvιμοποιήσvαμε ω′ (k) = −3k2
. Προσvπαθούμε να

αποβάλλουμε τους ιδιάζοντες (αιώνιους) όρους που προέρχονται όχι μόνο από τους σvυντελεσvτές

του exp iθ, αλλά και από τους σvυντελεσvτές του exp i0θ(= 1) που αντισvτοιχούν σvτο μεσvαίο όρο.

Τότε σvύμφωνα με τη μεθοδολογία μας, απαιτούμε

AT + ω′AX + 6iMkA = εg1 + ε2g2 + . . . (6.12)

MT = εf1 + ε2f2 + . . . (6.13)

Τότε λύνουμε τη u1 ως εξής

Lu1 = −6
(
ikA2 exp 2iθ + c.c.

)
Θέτουμε u = a exp 2iθ + c.c. το οποίο δίνει a = A2

k2
, τότε

u1 =
A2

k2
exp 2iθ + c.c. = a exp 2iθ + c.c.

Από την (6.13) βλέπουμε ότι M = O (ε).
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Τώρα ελέγχουμε την εξίσvωσvη ∼ O
(
ε3
)

Lu2 + 6 (u0ku1, θ + u0u0, X + u1ku0, θ) + 3k2u1, θθX + 3ku0, θXX + u1T =

= −f1 − (g1 exp iθ + c.c.)

όπου οι όροι f1 και g1 προέρχονται από τις εξισvώσvεις (6.12) και (6.13). Χρησvιμοποιώντας την

(6.11) και το γεγονός ότι M = O (ε), έχουμε για την υψηλότερη τάξη

Lu2 = −6 (A exp iθ + c.c.) (2ika exp 2iθ + c.c.)− 6 (A exp iθ + c.c.) (AX exp iθ + c.c.)−

−6 (a exp 2iθ + c.c.) (ikA exp iθ + c.c.)− 3k2
[
(2i)2 aX exp 2iθ + c.c.

]
−

−3k (iAXX exp iθ + c.c.)− f1 − (g1 exp iθ + c.c.)− (aT exp 2iθ + c.c.)

Πρέπει να αποβάλλουμε τους αιώνιους (secular) όρους του exp iθ και τους μεσvαίους όρους προ-

κειμένου να βρούμε τους όρους f1 και g1. Χρησvιμοποιώντας ότι a = A2

k2
οδηγούμασvτε σvτα εξής

αποτελέσvματα

g1 = −3ikAXX − 6ikaA∗ = −3ikAXX −
6i

k
A2A∗

f1 = −6 (AA∗X + c.c.) = −6
(
|A|2

)
X

όπου A∗, όπως και πριν, είναι ο μιγαδικός σvυζυγής του A. Τότε από τις εξισvώσvεις (6.12) και

(6.13) χρησvιμοποιώντας τα g1 και f1, σvυμπεραίνουμε για την υψηλότερη τάξη ότι

AT + ω′AX + 6iMkA = ε

(
−3ikAXX −

6i

k
A2A∗

)
(6.14)

MT = −6ε
(
|A|2

)
X

(6.15)

΄Ετσvι έχουμε λύσvει το πρόβλημα των αιωνίων (secular) όρων για O
(
ε3
)
. Για να καταλήξουμε

όμως σvτην NLS εξίσvωσvη χρειαζόμασvτε επιπλέον ένα κινούμενο πλαίσvιο αναφοράς, δηλαδή τη

μετατροπή A (X, T ) = A (ξ, τ), όπου οι καινούριες μεταβλητές δίνονται από{
ξ = X − ω′ (k)T

τ = εT
(6.16)

Οι παράγωγοι μετατρέπονται ως εξής{
∂X = ∂ξ

∂T = ε∂τ − ω′∂ξ

και οι (6.14) και (6.15) γίνονται

εAτ + 6iMkA = ε

(
−3ikAξξ −

6i

k
A2A∗

)
(6.17)
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εMτ − ω′Mξ = −6ε
(
|A|2

)
ξ

(6.18)

Η (6.18) μπορεί να απλοποιηθεί χρησvιμοποιώντας το γεγονός ότι M = O (ε) και έτσvι οδηγούμα-

σvτε σvτην

−ω′Mξ = −6ε
(
|A|2

)
ξ

+O
(
ε2
)

όπου η λύσvη υψηλότερης τάξης δίνεται από

M ∼ −2ε |A|2

k2
(6.19)

έχοντας χρησvιμοποιήσvει την πρώτη παράγωγο της σvχέσvης διασvποράς, ω′ = −3k2
, και παραλεί-

ποντας τη σvταθερά ολοκλήρωσvης. Αντικαθισvτώντας λοιπόν, τη λύσvη για το M , (6.19), σvτην

(6.17) έχουμε

Aτ + 3ikAξξ +
6i

k

(
−2 |A|2

)
A+

6i

k
|A|2A = 0

Ως εκ τούτου φτάνουμε σvτην ακόλουθη NLS εξίσvωσvη αφεσvτίασvτης

iAτ − 3kAξξ +
6

k
|A|2A = 0

Χρησvιμοποιώντας τη δεύτερη παράγωγο της σvχέσvης διασvποράς, ω′′ = −6k οδηγούμασvτε σvτην

κανονική (ή γενική) μορφή της NLS εξίσvωσvης

iAτ +
ω′′ (k)

2
Aξξ +

6

k
|A|2A = 0

6.2.3 Μέσvω ενός ansatz από την KdV

Μια εναλλακτική, πιο άμεσvη, και ίσvως πιο γρήγορη μέθοδο παραγωγής της εξίσvωσvης NLS από

την εξίσvωσvη KdV θα περιγράψουμε παρακάτω, η οποία αποτελείται από μια υπόθεσvη ή ansatz

που σvυνήθως αναφέρεται ως η ‘οιονεί μονοχρωματική’ υπόθεσvη. Αυτή η μέθοδος μπορεί επίσvης

να χρησvιμοποιηθεί και για το μοντέλο Klein-Gordon.

u0 = ε [A (T, X) exp iθ + c.c.+M (X, T )] + ε2 (a exp 2iθ + c.c.) + . . .

δηλαδή, προσvθέτουμε το δεύτερο αρμονικό όρο ∼ O
(
ε2
)
σvτην υπόθεσvη που έχει έναν θεμελιώδη

και έναν μεσvαίο όρο.

Οι όροι της KdV δίνονται αντίσvτοιχα από

ut = ε
[(
Aik3 + εAT

)
exp iθ + c.c.+ εMT

]
+ ε2

[(
2ik3a+ εaT

)
exp 2iθ + c.c.

]
+ . . .

6uux = 6ε [(A exp iθ + c.c.+M) + ε (a exp 2iθ + c.c.)] ε·

· [((ikA+ εAX) exp iθ + c.c.) + εMX + ε ((2ika+ εaX) exp 2iθ + c.c.)] + . . .
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και

uxxx = ε
{[

(ik + ε∂X)3A
]

exp iθ + c.c.+ ε3MXXX + ε2
[
(2ik + ε∂X)3 a exp 2iθ + c.c.

]}
+ . . .

Τότε θέτουμε τους σvυντελεσvτές του exp iθ και των μεσvαίων όρων ίσvους με μηδέν. Οι εναπο-

μείναντες όροι είναι οι σvυντελεσvτές του exp 2iθ, τους οποίους επίσvης θέτουμε ίσvους με μηδέν

(κινούμασvτε ομοίως και αν προσvθέσvουμε όρους exp inθ σvε μεγαλύτερη τάξη)

ε2
(
2ik3a+ 6ikA2 − 8ik3a

)
= 0

Αυτή η εξίσvωσvη υπονοεί ότι a = A2

k2
. Αφαιρώντας τους ιδιάζοντες μεσvαίους όρους έχουμε

MT + 6ε
(
|A|2

)
X

+ 6εMMX = 0

Τότε παρατηρούμε ότιM = O (ε), από το οποίο προκύπτει ότι για την υψηλότερη τάξη η εξίσvωσvη

για το M είναι

MT + 6ε
(
|A|2

)
X
∼ 0

Με την αλλαγή μεταβλητών όπως σvτην (6.16), αφότου ολοκληρώσvουμε και παραλείψουμε τη

σvταθερά ολοκλήρωσvης, βρίσvκουμε

M ∼ −2ε |A|2

k2

΄Επειτα αφαιρώντας τους ιδιάζοντες (αιώνιους) όρους exp iθ, οδηγούμασvτε σvτην

ε2
(
AT − 3k2AX + 6ikMA

)
+

+ε3
(
3ikAXX + 12ikaA2A∗ − 6ikaA2A∗ + 6MAX

)
= 0

Εδώ, το 6MAX είναι αμελητέο, καθώς είναι μικρότερο από τους υπόλοιπους όρους λόγω του ότι

ισvχύει M = O (ε). Αντικαθισvτώντας τη λύσvη για το M φτάνουμε σvτην εξίσvωσvη

AT − 3k2AX −
12iε |A|2

k
A+ ε

(
3ikAXX +

6i

k
|A|2A

)
= 0

Τελικά, μετατρέποντας τις σvυντεταγμένες σvε κινούμενο πλαίσvιο αναφοράς όπως σvτην (6.16) έ-

χουμε

Aτ + 3ikAξξ −
6i

k
|A|2A = 0

Χρησvιμοποιώντας τη δεύτερη παράγωγο της σvχέσvης διασvποράς, ω′′ = (−3k)′ = −6k οδηγούμα-

σvτε σvτην κανονική (ή γενική) μορφή της NLS εξίσvωσvης

iAτ +
ω′′ (k)

2
Aξξ +

6

k
|A|2A = 0

Με τα σvυγκεκριμένα πρόσvημα, δηλαδή το γινόμενο των μη γραμμικών και με διασvπορά σvυντελε-

σvτών, η παραπάνω εξίσvωσvη NLS είναι τύπου αφεσvτίασvης.
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6.3 Μοντέλα για το γραμμικό πρόβλημα της NLS

Είναι αξιοσvημείωτο ότι σvτην παραγωγή της NLS εξίσvωσvης από τις KG και KdV εξισvώσvεις, οι

γραμμικοί όροι σvτην NLS εξίσvωσvη είναι

iAτ +
ω′′ (k)

2
Aξξ

Ο σvυντελεσvτής
ω′′(k)

2 δεν είναι τυχαίος. Προκύπτει πάντα, διότι κατά την παραγωγή εκδηλώνεται

μια εγγενής ιδιότητα σvτην προσvέγγισvη της αργής μεταβολής του πλάτους ενός σvταθερού σvυντελε-

σvτή τής γραμμικοποιημένης με διασvπορά εξίσvωσvης, σvτο σvύσvτημα κινούμενου πλαισvίου αναφοράς.

Πιο σvυγκεκριμένα, έχουμε τη γραμμική KdV εξίσvωσvη

At = −Axxx

όπου η σvχέσvη διασvποράς είναι ω (k) = −k3
. Μπορούμε να λύσvουμε αυτή την εξίσvωσvη (χρησvιμο-

ποιώντας μετασvχηματισvμούς Fourier), ψάχνοντας για κυματικές λύσvεις της μορφής

A (x, t) = Ã (X, T ) exp [i (kx− ωt)] + c.c.

Η υπόθεσvη αργής μεταβολής του πλάτους αντισvτοιχεί σvε μια υπέρθεσvη κυμάτων της μορφής

Ã (X, T ) = A0 exp [i (εkx− εΩt)] = A0 exp [i (KX − ΩT )] , A0 = σvταθερά

Αυτή δίνει

A (x, t) = A0 exp [i (kx+ εKx− ωt− εΩt)] + c.c.

Θέτοντας όπου X = εx και T = εt έχουμε

A (x, t) = A0 exp [i (kx+KX − ωt− ΩT )] + c.c.

Οι ποσvότητεςK και Ω αναφέρονται σvυχνά ως πλευρικής ζώνης κυματικός αριθμός και σvυχνότητα,

αντισvτοίχως, διότι αντισvτοιχούν σvε μια μικρή απόκλισvη από τον κεντρικό κυματικό αριθμό k και

την κεντρική σvυχνότητα ω. Οι αποκλίσvεις αυτές από τη σvκοπιά των τελεσvτών είναι

Ω←→ i∂T K ←→ −i∂X

Τότε

ωtot ∼ ω + εΩ −→ ω + iε∂T

ktot ∼ k + εK −→ k − iε∂X

Μπορούμε να επεκτείνουμε το ω (k) σvε σvειρά Taylor γύρω από τον κεντρικό κυματικό αριθμό ως

εξής

ωtot (k + εK) ∼ ω (k) + εKω′ + ε2K2ω
′′

2
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Τότε χρησvιμοποιώντας τον τελεσvτή K = −i∂X έχουμε

ωtot (k − iε∂X) ∼ ω (k)− iεω′∂X + ε2ω
′′

2
∂XX

Εναλλακτικά, αν χρησvιμοποιήσvουμε τον τελεσvτή Ω = i∂T θα έχουμε

ωtot (k)A = (ω + εΩ)A ∼ [ω (k) + iε∂T ]A ∼
(
ω (k)− iεω′∂X + ε2ω

′′

2
∂2
XX

)
A

Τότε για την υψηλότερη τάξη

iε
(
AT + ω′AX

)
+ ε2ω

′′

2
AXX = 0 (6.20)

και σvτο κινούμενο πλαίσvιο αναφοράς (‘απόκλισvη κυμάτων νερού’)

ξ = X − ω′ (k)T, τ = ωT

η εξίσvωσvη μετασvχηματίζεται σvε

ε2

(
iAτ +

ω′′

2
Aξξ

)
= 0

η οποία είναι η γραμμική εξίσvωσvη Schrödinger με έναν κανονικό σvυντελεσvτή
ω′′(k)

2 .

Αν όμως οι σvυντεταγμένες μετασvχηματίζονται σvε ‘οπτικές αποκλίσvεις’ χρησvιμοποιώντας το

‘επιβραδυνόμενο’ πλαίσvιο, δηλαδή χ = εX και t′ = T − X
ω′ , τότε η εξίσvωσvη (6.20) γίνεται

iε

(
At′ + ω′

(
− 1

ω
At′ + εAχ

))
+
ω′′

2
ε2 1

(ω′)2At′t′ = 0

η οποία απλοποιείται σvε

iAχ +
ω′′

2 (ω′)3At′t′ = 0 (6.21)

δηλαδή, η ‘οπτική απόκλισvη’ της γραμμικής εξίσvωσvης Schrödinger έχει έναν κανονικό σvυντελεσvτή

ω′′

2(ω′)3
μπροσvτά από τον όρο διασvποράς. Η αλλαγή των σvυντεταγμένων από

ξ = x− ω′ (k)T, T = εt

σvε

t′ = T − x

ω′
, χ = εx

επίσvης αντανακλά σvτους όρους της σvχέσvης διασvποράς. Για λόγους σvυμβολισvμού αντί για ω =

ω (k), θεωρούμε k = k (ω). Τότε από τον κανόνα αλυσvίδας έχουμε

d2k

dω2
=

d

dω

dk

dω
=
dk

dω

d

dk

(
1

dω/dk

)
= − 1

ω′3
d2ω

dk2
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οπότε η (6.21) γράφεται ως εξής

iAχ −
k′′

2
At′t′ = 0

Υποθέτουμε τώρα, ότι θεωρούμε περισvσvότερο γενικά σvυντηρητικά μη γραμμικά κυματικά προ-

βλήματα με υψηλή τετραγωνική ή κυβική μη γραμμικότητα. Μία ανάλυσvη πολλαπλών κλιμάκων

(multiple-scales), ή ανάλυσvη σvυχνότητας-μετατόπισvης Stokes-Poincare δείχνει, παραλείποντας

όρους διασvποράς, μια κυματική λύσvη της μορφής

u (x, t) = εA (τ) exp [i (kx− ωt)] + c.c.

με τ = εt έχουμε ότι το A (τ) ικανοποιεί

i
∂A

∂τ
+ n |A|2A = 0

Ο σvταθερός σvυντελεσvτής n εξαρτάται από την καθεμία εξίσvωσvη. Τοποθετώντας μαζί τις γραμ-

μικές και τις μη γραμμικές επιδράσvεις καταλήγουμε σvε μια εξίσvωσvη NLS της μορφής

i
∂A

∂τ
+
ω′′

2

∂2A

∂ξ2
+ n |A|2A = 0

που θεωρείται ‘φυσvική’. Πράγματι, η εξίσvωσvη NLS μπορεί να θεωρηθεί ως μια ‘οικουμενική’ εξί-

σvωσvη καθώς διέπει γενικά την αργά μεταβαλλόμενη περιβάλλουσvα ενός μονοχρωματικού σvυρμού

κύματος.
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7 Θεωρία βαθέων υδάτων

7.1 Εισvαγωγή

Θα μελετήσvουμε την παραγωγή της εξίσvωσvης NLS από τις εξισvώσvεις Euler-Bernoulli σvτο όριο

του άπειρου βάθους (1 + 1) διασvτάσvεων κυμάτων νερού, δηλαδή

ϕxx + ϕzz = 0, −∞ < z < εη (x, t) (7.1)

ϕz = 0, z −→ −∞ (7.2)

ϕt +
ε

2

(
ϕ2
x + ϕ2

z

)
+ gη = 0, z = εη (7.3)

ηt + εηxϕx = ϕz, z = εη (7.4)

Το μοντέλο αυτό παρουσvιάζει μεγάλες διαφορές σvε σvχέσvη με αυτό των ρηχών νερών σvτις (3.26)-

(3.29). Οι εξισvώσvεις (7.1) και (7.2) ορίζονται για z −→ −∞, εν αντιθέσvει με την (3.27) που

ορίζεται για z −→ −1. Επιπλέον, η παράμετρος µ = h
λx

, σvτα κύματα ρηχών νερών είναι πολύ

μικρή, ενώ σvτην περίπτωσvη αυτή δεν είναι. Συγκεκριμένα, παίρνοντας εδώ h −→ ∞ θα υπο-

νοούσvαμε µ −→ ∞, το οποίο όμως δεν είναι κατάλληλο όριο και έτσvι δε χρησvιμοποιούμε την

παράμετρο µ ούτε την προηγούμενη αδιάσvτατη αλλαγή κλίμακας. Χρησvιμοποιούμε τις (7.1)-(7.4)

σvε διασvτατική μορφή και υποθέτουμε ότι οι μη γραμμικοί όροι είναι μικροί.

Είδαμε νωρίτερα ότι το γραμμικό μοντέλο καταλήγει πάντα σvτην ίδια γραμμική εξίσvωσvη Schrödinger.

Εφόσvον τα κύματα νερού έχουν τετραγωνική μη γραμμικότητα, για το μη γραμμικό μοντέλο α-

ναμένουμε ότι η εξίσvωσvη NLS θα έχει τη μορφή

iAτ +
ω′′

2
Aξξ + n |A|2A = 0 (7.5)

όπου n είναι ένας σvυντελεσvτής που αναζητούμε, ο οποίος ενδέχεται να εξαρτάται από το ω (k)

και τις παραγώγους του. Στόχος μας είναι να αποκτήσvουμε τους μη γραμμικούς σvυντελεσvτές

διασvποράς. Ο όρος διασvποράς είναι κανονικός, άρα θα βρούμε πρώτα τη μετατόπισvη σvυχνότητας

Stokes, δηλαδή τον σvυντελεσvτή n της (7.5).

7.2 Μετατόπισvης σvυχνότητας

Οι (7.3) και (7.4) ορίζονται σvτην ελεύθερη επιφάνεια. Θα προσvεγγίσvουμε τις σvυνοριακές σvυνθή-

κες μέσvω του αναπτύγματος Taylor του z = εη γύρω από το σvταθερό όριο, δηλαδή τη σvυγκεκρι-
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μένη ελεύθερη επιφάνεια, όπου είναι z = 0. Τότε έχουμε

ϕt (t, x, εη) = ϕt (t, x, 0) + εηϕtz (t, x, 0) +
1

2
(εη)2 ϕtzz (t, x, 0) + . . .

ϕx (t, x, εη) = ϕx (t, x, 0) + εηϕxz (t, x, 0) +
1

2
(εη)2 ϕxzz (t, x, 0) + . . .

ϕz (t, x, εη) = ϕz (t, x, 0) + εηϕzz (t, x, 0) +
1

2
(εη)2 ϕzzz (t, x, 0) + . . .

Χρησvιμοποιώντας πολλαπλές κλίμακες (multiple scales) σvε μεταβλητό χρόνο και ορίζοντας T =

εt, γράφουμε ξανά τις (7.3) και (7.4) σvε όρους O
(
ε2
)
ως εξής[

ϕt + εηϕtz +
1

2
(εη)2 ϕtzz + ε (ϕT + εηϕTz) + . . .

]
+

+
ε

2

(
ϕ2
x + ϕ2

z + 2εηϕxϕxz + 2εηϕzϕzz + . . .
)

+ gη = 0 (7.6)

και

ηt + εηT + εηx (ϕx + εηϕxz) + . . . = ϕz + εηϕzz +
1

2
(εη)2 ϕzzz + . . . (7.7)

όπου όλες οι σvυναρτήσvεις σvτις (7.6) και (7.7) μελετώνται σvτο z = 0 για όλα τα x.

΄Επειτα επεκτείνουμε ασvυμπτωτικά το ϕ και το η ως εξής

ϕ = ϕ(0) + εϕ(1) + ε2ϕ(2) + . . .

η = η(0) + εη(1) + ε2η(2) + . . .

αντικαθισvτούμε τις επεκτάσvεις αυτές σvτις εξισvώσvεις και μετά μελετάμε τις αντίσvτοιχες εξισvώσvεις

O
(
ε0
)
, O

(
ε1
)
και O

(
ε2
)
.

Υψηλότερης Τάξης, O
(
ε0
)

Από την (7.1) παίρνουμε

ϕ(j)
xx + ϕ(j)

zz = 0

δηλαδή, πρόκειται για την εξίσvωσvη Laplace η οποία ισvχύει για όλες τις τάξεις του ε. Επίσvης

παίρνουμε και τη σvυνοριακή σvυνθήκη

lim
z→−∞

ϕ(j)
z = 0

η οποία είναι και αυτή αληθής για κάθε τάξη του ε. Η λύσvη δίνεται από

ϕ(j) ∼
∑
m

A(j)
m (T ) exp (imθ +m |k| z) + c.c. (7.8)

όπου θ = kx − ωt και το άθροισvμα μεταφέρεται για m = 0, 1, 2, 3, . . .. Αποδεικνύεται ότι ο

μεσvαίος όρος m = 0 είναι χαμηλής τάξης. Η επιλογή των +m |k| z σvτον εκθέτη διαβεβαιώνει ότι

η λύσvη φθίνει όσvο το z πλησvιάζει σvτο −∞. Κρατώντας όρους μέχρι O
(
ε2
)
σvτις (7.6) και (7.7)
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για z = 0 οδηγούμασvτε σvτις[(
ϕ

(0)
t + εϕ

(1)
t + ε2ϕ

(2)
t

)
+ ε

(
η(0) + εη(1)

)(
ϕ

(0)
tz + εϕ

(1)
tz

)
+

1

2
ε2η(0)2ϕ

(0)
tzz

]
+

+ε
(
ϕ

(0)
T + εϕ

(1)
T + εη(0)ϕ

(0)
Tz

)
+

1

2
ε

[(
ϕ(0)
x + εϕ(1)

x

)2
+ 2εη(0)ϕ(0)

x ϕ(0)
xz

]
+

+
1

2
ε

[(
ϕ(0)
z + εϕ(1)

z

)2
+ 2εη(0)ϕ(0)

z ϕ(0)
zz

]
+ g

(
η(0) + εη(1) + ε2η(2)

)
= 0

και (
η

(0)
t + εη

(1)
t + ε2η

(2)
t

)
+

+ε
(
η

(0)
T + εη

(1)
T

)
ε
(
η(0)
x + εη(1)

x

)(
ϕ(0)
x + εϕ(1)

x

)
+

+ε2η(0)η(0)
x ϕ(0)

xz =

= ϕ(0)
z + εϕ(1)

z + ε2ϕ(2)
z +

+ε
(
η(0) + εη(1)

)(
ϕ(0)
zz + εϕ(1)

zz

)
+

1

2
ε2η(0)2ϕ(0)

zzz

Για O
(
ε0
)
έχουμε

ϕ
(0)
t + gη(0) = 0 (7.9)

η
(0)
t − ϕ(0)

z = 0 (7.10)

΄Οπως προκύπτει από την (7.8), υποθέτοντας μόνο μια αρμονική σvτην υψηλότερη τάξη (θ =

kx− ωt)
ϕ(0) ∼ A1 (T ) exp (iθ + |k| z) + c.c.

και

η(0) ∼ N1 (T ) exp iθ + c.c.

και από τις (7.9) και (7.10) έχουμε το σvύσvτημα{
−iωA1 + gN1 = 0

−iωN1 = |k|A1

(7.11)

Πρόκειται για ένα γραμμικό σvύσvτημα των A1 και N1 που γράφεται και σvε μορφή πίνακα ως εξής(
−iω g

− |k| −iω

)(
A1

N1

)
=

(
0

0

)

Η λύσvη αυτού του γραμμικού ομογενούς σvυσvτήματος θα είναι μοναδική αν και μόνο αν η ορίζουσvά

του είναι μηδέν το οποίο μάς οδηγεί σvτη σvχέσvη διασvποράς

ω2 (k) = g |k| (7.12)
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Σημειώνουμε ότι τη σvχέσvη διασvποράς μπορούμε να τη δούμε σvαν ένα τυπικό όριο καθώς h −→∞
από την πιο γενική σvχέσvη διασvποράς (σvε οποιοδήποτε βάθος νερού)

ω2 (k) = gk tanh (kh)

εφόσvον tanh (x) −→ sgn (x) καθώς x −→∞ και |k| = k · sgn (k).

Πρώτης τάξης, O
(
ε1
)

Η O (ε) εξίσvωσvη που αντισvτοιχεί σvτο σvύσvτημα (7.9), (7.10) έχει ως εξής

ϕ
(1)
t + gη(1) = −

(
η(0)ϕ

(0)
tz + ϕ

(0)
T

)
− 1

2

(
ϕ(0)2
x + ϕ(0)2

z

)
(7.13)

η
(1)
t − ϕ(1)

z = −η(0)
x ϕ(0)

x − η
(0)
T + η(0)ϕ(0)

zz (7.14)

Από την (7.11) έχουμε

A1 = − ig
ω
N1

Χρησvιμοποιώντας αυτή τη σvχέσvη και αντικαθισvτώντας τη λύσvη που βρήκαμε για τα ϕ(0)
και η(0)

σvτις (7.13) και (7.14) οδηγούμασvτε σvτις

ϕ
(1)
t + gη(1) = g |k|N2

1 exp 2iθ −A1, T exp iθ + c.c. (7.15)

η
(1)
t − ϕ(1)

z = −2ig

ω
k2N2

1 exp 2iθ −N1, T exp iθ + c.c. (7.16)

Αφαιρώντας τους αιώνιους (secular) όρους exp iθ απαιτείται να θέσvουμε A1,, T = N1, T = 0 σvε

αυτή την τάξη. ΄Ομως κάνουμε ασvυμπτωτική επέκτασvη των A1,, T και N1,, T ως εξής

A1,, T = εf1 + ε2f2 + . . .

N1,, T = εg1 + ε2g2 + . . .

και σvτην περίπτωσvη αυτή οι εναπομείναντες όροι σvτην εξίσvωσvη μας οδηγούν σvε μια λύσvη της

μορφής

ϕ(1) = A2 exp (2iθ + 2 |k| z) + c.c.

και

η(1) = N2 exp 2iθ + c.c.

Αντικαθισvτώντας αυτή την υπόθεσvη ή ansatz σvτις (7.15) και (7.16) παίρνουμε το σvύσvτημα

−2iωA2 + gN2 = g |k|N2
1

−2iωN2 − 2 |k|A2 = −2ig

ω
k2N2

1

Πλέον έχουμε ένα μη ομογενές γραμμικό σvύσvτημα για τα A2 και N2. Λόγω της (7.12) η λύσvη

είναι μοναδική, εφόσvον η ορίζουσvά του είναι διάφορη του μηδενός. Χρησvιμοποιώντας τη σvχέσvη
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διασvποράς, η λύσvη είναι

A2 = 0

και

N2 = |k|N2
1

Επομένως

ϕ(1) = 0

και

η(1) = |k|N2
1 exp 2iθ + c.c.

Δεύτερης τάξης, O
(
ε2
)

Η εξίσvωσvη ∼ O
(
ε2
)
που αντισvτοιχεί σvτο σvύσvτημα (7.6), (7.7) έχει ως εξής

ϕ
(2)
t + gη(2) = −η(1)ϕ

(0)
tz − η(0)ϕ

(1)
tz −

1

2
η(0)2ϕ

(0)
tzz − (f1 exp iθ + c.c.)−

−
(
ϕ(0)
x ϕ(1)

x + η(0)ϕ(0)
x ϕ(0)

xz + ϕ(0)
z ϕ(1)

z + η(0)ϕ(0)
z ϕ(0)

zz

)
− ϕ(1)

T − η
(0)ϕ

(0)
Tz

η
(2)
t − ϕ(2)

z = −
(
η(0)
x ϕ(1)

x + η(1)
x ϕ(0)

x + η(0)η(0)
x ϕ(0)

xz

)
+

+η(0)ϕ(1)
zz + η(1)ϕ(1)

zz +
1

2
η(0)2ϕ(0)

zzz − (g1 exp iθ + c.c.)− η(1)
T

Αντικαθισvτώντας ϕ(1) = 0 και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν τους υπόλοιπους όρους f1 και g1 μετά την

αφαίρεσvη των αιωνίων (secular) όρων, καταλήγουμε σvτο σvύσvτημα

ϕ
(2)
t + gη(2) = −η(1)ϕ

(0)
tz −

1

2
η(0)2ϕ

(0)
tzz − (f1 exp iθ + c.c.)−

−η(0)ϕ(0)
x ϕ(0)

xz − η(0)ϕ(0)
z ϕ(0)

zz − η(0)ϕ
(0)
Tz

η
(2)
t − ϕ(2)

z = −η(1)
x ϕ(0)

x − η(0)η(0)
x ϕ(0)

xz +

+
1

2
η(0)2ϕ(0)

zzz − (g1 exp iθ + c.c.)− η(1)
T

Αφαιρούμε τους αιώνιους (secular) όρους και λύνουμε τις εναπομείνασvες εξισvώσvεις. Προς τούτο,

αντικαθισvτούμε τις ακόλουθες λύσvεις
ϕ(0) = A1 exp (iθ + |k| z) + c.c.

η(0) = N1 exp iθ + c.c.

η(1) = |k|2N2
1 exp i2θ + c.c.

ϕ(1) = 0

(7.17)

και τελικά έχουμε

ϕ
(2)
t + gη(2) = (C1 exp iθ + c.c.) + (C2 exp 2iθ + c.c.) + (C3 exp 3iθ + c.c.) + C0
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η
(2)
t − ϕ(2)

z = (D1 exp iθ + c.c.) + (D2 exp 2iθ + c.c.) + (D3 exp 3iθ + c.c.)

όπου οι σvυντελεσvτές C1, C2, C3, C0, D1, D2, D3 εξαρτώνται από A1, N1, k και ω. Για να

αφαιρέσvουμε τους αιώνιους (secular) όρους απαιτούμε οι σvυντελεσvτές του exp (±iθ) να είναι

μηδέν. Δηλαδή, ψάχνουμε λύσvη της μορφής

ϕ(2) =
[
A

(2)
1 exp (iθ + |k| z) +A

(2)
2 exp (2iθ + |k| z) +A3 exp (3iθ + |k| z) + c.c.

]
+A0

η(2) =
(
N

(2)
1 exp iθ +N

(2)
2 exp 2iθ +N3 exp 3iθ + c.c.

)
+N0

και χρησvιμοποιούμε τη μέθοδο απροσvδιορίσvτων σvυντελεσvτών. Θέτουμε, λοιπόν, f1 = A1,τ και

g1 = N1,τ , όπου τ = εT = ε2t. Τότε, χρησvιμοποιώντας τις λύσvεις (7.17) και αφαιρώντας τους

σvυντελεσvτές του exp (±iθ), βρίσvκουμε το σvύσvτημα

− iωA(2)
1 + gN

(2)
1 = −3

2
gk2 |N1|2N1 −A1,τ (7.18)

− iωN (2)
1 − |k|A(2)

1 = −5i

2
ωk2 |N1|2N1 −N1,τ (7.19)

Χρησvιμοποιώντας την (7.18) σvτην (7.19) φτάνουμε σvτις

A
(2)
1 =

g

iω
N

(2)
1 +

3

2iω
gk2 |N1|2N1 +

1

iω
A1,τ

και

−iωN (2)
1 − g |k|

iω
N

(2)
1 =

3

2iω
|k| k2 |N1|2N1 +

|k|
iω
A1,τ −

5i

2
ωk2 |N1|2N1 −N1,τ

Θέτοντας A1 = − ig
ωN1 και ω2 = g |k|οδηγούμασvτε σvτην

−2N1,τ − 4iωk2 |N1|2N1 = 0 =⇒ N1,τ = −2iωk2 |N1|2N1

Γι΄ αυτή τη μορφή εξίσvωσvης ισvχύει

|N1|2 (τ) = |N1|2 (0)

οπότε

N1 (τ) = N1 (0) exp
(
−2iωk2 |N1 (0)|2 τ

)
Τότε η λύσvη της ελεύθερης επιφάνειας δίδεται σvτην υψηλότερη τάξη από την

η = N1 (0) exp
[
ikx− 2iω

(
1 + 2ε2k2 |N1 (0)|2

)
t
]

+ c.c. =⇒

=⇒ η = a cos

[
kx− ω

(
1 +

ε2a2k2

2

)
t

]
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όπου a = 2 |N1 (0)|. Η τελική σvυχνότητα προσvεγγισvτικά δίδεται από

ωn = ω
(

1 + 2ε2k2 |N1 (0)|2
)

= ω

(
1 +

ε2a2k2

2

)
Ο όρος ∼ O

(
ε2
)
, δηλαδή 2ε2ωk2 |N1 (0)|2, αντισvτοιχεί σvτη μη γραμμική σvυχνότητα μετατόπισvης.

Μπορούμε επίσvης να πάρουμε μια εξίσvωσvη για το A1. Πράγματι, θέτοντας N1 = iω
g A1 παίρνουμε

A1,τ = −2ik2ω
3

g2
|A1|2A1

Θέτοντας ω2 = g |k| παίρνουμε

iA1,τ −
2k4

ω
|A1|2A1 = 0 (7.20)

η λύσvη της οποίας (όμοια με την παραγωγή της N1) είναι

A1 (τ) = A1 (0) exp

(
−2i

k4

ω
|A1 (0)|2 τ

)
= A1 (0) exp

(
−2ik2ω |N1 (0)|2 τ

)
όπου A1 = − ig

ωN1. Αυτό δείχνει ότι A1 και N1 έχουν την ίδια μη γραμμική σvυχνότητα μετατό-

πισvης.

7.3 Εξαγωγή της εξίσvωσvης NLS

Προηγουμένως, ασvχοληθήκαμε με την παραγωγή του μη γραμμικού όρου της εξίσvωσvης NLS, κάτι

που επέτρεψε την αργά μεταβαλλόμενη καμπύλη (ή περίβλημα) A να εξαρτάται μόνο από τον αργό

χρόνο T = εt. Τώρα, θα περιγράψουμε την εξαγωγή της εξίσvωσvης NLS, όταν περιλαμβάνονται

αργές χρονικές και χωρικές μεταβολές, δηλαδή, οι εξισvώσvεις κυμάτων νερού έχουν πλέον ένα

πρόσvθετο μεταβλητό βάθος, z. Θα χρησvιμοποιήσvουμε τώρα τη δομή των εξισvώσvεων κυμάτων

νερού ώσvτε να προτείνουμε ένα ansatz για το διαταραγμένο υπολογισvμό μας. Οι εξισvώσvεις που

θα εξετάσvουμε είναι

ϕxx + ϕzz = 0, −∞ < z < εη (7.21)

lim
z−→−∞

ϕz = 0 (7.22)

ϕt +
ε

2

(
ϕ2
x + ϕ2

z

)
+ gη = 0, z = εη (7.23)

ηt + εηxϕx = ϕz, z = εη (7.24)

δηλαδή, πρόκειται για εξισvώσvεις κυμάτων νερού σvε όριο βαθέων υδάτων. Ο υπολογισvμός θα

χωρισvτεί σvε 3 σvτάδια.

Πρώτον, λόγω του ελεύθερου σvυνόρου, επεκτείνουμε το ϕ = ϕ (t, x, εη) για ε << 1, έτσvι

ώσvτε

ϕ = ϕ (t, x, 0) + εηϕz (t, x, 0) +
(εη)2

2
ϕzz (t, x, 0) + . . . (7.25)
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Ομοίως επεκτείνουμε τα ϕt, ϕx και ϕz. Οι εξισvώσvεις ελεύθερης επιφάνειας (7.23) και (7.24)

επεκτείνονται γύρω από το z = 0 υπό τη μορφή

ϕt + εηϕtz +
1

2
(εη)2 ϕtzz +

ε

2

(
ϕ2
x + ϕ2

z + 2εηϕxϕxz + 2εηϕzϕzz
)

+ gη = 0

και

ηt + εηx (ϕx + εηϕxz) = ϕz + εηϕzz +
1

2
(εη)2 ϕzzz

Δεύτερον, εισvάγουμε τις αργές χρονικές και χωρικές κλίμακες

ϕ (t, x, z) = ϕ (t, x, z, T, X, Z, ; ε)

η (t, x) = ϕ (t, x, εη, T, X, ε)

όπου X = εx, Z = εz και T = εt.

Τέλος, λόγω της τετραγωνικής μη γραμμικότητας, αναμένουμε να παραχθούν δεύτερα αρμονικά

και μεσvαίοι όροι. Αυτό προτείνει το ansatz

ϕ = (A exp (iθ + |k| z) + c.c.) + ε (A2 exp (2iθ + 2 |k| z) + c.c.+ ϕ) (7.26)

η = (B exp iθ + c.c.) + ε (B2 exp 2iθ + c.c.+ η) (7.27)

Οι σvυντελεσvτές A, A2 και ϕ εξαρτώνται από τα X, Z και T ενώ οι B, B2 και η εξαρτώνται

από τα X, T . Αυτή η ταχεία φάσvη δίνεται από θ = kx− ωt, με τη σvχέσvη διασvποράς ω2 = g |k|.
Αντικαθισvτώντας το ansatz για το ϕ σvτην εξίσvωσvη Laplace (7.21) βρίσvκουμε

exp iθ
[
2εk (iAX + sgn (k)AZ) + ε2 (AXX +AZZ) + . . .

]
= 0

e0 [ϕXX + ϕZZ ] = 0

Η πρώτη εξίσvωσvη υπονοεί

AZ = −i sgn (k)AX −
ε sgn (k)

2k
(AXX +AZZ) +O

(
ε2
)

=⇒

=⇒ AZ = −i sgn (k)AX +O (ε) (7.28)

Παραγωγίζοντας την (7.28) ως προς αργή μεταβλητή Z παίρνουμε

AZZ = −i sgn (k)AXZ +O (ε) (7.29)

Παραγωγίζουμε μερικώς την (7.28) ως προς X και αντικαθισvτούμε σvτην (7.29) το AXZ . Τότε

έχουμε

AZZ = −i sgn (k) (−i sgn (k))AXX +O (ε) =⇒

=⇒ AZZ = −AXX +O (ε) (7.30)
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Εφόσvον οι όροι O (ε) σvτην (7.28) είναι ανάλογοι με το AXX +AZZ , μπορούμε να χρησvιμοποιή-

σvουμε την (7.30) ώσvτε να καταλήξουμε σvτην

AZ = −i sgn (k)AX +O
(
ε2
)

Αντικαθισvτώντας το ansatz (7.26) και (7.27) σvτην εξίσvωσvη Bernoulli (7.23) και την κινηματική

εξίσvωσvη (7.24) με την (7.25), βρίσvκουμε αντισvτοίχως

exp iθ
{

(−iωA+ gB) + εAT + ε2
[
−iωk2A |B|2 + 4k2 |k| |A|2B + 2k2 |k|A2B∗+

+
i

2
ωk2B2A∗ + 4k2A2A

∗ − iω |k|Aη + iω |k|B2A
∗ − 4iω |k|A2B

∗
]

+ . . .

}
= 0 (7.31)

exp 2iθ

{
A2 − ε

4k2A

2 |k| g

(
AT +

ω

2k
AX

)
+ . . .

}
= 0 (7.32)

e0

{
ϕZ − ηT −

2ωk

g

∂

∂X
|A|2 + . . .

}
= 0 (7.33)

και

exp iθ

{
(−iωB − |k|A) + ε (BT + i sgn (k)AX) + ε2

[
k2 |k|

2

(
B2A∗ − 2 |B|2A

)
+

+k2 (B2A
∗ − 2B∗A2)− k2ηA

]
+ . . .

}
= 0 (7.34)

exp 2iθ

{
B2 +

k2A2

g
− ε2ik

g
AAX + . . .

}
= 0 (7.35)

e0 {η +O (ε)} = 0 (7.36)

Μέσvω της (7.36) βρίσvκουμε για την (7.33)

ϕZ =
2ωk

g

∂

∂X
|A|2

δηλαδή, μέχρι O
(
ε2
)
η μέσvη ταχύτητα του δυναμικού εξαρτάται ρητά από το |A|2. Θέτοντας τους

σvυντελεσvτές κάθε δύναμης του ε με μηδέν σvτις (7.31) και (7.34) οδηγούμασvτε σvτην υψηλότερη

τάξη

−iωA+ gB = 0

− |k|A− iωB = 0

η οποία, εφόσvον ικανοποιείται η σvχέσvη διασvποράς ω2 = g |k|, έχει τη μη τετριμμένη λύσvη

B =
iω

g
A

Από τις (7.31)-(7.36) έχουμε

B =
iω

g
A− εAT

g
+
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+ε2

(
i
ωk2

g
A |B|2 − 4

k2 |k|
g
|A|2B − iωk2

2g
B2A∗ +

iωk2 |k|
g2

A2A∗
)

+O
(
ε3
)

Αντικαθισvτώντας αυτήν σvτην (7.34) και μέσvω των (7.31)-(7.36), καταλήγουμε σvτην

2iω (AT + vgrAX)− ε
(
ATT + 4k4 |A|2A

)
+O

(
ε2
)

= 0 (7.37)

όπου έχουμε ορίσvει την ομαδιαία ταχύτητα ως vgr = ω′ (k) = ω
2k . Από αυτό και την (7.32),

έχουμε ότι A2 ∼ O
(
ε2
)
. Αν αμελήσvουμε τους όρους O

(
ε2
)
από την (7.36) και κάνουμε την

εξής αλλαγή μεταβλητών τ = εT , ξ = X − vgrT , παίρνουμε την εσvτιακού τύπου NLS εξίσvωσvη

iAτ +
ω′′

2
Aξξ −

2k4

ω
|A|2A = 0 (7.38)

Με ω′′ = −v2gr
ω , η (7.38) γράφεται

iAτ −
v2
gr

2ω
Aξξ −

2k4

ω
|A|2A = 0 (7.39)

η οποία είναι η τυπική μορφή της εξίσvωσvης NLS εσvτιακού τύπου της θεωρίας κυμάτων νερού.

Σημειώνουμε ότι σvτους όρους του B, οι οποίοι σvχετίζονται με την ανύψωσvη του κύματος η,

θέτοντας A = g
iωB, η εξίσvωσvη (7.39) γίνεται

iBτ +
ω′′

2
Bξξ − 2k2ω |B|2B = 0

Ακόμα, ο σvυντελεσvτής του μη γραμμικού όρου σvτην (7.39) σvυμφωνεί με τη σvυχνότητα μετατόπι-

σvης του Stokes. Μια διαφορετική αλλαγή σvυντεταγμένων σvε ένα επιβραδυνόμενο χρονικό πλαίσvιο

είναι να θέσvουμε t′ = T − X
vgr

και χ = εX. Τότε παίρνουμε

iAχ +
ω′′

2 (ω′)3At′t′ −
2k4

ωω′
|A|2A = 0 (7.40)

Η εξίσvωσvη NLS εσvτιακού τύπου καλείται έτσvι, διότι τα πρόσvημα της διασvποράς και των μη

γραμμικών όρων είναι ίδια σvτην (7.39). Πράγματι, σvτην (7.40), εφόσvον ω2 (k) = g |k|, για k

θετικό, παίρνουμε ω =
√
gk, vgr = ω′ =

√
g
4k και ω′′ = −

√
g

4k3/2
=
−v2gr
ω . Επίσvης

ω′′

2(ω′)2
= − 1

ω .

Δηλαδή, ο σvυντελεσvτής του όρου της δεύτερης παραγώγου και ο μη γραμμικός σvυντελεσvτής

έχουν το ίδιο πρόσvημο. Η εσvτιακού τύπου NLS εξίσvωσvη δέχεται ‘φωτεινές’ σvολιτονιακές λύσvεις,

δηλαδή, λύσvεις της μορφής εντοπισvμένων παλμών (‘humps’).

7.4 Ιδιότητες της εξίσvωσvης NLS

Ο γραμμικός τελεσvτής σvτην (7.38) είναι

L̂ = i∂τ +
ω′′

2
∂2
ξ
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Το μη γραμμικό κομμάτι τής (7.38) είναι

iAτ −
2k4

ω
|A|2A = 0

Αλλάζοντας κλίμακα σvτην (7.39) με

ξ =
vgr√

2
x

A = k2u

τ = −2ω2t

παίρνουμε την εσvτιακού τύπου εξίσvωσvη NLS σvε σvυγκεκριμένη μορφή

iut + uxx + 2 |u|2 u = 0 (7.41)

Μια ειδική λύσvη είναι ένα ‘φωτεινό’ σvολιτόνιο

u = η sech [η (x+ 2ξt− x0)] exp (−iΘ)

όπου Θ = ξx +
(
ξ2 − η2

)
t + Θ0. Οι παράμετροι ξ και η σvχετίζονται με μια ιδιοτιμή από την

ανάλυσvη του μετασvχηματισvμού αντίσvτροφης σvκέδασvης μέσvω του λ = ξ
2 + iη

2 , όπου λ είναι η

ιδιοτιμή. Αν αντί για την (7.41) έχουμε την αφεσvτιακού τύπου εξίσvωσvη NLS

iut + uxx − 2 |u|2 u = 0 (7.42)

τότε βρίσvκουμε ‘σvκοτεινές’, ‘μαύρες’ ή γενικώς ‘γκρι’, σvολιτονιακές λύσvεις.

Θέτοντας t −→ − t
2 , η (7.42) γίνεται

iut −
1

2
uxx + |u|2 u = 0

και έχει μια μαύρη σvολιτονιακή λύσvη της οποίας το πλάτος εξασvθενεί σvτην αρχή

u = η tanh (ηx) exp iη2t

Σημειώνουμε ότι u −→ ±η καθώς x −→ ±∞.

Μια γκρι σvολιτονιακή λύσvη δίνεται από

u (x, t) = η
[
exp

(
2iη2t+ iψ0

)]
[cos a+ i sin a tanh [sin a η (x− 2η cos a t− x0)]]

όπου τα η, a, x0, ψ0 σvυμβολίζουν αυθαίρετες πραγματικές παραμέτρους. Αυτές οι λύσvεις ικανο-

ποιούν τις σvυνοριακές σvυνθήκες

u (x, t) −→ u± (t) = η exp
(
2iη2t+ iψ0 ± ia

)
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Σχήμα 7.1: Φωτεινά (επιφάνεια) και σvκοτεινά (βυθός) σvολιτόνια της NLS

καθώς

x −→ ±∞

και εμφανίζονται σvαν τοπικές βυθίσvεις τής τάσvης η2 sin2 a σvτο πεδίο η. Το γκρι σvολιτόνιο κινείται

με ταχύτητα 2η cos a και παράγει τό σvκοτεινό (μαύρο) σvολιτόνιο όταν

a −→ π

2

με

ψ0 = −π
2

Μια ιδιότητα της εξίσvωσvης NLS είναι η αναλλοίωτη του Γαλιλαίου. Τότε, αν u1 (x, t) είναι μια

λύσvη τής (7.41), τότε και η

u2 (x, t) = u1 (x− vt, t) exp [i (kx− ωt)]

είναι επίσvης λύσvη τής (7.41) με k = v
2 και ω = k2

. Αντικαθισvτώντας τη u2 σvτην (7.41) βρίσvκουμε

ότι η u1 ικανοποιεί την

iu1,t + ωu1 − ivu1,x +
(
u1,xx + 2iku1,x − k2u1

)
+ 2 |u1|2 u1 = 0

Χρησvιμοποιώντας το γεγονός της υπόθεσvής μας, ότι η u1 είναι μια λύσvη τής (7.41) και χρησvιμο-
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ποιώντας τις τιμές για k, ω, αυτό σvημαίνει ότι η u2 επίσvης ικανοποιεί την (7.41).

΄Ενα ακόμα σvημαντικό αποτέλεσvμα περιλαμβάνει τη γραμμική ευσvτάθεια μιας ειδικής περιοδικής

λύσvης της (7.41). Στην (7.38), δηλαδή, η κανονική μορφή κυμάτων νερού, λαμβάνει το A ως

ανεξάρτητο του ξ με αποτέλεσvμα να έχουμε

iAτ =
2k4

ω
|A|2A

Σημειώνουμε, ότι αυτό σvυμφωνεί με το αποτέλεσvμα (7.20), για τον υπολογισvμό της σvυχνότητας

μετατόπισvης του Stokes. Με την αλλαγή μεταβλητών που χρησvιμοποιήσvαμε νωρίτερα για τους

όρους της κανονικής NLS, έχουμε

iut = −2 |u|2 u

η οποία έχει την επίπεδη κυματική λύσvη

u = a exp 2ia2t

με a = u (0), όπου για ευκολία παίρνουμε το a ως πραγματικό.

Τώρα, διαταράσvσvουμε τη λύσvη

u = a
(
exp 2ia2t

)
(1 + ε (x, t))

όπου |ε| << 1. Αντικαθισvτώντας αυτό σvτην (7.41) και γραμμικοποιώντας (υποθέτοντας ότι

|ε| << 1) βρίσvκουμε

iεt + εxx + 2a2 (ε+ ε∗) = 0 (7.43)

Θα θεωρήσvουμε το γραμμικοποιημένο πρόβλημα σvτην περιοδική χωρική περιοχή

0 < x < L

Τότε το ε (x, t) εκφράζεται μέσvω της σvειράς Fourier

ε (x, t) =
∞∑
−∞

ε̂n (t) exp iµnx

όπου µn = 2πn
L . Σημειώνουμε ότι το ε̂−n (t) δεν είναι το μιγαδικό σvυζυγές του ε̂n (t), εφόσvον

το ε δεν είναι απαραίτητα πραγματικός. Εφόσvον η μερική διαφορική εξίσvωσvη είναι γραμμική,

μπορούμε να θεωρήσvουμε σvαν λύσvη της τη μορφή

ε = ε̂n (t) exp iµnx+ ε̂−n (t) exp (−iµnx) (7.44)

Παραγωγίζοντας το εn ως προς t έχουμε

ε′n ≡
∂εn
∂t
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Παραγωγίζοντας το ε μία φορά ως προς x έχουμε

εx = iµnε̂n exp iµnx− iµnε̂−n exp (−iµnx)

Παραγωγίζοντας το ε δύο φορές ως προς x έχουμε

εxx = −µ2
nε̂n exp iµnx− µ2

nε̂−n exp (−iµnx)

Αντικαθισvτώντας την έκφρασvη (7.44) και τις παραγώγους της σvτην (7.43) έχουμε

i
[
ε̂n
′ exp iµnx+ ε̂−n

′ exp (−iµnx)
]
− µ2

n [ε̂n exp iµnx+ ε̂−n exp (−iµnx)] +

+2a2 [ε̂n exp iµnx+ ε̂−n exp (−iµnx) + ε̂n
∗ exp (−iµnx) + ε̂−n

∗ exp iµnx] = 0

Θέτοντας με μηδέν τους σvυντελεσvτές των exp iµnx και exp (−iµnx), βρίσvκουμε αντίσvτοιχα

iε̂n
′ − µ2

nε̂n + 2a2 (ε̂n + ε̂−n
∗) = 0

iε̂−n
′ − µ2

nε̂−n + 2a2 (ε̂−n + ε̂n
∗) = 0

Παίρνοντας τον σvυζυγή σvτην τελευταία εξίσvωσvη και πολλαπλασvιάζοντάς την με −1, καταλήγουμε

σvτο σvύσvτημα

i
∂

∂t

(
ε̂n

ε̂−n
∗

)
+

(
2a2 − µ2

n 2a2

−2a2 −2a2 + µ2
n

)(
ε̂n

ε̂−n
∗

)
= 0

το οποίο και πρέπει να λύσvουμε. Υποθέτοντας μία λύσvη της μορφής(
ε̂n

ε̂−n
∗

)
=

(
a

b

)
exp iσnt

βρίσvκουμε

det

(
2a2 − µ2

n − σn 2a2

−2a2 −2a2 + µ2
n − σn

)
= 0

το οποίο αληθεύει για

µ2
n =

(
2nπ

L

)2

και

σ2
n =

(
2nπ

L

)2
[(

2nπ

L

)2

− 4a2

]
Τότε για

aL

π
> n

το σvύσvτημα είναι ασvταθές, εφόσvον το σ2
n < 0 οδηγεί σvε εκθετική μεγέθυνσvη.
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7.5 Πολυδιάσvτατα κύματα νερού

Για τα πολυδιάσvτατα κύματα νερού σvε πεπερασvμένο όριο βάθους με επιφανειακή τάσvη, το δυναμικό

της ταχύτητας έχει τη μορφή

ϕ = ε

[
ϕ̃ (X, Y, T ) +

cosh (k (z + h))

cosh (kh)

(
Ã (X, Y, T ) exp i (kx− ωt) + c.c.

)]
+O

(
ε2
)

όπου X = εx, Y = εy, T = εt και ϕ̃, Ã ικανοποιούν σvυζευγμένες μη γραμμικές κυματικές

εξισvώσvεις.
1

Αδιασvτατοποιώντας τες και αλλάζοντάς τους κλίμακα, οι εξισvώσvεις μπορούν να

πάρουν την εξής μορφή

iAt + σ1Axx +Ayy = σ2 |A|2A+AΦx

aΦxx + Φyy = −b
(
|A|2

)
x

σ1 = ±1, σ2 = ±1

(7.45)

Οι παράμετροι σ1, σ2, a και b είναι αδιάσvτατες και εξαρτώνται από το αδιάσvτατο βάθος του

ρευσvτού και την επιφανειακή τάσvη. Το σvύσvτημα (7.45) καλείται σvύσvτημα Benney-Roskes (BR).

Εδώ το έχουμε παρουσvιάσvει σvε μια κανονικοποιημένη μορφή με αλλαγή κλίμακας που βοηθά την

ανάλυσvή του για διαφορετικές επιλογές των σ1 και σ2. Η ποσvότητα A σvχετίζεται με την αργά

μεταβαλλόμενη καμπύλη του πρώτου αρμονικού του πεδίου του δυναμικού της ταχύτητας και το

Φ σvχετίζεται με το αργά μεταβαλλόμενο μεσvαίο πεδίο του δυναμικού της ταχύτητας. Μια ειδική

λύσvη για το σvύσvτημα (7.45) είναι η ακόλουθη self-similar λύσvη

A =
Λ

t
exp i

(
σ1x

2 + y2

4t
+ σ2

Λ2

t
+B (t) + ϕ0

)
Φ = −B′ (t)x+ C (t) y +D (t)

Αυτό είναι ανάλογο της ομοιότητας της λύσvης σvτη μία διάσvτασvη της μη γραμμικής εξίσvωσvης

Schrödinger (NLS)

iAt +Axx + σ |A|2A = 0

A =
Λ√
t

exp i

(
x2

4t
+ σΛ2 log (t) + ϕ0

)
Από τις κυματικές εξισvώσvεις νερού σvτο όριο kh −→ 0 (το όριο ρηχών νερών) με κατάλληλη

αλλαγή κλίμακας, το σvύσvτημα (BR) της (7.45) περιορίζεται σvτο

iAt − γAxx +Ayy = A
(
γ |A|2 + Φx

)
γΦxx + Φyy = −2

(
|A|2

)
x
, γ = sgn

(
1
3 − T̂

)
= ±1

(7.46)

1
Οι Benney και Roskes, το 1969 παρήγαγαν το σvύσvτημα αυτό χωρίς επιφανειακή τάσvη. ΟιDavey και Stewartson,

το 1974 το έφεραν σvε απλούσvτερη μορφή και τελικά οι Djordjevic και Redekopp, το 1977 σvυμπεριέλαβαν την

επιφανειακή τάσvη.
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Η εξίσvωσvη αυτή καλείται Davey-Stewartson (DS), η οποία περιγράφει πολυδιάσvτατα κύματα νερού

σvε προσvέγγισvη αργής μεταβαλλόμενης καμπύλης, σvυμπεριλαμβανομένης της επιφανειακής τάσvης

σvτο όριο των ρηχών νερών. Εδώ, η κανονικοποιημένη επιφανειακή τάσvη ορίσvτηκε ως T̂ = T0
ρgh2

,

όπου T0 είναι ο σvυντελεσvτής της επιφανειακής τάσvης. Το σvύσvτημα (7.46) είναι ολοκληρώσvιμο

ενώ το πολυδιάσvτατο όριο βαθέων υδάτων

iAt +∇2A+ |A|2A = 0

είναι φαινομενικά μη ολοκληρώσvιμο. Η εξίσvωσvη DS μπορεί να γενικοποιηθεί κάνοντας τις ακό-

λουθες αντικατασvτάσvεις

ϕ = Φx, r = −σq∗ = −σA∗, σ = ±1

και γράφουμε

iqt − γqxx + qyy = q (ϕ− qr)
ϕxx + γϕyy = 2 (qr)xx

(7.47)

Για q = A, γ = −1 και σ = 1 παίρνουμε την εξίσvωσvη ρηχών νερών (7.46) με ‘μεγάλη’ ε-

πειφανειακή τάσvη. Αποδεικνύεται ότι η γενικοποιημένη εξίσvωσvη DS, (7.47), δηλαδή η GDS,

δέχεται εντοπισvμένα σvύνορα που προκαλούν λύσvεις παλμών όταν γ = 1 και ασvθενώς πτωτικές

�lump’-τύπου λύσvεις όταν γ = −1.

7.6 Ειδικές λύσvεις για τις εξισvώσvεις Davey-Stewartson (DS)

Υποθέτουμε την περίπτωσvη όπου γ = −1 με σ = 1. Τότε το σvύσvτημα DS (7.47) γίνεται

2iqt + qxx + qyy = 2q (ϕ− qr)
ϕxx − ϕyy = 2 (qr)xx

(7.48)

Το σvύσvτημα αυτό καλείται DSI. Προκειμένου να καταγράψουμε τη λύσvη παλμού (επίσvης λέγεται

και ‘dromion’), θα κάνουμε μια βολική αλλαγή κλίμακας και μεταβλητών.

Q = ϕ− qr

Τότε η δεύτερη εξίσvωσvη σvτο σvύσvτημα GDS, (7.48), γίνεται

Qxx −Qyy = (qr)xx + (qr)yy

Τώρα κάνουμε την εξής αλλαγή μεταβλητών

ξ =
x+ y√

2
, η =

x− y√
2

∂x =
1√
2

(∂ξ + ∂η) , ∂y =
1√
2

(∂ξ − ∂η)
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ώσvτε να έχουμε το μετασvχηματισvμό

2Qξη = (qr)ξξ + (qr)ηη (7.49)

Τέλος, κάνοντας την αντικατάσvτασvη

Q = − (U1 + U2)

και ολοκληρώνοντας ως προς ξ και η ξεχωρισvτά μέσvω της (7.49) έχουμε

U1 = u1 (η)− 1

2

ξˆ

−∞

(qr)η dξ
′

U2 = u2 (ξ)− 1

2

ηˆ

−∞

(qr)ξ dη

Αυτές οι δύο εξισvώσvεις μαζί με τη μετασvχηματισvμένη 2η εξίσvωσvη της (7.48)

2iqt + qξξ + qηη + 2q (U1 + U2) = 0

δημιουργεί την ακόλουθη ‘dromion’ εξίσvωσvη

u1 (η) = 2λ2
Rsech2 (λR (η̂ − η0)) , η̂ = η − 2λIt

u2 (ξ) = 2µ2
Rsech2

(
µR

(
ξ̂ − ξ0

))
, ξ̂ = ξ − 2µIt

q =
ρ
√
λRµR exp iθ

cosh

(
µR

(
ξ̂ − ξ0

)
cosh (λR (η̂ − η0)) +

(
|ρ|
2

)2
exp (λR (η̂ − η0)) exp

(
µR

(
ξ̂ − ξ0

)))
θ = −

(
µI ξ̂ + λI η̂

)
+
(
|µ|2 + |λ|2

) t
2
− θ0

με

λ = λR + iλI , µ = µR + iµI

σvταθερές και λR > 0, µR > 0, λ, µ, ρ μιγαδικές σvταθερές και ξ0, η0 να είναι πραγματικές

σvταθερές.

7.7 Lump λύσvη για μικρή επιφανειακή τάσvη

Απορρίπτουμε ότι υπάρχουν lump-τύπου λύσvεις σvτην (7.46) όταν γ = +1, αυτό είναι το αποκα-

λούμενο DSII σvύσvτημα. Τώρα θεωρούμε ότι αυτή η περίπτωσvη (γ = +1), αντισvτοιχεί σvε μηδενική

ή ‘μικρή’ επιφανειακή τάσvη (T̂ < 1
3). Τότε το σvύσvτημα GSD, (7.47), αφού αντικατασvτήσvουμε
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σvτο r = −σq∗ το σ = ±1, γράφεται

iqt − qxx + qyy = q
(
ϕ+ σ |q|2

)
ϕxx + ϕyy = −2σ

(
|q|2
)
xx

(7.50)

Το ακόλουθο είναι μια lump λύσvη

q = 2ρσ exp iθ

x̂2+ŷ2+σ|ρ|2

ϕ+ σ |q|2 = Rxx −Ryy
R = log

(
x̂2 + ŷ2 + σ |ρ|2

)
θ = ax̂− bŷ +

(
b2 − a2

)
t− θ0

x̂ = x+ at− x0, ŷ = y + bt− y0

k = 1
2 (a+ ib)

(7.51)

σvταθερά. Η λύσvη είναι μη ιδιάζουσvα όταν σ = 1 και ιδιάζουσvα για σ = −1. Εναλλακτικά έχουμε

την ενδιαφέρουσvα περίπτωσvη της σvκοτεινής lump-τύπου λύσvης τρύπας καμπύλης όταν σ = −1. Η

περίπτωσvη σ = 1 εμφανίζεται σvτα κύματα νερού, δηλαδή σvε αυτή την περίπτωσvη, η (7.50) μπορεί

να μετασvχηματισvτεί σvτην περιορισvμένη κυματική εξίσvωσvη νερών (7.46). ΄Ομως όπως δείξαμε η

lump λύσvη (7.51) είναι ασvταθής.
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8 Ακραία φαινόμενα της θάλασvσvας

8.1 Εισvαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε σvε δυο πολύ ιδιαίτερα, σvπάνια και σvχετικά άγνωσvτα μέ-

χρι και σvήμερα φαινόμενα που εντοπίζονται σvτη θάλασvσvα. Πρόκειται για το Ξαφνικό Κύμα και

το Σούπερ Ξαφνικό Κύμα. Οι λιγοσvτές πληροφορίες που έχουμε γι΄ αυτά και η αδυναμία τής

έγκαιρης πρόβλεψής τους, είτε ακόμα και της σvυσvχέτισvής τους με άλλους παράγοντες όπως η

βαρύτητα, οι μετεωρολογικές σvυνθήκες, οι σvεισvμοί, οι παλίρροιες ή τα τσvουνάμις, τα καθισvτούν

ιδιαιτέρως επικίνδυνα, ακόμα και για τα μεγάλα πλοία που διασvχίζουν τον ωκεανό, παρά το γε-

γονός ότι αυτά έχουν παρατηρηθεί ακόμα και σvε κλεισvτές και ασvφαλείς θάλασvσvες. Γι΄ αυτό το

λόγο χαρακτηρίζονται ως ακραία φαινόμενα της θάλασvσvας.

8.2 Ξαφνικό Κύμα (RW)

Πρόκειται για ένα αρκετά περίεργο θαλάσvσvιο φαινόμενο για το οποίο αντλούμε πληροφορίες

κυρίως από παρατήρησvεις αεροπλάνων, ραντάρ (σvυνθετικού διαφράγματος), ακόμα και από το

διάσvτημα (σvυνήθως με δορυφόρους), και λιγότερο από μαρτυρίες ανθρώπων, διότι η πιθανότητα

επιβίωσvης είναι μικρή. Πλοία, εν τω μέσvω της θαλάσvσvης, χωρίς να επικρατούν άσvχημες καιρικές

σvυνθήκες, βλέπουν να ορθώνεται μπροσvτά τους σvε κλάσvματα δευτερολέπτου μια πυραμίδα, ένα

τείχος ή ένα γιγάντιο βουνό από νερό.

Η χειρότερη περίπτωσvη όμως είναι να σvυναντήσvουν μια ‘τρύπα’ σvτο νερό, διότι αυτή δεν μπορεί

να παρατηρηθεί από μακριά ώσvτε να προσvπαθήσvει να αλλάξει πορεία το πλοίο. Αυτά τα παράξενα

και ακραία φαινόμενα της θάλασvσvας μελετώνται σvτην κατηγορία των ξαφνικών κυμάτων.

Επίσvης έχουν αναφερθεί και παράκτια κυματικά φαινόμενα παρόμοιας φύσvης με αυτά που σvυναν-

τώνται σvτον ωκεανό τα οποία δεν σvχετίζονται με τα τσvουνάμις, αλλά ίσvως έπονται μιας ισvχυρής

καταιγίδας. Αυτά περιγράφονται σvαν ξαφνικές σvύντομες παράκτιες πλημμύρες ή σvαν τεράσvτια

κύματα που ορμούν σvτις παράκτιες κατασvκευές όπως τα αναχώματα ή οι κυματοθραύσvτες.

Ορισvμένα πλοία που σvυναντούν ένα ξαφνικό κύμα επιλέγουν να το διασvχίσvουν απλά χαμη-

λώνοντας ταχύτητα, και όχι να το αποφύγουν αλλάζοντας πορεία, κάτι που μπορεί προκαλέσvει

πολύ μεγάλες ζημιές λόγω της επικίνδυνης πρόσvκρουσvης πλοίου και κύματος. Οι μελέτες που

έχουν σvτηριχθεί σvε σvτατισvτικά σvτοιχεία δεν έχουν εντοπίσvει σvχέσvη ανάμεσvα σvτις παραμέτρους

της κύριας επιφάνειας του κύματος και του βάρους του πλοίου, αν και περισvσvότερο από 90%

των ατυχημάτων έχουν σvυμβεί σvε νερά βάθους περισvσvότερο από 50 μέτρα. Πλέον για λόγους

ασvφαλείας προτείνεται κάθε κατηγορία πλοίου να πληροί διαφορετικά προειδοποιητικά κριτήρια

για την περίπτωσvη εμφάνισvης του ξαφνικού κύματος. Μετρήσvεις σvήμερα γίνονται ακόμα και για
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Σχήμα 8.1: Γιγάντιο βουνό από νερό

Σχήμα 8.2: Πυραμίδα από νερό
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Σχήμα 8.3: ‘Τρύπα’ σvτο νερό

Σχήμα 8.4: ‘Τρύπα’ σvτο νερό
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την έντασvη του αέρα που προκαλεί το ξαφνικό κύμα με τη βοήθεια αγκυροβολημένων σvημαδούρων

και υψομετρικών οργάνων που έχουν τοποθετηθεί σvε κατάλληλες πλατφόρμες.

Οι περίοδοι του ξαφνικού κύματος δεν ξεχωρίζουν από τις περιόδους των τυπικών κυμάτων,

δεδομένου ότι ένα τυπικό κύμα έχει περίοδο περίπου 10 seconds, όπως επίσvης και το ξαφνικό

κύμα που σvυνήθως εκδηλώνεται σvτιγμιαία με περίοδο λίγων λεπτών. Αυτό το γεγονός απαιτεί

πολύ μεγαλύτερη σvυχνότητα απόκτησvης δεδομένων, σvε αντίθεσvη με την παλιρροϊκή καταγραφή

δεδομένων που ακολουθείται και σvτην περίπτωσvη των τσvουνάμις. Οι δυσvκολίες ξεκινούν όταν ο

καταγεγραμμένος αριθμός δεδομένων καθίσvταται τεράσvτιος, λόγω των μακροπρόθεσvμων μετρή-

σvεων που πραγματοποιούνται. Για παράδειγμα, για περίπου 109 μεμονωμένες μετρήσvεις έχουν

καταγραφεί περισvσvότερες από 50.000 ώρες μετρήσvεων. Μια δειγματοληψία με σvυχνότητα 5 Hz

αναπαρισvτά μια καλή και ρεαλισvτισvτική ανάλυσvη της μορφής του κύματος. Τα δεδομένα που κατα-

γράφονται σvυνήθως αναπαρισvτώνται με έναν αριθμό μέσvα σvτο διάσvτημα (10, 30) που σvυμβολίζει

το χρόνο, ώσvτε να μπορούν ευκολότερα να ανακτηθούν ανά κάποια χρονικά διασvτήματα, για κά-

ποια σvτατισvτική μελέτη, όταν φυσvικά σvυνδυάζονται με άλλες παραμέτρους, ώσvτε να εκτιμηθεί η

περίοδος του κύματος, το μέγισvτο ύψος κ.α., ή εάν προκύψει κάποιο ενδιαφέρον γεγονός, π.χ.

μια καταιγίδα ή ένα αξιοσvημείωτο ύψος κύματος και να αξιοποιηθούν κατάλληλα. ΄Υσvτερα, αυτά

τα δεδομένα μπορούν να διαγράφονται για να εξοικονομείται χώρος.

Το ξαφνικό κύμα, μεγάλου πλάτους, είναι ένα ακραίο φαινόμενο, όπως ήδη αναφέρθηκε. Για

το λόγο αυτό, είναι απαραίτητο να χρησvιμοποιούνται μέθοδοι ιδιαίτερης ακρίβειας για τον προ-

σvδιορισvμό ενός κύματος ως τέτοιου και τον εντοπισvμό του. Για παράδειγμα, χρησvιμοποιούνται

πολλοί διαφορετικοί τρόποι για τη μέτρησvη της ανύψωσvης της θαλάσvσvιας επιφάνειας, ώσvτε να

ελέγχεται αν αυτή η ανύψωσvη αντισvτοιχεί πράγματι σvε κύμα μεγάλου πλάτους που να χαρακτη-

ρίζεται ως ακραίο κύμα. Συνήθως η μέτρησvη αυτή γίνεται με την ανάκλασvη μιας οπτικής ακτίνας

ή ενός ακουσvτικού σvήματος από το σvύνορο μεταξύ θάλασvσvας και αέρα και την επιτάχυνσvη των

επιπλεουσvών σvημαδούρων. Οι μετρητές της πίεσvης των κυμάτων μπορούν να εγγράψουν μεγάλα

κύματα. Η πρώτη δυσvκολία έγκειται σvτην αρχή του ορισvμού της επιφάνειας της ανύψωσvης. Η

ανάκλασvη των ηχητικών ή ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων δε μπορεί να σvυμβεί σvτο σvύνορο μεταξύ

θάλασvσvας και αέρα εξαιτίας της παρουσvίας αφρού ή φυσvαλίδων που είναι σvυχνό φαινόμενο σvε

τέτοιες ακραίες σvυνθήκες. Ο σvημαντήρας διαθέτει μια εγγενή ροπή αδράνειας που σvτρεβλώνει

τις μετρήσvεις. Τότε η χαμηλή σvυχνότητα απόκτησvης των δεδομένων και η φτωχή βαθμονόμησvη

καθισvτούν την έρευνα αναξιόπισvτη. Μπορεί να οδηγηθούμε σvε σvφάλματα της σvυσvκευής ή δυ-

σvλειτουργίες, σvε ηλεκτρονικό θόρυβο ή παρεμβολή από τη δομή που υποσvτηρίζει τον αισvθητήρα

κύματος. Εάν η απόκτησvη των δεδομένων δεν είναι σvυχνή μπορεί να καταλήξουμε σvε ανακριβείς

υπολογισvμούς του ύψους της κορυφής του κύματος.

Τα ξαφνικά κύματα δεν εμφανίζουν σvυμμετρίες, έτσvι οι κορυφές τους σvυνήθως είναι μεγαλύτε-

ρες από τα γειτονικά κοίλα. Αυτό μπορεί να εξηγήσvει την επικράτησvη των κορυφών σvτο σvύνολο

των γεγονότων. Αν η διάρκεια ζωής των ξαφνικών αυτών σvυμβάντων είναι μεγαλύτερη από την

περίοδο του κύματος, μια τεράσvτια ενιαία κορυφή θα πρέπει να ορθωθεί κάπου μπροσvτά ή πίσvω

από το κύμα. Τα ξαφνικά κύματα αναπαρισvτώνται μαθηματικά από ακολουθίες, η μελέτη των

οποίων γίνεται υπό το πρίσvμα του χρόνου αλλά και του χώρου και γι΄ αυτό μας απασvχολούν οι

χρονοσvειρές που ανακτώνται σvε ένα σvημείο του χώρου, σvυγκεκριμένα εκεί όπου έχει εγκατασvτα-
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θεί ο αισvθητήρας, δηλαδή μελετάμε χωρο-χρονοσvειρές. ΄Οταν το ξαφνικό κύμα (ή η ακολουθία

των ξαφνικών κυμάτων) είναι καλά εντοπισvμένο σvτο χώρο, θα περάσvει το σvημείο καταγραφής

γρήγορα, και μόνο μία ή έσvτω λίγες ταλαντώσvεις κυμάτων με τεράσvτιο πλάτος θα καταγράφον-

ται. Από την άλλη μεριά, η φασvική ταχύτητα των ελεύθερων κυμάτων σvτα βαθιά νερά είναι δυο

φορές μεγαλύτερη από την ταχύτητα των ομαδοποιημένων κυμάτων. Ως αποτέλεσvμα, οι χρο-

νοσvειρές των ομαδοποιημένων κυμάτων αποτελούνται από δύο φορές περισvσvότερα μεμονωμένα

κύματα απ΄ ό,τι τα σvτιγμιότυπα της ομάδας. Μόνο ένα τεράσvτιο κύμα αναφέρεται σvτην πλειοψηφία

των καταγεγραμμένων ξαφνικών γεγονότων. Αυτό θα πρέπει να αποδεικνύει ισvχυρά τον εντο-

πισvμό της κυματικής ενέργειας σvτο χώρο ενός ή έσvτω ενός πολύ μικρού αριθμού μεμονωμένων

κυμάτων. Παρ΄ όλα αυτά, τα ομαδοποιημένα ξαφνικά κύματα ή όπως είναι γνωσvτά, ‘οι ξαφνικές

ομάδες’ αποτελούνται από διάφορα τεράσvτια μεμονωμένα επιμέρους κύματα, καθένα από τα οποία

ικανοποιεί τη σvυνθήκη του ξαφνικού κύματος

AI > 2

όπου

AI =
Hfr

Hs

Εδώ, Hfr είναι το ύψος του ξαφνικού κύματος και Hs είναι το αξιοσvημείωτο ύψος κύματος το

οποίο είναι το μέσvο κυματικό ύψος μεταξύ αυτών και ενός τρίτου από τα υψηλότερα κύματα σvε

μια χρονοσvειρά μήκους σvυνήθως 10-30 mins. Με αυτόν τον τρόπο ο δείκτης ανωμαλίας AI είναι

η μόνη παράμετρος που καθορίζει αν το κύμα είναι ξαφνικό ή όχι. Αυτές οι ομάδες κυμάτων

ικανοποιούν τη μη γραμμική αυτο-ρυθμισvτική σvυνθήκη και μπορεί να αποκτούν διαφορετικά δυ-

ναμικά σvε σvύγκρισvη με τα μεμονωμένα ξαφνικά κύματα, και ίσvως αυτή να είναι η σvυνέπεια ενός

άλλου μηχανισvμού παραγωγής.

Τα ξαφνικά κύματα είναι σvπάνια φαινόμενα, χωρο-χρονικά εντοπισvμένα. Ο χρόνος ζωής τους

περιορίζεται σvε κλίμακα δευτερολέπτων ενώ το μήκος τους εντοπίζεται σvε μια κλίμακα μερικών

εκατοντάδων μέτρων. Η πρόβλεψη αυτών είναι πολύ δύσvκολη εξαιτίας, φυσvικά, της πολύ μικρής

κλίμακας του χρόνου, αλλά και 1ον λόγω της διαφοράς μεταξύ των κλιμάκων των δυνάμεων που

μπορεί να εμφανίζονται, όπως οι άνεμοι, οι ατμοσvφαιρικές σvυνθήκες, οι θύελλες, τα ρεύματα, οι

γεωσvτροφικές δίνες, και της επιφάνειας των κυμάτων και 2ον λόγω της ποικιλίας και της πολυπλο-

κότητας των φυσvικών φαινομένων που σvυνοδεύουν τα δυναμικά των κυμάτων. Οι μετεωρολόγοι

σvυνήθως εργάζονται με το μέσvο όρο των παραμέτρων της θάλασvσvας που αντιπροσvωπεύουν την

κατάσvτασvή της, όπως τα σvημαντικά ύψη των κυμάτων, η μέγισvτη περίοδος, και η κύρια κατεύθυν-

σvη διάδοσvής τους, η κλίσvη τους, καθώς και σvυσvχετίσvεις μεταξύ τους. Είναι ένα ζωτικής σvημασvίας

πρόβλημα για διαχείρισvη, η σvύνδεσvη των χαρακτηρισvτικών της κατάσvτασvης της θάλασvσvας με το

βαθμό επικινδυνότητας πλεύσvης σvτη θάλασvσvα, το οποίο ακόμη και σvήμερα είναι αρκετά μακριά

από τη λύσvη λόγω έλλειψης σvτοιχείων και πολυπλοκότητας των διαδικασvιών.
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8.3 Σούπερ Ξαφνικό Κύμα (SRW)

Τα σvούπερ ξαφνικά κύματα με πλάτος μέχρι και 5 φορές την τιμή του βάθους παρατηρούνται

για πρώτη φορά σvε δεξαμενή με κύματα νερού. Μη γραμμική εσvτίασvη του πλάτους των τοπικών

κυμάτων εμφανίζεται, σvύμφωνα με την υψηλότερης τάξης breather της λύσvης μη γραμμικών

κυματικών εξισvώσvεων. Το παρόν αποτέλεσvμα δείχνει ότι τα ξαφνικά κύματα μπορεί επίσvης να

αναπτυχθούν σvε πολύ ήρεμες και φαινομενικά ασvφαλείς θαλάσvσvιες κατασvτάσvεις. Αναμένουμε το

αποτέλεσvμα να έχει σvημαντικό αντίκτυπο σvτις μελέτες των ακραίων κυμάτων του ωκεανού και

να ξεκινήσvουν σvχετικές μελέτες σvε άλλους ενδιαφέροντες κλάδους που αφορούν κύματα σvε μη

γραμμικά μέσvα με διασvπορά, όπως η οπτική, η φυσvική πλάσvματος, και η υπερρευσvτότητα.

Η μη γραμμική δυναμική είναι μία από τις προσvεγγίσvεις που έχει επιτυχία σvτην πρόβλεψη των

βασvικών χαρακτηρισvτικών των ξαφνικών κυμάτων.

Η μη γραμμική εξίσvωσvη Schrodinger (NLS) είναι μία από τις βασvικές προσvεγγίσvεις που χρησvι-

μοποιούνται για να περιγράψουν τη μη γραμμική κυματική εξέλιξη σvε διάφορα μέσvα. Ειδικότερα,

αυτή η εξίσvωσvη περιγράφει τα κύματα βαρύτητας σvτα βαθιά νερά

i

(
∂A

∂t
+ cgr

∂A

∂x

)
− ω0

8k2
0

∂2A

∂x2
− ω0k

2
0

2
|A|2A = 0 (8.1)

όπου t και x είναι ο χρόνος και οι γεωγραφικές σvυντεταγμένες, ενώ k0 και ω0 = ω (k0) δηλώ-

νουν τον κυματικό αριθμό και τη σvυχνότητα του φέροντος κύματος αντίσvτοιχα, που σvυνδέονται

μέσvω της σvχέσvης διασvποράς της κυματικής θεωρίας για βαθιά νερά, ω0 =
√
gk0, όπου g είναι η

επιτάχυνσvη της βαρύτητας. Η group ταχύτητα εδώ είναι

cgr :=
dω

dk
=

ω0

2k0

Η επιφάνεια ανύψωσvης η (x, t) σvχετίζεται με την NLS μεταβλητή A (x, t) σvε δεύτερη τάξη με

κλίσvη ως ακολούθως

η (x, t) = Re {A (x, t) exp [i (k0x− ω0t)]}+

+Re

{
1

2
k0A

2 (x, t) exp [2i (k0x− ω0t)]

}
(8.2)

Μια αδιάσvτατη μορφή της NLS

iψT + ψXX + 2 |ψ|2 ψ = 0 (8.3)

λαμβάνεται από την (8.1) χρησvιμοποιώντας τις διαβαθμισvμένες μεταβλητές
T = −ω0

8 t

X = (x− cgrt) k0 = xk0 − ω0
2 t

ψ =
√

2k0A

(8.4)

Εδώ, X είναι η σvυντεταγμένη σvτο πλαίσvιο κίνησvης με την ομαδιαία ταχύτητα κύματος και T είναι
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ο κλιμακούμενος χρόνος. Η εξίσvωσvη NLS έχει μια ιεραρχία των εντοπισvμένων λύσvεων breather

με ένα μόνο μέγισvτο, η οποία μπορεί να μοντελοποιήσvει τα ξαφνικά κύματα σvε βαθιά νερά. Για

ένα δεδομένο φορέα πλάτους ανάλογο με ψ0, δίνεται από την άποψη των πολυωνύμων G (X, T ),

H (X, T ) και D (X, T )

ψ (X, T ) = ψ0

(
1− G+ iH

D

)
exp

(
2i |ψ0|2 T

)
(8.5)

όπου ψ0 είναι μια παράμετρος ελεύθερη από βάθος και πλάτος. Στην απλούσvτερη περίπτωσvη, η

πρώτης τάξης λύσvη ορίζεται από G = 4, H = 16 |ψ0|2 T και D = 1 + 4 |ψ0|4X2 + 16 |ψ0|4 T 2
.

Τότε έχουμε το γνωσvτό Peregrine σvολιτόνιο. Αυτή η λύσvη είναι εντοπισvμένη σvτο χώρο και το

χρόνο και η μέγισvτη ενίσvχυσvη πλάτους που λαμβάνεται σvτο X = 0 και T = 0 είναι 3 φορές το

πλάτος του βάθους. Η μεγαλύτερης τάξης ρητή λύσvη, εντοπίζεται σvτο χώρο και το χρόνο, και

τα πολυώνυμα για αυτή τη λύσvη είναι

G =

(
|ψ0|2X2 + 4 |ψ0|4 T 2 +

3

4

)(
|ψ0|2X2 + 20 |ψ0|4 T 2 +

3

4

)
− 3

4
(8.6)

H = 2 |ψ0|2 T
(

4 |ψ0|4 T 2 − 3 |ψ0|2X2
)

+

+ 2 |ψ0|2 T
[
2
(
|ψ0|2X2 + 4 |ψ0|4X2

)2
− 15

8

]
(8.7)

D =
1

3

(
|ψ0|2X2 + 4 |ψ0|4 T 2

)3
+

1

4

(
|ψ0|2X2 − 12 |ψ0|4 T 2

)2
+

+
3

64

(
12 |ψ0|2X2 + 176 |ψ0|4 T 2 + 1

)
(8.8)

Μια αξιοσvημείωτη ιδιότητα αυτής της λύσvης είναι ότι ενισvχύει την κορυφή του πλάτους του

φέροντος κύματος σvε X = 0 και T = 0 με ένα σvυντελεσvτή 5. Ως εκ τούτου, περιγράφει τα

ξαφνικά κύματα που είναι υψηλότερα από τα κανονικά Peregrine σvολιτόνια, με το τελευταίο να

χαρακτηρίζεται από ένα σvυντελεσvτή ενίσvχυσvης 3. Από την άποψη των κυμάτων του νερού,

αυτό είναι μια σvημαντικά υψηλότερη ανύψωσvη. Εδώ, παρουσvιάζουμε την πρώτη παρατήρησvη της

μεγαλύτερης τάξης του ξαφνικού κύματος, η οποία λαμβάνεται από τα κύματα των νερών σvτα

πειράματα. Η δεξαμενή σvτην οποία διεξήχθησvαν τα πειράματα είναι 15m× 1.6m× 1.5m.

΄Ενα μονοπτερύγιο κουπί που παράγει κύμα ενεργοποιείται από έναν υδραυλικό κύλινδρο που

βρίσvκεται σvτην άκρη της δεξαμενής. Η υπόθεσvη ότι η μετατόπισvη του πτερυγίου είναι ανάλογη

προς το ύψος της παραγόμενης επιφάνειας έχει ελεγχθεί από τις μετρήσvεις και επικυρώθηκε από

τα μετέπειτα αποτελέσvματα. Για να αποφεύγονται οι αντανακλάσvεις των κυμάτων, μία σvυναρ-

πασvτική παραλία εγκαθίσvταται σvτο αντίθετο άκρο. ΄Ολα τα πειράματα διεξάγονται σvε σvυνθήκες

βαθέων υδάτων, η αναλογία του βάθους του νερού ενός μέτρου προς το μήκος κύματος είναι

πολύ μεγαλύτερο από τη μονάδα. Η ανύψωσvη της επιφάνειας του νερού σvε οποιοδήποτε δεδομένο

σvημείο μετράται με ένα μετρητή χωρητικότητας κύματος με ευαισvθησvία 1,06 V/cm και σvυχνότητα

δειγματοληψίας 0,5 kHz. Προκειμένου να εγείρει το σvούπερ ξαφνικό κύμα σvτη δεξαμενή, κάποιος

πρέπει να καθορίσvει το αρχικό πλάτος a0 και τον κυματαριθμό του φορέα κύματος k0. Αυτές οι
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Σχήμα 8.5: Δεξαμενή πειραμάτων

δύο παράμετροι καθορίζουν την κλίσvη. Στη σvυνέχεια, χρησvιμοποιώντας τη σvχέσvη, ψ0 = a0

√
2k0,

και ανασvτρέφοντας την κλιμάκωσvη σvτην (8.4), η αναλυτική λύσvη γράφεται σvε τρισvδιάσvτατη μορφή

και μετατοπίζεται σvτο χώρο, προκειμένου να παρατηρήσvουμε το σvχηματισvμό του ξαφνικού κύμα-

τος σvε οποιαδήποτε επιθυμητή θέσvη μέσvα σvτη δεξαμενή κύματος. Αυτό δίνει αυτόματα τη λύσvη

σvτο δημιουργό κύματος και κατά σvυνέπεια το σvήμα που οδηγεί το κουπί.

Τα πειράματα διεξάγονται για ένα εύρος πλάτους a0 = 0.001 μέτρα και μια κλίσvη ε = a0k0 =

0.03, το αντίσvτοιχο μήκος κύματος είναι 20 εκατοσvτά. Κοντά σvτο δημιουργό κύματος, σvε από-

σvτασvη ενός μέτρου, το σvύνηθες βάθος κύματος τοπικά διαταράσvσvεται σvτη μέσvη της αλληλουχίας

κυμάτων. Οι παράμετροι της δεξαμενής κυμάτων, σvυγκεκριμένα, το περιορισvμένο της μήκος, δυ-

σvτυχώς, δεν επιτρέπει να παρατηρήσvουμε άμεσvα την πλήρη εξέλιξη της υψηλότερης τάξης breather

από ένα πολύ μικρό πλάτος σvτο μέγισvτο σvε μία επανάληψη. Καθώς η αύξησvη του πλάτους εί-

ναι περισvσvότερο αλγεβρική παρά εκθετική, ακόμη και η χρήσvη μεγαλύτερων δεξαμενών κύματος

παραμένει προβληματική υπό αυτή την έννοια. Για να ξεπερασvτεί αυτή η δυσvκολία, χωρίσvαμε

το πείραμα σvε διάφορα σvτάδια. Δηλαδή, ξεκινώντας τη δημιουργία του κύματος επανειλημμένα

με διάφορες οριακές σvυνθήκες που δίνονται από τη θεωρία, μετρήσvαμε το προφίλ του κύματος

σvτο άλλο άκρο της δεξαμενής. Κάθε σvτιγμή, έχουμε ελέγξει ότι το τελικό προφίλ ακολουθεί

τη θεωρητική πρόβλεψη. Αποκλίσvεις από τη θεωρία που βρέθηκαν μέσvω της άμεσvης υπέρθεσvης

των θεωρητικών και των πειραματικών καμπυλών είναι ελάχισvτες και κυρίως χαρακτηρίζουν την

αρισvτερή και δεξιά ασvυμμετρία των προφίλ. Επαναλαμβάνουμε αυτή τη διαδικασvία 7 φορές, πολ-

λαπλασvιάζοντας έτσvι το μήκος διάδοσvης των 9 μέτρων 8 φορές. Με αυτό τον τρόπο φτάνουμε

την απόσvτασvη διάδοσvης σvτα 72 μέτρα, το οποίο αντισvτοιχεί σvτο σvημείο του μεγίσvτου πλάτους.

Μια πειραματικά παρατηρούμενη ασvυμμετρία μεταξύ των κυμάτων πριν και μετά το ξαφνικό κύμα

μπορεί να εξηγηθεί λόγω της υψηλότερης τάξης εξισvώσvεων NLS με περιττούς όρους. Επιπλέον,

για τιμές κλίσvης από 0.06 και πάνω, μπορούμε να παρατηρήσvουμε με σvαφήνεια το σvπάσvιμο του

κύματος σvτην κορυφή του ξαφνικού κύματος. Παρά τις αποκλίσvεις αυτές, το πλάτος του κύματος
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σvτο μέγισvτο της διέγερσvης υπερβαίνει σvημαντικά την ενίσvχυσvη του 2.2 πάνω από το σvημαντικό

ύψος κύματος, η οποία είναι ο σvυνηθισvμένος ορισvμός ενός ξαφνικού κύματος.

Εν κατακλείδι, η ύπαρξη της ανώτερης τάξης ξαφνικών κυμάτων, ένα εντοπισvμένο κυματικό

σvυμβάν με πλάτος 5 φορές το βάθος του κύματος, έχει αποδειχθεί πειραματικά σvτην περίπτωσvη

των επιφανειακών κυμάτων βαρύτητας. ΄Οταν η κλίσvη είναι μικρή (λιγότερο από 0.03), η θεωρία

NLS και η παρατήρησvη των ερευνητών σvχεδόν ταυτίζονται. Για μεγαλύτερες τιμές κλίσvης (λιγό-

τερο από 0.06), τα παρατηρούμενα κύματα μπορεί ακόμα να επιβεβαιώνουν τη θεωρητική breather

λύσvη. Η μεγάλη ενίσvχυσvη του πλάτους σvτην κορυφή πάνω από το βάθος του ύψους κύματος

κατά ένα σvυντελεσvτή 5 υποδηλώνει την ύπαρξη μιας νέας κατηγορίας κυμάτων που ονομάζεται

‘super ξαφνικά κύματα’. Η λύσvη δεύτερης τάξης των ξαφνικών κυμάτων που παρατηρείται μπορεί

να θεωρηθεί ως η πρώτη εκπρόσvωπος αυτής της κλάσvης. Τα αποτελέσvματα μάς δείχνουν ότι,

ακόμη και σvε μια θαλάσvσvια κατάσvτασvη που χαρακτηρίζεται από πολύ μικρή κλίσvη (της τάξης του

0.03), μπορούν να αναπτυχθούν ξαφνικά κύματα, λόγω των μη γραμμικών δυναμικών της επιφά-

νειας ανύψωσvης. Αυτό είναι ένα αξιοσvημείωτο γεγονός που θα μπορούσvε να εξηγήσvει κάποιες

μυσvτηριώδεις παρατηρήσvεις του ξαφνικού κύματος σvε ήρεμη θαλάσvσvια κατάσvτασvη. Βέβαια, σvτους

ωκεανούς, πρέπει να λάβουμε υπόψη και τη δεύτερη οριζόντια διάσvτασvη και έτσvι το πρόβλημα

χρειάζεται περισvσvότερο προσvεκτική ανάλυσvη. Παρ΄ όλα αυτά, η παρατήρησvη της δεύτερης τάξης

breather είναι σvημαντική από γενική επισvτημονική ματιά.
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Χρονοσvειρές

Με τον όρο χρονοσvειρά εννοούμε σvυνήθως μια ακολουθία {xt : t = 0, 1, 2, ...}, όπου κάθε xt

εκφράζει κατά την χρονική σvτιγμή t την κατάσvτασvη ενός σvυσvτήματος το οποίο εξελίσvσvεται σvτο

χρόνο κατά τυχαίο εν γένει τρόπο (stochastic system). Ουσvιασvτικά πρόκειται για μια ακολουθία

που εκφράζει την εξέλιξη ενός σvτοχασvτικού σvυσvτήματος, ενός σvυσvτήματος δηλαδή με τυχαία κατά

το μάλλον ή ήττον σvυμπεριφορά, σvε αντίθεσvη με αυτήν ενός ντετερμινισvτικού σvυσvτήματος, η οποία

σvυνήθως περιγράφεται από ένα σvύσvτημα διαφορικών εξισvώσvεων. Το πρόβλημα είναι η “πρόβλεψη”

μελλοντικών τιμών της χρονοσvειράς με βάσvη τις μέχρι σvήμερα τιμές της ίδιας χρονοσvειράς, είτε

ακόμα και σvε σvυνδυασvμό με τις μέχρι σvήμερα τιμές μιας άλλης χρονοσvειράς η οποία εξελίσvσvεται

παράλληλα με την πρώτη και επιδρά πάνω σv΄ αυτή, οπότε μιλάμε για πολυμεταβλητές χρονοσvειρές.

Το σvύνολο των δυνατών κατασvτάσvεων ονομάζεται χώρος κατασvτάσvεων και σvυμβολίζεται με S,

ένα (μονοδιάσvτατο) υποσvύνολο του R ή γενικότερα ένα πολυδιάσvτατο υποσvύνολο του Rd, ενώ

το σvύνολο τιμών του t ονομάζεται παραμετρικός χώρος, σvυμβολίζεται με T και μπορεί επίσvης

να είναι υποσvύνολο του Rk όταν χρειάζεται ένα πολυδιάσvτατο t για να καθορίσvουμε πέραν του

χρόνου t και γεωγραφικές π.χ. σvυντεταγμένες σvε χωρο-χρονοσvειρές (spatial time series). 1

Η προσvέγγισvη Boussinesq

Στη Ρευσvτοδυναμική, η προσvέγγισvη Boussinesq για τα κύματα του νερού είναι μια προσvέγγισvη

που ισvχύει για ασvθενώς μη γραμμικά και αρκετά μεγάλου μήκους κύματα. Η προσvέγγισvη αυτή

λαμβάνει υπόψη την κάθετη δομή της οριζόντιας και κατακόρυφης ταχύτητας ροής. Αυτό έχει ως

αποτέλεσvμα μη γραμμικές διαφορικές εξισvώσvεις, που ονομάζονται εξισvώσvεις Boussinesq-τύπου

και ενσvωματώνουν τη σvυχνότητα διασvποράς (σvε αντιδιασvτολή με τις εξισvώσvεις ρηχών νερών).

Η βασvική ιδέα σvτην προσvέγγισvη Boussinesq το 1872, που ήρθε ως απάντησvη σvτις παρατηρήσvεις

του Russell, είναι η εξάλειψη της κατακόρυφης σvυντεταγμένης από τις εξισvώσvεις ροής και η

ταυτόχρονη διατήρησvη επιρροών της κατακόρυφης δομής της ροής κάτω από τα κύματα του νερού.

Αυτό είναι χρήσvιμο επειδή τα κύματα διαδίδονται σvτο οριζόντιο επίπεδο και έχουν διαφορετική

σvυμπεριφορά, όχι κυματική, σvτην κάθετη διεύθυνσvη. Τα βήματα όσvον αφορά την προσvέγγισvη

Boussinesq είναι

� ΄Ενα ανάπτυγμα Taylor που αποτελείται από την οριζόντια και κατακόρυφη ταχύτητα ροής

(ή δυναμικό ταχύτητας) γύρω από ένα σvυγκεκριμένο ύψος.

� Αυτό το ανάπτυγμα Taylor περικόπτεται σvε ένα πεπερασvμένο αριθμό όρων.

� Η διατήρησvη της μάζας για ένα ασvυμπίεσvτο ρευσvτό και η μηδενικού curl σvυνθήκη για ένα

ασvτρόβιλο ρευσvτό χρησvιμοποιούνται για να αντικατασvτήσvουν τις κάθετες μερικές παραγώ-

γους των ποσvοτήτων σvτο ανάπτυγμα Taylor με οριζόντιες μερικές παραγώγους.

Στη σvυνέχεια, η προσvέγγισvη Boussinesq εφαρμόζεται σvτις υπόλοιπες εξισvώσvεις ροής, προκειμένου

να εξαλειφθεί η εξάρτησvη από την κάθετη σvυντεταγμένη. Ως αποτέλεσvμα, οι προκύπτουσvες

1
Οι όροι ‘διακριτά μεγέθη’ και ‘σvυνεχή μεγέθη’ είναι σvε αντισvτοιχία με τους όρους ‘διακριτές τυχαίες μεταβλητές’

και ‘σvυνεχείς τυχαίες μεταβλητές’.
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μερικές διαφορικές εξισvώσvεις είναι σvε όρους σvυναρτήσvεων των οριζόντιων σvυντεταγμένων (και

φυσvικά του χρόνου).

Η προσvέγγισvη Boussinesq για το δυναμικό της ταχύτητας u = ∇ϕ, (u (t) = (u (t) , v (t)),

όπου u (t) η οριζόντια σvυντεταγμένη της ταχύτητας και v (t) η κάθετη) για κύματα νερού σvε ένα

ασvυμπίεσvτο ρευσvτό με ασvτρόβιλη ροή σvτο επίπεδο (x, z), με σvυνοριακές σvυνθήκες σvτην ελεύθερη

επιφάνεια ανύψωσvης z = η (x, t){
∂η
∂t + u∂η∂x − v = 0

∂ϕ
∂t + 1

2

(
u2 + v2

)
+ gη = 0

αποτελείται από τις 2 μερικές διαφορικές εξισvώσvεις που απαρτίζουν το setA-Boussinesq{
∂η
∂t + ∂

∂x [(h+ η)ub] = 1
6h

3 ∂3ub
∂x3

∂ub
∂t + ub

∂ub
∂x + g ∂η∂t = 1

2h
2 ∂3ub
∂t∂x2

όπου ub = ∂ϕb
∂x είναι η οριζόντια ταχύτητα σvτον πυθμένα z = −h και g η επιτάχυνσvη της

βαρύτητας. Εδώ το βάθος του νερού, h, θεωρείται σvταθερό. Κρατάμε μόνο τους γραμμικούς

και τετραγωνικούς όρους, καθώς θεωρούμε αμελητέους τους κυβικούς και τους επόμενης τάξης

όρους τους οποίους και παραλείπουμε. Για

1

6
h3∂

3ub
∂x3

= 0

και

1

2
h2 ∂

3ub
∂t∂x2

= 0

παίρνουμε από το setA τις εξισvώσvεις ρηχών νερών. Οι χαρακτηρισvτικές για τη γραμμική σvυχνό-

τητα διασvποράς του setA έχουν τη μορφή

c2
ph = gh

1 + 1
6k

2h2

1 + 1
2k

2h2

όπου cph είναι η ταχύτητα φάσvης και k ο κυματαριθμός. ΄Επειτα από κάποιες πρόσvθετες προσvεγ-

γίσvεις, με την ίδια πάντα τάξη ακρίβειας, το setA μετατρέπεται σvε μία μερική διαφορική εξίσvωσvη

για την ελεύθερη επιφάνεια ανύψωσvης η που καλείται setB-Boussinesq

∂2η

∂t2
− gh∂

2η

∂x2
− gh ∂

2

∂x2

(
3

2

η2

h
+

1

3
h2 ∂

2η

∂x2

)
= 0 =⇒ ηtt − ghηxx − g

3

2

(
η2
)
xx
− gh3

3
ηxxxx = 0

Σε αδιάσvτατες ποσvότητες και μετά την κανονικοποίησvη το setB γίνεται

∂2ψ

∂τ2
− ∂2ψ

∂ξ2
− ∂2

∂ξ2

(
3ψ2 +

∂2ψ

∂ξ2

)
= 0 =⇒ ψττ − ψξξ − 3

(
ψ2
)
ξξ
− ψξξξξ = 0

όπου ψ = 1
2
η
h η αδιάσvτατη επιφάνεια ανύψωσvης, τ =

√
3t
√

g
h ο αδιάσvτατος χρόνος και ξ =

√
3xh η αδιάσvτατη οριζόντια θέσvη. Στην περίπτωσvη του setB οι χαρακτηρισvτικές της γραμμικής
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Σχήμα 8.6: A=setA, B=setB, C=γραμμικό κύμα

σvυχνότητας διασvποράς είναι

c2
ph = gh

(
1− 1

3
k2h2

)
όπου cph είναι η ταχύτητα φάσvης και k ο κυματαριθμός.

Η γραμμική εξίσvωσvη Boussinesq είναι

ηtt − a2ηxx = β2ηxxtt

ενώ η διασvπορά της είναι

ω = ±ak
(
1 + β2k2

)−1/2

Η tanh− coth μέθοδος

΄Εσvτω μια μερική διαφορική εξίσvωσvη της μορφής

P (u, ut, ux, uxx, uxxx, . . .) = 0 (8.9)

Με μια κυματική μεταβολή ή έναν μετασvχηματισvμό w = x − ct, η (8.9) μετατρέπεται σvε μια

σvυνήθη διαφορική εξίσvωσvη

Q
(
u, u′, u′′, u′′′, . . .

)
= 0 (8.10)

΄Επειτα ολοκληρώνουμε την (8.10) έως ότου όλοι οι όροι να περιέχουν παραγώγους όπου οι

σvταθερές ολοκλήρωσvης θεωρούνται μηδενικές. Η tanh μέθοδος αναπτύχθηκε από τον Mal�iet
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όπου η σvυνάρτησvη tanh χρησvιμοποιείται σvαν μια νέα μεταβλητή, δηλαδή έχουμε

T = tanh (w)

T ′ = 1− T 2

T ′′ = −2T + 2T 3

T ′′′ = −2 + 8T 2 − 6T 4

T (4) = 16T − 40T 3 + 24T 5

(8.11)

δηλαδή εισvάγουμε μια νέα ανεξάρτητη μεταβλητή

Y = tanh (kw) , w = x− ct (8.12)

όπου k είναι ο κυματικός αριθμός. Τότε οδηγούμασvτε σvτην εξής αλλαγή μεταβλητών

d
dw = k

(
1− Y 2

)
d
dY

d2

dw2 = −2k2Y
(
1− Y 2

)
d
dY + k2

(
1− Y 2

)2 d2

dY 2

d3

dw3 = 2k3
(
1− Y 2

) (
3Y 2 − 1

)
d
dY − 6k3Y

(
1− Y 2

)2 d2

dY 2 + k3
(
1− Y 2

)3 d3

dY 3

d4

dw4 = −8k4Y
(
1− Y 2

) (
3Y 2 − 2

)
d
dY + 4k4

(
1− Y 2

)2 (
9Y 2 − 2

)
d2

dY 2−

−12k4Y
(
1− Y 2

)3 d3

dY 3 + k4
(
1− Y 2

)4 d4

dY 4

(8.13)

Η tanh− coth μέθοδος εισvάγει τη χρήσvη της πεπερασvμένης έκφρασvης

u (kw) = S (Y ) =

M∑
i=0

aiY
i +

M∑
i=1

biY
−i

(8.14)

όπου M είναι ένας θετικός ακέραιος, τις περισvσvότερες φορές καθορισvμένος. Στην περίπτωσvη που

το M δεν είναι ακέραιος, η μέθοδος μετασvχηματισvμού καταφέρνει και ξεπερνά τη δυσvκολία αυτή.

Η έκφρασvη (8.13) μειώνεται σvτην τυπική tanh μέθοδο για bi = 0.1 ≤ i ≤ M . Αντικαθισvτώντας

την (8.13) σvτη σvυνήθη διαφορική εξίσvωσvη (8.10), έχουμε μια αλγεβρική εξίσvωσvη σvε δυνάμεις του

Y . Για την εξισvορρόπησvη των υψηλότερων εκθετών της σvυνάρτησvης u και των παραγώγων της

μεταξύ των (8.13) και (8.14), έχουμε

u −→M

un −→ nM

(8.15)
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u′ −→M + 1

u′′ −→M + 2

u(r) −→M + r

(8.16)

Για να καθορίσvουμε την παράμετρο M , σvυνήθως εξισvορροπούμε τους γραμμικούς όρους της

υψηλότερης τάξης σvτην τελική εξίσvωσvη με τους υψηλότερης τάξης μη γραμμικούς όρους χρησvι-

μοποιώντας το σvχήμα (8.16). ΄Επειτα σvυγκεντρώνουμε όλους τους σvυντελεσvτές από τις δυνάμεις

του Y σvτην τελική εξίσvωσvη όπου αυτοί οι σvυντελεσvτές πρέπει να εξαλειφθούν. Αυτό μάς δίνει

ένα σvύσvτημα αλγεβρικών εξισvώσvεων που περιέχουν τις παραμέτρους ai, bi, k και c. ΄Εχοντας

καθορίσvει αυτές τις παραμέτρους καταλήγουμε σvε μια αναλυτική λύσvη u (x, t) σvε κλεισvτή μορφή.

Σημειώνουμε, ότι η σvυγκεκριμένη μέθοδος ενδέχεται να δίνει και περιοδικές λύσvεις.

Breather

Στη φυσvική, ο όρος breather αναφέρεται σvε ένα μη γραμμικό κύμα όπου η ενέργεια επικεντρώνεται

σvε εντοπισvμένο και ταλαντωτικό πεδίο διαμόρφωσvης. Αυτό έρχεται σvε αντίθεσvη με τις προσvδοκίες

που προέρχονται από το αντίσvτοιχο γραμμικό σvύσvτημα για απειροελάχισvτα πλάτη, τα οποία τείνουν

προς μια ομοιόμορφη κατανομή της αρχικά εντοπισvμένης ενέργειας.

Breather είναι μια εντοπισvμένη περιοδική λύσvη ή σvυνεχείς εξισvώσvεις μέσvων ή διακριτά πλέγματα

εξισvώσvεων. Είναι δηλαδή, σvολιτονικές δομές. Υπάρχουν δύο τύποι breathers: τα σvτάσvιμα και τα

κινούμενα. Τα σvτάσvιμα breathers αντισvτοιχούν σvε εντοπισvμένες λύσvεις των οποίων το πλάτος

ποικίλει σvτο χρόνο (μερικές φορές ονομάζονται oscillons). Απαραίτητη προϋπόθεσvη για την ύπαρ-

ξη των breathers σvε διακριτά πλέγματα είναι ότι η κύρια σvυχνότητα και όλοι οι πολλαπλασvιασvτές

του βρίσvκονται εκτός του φάσvματος φωνονίων του πλέγματος.

Oscillons vs Solitons

Oscillon είναι ένα σvολιτονιοειδές φαινόμενο που σvυμβαίνει σvε κοκκώδη και άλλα διασvκορπισvμένα

μέσvα. Oscillons σvε κοκκώδη μέσvα προκύπτουν από κάθετες ταλαντώσvεις σvε ένα έλασvμα με μια

σvτρώσvη ομοιόμορφων σvωματιδίων που τοποθετούνται ελεύθερα σvτην κορυφή. ΄Οταν οι ημιτονοει-

δείς ταλαντώσvεις έχουν το σvωσvτό πλάτος και σvυχνότητα και το σvτρώμα έχει το επαρκές πάχος,

ένα εντοπισvμένο κύμα, που αναφέρεται ως ένα oscillon, μπορεί να σvχηματισvτεί διαταράσvσvοντας

τοπικά τα σvωματίδια. Αυτή η κατάσvτασvη θα παραμείνει για μεγάλο χρονικό διάσvτημα (πολλές

εκατοντάδες χιλιάδες των ταλαντώσvεων) εν απουσvία περαιτέρω διατάραξης. ΄Ενα oscillon αλλάζει

μορφή με κάθε σvύγκρουσvη του σvτρώματος κόκκων και της πλάκας, εναλλάσvσvοντας μεταξύ μιας

κορυφής που προεξέχει πάνω από το σvτρώμα των κόκκων σvε ένα κρατήρα με μικρό χείλος. Αυτή

η αυτοτροφοδοτούμενη κατάσvτασvη ονομάσvτηκε κατ΄ αναλογία με το σvολιτόνιο, που είναι ένα εν-

τοπισvμένο κύμα που διατηρεί την ακεραιότητά του καθώς κινείται. Ενώ δηλαδή, τα σvολιτόνια δεν

αποτελούν δεσvμευμένες κατασvτάσvεις εφόσvον εμφανίζονται ως κινούμενα κύματα σvε ένα ρευσvτό
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ή ως ηλεκτρομαγνητικά κύματα σvε έναν κυματοδηγό, τα oscillons μπορεί να είναι σvτάσvιμα. Os-

cillons έχουν πειραματικά παρατηρηθεί σvε λεπτά παραμετρικά δονούμενα σvτρώματα παχύρευσvτων

υγρών και κολλοειδών αιωρημάτων και έχουν σvυσvχετισvτεί με Faraday κύματα επειδή απαιτούν

παρόμοιες σvυνθήκες σvυντονισvμού.

Αλγόριθμοι Μεθόδων και Γραφημάτων

Σχήμα 8.7: Βασvικός Κώδικας Matlab για την εικόνα 3.2
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Σχήμα 8.8: Κώδικας Matlab για την εξίσvωσvη KdV της εικόνας 4.4
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Σχήμα 8.9: Βασvικός Κώδικας Matlab για την εικόνα 5.1

Σχήμα 8.10: Κώδικας Matlab για την εξίσvωσvη Bessel της εικόνας 5.3
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Σχήμα 8.11: Κώδικας Matlab για την εξίσvωσvη κύματος των εικόνων 8.1-8.4
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Σχήμα 8.12: Κώδικας Matlab για την εξίσvωσvη κύματος των εικόνων 8.1-8.4
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Σχήμα 8.13: Κώδικας Matlab για την εξίσvωσvη κύματος των εικόνων 8.1-8.4
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Σχήμα 8.14: Κώδικας Matlab για την εξίσvωσvη κύματος των εικόνων 8.1-8.4
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