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Περιληψη

Η παρούσα διπλωματική εργασία πραγματεύεται τις διάφορες μορφές του

θεωρήματος van der Waerden και τις επεκτάσεις που ακολούθησαν, κυρίως τις

πολυωνυμικές επεκτάσεις.

Αναλυτικότερα, διατυπώνουμε το κλασικό Θεώρημα van der Waerden Θεώρημα

και αποδεικνύουμε κάποιες από τις ισοδύναμες μορφές του. ΄Επειτα διατυπώ-

νουμε τις ισοδύναμες μορφές μιας επέκτασης του Θεωρήματος van der Waer-

den σε περισσότερες διαστάσεις, που αναφέρεται ως Πολυδιάστατο Θεώρημα

van der Waerden ή ως Θεώρημα Gallai. Δίνουμε τη βασική θεωρία των Το-

πολογικών Δυναμικών Συστημάτων και αποδεικνύουμε το Θεώρημα Birkhoff.

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε το Θεώρημα Furstenberg-Weiss, που αναφέρεται

σε τοπολογικά δυναμικά συστήματα, και ακολούθως την ισοδυναμία του με το

Θεωρήμα Gallai. Τέλος αποδεικνύουμε μια πολυωνυμική επέκταση του Θεω-

ρήματος van der Waerden στην τοπολογική του μορφή, που οφείλεται στους

Bergelson και Leibman.

Λέξεις κλειδιά: van der Waerden, Gallai, Furstenberg, Weiss, Πολυωνυμικό

Θεώρημα van der Waerden.
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Abstract

The theme of this Master Thesis is the fundamental combinatorial the-

orem of van der Waerden. We present equivalent forms of this theorem as

well as improvements and extentions, as the polynomial van der Waerden

Theorem proved by Bergelson and Leibman (1996).

We include a proof of the topological form of van der Waerden’s Theorem

in its multidimensional form given by Furstenberg and Weiss with the help

of the theory of topological dynamical systems and the equivalent Gallai’s

Theorem. Also we give the analogous proof of the topological equivalent

form of the polynomial van der Waerden Theorem given by Bergelson and

Leibman.

Key words: van der Waerden, Gallai, Furstenberg, Weiss, Polynomial van

der Waerden Theorem.
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Εισαγωγη

Η παρούσα διπλωματική, που εκπονήθηκε στο πλαίσιο των σπουδών μου για

το μεταπτυχιακό δίπλωμα ειδίκευσης στα Θεωρητικά Μαθηματικά, πραγματεύ-

εται τις διάφορες μορφές του θεωρήματος van der Waerden και τις επεκτάσεις

που ακολούθησαν, κυρίως τις πολυωνυμικές επεκτάσεις.

Στο Κεφάλαιο 1 γίνεται μια σύντομη παρουσίαση της Θεωρίας των Διατα-

κτικών Αριθμών. Συγκεκριμένα ορίζονται τα καλά διατεταγμένα σύνολα και

αποδεικνύεται η αρχή της υπερπεπερασμένης επαγωγής για καλά διατεταγμένα

σύνολα. Στη συνέχεια ορίζονται και χαρακτηρίζονται οι διατακτικοί αριθμοί,

συνδέονται τα καλά διατεταγμένα σύνολα με τους διατακτικούς αριθμούς και

αποδεικνύεται η αρχή της υπερπεπερασμένης επαγωγής για τους διατακτικούς

αριθμούς. Τέλος ορίζεται η πρόσθεση, ο πολλαπλασιασμός και οι δυνάμεις δια-

τακτικών αριθμών και αποδεικνύεται η ύπαρξη και η μοναδικότητα της Cantor

κανονικής αναπαράστασης ενός διατακτικού αριθμού.

Στο Κεφάλαιο 2 διατυπώνεται το κλασικό Θεώρημα van der Waerden Θε-

ώρημα (2.1) και κάποιες από τις ισοδύναμες μορφές του Θεωρήματος van der

Waerden Πρόταση (2.2). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η ισοδυναμία του καθαρά

απειροσυνδυαστικού Θεωρήματος van der Waerden με ένα καθαρά τοπολογικό

αποτέλεσμα Πρόταση (2.2(vi)) που οφείλεται στους Furstenberg- Weiss [FW].

Το 1927, ο Ολλανδός μαθηματικός Bartel Leendert van der Waerden δημο-

σίευσε το άρθρο του Beweis einer Baudetschen Vermutung [vdW] στο οποίο

απέδειξε αυτό που λέμε Θεώρημα van der Waerden. Αυτό που απέδειξε ο van

der Waerden ήταν:
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«Για κάθε k, r ∈ N υπάρχει N = N(k, r) τέτοιο ώστε αν διαμερί-

σουμε το σύνολο {1, ..., N} σε r χρώματα τότε υπάρχει μονοχρω-

ματική πρόοδος μήκους k».

Στο άρθρο του ο van der Waerden αναφέρει το θεώρημα ως εικασία του Baudet.

Το 1954 δημοσίευσε ένα άρθρο στα γερμανικά και το 1971 το ίδιο άρθρο [vdW1]

δημοσιεύτηκε και στα αγγλικά για το πως η εικασία του Baudet αποδείχθηκε.

Αναφέρει ότι σε σε ένα γεύμα του με τους μαθηματικούς Emil Artin και Otto

Schreier τους είπε ότι ένας Ολλανδός μαθηματικός ο Baudet διατύπωσε το

εξής:

«Αν η ακολουθία των ακεραίων 1, 2, 3, . . . διαιρεθεί σε δύο κλάσεις

τότε τουλάχιστον μία από τις κλάσεις περιέχει αριθμητική πρόοδο

k όρων a, a+ b, . . . , a+ (k − 1)b όσο μεγάλο και αν είναι το k».

΄Επειτα πήγαν στο γραφείο του Artin και την απέδειξε με τη συμβολή τους.

Αναφέρεται ότι ο van der Waerden η πρώτη φορά που άκουσε για την εικασία,

το όνομα της οποίας οφείλεται στον μαθηματικό Pierre Joseph Henry Baudet,

ήταν το 1926, πέντε χρόνια μετά τον θάνατο του Baudet, από τον μαθηματικό

Frederick Schuh ή από κάποιους που την άκουσαν από τον Schuh και του την

μετέφεραν. Ο Schuh ήταν μέντορας και φίλος του Baudet, οπότε είχε λάβει

γνώση για την εικασία από τον ίδιο την περίοδο από το 1916 έως το 1920.

΄Ομως το 1960 ο μαθηματικός Alfred Brauer, μαθητής του Γερμανού μαθη-

ματικού Issai Schur, αναφέρει ότι το 1916 ο Schur δουλεύοντας πάνω στα

τετραγωνικά υπόλοιπα του Zp, διατύπωσε την εικασία. Τέλος, ο μαθηματικός

Alexander Soifer αναφέρει στο βιβλίο του [Soi] ότι η εικασία διατυπώθηκε και

από τους δύο ανεξάρτητα η μία από την άλλη και θα έπρεπε να αναφέρεται σαν

εικασία Baudet-Schur. Το Θεώρημα van der Waerden έγινε ευρέως γνωστό

το 1952, όταν δημοσιεύτηκε στο βιβλίο, Three Pearls of Number Theory [Khi],
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του Ρώσου μαθηματικού Aleksandr Yakovlevich Khinchin, όπου περιέχεται μια

ελαφρώς διαφορετική απόδειξη του θεωρήματος που οφείλεται στη μαθήτριά του

M. A. Lukomskaja. Το Θεώρημα van der Waerden αποτελεί ένα σημαντικό

αποτέλεσμα της Συνδυαστικής Θεωρίας Αριθμών και υπήρξε ο σπόρος για την

ανάπτυξη της Θεωρίας Ramsey.

Στην επόμενη παράγραφο διατυπώνουμε τις ισοδύναμες μορφές μιας επέκτα-

σης του Θεωρήματος van der Waerden σε περισσότερες διαστάσεις όπου ανα-

φέρεται σαν Πολυδιάστατο Θεώρημα van der Waerden, η απόδειξη του οποίου

οφείλεται στον Ούγγρο μαθηματικό Tibor Gallai. Ο Gallai, που το κανονικό

του όνομά ήταν Tibor Grünwald, απέδειξε το θεώρημά του προς τα τέλη της

δεκαετίας του 1930, αλλά δε δημοσίευσε ποτέ την απόδειξή του. Πρώτη φορά

εμφανίστηκε στο άρθρο του Richard Rado [Rad] αναφέροντας ότι οφείλεται

στον Grünwald, που ήταν το όνομα του Gallai εκείνη την εποχή.

Στο Κεφάλαιο 3 εισαγάγουμε και μελετάμε την έννοια του τοπολογικού δυ-

ναμικού συστήματος, που αποτελείται από ένα συμπαγή μετρικό χώρο και μια

ημιομάδα συνεχών συναρτήσεων, από τον χώρο στον εαυτό του. Τα τοπο-

λογικά δυναμικά συστήματα αποτελούν γενίκευση των δυναμικών συστημάτων

που εισήγαγε ο Ισαάκ Νεύτωνας και για δύο αιώνες αποτελούσαν τμήμα της

θεωρίας διαφορικών εξισώσεων. Στα τέλη του 19ου αιώνα ο Poincaré γενί-

κευσε την έννοια του δυναμικού συστήματος ορίζοντάς το να είναι το ζεύγος

που αποτελείται από ένα συμπαγή μετρικό χώρο και μια συνεχή συνάρτηση του

χώρου, ενώ το 1978 ο Hillel Furstenberg επεξέτεινε την έννοια του τοπολογι-

κού δυναμικού συστήματος ορίζοντάς το όπως αναφέραμε παραπάνω. ΄Επειτα

διατυπώνουμε τις έννοιες της τροχιάς, του minimal δυναμικού συστήματος και

αποδεικνύουμε ένα θεώρημα, που αναφέρεται στην ύπαρξη ”recurrent” σημείου

σε ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Το θεώρημα αυτό απεδείχθει από τον
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Αμερικανό μαθηματικό George David Birkhoff το 1927 στο άρθρο του [Bir].

Στο κεφάλαιο 4 επεκτείνουμε την έννοια του recurrent σημείου στο πολλα-

πλώς recurrent Ορισμός (4.1). ΄Επειτα αποδεικνύουμε το θεώρημα των Fursten-

berg, Weiss Θεώρημα (4.8), το οποίο αποτελεί μια γενίκευση του Θεωρήματος

Birkhoff στην περίπτωση του οποίου έχουμε περισσότερες από μία συνεχείς

συναρτήσεις στον συμπαγή μετρικό χώρο που μετατίθενται μεταξύ τους και ένα

σημείο του χώρου που είναι recurrent ως προς κάθε συνάρτηση ξεχωριστά. Γι΄

αυτόν τον λόγο το Θεώρημα Furstenberg-Weiss αναφέρεται στην βιβλιογραφία

και ως Θεώρημα Multiple Birkhoff Recurrence. Το Θεώρημα Furstenberg-

Weiss αποδείχθηκε το 1978 από τους μαθηματικούς Hillel Furstenberg και Ben-

jamin Weiss στο άρθρο τους Topological dynamics and combinatorial number

theory [FW]. Στη γενική του μορφή το Θεώρημα Furstenberg-Weiss αποτελεί

την τοπολογική έκφραση του Πολυδιάστατου Θεωρήματος van der Waerden,

Θεώρημα (2.3) Gallai.

Στο Κεφάλαιο 5 αναφερόμαστε σε μια πολυωνυμική εκδοχή του Θεωρή-

ματος van der Waerden στην τοπολογική του μορφή, που στην ουσία είναι

επέκταση του Θεωρήματος Furstenberg-Weiss για συναρτήσεις, που μετατίθεν-

ται μεταξύ τους και έχουν για εκθέτες ακέραια πολυώνυμα, Θεώρημα (5.1).

Το Θεώρημα αυτό αποδείχθηκε το 1996 από τους Bergelson-Leibman και δη-

μοσιεύτηκε στο άρθρο τους [BL]. Στο κεφάλαιο αυτό ορίζουμε την έννοια

των πολυωνυμικών παραστάσεων Ορισμός (5.2) και του βάρους των πολυωνυ-

μικών παραστάσεων Ορισμός (5.5). Στην επόμενη παράγραφο περιγράφουμε

την επαγωγική διαδικασία, που χρησιμοποίησαν στην απόδειξή τους, την οποία

ονόμασαν PET-επαγωγή, που είναι στην ουσία μια υπερπεπερασμένη επαγω-

γή σε ένα σύνολο πινάκων. ΄Επειτα αποδεικνύουμε την ειδική περίπτωση του
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θεωρήματος για μία συνάρτηση και για το πολυώνυμο p(n) = n2
. Τέλος δί-

νουμε την απόδειξη του θεωρήματος στην οποία οι συγγραφείς χρησιμοποιούν

το Θεώρημα Furstenberg-Weiss ως επαγωγική υπόθεση και στη συνέχεια ακο-

λουθούν σε αρκετά σημεία την απόδειξη του Πολυδιάστατου Θεωρήματος van

der Waerden των Furstenberg-Weiss.

Θα ήθελα να ευχαριστήσω πάρα πολύ τους γονείς μου τόσο για την ηθική,

όσο και για την οικονομική στήριξη καθώς και για τη συνεχή συμπαράστασή

τους και ιδιαίτερα τον πατέρα μου που έκανε διορθώσεις στο αρχικό κείμενο. Α-

κόμα, θα ήθελα να ευχαριστήσω την Αγγελική για την στήριξη που μου παρείχε

τα τελευταία χρόνια και για την υπομονή που έδειξε κατά τη διάρκεια εκπόνη-

σης της διπλωματικής μου εργασίας. Επίσης, θα ήθελα να ευχαριστήσω την

επιβλέπουσα καθηγήτρια κ. Β.Φαρμάκη για τα ενδιαφέροντα μαθηματικά που

με δίδαξε, για την πολύτιμη βοήθειά της και συμβουλές που μου παρείχε καθώς

και για το χρόνο που αφιέρωσε για την εκπόνηση της παρούσας διπλωματικής

εργασίας. Τέλος θα ήθελα να ευχαριστήσω τους καθηγητές κ. Κατάβολο και

κ. Παπαναστασίου για την τιμή που μου έκαναν να είναι μέλη της τριμελούς

επιτροπής μου.

Δημήτρης Καραγεώργος

Αθήνα, Απρίλιος 2012
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγικές ΄Εννοιες

1.1 Στοιχεία Θεωρίας Συνόλων

Στην παράγραφο αυτή γίνεται μια σύντομη παρουσίαση της Θεωρίας των

Διατακτικών Αριθμών. Συγκεκριμένα στην πρώτη παράγραφο ορίζονται τα

καλά διατεταγμένα σύνολα και αποδεικνύεται η αρχή της υπερπεπερασμένης ε-

παγωγής για καλά διατεταγμένα σύνολα. Στη δεύτερη παράγραφο ορίζονται

και χαρακτηρίζονται οι διατακτικοί αριθμοί, συνδέονται τα καλά διατεταγμένα

σύνολα με τους διατακτικούς αριθμούς και αποδεικνύεται η αρχή της υπερπε-

περασμένης επαγωγής. Στην τρίτη παράγραφο ορίζεται η πρόσθεση, ο πολ-

λαπλασιασμός και οι δυνάμεις διατακτικών και αποδεικνύεται η ύπαρξη και η

μοναδικότητα της Cantor κανονικής αναπαράστασης διατακτικού αριθμού.

Συμβολισμός. Με N = {1, 2, 3, . . .} συμβολίζουμε το σύνολο των φυσικών

αριθμών, με Z = {±n : n ∈ N} το σύνολο των ακεραίων, με Q = {k/l k ∈

Z, l ∈ N\{0}} το σύνολο των ρητών αριθμών, με R το σύνολο των πραγματικών

αριθμών και με C το σύνολο των μιγαδικών αριθμών. Αν X είναι υποσύνολο

των μιγαδικών αριθμών με 0 ∈ X, θέτουμε X∗ = X \ {0}.



2 Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Ορισμός 1.1. Δύο σύνολα A,B λέγονται ισοπληθικά αν υπάρχει αντι-

στοιχία f : A→ B 1-1 και επί και γράφουμε A =c B.

Ορισμός 1.2. ΄Ενα σύνολο A είναι πεπερασμένο αν υπάρχει φυσικός α-

ριθμός n ώστε

A =c {i ∈ N : i < n} = {0, ..., n− 1},

αλλιώς το A είναι άπειρο.

Το σύνολο A είναι αριθμήσιμο αν είναι πεπερασμένο ή ισοπληθικό με το

σύνολο των φυσικών αριθμών N, αλλιώς είναι υπεραριθμήσιμο.

Παρατήρηση 1.3. Το κενό σύνολο, ∅, είναι πεπερασμένο, αφού

∅ = {i ∈ N : i < 0}.

Ορισμός 1.4. Το δυναμοσύνολο P(A) ενός συνόλου A είναι το σύνολο

όλων των υποσυνόλων του A, δηλαδή

P(A) = {X : X είναι σύνολο και X ⊆ A}.

Ορισμός 1.5. ΄Εστω X ένα σύνολο και 6 μια διμελής σχέση με τις ιδιότητες

(i) x 6 x για κάθε x ∈ X(αυτοπαθής).

(ii) Αν x 6 y και y 6 z τότε x 6 z για κάθε x, y, z ∈ X (μεταβατική).

(iii) Αν x, y ∈ X με x 6 y και y 6 x τότε x = y (αντισυμμετρική).

(iv) Για κάθε x, y ∈ X ή x 6 y ή y 6 x (γραμμική).

Αν ισχύουν οι (i),(ii), τότε το (X,6) λέγεται προδιατεταγμένο.

Αν ισχύουν οι (i),(ii),(iii), τότε το (X,6) λέγεται μερικά διατεταγμένο.

Αν ισχύουν οι (i),(ii),(iii),(iv), τότε το (X,6) λέγεται ολικά διατεταγμένο.
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Ορισμός 1.6. ΄Εστω (X,6) ένα ολικά διατεταγμένο σύνολο. Το X λέγεται

καλά διατεταγμένο σύνολο, αν κάθε μη κενό υποσύνολο A του X έχει

ελάχιστο στοιχείο. Δηλαδή αν υπάρχει x0 ∈ A ώστε για κάθε x ∈ A να έχουμε

x0 6 x.

Πρόταση 1.7. ΄Εστω (A,6) ολικά διατεταγμένο σύνολο. Τότε το A εί-

ναι καλά διατεταγμένο σύνολο αν και μόνο αν δεν υπάρχει γνησίως φθίνουσα

ακολουθία στοιχείων του A.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι A είναι καλά διατεταγμένο σύνολο. ΄Υποθέτουμε ότι υ-

πάρχει ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του A γνησίως φθίνουσα, άρα

x1 > x2 > . . . > xn > . . . .

Θεωρούμε το σύνολο B = {xn : n ∈ N. Τότε το B δεν έχει ελάχιστο στοιχείο,

γιατί αν υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε το xn0 να είναι το ελάχιστο στοιχείο του

B έχουμε ότι xn0+1 < xn0 και xn0+1 ∈ B άτοπο.

΄Εστω τώρα ότι το (A,6) δεν είναι καλά διατεταγμένο. Θα κατασκευάσουμε

μια ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του A, που είναι γνησίως φθίνουσα. ΄Εστω

B ⊆ A μη κενό που δεν έχει ελάχιστο στοιχείο και έστω x1 ∈ B. Τότε υπάρχει

x2 ∈ B με x2 < x1. ΄Εστω ότι έχουμε βρει x1 > . . . > xn. ΤότεB\{x1, . . . , xn}

είναι μη κενό και μπορούμε να επιλέξουμε xn+1 ∈ B με xn+1 < xn, διότι το B

δεν έχει ελάχιστο στοιχείο.

Παράδειγμα 1.8. Το σύνολο των φυσικών αριθμών N είναι καλά διατεταγ-

μένο σύνολο, αφού κάθε μη κενό υποσύνολό του έχει ελάχιστο στοιχείο. Από

την άλλη τα σύνολα των ακεραίων Z και των πραγματικών αριθμών R δεν είναι

καλά διατεταγμένα, αφού υπάρχουν υποσύνολά τους που δεν έχουν ελάχιστο

στοιχείο.
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Ορισμός 1.9. ΄Εστω (X,6) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. ΄Ενα υποσύ-

νολο A του X λέγεται αλυσίδα, αν για κάθε x, y ∈ A ισχύει ή x 6 y ή y 6 x,

δηλαδή αν το A είναι ολικά διατεταγμένο υποσύνολο του X.

Ορισμός 1.10. ΄Εστω (X,6) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Τότε για

κάθε x ∈ X ορίζουμε το σύνολο των προηγουμένων στοιχείων του x.

P (x) = {y ∈ X : y < x}

Ορισμός 1.11. ΄Εστω (X,6),(Y,6) μερικά διατεταγμένα σύνολα. Μια συ-

νάρτηση f : (X,6)→ (Y,6) λέγεται εμφύτευση (ως προς 6), αν η f είναι

1-1 και αν για κάθε x1, x2 ∈ X ισχύει

x1 6 x2 ⇔ f(x1) 6 f(x2).

Δηλαδή η f διατηρεί τη διάταξη. Αν η εμφύτευση f είναι επιπλέον επί, τότε

λέγεται ισομορφισμός διάταξης.

Παρατήρηση 1.12. Αν f : (X,6) → (Y,6) είναι εμφύτευση τότε επειδή η f

είναι 1-1 τότε για κάθε x1, x2 ∈ X ισχύει x1 < x2 ⇔ f(x1) < f(x2).

Θεώρημα 1.13. (Υπερπεπερασμένης Επαγωγής) ΄Εστω (A,6) ένα

καλά διατεταγμένο σύνολο και B ⊆ A. Υποθέτουμε ότι ισχύει:

a ∈ A και P (a) ⊆ B ⇒ a ∈ B.

Τότε A = B.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι B 6= A τότε A \ B 6= ∅ και A \ B ⊆ A. Το (A,6) είναι

καλά διατεταγμένο σύνολο, άρα υπάρχει a0 ∈ A \ B ελάχιστο στοιχείο. Τότε

P (a0) ⊆ B και από υπόθεση έχουμε ότι a0 ∈ B, άτοπο. ΄Αρα A = B.
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Πόρισμα 1.14. ΄Εστω (A,6) καλά διατεταγμένο σύνολο και f : (A,6) →

(A,6) μια εμφύτευση. Τότε η f είναι μη φθίνουσα, δηλαδή a 6 f(a) για κάθε

a ∈ A.

Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο B = {a ∈ A : a 6 f(a)}. Θα δείξουμε ότι

B = A. Ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι, αν a ∈ A και P (a) ⊆ B, τότε a ∈ B.

΄Εστω a ∈ A με P (a) ⊆ B και υποθέτουμε ότι a /∈ B. Τότε f(a) < a και

άρα f(a) ∈ P (a) ⊆ B. Επομένως f(a) 6 f(f(a)). ΄Ομως η f είναι εμφύτευση

και επειδή f(a) < a έχουμε ότι f(f(a)) < f(a). ΄Ατοπο, άρα A = B οπότε

a 6 f(a) για κάθε a ∈ A.

Πόρισμα 1.15. ΄Εστω (A,6), (B,6) καλά διατεταγμένα σύνολα και έστω

f : (A,6)→ (B,6) ισομορφισμός διάταξης. Τότε ο ισομορφισμός αυτός είναι

μοναδικός.

Απόδειξη. ΄Εστω f : (A,6) → (B,6), g : (A,6) → (B,6) ισομορφισμοί

διάταξης. Τότε η g−1◦f : (A,6)→ (A,6) είναι εμφύτευση και από το Πόρισμα

(1.14) έχουμε ότι a 6 g−1(f(a)) για κάθε a ∈ A και άρα g(a) 6 f(a) για κάθε

a ∈ A. Από την άλλη η f−1 ◦ g : (A,6)→ (A,6) είναι εμφύτευση οπότε πάλι

από Πόρισμα (1.14) έχουμε ότι a 6 f−1(g(a)) για κάθε a ∈ A, οπότε έχουμε

ότι f(a) 6 g(a) για κάθε a ∈ A. ΄Αρα δείξαμε ότι f(a) = g(a) για κάθε a ∈ A

και επομένως η f είναι μοναδική.

Πόρισμα 1.16. ΄Εστω (A,6) καλά διατεταγμένο σύνολο. Τότε δεν είναι

ισόμορφο με ένα αρχικό τμήμα P (x) = {a ∈ A : a < x} για κάθε x ∈ A.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ A και f : (A,6) → (P (x),6) ισομορφισμός. Τότε η f

είναι εμφύτευση και άρα a 6 f(a) για κάθε a ∈ A, άρα και x 6 f(x). ΄Ομως

f(a) ∈ P (x) για κάθε a ∈ A άρα και f(x) ∈ P (x). Οπότε f(x) < x άτοπο.
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1.2 Διατακτικοί Αριθμοί

Ορισμός 1.17 (von Neumann). ΄Ενα σύνολο ξ λέγεται διατακτικός

αριθμός (ordinal) αν ισχύουν:

i Αν ζ ∈ ξ, τότε ζ ⊆ ξ.

ii Αν ζ, η ∈ ξ, τότε είτε ζ = η, είτε ζ ∈ η, είτε η ∈ ζ.

iii Για κάθε A ⊆ ξ μη κενό υπάρχει ζ ∈ A, ώστε ζ ∩ A = ∅.

Παράδειγμα 1.18. Η κατασκευή των φυσικών αριθμών:

∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}, . . .

Λήμμα 1.19. ΄Εστω ξ ένας διατακτικός αριθμός. Τότε δεν υπάρχουν σύνολα

ξ′, ξ′′, ξ′′′ τέτοια ώστε

ξ′ ∈ ξ′′′ ∈ ξ′′ ∈ ξ′ ∈ ξ (1.1)

Ιδιαίτερα ξ /∈ ξ και δεν υπάρχουν σύνολα ξ′, ξ′′ τέτοια ώστε

ξ′ ∈ ξ′′ ∈ ξ′ ∈ ξ (1.2)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχουν σύνολα ξ′, ξ′′, ξ′′′ που να ικανοποιούν την (1.1).

Θέτουμε A = {ξ′, ξ′′, ξ′′′}. Επειδή ξ′ ∈ ξ έχουμε ότι ξ′ ⊆ ξ. Επειδή ξ′′ ∈ ξ′,

έχουμε ότι ξ′′ ∈ ξ και άρα ξ′′ ⊆ ξ. Επειδή ξ′′′ ∈ ξ′′ έχουμε ότι ξ′′′ ∈ ξ και άρα

ξ′′′ ⊆ ξ. Επομένως το A είναι μη κενό υποσύνολο του ξ και άρα υπάρχει η ∈ A

με η ∩A = ∅. ΄Ομως ξ′′ ∈ A ∩ ξ′ 6= ∅, ξ′′′ ∈ A ∩ ξ′′ 6= ∅, ξ′ ∈ A ∩ ξ′′′ 6= ∅. ΄Αρα

δεν υπάρχει η ∈ A με η ∩ A = ∅, άτοπο.

Ιδιαίτερα ξ /∈ ξ αλλιώς θα μπορούσαμε να πάρουμε ξ = ξ′ = ξ′′ = ξ′′′.

Αν τώρα υπάρχουν σύνολα ξ′, ξ′′ με ξ′ ∈ ξ′′ ∈ ξ′ ∈ ξ τότε θέτοντας A = {ξ′, ξ′′}

έχουμε ότι A ⊆ ξ και έχουμε ότι ξ′ ∈ ξ′′ ∩ A 6= ∅ και ξ′′ ∈ ξ′ ∩ A 6= ∅, άτοπο.

΄Αρα δεν υπάρχουν τέτοια ξ′, ξ′′.
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Λήμμα 1.20. ΄Εστω ξ διατακτικός αριθμός και ζ με ζ ∈ ξ. Τότε ο ζ είναι

διατακτικός αριθμός.

Απόδειξη. ΄Εστω ζ 6= ∅ και η ∈ ζ. Τότε για θ ∈ η έχουμε θ ∈ η ∈ ζ ∈ ξ.

Αφού ο ξ είναι διατακτικός αριθμός και ζ ∈ ξ έχουμε ότι ζ ⊆ ξ οπότε η ∈ ξ

άρα η ⊆ ξ και τελικά έχουμε θ ∈ ξ. Αφού θ, ζ ∈ ξ, από τη δεύτερη ιδιότητα

των διατακτικών αριθμών, έχουμε είτε θ = ζ, είτε θ ∈ ζ, είτε ζ ∈ θ.

Αν θ = ζ, τότε ζ ∈ η ∈ ζ ∈ ξ και από Λήμμα (1.19) έχουμε άτοπο.

Αν ζ ∈ θ, τότε ζ ∈ θ ∈ η ∈ ζ ∈ ξ και πάλι από Λήμμα (1.19) έχουμε άτοπο.

Επομένως θ ∈ ζ και άρα η ⊆ ζ.

΄Εστω η, θ ∈ ζ. Τότε αφού ζ ∈ ξ έχουμε ότι ζ ⊆ ξ και άρα η, θ ∈ ξ. Επομένως,

αφού ο ξ είναι διατακτικός αριθμός έχουμε ότι είτε θ = η, είτε θ ∈ η, είτε η ∈ θ.

Τέλος έστω A ⊆ ζ ⊆ ξ μη κενό. Τότε αφού ο ξ είναι διατακτικός υπάρχει η ∈ A

με η ∩ A = ∅. ΄Αρα ο ζ είναι διατακτικός αριθμός.

Ορισμός 1.21. ΄Εστω ξ, ζ διατακτικοί αριθμοί. Τότε ορίζουμε

ζ 6 ξ ⇔ ζ ⊆ ξ

ζ < ξ ⇔ ζ  ξ

Επίσης ορίζουμε P (ξ) = {ζ : ζ διατακτικός αριθμός με ζ  ξ}

Λήμμα 1.22. ΄Εστω ξ, ζ διατακτικοί αριθμοί. Τότε

ζ  ξ ⇔ ζ ∈ ξ.

Απόδειξη. (⇐) Επειδή ο ξ είναι διατακτικός αριθμός και και ζ ∈ ξ έχουμε ότι

ζ ⊆ ξ και μάλιστα ζ  ξ γιατί αν ζ = ξ τότε ζ = ξ /∈ ξ, άτοπο.

(⇒) ΄Εστω, ζ  ξ. Τότε ξ \ ζ 6= ∅ και ξ \ ζ ⊆ ξ. Επειδή ο ξ είναι διατακτικός

αριθμός υπάρχει η ∈ ξ \ ζ με η ∩ (ξ \ ζ) = ∅, άρα η ⊆ ζ. Αφού η ∈ ξ τότε
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η ⊆ ξ. Θα δείξουμε ότι ζ = η.

Πράγματι έστω η 6= ζ. Τότε η  ζ και άρα ζ \ η 6= ∅ και ζ \ η ⊆ ζ. Τότε

αφού ζ είναι διατακτικός αριθμός, υπάρχει θ ∈ ζ \ η με θ ∩ (ζ \ η) = ∅ και άρα

θ ⊆ η. Επειδή θ ∈ ζ έχουμε θ ⊆ ζ. Αφού η ∈ ξ, θ ∈ ζ  ξ και επειδή ο ξ είναι

διατακτικός αριθμός από τη δεύτερη ιδιότητα των διατακτικών αριθμών έχουμε

ότι είτε θ = η, είτε η ∈ θ, είτε θ ∈ η.

Αν θ = η, τότε η = θ ∈ (ζ \ η) ∩ (ξ \ ζ) = ∅, άτοπο.

Αν θ ∈ η ∈ ξ \ ζ τότε θ ∈ ξ \ ζ , άτοπο αφού θ ∈ ζ.

Αν η ∈ θ και επειδή θ ∈ ζ έχουμε η ∈ ζ, άτοπο αφού η ∈ ξ \ ζ.

Επομένως ζ = η ∈ ξ.

Πρόταση 1.23. ΄Εστω ξ διατακτικός αριθμός. Τότε ξ = P (ξ).

Απόδειξη. Από το Λήμμα (1.19) έχουμε ότι ξ /∈ ξ και επειδή αν ζ ∈ ξ ισχύει

ζ ⊆ ξ τότε από Λήμμα (1.20) έχουμε

ξ ⊆ {ζ : ζ διατακτικός με ζ  ξ} = {ζ : ζ διατακτικός με ζ < ξ} = P (ξ).

Από το Λήμμα (1.22) παρατηρούμε ότι έχουμε

P (ξ) = {ζ : ζ διατακτικός με ζ < ξ} = {ζ : ζ διατακτικός με ζ  ξ} ⊆ ξ

και άρα

ξ = {ζ : ζ διατακτικός με ζ < ξ} = P (ξ).

Γράφοντας P (ξ) = [0, ξ) τότε έχουμε ξ = [0, ξ). Δηλαδή τα στοιχεία ενός

διατακτικού αριθμού ξ είναι ακριβώς οι διατακτικοί αριθμοί που είναι γνήσια

μικρότεροι από τον ξ.
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Πόρισμα 1.24. ΄Εστω ξ, ζ διατακτικοί αριθμοί με ζ  ξ. Τότε ζ ∈ ξ και

ζ = {η ∈ ξ : η < ζ}, δηλαδή ο ζ είναι ένα αρχικό τμήμα του ξ.

Απόδειξη. Επειδή ζ = {η ∈ ξ : η < ζ} έχουμε ότι ζ ⊆ {η ∈ ξ : η < ζ}. ΄Εστω

η ∈ ξ με η < ζ, τότε η διατακτικός αριθμός με η < ζ και άρα η ∈ ζ οπότε

{η ∈ ξ : η < ζ} ⊆ ζ. ΄Αρα ζ = {η ∈ ξ : η < ζ}.

Πρόταση 1.25. Αν ξ είναι διατακτικός αριθμός τότε το (ξ,6) είναι καλά

διατεταγμένο σύνολο.

Απόδειξη. Η σχέση 6 είναι καλά ορισμένη στο ξ, αφού το ξ είναι το σύνολο

των μικρότερων διατακτικών αριθμών, αφού για κάθε ζ ∈ ξ έχουμε ζ ⊆ ξ και

άρα ζ 6 ξ.

Για κάθε ζ ∈ ξ έχουμε ζ ⊆ ζ και άρα ζ 6 ζ.

΄Εστω ζ, η, θ ∈ ξ με ζ 6 η και η 6 θ άρα ζ ⊆ η και η ⊆ θ οπότε έχουμε ότι

ζ ⊆ θ και άρα ζ 6 θ.

΄Εστω ζ, η ∈ ξ με ζ 6 η και η 6 ζ τότε ζ ⊆ η και η ⊆ ζ και άρα ζ = η.

΄Εστω ζ, η ∈ ξ. Τότε από δεύτερη ιδιότητα διατακτικών αριθμών έχουμε ότι

είτε ζ = η, είτε ζ ∈ η, είτε η ∈ ζ. Οπότε έχουμε ότι είτε ζ ⊆ η, είτε η ⊆ ζ, και

άρα είτε ζ 6 η, είτε η 6 ζ.

Επομένως δείξαμε ότι το (ξ,6) είναι ολικά διατεταγμένο σύνολο.

΄Εστω A ⊆ ξ μη κενό. Τότε από τρίτη ιδιότητα των διατακτικών αριθμών

έχουμε ότι υπάρχει ζ ∈ A με ζ ∩ A = ∅. ΄Εστω τώρα η ∈ A. Τότε ζ, η ∈ ξ

και από δεύτερη ιδιότητα των διατακτικών αριθμών έχουμε ότι είτε ζ = η, είτε

ζ ∈ η, είτε η ∈ ζ.

Αν η ∈ ζ τότε η ∈ ζ ∩ A = ∅ άτοπο.

Οπότε έχουμε ότι είτε ζ = η, είτε ζ ∈ η δηλαδή ζ ⊆ η για κάθε η ∈ A άρα

ζ 6 η για κάθε η ∈ A οπότε ο ζ είναι ελάχιστο στοιχείο του A.

Επομένως το (ξ,6) είναι καλά διατεταγμένο σύνολο.
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Πρόταση 1.26. ΄Εστω ξ, ζ διατακτικοί αριθμοί. Τότε ο ξ∩ζ είναι διατακτικός

αριθμός.

Απόδειξη. ΄Εστω η ∈ ξ ∩ ζ. Τότε η ∈ ξ και η ∈ ζ οπότε η ⊆ ζ και η ⊆ ξ και

άρα η ⊆ ξ ∩ ζ.

΄Εστω η, θ ∈ ξ ∩ ζ. Τότε η, θ ∈ ξ και η, θ ∈ ζ και επειδή ζ, ξ είναι διατακτικοί

αριθμοί από δεύτερη ιδιότητα των διατακτικών αριθμών έχουμε ότι είτε η = θ

είτε η ∈ θ είτε η ∈ θ.

΄Εστω A ⊆ ζ ∩ ξ μη κενό. Τότε A ⊆ ζ και A ⊆ ξ και από τρίτη ιδιότητα των

διατακτικών αριθμών υπάρχει θ ∈ A με θ ∩ A = ∅.

Οπότε ζ ∩ ξ είναι διατακτικός αριθμός.

Πρόταση 1.27. ΄Εστω ζ, ξ διατακτικοί αριθμοί. Τότε έχουμε ότι ή ζ ⊆ ξ ή

ξ ⊆ ζ. Δηλαδή κάθε σύνολο από διατακτικούς αριθμούς είναι ολικά διατεταγ-

μένο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ζ  ξ και ξ  ζ. Τότε από Πρόταση (1.26) έχουμε ότι

ο ζ ∩ ξ είναι διατακτικός αριθμός και επίσης ζ ∩ ξ  ξ και ζ ∩ ξ  ζ και από

Λήμμα (1.22) έχουμε ότι ζ ∩ ξ ∈ ξ και ζ ∩ ξ ∈ ζ. Επομένως, ζ ∩ ξ ∈ ζ ∩ ξ

άτοπο.

Πρόταση 1.28. ΄Εστω ξ, ζ διατακτικοί αριθμοί με ξ 6= ζ. Τότε τα σύνολα

(ξ,6), (ζ,6) δεν είναι ισόμορφα με ισομορφισμό διάταξης.

Απόδειξη. Από Πρόταση (1.27) έχουμε ότι ή ξ  ζ ή ζ  ξ.

΄Εστω ότι ζ  ξ τότε από Λήμμα (1.22) και Πρόταση (1.23) έχουμε ότι το ζ

είναι αρχικό τμήμα του ξ, δηλαδή ζ = {η ∈ ξ : η 6 ζ}. ΄Ετσι από Πόρισμα

(1.16) το ξ δεν είναι ισόμορφο με το ζ.
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Πρόταση 1.29. ΄Εστω ξ διατακτικός αριθμός. Τότε ο ξ∪{ξ} είναι διατακτι-

κός αριθμός και ξ ∪ {ξ} = ξ + 1 που είναι ο αμέσως επόμενος του ξ. Δηλαδή

αν η διατακτικός αριθμός με ξ < η τότε ξ + 1 6 η.

Απόδειξη. Πρώτα θα δείξουμε ότι ο ξ ∪ {ξ} = ξ + 1 είναι διατακτικός αριθμός.

΄Εστω ζ ∈ ξ + 1. Τότε ή ζ ∈ ξ ή ζ = ξ.

Αν ζ ∈ ξ τότε ζ ⊆ ξ ⊆ ξ + 1.

Αν ζ = ξ τότε ζ = ξ ⊆ ξ + 1.

΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουμε ότι ζ ⊆ ξ + 1.

΄Εστω ζ, η ∈ ξ + 1 με ζ 6= η. Τότε διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις.

Αν ζ, η ∈ ξ, επειδή ο ξ είναι διατακτικός αριθμός, έχουμε ότι είτε ζ ∈ η, είτε

η ∈ ζ.

Αν ζ = ξ, τότε έχουμε η ∈ ξ = ζ.

Αν η = ξ, τότε ζ ∈ ξ = η.

΄Αρα για κάθε ζ, η ∈ ξ + 1 έχουμε ότι είτε ζ = η, είτε ζ ∈ η, είτε η ∈ ζ.

΄Εστω A ⊆ ξ + 1 μη κενό.

Αν A ⊆ ξ, επειδή ο ξ είναι διατακτικός αριθμός, από τρίτη ιδιότητα των διατα-

κτικών αριθμών υπάρχει η ∈ A με η ∩ A = ∅.

΄Εστω ξ ∈ A, τότε αν ξ ∩ A = ∅ έχουμε ότι A = ξ, οπότε θέτουμε η = ξ και

έχουμε η ∩ A = ∅. Στην περίπτωση που ξ ∩ A 6= ∅ έχουμε ότι ξ ∩ A ⊆ ξ και

από τρίτη ιδιότητα των διατακτικών αριθμών (για τον ξ) υπάρχει η ∈ ξ ∩ A με

η ∩ ξ ∩ A = ∅. ΄Ομως η ∈ ξ και άρα η ∩ A = η ∩ ξ ∩ A = ∅.

Επομένως ο ξ ∪ {ξ} είναι διατακτικός αριθμός.

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι ο ξ ∪ {ξ} = ξ+ 1 είναι ο επόμενος του ξ. ΄Εστω

η διατακτικός αριθμός με ξ < η. Τότε έχουμε ότι ξ  η και από Λήμμα (1.22)

έχουμε ότι ξ ∈ η. Οπότε έχουμε ότι ξ+1 = ξ∪{ξ} ⊆ η και άρα ξ+1 6 η.
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Πρόταση 1.30. ΄Εστω A μη κενό σύνολο διατακτικών αριθμών, τότε το

σύνολο ∪A = {ζ ∈ ξ : ξ ∈ A} είναι διατακτικός αριθμός και μάλιστα ο ∪A

είναι το supremum του A με την έννοια ότι ξ 6 ∪A για κάθε ξ ∈ A και αν η

διατακτικός αριθμός με ξ 6 η για κάθε ξ ∈ A τότε ∪A 6 η.

Απόδειξη. Πρώτα θα δείξουμε ότι ο ∪A είναι διατακτικός αριθμός.

΄Εστω ζ ∈ ∪A. Τότε υπάρχει ξ ∈ A με ζ ∈ ξ ∈ A άρα ζ ⊆ ξ. Οπότε αν x ∈ ζ,

τότε x ∈ ξ και άρα x ∈ ∪A. Δηλαδή ζ ⊆ ∪A.

΄Εστω ζ, η ∈ ∪A. Τότε υπάρχουν ξ, ξ′ ∈ A με ζ ∈ ξ ∈ A και η ∈ ξ′ ∈ A. Από

Πρόταση (1.27) έχουμε οτι ή ξ ⊆ ξ′ ή ξ′ ⊆ ξ. Οπότε έχουμε ότι ή ζ, η ∈ ξ ή

ζ, η ∈ ξ′. ΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουμε ότι είτε ζ = η, είτε ζ ∈ η, είτε η ∈ ζ.

΄Εστω B ⊆ ∪A μη κενό. Στη συνέχεια θεωρούμε ζ ∈ B ∈ ∪A. Αν ζ ∩B = ∅,

τότε ικανοποιείται η τρίτη ιδιότητα των διατακτικών αριθμών. ΄Εστω ότι ζ∩B 6=

∅. Τότε ζ ∩ B ⊆ ζ. Επομένως επειδή ζ είναι διατακτικός αριθμός, υπάρχει η

διατακτικός αριθμός με η ∈ ζ ∩ B και η ∩ ζ ∩ B = ∅. ΄Ομως η ∈ ζ και άρα

η ⊆ ζ. Οπότε η ∩B = η ∩ ζ ∩B = ∅. ΄Αρα ο ∪A είναι διατακτικός αριθμός.

΄Εστω η διατακτικός αριθμός τέτοιος ώστε ξ 6 η για κάθε ξ ∈ A και άρα ξ ⊆ η

για κάθε ξ ∈ A και άρα ∪A ⊆ η και έτσι ∪A είναι το supremum του A.

Πρόταση 1.31. Κάθε μη κενό σύνολο διατακτικών αριθμών έχει ελάχιστο

στοιχείο.

Απόδειξη. ΄Εστω A μη κενό σύνολο διατακτικών αριθμών και ξ ∈ A. Τότε ∪A

είναι διατακτικός αριθμός και επειδή ξ ∈ A έχουμε ότι ξ ⊆ ∪A+1 = ∪A∪{∪A}.

Επομένως, A ⊆ ∪A + 1. Επειδή το ∪A + 1 είναι διατακτικός αριθμός, είναι

καλά διατεταγμένο σύνολο και το σύνολο A έχει ελάχιστο στοιχείο.

Πρόταση 1.32. Δεν υπάρχει σύνολο που να περιέχει όλους τους διατακτι-

κούς αριθμούς
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Απόδειξη. Θεωρούμε ένα σύνολο A και στη συνέχεια θέτουμε B = {ξ ∈ A :

ξ διατακτικός αριθμός }. Το B είναι σύνολο και θα δείξουμε ότι υπάρχει δια-

τακτικός αριθμός, που δεν ανήκει στο B. Από Πρόταση (1.30) έχουμε ότι το

∪B είναι διατακτικός αριθμός, άρα και ο ζ = ∪B ∪ {∪B} είναι ο επόμενος δια-

τακτικός αριθμός. Τότε ζ /∈ B γιατί για κάθε ξ ∈ B έχουμε ότι ξ 6 ∪B < ζ,

δηλαδή αν ζ ∈ B έχουμε ότι ζ 6 ∪B άτοπο, αφού ∪B < ζ. Οπότε αν υ-

πήρχε το σύνολο A όλων των διατακτικών αριθμών θα θα υπήρχε διατακτικός

αριθμός που δε θα ανήκε στο A , άτοπο.

Ορισμός 1.33. ΄Ενας διατακτικός αριθμός ξ είναι επόμενος διατακτικός

αριθμός αν ξ = ζ + 1 = ζ ∪{ζ} για κάποιον διατακτικό αριθμό ζ. Αν ο ξ δεν

είναι επόμενος, τότε λέγεται οριακός διατακτικός αριθμός.

Πρόταση 1.34. Υπάρχει μη μηδενικός οριακός διατακτικός αριθμός.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα σύνολο A τέτοιο ώστε ∅ ∈ A και αν b ∈ A τότε

b ∪ {b} ∈ A. Θέτουμε B = {η ∈ A : η διατακτικός αριθμός } και παρατηρούμε

ότι B ⊆ A και αφού ∅ ∈ B έχουμε ότι ∅ ∪ {∅} ∈ B. Στη συνέχεια θέτουμε

ξ = ∪B. Θα δείξουμε ότι ο ξ δεν είναι επόμενος διατακτικός αριθμός. ΄Εστω ότι

ο ξ είναι επόμενος, τότε υπάρχει διατακτικός αριθμός ζ με ξ = ζ ∪ {ζ} = ∪B.

Τότε επειδή ∅ ∈ B έχουμε ότι ∅ ∈ ξ και άρα ξ 6= ∅. Επειδή ξ = ∪B έχουμε ότι

υπάρχει η ∈ B με ζ ∈ η και άρα ζ  η. Επομένως έχουμε ξ = ζ ∪ {ζ} ⊆ η  

η ∪ {η} = η + 1, δηλαδή ξ ∈ η + 1. ΄Ομως η + 1 ∈ B και επομένως η + 1 ∈ ξ

και άρα η + 1  ξ, ισοδύναμα η + 1 < ξ, άτοπο. ΄Αρα ο ξ δεν είναι επόμενος

διατακτικός αριθμός.

Παρατήρηση 1.35. Με ω θα συμβολίζουμε τον ελάχιστο οριακό διατακτικό

αριθμό. Τότε ω = N ικανοποιεί τα αξιώματα του Peano και τα στοιχεία του

λέγονται πεπερασμένοι διατακτικοί αριθμοί και είναι οι φυσικοί αριθμοί.
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Θεώρημα 1.36. ΄Εστω (A,6) ένα καλά διατεταγμένο σύνολο. Τότε είναι

ισόμορφο ως προς ισομορφισμό διάταξης με μοναδικό διατακτικό αριθμό.

Απόδειξη. Πρώτα θα δείξουμε τη μοναδικότητα. ΄Εστω ότι υπάρχουν διατακτι-

κοί αριθμοί ξ, ζ με ξ 6= ζ, που είναι ισόμορφοι με το A. Τότε όμως και το ξ θα

είναι ισόμορφο με το ζ και αυτό είναι άτοπο σύμφωνα με την Πρόταση (1.28).

Θεωρούμε το σύνολο B = A∪{t} όπου t /∈ A. Επεκτείνουμε τη διάταξη του A

στο B θέτοντας a < t για κάθε a ∈ A. Τότε το (B,6) είναι καλά διατεταγμένο

σύνολο. Θεωρούμε το σύνολο P (x) = {y ∈ B : y < x} για κάθε x ∈ B και

θέτουμε

C = {x ∈ B : P (x) να είναι διατακτικά ισόμορφο με ένα διατακτικό αριθμό }

Θα αποδείξουμε, χρησιμοποιώντας υπερπεπερασμένη επαγωγή ότι B = C.

Πράγματι αρκεί να δείξουμε ότι αν x ∈ B με P (x) ⊆ C τότε x ∈ C.

΄Εστω x ∈ B με P (x) ⊆ C. Τότε για κάθε y ∈ P (x) υπάρχει διατακτικός

αριθμός ξy και μοναδικός ισομορφισμός διάταξης fy : P (y)→ ξy. Θέτουμε

f :
⋃
y<x

P (y)→
⋃
y<x

ξy = ξ.

Τότε η f είναι ισομορφισμός διάταξης.

Πράγματι η f είναι καλά ορισμένη αφού αν y1, y2 ∈ P (x) ⊆ B με y1 < y2, τότε

P (y1) ⊆ P (y2) και fy2|P (y1) = fy1 .

Η f είναι 1-1, αφού αν x1, x2 ∈
⋃
y<x

P (y) με f(x1) = f(x2) τότε έχουμε ότι

x1 ∈ P (y1) και x2 ∈ P (y2). Αν y1 6 y2, έχουμε ότι P (y1) ⊆ P (y2) οπότε

έχουμε ότι fy2(x1) = f(x1) = f(x2) = fy2(x2) και επειδή fy2 είναι 1-1, έχουμε

ότι x1 = x2. Αν y2 6 y1, έχουμε ότι P (y2) ⊆ P (y1), οπότε έχουμε ότι

fy1(x1) = f(x1) = f(x2) = fy1(x2) και επειδή fy1 είναι 1-1, έχουμε ότι x1 = x2.

Η f είναι επί, αφού αν z ∈
⋃
y<x

ξy = ξ τότε z ∈ ξy για κάποιο y < x. Οπότε
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επειδή fy είναι επί υπάρχει x′ ∈ P (y) με fy(x
′) = z και άρα f(x′) = z.

Η f διατηρεί τη διάταξη. Πράγματι έστω x1, x2 ∈
⋃
y<x

P (y) με x1 < x2. Τότε

έχουμε ότι x1 ∈ P (y1) και x2 ∈ P (y2). Αν y1 6 y2 έχουμε ότι P (y1) ⊆ P (y2)

οπότε x1, x2 ∈ P (y2) και άρα f(x1) = fy2(x1) < fy2(x2) = f(x2). Αν y2 6 y1

έχουμε ότι P (y2) ⊆ P (y1) οπότε x1, x2 ∈ P (y1) και άρα f(x1) = fy1(x1) <

fy1(x2) = f(x2).

΄Αρα η f είναι ισομορφισμός διάταξης.

Αν το σύνολο P (x) έχει maximum, έστω x0 τότε P (x) =
⋃
y<x

P (y)∪ {x0} και

άρα το P (x) είναι διατακτικά ισόμορφο με τον ξ ∪ {ξ} = ξ + 1, δηλαδή x ∈ C.

Αν το P (x) δεν έχει maximum, τότε P (x) =
⋃
y<x

P (y) και άρα το P (x) είναι

διατακτικά ισόμορφο με τον ξ, δηλαδή x ∈ C.

΄Αρα αποδείχθηκε ότι B = C και επομένως t ∈ C, οπότε το P (t) = A είναι

ισόμορφο με ένα διατακτικό αριθμό.

Θεώρημα 1.37 (Υπερπεπερασμένης Επαγωγής για Διατακτι-

κούς Αριθμούς). ΄Εστω C μια κλάση διατακτικών αριθμών τέτοια ώστε

(i) 0 ∈ C ,

(ii) αν α ∈ C , τότε α + 1 ∈ C ,

(iii) αν α είναι μη μηδενικός οριακός διατακτικός αριθμός και β ∈ C για κάθε

β < α, τότε α ∈ C .

Τότε C είναι η κλάση όλων των διατακτικών αριθμών.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι δεν ισχύει το θεώρημα και έστω α ο ελάχιστος διατακτικός

αριθμός για τον οποίο ισχύει α /∈ C .

Αν α = 0 από το (i) έχουμε ότι α ∈ C άτοπο.

Αν α είναι επόμενος, τότε υπάρχει β διατακτικός αριθμός με β + 1 = α οπότε
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β < α και επειδή ο α είναι ο ελάχιστος διατακτικός αριθμός με α /∈ C έχουμε

ότι β ∈ C και από το (ii) έχουμε ότι α = β + 1 ∈ C άτοπο.

Αν α είναι οριακός διατακτικός αριθμός και επειδή για κάθε β < α έχουμε

β ∈ C τότε από (iii) έχουμε α ∈ C άτοπο.

΄Αρα η κλάση C περιέχει όλους τους διατακτικούς αριθμούς.

1.3 Αριθμητική Διατακτικών Αριθμών

Ορισμός 1.38 (Πρόσθεση Διατακτικών Αριθμών). Για κάθε διατα-

κτικό αριθμό α ορίζουμε

(i) α + 0 = α

(ii) α + (β + 1) = (α + β) + 1 για κάθε β διατακτικό αριθμό

(iii) α + β = sup{α + ξ : ξ < β} = lim
ξ→β

(α + ξ) για κάθε οριακό διατακτικό

αριθμό β 6= 0

Παρατήρηση 1.39. Αν στο (ii) θέσουμε β = 0, τότε έχουμε την ισότητα α+1 =

α+1 όπου στο αριστερό μέρος έχουμε την πρόσθεση των διατακτικών αριθμών

α και 1, ενώ στο δεξιό μέρος της ισότητας έχουμε τον επόμενο διατακτικό

αριθμό του α.

Παρατήρηση 1.40. Παρατηρούμε ότι για κάθε διατακτικό αριθμό α έχουμε ότι

(α + 1) + 1 = α + 2 και γενικά (α + n) + 1 = α + (n+ 1) για κάθε n ∈ N.

Παρατήρηση 1.41. Αν θεωρήσουμε τον διατακτικό αριθμό ω, τότε έχουμε

ω + ω = sup{ω + n : n < ω}.
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Τώρα θεωρούμε το άθροισμα m+ ω για κάποιον m < ω. Τότε έχουμε

m+ ω = sup{m+ n : n < ω} = ω

επειδήm είναι φυσικός αριθμός, οπότε καιm+n είναι φυσικός αριθμός για κάθε

n < ω. ΄Αρα έχουμε ότι ω + m 6= m + ω οπότε η πρόσθεση των διατακτικών

αριθμών δεν μεταθετική. Επίσης παρατηρούμε επειδή 1 6= 2 και επειδή 1 + ω =

2 + ω = ω έχουμε ότι δεν ισχύει ο κανόνας της διαγραφής για την πρόσθεση

από δεξιά.

Πρόταση 1.42. ΄Εστω α, γ διατακτικοί αριθμοί όπου γ είναι οριακός διατα-

κτικός αριθμός. Τότε και ο α + γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός.

Απόδειξη. ΄Εστω ζ < α+γ. Επειδή α+γ = sup{α+ξ : ξ < γ} υπάρχει ξ < γ

με ζ 6 α + ξ. Τότε

ζ + 1 6 (α + ξ) + 1 = α + (ξ + 1) < α + γ.

΄Αρα α + γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός.

Πρόταση 1.43. ΄Εστω (A1,61), (A2,62) ολικά διατεταγμένα σύνολα με A1∩

A2 = ∅. Τότε το άθροισμα των A1 και A2 είναι το σύνολο A = A1 ∪ A2 με

διάταξη 6 που ορίζεται ως εξής a 6 b αν και μόνο αν

(i) a, b ∈ A1 και a 61 b ή

(ii) a, b ∈ A2 και a 62 b ή

(iii) a ∈ A1 και b ∈ A2

και μάλιστα είναι ολικά διατεταγμένο σύνολο.
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Απόδειξη. Αυτοπαθής. ΄Εστω a ∈ A, τότε a ∈ A1 ή a ∈ A2, άρα a 61 a ή

a 62 a, οπότε a 6 a.

Μεταβατική. ΄Εστω a, b, c ∈ A με a 6 b και b 6 c. Τότε διακρίνουμε τις

περιπτώσεις.

Αν a, b, c ∈ A1, τότε a 61 c και άρα a 6 c.

Αν a, b, c ∈ A2, τότε a 62 c και άρα a 6 c.

Αν a ∈ A1 και c ∈ A2, τότε από τον ορισμό της 6 είτε b ∈ A1, είτε b ∈ A2

έχουμε ότι a 6 c.

Αντισυμμετρική. ΄Εστω a, b ∈ A με a 6 b και b 6 a, τότε αναγκαστικά θα

έχουμε ή a, b ∈ A1 ή a, b ∈ A2, γιατί αν a ∈ A1 και b ∈ A2, τότε δεν ισχύει

b 6 a και αν b ∈ A1 και a ∈ A2 δεν ισχύει a 6 b. Αν a, b ∈ A1, τότε a =1 b

και άρα a = b. Αν a, b ∈ A2, τότε a =2 b και άρα a = b.

Γραμμική. ΄Εστω a, b ∈ A. Αν a, b ∈ A1, τότε ή a 61 b ή b 61 a και άρα

a 6 b ή b 6 a. Αν a, b ∈ A2, τότε ή a 62 b ή b 62 a και άρα a 6 b ή b 6 a.

Αν a ∈ A1 και b ∈ A2, τότε a 6 b ενώ αν a ∈ A2 και b ∈ A1 τότε b 6 a.

Πρόταση 1.44. ΄Εστω (A1,61), (A2,62) ολικά διατεταγμένα σύνολα. Τότε

το γινόμενο των A1 και A2 είναι το σύνολο A = A1 × A2 με διάταξη 6 που

ορίζεται ως εξής: (a1, a2) 6 (b1, b2) αν και μόνο αν a1 <1 b1 ή αν a1 =1 b1,

τότε a2 <2 b2 και μάλιστα είναι ολικά διατεταγμένο σύνολο.

Απόδειξη. Αυτοπαθής. ΄Εστω (a1, a2) ∈ A, τότε a1 61 a1 και a2 62 a2 άρα

(a1, a2) 6 (a1, a2).
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Μεταβατική. ΄Εστω (a1, a2), (b1, b2), (c1, c2) ∈ A με (a1, a2) 6 (b1, b2) και

(b1, b2) 6 (c1, c2).

Αν a1 <1 b1 και b1 61 c1 έχουμε a1 61 c1 και άρα (a1, a2) 6 (c1, c2).

Αν a1 =1 b1 και b1 =1 c1, τότε a2 62 b2 και b2 62 c2 και άρα (a1, a2) 6 (c1, c2).

Αν a1 =1 b1 και b1 61 c1 έχουμε a1 61 c1, οπότε (a1, a2) 6 (c1, c2).

Αντισυμμετρική. ΄Εστω (a1, a2), (b1, b2) ∈ A με (a1, a2) 6 (b1, b2) και

(b1, b2) 6 (a1, a2).

΄Εχουμε a1 61 b1 και b1 61 a1 οπότε a1 =1 b1 και άρα a2 62 b2 και b2 62 a2

οπότε a2 =2 b2 και έχουμε (a1, a2) = (b1, b2).

Γραμμική. ΄Εστω (a1, a2), (b1, b2) ∈ A. Τότε ισχύει μία από τις ακόλουθες

περιπτώσεις.

Αν a1 <1 b1, έχουμε (a1, a2) < (b1, b2)

Αν b1 <1 a1, έχουμε (b1, b2) < (a1, a2)

Αν a1 =1 b1 και a2 <2 b2, έχουμε (a1, a2) < (b1, b2)

Αν a1 =1 b1 και b2 <2 a2, έχουμε (b1, b2) < (a1, a2)

Αν a1 =1 b1 και a2 =2 b2, έχουμε (a1, a2) = (b1, b2)

οπότε σε κάθε περίπτωση έχουμε ότι τα (a1, a2), (b1, b2) είναι συγκρίσιμα. ΄Αρα

δείξαμε ότι το (A,6) είναι ολικά διατεταγμένο.

Λήμμα 1.45. (i) ΄Εστω α, β και γ διατακτικοί αριθμοί. Τότε α < β αν και

μόνο αν γ + α < γ + β

(ii) ΄Εστω α, β και γ διατακτικοί αριθμοί. Τότε γ + α = γ + β αν και μόνο

αν α = β.

(iii) ΄Εστω α, β και γ διατακτικοί αριθμοί. Τότε ισχύει (α+β)+γ = α+(β+γ)



20 Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Απόδειξη. (i) Θα το αποδείξουμε με υπερπεπερασμένη επαγωγή στο β.

΄Εστω β = α + 1, τότε γ + α < (γ + α) + 1 = γ + (α + 1) = γ + β.

΄Εστω τώρα α < β και υποθέτουμε ότι για κάθε ξ < β με α < ξ ότι ισχύει

γ + α < γ + ξ.

Αν β είναι επόμενος υπάρχει διατακτικός αριθμός ξ με α 6 ξ και β = ξ + 1.

Τότε από επαγωγική υπόθεση έχουμε

γ + α 6 γ + ξ < (γ + ξ) + 1 = γ + (ξ + 1) = γ + β.

Αν β είναι οριακός διατακτικός αριθμός, τότε για κάθε α < ξ < β ισχύει

γ + α < γ + ξ 6 sup{γ + ξ : ξ < β} = γ + β.

Αντίστροφα υποθέτουμε ότι γ+α < γ+β. Αν β < α, τότε έχουμε γ+β < γ+α

άτοπο. Αν α = β, τότε έχουμε γ + α = γ + β άτοπο.

Οπότε από τη γραμμικότητα της 6 έχουμε ότι α < β.

(ii) ΄Εστω ότι ισχύει γ+α = γ+β. Αν α 6= β έχουμε ότι ή α < β ή β < α

και από το (i) έχουμε ότι ή γ +α < γ + β ή γ + β < γ +α αντίστοιχα, άτοπο.

΄Αρα α = β.

Αν α = β, τότε προφανώς γ + α = γ + β.

(iii) Θα το αποδείξουμε με υπερπεπερασμένη επαγωγή στο γ.

Για γ = 0 έχουμε ότι (α + β) + 0 = α + β = α + (β + 0).

΄Εστω ότι ισχύει η υπόθεση για κάθε διατακτικό αριθμό ξ < γ.

Αν γ = ξ + 1 είναι επόμενος και έχουμε

(α + β) + γ=(α + β) + (ξ + 1) = [(α + β) + ξ] + 1 = [α + (β + ξ)] + 1

=α + [(β + ξ) + 1] = α + [β + (ξ + 1)] = α + (β + γ).
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Αν ο γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός έχουμε ότι

(α + β) + γ = sup{(α + β) + δ : δ < γ.} = sup{α + (β + δ) : δ < γ}

Παρατηρούμε ότι β + γ = sup{β + δ : δ < γ} και από Πρόταση (1.42) ο

β + γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός και άρα β + γ = sup{ξ : ξ < β + γ}.

Επομένως,

(α+β)+γ = sup{α+(β+δ) : δ < γ} = sup{α+ξ : ξ < β+γ} = α+(β+γ)

Θεώρημα 1.46. ΄Εστω (A1,61), (A2,62) καλά διατεταγμένα σύνολα με A1∩

A2 = ∅ ισόμορφα ως προς διατακτικούς αριθμούς α1 και α2 αντίστοιχα. Τότε

το άθροισμα A = A1 ∪ A2 των A1 και A2 είναι ισόμορφο με τον διατακτικό

αριθμό α1 + α2.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε το θεώρημα με υπερπεπερασμένη επαγωγή στον α2.

Αν α2 = 0, τότε για A2 = ∅ έχουμε ότι ∅ = 0, οπότε έχουμε ότι

A1 ∪ ∅ = A1 ' α1 = α1 + 0.

Αν α2 = ξ + 1 είναι επόμενος διατακτικός αριθμός. Επειδή A2 ' α2 = ξ + 1

έχουμε ότι το A2 έχει μέγιστο στοιχείο, έστω x0 ∈ A2. Οπότε A2 \ {x0} '

ξ < α2. Από επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι υπάρχει διατακτικός ισομορφισμός

f0 : A1∪ (A2 \{xo})→ α1 + ξ, γιατί ξ < α2. Επεκτείνουμε το A1∪ (A2 \{xo})

στο A1∪(A2\{xo})∪{x0} = A1∪A2 και τον ισομορφισμό f0 στον ισομορφισμό

f αντιστοιχίζοντας το {x0} στον διατακτικό αριθμό α1 + ξ, οπότε

f : A1 ∪ A2 → (α1 + ξ) ∪ {α1 + ξ} = (α1 + ξ) + 1.

΄Ομως (α1 + ξ) + 1 = α1 + (ξ + 1) = α1 + α2, άρα A1 ∪ A2 ' α1 + α2.

΄Εστω ότι α2 είναι οριακός διατακτικός αριθμός. Τότε επειδή A2 ' α2 έχουμε
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ότι το A2 δεν έχει μέγιστο στοιχείο και άρα A2 =
⋃
x∈A2

P (x). Οπότε για

κάθε x ∈ A2 υπάρχει διατακτικός αριθμός ξx τέτοιος ώστε P (x) ' ξx και

από επαγωγική υπόθεση και επειδή ξx < α2 έχουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός

fx : A1 ∪ P (x)→ α1 + ξx και άρα η

f :
⋃
x∈A2

(A1 ∪ P (x))→
⋃
x∈A2

(α1 + ξx)

είναι ισομορφισμός. Παρατηρούμε ότι

⋃
x∈A2

(A1 ∪ P (x)) = A1 ∪ A2 και ότι⋃
x∈A2

ξx = α2 = sup{ξ : ξ < α2} γιατί αν ισχύει

⋃
x∈A2

ξx = ξ < α2, τότε έχουμε

ότι A2 ' ξ < α2, άτοπο. Επίσης από Πρόταση (1.42) ο α1 + α2 είναι οριακός

διατακτικός αριθμός, οπότε έχουμε ότι α1 + α2 = sup{ζ : ζ < α1 + α2} =

sup{α1 + ξ : ξ < α2} και άρα⋃
x∈A2

(α1 + ξx) = sup{α1 + ξ : ξ < α2} = α1 + α2.

Δηλαδή A1 ∪ A2 = α1 + α2.

Λήμμα 1.47. ΄Εστω α, β διατακτικοί αριθμοί με α 6 β. Τότε υπάρχει μονα-

δικός διατακτικός αριθμός ξ με β = ξ + α.

Απόδειξη. Επειδή α 6 β έχουμε ότι α ⊆ β. Θέτουμε A = {ζ : α 6 ζ < β}.

Το A είναι καλά διατεταγμένο σύνολο και από Θεώρημα (1.36) έχουμε ότι

υπάρχει μοναδικός διατακτικός αριθμός ξ ισόμορφος με το A. Από Θεώρημα

(1.46) έχουμε ότι

β = α ∪ A ' α + ξ

και άρα β = α + ξ
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Ορισμός 1.48 (Πολλαπλασιασμός Διατακτικών Αριθμών). Για

κάθε διατακτικό αριθμό α ορίζουμε

(i) α · 0 = 0

(ii) α · (β + 1) = α · β + α για κάθε β διατακτικό αριθμό

(iii) α ·β = sup{α · ξ : ξ < β} = lim
ξ→β

(α · ξ) για κάθε οριακό διατακτικό αριθμό

β 6= 0.

Παρατήρηση 1.49. (i) α · 1 = α · (0 + 1) = α · 0 + α = α

(ii) α · 2 = α · (1 + 1) = α · 1 +α = α+α ιδιαίτερα έχουμε ότι ω · 2 = ω+ω.

(iii) α · 3 = α · (2 + 1) = α · 2 + α = α + α + α

(iv) α · ω = sup{α · n : n < ω}

(v) 1 · α = α. Πράγματι με υπερπεπερασμένη επαγωγή έχουμε.

1 · 0 = 0

1 · (α + 1) = 1 · α + 1 = α + 1

Αν α είναι οριακός διατακτικός αριθμός έχουμε

1 · α = sup{1 · ξ : ξ < α} = sup{ξ : ξ < α} = α.

(vi) 2·ω = sup{2·n : n < ω} = ω ενώ ω ·2 = ω+ω και άρα 2·ω 6= ω ·2, οπότε

συμπεραίνουμε ότι ο πολλαπλασιασμός δεν είναι εν γένει μεταθετικός.

Πρόταση 1.50. ΄Εστω α, β διατακτικοί αριθμοί όπου ο β είναι οριακός δια-

τακτικός αριθμός. Τότε και ο α · β είναι οριακός διατακτικός αριθμός.

Απόδειξη. ΄Εστω ζ < α · γ = sup{α · ξ : ξ < γ}, τότε υπάρχει διατακτικός

αριθμός ξ < γ με ζ 6 α ·ξ. Οπότε ζ+1 6 (α ·ξ)+1 6 (α ·ξ)+α = α ·(ξ+1) <

α · γ. ΄Αρα ο α · γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός.
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Λήμμα 1.51. (i) ΄Εστω α, β και γ > 0 διατακτικοί αριθμοί. Τότε α < β

αν και μόνο αν γ · α < γ · β.

(ii) ΄Εστω α, γ διατακτικοί αριθμοί με α > 0. Τότε α · γ > γ.

(iii) ΄Εστω α, β και γ > 0 διατακτικοί αριθμοί. Τότε γ · α = γ · β αν και μόνο

αν α = β.

(iv) ΄Εστω α, β και γ > 0 διατακτικοί αριθμοί. Τότε α · (β+γ) = α ·β+α ·γ.

(v) ΄Εστω α, β και γ διατακτικοί αριθμοί. Τότε (α · β) · γ = α · (β · γ).

(vi) Αν α, γ διατακτικοί αριθμοί με 0 < α 6 γ, τότε υπάρχει μέγιστος διατα-

κτικός αριθμός β με α · β 6 γ.

(vii) ΄Εστω α, γ διατακτικοί αριθμοί με α > 0. Τότε υπάρχουν μοναδικοί

διατακτικοί αριθμοί β και ρ με ρ < α τέτοιοι ώστε γ = α · β + ρ

Απόδειξη. (i) Θα το αποδείξουμε με υπερπεπερασμένη επαγωγή στο β. ΄Εστω

διατακτικός αριθμός α με α < β. Υποθέτουμε ότι για ξ < β αν ισχύει α < ξ,

τότε γ · α < γ · ξ για κάθε γ > 0.

Αν β = ξ + 1 είναι επόμενος διατακτικός αριθμός με α 6 ξ, τότε από την

επαγωγική υπόθεση έχουμε για κάθε γ > 0

γ · α < γ · ξ < (γ · ξ) + 1 6 (γ · ξ) + γ = γ · (ξ + 1) = γ · β.

Αν β είναι οριακός διατακτικός αριθμός, τότε για α < ξ < β έχουμε

γ · α < γ · ξ 6 sup{γ · ξ : ξ < β} = γ · β

για κάθε γ > 0.

Αντίστροφα υποθέτουμε ότι γ ·α < γ ·β. Αν β < α, τότε έχουμε γ ·β < γ ·α,

άτοπο. Αν α = β, τότε έχουμε γ ·α = γ ·β, άτοπο. Οπότε από τη γραμμικότητα
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της 6 έχουμε ότι α < β.

(ii) ΄Εστω α > 0. Για γ = 1 έχουμε α · 1 = α > 1. Υποθέτουμε ότι για

κάθε ξ < γ ισχύει α · ξ > ξ.

Αν γ = ξ + 1 είναι επόμενος και έχουμε

α · γ = α · (ξ + 1) = α · ξ + α > ξ + α > ξ + 1 = γ.

Αν γ είναι οριακός διατακτικός έχουμε

α · γ = sup{α · ξ : ξ < γ} > sup{ξ : ξ < γ} = γ.

(iii) ΄Εστω ότι ισχύει γ · α = γ · β για γ > 0. Αν α 6= β έχουμε ότι είτε

α < β, είτε β < α και από το (i), έχουμε ότι είτε γ ·α < γ ·β, είτε γ ·β < γ ·α

αντίστοιχα, άτοπο. ΄Αρα α = β.

Αν α = β, τότε έχουμε προφανώς γ · α = γ · β.

(iv) ΄Εστω διατακτικοί αριθμοί α, β. Για γ = 0 έχουμε α · (β+ 0) = α ·β =

α · β + α · 0.

΄Εστω γ > 0 διατακτικός αριθμός και έστω ότι ισχύει α · (β+ ξ) = α · β+α · ξ

για κάθε ξ < γ.

Αν γ = ξ + 1 είναι επόμενος από Λήμμα (1.45(iii)) έχουμε

α · (β + γ)=α · [β + (ξ + 1)] = α · [(β + ξ) + 1] = α · (β + ξ) + α

=(α · β + α · ξ) + α = α · β + (α · ξ + α) = α · β + α · (ξ + 1)

=α · β + α · γ

Αν ο γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός τότε από Πρόταση (1.42) ο β + γ

είναι οριακός διατακτικός αριθμός,

α · (β + γ)=sup{α · ξ : ξ < β + γ} = sup{α · (β + δ) : δ < γ}

=sup{α · β + α · δ : δ < γ}.
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Παρατηρούμε ότι α · γ = sup{α · δ : δ < γ} και από Πρόταση (1.50) ο α · γ

είναι οριακός διατακτικός αριθμός, άρα έχουμε ότι α · γ = sup{ξ : ξ < α · γ}.

Οπότε,

α ·(β+γ) = sup{α ·β+α ·δ : δ < γ} = sup{α ·β+ξ : ξ < α ·γ} = α ·β+α ·γ.

(v) Θα το αποδείξουμε με υπερπεπερασμένη επαγωγή στο γ. ΄Εστω α, β 6= 0

διατακτικοί αριθμοί. Για γ = 0 έχουμε ότι (α · β) · 0 = 0 = α · (β · 0). ΄Εστω

διατακτικός αριθμός γ και ότι ισχύει η υπόθεση για κάθε διατακτικό αριθμό

ξ < γ.

Αν γ = ξ + 1 είναι επόμενος διατακτικός αριθμός έχουμε

(α · β) · γ=(α · β) · (ξ + 1) = (α · β) · ξ + α · β = α · (β · ξ) + α · β

=α · (β · ξ + β) = α · [β · (ξ + 1)] = α · (β · γ)

Αν ο γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός έχουμε ότι

(α · β) · γ = sup{(α · β) · δ : δ < γ} = sup{α · (β · δ) : δ < γ}.

Από Πρόταση (1.50) ο β · γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός και άρα έχουμε

ότι β · γ = sup{ξ : ξ < β · γ} = sup{β · δ : δ < γ}. Επομένως,

(α · β) · γ = sup{α · (β · δ) : δ < γ} = sup{α · ξ : ξ < β · γ} = α · (β · γ).

(vi) Από το (ii) έχουμε ότι α ·(γ+1) > γ+1 και άρα α ·(γ+1) > γ. Οπότε

υπάρχει ξ διατακτικός αριθμός ώστε α · ξ > γ. Εφόσον κάθε υποσύνολο των

διατακτικών αριθμών έχει ελάχιστο στοιχείο υπάρχει ο ελάχιστος διατακτικός

αριθμός ξ τέτοιος ώστε α · ξ > γ. Παρατηρούμε ότι ο ελάχιστος αυτός είναι

επόμενος, γιατί αν είναι οριακός, τότε για κάθε ζ < ξ θα έχουμε α · ζ 6 γ

άρα και α · ξ = sup{α · ζ : ζ < ξ} 6 γ, άτοπο. Οπότε ξ = β + 1 για κάποιον

διατακτικό αριθμό β και άρα ο β είναι ο μέγιστος διατακτικός αριθμός για τον
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οποίο έχουμε α · β 6 γ

(vii) ΄Εστω β ο μεγαλύτερος διατακτικός αριθμός τέτοιος ώστε α · β 6 γ.

Από Λήμμα (1.47) έχουμε ότι υπάρχει μοναδικός διατακτικός αριθμός ρ, ώστε

γ = α · β + ρ. Επίσης ισχύει ρ < α γιατί αν ρ > α έχουμε ότι γ = α · β + ρ >

α ·β+α = α · (β+ 1), άτοπο, γιατί β είναι ο μεγαλύτερος διατακτικός αριθμός,

ώστε α · β 6 γ.

΄Εστω ότι υπάρχουν β1, β2 και ρ1, ρ2 < α διατακτικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε

γ = α · β1 + ρ1 = α · β2 + ρ2. Υποθέτουμε ότι β1 < β2. Τότε β1 + 1 6 β2 και

έχουμε α·β1+(α+ρ2) = (α·β1+α)+ρ2 = α·(β1+1)+ρ2 6 α·β2+ρ2 = α·β1+ρ1
και άρα ρ1 > α + ρ2 > α, άτοπο. Οπότε β1 = β2 και ρ1 = ρ2.

Θεώρημα 1.52. ΄Εστω (A1,61), (A2,62) διαφορετικά και μη κενά καλά δια-

τεταγμένα σύνολα ισόμορφα ως προς διατακτικούς αριθμούς α1 και α2 αντί-

στοιχα. Τότε το γινόμενο A = A1 × A2 των A1 και A2 με τη λεξικογραφική

διάταξη είναι ισόμορφο με τον διατακτικό αριθμό α1 · α2.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε το θεώρημα με υπερπεπερασμένη επαγωγή στον α2.

Επειδή A1 ' α1 και A2 ' α2 υπάρχουν διατακτικοί ισομορφισμοί f1 : A1 → α1

και f2 : A2 → α2 αντίστοιχα.

Αν α2 = 0, τότε για A2 = ∅ έχουμε ότι ∅ ' 0 και

∅ = A1 × ∅ ' α1 · 0 = 0.

΄Εστω ότι α2 > 0. Υποθέτουμε ότι το θεώρημα ισχύει για κάθε ζ < α2.

΄Εστω ότι α2 είναι επόμενος. Τότε υπάρχει διατακτικός αριθμός ζ < α2 τέτοιος

ώστε α2 = ζ + 1. Επειδή A2 ' α2 = ζ + 1 έχουμε ότι το A2 έχει μέγιστο

στοιχείο, έστω x0 ∈ A2. Τότε A2 \ {x0} ' ζ και από επαγωγική υπόθεση

έχουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός f0 : A1× (A2 \ {x0})→ α1 · ζ. Επεκτείνουμε
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τον ισομορφισμό f0 στην f : A1 × A2 → α1 · α2 = α1 · ζ + α1, όπου για

κάθε x ∈ A1 το (x, x0) ∈ A1 × A2 το αντιστοιχούμε στο διατακτικό αριθμό

a1 · ζ + f1(x), όπου f1(x) = ξx < α1. Η f είναι καλά ορισμένη. Πράγματι αν

(x1, x2) ∈ A1 × A2 με x2 = x0, τότε f((x1, x0)) = α1 · ζ + f1(x1) < α1 · α2.

Αν x2 6= x0 τότε f((x1, x2)) = f0((x1, x2)) < α1 · α2 οπότε η f είναι καλά

ορισμένη.

Η f είναι εμφύτευση. Πράγματι η f στο A1 × (A2 \ {x0}) είναι εμφύτευση.

΄Εστω, τώρα (x, x0), (y, x0) ∈ A1×A2 με (x, x0) 6= (y, x0). Τότε x 6= y και άρα

x < y ή y < x. Αν x < y τότε f1(x) < f1(y), οπότε α1·ζ+f1(x) < α1·ζ+f1(y),

δηλαδή f((x, x0)) < f((y, x0)) και επομένως f((x, x0)) 6= f((y, x0)). ΄Εστω

(x1, x2), (y, x0) ∈ με x2 6= x0 τότε x2 < x0 και έχουμε f((x1, x2)) = α1 · ζ <

α1 · ζ + f1(y) = f((y, x0)) οπότε η f είναι εμφύτευση.

Η f είναι επί. Πράγματι έστω η ∈ α1 · α2.

Αν η ∈ α1 · ζ από επαγωγική υπόθεση η f0 είναι επί οπότε υπάρχουν x1 ∈ A1,

x2 ∈ A2 με f0((x1, x2)) = η και άρα

f((x1, x2)) = f0((x1, x2)) = η.

Αν η ∈ α1 ·α2 \α1 · ζ = (α1 · ζ +α1) \α1 · ζ, τότε η = α1 · ζ + ξ, όπου ξ ∈ α1.

Επειδή η f1 είναι επί υπάρχει x1 ∈ A1 με f1(x1) = ξ οπότε

f((x1, x0)) = α1 · ζ + f1((x1)) = α1 ·+ξ = η

Επομένως η f είναι επί.

΄Εστω ότι ο α2 είναι οριακός. Τότε επειδή A2 ' α2 το A2 δεν έχει μέγιστο

στοιχείο και άρα A2 =
⋃
x∈A2

P (x). Οπότε για κάθε x ∈ A2 υπάρχει διατακτικός

αριθμός ξx τέτοιος ώστε P (x) ' ξx και από επαγωγική υπόθεση και επειδή

α1 · ξx < α1 ·α2 έχουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός fx : A1×P (x)→ α1 · ξx και

άρα η f :
⋃
x∈A2

(A1 × P (x)) →
⋃
x∈A2

(α1 · ξx) είναι ισομορφισμός. Παρατηρούμε
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ότι

⋃
x∈A2

(A1×P (x)) = A1×A2 και ότι

⋃
x∈A2

ξx = α2, γιατί αν

⋃
x∈A2

ξx = ξ < α2

έχουμε ότι A2 ' ξ < α2 άτοπο. Από Πρόταση (1.50) παρατηρούμε ότι ο α1 ·α2

είναι οριακός διατακτικός αριθμός. Οπότε έχουμε ότι

α1 · α2 = sup{ζ : ζ < α1 · α2} = sup{α1 · ξ : ξ < α2}

και άρα ⋃
x∈A2

(α1 · ξx) = sup{α1 · ξx : ξx < α2} = α1 · α2.

Δηλαδή A1 × A2 = α1 · α2

Ορισμός 1.53. Για κάθε διατακτικό αριθμό α ορίζουμε

(i) α0 = α

(ii) αβ+1 = αβ + α για κάθε β διατακτικό αριθμό

(iii) αβ = sup{αξ : ξ < β} = lim
ξ→β

(αξ) για κάθε οριακό διατακτικό αριθμό

β 6= 0

Παρατήρηση 1.54. (i) α1 = α0+1 = α0 · α = α

(ii) α2 = α1+1 = α1 · α1 = α · α ιδιαίτερα έχουμε ότι ω2 = ω · ω.

(iii) α3 = α2+1 = α2 + α = α · α · α

(iv) αω = sup{αn : n < ω}

(v) 1α = α. Πράγματι με υπερπεπερασμένη επαγωγή έχουμε.

10 = 1

1α+1 = 1α · 1 = 1

Αν α είναι οριακός διατακτικός αριθμός έχουμε

1α = sup{1ξ : ξ < α} = sup{1 : ξ < α} = 1.

ιδιαίτερα έχουμε ότι 1ω = 1
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(vi) 2ω = sup{2n : n < ω} = ω και γενικότερα mω = sup{mn : n < ω} = ω

για κάθε m ∈ ω ενώ ωω = sup{ωn : n < ω} > ω

(vii) Τέλος ορίζουμε ε = sup{ω, ωω, ωωω , ωωω
ω

. . .} και μπορούμε να ορίσουμε

τους ε+ 1, ε+ ω, εω, εε, εε
ε
, . . .

(viii) Παρατηρούμε ότι εν γένει δεν ισχύει (α · β)γ 6= αγ · βγ, επειδή δεν ισχύει

η μεταθετικότητα στον πολλαπλασιασμό.

Πρόταση 1.55. ΄Εστω α, γ διατακτικοί αριθμοί. Αν α > 1 και γ είναι οριακός

διατακτικός αριθμός, τότε ο αγ είναι οριακός διατακτικός αριθμός.

Απόδειξη. Επειδή ο γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός έχουμε ότι αγ =

sup{αξ : ξ < γ}. ΄Εστω ζ < αγ. Τότε υπάρχει ξ < γ ώστε ζ < αξ και

άρα

ζ + 1 6 ζ + ζ = ζ · 2 6 ζ · α < αξ · α = αξ+1 < αγ.

Λήμμα 1.56. (i) ΄Εστω α, β, γ διατακτικοί αριθμοί με γ > 0. Τότε α 6 β

αν και μόνο αν αγ 6 βγ.

(ii) ΄Εστω α, β, γ διατακτικοί αριθμοί με α > 1. Τότε β < γ αν και μόνο αν

αβ < αγ.

(iii) ΄Εστω α, β, γ διατακτικοί αριθμοί. Τότε αβ+γ = αβ · αγ.

(iv) ΄Εστω α, β, γ διατακτικοί αριθμοί. Τότε ισχύει (αβ)γ = αβ·γ

(v) Αν α, γ διατακτικοί αριθμοί με 1 < α 6 γ, τότε υπάρχει μέγιστος διατα-

κτικός αριθμός β με αβ 6 γ
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Απόδειξη. (i) ΄Εστω α, β διατακτικοί αριθμοί με α 6 β. Θα αποδείξουμε με

υπερπεπερασμένη επαγωγή στο γ ότι αγ 6 βγ.

Για γ = 1 είναι α1 = α 6 β = β1
άρα ισχύει.

Υποθέτουμε ότι για κάθε ξ < γ ισχύει αξ 6 βξ.

Αν γ = ξ + 1 είναι επόμενος διατακτικός αριθμός και έχουμε

αγ = αξ+1 = αξ · α 6 βξ · α 6 βξ · β = βξ+1 = βγ.

΄Εστω γ οριακός διατακτικός αριθμός. Τότε από επαγωγική υπόθεση για κάθε

ξ < γ έχουμε ότι αξ 6 βξ. Οπότε για κάθε ξ < γ έχουμε

αξ 6 βξ 6 sup{βξ : ξ < γ} = βγ

και άρα

αγ = sup{αξ : ξ < γ} 6 βγ.

Αντίστροφα υποθέτουμε ότι αγ 6 βγ. Αν β < α τότε έχουμε βγ < αγ άτοπο.

(ii) ΄Εστω α, β διατακτικοί αριθμοί με α > 1. Θα δείξουμε με υπερπεπερα-

σμένη επαγωγή στο γ ότι αν β < γ, τότε αβ < αγ.

΄Εστω γ = β + 1. Τότε αγ = αβ+1 = αβ · α > α · 1 = αβ.

Υποθέτουμε ότι για κάθε διατακτικό αριθμό ξ με β < ξ 6 γ ισχύει αβ < αξ.

Αν γ = ξ + 1 > ξ > β είναι επόμενος διατακτικός αριθμός και έχουμε

αβ < αξ < αξ · α = αξ+1 = αγ.

Αν γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός τότε υποθέτουμε ότι για κάθε β < ξ < γ

ισχύει

αβ < αξ 6 sup{αξ : ξ < γ} = αγ.

Αντίστροφα υποθέτουμε ότι αγ < αβ. Αν β 6 γ, τότε έχουμε αβ 6 αγ, άτοπο.
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(iii) ΄Εστω α, β διατακτικοί αριθμοί. Θα δείξουμε με υπερπεπερασμένη επα-

γωγή στο γ ότι αβ+γ = αβ · αγ.

Για γ = 0 έχουμε αβ+0 = αβ = αβ · α0
.

Υποθέτουμε ότι για κάθε ξ < γ ισχύει αβ+ξ = αβ · αξ.

Αν γ = ξ + 1, είναι επόμενος οπότε έχουμε

αβ+γ=αβ+(ξ+1) = α(β+ξ)+1 = αβ+ξ · α = (αβ · αξ) · α

=αβ · (αξ · α) = αβ · αξ+1 = αβ · αγ

Αν ο γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός, τότε από Πρόταση (1.42) ο β + γ

είναι οριακός διατακτικός αριθμός και άρα

αβ+γ = sup{αξ : ξ < β + γ} = sup{αβ+δ : δ < γ} = sup{αβ · αδ : δ < γ}.

Επίσης αγ = sup{αδ : δ < γ} και από Πρόταση (1.55) έχουμε ότι ο αγ είναι

οριακός διατακτικός αριθμός και άρα αγ = sup{ξ : ξ < αγ}. Οπότε

αβ+γ = sup{αβ · αδ : δ < γ} = sup{αβ · ξ : ξ < αγ} = αβ · αγ

(iv) ΄Εστω α, β διατακτικοί αριθμοί, θα αποδείξουμε με υπερπεπερασμένη

επαγωγή στο γ ότι (αβ)γ = αβ·γ.

Για γ = 0 έχουμε ότι (αβ)0 = 1 = αβ·0.

΄Εστω ότι για κάθε διατακτικό αριθμό ξ < γ ισχύει (αβ)ξ = αβ·ξ.

Αν γ = ξ + 1 είναι επόμενος διατακτικός αριθμός και τότε έχουμε

(αβ)γ=(αβ)ξ+1 = (αβ)ξ · αβ = αβ·ξ · αβ

=αβ·ξ+β = αβ·(ξ+1) = αβ·γ

Αν ο γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός έχουμε ότι

(αβ)γ = sup{(αβ)δ : δ < γ} = sup{αβ·δ : δ < γ}
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Από Πρόταση (1.50) ο β ·γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός και από Πρόταση

(1.55) ο αβ·γ είναι οριακός διατακτικός αριθμός επομένως αβ·γ = sup{ξ : ξ <

αβ·γ}. Οπότε

(αβ)γ = sup{αβ·δ : δ < γ} = sup{αζ : ζ < β · γ} = sup{ξ : ξ < αβ·γ} = αβ·γ

(v) ΄Εστω α, γ διατακτικοί αριθμοί με 1 < α 6 γ. Παρατηρούμε ότι αγ+1 >

γ+1 > γ. Πράγματι αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε 1 < α 6 ξ ισχύει αξ > α·ξ.

Αν ξ = α, έχουμε αξ = αα > α2 = α · α = α · ξ.

Αν ξ = ζ + 1 είναι επόμενος διατακτικός αριθμός και έχουμε αξ = αζ+1 =

αζ · α > (α · ζ) · α > (α · ζ) · 2 = α · ζ · (1 + 1) = α · ζ + α · ζ > α · ζ + α =

α · (ζ + 1) = α · ξ.

΄Εστω ότι ξ είναι οριακός διατακτικός αριθμός και έστω ότι για κάθε ζ < ξ

ισχύει αζ > α · ζ, άρα και

αξ = sup{αζ : ζ < ξ} > sup{α · ζ : ζ < ξ} = α · ξ.

΄Αρα για ξ = γ + 1 έχουμε αγ+1 > α · (γ + 1) > γ + 1 > γ. Οπότε υπάρχει

ξ διατακτικός αριθμός, ώστε αξ > γ. Εφόσον κάθε υποσύνολο των διατακτι-

κών αριθμών έχει ελάχιστο στοιχείο υπάρχει ο ελάχιστος διατακτικός αριθμός

ξ τέτοιος ώστε αξ > γ. Επίσης παρατηρούμε ότι ο ελάχιστος αυτός είναι επό-

μενος γιατί αν είναι οριακός, τότε για κάθε ζ < ξ θα έχουμε αζ 6 γ άρα και

αξ = sup{αζ : ζ < ξ} 6 γ. Οπότε ξ = β + 1 για κάποιον διατακτικό αριθμό β

και άρα ο β είναι ο μέγιστος διατακτικός αριθμός για τον οποίο έχουμε αβ 6 γ
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1.4 Cantor Κανονική Αναπαράσταση Δια-

τακτικών Αριθμών

Θεώρημα 1.57 (Cantor Κανονική Αναπαράσταση Διατακτικών

Αριθμών). Κάθε διατακτικός αριθμός α > 0 μπορεί να γραφεί με μοναδικό

τρόπο στη μορφή

α = ωβ1 · k1 + ωβ2 · k2 + . . .+ ωβn · kn

όπου n > 1, α > β1 > β2 > · · · > βn διατακτικοί αριθμοί και k1, k2, . . . , kn

μη μηδενικοί φυσικοί αριθμοί. Αυτή η γραφή των διατακτικών αριθμών λέγεται

Cantor κανονική Αναπαράσταση.

Απόδειξη. Πρώτα θα αποδείξουμε την ύπαρξη της Cantor κανονικής αναπαρά-

στασης με επαγωγή στον α.

Αν α = 1, τότε 1 = ω0 · 1.

΄Εστω α > 0 τυχαίος διατακτικός αριθμός και υποθέτουμε ότι κάθε διατακτι-

κός αριθμός μικρότερος από τον α έχει Cantor κανονική αναπαράσταση. Από

Λήμμα(1.56(v)) υπάρχει μέγιστος διατακτικός αριθμός β, ώστε ωβ 6 α. Από

Λήμμα(1.51(vii)) έχουμε ότι υπάρχουν μοναδικοί διατακτικοί αριθμοί ξ και ρ με

ρ < ωβ τέτοιοι ώστε α = ωβ · ξ + ρ. Επειδή ωβ 6 α έχουμε ότι ξ > 0 και

ρ < α. Παρατηρούμε ότι ο ξ είναι πεπερασμένος. Πράγματι αν ξ άπειρος, τότε

α > ωβ · ξ > ωβ · ω = ωβ+1
, άτοπο αφού ο β είναι ο μεγαλύτερος διατακτικός

αριθμός για τον οποίο ισχύει α > ωβ.

Αν ρ = 0, τότε α = ωβ · ξ οπότε θέτοντας β = β1 και ξ = k1 έχουμε ότι ο α

έχει Cantor κανονική αναπαράσταση.

Αν ρ > 0, τότε επειδή ρ < α από επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι υπάρχουν

διατακτικοί αριθμοί β2 > . . . > βn και μη μηδενικοί φυσικοί αριθμοί ώστε

ρ = ωβ2 · k2 + . . .+ ωβn · kn.
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Θέτουμε β = β1 και ξ = k1. Επειδή ρ < ωβ1 , έχουμε ωβ2 6 ρ < ωβ1 και άρα

β2 < β1. Επομένως

α = ωβ1 · k1 + ωβ2 · k2 + . . .+ ωβn · kn

άρα ο α έχει Cantor κανονική αναπαράσταση.

Θα αποδείξουμε την μοναδικότητα της Cantor κανονική αναπαράστασης διατα-

κτικών αριθμών με επαγωγή στον α.

Αν α = 1, τότε α = ω0 · 1 που είναι μοναδική αυτή η γραφή.

΄Εστω α > 1 και υποθέτουμε ότι ισχύει η μοναδικότητα της Cantor κανονικής

αναπαράστασης για κάθε διατακτικό αριθμό μικρότερο του α. ΄Εστω ότι υπάρ-

χουν διατακτικοί αριθμοί γ1 > γ2 > . . . > γm και μη μηδενικοί φυσικοί αριθμοί

`1, `2, . . . , `m, ώστε

α = ωβ1 · k1 + ωβ2 · k2 + . . .+ ωβn · kn = ωγ1 · `1 + ωγ2 · `2 + . . .+ ωγm · `m.

΄Εστω ότι β1 > γ1 > γ2 > . . . > γm, τότε θα έχουμε

ωβ1 > ωγ1 · `1 + ωγ2 · `2 + . . .+ ωγm · `m.

Πράγματι αν β1 = γ1 + 1, τότε ωβ1 = ωγ1+1 = ωγ1 · ω > ωγ1 · (`1 + 1) =

ωγ1 · `1 + ωγ1 > ωγ1 · `1 + ωγ2 · `2 + . . .+ ωγm · `m.

Υποθέτουμε ότι για κάθε γ1 < ζ < β1 ισχύει ω
ζ > ωγ1 ·`1+ωγ2 ·`2+. . .+ωγm ·`m.

Αν β1 = ζ + 1 είναι επόμενος και έχουμε ωβ1 = ωζ+1 = ωζ · ω > ωγ1 · ω >

ωγ1 · (`1 + 1) = ωγ1 · `1 + ωγ1 > ωγ1 · `1 + ωγ2 · `2 + . . .+ ωγm · `m.

Αν β1 είναι οριακός διατακτικός αριθμός, τότε ωβ1 = sup{ωζ : ζ < β1} >

ωγ1 · `1 + ωγ2 · `2 + . . .+ ωγm · `m και άρα έχουμε.

ωβ1 · k1 + ωβ2 · k2 + . . .+ ωβn · kn > ωγ1 · `1 + ωγ2 · `2 + . . .+ ωγm · `m

άτοπο. Ομοίως δείχνουμε ότι αν αν β1 < γ1 έχουμε ότι

ωβ1 · k1 + ωβ2 · k2 + . . .+ ωβn · kn < ωγ1 · `1 + ωγ2 · `2 + . . .+ ωγm · `m
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άτοπο άρα β1 = γ1.

Θέτουμε ξ = ωβ1 = ωγ1 , ρ = ωβ2 ·k2+. . .+ωβn ·kn και σ = ωγ2 ·`2+. . .+ωγm ·`m.

Τότε α = ξ ·k1+ρ = ξ ·`1+σ και επειδή ρ < ξ και σ < ξ από Λήμμα (1.51(vii))

έχουμε ότι k1 = `1 και ρ = σ. Από επαγωγική υπόθεση για τον ρ έχουμε ότι η

Cantor κανονική αναπαράσταση είναι μοναδική οπότε m = n, β2 = γ2, . . . βn =

γn, k2 = `2, . . . , kn = `n και άρα η Cantor κανονική αναπαράσταση του α είναι

μοναδική.



Κεφάλαιο 2

Θεώρημα van der Waerden

Στην πρώτη παράγραφο του παρόντος κεφαλαίου διατυπώνεται το κλασι-

κό Θεώρημα van der Waerden Θεώρημα (2.1) και κάποιες από τις ισοδύναμες

μορφές του Θεωρήματος van der Waerden Πρόταση (2.2). Ιδιαίτερο ενδιαφέ-

ρον έχει η ισοδυναμία του καθαρά απειροσυνδυαστικού θεωρήματος van der

Waerden με ένα καθαρά τοπολογικό αποτέλεσμα Πρόταση (2.2(vi)) που οφεί-

λεται στους Furstenberg, Weiss [FW]. Στη δεύτερη παράγραφο διατυπώνεται

μια επέκταση του Θεωρήματος van der Waerden σε περισσότερες διαστάσεις,

όπου αναφέρεται ως Πολυδιάστατο Θεώρημα van der Waerden η απόδειξη του

οποίου οφείλεται στον Ούγγρο μαθηματικό Tibor Gallai Θεώρημα (2.3). Στην

Πρόταση (2.4) που ακολουθεί διατυπώνονται οι ισοδύναμες μορφές αυτού του

θεωρήματος.

2.1 Θεώρημα van der Waerden

Θεώρημα 2.1 (van der Waerden). ΄Εστω k, r ∈ N. Αν N = C1∪ . . .∪Cr
μια διαμέριση των φυσικών αριθμών, τότε υπάρχει 1 6 i0 6 r τέτοιο ώστε το

Ci0 να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k. Δηλαδή υπάρχουν a, b ∈ N τέτοια
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ώστε a+ jb ∈ Ci0 για κάθε 1 6 j 6 k − 1.

Πρόταση 2.2. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) Θεώρημα (2.1)

(ii) ΄Εστω N = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθμών για r ∈ N,

τότε υπάρχει 1 6 i0 6 r τέτοιο ώστε το Ci0 να περιέχει οσοδήποτε μεγάλη

αριθμητική πρόοδο.

(iii) ΄Εστω k, r ∈ N. Αν Z = C1∪. . .∪Cr μια διαμέριση των ακεραίων αριθμών,

τότε υπάρχει 1 6 i0 6 r τέτοιο ώστε το Ci0 να περιέχει αριθμητική πρόοδο

μήκους k.

(iv) ΄Εστω k, r ∈ N. Τότε υπάρχει N = N(k, r) ∈ N με την ιδιότητα για κάθε

διαμέριση του {1, . . . , N} = C1∪ . . .∪Cr υπάρχει 1 6 i0 6 r τέτοιο ώστε

το Ci0 να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k.

(v) ΄Εστω N = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθμών για r ∈ N.

Τότε για κάθε πεπερασμένο σύνολο F του N υπάρχουν 1 6 i0 6 r,

a, b ∈ N τέτοια ώστε a+ bF ⊆ Ci0 .

(vi) ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος , T : X → X συνεχής συνάρ-

τηση, k ∈ N και ε > 0. Τότε υπάρχει x0 ∈ X και n0 ∈ N τέτοια ώστε

ρ(T in0x0, x0) < ε, για κάθε i = 1, . . . , k.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii). ΄Εστω N = C1∪ . . .∪Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθ-

μών για r ∈ N. Από υπόθεση για κάθε k ∈ N υπάρχει ik ∈ {1, . . . , r}, ώστε το

Cik να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k. Από την Αρχή του Περιστερεώνα

υπάρχει 1 6 i0 6 r τέτοιο ώστε ik = i0 για άπειρα το πλήθος k. ΄Αρα το Ci0

περιέχει οσοδήποτε μεγάλη αριθμητική πρόοδο.



2.1 Θεώρημα van der Waerden 39

(ii)⇒ (i). Προφανής.

(i)⇒ (iii). ΄Εστω Z = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια διαμέριση των ακεραίων αριθμών,

τότε N = (C1 ∩ N) ∪ . . . ∪ (Cr ∩ N) είναι μια διαμέριση των φυσικών αριθμών

και από την υπόθεση υπάρχει 1 6 i0 6 r τέτοιο ώστε το Ci0 ∩ N να περιέχει

αριθμητική πρόοδο μήκους k, άρα και το Ci0 περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους

k.

(iii)⇒ (i). ΄Εστω N = C1∪ . . .∪Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθμών. Θεω-

ρούμε την απεικόνιση f : Z→ N με f(n) =

 2n αν n > 0

−2n+ 1 αν n 6 0
. Η f είναι

1-1 και επί οπότε επάγεται μέσω της f μια διαμέριση Z = f−1(C1)∪. . .∪f−1(Cr)

των ακεραίων αριθμών. Από υπόθεση έχουμε ότι υπάρχει μονοχρωματική αριθ-

μητική πρόοδος μήκους 2k. Δηλαδή υπάρχουν a, b ∈ Z και 1 6 i0 6 r, ώστε

a+ jb ∈ f−1(Ci0) για κάθε j = 0, . . . , 2k − 1.

Αν a + jb > 0 για κάθε j = 0, . . . , 2k − 1, τότε f(a + jb) = 2(a + jb) =

2a + j(2b) ∈ Ci0 , οπότε έχουμε μονοχρωματική αριθμητική πρόοδο μήκους k

στο N.

Αν a+ jb 6 0 για κάθε j = 0, . . . , 2k − 1 τότε f(a+ jb) = −2(a+ jb) + 1 =

(−2a + 1) + j(−2b) ∈ Ci0 , οπότε έχουμε μονοχρωματική αριθμητική πρόοδο

μήκους k στο N.

Αν υπάρχουν και θετικοί και αρνητικοί όροι στην πρόοδο τότε υπάρχει 0 6 ` 6

2k − 1 τέτοιο ώστε a + jb 6 0 για κάθε j = 0, . . . , ` και a + jb > 0 για κάθε

j = `+ 1, . . . , 2k− 1 ή αντίστροφα. Από την Αρχή του Περιστερεώνα σε κάθε

περίπτωση υπάρχουν k το πλήθος όροι της προόδου θετικοί ή αρνητικοί, οπότε

έχουμε μονοχρωματική αριθμητική πρόοδο μήκους k στο N.

(i)⇒ (iv). ΄Εστω ότι για κάθε n ∈ N υπάρχει διαμέριση {1, . . . , n} =
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Cn
1 ∪ . . .∪Cn

r του {1, . . . , n} σε r χρώματα, όπου κανένα από αυτά δεν περιέχει

αριθμητική πρόοδο μήκους k. Για κάθε n ∈ N και για κάθε τέτοια διαμέριση

ορίζουμε συναρτήσεις

cn : {1 . . . , n} → {1 . . . , r} με cn(j) = i⇔ j ∈ Cn
i .

Επεκτείνουμε τις cn στο N θέτοντας c̃n(j) = cn(j) για j ∈ {1, . . . , n} και

c̃n(j) = 1 για j > n για κάθε n ∈ N. Οπότε έτσι κατασκευάζουμε την α-

κολουθία συναρτήσεων (c̃n)n∈N την οποία βλέπουμε ως ακολουθία στο χώρο

{1, . . . , r}N. Ο {1, . . . , r} με τη διακριτή τοπολογία είναι συμπαγής μετρικός

χώρος και από το Θεώρημα Tychonoff ο {1, . . . , r}N είναι συμπαγής μετρικός

χώρος . ΄Αρα υπάρχει υπακολουθία (c̃nm)m∈N της (c̃n)n∈N και c̃0 ∈ {1, . . . , r}N

ώστε c̃nm → c̃0. Η c̃0 επάγει μια διαμέριση του N = c̃−10 (1) ∪ . . . ∪ c̃−10 (r)

σε r χρώματα, οπότε από υπόθεση υπάρχει μονοχρωματική αριθμητική πρό-

οδος μήκους k. Δηλαδή υπάρχουν a, b ∈ N και 1 6 i0 6 r τέτοια ώστε

a + jb ∈ c̃−10 (i0) για κάθε j = 0, . . . , k − 1 άρα και c̃0(a + jb) = i0 για κάθε

j = 0, . . . , k − 1. Επειδή c̃nm → c̃0 έχουμε ότι c̃nm(a + jb) → c̃0(a + jb) για

κάθε j = 0, . . . , k − 1 και επειδή ο {1, . . . , r} είναι εφοδιασμένος με τη διακρι-

τή τοπολογία έχουμε ότι είναι τελικά σταθερές. Οπότε υπάρχουν n0, . . . , nk−1

ώστε c̃n(a+ jb) = c̃0(a+ jb) = i0 για κάθε j = 0, . . . , k − 1 και n > nj. Επι-

λέγουμε N0 αρκετά μεγάλο ώστε a + jb ∈ {1, . . . , N0} και N0 > Nj για κάθε

j = 0, . . . k−1. Τότε c̃N0 = c̃0 = i0 και περιορίζοντας την c̃N0 στο {1, . . . , N0}

παίρνουμε την απεικόνιση cN0 : {1, . . . , N0} → {1, . . . , r} με c̃N0 = cN0 στο

{1, . . . , N0}. Η cN0 επάγει μια διαμέριση του {1, . . . , N0} σε r χρώματα και

επειδή cN0(a+ jb) = c̃N0(a+ jb) = i0 για κάθε j = 0, . . . , k− 1 το {1, . . . , N0}

έχει μονοχρωματική αριθμητική πρόοδο μήκους k, άτοπο.

(iv)⇒ (i). ΄Εστω N = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθμών σε

r χρώματα και N ∈ N. Τότε {1, . . . , N} = (C1 ∩ {1, . . . , N}) ∪ . . . ∪ (Cr ∩

{1, . . . , N}), είναι μια διαμέριση σε r χρώματα του {1, . . . , N} και από την υπό-
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θεση υπάρχει 1 6 i0 6 r τέτοιο ώστε το Ci0∩{1, . . . , N} να περιέχει αριθμητική

πρόοδο μήκους k, άρα και το Ci0 περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k.

(i)⇒ (v). ΄Εστω N = C1∪ . . .∪Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθμών σε r

χρώματα και F πεπερασμένο υποσύνολο των φυσικών αριθμών. Από υπόθεση

υπάρχει k > maxF , 1 6 i0 6 r και a, b ∈ N τέτοια ώστε a+ jb ∈ Ci0 για κάθε

j = 1, . . . , k. Επειδή F ⊆ {1, . . . , k} έχουμε ότι για κάθε x ∈ F , a+ xb ∈ Ci0
και άρα a+ Fb ⊆ Ci0 .

(v)⇒ (i). ΄Εστω N = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθμών σε r

χρώματα και k ∈ N. Θεωρώ το πεπερασμένο σύνολο F = {1, . . . , k} και από υ-

πόθεση έχουμε ότι υπάρχουν a, b ∈ N και 1 6 i0 6 r τέτοια ώστε a+Fb ⊆ Ci0 ,

άρα έχουμε ότι a+ jb ∈ Ci0 για κάθε j = 1, . . . , k δηλαδή έχουμε μονοχρωμα-

τική αριθμητική πρόοδο μήκους k.

(i)⇒ (vi). ΄Εστω k ∈ N και ε > 0. Επειδή ο X είναι συμπαγής μετρικός

χώρος, υπάρχουν r ∈ N και x1, . . . , xr ∈ X τέτοια ώστε X =
r⋃
i=1

S(xi,
ε

2
).

Θέτουμε A1 = S(x1,
ε
2
), A2 = S(x2,

ε
2
) \ A1, . . . , Ar = S(xr,

ε
2
) \

r⋃
i=1

Ai.

Θεωρούμε ένα x ∈ X και θέτουμε Ci = {n ∈ N : T nx ∈ Ai}. Τα Ci ορίζουν

μια διαμέριση του N σε r χρώματα. Πράγματι αν n ∈ N έχουμε ότι T nx ∈ X,

οπότε υπάρχει 1 6 j0 6 r με n ∈ Cj0 και άρα N = C1 ∪ . . . ∪ Cr.

Από υπόθεση υπάρχουν 1 6 i0 6 r και a, b ∈ N τέτοια ώστε a + jb ∈ Ci0

για κάθε j = 0, . . . , k και άρα T a+jbx ∈ Ai0 για κάθε j = 0, . . . , k. Θέτουμε

x0 = T ax. Τότε T jbx0 ∈ Ai0 για κάθε j = 1, . . . , k και άρα T jbx0 ∈ S(xi0 ,
ε
2
)

για κάθε j = 1, . . . , k. Επειδή x0 = T ax ∈ Ai0 έχουμε ρ(x0, xi0) <
ε
2
και άρα

ρ(T jbx0, x0) 6 ρ(T jbx0, xi0) + ρ(xi0 , x0) <
ε

2
+
ε

2
= ε

για κάθε j = 1, . . . , k. Θέτουμε b = n0 και έχουμε ρ(T jn0x0, x0) < ε για κάθε
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j = 1, . . . , k.

(vi)⇒ (i). ΄Εστω N = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια διαμέριση των φυσικών αριθμών σε

r χρώματα. Θεωρούμε το το σύνολο Ω = {1, . . . , r}Z που γίνεται συμπαγής

μετρικός χώρος, αν το εφοδιάσουμε με τη μετρική

ρ(ω, ω′) = inf

{
1

k + 1
: ω(n) = ω′(n) για |n| < k

}
.

Ορίζουμε τη συνάρτηση T : Ω → Ω με Tω = ξ, όπου ω = (ω(n))n∈Z, ξ =

(ξ(n))n∈Z με ξ(n) = ω(n+ 1) για κάθε n ∈ Z η οποία είναι ομοιομορφισμός.

Ορίζουμε ω0 ∈ Ω με

ω0(n) =

 j αν n > 1 και n ∈ Cj
0 αν n 6 0

Θεωρούμε το σύνολο {T nω0 : n > 1} και θέτουμε X = {T nω0 : n > 1} την

κλειστή θήκη του συνόλου. Τότε το X είναι κλειστό και T (X) ⊆ X. Πράγ-

ματι αν y ∈ T (X), υπάρχει x ∈ X με y = Tx. Επειδή x ∈ X υπάρχει

ακολουθία (T nkω0)k∈N του X με T nkω0 → x. Από τη συνέχεια της T έχουμε

ότι TT nkω0 → Tx και άρα T nk+1ω0 → y. Οπότε y ∈ X.

΄Εστω k > 1. Τότε από υπόθεση για ε = 1
2
υπάρχει n0 ∈ N και x ∈ X τέτοιο

ώστε ρ(T in0x, x) < 1
2
για κάθε i = 1, . . . , k. Οπότε έχουμε ότι

x(0) = x(n0) = . . . = x(kn0).

Επίσης για ε = 1
kn0+1

υπάρχει m0 ∈ N, ώστε ρ(Tm0ω, x) < 1
kn0+1

. Οπότε

έχουμε

ω0(m0) = x(0), . . . , ω(m0 + kn0) = x(kn0)

και άρα

ω0(m0) = ω0(m0 + n0) = . . . = ω0(m0 + kn0).

Επομένως έχουμε ότι m0 + jn0 ∈ Cω0(m0) για κάθε j = 0, . . . , k. Θέτουμε

a = m0 και b = n0 και άρα έχουμε a + jb ∈ Cω0(a) για κάθε j = 0, . . . , k και

άρα έχουμε αριθμητική πρόοδο μήκους k.
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2.2 Πολυδιάστατο Θεώρημα van der Waer-

den

Το θεώρημα van der Waerden αναφέρεται σε αριθμητικές προόδους του N ή του

Z . Ο Gallai, που στη βιβλιογραφία αναφέρεται και ως Grünwald, επεξέτεινε το

θεώρημα van der Waerden στο Nm, όπου m φυσικός αριθμός. Στη συνέχεια

θα διατυπώσουμε κάποιες ισοδύναμες μορφές του θεωρήματος Gallai.

Θεώρημα 2.3 (Gallai). ΄Εστω m, r ∈ N και Nm = C1 ∪ . . . ∪ Cr , μια

διαμέριση του Nm σε r χρώματα. Τότε για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F

του Nm υπάρχουν 1 6 i0 6 r, a ∈ Nm και b ∈ N, ώστε a+ Fb ⊆ Ci0 .

Πρόταση 2.4. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(i) Θεώρημα (2.3)

(ii) ΄Εστω m, k, r ∈ N και Nm = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια διαμέριση του Nm σε

r χρώματα. Τότε υπάρχουν 1 6 i0 6 r, a ∈ Nm, b ∈ N τέτοια ώστε

a+ (x1, . . . , xm)b ∈ Ci0 για κάθε 0 6 xj 6 k − 1 και 1 6 j 6 m.

(iii) ΄Εστω m, r ∈ N και Zm = C1 ∪ . . . ∪ Cr , μι διαμέριση του Zm σε r

χρώματα. Τότε για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του Zm υπάρχουν

1 6 i0 6 r, a ∈ Zm και b ∈ Z, ώστε a+ Fb ⊆ Ci0 .

(iv) ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος, T1, T2, . . . , Tk : X → X συνεχείς

συναρτήσεις που ανά δύο μετατίθενται και ε > 0. Τότε υπάρχουν x0 ∈ X

και n0 ∈ N τέτοια ώστε ρ(T n0
i x0, x0) < ε για κάθε i = 1, . . . , k.
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Κεφάλαιο 3

Τοπολογικά Δυναμικά

Συστήματα

Στο παρόν κεφάλαιο εισαγάγουμε και μελετάμε την έννοια του τοπολογι-

κού δυναμικού συστήματος, που αποτελείται από ένα συμπαγή μετρικό χώρο

και μια ημιομάδα συνεχών συναρτήσεων, από τον χώρου στον εαυτό του. Δια-

τυπώνουμε την έννοια του minimal δυναμικού συστήματος και με τη βοήθειά

του αποδεικνύουμε το Θεώρημα Birkchoff, που αναφέρεται στην ύπαρξη ενός

”recurrent” σημείου σε ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα.

Ορισμός 3.1. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος και G μια ημιομά-

δα συνεχών συναρτήσεων από το X στο X. Τότε το ζεύγος (X,G) λέγεται

τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Αν επιπλέον η G είναι μια ομάδα ομοιο-

μορφισμών του X, τότε το ζεύγος (X,G) λέγεται αντιστρέψιμο τοπολο-

γικό δυναμικό σύστημα.

Αν G είναι κυκλική ημιομάδα δηλαδή G = {T n : n ∈ N} όπου T : X → X

συνεχής συνάρτηση τότε το σύστημα (X,G) θα το συμβολίζουμε με(X,T ).

Ορισμός 3.2. ΄Εστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό σύστημα . Αν Y υποσύ-
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νολο του X τέτοιο ώστε Y κλειστό και G−αναλλοίωτο, δηλαδή T (Y ) ⊆ Y για

κάθε T ∈ G, τότε το ζεύγος (Y,G|Y ) είναι τοπολογικό δυναμικό σύστημα και

λέγεται υποσύστημα του (X,G) (με τη σχετική τοπολογία).

Ορισμός 3.3. ΄Εστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό σύστημα και x0 ∈ X. Θα

λέμε τροχιά του x0 το σύνολο O(x0) = {gx0 : g ∈ G}. Αν (X,T ) τοπολογικό

δυναμικό σύστημα θα λέμε τροχιά του x0 το σύνολοOT (x0) = {T nx0 : n ∈ N}.

Πρόταση 3.4. ΄Εστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό σύστημα και x0 ∈ X. Αν

Y = O(x0) τότε το ζεύγος (Y,G|Y ) είναι υποσύστημα του (X,G).

Απόδειξη. Επειδή Y = O(x0) το Y είναι κλειστό, οπότε αρκεί να δείξουμε ότι

Y είναι G−αναλλοίωτο, δηλαδή g(Y ) ⊆ Y για κάθε g ∈ G. ΄Εστω y ∈ O(x0),

τότε υπάρχει ακολουθία (gn)n∈N στοιχείων της G ώστε gnx0 → y.

΄Εστω g ∈ G. Επειδή g είναι συνεχής, έχουμε ότι ggnx0 → gy.

Τότε gy ∈ O(x0) = Y οπότε g(Y ) ⊆ Y . ΄Αρα το (Y,G|Y ) είναι υποσύστημα

του (X,G).

Πόρισμα 3.5. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικό δυναμικό σύστημα και x0 ∈ X. Αν

Y = ONT (x0) τότε το ζεύγος (Y, T |Y ) είναι υποσύστημα του (X,T ).

Απόδειξη. Θέτοντας G = {T n : n ∈ N} από Πρόταση (3.4) έχουμε το ζητού-

μενο.

Ορισμός 3.6. ΄Εστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό σύστημα και (Y,G|Y ) ένα

υποσύστημά του. Τότε το (Y,G|Y ) λέγεται minimal υποσύστημα αν για κάθε

Z κλειστό και G−αναλλοίωτο υποσύνολο του Y ισχύει Z = ∅ ή Z = Y .

Το (X,G) είναι minimal σύστημα αν για κάθε (Y,G|Y ) υποσύστημα του (X,G)

ισχύει Y = ∅ ή Y = X.
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Πρόταση 3.7. Κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X,G) με X μη κενό

έχει τουλάχιστον ένα minimal υποσύστημα.

Απόδειξη. Θεωρούμε την οικογένεια

F = {Y ⊆ X : Y 6= ∅, Y κλειστό και G− αναλλοίωτο }

Τότε F 6= ∅, αφού X ∈ F .

Στη συνέχεια ορίζουμε διάταξη στην F με Y1 6 Y2 ⇔ Y1 ⊆ Y2 για κάθε

Y1, Y2 ∈ F . Τότε η F είναι μερικά διατεταγμένη. ΄Εστω G υποοικογένεια

της F ολικά διατεταγμένη. Η G ως ολικά διατεταγμένη έχει την ιδιότητα της

πεπερασμένης τομής, δηλαδή αν Y1, . . . , Yk ∈ G , τότε

k⋂
i=1

Yi ∈ G .

Επειδή Y συμπαγής ισχύει ότι Y0 =
⋂
Y ∈G

Y 6= ∅.

Τότε Y0 ∈ F , διότι Y0 6= ∅, κλείστό ως τομή κλειστών καιG−αναλλοίωτο αφού

για κάθε g ∈ G έχουμε g(Y0) = g(
⋂
Y ∈G

Y ) ⊆
⋂
Y ∈G

g(Y ) ⊆
⋂
Y ∈G

Y = Y0. ΄Αρα το

Y0 είναι κάτω φράγμα της G στην F . Οπότε από το Λήμμα του Zorn η F έχει

ελαχιστικό στοιχείο έστω Z. Τότε το (Z,G|Z) είναι minimal υποσύστημα του

(X,G).

Πράγματι αφού Z ∈ F , τότε (Z,G|Z) είναι υποσύστημα του (X,T ). ΄Εστω

Y ⊆ Z κλειστό και G−αναλλοίωτο. Αν Y 6= ∅, τότε Y ∈ F . ΄Ομως επειδή Z

είναι minimal στοιχείο της F , έπεται ότι Y = Z.

΄Αρα (Z,G|Z) είναι minimal σύστημα και άρα minimal υποσύστημα του (X,G).

Πρόταση 3.8. ΄Εστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τα ακόλουθα

είναι ισοδύναμα.

(i) (X,G) είναι minimal.
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(ii) X = O(x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
g∈G

g−1(U) για κάθε U ⊆ X ανοικτό.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii). ΄Εστω (X,G) minimal σύστημα και x ∈ X. Τότε

(O(x), G|O(x)) είναι μη κενό υποσύστημα οπότε O(x) = X.

(ii)⇒ (i). ΄Εστω Y κλειστό υποσύνολο του X με Y μη κενό και G−

αναλλοίωτο. Τότε για y ∈ Y έχουμε X = O(y) ⊆ Y οπότε Y = X. ΄Αρα

(X,G) είναι minimal.

(ii)⇔ (iii). ΄Εχουμε ότι O(x) = X για κάθε x ∈ X ⇔

για κάθε x ∈ X και U ⊆ X ανοικτό έχουμε ότι U ∩ O(x) ⇔

για κάθε x ∈ X και U ⊆ X ανοικτό υπάρχει g ∈ G, ώστε gx ∈ U ⇔

για κάθε x ∈ X και U ⊆ X ανοικτό υπάρχει g ∈ G, ώστε x ∈ g−1(U) ⇔

για κάθε U ⊆ X ανοικτό X ⊆
⋃
g∈G

g−1(U) ⊆ X ⇔

X =
⋃
g∈G

g−1(U).

Πόρισμα 3.9. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικό δυναμικό σύστημα.Τα ακόλουθα

είναι ισοδύναμα.

(i) (X,T ) είναι minimal.

(ii) X = OT (x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
n∈N

T−n(U) για κάθε U ⊆ X ανοικτό.

Θεώρημα 3.10 (Birkhoff). ΄Εστω (X,T ) τοπολογικό δυναμικό σύστημα.

Τότε υπάρχει x0 ∈ X και ακολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών τέτοια ώστε

T nkx0 → x0 όταν nk →∞.
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Απόδειξη. ΄Εστω ένα minimal υποσύστημα (Y, T |Y ) του (X,T ). Τότε για κάθε

y ∈ Y έχουμε Y = OT (y). ΄Εστω x0 ∈ Y . Επειδή το Y είναι minimal έχουμε

ότι Y = OT (x0) και επειδή x0 ∈ OT (x0) υπάρχει ακολουθία φυσικών αριθμών

(nk)k∈N, ώστε T
nk(x0)→ x0 όταν nk →∞.

Ορισμός 3.11. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικό δυναμικό σύστημα. ΄Ενα x ∈ X

λέγεται recurrent, αν υπάρχει ακολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών τέτοια

ώστε T nkx0 → x0 όταν nk →∞.

Παρατήρηση 3.12. Παρατηρούμε ότι από το θεώρημα Birkhoff σε ένα τοπολο-

γικό δυναμικό σύστημα (X,T ) πάντα υπάρχει κάποιο στοιχείο του X που να

είναι recurrent.
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Κεφάλαιο 4

Θεώρημα Furstenberg-Weiss

Στο παρόν κεφάλαιο επεκτείνουμε την έννοια του recurrent σημείου στο

πολλαπλώς recurrent Ορισμός (4.1). ΄Επειτα αποδεικνύουμε το Θεώρημα των

Furstenberg-Weiss Θεώρημα(4.8), το οποίο αποτελεί, μια γενίκευση του Θε-

ωρήματος Birkhoff στην περίπτωση του οποίου έχουμε περισσότερες από μία

συνεχείς συναρτήσεις στον συμπαγή μετρικό χώρο που μετατίθενται μεταξύ

τους και ένα σημείο του χώρου που είναι recurrent ως προς κάθε συνάρτη-

ση ξεχωριστά. Γι΄ αυτόν τον λόγο το Θεώρημα Furstenberg-Weiss αναφέρεται

στην βιβλιογραφία και ως Multiple Birkhoff Recurrence. Στη γενική του μορ-

φή, που διατυπώνουμε παρακάτω το Θεώρημα Furstenberg-Weiss αποτελεί την

τοπολογική ισοδύναμη έκφραση του Πολυδιάστατου Θεωρήματος van der Wa-

erden, Θεώρημα (2.3) Gallai. ΄Αρα η απόδειξη του Θεωρήματος Furstenberg-

Weiss μας δίνει και μια απόδειξη του θεωρήματος Gallai και κατ΄ επέκταση του

θεωρήματος van der Waerden.

Θεώρημα (Furstenberg-Weiss). ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος

και T1, T2, . . . , Tl : X → X συνεχείς συναρτήσεις που ανά δύο μετατίθενται.

Τότε υπάρχει x ∈ X και ακολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών με nk → ∞

τέτοια ώστε T nk1 x→ x, T nk2 x→ x, . . . , T nkl x→ x όταν nk →∞ ταυτόχρονα.



52 Θεώρημα Furstenberg-Weiss

Ορισμός 4.1. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος και T1, T2, . . . , Tl :

X → X συνεχείς συναρτήσεις. Θα λέμε ότι ένα x ∈ X είναι πολλαπλώς

recurrent (multiple recurrent) ως προς τις T1, T2, . . . , Tl, αν υπάρχει ακο-

λουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών με nk →∞ τέτοια ώστε T nk1 x→ x, T nk2 x→

x, . . . , T nkl x→ x, όταν nk →∞.

4.1 Λήμμα του Bowen

Το πρώτο βήμα για την απόδειξη του θεωρήματος Furstenberg-Weiss είναι

να αποδείξουμε το ακόλουθο λήμμα του οποίου η απόδειξη οφείλεται στον Rufus

Bowen.

Λήμμα 4.2 (Bowen). ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος και T : X →

X συνεχής συνάρτηση. ΄Εστω A ⊆ X τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ A και ε > 0

υπάρχουν y ∈ A και n ∈ N με ρ(T ny, x) < ε. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει

z ∈ A και n ∈ N με ρ(T nz, z) < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0 και z0 ∈ A. Για ε1 = ε
2
από υπόθεση υπάρχει z1 ∈ A

και n1 ∈ A ώστε

ρ(T n1z1, z0) < ε1.

΄Εστω τώρα (από ομοιόμορφη συνέχεια του T n1 ) ε2 με 0 < ε2 6 ε1 τέτοιο

ώστε οποτεδήποτε ρ(z, z1) < ε2 να έχουμε

ρ(T n1z, T n1z1) < ε1 − ρ(T n1z1, z0).

΄Αρα οποτεδήποτε ρ(z, z1) < ε2 έχουμε

ρ(T n1z, z0) 6 ρ(T n1z, T n1z1)+ρ(T n1z1, z0) < ε1−ρ(T n1z1, z0)+ρ(T n1z1, z0) = ε1.

Πάλι από υπόθεση βρίσκουμε z2 ∈ A και n2 ∈ N με

ρ(T n2z2, z1) < ε2.
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΄Εστω τώρα (από ομοιόμορφη συνέχεια του T n2 ) ε3 με 0 < ε3 6 ε2 τέτοιο

ώστε οποτεδήποτε ρ(z, z2) < ε3 να έχουμε

ρ(T n2z, T n2z2) < ε2 − ρ(T n2z2, z1).

΄Αρα οποτεδήποτε ρ(z, z2) < ε3 έχουμε

ρ(T n2z, z1) 6 ρ(T n2z, T n2z2)+ρ(T n2z2, z1) < ε2−ρ(T n2z2, z1)+ρ(T n2z2, z1) = ε2.

Ανάλογα ορίζουμε z0, z1, z2, . . . , zk ∈ A, n1, n2, . . . , nk ∈ N και ε1, ε2, . . . , εk ∈

(0, ε
2
), ώστε ρ(T nizi, zi−1) < εi για i = 1, 2, . . . , k.

Ορίζουμε 0 < εk+1 6 εk τέτοιο ώστε οποτεδήποτε ρ(z, zk) < εk+1 να έχουμε

ρ(T nkz, zk−1) < εk.

Από υπόθεση βρίσκουμε zk+1 ∈ A και nk+1 ∈ N ώστε

ρ(T nkzk, zk−1) < εk.

Επαγωγικά κατασκευάζουμε (zk)k∈N ακολουθία της A, (nk)k∈N ακολουθία φυ-

σικών αριθμών και (εk)k∈N ⊆ (0, ε
2
) που ικανοποιούν τις προηγούμενες υποθέ-

σεις. Τότε για i < j ισχύει ότι

ρ(T nj+nj−1+...+ni+1zj, zi) < εi+1 6 ε1 =
ε

2
.

Πράγματι επειδή ρ(T njzj, zj−1) < εj και όταν ρ(z, zj−1) < εj ισχύει ότι ρ(T nj−1z, zj−2) <

εj−1, τότε για z = T njzj έχουμε

ρ(T nj+nj−1zj, zj−2) = ρ(T nj−1+njzj, zj−2) = ρ(T nj−1(T njzj), zj−2) = εj−1.

Οπότε επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία, προκύπτει το ζητούμενο

ρ(T nj+nj−1+...+ni+1zj, zi) < εi+1 6 ε1 =
ε

2
.
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Ο X είναι συμπαγής, άρα και ακολουθιακά συμπαγής, οπότε μπορούμε να βρού-

με i < j με ρ(zi, zj) <
ε
2
. Οπότε

ρ(T nj+nj−1+...+ni+1zj, zj) 6 ρ(T nj+nj−1+...+ni+1zj, zi) + ρ(zi, zj) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Θέτουμε z = zj και n = nj + nj−1 + . . .+ ni+1 και έχουμε το συμπέρασμα του

λήμματος.

4.2 Homogeneous Σύνολα

Στη συνέχεια ορίζουμε την έννοια του homogeneous ως προς T υποσυνόλου

ενός τοπολογικού διανυσματικού χώρου (X,T ). Θα δείξουμε ότι, όταν ένα

σύνολο A είναι homogeneous, τότε μπορούμε να εξασθενήσουμε τις υποθέσεις

του προηγούμενου λήμματος παίρνοντας ταυτόχρονα ισχυρότερο συμπέρασμα.

Ορισμός 4.3. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος, T : X → X συνεχής

συνάρτηση και A κλειστό υποσύνολο του X. Το A καλείται homogeneous

ως προς T , αν υπάρχει ομάδα G από ομοιομορφισμούς του X, καθένας από

τους οποίους μετατίθεται με την T και αφήνουν το A αναλλοίωτο έτσι ώστε το

υποσύστημα (A,G) να είναι minimal. Δηλαδή κανένα γνήσιο κλειστό υποσύ-

νολο του A δεν είναι αναλλοίωτο μέσω της δράσης της G.

Ορισμός 4.4. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικό δυναμικό σύστημα και A κλειστό

υποσύνολο του X. Το A λέγεται recurrent ως προς T αν για κάθε ε > 0

και κάθε x ∈ A υπάρχει y ∈ A και n ∈ N με ρ(T ny, x) < ε.

Στο επόμενο Λήμμα διατυπώνεται μια συνθήκη, ώστε ένα homogeneous

σύνολο να είναι recurrent.
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Λήμμα 4.5. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος, T : X → X συνεχής

συνάρτηση και A homogeneous ως προς T υποσύνολο του X. Αν για κάθε

ε > 0 υπάρχουν x, y ∈ A και n ∈ N με ρ(T ny, x) < ε τότε το A είναι recurrent.

Απόδειξη. Επειδή A homogeneous ως προς T υπάρχει G ομάδα ομοιομορφι-

σμών καθένας από τους οποίους μετατίθεται με την T και αφήνουν το A αναλ-

λοίωτο έτσι ώστε το υποσύστημα (A,G) να είναι minimal.

Ισχυριζόμαστε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο F της G

τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ A να ισχύει

min
g∈F

ρ(gx, y) <
ε

2
(4.1)

Πράγματι αν {Ui}ki=1 πεπερασμένο ανοικτό κάλυμμα του A από σύνολα με διάμε-

τρο μικρότερη από
ε
2
, τότε για κάθε i ∈ {1, . . . , k} η οικογένεια {g−1Ui : g ∈ G}

είναι ανοικτό κάλυμμα του A και επομένως έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα το

{g−1i1 Ui, g
−1
i2
Ui, . . . , g

−1
ik
Ui}. Δηλαδή

A =
n⋃
j=1

g−1ij Ui.

Τότε το σύνολο F = {gij}i,j ⊆ G ικανοποιεί τη σχέση (4.1) για κάθε x, y ∈ A.

Πράγματι αν x, y ∈ A, τότε y ∈ Ui0 για κάποιο i0 ∈ {1, . . . , k} και x ∈ g−1i0j0Ui0
για κάποιο j0 ∈ {1, . . . , n} και για το ίδιο i0. Οπότε gi0j0x ∈ Ui0 και επειδή το

Ui0 έχει διάμετρο μικρότερη από
ε
2
, έχουμε

min
g∈F

ρ(gx, y) < ρ(gi0j0x, y) <
ε

2
.

Από ομοιόμορφη συνέχεια των στοιχείων του F υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε,

όταν ρ(x1, x2) < δ να έχουμε ρ(gx1, gx2) <
ε
2
για κάθε g ∈ F και x1, x2 ∈ A.

Από υπόθεση υπάρχουν x, y ∈ A και n ∈ N τέτοια ώστε ρ(T ny, x) < δ.

΄Εστω τώρα z ∈ A. Από τον ισχυρισμό υπάρχει g ∈ F με ρ(gx, z) < ε
2
. Ο g

μετατίθεται με τον T άρα

ρ(T ngy, gx) = ρ(gT ny, x) <
ε

2
.
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καθώς ρ(T ny, x) < δ. Οπότε

ρ(T ngy, z) 6 ρ(T ngy, gx) + ρ(gx, z) <
ε

2
+
ε

2
= ε

και από αυτό έχουμε ότι το A είναι recurrent.

Πρόταση 4.6. Με τις υποθέσεις του προηγούμενου λήμματος υπάρχει x ∈ A

και ακολουθία (nk)k∈N με nk →∞ και T nkx→ x.

Δηλαδή ένα recurrent homogeneous σύνολο περιέχει ένα recurrent σημείο.

Απόδειξη. ΄Εστω G ομάδα ομοιομορφισμών του X που τα στοιχεία της μετατί-

θενται με την T και αφήνει το A αναλλοίωτο ώστε (A,G) minimal. Τότε για

κάθε n ∈ N ορίζουμε τα σύνολα

En =

{
x ∈ A : inf

k
ρ(T kx, x) >

1

n

}
.

Αν το A δεν περιέχει κανένα recurrent σημείο, έχουμε ότι A ⊆
⋃
n∈N

En.

Θα δείξουμε ότι En
o = ∅ για κάθε n ∈ N και έτσι θα έχουμε αντίφαση από το

θεώρημα κατηγορίας του Baire, καθώς κάθε En είναι κλειστό.

Πράγματι αν En
o 6= ∅ για κάποιο n ∈ N, τότε από minimality του (A,G) έχου-

με ότι A ⊆
r⋃
j=1

g−1j En
o
για κάποια g1, g2, . . . , gr ∈ G. Από ομοιόμορφη συνέχεια

των g1, g2, . . . , gr υπάρχει δ > 0, ώστε αν ρ(x1, x2) < δ, τότε ρ(gjx1, gjx2) <
1
n

για κάθε 1 6 j 6 r. Θα δείξουμε ότι αν x ∈ g−1j En
o
για κάποιο 1 6 j 6 r,

τότε

inf
k
ρ(T kx, x) > δ (4.2)

Πράγματι, έστω x ∈ g−1j En
o
για κάποιο 1 6 j 6 r και έστω ότι υπάρχει k ∈ N

ώστε ρ(T kx, x) < δ, τότε

ρ(T kgjx, gjx) = ρ(gjT
kx, gjx) <

1

n
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για κάθε 1 6 j 6 r.

Δηλαδή δείξαμε ότι ρ(T ky, y) < 1
n
για κάποιο y ∈ Eno, άτοπο.

Επειδή για κάθε x ∈ A, υπάρχει 1 6 j 6 r ώστε x ∈ g−1j En
o
, λόγω της (4.2),

έχουμε ότι inf
k
ρ(T kx, x) > δ για κάθε x ∈ A. ΄Ατοπο με βάση το Λήμμα (4.5)

και το Λήμμα του Bowen (4.2).

4.3 Απόδειξη Θεωρήματος Furstenberg-Weiss

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε το θεώρημα των Furstenberg-Weiss, δηλαδή

σκοπός μας είναι, αν έχουμε T1, T2, . . . , Tl συνεχείς συναρτήσεις σ΄ ένα συμπαγή

μετρικό χώρο να βρούμε ένα σημείο τέτοιο ώστε να είναι κοντά στο σημείο

που προκύπτει από τη δράση της ίδιας δύναμης των T1, T2, . . . , Tl. Στην αρχή

θα αποδείξουμε το θεώρημα για την ειδική περίπτωση που οι συναρτήσεις είναι

ομοιομορφισμοί. Η κεντρική ιδέα που θα χρησιμοποιήσουμε στην απόδειξη είναι

ότι το x είναι ταυτόχρονα recurrent ως προς T1, T2, . . . , Tl όταν το (x, . . . , x) ∈

X l
είναι recurrent ως προς τη συνάρτηση T1 × · · · × Tl. Επομένως, αυτό που

πρέπει να αποδείξουμε είναι ότι το διαγώνιο υποσύνολο του X l
περιέχει ένα

recurrent σημείο ως προς την T1 × · · · × Tl.

Θεώρημα 4.7. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος και T1, T2, . . . , Tl :

X → X ομοιομορφισμοί που ανά δύο μετατίθενται. Τότε υπάρχει x ∈ X

και ακολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών με nk → ∞ τέτοια ώστε T nk1 x →

x, T nk2 x→ x, . . . , T nkl x→ x όταν nk →∞ ταυτόχρονα.

Απόδειξη. ΄Εστω G η ομάδα ομοιομορφισμών του X που παράγεται από τους

T1, T2, . . . , Tl. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι

(X,G) minimal. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο l.

Για l = 1 ισχύει σύμφωνα με το το Θεώρημα Birkhoff.

΄Εστω ότι ισχύει το θεώρημα για οποιοδήποτε σύνολο l − 1 ομοιομορφισμών
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που ανά δύο μετατίθενται και έστω T1, T2, . . . , Tl : X → X ομοιομορφισμοί που

ανά δύο μετατίθενται. Θεωρούμε τον συμπαγή μετρικό χώρο X l = X×· · ·×X

και έστω ∆l
το διαγώνιο υποσύνολο του X l

, δηλαδή ∆l = {(x, . . . , x) ∈

X × · · · × X : x ∈ X}. Θέτουμε T = T1 × · · · × Tl και θεωρούμε την G

να δρα στον X l
ταυτίζοντας κάθε στοιχείο g της G με το g× · · · × g. Δηλαδή

g(x1, . . . , xl) = (gx1, . . . , gxl). Είναι προφανές ότι αυτές οι συναρτήσεις μετα-

τίθενται και ότι το (∆l, G) είναι minimal. Επομένως το ∆l
είναι homogeneous

ως προς T υποσύνολο του X l
.

Ισχυριζόμαστε ότι το ∆l
ικανοποιεί τις υποθέσεις του Λήμματος (4.5).

Πράγματι θέτουμε Ri = TiT
−1
l για i = 1, . . . , l−1 και από επαγωγική υπόθεση

βρίσκουμε x ∈ X και ακολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών με nk → ∞ ώστε

Rnk
i x→ x για κάθε i = 1, . . . , l − 1. ΄Εστω ε > 0 και θέτουμε

x∗=(x, x, . . . , x) ∈ ∆l,

y∗k=
(
T−nkl x, T−nkl x, . . . , T−nkl x

)
∈ ∆l

Τότε

ρ(T nky∗k, x
∗)=ρ(T nk1 × T

nk
2 × · · · × T

nk
l y∗k, x

∗)

=ρ
(
(T nk1 T−nkl x, . . . , T nkl−1T

−nk
l x, x), (x, . . . , x, x)

)
=ρ
((
Rnk

1 x, . . . , R
nk
l−1x, x

)
, (x, . . . , x, x)

)
. (4.3)

Οπότε με κατάλληλη επιλογή του k η (4.3) είναι μικρότερη από ε.

΄Αρα από την Πρόταση (4.6) έχουμε το συμπέρασμα, δηλαδή υπάρχει (x, . . . , x) ∈

∆l
που είναι recurrent ως προς την T = T1 × · · · × Tl και τελικά το x είναι

recurrent ως προς τις T1, T2, . . . , Tl ταυτόχρονα.

Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε το Θεώρημα των Furstenberg-Weiss

στη γενική του μορφή χρησιμοποιώντας το Θεώρημα (4.7).
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Θεώρημα 4.8 (Furstenberg-Weiss). ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώ-

ρος και T1, T2, . . . , Tl : X → X συνεχείς συναρτήσεις που ανά δύο μετατίθεν-

ται. Τότε υπάρχει x ∈ X και ακολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών με nk →∞

τέτοια ώστε T nk1 x→ x, T nk2 x→ x,. . . ,T nkl x→ x όταν nk →∞ ταυτόχρονα.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε ένα επιχείρημα που αντικαθιστά τη δράση μιας

ημιομάδας με τη δράση μιας ομάδας. ΄Εστω Ω = XZl
και θεωρούμε τους ομοιο-

μορφισμούς S1, . . . , Sl : X → X με

Siω(n1, . . . , ni, . . . , nl) = ω(n1, . . . , ni + 1, . . . , nl), για i = 1, . . . , l.

΄Εστω X̃ ⊆ Ω το σύνολο των στοιχείων ω ∈ Ω που ικανοποιούν την ισότητα

Siω(n1, . . . , nl) = Tiω(n1, . . . , nl), για i = 1, . . . , l (4.4)

για κάθε (n1, . . . , nl) ∈ Zl. Τότε το X̃ είναι κλειστό και μη κενό.

Πράγματι, για x ∈ X και κάθε n ∈ N ορίζουμε ωn ∈ Ω θέτοντας ωn(n1, . . . , nl) =

T n1+n
1 · · ·T nl+nl x ∈ X για n1, . . . , nl > −n και ορίζοντας μια οποιαδήποτε τιμή

στα άλλα σημεία. Το στοιχείο ωn ικανοποιεί την (4.4) αν ni > −n. Πράγματι

Tiωn(n1, . . . , ni, . . . , nl)=TiT
n1+n
1 · · ·T ni+ni · · ·T nl+nl x

=T n1+n
1 · · ·T ni+1+n

i · · ·T nl+nl x

=ω(n1, . . . , ni + 1, . . . , nl)

=Siω(n1, . . . , ni, . . . , nl)

για i = 1, . . . , l. ΄Αρα ένα οριακό σημείο της (ωn)n∈N στο Ω θα ανήκει στο X̃

και άρα X̃ είναι μη κενό. Ακόμα, το X̃ είναι αναλλοίωτο από τους Si, S
−1
i για

κάθε i = 1, . . . , l. Από Θεώρημα (4.7) έχουμε ότι υπάρχει x̃ ∈ X̃ πολλαπλώς

recurrent σημείο ως προς S1, . . . , Sl, δηλαδή υπάρχει (nk)k∈N ακολουθία φυσι-

κών αριθμών με nk → ∞, ώστε Snki x̃ → x̃ για κάθε i = 1, . . . , k. Δηλαδή

για κάθε (n1, . . . , nl) ∈ Zl και i = 1 . . . , l έχουμε x̃(n1, . . . , ni + nk, . . . , nl)→
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x̃(n1, . . . , ni, . . . , nl) καθώς nk →∞. Οπότε T nki x̃→ x̃ για κάθε i = 1, . . . , k.

Από την ισχύ της (4.4) έχουμε ότι κάθε συνιστώσα του x̃ είναι πολλαπλώς

recurrent σημείο ως προς T1, . . . , Tl.

Από το Θεώρημα Furstenberg-Weiss παίρνουμε ως πόρισμα την τοπολογική

έκφραση του πολυδιάστατου θεωρήματος van der Waerden.

Πόρισμα 4.9. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος, T1, T2, . . . , Tl : X →

X συνεχείς συναρτήσεις που ανά δύο μετατίθενται και ε > 0. Τότε υπάρχουν

x0 ∈ X και n0 ∈ N τέτοια ώστε ρ(T n0
i x0, x0) < ε για κάθε i = 1, . . . , l.

Πρόταση 4.10. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) Θεώρημα (2.3) Gallai

(ii) Πόρισμα (4.9)

Απόδειξη. (i)⇒ (ii). Για να δείξουμε το ζητούμενο αρκεί για δοσμένο πεπερα-

σμένο υποσύνολο F του Nm να βρούμε Ci που να ικανοποιεί το συμπέρασμα.

Πράγματι, υπάρχουν μόνο πεπερασμένες επιλογές για το Ci και επειδή μια ακο-

λουθία Fn πεπερασμένων υποσυνόλων του Nm μπορεί να επιλεγεί ώστε τα στοι-

χεία της να περιέχει όλα τα προηγούμενα (για παράδειγμα Fn = {1, . . . , n}m)

και κάθε πεπερασμένο F περιέχεται σε κάποιο από αυτά. ΄Ενα σύνολο Cj που

ικανοποιεί το συμπέρασμα για άπειρα Fn (υπάρχει από αρχή του περιστερώνα)

θα κάνει για όλα F .

΄Εστω F = {e1, . . . , el} ⊆ Nm. Στη συνέχεια θεωρούμε το σύνολο Ω =

{1, . . . , r}Nm που γίνεται συμπαγής μετρικός χώρος, αν εφοδιαστεί με τη μετρι-

κή

ρ(ω, ω′) = inf

{
1

k
: ω(i1, . . . , im) = ω′(i1, . . . , im) για 1 6 i1, . . . , im < k

}
.
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Θεωρούμε τις συνεχείς συναρτήσεις Ti : Ω → Ω με Tiω(n) = ω(n + ei), όπου

i = 1, . . . , l και n ∈ Nm.

Στη συνέχεια ορίζουμε ένα σημείο ω ∈ Ω με ω(n) = i ⇔ n ∈ Ci και

θέτουμε X = {T n1
1 · · ·T

nl
l ω : n1, . . . , nl ∈ N} ⊆ Ω, που είναι το μικρότερο

(T1, . . . , Tl)−αναλλοίωτο κλειστό υποσύνολο του Ω που περιέχει το ω. Τότε

από Θεώρημα Furstenberg-Weiss υπάρχουν x ∈ X και n ∈ N, ώστε

ρ(T n1 x, x) < 1, . . . , ρ(T nl x, x) < 1

από το οποίο για e = (1, . . . , 1) έχουμε

x(e) = x(e+ ne1) = . . . = x(e+ nel).

Το x είναι στοιχείο του X, άρα θα είναι κοντά σε ένα στοιχείο της μορφής

T n1
1 · · ·T

nl
l ω για κάποια n1, . . . , nl ∈ N από το οποίο αν θέσουμε a = e +

n1e1 + · · ·+ nlel έχουμε ότι αν ω(a) = j0, τότε

ω(a) = ω(a+ ne1) = . . . = ω(a+ nel)⇔ a+ nF ⊆ Cj0 .

(i)⇒ (ii). ΄Εστω l ∈ N και ε > 0. Επειδή ο X είναι συμπαγής μετρικός

χώρος, υπάρχουν r ∈ N και x1, . . . , xr ∈ X τέτοια ώστε X =
r⋃
i=1

S(xi,
ε

2
).

Θέτουμε A1 = S(x1,
ε
2
), A2 = S(x2,

ε
2
) \ A1, . . . , Ar = S(xr,

ε
2
) \

r⋃
i=1

Ai.

Θεωρούμε ένα x ∈ X και θέτουμε Ci = {(n1, . . . , nl) ∈ Nl : T n1
1 · · ·T

nl
l x ∈

Ai}. Τα Ci ορίζουν μια διαμέριση του Nl σε r χρώματα. Θεωρούμε το F =

{0, e1, . . . , el} ⊆ Nl, όπου 0 = (0, . . . , 0), e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0),

. . . , el = (0, 0 . . . , 1). Από υπόθεση υπάρχουν 1 6 i0 6 r, a = (a1, . . . , al) ∈

Nl και b ∈ N τέτοια ώστε a + Fb ⊆ Ci0 . Οπότε έχουμε ότι T a11 · · ·T
al
l x,

T a1+b1 · · ·T all x, . . . , T a11 · · ·T
al+b
l x ∈ Ai0 και άρα T a11 · · ·T

al
l x, T

a1+b
1 · · ·T all x,

. . . , T a11 · · ·T
al+b
l x ∈ S(xi0 ,

ε
2
). Θέτουμε x0 = T a1+b1 · · ·T all x και έχουμε
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x0, T
b
1x0, . . . , T

b
l x0 ∈ S(xi0 ,

ε
2
). Οπότε

ρ(T bj x0, x0) 6 ρ(T bj x0, xi0) + ρ(xi0 , x0) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

για κάθε j = 1, . . . , l. Θέτοντας b = n0 έχουμε ότι ρ(T n0
j x0, x0) < ε για κάθε

j = 1, . . . , l.

Πόρισμα 4.11. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος και T : X → X

ομοιομορφισμός.Τότε για κάθε ε > 0 , l ∈ N και c0, c1, . . . , cl−1 ∈ Z υπάρχουν

x ∈ X και n ∈ N τέτοια ώστε ρ(T cinx, x) < ε για i = 1, . . . , l−1 ταυτοχρόνως.

Απόδειξη. Το συμπέρασμα προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα Furstenberg-

Weiss θέτοντας όπου Ti = T ci για κάθε i = 0, . . . , l − 1.

Παρατήρηση 4.12. Παρατηρούμε ότι από το Πόρισμα (4.11) θέτοντας ci = i+1

για κάθε i = 0, . . . , l έχουμε την τοπολογική έκφραση του θεωρήματος van der

Waerden.

Πόρισμα 4.13. ΄Εστω (X,T ) minimal τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τότε

για κάθε ε > 0 το σύνολο των σημείων που ικανοποιεί το Πόρισμα (4.11) είναι

πυκνό στο X.

Απόδειξη. ΄Εστω U ⊆ X ανοικτό μη κενό.Αφού το (X,T ) είναι minimal από

Πρόταση (3.8) έχουμε X =
⋃
n∈N

T−n(U). Οπότε επειδή X είναι συμπαγής με-

τρικός χώρος μπορούμε να επιλέξουμε πεπερασμένη υποκάλυψη του X. ΄Αρα

X =
k⋃
j=1

T−nj(U).

΄Εστω τώρα δ > 0 τέτοιο ώστε όταν ρ(y1, y2) < δ για y1, y2 ∈ X τότε

ρ(T njy1, T
njy2) < ε για κάθε j = 1, . . . , k από ομοιόμορφη συνέχεια των T nj .

Από Πόρισμα (4.11) μπορούμε να βρούμε y ∈ X και n ∈ N με ρ(T ciny, y) < δ

για i = 0, . . . , l − 1. Τότε y ∈ T−nj(U) για κάποιο 1 6 j 6 k και θέτοντας

x = T njy έχουμε ότι x ∈ U και ρ(T cinx, x) < ε για κάθε i = 0, . . . , l − 1.



Κεφάλαιο 5

Πολυωνυμικό Θεώρημα van

der Waerden

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να αποδείξουμε μια πολυωνυμική εκ-

δοχή του Θεωρήματος van der Waerden στην τοπολογική του μορφή, που

στην ουσία είναι επέκταση του Θεωρήματος Furstenberg-Weiss για συναρτή-

σεις που μετατίθενται μεταξύ τους και έχουν για εκθέτες ακέραια πολυώνυμα

Θεώρημα (5.1). Το Θεώρημα αυτό αποδείχθηκε το 1996 από τους Bergel-

son, Leibman χρησιμοποιώντας μια επαγωγική διαδικασία την οποία ονόμασαν

PET-επαγωγή, η οποία στην ουσία είναι μια υπερπεπερασμένη επαγωγή σε ένα

σύνολο πινάκων. Οι συγγραφείς στην απόδειξή τους χρησιμοποιούν το Θεώρη-

μα Furstenberg-Weiss ως επαγωγική υπόθεση και στη συνέχεια ακολουθούν σε

αρκετά σημεία την απόδειξη του Πολυδιάστατου Θεωρήματος van der Waerden

των Furstenberg- Weiss.

Θεώρημα 5.1 (Πολυωνυμικό Θεώρημα van der Waerden). ΄Εστω

(X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος, T1, T2, . . . , Tt : X → X ομοιομορφισμοί

που ανά δύο μετατίθενται και p1,1(n),. . . , p1,t(n), p2,1(n), . . . , p2,t(n),. . . ,

pk,1(n),. . . , pk,t(n) πολυώνυμα με ακέραιους συντελεστές και χωρίς σταθερό
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όρο, δηλαδή pi,j(0) = 0 για κάθε i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , t. Τότε για κάθε

ε > 0 υπάρχει x ∈ X και n ∈ N, ώστε

ρ(T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,t(n)t x, x) < ε (5.1)

για όλα τα i = 1, . . . , k ταυτοχρόνως.

5.1 Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Πριν ξεκινήσουμε την απόδειξη του Πολυωνυμικού Θεωρήματος van der W-

aerden. Κατ’ αρχήν θα λέμε ακέραια πολυώνυμα τα πολυώνυμα με ρητούς

συντελεστές, που δίνουν ακέραιες τιμές στους ακεραίους και μηδέν στο μηδέν.

Στη συνέχεια θέτουμε t το μέγιστο αριθμό συναρτήσεων που εμφανίζονται στην

παράσταση της σχέσης (5.1) και έστω D ο μέγιστος βαθμός των πολυωνύμων

pi,j(n), i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , t, που εμφανίζονται στην ίδια σχέση.

Ορισμός 5.2. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος, T1, T2, . . . , Tt : X →

X ομοιομορφισμοί που ανά δύο μετατίθενται και p1(n), p2(n) . . . , pt(n) ακέραια

πολυώνυμα με deg(pi(n)) 6 D, i = 1, . . . , t. Τότε παραστάσεις της μορφής

g(n) = T
p1(n)
1 T

p2(n)
2 · · ·T pt(n)t θα τις λέμε πολυωνυμικές παραστάσεις.

Παρατήρηση 5.3. Το γινόμενο και τα αντίστροφα των πολυωνυμικών παραστά-

σεων είναι επίσης πολυωνυμικές παραστάσεις. Πράγματι αν g(n) = T
p1(n)
1 · · ·T pt(n)t

και h(n) = T
q1(n)
1 · · ·T qt(n)t πολυωνυμικές παραστάσεις, τότε

gh(n) = T
p1(n)+q1(n)
1 · · ·T pt(n)+qt(n)t

και

g−1(n) = T
−p1(n)
1 · · ·T−pt(n)t
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είναι πολυωνυμικές παραστάσεις. Το σύνολο των πολυωνυμικών παραστάσεων

είναι ομάδα και θα το συμβολίζουμε με PE.

Παρατηρούμε επίσης ότι η σύνθεση μιας πολυωνυμικής παράστασης με τη συ-

νάρτηση μεταφοράς στο Z μας δίνει πάλι πολυωνυμική παράσταση. Πράγματι

αν g(n) = T
p1(n)
1 · · ·T pt(n)t ∈ PE τότε για κάθε n0 ∈ Z έχουμε ότι

g−1(n0)g(n+ n0) = T
p1(n+n0)−p1(n0)
1 · · ·T pt(n+n0)−pt(n0)

t ∈ PE

οπότε για κάθε n0 ∈ Z έχουμε ότι,

g(n+ n0) = T
p1(n+n0)
1 · · ·T pt(n+n0)

t ∈ PE.

Ορισμός 5.4. ΄Εστω g(n) = T
p1(n)
1 · · ·T pt(n)t μια πολυωνυμική παράσταση.

Ορίζουμε ως βαθμό της g(n) και συμβολίζουμε με deg(g(n)) την ποσότητα

deg(g(n)) = max
16i6t
{deg(pi(n))}.

Ορισμός 5.5. ΄Εστω g(n) = T
p1(n)
1 · · ·T pt(n)t μια πολυωνυμική παράσταση.

Βάρος της g(n) θα λέμε το ζεύγος των ακεραίων (r, d) που ορίζεται από τη

συνθήκη deg(pr+1(n)) = . . . = deg(pt(n)) = 0, deg(pr(n)) = d > 1 και θα το

συμβολίζουμε με w(g(n)). Επίσης θα λέμε ότι το βάρος (r, d) είναι μεγαλύτερο

από το (s, e) αν r > s ή αν r = s τότε d > e.

Παράδειγμα 5.6. Η πολυωνυμική παράσταση T n1 T
0
2 · · ·T 0

t έχει βαθμό 1 και

βάρος (1, 1).

Παράδειγμα 5.7. Η πολυωνυμική παράσταση T 9n2+4n
1 T 3n7+7n4

2 T 3n2+19n
3 T 0

4 T
0
5

έχει βαθμό 7 και βάρος (3, 2).
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Ορισμός 5.8. ΄Εστω δύο πολυωνυμικές παραστάσεις g(n) = T
p1(n)
1 · · ·T pt(n)t

και h(n) = T
q1(n)
1 · · ·T qt(n)t . Θα λέμε ότι είναι ισοδύναμες, αν έχουν το ίδιο

βάρος (r, d) και αν οι συντελεστές των μεγιστοβάθμιων όρων των πολυωνύμων

pr(n), qr(n) ταυτίζονται επίσης.

Ορισμός 5.9. ΄Εστω C ένα σύνολο ισοδύναμων πολυωνυμικών παραστάσε-

ων. Ορίζουμε σαν βάρος του C και θα το συμβολίζουμε με w(C) βάρος των

στοιχείων του.

Ορισμός 5.10. Κάθε πεπερασμένο υποσύνολο του του PE θα το λέμε σύ-

στημα. Βαθμό ενός συστήματος θα λέμε το μέγιστο βαθμό των στοιχείων

του και για κάθε σύστημα ορίζουμε τον πίνακα βάρους του συστήματος
N1,1 · · · N1,D

... Nr,d
...

Nt,1 · · · Nt,D


όπου D είναι ο βαθμός του συστήματος, t είναι το πλήθος των ομοιομορφισμών

που εμφανίζονται και Nr,d είναι ο αριθμός των διαφορετικών κλάσεων ισοδυ-

ναμίας που σχηματίζονται από τα στοιχεία του συστήματος που έχουν βάρος

(r, d).

Παράδειγμα 5.11. Θεωρούμε το σύστημα {T 19n
1 T 0

2 ,T 6n2

1 T 0
2 ,T 7n2+19n

1 T 0
2 ,

T 7n2

1 T 0
2 ,T 4n2

1 T n
2

2 ,T n
2

1 T 3n3

2 , T n
2

1 T 3n3+2n
2 ,T n1 T

2n3+3n
2 ,T 10n5

1 T n
3+4n2+4n

2 , T 0
1 T

n3+2n
2

,T n
5

1 T n
3+n2

2 } με μέγιστο αριθμό συναρτήσεων t = 2. Τότε το σύστημα έχει

βαθμό D = 5 και ο πίνακας βάρους του συστήματος είναι 1 2 0 0 0

0 1 3 0 0
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5.2 PET-Επαγωγή

Στη συνέχεια θα περιγράψουμε την PET-επαγωγή η οποία είναι στην ου-

σία μια επαγωγή σ’ ένα καλά διατεταγμένο σύνολο. Συγκεκριμένα το σύνολο

πινάκων βάρους.

Πρόταση 5.12. Το σύνολο πινάκων βάρους συστημάτων είναι καλά διατε-

ταγμένο σύνολο.

Απόδειξη. Θα καθορίσουμε τη διάταξη των πινάκων σύμφωνα με την παρακάτω

συνάρτηση h. Θεωρούμε την αντιστοιχία h : MtD(N)→ ωtD όπου

MtD = { Το σύνολο των tD πινάκων με στοιχεία από το N}

και

ωtD = {η διατακτικός αριθμός : η < ωtD}.

Οπότε σε κάθε πίνακα

A =


a1,1 · · · a1,D
... ar,d

...

at,1 · · · at,D


αντιστοιχούμε ένα διατακτικό αριθμό της μορφής ξ = ωtD−1 ·at,D+. . .+ωD(t−1) ·

at,1 + . . .+ ωD(r−1)·ar,d+d−1 + . . .+ ωD−1 · a1,D + . . .+ ω2 · a1,3 + ω · a1,2 + a1,1.

Η αντιστοιχία h είναι καλά ορισμένη. Πράγματι αν

A =


a1,1 · · · a1,D
... ar,d

...

at,1 · · · at,D


ένας πίνακας τότε h(A) = ωtD−1·at,D+. . .+ωD(t−1)·at,1+. . .+ωD(r−1)·ar,d+d−1+

. . .+ ωD−1 · a1,D + . . .+ ω2 · a1,3 + ω · a1,2 + a1,1 που είναι διατακτικός αριθμός
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και h(A) < ωtD. Οπότε, h(A) ∈ ωtD.

Η h είναι 1-1 και επί. Πράγματι κάθε διατακτικός αριθμός ξ < ωk έχει μοναδική

Cantor κανονική αναπαράσταση ξ = ωk−1·ak−1+. . .+ω·a1+a0 όπου ai ∈ N για

κάθε i = 1, . . . k−1. Στην περίπτωσή μας για k = tD αν ξ = ωtD−1·atD−1+. . .+

ωD(t−1)·a(Dt−1)+. . .+ωD(r−1)+d−1·aD(r−1)+d−1+. . .+ω
D−1·aD−1+. . .+ω·a1+a0

ένας διατακτικός αριθμός τότε θεωρώντας τον πίνακα

A =


a1,1 · · · a1,D
... ar,d

...

at,1 · · · at,D

 =


a0 · · · aD−1
... aD(r−1)+d−1

...

aD(t−1) · · · atD−1


έχουμε ότι h(A) = ξ άρα η h είναι επί. Επίσης από τη μοναδικότητα της Cantor

κανονικής αναπαράστασης διατακτικού αριθμού έχουμε ότι η h είναι 1-1.

΄Εστω τώρα ένας πίνακας

B =


b1,1 · · · b1,D
... br,d

...

bt,1 · · · bt,D

 =


b0 · · · bD−1
... bD(r−1)+d−1

...

bD(t−1) · · · btD−1

 .

Στον B αντιστοιχούμε τον διατακτικό αριθμό

η = ωtD−1 · btD−1 + . . .+ ωD(r−1)+d−1 · bD(r−1)+d−1 + . . .+ ω · b1 + b0.

Στη συνέχεια ορίζουμε διάταξη στο σύνολο των πινάκων βάρους ως εξής

A < B ⇔ h(A) < h(B)⇔ ξ < η

όπου ξ < η σημαίνει ότι για το max{0 6 i 6 tD − 1 : ai 6= bi} έχουμε ai < bi.

Το ωtD είναι καλά διατεταγμένο σύνολο, οπότε το σύνολο των πινάκων βάρους

είναι καλά διατεταγμένο σύνολο.
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Παρατήρηση 5.13. Σύμφωνα με τη διάταξη που ορίσαμε στο σύνολο των πινά-

κων έχουμε ότι αν

A =


a0 · · · aD−1
... aD(r−1)+d−1

...

aD(t−1) · · · atD−1

 , B =


b0 · · · bD−1
... aD(r−1)+d−1

...

bD(t−1) · · · btD−1


τότε A < B ⇔ για το max{0 6 i 6 tD − 1 : ai 6= bi} έχουμε ai < bi.

Οπότε οι πίνακες διατάσσονται


1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 <


2 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 <

. . . <


∗ 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 <


0 1 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 <


1 1 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 <


2 1 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 < . . . <


∗ 1 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 <


0 2 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 < . . . <


∗ 2 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 < . . . <


∗ ∗ · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 < . . . <


∗ ∗ · · · ∗

∗ ∗ · · · ∗
...

...
...

...

∗ ∗ ∗ ∗

.

Θα αποδείξουμε το Πολυωνυμικό Θεώρημα van der Waerden στην ειδική

περίπτωση για t = 1 με p1,1 = n2
.

Θεώρημα 5.14. ΄Εστω (X, ρ) συμπαγής μετρικός χώρος, T : X → X ο-

μοιομορφισμός και p(n) = n2
ένα πολυώνυμο. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει

x ∈ X και n ∈ N ώστε ρ(T p(n)x, x) < ε.
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Απόδειξη. Θα βρούμε ακολουθία x0, x1, . . . σημείων τουX και ακολουθία n1, n2, . . .

φυσικών αριθμών τέτοια ώστε

ρ(T (nm+...+nl+1)
2

xm, xl) <
ε

2
για κάθε l,m ∈ N, l < m.

Επιλέγουμε ένα x0 ∈ X τυχόν και θέτουμε x1 = T−n1
2
x0 για n1 = 1 οπότε

ρ(Tx1, x0) = ρ(x0, x0) = 0 < ε
2
. ΄Εστω τώρα 0 < ε1 <

ε
2

τέτοιο ώστε να

έχουμε ρ(T n
2
1y, xo) <

ε
2
για κάθε y ∈ X με ρ(y, x1) < ε1. Από Πόρισμα (4.11)

(για ε1 = ε
2
, l = 1, c0 = 2n1) βρίσκουμε y1 ∈ X και n2 ∈ N τέτοια ώστε

ρ(y1, x1) <
ε1
2

και ρ(T 2n1n2y1, y2) <
ε1
2
. Θέτοντας x2 = T−n2

2
y1 παίρνουμε

ρ(T n
2
2x2, x1) = ρ(y1, x1) <

ε1
2
<
ε

2

επίσης,

ρ(T 2n1n2+n2
2x2, x1) 6 ρ(T 2n1n2y1, y1) + ρ(y1, x1) < ε1

και επομένως από την επιλογή του ε1

ρ(T (n1+n2)
2

x2, x0) = ρ(T n
2
1T 2n1n2+n2

2x2, x0) <
ε

2
.

΄Εστω ότι έχουν βρεθεί xm, nm στη συνέχεια θα βρούμε xm+1, nm+1. Επιλέ-

γουμε εm, με 0 < εm < ε
2
τέτοιο ώστε όταν ρ(y, xm) < εm

2
, τότε

ρ(T (nm+...+nl+1)
2

y, xl) <
ε

2
, l = 1, . . . ,m− 1,

από ομοιόμορφη συνέχεια βρίσκουμε χρησιμοποιώντας το Πόρισμα (4.11) (για

ε = εm
2
, l = m, ci = 2(nm + . . . + ni+1 για κάθε l = 0, 1, . . . ,m − 1)ym, nm+1

τέτοια ώστε

ρ(ym, xm) <
εm
2
, ρ(T 2(nm+...+nl+1)nm+1ym, ym) <

εm
2
, l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Θέτοντας xm+1 = T−n
2
m+1ym παίρνουμε

ρ(T 2(nm+...+nl+1)nm+1+n2
m+1xm+1, xm) 6 ρ(T 2(nm+...+nl+1)nm+1ym, ym)+

ρ(ym, xm) < εm, l = 0, 1, . . . ,m− 1
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και επομένως από την επιλογή του εm έχουμε,

ρ(T n
2
m+1xm+1, xm) <

ε

2

και την ομοιόμορφη συνέχεια του T (nm+1+...+nl+1)
2

παίρνουμε

ρ(T (nm+1+...+nl+1)
2

xm+1, xl) <
ε

2
για l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Οπότε δείξαμε ότι

ρ(T (nm+...+nl+1)
2

xm, xl) <
ε

2
για κάθε l,m ∈ N για l < m. (5.2)

Αφού ο X είναι συμπαγής μετρικός χώρος για l < m έχουμε ότι

ρ(xm, xl) <
ε

2
(5.3)

Οπότε από τις (5.2) και (5.3) έχουμε

ρ(T (nm+...+nl+1)
2

xm, xm) 6 ρ(T (nm+...+nl+1)
2

xm, xl) + ρ(xm, xl) <
ε

2
+
ε

2
= ε

(5.4)

Θέτοντας στην (5.4) όπου xm = x και n = nm+. . .+nl+1 έχουμε το ζητούμενο,

δηλαδή

ρ(T n
2

x, x) < ε.

Παρατήρηση 5.15. Παρατηρούμε ότι στο παραπάνω Θεώρημα το σύστημα {T n2}

έχει πίνακα βάρους (0, 1) ενώ το σύστημα {T c0n, . . . , T cl−1n} έχει πίνακα βάρους

(l, 0).
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5.3 Απόδειξη Πολυωνυμικού Θεωρήματος

van der Waerden

Είδαμε ότι κάθε σε κάθε σύστημα αντιστοιχούμε ένα πίνακα βάρους t×D.

Εφόσον το σύνολο των t × D πινάκων με τη διάταξη που ορίσαμε είναι καλά

διατεταγμένο σύνολο, θα αποδείξουμε το θεώρημα (5.1) με υπερπεπερασμέ-

νη επαγωγή στο ωtD. Αυτή η επαγωγή αντιστοιχεί στην PET-επαγωγή των

Bergelson-Leibman [BL].

Θεώρημα (Πολυωνυμικό Θεώρημα van der Waerden). ΄Εστω (X, ρ)

συμπαγής μετρικός χώρος, T1, T2, . . . , Tt : X → X ομοιομορφισμοί που ανά

δύο μετατίθενται και p1,1(n), . . . ,p1,t(n), p2,1(n), . . . , p2,t(n), . . . , pk,1(n), . . . ,

pk,t(n) πολυώνυμα με ακέραιους συντελεστές και χωρίς σταθερό όρο,δηλαδή

pi,j(0) = 0 για κάθε i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , t. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει

x ∈ X και n ∈ N, ώστε

ρ(T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,t(n)t x, x) < ε

για όλα τα i = 1, . . . , k ταυτοχρόνως.

Απόδειξη. Θεωρούμε τη μεταθετική ομάδαG που παράγεται από τους T1, T2, . . . ,

Tt και μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι (X,G) είναι

minimal

Πρώτα απ’ όλα παρατηρούμε ότι το θεώρημα ισχύει τετριμμένα αν στις πολυωνυ-

μικές παραστάσεις gi(n) = T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,t(n)t , i = 1, . . . , k τα πολυώνυμα

pi,j είναι μηδενικά για κάθε i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , t

Θα δείξουμε ότι το θεώρημα ισχύει για κάθε σύστημα. Θεωρούμε ένα σύστη-

μα A = {g1(n), g2(n), . . . , gk(n)}, όπου gi(n) = T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,t(n)t , i =

1, . . . , k. Θα δείξουμε ότι το θεώρημα ισχύει για το A υποθέτοντας ότι το θε-

ώρημα ισχύει για συστήματα με πίνακες βάρους μικρότερους από αυτόν του A.
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΄Εστω ε > 0. Υποθέτουμε ότι το g1(n) είναι το στοιχείο του A με το μικρό-

τερο δυνατό βάρος. Μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι το A δεν περιέχει

τετριμμένες πολυωνυμικές παραστάσεις, οπότε μπορούμε να υποθέσουμε ότι

w(g1(n)) > (1, 1). Θεωρούμε το σύστημα

A0 = {g2(n)g−11 (n), g3(n)g−11 (n) . . . , gk(n)g−11 (n)} ⊆ PE.

Παρατηρούμε ότι τα στοιχεία του A που δεν είναι ισοδύναμα με το

g1(n) = T
p1,1(n)
1 T

p1,2(n)
2 · · ·T p1,t(n)t

δεν αλλάζουν το βάρος τους και την ισοδυναμία με τα άλλα στοιχεία, όταν τα

πολλαπλασιάσουμε με το

g−11 (n) = T
−p1,1(n)
1 T

−p1,2(n)
2 · · ·T−p1,t(n)t .

Πράγματι έστω w(g1(n)) = (r, d) > (1, 1). Στη συνέχεια θεωρούμε ένα

gi(n) = T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,t(n)t ∈ A που δεν είναι ισοδύναμο με το g1(n)

τότε διακρίνουμε τις περιπτώσεις :

1. w(gi(n)) = (r, d).

Δηλαδή gi(n) και g1(n) έχουν το ίδιο βάρος. Τότε

deg(pi,r+1(n)) = . . . = deg(pi,t(n)) = 0

deg(p1,r+1(n)) = . . . = deg(p1,t(n)) = 0

και

deg(pi,r(n)) = d = deg(p1,r(n))

Επειδή gi(n) δεν είναι ισοδύναμο με το g1(n), έπεται ότι οι μεγιστοβάθμιοι

όροι των pi,r(n) και p1,r(n) είναι διαφορετικοί, οπότε αν pi,r(n) = ai,dn
d+

. . .+ ai,1n και p1,r(n) = a1,dn
d + . . .+ a1,1n, τότε ai,r 6= a1,r. ΄Αρα

gi(n)g−11 (n) = T
pi,1(n)−p1,1(n)
1 T

pi,2(n)−p1,2(n)
2 · · ·T pi,r(n)−p1,r(n)r
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όπου pi,r(n)−p1,r(n) = (ai,d−a1,d)nd+. . .+(ai,1−a1,1)n, άρα deg(gi(n)g−11 (n)) =

d και w(gi(n)g−11 (n)) = (r, d).

2. w(gi(n)) = (s, e)

(αʹ) ΄Εστω s > r.

Τότε αν gi(n) = T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,s(n)s , έχουμε ότι

gi(n)g−11 (n) = T
pi,1(n)−p1,1(n)
1 T

pi,2(n)−p1,2(n)
2 · · ·T pi,r(n)−p1,r(n)r · · ·T pi,s(n)s .

Οπότε w(gi(n)g−11 (n)) = (s, e).

(βʹ) Αν s = r τότε e > d. Τότε g1(n) = T
p1,1(n)
1 T

p1,2(n)
2 · · ·T p1,r(n)r με

deg(pi,r(n)) = e > d. Οπότε pi,r(n) = ai,en
e+. . .+ai,dn

d+. . .+ai,1n

και p1,r(n) = a1,dn
d + . . .+ a1,1n. Τότε

gi(n)g−11 (n) = T
pi,1(n)−p1,1(n)
1 T

pi,2(n)−p1,2(n)
2 · · ·T pi,r(n)−p1,r(n)r

και

pi,r(n)− p1,r(n) = ai,en
e + . . .+ (ai,d− a1,d)nd + . . .+ (ai,1− a1,1)n.

΄Αρα deg(pi,r(n)− p1,r(n)) = e = deg(pi,r(n)) και ο μεγιστοβάθμιος

όρος του pi,r(n) − p1,r(n) είναι ίδιος μ’ αυτόν του pi,r(n). Οπότε

w(gi(n)g−11 (n)) = (s, e) = w(gi(n)).

Από την άλλη τα βάρη των στοιχείων του A που είναι ισοδύναμα με το g1(n)

μειώνονται, αφού πολλαπλασιαστούν με το g−11 (n).

Πράγματι αν gi(n) = T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,r(n)r ∈ A ισοδύναμο με το g−11 (n)

τότε

gi(n)g−11 (n) = T
pi,1(n)−p1,1(n)
1 T

pi,2(n)−p1,2(n)
2 · · ·T pi,r(n)−p1,r(n)r

όπου

deg(pi,r(n)) = d = deg(p1,r(n))
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και οι μεγιστοβάθμιοι όροι των αντίστοιχων πολυωνύμων είναι ίσοι. Τότε

deg(pi,r(n)−p1,r(n)) < deg(pi,r(n)) = d, άρα και w(gi(n)g−11 (n)) < w(gi(n)) =

(r, d). Οπότε σε κάθε περίπτωση το βάρος θα μειωθεί. Επομένως ο αριθμός

των κλάσεων ισοδυναμίας με το ελάχιστο βάρος θα μειωθεί κατά ένα.

΄Ετσι αν το σύστημα A έχει πίνακα βάρους της μορφής

M =



0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 Nr,d Nr,d+1 · · · Nr,D

Nr+1,1 · · · Nr+1,d−1 Nr+1,d Nr+1,d+1 · · · Nr+1,D

...
...

...
...

...
...

...

Nt,1 · · · Nt,d−1 Nt,d Nt,d+1 · · · Nt,D


τότε το A0 έχει πίνακα βάρους της μορφής

M0 =



∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗

∗ · · · ∗ Nr,d − 1 Nr,d+1 · · · Nr,D

Nr+1,1 · · · Nr+1,d−1 Nr+1,d Nr+1,d+1 · · · Nr+1,D

...
...

...
...

...
...

...

Nt,1 · · · Nt,d−1 Nt,d Nt,d+1 · · · Nt,D


Ο M αντιστοιχεί σε ένα διατακτικό αριθμό

ξM =
tD−1∑
i=0

ωi ·Ni

όπου Ni = 0 για 1 6 i < D(r−1)+d−1 και Ni = Ns,e αν i = D(s− 1) + e− 1

για 1 6 e 6 D και 1 6 s 6 t και ο M0 αντιστοιχεί σε ένα διατακτικό αριθμό

ξM0 =
tD−1∑
i=0

ωi ·N ′i
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όπου N
′
i = Ni για D(r − 1) + d − 1 < i 6 tD − 1, N

′
i = Nr,d − 1 για

i = D(r − 1) + d − 1 και N
′
i = ∗ για 0 6 i < D(r − 1) + d − 1, όπου ∗ ∈ N

και κάποια από αυτά μη μηδενικά.

Οπότε max{0 6 i 6 tD − 1 : Ni 6= N
′
i} = D(r − 1) + d− 1 και

N
′

D(r−1)+d−1 = Nr,d − 1 < Nr,d = ND(r−1)+d−1.

΄Αρα έχουμε ότι ξM0 < ξM και άρα M0 < M .

Οπότε από επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι το Θεώρημα (5.1) ισχύει για το

σύστημα A0. ΄Αρα υπάρχει y0 ∈ X και n1 ∈ N τέτοια ώστε

ρ(gi(n1)g
−1
1 (n1)y0, y0) <

ε

2
για i = 2, . . . , k.

Παρατηρούμε ότι αν k = 1 ισχύει για κάθε y ∈ X και n ∈ N.

Θέτουμε x0 = y0 και x1 = g−11 (n1)y0. Τότε g1(n1)x1 = x0 και

ρ(gi(n1)x1, x0) <
ε

2
για i = 2, . . . , k.

Θα κατασκευάσουμε ακολουθία σημείων x0, x1, x2 . . . ∈ X και ακολουθία φυ-

σικών αριθμών n1, n2, . . . τέτοια ώστε για κάθε l,m ∈ N με l < m να έχουμε

ρ(gi(nm + . . .+ nl+1)xm, xl) <
ε

2
για i = 1, . . . , k. (5.5)

΄Εστω ότι έχουμε βρει x0, x1, . . . , xm ∈ X και n1, . . . , nm ∈ N που να ικανο-

ποιούν την (5.5). Επίσης η (5.5) ισχύει και για κάθε σημείο που είναι εm κοντά

στα xm για κάποιο εm, 0 < εm < ε
2
.

Πράγματι έστω 0 < εm < ε
2
και y ∈ X με ρ(y, xm) < εm, τότε από ομοιόμορφη

συνέχεια των πολυωνυμικών παραστάσεων gi(nm,+ . . . nl+1) έχουμε ότι

ρ(gi(nm,+ . . .+nl+1)y, gi(nm,+ . . .+nl+1)xm) <
ε

2
−ρ(gi(nm,+ . . .+nl+1)xm, xl).
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Οπότε

ρ(gi(nm,+ . . .+ nl+1)y, xl)6ρ(gi(nm,+ . . .+ nl+1)y, gi(nm,+ . . .+ nl+1)xm)

+ρ(gi(nm,+ . . .+ nl+1)xm, xl)

6
ε

2
− ρ(gi(nm + . . .+ nl+1)xm, xl)

+ρ(gi(nm + . . .+ nl+1)xm, xl) =
ε

2

Αφού (X,G) είναι minimal από απόδειξη του Λήμματος (4.5) έχουμε ότι υπάρ-

χει πεπερασμένο υποσύνολο στοιχείων του G , έστω S1, . . . , Sr ∈ G, τέτοια

ώστε για κάθε y ∈ X υπάρχει t = t(y) 6 r ώστε να έχουμε

ρ(Sty, xm) <
εm
2

Στη συνέχεια από ομοιόμορφη συνέχεια του St επιλέγουμε δm > 0 ώστε αν

y′ ∈ X με ρ(y, y′) < δm, να έχουμε

ρ(Sty, Sty
′) <

εm
2

΄Αρα όταν ρ(y, y′) < δm έχουμε

ρ(Sty
′, xm) 6 ρ(Sty, Sty

′) + ρ(Sty, xm) <
εm
2

+
εm
2

= εm (5.6)
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Στη συνέχεια θεωρούμε το σύστημα

Am =



g1,m(n) = g1(n)g−11 (n),

g2,m(n) = g2(n)g−11 (n),
...

gk,m(n) = gk(n)g−11 (n),

g1,m−1(n) = g−11 (nm)g1(n+ nm)g−11 (n),

g2,m−1(n) = g−12 (nm)g2(n+ nm)g−11 (n),
...

gk,m−1(n) = g−1k (nm)gk(n+ nm)g−11 (n),
...

g1,0(n) = g−11 (nm + . . .+ n1)g1(n+ nm + . . .+ n1)g
−1
1 (n),

g2,0(n) = g−12 (nm + . . .+ n1)g2(n+ nm + . . .+ n1)g
−1
1 (n),

...

gk,0(n) = g−1k (nm + . . .+ n1)gk(n+ nm + . . .+ n1)g
−1
1 (n),


Αν μια πολυωνυμική παράσταση gi0(n) = T

pi0,1(n)

1 T
pi0,2(n)

2 · · ·T pi0,s(n)s δεν είναι

ισοδύναμη με την g1(n) = T
p1,1(n)
1 T

p1,2(n)
2 · · ·T p1,r(n)r , τότε οι πολυωνυμικές πα-

ραστάσεις gi0,0(n), . . . gi0,m(n) ∈ Am έχουν το ίδιο βάρος με την gi0(n).

Πράγματι διακρίνουμε τις περιπτώσεις

1. w(gi0(n)) = (r, d).

Αν j = 1, . . .m, έχουμε ότι

gi0,j(n) = g−1i0 (nm + . . .+ nj+1)gi0(n+ nm + . . .+ nj+1)g
−1
1 (n),

οπότε

gi0,j(n) = T
qji0,1

(n)

1 · · ·T
qji0,r

(n)
r

όπου qji0,κ(n) = pi0,κ(n+nm . . .+nj+1)−pi0,κ(nm + . . .+nj+1)−p1,κ(n)

για κ = 1, . . . , r. Επειδή w(gi0(n)) = (r, d) = w(g1(n)) έχουμε ότι
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deg(pi0,r(n)) = deg(p1,r(n)). Επίσης deg(pi0,r(n)) = deg(pi0,r(n+ nm +

. . .+nj+1)) και επειδή gi0(n) δεν είναι ισοδύναμη με την g1(n) έχουμε ότι

τα πολυώνυμα pi0,r(n) και p1,r(n) έχουν διαφορετικούς μεγιστοβάθμιους

όρους, οπότε deg(qji0,r(n)) = d. ΄Αρα η gi0(n) έχει το ίδιο βάρος με τις

gi0,0(n), . . . gi0,m(n).

2. w(gi0(n)) = (s, e).

(αʹ) s > r.

Τότε για j = 1, . . .m έχουμε ότι

gi0,j(n) = g−1i0 (nm + . . .+ nj+1)gi0(n+ nm + . . .+ nj+1)g
−1
1 (n)

οπότε

gi0,j(n) = T
qji0,1

(n)

1 · · ·T
qji0,r

(n)
r · · ·T

qji0,s
(n)

s

όπου

qji0,κ(n) = pi0,κ(n+nm . . .+nj+1)− pi0,κ(nm + . . .+nj+1)− p1,κ(n)

για κ = 1, . . . , r και

qji0,κ(n) = pi0,κ(n+ nm . . .+ nj+1)− pi0,κ(nm + . . .+ nj+1)

για κ = r + 1, . . . , s.

Οπότε deg(qji0,r(n)) = deg(pi0,r(n + nm + . . . + nj+1)) και επειδή

deg(pi0,r(n)) = deg(pi0,r(n+nm+. . .+nj+1)) έχουμε ότι w(gi0(n)) =

w(gi0,j(n)) για κάθε j = 1, . . . ,m.

(βʹ) Αν s = r, τότε e > d.

Οπότε

gi0,j(n) = T
qji0,1

(n)

1 · · ·T
qji0,r

(n)
r
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για j = 1, . . . ,m ,όπου

qji0,κ(n) = pi0,κ(n+nm . . .+nj+1)− pi0,κ(nm + . . .+nj+1)− p1,κ(n)

για κ = 1, . . . , r. Τότε επειδή deg(pi0,r(n)) > deg(p1,r(n)) έχουμε

ότι deg(qji0,r(n)) = deg(pi0,r(n) και άρα w(gi0(n)) = w(gi0,j(n)) για

κάθε j = 1, . . . ,m.

Επίσης αν gi0(n) είναι ισοδύναμη με κάποια gl(n), τότε gio,κ είναι ισοδύναμες

με τις gi0,λ για κάθε κ, λ = 1, . . . ,m.

Πράγματι αν w(gi0(n)) = (s, e) και επειδή gi0(n) είναι ισοδύναμη με την gl(n),

τότε w(gi0(n)) = w(gl(n)) και άρα w(gi0,κ(n)) = w(gi0(n)) = w(gl(n)) =

w(gl,λ(n)) για κάθε κ, λ = 1, . . . ,m. Οπότε αν

gi0(n) = T
pi0,1(n)

1 T
pi0,2(n)

2 · · ·T pi0,s(n)s

και

gl(n) = T
pl,1(n)
1 T

pl,2(n)
2 · · ·T pl,s(n)s

Τότε deg(pi0,s(n)) = deg(pl,s(n)) και τα pi0,s(n), pl,s(n) έχουν τον ίδιο μεγι-

στοβάθμιο όρο. Επειδή

gi0,κ(n) = T
qκi0,1

(n)

1 · · ·T
qκi0,s

(n)
s

για κ = 1, . . . ,m ,όπου

qκi0,µ(n) = pi0,µ(n+ nm . . .+ nκ+1)− pi0,µ(nm + . . .+ nκ+1)− p1,µ(n)

για µ = 1, . . . , s και

gl,λ(n) = T
qλl,1(n)

1 · · ·T q
λ
l,s(n)
s

για λ = 1, . . . ,m ,όπου

qλl,µ(n) = pl,µ(n+ nm . . .+ nλ+1)− pl,µ(nm + . . .+ nλ+1)− p1,µ(n)
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για µ = 1, . . . , s, w(gi0,κ(n)) = w(gl,λ(n)) για κάθε κ, λ = 1, . . . ,m και ε-

πειδή έχουμε ότι τα pi0,s(n), pl,s(n) έχουν τον ίδιο μεγιστοβάθμιο όρο συμπε-

ραίνουμε ότι και τα qκi0,s(n), qλl,s(n) έχουν τον ίδιο μεγιστοβάθμιο όρο για κάθε

κ, λ = 1, . . . ,m, οπότε gi0,κ και gi0,λ είναι ισοδύναμες για κάθε κ, λ = 1, . . . ,m.

Αν gi0(n) είναι ισοδύναμο με το g1(n), τότε τα βάρη των των πολυωνυμι-

κών παραστάσεων gi0,j(n) είναι μικρότερα από το βάρος του gi0(n) για κάθε

j = 1, . . . ,m.

Πράγματι αφού gi0(n) είναι ισοδύναμο με το g1(n) έχουμε ότι w(gi0(n)) =

w(g1(n)), οπότε gi0(n) = T
pi0,1(n)

1 T
pi0,2(n)

2 · · ·T pi0,r(n)r όπου deg(pi0,r(n)) =

deg(p1,r(n)) και pi0,r(n), p1,r(n) έχουν τον ίδιο μεγιστοβάθμιο όρο. Οπότε ε-

πειδή

gi0,j(n) = g−1i0 (nm + . . .+ nj+1)gi0(n+ nm + . . .+ nj+1)g
−1
1 (n),

τότε

gi0,j(n) = T
qji0,1

(n)

1 · · ·T
qji0,r

(n)
r

όπου qji0,κ(n) = pi0,κ(n+ nm . . .+ nj+1)− pi0,κ(nm + . . .+ nj+1)− p1,κ(n) για

κ = 1, . . . , r και για j = 1, . . . ,m.

΄Αρα deg(qji0,r(n)) < deg(pi0,r(n)) και w(gi0,j(n)) < w(g1(n)) για κάθε j =

1, . . . ,m.

Επομένως το πλήθος των κλάσεων ισοδυναμίας που έχουν βάρος μεγαλύτερο

από το βάρος της g1(n) δεν αλλάζει, ενώ το πλήθος των κλάσεων ισοδυναμίας

που έχουν το ίδιο βάρος με το βάρος της g1(n) μειώνεται κατα ένα.
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΄Ετσι αν το σύστημα A αντιστοιχεί σε ένα πίνακα βάρους της μορφής

M =



0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 Nr,d Nr,d+1 · · · Nr,D

Nr+1,1 · · · Nr+1,d−1 Nr+1,d Nr+1,d+1 · · · Nr+1,D

...
...

...
...

...
...

...

Nt,1 · · · Nt,d−1 Nt,d Nt,d+1 · · · Nt,D


τότε το σύστημα Am έχει πίνακα βάρους της μορφής

Mm =



∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗

∗ · · · ∗ Nr,d − 1 Nr,d+1 · · · Nr,D

Nr+1,1 · · · Nr+1,d−1 Nr+1,d Nr+1,d+1 · · · Nr+1,D

...
...

...
...

...
...

...

Nt,1 · · · Nt,d−1 Nt,d Nt,d+1 · · · Nt,D


Οπότε σύμφωνα με τη διάταξη που ορίσαμε στους πίνακες βάρους έχουμε ότι

ο Mm είναι μικρότερος από τον M και άρα από επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι

ισχύει το Θεώρημα (5.1) για το σύστημα Am.

Επομένως μπορούμε να βρούμε ym ∈ X και nm+1 ∈ N τέτοια ώστε

ρ(h(nm+1)ym, ym) < δm

για κάθε h ∈ Am. Επιλέγουμε 1 6 t 6 r ώστε να ισχύει η (5.6) για κάθε

y′ ∈ X με ρ(y′, ym) < δm και θέτουμε xm+1 = g−11 (nm+1)Stym. Τότε αφού για

κάθε 1 6 i 6 k και κάθε 1 6 l 6 m ισχύει,

ρ(gi,l(nm+1)ym, ym) < δm
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και έχουμε

ρ(Stgi,l(nm+1)ym, xm) < εm ⇔

ρ(Stg
−1
i (nm + . . .+ nl+1)gi(nm+1 + nm + . . .+ nl+1)g

−1
1 (nm+1)ym, xm) < εm ⇔

ρ(g−1i (nm + . . .+ nl+1)gi(nm+1 + nm + . . .+ nl+1)g
−1
1 (nm+1)Stym, xm) < εm ⇔

ρ(g−1i (nm + . . .+ nl+1)gi(nm+1 + nm + . . .+ nl+1)xm+1, xm) < εm (5.7)

για κάθε l = 0, . . . ,m− 1 και

ρ(gi(nm+1)xm+1, xm) < εm. (5.8)

Από ομοιόμορφη συνέχεια των gi(nm + . . . + nl+1) για κάθε l = 0, . . . ,m − 1

λόγω των (5.7)και (5.8)έχουμε ότι

ρ(gi(nm+1 + nm + . . .+ nl+1)xm+1, gi(nm + . . .+ nl+1)xm) < ε′ (5.9)

όπου ε′ = εm − ρ(gi(nm+1)xm+1, xm) > 0. Οπότε από (5.9) και επαγωγική

υπόθεση έχουμε

ρ(gi(nm+1 + nm + . . .+ nl+1)xm+1, xl) 6

ρ(gi(nm+1 + nm + . . .+ nl+1)xm+1, gi(nm + . . .+ nl+1)xm)

+ρ(gi(nm + . . .+ nl+1)xm, xl) <

εm − ρ(gi(nm+1)xm+1, xm) + ρ(gi(nm+1)xm+1, xm) = εm <
ε

2
(5.10)

για κάθε l = 0, . . . ,m− 1 και

ρ(gi(nm+1)xm+1, xm) <
ε

2
. (5.11)

Αφού ο X είναι συμπαγής τότε υπάρχουν l,m ∈ N με l < m τέτοια ώστε

ρ(xm, xl) <
ε
2
. Θέτουμε n = nm + . . . + nl+1. Τότε από την (5.5) έχουμε ότι

ρ(gi(n)xm, xl) <
ε
2
για κάθε i = 1, . . . , k και επομένως

ρ(gi(n)xm, xm) 6 ρ(gi(n)xm, xl) + ρ(xm, xl) <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Δηλαδή, θέτοντας xm = x έχουμε,

ρ(T
pi,1(n)
1 T

pi,2(n)
2 · · ·T pi,t(n)t x, x) < ε

για όλα τα i = 1, . . . , k ταυτοχρόνως.

Πόρισμα 5.16. ΄Εστω (X,G) minimal τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τότε

σχεδόν για όλα (με την έννοια της κατηγορίας) τα σημεία x ∈ X υπάρχει

ακολουθία (nm)m∈N φυσικών αριθμών με nm → ∞ τέτοια ώστε gi(nm)x → x

ταυτόχρονα για όλα τα i = 1, . . . , k.

Απόδειξη. Πριν ξεκινήσουμε την απόδειξη θα λέμε ένα σημείο x ∈ X ότι είναι ε-

recurrent αν υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε ρ(gi(n)x, x) < ε για κάθε i = 1, . . . , k.

Οπότε ένα σημείο θα είναι recurrent, αν είναι ε-recurrent για κάθε ε > 0.

΄Εστω Wε το σύνολο των ε-recurrent. Θα πρέπει να δείξουμε ότι το σύνολο

των recurrent σημείων είναι δεύτερης κατηγορίας, δηλαδή ότι το συμπλήρωμά

του είναι αριθμήσιμη ένωση κλειστών πουθενά πυκνών συνόλων.

΄Εστω U ⊆ X ανοικτό σύνολο. Αφού (X,G) είναι minimal τότε X =⋃
S∈G

S−1(U). Επειδή X είναι συμπαγής υπάρχουν r ∈ N και S1, . . . , Sr ∈ G ώ-

στε X =
r⋃
j=1

S−1j (U). ΄Εστω δ > 0 τέτοιο ώστε αν y1, y2 ∈ X με ρ(y1, y2) < δ

από ομοιόμορφη συνέχεια της St να έχουμε ρ(Sty1, Sty2) < ε για κάθε t =

1, . . . , r. Από Πολυωνυμικό Θεώρημα van der Waerden(5.1) έχουμε ότι υπάρ-

χει y ∈ X και n ∈ N με ρ(gi(n)y, y) < δ για i = 1, . . . , k. Τότε υπάρχει

1 6 j 6 k, ώστε y ∈ S−1j (U) και θέτουμε x = Sjy. Οπότε έχουμε x ∈ U και

αφού ρ(gi(n)y, y) < δ έχουμε ότι

ρ(gi(n)x, x) = ρ(gi(n)Sjy, Sjy) = ρ(Sjgi(n)y, Sjy) < ε

για όλα τα i = 1, . . . , k.

΄Αρα δείξαμε ότι για κάθε ε > 0 και κάθε U ⊆ X έχουμε ότι U ∩ Wε 6= ∅.
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Δηλαδή ότι το σύνολο Wε των ε-recurrent σημείων είναι πυκνό στο X για

κάθε ε > 0. Επίσης από τη συνέχεια της ρ τα Wε είναι ανοικτά για κάθε ε > 0.

΄Αρα τα σύνολα Zn = X\W1/n είναι κλειστά και πουθενά πυκνά στο X για κάθε

n ∈ N. Επομένως το σύνολο

⋂
n∈N

W1/n = X \
⋃
n∈N

Zn των recurrent σημείων

είναι δεύτερης κατηγορίας.
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