
Εθνικο και Καποδιστριακο Πανεπιστηµιο Αθηνων

∆ιπλωµατικη Εργασια για το
Προγραµµα Μεταπτυχιακων Σπουδων

Θεωρητικων Μαθηµατικων

Πολυεδρα Μητροειδη και Υποµετρικα Συστηµατα:
Θεωρια και Εφαρµογες

Γεωργιος Κ. Σταθοπουλος

Επιβλεπων
∆ηµητριος Μ. Θηλυκος

Ιουνιος 2012





Η παρούσα διπλωµατική εργασία εκπονήθηκε στα πλαίσια των σπουδών για την απόκτηση
του Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης στα Θεωρητικά Μαθηµατικά που απονέµει το Τµήµα
Μαθηµατικών, της Σχολής Θετικών Επιστηµών, του Εθνικού και Καποδιστριακού Πανεπιστηµίου
Αθηνών. Μέρος των σπουδών µου για το Μεταπτυχιακό ∆ίπλωµα Ειδίκευσης, χρηµατοδοτήθηκε από
το Κληροδότηµα του Ευεργέτη του Εθνικού και Καποδιστριακού Πανεπιστηµίου Αθηνών, Αντώνιου
Παπαδάκη.

Συγγραφέας είναι ο ϕοιτητής Γεώργιος Κ. Σταθόπουλος µε αριθµό µητρώου 283001.
Επιβλέπων Καθηγητής είναι ο Αναπληρωτής Καθηγητής του Τµήµατος Μαθηµατικών του ΕΚΠΑ,
∆ηµήτριος Θηλυκός. Μέλη της τριµελούς εξεταστικής επιτροπής είναι : ο επιβλέπων, ο Αναπληρωτής
Καθηγητής του Τµήµατος Πληροφορικής και Τηλεπικοινωνιών του ΕΚΠΑ, Σταύρος Κολλιόπουλος
και ο Επίκουρος Καθηγητής του Τµήµατος ∆ιοικητικής Επιστήµης και Τεχνολογίας του ΟΠΑ, Ιωάν-
νης Μούρτος.

Αθήνα, 2012

i



ii



Ευχαριστίες

Με την παρούσα διπλωµατική εργασία ολοκληρώνονται οι σπουδές µου στο Μαθηµατικό Τµήµα
του Εθνικού και Καποδιστριακού Πανεπιστηµίου Αθηνών. Θέλω να ευχαριστήσω ειλικρινά το εκ-
παιδευτικό προσωπικό του Τµήµατος, για τις υψηλού επιπέδου σπουδές που προσφέρει τόσο στο
Προπτυχιακό όσο και στο Μεταπτυχιακό Πρόγραµµα Σπουδών, µε τις πολυάριθµες και εξαιρετικές
επιλογές µαθηµάτων που αυτό περιέχει και το απαράµιλλο εκπαιδευτικό έργο των διδασκόντων.

Θέλω επίσης να ευχαριστήσω το προσωπικό της Γραµµατείας του Τµήµατος για την ουσιαστική
και άµεση εξυπηρέτηση σε όλες µου τις συναλλαγές µε αυτό.

Ακόµα, ευχαριστώ την τριµελή εξεταστική επιτροπή: τον κύριο Θηλυκό για τις συµβουλές και την
πολύτιµη ϐοήθειά του· τον κύριο Μούρτο για την εξαιρετική µας συνεργασία, για την υποστήριξή του
και για την διαρκή και την επί της ουσίας καθοδήγησή του· τον κύριο Κολλιόπουλο που µου έκανε
την τιµή να είναι µέλος της επιτροπής· τέλος πρέπει να ευχαριστήσω τον κύριο ∆ηµήτριο Μάγο µε
τον οποίο συζήτησα πολλές ενότητες του παρόντος κειµένου,του οποίου η συγγραφή ϑα ήταν πολύ
δυσκολότερη, δίχως τις συµβουλές και την καθοδήγησή του.

Ευχαριστώ τον στενό ϕίλο και συνάδελφο, Στέφανο Αϊβαζίδη, για την µετάφραση µεγάλου µέρους
του κειµένου από τα αγγλικά, και την οικογένειά µου για τη στήριξή της σε όλα τα χρόνια των
σπουδών µου.

iii



iv



Περίληψη

Στο παρόν κείµενο επιχειρούµε µία εκτενή επισκόπηση των ϐασικών αποτελεσµάτων της Πολυεδρι-
κής Συνδυαστικής. Το πρόβληµα του Γραµµικού Προγραµµατισµού, καθιστά πολύ σηµαντική την
µελέτη των πολυέδρων, τα οποία, χρησιµοποιούνται εξίσου και στον Ακέραιο Γραµµικό Προγραµµα-
τισµό. Μελετάµε ακόµα τα Μητροειδή και τη σχέση τους µε τα πολύεδρα καθώς και τις εφαρµογές
της δυϊκής εξίσωσης του Γραµµικού Προγραµµατισµού, στον Ακέραιο Γραµµικό Προγραµµατισµό
και στα Υποµετρικά Συστήµατα.

ΛΕΞΕΙΣ-ΚΛΕΙ∆ΙΑ : πολύεδρα, ακέραιος γραµµικός προγραµµατισµός, γραµµικός
προγραµµατισµός, µητροειδή και πολυµητροειδή, υποµετρικά συστηµατα
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Συµβολισµός

Q.E.D. Συντοµογραφία για το Quod Erat Demonstrandum,
Μετάφραση: Αυτό που ήταν προς απόδειξη.

x := ορισµός Το x ορίζεται όπως στον ορισµό
∀ για κάθε
∃ υπάρχει(ουν)
∈ ανήκει(ουν)
ανν αν και µόνο αν
N Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών.
Q Το σύνολο των ϱητών.
R Το σύνολο των πραγµατικών.
Z Το σύνολο των ακεραίων.
X+ όπου X ∈ {Q, R, Z} Το σύνολο των µη αρνητικών αριθµών ∈ X
Xn Το Καρτεσιανό γινόµενο n αντιγράφων του X

(όταν X είναι σύνολο και n ∈N).
XY { f | f : Y → X}, αν X, Y, σύνολα.
P(X) Το δυναµοσύνολο του X, όταν X σύνολο.
|X| Η πληθικότητα του X (όταν X σύνολο).
X\Y {x ∈ X | x /∈ Y} (όταν X, Y, σύνολα).
X + Y {x + y | x ∈ X, y ∈ Y}

(όταν X, Y, σύνολα και το x + y ορίζεται).
x ΄Ενα διάνυσµα-στήλη.
xi Η i-οστή συντεταγµένη του x.
x′ Ο ανάστροφος του x δηλαδή, ένα διάνυσµα-γραµµή.
A′ ορ AT Ο ανάστροφος του πίνακα A.
||x|| Η ευκλείδια νόρµα του x.
lin.hull(X) {λ1x1 + · · ·+ λtxt | t ≥ 0, λi ∈ R, ∀i, xi ∈ X, ∀i}
aff.hull(X) {λ1x1 + · · ·+ λtxt | t ≥ 1, λi ∈ R, ∀i, xi ∈ X, ∀i,

t
∑

i=1
λi = 1}

cone(X) {λ1x1 + · · ·+ λtxt | t ≥ 0, λi ∈ R+, ∀i, xi ∈ X, ∀i}
x⊥y x′y = 0
x⊥X x′y = 0, ∀y ∈ X
X⊥ {y | y′x = 0, ∀x ∈ X}
Rn 3 x ≤ y ∈ Rn xi ≤ yi για όλες τις συντεταγµένες xi και yi των x και y.
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Κεφάλαιο 1

Προαπαιτούµενα

Ορισµός 1.1. ΄Εστω A πίνακας. Τότε,

rank(A) := Το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων στηλών (ή γραµµών) του A.

Ορισµός 1.2. ΄Εστω x1, ..., xk, διανύσµατα1 ∈ Rn. Τότε, τα x1, ..., xk ϑα καλούνται γραµµικά
ανεξάρτητα αν

k

∑
i=1

λixi = 0, λi ∈ R, ∀i =⇒ λi = 0, ∀i.

Τα x1, ..., xk ϑα καλούνται αφινικά ανεξάρτητα αν

k

∑
i=1

λixi = 0,
k

∑
i=1

λi = 0, λi ∈ R, ∀i =⇒ λi = 0, ∀i.

Πρόταση 1.3. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) {x ∈ Rn | Ax = b} 6= ∅

(2) rank(A) = rank[A b]

όπου A είναι ένας m× n πίνακας και b είναι ένα m× 1 διάνυσµα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ισχύει το (1) και έστω ai, i ∈ {1, ..., n} οι στήλες του A. Τότε, b =
n
∑

i=1
xiai.

Εποµένως, το b είναι γραµµικά εξαρτηµένο από τα ai και rank(A) = rank(A b). Αντίστροφα
αν rank(A) = rank(A b), τότε, το b είναι γραµµικά εξαρτηµένο από τις στήλες ai, άρα υπάρχει
x ∈ Rn : Ax = b. Q.E.D.

1 ΄Ολα τα διανύσµατα είναι διανύσµατα στήλες, εκτός κι αν αναφέρουµε ϱητά το αντίθετο.

3



Κεφάλαιο 1. Προαπαιτούµενα

Πρόταση 1.4. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Τα x1, ..., xk είναι αφινικά ανεξάρτητα.

(ϐ) Τα x2 − x1, ..., xk − x1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(γ) Τα (x′1 − 1), ..., (x′k − 1) ∈ Rn+1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη. ((α)→(ϐ)) ΄Εστω
k
∑

i=2
λi(xi − x1) = 0. Τότε

k

∑
i=2

λixi −
k

∑
i=2

λix1 = 0 και
k

∑
i=2

λi +

(
−

k

∑
i=2

λi

)
= 0

xi είναι αφ. ανεξ.
=========⇒ λi = 0, 2 ≤ i ≤ k,

k

∑
i=2

λi = 0.

Αυτό σηµαίνει ότι τα x2 − x1, ..., xk − x1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

((ϐ)→(γ)) ΄Εστω
k
∑

i=1
λi(x′i − 1) = 0. Τότε,

k
∑

i=1
λi = 0 και

k
∑

i=1
λixi = 0, που σηµαίνει

ότι λ1 = −
k
∑

i=2
λi

(ϐ)
=⇒ λi = 0, 1 ≤ i ≤ k.

((γ)→(α)) ΄Εστω
k
∑

i=1
λi = 0 και

k
∑

i=1
λixi = 0. Τότε, (γ)

=⇒ λi = 0, 1 ≤ i ≤ k Q.E.D.

Παρατήρηση 1.5. Παρατηρούµε ότι το µέγιστο πλήθος αφινικά ανεξαρτήτων σηµείων στο Rn

είναι n + 1 γιατί

τα x1 − 0, ..., xn − 0 είναι γραµµικά ανεξάρτητα σηµεία
Προτ. 1.4⇐===⇒ τα 0, x1, ..., xn είναι αφινικά

ανεξάρτητα σηµεία.

Πρόταση 1.6. Αν {x ∈ Rn | Ax = b} 6= ∅, το µέγιστο πλήθος αφινικά ανεξαρτήτων λύσεων του
Ax = b είναι n + 1− rank(A).

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1.4 έχουµε ότι τα x1, ..., xk είναι αφινικά ανεξάρτητες λύσεις του Ax = b
ανν τα x2 − x1, ..., xk − x1 είναι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις του Ax = 0. ΄Αρα το µέγιστο πλήθος
αφινικά ανεξάρτητων λύσεων του Ax = b ισούται µε το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξαρτήτων
λύσεων του Ax = 0 συν 1. Τώρα από το γνωστό Rank-Nullity ϑεώρηµα της ΄Αλγεβρας έχουµε ότι ο
πηρύνας του A , δηλαδή, Ker(A) = {x | Ax = 0} είναι γραµµικός υπόχωρος του Rn µε διάσταση
n− rank(A). Q.E.D.

Ορισµός 1.7. ΄Ενα σύνολο, X, είναι κυρτό, αν {λx + (1− λ)y | 0 ≤ λ ≤ 1, x, y ∈ X} ⊆ X
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Κεφάλαιο 2

Πολύεδρα και Γραµµικός
Προγραµµατισµός

Καλούµε ένα πρόβληµα, πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού, αν ϑέλουµε να µεγιστοποι-
ήσουµε (ή ελαχιστοποιήσουµε) µία συνάρτηση, ορισµένη στο Rn, δεδοµένων κάποιων γραµµικών
περιορισµών. Η συνάρτηση καλείται η αντικειµενική συνάρτηση και οι περιορισµοί, περιορίζουν το
πεδίο ορισµού της σε ένα γνήσιο υποσύνολο του Rn το οποίο καλούµε εφικτή περιοχή. Εποµένως,
ϑέλουµε να µεγιστοποιήσουµε την αντικειµενική συνάρτηση, εντός της εφικτής περιοχής που όπως
ϑα δούµε είναι ένα πολύεδρο. Τα πολύεδρα είναι η γεωµετρική πλευρά των γραµµικών περιορισµών
που είναι αλγεβρικές γραµµικές εξισώσεις ή ανισότητες, µε µεταβλητές, αυτές της αντικειµενικής
συνάρτησης. Τα αποτελέσµατα αυτού του κεφαλαίου ισχύουν για πραγµατικούς και ϱητούς χώρους.
Στην δεύτερη περίπτωση περιορίζουµε όλα τα στοιχεία των διανυσµάτων, των πινάκων και τις µετα-
ϐλητές, στους ϱητούς.

2.1 Βασικά Αποτελέσµατα στις Γραµµικές Ανισότητες

∆ιατυπώνουµε το Θεµελιώδες Θεώρηµα των Γραµµικών ανισοτήτων (µία γενίκευση του Λήµµατος
του Farkas) και δίνουµε ένα περίγραµµα της απόδειξης η οποία µπορεί να ϐρεθεί στο ϐιβλίο του
Schrĳver, σελ.85 [Sch98].

Θεώρηµα 2.1 (Θεµελιώδες Θεώρηµα Γραµµικών Ανισοτήτων). ΄Εστω a1, ..., am, b, διανύσµατα στον
Rn. Τότε ισχύει ακριβώς ένα από τα παρακάτω:

(α) Το b είναι µη αρνητικός, γραµµικός συνδυασµός κάποιων γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων
από τα a1, ..., am·

(ϐ) ∃c ∈ Rn ώστε το υπερεπίπεδο {x ∈ Rn | c′x = 0} περιέχει t − 1 γραµµικά ανεξάρτητα
διανύσµατα από τα a1, ..., am, και c′b < 0, c′a1, ..., c′am ≥ 0 όπου t := rank{a1, ..., am, b}1.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι αν ισχύει το (α) και το (ϐ), τότε, b = λ1a1 + · · ·+ λmam ωιτη λi ≥ 0, ∀i
και επιπλέον :

0 > c′b = c′(λ1a1 + · · ·+ λmam) ≥ 0

δηλαδή άτοπο. ΄Αρα, το πολύ ένα από τα (α), (ϐ), ισχύει. Για να δείξουµε ότι τουλάχιστον ένα από
τα (α), (ϐ), ισχύει, επιλέγουµε ένα µεγιστοτικό D = {ai1 , ..., aiρ} γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων
από τα a1, ...am και αν ρ < n επιλέγουµε το σύνολο D′ = {aiρ+1 , ..., ain} των διανυσµάτων όπου
ik > m, ∀k > ρ, ώστε το D ∪ D′ αποτελέι ϐάση του Rn. ΄Επειτα, ακολουθούµε την επαναληπρική
διαδικασία (1)-(4).

1 ΄Οπου ο ϐαθµός (rank) ενός συνόλου διανυσµάτων είναι το µέγιστο πλήθος από αυτά που είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
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Κεφάλαιο 2. Πολύεδρα και Γραµµικός Προγραµµατισµός

a1

a2

a3

c

b
c′ x = 0

c′x ≥ 0

c′x ≤ 0

(α) το b δεν είναι µη αρνητικός,

a1

a2

b

(ϐ) το b είναι µη αρνητικός,

y

x

γραµµικός συνδυασµός των a1, a2, a3. γραµµικός συνδυασµός των a1, a2.

Σχήµα 2.1: Μία γραφική αναπαράσταση του Θεωρήµατος 2.1 στις δύο διαστάσεις

(1) Γράφουµε b = λi1 ai1 + · · ·+ λin ain . Αν λik ≥ 0, ∀k < ρ + 1 και λik = 0, ∀k > ρ τότε το (α)
ισχύει.

(2) Αν όχι, τότε, h = min{ik | λik < 0, 1 ≤ k ≤ ρ, λik 6= 0, ρ < k ≤ n}. ΄Εστω επίσης,
{x ∈ Rn | c′x = 0} να είναι το υπερεπίπεδο µε ϐάση το D ∪ D′\{ah}. Κανονικοποιούµε το
c ώστε c′ah = − λh

|λh | (αυτό γίνεται αφού c⊥lin.hull(D ∪ D′\{ah}) οπότε, c′ah 6= 0) και άρα
c′b = −|λh| < 0.

(3) Αν c′a1, ..., c′am ≥ 0 τότε ισχύει το (ϐ).

(4) Αλλιώς, επιλέγουµε το µικρότερο s ώστε c′as < 0. ΄Επειτα αντικαθιστούµε το D ∪ D′ µε το
(D ∪ D′\{ah}) ∪ {as} και επαναλαµβάνουµε από το ϐήµα (1).

Μπορεί να δειχθεί ότι η παραπάνω επαναληπτική διαδικασία είναι καλά ορισµένη, δηλαδή πάντα
τερµατίζει. Φυσικά, στον τερµατισµό έχουµε το Ϲητούµενο. Q.E.D.

Πόρισµα 2.2 (Το Λήµµα του Farkas). ΄Εστω A, b, ένας m× n πίνακας και ένα διάνυσµα στον Rm,
αντίστοιχα. Τότε ∃x ∈ Rn : x ≥ 0 και Ax = b ανν y′b ≥ 0, για κάθε διάνυσµα y ∈ Rm : y′A ≥ 0.

Απόδειξη. (⇒) y′b = y′Ax ≥ 0

(⇐)΄Εστω a1, .., an, οι στήλες του A. Αν y′b ≥ 0, ∀y ∈ Rm : y′a1, ..., y′an ≥ 0, τότε, από το

Θεώρηµα 2.1, έχουµε ότι b =
n
∑

i=1
λiai,όπου λi ≥ 0 το οποίο σηµαίνει ότι αν λ =




λ1
...

λn


, έχουµε

ότι λ ≥ 0 και Aλ = b. Q.E.D.

Πόρισµα 2.3 (Λήµµα του Farkas (παραλλαγή) ). ΄Εστω A ένας πίνακας και b ένα διάνυσµα. Τότε,
το σύστηµα Ax ≤ b έχει µία λύση x ≥ 0 ανν y′b ≥ 0 για κάθε διάνυσµα y ≥ 0 µε y′A ≥ 0.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι κάθε γραµµική ανισότητα aix ≤ bi, όπου ai είναι µία γραµµή
του A και bi είναι η i−οστή συντεταγµένη του b, µπορεί να µετατραπεί σε ισότητα προσθέτοντας µία
καινούρια µεταβλητή xi (δηλαδή aix + xi = bi) και απαιτώντας xi ≥ 0. Εποµένως µπορούµε να
ξαναγράψουµε το σύστηµα ανισοτήτων ως [A I]y = b όπου το y έχει m περισσότερες συντεταγµένες
από το x, όπου m είναι το πλήθος των γραµµών του A. Τώρα, το σύστηµα των ανισοτήτων έχει µία
λύση x ≥ 0 ανν το σύστηµα των ισοτήτων έχει µία λύση, y ≥ 0. Εφαρµόζοντας το Πόρισµα 2.2,
έχουµε το Ϲητούµενο. Q.E.D.
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2.2. Βασικά Αποτελέσµατα στα Πολύεδρα

x1

x2

a2

a1

cone{x1, x2} = {x ∈ R2 |
[
(a1)′

(a2)′

]
x ≤ 0} = Η περιοχή σκιασµένη µε κόκκινο.

Σχήµα 2.2: ΄Ενας πολυεδρικός κώνος στις δύο διαστάσεις

2.2 Βασικά Αποτελέσµατα στα Πολύεδρα

Ορισµός 2.4. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο C ⊆ Rn ϑα καλείται κυρτός κώνος, αν

{λx + µy | λ, µ ≥ 0, x, y ∈ C} ⊆ C.

Προφανώς, ένας κυρτός κώνος είναι κυρτό σύνολο. ΄Ενας κυρτός κώνος ϑα καλέιται πολυεδρικός αν
C = {x ∈ Rn | Ax ≤ 0}, για κάποιο πίνακα A. Προφανώς, ένας πολυεδρικός κώνος είναι η τοµή
πεπερασµένων το πλήθος γραµµικών ηµιχώρων, δηλαδή, {x | aix ≤ 0} όπου ai είναι γραµµή του
A. Ο τετριµµένος πολυεδρικός κώνος είναι η τοµή µίας κενής οικογένειας γραµµικών ηµιχώρων,
δηλαδή ο Rn (ϕυσικά, ο άλλος τετριµµένος πολυεδρικός κώνος είναι το {0}). Ο κώνος που παράγεται
από τα διανύσµατα x1, ..., xm, είναι το σύνολο

cone{x1, ..., xm} := {λ1x1 + · · · λmxm | λi ≥ 0, ∀i}.

Τα ακόλουθα είναι πορίσµατα του Θεωρήµατος 2.1:

Πόρισµα 2.5 (Carathéodory). ΄Εστω X ⊆ Rn και x ∈ cone(X). Τότε x ∈ cone{x1, ..., xd} για
κάποια γραµµικά ανεξάρτητα x1, ..., xd ∈ X.

Απόδειξη. Αν x ∈ cone(X) τότε

∃x1, ..., xt ∈ X, ∃λ1, ..., λt ∈ R+ : x =
t

∑
i=1

λixi.

Παρατηρούµε ότι για οποιοδήποτε διάνυσµα c τέτοιο ώστε c′xi ≥ 0, ∀i ∈ {1, ..., t} ⇒ c′x ≥ 0.
΄Αρα, από το Θεώρηµα 2.1 x ∈ cone{x1, ..., xd} για κάποια γραµµικά ανεξάρτητα

x1, ..., xd ∈ {x1, ..., xt} ⊆ X. Q.E.D.
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Κεφάλαιο 2. Πολύεδρα και Γραµµικός Προγραµµατισµός

Πόρισµα 2.6 (Θεώρηµα των Farkas-Minkowski-Weyl ). ΄Ενας κυρτός κώνος είναι πολυεδρικός
ανν είναι πεπερασµένα παραγόµενος.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί το [Sch98] (στο Σχήµα 2.2 ϕαίνε-
ται µία γραφική αναπαράσταση). Q.E.D.

Ορισµός 2.7. ΄Ενα σύνολο P διανυσµάτων του Rn ϑα καλείται πολύεδρο αν

P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}
για κάποιο m× n πίνακα A και ένα m× 1 διάνυσµα b.

Πρόταση 2.8. ΄Ενα πολύεδρο είναι κυρτό σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω x, y ∈ P, τότε
A(λx + (1− λ)y) = λAx + (1− λ)Ay ≤ λb + (1− λ)b = b, ∀0 < λ < 1. Q.E.D.

Ορισµός 2.9. ΄Εστω τα διανύσµατα x1, ..., xk· ορίζουµε το κυρτό κύτος τους, ως :

conv.hull{x1, ..., xk} = {
k

∑
i=1

λixi |
k

∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, ∀i}.

Ορισµός 2.10. ΄Ενα σύνολο διανυσµάτων ϑα καλείται πολύτοπο αν είναι το κυρτό κύτος πεπερα-
σµένου πλήθους διανυσµάτων.

Θεώρηµα 2.11 (Motzkin-Θεώρηµα Αποσύνθεσης Πολυέδρων). ΄Ενα σύνολο P διανυσµάτων του
Rn είναι πολύεδρο ανν P = Q + C για κάποιο πολύτοπο Q και κάποιον πολυεδρικό κώνο C.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} ένα πολύεδρο. Από το Πόρισµα 2.6, ο πολυεδρικός
κώνος

C′ =
{(

x
λ

)
, x ∈ Rn, λ ∈ R

∣∣∣ λ ≥ 0,
(

A −b
0 −1

)(
x
λ

)
≤ 0

}

είναι πεπερασµένα παραγόµενος, έστω από τα
(

x1
λ1

)
, ...,

(
xk
λk

)
. Κανονικοποιώντας αυτά τα

διανύσµατα, αν είναι απαραίτητο, µπορούµε να υποθέσουµε ότι κάθε λi είναι είτε 0 ή 1. ΄Εστω Q το
κυρτό κύτος των xi µε λi = 1, και έστω C να είναι ο κώνος παραγόµενος από τα xi µε λi = 0. Τώρα,

x ∈ P, ανν
(

x
1

)
ανήκει στον

C′ = cone
{(

x1
λ1

)
, ...,

(
xk
λk

)}
,

που σηµαίνει ότι P = Q + C.

(⇐) ΄Εστω P = Q + C για κάποιο πολύτοπο Q και κάποιον πολυεδρικό κώνο C. Ας
υποθέσουµε ότι Q = conv.hull{x1, ..., xk} και C = cone{y1, ..., yt}. Τότε x0 ∈ P ανν

(
x0
1

)
∈ C′ = cone

{(
x1
1

)
, ...,

(
xk
1

)
,
(

y1
0

)
, ...,

(
yt
0

)}
.

Από το Πόρισµα 2.6, ο C′ είναι πολυεδρικός, που σηµαίνει ότι

C′ =
{(

x
λ

)
, x ∈ Rn, λ ∈ R

∣∣∣ (A b)
(

x
λ

)
≤ 0

}

για κάποιο m× n πίνακα A και κάποιο m× 1 διάνυσµα b. Εποµένως x0 ∈ P ανν Ax0 + b ≤ 0 που
σηµαίνει ότι το P είναι πολύεδρο. Q.E.D.
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2.2. Βασικά Αποτελέσµατα στα Πολύεδρα

x
+

y
=

2

x
+

y
=

0

−x +
2y =

4

−x+
2y =

0

−x+
y =

1

−x+
y =

0

2y = 1

y = 0

Q1 Q2

P

C

u1

u2

u3

u4

P =





x ∈ R2 |




−1 2
−1 1
−1 −1

0 −2


 x ≤




4
1

−2
−1








= Η περιοχή εντός των µπλε γραµµών = Q1 Q2C C+ = +

Q1= conv.hull{u1, u2, u3}

=





x ∈ R2 |




−1 2
−1 1
−1 −1

0 −2


 x ≤




0
0
0
0








C = Η περιοχή εντός των κόκκινων γραµµών

Q2 = conv.hull{u1, u2, u3, u4}
u1 = (2, 3), u2 =

(
1
2 , 3

2

)
, u3 =

(
3
2 , 1

2

)
, u4 = (3, 2)

Σχήµα 2.3: Μία γραφική αναπαράσταση του ϑεωρήµατος αποσύνθεσης.

Ορισµός 2.12. Θα λέµε ότι το πολύεδρο P παράγεται από τα σηµεία x1, ..., xk και τις κατευθύνσεις
y1, ..., yt αν

P = conv.hull{x1, ..., xk}+ cone{y1, ..., yt}(2.1)

Παρατήρηση 2.13. ΄Ενα πολύεδρο, P, µπορεί να έχει περισσότερες από µία αποσυνθέσεις.
Αρχικά αναφέρουµε ένα αποτέλεσµα που ϑα αποδείξουµε σε επόµενη ενότητα, δηλαδή ότι, σε κάθε
αποσύνθεση ενός πολυέδρου P = Q + C, ο C είναι ο χαρακτηριστικός κώνος του P, δηλαδή {x ∈
Rn | Ax ≤ 0}. ΄Οµως, µπορούµε να επιλέξουµε το Q, µε διάφορους τρόπους. Αυτό ϕαίνεται και από
το παράδειγµα στο Σχήµα 2.3 όπου έχουµε Ϲωγραφίσει ένα πολύεδρο και δύο αποσυνθέσεις του.

΄Αµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος αποσύνθεσης είναι το :

Πόρισµα 2.14 (Minkowski-Steinitz-Weyl-Θεώρηµα πεπερασµένης ϐάσης πολυτόπων). ΄Ενα
σύνολο P είναι πολύτοπο ανν είναι ϕραγµένο πολύεδρο.

9



Κεφάλαιο 2. Πολύεδρα και Γραµµικός Προγραµµατισµός

2.3 Γραµµικός Προγραµµατισµός

Τυπικά το Πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού εκφράζεται ως :

zLP = max{c′x | Ax ≤ b, x ∈ Rn
+}(2.2)

όπου c είναι ένα n× 1 διάνυσµα, A είναι ένας m× n πίνακας και b είναι ένα m× 1 διάνυσµα. Τα
A, b, c καλούνται τα δεδοµένα του προβλήµατος και υποθέτουµε ότι έχουν ϱητά στοιχεία αφού ϑέλου-
µε να µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους αλγόριθµούς µας, επίλυσης γραµµικών προγραµµάτων,
σε ψηφιακό υπολογιστή. Το σύνολο

P = {x ∈ Rn
+ | Ax ≤ b}

καλείται εφικτή περιοχή και, προφανώς, είναι ένα πολύεδρο. Κάθε x ∈ P καλείται εφικτή λύση.
΄Ενα στιγµιότυπο που ορίζεται από τα A, b, c ϑα καλείται εφικτό αν P 6= ∅. Η συνάρτηση z = c′x
καλείται αντικεειµενική συνάρτηση. ΄Ενα εφικτό σηµείο, x, για το οποίο, η τιµή της αντικειµενικής
συνάρτησης είναι µέγιστη, ϑα καλείται ϐέλτιστη λύση. Αν το x είναι µία ϐέλτιστη λύση, τότε το c′x
ϐέλτιστο ϐάρος ή τιµή της λύσης. ΄Ενα εφικτό στιγµιότυπο του (2.2) µπορεί να µην έχει ϐέλτιστη
λύση. Θα λέµε ότι ένα στιµιότυπο είναι µη ϕραγµένο αν για κάθε ω ∈ R υπάρχει ένα x ∈ P τέτοιο
ώστε c′x > ω. ΄Ενα στιγµιότυπο ϑα καλείται ϕραγµένο αν δεν είναι µη ϕραγµένο.

Θεώρηµα 2.15. Αν ένα Πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι ϕραγµένο, έχει ϐέλτιστη
λύση.

Πριν αποδείξουµε το Θεώρηµα 2.15 αναφέρουµε (χωρίς απόδειξη) ένα γνωστό ϑεώρηµα του Weier-
strass.

Θεώρηµα 2.16 (Weierstrass). Αν το F είναι ένα µη κενό συµπαγές υποσύνολο του Rn και η
f : F → R είναι συνεχής, τότε ∃x∗ ∈ F : f (x∗) ≥ f (x), ∀x ∈ F.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.15. Αφού το zLP είναι ϕραγµένο ∃ω ∈ R έτσι ώστε ∀x ∈ P : c′x < ω.
΄Αρα, το P είναι ϕραγµένο. Θα δείξουµε ότι το P είναι και κλειστό και άρα συµπαγές. ΄Εστω (xn)n∈N

µία ακολουθία στοιχείων του P, και έστω xn
n→ x.

(1) xn ≥ 0, ∀n ∈N και lim xn = x ⇒ x ≥ 0.

(2) Επίσης, Axn ≤ b, ∀n ∈N⇒ Ax = A lim xn = lim Axn ≤ b.

Από τα (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι x ∈ P και άρα το P είναι κλειστό. Παρατηρούµε επίσης
ότι η αντικειµενική συνάρτηση είναι συνεχής ως γραµµική. Από το Θεώρηµα 2.16 προκύπτει το
Ϲητούµενο. Q.E.D.

Το Θεώρηµα 2.15 µας λέει ότι ο Γραµµικός Προγραµµατισµός είναι καλά ορισµένος. Παρατηρο-
ύµε ότι δεν είναι απαραίτητο να έχουµε δεδοµένα στους ϱητούς για την εγκυρότητα του Θεωρήµατος
2.15.

Ορισµός 2.17. Για κάθε Πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού:

zLP = max{c′x | Ax ≤ b, x ∈ Rn
+},

ορίζουµε το δυϊκό του ως

wLP = min{u′b | u′A ≥ c′, u ∈ Rm
+} = min{b′u | A′u ≥ c, u ∈ Rm

+}.

Σε αυτήν την περίπτωση αναφερόµαστε στο zLP ως το πρωτεύον και στο δυϊκό ως το δυϊκό ή ως το
δευτερεύον.
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2.3. Γραµµικός Προγραµµατισµός

Πρόταση 2.18. Το δυϊκό του δυϊκού είναι το πρωτεύον.

Απόδειξη. Αναδιατυπώνοντας το wLP ως πρόβληµα µεγιστοποίησης και έχοντας στο νου µας πως
max( f (x)) = −min(− f (x)) προκύπτει το Ϲητούµενο. Q.E.D.

Πρόταση 2.19 (Ασθενής ∆υϊκότητα). Αν το x∗ εφικτή λύση για το πρωτεύον και το u∗ είναι εφικτή
λύση για το δευτερεύον,

c′x∗ ≤ zLP ≤ wLP ≤ (u∗)′b

Απόδειξη. c′x∗ ≤ (u∗)′Ax∗, αφού το u∗ είναι εφικτή λύση για το δευτερεύον και x∗ ∈ Rn
+. Επίσης,

(u∗)′Ax∗ ≤ (u∗)′b, αφού το x∗ είναι εφική λύση για το πρωτεύον και u∗ ∈ Rm
+. ΄Αρα για κάθε

x∗, εφικτή λύση για το πρωτεύον, και για κάθε u∗, εφικτή λύση για το δευτερεύον, έχουµε ότι
c′x∗ ≤ (u∗)′b οπότε συµπεραίνουµε το Ϲητούµενο. Q.E.D.

Πόρισµα 2.20. Αν το πρωτεύον είναι µη ϕραγµένο, τότε το δευτερεύον είναι µη εφικτό.

Πόρισµα 2.21. Αν το δευτερεύον είναι εφικτό τότε το πρωτεύον είναι ϕραγµένο.

Πρόταση 2.22. Αν το zLP είναι ϕραγµένο τότε είναι εφικτό.

Απόδειξη. ΄Εστω zLP να είναι µη εφικτό και P = ∅ η εφικτή του περιοχή. Τότε ∀ω ∈ R∀x ∈ P c′x ≥
ω, άρα το zLP είναι µη ϕραγµένο. Q.E.D.

Θεώρηµα 2.23 (Ισχυρή ∆υϊκότητα). Αν το zLP ή το wLP είναι πεπερασµένο, τότε και τα δύο είναι
πεπερασµένα και ίσα.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι αν κάποιο από τα δύο είναι πεπερασµένο τότε το άλλο είναι πεπε-
ϱασµένο και άρα εφικτό. Αρκεί να δειχθεί ότι υπάρχει x ∈ P, στην εφικτή περιοχή του πρωτεύοντος,
και u ∈ Q, στην εφικτή περιοχή του δευτερεύοντος, τέτοιο ώστε c′x ≥ u′b. ∆ηλαδή, υπάρχουν
διανύσµατα x ∈ Rn

+ και u ∈ Rm
+ τέτοια ώστε



A 0
−c′ b′

0 −A′



(

x
u

)
≤



b
0
−c


 .

Από το Πόρισµα 2.3 το παραπάνω σύστηµα έχει λύση ανν y′mb − y′nc ≥ 0, για κάθε διάνυσµα

y =




ym
y0
yn


 (όπου ym είναι m × 1 διάνυσµα, y0 ∈ R και yn είναι n × 1 διάνυσµα) τέτοιο ώστε

y ≥ 0 και

[y′m y0 y′n]




A 0
−c′ b′

0 −A′


 ≥ 0.

Από την παραπάνω ανισότητα παίρνουµε y′m A− y0c′ ≥ 0 και y0b′ − y′n A′ ≥ 0. Τώρα αν y0 = 0,
τότε

y′mb− y′nc ≥ y′m Ax− y′n A′u, για κάποιο x ∈ P, u ∈ Q
≥ y0c′x− y0b′u
= 0.

Αλλιώς,

y′mb− y′nc ≥ 1
y0

(y0y′mb− y0y′nc)

≥ 1
y0

(y′m Ayn − y′n A′ym)

= 0 διότι αφού ο y′m Ayn είναι 1× 1, ισούται µε τον ανάστροφό του. Q.E.D.
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Κεφάλαιο 2. Πολύεδρα και Γραµµικός Προγραµµατισµός

΄Οπως είδαµε, η Ισχυρή ∆υϊκότητα είναι συνέπεια του Λήµµατος του Farkas και άρα του Θεµελι-
ώδους Θεωρήµατος Ανισοτήτων. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι µπορούµε να συνεπάγουµε το Λήµµα
του Farkas από την Ισχυρή και Ασθενή ∆υϊκότητα (για την απόδειξη αυτού ο αναγνώστης µπορεί να
συµβουλευτεί το ϐιβλίο των Nemhauser και Wolsey [NW99]).

Πόρισµα 2.24. Για ένα δυϊκό Ϲεύγος Γραµµικών Προγραµµάτων ακριβώς ένα από τα παρακάτω
ισχύει :

(α) Τα zLP και wLP είναι πεπερασµένα και ίσα.

(ϐ) zLP = ∞ και το wLP είναι µη εφικτό.

(γ) Και τα δύο είναι µη εφικτά.

Θεώρηµα 2.25. Τα x ∈ Rn
+ και u ∈ Rm

+ είναι ϐέλτιστες λύσεις για το πρωτεύον και το δευτερεύον,
αντίστοιχα, ανν ικανοποιούν τις συνθήκες Khun-Tucker. ∆ηλαδή,

Ax ≤ b(2.3α΄)
u′A ≥ c′(2.3β΄)

u′(b− Ax) = 0(2.3γ΄)
x′(A′u− c) = 0(2.3δ΄)

Απόδειξη. (⇐) ΄Εστω ότι τα x, u ικανοποιούν τις συνθήκες Khun-Tucker. Τότε u′b = u′Ax =
x′A′u = x′c όπου χρησιµοποιήσαµε τις συνθήκες (2.3γ΄) και (2.3δ΄) και το γεγονός ότι x′A′u είναι
ένας 1× 1 πίνακας και άρα ισούται µε τον ανάστροφό του. ΄Αρα, αν τα x, u, ικανοποιούν τις συνθήκες
Khun-Tucker είναι ϐέλτιστες λύσεις.

(⇒) Αν τα x, u, είναι ϐέλτιστες λύσεις προφανώς ικανοποιούν τις συνθήκες (2.3α΄) και
(2.3β΄) αφού πρέπει να είναι εφικτές λύσεις. Τώρα,

c′x = x′A′u− x′(A′u− c)
= u′Ax− x′(A′u− c)
= u′b− u′(b− Ax)− x′(A′u− c).

Αλλά, αφού τα x, u είναι ϐέλτιστα, έχουµε c′x = u′b και αφού x, A′u− c, b− Ax, u ≥ 0, πρέπει να
ισχύει ότι τα x, u, ικανοποιούν τις (2.3γ΄) και (2.3δ΄). Q.E.D.

Παρατήρηση 2.26. Παρατηρούµε ότι αν το ui, δηλαδή, η i−οστή συντεταγµένη της ϐέλτιστης
λύσης του δευτερεύοντος είναι > 0, τότε η αντίστοιχη i−οστή ανισότητα bi ≥ aix ικανοποιείται από
το x (τη ϐέλτιστη λύση του πρωτεύοντος) µε ισότητα. Αυτό το ϕαινόµενο καλείται συµπληρωµατική
χαλαρότητα (complementary slackness).

Λήµµα 2.27. ΄Εστω zLP, wLP όπως στον Ορισµό 2.17. Αν το πρωτεύον έχει ϐέλτιστη λύση, τότε το
δευτερεύον έχει ϐέλτιστη λύση u0 τέτοια ώστε A′u0 = c.

Απόδειξη. ΄Εστω δ = zLP. Θέλουµε το σύστηµα

A′u ≤ c
−A′u ≤ −c

b′u ≤ δ
−b′u ≤ −δ

, δηλαδή, τηε σψστεµ




A′

−A′

b′

−b′


 u ≤




c
−c

δ
−δ


 να έχει λύση u0 ≥ 0. Ισοδύναµα ϑέλουµε µία λύση u0 ≥ 0 για το
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2.3. Γραµµικός Προγραµµατισµός

σύστηµα



A′ −1n 0n
−A′ 1n 0n

b′ 0 1
−b′ 0 −1







u
1
1


 ≤




c− 1n
−c + 1n

δ + 1
−δ− 1




όπου 1n είναι η n× 1 στήλη-διάνυσµα µε όλα τα στοιχεία να είναι 1 και 0n είνα αντίστοιχα η n× 1

στήλη διάνυσµα µε µηδενικά. ΄Εστω y =




y1
n

y2
n

y1
0

y2
0


 ένα διάνυσµα µε y1

n, y2
n να είναι n× 1 διανύσµατα

και y1
0, y2

0 ∈ R. ΄Εστω επίσης, y ≥ 0 και y′




A′ −1n 0n
−A′ 1n 0n

b′ 0 1
−b′ 0 −1


 ≥ 0. ∆ηλαδή,

(y1
n)
′A′ − (y2

n)
′A′ + y1

0b′ − y2
0b′ ≥ 0⇒ A(y2

n − y1
n) ≤ b(y1

0 − y2
0)⇒ A

(
y2

n − y1
n

y1
0 − y2

0

)
≤ b

και ακόµα −y1
n + y2

n ≥ 0 και y1
0 − y2

0 ≥ 0. Από αυτά έχουµε ότι αν y1
0 − y2

0 > 0, τότε το δι-

άνυσµα
(

y2
n−y1

n
y1

0−y2
0

)
είναι εφικτή λύση για το πρωτεύον και άρα c′

(
y2

n−y1
n

y1
0−y2

0

)
≤ δ. Αν δείξουµε ότι

y′




c− 1n
−c + 1n

δ + 1
−δ− 1


 ≥ 0, τότε από το Πόρισµα 2.3 συµπεραίνουµε την πρόταση.

Ισοδύναµα ϑέλουµε

(y1
n)
′(c− 1n) + (y2

n)
′(−c + 1n) + y1

0(δ + 1) + y2
0(−δ− 1) ≥ 0 ⇐⇒

c′(y1
n − y2

n) + (y2
n − y1

n) + δ(y1
0 − y2

0) + (y1
0 − y2

0) ≥ 0 ⇐⇒
c′(y2

n − y1
n) + (y1

n − y2
n) + (y2

0 − y1
0) ≤ δ(y1

0 − y2
0),

και η τελευταία ανισότητα ισχύει αφού (y1
n − y2

n) ≤ 0, (y2
0 − y1

0) ≤ 0 και c′
(

y2
n−y1

n
y1

0−y2
0

)
≤ δ. Αν

y1
0 = y2

0, έχουµε A(y2
n − y1

n) ≤ 0. ΄Εστω u0 εφικτή λύση για το δευτερεύον, τότε όπως πριν ϑέλουµε

c′(y1
n − y2

n) + (y2
n − y1

n) ≥ 0.

΄Εχουµε

c′(y1
n − y2

n) + (y2
n − y1

n) ≥ u′0 A(y1
n − y2

n) + (y2
n − y1

n) ≥ 0,

σινςε u′0, A(y1
n − y2

n), (y2
n − y1

n) ≥ 0 Q.E.D.

Το Λήµµα 2.27 µας επιτρέπει να ϑεωρούµε το δευτερεύον ως wLP = min{b′u | A′u = c, u ∈ Rm
+}.
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Κεφάλαιο 2. Πολύεδρα και Γραµµικός Προγραµµατισµός

2.4 Η ∆οµή των Πολυέδρων

Σε αυτήν την ενότητα έξετάζουµε περαιτέρω τη γεωµετρική ϕύση των πολυέδρων. Υπενθυµίζουµε
ότι ένα πολύεδρο είναι ένα σύνολο διανυσµάτων στον Ευκλείδιο χώρο όπως: P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}.

2.4.1 Χαρακτηριστικός Κώνος, Χαρακτηριστικός Γραµµικός Χώρος και ∆ι-
άσταση

Ορισµός 2.28. Μία ανισότητα aix ≤ bi που εµφανίζεται στην περιγραφή του P (δηλαδή η ai είναι
η i−οστή γραµµή του A) ϑα καλείται υποννοουµενη ισότητα (implicit equality) αν aix = bi, ∀x ∈ P.
Μετά, ίσως, από κάποιες ανακατατάξεις των γραµµών του [A b] χρησιµοποιούµε τον ακόλουθο
συµβολισµό:

[A b] =
[

A= b=

A< b<

]
,

όπου, A=x = b= ∀x ∈ P και ∀ γραµµή [a<i b<i ] του [A< b<] ∃x ∈ P : a<i x < b<i .

Πρόταση 2.29. ΄Εστω S= = {1, ..., ρ} το σύνολο των δεικτών των γραµµών [A= b=] (ώστε οι
δείκτες του [A< b<] είναι S< = {ρ + 1, ..., m}). Τότε υπάρχει x ∈ P τέτοιο ώστε a<i x < b<i ,
∀i ∈ S<. ΄Ενα τέτοιο x ϑα λέµε ότι είναι εντός του P (inner point of P).

Απόδειξη. Για κάθε i ∈ S< έστω xi σηµείο στο P τέτοιο ώστε a<i xi < b<i . ΄Εστω λρ+1, ..., λm > 0 τέτοια
ώστε

m
∑

i=ρ+1
λi = 1. Τότε από την Πρόταση 2.8, x =

m
∑

i=ρ+1
λixi ∈ P και προφανώς ∀i ∈ S< :

a<i x < b<i . Q.E.D.

Παρατήρηση 2.30. Παρατηρούµε ότι καµία ανισότητα από τις γραµµές του [A< b<] δεν µπορεί
να γραφτεί ως γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του [A= b=] γιατί αν π.χ.

[a<i b<i ] = ∑
i∈S=

λi[a=i b=i ]

τότε για κάθε σηµείο εντός του P, x ∈ P έχουµε ότι

a<i x = ∑
i∈S=

λia=i x = ∑
i∈S=

λib=i = b<i ,

που είναι αντίφαση.

Ορισµός 2.31. Ο χαρακτηριστικός κώνος του P, συµβολίζεται char.cone(P) και είναι ο πολυε-
δρικός κώνος

char.cone(P) := {y | x + y ∈ P, ∀x ∈ P} = {y | Ay ≤ 0}.

Για να δείξουµε την τελευταία ισότητα, έστω y ∈ char.cone(P). Αν Ay 6≤ 0 τότε υπάρχει µία
γραµµή του A, έστω η, ai τέτοια ώστε ε = aiy > 0. Αφού y ∈ char.cone(P) έχουµε ότι αν
x ∈ P ⇒ x + y ∈ P ⇒ x + 2y ∈ P ⇒ · · · ⇒ x + ky ∈ P, k ∈ N. ΄Εστω x ∈ P τηεν z =

x +
⌈ |bi |+2|aix|+1

ε

⌉
y ∈ P. Βυτ aiz > |bi| + |aix| > bi, άτοπο. Η αντίστροφη συνεπαγωγή είναι

προφανής.

Πρόταση 2.32.

(1) y ∈ char.cone(P) ανν ∃x ∈ P : x + λy ∈ P∀λ ≥ 0.

(2) P + char.cone(P) = P.

(3) Το P είναι ϕραγµένο ανν char.cone(P) = {0}.
(4) Αν P = Q + C είναι µία αποσύνθεση του P (όπως στο Θεώρηµα 2.11) τότε C = char.cone(P)
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2.4. Η ∆οµή των Πολυέδρων

x

y

z

y = xy = −x

char.cone(P) =








x
y
z


 |

(
−1 1 0
−1 −1 0

)


x
y
z


 ≤ 0





(P) =








x
y
z


 |




−1 1 0
−1 −1 0

1 −1 0
1 1 0







x
y
z


 ≤ 0





=








x
y
z


 | x = y = 0



lin.space

= Η κίτρινη ευθεία = Ο άξονας των z

Σχήµα 2.4: ΄Ενας χαρακτηριστικός γραµµικός χώρος.

Απόδειξη.

(1) (⇒) ∀x ∈ P∀λ ≥ 0 έχουµε A(x + λy) = Ax + λAy ≤ b.
(⇐) ΄Εστω ε = aiy > 0 για κάποιο i. Τότε ai(x + (bi+2|aix|+1)

ε y) > b + |aix| > bi.

(2) ΄Εστω x ∈ P και y ∈ char.cone(P) τότε προφανώς x + y ∈ P. ΄Οµως, 0 ∈ char.cone(P), άρα,
P ⊆ P + char.cone(P).

(3) Αν 0 6= y ∈ char.cone(P) προφανώς το P δεν είναι ϕραγµένο. Αν char.cone(P) = {0} τότε
σε κάθε αποσύνθεση του P σε ένα πολύτοπο και έναν πολυεδρικό κώνο, ο κώνος πρέπει να
είναι το {0}, ειδάλλως, κάθε 0 6= y ∈ κώνο ανήκει στον χαρακτηριστικό κώνο. Πράγµατι έστω
ένα τέτοιο y και x ∈ P. Τότε x = z + q για κάποιο z στον πολυεδρικό κώνο και κάποιο q στο
πολύτοπο. ΄Οµως, τότε ω = λy + z + q, ∀λ ≥ 0, που είναι αντίφαση.

(4) ΄Εχουµε ήδη δείξει στο (3) ότι κάθε y ∈ C ανήκει στον χαρακτηριστικό κώνο. Τώρα, έστω
0 6= y ∈ char.cone(P) και έστω x ∈ Q. x + y ∈ P και αφού x ∈ Q, το y πρέπει να ανήκει στον
C. Q.E.D.

Ορισµός 2.33. Τα µη µηδενικά διανύσµατα στον char.cone(P) καλούνται οι άπειρες κατευθύν-
σεις του P. Ο χαρακτηριστικός γραµµικός χώρος (lineality space) του P ορίζεται ως :

lin.space(P) := char.cone(P) ∩−char.cone(P) = {x | Ax = 0}

Αν ο χαρακτηριστικός γραµµικός χώρος (ή Χ.Γ.Χ.) έχει διάσταση µηδέν, τότε το P καλείται σηµειακό.
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Κεφάλαιο 2. Πολύεδρα και Γραµµικός Προγραµµατισµός

Πρόταση 2.34. Αν ένα πολύεδρο, P, είναι υποσύνολο του Rn
+ τότε είναι σηµειακό.

Απόδειξη. Αν P ⊆ Rn
+ τότε

P =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣
[

A
−I

]
x ≤

[
b
0

]}
,

ώστε, dim(lin.space(P»=0. Q.E.D.

Στο Σχήµα 2.4 µπορούµε να δούµε ένα Χ.Γ.Χ. διάστασης 1.

Θεώρηµα 2.35. ΄Ενα µη κενό πολύεδρο, P, µπορεί να αναπαρασταθεί µοναδικά ως P = H + Q,
όπου ο H είναι γραµµικός χώρος και το Q είναι ένα µη κενό σηµειακό πολύεδρο, µε Q ⊆ H⊥

Απόδειξη. ΄Εστω H = lin.space(P), και Q = H⊥ ∩ P. ΄Εχουµε ότι x ∈ H⊥ ανν x′y = 0,
∀y ∈ H = char.cone(P) ∩−char.cone(P). = {y ∈ Rn | Ay = 0}. ΄Ωστε x ∈ H⊥ ∩ P ανν

x′y = 0, ∀y ∈ {y ∈ Rn | Ay = 0} και x ∈ {x ∈ Rn | Ax ≤ b}.
΄Εστω y ∈ lin.space(P) και x ∈ H⊥ ∩ P τότε A(y + x) = Ay + Ax = 0 + Ax ≤ b ώστε x + y ∈ P.
Τώρα, έστω z ∈ P, αν Az = 0 τότε z ∈ lin.space(P) ώστε 0 ∈ H⊥ ∩ P ανδ z = z + 0 ∈
H + H⊥ ∩ P. Αν b ≥ Az = ω 6= 0 τότε έστω z0 η προβολή του z στον lin.space{a1, ..., am} δηλαδή,
z − z0 ∈ (lin.space{a1, ..., am})⊥ και z0 ∈ lin.space{a1, ..., am}. Τότε για κάθε
y ∈ {y ∈ Rn | Ay = 0} ⇒ z′0y = 0 και αφού z − z0 ∈ (lin.space{a1, ..., am})⊥ ⇒
A(z − z0) = 0 ⇒ Az0 = Az ≤ b. ΄Αρα, z0 ∈ H⊥ ∩ P, z − z0 ∈ lin.space και z = z0 + z − z0.
Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, πρέπει να δείξουµε ότι αυτή η αποσύνθεση είναι µοναδική,
ότι ο H είναι γραµµικός χώρος, που είναι προφανές και ότι το Q είναι µη κενό σηµειακό πολύεδρο.
Το Q είναι η τοµή ενός πολυέδρου και ενός γραµµικού χώρου άρα είναι πολύεδρο. Επίσης έχουµε
δείξει ότι το Q είναι µη κενό αφού το P είναι µη κενό. Για να δείξουµε ότι το Q είναι σηµειακό
παρατηρούµε ότι lin.space(Q) =lin.space(P) ∩ H⊥ ώστε lin.space(Q) = H ∩ H⊥ = {0}. Τώρα
έστω µία άλλη αποσύνθεση: P = H∗ + Q∗ όπως στην εκφώνηση του ϑεωρήµατος. ΄Εστω z ∈ P και
έστω zQ, zQ∗ , οι προβολές του στους Q, Q∗, αντίστοιχα. Τότε οι αφινικοί ηµιχώροι zQ + H, zQ∗ + H∗,
είναι υπούνολα του P, και είναι ίσα. Τότε η µόνη επιλογή είναι zQ = zQ∗ και H = H∗. Q.E.D.

Ορισµός 2.36. Ορίζουµε τη διάσταση ενός πολυέδρου , dim(P), να είναι το µέγιστο πλήθος
αφινικά ανεξαρτήτων σηµείων στο P µείον 1.

Θα δείξουµε ότι αν ένα πολύεδρο δεν είναι πλήρους διάστασης (full-dimensional)), δηλαδή αν
dim(P) < n, όταν P ⊆ Rn τότε τουλάχιστον µία από τις ανισότητες aix ≤ bi είναι υποννοούµενη
ισότητα. Ακολουθούµε τη σύµβαση dim(∅) = −1.

Πρόταση 2.37. Αν P ⊆ Rn είναι ένα πολύεδρο, τότε

dim(P) + rank(A= b=) = n.(2.4)

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουµε ότι P = ∅. Τότε για κάθε x ∈ P, έχουµε aix = bi ώστε
(A b) = (A= b=). Επίσης, το σύστηµα A=x = b= δεν έχει λύση το οποίο σηµαίνει ότι
rank(A=, b=) > rank(A=). ΄Οµως, rank(A=) = n ειδάλλως το σύστηµα A=x = b= έχει λύση.
Εποµένως, rank(A= b=) = n + 1 και έχουµε την (2.4). Τώρα έστω P 6= ∅, τότε ∃x : A=x = b=

οπότε από την Πρόταση 1.3 έχουµε rank(A=) = rank(A= b=) = n− k, όπου 0 ≤ k ≤ n. Τώρα,
από την Πρόταση 1.6 έχουµε ότι υπάρχουν k + 1 αφινικά ανεξάρτητες λύσεις του A=x = 0. ΄Ε-
στω y1, ..., yk+1 να είναι τέτοιες λύσεις και x0 ένα σηµείο εντός του P. ΄Εστω i ∈ {1, ..., k + 1}, τότε
A=(x0 + εiyi) = A=x0 + εi A=yi = b= και A<(x0 + εiyi) = A<x0 + εi A<yi ≤ b<, για αρκετά
µικρό εi. ΄Εστω 0 < ε < min{εi, 1 ≤ i ≤ k + 1}. Τότε τα σηµεία x0 + εyi είναι αφινικά ανεξάρτητα
σηµεία στο P έτσι ώστε dim(P) ≥ k και άρα, rank(A= b=) + dim(P) ≥ n.

Τώρα, έστω dim(P) = k και x1, ..., xk+1 αφινικά ανεξάρτητα σηµεία στο P. Αφού, τα xi είναι αφινικά
ανεξάτητες λύσεις του A=x = b=, από τις Προτάσεις 1.3, 1.6, έχουµε
k + 1 ≤ n + 1− rank(A= b=)⇒ rank(A= b=) + dim(P) ≤ n− k + k = n. Q.E.D.
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O

c

P

c
′ x =

δ

c′x ≥ δ

c′x ≤ δ

c0

c′0x
= δ0

x2

x1

c2

c1

δ
c2

Σχήµα 2.5: ∆ύο υπερεπίπεδα υποστήριξης για το P, τα, c′x = δ και c′0x = δ0

∆εδοµένου ότι ενδιαφερόµαστε κυρίως για πολύεδρα ορισµένα από Γραµµικά Προγράµµατα πε-
ϱιοριζόµαστε σε πολύεδρα που είναι υποσύνολα του Rn

+ για τα επόµενα, όµως, όλα τα αποτελέσµατα
επεκτείνονται σε τυχαία πολύεδρα.

2.4.2 Προσόψεις και Μεγιστοτικές Προσόψεις

Για αυτήν την ενότητα ϑεωρούµε P = {x ∈ Rn
+ | Ax ≤ b}. Αν 0 6= c ∈ Rn είναι ένα διάνυσµα και

max{c′x | x ∈ P} = δ ∈ R, τότε, το αφινικό υπερεπίπεδο {x ∈ Rn | c′x = δ} ϑα καλείται υπερεπίπεδο
υποστήριξης (supporting hyperplane) του P. Το Σχήµα 2.5 δίνει µια γραφική αναπαράσταση του
επιπέδου υποστήριξης. ΄Ενα υποσύνολο, F, του P ϑα καλείται πρόσοψη του P αν F = P ή αν είναι
η τοµή του P µε ένα υπερεπίπεδο υποστήριξης του P. Εναλλακτικά, το F είναι πρόσοψη του P ανν
F 6= ∅ και

F = {x ∈ P | A∗x = b∗}(2.5)

για κάποιο πίνακα [A∗ b∗] που αποτελείται από ένα υποσύνολο των γραµµών του [A b]. Για να
δούµε ότι οι δύο ορισµοί είναι ισοδύναµοι, έστω F = {x ∈ P | c′x = δ} µία πρόσοψη του P. Τότε
δ = max{c′x | x ∈ P}. Από την Ισχυρή ∆υϊκότητα (Θεώρηµα 2.23) και το Λήµµα 2.27

δ = min{b′u | u ∈ Rm
+, A′u = c}.

΄Εστω ότι το u0 επιτυγχάνει αυτό το minimum και A∗x ≤ b∗ το υποσύστηµα του Ax ≤ b που
αποτελείται από εκείνες τις ανισότητες του Ax ≤ b που αντιστοιχούν σε ϑετικά στοιχεία του u0.

x ∈ P και x′c = δ⇐⇒ x ∈ P και x′A′u0 = b′u0
Παρατήρηση 2.26⇐=======⇒ x ∈ P και A∗x = b∗

αντίστροφα, αν F = {x ∈ P | A∗x = b∗} 6= ∅ όπου το [A∗ b∗] αποτελείται από ένα υποσύνολο των
σειρών του [A b], είναι υπερσύνολο του [A= b=] και c′ είναι το άθροισµα των σειρών του A∗, τότε
c′x ≥ c′y για κάθε x ∈ F και για κάθε y ∈ P. Για να δούµε ότι αυτο ισχύει έστω S∗ το σύνολο που
περιέχει τους δείκτες των σειρών του A∗ και παρατηρούµε ότι

c′x = ∑
i∈S∗

aix = ∑
i∈S∗

bi ≥ ∑
i∈S∗

aiy = c′y, ∀y ∈ P ∀x ∈ F.
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Αυτό ϕυσικά σηµαίνει ότι F = {x ∈ P | c′x = max{c′x | x ∈ P}}.

Αµεσα προκύπττουν τα παρακάτω:

Πρόταση 2.38.

(α) το P έχει πεπερασµένο αριθµό προσόψεων·

(ϐ) κάθε πρόσοψη είναι µη κενό πολύεδρο·

(γ) αν το F είναι πρόσοψη του P και F′ ⊆ F, τότε το F′ είναι πρόσοψη του P ανν το F′ είναι
πρόσοψη του F.

Απόδειξη. Για να ελέγξουµε το (γ) παρατηρούµε ότι F′ ⊆ F = {x ∈ P | A∗x = b∗} σηµαίνει πως
x0 ∈ F′ ⇒ A∗x0 = b∗ έτσι ώστε το F′ είναι πρόσοψη του P⇔ F′ = {x ∈ P | A0x = b0} για κάποιο
υποσύστηµα A0x ≤ b0 του Ax ≤ b που περιέχει το A∗x ≤ b∗ έτσι ώστε το F′ είναι πρόσοψη του P
⇔ το F′ είναι πρόσοψη του F. Q.E.D.

Ορισµός 2.39. Μία µεγιστοτική πρόσοψη (facet), F, είναι µία πρόσοψη του P που
• είναι γνήσιο υποσύνολο του P·

• είναι µεγιστοτικό ως προς την σχέση του περιέχεσθαι, δηλαδή αν F′ είναι µία πρόσοψη του P
µε F′ ⊇ F και F′ 6= P, τότε F = F′.

Ορισµός 2.40. Μία ανισότητα του συστήµατος Ax ≤ b ϑα καλείται πλεονάζουσα (redundant)
αν υποννοείται από τις άλλες ανισότητες του συστήµατος. ΄Αρα, το σύστηµα είναι µη πλεονάζον
(irredundant) αν δεν έχει πλεονάζουσες ανισότητες.

Παρατήρηση 2.41. Παρατηρούµε ότι αν µία ανισότητα [ai bi] είναι µη πλεονάζουσα, τότε υπάρχει
x ∈ Rn τέτοιο ώστε aix > bi και αx ≤ β για κάθε άλλη ανισότητα του συστήµατος Ax ≤ b. Πράγµατι
αν ίσχυε το αντίθετο, ϑα είχαµε ότι η ανισότητα aix ≤ bi ϑα υποννοούταν από τις άλλες ανισότητες
του συστήµατος, όντας πλεονάζουσα.

Θεώρηµα 2.42. Αν καµία ανισότητα του A<x ≤ b< δεν είναι πλεονάζουσα στο Ax ≤ b τότε
υπάρχει µία ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ των µεγιστοτικών προσόψεων του P και των ανισοτήτων
A<x ≤ b<, που δίνεται από την (2.6)

F = {x ∈ P | a<i x = b<i }(2.6)

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα ολοκληρωθεί σε δύο ϐήµατα:
(α) Μία µεγιστοτική πρόσοψη είναι ένα γνήσιο υποσύνολο του P και µία πρόσοψη του P. ΄Αρα,

αν F είναι µία πρόσοψη του P, F = {x ∈ P | A∗x = b∗}, για κάποιο A∗x ≤ b∗ υπο-
σύστηµα του A<x ≤ b<. ΄Εστω a∗i x ≤ b∗i µία ανισότητα του συστήµατος A∗x ≤ b∗. Τότε
F′ = {x ∈ P | a∗i x = b∗i } είναι µία πρόσοψη του P τέτοια ώστε x ∈ F ⇒ x ∈ F′. Επιπλέον,
F′ 6= P, αφού a∗i x ≤ b∗i δεν είναι υποννοούµενη ανισότητα. Οπότε,

F′ = F = {x ∈ P | a∗i x = b∗i }.
Αυτό σηµαίνει ότι κάθε µεγιστοτική πρόσοψη του P έχει µία αναπαράσταση (2.6) ώστε κάθε
ανισότητα a<i x ≤ b<i ορίζει µία µεγιστοτική πρόσοψη.

(ϐ) Τώρα δείχνουµε ότι

Fi = {x ∈ P | a<i x = b<i }, Fj = {x ∈ P | a<j x = b<j }, i 6= j =⇒ Fi 6= Fj

΄Εστω α<x ≤ β< µία ανισότητα του A<x ≤ b< και έστω A∗x ≤ b∗ οι υπόλοιπες ανισότητες του
A<x ≤ b<. Τότε υπάρχει x0 τέτοιο ώστε A=x0 = b=, α<x0 = β<, A∗x0 < b∗. Για να δειχθεί
αυτό έστω x1 ένα σηµείο εντός του P· αφού η α<x ≤ β< δεν είναι πλεονάζουσα, έστω x2 τέτοιο
ώστε A=x2 = b=, A∗x2 ≤ b∗ και α<x2 > β<. Τότε το x0 είναι ένας κυρτός συνδυασµός των
x1, x2. Q.E.D.
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x+
y
=

2

−x +
2y = 4

−x+
y =

1

2y = 1

Pu1

u2

u3

u1, u2, , u3, είναι προσόψεις διάστασης 0
Οι δύο ηµιευθείες Ϲωγραφισµένες µε κίτρινο και τα δύο ευθύγραµµα τµήµατα
Ϲωγραφισµένα µε πορτοκαλί είναι µεγιστοτικές προσόψεις του P

Σχήµα 2.6: Προσόψεις και µεγιστοτικές προσόψεις του πολυέδρου του Σχήµατος 2.3

΄Οταν µία πρόσοψη ορίζεται από την (2.6) ϑα λέµε ότι η a<i x ≤ b<i ορίζει το F. Στο Σχήµα 2.6
δείχνουµε µία γραφική αναπαράσταση προσόψεων και µεγιστοτικών προσόψεων. ΄Αµεσα έχουµε

Πρόταση 2.43.

(α) Η (2.5) και η (2.6) υποννοούν ότι κάθε πρόσοψη του P, εκτός από το P είναι τοµή µεγιστοτικών
προσόψεων του P.

(ϐ) Το P δεν έχει προσόψεις διαφορετικές από τον εαυτό του ανν [A= b=] = [A b].

(γ) Η διάσταση οποιασδήποτε µεγιστοτικής πρόσοψης είναι ένα λιγότερο από την διάσταση του P

(δ) Αν το P είναι πλήρους διάστασης και Ax ≤ b είναι το σύνολο των ανισοτήτων που ορίζουν τις
µεγιστοτικές προσόψεις, τότε Ax ≤ b είναι η µοναδική ελαχιστοτική περιγραφή του P (όπου
µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε οποιαδήποτε ανισότητα µε οποιαδήποτε σταθερά και τότε
ϑεωρούµε ότι έχουµε την ίδια περιγραφή).

Απόδειξη. Για να ελέγξουµε την (γ) υπενθυµίζουµε την (2.4), ώστε, dim(F) = n− rank
[

A= b=

a<i b<i

]

που από την Παρατήρηση 2.30 σηµαίνει ότι dim(F) = n− (rank[A= b=] + 1) = dim(P)− 1. Για
την (δ) υπενθυµίζουµε ότι αν το P είναι πλήρους διάστασης τότε rank([A= b=]) = 0 και µία ανισότητα
ορίζει µεγιστοτική πρόσοψη ανν είναι µη πλεονάζουσα ανάµεσα στις ανισότητες του [A< b<] που
ορίζουν µεγιστοτικές προσόψεις (Θεώρηµα 2.42) ώστε όλες οι ανισότητες που ορίζουν µεγιστοτικές
προσόψεις είναι απαραίτητες για την περιγραφή του P και κάθε άλλη ανισότητα που περιγράφει το
P είναι πλεονάζουσα. Q.E.D.
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Θεώρηµα 2.44. Οι ανισότητες στο A<x ≤ b< είναι µη πλεονάζουσες στο Ax ≤ b ανν για όλες
τα διακεκριµένες a<i x ≤ b<i και a<j x ≤ b<j υπαρχει ένα διάνυσµα x0 που ικανοποιεί τα

Ax0 ≤ b, a<i x0 = b<i , a<j x0 < b<j .

Απόδειξη. (⇒) Κάθε δύο διακεκριµένες a<i x ≤ b<i και a<j x ≤ b<j είναι ανισότητες που ορίζουν
διακεκριµένες µεγιστοτικές προσόψεις, έτσι ώστε {x ∈ P | a<i x = b<i } 6= {x ∈ P | a<j x = b<j }.

(⇐) Υποθέτουµε ότι η a<i x ≤ b<i είναι πλεονάζουσα. Τότε δεν ορίζει µεγιστοτική πρόσο-
ψη, που σηµαίνει ότι {x ∈ P | a<i x = b<i } ⊆ F = {x ∈ P | a<j x = b<j } για κάποια µεγιστοτική
πρόσοψη, F, οφ P. Αυτό αντικρούει την ύπαρξη κάποιου x0 τέτοιου που

Ax0 ≤ b, a<i x0 = b<i , a<j x0 < b<j . Q.E.D.

∆ίνουµε τώρα ένα χρήσιµο χαρακτηρισµό για τις ανισότητες που ορίζουν µεγιστοτικές προσόψεις.

Θεώρηµα 2.45. ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων τέτοιο που το P = conv.hull(S)
είναι πλήρους διάστασης. Τότε κάθε ανισότητα c′x ≤ δ ορίζει µεγιστοτική πρόσοψη του P ανν

• η c′x ≤ δ είναι έγκυρη για όλα τα x ∈ S·

• για κάθε διάνυσµα, d, που είναι µη αρνητικό πολλαπλάσιο του c, υπάρχουν x1, x2 ∈ S τέτοια
ώστε d′x1 < d′x2 και c′x1 = δ.

Απόδειξη. (⇒) Αν η c′x ≤ δ ορίζει µία µεγιστοτική πρόσοψη του P τότε προφανώς, c′x ≤ δ, ∀x ∈ S.
΄Εστω d 6= λc, ∀λ ≥ 0. ΄Εστω β := max{d′x | x ∈ S} το οποίο επιτυγχάνεται από το x2 ∈ S. Αφού το
F = {x ∈ P | c′x = δ} είναι µία µεγιστοτική πρόσοψη του P και F′ = {x ∈ P | d′x = β} είναι µία
πρόσοψη του P διαφορετική από την F, έχουµε ότι F 6⊆ F′ που σηµαίνει ότι υπάρχει x1 ∈ F τέτοιο
ώστε d′x1 < β = d′x2.

(⇐) Αν το F = {x ∈ P | c′x = δ} δεν είναι µεγιστοτική πρόσοψη τότε έστω d 6∈ {λc | λ ≥ 0}.
Αφού υπάρχουν x1, x2, τέτοια ώστε d′x1 < d′x2 και c′x1 = δ έχουµε ότι F 6= ∅. ΄Αρα, F είναι
πρόσοψη του P. ΄Εστω F′ = {x ∈ P | e′x = β} µία µεγιστοτική πρόσοψη του P τέτοια που F ⊂ F′,
όπου e′x ≤ β είναι µία έγκυρη ανισότητα για το P (δηλαδή ικανοποιείται από όλα τα σηµεία του
P). Τότε e 6= λc για κάθε λ ≥ 0. Οπότε υπάρχουν x1, x2 ∈ S, µε e′x1 < e′x2 και c′x1 = δ. Αυτό
σηµαίνει ότι β ≥ d′x2 > d′x1 έτσι ώστε x1 ∈ F\F′, που είναι άτοπο. Q.E.D.

2.4.3 Ελαχιστοτικές Προσόψεις, Ακραία σηµεία,
Ακµές και Ακραίες Ακτίνες

Για τις υπόλοιπες ενότητες του κεφαλαίου ϑεωρούµε ξανά τυχαία πολύεδρα, δηλαδή όχι περιορι-
σµένα στον Rn

+.

Ορισµός 2.46. Ορίζουµε µία ελαχιστοτική προσόψη, (minimal face) να είναι µία πρόσοψη που
δεν περιέχει άλλη πρόσοψη πλην του εαυτού της.

Από την Πρόταση 2.38(γ) έχουµε ότι µία πρόσοψη, F, δεν περιέχει άλλη πρόσοψη αν κάθε πρόσοψη
της F ισούται µε την F. Αυτό σηµαίνει ότι

F = {x ∈ Rn | A∗x = b∗}(2.7)

αλλιώς αν υπάρχει µία µη πλεονάζουσα ανισότητα ax ≤ β τέτοια που

F = {x ∈ Rn | ax ≤ β, A∗x = b∗}

τότε η F ϑα περιείχε µία πρόσοψη διαφορετική του εαυτού της δηλαδή, F′ = {x ∈ Rn | ax =
β, A∗x = b∗}. Καλούµε µία F που ορίζεται από την (2.7), αφινικό υπόχωρο.
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Θεώρηµα 2.47 (Hoffman-Kruskal). Η F είναι ελαχιστοτική πρόσοψη του P ανν ∅ 6= F ⊆ P και
F = {x ∈ Rn | A∗x = b∗} για κάποιο υποσύστηµα, A∗x ≤ b∗, του Ax ≤ b.

Απόδειξη. Αν η F έχει µία αναπαράσταση όπως παραπάνω, είναι αφινικός υπόχωρος και άρα ελαχι-
στοτική πρόσοψη. Αντίστροφα έστω F µία ελαχιστοτική πρόσοψη του P. Τότε

F = {x ∈ Rn | A1x ≤ b1, A2x = b2}

για κάποια υποσυστήµατα A1x ≤ b1, A2x = b2 του Ax ≤ b. Αφού η F δεν έχει µεγιστοτικές
προσόψεις και µπορούµε να υποθέσουµε ότι όλες οι ανισότητες στο A1x ≤ b1 είναι µη πλεονάζουσες,
συµπεραίνουµε ότι το A1x ≤ b1 είναι κενό. Q.E.D.

Πρόταση 2.48. Αν το F είναι ελαχιστοτική πρόσοψη, τότε lin.space(F) = lin.space(P).

Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι x ∈ {x ∈ Rn | Ax = 0} ⇒ x ∈ {x ∈ Rn | A∗x = 0}, έτσι ώστε,
lin.space(F) ⊇ lin.space(P). ΄Εστω lin.space(F) 6= lin.space(P), τότε υπάρχει ένα x τέτοιο ώστε
A∗x = 0, Ax 6= 0, που σηµαίνει ότι υπάρχει µία γραµµή ai, στο A\A∗, που είναι γραµµικά ανε-
ξάρτητη από τις γραµµές του A∗. ΄Οµως, τότε F′ = {x ∈ P | A∗x = b∗, aix = bi} ⊂ F και η F′ είναι
µία πρόσοψη του P που είναι αντίφαση. Q.E.D.

Πόρισµα 2.49. Κάθε ελαχιστοτική πρόσοψη ε΄ιναι µεταφορά του χαρακτηριστικού γραµµικού
χώρου του P.

Πόρισµα 2.50. Κάθε ελαχιστοτική πρόσοψη είναι της µορφής (2.7), όπου το A∗x = b∗ είναι ένα
µεγιστοτικό σύνολο γραµµικά ανεξαρτήτων ισοτήτων από το Ax = b.

Απόδειξη. Το γεγονός ότι είναι µεγιστοτικό ϕαίνεται εύκολα από την Πρόταση 2.48. Αν δεν είναι
όλες οι ισότητες γραµµικά ανξάρτητες µπορούµε να αφαιρέσουµε διαδοχικά όσες χρειάζεται ωστε το
εναποµείναν σύνολο να είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Q.E.D.

Είναι εύκολο να δείξουµε ότι όλες οι ελαχιστοτικές προσόψεις έχουν την ίδια διάσταση, δηλαδή
n− rank(A) = dim(lin.space(P)). Τώρα, αν το P είναι σηµειακό, τότε rank(A) = n (από το Rank-
Nullity ϑεώρηµα), ώστε, όλες οι ελαχιστοτικές προσόψεις έχουν διάσταση 0 και άρα είναι σηµεία.
Κάθε τέτοιο σηµείο καλείται ακραίο σηµείο του P. Είναι σχεδόν προφανές ότι κάθε ακραίο σηµείο
καθορίζεται από n γραµµικά ανεξέρτητες εξισώσεις από τις Ax = b. Στο Σχήµα 2.6, τα u1, u2, u3,
είναι ελαχιστοτικές προσόψεις και ακραία σηµεία.

Πρόταση 2.51. Το x είναι ακραίο σηµείο του P ανν δεν γίνεται να γραφτεί ως κυρτός συνδυασµός
(δηλαδή, λx1 + (1− λ)x2, 0 < λ < 1) δύο σηµείων x1, x2 ∈ P.

Απόδειξη. ΄Εστω x = λx1 + (1 − λ)x2 για κάποια x1, x2 ∈ P, µε 0 < λ < 1. Αφού
x ∈ {x ∈ Rn | A∗x = b∗} = F έχουµε ότι λx1 + (1 − λ)x2 ∈ F. Τώρα τα x1, x2, είναι
σηµεία στο πολύεδρο που σηµαίνει ότι A∗x1, A∗x2 ≤ b∗. Αν για κάθε i ∈ {1, 2} έχουµε ότι
A∗xi < b∗ τότε A(λx1 + (1 − λ)x2) < b∗, δηλαδή άτοπο. Αυτό σηµαίνει ότι x1, x2 ∈ F, ώστε
dim(F) > 0 και το x δεν είναι ακραίο σηµείο.

Αντίστροφα έστω x το οποίο δεν είναι ακραίο σηµείο του P. ΄Εστω F = {x ∈ Rn | A∗x = b∗}
µία ελαχιστοτική πρόσοψη που περιέχει το x. η διάσταση της F είναι µεγαλύτερη του µηδενός,
που σηµαίνει ότι, rank(A∗) < n (διότι αν rank(A∗) = n τότε το A∗x = b∗ έχει το πολύ µία
λύση). Επιλέγουµε ένα σηµείο 0 6= z ∈ {x ∈ Rn | A∗x = 0}. Τότε για αρκετά µικρό ε, έχουµε
x + εz, x− εz ∈ P και x = 1

2 (x + εz) + 1
2 (x− εz). Q.E.D.

Ορισµός 2.52. ∆ύο ακραία σηµεία ϑα καλούνται γειτονικά αν περιέχονται στην ίδια πρόσοψη
διάστασης 1.
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Παρατηρούµε ότι αν το P είναι σηµειακό, τότε κάθε πρόσοψη διάστασης 1 είναι είται ηµιευθεία
είται ευθύγραµµο τµήµα. Αυτό ισχύει διότι κάθε πρόσοψη διάστασης 1 δεν είναι ελαχιστοτική
πρόσοψη οπότε ϑα έχει τουλάχιστον µία µεγιστοτική πρόσοψη (ελαχιστοτική πρόσοψη του P) ένα
ακραίο σηµείο. Καλούµε κάθε τέτοια πρόσοψη (διάστασης 1) ακµή αν περιέχει δύο ακραία σηµεία
και ακραία ακτίνα αν περιέχει ένα ακραίο σηµείο. Μπορεί να δειχθεί ότι κάθε ακραία ακτίνα είναι
µεταφορά ακραίας ακτίνας του χαρακτηριστικού κώνου του P (δηλαδή του C = {x | Ax ≤ 0}).
Ακόµα, αν ο C είναι σηµειακός και yi ∈ Ri, 1 ≤ i ≤ t, όπου Ri, 1 ≤ i ≤ t είναι οι ακραίες ακτίνες
του C τότε C = cone{y1, ..., yt} (για την απόδειξη ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί το [Sch98]).

2.4.4 Μοναδική Αποσύνθεση

Πρόταση 2.53. ΄Εστω F1, ..., Fr, οι ελαχιστοτικές προσόψεις του πολυέδρου P. Για κάθε
xi ∈ Fi, 1 ≤ i ≤ r έχουµε ότι

P = conv.hull{x1, ..., xr} + char.cone(P)(2.8)

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι P ⊆ conv.hull{x1, ..., xr} + char.cone(P) (η αντίστροφη ανισότητα είναι
προφανής). Θα κάνουµε επαγωγή στην διάσταση k του P. ΄Εστω t = dim(lin.space(P)). Αν k = t,
τότε

rank(A) = n− dim(Fi) = n− dim(lin.space(P)) = n− t = n− k = rank(A=)

ώστε όλα τα Fi είναι ίσα µε το P και το P είναι αφινικός υπόχωρος. Φυσικά σ΄ αυτήν την περίπτωση
P = x + char.cone(P), για κάθε x ∈ P. Τώρα, ας υποθέσουµε ότι k > t. Από την επαγωγική
υπόθεση, έχουµε ότι κάθε µεγιστοτική πρόσοψη του P είναι υποσύνολο του

conv.hull{x1, ..., xr} + char.cone(P)

(πράγµατι, όλες οι ελαχιστοτικές προσόψεις κάθε µεγιστοτικής πρόσοψης του P είναι και ελαχι-
στοτικές προσόψεις του P και ο χαρακτηριστικός κώνος παραµένει ο ίδιος). Τώρα, αν x ∈ P και
x− x1 ∈char.cone(P), τότε x ∈ {x1}+char.cone(P) έτσι ώστε

x ∈ conv.hull{x1, ..., xr} + char.cone(P).

Αλλιώς, αν x − x1 /∈ char.cone(P), τότε έστω λ0 = max{λ ≥ 0 | x + λ(x − x1) ∈ P}. ΄Εχουµε
ότι το x + λ0(x− x1) ϑα ϐρίσκεται στο σύνορο του P , που σηµαίνει ότι ϑα ικανοποιεί τουλάχιστον
µία ανισότητα του A<x ≤ b< µε ισότητα. ΄Αρα, ανήκει σε κάποια µεγιστοτική πρόσοψη του P και
συνεπώς, ανήκει στο conv.hull{x1, ..., xr} + char.cone(P). Παρατηρούµε ότι

x =
1

1 + λ0
(x + λ0(x− x1)) +

(
1− 1

1 + λ0

)
x1 ,

ώστε το x ανήκει στο ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα x1 και x + λ0(x− x1), το οποίο σηµαίνει ότι
x ∈ conv.hull{x1, ..., xr} + char.cone(P), αφού το τελευταίο είναι κυρτό σύνολο. Q.E.D.
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Πόρισµα 2.54. Αν το max{c′x | x ∈ P} είναι πεπερασµένο, όπου P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}, τότε
το maximum επιτυγχάνεται σε κάποιο x ∈ F όπου F είναι ελαχιστοτική πρόσοψη του P.

Απόδειξη. ΄Εστω P όπως στην (2.8) και έστω x∗ ∈ P τέτοιο ώστε c′x∗ = max{c′x | x ∈ P}. Τότε

x∗ =
r

∑
i=1

λixi +
t

∑
j=1

µjyj

όπου
r

∑
i=1

λi = 1, char.cone(P) = cone{y1, ..., yt} και λi, µj ≥ 0, ∀i, j. Αν κάποιο µj > 0, τότε είναι

προφανές ότι το zLP = max{c′x | x ∈ P} είναι µη ϕραγµένο. ΄Αρα,

c′x∗ = c′
r

∑
i=1

λixi

≤ c′xi0 , όπου c′xi0 ≥ c′xi, ∀i ∈ {1, ..., r},

και επιπλέον, c′x∗ ≥ c′xi0 , αφού xi0 ∈ P. Αυτό σηµαίνει ότι x∗ = xi0 . Q.E.D.

Από το Θεώρηµα 2.35 έχουµε ότι P = lin.space(P) + P ∩ (lin.space(P))⊥ και ότι το
P ∩ (lin.space(P))⊥ είναι ένα σηµειακό πολύεδρο έτσι ώστε το P έχει µοναδική ελαχιστοτική α-
ναπαράσταση

P = conv.hull{x1, ..., xr}+ cone{y1, ..., yt}+ lin.space(P)

όπου τα σηµεία x1, ..., xr είναι µοναδικά και ορθογώνια µε τον lin.space(P)και τα y1, , , yt είναι µονα-
δικά (πλην πολλαπλασιασµού µε ϑετική σταθερά) και ορθογώνια µε τον lin.space(P). Συνοψίζοντας
έχουµε ότι

Θεώρηµα 2.55. ΄Εστω P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} ένα µη κενό πολύεδρο.

• Επιλέγουµε ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων {z1, ..., zt}, το οποίο παράγει τον
lin.space(P) = {x | Ax = 0}.

• Βρίσκουµε τα ακραία σηµεία, {x1, ..., xr}, του P ∩ (lin.space(P))⊥.

• Επιλέγουµε µία αυθαίρετη συλλογή από σηµεία yF ∈ F για όλες τις προσόψεις, F, διάστασης
1 του χαρακτηριστικού κώνου του P ∩ (lin.space(P))⊥.

Τότε

P = conv.hull{x1, ..., xr}+
+ cone{yF | yF ∈ F, F προσοψη διάστ. 1 του χαρ.κώνου του P ∩ (lin.space(P))⊥}+
+ lin.hull{z1, ..., zt}.

2.4.5 Πολικότητα

Ορισµός 2.56. ΄Εστω X ⊆ Rn. Ορίζουµε το πολικό (polar) του, X∗, ως

X∗ := {x ∈ Rn | y′x ≤ 1, ∀y ∈ X}

Πρόταση 2.57. Αν ο C είναι πολυεδρικός κώνος το C∗ είναι επίσης πολυεδρικός κώνος µε

C∗ = {x ∈ Rn | y′x ≤ 0 ∀y ∈ C}

Απόδειξη. ΄Επεται άµεσα από το επόµενο ϑεώρηµα, δηλαδή το Θεώρηµα 2.58. Q.E.D.
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x1

x2a1

a2

C = {λ1x1 + λ2x2 | λ1, λ2 ∈ R+} =

{
x ∈ R2

∣∣∣∣
[

a′1
a′2

]
x ≤ 0

}

C∗ = {λ1a1 + λ2a2 | λ1, λ2 ∈ R+} =

{
x ∈ R2

∣∣∣∣
[

x′
1

x′
2

]
x ≤ 0

}

C

C∗

Σχήµα 2.7: ΄Ενας πολυεδρικός κώνος και το πολικό του.

Στο Σχήµα 2.7 δείχνουµε ένα πολυεδρικό κώνο και το πολικό του. Ο τρόπος που έχει γίνει η
κατασκευή δικαιολογείται πλήρως από το Θεώρηµα 2.58. Είναι ϕανερό από το Σχήµα 2.7 και
µπορεί να αποδειχθεί µε χρήση του Λήµµατος του Farkas ότι το πολικό ενός πολυεδρικού κώνου
παράγεται από τις γραµµές του πίνακά του. Εποµένως, για ένα πολυεδρικό κώνο, C, έχουµε ότι
C = C∗∗.

Θεώρηµα 2.58. ΄Εστω P ένα πολύεδρο στον Rn, που περιέχει την αρχή των αξόνων. Τότε :

(α) Το P∗ είναι πολύεδρο·

(ϐ) P∗∗ = P·

(γ) x ∈ P⇐⇒ ∀y ∈ P∗ : y′x ≤ 1·

(δ) P = conv.hull{0, x1, ..., xm}+cone{y1, ..., yt} ανν

P∗ = {y ∈ Rn | y′xi ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ m ανδ y′yj ≤ 0, ∀ 1 ≤ j ≤ t}.(2.9)

Απόδειξη. ((δ)⇒) Αν P = conv.hull{0, x1, ..., xm}+cone{y1, ..., yt} τότε

P∗ =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣

(
m

∑
i=1

λixi +
t

∑
j=1

µjyj

)′
x ≤ 1,

m

∑
i=1

λi = 1, µj ∈ R+, ∀ 1 ≤ j ≤ t

}

Αυτό, όµως, συµβαίνει µόνο αν x′ix ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ m, και y′jx ≤ 0, ∀ 1 ≤ j ≤ t.
(α) ΄Αµεσα, ο παραπάνω ορισµός δίνει το Ϲητούµενο.
(ϐ) ΄Εστω x ∈ P, τότε για να δείξουµε ότι x ∈ P∗∗ αρκεί να δείξουµε ότι x′y ≤ 1, ∀y ∈ P∗.

Αλλά, αν y ∈ P∗ τότε y′z ≤ 1, ∀z ∈ P, άρα, x′y ≤ 1. Υποθέτουµε ότι P∗∗ 6⊆ P ανδ λετ y ∈ P∗∗\P.
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−2
x
+
y
=
0

−x
+
y
=
2

2

4 P

−x
+
y
=
0

C

2x+ 4y =
1

C∗

P ∗

x
+
y
=
0

P = conv.hull{(0, 0), (2, 4)} + cone{(2, 2), (2, 0)}

P ∗ = {(x, y) ∈ R2 | 2x+ 4y ≤ 1, 2x+ 2y ≤ 0, x ≤ 0}

Σχήµα 2.8: ΄Ενα πολύεδρο και το πολικό του.

Αφού το y δεν είναι σηµείο του πολυέδρου πρέπει να υπάρχει µία ανισότητα aix ≤ bi του συστήµατος
Ax ≤ b τέτοια ώστε aiy > bi. Αφού 0 ∈ P έχουµε ότι bi ≥ 0. Αν bi > 0 τότε 1

bi
aix ≤ 1, ∀x ∈ P έτσι

ώστε 1
bi

a′i ∈ P∗. ΄Οµως, αφού y ∈ P∗∗ έχουµε ότι z′y ≤ 1, ∀z ∈ P∗, που είναι αντίφαση. Αν bi = 0,
τότε λa′i ∈ P∗, ∀λ ≥ 0 που σηµαίνει ότι λaiy ≤ 1, ∀λ ≥ 0 αφού y ∈ P∗∗. ΄Οµως, aiy > bi = 0
εποµένως ∃λ : λaiy ≥ 1, άτοπο.

(γ) Είναι συνέπεια του (ϐ).
((δ)⇐) ΄Εστω P∗ όπως στην (2.9) και έστω Q = conv.hull{0, x1, ..., xm}+ cone{y1, ..., yt}

τότε από την δεξιά συνεπαγωγή της (δ) έχουµε ότι

Q∗ = P∗ ⇒ Q∗∗ = P∗∗
(b)⇒ Q = P. Q.E.D.

Στο Σχήµα 2.8 έχουµε Ϲωγραφίσει ένα πολύεδρο στις δύο διαστάσεις και το πολικό του. Σηµει-
ώνουµε ότι το C∗, δηλαδή το πολικό του C, (του χαρακτηριστικού κώνου του P), δεν είναι ο χαρακτη-
ϱιστικός κώνος του P∗. ΄Οµως το Θεώρηµα 2.58 έχει ενδιαφέρουσες συνέπειες που καταδεικνύουν
τη συµµετρική δυϊκότητα µεταξύ πολυέδρων ή κόνων και των πολικών τους.
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Πόρισµα 2.59. ΄Εστω P ένα πολύεδρο που περιέχει την αρχή των αξόνων,

(α) το P έχει διάσταση k⇐⇒ ο lin.space(P∗) έχει διάσταση n− k·

(ϐ) το P είναι πλήρους διάστασης⇐⇒ το P∗ είναι σηµειακό·

(γ) το 0 είναι εσωτερικό1 σηµείο του P⇐⇒ το P∗ είναι ϕραγµένο.

Απόδειξη.

(α) ΄Εστω P, P∗, όπως στο Θεώρηµα 2.58(δ). Για να ελέγξουµε αυτήν την ισότητα, παρατηρούµε
ότι η διάσταση του P ισούται µε τον ϐαθµό του συνόλου των διανυσµάτων: x1, ..., xm, y1, ..., yt.
Πράγµατι, αν έχουµε k γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα ανάµεσα στα παραπάνω, τότε από
την Παρατήρηση 1.5 έχουµε ότι αυτά τα διανύσµατα συν το µηδενικό διάνυσµα είναι αφινικά
ανεξάρτητα. Επιπλέον, αν το P περιέχει τουλάχιστον k γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα, τότε
υπαρχουν τουλάχιστον k γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα ανάµεσα στα x1, ..., xm, y1, ..., yt,
από τον ορισµό του P. Ακόµα, από τον ορισµό του P∗ και τον ορισµό του χαρακτηριστικού
γραµµικού χώρου έχουµε ότι

rank{x1, ..., xm, y1, ..., yt}+ dim(lin.space(P∗)) = n.

(ϐ) Είναι συνέπεια του (α).

(γ) Αν το 0 είναι εσωτερικό σηµείο του P∗ τότε ο χαρακτηριστικός κώνος του P πρέει να είναι το
σύνολο {0}, έτσι ώστε το P είναι ϕραγµένο. Q.E.D.

2.4.6 Πολύεδρα Παρεµπόδισης και ΄Αντι-Παρεµπόδισης

Εκτός από την κλασική έννοια πολικότητας της προηγούµενης ενότητας υπάρχουν ακόµα άλλες
δύο έννοιες πολικότητας τα πολύεδρα παρεµπόδισης και άντι-παρεµπόδισης (blocking and anti-
blocking polyhedra). Αυτές οι έννοιες, όπως και η κλασική πολικότητα, παίζουν σηµαντικό ϱόλο
στην πολυεδρική συνδυαστική.

Ορισµός 2.60. ΄Ενα πολύεδρο, P, είναι τύπου παρεµπόδισης αν P ⊆ Rn
+ και y ≥ x ∈ P

συνεπάγεται ότι y ∈ P. Προκύπτει άµεσα ότι ο χαρακτηριστικός κώνος ενός πολυέδρου, τύπου
παρεµπόδισης είναι ο Rn

+, έτσι ώστε κάθε πολύεδρο τύπου παρεµπόδισης είναι της µορφής

P = conv.hull{c1, ..., cm}+ Rn
+.

Συµβολίζουµε κάθε τέτοιο πολύεδρο µε {c1, ..., cm}↑.

Πρόταση 2.61. Το P είναι τύπου παρεµπόδισης ανν υπάρχουν d1, ..., dt ∈ Rn
+ τέτοια ώστε

P = {x ∈ Rn
+ | d′jx ≥ 1, ∀ 1 ≤ j ≤ t}(2.10)

Απόδειξη. Αν το P δίνεται από την (2.10) τότε αφού dj ∈ Rn
+, ∀j έχουµε ότι για κάθε

y ≥ x ∈ P⇒ d′jy ≥ d′jx ≥ 1.

Τώρα ας υποθέσουµε ότι το P είναι τύπου παρεµπόδισης. Τότε το P = {x ∈ Rn | Ax ≥ b} για
κάποιο πίνακα A και κάποιο διάνυσµα b. Αφού αν x ∈ P τότε για κάθε y ≥ x έχουµε ότι y ∈ P,
πρέπει να ισχύει ότι ai ≥ 0 για κάθε γραµµή ai του A. Επιπλέον, αφού P ⊆ Rn

+ µπορούµε να
ϑεωρήσουµε όλα τα bi > 0, έτσι ώστε µε κανονικοποίηση προκύπτει το Ϲητούµενο. Q.E.D.

1Το x ∈ P είναι εσωτερικό σηµείο του P αν aix < bi για όλες τις ανισότητες [ai bi ] του [A b]
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+
y
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C

B(P )

P = conv.hull{u1, u2, u3} + cone{y1, y2}

B(P ) = {x ∈ R2
+ | u′

ix ≥ 1, 1 ≤ i ≤ 3, y′jx ≥ 0, 1 ≤ j ≤ 2}

y1 = (1, 0), y2 = (2, 1)

B(B(P ))

B(B(P )) =
{
x ∈ R2

+ | x+ y ≥ 2, x ≥ 1
2 , y ≥ 1

2

}

Σχήµα 2.9: Το πολύεδρο παρεµπόδισης του πολυέδρου του Σχήµατος 2.3.

Ορισµός 2.62. Για κάθε πολύεδρο, P, ορίζουµε το πολύεδρο παρεµπόδισής του, B(P), ως

B(P) = {z ∈ Rn
+ | z′x ≥ 1, ∀x ∈ P}(2.11)

Αν P = conv.hull{x1, ..., xm}+ cone{y1, ..., yt} τότε

B(P) = {z ∈ Rn
+ | x′iz ≥ 1, y′jz ≥ 0, ∀ 1 ≤ i ≤ m, ∀ 1 ≤ j ≤ t}

Για να ελέγξουµε ότι αυτό ισχύει παρατηρούµε ότι

{z ∈ Rn
+ | x′iz ≥ 1, y′jz ≥ 0, ∀ 1 ≤ i ≤ m, ∀ 1 ≤ j ≤ t} ⊆ {z ∈ Rn

+ | z′x ≥ 1, ∀x ∈ P}

και ότι αν η αντίστροφη ανισότητα δεν ισχύει τότε υπάρχει ένα z τέτοιο ώστε y′jz < 0 για κάποιο j
ή x′iz < 1 για κάποιο i· όµως, z′x ≥ 1 για κάθε x ∈ P. Τότε στην πρώτη περίπτωση µπορούµε
να διαλέξουµε ένα αρκετά µεγάλο συντελεστή µj για το yj µπορούµε να ϐρούµε ένα x0 τέτοιο ώστε
x0 ∈ P και z′x0 < 1· στην δεύτερη περίπτωση έχουµε ότι x′iz < 1, που είναι αντίφαση.

Στο Σχήµα 2.9 έχουµε Ϲωγραφίσει ένα πολύεδρο, P, το πολύεδρο παρεµπόδισής του , B(P) και το
B(B(P)). Αφού ο χαρακτηριστικός κώνος ενός πολυέδρου τύπου παρεµπόδισης είναι ο Rn

+ έπεται ότι
κάθε πολύεδρο τύπου παρεµπόδισης είναι σηµειακό. Για την απόδειξη του παρακάτω ϑεωρήµατος ο
αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί το [Sch98].
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Θεώρηµα 2.63 (Fulkerson). ΄Εστω P ⊆ Rn
+ ένα πολύεδρο τύπου παρεµπόδισης, τότε

(ι) το B(P) είναι επίσης τύπου παρεµπόδισης·

(ιι) B(B(P)) = P·

(ιιι) x ∈ P ανν x ≥ 0 και ∀ z ∈ B(P) : z′x ≥ 1·

(ι) P = {c1, ..., cm}↑ ανν B(P) = {z ∈ Rn
+ | z′ci ≥ 1, 1 ≤ i ≤ m}.

Για κάθε πολύεδρο P, τύπου παρεµπόδισης, το Ϲευγάρι P, R = B(P), ϑα καλείται Ϲεύγος πολυ-
έδρων παρεµπόδισης.

Πόρισµα 2.64.

{c1, .., cm}↑ = {x ∈ Rn
+ | d′jx ≥ 1, 1 ≤ j ≤ t}(2.12)

ανν {d1, .., dt}↑ = {x ∈ Rn
+ | c′ix ≥ 1, 1 ≤ i ≤ m}(2.13)

Απόδειξη. (2.12) ⇐⇒ {c1, .., cm}↑ = B({d1, .., dt}↑ =⇒ {d1, ..., dt}↑ =
= B(B({d1, ..., dt}↑)) = B({c1, ..., cm}↑)⇐⇒ (2.13) Q.E.D.

Πόρισµα 2.65.

∀w ∈ Rn
+ : min{w′c1, ..., w′cm} = max{y′1 | y ≥ 0, y′D ≤ w}(2.14)

ανν ∀w ∈ Rn
+ : min{w′d1, ..., w′dt} = max{y′1 | y ≥ 0, y′C ≤ w}(2.15)

για ένα πίνακα C που έχει γραµµές c′1, ..., c′m ≥ 0, ένα πίνακα D που έχει γραµµές d′1, ..., d′t ≥ 0 και
1 ένα διάνυσµα µε όλες τις συντεταγµένες 1.

Απόδειξη. Από την Ισχυρή ∆υϊκότητα έχουµε ότι

max{y′1 | y ≥ 0, y′D ≤ w} = min{w′v | v ≥ 0, Dv ≥ 1}.

΄Αρα,

(2.14) ⇐⇒ min{w′c1, ..., w′cm} = min{w′v | v ≥ 0, Dv ≥ 1}, ∀w ∈ Rn
+.(2.16)

Αλλά, αυτή η ισότητα είναι ισοδύναµη µε την (2.12). Για να δειχθεί αυτό, παρατηρούµε ότι αν η
δεξιά πλευρά της (2.16) ισχύει και

{c1, .., cm}↑ 6= {x ∈ Rn
+ | d′jx ≥ 1, 1 ≤ j ≤ t},

τηεν ιφ x0 ∈ {c1, .., cm}↑\{x ∈ Rn
+ | d′jx ≥ 1, 1 ≤ j ≤ t}, υπάρχει di : d′ix0 < 1, έτσι ώστε,

1 > d′ix0

= d′i

(
m

∑
i=1

λici +
n

∑
i=1

µiei

)
, όπου

m

∑
i=1

λi = 1 και ei είναι το διάνυσµα µε παντού µηδενικά

εκτός από την i−οστή συντεταγµένη που είναι 1

≥ d′i
m

∑
i=1

λici

≥
m

∑
i=1

λi min{d′ic1, ..., d′icm}

= min{d′ic1, ..., d′icm}
= min{d′iz | z ≥ 0, Dz ≥ 1}
≥ 1 , που είναι αντίφαση.
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2.4. Η ∆οµή των Πολυέδρων

Αντίστροφα αν x0 ∈ {x ∈ Rn
+ | d′jx ≥ 1, 1 ≤ j ≤ t}\{c1, .., cm}↑ υπάρχει µία συντεταγµένη x0(i)

του x0 που είναι µικρότερη από όλες τις αντίστοιχες συντεταγµένες cj(i), ∀ 1 ≤ j ≤ m. Τότε

min{eiz | z ≥ 0, Dz ≥ 1} ≤ eix0

= x0(i)
< min{eic1, ..., eicm}
= min{eiz | z ≥ 0, Dz ≥ 1} , που είναι αντίφαση.

Τώρα, αν ισχύει η (2.12), τότε έστω w ∈ Rn
+,

min{w′c1, ..., w′cm} ≥ min{w′z | z ∈ {c1, ..., cm}↑}
= min{w′z | z ≥ 0, Dz ≥ 1}

΄Οµως, min{w′z | z ∈ {c1, ..., cm}↑} = w′z0

= w′
(

m

∑
i=1

λici +
n

∑
i=1

µiei

)

≥ w′
m

∑
i=1

λici

≥ min{w′c1, ..., w′cm}.
Οµοίως, (2.15)⇐⇒ (2.13) έτσι ώστε ((2.12)⇔ (2.13)) =⇒ ((2.14)⇔ (2.15)) Q.E.D.

Σε αυτό το σηµείο τονίζουµε το γεγονός ότι λόγω συνέχειας µπορούµε να περιορίσουµε το w στην
(2.14) και στην (2.15) στους ϱητούς (και εποµένως στους ακεραίους) δίχως να αλλάξουµε τις συν-
ϑήκες. ΄Αρα, στην πράξη, µπορούµε να αποδείξουµε µία από αυτές τις συνθήκες µε επαγωγή και να
συνεπάγουµε τη δυϊκή της συνθήκη. Υπάρχουν διάφορες εφαρµογές αυτής της δυϊκότητας, π.χ. το
Max-Flow - Min-Cut ϑεώρηµα µπορεί να προκύψει έτσι [Sch98].

Η περίπτωση των πολυέδρων άντι-παρεµπόδισης είναι εντελώς ανάλογη και µπορεί να προκύψει
κύρίως µε αντιστροφή σηµείων. Οφείλεται και αυτή στον Fulkerson.

Ορισµός 2.66. ΄Ενα πολύεδρο, P, ϑα καλείται τύπου άντι-παρεµπόδισης αν ∅ 6= P ⊆ Rn
+ και

x ∈ P⇒ (0 ≤ y ≤ x → y ∈ P).

Πρόταση 2.67. Το P είναι τύπου άντι-παρεµπόδισης ανν P 6= ∅ και υπάρχουν c1, ..., cm ∈ Rn
+

και M ⊆ {1, ..., n} ώστε

P = {c1, ..., cm}↓M := Rn
+ ∩ (conv.hull{c1, ..., cm}+ {ξ ∈ Rn | ξi ≤ 0 για i 6∈ M})(2.17)

Απόδειξη. Αν το P ορίζεται από την (2.17) τότε 0 ≤ y ≤ x ∈ P συνεπάγεται ότι y = x− ξ για κάποιο
ξ ≥ 0 έτσι ώστε y ∈ P. Τώρα, αν το P είναι τύπου άντι-παρεµπόδισης , είναι υποσύνολο του Rn

+
και γράφεται P = conv.hull{x1, ..., xm}+ cone{y1, ..., yt} οπότε πρέπει να ισχύει ότι κάποια από τα
yi ∈ Rn\{x ∈ Rn | x > 0} που συνεπάγεται την (2.17). Q.E.D.

Ισοδύναµα το P είναι τύπου άντι-παρεµπόδισης ανν υπάρχουν d1, ..., dt ∈ Rn
+ και L ⊆ {1, ..., n}

τέτοια ώστε

P = {x ∈ Rn
+ | d′jx ≤ 1, 1 ≤ j ≤ t, xi = 0, ∀ i ∈ L}(2.18)

Για κάθε πολύεδρο P ⊆ Rn ορίζουµε το πολύεδρο άντι-παρεµπόδισής του A(P) ως:

A(P) = {z ∈ Rn
+ | z′x ≤ 1, ∀ x ∈ P}(2.19)

Είναι προφανές ότι το πολύεδρο άντι-παρεµπόδισης ενός πολυέδρου που περιέχει την αρχή των
αξόνων είναι το πολικό του περιορισµένο στο Rn

+.
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+
y
=

0
2
x
+
y
=

1

x+
2y =

4

x+
2y =

0

x−
2y

=
4

x−
2y

=
0

P

y1

y2

y3

y4O

y5

y6

P = conv.hull{y1, y2}+ cone{(−2, 1), (−2,−1)}
y1 = (2, 1), y2 = (2,−1), y3 =

`

1
4
, 1
2

´

, y4 =
`

1
2
, 0

´

, y5 = (0, 2), y6 = (2, 0)

A(P ) = {(x, y)′ ∈ R2
+ | 2x+ y ≤ 1, 2x− y ≤ 1, −2x+ y ≤ 0, −2x− y ≤ 0} = conv.hull{O, y3, y4}

A(A(P )) = {(x, y)′ ∈ R2
+ | x+ 2y ≤ 4, x ≤ 2} = conv.hull{O, y6, y1, y5}

Σχήµα 2.10: ΄Ενα πολύεδρο, P, το πολύεδρο άντι-παρεµπόδισής του, A(P) και το A(A(P)).
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2.5. Παρατηρήσεις στο Κεφάλαιο 2

Θεώρηµα 2.68 (Fulkerson). ΄Εστω P ⊆ Rn
+ ένα πολύεδρο τύπου άντι-παρεµπόδισης. Τότε

(ι) το A(P) είναι τύπου άντι-παρεµπόδισης·

(ιι) A(A(P)) = P·

(ιιι) x ∈ P⇐⇒ x ≥ 0 ανδ ∀z ∈ A(P) : z′x ≤ 1·

(ι) P = {c1, ..., cm}↓M ανν

A(P) = {z ∈ Rn
+ | z′cj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ m, zi = 0, ∀ i ∈ M}

Αν το P είναι τύπου άντι-παρεµπόδισης τότε το Ϲευγάρι P, A(P), καλείται Ϲεύγος πολυέδρων άντι-
παρεµπόδισης. Στο Σχήµα 2.10 έχουµε Ϲωγραφίσει ένα πολύεδρο, P, το πολύεδρο άντι-
παρεµπόδισής του, A(P), καθώς και το A(A(P)). Παρατηρούµε ότι αφού το P δεν είναι τύπου πα-
ϱεµπόδισης, δεν είναι ούτε και το A(P), παρ΄ όλα αυτά το A(A(P)) είναι τύπου άντι-παρεµπόδισης.
Χρησιµοποιώντας επιχειρήµατα παρόµοια µε αυτά για τα πολύεδρα τύπου παρεµπόδισης µπορούµε
να συνεπάγουµε ένα δυϊκό Ϲευγάρι min-max σχέσεων οι οποίες έχουν εφαρµογές στην συνδυαστική:

∀ w ∈ Rn
+ : max{w′c1, ..., w′cm} = min{y′1 | y ≥ 0, y′D ≥ w}

ιφφ ∀ w ∈ Rn
+ : max{w′d1, ..., w′dt} = min{y′1 | y ≥ 0, y′C ≥ w}

2.5 Παρατηρήσεις στο Κεφάλαιο 2

Είναι ευρέως γνωστό ότι το πρόβληµα του Γραµµικού Προγραµµατισµού έχει λυθεί ικανοποιητικά.
Ο αλγόριθµος Simplex, αν και εκθετικού χρόνου στη χειρότερη περίπτωση, συµπεριφέρεται πολύ
καλά στην πράξη. Επιπλέον υπάρχουν και άλλοι, πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµοι.

Από το Πόρισµα 2.54 προκύπτει ότι η ϐέλτιστη λύση ενός προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµα-
τισµού ϐρίσκεται σε ένα ακραίο σηµείο του αντίστοιχου πολυέδρου (αν αυτό έχει ακραία σηµεία· αν
δεν έχει µπορούµε να µετασχηµατίσουµε το πρόβληµα ώστε το πολύεδρο να έχει ακραία σηµεία). Σε
αυτό το πνεύµα, ο αλγόριθµος Simplex (που οφείλεται στον Dantzig) ξεκινά από ένα ακραίο σηµείο
και διαδοχικά µετακινείται σε ακραία σηµεία µεγαλύτερου ϐάρους, εώς ότου ϕτάσει σε ένα ακραίο
σηµείο µε ϐέλτιστο ϐάρος. Αυτή η διαδικασία καλείται pivoting.

Η Μέθοδος του Ελλειψοειδούς είναι ένας πολυωνυµικός αλγόριθµος που ελέγχει αν µία λύση είναι
εφικτή για το πρόβληµα του Γραµµικού Προγραµµατισµού. Εν συντοµία, ξεκινάµε µε ένα ελλειψοει-
δές το οποίο γνωρίζουµε ότι περιέχει όλες τις εφικτές λύσεις· σε κάθε επανάληψη k, ελέγχουµε αν το
κέντρο xk είναι εφικτή λύση· αν δεν είναι επιλέγουµε ένα υπερεπίπεδο που περιέχει το xk και στην
µία πλευρά του οποίου ϐρίσκονται όλες οι εφικτές λύσεις· έπειτα παίρνουµε το µικρότερο ελλειψοει-
δές που περιέχει το µισό-ελλειψοειδές που έχει προκύψει από την επιλογή του υπερεπιπέδου και
που όλες οι λύσεις ϐρίσκονται σ΄ αυτό. Η Μέθοδος του Ελλειψοειδούς αναπτύχθηκε από τους Iudin,
Nemirovskii και Shor για µη γραµµική ϐελτιστοποίηση, όµως, ο Khachiyan την τροποποιησε για
να κατασκευάσει ένα πολυωνυµικό αλγόριθµο για το πρόβληµα του Γραµµικού Προγραµµατισµο-
ύ. Φυσικά αυτή η µέθοδος χρησιµοποιείται µόνο για ϕραγµένα και πλήρους διάστασης πολύεδρα
και µπορεί να αποφασίσει αν ένα δοσµένο σύνολο από ανισότητες παράγει το κενό σύνολο ή ένα
σύνολο από εφικτές λύσεις. Αυτή είναι και η ιδιότητα που χρησιµοποίησε ο Khachiyan για να λύσει
το πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού, µειώνοντας διαδοχικά το πλήθος των ανισοτήτων του
εκάστοτε προβλήµατος.

Επιπρόσθετα, ένα πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού µπορεί, υπό προϋποθέσεις, να λυθεί
σε πολυωνυµικό χρόνο ακόµα και αν η ελαχιστοτική αναπαράσταση του προβλήµατος είναι εκθετικά
µεγάλη. Αυτό γίνεται όταν έχουµε έναν αλγόριθµο ο οποίος, δοσµένου ενός διανύσµατος x, απο-
ϕασίζει αν το x ∈ P και αν όχι, επιστρέφει ένα υπερεπίπεδο διαχωρισµού, δηλαδή ένα διάνυσµα
a τέτοιο που ax > max{ay : y ∈ P}. Αυτή η µέθοδος είναι γνωστή ως Μέθοδος διαχωρισµού και
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οφείλεται στους Grötschel, Lovász και Schrĳver και ανεξάρτητα στους Karp και Papadimitriou και
στους Padberg και Rao.

Οδηγοί γι΄ αυτό το κεφάλαιο ήταν , κυρίως τα ϐιβλία [KV08,NW99,Sch98,Sch03].
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Κεφάλαιο 3

Ακέραιος Γραµµικός
Προγραµµατισµός

Το πρόβληµα του Ακέραιου Γραµµικού Προγραµµατισµού (ή ILP πρόβληµα, εν συντοµία) τυπικά
είναι το :

zILP = max{c′x | x ∈ Zn
+, Ax ≤ b}(3.1)

όπου A είναι m× n ϱητός πίνακας, b είναι m× 1 ϱητό διάνυσµα και c είναι n× 1 ϱητό διάνυσµα.
Σε αντίθεση µε τον Γραµµικό Προγραµµατισµό, πρέπει να περιορίσουµε τα A, b, και c στους ϱητούς
αλλιώς το ϐέλτιστο µπορεί να µην υπάρχει. Αυτό αποδεικνύεται µε το εξής αντιπαράδειγµα:
Παρατηρούµε ότι sup{x−

√
2

n | x, n ∈ Z+, x−
√

2
n ≤ 1} = 1 αλλά δεν υπάρχουν x, n ∈ Z+ που να

επιτυγχάνουν το µέγιστο.

Ορισµός 3.1. Η LP-χαλάρωση της (3.1) είναι η (2.2).

Είναι σαφές ότι η LP-χαλάρωση του zILP δίνει ένα άνω ϕράγµα για το zILP.

3.1 Ακέραια πολύεδρα

Ορισµός 3.2. Για κάθε πολύεδρο, P, ορίζουµε το ακέραιο κύτος του, PI , ως το κυρτό κύτος των
ακεραίων διανυσµάτων στο P (µία γραφική αναπαράσταση ϕαίνεται στο Σχήµα 3.1).

΄Ετσι, η σχέση (3.1) είναι ισοδύναµη µε την σχέση:

zILP = max{c′x | x ∈ PI},(3.2)

όπου, P = {x ∈ Rn
+ | Ax ≤ b}. ∆είχνουµε τώρα ένα αποτέλεσµα του Meyer:

P PI

Σχήµα 3.1: ΄Ενα πολύεδρο, P, και το κυρτό του κύτος, PI .
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Θεώρηµα 3.3 (Meyer). Για κάθε ϱητό πολύεδρο, P, το σύνολο PI είναι ϱητό πολύεδρο. Αν το PI
είναι µη κενό, τότε char.cone(PI) =char.cone(P).

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούµε ότι για κάθε ϱητό πολυεδρικό κώνο, C, έχουµεότι , CI = C. Αυτό
ισχύει, δεδοµένου ότι ο C παράγεται από πεπερασµένα το πλήθος ϱητά διανύσµατα και παράγεται
επίσης από τα ακέραια διανύσµατα που προκύπτουν από τον πολ/µο των ϱητών διανυσµάτων µε ένα
κατάλληλο n ∈ N. Παρατηρούµε ακόµα ότι αν το P είναι ϕραγµένο, τότε κατά τετριµµένο τρόπο
το PI ειναι πολύεδρο· υπάρχουν πεπερασµένα το πλήθος ακέραια διανύσµατα στο P ώστε το κυρτό
τους κύτος είναι πάλι πολύτοπο. Τώρα, έστω P = Q + C όπως στο Θεώρηµα 2.11 και έστω ότι ο C
παράγεται από το σύνολο {y1, .., yt}, ακεραίων διανυσµάτων. Αν

B =

{
t

∑
i=1

λiyi | 0 ≤ λi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ t

}
,

τότε ϑα δείξουµε ότι PI = (Q+ B)I +C που σηµαίνει ότι αν PI 6= ∅ τότε ο C είναι ο χαρακτηριστικός
του κώνος και ότι το PI είναι ένα ϱητό πολύεδρο αφού το Q + B είναι πολύτοπο. ΄Εστω p ∈ P ένα

ακέραιο διάνυσµα. Τότε p = q+ c1, µε q ∈ Q, c1 ∈ C. Επιπλέον, αν c1 =
t

∑
i=1

λiyi και c =
t

∑
i=1
bλicyi ,

b = c1 − c τότε c1 = c + b, µε b ∈ B και c ακέραιο διάνυσµα στο C. ΄Αρα, p = (q + b) + c, µε
q + b = p− c ακέραιο. Αυτό συνεπάγεται ότι PI ⊆ (Q + B)I + C. Για τον αντίστροφο εγκλεισµό
παρατηρούµε ότι

(Q + B)I + C ⊆ PI + C , σινςε Q + B ⊆ P
= PI + CI

⊆ (P + C)I , σινςε ανψ p ∈ PI + CI ις αν ιντεγραλ εςτορ ιν P + C
= PI . Q.E.D.

Το γενικό ILP πρόβληµα δεν µπορεί να λυθεί ικανοποιητικά, δηλαδή, είναι NP-πλήρες, έτσι ώστε
το γεγονός ότι µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικό πρόβληµα:

zILP = max{x | x ∈ Q}

όπου το Q είναι πολύεδρο, µπορεί µόνο να σηµαίνει πως, γενικά, είναι δύσκολο να παράγουµε αυτήν
την έκφραση για το zILP.

Ορισµός 3.4. Κάθε πολύεδρο P, τέτοιο που P = PI , καλείται ακέραιο πολύεδρο

Λήµµα 3.5. ΄Εστω A ένας ϱητός πίνακας και b ϱητό διάνυσµα. Τότε το Ax = b έχει ακέραια λύση
ανν το y′b είναι ακέραιος για κάθε ϱητό διάνυσµα y τέτοιο που το διάνυσµα y′A είναι ακέραιο.

Απόδειξη. Η απόδειξη µπορί να ϐρεθεί στο [Sch98], σελ. 46, ή στο [KV08], σελ. 106. Q.E.D.

∆ίνουµε µερικούς χρήσιµους χαρακτηρισµούς για τα ακέραια πολύεδρα:

Πρόταση 3.6. ΄Εστω P ϱητό πολύεδρο· τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) το P είναι ακέραιο·

(ϐ) κάθε πρόσοψη του P περιέχει ακέραια διανύσµατα·

(γ) κάθε ελαχιστοτική πρόσοψη του P περιέχει ακέραια διανύσµατα·

(δ) κάθε υπερεπίπεδο υποστήριξης του P περιέχει ακέραια διανύσµατα·

(ε) κάθε ϱητό υπερεπίπεδο υποστήριξης του P περιέχει ακέραια διανύσµατα·
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3.1. Ακέραια πολύεδρα

(Ϲ) το max{c′x | x ∈ P} επιτυγχάνεται από ακέραιο διάνυσµα, για κάθε c για το οποίο το maximum
είναι πεπερασµένο·

(η) το max{c′x | x ∈ P} είναι ακέραιος για κάθε ακέραιο διάνυσµα c για το οποίο το maximum
είναι πεπερασµένο.

Απόδειξη.

((α)→(ϐ)) ΄Εστω F πρόσοψη ελαχίστης διάστασης η οποία δεν περιέχει ακέραιο σηµείο. Αν dim(F) > 0,
τότε κάθε πρόσοψη της F περιέχει ακέραιο σηµείο, που σηµαίνει ότι η F περιέχει ακέραιο
σηµείο, άτοπο. ΄Αρα dim(F) = 0. ΄Οµως αφού P = PI = το κυρτό κύτος των ακεραίων σηµείων
στο P, έπεται ότι κάθε ακραίο σηµείο στο P είναι ακέραιο σηµείο, που πάλι είναι αντίφαση.

((ϐ)→(γ)) Αυτή η συνεπαγωγή είναι προφανής.

((γ)→(Ϲ)) Αυτή η συνεπαγωγή έπεται από το Πόρισµα 2.54.

((Ϲ)→(α)) Σαφώς, αν ισχύει το (Ϲ), τότε από το Πόρισµα 2.54, ισχύει το (γ), άρα, από την (2.8) και το
γεγονός ότι char.cone(P)=char.cone(PI)έχουµε πως το P είναι ακέραιο.

((ϐ)→(δ)) Αυτό είναι προφανές από τον ορισµό µίας πρόσοψης του P.

((δ)→(ε)) Επίσης τετριµµένο.

((ε)→(γ)) ΄Εστω P = {x | Ax ≤ b}, όπου, αφού τα A και b έχουν υποτεθεί ϱητά, µπορούµε να υπο-
ϑέσουµε ότι είναι ακέραια. ΄Εστω F = {x | A∗x ≤ b∗} µία ελαχιστοτική πρόσοψη του P. Αν
η F δεν περιέχει ακέραιο διάνυσµα, από το Λήµµα 3.5, υπάρχει ϱητό διάνυσµα y τέτοιο ώστε
το c = y′A∗ είναι ακέραιο αλλά το δ = y′b∗ δεν είναι ακέραιο. Προσθέτοντας ακεραίους στα
στοιχεία του y δεν αλλοιώνει αυτήν την ιδιότητα (αφού τα A∗, b∗, είναι ακέραια), άρα, µπορο-
ύµε να υποθέσουµε ότι y > 0. Τώρα, το ϱητό υπερεπίπεδο H = {x | c′x = δ} δεν περιέχει
ακέραιο διάνυσµα. Επίσης, κατά τετριµµένο τρόπο έχουµε ότι H ∩ P ⊇ F. Για τον αντίστροφο
εγκλεισµό, παρατηρούµε ότι αν x ∈ H ∩ P, τότε y′A∗x = c′xδ = y′b∗ ⇒ y′(A∗x− b∗) = 0.
Αφού y > 0 και A∗x ≤ b∗ έχουµε ότι A∗x = b∗ ώστε x ∈ F.

((γ)→(ϐ)) Αυτό είναι τετριµµένο.

((Ϲ)→(η)) Επίσης τεετριµµένο.

((η)→(ε)) ΄Εστω H = {x | c′x = δ} ένα ϱητό υπερεπίπεδο υποστήριξης του P, ώστε max{c′x | x ∈ P} = δ.
Ας υποθέσουµε ότι το H δεν περιέχει ακέραια διανύσµατα. Τότε από το Λήµµα 3.5 υπάρχει
ένας αριθµός γ τέτοιος που το γc είναι ακέραιο αλλά το γδ δεν είναι ακέραιο. Τότε

max{(|γ|c′)x | x ∈ P} = |γ|max{c′x | x ∈ P} = |γ|δ 6∈ Z,

άτοπο. Q.E.D.

Μπορεί να δειχθεί ότι χρησιµοποιώντας την µέθοδο του Khachiyan, ένα ILP πρόβληµα που σχε-
τίζεται µε ένα ακέραιο πολύεδρο λύνεται σε πολυωνυµικό χρόνο. Οπότε :

Θεώρηµα 3.7. Υπάρχει πολυωνυµικός αλγόριθµος που, δοθέντος ενός ακεραίου πολυέδρου, P =
PI , και ενός ακεραίου διανύσµατος c, υπολογίζει τη ϐέλτιστη λύση για το ILP πρόβληµα max{c′x | x ∈
P ∩Zn

+}.

Σε αντίθεση µε το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να δειχθεί ότι :
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Θεώρηµα 3.8. Το πρόβληµα (3.1) είναι NP-πλήρες.

Αυτό σηµαίνει ότι είναι από τα πιο δύσκολα προβλήµατα στην κλάση NP των πολυωνυµικά αλλά
µη ντετερµινιστικά επιλύσιµων προβληµάτων. Εικάζεται ευρέως, ότι τα NP-πλήρη προβλήµατα δεν
µπορούν να λυθούν, ντετερµινιστικά, σε πολυωνυµικό χρόνο, παρόλο που δεν έχει αποδειχθεί κάτι
τέτοιο ακόµα.

Απόδειξη. Για άµεση απόδειξη ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί το [Sch98]· για απόδειξη µέσω
αναγωγής από το Τρισδιάστατο-Ταίριασµα (3-Dimensional-Matching), µπορεί κανείς να συµβουλευ-
τεί το ϐιβλίο των Dasgupta et al. [DPV06]. Q.E.D.

3.2 Πλήρης Μονοµετρικότητα

Γενικά, το να αποδείξει κανείς την ακεραιότητα ενός πολυέδρου και συνεπώς, της πολυωνυµικής
επιλυσιµότητας, είναι δύσκολο. ΄Ετσι, έχουν αναπτυχθεί διάφορες ικανές συνθήκες για την ακε-
ϱαιότητα πολυέδρων που καταδεικνύουν πως αν τα A και b ικανοποιούν κάποιες ιδιότητες τότε το
πολύεδρο {x | Ax ≤ b} είναι ακέραιο. Μία από αυτές τις συνθήκες είναι η πλήρης µονοµετρικότητα
(total unimodularity). Αρχικά ας δούµε την επόµενη πρόταση:

Πρόταση 3.9. ΄Εστω A ένας ακέραιος, τετραγωνικός µη ιδιάζων πίνακας. Τότε ο A−1b είναι
ακέραιος για όλα τα ακέραια διανύσµατα b ανν det(A) = ±1.

Απόδειξη. Αν det(A) = ±1 τότε σαφώς, ο adj(A) είναι ακέραιος (αφού ο A είναι ακέραιος), έτσι
ώστε ο A−1 είναι ακέραιος και για όλα τα ακέραια b,το A−1b είναι ακέραιο. Αντίστροφα υποθέτουµε
ότι το A−1b είναι ακέραιο για κάθε ακέραιο διάνυσµα b. Τότε για κάθε

ei =




0
...
0
1
0
...
0




← i− οστή ϑέση ,

έχουµε πως A−1ei είναι ακέραιο που σηµαίνει ότι ο A−1 είναι ακέραιος. Εποµένως, και τα δύο
det(A), det(A−1) είναι ακέραιοι και det(A) · det(A−1) = det(A · A−1) = det(I) = 1, ώστε
det(A) = ±1. Q.E.D.

Ορισµός 3.10. ΄Εστω πίνακας A τέτοιος που ϱανκ(A) = m. Τότε κάθε συλλογή από m γραµµικά
ανεξάρτητες στήλες του A ϑα καλείται ϐάση του A.

Ορισµός 3.11. ΄Ενας πίνακας A ϑα καλείται πλήροθς ϐαθµού γραµµών (full row rank), αν όλες
οι γραµµές του είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Ορισµός 3.12. ΄Ενας πίνακας A πλήρους ϐαθµού γραµµών, ϑα καλείται µονοµετρικός (unimod-
ular) αν είναι ακέραιος και κάθε ϐάση του έχει ορίζουσα 1 ή −1.

Μετά από αυτούς τους ορισµούς µπορούµε να επαναδιατυπώσουµε την Πρόταση 3.9 ως εξής :

Πρόταση 3.13. ΄Εστω A τετραγωνικός πίνακας. Τότε ο A είναι µονοµετρικός ανν ο A είναι
ακέραιος και το A−1b είναι ακέραιο για κάθε ακέραιο διάνυσµα b.
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Θεώρηµα 3.14 (Veinott και Dantzig). ΄Εστω A ένας m× n, ακέραιος, πίνακας πλήρους ϐαθµού
γραµµών. Τότε το πολύεδρο P = {x ∈ Rn

+ | Ax = b} είναι ακέραιο για κάθε b ∈ Zm
ανν ο A είναι

µονοµετρικός.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι ο A είναι µονοµετρικός. Από την Πρόταση 2.34, το P είναι σηµειακό.
΄Εστω b ∈ Zm και έστω x̄ ένα ακραίο σηµείο του P. Τότε n γραµµικά ανεξάρτητες ανισότητες από τις




A
−A
−I


 x ≤




b
−b

0


 ,

ικανοποιούνται από το x̄ µε ισότητα. Αυτό σηµαίνει ότι ο n × n υποπίνακας του




A
−A
−I


, που

αποτελείται από τις n ανισότητες έχει ϐαθµό n και άρα, τα µη µηδενικά στοιχεία του x̄ αντιστοιχούν
σε γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του A. Επεκτείνουµε αυτές τις στήλες σε µία ϐάση B του A και
µπορούµε να υποθέουµε ότι A = [B N]. Τότε προκύπτει ότι




B N
−B −N
−I 0

0 −I



[

x̄B
x̄N

]
≤




b
−b

0
0




όπου x̄N = 0, και επίσης, κάποια από τα στοιχεία του x̄B µπορεί να είναι ίσα µε 0. ΄Οµως, x̄B = B−1b
και οι µη µηδενικές συντεταγµένες του x̄ περιέχονται στο ακέραιο διάνυσµα B−1b. Οπότε, το x̄ είναι
ακέραιο και από την Πρόταση 3.6, και το P είναι ακέραιο.

Αντίστροφα, έστω P ακέραιο για κάθε b ∈ Zm. ΄Εστω B µία ϐάση του A. Από την Πρόταση
3.13 και τον Ορισµό 3.12 αρκεί να δείξουµε ότι το B−1v είναι ακέραιο για όλα τα v ∈ Zm. ΄Εστω
y ∈ Zm : y + B−1v ≥ 0 και έστω b = B(y + B−1v). Προφανώς το b είναι ακέραιο και επεκτείνοντας
το y + B−1v σε ένα διάνυσµα z του Rn

+, προσθέτοντας µηδενικά έχουµε ότι Az = b (αφού µπορούµε
να υποθέσουµε ότι A = [B N]). Τότε το z ικανοποιεί n περιορισµούς του P µε ισότητα και είναι
συνεπώς ένα ακραίο σηµείο του P. ΄Αρα το z είναι ακέραιο και το ίδιο και το B−1v. Q.E.D.

Προχωρώντας στην κλάση των πλήρως µονοµετρικών πινάκων ή TU πινάκων, έχουµε:

Ορισµός 3.15. ΄Ενας πίνακας, A, είναι TU πίνακας αν κάθε υποορίζουσα του A είναι 0, 1, ή −1.
Τότε, κάθε στοιχείο του πίνακα A είναι 0, 1, ή −1, αφού µετράµε την απόλυτη τιµή κάθε στοιχείου
του A, |aij|, ως υποορίζουσα.

Το κύριο αποτέλεσµα αυτής της ενότητας είναι ένας χαρακτηρισµός των TU πινάκων από τους
Hoffman και Kruskal:

Θεώρηµα 3.16 (Hoffman-Kruskal Theorem). ΄Εστω A ένας m× n πίνακας. Τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

(α) Το P = {x ∈ Rn
+ | Ax ≤ b} είναι ακέραιο ∀b ∈ Zm·

(ϐ) Ο Α είναι TU.

Πριν δώσουµε την απόδειξη, αποδεικνύουµε ένα απαραίτητο λήµµα.
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Λήµµα 3.17. ΄Ενας m× n πίνακας A είναι TU ανν ο [A I] είναι µονοµετρικός.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο A είναι TU. Σίγουρα ο [A I] είναι πλήρους ϐαθµού γραµµών, και, αν B είναι
µία ϐάση του [A I] τότε είναι µη ιδιάζουσα και αφού όλα τα στοιχεία του [A I] είναι 1, −1, ή 0 πρέπει
να ισχύει ότι |B| = ±1. Αντίστροφα, αν [A I] είναι µονοµετρικός, τότε όλες οι ϐάσεις του [A I] έχουν
ορίζουσα 1 ή −1 που σηµαίνει ότι αν πάρουµε οποιαδήποτε στήλη του A και για οποιοδήποτε µη
µηδενικό στοιχείο αυτής της στήλης πάρουµε τις αντίστοιχες n − 1 στήλες του I έτσι ώστε οι n να
αποτελούν ϐάση, όλες οι είσοδοι του A πρέπει να είναι 1, −1, ή 0. Επιπλέον όλες οι ϐάσεις του A
έχουν ορίζουσα ±1, που σηµαίνει ότι όλες οι υποορίζουσες του A είναι 1, −1, ή 0. Q.E.D.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.16. ΄Εχουµε ότι :

{x ∈ Rn
+ | Ax ≤ b} είναι ακέραιο ∀b ∈ Zm ⇐⇒

{[
x
y

]
∈ Rn+m

+

∣∣∣∣ [A I]
[

x
y

]
= b

}

είναι ακέραιο ∀b ∈ Zm

Θεώρηµα 3.14⇐=====⇒ [A I] είναι µονοµετρικός
Λήµµα 3.17⇐====⇒ A είναι TU.

Q.E.D.

Θεώρηµα 3.18. ΄Εστω A ένας TU πίνακας και b ακέραιο διάνυσµα. Τότε το πολύεδρο P = {x ∈
Rn | Ax ≤ b} είναι ακέραιο.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.6, αρκεί να δειχθεί ότι κάθε ελαχιστοτική πρόσοψη του P περιέχει
ακέραιο διάνυσµα. ΄Εστω F = {x ∈ Rn | A∗x = b∗} µία ελαχιστοτική πρόσοψη του P. Από
το Πόρισµα 2.50 µπορούµε να υποθέσουµε ότι το A∗x = b∗ είναι µεγιστοτικό σύνολο γραµµικά
ανεξάρτητων εξισώσεων. Ακόµα, A∗ είναι ένας υποπίνακας του A έτσι ώστε πρέπει να είναι της
µορφής: [A1∗ A2∗] όπου A1∗ είναι τετραγωνικός πίνακας και det(A1∗) = 1, ή −1. Σε αυτό το πλαίσιο

έχουµε ότι A1∗x1 + A2∗x2 = b∗ ⇒ x1 + (A1∗)−1 A2∗x2 = (A1∗)−1b∗, έτσι ώστε,
[

(A1∗)−1b∗
0

]
∈ F και

είναι ακέραιο. Q.E.D.

Είναι άµεσο από τα Θεωρήµατα 3.7, 3.18, ότι το ILP πρόβληµα που σχετίζεται µε ένα πολύεδρο
όπου ο A είναι TU και το b είναι ακέραιο, µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο.

Πόρισµα 3.19. ΄Εστω A ένας TU πίνακας και b, c, ακέραια διανύσµατα. Αν το

δ = zLP = max{c′x | Ax ≤ b, x ≥ 0},

είναι πεπερασµένο, τότε η Πρόταση 3.6, το γεγονός ότι ο ανάστροφος ενός TU πίνακα είναι TU και η
Ισχυρή ∆υϊκότητα εξασφαλίζουν ότι δ = uLP = min{b′u | A′u ≥ c, u ≥ 0}, και ότι τα zLP και uLP
έχουν ακέραιες ϐέλτιστες λύσεις.

Μία άλλη σηµαντική κλάση πινάκων που σχετίζεται µε τους πλήρως µονοµετρικούς πίνακες είναι
η κλάση των πινάκων δικτύου (network matrices). ΄Ενα ϐασικό αποτέλεσµα του Seymour είναι
ότι όλοι οι TU πίνακες προκύπτουν από τους πίνακες δικτύου, δύο συγκεκριµένους 5× 5 πίνακες
και κάποιες ϐασικές πράξεις. ΄Ετσι, οι πίνακες δικτύου είναι οι δοµικοί λίθοι των TU πινάκων. Σε
αυτό το σηµείο σηµειώνουµε ότι οι πίνακες δικτύου είναι TU και πως µπορούµε να ελέγξουµε σε
πολυωνυµικό χρόνο αν ένας πίνακς είναι δικτύου ή TU, σε πολυωνυµικό χρόνο. Για λεπτοµερή
ανάλυση αυτών των ϑεµάτων ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο [Sch98].
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3.3 Πλήρως ∆υϊκά Ακέραια Συστήµατα

΄Ενα γεγονός που µπορεί να µην έχουµε τονίσει αρκετά είναι πως ένα ϐασικό µοτίβο της πολυε-
δρικής συνδυαστικής είναι η εφαρµογή της δυϊκής ισότητας του Γραµµικού Προγραµµατισµού:

max{c′x | x ≥ 0, Ax ≤ b} = min{b′u | u ≥ 0, A′u ≥ c},(3.3)

σε συνδυαστικά προβλήµατα. Αυτό συνήθως σηµαίνει πως αποδεικνύουµε ότι το {x ∈ Rn
+ | Ax ≤ b}

είναι ακέραιο πολύεδρο του οποίου τα ακραία σηµεία αντιστοιχούν σε κάποια συνδυαστικά αντικε-
ίµενα. ΄Οταν είµαστε επιτυχείς στο στόχο µας, συνήθως παράγουµε ένα min-max ϑεώρηµα για τα
συνδυαστικά αντικείµενα. ΄Ενα παράδειγµα αποτελεί η περίπτωση που ο A είναι TU. Τότε το Πόρισµα
3.19 µας δίνει ένα min-max ϑεώρηµα. Σε αρκετά ϐιβλία συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης το πρωτεύον
ορίζεται ως zLP = max{c′x | Ax ≤ b} και το δυϊκό µε τον ίδιο τρόπο που το έχουµε ορίσει. Η ϑεωρία
που αναπτύσσεται τότε δεν διαφέρει ουσιαστικά σε τίποτα από την ϑεωρία που έχουµε εκθέσει ως
τώρα. Σε αυτό το πνεύµα δίνουµε τον εξής ορισµό:

Ορισµός 3.20. ΄Ενα ϱητό γραµµικό σύστηµα Ax ≤ b ϑα καλείται πλήρως δυϊκά ακέραιο (totally
dual integral) ή TDI εν συντοµία, αν το minimum στην (3.3) (όπου µπορούµε να αφαιρέσουµε την
απαίτηση ότι x ≥ 0) επιτυγχάνεται από ακέραιο διάνυσµα u για κάθε ακέραιο c για το οποίο το
minimum είναι πεπερασµένο.

Χρησιµοποιώντας αυτόν τον ορισµό και το επόµενο ϑεώρηµα µπορούµε να εκµαιεύσουµε πως το
πρωτεύον είναι ακέραιο.

Θεώρηµα 3.21 (Edmonds and Giles). ΄Εστω Ax ≤ b ένα TDI σύστηµα. Αν το b είναι ακέραιο, και
το maximum στην (3.3) είναι πεπερασµένο τότε το maximum επιτυγχάνεται από ακέραιο διάνυσµα.

Απόδειξη. Αφού το b είναι ακέραιο και τα ϐέλτιστα είναι πεπερασµένα στην εξίσωση (3.3), έπεται από
τον ορισµό του TDI συστήµατος πως η ϐέλτιστη τιµή είναι ακέραιος για κάθε ακέραιο διάνυσµα c.
Εποµένως, από Πρόταση 3.6 έχουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα. Q.E.D.

Πόρισµα 3.22. Αν το Ax ≤ b είναι TDI σύστηµα και το b είναι ακέραιο, τότε το πολύεδρο
{x | Ax ≤ b} είναι ακέραιο.

Απόδειξη. Απ΄ ευθείας από το προηγούµενο ϑεώρηµα και την Πρόταση 3.6. Q.E.D.

Πρόταση 3.23. Αν ο A είναι TU τότε το Ax ≤ b είναι TDI για κάθε ϱητό διάνυσµα b.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο A είναι TU. Τότε ο −A′ είναι TU ώστε από το Θεώρηµα 3.16, το πολύεδρο
P = {x ∈ Rm

+ | − A′x ≤ −c} είναι ακέραιο ∀(−c) ∈ Zn. Αλλά αυτό σηµαίνει ότι το σύστηµα
Ax ≤ b είναι TDI για όλα τα ϱητά b. Q.E.D.

Είναι χρήσιµο να τονίσουµε το γεγονός πως το να είναι ένα σύστηµα TDI είναι ιδιότητα του συ-
στήµατος και όχι του πολυέδρου. Για την ακρίβεια, ένα πολύεδρο µπορεί να έχει περισσότερες από
µία αναπαραστάσεις και ενώ κάποια µπορεί να είναι TDI µπορεί κάποια άλλη να µην είναι. Συνήθως,
ένα TDI σύστηµα περιέχει περισσότερους περιορισµούς απ΄ ότι είναι απαραίτητοι για τον προσδιορι-
σµό του εκάστοτε πολυέδρου.

Βάσει του Πορίσµατος 3.22 το να είναι ένα σύστηµα TDI είναι µία ¨καλή ιδιότητα¨ που συνε-
πάγεται πως το αντίστοιχο πολύεδρο είναι ακέραιο (αν το b είναι ακέραιο). Εποµένως είναι λογικό
να περιµένουµε πως, γενικά, είναι δύσκολο να δείξουµε πως ένα σύστηµα είναι TDI. Στην επόµενη
ενότητα δίνουµε ένα χαρακτηρισµό των TDI συστηµάτων.
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3.3.1 Βάσεις Hilbert και Ελαχιστοτικά TDI Συστήµατα

Ορισµός 3.24. ΄Ενα σύνολο διανυσµάτων {a1, ..., ak} ϑα καλείται ϐάση Hilbert αν κάθε ακέραιο
διάνυσµα στον cone{a1, ..., ak}είναι µη αρνητικός ακέραιος γραµµικός συνδυασµός των a1, ..., ak. Αν
όλα τα ai είναι ακέραια τότε αναφερόµαστε στη ϐάση ως ακέραια Hilbert ϐάση.

Θεώρηµα 3.25. Κάθε ϱητός πολυεδρικός κώνος, C, παράγεται από µία ακέραια Hilbert ϐάση.
Αν ο C είναι σηµειακός, τότε υπάρχει µία µοναδική ελαχιστοτική ακέραια Hilbert ϐάση που παράγει
τον C.

Απόδειξη. Ενότητα 16.4 στο [Sch98]. Q.E.D.

Οι ϐάσεις Hilbert χαρακτηρίζουν τα TDI συστήµατα:

Θεώρηµα 3.26. Το ϱητό σύστηµα Ax ≤ b είναι TDI ανν για κάθε πρόσοψη F του πολυέδρου
P = {x | Ax ≤ b}, οι γραµµές του A που είναι ενεργές στην F, δηλαδή, που ικανοποιούνται µε
ισότητα για κάθε x ∈ F, σχηµατίζουν µία Hilbert ϐάση.

Απόδειξη. ΄Εστω Ax ≤ b ένα TDI σύστηµα. ΄Εστω F µία πρόσοψη του P και έστω a1, ..., at οι γραµµές
του A που είναι ενεργές στην F. ΄Εστω επίσης, c ∈ Zn ∩ cone{a1, ..., at}. Τώρα, ας επεξεργαστούµε
την δυϊκή ισότητα

max{c′x | Ax ≤ b} = min{y′b | y ∈ Rm
+, A′y = c}.(3.4)

Είναι σαφές πως το maximum επιτυγχάνεται από όλα τα x ∈ F. Πράγµατι, έστω x0 ∈ F και x1 ∈ P.

Αφού, c =
t

∑
i=1

µiai, όπου ∀i ∈ {1, ..., t} : µi ≥ 0, έχουµε πως

c′x1 =
t

∑
i=1

µiaix1 ≤
t

∑
i=1

µibi =
t

∑
i=1

µiaix0 = c′x0.

Τώρα, το minimum έχει ακέραια ϐέλτιστη λύση έστω την y0. Από την Παρατήρηση 2.26 έχουµε
πως οι συντεταγµένες του y0 που αντιστοιχούν σε γραµµές µη ενεργές στην F είναι 0. ΄Αρα, από την
δεξιά πλευρά της (3.4) και τη προαναφερθείσα ιδιότητα της y0 , έχουµε ότι το c είναι µη αρνητικός
ακέραιος γραµµικός συνδυασµός των a1, ..., at.

Αντίστροφα, έστω c ένα ακέραιο διάνυσµα για το οποίο τα ϐέλτιστα στην (3.4) είναι πεπερασµένα.
΄Εστω F µία ελαχιστοτική πρόσοψη του P τέτοια που κάθε διάνυσµα στην F επιτυγχάνει το maximum
στην (3.4). ΄Εστω a1, ..., at οι γραµµές ενεργές στην F. Τότε το c ανήκει στον cone{a1, ..., at}, από
την Παρατήρηση 2.26. ΄Εχουµε υποθέσει πως τα a1, ..., at σχηµατίζουν µία ϐάση Hilbert, άρα, c =

t

∑
i=1

λiai, όπου ∀i : λi ∈ Z+. Επεκτείνοντας µε µηδενικά το διάνυσµα (λ1, ..., λt)′, κατασκευάζουµε

µία ακέραια ϐέλτιστη λύση, y0, για το minimum στην (3.4). Πράγµατι, είναι προφανές πως A′y0 = c
και επιπλέον y′0b = y′0 Ax = x′A′y = x′c = c′x για κάθε x ∈ F. Q.E.D.

Κατά µία έννοια, κάθε πρόσοψη ενός TDI συστήµατος, είναι πάλι TDI:

Πόρισµα 3.27. ΄Εστω Ax ≤ b, αx ≤ β ένα TDI σύστηµα. Τότε το σύστηµα Ax ≤ b, αx = β είναι
επίσης TDI.

Απόδειξη. Κάθε πρόσοψη του πολυέδρου Q = {x | Ax ≤ b, αx = β} είναι πρόσοψη του πολυέδρουν
P = {x | Ax ≤ b, αx ≤ β}, άρα, από το Θεώρηµα 3.26, οι γραµµές που είναι ενεργές σε κάθε τέτοια
πρόσοψη σχηµατίζουν µία ϐάση Hilbert . Q.E.D.
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3.3. Πλήρως ∆υϊκά Ακέραια Συστήµατα

Για την ακρίβεια, το Θεώρηµα 3.26 ισχύει ακόµα κι αν περιορίσουµε την F, στην διατύπωση του
ϑεωρήµατος, µόνο σε ελαχιστοτικές προσόψεις. Αυτό µας δίνει το ακόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 3.28. Οι γραµµές του ϱητού πίνακα A σχηµατίζουν µία ϐάση Hilbert , ανν, το σύστηµα
Ax ≤ 0 είναι TDI .

Απόδειξη. Θεωρώντας το b = 0 στο Θεώρηµα 3.26, περιορίζόµενοι σε ελαχιστοτικές προσόψεις και
παίρνοντας υπ΄ όψην το Πόρισµα 2.49 (το οποίο εγγυάται ότι όλες οι γραµµές είναι ενεργές σε µία
ελαχιστοτική πρόσοψη), συµπεραίνουµε το Ϲητούµενο. Q.E.D.

Ορισµός 3.29. ΄Ενα TDI σύστηµα, Ax ≤ b, ϑα καλείται ελαχιστοτικό TDI σύστηµα, ή ελαχιστο-
τικά TDI, αν κάθε γνήσιο υποσύστηµά του, που ορίζει το ίδιο πολύεδρο, δεν είναι TDI.

Πρόταση 3.30. Το Ax ≤ b είναι ελαχιστοτικά TDI ανν κάθε περιορισµός, ορίζει ένα υπερεπίπεδο
υποστήριξης του {x | Ax ≤ b} και δεν είναι µη αρνητικός, ακέραιος, γραµµικός συνδυασµός των
άλλων περιορισµών.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας περιορισµός, aix ≤ bi, που δεν ορίζει ένα υπερεπίπεδο
υποστήριξης του P = {x | Ax ≤ b}, και πως το Ax ≤ b είναι ελαχιστοτικά TDI. Σαφώς ο aix ≤ bi
είναι πλεονάζων περιορισµός. Θα δείξουµε πως αφαιρώντας τον περιορισµό aix ≤ bi το σύστη-
µα παραµένει TDI, που είναι άτοπο. Υποθέτουµε πως υπάρχει µία ελαχιστοτική πρόσοψη, F, του
{x | A∗x ≤ b∗} = P = {x | Ax ≤ b} - όπου A∗x ≤ b∗ είναι το ελαττωµένο σύστηµα - τέτοια που
οι γραµµές που είναι ενεργές στην F δεν σχηµατίζουν ϐάση Hilbert. Αυτό πρέπει να σηµαίνει πως ο
aix ≤ bi ήταν ενεργός στην F πριν τον αφαιρέσουµε. ΄Οµως αν δεν ορίζει υπερεπίπεδο υποστήριξης
δεν µπορεί να είναι ενεργός σε καµία πρόσοψη, αφού max{aix | x ∈ P} < bi.

Αν υπάρχει ένας περιορισµός aix ≤ bi που είναι µη αρνητικός, ακέραιος γραµµικός συνδυασµός,
κάποιων άλλων γραµµών του Ax ≤ b, τότε σαφώς, είναι πλεονάζων. ΄Εστω A∗x ≤ b∗ το σύστηµα που
προκύπτει από το Ax ≤ b αν αφαιρέσουµε τον aix ≤ bi. Τότε για κάθε c για το οποίο τα ϐέλτιστα
στην (3.4) είναι πεπερασµένα, έχουµε ότι

min{b′∗y∗ | A′∗y∗ = c, y∗ ≥ 0} = max{c′x | A∗x ≤ b∗}
= max{c′x | Ax ≤ b}
= min{b′y | A′y = c, y ≥ 0}

Τώρα, µπορούµε να µετασχηµατίσουµε κάθε ακέραια ϐέλτιστη λύση του minimum στην δεξιά πλευ-
ϱά της παραπάνω εξίσωσης σε µία ακέραια ϐέλτιστη λύση του minimum στην αριστερή πλευρά της
εξίσωσης. Συνεπώς, το ελαττωµένο σύστηµα παραµένει TDI, που είναι αντίφαση.

Για να δείξουµε το αντίστροφο, υποθέτουµε ότι κάθε ανισότητα:
(α) ορίζει ένα υπερεπίπεδο υποστήριξης του P = {x | Ax ≤ b}·
(ϐ) δεν είναι µη αρνητικός, ακέραιος, γραµµικός συνδυασµός κάποιων άλλων ανισοτήτων·

και πως το Ax ≤ b είναι TDI. Θα δείξουµε ότι αφαιρώντας κάποια ανισότητα, το σύστηµα παύει να
είναι TDI. Υποθέτουµε πως αφαιρούµε την amx ≤ bm και πως P = {x | aix ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m− 1},
όπου ai, 1 ≤ i ≤ m, είναι οι γραµµές του A. ΄Εστω ότι το ελαττωµένο σύστηµα είναι TDI. Αφού
η amx ≤ bm ορίζει ένα υπερεπίπεδο υποστήριξης του P, υπάρχει µία ελαχιστοτική πρόσοψη του P
τέτοια ώστε για κάθε x ∈ F : amx = bm = max{amx | x ∈ P}. ΄Εστω {ak, k ∈ I ⊆ {1, ..., m− 1}}
οι γραµµές ενεργές στην F. Αφού το ελαττωµένο σύστηµα είναι TDI, από την σχέση δυϊκότητας :
(b∗ = (b1, ..., bm−1)

′, A∗ = [a1, ..., am−1]
′),

max{amx | x ∈ P} = min{y′∗b∗ | A′∗y∗ = am, y∗ ≥ 0}
έπεται πως η am είναι µη αρνητικός, ακέραιος, γραµµικός συνδυασµός των {ak, k ∈ I}, άτοπο.

Q.E.D.
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Κεφάλαιο 3. Ακέραιος Γραµµικός Προγραµµατισµός

Θεώρηµα 3.31. (α) Για κάθε ϱητό πολύεδρο P υπαρχει ένα TDI σύστηµα Ax ≤ b µε τον A
ακέραιο και P = {x | Ax ≤ b}, όπου το b µπορεί να επιλεγεί ακέραιο ανν το P είναι ακέραιο.

(ϐ) Αν το P είναι πλήρους διάστασης, υπάρχει ένα µοναδικό ελαχιστοτικό TDI σύστηµα, µε ιδιότη-
τες όπως στο (α).

Απόδειξη. Ενότητα 22.3 στο [Sch98]. Q.E.D.

Πόρισµα 3.32. ΄Ενα ϱητό πολύεδρο, P, είναι ακέραιο ανν υπάρχει ένα TDI σύστηµα Ax ≤ b
τέτοιο ώστε P = {x | Ax ≤ b} και το b είναι ακέραιο.

Σε αυτό το σηµείο, πρέπει να τονίσουµε το γεγονός πως το ελαχιστοτικό TDI σύστηµα που αναφέρε-
ται στο Θεώρηµα 3.31 µπορεί να είναι εκθετικά µεγάλο σε σχέση µε το µέγεθος της ελαχιστοτικής
αναπαράστασης του πολυέδρου που ορίζει.

3.3.2 Κυβικά-TDI Συστήµατα

Μία άλλη χρήσιµη έννοια είναι αυτή ενός κυβικά-πλήρως δυϊκά ακεραίου (box-totally dual inte-
gral), ή απλά, κυβικά-TDI (box-TDI) συστήµατος.

Ορισµός 3.33. ΄Ενα ϱητό σύστηµα, Ax ≤ b, είναι κυβικά-TDI αν το σύστηµα:

Ax ≤ b, m ≤ x ≤ M,(3.5)

είναι TDI για κάθε Ϲεύγος ϱητών διανυσµάτων, µ και Μ.

Θεώρηµα 3.34. Αν ένα σύστηµα είναι κυβικά-TDI, τότε είναι TDI.

Απόδειξη. ΄Εστω πως το Ax ≤ b είναι κυβικά-TDI, και έστω c ένα ακέραιο διάνυσµα, τέτοιο ώστε
το max{c′x | Ax ≤ b} είναι πεπερασµένο και ίσο µε το δ. ΄Εστω x∗ µία ϐέλτιστη λύση γι΄ αυτό το
Γραµµικό Πρόβληµα και ας επιλέξουµε m και M τέτοια ώστε m < x∗ < M. Τότε

δ = c′x∗ = max{c′x | Ax ≤ b, m ≤ x ≤ M},(3.6)

και αφού το Ax ≤ b είναι κυβικά-TDI, η (3.6) έχει µία ακέραια, ϐέλτιστη, δευτερεύουσα λύση
οι συντεταγµένες της οποίας, που αντιστοιχούν στους περιορισµούς m ≤ x ≤ M, είναι 0, από
την Παρατήρηση 2.26. ΄Επεται, ότι το max{c′x | Ax ≤ b} έχει επίσης µία ακέραια, ϐέλτιστη,
δευτερεύουσα λύση (δηλαδή λύση για το δευτερεύον). Q.E.D.

Μπορεί να δειχθεί, πως αν το Ax ≤ b είναι κυβικά-TDI, τότε το (3.5) είναι TDI ακόµα και αν
κάποιες από τις συντεταγµένες των m ή/και M είναι −∞ ή/και +∞, αντίστοιχα. Αυτό έχει το
επόµενο ϑεώρηµα ως πόρισµα:

Θεώρηµα 3.35. Ο A είναι TU ανν το Ax ≤ b είναι κυβικά-TDI για κάθε ϱητό διάνυσµα b.

Απόδειξη. Αν ο A είναι TU τότε ο [I − I − A]′ είναι TU που, από την Πρόταση 3.23, σηµαίνει ότι
για όλα τα ϱητά διανύσµατα M, −m, b, το σύστηµα [I − I A]′x ≤ [M −m b]′ είναι TDI. Αυτό όµως
σηµαίνει ότι το σύστηµα Ax ≤ b είναι κυβικά-TDI για όλα τα ϱητά b.

Αντίστροφα, αν το Ax ≤ b είναι κυβικά-TDI για κάθε ϱητό διάνυσµα b, τότε το σύστηµα Ax ≤
b, x ≥ 0 είναι TDI σύστηµα για κάθε b ακέραιο. ΄Επεται από το Πόρισµα 3.22 ότι το πολύεδρο
{x ∈ Rn

+ | Ax ≤ b} είναι ακέραιο για κάθε ακέραιο b. Συνεπώς από το Θεώρηµα 3.16, έχουµε πως
ο A είναι TU. Q.E.D.

Για περαιτέρω µελέτη στα κυβικά-TDI συστήµατα ο αναγνώστης παραπέµπεται στο ϐιβλίο [Sch98].

42



3.4. Αποτελέσµατα Πολυπλοκότητας

3.4 Αποτελέσµατα Πολυπλοκότητας

Μετά την µέχρι τώρα ανάλυση, είναι αναµενόµενο να ισχύει το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.36. Αν το Ax ≤ b είναι TDI σύστηµα µε τον A ακέραιο και το c είναι ακέραιο
διάνυσµα, τότε µία ακέραια ϐέλτιστη λύση για το minimum στην εξίσωση δυϊκότητας του Γραµµικού
Προγραµµατισµού, µπορεί να ϐρεθεί σε πολυωνυµικό χρόνο.

Απόδειξη. Ενότητα 22.14 στο [Sch98]. Q.E.D.

΄Οπως η NP κλάση προβληµάτων είναι η κλάση των προβληµάτων για τα οποία µπορούµε να
ελέγξουµε αν µία λύση είναι έγκυρη σε πολυωνυµικό χρόνο, η co-NP κλάση, είναι η κλάση των προ-
ϐληµάτων για τα οποία µπορούµε να ελέγξουµε ότι µία λύση δεν είναι έγκυρη σε πολυωνυµικό χρόνο.

∆εν είναι δύσκολο να δειχθεί ότι τα παρακάτω προβλήµατα ανήκουν στο co-NP:

∆οθέντος ενός ϱητού συστήµατος, Ax ≤ b,(3.7)
ορίζει αυτό ένα ακέραιο πολύεδρο;
∆οθέντος ενός ακεραίου πίνακα, A, και ενός ϱητού διανύσµατος, b,(3.8)
είναι το σύστηµα, Ax ≤ b TDI;
∆οθέντος ενός ακεραίου πίνακα, A, και ενός ϱητού διανύσµατος, b,(3.9)
είναι το σύστηµα, Ax ≤ b, κυβικά-TDI;
∆οθέντων των διανυσµάτων: a1, ..., at,(3.10)
αποτελούν ϐάση Hilbert;

∆εν γνωρίζουµε αν αυτά τα προβλήµατα ανήκουν στο NP. Αν όµως, σταθεροποιήσουµε το ϐαθµό, r,
του A, υπάρχουν πολυωνυµικοί αλγόριθµοι που ελέγχουν αν ένα σύστηµα όπως στην (3.8) ορίζει ένα
ακέραιο πολύεδρο ή αν κάποιες γραµµές του A ορίζουν ϐάση Hilbert ή αν ένα σύστηµα όπως στην
(3.9) είναι TDI.

Σε αυτό το κεφάλαιο, ακολουθήσαµε τις αντίστοιχες παρουσιάσεις των ϐιβλίων [CCPS97, KV08,
Sch98].

43



44



Κεφάλαιο 4

Μητροειδή

Εκτός της εγγενούς σηµασίας τους και των εφαρµογών τους, τα µητροειδή συνδέουν τα υποµε-
τρικά συστήµατα και την ϑεωρία των πολυέδρων. Σε αυτό το κεφάλαιο δίνουµε ϐασικούς ορισµούς,
παραδείγµατα και ιδιότητες των µητροειδών όπως επίσης και µερικά σχετικά αποτελέσµατα. Επί της
ουσίας τα µητροειδή είναι δοµές οι οποίες γενικεύουν την έννοια της γραµµικής ανεξαρτησίας.

Ορισµός 4.1 (Whitney ). ΄Ενα Ϲευγάρι (S , I) ϑα καλείται µητροειδές αν το S είναι ένα πεπερα-
σµένο σύνολο και η I είναι µία µη κενή συλλογή υποσυνόλων του S τέτοια ώστε :

αν I ∈ I και J ⊆ I, τότε J ∈ I ;(4.1α΄)
αν I, J ∈ I και |I| < |J|, τότε I ∪ {z} ∈ I για κάποια z ∈ J\I.(4.1β΄)

Σε κάποια εγχειρίδια το γεγονός ότι η I πρέπει να είναι µη κενή αντικαθίσταται από την ισοδύναµη
συνθήκη ∅ ∈ I . Μερικές ϕορές ϑα γράφουµε I(M) και S(M) αντί του I και S , αντίστοιχα σε ένα
µητροειδέςM = (S , I).

΄ΕστωM = (S , I) µητροειδές. Τότε

Ορισµοί 4.2.

(ι) ένα υποσύνολο I του S καλείται ανεξάρτητο όταν I ∈ I· Αν S ⊇ I 6∈ I , τότε το I καλείται
εξαρτηµένο·

(ιι) αν U ⊆ S και B ⊆ U , τότε η B καλείται ϐάση του U αν η B είναι ανεξάρτητη και για κάθε
ανεξάρτητη B ⊆ C ⊆ U έχουµε ότι B = C· αν B είναι ϐάση του του S τότε την καλούµε απλά
ϐάση.

Πρόταση 4.3. Αν η (4.1α΄) ισχύει, τότε

(4.1β΄) ⇐⇒ για κάθε υποσύνολο, U του S όλες οι ϐάσεις του U έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω ότι υπάρχουν δύο ϐάσεις B, C, του U ⊆ S µε διαφορετικό πλήθος στοιχείων,
δηλαδή |B| < |C|. Τότε υπάρχει ένα z ∈ C τέτοιο ώστε B ⊂ B ∪ {z} ⊆ U , οπότε το B ∪ {z} είναι
ανεξάρτητο, άτοπο.

(⇐) ΄Εστω I, J ∈ I και |I| < |J|. Τότε I, J ⊆ I ∪ (J\I) ⊆ S , έτσι ώστε αφού κάθε
ϐάση του V = I ∪ (J\I) είναι ένα ανεξάρτητο υποσύνολο του V, µεγιστοτικό ως προς την σχέση του
περιέχεσθαι, και όλες οι ϐάσεις έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, η I δεν είναι ϐάση του V. Οπότε
υπάρχει ένα C τέτοιο ώστε C ∈ I και I ⊂ C ⊆ V που σηµαίνει ότι υπάρχει ένα z ∈ J\I τέτοιο ώστε
I ∪ {z} ⊆ C. Εποµένως I ∪ {z} ∈ I . Q.E.D.
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Κεφάλαιο 4. Μητροειδή

Ορισµοί 4.4. Το κοινό µέγεθος των ϐάσεων ενός υποσυνόλου U του S καλείται η τάξη του U και
ϑα την συµβολίζουµε µε rM(U ), ή απλώς r(U ). Η τάξη του µητροειδούςM είναι το κοινό µέγεθος
όλων των ϐάσεών του και ϑα το συµβολίζουµε µε r(M). ΄Ενα υποσύνολο του S καλείται spanning
αν περιέχει µία ϐάση του S ως υποσύνολό του. Σε αυτό το πλαίσιο οι ϐάσεις είναι τα ελαχιστοτικά ως
προς την σχέση του περιέχεσθαι spanning σύνολα, ή τα ανεξάρτητα spanning σύνολα. ΄Ενα σύνολο C
καλείται κύκλωµα αν είναι ένα εξαρτηµένο σύνολο, ελαχιστοτικό ως προς την σχέση του περιέχεσθαι,
δηλαδή αν το C είναι εξαρτηµένο, και αν I ⊂ C ⊆ S , τότε το I είναι ανεξάρτητο. ΄Ενα στοιχείο c ∈ S
καλείται ϐρόχος, αν το {c} είναι κύκλωµα. ∆ύο στοιχεία c, d ϑα λέγονται παράλληλα αν το {c, d}
είναι κύκλωµα.

Λήµµα 4.5. Για κάθε υποσύνολο U του S υπάρχει µία ϐάση B του S τέτοια ώστε το U ∩ B είναι
ϐάση του U .

Απόδειξη. ΄Εστω BU ϐάση του U και B ϐάση του S . Μπορούµε διαδοχικά να προσθέτουµε στοιχεία
του B\BU στο BU έως ότου δηµιουργήσουµε µία ϐάση του S που να περιέχει το BU . Q.E.D.

΄Ενα δυϊκό µητροειδέςM∗ µπορεί να συσχετισθεί µε κάθε µητροειδέςM = (S , I), ούτως ώστε
(M∗)∗ =M. Για το σκοπό αυτό ορίζουµε :

I∗ := {I ⊆ S | S\I είναι ένα spanning σύνολο του M}.(4.2)

Τότε

Θεώρηµα 4.6 (Whitney). τοM∗ := (S , I∗) είναι µητροειδές.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι το I∗ είναι µία συλλογή υποσυνόλων του S και ∅ ∈ I . ΄Εστω I ⊆ J ∈ I∗.
Τότε S\J ⊆ S\I, έτσι ώστε I ∈ I∗. Για να ελέγξουµε τη δεύτερη ιδιότητα του µητροειδούς, έστω
I, J ∈ I∗ µε |I| < |J|. Λόγω της (4.2), το S\J περιέχει µια ϐάση B τουM. B\I ⊆ S\I, και αφού
B\I είτε ισούται µε το B είτε δεν είναι ϐάση τουM και εφ’ όσον το S\I περιέχει µία ϐάση, έχουµε
ότι υπάρχει ϐάση B′ του S\I η οποία είναι επίσης ϐάση τουM, µε B\I ⊆ B′ ⊆ S\I. Τότε J\I 6⊆ B′

αλλιώς :

|B| = |B ∩ I|+ |B\I| , αφού τα B ∩ I και B\I είναι ξένα µεταξύ τους
και η ένωσή τους είναι το B,

≤ |I\J|+ |B\I| , αφού B ∩ I ⊆ I\J,
< |J\I|+ |B\I| , εφ’ όσον |I ∩ J|+ |J\I| = |J| > |I| = |I ∩ J|+ |I\J|,
≤ |B′|, εφ’ όσον B\I και J\I είναι ξένα µεταξύ τους (B ⊆ S\J)

και λόγω της υπόθεσης ότι J\I ⊆ B′.

Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα z ∈ J\I τέτοιο ώστε z 6∈ B′. Οπότε το B′ είναι ξένο µε το I ∪ {z}.
Εποµένως B′ ⊆ S\(I ∪ {z}), το οποίο σηµαίνει ότι I ∪ {z} ∈ I∗. Q.E.D.

ΤοM∗ ϑα καλείται το δυϊκό µητροειδές τουM.

Πρόταση 4.7. Αν η B είναι ϐάση τουM, τότε η S\B είναι ϐάση τουM∗.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι S\B ∈ I∗ αφού το B είναι ένα spanning σύνολο. ΄Εστω S ⊇ C ⊇ S\B
µε C ∈ I∗. Τότε S\C ⊆ B και S\C είναι ένα spanning σύνολο. Αλλά το B είναι ένα ελαχιστοτικό
spanning σύνολο ως προς τη σχέση του περιέχεσθαι, εποµένως S\C = B και C = S\B που σηµαίνει
ότι η S\B είναι ϐάση τουM∗. Q.E.D.
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Πρόταση 4.8. (M∗)∗ =M.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι I = (I∗)∗. ΄Εστω S ∈ (I∗)∗. Τότε S\S είναι ένα spanning
σύνολο τουM∗, το οποίο συνεπάγεται ότι µία ϐάση B∗ τουM∗ είναι ένα υποσύνολο του S\S. Τότε
S ⊆ S\B∗ και S\B∗ είναι ϐάση του M. Αυτό όµως σηµαίνει ότι το S είναι ανεξάρτητο στο M.
Αντίστροφα έστω S ∈ I . Θα δείξουµε ότι S\S είναι ένα spanning σύνολο τουM∗. Αν S είναι ένα
spanning σύνολο τουM, αφού είναι ανεξάρτητο στοM, έπεται ότι είναι ϐάση τουM. Αυτό σηµαίνει
ότι η S\S είναι ϐάση τουM∗, εποµένως είναι ένα spanning σύνολο τουM∗. Αν η S δεν είναι ϐάση
τουM, τότε υπάρχει ένα I ∈ I τέτοιο ώστε S ⊂ I ⊆ S και µπορούµε να υποθέσουµε ότι η I είναι
ϐάση τουM διαφορετικά επαναλαµβάνουµε το επιχείρηµα έως ότου πάρουµε µία ϐαση (αφού το S
είναι πεπερασµένο). Τότε S\I ⊂ S\S και S\I είναι ένα spanning σύνολο τουM∗. Q.E.D.

Θεώρηµα 4.9. Η συνάρτηση τάξης rM∗ του δυϊκού µητροειδούςM∗ ικανοποιεί για U ⊆ S :

rM∗(U ) = |U |+ rM(S\U )− rM(S).(4.3)

Απόδειξη. ΄Εστω

B = {B ∈ I | B είναι µία ϐάση τουM} , B∗ = {B ∈ I(M∗) | B είναι µία ϐάση τουM∗}.

Τότε,

rM∗(U ) = max
{
|U ∩ A|

∣∣ A ∈ B∗
}

, από Λήµµα 4.5
= max

{
|U ∩ (S\B)

∣∣ B ∈ B
}

, από Πρόταση 4.7
= max

{
|U\B)

∣∣ B ∈ B
}

= max
{
|U | − |U ∩ B|

∣∣ B ∈ B
}

= |U | −min
{
|U ∩ B|

∣∣ B ∈ B
}

= |U | −min
{
|B| − |B\U|

∣∣ B ∈ B
}

= |U | − rM(S) + max
{
|B ∩ (S\U )|

∣∣ B ∈ B
}

= |U | − rM(S) + rM(S\U ). Q.E.D.

Ορισµοί 4.10. Τα κυκλώµατα του M∗ καλούνται συγκυκλώµατα του M. Οι ϐρόχοι του M∗

καλούνται σύβροχοι ή γέφυρες τουM και τα παράλληλα στοιχεία τουM∗ καλούνται συµπαράλληλα
ή σε σειρά στοM.

Παρατήρηση 4.11. ΄Ενα κύκλωµα τουM∗ είναι ένα ελαχιστοτικό ως προς τη σχέση του περιέχε-
σθαι εξαρτηµένο σύνολο τουM∗, που σηµαίνει ότι είναι ένα ελαχιστοτικό σύνολο που δεν περιέχεται
σε καµία ϐάση του M∗, δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα συµπλήρωµα ϐάσης του M. Με άλλα
λόγια είναι ένα ελαχιστοτικό σύνολο το οποίο τέµνει κάθε ϐάση τουM.

Παρατήρηση 4.12. ΄Εστω ότι έχουµε έναν πολυωνυµικό αλγόριθµο ο οποίος αποφαίνεται κατά
πόσο ένα σύνολο είναι ανεξάρτητο στοM. Τότε αυξάνοντας διαδοχικά από το ∅ σε ένα µεγιστοτικό
ως προς τη σχέση του περιέχεσθαι ανεξάρτητο σύνολο του U , µπορούµε να υπολογίσουµε σε πολυω-
νυµικό χρόνο το rM(U ) για όλα τα U ⊆ S . Εποµένως µπορούµε να ελέγξουµε σε πολυωνυµικό
χρόνο κατά πόσο ένα σύνολο είναι ανεξάρτητο στοM∗.

Ορισµός 4.13. ΄Ενα µητροειδές είναι συνεκτικό αν rM(U ) + rM(S\U ) > rM(S) για κάθε
U ⊂ S .
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Κεφάλαιο 4. Μητροειδή

Μπορεί να δειχθεί ότι τοM είναι συνεκτικό ανν τοM∗ είναι συνεκτικό.

Ορίζουµε δύο πράξεις στα µητροειδή: την διαγραφή και τη συστολή. ΄ΕστωM = (S , I) µητροει-
δές και Y ⊆ S . Ορίζουµε :

I ′ := {Z ∈ I | Z ⊆ Y}; M′ := (Y , I ′).(4.4)

Τότε τοM′ είναι µητροειδές. ΤοM′ καλείται ο περιορισµός τουM στο Y και σµβολίζεται ωςM|Y .
Αν Y = S\Z µε Z ⊆ S , λέµε ότι το M′ προκύπτει µε διαγραφή του Z και το συµβολίζουµε µε
M\Z .

Παρατήρηση 4.14. Η συνάρτηση τάξης τουM|Y είναι ο περιορισµός της συνάρτησης τάξης του
M στα υποσύνολα του Y .

Η συστολή είναι η δυϊκή πράξη της διαγραφής, δηλαδή συστέλοντας το Z σηµαίνει αντικατάσταση
τουM µε (M∗\Z)∗. Συµβολίζουµε αυτό το µητροειδές ωςM/Z . Ακόµα, αν Y = S\Z , γράφουµε
M·Y :=M/Z .

Θεώρηµα 4.15. Η συνάρτηση τάξης συστολής ικανοποιεί :

rM/Z (X) = rM(X ∪ Z)− rM(Z)(4.5)

για X ⊆ S\Z .

Απόδειξη.

rM/Z (X) = |X|+ rM∗\Z ((S\Z)\X)− rM∗\Z (S\Z) , από (4.3)
= |X|+ rM∗(S\(X ∪ Z))− rM∗(S\Z) , από Παρατήρηση 4.14
= |X|+ |S\(X ∪ Z)|+ rM(X ∪ Z)− rM(S)− |S\Z| − rM(Z) + rM(S)
= rM(X ∪ Z)− rM(Z) , αφού X και S\Z είναι ξένα. Q.E.D.

Για καλύτερη κατανόηση της έννοιας της συστολής, δίνουµε την παρακάτω πρόταση η οποία
χαρακτηρίζει τα ανεξάρτητα σύνολα τουM/Z .

Πρόταση 4.16. ΄Εστω ότι η BZ είναι µία ϐάση του Z ⊆ S και I ⊆ S\Z . Τότε,

το I είναι ανεξάρτητο στοM/Z ανν το I ∪ BZ είναι ανεξάρτητο στοM.(4.6)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι I ∪ BZ ∈ I(M). Τότε προφανώς η I ∪ BZ είναι µία ϐάση του I ∪ Z , σο,
rM(I ∪ BZ ) = rM(I ∪ Z). Από την (4.5) έχουµε ότι rM/Z (I) = rM(I ∪ Z)− rM(Z) άρα προ-
κύπτει ότι

rM/Z (I) = rM(I ∪ BZ )− rM(BZ ) , αφού οι I ∪ BZ και BZ είναι οι ϐάσεις
του I ∪ Z και του Z αντίστοιχα

= |I ∪ BZ | − |BZ |
= |I| , αφού τα I και BZ είναι ξένα.

Αλλά αυτό σηµαίνει ότι το I είναι ανεξάρτητο στοM/Z .
Αντίστροφα έστω ότιI ∈ I(M/Z). Τότε

|I| = rM/Z (I)
= rM(I ∪ Z)− rM(Z) , από την (4.5)
= rM(I ∪ BZ )− |BZ |.
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4.1. Παραδείγµατα Μητροειδών

Για την τελευταία ισότητα παρατηρούµε ότι αφού το BZ είναι ανεξάρτητο στο I ∪ BZ , υπάρχει µία
ϐάση BI ∪ BZ του I ∪ BZ η οποία περιέχει το BZ . ΄Εστω ότι η BI ∪ BZ δεν είναι ϐάση του I ∪ Z .
Τότε υπάρχει ένα z στο Z\BZ τέτοιο που το BI ∪ BZ ∪ {z} είναι ανεξάρτητο στο I ∪ Z . Τότε όµως
το BZ ∪ {z} είναι ανεξάρτητο στο Z , άτοπο. Οπότε έχουµε ότι |I|+ |BZ | = rM(I ∪ BZ ) και αφού
τα I,BZ είναι ξένα, προκύπτει ότι το I ∪ BZ είναι ανεξάρτητο στοM. Q.E.D.

Προκύπτει λοιπόν αµέσως ότι :

Πόρισµα 4.17. ΄Εστω BZ ϐάση του Z και B ⊆ S\Z . Τότε

η B είναι µία ϐάση τουM/Z ανν B ∪ BZ είναι µία ϐάση τουM(4.7)

Μία ενδιαφέρουσα ιδιότητα της διαγραφής και της συστολής είναι ότι αντιµετατίθενται όπως
ϕαίνεται από την επόµενη πρόταση:

Πρόταση 4.18. ΄Εστω x, y ∈ S µε x 6= y και Z ⊆ S\{x, y}. Τότε

r(M\{x})/{y}(Z) = r(M/{y})\{x}(Z).

Απόδειξη.

r(M\{x})/{y}(Z) = rM\{x}(Z ∪ {y})− rM\{x}({y}) , από την (4.5),
= rM(Z ∪ {y})− rM({y}) , από την Παρατήρηση 4.14,
= rM/{y}(Z) , από την (4.5),
= r(M/{y})\{x}(Z) , από την Παρατήρηση 4.14. Q.E.D.

Ορισµός 4.19. Αν τοM′ προκύπτει από τοM µέσω µίας σειράς διαγραφών και συστολών, τότε
τοM′ καλείται ελάσσον τουM.

Μπορεί να δειχθεί ότι τα κυκλώµατα τουM|Y είναι ακριβώς τα κυκλώµατα τουM που περιέχονται
στο Y και τα κυκλώµατα τουM/Z είναι ακριβώς τα ελαχιστοτικά µη κενά µέλη του

{C ∩ (S\Z) | όπου το C είναι ένα κύκλωµα τουM}.

4.1 Παραδείγµατα Μητροειδών

Ας δούµε τώρα µερικές ϐασικές κλάσεις και παραδείγµατα µητροειδών :

• Οµοιόµορφα Μητροειδή. ΄Εστω S ένα σύνολο πληθικότητας n ≥ k. Τότε εάν ορίσουµε τα
ανεξάρτητα υποσύνολα τουS να είναι τα υποσύνολα του S µε πληθάριθµο το πολύ k, έχουµε
το k οµοιόµορφο µητροειδές, το οποίο συµβολίζεται µε Uk

n.

• Γραµµικά Μητροειδή ΄Εστω A ένας m× n πίνακας και S := {1, ..., n}. Ορίζουµε το I να είναι
εκείνη η συλλογή υποσυνόλων του S τέτοια ώστε όποτε I ∈ I οι στήλες του A µε δείκτες από το
I είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Τότε τοM = (S , I) είναι ένα µητροειδές (Grassmann, Steinitz
). Οποιοδήποτε τέτοιο µητροειδές (ή ισόµορφο αντίτυπό του) λέγεται γραµµικό µητροειδές.
Αν το A έχει τιµές στο σώµα F, τότε το M λέµε ότι δύναται να αναπαρασταθεί υπέρ του F

και λέµε ότι το M έχει αναπαρασταθεί από το A και ότι το A είναι µία αναπαράσταση του
M. Το δυϊκό µητροειδές τουM, όταν τοM δύναται να αναπαρασταθεί υπέρ του F, µπορεί
επίσης να αναπαρασταθεί υπέρ του F. Ακόµα, η κλάση των µητροειδών τα οποία δύναται να
αναπαρασταθούν υπέρ του F είναι κλειστή ως προς τα ελάσσονα. Τέλος έχει αποδειχθεί ότι
υπάρχουν µη γραµµικά µητροειδή.
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Κεφάλαιο 4. Μητροειδή

• ∆υαδικά Μητροειδή. ΄Ενα µητροειδές είναι δυαδικό αν δύναται να αναπαρασταθεί υπέρ του
GF(2), δηλαδή του σώµατος µε δύο στοιχεία.

Θεώρηµα 4.20 (Tutte ). ΄Ενα µητροειδές είναι δυαδικό ανν δεν περιέχει το U2
4 ως έλασσον.

Απόδειξη. ∆ες [Sch03]. Q.E.D.

΄Ενα µητροειδές καλείται κανονικό αν αναπαρίσταται από κάθε σώµα, ή ισοδύναµα αν δύναται
να αναπαρασταθεί υπέρ του R από τις στήλες ενός TU πίνακα. Ο Tutte έδωσε τον χαρακτηρισµό
των κανονικών µητροειδών ως εκείνων των δυαδικών µητροειδών που δεν περιέχουν το F7 ή το
F∗7 ως έλασσον, όπου το F7 είναι το µητροειδές του Fano το οποίο αναπαρίσταται από τα µη
µηδενικά διανύσµατα του GF(2)3.

• Γραφικά Μητροειδή. ΄Εστω G = (V, E) ένα γράφηµα και έστω I η συλλογή όλων των
υποσυνόλων του E τα οποία σχηµατίζουν δάσος. Τότε το M = M(G) = (E, I) είναι ένα
µητροειδές και ονοµάζεται το µητροειδές κύκλου του G. Η ονοµασία δικαιολογείται από το
γεγονός ότι κάθε ϐάση τουM είναι ένα µεγιστοτικό ως προς την σχέση του περιέχεσθαι δάσος
του G , δηλαδή ένα σύνολο το οποίο σχηµατίζει ένα spanning δέντρο σε κάθε συνιστώσα του G.
Εν ολίγοις είναι ένα µεγιστοτικό υποσύνολο του E που δεν περιέχει κύκλους. ΄Ενα µητροειδές
(ή ισόµορφό µε αυτό) το οποίο λαµβάνεται δι’ αυτού του τρόπου καλείται γραφικό µητροειδές.
Τα γραφικά µητροειδή είναι κανονικά.

• Συγγραφικά Μητροειδή. Το δυϊκό του µητροειδούς κύκλου M(G) ενός γραφήµατος G =
(V, E) καλείται συγκυκλικό µητροειδές του G και σµβολίζεται ωςM∗(G). Οποιοδήποτε µη-
τροειδές (ή ισόµορφό µε αυτό) το οποίο λαµβάνεται δι’ αυτού του τρόπου καλείται συγγραφικό
µητροειδές.

Για λεπτοµερέστερη ανάλυση των παραπάνω κλάσεων µητροειδών όπως επίσης και για άλλες κλάσεις
οι οποίες δεν αναφέρονται καθώς περιέχουν επιχειρήµατα από την αφηρηµένη άλγεβρα, προτρέπουµε
τον αναγνώστη να συµβουλευτεί το ϐιβλίο του Oxley [Oxl11], ή το [Sch03].

4.2 Εναλλακτικοί χαρακτηρισµοί µητροειδών

Υπάρχουν εναλλακτικά αξιωµατικά συστήµατα για τον ορισµό του µητροειδούς τα οποία είναι
ισοδύναµα µε το (4.1).

Η επόµενη πρόταση καθιστά σαφές ότι ένα µητροειδές χαρακτηρίζεται πλήρως από το σύνολο των
ϐάσεών του

Πρόταση 4.21. ΄Εστω M = (S , I) ένα µητροειδές και έστω B(M) ένα υποσύνολο του I το
οποίο περιέχει τις ϐάσεις τουM. Τότε ένα σύνολο I ⊆ S είναι ανεξάρτητο στοM ανν υπάρχει ένα
B ∈ B(M) τέτοιο ώστε I ⊆ B.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι αν I ⊆ B για κάποιο B ∈ B(M), τότε είναι ανεξάρτητο. Αντίστροφα, έστω
ότι το I είναι ανεξάρτητο και έστω B ϐάση τουM. Τότε προσθέτοντας διαδοχικά στοιχεία του B\I
στο I µπορούµε να κατασκευάσουµε ϐάση τουM η οποία να περιέχει το I. Q.E.D.

΄Ενα µητροειδές καθορίζεται πλήρως από την συλλογή των κυκλωµάτων του όπως δείχνει η παρα-
κάτω πρόταση:

Πρόταση 4.22. I ∈ I ανν το I δεν περιέχει κύκλωµα.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι αν I ∈ I , τότε δεν περιέχει κανένα κύκλωµα αφού όλα τα υποσύνολά του
είναι ανεξάρτητα σύνολα. Αντιστρόφως, αν το I δεν περιέχει κύκλωµα, τότε όλα τα υποσύνολά του
είναι ανεξάρτητα, οπότε και το I, αφού είναι υποσύνολο του εαυτού του. Q.E.D.
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΄Ενα µητροειδές καθορίζεται πλήρως από την συνάρτηση τάξης του όπως δείχνει η επόµενη πρότα-
ση:

Πρόταση 4.23. Το I είναι ανεξάρτητο στοM = (S , I) ανν rM(I) = |I|.

Απόδειξη. Αυτή η πρόταση είναι τετριµµένη. Q.E.D.

Το σύνολο B των ϐάσεων τουM ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα:

B 6= ∅ ;(4.8α΄)
∀B1, B2 ∈ B, ∀x ∈ B1\B2, ∃y ∈ B2\B1 : (B1\{x}) ∪ {y} ∈ B.(4.8β΄)

Η οικογένια C των κυκλωµάτων ενός µητροειδούςM ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα:

C 6= {∅} ;(4.9α΄)
∀C1, C2 ∈ C : C1 ⊆ C2 ⇒ C1 = C2 ;(4.9β΄)
∀C1, C2 ∈ C, µε C1 6= C2, ∀x ∈ C1 ∩ C2, ∃C ∈ C : C ⊆ (C1 ∪ C2)\{x}.(4.9γ΄)

Η συνάρτηση τάξης rM ενός µητροειδούςM = (S , I) ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα:

∀X ⊆ S : 0 ≤ rM(X) ≤ |X| ;(4.10α΄)
X ⊆ Y ⊆ S ⇒ rM(X) ≤ rM(Y) ;(4.10β΄)
∀X, Y ⊆ S : rM(X) + rM(Y) ≥ rM(X ∪Y) + rM(X ∩Y).(4.10γ΄)

Αντίστροφα, µία οποιαδήποτε οικογένεια B υποσυνόλων του συνόλου S που ικανοποιεί τα αξιώµα-
τα (4.8), ή µία οποιαδήποτε οικογένεια C υποσυνόλων ενός συνόλου S που ικανοποιεί τα αξιώµατα
(4.9), ή ακόµα µία οποιαδήποτε συνάρτηση rM : P(S) → N η οποία ορίζεται στο δυναµοσύνολο
του συνόλου S και ικανοποιεί τα αξιώµατα (4.10), είναι αντίστοιχα η οικογένεια ϐάσεων, κυκλωµάτων
ή η συνάρτηση τάξης που ορίζει µονοσήµαντα ένα µητροειδές (για αποδείξεις των αποτελεσµάτων που
αναφέρονται σε αυτήν την παράγραφο ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευθεί το [Oxl11]).

Ορισµός 4.24. Μία οποιαδήποτε συνάρτηση η οποία ορίζεται σε οικογένεια συνόλων και ικανο-
ποιεί την ιδιότητα (4.10γ΄) καλείται υποµετρική συνάρτηση.

4.3 Ο ΄Απληστος Αλγόριθµος

Ο άπληστος αλγόριθµος είναι ένας αλγόριθµος ο οποίος, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια, χαρακτη-
ϱίζει την δοµή των µητροειδών. Θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης :

ΕΙΣΟ∆ΟΣ : ΄Εστω I µη κενή συλλογή υποσυνόλων ενός συνόλου S και w : S → R µία συνάρτηση
η οποία αντιστοιχίζει ένα ϐάρος σε κάθε στοιχείο του S .

Ορίζουµε για κάθε I ∈ I το ϐάρος του w(I) να είναι :

w(I) = 0 , αν I = ∅

w(I) = ∑
i∈I

w(i) , αν I 6= ∅

ΕΞΟ∆ΟΣ : Μεγιστοτικό στοιχείο B του I το οποίο έχει µέγιστο ϐάρος.
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Κεφάλαιο 4. Μητροειδή

Ο άπληστος αλγόριθµος ορίζεται ως εκείνος ο αλγόριθµος ο οποίος, ξεκινώντας από το ∅ προσθέτει
διαδοχικά στοιχεία µέγιστου ϐάρους

τα οποία παράγουν ένα σύνολο στο I και συνεχίζει έως ότου δεν µπορεί να προστεθεί άλλο τέτοιο
στοιχείο και ταυτόχρονα (το αντίστοιχο παραγόµενο σύνολο)

να παραµένει εντός του I . Τυπικά ο άπληστος αλγόριθµος για την τριάδα (S , I , w) ακολουθεί την
εξής διαδικασία :

1. Θέσε X0 = ∅ και j = 0 ·
2. Αν το S\Xj περιέχει στοιχείο x τέτοιο ώστε Xj ∪ {x} ∈ I , επίλεξε ένα στοιχείο

xj+1 ∈ S\Xj µεγίστου ϐάρους, ϑέσε Xj+1 = Xj ∪ {xj+1}, και πήγαινε στο ϐήµα 3,
αλλιώς ϑέσε Xj = BG και πήγαινε στο ϐήµα 4 ·

3. πρόσθεσε 1 στο j και πήγαινε στο ϐήµα 2 ·
4. σταµάτα.

Είναι σαφές ότι ο άπληστος αλγόριθµος είναι ένας αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου.

Λήµµα 4.25. Αν τοM = (S , I) είναι ένα µητροειδές, τότε η BG είναι ϐάση µεγίστου ϐάρους του
M.

Απόδειξη. Είναι σαφές εκ κατασκευής ότι η BG είναι ϐάση του M. ΄Εστω BG = {bG
1 , ..., bG

r ) και
B = {b1, ..., br} µία άλλη ϐάση τουM. Μετονοµάζοντας τα στοιχεία της B, αν χρειαστεί, µπορούµε
να υποθέσουµε ότι w(b1) ≥ w(b2) ≥ · · · ≥ w(br). Θα αποδείξουµε ότι για κάθε 1 ≤ j ≤ r :
w(bG

j ) ≥ w(bj). Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο δεν ισχύει. ΄Εστω k ο ελάχιστος ακέραιος για τον οποίο
w(bk) > w(bG

k ). Παίρνουµε Bk
G = {bG

1 , ..., bG
k−1} και Bk+1 = {b1, ..., bk}. Αφού |Bk

G| < |Bk+1| και
Bk+1 ∈ I ⇒ ∃x ∈ Bk+1\Bk

G, έχουµε ότι Bk
G ∪ {x} ∈ I . Αλλά w(x) ≥ w(bk) > w(bG

k ), το οποίο
σηµαίνει ότι ο αλγόριθµος δεν ϑα είχε επιλέξει το bG

k , άτοπο. Q.E.D.

∆είχνουµε τώρα το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της ενότητας, δηλαδή ότι τα µητροειδή είναι εκείνες
ακριβώς οι δοµές για τις οποίες ο άπληστος αλγόριθµος επιστρέφει την ϐέλτιστη λύση.

Θεώρηµα 4.26. ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο και I µία µη κενή συλλογή υποσυνόλων οφ
S . Τότε τοM = (S , I) είναι ένα µητροειδές ανν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες :

(α) (4.1α΄) ·

(ϐ) για όλες τις συναρτήσεις ϐάρους w : S → R, ο άπληστος αλγόριθµος παράγει ένα µεγιστοτικό
µέλος του I µεγίστου ϐάρους.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη δείξει ότι ανM = (S , I) είναι ένα µητροειδές, τότε ισχύει η (ϐ) και προφανώς
και η (α). Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύουν οι (α) και (ϐ). Θα δείξουµε ότι τοM = (S , I) ικανοποιεί την
(4.1β΄). Ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν I1, I2 ∈ I µε |I1| < |I2| και I1 ∪ {x} 6∈ I για κάθε x ∈ I2\I1.
΄Εχουµε ότι |I1\I2| < |I2\I1| και I1\I2 6= ∅ εποµένως µπορούµε να διαλέξουµε

ε > 0 : 0 < a1 :=
1 + ε

|I2\I1|
< a2 :=

1
|I1\I2|

.

Ορίζουµε w : S → R ως εξής :

w(x) =





2 , Αν x ∈ I1 ∩ I2,
a2 , Αν x ∈ I1\I2,
a1 , Αν x ∈ I2\I1,
0 , διαφορετικά.
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4.4. Τοµές Μητροειδών

Ο άπληστος αλγόριθµος ϑα επιλέξει όλα τα στοιχεία στο I1 ∩ I2, ακολούθως όλα τα στοιχεία στο I1\I2
και µετά δεν ϑα µπορεί να προσθέσει κανένα στοιχείο στο I2\I1. Οπότε όλα τα άλλα στοιχεία της BG
ϑα είναι στο S\I1 ∪ I2. ΄Αρα

w(BG) = 2|I1 ∩ I2|+ |I1\I2|a2

= 2|I1 ∩ I2|+ 1.

΄Οµως το I2 είναι ανεξάρτητο. Εποµένως υπάρχει ϐάση B τουM τέτοια ώστε : I2 ⊆ B ∈ I

w(B) ≥ w(I2) = 2|I1 ∩ I2|+ |I2\I1|a1

= 2|I1 ∩ I2|+ 1 + ε,

που σηµαίνει ότι ο άπληστος αλγόριθµος δεν ϐρίσκει το ϐέλτιστο, άτοπο. Q.E.D.

4.4 Τοµές Μητροειδών

΄ΕστωM1 = (S , I1), M2 = (S , I2) δύο µητροειδή. Εν γένει το (S , I1 ∩ I2) δεν είναι µητροειδές.
Αν όµως ϑεωρήσουµε το σύνολο I1 ∩ I2 των κοινών ανεξάρτητων συνόλων, τότε

Θεώρηµα 4.27 (Edmonds, matroid intersection theorem ). Αν r1, r2 είναι οι συναρτήσεις τάξης
τωνM1, M2 αντίστοιχα, τότε το µέγιστο µέγεθος ενός συνόλου στο I1 ∩ I2 ισούται µε

min
U⊆S

(r1(U) + r2(S\U)),(4.11)

όπου η συνάρτηση ρ(U) = r1(U) + r2(S\U) είναι υποµετρική.

Απόδειξη. ∆είχνουµε µόνο την υποµετρικότητα της ρ. Η υπόλοιπη απόδειξη µπορεί να ϐρεθεί στο
[Sch03]. ΄Εχουµε ότι

r1(T) + r1(U) ≥ r1(U ∪ T) + r1(U ∩ T) , αφού η r1 είναι υποµετρική,

r2(S\T) + r2(S\U) ≥ r2((S\T) ∪ (S\U)) + r2((S\T) ∩ (S\U)), αφού η r2 είναι υποµετρική,
= r2(S\(T ∩U)) + r2(S\(T ∪U)),

που συνεπάγεται ότι και η ρ είναι υποµετρική. Q.E.D.

Το ϑεώρηµα τοµών µητροειδών έχει πολλές εφαρµογές στην συνδυαστική ϑεωρία. Μπορούµε ε-
πίσης να ϐρούµε κοινό ανεξάρτητο σύνολο (δύο µητροειδών) µεγίστου µεγέθους, ή µεγίστου ϐάρους,
σε πολυωνυµικό χρόνο. Το ίδιο πρόβληµα για τρία µητροειδή είναι ΝΠ-πλήρες.

Για αυτό το κεφάλαιο έχουµε χρησιµοποιήσει κυριώς το [Oxl11,Sch03] και το ϐιβλίο του Fujishige
[Fuj05].
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Κεφάλαιο 5

Πολυµητροειδή και Υποµετρικά
Συστήµατα

΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο και ρ : P(S) → R µία συνολοσυνάρτηση στο S η οποία
ικανοποιεί :

ρ(∅) = 0 ;(5.1α΄)
X ⊆ Y ⊆ S =⇒ ρ(X) ≤ ρ(Y) ;(5.1β΄)
∀X, Y ⊆ S : ρ(X) + ρ(Y) ≥ ρ(X ∪Y) + ρ(X ∩Y).(5.1γ΄)

δηλαδή η ρ είναι µία αύξουσα, υποµετρική συνάρτηση µε ρ(∅) = 0. Τότε :

Ορισµός 5.1. το Ϲεύγος (S , ρ) καλείται πολυµητροειδές και η ρ καλείται η συνάρτηση τάξης του
πολυµητροειδούς. Σίγουρα κάθε συνάρτηση τάξης ενός µητροειδούς ικανοποιεί την (5.1), αφού ικα-
νοποιεί τα (4.10). ΄Οταν η ρ είναι η συνάρτηση τάξης ενός µητροειδούς, το αντίστοιχο πολυµητροειδές
καλείται µητροειδικό.

Για κάθε συνάρτηση w : S → R και για κάθε υποσύνολο U του S ορίζουµε

w(U) := ∑
s∈S

w(s).

Με κάθε πολυµητροειδές (S , ρ) συνδέεται ένα πολύεδρο Pρ, το οποίο ορίζεται ως εξής :

Pρ := {x ∈ RS | x ≥ 0, ∀X ⊆ S : x(X) ≤ ρ(X)}.

Είναι σαφές ότι Pρ 6= ∅ ανν ρ ≥ 0. Θα χρησιµοποιούµε συχνά τον όρο πολυµητροειδές για το Pρ.
΄Ενα άλλο πολύεδρο που συνδέεται µε το (S , ρ) είναι το Bρ:

Bρ := {x ∈ Pρ | x(S) = ρ(S)}.

Ορισµός 5.2. Το Pρ καλείται το πολύεδρο ανεξαρτησίας του πολυµητροειδούς (S , ρ) και το Bρ

καλείται το πολύεδρο ϐάσης του πολυµητροειδούς (S , ρ).

Ο Edmonds έδειξε ότι το πολύεδρο ανεξαρτησίας και το πολύεδρο ϐάσης συµπίπτουν µε το κυρτό
κύτος των διανυσµάτων πρόσπτωσης των ανεξάρτητων συνόλων και των ϐάσεων αντίστοιχα εντός του
RS (γνωστο και ως το πολύτοπο ανεξαρτήτων συνόλων (ϐάσεων)), όταν το (S , ρ) είναι µητροειδικό.

Ορισµός 5.3. Κάθε x ∈ Pρ καλείται ανεξάρτητο διάνυσµα και κάθε x ∈ Bρ ένα διάνυσµα ϐάσης
του πολυµητροειδούς (S , ρ).
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Κεφάλαιο 5. Πολυµητροειδή και Υποµετρικά Συστήµατα

5.1 Ο ΄Απληστος Αλγόριθµος στα Πολυµητροειδή

Από τον Edmonds έχουµε ότι ο άπληστος αλγόριθµος µπορεί να γενικευθεί ώστε να ϐελτιστοποιεί
µία γραµµική συνάρτηση w′x υπέρ ενός πολυέδρου ανεξαρτησίας ενός πολυµητροειδούς (S , ρ). Υ-
ποθέτουµε ότι η τιµή της υποµετρικής συνάρτησης ρ(U) σε ένα οποιοδήποτε υποσύνολο U του S
δίνεται από ένα µαντείο, δηλαδή ένα µαντείο που επιστρέφει την ρ(U), όταν τροφοδοτείται µε το U.

Οπότε, έστω w : S → R και υποθέτουµε ότι Pρ 6= ∅. Μπορούµε ακόµα να υποθέσουµε ότι
w ≥ 0, διότι, αν w(s) < 0 για κάποιο s ∈ S , γνωρίζουµε ότι η ϐέλτιστη λύση x0 ϑα έχει x0(s) = 0.
΄Εστω s1, ..., sn µία αρίθµηση των στοιχείων του S τέτοια ώστε w(s1) ≥ w(s2) ≥ · · · ≥ w(sn).
Ορίζουµε επίσης Ui = {s1, ..., si}, ∀i ∈ {0, ..., n} και RS+ 3 x0 : x0(si) = ρ(Ui) − ρ(Ui−1),
∀i ∈ {1, ..., n}. Θα δείξουµε ότι το x0 µεγιστοποιεί το w′x υπέρ του Pρ. Στην απόδειξή µας ϑα
ϑεωρήσουµε την ακόλουθη LP εξίσωση δυϊκότητας : A = B, όπου

A = max
{

w′x
∣∣ x ∈ RS+, ∀X ⊆ S : x(X) ≤ ρ(X)

}
(5.2)

= max
{

w′x | x ∈ RS+, Px ≤ (ρ(U1), ..., ρ(U|P(S)|))
′
}

, όπου P είναι ο πίνακας

µε |P(S)| γραµµές :
τα διανύσµατα πρόσπτωσης
των υποσυνόλων του S

B = min

{
∑

T⊆S
ρ(T)y(T)

∣∣∣∣ y ∈ R
P(S)
+ , P ′y = w

}
.(5.3)

Θα δείξουµε ακόµα ότι R
P(S)
+ 3 y0 :

y0(Ui) := w(si)− w(si+1) , i ∈ {1, ..., n− 1},
y0(S) := w(sn),
y0(T) := 0 , Αν T 6= Ui, ∀i,

τέτοιο ώστε το y0 είναι η ϐέλτιστη λύση στο LP πρόβληµα (5.3).

Αφού Ui−1 ⊆ Ui, έχουµε ότι x0 ≥ 0. ∆είχνουµε µε επαγωγή στο |T| ότι
x0(T) ≤ ρ(T), ∀T ⊆ S , οπότε, x0 ∈ Pρ. Η ϐάση της επαγωγής όπου T = ∅ είναι τετριµµένη.
΄Εστω k = max{i | si ∈ T}. Τότε από την επαγωγική υπόθεση έχουµε ότι

x0(T\{sk}) ≤ ρ(T\{sk}) =⇒ x0(T) = x0(T\{sk}) + x0(sk)

≤ ρ(T\{sk}) + x0(sk)

= ρ(T\{sk}) + ρ(Uk)− ρ(Uk−1).

Αλλά από την υποµετρικότητα της ρ έχουµε ότι

ρ(T) + ρ(Uk−1) ≥ ρ(T ∪Uk−1) + ρ(T ∩Uk−1) = ρ(Uk) + ρ(T\{sk}),

που σηµαίνει ότι x0(T) ≤ ρ(T) και x0 ∈ Pρ. Για να δείξουµε ότι η y0 είναι εφικτή για το (5.3), πρώτα
παρατηρούµε ότι αφού w(sn) ≥ 0 και εκ κατασκευής : y0 ≥ 0. Τώρα,

P ′y0 = ∑
T⊆S

χTy0(T) , όπου χT είναι το διάνυσµα πρόσπτωσης του T.

=




w(sn) + (w(sn−1)− w(sn)) + · · ·+ (w(s1)− w(s2))
w(sn) + (w(sn−1)− w(sn)) + · · ·+ (w(s2)− w(s3))
...
w(sn)




, αφού όλα τα Ui περιέχουν το s1,
...
, αφού µόνο το Un = S
περιέχει το sn,

= w.
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5.2. Πολυµητροειδή και Πλήρως ∆υϊκά Ακέραια Συστήµατα

Για να δείξουµε ότι τα x0 και y0 είναι ϐέλτιστα, παρατηρούµε ότι :

w′x0 = ∑
s∈S

w(s)x0(s)

=
n

∑
i=1

w(si)(ρ(Ui)− ρ(Ui−1))

= w(sn)ρ(S) +
n−1

∑
i=1

ρ(Ui)(w(si)− w(si+1))

= ∑
T⊆S

y0(T)ρ(T).

Παρατήρηση 5.4. Σε αυτό το σηµείο τονίζουµε ότι αν η ρ είναι ακέραια, τότε εξ ορισµού το
x0 είναι ακέραιο. Αν το w είναι ακέραιο, τότε πάλι εξ ορισµού το y0 είναι ακέραιο. Επίσης, δεν
είναι δύσκολο να δούµε ότι, δοθέντος ενός µαντείου για την ρ, ο παραπάνω αλγόριθµος τρέχει σε
πολυωνυµικό χρόνο.

∆οθείσης µιας γραµµικής αντικειµενικής συνάρτησης w µε w(s1) ≥ · · · ≥ w(sn), ο παραπάνω
αλγόριθµος µπορεί να ιδωθεί γεωµετρικά ως εξής : ξεκινώντας από την αρχή, πήγαινε όσο µαρκύτερα
γίνεται στο Pρ, στην ϑετική κατεύθυνση του s1, έστω στην κορυφή x1. ΄Επειτα πήγαινε από την x1 όσο
µακρύτερα γίνεται στο Pρ, στην ϑετική κατεύθυνση του s2, έστω στην κορυφή x2. Επανάλαβε µέχρι,
έπειτα από n ϐήµατα, να ϕτάσεις σε µία κορυφή xn η οποία µεγιστοποιεί το w′x στο Pρ. ΄Οπως και
στα µητροειδή, µπορεί να δειχθεί ότι η αποτελεσµατικότητα αυτού του αλγορίθµου χαρακτηρίζει τα
πολυµητροειδή.

5.2 Πολυµητροειδή και Πλήρως ∆υϊκά Ακέραια Συστήµατα

΄Επεται άµεσα από την Παρατήρηση 5.4 ότι

Πόρισµα 5.5. Το σύστηµα των ανισοτήτων :

xs ≥ 0 ∀s ∈ S ,(5.4α΄)
x(U) ≤ ρ(U) ∀U ⊆ S ,(5.4β΄)

είναι TDI .

Επίσης ένα παρόµοιο αποτέλεσµα ισχύει και για το πολύεδρο ϐάσης :

Πόρισµα 5.6. Το σύστηµα των ανισοτήτων :

(5.4),(5.5α΄)
x(S) = ρ(S),(5.5β΄)

είναι TDI .

Κατά µείζονα λόγο το σύστηµα των ανισοτήτων (5.4β΄) είναι κυβικά-TDI [Sch03]. Από αυτό το
αποτέλεσµα παίρνουµε ότι

Πόρισµα 5.7. Αν η ρ είναι ακέραια, τότε και το Pρ είναι ακέραιο.
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Κεφάλαιο 5. Πολυµητροειδή και Υποµετρικά Συστήµατα

5.3 Μοναδικότητα της ρ

Θεώρηµα 5.8. Αν η ρ είναι η συνάρτηση τάξης ενός πολυµητροειδούς, τότε

ρ(U) = max{x(U) | x ∈ Pρ} , ∀U ⊆ S .(5.6)

Απόδειξη. ΄Εστω w = χU, δηλαδή το δίανυσµα πρόσπτωσης του U στο RS . Τότε

max{w′x | x ∈ Pρ} = max{x(U) | x ∈ Pρ} = ρ(U).

Για να ελέγξουµε την τελευταία ισότητα, παρατηρούµε ότι αν sk είναι το στοιχείο του S ιν U µε τον
µέγιστο δείκτη (εδώ ακολουθούµε τον συµβολισµό της Ενότητας 5.1), τότε χU(sk+1) = w(sk+1) = 0,
έτσι ώστε,

w′x0 = x(U) ≥ ρ(Uk) = (w(sk)− w(sk+1))ρ(Uk).

Αλλά U ⊆ Uk, που σηµαίνει ότι x(U) ≤ ρ(U) ≤ ρ(Uk) ≤ x(U). Q.E.D.

Πόρισµα 5.9. Για κάθε ακέραιο πολυµητροειδές P, υπάρχει µοναδική µη ϕθίνουσα, υποµετρική
συνάρτηση ρ µε ρ(∅) = 0, τέτοια ώστε P = Pρ.

Απόδειξη. Κατ’ ευθείαν από το Πόρισµα 5.7 και την (5.6). Q.E.D.

5.4 Η δοµή του Pρ

Μπορεί να δειχθεί, χρησιµοποιώντας παρόµοια επιχειρήµατα µε αυτά της Ενότητας 5.1, ότι οι κορυ-
ϕές του Pρ δίνονται από

∀i ∈ {1, ..., n}, x(sπ(i)) =

{
ρ({sπ(1), ..., sπ(i)})− ρ({sπ(1), ..., sπ(i−1)}) , Αν i ≤ k,
0 , Αν i > k,

(5.7)

όπου π είναι µία µετάθεση του συνόλου {1, ..., n} και k ∈ {0, ..., n}.

Επίσης, είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι

Pρ είναι πλήρους διάστασης ⇐⇒ υπάρχουν |S|+ 1 αφινικώς ανεξάρτητα σηµεία στο Pρ(5.8)
⇐⇒ ρ({s}) > 0 , ∀s ∈ S .

Ορισµοί 5.10. ΄Εστω U ⊆ S . Τότε το U καλείται

α ρ-επίπεδο: αν ρ(U ∪ {s}) > ρ(U) για κάθε s ∈ S\U,
ρ-αδιαχώριστο: αν δεν υπάρχει διαµέριση του U σε U1, U2 6= ∅ τέτοια ώστε

ρ(U) = ρ(U1) + ρ(U2).

Θεώρηµα 5.11. [Edmonds ] ΄Εστω ρ η συνάρτηση τάξης ενός πολυµητροειδούς (S , ρ). Τότε, αν
το Pρ είναι πλήρους διάστασης, δηλαδή ρ({s}) > 0, ∀s ∈ S , το ακόλουθο σύστηµα είναι είναι ένα
ελαχιστοτικό σύστηµα που καθορίζει το Pρ.

(5.4α΄)(5.9α΄)
x(U) ≤ ρ(U) , ∀U ⊆ S που είναι ρ-αδιαχώριστο και ρ-επίπεδο.(5.9β΄)

Απόδειξη. Ο αναγνώστης ας συµβουλευτεί την Ενότητα 44.6c του [Sch03]. Q.E.D.

Είναι σαφές ότι, αν το Pρ είναι πλήρους διάστασης, τότε η (5.9) καθορίζει τις προσόψεις του Pρ.

58



5.5. Τοµές Πολυµητροειδών

5.5 Τοµές Πολυµητροειδών

Ας ϑεωρήσουµε την τοµή δύο µητροειδικών πολυέδρων ανεξαρτησίας, δηλαδή την Pρ1 ∩ Pρ2 , όπου
ρ1, ρ2 είναι οι συναρτήσεις τάξης δύο µητροειδών τα οποία ορίζονται στο κοινό σύνολο S . Είναι
τετριµµένο ότι το κυρτό κύτος των διανυσµάτων πρόσπτωσης των κοινών ανεξάρτητων συνόλων των
M1 = (S , I1), M2 = (S , I2) περιέχεται στο πολύτοπο που ορίζεται από:

(5.4α΄)(5.10α΄)
x(U) ≤ ρi(U) ∀U ⊆ S και i = 1, 2(5.10β΄)

Ο Edmonds έδειξε το ακόλουθο ϐασικό αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 5.12. Το σύστηµα ανισοτήτων (5.10) είναι κυβικά-TDI .

Πόρισµα 5.13. Το κυρτό κύτος των διανυσµάτων πρόσπτωσης των κοινών ανεξάρτητων συνόλων
δύο µητροειδών είναι η τοµή των δύο πολυέδρων ανεξαρτησίας τα οποία συνδέονται µε αυτά τα
µητροειδή, δηλαδή ορίζεται από την (5.10)

Πόρισµα 5.14. Είναι σαφές ότι, αφού το πολύεδρο ανεξαρτησίας των κοινών ανεξάρτητων συνόλων
των δύο µητροειδώνM1 = (S , I1), M2 = (S , I2), µε συναρτήσεις τάξης ρ1 και ρ2, είναι το Pρ1 ∩ Pρ2 ,
κάθε ανισότητα του Pρ1 ∩ Pρ2 που επάγει όψη, επάγει όψη για τουλάχιστον ένα από τα Pρ1 , Pρ2 ,

Θεώρηµα 5.15 (Giles). Αν το πολύεδρο ανεξαρτησίας των κοινών ανεξάρτητων συνόλων δύο
µητροειδών Pρ1 ∩ Pρ2 είναι πλήρους διάστασης, τότε κάθε ανισότητα της µορφής (5.4α΄) επάγει όψη.
Αν ορίσουµε ρ(U) := min{ρ1(U), ρ2(U)}, τότε κάθε ανισότητα x(U) ≤ ρ(U) επάγει όψη ανν δεν
υπάρχει διαµέριση του U σε µη κενά γνήσια υποσύνολα U1, U2, µε ρ(U) ≥ ρ1(U) + ρ2(U) όπως
επίσης δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνολο U′ του U µε ρ(U′) ≤ ρ(U).

Ο Edmonds έχει δείξει επίσης ότι ακόµα κι όταν οι ρ1, ρ2 είναι τυχαίες συναρτήσεις τάξης πολυµη-
τροειδών, τα οποία ενδεχοµένως να µην είναι µητροειδικά (για την ακρίβεια µόνο η υποκανονικότητα
των ρ1, ρ2 αρκεί), το σύστηµα ανισοτήτων (5.10β΄) είναι κυβικά-TDI . Αυτό έχει ως συνέπεια ότι η
τοµή δύο ακεραίων πολυµητροειδών είναι ένα κυβικά-ακέραιο πολύεδρο, δηλαδή ένα πολύεδρο του
οποίου η τοµή µε οποιονδήποτε κύβο:{x | d ≤ x ≤ c} είναι ένα ακέραιο πολύεδρο για κάθε επιλογή
ακεραίων διανυσµάτων d, c.

Η τοµή πολυµητροειδών έχει επίσης αλγοριθµική ισχύ. Συγκεκριµένα, υπάρχουν πολυωνυµικοί
αλγόριθµοι οι οποίοι ϐρίσκουν
• ένα µεγίστου µεγέθους διάνυσµα στο Pρ1 ∩ Pρ2 ·

• ένα κοινό διάνυσµα ϐάσης x που µεγιστοποιεί το x(s) για κάποιο s ∈ S·
• ένα κοινό διάνυσµα ϐάσης µεγίστου ϐάρους.

5.6 Υποµετρικά Συστήµατα

Γενικότερα, µπορούµε να ορίσουµε ένα υποµετρικό σύστηµα (D, ρ) ως εξής. ΄Εστω E ένα µη κενό
πεπερασµένο σύνολο και D µία συλλογή υποσυνόλων του E η οποία σχηµατίζει ένα επιµεριστικό
πλέγµα1 µε την ένωση και τοµή συνόλων ως πράξεις του πλέγµατος, ένωση και τοµή. ΄Εστω ρ : D →
R µία υποµετρική συνάρτηση στο επιµεριστικό πλέγµα D, δηλαδή

∀X, Y ∈ D : ρ(X) + ρ(Y) ≥ ρ(X ∪Y) + ρ(X ∩Y).
1 ΄Ενα επιµεριστικό πλέγµα είναι µία µερική διάταξη στην οποία κάθε Ϲεύγος στοιχείων a, b, έχει µέγιστο κάτω ϕράγµα που

συµβολίζεται µε a ∧ b και ελάχιστο άνω ϕράγµα που συµβολίζεται µε a ∨ b. Επίσης ισχύουν οι επιµεριστικοί νόµοι :
• a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
• a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Στην περίπτωσή µας η σχέση µερικής διάταξης είναι η σχέση του περιέχεσθαι.
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Τότε :

Ορισµός 5.16. Το Ϲεύγος (D, ρ) καλείται υποµετρικό σύστηµα.

Για κάθε ανεξάρτητο διάνυσµα x ∈ Pρ, ορίζουµε :

D(x) := {X ⊆ E | x(X) = ρ(X)}.(5.11)

Τότε

Θεώρηµα 5.17. Το D(x) είναι κλειστό ως προς τις τοµές και τις ενώσεις. ΄Αρα το D(x) είναι
ένα επιµεριστικό πλέγµα, µε την ένωση και τοµή συνόλων σαν τις πράξεις του πλέγµατος, ένωση και
τοµή αντίστοιχα.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι x(T) = ρ(T) και x(U) = ρ(U). Τότε

ρ(T) + ρ(U) ≥ ρ(T ∪U) + ρ(T ∩U) , αφού η ρ είναι υποµετρική,
≥ x(T ∪U) + x(T ∩U) , αφού x ∈ Pρ και T ∪U, T ∩U ⊆ E,
= x(T) + x(U) , αφού x : E→ R και x(T) + x(U) = ∑

i∈T
x(i) + ∑

i∈U
x(i)

= x(U ∪ T) + x(U ∩ T)
= ρ(T) + ρ(U),

που συνεπάγεται ότι x(T ∪U) = ρ(T ∪U) και x(T ∩U) = ρ(T ∩U). Q.E.D.

΄Ενα παράδειγµα υποµετρικού συτήµατος είναι το (D(x), ρ) όπως στην (5.11). Φυσικά τα µητροει-
δή και τα πολυµητροειδή είναι υποµετρικά συστήµατα. Υπάρχουν όµως και µη-πολυµητροειδικά
υποµετρικά συστήµατα. Για σχετικά παραδείγµατα ο αναγνώστης ας συµβουλευτεί το [Fuj05].

Μία γενίκευση της ϑεωρίας που αναπτύξαµε στις προηγούµενες ενότητες µπορεί να επιτευχθεί αν
ϑεωρήσουµε το πολύεδρο που συνδέεται µε το υποµετρικό σύστηµα (D, ρ), δηλαδή το

P(ρ) = {x ∈ RE | ∀X ∈ D : x(X) ≤ ρ(X)}.

Καλούµε το P(ρ) το υποµετρικό πολύεδρο που συνδέεται µε το (D, ρ). Φυσικά, υπάρχει το πολύεδρο
ϐάσης που συνδέεται µε το (D, ρ), δηλαδή

B(ρ) = {x ∈ P(ρ) | x(E) = ρ(E)}.

Ας ϑεωρήσουµε το πρωτεύον πρόβληµα της µεγιστοποίησης του w′x, για w ∈ RE, όταν το x κινείται
στο P(ρ), και το αντίστοιχο δευτερεύον πρόβληµα:

min

{
∑

U∈D
y(U)ρ(U)

∣∣∣∣∣ y ∈ RD+ , ∑
U∈D

y(U)χU = w

}
, όπου χU είναι το χαρα-(5.12)

κτηριστικό διάνυσµα
του U στο E.

Θεώρηµα 5.18. Η (5.12) έχει ϐέλτιστη λύση, τέτοια ώστε το σύνολο F := {U ∈ D | y(U) > 0}
είναι αλυσίδα.1

Απόδειξη. Η (5.12) έχει πράγµατι ϐέλτιστη λύση, αφού

∀x ∈ P(ρ) : w′x ≤ max{w(si) | si ∈ E}|E| ∑
U∈D

ρ(U)

1 ΄Ενα υποσύνολο ενός συνόλου εφοδιασµένου µε µία µερική διάταξη ϑα καλείται αλυσίδα, αν όλα τα στοιχεία του είναι
συγκρίσιµα ανά δύο.
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και άρα το πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού που έχουµε είναι ϕραγµένο. ΄Εστω y0 µία
ϐέλτιστη λύση της (5.12) τέτοια που το

∑
U∈D

y0(U)|U||E\U|(5.13)

να είναι όσο το δυνατόν µικρότερο. Υποθέτουµε πως το F δεν είναι αλυσίδα και επιλέγουµε U, T ∈
F : T 6⊆ U και U 6⊆ T. ΄Εστω a = min{y0(T), y0(U)}. ΄Εστω z : D → R+ τέτοιο ώστε

z(V) =





y0(V)− a , αν V = U ή T,
y0(V) + a , αν V = T ∩U ή T ∪U,
y0(V) , αλλιώς.

Παρατηρούµε ότι το z είναι ϐέλτιστη λύση για την (5.12). Πράγµατι έχουµε πως

• z ∈ RD+·

•

∑
U∈D

z(U)ρ(U) = z(U)ρ(U) + z(T)ρ(T) + z(U ∩ T)ρ(U ∩ T) + z(U ∪ T)ρ(U ∪ T) +

+ ∑
V∈D

V 6=U,T,U∩T,U∪T

z(V)ρ(V)

= a(ρ(U ∩ T) + ρ(U ∪ T)− ρ(U)− ρ(T)) + ∑
V∈D

y0(V)ρ(V)

≤ ∑
V∈D

y0(V)ρ(V)

• ∑
V∈D

z(V)χV = ∑
V∈D

y0(V)χV = w, αφού χT∩U + χT∪U = χT + χU.

΄Οµως µπορεί να δειχθεί πως αφού το F δεν είναι αλυσίδα, το άθροισµα στην (5.13) είναι µικρότερο
αν ϑέσουµε όπου y0 το z, άτοπο. Q.E.D.

Πόρισµα 5.19. Το σύστηµα

x(U) ≤ ρ(U), ∀U ∈ D,(5.14)

είναι κυβικά-TDI.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϐασίζεται στο προηγούµενο ϑεώρηµα· για τις λεπτοµέρειες ο αναγνώστης
παραπέµπεται στο [Sch03]. Αναφέρουµε απλά πως το γεγονός πως η F είναι αλυσίδα, µας εξασφαλίζει
πως οι περιορισµοί που αντιστοιχούν σε ϑετικές συντεταγµένες της ϐέλτιστης λύσης y της (5.12),
σχηµατίζουν έναν TU πίνακα και πως όταν οι περιορισµοί που αντιστοιχούν σε ϑετικές συντεταγµένες
της λύσης του δευτερεύοντος σχηµατίζουν έναν TU πίνακα, οι περιορισµοί που ορίζουν το πολύεδρο
του πρωτεύοντος, ορίζουν ένα κυβικά-TDI σύστηµα. Q.E.D.

Μία ακόµα συνέπεια είναι πως το πολύεδρο P(ρ) είναι κυβικά-ακέραιο.

Η µέχρι τώρα αντιστοιχία µε τα πολυµητροειδή επεκτείνεται µε την τοµή δύο υποµετρικών συστη-
µάτων :

΄Εστω E, D1, D2, πεπερασµένο σύνολο και δύο πλέγµατα ορισµένα στο δυναµοσύνολο του E
αντίστοιχα. ΄Εστω επίσης ρi : E→ R, i = 1, 2, δύο υποµετρικές συναρτήσεις στο E. Τότε το σύστηµα

x(U) ≤ ri(U) , ∀U ∈ Di , i = 1, 2,(5.15)

είναι κυβικά-TDI. ΄Επεται ότι η τοµή των υποµετρικών πολυέδρων, P(ρ1), P(ρ2), είναι κυβικά α-
κέραιο πολύεδρο.
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5.6.1 Πράξεις στα Υποµετρικά Συστήµατα

Για κάθε A ∈ D ορίζουµε :

DA := {X ∈ D | X ⊆ A},(5.16α΄)
ρA(X) := ρ(X) , ∀X ∈ DA.(5.16β΄)

Τότε το (DA, ρA) είναι ένα υποµετρικό σύστηµα επί του A, το οποίο καλείται η αναγωγή, ή ο
περιορισµός του (D, ρ) στο A. Επίσης, ορίζουµε για κάθε A ∈ D:

DA := {X\A | A ⊆ X ∈ D},(5.17α΄)
ρA(X) := ρ(X ∪ A)− ρ(A) , ∀X ∈ DA.(5.17β΄)

Τότε το (DA, ρA) είναι ένα υποµετρικό σύστηµα επί του E\A, το οποίο καλείται η συστολή του (D, ρ)
υπό το A.

΄Ενα υποµετρικό σύστηµα το οποίο προκύπτει από µία σειρά αναγωγών και συστολών ξεκινώντας
από το (D, ρ) καλείται ελάσσον του (D, ρ).

Υπάρχουν επίσης και άλλες πράξεις στα υποµετρικά συστήµατα [Fuj05]. Ο McDiarmid όρισε το
δυϊκό ενός πολυµητροειδούς εποµένως και του συνδεόµενου µε αυτό πολυέδρου [Sch03].

5.7 Υποµετρικά Συστήµατα σε Οικογένειες Τοµών
και ∆ιασταυρώσεων

Είδαµε ότι τα πολυµητροειδή γενικεύονται στα υποµετρικά συστήµατα· ϑα δούµε τώρα ότι και τα
υποµετρικά συστήµατα γενικεύονται.

Ορισµοί 5.20. Μία οικογένεια C συνόλων ϑα καλείται οικογένεια τοµών αν για κάθε U, T ∈ C:

T ∩U 6= ∅ =⇒ T ∪U, T ∩U ∈ C

Μία συνάρτηση ρ : C → R ορισµένη σε µία οικογένεια τοµών ϑα καλείται υποµετρική σε Ϲευγάρια
τοµής, αν

ρ(U) + ρ(T) ≥ (ρ(U ∩ T) + ρ(U ∪ T) , ∀T, U ∈ C : T ∩U 6= ∅

Ισχύουν και εδώ τα αναµενόµενα, δηλαδή, το σύστηµα

x(U) ≤ ρ(U) , ∀U ∈ C

είναι κυβικά-TDI, και αν C1, cC2, ρ1, ρ2, δύο οικογένειες τοµών ορισµένες στο ίδιο σύνολο, E, και
δύο υποµετρικές συναρτήσεις σε Ϲευγάρια τοµών αντίστοιχα, το σύστηµα

x(U) ≤ ri(U) , ∀U ∈ Di , i = 1, 2,

είναι κυβικά-TDI. Φυσικά, η τοµή των δύο υποµετρικών πολυέδρων τοµής (που ορίζονται εντελώς
ανάλογα µε την περίπτωση των υποµετρικών συστηµάτων) είναι κυβικά ακέραιο πολύεδρο.

Θα λέµε ότι µία οικογένεια συνόλων C είναι οικογένεια διασταύρωσης αν

T ∩U 6= ∅, T ∪U 6= ∅ =⇒ T ∪U, T ∩U ∈ C.

Μία συνάρτηση ρ : C → R ϑα καλείται υποµετρική σε Ϲευγάρια διασταύρωσης αν

T ∩U 6= ∅, T ∪U 6= ∅ =⇒ ρ(U) + ρ(T) ≥ ρ(U ∩ T) + ρ(U ∪ T).
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Σε αυτήν την πιο γενική περίπτωση, γενικά, δεν ισχύει ότι το σύστηµα

x(U) ≤ ρ(U) , ∀U ∈ C

είναι TDI. ΄Οµως για κάθε k ∈ R, το σύστηµα

x(U) ≤ ρ(U) , ∀U ∈ C , x(E) = k

είναι κυβικά-TDI.

Για περισσότερα αποτελέσµατα και αναλυτικότερη έκθεση των ϑεµάτων αυτού του κεφαλαίου
µπορεί κανείς να ανατρέξει στα ϐιβλία που ακολουθήσαµε για την παρουσίαση του κεφαλαίου:
[Fuj05,Sch03].
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