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EuqaristÐec

Euqarist¸ jerm� ton epiblèponta kajhght  mou, k. I.Strat  gia to endiafèron tou kai th
bo jei� tou sth suggraf  aut c thc ergasÐac, all� kai gia th st rix  tou sth di�rkeia twn
spoud¸n mou. H parousÐa tou  tan idiaÐtera shmantik  gia mèna. Euqarist¸ touc kajhghtèc
Q.Ajanasi�dh kai G.Kalogerìpoulo gia to endiafèron pou èdeixan sthn ergasÐa kai gia th
didaktik  touc bo jeia, ìpote aut  mou qrei�sthke.

'Ena meg�lo euqarist¸ stouc goneÐc mou, pou ìla aut� ta qrìnia  tan dÐpla mou kai mou
èdwsan ìla ta aparaÐthta efìdia gia na oloklhr¸sw tic spoudèc mou.
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Eisagwg 

H Majhmatik  JewrÐa Elègqou eÐnai h perioq  twn efarmosmènwn majhmatik¸n pou asqo-
leÐtai me tic basikèc arqèc pou dièpoun thn an�lush kai th melèth tou elègqou susthm�twn.
'Elegqoc enìc antikeimènou shmaÐnei na ephre�seic th sumperifor� tou ètsi ¸ste na petÔqeic
ènan epijumhtì stìqo. Gia na efarmìsoun aut  thn epirro , mhqanikoÐ kataskeÔasan mhqanèc
pou enswmat¸noun di�forec majhmatikèc teqnikèc. Oi mhqanèc autèc poikÐloun apì th rujmi-
stik  atmomhqan  tou Watt , pou sqedi�sthke kat� th di�rkeia thc Agglik c Biomhqanik c
Epan�stashc, mèqri touc exeligmènouc rujmistikoÔc mikroepexergastèc, ìpwc CD players kai
autokÐnhta   biomhqanik� rompìt kai autìmatouc pilìtouc aeropl�nwn. H melèth aut¸n twn
mhqan¸n kai h epÐdras  touc me to antikeÐmeno na elègqetai eÐnai to antikeÐmeno aut c thc
ergasÐac.

Pio sugkekrimèna, ja anafèroume tic basikèc ènnoiec thc prosbasimìthtac kai elegxi-
mìthtac kai ja esti�soume se k�poia jèmata, ìpwc qronik� analloÐwta sust mata, elègxi-
ma zeÔgh pin�kwn, elegximìthta upì deigmatolhyÐa k.a. Sth sunèqeia ja asqolhjoÔme me
thn elegximìthta k�poiwn klasik¸n grammik¸n merik¸n diaforik¸n exis¸sewn: thc exÐswshc
metafor�c kai thc exÐswshc jermìthtac. Ja apodeÐxoume to kal¸c topojethmèno tou pro-
bl matoc Cauchy aut¸n twn exis¸sewn kai me di�forec mejìdouc, ìpwc eÐnai h epÐlush me
k�poia �mesh (explicit) diadikasÐa, h mèjodoc epèktashc kai h duðkìthta an�mesa se elegxi-
mìthta kai parathrhsimìthta kai ja melet soume thn elegximìthta touc. H duðkìthta deÐqnei
ìti h elegximìthta mporeÐ na anaqjeÐ se mÐa anisìthta parathrhsimìthtac. Ja deÐxoume p¸c
na apodeiknÔoume aut n thn anisìthta mèsw thc mejìdou tou pollaplasiast    twn aniso-
t twn Carleman . EpÐshc ja parousi�soume èna klasikì afhrhmèno perib�llon to opoÐo
mac epitrèpei na melet soume to kal¸c topojethmèno kai thn elegximìthta poll¸n merik¸n
diaforik¸n exis¸sewn sto Ðdio plaÐsio.
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Kef�laio 1

Prosbasimìthta kai Elegximìthta
Susthm�twn

1.1 Basikèc 'Ennoiec Prosbasimìthtac

Se ìlouc touc orismoÔc pou ja akolouj soun, Σ = (T ,X ,U , φ) eÐnai èna aujaÐreto sÔsthma,
ìpou èna qronikì sÔnolo T eÐnai mia upoom�da tou (R,+) kai èna sÔsthma   mhqan 
Σ = (T ,X ,U , φ) apoteleÐtai apì:

• 'Ena qronikì sÔnolo T ,

• 'Ena mh kenì sÔnolo X pou lègetai kat�stash q¸rou tou Σ,

• 'Ena mh kenì sÔnolo U pou lègetai tim  elègqou   tim  eisìdou tou q¸rou
tou Σ, kai

• MÐa apeikìnish φ : Dφ → X pou lègetai apeikìnish met�bashc tou Σ, h opoÐa orÐzetai
se èna uposÔnolo Dφ tou

{(τ, σ, x, ω)|σ, τ ∈ T , σ ≤ τ, x ∈ X,ω ∈ U [σ,τ)},

ètsi ¸ste na isqÔoun oi parak�tw idiìthtec:

Mh tetrimmèno Gia k�je kat�stash x ∈ X , up�rqei toul�qiston èna zeÔgoc σ < τ

sto T kai k�poio ω ∈ U [σ,τ) tètoio ¸ste ω na eÐnai apodektì gia to x, to opoÐo
shmaÐnei ìti (τ, σ, x, ω) ∈ Dφ,
Periorismìc An ω ∈ U [σ,µ) eÐnai apodektì gia to x, tìte gia k�je τ ∈ [σ, µ) o perio-

rismìc ω1 := ω|[σ,τ) tou ω sto upodi�sthma [σ, τ) eÐnai epÐshc apodektìc gia to x kai o
periorismìc ω2 := ω|[τ,µ) eÐnai apodektìc gia to φ(τ, σ, x, ω1),

Hmiom�da An σ, τ, µ eÐnai opoiad pote trÐa stoiqeÐa tou T ètsi ¸ste σ < τ < µ, an

ω1 ∈ U [σ,τ) kai ω2 ∈ U [τ,µ) kai an x eÐnai mia kat�stash tètoia ¸ste

φ(τ, σ, x, ω1) = x1 kai φ(µ, τ, x1, ω2) = x2,
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tìte ω = ω1ω2 eÐnai epÐshc apodektì gia to x kai φ(µ, σ, x, ω) = x2,

Tautotikìc Gia k�je σ ∈ T kai x ∈ X, h ken  akoloujÐa � ∈ U [σ,σ) eÐnai apodekt  gia

to x kai φ(σ, σ, x, �) = x.

Orismìc 1.1.1. 'Ena sumb�n eÐnai èna zeÔgoc (x, t) ∈ X × T

• To sumb�n (z, τ) mporoÔme na to proseggÐsoume apì to sumb�n (x, σ) an kai mìno an
up�rqei mÐa troqi� tou Σ sto [σ, τ ] thc opoÐac h arqik  jèsh eÐnai to x kai h telik 
jèsh to z, dhlad , an up�rqei èna ω ∈ U [σ,τ) ètsi ¸ste

φ(τ, σ, x, ω) = z.

Lègetai epÐshc ìti to (x, σ) mporeÐ na elegqjeÐ apì to (z, τ).

• An x, z ∈ X , T ≥ 0 ∈ T , kai up�rqoun σ, τ ∈ T me τ − σ = T ètsi ¸ste to (z, τ)
mporoÔme na to proseggÐsoume apì to (x, σ), tìte to z mporoÔme na to proseggÐsoume
apì to x se qrìno T . IsodÔnama, to x mporeÐ na elegqjeÐ apì to z se qrìno T .

• To z mporoÔme na to proseggisoume apì to x (  to x mporeÐ na elegqjeÐ apì to z) an
autì sumbaÐnei gia toul�qiston èna T .

Shmei¸noume ìti, apì to tautotikì axÐwma tou orismoÔ tou sust matoc, k�je sumb�n kai
k�je kat�stash mporoÔme na tic proseggÐsoume apì ton eautì touc. EpÐshc, shmei¸noume ìti
an Σ eÐnai qronik� analloÐwto, tìte to z mporoÔme na to proseggÐsoume apì to x se qrìno
T an kai mìno an to (z, t + T ) mporoÔme na to proseggÐsoume apì to (x, t) gia k�je t ∈ T ,
ètsi, den up�rqei kamÐa an�gkh na exet�soume rht� thn ènnoia tou sumb�ntoc gia qronik�
analloÐwta sust mata.

QrhsimopoioÔme to sumbolismì (x, σ) (z, τ) gia na deÐxoume ìti to sumb�n (z, τ) mporoÔ-
me na to proseggÐsoume apì to (x, σ). Shmei¸noume ìti h anisìthta σ ≤ τ uponoeÐtai se autì

to sumbolismì. Gia katast�seic, gr�foume x
T
 z an to z mporoÔme na to proseggÐsoume apì

to x se qrìno T , kai apl¸c x  z gia na deÐxoume ìti to z mporoÔme na to proseggÐsoume
apì to x.

L mma 1.1.1. IsqÔoun ta parak�tw :

(a) An (x, σ) (z, τ) kai (z, τ) (y, µ), tìte (x, σ) (y, µ).

(b) An (x, σ) (y, µ) kai an σ < τ < µ, tìte up�rqei z ∈ X ètsi ¸ste (x, σ) (z, τ) kai
(z, τ) (y, µ).

(g) An x
T
 y gia k�poio T > 0 kai an 0 < t < T, tìte up�rqei k�poio z ∈ X ètsi ¸ste

x
t
 z kai z

T−t
 y.
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(d) An x
t
 z, z

s
 y kai Σ eÐnai qronik� analloÐwto, tìte x

t+s
 y.

(e) An x z, z  y kai Σ eÐnai qronik� analloÐwto, tìte x y.

Orismìc 1.1.2. To qronodiakritì sÔsthma Σ eÐnai grammikì (p�nw sto s¸ma K ) an:

• EÐnai pl rec. ( to sÔsthma Σ eÐnai pl rec an k�je eÐsodoc eÐnai apodekt  gia k�je
kat�stash Dφ = {(τ, σ, x, ω)|σ ≤ τ, x ∈ X , ω ∈ U [σ,τ)} )

• X kai U eÐnai dianusmatikoÐ q¸roi kai

• P(t, ·, ·) eÐnai grammikì gia k�je t ∈ Z.

To sÔsthma me exìdouc Σ eÐnai grammikì an epiplèon:

• To Y eÐnai ènac dianusmatikìc q¸roc kai

• H h(t, ·) eÐnai grammik  gia k�je t ∈ Z.

To sÔsthma eÐnai peperasmènhc di�stashc an kai to U kai to X , ìmoia to Y gia èna sÔsthma
me exìdouc, eÐnai peperasmènhc di�stashc, h di�stash tou Σ eÐnai se aut n thn perÐptwsh h
di�stash tou X .

Orismìc 1.1.3. To suneqèc qronik� sÔsthma Σ eÐnai grammikì (kai peperasmènhc di�sta-
shc) (p�nw sto K = R   C) an eÐnai t�xhc C1 kai:

• X = Kn kai U = Km kai

• H topik  se qrìno perigraf  ikanopoieÐ ìti h f(t, ·, ·) eÐnai grammik  gia k�je t ∈ R.

To sÔsthma me exìdouc Σ eÐnai grammikì an epiplèon:

• Y = Kp kai

• H h(t, ·) eÐnai grammik  gia k�je t ∈ Z.

H di�stash tou Σ eÐnai h di�stash tou X .

L mma 1.1.2. Gia k�je grammikì qronodiakritì sÔsthma kai gia k�je zeÔgoc akeraÐwn
σ < τ , to φ(τ, σ, ·, ·) eÐnai grammikì.

L mma 1.1.3. 'Estw Σ èna grammikì qronik� suneqèc sÔsthma kai èstw σ < τ an kei sto
R. Tìte to φ(τ, σ, ·, ·) eÐnai grammikì wc mÐa apeikìnish X × L∞m → X .
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L mma 1.1.4. An Σ eÐnai grammikì, tìte:

(a) An (x1, σ)  (z1, τ) kai (x2, σ)  (z2, τ), tìte, gia k�je r ∈ K, (x1 + rx2, σ)  
(z1 + rz2, τ).

(b) (x, σ)  (z, τ) ann (0, σ)  (z − φ(τ, σ, x,0), τ) (ed¸ to 0 shmaÐnei ìti o èlegqoc
ω ≡ 0.)

(g) An Σ eÐnai qronik� analloÐwto, x
T
 z ann 0

T
 (z − φ(T, 0, x,0)).

(d) An Σ eÐnai qronik� analloÐwto, x1
T
 z1 kai x2

T
 z2 sunep�getai ìti (x1 + rx2)

T
 

(z1 + rz2) gia ìla ta r ∈ K.

Apìdeixh. To (a) èpetai apì th grammikìthta thc φ(τ, σ, ·, ·) (apì L mmata 1.1.2 kai 1.1.3),
kai to (d) eÐnai sunèpeia autoÔ. Apì thn isodunamÐa

φ(τ, σ, x, ω) = z ann z − φ(τ, σ, x,0) = φ(τ, σ, 0, ω)

sunep�getai to (b) kai to (g).

Orismìc 1.1.4. To sÔsthma Σ eÐnai (pl rwc) elègximo sto di�sthma [σ, τ ] an gia k�je
x, z ∈ X isqÔei ìti (x, σ) (z, τ). EÐnai (pl rwc) elègximo se qrìno T an gia k�je x, z ∈ X
isqÔei ìti x

T
 z. EÐnai apl� (pl rwc) elègximo an x z gia ìla ta x, z.

L mma 1.1.5. 'Estw Σ èna grammikì sÔsthma kai σ, τ, T ∈ T (tuqìnta)

(a) To Σ eÐnai elègximo sto [σ, τ ] ann (0, σ) (y, τ) gia ìla ta y ∈ X .

(b) An Σ eÐnai qronik� analloÐwto, tìte Σ eÐnai elègximo se qrìno T ann 0
T
 y gia ìla ta

y ∈ X .

(g) An Σ eÐnai suneqèc qronik�, tìte eÐnai elègximo sto [σ, τ ] ann (x, σ) (0, τ) gia ìla ta
x ∈ X .

(d) An Σ eÐnai qronik� analloÐwto kai suneqèc, tìte Σ eÐnai elègximo se qrìno T ann x
T
 0

gia ìla ta x ∈ X .

(e) Ta sumper�smata sto (g) kai (d) isqÔoun epÐshc an to ��suneqèc qronik��� antikatastajeÐ
ap'to ��diakritì qronik� kai A(k) eÐnai antistrèyimo gia ìla ta k ∈ [σ, τ ]�� (sto (d), ��A
eÐnai antistrèyimo��).

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume to (a), paÐrnoume tuqìnta sumb�nta (x, σ) kai (z, τ). 'Estw

y := z − φ(τ, σ, x,0).
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Apì upìjesh, (0, σ) (y, τ). 'Etsi, apì L mma 1.1.4(b), (x, σ) (0, τ), ìpwc epijumoÔsame.
Upojètoume t¸ra ìti Σ eÐnai qronik� analloÐwto kai ìti

0
T
 y

gia ìla ta y ∈ X . Tìte, (0, 0)  (y, T ) gia ìla ta y ∈ X , �ra ap'to (a) to Σ eÐnai elègximo
(sto [0, T ]), kai autì apodeiknÔei kai to (b).

Upojètoume t¸ra ìti Σ eÐnai suneqèc qronik�   ìti eÐnai qronodiakritì kai h proôpìje-
sh thc antistrof c sto (e) isqÔei. Dialègoume opoiod pote y ∈ X . Ap'to (a), prèpei na
apodeÐxoume gia to (g) ìti (0, σ) (y, τ). Isqurizìmaste ìti up�rqoun x ∈ X tètoia ¸ste

φ(τ, σ, x,0) = −y.

Se suneq  qronik� sust mata paÐrnoume x := −Φ(σ, τ)y kai se qronodiakrit� sust mata
paÐrnoume x := −Φ−1y, ìpou Φ eÐnai o grammikìc metasqhmatismìc

Φ(τ, s) = A(τ − 1)A(τ − 2)...A(σ + 1)A(σ),

o opoÐoc eÐnai antistrèyimoc me thn upìjesh ìti k�je A(k) eÐnai antistrèyimo. Apì thn
upìjesh, (x, σ) (0, τ). 'Ara apì to L mma 1.1.4(b),

(0, σ) (−φ(τ, σ, x,0), τ) = (y, τ),

ìpwc epijumoÔsame. Telik�, to (d) èpetai ap'to (b) epeid  h upìjesh dÐnei t¸ra ìti (x, 0) 
(0, T ) gia ìla ta x ∈ X .

H idiìthta sto (a) kai (b), ìti k�je kat�stash eÐnai prosb�simh apì to mhdèn, merikèc
forèc lègetai prosbasimìthta. ApodeÐxame ìti, gia grammik� sust mata prosbasimìthta
kai elegximìthta eÐnai isodÔnama. Shmei¸ste epÐshc ìti h idiìthta sto (g), (d) kai (e), ìti
k�poioc mporeÐ na elègxei k�je kat�stash me thn arqik , onom�zetai ��elegximìthta�� (ènac pio
akrib c ìroc, pou epÐshc qrhsimopoieÐtai merikèc forèc, eÐnai mhdenik  elegximìthta). EmeÐc
protimoÔme na diathroÔme ton ìro elegximìthta gia thn idiìthta pou orÐsame ston Orismì
1.1.4.

Parat rhsh 1.1.1. To (e) ap'ta parap�nw apotelèsmata apodeiknÔei mÐa arq  h opoÐa eÐnai
k�pwc genik  sth jewrÐa elègqou: Peperasmènhc di�stashc omal� qronodiakrit� sust mata
me ��antistrèyimh��   ��anastrèyimh�� dunamik  teÐnoun na èqoun mia jewrÐa polÔ an�logh me
aut  twn suneq¸n qronik� susthm�twn. (Ousiastik�, epeid  oi dr�seic om�dwn mporeÐ na
sqetÐzontai me sust mata gia ta opoÐa oi apeikonÐseic φ(τ, σ, ·, ω) eÐnai antistrèyimec.) Ektìc
apì thn algebrik  dom  jewrÐac twn qronik� analloÐwtwn grammik¸n susthm�twn, genik�
ta (mh antistrèyima) qronodiakrit� sust mata sumperifèrontai me ènan polÔ pio polÔploko
trìpo se sqèsh me ta qronik� suneq  sust mata. 'Enac trìpoc me ton opoÐo katanèmontai
(dhl., �peirhc di�stashc) qronik� suneq  sust mata na sumperifèrontai polÔ diaforetik�
ap'ta suneq  qronik� sust mata (peperasmènhc di�stashc) eÐnai akrib¸c me thn ènnoia ìti
teÐnoun na mhn èqoun antistrèyimh dunamik , gia par�deigma, èna sÔsthma pou exelÐssetai
sÔmfwna me thn exÐswsh di�qushc ja exomalÔnei tic arqikèc sunj kec.
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1.2 Qronik� AnalloÐwta Sust mata

Se ìlh aut  thn enìthta, ektìc an anafèretai diaforetik�, to Σ eÐnai èna qronik� analloÐwto
sÔsthma.

Orismìc 1.2.1. 'Estw T ∈ T kai x ∈ X . To proseggÐsimo sÔnolo apì to x se qrìno T
eÐnai

RT (x) := {z ∈ X | x T
 z}.

To proseggÐsimo sÔnolo apì to x eÐnai to

R(x) := ∪T∈T+RT (x) = {z ∈ X | x z}.

An S eÐnai èna uposÔnolo tou X , gr�foume epÐshc

RT (S) := ∪x∈SRT (x),

R(S) := ∪x∈SR(x),

gia ta sÔnola pou proseggÐzontai apì to uposÔnolo S.

Shmei¸ste ìtiR0(S) = S gia ìla ta uposÔnola S kai ìti Σ elègximo (antÐstoiqa, elègximo
se qrìno T) ann R(x) (antÐstoiqa, RT (x)) = X gia ìla ta x ∈ X .

Apì ta L mmata 1.1.2 kai 1.1.3 èqoume ta akìlouja:

L mma 1.2.1. An Σ eÐnai grammikì, tìte RT (0) eÐnai ènac upìqwroc, gia ìla ta T ∈ T .

An Σ eÐnai grammikì kai x eÐnai t¸ra mÐa aujaÐreth kat�stash, h isìthta

φ(T, 0, x, ω) = φ(T, 0, x,0) + φ(T, 0, 0, ω)

deÐqnei ìti
RT (x) = φ(T, 0, x,0) +RT (0)

kai wc ek toÔtou to RT (x) eÐnai mÐa grammik  upopollaplìthta (par�llhlh metatìpish enìc
upìqwrou) sto X .

L mma 1.2.2. Gia k�je t, s ∈ T ,

Rs+t(x) = Rs(Rt(x))

gia k�je x ∈ X .

Apìdeixh. Sto L mma 1.1.1, ap'to (b) sunep�getai ìtiRs+t(x) ⊆ Rs(Rt(x)), en¸ h antÐstrofh
ègkleish èpetai ap'to (d).

'Eqei endiafèron na m�joume e�n h prosbasimìthta mporeÐ na exetasjeÐ se poll� pepera-
smèna b mata. Sth jewrÐa automatismoÔ, suqn� qrhsimopoieÐtai h akìloujh parat rhsh:
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L mma 1.2.3. 'Estw ìti Σ eÐnai èna qronodiakritì sÔsthma kai card(X ) = n <∞. Tìte,

∪k=0,...,n−1Rk(x) = R(x)

gia ìla ta x ∈ X .

Apìdeixh. 'Estw x kai z ∈ R(x). Upojèste ìti k eÐnai o mikrìteroc akèraioc ètsi ¸ste x
k
 z

kai upojèste me th mèjodo thc eic �topon apagwg c ìti k ≥ n. Ap'to (g) tou L mmatoc 1.1.1,
up�rqoun stoiqeÐa

x = z0, z1, . . . , zk = z

me

zi
1
 zi+1, i = 0, . . . , k − 1.

Epeid  k ≥ n, up�rqoun 0 ≤ i < j ≤ k tètoia ¸ste zi = zj. Epeid 

x
i
 zi kai zj

k−j
 z,

èpetai ap'to (d) tou L mmatoc 1.1.1 ìti x
l
 z, l = i+k− j < k, to opoÐo èrqetai se antÐfash

me thn elaqistìthta tou k.

Apì thn ènnoia thc kat�stashc isorropÐac tou x ∈ X , gia èna qronik� analloÐwto sÔsth-
ma, autì eÐnai isodÔnamo me thn apaÐthsh ìti up�rqei èna u ∈ U tètoio ¸ste gia ìla ta
T ∈ T+, φ(T, 0, x, ω) = x, ìpou ω ≡ u. Gia qronodiakrit� sust mata autì eÐnai isodÔnamo me

P(x, u) = x

kai gia suneq  qronik� sust mata me

f(x, u) = 0.

An x eÐnai se kat�stash isorropÐac, tìte x ∈ RT (x) gia ìla ta T . 'Etsi, gia ìla ta S ∈ T+,

RS(x) ⊆ RS(RT (x)),

kai ètsi ap'to L mma 1.2.2:

Pìrisma 1.2.1. An x eÐnai se kat�stash isorropÐac, tìte

RS(x) ⊆ RS+T (x)

gia k�je S, T ∈ T+.

L mma 1.2.4. 'Estw x se kat�stash isorropÐac. An up�rqoun S, T ∈ T+, T > 0, tètoia
¸ste

RS(x) = RS+T (x),

tìte aparaÐthta RS(x) = R(x).
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Apìdeixh. Pr¸ta shmei¸ste ìti
RS+kT (x) = RS(x)

gia ìlouc touc jetikoÔc akèraiouc k. Autì mporeÐ na apodeiqjeÐ epagwgik�: H perÐptwsh
k = 1 dÐnetai, kai

RS+(k+1)T (x) = RT (RS+kT (x))

= RT (RS(x))

= RS+T (x)

= RS(x) ,

ìpou h deÔterh kai h teleutaÐa isìthta èpontai apì thn upìjesh thc epagwg c. T¸ra upo-
jètoume ìti z ∈ R(x) gnwstì. 'Etsi up�rqei k�poio t ∈ T , ¸ste z ∈ Rt(x). BreÐte ènan
akèraio k ètsi ¸ste S + kT > t. Apì to Pìrisma 1.2.1, z ∈ RS+kT (x) = RS(x).

Pìrisma 1.2.2. Upojèste ìti x eÐnai se kat�stash isorropÐac, ìti X eÐnai ènac dianusma-
tikìc q¸roc p�nw sto s¸ma K me dimX = n < ∞, kai ìti RT (x) eÐnai ènac upìqwroc gia
k�je T ∈ T+. (Apì L mma 1.2.1, autì sumbaÐnei p�nta an Σ eÐnai èna peperasmèno grammikì
sÔsthma kai x = 0.) Tìte:

(a) An T = Z, Rn(x) = R(x).

(b) An T = R, tìte Rε(x) = R(x) gia ìla ta ε > 0.

Apìdeixh. P�rte opoiad pote gn sia aÔxousa akoloujÐa

0 = τ0 < τ1 < τ2 < . . . < τn+1

twn stoiqeÐwn tou T , kai èstw
Xi := Rτi(x)

gia k�je i. An  tan alhjèc ìti to Xi perieqìtan gn sia sto Xi+1 gia ìla ta i, tìte autì ja
s maine ìti dimXi+1 = dimX , �topo. 'Etsi, se k�je tètoia alusÐda thc prosbasimìthtac,
up�rqoun k�poia i tètoia ¸ste Xi = Xi+1. Ap'to L mma 1.2.4, sumperaÐnoume ìti

Rτi(x) = R(x).

T¸ra sthn perÐptwsh (a) efarmìzoume to parap�nw epiqeÐrhma me τi = i kai sthn perÐptwsh
(b) qrhsimopoioÔme τi = iε/n.

To sumpèrasma ìti, gia grammik� suneq  qronik� sust mata, an mporeÐ k�poioc na pro-
seggÐsei to z apì to 0, tìte mporeÐ na to k�nei se aujaÐreta mikrì qrìno, eÐnai mh diaisjhtikì.
Fusik�, autì den mporeÐ na gÐnei potè se èna fusikì sÔsthma. UpokeÐmeno sthn parap�nw
apìdeixh eÐnai to gegonìc ìti o q¸roc twn tim¸n elègqou eÐnai ìloc o Km. Gia na epitÔqoume
mikrìtera ε, se genikèc grammèc ja qreiazìmastan megalÔterec timèc gia touc elègqouc.
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L mma 1.2.5. 'Estw

CT (x) = {z ∈ X | z T
 x}, C(x) = ∪T∈T+CT (x).

Tìte ta L mmata 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4 kai ta PorÐsmata 1.2.1 kai 1.2.2 isqÔoun, gia tic kata-
st�seic pou prokÔptoun ìtan to ��C�� antikatastajeÐ apì ton ìro ��R�� oloklhrwtik�.

Parat rhsh 1.2.1. (a) 'Ena n-di�stato qronodiakritì grammikì sÔsthma eÐnai elègximo
an kai mìno an

R(0) = Rn(0) = X .

(b) 'Ena suneqèc qronik� grammikì sÔsthma eÐnai elègximo an kai mìno an

R(0) = Rε(0) = X gia ìla ta ε > 0

an kai mìno an C(0) = Cε(0) = X gia ìla ta ε > 0.

Apìdeixh. An Σ eÐnai elègximo, tìte R(x) = X gia ìla ta x ∈ X , �ra apì to Pìrisma 1.2.2
isqÔei propant¸c ìti Rn(0) = X sth qronodiakrit  perÐptwsh kai ìti Rε(0) = X gia ìla ta
ε > 0 sth suneq  qronik� perÐptwsh. AntÐjeta, an RT (0) = X gia k�poio T > 0, tìte Σ eÐnai
elègximo, apì L mma 1.1.5(b). Se suneq  qronik�, CT (0) = X sunep�gei thn Ðdia kat�lhxh,
apì to (d) tou Ðdiou L mmatoc.

'Estw Σ èna n-di�stato qronodiakritì analloÐwto grammikì sÔsthma (A,B). Apì ton
tÔpo

φ(n, 0, 0, ω) =
n∑
i=1

Ai−1Bω(n− i),

èpetai ìti z an kei sto Rn(0) ann an kei sthn eikìna thc grammik c apeikìnishc

R = R(A,B) := [B,AB,A2B, . . . , An−1B] (1.1)

to opoÐo apeikonÐzei
Un → X

stèlnontac

(u1, . . . , un)→
n∑
i=1

Ai−1Bui.

'Otan U = Km kai X = Kn, tautÐzoume thn R(A,B) me èna n × nm pÐnaka tou opoÐou oi
st lec eÐnai oi st lec twn B,AB, . . . , An−1B me aut  th seir�. Apì thn Parat rhsh 1.2.1, to
Σ eÐnai elègximo ann h eikìna thc grammik c apeikìnishc R eÐnai ìlo to X kai autì sumbaÐnei
ann to rank(t�xh) tou (dhl, h di�stash thc eikìnac tou) eÐnai n. 'Etsi:

Je¸rhma 1. To n-di�stato qronodiakritì sÔsthma Σ eÐnai elègximo an kai mìno an
rank R(A,B) = n.
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Apì to Je¸rhma Cayley-Hamilton ,ìpou an

ϕ(λ) = |λIn − A| = λn + αn−1λ
n−1 + . . .+ α1λ+ α0

eÐnai to qarakthristikì polu¸numo tou pÐnaka A ∈ Cn×n, tìte

ϕ(A) = An + αn−1A
n−1 + . . .+ α1A+ α0In = 0

gnwrÐzoume ìti

An = a1I + a2A+ . . .+ anA
n−1 (1.2)

ìpou

XA(s) = det(sI − A) = sn − ansn−1 − . . .− a2s− a1 (1.3)

eÐnai to qarakthristikì polu¸numo tou A. Pollaplasi�zontac kai ta dÔo mèrh thc (1.2) me
to A kai qrhsimopoi¸ntac xan� thn (1.2) gia na antikatast soume to An me to apotèlesma
tou dexioÔ mèlouc thc, èpetai ìti An+1 eÐnai ènac grammikìc sunduasmìc twn pin�kwn Ai, i =
0, . . . , n−1. Anadromik�, to Ðdio isqÔei kai gia ìlec tic dun�meic tou A. 'Etsi, gia opoiod pote
di�nusma v, h epèktash tou {Aiv, i ≥ 0} sumpÐptei me thn epèktash tou {Aiv, i < n}.
Efarmìzont�c to autì se k�je st lh tou B, sumperaÐnoume ìti h sunj kh rank R(A,B) = n
apotugq�nei an kai mìno an up�rqei k�poio n-di�stato grammodi�nusma ρ 6= 0 tètoio ¸ste

ρAiB = 0 gia ìla ta i ≥ 0, (1.4)

to opoÐo shmaÐnei ìti up�rqei mÐa grammik  sun�rthsh (dhl, x 7→ ρx) sthn kat�stash tou
q¸rou pou mhdenÐzei ìlec tic katast�seic pou eÐnai prosb�simec ap'thn arq .

An t¸ra Σ eÐnai èna n-di�stato suneqèc qronik� sÔsthma, mporoÔme akìma na jewr soume
ton pÐnaka R(A,B) ìpwc sto (1.1). 'Ena gegonìc to opoÐo eÐnai me thn pr¸th matia axioshme-
Ðwto �kai to opoÐo eÐnai telik� exaitÐac twn koin¸n idiot twn twn anadromik¸n kai diaforik¸n
analloÐwtwn qronik� grammik¸n exis¸sewn� eÐnai ìti oi Ðdiec algebrikèc sunj kec tou qro-
nodiakritoÔ eÐnai anagkaÐec kai ikanèc kai gia suneq  qronik�. T¸ra ja apodeÐxoume autì to
gegonìc. (Argìtera, bl. Parat rhsh 1.5.4, prokÔptei apì èna genikì je¸rhma gia qronik�
metaballìmena sust mata.) H krÐsimh parat rhsh eÐnai ìti, gia opoiod pote grammodi�nusma
ρ,

ρetAB =
∞∑
i=0

ρAiB
ti

i!
≡ 0

an kai mìno an h (1.4) isqÔei, lìgw thc analutikìthtac thc ekjetik c. 'Opou eAt = Φ(t)Φ−1(0)
me Φ(t) na sumbolÐzei èna jemeli¸dh pÐnaka thc y' = Ay, A pÐnakac stajerìc kai isqÔei h
idiìthta eAt =

∑∞
n=0

1
n!
Antn = In + At+ . . ..

Je¸rhma 2. To n-di�stato suneqèc qronik� grammikì sÔsthma Σ eÐnai elègximo an kai
mìno an rankR(A,B) = n.
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Apìdeixh. An h rank sunj kh apotÔqei, up�rqei k�poio grammodi�nusma ρ 6= 0 ètsi ¸ste h
(1.4) na isqÔei. Dedomènou ìti k�je stoiqeÐo tou R(0) = R1(0) èqei th morf 

x =

∫ 1

0

e(1−t)ABω(t) dt =

∫ 1

0

etABω(1− t) dt, (1.5)

epÐshc ρx = 0 gia ìla aut� ta x. 'Etsi, R(0) 6= X kai to sÔsthma den eÐnai elègximo.
AntÐjeta, an h elegximìthta apotÔqei, tìte up�rqei k�poio ρ 6= 0 ètsi ¸ste ρx = 0 gia

k�je x ston upìqwro R(0). Sugkekrimèna, jewreÐste ton èlegqo

ω(t) := B∗e(1−t)A∗ρ∗

sto di�sthma [0,1], ìpou ��∗�� shmaÐnei suzug c an�strofoc. Apì to (1.5),

0 = ρx =

∫ 1

0

ρetABB∗etA
∗
ρ∗ dt =

∫ 1

0

‖ B∗etA∗ρ∗ ‖2 dt,

kai wc ek toÔtou, ρetAB ≡ 0.

P�rte wc par�deigma to grammikopoihmèno ekkremèc (armonikìc talantwt c). Me touc
pÐnakec

A(t) =

(
0 1
−1 0

)
B(t) =

(
0
1

)
R =

(
0 1
1 0

)
,

kai to sÔsthma eÐnai elègximo. Autì shmaÐnei ìti k�je diamìrfwsh thc jèshc kai thc taqÔthtac
mporeÐ na all�xei me opoiad pote �llh tètoia diamìrfwsh mèsw thc efarmog c kat�llhlou
elègqou. Argìtera ja upologÐsoume èna safèc par�deigma tètoiou elègqou.

Gia to arqikì mh grammikì ekkremèc, h qr sh tou metasqhmatismoÔ anatrofodìthshc epi-
trèpei thn edraÐwsh ìti

ẋ1 = x2, ẋ2 = − sin x1 + u

eÐnai epÐshc elègximo, to mìno pou qrei�zetai eÐnai na tropopoi soume opoiond pote èlegqo
qrhsimopoieÐtai gia th metafor� tou x sto z sto grammikì sÔsthma ẋ1 = x2, ẋ2 = u me
thn prosj kh tou ìrou sin ξ1(t) upologismènou kat� m koc thc epakìloujhc troqi�c. Autì
eÐnai mìno mia idiìthta autoÔ tou aploÔ paradeÐgmatoc, genik�, gia mh grammik� sust mata h
elegximìthta eÐnai polÔ pio dÔskolo na qarakthrisjeÐ. Wstìso, h arq  thc grammikopoÐhshc
gia thn elegximìthta pou melet�te argìtera eÐnai qr simh sth meÐwsh twn erwthm�twn wc
anafor� thn ��topik �� elegximìthta sth grammik  perÐptwsh.

1.3 Elègxima ZeÔgh Pin�kwn

Shmei¸noume ìti oi sunj kec elegximìthtac eÐnai akrib¸c oi Ðdiec, se ìti afor� touc pÐnakec
(A,B), gia th diakrit  kai th suneq  perÐptwsh, ètsi eÐmaste dikaiologhmènoi na eis�goume
ton parak�tw orismì gia zeÔgh pin�kwn:
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Orismìc 1.3.1. 'Estw K s¸ma kai èstw A ∈ Kn×n, B ∈ Kn×m, gia jetikoÔc akeraÐouc
n,m. To zeÔgoc (A,B) eÐnai elègximo   proseggÐsimo an rank R(A,B) = n

KaloÔme R = R(A,B) ton pÐnaka elegximìthtac (A,B), thn eikìna thc antÐstoiqhc apei-
kìnishc, dhlad  o q¸roc sthl¸n tou R eÐnai o proseggÐsimoc (  elègximoc) q¸roc tou (A,B)
kai to dhl¸noume autì me

R(A,B)

  apl�R. Gia qronodiakrit�   suneq  grammik� sust mata, toR eÐnai to Ðdio me to sÔnolo twn
katast�sewn pou eÐnai proseggÐsimec apì thn arq , ìpwc eÐnai xek�jaro gia qronodiakrit� kai
èpetai apì thn apìdeixh tou Jewr matoc 2 (sel. 12) gia suneq  qronik�. 'Opote anaferìmaste
parak�tw se ��zeÔgh�� (A,B), ennooÔme èna (A,B) ìpwc parap�nw. Ap'to Je¸rhma Cayley-
Hamilton èpetai h akìloujh parat rhsh:

L mma 1.3.1. 'Estw (A,B) èna zeÔgoc ìpwc ston Orismì 1.3.1, kai èstw

bj := h j st lh touB, j = 1, . . . ,m.

Tìte o elègximoc q¸roc R(A,B) eÐnai epèktash tou

{Aibj, i ≥ 0, j = 1, . . . ,m}.

'Etsi, to R eÐnai o mikrìteroc A-analloÐwtoc upìqwroc tou X = Kn pou perièqei tic st lec
tou B. Sugkekrimèna, (A,B) eÐnai elègximo, ann aut  h epèktash an kei ìlh sto X .

'Otan m = 1 autì deÐqnei ìti h elegximìthta tou (A,B) eÐnai isodÔnamh me thn proôpìjesh
ìti to B, jewroÔmeno wc di�nusma (st lh) sto Kn, eÐnai kuklikì gia ton pÐnaka A. Upì thn
ènnoia aut  h elegximìthta genikeÔei thn klasik  antÐlhyh thc kuklikìthtac sth grammik 
�lgebra.

'Estw GL(n) na upodhl¸nei thn om�da ìlwn twn antistrèyimwn n× n pin�kwn sto K. To
apotèlesma, suqn� onomazìmeno h Kalman an�lush elegximìthtac, eÐnai exairetik� qr simo
sto na dÐnei aplèc apodeÐxeic se jèmata sqetik� me thn elegximìthta.

L mma 1.3.2. JewroÔme ìti to (A,B) den eÐnai elègximo. 'Estw dimR(A,B) = r < n.

Tìte up�rqei ènac T ∈ GL(n) tètoioc ¸ste oi pÐnakec Ã := T−1AT kai B̃ := T−1B èqoun th
morf  pin�kwn

Ã =

(
A1 A2

0 A3

)
B̃ =

(
B1

0

)
(1.6)

ìpou A1 eÐnai r× r kai B1 eÐnai r×m. (An r = 0, h an�lush eÐnai mhdamin  kai ta A1, A2, B1

den up�rqoun.)

Apìdeixh. Dialègoume ènan opoiod pote upìqwro S tètoio ¸ste

R⊕ S = Kn
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kai èstw {v1, . . . , vr} mÐa b�sh tou R kai {w1, . . . , wn−r} mÐa b�sh tou S. Tìte, me

T := (v1, . . . , vr, w1, . . . , wn−r),

oi epijumhtoÐ tÔpoi gia to Ã kai to B̃ prokÔptoun ap'to gegonìc ìti R eÐnai A-analloÐwto
kai ìti perièqei thn eikìna tou B.

L mma 1.3.3. To (A1, B1) eÐnai to Ðdio èna elègximo zeÔgoc.

Gia èna suneqèc qronik� sÔsthma (A,B), mporoÔme na ermhneÔsoume thn parap�nw an�lu-
sh wc ex c: Me thn all�gh metablht¸n

x(t) := Tz(t)

h exÐswsh ẋ = Ax+Bu metasqhmatÐzetai se

ż1 = A1z1 + A2z2 +B1z1

ż2 = A3z2

ìpou z1, z2 eÐnai r- kai (n− r)-di�stata antÐstoiqa. EÐnai tìte safèc ìti h z2 sunist¸sa thc
kat�stashc den mporeÐ na elegqjeÐ me kanèna trìpo. MÐa an�logh parat rhsh efarmìzetai
se qronodiakrit� sust mata. Shmei¸ste ìti to ��mìno an�� mèroc tou Jewr matoc 2 (sel.10)
eÐnai mÐa �mesh sunèpeia aut c thc an�lushc tou apotelèsmatoc.

To qarakthristikì polu¸numo tou A diasp�tai wc ex c

χ
A

= χcχu

ìpou
χc = χ

A1
kai χu = χ

A3
.

Shmei¸noume ìti A1 eÐnai ènac pÐnakac anapar�stashc gia ton periorismì tou A sto R, �ra
to χc eÐnai anex�rthto apì thn epilog  b�shc sto R. To Ðdio isqÔei kai wc ek toÔtou gia to
χu = χ

A
/χc .( H anexarthsÐa thc b�shc gia to teleutaÐo epÐshc èpetai ap'to gegonìc ìti o A3

eÐnai ènac pÐnakac gia th grammik  apeikìnish pou sun�getai ap'to A sto phlÐko Kn/R kai wc
ek toÔtou orÐzetai monadik� wc omoiìthta.) An r = 0, jewroÔme th sunj kh χc = 1.

Orismìc 1.3.2. Ta polu¸numa χc kai χu eÐnai, antÐstoiqa, ta elègxima kai ta mh elègxima
mèrh tou qarakthristikoÔ polu¸numou χ

A
(se sqèsh me to zeÔgoc (A,B)).

K�poiec forèc anaferìmaste stic idiotimèc (  ta idioduanÔsmata) aut¸n wc oi ��elègximoi
tÔpoi�� kai ��mh elègximoi tÔpoi��, antÐstoiqa, tou sust matoc (  zeÔgouc pin�kwn) (A,B).

Ja anaferjoÔme sto akìloujo apotèlesma wc to L mma tou Hautus:

L mma 1.3.4. 'Estw K̃ to algebrikì k�lumma tou s¸matoc K (Stic perissìterec efarmogèc,

K = R   C, �ra K̃ = C.) Oi akìloujec idiìthtec eÐnai isodÔnamec gia to zeÔgoc (A,B):
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(a) (A,B) eÐnai elègximo.

(b) rank[λI − A,B] = n gia ìla ta λ ∈ K̃.

(g) rank[λI − A,B] = n gia k�je idiotim  λ tou A.

Apìdeixh. Shmei¸noume pr¸ton ìti to (b) kai to (g) eÐnai isodÔnama, dedomènou ìti o pr¸toc
n×n mplok pÐnakac tou n× (n+m) pÐnaka [λI −A,B]  dh èqei pl rh t�xh, ìtan λ den eÐnai
mia idiotim  tou A. EpÐshc, dedomènou ìti h elegximìthta qarakthrÐzetai apì mia kat�stash
t�xhc, kai kata sunèpeia apì to mhdenismì sugkekrimènwn orizous¸n, to zeÔgoc (A,B) eÐnai

elègximo ann eÐnai elègximo wc zeÔgoc p�nw sto s¸ma K̃. Apì autì prokÔptei ìti K̃ = K.
ApodeiknÔoume parak�tw ìti ap'to (a) sunep�getai to (b). Upojètoume ìti to rank eÐnai

mikrìtero apì n gia k�poia λ ∈ K. 'Etsi, o q¸roc gramm¸n tou [λI − A,B] èqei di�stash
mikrìterh apì n, �ra up�rqei k�poio mh mhdenikì di�nusma p ∈ Kn kai k�poio λ tètoio ¸ste

p′[λI − A,B] = 0 (1.7)

'Etsi, p′A = λp′ (λ eÐnai mÐa arister  idiotim  tou A), kai p′B = 0. Epomènwc, epÐshc p′AkB =
λkp′B = 0 gia ìla ta k kai �ra

p′R(A,B) = 0,

diayeÔdontac thn elegximìthta.
Telik�, diapist¸noume ìti ap'to (b) sunep�getai to (a). Upojètoume ìti to (a) den i-

sqÔei, �ra up�rqei mÐa an�lush ìpwc sthn (1.6), me r < n. 'Estw λ, v èna zeug�ri idioti-
m c/idiosun�rthshc tou anestrammènou pÐnaka A′3, ètsi ¸ste

v′(λI − A3) = 0.

'Epetai ìti to mh mhdenikì n-di�nusma

ω :=

(
0
v

)
eÐnai èna aristerì idiodi�nusma tou Ã, me ω′B̃ = 0. 'Ara h p := (T ′)−1ω 6= 0 ikanopoieÐ thn

p′[(λI − A)T,B] = 0.

Apì th stigm  pou o q¸roc sthl¸n tou pÐnaka [(λI − A)T,B] sumpÐptei me autìn tou [λI −
A,B], epÐshc h (1.7) isqÔei kai �ra to (b) den mporeÐ na eÐnai alhjèc.

Pìrisma 1.3.1. An (A,B) eÐnai elègximo, tìte to rank[A,B] = n.

JumÐzoume ìti h gewmetrik  pollaplìthta miac idiotim c λ enìc pÐnaka A eÐnai h di�stash
tou mhdenoq¸rou ker(λI − A).

L mma 1.3.5. Upojètoume ìti (A,B) eÐnai elègximo kai ìti to rankB = q. Tìte, h gewme-
trik  pollaplìthta k�je idiotim c tou A eÐnai to polÔ q.
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Oi mh elègximoi tÔpoi mporoÔn na qarakthrisjoÔn komy� qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta
tou Hautus, ìpwc akoloujeÐ.

L mma 1.3.6. Ta mhdenik� tou χu eÐnai akrib¸c oi migadikoÐ arijmoÐ λ gia touc opoÐouc

rank[λI − A,B] < n.

Ja fainìtan fusikì epÐshc na meletoÔsame mÐa elafr¸c pio genik  t�xh twn ��grammik¸n��
(  pio sugkekrimèna, ��omoparallhlik¸n��) susthm�twn, dhlad , thn t�xh twn mh omogen¸n
grammik¸n susthm�twn

ẋ = Ax+Bu+ c, (1.8)

c 6= 0 (  to an�logì touc se qronodiakrit�). Toul�qiston gia elègxima sust mata, h akìloujh
apl  sunèpeia tou L mmatoc 1.3.4 deÐqnei ìti, ektìc apì th met�frash twn suntetagmènwn
sthn kat�stash kai eÐsodo tim¸n twn q¸rwn, x → x − x0, u → u − u0, prokÔptoun xan�
omogen  grammik� sust mata. Me ton ìro col W sumbolÐzoume to q¸ro sthl¸n tou pÐnaka
W , dhlad  to q¸ro pou par�goun oi st lec tou W.

'Estw K = R   C. 'Ena shmantikì qarakthristikì thc ènnoiac thc elegximìthtac eÐnai ìti
eÐnai mÐa generic idiìthta, me thn ènnoia ìti to sÔnolo twn elègximwn zeug¸n eÐnai èna anoiktì
kai puknì uposÔnolo tou sunìlou ìlwn twn zeug¸n enìc dedomènou megèjouc. Diatup¸noume
aut  th d lwsh wc ex c. Gia k�je stajeropoihmèno zeÔgoc jetik¸n akeraÐwn n,m, èstw

Sn,m := {(A,B)|A ∈ Kn×n, B ∈ Kn×m},

prosdiorismèno me Kn2+nm me thn par�jesh ìlwn twn suntelest¸n twn A,B se k�poia staje-
ropoihmènh seir�. 'Estw Scn,m uposÔnolo tou Sn,m apoteloÔmeno apì ìla ta elègxima zeÔgh.

Prìtash 1.3.1. An K = R   C, to sÔnolo Scn,m eÐnai anoiktì kai puknì sto Sn,m.

Apìdeixh. To sumpl rwma Sun,m tou Scn,m eÐnai èna algebrikì uposÔnolo tou Sn,m, to opoÐo
eÐnai to sÔnolo twn koin¸n mhdenik¸n enìc sunìlou poluwnÔmwn {P1, . . . , Pr} se n2 + nm
metablhtèc. Pr�gmati, mporoÔme na p�roume wc Pi to sÔnolo ìlwn twn pijan¸n orizous¸n
twn n× n upopin�kwn tou R(X, Y ), ìpou X, Y eÐnai pÐnakec aprosdiìristoi. Tìte

rankR(A,B) < n,

to opoÐo eÐnai,
(A,B) ∈ Sun,m

ann ìlec autèc oi upo-orÐzousec exafanisjoÔn. Shmei¸noume ìti Sun,m eÐnai kleistì, afoÔ eÐnai
h tom  twn mhdenik¸n sunìlwn tou Pi, kajèna ap'ta opoÐa eÐnai kleist� apì th sunèqeia tou Pi.
Epiplèon, Sun,m eÐnai gn sio, afoÔ gia opoiad pote stajeropoihmèna n,m up�rqei toul�qiston
èna elègximo sÔsthma.

'Emeine mìno na apodeÐxoume ìti opoiod pote gn sio algebrikì uposunìlo enìc EukleÐdiou
q¸rou Kq prèpei na èqei èna puknì sumpl rwma   isodÔnama ìti autì to sÔnolo den mporeÐ
na èqei kajìlou eswterikì. AfoÔ èna algebrikì sÔnolo eÐnai mia tom  twn sunìlwn twn
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riz¸n poluwnÔmwn, eÐnai aparaÐthto na doÔme mìno ìti èna sÔnolo tou tÔpou {y | P (y) = 0}
(P polu¸numo) den mporeÐ na èqei èna mh kenì eswterikì ektìc an P ≡ 0. Autì eÐnai
xek�jaro apì thn arq  thc analutik c sunèqeiac,   eidik� gia polu¸numa, apl� parathr¸ntac
ìti ìlec oi par�gwgoi tou P prèpei na eÐnai mhdèn se èna eswterikì shmeÐo, kai �ra ìti ìloi
oi suntelestèc tou P eÐnai mhdèn. (Enallaktik�, k�poioc ja mporoÔse na ergasjeÐ kajar�
algebrik�, qrhsimopoi¸ntac epagwgik� to gegonìc ìti èna polu¸numo mÐac metablht c den
mporeÐ na èqei �peirou pl jouc rÐzec.)

K�poioc mporeÐ epÐshc na apodeÐxei ìti Sun,m èqei mètro Lebesgue mhdèn. H genÐkeush thc
elegximìthtac shmaÐnei ìti, an ìloi oi suntelestèc tou A kai tou B eÐnai peiramatik� metr sima
megèjh, tìte to epakìloujo sÔsthma kat�p�sa pijanìthta ja eÐnai elègximo. Wstìso, an
èna sÔsthma eÐnai sqedìn Sun,m, ja eÐnai ��dÔskolo�� na elegqjeÐ kai sthn pragmatikìthta
to ��alhjinì�� sÔsthma pou prospajoÔme na montelopoi soume mporeÐ na eÐnai mh elègximo,
me mètrhsh sfalm�twn logariasmènwn gia thn antÐfash. EÐnai shmantikì sthn pr�xh na
ektim soume pìso kont� èna sÔsthma eÐnai sto na eÐnai mh elègximo. Di�forec dhmosieÔseic
asqoloÔntai me autì to jèma kai arijmhtik� isqurèc mèjodoi pou basÐzontai s�aut n thn èreuna
èqoun sqediasteÐ. Sugkekrimèna, mÐa èqei ton akìloujo qarakthrismì.

Gia opoiod pote elègximo zeÔgoc (A,B) sto C, jewroÔme

δ(A,B) := dist((A,B),Sun,m) ,

ìpou h apìstash metriètai se sqèsh me th nìrma telest , dhl

dist(F,G) = ‖F −G‖

gia opoiousd pote dÔo pÐnakec F,G megèjouc n× (n + m). AfoÔ gia k�je stajeropoihmèno
n,m to sÔnolo twn mh elègximwn susthm�twn eÐnai kleistì �sthn pragmatikìthta eÐnai èna
algebrikì sÔnolo, ìpwc parathreÐtai sthn parap�nw apìdeixh� èpetai ìti h apìstash èqei

p�nta epiteuqjeÐ, dhl, up�rqei k�poio (Ã, B̃) ∈ Sun,m ètsi ¸ste

δ(A,B) = dist((A,B), (Ã, B̃)). (1.9)

Aut  h apìstash den eÐnai eÔkolo na upologisjeÐ, apì th stigm  pou perilamb�nei mÐa elaqi-
stopoÐhsh ìlwn twn mh elègximwn zeug¸n.

Parat rhsh 1.3.1. 'Estw A ènac migadikìc n× l pÐnakac t�xhc r. Qrhsimopoi¸ntac ��∗��
gia na sumbolÐsoume to suzug  an�strofo, èstw Q := A∗A. AfoÔ o Q eÐnai Ermitianìc kai
jetik� hmiorismènoc, ìpou ènac tetragwnikìc pÐnakac A lègetai Ermitianìc   autosuzug c
an ta stoiqeÐa tou, epÐ thc kÔriac diagwnÐou, eÐnai pragmatikoÐ kai k�je zeÔgoc summetrik¸n
wc proc thn kÔria diag¸nio eÐnai suzugeÐc kai jetik� hmiorismènoc an o A eÐnai Ermitianìc
(A∗ = A) kai epiplèon isqÔei x̃∗Ax̃ ≥ 0, gia k�je x̃ ∈ Cn, x̃ 6= 0̃ eis�gei mÐa orjokanonik 
b�sh apì idiodianÔsmata,

Qvi = λivi, i = 1, . . . , l

ìpou oi idiotimèc λi eÐnai pragmatikèc,

0 ≤ λl ≤ λl−1 ≤ . . . ≤ λ1.
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Shmei¸noume ìti rankQ = r, ètsi λr+1 = . . . = λl = 0.

OrÐzoume σi :=
√
λi gia k�je i = 1, . . . , r. ExìrismoÔ, autèc eÐnai oi idi�zousec timèc tou

pÐnaka A. Sugkekrimèna, suqn� sumbolÐzoume to σr wc

σmin(A),

kai autì eÐnai h mikrìterh idi�zousa tim  tou A. 'Ara to σmin(A) parèqei èna mètro gia to pìso
makru� eÐnai o A ap'to na gÐnei idi�zwn, me thn ènnoia tou na èqei mh mhdenikì pur na. Sthn
pragmatikìthta, autìc o arijmìc metr�ei thn akrib  apìstash apì to sÔnolo twn idiazìntwn
pin�kwn.

Parat rhsh 1.3.2. Gia k�je zeÔgoc jetik¸n akeraÐwn l kai n, up�rqoun l suneqeÐc sunar-
t seic σ1, . . . , σl : Cn×l → R tètoiec ¸ste gia k�je A thc t�xhc r ≤ l, σr(A) ≤ . . . ≤ σ1(A)
eÐnai oi idi�zousec timèc tou A. Sugkekrimèna, se pÐnakec opoiasd pote stajeropoihmènhc
t�xhc r, to σmin(A) eÐnai mÐa suneq c sun�rthsh tou A.

Ap'thn �llh, mporoÔme na l�boume upìyh mac thn posìthta

δ′(A,B) := min
λ∈C

σmin(λI − A,B) ,

ìpou σmin upodhl¸nei th mikrìterh idi�zousa tim , h opoÐa perilamb�nei mìno mÐa bajmwt  ela-
qistopoÐhsh. (Parat rhsh 1.3.1) EÐnai dikaiologhmènh h graf  ��minimum�� se antidiastol 
me apl� ��infimum�� diìti h sun�rthsh

f(λ) := σmin(λI − A,B)

eÐnai mh arnhtik  kai suneq c (h sunèqeia idi�zouswn tim¸n wc proc tic eisìdouc pin�kwn,
Parat rhsh 1.3.2, qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti to rank tou (λI − A,B) eÐnai p�nta n,
lìgw elegximìthtac) kai to lim|λ|→∞ f(λ) =∞ epeid 

σmin(λI − A,B) = |λ|σmin
(
I − 1

λ
A,

1

λ
B

)
kai σmin(I − 1

λ
A, 1

λ
B)→ σmin(I, 0) = 1.

Parat rhsh 1.3.3. Gia k�je pÐnakaA pl rouc t�xhc gramm¸n r = n, σmin(A) = min{‖∆‖ |
(A+ ∆) den eÐnai pl rouc t�xhc gramm¸n}.

Prìtash 1.3.2. Gia k�je elègximo zeÔgoc (A,B), δ(A,B) = δ′(A,B).

Apìdeixh. 'Estw (Ã, B̃) ∈ Sun,m na eÐnai ìpwc sto (1.9) kai gr�foume

∆A := Ã− A, ∆B := B̃ −B.

Apì thn idiìthta tou Hautus, up�rqei k�poio λ ètsi ¸ste to

[λI − Ã, B̃] = [λI − A,B] + [−∆A,∆B]
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na èqei rank mikrìtero tou n. Apì thn Parat rhsh 1.3.3 gia (λI−A,B) kai ∆ = (−∆A,∆B),

δ′(A,B) 6 σmin(λI − A,B) 6 ‖(−∆A,∆B)‖ = ‖(∆A,∆B)‖ = δ(A,B).

Gia na apodeÐxoume thn �llh anisìthta, èstw λ tètoio ¸ste δ′(A,B) = σmin(λI − A,B).
P�li lìgw thc Parat rhshc 1.3.3, prèpei na up�rqoun pÐnakec (∆A,∆B) me mètro Ðso me tou

σmin(λI − A,B) ètsi ¸ste, kajorÐzontac ta Ã, B̃ ìpwc parap�nw, autì eÐnai èna zeÔgoc se
apìstash σmin(λI − A,B) apì to (A,B), to opoÐo den eÐnai elègximo. 'Ara

δ(A,B) 6 σmin(λI − A,B) = δ′(A,B)

isqÔei epÐshc.

Parat rhsh 1.3.4. 'Estw ìti (A,B) antistoiqeÐ se èna qronodiakritì analloÐwto grammi-
kì sÔsthma Σ. UpenjumÐzoume ìti mhdenik  elegximìthta shmaÐnei ìti k�je kat�stash mporeÐ
na elegqjeÐ sto mhdèn. Tìte oi akìloujec sunj kec eÐnai ìlec isodÔnamec:

1. To Σ eÐnai mhdenik c elegximìthtac.

2. H eikìna tou An sumperilamb�netai sthn eikìna tou R(A,B).

3. Sthn an�lush tou L mmatoc 1.3.2, A3 eÐnai mhdenik c isqÔoc.

4. rank[λI − A,B] = n gia ìla ta mh mhdenik� λ ∈ K̃.

5. rank[I − λA,B] = n gia ìla ta λ ∈ K̃.

1.4 Elegximìthta Upì DeigmatolhyÐa

'Otan qrhsimopoioÔme yhfiakì èlegqo, oi eÐsodoi periorÐzontai me di�forouc trìpouc. 'Enac
trìpoc montelopoÐhshc tou periorismoÔ se kat� tm mata stajeroÔc elègqouc eÐnai mèsw thc
ènnoiac thc deigmatolhyÐac. Epomènwc, èqei endiafèron na gnwrÐzoume pìte èna suneqèc qroni-
k� sÔsthma to opoÐo eÐnai gnwstì ìti eÐnai elègximo, paramènei ètsi an efarmìsoume elègqouc,
oi opoÐoi eÐnai stajeroÐ se èna di�sthma deigmatolhyÐac [kδ, (k+1)δ].Majhmatik�, to er¸thma
eÐnai e�n to deigmatolhptikì sÔsthma Σ[δ] eÐnai elègximo, kai h ap�nthsh ja exarthjeÐ ap'to
qrìno deigmatolhyÐac δ kaj¸c kai apì to sÔsthma Σ.

An to Σ eÐnai èna suneqèc qronik� grammikì (akìma qronik� analloÐwto) sÔsthma, to
u ∈ U eÐnai mia tim  elègqou, kai δ > 0 eÐnai ènac pragmatikìc arijmìc, o tÔpoc thc metabol c
twn paramètrwn ,dhlad  an èqoume to P.A.T. me stajeroÔc suntelestèc, thc morf c

y′ + αy = g(t), y(t0) = y0,

ìpou α ∈ R, tìte p(t) = α kai h lÔsh ja eÐnai

y(t) = e−α(t−t0)y0 +

∫ t

t0

e−α(t−τ)g(τ) dτ
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gia ω ≡ u, dÐnei ìti

φ(δ, 0, x, ω) = eδAx+

∫ δ

0

e(δ−s)ABu ds

= Fx+Gu,

ìpou

F := eδA, G := A(δ), A(δ) :=

∫ δ

0

e(δ−s)A ds. (1.10)

'Ara to Σ[δ] eÐnai èna qronodiakritì, analloÐwto grammikì sÔsthma(F,G) kai eÐnai elègximo
ann to

R(F,G) = [G,FG, . . . , F n−1G]

= A(δ)[B, eδAB, . . . , e(n−1)δAB]

= A(δ)R(eδA, B) (1.11)

èqei rank n. H deÔterh isìthta prokÔptei apì to gegonìc ìti oi pÐnakec A(δ) kai eδA antime-
tatÐjentai, ¸ntac kai oi dÔo sunart seic tou A. Shmei¸ste ìti A(δ) = f(A), ìpou f eÐnai h
akèraia sun�rthsh

f(s) =

∫ δ

0

e(δ−t)s dt =
∞∑
n=0

δn+1

(n+ 1)!
sn =

eδs − 1

s
.

AfoÔ sf(s) = eδs − 1, isqÔei epÐshc h qr simh tautìthta

AA(δ) = eδA − I

MporoÔme na poÔme ìti to suneqèc qronik� sÔsthma Σ eÐnai δ − sampled controllable an to
qronodiakritì sÔsthma Σ[δ] eÐnai elègximo. Fusik�, h δ − sampled elegximìthta gia opoio-
d pote δ > 0 sunep�getai elegximìthta, afoÔ gia opoiad pote kat�stash x, z, isqÔei x  z
sto Σ[δ] epÐshc sunep�getai ìti x z sto arqikì sÔsthma Σ (qrhsimopoi¸ntac kat� tm mata
suneqeÐc elègqouc). To endiafèron brÐsketai ston kajorismì twn sunjhk¸n gia na isqÔei to
antÐstrofo. Apì thn exÐswsh (1.11) prokÔptei ìti to Σ eÐnai δ − sampled controllable ann
kai oi dÔo A(δ) kai R(eδA, B) èqoun rank n.

L mma 1.4.1. To Σ eÐnai δ − sampled controllable an kai mìno an to zeÔgoc (eδA, B) eÐnai
elègximo kai to A den èqei idiotimèc thc morf c 2kπi/δ gia opoiod pote mh mhdenikì akèraio
k.

Apìdeixh. SÔmfwna me tic parap�nw parathr seic, arkeÐ na apodeÐxoume ìti A(δ) eÐnai anti-
strèyimoc an kai mìno an isqÔei h sunj kh thc idiotim c. Autì prokÔptei apì to Je¸rhma
Fasmatik c Apeikìnishc, afoÔ oi idiotimèc tou eÐnai oi pijanèc timèc f(λ), ìpou f eÐnai h
parap�nw sun�rthsh kai λ eÐnai mia idiotim  tou A. An λ = 0, f(λ) = δ 6= 0, alli¸c

f(λ) =
eδλ − 1

λ
,

o arijmht c eÐnai mh mhdenikìc gia ìla ta λ 6= 0 an kai mìno an isqÔei h sunj kh idiotim c.
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Par�deigma 1.4.1. JewroÔme, wc èna par�deigma, to sÔsthma Σ, pou antistoiqeÐ sto
grammikopoihmèno ekkremèc (sel. 10), to opoÐo apodeÐqjhke nwrÐtera ìti eÐnai elègximo. U-
pologÐzoume ìti

etA =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
.

'Etsi, gia opoiod pote δ > 0,

R(eδA, B) =

(
0 sin δ
1 cos δ

)
,

o opoÐoc èqei orÐzousa (− sin δ). Apì to L mma 1.4.1, to Σ eÐnai δ− sampled controllable ann

sin δ 6= 0 kai 2kπi 6= ±iδ,

dhl, an kai mìno an δ den eÐnai pollapl�sio tou π.
PaÐrnoume, gia par�deigma, to qrìno deigmatolhyÐac δ = 2π. Apì thn ekjetik  morf  tou

etA, gnwrÐzoume ìti eδA = I. 'Etsi,

Aδ = A−1(eδA − I) = 0,

'Ara G = 0. Autì shmaÐnei ìti gia to qronodiakritì sÔsthma Σ[δ] isqÔei h exeliktik  exÐswsh

x(t+ 1) = x(t)

'Asqeta me to ti (stajerìc) èlegqoc efarmìzetai kat� to di�sthma deigmatolhyÐac [0, δ], h
kat�stash (jèsh kai taqÔthta) eÐnai h Ðdia sto tèloc tou diast matoc ìpwc  tan sthn arq  thc
periìdou (Diaisjhtik�, lème gia to grammikopoihmèno ekkremèc, eÐmaste en�ntia sth fusik 
kÐnhsh gia th mis  di�rkeia tou diast matoc kai mazÐ me th fusik  kÐnhsh kat� th di�rkeia thc
�llhc mis c). JewroÔme tìte thn perÐptwsh, ìpou δ = π, h opoÐa sÔmfwna me to parap�nw
L mma ja odhg sei epÐshc se mh elegximìthta tou Σ[δ]. Ed¸

F = eδA = −I

kai
Aδ = A−1(eδA − I) = −2A−1 = 2A,

�ra

G = 2AB =

(
2
0

)
.

'Etsi, to qronodiakritì sÔsthma Σ[δ] èqei tic exeliktikèc exis¸seic:

x1(t+ 1) = −x1(t) + 2u(t)

x2(t+ 1) = −x2(t)

Autì shmaÐnei ìti t¸ra mporoÔme merik¸c na elègxoume to sÔsthma, afoÔ h pr¸th sunte-
tagmènh (jèsh) mporeÐ na tropopoihjeÐ aujaÐreta efarmìzontac kat�llhlouc elègqouc u.
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Ap'thn �llh, h tim  thc deÔterhc suntetagmènhc (taqÔthtac) den mporeÐ na tropopoihjeÐ me
kanèna trìpo kai sthn pragmatikìthta se qrìnouc δ, 2δ, . . . ja talant¸netai an�mesa stic
timèc ±x2(0), anex�rthta apì to (stajerì) èlegqo pou efarmìzetai kat� th di�rkeia tou
diast matoc.

To par�deigma pou suzht same parap�nw proteÐnei ìti ja diathrhjeÐ, exasfalÐzontac ìti
èqoume deÐgma se suqnìthta 1/δ h opoÐa eÐnai megalÔterh ap'to dipl�sio thc fusik c su-
qnìthtac (ekeÐ, 1/2π) tou sust matoc. To epìmeno apotèlesma, merikèc forèc gnwstì wc to
krit rio ”Kalman-Ho-Narendra“ kai to L mma pou to akoloujeÐ, to k�nw autì sugkekrimèno.

L mma 1.4.2. Upojètoume ìti f eÐnai mÐa akèraia sun�rthsh h opoÐa eÐnai èna proc èna
sto f�sma tou A, kai èstw λ mÐa idiotim  tou A gia thn opoÐa f ′(λ) 6= 0. Tìte h gewmetrik 
pollaplìthta tou f(λ) se sqèsh me to f(A) eÐnai h Ðdia ìpwc sto λ se sqèsh me to A. EpÐshc,
o f(λ)-idiìqwroc tou f(A) eÐnai o Ðdioc me to λ-idiìqwro tou A.

Je¸rhma 3. 'Estw K = R kai èstw Σ = (A,B) èna elègximo suneqèc qronik� (analloÐwto)
grammikì sÔsthma. An δ > 0 eÐnai tètoio ¸ste

δ(λ− µ) 6= 2kπi, k = ±1,±2, . . . ,

gia k�je dÔo idiotimèc λ, µ tou A, tìte to Σ eÐnai epÐshc δ − sampled elègximo.

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume ìti (eδA, B) eÐnai èna elègximo zeÔgoc. To sumpèrasma tìte ja
eÐnai mÐa sunèpeia tou L mmatoc 1.4.1, epeid  an to A eÐqe opoiad pote idiotim  λ thc morf c
2kπi/δ, k = mh mhdenikìc akèraioc, tìte, me autì to λ

δ(λ− λ̄) = 4kπi,

èrqetai se antÐjesh me thn upìjesh.
T¸ra apodeiknÔoume ìti to krit rio Hautus ja prèpei na isqÔei gia (eδA, B). Apì to

Je¸rhma Fasmatik c Apeikìnishc, ìlec oi idiotimèc tou eδA eÐnai thc morf c eδλ, ìpou λ mia
idiotim  tou A. 'Ara prèpei na elègxoume ìti

rank[eδλI − eδA, B] = n

gia k�je tètoio λ. IsodÔnama, prèpei na apodeÐxoume ìti gia k�je mh mhdenikì di�nusma p, to
opoÐo eÐnai èna idiodi�nusma tou (eδA)′, aparaÐthta

p′B 6= 0. (1.12)

Apì thn elegximìthta tou (A,B) to sumpèrasma (1.12) isqÔei an p eÐnai èna idiodi�nusma tou
A′. 'Ara to mìno b ma pou èmeine eÐnai na deÐxoume ìti to A′ kai to (eδA)′ = eδA

′
èqoun ta Ðdia

idiodianÔsmata. Ap'to L mma 1.4.2 sunep�getai autì, exasfalÐzontac ìti f(λ) := eδλ eÐnai èna
proc èna wc proc to f�sma tou A. All� autì eÐnai akrib¸c, ìti h upìjesh tou Jewr matoc
isqurÐzetai.
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H sunj kh sto parap�nw Je¸rhma den eÐnai anagkaÐa ektìc an o arijmìc twn elègqwn
m = 1. MÐa aploÔsterh, an kai isqurìterh, ikan  sunj kh eÐnai h akìloujh. Gia opoiod pote
dosmèno sÔsthma Σ = (A,B), h suqnìthta tou Σ eÐnai opoiosd pote arijmìc thc morf c

| Imλ |
2π

,

ìpou λ eÐnai mia idiotim  tou A. Gia par�deigma, gia to sÔsthma tou ParadeÐgmatoc 1.4.1
up�rqei mìno mÐa suqnìthta, 1/2π. Aut  eÐnai h suqnìthta tal�ntwshc twn lÔsewn tou mh
elègximou sust matoc ẋ = Ax, pou eÐnai ìloi oi sunduasmoÐ tou sin t kai cos t (periìdou 2π).
Shmei¸noume ìti to B den ephre�zei tic suqnìthtec.

L mma 1.4.3. 'Ena elègximo suneqèc qronik� analloÐwto sÔsthma Σ = (A,B) paramènei
elègximo exasfalÐzontac ìti h suqnìthta deigmatolhyÐac 1/δ eÐnai megalÔterh apì 2ω gia
k�je suqnìthta ω tou Σ.

Parat rhsh 1.4.1. 'Otan m = 1, h sunj kh thc idiotim c pou anafèretai sto Je¸rhma 3
eÐnai epÐshc anagkaÐa. Autì apodeiknÔetai wc ex c: Upojètoume ìti (A,B) eÐnai δ− sampled
elègximokai ìti λ 6= µ idiotimèc tou A tètoiec ¸ste

eδλ = eδµ = α.

Dialègoume dÔo (aparaÐthta grammik� anex�rthta) idiodianÔsmata:

Av = λv, Aw = µw.

Tìte epÐshc
eδAv = αv kai eδAw = αw,

apì ta opoÐa èpetai ìti α eÐnai mÐa idiotim  tou eδA me gewmetrik  pollaplìthta megalÔterh
apì èna, se antÐfash me to L mma 1.3.5

Parat rhsh 1.4.2. Up�rqei ènac k�pwc diaforetikìc trìpoc apìdeixhc tou Jewr matoc
3, opoÐoc eÐnai perissìtero ennoiologikìc. Ton dÐnoume t¸ra. To basikì shmeÐo eÐnai ìti,
sÔmfwna me tic upojèseic tou Jewr matoc, mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti A eÐnai mia analutik 
sun�rthsh tou eδA, ètsi ¸ste A na eÐnai ènac grammikìc sunduasmìc twn pin�kwn

ekδA, k = 0, . . . , n− 1.

Ap'th stigm  pou autì eÐnai gnwstì, èpetai ìti k�je st lh tou R(A,B) eÐnai ènac grammikìc
sunduasmìc twn sthl¸n tou R(eδA, B) kai sunep¸c o deÔteroc pÐnakac den mporeÐ na èqei
rank mikrìtero apì n, dedomènou ìti o pr¸toc èqei rank n apì thn upìjesh elegximìthtac.
Tìte èpetai ìti to zeÔgoc (eδA, B) eÐnai elègximo, ìpwc epijumoÔsame.

Ja deÐxoume t¸ra ìti to A eÐnai mia analutik  sun�rthsh tou eδA. (H apìdeixh apaiteÐ
thn ènnoia twn analutik¸n wstìso mh akeraÐwn sunart sewn twn pin�kwn.) JewroÔme thn
ekjetik  sun�rthsh f(s) = eδs. H upìjesh shmaÐnei akrib¸c ìti h f eÐnai èna proc èna wc
proc to sÔnolo

Λ = {λ1, . . . , λl}
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twn idiotim¸n tou A. PaÐrnoume tic xènec perioqèc

O1,O2, . . . ,Ol

twn
f(λ1), f(λ2, . . . , f(λl)

antÐstoiqa. AfoÔ h f eÐnai pantoÔ mh idi�zousa, mporoÔme na efarmìsoume to Je¸rhma thc
AntÐstrofhc Sun�rthshc kai na katal xoume sto ìti, paÐrnontac mikrìtera Ok an qrei�zetai,
up�rqoun oi xènec perioqèc

O0
1,O0

2, . . . ,O0
l

twn
λ1, λ2, . . . , λl

kai oi amfidiaforÐseic
gk : Ok → O0

k

tètoiec ¸ste
gk ◦ fk = tautotik  se k�je O0

k.

Telik�, èstw O (antÐstoiqa O0) h ènwsh twn sunìlwn Ok (antÐstoiqa O0
k kai èstw g h

epèktash twn gk. Tìte g ◦ f isodunameÐ me thn tautotik  sun�rthsh sto anoiktì sÔnolo O0,
to opoÐo perièqei tic idiotimèc tou A kai sunep¸c

g(f(A)) = A,

to opoÐo apodeiknÔei ìti ìntwc to A eÐnai mÐa sun�rthsh tou eδA = f(A).

1.5 Perissìtera epÐ thc Grammik c Elegximìthtac

Aut  h enìthta anaptÔssei k�poia ap'ta basik� gegonìta thc elegximìthtac twn grammik¸n
susthm�twn, pijan� qronik� metaballìmenwn. Ja epikentrwjoÔme se suneqeÐc qronik� peri-
pt¸seic, h diakrit  qronik� kat�stash eÐnai en mèrei an�logh kai polÔ eukolìterh, par'ìlauta
k�poiec pleurèc den mporoÔn na genikeujoÔn.

Ja xekin soume me mÐa anaskìphsh k�poiwn basik¸n idiot twn twn genikeumènwn antÐstro-
fwn telest¸n.

Yeudoantistrofèc

'Estw K = R   C. JumÐzoume ìti ènac q¸roc me eswterikì ginìmeno H p�nw sto K eÐnai
ènac dianusmatikìc q¸roc mazÐ me mia dimel  pr�xh 〈x, y〉 tètoia ¸ste 〈x, y〉 ∈ K gia ìla ta
x, y ∈ H kai isqÔoun oi akìloujec idiìthtec gia ìla ta x, y, z ∈ H kai ìla ta α, β ∈ K:

(a) 〈x, y〉 = 〈y, x〉(h mp�ra sumbolÐzei th migadik  suzugÐa, ètsi, sthn perÐptwsh pou K = R,
lème ìti ta eswterik� ginìmena eÐnai summetrik�.)
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(b) 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉+ β〈x, z〉 kai

(g) 〈x, x〉 > 0 gia x 6= 0 kai 〈0, 0〉 = 0.

Me dosmèno èna tètoio eswterikì ginìmeno, orÐzoume mÐa sqetik  nìrma ‖x‖ :=
√
〈x, x〉

kai o H gÐnetai ènac metrikìc q¸roc me th sun�rthsh apìstashc d(x, y) := ‖x− y‖. An o H
eÐnai pl rhc wc metrikìc q¸roc me aut n thn apìstash, tìte o H lègetai q¸roc Hilbert.

Up�rqoun dÔo sugkekrimèna eÐdh q¸rwn Hilbert, pou qrhsimopoioÔme. Gia opoiod pote
stajeropoihmèno n, blèpoume to Kn wc to sÔnolo ìlwn twn n-di�statwn dianusm�twn me
eswterikì ginìmeno

〈x, y〉 := x∗y =
n∑
i=1

xiyi.

(Ed¸ to ��*�� sumbolÐzei to suzug  an�strofo.) To �llo eÐdoc tou q¸rou Hilbert pou ja
doulèyoume eÐnai �peirhc di�stashc kai orÐzetai akoloÔjwc. Gia k�je jetikì akèraio m,
jewroÔme L2

m(σ, τ) na eÐnai to sÔnolo ìlwn twn tetragwnik� oloklhr¸simwn sunart sewn ω :
[σ, τ)→ Km. 'Ena tètoio ω mporeÐ na jewrhjeÐ wc èna m-di�stato di�nusma twn tetragwnik�
oloklhr¸simwn sunart sewn. To sÔnolo L2

m(σ, τ) eÐnai ènac q¸roc Hilbert me eswterikì
ginìmeno

〈ω, ν〉 :=

∫ τ

σ

ω(t)∗ν(t) dt. (1.13)

'Estw Ω kai X dÔo q¸roi Hilbert. Dosmènhc mÐac suneqoÔc grammik c apeikìnishc (se
ìrouc sunarthsiak c an�lushc, enìc fragmènou telest )

L : Ω→ X ,

up�rqei p�nta ènac suzug c telest c L∗, orismènoc me thn idiìthta ìti

〈Lω, x〉X = 〈ω, L∗x〉Ω gia ìla ta x ∈ X , ω ∈ Ω.

Gia par�deigma, an Ω = Km kai X = Kn kai L jewrhjeÐ wc ènac n×m pÐnakac (se sqèsh me
tic kanonikèc b�seic twn Km,Kn) tìte L∗ eÐnai apl� o an�strofoc suzug c tou L.

Par�deigma 1.5.1. Wc èna �llo par�deigma, jewroÔme thn perÐptwsh pou Ω = L2
m(σ, τ),

X = Kn kai

Lω :=

∫ τ

σ

k(t)∗ω(t) dt, (1.14)

ìpou k eÐnai ènac stajeropoihmènocm×n pÐnakac stoiqeÐwn tou L2(σ, τ). 'Etsi, an onom�soume
ki thn i st lh tou k, i = 1, . . . , n, tìte k�je ki an kei sto L2

m(σ, τ) kai

Lω =

 〈ki, ω〉...
〈kn, ω〉


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T¸ra ja upologÐsoume to suzug  tou L. PaÐrnoume èna opoiod pote ω ∈ Ω kai x ∈ X .
AfoÔ 〈Lω, x〉 isoÔtai me(∫ τ

σ

k(t)∗ω(t) dt

)∗
x =

(∫ τ

σ

ω(t)∗k(t) dt

)
x =

∫ τ

σ

ω(t)∗(k(t)x) dt,

èqoume ìti L∗x eÐnai stoiqeÐo tou L2
m dosmèno ap'th sun�rthsh (L∗x)(t) = k(t)x.

Apì ed¸ kai sto ex c upojètoume ìti to X eÐnai peperasmènhc di�stashc. (Ta perissìtera
apì aut� pou k�noume genikopoioÔntai eÔkola sthn perÐptwsh tuqaÐou X , all� to L na
eÐnai kleistoÔ eÔrouc. H teleutaÐa idiìthta eÐnai profan c sthn perÐptwsh thc peperasmènhc
di�stashc.)

To akìloujo L mma eÐnai basikì. Ed¸ to ��im�� dhl¸nei thn eikìna, to ��ker�� ton pur na
  to mhdenikì q¸ro kai ��⊥�� upodhl¸nei to orjog¸nio sumpl rwma:

S⊥ = {z|〈x, z〉 = 0 gia ìla ta x ∈ S}.

AfoÔ to X upojèsame ìti eÐnai peperasmènhc di�stashc, isqÔei ìti (S⊥)⊥ = S gia ìlouc touc
upìqwrouc S tou X .

L mma 1.5.1. Gia opoiod pote L ìpwc parap�nw, imLL∗ = (kerL∗)⊥ = imL

Apìdeixh. EÐnai profanèc ìti imLL∗ ⊆ imL. AfoÔ to ��⊥�� antistrèfei touc egkleismoÔc, ja
 tan arketì na apodeÐxoume ìti

(imLL∗)⊥ ⊆ kerL∗ ⊆ (imL)⊥.

Dialègoume èna opoiod pote z ∈ (imLL∗)⊥. Tìte, 〈LL∗x, z〉 = 0 gia ìla ta x ∈ X , �ra
sugkekrimèna gia x = z:

0 = 〈LL∗z, z〉 = 〈L∗z, L∗z〉 = ‖L∗z‖2,

�ra sunep�getai ìti z ∈ kerL∗. 'Ara epÐshc to z ∈ (imL)⊥, ìpwc jèlame, afoÔ gia ω ∈ Ω,
〈Lω, z〉 = 〈ω, L∗z〉 = 0.

'Estw
W : X → X , W := LL∗ (1.15)

'Otan X = Kn, tautopoioÔme to W me èna n× n pÐnaka. Shmei¸noume ìti

W ∗ = (LL∗)∗ = L∗∗L∗ = LL∗ = W, (1.16)

dhlad  oW eÐnai autosuzug c. ('Otan X = Kn, oW eÐnai ènac Ermitianìc pÐnakac). Epiplèon
o W eÐnai jetik� hmiorismènoc, giatÐ

〈x,Wx〉 = ‖L∗‖2

gia ìla ta x. AfoÔ to X eÐnai peperasmènhc di�stashc, ta akìlouja eÐnai isodÔnama: o W
eÐnai epÐ, èna proc èna, antistrèyimoc, jetik� orismènoc. MporoÔme t¸ra na sumper�noume ta
akìlouja.
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Pìrisma 1.5.1. Oi akìloujec prot�seic eÐnai isodÔnamec gia ta L,W ìpwc parap�nw:

(a) h L eÐnai epÐ.

(b) h L∗ eÐnai èna proc èna.

(g) o W eÐnai epÐ.

(d) detW 6= 0.

(e) o W eÐnai jetik� orismènoc.

JewroÔme xan� thn kat�stash sto Par�deigma 1.5.1. Ed¸ h L eÐnai epÐ ann o pÐnakac

W =

∫ τ

σ

k(t)∗k(t) dt > 0. (1.17)

IsodÔnama, h L eÐnai epÐ ann h L∗ eÐnai èna proc èna, dhlad ,

den up�rqei p 6= 0 sto X me k(t)p = 0 gia sqedìn ìla ta t ∈ [σ, τ), (1.18)

  alli¸c me ki := h i st lh tou k∗:

〈p, ki〉 = 0 gia ìla ta i kai sqedìn gia ìla ta t⇒ p = 0. (1.19)

Prìtash 1.5.1. Upojètoume ìti to L eÐnai epÐ kai èstw

L# := L∗(LL∗)−1 : X → Ω. (1.20)

Tìte, L#x eÐnai mÐa monadik  lÔsh tou Lω = x thc el�qisthc dunat c nìrmac, dhlad ,

• L(L#x) = x gia ìla ta x ∈ X kai

• ‖L#x‖ < ‖ω‖ gia k�je ω gia to opoÐo Lω = x kai ω 6= L#x.

Apìdeixh. AfoÔ
LL# = (LL∗)(LL∗)−1 = tautotikì,

h pr¸th idiìthta eÐnai profan c. Upojètoume t¸ra ìti Lω = x. Ja apodeÐxoume ìti 〈ω −
L#x, L#x〉 = 0, ètsi

‖ω‖2 = ‖ω − L#x‖2 + ‖L#x‖2

ja d¸sei to sumpèrasma pou jèloume. All�

〈ω − L#x, L#x〉 = 〈ω, L#x〉 − ‖L#x‖2,

�ra ja apodeÐxoume ìti ta dÔo dexi� mèrh eÐnai Ðsa:

〈ω, L#x〉 = 〈ω, L∗(LL∗)−1x〉
= 〈Lω, (LL∗)−1x

= 〈LL∗(LL∗)−1x, (LL∗)−1x〉
= 〈L∗(LL∗)−1x, L∗(LL∗)−1x〉
= ‖L#x‖2.

Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh.
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O telest c L# eÐnai h genikeumènh antistrof    (Moore−Penrose) yeudoantistrof  tou
L. 'Otan h L den eÐnai epÐ, prèpei na orÐsoume ènan telest  me thn idiìthta thc elaqistopoÐh-
shc sto parap�nw apotèlesma epanatopojethmèno me thn ènnoia twn elaqÐstwn tetrag¸nwn,
paraleÐpoume tic leptomèreiec ed¸, afoÔ mìno h perÐptwsh pou h L eÐnai epÐ ja mac qreiasjeÐ.

Sto Par�deigma 1.5.1,

(L#x)(t) = k(t)

[ ∫ τ

σ

k(s)∗k(s) ds

]−1

x.

Shmei¸noume ìti an ta stoiqeÐa tou k sumbaÐnei na eÐnai ousiastik� fragmèna (ìqi mìno te-
tragwnik� oloklhr¸sima), tìte L#x eÐnai epÐshc ousiastik� fragmènh.

EÐnai eÔkolo na upologÐsoume th nìrma telest  tou L# se ìrouc tou pÐnaka W. OrÐzoume
th nìrma telest  wc

‖L#‖ := sup
‖x‖=1

‖L#x‖

wc proc th L2
m nìrma. Apì touc orismoÔc (1.15) kai (1.20), èpetai ìti, gia k�je di�nusma x,

‖L#x‖2 = ‖L∗W−1x‖2

= 〈L∗W−1x, L∗W−1x〉
= 〈LL∗W−1x,W−1x〉
= 〈x,W−1x〉.

Epomènwc,
‖L#‖ = ‖W−1‖1/2, (1.21)

to opoÐo shmaÐnei ìti h nìrma thc yeudoantistrof c eÐnai h tetragwnik  rÐza tou 1/σmin, ìpou
σmin eÐnai h el�qisth idiotim  tou jetik� orismènou pÐnaka W.

Efarmog  sthn Elegximìthta

Jumìmaste apì to L mma 1.1.5 (a) ìti to suneqèc qronik� grammikì sÔsthma Σ eÐnai elègximo
sto [σ, τ ] ann isqÔei ìti (0, σ)  (y, τ) gia ìla ta y ∈ X . 'Etsi, h elegximìthta shmaÐnei
akrib¸c ìti o akìloujoc telest c eÐnai epÐ:

N : L∞m (σ, τ)→ Kn : ω 7→ φ(τ, σ, 0, ω) =

∫ τ

σ

Φ(τ, s)B(s)ω(s) ds.

'Etsi, h epèktash tou N sto L2
m, me k(s) := B(s)∗Φ(τ, s)∗ :

L : L2
m(σ, τ)→ Kn : ω 7→

∫ τ

σ

k(s)∗ω(s) ds, (1.22)

eÐnai epÐshc epÐ. Shmei¸noume ìti ta stoiqeÐa tou B einai ousiastik� fragmèna, apì ton orismì
tou suneqoÔc qronik� grammikoÔ sust matoc kai ìti ta stoiqeÐa tou Φ(τ, s) eÐnai (apolÔtwc)
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suneq  sto s. 'Etsi, k�je stoiqeÐo tou k an kei sto L∞m (σ, τ) kai �ra kai sto L2
m(σ, τ), �ra

to L eÐnai ènac telest c ìpwc sto Par�deigma 1.5.1.
Dosmènou opoioud pote Σ, jewroÔme ton telest  L prosdiorismèno apì ton tÔpo (1.22).

An to Σ eÐnai elègximo, to L eÐnai epÐ. AntÐstrofa, jewroÔme ìti to L eÐnai epÐ. Tìte gia
k�je x ∈ X , ω := L#x eÐnai tètoio ¸ste Lω = x. AfoÔ ta stoiqeÐa tou k eÐnai ousiastik�
fragmèna, èpetai ìti to ω eÐnai epÐshc ousiastik� fragmèno. 'Etsi, to ω an kei sto qwrÐo
N kai �ra to x an kei sthn eikìna tou N. SumperaÐnoume ìti to L eÐnai epÐ ann kai to N
eÐnai, pou eÐnai ann to Σ eÐnai elègximo. (Enallaktik�, ja suzhtoÔsame ìti to L eÐnai epÐ ann
eÐnai kai to N , qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti to L∞m eÐnai puknì sto L2

m kai ìti to N kai
to L eÐnai kai ta dÔo suneq .) Efarmìzoume to parap�nw apotèlesma se autì to L, gia na
exasfalÐsoume to akìloujo sumpèrasma. Gia to teleutaÐo mèroc, jumìmaste ìti

φ(τ, σ, x, ω) = z ann z − φ(τ, σ, x,0) = Nω.

Je¸rhma 4. JewroÔme ìti to Σ eÐnai èna suneqèc qronik� grammikì sÔsthma, σ < τ ∈ R
kai sumbolÐzoume me bi thn i st lh tou B. Oi akìloujec prot�seic eÐnai isodÔnamec:

1. to Σ eÐnai elègximo sto [σ, τ ],

2. W (σ, τ) =
∫ τ
σ

Φ(τ, s)B(s)B(s)∗Φ(τ, s)∗ ds > 0,

3. Den up�rqei mh mhdenikì di�nusma p ∈ X tètoio ¸ste 〈p,Φ(τ, s)bi(s)〉 = 0 gia sqedìn
ìla ta s ∈ [σ, τ ] kai ìla ta i.

An ta parap�nw ikanopoioÔntai, tìte, dosmènwn dÔo opoiwnd pote x, z ∈ X , o èlegqoc pou
dÐnetai ap'ton tÔpo

ω(t) = B(t)∗Φ(τ, t)∗W (σ, τ)−1(z − Φ(τ, σ)x) (1.23)

eÐnai o monadikìc pou elaqistopoieÐ to ‖ω‖ an�mesa se ìlouc autoÔc touc elègqouc pou ikano-
poioÔn thn

φ(τ, σ, x, ω)

Par�deigma 1.5.2. JewroÔme ton armonikì talantwt  (grammikopoihmèno ekkremèc)

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + u

JewroÔme ìti jèloume na broÔme th metafor� elègqou

x =

(
1
0

)
sto z = 0 se qrìno 2π en¸ elaqistopoioÔme thn ��enèrgeia��∫ 2π

0

u(t)2 dt.
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Efarmìzoume to Je¸rhma. Pr¸ton shmei¸noume ìti, qrhsimopoi¸ntac to etA ìpwc upolo-
gÐsthke sto Par�deigma 1.4.1, èqoume

W =

∫ 2π

0

e(2π−s)A
(

0

1

)
(0 1)e(2π−s)A∗ ds

=

∫ 2π

0

(
sin2 s − sin s cos s

− sin s cos s cos2 s

)
ds

= πI,

�ra

W−1(z − Φ(2π, 0)x) = (−1/π)

(
1

0

)
.

Epomènwc,

ω(t) = − 1

π
(0 1)

(
cos(2π − t) − sin(2π − t)
sin(2π − t) cos(2π − t)

)(
1

0

)
=

1

π
sin t

dÐnei ton èlegqo pou jèlame.

To parap�nw Je¸rhma parèqei se k�poio bajmì èna upologÐsimo krit rio gia elegximìthta
sto [σ, τ ].MporoÔme na exasfalÐsoume arijmhtik� th jemeli¸dh lÔsh kai met� na ektelèsoume
thn apaitoÔmenh olokl rwsh gia na p�roume to stajerì pÐnaka W (σ, τ) tou opoÐou h orÐzou-
sa èqei elegqjeÐ na eÐnai mh mhdenik . Parak�tw anaptÔssoume èna krit rio, pou mporeÐ na
efarmosjeÐ ìtan ta stoiqeÐa twn A kai B eÐnai leÐa wc sunart seic tou qrìnou, to opoÐo de
qrei�zetai olokl rwsh thc diaforik c exÐswshc. Praktik�, fusik� ta sf�lmata stroggÔleu-
shc ja k�noun thn orÐzousa tou W (σ, τ) p�nta mh mhdenik . 'Etsi h elegximìthta den mporeÐ
na apofasisjeÐ akrib¸c. Epiplèon, an h orÐzousa tou W apodeiqjeÐ ìti eÐnai mikr , akìma
ki an to sÔsthma eÐnai elègximo, den eÐnai ètsi me thn praktik  ènnoia, afoÔ oi aparaÐthtoi
èlegqoi ja teÐnoun na eÐnai polÔ meg�loi, ìpwc proteÐnetai ap'ton ìro W−1 pou emfanÐzetai
sthn èkfrash thc el�qisthc nìrmac elègqou. Autì èqei sqèsh me to gegonìc ìti parìti ta
perissìtera sust mata eÐnai elegqìmena (toul�qiston sth qronik� analloÐwth perÐptwsh),
poll� mporeÐ na eÐnai ��kont��� sto na gÐnoun mh elègxima, jumìmaste to sqìlio met� thn a-
pìdeixh thc Prìtashc 1.3.1. 'Eqei epÐshc sqèsh me to gegonìc ìti prospaj¸ntac na elègxoume
tìso sÔntoma èna di�sthma, apaitoÔntai meg�loi èlegqoi, �sqeta me to pìso elègximo eÐnai to
sÔsthma (afoÔ to orismèno olokl rwma tou W , to paÐrnoume se èna mikrì di�sthma).

L mma 1.5.2. Gia ìla ta σ, τ, µ ∈ R :

(a) Φ(τ, τ) = I.

(b) Φ(τ, σ) = Φ(τ, µ)Φ(µ, σ).

(g) Φ(τ, σ)−1 = Φ(σ, τ).
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(d)
∂Φ(σ, τ)

∂τ
= −Φ(σ, τ)A(τ).

(e) An A(t) ≡ A eÐnai stajer�, tìte Φ(τ, σ) = e(τ−σ)A.

(st) det Φ(τ, σ) = e
∫ τ
σ traceA(τ) dτ .

MporoÔme na anadiatup¸soume th sunj kh (3) se mia elafr¸c diaforetik  morf , h o-
poÐa ja eÐnai qr simh gia th metagenèsterh melèth thc parathrisimìthtac. Metafèrontac to
sumpèrasma (d) tou L mmatoc 1.5.2, èqoume to akìloujo:

L mma 1.5.3. Gia opoiod pote A(·), h jemeli¸dhc lÔsh Ψ(t, s) sqetÐzetai me th suzug 
exÐswsh

ṗ(t) = −A(t)∗p(t) (1.24)

isqÔei Ψ(t, s) := Φ(s, t)∗.

Pìrisma 1.5.2. To suneqèc qronik� grammikì sÔsthma Σ eÐnai elègximo sto [σ, τ ] an kai
mìno an den up�rqei mÐa mh mhdenik  lÔsh p(t) thc suzugoÔc exÐswshc sto [σ, τ ] tètoia ¸ste

〈p(t), bi(t)〉 = 0 gia sqedìn ìla ta t ∈ [σ, τ ]

gia ìla ta i = 1, . . . ,m (jumìmaste ìti bi eÐnai h i st lh tou B).

Apìdeixh. DeÐqnoume ìti h Ôparxh miac tètoiac lÔshc ja prèpei na eÐnai isodÔnamh me thn
idiìthta (3) tou Jewr matoc 4. Gi�utì, shmei¸noume apl� ìti an to p eÐnai mÐa lÔsh thc
suzugoÔc exÐswshc sto [σ, τ ] tìte p(t) = Ψ(t, τ)p(τ) = Φ(τ, t)∗p(τ), ètsi

〈p(t), b〉 = 〈p(τ),Φ(τ, t)b〉

gia opoiod pote di�nusma b kai ìti to p(t) eÐnai mh mhdenikì gia ìla ta t an kai mìno an
p(τ) 6= 0.

To teleutaÐo mèroc tou Jewr matoc 4 parèqei mÐa lÔsh se èna sugkekrimèno tÔpo pro-
bl matoc bèltistou elègqou, ìpwc elaqistopoÐhshc thc nìrmac tou elègqou pou ephre�zei
mÐa dedomènh kat�stash metafor�c. Se efarmogèc, aut  h nìrma eÐnai sun jwc an�logh se
k�poio mègejoc thc enèrgeiac pou qrhsimopoieÐtai ston èlegqo tou sust matoc. Up�rqei mia
metabol  autoÔ tou probl matoc pou mporeÐ na lujeÐ me tic Ðdiec akrib¸c teqnikèc. JewroÔme
ìti oi suntetagmènec tou elègqou u kajorÐzontai apì diaforetik� kìsth. Gia par�deigma,
mporeÐ na jèloume na jewr soume mÐa kat�stash sthn opoÐa up�rqoun dÔo anex�rthtoi èleg-
qoi kai eÐnai 10 forèc pio akribì na efarmìsoume mÐa mon�da tou pr¸tou elègqou ìpwc eÐnai
sto deÔtero. Se aut n thn perÐptwsh, ja eÐqe nìhma na prospaj soume na elaqistopoi soume
to kìstoc (10u1)2 + u2

2 = 100u2
1 + u2

2. Pio genik� , mporeÐ na èqoume èna kìstoc tou tÔpou∑
i

∑
j αiju

2
iu

2
j .
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Parat rhsh 1.5.1. Ta probl mata bèltistou elègqou gia grammik� sust mata me tetra-
gwnikì kìstoc èqoun apotèlesma sun jwc se lÔseic, pou eÐnai grammikèc me thn kat�llhlh
ènnoia. Gia par�deigma, o bèltistoc èlegqoc sto Je¸rhma 4 eÐnai grammikìc kai sto x kai sto
z. Autì den eÐnai par�xeno, afoÔ me mia afhrhmènh ènnoia h elaqistopoÐhsh miac tetragwnik c
sun�rthshc (ed¸ h nìrma tou elègqou) upot�ssetai se grammikoÔc periorismoÔc (h grammik 
diaforik  exÐswsh) mporeÐ na jewrhjeÐ, met� apì apaloif , wc mÐa mh desmeumènh elaqisto-
poÐhsh miac tetragwnik c sun�rthshc, h opoÐa me th seir� thc mporeÐ na lujeÐ brÐskontac
parag¸gouc sto mhdèn, dedomènou ìti oi par�gwgoi twn tetragwnik¸n sunart sewn eÐnai
grammikèc, h lÔsh sto arqikì prìblhma gÐnetai grammik  sta arqik� dedomèna. (Autì to eÐdoc
sullogistik c mporeÐ na gÐnei akribèc mèsa ap'th melèth afhrhmènwn tetragwnik¸n problh-
m�twn beltistopoÐhshc se q¸rouc �peirhc di�stashc.) H idiìthta thc grammikìthtac shmaÐnei
ìti genik�, probl mata grammik¸n susthm�twn me tetragwnik� kìsth eÐnai polÔ eukolìtera
na epilujoÔn ap'ìti, dhlad , grammik� probl mata me mh tetragwnik� kìsth   mh grammikì
èlegqo problhm�twn me tetragwnik� kìsth.

Parat rhsh 1.5.2. To Je¸rhma 4 deÐqnei ìti an�mesa se ìlouc touc elègqouc pou ephre-
�zoun th metafor� (x, σ) (z, τ) up�rqei ènac monadikìc thc el�qisthc nìrmac. Fusik�, sthn
perÐptwsh pou den epib�llei thn el�qisth apaÐthsh, up�rqoun polloÐ tètoioi èlegqoi, afoÔ to
N apeikonÐzei èna q¸ro �peirhc di�stashc mèsa se èna peperasmènhc. Poll� pukn� uposÔnola
tou L∞m ja apeikonisjoÔn p�nw se ìlo to q¸ro kat�stashc. Gia par�deigma, up�rqoun p�nta
sthn elègximh perÐptwsh kat� tm mata stajeroÐ èlegqoi ètsi ¸ste (x, σ) (z, τ).

ParathroÔme epÐshc ìti o akrib c tÔpoc gia ton èlegqo thc el�qisthc nìrmac deÐqnei ìti
autìc o èlegqoc eÐnai thc t�xhc Ck exasfalÐzontac ìti A(·) kai B(·) eÐnai thc t�xhc Ck.

H Sunj kh T�xhc (Rank )

O qarakthrismìc thc elegximìthtac pou èqei dwjeÐ sto Je¸rhma 4 emplèkei thn olokl rwsh
thc diaforik c exÐswshc tou sust matoc. T¸ra y�qnoume gia mia pio apl  sunj kh an�logh
thc rank sunj khc Kalman gia qronik� analloÐwta sust mata.

An to Σ eÐnai qronik� suneqèc grammikì sÔsthma kai I eÐnai èna di�sthma sto R, lème
ìti to Σ eÐnai omal� metaballìmeno sto I ann A(t) kai B(t) omalèc (�peirec forèc
paragwgÐsimec) wc sunart seic tou t gia t ∈ I kai ìti to Σ eÐnai analutik� metabal-
lìmeno sto I ann A(t) kai B(t) eÐnai epÐshc analutikèc sto I. H analutikìthta shmaÐnei
ìti gia k�je t ∈ I k�je stoiqeÐo tou A kai tou B mporeÐ na anaptuqjeÐ se mia dunamoseir�
tou t, sugklÐnousa se k�poio mh kenì di�sthma (t− ε, t+ ε).

H sun�rthsh pÐnakac Φ(s, t) eÐnai omal  (antÐstoiqa, analutik ) wc sun�rthsh tou t ∈ I
kai tou s ∈ I ìtan to Σ eÐnai omal� (antÐstoiqa, analutik�) metaballìmeno sto I. Stajero-
poioÔme ta Σ kai I ètsi ¸ste to Σ na eÐnai omal� metaballìmeno sto I kai stajeropoioÔme
èna mh tetrimmèno upodi�sthma [σ, τ ] ⊆ I. JewroÔme ton (omalì) n×m pÐnaka sun�rthsh

M0(t) := Φ(τ, t)B(t),

kai èstw
Mk(t) := ( dkM0/ dtk)(t), k ≥ 1.
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JewroÔme epÐshc ton pÐnaka twn sunart sewn pou na apoteleÐtai ap'ìlec tic st lec tou
Mi, i = 0, . . . , k :

M (k)(t) := (M0(t),M1(t), . . . ,Mk(t)).

Prìtash 1.5.2. 'Estw Σ èna suneqèc qronik� grammikì sÔsthma.

1. Upojètoume ìti to Σ eÐnai omal� metaballìmeno sto I kai dialègoume èna opoiod pote
σ < τ ètsi ¸ste [σ, τ ] ⊆ I. An up�rqei èna t0 ∈ [σ, τ ] kai ènac mh arnhtikìc akèraioc k
tètoioc ¸ste

rankM (k)(t0) = n,

tìte to Σ eÐnai elègximo.

2. Upojètoume t¸ra ìti to Σ eÐnai analutik� metaballìmeno sto I kai èstw t0 èna staje-
ropoihmèno stoiqeÐo tou I. Tìte to Σ eÐnai elègximo se k�je mh tetrimmèno upodi�sthma
tou I an kai mìno an

rankM (k)(t0) = n

gia k�poion akèraio k.

Apìdeixh. An to Σ den  tan elègximo sto [σ, τ ], ja up rqe apì thn idiìthta (3) tou Jew-
r matoc 4 èna mh mhdenikì di�sthma p tètoio ¸ste p∗M0(t) = 0 gia sqedìn ìla ta t ∈ [σ, τ ]
kai �ra lìgw sunèqeiac tou M0, gia ìla aut� ta t. 'Epetai ìti ìloi oi par�gwgoi eÐnai epÐshc
tautotik� mhdèn, to opoÐo shmaÐnei ìti,

p∗Mk(t) ≡ 0

gia ìla ta t ∈ [σ, τ ] kai ìla ta k ≥ 0. 'Etsi, oi grammèc tou k�je pÐnakaM (k)(t) eÐnai grammik�
exarthmènec, �ra rankM (k)(t) < n gia ìla ta t ∈ [σ, τ ]. Autì apodeiknÔei thn pr¸th d lwsh.

T¸ra ja apodeÐxoume to ikanì sthn analutik  perÐptwsh. An to Σ den  tan elègximo sto
[σ, τ ], tìte, ìpwc sthn omal  perÐptwsh, p∗Mk(t) ≡ 0 sto [σ, τ ], gia ìla ta k. All� tìte,
lìgw thc arq c thc analutik c sunèqeiac, epÐshc

p∗Mk(t) ≡ 0 gia ìla ta t ∈ I.

'Etsi an to rank eÐnai n gia k�poio t ∈ I kai k�poio k, erqìmaste se antÐfash.
AntÐstrofa upojètoume t¸ra ìti to Σ eÐnai elegximo kai analutik� metaballìmeno sto I.

Upojètoume ìti up�rqei k�poio t0 ∈ I tètoio ¸ste

rankM (k)(t0) < n

gia ìla ta k. Gia autì to t0, upojètoume ìti

Pk := {p ∈ Kn|p∗M (k)(t0) = 0}.

Apì thn upìjesh, oi upìqwroi Pk eÐnai ìloi mh mhdenikoÐ. AfoÔ

P0 ⊇ P1 ⊇ . . . ,
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oi diast�seic tou Pk eÐnai mh aÔxousec. 'Estw ìti to PK èqei thn el�qisth di�stash, tìte

Pk = PK gia k ≥ K.

Dialègoume p ∈ PK . 'Epetai ìti p∗Mk(t0) = 0 gia ìla ta k. Lìgw analutikìthtac, p∗M0(t) ≡
0 gia t se èna di�sthma tou t0 (anaptÔssoume se mia dunamoseir� tou t0) kai ètsi, lìgw
analutik c sunèqeiac, isqÔei se ìlo to I kai sugkekrimèna se ìlo to [σ, τ ]. Autì ja erqìtan
se antÐfash me thn upotijèmenh elegximìthta tou Σ.

To parap�nw apotèlesma mporeÐ na anadiatupwjeÐ k�pwc pio komy� se ìrouc �peirwn
pin�kwn

M(t) := (M0(t),M1(t), . . . ,Mk(t), . . .).

To sÔsthma Σ eÐnai elègximo anM(t0) èqei t�xh n gia k�poio t0 kai sthn analutik  perÐptwsh
aut  h sunj kh eÐnai epÐshc anagkaÐa gia k�je t0.

H sunj kh faÐnetai epÐshc ìti emplèkei olokl rwsh, afoÔ o pÐnakac allag c b�shc (me-
t�bashc) Φ qrhsimopoieÐtai ston orismì twn Mk. All� mporoÔme na exasfalÐsoume mia iso-
dÔnamh idiìthta wc ex c: 'Estw B0 := B kai gia k�je i ≥ 1,

Bi+1(t) := A(t)Bi(t)−
d

dt
Bi(t).

Shmei¸noume ìti ta Bi mporoÔn na brejoÔn apeujeÐac apì ta dedomèna (A,B).

L mma 1.5.4. Gia ìla ta i kai ìla ta t ∈ I, Mi(t) = (−1)Φ(τ, t)Bi(t).

Apìdeixh. Me th mèjodo thc epagwg c. H perÐptwsh i = 0 isqÔei lìgw orismoÔ. Upojètoume
ìti to L mma apodeiknÔetai gia i kai jewroÔme to M − i+ 1. Tìte,

Mi+1(t) =
d

dt
Mi(t) = (−1)i

d

dt
[Φ(τ, t)Bi(t)]

= (−1)i
{[

∂

∂t
Φ(τ, t)

]
Bi(t) + Φ(τ, t)

d

dt
Bi(t)

}
= (−1)i

{
− Φ(τ, t)A(t)Bi(t) + Φ(τ, t)

d

dt
Bi(t)

}
,

All� o teleutaÐoc ìroc eÐnai Ðsoc me (−1)i+1Φ(τ, t)Bi+1(t), ìpwc epijumoÔsame.

AfoÔ o Φ(τ, t) eÐnai antistrèyimoc gia ìla ta τ, t, p∗Mi(t0) = 0 an kai mìno an q∗Bi(t) = 0,
me q = Φ(τ, t)∗p. SumperaÐnoume ìti:

Pìrisma 1.5.3. Ta sumper�smata thc Prìtashc 1.5.2 isqÔoun ìtan

rank[B0(t0), B1(t0), . . . , Bk(t0)] = n (1.25)

isqÔei antÐ gia th rank sunj kh sto M (k)(t0).
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Parat rhsh 1.5.3. Sthn Prìtash 1.5.2 kai Pìrisma 1.5.3, h �peirh paragwgisimìthta de
qrei�zetai gia tic anagkaÐec prot�seic me thn akìloujh ènnoia: An A(·) kai B(·) eÐnai k-forèc
paragwgÐsima kai an to M (k)(t0)   h (1.25) èqei t�xh n se k�poio t0, tìte h elegximìthta
epÐshc èpetai lìgw tou Ðdiou epiqeir matoc.

Par�deigma 1.5.3. JewroÔme to sÔsthma me K = R, n = 3, m = 1 kai pÐnakec

A(t) =

 t 1 0
0 t3 0
0 0 t2

 B(t) =

 0
1
1

 .

Autì to sÔsthma eÐnai omal� (sthn pragmatikìthta, analutik�) metaballìmeno sto (−∞,∞).
AfoÔ

[B0(0), B1(0), B2(0), B3(0)] =

 0 1 0 −1
1 0 0 0
1 0 0 2

 ,

kai autìc o pÐnakac èqei t�xh 3, to sÔsthma eÐnai elègximo se k�je mh tetrimmèno di�sthma
[σ, τ ].

Parat rhsh 1.5.4. Sth qronik� analloÐwth perÐptwsh, Bi(t) ≡ Ai−1B, �ra h parap�nw
sunj kh lèei ìti to Σ eÐnai elègximo se opoiod pote mh tetrimmèno di�sthma [σ, τ ] an kai mìno
an oi st lec tou (B,AB,A2B, . . .) par�goun èna n-di�stato q¸ro, o opoÐoc ìpwc parath-
r jhke sto L mma 1.3.1 eÐnai isodÔnamo me th sunj kh rankR(A,B) = n. Autì parèqei akìma
mÐa apìdeixh tou Jewr matoc 2

Genik�, gia opoiod pote stajeropoihmèno t0, mporeÐ na eÐnai anagkaÐo na elègxoume thn
t�xh tou pÐnaka sto Pìrisma 1.5.3 gia aujaÐreta meg�lo k. Wc mia ermhneÐa, jewroÔme to
analutikì sÔsthma

ẋ = tku,

ìpou k eÐnai ènac akèraioc. Autì eÐnai elègximo se opoiod pote mh tetrimmèno di�sthma (apl�
elègxte th rank sunj kh sto 1, gia par�deigma), all� me t0 = 0 ja èprepe na elègxoume mèqri
ton k-ostì pÐnaka.

1.6 Fragmènoi 'Elegqoi

Se autì to kef�laio, ja asqolhjoÔme me suneq  qronik� analloÐwta sust mata thc morf c
ẋ = Ax + Bu gia ta opoÐa U eÐnai èna uposÔnolo tou Rm. Sta grammik� sust mata isqÔei,
ex�orismoÔ, ìti U = Rm, ètsi onom�zoume aut� ta sust mata ��grammik� sust mata me pe-
riorismènouc elègqouc��. Gia par�deigma, paÐrnoume to sÔsthma ẋ = −x + u(n = m = 1),
me U = (1, 1). To zeÔgoc (A,B) = (1, 1) eÐnai elègximo, all� to sÔsthma me periorismènouc
elègqouc den eÐnai, afoÔ eÐnai adÔnato na metafèroume thn kat�stash x = 0 sth z = 2 (afoÔ
ẋ < 0 gia opoiod pote x(t) ∈ (1, 2)).
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Gia na apofÔgoume th sÔgqush me thn prosbasimìthta gia ta susqetizìmena grammik�
sust mata me mh periorismènouc elègqouc, se autì to kef�laio ja lème ìti to z ∈ Rn mporoÔme
na to U -proseggÐsoume apì to x ∈ Rn (  to x mporeÐ na U -elegqjeÐ apì to z) se qrìno T an
up�rqei k�poia eÐsodoc ω : [0, T ]→ Rm ètsi ¸ste φ(T, 0, x, ω) = z kai ω(t) ∈ U gia (sqedìn)
ìla ta t ∈ [0, T ]. OrÐzoume to prosb�simo sÔnolo se qrìno T ≥ 0

RT
U(x) := {z ∈ Rn U -proseggÐsimo apì to x se qrìno T}

kai RU(x) := ∪T≥0RT
U(x). ('Etsi to RRm(x) eÐnai to Ðdio me to R(x).)

Se autì to kef�laio ja apodeÐxoume to akìloujo apotèlesma.

Je¸rhma 5. 'Estw U mÐa fragmènh geitoni� tou mhdèn. Tìte, RU(0) = Rn an kai mìno an

(a) to zeÔgoc (A,B) eÐnai elègximo kai

(b) o pÐnakac A den èqei idiotimèc me arnhtikì pragmatikì mèroc.

ParathroÔme ìti h anagkaiìthta gia elegximìthta gia to zeÔgoc (A,B) eÐnai profan c,
afoÔ RU(0) ⊆ R(0).

Ja apodeixoume to Je¸rhma 5 met� apì mia seir� proapaitoÔmenwn apotelesm�twn.

L mma 1.6.1. 'Estw U ⊆ Rm kai paÐrnoume dÔo tuqìnta S, T ≥ 0. Tìte

RT
U(0) + eTARS

U(0) = RS+T
U (0).

Apìdeixh. Pairnoume

x1 =

∫ T

0

e(T−τ)ABω1(τ) dτ =

∫ S+T

S

e(S+T−τ)ABω1(τ − S) dτ

kai

x2 =

∫ S

0

e(S−τ)ABω2(τ) dτ

me tic eisìdouc ωi U -ektimìmenec. Shmei¸noume ìti

eTAx2 =

∫ S

0

e(S+T−τ)ABω2(τ) dτ.

'Etsi

x1 + eTAx2 =

∫ S+T

0

e(S+T−τ)ABω(τ) dτ

ìpou

ω(s) =

{
ω2(τ) 0 ≤ τ ≤ S

ω1(τ − S) S ≤ τ ≤ S + T.

Shmei¸noume ìti to ω(t) ∈ U gia ìla ta t ∈ [0, S + T ]. 'Etsi RT
U(0) + eTARS

U(0) ⊆ RS+T
U (0).

O antÐstrofoc egkleismìc èpetai an akolouj soume ta b mata antÐstrofa.
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Me epagwg  sto q mporoÔme na sumper�noume:

Pìrisma 1.6.1. 'Estw U ⊆ Rm kai paÐrnoume tuqaÐo T ≥ 0 kai opoiod pote akèraio q ≥ 1.
Tìte

RT
U(0) + eTART

U(0) + . . .+ e(q−1)TART
U(0) = RqT

U (0).

Prìtash 1.6.1. (1) An to U ⊆ Rm eÐnai kurtì, tote RU(0) eÐnai èna kurtì uposÔnolo tou
Rn. (2) An to (A,B) eÐnai elègximo kai U ⊆ Rm mia geitoni� tou 0 ∈ Rm, tìte RU(0) eÐnai
èna anoiktì uposÔnolo tou Rn.

Apìdeixh. H kurtìthta k�je RT
U(0) èpetai apì th grammikìthta tou φ(T, 0, 0, u) sto u kai

thn kurtìthta tou U . Autì deÐqnei ìti h (aÔxousa) ènwsh RU(0) eÐnai kurt , ìtan to U eÐnai
kurtì.

Upojètoume t¸ra ìti to (A,B) eÐnai elègximo kai to U ⊆ Rm eÐnai mia geitoni� tou 0.
Pr¸ta ja deÐxoume ìti, gia k�je T > 0, to RT

U(0) eÐnai mia geitoni� tou 0 ∈ Rn. Stajero-
poioÔme èna tètoio T . PaÐrnoume èna uposÔnolo U0 ⊆ U to opoÐo eÐnai mia kurt  geitoni� tou
0. Ja fj�soume sto epijumhtì apotèlesma an deÐxoume ìti to 0 ∈ Rn eÐnai to eswterikì tou
RT
U0

(0), afoÔ RT
U0

(0) ⊆ RT
U(0). 'Etsi qwrÐc bl�bh thc genikìthtac, mèqri to tèloc thc para-

gr�fou antikajistoÔme to U0 me U kai �ra upojètoume ìti to U eÐnai epÐshc kurtì. PaÐrnoume
mÐa opoiad pote b�sh e1, . . . , en tou Rn. 'Estw e0 := −Σn

i=1ei. Gia k�je i = 0, . . . , n up�rqei
mÐa eÐsodoc ωi, ìqi aparaÐthta U -ektimìmenh, ètsi ¸ste

ei = φ(T, 0, 0, ωi).

'Estw µ > 0 tètoio ¸ste, me ω′i := 1
µ
ωi, i = 0, . . . , n, na isqÔei gia ìla ta i ìti ω′i(t) ∈ U gia

(sqedìn) ìla ta t ∈ [0, T ]. (Up�rqoun merik� tètoia µ, afoÔ to U eÐnai mia geitoni� tou 0 kai
ta ωi eÐnai ousiwd¸c fragmèna.) 'Etsi e′i := 1

µ
ei = φ(T, 0, 0, ω′i) ∈ RT

U(0) gia k�je i.

PaÐrnoume opoiad pote ε1, . . . , εn tètoia ¸ste |εi| ≤
1

2(n+ 1)
gia ìla ta i. Tìte

ε1

µ
e1 + . . .+

εn
µ
en =

n∑
i=1

(
1− ε
n+ 1

+ εi

)
e′i +

1− ε
n+ 1

e′0

me ε =
∑

i εi. Autìc eÐnai ènac kurtìc sunduasmìc. AfoÔ ìla ta e′i ∈ RT
U(0), kai autì to

sÔnolo eÐnai kurtì, èpetai ìti ε1
µ
e1 + . . . +

εn
µ
en ∈ RT

U(0) gia ìla ta arket� mikr� ε1, . . . , εn,

to opoÐo deÐqnei ìti to RT
U(0) eÐnai mia geitoni� tou 0.

Telik�, ja deÐxoume ìti to RU(0) eÐnai anoiktì. PaÐrnoume èna opoiod pote S > 0. SÔm-
fwna me ta prohgoÔmena, up�rqei k�poio anoiktì uposÔnolo V ⊆ RS

U(0) pou na perièqei to
mhdèn. PaÐrnoume x ∈ RU(0), jèloume na deÐxoume ìti k�poia geitoni� tou x perièqetai sto
RU(0). 'Estw ω : [0, T ] → U tètoio ¸ste x = φ(T, 0, 0, ω). To sÔnolo W := eTAV eÐnai
anoiktì, giatÐ to eTA eÐnai mh idi�zon. Gia k�je y = eTAv ∈ W,

y + x = eTAv + φ(T, 0, 0, ω) ∈ RT
U(V ).

'Etsi x + W eÐnai èna anoiktì uposÔnolo tou RT
U(V ) ⊆ RS+T

U (0) ⊆ RU(0) to opoÐo perièqei
to x.
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Gia k�je idiotim  λ tou A kai gia k�je jetikì akèraio k jewroÔme to

Jk,λ := ker(λI − A)k

(ènac upìqwroc tou Cn) kai to sÔnolo pou apoteleÐtai ap�ta pragmatik� mèrh

JR
k,λ := Re(Jk,λ) = {Re v|v ∈ Jk,λ}

(ènac upìqwroc tou Rn). ParathroÔme ìti an v ∈ Jk,λ, v = v1 + iv2 me vj ∈ Rn, j = 1, 2,
tìte v1 ∈ JR

k,λ, ex�orismoÔ, all� epÐshc to fantastikì mèroc v2 ∈ JR
k,λ, epeid  to (−iv) an kei

ston upìqwro Jk,λ. EpÐshc jewroÔme J0,λ = JR
0,λ = 0.

'Estw L to �jroisma twn diafìrwn q¸rwn JR
k,λ, me Reλ ≥ 0 kai èstw M to �jroisma twn

di�forwn q¸rwn JR
k,λ, me Reλ < 0. K�je tètoioc q¸roc eÐnai A-analloÐwtoc, giatÐ an v eÐnai

èna idiodi�nusma tou A kai v = v1 + iv2 eÐnai h an�lush tou se pragmatikì kai fantastikì
mèroc, tìte o upìqwroc tou Rn pou par�getai apì ta v1 kai v2 eÐnai A-analloÐwtoc. Apì ton
tÔpo paragontopoÐhshc tou Jordan, gnwrÐzoume ìti k�je stoiqeÐo sto Cn mporeÐ na grafeÐ
san èna �jroisma stoiqeÐwn twn diafìrwn ��genikeumènwn idiìqwrwn�� Jk,λ, ètsi paÐrnontac ta
pragmatik� mèrh gnwrÐzoume ìti to Rn qwrÐzetai sto eujÔ �jroisma tou L kai tou M. (Sthn
pragmatikìthta, to L eÐnai o megalÔteroc analloÐwtoc upìqwroc ston opoÐon ìlec oi idiotimèc
tou A èqoun mh arnhtik� pragmatik� mèrh, an�loga gia to M.)

Ja qreiasjoÔme thn akìloujh genik  parat rhsh:

L mma 1.6.2. An to C eÐnai èna anoiktì kurtì uposÔnolo tou Rn kai L èna uposÔnolo tou
Rn pou perièqetai sto C, tìte C + L = C.

Apìdeixh. Profan¸c C = C + 0 ⊆ C + L, �ra qrei�zetai mìno na apodeÐxoume ton �llon
egkleismì. PaÐrnoume x ∈ C kai y ∈ L tuqìnta. Tìte gia ìla ta ε 6= 0 :

x+ y =

(
1

1 + ε

)
[(1 + ε)x] +

(
ε

1 + ε

)[(
1 + ε

ε

)
y

]
.

AfoÔ to C eÐnai anoiktì, (1 + ε)x ∈ C gia k�poio arket� mikrì ε > 0. AfoÔ L eÐnai ènac
upìqwroc, 1+ε

ε
y ∈ L ⊆ C. 'Etsi x+ y ∈ C, lìgw kurtìthtac.

To kÔrio teqnikì komm�ti pou qrei�zetai eÐnai to akìloujo. StajeropoioÔme mÐa idiotim 
λ = α + iβ tou A me pragmatikì mèroc α ≥ 0, kai orÐzoume gia aplìthta JR

k := JR
k,λ.

L mma 1.6.3. Upojètoume ìti (A,B) eÐnai elègximo kai U ⊆ Rm eÐnai mia geitoni� tou 0.
Tìte JR

k ⊆ RU(0) gia ìla ta k.

Apìdeixh. Pr¸ton an qrei�zetai antikajistoÔme to U me èna kurtì uposÔnolo, mporoÔme na
upojèsoume qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti U eÐnai mia kurt  geitoni� tou 0. Autì ja
to apodeÐxoume me epagwg  sto k, h perÐptwsh k = 0 eÐnai tetrimmènh. 'Etsi upojètoume ìti
JR
k−1 ⊆ RU(0), kai paÐrnoume tuqaÐo ṽ ∈ Jk,λ, ṽ = ṽ1 +iṽ2. Prèpei na deÐxoume ìti ṽ1 ∈ RU(0).
Pr¸ton paÐrnoume tuqaÐo T > 0 ètsi ¸ste eλTj = eαTj gia ìla ta j = 0, 1, . . . . (An β = 0

mporoÔme na p�roume tuqaÐo T > 0, alli¸c prèpei na p�roume gia par�deigma T = 2π
|β| .) Met�
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paÐrnoume tuqaÐo δ > 0 me thn idiìthta v1 := δṽ1 ∈ RT
U(0). (Up�rqei tètoio δ, giatÐ to RU(0)

perièqei to 0 sto eswterikì tou, apì Prìtash 1.6.1.) AfoÔ v ∈ ker(λI − A)k, ìpou v = δṽ,

e(A−λI)tv =

(
I + t(A− λI) +

t2

2
(A− λI)2 + . . .

)
v = v + w ∀ t,

ìpou w ∈ Jk−1. 'Etsi

eαtv = eλtv = etAv − eλtw = etAv − eαtw ∀ t = jT, j = 0, 1, . . . . (1.26)

AnalÔontac se pragmatikì kai fantastikì mèroc w = w1 + iw2 kai paÐrnontac ta pragmatik�
mèrh sthn ExÐswsh (1.2.6)èqoume,

eαtv1 = etAv1 − eαtw1 ∀ t = jT, j = 0, 1, . . . .

T¸ra paÐrnoume ènan opoiod pote akèraio q ≥ 1/δ. Tìte( q−1∑
j=0

eαjT
)
v1 =

q−1∑
j=0

ejTAv1 + w′

ìpou w′ = −
∑
eαjTw1 an kei ston upìqwro JR

k−1. Efarmìzontac to Pìrisma 1.6.1, sumpe-
raÐnoume ìti

pv1 ∈ RqT
U (0) + JR

k−1 ⊆ RU(0)

ìpou

p =

q−1∑
j=0

eαjT ≥
q−1∑
j=0

1 = q ≥ 1

δ
.

(Ed¸ eÐnai akrib¸c ìpou qrhsimopoioÔme ìti α ≥ 0.) Epomènwc δpṽ1 = pv1 ∈ RU(0). Ap�thn
�llh, δp ≥ 1 shmaÐnei ìti

ṽ1 =
1

δp
δpṽ1 +

(
1− 1

δp

)
0

eÐnai ènac kurtìc sunduasmìc. AfoÔ to δpṽ1 kai to 0 an koun kai ta dÔo sto RU(0), sumpe-
raÐnoume lìgw thc kurtìthtac tou teleutaÐou ìti pr�gmati ṽ1 ∈ RU(0).

Pìrisma 1.6.2. Upojètoume ìti (A,B) eÐnai elègximo kai U ⊆ Rm eÐnai mia geitoni� tou 0.
Tìte L ⊆ RU(0).

Apìdeixh. 'Opwc prohgoumènwc, mporoÔme na upojèsoume qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti
U eÐnai kurtì. GnwrÐzoume ìti L eÐnai to �jroisma twn q¸rwn JR

k,λ, ìlwn twn idiotim¸n λ
me pragmatikì mèroc mh arnhtikì kai k�je ènac apì autoÔc touc q¸rouc na perièqetai sto
RU(0). Genik�, an L1 kai L2 eÐnai dÔo upìqwroi enìc kurtoÔ sunìlou C, L1 + L2 ⊆ C (afoÔ
x+ y = 1

2
(2x) + 1

2
(2y)),)�ra to �jroisma twn L pr�gmati perièqetai sto RU(0).

To epìmeno apotèlesma lèei ìti to prosb�simo sÔnolo apì to 0 eÐnai ènac ��dieurhmènoc
grammikìc upìqwroc��:
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Pìrisma 1.6.3. Upojètoume ìti (A,B) eÐnai èna elègximo kai U ⊆ Rm eÐnai mÐa kurt  kai
fragmènh perioq  tou 0. Tìte up�rqei èna sÔnolo B tètoio ¸ste RU(0) = B + L kai B eÐnai
fragmèno, kurtì kai anoiktì se sqèsh me to M.

Apìdeixh. Isqurizìmaste ìti RU(0) = (RU(0) ∩M) + L. O ènac egkleismìc eÐnai xek�jaroc
apì (

RU(0) ∩M
)

+ L ⊆ RU(0) + L = RU(0)

(efarmìzontac to L mma 1.6.3). AntÐstrofa, èna opoiod pote v ∈ RU(0) mporeÐ na diaspasjeÐ
wc v = x+y ∈M+L, prèpei na deÐxoume ìti x ∈ RU(0). All� x = v−y ∈ RU(0)+L = RU(0)
(efarmìzontac to Ðdio L mma xan�). Autì apodeiknÔei ton isqurismì.

JewroÔme B := RU(0) ∩ M. Autì to sÔnolo eÐnai kurtì kai anoiktì sto M , giatÐ to
RU(0) eÐnai anoiktì kai kurtì. T¸ra mac mènei mìno na deÐxoume ìti eÐnai fragmènh.

'Estw P : Rn → Rn h probol  p�nw sto M kat� m koc tou L, to opoÐo shmaÐnei ìti,
P (x + y) = x an x ∈ M, y ∈ L. ParathroÔme ìti PA = AP , giatÐ k�je L kai M eÐnai A-
analloÐwta (ètsi apì to v = x + y, Ax ∈ M, Ay ∈ L, sunep�getai ìti PAv = Ax = APv).
PaÐrnoume èna opoiod pote x ∈ RU(0)

⋂
M. AfoÔ x ∈ RU(0), up�rqoun T kai ω ètsi ¸ste

x =

∫ T

0

e(T−τ)ABω(τ) dτ.

Ap�thn �llh, afoÔ x ∈M, x = Px. 'Etsi:

x = Px =

∫ T

0

Pe(T−τ)ABω(τ) dτ,

ìpou x(τ) = PBω(τ) ∈M ∩ PB(U) gia ìla ta τ.
AfoÔ o periorismìc tou A stoM èqei ìlec tou tic idiotimèc me arnhtikì pragmatikì mèroc,

up�rqoun pijanoÐ stajeroÐ c, µ > 0 tètoioi ¸ste ‖etAx‖ ≤ ce−µt‖x‖ gia ìla ta t ≥ 0 kai ìla
ta x ∈ M. AfoÔ to PB(U) eÐnai fragmèno, up�rqei tìte k�poioc stajerìc c′ tètoioc ¸ste,
an x an kei epÐshc sto PB(U), ‖etAx‖ ≤ c′e−µt gia ìla ta t ≥ 0. 'Etsi, gia x ìpwc parap�nw
sumperaÐnoume ìti

‖x‖ ≤ c′
∫ T

0

e−µ(T − τ) dτ ≤ c′

µ
,

kai apodeÐxame ìti to B eÐnai fragmèno.

Apìdeixh tou Jewr matoc 5

Upojètoume pr¸ton ìti RU(0) = Rn. 'Eqoume  dh parathr sei ìti to zeÔgoc (A,B) prèpei
na eÐnai prosb�simo. An h sunj kh idiotim c (b) den isqÔei, tìte to L eÐnai ènac gn sioc
upìqwroc tou Rn kai M 6= 0. EpekteÐnontac to U an qrei�zetai, mporoÔme na upojèsoume ìti
to U eÐnai kurtì kai fragmèno. To Pìrisma 1.6.3 isqurÐzetai ìti to Rn = RU(0) eÐnai tìte
èna uposÔnolo tou L+ B, me fragmèno B, �topo. AntÐstrofa, upojètoume ìti ta (a) kai (b)
isqÔoun. Apì to Pìrisma 1.6.2, Rn = L ⊆ RU(0). �

EpÐshc lème ìti to sÔsthma Σ eÐnai U -elegqìmeno an RU(x) = Rn gia k�je x ∈ Rn.
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1.7 Pr¸thc T�xhc Topik  Elegximìthta

Gia mh grammik� sust mata, to kalÔtero pou mporoÔme na k�noume jewr¸ntac tic ènnoiec tic
elegximìthtac eÐnai na qarakthrÐsoume thn topik  elegximìthta-kai akìma kai autì to prìblh-
ma den eÐnai entel¸c katanohtì. Gia na mil soume gia topikèc ènnoiec ja prèpei na eis�goume
thn topologÐa sthn kat�stash q¸rou. Akìma ki an ta mìna mh tetrimmèna apotelèsmata apo-
deiqjoÔn gia qronodiakrit� kai suneqeÐ sust mata t�xhc C1, eÐnai kalÔtero na parèqoume touc
basikoÔc orismoÔc k�pwc pio genik�. Parak�tw eis�getai mia kl�sh pou onom�zetai topolo-
gik� sust mata , h opoÐa deÐqnei tic basikèc idiìthtec thc sunèqeiac pou qreiazìmaste. Apì
ed¸ kai sto ex c se autì to kef�laio, ektìc an anafèretai diaforetik�, ìtan lème sÔsthma
ennooÔme topologikì sÔsthma me thn ènnoia tou OrismoÔ 1.7.1 pou dÐnetai parak�tw.

Topologik� Sust mata

An X eÐnai ènac metrikìc q¸roc, qrhsimopoioÔme d(a, b) gia na dhl¸soume thn apìstash
metaxÔ dÔo stoiqeÐwn tou X kai ìpwc prohgoumènwc, jewroÔme to d∞ na eÐnai h omoiìmorfh
apìstash metaxÔ dÔo qronik¸n sunart sewn sto X , dhlad , an γ1, γ2 : I → X , gia k�poio
di�sthma I ⊆ T , tìte

d∞(γ1, γ2) := sup{ d(γ1, γ2), t ∈ I}
(ousi¸dec supremum ìtan asqoloÔmaste me metr simec sunart seic kai I = R). EpÐshc
qrhsimopoioÔme thn ènnoia

Bρ(x) := {y ∈ X | d(x, y) < ρ}
gia thn anoikt  mp�la aktÐnac ρ kai kèntrou x kai

B̄ρ(x) := {y ∈ X | d(x, y) ≤ ρ}

gia thn kleistìthta tou (j kh).

Orismìc 1.7.1. 'Ena topologikì sÔsthma Σ eÐnai èna antikeÐmeno

(T ,X ,U , φ)

tètoio ¸ste X eÐnai ènac metrikìc q¸roc. To Σ eÐnai èna sÔsthma ìpou X jewreÐtai wc apl�
èna sÔnolo kai gia k�je σ < τ sto T kai k�je ω ∈ U [σ,τ),

ψ(τ, σ, ·, ω)

èqei èna anoiktì qwrÐo kai eÐnai suneqèc ekeÐ wc mÐa apeikìnish sto X [σ,τ ] (me metrik  th d∞).

Me �lla lìgia, h akìloujh idiìthta prèpei na isqÔei gia k�je zeÔgoc σ < τ sto T : An
ω eÐnai apodektì gia thn kat�stash x kai an

xn → x

sto X , tìte up�rqei k�poioc akèraioc N tètoioc ¸ste ω eÐnai apodektì gia to xn gia ìla ta
n > N, kai

lim
n→∞

d(φ(t, σ, xn, ω), φ(t, σ, x, ω)) = 0

omoiìmorfa sto t ∈ [σ, τ ].
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Prìtash 1.7.1. An to Σ eÐnai eÐte suneqèc qronik�, eÐte qronodiakritì sÔsthma thc t�xhc
C0, tìte to Σ eÐnai topologikì ìtan to X dÐnetai apì thn epagìmenh topologÐa tou Rn.

Parat rhsh 1.7.1. An to Σ eÐnai èna topologikì sÔsthma, tìte h apeikìnish φ(t, σ, x, ω)
eÐnai apì koinoÔ suneq c sto (t, x), exasfalÐzontac mìno h φ(·, σ, x, ω) na eÐnai suneq c gia
k�je stajeropoihmèno σ, x, ω (ìpwc sumbaÐnei me suneq  qronik� sust mata). Pr�gmati,
dosmènwn opoiwnd pote σ, τ, ω, opoioud pote ξ gia to opoÐo to ω eÐnai apodektì, opoiod pote
t ∈ [σ, τ ], kai opoiond pote arijmì ε > 0, up�rqei p�nta, lìgw thc omoiìmorfhc sunèqeiac tou
φ sto x, èna δ > 0 ètsi ¸ste

d(φ(t, σ, x, ω), φ(t, σ, y, ω)) < ε/2

k�je for� pou d(x, y) < δ. Epiplèon, h sunèqeia tou φ(·, σ, x, ω) exasfalÐzei ìti up�rqei èna
δ′ > 0 ètsi ¸ste

d(φ(s, σ, x, ω), φ(t, σ, x, ω)) < ε/2

k�je for� pou s ∈ [σ, τ ] eÐnai tètoio ¸ste |t− s| < δ′. Epomènwc,

d(φ(s, σ, x, ω), φ(t, σ, y, ω)) < ε

an (s, x) eÐnai kont� sto (t, y), ìpwc apaiteÐtai.

Mia kat�stash isorropÐac x0 eÐnai mÐa kat�stash gia thn opoÐa up�rqei ènac èlegqoc tim¸n
u0 ∈ U tètoioc ¸ste

φ(τ, σ, x0, ω0) = x0

gia k�je σ ≤ τ, σ, τ ∈ T , ìpou ω0 eÐnai o èlegqoc me ω0(t) ≡ u0. 'Otan to sÔsthma Σ eÐnai
grammikì, p�nta paÐrnoume x0 = 0 kai u0 = 0. Ektìc an anafèretai diaforetik�, x0 eÐnai mia
stajeropoihmènh, all� aujaÐreth kat�stash isorropÐac.

Orismìc 1.7.2. 'Estw Σ èna topologikì sÔsthma. 'Estw ξ mia diadrom  p�nw sto di�sthma
T = [σ, τ ], kai sumbolÐzoume

x0 := ξ(σ), x1 := ξ(τ).

To sÔsthma Σ eÐnai topik� elègximo kat� m koc tou ξ an gia k�je ε > 0 up�rqei k�poio δ > 0
tètoio ¸ste na isqÔei h akìloujh idiìthta: Gia k�je z, y ∈ X me d(z, x0) < δ kai d(y, x1) < δ
up�rqei k�poia diadrom  ζ p�nw sto I tètoia ¸ste

ζ(σ) = z, ζ(τ) = y

kai

d∞(ζ, ξ) < ε.

'Otan x eÐnai mia kat�stash isorropÐac kai ξ ≡ x sto di�sthma [σ, τ ], T = τ − σ, lème
apl� ìti to Σ eÐnai topik� elègximo (se qrìno T ) sto x.
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'Etsi, h topik  elegximìthta kat� m koc miac troqi�c antistoiqeÐ sthn pijanìthta elègqou
k�je arqik c kat�stashc kont� sthn aujentik  arqik  kat�stash me k�je telik  kat�stash
kont� sthn aujentik  telik  kat�stash, gia na mporoÔme na to k�noume autì qwrÐc na pa-
rekklÐnoume polÔ apìthn arqik  aujentik  troqi�. Gia katast�seic isorropÐac, oi arqikèc kai
telikèc katast�seic eÐnai oi Ðdiec, kai o orismìc mporeÐ na dwjeÐ me lÐgo diaforetikoÔc ìrouc,
qrhsimopoi¸ntac thn akìloujh orologÐa:

Orismìc 1.7.3. 'Estw Σ èna topologikì sÔsthma kai èstw y, z an koun sto X . An V eÐnai
èna uposÔnolo tou X pou perièqei ta y kai z, lème ìti to z mporeÐ na elegqjeÐ apì to y qwrÐc
na exèljei apì to V [se qrìno T ] (  ìti to y mporoÔme na to proseggÐsoume apì to z mèsa sto
V) an up�rqei k�poia diadrom  ζ p�nw se k�poio di�sthma [σ, τ ] [antÐstoiqa, me T = τ − σ]
tètoio ¸ste

ζ(σ) = z kai ζ(τ) = y

kai epÐshc
ζ(t) ∈ V

gia ìla ta t ∈ [σ, τ ].

Parat rhsh 1.7.2. Qrhsimopoi¸ntac ton parap�nw orismì, mporoÔme na anadiatup¸sou-
me: To sÔsthma Σ eÐnai topik� elègximo se qrìno T sthn kat�stash isorropÐac x an kai mìno
an gia k�je perioq  V tou x up�rqei mia �llh perioq  W tou x tètoia ¸ste, gia k�je zeÔgoc
stoiqeÐwn z, y tou W , to z mporeÐ na elegqjeÐ apì to y mèsa sto V se qrìno T.

L mma 1.7.1. Gia opoiod pote qronodiakritì   suneqèc qronik� grammikì sÔsthma Σ kai
k�je zeÔgoc σ < τ sto T , oi akìloujec idiìthtec eÐnai isodÔnamec:

(a) To Σ eÐnai topik� elègximo kat� m koc k�poiac troqi�c Γ sto [σ, τ ].

(b) To Σ eÐnai topik� elègximo kat� m koc k�jec troqi�c Γ sto [σ, τ ].

(g) To Σ eÐnai elègximo sto [σ, τ ].

Eidik�, gia suneq  qronik� sust mata ẋ = f(x, u), me (0, 0) ∈ X × U kai f(0, 0) =
0, to apotèlesma mac bebai¸nei ìti h elegximìthta tou zeÔgouc (A,B) pou exasfalÐzetai
anaptÔssontac se pr¸th t�xh ẋ = Ax + Bu + o(x, u) eÐnai ikanì na mac exasfalÐsei thn
topik  elegximìthta sto x = 0.

Je¸rhma 6. Upojètoume ìti Σ eÐnai èna suneqèc qronik� sÔsthma t�xhc C1. Tìte,

1. 'Estw Γ = (ξ, ω) mÐa troqi� tou Σ se èna di�sthma I = [σ, τ ]. Tìte, mÐa ikan  sunj kh
tou Σ gia na eÐnai topik� elègximo kat� m koc tou ξ eÐnai ìti to Σ∗[Γ] eÐnai elègximo sto
[σ, τ ].

2. 'Estw Σ qronik� analloÐwto kai upojètoume ìti to x eÐnai mia kat�stash isorropÐac.
PaÐrnoume èna opoiod pote ε > 0 kai opoiod pote u ∈ U tètoio ¸ste f(x, u) = 0. Tìte,
mÐa ikan  sunj kh gia to Σ gia na eÐnai topik� elègximo sto x se qrìno ε eÐnai ìti h
grammikopoÐhsh tou Σ sto (x, u) na eÐnai elègximh.
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Apìdeixh. To deÔtero mèroc eÐnai mia exairetik  perÐptwsh tou pr¸tou, �ra ja apodeÐxoume
to mèroc (1). 'Estw x0 := ξ(σ) kai x1 := ξ(τ). JewroÔme thn apeikìnish

α : Dσ,τ → X , α(x, v) := φ(τ, σ, x, v).

Shmei¸noume ìti α(x0, ω) = x1. Aut  h apeikìnish eÐnai suneq¸c diaforÐsimh kai oi merikèc
par�gwgoÐ thc wc proc to v pou upologÐzontai sto (x0, ω) eÐnai h apeikìnish φΓ(τ, σ, 0, ·), h
opoÐa eÐnai epÐ, lìgw thc paradoq c thc elegximìthtac. 'Epetai qrhsimopoi¸ntac to Je¸rh-
ma Peplegmènhc Apeikìnishc gia apeikonÐseic apì èna q¸ro me nìrma se èna peperasmènhc
di�stashc q¸ro, ìti up�rqei èna ε1 > 0 kai mÐa suneq c diaforÐsimh apeikìnish

j : Bε1(x0)× Bε1(x1)→ L∞m

tètoia ¸ste
α(z, j(z < y)) = y

gia ìla ta (z, y) sto qwrÐo tou j kai tètoia ¸ste j(x0, x1) = ω. Dosmènou t¸ra opoioud pote
ε > 0, paÐrnoume δ > 0 arket� mikrì ètsi ¸ste

d∞(ξ, ψ(z, j(z, y))) < ε

k�je for� pou z ∈ Bδ(x0) y ∈ Bδ(x1). 'Ena tètoio δ up�rqei lìgw sunèqeiac tou j kai tou ψ
kai eÐnai ìpwc epijumoÔme gia thn topik  elegximìthta.

L mma 1.7.2. Gia qronodiakrit� sust mata t�xhc C1, isqÔoun ta Ðdia sumper�smata me to
Je¸rhma 6.

Parat rhsh 1.7.3. O orismìc thc topik c elegximìthtac mporeÐ na exasjenÐsei me polloÔc
trìpouc diathr¸ntac asfal¸c par�llhla thn idèa ìti k�je kat�stash kont� sthn arqik ,
mporeÐ na elegqjeÐ apì k�je kat�stash kont� sthn telik . Mia tètoia exasjènish eÐnai h
arq  gia meg�lec diadromèc. Gia par�deigma, jewroÔme to akìloujo digrammikì sÔsthma sto
R2, me U = R :

ẋ =

[(
0 −1
1 0

)
+ u

(
1 0
0 1

)]
x

  se polikèc suntetagmènec makru� apì thn arq  twn axìnwn

θ̇ = 1

ρ̇ = uρ.

PaÐrnoume opoiad pote mh mhdenik  kat�stash, gia par�deigma, x := (1, 0)′. Apì thn perigra-
f  twn polik¸n suntetagmènwn, eÐnai fanerì ìti to sÔsthma pou periorÐzetai sto R2 − {0}
eÐnai elègximo kai sugkekrimèna, ìti k�je kat�stash kont� sto x mporeÐ na elegqjeÐ me k�je
�llh kat�stash kont� sto x. Wstìso, o mìnoc trìpoc na elègxoume to x sto (1 + ε, 0)′,
gia ε mikrì, eÐnai mèsw miac kÐnhshc tou qrìnou toul�qiston 2π pou kukl¸nei thn arq  kai
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sugkekrimèna mÐa kÐnhsh pou sqhmatÐzei mÐa mp�la aktÐnac 1 gÔrw apì to x. Epomènwc, autì
to sÔsthma den eÐnai topik� elègximo me th dik  mac ènnoia.

Ta akìlouja eÐnai k�poia paradeÐgmata topik c elegximìthtac kai h efarmog  thc arq c
thc grammikopoÐhshc.

Par�deigma 1.7.1. Me X = R2 kai U = R, jewroÔme to sÔsthma

ẋ1 = x1 + sinx2 + x1e
x2

ẋ2 = x2
2 + u.

Autì eÐnai topik� elègximo sto x = 0, giatÐ h grammikopoÐhsh sto (0, 0),

A =

(
2 1
0 0

)
B =

(
0
1

)
.

ikanopoieÐ th rank sunj kh elegximìthtac. 'Otan to u2 antikatast sei to u sth deÔterh
exÐswsh, to grammikì test apotugq�nei, afoÔ t¸ra to B = 0. Sthn pragmatikìthta, to
sÔsthma den eÐnai topik� elègximo, dedomènou ìti xekin¸ntac ap�to 0 eÐnai adÔnato na fj�soume
opoiad pote kat�stash thc morf c

(
0
x2

)
me x2 < 0. Ap�thn �llh, to grammikì test den eÐnai

safèc: Gia par�deigma, an eÐqame u3 antÐ gia u sth deÔterh exÐswsh, tìte to grammikì test
apotugq�nei (xan� B = 0), all� to sÔsthma eÐnai akìmh topik� elègximo. To teleutaÐo
gegonìc èpetai apì thn parat rhsh ìti, dosmènhc opoiasd pote troqi�c (ξ, ω) tou arqikoÔ
sust matoc, tìte (ξ, ν) eÐnai mÐa troqi� tou sust matoc, h opoÐa èqei u3 sth deÔterh exÐswsh,
an orÐsoume ν(t) := ω(t)1/3.

Par�deigma 1.7.2. JewroÔme to sÔsthma me X = U = R kai exis¸seic

ẋ = 1 + u sin2 x.

UposthrÐzoume ìti autì to sÔsthma eÐnai elègximo kat� m koc k�je troqi�c Γ = (ξ, ω) me ω
omal� orismèno se opoiod pote I = [σ, τ ] (me σ < τ). Pr�gmati, oi pÐnakec grammikopoÐhshc
(ed¸ 1× 1) eÐnai

A(t) = (ω(t) sin 2ξ(t)) B(t) = (sin2 ξ(t)).

'Ara rankB(t0) = 1 gia toul�qiston èna t0 ∈ [σ, τ ] an kai mìno an sin ξ(t) den eÐnai tautotik�
Ðso me to mhdèn. All� an sumbeÐ to teleutaÐo, tìte

ξ̇ ≡ 1,

to opoÐo shmaÐnei ìti to ξ den mporeÐ na eÐnai stajerì.
H paradoq  ìti to ω eÐnai omalì den eÐnai aparaÐthth, afoÔ den eÐnai dÔskolo na apode-

Ðxoume elegximìthta thc grammikopoÐhshc amèswc, all� aut  h paradoq  exuphreteÐ sth dieu-
krÐnish thc qr shc tou krithrÐou elegximìthtac gia grammik� analloÐwta qronik� sust mata.
Se autì to par�deigma, den eÐnai dÔskolo na apodeÐxoume kajolik  elegximìthta gia to arqikì
sÔsthma.
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1.8 Kat� Tm mata StajeroÐ 'Elegqoi

Suqn�, èqei endiafèron na gnwrÐzoume pìso pio perioristikì eÐnai na jewroÔme mìno elègqouc
pou eÐnai sugkekrimènou tÔpou, ìpwc poluwnumikoÔc wc proc to qrìno   kat� tm mata staje-
roÔc elègqouc. Genik�, gia opoiad pote m,σ, τ, èstw A na eÐnai ènac opoiosd pote upìqwroc
tou L∞m (σ, τ) pou ikanopoieÐ ta ex c:

1. Gia k�je ω ∈ L∞m up�rqei mÐa isofragmènh akoloujÐa tou A pou sugklÐnei sto ω kai

2. perièqei ìlouc touc stajeroÔc elègqouc. Gia par�deigma, k�poioc mporeÐ na p�rei po-
luwnumikoÔc   kat� tm mata stajeroÔc elègqouc. Gia grammik� sust mata, oi èlegqoi
tou A eÐnai arket� ploÔsioi:

Prìtash 1.8.1. Upojètoume ìti to Σ eÐnai grammikì suneqèc qronik� sÔsthma, σ < τ, kai
to A eÐnai ìpwc parap�nw. Tìte oi akìloujec sunj kec eÐnai isodÔnamec:

(a) To Σ eÐnai elègximo sto [σ, τ ].

(b) Gia k�je x, z ∈ X , up�rqei k�poioc èlegqoc tou A tètoioc ¸ste φ(τ, σ, x, ω) = z.

Sugkekrimèna, gia qronik� analloÐwta sust mata, h elegximìthta eÐnai isodÔnamh me thn
elegximìthta pou qrhsimopoieÐ elègqouc sto A.

Apìdeixh. StajeropoioÔme èna opoiod pote x ∈ X . To sÔnolo

{φ(τ, σ, x, ω)|ω ∈ A}

eÐnai puknì sto X . All� autì to sÔnolo eÐnai ènac susqetismènoc upìqwroc, afoÔ autì eÐnai
to sÔnolo ìlwn twn ekfr�sewn thc morf c

φ(τ, σ, x, 0) + φ(τ, σ, 0, ω)

kai h apeikìnish φ(τ, σ, 0, ·) eÐnai grammik . 'Etsi, ja prèpei na isqÔei gia ìlo to X .

Prìtash 1.8.2. 'Estw Σ èna qronik� analloÐwto, suneqèc sÔsthma thc t�xhc C1 me
U = Rm kai upojètoume ìti up�rqei k�poio zeÔgoc isorropÐac (x0, u0) tètoio ¸ste h gram-
mikopoÐhsh tou Σ sto (x0, u0) na eÐnai elègximh. PaÐrnoume opoiod pote σ < τ kai A ìpwc
parap�nw. Tìte up�rqei mia perioq  V tou x0 tètoia ¸ste gia k�je x, z ∈ V up�rqei k�poioc
èlegqoc ω ∈ A tètoioc ¸ste φ(τ, σ, x, ω) = z.

Apìdeixh. Autì apodeiknÔetai me ton Ðdio akrib¸c trìpo ìpwc h topik  elegximìthta sto
Je¸rhma 6, me efarmog  tou Jewr matoc Peplegmènhc Apeikìnishc sthn apeikìnish α, me
elègqouc dosmènouc ap�th supremum nìrma. H mình tropopoÐhsh eÐnai ìti prèpei na perio-
rÐsoume touc elègqouc sto A, jewroÔmeno wc èna (ìqi aparaÐthta puknì) uposÔnolo tou
L∞m (σ, τ). All� to full rank èqei  dh epiteuqjeÐ se aut�, lìgw thc Prìtashc 1.8.1 kai tou ge-
gonìtoc ìti h diaforik  den eÐnai tÐpota �llo apì thn antÐstoiqh apeikìnish prosbasimìthtac
gia th grammikopoÐhsh.
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Shmei¸noume ìti to parap�nw epiqeÐrhma qrhsimopoieÐ to gegonìc ìti to α eÐnai C1 se
sqèsh me th supremum nìrma kai ìti to Je¸rhma Peplegmènhc Sun�rthshc efarmìsjhke gia
èlegqo stajer� isodÔnamo me ton u0 (o opoÐoc an kei sto A apì thn upìjesh).

Pìrisma 1.8.1. An to Σ eÐnai ìpwc sthn Prìtash 1.8.2, U = Rm kai Σ eÐnai elègximo,
tìte gia k�je x, z ∈ X up�rqei k�poio σ ≤ τ kai k�poioc kat� tm mata stajerìc èlegqoc
ω ∈ U [σ,τ) tètoioc ¸ste φ(τ, σ, x, ω) = z.

Apìdeixh. PaÐrnoume pr¸ta èna opoiod pote σ < τ kai efarmìzoume thn Prìtash me A =h oi-
kogèneia ìlwn twn kat� tm mata stajer¸n elègqwn, gia na exasfalÐsoume to anoiktì sÔnolo
V. 'Estw x, z na eÐnai ìpwc sthn ekf¸nhsh. Lìgw thc paradoq c thc elegximìthtac, up�rqei
k�poioc èlegqoc apeikìnishc x sto x0. Up�rqei k�poioc kat� tm mata stajerìc èlegqoc ω1

pou apeikonÐzei to x se k�poio stoiqeÐo x′ sto V kai ènac ω2 pou apeikonÐzei k�poio z′ apì to
V sto z. Sundèontac to ω1 me èna kat� tm mata stajerì èlegqo pou stèlnei to x′ sto z′ kai
omoÐwc me to ω2, to sumpèrasma èpetai.
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Kef�laio 2

Elegximìthta Klasik¸n Grammik¸n
Merik¸n Diaforik¸n Exis¸sewn

Oi exis¸seic me tic opoÐec ja asqolhjoÔme se autì to deÔtero mèroc thc ergasÐac eÐnai h
exÐswsh metafor�c kai h exÐswsh jermìthtac. Qrhsimopoi¸ntac mejìdouc (epÐlush me �mesh
diadikasÐa, mèjodoc epèktashc, duðkìthta elegximìthtac-parathrhsimìthtac) ja gÐnei melèth
twn parap�nw exis¸sewn. Ja exet�soume thn anagwg  thc elegximìthtac se mi� anisìthta
parathrhsimìthtac apodeiknÔontac thn anisìthta aut . Xekin�me me thn apìdeixh tou kal¸c
topojethmènou tou probl matoc Cauchy gia autèc tic exis¸seic.

2.1 ExÐswsh Metafor�c

'Estw T > 0 L > 0. JewroÔme to grammikì sÔsthma elègqou

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.1)

y(t, 0) = u(t), (2.2)

ìpou, se qrìno t, o èlegqoc eÐnai u(t) ∈ R kai h kat�stash eÐnai y(t, ·) : (0, L) → R. O
stìqoc mac eÐnai na melet soume thn elegximìthta tou sust matoc elègqou (2.1)-(2.2), all�
ac melet soume pr¸ta to prìblhma Cauchy pou sqetÐzetai me to (2.1)-(2.2).

To Kal¸c Topojethmèno tou Probl matoc Cauchy

Ac jumhjoÔme pr¸ta to sun jh orismì tou probl matoc Cauchy

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.3)

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ), (2.4)

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L). (2.5)

ìpou T > 0, y0 ∈ L2(0, L) kai u ∈ L2(0, T ) dosmèna. Gia na energopoi soume autìn ton
orismì, ac upojèsoume pr¸ta ìti up�rqei mÐa sun�rthsh y thc t�xhc C1 sto [0, T ]× [0, L] pou
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na ikanopoieÐ tic (2.3)-(2.4)-(2.5) me th sun jh ènnoia. 'Estw τ ∈ [0, T ]. 'Estw φ ∈ C1([0, τ ]×
[0, L]). Pollaplasi�zoume thn (2.3) me φ kai oloklhr¸noume thn apokthjeÐsa tautìthta sto
[0, τ ]× [0, L]. Qrhsimopoi¸ntac tic (2.4),(2.5) kai paragontik  olokl rwsh, paÐrnoume ìti

−
∫ τ

0

∫ L

0

(φt + φx)y dx dt+

∫ τ

0

y(t, L)φ(t, L) dt−
∫ τ

0

u(t)φ(t, 0) dt

+

∫ L

0

y(τ, x)φ(τ, x) dx−
∫ L

0

y0(x)φ(0, x) dx = 0.

Aut  h isìthta odhgeÐ ston epìmeno orismì.

Orismìc 2.1.1. 'Estw T > 0, y0 ∈ L2(0, L) kai u ∈ L2(0, T ) dosmèna. MÐa lÔsh tou
probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) eÐnai mia sun�rthsh y ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) tètoia ¸ste,
gia k�je τ ∈ [0, T ] kai gia k�je φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]) tètoio ¸ste

φ(t, L) = 0, ∀t ∈ [0, τ ], (2.3 α)

èqoume

−
∫ τ

0

∫ L

0

(φt+φx)y dx dt−
∫ τ

0

u(t)φ(t, 0) dt+

∫ L

0

y(τ, x)φ(τ, x) dx−
∫ L

0

y0(x)φ(0, x) dx = 0.

(2.3 β)

Autìc o orismìc epÐshc ermhneÔetai apì thn akìloujh prìtash.

Prìtash 2.1.1. 'Estw T > 0, y0 ∈ L2(0, L) kai u ∈ L2(0, T ) dosmèna. Ac upojèsoume
ìti to y eÐnai mÐa lÔsh tou probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) to opoÐo eÐnai t�xhc C1 sto
[0, T ]× [0, L]. Tìte

y0 ∈ C1([0, L]),

u ∈ C1([0, T ]),

y(0, x) = y0(x), ∀x ∈ [0, L],

y(t, 0) = u(t), ∀t ∈ [0, T ],

yt(t, x) + yx(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ [0, T ]× [0, L].

Je¸rhma 7. 'Estw T > 0, y0 ∈ L2(0, L) kai u ∈ L2(0, T ) dosmèna. Tìte to prìblhma
Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) èqei monadik  lÔsh. Aut  h lÔsh ikanopoieÐ thn

‖y(τ, ·)‖L2(0,L) ≤ ‖y0‖L2(0,L) + ‖u‖L2(0,L), ∀τ ∈ [0, T ].
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Elegximìthta

Ac gurÐsoume t¸ra sthn elegximìthta tou sust matoc elègqou (2.1)-(2.2). Xekin�me me èna
fusikì orismì thc elegximìthtac.

Orismìc 2.1.2. 'Estw T > 0. To sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T
an, gia k�je y0 ∈ L2(0, L) kai k�je y1 ∈ L2(0, L), up�rqei u ∈ L2(0, T ) tètoia ¸ste h lÔsh y
tou probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) na ikanopoieÐ thn y(T, ·) = y1.

Me autìn ton orismì èqoume to akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 8. To sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T an kai mìno an
T ≥ L.

Parat rhsh 2.1.1. Ac dieukrinÐsoume ìti to Je¸rhma 8 deÐqnei ìti up�rqei mia sunj kh
tou qrìnou T gia na èqoume elegximìthta. 'Ena tètoio fainìmeno den emfanÐzetai potè se
grammik� sust mata elègqou me peperasmènh di�stash. Wstìso, shmei¸noume ìti èna tètoio
fainìmeno mporeÐ na emfanisjeÐ se mh grammik� sust mata elègqou me peperasmènh di�stash.

Ja d¸soume treic diaforetikèc apodeÐxeic gia to Je¸rhma 8:

1. MÐa apìdeixh basismènh sth lÔsh y se lelumènh morf  tou probl matoc Cauchy (2.3)-
(2.4)-(2.5).

2. MÐa apìdeixh basismènh sth mèjodo epèktashc.

3. MÐa apìdeixh basismènh sth duðkìthta an�mesa sthn elegximìthta enìc grammikoÔ su-
st matoc elègqou kai thn parathrhsimìthta tou suzugoÔc tou.

LÔsh se Lelumènh Morf 

Ac xekin soume thn apìdeixh pou eÐnai basismènh sth lÔsh se lelumènh morf  tou probl matoc
Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5).PaÐrnoume pr¸ta T ∈ (0, L) kai parathroÔme ìti to sÔsthma elègqou
(2.1)-(2.2) den eÐnai elègximo se qrìno T. Ac orÐsoume y0 kai y1 me

y0(x) = 1 kai y1(x) = 0, ∀x ∈ [0, L].

'Estw u ∈ L2(0, T ). Tìte h lÔsh y tou probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) ikanopoieÐ thn

y(T, x) = 1, x ∈ (T, L).

IdiaÐtera, y(T, ·) 6= y1. Autì deÐqnei ìti to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) den eÐnai elègximo se
qrìno T.

T¸ra upojètoume ìti T ≥ L kai ja deÐxoume ìti to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai
elègximo se qrìno T. 'Estw y0 ∈ L2(0, L) kai y1 ∈ L2(0, L). OrÐzoume u ∈ L2(0, T ) me

u(t) = y1(T − t), t ∈ (T − L, T ),

u(t) = 0, t ∈ (0, T − L),
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y(t, x) := u(t− x), ∀(t, x) ∈ [0, T ]× [0, L] tètoio ¸ste t > x.

Tìte h lÔsh y tou probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) ikanopoieÐ thn

y(T, x) = u(T − x) = y1(x), x ∈ (0, L).

Autì deÐqnei ìti to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T.

Mèjodoc Epèktashc

Ac parousi�soume pr¸ta èna nèo orismì.

Orismìc 2.1.3. 'Estw T > 0. To sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai mhdenik� elègximo se
qrìno T an, gia k�je y0 ∈ L2(0, L) up�rqei u ∈ L2(0, T ) tètoio ¸ste h lÔsh y tou probl matoc
Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) na ikanopoieÐ thn y(T, ·) = 0.

L mma 2.1.1. To sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T an kai mìno an
eÐnai mhdenik� elègximo se qrìno T.

Apìdeixh. To ��mìno an�� komm�ti eÐnai profanèc. Gia to ��an�� komm�ti, upojètoume ìti to
sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T. 'Estw y0 ∈ L2(0, L) kai y1 ∈ L2(0, L).
Upojètoume, proswrin�, ìti up�rqei èna ȳ0 ∈ L2(0, L) kai èna ū ∈ L2(0, T ) tètoia ¸ste h
lÔsh ȳ ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) tou probl matoc Cauchy

ȳt + ȳx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.6)

ȳ(t, 0) = ū(t), t ∈ (0, T ), (2.7)

ȳ(0, x) = ȳ0(x), x ∈ (0, L). (2.8)

ikanopoieÐ thn
ȳ(T, x) := ȳ1(x), x ∈ (0, L). (2.9)

AfoÔ to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T, up�rqei ũ ∈ L2(0, T ) tètoio
¸ste h lÔsh ỹ ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) tou probl matoc Cauchy

ỹt + ỹx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.10)

ỹ(t, 0) = ũ(t), t ∈ (0, T ), (2.11)

ỹ(0, x) = y0(x)− ȳ0(x), x ∈ (0, L). (2.12)

ikanopoieÐ thn
ỹ(T, x) := 0, x ∈ (0, L). (2.13)

OrÐzoume u ∈ L2(0, T ) me
u := ū+ ũ. (2.14)
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Apì tic (2.6)-(2.8) kai tic (2.10)-(2.12), h lÔsh y ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) tou probl matoc
Cauchy

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),

eÐnai y = ȳ + ỹ. Apì tic (2.9) kai (2.13), y(T, ·) = y1. Epomènwc, ìpwc epijumoÔsame, o
èlegqoc u dieujÔnei to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) apì thn kat�stash y0 sthn kat�stash y1

kat� th di�rkeia tou qronikoÔ diast matoc [0, T ]. Mac mènei na apodeÐxoume thn Ôparxh tou
ȳ0 ∈ L2(0, L) kai tou ū ∈ L2(0, T ). 'Estw z ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) h lÔsh tou probl matoc
Cauchy

zt + zx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.15)

z(t, 0) = 0, t ∈ (0, T ), (2.16)

z(0, x) = y1(L− x), x ∈ (0, L). (2.17)

Shmei¸noume ìti apì thn (2.15) paÐrnoume ìti z ∈ H1((0, L);H−1(0, T )). IdiaÐtera, h z(·, L)
eÐnai kal� orismènh kai

z(·, L) ∈ H−1(0, T ). (2.18)

Sthn pragmatikìthta h z(·, L) eÐnai pio omal  apì thn (2.18): dhlad  èqoume

z(·, L) ∈ L2(0, T ). (2.19)

Thn idiìthta (2.19) mporoÔme na th doÔme me tic dÔo akìloujec mejìdouc.

- Gia thn pr¸th, qrhsimopoioÔme th lelumènh èkfrash tou z.

- Gia th deÔterh, xekinoÔme me thn perÐptwsh ìpou to y1 ∈ H1(0, L) ikanopoieÐ thn y1(L) =
0. Tìte z ∈ C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C0([0, T ];H1(0, L)). Pollaplasi�zoume thn (2.15) me
z kai oloklhr¸noume sto [0, T ]×[0, L]. Qrhsimopoi¸ntac tic (2.16) kai (2.17), paÐrnoume∫ L

0

z(T, x)2 dx−
∫ L

0

y1(x)2 dx+

∫ T

0

z(t, L)2 dt = 0.

IdiaÐtera,
‖z(·, L)‖L2(0,T ) ≤ ‖y1‖L2(0,L). (2.20)

H (2.20) isqÔei, lìgw puknìthtac, an y1 an kei mìno sto L2(0, L), to opoÐo sumplhr¸nei
th deÔterh apìdeixh tou (2.19).

OrÐzoume ȳ0 ∈ L2(0, L) kai ū ∈ L2(0, T ) me

ȳ0(x) = z(T, L− x), x ∈ (0, L)

ū(t) = z(T − t, L), t ∈ (0, T ).
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Tìte eÔkola parathroÔme ìti h lÔsh ȳ tou probl matoc Cauchy (2.6)-(2.7)-(2.8) eÐnai h

ȳ(t, x) = z(T − t, L− x), t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L). (2.21)

Apì tic (2.17) kai (2.21), paÐrnoume thn (2.9). Ed¸ oloklhr¸netai h apìdeixh tou L mmatoc
1.9.1.

Parat rhsh 2.1.2. To gegonìc ìti to z(·, L) ∈ L2(0, T ) kaleÐtai merikèc forèc mia
krummènh idiìthta omalìthtac, den èpetai akrib¸c apì thn omalìthta pou apaiteÐtai sto z,
p.q.,z ∈ C0([0, T ];L2(0, L)).

Ac eis�goume t¸ra ton orismì thc lÔshc tou probl matoc Cauchy

yt + yx = 0, (t, x) ∈ (0,+∞)× R, y(0, x) = y0(x), (2.22)

ìpou y0 dosmèno sto L2(R).

Orismìc 2.1.4. 'Estw y0 ∈ L2(R).MÐa lÔsh tou probl matoc Cauchy (2.22) eÐnai h sun�r-
thsh y ∈ C0([0,+∞);L2(R)) tètoia ¸ste, gia k�je τ ∈ [0,+∞), R > 0 kai φ ∈ C1([0, τ ]×R)
tètoia ¸ste

φ(t, x) = 0, ∀t ∈ [0, τ ], ∀x ∈ R : |x| ≥ R,

èqoume

−
∫ τ

0

∫ R

−R
(φt + φx)y dx dt+

∫ R

−R
y(τ, x)φ(τ, x) dx−

∫ R

−R
y0(x)φ(0, x) dx = 0.

Prìtash 2.1.2. Gia k�je y0 ∈ L2(R), to prìblhma Cauchy (2.22) èqei monadik  lÔsh. H
lÔsh y ikanopoieÐ thn:

‖y(τ, ·)‖L2(R) = ‖y0‖L2(R), ∀τ ∈ [0,+∞).

Sthn pragmatikìthta, ìpwc sthn perÐptwsh tou probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5),
mporoÔme na d¸soume to y se lelumènh morf :

y(t, x) = y0(x− t), t ∈ (0,+∞), x ∈ R. (2.23)

Tìte h mèjodoc epèktashc èpetai wc ex c. 'Estw y0 ∈ L2(0, L). 'Estw R ≥ 0. 'Estw ȳ0 ∈
L2(R) tètoio ¸ste

ȳ0(x) = y0(x), x ∈ (0, L), (2.24)

ȳ0(x) = 0, x ∈ (−∞,−R). (2.25)

'Estw ȳ ∈ C0([0,+∞);L2(R)) h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ȳt + ȳx = 0, t ∈ (0,+∞), x ∈ R,
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ȳ(0, x) = ȳ0(x), x ∈ R.

Qrhsimopoi¸ntac thn (2.25) kai th lelumènh morf  (2.23) tou probl matoc Cauchy (2.22),
blèpoume ìti

ȳ(t, x) = 0 an x < t−R. (2.26)

Uiojet¸ntac tic apodeÐxeic tou (2.19), paÐrnoume ìti

ȳ(·, 0) ∈ L2(0,+∞).

'Estw T ≥ L. Tìte eÔkola parathroÔme ìti h lÔsh y ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) tou probl matoc
Cauchy

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, 0) = ȳ(t, 0), t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),

dÐnetai apì thn
y(t, x) = ȳ(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L). (2.27)

Apì thn (2.26), paÐrnoume y(T, ·) = 0 an R ≤ T −L. Epomènwc o èlegqoc t ∈ (0, T ) 7→ ȳ(t, 0)
dieujÔnei to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) apì thn kat�stash y0 sto 0 kat� th di�rkeia tou
qronikoÔ diast matoc [0, T ].

Fusik�, gia to aplì mac sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2), h mèjodoc epèktashc de faÐnetai oÔte
endiafèrousa, oÔte polÔ diaforetik  apì th mèjodo se lelumènh morf  (paÐrnontac R = 0
odhgoÔmaste ston Ðdio èlegqo). Wstosì, h mèjodoc thc epèktashc èqei k�poia endiafèronta
pleonekt mata se sqèsh me th mèjodo se lelumènh morf  gia pio polÔplokec uperbolikèc
sunart seic, ìpou h mèjodoc se lelumènh morf  den mporeÐ eÔkola na efarmosjeÐ.

Ac epishm�noume epÐshc ìti h mèjodoc thc epèktashc eÐnai isodÔnama qr simh gia to sÔsth-
ma elègqou (2.1)-(2.2) an endiaferìmaste gia pio omal  lÔsh. Pr�gmati, èstw m ∈ N, upo-
jètoume ìti y0 ∈ Hm(0, L) kai ìti jèloume na dieujÔnoume to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2)
apì to y0 sto 0 se qrìno T > L me tètoio trìpo ¸ste h kat�stash p�nta na paramènei sto
Hm(0, L). Tìte arkeÐ na p�roume R := T−L kai na epib�lloume sto ȳ0 na an kei sto Hm(R).
Shmei¸noume ìti an m ≥ 1, paÐrnoume T = L.

Parat rhsh 2.1.3. Na tonÐsoume ìti up�rqei �mesh sqèsh metaxÔ thc omalìthtac thc
kat�stashc kai thc omalìthtac tou elègqou: Gia r ≥ 0, an h kat�stash eÐnai sto Hr(0, L),
mporoÔme na èqoume elegximìthta me èlegqo u ∈ Hs(0, T ) gia

s > r. (2.28)

Epiplèon, h (2.28) eÐnai bèltisth: Gia k�je T > L, gia k�je y0 ∈ Hr(0, L) kai gia k�je
y1 ∈ Hr(0, L), up�rqei u ∈ Hr(0, T ) tètoio ¸ste h lÔsh y tou probl matoc Cauchy (2.3)-
(2.4)-(2.5) na ikanopoieÐ th y(T, ·) = y1 kai y ∈ C0([0, T ];Hr(0, L)). Fusik� autì to prìblhma
thc sqèshc metaxÔ thc omalìthtac thc kat�stashc kai thc omalìthtac tou elègqou suqn�
emfanÐzetai gia merikèc diaforikèc exis¸seic. H bèltisth sqèsh suqn� eÐnai anoiktì prìblhma.
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Duðkìthta an�mesa sthn Elègximìthta kai thn Parathrhsimìthta

'Estw T > 0. OrÐzoume mÐa grammik  apeikìnish FT : L2(0, T ) → L2(0, L) me ton akìloujo
trìpo. 'Estw u ∈ L2(0, T ). 'Estw y ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) h lÔsh tou probl matoc Cauchy
(2.3)-(2.4)-(2.5) me y0 := 0. Tìte

FT (u) := y(T, ·).

L mma 2.1.2. To sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T an kai mìno an h
FT eÐnai epÐ.

Apìdeixh. To ��mìno an�� komm�ti eÐnai profanèc. Ac upojèsoume ìti h FT eÐnai epÐ, ja
apodeÐxoume ìti to sÔsthma elègqou (2.1)-(2.2) eÐnai elègximo se qrìno T. 'Estw y0 ∈ L2(0, L)
kai y1 ∈ L2(0, L). 'Estw ỹ h lÔsh tou probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) me u := 0. AfoÔ
to FT eÐnai epÐ, up�rqei u ∈ L2(0, T ) tètoio ¸ste FT (u) = y1 − ỹ(T, ·). Tìte h lÔsh y tou
probl matoc Cauchy (2.3)-(2.4)-(2.5) ikanopoieÐ th y(T, ·) = ỹ(T, ·) + y1 − ỹ(T, ·) = y1.

Gia na apofasÐsoume an h FT eÐnai epÐ   ìqi, qrhsimopoioÔme to akìloujo klasikì apo-
tèlesma thc sunarthsiak c an�lushc.

Prìtash 2.1.3. 'Estw H1 kai H2 dÔo q¸roi Hilbert. 'Estw F mÐa grammik  suneq c
apeikìnish apì to H1 sto H2. Tìte h F eÐnai epÐ an kai mìno an up�rqei c > 0 tètoio ¸ste

‖F∗(x2)‖H1 ≥ c‖x2‖H2 , ∀x2 ∈ H2. (2.29)

ìpou F∗ : H2 → H1 eÐnai suzug c thc F . Epiplèon, an isqÔei h (2.29) gia k�poio c > 0,
up�rqei mÐa grammik  suneq c apeikìnish G apì to H2 sto H1 tètoia ¸ste

F ◦ G(x2) = x2, ∀x2 ∈ H2,

‖G(x2)‖H1 ≤
1

c
‖x2‖H2 , ∀x2 ∈ H2.

Sth jewrÐa elègqou, h anisìthta (2.29) lègetai ��anisìthta thc parathrhsimìthtac�� .
Gia na efarmìsoume aut n thn Prìtash, orÐzoume se lelumènh morf  thn F∗T sto akìloujo
L mma.

L mma 2.1.3. 'Estw zT ∈ H1(0, L) h (monadik ) lÔsh tou

zT (L) = 0. (2.30)

ìpou z ∈ C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C0([0, T ];H1(0, L))

zt + zx = 0, (2.31)

z(t, L) = 0, ∀t ∈ [0, T ], (2.32)

z(T, ·) = zT . (2.33)

Tìte
F∗T (zT ) = z(·, 0). (2.34)
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Apìdeixh. An z̃ ∈ C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C0([0, T ];H1(0, L)) eÐnai h lÔsh tou

z̃(t, 0) = 0, ∀t ∈ [0, T ],

dz̃

dt
= Az̃,

z̃(0, x) = zT (L− x), ∀x ∈ [0, L],

tìte
z(t, x) = z̃(T − t, L− x), ∀(t, x) ∈ [0, T ]× [0, L].

'Estw u ∈ C2([0, T ]) na eÐnai tètoio ¸ste u(0) = 0. 'Estw

y ∈ C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C0([0, T ];H1(0, L))

tètoio ¸ste
yt + yx = 0, (2.35)

y(t, 0) = u(t), ∀t ∈ [0, T ], (2.36)

y(0, ·) = 0. (2.37)

Tìte, apì tic (2.31), (2.32), (2.33), (2.35), (2.36) kai (2.37), paÐrnoume, qrhsimopoi¸ntac thn
olokl rwsh kat� mèrh, ìti∫ L

0

zTFT (u) dx =

∫ L

0

zTy(T, x) dx

=

∫ T

0

∫ L

0

(zy)t dx dt

= −
∫ T

0

∫ L

0

(zxy + zyx) dx dt

=

∫ T

0

z(t, 0)u(t) dt,

to opoÐo, afoÔ to sÔnolo tou u ∈ C2([0, T ]) ètsi ¸ste u(0) = 0 eÐnai puknì sto L2(0, T ),
katal gei sthn apìdeixh tou L mmatoc.

Apì to L mma 9, èpetai ìti h anisìthta (12) eÐnai isodÔnamh me thn∫ T

0

z(t, 0)2 dt ≥ c2

∫ L

0

zT (x)2 dx, (2.38)

gia k�je zT ∈ H1(0, L) tètoio ¸ste na isqÔei h (2.30), me z na eÐnai h (monadik ) lÔsh tou
(2.31)-(2.32)-(2.33) sto C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C0([0, T ];H1(0, L)).

Ac parousi�soume t¸ra dÔo mejìdouc gia na apodeÐxoume thn (2.38). H pr¸th basÐze-
tai sth lÔsh (2.31)-(2.32)-(2.33) se lelumènh morf , h deÔterh sth legìmenh mèjodo tou
pollaplasiast .
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Me th LÔsh se Lelumènh Morf 

Apìdeixh. Upojètoume ìti T ≥ L. ParathroÔme ìti h lÔsh tou (2.31)-(2.32)-(2.33) dÐnetai
apì th

z(t, x) = zT (x+ T − t) an 0 < x < L+ t− T,
z(t, x) = 0, an L+ t− T < x < L.

IdiaÐtera, afoÔ T ≥ L, ∫ T

0

z(t, 0)2 dt =

∫ L

0

zT (x)2 dx,

deÐqnei ìti isqÔei h (2.38) me c = 1.

Me th Mèjodo tou Pollaplasiast 

Apìdeixh. Upojètoume t¸ra ìti T > L. Ja apodeÐxoume ìti h anisìthta thc parathrisimìth-
tac (2.38) pr�gmati isqÔei gia

c :=

√
T − L
T

. (2.39)

'Estw zT ∈ H1(0, L) tètoio ¸ste na isqÔei h (2.30). 'Estw

z ∈ C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C0([0, T ];H1(0, L))

h (monadik ) lÔsh tou (2.31) e¸c (2.33). Pollaplasi�zoume thn (2.31) me z kai oloklhr¸noume
thn apokthjeÐsa isìthta sto [0, L]. qrhsimopoi¸ntac thn (2.32), paÐrnoume

d

dt

(∫ L

0

|z(t, x)|2 dx

)
= |z(t, 0)|2. (2.40)

T¸ra pollaplasi�zoume thn (2.31) me xz kai oloklhr¸noume thn apokthjeÐsa isìthta sto
[0, L]. Qrhsimopoi¸ntac thn (2.32), paÐrnoume

d

dt

(∫ L

0

x|z(t, x)|2 dx

)
=

∫ L

0

|z(t, x)|2 dx. (2.41)

Gia t ∈ [0, T ], èstw e(t) :=
∫ L

0
|z(t, x)|2 dx. Apì thn (2.41), èqoume∫ T

0

e(t) dt =

∫ L

0

x|z(T, x)|2 dx−
∫ L

0

x|z(0, x)|2 dx

≤ L

∫ L

0

z(T, x)|2 dx = Le(T ). (2.42)

Apì thn (2.40), paÐrnoume

e(t) = e(T )−
∫ T

t

|z(τ, 0)|2 dτ ≥ e(T )−
∫ T

0

|z(τ, 0)|2 dτ. (2.43)
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Apì tic (2.33), (2.42) kai (2.43), paÐrnoume thn

(T − L)‖zT‖2
L2(0,L) ≤ T

∫ T

0

|z(τ, 0)|2 dτ, (2.44)

h opoÐa, mazÐ me to L mma 2.1.3 kai thn puknìthta sto L2(0, L) twn sunart sewn zT ∈
H1(0, L) tètoiwn ¸ste na isqÔei h (2.30), apodeiknÔei thn anisìthta thc parathrisimìthtac
(2.38) me c dosmèno apì thn (2.39).

Parat rhsh 2.1.4. AfoÔ √
T − L
T

< 1, ∀T ≥ L > 0,

h mèjodoc tou pollaplasiast  dÐnei mÐa pio asjen  anisìthta thc parathrisimìthtac (2.38)
apì th mèjodo pou basÐzetai se lÔseic lelumènhc morf c, h opoÐa dÐnei th bèltisth anisìth-
ta. (Shmei¸noume epÐshc ìti h mèjodoc tou pollaplasiast , se antÐjesh me th mèjodo pou
basÐzetai se lÔseic lelumènhc morf c, de mac af nei na apodeÐxoume thn elegximìthta sthn
oriak  perÐptwsh pou T = L.) Wstìso, h mèjodoc tou pollaplasiast  eÐnai arket� euèlikth
kai dÐnei endiafèronta apotelèsmata ìso afor� thn elegximìthta gia poll� merik� diaforik�
grammik� sust mata elègqou.

2.2 Afhrhmèna Grammik� Sust mata Elègqou

Gia dÔo grammikoÔc q¸rouc me nìrma H1 kai H2, sumbolÐzoume me L(H1;H2) to sÔnolo twn
suneq¸n grammik¸n apeikonÐsewn apì toH1 stoH2 kai sumbolÐzoume me ‖·‖L(H1;H2) th sun jh
nìrma se autì to q¸ro.

'Estw H kai U dÔo q¸roi Hilbert . Gia na aplopoi soume touc sumbolismoÔc, autoÐ oi
q¸roi Hilbert upojètoume ìti eÐnai pragmatikoÐ q¸roi Hilbert . O q¸roc H eÐnai o q¸roc
kat�stashc kai o q¸roc U eÐnai o q¸roc elègqou. SumbolÐzoume me (·, ·)H to eswterikì
ginìmeno sto H, me (·, ·)U to eswterikì ginìmeno sto U, me ‖ · ‖H th nìrma sto H kai me ‖ · ‖U
th nìrma sto U.

'Estw S(t), t ∈ [0,+∞), na eÐnai mÐa isqur� suneq c hmiom�da suneq¸n grammik¸n tele-
st¸n sto H. 'Estw A o apeirostìc genn torac thc hmiom�dac S(t), t ∈ [0,+∞). Wc sun jwc,
sumbolÐzoume me S(t)∗ to suzug  tou S(t). Tìte o S(t)∗, t ∈ [0,+∞), eÐnai mÐa isqur� suneq c
hmiom�da suneq¸n grammik¸n telest¸n kai o apeirostìc genn torac aut c thc hmiom�dac eÐnai
o suzug c A∗ tou A. To D(A∗) eÐnai efodiasmèno me th sun jh nìrma graf matoc ‖ · ‖D(A∗)

tou mh fragmènou telest  A∗ :

‖z‖D(A∗) := ‖z‖H + ‖A∗z‖H , ∀z ∈ D(A∗).

Aut  h nìrma èqei sqèsh me to eswterikì ginìmeno sto D(A∗) pou sumbolÐzetai wc ex c:

(z1, z2)D(A∗) := (z1, z2)H + (A∗z1, A
∗z2)H , ∀(z1, z2) ∈ D(A∗)2.
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Me autì to eswterikì ginìmeno, o D(A∗) eÐnai ènac q¸roc Hilbert . IdiaÐtera,

D(A∗) ⊂ H ⊂ D(A∗)′.

'Estw
B ∈ L(U,D(A∗)′).

Me �lla lìgia , to B eÐnai mia grammik  apeikìnish apì to U sto sÔnolo twn grammik¸n
sunart sewn apì to D(A∗) sto R tètoia ¸ste, gia k�poio C > 0,

|(Bu)z| ≤ C‖u‖U‖z‖D(A∗), ∀u ∈ U, ∀z ∈ D(A∗).

EpÐshc upojètoume thn akìloujh idiìthta omalìthtac (kaleÐtai epÐshc kai apodekt  sunj kh):

∀T > 0, ∃CT > 0 tètoio ¸ste

∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2
U dt ≤ CT‖z‖2

H , ∀z ∈ D(A∗). (2.45 α)

Sthn (2.45 α) kai sta akìlouja, B∗ ∈ L(D(A∗);U) eÐnai o suzug c tou B. 'Epetai apì thn
(2.45 α) ìti oi telestèc

(z ∈ D(A∗)) 7→ ((t 7→ B∗S(t)∗z) ∈ C0([0, T ];U)),

(z ∈ D(A∗)) 7→ ((t 7→ B∗S(T − t)∗z) ∈ C0([0, T ];U))

mporoÔn na epektajoÔn me monadikì trìpo wc suneqeÐc grammikèc apeikonÐseic apì to H sto
L2((0, T );U). QrhsimopoioÔme ta Ðdia sÔmbola gia na sumbolÐsoume autèc tic epekt�seic.

Shmei¸noume ìti, qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti S(t)∗, t ∈ [0,+∞), eÐnai mÐa isqur�
suneq c hmiom�da suneq¸n grammik¸n telest¸n sto H, den eÐnai dÔskolo na parathr soume
ìti h (2.45 α) eÐnai isodÔnamh me thn

∃T > 0, ∃CT > 0 tètoio ¸ste

∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2
U dt ≤ CT‖z‖2

H , ∀z ∈ D(A∗).

To sÔsthma elègqou pou jewroÔme ed¸ eÐnai to

ẏ = Ay +Bu, t ∈ (0, T ), (2.45)

ìpou se qrìno t, o èlegqoc eÐnai u(t) ∈ U kai h kat�stash eÐnai y(t) ∈ H.

To Kal¸c Topojethmèno tou Probl matoc Cauchy

'Estw T > 0, y0 ∈ H kai u ∈ L2((0, T );U). Endiaferìmaste gia to prìblhma Cauchy

ẏ = Ay +Bu(t), t ∈ (0, T ), (2.46)

y(0) = y0. (2.47)

Ja d¸soume pr¸ta ton orismì miac lÔshc tou (2.46)-(2.47).
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'Estw τ ∈ [0, T ] kai ϕ : [0, τ ]→ H. PaÐrnoume to eswterikì ginìmeno sto H thc (2.46) me
ϕ kai oloklhr¸noume sto [0, τ ]. Toul�qiston formalistik�, paÐrnoume, qrhsimopoi¸ntac mÐa
olokl rwsh kat� mèrh mazÐ me thn (2.47),

(y(τ), ϕ(τ))H − (y0, ϕ(0))H −
∫ τ

0

(y(t), ϕ̇(t) + A∗ϕ(t))H dt =

∫ τ

0

(u(t), B∗ϕ(t))U dt.

PaÐrnontac ϕ(t) = S(τ−t)∗zτ , gia k�je dosmèno zτ ∈ H, èqoume formalistik� ϕ̇(t)+A∗ϕ(t) =
0, to opoÐo odhgeÐ ston akìloujo orismì.

Orismìc 2.2.1. 'Estw T > 0, y0 ∈ H kai u ∈ L2((0, T );U). MÐa lÔsh tou probl matoc
Cauchy (2.46)-(2.47) eÐnai h sun�rthsh y ∈ C0([0, T ];H) tètoia ¸ste

(y(τ), zτ )H − (y0, S(τ)∗zτ )H =

∫ τ

0

(u(t), B∗S(τ − t)∗zτ )U dt, ∀τ ∈ [0, T ], ∀zτ ∈ H. (2.48)

Shmei¸noume ìti, lìgw thc (2.45 α), to dexÐ mèroc thc (2.48) eÐnai kal¸c orismèno.

Je¸rhma 9. 'Estw T > 0. Tìte, gia k�je y0 ∈ H kai k�je u ∈ L2((0, T );U), to prìblh-
ma tou Cauchy (2.46)-(2.47) èqei mÐa monadik  lÔsh y. Epiplèon, up�rqei C = C(T ) > 0,
anex�rthto ap�to y0 ∈ H kai u ∈ L2((0, T );U), tètoio ¸ste

‖y(t)‖H ≤ C(‖y0‖H + ‖u‖L2((0,T );U)), ∀τ ∈ [0, T ]. (2.49)

Anisìthta Elegximìthtac kai Parathrisimìthtac

Se aut n thn enìthta endiaferìmaste gia thn elegximìthta tou sust matoc elègqou (2.45).
Se antÐjesh me thn perÐptwsh twn grammik¸n peperasmènhc di�stashc susthm�twn elègqou,
poll� eÐdh elegximìthtac eÐnai pijan� kai èqoun endiafèron.

Orismìc 2.2.2. 'Estw T > 0. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai pl rwc elègximo se qrìno
T an, gia k�je y0 ∈ H kai k�je y1 ∈ H, up�rqei u ∈ L2((0, T );U) tètoio ¸ste h lÔsh y tou
probl matoc Cauchy

ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = y0, (2.50)

na ikanopoieÐ thn y(T ) = y1.

Orismìc 2.2.3. 'Estw T > 0. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai mhdenik� elègximo se qrìno
T an, gia k�je y0 ∈ H kai k�je ỹ0 ∈ H, up�rqei u ∈ L2((0, T );U) tètoio ¸ste h lÔsh tou
probl matoc Cauchy (2.50) na ikanopoieÐ thn y(T ) = S(T )ỹ0.

Ac epishm�noume ìti, lìgw grammikìthtac, paÐrnoume ènan isodÔnamo orismì tou ��mhdenik�
elègximou se qrìno T �� an, ston Orismì 2.2.3, upojèsoume ìti ỹ0 = 0. Autì exhgeÐ th suqn 
orologÐa ��mhdenik  elegximìthta��.
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Orismìc 2.2.4. 'Estw T > 0. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai proseggistik� elègximo se
qrìno T an, gia k�je y0 ∈ H, k�je y1 ∈ H kai k�je ε > 0, up�rqei u ∈ L2((0, T );U) tètoio
¸ste h lÔsh y tou probl matoc Cauchy (2.50) na ikanopoieÐ thn ‖y(T )− y1‖H ≤ ε.

Profan¸c

(pl rhc elegximìthta)⇒ (mhdenik  elegximìthta kai proseggistik  elegximìthta).

To antÐstrofo genik� den isqÔei (p.q. to sÔsthma elègqou (2.115)-(2.116) parak�tw). W-
stìso, h antistrof  isqÔei an S eÐnai mÐa isqur� suneq c om�da grammik¸n telest¸n. Pio
sugkekrimèna, èqoume to akìloujo Je¸rhma.

Je¸rhma 10. Upojètoume ìti S(t), t ∈ R, eÐnai mÐa isqur� suneq c om�da grammik¸n
telest¸n. 'Estw T > 0. Upojètoume ìti to sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai mhdenik� elègximo
se qrìno T. Tìte to sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai pl rwc elègximo se qrìno T.

Apìdeixh. 'Estw y0 ∈ H kai y1 ∈ H. Efarmìzontac thn upìjesh thc mhdenik c elegximìthtac
sta arqik� dedomèna y0 − S(−T )y1, up�rqei u ∈ L2((0, T );U) tètoio ¸ste h lÔsh ỹ tou
probl matoc Cauchy

˙̃y = Aỹ +Bu(t), ỹ(0) = y0 − S(−T )y1,

na ikanopoieÐ thn
ỹ(T ) = 0. (2.51)

ParathroÔme ìti h lÔsh y tou probl matoc Cauchy

ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = y0,

dÐnetai apì thn
y(t) = ỹ(t) + S(t− T )y1, ∀t ∈ [0, T ]. (2.52)

IdiaÐtera, apì tic (2.51) kai (2.52),
y(T ) = y1.

Ac eis�goume t¸ra k�poiec ��bèltistec apeikonÐseic elègqou��. Ac asqolhjoÔme pr¸ta me
thn perÐptwsh pou to sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai pl rwc elègximo se qrìno T. Tìte, gia
k�je y1, to sÔnolo UT (y1) tou u ∈ L2((0, T );U) tètoio ¸ste

(ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = 0)⇒ (y(T ) = y1)

eÐnai mh kenì. Saf¸c to sÔnolo UT (y1) eÐnai ènac kleistìc susqetismènoc upìqwroc tou
L2((0, T );U). OrÐzoume apì to UT (y1) thn probol  tou 0 p�nw ston kleistì susqetismèno
upìqwro, p.q. to stoiqeÐo tou UT (y1) thc mikrìterhc L2((0, T );U)-nìrmac. Tìte den eÐnai
dÔskolo na doÔme ìti h apeikìnish

UT : H → L2((0, T );U)
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y1 7→ UT (y1)

eÐnai mia grammik  apeikìnish. Epiplèon, qrhsimopoi¸ntac to Je¸rhma kleistoÔ graf matoc
parathroÔme ìti aut  h grammik  apeikìnish eÐnai suneq c.

Ac asqolhjoÔme t¸ra me thn perÐptwsh pou to sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai mhdenik�
elègximo se qrìno T. Tìte, gia k�je y0, to sÔnolo UT (y0) tou u ∈ L2((0, T );U) tètoio ¸ste

(ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = y0)⇒ (y(T ) = 0)

eÐnai mh kenì. Saf¸c to sÔnolo UT (y0) eÐnai ènac kleistìc susqetismènoc upìqwroc tou
L2((0, T );U). OrÐzoume apì to UT (y0) thn probol  tou 0 p�nw ston kleistì susqetismèno
upìqwro, dhlad  to stoiqeÐo tou L2((0, T );U)-nìrmac. Tìte, p�li, den eÐnai dÔskolo na doÔme
ìti h apeikìnish

UT : H → L2((0, T );U)

y0 7→ UT (y0)

eÐnai mia suneq c grammik  apeikìnish.
Ta kÔria apotelèsmata aut c thc enìthtac eÐnai ta akìlouja.

Je¸rhma 11. 'Estw T > 0. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai pl rwc elègximo se qrìno T
an kai mìno an up�rqei c > 0 tètoio ¸ste∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2
U dt ≥ c‖z‖2

H , ∀z ∈ D(A∗). (2.53)

Epiplèon, an èna tètoio c > 0 up�rqei kai an cT eÐnai to mègisto twn sunìlwn tou c > 0 tètoio
¸ste na isqÔei h (2.53), èqoume

‖UT‖L(H;L2((0,T );U)) =
1√
cT
. (2.54)

Je¸rhma 12. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai proseggistik� elègximo se qrìno T an kai
mìno an, gia k�je z ∈ H,

(B∗S(·)∗z = 0 sto L2((0, T );U))⇒ (z = 0).

Je¸rhma 13. 'Estw T > 0. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai mhdenik� elègximo se qrìno
T an kai mìno an up�rqei c > 0 tètoio ¸ste∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2
U dt ≥ c‖S(T )∗z‖2

H , ∀z ∈ D(A∗). (2.55)

Epiplèon , an èna tètoio c > 0 up�rqei kai an cT eÐnai to mègisto twn sunìlwn tou c > 0 tètoio
¸ste na isqÔei h (2.55), tìte

‖UT‖L(H;L2((0,T );U)) =
1√
cT
. (2.56)
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Je¸rhma 14. Upojètoume ìti, gia k�je T > 0, to sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai mhdenik�
elègximo se qrìno T. Tìte, gia k�je T > 0, to sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai proseggistik�
elègximo se qrìno T.

Oi anisìthtec (2.53) kai (2.55) onom�zontai sun jwc anisìthtec parathrisimìthtac gia to
afhrhmèno grammikì sÔsthma elègqou ẏ = Ay +Bu.

Apìdeixh tou Jewr matoc 11 kai tou Jewr matoc 12

'Estw T > 0. OrÐzoume mia grammik  apeikìnish FT : L2((0, T );U → H) me ton akìloujo
trìpo. 'Estw u ∈ L2((0, T );U). 'Estw y ∈ C0([0, T ];H) h lÔsh tou probl matoc Cauchy
(2.50) me y0 := 0. Tìte

FT (u) := y(T, ·).

'Eqoume to akìloujo L mma, h apìdeixh tou opoÐou eÐnai parìmoia me thn apìdeixh tou L m-
matoc 2.1.2.

L mma 2.2.1. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai pl rwc elègximo se qrìno T an kai mìno
an h FT eÐnai epÐ. To sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai proseggistik� elègximo se qrìno T an kai
mìno an FT (L2((0, T );U)) eÐnai puknì sto H.

EÐnai èna klasikì apotèlesma thc sunarthsiak c an�lushc ìti FT (L2((0, T );U)) eÐnai
puknì sto H an kai mìno an F∗T eÐnai èna proc èna. Ac jumhjoÔme apì thn �llh, apì thn
Prìtash 2.1.3, ìti FT eÐnai epÐ an kai mìno an up�rqei c > 0 tètoio ¸ste

‖F∗T (zT )‖L2((0,T );U) ≥ c‖zT‖H , ∀zT ∈ H.

Epomènwc, to pr¸to mèroc tou Jewr matoc 11 ìpwc kai tou Jewr matoc 12 eÐnai mia sunèpeia
tou parak�tw L mmatoc.

L mma 2.2.2. Gia k�je zT ∈ H,

(F∗T (zT ))(t) = B∗S(T − t)∗zT .

Apìdeixh. 'Estw zT ∈ D(A∗). Ac jumhjoÔme ìti to D(A∗) eÐnai puknì sto H. 'Estw u ∈
L2((0, T );U). 'Estw y ∈ C0([0, T ];H) h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = 0.

Apì ton orismì tou FT kai ton Orismì 1.10.1,

(u,F∗T (zT ))L2((0,T );U) = (FTu, zT )H = (y(T ), zT )H =

∫ T

0

(u,B∗S(T − t)∗zT )U dt.

'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou L mmatoc 2.2.2 kai to pr¸to mèroc thc apìdeixhc twn
Jewrhm�twn 11 kai 12.
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Ac proqwr soume t¸ra sto deÔtero mèroc tou Jewr matoc 11, dhlad  sthn exÐswsh
(2.54). Lìgw tou orismoÔ tou cT kai tou L mmatoc 2.2.2

‖F∗T (zT )‖2
L2((0,T );U) ≥ cT‖zT‖2

H , ∀zT ∈ H. (2.57)

Lìgw thc Prìtashc 2.1.3, apì thn (2.57) sunep�getai h Ôparxh miac suneqoÔc grammik c
apeikìnishc U : L2((0, T );U) tètoia ¸ste

FTUy1 = y1, ∀y1 ∈ H, (2.58)

‖U‖L(H;L2((0,T );U)) ≤
1√
cT
. (2.59)

Apì tic (2.58), (2.59) kai ton orismì tou UT , paÐrnoume

‖UT‖L(H;L2((0,T );U)) ≤
1√
cT
. (2.60)

Telik�, apì ton orismì tou UT , èqoume

FTUTy1 = y1, ∀y1 ∈ H,

apì to opoÐo sunep�getai ìti

(F∗T zT ,UT zT )L2((0,T );U)) = ‖zT‖2
H ,∀zT ∈ H. (2.61)

Apì thn (2.61), èqoume

‖zT‖2
H ≤ ‖F∗T zT‖L2((0,T );U)‖UT zT‖L2((0,T );U)

≤ ‖F∗T zT‖L2((0,T );U)‖UT‖L(H;L2((0,T );U))‖zT‖H , ∀zT ∈ H,

to opoÐo mazÐ me ton orismì tou cT kai to L mma 2.2.2, dÐnei ìti

cT ≥ 1

‖UT‖L(H;L2((0,T );U))

.

'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh thc (2.54). �

Apìdeixh tou Jewr matoc 13

To ergaleÐo kleidÐ gia thn apìdeixh tou Jewr matoc 13 eÐnai to akìloujo L mma to opoÐo ja
apodeÐxoume sth sunèqeia.

L mma 2.2.3. 'Estw H1, H2 kai H3 treic q¸roi Hilbert . 'Estw C2 mÐa suneq c grammik 
apeikìnish apì to H2 sto H1 kai èstw C3 èna cpukn� orismènoc kleistìc grammikìc telest c
apì to D(C3) ⊂ H3 sto H1. Tìte oi dÔo akìloujec idiìthtec eÐnai isodÔnamec:
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(1) Up�rqei M ≥ 0 tètoio ¸ste

‖C∗2h1‖H2 ≤M‖C∗3h1‖H3 , ∀h1 ∈ D(C∗3). (2.62)

(2) 'Eqoume ton akìloujo egkleismì:

C2(H2) ⊂ C3(D(C3)). (2.63)

Epiplèon, an M ≥ 0 tètoio ¸ste na isqÔei h (2.62), tìte up�rqei mÐa suneq c grammik 
apeikìnish C1 apì to H2 sto H3 tètoia ¸ste

C1(H2) ⊂ D(C3), C2 = C3C1, (2.64)

‖C1‖L(H2;H3) ≤M. (2.65)

Parat rhsh 2.2.1. Sthn pragmatikìthta, èqoume upojèsei ìti o grammikìc telest c C3

eÐnai suneq c apì to H3 sto H2. Wstìso, mporoÔme na antimetwpÐsoume kai thn perÐptwsh
ìpou to C3 eÐnai mìno ènac pukn� orismènoc kleistìc grammikìc telest c.

Ac efarmìsoume to L mma 2.2.3 me touc akìloujouc q¸rouc kai apeikonÐseic.

- Oi q¸roi H1, H2 kai H3 dÐnontai apì tic

H1 := H, H2 := H, H3 := L2((0, T );U).

- H grammik  apeikìnish C2 apeikonÐzei to y0 ∈ H sto y(T ) ∈ H, ìpou y ∈ C0([0, T ];H)
eÐnai h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ẏ = Ay, y(0) = y0.

Me �lla lìgia,
C2 = S(T ). (2.66)

- H grammik  apeikìnish C3 apeikonÐzei to u ∈ L2((0, T );U) sto y(T ) ∈ H, ìpou y ∈
C0([0, T ];H) eÐnai h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = 0.

Me �lla lìgia,
C3 = FT . (2.67)

Shmei¸noume ìti, to C3, se aut n thn perÐptwsh, eÐnai ènac suneq c grammikìc telest c
apì to L2((0, T );U) sto H.
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Me autèc tic epilogèc, h mhdenik  elegximìthta tou grammikoÔ sust matoc elègqou ẏ =
Ay +Bu eÐnai isodÔnamh me ton egkleismì (2.63). Pr�gmati, ac upojèsoume pr¸ta ìti isqÔei
h (2.63) kai ja apodeÐxoume th mhdenik  elegximìthta. 'Estw y0 kai ỹ0 na an koun kai ta
dÔo sto H. 'Estw u ∈ L2((0, T );U) na eÐnai tètoio ¸ste C3u = C2(ỹ0 − y0), dhlad , FTu =
S(T )(ỹ0 − y0). 'Estw y ∈ C0([0, T ];H) h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = y0.

Tìte y = y1 + y2, ìpou y1 ∈ C0([0, T ];H) eÐnai h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ẏ1 = Ay1, y1(0) = y0,

kai ìpou y2 ∈ C0([0, T ];H) eÐnai h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ẏ2 = Ay2 +Bu, y2(0) = 0.

IdiaÐtera,

y(T ) = y1(T ) + y2(T ) = C2y
0 + C3u = S(T )y0 + S(T )(ỹ0 − y0) = S(T )ỹ0,

to opoÐo apodeiknÔei th mhdenik  elegximìthta. 'Omoia apodeiknÔoume kai to antÐstrofo.
Ac ermhneÔsoume t¸ra thn (2.62). Qrhsimopoi¸ntac to L mma 2.2.3, tic (2.66) kai (2.67),

paÐrnoume ìti h (2.62) eÐnai isodÔnamh me th (2.55) me c = 1/M2.
Telik�, lamb�nontac upìyh thn (2.56), orÐzoume, me to sumbolismì tou L mmatoc 2.2.3,

U := −C1 ∈ L(H,L2((0, T );U)).

'Eqoume
((ẏ = Ay +BUy0, y(0) = y0)⇒ (y(T ) = 0)), ∀y0 ∈ H, (2.68)

‖U‖L(H;L2((0,T );U)) ≤
1√
cT
. (2.69)

Apì tic (2.68), (2.69) kai ton orismì tou UT , èqoume

‖UT‖L(H;L2((0,T );U)) ≤
1√
cT
. (2.70)

Mac mènei na apodeÐxoume ìti

‖UT‖L(H;L2((0,T );U)) ≥
1√
cT
. (2.71)

Apì ton orismì tou UT , èqoume
FTUT = −S(T ), (2.72)

Apì thn (2.72), èqoume, z ∈ H,

‖S(T )∗z‖2
H = −(U∗TF∗T z, S(T )∗z)H

≤ ‖UT‖L(H;L2((0,T );U))‖F∗T z‖L2((0,T );U)‖S(T )∗z‖H ,
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apì to opoÐo sunep�getai ìti

‖F∗T z‖L2((0,T );U) ≥
1

‖UT‖L(H;L2((0,T );U))

‖S(T )∗z‖H , ∀z ∈ H. (2.73)

H anisìthta (2.71) èpetai apì thn (2.73), ton orismì tou cT kai to L mma 2.2.2. 'Etsi olo-
klhr¸netai h apìdeixh tou Jewr matoc 13, qrhsimopoi¸ntac to L mma 2.2.3. �

Apìdeixh tou L mmatoc 2.2.3

Ja apodeÐxoume pr¸ta ìti apì to (2) sunep�getai to (1). 'Etsi upojètoume ìti isqÔei h
(2.63). 'Estw h2 ∈ H2. Apì thn (2.63), up�rqei èna kai mìno èna h3 ∈ D(C3), orjog¸nio
ston pur na tou C3, tètoio ¸ste C2h2 = C3h3. Ac orÐsoume apì th C1 : H2 → H3 thn
apeikìnish pou orÐzetai apì th C1(h2) := h3. Den eÐnai dÔskolo na elègxoume ìti h C1 eÐnai
grammik . Epiplèon, lìgw kataskeu c thc C1, isqÔei h (2.64). Shmei¸noume ìti, gia k�je
h1 ∈ D(C∗3) ⊂ H1 kai gia k�je x ∈ H2,

(C∗2h1, x)H2 = (h1, C2x)H1

= (h1, C3C1x)H1 (2.74)

= (C∗3h1, C1x)H3 .

Epomènwc, an h C1 eÐnai suneq c, apì thn (2.64) sunep�getai h (2.62) me M := ‖C1‖L(H2;H3).

Ac elègxoume loipìn an h C1 eÐnai suneq c. Lìgw tou Jewr matoc kleistoÔ graf matoc,
arkeÐ na elègxoume ìti to gr�fhma thc C1 eÐnai kleistì. 'Estw (hn2 )n∈N, (hn3 )n∈N, h2 ∈ H2

kai h3 ∈ H3 tètoia ¸ste
hn2 ∈ H2, h

n
3 ∈ H3, ∀n ∈ N, (2.75)

hn3 = C1h
n
2 , ∀n ∈ N, (2.76)

hn2 → h2 sto H2 kai hn3 → h3 sto H3 me n→ +∞. (2.77)

Apì thn (2.76), èqoume

C2h
n
2 = C3h

n
3 , h

n
3 ∈ ker(C3)⊥, ∀n ∈ N. (2.78)

Af nontac to n→ +∞ sthn (2.78) kai qrhsimopoi¸ntac thn (2.77), paÐrnoume (ac jumhjoÔme
ìti o C3 eÐnai ènac kleistìc telest c)

h3 ∈ D(C3), C2h2 = C3h3 kai h3 ∈ ker(C3)⊥,

to opoÐo mac lèei ìti h3 = C1h2. 'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh thc sunèqeiac tou C1 kai h
apìdeixh tou (2)⇒ (1).

Ac apodeÐxoume t¸ra to antÐstrofo. Upojètoume ìti isqÔei h (2.62) gia k�poio M ≥ 0.
OrÐzoume thn apeikìnish K : C∗3(D(C∗3)) ⊂ H3 → H2 apait¸ntac na isqÔei

K(C∗3h1) = C∗2h1, ∀h1 ∈ D(C∗3) ⊂ H1.
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H apeikìnish K eÐnai kal¸c orismènh afoÔ, lìgw thc (2.62),

(C∗3h1 = C∗3 h̃1)⇒ (C∗3(h1 − h̃1) = 0)⇒ (C∗2(h1 − h̃1) = 0)⇒ (C∗2h1 = C∗2 h̃1).

gia k�je (h1, h̃1) ∈ D(C∗3) × D(C∗3). Epiplèon, h K eÐnai grammik . O dianusmatikìc q¸roc
C∗3(D(C∗3)), o opoÐoc eÐnai ènac dianusmatikìc upìqwroc tou H3, eÐnai efodiasmènoc me th
nìrma tou H3. Tìte h K eÐnai epÐshc suneq c afoÔ, lìgw thc (2.62),

‖K(C∗3h1)‖H2 = ‖C∗2h1‖H2 ≤M‖C∗3h1‖H3 , ∀h1 ∈ D(C∗3) ⊂ H1,

apì to opoÐo sunep�getai ìti K ∈ L(C∗3(D(C∗3));H2) kai ìti

‖K‖L(C∗3 (D(C∗3 ));H2) ≤M. (2.79)

Lìgw thc (2.79), h K mporeÐ na eÐnai monos manta dieurumènh wc mÐa suneq  grammik  apei-
kìnish apì to ¯C∗3(D(C∗3) sto H2. Tìte epekteÐnoume to K se mia grammik  apeikìnish apì to

H3 sto H2 apait¸ntac ìti to K mhdenÐzetai sto ¯C∗3(D(C∗3)
⊥
. Profan¸c K ∈ L(H3;H2) kai

‖K‖L(H3;H2) ≤M, (2.80)

KC∗3 = C∗2 . (2.81)

Apì thn (2.81), paÐrnoume eÔkola ìti

K∗(H2) ⊂ D(C3) kai C3K
∗ = C2, (2.82)

apì to opoÐo sunep�getai h (2.63). Shmei¸noume ìti, an upojèsoume ìti C1 := K∗, h (1.90)
sunep�getai apì thn (2.82) kai h (2.65) apì thn (2.80). 'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou
L mmatoc 2.2.3. �

Apìdeixh tou Jewr matoc 14

'Estw y0 ∈ H, y1 ∈ H, T > 0 kai ε > 0. AfoÔ h hmiom�da S(t), t ∈ [0,+∞), eÐnai isqur�
suneq c, up�rqei η ∈ (0, T ) tètoio ¸ste

‖S(η)y1 − y1‖H ≤ ε, (2.83)

AfoÔ to sÔsthma elègqou (2.45) eÐnai mhdenik c elegximìthtac se qrìno η, up�rqei ū ∈
L2((0, η);U) tètoio ¸ste h lÔsh ȳ ∈ C0([0, η];H) tou probl matoc Cauchy

˙̄y = Aȳ +Bū(t), t ∈ (0, η), ȳ(0) = S(T − η)y0,

na ikanopoieÐ thn
ȳ(η) = S(η)y1. (2.84)

'Estw u ∈ L2(0, T ) orismènh apì tic

u(t) = 0, t ∈ (0, T − η),

73



u(t) = ū(t− T + η), t ∈ (T − η, T ).

'Estw y ∈ C0([0, T ];H) h lÔsh tou probl matoc Cauchy

˙̄y = Ay +Bu(t), t ∈ (0, T ), y(0) = y0.

Tìte

y(t) = S(t)y0, ∀t ∈ [0, T − η], (2.85)

y(t) = ȳ(t− T + η), ∀t ∈ (T − η, T ). (2.86)

Apì tic (2.83), (2.84) kai (2.86), paÐrnoume ìti

‖y(T )− y1‖H ≤ ε.

'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou Jewr matoc 14. �

Parat rhsh 2.2.2. Se antÐjesh me to Je¸rhma 14, shmei¸noume ìti, gia dosmèno T > 0,
apì th mhdenik  elegximìthta se qrìno T de sunep�getai h proseggistik  elegximìthta se
qrìno T. Gia par�deigma, èstw L > 0 kai paÐrnoume H := L2(0, L) kai U := {0}. JewroÔme
to grammikì sÔsthma elègqou

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.87)

y(t, 0) = u(t) = 0, t ∈ (0, T ). (2.88)

Parak�tw ja doÔme pwc na b�zoume autì to sÔsthma elègqou sto afhrhmèno plaÐsio ẏ = Ay+
Bu. Apì ta prohgoÔmena èpetai ìti, gia opoiod pote y0 ∈ L2(0, L), h lÔsh tou probl matoc
Cauchy

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t) = 0, t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),

ikanopoieÐ thn

y(T, ·) = 0, an T ≥ L.

IdiaÐtera, an T ≥ L, to grammikì sÔsthma elègqou (2.87)-(2.88) eÐnai mhdenik� elègximo all�
ìqi proseggistik� elègximo.

ParadeÐgmata

Se autì to shmeÐo ja deÐxoume pwc to afhrhmèno plaÐsio mporeÐ na efarmosjeÐ sth grammik 
exÐswsh metafor�c.
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H ExÐswsh Metafor�c

Epistrèfoume sto sÔsthma elègqou metafor�c pou eÐqame jewr sei kai nwrÐtera. 'Estw
L > 0. To grammikì sÔsthma elègqou pou melet�me eÐnai

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.89)

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ), (2.90)

ìpou, se qrìno t, o èlegqoc eÐnai u(t) ∈ R kai h kat�stash y(t, ·) : (0, L)→ R.
Gia to q¸ro HilbertH, paÐrnoumeH := L2(0, L). Gia ton telest A : D(A)→ H paÐrnoume

D(A) := {f ∈ H1(0, L); f(0) = 0},

Af := −fx, ∀f ∈ D(A).

Tìte D(A) eÐnai puknì sto L2(0, L) kai o A kleistìc kai aposbestikìc (dissipative) (dhl.
Re (Af, f) ≤ 0, ∀f ∈ D(A)). O suzug c A∗ tou A orÐzetai wc ex c:

D(A∗) := {f ∈ H1(0, L); f(L) = 0},

A∗f := fx, ∀f ∈ D(A∗).

O telest c A∗ eÐnai epÐshc aposbestikìc. Epomènwc, o telest c A eÐnai o apeirostìc gen-
n torac miac isqur� suneqoÔc hmiom�dac S(t), t ∈ [0,+∞), enìc suneqoÔc grammikoÔ telest 
sto H.

Gia to q¸ro Hilbert U, paÐrnoume U := R. O telest c B : R→ D(A∗)′ orÐzetai wc exhc:

(Bu)z = uz(0), ∀u ∈ R, ∀z ∈ D(A∗). (2.91)

Shmei¸noume ìti to B∗ : D(A∗)→ R orÐzetai wc ex c:

B∗z = z(0), ∀z ∈ D(A∗).

Ac elègxoume thn idiìthta omalìthtac (2.45 α). 'Estw z0 ∈ D(A∗). 'Estw

z ∈ C0([0, T ];D(A∗)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L))

na orÐzetai apì th z(t, ·) = S(t)∗z0. H anisìthta (2.45 α) eÐnai isodÔnamh me th∫ T

0

z(t, 0)2 dt ≤ CT

∫ L

0

z0(x)2 dx. (2.92)

Ac apodeÐxoume aut n thn anisìthta gia CT := 1. 'Eqoume

zt = zx, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.93)

z(t, L) = 0, t ∈ (0, T ), (2.94)

75



z(0, x) = z0(x), x ∈ (0, L). (2.95)

Pollaplasi�zoume thn (2.93) me z kai oloklhr¸noume sto [0, T ] × [0, L]. Qrhsimopoi¸ntac
tic (2.94), (2.95) kai oloklhr¸nontac kat� mèrh, paÐrnoume∫ T

0

z(t, 0)2 dt =

∫ L

0

z0(x)2 dx−
∫ L

0

z(T, x)2 dx ≤
∫ L

0

z0(x)2 dx, (2.96)

to opoÐo deÐqnei ìti isqÔei h (2.92) gia CT := 1.
Shmei¸noume ìti up�rqei èna shmeÐo pou prèpei na xekajarÐsoume: èqoume dÔo orismoÔc

gia th lÔsh tou probl matoc Cauchy

yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.97)

y(t, 0) = u(t), (2.98)

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L), (2.99)

ìpou T dÐnetai sto (0,+∞), y0 sto L2(0, L) kai u sto L2(0, T ). O pr¸toc orismìc eÐnai
autìc pou dÐnetai ston Orismì 2.1.1. O deÔteroc eÐnai autìc pou dÐnetai ston Orismì 2.2.1.
(Sthn pragmatikìthta, gia t¸ra, den up�rqoun stoiqeÐa pou na apodeiknÔoun k�poia sqèsh
metaxÔ twn ��y eÐnai mÐa lÔsh me thn ènnoia tou OrismoÔ 2.2.1�� kai y ikanopoieÐ, me k�poia
��logik  ènnoia��, tic (2.97), (2.98) kai (2.99).) Ja deÐxoume ìti autoÐ oi dÔo orismoÐ sthn
pragmatikìthta odhgoÔn sthn Ðdia lÔsh.

'Estw T na dÐnetai sto (0,+∞), y0 sto L2(0, L) kai u sto L2(0, T ). 'Estw y ∈ C([0, T ];
L2(0, L)) mÐa lÔsh me thn ènnoia tou OrismoÔ 2.1.1. Gia na apodeÐxoume ìti y eÐnai mÐa lÔsh me
thn ènnoia tou OrismoÔ 2.2.1, arkeÐ na deÐxoume ìti , gia k�je τ ∈ [0, T ] kai k�je zτ ∈ L2(0, L),∫ L

0

y(τ, x)zτ (x) dx−
∫ L

0

y0(x)z(τ, x) dx =

∫ τ

0

u(t)z(τ − t, 0) dt, (2.100)

ìpou z(t, ·) := S(t)∗zτ . Lìgw puknìthtac tou D(A∗) sto L2(0, L) kai thc sunèqeiac tou
aristeroÔ kai tou dexioÔ mèrouc thc (2.100) se sqèsh me to zτ gia thn L2(0, L)-topologÐa,
arkeÐ na deÐxoume ìti isqÔei h (2.100) gia k�je τ ∈ [0, T ] kai k�je zτ ∈ D(A∗). 'Estw τ ∈ [0, T ]
kai zτ ∈ D(A∗). Tìte èqoume

z ∈ C0([0, T ];H1(0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)), (2.101)

zt − zx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.102)

z(t, L) = 0, t ∈ (0, T ), (2.103)

z(0, x) = zτ (x), x ∈ (0, L). (2.104)

Na epishm�noume ìti, lìgw puknìthtac kai twn epiqeirhm�twn thc sunèqeiac, isqÔei h (2.3
β) (sel.50) gia k�je φ ∈ C0([0, τ ];H1(0, L))∩C1([0, τ ];L2(0, L)) ikanopoi¸ntac thn (2.3 α).
PaÐrnoume φ ∈ C0([0, τ ];H1(0, L)) ∩ C1([0, τ ];L2(0, L)) orismèno wc ex c:

φ(t, x) = z(τ − t, x), t ∈ (0, L). (2.105)

76



Shmei¸noume ìti, lìgw twn (2.103) kai (2.105), isqÔei h (2.3 α). Epomènwc èqoume thn (2.3
β). Epiplèon, apì tic (2.102) kai (2.103), paÐrnoume

φt + φx = 0, t ∈ (0, τ), x ∈ (0, L). (2.106)

Apì thn (2.3 β) kai thn (2.106), èqoume

−
∫ τ

0

u(t)φ(τ, 0) dt+

∫ L

0

y(τ, x)φ(τ, x) dx−
∫ L

0

y0(x)φ(0, x) dx = 0,

to opoÐo, mazÐ me tic (2.104) kai (2.105), dÐnoun thn (2.100).
Ac asqolhjoÔme me to antÐstrofo: Ja apodeÐxoume ìti k�je lÔsh me thn ènnoia tou

OrismoÔ 2.2.1 eÐnai mÐa lÔsh me thn ènnoia tou OrismoÔ 2.1.1. Sthn pragmatikìthta autì
èpetai apì autì pou mìlic apodeÐxame (mÐa lÔsh me thn ènnoia tou OrismoÔ 2.1.1 eÐnai mÐa lÔsh
me thn ènnoia tou OrismoÔ 2.2.1), th monadikìthta thc lÔshc tou probl matoc Cauchy me thn
ènnoia tou OrismoÔ 2.2.1 kai thn Ôparxh thc lÔshc tou probl matoc Cauchy me thn ènnoia tou
OrismoÔ 2.1.1. Ac d¸soume mia �mesh apìdeixh. 'Estw T > 0, u ∈ L2(0, T ), y0 ∈ L2(0, L).
'Estw y ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) mÐa lÔsh tou probl matoc Cauchy (2.97)-(2.98)-(2.99) me thn
ènnoia tou OrismoÔ 2.2.1. 'Estw τ ∈ [0, T ]. 'Estw φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]) tètoio ¸ste na isqÔei
h (2.3 α). Jèloume na deÐxoume ìti isqÔei h (2.3 β). Lìgw puknìthtac kai twn epiqeirhm�twn
thc sunèqeiac mporoÔme na upojèsoume ìti φ ∈ C2([0, τ ]× [0, L]). 'Estw f ∈ C1([0, τ ]× [0, L])
na orizètai wc ex c:

f(t, x) = −φt(τ − t, x)− φx(τ − t, x), ∀t ∈ [0, τ ], ∀x ∈ [0, L]. (2.107)

'Estw a ∈ C1([0, τ ];L2(0, L)) ∩ C0([0, τ ];D(A∗)) na orÐzetai wc ex c:

a(t, ·) :=

∫ t

0

S(t− s)∗f(s, ·) ds. (2.108)

'Estw b ∈ C1([0, τ ];L2(0, L)) ∩ C0([0, τ ];D(A∗)) na orÐzetai wc ex c:

b(t, x) = φ(τ − t, x)− a(t, x), ∀t ∈ [0, τ ], ∀x ∈ [0, L]. (2.109)

EÔkola parathroÔme ìti
b(t, ·) = S(t)∗φ(τ, ·), ∀t ∈ [0, τ ]. (2.110)

Apì tic (2.48) kai (2.110), èqoume∫ L

0

y(τ, x)φ(τ, x) dx−
∫ L

0

y0(x)b(τ, x) dx =

∫ τ

0

u(t)b(τ − t, 0) dt. (2.111)

'Estw f(t) := f(t, ·), t ∈ [0, τ ]. Apì thn (2.48) èqoume, gia k�je t ∈ [0, τ ],∫ L

0

y(t, x)f(τ − t, x) dx =

∫ L

0

y0S(t)∗f(τ − t) dx+

∫ t

0

u(s)B∗S(t− s)∗f(τ − t) ds. (2.112)
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Oloklhr¸nontac thn (2.112) sto [0, τ ] kai qrhsimopoi¸ntac to Je¸rhma Fubini mazÐ me thn
(2.108), paÐrnoume∫ τ

0

∫ L

0

y(t, x)f(τ − t, x) dx dt =

∫ L

0

y0a(τ, x) dx+

∫ τ

0

u(t)a(τ − t, 0) dt. (2.113)

Apì tic (2.107), (2.109), (2.111) kai (2.113), paÐrnoume thn (2.3 β). 'Etsi oloklhr¸netai h
apìdeixh gia thn isodunamÐa an�mesa ston Orismì 2.1.1 kai 2.2.1. �

Ac asqolhjoÔme t¸ra me thn anisìthta thc parathrisimìthtac (2.53) gia pl rh elegxi-
mìthta. Aut  h anisìthta, me ton parap�nw sumbolismì, dÐnei∫ T

0

z(t, 0)2 dt ≥ c

∫ L

0

z0(x)2 dx, (2.114)

ìpou c > 0 eÐnai anex�rthto tou z0 ∈ D(A∗) kai ìpou z(t, ·) = S(t)∗z0. H metabol  thc su-
n�rthshc z̃(t, x) := z(T −t, x) deÐqnei ìti h anisìthta (2.114) eÐnai isodÔnamh me thn anisìthta
(2.38).

2.3 ExÐswsh Jermìthtac

Se aut n thn enìthta Ω eÐnai èna mh kenì fragmèno anoiktì sÔnolo tou Rl, kai ω eÐnai èna mh
kenì anoiktì uposÔnolo tou Ω. JewroÔme to akìloujo grammikì sÔsthma elègqou:

yt −∆y = u(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Ω, (2.115)

y = 0 sto (0, T )× ∂Ω, (2.116)

ìpou, se qrìno t ∈ [0, T ], h kat�stash eÐnai y(t, ·) ∈ L2(Ω) kai o èlegqoc eÐnai u(t, ·) ∈ L2(Ω).
ApaitoÔme

u(·, x) = 0, x ∈ Ω \ ω. (2.117)

Epomènwc jewroÔme thn perÐptwsh eswterikoÔ elègqou.

To Kal¸c Topojethmèno tou Probl matoc Cauchy

P�li xekinoÔme dÐnontac èna fusikì orismì miac (asjenoÔc) lÔshc tou probl matoc Cauchy
pou sqetÐzetai me to sÔsthma elègqou (2.115)-(2.116), dhlad  to prìblhma Cauchy

yt −∆y = u(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (2.118)

y = 0 sto (0, T )× ∂Ω, (2.119)

y(0, x) = y0(x), x ∈ Ω, (2.120)

ìpou T > 0, y0 ∈ L2(Ω) kai u ∈ L2((0, T ) × Ω) dosmèna. Gia na energopoi soume autìn
ton orismì, ac upojèsoume pr¸ta ìti up�rqei mÐa sun�rthsh y thc t�xhc C2 sto [0, T ] × Ω̄
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pou ikanopoieÐ tic (2.118) e¸c (1.120) me th sun jh ènnoia. 'Estw τ ∈ [0, T ] kai èstw φ ∈
C2([0, τ ]× Ω̄) na eÐnai tètoia ¸ste

φ(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ [0, τ ]× ∂Ω. (2.121)

Pollaplasi�zoume thn (2.118) me φ kai oloklhr¸noume thn apokthjeÐsa isìthta sto [0, τ ]×
Ω. Qrhsimopoi¸ntac tic (2.119), (2.120), (2.121) kai oloklhr¸nontac kat� mèrh, paÐrnoume
(toul�qiston an to Ω eÐnai omalì arket�)

−
∫ τ

0

∫
Ω

(φt + ∆φ)y dx dt−
∫ τ

0

∫
Ω

uφ dx dt+

∫
Ω

y(τ, x)φ(τ, x) dx−
∫

Ω

y0(x)φ(0, x) dx = 0.

Aut  h isìthta odhgeÐ ston akìloujo orismì.

Orismìc 2.3.1. 'Estw T > 0, y0 ∈ L2(Ω) kai u ∈ L2((0, T ) × Ω) dosmèna. MÐa lÔsh tou
probl matoc Cauchy (2.118)-(2.119)-(2.120) eÐnai mÐa sun�rthsh y ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) tètoia
¸ste, gia k�je τ ∈ [0, T ] kai gia k�je φ ∈ C0([0, τ ];H1(Ω)) tètoio ¸ste

φ(t, ·) ∈ H1
0 (Ω), ∀t ∈ [0, τ ], (2.122)

φt ∈ L2((0, T )× Ω), ∆φ ∈ L2((0, T )× Ω), (2.123)

èqoume

−
∫ τ

0

∫
Ω

(φt + ∆φ)y dx dt−
∫ τ

0

∫
Ω

uφ dx dt+

∫
Ω

y(τ, x)φ(τ, x) dx−
∫

Ω

y0(x)φ(0, x) dx = 0.

(2.124)

Sthn (2.122) kai sta akìlouja, H1
0 (Ω) sumbolÐzei thn kleistìthta stoH1(Ω) tou sunìlou

twn sunart sewn ϕ ∈ C∞(Ω) me sumpag  forèa. Ac jum soume ìti, an Ω eÐnai thc t�xhc C1,
tìte

H1
0 (Ω) = {ϕ ∈ H1(Ω); ϕ = 0 sto ∂Ω}

Je¸rhma 15. 'Estw T > 0, y0 ∈ L2(Ω) kai u ∈ L2((0, T )×Ω) dosmèna. Tìte to prìblhma
Cauchy (2.118)-(2.119)-(2.120) èqei monadik  lÔsh. Aut  h lÔsh ikanopoieÐ thn

‖y(τ, ·)‖L2(Ω) ≤ C(‖y0‖L2(Ω) + ‖u‖L2((0,T )×Ω)), ∀τ ∈ [0, T ], (2.125)

gia k�poio C > 0 to opoÐo den exart�tai apì to (y0, u) ∈ L2(Ω)× L2((0, T )× Ω).

Elegximìthta

Lìgw tou apotelèsmatoc exom�lunshc thc exÐswshc jermìthtac, gia opoiad pote y0 ∈ L2(Ω)
kai u ∈ L2((0, T )× Ω) ikanopoioÔn thn (2.117), h lÔsh y : (0, T )× Ω→ R tou probl matoc
Cauchy (2.118)-(2.119)-(2.120) eÐnai tètoia ¸ste y eÐnai t�xhc C∞ sto (0, T ] × (Ω \ ω̄). E-
pomènwc, an Ω * ω̄, den mporoÔme na perimènoume ìti ja èqoume thn elegximìthta pou eÐqame
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brei sthn exÐswsh metafor�c. Pio sugkekrimèna, an Ω * ω̄, up�rqoun y1 ∈ L2(Ω) tètoia
¸ste, gia k�je y0 ∈ L2(Ω), gia k�je T > 0 kai gia k�je u ∈ L2((0, T ) × Ω) ikanopoieÐtai h
(2.117), y(T, ·) 6= y1. Gia thn exÐswsh thc jermìthtac, ìpwc kai gia pollèc exis¸seic ìpou
up�rqei to apotèlesma thc exom�lunshc, h kal  ènnoia thc elegximìthtac eÐnai na mhn p�me
apì mÐa dosmènh kat�stash se mia �llh dosmènh kat�stash se k�poio stajeropoihmèno qrìno,
all� na p�me apì mÐa dosmènh kat�stash se mia dosmènh troqi�. Autì odhgeÐ ston akìloujo
orismì.

Orismìc 2.3.2. To sÔsthma elègqou (2.115)-(2.116)-(2.117) eÐnai elègximo an, gia k�je T,
y0 ∈ L2(Ω), ŷ ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) kai gia k�je û ∈ L2((0, T )× Ω) tètoia ¸ste

û(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω \ ω̄, (2.126)

kai tètoia ¸ste to y eÐnai h lÔsh tou probl matoc Cauchy

ŷ −∆ŷ = û(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (2.127)

ŷ = 0 sto (0, T )× ∂Ω, (2.128)

ŷ(0, x) = ŷ(0, ·)(x), x ∈ Ω, (2.129)

tìte up�rqei u ∈ L2((0, T ) × Ω) pou ikanopoieÐ thn (2.117) tètoia ¸ste h lÔsh y tou pro-
bl matoc Cauchy (2.118)-(2.119)-(2.120) na ikanopoieÐ thn

y(T, ·) = ŷ(Y, ·). (2.130)

Parat rhsh 2.3.1. Qrhsimopoi¸ntac th grammikìthta tou sust matoc elègqou (2.115)-
(2.116)-(2.117), den eÐnai dÔskolo na parathr soume ìti h ènnoia thc elegximìthtac pou ei-
s�getai ston Orismì 2.3.2 eÐnai isodÔnamh me autì pou kaleÐtai mhdenik  elegximìthta, blèpe
Orismì 2.2.3.

Je¸rhma 16. Upojètoume ìti Ω eÐnai t�xhc C2 kai sunektikì. Tìte to sÔsthma elègqou
(2.115)-(2.116)-(2.117) eÐnai elègximo.

Apìdeixh. Apì to Je¸rhma 13, èqoume thn akìloujh Prìtash.

Prìtash 2.3.1. Upojètoume ìti, gia k�je T > 0, up�rqei M > 0 tètoio ¸ste, gia k�je
y0 ∈ L2(Ω), h lÔsh y tou probl matoc Cauchy

yt −∆y = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (2.131)

y = 0 sto (0, T )× ∂Ω, (2.132)

y(0, x) = y0(x), x ∈ Ω, (2.133)

na ikanopoieÐ thn

‖y(T, ·)‖2
L2(Ω) ≤M2

∫ T

0

∫
ω

y2 dx dt. (2.134)

Tìte to sÔsthma elègqou (2.115)-(2.116)-(2.117) eÐnai elègximo.

Pr�gmati, h anisìthta (2.55) diab�zetai san thn anisìthta (2.134) me M := c−1/2. (H
anisìthta (2.134) eÐnai h anisìthta thc parathrhsimìthtac tou sust matoc elègqou (2.115)-
(2.116)-(2.117).)
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Apìdeixh thc Anisìthtac thc Parathrhsimìthtac (2.134)

Ja apodeÐxoume mÐa Carleman anisìthta, apì thn opoÐa sunep�getai h anisìthta thc para-
thrhsimìthtac (2.134). QwrÐc bl�bh thc genikìthtac, upojètoume ìti y0 ∈ H1

0 (Ω). 'Estw
y h lÔsh tou probl matoc Cauchy (2.131)-(2.132)-(2.133). 'Estw ω0 èna mh kenì anoiktì
uposÔnolo tou ω tètoio ¸ste h kleistìthta ω̄0 tou ω0 sto Rl eÐnai èna uposÔnolo tou ω. To
pr¸to b ma eÐnai to akìloujo L mma.

L mma 2.3.1. Up�rqei ψ ∈ C2(Ω̄) tètoio ¸ste

ψ > 0 sto Ω, ψ = 0 sto ∂Ω, (2.135)

|∇ψ(x)| > 0, ∀x ∈ Ω̄ \ ω0. (2.136)

Apìdeixh. An l = 1, eÐnai profanèc. Sto ex c upojètoume ìti l ≥ 2. 'Estw g ∈ C2(Ω̄) tètoia
¸ste:

- To sÔnolo tou x ∈ Ω̄ tètoio ¸ste ∇g(x) = 0 eÐnai peperasmèno kai de sunant� to ∂Ω.

- g > 0 sto Ω kai g = 0 sto ∂Ω.

H Ôparxh enìc tètoiou g èpetai apì ta klasik� epiqeir mata thc JewrÐac tou Morse . Ac
sumbolÐsoume me ai, i ∈ {1, . . . , k} ta x ∈ Ω tètoia ¸ste ∇g(x) = 0. 'Estw γi ∈ C∞([0, 1]; Ω)
tètoia ¸ste

h γi eÐnai èna proc èna gia k�je i ∈ {1, . . . , k}, (2.137)

γi([0, 1]) ∩ γj([0, 1]) = ∅, ∀(i, j) ∈ {1, . . . , k}2 tètoio ¸ste i 6= j, (2.138)

γi(0) = ai, ∀i ∈ {1, . . . , k}, (2.139)

γi(1) ∈ ω0, ∀i ∈ {1, . . . , k}. (2.140)

H Ôparxh tètoiwn γi èpetai apì th sunektikìthta tou Ω. BasÐzetai se eÔkola epiqeir mata
egkarsiìthtac an l ≥ 3 (an l ≥ 3, dÔo emfuteumènec kampÔlec oi opoÐec tèmnontai mporoÔn
na diataraqjoÔn lÐgo ¸ste na mhn tèmnontai pia.) An l = 2, proqwroÔme me th mèjodo thc
epagwg c sto k kai parathroÔme ìti to Ω \ Γ, ìpou Γ eÐnai ènac peperasmènoc arijmìc xènwn
egk�rsiwn diadrom¸n sto Ω, eÐnai sunektikì. T¸ra èstw X ∈ C∞(Rn;Rn) tètoio ¸ste

{x ∈ Rn;X(x) 6= 0} ⊂ Ω, (2.141)

X(γi(t)) = γ′i(t), ∀i ∈ {1, . . . , k}. (2.142)

'Estw Φ h ro  pou sqetÐzetai me to dianusmatikì pedÐo X, dhlad , Φ : R×Rn → Rn, (t, x) 7→
Φ(t, x) na ikanopoieÐ thn

∂Φ

∂t
= X(Φ), Φ(0, x) = x, ∀x ∈ Rn.

Apì thn (2.142), èqoume
Φ(t, ai) = γi(t), ∀t ∈ [0, 1]. (2.143)
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Apì tic (2.140) kai (2.143), èqoume Φ(1, ai) ∈ ω0. Shmei¸noume ìti, gia k�je τ ∈ R, Φ(τ, ·)
eÐnai mÐa amfidiafìrish tou Rn (h antÐstrofh apeikìnish eÐnai Φ(−τ, ·)). Apì th (2.141), gia
k�je τ ∈ R, oi Φ(τ,Ω) kai Φ(τ, ·) eÐnai isodÔnamec me thn tautotik  apeikìnish se mÐa perioq 
tou ∂Ω. Tìte eÔkola parathroÔme ìti ψ : Ω̄→ R pou orÐzetai apì thn

ψ(x) := g(Φ(−1, x)), ∀x ∈ Ω̄,

ikanopoieÐ ìlec tic apaitoÔmenec idiìthtec. 'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou L mmatoc
2.3.1.

Ac stajeropoi soume to ψ ìpwc sto L mma 2.3.1. 'Estw a : (0, T ) × Ω̄ → (0,+∞) kai
φ : (0, T )× Ω̄→ (0,+∞) na orÐzontai wc ex c:

a(t, x) =
e2λ‖ψ‖C0(Ω̄) − eλψ(x)

t(T − t)
, ∀(t, x) ∈ (0, T )× Ω̄, (2.144)

φ(t, x) =
eλψ(x)

t(T − t)
, ∀(t, x) ∈ (0, T )× Ω̄, (2.145)

ìpou to λ ∈ [1,+∞) ja to dialèxoume argìtera. 'Estw z : [0, T ] × Ω̄ → R na orÐzetai wc
ex c:

z(t, x) := e−sa(t,x)y(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ω̄, (2.146)

z(0, x) = z(T, x) = 0, x ∈ Ω̄, (2.147)

ìpou to s ∈ [1,+∞) ja to dialèxoume argìtera. Apì tic (2.131), (2.144), (2.145) kai (2.146),
èqoume

P1 + P2 = P3 (2.148)

me
P1 := −∆z − s2λ2φ2|∇ψ|2z + satz, (2.149)

P2 := zt + 2sλφ∇ψ∇z + 2sλ2φ|∇ψ|2z, (2.150)

P3 := −sλφ(∆ψ)z + sλ2φ|∇ψ|2z. (2.151)

'Estw Q := (0, T )× Ω. Apì thn (2.148), èqoume

2

∫ ∫
Q

P1P2 dx dt ≤
∫ ∫

Q

P 2
3 dx dt. (2.152)

SumbolÐzoume me n to exwterikì monadiaÐo k�jeto dianusmatikì pedÐo sto ∂Ω. Shmei¸noume
ìti to z mhdenÐzetai sto [0, T ] × ∂Ω (blèpe (2.132) kai (2.146) ) kai sto {0, T} × Ω̄ (blèpe
(2.147) ). Tìte qrhsimopoi¸ntac thn olokl rwsh kat� mèrh odhgoÔmaste sthn

2

∫ ∫
Q

P1P2 dx dt = I1 + I2 (2.153)
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me

I1 :=

∫ ∫
Q

(2s3λ4φ3|∇ψ|4|z|2 + 4sλ2φ|∇ψ|2|∇z|2) dx dt−
∫ T

0

∫
∂Ω

2sλφ
∂ψ

∂n

(
∂z

∂n

)2

dσ dt,

(2.154)

I2 :=

∫ ∫
Q

(4sλ(φψi)jzizj − 2sλ(φψi)i|∇z|2 + 2s3λ3φ3(|∇ψ|2ψi)iz2 − 2sλ2(φ|∇ψ|2)iiz
2

− sattz2 − 2s2λ(φψiat)iz
2 + 4s2λ2φat|∇ψ|2 + 2s2λ2φφt|∇ψ|2z2) dx dt. (2.155)

Sthn (2.155) kai mèqri to tèloc thc apìdeixhc tou Jewr matoc 16, qrhsimopoioÔme to
sun jh epanalambanìmeno deÐkth thc sunj khc ajroÐsmatoc. Apì tic (2.136) kai (2.145),
up�rqei Λ ètsi ¸ste, gia k�je λ ≥ Λ, èqoume, sto (0, T )× (Ω \ ω0), ìti

−4λ2φ|∇ψ|2|a|2 ≤ 4λ(φψi)jaiaj − 2λ(φψi)i|a|2, ∀a = (a1, . . . , an)tr ∈ Rn, (2.156)

−λ4φ3||∇ψ|4 ≤ 2λ3φ3(|∇ψ|2ψi)i. (2.157)

PaÐrnoume λ := Λ. Shmei¸noume ìti, lìgw thc (2.135),

∂ψ

∂n
≤ 0 sto ∂Ω. (2.158)

Epiplèon, qrhsimopoi¸ntac tic (2.144) kai (2.145), paÐrnoume thn Ôparxh tou C > 0, tètoia
¸ste, gia k�je (t, x) ∈ (0, T )× Ω,

|att|+ |(φψiat)i|+ |φat|∇ψ|2|+ |φφt|∇ψ|2|+ |φ3(|∇ψ|2ψi)i|+ |φ3|∇ψ|4| ≤ C

t3(T − t)3
, (2.159)

|φ(∆ψ)|+ |φ|∇ψ|2|+ |(φψi)i|+ |(φψi)i|+ |(φ|∇ψ|2)ii| ≤
C

t(T − t)
, (2.160)

|(φψi)j| ≤
C

t(T − t)
, ∀(i, j) ∈ {1, . . . , l}2. (2.161)

Apì tic (2.136) kai (2.145), paÐrnoume thn Ôparxh tou C > 0, tètoia ¸ste

1

t3(T − t)3
≤ Cφ3|∇ψ|4(t, x), ∀(t, x) ∈ (0, T )× (Ω \ ω0). (2.162)

Qrhsimopoi¸ntac tic (2.152) e¸c (2.162), paÐrnoume thn Ôparxh tou C > 0, tètoia ¸ste, gia
k�je s ≥ 1 kai gia k�je y0,

s3

∫
(0,T )

∫
Ω\ω0

|z|2

t3(T − t)3
dx dt ≤ Cs2

∫ ∫
Q

|z|2

t3(T − t)3
dx dt+Cs3

∫
(0,T )

∫
ω0

|∇z|2 + |z|2

t3(T − t)3
dx dt.

(2.163)
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Epomènwc, gia arket� meg�la s ≥ 1, up�rqei c0 > 0 anex�rthto tou y0 tètoio ¸ste∫ 2T/3

T/3

∫
Ω

|z|2 dx dt ≤ c0

∫ T

0

∫
ω0

|∇z|2 + |z|2

t3(T − t)3
dx dt. (2.164)

PaÐrnoume èna tètoio s kai èna tètoio c0. Epistrèfontac sto y kai qrhsimopoi¸ntac tic (2.144)
kai (2.146), sumperaÐnoume apì thn (2.164) thn Ôparxh tou c1 > 0 anex�rthth tou y0 tètoia
¸ste ∫ 2T/3

T/3

∫
Ω

|y|2 dx dt ≤ c1

∫ T

0

∫
ω0

t(T − t)(|∇y|2 + |y|2) dx dt. (2.165)

'Estw ρ ∈ C∞(Ω̄) na eÐnai tètoio ¸ste

ρ = 1 sto ω0,

ρ = 0 sto Ω̄ \ ω.

Pollaplasi�zoume thn (2.131) me t(T − t)ρy kai oloklhr¸noume sto Q. Qrhsimopoi¸ntac thn
(2.132) kai me oloklhr¸seic kat� mèrh, paÐrnoume thn Ôparxh tou c2 > 0 anex�rthth tou y0

tètoia ¸ste ∫ T

0

∫
ω0

t(T − t)(|∇y|2 + |y|2) dx dt ≤ c2

∫ T

0

∫
ω

|y|2 dx dt. (2.166)

Apì tic (2.165) kai (2.166), paÐrnoume∫ 2T/3

T/3

∫
Ω

|y|2 dx dt ≤ c1c2

∫ T

0

∫
ω

|y|2 dx dt. (2.167)

Ac pollaplasi�soume t¸ra thn (2.131) me y kai na oloklhr¸soume sto Ω. Qrhsimopoi¸ntac
oloklhr¸seic kat� mèrh mazÐ me thn (2.132), paÐrnoume

d

dt

∫
Ω

|y(t, x)|2 dx ≤ 0. (2.168)

Apì tic (2.167) kai (2.168), paÐrnoume ìti isqÔei h (2.134) me

M :=

√
3c1c2

T
.

'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou Jewr matoc 16.
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