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Περίληψη

Το κύριο αποτέλεσμα στην παρούσα εργασία είναι ότι οι ascending HNN ε-

πεκτάσεις πολυκυκλικών-επί-πεπερασμένων ομάδων είναι προσεγγιστικά πεπε-

ρασμένες. Από την στιγμή που η ιδιότητα του προσεγγιστικά πεπερασμένου

διατηρείται από πολλές κατασκευές (π.χ. ελεύθερα γινόμενα, ευθέα γινόμενα)

είναι ενδιαφέρον να εξετάσουμε αν διατηρείται και από ascending HNN επε-

κτάσεις. Η απάντηση είναι αρνητική και στο τελευταίο κεφάλαιο της εργασίας

βλέπουμε ένα αντιπαράδειγμα μια πεπερασμένα παραγόμενης προσεγγιστικά πε-

περασμένης ομάδας και μια ascending HNN επέκτασης της η οποία δεν είναι

προσεγγιστικά πεπερασμένη. Η απάντηση είναι θετική, όπως αναφέραμε για

τις πολυκυκλικές-επί-πεπερασμένες, αλλά αργότερα αποδείχτηκε και κάτι γενι-

κότερο, ότι είναι θετική η απάντηση για πεπερασμένα παραγόμενες γραμμικές

ομάδες (σε αυτές συμπεριλαμβάνονται οι πολυκυκλικές, οι ελεύθερες και οι με-

ταβελιανές).
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Abstract

The main result of this dissertation is the fact that the ascending HNN

extensions of polycyclic-by-finite groups are residually finite. Since many

constructions preserve residual finiteness (for example free products, direct

products) is interesting to know if it is preserved by ascending HNN exten-

sions. The answer is negative and it the final chapter of the dissertation,

there is a counterexample of a f.g. residually finite group which has an as-

cending HNN extension that it isn’t residually finite. The answer is positive,

as we have mentioned before for polycyclic-by-finite groups, but later it is

proved something more general, in particular that the answer is positive for

f.g. linear groups (this class includes polycyclic, free and f.g. metabelian).
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Στην παρούσα διπλωματική εργασία θα ασχοληθούμε κυρίως με την απόδειξη

του παρακάτω Θεωρήματος των Tim Hsu και Daniel T. Wise ( [5] ).

Θεώρημα 1.1. ΄Εστω φ : G → G ένας μονομορφισμός μιας πολυκυκλικής-

επί- πεπερασμένη ομάδας. Τότε η G∗φ είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

΄Εστω G μια ομάδα και φ : G→ G μονομορφισμός. Τότε η Ascending HNN

επέκταση της G, που αντιστοιχεί στην φ είναι η ομάδα G∗φ =< G, t|t−1gt =

φ(g) >, όπου η G λέγεται ομάδα βάσης. Οι Ascending HNN επεκτάσεις ε-

ίναι μία ενδιαφέρουσα και καλά μελετημένη κλάση ομάδων. Για παράδειγμα οι

Feighn και Handel ( [23] ) πρόσφατα έδειξαν ότι οι Ascending HNN επεκτάσεις

ελευθέρων ομάδων είναι coherent (που σημαίνει ότι οι πεπερασμένα παραγόμε-

νες υποομάδες της είναι πεπερασμένα παριστώμενες).

Αναφέρουμε ότι μια ομάδα G είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη, αν κάθε μη

τετριμμένο στοιχείο έχει μη-τετριμμένη εικόνα μέσω του φυσικού επιμορφισμού

σε κάποιο πεπερασμένο πηλίκο της G. ΄Οπως παρατήρησε ο Malcev μια split

extension G oφ Z (ειδική μορφή ascending HNN επέκτασης, αν φ ισομορφι-

σμός) μιας πεπερασμένα παραγόμενης προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας G

είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη ([24] IIIA Theorem 7) και επειδή οι κανονι-

κές μορφές των HNN επεκτάσεων και οι κανονικές μορφές των split exten-

sions συμπεριφέρονται αρκετά παρόμοια, κάποιος μπορεί να υποθέσει ότι κάθε

Ascending HNN επέκταση με ομαδα βάσης πεπερασμένα παραγόμενη, προσεγ-
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γιστικά πεπερασμένη ομάδα είναι επίσης προσεγγιστικά πεπερασμένη. Ωστόσο

αυτό δεν ισχύει όπως θα δούμε στο Κεφάλαιο 7, καθώς υπάρχουν Ascend-

ing HNN επεκτάσεις με ομάδα βάσης πεπερασμένα παραγόμενη, προσεγγιστικά

πεπερασμένη, που δεν είναι προσεγγιστικά πεπερασμένες. Μάλιστα, υπάρχουν

παραδείγματα τέτοιων Ascending HNN επεκτάσεων [25] ώστε να αποτυγχάνουν

να είναι Hopfian (που σημαίνει ότι κάθε μονομορφισμός από την ομάδα στον

εαυτό της, είναι ισομορφισμός.) Αυτό είναι ισχυρότερο καθώς μία πεπερασμένα

παραγόμενη, προσεγγιστικά πεπερασμένη ομάδα είναι Hopfian.

Είναι επίσης ενδιαφέρον να δούμε πως η ΄φύση΄ της ομάδας βάσης καθορίζει

το αν είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη η Ascending HNN επέκταση. Η κλάση

των πολυκυκλικών ομάδων (είναι οι επιλύσιμες ομάδες που κάθε υποομάδα τους

είναι πεπερασμένα παραγόμενη) είναι μία πολύ ενδιαφέρουσα κλάση ομάδων με

ενδιαφέρουσες ιδιότητες, όπως για παράδειγμα ότι είναι προσεγγιστικά πεπερα-

σμένες. Αξιοσημείωτο, επίσης, είναι το γεγονός ότι η κλάση των Ascending

HNN επεκτάσεων πολυκυκλικών ομάδων είναι ακριβώς η κλάση των πεπερα-

σμένα παραγόμενων coherent επιλύσιμων ομάδων ([26, 27]). ΄Οπως αναφέραμε

ήδη λοιπόν οι Ascending HNN επεκτάσεις με ομάδα βάσης πολυκυκλική είναι

προσεγγιστικά πεπερασμένες όπως θα αποδείξουμε στο Κεφάλαιο 6.

Σημειώνουμε ότι αρκετές περιπτώσεις του 1.1 είναι ήδη γνωστές. Για παράδειγ-

μα, ότανG είναι πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή, τότεG∗φ είναι πεπερασμένα

παραγόμενη μεταβελιανή (που σημαίνει ότι η παράγωγος υποομάδα της είναι α-

βελιανή) και άρα προσεγγιστικά πεπερασμένη από το Θεώρημα του P. Hall

([1][15.4.1]).

Αργότερα, αποδείχθηκε επίσης ότι ισχύει το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει για πεπερα-

σμένα παραγόμενες ελεύθερες ομάδες. Στην ίδια εργασία των A. Borisov, M.

Sapir [29] αποδεικνύεται (χρησιμοποιώντας μεθόδους αλγεβρικής γεωμετρίας)

κάτι ισχυρότερο, δηλαδή ότι κάθε ascending HNN επέκταση μιας πεπερασμένης

παραγόμενης γραμμικής ομάδας είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη. Αφού οι πε-

περασμένα παραγόμενες ελεύθερες και οι πολυκυκλικές είναι πεπερασμένα παρα-

γόμενες γραμμικές το αποτέλεσμα για τις πεπερασμένα παραγόμενες ελεύθερες

και το 1.1 αποτελούν ειδική περίπτωση του.
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Μάλιστα, έχει αποδειχθεί ανεξάρτητα μια γενίκευση του Θεωρήματος 1.1 στο (

[28]), όπου αποδεικνύεται ότι κάθε constructible επιλύσιμη ομάδα είναι προσεγ-

γιστικά πεπερασμένη(p. 271, Th. 10). Να αναφέρουμε ότι κάθε πολυκυκλική

ομάδα είναι constructible και ότι οι Ascending HNN επεκτάσεις constructible

επιλύσιμων είναι constructible επιλύσιμες ([28]). Οπότε μπορούμε να δούμε το

1.1 ως πόρισμα του.

Από την άλλη η κλάση των ομάδων που μελετάμε (Ascending HNN επεκτάσεις

με βάση πολυκυκλικές) έχουν την ιδιότητα:

Μια ομάδα G είναι πεπερασμένα παραγόμενη επιλύσιμη τέτοια ώστε ο ακέραιος

ομαδοδακτύλιος ZG είναι coherent(δηλαδή κάθε πεπερασμένα παραγόμενο ιδε-

ώδες του ZG είναι πεπερασμένα παριστώμενο) αν και μόνο αν είναι πολύκυκλική

ή Ascending HNN επέκταση με βάση πολυκυκλικη. [27].

Στο επόμενο Κεφάλαιο παραθέτουμε κάποια βασικά αποτελέσματα στην Θεω-

ρία Ομάδων. Στο 3ο Κεφάλαιο ασχολούμαστε με τις HNN επεκτάσεις και κυ-

ρίως τις Ascending HNN επεκτάσεις. Στο Κεφάλαιο 4, δίνουμε τον ορισμό και

κάποιες βασικές ιδιότητες της έννοιας της προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας.

Στην συνέχεια το 5ο Κεφάλαιο πραγματεύεται με την παράθεση και απόδειξη

κάποιων βασικών αποτελεσμάτων επιλύσιμων, μηδενοδύναμων και πολυκυκλι-

κών ομάδων. Το Θέωρημα 1.1 και κάποιες εφαρμογές του αποδεικνύονται στο

Κεφάλαιο 6. Τέλος στο 7ο Κεφάλαιο, αναφέρουμε ένα παράδειγμα μιας πεπε-

ρασμένα παραγόμενης, προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας και μια Ascending

HNN επέκταση της που δεν είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη, το οποίο μας δε-

ίχνει ότι το θεώρημα 1.1 δεν μπορεί να γενικευτεί για ομάδες για πεπερασμένες

παραγόμενες, προσεγγιστικά πεπερασμένες.

Κλείνοντας την εισαγωγή, θα ήθελα να ευχαριστήσω θερμά την επιβλέπου-

σα καθηγήτρια μου κυρία Ολυμπία Ταλέλλη για την υπομονή της, την στήριξη

και την ουσιαστική βοήθεια που μου παρείχε κατά την διάρκεια της εκπόνησης

της παρούσας εργασίας. Την ευχαριστώ επίσης για την επιλογή τους θέματος,

μέσω του οποίου μου δόθηκε η ευκαιρία να γνωρίσω ενδιαφέροντα αποτελέσμα-

τα στην Θεωρία Ομάδων αλλά και για το ότι με βοηθούσε σε οποιοδήποτε
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πρόβλημα προέκυπτε. Ακόμα, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον κύριο Ευάγγελο

Ράπτη και τον κύριο Μιχάλη Συκιώτη για την συμμετοχή στην τριμελή επιτροπή

και την βοήθεια που μου προσέφεραν.

Ευχαριστώ πολύ την οικογένεια μου και ιδιαίτερα τον πατέρα μου Σάκη, την

μητέρα μου Στέλλα, τον αδερφό μου Βαγγέλη, τον παππού μου Διονύση και

την γιαγιά μου Σούλα για την βοήθεια, την συμπαράσταση τους όλα αυτά τα

χρόνια, αλλά και την υποστήριξη τους με την οποία μπόρεσα να φτάσω στο ση-

μείο που βρίσκομαι σήμερα. Τέλος, ευχαριστώ την Δήμητρα για την υπομονή

και την αμέριστη βοήθεια της.



Κεφάλαιο 2

Βασικά στοιχεία στην Θεωρία

Ομάδων

2.1 Ευθέα και Ημιευθέα γινόμενα

Ξεκινώντας θα δούμε πως μπορούμε να κατασκευάσουμε καινούριες ομάδες α-

πό υπάρχουσες. Θα δούμε το ευθύ και το ημιευθύ γινόμενο. Θα δώσουμε

τους ορισμούς για το εσωτερικό ευθύ και ημιευθύ γινόμενο όμως μπορούμε

να κατασκευάσουμε ομάδες μέσω του εξωτερικού ευθέως και ημιευθέως γινο-

μένου έχοντας ως σύνολο το καρτεσιανό τους γινόμενο και να έχουν ανάλογες

ιδιότητες με το εσωτερικό.

Ορισμός 2.1. Μία ομάδα G λέμε ότι είναι το (εσωτερικό) ευθύ γινόμενο δύο

κανονικών υποομάδων της, K και H, αν ισχύει K∩H = 1 και KH = G. Τότε

θα γράφουμε G = K ×H

Ο ορισμός αυτός μπορεί να επεκταθεί και σε άπειρο πλήθος υποομάδων και

τότε θα έχουμε ότι G =
∏
i∈I

Gi, με Gi �G.

Ορισμός 2.2. Μία ομάδα G λέμε ότι είναι (εσωτερικό) ημιευθύ γινόμενο της

K επί της Q, αν η G περιέχει υποομάδες τις K,Q και ισχύουν:

i K �G
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ii KQ = G

iii K ∩Q = 1

Παρατηρήσεις:

1. Αν μια ομάδα G είναι το ημιευθύ γινόμενο τωνK επί της Q τότε μπορούμε

να θεωρήσουμε τον ομομορφισμό ομάδων

σ : Q→ Aut(K)

x→ σx : K → K

ώστε σx(k) = xkx−1

Τότε παρατηρούμε ότι κάθε στοιχείο g ∈ G γράφεται με μοναδικό τρόπο

ως g = kq, k ∈ K, q ∈ Q. Επίσης αν g1 = k1q1, g2 = k2q2, k1, k2 ∈
K, q1, q2 ∈ Q τότε παρατηρούμε ότι g1g2 = k1q1k2q2 = k1q1k2q

−1
1 q1q2 =

k1σq1(k2)q1q2. Τότε γράφουμε G = K oσ Q.

2. Επίσης, αποδεικνύεται ότι (Θεώρημα 7.9 στον [2]), αν δίνονται δύο ομάδες

K,Q και υπάρχει ομομορφισμός σ : Q → Aut(K) με σx(k) = xkx−1
,

τότε μπορούμε να θεωρήσουμε το γινόμενο G = KQ, το οποίο είναι το

(εξωτερικό) ημιευθύ γινόμενο της K επί την Q μέσω του σ.

3. Το ημιευθύ γινόμενο K επί την Q συχνά αναφέρεται και ως split exten-

sion της K επί την Q.

Παράδειγμα 2.3. Η διεδρική με 2n πλήθος στοιχεία, D2n =< a, b|a2 =

1, bn = 1, aba = b−1 > είναι ημιευθύ γινόμενο δύο κυκλικών, των Cn και C2,

όπου το a δρα στα στοιχεία της Cn αντιστρέφοντας τα. Αυτό είναι αυτομορφι-

σμός αφού Cn αβελιανή.

2.2 Ομάδες στρέψης και Ομάδες χωρίς στρέψη

Σε αυτή την ενότητα θα δούμε κάποιους ορισμούς για ομάδες που έχουν μόνο

στοιχεία πεπερασμένης τάξης και για ομάδες που δεν έχουν καθόλου τέτοια
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στοιχεία.

Ορισμός 2.4. i Μία ομάδα λέγεται ελευθέρα στρέψης, είναι μια ομάδα που

δεν έχει στοιχεία πεπερασμένης τάξης.

ii Μια ομάδα λέγεται ομάδα στρέψης, αν όλα τα στοιχεία της είναι πεπερα-

σμένης τάξης, εκτός του τετριμμένου.

Παράδειγμα 2.5. 1. Οι πεπερασμένες ομάδες είναι ομάδες στρέψης.

2. Υπάρχουν άπειρες ομάδες στρέψης. Το Q/Z είναι άπειρη γιατί το Q δεν
έχει υποομάδες πεπερασμένου δείκτη αλλά είναι ομάδα στρέψης αφού αν

πάρουμε q = m/n ∈ Q τότε προφανώς nq ∈ Z

3. Ακόμα υπάρχουν πεπερασμένα παραγόμενες, άπειρες που είναι ομάδες

στρέψης. Θα δούμε για παράδειγμα την ομάδα του Grigorchuk (στο Κε-

φάλαιο 7). Από την άλλη κάθε επιλύσιμη ομάδα στρέψης είναι πεπερα-

σμένη, όπως θα δούμε παρακάτω.

4. Οι ελεύθερες αβελιανές είναι βασικό παράδειγμα ομάδων ελευθέρων στρέψης

2.3 Πεπερασμένα Παραγόμενες Ομάδες

Μια ομάδα ονομάζεται πεπερασμένα παραγόμενη όταν έχει ένα πεπερασμένο

σύνολο γεννητόρων.

Σε αυτήν την ενότητα θα δούμε μερικές βασικές ιδιότητες τους και πως συν-

δέονται με την maximal condition.

Ορισμός 2.6. Μια ομάδα G λέμε ότι έχει την ιδιότητα maximal condition,

αν δεν υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία υποομάδων. Αλλιώς αν 1 = H0 ≤
H1 ≤ ... ≤ Hk ≤ Hk+1 ≤ ... με Hi ≤ G τότε υπάρχει m ∈ N ώστε Hn = Hm

για κάθε n ≥ m.

Πρόταση 2.7. ΄Εστω G ομάδα. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Η G έχει την maximal condition.



10 Βασικά στοιχεία στην Θεωρία Ομάδων

2. Κάθε H ≤ G είναι πεπερασμένα παραγόμενη.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι G έχει την maximal condition και έστω H ≤ G. Τότε

αν H δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενη, υπάρχουν a1, a2, ..., an, ... ∈ H ώστε

ak /∈< a1, ..., ak−1 >. Τότε θεωρώντας τα Hm =< a1, ..., am >, προκύπτει μία

γνησίως αύξουσα ακολουθία υποομάδων της G, το οποίο είναι άτοπο.

Αντίστροφα, έστω κάθε υποομάδα της G είναι πεπερασμένα παραγόμενη. Θε-

ωρούμε τότε 1 = H0 ≤ H1 ≤ ... ≤ Hk ≤ Hk+1 ≤ .... Αν πάρουμε H =
⋃
n

Hn

τότε είναι υποομάδα (αφού είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία υποομάδων). Α-

πό υπόθεση H είναι πεπερασμένα παραγόμενη, ας πούμε ότι την παράγουν τα

a1, .., am. Τότε για κάθε i ∈ {1, ...,m} υπάρχει mi ώστε ai ∈ Hmi
.

Παίρνοντας k = max{mi}, έχουμε ότι Hk = H και αφού προφανώς Hn 6 H

για κάθε n ισχύει ότι Hk = Hn για κάθε n > k. Δηλαδή η G έχει την maximal

condition.

Λήμμα 2.8. Τομή πεπερασμένου πλήθους υποομάδων πεπερασμένου δείκτη

είναι πεπερασμένου δείκτη.

Απόδειξη. Θα το δείξουμε για δύο υποομάδες. Η γενική περίπτωση βγαίνει

όμοια. ΄Εστω G ομάδα και K1, K2 ≤ G υποομάδες πεπερασμένου δείκτη. Ο-

ρίζουμε απεικόνιση f : G/(K1 ∩ K2) → G/K1 × G/K2 με f(xK1 ∩ K2) =

(xK1, xK2).

Η συνάρτηση είναι καλά ορισμένη.

΄Εστω x(K1 ∩ K2) = y(K1 ∩ K2) ⇐⇒ y−1x ∈ K1 ∩ K2 ⇐⇒ y−1x ∈ K1 και

y−1x ∈ K2 ⇐⇒ xK1 = yK1 και xK2 = yK2. Δηλαδή είναι καλά ορισμένη.

Επιπλέον η f είναι 1− 1.

΄Εστω f(xK1∩K2) = f(yK1∩K2)⇐⇒ (xK1, xK2) = (yK1, yK2)⇐⇒ xK1 =

yK1 και xK2 = yK2 ⇐⇒ y−1x ∈ K1 και y−1x ∈ K2, δηλαδή y
−1x ∈ K1 ∩K2.

οπότε xK1 ∩K2 = yK1 ∩K2. άρα η f είναι 1− 1.

Αφού προφανώς G/K1 × G/K2 πεπερασμένο ( γιατί G/K1, G/K2 είναι πεπε-

ρασμένα ), έχουμε ότι G/K1∩K2 πεπερασμένο, δηλαδή K1∩K2 πεπερασμένου

δείκτη στην G.

Για να αποδείξουμε κάποιες ακόμα ιδιότητες θα χρειαστούμε ένα Λήμμα :
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Λήμμα 2.9. ΄Εστω G ομάδα, H ≤ K ≤ G και N �G. Τότε αν HN = KN

και H ∩N = K ∩N , ισχύει ότι H = K.

Απόδειξη. Θέλουμε να δείξουμε ότι H ≥ K.

΄Εστω λοιπόν x ∈ K. Τότε xN = hN για κάποιο h ∈ H, δηλαδή h−1x ∈ N .

Επίσης h−1x ∈ K και άρα h−1x ∈ (N ∩K) = (N ∩H), δηλαδή h−1x ∈ H και

αφού h−1 ∈ H έχουμε ότι x ∈ H. Οπότε τελικά έχουμε H = K.

Τώρα θα δείξουμε μερικές ιδιότητες των ομάδων που έχουν την maximal

condition.

Λήμμα 2.10. i Η maximal condition είναι κλειστή ως προς υποομάδες.

ii Η maximal condition είναι κλειστή ως προς επεκτάσεις ομάδων.

iii Κάθε κυκλική ομάδα ικανοποιεί την maximal condition.

Απόδειξη. i ΄Εστω H ≤ G και G ικανοποιεί την maximal condtion. ΄Εστω

H0 ≤ H1 ≤ ... ≤ Hn ≤ ... ακολουθία υποομάδων της H, οπότε και της G.

άρα είναι τελικά σταθερή. ΄Αρα η H έχει την maximal condition.

ii ΄Εστω N � G και G/N έχουν την maximal condition. Τότε θα δείξουμε

ότι G έχει την maximal condition. ΄Εστω G1 ≤ G2 ≤ ... ≤ Gn ≤ .... Τότε

αρχικά θεωρούμε Hi = H ∩ Gi και η Hi αύξουσα ακολουθία υποομάδων

της H. Οπότε είναι τελικά σταθερή, δηλαδή υπάρχει m1 ώστε Hm1 = Hn

ή αλλιώς H ∩Gm1 = H ∩Gn για κάθε n ≥ m1. Από την άλλη, G1N/N ≤
G2N/N ≤ ... ≤ GnN/N ≤ .... είναι αύξουσα ακολουθία υποομάδων της

G/N , οπότε είναι τελικά σταθερή, δηλαδή υπάρχει m2 ώστε Gm2N = GnN

για κάθε n ≥ m2. Οπότε παίρνοντας m = max{m1,m2}, έχουμε ότι

Hm = Hn και GmN = GnN για κάθε n ≥ m. Οπότε από Λήμμα 2.9 έχουμε

ότι Gm = Gn για n ≥ m. ΄Αρα η τυχούσα αύξουσα σειρά υποομάδων της

G είναι τελικά σταθερή. Δηλαδή η G έχει την maximal condition.

iii ΄Εστω G =< x > κυκλική ομάδα. Επίσης, έστω G1 ≤ G2 ≤ ... ≤ Gn ≤ ...

αύξουσα ακολουθία υποομάδων της G. Αφού G κυκλική, έχουμε Gi =<
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xki > και τότε ki|k1 για κάθε i. Επειδή υπάρχουν πεπερασμένοι διαιρέτες,

αναγκαστικά η Gi είναι τελικά σταθερή. Οπότε ικανοποιεί την maximal

condition.

Τέλος θα αναφέρουμε μια πολύ σημαντική ιδιότητα για τις πεπερασμένες

παραγόμενες ομάδες:

Πρόταση 2.11. Σε πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα, κάθε υποομάδα πεπε-

ρασμένου δείκτη είναι πεπερασμένα παραγόμενη.

Απόδειξη. ΄Εστω G πεπαρασμένα παραγόμενη και θεωρούμε ότι G =< X >,

X πεπερασμένο.

Επίσης, η H πεπερασμένου δείκτη στην G, επομένως θεωρούμε ένα σύνολο

δεξιών αντιπροσώπων της H στην G, έστω {1 = t1, ..., tn}. Συνεπώς αν σταθε-

ροποιήσουμε ένα g ∈ G τότε για κάθε j ∈ {1, ..., n} υπάρχει ένα k ∈ {1, ..., n}
τέτοιο ώστε: Htjg = Htk. Επομένως, Htjg = Htσ(j) όπου σ είναι μετάθεση

του συνόλου {1, ..., n} που επάγει το g.

Συνεπώς, tjgt
−1
σ(j) ∈ H, άρα υπάρχει ένα στοιχείο h ∈ H (που εξαρτάται από τα

j, g) τέτοιο ώστε tjg = htj.

΄Εστω τώρα ένα h ∈ H. Τότε καθώς h ∈ G το h γράφεται στην μορφή

h = x1...xs, όπου xi ∈ X ∪X−1
, για κάθε 1 ≤ i ≤ s. Τότε προκύπτει ότι για

το στοιχείο h ισχύει h = t1h = t1x1...xs. Επομένως εφαρμόζοντας διαδοχικά

το προηγούμενο παίρνουμε

h = h(1, y1)tσy1y2...ys = h(1, y1)h(σy1(1), y2)...h(σys−1 , ys)tσys−1
(1) (2.1)

΄Ομως το στοιχείο h είναι στοιχείο της H, άρα ο αντιπρόσωπος που του αντι-

στοιχεί είναι το t1 = 1, δηλαδή tσys−1
(1) = 1. Τελικά παίρνουμε

h = h(1, y1)tσy1y2...ys = h(1, y1)h(σy1(1), y2)...h(σys−1 , ys) (2.2)

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι η ομάδαH παράγεται από τα h(σyj(1), yk),

τα οποία είναι πεπερασμένα σε πλήθος καθώς τα yk είναι πεπερασμένα σε πλήθος

και επίσης υπάρχουν πεπερασμένες μεταθέσεις του συνόλου {1, ...n}.
Επομένως η H είναι πεπερασμένα παραγόμενη.
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Αντίθετα, υπάρχουν παραδείγματα ώστε αν δεν είναι πεπερασμένου δείκτη

να μην ισχύει. Δηλαδή, υπάρχουν υποομάδες που πεπερασμένα παραγόμενων

ομάδων που δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενες.

Τέλος, θα αποδείξουμε ένα βασικό θεώρημα για τις πεπερασμένα παραγόμε-

νες αβελιανές ομάδες και θα είναι το πρώτο βήμα για να το αποδείξουμε αργότερα

και για τις επιλύσιμες.

Πρόταση 2.12. Αν G πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή, ομάδα στρέψης

είναι πεπερασμένη.

Απόδειξη. ΄Εστω G =< g1, ..., gn > (n ελάχιστο πλήθος γεννητόρων). Τότε αν

Gi =< gi > μπορούμε να δούμε την G από θεώρημα δομής αβελιανών ομάδων,

ως το ευθύ άθροισμα των Gi, δηλαδή G = G1

⊕
...
⊕

Gn.

΄Ομως κάθε Gi είναι πεπερασμένη για κάθε i, αφού G ομάδα στρέψης και άρα

gi πεπερασμένης τάξης. Οπότε έχουμε ότι G ευθύ άθροισμα πεπερασμένων

ομάδων, δηλαδή πεπερασμένη.

2.4 Αναλλοίωτες Υποομάδες

Ορισμός 2.13. Θα λέμε ότι μια υποομάδα H μιας ομάδας G λέγεται πλήρως

αναλλοίωτη, αν φ(H) ⊆ H για κάθε ενδομορφισμό της φ.

Λήμμα 2.14. ΄Εστω G ομάδα και n φυσικός αριθμός, και N είναι η τομή των

υποομάδων της Γ που έχουν δείκτη≤ n. ΤότεN είναι πλήρως αναλλοίωτη στην

G. Αν επιπλέον G είναι πεπερασμένα παραγόμενη, τότε η N έχει πεπερασμένο

δείκτη στην G.

Ως συνέπεια αυτού του Λήμματος μπορούμε να δούμε ότι κάθε υποομάδα

πεπερασμένου δείκτη σε μια πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα G περιέχει πλήρως

αναλλοίωτη υποομάδα πεπερασμένου δείκτη στην Γ.

Απόδειξη. ΄Εστω φ ενδομορφισμός της G και έστω N =
⋂

[G:H]6nH. Παρατη-

ρούμε ότι φ−1(N) = φ−1(
⋂

[G:H]6nH) =
⋂

[G:H]6n φ
−1(H). Τώρα αφού η αν-

τίστροφη εικόνα φ−1(H) μιας υποομάδας H δείκτη 6 n έχει επίσης δείκτη 6 n,
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βλέπουμε ότι φ−1(N) είναι και αυτό τομή υποομάδων δείκτη 6 n ( όχι απαρα-

ίτητα όλων των υποομάδων). ΄Επεται ότι N 6 φ−1(N) η ισοδύναμα φ(N) 6 N .

Επιπλέον αν G είναι πεπερασμένως παραγόμενη τότε υπάρχουν πεπερασμένοι ο-

μομορφισμοί G→ Sk για k 6 n και αφού κάθε υποομάδα πεπερασμένου δείκτη

ορίζει έναν μοναδικό τέτοιο ομορφισμό, υπάρχουν πεπερασμένες υποομάδες της

με δείκτη 6 n. Σε αυτήν την περίπτωση αφού τομή υποομάδων πεπεραμένου

δείκτη ειναι πεπεραμένου δείκτη, έχουμε ότι η N είναι τομή πεπεράσμένων υπο-

ομάδων πεπερασμένου δείκτη και άρα και αυτή πεπερασμένου δείκτη.

Λήμμα 2.15. ΄Εστω φ ενδομορφισμός μιας ομάδας G, K μία φ-αναλλοίωτη

κανονική της G και έστω φ̄ : (G/K)→ (G/K) η απεικόνιση που επάγεται απο

την φ. Αν και η φ̄ και ο περιορισμός της φ στο K είναι ισομορφισμοί, τότε φ

είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ kerφ, δηλαδή φ(x) = 1. Τότε το η φ̄ στέλνει το xK στο

φ(x)K = K, άρα αφού φ̄ είναι μονομορφισμός πρέπει xK = K ⇐⇒ x ∈ K.

΄Ομως αφού φ περιορισμός στην K είναι μονομορφισμός έχουμε ότι x = 1.

Τώρα για το επί παίρνουμε y ∈ G, αφού φ̄ είναι επί, υπάρχει κάποιο x0 ∈ G

τέτοιο ώστε φ(x0) = yk για κάποιο k ∈ K, και αφού φ περιορισμένη στο

K επί έχουμε ότι υπάρχει κάποιο x1 ∈ K τέτοιο ώστε φ(x1) = k−1
, οπότε

φ(x0x1) = y.



Κεφάλαιο 3

ΗΝΝ επεκτάσεις

3.1 Ελεύθερα γινόμενα

Ορισμός 3.1. Θεωρούμε μια οικογένεια ομάδων {Gi =< Xi|Ri >} και έστω
H μια άλλη ομάδα καθώς και μία οικογένεια ομομορφισμών φi : H → Gi, i ∈ I.
Τότε σχηματίζουμε την ομάδα με παράσταση:

G =<
⋃
i∈I

Xi|
⋃
i∈I

Ri

⋃
{φi(h)φj(h

−1) : h ∈ H, i, j ∈ I} >

όπου υποθέτουμε ότι τα σύνολα γεννητόρων Xi είναι ξένα ανά δύο. Τότε η

ομάδα G ονομάζεται το ελεύθερο γινόμενο των Gi με αμάλγαμα H. και συμ-

βολίζεται με

G = ∗HGi

Ορισμός 3.2. Αν επιπλέον, στον παραπάνω ορισμό, η H είναι τετριμμένη,

τότε η G ονομάζεται ελεύθερο γινόμενο των Gi και γράφουμε

G = ∗i∈IGi

Παρατηρήσεις:
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1. Στην περίπτωση του ελευθέρου γινομένου δύο ομάδων G1, G2 με αμάλ-

γαμα H γράφουμε G = G1 ∗H G2.

2. Σύμφωνα με το Θεώρημα του Von Dyck (Θεώρημα 2.2.1 στο [1]) για κάθε

i ∈ I υπάρχει κανονικός ομομορφισμός σi : Gi → G. Από το Θεώρημα

κανονικής μορφής έπεται ότι ο σi είναι μονομορφισμός (θεωρήματα 11.34

και 11.35 στο [1]). Συνεπώς, όλες οι Gi εμφυτεύονται στην G και αν

ταυτίσουμε κάθε Gi με την εικόνα της σi(Gi), τότε ισχύει και φi(h) =

φj(h) για κάθε h ∈ H. Επομένως, μπορούμε να ταυτίσουμε την H με

οποιαδήποτε από τις εικόνες φi(H) και τότε προκύπτει ότι Gi ∩Gj = H

για i, j ∈ I, i 6= j. Συνεπώς οι ομάδες Gi τέμνονται ακριβώς στην H.

3.2 ΗΝΝ επεκτάσεις - Ascending ΗΝΝ ε-

πεκτάσεις

Ορισμός 3.3. ΄Εστω G μια ομάδα, και έστω G =< X|R > μια παράσταση

της G. Επιπλέον υποθέτουμε ότι υπάρχουν δύο υποομάδες της G, έστω A.B

εφοδιασμένες με έναν ισομορφισμό τ : A→ B. Τότε σχηματίζουμε την ομάδα

E =< X, t|R ∪ {t−1ut = τ(u) : u ∈ A} >

όπου t /∈ X. Τότε η ομάδα E ονομάζεται HNN-επέκταση της G με σταθερό

γράμμα t, συσχετίζουσες υποομάδες A και B, και αντίστοιχο ισομορφισμό τ .

Συμβολίζουμε την E ως G∗τ ή G∗A

Παράδειγμα 3.4. 1. Z = 1∗1

2. F2 = Z ∗ Z = Z∗1

3. Αν πάρουμε για A = B = Zn−1
και τ : Zn−1 → Zn−1

(η ταυτοτική), τότε

Zn−1∗Zn−1 ' Zn.

Ορισμός 3.5. Θεωρούμε τον φυσικό επιμορφισμό π : G∗ < t >→ G∗A.
Τότε για κάθε x ∈ G∗A, x = π(g0t

e1 ...tengn) όπου ei ∈ {−1, 1} και gi ∈ G.
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Μία ακολουθία (g0, t
e1 , ..., ten , gn), όπως πριν, θα λέγεται ανηγμένη, αν δεν

περιέχει υπολέξεις της μορφής (t−1, a, t), a ∈ A, και (t, τ(a), t−1), a ∈ A.

Επιλέγοντας λέξη ελαχίστου μήκους, κάθε στοιχείο της G∗A αναπαρίσταται

από ανηγμένη λέξη.

΄Εστω TA το σύνολο αντιπροσώπων δεξιών συμπλόκων της A στην G και

TB το σύνολο αντιπροσώπων δεξιών συμπλόκων της τ(A) στην G.

Ορισμός 3.6. Μια κανονική μορφή είναι μία ανηγμένη ακολουθία της μορφής

(g0, t
e1 , ...ten , gn), τέτοιο ώστε

i g0 είναι τυχόν στοιχείο της G

ii Αν ei = 1 τότε gi ∈ TB

iii Αν ei = −1, τότε gi ∈ TA

Τώρα θα αναφέρουμε το βασικό θεώρημα για την κανονική μορφή στις HNN

επεκτάσεις:

Θεώρημα 3.7. ΄Εστω E = G∗A =< G, t|t−1at = φ(a), a ∈ A >. Τότε κάθε

x στοιχείο της E γράφεται με μοναδικό τρόπο ως x = π(g0t
e1 ...tengn), όπου

(g0, t
e1 , ...ten , gn) είναι σε κανονική μορφή.

Απόδειξη. Δες [9], t. 2.1, p. 182

Πόρισμα 3.8. Η G εμφυτεύεται στην G∗A.

Απόδειξη. Το 1 6= g ∈ G παριστάνεται από διαφορετική κανονική μορφή,

π(g) 6= π(1) από προηγούμενο θεώρημα. ΄Αρα η G εμφυτεύεται στην G∗A
μέσω της π

΄Αρα μπορούμε να βλέπουμε την G ως υποομάδα της G∗A.
Επίσης παίρνουμε ως πόρισμα και το Λήμμα του Britton:

Πόρισμα 3.9. Αν (g0, t
e1 , ..., ten , gn) ανηγμένη λέξη με n > 0 τότε g0t

e1 ...tengn 6=
1.
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Απόδειξη. Ξεκινώντας από το gn αντικαθιστούμε διαδοχικά τα gi με στοιχεία της

μορφής hsi με si ∈ TA ∪TB, h ∈ A∪φ(A). Με αυτήν την διαδικασία φτάνουμε

σε κανονική μορφή που συνεχίζει να έχει μήκος n > 0. ΄Αρα είναι διάφορο του

1, αφού παριστάνονται από διαφορετικές λέξεις στην κανονική μορφή.

Παρατηρήσεις:

i Το στοιχείο t είναι άπειρης τάξης στην E και οι υποομάδες U και V είναι

συζυγείς στην E μέσω του t.

ii Κάθε στοιχείο πεπερασμένης τάξης είναι συζυγές με στοιχείο της G [9]

iii Κάθε πεπερασμένη υποομάδα είναι συζυγής με πεπερασμένη υποομάδα της

G.

iv Αν A 6= G και φ(A) 6= G τότε η G∗φ περιέχει ελεύθερη διάστασης 2. (Από

Θεώρημα κανονικής μορφή χρησιμοποιώντας ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον

μη τετριμμένοι αντιπρόσωποι συμπλόκων)

v Στην ειδική περίπτωση που μία από τις δύο συσχετιζόμενες υποομάδες ταυ-

τίζεται με την G, τότε η E θα αναφέρεται ως ascending HNN- επέκταση.

Σχετικά δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 3.10. ΄Εστω G μια ομάδα και φ : G→ G ένας μονομορφισμός της

G. Τότε η ascending HNN-επέκταση της G που επάγεται από την φ είναι η

ομάδα G∗φ με παράσταση G∗φ =< G, t|t−1gt = φ(g), g ∈ G >.

Σχόλια:

1. Κάθε στοιχείο g ∈ G∗φ μπορεί να γραφεί στην μορφή g = tmgt−n, m,n >

0

2. Ο όρος ascending HNN -επέκταση προκύπτει από το γεγονός ότι μέσω

του μονομορφισμού φ παίρνουμε την αύξουσα ακολουθία υποομάδων:

... ≤ t−2Gt2 ≤ t−1Gt ≤ G ≤ tGt−1 ≤ t2Gt−2 ≤ ...
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3. Στην περίπτωση που ο μονομορφισμός φ είναι ισομορφισμός, τότε η G

γίνεται κανονική υποομάδα της G∗φ οπότε η G∗φ ταυτίζεται με το ημιευθύ

γινόμενο της G επί της άπειρη κυκλική που παράγεται από το t, δηλαδή

G∗φ = Gnφ < t >. Συνεπώς το ημιευθύ γινόμενο είναι μια ειδική

περίπτωση ascending HNN- επέκτασης.

4. Οι Ross Geoghegan, M. L. Mihalik, Mark Sapir και Daniel T.Wise στο

[3] δίνουν ένα Λήμμα που χαρακτηρίζει τις ascending HNN- επέκτασεις,

το οποίο και παραθέτουμε παρακάτω.

Λήμμα 3.11. ΄Εστω H μία υποομάδα μίας ομάδας G, και έστω t ∈ G. Υπο-

θέτουμε ότι:

1. t−1Ht ⊆ H

2. G =< H, t >

3. tn /∈ H για κανένα ακέραιο n 6= 0

Αν φ είναι ο ενδομορφισμός της H που επάγεται από συζυγία με το t, τότε η

ομάδα G είναι ισόμορφη με την asxending HNN- επέκταση H∗φ με παράσταση

< H, s|s−1hs = φ(h), h ∈ H >

Απόδειξη. Θεωρούμε τον φυσικό ομομορφισμό f : H∗φ → G, που επάγεται

από την ταυτοτική απεικόνιση στην H, με f(h) = h για κάθε h ∈ H και

f(s) = t. Αφού την έχουμε ορίσει στους γεννήτορες, ο ομομορφισμός είναι

καλά ορισμένος.

Τότε αν πάρουμε g ∈ G από τις υποθέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι το g μπορεί

να γραφεί στην μορφή g = tmht−n όπου m,n ∈ N. Επομένως παίρνουμε ότι

g = f(smhs−n), από όπου έπεται ότι ο f είναι επιμορφισμός.

Θα δείξουμε ότι είναι και μονομορφισμός. Πράγματι, έστω w ∈ kerf . Τότε,

όπως πριν, το στοιχείο w γράφεται στην μορφή w = smhs−n όπου n,m ∈ N.
Οπότε

f(w) = tmht−n = 1⇐⇒ h = t−mtn ⇐⇒ h = tn−m.
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΄Ομως από υπόθεση (3) προκύπτει ότι n − m = 0. Συνεπώς h = t0 = 1 και

w = 1G. ΄Αρα η f είναι 1-1.



Κεφάλαιο 4

Προσεγγιστικά Πεπερασμένες

Ομάδες

4.1 Εισαγωγή

Μία ομάδα ονομάζεται προσεγγιστικά πεπερασμένη αν κάθε μη τετριμμένο του

στοιχείο μπορεί να απεικονιστεί σε ένα μη τετριμμένο στοιχείο μέσω κάποιου

ομομορφισμού επί μίας πεπερασμένης ομάδας. Οι προσεγγιστικά πεπερασμένες

ομάδες είναι σημαντικές από πολλές απόψεις.

Αρχικά είναι φυσικά παραδείγματα ομάδων με επιλύσιμο πρόβλημα λέξης (Δες

[9] Θ. IV.4.10.). Εμφανίζονται στην θεωρία ομάδων ως ομάδες Galois κάποιων

συγκεκριμένων επεκτάσεων του σώματος των ρητών.([15]). Αυτές οι ομάδες

Galois είναι και τα πρώτα παραδείγματα απείρων, πεπερασμένα παραγομένων

ομάδων στρέψης. [16]

΄Αλλο σημαντικό παράδειγμα προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας είναι οι ο-

μάδες που παράγονται από automata (ομάδες που ανακαλύφθηκαν από τους

Aleshin, Suschanskii, Grigorchuk, Gupta, Sidki και άλλους) και πολλές άλλες

ομάδες που δρουν σε δέντρα. Οι πεπερασμένα παραγόμενες ομάδες πινάκων υπε-

ράνω κάποιου μεταθετικού δακτυλίου είναι επίσης προσεγγιστικά πεπερασμένες

[17] και συνεπώς, οι ελεύθερες, οι πολυκυκλικές, οι πεπερασμένα παραγόμενες

μεταβελιανές ομάδες κλπ, είναι και αυτές, γιατί μπορούν να αναπαρασταθούν
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μέσω πινάκων.

Πολλές κατασκευές διατηρούν την ιδιότητα του προσεγγιστικά πεπερασμένου.

Για παράδειγμα, το καρτεσιανό και το ελεύθερο γινόμενο προσεγγιστικά πε-

περασμένων ομάδων είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη και η split extension

μιας πεπερασμένα παραγόμενης προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας προς μια

προσεγγιστικά πεπερασμένη είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.[18]. Συγκεκρι-

μένα, μια HNN επέκταση μιας προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας μέσω ενός

αυτομορφισμού είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη γιατί είναι απλά το ημιευθύ

γινόμενο μιας προσεγγιστικά πεπερασμένης και μιας κυκλικής.

΄Ενα ωραίο αποτέλεσμα του Malcev είναι ότι κάθε πεπερασμένα παραγόμενη

προσεγγιστικά πεπερασμένη ομάδα είναι Hopf, που σημαίνει ότι δεν είναι ισο-

μορφική με κανένα γνήσιο πηλίκο της.([9] , Θ. IV.4.10). Είναι συχνά ευκο-

λότερο να ελέγξεις ότι μια ομάδα δεν είναι Hopf παρά να δείξεις ότι δεν είναι

προσεγγιστικά πεπερασμένη. Για να δείξουμε ότι μια ομάδα δεν είναι Hopf είναι

αρκετό να βρούμε έναν ¨κακό’ επιμορφισμό που δεν είναι μονομορφισμός.

Η πρόταση ότι μια ομάδα είναι Hopf μπορεί να θεωρηθεί σαν μία ¨προσέγγιση’

της πρότασης ότι είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη. Για παράδειγμα, ο Sela

απέδειξε [19] ότι κάθε υπερβολική ομάδα ελευθέρα στρέψης είναι Hopf. Εδώ να

σημειώσουμε ότι είναι ακόμα ανοιχτό, αν κάθε υπερβολική ομάδα είναι προσεγ-

γιστικά πεπερασμένη. [20]

4.2 Προσεγγιστικά Πεπερασμένες

Ορισμός 4.1. Μια ομάδα G λέγεται προσεγγιστικά πεπερασμένη, αν για κάθε

g ∈ G υπάρχει N �G πεπερασμένου δείκτη τέτοια ώστε g /∈ N .

Πρόταση 4.2. ΄Εστω G ομάδα. Τα εξής είναι ισοδύναμα:

1. Η G είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

2. ∩{N ≤ G|N �G,N πεπερασμένου δείκτη } = 1
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3. Για κάθε 1 6= g ∈ G υπάρχει ομομορφισμός fg : G→ K, K πεπερασμένη.

και fg(g) 6= 1.

Απόδειξη. (1)⇒ (2) ΄Εστω 1 6= x ∈ ∩{N ≤ G|N�G,N πεπερασμένου δείκτη

}
Από υπόθεση, υπάρχει υποομάδα K � G πεπερασμένου δείκτη με x /∈ K το

οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ισχύει το ζητούμενο.

(2) ⇒ (1) ΄Εστω ∩{N ≤ G|N � G,N πεπερασμένου δείκτη } = 1 και έστω

x 6= 1.

Τότε x /∈ ∩{N ≤ G|N � G,N πεπερασμένου δείκτη }. Η αλλιώς, υπάρχει

K �G πεπερασμένου δείκτη με x /∈ K και έτσι έχουμε το ζητούμενο.

(1) ⇒ (3) ΄Εστω x 6= 1. Τότε από υπόθεση υπάρχει N � G, πεπερασμένου

δείκτη ώστε x /∈ N .

Θεωρούμε την προβολή π : G → G/N . Προφανώς, G/N πεπερασμένη και

π(g) = gN 6= N , αφού g /∈ N και άρα το ζητούμενο.

(3)⇒ (1) ΄Εστω 1 6= g ∈ G. Από υπόθεση υπάρχει ομομορφισμός fg : G→ K,

K πεπερασμένη. και fg(g) 6= 1.

Θεωρούμε λοιπόν ως N = kerfg � G. Τότε G/N ισόμορφη με υποομάδα του

K, από πρώτο θεώρημα Ισομορφισμών, άρα πεπερασμένη. Επίσης από επιλογή

fg, g /∈ kerfg. Οπότε τελικά G προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Πρόταση 4.3. Υποομάδα προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας είναι προσεγ-

γιστικά πεπερασμένη

Απόδειξη. ΄Εστω K ≤ G και x ∈ K με x 6= 1.

Αφού G προσεγγιστικά πεπερασμένη, σημαίνει ότι υπάρχει N � G, πεπερα-

σμένου δείκτη με x /∈ N . Τότε N ∩ K � K πεπερασμένου δείκτη στην K

(αφού K/K ∩ N ' KN/N ≤ G/N και G/N πεπερασμένη) και, προφανώς,

x /∈ N ∩K.

Δηλαδή, τελικά, K προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Πρόταση 4.4. ΄Εστω G ομάδα και K ≤ G πεπερασμένου δείκτη. Αν K

προσεγγιστικά πεπερασμένη, τότε G επίσης προσεγγιστικά πεπερασμένη.
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Απόδειξη. Η K μπορεί να επιλεγεί πλήρως αναλλοίωτη από λήμμα 2.14. ΄Εστω

1 6= x ∈ G. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις:

◦ Αν x ∈ K. Τότε αφού K προσεγγιστικά πεπερασμένη, υπάρχει υποομάδα

N πεπερασμένου δείκτη στην K, με x /∈ N . Η N μπορεί να επιλεγεί πλήρως

αναλλοίωτη στην K, άρα και στην G, όπως πριν. Οπότε η N πλήρως αναλ-

λοίωτη, άρα κανονική στην G και προφανώς πεπερασμένου δείκτη.

◦ Αν x /∈ K. Από ορισμό προσεγγιστικά πεπερασμένης και αφού έχουμε ότι

K �G, η G είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Παράδειγμα 4.5. • Το Z προσεγγιστικά πεπερασμένη ομάδα. Αν πάρου-
με ένα 0 6= n ∈ Z και πάρουμε p > |n| πρώτο , τότε θεωρούμε την απει-
κόνιση π : Z → Zp και προφανώς π(n) 6= 0. Οπότε από πρόταση είναι

προσεγγιστικά πεπερασμένη.

• Ευθύ άθροισμα
⊕
i∈I

Zi αντιτύπων του Z είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Αν 0 6= w = (ni)i∈I ∈
⊕
i∈I

Zi0 , υπάρχει i0 ∈ I ώστε ni0 6= 0. Τότε

βρίσκομε p όπως πριν τέτοιο ώστε :⊕
i∈I

Zi → Zi0 → Zp

w → ni0 → [ni0 ]p Τότε fw η σύνθεση την παραπάνω ομομορφισμών,

ισχύει πως fw(w) 6= 0 και άρα είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

• Από το παραπάνω μπορούμε να δούμε και το ότι κάθε πεπερασμένη παρα-
γόμενη, αβελιανή ομάδα είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

• Οι πολυκυκλικές ομάδες που θα δούμε στο επόμενο Κεφάλαιο είναι προ-
σεγγιστικά πεπερασμένες. (Δες [1])

• Το Q δεν είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη, αφού το Q δεν έχει γνήσιες
υποομάδες πεπερασμένου δείκτη. Αν είχε έστω N � Q, δείκτη n τότε
θα ίσχυε ότι nx ∈ N για κάθε x ρητό και αφού 1/n ρητός, θα ίσχυε

n/n = 1 ∈ N , άρα N = Q.
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• Υπάρχουν και πεπερασμένα παραγόμενες ομάδες που δεν είναι προσεγ-
γιστικά πεπερασμένες όπως για παράδειγμα η ομάδα με παράσταση <

a, b|a−1b2a = b3 >(ονομάζεται ομάδα των Baumslag - Solitar) μπορεί να

αποδειχτεί ότι δεν είναι Hopf και αφού είναι πεπερασμένα παραγόμενη, δεν

είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη. [21]

4.3 Γενίκευση

Μπορούμε να κάνουμε το ίδιο για κάθε κλάση ομάδων:

Ορισμός 4.6. ΄Εστω X μια κλάση ομάδων. Θα λέμε ότι η ομάδα G είναι

προσεγγιστικά-X, αν για κάθε 1 6= g ∈ G, υπάρχει Ng�G τέτοια ώστε g /∈ Ng

και G/Ng να ανήκει στην κλάση X.

Αν λοιπόν ισχύει ότι μια ομάδα είναι προσεγγιστικά -X, τότε παρατηρούμε

ότι

⋂
16=g∈G

Ng = 1.

Πράγματι, έστω 1 6= x ∈
⋂

1 6=g∈G

Ng. Τότε προφανώς x ∈ Nx, που είναι άτοπο

από επιλογή της Nx. Τελικά

⋂
16=g∈G

Ng = 1.

Οπότε μπορούμε να παρατηρήσουμε το παρακάτω:

Πρόταση 4.7. Αν G μια προσεγγιστικά-X ομάδα τότε ι : G→
∏

1 6=g∈G

G/Ng,

τέτοια ώστε ι(x) = (xNg)16=g∈G είναι μονομορφισμός.

Απόδειξη. ΄Εστω λοιπόν 1 6= x ∈ G. Τότε αν x ∈ kerι, έχουμε ότι πρέπει

xNg = Ng για κάθε g 6= 1 ή ισοδύναμα x ∈ Ng για κάθε g 6= 1, το οποίο

δεν γίνεται από την προηγούμενη παρατήρηση για x 6= 1. Οπότε τελικά ι

μονομορφισμός.

Οπότε παρατηρούμε ότι η G εμφυτεύεται στην ομάδα

∏
16=g∈G

G/Ng.

Ιδιαίτερα, αν G προσεγγιστικά πεπερασμένη αφού ισχύει ότι ∩{N ≤ G|N �

G,N πεπερασμένου δείκτη } = 1, έχουμε ότι G εμφυτεύεται σε γινόμενο

κάποιων πεπερασμένων πηλίκων της.
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Κεφάλαιο 5

Μηδενοδύναμες- Επιλύσιμες-

Πολυκυκλικές Ομάδες

Σε αυτό το Κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με κάποιες ενδιαφέρουσες κλάσεις ο-

μάδων.

Αρχικά οι επιλύσιμες ομάδες είναι οι ομάδες που μπορούμε να κατασκευάσουμε

μέσω επεκτάσεων αβελιανών ομάδων. Ιστορικά η έννοια επιλύσιμη εμφανίστηκε

στην Θεωρία Galois. Συγκεκριμένα, μια πολυωνυμική εξίσωση είναι επιλύσιμη

με ριζικά αν και μόνο αν η αντίστοιχη ομάδα Galois είναι επιλύσιμη.

Οι πολυκυκλικές ομάδες είναι ουσιαστικά οι επιλύσιμες που ικανοποιούν την

maximal condition για υποομάδες. Βασικά παραδείγματα πολυκυκλικών ο-

μάδων είναι οι πεπερασμένα παραγόμενα αβελιανές πεπερασμένα παραγόμενες

μηδενοδύναμες, και οι πεπερασμένες επιλύσιμες ομάδες. Μπορεί μάλιστα να α-

ποδειχθεί ότι κάθε πολυκυκλική είναι ισόμορφη με μια ομάδα πινάκων ακεραίων

[22] και κάθε επιλύσιμη υποομάδα μιας ομάδας πινάκων ακεραίων, είναι πολυκυ-

κλική.

Τέλος οι μηδενοδυναμες, είναι η πιο κοντινή στις αβελιανές ομάδες, κλάση ο-

μάδων καθώς έχουν αρκετές κοινές ιδιότητες που δεν ισχύουν σε άλλες ομάδες

(όπως θα δούμε στην πρόταση 5.15).
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5.1 Σειρές Ομάδων- Ορισμοί

Ορισμός 5.1. ΄Εστω G ομάδα. Τότε ορίζεται η παράγωγος σειρά της G :

G(0) = G�G′ �G′′ � ....�G(n) � ...

όπου G(n) = (G(n−1))′

Ορισμός 5.2. 1. Μια ομάδα G λέγεται επιλύσιμη, αν υπάρχει κανονική

σειρά 1 = G0 � G1 � .... � Gn = G τέτοια ώστε τα πηλίκα Gi+1/Gi να

είναι αβελιανές για κάθε i.

2. Μια ομάδα G λέγεται πολυκυκλική, αν υπάρχει κανονική σειρά 1 = G0 �

G1 � ....�Gn = G τέτοια ώστε τα πηλίκα Gi+1/Gi να είναι κυκλικές για

κάθε i (αυτές ονομάζονται πολυκυκλικές σειρές).

Ορισμός 5.3. Μία ομάδα G ονομάζεται μηδενοδύναμη, αν έχει μια σειρά με

Gi �G 1 = G0 �G1 � ...�Gn = G με τα πηλίκα Gi+1/Gi ≤ Z(G/Gi).

1. ΄Εστω Z(K) θα συμβολίζουμε το κέντρο μιας ομάδας K. Η ανωτέρα κεν-

τρική σειρά της G ορίζεται επαγωγικά ορίζοντας Z0(G) = 1 και Zi+1(G)

την αντίστροφη εικόνα της Z(G/Zi(G) στην G, η αλλιώς η Zi+1(G) είναι

τέτοια ώστε Zi+1(G)/Zi(G) = Z(G/Zi(G) για κάθε i φυσικό.

2. Η κατωτέρα κεντρική σειρά της G ορίζεται επαγωγικά ορίζοντας γ0(G) =

G και γi+1 = [G, γi(G)].

3. Τα πηλίκα Zi+1(G)/Zi(G) ονομάζονται ανωτέρα κεντρικά πηλίκα και τα

γi+1(G)/γi(G) ονομάζονται κατωτέρα κεντρικά πηλίκα.

4. Λέμε ότι η G είναι μηδενοδύναμη, αν υπάρχει ένας φυσικός i τέτοιος ώστε

Zi(G) = G ή, ισοδύναμα, υπάρχει φυσικός i τέτοιος ώστε γi(G) = 1.

Λέμε ότι η κλάση μηδενοδυναμίας της G είναι ο μικρότερος φυσικός που

ισχύουν οι προηγούμενες ισότητες.
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5.2 Απλές Ιδιότητες και Σχέσεις μεταξύ τους

Ιδιότητες - Παρατηρήσεις

1. Κάθε μηδενοδύναμη είναι επιλύσιμη

2. Μία ομάδα είναι επιλύσιμη αν και μόνο αν η παράγωγος σειρά της τερμα-

τίζει, δηλαδή αν υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε Gn = 1.

3. Μια ομάδα είναι μηδενοδύναμη αν και μόνο αν η ανωτέρα κεντρική σει-

ρά τερματίζει. Επίσης μια ομάδα είναι μηδενοδύναμη αν και μόνο αν η

κατωτέρα κεντρική σειρά τερματίζει. Μάλιστα στην περίπτωση αυτή α-

ποδεικνύεται ότι το μήκος της ανωτέρας κεντρικής σειράς ισούται με το

μήκος την κατωτέρας κεντρικής σειράς και ορίζεται ως τάξη μηδενοδυνα-

μίας.

Λήμμα 5.4. 1. Υποομάδα επιλύσιμης είναι επιλύσιμη.

2. Πηλίκο επιλύσιμης είναι επιλύσιμη.

3. Υποομάδα πολυκυκλικής είναι πολυκυκλική.

4. Πηλίκο πολυκυκλικής είναι πολυκυκλική.

5. Υποομάδα μηδενοδύναμης είναι μηδενοδύναμη.

6. Πηλίκο μηδενοδύναμης είναι μηδενοδύναμη.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω H ≤ G με G επιλύσιμη. Υπάρχει 1 = G0 � G1 �

... � Gn = G ώστε Gi+1/Gi αβελιανή για κάθε i. Τότε αν θέσουμε

Hi = H ∩ Gi � H. παίρνουμε 1 = H0 � H1 � ... � Hn = H και

Hi+1/Hi = (H ∩ Gi+1)/(H ∩ Gi) = (H ∩ Gi+1)/((H ∩ Gi+1) ∩ Gi) '
((H∩Gi+1)Gi)/Gi ≤ Gi+1/Gi είναι αβελιανή ως υποομάδα της αβελιανής

Gi+1/Gi για κάθε i, άρα H επιλύσιμη.

2. ΄Εστω G επιλύσιμη και N�G. Υπάρχει 1 = G0�G1� ...�Gn = G ώστε

Gi+1/Gi αβελιανή για κάθε i. Από Θεώρημα Schreier και οτι επιλέπτυνση
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επιλύσιμης σειράς είναι επιλύσιμη, άρα υπάρχει επιλύσιμη σειρά 1 = K0 �

K1� ...�Kr = N� ...�Km = G, τότε Kr/N�Kr+1/N� ...�Km/N =

G/n και επίσης (Ki+1/N)/(Ki/N) ' Ki+1/Ki, άρα αβελιανή.

3. ΄Εστω H ≤ G με G πολυκυκλική. Υπάρχει 1 = G0 �G1 � ...�Gn = G

ώστε Gi+1/Gi κυκλική για κάθε i. Τότε αν θέσουμε Hi = H ∩Gi �H.

παίρνουμε 1 = H0 �H1 � ...�Hn = H και Hi+1/Hi = (H ∩Gi+1)/(H ∩
Gi) = (H ∩Gi+1)/((H ∩Gi+1) ∩Gi) ' ((H ∩Gi+1)Gi)/Gi ≤ Gi+1/Gi

είναι κυκλική ως υποομάδα της κυκλικής Gi+1/Gi για κάθε i, άρα H

πολυκυκλική

4. ΄Εστω G πολυκυκλική και N �G. Υπάρχει 1 = G0 �G1 � ...�Gn = G

ώστε Gi+1/Gi κυκλική για κάθε i. Από Θεώρημα Schreier και οτι ε-

πιλέπτυνση πολυκυκλικής σειράς είναι πολυκυκλική, άρα υπάρχει πολυ-

κυκλική σειρά 1 = K0 � K1 � ... � Kr = N � ... � Km = G, τότε

Kr/N �Kr+1/N � ...�Km/N = G/n και επίσης (Ki+1/N)/(Ki/N) '
Ki+1/Ki, άρα κυκλική.

5. ΄Εστω H ≤ G με G μηδενοδύναμη. Υπάρχει 1 = G0 �G1 � ...�Gn = G

κεντρική σειρά, δηλαδή [Gi, G] ≤ Gi−1. Θεωρούμε Hi = H ∩Gi και τότε

[Hi, H] = [H ∩Gi.H] ≤ Gi−1 ∩H = Hi−1.

6. ΄Εστω G μηδενοδύναμη και N �G. Υπάρχει 1 = G0 �G1 � ...�Gn = G

κεντρική σειρά, δηλαδή [Gi, G] ≤ Gi−1. Τότε 1�G1N/N�G2N/N�...�

GnN/N = G/N . Οπότε [GiN/N,G/N ] = [Gi, G]N/N ≤ Gi−1N/N .

Πρόταση 5.5. Μία πεπερασμένα παραγόμενη επιλύσιμη ομάδα στρέψης είναι

πεπερασμένη.

Απόδειξη. ΄Εστω 1 = G(n) �G(n−1) � ....�G′ �G η παράγωγος σειρά της G.

Θα κάνουμε επαγωγή στο μήκος της παραγώγου σειράς (το ελάχιστο ώστε να

τερματίζει).

◦ Για n = 1, έχουμε ότι G′ = 1 δηλαδή η G αβελιανή και το έχουμε ήδη

αποδείξει στην 2.12.
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◦ ΄Εστω n > 1. Τότε θεωρούμε A = G(n−1)
. Ισχύει ότι G/Gn−1 πεπερασμένα

παραγόμενη, επιλύσιμη ομάδα στρέψης (πηλίκο πεπερασμένα παραγόμενης

επιλύσιμης ομάδα στρέψης) και το μήκος της παραγώγου σειράς είναι < n

αφού 1 = A/A�G(n−2)/A�...�G′/A�G/A είναι επιλύσιμη σειρά. Οπότε από

επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι G/A πεπερασμένη ή αλλιώς A πεπερασμένου

δείκτη στην G. Οπότε η A είναι πεπερασμένα παραγόμενη ως υποομάδα

πεπρασμένου δείκτη σε περασμένα παραγόμενη. ΄Αρα για την A έχουμε ότι

είναι πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή ομάδα στρέψης(ως υποομάδα ομάδας

στρέψης). Από βάση της επαγωγής έχουμε ότι A πεπερασμένη.

Τελικά A και G/A πεπερασμένες, άρα και η G είναι πεπερασμένη.

5.3 Ιδιότητες της Κατωτέρας και της Ανω-

τέρας Κεντρικής Σειράς

Λήμμα 5.6. ΄Εστω G μια ομάδα. Τότε Zj(G/Zk(G)) = Zj+k(G)/Zk(G) για

κάθε δύο φυσικούς j, k.

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε φυσικό k και θα κάνουμε επαγωγή στο j. Θα συμ-

βολίζουμε Zk = Zk(G) και Z1(G) = Z(G)

◦ Z1(G/Zk) = Z(G/Zk) = Zk+1/Zk από ορισμό Zk+1.

◦ ΄Εστω ότι ισχύει Zj(G/Zk) = Zj+k/Zk Τότε Zj+1(G/Zk)/Zj(G/Zk) από ορι-

σμό ισούται με Z((G/Zk)/Zj(G/Zk)) = Z((G/Zk/(Zj+k/Zk) από επαγωγική

υπόθεση.

Ισχυρισμός:

(Zj+k+1/Zk)/(Zj+k/Zk) = Z((G/Zk)/(Zj+k/Zk) = Zj+1(G/Zk)/Zj(G/Zk)

Απόδειξη. Ισχυρισμού

Από την μία αν (x0Zk)Zj+k/Zk ∈ Z((G/Zk)/(Zj+k/Zk)) ισχύει πως (gx0Zk)Zj+k/Zk =
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(x0gZk)Zj+k/Zk, για κάθε g ∈ G. ΄Αρα g−1x−1
0 gx0Zk ∈ Zj+k/Zk ή αλλιώς

gx0Zk = x0gZk. Οπότε (x0Zk)Zj+k/Zk ∈ (Zj+k+1/Zk)/(Zj+k/Zk).

Αντίστροφα, αν (x0Zk)Zj+k/Zk ∈ (Zj+k+1/Zk)/(Zj+k/Zk), δηλαδή x0 ∈
Zj+k+1 και g ∈ G, τότε x0gZj+k = gx0Zj+k, και άρα (gx0Zk)Zj+k/Zk =

(x0gZk)Zj+k/Zk. Οπότε τελικά έχουμε (x0Zk)Zj+k/Zk ∈ Z((G/Zk)/(Zj+k/Zk)

Τότε έχουμε από ισχυρισμό Zj+1(G/Zk) = Zj+k+1/Zk. Οπότε η επαγωγή

τελείωσε.

Θεώρημα 5.7. Υπάρχει επιμορφισμός fi : γi/γi+1

⊗
Z

G/G′ → γi+1/γi+2

Απόδειξη. ΄Εστω Fi = γi/γi+1 καιGαβ. Θεωρούμε fi : Fi×Gαβ με fi(aγi+1, gγ2)) =

[a, g]γi+2 για κάθε g ∈ G, a ∈ γi.
Τότε fi καλά ορισμένη. Πράγματι, έστω aγi+1 = bγi+1, τότε ab−1 ∈ γi+1,

οπότε [ab−1, g] ∈ γi+2.

΄Ομως [ab−1, g] = ba−1g−1ab−1g = b(a−1g−1ag)(g−1b−1gb)b−1 = b[a, g]([b, g])−1b−1

Από την παραπάνω σχέση, [ab−1, g] και [a, g]([b, g])−1
είναι συζυγή και αφού

[ab−1, g] ∈ γi+2 και γi+2 �G έχουμε ότι [a, g]([b, g])−1 ∈ γi+2 ⇐⇒ [a, g]γi+2 =

[b, g]γi+2. ΄Ομοια [a, g1]γi+2 = [a, g2]γi+2. Δηλαδή fi καλά ορισμένη.

Επίσης, για την διγραμμικότητα, αν a ∈ γi ισχύει ότι [a, g] ∈ γi+1 και [a, g]γi+1 ∈
Z(G/γi+2), οπότε [ab, g]γi+2 = b−1[a, g]g−1bgγi+ 2 = [a, g]γi+2[b, g]γi+2. Αν-

τίστοιχα, είναι γραμμική και ως προς την δεύτερη μεταβλητή.

Από τα παραπάνω και καθολική ιδιότητα τανυστικού γινομένου επάγεται ομο-

μορφισμός αβελιανών ομάδων fi : Fi
⊗
Z

Gαβ → Fi+1 με fi(aγi+1

⊗
gG′) =

[a, b]γi+2 και αφού οι μεταθέτες [a, g] παράγουν την γi+1/γi+2 έχουμε ότι fi

επιμορφισμός.

Λήμμα 5.8. Αν G ομάδα και N �G τότε γn(G/N) = Nγn(G)/N .

Απόδειξη. Καταρχάς ισχύει ότι Nγk(G) = γk(G)N αφού N � G. Οπότε αν

πάρουμε yN ∈ Nγk(G)/N τότε υπάρχει y′ ∈ γk(G) και n ∈ N τέτοιο ώστε
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yN = y′nN = y′N , οπότε θα μπορούμε να θεωρούμε ότι y ∈ γk(G).

Θα κάνουμε την απόδειξη με επαγωγή στο n.

◦ Για n = 0, γ0(G/N) = G/N και γ0N/N = GN/N = G/N . Οπότε ισχύει η

ισότητα.

◦ ΄Εστω ότι γn(G/N) = γn(G)N/N . Θα δείξουμε ότι γn+1(G/N) = γn+1(G)N/N .

Πράγματι, έστω ένας γεννήτορας του γn+1(G) που είναι της μορφής [x, y] με

x ∈ G, y ∈ γn(G). Τότε yN ∈ Nγn(G)/N = γn(G/N) από επαγωγική

υπόθεση.

΄Ετσι [x, y]N = [xN, yN ] ∈ [G/N, γn(G/N)] = γn+1(G/N) από ορισμό της

κατωτέρω κεντρικής σειράς.

΄Αρα δείξαμε ότι Nγn+1(G)/N ⊆ γn+1(G/N).

Αντίστροφα, αρκεί να δείξουμε ότι κάθε γεννήτορας της γn+1(G/N) είναι

στοιχείο της Nγn+1/N , άρα παίρνουμε [xN, yN ] ∈ γn+1(G/N) με xN ∈
G/N και yN ∈ γn(G/N) = Nγn(G)/N . Από παρατήρηση, μπορούμε να

θεωρήσουμε ότι y ∈ γn(G).

Δηλαδή, [xN, yN ] = [x, y]N ∈ Nγn+1/N αφού x ∈ G και y ∈ γn.
Οπότε γn+1(G/N) ⊆ Nγn+1(G)/N και άρα τελικά την ισότητα.

Λήμμα 5.9. Για κάθε πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα ισχύει

ότι τα πηλίκα γi/γi+1 είναι πεπερασμένα παραγόμενες αβελιανές ομάδες για κάθε

i.

Απόδειξη. Με επαγωγή στο i.

◦ Για i = 1 παίρνουμε την G/G′ = Gαβ, η οποία είναι πεπερασμένα παραγόμενη

ως πηλίκο της G που είναι πεπερασμένα παραγόμενη και προφανώς αβελιανή.

◦ ΄Εστω Fi = γi/γi+1 είναι πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή. Θα δείξουμε

ότι Fi+1 = γi+1/γi+2 είναι πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή.

Αφού η Fi και η Gαβ είναι πεπερασμένα παραγόμενες προκύπτει ότι και η

ομάδα Fi
⊗
Z

Gαβ είναι επίσης πεπερασμένα παραγόμενη. Αυτό συμβαίνει
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γιατί ισχύει γενικά πως αν έχουμε A,B δύο ομάδες πεπερασμένα παρα-

γόμενες και έστω {a1, a2...., an}, {b1.b2...., bm} τα σύνολα γεννητόρων τους

αντίστοιχα, τότε σύνολο γεννητόρων της ομάδας A
⊗
Z

B είναι το σύνολο

{ai ⊗ bj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} που προφανώς είναι πεπερασμένο και

άρα A
⊗
Z

B είναι πεπερασμένα παραγόμενη. ΄Ομως από το Λήμμα 5.7 παίρ-

νουμε ότι Fi+1 = γi+1/γi+2 είναι επιμορφική εικόνα της Fi
⊗
Z

Gαβ, άρα είναι

πεπερασμένα παραγόμενη ως επιμορφική εικόνα πεπερασμένα παραγόμενης.

Επομένως κάθε Fi είναι πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή.

5.4 Μηδενοδύναμες

Θα χρειαστούμε αυτό το τεχνικό Λήμμα για να αποδείξουμε το επόμενο θεώρη-

μα.

Λήμμα 5.10. ΄Εστω G ομάδα και u, v ∈ G.

Τότε ισχύει:

[um, v] = [u, v]u
m−1

[u, v]u
m−2

. . . [u, v]u[u, v]

όπου [u, v]g = g−1[u, v]g

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε με επαγωγή στο m.

◦ Για m = 1 έχουμε ότι [u, v] = [u, v] που ισχύει.

◦ ΄Εστω ότι ισχύει η πρόταση για m. Τότε

[um+1, v] = u−m−1v−1um+1v = u−1u−mv−1umuv = u−1[um, v]u−1uv =

u−1[u, v]u
m−1

[u, v]u
m−2

...[u, v]u[u, v]v−1uv =

u−1[u, v]u
m−1

uu−1[u, v]u
m−2

uu−1...[u, v]uuu−1[u, v]uu−1v−1uv =

[u, v]u
m

[u, v]u
m−1

....[u, v]u[u, v]
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Λήμμα 5.11. ΄Εστω G μηδενοδύναμη ομάδα. Τότε τα εξής είναι ισοδύναμα :

1. G είναι ελευθέρα στρέψης

2. Z(G) ελευθέρα στρέψης

3. ΄Ολα τα ανωτέρω κεντρικά πηλίκα της G είναι ελευθέρα στρέψης.

Απόδειξη. (1) =⇒ (2) Είναι προφανές αφού υποομάδα ομάδας ελευθέρα στρέψης,

είναι ελευθέρα στρέψης.

(2) =⇒ (3) Αφού G μηδενοδύναμη υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε:

1 = Z0 � Z1 = Z(G) � ...� Zn = G

Θα κάνουμε επαγωγή στην τάξη μηδενοδυναμίας.

◦ Αν n = 1 τότε ισχύει από υπόθεση.

◦ ΄Εστω ότι ισχύει Zi/Zi−1 ελευθέρα στρέψης, θα δείξουμε ότι Zi+1/Zi ελευ-

θέρα στρέψης. ΄Εστω gZi ∈ Zi+1/Zi με (gZi)
m = Zi. Αφού g ∈ Zi+1 έχουμε

ότι [g, h] ∈ Zi για κάθε h ∈ Zi.
Τώρα από προηγούμενο Λήμμα και ότι Zi/Zi−1 = Z(G/Zi−1), έχουμε ότι

[gm, h]Zi = ([g, h]Zi)
m
. Επομένως, το στοιχείο [g, h]Zi−1 έχει πεπερασμένη

τάξη και από την υπόθεση της επαγωγής αναγκαστικά [g, h] ∈ Zi−1 για κάθε

h ∈ G ή ισοδύναμα σημαίνει ότι g ∈ Zi. ΄Αρα το τυχόν στοιχείο πεπερασμένης

τάξης, είναι τετριμμένο. Δηλαδή η Zi+1/Zi είναι ελευθέρα στρέψης.

(3)=⇒ (1) ΄Εστω 1 6= x ∈ G με xm = 1. Τότε αφού G μηδενοδύναμη υπάρχει

i τέτοιο ώστε xZi 6= Zi. ΄Ομως xmZi = Zi, δηλαδή xZi πεπερασμένης τάξης.

Αφού από υπόθεση πρέπει xZi = Zi, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα δεν υπάρχει

x 6= 1 με xm = 1.

Πρόταση 5.12. Αν G είναι ελευθέρα στρέψης μηδενοδύναμη, τότε G/Z(G)

είναι επίσης (μηδενοδύναμη) ελευθέρα στρέψης.
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Απόδειξη. ΄Εστω G μηδενοδύναμη τότε G/Z(G) μηδενοδύναμη ως πηλίκο μη-

δενοδύναμης.

Επίσης, από Λήμμα 5.6 έχουμε ότι Z(G/Z(G)) = Z2(G)/Z(G). ΄Ομως αφού G

ελευθέρα στρέψης από το τελευταίο του Λήμματος 5.11 έχουμε ότι Z2(G)/Z(G)

είναι ελευθέρα στρέψης.

΄Αρα από το Λήμμα 5.11 ξανά έχουμε ότι αφού η Z(G/Z(G)) ελευθέρα στρέψης,

άρα και η G/Z(G) ελευθέρα στρέψης.

Λήμμα 5.13. ΄Εστω H υποομάδα μιας πεπερασμένα παραγόμενης, μηδενο-

δύναμης ομάδας G. Τότε H ∩Gp = Hp
για επαρκώς μεγάλους πρώτους p.

Απόδειξη. Δες Baumslag [6] [Proposition 2.2]

Λήμμα 5.14. Αν G είναι πεπερασμένα παραγόμενη, μηδενοδύναμη ομάδα με

πεπερασμένη αβελιανοποίηση G/G′, τότε και η G είναι πεπερασμένη.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι:

Ισχυρισμός: γi/γi+1 είναι πεπερασμένο για κάθε i.

Τότε αφού G μηδενοδύναμη, υπάρχει n ∈ N ώστε γn = 1, οπότε |G| = [G :

1] = [G : γ1][γ1 : γ2]...[γn−1 : γn] < ∞. αφού [γi : γi+1] < ∞ για κάθε i.

Δηλαδή G πεπερασμένη.

Απόδειξη. Ισχυρισμού

Θα το δείξουμε με επαγωγή στο n.

◦ Για n = 1, ισχύει ότι G/γ1 = G/G′ είναι πεπερασμένη από υπόθεση.

◦ ΄Εστω ότι γi−1/γi είναι πεπερασμένη. Τότε θα δείξουμε ότι γi/γi+1 πεπε-

ρασμένη. Από Λήμμα 5.7 υπάρχει επιμορφισμός fi : γi−1/γi
⊗
Z

G/G′ →

γi/γi+1. Από επαγωγική υπόθεση γi−1/γi πεπερασμένη και G/G′ πεπερα-

σμένη, οπότε και το τανυστικό τους γινόμενο είναι πεπερασμένο. ΄Αρα και η

επιμορφική της εικόνα η γi/γi+1 είναι επίσης πεπερασμένη.
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Και άρα έχουμε το ζητούμενο.

Αντίστοιχη απόδειξη μπορούμε να κάνουμε και για άλλες ιδιότητες που δια-

τηρούνται από τανυστικά γινόμενα και επιμορφικές εικόνες, όπως για παράδειγ-

μα πεπερασμένα παραγόμενη.

Θεώρημα 5.15. Τα στοιχεία πεπερασμένης τάξης σε μια μηδενοδύναμη G

αποτελούν κανονική υποομάδα. Αυτή την υποομάδα την ονομάζουμε ομάδα

στρέψης και την συμβολίζουμε TG. Μάλιστα ισχύει ότι G/TG είναι ελευθέρα

στρέψης και η TG είναι το ευθύ γινόμενο των p συνιστωσών της.

Απόδειξη. ΄Εστω G μηδενοδύναμη και TG = {a ∈ G|∃m ∈ N, am = 1} ⊆ G.

΄Εστω a, b ∈ TG, τότε θεωρούμε H =< a, b >. ΄Εχουμε ότι H/H ′ =<

aH ′, bH ′ > πεπερασμένα παραγόμενη, αβελιανή και κάθε στοιχείο έχει πεπερα-

σμένη τάξη, οπότε είναι πεπερασμένη.

Αφού H μηδενοδύναμη, από το προηγούμενο λήμμα H πεπερασμένη. Δηλαδή

H ⊆ TG. Πιο συγκεκριμένα, ab ∈ TG. Αφού προφανώς a−1 ∈ TG για κάθε

a ∈ TG, η TG είναι υποομάδα της G.

Για το δεύτερο σκέλος, έστω xTG ∈ G/TG και k ∈ N ώστε xkTG = TG, δηλαδή

xk ∈ TG, που σημαίνει ότι υπάρχει l ∈ N με xkl = 1. Από το τελευταίο έπεται

ότι x ∈ TG. Ξεκινήσαμε με xkTG = TG και καταλήξαμε στο ότι x ∈ TG, δηλαδή
G/TG είναι ελευθέρα στρέψης.

Για το τελευταίο δες [5.2.7] στο [2]

5.5 Πολυκυκλικές

Πρόταση 5.16. Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα είναι

πολυκυκλική.

Απόδειξη. ΄Εστω Fi = γi/γi+1. Από Λήμμα 5.9, κάθε Fi είναι πεπερασμένα

παραγόμενη αβελιανή, άρα είναι ευθύ άθροισμα κυκλικών ομάδων, δηλαδή Fi =⊕
1≤j≤nj

Cij . Επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε μια επιλέπτυνση της αρχικής

σειράς ώστε όλα τα πηλίκα να είναι κυκλικές ομάδες.
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Πράγματι, αρκεί να δείξουμε το πρώτο βήμα, δηλαδή να παρεμβάλλουμε κατάλ-

ληλες υποομάδες G�G1 �G2 � ...� γ2 ώστε όλα τα πηλίκα να είναι κυκλικές

ομάδες. ΄Ομοια μπορούμε να κάνουμε και τα υπόλοιπα.

΄Εστω ότι Gαβ =
⊕

1≤k≤n

Ck. Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή στο n.

◦ Αν n = 1 τότε η ίδια Gαβ είναι κυκλική, οπότε ισχύει το ζητούμενο.

◦ ΄Εστω n > 1. Τότε

⊕
1≤k≤n−1

Ck ≤ Gαβ, άρα υπάρχει G1 �G τέτοια ώστε

G1/γ2 =
⊕

1≤k≤n−1

Ck.

Από τρίτο Θεώρημα Ισομορφισμών προκύπτει ότι

G/G1 ' Gαβ/(G1/γ2) ' Ck.

Επομένως θεωρούμε την σειρά

G�G1 � γ2 � ...� 1

΄Ομως επειδή

G1/γ2 '
⊕

1≤k≤n−1

Ck

και άρα από επαγωγική υπόθεση υπάρχει επιλέπτυνση της G1 � γ2 με πηλίκα

κυκλικές ομάδες, οπότε η σειρά G�G1 �G2 � ...� γ2 είναι η ζητούμενη και

η επαγωγή ολοκληρώθηκε. Συνεπώς η ομάδα είναι πολύκυκλική.

Πρόταση 5.17. ΄Εστω G μια ομάδα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Η G είναι πολυκυκλική.

2. Η G είναι επιλύσιμη και ικανοποιεί την maximal condition
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3. Η G είναι επιλύσιμη και κάθε υποομάδα της είναι πεπερασμένα παραγόμε-

νη.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι το πρώτο συνεπάγεται το δεύτερο.

Αρχικά θεωρούμε ότι G είναι πολυκυκλική και τότε έχει κυκλική σειρά η οποία

είναι και επιλύσιμη σειρά αφού οι κυκλικές είναι αβελιανές. Δηλαδή είναι επι-

λύσιμη.

Τώρα για να δείξουμε ότι ικανοποιεί την maximal condition θεωρούμε μια κυ-

κλική σειρά της G, 1 = G0 � G1 � .. � Gn = G και κάνουμε επαγωγή στο

μήκος της n.

◦ Για n = 1 η G είναι κυκλική και από Λήμμα 2.10 ικανοποιεί την maximal

condition.

◦ ΄Εστω ότι ισχύει για πολυκυκλικές ομάδες με μήκος < n. Τότε αν θεω-

ρήσουμε N = Gn−1 από επαγωγική υπόθεση έχει την maximal condition

και επίσης G/N κυκλική, άρα έχει την maximal condition (από βάση επα-

γωγής). Τότε από Λήμμα 2.10 και η G ικανοποιεί την maximal condition.

Το δεύτερο συνεπάγεται το τρίτο αφού η maximal condition είναι ισοδύναμο

με το ότι κάθε υποομάδα είναι πεπερασμένα παραγόμενη

Για το τρίτο συνεπάγεται το πρώτο, θεωρούμε την παράγωγο σειρά. Κάθε όρος

της σειράς είναι πεπερασμένα παραγόμενη από υπόθεση. ΄Αρα κάθε πηλίκο είναι

πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή και άρα ευθύ άθροισμα κυκλικών. Χρησιμο-

ποιώντας το ίδιο επιχείρημα με την απόδειξη της πρότασης 5.16, επιλεπτύνουμε

την σειρά και όλα τα πηλίκα είναι κυκλικές. ΄Αρα η G είναι πολυκυκλική.

Λήμμα 5.18. ΄Εστω G πολυκυκλική ομάδα. Ο αριθμός των άπειρων κυκλικών

πηλίκων σε μια πολυκυκλική σειρά για G είναι αναλλοίωτος.

Απόδειξη. Αρχικά, αφού κάθε 2 κανονικές σειρές έχουμε ισοδύναμες επιλεπτύν-

σεις (από θεώρημα Schreier), προφανώς κάθε 2 επιλεπτύνσεις έχουν ίδιο αριθμό

άπειρων κυκλικών παραγόντων. ΄Αρα αρκεί να δείξουμε ότι αν επιλεπτύνουμε

μια κυκλική σειρά, θα συνεχίσει να έχει τον ίδιο αριθμό άπειρων παραγόντων.

Πράγματι, έστω G0 �G1 � ...�Gn = G κυκλική σειρά της G. Η επιλέπτυνση
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προκύπτει σε βήματα βάζοντας μία υποομάδα την φορά, μας αρκεί να παρεμβάλ-

λουμε μια υποομάδα.

Οπότε θεωρούμε Gi �H �Gi+1.

Υπάρχουν 2 περιπτώσεις:

• Αν [Gi+1 : Gi] < ∞, τότε όλα τα πηλίκα θα είναι πεπερασμένα και ο

αριθμός των άπειρων κυκλικών παραμένει ίδιος.

• Αν Gi+1/Gi ' Z. Τότε H/Gi υποομάδα άπειρης κυκλικής άρα είναι τε-

τριμμένη ή άπειρη κυκλική. Αν είναι τετριμμένη, τότε έχουμε H = Gi

και ισχύει προφανώς το ζητούμενο. Αν τώρα H/Gi είναι άπειρη κυ-

κλική, είναι αναγκαστικά πεπερασμένου δείκτη στην Gi+1/Gi άρα και

η Gi+1/H ' (Gi+1/Gi)/(H/Gi) είναι πεπερασμένη. ΄Αρα έχουμε ότι H

πεπερασμένου δείκτη στην Gi+1. Οπότε έχουμε πάλι έναν άπειρο κυκλικό

παράγοντα και δεν αλλάζει το πλήθος των παραγόντων.

Ορισμός 5.19. Ο αριθμός των απείρων πηλίκων σε μια πολυκυκλική σειρά

για μια πολυκυκλική ομάδα G (που όπως είδαμε είναι αναλλοίωτος) ονομάζεται

αριθμός μήκος Hirsch της G και συμβολίζεται h(G).

Θεώρημα 5.20. ΄Εστω H υποομάδα μιας πολυκυκλικής ομάδας G. Τότε H

και G έχουν ίδιο μήκος Hirsch αν και μόνο αν H είναι πεπερασμένου δείκτη

στην G.

Απόδειξη. Αρχικά θεωρούμε [G;H] < ∞. Από Λήμμα 2.14 μπορούμε να θε-

ωρήσουμε ότι H πλήρως αναλλοίωτη στην G.(γιατί υπάρχει H ′ ≤ G πεπερα-

σμένου δείκτη, πλήρως αναλλοίωτη με H ′ ≤ H τότε αρκεί να δείξουμε ότι

h(H ′) = h(G) αφού h(H ′) ≤ h(H) ≤ h(G).) Ειδικά, H � G και τότε H

πολυκυκλική και G/H πολυκυκλική ως υποομάδα και πηλίκο πολυκυκλικής.

΄Εχουμε ότι υπάρχουν σειρές 1 = H0 � H1 � ... � Hn = H με τα διαδοχικά

πηλίκα κυκλικά. Επίσης, όμοια 1 = H/H � G1/H � ... � Gm/H = G/H με

τα πηλίκα κυκλικές και αναγκαστικά πεπερασμένες αφού [G : H] <∞. Οπότε
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ισχύει ότι 1 = H0 � H1 � ... � Hn = H � G1 � ... � Gm είναι κυκλική σει-

ρά (Gi+1/Gi ' (Gi+1/H)/(Gi/H)) αφού οι παραπάνω είναι και το μήκος των

άπειρων παραγόντων της είναι h(H) οπότε h(H) = h(G), αφού το μήκος είναι

αναλλοίωτο.

Αντίστροφα, το αντίστροφο θα το δείξουμε με επαγωγή στην h(G) = n

◦ Για n = 0, η G είναι πεπερασμένη οπότε και η H είναι πεπερασμένη άρα

προφανώς [G : H] <∞

◦ ΄Εστω ότι ισχύει για κάθε ομάδα K με h(K) ≤ n − 1. ΄Εστω H ≤ G

και 1 = G0 � G1 � ... � Gn = G με Gi+1/Gi κυκλική για κάθε i. Τότε

μπορούμε να θεωρήσουμε ότι G/Gn−1 άπειρη. (Αν είναι πεπερασμένη τότε

K = H ∩Gn−1 ≤ Gn−1 και κανονική πεπερασμένου δείκτη στην H, άρα από

το αντίστροφο h(H) = h(K) και αρκεί να δείξουμε ότι h(Gn−1) = h(K). Ο-

πότε αντικαθιστούμε την G με την Gn−1 και συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο).

Τότε h(G) = h(Gn−1) + 1. Θεωρούμε την K = Gn−1 ∩ H � H και ε-

πίσης H/K = H/(H ∩ Gn−1) ' HGn−1/Gn−1 ≤ G/Gn−1 η οποία είναι

κυκλική άρα και η H/K κυκλική. Επίσης, αφού h(H) = h(G) έπεται ότι

h(K) = h(Gn−1) και από επαγωγική υπόθεση K πεπερασμένου δείκτη στην

Gn−1.

Τέλος, HGn−1/Gn−1 μη τετριμμένη (αφού H * Gn−1) υποομάδα της κυκλι-

κής G/Gn−1 οπότε πεπερασμένου δείκτη, άρα HGn−1 πεπερασμένου δείκτη

στην G. ΄Οπως πριν αντικαθιστώντας την G με την πεπερασμένου δείκτη

HGn−1 μπορούμε να θεωρήσουμε ότι G = HGn−1. Αλλά οι αντιπρόσωποι

συμπλόκων της K στην Gn−1 είναι αντιπρόσωποι συμπλόκων της H στην

HGn−1 = G, οπότε H πεπερασμένου δείκτη στην G.

Πόρισμα 5.21. Αν G είναι πολυκυκλική και φ : G → G μονομορφισμός,

τοτε φ(G) είναι πεπερασμένου δείκτη στην G.

Απόδειξη. Αφού φ μονομορφισμός, έχουμε ότι G ' φ(G) και άρα h(G) =

h(φ(G)), οπότε από προηγούμενο Λήμμα [G : φ(G)[<∞.
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Θεώρημα 5.22. ΄Εστω G πολυκυκλική ομάδα.Αν N �G ισχύει ότι h(N) +

h(G/N) = h(G)

Απόδειξη. Καταρχάς, αφού G πολυκυκλική έχουμε ότι N,G/N πολυκυκλικές.

΄Αρα υπάρχουν πολυκυκλικές σειρές, δηλαδή 1 = N0 � N1 � ...Nk = N και

N/N = G0/N�G1/N� ...�Gm/N = G/N ώστε τα πηλίκα να είναι κυκλικές.

Οπότε αν πάρουμε την σειρά 1 = N0 �N1 � ...Nk = N �G1 � ...�Gm = G,

οπότε αφού ισχύει ότι Gi+1/Gi ' (Gi+1/N)/(Gi/N) έχουμε για ότι η σειρά για

την G έχει άπειρα πηλίκα όσα το άθροισμα των άπειρων πηλίκων στις άλλες δύο

και αφού ο αριθμός Hirsch είναι ανεξάρτητος της σειράς, έχουμε ότι h(G) =

h(N) + h(G/N).

Πόρισμα 5.23. Αν φ : G → G ομομορφισμός. Τότε ισχύει ότι: h(kerφ) +

h(φ(G)) = h(G)

Απόδειξη. Ισχύει λόγω του προηγούμενου θεωρήματος, αφού G/kerφ ' φ(G).

΄Αρα για N = kerφ, έχουμε ότι h(kerφ) + h(φ(G)) = h(G).

Από Λήμμα 5.20 έπεται άμεσα ότι:

Πρόταση 5.24. Αν G είναι ελευθέρα στρέψης πολυκυκλική και φ ενδομορ-

φισμός της G τέτοια ώστε φ(G) να έχει πεπερασμένο δείκτη στην G, τότε φ

είναι μονομορφισμός.

Απόδειξη. Ισχύει ότι h(kerφ) + h(φ(G)) = h(G) και αφού [G : φ(G)] < ∞
έχουμε ότι h(G) = h(φ(G)). ΄Αρα h(kerφ) = 0. ΄Αρα kerφ δεν έχει άπει-

ρα πηλίκα και αφού G ελευθέρα στρέψης, αναγκαστικά kerφ = 1, δηλαδή φ

μονομορφισμός.

Θεώρημα 5.25. Κάθε πολυκυκλική G έχει κανονική υποομάδα, πεπερα-

σμένου δείκτη N �G, τέτοια ώστε να υπάρχει κανονική σειρά με την ιδιότητα:

1 = N0 �N1 � ...�Nk = N : Ni+1/Ni ' Z (5.1)

Απόδειξη. Για μία πεπερασμένη ομάδα ισχύει προφανώς για N = 1, οπότε θα

θεωρούμε ότι G άπειρη. ΄Εστω 1 = G0 �G1 � ...Gn−1 �Gn = G κυκλική σειρά

της G. Κάνουμε επαγωγή στο n,
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◦ Για n = 1, έχουμε ότι G άπειρη κυκλική. Οπότε όποια υποομάδα της και

να επιλέξουμε είναι πεπερασμένου δείκτη και είναι και αυτή άπειρη κυκλική,

δηλαδή έχει την ζητούμενη ιδιότητα.

◦ ΄Εστω ότι ισχύει για ομάδες με κυκλική σειρά μήκους < n. Παίρνουμε

για N = Gn−1. Τότε από επαγωγική υπόθεση υπάρχει M � N πεπε-

ρασμένου δείκτη ώστε να ικανοποιεί την σχέση 5.1, δηλαδή να υπάρχουν

1 = M0 �M1 � ...�Mk = M με Mi+1/Mi ' Z.
Αρχικά, βλέπουμε ότι μπορούμε να υποθέσουμε ότι M � G. Πράγματι, θε-

ωρούμε την μεγαλύτερη κανονική υποομάδα της M στην G, την MG =⋂
g∈G

gMg−1
. Τότε η MG έχει όλες τις ζητούμενες ιδιότητες της M και

επιπρόσθετα είναι από επιλογή κανονική στην G. Για την ομάδα N/MG

παρατηρούμε ότι είναι πολυκυκλική ως πηλίκο της πολυκυκλικής N , ιδια-

ίτερα επιλύσιμη, επίσης είναι πεπερασμένα παραγόμενη (ως υποομάδα πο-

λύκυκλικής) και κάθε στοιχείο της έχει πεπερασμένη τάξη (Αν πάρουμε

nMG ∈ N/MG ⇔ n ∈ gMg−1
για κάθε g ∈ G. Αλλιώς, g−1ng ∈ M για

κάθε g ∈ G. ΄Ομως g−1ng ∈ N , οπότε το στοιχείο g−1ngM ∈ N/M για κάθε

g ∈ G, η οποία όμως είναι πεπερασμένη. Αν θεωρήσουμε c = |N/M | τότε
g−1ncgM = (g−1ng)cM = M για κάθε g ∈ G, ή διαφορετικά nc ∈ gMg−1

για κάθε g ∈ G, οπότε nc ∈ MG. Οπότε το τυχόν στοιχείο της N/MG

έχει πεπερασμένη τάξη.). Οπότε πεπερασμένα παραγόμενη, επιλύσιμη ομάδα

στρέψης είναι από πρόταση 5.5 πεπερασμένη. Δηλαδή η MG πεπερασμένου

δείκτη στην N . Τέλος θα δείξουμε ότι κάθε υποομάδα μιας ομάδας με την

ιδιότητα 5.1 ικανοποιεί την ιδιότητα 5.1, ιδιαίτερα και η MG την ικανοποιεί

οπότε μπορούμε να αντικαταστήσουμε την M με την MG και να την θεω-

ρούμε κανονική στην G. (Πράγματι, λοιπόν έστω μια ομάδα B ≤ A ώστε

να υπάρχει σειρά 1 = A0 � A1 � ... � Ak = A με Ai+1/Ai ' Z τότε θε-

ωρούμε την σειρά Bi = Ai ∩ B τότε 1 = B0 � B1 � ... � Bk = B και

έχουμε Bi+1/Bi = (Ai+1 ∩ B)/(Ai ∩ B) = (Ai+1 ∩ B)/Ai ∩ (Ai+1 ∩ B) '
(Ai+1 ∩ B)Ai/Ai ≤ Ai+1/Ai ' Z, οπότε μπορεί να είναι άπειρη κυκλική ή

τετριμμένη. Αφαιρώντας τις τετριμμένες καταλήγουμε σε σειρά που όλα τα
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πηλίκα είναι άπειρες κυκλικές και έχουμε το ζητούμενο.)

Ξέρουμε ότι G/N κυκλική. Υπάρχουν δυο περιπτώσεις:

Αν G/N πεπερασμένη, αφού και η M/N πεπερασμένη, τότε έχουμε ότι και

η G/M πεπερασμένη και η ζητούμενη υποομάδα είναι η M .

΄Εστω τώρα ότι G/N άπειρη κυκλική και ας πούμε ότι G/N =< xN > για

κάποιο x ∈ G.

Παρατηρούμε ότι υπάρχει r > 0 τέτοιο ώστε xr να κεντροποιεί την N/M ,

δηλαδή xrnx−rM = nM για κάθε n ∈ N και μάλιστα ισχύει επίσης ότι

xarnx−arM = nM . (Πράγματι, θεωρούμε την απεικόνιση φ : G/N →
Aut(N/M) με φ(xrN) : N/M → N/M τέτοια ώστε φ(xrN)(nM) = xrnx−rM

η οποία είναι καλά ορισμένη γιατί N �G. Η φ είναι ομομορφισμός ανάμεσα

σε μία άπειρη και μία πεπερασμένη (ομάδα αυτομορφισμών πεπερασμένης) και

άρα αναγκαστικά έχει μη τετριμμένο πυρήνα αφού δεν μπορεί να είναι 1-1, δη-

λαδή υπάρχει xrN 6= N με φ(xrN) = id η αλλιώς xrnx−rM = nM . Και αν

xrN ∈ kerφ έχουμε ότι xarN ∈ kerφ για κάθε a ∈ Z αφού xarN = (xrN)a.)

Μετά θεωρούμε την υποομάδα L =< xr,M >. Παρατηρούμε ότι αφού

G/N =< xN > το τυχόν στοιχείο της g ∈ G γράφεται ως g = xkn, οπότε

G =< x,N >. Επίσης, ισχύει ότι L � G. (Θα δείξουμε ότι gxarmg−1 ∈ L
για κάθε g ∈ G και αφού τα στοιχεία της μορφής αυτής παράγουν την

L έχουμε το ζητούμενο. ΄Εστω g = xkn ∈ G τότε xknxarmn−1x−k =

xknm1mn
−1xarx−k = xknm1mn

−1x−kxar

γιατί από προηγούμενα xarmn−1x−arnm−1 = m1 ∈M ισοδύναμα xarmn−1 =

m1mn
−1xar. Τότε αφού m1m ∈M και M �N έχουμε ότι nm1mn

−1 ∈M
και αφού M �G έχουμε ότι xknm1mn

−1x−k ∈M
οπότε τελικά xknm1mn

−1x−kxar ∈< xr,M >= L. Οπότε L�G.

΄Εχουμε λοιπόν, αφού G =< x,N > ότι η G/L παράγεται από τα < x,L >

/L και NL/L τα οποία θα δείξουμε ότι είναι πεπερασμένα. Το τυχόν στοι-

χείο gL γράφεται ως xknL, άρα και η G/L πεπερασμένη. Πράγματι, λοιπόν,

η < x,L > /L πεπερασμένη αφού ισχύει ότι xr ∈ L, δηλαδή έχει το πολύ r

στοιχεία. Ενώ για την άλλη παρατηρούμε ότι NL/L ' N/(L ∩N) = N/M

που είναι πεπερασμένη.
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Τέλος L/M άπειρη κυκλική, αφού παράγεται από το < xrM > και ισχύει ότι

xrk /∈M για κάθε k, γιατί G/N =< xN > άπειρη κυκλική οπότε xrk /∈ N .

Οπότε η L�G, πεπερασμένου δείκτη και ισχύει ότι 1 = M0�M1�...�Mk =

M � L με όλα τα πηλίκα είναι άπειρες κυκλικές.

Λήμμα 5.26. Αν N � G και N,G/N ελευθέρες στρέψεις, τότε και η G

ελευθέρα στρέψης.

Απόδειξη. ΄Εστω 1 6= g ∈ G, ώστε gm = 1. Τότε αφού N ελευθέρα στρέψης,

αναγκαστικά g /∈ N . Δηλαδή, gN 6= N . ΄Ομως (gN)m = gmN = N , το οποίο

μας οδηγεί σε άτοπο αφού G/N ελευθέρα στρέψης. ΄Αρα τελικά G ελευθέρα

στρέψης.

Λήμμα 5.27. Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη, μηδενοδύναμη ομάδα έχει υ-

ποομάδα ελευθέρα στρέψης πεπερασμένου δείκτη.

Απόδειξη. Είναι άμεσο από 5.16, 5.25 και 5.26.

Ορισμός 5.28. ΄Εστω P1 και P2 δύο κλάσεις ομάδων (για παράδειγμα πε-

περασμένη, μηδενοδυναμη, πολυκυκλική). Λέμε ότι η ομάδα G είναι P1 επί P2

αν η G έχει κανονική υποομάδα N με την ιδιότητα P1 τέτοια ώστε το πηλίκο

G/N να έχει την ιδιότητα P2.

Πρόταση 5.29. Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη πεπερασμένη-επί-αβελιανή

ομάδα, είναι αβελιανή-επί-πεπερασμένη.

Απόδειξη. ΄Εστω G πεπερασμένα παραγόμενη πεπερασμενη-επί-αβελιανή.

Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει H �G πεπερασμένη ώστε G/H αβελιανή.

Θεωρούμε την C = CG(H) = {g ∈ G|ghg−1 = h.h ∈ H} τότε C �G πεπερα-

σμένου δείκτη.

Αυτό ισχύει γιατί θεωρούμε την φ : G→ Aut(H) με φ(g) = (h→ ghg−1). που

είναι καλά ορισμένη γιατί H�G. Τότε kerφ = C�G οπότε G/kerφ ' imφ 6

Aut(H). Οπότε αφού Aut(H) είναι πεπερασμένη (γιατί H πεπερασμένη), έπε-

ται ότι και G/C πεπερασμένη.
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Επίσης, παρατηρούμε ότι C μηδενοδύναμη, αφού 1�C∩H�C κεντρική σειρά.

Αυτό ισχύει επειδή C ∩ H αβελιανή και επίσης C/C ∩ H ' CH/C 6 G/H,

και G/H αβελιανή, άρα και η C/C ∩H αβελιανή.

Οπότε για την C μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 5.27 και άρα υπάρχει

K 6 C πεπερασμένου δείκτη, ελευθέρα στρέψης. Επίσης παρατηρούμε ότι K

αβελιανή γιατί K ′ 6 K και K ′ 6 H αφού K ′ 6 G′ 6 H (G/H αβελιανή).

Δηλαδή K ′ 6 H ∩K = 1 αφού H πεπερασμένη και K ελευθέρα στρέψης.

Τελικά έχουμε ότι υπάρχει K 6 G αβελιανή και πεπερασμένου δείκτη (αφού K

πεπερασμένου δείκτη στην C και C πεπερασμένου δείκτη στην G). Οπότε μπο-

ρεί από Λήμμα 2.14 να επιλεγεί πλήρως αναλλοίωτη (γιατί υποομάδα αβελιανής

είναι αβελιανή), ιδιαίτερα κανονική.

Οπότε έχουμε κανονική αβελιανή υποομάδα πεπερασμένου δείκτη, δηλαδή G

είναι αβελιανή- επί - πεπερασμένη.

Θεώρημα 5.30. Μια πολυκυκλική ομάδα έχει κανονική ομάδα πεπερασμένου

δείκτη που η παράγωγος υποομάδα της είναι μηδενοδύναμη.

Απόδειξη. Δες Robinson [1] [15.1.16]

Πρόταση 5.31. (Malcev) Κάθε πολυκυκλική-επί-πεπερασμένη ομάδα έχει

υποομάδα πεπερασμένου δείκτη της οποίας η παράγωγος υποομάδα είναι πεπε-

ρασμένα παραγόμενη και μηδενοδύναμη.

Απόδειξη. ΄Επεται άμεσα από το παραπάνω, αφού υποομάδα πολυκυκλικής είναι

πεπερασμένα παραγόμενη.



Κεφάλαιο 6

Βασικό Θεώρημα

6.1 Ascending Προσεγγιστικά Πεπερασμένες

Ορισμός 6.1. Μία ομάδα G ονομάζεται ascending προσεγγιστικά πεπερα-

σμένη ( ascending residually finite ή ARF), αν για κάθε f : G→ G μονομορ-

φισμό και 1 6= x ∈ G ∃W �G πεπερασμένου δείκτη τέτοια ώστε :

(i) x /∈ W

(ii) f(W ) ⊆ W

(iii) η απεικόνιση f̄ : G/W → G/W που επάγεται από την f είναι ισομορφι-

σμός.

Αν η W μπορεί να επιλεγεί πλήρως αναλλοίωτη, τότε λέμε την G FIARF.

Θα δούμε στο επόμενο θεώρημα ότι μια ομάδα είναι ARF αν και μόνο αν

όλες οι ascending HNN επεκτάσεις της είναι προσεγγιστικά πεπερασμένες. Συ-

νεπώς, αν και οι ARF ομάδες πρέπει να είναι προσεγγιστικά πεπερασμένες, το

παράδειγμα που θα δούμε στο επόμενο Κεφάλαιο μας δείχνει ότι το αντίστροφο

δεν ισχύει αναγκαστικά, δηλαδή υπάρχουν προσεγγιστικά πεπερασμένες ομάδες

που δεν είναι ARF, ακόμα και στην κλάση των πεπερασμένα παραγόμενων προ-

σεγγιστικά πεπερασμένων ομάδων.

Σημειώνουμε ότι το θεώρημα 1.1 θα προκύψει από το γεγονός ότι οι πολυκυ-

κλικές -επί- πεπερασμένες ομάδες είναι ARF, όπως θα αποδείξουμε στο 6.19.
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Θεώρημα 6.2. ΄Εστω G ομάδα.

Τότε κάθε ascending HNN επεκταση της G είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη

⇐⇒ G είναι ARF

Απόδειξη. ΄Εστω ότι κάθε HNN επέκταση της G είναι προσεγγιστικά πεπερα-

σμένη.

Εστω φ : G→ G μονομορφισμός και 1 6= x ∈ G.

Τότε αφού G∗φ =< G, t|t−1jt = φ(j), j ∈ G > είναι προσεγγιστικά πεπερα-

σμένη, υπάρχει ένα πεπερασμένο πηλίκο Q της G∗φ και θεωρώντας την φυσική

προβολή p : G∗φ → Q (μπορούμε να θεωρήσουμε ότι Q = G ∗φ /kerp) ώστε

p(x) 6= 1.

Αν W = G ∩ kerp � G και πεπερασμένου δείκτη(αφού kerp πεπερασμένου

δείκτη στην G∗φ) τότε ικανοποιεί τις 3 συνθήκες ώστε G να είναι ARF.

(i) Αφού p(x) 6= 1 έχουμε ότι x /∈ kerp ⇒ x /∈ W

(ii) Αν j ∈ W τότε p(j) = 1 έχουμε ότι p(φ(j)) = p(t−1jt) = p−1(t)p(j)p(t) =

1. Δηλαδή φ(j) ∈ G ∩ kerp = W . Δηλαδή έχουμε ότι φ(W ) ⊆ W

(iii) Τέλος θέλουμε να δείξουμε ότι η απεικόνιση φ̄ : G/W → G/W που

επάγεται από την φ είναι ισομορφισμός.

Αρχικά παρατηρούμε ότι p(j) ∈ G/W ∀ j ∈ G. Οπότε μπορούμε να

δούμε ότι φ̄(p(j)) = φ̄(jW ) = φ(j)W = p(φ(j)) = p−1(t)φ(j)p(t).

΄Αρα τελικά φ̄ συζυγία με p(t), οπότε είναι ισομορφισμός και έχουμε το

ζητούμενο.

Αντίστροφα, έστω ότι G είναι ARF.

΄Εστω φ : G → G μονομορφισμός και 1 6= a ∈ Gφ. Από κανονική μορφή

των ascending- HNN επεκτάσεων έχουμε ότι a = trxt−s για κάποια r, s > 0,

x ∈ G. Αν ισχύει ότι r − s 6= 0 τότε μπορούμε να στείλουμε κάθε στοιχέιο

του G στο 0 και το t στο 1 και επάγεται ομομορφισμός p : G∗φ → Zr+s+1 τότε

p(a) = r − s 6= 0 στο Zr+s+1. Στην άλλη περίπτωση αν r = s τότε a συζυγές

του x οπότε χ.β.τ.γ θεωρούμε a = x, Αφού λοιπόν G είναι ARF ∃W κανονική

φ-αναλλοίωτη υποομάδα της G τέτοια ώστε x /∈ W , G/W πεπερασμένη και
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φ̄ : G/W → G/W ισομορφισμός.

Γράφοντας την εικόνα j ∈ W , στην G/W ως j̄ τότε για την ομάδα Ḡ∗φ =<

G/W, t|j̄t = φ̄(j̄), j̄ ∈ (G/W ) > έχουμε ότι είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Για να το δείξουμε αυτό πρέπει να δείξουμε δύο ισχυρισμούς.

1. Η Ḡ∗φ =< G/W, t|j̄t = φ̄(j̄), j̄ ∈ G/W > είναι πεπερασμένη -επί- κυκλι-

κή. Πράγματι, αφού φ̄ είναι ισομορφισμός, ιδιαίτερα επί ισχύει ότι ∀j̄ ∈ G
∃j̄1 ∈ G/W τέτοιο ώστε j̄ = φ̄( ¯j1). ΄Αρα ισχύει tj̄t−1 = tφ̄(j̄1)t−1 = j̄1 ∈
G/W . Επίσης για κάθε j̄ ∈ G ότι t−1j̄t = φ̄(j̄) ∈ G που ισχύει απο ιδι-

ότητα της HNN επέκτασης. ΄Αρα τελικά t−1j̄t ∈ G/W και tj̄t−1 ∈ G/W ,

οπότε έχουμε ότι G/W � Ḡφ και επίσης G/W πεπερασμένη. Τέλος,

ισχύει ότι Ḡ∗φ/(G/W ) '< t > αφού χρησιμοποιώντας την ταυτότη-

τα t ¯φ(j) = j̄t, και την κανονική μορφή παίρνουμε ότι κάθε στοιχείο

g(G/W ) ∈ Ḡφ/(G/W ) ισούται με στοιχείο της μορφής tk(G/W ). ΄Αρα

τελικά έχουμε κανονική, πεπερασμένη υποομάδα με το πηλίκο να είναι

κυκλική.

2. Κάθε πεπερασμένη- επί-κυκλική ομάδα είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Πράγματι, έστω A πεπερασμένη-επί- κυκλική, δηλαδη έχει υποομάδα B�

A πεπερασμένη με A/B '< a >. Επίσης έστω x 6= 1 στην A. Αν

< t >' Zn τότε αφού και B πεπερασμένη και πεπερασμένου δείκτη στην

A έπεται ότι A είναι πεπερασμένη και άρα προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Αν τώρα < t >' Z στην περίπτωση που x ∈ B έχουμε το ζητούμενο

όπως πριν γιατί B πεπερασμένη. ΄Αρα θεωρούμε ότι x /∈ B ισοδύναμα

ότι xB 6= B μπορούμε να στείλουμε το x στο (A/B) ' Z ώστε να μην

είναι 1 και αφού το Z είναι προσεγγιστικά πεπερασμένο στέλνουμε το x

σε πεπερασμένο σύνολο, μέσω ομομορφισμού, ώστε να μην είναι 1, άρα

τελικά A προσεγγιστικά πεπερασμένη σε κάθε περίπτωση.

Οπότε απο τους δύο ισχυρισμούς έχουμε ότι Ḡ∗φ προσεγγιστικά πεπερασμένη,

δηλαδή υπάρχει πεπερασμένο πηλίκο της Ḡ∗φ ώστε x̄ 6= 1. Οπότε και x 6= 1 σε

αυτην την ομάδα, δηλαδη η G∗φ προσεγγιστικά πεπερασμένη.
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6.2 Μηδενοδύναμες ελευθέρες στρέψης

Θα ξεκινήσουμε με μερικούς χρήσιμους ορισμούς.

Ορισμός 6.3. ΄Εστω G ομάδα. Για κάθε x, y ∈ G, ορίζουμε [x, y] =

x−1y−1xy και για κάθε H,K υποομάδες της G, ορίζουμε [H,K] =< [x, y]|x ∈
H, y ∈ K >

Ορισμός 6.4. ΄Εστω G ομάδα και ακέραιος n, ορίζουμε Gn =< xn|x ∈ G >

και G′ = [G,G]. Αυτά είναι παραδείγματα verbal υποομάδων της G, βλέπε

Magnus [4] για περισσότερα.

Λήμμα 6.5. 1. ΄Εστω G ομάδα, ψ : G→ G/K πηλίκο με πυρήνα K, ψ ο

φυσικός επιμορφισμός. Τότε Gn
είναι πλήρως αναλλοίωτη υποομάδα της

G, (G/K)n = ψ(Gn) και (G/K)/(G/K)n ' G/(KGn)

2. ΄Εστω G ομάδα, ψ : G→ G/K πηλίκο με πυρήνα K, ψ ο φυσικός επιμορ-

φισμός. Τότε G′ είναι πλήρως αναλλοίωτη υποομάδα της G, (G/K)′ =

ψ(G′) και (G/K)/(G/K)′ ' G/(KG′)

Απόδειξη στον Magnus [4], [p.74; ex. 11, p. 80]

Το βασικό Θεώρημα σε αυτήν την ενότητα είναι.το ακόλουθο:

Θεώρημα 6.6. Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη, ελευθέρα στρέψης, μηδενο-

δύναμη ομάδα είναι FIARF

Αφού η υποομάδα Gp
είναι πλήρως αναλλοίωτη στην G σε κάθε ομάδα G

από Λήμμα 6.5, αρκεί να αποδείξουμε το επόμενο Θεώρημα :

Θεώρημα 6.7. Αν G πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα, ελευθέρα στρέψης,

μηδενοδύναμη ομάδα και έστω φ : G→ G μονομορφισμός και x μη τετριμμένο

στοιχείο του G. Τότε για κάθε επαρκώς μεγάλο πρώτο p, το πηλίκο G/Gp
είναι

μια πεπερασμένη p- ομάδα, x /∈ Gp
και ο επαγόμενος φ : G/Gp → G/Gp

είναι

ισομορφισμός.

Στην πραγματικότητα, είναι γνωστό ότι για G πεπερασμένως παραγόμενη,

ελευθέρα στρέψης μηδενοδύναμη, κάθε μη τετριμμένο x ∈ G επιζεί στο πηλίκο



6.2 Μηδενοδύναμες ελευθέρες στρέψης 51

G/Gp
για επαρκώς μεγάλο p ( δες [6] [κεφ. 2]). Το κύριο σημείο του Θεωρη-

ματος 6.7 είναι ότι για επαρκώς μεγάλο πρώτο p επίσης ¨συμφωνεί’ με δοσμένο

μονομορφισμό φ : G→ G.

Για το υπόλοιπο της ενότητας, έστω G πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα, ελευ-

θέρα στρέψης, μηδενοδύναμη ομάδα, φ : G → G μονομορφισμός, και Zi =

Zi(G). Ξεκινάμε δείχνοντας ότι η φ συμπεριφέρεται καλά σεβόμενη την άνω

κεντρική σειρά.

Λήμμα 6.8. Για κάθε i, φ(Zi) ≤ Zi και ο επαγόμενος φ : (G/Zi)→ (G/Zi)

είναι 1-1.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι αρκεί να δείξουμε το Λήμμα για i = 1.

Πράγματι, κάνοντας επαγωγή στο i και θεωρώντας ότι το έχουμε δείξει για i =

1, υποθέτουμε ότι ισχύει για i = k και θα το δείξουμε για i = k+1. Εφαρμόζου-

με την επαγωγική υπόθεση στο G/Z1 που από πρόταση 5.12 είναι επίσης ελευ-

θέρα στρέψης μηδενοδύναμη, αφού και η G είναι. Τότε έχουμε ότι Zi(G/Z1) =

Zi+1/Z1 από λήμμα (5.6). ΄Αρα η επαγωγική υπόθεση μας δίνει φ(Zi+1/Z1) 6

Zi+1/Z1, από το οποίο προκύπτει ότι φ(Zi+1) 6 Zi+1. Επίσης, χρησιμοποι-

ώντας ξανά την επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι φ : (G/Z1)/(Z1+1/Z1) →
(G/Z1)/(Z1+1/Z1) είναι 1-1 και αφού από τρίτο θεώρημα ισομορφισμών (G/Z1)/(Z1+1/Z1) '
G/Zi+1, έχουμε ότι και η φ : G/Zi+1 → G/Zi+1 είναι 1-1.

Μετά βλέπουμε ότι αρκεί για την απόδειξη του Λήμματος να δείξουμε την πα-

ρακάτω σχέση :

φ(Z1) = Z(φ(G)) = Z1 ∩ φ(G) (6.1)

Αν το έχουμε δείξει τότε προφανώς ισχύει το πρώτο ζητούμενο, δηλαδή ότι

φ(Z1) ≤ Z1.

Για το δεύτερο έστω φ(xZ1) = φ(x)Z1 = Z1 για κάποιο x ∈ G, τότε φ(x) ∈ Z1.

Επίσης, φ(x) ∈ φ(G), δηλαδή φ(x) ∈ Z1 ∩ φ(G) = φ(Z1). ΄Ομως φ : G → G

μονομορφισμός άρα αναγκαστικά x ∈ Z1. Ξεκινήσαμε με φ(xZ1) = Z1 και

καταλήξαμε στο ότι πρέπει x ∈ Z1, άρα η φ : (G/Zi)→ (G/Zi) είναι 1-1.

Για να αποδείξουμε την 6.1 πρώτα παρατηρούμε ότι Z(φ(G)) = φ(Z1). Πράγ-

ματι, έστω x ∈ φ(Z1), τότε x = φ(y) για κάποιο y ∈ Z1 και φ(w) ∈ Z(φ(G)) ≤
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φ(G). ΄Αρα xφ(w) = φ(y)φ(w) = φ(yw) = φ(wy) (αφού y ∈ Z1) και φ(wy) =

φ(w)φ(y) = φ(w)x. Οπότε έχουμε ότι x ∈ Z(φ(G)). Αντίστροφα τώρα, έστω

y ∈ Z(φ(G)) ≤ φ(G), δηλαδή y = φ(x), x ∈ G τότε yφ(w) = φ(w)y∀w ∈ G.

Αλλιώς φ(x)φ(w) = φ(w)φ(x)∀w ∈ G ή ισοδύναμα φ(xw) = φ(wx)∀w ∈ G.

΄Ομως φ 1-1 άρα xw = wx∀w ∈ G, δηλαδή x ∈ Z1 και άρα y ∈ Z(φ(G)).

Μετά παρατηρούμε ότι φ|Z1 : Z1 → φ(Z1) = Z(φ(G)) είναι ισομορφισμός, και

αφού G ελευθέρα στρέψης, έχουμε ότι είναι ελεύθερες αβελιανές, άρα είναι ισο-

μορφισμός ελεύθερων αβελιανών ομάδων. Λόγω του ισομορφισμού έχουμε ότι

rank(Z1) = rank(Z(φ(G))). Ακόμα, αφού G πεπερασμένα παραγόμενη μηδε-

νοδύναμη είναι πολυκυκλική και άρα εφαρμόζοντας την Πρόταση 5.21 έχουμε

[Z1 : Z1∩φ(G)] ≤ [G : Z1] <∞. Οπότε rank(Z1) = rank(Z1∩φ(G)) και άρα

rank(Z1 ∩ φ(G) = rank(Z(φ(G)). Επίσης, ισχύει ότι Z1 ∩ φ(G) ≤ Z(φ(G))

γιατί αν x ∈ (Z1∩φ(G)) και φ(y) ∈ φ(G) τότε προφανώς xφ(y) = φ(y)x αφού

x ∈ Z1 και x ∈ φ(G), άρα x ∈ Z(φ(G)). Οπότε αφού είναι ίδιας τάξης υποο-

μάδα, έχουμε ότι είναι πεπερασμένου δείκτη, δηλαδή [Z(φ(G) : Z1∩φ(G)] <∞.

Τέλος έχουμε ότι :

Z1 ∩ φ(G) = Z1 ∩ Z(φ(G)) (6.2)

Αρχικά η ανισότητα Z1 ∩ φ(G) ≥ Z1 ∩ Z(φ(G)) είναι προφανής αφού φ(G) ≥
Z(φ(G)). Για την αντίστροφη παίρνουμε x ∈ Z1 ∩ φ(G) και φ(y) ∈ φ(G), τότε

xφ(y) = φ(y)x∀φ(y) ∈ φ(G) αφού x ∈ Z1 και x ∈ φ(G) άρα x ∈ Z(φ(G))∩Z1.

Από τα παραπάνω και το δεύτερο θεώρημα ισομορφισμών

Z(φ(G))/(Z1 ∩ φ(G)) = Z(φ(G))/(Z1 ∩ Z(φ(G)) ' Z(φ(G))Z1/Z1 ≤ G/Z1.

Αφού Z(φ(G))/(Z1 ∩ φ(G)) πεπερασμένη, η Z(φ(G))Z1/Z1 είναι πεπερασμένη

υποομάδα της ελευθέρα στρέψης ομάδας( από πρόταση 5.12) G/Z1, άρα τετριμ-

μένη. Επομένως Z(φ(G)) = Z1 ∩ φ(G). Οπότε το Λήμμα έπεται.

Αφού η φ : (G/Zi) → (G/Zi) είναι 1-1, δηλαδή αν φ(xZi) = Zi ⇐⇒ x ∈ Zi,
επάγεται φi : (Zi/Zi−1)→ (Zi/Zi−1) μονομορφισμός.

Από το παραπάνω θεώρημα παίρνουμε ένα ορισμό: Αφού Zi/Zi−1 ελεύθερες

αβελιανές, οπότε κάθε φi είναι μονομορφισμός μεταξύ ελεύθερων αβελιανών.

Ορισμός 6.9. Ορίζονται di = det(φi) για κάθε i, και τις λέμε άνω κεντρικές
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ορίζουσες της φ.

Παρατηρούμε, επίσης, ότι di 6= 0.

Ορισμός 6.10. ΄Εστω p πρώτος. Λέμε ότι η G p-reduces, αν Zi ∩Gp = Zp
i

για κάθε i.

Λήμμα 6.11. ΄Εστω A,B,C υποομάδες την G τέτοια ώστε C 6 A. Τότε

(A ∩B)C = A ∩BC.

Απόδειξη. Θα το δείξουμε για τους γεννήτορες, οπότε θα έχουμε την ισότητα.

Αρχικά έστω x = ac με a ∈ A ∩B και c ∈ C 6 A , τότε προφανώς x ∈ A.

Επίσης, αν a ∈ B, c ∈ C τότε ac ∈ BC, έχουμε ότι ac ∈ (A ∩ B)C. Δηλαδή

έχουμε ότι (A ∩ B)C ⊆ A ∩ BC. Για την άλλη κατεύθυνση παίρνουμε x ∈ A
τέτοιο ώστε x = bc με b ∈ B, c ∈ C. Αφού bc ∈ A και c ∈ C 6 A αναγκαστικά

b ∈ A. Δηλαδή b ∈ A ∩B και αφού c ∈ C έπεται ότι x = bc ∈ (A ∩ B)C.

Οπότε (A ∩B)C ⊇ A ∩BC

Λήμμα 6.12. ΄Εστω p πρώτος. Αν G p-reduces, τότε G/Z1 p-reduces.

Απόδειξη. ΄Εστω ψ : G → (G/Z1) η φυσική απεικόνιση. Τότε έχουμε ότι

Zi−1(G/Z(G) = Zi/Z(G) από Λήμμα 5.6 και Zi/Z(G) = ψ(Zi). Επίσης,

(G/Z(G))p = ψ(Gp) από Λήμμα 6.5. Οπότε έχουμε ότι Zi−1(G/Z(G))p =

ψ(Zi)
p = ψ(Zp

i ) συνδυάζοντας το προηγούμενο και το Λήμμα 6.5. Τότε αφούG

p-reduces έχουμε ψ(Zp
i ) = ψ(Zi∩Gp) = (Zi∩Gp)Z(G) και χρησιμοποιώντας το

Λήμμα 6.11 και ότι Zi ⊇ Z(G) παίρνουμε ότι (Zi∩Gp)Z(G) = Zi∩(GpZ(G)) =

ψ(Zi) ∩ ψ(Gp), από τα προηγούμενα. Οπότε έχουμε τελικά Zi−1(G/Z(G)) ∩
(G/Z(G))p = Zi−1(G/Z(G))p, δηλαδή G/Z(G) p-reduces.

Λήμμα 6.13. ΄Εστω p πρώτος. Αν G p-reduces, τότε Z1G
p/Gp ' Z1/Z

p
1 .

Απόδειξη. Αν G p-reduces έχουμε ότι Z1G
p/Gp ' Z1/(Z1 ∩Gp) = Z1/Z

p
1

χρησιμοποιώντας το δεύτερο θεώρημα ισομορφισμών.
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Λήμμα 6.14. Υποθέτουμε ότι G p-reduces, όπου p πρώτος που δεν διαιρεί

καμία από τις άνω κεντρικές ορίζουσες της φ. Τότε η επαγόμενη απεικόνιση

φ : (G/Gp)→ (G/Gp)
είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Θα το δείξουμε με επαγωγή στην κλάση μηδενοδυναμίας n.

◦ Αν n = 0 τότε G = {1} οπότε ισχύει.

◦ ΄Εστω ότι ισχύει για ομάδες με κλάση μηδενοδυναμίας < n. Τότε G/Z(G)

είναι πεπερασμένα παραγόμενη (αφού και η G είναι), χωρίς στρέψη (χρησιμο-

ποιώντας το Λήμμα 5.11 αφού G είναι χωρίς στρέψη και μηδενοδύναμη) και

χρησιμοποιώντας το Λήμμα 5.6 είναι μηδενοδύναμη κλάσης n− 1.

Επίσης, από Λήμμα 6.12 η G/Z(G) p-reduces, αφού G p-reduces. Ακόμα

για την φ : G/Z(G)→ G/Z(G) που επάγεται από την φ, έχουμε για τις φi :

Zi(G/Z(G))/Zi−1(G/Z(G)) = (Zi+1/Z(G))/(Zi/Z(G))→ Zi(G/Z(G))/Zi−1(G/Z(G)) =

(Zi+1/Z(G))/(Zi/Z(G)) και αφού (Zi+1/Z(G))/(Zi/Z(G)) ' Zi+1/Zi οι φi

για την G/Z(G) είναι ουσιαστικά οι φi+1 για την G, άρα από υπόθεση το p

δεν διαιρεί καμία από τις ορίζουσες της φ.

Από επαγωγική υπόθεση φ : (G/Z(G) → (G/Z(G))) ο επαγόμενος φ :

(G/Z(G))/(G/Z(G))p → (G/Z(G))/(G/Z(G))p είναι ισομορφισμός.

Αφού από Λήμμα 6.5 (G/Z(G))/(G/Z(G))p ' G/ZGG
p
, οπότε ο επαγόμε-

νος φ : G/Z(G)Gp → G/Z(G)Gp
ισομορφισμός.

Μετά, αφού p δεν διαιρεί καμία από την ορίζουσα της φ1 : Z(G)→ Z(G) (α-

φού δεν διαιρεί τις ορίζουσες για κάθε φi), ο επαγόμενος φ : (Z(G)/Z(G)p)→
(Z(G)/Z(G)p) είναι ισομορφισμός. ΄Αρα, αφού G p-reduces από Λήμμα 6.13

(Z(G)Gp/Gp ' Z(G)/Z(G)p, έχουμε ότι ο επαγόμενος φ : Z(G)Gp/Gp →
Z(G)Gp/Gp

ισομορφισμός.

΄Επεται ότι αφού φ :→ G/Z(G)Gp
και φ : Z(G)Gp/Gp → Z(G)Gp/Gp

είναι

ισομορφισμός, ο επαγόμενος φ : G/Gp → G/Gp
ισομορφισμός.

Τώρα για το Θεώρημα 6.7 :
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Απόδειξη. Αρχικά, για κάθε p G/Gp
είναι πεπερασμένα παραγόμενη, μηδενο-

δύναμη αφού και η G είναι. Επίσης, G/Gp
είναι ομάδα στρέψης αφού, προφανώς,

(xGp)p = Gp
. ΄Αρα από τα προηγούμενα και το Λήμμα (5.14) έχουμε ότι ηG/Gp

είναι πεπερασμένη, ή αλλιώς [G : Gp] < ∞. Μετά από το Λήμμα (5.13) για

κάθε Zi ισχύει Zi ∩ Gp = Zp
i βλέπουμε ότι G p-reduces για επαρκώς μεγάλο

p.(Επιλέγουμε το p ώστε να ισχύει για όλα τα i η ζητούμενη σχέση) Επιπλέον,

πάλι από Λήμμα 5.13, για κάθε 1 6= x ∈ G, για επαρκώς μεγάλο p έχουμε ότι

< x > ∩Gp =< x >p
. Οπότε αν θεωρήσουμε ότι x ∈ Gp

, από την προηγούμε-

νη σχέση παίρνουμε ότι x ∈< x >p
, δηλαδή x = (xk)p = xkp, άρα xkp−1 = 1.

΄Ομως G ελευθέρα στρέψης, οπότε καταλήγουμε σε άτοπο. Δηλαδή, τελικά

x /∈ Gp
για αρκετά μεγάλο p.

Τέλος επιλέγοντας p αρκετά μεγάλο ώστε συγχρόνως να ισχύει ότι G p-reduces

και να μην διαιρεί κάποια από τις πεπερασμένες άνω κεντρικές ορίζουσες φi ,

από το Λήμμα 6.14, παίρνουμε ότι φ : G/Gp → G/Gp
είναι ισομορφισμός.

Αφού όλες οι παραπάνω διαδικασίες μπορούν να γίνουν για όλα τελικά τα p, ο-

πότε επιλέγοντας ένα αρκετά μεγάλο, μπορούμε να επιτύχουμε ταυτόχρονα όλα

τα ζητούμενα.

6.3 Σταθεροποιούσα

Το παρακάτω Θεώρημα μας οδηγεί σε έναν ορισμό :

Θεώρημα 6.15. ΄Εστω G ομάδα και φ : G→ G ένας ομομορφισμός. Επίσης

έστω V μια φ-αναλλοίωτη κανονική υποομάδα της G και W =
∞⋃
n=0

φ−n(V ) =

{x ∈ G|φn(x) ∈ V για κάποιο n}.
Τότε W είναι φ -αναλλοίωτη κανονική υποομάδα της G, και η επαγόμενη φ̄ :

G/W → G/W είναι μονομορφισμός.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ W , οπότε x ∈ G με φn(x) ∈ V για κάποιο n, τότε

θέλουμε να δείξουμε ότι W είναι φ -αναλλοίωτη, δηλαδή φ(x) ∈ W . Πράγματι,

φn(φ(x)) = φ(φn(x)) ∈ V , αφού φn(x) ∈ V γιατί V φ-αναλλοίωτη, άρα φ(x) ∈
W , οπότε W είναι φ -αναλλοίωτη. Μετά, η W είναι αύξουσα ένωση κανονικών
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υποομάδων άρα είναι υποομάδα και μάλιστα κανονική υποομάδα της G. Τέλος

θα δείξουμε ότι φ̄ : G/W → G/W είναι μονομορφισμός. ΄Εστω λοιπόν x ∈ G
με φ(x)W = W , ή ισοδύναμα, φ(x) ∈ W . Οπότε για κάποιο n, φn(φ(x)) =

φn+1(x) ∈ V που συνεπάγεται ότι x ∈ W , άρα φ̄(xW ) = W έπεται ότι xW =

W . Δηλαδή φ̄ μονομορφισμός.

Ορισμός 6.16. ΄Εστω G ομάδα και φ : G → G, V φ -αναλλοίωτη κανονική

υποομάδα της G και W =
∞⋃
n=0

φ−n(V ) = {x ∈ G|φn(x) ∈ V }.

Τότε θα λέμε την W σταθερό πυρήνα της φ σε σχέση με την V και την φ̄ είναι

η σταθεροποιούσα της φ σε σχέση με την V .

Θεώρημα 6.17. ΄Εστω J ομάδα και G μία πλήρως αναλλοίωτη υποομάδα της.

Υποθέτουμε ότι:

1. G είναι FIARF

2. κάθε πηλίκο μιας πεπερασμένης- επί- (J/G) είναι ARF

Τότε J είναι ARF.

Απόδειξη. ΄Εστω φ : J → J μονομορφισμός και K ο σταθερός πυρήνας σε

σχέση με το G. ΄Εστω και x 6= 1 στο J Υπάρχουν δύο περιπτώσεις:

1. Αν x ∈ K τότε φn(x) ∈ G για κάποιο n, τότε αφού φ μονομορφισμός

επαγωγικά μπορούμε να καταλήξουμε στο ότι φn(x) 6= 1. Από την πρώτη

υπόθεση έχουμε ότι υπάρχει πλήρως αναλλοίωτη υποομάδα πεπερασμένου

δείκτη V0 ≤ G τέτοια ώστε φn(x) /∈ V0 και ο περιορισμός της φ στο G

επάγει ισομορφισμό φ : G/V0 → G/V0. ΄Εστω V ο σταθερός πυρήνας

της φ σε σχέση με το V0. Τότε αφού φ : G/V0 → G/V0 1− 1 έχουμε ότι

V ∩ G = V0. Πράγματι αφού V =
∞⋃
n=0

φ−n(V0) = {x ∈ J |φn(x) ∈ V0},

V0 ≤ V (για n = 0, φo(vo) = v0 ∈ V ) και επίσης V0 ≤ G από επιλογή

V0. Αντίστροφα, αν x ∈ V ∩ G τότε φn(x) ∈ V0 για κάποιο n, όμως φ :

G/V0 → G/V0 1− 1, άρα αναγκαστικά x ∈ V0. ΄Αρα δείξαμε την ισότητα

V ∩ G = V0. Από αυτό βλέπουμε ότι φn(x) /∈ V , αφού φn(x) /∈ V0 και
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φn(x) ∈ G. Οπότε αφού από θεώρημα 6.15 ο επαγόμενος ενδομορφισμός

φ̄ : J/V → J/V είναι 1− 1, έπεται ότι x /∈ V .

2. Αν x /∈ K, θέτουμε V0 = G και V = K.

Αρχικά, παρατηρούμε ότι J/V0 είναι πεπερασμένη- επί- J/G ομάδα, αφού G/V0

πεπερασμένη και (J/V0)/(G/V0) ' J/G. ΄Επειτα J/V ' (J/V0)/(V/V0), δη-

λαδή J/V πηλίκο της πεπερασμένης- επί- J/G ομάδας. Επίσης και στις δύο

περιπτώσεις ισχύει ότι ο επαγόμενος φ : J/V → J/V είναι 1− 1 και x 6= 1 στο

J/V . Από δεύτερη υπόθεση, υπάρχει φ- αναλλοίωτη υποομάδα, πεπερασμένου

δείκτη U � J/V ώστε π(x) /∈ U όπου π η φυσική προβολή και φ : (J/V )/U →
(J/V )/U ισομορφισμός. Αν πάρουμε U = W/V τότε W έχει τις ζητούμε-

νες ιδιότητες. Αρχικά, W � J , αφού W/V � J/V και είναι και πεπερασμένου

δείκτη αφού J/W ' (J/V )/(W/V ) = (J/V )/U , που ξέρουμε πως είναι πεπε-

ρασμένη. Μετά, x /∈ W , αφού π(x) /∈ U . Στην συνέχεια, έχουμε φ(U) ⊆ U

και άρα φ(W ) ⊆ W . Τέλος, ξέρουμε ότι φ : (J/V )/(W/V )→ (J/V )/(W/V )

ισομορφισμός και αφού (J/V )/(W/V ) ' J/W από τρίτο θεώρημα ισομορφι-

σμών έχουμε ότι φ : J/W → J/W ισομορφισμός. ΄Αρα W έχει τις ζητούμενες

ιδιότητες.

6.4 Απόδειξη Βασικού Θεωρήματος

΄Εχοντας δει προηγουμένως την ελευθέρα στρέψης μηδενοδύναμη περίπτωση,

τώρα θα χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα 6.17 για να επεκτείνουμε την κλάση

ομάδων που ξέρουμε ότι είναι ARF μέχρι να φτάσουμε στον Θεώρημα 1.1

Λήμμα 6.18. Κάθε πεπερασμένη ομάδα είναι ARF.

Απόδειξη. ΄Εστω G 6= 1 πεπερασμένη, x 6= 1 και φ : G→ G μονομορφισμός.

Για W = {1}�G έχουμε ότι:

◦ x /∈ W

◦ φ(W ) ⊆ W



58 Βασικό Θεώρημα

◦ φ̄ : G/{1} → G/{1} είναι 1 − 1 και αφού G πεπερασμένη είναι και επί, άρα

ισομορφισμός.

Λήμμα 6.19. Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη, μηδενοδύναμη - επί- πεπερα-

σμένη ομάδα είναι ARF.

Απόδειξη. ΄Εστω G πεπερασμένα παραγόμενη, μηδενοδύναμη - επί - πεπερα-

σμένη ομάδα. Δηλαδή υπάρχει N � G μηδενοδύναμη τέτοια ώστε G/N πεπε-

ρασμένη.

Από Λήμμα 5.27 (αφού N πεπερασμένη παραγόμενη, ως υποομάδα πεπερα-

σμένου δείκτη μιας πεπερασμένα παραγόμενης και μηδενοδύναμη) υπάρχει N0 ≤
N ελευθέρα στρέψης με [N : N0] < ∞. ΄Ομως από Λήμμα 2.14 μπορούμε να

βρούμε N1 πλήρως αναλλοίωτη, πεπερασμένου δείκτη στην G. Τότε όπως πριν,

N1 πεπερασμένα παραγόμενη, μηδενοδύναμη, ελευθέρα στρέψης, οπότε από Θε-

ώρημα 6.6 N1 είναι FIARF. Τέλος, τα πηλίκα των πεπερασμένων - επί- (G/N1)

είναι πεπερασμένα (αφού έχει πεπερασμένη υποομάδα πεπερασμένου δείκτη),

άρα από Λήμμα 6.18 είναι ARF.

Οπότε από τα παραπάνω, από το Θεώρημα 6.17, η G είναι ARF.

Τώρα θα προχωρήσουμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 1.1. Μπορούμε

εδώ να το επαναδιατυπώσουμε:

Θεώρημα 6.20. ΄Εστω φ : G→ G ένας μονομορφισμός -μιας πολυκυκλικής

-επί- πεπερασμένη ομάδας. Τότε η G∗φ είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Απόδειξη. ΄Εστω G πολυκυκλική - επί - πεπερασμένη. Από Λήμμα 5.31, υπάρ-

χει H ≤ G πεπερασμένου δείκτη, τέτοια ώστε H ′ πεπερασμένα παραγόμενη,

μηδενοδύναμη. Μπορούμε να υποθέσουμε από Λήμμα 2.14 ότι H πλήρως αναλ-

λοίωτη στην G. (Μπορούμε να βρούμε H1 ≤ H, με H1 πλήρως αναλλοίωτη

στην G και πεπερασμένου δείκτη. Τότε H ′1 ≤ H ′ άρα H ′1 μηδενοδύναμη ως

υποομάδα μηδενοδύναμης και H ′1 πεπερασμένα παραγόμενης ως υποομάδα της

πολυκυκλικής ως πεπερασμένα παραγόμενης μηδενοδύναμης H ′)

Οπότε H ′ πλήρως αναλλοίωτη στην G, αφού H ′ πλήρως αναλλοίωτη στην H



6.4 Απόδειξη Βασικού Θεωρήματος 59

από Λήμμα 6.5 και H πλήρως αναλλοίωτη στην G.

Από Λήμμα 5.27 H ′ αφού είναι πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη, έχει

A ≤ H ′ με A ελευθέρα στρέψης. ΄Οπως πριν, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι A

είναι πλήρως αναλλοίωτη στην H ′, οπότε A πλήρως αναλλοίωτη στην G. (Μπο-

ρούμε να βρούμε A1 ≤ A με A1 πλήρως αναλλοίωτη και πεπερασμένου δείκτη

στην H ′. Επίσης, A1 ελευθέρα στρέψης ως υποομάδα μιας ομάδας ελευθέρα

στρέψης.)

Τώρα από Θεώρημα 6.6 και ξέροντας ότι A είναι πεπερασμένα παραγόμενη, ε-

λευθέρας στρέψης, μηδενοδύναμη να δούμε ότι A είναι FIARF.

Τώρα για να συνεχίσουμε θα αποδείξουμε τρεις ισχυρισμούς:

i Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη πεπερασμένη - επί -(αβελιανή-επί-πεπερασμένη)

ομάδα είναι (πεπερασμένη - επί - αβελιανή)-επί- πεπερασμένη.

ii Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη (αβελιανή - επί - πεπερασμένη) - επί- πεπε-

ρασμένη είναι αβελιανή- επί - πεπερασμένη.

iii Πηλίκο μιας αβελιανής-επί- πεπερασμένη είναι αβελιανή - επί - πεπερασμένη.

Απόδειξη. Ισχυρισμών

i ΄ΕστωA πεπερασμένα παραγόμενη πεπερασμένη - επί -(αβελιανή-επί-πεπερασμένη),

δηλαδή υπάρχει B � A πεπερασμένη με A/B αβελιανή- επί- πεπερασμένη,

δηλαδή υπάρχει (C/B) � (A/B), με C/B αβελιανή. ώστε (A/B)/(C/B)

πεπερασμένη. Οπότε η A έχει την C � A ώστε A/C ' (A/B)/(C/B) πε-

περασμένη και C πεπερασμένη -επί - αβελιανή αφού B�C, B πεπερασμένη

και C/B αβελιανή.

ii ΄Εστω A πεπερασμένα παραγόμενη (αβελιανή - επί- πεπερασμένη) - επί- πε-

περασμένη, δηλαδή υπάρχει B�A πεπερασμένου δείκτη με B αβελιανή- επί-

πεπερασμένη. (Μπορεί να επιλεγεί πλήρως αναλλοίωτη στην A από Λήμμα

2.14 γιατί βρίσκουμε B1 ≤ B πλήρως αναλλοίωτη υποομάδα πεπερασμένου

δείκτη στην A και τότε B1 επίσης αβελιανή - επί - πεπερασμένη, αφού αν

H � B πεπερασμένου δείκτη με H αβελιανή, έχουμε ότι B1 ∩H κανονική

πεπερασμένου δείκτη στην B1 και B1∩H αβελιανή.) Επίσης, υπάρχει C�B
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πεπερασμένου δείκτη. Αφού B πεπερασμένου δείκτη σε πεπερασμένα παρα-

γόμενη, είναι πεπερασμένα παραγόμενη και μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε

ξανά το Λήμμα 2.14, όπως πριν αφού υποομάδα αβελιανής είναι αβελιανή

και να επιλεγεί και η C πλήρως αναλλοίωτη στην B. Από τα παραπάνω

έχουμε ότι C αβελιανή, πλήρως αναλλοίωτη, πεπερασμένου δείκτη στην A.

(Αφού C πλήρως αναλλοίωτη, πεπερασμένου δείκτη στην B και B πλήρως

αναλλοίωτη, πεπερασμένου δείκτη στην A). Οπότε A είναι αβελιανή- επί -

πεπερασμένη.

iii ΄Εστω A μιας αβελιανής - επί- πεπερασμένη και B � A. Τότε θα δείξου-

με ότι A/B αβελιανή- επί- πεπερασμένη. Υπάρχει λοιπόν H � A αβελια-

νή, πεπερασμένου δείκτη. Τότε (HB/B) � (A/B). Επίσης, HB/B '
H/(B ∩ H) (από τρίτο Θεώρημα ισομορφισμών) άρα αβελιανή. Τέλος

(A/B)/(HB/B) ' A/AB από δεύτερο Θεώρημα ισομορφισμών και αφού

[A : HB] ≤ [A : H] < ∞ άρα είναι πεπερασμένου δείκτη και έχουμε το

ζητούμενο.

Τώρα παρατηρούμε ότιG/A αβελιανή- επί- πεπερασμένη αφούH/A είναι πεπερασμένη-

επί- αβελιανή αφού έχει υποομαδα την πεπερασμένη H ′/A και το πηλίκο τους

είναι αβελιανή. Οπότε G/A είναι πεπερασμένη-επί-(πεπερασμένη-επί- αβελια-

νή) άρα και πεπερασμένη-επί-(αβελιανή επί πεπεραμσένη) από 5.29 οπότε και

(πεπερασμένη-επι-αβελιανή)- επι πεπερασμένη από ισχυρισμό, άρα ειναι και (αβελιανή-

επί-πεπερασμένη)-επί πεπερασμένη ξανά 5.29 και τελικά από ισχυρισμό αβελιανή-

επί- πεπερασμένη.

Αφού λοιπόν πηλίκο μιας πεπερασμένης - επί -(G/A) είναι πηλίκο πηλίκο μιας

πεπερασμένης - επί -(αβελιανή-επί-πεπερασμένη). Από τον πρώτο ισχυρισμού

είναι πηλίκο μιας (πεπερασμένη - επί - αβελιανή)-επί- πεπερασμένη που από το

Λήμμα 5.29 είναι πηλίκο (αβελιανή- επί- πεπερασμένη) - επί - πεπερασμένη και

άρα από τον δεύτερο ισχυρισμό πηλίκο μιας αβελιανής - επί - πεπερασμένης. Ο

τρίτος ισχυρισμός μας δίνει ότι είναι αβελιανή - επί - πεπερασμένη και άρα τελικά

μηδενοδύναμη -επί- πεπερασμένη και επίσης πεπερασμένα παραγόμενη, άρα από
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6.19 είναι ARF.

Από το Θεώρημα 6.17 έχουμε το ζητούμενο του Θεωρήματος.

6.5 Εφαρμογή του Βασικού Θεωρήματος

Στο [29] αποδεικνύεται το εξής ανοιχτό έως τότε πρόβλημα:

Πρόταση 6.21. Κάθε ascending HNN επέκταση μιας πεπερασμένα παρα-

γόμενης ελεύθερης ομάδας είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Σε αυτήν την ενότητα χρησιμοποιούμε το Θεώρημα 1.1 για να αποδείξου-

με μια ειδική της περίπτωση. Πιο συγκεκριμένα, έστω Gαβ η αβελιανοποίηση

G/G′ της G. Προχωρώντας στην κατεύθυνση του προηγούμενου θεωρήματος,

παίρνουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα του Moldavanskii.

Θεώρημα 6.22. Αν G είναι πεπερασμένα παραγόμενη προσεγγιστικά ελευ-

θέρα στρέψης, μηδενοδύναμη και φ : G → G μονομορφισμός. Επίσης, υπο-

θέτουμε ότι [Gαβ : φαβ(Gαβ)] < ∞. Τότε G∗φ είναι προσεγγιστικά πεπερα-

σμένη.

Πιο συγκεκριμένα, αφού οι ελεύθερες ομάδες είναι προσεγγιστικά ελευθέρα

στρέψης μηδενοδύναμη ( Magnus [4]), το θεώρημα 6.22 μας δίνει αμέσως το

επόμενο αποτέλεσμα, που αρχικά λάβαμε από τον Moldavanskii [7] [proposition

3] και αργότερα ανεξάρτητα σε μια αδημοσίευτη εργασία του Sapir [8]

Θεώρημα 6.23. Αν F είναι πεπερασμένα παραγόμενη ελεύθερη ομάδα και

φ : F → F είναι μονομορφισμός τέτοιος ώστε ο επαγόμενος φαβ : Fαβ → Fαβ

είναι επίσης μονομορφισμός, τότε F∗φ είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Απόδειξη. Αφού όπως αναφέραμε παραπάνω το ότι είναι ελεύθερη έπεται ότι

είναι προσεγγιστικά ελευθέρα στρέψης μηδενοδύναμη, για να έχουμε τις υπο-

θέσεις του Θεωρήματος 6.22 μας μένει να δείξουμε ότι [Fαβ : φαβFαβ] <∞.

Αφού φαβ : Fαβ → Fαβ είναι μονομορφισμός, έχουμε ότι φαβ(Fαβ) ' Fαβ. Και

αφού είναι πεπερασμένα παραγόμενες αβελιανές, αναγκαστικά πρέπει να ισχύει
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ότι είναι πεπερασμένου δείκτη, δηλαδή έχουμε το ζητούμενο.

΄Ετσι εφαρμόζουμε το παραπάνω Θεώρημα και έπεται ότι F∗φ είναι προσεγγι-

στικά πεπερασμένη.

Για να αποδείξουμε το θεώρημα 6.22 χρειαζόμαστε το παρακάτω Λήμμα.

Λήμμα 6.24. ΄Εστω G πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα, α :

G → G/G′ ο φυσικός επιμορφισμός και H ≤ G τέτοιο ώστε α(H) πεπερα-

σμένου δείκτη στην α(G).

Τότε η H είναι πεπερασμένου δείκτη στην G.

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε ότι κάθε συζυγές της H έχει εικόνα α(H)

στην α(G). Πράγματι, α(ghg−1) = ghg−1G′ = h(h−1ghg−1)G′ = hG′, αφού

προφανώς h−1ghg−1 ∈ G′. ΄Αρα α(gHg−1) = α(H) για κάθε g ∈ G.

Οπότε α(
⋂
g∈G

gHg−1) = α(H), οπότε αλλάζοντας την H με την

⋂
g∈G

gHg−1
δεν

χάνουμε κάτι αν θεωρήσουμε ότι H είναι επίσης κανονική στην G.

Τότε G/H είναι πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη (αφού και η G είναι),

και από το Λήμμα 6.5 έχουμε ότι (G/H)αβ = (G/H)/(G/H)′ ' G/HG′ άρα

πεπερασμένη (αφού G/G′ πεπερασμένη).

Δηλαδή η G/H έχει πεπερασμένη αβελιανοποίηση, οπότε από Λήμμα 5.14 είναι

πεπερασμένη. Οπότε H πεπερασμένου δείκτη στην G.

Αρχικά, παρατηρούμε ότι για κάθε ομάδα G και για κάθε n ∈ N ισχύει ότι

G/γn+1(G) είναι μηδενοδύναμη, αφού γn+1(G/γn+1(G)) = γn+1(G)/γn+1(G) =

1 από Λήμμα 5.8. Οπότε από 5.15, έχουμε ότι η ομάδα στέψης αποτελεί υπο-

ομάδα, οπότε έχει νόημα ο παρακάτω ορισμός, τον οποίο και θα χρησιμοποι-

ήσουμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 6.22:

Ορισμός 6.25. Ορίζουμε γ̄n(G) την υποομάδα της G για την οποία ισχύει

ότι γ̄n(G)/γn+1(G) ισούται με την ομάδα στρέψης της G/γn+1(G).

Τότε αρχικά παρατηρούμε ότι γ̄n(G) �G για κάθε n ∈ N.
Επίσης ισχύει ο παρακάτω χαρακτηρισμός για τις προσεγγιστικά ελευθέρας

στρέψης μηδενοδύναμες ομάδες:
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Πρόταση 6.26. ΄Εστω G ομάδα. Τα εξής είναι ισοδύναμα:

i Η G είναι προσεγγιστικά ελευθέρα στρέψης μηδενοδύναμη

ii
⋂

n∈N,n≥1

γ̄n(G) = 1

Απόδειξη. ΄Εστω λοιπόν μια προσεγγιστικά ελευθέρα στρέψης μηδενοδύναμη

ομάδα. Τότε έστω 1 6= x ∈
⋂

n∈N,n≥1

{γ̄n(G)}. Για το συγκεκριμένο x ∈ G

υπάρχει x /∈ N , τέτοια ώστε G/N ελευθέρα στρέψης μηδενοδύναμη. Αφού

είναι μηδενοδύναμη υπάρχει m ∈ N ώστε Nγm+1(G)/N = γm+1(G/N) = 1,

ή αλλιώς γm+1(G) ≤ N . Ξέρουμε επίσης ότι x ∈ γ̄m(G), οπότε xγm+1(G) ∈
γ̄m(G)/γm+1(G), οπότε από ορισμό γ̄m(G) υπάρχει k ∈ N τέτοιο ώστε xk ∈
γm+1(G), ιδιαίτερα xk ∈ N , το οποίο είναι άτοπο αφού N 6= xNG/N ελευθέρα

στρέψης. Οπότε αναγκαστικά

⋂
n∈N,n≥1

γ̄n(G) = 1

Αντίστροφα, έστω 1 6= x ∈ G. Τότε από υπόθεση, υπάρχει m ∈ N ώστε x /∈
γ̄m(G). Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι G/γ̄m(G) είναι ελευθέρα στρέψης μηδενο-

δύναμη. Παρατηρούμε λοιπόν ότι γm+1(G/γ̄m(G)) = γ̄m(G)γm+1(G)/γ̄m(G) =

1, οπότε όντως είναι μηδενοδύναμη. Για το δεύτερο, χρησιμοποιούμε το δεύτε-

ρο σκέλος της 5.15, έχουμε ότι (G/γm+1(G))/(γ̄m(G)/γm+1(G)) ' G/γ̄m(G)

είναι ελευθέρα στρέψης. Οπότε έχουμε ότι η G είναι προσεγγιστικά ελευθέρα

στρέψης μηδενοδύναμη.

Απόδειξη. Θεωρήματος 6.22 ΄Εστω 1 6= x ∈ G. ΄Εχουμε ότι G πεπερα-

σμένα παραγόμενη, προσεγγιστικά ελευθέρα στρέψης, μηδενοδύναμη. Από την

προηγούμενη πρόταση, υπάρχει n ∈ N, ώστε x /∈ γ̄n(G).

Τότε θεωρούμε την Q = G/γ̄n(G) και την προβολή της φ : G → G στην

φ̄ : Q→ Q.

Μετά παρατηρούμε ότι [Gαβ : α(φ(Gαβ))] < ∞, οπότε η αβελιανοποίηση

της φ είναι 1 − 1 δηλαδή έχει μη μηδενική ορίζουσα. Επίσης α( ¯φ(q)) =

α(φ(q)γ̄n(G)) = (φ(q)γ̄n(G))Q′, δηλαδή αφού η αβελιανοποίηση της φ έχει

μη μηδενική ορίζουσα και η φ̄ έχει μη μηδενική ορίζουσα. Οπότε ισχύει ότι

αφ(G) ≤ α(Q) και είναι πεπερασμένου δείκτη.
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Από Λήμμα 6.24 έπεται ότι ¯φ(Q) πεπερασμένου δείκτη στην Q.

Επίσης, έχουμε ότι Q είναι ελευθέρα στρέψης πολυκυκλική. Αρχικά είναι πε-

περασμένα παραγόμενη γιατί είναι πηλίκο της πεπερασμένα παραγόμενης G.

΄Επειτα, είναι μηδενοδύναμη γιατί γn+1(Q) = γn+1(G)γ̄n(G)/γ̄n(G) = 1 από

Λήμμα 5.8 και άρα μηδενοδύναμη αφού η κατωτέρα κεντρική σειρά φτάνει στο

1. Οπότε είναι πολυκυκλική ως πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη.

Επίσης, όπως και στην απόδειξη της προηγούμενης πρότασης, Q ελευθέρα

στρέψης αφού χρησιμοποιούμε το δεύτερο σκέλος της 5.15,

έχουμε ότι (G/γm+1(G))/(γ̄m(G)/γm+1(G)) ' G/γ̄m(G) είναι ελευθέρα στρέψης.

Οπότε από Πρόταση 5.24 μας δίνει ότι φ̄ μονομορφισμός.

Τότε το x ¨επιζεί’ στην ascending HNN επέκταση Q∗φ̄. ΄Ομως, από Θεώρημα

1.1 η Q∗φ̄ είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη,(αφού Q πολυκυκλική) άρα υπάρ-

χει ομομορφισμός ώστε το x να ¨επιζεί’ σε πεπερασμένο ομάδα.

΄Αρα τελικά η G∗φ είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.



Κεφάλαιο 7

Αντιπαράδειγμα

7.1 Εισαγωγή

Το κύριο Θεώρημα της εργασίας είναι πως οι ascending HNN- επεκτάσεις πο-

λυκυκλικών ομάδων είναι προσεγγιστικά πεπερασμένες. Αφού οι πολυκυκλικές

ομάδες είναι πεπερασμένα παραγόμενες και προσεγγιστικά πεπερασμένες, ένα

ερώτημα που μπορούμε να κάνουμε είναι αν ισχύει πως οι ascending HNN- επε-

κτάσεις πεπερασμένα παραγόμενων, προσεγγιστικά πεπερασμένων ομάδων είναι

προσεγγιστικά πεπερασμένη.

Σε αυτήν την ενότητα θα δούμε ένα παράδειγμα μιας ascending HNN επέκτασης

μιας πεπερασμένα παραγόμενης, προσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας που δεν

είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη και έχει πολύ λίγα πηλίκα.

Αυτό το παράδειγμα είναι η HNN επέκταση του Lysenok με βάση την ομάδα

του Grigorchuk.

Πριν από αυτό θα χρειαστούμε έναν ορισμό:

Ορισμός 7.1. Μια ομάδα G λέγεται perfect (τέλεια), αν ισούται με την πα-

ράγωγο της, δηλαδή αν G = G′

Αφού ισχύει πως αν για μια H�G ότι G/H αβελιανή, είναι ισοδύναμο με το

ότι είναι G′ 6 H. Οπότε μια perfect ομάδα δεν έχει (μη τετριμμένα) αβελιανά
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πηλίκα.

Επίσης χρειαζόμαστε την έννοια της maximal υποομάδας:

Ορισμός 7.2. ΄Εστω G μια ομάδα. Τότε θα λέμε:

i Μία H 6 G θα λέγεται maximal υποομάδα αν δεν υπάρχει K � G τέτοια

ώστε H ≤ K.

ii Μία H�G θα λέγεται maximal κανονική υποομάδα αν δεν υπάρχει K 6= G,

K �G τέτοια ώστε H ≤ K.

Λήμμα 7.3. 1. Κάθε πεπερασμένη ομάδα έχει maximal υποομάδα και max-

imal κανονική υποομάδα.

2. Αν G ομάδα και H � G τότε αν H maximal κανονική υποομάδα αν και

μόνο αν G/H απλή.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω G πεπερασμένη ομάδα. Θα χρησιμοποιήσουμε το Λήμμα

του Zorn. ΄Εστω μια αύξουσα ακολουθία υποομάδων G1 6 G2 6 G3 6 ...

της G.

Τότε επειδή όλες είναι υποομάδες της G, είναι πεπερασμένες και οι προη-

γούμενες σχέσεις δεν μπορεί να είναι γνήσιες. Οπότε αναγκαστικά από

ένα σημείο και μετά είναι σταθερή. ΄Αρα αυτή η αλυσίδα έχει μεγιστικό

στοιχείο. Από το Λήμμα του Zorn αναγκαστικά η ομάδα έχει μεγιστικό

στοιχείο, δηλαδή μεγιστική υποομάδα.

2. ΄Εστω H maximal κανονική υποομάδα. Αν υπάρχει K/H�G/H, δηλαδή

H �K � G αφού H maximal αναγκαστικά H = K ή K = G. Δηλαδή

G/H απλή. Αντίστροφα, αν G/H απλή. Τότε αν πάρουμε H �K � G

έχουμε ότι K/H � G/H, και αφού είναι απλή αναγκαστικά K/H = 1 ή

G/H = K/H, οπότε K = H ή K = G. Δηλαδή H maximal κανονική.
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7.2 Μεταβελιανές

Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με τις μεταβελιανές ομάδες οι οποίες θα

μας χρειαστούν για το αντιπαράδειγμα. Θα δούμε κάποιες βασικές ιδιότητες.

Ορισμός 7.4. Μια ομάδα G λέγεται μεταβελιανή, αν η παράγωγος υποομάδα

G′ είναι αβελιανή. (ή ισοδύναμα G′′ = 1)

΄Ενας χαρακτηρισμός των μεταβελιανών ομάδων είναι:

Πρόταση 7.5. ΄Εστω G ομάδα. Τότε τα εξής είναι ισοδύναμα:

1. Η G είναι μεταβελιανή

2. Υπάρχει N �G αβελιανή τέτοια ώστε G/N αβελιανή.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι G είναι μεταβελιανή. Τότε προφανώς G′ � G αβελιανή

από υπόθεση και G/G′ αβελιανή (ισχύει πάντα).

Αντίστροφα, αν υπάρχει N � G αβελιανή τέτοια ώστε G/N αβελιανή, τότε

ξέρουμε πως G′ 6 N και άρα G′ αβελιανή (ως υποομάδα αβελιανής).

Μερικές χρήσιμες ιδιότητες για τις μεταβελιανές:

Πρόταση 7.6. i Υποομάδα μεταβελιανής είναι μεταβελιανή.

ii Πηλίκο μεταβελιανής είναι μεταβελιανή.

iii Ευθύ γινόμενο μεταβελιανών είναι μεταβελιανή.

Απόδειξη. i ΄Εστω H ≤ G και G μεταβελιανή. Τότε H ′ ≤ G′, και αφού G′

αβελιανή έχουμε ότι H ′ αβελιανή, δηλαδή H μεταβελιανή.

ii ΄Εστω N � G και G μεταβελιανή. Τότε (G/N)′ = G′N/N οπότε αφού

G′ αβελιανή και το πηλίκο είναι αβελιανή, δηλαδή (G/N)′ αβελιανή, οπότε

G/N μεταβελιανή.

iii ΄Εστω Gi, i ∈ I οικογένεια μεταβελιανών ομάδων. Τότε παρατηρούμε ότι

([xi, yi])i∈I = [(xi)i∈I , (yi)i∈I ], οπότε έχουμε ότι

∏
i∈I

G′i = (
∏
i∈I

Gi)
′
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7.3 Ομάδα του Grigorchuk

Θα ορίσουμε και θα δούμε βασικές ιδιότητες για την ομάδα του Grigorchuk.

Αν και αρχικά η ομάδα του Grigorchuk ορίστηκε ως η ομάδα των μετασχη-

ματισμών που διατηρούν το μέτρο Lebesque του [0, 1], τώρα ορίζεται ως ο-

μάδα αυτομορφισμών του απείρου κανονικού rooted δυαδικού δέντρου T2. Την

T2 την δούμε ως το σύνολο όλων των πεπερασμένων λέξεων στην αλφάβητο

0.1(συμπεριλαμβανομένης και της κενής λέξης).

Η κενή λέξη ∅ είναι η κορυφή του T2 και για κάθε κορυφή του T2 το x0 είναι

το αριστερό και το x1 το δεξί ¨παιδί’ του x.

Την ομάδα των αυτομορφισμών Aut(T2) μπορούμε να την σκεφτούμε σαν ομάδα

όλων των μεταθέσεων πάνω στις λέξεις στο αλφάβητο 0, 1 με τις ιδιότητες να

διατηρούν το μήκος και επίσης να σέβονται το αρχικό τμήμα, δηλαδή αν μια

λέξη x είναι αρχικό τμήμα μια λέξης y τότε σ(x) αρχικό τμήμα της λέξης σ(y).

Τώρα θα ορίσουμε την G.

Ορίζεται λοιπόν ως η υποομάδα της Aut(T2) που παράγεται από τέσσερις αυ-

τομορφισμούς.

Αρχικά, θα συμβολίζουμε 1̄ = 0 και 0̄ = 1.

Αν πάρουμε μία λέξη του T2, (j1, ..., jk) τότε ορίζουμε a(j1, ..., jk) = (j̄1, ..., jk).

Προφανώς, ισχύει a2 = 1 = x∅.

Για τα υπόλοιπα έχουμε ότι:

• a(0x) = 1x, a(1x) = 0x για κάθε x.

• b(0x) = 0a(x), b(1x) = 1c(x)

• c(0x) = 0a(x), c(1x) = 1d(x)

• d(0x) = 0x, d(1x) = 1b(x)
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Μπορούμε επίσης να συμβολίζουμε:

b = (a, c)

c = (a, d),

d = (1, b)

΄Οπου b = (a, c) σημαίνει ότι b διατηρεί το πρώτο επίπεδο του T2 (διατηρεί

δηλαδή τα 0, 1) και b δρα σε αυτά που ξεκινάνε με 0 όπως το a και δρα σε αυτά

που ξεκινάνε από 1 όπως το c.

΄Ομοια για τους άλλους συμβολισμούς και 1 συμβολίζουμε την ταυτοτική απει-

κόνιση.

΄Οπως βλέπουμε τα b, c, d ορίζονται επαγωγικά σε σχέση με το μήκος, δηλαδή

επίπεδο με επίπεδο.

• Αρχικά, μία παράσταση της G είναι

G =< a, b, c, d|a2 = b2 = c2 = d2 = bcd = 1.Uk = Vk = 1, k ≥ 0 >,

όπου U0 = (ad)4, V0 = (adacac)4
και Uk = σk(U0), Vk = σk(V0) όπου σ

ορίζεται από σ(a) = aca, σ(b) = d, σ(c) = b, σ(d) = c.

Επίσης, σ είναι 1-1 αλλά όχι επί. (Δες [14])

• Η G είναι πεπερασμένα παραγόμενη αλλά όχι πεπερασμένα παριστώμενη.

(Δες [14] και [13])

• Είναι άπειρη 2-ομάδα. ([12]), δηλαδή κάθε στοιχείο της έχει πεπερασμένη

τάξη και μάλιστα δύναμη του 2. Ιδιαίτερα είναι ομάδα στρέψης.

• Είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη. Πράγματι, αν πάρουμε μία λέξη g

μήκους n, τότε θεωρούμε rn : G → Aut(T [n]), οπού T [n] τα πρώτα n

επίπεδα του T2, το οποίο είναι προφανώς πεπερασμένο. Και τότε pn(g) 6=
1.

• Δεν έχει πολυωνυμική, αλλά ούτε και εκθετική ανάπτυξη, (Δες [12]).

Μάλιστα, ήταν το πρώτο τέτοιο παράδειγμα.



70 Αντιπαράδειγμα

• Είναι μόλις άπειρη, δηλαδή κάθε πηλίκο(εκτός από αυτού με την τετριμ-

μένη υποομάδα) είναι πεπερασμένο και μάλιστα 2-ομάδα.(Δες [10])

• ΄Εχει επιλύσιμο πρόβλημα λέξης και συζυγίας.(Δες [10])

• Δεν είναι μεταβελιανή.

Πράγματι, έστω ότι είναι, δηλαδή υπάρχει N �G ώστε N , G/N αβελια-

νές. Τότε αφού η G είναι ομάδα στρέψης και άρα G/N ομάδα στρέψης

και πεπερασμένα παραγόμενη. Οπότε έχουμε πεπερασμένα παραγόμενη,

αβελιανή ομάδα στρέψης άρα πεπερασμένη. Δηλαδή, N πεπερασμένου

δείκτη, οπότε και πεπερασμένα παραγόμενη (αφού G είναι). Οπότε όπως

πριν N πεπερασμένα παραγόμενη, αβελιανή, ομάδα στρέψης και άρα πεπε-

ρασμένη. Οπότε θα είχαμε ότι G πεπερασμένη, το οποίο δεν ισχύει, άρα

δεν είναι μεταβελιανή.

Αφού η σ είναι 1-1 ορίζεται η ascending HNN- επέκταση G∗σ και μπορεί

να αποδειχτεί(Δες [11]) ότι έχει μία πεπερασμένη παράσταση:

G∗σ =< a, b, c, d, t|a2, b2, bcd.(ad)4, (adacac)4, at = aca.bt = d.ct = b.dt =

c >.

Θεώρημα 7.7. Κάθε ομομορφική εικόνα(εκτός αυτής μέσω του τετριμμένου

ομόμορφισμού) της G∗σ είναι μεταβελιανή και έχει μια υποομάδα αβελιανή υπο-

ομάδα πεπερασμένου δείκτη. Ιδιαίτερα, κάθε μη τετριμμένο πηλίκο είναι μετα-

βελιανή.

Απόδειξη. ΄Εστω H η εικόνα της G∗σ μέσω ενός ομομορφισμού φ ομάδα.. Θα

συμβολίζουμε τις εικόνες μέσω της φ των a, b, c, d, t με α, β, γ, δ.τ .

Θεωρούμε μετά την φ(G) που είναι υποομάδα της H και θα δείξουμε ότι φ(G)

είναι γνήσιο πηλίκο(δηλαδή εκτός αυτό από την τετριμμένη υποομάδα) της ο-

μάδας του Grigorchuk, δηλαδή της G.

Κάθε στοιχείο της G∗σ γράφεται στην μορφή tngt−m για κάποια n,m ≥ 0,

g ∈ G.

Αυτό το στοιχείο ισούται με 1 αν και μόνο αν n = m και g = 1. Ο ομομορφι-

σμός φ έχει ένα μη-τετριμμένο στοιχείο z = tngt−m στο πυρήνα του.
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Αν n = m τότε g 6= 1 είναι στον πυρήνα και άρα η φ(G) είναι γνήσια ομομορ-

φική εικόνα της G.

Αν n 6= m, τότε φ(tm−n) = φ(g). Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε

να θεωρήσουμε ότι m > n. Τότε αφού σ δεν είναι επιμορφισμός, υπάρχει ένα

στοιχείο s ∈ G, τέτοιο ώστε s /∈ σ(G). ΄Αρα s /∈ Gt ⊆ G∗σ. και από Θεώρημα

κανονικής μορφή HNN- επεκτάσεων (δες [9]) τα στοιχεία (st
m−n

)g
−1

και s είναι

διαφορετικά στο G. Από την άλλη οι εικόνες τους μέσω της φ είναι ίδιες. ΄Αρα

και σε αυτήν την περίπτωση, ο πυρήνας της φ τέμνει μη τετριμμένα την G και

άρα φ(G) γνήσιο πηλίκο της G.

Κάθε γνήσιο πηλίκο της G είναι πεπερασμένη 2-ομάδα και έτσι φ(G) είναι μια

πεπερασμένη 2-ομάδα, οπότε είναι μηδενοδύναμη. Παρατηρούμε επίσης ότι το

συζυγές του φ(G) μέσω του τ είναι μέσα στην φ(G)(αφού t−1gt = σ(g) ∈ G
και τ = φ(t)) και αφού φ(G) είναι πεπερασμένη, αναγκαστικά είναι επί του

φ(G) (συζυγή έχουν ίδιο πλήθος στοιχείων) έπεται ότι φ(G) ισούται με κάθε

το συζυγές του, και άρα είναι κανονική.

Τώρα θα δείξουμε ότι φ(G) είναι αβελιανή. Πρώτα παρατηρούμε ότι λόγω των

σχέσεων bcd = bb = cc = dd = 1, η υποομάδα < b, c, d > της G είναι ισόμορφη

με το Z2 × Z2 και ιδιαίτερα είναι αβελιανή.

Θεωρούμε το x = [γ, α]. Τότε έχουμε ότι xτ = [β, αγα] = [β, γ[γ, α]] και

αφού β και γ μετατίθενται, xτ = [β, [γ, α]].

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο έχουμε ότι xτ
2

= [δ, [β, [γ, α]]] και βλέπουνε ότι

xτ
n
ανήκει στον n όρο της κατωτέρας κεντρικής σειράς της φ(G). Αφού φ(G)

είναι μηδενοδύναμη κάποια στιγμή η σειρά θα φτάσει στο 1, αλλιώς xτ
n

= 1 για

κάποιο n, και έτσι [γ, α] = x = 1.

Με παρόμοια επιχειρήματα βλέπουμε ότι [β, α] = 1 και [δ, α] = 1, και άρα φ(G)

αβελιανή.

Αφού λοιπόν οι τέσσερις γεννήτορες της φ(G) έχουν τάξη 2, βλέπουμε ότι η

φ(G) είναι αβελιανή p-ομάδα. Στην πραγματικότητα, αφού < α, β.γ > είναι

πηλίκο της Z2 × Z2 και αφού οι σχέσεις at = aca, dt = c συνεπάγονται ότι

α = δ, βλέπουμε ότι φ(G) πηλίκο της Z2 × Z2.

΄Αρα τελικά η H περιέχει μια p- ομάδα, κανονική, αβελιανή με δείκτη το πολύ
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4 και κυκλική την ομάδα πηλίκο. Οπότε H είναι μεταβελιανή και μάλιστα έχει

υποομάδα πεπερασμένου δείκτη κυκλική.

Αρχικά, ας δεχτούμε το συμπέρασμα και έστω ότι G∗σ είναι προσεγγιστικά

πεπερασμένη, τότε G∗σ εμφυτεύεται σε γινόμενο πεπερασμένων πηλίκων της και

όλα τα πεπερασμένα πηλίκα της είναι μεταβελιανά, και άρα και το γινόμενο είναι

μεταβελιανή. Τότε η G είναι μεταβελιανή( ως υποομάδα μεταβελιανής) το οποίο

είναι άτοπο αφού δεν μπορεί αυτή η ομάδα να είναι μεταβελιανή. Οπότε G∗σ
όχι προσεγγιστικά πεπερασμένη. Και έτσι έχουμε το ζητούμενο παράδειγμα.
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