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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Η εικασία του Luzin

΄Εστω f : R→ C µια 2π-περιοδική συνάρτηση, ολοκληρώσιµη στο [−π, π]. Η σειρά Fourier

της f είναι η σειρά

(1.1.1)
∞∑

k=−∞
cke

ikx,

όπου οι συντελεστές Fourier ck ορίζονται από τις

(1.1.2) ck =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx.

Γράφουµε συνήθως f̂(k) := ck, k ∈ Z.
Οι σειρές αυτές είχαν µελετηθεί στον 18ο αιώνα από τους D. Bernoulli, Euler, La-

grange και άλλους. Γνώριζαν ότι αν µια συνάρτηση αναπτύσσεται όπως στην (1.1.1) τότε
οι συντελεστές υπολογίζονται από την (1.1.2). Ο Bernoulli, µελετώντας την κίνηση µιας
χορδής που είναι στερεωµένη στα άκρα της, έδωσε τη σχέση

y(x, t) =
∞∑
k=1

ck sin
πkx

`
cos(ρkt)

για τη ϑέση της, όπου ` είναι το µήκος της χορδής και ο συντελεστής ρ εξαρτάται από τις
ϕυσικές της ιδιότητες. Το 1753, ο Euler παρατήρησε ότι η σχέση αυτή έχει µια παράδοξη
συνέπεια : η αρχική ϑέση της χορδής ϑα έπρεπε να δίνεται από την

f(x) =

∞∑
k=1

ck sin
πkx

`
.

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Εκείνη την εποχή, οι καµπύλες ονοµάζονταν συνεχείς αν ορίζονταν από τύπο, και γεω-

µετρικές αν µπορούσε κανείς να τις σχεδιάσει µε το χέρι. Ο Bernoulli πίστευε ότι κάθε
συνάρτηση µπορούσε να αναπαρασταθεί µε αυτόν τον τρόπο, και ο Fourier επιβεβαίωσε
στο ϐιβλίο του Théorie analytique de la Chaleur (1822) ότι κάτι τέτοιο µπορεί να γίνει σε
πολύ γενικό πλαίσιο. Γενικά, το ϑέµα αυτό συνδέεται στενά µε τον ορισµό της έννοιας της
συνάρτησης.

Πυρήνας Dirichlet και κριτήρια Dini-Jordan

Ο Dirichlet µελέτησε (το 1829) τη σύγκλιση της σειράς (1.1.1). Απέδειξε ότι η σειρά
συγκλίνει στο

f(x+ 0) + f(x− 0)

2

για κάθε τµηµατικά συνεχή και µονότονη συνάρτηση. Για να µελετήσουµε τη σηµειακή
σύγκλιση ϑεωρούµε τα µερικά αθροίσµατα

sn(x; f) =

n∑
k=−n

f̂(k)eikx,

τα οποία γράφονται στη µορφή

(1.1.3) sn(x; f) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t) dt,

όπου Dn είναι ο πυρήνας του Dirichlet, ο οποίος ορίζεται από την

Dn(t) =
n∑

k=−n
eikt =

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

.

Για σταθερό x, η f 7→ sn(x; f) είναι ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές, ορισµένο
στον L1[−π, π]. Ο πυρήνας του Dirichlet είναι 2π-περιοδική συνάρτηση, και το ολοκλή-
ϱωµά του είναι ίσο µε 1, όµως

‖Dn‖1 ' log n→∞

δηλαδή η {‖Dn‖1}n>1 δεν είναι ϕραγµένη.
Με τη ϐοήθεια της ολοκληρωτικής αναπαράστασης (1.1.3) και του λήµµατος Riemann-

Lebesgue, µπορούµε να δείξουµε τις παρακάτω ϐασικές συνθήκες που εξασφαλίζουν τη
σηµειακή σύγκλιση της σειράς Fourier της f στην f .

Θεώρηµα 1.1.1 (κριτήριο Dini). Αν f ∈ L1[−π, π] και∫ π

0
|f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)| dt

t
<∞,

τότε sn(x; f)→ f(x) όταν n→∞.
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Θεώρηµα 1.1.2 (κριτήριο Jordan). Αν η f ∈ L1[−π, π] έχει ϕραγµένη κύµανση σε κάποιο

ανοικτό διάστηµα που περιέχει το x, τότε sn(x; f)→ f(x+0)+f(x−0)
2 όταν n→∞.

Σηµειώνουµε ότι οι δύο αυτές συνθήκες (Dini και Jordan) εξαρτώνται µόνο από τις
τιµές της f σε µια αυθαίρετα µικρή περιοχή του x. Αυτό είναι ένα γενικό ϕαινόµενο και
είναι γνωστό ως αρχή τοπικότητας του Riemann: η σύγκλιση της σειράς Fourier στο f(x)

εξαρτάται µόνο από τις τιµές της f σε µια περιοχή του x.
Αξίζει επίσης τον κόπο να σηµειώσουµε ότι τα δύο κριτήρια είναι ανεξάρτητα. Η f(x) =

1/| log(x/2π)| ικανοποιεί την συνθήκη του Jordan αλλά όχι αυτήν του Dini, ενώ η g(x) =

xα sin(1/x) στο (0, π), όπου 0 < α < 1, ικανοποιεί τη συνθήκη του Dini αλλά όχι αυτήν
του Jordan.

Σειρές Fourier συνεχών συναρτήσεων

Οι συνθήκες Dini και Jordan εξασφαλίζουν ότι η σειρά Fourier µιας παραγωγίσιµης συνάρ-
τησης f συγκλίνει σηµειακά στην f . Αυτό δεν είναι σωστό για τις συνεχείς συναρτήσεις. Ο
Du Bois Reymond κατασκεύασε µια συνεχή συνάρτηση που η σειρά Fourier της αποκλίνει
σε ένα σηµείο.

Το ίδιο αποτέλεσµα µπορούµε να δείξουµε χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Banach-
Steinhaus. Θεωρούµε τον Tn(f) = sn(0; f) σαν γραµµικό συναρτησοειδές στο χώρο C(T)

των συνεχών συναρτήσεων στο [−π, π] που παίρνουν την ίδια τιµή στα άκρα −π και π. Από
το ϑεώρηµα Banach-Steinhaus έχουµε supn ‖Tn‖ <∞ αν και µόνο αν για κάθε f ∈ C(T)

ισχύει supn |Tn(f)| <∞. ΄Οµως, µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι

‖Tn‖ = ‖Dn‖1 =
4

π2
log n+O(1),

και αυτό αποδεικνύει ότι υπάρχει f ∈ C(T) τέτοια ώστε

lim sup
n
|sn(0; f)| =∞.

Από το άνω ϕράγµα για την ‖Dn‖1 προκύπτει άµεσα το εξής.

Πρόταση 1.1.3. Αν f ∈ L∞[−π, π] τότε, για κάθε x,

|sn(x; f)| 6
( 4

π2
log n+ C

)
‖f‖∞.

Ο Hardy απέδειξε το εξής ισχυρότερο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 1.1.4 (Hardy). Αν f ∈ L1[−π, π] τότε, για κάθε σηµείο Lebesgue της f έχουµε

lim
n→∞

sn(x; f)

log n
= 0.
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Επιπλέον, αν η f είναι συνεχής σε κάποιο ανοικτό διάστηµα I, η σύγκλιση αυτή είναι οµοιό-

µορφη σε κάθε κλειστό J ⊂ I.

΄Ενα γενικό ϑεώρηµα των Menshov και Rademacher για ορθοκανονικά συστήµατα δίνει
µια ικανή συνθήκη για την σύγκλιση σχεδόν παντού της σειράς Fourier µιας συνάρτησης
f στην f .

Θεώρηµα 1.1.5 (Menshov-Rademacher). ΄Εστω (γn) µια αύξουσα ακολουθία ϑετικών

πραγµατικών αριθµών µε την εξής ιδιότητα : για κάθε f ∈ L2[−π, π],

lim
n→∞

sn(x; f)

γn+1
= 0

σχεδόν για κάθε x. Τότε, αν η f ∈ L1[−π, π] ικανοποιεί την
∑∞

k=−∞ |f̂(k)γ|k||2 < ∞,

έχουµε

sn(x; f)→ f(x) σχεδόν παντού.

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα του Hardy η υπόθεση του Θεωρήµατος 1.1.5 ικανο-
ποιείται µε γn = log n. Η υπόθεση ότι limn sn(x; f)/γn+1 → 0 στο Θεώρηµα 1.1.5 µπορεί
να αντικατασταθεί από την

sup
n

|sn(x; f)|
γn+1

<∞ σχεδόν παντού.

Αυτό προκύπτει από ένα γενικό επιχείρηµα του Banach, και ανάγει το πρόβληµα της
(σχεδόν παντού) σηµειακής σύγκλισης µιας σειράς Fourier στο να δοθούν κατά σηµείο άνω
ϕράγµατα για το µεγιστικό τελεστή

sup
n
|sn(x; f)|.

Αθροισιµότητα

Παρόλο που ο Du Bois Reymond είχε κατασκευάσει µια συνεχή συνάρτηση που η σειρά
Fourier της αποκλίνει σε κάποιο σηµείο, ο Féjer απέδειξε ότι µπορούµε να «ϐρούµε» µια
συνεχή συνάρτηση από τη σειρά Fourier της. Ο Féjer ϑεώρησε τους µέσους όρους των
µερικών αθροισµάτων

σn(x; f) =
1

n+ 1

n∑
k=0

sk(x; f).

΄Εδειξε µια ολοκληρωτική αναπαράσταση γι΄ αυτούς τους µέσους όρους:

σn(x; f) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Fn(x− t) dt,



1.1. Η ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΟΥ LUZIN 5

όπου Fn είναι ο πυρήνας του Féjer

Fn(t) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(t) =

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eikt.

Η σηµαντική ιδιότητα του πυρήνα Fn είναι ότι µπορεί να γραφτεί στη µορφή

(1.1.4) Fn(t) =
1

n+ 1

(
sin (n+1)t

2

sin t
2

)2

,

δηλαδή είναι µια ϑετική συνάρτηση µε ‖Fn‖1 = 1, και για κάθε δ > 0 έχουµε limn Fn(t) =

0 οµοιόµορφα ως προς δ < |t| 6 π.
Γενικότερα, λέµε ότι µια ακολουθία (kn) περιοδικών συναρτήσεων είναι πυρήνας αθροι-

σιµότητας αν:

(i) Για κάθε n ισχύει 1
2π

∫ π
−π kn(t) dt = 1.

(ii) Υπάρχει C > 0 τέτοιος ώστε ‖kn‖1 6 C για κάθε n.

(iii) Για κάθε δ > 0 ισχύει

lim
n→∞

1

2π

∫
δ<|t|6π

|kn(t)| dt = 0.

Το ϑεώρηµα του Féjer µπορεί να διατυπωθεί για κάθε πυρήνα αθροισιµότητας.

Θεώρηµα 1.1.6 (Féjer). ΄Εστω (kn) ένας πυρήνας αθροισιµότητας. Αν f : R→ C είναι µια

συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση, τότε (kn ∗f)(x)→ f(x) οµοιόµορφα. Επιπλέον, για κάθε

1 6 p <∞ και για κάθε f ∈ Lp[−π, π] έχουµε

lim
n→∞

‖kn ∗ f − f‖p = 0.

΄Ενα άλλο σηµαντικό παράδειγµα πυρήνα αθροισιµότητας µας δίνει ο πυρήνας του

Poisson. Ο πυρήνας αυτός εµφανίζεται όταν ϑεωρούµε τη σειρά Fourier της f ως τις
συνοριακές τιµές µιας µιγαδικής συνάρτησης που ορίζεται στον ανοικτό µοναδιαίο δίσκο.
Για κάθε f ∈ L1[−π, π] η σειρά

∞∑
k=0

f̂(k)zk +

∞∑
k=1

f̂(−k)zk

συγκλίνει στον ανοικτό µοναδιαίο δίσκο και ορίζει µια µιγαδική αρµονική συνάρτηση u(z).
Τότε,

u(reiθ) =

∞∑
k=−∞

f̂(k)r|k|eikθ =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Pr(θ − t) dt,
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όπου Pr(θ) είναι ο πυρήνας του Poisson που δίνεται από την

(1.1.5) Pr(θ) =
∞∑

k=−∞
r|k|eikθ =

1− r2

1− 2r cos θ + r2
.

Εύκολα ελέγχουµε ότι η οικογένεια (Pr(θ)) είναι πυρήνας αθροισιµότητας (εδώ η µετα-
ϐλητή r παίζει το ϱόλο του n, και αντί για n → ∞ παίρνουµε r → 1−). ΄Εχουµε έτσι την
επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.1.7. Αν f ∈ Lp[−π, π], 1 6 p < ∞, ή f ∈ C(T), οπότε την ϑεωρούµε σαν

συνάρτηση στον L∞[−π, π], έχουµε

lim
r→1−

‖Pr ∗ f − f‖p = 0.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε f ∈ L1[−π, π] και εξετάζουµε αν (Fn ∗ f)(x) → f(x) ή (Pr ∗
f)(x) → f(x) σχεδόν παντού. Από την Πρόταση 1.1.7 έπεται ότι αυτό ισχύει για κάποια
υπακολουθία Fkn ∗ f ή Prn ∗ f .

Η συνάρτηση u(reiθ) = (Pr ∗ f)(θ) είναι αρµονική συνάρτηση στον ανοικτό µοναδιαίο
δίσκο. Αυτό που ϑα ϑέλαµε είναι κάποιο ϑεώρηµα το οποίο να εξασφαλίζει ακτινική
σύγκλιση µιας αρµονικής συνάρτησης στην limr→1− u(reiθ). Το πρώτο ϑεώρηµα αυτού
του τύπου αποδείχτηκε από τον Fatou το 1905: µια ϕραγµένη και αναλυτική συνάρτηση
στον ανοικτό µοναδιαίο δίσκο έχει ακτινικά όρια σχεδόν σε κάθε σηµείο του συνόρου. Το
ίδιο ισχύει για την περίπτωση των σn(x; f):

Θεώρηµα 1.1.8. ΄Εστω f ∈ L1[−π, π]. Σχεδόν για κάθε x ∈ [−π, π] έχουµε

lim
r→1−

(Pr ∗ f)(x) = f(x) και lim
n→∞

σn(x; f) = f(x).

Η συζυγής συνάρτηση

∆εδοµένου ότι η {eikt}n∈Z είναι πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα του L2[−π, π], έχουµε την
ταυτότητα Parseval

∞∑
k=−∞

|f̂(k)|2 =
1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx.

΄Επεται ότι
lim
n→∞

‖f − sn(f)‖2 = 0.

Αποδεικνύεται ότι το ίδιο ισχύει για κάθε 1 < p <∞.

Θεώρηµα 1.1.9. ΄Εστω 1 < p <∞. Για κάθε f ∈ Lp[−π, π] ισχύει

lim
n→∞

‖f − sn(f)‖p = 0.



1.1. Η ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΟΥ LUZIN 7

Στην περίπτωση p = 1 αυτό δεν ισχύει. Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 1.1.9 αρκεί
να αποδείξουµε ότι οι νόρµες των τελεστών sn : Lp[−π, π] → Lp[−π, π] είναι οµοιόµορφα
ϕραγµένες. Γιατί, αν supn ‖sn‖p→p 6 C, για κάθε f και ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε
πολυώνυµο pε τέτοιο ώστε ‖f − pε‖p < ε και, για n µεγαλύτερο από τον ϐαθµό του pε

έχουµε
‖f − sn(f)‖p 6 ‖f − pε‖p + ‖sn(pε)− sn(f)‖p 6 ε+ Cε.

Το γεγονός ότι supn ‖sn‖p→p < ∞ αποδείχτηκε από τον M. Riesz το 1928. Θεώρησε τον
τελεστή που ορίζεται στο χώρο των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων από την

R
(∑

k

cke
ikt
)

=
∑
k>0

cke
ikt.

Ο τελεστής R είναι ορθογώνια προβολή στον L2[−π, π]. Η αξιοσηµείωτη ιδιότητα του R
είναι ότι µπορούµε να γράψουµε

sn(f) = e−intR(eintf)− ei(n+1)tR(e−i(n+1)tf).

Αν λοιπόν καταφέρουµε να δείξουµε ότι ο R επεκτείνεται σε ϕραγµένο τελεστή στον
Lp[−π, π], τότε έπεται ότι οι νόρµες των sn είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες, όπως ϑέλαµε.

Ο τελεστής R συνδέεται στενά µε τη συζυγή αρµονική συνάρτηση. Θεωρούµε µια
δυναµοσειρά ∑

k>0

(ak + ibk)z
k.

Το πραγµατικό και το ϕανταστικό της µέρος, για z = eit, είναι οι

u(t) =
∑
k>0

(ak cos kt− bk sin kt) και v(t) =
∑
k>0

(ak sin kt+ bk cos kt).

Λέµε ότι η v = ũ είναι η συζυγής σειρά της u. Ο τελεστής H που απεικονίζει την u στην
ũ = v πρέπει να ικανοποιεί τις

H(cos kt) = sin kt και H(sin kt) = − cos kt,

ή ισοδύναµα,
H(eikt) = (−i) sign(k)eikt.

Οι δύο τελεστές συνδέονται µέσω της

R(f(θ)) + eiθR(e−iθf(θ)) = f(θ) + iH(f(θ)).

Συνεπώς, ο H επεκτείνεται σε ϕραγµένο τελεστή στον L2[−π, π].
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Μπορούµε να δώσουµε µια ολοκληρωτική αναπαράσταση για τον H. ΄Εστω f ∈
L1[−π, π], µε σειρά Fourier την

∞∑
k=−∞

f̂(k)eikx.

Θα λέµε ότι η
∞∑

k=−∞
(−i) sign(k)f̂(k)eikx

είναι η συζυγής σειρά της. Αν f ∈ L2[−π, π] τότε από τα παραπάνω είναι σαφές ότι η
συζυγής σειρά είναι η σειρά Fourier της H(f).

Μπορούµε να εκφράσουµε τα µερικά αθροίσµατα της συζυγούς σειράς σαν συνέλιξη

s̃n(x; f) =
n∑

k=−n
(−i)sign(k)f̂(k)eikx =

1

2π

∫ π

−π
f(t)D̃n(x− t) dt,

όπου D̃n είναι ο συζυγής πυρήνας Dirichlet

D̃n(t) = 2

n∑
k=1

sin kt =
cos t

2 − cos
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

.

Μπορούµε επίσης να αποδείξουµε ένα κριτήριο σύγκλισης, όµοιο µε το κριτήριο Dini.

Θεώρηµα 1.1.10 (Pringsheim). ΄Εστω f ∈ L1[−π, π] µια 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω

x ∈ [−π, π] τέτοιο ώστε ∫ π

0
|f(x+ t)− f(x− t)| dt

t
<∞.

Τότε, η συζυγής σειρά συγκλίνει στο σηµείο x.

΄Εχουµε επίσης

lim
n→∞

s̃n(x; f) =
1

2π

∫ π

0

f(x− t)− f(x+ t)

tan t
2

dt.

Με τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 1.1.10 αποδεικνύεται ότι υπάρχει η πρωτεύουσα τιµή,
και

lim
n→∞

s̃n(x; f) =
1

2π
(pv)

∫ π

−π

f(x− t)
tan t

2

dt.

Για µια παραγωγίσιµη συνάρτηση ϐλέπουµε έτσι ότι

Hf(x) =
1

2π
(pv)

∫ π

−π

f(x− t)
tan t

2

dt.

Ο Luzin απέδειξε το 1918 ότι, αν f ∈ L2[−π, π] τότε η πρωτεύουσα τιµή υπάρχει και είναι
ίση µεHf(x) σχεδόν παντού. Αργότερα, το 1919, ο Privalov απέδειξε ότι αν f ∈ L1[−π, π]

τότε η πρωτεύουσα τιµή υπάρχει σχεδόν παντού.
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Μετασχηµατισµός Hilbert στο R

Είναι ευκολότερο να µελετήσουµε το µετασχηµατισµό Hilbert στο R παρά στο µοναδιαίο
κύκλο T. ΄Ολα όσα έχουµε πει για τις σειρές Fourier έχουν το ανάλογο τους στο R. Αν
f ∈ L1(R) τότε ο µετασχηµατισµός Fourier της f ορίζεται ως εξής:

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πixξdx.

Αυτό αντιστοιχεί στους συντελεστές Fourier f̂(k). Τα µερικά αθροίσµατα της σειράς Fourier
έχουν ως ανάλογο την

Sa(x; f) =

∫ a

−a
f̂(ξ)e2πixξdξ =

∫
f(t)Da(x− t)dt,

όπου
Da(t) =

sin(2πat)

πt
.

Οι µέσοι Féjer έχουν ως ανάλογο το

σa(x; f) =
1

a

∫ a

0
St(x; f) dt =

∫
f(x− ξ)Fa(ξ) dξ,

όπου

Fa(ξ) =
1

a

(
sin(πξa)

πξ

)2

.

Το ϱόλο του µοναδιαίου δίσκου παίζει το ηµιεπίπεδο {(x, y) : y > 0} στο R2. Για κάθε
f ∈ L1(R) ορίζουµε, σε αυτό το ηµιεπίπεδο, την αναλυτική συνάρτηση

F (z) =
1

πi

∫ ∞
−∞

f(t)

t− z
dt.

Αν η f είναι πραγµατική συνάρτηση τότε το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος της F
είναι οι

u(x, y) =
1

π

∫ ∞
−∞

y

(x− t)2 + y2
f(t) dt

και
v(x, y) =

1

π

∫ ∞
−∞

x− t
(x− t)2 + y2

f(t) dt.

Για µια γενική f , οι συναρτήσεις u και v που ορίζονται από αυτά τα ολοκληρώµατα είναι
αρµονικές συζυγείς συναρτήσεις.

Ο µετασχηµατισµός Hilbert ορίζεται από την

Hf(x) =
1

π
(pv)

∫ ∞
−∞

f(t)

x− t
dt.
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Η µελέτη αυτού του µετασχηµατισµού είναι ισοδύναµη µε αυτήν του µετασχηµατισµού
στο µοναδιαίο κύκλο. Πράγµατι, αν f ∈ L1[−π, π] και αν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση
f◦ : R → C η οποία µηδενίζεται έξω από το [−2π, 2π] και είναι ίση µε την περιοδική
επέκταση της f στο [−2π, 2π], τότε για κάθε x ∈ (−π, π) ισχύει

Hf(x) =
1

2π
(pv)

∫ π

−π

f◦(x− t)
tan t

2

dt.

Συνεπώς,

Hf(x) =
1

2π

∫ π

−π
f◦(x− t)

(
1

tan t
2

− 2

t

)
dt+

1

π
(pv)

∫ ∞
−∞

f◦(x− t)
t

dt

− 1

π

∫
|t|>π

f◦(x− t)
t

dt.

Αν συµβολίσουµε µε HR και HT τους δύο µετασχηµατισµούς, παίρνουµε

|HRf(x)−HTf
◦(x)| 6 C‖f‖1,

και έτσι µπορούµε να µεταφέρουµε αποτελέσµατα που ισχύουν από τον ένα µετασχηµατι-
σµό στον άλλον.

Η εικασία του Luzin

΄Οταν ο Luzin δηµοσίευσε την εργασία του, γνώριζε το ϑεώρηµα του Fatou: για κάθε
f ∈ L1[−π, π], το ολοκλήρωµα Poisson

1

2π

∫ π

−π

1− r2

1− 2r cos(t− x) + r2
f(t) dt

συγκλίνει σχεδόν παντού στην f(x). Γνώριζε επίσης το ϑεώρηµα Riesz-Fischer: αν

∞∑
k=1

(a2
k + b2k) <∞

τότε υπάρχει συνάρτηση f ∈ L2[−π, π] µε σειρά Fourier την

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Μπορούσε να συµπεράνει, µε τις ίδιες υποθέσεις, ότι υπάρχει η συζυγής συνάρτηση g ∈
L2[−π, π] µε σειρά Fourier την

∞∑
k=1

(−bk cos kx+ ak sin kx).
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Συνεπώς, οι συντελεστές ak και bk έχουν ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις συναρτήσει της f
και συναρτήσει της g. Η αναλυτική συνάρτηση

∑∞
k=1(ak − ibk)(reix)k έχει δύο αναπαρα-

στάσεις, τις

1

2π

∫ π

−π

(1− r2)f(t)

1− 2r cos(t− x) + r2
dt και

1

2π

∫ π

−π

2rg(t) sin(t− x)

1− 2r cos(t− x) + r2
dt.

Το ϑεώρηµα του Fatou µας δίνει ότι το δεύτερο ολοκλήρωµα συγκλίνει σχεδόν παντού στην
f(x) όταν r → 1−.

Ο Luzin απέδειξε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 1.1.11 (Luzin). ΄Εστω f ∈ L2[−π, π]. Τότε,

lim
r→1−

(
1

2π

∫ π

−π

2rg(t) sin(t− x)

1− 2r cos(t− x) + r2
dt− 1

2π

∫
η<|t|<π

g(x− t)
tan t

2

dt

)
= 0

σχεδόν παντού, όπου η = η(r) είναι η µοναδική λύση της cosx = 2r/(1 + r2) στο διάστηµα

(0, π/2).

΄Ετσι, είχε αποδείξει ότι για κάθε f ∈ L2(R)

1

2π
(pv)

∫ π

−π

g(x− t)
tan t

2

dt = f(x)

σχεδόν παντού. Στη συνέχεια παρατήρησε ότι

sn(x; f) =

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

=
1

2π

∫ π

−π
g(x+ t)

(
1

tan t
2

−
cos
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

)
dt.

Συνεπώς, η sn(x; f)→ f(x) σχεδόν παντού ισχύει αν και µόνο αν

(1.1.6) lim
n→∞

(pv)

∫ π

−π
g(x+ t)

cosnt

t
dt = 0 σχεδόν παντού.

Γνώριζε επίσης ότι για κάθε g ∈ L2(R) η πρωτεύουσα τιµή

(1.1.7) (pv)

∫ π

−π

g(x+ t)

t
dt

υπάρχει σχεδόν παντού. Παρατήρησε ότι αυτό δεν οφείλεται στο ότι η g(x + t)/t είναι
«µικρή». ΄Αλλωστε, είχε παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης f για την οποία υπάρχει σύνολο
A ϑετικού µέτρου, τέτοιο ώστε∫ ∣∣∣∣f(x+ t)− f(x− t)

t

∣∣∣∣ dt = +∞
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για κάθε x ∈ A.
΄Οµως, η απόδειξη που διέθετε για την (1.1.7) χρησιµοποιούσε µιγαδικές µεθόδους.

Μέσα από αυτήν την απόδειξη δεν µπορούσε να δει µε ποιόν τρόπο η αλληλοεξουδετέρωση
ϑετικών και αρνητικών τιµών είχε ως αποτέλεσµα την ύπαρξη της πρωτεύουσας τιµής.
΄Εκανε την εικασία ότι µια πιο κατασκευαστική απόδειξη ϑα εξηγούσε αυτό το ϕαινόµενο
και ότι δεν ϑα επηρεαζόταν από την παρουσία του όρου cosnt στην (1.1.6). ΄Εκανε έτσι την
εικασία ότι κάθε f ∈ L2[−π, π] έχει σειρά Fourier που συγκλίνει σχεδόν παντού, δηλαδή

sn(x; f)→ f(x) σχεδόν παντού στο [−π, π].

Ο Carleson απέδειξε την εικασία του Luzin, το 1966. Αργότερα, ο Hunt απέδειξε ότι το
ίδιο ισχύει για κάθε f ∈ Lp[−π, π] αν 1 < p 6∞.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι αποδείξεις της ύπαρξης τηςHf , για f ∈ Lp(R), µε πραγµατικές
µεθόδους είχαν δοθεί : πρώτα από τον Besikovitch το 1926 για p = 2, µετά από τον
Titchmarsh το 1926 για p > 1, και τέλος από τον Besikovitch για p = 1. ΄Οµως αυτές οι
αποδείξεις δεν ικανοποιούσαν τον Luzin γιατί ήταν πολύπλοκες. ΄Οπως αποδείχτηκε, αυτή
ήταν η σωστή πορεία. Τα αποτελέσµατα και οι τεχνικές που ανέπτυξαν αυτοί οι συγγραφείς,
χρειάζονται στην απόδειξη του ϑεωρήµατος του Carleson.

1.2 Το ϑεώρηµα του Carleson

Σκοπός µας σε αυτήν την εργασία είναι να παρουσιάσουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος
του Carleson. Σε αυτήν την σύντοµη παράγραφο δίνουµε την εισαγωγή της διάσηµης
εργασίας του 1966:

«Σε αυτήν την εργασία εισάγουµε µια νέα µέθοδο για να εκτιµήσουµε τα µερικά αθροί-
σµατα µιας σειράς Fourier. Η µέθοδος δίνει πολύ ακριβή αποτελέσµατα και, ειδικότε-
ϱα, µας επιτρέπει να λύσουµε το επί πολλά χρόνια ανοικτό πρόβληµα της σύγκλισης
σχεδόν παντού για συναρτήσεις στον L2. Συµβολίζουµε µε sn(x; f) το n-οστό µερικό
άθροισµα της σειράς Fourier µιας συνάρτησης f ∈ L1[−π, π], και αποδεικνύουµε το
ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 1.2.1. (α) Αν για κάποιον δ > 0 ισχύει

(1.2.1)
∫ π

−π
|f(x)| (log+ |f(x)|)1+δdx <∞,

τότε

sn(x; f) = o(log log n), σχεδόν παντού.

(ϐ) Αν f ∈ Lp, 1 < p < 2, τότε

sn(x; f) = o(log log log n), σχεδόν παντού.
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(γ) Αν f ∈ L2, τότε η sn(x; f) συγκλίνει σχεδόν παντού.

Παρατηρήσεις 1.2.2. (α) Το αποτέλεσµα αυτό πρέπει να συγκριθεί µε το παράδειγµα
του Kolmogorov µιας σχεδόν παντού αποκλίνουσας σειράς Fourier συνάρτησης στον
L1. Αν µελετήσουµε λεπτοµερώς την κατασκευή των Hardy-Rogosinski, ϐλέπουµε
ότι στην πραγµατικότητα ισχύει το εξής. Για δοθείσα ε(n) → 0, n → ∞, υπάρχει
συνάρτηση f ∈ L1 τέτοια ώστε

sn(x; f) 6= O(ε(n) log log n) σχεδόν παντού.

Το καλύτερο ως τώρα γνωστό αποτέλεσµα σε αυτήν την περίπτωση είναι o(log n).

(ϐ) Το καλύτερο ως τώρα γνωστό αποτέλεσµα εδώ είναι το ϑεώρηµα Littlewood-Paley,
το οποίο δίνει

sn(x; f) = o((log n)1/p) σχεδόν παντού.

Είναι µάλλον ϕανερό από την απόδειξη του (γ) ότι στην πραγµατικότητα έχουµε σύ-
γκλιση σχεδόν παντού και σε αυτήν την περίπτωση, οπότε ϑα δώσουµε µόνο το περί-
γραµµα της απόδειξης του (ϐ).

(γ) Αυτό το αποτέλεσµα ήταν εικασία του Luzin. Το καλύτερο προηγούµενο αποτέλε-
σµα ήταν το ϑεώρηµα Kolmogorov-Seliverstov-Plessner, το οποίο έδινε

sn(x; f) = o(
√

log n) σχεδόν παντού.

Η απόδειξη είναι πολύ τεχνική και είναι χρήσιµο να δώσουµε εδώ µια πολύ σύντοµη
περιγραφή της ιδέας πίσω από την απόδειξη.

Υποθέτουµε ότι η f είναι πραγµατική συνάρτηση, και επεκτείνουµε την f περιοδικά.
Στη συνέχεια ϑεωρούµε τον τροποποιηµένο τύπο Dirichlet

(1.2.2) s∗n(x; f) =

∫ 4π

−4π

e−intf(t)

x− t
dt, −π < x < π.

Αν ω είναι ένα υποδιάστηµα του (−4π, 4π), συµβολίζουµε µε Eω(f) τη µέση τιµή της
f πάνω από το ω. Θεωρούµε κατάλληλη ξένη κάλυψη Ω = {ων} του (−4π, 4π). Αν
x ∈ ων = ω∗(x), γράφουµε

s∗n(x; f) =

∫
ω∗(x)

e−intf(t)

x− t
dt+

∑
µ6=ν

∫
ωµ

Eωµ
(e−intf)

x− t
dt(1.2.3)

+
∑
µ 6=ν

∫
ωµ

e−intf(t)− Eωµ(e−intf)

x− t
dt.

Αν το x ϐρίσκεται «γνήσια» µέσα στο ω∗, τότε η κύρια συνεισφορά προέρχεται από τον
πρώτο όρο. Αν το ω∗ έχει µήκος 2π · 2−s, όπου s είναι ένας ακέραιος, τροποποιούµε
σε αυτόν τον όρο τον n, παίρνοντας τον πλησιέστερο προς αυτόν ακέραιο της µορφής
h · 2s. Αυτό δίνει µικρή µόνο µεταβολή στην τιµή του ολοκληρώµατος, Μετά από
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αυτήν την τροποποίηση και µια αλλαγή µεταβλητής x = 2sξ, t = 2sτ , έχουµε ένα
ολοκλήρωµα που έχει την ίδια µορφή µε το s∗n(x; f) αλλά είναι περιορισµένο στο ω∗.
Τώρα, µπορούµε να επαναλάβουµε το επιχείρηµα.

Για να αποδείξουµε ότι ο δεύτερος όρος είναι µικρός, επιλέγουµε την κάλυψη Ω έτσι
ώστε οι µέσες τιµές Eωµ

(e−intf) να είναι όλες µικρές, και συγκεκριµένα της ίδιας
τάξης µεγέθους µε το

∫ π
−π e

−intf(t) dt.

Στον τρίτο όρο, τέλος, χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι ο αριθµητής έχει ολοκλήρωµα
ίσο µε 0 πάνω σε κάθε ωµ. Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να µετατρέψουµε µια
ιδιοµορφία πρώτου ϐαθµού σε ιδιοµορφία δεύτερου ϐαθµού, την οποία µπορούµε να
χειριστούµε ευκολότερα. Η κατάσταση ϑα έπρεπε να συγκριθεί µε την διαφορά των
παρακάτω τετριµµένων τύπων:∫ 1

δ

dt

t
= log(δ−1) αλλά δ

∫ 1

δ

dt

t2
< 1.

Για κάθε συνδυασµό διαστηµάτων ω∗(x) και ακεραίων n στη σχέση (1.2.3) παίρνουµε
ένα ειδικό σύνολο στο οποίο οι όροι που περισσεύουν δεν είναι µικροί. Στην απόδει-
ξη του (α), την οποία παρουσιάζουµε πρώτη, επιτρέπουµε µε µια έννοια όλους τους
συνδυασµούς (n, ω∗). Η ϐελτίωση που χρειάζεται για να πάρουµε το (γ) είναι µια
προσεκτική µελέτη και επιλογή εκείνων των(n, ω∗) τα οποία είναι απαραίτητα. Η ταυ-
τότητα του Parseval παίζει ϑεµελιώδη ϱόλο και για να πάρουµε το αποτέλεσµα για τον
Lp χρειάζεται ένα αρκετά καλό υποκατάστατό της. ΄Οπως ϑα δούµε, ένα επιχείρηµα
παρεµβολής ϑα µας ϐοηθήσει να αποδείξουµε το (ϐ).»

Σε αυτή την εργασία ϑεωρούµε γνωστά ϐασικά αποτελέσµατα της Θεωρίας Μέτρου (µε-
ταξύ αυτών και το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue). Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζουµε
κάποια ϑεωρήµατα παρεµβολής και αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα Carleson-Hunt κάνοντας
την υπόθεση ότι κάποιος τελεστής M είναι τύπου p για 1 < p < ∞. Στα υπόλοιπα
κεφάλαια αποδεικνύουµε ότι αυτή η υπόθεση ισχύει. Στο Κεφάλαιο 3 µελετάµε το µετα-
σχηµατισµό Hilbert και αποδεικνύουµε κάποιες εκθετικές εκτιµήσεις που ϑα χρειαστούν
στη συνέχεια. Το Κεφάλαιο 4 είναι πιο τεχνικό : σε αυτό εισάγονται τα δυαδικά διαστήµα-
τα και οι γενικευµένοι συντελεστές Fourier. Τέλος, στο Κεφάλαιο 5, το οποίο είναι πολύ
τεχνικό, αποδεικνύουµε ότι υπάρχει µόνο ένα µικρό σύνολο στο οποίο δεν µπορούµε να
είµαστε ϐέβαιοι ότι η σειρά Fourier µιας L2-συνάρτησης f συγκλίνει σηµειακά στην f .
Αποδεικνύοντας ότι αυτό το σύνολο έχει µηδενικό µέτρο παίρνουµε το ϑεώρηµα.

Η παρουσίασή µας ϐασίζεται στο ϐιβλίο [5] των O. G. Jørsboe και L. Mejlbro, το οποίο
µε τη σειρά του δίνει µια λεπτοµερή και εκτεταµένη παρουσίαση του αρχικού άρθρου του
Carleson. ΄Εχουµε επίσης χρησιµοποιήσει το ϐιβλίο [1] του J. Arias de Reyna, το οποίο
είναι κι αυτό αφιερωµένο στην απόδειξη του ϑεωρήµατος του Carleson.



Κεφάλαιο 2

Το ϑεώρηµα Carleson-Hunt

Στην Παράγραφο 2.1 εισάγουµε την έννοια του ασθενούς και ισχυρού τύπου ενός τελε-
στή και αποδεικνύουµε ένα ϑεώρηµα παρεµβολής το οποίο είναι ειδική περίπτωση του
ϑεωρήµατος του Marcinkiewicz. Στην Παράγραφο 2.2 εισάγουµε τον µεγιιστικό τελεστή
των Hardy-Littlewood Θ και αποδεικνύουµε ότι ο Θ είναι τύπου p για κάθε 1 < p < ∞.
Στην Παράγραφο 2.3 αποδεικνύουµε ένα άλλο κλασικό ϑεώρηµα παρεµβολής, το ϑεώρη-
µα Stein-Weiss. Τέλος, στην Παράγραφο 2.4 αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα Carleson-Hunt
κάνοντας την υπόθεση ότι κάποιος τελεστής M , ο οποίος ορίζεται εκεί, είναι τύπου p για
κάθε 1 < p <∞.

Για τεχνικούς λόγους ϑεωρούµε µόνο πραγµατικές συναρτήσεις οι οποίες είναι ορι-
σµένες σε κάποιο ϕραγµένο διάστηµα, γράφουµε όµως τους συντελεστές Fourier τους
χρησιµοποιώντας τις µιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις. Αυτή η υπόθεση απλουστεύει πολύ
την δουλειά που απαιτείται για τις εκτιµήσεις στα επόµενα κεφάλαια, και δεν χάνουµε σε
γενικότητα διότι, αν f είναι µια µιγαδική συνάρτηση, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τις δύο
πραγµατικές συναρτήσεις Re(f) και Im(f) στη ϑέση της. Θα υποθέτουµε πάντα ότι η f

είναι ολοκληρώσιµη, δηλαδή f ∈ L1(I), όπου I είναι ένα ϕραγµένο διάστηµα.

Τα περισσότερα από τα αποτελέσµατα αυτού του Κεφαλαίου ισχύουν για συναρτήσεις
f ∈ L1(R). Οι αποδείξεις τους όµως είναι συχνά διαφορετικές, και ίσως πιο πολύπλοκες.
Για το λόγο αυτό, αποφεύγουµε να αποδείξουµε αυτά τα ϑεωρήµατα στην πιο γενική τους
µορφή.
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2.1 Θεωρήµατα παρεµβολής

΄Εστω f µια συνάρτηση µε πραγµατικές τιµές, ορισµένη σε ένα διάστηµα [−A,A], και ας
υποθέσουµε ότι f ∈ L1[−A,A]. Για κάθε y > 0 ϑεωρούµε το σύνολο

(2.1.1) Ey := {x ∈ [−A,A] : |f(x)| > y}.

Ορισµός 2.1.1. Η συνάρτηση κατανοµής λf της f είναι η συνάρτηση λf : [0,∞) −→
[0, 2A] που ορίζεται από την

(2.1.2) λf (y) = m(Ey) = m({x ∈ [−A,A] : |f(x)| > y}),

όπου m είναι το µέτρο Lebesgue στο R.
∆εν είναι δύσκολο να ελέγξουµε ότι 0 6 λf (y) 6 2A για κάθε y > 0, λf (y) → 0 όταν

y → +∞, και η λf είναι ϕθίνουσα συνάρτηση. Επιπλέον, η λf είναι συνεχής από δεξιά :
αυτό ϕαίνεται από την

∞⋃
n=1

Ey+ 1
n

= Ey,

που ισχύει για κάθε y > 0. ΄Επεται ότι η λf έχει το πολύ αριθµήσιµα το πλήθος σηµεία
ασυνέχειας. Ειδικότερα, η λf είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

΄Εστω T ένας τελεστής από τον L1[−A,A] στον M[−A,A], την κλάση όλων των µε-
τρήσιµων συναρτήσεων στο [−A,A]. Ο τελεστής T δεν είναι αναγκαστικά ορισµένος σε
ολόκληρο τον L1[−A,A], ϑα είναι όµως πάντα ορισµένος στις απλές συναρτήσεις, δηλαδή
τους πεπερασµένους γραµµικούς συνδυασµούς των χαρακτηριστικών συναρτήσεων µετρή-
σιµων υποσυνόλων του [−A,A], καθώς και στις συνεχείς συναρτήσεις. Ειδικότερα, το πεδίο
ορισµού D(T ) του T ϑα είναι πυκνό στον L1[−A,A].

Σε ό,τι ακολουθεί, ο T ϑα είναι είτε γραµµικός τελεστής (δηλαδή το D(T ) ϑα είναι
γραµµικός χώρος και ϑα ισχύει T (af + bg) = aT (f) + bT (g) για κάθε f, g ∈ D(T ) και για
κάθε a, b ∈ R ή a, b ∈ C) ή υπογραµµικός τελεστής (δηλαδή το D(T ) ϑα είναι γραµµικός
χώρος και ϑα ισχύουν οι |T (af)| = |a| |T (f)| και |T (f + g)| 6 |T (f)| + |T (g)| για κάθε
f, g ∈ D(T ) και για κάθε a ∈ R ή a ∈ C).

Ορισµός 2.1.2. Λέµε ότι ο τελεστής T είναι ισχυρού τύπου p για κάποιον 1 6 p 6 ∞ αν
υπάρχει σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε

(2.1.3) ‖Tf‖p 6 Ap‖f‖p

για κάθε f ∈ D(T ).
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Παρατήρηση 2.1.3. Συχνά ϑεωρούµε τελεστές T ισχυρού τύπου (p, q), όπου 1 6 p, q 6

∞. Λέµε ότι ο τελεστής T είναι ισχυρού τύπου (p, q) αν υπάρχει σταθερά Ap,q > 0 τέτοια
ώστε

‖Tf‖q 6 Ap,q‖f‖p

για κάθε f ∈ D(T ). Σε αυτήν την εργασία µας είναι αρκετό να ϑεωρήσουµε µόνο την
περίπτωση p = q. Ανάλογες παρατηρήσεις ισχύουν για τους επόµενους ορισµούς.

Παρατηρήστε ότι αν ένας τελεστής T είναι ισχυρού τύπου p για κάποιον 1 6 p < ∞
τότε ο T µπορεί να επεκταθεί σε ολόκληρο τον Lp[−A,A] λόγω συνέχειας, αφού το πεδίο
ορισµού D(T ) του T ϑα είναι πυκνό στον Lp[−A,A], και ο T είναι ϕραγµένος γραµµικός
τελεστής στον Lp[−A,A].

Ορισµός 2.1.4. Λέµε ότι ο τελεστής T είναι ασθενούς τύπου p για κάποιον 1 6 p <∞ αν
υπάρχει σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε

(2.1.4) λTf (y) 6

(
Ap
y

)p
‖f‖pp

για κάθε f ∈ D(T ) και για κάθε y > 0.

Παρατηρήστε ότι, για κάθε y > 0,

‖Tf‖pp =

∫
|Tf(x)|pdx > ypλTf (y).

Συνεπώς, αν ο T είναι ισχυρού τύπου p για κάποιον 1 6 p <∞, τότε

(2.1.5) λTf (y) 6
1

yp
‖Tf‖pp 6

(
Ap
y

)p
‖f‖pp,

δηλαδή ο T είναι αθενούς τύπου p.
Αργότερα ϑα δώσουµε ένα παράδειγµα που δείχνει ότι το αντίστροφο δεν είναι γενικά

σωστό.

Θα χρειαστούµε επίσης τις ακόλουθες σχετικές έννοιες.

Ορισµός 2.1.5. Λέµε ότι ο τελεστής T είναι περιορισµένου τύπου p για κάποιον 1 6 p <∞
αν υπάρχει σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε

(2.1.6) ‖TχE‖p 6 Ap‖χE‖p = Ap(m(E))1/p

για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [−A,A].
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Ορισµός 2.1.6. Λέµε ότι ο τελεστής T είναι περιορισµένου ασθενούς τύπου p για κάποιον
1 6 p <∞ αν υπάρχει σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε

(2.1.7) λTχE (y) 6

(
Ap
y

)p
‖χE‖pp =

(
Ap
y

)p
m(E)

για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [−A,A].

Είναι ϕανερό ότι αν ο T είναι ισχυρού τύπου p τότε ο T είναι περιορισµένου τύπου
p, και αν ο T είναι ασθενούς τύπου p τότε ο T είναι περιορισµένου ασθενούς τύπου p.
Επιπλέον, αν ο T είναι περιορισµένου τύπου p τότε ο T είναι περιορισµένου ασθενούς
τύπου p.

Για την απόδειξη των ϑεωρηµάτων παρεµβολής αυτής της παραγράφου ϑα χρειαστούµε
το επόµενο λήµµα, που συνδέει τη συνάρτηση κατανοµής λf της f µε την ‖f‖p.

Λήµµα 2.1.7. ΄Εστω f ∈ L1[−A,A]. Για κάθε 1 6 p <∞ έχουµε

(2.1.8) ‖f‖pp =

∫
|f(x)|pdx =

∫ ∞
0

pyp−1λf (y) dy.

Ειδικότερα,

(2.1.9) ‖f‖1 =

∫ ∞
0

λf (y) dy.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα Fubini έχουµε∫
|f(x)|pdx =

∫ (∫ |f(x)|

0
pyp−1dy

)
dx

=

∫ ∞
0

pyp−1m({x ∈ [−A,A] : |f(x)| > y}) dy

=

∫ ∞
0

pyp−1λf (y) dy.

Παρατηρήστε ότι αν f /∈ Lp[−A,A] τότε τα δύο µέλη της (2.1.8) απειρίζονται.

Το επόµενο λήµµα είναι το πρώτο αποτέλεσµα παρεµβολής που αποδεικνύουµε.

Λήµµα 2.1.8. ΄Εστω 1 6 p0 < p1 <∞. Αν ο T είναι περιορισµένου ασθενούς τύπου p0 και

p1 τότε ο T είναι περιορισµένου τύπου p για κάθε p ∈ (p0, p1).

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε λ την συνάρτηση κατανοµής της TχE . Από τις υποθέσεις
γνωρίζουµε ότι υπάρχουν σταθερές A0 και A1, τέτοιες ώστε

λ(y) 6

(
A0

y

)p0
m(E) και λ(y) 6

(
A1

y

)p1
m(E)
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για κάθε µετρήσιµο σύνολο E και για κάθε y > 0. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 2.1.7
έχουµε

‖TχE‖pp = p

∫ 1

0
yp−1λ(y) dy + p

∫ ∞
1

yp−1λ(y) dy

6 p ·m(E)

(∫ 1

0
yp−p0−1Ap00 dy +

∫ ∞
1

yp−p1−1Ap11 dy

)
= p ·m(E)

(
Ap00

1

p− p0
+Ap11

1

p1 − p

)
,

άρα

‖TχE‖p 6 Ap(m(E))1/p,

όπου

Ap = p1/p

(
Ap00

1

p− p0
+Ap11

1

p1 − p

)1/p

,

για κάθε p ∈ (p0, p1).

Παρατηρήστε ότι η σταθερά Ap είναι ϕραγµένη όταν το p ∈ (p0, p1) είναι «µακρυά» από
τα p0 και p1.

Πολύ σχετικό είναι το επόµενο ϑεώρηµα, το οποίο είναι ειδική περίπτωση ενός ϑεωρή-
µατος του Marcinkiewicz.

Θεώρηµα 2.1.9. ΄Εστω 1 6 p0 < p1 <∞ και έστω T ένας υπογραµµικός τελεστής ασθενούς

τύπου p0 και p1. Τότε, ο T είναι ισχυρού τύπου p για κάθε p ∈ (p0, p1). Πιο συγκεκριµένα,

αν

λTf (y) = m({x : |Tf(x)| > y}) 6
(
A0

y

)p0
‖f‖p0p0

και

λTf (y) = m({x : |Tf(x)| > y}) 6
(
A1

y

)p1
‖f‖p1p1

για κάθε y > 0, τότε

‖Tf‖pp 6 Kp‖f‖pp,

όπου

Kp = p · 2p
(

1

p− p0
+

1

p1 − p

)
A
p0

p1−p
p1−p0

0 A
p1

p−p0
p1−p0

1 .

Απόδειξη. Επιλέγουµε

A = A
p0

p1−p0
0 A

− p1
p1−p0

1 .
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Παρατηρήστε ότι

(2.1.10) Ap00 A
p0−p = Ap11 A

p1−p = A
p0

p1−p
p1−p0

0 A
p1

p−p0
p1−p0

1 .

Χρησιµοποιώντας αυτή τη σταθερά A ορίζουµε, για κάθε y > 0, τις συναρτήσεις

fy(x) = f(x) · χ|f(x)|6Ay(x)

και

fy(x) = f(x) · χ|f(x)|>Ay(x).

Προφανώς έχουµε f(x) = fy(x) + fy(x) και, από την υπογραµµικότητα του T έχουµε

λTf (2y) 6 λTfy(y) + λTfy(y),

που λόγω των υποθέσεων ϕράσσεται από

Ap00 y
−p0

∫
|fy(x)|p0dx+Ap11 y

−p1
∫
|fy(x)|p1dx.

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Fubini και τον ορισµό της σταθεράς A γράφουµε

‖Tf‖pp =

∫ ∞
0

p(2y)p−1λTf (2y) d(2y) = p · 2p
∫ ∞

0
yp−1λTf (2y) dy

6 p · 2p
∫ ∞

0
Ap00 y

−p0yp−1

(∫
{|f(x)|>Ay}

|f(x)|p0dx

)
dy

+ p · 2p
∫ ∞

0
Ap11 y

−p1yp−1

(∫
{|f(x)|6Ay}

|f(x)|p1dx

)
dy

= p · 2pAp00

∫
|f(x)|p0

(∫ |f(x)|/A

0
yp−p0−1dy

)
dx

+ p · 2pAp11

∫
|f(x)|p1

(∫ ∞
|f(x)|/A

yp−p1−1dy

)
dx

= p · 2p
(
Ap00 A

p0−p 1

p− p0

∫
|f(x)|pdx+Ap11 A

p1−p 1

p1 − p

∫
|f(x)|pdx

)
= p · 2pA

p0
p1−p
p1−p0

0 A
p1

p−p0
p1−p0

1

(
1

p− p0
+

1

p1 − p

)
‖f‖pp,

όπου, στο τέλος, χρησιµοποιήσαµε την (2.1.10).

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται το επόµενο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 2.1.10. ΄Εστω 1 6 p0 < ∞ και έστω T ένας υπογραµµικός τελεστής ασθενούς

τύπου p0 και ισχυρού τύπου +∞. Τότε, ο T είναι ισχυρού τύπου p για κάθε p ∈ (p0,+∞).

Πιο συγκεκριµένα, αν

λTf (y) = m({x : |Tf(x)| > y}) 6
(
A0

y

)p0
‖f‖p0p0

για κάθε y > 0, και

‖Tf‖∞ 6 A∞‖f‖∞,

τότε

‖Tf‖pp 6 p · 2pAp00 A
p−p0
∞ · 1

p− p0
‖f‖pp.

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε τον ίδιο συµβολισµό µε αυτόν της απόδειξης του Θεωρήµατος
2.1.10. Επιλέγουµε σαν A τον 1

A∞
. Τότε,

‖fy‖∞ 6
1

A∞
y και ‖Tfy‖∞ 6 y,

άρα λTfy(y) = 0. ΄Ετσι έχουµε

λTf (2y) 6 λTfy(y) 6 Ap00 y
−p0

∫
|f(x)|p0dx,

και (ακριβώς όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.9)

‖Tf‖pp 6 p · 2pAp00

(
1

A∞

)p0−p 1

p− p0
‖f‖pp,

το οποίο αποδεικνύει το ϑεώρηµα.

2.2 Ο µεγιστικός τελεστής των Hardy-Littlewood

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα ορίσουµε τον µεγιστικό τελεστή των Hardy-Littlewood και ϑα
αποδείξουµε εκτιµήσεις γι΄ αυτόν, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.1.10.

΄Εστω f ∈ L1(R). Ορίζουµε τον µεγιστικό τελεστή Θ ως εξής:

(2.2.1) Θf(x) = sup
t>0

1

2t

∫ x+t

x−t
|f(y)| dy, x ∈ R.

Παρατηρήστε ότι η συνάρτηση Θf είναι µετρήσιµη: πράγµατι, είναι κάτω ηµισυνεχής ως
supremum συνεχών συναρτήσεων. Επίσης, ο τελεστής f 7→ Θf , ορισµένος στον L1(R),
είναι υπογραµµικός.
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Θεώρηµα 2.2.1. Ο τελεστής Θ είναι ισχυρού τύπου +∞ και ασθενούς τύπου 1. Πιο συγκε-

κριµένα, ο Θ ικανοποιεί τις

(2.2.2) ‖Θf‖∞ 6 ‖f‖∞

και

(2.2.3) λΘf (y) = m({x : Θf(x) > y}) 6 4

y
‖f‖1

για κάθε y > 0.

Από το Θεώρηµα 2.2.1 και το Θεώρηµα 2.1.10 συµπεραίνουµε αµέσως ότι ο τελεστής
Θ είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p <∞.

Απόδειξη. Στις εφαρµογές που ϑα µας απασχολήσουν αργότερα, χρειαζόµαστε µόνο συ-
ναρτήσεις µε συµπαγή ϕορέα, ας υποθέσουµε λοιπόν για την απόδειξη ότι η f έχει συµπα-
γή ϕορέα. Είναι ϕανερό ότι η (2.2.2) ικανοποιείται. Για την απόδειξη της (2.2.3) µπορούµε
επίσης να υποθέσουµε ότι η f είναι µη αρνητική.

΄Εστω y > 0. Για κάθε x ∈ {t : Θf(t) > y} µπορούµε να ϐρούµε ένα διάστηµα Ix (µε
κέντρο το x) τέτοιο ώστε ∫

Ix

f(t) dt > y ·m(Ix).

∆είχνουµε πρώτα ότι το σύνολο {Θf > y} είναι ϕραγµένο. Υποθέτουµε ότι ο ϕορέας της
f περιέχεται στο διάστηµα [−M,M ] για κάποιον M > 0, ϑεωρούµε τυχόν x ∈ {Θf > y}
και διακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(α) Αν x < −M τότε για κάθε 0 < t < −M − x έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
f(z) dz = 0,

ενώ αν t > −M − x έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
f(z) dz =

1

2t

∫ x+t

−M
f(z) dz 6

1

−2(M + x)

∫ x+t

−M
f(z) dz 6

1

−2(M + x)
‖f‖1,

απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι

Θf(x) = sup
t>0

1

2t

∫ x+t

x−t
f(z) dz 6

1

2|M + x|
‖f‖1.

΄Ετσι,

{Θf > y} ∩ (−∞,−M) = {x < −M : 2|M + x|y < ‖f‖1} =

(
−‖f‖1

2y
−M,−M

)
,
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το οποίο είναι ϕραγµένο σύνολο.

(ϐ) Αν x > M τότε για κάθε 0 < t < x−M έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
f(z) dz = 0,

ενώ αν t > x−M έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
f(z) dz =

1

2t

∫ M

x−t
f(z) dz 6

1

2(x−M)

∫ M

x−t
f(z) dz 6

1

2(x−M)
‖f‖1,

απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι

Θf(x) = sup
t>0

1

2t

∫ x+t

x−t
f(z) dz 6

1

2(x−M)
‖f‖1.

΄Ετσι,

{Θf > y} ∩ (M,+∞) = {x > M : 2(x−M)y < ‖f‖1} =

(
M,M +

‖f‖1
2y

)
,

το οποίο είναι ϕραγµένο σύνολο.
Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι το {Θf > y} είναι ϕραγµένο. Χρησιµοποιώ-

ντας αυτό, ϐλέπουµε ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι όλα τα διαστήµατα Ix περιέχονται
σε κάποιο διάστηµα [−B,B]. ΄Εστω x τέτοιο ώστε Θf(x) > y. Τότε υπάρχει διάστηµα
Ix = (ax, bx) µε

1

m(Ix)

∫
Ix

f(z) dz > y.

Παρατηρούµε ότι για κάθε u ∈ Ix ισχύει

1

bx − ax

∫ bx

ax

f(z) dz 6 2Θf(u).

Πράγµατι, αν u− ax < bx − u έχουµε Ix ⊆ (u− (bx − u), u+ (bx − u)) άρα

1

bx − ax

∫ bx

ax

f(z) dz 6
1

bx − ax

∫ u+(bx−u)

u−(bx−u)
f(z) dz 6

1

bx − u

∫ u+(bx−u)

u−(bx−u)
f(z) dz

= 2
1

2(bx − u)

∫ u+(bx−u)

u−(bx−u)
f(z) dz 6 2Θf(u),

ενώ αν bx − u < u− ax όµοια παίρνουµε

1

bx − ax

∫ bx

ax

f(z) dz 6 2
1

2(u− ax)

∫ u+(u−ax)

u−(u−ax)
f(z) dz 6 2Θf(u).
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Αυτό αποδεικνύει ότι
Ix ⊆

{
u : Θf(u) >

y

2

}
και το τελευταίο σύνολο περέχεται όπως είδαµε σε κάποιο διάστηµα [−B,B], όπου το
B = By εξαρτάται από το y.

Ισχυριζόµαστε τώρα ότι υπάρχει µια ακολουθία (In) (που επιλέγεται από την κλάση
των διαστηµάτων Ix που ορίσαµε παραπάνω) ξένων ανά δύο διαστηµάτων, τέτοια ώστε

m

( ∞⋃
n=1

In

)
>

1

4
m

(⋃
x

Ix

)
.

Ας υποθέσουµε προς στιγµήν ότι αυτός ο ισχυρισµός έχει αποδειχθεί. Τότε, ολοκληρώνου-
µε την απόδειξη γράφοντας

m({x : Θf(x) > y}) 6 m

(⋃
x

Ix

)
6 4m

( ∞⋃
n=1

In

)
= 4

∞∑
n=1

m(In)

6
4

y

∞∑
n=1

∫
In

f(y) dy =
4

y

∫
⋃∞
n=1 In

f(y) dy 6
4

y
‖f‖1.

Αποδεικνύουµε τώρα τον ισχυρισµό (ο οποίος είναι ένα ϑεώρηµα τύπου Besicovitch). ΄Εστω
S1 η κλάση των διαστηµάτων που ϑεωρήσαµε παραπάνω. Θέτουµε a1 = sup{m(Ix) : Ix ∈
S1} και επιλέγουµε ένα διάστηµα I1 από την S1 τέτοιο ώστε m(I1) > 3a1

4 . Θεωρούµε τώρα
την κλάση S2 των διαστηµάτων Ix που είναι ξένα προς το I1, ϑέτουµε a2 = sup{m(Ix) :

Ix ∈ S2}, και επιλέγουµε I2 από την S2 τέτοιο ώστε m(I2) > 3a2
4 . Συνεχίζουµε µε τον

ίδιο τρόπο. Αν η διαδικασία σταµατήσει µετά από πεπερασµένα το πλήθος ϐήµατα τότε
το συµπέρασµα ισχύει προφανώς, υποθέτουµε λοιπόν ότι προκύπτει µια ακολουθία (ak)

πραγµατικών αριθµών µε ak → 0 και µια ακολουθία ξένων διαστηµάτων (Ik) µεm(Ik)→ 0

όταν k →∞. Θεωρούµε ένα διάστηµα Ix και τον µικρότερο k για τον οποίο Ix /∈ Sk. Τότε,
Ix ∩ Ik−1 6= ∅ και m(Ik−1) > 3

4m(Ix). ΄Επεται ότι Ix ⊂ Jk−1, όπου Jk−1 είναι το διάστηµα
που έχει το ίδιο κέντρο µε το Ik−1 και µήκος m(Jk−1) = 4m(Ik−1). Χρησιµοποιώντας
αυτήν την παρατήρηση ϐλέπουµε ότι

m

(⋃
x

Ix

)
6 4m

( ∞⋃
n=1

In

)
,

και η απόδειξη είναι πλήρης. Σηµειώνουµε ότι η σταθερά 4 που εµφανίζεται στην (2.2.3)
δεν είναι η καλύτερη δυνατή.

Σηµείωση. Ο τελεστής Θ δεν είναι ισχυρού τύπου 1. Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε την
f(x) = χ(0,1)(x) τότε η Θf δεν είναι καν ολοκληρώσιµη. Αν x < 0 και 0 < t 6 −x έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
f(s) ds 6

1

2t

∫ 0

x−t
f(s) ds = 0.
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Αν x < 0 και −x 6 t < 1− x έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
f(s) ds =

1

2t

∫ x+t

0
f(s) ds =

x+ t

2t
.

Τέλος, αν x < 0 και t > 1− x έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
f(s) ds =

1

2t

∫ 1

0
f(s) ds =

1

2t
.

Κάνοντας την γραφική παράσταση ϐλέπουµε ότι

Θf(x) = sup
t>0

1

2t

∫ x+t

x−t
f(s) ds =

1

2(1− x)

για κάθε x < 0. Συνεπώς, ∫ 0

−∞
Θf(x) dx =∞.

Πόρισµα 2.2.2. Ο τελεστής Θ είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p < ∞. Πιο συγκεκρι-

µένα, έχουµε

(2.2.4) ‖Θf‖pp 6 2p
4p

p− 1
‖f‖pp

για κάθε 1 < p <∞.

Απόδειξη. Συνδυάζουµε το Θεώρηµα 2.2.1 και το Θεώρηµα 2.1.10, µε p0 = 1, A0 = 4 και
A∞ = 1.

Στα επόµενα, αν g(x) είναι µια συνάρτηση µε πραγµατικές τιµές, ορίζουµε το ϑετικό
µέρος της g(x) να είναι η συνάρτηση

g+(x) = max{g(x), 0}.

΄Ενα πολύ γνωστό παράδειγµα είναι η συνάρτηση log+.

Θεώρηµα 2.2.3. Ο τελεστής Θ ικανοποιεί την

(2.2.5)
∫

(Θf(x)− 2)+dx 6 8

∫
|f(x)| log+(|f(x)|) dx.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι f > 0 και ότι η f log+ f είναι ολοκληρώσιµη. Για
κάθε y > 0 ϑεωρούµε τις συναρτήσεις

fy(x) = f(x) · χf(x)6y(x) και fy(x) = f(x) · χf(x)>y(x).
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Από τον ορισµό είναι ϕανερό ότι Θfy 6 y, άρα

m({x : Θf(x) > 2y}) 6 m({x : Θfy(x) > y}).

Χρησιµοποιώντας την (2.2.3) για τη συνάρτηση fy παίρνουµε

(2.2.6) m({x : Θf(x) > 2y}) 6 4

y

∫
fy(x) dx.

Ολοκληρώνοντας την (2.2.6) στο [1,∞) παίρνουµε∫ ∞
1

m({x : Θf(x) > 2y}) dy 6
∫ ∞

1

4

y

(∫
R
fy(x) dx

)
dy

=

∫ ∞
1

4

y

(∫
R
f(x)χ{f(x)>y}(x) dx

)
dy

= 4

∫
{f(x)>1}

f(x)

(∫ f(x)

1

1

y
dy

)
dx

= 4

∫
{f(x)>1}

f(x) log f(x) dx

= 4

∫
R
f(x) log f(x)χ{log f>0}(x) dx

= 4

∫
R
f(x) log+(f(x)) dx.

Το αριστερό µέλος ισούται µε

1

2

∫ ∞
2

m({x : Θf(x) > t}) dt =
1

2

∫
(Θf(x)− 2)+dx,

και έτσι έπεται το Ϲητούµενο.

Αργότερα ϑα χρειαστούµε τα επόµενα δύο απλά λήµµατα.

Λήµµα 2.2.4. ΄Εστω f ∈ L1(R). Για κάθε x ∈ R ορίζουµε µια συνάρτηση Fx : R→ R µε

Fx(t) =

∫ t

0
f(x+ y) dy.

Τότε,

|Fx(t)| 6 2|t|Θf(x)

για κάθε x ∈ R και t ∈ R.
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Απόδειξη. Γράφουµε

|Fx(t)| =
∣∣∣∣∫ x+t

x
f(y) dy

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫ x+t

x
|f(y)| dy

∣∣∣∣ 6 ∫ x+|t|

x−|t|
|f(y)| dy

6 2|t| ·Θf(x).

Λήµµα 2.2.5. ΄Εστω f ∈ L1(R). Τότε,

|f(x)| 6 Θf(x)

σχεδόν για κάθε x ∈ R.

Απόδειξη. ΄Επεται από το γεγονός ότι

Θf(x) >
1

2t

∫ x+t

x−t
|f(y)| dy

για κάθε t > 0, και από το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue για ολοκληρώσιµες
συναρτήσεις, από το οποίο έχουµε

1

2t

∫ x+t

x−t
|f(y)| dy → |f(x)|

όταν t→ 0+, σχεδόν για κάθε x ∈ R.

Σηµείωση. Από το Λήµµα 2.2.5 και το Θεώρηµα 2.2.1 έπεται ότι : αν f ∈ L1(R) ∩ L∞(R)

τότε
‖f‖∞ = ‖Θf‖∞.

Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε µια εκθετική εκτίµηση για την Θf , στην περίπτωση
που f ∈ L∞ και η f(x) µηδενίζεται έξω από ένα συµπαγές υποσύνολο του R.

Θεώρηµα 2.2.6. ΄Εστω c > 0 και έστω f µια ουσιωδώς ϕραγµένη συνάρτηση που ο ϕορέας

της περιέχεται σε ένα διάστηµα I µήκους A. Τότε, για κάθε y > 0 έχουµε

(2.2.7) λΘf (y) = m({x : Θf(x) > y}) 6 2ecA
‖f‖∞
y

exp

(
−c y

‖f‖∞

)
.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.2.1 έχουµε ‖Θf‖∞ 6 ‖f‖∞ (µάλιστα, σε αυτήν την περί-
πτωση έχουµε ισότητα). Αν λοιπόν y > ‖f‖∞ τότε το αριστερό µέλος της (2.2.7) µηδενίζεται
και η εκτίµηση που Ϲητάµε ισχύει τετριµµένα.
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΄Εστω 0 < y < ‖f‖∞. Αν x ∈ {t : Θf(t) > y} και dist(x, I) = d > 0, τότε εφαρµόζοντας
την (2.2.1) παίρνουµε

y < Θf(x) 6
1

2d

∫
I
|f(s)| ds 6 A

2d
‖f‖∞,

δηλαδή

d = dist(x, I) 6
A

2

‖f‖∞
y

,

απ΄ όπου συµπεραίνουµε ότι

m({x : Θf(x) > y}) 6 A+ 2 · A
2

‖f‖∞
y

= A

(
1 +
‖f‖∞
y

)
.

Θέτουµε t = y
‖f‖∞ ∈ (0, 1). Τότε, αρκεί να δείξουµε ότι

1 +
1

t
6 2ec · 1

t
e−ct, t ∈ (0, 1),

το οποίο είναι ισοδύναµο µε την απλή ανισότητα

(1 + t)ect 6 2ec, t ∈ (0, 1)

άρα η απόδειξη του ϑεωρήµατος είναι πλήρης.

2.3 Θεώρηµα Stein-Weiss

Σε αυτήν την παράγραφο υποθέτουµε ότι όλες οι συναρτήσεις που µελετάµε είναι ορισµένες
σε ένα σταθερό διάστηµα [−A,A]. ΄Εστω T ένας τελεστής περιορισµένου τύπου p, όπου
1 < p <∞. ∆ηλαδή, υπάρχει µια σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε, για κάθε µετρήσιµο σύνολο
E ⊆ [−A,A],

(2.3.1) ‖TχE‖p 6 Ap‖χE‖p = Ap(m(E))1/p.

΄Εστω q ο συζυγής εκθέτης του p, δηλαδή 1
p + 1

q = 1, και έστω f ∈ Lq[−A,A]. Ορίζουµε µια
συνολοσυνάρτηση γ στην κλάση όλων των Borel συνόλων E που περιέχονται στο [−A,A],
ϑέτοντας

(2.3.2) γ(E) =

∫
(TχE)f dx.

Από την ανισότητα του Holder ϐλέπουµε ότι η γ είναι καλά ορισµένη, και εύκολα ελέγχουµε
ότι η γ είναι µια αριθµήσιµα προσθετική συνολοσυνάρτηση που είναι απολύτως συνεχής
ως προς το µέτρο Lebesgue. Πράγµατι,

γ(∅) =

∫ A

−A
Tχ∅(x)f(x) dx =

∫ A

−A
T (0)(x)f(x) dx = 0
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διότι T (0) = 0 αφού ο T είναι γραµµικός. ΄Εστωσαν (En)∞n=1 ξένα ανά δύο Borel υποσύ-
νολα του [−A,A]. Θα δείξουµε ότι γ (∪∞=1En) =

∑∞
n=1 γ(En), ή ισοδύναµα∫ A

−A

(
Tχ∪∞n=1En

)
(x)f(x) dx =

∞∑
n=1

∫ A

−A
TχEn(x)f(x) dx.

Θέτουµε E = ∪∞n=1En. Παρατηρούµε ότι, για κάθε k ∈ N,

χE − χ∪kn=1En
= χ∪∞n=k+1En

.

΄Αρα,

‖χE − χ∪k=1En
‖p = ‖χ∪∞n=k+1En

‖p = m
(
∪∞n=k+1En

)1/p → 0

όταν k →∞, διότι

m
(
∪∞n=k+1En

)
6

∞∑
n=k+1

m(En)

και
∑∞

n=1m(En) 6 2A <∞. ΄Επεται ότι

‖TχE − Tχ∪k=1En
‖p = ‖Tχ∪∞n=k+1En

‖p 6 Ap‖χ∪∞n=k+1En
‖p → 0,

δηλαδή Tχ∪k=1En
→ TχE στον Lp[−A,A], και αφού f ∈ L2[−A,A] από την ανισότητα

Holder συµεραίνουµε ότι (Tχ∪k=1En
)f → (TχE)f στον L1[−A,A]. Με άλλα λόγια,

k∑
n=1

∫ A

−A
TχEn(x)f(x) dx =

∫ A

−A
(Tχ∪k=1En

)(x)f(x) dx→
∫ A

−A
(TχE)(x)f(x) dx,

δηλαδή
k∑

n=1

γ(En)→ γ(E),

το οποίο αποδεικνύει την

γ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

γ(En).

΄Αρα, το γ είναι προσηµασµένο µέτρο στην B([−A,A]).

Τέλος, αν E είναι ένα Borel υποσύνολο του [−A,A] µε m(E) = 0 τότε χE = 0 στον
L1[−A,A] και από την γραµµικότητα του T έχουµε TχE = 0, απ΄ όπου ϐλέπουµε αµέσως
ότι

γ(E) =

∫ A

−A
(TχE)(x)f(x) dx = 0.
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∆ηλαδή, το γ είναι απολύτως συνεχές ως προς το µέτρο Lebesgue. Από το ϑεώρηµα Radon-
Nikodym µπορούµε να ϐρούµε µια (µονοσήµαντα ορισµένη σχεδόν παντού) συνάρτηση h
τέτοια ώστε

(2.3.3) γ(E) =

∫
E
h(x)dx =

∫
χE · h dx =

∫
TχE · f dx

για κάθε Borel σύνολο E ⊆ [−A,A].
Ξεκινώντας από αυτή τη σχέση, ορίζουµε έναν τελεστή T ∗ στον Lq[−A,A] ϑέτοντας

(2.3.4) T ∗f = h.

Ο T ∗ είναι γραµµικός και συµπεριφέρεται τυπικά σαν τον συζυγή τελεστή του T . Για
παράδειγµα, αν g είναι µια απλή συνάρτηση, τότε

(2.3.5)
∫ A

−A
Tg · f dx =

∫ A

−A
g · T ∗f dx.

Λήµµα 2.3.1. Υποθέτουµε ότι ο γραµµικός τελεστής T είναι περιορισµένου τύπου p για

κάποιον 1 < p < ∞. Τότε, ο T ∗ είναι αθενούς τύπου q, όπου q είναι ο συζυγής εκθέτης του

p.

Απόδειξη. Από την υπόθεση υπάρχει σταθερά Ap > 0 τέτοια ώστε

(2.3.6) ‖TχE‖p 6 Ap‖χE‖p = Ap(m(E))1/p

για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [−A,A]. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει σταθερά Bq > 0

τέτοια ώστε

(2.3.7) λT ∗f (y) 6

(
Bq
y

)q
‖f‖qq

για κάθε f ∈ Lq[−A,A] και για κάθε y > 0.
΄Εστω f ∈ Lq[−A,A] και έστω h := T ∗f . Ορίζουµε λ(y) = λh(y) = m(Ey) όπου, ως

συνήθως, Ey = {x : |h(x)| > y}. Γράφουµε Ey = E+
y ∪ E−y , όπου

E+
y = {x : h(x) > y} και E−y = {x : h(x) < −y}.

Τέλος, ορίζουµε

λ+(y) = m(E+
y ) και λ−(y) = m(E−y ).

Παρατηρήστε ότι

λ(y) = λ+(y) + λ−(y).
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Για την λ+(y) έχουµε την εξής εκτίµηση:

yλ+(y) = y

∫
χE+

y
dx =

∫
χE+

y
· y dx 6

∫
χE+

y
· h dx =

∫
χE+

y
· T ∗f dx

=

∫
TχE+

y
· f dx 6 ‖TχE+

y
‖p‖f‖q 6 Ap‖χE+

y
‖p‖f‖q

= Ap(m(E+
y ))1/p‖f‖q = Ap(λ

+(y))
1− 1

q ‖f‖q,

όπου χρησιµοποιήσαµε τον ορισµό του T ∗, την ανισότητα Holder και την (2.3.6). Από
αυτήν την ανισότητα προκύπτει ότι είτε λ+(y) = 0 ή

(λ+(y))1/q 6
Ap
y
‖f‖q.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουµε ανάλογη ανισότητα για την λ−(y), άρα

λ(y) = λ+(y) + λ−(y) 6 2

(
Ap
y

)q
‖f‖qq,

που είναι ακριβώς η (2.3.7) µε Bq = 21/qAp.

Θεώρηµα 2.3.2 (Stein-Weiss). ΄Εστω 1 < p0 < p1 <∞. Αν ο γραµµικός τελεστής T είναι

περιορισµένου τύπου p0 και p1 τότε ο T είναι ισχυρού τύπου p για κάθε p ∈ (p0, p1).

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ (p0, p1). Από το Λήµµα 2.1.8 έχουµε ότι ο T είναι περιορισµένου
τύπου p′ για κάθε p′ ∈ (p0, p1) και εφαρµόζοντας το Λήµµα 2.3.1 ϐλέπουµε ότι ο T ∗

είναι αθενούς τύπου q′ για κάθε q′ ∈ (q1, q0), όπου qi είναι ο συζυγής εκθέτης του pi.
Επιλέγουµε p′0 < p′1 µε p0 < p′0 < p < p′1 < p1. Τότε, ο T ∗ είναι ασθενούς τύπου
q′1 και q′0, όπου q′i είναι ο συζυγής εκθέτης του p′i. Από το ϑεώρηµα του Marcinkiewicz
(Θεώρηµα 2.1.9) συµπεραίνουµε ότι ο T ∗ είναι ισχυρού τύπου q, όπου q είναι ο συζυγής
εκθέτης του p. Ειδικότερα, ο T ∗ είναι ϕραγµένος γραµµικός τελεστής στον Lq[−A,A],
άρα ο συζυγής γραµµικός τελεστής (T ∗)adj είναι ϕραγµένος γραµµµικός τελεστής στον
Lp[−A,A]. Επίσης, για κάθε απλή συνάρτηση f έχουµε Tf, (T ∗)adj ∈ Lp[−A,A] και για
κάθε g ∈ Lq[−A,A] ισχύει ∫

(T ∗)adjf · g dx =

∫
f(T ∗g) dx

και ∫
(Tf)g dx =

∫
f · T ∗g dx.

Αφού ∫ A

−A
(Tf − (T ∗)adj)g dx = 0
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για κάθε g ∈ Lq[−A,A], συµπεραίνουµε ότι Tf = (T ∗)adjf για κάθε απλή f . ΄Οµως,
οι απλές συναρτήσεις είναι πυκνές στον Lp[−A,A] και από τη συνέχεια του (T ∗)adj και
τη γραµµικότητα των T και (T ∗)adj έχουµε ότι ο T είναι οµοιόµορφα συνεχής στις απλές
συναρτήσεις, αφού αν f1, f2 είναι απλές συναρτήσεις έχουµε

‖Tf1 − Tf2‖p = ‖T (f1 − f2)‖p = ‖(T ∗)adj(f1 − f2)‖p 6 ‖(T ∗)adj‖ · ‖f1 − f2‖p.

Συνεπώς, ο T επεκτείνεται σε ϕραγµένο γραµµικό τελεστή σε ολόκληρο τον Lp[−A,A],
που δεν είναι άλλος από τον (T ∗)adj. Αφού ο (T ∗)adj είναι ισχυρού τύπου p, έπεται ότι το
ίδιο ισχύει και για τον T .

2.4 Θεώρηµα Carleson-Hunt

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα Carleson-Hunt κάνοντας την υπόθε-
ση ότι ο τελεστήςM που ϑα οριστεί παρακάτω είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p <∞.
Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού είναι ο στόχος της εργασίας.

Θα ϑεωρήσουµε συναρτήσεις f που ορίζονται στο διάστηµα [−π, π]. Χρησιµοποιούµε
κάποια πολύ γνωστά αποτελέσµατα για τους χώρους Lp[−π, π], τα οποία δεν ϑα αποδεί-
ξουµε :

(i) Αν 1 6 q 6 p 6∞ τότε

(2.4.1) Lp[−π, π] ⊆ Lq[−π, π].

(ii) ΄Εστω ε > 0. Για κάθε f ∈ Lp[−π, π], 1 6 p <∞, µπορούµε να ϐρούµε πολυώνυµο
pε τέτοιο ώστε

(2.4.2) ‖f − pε‖p < ε.

(iii) ΄Εστω 1 6 p 6∞, έστω f ∈ Lp[−π, π] και έστω (fn) ακολουθία στον Lp[−π, π] τέτοια
ώστε ‖fn − f‖p → 0 όταν n → ∞. Τότε, µπορούµε να ϐρούµε υπακολουθία (fkn)

της (fn) τέτοια ώσττε

(2.4.3) fkn(x)→ f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ [−π, π].

Από τον εγκλεισµό (2.4.1) έπεται ότι Lp[−π, π] ⊆ L1[−π, π] για κάθε 1 6 p 6∞. ΄Εστω
f ∈ L1[−π, π]. Τότε, οι συντελεστές Fourier cn, n ∈ Z, ορίζονται καλά από την σχέση

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt, n ∈ Z.
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Συµβολίζουµε µε sn(x; f) το µερικό άθροισµα

sn(x; f) =
n∑

k=−n
cke

ikx, n > 0

της σειράς Fourier της f .
Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε µόνο την περίπτωση όπου 1 < p <∞. Συµβολίζουµε µε F

την κλάση των συναρτήσεων µε τιµές στο [0,∞]. Ορίζουµε έναν τελεστήM : Lp[−π, π] −→
F ως εξής:

(2.4.4) Mf(x) = sup{|sn(x; f)| : n > 0}.

Είναι ϕανερό ότι ο M είναι υπογραµµικός, δηλαδή

M(f + g) 6Mf +Mg.

΄Οπως ϑα δούµε, ισχύει το εξής πολύ ϐαθύ ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.4.1. Ο τελεστής M είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p <∞. Ακριβέστερα,

για κάθε 1 < p <∞ υπάρχει σταθερά Cp > 0 τέτοια ώστε

(2.4.5) ‖Mf‖p 6 Cp‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp[−π, π].

∆εχόµενοι το Θεώρηµα 2.4.1 µπορούµε εύκολα να δείξουµε το ϑεώρηµα Carleson-
Hunt.

Θεώρηµα 2.4.2 (Carleson-Hunt). ΄Εστω 1 < p 6∞. Για κάθε f ∈ Lp[−π, π] έχουµε

sN (x; f)→ f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ [−π, π]

όταν N →∞.

Απόδειξη. Αφού L∞[−π, π] ⊆ Lp[−π, π] για κάθε 1 < p <∞, µπορούµε να περιοριστούµε
στην περίπτωση 1 < p < ∞. Θεωρούµε ακολουθία (gn) στον C2[−π, π] τέτοια ώστε
‖f − gn‖p → 0.

Για κάθε N ∈ N, για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ [−π, π] έχουµε

sN (f ;x) = sN (f − gn;x) + sN (gn;x).

΄Αρα,
|sN (f ;x)− f(x)| 6 |sN (f − gn;x)|+ |sN (gn;x)− f(x)|.
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Αφού η gn είναι C2-συνάρτηση στο [−π, π] έχουµε ότι

lim
N→∞

sN (gn;x) = g(x)

για κάθε x ∈ [−π, π]. ΄Αρα, για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ [−π, π] έχουµε

h(x) := lim sup
N→∞

|sN (f ;x)− f(x)| 6 lim sup
N→∞

|sN (f − gn;x)|+ |gn(x)− f(x)|

6 sup
n
|sN (f − gn;x)|+ |gn(x)− f(x)|

6M(f − gn)(x) + |gn(x)− f(x)|.

΄Αρα, για κάθε n ∈ N έχουµε 0 6 h 6M(f − gn) + |gn − f |. Ειδικότερα,

‖h‖p 6 ‖M(f − gn)‖p + ‖gn − f‖p.

Από το Θεώρηµα 2.4.1 έχουµε ‖M(f − gn)‖p 6 Cp‖f − gn‖p (ο M είναι ισχυρού τύπου
p). Συνεπώς,

‖h‖p 6 Cp‖f − gn‖p + ‖f − gn‖p = (Cp + 1)‖f − gn‖p → 0

όταν n→∞. ΄Επεται ότι ‖h‖p = 0, άρα h(x) = 0 σχεδόν για κάθε x ∈ [−π, π]. ∆ηλαδή,

lim sup
N→∞

|sN (f ;x)− f(x)| = h(x) = 0

σχεδόν για κάθε x ∈ [−π, π], το οποίο αποδεικνύει ότι sN (f ;x) → f(x) σχεδόν για κάθε
x ∈ [−π, π].



Κεφάλαιο 3

Μετασχηµατισµός Hilbert

Σε αυτό το κεφάλαιο ορίζουµε τον µετασχηµατισµό Hilbert και τον µεγιστικό µετασχηµα-
τισµό Hilbert. Ακολουθούµε το ϐιβλίο [3] του Garsia (η κλασική αναφορά είναι το ϐιβλίο
[10] του Titchmarsh).

Οι δύο µετασχηµατισµοί ορίζονται τυπικά στην Παράγραφο 3.1. Από τον ορισµό έπεται
άµεσα ότι ο µεγιστικός µετασχηµατισµός Hilbert είναι καλά ορισµένος. Το γεγονός όµως
ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert είναι επίσης καλά ορισµένος, δεν είναι και τόσο προφα-
νές. Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού δίνεται στην Παράγραφο 3.2. Χρησιµοποιούµε
δύο ϐοηθητικούς µετασχηµατισµούς Py και Qy, οι οποίοι σε συνδυασµό µε τον µεγιστικό
τελεστή των Hardy-Littlewood µας ϐοηθούν να αποδείξουµε τις ιδιότητες του µετασχηµα-
τισµού Hilbert. Επιπλέον, αποδεικνύουµε ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert και ο µεγιστικός
µετασχηµατισµός Hilbert είναι τελεστές τύπου p για κάθε 1 < p <∞.

Τέλος, στην Παράγραφο 3.3 αποδεικνύουµε κάποιες εκθετικές εκτιµήσεις για τον µε-
τασχηµατισµό Hilbert και τον µεγιστικό µετασχηµατισµό Hilbert. Τα αποτελέσµατα αυτά
είναι της ίδιας ϕύσης µε την εκθετική εκτίµηση που αποδείξαµε στο Θεώρηµα 2.2.6 για
τον µεγιστικό τελεστή των Hardy-Littlewood.

3.1 Οι τελεστές Py και Qy

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω f ∈ L1(R). Για κάθε y > 0 ϑεωρούµε τη συνάρτηση Hyf που
ορίζεται από την

(3.1.1) Hyf(x) =
1

π

∫
{|x−t|>y}

f(t)

x− t
dt, x ∈ R.

Ο µετασχηµατισµός Hilbert Hf της f ορίζεται κατόπιν ως εξής:

(3.1.2) Hf(x) = lim
y→0+

Hyf(x) =
1

π
(pv)

∫
f(t)

x− t
dt,

35
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όπου (pv) σηµαίνει «κύρια τιµή» (principal value). ΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια, η συ-
νάρτηση Hf(x) ορίζεται σχεδόν παντού.

Θεωρούµε επίσης τον µεγιστικό µετασχηµατισµό Hilbert H∗f της f , ο οποίος ορίζεται
από την

(3.1.3) H∗f(x) = sup{|Hyf(x)| : y > 0}.

Στις εφαρµογές ϑα ϑεωρούµε συναρτήσεις f που ορίζονται σε κάποιο ϕραγµένο διάστηµα.
΄Ετσι, χωρίς περιορισµό της γενικότητας, µπορούµε να υποθέτουµε στη συνέχεια ότι όλες
οι συναρτήσεις f, g, . . . που εξετάζουµε έχουν συµπαγή ϕορέα. Αν κάνουµε αυτήν την
υπόθεση, κάποιες από τις αποδείξεις γίνονται απλούστερες. Αξίζει όµως τον κόπο να
σηµειώσουµε ότι τα αποτελέσµατα ισχύουν γενικότερα.

Ορισµός 3.1.2. Για κάθε y > 0 ορίζουµε δύο γραµµικούς τελεστές Py και Qy, που
σχετίζονται µε τον Hy, ως εξής:

(3.1.4) Pyf(x) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)
y

(x− t)2 + y2
dt, x ∈ R

και

(3.1.5) Qyf(x) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)
x− t

(x− t)2 + y2
dt, x ∈ R.

Εύκολα ελέγχουµε ότι οι Pyf(x) και Qyf(x) είναι καλά ορισµένες για κάθε x ∈ R και
τυπικά έχουµε Q0f(x) = Hf(x). Πράγατι, έστω f ∈ L1(R). Για κάθε y > 0 και για κάθε
x, t ∈ R,

0 6
y

(x− t)2 + y2
6

y

y2
=

1

y
,

άρα ∫ ∞
−∞
|f(t)| y

(x− t)2 + y2
dt 6

∫ ∞
−∞

|f(t)|
y

dt =
1

y
‖f‖1 <∞,

δηλαδή η Pyf(x) ορίζεται καλά. Η γραµµικότητα του Py είναι προφανής.
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Επίσης, για κάθε y > 0 και για κάθε x ∈ R έχουµε∫ ∞
−∞
|f(t)| |x− t|

(x− t)2 + y2
dt =

∫
{|x−t|>y}

|f(t)| |x− t|
(x− t)2 + y2

dt

+

∫
{|x−t|<y}

|f(t)| |x− t|
(x− t)2 + y2

dt

6
∫
{|x−t|>y}

|f(t)| |x− t|
(x− t)2

dt+

∫
{|x−t|<y}

|f(t)| |x− t|
y2

dt

6
∫
{|x−t|>y}

|f(t)| 1

|x− t|
dt+

∫
{|x−t|<y}

|f(t)| 1
y
dt

6
1

y

∫
{|x−t|>y}

|f(t)| dt+
1

y

∫
{|x−t|<y}

|f(t)| dt

=
1

y
‖f‖1 <∞,

δηλαδή για κάθε y > 0 και για κάθε x ∈ R ορίζεται καλά το ολοκλήρωµα

Qyf(x) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)
x− t

(x− t)2 + y2
dt.

Η γραµµικότητα του Qy ελέγχεται εύκολα.

Παρατηρήσεις 3.1.3. (α) Για κάθε f ∈ L1(R) και για κάθε y > 0 ισχύει ότι Pyf ∈ L1(R).
Πράγµατι, από το ϑεώρηµα Tonelli,∫ ∞

−∞

1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)| y

(x− t)2 + y2
dt dx =

1

π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(t)| y

(x− t)2 + y2
dx dt

=
1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)|

∫ ∞
−∞

y

(x− t)2 + y2
dx dt

=
1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)|

∫ ∞
−∞

y

u2 + y2
du dt

=
1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)|

[
arctan

u

y

]∞
u=−∞

dt

=
1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)| · π dt

= ‖f‖1 <∞.

΄Αρα, ο τελεστής Py ορίζεται καλά από τον L1(R) στον L1(R) και για κάθε f ∈ L1(R) ισχύει

‖Pyf‖1 =

∫ ∞
−∞
|Pyf(x)| dx =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ 1π
∫ ∞
−∞

f(t)
y

(x− t)2 + y2
dt

∣∣∣∣ dx
6
∫ ∞
−∞

1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)| y

(x− t)2 + y2
dt dx 6 ‖f‖1.
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(ϐ) Παρατηρήστε ότι η συνάρτηση Pyf(x) είναι η συνέλιξη Pyf(x) = (f ∗ ky)(x) της f µε
την ολοκληρώσιµη συνάρτηση

ky(x) =
1

π
· y

x2 + y2
= − 1

π
Im(z−1),

όπου z = x+ iy. Η ky παίρνει ϑετικές τιµές, είναι άρτια, ϕθίνουσα στο [0,+∞), και∫ ∞
−∞

ky(x) dx =

∫ ∞
−∞

1

π

y

x2 + y2
=

1

π
arctan

x

y

∣∣∣∞
x=−∞

=
1

π
· π = 1.

Η οικογένεια (ky)y>0 είναι προσέγγιση της µονάδας καθώς y → 0+. Πράγµατι, αφού
‖ky‖1 =

∫∞
−∞ ky(x) dx = 1 για κάθε y > 0, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι για κάθε x ∈ R

και y > 0 ισχύουν οι ανισότητες

|ky(x)| = ky(x) =
1

π

y

x2 + y2
6

1

π

y

y2
=

1

πy

και
|ky(x)| = ky(x) =

1

π

y

x2 + y2
6

1

π

y

x2
=

y

πx2
.

΄Επεται ότι για κάθε f ∈ L1(R) ισχύει

Pyf(x) = (f ∗ ky)(x) −→ f(x)

καθώς το y → 0+, για κάθε σηµείο Lebesgue x της f . ∆ηλαδή,

lim
y→0+

Pyf(x) = f(x)

σχεδόν για κάθε x ∈ R.

(γ) Αντίστοιχα, η Qyf(x) είναι η συνέλιξη Pyf(x) = (f ∗ `y)(x) της f µε τη συνάρτηση

`y(x) =
1

π
· x

x2 + y2
=

1

π
Re(z−1).

΄Οµως, η `y δεν είναι ολοκληρώσιµη. Πράγµατι,∫ ∞
0
|`y(x)| dx =

∫ ∞
0

1

π

|x|
x2 + y2

dx =
1

2π

∫ ∞
0

2x

x2 + y2
dx

=
1

2π
log(x2 + y2)

∣∣∣∞
x=0

= +∞.

Παρατήρηση 3.1.4. ΄Εστω ότι η f(x) είναι συνεχής L∞-συνάρτηση. Τότε, µπορούµε να
ελέγξουµε ότι η

ϕ(x, y) = Pyf(x) = (f ∗ ky)(x)
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είναι η µοναδική ϕραγµένη λύση του προβλήµατος Dirichlet στο άνω ηµιεπίπεδο για τον
τελεστή Laplace

∆ϕ(x, y) = 0, x ∈ R, y > 0(3.1.6)

ϕ(x, 0) = f(x), x ∈ R.

Πράγµατι, έχουµε

ϕ(x, y) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)
y

(x− t)2 + y2
dt.

Σταθεροποιούµε x0 ∈ R, y0 > 0, και ϑέτουµε

g(t;x, y) = f(t)
y

(x− t)2 + y2
, (x, y) ∈ R× (0,∞).

Τότε, για κάθε h > 0 έχουµε

g(t;x0, y0 + h)− g(t;x0, y0)

h
−→ f(t)

(x0 − t)2 − y2
0

((x0 − t)2 + y2
0)2

.

Επίσης, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης ϐλέπουµε ότι

∂ϕ

∂y
(x0, y0) =

1

π

∫ ∞
−∞

f(t)
(x0 − t)2 − y2

0

((x0 − t)2 + y2
0)2

dt

και
∂ϕ

∂x
(x0, y0) =

2y

π

∫ ∞
−∞

f(t)
x0 − t

((x0 − t)2 + y2
0)2

dt.

Με παρόµοιο τρόπο ελέγχουµε ότι

∂ϕ

∂y2
(x0, y0) = − 2

π

∫ ∞
−∞

f(t)
3(x0 − t)2 − y2

0

((x0 − t)2 + y2
0)3

dt

και
∂ϕ

∂x
(x0, y0) =

2y

π

∫ ∞
−∞

f(t)
3(x0 − t)2 − y2

0

((x0 − t)2 + y2
0)3

dt.

Συνεπώς,

∆ϕ(x0, y0) =

(
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2

)
(x0, y0) = 0.

Επίσης,

ϕ(x, 0) = lim
y→0+

ϕ(x, y) = lim
y→0+

Pyf(x) = lim
y→0+

(f ∗ ky)(x) = f(x)

για κάθε x ∈ R αφού η f είναι συνεχής και τα σηµεία συνέχειας της f είναι σηµεία
Lebesgue της f .
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Τέλος, ελέγχουµε ότι η ϕ είναι ϕραγµένη στο άνω ηµιεπίπεδο: πράγµατι, για κάθε
x ∈ R και y > 0 έχουµε

|ϕ(x, y)| 6 1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)| y

(x− t)2 + y2
dt 6

‖f‖∞
π

∫ ∞
−∞

y

(x− t)2 + y2
dt

=
‖f‖∞
π
· π = ‖f‖∞,

δηλαδή
sup{|ϕ(x, y)| : x ∈ R, y > 0} 6 ‖f‖∞ < +∞.

Οι ταυτότητες (3.1.7), (3.1.8) και (3.1.9) που ακολουθούν (και ϑα χρησιµοποιηθούν
αργότερα) αποδεικνύονται µε διάφορους τρόπους. Θα χρησιµοποιήσουµε µια µέθοδο που
ϐασίζεται στην προηγούµενη παρατήρηση σχετικά µε το πρόβληµα Dirichlet (3.1.6). Μα-
ντεύοντας κάθε ϕορά µια ϕραγµένη αρµονική συνάρτηση ϕ(x, y) στο άνω ηµιεπίπεδο, η
οποία ικανοποιεί την συνοριακή συνθήκη ϕ(x, 0) = f(x), και χρησιµοποιώντας τη µονα-
δικότητα της ϕραγµένης λύσης της (3.1.6), µπορούµε αµέσως να συµπεράνουµε ότι αυτή
η συνάρτηση ϕ(x, y) είναι ίση µε το ολοκλήρωµα στην (3.1.4).

Αποδεικνύουµε πρώτα ότι

(3.1.7)
1

π

∫ ∞
−∞

y2

(t− x2)2 + y2
2

· y1

(x1 − t)2 + y2
1

dt =
y1 + y2

(x1 − x2)2 + (y1 + y2)2
.

΄Εστω z = x+ iy, y > 0. Θεωρούµε την

ϕ(x, y) = −Im

(
1

z − x2 + iy2

)
=

y + y2

(x− x2)2 + (y + y2)2
.

Η ϕ(x, y) είναι ϕραγµένη και αρµονική στο άνω ηµιεπίπεδο H = {z ∈ C : Im(z) > 0}.
Πράγµατι, για κάθε z ∈ H,

|ϕ(z)| =
∣∣∣∣Im( 1

z − x2 + iy2

)∣∣∣∣ 6 1

|z − (x2 − iy2)|
6

1

y2
,

δηλαδή ‖ϕ‖∞ 6 1
y2
< +∞. Η συνάρτηση z 7→ − 1

z−x2+iy2
είναι ολόµορφη στο H, συνεπώς

η ϕ(z) είναι αρµονική ως το ϕανταστικό µέρος µιας ολόµορφης συνάρτησης. Επίσης, η
συνάρτηση

ϕ(x, 0) = f(x) =
y2

(x− x2)2 + y2
2

είναι συνεχής (ως ϱητή) και ϕραγµένη (από 1/y2) άρα η ϕ(x, y) είναι η ϕραγµένη λύση της
(3.1.6). ΄Επεται ότι ϕ(x1, y1) = (f ∗ ky1)(x1), και αυτό µας δίνει ακριβώς την (3.1.7).

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι

(3.1.8)
1

π

∫ ∞
−∞

t− x2

(t− x2)2 + y2
2

· y1

(x1 − t)2 + y2
1

dt =
x1 − x2

(x1 − x2)2 + (y1 + y2)2
.
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Σε αυτήν την περίπτωση επιλέγουµε σαν ϕ(x, y) την

ϕ(x, y) = Re

(
1

z − x2 + iy2

)
=

x− x2

(x− x2)2 + (y + y2)2
.

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τη συνάρτηση

f(z) =
1

x1 − iy1 − z
· 1

z − x2 − iy2
,

η οποία είναι αναλυτική στο άνω ηµιεπίπεδο, µε την εξαίρεση του απλού πόλου x2 + iy2.
Χρησιµοποιώντας ολοκληρωτικά υπόλοιπα παίρνουµε∫ ∞

−∞

1

x1 − iy1 − t
· 1

t− x2 − iy2
dt = 2πiRes

[
1

x1 − iy1 − z
· 1

z − x2 − iy2
;x2 + iy2

]
=

2πi

x1 − x2 − i(y1 + y2)
.

Παίρνοντας τα πραγµατικά µέρη σε αυτήν την ισότητα ϐλέπουµε ότι∫ ∞
−∞

x1 − t
(x1 − t)2 + y2

1

· t− x2

(t− x2)2 + y2
2

dt = −
∫ ∞
−∞

y1

(x1 − t)2 + y2
1

· y2

(t− x2)2 + y2
2

dt

= −2π
y1 + y2

(x1 − x2)2 + (y1 + y2)2
.

Συγκρίνοντας αυτό το αποτέλεσµα µε την (3.1.7) καταλήγουµε στην ταυτότητα

(3.1.9)
1

π

∫ ∞
−∞

t− x1

(x1 − t)2 + y2
1

· t− x2

(t− x2)2 + y2
2

dt =
y1 + y2

(x1 − x2)2 + (y1 + y2)2
.

Λήµµα 3.1.5. Για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση f ισχύουν οι

(3.1.10) Qy1(Qy2f) = −Py1+y2f

και

(3.1.11) Py1(Qy2f) = Qy1+y2f.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Fubini και την (3.1.9) έχουµε

Qy1(Qy2f)(x) =
1

π

∫ ∞
−∞

Qy2f(t) · x− t
(x− t)2 + y2

1

dt

=
1

π

∫ ∞
−∞

[
1

π

∫ ∞
−∞

f(u) · t− u
(t− u)2 + y2

2

du

]
x− t

(x− t)2 + y2
1

dt

=
1

π

∫ ∞
−∞

f(u)

[
1

π

∫ ∞
−∞

x− t
(x− t)2 + y2

1

· t− u
(t− u)2 + y2

2

dt

]
du

=
1

π

∫ ∞
−∞

f(u) · −(y1 + y2)

(x− u)2 + (y1 + y2)2
du

= −Py1+y2f(x).
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΄Οµοια, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Fubini και την (3.1.8) έχουµε

Py1(Qy2f)(x) =
1

π

∫ ∞
−∞

Qy2f(t) · y1

(x− t)2 + y2
1

dt

=
1

π

∫ ∞
−∞

[
1

π

∫ ∞
−∞

f(u) · t− u
(t− u)2 + y2

2

du

]
y1

(x− t)2 + y2
1

dt

=
1

π

∫ ∞
−∞

f(u)

[
1

π

∫ ∞
−∞

y1

(x− t)2 + y2
1

· t− u
(t− u)2 + y2

2

dt

]
du

=
1

π

∫ ∞
−∞

f(u) · x− u
(x− u)2 + (y1 + y2)2

du

= Qy1+y2f(x).

Λήµµα 3.1.6. Για κάθε f, g ∈ L2(R) ισχύουν οι

(3.1.12)
∫ ∞
−∞

f ·Qyg dx = −
∫ ∞
−∞

Qyf · g dx

και

(3.1.13)
∫ ∞
−∞

[Qy1+y2f −Qy1f ]2 dx =

∫ ∞
−∞

f · [P2y1+2y2f − 2P2y1+y2f + P2y1f ] dx.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα Fubini έχουµε∫ ∞
−∞

f(x)Qy(x)dx =

∫ ∞
−∞

f(x)

[
1

π

∫ ∞
−∞

g(t) · x− t
(x− t)2 + y2

dt

]
dx

= −
∫ ∞
−∞

g(t)

[
1

π

∫ ∞
−∞

f(x) · t− x
(t− x)2 + y2

dx

]
dt

= −
∫ ∞
−∞

g(t)Qyf(t) dt.

Για να αποδείξουµε την (3.1.13) γράφουµε

∫ ∞
−∞

Qy1+y2f ·Qy1+y2f dx

(3.1.14)

=

∫ ∞
−∞

[
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)
x− t

(x− t)2 + (y1 + y2)2
dt

] ∫ ∞
−∞

[
1

π

∫ ∞
−∞

f(u)
x− u

(x− u)2 + (y1 + y2)2
du

]
dx

=

∫ ∞
−∞

f(t)

[
1

π

∫ ∞
−∞

f(u)

(
1

π

∫ ∞
−∞

x− t
(x− t)2 + (y1 + y2)2

x− u
(x− u)2 + (y1 + y2)2

dx

)
du

]
dt

=

∫ ∞
−∞

f(t)

[
1

π

∫ ∞
−∞

f(u)
2y1 + 2y2

(t− u)2 + (2y1 + 2y2)2
du

]
dt

=

∫ ∞
−∞

f(t)P2y1+2y2(t)dt,
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χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Fubini και την ταυτότητα (3.1.9). ΄Οµοια δουλεύουµε µε
τους άλλους όρους.

Το επόµενο λήµµα συνδέει τον τελεστή Py µε τον µεγιστικό τελεστή Θ.

Λήµµα 3.1.7. Για κάθε f ∈ L1(R) και για κάθε y > 0,

(3.1.15) |Pyf(x)| 6 (Py|f |)(x) 6 Θf(x) = (Θ|f |)(x), x ∈ R.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

Pyf(x) = (f ∗ ky)(x) =

∫ ∞
∞

f(x− t)ky(t) dt

=

∫ ∞
−∞

f(x− t)

[∫ ky(t)

0
du

]
dt =

∫ ∞
0

[∫
{|t|6k−1

y (u)}
f(x− t) dt

]
du

=

∫ ∞
0

2k−1
y (u)

[
1

2k−1
y (u)

∫
{|t|6k−1

y (u)}
f(x− t) dt

]
du

6
∫ ∞

0
2k−1

y (u)Θf(x) du = Θf(x),

όπου k−1
y είναι η αντίστροφη συνάρτηση της ky στο [0,∞).

΄Οπως έχουµε ήδη παρατηρήσει, τυπικά έχουµε Q0f(x) = Hf(x). Αυτό που ισχύει
είναι το εξής:

Λήµµα 3.1.8. Για κάθε f ∈ L1(R) ισχύει

(3.1.16) lim
y→0+

(
Hyf(x)−Qyf(x)

)
= 0 σχεδόν παντού.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

Hyf(x)−Qyf(x) =
1

π

∫
{|x−t|>y}

f(t)

[
1

x− t
− x− t

(x− t)2 + y2

]
dt

+
1

π

∫
{|x−t|<y}

f(t) · x− t
(x− t)2 + y2

dt,

και, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι |x − t| > y στο πρώτο ολοκλήρωµα και |x − t| < y

στο δεύτερο, γράφουµε

|Hyf(x)−Qyf(x)|

6
1

π

∫
{|x−t|>y}

|f(t)|y2

|x− t|((x− t)2 + y2)
dt+

1

π

∫
{|x−t|<y}

|f(t)|y
(x− t)2 + y2

dt

6
1

π

∫
{|x−t|>y}

|f(t)|y
(x− t)2 + y2

dt+
1

π

∫
{|x−t|<y}

|f(t)|y
(x− t)2 + y2

dt

= (Py|f |)(x).
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΄Ετσι, έχουµε αποδείξει ότι

(3.1.17) |Hyf(x)−Qyf(x)| 6 (Py|f |)(x).

Από την ολοκληρωτική αναπαράσταση της Hyf − Qyf ϐλέπουµε ότι ο τελεστής Hy −
Qy επεκτείνεται στις σταθερές συναρτήσεις α και ότι (Hy − Qy)(α) = 0. Συνεπώς, το
αριστερό µέλος της (3.1.17) δεν µεταβάλλεται αν αντικαταστήσουµε την f µε την f − α,
όπου α ∈ R. Επιλέγοντας α = f(x) ϐλέπουµε ότι στο δεξιό µέλος της (3.1.17) µπορούµε
να αντικαταστήσουµε την f(t) µε την f(t)− f(x). ΄Ετσι, παίρνουµε

(3.1.18) |Hyf(x)−Qyf(x)| 6 1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)− f(x)| · y

(x− t)2 + y2
dt.

Για την (3.1.16) αρκεί πλέον να δείξουµε ότι

(3.1.19)
1

π

∫ ∞
−∞
|f(t)− f(x)| · y

(x− t)2 + y2
dt −→ 0

σχεδόν για κάθε x ∈ R. Η (3.1.19) προκύπτει εύκολα αν η f είναι συνεχής µε συµπαγή
ϕορέα. Για να αποδείξουµε την (3.1.19) στη γενική περίπτωση, ϑέτουµε

Ωf(x) = lim sup
y→0+

|Hyf(x)−Qyf(x)|.

Από τις (3.1.17) και (3.1.15) έχουµε ότι

Ωf(x) 6 Θf(x),

οπότε το Θεώρηµα 2.2.1 µας δίνει

(3.1.20) m({x : Ωf(x) > y}) 6 4

y

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx.

Τώρα, το αριστερό µέλος της (3.1.20) παραµένει αµετάβλητο αν από την f αφαιρέσουµε
κάποια συνεχή συνάρτηση g µε συµπαγή ϕορέα. Συνεπώς,

m({x : Ωf(x) > y}) 6 4

y

∫ ∞
−∞
|f(x)− g(x)| dx.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η κλάση των συνεχών συναρτήσεων µε συµπαγή ϕορέα
είναι πυκνή στον L1(R) καταλήγουµε στην

m({x : Ωf(x) > y}) = 0

για κάθε y > 0, απ΄ όπου έπεται ότι Ωf(x) = 0 σχεδόν παντού. Αυτό αποδεικνύει το
λήµµα.
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Θεώρηµα 3.1.9. ΄Εστω 1 < p 6∞. Αν f ∈ Lp(R) τότε Pyf ∈ Lp(R) και

(3.1.21) ‖Pyf‖p 6 ‖f‖p.

∆ηλαδή, ο τελεστής Py είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p 6∞.

Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά ότι 1 < p < ∞. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Holder
ϐλέπουµε ότι

|Pyf(x)|p 6
(∫ ∞
−∞

ky(x− t)|f(t)| dt
)p

=

(∫ ∞
∞

ky(x− t)1/p|f(t)| · ky(x− t)1/qdt

)p
6

(∫ ∞
∞

ky(x− t)|f(t)|pdt
)(∫ ∞

−∞
ky(x− t)dt

)p/q
=

∫ ∞
∞

ky(x− t)|f(t)|pdt.

Ολοκληρώνοντας ως προς x παίρνουµε

‖Pyf‖pp 6
∫ ∞
−∞
|f(t)|p

(∫ ∞
−∞

ky(x− t)dx
)
dt = ‖f‖pp.

Στην περίπτωση p =∞ έχουµε

|Pyf(x)| 6
∫ ∞
−∞

ky(x− t)|f(t)|dt 6 ‖f‖∞
∫ ∞
−∞

ky(x− t)dt = ‖f‖∞

για κάθε x ∈ R, άρα ‖Pyf‖∞ 6 ‖f‖∞.

Το γεγονός ότι ο τελεστής Py είναι ισχυρού τύπου p για κάθε p > 1 προκύπτει και από
την (3.1.15) αν εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 2.2.1 και το Πόρισµα 2.2.2. Η απόδειξη όµως
που δώσαµε πιο πάνω δείχνει επιπλέον ότι η σταθερά στην ανισότητα (3.1.21) µπορεί να
επιλεγεί ίση µε 1.

΄Ενα πόρισµα του Θεωρήµατος 3.1.9 είναι το εξής.

Πόρισµα 3.1.10. ΄Εστω 1 < p 6∞. Αν f ∈ Lp(R) τότε

(3.1.22) lim
y→0+

‖Pyf − f‖p = 0

και

(3.1.23) lim
y→0+

Pyf(x) = f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ R.
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Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι οι (3.1.22) και (3.1.23) ισχύουν αν η f είναι συνεχής
συνάρτηση µε συµπαγή ϕορέα. ΄Εστω f ∈ Lp(R) και ε > 0. Υπάχει συνεχής συνάρτηση gε
µε συµπαγή ϕορέα, τέτοια ώστε ‖f − gε‖p < ε. Από την ανισότητα Minkowski έχουµε

‖Pyf − f‖p 6 ‖Py(f − gε)‖p + ‖Pygε − gε‖p + ‖gε − g‖p
6 2‖f − gε‖p + ‖Pygε − gε‖p < 2ε+ ‖Pygε − gε‖p,

άρα
lim sup
y→0+

‖Pyf − f‖p 6 2ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται η (3.1.22).
Για να αποδείξουµε την (3.1.23) ϑέτουµε

Ωf(x) = lim sup
y→0+

|Pyf(x)− f(x)|.

Παρατηρούµε ότι
Ωf(x) 6 Θf(x) + |f(x)|,

και ακολουθώντας τα ϐήµατα της απόδειξης της (3.1.19) παίρνουµε το Ϲητούµενο.

∆υστυχώς, δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το επιχείρηµα της απόδειξης του Θε-
ωρήµατος 3.1.9 για να εκτιµήσουµε την ‖Qyf‖p, γιατί η συνάρτηση `y δεν είναι ολοκλη-
ϱώσιµη. Οµοίως, δεν µπορούµε µε αυτόν τον τρόπο να εκτιµήσουµε την ‖Hyf‖p.

3.2 ΄Υπαρξη του µετασχηµατισµού Hilbert

Σκοπός µας σε αυτήν την παράγραφο είναι να αποδείξουµε ότι το όριο

(3.2.1) Hf(x) = lim
y→0+

1

π

∫
{|x−t|>y}

f(t)

x− t
dt

υπάρχει σχεδόν παντού αν η f είναι ολοκληρώσιµη, και να αποδείξουµε εκτιµήσεις για τον
µετασχηµατισµό Hilbert H και τον µεγιστικό µετασχηµατισµό Hilbert H∗ που ορίστηκε
στην (3.1.3).

Ξεκινάµε µε ένα λήµµα του Loomis.

Λήµµα 3.2.1. ΄Εστω c1, c2, . . . , cn ϑετικές πραγµατικές σταθερές και έστω x1 < x2 < · · · <
xn δοσµένοι πραγµατικοί αριθµοί. Θεωρούµε τη συνάρτηση

g(x) =

n∑
j=1

cj
x− xj

.
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Τότε, για κάθε λ > 0,

(3.2.2) m({x : g(x) > λ}) = m({x : g(x) < −λ}) =
1

λ

n∑
j=1

cj .

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τον ισχυρισµό του ϑεωρήµατος για το m({x : g(x) > λ}).
Παρόµοιο επιχείρηµα αποδεικνύει τον ισχυρισµό για το m({x : g(x) < −λ}).

Η συνάρτηση g(x) ϕθίνει από το +∞ προς το −∞ σε καθένα από τα διαστήµατα
(xj , xj+1), j = 1, . . . , n − 1. Στο (−∞, x1) η g(x) ϕθίνει από το 0 προς το −∞, ενώ στο
(xn,+∞) ϕθίνει από το +∞ προς το 0. ΄Ετσι, αν a1(λ), . . . , an(λ) είναι οι ϱίζες της εξίσωσης

(3.2.3) g(x) = λ,

όπου aj(λ) ∈ (xj , xj+1) αν j = 1, . . . , n− 1 και an(λ) ∈ (xn,+∞), έχουµε

(3.2.4) m({x : g(x) > λ}) =

n∑
j=1

(aj(λ)− xj).

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της (3.2.3) µε

1

λ

n∏
j=1

(x− xj),

ϐλέπουµε ότι οι a1(λ), . . . , an(λ) είναι οι ϱίζες του πολυωνύµου

(3.2.5)
n∏
j=1

(x− xj)−
1

λ

n∑
j=1

cj
∏
k 6=j

(x− xk).

Αφού το άθροισµα των ϱιζών του πολυωνύµου ισούται µε τον αντίθετο του συντελεστή του
xn−1, τελικά παίρνουµε

(3.2.6)
n∑
j=1

aj(λ) =
n∑
j=1

xj +
1

λ

n∑
j=1

cj ,

δηλαδή

(3.2.7)
n∑
j=1

(aj(λ)− xj) =
1

λ

n∑
j=1

cj .

Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στην (3.2.4) παίρνουµε την (3.2.2).

Θεώρηµα 3.2.2. Ο τελεστής H∗f(x) = sup{|Hyf(x)| : y > 0} είναι ασθενούς τύπου 1.
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Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι

(3.2.8) m({x : H∗f(x) > λ}) 6 128

λπ
‖f‖1

για κάθε λ > 0 και για κάθε f ∈ L1(R) µε συµπαγή ϕορέα.
Γενικά, µπορούµε να γράψουµε f = f+ − f−, όπου f+, f− > 0 και |f | = f+ + f−.

Επιπλέον,
(3.2.9)

m({x : H∗f(x) > λ}) 6 m({x : H∗(f+)(x) > λ/2}) +m({x : H∗(f−)(x) > λ/2}),

άρα µπορούµε στη συνέχεια να υποθέτουµε ότι f > 0.
΄Εστω λ > 0. Για κάθε ε > 0 ορίζουµε τα σύνολα

(3.2.10) E+
ε =

{
x : sup

y>ε
Hyf(x) > λ

}
και E+

ε =

{
x : sup

y>ε
(−Hyf(x)) > λ

}
.

Παρατηρήστε ότι, ακόµα κι αν η f είναι µη αρνητική, η Hyf δεν είναι αναγκαστικά µη
αρνητική – ϐλέπε (3.1.1).

Θα ϑεωρήσουµε µόνο το σύνολο E+
ε και ϑα αποδείξουµε ότι

m(E+
ε ) 6

32

λπ

∫ ∞
−∞

f(t) dt.

Η απόδειξη για το E−ε είναι παρόµοια.
Για κάθε ϕραγµένο διάστηµα I ⊂ R συµβολίζουµε µε c(I) το µέσο του I και µε Ic το

συµπλήρωµα του I.
Θεωρούµε την οικογένεια των ανοικτών διαστηµάτων I για τα οποία

(3.2.11)
1

π

∫
Ic
f(t) · 1

c(I)− t
dt > λ.

Από τον ορισµό του E+
ε αυτά τα διαστήµατα I καλύπτουν το E+

ε , και καθώς το E+
ε είναι

ϕραγµένο (εδώ χρησιµοποιούµε την υπόθεση ότι η f έχει συµπαγή ϕορέα) πεπερασµένα
το πλήθος από αυτά τα διαστήµατα καλύπτουν το E+

ε . Χρησιµοποιώντας το επιχείρηµα της
απόδειξης του Θεωρήµατος 2.2.1 µπορούµε να ϐρούµε ξένα διαστήµατα I1, . . . , In τέτοια
ώστε

(3.2.12) m(E+
ε ) 6 4

n∑
j=1

m(Ij)

και

(3.2.13)
1

π

∫
Icj

f(t) · 1

c(Ij)− t
dt > λ, j = 1, . . . , n.
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Η συνάρτηση gx(t) = 1
x−t είναι οµοιόµορφα συνεχής στο {t : |x − t| > ε} και τείνει στο

0 όταν |t| → +∞. Συνεπώς, για κάθε δ ∈ (0, 1) µπορούµε να ϐρούµε µια διάσπαση της
πραγµατικής ευθείας σε πεπερασµένα το πλήθος µικρά διαστήµατα J και δύο ηµιευθείες
έτσι ώστε, για καθένα από τα µικρά διαστήµατα J και για κάθε j = 1, . . . , n,

(3.2.14)

∣∣∣∣∣∣ 1π
∫
Icj

f(t) · 1

c(Ij)− t
dt− 1

π

∑
J∩Ij=∅

∫
J
f(t) dt · 1

c(Ij)− c(J)

∣∣∣∣∣∣ < δλ.

Μπορούµε µάλιστα να επιλέξουµε τα διαστήµατα J µε τέτοιον τρόπο ώστε για κάθε Ij να
έχουµε είτε J ⊆ Ij ή J ∩ Ij = ∅. Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι τα διαστήµατα J έχουν
αυτήν την ιδιότητα. Αφού η f έχει συµπαγή ϕορέα και η gx(t) τείνει στο 0 όταν |t| → +∞,
δεν χρειάζεται να εξετάσουµε τις δύο ηµιευθείες.

Ορίζουµε

(3.2.15) g(x) =
1

π

∑
J

∫
J
f(t) dt · 1

x− c(J)

και

(3.2.16) gj(x) =
1

π

∑
J⊆Ij

∫
J
f(t) dt · 1

x− c(J)
.

Η συνάρτηση

(3.2.17) g(x)− gj(x) =
1

π

∑
J∩Ij=∅

∫
J
f(t) dt · 1

x− c(J)

είναι ϕθίνουσα στο διάστηµα Ij , και από τις (3.2.13) και (3.2.14) παίρνουµε, για x = c(Ij),

(3.2.18) g(c(Ij))− gj(c(Ij)) > (1− δ)λ,

άρα

(3.2.19) g(x)− gj(x) > (1− δ)λ

για όλα τα x στο αριστερό µισό του Ij . ΄Επεται ότι

(3.2.20)
1

2

n∑
j=1

m(Ij) 6 m({x : g(x) > (1− δ)λ/2}) +

n∑
j=1

m({x : gj(x) < −(1− δ)λ/2}).

Εφαρµόζοντας το Λήµµα 3.2.1 παίρνουµε

1

2

n∑
j=1

m(Ij) 6
2

(1− δ)λ
∑
J

1

π

∫
J
f(t) dt+

n∑
j=1

2

(1− δ)λ
∑
J⊆Ij

1

π

∫
J
f(t) dt(3.2.21)

6
4

(1− δ)λ
· 1

π

∫ ∞
−∞

f(t) dt.
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Συνδυάζοντας αυτήν την ανισότητα µε την (3.2.12) και αφήνοντας το δ → 0+ παίρνουµε

(3.2.22) m(E+
ε ) 6

32

λπ

∫ ∞
−∞

f(t) dt.

Με παρόµοιο τρόπο ϐλέπουµε ότι

(3.2.23) m(E−ε ) 6
32

λπ

∫ ∞
−∞

f(t) dt.

Αφήνοντας το ε→ 0+ παίρνουµε (για f > 0)

(3.2.24) m({x : H∗f(x) > λ}) = m

({
x : sup

y>0
|Hyf(x)| > λ

})
6

64

λπ

∫ ∞
−∞

f(t) dt.

Τέλος, γράφοντας f = f+ − f− και χρησιµοποιώντας την (3.2.9) ϐλέπουµε ότι

(3.2.25) m({x : H∗f(x) > λ}) 6 128

λπ

∫ ∞
−∞

f+(t) dt+
128

λπ

∫ ∞
−∞

f−(t) dt =
128

λπ
‖f‖1.

Αυτό αποδεικνύει την (3.2.8), δηλαδή ότι ο H∗ είναι ασθενούς τύπου 1.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι

(3.2.26) Hf(x) = lim
y→0+

Hyf(x)

σχεδόν παντού. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη και έχει συµπαγή ϕορέα,
από την

(3.2.27) Hyf(x) =
1

π

∫ ∞
y

f(x− t)− f(x+ t)

t
dt

έπεται ότι το όριο στην (3.2.26) υπάρχει για κάθε x. Αν f ∈ L1(R) ϑέτουµε

(3.2.28) Ωf(x) = lim sup
y1,y2→0+

|Hy1f(x)−Hy2f(x)|

και από το Θεώρηµα 3.2.2 έχουµε

(3.2.29) m({x : Ωf(x) > y}) 6 c

y
‖f‖1.

Τώρα, η Ωf(x) δεν µεταβάλλεται αν αφαιρέσουµε µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση
µε συµπαγή ϕορέα από την f . ΄Αρα, καταλήγουµε στην

(3.2.30) m({x : Ωf(x) > y}) = 0
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για κάθε y > 0, απ΄ όπου έπεται ότι Ωf(x) = 0 σχεδόν παντού. Αυτό σηµαίνει ότι το όριο
στην (3.2.26) υπάρχει σχεδόν παντού, άρα έχουµε εξασφαλίσει την ύπαρξη του µετασχη-
µατισµού Hilbert, και εύκολα ελέγχουµε ότι είναι γραµµικός τελεστής.

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 3.1.7 παρατηρούµε επίσης ότι

(3.2.31) Hf(x) = lim
y→0+

Qyf(x) σχεδόν παντού.

Θεώρηµα 3.2.3. Αν f ∈ L2(R) τότε Hf ∈ L2(R) και ισχύουν τα εξής:

(3.2.32) lim
y→0+

‖Hf −Qyf‖2 = 0,

(3.2.33) lim
y→0+

‖Hf −Hyf‖2 = 0,

(3.2.34) ‖Hf‖2 = ‖f‖2,

(3.2.35) H(Hf) = −f σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε πρώτα την (3.2.32). Παίρνοντας y1 → 0+ στην (3.1.13) ϐλέπου-
µε ότι

(3.2.36)
∫ ∞
−∞

[Qyf −Hf ]2dx 6
∫ ∞
−∞
|f | · |P2y2f − 2Py2f + f | dx,

χρησιµοποιώντας το λήµµα του Fatou, την (3.2.31) και το Πόρισµα 3.1.10. Εφαρµόζοντας
ξανά το Πόρισµα 3.1.10 παίρνουµε την (3.2.32).

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε την (3.2.33). Από το Λήµµα 3.1.7 έχουµε

lim
y→0+

[Hyf(x)−Qyf(x)] = 0

σχεδόν παντού. Επίσης, από τις (3.1.17), (3.1.15) και το Πόρισµα 2.2.2 έχουµε

(3.2.37) ‖Hyf −Qyf‖22 6 ‖Θf‖22 6 32‖f‖22 <∞,

άρα
lim
y→0+

‖Hyf −Qyf‖2 = 0

από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης. Η τελευταία σχέση, µαζί µε την (3.2.32) µας
δίνει την (3.2.33).

Για την (3.2.34) παρατηρούµε ότι

(3.2.38) ‖Qyf‖22 =

∫
|Qyf |2dx =

∫
f · P2yf dx
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από την (3.1.14), και στη συνέχεια εφαρµόζουµε το Πόρισµα 3.1.10 και την (3.2.32).
Τέλος, αποδεικνύουµε την (3.2.35). Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Minkowski

παίρνουµε
(3.2.39)
‖H(Hf) + f‖2 6 ‖H(Hf)−Qy(Hf)‖2 + ‖Qy(Hf)−Qy(Qyf)‖2 + ‖Qy(Qyf) + f‖2.

Από το Θεώρηµα 3.1.9 και την (3.2.38) συµπεραίνουµε ότι

(3.2.40) ‖Qyf‖22 =

∫ ∞
−∞

f(x)P2yf(x) dx 6 ‖f‖2 · ‖P2yf‖2 6 ‖f‖22.

Εφαρµόζοντας αυτήν την ανισότητα και την (3.1.10) στην (3.2.39) παίρνουµε

(3.2.41) ‖H(Hf) + f‖2 6 ‖H(Hf)−Qy(Hf)‖2 + ‖Hf −Qyf‖2 + ‖ − P2yf + f‖2.

Από το Πόρισµα 3.1.10 έχουµε ‖P2yf − f‖2 → 0 και από την (3.2.32) έχουµε ‖Qyf −
Hf‖2 → 0 όταν y → 0+. ΄Επεται ότι ‖H(Hf) + f‖2 = 0, δηλαδή έχουµε την (3.2.35).

Θεώρηµα 3.2.4. Αν f, g ∈ L2(R) τότε

(3.2.42)
∫ ∞
−∞

f ·Hg dx = −
∫ ∞
−∞

g ·Hf dx.

Απόδειξη. Ξεκινώντας από την ταυτότητα (3.1.12), παίρνουµε το όριο καθώς y → 0+ και
χρησιµοποιούµε την (3.2.32).

Από το Θεώρηµα 3.2.2 έχουµε ότι ο H είναι ασθενούς τύπου 1. Από την (3.2.34) του
Θεωρήµατος 3.2.3 έχουµε ότι ο H είναι ισχυρού τύπου 2, άρα και ασθενούς τύπου 2. Από
το ϑεώρηµα του Marcinkiewicz (Θεώρηµα 2.1.9) έπεται ότι ο H είναι ισχυρού τύπου p για
κάθε 1 < p < 2. ∆ηλαδή, για κάθε 1 < p 6 2 υπάρχει σταθερά cp > 0 τέτοια ώστε

(3.2.43) ‖Hf‖p 6 cp‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp(R).
Αν f ∈ Lp(R), 1 < p 6 2, και g ∈ Lq(R), όπου q είναι ο συζυγής εκθέτης του p, τότε η

ταυτότητα (3.1.12) εξακολουθεί να ισχύει. ΄Αρα, αφήνοντας το y → 0+ και χρησιµοποιώντας
την ∣∣∣∣∫ g ·Hf dx

∣∣∣∣ 6 cp‖f‖p‖g‖q

συµπεραίνουµε ότι η (3.2.42) ισχύει αν f ∈ Lp(R) και g ∈ Lq(R). Ειδικότερα, έχουµε

(3.2.44)
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f ·Hg dx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

g ·Hf dx
∣∣∣∣ 6 cp‖f‖p‖g‖q, 1 < p 6 2,
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για κάθε f ∈ Lp(R) και g ∈ Lq(R), άρα

(3.2.45) ‖Hg‖q 6 sup
‖f‖p61

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f ·Hg dx
∣∣∣∣ 6 cp‖g‖q.

Αυτό αποδεικνύει ότι ο H είναι ισχυρού τύπου q > 2, µε cq = cp, όπου 1
p + 1

q = 1. ∆ηλαδή,
έχουµε δείξει το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.2.5. Ο τελεστής H είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p <∞.

Τέλος, αποδεικνύουµε ότι ο µεγιστικός µετασχηµατισµός Hilbert H∗ είναι ισχυρού
τύπου p για κάθε 1 < p <∞. Θα χρειαστούµε ένα λήµµα.

Λήµµα 3.2.6. Για κάθε f ∈ Lp(R), 1 < p <∞,

(3.2.46) H∗f(x) 6 Θf(x) + Θ(Hf)(x),

όπου Θ είναι ο µεγιστικός τελεστής των Hardy-Littlewood.

Απόδειξη. Από την (3.1.11) του Λήµµατος 3.1.5 παίρνουµε

(3.2.47) Py(Qy2f)(x) = Qy+y2f(x).

Αν f ∈ L2(R) τότε, από την (3.2.32) του Θεωρήµατος 3.2.3, παίρνοντας y2 → 0 στην
(3.2.47) ϐλέπουµε ότι

(3.2.48) Qyf(x) = PyHf(x).

Από την (3.1.17) έχουµε

|Hyf(x)| 6 |Hyf(x)−Qyf(x)|+ |Qyf(x)| = |Hyf(x)−Qyf(x)|+ |PyHf(x)|(3.2.49)

6 Py(|f |)(x) + Py(|Hf |)(x).

Εφαρµόζοντας την (3.1.15) παίρνουµε το Ϲητούµενο, πρώτα για κάθε f ∈ L2(R) ∩ Lp(R)

και µετά για κάθε f ∈ Lp(R).

Από το Λήµµα 3.2.6, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι τελεστέςH και Θ είναι ισχυρού
τύπου p για κάθε 1 < p <∞, παίρνουµε άµεσα το εξής.

Θεώρηµα 3.2.7. Ο µεγιστικός µετασχηµατισµός Hilbert H∗ είναι ισχυρού τύπου p για κάθε

1 < p <∞.
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3.3 Εκθετικές εκτιµήσεις για τον µετασχηµατισµό Hilbert

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε κάποιες εκθετικές εκτιµήσεις, παρόµοιες µε
αυτές του Θεωρήµατος 2.2.6 για τον µεγιστικό τελεστή των Hardy-Littlewood. Θεωρούµε
µόνο ουσιωδώς ϕραγµένες συναρτήσεις που µηδενίζονται έξω από κάποιο διάστηµα µήκους
α.

Θεώρηµα 3.3.1. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1 και c2 µε την ακόλουθη ιδιότητα : αν f

είναι µια ουσιωδώς ϕραγµένη συνάρτηση που ο ϕορέας της περιέχεται σε κάποιο διάστηµα

µήκους α, τότε

(3.3.1) m({x : |Hf(x)| > λ}) 6 c1α
‖f‖∞
λ

exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
για κάθε λ > 0.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ‖f‖∞ = 1. Ορίζουµε

(3.3.2) E+
λ = {x : Hf(x) > λ} και E−λ = {x : Hf(x) < −λ}.

Θα δώσουµε µια εκτίµηση για το m(E+
λ ). Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο παίρνουµε την ίδια

εκτίµηση για το m(E−λ ).
Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.2.4 παίρνουµε

(3.3.3) λm(E+
λ ) 6

∫ ∞
−∞

χE+
λ

(x)Hf(x)dx = −
∫ ∞
−∞

f(x)HχE+
λ

(x)dx.

Αφού ο H είναι ασθενούς τύπου 1 και ισχυρού τύπου 2 (στο Θεώρηµα 3.2.2 είδαµε ότι
‖Hf‖2 = ‖f‖2) από το ϑεώρηµα του Marcinkiewicz (Θεώρηµα 2.1.9) έχουµε ότι, για κάθε
1 < p < 2,

‖HχE+
λ
‖pp 6 2p

(
p

p− 1
+

p

2− p

)(
128

π

)2−p
m(E+

λ )(3.3.4)

6
512

π

(
q +

q

q − 2

)
m(E+

λ ) 6
1024

π
qm(E+

λ ),

όπου, για την τελευταία ανισότητα, υποθέτουµε επιπλέον ότι q > 3.
Συνδυάζοντας αυτήν την ανισότητα µε την ανισότητα Holder, από την (3.3.3) παίρνουµε,

για q > 3,

(3.3.5) λm(E+
λ ) 6 α1/q‖HχE+

λ
‖p 6 α1/q

(
1024

π
q

)1/p (
m(E+

λ )
)1/p

,
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απ΄ όπου παίρνουµε

(3.3.6) m(E+
λ ) 6 α

(
1

λ

)q (1024

π
q

)q/p
=

απ

1024q

(
1024

λπ
q

)q
.

Αν λ > 3e1024
π τότε µπορούµε να επιλέξουµε q = πλ

1024e > 3, και έχουµε

(3.3.7) m(E+
λ ) 6

αe

λ
exp

(
− πλ

1024e

)
.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι

(3.3.8) m(E−λ ) 6
αe

λ
exp

(
− πλ

1024e

)
,

και παίρνοντας τις δύο ανισότητες µαζί συµπεραίνουµε ότι, για µεγάλες τιµές του λ,

(3.3.9) m({x : |Hf(x)| > λ}) 6 2eα

λ
exp

(
− πλ

1024e

)
.

Υποθέτουµε τώρα ότι λ 6 3e1024
π . Γνωρίζουµε ότι

m({|Hf | > λ}) 6 128

λπ
‖f‖1 =

128

λπ

∫
supp(f)

|f(t)| dt 6 128

λπ
‖f‖∞m(supp(f))

6
128

λπ
‖f‖∞α 6

128

π

α

λ
.

Ζητάµε σταθερά c > 0 τέτοια ώστε : για κάθε λ 6 3e1024
π ,

exp

(
πλ

1024e

)
6 c.

Μια τέτοια σταθερά είναι η c := e3. Τότε, για κάθε λ 6 3e1024
π µπορούµε να γράψουµε

128

π

α

λ
6

128e3

π

α

λ
exp

(
− πλ

1024e

)
,

το οποίο µας δίνει

m({|Hf | > λ}) 6 128c1

π

α

λ
exp

(
− πλ

1024e

)
.

Τώρα, αν ορίσουµε

c1 = max

{
2e,

128e3

π

}
=

128e3

π
και c2 =

π

1024e

έχουµε την (3.3.1) για κάθε λ > 0. Αυτό αποδεικνύει το ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 3.3.2. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1 και c2 µε την ακόλουθη ιδιότητα : αν f

είναι µια ουσιωδώς ϕραγµένη συνάρτηση που ο ϕορέας της περιέχεται σε κάποιο διάστηµα

µήκους α, τότε

(3.3.10) m({x : |H∗f(x)| > λ}) 6 c1α
‖f‖∞
λ

exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
για κάθε λ > 0.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι f > 0 (γράφοντας f = f+−f−) και ότι ‖f‖∞ = 1.
Ορίζουµε

(3.3.11) E+
ε =

{
x : sup

y>ε
Hyf(x) > λ

}
και E−ε =

{
x : sup

y>ε
(−Hyf(x)) > λ

}
,

όπου λ > 0 και ε > 0. Θα δώσουµε µια εκτίµηση για το m(E+
ε ). Με τον ίδιο ακριβώς

τρόπο παίρνουµε την ίδια εκτίµηση για το m(E−ε ).
΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.2, µπορούµε να ϐρούµε ξένα διαστήµατα

I1, I2, . . . , In, τέτοια ώστε

(3.3.12) m(E+
ε ) 6 4

n∑
j=1

m(Ij)

και

(3.3.13)
1

π

∫
Icj

f(t)
1

c(Ij)− t
dt > λ, j = 1, . . . , n.

Ορίζουµε

(3.3.14) fj(x) = f(x)χIj (x), j = 1, . . . , n

και ϑεωρούµε τη συνάρτηση

(3.3.15) gj(x) = Hf(x)−Hfj(x) =
1

π

∫
Icj

f(t)

x− t
dt.

Η gj είναι ϕθίνουσα στο Ij (διότι f > 0) και gj(c(Ij)) > λ από την (3.3.13), άρα έχουµε
gj(x) > λ στο αριστερό µισό Jj του Ij . Τότε, για κάθε j = 1, . . . , n και για κάθε x ∈ Jj
έχουµε

gj(x) = Hf(x)−Hfj(x) > λ,

άρα Hf(x) > λ
2 ή Hfj(x) < −λ

2 . Με άλλα λόγια,

Jj ⊆ {Hf > λ/2} ∪ {|Hfj | > λ/2},
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απ΄ όπου έπεται ότι
n⋃
j=1

Jj ⊆ {|Hf | > λ/2} ∪
n⋃
j=1

{|Hfj | > λ/2}.

΄Επεται ότι
(3.3.16)

1

2

n∑
j=1

m(Ij) =
n∑
j=1

m(Jj) 6 m({x : Hf(x) > λ/2}) +
n∑
j=1

m({x : |Hfj(x)| > λ/2}).

Από το Θεώρηµα 3.3.1 συµπεραίνουµε ότι

1

2

n∑
j=1

m(Ij) 6 c1α ·
2

λ
exp

(
−c2

λ

2

)
+

n∑
j=1

m(Ij) ·
2c1

λ
exp

(
−c2

λ

2

)
(3.3.17)

6
2c1

λ
α exp

(
−c2

2
λ
)

+
1

4

n∑
j=1

m(Ij),

αν το λ > λ0 όπου το λ0 είναι αρκετά µεγάλο ώστε να ισχύει η

2c1

λ0
exp

(
−c2

λ0

2

)
<

1

4
.

Συνεπώς, για κάθε λ > λ0 έχουµε

(3.3.18)
n∑
j=1

m(Ij) 6
8c1

λ
α exp

(
−c2

2
λ
)
.

Συνδυάζοντας αυτήν την ανισότητα µε την (3.3.12) παίρνουµε

(3.3.19) m(E+
ε ) 6

32c1

λ
α exp

(
−c2

2
λ
)
.

΄Εχουµε την ίδια εκτίµηση και για το m(E−ε ), άρα

(3.3.20) m

({
x : sup

y>ε
|Hyf(x)| > λ

})
6

64c1

λ
α exp

(
−c2

2
λ
)
.

Αφήνοντας το ε→ 0+ παίρνουµε το Ϲητούµενο.
Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη παρατηρούµε ότι αν 0 < λ 6 λ0 τότε

m({x : H∗f(x) > λ}) 6 128

λπ
‖f‖1 6

128

λπ
α‖f‖∞ =

128α

πτ

1

λ
τ 6

128α

πτ

1

λ
exp

(
−c2

2
λ
)
,

όπου
τ = min

{
exp

(
−c2

2
λ
)

: 0 6 λ 6 λ0

}
.

Συνεπώς, η (3.3.10) ισχύει για κάθε λ > 0 αν επιλέξουµε σαν (νέα) τιµή της c1 την σταθερά

c′1 = max

{
64c1,

128

πτ

}
,

και η απόδειξη είναι πλήρης.





Κεφάλαιο 4

Τροποποιηµένος µετασχηµατισµός

Hilbert

Θεωρούµε τώρα συναρτήσεις f ∈ L1(−π, π]. Για τεχνικούς λόγους τις επεκτείνουµε περιο-
δικά στο διάστηµα (−4π, 4π]. ∆εδοµένου ότι µια ϐασική ιδέα είναι να ϑεωρήσουµε ολοένα
πιο µικρά διαστήµατα, στην Παράγραφο 4.1 εισάγουµε τα λεγόµενα δυαδικά διαστήµατα,
τα οποία εξαρτώνται από µια συγκεκριµένη διαµέριση του διαστήµατος. Επειδή χρειάζεται
να ελέγχουµε τι συµβαίνει στα γετονικά τους διαστήµατα, εισάγουµε κάποια άλλη κλάση
διαστηµάτων, τα λεγόµενα smoothing διαστήµατα. Αυτή η διαµέριση του (−4π, 4π] σε
δυαδικά διαστήµατα είναι πολύ χρήσιµη, µας επιβάλλει όµως να τροποποιήσουµε τον ορι-
σµό των διαφόρων µετασχηµατισµών Hilbert που έχουµε ορίσει. Αυτό γίνεται επίσης στην
Παράγραφο 4.1.

Στην Παράγραφο 4.2 γενικεύουµε την έννοια των συντελεστών Fourier. Αποδεικνύουµε
κάποιες εκτιµήσεις για τους γενικευµένους συντελεστές Fourier και για τις σταθερές που
εµπλέκονται σε αυτές.

Τέλος, στην Παράγραφο 4.4 επανερχόµαστε στον τελεστή M που ορίστηκε στην Παρά-
γραφο 2.4. Για να δώσουµε µια εκτίµηση για τονM , ορίζουµε ένα νέο τελεστήM∗, ο οποίος
προκύπτει από κάποιες συναρτήσεις S∗n(x; f ;ω∗) (στον ορισµό τους χρησιµοποιούνται τα
smoothing διαστήµατα της Παραγράφου 4.1 και ο µετασχηµατισµός Hilbert). ΄Οπως ϑα
δούµε, αρκεί πλέον να µελετήσουµε τον τελεστήM∗, και δίνουµε κάποιες αρχικές εκτιµή-
σεις για την S∗n(x; f ;ω∗). Αυτές δεν είναι αρκετές – ϑα επανέλθουµε µε άλλες, πιο ισχυρές,
στο επόµενο κεφάλαιο.

59
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4.1 ∆υαδικά διαστήµατα και τροποποιηµένος µετασχηµατι-

σµός Hilbert

Από την διατύπωση του Θεωρήµατος 2.4.1, που είναι ο τελικός µας στόχος, ϕαίνεται ό-
τι ενδιαφερόµαστε µόνο για περιοδικές συναρτήσεις µε περίοδο 2π, άρα κατ΄ αρχήν ϑα
µας έφτανε να ϑεωρήσουµε τους χώρους Lp(−π, π]. ΄Οταν όµως χρησιµοποιούµε το µετα-
σχηµατισµό Hilbert µιας συνάρτησης f , κάνουµε εµµέσως συνέλιξη, και γι΄ αυτό το λόγο
ϑα χρειαστεί να ϑεωρήσουµε την περιοδική επέκταση της f στο (−2π, 2π]. Μάλιστα, για
κάποιους άλλους τεχνικούς λόγους, επεκτείνουµε την f στο ακόµα µεγαλύτερο διάστηµα
(−4π, 4π].

Για κάθε ν > 0 χωρίζουµε το (−2π, 2π] σε 2 · 2ν = 2ν+1 ηµιανοικτά διαστήµατα ίσου
µήκους, τα

(4.1.1) ωjν = (−2π + 2π(j − 1)2−ν ,−2π + 2πj · 2−ν ], j = 1, 2, . . . , 2ν+1,

µεm(ωjν) = 2π·2−ν . Αυτά τα ω-διαστήµατα ονοµάζονται στη συνέχεια δυαδικά διαστήµατα

του επιπέδου ν > 0.
Είναι ϕυσιολογικό να ορίσουµε το ω1,−1 = ω−1 = (−2π, 2π] ως το δυαδικό διάστηµα

του επιπέδου −1. Αυτό το διάστηµα ϑα χρησιµοποιηθεί µόνο πολύ αργότερα, για όσα
λοιπόν αναπτύσσουµε εδώ ϑα υποθέτουµε ότι ν > 0.

Είναι ϕανερό ότι κάθε ωjν είναι η ένωση δύο γειτονικών δυαδικών διαστηµάτων του
επιπέδου ν+ 1. Από την άλλη πλευρά, η ένωση δύο γειτονικών δυαδικών διαστηµάτων του
επιπέδου ν+1 δεν είναι απαραίτητα δυαδικό διάστηµα του επιπέδου ν. Εισάγουµε λοιπόν
τα λεγόµενα smoothing διαστήµατα του επιπέδου ν (τα οποία τα λέµε και ω∗-διαστήµατα)
ϑέτοντας

(4.1.2) ω∗jν = ωjν ∪ ωj+1,ν = (−2π + 2π(j − 1)2−ν ,−2π + 2π(j + 1)2−ν ],

όπου ν > 0 και j = 1, 2, . . . , 2ν+1 − 1. Τότε,

(4.1.3) m(ω∗jν) = 4π · 2−ν .

Για ν = −1 ορίζουµε ω∗−1 = (−4π, 4π]. Παρατηρήστε ότιm(ω∗−1) = 8π, κάτι που συµφωνεί
µε την (4.1.3) αν ϑέσουµε ν = −1.

Στη συνέχεια, συχνά ϑα χρησιµοποιούµε, για συντοµία, το συµβολισµό ω για οποιοδή-
ποτε δυαδικό διάστηµα και το συµβολισµό ω∗ για οποιοδήποτε smoothing διάστηµα.

Από την κατασκευή είναι ϕανερό ότι για κάθε διάστηµα ω∗ του επιπέδου ν > −1

µπορούµε να ϐρούµε ένα διάστηµα ω του επιπέδου ν + 1, τέτοιο ώστε

(4.1.4) ω ⊂ ω∗ και 4m(ω) = m(ω∗).
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Επιπλέον, µπορούµε να επιλέξουµε το ω ως ένα από τα δύο «µεσαία» υποδιαστήµατα του
ω∗. Αυτή η παρατήρηση ϑα µας ϕανεί χρήσιµη στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.4.1.

Γράφοντας ότι «το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω» εννοούµε ότι το x ανήκει σε κάποιο
από τα δύο µεσαία υποδιαστήµατα τύπου ω που ικανοποιούν την (4.1.4).

Στη συνέχεια ορίζουµε τους τροποποιηµένους µετασχηµατισµούς Hilbert. Αυτοί εί-
ναι απαραίτητοι για δύο λόγους. Ο πρώτος αντιµετωπίζεται χωρίς ιδιαίτερες δυσκολίες.
Μάλιστα, ϑα ϑεωρούµε µόνο ένα πεπερασµένο διάστηµα αντί για την πραγµατική ευθεία,
και αυτό απαιτεί µόνο µικρές διορθώσεις στα αποτελέσµατα που έχουµε ήδη αποδείξει.
Ο δεύτερος όµως λόγος είναι πιο ουσιαστικός για την απόδειξη, και µας δηµιουργεί πε-
ϱισσότερες δυσκολίες στην απόδειξη των κρίσιµων εκτιµήσεων. Σχετίζεται µε τη µέθοδο
που ϑα ακολουθήσουµε, γιατί ϑα χρησιµοποιήσουµε µόνο τα δυαδικά και τα smoothing
διαστήµατα που ορίσαµε παραπάνω, και έτσι οι συγκεκριµένες διαµερίσεις του (−2π, 2π]

ϑα επιφέρουν αντίστοιχες αλλαγές στον ορισµό του µετασχηµατισµού Hilbert.

΄Εστω f ∈ L1(−π, π] και έστω f◦ η περιοδική της επέκταση στο (−4π, 4π]. ΄Εστω ω∗

ένα smoothing διάστηµα από το επίπεδο ν > 0. Ορίζουµε το µετασχηµατισµό Hilbert Hω∗f

της f που αντιστοιχεί στο ω∗ ϑέτοντας

(4.1.5) Hω∗f = H(f◦ · χω∗),

και το µεγιστικό µετασχηµατισµό Hilbert H∗ω∗f της f που αντιστοιχεί στο ω∗ ϑέτοντας

(4.1.6) H∗ω∗f = H∗(f◦ · χω∗).

Από το Θεώρηµα 3.2.5 και το Θεώρηµα 3.2.7 έπεται άµεσα ότι οι τελεστές Hω∗ και H∗ω∗
είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p <∞, και µάλιστα οι σταθερές είναι ανεξάρτητες από
το ω∗.

Ορίζουµε έναν ακόµα τελεστή που σχετίζεται µε τους προηγούµενους και τον οποίο ϑα
συµβολίζουµε µε H. Για κάθε f ∈ L1(−π, π] ϑέτουµε

(4.1.7) Hf(x) = sup
δ>0

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫ x+δ

x−δ

f◦(t)

x− t
dt

∣∣∣∣ .
Λήµµα 4.1.1. Ο τελεστής H είναι ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p <∞.

Απόδειξη. Από την ταυτότητα

(4.1.8)
1

π
(pv)

∫ x+δ

x−δ

f◦(t)

x− t
dt =

1

π
(pv)

∫ ∞
−∞

f◦(t)

x− t
dt− 1

π

∫
{|x−t|>δ}

f◦(t)

x− t
dt

προκύπτει ότι

(4.1.9) Hf(x) 6 |Hf◦(x)|+H∗f◦(x).
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Γνωρίζουµε ότι

(4.1.10) ‖Hf◦‖p 6 Cp‖f◦‖p και ‖H∗f◦‖p 6 C∗p‖f◦‖p

για κάποιες σταθερές Cp, C∗p > 0 που εξαρτώνται µόνο από το p, και

(4.1.11) ‖f◦‖p = 41/p‖f‖p.

Συνεπώς, από την (4.1.9) παίρνουµε

(4.1.12) ‖Hf‖p 6 ‖Hf◦‖p + ‖H∗f◦‖p 6 41/p(Cp + C∗p)‖f‖p

για κάθε 1 < p <∞.

Τέλος, ορίζουµε τον τροποποιηµένο µεγιστικό µετασχηµατισµό Hilbert Ĥ που αντιστοι-
χεί στα δυαδικά διαστήµατα που ορίσαµε.

Θεωρούµε τυχόν διάστηµα ω∗ = ω∗jν και ένα εσωτερικό σηµείο x του ω∗jν . Υπάρχει
µονοσήµαντα ορισµένη ακολουθία (σrx)r>µ διαστηµάτων, τέτοια ώστε κάθε σrx να είναι
smoothing διάστηµα του επιπέδου r, να ισχύει σrx ⊂ ω∗ και το x να ανήκει στο µεσαίο
µισό του σrx. Το µ = µ(x) εξαρτάται από το x, και µ > ν.

Πρώτα δείχνουµε ότι υπάρχουν µ > ν και διάστηµα τύπου ω∗, έστω σµx , ώστε το x
να ανήκει στο µεσαίο µισό του σµx . Πράγµατι, αν π.χ. x ∈ ω1 τότε υπάρχει δυαδικό
υποδιάστηµα του ω1 ώστε το x να ανήκει στο δεξιό µισό του υποδιαστήµατος αυτού. ΄Εστω
ωµ+1 το δεξιό αυτό µισό, όπου µ είναι το επίπεδο του υποδιαστήµατος του ω1 στο δεξιό µισό
του οποίου ανήκει το x. Αν τώρα ονοµάσουµε σµx το διαστηµα τύπου ω∗ που αποτελείται
από το δυαδικό διάστηµα επιπέδου µ+ 1 που ϐρίσκεται ακριβώς αριστερά από το ωµ+1, το
ωµ+1 και τα δύο επόµενα δυαδικά διαστήµατα του ωµ+1 του ιδίου επιπέδου µε αυτό, είναι
σαφές ότι το x ανήκει στο µεσαίο µισό του σµx , και µ > ν λόγω των υποδιπλασιασµών του
ω1 που ενδεχοµένως έγιναν µέχρι να ϐρούµε το ωµ+1.

Η δεύτερη σηµαντική παρατήρηση είναι ότι αν ω∗jν είναι ένα smoothing διάστηµα και
x ∈ ω∗jν τότε το ω∗jν είναι το µοναδικό διάστηµα τύπου ω∗ και επιπέδου ν που περιέχει το
x στο µεσαίο µισό του. Πράγµατι, έστω ω∗jν = ωjν ∪ ωj+1,ν ώστε το x να ανήκει στο µεσαίο
µισό του ω∗jν , και έστω ω∗iν ένα άλλο διάστηµα τύπου ω∗ και επιπέδου ν που περιέχει το
x στο µεσαίο µισό του. Τότε, ω∗iν = ωiν ∪ ωi+1,ν και x ∈ ω∗iν , άρα x ∈ ωiν ή x ∈ ωi+1,ν .
Ταυτόχρονα, x ∈ ωjν ή x ∈ ωj+1,ν . Αν x ∈ ωiν τότε ωiν = ωjν ή ωiν = ωj+1,ν . Αν όµως
ωiν = ωj+1,ν τότε i = j + 1, άρα ω∗iν = ωj+1,ν ∪ ωj+2,ν . Αυτό οδηγεί σε άτοπο, γιατί το x
ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗jν άρα ανήκει στο αριστερό µισό του ωj+1,ν και το x ανήκει
στο µισό του ω∗iν άρα ανήκει στο δεξιό µισό του ωj+1,ν , και τα δύο αυτά µισά του ωj+1,ν

είναι ξένα ηµιανοικτά διαστήµατα. Συνεπώς, ωiν = ωjν , αυτό δείχνει ότι i = j και έπεται
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ότι ω∗jν = ω∗iν . Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι αν x ∈ ωi+1,ν τότε ωi+1,ν = ωj+1,ν , αυτό
δείχνει ότι i = j και έπεται ότι ω∗jν = ω∗iν .

Τέλος, πρέπει να παρατηρήσουµε ότι αν το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗jν τότε,
ανάλογα µε το ποιό είναι αυτό από τα τέσσερα υποδιαστήµατα του ω∗jν στο οποίο ανήκει
το x, ϐρίσκουµε το smoothing διάστηµα επιπέδου ν + 1 το οποίο περιέχει το x στο µεσαίο
µισό του. ∆ηλαδή, από το σνx ϐρίσκουµε το σν+1

x , και µαλιστα σν+1
x ⊂ σνx.

Σηµείωση. Ο µ ϑα επιλεγεί ως ο ελάχιστος µ ∈ N για τον οποίο το x ανήκει στο µεσαίο µισό
smoothing διαστήµατος επιπέδου µ.

Ο τροποποιηµένος µεγιστικός µετασχηµατισµός Hilbert Ĥjν ως προς το ω∗jν ορίζεται από
την

(4.1.13) Ĥjνf(x) = sup
r>µ

∣∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
σrx

f◦(t)

x− t
dt

∣∣∣∣∣ , x ∈ int(ω∗jν),

όπου f ∈ L1(−π, π] και f◦ είναι η περιοδική επέκταση της f στο (−4π, 4π]. Μερικές
ϕορές ϑα γράφουµε την (4.1.13) στην πιο σύντοµη µορφή

(4.1.14) Ĥf(x) = sup
σx

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
σx

f◦(t)

x− t
dt

∣∣∣∣ .
Θα αποδείξουµε ότι ο Ĥ είναι κι αυτός τύπου p για κάθε 1 < p <∞. Καθώς το σrx δεν έχει
απαραίτητα κέντρο το x, ϑα χρειαστούµε το επόµενο τεχνικό λήµµα.

Λήµµα 4.1.2. ΄Εστω f ∈ L1(−π, π] και έστω f◦ η περιοδική επέκταση της f στο (−4π, 4π].

Συµβολίζουµε µε J την οικογένεια των διαστηµάτων ∆ = (−a, b), −π 6 −a < 0 < b 6 π,

που ικανοποιούν την

1

3
6
a

b
6 3,

και µε J ∗ την οικογένεια των συµµετρικών διαστηµάτων I = (−δ, δ) που περιέχονται στο

(−π, π). Τότε,

(4.1.15) sup
∆∈J

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
∆

f◦(x+ t)

t
dt

∣∣∣∣ 6 sup
I∈J ∗

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
I

f◦(x+ t)

t
dt

∣∣∣∣+ 3Θf◦(x).

Απόδειξη. ΄Εστω ∆ = (−a, b) ∈ J , όπου 0 < a < b και ας υποθέσουµε ότι 1 < b
a 6 3.
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Τότε, ∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
∆

f◦(x+ t)

t
dt

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ 1π (pv)

∫ a

−a

f◦(x+ t)

t
dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1π
∫ b

a

f◦(x+ t)

t
dt

∣∣∣∣(4.1.16)

6

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫ a

−a

f◦(x+ t)

t
dt

∣∣∣∣+
1

π

∫ b

a

|f◦(x+ t)|
t

dt

6 Ĥf(x) +
1

πa

∫ b

a
|f◦(x+ t)| dt

6 Ĥf(x) +
1

πa

∫ b

−b
|f◦(x+ t)| dt

6 Ĥf(x) +
1

πa
2bΘf◦(x)

= Ĥf(x) +
2

π

b

a
Θf◦(x)

6 Ĥf(x) +
2

π
3Θf◦(x)

6 Ĥf(x) + 3Θf◦(x).

Για την περίπτωση όπου 1 6 a
b 6 3 δουλεύουµε µε τον ίδιο τρόπο.

Θεώρηµα 4.1.3. Ο τροποποιηµένος µετασχηµατισµός Hilbert Ĥ που αντιστοιχεί στο ω∗ είναι

ισχυρού τύπου p για κάθε 1 < p <∞.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ int(ω∗) και έστω σx οποιοδήποτε από τα διαστήµατα που αντιστοιχούν
στο ω∗ και στο x και εµφανίζονται στην (4.1.13). Τότε, το ∆ = σx−x είναι ένα διάστηµα της
οικογένειας J που ορίσαµε στο Λήµµα 4.1.2. Χρησιµοποιώντας το λήµµα, συµπεραίνουµε
ότι

(4.1.17) Ĥf(x) 6 Hf◦(x) + 3Θf◦(x).

Γνωρίζουµε ότι οι τελεστές H (Λήµµα 4.1.1) και Θ είναι τύπου p για κάθε 1 < p <∞, άρα
συµπεραίνουµε ότι ο Ĥ είναι επίσης τύπου p ακολουθώντας το επιχείρηµα της απόδειξης
του Λήµµατος 4.1.1.

Από την (4.1.9) και την (4.1.17) έπεται άµεσα ότι

(4.1.18) Ĥω∗f(x) 6 |Hf◦(x)|+H∗f◦(x) + 3Θf◦(x)

για κάθε ω∗ 6= ω∗−1, άρα το {x ∈ ω∗ : Ĥf(x) > λ} περιέχεται στην ένωση
(4.1.19)
{x ∈ ω∗ : |Hf◦(x)| > λ/3} ∪ {x ∈ ω∗ : H∗f◦(x) > λ/3} ∪ {x ∈ ω∗ : Θf◦(x) > λ/9}.
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Εύκολα ϐλέπουµε ότι το ίδιο ισχύει για το ω∗ = ω∗−1. ΄Ετσι, αν f ∈ L∞ τότε από το
Θεώρηµα 2.2.6, το Θεώρηµα 3.3.1 και το Θεώρηµα 3.3.2 παίρνουµε εκθετική εκτίµηση
για τον Ĥω∗ .

Θεώρηµα 4.1.4. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1 και c2 τέτοιες ώστε : αν f είναι µια ουσιωδώς

ϕραγµένη συνάρτηση και Ĥ είναι ο τροποποιηµένος µετασχηµατισµός Hilbert που αντιστοιχεί

στο ω∗, τότε

(4.1.20) m({x ∈ ω∗ : Ĥf(x) > λ}) 6 c1m(ω∗)
‖f‖∞
λ

exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
.

Παρατηρήστε ότι για λ > ‖f‖∞ έχουµε

m({x ∈ ω∗ : Ĥf(x) > λ}) 6 c1m(ω∗)
‖f‖∞
λ

exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
(4.1.21)

6 c1m(ω∗) exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
.

ενώ αν λ 6 ‖f‖∞ τότε

m({x ∈ ω∗ : Ĥf(x) > λ}) 6 m(ω∗) · 1 = exp(c2)m(ω∗) exp(−c2)(4.1.22)

6 exp(c2)m(ω∗) exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
6 c1m(ω∗) exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
αν τροποποιήσουµε τις σταθερές c1, c2 έτσι ώστε να ικανοποιούν την c1 > ec2 . Μπορούµε
λοιπόν να παραλείψουµε τον όρο 1

t = ‖f‖∞
λ µπροστά από την εκθετική συνάρτηση στο

δεξιό µέλος της (4.1.20), και να διατυπώσουµε το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 4.1.5. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1 και c2 τέτοιες ώστε : αν f είναι µια ουσιωδώς

ϕραγµένη συνάρτηση και Ĥ είναι ο τροποποιηµένος µεγιστικός µετασχηµατισµός Hilbert που

αντιστοιχεί στο ω∗, τότε

(4.1.23) m({x ∈ ω∗ : Ĥf(x) > λ}) 6 c1m(ω∗) exp

(
−c2

λ

‖f‖∞

)
.

Οι σταθερές c1 και c2 δεν εξαρτώνται από την επιλογή του ω∗.

4.2 Γενικευµένοι συντελεστές Fourier

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα συµβολίζουµε µε ω ένα δυαδικό διάστηµα, όπως αυτά ορί-
στηκαν στην προηγούµενη παράγραφο, και µε ωjν ϑα συµβολίζουµε ένα από τα δυαδικά
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διαστήµατα µήκους 2π · 2−ν που περιέχονται στο (−2π, 2π]. ΄Οµοια, συµβολίζουµε µε ω∗

ένα smoothing διάστηµα (σαν τέτοιο ϑεωρούµε και το ω∗−1 = (−4π, 4π]), και µε ω∗jν ϑα
συµβολίζουµε ένα από τα smoothing διαστήµατα µήκους 4π · 2−ν .

Για κάθε ν > 0 και για κάθε δυαδικό διάστηµα ωjν ορίζουµε

(4.2.1) ψ(n;ωjν) =
⌊ n

2π
m(ωjν)

⌋
= bn · 2−νc,

όπου buc είναι το ακέραιο µέρος του u.
΄Εστω ω∗jν ένα smoothing διάστηµα του επιπέδου ν > 0, και έστω ωk,ν+1 ένα από τα

τέσσερα δυαδικά διαστήµατα που ικανοποιούν την (4.1.4). Ορίζουµε

(4.2.2) ψ∗(n;ω∗jν) = ψ(n;ωk,n+1) = bn · 2−ν−1c =
⌊ n

8π
m(ω∗jν)

⌋
.

Στην περίπτωση που ω∗ = ω∗−1, ορίζουµε ψ∗(n;ω∗−1) = n, το οποίο συµφωνεί µε την
(4.2.2).

Για κάθε α ∈ R, ω = ωjν και f ∈ L1(−π, π], ορίζουµε τον α-οστό γενικευµένο συντελε-

στή Fourier cα(ω; f) ϑέτοντας

(4.2.3) cα(ω; f) =
1

m(ω)

∫
ω
f◦(x) exp(−i2ναx) dx =

1

m(ω)

∫
ω
f◦(x) exp

(
− i2παx

m(ω)

)
dx.

Σηµειώνουµε ότι αν α = n ∈ Z τότε η (4.2.3) δίνει το συνηθισµένο συντελεστή Fourier της
f ως προς το διάστηµα ω, όµως στη συνέχεια ϑα χρειαστεί να ασχοληθούµε και µε τους
γενικευµένους συντελεστές, ειδικά µε την περίπτωση όπου α = µ

3 , m ∈ Z.
Παρατηρούµε αρχικά ότι

|cα(ω; f)| 6 1

m(ω)

∫
ω
|f◦(x)| dx 6

1

m(ω)

∫ 2π

−2π
|f◦(x)| dx(4.2.4)

=
1

2π · 2−ν
2

∫ π

−π
|f◦(x)| dx =

2ν+1

2π
‖f‖1.

Από την

(4.2.5)
∞∑

µ=−∞

1

1 + µ2
< 10

ϐλέπουµε ότι για κάθε n ∈ Z µπορούµε να ορίσουµε

(4.2.6) Cn(ω; f) =
1

10

∞∑
µ=−∞

∣∣cn+µ
3
(ω; f)

∣∣ 1

1 + µ2
,

και από τις προηγούµενες ανισότητες έχουµε

(4.2.7) 0 6 Cn(ω; f) 6 sup
µ∈Z

∣∣cn+µ
3
(ω; f)

∣∣ 6 1

m(ω)

∫
ω
|f◦(x)| dx.
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Στη συνέχεια ορίζουµε τις σταθερές C∗n(ω; f) µε τον ακόλουθο τρόπο. Πρώτα ϑεωρούµε
το ω∗−1 και ϑέτουµε

(4.2.8) C∗n(ω∗−1; f) = Cn(ω1,0; f) = Cn(ω2,0; f).

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει ως εξής: χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η f◦ είναι περιοδική
επέκταση της f και ότι ω1,0 = (−2π, 0] και ω2,0 = (0, 2π], για κάθε µ ∈ Z έχουµε

cn+µ
3
(ω1,0; f) =

1

m(ω1,0)

∫
ω1,0

f◦(x)e
− 2πi
m(ω1,0)

(n+µ/3)x
dx

=
1

2π

∫ 0

−2π
f◦(x)e−i(n+µ/3)xdx

=
e2πi(n+µ/3)

2π

∫ 2π

0
f◦(y)e−i(n+µ/3)ydy

= e2πi(n+µ/3)cn+µ
3
(ω2,0; f).

΄Αρα,

Cn(ω1,0; f) =
1

10

∞∑
µ=−∞

∣∣∣cn+µ
3
(ω1,0; f)

∣∣∣ 1

1 + µ2
(4.2.9)

=
1

10

∞∑
µ=−∞

∣∣∣cn+µ
3
(ω2,0; f)

∣∣∣ 1

1 + µ2

= Cn(ω2,0; f).

Για όλα τα άλλα ω∗-διαστήµατα ϑέτουµε

(4.2.10) C∗n(ω∗; f) = max{Cn(ω; f) : ω ⊂ ω∗, 4m(ω) = m(ω∗)},

δηλαδή, ο C∗n(ω∗; f) είναι ο µεγαλύτερος από τους τέσσερις αριθµούς Cn(ω; f) που αντι-
στοιχούν στα τέσσερα ω-διαστήµατα που ικανοποιούν την (4.1.4).

Σηµειώνουµε ότι οι συναρτήσεις ψ(n;ω) και ψ∗(n;ω∗), n > 0, που ορίστηκαν στις
(4.2.1) και (4.2.2) έχουν οριστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να ισχύει η

(4.2.11) C∗ψ∗(n;ω∗)(ω
∗; f) = max{Cψ(n;ω)(ω; f) : ω ⊆ ω∗, 4m(ω) = m(ω∗)}.

Αν η συνάρτηση f είναι ίση µε 0 σχεδόν παντού στο ω, τότε όλοι οι συντελεστές cα(ω; f)

και όλοι οιCn(ω; f) είναι ίσοι µε 0. Αντίστροφα, αν για κάποιον n ∈ Z έχουµεCn(ω; f) = 0

τότε, από την (4.2.6) συµπεραίνουµε ότι cn+µ
3
(ω; f) = 0 για κάθε µ ∈ Z. ΄Εστω m,µ ∈ Z.

Γράφουµε

m+
µ

3
= n+m− n+

µ

3
= n+

3(m− n) + µ

3
.
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Αφού 3(m− n) + µ ∈ Z, έχουµε

cm+µ
3
(ω; f) = c

n+
3(m−n)+µ

3

(ω; f) = 0.

Αυτό αποδεικνύει ότι Cm(ω; f) = 0 για κάθε m ∈ Z αν έστω και ένας από τους Cn(ω; f)

ισούται µε 0.
Επιπλέον, από την συνθήκη cm+µ

3
(ω; f) = 0 για κάθε m,µ ∈ Z, ϑέτοντας µ = 0

ϐλέπουµε ότι cm(ω; f) = 0 για κάθε m ∈ Z, δηλαδή η f◦ ∈ L1(ω) έχει όλους τους
συντελεστές Fourier της ίσους µε µηδέν, άρα f◦(x) = 0 σχεδόν παντού στο ω.

΄Εχουµε έτσι αποδείξει ότι οι παρακάτω τρεις συνθήκες είναι ισοδύναµες:

f◦(x) = 0 σχεδόν παντού στο ω.(4.2.12)

Υπάρχει n ∈ Z τέτοιος ώστε Cn(ω; f) = 0.(4.2.13)

Cn(ω; f) = 0 για κάθε n ∈ Z.(4.2.14)

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε κάποια αποτελέσµατα για τους συντελεστές Cn(ω; f), τα
οποία ϑα χρειαστούµε αργότερα. Για να συντοµεύσουµε το συµβολισµό µερικές ϕορές στις
αποδείξεις ϑα γράφουµε cα ή cα(ω) αντί για cα(ω; f), και Cn ή Cn(ω) αντί για Cn(ω; f),
όταν δεν υπάρχει κίνδυνος παρανόησης.

Αρχικά αποδεικνύουµε ένα γενικό λήµµα. Ο συµβολισµός c1, c2, . . . για ϑετικές σταθε-
ϱές δεν πρέπει να συγχέεται µε το συµβολισµό cα ή cn για τους γενικευµένους συντελεστές
Fourier.

Λήµµα 4.2.1. Για κάθε ϕ ∈ C2[0, 2π] υπάρχουν πολυώνυµα p1(t) και p2(t) τέτοια ώστε η

συνάρτηση Φ(t) που ορίζεται από την

Φ(t) =


p1(t), x ∈ [−2π, 0]

ϕ(t), x ∈ [0, 2π]

p2(t), x ∈ [2π, 4π]

να ικανοποιεί τις συνθήκες

(4.2.15) Φ ∈ C2[−2π, 4π], Φ(d)(−2π) = Φ(d)(4π) = 0 για d = 0, 1, 2,

και

(4.2.16) max
[−2π,4π]

|Φ(t)|+ max
[−2π,4π]

|Φ′′(t)| 6 c1(‖ϕ‖∞ + ‖ϕ′′‖∞)

για κάποια σταθερά c1 > 1, όπου ‖ψ‖∞ = max
[0,2π]

|ψ(t)| για κάθε συναρτηση ψ ∈ C0[0, 2π].
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Απόδειξη. ∆εν είναι δύσκολο να κατασκευάσουµε ένα πολυώνυµο p1(t) ϐαθµού 5 στο
[−2π, 0], τέτοιο ώστε p(d)

1 (−2π) = 0 για d = 0, 1, 2 και p(d)
1 (0) = ϕ(d)(0) για d = 0, 1, 2, και

έτσι η Φ είναι της κλάσης C2 και στο 0. Θα δούµε ότι το πολυώνυµο p1(t) εξαρτάται µόνο
από τους αριθµούς ϕ(0), ϕ′(0) και ϕ′′(0), άρα υπάρχουν σταθερές τέτοιες ώστε

(4.2.17) |p1(t)| 6 c′0|ϕ(0)|+ c′1|ϕ′(0)|+ c′2|ϕ′′(0)|

και

(4.2.18) |p′′1(t)| 6 c′′0|ϕ(0)|+ c′′1|ϕ′(0)|+ c′′2|ϕ′′(0)|.

Πράγµατι, αφού p(d)
1 (−2π) = 0 για d = 0, 1, 2, ο−2π είναι τριπλή ϱίζα του p1, άρα υπάρχει

πολυώνυµο q1 τέτοιο ώστε p1(t) = (t + 2π)3q1(t). Το q1 είναι ϐαθµού 2, άρα ϑα γράφεται
στη µορφή q1(t) = αt2 + βt+ γ. Υπολογίζοντας τις p′1, p

′
2 µέσω των q1(t), q′1(t) = 2αt+ β

και q′′1(t) = 2α, και αντικαθιστώντας στις p(d)
1 (0) = ϕ(d)(0) για d = 0, 1, 2, παίρνουµε το

σύστηµα

ϕ(0) = (2π)3γ

ϕ′(0) = 3(2π)2γ + (2π)3β

ϕ′′(0) = 6 (2π)γ + 6 (2π)2β + 2 (2π)3α.

Λύνοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε

γ =
ϕ(0)

(2π)3

β =
2πϕ′(0)− 3ϕ(0)

((2π)4

α =
2π2ϕ′′(0) + 12ϕ(0)− 12πϕ′(0)

2(2π)5
.

΄Ετσι, προσδιορίζεται το p1(t) = (t+ 2π)3q1(t) µέσω των ϕ(0), ϕ′(0) και ϕ′′(0). Γράφοντας
τελικά

p1(t) =
1

16π3
(t+ 2π)3t2ϕ′′(0) +

1

16π4
(t+ 2π)3t(2π − 3t)ϕ′(0)

+
1

16π5
(t+ 2π)3(3t2 − 3πt+ 2π2)ϕ(0),

συµπεραίνουµε ότι η (4.2.17) ισχύει µε σταθερές

c′2 = max
t∈[−2π,0]

1

16π3
(t+ 2π)3t2

c′1 = max
t∈[−2π,0]

1

16π4
(t+ 2π)3|t(2π − 3t)|

c′0 = max
t∈[−2π,0]

1

16π5
(t+ 2π)3|3t2 − 3πt+ 2π2|.
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Αντίστοιχα, οι σταθερές c′′2, c
′′
1 και c′′0 στην (4.2.18) είναι οι µέγιστες τιµές των απολύτων των

δευτέρων παραγώγων των συναρτήσεων που εµφανίζονται στους τύπους για τις c′2, c
′
1 και

c′0.
Για να εκτιµήσουµε την |ϕ′(0)| χρησιµοποιούµε την ακόλουθη τεχνική τύπου Poincaré.

Από την ισότητα∫ 2π

0
(t− 2π)ϕ′′(t) dt = (t− 2π)ϕ′(t)

∣∣∣2π
0
−
∫ 2π

0
ϕ′(t) dt = 2πϕ′(0)− [ϕ(2π)− ϕ(0)]

παίρνουµε

|ϕ′(0)| 6 1

2π

(
2‖ϕ‖∞ + ‖ϕ′′‖∞ +

∫ 2π

0
|t− 2π| dt

)
=

1

π

(
‖ϕ‖∞ + π2‖ϕ′′‖∞

)
.

Αντικαθιστώντας αυτήν την ανισότητα και τις |ϕ(0)| 6 ‖ϕ‖∞ και |ϕ′′(0)| 6 ‖ϕ′′‖∞ στις
(4.2.17) και (4.2.18) παίρνουµε την (4.2.16) στο διάστηµα [−2π, 0] για κατάλληλη σταθερά
c1 > 1.

Με τον ίδιο τρόπο ορίζουµε το p2(t) στο [2π, 4π], και έτσι το λήµµα έχει αποδειχθεί.

Παρατήρηση 4.2.2. Κάνοντας προσεκτικά τις πράξεις στην προηγούµενη απόδειξη ϐλέ-
πουµε ότι η Φ ικανοποιεί την

(4.2.19) max
[−2π,4π]

|Φ(t)|+ max
[−2π,4π]

|Φ′′(t)| 6 2‖ϕ‖∞ + 8‖ϕ′′‖∞.

Λήµµα 4.2.3. ΄Εστω ϕ ∈ C2(ω), όπου ω = ωjν . Τότε,

(4.2.20) ϕ(t) =
∑
µ∈Z

γµ exp
(
i2ν

µ

3
t
)
, t ∈ ω,

όπου

(4.2.21) (1 + µ2)|γµ| 6 c2

(
max
ω
|ϕ|+ 2−2ν max

ω
|ϕ′′|

)
για κάποια σταθερά c2 > 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ω = [0, 2π]. ΄Εστω Φ η συνάρτηση που ορίσαµε στο
Λήµµα 4.2.1. Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση f(t) = Φ(3t), t ∈ I :=

[
−2π

3 ,
4π
3

]
είναι C2,

άρα αναπτύσσεται σε σειρά Fourier:

f(t) =
∑
µ∈Z

γµe
i 2π
m(I)

t
=

∞∑
µ=−∞

eiµt,
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αφού m(I) = 2π. ΄Αρα, µπορούµε να αναπτύξουµε την Φ σε σειρά Fourier στο [−2π, 4π]

γράφοντας

(4.2.22) Φ(t) =
∑
µ∈Z

γµ exp
(
i
µ

3
t
)
, t ∈ [−2π, 4π].

Ειδικότερα,

(4.2.23) ϕ(t) =
∑
µ∈Z

γµ exp
(
i
µ

3
t
)
, t ∈ [0, 2π].

Αφού Φ′′(t) = 1
9f
′′(t/3), ο µ-οστός συντελεστής Fourier της Φ′′ είναι

1

6π

∫ 4π

−2π
Φ′′(t)e−i

2π
6π
µt dt =

1

6π

∫ 4π

−2π

1

9
f ′′(t/3)e−i

µ
3
t dt

=
1

18π

∫ 4π
3

− 2π
3

f ′′(u)e−iµu du = −µ
2

9
γµ.

΄Αρα,

(4.2.24) Φ′′(t) = −
∑
µ∈Z

µ2

9
exp

(
i
µ

3
t
)
, t ∈ [−2π, 4π].

Από τα παραπάνω έπεται ότι

(4.2.25) |γµ| 6 max
[−2π,4π]

|Φ| και
µ2

9
|γµ| 6 max

[−2π,4π]
|Φ′′|

για κάθε µ ∈ Z, και από το Λήµµα 4.2.1 έχουµε

(1 + µ2)|γµ| 6 9

(
max

[−2π,4π]
|Φ|+ max

[−2π,4π]
|Φ′′|

)
(4.2.26)

6 9c1

(
max
[0,2π]

|ϕ|+ max
[0,2π]

|ϕ′′|
)
,

άρα µπορούµε να επιλέξουµε c2 = 9c1.
Αν ω 6= [0, 2π] και ϕ ∈ C2(ω) τότε η συνάρτηση

ϕ1(t) = ϕ

(
t

2ν
+ a

)
, t ∈ [0, 2π]

όπου a ∈ R τέτοιος ώστε ω = a+ 1
2ν [0, 2π], αναπτύσσεται σε σειρά Fourier όπως προηγου-

µένωσ:

ϕ1(t) =
∞∑

µ=−∞
γµe

iµ
3
t,
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µε

(1 + µ2)|γµ| 6 9c1

(
max
[0,2π]

|ϕ1|+ max
[0,2π]

|ϕ′′1|
)

για κάθε µ ∈ Z. Για κάθε t ∈ ω έχουµε

ϕ(t) = ϕ1(2ν(t− a)) =

∞∑
µ=−∞

γµe
−iµ

3
2νa ei

µ
3

2νt =

∞∑
µ=−∞

γ′µe
i2ν µ

3
t,

και για κάθε µ ∈ Z έχουµε

(1 + µ2)|γ′µ| = (1 + µ2)|γµ| 6 9c1

(
max
[0,2π]

|ϕ1|+ max
[0,2π]

|ϕ′′1|
)
.

΄Οµως, για κάθε t ∈ [0, 2π] έχουµε

|ϕ1(t)| =
∣∣∣∣ϕ( t

2ν
+ a

)∣∣∣∣ 6 max
ω
|ϕ|.

Επίσης,

|ϕ′′(t)| =
∣∣∣∣ 1

2ν
ϕ′′
(
t

2ν
+ a

)∣∣∣∣ 6 2−2ν max
ω
|ϕ′′|.

΄Αρα,
(1 + µ2)|γ′µ| 6 9c1

(
max
ω
|ϕ|+ 2−2ν max

ω
|ϕ′′|

)
για κάθε µ ∈ Z.

Λήµµα 4.2.4. Υπάρχει σταθερά c3 > 0 τέτοια ώστε, για κάθε n > 0 και ω = ωjν να ισχύει

(4.2.27) |cn·2−ν (ω, f)| 6 c3 · Cψ(n;ω)(ω, f).

Απόδειξη. Θέτουµε β = n − ψ(n;ω)2ν = n − 2ν [n · 2−ν ]. Τότε έχουµε 0 6 β < 2ν . Χρη-
σιµοποιώντας το Λήµµα 4.2.3 για τη συνάρτηση ϕ(t) = e−iβt και το ω = ωjν παίρνουµε,
για t ∈ ωjν ,

ϕ(t) = e−iβt =
∑
µ∈Z

γµ exp
(
i2ν

µ

3
t
)

=
∞∑

j=−∞
γ−j exp

(
−i2ν j

3
t

)
(4.2.28)

=
∑
µ∈Z

γ−µ exp
(
−i2ν µ

3
t
)
,

µε

(1 + µ2)|γ−µ| = (1− (−µ)2)|γ−µ| 6 c2

(
max
ω
|ϕ|+ 2−2ν max

ω
|ϕ′′|

)
(4.2.29)

6 c2(1 + 2−2νβ2) 6 c2(1 + 2−2ν22ν) = 2c2.
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Τότε, χρησιµοποιώντας και την οµοιόµορφη σύγκλιση της σειράς Fourier της ϕ παίρνουµε

cn2−ν (ω; f) =
1

m(ω)

∫
ω
e−intf◦(t)dt =

1

m(ω)

∫
ω
e−iβt exp(−iψ(n;ω)2νt)f◦(t)dt

(4.2.30)

=
∑
µ∈Z

γ−µcψ(n;ω)+µ
3
(ω; f),

άρα

|cn2−ν (ω; f)| 6
∑
µ∈Z
|γ−µ| |cψ(n;ω)+µ

3
(ω; f)|(4.2.31)

6 20c2 ·
1

10

∑
µ∈Z
|cψ(n;ω)+µ

3
(ω; f)| · 1

1 + µ2

= 20c2Cψ(n;ω)(ω; f),

και η απόδειξη είναι πλήρης.

Λήµµα 4.2.5. ΄Εστω n ∈ Z και f ∈ L2(ω), όπου ω = ωjν . ΄Εστω A,B > 0 και M > 2

σταθερές τέτοιες ώστε

(4.2.32)
∫
ω
|f(t)|2dt 6 A2m(ω)

και

(4.2.33) |cm(ω; f)| 6 B αν |n−m| 6M.

Τότε, έχουµε

(4.2.34) Cn(ω; f) 6 9

[
A√
M

+B logM

]
.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

(4.2.35) Cn(ω; f) =
1

10

∑
µ∈Z
|cn+µ

3
(ω; f)| · 1

1 + µ2

και

cn+µ
3
(ω; f) =

1

m(ω)

∫
ω
f(x) exp (−i2ν(n+ µ/3)x) dx(4.2.36)

=
1

m(ω)

∫
ω
f(x) exp(−iaµx)dx,
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όπου
aµ = 2ν

(
n+

µ

3

)
.

Γράφουµε

(4.2.37) exp(iaµx) =
∑
k∈Z

aµ,k exp(i2νkx),

όπου
(4.2.38)

aµ,k =
1

m(ω)

∫
ω

exp (i(aµ − 2νk)x) dx =
1

m(ω)

∫
ω

exp (−i2ν(k − (n+ µ/3)x) dx.

Ολοκληρώνοντας ϐλέπουµε ότι aµ,k = 0 αν k − (n + µ/3) ∈ Z \ {0}, ότι aµ,k = 1 αν
k − (n+ µ/3) = 0 και ότι

(4.2.39) |aµ,k| 6
2

2π
|k − (n+ µ/3)|−1 αν k − (n+ µ/3) /∈ Z.

Για την τελευταία ανισότητα γράφουµε

|aµ,k| =

∣∣∣∣∣ 1

m(ω)

[
exp(−i2ν(k − (n+ µ/3))x)

−i2ν(k − (n+ µ/3))

]max(ω)

min(ω)

∣∣∣∣∣
6

1

m(ω)

2

2ν |k − n− µ/3|
=

1

π

1

|k − n− µ/3|
.

Συνδυάζοντας µε τις άλλες δύο περιπτώσεις έχουµε

(4.2.40) |aµ,k| 6
4

π

1

1 + |k − (n+ µ/3)|
, µ, k ∈ Z.

Αφού f(x) =
∑
k∈Z

ck(ω; f) exp(i2νkx) µε την L2-έννοια, παίρνουµε

cn+µ
3
(ω; f) =

1

m(ω)

∫
ω

∑
k∈Z

ck(ω; f) exp(i2νkx)exp(iaµx)dx(4.2.41)

=
∑
k∈Z

1

m(ω)

∫
ω
ck(ω; f) exp(i2νkx)

∑
`∈Z

aµ,` exp(−i2ν`x)dx

=
∑
k∈Z

cµ(ω; f)aµ,k,

και έχουµε την εκτίµηση

(4.2.42) |cn+µ
3
(ω; f)| 6

∑
k∈Z
|ck(ω; f)| · |aµ,k| 6

4

π

∑
k∈Z
|ck(ω; f)| · 1

1 + |k − (n+ µ/3)|
.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:
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(α) Αν
∣∣µ

3

∣∣ 6 M
2 , αφού M > 2 έχουµε∑
|k−n|6M

|ck(ω; f)| · 1

1 + |k − n− µ/3|
6 B

∑
|k−n|6M

1

1 + |k − n− µ/3|
(4.2.43)

6 B
∑

16|`|62M

1

|`|
6 2B(1 + log 2M).

Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι µ > 0 τότε∑
|k−n|6M

1

1 + |k − n− µ/3|
=
∑
|j|6M

1

1 + |j − µ/3|

=
∑

µ/36j6M

1

1 + j − µ
3

+
∑

−M6j6µ
3

1

1− j + µ
3

6
∑

bµ/3c+16j6M

1

1 + j − µ
3

+
∑

−M6j6bµ
3
c

1

1− j + µ
3

6
M∑
`=1

1

`
+

1+M+bµ
3
c∑

`=1

1

`

6 2
2M∑
`=1

1

`
=

∑
16|`|62M

1

|`|
.

΄Αρα, ∑
|k−n|6M

|ck(ω; f)| · 1

1 + |k − n− µ/3|
6 B

∑
16|`|62M

1

|`|

6 2B

(
1 +

∫ 2M

1

1

x
dx

)
= 2B log(2M) + 2B

6 8B logM,

αν λάβουµε υπόψη µας και την M > 2 (από την οποία έπεται ότι 6 logM > 6 log 2 > 3).
Οµοίως, ∑

|k−n|>M

|ck(ω; f)| · 1

1 + |k − n− µ/3|
(4.2.44)

6

(∑
k

|ck(ω; f)|2
) 1

2

 ∑
|k−n|>M

1

(1 + |k − n− µ/3|)2

 1
2

6 A

2
∑
`>M

2

1

`2


1
2

6
√

8A
1√
M
,
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διότι : αν M > 4 τότε∑
`>M

2

1

`2
6

∑
`>bM

2
c+1

(
1

`− 1
− 1

`

)
6

1

bM2 c
6

1
M
2 − 1

6
4

M
,

ενώ αν 2 6M 6 4 και πάλι έχουµε

∑
`>M

2

1

`2
6
∞∑
`=2

1

`2
=
π2

6
− 1 6 1 6

4

M
.

Σε κάθε περίπτωση,

A

2
∑
`>M

2

1

`2


1
2

6 A

√
8

M
=
√

8A
1√
M
.

΄Ετσι παίρνουµε

(4.2.45) |cn+µ
3
(ω; f)| 6 8

(
A√
M

+B logM

)
=: q

αν
∣∣µ

3

∣∣ 6 M
2 .

(ϐ) Αν
∣∣µ

3

∣∣ > M
2 χρησιµοποιούµε την εκτίµηση

|cn+µ
3
(ω; f)| 6 A.

΄Ετσι παίρνουµε

Cn(ω; f) 6
1

10

∑
|µ3 |6M

2

|cn+µ
3
| · 1

1 + µ2
+

∑
|µ3 |>M

2

|cn+µ
3
| · 1

1 + µ2
(4.2.46)

6 q · 1

10

∑
µ∈Z

1

1 + µ2
+A · 1

10

∑
|µ3 |>M

2

1

1 + µ2

6 q +
1

5

A

M
6 q +

1

5
A

1√
M
.

Αντικαθιστώντας την τιµή του q παίρνουµε

(4.2.47) Cn(ω; f) 6 9

(
A√
M

+B logM

)
,

και έχουµε αποδείξει το λήµµα.

Λήµµα 4.2.6. Αν f(x) = eiλx και ω = ωjν τότε

(4.2.48) |2−νλ− n|Cn(ω; f) 6 1.
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Απόδειξη. Αφού |f(x)| = 1 έχουµε |cn+µ
3
(ω; f)| 6 1, άρα και Cn(ω; f) 6 1 για κάθε

n ∈ Z. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουµε την περίπτωση όπου |2−νλ− n| > 1.

(α) Αν
∣∣µ

3

∣∣ 6 1
2 |2
−νλ− n| τότε

|cn+µ
3
(ω; f)| =

∣∣∣∣ 1

m(ω)

∫
ω

exp(iλx) exp (−i2ν(n+ µ/3)x) dx

∣∣∣∣(4.2.49)

=

∣∣∣∣ 1

m(ω)

∫
ω

exp
(
i2ν(2−νλ− n− µ/3)x

)
dx

∣∣∣∣
6

1

m(ω)

∣∣∣∣∫
ω

d

dx

(
1

i2ν(2−νλ− n− µ/3)

)
dx

∣∣∣∣
=

1

m(ω)

∣∣∣∣ 1

i2ν(2−νλ− n− µ/3)
exp

(
i2ν(2−νλ− n− µ/3)

) ∣∣∣max(ω)

min(ω)

∣∣∣∣
6

1

m(ω)

1

2ν |2−νλ− n− µ/3|
· 2 6

2

m(ω)

1

2ν
1

|2−νλ− n| − |µ/3|

6
2

2π

1
1
2 |2−νλ− n|

=
2

π

1

|2−νλ− n|
,

άρα παίρνουµε

(4.2.50) |2−νλ− n| |cn+µ
3
(ω; f)| 6 |2−νλ− n| 2

2π

1

|2−νλ− n|
6

2

π
.

(ϐ) Αν
∣∣µ

3

∣∣ > 1
2 |2
−νλ− n| τότε χρησιµοποιούµε την |cn+µ

3
(ω; f)| 6 1 και παίρνουµε

|2−νλ− n|Cn(ω; f) 6 |2−νλ− n| · 1

10

∑
|µ3 |6 1

2
|2−νλ−n|

|cn+µ
3
(ω; f)| · 1

1 + µ2
(4.2.51)

+ |2−νλ− n| · 1

10

∑
|µ3 |> 1

2
|2−νλ−n|

|cn+µ
3
(ω; f)| · 1

1 + µ2

6
2

π

1

10

∑
µ∈Z

1

1 + µ2
+ |2−νλ− n| · 1

10

∑
|µ3 |> 1

2
|2−νλ−n|

1

1 + µ2
.

Για το τελευταίο άθροισµα έχουµε
1

10

∑
|µ3 |> 1

2
|2−νλ−n|

1

1 + µ2
=

1

5

∑
µ> 3

2
|2−νλ−n|

1

1 + µ2
6

1

5

∑
µ>|2−νλ−n|

1

1 + µ2

6
1

5

∫ ∞
b|2−νλ−n|c

1

1 + x2
dx 6

1

5

∫ ∞
1

1

1 + x2
dx

=
1

5

(π
2
− π

4

)
=

π

20
<

1

5
.

΄Επεται ότι
|2−νλ− n|Cn(ω; f) 6

2

π
+

1

5
< 1,

το οποίο αποδεικνύει το λήµµα.
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4.3 Οι συναρτήσεις S∗n(x; f ;ω∗) και ο τελεστής M ∗

΄Εστω p ∈ (1,∞) και έστωM η κλάση των µετρήσιµων συναρτήσεων µε τιµές στο [0,∞].
Στην Παράγραφο 2.4 ορίσαµε έναν τελεστή M : Lp[−π, π]→M ϑέτοντας

Mf(x) = sup
n>0
|Sn(x; f)|,

όπου Sn(x; f) είναι το µερικό άθροισµα

Sn(x; f) =
n∑

k=−n
cke

ikx, x ∈ [−π, π], n > 0,

της σειράς Fourier της f . Παρατηρήστε ότι

(4.3.1) Sn(x; f)− Sn−1(x; f) = cne
inx + c−ne

−inx, n ∈ N.

΄Εχουµε ακόµα την εκκρεµότητα να δείξουµε το Θεώρηµα 2.4.1, δηλαδή ότι ο M είναι
τύπου p για κάθε p ∈ (1,∞). Αντί να δώσουµε ευθεία απόδειξη ϑα ορίσουµε σε αυτήν την
παράγραφο έναν άλλο τελεστή M∗ : Lp[−π, π]→M και ϑα αποδείξουµε ότι

(4.3.2) ‖Mf‖p 6 5‖f‖p + ‖M∗f‖p,

όπου, όπως πάντα, µε ‖ · ‖p συµβολίζουµε την p-νόρµα στον Lp[−π, π]. Με τον τελεστή
M∗ ϑα ασχοληθούµε στο Κεφάλαιο 5. Σηµειώνουµε ότι δεν ϑα αποδείξουµε ότι οM∗ είναι
τύπου p, αλλά µόνο ότι είναι περιορισµένου τύπου p για κάθε p ∈ (1,∞).

΄Εστω f ∈ L1(−π, π] µια πραγµατική συνάρτηση στον L1. Γράφοντας f◦ ∈ L1(−4π, 4π]

εννοούµε την περιοδική επέκταση της f στο ω∗−1 = (−4π, 4π].

Ο ορισµος του M∗ εξαρτάται ισχυρά από το µετασχηµατισµό Hilbert. ΄Εστω ω∗ ένα
smoothing διάστηµα, του τύπου που ορίστηκε στην Παράγραφο 4.1, και έστω n ∈ Z.
Ορίζουµε τις συναρτήσεις S∗n(x; f ;ω∗) στο (−π, π] ϑέτοντας

(4.3.3) S∗n(x; f ;ω∗) =
1

π
(pv)

∫
ω∗

e−intf◦(t)

x− t
dt, x ∈ (−π, π].

∆ηλαδή, η S∗n(x; f ;ω∗) είναι ο µετασχηµατισµός Hilbert της e−inxf◦(x)χω∗(x).
Αφού η f παίρνει πραγµατικές τιµές, παίρνουµε αµέσως

S∗−n(x; f ;ω∗) = S∗n(x; f ;ω∗), n ∈ Z,

όπου z είναι ο µιγαδικός συζυγής του z. Ειδικότερα,

|S∗−n(x; f ;ω∗)| = |S∗n(x; f ;ω∗)|, n ∈ Z.
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Ο τελεστής M∗ : Lp(−π, π]→M ορίζεται τώρα ως εξής:

(4.3.4) M∗f(x) = sup
n∈Z
|S∗n(x; f ;ω∗−1)| = sup

n>0
|S∗n(x; f ;ω∗−1)|.

Σηµειώνουµε ότι ο M∗ ορίζεται µόνο µέσω του ω∗−1 = (−4π, 4π], αλλά για να εκτιµήσουµε
τον M∗ ϑα χρειαστεί να µελετήσουµε την S∗n(x; f ;ω∗) για γενικά ω∗.

΄Εστω Dn(y), n > 0, ο πυρήνας του Dirichlet, ο οποίος ορίζεται από την

Dn(y) =
sin
(
n+ 1

2

)
y

2 sin y
2

για y ∈ [−π, π] \ {0}, και την Dn(0) = n+ 1
2 .

΄Ενα κλασικό αποτέλεσµα, το οποίο επαληθεύεται εύκολα, µας λέει ότι, για κάθε n > 0,

Sn(x; f) =
n∑

k=−n
cke

ikx =
1

π

∫
|x−t|<π

f◦(t)Dn(x− t) dt.

Για να αποδείξουµε την (4.3.2) ϑα προσπαθήσουµε να εκτιµήσουµε το |Sn(x; f)| µέσω των
‖f‖1 6 (2π)

1− 1
p ‖f‖p και |S∗n(x; f ;ω∗−1)|. Για το σκοπό αυτό εισάγουµε έναν άλλο πυρήνα

Fn(y), n > 0, ϑέτοντας

Fn(y) =
sinny

y

για y ∈ [−π, π] \ {0}, και Fn(0) = n.
Τότε, σχεδόν για κάθε x ∈ (−π, π],

1

π

∫
|x−t|<π

f◦(t)Fn(x− t) dt =
1

π
(pv)

∫
|x−t|<π

ein(x−t) − e−in(x−t)

2i(x− t)
f◦(t) dt(4.3.5)

=
einx

2πi
(pv)

∫
|x−t|<π

e−intf◦(t)

x− t
dt− e−inx

2πi
(pv)

∫
|x−t|<π

eintf◦(t)

x− t
dt.

Τώρα, για κάθε m ∈ Z,

1

π
(pv)

∫
|x−t|<π

e−imtf◦(t)

x− t
dt = S∗m(x; f ;ω∗−1)− 1

π

∫
|x−t|>π
|t|<4π

e−imtf◦(t)

x− t
dt,

και από την (4.3.5) παίρνουµε την εκτίµηση

(4.3.6)

∣∣∣∣∣ 1π
∫
|x−t|<π

f◦(t)Fn(x− t) dt

∣∣∣∣∣ 6 |S∗n(x; f ;ω∗−1)|+ 4

π2
‖f‖1.

Λήµµα 4.3.1. Για κάθε y ∈ [−π, π] και για κάθε n > 0 έχουµε

|Dn(y)− Fn(y)| < 1.



80 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ HILBERT

Απόδειξη. Ορίζουµε µια συνάρτηση g(y) µε

g(y) =
1

2
cot

y

2
− 1

y

για y ∈ [−π, π]\{0}, και g(0) = 0. Εύκολα ελέγχουµε ότι η g είναι συνεχής και ϕθίνουσα.
Ειδικότερα, |g(y)| 6 1

π για κάθε y ∈ [−π, π]. Στην περίπτωση y = 0 το λήµµα ισχύει
τετριµµένα. Για y 6= 0 παίρνουµε

Dn(y) =
sin
(
n+ 1

2

)
y

2 sin y
2

=
1

2
sin(ny) cot

y

2
+

1

2
cos(ny)

= sin(ny)

(
1

2
cot

y

2
− 1

y

)
+

sin(ny)

y
+

1

2
cos(ny)

= g(y) · sin(ny) + Fn(y) +
1

2
cos(ny),

άρα

|Dn(y)− Fn(y)| 6 |g(y)|+ 1

2
6

1

π
+

1

2
< 1.

Θεώρηµα 4.3.2. Αν f ∈ Lp(−π, π], 1 < p 6∞, τότε

‖Mf‖p 6 5‖f‖p + ‖M∗f‖p.

Απόδειξη. Για κάθε n > 0 και για κάθε x ∈ (−π, π] έχουµε

Sn(x; f) =
1

π

∫
|x−t|<π

f◦(t)Dn(x− t) dt

=
1

π

∫
|x−t|<π

f◦(t)(Dn(x− t)− Fn(x− t)) dt+
1

π

∫
|x−t|<π

f◦(t)Fn(x− t) dt.

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.3.1 και την (4.3.6) παίρνουµε λοιπόν την ακόλουθη εκτίµηση
σχεδόν για κάθε x ∈ (−π, π]:

|Sn(x; f)| 6 1

π
· 1 · ‖f‖1 + |S∗n(x; f ;ω∗−1)|+ 4

π2
‖f‖1

6
1

π

(
1 +

4

π

)
· (2π)

1− 1
p ‖f‖p + |S∗n(x; f ;ω∗−1)|,

άρα

Mf(x) = sup
n>0
|Sn(x; f)| 6 1

π

(
1 +

4

π

)
· (2π)

1− 1
p ‖f‖p +M∗f(x)
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σχεδόν παντού, απ΄ όπου παίρνουµε, χρησιµοποιώντας την ανισότητα Minkowski,

‖Mf‖p 6
1

π

(
1 +

4

π

)
· (2π)

1− 1
p (2π)

1
p ‖f‖p + ‖M∗f‖p

= 2

(
1 +

4

π

)
‖f‖p + ‖M∗f‖p 6 5‖f‖p + ‖M∗f‖p.

Θα δώσουµε τώρα κάποιες εκτιµήσεις για την S∗n(x; f ;ω∗), όπου ω∗ = ωjν∪ωj+1,ν είναι
οποιοδηποτε smoothing διάστηµα που αποτελείται από δύο γειτονικά δυαδικά διαστήµατα
ωjν και ωj+1,ν , µε καθένα από αυτά µήκους 2π · 2−ν . ΄Εστω f ∈ L1(−π, π]. Σε αυτήν την
παραγραφο ϑεωρούµε την

S∗n(x; f ;ω∗) =
1

π
(pv)

∫
ω∗

e−intf◦(t)

x− t
dt

για διάφορες τιµές του n. Λόγω της S∗−n(x; f ;ω∗) = S∗n(x; f ;ω∗), µπορούµε στα επόµενα
να ϑεωρήσουµε µόνο n, n0 > 0.

Λήµµα 4.3.3. ΄Εστω n, n0 ∈ N και ας υποθέσουµε ότι υπάρχει m0 > 0 τέτοιος ώστε n0 =

2ν+1m0. Αν |n− n0| 6 2ν+1 τότε

|einxS∗n(x; f ;ω∗)− ein0xS∗n0
(x; f ;ω∗)|

6 c4 max
{
Cψ(n0;ωjν)(ωjν ; f), Cψ(n0;ωj+1,ν)(ωj+1,ν ; f)

}
όπου c4 είναι µια σταθερά ανεξάρτητη από τα n, n0,m0, ν και ω∗.

Απόδειξη. Σηµειώνουµε ότι (ϐλέπε (4.2.1)) ισχύει ψ(n0;ωjν) = ψ(n0;ωj+1,ν) = 2m0. Πρώ-
τα ϑεωρούµε τη συνάρτηση Φ(u) που ορίζεται από την

Φ(u) =
eiu − 1

u

για u ∈ R \ {0}, και την Φ(0) = i. Τότε, Φ ∈ C∞(R), Φ(u) → 0 και Φ′′(u) → 0 όταν
u→ ±∞, άρα ‖Φ‖∞, ‖Φ′′‖∞ 6 c′1 για κάποια σταθερά c′1 > 0.

Τώρα, ορίζουµε

ϕ(t) =
1

t
(exp(i(n− n0)t)− 1) = (n− n0)Φ((n− n0)t),

µε την τετριµµένη τροποποίηση όταν t = 0. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι

‖ϕ‖∞ = |n− n0| · ‖Φ‖∞ 6 2 · 2νc′1
‖ϕ′′‖∞ = |n− n0|3 · ‖Φ′′‖∞ 6 8 · 23ν · c′1.
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Ας ϑεωρήσουµε το ωjν . Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.2.3 έχουµε

ϕ(t) =
∑
µ∈Z

γµ exp
(
i2ν · µ

3
t
)
, t ∈ {x} − ωjν ,

όπου

(1 + µ2)|γµ| 6 c2

(
max
ωjν
|ϕ|+ 2−2ν max

ωjν
|ϕ′′|

)
(4.3.7)

6 c2

(
2 · 2νc′1 + 8 · 2νc′1

)
= c′2 · 2ν .

΄Εχουµε

∆j = einx
∫
ωjν

e−intf◦(t)

x− t
dt− ein0x

∫
ωjν

e−in0tf◦(t)

x− t
dt

=

∫
ωjν

(
ein(x−t) − ein0(x−t)

) f◦(t)
x− t

dt

=

∫
ωjν

ein0(x−t)ϕ(x− t)f◦(t) dt

=
∑
µ∈Z

γµ

∫
ωjν

exp
(
i
(
n0 + 2ν

µ

3

)
(x− t)

)
f◦(t) dt

=
∑
µ∈Z

γµ exp
(
i
(
n0 + 2ν

µ

3

)
x
)∫

ωjν

exp
(
−i
(
n0 + 2ν

µ

3

)
t
)
f◦(t) dt

=
∑
µ∈Z

γµ exp
(
i
(
n0 + 2ν

µ

3

)
x
)
· c2m0+µ

3
(ωjν ; f) ·m(ωjν),

όπου χρησιµοποιήσαµε την (4.2.3). ΄Αρα, από την (4.3.7),

|∆j | 6 m(ωjν)
∑
µ∈Z
|γµ| ·

∣∣∣c2m0+µ
3
(ωjν ; f)

∣∣∣(4.3.8)

6 m(ωjν)
∑
µ∈Z

c′2 · 2ν

1 + µ2
·
∣∣∣c2m0+µ

3
(ωjν ; f)

∣∣∣
= 2π · 10c′2 · C2m0(ωjν ; f) = 20π · c′2 · C2m0(ωjν ; f).

΄Οµοια, αν

∆j+1 = einx
∫
ωj+1,ν

e−intf◦(t)

x− t
dt− ein0x

∫
ωj+1,ν

e−in0tf◦(t)

x− t
dt,

έχουµε και την

|∆j+1| 6 20π · c′2 · C2m0(ωj+1,ν ; f),
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άρα

|einxS∗n(x; f ;ω∗)− ein0xS∗n0
(x; f ;ω∗)|

6 40c′2 max {C2m0(ωjν ; f), C2m0(ωj+1,ν ; f)} ,

και έχουµε αποδείξει το λήµµα µε c4 = 40c′2.

Παρατήρηση 4.3.4. Εξετάζοντας προσεκτικά τη συνάρτηση Φ της προηγούµενης απόδει-
ξης ϐλέπουµε ότι µπορούµε να επιλέξουµε c4 = 13500.

Παρατήρηση 4.3.5. Για µελλοντική χρήση σηµειώνουµε ότι η (4.3.8) εξακολουθεί να
ισχύει αν αντικαταστήσουµε το ωjν µε ένα από τα δυαδικά του υποδιαστήµατα του επιπέδου
ν + 1. Αν ωk,ν+1 είναι ένα από αυτά τα υποδιαστήµατα, τότε∣∣∣∣∣einx

∫
ωk,ν+1

e−intf◦(t)

x− t
dt− ein0x

∫
ωk,ν+1

e−in0tf◦(t)

x− t
dt

∣∣∣∣∣(4.3.9)

6 20π · c′2 · Cm0(ωk,ν+1; f).

Πόρισµα 4.3.6. ΄Εστω ω∗ = ωjν ∪ωj+1,ν και n0 = m02ν+1 για κατάλληλοm0 > 0. ΄Εστω

F ⊆ (−π, π] ένα µετρήσιµο σύνολο. Αν |n− n0| 6 2ν+1 τότε∣∣∣ |S∗n(x;χF ;ω∗)| − |S∗n0
(x;χF ;ω∗)|

∣∣∣ 6 c4 max {C2m0(ωjν ;χF ), C2m0(ωj+1,ν ;χF )} ,

όπου c4 > 0 είναι η σταθερά στο Λήµµα 4.3.3.

Απόδειξη. Το πόρισµα προκύπτει άµεσα από το Λήµµα 4.3.3, αφού∣∣∣ |S∗n(x;χF ;ω∗)| − |S∗n0
(x;χF ;ω∗)|

∣∣∣ =
∣∣∣ |einxS∗n(x;χF ;ω∗)| − |ein0xS∗n0

(x;χF ;ω∗)|
∣∣∣

6 |einxS∗n(x;χF ;ω∗)− ein0xS∗n0
(x;χF ;ω∗)|.

Λήµµα 4.3.7. Υποθέτουµε ότι n0 = 2ν+1m0 για κατάλληλο m0 ∈ N. Αν |n − n0| 6 2ν+1

τότε

|einxS∗n(x; f ;ω∗)− ein0xS∗n0
(x; f ;ω∗)| 6 c5Cψ∗(n0;ω∗)(ω

∗; f) = c5C
∗
m0

(ω∗; f).

Απόδειξη. ΄Εστω ω∗ = ω1∪ω2∪ω3∪ω4, όπου 4m(ωj) = m(ω∗) = 4·2π ·2−(ν+1), 1 6 j 6 4,
δηλαδή το ωj ανήκει στο επίπεδο ν + 1. Τότε, από την (4.2.11),

C∗m0
(ω∗; f) = max{Cm0(ωj ; f) : j = 1, . . . , 4},
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άρα, χρησιµοποιώντας την (4.3.9) παίρνουµε

|einxS∗n(x; f ;ω∗)− ein0xS∗n0
(x; f ;ω∗)| 6 4 · 20c′2C

∗
m0

(ω∗; f).

Παρατήρηση 4.3.8. Χρησιµοποιώντας την ακριβή τιµή της c′2 παίρνουµε c5 = 80c′2 6

27000.

Λήµµα 4.3.9. ΄Εστω ω∗ ένα smoothing διάστηµα και έστω m,n ∈ Z. Αν το x ανήκει στο

µεσαίο µισό του ω∗, τότε

|S∗n(x; eimx;ω∗)| 6 3.

Απόδειξη. ΄Εστω ω∗ το µεγαλύτερο υποδιάστηµα του ω∗ της µορφής ω∗ = (x − a, x + a].
Τότε, ένα εκ των x − a και x + a είναι άκρο του ω∗. ΄Ετσι, το ω∗ \ ω∗ είναι διάστηµα και
έχουµε τα ακόλυθα για το S∗n(x; eimx;ω∗):

|S∗n(x; eimx;ω∗)| =
∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
ω∗

e−inteimt

x− t
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
ω∗

e−inteimt

x− t
dt+

1

π

∫
ω∗\ω∗

e−inteimt

x− t
dt

∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
ω∗

e−inteimt

x− t
dt

∣∣∣∣+
1

π

∫
ω∗\ω∗

1

|x− t|
dt.

Για να εκτιµήσουµε τον δεύτερο όρο παρατηρούµε ότι αν t ∈ ω∗ \ ω∗ τότε |x− t| > a, και

a = dist(x, ∂(ω∗)) >
1

4
m(ω∗)

γιατί το x ϐρίσκεται στο µεσαίο µισό του ω∗. ΄Αρα,

1

π

∫
ω∗\ω∗

1

|x− t|
dt 6

1

π

∫
ω∗\ω∗

1

a
dt =

m(ω∗ \ ω∗)
πa

=
m(ω∗)− 2a

πa
(4.3.10)

6
4a− 2a

πa
=

2

π
< 1.
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Για να εκτιµήσουµε τον πρώτο όρο γράφουµε∣∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
ω∗

ei(m−n)t

x− t
dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
ω∗

ei(m−n)t

x− t
dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1πei(m−n)x(pv)

∫
ω∗

ei(m−n)(t−x)

x− t
dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1π (pv)

∫ a

−a

ei(m−n)t

−t
dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫ a

−a

sin((m− n)t)

t
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 2π (pv) lim
ε→0+

∫ a(m−n)

ε

sinu

u
du

∣∣∣∣∣
6

2

π
· π = 2.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι |S∗n(x; eimx;ω∗)| 6 3.





Κεφάλαιο 5

Απόδειξη του ϑεωρήµατος

Carleson-Hunt

5.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το Κεφάλαιο ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα 2.4.1, και έτσι ϑα ολοκληρώσουµε την
απόδειξη του ϑεωρήµατος Carleson-Hunt. Χρειαζόµαστε όµως, προηγουµένως, αρκετά
τεχνικά αποτελέσµατα. ΄Οπως αναφέραµε στην εισαγωγή της Παραγράφου 4.3, ϑα απο-
δείξουµε ότι ο τελεστής M∗ που ορίστηκε στην (4.3.4) είναι περιορισµένου τύπου p για
κάθε 1 < p < ∞, για να µπορέσουµε να εφαρµόσουµε τα ϑεωρήµατα παρεµβολής του
Κεφαλαίου 2. Στόχος µας είναι λοιπόν να αποδείξουµε ότι, για κάθε 1 < p <∞, υπάρχει
µια σταθερά Bp > 0 τέτοια ώστε

(5.1.1) m({x ∈ (−π, π] : M∗χ◦F (x) > y}) 6 Bp
py
−pm(F )

για κάθε y > 0 και για κάθε µετρήσιµο σύνολο F ⊆ (−π, π]. Θα ορίσουµε ένα σύνολο
EN ⊆ (−4π, 4π] για κάθε N ∈ N, τέτοιο ώστε

(5.1.2) |S∗n(x;χF ;ω∗−1)| 6 y

για κάθε x ∈ (−π, π] \ EN και |n| 6 N , και

(5.1.3) m(EN ) 6 Bp
py
−pm(F ).

Είναι ϕανερό ότι η (5.1.1) προκύπτει από τις (5.1.2) και (5.1.3). Το σύνολοEN ϑα προκύψει
ως ένωση άλλων συνόλων: των S∗ και V ∗L που ορίζονται στην Παράγραφο 5.2, των Y ∗ και
X∗ που ορίζονται στην Παράγραφο 5.3, και των T ∗ και U∗ που ορίζονται στην παράγραφο
5.6. Για καθένα από αυτά τα σύνολα αποδεικνύουµε µια εκτίµηση όµοια µε την (5.1.3).

87
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Για να ορίσουµε το X∗ πρέπει να εισάγουµε κάποιες ϐοηθητικές συναρτήσεις Pk(x;ω)

στην Παράγραφο 5.3 και να αποδείξουµε κάποιες εκτιµήσεις γι΄ αυτές στην Παράγραφο
5.4. Θα χρησιµοποιήσουµε αυτές τις συναρτήσεις για να ορίσουµε κάποια σύνολα δεικτών
G∗k και G̃, τα οποία ϑα χρειαστούν για να ορίσουµε µια διάσπαση Ω(p∗; k) του διαστήµατος
ω∗ σε ξένα υποδιαστήµατα, στα οποία η C∗ψ∗(n;ω∗)(ω

∗;χ◦F ) συµπεριφέρεται αρκετά καλά.
Στην Παράγραφο 5.8 δίνουµε την τελική εκτίµηση για το S∗n(x;χF ;ω∗−1), η οποία µας
ϐοηθάει να δείξουµε ότι ο M∗ είναι περιορισµένου τύπου p, πριν όµως από αυτό, στην
Παράγραφο 5.7 έχουµε δώσει µια αρκετά τεχνική απόδειξη κάποιων εκτιµήσεων για τα
στοιχεία που δεν περιέχονται στο G∗kL.

Αν το F έχει µηδενικό µέρο τότε S∗n(x;χF ;ω∗−1) = 0, άρα M∗χF = 0. Στις επόµενες
παραγράφους υποθέτουµε λοιπόν ότι µας έχουν δοθεί N ∈ N, 1 < p < ∞, y > 0 και ένα
µετρήσιµο σύνολο F ⊆ (−π, π] µε m(F ) > 0.

5.2 Κατασκευή των συνόλων S∗ και V ∗L

Συµβολίζουµε µε ω τα δυαδικά διαστήµατα και µε ω∗ τα smoothing διαστήµατα. Για δοθέν
ω ϑεωρούµε το διάστηµα

Iω := {x ∈ (−2π, 2π] : dist(x, ω) 6 3m(ω)}

και συµβολίζουµε µε ω̃ το διάστηµα

(5.2.1) ω̃ = Iω \ {xIω},

όπου xIω είναι το αριστερό άκρο του Iω. ∆ηλαδή, ϕυσιολογικά το ω̃ είναι η ένωση επτά
γειτονικών δυαδικών διαστηµάτων του ιδίου επιπέδου, µε το ω να είναι το µεσαίο από αυτά.
Αν το ω ϐρίσκεται πολύ κοντά σε κάποιο από τα άκρα του (−2π, 2π], τότε το ω̃ είναι και
πάλι η ένωση κάποιων γειτονικών δυαδικών διαστηµάτων, όµως το πλήθος τους ενδέχεται
να είναι µικρότερο από επτά.

Ορίζουµε

(5.2.2) S =
⋃{

ω :
1

yp

∫
ω
χ◦F (x) dx > m(ω)

}
και S∗ =

⋃
ω⊆S

ω̃.

Παρατηρήστε ότι αν y > 1 τότε S = ∅, άρα και S∗ = ∅. Πράγµατι, αν y > 1 τότε προφανώς
ισχύει

1

yp

∫
ω
χ◦F (x) dx < 1 ·m(ω).

Γενικά, έχουµε την ακόλουθη εκτίµηση:
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Θεώρηµα 5.2.1. Ισχύει η ανισότητα

m(S∗) 6 14y−pm(F ).

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι το S είναι ξένη ένωση δυαδικών διαστηµάτων ω που
ικανοποιούν τη συνθήκη

y−p
∫
ω
χ◦F (x) dx > m(ω).

Ορίζουµε

F =

{
ω : ω δυαδικό διάστηµα και y−p

∫
ω
χ◦F (x) dx > m(ω)

}
.

Τότε, S =
⋃
{ω : ω ∈ F}. Θέτουµε

S1 =
⋃{

ω : y−p
∫
ω
χ◦F (x) dx > m(ω) και m(ω) = π

}
και

S2 =
⋃{

ω ∈ F : m(ω) =
2π

22
και ω ∩ S1 = ∅

}
.

∆ηλαδή, το S2 είναι η ένωση των διαστηµάτων της οικογένειας F του επιπέδου ν = 2 για τα
οποία δεν υπάρχει κάποιο άλλο δυαδικό διάστηµα το οποίο να ϐρίσκεται γνήσια υπεράνω
αυτού και να ικανοποιεί τη συνθήκη ορισµού της F . Με άλλα λόγια, για κάθε ω ∈ S2

έχουµε ω ∈ F και δεν υπάρχει δυαδικό διάστηµα ω′ ∈ S1 τέτοιο ώστε ω′ ⊃ ω.
Στη συνέχεια, επαγωγικά ορίζουµε

Sn =
⋃{

ω ∈ F : m(ω) =
2π

2n
και ω ∩ (S1 ∪ · · · ∪ Sn−1) = ∅

}
.

Παρατηρούµε ότι, από τον ορισµό τους, τα σύνολα Sn είναι ξένα και

S =

∞⋃
n=1

Sn.

Πράγµατι, αν ω ∈ F τότε ϑεωρούµε το δυαδικό διάστηµα ω′ ⊆ ω το οποίο ανήκει στην
F και έχει το µέγιστο δυνατό µήκος. Τότε, δεν υπάρχει δυαδικό διάστηµα το οποίο να
περιέχει γνήσια το ω′ και να ανήκει στην F . ΄Ετσι, αν ν είναι το επίπεδο του ω′ έχουµε
ω′ ∈ Sν ⊆

⋃∞
n=1 Sn, άρα ω ⊆

⋃∞
n=1 Sn. Αυτό αποδεικνύει ότι

S =
⋃
{ω : ω ∈ F} ⊆

∞⋃
n=1

Sn.
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Αντίστροφα, για κάθε n έχουµε Sn ⊆ {ω : ω ∈ F}, άρα Sn ⊆ S. ΄Επεται ότι
∞⋃
n=1

Sn ⊆ S.

Προφανώς, κάθε Sn είναι ξένη ένωση δυαδικών διαστηµάτων αφού το Sn είναι ένωση δυα-
δικών διαστηµάτων του ιδίου επιπέδου n. Αν ονοµάσουµε F ′ την (αριθµήσιµη) οικογένεια
όλων των στοιχείων της F που η ένωσή τους δίνει το S, τότε S =

⋃
ω∈F ′ ω, άρα

S∗ =
⋃
ω⊆S

ω̃ =
⋃
ω∈F

ω̃ =
⋃
ω∈F ′

ω̃.

΄Αρα,

m(S∗) 6
∑
ω∈F ′

m(ω̃) 6
∑
ω∈F ′

7m(ω) = 7
∑
ω∈F ′

m(ω)

= 7
∑
ω∈F ′

y−p
∫
ω
χ◦F (x) dx = 7y−p

∫
∪ω:ω∈F ′

χ◦F (x) dx

6 7y−p
∫ 2π

−2π
χ◦F (x) dx = 14y−p

∫ π

−π
χF (x) dx = 14y−pm(F ).

Στη συνέχεια ϑεωρούµε µόνο τα δυαδικά διαστήµατα ω τα οποία δεν περιέχονται στο
S. Με ‖ · ‖p,ω συµβολίζουµε την Lp-νόρµα πάνω από το ω.

Λήµµα 5.2.2. Αν ω 6⊂ S τότε

(5.2.3) ‖χ◦F ‖p,ω < [m(ω)]1/py

και

(5.2.4) Cn(ω;χ◦F ) < y

για κάθε n ∈ Z.

Απόδειξη. Από την (5.2.2) έχουµε ότι αν ω 6⊂ S τότε

1

yp

∫
ω
χ◦F (x) dx < m(ω),

και από την |χ◦F (x)|p = χ◦F (x) προκύπτει αµέσως η (5.2.3).
Χρησιµοποιώντας την (4.2.7), την ανισότητα του Holder και την (5.2.3) παίρνουµε

0 6 Cn(ω;χ◦F ) 6
1

m(ω)

∫
ω
|χ◦F (x)| dx 6

1

m(ω)
[m(ω)]1/q‖χ◦F ‖p,ω < y.
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Λήµµα 5.2.3. Υποθέτουµε ότι ω∗ 6⊂ S∗ και χ◦F · χω∗ 6≡ 0. Για κάθε n ∈ Z µπορούµε να

ϐρούµε k ∈ N τέτοιον ώστε

(5.2.5) 2−ky 6 C∗n(ω∗;χ◦F ) < 2 · 2−ky.

Απόδειξη. Παίρνοντας υπόψη την ισοδυναµία των (4.2.12) και (4.2.13) και τον ορισµό της
C∗n(ω∗;χF ) ϐλέπουµε ότιC∗n(ω∗;χF ) > 0 για κάθε n ∈ Z. Είναι λοιπόν ϕανερό ότι υπάρχει
k ∈ Z τέτοιος ωστε να ικανοποιείται η (5.2.5). Μένει να δείξουµε ότι k ∈ N.

Από τη συνθήκη ω∗ 6⊂ S∗ ϐλέπουµε ότι ω 6⊂ S για καθένα από τα τέσσερα υποδιαστή-
µατα ω ⊂ ω∗ για τα οποία 4m(ω) = m(ω∗). Από το Λήµµα 5.2.2 έπεται ότι Cn(ω;χ◦F ) < y

για καθένα από αυτά τα υποδιαστήµατα, άρα

0 < C∗n(ω∗;χ◦F ) = max{Cn(ω;χ◦F ) : ω ⊂ ω∗, 4m(ω) = m(ω∗)} < y,

και η (5.2.5) µπορεί να ισχύει µόνο για κάποιον k ∈ N.

Λήµµα 5.2.4. Αν ω∗ 6⊂ S∗ τότε για κάθε p ∈ (1,∞) υπάρχει ϕυσικός L = L(p) ∈ N τέτοιος

ώστε

2−ky 6 C∗n(ω∗;χ◦F ) =⇒ yp/2 6 2Lk/4y.

Μπορούµε να επιλέξουµε

(5.2.6) L = L(p) =


⌊

2
p−1

⌋
, αν 1 < p < 51

50

100 , αν 51
50 6 p 6 50

b2pc , αν 50 < p <∞.

Απόδειξη. Αν ω∗ 6⊂ S∗ τότε ω 6⊂ S για καθένα από τα τέσσερα υποδιαστήµατα ω ⊂ ω∗ για
τα οποία 4m(ω) = m(ω∗). ΄Αρα,

Cn(ω;χ◦F ) 6
1

m(ω)

∫
ω
χ◦F (x) dx < yp,

από την (4.2.7) και τον ορισµό του S. ΄Επεται ότι

(5.2.7) 2−ky 6 C∗n(ω∗;χ◦F ) = max{Cn(ω;χ◦F ) : ω ⊂ ω∗, 4m(ω) = m(ω∗)} < yp.

Από την (5.2.7) συµπεραίνουµε ότι y > 2−k/(p−1).

(α) Αν 1 < p 6 2 τότε p
2 − 1 6 0, άρα

y
p
2
−1 6 2

− k
p−1

p−2
2 = 2

2−p
2(p−1)

k
,

άρα το Λήµµα έπεται σε αυτήν την περίπτωση αν L(p) > 2(2−p)
p−1 , για παράδειγµα αν

ϑέσουµε

L(p) = max

{⌊
2

p− 1

⌋
, 100

}
, 1 < p 6 2.
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(ϐ) Αν 2 < p <∞, χρησιµοποιώντας την

Cn(ω;χ◦F ) 6
1

m(ω)

∫
ω
χ◦F (x) dx 6 1

ϐλέπουµε ότι 2−ky 6 C∗n(ω;χ◦F ) 6 1, απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι y 6 2k. Αφού p
2 − 1 > 0,

παίρνουµε
y
p
2
−1 6 2

p−2
2
k.

΄Ετσι, σε αυτήν την περίπτωση µπορούµε να επιλέξουµε L(p) > 2(p− 2), για παράδειγµα
L(p) = max{b2pc, 100}.

Σηµείωση. Οι λόγοι για τους οποίους επιλέγουµε τον L(p) να είναι µεγαλύτερος ή ίσος του
100 είναι τεχνικοί και ϑα ϕανούν αργότερα. Εξετάζοντας πιο προσεκτικά τα σηµεία στα
οποία αυτή η συνθήκη ϑα χρειαστεί, µπορούµε να δούµε ότι ϑα µας αρκούσε η L(p) > 36.

Αφού η συνάρτηση h1(p) = 2
p−1 , p ∈ (1,∞), ϕθίνει από το +∞ στο 0, µπορούµε να

επιλέξουµε την τιµή p = 51
50 για την οποία h1(p) = 100. Από την άλλη πλευρά, η συνάρτηση

h2(p), p ∈ (1,∞), αυξάνει από το 2 στο +∞, άρα µπορούµε να επιλέξουµε την τιµη p = 50

για την οποία h2(p) = 100. Για να συµβιβάσουµε τους δύο κλάδους ορίζουµε L(p) = 100

για κάθε 51
50 < p < 50, έτσι ώστε να έχουµε L(p) > 100 για κάθε 1 < p <∞.

Ορίζουµε

(5.2.8) V ∗L = {x ∈ ω∗−1 : Ĥχ◦F (x) > Ly},

όπου L = L(p) είναι η σταθερά που ορίστηκε στην (5.2.6), και Ĥχ◦F είναι ο τροποποιηµένος
µεγιστικός µετασχηµατισµός Hilbert της χ◦F ως προς το ω∗−1.

Θεώρηµα 5.2.5. Ισχύει η ανισότητα

m(V ∗L ) 6 4

(
A∗p
L

)p
y−pm(F ).

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 4.1.3 έπεται ότι ο Ĥ είναι τύπου p για κάθε p ∈ (1,∞), δηλαδή

‖Ĥf‖p 6 A∗p‖f‖p,

άρα και ασθενούς τύπου p. Αφού m(V ∗L ) = λ
Ĥχ◦F

(Ly), ϐλέπουµε ότι

m(V ∗L ) 6 (A∗p)
p(Ly)−p‖χ◦F ‖

p
p,ω∗−1

= 4

(
A∗p
L

)p
y−pm(F ).
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5.3 Τα σύνολα Gk, Y ∗, X∗k και X∗

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα ορίσουµε το σύνολο στο οποίο οι συντελεστές Fourier της χF
(χοντρικά) είναι αρκετά µεγάλοι, και ϑα αποδείξουµε ότι αυτό το σύνολο ικανοποιεί µια
εκτίµηση παρόµοια µε αυτήν που αποδείξαµε στο Θεώρηµα 5.2.1 για το S∗.

Πρώτα ϑεωρούµε τα ωr0, r = 1, 2, όπου ω10 = (−2π, 0] και ω20 = (0, 2π] (ϐλέπε
(4.1.1)). Αν f ∈ L2(−π, π], έχουµε µια σειρά Fourier για την f , η οποία συγκλίνει στον
L2(−π, π], άρα ∑

n∈Z
|cn(ωr0; f)|2 <∞.

΄Ετσι, για κάθε α > 0, η ανισότητα |cn(ωr0; f)| > α ισχύει για πεπερασµένους (µόνο) το
πλήθος από τους συντελεστές Fourier της f .

΄Εστω k ∈ N. Ορίζουµε

(5.3.1) Gk(ωr0) = {(n, ωr0) : n ∈ Z, |cn(ωr0;χ◦F )| > 2−kyp/2}.

Από τα παραπάνω, το σύνολο Gk(ωr0) είναι πεπερασµένο σύνολο. Επιπλέον, αφού

|cn(ωr0;χ◦F )| = |c−n(ωr0;χ◦F )|,

έπεται ότι (n, ωr0) ∈ Gk(ωr0) αν και µόνο αν (−n, ωr0) ∈ Gk(ωr0).
΄Εχοντας ορίσει το Gk(ωr0), ορίζουµε δύο συναρτήσεις Rk(x;ωr0) και Pk(x;ωr0), πο-

λυώνυµα ως προς eix και e−ix, ϑέτοντας

Rk(x;ωr0) =
∑

(n,ωr0)∈Gk(ωr0)

cn(ωr0;χ◦F )einx

και
Pk(x;ωr0) = Rk(x;ωr0)

για κάθε x ∈ (−2π, 2π]. Αν Gk(ωr0) = ∅ τότε ϑέτουµε Rk(x;ωr0) ≡ 0. Συνοψίζοντας, για
τον ορισµό την Rk(x;ωr0) έχουµε απλώς επιλέξει τους όρους της σειράς Fourier της χ◦F οι
οποίοι είναι, µε κάποια έννοια, µεγάλοι.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε τα διαστήµατα ωs1 του επιπέδου ν = 1. ΄Εστω ωs1 ⊂ ωr0.
Αναπτύσσουµε τη συνάρτηση χ◦F − Pk(·;ωr0) σαν σειρά Fourier στο ωs1 και ορίζουµε

Gk(ωs1) = {(n, ωs1) : n ∈ Z, |cn(ωs1;χ◦F − Pk(·;ωr0))| > 2−kyp/2}.

Είναι ϕανερό ότι το Gk(ωs1) είναι πεπερασµένο σύνολο, άρα µπορούµε να ορίσουµε

Rk(x;ωs1) =
∑

(n,ωs1)∈Gk(ωs1)

cn(ωs1;χ◦F − Pk(·;ωr0))ei2nx
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και
Pk(x;ωs1) = Pk(x;ωr0) +Rk(x;ωs1) = Rk(x;ωr0) +Rk(x;ωs1)

για κάθε x ∈ (−2π, 2π].
Γενικά, ας υποθέσουµε ότι ωjν ⊂ ω`,ν−1, και ας υποθέσουµε ότι έχει οριστεί η συνάρ-

τηση Pk(x;ω`,ν−1). Ορίζουµε

(5.3.2) Gk(ωjν) = {(n, ωjν) : n ∈ Z, |cn(ωjν ;χ◦F − Pk(·;ω`,ν−1))| > 2−kyp/2}.

Το Gk(ωjν) είναι πεπερασµένο σύνολο, άρα µπορούµε να ορίσουµε

(5.3.3) Rk(x;ωjν) =
∑

(n,ωjν)∈Gk(ωjν)

cn(ωjν ;χ◦F − Pk(·;ω`,ν−1))ei2
νnx

και

(5.3.4) Pk(x;ωjν) = Pk(x;ω`,ν−1) +Rk(x;ωjν)

για κάθε x ∈ (−2π, 2π]. Αν ωjν ⊂ · · · ⊂ ωs1 ⊂ ωr0, εύκολα ελέγχουµε ότι

(5.3.5) Pk(x;ωjν) = Rk(x;ωr0) +Rk(x;ωs1) + · · ·+Rk(x;ω`,ν−1) +Rk(x;ωjν).

Συνεχίζουµε µε αυτόν τον τρόπο και ϐλέπουµε ότι για κάθε k ∈ N και κάθε δυαδικό
διάστηµα ω παίρνουµε ένα πεπερασµένο σύνολο Gk(ω) και δύο συναρτήσεις Pk(x;ω) και
Rk(x;ω) οι οποίες είναι πολυώνυµα ως προς eix και e−ix.

Παρατήρηση 5.3.1. Από την κατασκευή της Rk(x;ωjν) στην (5.3.3), όλοι οι µεγάλοι όροι
της σειράς Fourier της χ◦F −Pk(·, ω`,ν−1) στο ωjν έχουν αφαιρεθεί, άρα από τις (5.3.4) και
(5.3.2) προκύπτει ότι

|cn(ωjν ;χ◦F − Pk(·;ωjν))| < 2−kyp/2

για κάθε n ∈ Z.

Παρατήρηση 5.3.2. Γενικά, ο συµβολισµός που έχει προκύψει είναι κάπως ϐαρύς, γι΄
αυτό συχνά ϑα γράφουµε an(ω) αντί για cn(ωjν ;χ◦F − Pk(·;ω`,ν−1)), δηλαδή ϑα έχουµε

Rk(x;ω) =
∑

(n,ω)∈Gk(ω)

an(ω)ei2πm(ω)−1nx, x ∈ (−2π, 2π],

όπου, ϕυσικά, ο συντελεστής an(ω) εξαρτάται και από τα k και F . Μερικές ϕορές, για
ακόµα µεγαλύτερη συντοµία, ϑα γράφουµε aeiλx αντί για an(ω)ei2

knx. Αυτό απλοποιεί
πολύ τον συµβολισµό στα επόµενα. Θα πρέπει όµως να ϑυµόµαστε ότι, όταν ϑεωρούµε
κάποιον συγκεκριµένο όρο aeiλx του Pk(x;ω), υποθετουµε πάντα ότι προέρχεται από ένα
και µοναδικό Rk(x;ω′), όπου ω′ ⊇ ω, δηλαδή δεν συµπεριλαµβάνουµε ποτέ όρους από
διαφορετικές Rk-συναρτήσεις, παρόλο που όροι µε το ίδιο λ µπορεί να εµφανίζονται σε
περισσότερες από µία από τις Rk-συναρτήσεις.
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Μαζεύουµε τώρα όλα τα σύνολα που ορίστηκαν στην (5.3.2), και ορίζουµε

(5.3.6) Gk =
⋃

ω⊂(−2π,2π]

Gk(ω), k ∈ N.

Παρατηρήστε ότι τα σύνολα της παραπάνω ένωσης είναι ξένα ανά δύο. Ειδικότερα, κάθε
(n, ω) ∈ Gk προσδιορίζει µονοσήµαντα έναν όρο an(ω), τον συντελεστή του ei2πm(ω)−1nx

στο Rk(x;ω).

Λήµµα 5.3.3. Ισχύει η ανισότητα∑
(n,ω)∈Gk

|an(ω)|2m(ω) 6 2m(F ).

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχόν ν > 0 και υποθέτουµε ότι ωjν ⊂ ω`,ν−1, όπου στην περίπτωση
ν = 0 ϑέτουµε ω`,−1 = ω−1 = (−2π, 2π] και Pk(x;ω`−1) = 0. Χρησιµοποιώντας την (5.3.4)
παίρνουµε

(5.3.7)
∫
ωjν

|χ◦F (x)− Pk(x;ωjν)|2dx =

∫
ωjν

|χ◦F (x)− Pk(x;ω`,ν−1)−Rk(x;ωjν)|2dx.

Χρησιµοποιώντας τη σειρά Fourier της χ◦F (x) − Pk(x;ω`,ν−1) και της Rk(x;ωjν) στο ωjν ,
όπου η τελευταία σειρά δίνεται από την (5.3.3), συµπεραίνουµε ότι οι Rk(x;ωjν) και
χ◦F (x)− Pk(x;ω`,ν−1)−Rk(x;ωjν) είναι κάθετες στον L2(ωjν), άρα∫

ωjν

|χ◦F (x)− Pk(x;ω`,ν−1)−Rk(x;ωjν)|2 +

∫
ωjν

|Rk(x;ωjν)|2dx

=

∫
ωjν

|χ◦F (x)− Pk(x;ω`,ν−1)|2dx.

Αναδιατάσσοντας τους όρους αυτής της ισότητας και χρησιµοποιώντας την (5.3.7) παίρνου-
µε

∑
(n,ωjν)∈Gk(ωjν)

|an(ωjν)|2m(ωjν) =

∫
ωjν

|Rk(x;ωjν)|2dx(5.3.8)

=

∫
ωjν

|χ◦F (x)− Pk(x;ω`,ν−1)|2dx−
∫
ωjν

|χ◦F (x)− Pk(x;ωjν)|2dx.

Στην περίπτωση που ν = 0, ο πρώτος όρος στο δεξιό µέλος της (5.3.8) ισούται µε∫
ωr0

|χ◦F (x)− 0|2dx = m(F ),
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αν λοιπόν χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι το ω`,ν−1 περιέχει δύο διαστήµατα του επιπέ-
δου ν, προσθέτοντας τις (5.3.8) πάνω από όλα τα ω του ιδίου επιπέδου ν παίρνουµε∑

(n,ω)∈Gk(ω)
m(ω)=2π·2−ν

|an(ω)|2m(ω) =
∑

m(ω)=2π·2−(ν−1)

∫
ω
|χ◦F (ω)− Pk(x;ω)|2dx

−
∑

m(ω)=2π·2−ν

∫
ω
|χ◦F (x)− Pk(x;ω)|2dx,

συνεπώς, ∑
(n,ω)∈Gk(ω)
m(ω)>2π·2−ν

|an(ω)|2m(ω) =

∫ 2π

−2π
|χ◦F (ω)|2dx

−
∑

m(ω)=2π·2−ν

∫
ω
|χ◦F (x)− Pk(x;ω)|2dx 6 2m(F ).

Αφού αυτό ισχύει για κάθε ν > 0, αφήνοντας το ν →∞ ϐλέπουµε ότι∑
(n,ω)∈Gk

|an(ω)|2m(ω) 6 2m(F ).

Πόρισµα 5.3.4. Ισχύει η ανισότητα∑
(n,ω)∈Gk

m(ω) 6 22k+1y−pm(F ).

Απόδειξη. Αν (n, ω) ∈ Gk τότε |an(ω)| > 2−kyp/2, άρα

1 6 22ky−p|an(ω)|2.

Από το Λήµµα 5.3.3 έπεται ότι∑
(n,ω)∈Gk

m(ω) 6 22ky−p
∑

(n,ω)∈Gk

|an(ω)|2m(ω) 6 22k+1y−pm(F ).

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε τα σύνολα X∗ και Y ∗. Χρησιµοποιώντας τα σύνολα Gk,
για κάθε k ∈ N ορίζουµε µια συνάρτηση Ak(x) στο (−2π, 2π] ϑέτοντας

(5.3.9) Ak(x) =
∑

(n,ω)∈Gk

|an(ω)|2χω(x),
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και ορίζουµε το σύνολο Xk ϑέτοντας

(5.3.10) Xk = {x ∈ (−2π, 2π] : Ak(x) > 2kyp}.

Αν x ∈ Xk, µπορούµε να ϐρούµε ένα πεπερασµένο υποσύνολο I του συνόλου δεικτών Gk,
τέτοιο ώστε ∑

(n,ω)∈I

|an(ω)|2χω(x) > 2kyp,

και αφού το αριστερό µέλος είναι κλιµακωτή συνάρτηση, υπάρχει κάποιο δυαδικό διάστη-
µα ω′ τέτοιο ώστε x ∈ ω′ και Ak(z) > 2kyp για κάθε z ∈ ω′. ∆ηλαδή, υπάρχει ένα δυαδικό
διάστηµα ω′ τέτοιο ώστε x ∈ ω′ ⊆ Xk, το οποίο σηµαίνει ότι το Xk είναι ένωση δυαδικών
διαστηµάτων. Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό της (5.2.1) ορίζουµε

(5.3.11) X∗k =
⋃

ω⊂Xk

ω̃ και X∗ =
∞⋃
k=1

X∗k .

Θεώρηµα 5.3.5. Ισχύει η ανισότητα

m(X∗) 6 14y−pm(F ).

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα προκύπτει από τον ακόλουθο απλό υπολογισµό:

m(X∗) 6
∞∑
k=1

m(X∗k) 6 7
∞∑
k=1

m(Xk)

6 7
∞∑
k=1

∫ 2π

−2π
2−ky−pAk(x) dx

= 7y−p
∞∑
k=1

2−k
∑

(n,ω)∈Gk

|an(ω)|2m(ω)

6 7y−p
∞∑
k=1

2−k · 2m(F ) = 14y−pm(F ),

όπου χρησιµοποιήσαµε και το Λήµµα 5.3.3.

΄Εστω ω = (2πj · 2−ν , 2π(j + 1) · 2−ν ] ένα δυαδικό διάστηµα. Γράφοντας F kω , k ∈ N, ϑα
εννοούµε το σύνολο

F kω =
(
{2πj · 2−ν}+ (−2π · 2−ν−3k, 2π · 2−ν−3k]

)
∪
(
{2π(j + 1) · 2−ν}+ (−2π · 2−ν−3k, 2π · 2−ν−3k]

)
,
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δηλαδή, το F kω είναι η ένωση των δύο δυαδικών διαστηµάτων του επιπέδου ν+3k που έχουν
κοινό άκρο το αριστερό άκρο του ω, και των δύο δυαδικών διαστηµάτων του επιπέδου ν+3k

που έχουν κοινό άκρο το δεξιό άκρο του ω. Ειδικότερα,

m(F kω ) = 4 · 2−3km(ω).

Ορίζουµε

(5.3.12) Y ∗ =
∞⋃
k=1

⋃
(n,ω)∈Gk

F kω .

Θεώρηµα 5.3.6. Ισχύει η ανισότητα

m(Y ∗) 6 8y−pm(F ).

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 5.3.4 παίρνουµε

m(Y ∗) 6
∞∑
k=1

∑
(n,ω)∈Gk

m(F kω ) = 4
∞∑
k=1

2−3k
∑

(n,ω)∈Gk

m(ω)

6 4
∞∑
k=1

2−3k · 22k+1y−pm(F ) = 8y−pm(F ).

5.4 Εκτιµήσεις για την Pk(x;ω) και το σύνολο δεικτών G∗k

Για δοθέν µετρήσιµο σύνολο F έχουµε κατασκευάσει τις συναρτήσεις Pk(x;ω) και τα σύ-
νολα Xk, όπου το Pk(x;ω) είναι πολύ µεγάλο. Αυτές οι ϐοηθητικές συναρτήσεις Pk(x;ω)

δεν ορίζουν, όµως, τους όρους S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1) που αντιστοιχούν στην χ◦F (ϑυµηθείτε τον
ορισµό (4.3.4) του M∗) και έτσι ϑα χρειαστούµε µια µέθοδο για να εκτιµήσουµε εκείνους
τους όρους οι οποίοι µε κάποια έννοια δεν είναι πολύ µακρυά από τους όρους του Pk(x;ω).
Αυτό γίνεται ακριβές µέσω του µεγέθους του συνόλου ω και του αντίστοιχου παράγοντα λ
στον εκθέτη κάθε όρου aeiλx από το Pk(x;ω), άρα γενικά ϑα ϑεωρούµε Ϲεύγη (n, ω) ∈ P,
όπου n ∈ Z και το ω είναι δυαδικό διάστηµα, και ϑα προσπαθήσουµε να ορίσουµε τι
εννοούµε λέγοντας ότι το (n, ω) ∈ P είναι κοντά σε κάποιο στοιχείο από το Gk, δηλαδή το
σύνολο δεικτών για τις συναρτήσεις Pk.

∆εδοµένου ότι τα σύνολα X∗ και Xk έχουν ήδη οριστεί ως exceptional σύνολα, ϑα
ασχοληθούµε µόνο µε τα δυαδικά διαστήµατα ω τα οποία δεν περιέχονται στο σύνολο Xk

που ορίστηκε στην (5.3.10). Αρχικά χρειαζόµαστε µια εκτίµηση για το ίδιο το Pk(x;ω)

καθώς και για το πλήθος των όρων στο Pk(x;ω).
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Λήµµα 5.4.1. Αν ω 6⊂ Xk τότε

(5.4.1) το Pk(x;ω) έχει το πολύ 23k όρους

και

(5.4.2) |Pk(x;ω)| 6
J∑
j=1

|aj | 6 22kyp/2 για κάθε x ∈ (−2π, 2π],

όπου

(5.4.3) Pk(x;ω) =
J∑
j=1

aj exp(iλjx).

Απόδειξη. Από τις (5.3.2)-(5.3.4) προκύπτει ότι |aj | > 2−kyp/2 για κάθε 1 6 j 6 J , άρα
1 6 |aj |222ky−p. ΄Επεται ότι

J 6
J∑
j=1

|aj |2 22ky−p = 22ky−p
J∑
j=1

|aj |2.

Επιλέγουµε τυχόν x0 ∈ ω \Xk. Από την (5.3.9) έχουµε

(5.4.4)
J∑
j=1

|aj |2 6 Ak(x0),

και από την (5.3.10) παίρνουµε

(5.4.5) Ak(x0) 6 2kyp,

άρα

J 6 22ky−pAk(x0) 6 23k,

το οποίο αποδεικνύει την (5.4.1).
Τώρα, 1 6 |aj | · 2ky−p/2 για κάθε 1 6 j 6 J , από την κατασκευή, άρα από τις (5.4.3)-

(5.4.5) παίρνουµε, για τυχόν x0 ∈ ω \Xk, ότι

|Pk(x;ω)| 6
J∑
j=1

1 · |aj | 6 2ky−p/2
J∑
j=1

|aj |2 6 2ky−p/2Ak(x0)

6 22kyp/2.
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΄Εστω ω = ωjν ένα δυαδικό διάστηµα του επιπέδου ν, το οποίο δεν περιέχεται στο
Xk. Αν aeiλx είναι κάποιος όρος του Pk(x;ωjν), τότε από την κατασκευή ϐλέπουµε ότι
ο ae−iλx είναι επίσης όρος του Pk(x;ωjν). Αυτό σηµαίνει ότι στη συνέχεια µπορούµε να
ϑεωρούµε µόνο εκθέτες λ > 0. Επίσης, πάλι από την κατασκευή, υπάρχει κάποιο άλλο
δυαδικό διαστηµα ω`µ ⊇ ωjν , µ 6 ν, τέτοιο ώστε ο aeiλx να είναι όρος του Rk(x;ω`µ).
΄Αρα, υπάρχει ακέραιος n > 0 τέτοιος ώστε λ = 2µn, δηλαδή (ϐλέπε (4.2.1))

ψ(λ;ω`µ) = n =
λ

2π
m(ω`µ)

και

(ψ(λ;ω`µ), ω`µ) = (n, ω`µ) ∈ Gk.

Από την άλλη πλευρά, αν (n;ω`µ) ∈ Gk τότε το Pk(x;ω`µ) περιέχει έναν όρο aeiλx όπου
λ = 2µn.

Στη συνέχεια ορίζουµε το σύνολο G̃k των δεικτών από το P που είναι µε κάποια έννοια
κοντά στο σύνολο Gk που αντιστοιχεί στις συναρτήσεις Pk(x;ω).

Ορισµός 5.4.2. Συµβολίζουµε µε G̃1
k το σύνολο των (n, ω) ∈ P, όπου n > 0 και ω 6⊂ Xk,

για τα οποία υπάρχουν δυαδικό διάστηµα ω′ ⊇ ω και ένας όρος a′eiλ
′x από το Rk(x;ω′),

δηλαδή (ψ(λ′;ω′), ω′) ∈ Gk, τέτοια ώστε

(5.4.6) |n− ψ(λ′;ω)| < 210k

και

(5.4.7) m(ω) > 2−10km(ω′).

Παρατηρήστε ότι γράφουµε

ψ(λ′;ω) = ψ(λ′;ω′)
m(ω)

m(ω′)

στην (5.4.6). Επιπλέον, αν ω = ωjν και ω′ = ω`µ τότε από την (5.4.7) έχουµε µ 6

ν < µ + 10k, άρα σε αυτήν την περίπτωση υπάρχουν µόνο 10k δυνατές επιλογές για το
δυαδικό διάστηµα ω′. Από την άλλη πλευρά, για δεδοµένο (ψ(λ′;ω′), ω′) ∈ Gk, δηλαδή
για δεδοµένα λ′ και ω′, για κάθε ω ⊆ ω′ που ικανοποιεί την (5.4.7) µπορούµε να ϐρούµε
το πολύ 2 · 210k − 1 µη αρνητικούς ακεραίους n που ικανοποιούν την (5.4.6). Αν λοιπόν
G̃k(λ

′, ω′) είναι το σύνολο όλων των (n, ω) ∈ G̃1
k που σχετίζονται µε ένα συγκεκριµένο
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Ϲεύγος (λ′, ω′), τότε

∑
(n,ω)∈G̃1

k(λ′,ω′)

m(ω) =

µ+10k−1∑
ν=µ

∑
(n,ω)∈G̃1

k
(λ′,ω′)

m(ω)=2π·2−ν

m(ω)

6
µ+10k−1∑
ν=µ

(2 · 210k − 1)m(ω′)

< 10k · 2 · 210km(ω′) < 20 · 211km(ω′),

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι όλα τα διαφορετικά ω από το ίδιο επίπεδο ν
είναι ξένα και περιέχονται στο ω′. ΄Αρα,∑

(n,ω)∈G̃1
k

m(ω) =
∑

(ψ(λ′;ω′),ω′)∈Gk

∑
(n,ω)∈G̃1

k(λ′,ω′)

m(ω)(5.4.8)

< 20 · 211k
∑

(r,ω′)∈Gk

m(ω′) 6 40 · 213ky−pm(F ),

όπου χρησιµοποιήσαµε το Πόρισµα 5.3.4.

΄Οταν συγκρίνουµε στοιχεία από το P µε στοιχεία από τοGk, η συνθήκη |n−ψ(λ′;ω)| <
210k ϑα µπορούσε να ικανοποιείται για κάποιο (ψ(λ′;ω′), ω′) ∈ Gk, ενώ το ω′ είναι πολύ
µεγάλο σε σύγκριση µε το ω. Σε αυτήν την περίπτωση ϑα ψάχνουµε για κάποιον άλλο όρο
(ψ(λ′′;ω′′), ω′′) ∈ Gk τέτοιον ώστε, χοντρικά, να έχουµε

(5.4.9) 210k 6 |n− ψ(λ′′;ω)| < 220k,

δηλαδή επεκτείνουµε το εύρος τιµών του εκθέτη, όταν το σύνολο ω είναι πολύ µικρό. Αυτό
είναι το ουσιαστικό σηµείο στον ορισµό που ακολουθεί, όπου «προσεγγίζουµε» µε έναν
εκθέτη στο [0, 210k) και µε άλλον έναν στο [210k, 220k). Για τεχνικούς όµως λόγους, ϑα
προτιµήσουµε µια διαφορετική περιγραφή.

Ορισµός 5.4.3. Συµβολίζουµε µε G̃2
k το σύνολο των (n, ω) ∈ P, όπου n > 0 και ω 6⊂ Xk,

για τα οποία υπάρχουν δυαδικό διάστηµα ω′ ⊇ ω και δύο όροι a′eiλ
′x και a′′eiλ

′′x από το
Pk(x;ω′), τέτοιοι ώστε

|n− ψ(λ′;ω)| < 210k

και

(5.4.10) 2−10k 6 |λ′ − λ′′| m(ω)

2π
< 220k.
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Χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα και το γεγονός ότι ο ψ(λ′′;ω) είναι ακέραιος,
ϐλέπουµε εύκολα ότι η (5.4.9) προκύπτει από την (5.4.10). ∆εν ϑα χρειαστούµε όµως αυτήν
την παρατήρηση.

Αν ω 6⊂ Xk, από το Λήµµα 5.4.1 προκύπτει ότι το Pk(x;ω′) περιέχει το πολύ 23k

όρους, άρα το πολύ 26k Ϲεύγη εκθετών (λ′, λ′′) όπως αυτά στον Ορισµό 5.4.3. Από την
(5.4.10) παίρνουµε ένα υποκατάστατο της συνθήκης (5.4.7) στον Ορισµό 5.4.2, γιατί από
την (5.4.10) προκύπτει ότι για κάθε Ϲεύγος (λ′, λ′′) εκθετών το δυαδικό διάστηµα ω µπορεί
να ανήκει σε 30k το πολύ επίπεδα, ας πούµε τα µ + 1, . . . , µ + 30k, όπου ο µ εξαρτάται
επίσης από το (λ′, λ′′). Χρησιµοποιώντας την ίδια τεχνική µε αυτήν της απόδειξης της
(5.4.8), δηλαδή ϑεωρώντας πρώτα όλα τα (n, ω) ∈ G̃2

k που προέρχονται από το ίδιο Ϲεύγος
(λ′, λ′′), όπου επιπλέον όλα τα ω ανήκουν στο ίδιο επίπεδο, κατόπιν µαζεύοντας όλα τα
30k επίπεδα, και τέλος χρησιµοποιώντας ξανά το Πόρισµα 5.3.4, παίρνουµε

(5.4.11)
∑

(n,ω)∈G̃2
k

m(ω) 6 120 · 219ky−pm(F ).

Ο πρόσθετος όρος 26k προκύπτει από το πλήθος των Ϲευγών (λ′, λ′′).

Για συντοµία γράφουµε

(5.4.12) G̃k = G̃1
k ∪ G̃2

k.

Λήµµα 5.4.4. Ισχύει η ανισότητα∑
(n,ω)∈G̃k

m(ω) 6 125 · 219ky−pm(F ).

Απόδειξη. Αφού k ∈ N, το λήµµα προκύπτει άµεσα από τις (5.4.8) και (5.4.11).

Για κάθε k ∈ N ορίζουµε

(5.4.13) G∗k = {(n, ω∗) : ∃ω : (n, ω) ∈ G̃k, ω ⊂ ω∗, 4m(ω) = m(ω∗)},

όπου το ω∗ είναι, όπως πάντα, ένα smoothing διάστηµα.

Λήµµα 5.4.5. Ισχύει η ανισότητα∑
(n,ω∗)∈G∗k

m(ω∗) 6 500 · 219ky−pm(F ).

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια του Λήµµατος 5.4.4 και της (5.4.13).
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Παρατήρηση 5.4.6. Αν το ω δεν ϐρίσκεται πολύ κοντά σε κάποιο από τα −2π και 2π τότε
υπάρχουν ακριβώς δύο smoothing διαστήµατα που περιέχουν το ω στο µεσαίο µισό τους
και ικανοποιούν την m(ω∗) = 4m(ω).

Επιπλέον, αν ω∗ 6⊂ X∗k και (n, ω∗) /∈ G∗k, τότε ω 6⊂ Xk και (n, ω) /∈ G̃k για καθένα από
τα τέσσερα διαστήµατα ω ⊂ ω∗ για τα οποία 4m(ω) = m(ω∗).

Παρατηρήστε ότι (n, ω∗−1) ∈ G∗k αν και µόνο αν (n, ω10) ∈ G̃k και (n, ω20) ∈ G̃k, όπου
έχουµε χρησιµοποιήσει την περιοδικότητα της χ◦F .

΄Εστω ότι (n, ω) /∈ G̃k. Τότε,

Pk(x;ω) = Qk0(x;ω) +Qk1(x;ω),

όπου το Qk0(x;ω) περιέχει εκείνους τους όρους a′eiλ
′x από το Pk(x;ω) για τους οποίους

|n− ψ(λ′;ω)| < 210k,

δηλαδή εκείνους που ικανοποιούν την (5.4.6). Αφού (n, ω) /∈ G̃2
k, η συνθήκη (5.4.10)

δεν ικανοποιείται, άρα είτε |λ′ − λ′′| m(ω)
2π < 2−10k ή |λ′ − λ′′| m(ω)

2π > 220k για όλους τους
εκθέτες λ′ και λ′′ που εµφανίζονται στο Qk0(x;ω). ΄Οµως,

|λ′ − λ′′| m(ω)

2π
=

∣∣∣∣λ′ m(ω)

2π
− λ′′ m(ω)

2π

∣∣∣∣ 6 |ψ(λ′;ω)− ψ(λ′′;ω)|+ 1

6 |n− ψ(λ′;ω)|+ |n− ψ(λ′′;ω)|+ 1 < 2 · 210k + 1 < 220k,

άρα το τελευταίο ενδεχόµενο αποκλείεται, και έτσι παίρνουµε

(5.4.14) |λ′ − λ′′| m(ω)

2π
< 2−10k.

Μπορούµε ϕυσικά να γράψουµε

Qk0(x;ω) =
I∑
j=1

aje
iλjx, Pk(x;ω) =

J∑
j=1

aje
iλjx,

όπου I 6 J , άρα οι όροι µε δείκτη j = I + 1, . . . , J ανήκουν στο Qk1(x;ω).

Λήµµα 5.4.7. ΄Εστω λ κάποιος εκθέτης που εµφανίζεται στο Qk0(x;ω). Τότε, υπάρχει µια

σταθερά ρ τέτοια ώστε

|Qk0(x;ω)− ρeiλx| 6 23 · 2−8kyp/2

για κάθε x ∈ ω̃, όπου ω̃ είναι το διάστηµα που ορίστηκε στην (5.2.1).
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Απόδειξη. ΄Εστω x0 το µέσο του ω, και ας υποθέσουµε ότι λ = λ1. Για κάθε x ∈ ω̃ και
j = 1, . . . , I έχουµε το ανάπτυγµα

exp[i(λj − λ1)(x− x0)] = 1 +
∞∑
n=1

1

n!
in[(λj − λ1)(x− x0)]n.

Χρησιµοποιώντας την (5.4.14) ϐλέπουµε ότι αν x ∈ ω̃ τότε

|λj − λ1| |x− x0| 6
7

2
|λj − λ1|m(ω) <

7

2
· 2−10k · 2π < 22 · 2−10k,

άρα ∣∣∣ei(λj−λ1)(x−x0) − 1
∣∣∣ < 22 · 2−10k

∞∑
n=0

1

(n+ 1)!

(
7

2
· 2−10k

)n
(5.4.15)

< 23 · 2−10k, k ∈ N.

Τώρα,

Qk0(x;ω) =

 I∑
j=1

aje
i(λj−λ1)x0

 eiλ1x

+ eiλ1x
I∑
j=1

aje
i(λj−λ1)x0

(
ei(λj−λ1)(x−x0) − 1

)
,

άρα ∣∣∣∣∣∣Qk0(x;ω)−

 I∑
j=1

aje
i(λj−λ1)x0

 eiλ1x

∣∣∣∣∣∣ 6
I∑
j=1

|aj | ·
∣∣∣ei(λj−λ1)(x−x0) − 1

∣∣∣
6

I∑
j=1

|aj | · 23 · 2−10k

6 23 · 2−10k
I∑
j=1

|aj |

6 23 · 2−10k22kyp/2

= 23 · 2−8kyp/2,

όπου χρησιµοποιήσαµε τις (5.4.15) και (5.4.2). Θέτοντας

ρ =

I∑
j=1

aje
i(λj−λ1)x0 ,

έχουµε αποδείξει το λήµµα.
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Λήµµα 5.4.8. Αν (n, ω∗) /∈ G∗k και ω∗ 6⊂ X∗k ∪ Y ∗, τότε οι συναρτήσεις Qk0(x;ω) που

αντιστοιχούν σε καθένα από τα τέσσερα υποδιαστήµατα ω του ω∗, για τα οποία 4m(ω) =

m(ω∗), ταυτίζονται.

Απόδειξη. ΄Εστω ω0 και ω δύο από αυτά τα υποδιαστήµατα. Ας υποθέσουµε ότι aeiλx είναι
ένας όρος από το Qk0(x;ω), δηλαδή υπάρχει ω′ τέτοιο ώστε ω0 ⊆ ω′ και (ψ(λ;ω′), ω′) ∈ Gk
και |n − ψ(λ;ω0)| < 210k, άρα η (5.4.6) στον Ορισµό 5.4.2 του G̃1

k ικανοποιείται για
το (n, ω0). Αφού όµως (n, ω0) /∈ G̃k (ϐλέπε Παρατήρηση 5.4.6) η συνθήκη (5.4.7) δεν
ικανοποιείται, άρα

(5.4.16) m(ω′) > 210km(ω).

Αν ω 6⊂ ω′ τότε ω ⊆ Y ∗. Μάλιστα, το F kω′ αποτελείται από δύο διαστήµατα µήκους
2 · 2−3km(ω′) > 2 · 27km(ω0) και αφού ω0 ⊂ ω′ και ω 6⊂ ω′ και ω0 ∪ ω ⊂ ω∗, όπου
m(ω∗) = 4m(ω0) < 2 · 27km(ω0), το smoothing διάστηµα ω∗ πρέπει να περιέχει κάποιο
άκρο του ω′, και συµπεραίνουµε ότι ω∗ ⊆ F kω′ ⊆ Y ∗, το οποίο αντιφάσκει προς την υπόθεσή
µας. Συνεπώς, ω′ ⊃ ω∗ και ειδικότερα ω′ ⊃ ω, άρα ο όρος aeiλx πρέπει να ανήκει και στο
Pk(x;ω). Αφού τα ω0 και ω ήταν τυχόντα, η απόδειξη του λήµµατος είναι πλήρης.

Από τα δύο τελευταία λήµµατα έπεται ότι ο προσεγγιστικός όρος ρeiλx στο Λήµµα 5.4.7
µπορεί να επιλεγεί µε τα ίδια ρ και λ για (όλα) τα τέσσερα υποδιαστήµατα.

5.5 Η διάσπαση Ω(p∗, r) του ω∗

Για κάθε n > 0 ϑα γράφουµε p∗ = (ψ∗(n;ω∗), ω∗) για συντοµία στα επόµενα. Σταθερο-
ποιούµε r ∈ N. Θέτουµε L = L(p) ∈ N τη σταθερά που ορίστηκε στην (5.2.6), και G∗r το
σύνολο δεικτών που ορίστηκε στην (5.4.13). Αφού L · r ∈ N, µπορούµε να ορίσουµε

(5.5.1) G̃(r) = {p∗ = (ψ∗(n;ω∗), ω∗) ∈ G∗rL : C∗ψ∗(n;ω∗)(ω
∗;χ◦F ) < 2 · 2−ry}.

Χρησιµοποιώντας αυτό το υποσύνολο G̃(r) του συνόλου δεικτών G∗rL ϑα ορίσουµε µια
διασπαση Ω(p∗, r) του ω∗, δηλαδή ϑα ορίσουµε µια κάλυψη του ω∗ από ξένα διαστήµατα.

Αν p∗ = (ψ∗(n;ω∗), ω∗) ∈ G̃(r) ϐλέπουµε αµέσως ότι

(5.5.2) Cψ(n;ω)(ω;χ◦F ) < 2 · 2−ry

για καθένα από τα τέσσερα δυαδικά υποδιαστήµατα ω ⊂ ω∗ για τα οποία 4m(ω) = m(ω∗).
΄Εστω ω οποιοδήποτε από αυτά τα υποδιαστήµατα. Θα ϑεωρήσουµε τα δύο δυαδικά υ-
ποδιαστήµατα ω′1 και ω′2 του ω για τα οποία 2m(ω′i) = m(ω), i = 1, 2. Αν τα ω′1 και
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ω′2 ικανοποιούν και τα δύο τη συνθήκη (5.5.2), ϑα επαναλάβουµε αυτή τη διαδικασία σε
καθένα από τα διαστήµατα ω′1 και ω′2.

Αν κάποιο από τα διαστήµατα ω′1 και ω′2 δεν ικανοποιεί την (5.5.2) τότε ϑα λέµε ότι το
ω είναι ένα διάστηµα της διάσπασης Ω(p∗, r).

Συνεχίζουµε µε αυτόν τον τρόπο µέχρι είτε να ϐρούµε κάποιο ω που ικανοποιεί την
(5.5.2) και τέτοιο ώστε η (5.5.2) να µην ικανοποιείται από τουλάχιστον ένα από τα δύο
υποδιαστήµατα ω′1 και ω′2, ή µέχρι να ϕτάσουµε στο επίπεδο N , δηλαδή m(ω) = 2π · 2−N ,
όπου N είναι ένας ϕυσικός αριθµός, αρχικά αυθαίρετος, που ϑα επιλεγεί στην Παράγραφο
5.8. Γι΄ αυτά τα διαστήµατα του επιπέδου N , τα οποία ϑα συµπεριλάβουµε επίσης στη
διάσπαση Ω(p∗, r), γνωρίζουµε ϕυσικά ότι η συνθήκη (5.5.2) ικανοποιείται. Είναι σαφές
ότι η οικογένεια Ω(p∗, r) είναι µια ξένη κάλυψη του ω∗. Πράγµατι,

ω∗ =
⋃

16j62N+1

ωjN .

΄Εστω j ∈ {1, 2, . . . , 2N+1}. Γνωρίζουµε ότι υπάρχει ακολουθία

(ωjN,N , ωjN−1,N−1 , . . . , ωj2,2 , ωj1,1)

ώστε ωjN,N =: ωjN ⊆ ωjN−1,N−1 ⊆ · · · ⊆ ωj2,2 ⊆ ωj1,1 . Αν για καποιον k ∈ {1, 2, . . . , N−1}
έχουµε ωjk,k ∈ Ω(p∗, r), τότε ωjN ⊆ ωjk,k ⊆ Ω(p∗, r). Αν για κάθε k ∈ {1, 2, . . . , N − 1}
έχουµε ωkk,k /∈ Ω(p∗, r) τότε για κάθε k τα δύο δυαδικά διαστήµατα ωk,i, i = 1, 2 για
τα οποία 2m(ωk,i) = m(ωjk,k) ικανοποιούν την συνθήκη (5.5.2), συνεπώς εξ ορισµού της
διάσπασης Ω(p∗, r) είναι ωjN ∈ Ω(p∗, r), δηλαδή ωjN ⊆ ωjN,N ∈ Ω(p∗, r). ΄Αρα,

ω∗ =
⋃

16j62N+1

ωjN ⊆
⋃

ω∈Ω(p∗,r)

ω.

Αν τώρα ω1, ω2 ∈ Ω(p∗, r) και ω1 ∩ ω2 6= ∅ τότε τα ω1, ω2 είναι του ιδίου επιπέδου. ∆ιαφο-
ϱετικά, αν π.χ. το επίπεδο του ω2 είναι µεγαλύτερο από αυτό του ω1 ϑα έχουµε ω1 ⊂ ω2.
Αφού όµως ω2 ∈ Ω(p∗, r), οι υποδιπλασιασµοί του ω2 σταµατούν σε αυτό, άρα δεν µπορεί
να υπάρχει ω1 ∈ Ω(p∗, r) το οποίο να είναι γνήσιο υποσύνολο του ω2. ΄Ετσι, τα δυαδικά
διαστήµατα ω1, ω2 είναι του ιδίου επιπέδου και αφού τέµνονται πρέπει να ταυτίζονται.

Τα διαστήµατα ω ∈ Ω(p∗, r) χαρακτηρίζονται από το ακόλουθο προφανές λήµµα.

Λήµµα 5.5.1. ΄Εστω ω ∈ Ω(p∗, r). Τότε, ικανοποιούνται οι παρακάτω τρεις συνθήκες:

(i) m(ω) > 2π · 2−N .



5.5. Η ∆ΙΑΣΠΑΣΗ Ω(P ∗, R) ΤΟΥ ω∗ 107

(ii) Αν 1
4m(ω∗) > m(ω) > 2 · 2π · 2−N τότε µπορούµε να ϐρούµε τουλάχιστον ένα δυαδικό

διάστηµα ω′ ⊂ ω, τέτοιο ώστε 2m(ω′) = m(ω), για το οποίο η (5.5.2) δεν ικανοποιείται,

δηλαδή

Cψ(n;ω′)(ω
′;χ◦F ) > 2 · 2−r · y.

(iii) Αν ω′ είναι ένα δυαδικό διάστηµα τέτοιο ώστε ω ⊆ ω′ ⊆ ω∗ και 4m(ω′) 6 m(ω∗), τότε

το ω′ ικανοποιεί την (5.5.2).

΄Εστω x ένα σηµείο το οποίο ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗. Θεωρούµε την κλάση των
smoothing διαστηµάτων ω̃∗ = ωjν ∪ ωj+1,ν , όπου είτε ωjν ∈ Ω(p∗, r) ή ωj+1,ν ∈ Ω(p∗, r).
Αφού το Ω(p∗, r) δίνει µια ξένη κάλυψη του ω∗ µε δυαδικά (ηµιανοικτά) διαστήµατα, υπάρ-
χει τουλάχιστον ένα τέτοιο διάστηµα ω̃∗ που περιέχει το x στο µεσαίο µισό του. Πράγµατι,
το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗. Ας ονοµάσουµε ω1, ω2, ω3, ω4 τα τέσσερα υποδιαστή-
µατα του ω∗ για τα οποία ισχύει 4m(ωi) = m(ω∗), και ας υποθέσουµε χωρίς περιορισµό
της γενικότητας ότι x ∈ ω2. Αφού η οικογένεια Ω(p∗, r) συνιστά διάσπαση του ω∗, υπάρχει
µοναδικό ω = ωjν ∈ Ω(p∗, r) ώστε x ∈ ω. ΄Οµως τα ω, ω2 είναι δυαδικά διαστήµατα και
x ∈ ω ∩ ω2, δηλαδή ω ∩ ω2 6= ∅, και m(ω) 6 1

4m(ω∗) = m(ω2), άρα ω ⊆ ω2, απ΄ όπου
έπεται ότι j > 1 (υπάρχει κοµµάτι του ω∗ πίσω από το ω) και j 6 2ν+1 − 2 (διότι τα ω3, ω4

είναι δεξιά του ω.

΄Ετσι, ϑέτοντας ω̃∗ = ωj−1,ν ∪ ωjν στην περίπτωση που το x ανήκει στο αριστερό µισό
του ω = ωjν , παρατηρούµε ότι το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω̃∗. Στην περίπτωση που το
x ανήκει στο δεξιό µισό του ω, ϑέτουµε ω∗ = ωjν ∪ ωj+1,ν και πάλι το x ανήκει στο µεσαίο
µισό του ω̃∗.

Ορίζουµε ω∗(x) εκείνο το διάστηµα ω̃∗ που ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες, για το
οποίο το m(ω̃∗) είναι το µεγαλύτερο δυνατό. Θα λέµε ότι αυτό το διάστηµα ω∗(x) είναι το
κεντρικό διάστηµα ως προς το x και την διάσπαση Ω(p∗, r).

Λήµµα 5.5.2. Το κεντρικό διάστηµα ω∗(x) ως προς το x και την διάσπαση Ω(p∗, r), όπου

p∗ = (ψ∗(n;ω∗), ω∗) και το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗, ικανοποιεί τις παρακάτω

συνθήκες:

(i) 2m(ω∗(x)) 6 m(ω∗).

(ii) Το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗(x).

(iii) Το ω∗(x) είναι ένωση διαστηµάτων από το Ω(p∗, r).

(iv) Αν ω ∈ Ω(p∗, r) και ω ⊆ ω∗ \ ω∗(x) τότε dist(x;ω) > 1
2m(ω).
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Απόδειξη. Αφού το µεγαλύτερο διάστηµα της Ω(p∗, r) έχει µέτρο 6 1
4m(ω∗) και το ω∗(x)

είναι η ένωση ενός διαστήµατος από το Ω(p∗, r) και ενός γειτονικού του διαστήµατος του
ιδίου επιπέδου (και άρα του ιδίου µήκους) έχουµε

m(ω∗(x)) = m(ωjν ∪ ωj+1,ν) 6 m(ωjν) +m(ωj+1,ν)

6
1

4
m(ω∗) +

1

4
m(ω∗) =

1

2
m(ω∗),

δηλαδή η συνθήκη (i) ικανοποιείται. Επιπλέον, η (ii) έπεται από τον ορισµό.
Υποθέτουµε ότι ω∗(x) = ωjν ∪ ωj+1,ν , όπου π.χ. ωjν ∈ Ω∗(p∗, r). Θα δείξουµε ότι

το ω∗(x) είναι ένωση διαστηµάτων από το Ω(p∗, r). Πρώτα δείχνουµε ότι το ωj+1,ν δεν
µπορεί να περιέχεται σε κάποιο διάστηµα ω′ ∈ Ω(p∗, r). Πράγµατι, αν ω′ ∈ Ω(p∗, r)

και ωj+1,ν ⊂ ω′ τότε ωjν ∩ ω′ = ∅, αλλιώς, αφού m(ωjν) 6 m(ω′) ϑα είχαµε ωjν ⊆ ω′

ενώ ωjν , ω
′ ∈ Ω(p∗, r), το οποίο είναι άτοπο από την κατασκευή της διάσπασης. ΄Ετσι,

το γειτονικό δυαδικό διάστηµα ω′′ από τα αριστερά, του ιδίου επιπέδου, ικανοποιεί την
ωjν ⊆ ω′′. ΄Αρα,

ω∗(x) = ωjν ∪ ωj+1,ν ⊆ ω′′ ∪ ω′.

Το ωj+1,ν περιέχεται στο αριστερό µισό του ω′, ενώ το ωjν περιέχεται στο δεξιό µισό του ω′′,
άρα το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω′ ∪ ω′′. Επίσης,

m(ω∗(x)) = 2m(ωj+1,ν) < 2m(ω′) = m(ω′ ∪ ω′′),

το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε το γεγονός ότι το ω∗(x) έχει µέγιστο µήκος. Συνεπώς,
αν το ωj+1,ν περιέχεται σε διάστηµα της διάσπασης, τότε ταυτίζεται µε αυτό, άρα τότε
ωj+1,ν ∈ Ω(p∗, r).

Γενικότερα, αν το ωj+1,ν τέµνεται µε κάποιο διάστηµα της διάσπασης, έστω ω, τότε
ωj+1,ν ⊃ ω ή ωj+1,ν = ω, και σε κάθε περίπτωση ωj+1,ν ∩ ω = ω. ΄Ετσι,

ω∗(x) = ωjν ∪ ωj+1,nu = ωjν ∪ (ωj+1,ν ∩ ω∗)ωjν ∪ (ωj+1,ν ∩ (∪ω∈Ω(p∗,r)ω))

= ωjν ∪
(
∪ω∈Ω(p∗,r)(ωj+1,ν ∩ ω)

)
= ωjν ∪ {ω : ω ∈ Ω(p∗, r), ωj+1,ν ∩ ω 6= ∅},

δηλαδή το ω∗(x) είναι ένωση διαστηµάτων της διάσπασης Ω(p∗, r). Αυτό αποδεικνύει την
(iii).

Τέλος, ας υποθέσουµε ότι ω ∈ Ω(p∗, r) και ω ⊆ ω∗ \ ω∗(x). Θέλουµε να δείξουµε ότι
dist(x, ω) > 1

2m(ω). Αν υποθεσουµε ότι αυτό δεν ισχύει τότε το x ανήκει σε ένα γειτονικό
δυαδικό διάστηµα ω′ του ω, του ιδίου επιπέδου. Τότε το x ϐρίσκεται στο µεσαίο µισό του
ω′ ∪ ω = ω̃∗. Αν ω∗(x) = ωjν ∪ ωj+1,ν , όπου ωjν ∈ Ω(p∗, r) ή ωj+1,ν ∈ Ω(p∗, r), τότε το ω′

τέµνεται µε κάποιο από τα ωjν , ωj+1,ν (αφού κάποιο από τα δύο περιέχει το x) οπότε από
τη µεγιστική ιδιότητα του ω∗(x) έχουµε ω′ ⊆ ωjν ή ω′ ⊆ ωj+1,ν . Αν ω′ ⊆ ωjν τότε στην
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περίπτωση που το ω «προηγείται» του ω′ ϐλέπουµε ότι το αριστερό µισό του ω′ περιέχεται
στο δεξιό µισό του ω (διότι το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∪ω′ και του ωjν ∪ωj+1,ν ) άρα
ω ∩ ωjν 6= ∅, απ΄ όπου παίρνουµε ω ⊆ ωjν ⊆ ω∗(x) και οδηγούµαστε σε άτοπο λόγω της
ω ⊆ ω∗ \ ω∗(x). Αν ω′ ⊆ ωj+1,ν και ϐρισκόµαστε στην περίπτωση που το ω «προηγείται»
του ω′ τότε το αριστερό µισό του ω′ περιέχεται στο αριστερό µισό του ωj+1,ν , άρα το ω ϑα
τµηθεί µε το ωjν ή το ωj+1,ν , συνεπώς ω ⊆ ωjν ∪ ωj+1,ν = ω∗(x), το οποίο είναι άτοπο. Αν
ω′ ⊆ ωjν και ϐρισκόµαστε στην περίπτωση που το ω «έπεται» του ω′ τότε το δεξιό µισό του ω′

περιέχεται στο δεξιό µισό του ωjν , οπότε ω∩ωjν 6= ∅ ή ω∩ωj+1,ν 6= ∅ και συµπεραίνουµε ότι
ω ⊆ ω∗(x), το οποίο είναι άτοπο. Τέλος, αν ω′ ⊆ ωj+1,ν και ϐρισκόµαστε στην περίπτωση
που το ω «έπεται» του ω′ τότε το δεξιό µισό του ω′ περιέχεται στο αριστερό µισό του ωj+1,ν ,
και έτσι ω ∩ ωj+1,ν 6= ∅, άρα ω ⊆ ωj+1,ν ⊆ ω∗(x), το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, το λήµµα
έχει αποδειχθεί.

Λήµµα 5.5.3. ΄Εστω ω∗(x) το κεντρικό διάστηµα ως προς το x και την διάσπαση Ω(p∗, r).

Αν ω∗(x) = ωjν ∪ ωj+1,ν , και τουλάχιστον ένα από τα διαστήµατα ωjν και ωj+1,ν ανήκει στο

Ω(p∗, r), τότε

(5.5.3) max{Cψ(n;ωjν)(ωjν ;χ◦F ), Cψ(n;ωj+1,ν)(ωj+1,ν ;χ◦F )} < 2 · 2−ry.

Αν m(ω∗(x)) > 2 · 2π · 2−N , τότε

(5.5.4) C∗ψ∗(n;ω∗(x))(ω
∗(x);χ◦F ) > 2 · 2−ry.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ωjν ∈ Ω(p∗, r). Τότε, από την κατασκευή,

Cψ(n;ωjν)(ωjν ;χ◦F ) < 2 · 2−ry.

Από την (iii) του Λήµµατος 5.5.2, το άλλο διάστηµα ωj+1,ν είναι ένωση διαστηµάτων από την
Ω(p∗, r). ΄Εστω ω′ ∈ Ω(p∗, r) το οποίο ικανοποιεί τις ω′ ⊆ ωj+1,ν ⊆ ω∗ και 4m(ωj+1,ν) 6

m(ω∗). Τότε, από την (iii) του Λήµµατος 5.5.1,

Cψ(n;ωj+1,ν)(ωj+1,ν ;χ◦F ) < 2 · 2−ry,

και έπεται η (5.5.3).
Τέλος, αν m(ω∗(x)) > 2 · 2π · 2−N και ω∗(x) = ω1 ∪ ω2, τότε τα ω1 και ω2 δεν ανήκουν

στο επίπεδο N . Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ω1 ∈ Ω(p∗, r). Χρησιµοποιώντας την (ii)
του Λήµµατος 5.5.1 ϐλέπουµε ότι υπάρχει ένα δυαδικό διάστηµα ω′ ⊂ ω1, τέτοιο ώστε
2m(ω′) = m(ω1) και

Cψ(n;ωjν)(ωjν ;χ◦F ) > 2 · 2−ry.
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Καθώς το ω′ είναι ένα από τα τέσσερα δυαδικά υποδιαστήµατα του ω∗(x) για τα οποία
4m(ω′) = m(ω∗(x)), συµπεραίνουµε ότι

C∗ψ∗(n;ω∗(x))(ω
∗(x);χ◦F ) = max{Cψ(n;ω′′)(ω

′′;χ◦F ) : ω′′ ⊂ ω∗(x), 4m(ω′′) = m(ω∗(x))}

> 2 · 2−ry,

και έχουµε αποδείξει την (5.5.4), άρα και το λήµµα.

5.6 Τα σύνολα T ∗, U ∗ και EN

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα κατασκευάσουµε το σύνολο EN και ϑα αποδείξουµε ότι υ-
πάρχει σταθερά Cp > 0, ανεξάρτητη από τα N , y και F , τέτοια ώστε

m(EN ) 6 Cppy
−pm(F ).

Το σύνολο EN είναι η ένωση των συνόλων S∗, V ∗L , X
∗ και Y ∗ που έχουν ήδη οριστεί, και

δύο ακόµα συνόλων T ∗ και U∗, τα οποία ϑα ορίσουµε εδώ.

΄Εστω r ∈ N. Υποθέτουµε ότι p∗ = (ψ∗(n;ω∗), ω∗) ∈ G̃(r), όπου n > 0 και το ω∗

είναι ένα smoothing διάστηµα το οποίο σταθεροποιούµε στη συνέχεια. ΄Εστω Ω(p∗, r) η
διάσπαση του ω∗ ως προς τα n και χ◦F , που ορίστηκαν στην προηγούµενη παράγραφο.

Αν ωj ∈ Ω(p∗, r). συµβολίζουµε µε tj το µέσο του ωj και ϑέτουµε δj = m(ωj), δηλαδή
δj > 2π · 2−N . Για κάθε x ∈ ω∗ ορίζουµε ένα υποσύνολο Ω(x) του Ω(p∗, r) ϑέτοντας

(5.6.1) Ω(x) =

{
ωj ∈ Ω(p∗, r) : ∀ t ∈ ωj , |x− t| >

1

2
δj

}
.

Χρησιµοποιώντας αυτό το υποσύνολο Ω(x) ξένων διαστηµάτων, ορίζουµε µια συνάρτηση
∆(x) για x ∈ ω∗, ϑέτοντας

(5.6.2) ∆(x) = ∆(x; Ω) =
∑

ωj∈Ω(x)

δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

.

Λήµµα 5.6.1. Για κάθε λ > 0 ισχύει η εκτίµηση

m({x ∈ ω∗ : ∆(x) > λ}) 6 40

λ
exp(−λ/40) ·m(ω∗).

Απόδειξη. Αφού το tj είναι το µέσο του ωj και dist(tj ;ω
c
j) = 1

2δj , από την (5.6.1) έπεται
ότι, για κάθε ωj ∈ Ω(x),

(5.6.3) |x− tj | > δj , ωj ∈ Ω(x),
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απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι

(5.6.4) |x− t| 6 |x− tj |+ |tj − t| 6 2|x− tj |

για κάθε t ∈ ωj . Αν

gΩ(x) =
∑

ωj∈Ω(x)

∫
ωj

δj
(x− t)2 + δ2

j

dt,

χρησιµοποιώντας την (5.6.4) παίρνουµε

gΩ(x) >
∑

ωj∈Ω(x)

∫
ωj

δj
4(x− tj)2 + δ2

j

dt

>
1

4

∑
ωj∈Ω(x)

δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

=
1

4
∆(x),

άρα

(5.6.5) {x ∈ ω∗ : ∆(x) > λ} ⊆
{
x ∈ ω∗ : gΩ(x) >

λ

4

}
= Γλ.

΄Εστω ϕ µια µη αρνητική συνάρτηση µε supp(ϕ) ⊆ ω∗ και∫
ϕ(x) log+ ϕ(x) dx <∞.

Από τις (3.1.4), (3.1.15) και το Θεώρηµα 2.2.3,∫
ω∗
ϕ(x)gΩ(x) dx =

∑
ωj∈Ω(x)

∫
ωj

∫
ω∗

ϕ(x)δj
(x− t)2 + δ2

j

dx dt(5.6.6)

=
∑

ωj∈Ω(x)

∫
ωj

(Pδjϕ)(t) dt

6
∑

ωj∈Ω(x)

∫
ωj

(Θϕ)(t) dt 6
∫
ω∗

(Θϕ)(t) dt

6 2m(ω∗) + 8

∫
ω∗
ϕ(x) log+ ϕ(x) dx.

Αν επιλέξουµε ϕ(x) = exp(λ/40) · χΓλ(x), από την (5.6.6) έπεται ότι

exp(λ/40) · λ
4
m(Γλ) 6

∫
ω∗
ϕ(x)gΩ(x) dx

6 2m(ω∗) + 8 · λ
40
· exp(λ/40) ·m(Γλ),

απ΄ όπου, αναδιατασσοντας τους όρους και χρησιµοποιώντας την (5.6.5), παίρνουµε

m({x ∈ ω∗ : ∆(x) > λ}) 6 m(Γλ) 6
40

λ
exp(−λ/40) ·m(ω∗).
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Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το Ω(p∗, r) είναι ξένη κάλυψη του ω∗, ορίζουµε

(5.6.7) fn(t) =
1

m(ω(t))

∫
ω(t)

χ◦F (y)e−inydy, t ∈ ω∗,

όπου το ω(t) ∈ Ω(p∗, r) προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τη συνθήκη t ∈ ω(t). Είναι
ϕανερό ότι ‖fn‖∞ 6 1. Στο Λήµµα 5.6.2 ϑα αποδείξουµε άλλη µία εκτίµηση για την
‖fn‖∞, η οποία ϑα χρειαστεί αργότερα. Σηµειώνουµε ότι αφού τα διαστήµατα ω ∈ Ω(p∗, r)

είναι ξένα και ικανοποιούν την ανισότητα m(ω) > 2π · 2−N , έχουµε το πολύ 2N στοιχεία
στο Ω(p∗, r), άρα η fn(t) είναι µια κλιµακωτή συνάρτηση που προσδιορίζει η διάσπαση
Ω(p∗, r) του ω∗.

Λήµµα 5.6.2. Για την fn(t) ισχύει η εκτίµηση

|fn(t)| 6 c6y · 2−r, t ∈ ω∗

δηλαδή ‖fn‖∞ 6 c6y · 2−r. Εδώ, c6 = 2c3 όπου c3 είναι η σταθερά στο Λήµµα 4.2.4.

Απόδειξη. ΄Εστω t ∈ ωjν , όπου το ωjν = ω(t) ∈ Ω(p∗, r) ανήκει στο επίπεδο ν. Χρησιµο-
ποιώντας τον ορισµό (4.2.3) των γενικευµένων συντελεστών Fourier, το Λήµµα 4.2.4 και τη
συνθήκη (5.5.2), η οποία ικανοποιείται από τα διαστήµατα του Ω(p∗, r), παίρνουµε

|fn(t)| = |cn·2−ν (ωjν)| 6 c3 · Cψ(n;Ω)(ω;χ◦F ) < 2c3 · 2−ry.

Παρατήρηση 5.6.3. Χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση 4.2.2 και εξετάζοντας προσεκτικά
τις αποδείξεις των Ληµµάτων 4.2.3 και 4.2.4 ϐλέπουµε ότι µπορούµε να επιλέξουµε c6 =

2880.

Ορίζουµε

(5.6.8) C = 20 · log 2 ·max

{
40,

c1

c2

}
,

όπου c2 είναι η ϑετική σταθερά που εµφανίζεται στον εκθέτη στο Πόρισµα 4.1.5 και c3

είναι η σταθερά στο Λήµµα 4.2.4. Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση ∆(x) που ορίστηκε
στην (5.6.2) ορίζουµε

(5.6.9) U∗(p∗) = {x ∈ ω∗ : ∆(x) > CLr},

όπου L = L(p) είναι η σταθερά που εισήχθη στην (5.2.6). Σηµειώνουµε ότι η ∆(x)

εξαρτάται από την επιλογή του p∗.
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΄Εστω

(5.6.10) ĥn(x) = Ĥω∗fn(x) = sup
σx

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
σx

f◦n(t)

x− t
dt

∣∣∣∣ ,
όπου Ĥω∗ είναι ο τροποποιηµένος µετασχηµατισµός Hilbert ως προς το ω∗, ο οποίος εισή-
χθη στην (4.1.13), δηλαδή το supremum παίρνεται πάνω από όλα τα smoothing διαστή-
µατα σx ⊆ ω∗ για τα οποία το x ανήκει στο µεσαίο µισό του σx. Ορίζουµε

(5.6.11) T ∗(p∗) = {x ∈ ω∗ : ĥn(x) > 2CLr · 2−ry}.

Επίσης, ϑέτουµε c7 = max
{

1
20 log 2 , c1

}
, όπου η σταθερά c1 είναι αυτή του Πορίσµατος

4.1.5.

Λήµµα 5.6.4. Τα σύνολα T ∗(p∗) και U∗(p∗) ικανοποιούν τις εκτιµήσεις

m(T ∗(p∗)) 6 c7 · 2−20Lrm(ω∗)

και

m(U∗(p∗)) 6 c7 · 2−20Lrm(ω∗).

Απόδειξη. Πρώτα ϑεωρούµε το σύνολο T ∗(p∗). Από το Λήµµα 5.6.2 έπεται ότι

−c2
y2−r

‖fn‖∞
· 2CLr 6 − c2

2c3
· 2CLr,

άρα, σύµφωνα µε το Πόρισµα 4.1.5 και τον ορισµό (5.6.8) της σταθεράς C, έχουµε

m(T ∗(p∗)) 6 c1m(ω∗) exp

(
−c2

1

‖fn‖∞
· 2CLr2−ry

)
6 c1m(ω∗) exp

(
−c2

c3
CLr

)
6 c7 · 2−20Lrm(ω∗).

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.6.1 παίρνουµε για το U∗(p∗)

m(U∗(p∗)) 6
40

CLr
exp

(
−CLr

40

)
m(ω∗) 6 c7 · 2−20Lrm(ω∗).

Ορίζουµε τώρα τα σύνολα T ∗ και U∗ ϑέτοντας

T ∗ =

∞⋃
r=1

 ⋃
p∗∈G̃(r)

T ∗(p∗)

 και U∗ =

∞⋃
r=1

 ⋃
p∗∈G̃(r)

U∗(p∗)

 .
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Θεώρηµα 5.6.5. Ισχύει η ανισότητα

m(T ∗ ∪ U∗) 6 c8y
−pm(F ),

όπου c8 = 1000c7.

Απόδειξη. Από τον ορισµό (5.5.1) του G̃(r) έχουµε G̃(r) ⊆ G∗rL για κάθε r ∈ N. Από το
Λήµµα 5.4.5 έπεται ότι αν ϑεσουµε p∗ = (ψ∗(n;ω∗), ω∗) για συντοµία, τότε∑

p∗∈G̃(r)

m(ω∗) 6
∑

p∗∈G∗rL

m(ω∗) 6 500 · 219rLy−pm(F ).

Από το Λήµµα 5.6.4 έπεται ότι

m

 ⋃
p∗∈G̃(r)

[
T ∗(p∗) ∪ U∗(p∗)

] 6 2c7 · 2−20Lr
∑

p∗∈G̃(r)

m(ω∗)

6 2c7 · 2−20Lr · 500 · 219Lry−pm(F )

= 1000c7 · 2−Lry−pm(F ),

άρα

m(T ∗ ∪ U∗) 6 1000c7y
−pm(F )

∞∑
r=1

2−rL 6 1000c7y
−pm(F ).

Τέλος, ορίζουµε το σύνολο EN ϑέτοντας

(5.6.12) EN = S∗ ∪ T ∗ ∪ U∗ ∪ V ∗L ∪X∗ ∪ Y ∗.

Θεώρηµα 5.6.6. Υπάρχει µια σταθερά Cp > 0 τέτοια ώστε

m(EN ) 6 Cppy
−pm(F ).

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα 5.2.1, το Θεώρηµα 5.2.5, το
Θεώρηµα 5.3.5, το Θεώρηµα 5.3.6 και το Θεώρηµα 5.6.5.

Για τα x /∈ T ∗(p∗) ∪ U∗(p∗) ϑα χρειαστεί να συγκρίνουµε το |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0)| µε το
|S∗n(x;χ◦F ;ω∗(x))|, όπου ω∗(x) ⊆ ω∗0 ⊆ ω∗. Αυτή η σύγκριση γίνεται στο επόµενο ϑεώρη-
µα.

Θεώρηµα 5.6.7. ΄Εστω x ∈ (−π, π] και x /∈ T ∗(p∗) ∪ U∗(p∗). ΄Εστω ω∗(x) το κεντρικό

διάστηµα ως προς το x και τη διάσπαση Ω(p∗, r), και έστω ω∗0 ένα smoothing διάστηµα που

ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες:
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(i) Το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗0.

(ii) ω∗(x) ⊆ ω∗0 ⊆ ω∗.

(iii) Το ω∗0 \ ω∗(x) είναι ένωση διαστηµάτων από την Ω(p∗, r).

Τότε, υπάρχει µια σταθερά c9 > 0 τέτοια ώστε

(5.6.13)
∣∣∣ |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0)| − |S∗n(x;χ◦F ;ω∗(x))|

∣∣∣ 6 c9Lr · 2−ry.

Απόδειξη. Η ανισότητα (5.6.13) είναι προφανής αν ω∗0 = ω∗(x), υποθέτουµε λοιπόν στη
συνέχεια ότι ω∗(x) ⊂ ω∗0 και ω∗(x) 6= ω∗0. ΄Εχουµε∣∣∣ |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0)| − |S∗n(x;χ◦F ;ω∗(x))|

∣∣∣ 6 |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0)− S∗n(x;χ◦F ;ω∗(x))|(5.6.14)

=
1

π

∣∣∣∣∣
∫
ω∗0\ω∗(x)

e−intχ◦F (t)

x− t
dt

∣∣∣∣∣ ,
(ϑυµηθείτε την (4.3.3)) άρα ϑα εκτιµήσουµε το∫

ω∗0\ω∗(x)

e−intχ◦F (t)

x− t
dt = hn(x) + rn(x),

όπου
hn(x) =

∫
ω∗0\ω∗(x)

fn(t)

x− t
dt = (pv)

∫
ω∗0

fn(t)

x− t
dt− (pv)

∫
ω∗(x)

fn(t)

x− t
dt

και

(5.6.15) rn(x) =

∫
ω∗0\ω∗(x)

e−intχ◦F (t)− fn(t)

x− t
dt.

Η fn(t) είναι η συνάρτηση που ορίστηκε στην (5.6.7). Γνωρίζουµε (ϐλέπε (5.6.10)) ότι τα
ω∗0 και ω∗(x) είναι διαστήµατα σx-τύπου, και αφού x /∈ T ∗(p∗) ϐλέπουµε ότι

(5.6.16) |hn(x)| 6 2ĥn(x) 6 4CLr · 2−ry.

Εξετάζουµε τώρα την rn(x), η οποία ορίστηκε στην (5.6.15). ΄Οπως προηγουµένως,
ϑέτουµε δj = m(ωj) για κάθε ωj ∈ Ω(p∗, r) και γράφουµε tj για το µέσο του ωj . Από την
υπόθεση, το ω∗0 \ ω∗(x) είναι ένωση διαστηµάτων από την Ω(p∗, r). ∆ηλαδή,

ω∗0 \ ω∗(x) =
⋃

ωj∈Ω′(x)

ωj , Ω′(x) ⊂ Ω(p∗, r).

Χρησιµοποιώντας την (iv) στο Λήµµα 5.5.2, παίρνουµε dist(x, ωj) > 1
2δj για κάθε ωj ∈

Ω′(x), άρα το σύνολο δεικτών Ω(x) περιέχεται στο σύνολο δεικτών Ω(x) που ορίστηκε στην
(5.6.1). Ειδικότερα, από το Λήµµα 5.6.2 έχουµε

(5.6.17) |fn(t)| 6 c6 · 2−ry
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για κάθε t ∈ ω∗.
Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι

1

x− t
=

1

x− tj
+

t− tj
(x− t)(x− tj)

,

και αφού∫
ωj

(
e−intχ◦F (t)− fn(t)

)
dt =

∫
ωj

e−intχ◦F (t) dt− 1

m(ωj)

∫
ωj

χ◦F (y)e−inydy ·m(ωj) = 0,

καταλήγουµε στην ∫
ωj

e−intχ◦F (t)− fn(t)

x− tj
dt = 0.

΄Αρα,

rn(x) =

∫
ω∗0\ω∗(x)

e−intχ◦F (t)− fn(t)

x− t
dt(5.6.18)

=
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

(
1

x− tj
+

t− tj
(x− t)(x− tj)

)(
e−intχ◦F (t)− fn(t)

)
dt

=
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

t− tj
(x− t)(x− tj)

e−intχ◦F (t) dt

−
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

t− tj
(x− t)(x− tj)

fn(t) dt.

Αφού |x − t| > 1
2δj για κάθε t ∈ ωj , παίρνουµε |x − t| > |x − tj | − 1

2δj και έτσι, από την
(5.6.3),

|(x− t)(x− tj)| > (x− tj)2 − 1

2
δj |x− tj | > (x− tj)2 − 1

2
(x− tj)2(5.6.19)

=
1

2
(x− tj)2 >

1

4
[(x− tj)2 + δ2

j ],

απ΄ όπου παίρνουµε, για t ∈ ωj ,

(5.6.20)
∣∣∣∣ t− tj
(x− t)(x− tj)

∣∣∣∣ 6 1

2
δj

1
1
4 [(x− tj)2 + δ2

j ]
=

2δj
(x− tj)2 + δ2

j

.

Χρησιµοποιώντας αυτήν την ανισότητα, µαζί µε την (5.6.17), παίρνουµε για τον τελευταίο
όρο στην (5.6.18), καθώς x /∈ U∗(p∗),∣∣∣∣∣∣

∑
ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

t− tj
(x− t)(x− tj)

fn(t)dt

∣∣∣∣∣∣ 6 c6 · 2−ry
∑

ωj∈Ω′(x)

2δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

(5.6.21)

6 c6 · 2−ry
∑

ωj∈Ω(x)

2δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

(5.6.22)

6 2c6 · 2−ry∆(x) 6 2c6 · CLr · 2−ry.
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Τέλος, ϑα αποδείξουµε παρόµοια εκτίµηση για τον πρώτο όρο στην (5.6.18), δηλαδή το

(5.6.23)
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

t− tj
(x− t)(x− tj)

e−intχ◦F (t) dt.

Θεωρούµε τη συνάρτηση

(5.6.24) ϕj(t) =
t− tj

(x− t)(x− tj)
exp

(
−i
{
n− 2π

m(ωj)
ψ(n;ωj)

}
t

)
, t ∈ ωj ,

όπου ωj ∈ Ω′(x). Για ευκολία ϑέτουµε δj = m(ωj) = 2π · 2−ν , δηλαδή 2π
m(ωj)

= 2ν . Αφού
x /∈ ω̃j , είναι ϕανερό ότι ϕ ∈ C2(ωj), άρα χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.2.3 ϐλέπουµε ότι

ϕj(t) =
∑
µ∈Z

γj−µexp
(
−i · 2ν µ

3
t
)
, t ∈ ωj ,

όπου

(5.6.25) (1 + µ2)|γj−µ| 6 c2

(
max
ωj
|ϕj |+ 2−2ν max

ωj
|ϕ′′|

)
.

Από τις (5.6.24) και (5.6.20) έπεται ότι

(5.6.26) |ϕj(t)| 6
2δj

(x− tj)2 + δ2
j

,

και χρησιµοποιώντας την |n−2νψ(n;ωj)| 6 2ν , µετά από ένα µικρό υπολογισµό παίρνουµε

|ϕ′′(t)| 6 22ν |ϕj(t)|+ 2 · 2ν 1

|x− tj | |x− t|
+ 2 · 2ν

∣∣∣∣ t− tj
(x− t)2(x− tj)

∣∣∣∣
+ 2

∣∣∣∣ 1

(x− t)2(x− tj)

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ t− tj
(x− t)3(x− tj)

∣∣∣∣ ,
άρα από τις (5.6.19), (5.6.20), (5.6.26) και την |x− t| > 1

2δj = π · 2−ν παίρνουµε

2−2ν |ϕ′′(t)| 6
(

2 +
4

π
+

4

π
+

4

π2
+

4

π2

)
δj

(x− tj)2 + δ2
j

6 6 · δj
(x− tj)2 + δ2

j

.

Αντικαθιστώντας αυτήν την ανισότητα και την (5.6.26) στην (5.6.25) παίρνουµε

(1 + µ2)|γj−µ| 6 c10
δj

(x− tj)2 + δ2
j

.

Χρησιµοποιώντας αυτήν την ανισότητα παίρνουµε το εξής ϕράγµα για την ποσότητα της
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(5.6.23):∣∣∣∣∣∣
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

t− tj
(x− t)(x− tj)

e−intχ◦F (t) dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

t− tj
(x− t)(x− tj)

exp (−i{n− 2νψ(n;ωj)}t) · exp (−i2νψ(n;ωj)t)χ
◦
F (t) dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

ϕj(t) exp (−i2νψ(n;ωj)t)χ
◦
F (t) dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

ωj∈Ω′(x)

∫
ωj

∑
µ∈Z

γjµ exp
(
−i2ν

{
ψ(n;ωj) +

µ

3

}
t
)
χ◦F (t) dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

ωj∈Ω′(x)

∑
µ∈Z

γjµm(ωj) · cψ(n;ωj)+
µ
3
(ωj ;χ

◦
F )

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

ωj∈Ω′(x)

∑
µ∈Z

(1 + µ2)γjµδj ·
1

1 + µ2
· cψ(n;ωj)+

µ
3
(ωj ;χ

◦
F )

∣∣∣∣∣∣
6 c10

∑
ωj∈Ω′(x)

 δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

∑
µ∈Z

1

1 + µ2

∣∣∣cψ(n;ωj)+
µ
3
(ωj ;χ

◦
F )
∣∣∣


6 10c10

∑
ωj∈Ω′(x)

δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

· Cψ(n;ωj)(ωj ;χ
◦
F )

6 10c10 · 2 · 2−ry ·
∑

ωj∈Ω′(x)

δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

6 10c10 · 2 · 2−ry ·
∑

ωj∈Ω(x)

δ2
j

(x− tj)2 + δ2
j

= 20c10 · 2−ry∆(x) 6 20c10 · 2−r · CLr · y,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι Cψ(n;ωj)(ωj ;χ
◦
F ) < 2 · 2−ry από την (5.5.2) και το

ότι η υπόθεση x /∈ U∗(p∗) δίνει ∆(x) 6 CLr. ΄Αρα, από τις (5.6.14), (5.6.16), (5.6.21) και
από την τελευταία µας εκτίµηση παίρνουµε∣∣∣ |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0)| − |S∗n(x;χ◦F ;ω∗(x))|

∣∣∣ 6 c9CLr · 2−ry.
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Παρατήρηση 5.6.8. Χρησιµοποιώντας όλες τις σταθερές που έχουµε ορίσει ως τώρα, µπο-
ϱούµε να ελέγξουµε ότι το προηγούµενο ϑεώρηµα ισχύει µε c9 = 32.

5.7 Εκτιµήσεις για τα στοιχεία p∗ /∈ G∗rL
Στην (5.6.12) ορίσαµε το σύνολο EN και αποδείξαµε µια εκτίµηση για το µέτρο του στο
Θεώρηµα 5.6.6. Τώρα, ϑεωρούµε ένα σηµείο x /∈ EN και υποθέτουµε ότι το x ανήκει στο
µεσαίο µισό ενός smoothing διαστήµατος ω∗0, όπου m(ω∗0) = 2 · 2π · 2−ν και ν 6 N − 1.
΄Εστω n0 τυχούσα συχνότητα που αντιστοιχεί στο ω∗0, δηλαδή υπάρχει m0 > 0 τέτοιος
ώστε n0 = m0 · 2ν+1, όπου ο πρόσθετος όρος 2 προέρχεται από το γεγονός ότι ϑεωρούµε
ένα smoothing διάστηµα που αποτελείται από δύο δυαδικά διαστήµατα του επιπέδου ν.
Αυτό σηµαίνει ότι ψ(n0;ω∗0) = m0. Αν (m0, ω

∗
0) ∈ G∗rL για κάποιον r, µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε τις συναρτήσεις PrL που ορίσαµε στην Παράγραφο 5.3. Βέβαια, αυτή
η συνθήκη δεν ικανοποιείται γενικά, γι΄ αυτό σε αυτήν την παράγραφο ϑα αποδείξουµε
δύο ϑεωρήµατα, τα οποία µας εξασφαλίζουν ότι αν p∗0 = (m0;ω∗0) /∈ G∗rL τότε µπορούµε να
ϐρούµε ένα στοιχείο p̃∗ ∈ G∗rL, που µε κάποια έννοια δεν ϐρίσκεται «πολύ µακρυά» από το
δοσµένο στοιχείο p∗0 /∈ G∗rL. Σε αυτό το σηµείο παίζει ουσιαστικό ϱόλο το γεγονός ότι στην
(5.2.6) ορίσαµε τον L ∈ N έτσι ώστε να ικανοποιεί την L > 100.

Θεώρηµα 5.7.1. ΄Εστω x /∈ EN και ας υποθέσουµε ότι το x ανήκει στο µεσαίο µισό ενός

smoothing διαστήµατος ω∗0 , όπου m(ω∗0) = 2 · 2π · 2−ν , ν 6 N − 1. ΄Εστω n0 = m0 · 2ν+1,

m0 > 0 και έστω ότι υπάρχει r ∈ N τέτοιος ώστε p∗0 = (m0, ω
∗
0) /∈ G∗rL και

(5.7.1) 2−ry 6 C∗(p∗) = C∗m0
(ω∗0;χ◦F ) < 2 · 2−ry.

Τότε, υπάρχει ένα smoothing διάστηµα ω̃∗ ⊇ ω∗0 που περιέχει το x στο µεσαίο µισό του και

έχει µήκοςm(ω̃∗) = 2 ·2π ·2−µ, µ 6 ν, και υπάρχουν δύο ακέραιοι ñ και m̃ που ικανοποιούν

την m̃ = ψ∗(ñ; ω̃∗), δηλαδή ñ = m̃ · 2µ+1, τέτοιοι ώστε p̃∗ = (m̃, ω̃∗) ∈ G∗rL και

(5.7.2) |ψ∗(ñ;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| = |bm̃ · 2µ−νc −m0| 6 60 · 2−r.

Επιπλέον, αν p̃∗0 = (ψ∗(ñ;ω∗0), ω∗0), τότε για κάθε n που ικανοποιεί την

(5.7.3) |ψ∗(n;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| = |ψ∗(n;ω∗0)−m0| 6 120 · 22r

έχουµε

(5.7.4)
∣∣∣ |S∗n0

(x;χ◦F ;ω∗0)| − |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0)|
∣∣∣ 6 200 ·

(
C∗ψ∗(ñ;ω∗0)(ω

∗
0;χ◦F ) + 2 · 2−ry

)
.



120 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ CARLESON-HUNT

Απόδειξη. Αφού x /∈ EN , έχουµε ω∗0 6⊂ S∗, και από το Λήµµα 5.2.3 ϐλέπουµε ότι η (5.7.1)
ικανοποιείται για κάποιον r ∈ N.

΄Εστω ω′0 ⊆ ω∗0, µε 4m(ω′0) = m(ω∗0), κάποιο από τα υποδιαστήµατα του ω∗0, για το
οποίο

Cψ(n0;ω′0)(ω
′
0;χ◦F ) = C∗m0

(ω∗0;χ◦F ),

και έστω ω′ ⊂ ω∗0 οποιοδήποτε άλλο υποδιάστηµα του ω∗0, για το οποίο 4m(ω′) = m(ω∗0).
Αν γράψουµε P0 και P για τις συναρτήσεις

P0 = PrL(·;ω′0) και P = PrL(·;ω′)

που εισήχθησαν στην Παράγραφο 5.2, από το Λήµµα 5.4.8 ϐλέπουµε ότι P = P0.
Τώρα, από την Παρατήρηση 5.3.1,

(5.7.5) |cm(ω′;χ◦F − P )| 6 2−rLyp/2 για κάθε m.

Αφού ω∗0 6⊂ S∗ και 2−ry 6 C∗m0
(ω∗0;χ◦F ), από το Λήµµα 5.2.4 έπεται ότι yp/2 6 2Lr/4y.

Από την κατασκευή της P είναι ϕανερό ότι χ◦F − P ∈ L2(ω′), άρα µπορούµε να
χρησιµοποιήσουµε το Λήµµα 4.2.5. Από την (5.7.5) προκύπτει ότι B = 2−rLyp/2 και ότι
ο M µπορεί να είναι οποιοσδήποτε ϕυσικός. Επιλέγουµε M = 210rL. Για να ϐρούµε
το A στο Λήµµα 4.2.5 ϑα χρησιµοποιήσουµε την (5.2.3) του Λήµµατος 5.2.2 µε p = 2.
Παίρνουµε(

1

m(ω′)

∫
ω′
|χ◦F − P |2dx

)1/2

6

(
1

m(ω′)

∫
ω′
|χ◦F |2dx

)1/2

+

(
1

m(ω′)

∫
ω′
|P |2dx

)1/2

6 y +

(
1

m(ω′)

∫
ω′
|P |2dx

)1/2

,

άρα χρησιµοποιώντας την (5.4.2) του Λήµµατος 5.4.1 (παρατηρήστε ότι ω′ 6⊂ Xk διότι
x /∈ EN ) παίρνουµε(

1

m(ω′)

∫
ω′
|χ◦F − P |2dx

)1/2

6 y + 22rLyp/2 = A.

Εφαρµόζοντας το Λήµµα 4.2.5 παίρνουµε, για κάθε n,

Cn(ω′;χ◦F − P ) 6 9

(
B logM +

A√
M

)
(5.7.6)

6 9
(

2−rLyp/2 · 10rL · log 2 + 2−5rLy + 2−5rL · 22rLyp/2
)

6 9
(
10 log 2 · rL · 2−rL + 2−3rL

)
2rL/4y + 9 · 2−5rLy

6 2−rL/2y,
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όπου, στο τέλος, πήραµε υπόψη τις L > 100 και r ∈ N. Αφού Cψ(n0;ω′0)(ω
′
0;χ◦F ) =

C∗m0
(ω∗0;χ◦F ) > 2−ry και P = P0, παίρνουµε

Cψ(n0;ω′0)(ω
′
0;P0) + 2−rL/2y > Cψ(n0;ω′0)(ω

′
0;P0) + Cψ(n0;ω′0)(ω

′
0;χ◦F − P )

> Cψ(n0;ω′0)(ω
′
0;χ◦F ) > 2−ry,

και αναδιατάσσοντας τους όρους παίρνουµε

(5.7.7) Cψ(n0;ω′0)(ω
′
0;P0) > (2−r − 2−rL/2)y.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι υπάρχει µια συχνότητα λ στο P0, τέτοια ώστε

|ψ(λ;ω′0)− ψ(n0;ω′0)| < 25rL.

Ας υποθέσουµε ότι ισχύει το αντίθετο, δηλαδή |ψ(λ;ω′0)−ψ(n0;ω′0)| > 25rL. Από το Λήµα
4.2.6 και από την δεύτερη ανισότητα στην (5.4.2) παίρνουµε, εφαρµόζοντας πάλι και την
yp/2 6 2Lr/4y,

Cψ(n0;ω′0)(ω
′
0;P0) 6 2−5rL

∑
|an| 6 2−5rL · 22rLyp/2 6 2−2rLy,

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την (5.7.7), άρα έχουµε αποδείξει ότι για κάποιο λ που
εµφανίζεται σαν συχνότητα στο P0 έχουµε

|ψ(λ;ω′0)− ψ(n0;ω′0)| < 25rL.

Επιλέγουµε έναν τέτοιο λ και τον συµβολίζουµε µε ñ. Από την κατασκευή του PrL στην
Παράγραφο 5.3 έπεται ότι ο λ πρέπει να αντιστοιχεί σε κάποιο διάστηµα ω̃′ ⊇ ω′0 τέτοιο
ώστε (ψ(ñ; ω̃′), ω̃′) ∈ GrL. ΄Εστω ω̃∗ ένα smoothing διάστηµα, τέτοιο ώστε 4m(ω̃′) = m(ω̃∗)

και τέτοιο ώστε το x(∈ ω̃′) να περιέχεται στο µεσαίο µισό του ω̃∗. Τότε,

ω̃∗ ⊃ ω∗0, m(ω̃∗) = 4 · 2π · 2−µ, ψ∗(ñ; ω̃∗) = m̃ και ñ = m̃ · 2µ,

και p̃∗ = (m̃, ω̃∗) ∈ G∗rL. Θα αποδείξουµε την (5.7.2) γι΄ αυτό το στοιχείο p̃∗ = (m̃, ω̃∗).
Αφού p∗0 /∈ G∗rL µπορούµε να γράψουµε

P = ρeiñx +Q′0(x) +Q1(x),

όπου τοQ1(x) περιέχει όλους τους όρους του P για τους οποίους οι αντίστοιχες συχνότητες
λ′ ικανοποιούν την

|ψ(n0;ω′0)− ψ(λ′;ω′0)| > 210rL,
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και το Q′0(x) από το Λήµµα 5.4.7 ικανοποιεί (γιατί έχουµε ήδη αφαιρέσει τον όρο ρeiñx)
την εκτίµηση

|Q′0(x)| 6 23 · 2−8rLyp/2 6 4 · 2−7rLy,

όπου ξανά χρησιµοποιήσαµε την yp/2 6 2rL/4y. ΄Αρα,

Cψ(n;ω′)(ω
′;P − ρeiñx) 6 4 · 2−7rLy αν |ψ(n;ω′)− ψ(n0;ω′)| 6 29rL,

όπου ω′ είναι οποιοδήποτε από τα τέσσερα υποδιαστήµατα του ω∗0. Τότε, από την (5.7.6)
έχουµε

Cψ(n;ω′)(ω
′;χ◦F − ρeiñx) 6 Cψ(n;ω′)(ω

′;χ◦F − P ) + Cψ(n;ω′)(ω
′;P − ρeiñx)(5.7.8)

6 2−rL/2y + 4 · 2−7rLy 6 2 · 2−rL/2y

αν |ψ(n;ω′) − ψ(n0;ω′)| 6 29rL, και χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.4.8 και την (5.7.7)
παίρνουµε

Cψ(n0;ω′0)(ω
′
0; ρeiñx) 6 Cψ(n0;ω′0)(ω

′
0;P0) + Cψ(n0;ω′0)(ω

′
0;P − ρeiñx)(5.7.9)

> (2−r − 2−rL/2)y − 4 · 2−7rLy >
1

2
· 2−ry

αν |ψ(n;ω′)− ψ(n0;ω′)| 6 29rL.
Τώρα,

|ρ| 6 10 · Cψ(ñ;ω′)(ω
′; ρeiñx)(5.7.10)

6 10
(
Cψ(ñ;ω′)(ω

′;χ◦F − ρeiñx) + Cψ(ñ;ω′)(ω
′;χ◦F )

)
6 10

(
2 · 2−rL/2y + Cψ(ñ;ω̃)(ω̃;χ◦F )

)
,

αν ϑυµηθούµε ότι η (5.7.8) ισχύει και για n = ñ.
Χρησιµοποιώντας την (5.2.4) του Λήµµατος 5.2.2 παίρνουµε αµέσως

(5.7.11) |ρ| 6 10
(

2 · 2−rL/2y + y
)
< 30y.

Χρησιµοποιώντας την (5.7.9) και το Λήµµα 4.2.6 (σηµειώνουµε ότι, εδώ, f(x) = ρeiñx)
παίρνουµε

1

2
· 2−ry 6 Cψ(n0;ω′0)(ω

′
0; ρeiñx) 6 |ρ| · |ψ(n0;ω′0)− ψ(ñ;ω′0)|−1,

άρα από την (5.7.11) παίρνουµε

|ψ(n0;ω′0)− ψ(ñ;ω′0)| 6 2 · |ρ| · 2r · 1

y
6 60 · 2r,
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το οποίο αποδεικνύει την (5.7.2).
Υποθέτουµε ότι ο n ικανοποιεί τη συνθήκη

|ψ∗(n;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| 6 120 · 22r.

΄Εχουµε

|einxS∗n(x;ω∗0;χ◦F )− ein0xS∗n0
(x;ω∗0;χ◦F )|(5.7.12)

6 |einxS∗n(x;ω∗0;χ◦F − ρeiñx)− ein0xS∗n0
(x;ω∗0;χ◦F − ρeiñx)|

+ |S∗n(x;ω∗0; ρeiñx)|+ |S∗n0
(x;ω∗0; ρeiñx)|.

Φράσσουµε τους τελευταίους δύο όρους χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.3.9 και την (5.7.10)
(για την f(x) = ρeiñx):

|S∗n(x;ω∗0; ρeiñx)|+ |S∗n0
(x;ω∗0; ρeiñx)| 6 2 · |ρ| · 10

6 200
(

2 · 2−rL/2y + C∗ψ∗(ñ;ω̃)(ω̃;χ◦F )
)
.

Ο πρώτος όρος στο δεξιό µέλος της (5.7.12) ϕράσσεται µε εφαρµογή του Λήµµατος 4.3.7
το πολύ 120 · 22r ϕορές, όπου κάθε ϕορά χρησιµοποιούµε την (5.7.8). ΄Αρα,

|einxS∗n(x;ω∗0;χ◦F − ρeiñx)− ein0xS∗n0
(x;ω∗0;χ◦F − ρeiñx)|

6 120 · 22r · 2 · 2−rL/2 · y · c5,

και από την (5.7.12) έχουµε

|einxS∗n(x;ω∗0;χ◦F )− ein0xS∗n0
(x;ω∗0;χ◦F )|

6 240 · c5 · 22r−rL/2y + 400 · 2−rL/2y + 200 · C∗ψ∗(ñ;ω̃)(ω̃;χ◦F ).

΄Επεται η (5.7.4), διότι L > 100, και η σταθερά c5 µπορεί να επιλεγεί ίση µε 85000.

Στο επόµενο ϑεώρηµα ϐελτιώνουµε αυτά τα αποτελέσµατα, προσθέτοντας µια εκτίµηση
για το C∗(p∗) και παίρνοντας υπόψη την διάσπαση Ω(p∗; r) για το p∗. Οι υποθέσεις είναι
οι ίδιες µε αυτές του Θεωρήµατος 5.7.1.

Θεώρηµα 5.7.2. ΄Εστω x /∈ EN και ας υποθέσουµε ότι το x ανήκει στο µεσαίο µισό ενός

smoothing διαστήµατος ω∗0 , όπου m(ω∗0) = 2 · 2π · 2−ν , ν 6 N − 1. ΄Εστω n0 = m0 · 2ν+1,

m0 > 0 και έστω ότι υπάρχει r ∈ N τέτοιος ώστε p∗0 = (m0, ω
∗
0) /∈ G∗rL και

2−ry 6 C∗(p∗0) = C∗m0
(ω∗0;χ◦F ) < 2 · 2−ry.
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Τότε, υπάρχει ένα smoothing διάστηµα ω∗ ⊇ ω∗0 που περιέχει το x στο µεσαίο µισό του και

έχει µήκοςm(ω∗) = 2 ·2π ·2−µ, µ 6 ν, και υπάρχουν δύο ακέραιοι n καιm που ικανοποιούν

τηνm = ψ∗(n;ω∗), δηλαδή n = m ·2µ+1, και ένας άλλος ακέραιος k ∈ {1, 2, . . . , r}, τέτοιοι
ώστε p∗ = (m,ω∗) ∈ G∗kL. Για το p̃∗0 = (m̃, ω̃∗0) ∈ G∗rL του Θεωρήµατος 5.7.1 έχουµε

(5.7.13) C∗(p̃∗0) = C∗m̃(ω∗0;χ◦F ) < 2−(k−1)y.

Επιπλέον,

(5.7.14) C∗(p∗) = C∗m(ω∗;χ◦F ) < 2−(k−1)y,

και η διάσπαση Ω(p∗; k) του ω∗ ορίζεται. Αν ω(x) είναι το κεντρικό διάστηµα ως προς το x

και την Ω(p∗; k), τότε ω∗(x) ⊆ ω∗0 , και ω∗(x) 6= ω∗0 αν το x δεν είναι άκρο κάποιου από τα

δύο δυαδικά διαστήµατα που ορίζουν το µεσαίο µισό του ω∗0 , και το ω∗0 \ ω∗(x) είναι ένωση

διαστηµάτων της Ω(p∗; k).

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε Σ το σύνολο όλων των τριάδων (n, ω∗, `), όπου n ∈ N, ω∗ είναι
ένα smoothing διάστηµα και ` ∈ {1, 2, . . . , r}, που ικανοποιούν τις παρακάτω τέσσερις
συνθήκες:

(i) ω∗ ⊇ ω∗0 και το x ανήκει στο µεσαίο µισό του ω∗, και αν m(ω∗) = 4 · 2π · 2−τ τότε
υπάρχει m ∈ N τέτοιος ώστε n = m · 2τ , δηλαδή ψ∗(n;ω∗) = m.

(ii) C∗(p̃∗0) = C∗m̃(ω∗0;χ◦F ) < 2−(`−1)y, όπου το p̃∗0 ορίζεται από το Θεώρηµα 5.7.1.

(iii) |ψ∗(n;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| 6 60
∑r

j=1 2j < 120 · 2r.

(iv) (ψ∗(n;ω∗), ω∗) ∈ G∗`L.

Ισχυριζόµαστε πρώτα ότι Σ 6= ∅. ΄Εστω ñ και ω̃∗ όπως στο Θεώρηµα 5.7.1. Αν C∗(p̃∗0) =

C∗m̃(ω∗0;χ◦F ) < 2−(r−1)y, τότε έχουµε αµέσως (ñ, ω̃∗, r) ∈ Σ. Ας υποθέσουµε ότι C∗(p̃∗0) >

2−(r−1)y. Από το Λήµµα 5.2.3 µπορούµε να ϐρούµε ` ∈ {1, 2, . . . , r − 1} τέτοιο ώστε

2−`y 6 C∗(p̃∗0) < 2−(`−1)y.

Αν p̃∗0 ∈ G∗`L ορίζουµε ñ′ = 4·2π
m(ω∗0)ψ

∗(ñ;ω∗0), και εύκολα ελέγχουµε ότι (ñ′, ω∗0, `) ∈ Σ.
Μένει λοιπόν η περίπτωση p̃∗0 /∈ G∗`L. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 5.7.1 αντικαθιστώντας

τα n0 και r µε τα ñ′ και `, παίρνοντας ένα νέο Ϲεύγος (ñ1, ω̃
∗
1), και ισχυριζόµαστε ότι η

τριάδα (ñ1, ω̃
∗
1, `) ανήκει στο Σ. Οι πρώτες τρεις συνθήκες του ορισµού του Σ ισχύουν

τετριµµένα, αρκεί λοιπόν να ελέγξουµε την τέταρτη. Από την τριγωνική ανισότητα έχουµε

|ψ∗(ñ1;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| 6 |ψ∗(ñ1;ω∗0)− ψ∗(ñ′;ω∗0)|+ |ψ∗(ñ′;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)|

6 |ψ∗(ñ1; ω̃∗1)− ψ∗(ñ′; ω̃∗1)|+ |ψ∗(ñ′;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)|,
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όπου στην τελευταία εκτίµηση έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι ω̃∗1 ⊃ ω∗0, άρα

|ψ∗(n1;ω∗0)− ψ∗(n′;ω∗0)| =
∣∣∣∣⌊ 1

8π
· ñ1 ·m(ω∗0)

⌋
−
⌊

1

8π
· ñ′1 ·m(ω∗0)

⌋∣∣∣∣
6

∣∣∣∣⌊ 1

8π
· ñ1 ·m(ω̃∗1)

⌋
−
⌊

1

8π
· ñ′ ·m(ω∗0)

⌋∣∣∣∣
= |ψ∗(ñ1; ω̃∗1)− ψ∗(ñ′; ω̃∗1)|,

αφού m(ω∗1)
m(ω∗0) = 2s για κάποιον s ∈ N, και το ακέραιο µέρος µπορεί να αλλάξει το µέγεθος

της ψ∗ κατά µία µονάδα το πολύ. Τώρα, από την (5.7.2) του Θεωρήµατος 5.7.1 έχουµε

|ψ∗(ñ′;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| 6 60 · 2r

και

|ψ∗(ñ1; ω̃∗1)− ψ∗(ñ′; ω̃∗1)| 6 60 · 2`,

όπου ` < r, άρα µια χοντρική εκτίµηση δίνει

|ψ∗(ñ1;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| 6 60
r∑
j=1

2j < 120 · 2r.

Αυτό αποδεικνύει την τρίτη συνθήκη, και έχουµε δείξει ότι Σ 6= ∅.

Αν επιλέξουµε (n, ω∗, k) ∈ Σ τέτοια ώστε ο k να είναι ο µικρότερος δυνατός, αρκεί να
αποδείξουµε την ανισότητα (5.7.13) και τους ισχυρισµούς για την Ω(p∗; k).

Ας υποθέσουµε ότι η (5.7.13) δεν ικανοποιείται, δηλαδή ας υποθέσουµε ότι C∗(p∗) >

2−(k−1)y. Χρησιµοποιώντας πάλι το Λήµµα 5.2.3 µπορούµε να ϐρούµε έναν ϕυσικό ` ∈
{1, 2, . . . , k − 1} τέτοιον ώστε

2−`y 6 C∗(p∗) < 2−(`−1)y.

Αν p∗ ∈ G∗`L συµπεραίνουµε ότι (n, ω∗, `) ∈ Σ, το οποίο αντιφάσκει προς τον ορισµό του
k, άρα πρέπει να έχουµε p∗ /∈ G∗`L. ΄Οµως, σε αυτήν την περίπτωση εφαρµόζουµε πάλι το
Θεώρηµα 5.7.1 αντικαθιστώντας τα ω∗0, n0, ` µε τα ω∗, n, `. Αυτό µας δίνει ένα νέο Ϲεύγος
(ñ1, ω̃

∗
1) τέτοιο ώστε (ϐλέπε την παραπάνω κατασκευή) (ñ1, ω̃

∗
1, `) ∈ Σ, και αφού ` 6 k − 1

αυτό έρχεται πάλι σε αντίθεση µε τον ορισµό του k. ΄Ετσι έχουµε αποδείξει την (5.7.13).

Από την παραπάνω κατασκευή έπεται ότι η διάσπαση Ω(p∗; k) του ω∗ που εισήχθη στην
Παράγραφο 5.5 ορίζεται. ΄Εστω ω∗(x) το κεντρικό διάστηµα ως προς το x και την Ω(p∗; k)

και έστω

p∗(x) = (ψ∗(n;ω∗(x)), ω∗(x)).
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Τότε, το x ανήκει στο µεσαίο µισό τόσο του ω∗0 όσο και του ω∗(x), και αν το x δεν είναι
άκρο κάποιου από τα δύο δυαδικά διαστήµατα στο µεσαίο µισό του ω∗0, τότε ω

∗(x) 6= ω∗0.
Από την κατασκευή του ω∗(x) στην Παράγραφο 5.5, αυτό σηµαίνει ότι είτε ω∗(x) ⊃ ω∗0 ή
ω∗(x) ⊂ ω∗0 (γνήσια).

΄Εστω ότι ω∗(x) ⊃ ω∗0. Τότε m(ω∗(x)) > 2 · 2π · 2−N , και από την (5.5.4) του Λήµµατος
5.5.3 έχουµε

C∗(p∗(x)) = C∗ψ∗(n;ω∗(x))(ω
∗(x);χ◦F ) > 2−(k−1)y.

Από το Λήµµα 5.2.3 υπάρχει ακέραιος ` ∈ {1, 2, . . . , k − 1} τέτοιος ώστε

2−`y 6 C∗(p∗(x)) < 2−(`−1)y.

Αν p∗(x) ∈ G∗`L, τότε (n, ω∗(x), `) ∈ Σ, και αυτό έρχεται σε αντίφαση µε το ότι ο k είναι
ο µικρότερος δυνατός, άρα p∗(x) /∈ G∗`L. ΄Οµως σε αυτήν την περίπτωση χρησιµοποιούµε
πάλι το Θεώρηµα 5.7.1 αντικαθιστώντας τα ω∗0, n0, r µε τα ω∗(x), n, `, κατασκευάζοντας
ένα άλλο στοιχείο (n̂, ω̂∗, `) ∈ Σ, το οποίο έρχεται πάλι σε αντίφαση µε το ότι ο k είναι ο
µικρότερος δυνατός. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ω∗(x) ⊂ ω∗0 (γνήσια).

Τέλος, αφού το ω∗(x) είναι ένωση διαστηµάτων από την Ω(p∗; k) µπορούµε να περιορι-
στούµε στην περίπτωση που το ω∗0 είναι ένωση διαστηµάτων από την Ω(p∗; k). Αυτό έπεται
από την κατασκευή του ω∗(x), από την (5.7.13) και από το γεγονός ότι ω∗(x) ⊂ ω∗0, δηλαδή
ω∗(x) \ ω∗0 = ∅.

5.8 Η τελική εκτίµηση για την S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1)

Σε αυτή την παράγραφο ϑα δώσουµε την εκτίµηση για το S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1) για x ∈ (−π, π) \
EN και |n| 6 N , την οποία αναφέραµε στην εισαγωγή αυτού του Κεφαλαίου. Η απόδειξη,
η οποία ϑα χρησιµοποιήσει ισχυρά τα αποτελέσµατα των προηγούµενων παραγράφων,
χρησιµοποιεί µια επαναληπτική διαδικασία που περιγράφεται στο Λήµµα 5.8.3 παρακάτω.
Αν αποδειχθεί αυτό το λήµµα, τα υπόλοιπα είναι εύκολα.

Αρχικός µας στόχος είναι να ορίσουµε µια πεπερασµένη ακολουθία ω∗−1, ω
∗
0, ω

∗
1, . . . , ω

∗
J

smoothing διαστηµάτων και αντίστοιχες πεπερασµένες ακολουθίες µη αρνητικών ακεραίων

n = n−1, n0, n1, . . . , nJ = 0, 0 6 nj 6 N

και
m−1 > m0 > m1 > · · · > mJ ,

τέτοιες ώστε
|S∗nj (x;χ◦F ;ω∗j )| = |S∗nj+1

(x;χ◦F ;ω∗j+1)|+O(Lmj · 21−my)
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για κάθε j = −1, 0, 1, . . . , J−1. Αφού η ακολουθία των nj δεν είναι αναγκαστικά ϕθίνουσα,
για τεχνικούς λόγους ϑα αποδείξουµε την ύπαρξη µιας άλλης πεπερασµένης ακολουθίας
k−1, k0, k1, . . . , kJ που αποτελείται από µη αρνητικούς ακεραίους, τέτοιας ώστε

kj+1 < mj 6 kj και nj+1 6 (1 + 2−kj )nj , j = −1, 0, 1, . . . , J − 1.

Ας ϑεωρήσουµε πρώτα ένα συγκεκριµένο ω∗j και ας ϑέσουµε nj > 0 τον αντίστοιχο ακέραιο.
Αν το ω∗j αποτελείται από δύο δυαδικά διαστήµατα του επιπέδου ν, και το n > 0 ικανοποιεί
τη συνθήκη

ψ∗(n;ω∗j ) = nj · 2−ν−1,

τότε, ϕυσικά,

(5.8.1) 0 6 n− nj < 2ν+1 και ψ∗(n;ω∗j ) = ψ∗(nj ;ω
∗
j ).

Αν από την άλλη πλευρά µας δώσουν n ∈ N, απλώς ορίζουµε τον nj ϑέτοντας

(5.8.2) nj =
4 · 2π
m(ω∗j )

ψ∗(n;ω∗j ),

και η τριάδα (n, nj , ω
∗
j ) έχει τις ιδιότητες που περιγράφονται στην (5.8.1).

Αν ο nj > 0 µας δίνεται και ϑέλουµε να ικανοποιείται η (5.8.2) για n = nj , τότε ϕυσικά
ο ψ∗(nj ;ω∗j ) ορίζει έναν αριθµό επιπέδου ν > 0 τέτοιον ώστε το ω∗j να αποτελείται από δύο
δυαδικά διαστήµατα του επιπέδου ν και να ισχύει ψ∗(nj ;ω∗j ) = nj · 2−ν−1. Ειδικότερα,
nj = 0 αν και µόνο αν ψ∗(nj ;ω∗j ) = 0. Αφού το x πρέπει να ανήκει στο µεσαίο µισό του
ω∗j , έχουµε µόνο δύο επιλογές του ω∗j για δεδοµένο nj . ΄Εστω ω∗j µία από αυτές.

Λήµµα 5.8.1. ΄Εστω N > 7. Αν nj 6= 0 τότε m(ω∗j ) > 8 · 2π · 2−N .

Απόδειξη. Αφού
∑∞

i=1 log(1 + 2−i) <
∑∞

i=1 2−i = 1, έχουµε

∞∏
i=1

(1 + 2−i) < e.

Αν n−1 = n τότε οι συνθήκες kj+1 < kj και nj+1 6 (1 + 2−kj )nj εξασφαλίζουν ότι για
N > 7 έχουµε

nj 6
∞∏
i=1

(1 + 2−i)N < eN 6
1

6
2N ,

άρα αν m(ω∗j ) 6 8 · 2π · 2−N έχουµε

ψ∗(nj ;ω
∗
j ) · 2N+1 6

(nj
8π
m(ω∗j )

)
· 2N+1 6

(nj
8π
· 8 · 2π · 2−N

)
· 2N+1

6 4nj 6
2

3
· 2N .
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΄Επεται ότι ψ∗(nj ;ω∗j ) 6
1
3 , και αφού ψ∗(nj ;ω∗j ) > 0 παίρνουµε ψ∗(nj ;ω∗j ) = 0. Με ϐάση

τις παρατηρήσεις που προηγήθηκαν έχουµε nj = 0 και έπεται το λήµµα.

Αν µας δοθούν τα n−1 = n και ω∗−1 = (−4π, 4π], από το Λήµµα 5.2.3 ϐλέπουµε ότι
υπάρχει k ∈ N τέτοιος ώστε

(5.8.3) 2−ky 6 C∗n(ω∗−1;χ◦F ) < 2−(k−1)y.

Λήµµα 5.8.2. Αν ο k ∈ N είναι ο ϕυσικός που ορίστηκε στην (5.8.3) και (−2π, 2π] 6⊂ S∗,

τότε

(ψ∗(n−1;ω∗−1), ω∗−1) ∈ G∗kL.

Απόδειξη. Στην Παράγραφο 4.2 ορίσαµε ψ∗(n;ω∗−1) = n, δηλαδή Ϲητάµε (n−1, ω
∗
−1) ∈

G∗kL. Ας υποθέσουµε ότι (ψ∗(n−1;ω∗−1), ω∗−1) /∈ G∗kL. Θεωρούµε m ∈ N τέτοιον ώστε

|m− n−1| = |m− n| = |m− ψ∗(n;ω∗−1)| < 210kL.

Τότε (m,ωr0) /∈ GkL, και από τον ορισµό (5.3.1) του Gk(ωr0) ϐλέπουµε ότι

(5.8.4) |cm(ωr0;χ◦F )| < 2−kLyp/2.

Αφού (−2π, 2π] 6⊂ S∗, έχουµε ωr0 6⊂ S, και από την (5.2.2) έπεται ότι

(5.8.5)
(

1

m(ωr0)

∫
ωr0

|χ◦F (x)|2dx
)1/2

=

(
1

m(ωr0)

∫
ωr0

χ◦F (x)dx

)1/2

< yp/2.

Τώρα, οι (5.8.5) και (5.8.4) είναι ακριβώς οι υποθέσεις του Λήµµατος 4.2.5, άρα αν επιλέ-
ξουµε A = yp/2, B = 2−kLyp/2 και M = 210kL, το λήµµα µας δίνει

Cn(ωr0;χ◦F ) 6 9
(

2−kLyp/2 · 10kL · log 2 + yp/2 · 2−5kL
)
< 2−kL/2y < 2−ky,

όπου χρησιµοποιήσαµε την L = L(p) > 100 (ϐλέπε (5.2.6)). ΄Οµως, αυτή η ανισότητα
αντιφάσκει προς τον ορισµό (5.8.3) του k.

Περνάµε τώρα στο κρίσιµο λήµµα, στο οποίο γίνεται πιο συγκεκριµένος ο ϱόλος των
πεπερασµένων ακολουθιών που αναφέρθηκαν προηγουµένως.

Λήµµα 5.8.3. ΄ΕστωN > 7, 1 < p <∞ και y > 0 δοσµένες σταθερές, και έστωF ⊆ (−π, π]

ένα µετρήσιµο σύνολο. Τότε, υπάρχει ένα άλλο µετρήσιµο σύνολοE ⊆ (−4π, 4π] τέτοιο ώστε

m(E) 6 Cppy
−pm(F ),
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και επιπλέον το E ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη: Για κάθε x ∈ (−π, π] \ E και για

κάθε n ∈ {0, 1, . . . , N} µπορούµε να ϐρούµε µια πεπερασµένη ακολουθία

ω∗−1, ω
∗
0, ω

∗
1, . . . , ω

∗
J

από smoothing διαστήµατα, και τρεις ακολουθίες

n = n−1, n0, n1, . . . , nJ = 0, m−1,m0,m1, . . . ,mJ , k−1, k0, k1, . . . , kJ ,

µη αρνητικών ακεραίων, που ικανοποιούν τις

nj =
4 · 2π
m(ω∗j )

ψ∗(nj ;ω
∗
j ), nj+1 6 (1 + 2−kj )nj , kj+1 < mj 6 kj ,

και

(5.8.6) |S∗nj (x;χ◦F ;ω∗j )| 6 |S∗nj+1
(x;χ◦F ;ω∗j+1)|+ c12Lmj · 2−(mj−1)y

και

(5.8.7) |S∗0(x;χ◦F ;ω∗j )| 6 Ly.

΄Εδώ, L = L(p) > 100 είναι η σταθερά που εισήχθη στην (5.2.6), και c12 είναι µια σταθερά

ανεξάρτητη από τα N, p, y και F . Μπορεί κανείς να ελέγξει ότι ϑα µπορούσαµε να πάρουµε

την c12 ίση µε 2 · 104.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι m(F ) > 0. ΄Εστω n−1 = n, ω∗−1 = (−4π, 4π] και
έστω k ∈ N ο οποίος ορίζεται από την (5.8.3), δηλαδή

2−ky 6 C∗n−1
(ω∗−1;χ◦F ) < 2−(k−1)y.

Από το Λήµµα 5.8.2 έχουµε

(ψ∗(n−1;ω∗−1), ω∗−1) ∈ G∗kL,

άρα η διάσπαση Ω((ψ∗(n;ω∗−1), ω∗−1); k) του ω∗−1 είναι καλά ορισµένη.
Επιλέγουµε σαν E το σύνολο EN που ορίστηκε στην (5.6.12). Αφού x /∈ E, από το

Θεώρηµα 5.6.7 έχουµε

(5.8.8) |S∗n−1
(x;χ◦F ;ω∗−1)| 6 |S∗n−1

(x;χ◦F ;ω∗(x))|+ c9 · Lk · 2−(k−1)y.

Ορίζουµε

k−1 = m−1 = k, ω∗0 = ω∗(x) και n0 =
4 · 2π
m(ω∗0)

ψ(n−1;ω∗0).
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Αν το ω∗(x) αποτελείται από δύο δυαδικά διαστήµατα του επιπέδου ν, δηλαδή ω∗0 =

ω∗(x) = ωjν ∪ ωj+1,ν , από τις (5.8.2) και (5.8.1) προκύπτει ότι 0 6 n−1 − n0 < 2ν+1, άρα
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Λήµµα 4.3.3 και έχουµε

|S∗n−1
(x;χ◦F ;ω∗0)|

6 |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)|+ c4 max{Cψ(n0;ωjν)(ωjν ;χ◦F ), Cψ(n0;ωj+1,ν)(ωj+1,ν ;χ◦F )}.

Τώρα, από τον ορισµό του ω∗(x) στην Παράγραφο 5.5, τουλάχιστον ένα από τα διαστήµατα
ωjν και ωj+1,ν ανήκει στη διάσπαση, άρα από την (5.5.3) του Λήµµατος 5.5.3 παίρνουµε

|S∗n−1
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗n0

(x;χ◦F ;ω∗0)|+ c4 · 2−(k−1)y

6 |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)|+ 10−2c4 · Lk · 2−(k−1)y,

αφού Lk > 100. Αντικαθιστώντας αυτήν την ανισότητα στην (5.8.8) ϐλέπουµε ότι

(5.8.9) |S∗n−1
(x;χ◦F ;ω∗−1)| 6 |S∗n0

(x;χ◦F ;ω∗0)|+ c13 · Lk · 2−(k−1)y.

Αν n0 = 0 τότε η διαδικασία σταµατάει. Αν n0 6= 0, από το Λήµµα 5.8.1 έχουµε
m(ω∗0) > 8 · 2π · 2−N , και από την (ii) του Λήµµατος 5.5.1 έχουµε ότι είτε

(5.8.10) C∗ψ∗(n0;ω∗0)(ω
∗
0;χ◦F ) > 2−(k−1)y,

ή χ◦F · χω∗0 ≡ 0. Στην τελευταία περίπτωση έχουµε S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0) = 0 και οι (5.8.6) και

(5.8.7) ισχύουν τετριµµένα για το ω∗0, άρα µπορούµε να υποθέσουµε την (5.8.10). Τότε,
από το Λήµµα 5.2.3 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει k0 ∈ N τέτοιος ώστε

2−k0y 6 C∗ψ∗(n0;ω∗0)(ω
∗
0;χ◦F ) 6 2−(k0−1)y,

και έπεται άµεσα από την (5.8.10) ότι k0 < k = m−1.

Για τη συνέχεια, ορίζουµε p∗0 = (ψ∗(n0;ω∗0), ω∗0).

Αν p∗0 ∈ G∗k0L, τότε η διάσπαση Ω(p∗0; k0) του ω∗0 ορίζεται, και χρησιµοποιώντας την
διαδικασία που ακολουθήσαµε παραπάνω για την απόδειξη της (5.8.10) (εφαρµόζοντας το
Λήµµα 4.3.3 και το Λήµµα 5.5.3) παίρνουµε

(5.8.11) |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗n1

(x;χ◦F ;ω∗1)|+ c13 · Lm0 · 2−(m0−1)y,

όπου έχουµε ϑέσει

ω∗1 = ω∗0(x), m0 = k0 και n1 =
4 · 2π
m(ω∗1)

ψ∗(n0;ω∗1).
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Αν p0 /∈ G∗k0L και ψ∗(n0;ω0) > 120·22k0 , τότε επιλέγουµε το ñ σύµφωνα µε το Θεώρηµα
5.7.1 και τα n, ω∗, r σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.7.2. Ειδικότερα, r 6 k0. Χρησιµοποιώντας
το Θεώρηµα 5.6.7 παίρνουµε

(5.8.12) |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗n(x;χ◦F ;ω∗(x))|+ c9 · Lr · 2−(r−1)y.

Αφού

|ψ∗(n;ω∗0)− ψ∗(n0;ω∗0)| < 120 · 2k0 < 120 · 22k0 ,

από το Θεώρηµα 5.7.1 έχουµε

(5.8.13) |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0(x))|+ 200

(
C∗ψ∗(ñ;ω∗0)(ω

∗
0;χ◦F ) + 2−(k0−1)y

)
.

Από την άλλη πλευρά, από το Θεώρηµα 5.7.2 παίρνουµε

C∗ψ∗(ñ;ω∗0)(ω
∗
0;χ◦F ) < 2−(r−1)y,

οπότε, αντικαθιστώντας αυτήν την ανισότητα και την (5.8.12) στην (5.8.13), και χρησιµο-
ποιώντας την Lr > 100, παίρνουµε

(5.8.14) |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗n(x;χ◦F ;ω∗0(x))|+ c14 · Lr · 2−(r−1)y.

Σε αυτήν την περίπτωση ϑέτουµε

(5.8.15) ω∗1 = ω∗(x), m0 = m και n1 =
4 · 2π
m(ω∗1)

ψ∗(n;ω∗1).

∆εν έχουµε όµως ολοκληρώσει την κατασκευή σε αυτήν την περίπτωση, διότι ο n1

µπορεί να µην είναι ίσος µε τον n, και ο n µπορεί να είναι µεγαλύτερος από τον n0. Θα
χρειαστούµε το επόµενο λήµµα.

Λήµµα 5.8.4. ΄Εστω n1 = 4·2π
m(ω∗1)ψ

∗(n;ω∗1) και ψ∗(n0;ω∗0) > 120 · 22k0 . Τότε,

n1 6 n 6 (1 + 2−k0)n0.

Απόδειξη. Αν n 6 n0 τότε ο ισχυρισµός είναι προφανής, υποθέτουµε λοιπόν ότι n0 < n.
Αν το ω∗0 αποτελείται από δύο διαστήµατα του επιπέδου ν, από την υπόθεση παίρνουµε

n · 2−(ν+1) − n0 · 2−(ν+1) < 120 · 2k0 = 2−k0 · 120 · 22k0

< 2−k0 · n0 · 2−(ν+1),

απ΄ όπου, µε αναδιάταξη των όρων, ϐλέπουµε ότι n < (1 + 2−k0)n0.
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Χρησιµοποιώντας αυτό το λήµµα, την (5.5.3) του Λήµµατος 5.5.3 και το Πόρισµα 4.3.6,
παίρνουµε από την (5.8.14), χρησιµοποιώντας και πάλι την Lr > 100,

|S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗n(x;χ◦F ;ω∗1)|+ c14Lr · 2−(r−1)y

(5.8.16)

6 |S∗n1
(x;χ◦F ;ω∗1)|+ c4 max{Cm0

(ωjν ;χ◦F ), Cm0
(ωj+1,ν ;χ◦F )}+ c14Lr · 2−(r−1)y

6 |S∗n1
(x;χ◦F ;ω∗1)|+ c15Lr · 2−(r−1)y,

δηλαδή έχουµε αποδείξει την (5.8.6) σε αυτήν την περίπτωση.

Τέλος, ϑεωρούµε την περίπτωση που p∗0 /∈ G∗k0L και ψ∗(n0;ω∗0) 6 120 · 2k0 . Πάλι,
επιλέγουµε το ñ όπως στο Θεώρηµα 5.7.1 και τα n, ω∗, r όπως στο Θεώρηµα 5.7.2. Από το
Θεώρηµα 5.7.1, για n = 0, παίρνουµε

(5.8.17) |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗0(x;χ◦F ;ω∗0)|+ 200 ·

(
C∗ψ∗(ñ;ω∗0)(ω

∗
0;χ◦F ) + 2−(k0−1)y

)
,

και χρησιµοποιώντας την (5.7.13) του Θεωρήµατος 5.7.2 παίρνουµε

|S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗0(x;χ◦F ;ω∗0)|+ 200 ·

(
2−(r−1)y + 2−(k0−1)y

)
.

Τώρα, το ω∗0 = ω∗(x) είναι ένα διάστηµα σx-τύπου, και αφού x /∈ V ∗L (ϐλέπε (5.2.8)),
δηλαδή

sup
σx

∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
σx

χ◦F (t)

x− t
dt

∣∣∣∣ 6 Ly,

παίρνουµε

|S∗0(x;χ◦F ;ω∗0)| =

∣∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
ω∗0

χ◦F (t)

x− t
dt

∣∣∣∣∣ 6 sup
σx

∣∣∣∣∣ 1π (pv)

∫
ω∗0

χ◦F (t)

x− t
dt

∣∣∣∣∣ 6 Ly,

το οποίο αποδεικνύει την (5.8.7) (καθώς µπορούµε να αντικαταστήσουµε το ω∗0 µε το ω∗j ,
όποτε το ω∗j ορίζεται). Σε αυτήν την περίπτωση ϑέτουµε m0 = m = 1, n1 = 0 και ω∗0 = ω∗1,
και παίρνουµε

(5.8.18) |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)| 6 |S∗0(x;χ◦F ;ω∗0)|+ c12Lm0 · 2−(m0−1)y.

Επαναλαµβάνουµε αυτή τη διαδικασία µέχρι να πάρουµε την (5.8.18) ή να πάρουµε
τόσο µικρά διαστήµατα στην (5.8.14) ή την (5.8.16) που από το Λήµµα 5.8.1 να µπορούµε
να συµπεράνουµε ότι nJ = 0. Κάτι από τα παραπάνω ϑα συµβεί µετά από πεπερασµένο
αριθµό ϐηµάτων, και έτσι το Λήµµα 5.8.3 έχει αποδειχθεί. 2

Τελικά, έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 5.8.5. ΄Εστω N > 7, 1 < p < ∞ και y > 0 δοσµένες σταθερές, και έστω F ⊆
(−π, π] ένα µετρήσιµο σύνολο. Τότε, υπάρχει ένα άλλο µετρήσιµο σύνολο E ⊆ (−4π, 4π]

τέτοιο ώστε

m(E) 6 Cppy
−pm(F ),

και τέτοιο ώστε, για κάθε n ∈ Z µε |n| 6 N και για κάθε x ∈ (−π, π] \ E,

|S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1)| 6 5c12 · Ly,

όπου Cp, L = L(p) και c12 είναι οι σταθερές στο Λήµµα 5.8.3.

Απόδειξη. ∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις:

Περίπτωση 1. (n = 0). Από το Λήµµα 5.8.3 έχουµε

|S∗0(x;χ◦F ;ω∗−1)| 6 c12 · Ly.

Περίπτωση 2. (0 < n 6 N ). Από το Λήµµα 5.8.3 έχουµε

|S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1)| = |S∗n−1
(x;χ◦F ;ω∗−1)|

6 |S∗n0
(x;χ◦F ;ω∗0)|+ c12 · Ly ·m−12−(m−1−1)

6 · · ·

6 |S∗nJ (x;χ◦F ;ω∗J)|+ c12 · Ly ·
J−1∑
j=−1

mj2
−(mj−1)

6 c12 · Ly + c12 · Ly ·
∞∑
i=1

i · 2−(i−1)

= 5c12Ly,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι kj+1 < mj 6 kj , που ειδικότερα εξασφαλίζει ότι οι
mj είναι διακεκριµένοι.

Περίπτωση 3. (−N 6 n < 0). Αφού |S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1)| = |S∗−n(x;χ◦F ;ω∗−1)|, η περίπτωση
αυτή προκύπτει άµεσα από την Περίπτωση 2.

5.9 Απόδειξη του ϑεωρήµατος

Στην Παράγραφο 2.4 αποδείξαµε το ϑεώρηµα Carleson-Hunt υποθέτοντας ότι ισχύει το
Θεώρηµα 2.4.1. ΄Ολα τα αποτελέσµατα που αποδείξαµε στη συνέχεια είχαν ως στόχο να
µας επιτρέψουν να αποδείξουµε το Θεώρηµα 2.4.1, ολοκληρώνοντας έτσι την απόδειξη του
ϑεωρήµατος Carleson-Hunt.



134 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ CARLESON-HUNT

Στην Παράγραφο 4.3 ορίσαµε τον τελεστή M∗ : Lp[−π, π]→M µέσω της

(5.9.1) M∗f(x) = sup
n∈Z
|S∗n(x; f ;ω∗−1)| = sup

n>0
|S∗n(x; f ;ω∗−1)|.

Σχετικά µε αυτόν τον τελεστή ϑα αποδείξουµε το εξής.

Θεώρηµα 5.9.1. Ο τελεστής M∗ είναι περιορισµένου ασθενούς τύπου p, για κάθε p ∈
(1,∞).

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι υπάρχει µια σταθερά Ap τέτοια ώστε

(5.9.2) m({x ∈ (−π, π] : M∗χF (x) > y}) 6 Appy
−pm(F )

για κάθε y > 0, για κάθε p ∈ (1,∞) και για κάθε µετρήσιµο σύνολο F ⊆ (−π, π]. ΄Εστω
y, p και F όπως παραπάνω. Ορίζουµε

E∗N =

{
x ∈ (−π, π] : sup

|n|6N
|S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1)| > y

}
, N ∈ N

και
E∗ = {x ∈ (−π, π] : M∗χF (x) > y}.

Είναι ϕανερό ότι E∗N ↑ E∗, για την απόδειξη λοιπόν της (5.9.2) αρκεί να αποδείξουµε ότι
υπάρχει µια σταθερά Ap τέτοια ώστε

m(E∗N ) 6 Appy
−pm(F ) για κάθε N ∈ N.

Από τον ορισµό του E∗N έχουµε

sup
|n|6N

|S∗n(x;χ◦F ;ω∗−1)| 6 y για κάθε x ∈ (−π, π] \ E∗N .

Θέτουµε y = 5c12Ly1 (δηλαδή, ορίζουµε y1 = 1
5c
−1
12 L

−1y), όπου c12 και L είναι οι σταθερές
στο Θεώρηµα 5.8.5. Γράφοντας EN για το σύνολο του Θεωρήµατος 5.8.5 που αντιστοιχεί
στα παραπάνω y1 και N , έχουµε

(−π, π] \ E∗N ⊇ (−π, π] \ EN ,

δηλαδή E∗N ⊆ EN . Από το Θεώρηµα 5.8.5 παίρνουµε

m(E∗N ) 6 m(EN ) 6 Cppy
−p
1 m(F ) 6 (5c12Cp)

py−pm(F ),

το οποίο αποδεικνύει το ϑεώρηµα µε Ap = 5c12LCp.
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Πόρισµα 5.9.2. Ο τελεστής M∗ είναι περιορισµένου τύπου p, για κάθε p ∈ (1,∞).

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 5.9.1 και του Λήµµατος 2.1.8: κάνουµε
παρεµβολή µεταξύ p0 και p1 για κάποιους 1 < p0 < p < p1 <∞.

Πόρισµα 5.9.3. Ο τελεστής M είναι περιορισµένου τύπου p, για κάθε p ∈ (1,∞). Πιο

συγκεκριµένα, για κάθε p ∈ (1,∞) υπάρχει σταθερά Ap τέτοια ώστε

‖MχE‖p 6 Ap‖χE‖p

για όλα τα µετρήσιµα σύνολα E ⊆ (−π, π].

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 4.3.2 και του Πορίσµατος 5.9.2.

Σταθεροποιούµε N ∈ N και ϑέτουµε

MNf(x) = max
06n6N

|Sn(x; f)|.

΄Εστω α : (−π, π]→ {0, 1, . . . , N} µια απλή µετρήσιµη συνάρτηση. Μια τέτοια συνάρτηση
ϑα λέγεται απλή τάξης N .

Ορίζουµε έναν τελεστή Tα στον Lp ϑέτοντας

(5.9.3) Tαf(x) = Sα(x)(x; f), x ∈ (−π, π].

Ο Tα είναι καλά ορισµένος και γραµµικός τελεστής στον Lp (για κάθε απλή συνάρτηση α
τάξης N ). Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε µια f ∈ Lp(−π, π] τότε για κάθε x ∈ (−π, π] έχουµε

Tαf =

N∑
j=0

sj(f)χα−1({j}).

Για κάθε j = 0, 1, . . . , N η sj(f) είναι συνεχής, άρα ανήκει στον L∞(−π, π] και η
χα−1({j}) είναι επίσης ϕραγµένη και µετρήσιµη (αφού η α είναι µετρήσιµη). ΄Επεται ότι
sj(f)χα−1({j}) ∈ Lp(−π, π] για κάθε j = 0, 1, . . . , N , άρα Tα(f) ∈ Lp(−π, π].

Η γραµµικότητα ελέγχεται εύκολα: αν f, g ∈ Lp(−π, π] και λ ∈ C τότε

Tα(f + λg) =

N∑
j=0

sj(f + λg)χα−1({j}) =

N∑
j=0

[sj(f) + λsj(g)]χα−1({j})

=
N∑
j=0

sj(f)χα−1({j}) + λ
N∑
j=0

sj(g)χα−1({j}) = Tα(f) + λTα(g).
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Λήµµα 5.9.4. ΄Εστω α µια απλή συνάρτηση τάξης N . Για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆
(−π, π] και για κάθε p ∈ (1,∞),

‖TαχE‖p 6 Ap‖χE‖p,

όπου Ap είναι η σταθερά στο Πόρισµα 5.9.3.

Απόδειξη. Από την Mf(x) = supn>0 |Sn(x; f)| είναι ϕανερό ότι |Tαf(x)| 6 Mf(x), άρα
και ‖Tαf‖p 6 ‖Mf‖p. ΄Αρα, το Λήµµα είναι άµεση συνέπεια του Πορίσµατος 5.9.3.

Λήµµα 5.9.5. Για κάθε p ∈ (1,∞) υπάρχει σταθερά C ′p τέτοια ώστε : για κάθε απλή

συνάρτηση f ∈ Lp(−π, π] και για κάθε απλή µετρήσιµη συνάρτηση α τάξης N ,

‖Tαf‖p 6 C ′p‖f‖p.

Απόδειξη. Από το Λήµµα 5.9.4 ο τελεστής Tα είναι περιορισµένου τύπου p για κάθε p ∈
(1,∞). Θεωρούµε p ∈ (1,∞) και επιλέγουµε p0, p1 τέτοιους ώστε 1 < p0 < p < p1 < ∞.
Τότε, ο Tα είναι περιορισµένου τύπου p0 και p1. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα Stein-Weiss ο Tα
είναι ισχυρού τύπου p και µε σταθερά C ′p που εξαρτάται µόνο από το p και όχι από την
α, αφού οι σταθερές Ap0 και Ap1 στο Λήµµα 5.9.4 δεν εξαρτώνται από την α και τα p0, p1

εξαρτώνται µόνο από το p.

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το Θεώρηµα 2.4.1.

Θεώρηµα 2.4.1. Ο τελεστής M είναι τύπου p, για κάθε p ∈ (1,∞).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ Lp(−π, π]. Από τον ορισµό του τελεστή MN έπεται ότι υπάρχει απλή
µετρήσιµη συνάρτηση α0 τάξης N (η α0 εξαρτάται από την f ) τέτοια ώστε

|Tα0f(x)| = max
06n6N

|Sn(x; f)| = MNf(x)

για κάθε x ∈ (−π, π]. Τότε, από το Λήµµα 5.9.5 παίρνουµε ‖Mnf‖p 6 C ′p‖f‖p. Αφού η
ακολουθία MNf(x) είναι αύξουσα και limN→∞MNf(x) = Mf(x) για κάθε x ∈ (−π, π],
έχουµε το Θεώρηµα.
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