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Chapter 0

0.1 Πίνακας Συµβόλων

J(x, t) Πυκνότητα ρεύµατος
E(x, t) Ένταση ηλεκτρικού πεδίου
B(x, t) Ένταση µαγνητικού πεδίου
D(x, t) Ηλεκτρική διέγερση
H(x, t) Μαγνητική διέγερση
µ0 Απόλυτη µαγνητική διαπερατότητα του κενού
ϵ0 Απόλυτη ηλεκτρική σταθερά του κενού

ϵ ≡ ϵ(x) Ηλεκτρική διαπερατότητα ή διηλεκτρική σταθερά
µ ≡ µ(x) Μαγνητική διαπερατότητα
σ ≡ σ(x) Ηλεκτρική αγωγιµότητα του υλικού
Einc, H inc Προσπίπτον ηλεκτροµαγνητικό πεδίο
Esct, Hsct Σκεδασµένο πεδίο

ω Κυκλική συχνότητα
A, n Καταστατικές παράµετροι φραγµένου

ορθοτροπικού µη οµογενή µέσου στον R2

ui Προσπίπτον κύµα
us Σκεδασµένο πεδίο

u∞(θ, ϕ) Πλάτος σκέδασης
F Τελεστής µακρινού πεδίου
ug Συνάρτηση κυµάτων Hergloĵ µε πυρήνα g
ûg Συνάρτηση κυµάτων Hergloĵ µε πυρήνα g(ϕ− π)

Ωε(x0) Μικρή σφαίρα
ΩR Σφαίρα ακτίνας R

W (D) Χώρος Hilbert
L(V ) Φραγµένο συζυγές γραµµικό συναρτησιακό
u∞,ε
gz Κυµατική συνάρτηση Hergloĵ µε πυρήνα g∞,ϵ

z

n̂ Μοναδιαίο κάθετο διάνυσµα
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Χώροι Συναρτήσεων

Ω ανοικτό υποσύνολο στο Rn

Ω η κλειστότητα του Ω
D µη κενό, ανοικτό και φραγµένο σύνολο στον R2, µε

C2-σύνορο ∂D
Co(Ω) σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων ορισµένων

στο Ω
Cc(Ω) συνεχείς συναρτήσεις µε supp f συµπαγές
Ca

b (Ω) το σύνολο όλων των συνεχών και φραγµένων
συναρτήσεων στο Ω

Cr(Ω) = {u : ∂au υπάρχει και είναι συνεχής στο Ωγια |a| ≤
r}

Cr(Ω̄) = {u|∂Ω̄ : u ∈ Cr(R2)}
C∞(Ω) =⊂ r ≥ 0cupCr(Ω) = {u ∈ C∞(Ω) : supp u ≤ 0}
C∞(Ω̄) =⊂ r ≥ 0cupCr(Ω̄)
C∞

0 (Ω) = {u : u ∈ C∞
k (Ω)}

Ck
c = Ck(Ω) ∪ Cc(Ω)

C∞
c = C∞(Ω) ∪ Cc(Ω)

Lp(Ω) = {f : Ω → R συναρτήσεις µε
∫
Ω
|f(x)|pdx < ∞, 1 ≤

p <∞}
L∞(Ω) = {f : Ω → R∃M > 0 ώστε |f(x)|pdx ≤M σπ. στο Ω}
H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∃g ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
uϕ′ =

∫
Ω
yϕ, ∀ϕ ∈

C1
c (Ω)}

H1
o = {u ∈ H1(Ω) : u|∂D = 0}

Hm(Ω) u ∈ L2(Ω) : gi ∈ L2(Ω), i =
1, 2, 3, ..., , n τέτοιες ώστε

∫
Ω
uϕ(i) = (−1)i

∫
Ω
giϕ, 1 ≤

i ≤ m ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω)}

W (D) {∈ C2(D) ∪ C1(D̄) : Deltau+ k2u = 0}
H(∂D) = {(u|∂D, ∂u∂ν |∂D) : u ∈ H̄}
V a = {g ∈ X∗ : ⟨g, v⟩ = 0 για όλα τα u ∈ W}
aV = {u ∈ X : ⟨g, v⟩ = 0 για όλα τα g ∈ V }
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0.2 Εισαγωγή
Σκοπός της διπλωµατικής αυτής εργασίας είναι η µελέτη της σκέδασης
ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων από ένα διαπερατό (ανισότροπο) ορθο-
τροπικό ανοµοιογενές µέσο. Συγκεκριµένα, θα περιοριστούµε στην
µονοδιάστατη περίπτωση που απεικονίζει σκέδαση ηλεκτροµαγνητι-
κών κυµάτων από ένα ορθοτροπικό κύλινδρο άπειρου µήκους. Στη
συνέχεια, θα µελετήσουµε την επίλυση του αντίστροφου ηλεκτροµα-
γνητικού προβλήµατος σκέδασης για ένα µη οµογενή ορθοτροπικό µέ-
σο.

Αρχικά, θα ξεκινήσουµε αυτή τη µελέτη παρουσιάζοντας κάποιες
βασικές έννοιες, που αφορούν άµεσα το συγκεκριµένο θέµα. Θα ανα-
φερθούµε γενικά στη σκέδαση και στο τέλος θα εστιάσουµε στο πρό-
βληµα µας.

Σκέδαση είναι το φαινόµενο κατά το οποίο ένα κύµα διαδίδεται σε
ένα οµογενές µέσο και κατά τη διάδοση του συναντήσει ένα εµπόδιο, το
σκεδαστή.

Η σκέδαση διαιρείται σε

• ελαστική (όχι σηµαντική αλλαγή ενέργειας), στην οποία ανήκουν η
σκέδαση Rayleight και Mie.

• ανελαστική στην οποία ανήκουν η σκέδαση Brillouin, Raman, ανελα-
στική σκέδαση ακτίνων Χ και σκέδαση Compton.

Η θεωρία σκέδασης ασχολείται µε την επίδραση έντονων µεταβολών των
φυσικών παραµέτρων στη διάδοση ενός κύµατος, εποµένως ασχολείται
µε την µελέτη των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν τα διάφοραφαινό-
µενα σκέδασης.

Ένα πρόβληµα σκέδασης µπορεί να χωριστεί σε

• Ευθύπρόβληµασκέδασης. Το ευθύπρόβληµασκέδασης συνίσταται
στον προσδιορισµό του σκεδασµένου πεδίου us, όταν είναι γνωστό το
προσπίπτον κυµατικό πεδίο, καθώς επίσης και οι φυσικές ιδιότητες
του σκεδαστή, δηλαδή τις συνοριακές συνθήκες του σκεδαστή. Είναι
ένα καλά τοποθετηµένο πρόβληµα κατά Hadamard, δηλαδή έχει λύ-
ση, η λύση είναι µοναδική και εξαρτάται συνεχώς από τα δεδοµένα
του προβλήµατος. Η µοναδικότητα της λύσης εξασφαλίζεται από
τις συνθήκες ακτινοβολίας, η οποία στη σηµερινή της µορφή και για
την περίπτωση των βαθµωτών πεδίων,προτάθηκε από τον A. Som-
merfeld (1912).
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• Αντίστροφοπρόβληµασκέδασης. To αντίστροφοπρόβληµασκέδα-
σης συνίσταται στον προσδιορισµό των φυσικών και γεωµετρικών
ιδιοτήτων ενός σώµατος, του σκεδαστή (π.χ. µέγεθος, εσωτερική
δοµή), δεδοµένης της έντασης (και φάσης) ηλεκτροµαγνητικών κυ-
µάτωνπου σκεδάζονται από το σώµααυτό, δηλαδή ότανγνωρίζουµε
το προσπίπτον και το σκεδασµένο πεδίο. To αντίστροφο πρόβληµα
είναι εγγενώς µη γραµµικό και πιο σηµαντικό από την άποψη των
αριθµητικών υπολογιστών, µη καλά τοποθετηµένο (δηλαδή ενδε-
χοµένως να µην υπάρχει λύση ή αν υπάρχει να µην είναι µοναδική
ή / και να µην εξαρτάται από τα δεδοµένα του προβλήµατος κατά
συνεχή τρόπο)

Φαινόµενα σκέδασης λαµβάνουν χώρα κατά την διάδοση ηλεκτροµα-
γνητικών κυµάτων σε µέσα και διατάξεις µε συνέχειας. Η σκέδαση ηλε-
κτροµαγνητικών κυµάτων έχει απασχολήσει πολλόυς επιστήµονες τα
τελευταία 100 χρόνια, αποτελώντας σηµαντικό πεδίο έρευνας για την
επίλυσηπροβληµάτωνπου εµφανίζονται σεπλήθος εφαρµογών. Το αντί-
στροφο πρόβληµα σκέδασης ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων βρίσκει εφαρ-
µογή στα ραδιοκύµατα (π.χ. ραντάρ) και ορατό φως, όπου µαζί µε την
απορρόφηση είναι οι δύο φυσικές διαδικασίες που είναι υπεύθυνες για το
τι βλέπουµε.

Στη διπλωµατική αυτή εργασία θα µελετήσουµε το πρόβληµα σκέδα-
σης ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων. Ιδιαίτερα, η εργασία οργανώνεται
ως εξής: Στο 1ο κεφάλαιο θα διατυπώσουµε εξισώσεις, βασικές έννοιες
και νόµους που διέπουν τα ηλεκτροµαγνητικά πεδία. Θα αναφερθούµε
στις εξισώσεις τουMaxwell, οι οποίες µε κατάλληλη µαθηµατική επεξερ-
γασία ανάγονται σε εξισώσεις που περιγράφουν κύµατα. Θα µελετήσου-
µε χρονοεξαρτώµενες εξισώσεις και στη δεύτερη ενότητα του κεφαλαίου
τις εξισώσεις µε αρµονική χρονική εξάρτηση.

Στο 2ο κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε βασικούς ορισµούς και έννοιες
της Συναρτησιακής Ανάλυσης και των χώρων Sobolev που παίζουν σηµα-
ντικό ρόλο στη µελέτη του ευθέως και αντίστροφου προβλήµατος σκέ-
δασης. Θααναφερθούµε και σε κάποια σηµαντικάπαραδείγµατα, λήµµα-
τα και θεωρήµατα ώστε να κατανοήσουµε το θεώρηµα και τις προτάσεις
που θα διατυπώσουµε στο κεφάλαιο 3.

Στο 3ο κεφάλαιο θα διατυπώσουµε το ευθύ πρόβληµα σκέδασης ηλε-
κτροµαγνητικών κυµάτων από διαπερατό ορθοτροπικό ανοµοιογενές µέ-
σο. Θα µελετήσουµε την εξίσωση Helmholĵ έξω από το σκεδαστή και την
εξίσωση µε µη σταθερούς συντελεστές µέσα στο σκεδαστή. Πιο συγκε-
κριµένα, δίνονται οι εξισώσεις τουMaxwell σε ορθοτροπικό µέσο, θα ανα-
φέρουµε και θα αποδείξουµε θεωρήµατα, Λήµµατα και πορίσµατα που
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σχετίζονται µε την απόδειξη ύπαρξης µοναδικής λύσης του σκεδασµένου
προβλήµατος. Στη συνέχεια, αναδιατυπώνουµε αυτό το πρόβληµα σε
κατάλληλους χώρους Sobolev και στην τελευταία υποενότητα θα εξετά-
σουµε τις µεταβολικές µεθόδους στην εύρεση ασθενών λύσεων για προ-
βλήµατα συνοριακών τιµών.

Στο τελευταίο κεφάλαιο γνωρίζοντας τοπροσπίπτον και το σκεδασµέ-
νο πεδίο από το 3ο κεφάλαιο θα επεκταθούµε στην περίπτωση του αντί-
στροφου προβλήµατος σκέδασης, θα ορίσουµε τη κυµατική συνάρτηση
Hergloĵ και στη συνέχεια θα αποδείξουµε τη µοναδικότητα λύσης του
οµογενούς εσωτερικού προβλήµατος διαπερατότητας. Θα αναφέρουµε
µια απόδειξη µε βάση τον Hahner [10] η οποία βασίζεται στην οµαλότητα
της λύσης του. Τέλος, στην τελευταία υποενότητα αυτού του κεφαλαίου
θα βρούµε µια προσέγγιση για τον φορέα της ανοµοιογένειας.
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Chapter 1

Εξισώσεις του Maxwell

1.1 Οι Χρονοεξαρτόµενες Εξισώσεις
Από το νόµο τουGauss για το ηλεκτροµαγνητικόπεδίο, το νόµο της επαγω-
γής του Faraday και το νόµο του Ampere συµπληρωµένο µε έναν ακόµη
όρο από τον Maxwell που αφορά την µεταβολή της ροής της ηλεκτρικής
µετατόπισηςµέσααπό την επιφάνειαπουπερικλείει µια κλειστή γραµµή
προκύπτουν οι τέσσερις εξισώσεις Maxwell (πήραν το όνοµα τους από το
Φυσικό James Clerk Maxwell (1831-1879)):

divD(x, t) = ρ(x, t) (1.1)

curlE(x, t) = −∂B(x, t)

∂t
(1.2)

divB(x, t) = 0 (1.3)

curlH(x, t) = J(x, t) +
∂D(x, t)

∂t
(1.4)

όπου E(x, t), B(x, t) η ένταση του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου
αντίστοιχα, D(x, t), H(x, t) η ηλεκτρική και µαγνητική διέγερση, αντί-
στοιχα, J(x, t) η πυκνότητα ρεύµατος και ρ(x, t) η πυκνότητα φορτίου.

Στις περιοχές του χώρου όπου δεν υπάρχουν φορτία ή ρεύµατα οι
εξισώσεις Maxwell γράφονται ως

divD(x, t) = 0 (1.5)

curlE(x, t) = −∂B(x, t)

∂t
(1.6)

divB(x, t) = 0 (1.7)

curlH(x, t) = µ0ϵ0
∂E(x, t)

∂t
(1.8)
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όπου ϵ0, µ0 η απόλυτη διηλεκτρική σταθερά και η απόλυτη µαγνητική
διαπερατότητα του κενού, αντίστοιχα.

Από τι εξισώσεις αυτές και µε κατάλληλη µαθηµατική επεξεργασία
και αποσύζευξη του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου προκύπτουν οι
σχέσεις

∆E(x, t) = ϵ0µ0
∂2E(x, t)

∂t2
(1.9)

∆B(x, t) = ϵ0µ0
∂2B(x, t)

∂t2
(1.10)

οι οποίες έχουν τη µορφή κυµατικής εξίσωσης και περιγράφουν κύµατα
που κινούνται µε ταχύτητα c = 1√

µ0ϵ0
= 3× 108, η τιµή που ισούται µε την

ταχύτητα του φωτός.
Σε αγώγιµο και ισότροπο υλικό τα ηλεκτρόνια είναι δεσµευµένα από

τα άτοµα του υλικού και όλες οι διεθύνσεις είναι ισοδύναµες. Σ' αυτή την
περίπτωση ισχύουν οι καταστατικές σχέσεις:

D(x, t) = ϵE(x, t) (1.11)

H(x, t) =
1

µ
B(x, t) (1.12)

και οι εξισώσεις Maxwell γίνονται

divD(x, t) = 0 (1.13)

curlE(x, t) = −∂B(x, t)

∂t
(1.14)

divB(x, t) = 0 (1.15)

curlH(x, t) = µϵ
∂E(x, t)

∂t
(1.16)

όπου µε ϵ, µ η ηλεκτρική και µαγνητική διαπερατότητα του υλικού. Στις
τελευταίες σχέσεις η ποσότητα µ0ε0 έχει αντικατασταθεί από το µε. Συ-
νεπώς, σε ένα γραµµικό οµογενές υλικό τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα
διαδίδονται µε ταχύτητα c = 1√

µϵ
που είναι µικρότερη αυτή του φωτός.

1.2 Αρµονική Χρονική Εξάρτηση
Θεωρούµε διάδοση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων σε ένα ανοµοιογενές
ανισότροπο µέσο στον R3. Το συνολικό ηλεκτροµαγνητικό πεδίο περι-
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γράφεται από το ηλεκτρικό πεδίο E και το µαγνητικό πεδίο που ικανοποι-
ούν τις εξισώσεις Maxwell:

curlE+ µ
∂H

∂t
= 0 (1.17)

curlH + ϵ
∂E

∂t
= σE (1.18)

όπου ϵ σταθερό για την (1.18) η ηλεκτρική διαπερατότητα, µ η µαγνητική
διαπερατότητα και σ η ηλεκτρική αγωγιµότητα.

Για ηλεκτροµαγνητικά κύµατα µε αρµονική χρονική εξάρτηση της
µορφής

E(x, t) = E(x)e−iωt (1.19)
H(x, t) = H(x)e−iωt (1.20)

όπου ω > 0 η κυκλική συχνότητα, µπορούµε να αναχθούµε στην εξίσωση

∇× E(x, t) = ∇×
(
e−iωtE(x)

)
= e−iωt (∇× E(x)) (1.21)

και παραγωγίζοντας την εξίσωση (1.20) παίρνουµε

∂H (x, t)

∂t
=
∂ (H (x) e−iωt)

∂t
= −iωH (x) e−iωt (1.22)

Αντικαθιστώντας τις (1.21) και (1.22) στην (1.17) έχουµε

e−iωt
(
∇× E(x)

)
+ µ(−iω(x))e−iωt = 0

⇒ e−iωt
[
∇× E(x)− iωµH(x)

]
= 0

⇒ curlE(x)− iωµH(x) = 0 (1.23)

Με παρόµοια διαδικασία

curlH(x, t) = ∇×
(
e−iωtH(x)

)
= e−iωt

(
∇×H(x)

)
(1.24)

και παραγωγίζοντας στην εξίσωση (1.19) φτάνουµε στην

∂E (x, t)

∂t
=
∂ (E (x) e−iωt)

∂t
= −iωe−iωtE (x) (1.25)
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Αντικαθιστώντας τις (1.24) και (1.25) στην (1.18) συµπαιρένουµε,

curlH(x) + (iωϵ− σ)E(x) = 0 (1.26)

Θέτουµε όπου E(x) την (ε + iσ
ω
)−

1
2E(x) και όπου H(x) τη σχέση µ− 1

2H(x)
και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι από τις χρονοεξαρτώµενες εξισώ-
σεις Maxwell (1.17)-(1.18) βρίσκουµε τις εξισώσεις (1.23) και (1.26) που
γράφονται ως

curlE(x)− iκH(x) = 0 (1.27)
curlH(x) + iκE(x) = 0 (1.28)

µε κ > 0 ο κυµατικός αριθµός κ2 = ϵµω2 > 0.
Στο επόµενο κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε βασικές έννοιες, θεωρίες

της ΣυναρτησιακήςΑνάλυσης και των χώρων Sobolev, το οποίο είναι πολύ
βασικό για την µελέτη του προβλήµατος σκέδασης που θα περιγράψουµε
στο Κεφάλαιο 3.
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Chapter 2

Βασικά Στοιχεία
Συναρτησιακής Ανάλυσης

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε βασικούς ορισµούς και βασικές
έννοιες των νορµικών χώρων και ιδιαίτερα των χώρων Hilbert, που αφο-
ρούν άµεσα το συγκεκριµένο θέµα.

2.1 Χώροι µε Νόρµα
Αρχικά θα ορίσουµε τον νορµικό χώρο Χ. Υποθέτουµε ότι X ̸= 0

Ορισµός 2.1 Έστω X διανυσµατικός χώρος πάνω στον C. Η συνάρτηση
|| ||X → R τέτοια ώστε

1. ||ϕ|| ≥ 0

2. ||ϕ|| = 0 αν και µόνο αν ϕ = 0

3. ||aϕ|| = |a|||ϕ|| για όλα τα a ∈ C

4. ||ϕ+ y|| = ||ϕ||+ ||y||∀ϕ, y ∈ X

ονοµάζεται νόρµα στονX , και ο διανυσµατικός χώρος Χ εφοδιασµένος µε
τη νόρµα ονοµάζεται νορµικός χώρος.

Παράδειγµα 2.1 Ο διανυσµατικός χώρος Cn των n-διατεταγµένων ζευ-
γών των µιγαδικών αριθµών (ξ1, ξ2, ..., ξn) µε τους συνήθεις ορισµούς της
πρόσθεσης και του βαθµωτού πολλαπλασιασµού είναι χώρος µε νόρµα

||x|| :=
( n∑

i=1

|ξi|2
) 1

2
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όπου (ξ1, ξ2, ..., ξn).
Η τριγωνικά ανισότητα ||x+y|| ≥ ||x||+ ||y|| είναι απλά µια επαναδια-

τύπωση της ανισότητας Minkowski για αθροίσµατα [1].

Παράδειγµα 2.2 Έστω Χ διανυσµατικός χώρος των τετραγωνικών ολο-
κληρώσιµων συναρτήσεων στο [α, b] σύµφωνα µε Lebesque. Τότε η νόρµα
ορίζεται

||ϕ|| :=
[ ∫ b

a

|ϕ(x)|2dx
] 1

2

και ο νορµικός χώρος είναι ο L2(a, b)

Μια ακολουθία {ϕn}, ϕn ∈ X συγκλίνει στο ϕ ∈ X αν ||ϕn−ϕ|| → 0 καθώς
n→ ∞ και γράφουµε ϕn → ϕ.

Έστω Χ,Υ χώροι µε νόρµα. Η συνάρτηση A : X → Y είναι συνεχής
στον ϕ ∈ X αν ϕn → ϕ και άρα Aϕn → Aϕ.

Το υποσύνολοU∪X είναι κλειστό ανπεριέχει όλα τα όρια των συγκλί-
νουσων ακολουθιών του U .

Υποθέτουµε ότι U ∪ X και ϕ ∈ X . Ένα στοιχείο u ∈ U ονοµάζεται
καλύτερη προσέγγιση του φ σε σχέση µε το U αν

||ϕn − u|| = inf
u∈U

||ϕn − u||

Ορισµός 2.2 Το υποσύνολο U ονοµάζεται πυκνό στον Χ αν Ū = X

Ορισµός 2.3 Η ακολουθία {ϕn}, ϕn ∈ X ονοµάζεται ακολουθία Cauchy αν
∀ϵ > 0 υπάρχει ένας ακέραιος αριθµόςN = N(ϵ) τέτοιος ώστε ||ϕn−ϕm||
για όλα ταm,n ≥ N .

Ορισµός 2.4 Το υποσύνολο U του Χ είναι πλήρης αν κάθε ακολουθία
Cauchy στο U συγκλίνει σε ένα στοιχείο U

Ορισµός 2.5 Ένας πλήρης νορµικός χώρος Χ ονοµάζεται χώρος Banach

Ορισµός 2.6 ΈστωΧένας διανυσµατικόςχώροςπάνωστονC. Η συνάρτη-
ση X ×X → C τέτοια ώστε

1. (ϕ, ϕ) ≥ 0

2. (ϕ, ϕ) = 0 ⇔ ϕ = 0

3. (ϕ, y) = (y, ϕ)
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4. (aϕ + βy, x) = a(ϕ, x) + β(y, x) για όλα τα a, β ∈ C και για όλα τα
ϕ, y, x,∈ X ονοµάζεται εσωτερικό γινόµενο στον Χ.

Παράδειγµα 2.3 Το εσωτερκόγινόµενο στονL2[a, β] δίνεται από τη σχέση

(ϕ, y) :=

∫ β

a

ϕȳdx

Θεώρηµα 2.1 Το εσωτερικό γινόµενο πληρεί την ανισότητα Cauch- Schw-
arz

|(ϕ, y)|2 ≤ (ϕ, ϕ)(y, y)

για όλα τα ϕ, y ∈ X µε την ισότητα⇐⇒ φ και y είναι γραµµικά εξαρτώ-
µενα.

Ορισµός 2.7 Αν Χ είναι πλήρης µε την νόρµα ||ϕ|| := (ϕ, ϕ)1/2 ονοµάζεται
χώρος Hilbert

Παράδειγµα 2.4 Με το εσωτερικό γινόµενο του παραδείγµατος (2.3) ο
L2[a, β] είναι ένας χώρος Hilbert

Ορισµός 2.8 Ο υπόχωρος U του Χ είναι ένας διανυσµατικός υπόχωρος
του Χ που λαµβάνεται µε το εσωτερικό γινόµενο στον Χ περιορίζεται σε
U ×X .

Ένα υποσύνολο S του χώρου Hilbert ονοµάζεται υπόχωρος του H αν
τότε για .

Ο S είναι κλειστός υπόχωρος του H αν S είναι υπόχωρος του H και
επιπλέον έστω {un} συγκλίνουσα ακολουθία στον H τέτοιο ώστε un ∈
S, n = 1, 2, 3... τότε u = limn→∞ un ανήκει στον S επίσης.

Στη συνέχεια, το ακόλουθο αποτέλεσµαπαρέχει σηµαντικές πληροφορί-
ες σχετικά µε τις γεωµετρικές ιδιότητες ενός χώρου Hilbert.

Θεώρηµα 2.2 (Θεώρηµα προβολής) ΈστωGένας κλειστός υπόχωρος του
χώρου Hilbert H. Τότε για κάθε h ∈ H υπάρχει µοναδικό g ∈ G τέτοιο
ώστε

i) ||h− g|| inf
ϕ∈G

||h− ϕ||

Εποµένως
ii) (h− g, ϕ) = 0 για κάθε ϕ ∈ G
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Ορισµός 2.9 Δύο στοιχεία φ και y ενός χώρου Hilbert ονοµάζεται ορθο-
γώνιο αν (ϕ, y) = 0 και γράφουµε ϕ ⊥ y

Ένα υποσύνολο ονοµάζεται ορθογώνιο σύστηµα αν (ϕ, y) = 0, για
κάθε ϕ, y ∈ U µε ϕ ̸= y. Το ορθογώνιο σύστηµαU ονοµάζεται ορθοκανονι-
κό αν ||ϕ|| = 1, ∀ϕ ∈ U .

Το σύνολο
U⊥ := {y ∈ X : ϕ ⊥ y}

ονοµάζεται ορθογώνιο συµπλήρωµατου υποσυνόλουU και είναι κλειστός
υπόχωρος του H.

Για να το αποδείξουµε αυτό έστω un ∈ U⊥ τέτοιο ώστε un → u. Τότε
(u, ϕ) = (u, ϕ)− (un, ϕ) για κάθε ϕ ∈ G καθώς (un, ϕ) = 0

Άρα |(u, ϕ)| = |(u−un.ϕ)| ≤ ||u−un|| ||ϕ|| → ∞ καθώς n→ ∞, δηλαδή
(u, ϕ) = 0 ⇔ u ∈ U⊥

Έυκολα διαπιστώνουµε ότι U ∪ U⊥ = {0} και εποµένως µπορούµε να
γράψουµε τον H ως ευθύ άθροισµα του U και U .

H = U ⊕ U⊥

δηλαδή υπάρχουν δύο ξένοι κλειστοί υπόχωροι U και U τέτοιο ώστε για
κάθε h ∈ H, g ∈ G και f ∈ U⊥ γράφεται ως h = g + f .

Θεώρηµα 2.3 Κάθε φραγµένη ακολουθία σε ένα χώρο Hilbert είναι ασθε-
νώς συγκλίνουσα υπακολουθία.

2.2 Φραγµένοι Γραµµικοί Τελεστές
Ορισµός 2.10 Ένας τελεστής A : X → Y ονοµάζεται γραµµικός αν
A(aϕ+ βy) = aAϕ+ βAy, για όλα τα ϕ, y ∈ X και a, β ∈ C

Θεώρηµα 2.4 ΈστωΧ και Υ νορµικός χώρος καιA : X → Y ένας γραµµι-
κός τελεστής. Τότε ο Α είναι συνεχής αν είναι συνεχής κατά σηµείο.

Ορισµός 2.11 Ένας γραµµικός τελεστής A : X → Y είναι φραγµένος αν
υπάρχει θετική σταθερά c τέτοια ώστε

||Aϕ|| ≤ c||ϕ||

για κάθε ϕ ∈ X .
Η νόρµα του Α ορίζεται ως

||A|| := sup
||ϕ||=1

||Aϕ|| ϕ ∈ X

22



Αν Y = C , ο Α ονοµάζεται φραγµένο γραµµικό συναρτησιακό. Ο χώρος
X ∗ των φραγµένων γραµµικών συναρτήσεων σε έναν νορµικό χώρο Χ
ονοµάζεται δυικός χώρος του Χ.

Θεώρηµα 2.5 ΈστωΧ και Y νορµικός χώρος καιA : X → Y ένας γραµµι-
κός τελεστής. Τότε ο Α είναι συνεχής αν είναι συνεχής φραγµένος.

Παράδειγµα 2.5 ΈστωK(x, y) συνεχής στο [a, β]× [a, β] και ορίζουµε A :
L2[a, β] → L2[a, β] µε (

Aϕ
)
(x) :=

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy

Τότε

||Aϕ||2 =

∫ b

a

∣∣∣(Aϕ)(x)∣∣∣2dx
=

∫ b

a

∣∣∣ ∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy
∣∣∣2dx

≤
∫ b

a

∫ b

a

∣∣∣K(x, y)
∣∣∣2dxdy

= ||ϕ||2
∫ b

a

∫ b

a

∣∣∣K(x, y)
∣∣∣2dxdy

Α φραγµένος και

||A|| ≤
[ ∫ b

a

∫ b

a

∣∣∣K(x, y)
∣∣∣2dxdy] 1

2

Ορισµός 2.12 Ο τελεστής Α ονοµάζεται ένα προς ένα αν u1 ̸= u2 τότε
Au1 = Au2

Έστω Χ ένας χώρος Hilbert και U ⊂ X µη-τετρηµένος υπόχωρος. Ένας
φραγµένος γραµµικός τελεστής P : X → U µε την ιδιότητα Pϕ = ϕ για
κάθε ϕ ∈ U ονοµάζεται τελεστής προβολής από το Χ στο U .

Υποθέτουµε ότι U είναι µη-τετριµµένος κλειστός υπόχωρος του Χ.
Τότε X = U

⊕
U⊥ και ορίζουµε ορθογώνια προβολή P : X → U µε Pϕ =

u όπου u είναι η καλύτερη προσέγγιση του φ. Τότε είναι σαφές ότιPϕ = ϕ
για κάθε ϕ ∈ U και P είναι φραγµένος δεδοµένου

||ϕ||2 = ||Pϕ+ (ϕ− Pϕ)||2 = ||Pϕ||2 + ||ϕ− Pϕ||2 ≥ ||Pϕ||2

Δεδοµένου ότι ||Pϕ|| ≤ ||ϕ|| και
Pϕ = ϕ, για κάθε ϕ ∈ U έχουµε στην πραγµατικότητα ότι ||P || = 1.

Στη συνέχεια θα εστιάσουµε στην προσοχή µας στην συµπάγεια.
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Ορισµός 2.13 Έστω ένα υποσύνολο U του νορµικού χώρου Χ ονοµάζεται
συµπαγές αν κάθε ακολουθία στοιχείων του U .

Ο U ονοµάζεται σχετικά συµπαγής αν ο κλειστός χώρος U είναι συ-
µπαγές.

Ορισµός 2.14 Ένας γραµµικός τελεστής A : X → Y είναι συµπαγής
τελεστής αν απεικονίζει κάθεφραγµένο σύνολο τουΧσε σχετικά συµπα-
γές σύνολο Υ.

Θεώρηµα 2.6 Έστω Χ ένας νορµικός χώρος και Υ ένας χώρος Banach.
Υποθέτουµε An : X → Y ένας γραµµικός τελεστής για κάθε ακέραιο n
και υπάρχει γραµµικός τελεστής Α τέτοιος ώστε ||A − An|| → 0, καθώς
n→ ∞.

Τότε ο Α είναι συµπαγής τελεστής.

Παράδειγµα 2.6 Θεωρούµε τον τελεστή A : L2[a, β] → L2[a, β] όπως
ορίζεται και στο προηγούµενο παράδειγµα από(

Aϕ
)
(x) :=

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy

όπουK(x, y) είναι συνεχής στο [a, β]× [a, β]. Έστω {ϕn} ένα πλήρες ορθο-
κανονικό σύνολο στον L2[a, β].

Τότε έυκολα αποδεικνύεται ότι {ϕn(x)ϕm(y)} είναι πλήρες ορθοκανο-
νικό σύνολο στον L2

(
[a, β]× [a, β]

)
. Εποµένως

K(x, y) =
∞∑

i,j=1

aijϕi(x)ϕj(y)

και από την ανισότητα Parseval∫ b

a

∫ b

a

∣∣∣K(x, y)
∣∣∣2dxdy =

∞∑
i,j=1

|aij|2

Επιπλέον ∫ b

a

∫ b

a

∣∣∣K(x, y)−
∞∑

i,j=1

aijϕi(x)ϕj(y)dxdy
∣∣∣2 = ∞∑

i,j=1

|aij|2

Άρα ο Α µπορεί να προσεγγισθεί στην νόρµα από An, όπου(
Anϕ

)
(x) :=

∫ a

b

[ ∞∑
i,j=1

aijϕi(x)ϕj(y)
]
ϕ(y)dy

Αλλά An : L2[a, β] → L2[a, β] έχει πεπερασµένης διάστασης εύρος.
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Λήµµα 2.7 (Λήµµα Riesz) Έστω Χ ένας νορµικός χώρος, U ⊂ X κλειστός
υπόχωρος τέτοιος ώστε U ̸= X και a ∈ (0, 1). Τότε υπάρχει y ∈ X, ||y|| =
1 τέτοιο ώστε ||y − ϕ|| ≥ a για κάθε ϕ ∈ U .

Θεώρηµα 2.8 Έστω Χ ο χώρος µε νόρµα. Τότε ο ταυτοτικός τελεστής
I : X → X είναι συµπαγή τελεστής αν και µόνο αν Χ είναι πεπερασµένης
διάστασης.

Θεώρηµα 2.9 (Riesz) Έστω A : X → X συµπαγής τελεστής στο νορµικό
χώρο Χ. Τότε είτε (1) η οµογενής εξίσωση

ϕ− Aϕ = 0

έχει µη - τετριµµένη λύση ϕ ∈ X ή (2) για κάθε f ∈ X η εξίσωση

ϕ− Aϕ = f

έχει µοναδική λύση ϕ ∈ X . Αν ο τελεστής I − A είναι αµφιµονοσήµαντα
ορισµένος (και ως εκ τούτου 1-1 και επί) τότε ο τελεστής(I −A)−1 : X →
X είναι φραγµένος.

Έστω A : X → X συµπαγής τελεστής και Χ νορµικός χώρος. Ένας
µιγαδικός αριθµός λ ονοµάζεται ιδιοτιµή του Α µε ιδιόλυση ϕ ∈ X αν
υπάρχει ϕ ∈ X,ϕ = ̸ 0 τέτοιο ώστε Aϕ = λϕ. Οι ιδιολύσεις αντιστοιχούν
σε διαφορετκές ιδιοτιµές και είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Ονοµάζουµε
τη διάσταση τουµηδενικούχώρουως ηπολλαπλότητα τουλ. Ανλ ̸= 0 δεν
είναι ιδιοτιµή του Α από το θεώρηµα Riesz ο αναλύων τελεστής (λI−A)−1

είναι καλώς ορισµένος, φραγµένος γραµµικός τελεστής από τον Χ στον
Χ. Αν λ = 0 τότε ο τελεστήςA−1 δεν είναι φραγµένος στονA(X) εκτός και
αν ο Χ είναι πεπερασµένης διάστασης και αν I = AA−1 είναι συµπαγής.

Θεώρηµα 2.10 ΈστωA : X → X συµπαγής τελεστής µε νορµικό χώρο Χ.
Τότε ο τελεστής Α έχει το πολύ ένα αριθµήσιµο σύνολο ιδιοτιµών χωρίς
οριακά σηµεία εκτός ίσως λ = 0. Για κάθε µη - µηδενική ιδιοτιµή έχει
πεπερασµένη πολλαπλότητα.

Θεώρηµα 2.11 (Θεώρηµα αναπαραστάσεως του Riesz) Κάθεφραγµένο,
συνεχές, γραµµικό συναρτησοειδές F σε ένα χώρο Hilbert Χ µπορεί να
γραφτεί στη µοφή F (ϕ) = (ϕ, f) για κάθε ϕ ∈ X και f στοιχείο του Χ το
οποίο είναι µοναδικά προσδιορισµένο από F. Συνεπώς ||F || = ||f ||

Θεώρηµα 2.12 Έστω Χ και Υ χώροι Hilbert και έστω A : X → Y φραγµέ-
νος, γραµµικός τελεστής. Τότε υπάρχει µοναδικά καθορισµένος γραµ-
µικός τελεστήςA : Y → X τέτοιος ώστε (Aϕ, y) = (ϕ,Ay) για κάθε ϕ ∈ X
και y ∈ Y . A ονοµάζεται συζυγής του Α και είναι φραγµένος γραµµικός
τελεστής τέτοιος ώστε ||A|| = ||A||.
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Θεώρηµα 2.13 ΈστωΧ και Υ χώροι Hilbrt και έστωA : Y → X συµπαγής
τελεστής. Τότε ο τελεστής A : Y → X είναι επίσης συµπαγής τελεστής.

Λήµµα 2.14 ΈστωUκλειστός υπόχωρος ενός χώρουHilbert Χ. ΤότεU11 =
U .

Θεώρηµα 2.15 ΈστωΧκαι Υ χώροιHilbert. Τότε για έναφραγµένο γραµ-
µικό τελεστή A : X → Y έχουµε ότι αν A(X) = {y ∈ Y : y = Ax,για x ∈
X} είναι το εύρος του Α τότε

A(X)1 = N(A) και N(A) = ¯A(X)

Για το επόµενο θεώρηµα υποθέτουµε ότι ο φραγµένος γραµµικός τελε-
στής A : X → , όπου Χ χώρος Hilbert λέγεται αυτοσυζυγής αν A = A,
δηλαδή (Aϕ, y) = (ϕ,Ay) για όλα τα ϕ, y ∈ X

Θεώρηµα 2.16 (Θεώρηµα Hilbert - Schimidt) Έστω A : X → X συµπα-
γής, αυτοσυµπαγής τελεστής σεχώροHilbert Χ. Τότε, ανA ̸= 0, ο τελεστής
Α έχει τουλάχιστον ιδιοτιµή διαφορετική του µηδέν, όλες οι ιδιοτιµές και
Χ έχει ορθογώνια βάση από ιδιολύσεις του Α.

2.3 Χώροι Sobolev
• Χώροι Sobolev HP [0, 2π]

Αρχίζουµε από το γεγονός ότι το ορθοκανονικό σύστηµα { 1√
2π
eimt}∞−∞

είναι πλήρες στον L2[0, 2π] [14]
Από τοθεώρηµα 1.13, γιαϕ ∈ L2[0, 2π] στηνµέση τετραγωνική σύγκλι-

ση

ϕ(t) =
∞∑
−∞

ame
int

όπου am συντελεστής Fourier που ορίζονται ως

am :=
1√
2π

∫ 2π

0

ϕ(t)e−intdt

Αν (., .) το συνηθισµένο L2 -εσωτερικό γινόµενο µε την νόρµα ||.||, από την
ανισότητα Parseval έχουµε

∞∑
−∞

|am|2 =
1√
2π

∫ 2π

0

|ϕ(t)|2dt = 1

2π
||ϕ||2
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Έστω 0 ≤ p <∞, ο χώροςHp[0, 2π] ορίζεται ως ο χώρος των συναρτήσεων
ϕ ∈ L2[0, 2π] τέτοιων ώστε

∞∑
−∞

(1 +m2)p|am|2 <∞

όπουam συντελεστής Fourier της ϕ.
Ο χώρος Hp = Hp[0, 2π] ονοµάζεται χώρος Sobolev και Ho[0, 2π] =

L2[0, 2π]

Θεώρηµα 2.17 Ο χώρος Hp[0, 2π] είναι ένας χώρος Hilbert µε εσωτερικό
γινόµενο

(ϕ, y)p :=
∞∑
−∞

(1 +m2)pa2mb̄m

όπου am, bm συντελεστές Fourier των ϕ, y αντίστοιχα. Τα τριγωνοµετρικά
πολυώνυµα είναι πυκνά στον Hp[0, 2π].

Θεώρηµα 2.18 (Θεώρηµα Rellich) Αν q < p τότε ο χώροςHq[0, 2π]ανήκει
στονHp[0, 2π] και η εµφύτευση του τελεστή I : Hq → Hp είναι συµπαγής.

Θεώρηµα 2.19 (Θεώρηµα Εµφύτευσης Sobolev) Έστω p > 1
2
καιϕ ∈ Hp[0, 2π].

Τότε ϕ συµπίπτει σχεδόν παντού µε συνεχή και 2π - περιοδική συνάρτηση
(δηλαδή η διαφορά ανάµεσα στην συνάρτηση ϕ και αυτή την συνάρτηση
είναι η συνάρτηση η τέτοια ώστε ||η||p = 0).

Ορισµός 2.15 Για 0 ≤ p < ∞, H−p = H−p[0, 2π] ορίζεται ως ο δυικός
χώρος τουHp[0, 2π] δηλαδή οχώρος τωνφραγµένωνγραµµικώνσυναρτη-
σοειδών ορίζονται στον Hp[0, 2π].

Αν F φραγµένο γραµµικό συναρτησιακό ορισµένο στονHp[0, 2π], η νόρµα
του F ορίζεται ως

||F ||p := sup
ϕ∈Hp

||ϕ||p=1

|Fϕ|

Το επόµενο θεώρηµα δίνει µια αναλυτική έκφραση για την νόρµα F και
ένα χαρακτηρισµό του H−p

Θεώρηµα 2.20 Για το συναρτησιακό F ∈ H−p[0, 2π], η νόρµα δίνεται από
τη σχέση

||F ||p =
[ ∞∑

−∞

(1 +m2)−p|cm|2
] 1

2
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όπου cm = F (fm). Αντίστροφα, για κάθε ακολουθία {cm} στο C που
ικανοποιεί τη σχέση

∞∑
−∞

(1 +m2)p|cm|2 <∞

υπάρχει φραγµένο γραµµικό συναρτησιακό F ∈ H−p[0, 2π] µε F (fm) =
cm

Όπως προκύπτει από το πιο πάνω Θεώρηµα, το θεώρηµα Rellich εξακο-
λουθεί να ισχύει για∞ < p, q <∞.

Θεώρηµα 2.21 Για g ∈ L2[0, 2π] η δυικότητα

G(ϕ) :=
1√
2π

∫ 2π

0

ϕ(t)g(t)dt, ϕ ∈ Hp

ορίζει φραγµένο, γραµµικό συναρτησιακό στονHp[0, 2π] δηλαδήG ∈ H−p[0, 2π].
Ειδικότερα, ο χώροςL2[0, 2π]µπορεί ναθεωρηθείως υπόχωρος του δυικού
χώρουH−p[0, 2π], 0 ≤ p <∞και τα τριγωνοµετρικάπολυώνυµα ορίζονται
στον H−p[0, 2π].

Το πιο πάνω δυικό ζεύγος µπορεί να επεκταθεί σε φραγµένο γραµµικά
συναρτησοειδή στον H−p.

Ειδικότερα, για ϕ ∈ Hp και g ∈ H−p ορίζεται

g(ϕ) :=

∫ 2π

0

ϕ(t)g(t)dt

Επίσης, ο χώροςH−p γίνεται χώρος Hilbert µε την επέκταση του εσωτερι-
κού γινοµένου που ορίστηκε προηγουµένως για p ≥ 0 σε p < 0.

Γενικότερα, αν Χ είναι νορµικός χώρος µε τον δυικό χώροX , τότε για
g ∈ X και ϕ ∈ X ορίζεται η δυικότητα ως ⟨g, ϕ⟩ := g(ϕ)

• Χώροι Sobolev Hp(∂D)

Θα ορίσουµε τώρα τους χώρους Sobolev στο σύνορο ∂D της επίπεδης
περιοχής D. Έστω ∂D το σύνορο ενός απλά συνεκτικού χωρίου D ⊂ R2

τέτοιο ώστε ∂D είναι της τάξης Ck, δηλαδή ∂D έχει k - φορές συνεχώς
παραγωγίσιµες 2π - περιοδικές αναπαραστάσεις ∂D{x(t) : t ∈ [0, 2π), x ∈
Ck[0, 2π]}

Τότε για 0 ≤ p ≤ k µπορούµε να ορίσουµε τον χώρο Sobolev ως ο
χώρος των συναρτήσεων ϕ ∈ L2(∂D) τέτοιες ώστε ϕ(x(t)) ∈ Hp[0, 2π].
Το εσωτερικό γινόµενο και η νόρµα στον Hp(∂D) ορίζεται ως

(ϕ, y)Hp(∂D) := (ϕ(x(t)), y(x(t)))Hp[0,2π]
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Ο χώρος Sobolev H1(D) σε φραγµένο χωρίο D ⊂ R2 µε ∂D τάξεως C1

ορίζεται ως η πλήρωση του χώρου C1(D̄) ως προς τη νόρµα

||u||H1(D) :=
[ ∫

D

(|u(x)|2 + |grad u(x)|2dx
] 1

2

Εύκολα διαπιστώνεται ότι ο H1(D) είναι υπόχωρος του L2(D). Ο κύριος
σκοπός αυτής της ενότητας είναι να δείξει ότι οι συναρτήσεις στον ∂D,
δηλαδή το ίχνος τωνσυναρτήσεων στονH1(D) στο σύνορο ∂D είναι καλώς
ορισµένο.

Θεώρηµα 2.22 (Θεώρηµα Dini) Αν {ϕn}∞1 ηακολουθίαπραγµατικών τιµών
συνεχών συναρτήσεων ϕ στο συµπαγές σύνολο D και αν ϕn(x) ≥ ϕn+1(x)
για κάθε x ∈ D,n = 1, 2, ... τότε ϕn → ϕ οµοιόµορφα στον D.

Θεώρηµα 2.23 ΈστωD ⊂ R2 απλά συνεκτικό φραγµένο χωρίο µε σύνορο
∂D τάξεως C2. Τότε υπάρχει θετικά σταθερά C τέτοια ώστε

||u||
H

1
2 (∂D)

≤ c||u||H1(D)

για όλα τα u ∈ H1(D), δηλαδή για u ∈ H1(D) ο τελεστής u → u
∣∣∣
∂D
είναι

καλώς ορισµένος και φραγµένος από H1(D) σε H 1
2 (∂D)
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Chapter 3

Το Ευθύ Πρόβληµα Σκέδασης
σε Ορθοτροπικό Μέσο

3.1 Εισαγωγή

Στην καθηµερινότητα πολλές φορές συναντούµε υλικά µε ανισότροπη
συµπεριφορά στα ηλεκτροµαγνητικό κύµατα. Για παράδειγµα στην ια-
τρική νεύρα και όργανα (εγκέφαλος, καρδία, συκώτι) είναι ισχυρά ανι-
σόρροπα. Εποµένως, είναι πολύ σηµαντικό κανείς ναµελετήσει την ύπαρ-
ξη τέτοιων υλικών.

Στο κεφάλαιο αυτό θα διερευνήσουµε την σκέδαση ηλεκτροµαγνη-
τικών κυµάτων από ένα διαπερατό ανισότροπο (ορθοτροπικό) ανοµοιο-
γενές µέσο. Θα περιοριστούµε στην µονοδιάστατη περίπτωση που α-
πεικονίζει σκέδαση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων από έναν ορθοτροπικό
κύλινδρο απείρου µήκους. Το πρόβληµα ανάγεται στην κατασκευή της
εξίσωσης Helmholĵ έξω από το σκεδαστή και της εξίσωσης µε µη σταθε-
ρούς συντελεστές µέσα στο σκεδαστή.

Το πρόβληµα ιµετατρέπεται σε ένα σύστηµα ολοκληρωτικών εξισώ-
σεων ισχυρά ιδιάζων, µελετάµε την µοναδικότητα και ύπαρξη λύσης και
εξετάζουµε την οµαλότητα αυτήν µε τη βοήθεια των ολοκληρωτικών εξι-
σώσεων.

Οι µέθοδοι ολοκληρωτικών εξισώσεων παίζουν κύριο ρόλο στη µε-
λέτη προβληµάτων ηλεκτροµαγνητικής σκέδασης. Αυτό οφείλεται στο
γεγονός ότι η µαθηµατική διατύπωση των προβληµάτων σκέδασης οδη-
γεί σε εξισώσεις που ορίζονται σε µη φραγµένα χωρία. Ως εκ τούτου,
από την αναδιατύπωση των ολοκληρωτικών εξισώσεων µπορεί να αντι-
καταστήσει το πρόβληµα πάνω σε µη φραγµένο χωρίο από ένα φραγ-
µένο χωρίο. Αποτελούν επίσης, όπως θα διαπιστωθεί και στο τέταρτο
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κεφάλαιο, ένα ισχυρό εργαλείο µελέτης του αντίστοιχου αντίστροφου
προβλήµατος σκέδασης.

Παρόλο, που θα έπρεπε οι µέθοδοι ολοκληρωτικών εξισώσεων για τη
σκέδαση ηλεκτροµαγνητικώνκυµάτωναπό έναανισότροποανοµοιογενές
µέσο να είναι αρκετά αναπτυγµένες, στην πραγµατικότητα είναι ακόµα
σε πρώιµο στάδιο. Παράδειγµα αποτελεί η µέθοδος ολοκληρωτικών εξι-
σώσεων τηςPiana [2] και PoĴhast [3] για ναλύσουν το ακόλουθοπρόβληµα,
ισχύει µόνο υπό περιοριστικές υποθέσεις.

Ως εκ τούτου, για λόγους απλούστευσης θαπεριοριστούµε στην περί-
πτωση που έχουµε ορθοτροπικό µέσο, επειδή στην περίπτωση αυτή µπο-
ρούµε να περιοριστούµε σε πρόβληµα δύο διαστάσεων. Ακολούθως, προ-
τείνουµε µια µεταβαλλόµενη µέθοδο και βρίσκουµε τη λύση του προβλή-
µατος σε µεγαλύτερο χωρίο από το χωρίο των δύο φορές συνεχώς διαφο-
ρίσιµων συναρτήσεων.

Στην πρώτη ενότητα Θεωρώντας τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα να
διαδίδονται από ανοµοιογενές ανισότροπο µέσο στον R3, ερευνούµε τα
ηλεκτροµαγνητικά κύµατα µε τη βοήθεια των εξισώσεων Maxwell.

3.2 Εξισώσεις Maxwell σε ΟρθοτροπικόΜέσο
Όπως έχουµε δει στο κεφάλαιο 1 το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο ικανοποιεί
τις εξισώσεις Maxwell:

curlE+ µ
∂H

∂t
= 0 (3.1)

curlH + ϵ
∂E

∂t
= σE (3.2)

όπου ϵ = ϵ(x) η ηλεκτρική διαπερατότητα, µ = µ(x) η µαγνητική διαπε-
ρατότητα και σ = σ(x) η ηλεκτρική αγωγιµότητα.

Για τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα µε αρµονική χρονική εξάρτηση της
µορφής

E(x, t) = E(x)e−iωt (3.3)
H(x, t) = H(x)e−iωt (3.4)

όπου ω > 0 η κυκλική συχνότητα, µπορούµε να αναχθούµε τις εξισώσεις

curlE − iωµ(x)H = 0 (3.5)
curlH + (iωϵ(x)− σ(x))E = 0 (3.6)
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Figure 3.1: Γενικευµένο πρόβληµα ηλεκτροµαγνητικής σκέδασης

Τα προβλήµατα σκέδασης είναι εκείνα στα οποία ο χώρος παρουσιάζει
ορισµένες ανοµοιογένειες οι οποίες διαταράσσουν τη διάδοση τωνκυµατι-
κώνπεδίων. Έτσι, όταν στο χώρο διάδοσης του κυµατικούπεδίου υπάρχει
ένα εµπόδιο, που λέγεται "σκεδαστής" τότε αυτό δηµιουργεί κάποια δια-
ταραχή στη κυµατική διάδοση.

Στο σχήµα 1.1 αναπαρίσταται το γενικευµένο πρόβληµα σκέδασης
ηλεκτροµαγνητικών πεδίων. Δεδοµένου ότι τα ηλεκτροµαγνητικά κύ-
µατα διαδίδονται µε µεγαλύτερη ευκολία στα αέρια από ότι στα υγρά,
στις εφαρµογές που προκύπτουν αφορούν ως µέσο διάδοσης τον αέρα,
ενώ ο σκεδαστής µπορεί να είναι κάποιο µη - οµογενές µέσο ή σώµα.

Το προσπίπτον ηλεκτροµαγνητικό πεδίο Einc, H inc προσπίπτει στον
σκεδαστή D ⊂ R3 και δηµιουργεί ένα σκεδασµένο πεδίο Esct, Hsct και
προφανώς ένα ολικό πεδίο Etot, H tot έτσι ώστε

(Etot, H tot) = (Einc + Esct, H inc +Hsct)

Ο σκεδαστής µπορεί να είναι σώµα µε καθορισµένο σύνορο (∂D) αρκετά
λείο ή απλώς το ίδιο µέσο διάδοσης. Και στις δύο περιπτώσεις θεωρούµε
πως η πηγή διαταραχής βρίσκεται εκτός της περιοχής του σκεδαστή. Σ'
αντίθετη περίπτωση δεν θα υπήρχε κάποια ασυνέχεια κατά τη διάδοση
του κύµατος άρα ούτε το φαινόµενο της σκέδασης.

Για τον προσδιορισµό των αγνώστων πεδίων θα πρέπει να επιλυθούν
οι εξισώσεις Maxwell που έχουµε ορίσει προηγουµένως.

Υποθέτουµε ότι έχουµε σκέδαση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων από
ένα κύλινδρο απείρου µήκους. Θεωρούµε D η διατοµή αυτού του κυλίν-
δρου, µε C2 - σύνορο ∂D και n⃗ µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο σε κάθε σηµείο
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του συνόρου. Επίσης, θεωρούµε ότι ο άξονας του κυλίνδρου συµπίπτει µε
τον z - άξονα (άξονας συµµετρίας) και ότι ο αγωγός είναι ενταγµένος σ'
έναµηαγωγίµο οµοιογενές µέσο. Ως εκ τούτου, η ηλεκτρική διαπερατότη-
τα και µαγνητική διαπερατότητα είναι θετικές σταθερές, ε0 > 0, µ0 > 0,
αντίστοιχα. και σ0 > 0. Η ε = ε(x) είναι τανυστής της διηλεκτρικής
σταθεράς και σ = σ(x) δηλώνει τανυστή της ηλεκτρικής αγωγιµότητας.
Επιπλέον µπορούµε να υποθέσουµε ότι ε είναι θετικά ορισµένη και σ
θετικά ηµιορισµὲνη.

Στη συνέχεια ορίζουµε ως A := A(X) τον µιγαδικό 3 × 3 πίνακα, ο
οποίος δίνεται από

A(x) =
1

ε0

(
ε(x) + i

σ(x)

ω

)
(3.7)

και

N(x) =
1

µ0

µ(x) (3.8)

Στη συνέχεια ορίζοµε τα διανυσµατικά πεδία

Eint,ext =
1

√
ε0
Eint,ext (3.9)

H int,ext =
1

√
µ0

H int,ext (3.10)

όπου Eint, H int και Eext, H iext τα ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία στο
εσωτερικό (interior) και στο εξωτερικό (exterior) του αγωγού, αντίστοιχα.

Για ένα ορθοτροπικό µέσο έχουµε ότι οι πίνακες A καιN είναι ανεξά-
ρτητοι ως προς τη z συντεταγµένη και είναι της µορφής

A =

 a11 a12 0
a21 a22 0
0 0 a

 , N =

 n11 n12 0
n21 n22 0
0 0 n

 (3.11)

Ιδιαίτερα, το προσπίπτον πεδίο (Eint, H int) στο εσωτερικό του αγωγού
πληροί τις εξισώσεις (3.5) - (3.6) µε

curlEint − iκNH int = 0 (3.12)

curlH int + iκAEint = 0 (3.13)

και το σκεδασµένο πεδίο ικανοποιεί τις εξισώσεις

curlEsct − iκNHsct = 0 (3.14)

curlHsct + iκAEsct = 0 (3.15)
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Πολλαπλασιάζοντας την (3.12) µε iκ έχουµε

iκ curlEint + κ2NH int = 0 (3.16)

Από τις σχέσεις (3.13) και (3.16) παίρνουµε την σχέση

−curl
(
−A−1curlH int

)
+ κ2NH int = 0

⇔ curl
(
−A−1

)
curlH int − κ2NH int = 0 (3.17)

για το µαγνητικό πεδίο στο εσωτερικό , και αντίστοιχα, τη σχέση

−curlcurlHext − κ2Hext = 0 (3.18)

για το µαγνητικό πεδίο στο εξωτερικό του αγωγού.
Θεωρούµε σκέδαση από φραγµένο χωρίο µε την υπόθεση οN(x)−I να

έχει συµπαγή φορέα. Έστω Ei, H i ∈ H i
loc ⊂ R3 µια λύση των εξισώσεων

Maxwell (3.17) - (3.18) µεN(x) ≡ I . Θέλουµε να βρούµε µια λύση (E,H) ∈
H1

loc ⊂ R3 του τέτοιο ώστε

Eext = Ei + Es (3.19)

Hext = H i +Hs (3.20)

όπουEs, Hs τα σκεδάσµατα πεδία τουEi, H i, αντίστοιχα. Τα σκεδασµένα
πεδία Es, Hs ικανοποιούν τη συνθήκη ακτινοβολίας Silver - Muller

lim
r→∞

(Hs × χ− rEs) = 0

οµοιόµορφα προς όλες τις διευθύνσεις x̂ = x
|r| όπου r := |x|.

Υποθέτουµε ότι τοπροσπίπτον κύµα είναι πολωµένο κάθεταπρος τον
άξονα του κυλίνδρου τέτοιο ώστε

H i(x) = (0, 0, ui), Hs(x) = (0, 0, us), H int(x) = (0, 0, u)

Χρησιµοποιώντας διανυσµατική ανάλυση, από την (3.17) φτάνουµε στην

∇.(A∇v) + k2nv = 0, στο D (3.21)

ή ισοδύναµα στην ασθενή µορφή∫
D

∇u A∇v dx−
∫
∂D

v(vA∇v)Ads = k2
∫
D

uvdx, (3.22)
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όπου

A :=
1

a11a22 − a12a21

(
a11 a21
a12 a22

)
,

u ∈ H1(D), χωρίοD µεC2- σύνορα και n̂ µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα προς
τα έξω.

Απόδειξη της (3.22)

Σύµφωνα µε το θεώρηµα της απόκλισης (Divergence theorem) ισχύει:∫
V

∇Adx =

∫
S

Avda (3.23)

όπου A ≡ uA∇v

∫
D

∇(uA∇v)dx =

∫
∂D

(uA∇v)vdx (3.24)

όπου ∫
D

∇(uA∇v) =
∫
D

∇uA∇v +
∫
D

(u∇A∇v)dx (3.25)

θέτουµε u = ϕ, v = u :∫
D

ϕ∇A∇udx−
∫
∂D

ϕn̂A∇uds = −
∫
D

∇ϕA∇udx (3.26)

Από την σχέση ∇A.∇u+ k2nu = 0 στο D καταλήγουµε στη σχέση∫
D

∇ϕA∇udx−
∫
∂D

ϕvA∇uds = −k2
∫
D

nϕudx (3.27)

Εποµένως, η σχέση (3.22)∫
D

∇uA∇udx+
∫
D

u∇A∇uds = −k2
∫
D

nϕudx =

∫
∂D

n(uA∇u)ds (3.28)

Άρα, ∫
D

u∇A∇vdx−
∫
∂D

u(vA∇v)ds =
∫
D

∇uA∇vdx (3.29)
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και ισοδύναµα∫
D

u∇A∇vdx−
∫
∂D

u
∂v

∂vA
=

∫
D

∇uA∇vdx (3.30)

Ανάλογα η (3.18) είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση Helmhoĵ

∆us + k2us = 0 στο R2/D̄ (3.31)

Οι συνθήκες διαπερατότητας ν×(Hs+H i) = ν×H int και ν curl(Hs+H i) =
v × A−1curlH int στο σύνορο του αγωγού γίνονται

v − us = ui στο ∂D

και

ν.A∇v − ν.∇us = ν.∇ui στο ∂D (3.32)

Τελικά, ανάλογο της συνθήκης ακτινοβολίας Silver -Muller στην συνθήκη
ακτινοβολίας Silver - Muller στις δύο διαστάσεις είναι συνθήκη ακτινοβο-
λίας Sommerfeld:

lim
r→∞

√
r

(
∂us

∂r
− ikus

)
= 0 (3.33)

οµοιόµορφα ως προς x̂ = x
r
, όπου r = |x|, x ∈ R2.

3.3 Το Ευθύ πρόβληµα Σκέδασης
Συνοψίζοντας, έπεται ότι η σκέδαση αρµονικών ηλεκτροµαγνητικών κυ-
µάτων παραπάνω από ορθοτροπικό κυκλικό αγωγό µοντελοποιείται από
το ακόλουθο πρόβληµα διαπερατότητας στον R2.

ΈστωD ⊂ R2, µη κενό, ανοικτό και φραγµένο σύνολο, έχονταςC2- σύ-
νορο ∂D τέτοιοώστε το εξωτερικό χωρίοR2/D̄ να είναι συνεκτικό σύνορο.
Συµβολίζεται µε −→n το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο ∂D το οποίο κα-
τευθύνεται στο εξωτερικό του D. Με Re(A) εννοούµε πινακοσυνάρτηση
έχοντας καταχωρήσει τα πραγµατικά µέρη των Re(ajk) όπου

D → C2×2, A→ C2×2, A = (ajk)j,k=1,2

µε συνεχώς διαφορίσιµες συναρτήσεις ajk ∈ C2(D̄).
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Οµοίως ορίζουµε τον πίνακα Im(A). Οι πίνακες Re(A(x))x ∈ D̄ είναι
συµµετρικοί και ικανοποιούν

ξ̄Im(A) ≤ 0

ξ̄Re(A)ξ ≥ γ|ξ|2 (3.34)

για όλα τα ξ ∈ C3, x ∈ D̄ όπου γ µια θετική σταθερά. Σηµειώνεται ότι
λόγω της συµµετρίας του A ισχύει

Im(ξ̄Aξ̄) = ξ̄Im(A)ξ̄

Re(ξ̄Aξ̄) = ξ̄Re(A)ξ̄ (3.35)

Επίσης υποθέτουµε ότι n ∈ C(D̄) µε Im(n) ≥ 0.
Για συναρτήσεις u ∈ C1(R/D) και v ∈ C1(D̄) ορίζουµε

∂u

∂ν
(x) = lim

h→+0
ν(x).∇u(x+ hν(x)), x ∈ ∂D

∂v

∂νA
(x) = lim

h→+0
ν(x).A(x)∇v(x− hν(x)), x ∈ ∂D

Το πρόβληµα σκέδασης το οποίο θα µελετήσουµε, µοντελοποιείται µαθη-
µατικάως εξής: Ζητούνται συναρτήσεις u, v ∈ C2(R\D̄)∪C1(R\D) τέτοιες
ώστε

∇A.∇v + k2nv = 0 στo D (3.36)
∆us + ksus = 0 στo R2\D̄ (3.37)

v − us = ui στo ∂D (3.38)
∂v

∂νA
− ∂us

∂ν
=

∂ui

∂ν
στo ∂D (3.39)

lim
r→∞

√
r

(
∂us

∂r
− ikus

)
= 0 (3.40)

όπου D ⊂ R2 µη κενό, ανοικτό και φραγµένο σύνολο µε C2- σύνορο ∂D
το εξωτερικό χωρίο R2\D̄ να είναι ανοικτό, και D̄ = D ∪ ∂D και η (3.44)
ισχύει οµοιόµορφα προς όλες τις διευθύνσεις r =

x
∼
|x
∼
| .

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να αποδείξουµε την ύπαρξη µιας
µοναδικής λύσης του σκεδασµένου προβλήµατος (3.7) − (3.41). Επειδή
είναι δύσκολο να εφαρµοστεί οποιαδήποτε µέθοδος, λόγω της ιδιότητας
τηςανοµοιογένειας των υλικών [2], [3]. Δεδοµένου ότι οι µεταβαλλόµενες
µέθοδοι είναι κατάλληλες για τουςχώρουςHilbert, στην επόµενη ενότητα
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αναδιατυπώνουµε το πρόβληµα σκέδασης (3.37) - (3.41) σε κατάλληλους
χώρους Sοbolev.

Στο πλαίσιο της µεθόδου µεταβολών, είναι φυσικό να αναζητούµε µια
λύσηγια έναγραµµικό ελλειπτικόπρόβληµασυνοριακών τιµών δευτέρου
βαθµού στο χώρο των συναρτήσεων οι οποίες είναι τετραγωνικά ολο-
κληρώσιµες και έχουν τετραγωνικά ολοκληρώσιµες πρώτες µερικές πα-
ραγώγους. Υποθέτουµε ότι το D είναι ένα ανοικτό µη κενό φραγµένο
υποσύνολο τουR2 µε οµαλό όριο ∂D. Στο κεφάλαιο 2 ορίσαµε τουςχώρους
Sobolev H1(D), H 1

2 (∂D) και H− 1
2 (∂D) και έχουµε δει τη σχέση µεταξύ

H
1
2 (∂D) και H1(D). Πιο συγκεκριµένα, για συναρτήσεις που ορίζονται

στο D̄ οι τιµές στο όριο είναι ορισµένες και ο περιορισµός της συνάρτησης
στο σύνορο ∂D ονοµάζεται ίχνος. Ο τελεστής που απεικονίζει µια συνάρ-
τηση πάνω στο ίχνος της ονοµάζεται τελεστής ίχνους. Το Θεώρηµα 1.36
αναφέρει ότι ο τελεστής ίχνους µπορεί να επεκταθεί ως µια συνεχής
απεικόνιση γ0 : H1(D) → H

1
2 (∂D) και αυτή η επέκταση έχει ένα συνεχές

από δεξιά αντίστροφο (βλ. θεώρηµα 3.37 στο [4]). Το τελευταίο σηµαίνει
ότι για οποιαδήποτε συνάρτηση f ∈ H

1
2 (∂D) υπάρχει µια u ∈ H1(D)

τέτοια ώστε

γ0u = f και ||u||H1(D) ≤ C||f ||
H

1
2 (∂D))

όπου C είναι µια θετική σταθερά ανεξάρτητη της f .
Για οποιοδήποτε ακέραιο r ≥ 0 υποθέτουµε ότι

Cr(D) := {u : ∂au υπάρχει και είναι συνεχής στο D για |a| ≤ r},

Cr(D̄) := {u|D̄ : u ∈ Cr(R2)}

και θέτουµε

C∞(D) = ∩r≥0C
r(D) C∞(D̄) = ∩r≥0C

r(D̄)

Ο H1(D) ορίζεται ως η πλήρωση του C1(D̄) σε σχέση µε τη νόρµα

||u||2H1(D) := ||u||2L2(D) + ||∇u||2L2(D)

Λαµβάνοντας υπόψη ότιH1(D) είναι ένας χώρος Hilbert µε το εσωτερικό
γινόµενο

(u, v)H1(D) := (u, v)L2(D) + (∇u,∇v)L2(D)

Μπορούµε να αποδείξουµε ότι οC∞(D̄) είναι πλήρης στονH1D. [4] Αφού
το H1(D) είναι ένας υποχώρος του L2(D) τότε την

I(u) = u ∈ L2(D) για u ∈ H1(D)
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µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ο τελεστής εµφύτευσης I : H1(D) → L2(D)
ορίζεται από το . Προφανώς ο I είναι ένας φραγµένος γραµµικός τελε-
στής.

Τα ακόλουθα δύο λήµµατα αποτελούν ειδικές περιπτώσεις του γνω-
στού θεωρήµατος συµπάγειας του Rellich.

Λήµµα 3.1 Η εµφύτευση I : H1(D) → L2(D) είναι συµπαγής.

Στη συνέχεια πρέπει, επίσης, να εξετάσουµε τον χώρο Sobolev H2(D) ο
οποίος είναι ο χώρος συναρτήσεων u ∈ H1(D) τέτοιων ώστε οι ux και
uy να βρίσκονται, επίσης, στον H1(D). Παροµοίως, ο H2(D) µπορεί να
οριστεί ως η πλήρωση του C2(D̄) (ή του C∞(D̄)) ως προς µε τη νόρµα

||u||2H2(D) = ||u||2L2(D) + ||∇u||2L2(D) + ||uxx||2L2(D) + ||uxy||2L2(D) + ||uyy||2L2(D)

Λήµµα 3.2 Η εµφύτευση I : H2(D) → H1(D) είναι ένας συµπαγής τελε-
στής.

Ορίζουµε τώρα

C∞
0 (D) := {u : u ∈ C∞

K (D)για κάποιο συµπαγές υποσύνολο Kτου D}

όπου

C∞(D) := {u ∈ C∞(D) : supp u ⊆ K}

µε supp u να είναι η κλειστότητα στο D του συνόλου {x ∈ D : u(x) ̸= 0}.
Η πλήρωση του C∞

0 (D) στοH1(D) συµβολίζεται µε H1
0 (D) και µπορεί να

χαρακτηριστεί σύµφωνα µε την

H1
0 (D) := {u ∈ H1(D) : u|∂D = 0}

Αυτός ο χώρος εξοπλισµένος µε το εσωτερικό γινόµενο τουH1(D) είναι,
επίσης, ένας χώροςHilbert. Η ακόλουθη ανισότητα, γνωστήως ανισότητα
του Poincaré, είναι η

||u||L2(D) ≤ C||∇u||L2(D)

u ∈ H1
0 (D) όπου η σταθερά C > 0 εξαρτάται αποκλειστικά από το D. [5]

Λήµµα 3.3 Υποθέτουµε ότι τοG είναι ένα κλειστό υποσύνολο τουR2. Για
κάθε ϵ > 0, υπάρχει ένα Xϵ ∈ C∞(R2) που ικανοποιεί

Xϵ(x) = 1 αν x ∈ G,

0 ≤ Xϵ(x) ≤ 1 αν 0 < dist(x,G) < ϵ,

Xϵ(x) = 0 αν dist(x,G) > ϵ

όπου dist(x,G) συµβολίζει την απόσταση από το x στο G.
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Η συνάρτηση Xϵ(x), η οποία ορίζεται στο πιο πάνω λήµµα, ονοµάζεται
συνάρτηση αποκοπής για το G και χρησιµοποιείται για να εξοµαλυνθεί
η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός συνόλου.

Έχοντας υπόψη τη λύση του προβλήµατος σκέδασης στην υποενότητα
3.2, επεκτείνουµε τώρα τον ορισµό της µερικής conor παραγώγου deriva-
tive ∂u/∂νA σε συναρτήσεις u ∈ H1(D,∆) όπου

H1(D,∆A) := {u ∈ H1(D) : ∇A·∇u ∈ L2(D)}

εξοπλισµένος µε το νόρµα

||u||2H1(D,∆A) := ||u||2H1(D) + ||∇A∇u||2L2(D)

Συγκεκριµένα, έχουµε το ακόλουθο θεώρηµα ίχνους:

Θεώρηµα 3.4 Η απεικόνιση γ1 : u → θu/θvA := v·A∇u που ορίζεται
στο C∞(D̄) µπορεί να επεκταθεί, µέσω της συνέχειας, σε µια γραµµική
και συνεχή απεικόνιση, που εξακολουθεί να συµβολίζεται µε γ1 από το
H1(D,∆A) στο H− 1

2 (∂D).

Απόδειξη. Θέτουµε ϕ ∈ C∞(D̄) και u ∈ C∞(D̄). Τότε, σύµφωνα µε το
θεώρηµα απόκλισης για τις συναρτήσεις ϕ και u έχουµε∫

∂D

ϕvA∇uds =
∫
D

∇ϕA∇udx+
∫
D

ϕ∇A∇udx (3.41)

Αφού το C∞(D̄) είναι πυκνό στο H1(D), αυτή η ισότητα (3.48) συνεχίζει
να ισχύει για ϕ ∈ H1(D) και u ∈ C∞(D̄). Για αυτό∣∣∣ ∫

∂D

ϕvA∇uds
∣∣∣ ≤ C||u||H1(D,∆A)||ϕ||H1(D), ∀ϕ ∈ H1(D), ∀u ∈ C∞(D̄)

(3.42)

όπουC είναι µια θετική σταθερά ανεξάρτητη από ϕ και u που εξαρτάται,
όµως, από ταA καιD. Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι η συνάρτηση f αποτελεί
ένα στοιχείο του H 1

2 (∂D). Υπάρχει ένα ϕ ∈ H1(D) τέτοιο ώστε γ0ϕ = f ,
όπου γ0 είναι ο τελεστής ίχνους στο ∂D. Τότε, από την ανισότητα (3.49)
συνεπάγεται ότι∣∣∣ ∫

∂D

fvA∇uds
∣∣∣ ≤ C||u||H1(D,∆A)||f ||H( 1

2
)(∂D), f ∈ H

1
2 (∂D), ∀u ∈ C∞(D̄)

Τότε, η απεικόνιση

f →
∫
∂D

fvA∇uds, f ∈ H
1
2 (∂D)
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ορίζει ένα συνεχές γραµµικό συναρτησιακό και

||vA∇u||
H− 1

2 (∂D)
≤ C||u||H1(D,∆A)

Τότε, η γραµµική απεικόνιση γ1 : u → vA∇u που ορίζεται στο C∞(D̄)
είναι συνεχής όσο αφορά το νόρµαH1(D,∆A). Αφού τοC∞(D̄) είναι πυκνό
στο H1(D,∆A), το γ1 µπορεί να επεκταθεί, µέσω της συνέχειας, σε µια
φραγµένη γραµµική απεικόνιση (που εξακολουθεί να ονοµάζεται γ1) από
το H1(D,∆A) στο H− 1

2 (∂D).
Ως συνέπεια του πιο πάνω θεωρήµατος µπορούµε τώρα να επεκτεί-

νουµε το θεώρηµα απόκλισης σε ένα ευρύτερο χώρο συναρτήσεων.

Πόρισµα 3.1 Θέτουµε u ∈ H1(D) τέτοιο ώστε ∇·A∇u ∈ L2(D) και v ∈
H1(D). Τότε∫

D

∇v·A∇udx+
∫
D

v∇·A∇udx =

∫
∂D

νv·A∇uds

Παρατήρηση 3.1 Με τη βοήθεια µιας συνάρτησης αποκοπής για µια πε-
ριοχή του ∂D µπορούµε µε παρόµοιο τρόπο όπως και στο Θεώρηµα 3.4 να
ορίσουµε την ∂u/∂νA γιαu ∈ H1

loc(R2\D̄) τέτοιαώστε∇·A∇u ∈ L2
loc(R2\D̄).

Παρατήρηση 3.2 Θέτοντας A = I στο Θεώρηµα 3.4 και σύµφωνα µε το
Πόρισµα 3.1, έχουµε ότι η ∂u/∂v είναι καλώς ορισµένη στο H− 1

2 (∂D) για
συναρτήσεις

u ∈ H1(D,∆) := u ∈ H1(D) : ∆u ∈ L2(D)

Επιπλέον, ισχύει η ακόλουθη ταυτότητα του Green:∫
D

∇v·∇udx+
∫
D

v∆udx =

∫
∂D

v
∂u

∂ν
ds, u ∈ (H1D,∆), vH1(D)

Είµαστε τώρα έτοιµοι να διατυπώσουµε το ευθύ πρόβληµα για ένα ορθο-
τροπικό µέσο στο R2 σε κατάλληλους χώρους Sobolev. Υποθέτουµε ότι
A,N καιD ικανοποιούν τις υποθέσεις της υποενότητας 3.2. <<Δεδοµένου
ότι f ∈ H

1
2 (∂D) και h ∈ H− 1

2 (∂D), να βρείτε τα u ∈ H1
loc(R2\D̄) και ν ∈

H1(D) τέτοια ώστε

∇·A∇v + k2nv = 0, στο D (3.43)
∆u+ k2u = 0, στο R2\D̄ (3.44)

v − u = f, στο ∂D (3.45)
∂v

∂νA
− ∂u

∂ν
= h, στο ∂D (3.46)

lim
r→∞

√
r
(∂u
∂r

− iku
)
= 0 (3.47)
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Το πρόβληµα σκέδασης (3.37) − (3.41) είναι µια ειδική περίπτωση του
(3.44)-(3.48). Συγκεκριµένα, το πεδίο σκέδασης us και το εσωτερικό πεδίο
v ικανοποιούν το (3.44)-(3.48) µε u = us, f = ui|∂D και h := ∂ui

∂ν
|∂D όπου το

προσπίπτον κύµα ui είναι τέτοιο ώστε

∆ui + k2ui = 0, στο R2

Στην επόµενη yποενότητα θα συζητήσουµε για τις ασθενείς λύσεις και
µεταβολικές µεθόδους στην εύρεση ασθενών λύσεων για προβλήµατα
οριακών τιµών.

3.4 Μέθοδος Μεταβολών
Στην ενότητα αυτή θα δώσουµε ιδιαίτερη σηµασία και ενδιαφέρον στη
µελέτη του ακόλουθου προβλήµατος. Έστω X ένας χώρος Hilbert µε
νόρµα ||.|| και εσωτερικό γινόµενο (., .). Δοσµένης µιας συζυγής γραµ-
µικής συνάρτησης F : X → C και µιας ηµιγραµµικής µορφής (., .) στον
X ×X , βρίσκουµε u ∈ X τέτοια ώστε

<< a(u, v) = F (v) για όλα τα v ∈ X >> (3.48)

Η λύση αυτού του προβλήµατος παρέχεται στο λήµµα Lax - Milgram.
Έτσι αρχίζουµε την ενότητα µε ένα πολύ σηµαντικό θεώρηµα της συνα-
ρτησιακής ανάλυσης.

Θεώρηµα 3.5 (Λήµµα Lax - Milgram) Έστω a : X ×X → C ηµιγραµµική
µορφή (όχι κατ' ανάγκη συµµετρική), για την οποία υπάρχουν σταθερά
a, β > 0 τέτοιο ώστε

|a(u, v)| ≤ a||u|| ||v||, για όλα τα u, v ∈ X (3.49)

και

|a(u, v)| ≥ β||u||2, για όλα τα u ∈ X (3.50)

Τότε για κάθε φραγµένη, συζυγή, γραµµική συνάρτηση F : X → C
υπάρχει µοναδικό στοιχείο u ∈ X τέτοιο ώστε

a(u, v) = F (v), για όλα τα v ∈ X (3.51)

Συνεπώς,

||u|| ≤ c||F ||, όπου c > 0 σταθερό ανεξάρτητη της F.
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Απόδειξη: ΈστωX χώροςHilbert µε ||.|| και εσωτερικό γινόµενο και u ∈ X
ένα σταθερό στοιχείο. Τότε ορίζεται F : X → R µε F (v) = a(u, v), v ∈ X .
Εποµένως,

|F (v)| = |a(u, v)| ≤ c1||u|| ||v||, ∀v ∈ X (3.52)

άρα F είναι γραµµικό, φραγµένο συναρτησιακό και έτσι από το λήµµα
Riesz1, υπάρχει µοναδικό ũ ∈ X τ.ω.

F (v) = (ω, v), ∀v ∈ X

Δηλαδή για κάθεφραγµένο u ∈ X , ορίζεταιω ∈ X από την (3.52) και αυτό
έγινε µονοσήµαντα. Ορίζουµε τον τελεστή A : X → X απεικονίζοντας
το u στο ω ώστε Au = ω

a(u, v) = (Au, v), για όλα τα u, v ∈ X

Θα δείξουµε ότι ο A είναι φραγµένος, γραµµικός τελεστής.

Γραµµικός: Έστω λ1, λ2 ∈ C και u1, u2 ∈ X . Τότε

(A (λ1u1 + λ2u2, v)) = a (λ1u1 + λ2u2, v)

= λ1a (u1, v) + λ2a (u2, v)

= λ1 (Au1, v) + λ2 (Au2, v)

= (λ1Au1, v + λ2Au2, v) , ∀ v ∈ X

Ισχυριζόµαστε ότι από αυτή την ισότητα προκύπτει ότι

A (λ1u1 + λ2u2) = λ1u1 + λ2u2

Αποδεικνύουµε αυτό τον ισχυρισµό αν θέτουµε u = z − ω τότε

||z − ω||2 = 0 ⇒ z − ω

Δηλαδή, αν (z, v) = (ω, v) τότε z = ω, ∀v ∈ X .
Έστω (z, v) = (ω, v) ⇒ (z − ω, v) = 0, ∀v ∈ X . Άρα τελικά,

(λ1u1 + λ2u2) = λ1u1 + λ2u2, για κάθε u1, u2 ∈ και λ1, λ2 ∈ C

Φραγµένος: (v, Au) = a(u, v), v, u ∈ X .
Για v = Au τότε

||Au||2 = (Au,Av) = a(u,Au) ≤ c1||u||||Au|| (3.53)
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και κατά συνεπεία ||Au|| ≤ c1||u|| για όλα τα u ∈ X , δηλαδή

sup
0 ̸=u∈X

||A||
||u||

≤ c1.

Άρα A φραγµένος τελεστής.

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι ο A είναι ένα προς ένα και το πεδίο τιµών
του είναι ίσο µε X . Για να το δείξουµε αυτό από την ανισότητα (3.50)
υπολογίζουµε

β||u||2 ≤ a(u, u) = (Au, u) ≤ ||Au||||u||

δηλαδή,

β||u|| ≤ ||Au|| (3.54)

Η ανισότητα αυτή µας δείχνει ότι ο A είναι 1 − 1 και το πεδίο τιµών του
είναι κλειστό στον X .

Έστω ω ∈ A(X) τότε

β||ω|| ≤ a(ω, ω) = (Aω, ω)
ω∈A(X)
= 0

άρα ω = 0. Και αφού A(X) είναι κλειστό τότε καταλήγουµε στο συµπέ-
ρασµα ότι A(X) = X .

Για την ύπαρξη του u και της εξίσωσης (3.51) από το λήµµαRiesz υπάρ-
χει µοναδικό ω̄ ∈ X τέτοιο ώστε

F (v) = (ω̄, v), για κάθε ∈ X και ||ω̄|| = ||F ||

Δηλαδή, ψάχνουµε u ∈ X τέτοιο ώστε Au = ω̄. Τότε

a(u, v) = (Au, v) = (ω̄, v) = F (v), για κάθε v ∈ X

Από την (3.54) συνεπάγεται ||u|| ≤ 1
β
||Au|| = 1

β
||ω̄|| = 1

β
||F || και θέτοντας

c = 1
β
> 0, ||u|| ≤ c||F ||.

Τέλος, θα δείξουµε την µοναδικότητα. Έστω u, ū ∈ X τ.ω. a(u, v) =
F (v) και a(ū, v) = F (v) για κάθε v ∈ X . Τότε

a(u, v) = a(ū, v), δηλαδή, a(u, v)− a(ū, v) = 0

και άρα a(u− ū, v) = 0 για κάθε v ∈ X .
Από την σχέση αυτή και θέτοντας v = u − ū στην (3.50) παίρνουµε

β||u− ū||2 ≤ a(u− ū, u− ū) = 0 δηλαδή ||u− ū|| = 0. Άρα u = ū.
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Παρατήρηση 3.3 Αν µια ηµιγραµµική µορφή a(., .) ικανοποιεί την (3.49)
τότε λέγεται ότι a(., .) είναι συνεχής και αν ικανοποιεί την (3.51) ονοµάζε-
ται ισχυρά συνεκτική

Παράδειγµα 3.1 Για να κατανοήσουµε το θεώρηµα Lax - Milgram θα ανα-
φερθούµε στην ύπαρξη µιας µοναδικής ασθενής λύσης του προβλήµατος
Dirichlet για την εξίσωση Poisson. Έστω f ∈ H1/2(∂D) και ρ ∈ L2(D),
υπάρχει u ∈ H1(D) τέτοιο ώστε

∆u = ρ, στο D (3.55)
u = f, στο ∂D (3.56)

Αρχικά θεωρούµε u ∈ C2(D) ∩ C1(D̄) η οποία ικανοποιεί την ∆u = ρ.
Πολλαπλασιάζοντας την ∆u = ρ µε v̄ ∈ C∞

0 (D)2 παίρνουµε ∆uv̄ = ρv̄.
Στη συνέχεια από το πρώτο θεώρηµα Green παίρνουµε∫

D

(v∆u+∇u∇v)dx
∼
=

∫
∂D

v
∂u

∂ν
ds(x), u ∈ H1(D) (3.57)

v ∈ H1
0 (D)∫

∂D

v
∂u

∂ν
ds(x) = 0, επειδή v = 0 στο ∂D

και λόγω του προβλήµατος Dirichlet θέτοντας ∆u = ρ τότε∫
D

(∆u·∇v)dx =

∫
D

ρvdx (3.58)

Από την (3.58) βρίσκουµε ασθενή λύση. ΘέτουµεX = H0(D) και ορίζουµε

a(ω, v) = (∇ω,∇v)L2(D), ω, v ∈ X

Από γνωστό θεώρηµα αν u ∈ H1(D) τότε u′ ∈ L2(D).
Εποµένως

|a(ω, v)| ≤ ||∇ω||L2(D)||∇v||L2(D) ≤
H1⊂L2⇒||.||L2≤||.||H1

||ω||H1(D)||v||H1(D)(3.59)

Επιπλέον, από ανισότητα Poincaré - Friedrichs υπάρχει σταθερά c > 0
εξαρτώµενη από το τέτοιο ώστε

a(ω, ω) = ||∇ω||2L2(D)c ≥ ||ω||2H1(D)

⇒ a(ω, ω) ≥ c∗||ω||2H1(D), c∗ =
1

c
(3.60)
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Άρα από τις σχέσεις (3.59) και (3.60) βλέπουµε ότι η ηµιγραµµική µορφή
a(., .) ικανοποιεί τις παραδοχές του λήµµατος Lax - Milgram⇒ µοναδική.

Στη συνέχεια θα βρούµε µια ασθενή λύση του προβλήµατος (3.56) -
(3.57) και µια µεταβαλλόµενη µορφή του αρχικού προβλήµατος.

Έστω τώρα u0 ∈ H1(D) να είναι τέτοιο ώστε u0 = f στο ∂D και

||u0||H1(D) ≤ c||f ||H1/2(∂D)

Αν u = f στο ∂D τότε u− u0 = f − f0, άρα u− u0 ∈ H1
0 (D) και

a(u− u0, v) = (∇(u− u0),∇u) = (∇u−∇u0,∇v)

= (∇u,∇v)− (∇u0,∇v)
∇u=ρ
= (ρ, v)L2(D) − a(u0, v)

Εποµένως θα εξετάσουµε το ακόλουθο πρόβληµα:
Να βρεθεί u ∈ H1(D) τέτοια ώστε

<< u− u0 ∈ H1
0 (D)

>> a(u− u0, v) = −a(u0, v) + (ρ, v)L2(D), για κάθε v ∈ H1
0 (D)(3.61)

Το πρόβληµα (3.61) είναι η µεταβολική µορφή του προβλήµατος Dirichlet
και µια λύση που ονοµάζεται ασθενώς λύση.

Δεδοµένου ότι η ηµιγραµµική µορφή a(., .) είναι συνεχής, θα δείξουµε
ότι η απεικόνιση F : vo − a(u0, v) + (ρ, v) είναι ένα φραγµένο συζυγές
γραµµικό συναρτησωειδές στονH1

0 (D) και έτσι θα εφαρµόσουµε το θεώ-
ρηµα Lax - Milgran

Φραγµένο: F (v) = −a(u0, v) + (ρ, v). Εποµένως,

|F (v)| = | − a(u0, v) + (ρ, v)|
≤ |a(u0, v)|+ |(ρ, v)|

≤ c||u0|| ||v||+

(∣∣∣∣∫ ρ(x)v̄dx

∣∣∣∣2
)1/2

≤
Cauchy−Schwartz

c||u0|| ||v||+
(∫

|ρ(x)|2dx
)1/2

+

(∫
|v(x)|2dx

)1/2

= c||u0|| ||v||+ ||ρ||+ ||v||

άρα το F είναι φραγµένο συναρτησοειδές.

Γραµµικό: Έστωλ1, λ2 ∈ C, v1, v2 ∈ H1
0 (D) τότε ηF είναι συζυγής γραµµικό

συναρτησοειδές αν ισχύει

F (λ1v1, λ2v2) = λ̄1|F1(v1) + λ̄2|F1(v2)
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Δηλαδή

F (λ1v1, λ2v2) = −a(u0, λ1v1 + λ2v2) + (ρ, λ1v1 + λ2v2)
(.,.)εσωτ. γινοµ.

α(.,.) ηµιγραµ
= −λ̄1a(u0, v1)− λ̄2a(u0, v2) + λ̄1(ρ, v1) + λ̄2(ρ, v2)

= λ̄1[−a(u0, v1) + (ρ, v1)] + λ̄2[−a(u0, v2) + (ρ, v2)]

= λ̄1F (v1) + λ̄2F (v2)

Συνεπώς, από το λήµµα Lax - Milgram, το πρόβληµα (3.61) έχει µοναδική
λύση u ∈ H1(D) η οποία ικανοποιεί την:

||u||H1(D) ≤ c
(
||u0||H1(D) + ||ρ||L2(D)

)
≤ ĉ

(
||F ||H1/2(∂D) + ||ρ||L2(D)

)
όπου η σταθερά ĉ > 0 είναι ανεξάρτητη της f και ρ.

Προφανώς, κάθε uC2(D)∩C1(D̄)λύση τουπροβλήµατοςDirichlet είναι
ασθενής λύση. Αυτό είναι προφανές γιατί έστω συνάρτηση u ∈ C2(D) ∩
C1(D̄) τέτοια ώστε να ικανοποιεί το πρόβληµα

∆u = ρ στο D (3.62)
u = f στο ∂D (3.63)

Πολλαπλασιάζοντας την ∆u = ρ επί ϕ ∈ C∞
c (D) τότε∫

D

∆ u∆ϕ dx =

∫
D

ρ ϕ dx, ∀C∞
c (D)

Για u ∈ H1
0 τότε ∫

D

∆u∆vdx =

∫
D

ρvdx

Επειδή v ∈ H1
o τότε υπάρχει ϕn → v, ϕn ∈ C∞

c (D).
Εποµένως∫

D

ρϕn = (f, ϕn)
→(f,v)

, ϕn →
H1
v

⇒ϕ′
n→v′⇒∆ϕ′

n→∆v

⇒ ϕn →
L2
v

και λόγω πυκνότητας του C∞
c (D) τότε από∫

D

∆u ∆ϕ dx =

∫
D

ρ ϕ dx

συνεπάγεται ∫
D

∆u ∆ϕ dx =

∫
D

f vdx
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Εποµένωςκάθεκλασικήλύση u ∈ C2(D)∪C1(D̄) τουπροβλήµατοςDorichlet
είναι και ασθενής λύση.

Αντιστρόφως, αν η ασθενής λύση u είναι αρκετά λεία λόγω της οµα-
λότητας του∂D, της f και ρ τότε η ασθενής λύση ικανοποιεί κατά σηµείο
το πρόβληµα (3.62). [4]

Πράγµατι, παίρνοντας µια συνάρτηση v ∈ C∞
0 (D) στο (3.62) βλέπουµε

ότι ∫
D

(∆u− ρ)dx = 0, για κάθε ϕ ∈ C∞
c (D)

δηλαδή ∆u = ρ σχεδόν παντού στο D. Επιπλέον, u → u0 στο ∂D, έτσι
u = fστο ∂D.

Στη συνέχεια, επιστρέφουµε στο αφηρηµένο πρόβληµα µεταβολών (3.52)
και θεωρούµε την ακόλουθη µορφή:

Έστω X , χώρος Hilbert, a, b : X × X → C συνεχείς ηµιγραµµικές
µορφές και F ένα φραγµένο συζυγή γραµµικό συναρτησοειδές στο X .
Βρες u ∈ X τέτοιο ώστε

<< a(u, v) = b(u, v) = F (u),για κάθε v ∈ X >> (3.64)

Ισοδύναµα, βρες Au+Bu = ω, κάτω από τις προϋποθέσεις:

1. Θεωρούµε ότι η συνεχής ηµιγραµµικήµορφή (., .) είναι ισχυράσυνε-
κτική δηλαδή a1(u, u) ≤ κ||u||2 για ορισµένη σταθερά κ.
Από το λήµµα Lax - Milgran υπάρχει ένα προς ένα και επί φραγµέ-
νος γραµµικός τελεστής A : X → X µε φραγµένο αντίστροφο ο
οποίος ικανοποιεί τη σχέση

a(u, v) = (Au, v), για κάθε v ∈ X

2. Έστω B : X → X φραγµένος γραµµικός τελεστής που ορίζεται ως

b(u, v) = (Bu, v), για κάθε v ∈ X

Ηύπαρξη και η συνέχεια του τελεστήB είναι ανάλογη της ύπαρξης
του A στο πρώτο µέρος της απόδειξης του Λήµµατος Lax - Milgram.
Επιπλέον, υποθέτουµε ότι ο τελεστής B είναι και συµπαγής.

3. Τέλος, από το Λήµµα αναπαραστάσεων του Reisz υπάρχει ω ∈ X
ώστε F (v) = (ω, v) για κάθε v ∈ X
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Θεώρηµα 3.6 Έστω X,Y χώροι Hilbert. Θεωρούµε A : X → Y ένα προς
ένα και επί φραγµένος γραµµικός τελεστής µε φραγµένο αντίστροφο
A−1 : Y → X και B : X → Y συµπαγής γραµµικός τελεστής. Τότε ο
τελεστήςA+B είναι ένα προς ένα αν και µόνο αν είναι επί. ΑνA+B είναι
ένα προς ένα (και ως εκ τούτου ένα προς ένα και επί) τότε ο αντίστροφος
(A+B)−1 : Y → X είναι φραγµένος

Απόδειξη: Δεδοµένου ότι υπάρχει ο αντίστροφος A−1 τότε

A+B = A+ AA−1B

= A(I + A−1B)

= A(I − (A−1)B) (3.65)

Αφού ο A είναι ένα προς ένα και επί τότε από τη σχέση (3.65) έπεται ότι
ο (I − (A−1)B) είναι ένα προς ένα και επί. Επιπλέον, αφού A φραγµένος
τελεστής και B συµπαγής τελεστής τότε ο (−A−1)B είναι ένα συµπαγής
χώρος.

Τότε από το θεώρηµαRiesz και δεδοµένου ότι ο τελεστήςAφραγµένος
και ο [

A(I + A−1B)
]
= (A+B)−1

είναι φραγµένος , δηλαδή

(A+B)−1 =
(
I − (−A−1)B

)−1
A−1

φραγµένος.

Παράδειγµα 3.2 Θεωρούµε το πρόβληµα Dirichlet για την εξίσωση Helm-
holĵ σε φραγµένο χωρίο D. Δοσµένης µιας f ∈ H1/2(∂D) να βρεθεί u ∈
H1(D) τέτοιο ώστε

∆u+ κ2u = 0, στο D (3.66)
u = f στο ∂D (3.67)

όπου κ > 0 πραγµατικός. Όπως και στο Παράδειγµα (3.1) µπορούµε να
µεταβάλλουµε το πρόβληµα (3.62).

Έστω u0 ∈ H1(D) τέτοιο ώστε

u0 = f στο ∂D

και

||u0||H1(D) ≤ c||f ||H1/2(∂D)
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και ηµιγραµµική µορφή a(., .) που ορίζεται από την

a(ω, v) :=

∫
D

(∇ω∇v̄ − k2ωv̄)dx, για κάθε ω, v ∈ H1
0 (D) (3.68)

Αν u = f στο ∂D τότε u− u0 ∈ H1
0 (D) και

a(u− u0, v) =

∫
D

(∇(u− u0)∇v̄ − k2(u− u0)v̄)dx

=

∫
D

(
(∇u−∇u0)∇v̄ − k2uv̄ + k2u0v̄

)
dx

=

∫
D

(
∇u∇v̄ − k2uv̄

)
dx

+

∫
D

(
−∇u0∇v̄ + k2u0v̄

)
dx

∫
D(∇u∇v̄)dx=

∫
∂D v̄ ∂u

∂n
1ο Θεώρηµα Green

= −
∫
D

(v̄∇u)dx+
∫
∂D

v̄
∂u

∂n
ds(x

∼
)−

∫
D

k2uv̄dx

+

∫
D

−
(
∇u0∇v̄ + k2u0v̄

)
dx

∆u=−k2u
ū=0 στο ∂D

=

∫
D

v̄k2udx−
∫
D

k2uv̄dx

−
∫
D

−
(
∇u0∇v̄ + k2u0v̄

)
dx

= −a(u0, v), για κάθε v ∈ H1
0 (D)

Εποµένως, το αρχικό πρόβληµα (3.62) ανάγεται στο κάτωθι πρόβληµα:
Έστωu0 ∈ H1(D) τέτοιοώστεu0 = f στο ∂D και ||u0||H1(D) ≤ c||f ||H1/2(∂D).
Βρες u ∈ H1(D) τέτοιο ώστε:

u− u0 ∈ H1
0 (D)

a(u− u0, v) = −a(u0, v) για όλα τα v ∈ H1
0 (D) (3.69)

όπου η ηµιγραµµική µορφή a(., .) ορίζεται από την

a(ω, v) :=

∫
D

(
∇ω∇v̄ − k2ωv̄

)
dx, ω, v ∈ H1

0 (D)

Προφανώς a(., .) είναι συνεχής αλλά όχι γνήσια συνεκτικό.
Γράφουµε την ηµιγραµµική µορφή a(., .) ως

a(ω, v) := a1(ω, v) + a2(ω, v) (3.70)
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όπου

a1(ω, v) :=

∫
D

(∇ω∇v̄) dx, ω, v ∈ H1
0 (D) (3.71)

γνήσια συνεκτικό στον H1
0 (D)×H1

0 (D) και

a2(ω, v) := −κ2
∫
D

ωv̄dx, ω, v ∈ H1
0 (D) (3.72)

έχουµε ότι
a(ω, v) = a1(ω, v) + a2(ω, v)

όπου a1(., .) ισχυρά συνεκτικό στον H1
0 (D)×H1

0 (D).
ΈστωA : H1

0 (D) → H1
0 (D)καιB : H1

0 (D) → H1
0 (D)φραγµένοι γραµµι-

κοί τελεστές που ορίζονται από τις σχέσεις

(Au, v) = a1(u, v)

και
(Bu, v) =

∫
D

uv̄dx για όλα τα v ∈ H1
0 (D)

αντίστοιχα.
Κυρίως, οA είναι φραγµένος και έχει φραγµένηπαράγωγο ισχυριζόµα-

στε ότι ο B : H1
0 (D) → H1

0 (D) είναι συµπαγής.
Για να αποδείξουµε αυτόν τον ισχυρισµό θεωρούµε δύο φραγµένες

ακολουθίες yj, ϕj , οι οποίες συγκλίνουν ασθενώς στο y και ϕ στονH1
0 (D),

αντίστοιχα. Δεδοµένου του Λήµµατος 3.1 η εµφύτευση από τον H1
0 (D)

στον L2(D) είναι συµπαγής και υπάρχουν ακολουθίες yj και ϕj , ισχυρά
συγκλίνουσες στο y και ϕ στον L2(D), αντίστοιχα, δηλαδή

||yi||L2(D) → ||y||L2(D)

και
||ϕj||L2(D) → ||ϕ||L2(D)

Από τον ορισµό του B,B yj είναι ασθενώς συγκλίνουσα στον H1
0 (D) και

(Byj, ϕJ ⇒ ||Byj||H1
0 (D) → ||By||H1

0 (D) Εποµένως, έχουµε δείξει ότι κάθε
φραγµένη ακολουθία yj στον H1

0 (D) περιέχει µια συγκλίνουσα υποακο-
λουθία και άρα αποδεικνύεται ότι B είναι συµπαγής.

Τώρα µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 3.6 στην (3.74). Συγκε-
κριµένα, το γεγονός ότι η A− k2B είναι αµφιµονοσήµαντη, συνεπάγεται
την ύπαρξη µιας µοναδικής λύσης για την (3.74). Το ότι η A − k2B είναι

52



αµφιµονοσήµαντη ισοδυναµεί µε το γεγονός ότι η µόνη συνάρτηση u ∈
H1

0 (D) που ικανοποιεί την

a(u, v) = 0, για όλα τα v ∈ H1
0 (D)

είναι η u = 0. Αυτή είναι η ερώτηση µοναδικότητας για µια ασθενή λύση
του προβλήµατος συνοριακών τιµών Dirichlet για την εξίσωση Helmholĵ.
Οι τιµές του 2 για τις οποίες υπάρχει µια µη µηδενική συνάρτηση u ∈
H1

0 (D) που ικανοποιεί την

∆u+ k2u = 0 στο D

(µε την ασθενή έννοια) ονοµάζονται ιδιοτιµές Dirichlet του -∆ και οι αντί-
στοιχες µη µηδενικές λύσεις ονοµάζονται ιδιολύσεις Dirichlet του -∆. Λά-
βετε υπόψη ότι η µηδενική συνοριακή συνθήκη είναι ενσωµατωµένη στον
χώρο H1

0 (D). Συνοψίζοντας την πιο πάνω ανάλυση, έχουµε αποδείξει
ότι αν το κ2 δεν αποτελεί µια ιδιοτιµή Dirichlet του -∆, τότε το πρόβληµα
(3.67)-(3.68) έχει µια µοναδική λύση στο H1(D).

Θεώρηµα 3.7 Υπάρχει µια ορθοκανονική βάση uj για το H1
0 (D) η οποία

αποτελείται από ιδιολύσεις του -∆. Οι αντίστοιχες ιδιοτιµές k2 είναι όλες
θετικές και συσσωρεύονται µόνο στο +∞.

Παρατήρηση 3.4 Τα αποτελέσµατα του Παραδείγµατος 3.1 και του Πα-
ραδείγµατος 3.2 ισχύουν αν το D δεν είναι απλά συνεκτικό, δηλαδή, αν
το R2\D̄ δεν είναι συνεκτικό.

Τα προβλήµατα συνοριακών τιµών που εµφανίζονται στη θεωρία σκέδα-
σης σχηµατίζονται µέσα σε µη φραγµένα χωρία. Για να λύσουµε αυτά τα
προβλήµατα µε τη χρήση των παραµετρικών τεχνικών οι οποίες παρου-
σιάστηκαν σε αυτό το τµήµα, θα πρέπει να τα γράψουµε ως αντίστοιχα
προβλήµατα σε ένα φραγµένο χωρίο. Συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας
ένα µεγάλο ανοιχτό δίσκο ΩR µε κέντρο στο σηµείο το οποίο περιέχει το
D̄, όπου D είναι ο φορέας του σκεδαστή, λύνουµε αρχικά το πρόβληµα
στο ΩR\D̄ (ή στο ΩR για τις περιπτώσεις των προβληµάτων διάδοσης)
µε τη χρήση µεταβολικών µεθόδων. Έχοντας λύσει αυτό το πρόβληµα,
επιχειρούµε στη συνέχεια να επεκτείνουµε τη λύση πέρα από το ΩR σε
µια λύση του αρχικού προβλήµατος. Σε αυτή την περίπτωση το κύριο
ερώτηµα είναι τι οριακή συνθήκη θα πρέπει να επιβάλουµε στο τεχνητό
όριο ∂ΩR για να είναι δυνατή αυτή η επέκταση; Για να βρεθούν οι κατάλ-
ληλες οριακές συνθήκες για το ∂ΩR εισαγάγουµε την απεικόνιση από
Dirichlet σε Newmann. Αρχικά τυποποιούµε τον ορισµό µιας ακτινοβολού-
σας λύσης για την εξίσωση Helmholĵ.
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Ορισµός 3.1 Μιαλύση u της εξίσωσηςHelmholĵ της οποίας το χωρίοπερι-
λαµβάνει το εξωτερικό κάποιου δίσκου ονοµάζεται ακτινοβολούσααν ικα-
νοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld

lim
r→∞

√
r
(∂u
∂r

− iku
)
= 0

όπου r = |x| και υποθέτουµε ότι το όριο ισχύει οµοιόµορφα σε όλες τις
κατευθύνσεις x/|x|.

Ορισµός 3.2 Η απεικόνιση Dirichlet σε Newmann T ορίζεται από

Τ : ω → ∂ω

∂n
στο ∂ΩR

όπου η w είναι µια ακτινοβολούσα λύση για την εξίσωση Helmholĵ
∆ω + κ2ω = 0, ∂ΩR είναι το όριο κάποιου δίσκου ακτίνας R και v είναι το
µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα µε κατεύθυνση προς τα έξω από το ΩR.

Εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι το ΩR είναι δίσκος, µε τον διαχωρισµό
τωνµεταβλητώνµπορούµε να βρούµεµια λύση για το εξωτερικόπρόβλη-
µα Dirichlet έξω από το ΩR µε το ανάπτυγµα σειράς που περιλαµβάνει
συναρτήσεις Hankel. Χρησιµοποιώντας αυτή την επέκταση µπορούµε να
καθορίσουµε τις ακόλουθες σηµαντικές ιδιότητες τις απεικόνισης από
Dirichlet σε Newmann.

Θεώρηµα 3.8 Ηαπεικόνιση απόDirichlet σεNewmannαποτελεί έναφραγ-
µένο γραµµικό τελεστή από το H 1

2 (ΩR) στο H
1
2 (ΩR). Επιπλέον, υπάρχει

ένας φραγµένος τελεστής T0 : H
1
2 (∂ΩR) → H− 1

2 (∂ΩR) που ικανοποιεί την

−
∫
∂ΩR

T0ωω̄ds ≥ C||ω||2
H− 1

2 (∂ΩR)
(3.73)

για κάποια σταθερά C > 0, τέτοια ώστε ο T −T0 : H
1
2 (∂ΩR) → H− 1

2 (∂ΩR)
να είναι συµπαγής

Παράδειγµα 3.3 Εξετάζουµε τοπρόβληµα εύρεσηςµιας ασθενούςλύσης
του εξωτερικού προβλήµατος Dirichlet για την εξίσωση Helmholĵ: Δεδο-
µένου ότι η συνάρτηση f ∈ H

1
2 (∂D) να βρεθεί µια συνάρτηση u ∈ H1

loc(R2\D̄)
τέτοια ώστε

∆u+ k2u = 0 στο R2\D̄ (3.74)
u = f στο ∂D (3.75)

lim
r→∞

√
r
(∂u
∂r

− iku
)
= 0 (3.76)
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Αντί για το το πρόβληµα (3.75)-(3.77) λύνουµε ένα ισοδύναµο πρόβληµα
σε έναφραγµένοχωρίΩR\D̄, συγκεκριµένα, βρίσκουµεµια u ∈ H1(ΩR\D̄)
τέτοια ώστε

∆u+ k2u = 0 στο ΩR\D̄ (3.77)
u = f στο ∂D (3.78)

∂u

∂ν
= Tu στο ∂ΩR (3.79)

Όπου η συνάρτηση f ∈ H
1
2 (∂D). Τα η απεικόνιση το Dirichlet σε Newmann

και ΩR είναι ένας µεγάλος δίσκος ο οποίος περιλαµβάνει το D̄.

Λήµµα 3.9 Τα προβλήµατα (3.75)-(3.77) και (3.78)-(3.80) είναι ισοδύναµα.

Στη συνέχεια µετατρέπουµε το προβληµα (3.78)-(3.80) σε ένα πρόβληµα
µεταβολών. Για αυτό τον σκοπό ορίζουµε τον χώρο Hilbert

X := {u ∈ H1(ΩR)\D̄ : u = 0 στο ∂D}

και την διγραµµική a(., .) µέσω

a(u, v) =

∫
ΩR\D̄

(∇u.∇v̄ − k2uv̄)dx−
∫
∂ΩR

Tuv̄ds

το οποίο βρίσκουµε πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση Helmholĵ (3.78) µε
µια συνάρτηση ελέγχου v ∈ X , ολοκληρώνοντας κατά µέλη και χρησιµο-
ποιώντας την οριακή συνθήκη ∂u

∂ν
= Tu στο ∂ΩR και την µηδενική συνοριακή

συνθήκη στο ∂D. Τότε, η µέθοδος µεταβολών του (3.78)-(3.80) έχει ως
εξής: Βρείτε µια u ∈ H1(ΩR) τέτοια ώστε

u − u0 ∈ X (3.80)
u = f στο ∂D (3.81)

a(u− u0, v) = −a(u0, v) για όλα τα v ∈ X (3.82)

Για να αναλύσουµε την (3.83) ορίζουµε

a1(ω, v) =

∫
ΩR\D̄

(∇ω.∇v̄ + ωv̄)dx−
∫
∂ΩR

T0ωv̄ds

και
a2(ω, v) = −(κ2 + 1)

∫
ΩR\D̄

ωv̄dx−
∫
ΩR\D̄

(T − T0)ωv̄ds
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όπουT0 είναι ο τελεστής ο οποίος ορίστηκε στοΘεώρηµα 3.7 και γράφουµε
την εξίσωση στην (3.83) ως

a1(u− u0, v) + a2(u− u0, v) = F (v) για όλα τα v ∈ X

µεF (v) := a(u0, v). Αφού ο T είναι ένας φραγµένος τλεστής απόH
1
2 (∂ΩR)

µέχριH− 1
2 (∂ΩR), το F είναι ένα φραγµένο συζυγές γραµµικό συναρτησι-

ακό στο Χ και τόσο το a1(., .) όσο και το a2(., .) είναι συνεχή στο X × X .
Επιπλέον, χρησιµοποιώντας την (3.74) βλέπουµε ότι

a1(ω, ω) ≥ C||ω||2H1(∂ΩR)

Είναι σηµαντικό να συµπεριλάβουµε ένα L2 εσωτερικό όρο γινοµένου στο
a1(., .) αφού η ανισότητα του Poincare δεν ισχύει πλέον στο Χ. Επιπλέον,
λόγω της συµπαγούς εµφύτευσης τουH1(∂ΩR) στοL2(∂ΩR) και του γεγο-
νότος ότι ο τελεστής T − T0 : H

1
2 (∂ΩR) → H− 1

2 (∂ΩR) είναι συµπαγής,
το a2(., .) δηµιουργεί ένα συµπαγή τελεστή B : X → X . Έτσι, από το
Θεώρηµα 3.6 µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η µοναδικότητα λύσης για
το πρόβληµα (3.78)-(3.80) συνεπάγεται την ύπαρξη µιας λύσης για το
πρόβληµα (3.75)-(3.77) και συνεπώς, από το Λήµµα 3.4, την ύπαρξη µιας
ασθενούς λύσης για το πρόβληµα (3.79)-(3.81). Για να αποδείξουµε την
µοναδικότητα λύσης για το πρόβληµα (3.79)-(3.81) παρατηρούµε αρχικά
ότι, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.4, µια λύση για το οµογενές πρόβληµα (3.78)-
(3.80) (f = 0)µπορεί να επεκταθεί σε µια λύση για το οµογενές πρόβληµα
(3.75)-(3.77). Τώρα, ας υποθέσουµε ότι η u είναι µια λύση για το οµογενές
πρόβληµα (3.75)-(3.77). Τότε, η πρώτη ταυτότητα τουGreen και η συνοριακή
συνθήκη συνεπάγονται ότι

∫
∂ΩR

∂u

∂ν
ūds =

∫
∂D

∂u

∂ν
ū+

∫
ΩR\D̄

(|∇u|2 − k2|u|2)dx (3.83)

=

∫
ΩR\D̄

(|∇u|2 − k2|u|2)dx (3.84)

όπου
Im
(∫

∂ΩR

∂u

∂ν
ūds
)
= 0

Θεώρηµα 3.10 Έστω us ∈ C2(R2\D̄)∪C1(R2\D) µια ακτινοβολούσα λύση
της εξίσωσης Helmholĵ τέτοια ώστε

Im

∫
∂ΩR

us
∂ūs

∂ν
ds ≥ 0

Τότε us = 0 στο R2\D̄.
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Από το Θεώρηµα 3.9 συµπεραίνουµε ότι u = 0 στο R2\D̄ γεγονός που
αποδεικνύει τη µοναδικότητα και συνεπώς, την ύπαρξη µιας µοναδικής
ασθενούς λύσης του εξωτερικού προβλήµατος Dirichlet για την εξίσωση
Helmholĵ. Για την πιο πάνω απόδειξη της µοναδικότητας έχουµε χρησι-
µοποιήσει το γεγονός ότι εκτός του συνόρου, µια λύση H1

loc(R2\D̄)� της
εξίσωσης Helmholĵ είναι πραγµατική-αναλυτική. Αυτό µπορούµε να το
δούµε από την αναπαράσταση του τύπου του Green.

Σε αυτή την υποενότητα έχουµεαναπτύξει την µέθοδο µεταβολώνγια
την εύρεση ασθενών λύσεων στα προβλήµατα συνοριακών τιµών για τις
µερικές διαφορικές εξισώσεις. Όπως έχουµε ήδη δει, στα προβλήµατα
σκέδασης οι συνοριακές συνθήκες είναι, τυπικά, τα ίχνη πραγµατικά-
αναλυτικών λύσεων π.χ. επίπεδα κύµατα. Έτσι, δεδοµένου ότι το σύνορο
του σκεδαστη είναι οµαλό, είναι αναµενόµενο ότι το πεδίο σκέδασης είναι
στην πραγµατικότητα οµαλό. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν το σύνορο,
οι συνοριακές συνθήκες και οι συντελεστές των εξισώσεων είναι αρκετά
οµαλοί, µια ασθενής λύση είναι στην πραγµατικότηταC2 µέσα στο χωρίο
και C1 µέχρι το σύνορο.

3.5 Ύπαρξη και Μοναδικότητα
Σ’ αυτή την ενότητα για τη λύση του προβλήµατος σκέδασης (3.44)-(3.48)
θα ακολουθήσουµε τον Hähner [15], θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο µε-
ταβολών που παρουσιάσαµε στην ενότητα 3.4 για να βρούµε µια λύση σε
αυτό το πρόβληµα. Για να καταφέρουµε να φτάσουµε σε µια µεταβολική
διατύπωση του προβλήµατος (3.44)-(3.48) εισαγάγουµε ένα µεγάλο ανοι-
χτό δίσκοΩR µε κέντρο στο σηµείο το οποίο περιέχει το D̄ και εξετάζουµε
το ακόλουθο πρόβληµα: Δεδοµένου ότι f ∈ H

1
2 (∂D) και h ∈ H

1
2 (∂D), να

βρεθούν οι u ∈ H1(ΩR\D̄) και v ∈ H1(D) τέτοιες ώστε

∇ A.nablav + k2nv = 0 στο D (3.85)
∆u+ k2u = 0 στο ΩR\D̄ (3.86)

v − u = f στο ∂D (3.87)
∂v

∂νA
− ∂u

∂ν
= h στο ∂D (3.88)

∂u

∂ν
= Tu στο ΩR (3.89)

όπου Τ είναι ο τελεστής Dirichlet προς Newmann ο οποίος ορίζεται στον
Ορισµό 3.2. Από το Λήµµα 3.4 µπορεί να αποδειχθεί ότι µια λύση u,υ
για το (3.88)-(3.92) µπορεί να επεκταθεί σε µια λύση για το πρόβληµα
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σκέδασης (3.86)-(3.90) και αντιστρόφως, µια λύση u, v για το πρόβληµα
σκέδασης (3.44)-(3.48) είναι τέτοιαώστε η uκαι v περιορισµένη στοΩR\D̄�
λύνει το (3.86)-(3.90). Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η uf ∈ H1(ΩR\D̄)
είναι η µοναδικήλύσηγια το ακόλουθοπρόβληµασυνοριακών τιµώνDirich-
let:

∆uf + k2uf = 0 στο ΩR\D̄ (3.90)
uf = f στο ∂D (3.91)
uf = 0 στο ∂ΩR (3.92)

Η ύπαρξη µιας µοναδικής λύσης σε αυτό το πρόβληµα παρουσιάζεται
στο Παράδειγµα 3.2 (Βλ. επίσης Παρατήρηση 3.4). Μπορούµε πάντα να
επιλέξουµε έναΩR τέτοιο ώστε το κ2 να µην αποτελεί µια ιδιοτιµή Dirich-
let για το -∆ στο ΩR\D̄. Μια ισοδύναµη µεταβολική διατύπωση του (3.88)-
(3.92) είναι: Να βρεθεί µια ω ∈ H1(ΩR) τέτοια ώστε∫

D

(∇ϕ̄.A∇ω − k2nϕ̄ω)dx+

∫
ΩR\D̄

(∇ϕ̄.∇ω − k2ϕ̄ω)dx(3.93)

−
∫
∂ΩR

ϕ̄Tωds =

∫
∂D

ϕ̄hds−
∫
∂ΩR

ϕ̄Tufds+

∫
ΩR\D̄

(∇ϕ̄.∇uf − k2ϕ̄uf )dx

για όλα τα ϕ ∈ H1(ΩR). Με την βοήθεια της πρώτης ταυτότητας του
Green (Βλ. Πόρισµα 3.1 και Παρατήρηση 3.2) είναι εύκολο να δούµε ότι η
v := ω|D και u := ω|ΩR\D̄ − uf ικανοποιεί τις (3.86)-(3.90). Αντιστρόφως,
πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις στις (3.86)-(3.90) µε µια συνάρτηση
ελέγχου και χρησιµοποιώντας τις συνθήκες µετάδοσης, µπορεί να απο-
δειχθεί ότι ω = u στο D και ω = u + uf στο ΩR\D̄ είναι τέτοιες ώστε
ω ∈ H1(ΩR) και ικανοποιεί την (3.94), όπου v, u οι λύσεις του.

Στη συνέχεια ορίζουµε τη συνεχή ηµιγραµµική µορφή στονH1(ΩR)×
H1(ΩR) ως

a1(y, ϕ) :=

∫
D

(∇ϕ̄.A∇y + ϕ̄y)dx +

∫
ΩR\D̄

(∇ϕ̄.∇y + ϕ̄y)dx

−
∫
∂ΩR

ϕ̄T0yds ϕ, y ∈ H1(ΩR)

και

a2(y, ϕ) := −
∫
D

(nk2 + 1)ϕ̄ydx −
∫
ΩR\D̄

(k2 + 1)ϕ̄ydx

−
∫
∂ΩR

ϕ̄(T − T0)yds ϕ, y ∈ H1(ΩR
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όπου Τ ο τελεστής που ορίστηκε στο θεώρηµα 3.8.
Επιπλέον ορίζουµε το φραγµένο συζυγή γραµµικό συναρτησιακό F

στον H1(ΩR) ως

F (ϕ) :=

∫
∂D

ϕ̄hds−
∫
∂ΩR

ϕ̄Tufds+

∫
ΩR\D̄

(∇ϕ̄.∇uf − k2ϕ̄uf )dx

Τότε η (3.94) µπορεί να γραφεί ως το πρόβληµα της εύρεσης y ∈ H1(ΩR)
τέτοιας ώστε

a1(y, ϕ) + a2(y, ϕ) = f(ϕ) για όλες τις ϕ ∈ H1(ΩR)

Από την υπόθεση ξ.Re(A)ξ ≥ γ|ξ|2, για όλα τα ξ ∈ C3 και x ∈ D̄ και
(3.74) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η ηµιγραµµική µορφή είναι ισχυρά
συνεκτική. Εποµένως από τοΛήµµα του Lax -Milgran συµπερένουµε ότι ο
τελεστήςA : H1(ΩR) → H1(ΩR)που ορίζεται από a1(ω, ϕ) = A(Aω, ϕ)H1(ΩR)

είναι αντιστρλεψιµος µε φραγµένο αντίστροφο. Επιπλέον, λόγω της συ-
µπάγειας της εµφύτευσης του H1(ΩR) στον L2(ΩR) και το γεγονός ότι ο
τελεστήςT−T0 : H

1
2 (∂ΩR) → H− 1

2 (∂ΩR) είναι συµπαγής (βλέπεθεώρηµα
3.8), µπορούµε να δείξουµε µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως στο παράδει-
γµα 3.2 ότι ο τελεστής B : H1(ΩR) → H1(ΩR) που ορίζεται από a2(ω, ϕ) =
(Bω, ϕ)H1(ΩR) είναι συµπαγής. Τελικά, από τοθεώρηµα 3.6 η µοναδικότητα
λύσης του προβλήµατος (3.86)-(3.90) συνεπάγεται ότι υπάρχει µια λύση.

Λήµµα 3.11 Τοπρόβληµα (3.86)-(3.90) και το πρόβληµα (3.44)-(3.48) έχουν
το πολύ µια λύση.

Απόδειξη : Σύµφωνα µε τις προηγούµενες παρατηρήσεις µας, η λύση του
οµοιογενούς προβλήµατος (3.86)-(3.90) (f = h = 0) µπορεί να επεκταθεί
σε µια λύση v ∈ H1(D) και λύση u ∈ H1

loc(R
2\D̄) του οµοιογενούς προβλή-

µατος (3.44)-(3.48). Από τηνπρώτη ταυτότητα τουGreen και τις συνοριακές
συνθήκες συνεπάγεται ότι∫

∂ΩR

ū
∂u

∂ν
ds =

∫
∂D

ū
∂u

∂ν
ds+

∫
ΩR\D̄

(|∇u|2 − k2|u|2)2dx

=

∫
D

(∇v̄ A∇v − κ2n|u|2)2dx

+

∫
ΩR\D̄

(|∇u|2 − k2|u|2)2dx

Τώρα, καθώς ξ.Im(A)ξ ≤ 0 για όλα τα ξ ∈ C2 και Im(n) > 0 για x ∈ D̄
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι

Im
(∫

∂ΩR

ū
∂u

∂ν

)
≤ 0
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όπου συνεπάγεται ότι u = 0 στον R2\D̄ (βλέπε θεώρηµα 3.6[1]). Από τις
συνθήκες µεταφοράς απορούµε να συµπεράνουµε ότι v = 0 και ∂v

∂vA
στο

∂D. Χρησιµοποιούµε µια µοναδική αρχή αυνέχισης ώστε να αποδείξουµε
ότι v = 0 στο D. Για το σκοπό αυτό επεκτείνουµε τηRe(A) σε πραγµατική
συµµετρική, θετικά ορισµένη και συνεχώς διαφορίσιµηπινακοσυνάρτηση
στο ΩR και τη Im(A) σε πραγµατική, συµµετρική, συνεχώς διαφορίσιµη
έκταση του n στον Ω̄R και ορίζουµε v = 0 στο ΩR\D̄. Αφού v = 0 και ∂ν

∂νA

στο ∂D τότε ν ∈ H1(ΩR) και ικανοποιεί ∇ A∇ν στο ΩR. Στη συνέχεια,
λόγω κανονικότητας στο εσωτερικό του ΩR, ν είναι αρκετά οµαλή ώστε
να εφαρµοστεί η µοναδική αρχή συξέχισης (βλέπε θεώσρηµα 17.26 στο
[16]). Ιδίως δεδοµένου ότι v = 0 στο ΩR\D̄ τότε v = 0 στο ΩR. Αυτό
αποδεικνύει την µοναδικότητα.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω, πρέπει να αποδείξουµε το ακόλουθο θε-
ώρηµα ύπαρξης, µοναδικότητας και συνεχής εξάρτησης των δεδοµένων
της λύσης του ευθέως προβλήµατος σκέδασης για ένα ορθοτροπικό µέσο
R2.

Θεώρηµα 3.12 Έστω D,A και n ικανοποιούν τις υποθέσεις της ενότητας
3.2 και έστω f ∈ H

1
2 (∂D)καιH− 1

2 (∂D). Τότε τοπρόβληµα διαπερατότητας
(3.44)-(3.48) έχει µοναδική λύση v ∈ H1(D) και h ∈ H− 1

2 (∂D)) η οποία
ικανοποιεί την ανισότητα

||v||H1(D) + ||u||H1(ΩR\D̄) ≤ c(||f ||
H

1
2 (∂D)

+ ||h||
H− 1

2 (∂D)
) (3.94)

όπου c > 0, θετική σταθερά ανεξάρτητη του f και h. Σηµειώνεται ότι
η prior εκτίµηση (3.95) επιτυγχάνεται χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η
δυικότητα ορίσµατος ||F || είναι φραγµένηαπό ||h||

H− 1
2 (∂D)

και ||uf ||H1(ΩR\D̄)

είναι φραγµένο από ||f ||
H

1
2 (∂D)

(βλέπε παράδειγµα 3.2).

Τελειώνοντας, αυτή την ενότηταθααναφέρουµε δύο αποτελέσµατακανο-
νικότητας από τη γενική θεωρία των µερικών διαφορρικών εξισώσεωµ
που διατυπώθηκαν για το πρόβληµα µεταφοράς µας.

Έστω D1 και D2 φραγµένοι, ανοικτοί υπόχωροι στον R τέτοιοι ώστε
D̄1 ⊂ D2 και υποθέτουµε ότι Α είναι πινακοσυνάρτηση µε συνεχείς διαφο-
ρίσιµους εισόδους ajk ∈ C1(D̄2) και n ∈ C1(D̄2).

Επιπλέον, ας υποθέσουµε ότι η πινακοσυνάρτηση Α είναι συµµετρική
και ικανοποιεί τη σχέση ξ Re(A)ξ ≤ γ|ξ|2 για όλα τα ξ ∈ C3 και x ∈ D̄2

για κάποια σταθερά γ > 0.

Θεώρηµα 3.13 Αν u ∈ H1(D2) και g ∈ L2(D2) ικανοποιούν τη σχέση

∇.A∇u+ k2nu = q
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τότε u ∈ H2(D1) και

||u||H2(D1) ≤ c(||u||H1(D2) + ||q||L2(D2))

όπου c > 0 εξαρτάται µόνο από το γ,D1 και D2.

Στο επόµενοθεώρηµα δηλώνουµε ένα τοπικό αποτέλεσµακανονικότητας
για την λύση του προβλήµατος µεταφοράς (3.43)-(3.47). Έστω Ωϵ(z) µια
ανοικτή σφαίρα µε κέντρο το z ∈ R2 και ακτίνας ϵ.

Θεώρηµα 3.14 Υποθέτουµε z ∈ ∂D και έστω ui ∈ H1(D) τέτοιο ώστε
∆ui ∈ L2(D)

Ορίζουµε f := ui και h := ∂ui

∂ν
στο ∂D

1. Αν για c > 0 το προσπίπτον κύµα ui ορίζεται επίσης στον Ω2ϵ(z) και
ο περιορισµός του ui στο Ω2ϵ(z) είναι στονH2(Ω2ϵ(z)), τότε η λύση u
του προβλήµατος (3.44)-(3.48) ικανοποιεί την u ∈ H2((R2\D̄)∪Ωϵ(z))
και υπάρχει θετική σταθερά c τέτοια ώστε

||u||H2((R2\D̄)∪Ωϵ(z)) ≤ c(||ui||H2(Ω2ϵ(z)) + ||ui||H1(D))

2. Αν για κάποιο ϵ τοπροσπίπτον κύµαui ορίζεται επίσης στονΩR\Ωϵ(z)
του ui στο ΩR\Ωϵ(z) είναι στον H2(ΩR\Ωϵ(z)) και ο περιορισµός του
ui είναι στον ΩR\Ωϵ(z) τότε η λύση u του προβλήµατος (3.44)-(3.48)
ικανοποιεί την u ∈ H2(R\D̄∪Ωzϵ(z)) και υπάρχει θετική σταθερά c
τέτοια ώστε

||u||H2((R2\(D̄)∪Ωzϵ(z))) ≤ c(||ui||H2(ΩR\Ωϵ(z)) + ||ui||H1(D))
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Chapter 4

To Αντίστροφο Πρόβληµα
Σκέδασης σε Ορθοτροπικό
Μέσο

4.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο θα επεκτείνουµε τα αποτελέσµατα του Κεφαλαίου
3 για την περίπτωση του αντίστροφου προβλήµατος σκέδασης για ένα µη
οµογενή ορθοτροπικό µέσο. Το αντίστροφοπρόβληµαπου θα εξετάσουµε
σεαυτό το κεφάλαιο έχει σκοπό νακαθορίσει τονφορέα της ορθοτροπικής
ανοµοιογένειας, µε δεδοµένο το πλάτος σκέδασης του πεδίου για πολλα-
πλές προσπίπτουσες διευθύνσεις.

Η διερεύνηση του αντίστροφου προβλήµατος βασίζεται στην ανάλυση
ενός non-standard προβλήµατος συνοριακών τιµών, το οποίο ονοµάζεται
εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότητας. Έχοντας, ήδη συζητήσει την καλή
τοποθέτηση του εσωτερικού προβλήµατος διαπερατότητας και την αριθ-
µησιµότητα των ιδιοτιµών διαπερατότητας που ακολουθούν [13], προχω-
ρούµε µε µια µοναδική λύση για το αντίστροφο πρόβληµα. Θα παρουσιά-
σουµε µια απόδειξη µε βάση τον Hähner [15], η οποία βασίζεται στη χρήση
ενός αποτελέσµατος οµαλότητας για τη λύση του εσωτερικούπροβλήµα-
τος διαπερατότητας. Τέλος, στο τελευταίο µέρος αυτού του κεφαλαίου,
εξάγουµε την γραµµική µέθοδο δειγµατοληψίας για να βρούµε µια προ-
σέγγιση για το φορέα της ανοµοιογένειας. Παρόλο που η ανάλυση για
αιτιολόγηση της γραµµικήςµεθόδου δειγµατοληψίαςαναφέρεται στοπρό-
βληµα σκέδασης για ένα ορθοτροπικό µέσο, η εφαρµογή της µεθόδου δεν
απαιτεί καµίαπροηγούµενη γνώση τωνφυσικών ιδιοτήτων τουαντικειµέ-
νου σκέδασης. Συγκεκριµένα, δείχνουµε ότι η συνάρτηση για το µακρινό
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πεδίοπουχρησιµοποιήσαµε στοΚεφάλαιο 3 για νακαθορίσουµε το σχήµα
ενός ατελήαγωγού, µπορεί επίσης ναχρησιµοποιηθεί στηνπαρούσακατά-
σταση όπου το αντίστοιχοπλάτος σκέδασηςχρησιµοποιείται για τονπυρήνα
αυτής της εξίσωσης.

4.2 Η Μαθηµατική Διατύπωση
Υποθέτουµε ότιD είναι ο φορέας καιA και n είναι οι καταστατικές παρά-
µετροι ενός φραγµένου ορθοτροπικού µη οµογενούς µέσου στον R2, όπου
D, A και n ικανοποιούν τις υποθέσεις που δόθηκαν στην υποενότητα 3.2.
Ησκέδαση ενός αρµονικάχρονικά εξαρτώµενουπροσπίπτοντος επίπεδου
κύµατος ui := eikz·d από τηανοµοιογένειαDπεριγράφεται από τοπρόβλη-
µα:

∇·A∇u+ k2nu = 0 στο D (4.1)
∆us + k2us = 0 στο R2\D̄ (4.2)
u− us = eikx·d σε ∂D (4.3)

∂u

∂νA
− ∂us

∂ν
=
∂eikx·d

∂ν
σε ∂D (4.4)

lim
r→∞

√
r
(∂us
∂r

− ikus
)
= 0 (4.5)

οµοιόµορφα προς όλες τις κατευθύνσεις r :=
x

|x|

όπου k > 0 είναι ο κυµατικός αριθµός, d := (cosϕ, sinϕ) είναι η προσπί-
πτουσα διεύθυνση, x = (x1, x2) ∈ R2 και r = |x|. Συγκεκριµένα, το
εσωτερικό πεδίο (·, ·) := v(·, ϕ) και το σκεδαζόµενο πεδίο vs(·) := vs(·, ϕ)
εξαρτώνται από την προσπίπτουσα γωνία ϕ. Το ακτινοβολούµενο σκε-
δαζόµενο πεδίο vs έχει και πάλι την ασυµπτωτική συµπεριφορά

vs(x) =
eikr√
x
u∞(θ, ϕ) +O(r

−3
2 ), r → ∞

Όπου η συνάρτηση v∞(·, ϕ), που ορίζεται στο [0, 2π] είναι τοπλάτος σκέδα-
σης που αντιστοιχεί στο πρόβληµα σκέδασης (4.1)−(4.5) και το διάνυσµα
x̂ := (cosθ, sinθ) είναι η διεύθυνσηπαρατήρησης. Μπορεί ναφανεί, µε τον
ίδιο τρόπο όπως και στοΘεώρηµα 4.2 [1], ότι το πλάτος σκέδασης v∞(θ, ϕ)
που αντιστοιχεί στα (4.1)− (4.5) ικανοποιεί τη σχέση
v∞(θ, ϕ) = v∞(ϕ+ π, θ + π) και δίνεται από

v∞(θ, ϕ) =
e

iπ
4

√
8πk

∫
∂B

(
vs(y)

∂e−ikx̂·y

∂ν
− e−ikx̂·y ∂u

s(y)

∂ν

)
ds(y) (4.6)
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όπου ∂B είναι το σύνορο ενός φραγµένου χωρίου που περιλαµβάνει τοD
(µπορεί να είναι, επίσης και ∂D). Το ακόλουθο αποτέλεσµα µπορεί να
εξαχθεί ως συνέπεια του λήµµατος του Rellich (βλ. Θεώρηµα 4.1 [1]):

Θεώρηµα 4.1 Αςυποθέσουµε ότι τοπλάτος σκέδασης v∞ πουαντιστοιχεί
στα (4.1) − (4.5) ικανοποιεί το v∞ = 0 για µια σταθερή γωνία ϕ και όλα
τα θ στο [0, 2π]. Τότε vs = 0 στο R2\D̄.

Το αντίστροφο πρόβληµα σκέδασης το οποίο µας απασχολεί είναι ο καθο-
ρισµός του D αφού γνωρίζουµε το πλάτους σκέδασης v∞(θ, ϕ) για όλες
τις προσπίπτουσες γωνίες ϕ ∈ [0, 2π] και όλες τις γωνίες παρατήρησης
θ[0, 2π]. Τονίζουµε ότι για ένα ορθοτροπικό µέσο ότι τα A και n δεν καθο-
ρίζονται µονοσήµαντα από το πλάτος σκέδασης v∞(θ, ϕ) για όλα τα ϕ ∈
[0, 2π] και θ ∈ [0, 2π], αλλά αυτό που είναι πιθανό να καθοριστεί είναι ο
φορέας της οµογένειας D.

Εξετάζουµε τώρα τον τελεστή του µακρινού πεδίου
F := L2[0, 2π] → L2[0, 2π]πουαντιστοιχεί στο (4.1)−(4.5)και καθορίζεται
από

(Fg)(θ) :=

∫ 2π

0

u∞(θ, ϕ)g(ϕ)dϕ (4.7)

όπου θα παίξει ένα κεντρικό ρόλο στην επίλυση του αντίστροφου προ-
βλήµατος. Έστω η συνάρτηση Hergloĵ µε πυρήνα g ∈ L2[0, 2π]

vg(x) :=

∫ 2π

0

eikx·dg(ϕ)dϕ (4.8)

Όπου d = (cosϕ, sinϕ). Λάβετε υπόψη ότι, λόγω της υπέρθεσης, το Fg
είναι το πλάτος σκέδασης της λύσης των (4.1)−(4.5)µε το eikx·d νααντικα-
θίσταται από το ug. Ορίζουµε ως συνάρτηση κυµάτωνHergloĵ µε πυρήνα
g(ϕ− π).

(ûg)(x) :=

∫ 2π

0

e−ikx·dg(ϕ)dϕ (4.9)

Θεώρηµα 4.2 Ο τελεστής µακρινού πεδίου F που αντιστοιχεί στο πρό-
βληµα σκέδασης (4.1)−(4.5) είναι αµφιµονοσήµαντος µε πυκνό εύρος εάν
και µόνο δεν υπάρχει µια συνάρτηση κυµάτων Hergloĵ ug τέτοια ώστε το
ζεύγος u, ug να αποτελεί λύση των

∇·A∇u+ k2nu = 0 και ∆ug + k2ug = 0, στο D

v = ug και
∂v

∂νA
=
∂ug
∂ν

σε ∂D (4.10)
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ΑπόδειξηΜεακριβώς τον ίδιο τρόπο όπωςκαι στο ευθύπρόβληµα, µπορεί
να αποδειχθεί ότι ο τελεστής µακρινού πεδίουF είναι αµφιµονοσήµαντος
εάν και µόνο αν ο αυτοσυζυγής τελεστής τουF ∗ είναι αµφιµονοσήµαντος.
Αφού

N(F ∗)⊥ := (F (L2[0, 2π]))

για να αποδείξουµε το θεώρηµα θα πρέπει να δείξουµε µόνο ότι το F
είναι αµφιµονοσήµαντο. Αλλά το Fg µε g ̸= 0 ισοδυναµεί µε την ύπαρξη
µιας µη µηδενικής συνάρτησης κυµάτων Herglotg ug µε πυρήνα g για την
οποία το πλάτος σκέδασης v∞ που αντιστοιχεί στα (4.1)− (4.5) µε το eikx·d
να αντικαθίσταται από το ug, εξαφανίζεται. Σύµφωνα µε το λήµµα του
Rellich έχουµε ότιus = 0 στοR2\D̄ και συνεπώς οι συνθήκες διαπερατότητας
συνεπάγονται ότι

v = vg και
∂v

∂νA
=
∂νg
∂ν

σε ∂D

Αφού το vg αποτελεί λύση της συνάρτησης Helmholĵ, έχουµε ότι v και vg
ικανοποιούν και την (4.10). Αυτό αποδεικνύει το θεώρηµα.

4.3 ΤοΕσωτερικόΠρόβληµαΔιαπερατότητας
Στην ενότητα αυτή θα ορίσουµε το που αντιστοιχεί στο διαπερατό πρό-
βληµα (3.48)-(3.52)

Εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότητας. Δεδοµένου ότι f ∈ H
1
2 (∂D)

και h ∈ H− 1
2 (∂D) , βρείτε δύο συναρτήσεις u ∈ H1(D) και ω ∈ H1(D) που

να ικανοποιούν τις σχέσεις

∇·A∇u+ k2nu = 0 στο D (4.11)
∆ω + k2ω = 0 στο R2\D̄ (4.12)

u− ω = f σε ∂D (4.13)
∂u

∂nA

− ∂ω

∂n
= h σε ∂D (4.14)

Τοπρόβληµα συνοριακών τιµών (4.11)−(4.14)µε f = 0 και h = 0 ονοµάζε-
ται οµογενές εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότητας.

Ορισµός 4.1 Οι τιµές του k2 για τις οποίες το οµογενές εσωτερικό πρό-
βληµα διαπερατότητας έχει µια µη τετριµµένη λύση ονοµάζονται ιδιοτι-
µές διαπερατότητας.

65



Συγκεκριµένα, τοΘεώρηµα 4.2 δηλώνει ότι αν το k2 δεν αποτελεί ιδιοτιµή
διαπερατότητας, τότε το εύρος του τελεστή µακρινούπεδίου είναι πυκνό.

Ας µελετήσουµε τη µοναδικότητα της λύσης του εσωτερικού προβλή-
µατος διαπερατότητας.

Θεώρηµα 4.3 Αν Im(n) > 0, ή Im(ξ̄·Aξ) < 0 σε ένα σηµείο x0 ∈ D, τότε το
εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότητας (4.11)-(4.14) έχει το πολύ µια λύση.

Απόδειξη Υποθέτουµε ότι τα u και w αποτελούν µια λύση του οµογε-
νούς εσωτερικού προβλήµατος διαπερατότητας (π.χ. f = h = 0). Εφαρ-
µόζοντας το θεώρηµα απόκλισης στα ū και A∇u (βλ. Πόρισµα 3.1), χρη-
σιµοποιώντας την συνοριακή οριακή συνθήκηκαι εφαρµόζοντας τηνπρώ-
τη ταυτότητα του Green στα w̄ και w (βλ. Παρατήρηση 3.2) έχουµε:∫
D

∇ū·A∇udy −
∫
D

k2n|u|2dy =

∫
∂D

ū·
∂u

∂νA
dy =

∫
D

|∇ω|2dy −
∫
D

k2|ω|2dy

Οπότε

Im
(∫

D

∇ū·A∇udy
)
= 0 (4.15)

και

Im
(∫

D

n|u|2dy
)
= 0 (4.16)

Αν Im(n) > 0 σε ένα σηµείο x0 ∈ D και συνεπώς, λόγω συνέχειας σε µια
µικρή σφαίρα, Ωε(x0), τότε η ισότητα (4.16) και από µοναδικότητα έχουν
ως αποτέλεσµα v≡0 στο D. Αν Im(ξ̄·Aξ) < 0 σε ένα σηµείο x0 ∈ D, για
όλα τα ξ ∈ C2 και συνεπώς, λόγω συνέχειας σε µια µικρή σφαίρα, Ωε(x0),
από την ισότητα (4.15) έχουµε ότι v≡0 σε Ωε(x0) και από τη (4.12) v≡0 στο
Ωε(x0), όπου και πάλι, v≡0 στο D.

Προχωρούµε τώραστην επιλυσιµότητα του εσωτερικούπροβλήµατος
διαπερατότητας. Στην ακόλουθη ανάλυση υποθέτουµε, χωρίς απώλεια
της γενικότητας, ότι τοD είναι απλώς συνεκτικό. Στην αρχή, µελετούµε
ένα ενδιάµεσο πρόβληµα το οποίο ονοµάζεται τροποποιηµένο εσωτερικό
πρόβληµα διαπερατότητας. Στο τροποποιηµένο εσωτερικόπρόβληµα δια-
περατότητας δίνονται f ∈ H

1
2 (∂D), h ∈ H− 1

2 (∂D), µιαπραγµατική συνάρ-
τηση m ∈ C(D̄) και δύο συναρτήσεις p1 ∈ L2(D) και p2 ∈ L2(D) και το
ζητούµενο είναι να βρεθούν τα u ∈ H1(D) και ω ∈ H1(D)που ικανοποιούν
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τα ακόλουθα:

∇·A∇u−mu = p1, στο D (4.17)
∆ω − ω = ρ2, στο D (4.18)

u− ω = f = f, σε ∂D (4.19)
∂u

∂nA

− ∂ω

∂n
= h, σε ∂D (4.20)

Αναδιατυπώνουµε τώρα το πρόβληµα (4.17) − (4.20) ως ένα ισοδύναµο
µεταβολικόπρόβληµα τηςµορφής (3.49). Για αυτό το σκοπό, καθορίζουµε
τον χώρο Hilbert:

W (D) :=
{
w ∈ (L2(D))2 : ∇·w ∈ L2(D) και ∇× w = 0

}
µε εσωτερικό γινόµενο

(w1, w2)w = (w1, w2)L2(D) + (∇·w1,∇·w2)L2(D)

και την νόρµα

||w||2w = ||w||2L2(D) + ||∇·w||2L2(D)

Δηλώνουµε µε ⟨·, ·⟩ τη δυική συσχέτιση µεταξύ H 1
2 (∂D) και H− 1

2 (∂D),
δηλαδή

⟨ϕ, ψ·v⟩ =
∫
D

ϕ∇·ψ dx+
∫
D

∇ϕ·ψ dx (4.21)

για (ϕ, ψ) ∈ H1(D) ×W (D). Στη συνέχεια, ορίζουµε διγραµµική µορφή
A στο {H1(D)×W (D)}2 ως

A(U, V ) :=

∫
D

A∇u·∇ϕ̄dx

+

∫
D

muϕ̄dx+

∫
D

∇·w∇·ψ̄dx
∫
D

w·ψdx− ⟨u, ψ̄·ν⟩ − ⟨ϕ,w·ν⟩

(4.22)

όπου U := (u,w) και V := (ϕ, ψ) ανήκουν στο H1(D) ×W (D). Ορίζουµε
µε L : H1(D)×W (D) → C το φραγµένο συζυγές γραµµικό συναρτησιακό
που δίνεται από

L(V ) :=

∫
D

(ρ1ϕ̄+ ρ2∇·ψ̄)dx+ ⟨ϕ̄, h⟩ − ⟨f, ψ̄·ν⟩ (4.23)
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Τότε, η µεταβολική διατύπωση του προβλήµατος (4.17) − (4.20) είναι να
βρεθεί το U = (u,w) ∈ H1(D)×W (D) έτσι ώστε

A(U, V ) = L(V ), για όλα V ∈ H1(D)×W (D) (4.24)

Το ακόλουθο θεώρηµα αποδεικνύει την ισοδυναµία µεταξύ των προβλη-
µάτων (4.17)− (4.20) και (4.24).

Θεώρηµα 4.4 Το πρόβληµα (4.17)−(4.20) έχει µια µοναδική λύση (u, ω) ∈
H1(D)×W (D) αν και µόνο αν το πρόβληµα (4.24) έχει µια µοναδική λύση
U = (u,w) ∈ H1(D) ×W (D). Επιπλέον, αν (u,w) είναι η µοναδική λύση
του (4.17) − (4.20), τότε U = (u, ω) είναι η µοναδική λύση του (4.24).
Αντιστρόφως, αν U = (u,w) είναι η µοναδική λύση του (4.24), τότε η
µοναδική λύση (u, ω) για το πρόβληµα (4.17) − (4.20) είναι τέτοια ώστε
w = ∇ω.
ΑπόδειξηΑποδεικνύουµεπρώτα την ισοδυναµίαµεταξύ της ύπαρξηςµιας
λύσης (u, ω) στο (4.17)−(4.20) και της ύπαρξης µιας λύσης U = (u,w) για
το (4.24).

1. Υποθέτουµε ότι (u, ω) είναι µια λύση για το (4.17)−(4.20) και θέτου-
µε w = ∇ω. Από (4.18) βλέπουµε ότι αφού ∇w = ω + ρ2 ∈ L2(D),
τότε w ∈ W (D). Παίρνοντας το βαθµωτό γινόµενο L2 του (6.18) µε
∇·ψ για κάποιo ψ ∈ W (D) και χρησιµοποιώντας το (4.21), έχουµε
ότι ∫

D

∇·w∇·ψ̄dx+
∫
D

w·ψ̄dx− ⟨ω, ψ̄·v⟩ =
∫
D

ρ2∇·ψ̄dx. (4.25)

Έτσι, σύµφωνα µε την (4.19)∫
D

∇·w∇·ψ̄dx+
∫
D

w·ψ̄dx− ⟨u, ψ̄·v⟩ = −⟨f, ψ̄·v⟩+
∫
D

ρ2∇·ψ̄dx

(4.26)

Παίρνουµε τώρα το βαθµωτό γινόµενο L2 του (4.17) µε ϕ στοH1(D)
και ολοκληρώνουµε κατά µέλη. Χρησιµοποιώντας την οριακή συν-
θήκη (4.20) βλέπουµε ότι∫

D

A∇u·∇ϕ̄dx+
∫
D

muϕ̄dx− ⟨ϕ̄, w·ν⟩ = ⟨ϕ̄, h⟩+
∫
D

ρ1ϕ̄dx

(4.27)

Τέλος, προσθέτοντας τα (4.25) και (4.26) έχουµε ότι το

U = (u,∇ω)
είναι µια λύση για το (4.24).

68



2. Ας υποθέσουµε τώρα ότι το U = (u,w) ∈ H1(D) ×W (D) αποτελεί
µια λύση για το (4.24). Αφού xw = 0 και τοD είναι απλά συνεκτικό,
συµπεραίνουµε την ύπαρξηµιας συνάρτησηςω ∈ 1(D) τέτοιαςώστε
w = ∇ω. Προφανώς, αν το U ικανοποιεί το (4.24), τότε το (u,w)
ικανοποιεί τις (4.25) και (4.26) για όλα τα (ϕ, ψ) ∈ H1(D) ×W (D).
Μπορεί ναφανεί εύκολααπό το (4.26) ότι το ζεύγος (u, ω) ικανοποιεί
τις σχέσεις

∇·A∇u−mu = p1 στο D (4.28)
∂u

∂νA
− ∂ω

∂ν
= h, σε ∂D (4.29)

Αντικαθιστώντας ως προς w στο (4.25) και χρησιµοποιώντας την
(4.21) στο δεύτερο ολοκλήρωµα, έχουµε ότι∫

D

(∆ω − ω)∇·ψ̄dx+ ⟨w − u, ψ̄·ν⟩ = −⟨f, ψ̄·ν⟩+
∫
D

ρ2∇·ψ̄dx

(4.30)

για όλα τα ψ στοW (D).
Ας υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχει µια συνάρτηση

ϕ ∈ L2
0(D) =

{
ϕ ∈ L2(D) :

∫
D

ϕdx = 0
}

και ότι το x ∈ H1(D) αποτελεί µια λύση για το{
∆χ = ϕ̄, στο ∆
∂χ
∂n

= 0, στο ∂D (4.31)

Έστω ότι ∇·ψ̄ = ϕ στο D και ψ̄·v = 0 σε ∂D και παίρνοντας ψ = ∇χ
στο (4.29), έχουµε ότι∫

D

(∆ω − ω − ρ2)ϕdx = 0, για όλα ϕ ∈ L2
0(D) (4.32)

που συνεπάγεται την ύπαρξη µιας σταθεράς c1 τέτοιας ώστε

∆ω − ω − ρ2 = c1 (4.33)

Παίρνουµε τώρα ϕ ∈ L2
0(D) και υποθέτουµε ότι το σ ∈ 1(D) αποτε-

λεί µια λύση του {
∆σ = 0, στο ∆
∂σ
∂n

= ϕ̄, στο ∂D (4.34)
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Παίρνοντας ψ = ∇σ στο (4.25) και δεδοµένου ότι∇·ψ̄ = 0 στοD και
ψ̄·n = ϕ σε ∂D, έχουµε ότι∫

∂D

(ω − u+ f)ds = 0, για όλα τα ϕ ∈ L2
0(∂D)

από το οποίο συνεπάγεται η ύπαρξη µιας σταθεράς c2 τέτοιας ώστε

ω − u+ f = c2, σε ∂D (4.35)

Αντικαθιστώντας τα (4.31)και (4.33) στο (4.29)και χρησιµοποιώντας
το (4.21), βλέπουµε ότι

(c1 − c2)

∫
D

∇·ψ̄dx = 0, ∀ψ ∈ W (D) (4.36)

από το οποίο συνεπάγεται ότι c1 = c2 = c. Οι εξισώσεις (4.27),
(4.31) και (4.33) δείχνουν ότι το (v, ω − c) αποτελεί µια λύση για
το (4.17)− (4.20).

3. Υποθέτουµε ότι το (4.17)− (4.20) έχει το πολύ µια λύση. Ας υποθέ-
σουµε ότι τα U1 = (u1, w1) και U2 = (u2, w2) αποτελούν δύο λύσεις
για το (4.24). Από το βήµα 2 πιο πάνω συνεπάγεται η ύπαρξη w1

και w2 στο H1(D) τέτοιων ώστε τα w1 = ∇ω1 και w2 = ∇ω2 και
(u1, ω1) και (u2, ω2) να αποτελούν λύσεις για το (4.17)− (4.20), όπου
(u1, ω1) = (u2, ω2) και (u1, w1) = (u2, w2).

4. Τέλος, υποθέτουµε ότι το (4.24) έχει το πολύ µια λύση και υποθέ-
τουµε ότι υπάρχουν δύο λύσεις (u1, ω1) και (u2, ω2) για το (4.17) −
(4.20). Από το βήµα 1 µπορούµε να συµπεράνουµε ότι τα (v1,∇ω1)
και (v2,∇ω2) αποτελούν δύο λύσεις για το (4.24). Οπότε το v1 = v2
και ω = ω1 − ω2 είναι µια συνάρτηση στο H1(D) που ικανοποιεί{

∆ω − ω = 0, στο D
ω = ∂ω

∂ν
= 0, στο ∂D (4.37)

από το οποίο συνεπάγεται ότι ω=0.

Εξετάζουµε τώρα το τροποποιηµένο εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότη-
τας στην µεταβολική διατύπωση (4.24).

Θεώρηµα 4.5 Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια σταθερά γ > 1 τέτοια ώστε
για χ ∈ D,

Re(ξ̄·A(x)ξ ≥ γ|ξ|2, για όλα τα ξ ∈ C2 και m(x) ≥ γ (4.38)
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Τότε, το πρόβληµα (4.24) έχει µια µοναδική λύση

U = (u,w) ∈ H1(D)×W (D)

Αυτή η λύση ικανοποιεί την a priori εκτίµηση

||v||H1(D) + ||w||w ≤ 2C
γ + 1

γ − 1

(
||ρ1||L2(D) +

||ρ2||L2(D) + ||f ||
H

1
2 (∂D)

+ ||h||
H− 1

2 (∂D)

)
(4.39)

όπου η σταθερά C > 0 είναι ανεξάρτητη από τα p1, p2, f, h και γ.

Απόδειξη Από την ανισότητα του Schwarz και λόγω συνέχειας του συ-
ζυγούς γραµµικού συναρτησιακού L σε H1(D) × W (D) και την ύπαρξη
µιας σταθεράς c ανεξάρτητης από τα p1, p2, f και h, τέτοιας ώστε

||L|| ≤ C
(
||ρ1||L2 + ||ρ2||L2 + ||f ||

H
1
2
+ ||h||

H− 1
2

)
(4.40)

Αν U = (u,w) ∈ H1(D)×W (D), τότε σύµφωνα µε την υπόθεση (4.34),

|A(U,U)| ≥ γ||v||21 + ||w||2w − 2Re(⟨(v̄, w⟩) (4.41)

Σύµφωνα µε την (4.21), από την ανισότητα του Schwarz συνεπάγεται ότι

|⟨v̄, w⟩| ≤ ||v||H1 ||w||w
οπότε και

|A(U,U)| ≥ γ||v||2H1 + ||w||2w − 2||v||H1 ||w||w (4.42)

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα

γχ2 + y2 − 2χy =
γ + 1

2

(
χ− 2

γ + 1

)2
+
γ − 1

2
χ2 +

γ − 1

γ + 1
y2

καταλήγουµε ότι

|A(U,U)| ≥ γ − 1

γ + 1

(
||w||2w + ||v||2H1

)
όπου το A είναι συνεκτικό. Η συνέχιση του A συνεπάγεται εύκολα από
την ανισότητα του Schwarz και το Θεώρηµα 1. Το Θεώρηµα 4.6 αποτελεί
τώρα άµεση συνέπεια του λήµµατος Lax-Milgram όταν εφαρµοστεί στο
(4.24).
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Θεώρηµα 4.6 Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µια σταθερά γ > 1 τέτοια
ώστε για χ ∈ D ,

Re(ξ̄·A(χ)ξ) ≥ γ|ξ|2, για όλα τα ∈ C2m(χ) ≥ γ (4.43)

Τότε, το τροποποιηµένο εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότητας (4.17) −
(4.20) έχει µια µοναδική λύση (v, ω) που ικανοποιεί

||v||H1(D) + ||ω||H1(D) ≤ C
γ + 1

γ − 1

(
||ρ1||L2(D) +

+||ρ2||L2(D) + ||f ||
H

1
2 (∂D)

+ ||h||
H− 1

2 (∂D)

)
(4.44)

όπου η σταθερά C > 0 είναι ανεξάρτητη από τα p1, p2, f, h και γ.

Απόδειξη Η ύπαρξη και µοναδικότητα µιας λύσης προέρχεται από το
Θεώρηµα 4.5 και το Θεώρηµα 4.6. Η a priori εκτίµηση (4.39) µπορεί να
εξασφαλιστεί άµεσα από το (4.17)− (4.20) αλλά µπορούµε, επίσης, να τη
συµπεράνουµε από το (4.35) ως ακολούθως:

ΤοΘεώρηµα 4.5 δηλώνει ότι (v,∇ω) είναι η µοναδικήλύσηγια το (4.24).
οπότε, σύµφωνα µε το (4.35),

||v||H1 + ||∇ω||L2 ≤ C1
γ + 1

γ − 1

(
|ρ1||L2 +

||ρ2||L2 + ||f ||
H

1
2
+ ||h||

H− 1
2

)
(4.45)

Από την ανισότητα του Poincare, µπορούµε να γράψουµε

||ω||H1(D) ≤ C2

(
||∇ω||L2(D) + ||ω||L2(∂D)

)
(4.46)

Τώρα, χρησιµοποιώντας την οριακή συνθήκη (4.19)και το θεώρηµα ίχνους,
έχουµε ότι

||ω||H1(D) ≤ C2

(
||∇ω||L2(D) + ||v||H1(D) + ||f ||L2(∂D)

)
(4.47)

Για κάποια θετική σταθερά C2. Στη συνέχεια, οι σταθερές C1 και C2

µπορούν να προσαρµοστούν ώστε να ισχύει το (4.39).
Τώρα, είµαστε έτοιµοι να δείξουµε την ύπαρξη µιας λύσης για το εσω-

τερικό πρόβληµα διαπερατότητας (4.11)− (4.14).

Θεώρηµα 4.7 Ας υποθέσουµε ότι Im(n) > 0 ή Im(ξ̄·Aξ) < 0 σε ένα σηµείο
x0 ∈ D και ότι υπάρχει µια σταθερά γ > 1 τέτοια ώστε, για x ∈ D

Re(ξ̄·A(x)ξ) ≥ γ|ξ|2, για όλα τα ξ ∈ C2 (4.48)
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Τότε, το (4.11) − (4.14) έχει µια µοναδική λύση (v, ω) ∈ H1(D) × H1(D).
Αυτή η λύση ικανοποιεί την a priori εκτίµηση

||v||H1(D) + ||ω||H1(D) ≤ C
(
||f ||

H
1
2 (∂D)

+ ||h||
H− 1

2 (∂D)

)
(4.49)

όπου η σταθερά C > 0 είναι ανεξάρτητη από τα f και h.

Απόδειξη Θέτουµε

X(D) =
{
(v, ω) ∈ H1(D)×H1(D) : ∇·A∇vϵ L2(D) και ∆ω ∈ L2(D)

}
και εξετάζουµε τον τελεστή G από το X(D) µέσα στην

L2(D)× L3(D)×H
1
2 (∂D)×H− 1

2 (∂D)

που ορίζεται από

G(v, ω) =
(
∇·A∇v −mv,∆ω − ω, (v − ω)|∂D,

(∂v
∂ν

− ∂ω

∂ν
|∂D
)

(4.50)

όπου m ∈ C(D̄) και m > 1. Προφανώς, το G είναι συνεχές και από το
Θεώρηµα 4.7 ξέρουµε ότι το αντίστροφο του G υπάρχει και είναι συνεχές.
Τώρα, ας εξετάσουµε τον τελεστή T από το X(D) µέσα στην L2(D) ×
L2(D)×H

1
2 (∂D)×H− 1

2 (∂D) που ορίζεται από

T(v, ω) = ((k2n+m)v, (k2 + 1)ω, 0, 0) (4.51)

Από τη συµπαγή εµφύτευση του H1(D) στο L2(D) (βλ. υποενότητα 3.4),
ο τελεστής T είναι συµπαγής. Από το Θεώρηµα 4.4 συνεπάγεται ότι G +
T είναι αµφιµονοσήµαντο και για αυτό, από το Θεώρηµα 3.6, µπορούµε
να συµπεράνουµε την ύπαρξη και τη συνέχιση του (G + T)−1, το οποίο
σηµαίνει, συγκεκριµένα, την ύπαρξη µιας µοναδικής λύσης για το εσωτε-
ρικό πρόβληµα διαπερατότητας (4.11) − (4.14), η οποία ικανοποιεί την a
priori εκτίµηση (4.49).

Γενικά, δεν µπορούµε να συµπεράνουµε την επιλυσιµότητα του εσωτε-
ρικού προβλήµατος διαπερατότητας αν τα A και n δεν ικανοποιούν τις
υποθέσεις του προηγούµενου θεωρήµατος. Συγκεκριµένα, αν Im(A) = 0
και Im(n) = 0 στο D, το k2 µπορεί να είναι µια ιδιοτιµή διαπερατότητας.

Θεώρηµα 4.8 Υποθέτουµε ότι Im(A) = 0 και Im(n) = 0 στο D και ότι
υπάρχει µια σταθερά γ > 1 τέτοια ώστε, για x ∈ D,

ξ̄·A(x)ξ ≥ γ|ξ|2, για κάθεξ ∈ R2 και n(x) ≥ γ

Τότε, το σύνολο των ιδιοτιµών διαπερατότητας είτε είναι κενό, είτε απo-
τελεί ένα διακριτό σύνολο.
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Απόδειξη Εξετάζουµε τον τελεστή G που ορίζεται από την σχέση (4.50)
µε m = n και τον συµπαγή τελεστή T από το X(D) µέσα στην L2(D) ×
L2(D)×H

1
2 (∂D)×H− 1

2 (∂D) που ορίζεται από

T(ω, v) = (nω, v, 0, 0)

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι ο τελεστής G + (k2 + 1)T είναι αντιστρέ-
ψιµος για όλα k ∈ C\S, όπου το S αποτελεί ένα κενό ή διακριτό υποσύ-
νολο του C. Αφού το G είναι αµφιµονοσήµαντο και επί (Θεώρηµα 4.6),
αυτό ισοδυναµεί µε την απόδειξη ότι υπάρχει το (I + (k2 + 1)G−1T)−1,
όπου I είναι ο ταυτοτικός τελεστής από το X(D) µέχρι το X(D). Από το
Κεφάλαιο 1.2, µπορούµε να συµπεράνουµε άµεσα το γεγονός ότι υπάρχει
αυτός ο τελεστής και ότι είναι φραγµένος εκτός από, το πολύ, ένα διακρι-
τό σύνολο τιµών k. Λάβετε υπόψη ότι το (k2+1)G−1T είναι ένας συµπαγής
τελεστής.

Γενικά, δεν είναι γνωστό αν υπάρχουν ιδιοτιµές διαπερατότητας. Το
µόνο γνωστό αποτέλεσµα που αφορά την ύπαρξη ιδιοτιµών διαπερατότη-
τας, είναι για την περίπτωση όπου A = I και n(x) = n(r) [Θεώρηµα 8.13
στην [33]].

Η πιο πάνω ανάλυση για το εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότητας
προϋποθέτει ότι ικανοποιείται η σχέση

Re(ξ̄·A(x)ξ) ≥ γ|ξ|2, για όλα τα ξ ∈ C2, x ∈ D και κάποια σταθερά γ > 1

η οποία είναι ||Re(A)|| > 1. Τροποποιώντας τη µεταβολική προσέγγιση
του Θεωρήµατος 4.4 και του Θεωρήµατος 4.5 µπορούν να αποδειχθούν
τα πιο κάτω αποτελέσµατα.

Θεώρηµα 4.9 Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια σταθερά γ > 1 τέτοια ώστε,
για x ∈ D

Re(ξ̄·A(x)−1ξ) ≥ γ|ξ|2, για όλα τα ξ ∈ C2 και γ−1 ≤ m < 1

Τότε, το (4.11)− (4.14) έχει µια µοναδική λύση (v, ω) η οποία ικανοποιεί

||v||H1(D) + ||ω||H1(D) ≤ C
(
||ρ1||L2(D) +

+||ρ2||L2(D) + ||f ||
H

1
2 (∂D)

+ ||h||
H− 1

2 (∂D)

)
(4.52)

όπου η σταθερά C > 0 είναι ανεξάρτητη από τα p1, p2, f, h.

Θεώρηµα 4.10 Υποθέτουµε ότι είτε Im(n) > 0, είτε Im(ξ̄·Aξ) < 0 σε ένα
σηµείο x0 ∈ D και ότι υπάρχει µια σταθερά γ > 1 τέτοια ώστε, για x ∈ D,

Re(ξ̄·(A(x))−1ξ) ≥ γ|ξ|2, για όλα τα ξ ∈ C2.
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Τότε, το (4.12) − (4.15) έχει µια µοναδική λύση (v, ω) ∈ H1(D) × H1(D).
Αυτή η λύση ικανοποιεί την a priori εκτίµηση

||v||H1(D) + ||ω||H1(D) ≤ C
(
||f ||

H
1
2 (∂D)

+ ||h||
H− 1

2 (∂D)

)
,

όπου η σταθερά C > 0 είναι ανεξάρτητη από τα f και h.

Τέλος, µε τον ίδιο τρόπο όπως και στοΘεώρηµα 4.8, µπορεί να αποδειχθεί
ότι σε αυτή την περίπτωση, υπό πρόσθετες υποθέσεις για το n, το σύνολο
των ιδιοτιµών διαπερατότητας είναι, το πολύ, διακριτό. Συγκεκριµένα,
ισχύει το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 4.11 Υποθέτουµε ότι Im(A) = 0 και m(n) = 0 στο D και ότι
υπάρχει µια σταθερά γ > 1 τέτοια ώστε, για x ∈ D

ξ̄·(A(x))−1ξ ≥ γ|ξ|2,για όλα τα ξ ∈ C2

και
γ−1 ≤ n(x) < 1.

Τότε, το σύνολο των ιδιοτιµών διαπερατότητας είτε είναι κενό, είτε απο-
τελεί ένα διακριτό σύνολο.

Ολοκληρώνουµεαυτή την υποενότητασηµειώνοντας ότι, στηνπερίπτωση
τουA = I , όπου το είναι η ταυτοτικός, η πιο πάνω ανάλυση δεν µπορεί να
εφαρµοστεί. Αυτή ηπερίπτωσηµπορεί ναµελετηθεί είτε ξαναγράφοντας
το εσωτερικόπρόβληµα διαπερατότηταςως έναπρόβληµα οριακών τιµών
γιαµια γιαµιαµερική διαφορική εξίσωση τετάρτου βαθµούγια τη διαφορά
v − ω ∈ H2(D), είτε µε τη χρήση αναλυτικών τελεστών προβολής.

4.4 Μοναδικότητα
Για την απόδειξη της µοναδικότητας στο αντίστροφο πρόβληµα σκέδασης
αρχίζουµε µε ένα απλό λήµµα.

Λήµµα 4.12 Υποθέτουµε ότι είτε

ξ̄·Re(A)ξ ≥ γ|ξ|2

ή
ξ̄·Re(A−1)ξ ≥ γ|ξ|2
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για κάποια γ > 1. Ας υποθέσουµε ότι η {vn, ωn} ∈ H1(D) × H1(D), n ∈
N , είναι µια ακολουθία λύσεων για το εσωτερικό πρόβληµα διαπερατό-
τητας (4.11) − (4.14) µε fn ∈ H

1
2 (∂D), hn ∈ H− 1

2 (∂D). Αν οι ακολουθίες
{fn} και {hn} συγκλίνουν στην H

1
2 (∂D) και H− 1

2 (∂D) αντίστοιχα και αν
οι ακολουθίες {vn} και {ωn} είναι φραγµένες στην H1(D), τότε υπάρχει
µια υπακολουθία {ωnk} η οποία συγκλίνει στην H1(D).

Απόδειξη Αρχικά, υποθέτουµε ότι ξ̄·Re(A)ξ ≥ γ|ξ|2, γ > 1 και ας υποθέ-
σουµε ότι {un, ωn} ορίζεται όπως δηλώνει το λήµµα. Λόγω της συµπα-
γούς εµφύτευσης της H1(D) µέσα στην L2(D), µπορούµε να επιλέξουµε
τις L2-συγκλίνουσες υπακολουθίες {vnk} και {ωnk}. Έτσι, οι {vnk} και
{ωnk} ικανοποιούν

∇·A∇vnk − γvnk = −(γ + κ2n)unk, στο D
∆ωnk − ωnk = −(1 + κ2)ωnk, στο D

vnk − ωnk = fnk, στο ∂D
∂vnk

∂νA
− ∂ωnk

∂ν
= hnk, στο D

Τότε, το αποτέλεσµα τουλήµµατος συνεπάγεται από την a priori εκτίµηση
τουΘεωρήµατος 4.6. Στην περίπτωση όπου ξ̄·Re(A−1)ξ ≥ γ|ξ|2, για γ > 1,
χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα 4.9 και 1/γ αντί γ στην πιο πάνω εξίσωση
για vnk για να έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα.

Λάβετε υπόψη ότι στην απόδειξη του Λήµµατος 4.12 χρησιµοποιού-
µε την a priori εκτίµηση για το τροποποιηµένο εσωτερικό πρόβληµα δια-
περατότητας αντί για την a priori εκτίµηση για το εσωτερικό πρόβληµα
διαπερατότητας. Αυτό µας επιτρέπει να εξάγουµε το αποτέλεσµα χωρίς
να υποθέσουµε ότι το k2 δεν είναι µια ιδιοτιµή διαπερατότητας.

Τώρα, είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε το θεώρηµα µοναδικότητας.

Θεώρηµα 4.13 Ας υποθέσουµε ότι τα χωρία D1 και D2, οι πινακοσυναρ-
τήσεις A1 και A2 και οι συναρτήσεις n1 και n2, ικανοποιούν τις υποθέσεις
της υποενότητας 3.3. Επιπλέον, ας υποθέσουµε ότι είτε ότι

ξ̄·Re(A1)ξ ≥ γ|ξ|2

είτε
ξ̄·Re(A−1

1 )ξ ≥ γ|ξ|2

και είτε ξ̄·Re(A2)ξ ≥ γ|ξ|2, είτε ξ̄·Re(A−1
2 )ξ ≥ γ|ξ|2 για κάποια γ > 1.

Αν ταπλάτη σκέδασης v1∞(θ, ϕ)και v2∞(θ, ϕ)πουαντιστοιχούν σταD1, A1, n1

καιD2, A2, n2 αντίστοιχα συµπίπτουν για όλα τα θ ∈ [0, 2π] τότε,D1 = D2.
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4.5 Η Γραµµική Μέθοδος Δειγµατοληψίας
Έχοντας δείξει ότι ο φορέας της ανοµοιογένειας µπορεί να καθοριστεί
µοναδικά από το πλάτος σκέδασης, θέλουµε τώρα να βρούµε µια προ-
σέγγιση για τον φορέα. Συγκεκριµένα, θα δείξουµε ότι, µε δεδοµένο ότι
το k2 δεν είναι µια ιδιοτιµή διαπερατότητας και ο πυρήνας του τελεστή
µακρινού πεδίου είναι το πλάτος σκέδασης που αντιστοιχεί στο (3.48) −
(3.52). Με δεδοµένο ότι (f, h) ∈ H

1
2 (∂D)×H− 1

2 (∂D), υποθέτουµε ότι η
(v, u) ∈ H1(D)×H1

loc(R2\D) αποτελεί τη µοναδική λύση του αντίστοιχου
προβλήµατος διαπερατότητας (3.44) − (3.48). Aς θυµηθούµε ότι το εκ-
πεµπόµενο µέρος u έχει την ασυµπτωτική συµπεριφορά

u(x) =
eikr√
r
u∞(x̂) +O

(
r−

3
2

)
, r → ∞, x̂ =

x

|x|

όπου u∞ είναι το πλάτος σκέδασης που αντιστοιχεί στο (v, u).

Ορισµός 4.2 Ο φραγµένος γραµµικός τελεστής

B : H
1
2 (∂D)×H− 1

2 (∂D) → L2[0, 2π]

απεικονίζει την

(f, h) ∈ H
1
2 (∂D)×H− 1

2 (∂D)

µέσα στο πλάτος σκέδασης uχ ∈→ L2[0, 2π] όπου (v, u) είναι η λύση του
(3.48)− (3.52) µε τα οριακά δεδοµένα (f, h).

Στη συνέχεια, θα καθορίσουµε τον ανάστροφο τελεστή και θα εξάγουµε
κάποιες χρήσιµες ιδιότητες αυτού του τελεστή. Υποθέτουµε ότιX και Y
είναι δύο χωροι Hilbert και υποθέτουµε ότιX∗ και Y ∗ είναι οι δυικοί χώροι
τους. Για οποιαδήποτε γραµµική απεικόνιση A : X → Y , η ανάστροφη
Aτ : X∗ → Y ∗ είναι η γραµµική απεικόνιση η οποία καθορίζεται από

⟨Aτv, u⟩X,X∗ = ⟨v, Au⟩X,X∗ , για όλα τα u ∈ X και τα v ∈ Y ∗

όπου ⟨·, ·⟩ δηλώνει τη δυική συσχέτιση µεταξύ των δηλωµένων χωρίων.
Ισχύει ότι η ανάστροφη απεικόνιση Aτ είναι φραγµένη αν και µόνο αν

η A είναι φραγµένη.

Ορισµός 4.3 Για οποιοδήποτε υποσύνολο W ⊆ X , ο εκµηδενιστής W a

είναι ο κλειστός υποχώρος του X∗ που ορίζεται από

V a =
{
g ∈ X∗ : ⟨g, v⟩ = 0 για όλα τα u ∈ W

}
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Παροµοίως, για τοW ⊆ X∗, ο εκµηδενιστής aV είναι ο κλειστός υποχώ-
ρος του X που ορίζεται από

aV =
{
u ∈ X : ⟨g, v⟩ = 0 για όλα τα g ∈ V

}
Λήµµα 4.14 Ο µηδενικός χώρος και εύρος των A και Aτ ικανοποιεί

N(Aτ ) = A(X)a και N(A) =a Aτ (Y ∗)

Απόδειξη Εφαρµόζοντας τους διάφορους ορισµούς έχουµε

A(X)a =
{
g ∈ Y ∗ : ⟨g, v⟩ = 0 για όλα τα u ∈ στο εύρος A

}
=

{
g ∈ Y ∗ : ⟨g, Au⟩ = 0 για όλα τα u ∈ X

}
=

{
g ∈ Y ∗ : ⟨Aτg, u⟩ = 0 για όλα τα u ∈ X

}
=

{
g ∈ Y ∗ : Aτg = 0

}
= N(Aτ )

Ένα παρόµοιο επιχείρηµα δείχνει ότι N(A) =a Aτ (Y ∗).
Είναι εύκολο να δείξουµε ότι ένα υποσύνολοW ⊆ X είναι συµπαγές

αν και µόνο ανW a = 0. Συγκεκριµένα, από το Λήµµα 4.14 έχουµε ότι

Πόρισµα 4.1 Ο τελεστής A έχει συµπαγές εύρος αν και µόνο αν ο αντί-
στροφος Aτ είναι αµφιµονοσήµαντος.

Με τη βοήθεια του πιο πάνω λήµµατος και πορίσµατος µπορούµε τώρα
να αποδείξουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα για τον τελεστή .

Θεώρηµα 4.15 Το εύρος του B : H
1
2 (∂D) × H− 1

2 (∂D) → L2[0, 2π] είναι
συµπαγές στο L2[0, 2π].

Από το Λήµµα 4.14 έχουµε επίσης ότι

N(B) = Bτ (L2[0, 2π])a :=
{
(f0, h0) :

∫
∂D

(−f0
∂ṽ

∂νA
+ h0ṽ)ds = 0

}
όπου η ṽ ορίζεται όπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.15 οπότε,
χρησιµοποιώντας το θεώρηµα απόκλισης, βλέπουµε ότι τα ζεύγη
(v|∂D, ∂v

∂vA
|∂D), όπου η v ∈ H1(D) αποτελεί µια λύση του∇·A∇v+k2nv =

0 στο D, βρίσκονται στον πυρήνα του B. Οπότε ο B δεν είναι αµφιµο-
νοσήµαντος. Θα περιορίσουµε τον τελεστή B µε τέτοιο τρόπο ώστε ο
περιορισµός να είναι αµφιµονοσήµαντος και να εξακολουθεί να έχει συ-
µπαγές εύρος.
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Για αυτό το σκοπό, δηλώνουµε µε H̄ την κλειστότητα στοH1(D) όλων
των κυµατικών συναρτήσεων Hergloĵ µε πυρήνα g ∈ L2[0, 2π]. Λάβετε
υπόψη ότι, ο χώρος H̄ συµπίπτει µε το χώρο των H1 ασθενών λύσεων
της εξίσωσης Helmholĵ. Με άλλα λόγια, H̄ = W (D), όπουW (D) είναι η
κλειστότητα στο H1(D) τουW (D) που ορίζεται από

W (D) :=
{
u ∈ C2(D) ∪ C1(D̄) : ∆u+ k2u = 0

}
Πράγµατι, αν u ∈ W (D) τότε, βλέποντας το u ως µια ασθενή λύση του
εσωτερικού προβλήµατος σύνθετης αντίστασης οριακών τιµών για την
εξίσωσηHelmholĵ στοD µε λ = 1 έχουµε ότι υπάρχει µια θετική σταθερά
C τέτοια ώστε

||u||H1(D) ≤ C||∂u
∂v

+ iu||
H− 1

2 (∂D)

και για οποιοδήποτε ϵ > 0, υπάρχει µια κυµατική συνάρτηση Hergloĵ vg
τέτοια ώστε ||u− vg||H1(D) < ϵ, από όπου H̄ =W (D).

Λήµµα 4.16 Οποιαδήποτε λύση της εξίσωση Helmholĵ σε ένα φραγµένο
χωρίοD ∈ R2 µπορεί ναπροσεγγιστεί στην νόρµαH1(D)µεµια κυµατική
συνάρτηση Hergloĵ.

Στη συνέχεια, ορίζουµε

H(∂D) :=
{(
u|(∂D),

∂u

∂v
|∂D

)
: u ∈ H̄

}
.

Λήµµα 4.17 ΤοH(∂D) είναι ένακλειστό υποσύνολο τουH 1
2 (∂D)×H− 1

2 (∂D).

Θεώρηµα 4.18 Ας υποθέσουµε ότι το k2 δεν αποτελεί µια ιδιοτιµή δια-
περατότητας. Τότε, ο φραγµένος γραµµικός τελεστής B0 : H(∂D) →
L2[0, 2π], είναι αµφιµονοσήµαντος και έχει πυκνό εύρος.

Απόδειξη Ας υποθέσουµε ότι B0(f, h) = 0 για (f, h) ∈ H(∂D) και ας
υποθέσουµε ότι (v, u) είναι η λύση για το (3.48)−(3.52) η οποία αντιστοιχεί
σε αυτά τα οριακά δεδοµένα. Τότε, η εκπεµπόµενη λύση της εξίσωσης
Helmholĵ στο εξωτερικό του D έχει πλάτος σκέδασης ίσο µε µηδέν, από
όπου u = 0 για x ∈ R2\D̄. Αυτό, συνεπάγεται ότι η v ικανοποιεί την

∇·A∇v + k2nv = 0 στο D, v = f και
∂u

∂ν
= h στο ∂D
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Από τον ορισµό του H(∂D), τα f και h είναι τα ίχνη στο ∂D µιας H1(D)
λύσης ω για την εξίσωση Helmholĵ και η κανονική της παράγωγος αντί-
στοιχα. Έτσι, η (n, ω) λύνει το οµογενές εσωτερικό πρόβληµα διαπερα-
τότητας (4.11)− (4.14) και αφού το k2 δεν είναι µια ιδιοτιµή διαπερατότη-
τας, έχουµε ότι ω≡0 και v≡0 στο D από όπου f = h = 0.

Αποµένει να δείξουµε ότι το σύνολοB0(H(∂D)) είναι πυκνό στοL2[0, 2π].
Για να γίνει αυτό, είναι αρκετό να δείξουµε ότι το εύρος του B περι-
λαµβάνεται µέσα στο εύρος του B0 αφού, από το Θεώρηµα 4.19, το εύρος
του B είναι πυκνό στο L2[0, 2π]. Ας υποθέσουµε ότι το ux βρίσκεται στο
εύρος τουB, δηλαδή, το u∞ είναι το πλάτος σκέδασης του εκπεµπόµενου
µέρους u µιας λύσης (v, u) για το (3.48) − (3.52). Ας υποθέσουµε ότι το
(v, ω) είναι η µοναδική λύση για το (3.48)− (3.52) µε τα οριακά δεδοµένα
(u|∂D, ∂u

∂νA
|∂D). Οπότε (v, u) είναι η λύση για το (3.44)− (3.48) µε οριακά

δεδοµένα (ω|∂D, ∂ω
∂ν
|∂D) ∈ H(∂D) και έχει πλάτος σκέδασης το οποίο

συµπίπτει µε u∞. Αυτό σηµαίνει ότι B0(ω|∂D, ∂ω∂ν |∂D) = u∞.

Θεώρηµα 4.19 Ο τελεστής B0 : H(∂D) ∈ L2[0, 2π] είναι πυκνός.

Για µια vg κυµατική συνάρτησηHergloĵπου δίνεται από την (4.8)µεπυρήνα
g ∈ L2[0, 2π], ορίζουµε H : L2[0, 2π] → H(∂D) µε

g :=
(
vg|∂D,

∂vg
∂ν

|∂D
)

Πόρισµα 4.2 Ας υποθέσουµε ότι u∞ → L2[0, 2π] ανήκει στο εύρος του B0.
Τότε, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει µια gϵ ∈ L2[0, 2π] τέτοια ώστε η Hgϵ να
ικανοποιεί την

||B0(Hgϵ)− u∞||L2[0,2π] ≤ ϵ

Για την εύρεση µιας προσέγγισης του εµποδίου σκέδασηςD, εξετάζουµε
την εξίσωση µακρινού πεδίου που αντιστοιχεί στη σκέδαση µε ένα ορθο-
τροπικό µέσο που δίνεται από∫ 2π

0

u∞(θ, ϕ)g(ϕ)dϕ = γe−ikx̂·z, z ∈ R2 (4.53)

όπου ux(θ, ϕ) είναι το πλάτος σκέδασης του εκπεµπόµενου µέρους της
λύσης του ευθέως προβλήµατος (4.1) − (4.5) που αντιστοιχεί στο προ-
σπίπτον επίπεδο κύµα µε προσπίπτουσα κατεύθυνση d = (cosϕ, sinϕ)
και κατεύθυνση παρατήρησης x̂ = (cos θ, sin θ).

Η εξίσωση µακρινού πεδίου µπορεί να γραφτεί στη µορφή

(Fg)(x̂) = Φ∞(x̂, z), z ∈ R2
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όπου Fg είναι ο τελεστής µακρινού πεδίου που αντιστοιχεί στο πρόβληµα
διαπερατότητας (4.1) − (4.5) και Φ∞(x̂, z) είναι το πλάτος σκέδασης της
θεµελιώδους λύσηςΦ(x, z) της εξίσωσης Helmholĵ στοR2. Παρατηρούµε
ότι ο τελεστής µακρινού πεδίου Fg µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως

Fg = B0(g)

Οπότε, η εξίσωση µακρινού πεδίου παίρνει τη µορφή

(B0(Hg))(x̂) = Φ∞(x̂, z), z ∈ R2 (4.54)

Εποµένως, στην περίπτωση σκέδασης από ένα ατελή αγωγό, η γραµµι-
κή µέθοδος δειγµατοληψίας βασίζεται στο χαρακτηρισµό του πεδίου D
από τη συµπεριφορά µιας λύσης για την εξίσωση µακρινού πεδίου (4.54).
Για z ∈ D, η g ∈ L2[0, 2π] αποτελεί µια λύση για την εξίσωση µακρινού
πεδίου αν και µόνο αν τα v και ω := vg λύνουν το εσωτερικό πρόβληµα
διαπερατότητας

∇·A∇v − k2nv = 0, στο D (4.55)
∆ω + k2ω = 0, στο D (4.56)
v − ω = Φ(·, z), σε ∂D (4.57)

∂n

∂νA
− ∂ω

∂ν
=
∂Φ(·, z)
∂ν

, σε ∂D (4.58)

όπου ug είναι η κυµατική συνάρτηση Hergloĵ µε πυρήνα g. Γενικά αυτό
δεν αληθεύει. Παρόλα αυτά όµως, στη συνέχεια θα δείξουµε ότι µπορεί
να κατασκευαστεί µια λύση κατά προσέγγιση για την εξίσωση µακρινού
πεδίου, η οποία συµπεριφέρεται µε ένα συγκεκριµένο τρόπο.

Αρχικά, υποθέτουµε ότι z ∈ D και ότι το κ2 δεν αποτελεί µια ιδιοτιµή
διαπερατότητας. Τότε, το εσωτερικό πρόβληµα διαπερατότητας (4.55)−
(4.58) έχει µια µοναδική λύση (v, ω). Σε αυτή την περίπτωση, το (v,Φ(·, z))
λύνει το πρόβληµα διαπερατότητας (3.48) − (3.52) µε συνθήκες διαπε-
ρατότητας f := ω|∂D και h := ∂ω

∂
|∂D. Αφού η πιο πάνω λύση έχει πλάτος

σκέδασης Φ∞(·, z), µπορούµε να καταλήξουµε ότι το Φ∞(·, z) είναι µέσα
στο εύρος του B0. Από το Πόρισµα 4.2 µπορούµε να βρούµε µια gϵz τέτοια
ώστε

||B0(g
ϵ
z)− Φ∞(·, z)||L2[0,2π] ≤ ϵ (4.59)

για ένα τυχαίο, µικρό ϵ. Προσέξτε ότι η αντίστοιχη κυµατική συνάρτηση
Hergloĵ vgzϵ προσεγγίζει το ω στην νόρµα H1(D). Τώρα, θέλουµε να δεί-
ξουµε ότι αν το z προσεγγίζει το όριο από το εσωτερικό του D, τότε ο
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πυρήνας gϵz και η αντίστοιχη κυµατική συνάρτηση Hergloĵ απειρίζονται
στις κατάλληλες νόρµα. Για αυτό το σκοπό, επιλέγουµε µια ακολουθία
σηµείων {zj}, zj ∈ D, τέτοια ώστε

zj = z∗ − R

j
ν(z∗), j = 1, 2,…,

µε αρκετά µικρό R, όπου z∗ ∈ ∂D και ν(z∗) είναι το κανονικό κάθετο
εξωφερές στο z∗. Δηλώνουµε µε (vj, ωj) τη λύση του (4.46) − (4.49) που
αντιστοιχεί στο z = zj . Καθώς j ∈ ∞, τα σηµεία zj προσεγγίζουν το
οριακό σηµείο z∗ και για αυτό ||Φ(·, zj)||H 1

2 (∂D)
→ x. Από το θεώρηµα

ίχνους και µε τη χρήση των οριακών συνθηκών µπορούµε να γράψουµε

||vj||H1(D) + ||ωj||H1(D) ≥ ||vj − ωj||H 1
2 (∂D)

= ||Φ(·, zj)||H 1
2 (∂D)

(4.60)

Συγκεκριµένα, δείχνουµε ότι η σχέση (4.51) συνεπάγεται ότι

lim
j→∞

||ωj||H1(D) = ∞.

Για το σκοπό αυτό, υποθέτουµε αντίθετα ότι

||ωj||H1(D) ≤ C̄, j = 1, 2,…,

για µια θετική σταθερά C̄. Από το θεώρηµα ίχνους έχουµε ότι

||ωj||H 1
2 (∂D)

≤ C̄ και ||∂ωj

∂n
||
H

1
2 (∂D)

≤ C̄, j = 1, 2,…,

Ας θυµηθούµε ότι για κάθε j, το ζεύγος (vj,Φ(·, zj)) είναι η λύση του
(3.48)−(3.52)µε (f, g) := (ωj|∂D, ∂ωj

∂ν
|∂D). Η a priori εκτίµηση συνεπάγεται

ότι

||vj||H1(D) + |||Φ(·, zj)||H1(ΩR\D̄)

≤ C
(
||ωj||H 1

2 (∂D)
+ ||∂ωj

∂n
||
H− 1

2 (∂D)

)
≤ 2CC̄

Το οποίο αντιφάσκει µε το γεγονός ότι το ||Φ(·, zj)||H1(ΩR\D̄) δεν παραµένει
φραγµένο καθώς zj → z∗ ∈ ∂D. Έτσι, έχουµε ότι

lim
j→∞

||ωj||H1(D) = ∞

Αφού για κάθε j = 1, 2,…, οι αντίστοιχες κυµατικές συναρτήσεις Her-
gloĵ vgϵzj που ικανοποιούν την (4.59) προσεγγίζουν τη λύση ωj στην νόρµα
H1(D), καταλήγουµε ότι

lim
j→∞

||vgϵzj ||H1(D) = ∞,
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και για αυτό

lim
j→∞

||vgϵzj ||L2[0,2π] = ∞.

Στη συνέχεια εξετάζουµε το z ∈ R2\D και υποθέτουµε και πάλι ότι το
κ2 δεν αποτελεί µια ιδιοτιµή διαπερατότητας. Για αυτά τα σηµεία, το
Φ∞(·, zj) δεν ανήκει στο εύρος του τελεστήB0 γιατί τοΦ(·, zj) δεν αποτελεί
µια ασθενή λύση της εξίσωσηςHelmholĵ στο εξωτερικό τουD. Αλλά, από
το Θεώρηµα 4.19 και το Πόρισµα 4.2 µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την
κανονικοποίηση Tikhonov για να κατασκευάσουµε µια κανονικοποιηµένη
λύση της εξίσωσης

B0(f, h) = Φ∞(·, zj) (4.61)

Συγκεκριµένα, αν η (fa
z , h

a
z) = (ωa(·, zj)|∂D, ∂ωa(·, zj)/∂ν|∂D) ∈ H(∂D) µε

ωa(·, zj) ∈ H είναι µια κανονικοποιηµένη λύση για το (4.61) που αντιστοι-
χεί στην παράµετρο κανονικοποίησης ∝, η οποία έχει επιλεγεί από µια
κανονική στρατηγική κανονικοποίησης, έχουµε

||B0(f
a
z , h

a
z)− Φ∞(·, zl)||L2[0,2π] ≤ δ, (4.62)

για ένα τυχαίο µικρό αλλά σταθερό δ > 0 και

lim
a→0

(
||fa

z ||H 1
2 (∂D)

+ ||haz ||H− 1
2 (∂D)

)
= ∞ (4.63)

Προσέξτε ότι a = 0 καθώς δ → 0. Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 4.2, για
κάθε ∝ και ϵ > 0 µπορούµε να βρούµε µια κυµατική συνάρτηση Hergloĵ
vg∝,ϵ

z
µε πυρήνα g∝,ϵ

z ∈ L2[0, 2π] τέτοια ώστε∣∣∣∣∣∣B0(Hg∝,ϵ
z

)−B0

(
fa
z , h

β
z

)∣∣∣∣∣∣
L2[0,2π]

≤ ϵ (4.64)

και έτσι ∣∣∣∣∣∣B0(Hg∝,ϵ
z

)− Φ∞(·, z)
∣∣∣∣∣∣
L2[0,2π]

≤ δ + ϵ, (4.65)

Επιπλέον, ξέρουµε ότι η κυµατική συνάρτηση Hergloĵ vg∝,ϵ
z
προσεγγίζει

την ωa(·, zj) στο H1(D). Έτσι η συνέχιση του τελεστή ίχνους µας δίνει∣∣∣∣∣∣Hg∝,ϵ
z

−
(
fa
z , h

β
z

)∣∣∣∣∣∣
H(∂D)

≤ C
∣∣∣∣∣∣vg∝,ϵ

z
− ωa(·, z)

∣∣∣∣∣∣
H1(D)

≤ ϵ (4.66)

Τέλος, από τα (4.64) και (4.66) συνεπάγεται ότι

lim
a→0

∣∣∣∣∣∣Hg∝,ϵ
z

∣∣∣∣∣∣
H(∂D)

= ∞ και lim
a→0

∣∣∣∣∣∣vg∝,ϵ
z

∣∣∣∣∣∣
H1(D)

= ∞
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και για αυτό

lim
a→

∣∣∣∣∣∣g∝,ϵ
z

∣∣∣∣∣∣
L2[0,2π]

= ∞

Θεώρηµα 4.20 Ας υποθέσουµε ότι η συµµετρική πινακοσυνάρτηση

A = (aj,k)j,k=1,2, aj,k ∈ C1(D̄)

ικανοποιεί την ξ̄·Im(A)ξ ≤ 0 και είτε ξ̄·Re(A)ξ ≥ γ|ξ|2 ή ξ·Re(A−1)ξ≥γ|xi|2
για όλα τα ξ ∈ C2 και x ∈ D̄ µε µια σταθερά γ > 1. Επιπλέον, ας
υποθέσουµε ότι η n ∈ C(D̄) είναι τέτοια ώστε Im(n) ≥ 0 και το D είναι
έναφραγµένο χωρίο µεC2-όριο ∂D τέτοιο ώστε τοR2\D να είναι συνεκτι-
κό. Υποθέτουµε ότι το k2 δεν είναι µια ιδιοτιµή διαπερατότητας. Τότε, αν
F είναι ο τελεστής µακρινού πεδίου (4.7) που αντιστοιχεί στο πρόβληµα
διαπερατότητας (4.1)− (4.5), έχουµε ότι

1. Αν z ∈ D τότε, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει µια λύση gϵz := gz ∈ L2[0, 2π]
η οποία ικανοποιεί την ανισότητα

||Fgz − Φ(·, z)||L2[0,2π] < ϵ

Επιπλέον, αυτή η λύση ικανοποιεί τις

lim
z→0

||gz||L2[0,2π] = ∞ και lim
z→∂D

||vgz ||H1(D) = ∞,

όπου η vgz είναι η κυµατική συνάρτηση Hergloĵ µε πυρήνα gz.

2. Αν z ∈ R2\D τότε, για κάθε ϵ > 0 και δ > 0 υπάρχει µια λύση
gϵ,δz := gz ∈ L2[0, 2π] της ανισότητας

||Fgz − Φ∞(·, z)||L2[0,2π] ≤ δ + ϵ

τέτοια ώστε

lim
δ→0

||gz||L2[0,2π] = ∞ και lim
δ→0

||vgz ||H1(D) = ∞

όπου η vgz είναι η κυµατική συνάρτηση Hergloĵ µε πυρήνα gz.

Το αντίστροφο πρόβληµα είναι εγγενώς µη γραµµικό και πιο σηµαντικό
από την άποψη των αριθµητικών υπολογισµών, µη καλά τοποθετηµένο
(δηλαδή ενδεχοµένως να µην υπάρχει λύση ή αν υπάρχει να µην είναι
µοναδική ή / και να µην εξαρτάται από τα δεδοµένα του προβλήµατος
κατά συνεχή τρόπο).
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1 Λήµµα Riesz: Κάθε φραγµένο (συνεχές) γραµµικό συναρτσοειδές
F σε ένα χώρο Hilbert X µπορεί να γραφτεί στη µορφή F (ϕ) = (ϕ, f) για
κάθε ϕ ∈ X και f στοιχείο του X το οποίο είναι µοναδικά περιορισµένη
από F . Συνεπώς ||F || = ||f ||.

2 Ένας γραµµικός τελεστής T στον X είναι φραγµένος αν
sup0 ̸=ϕ∈X

||Tϕ||
||ϕ|| <∞ και η νόρµα του T ορίζεται ως sup0̸=ϕ∈X

||Tϕ||
||ϕ|| .

3 Έστω X χώρος Hilbert καιM υπόχωρος του H . Ως γραµµικό τελεστή
T : M → X εννοούµε µια συνάρτηση ορισµένη στον M µε τιµές στον
X τέτοιο ώστε για u ∈ M ∈ Tu ∈ X και ικανοποιεί T (λu + µv) =
λT (u) + µT (v) για u, v ∈M και λ, µ ∈ C.

4 Ο τελεστής T ονοµάζεται ένα προς ένα αν u1 ̸= u2 τότε Tu1 ̸= Tu2.

5 Ασθενής λύση: Αν ρ ∈ L2(D) τότε η ασθενής λύση του προβλήµατος
(3.62) είναι µια συνάρτηση u ∈ H1(D) η οποία ικανοποιεί∫

D

∆uv =

∫
D

ρv, v ∈
01

H(D)

ενώ αν ρ ∈ C(D̄) τότε κλασική λύση είναι µια συνάρτηση u ∈ C2(D̄) η
οποία ικανοποιεί το πρόβληµα. Κάθε κλασική λύση είναι ασθενής. Αν
ρ ∈ C(D̄) η ασθενής λύση είναι κλασική).

6

L2(D) =
{
f :

∫
D

f 2dx <∞
}
, ||f || = ||f ||L2(D) =

√∫
D

fdx

0

H1D =
{
u ∈ H1 τ.ω. ∃ un ∈ C∞

c : un →
H1

u, n→ ∞
}

και
0

H1D =
{
u ∈ H1(D) : u

∣∣∣
∂I

= 0
}

7 Ο H1 µε τη νόρµα ||.|| και το εσωτερικό γινόµενο (., .) είναι χώρος
Hilbert.

8

C∞(D) ≡ ∪∞
k=0C

k(D), Ck(D) : f, f ′, f ′′, ..., f (k), συνεχείς στο D
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9 Πρώτο Θεώρηµα Green: Έστω χωρίο D µε σύνορο ∂D κλάσης C2

και η κατεύθυνση προς το εξωτερικό του D.
Για u ∈ C1(D̄) και v ∈ C2(D̄) τότε∫

D

(u∆v +∇u∇v)dx
~
=

∫
∂D

u
∂v

∂n
ds(x

~
)

10 Ανισότητα Poincaré - Friedrich: Έστω D φραγµένο χωρίο. Τότε
υπάρχει σταθερά C∗ = C∗(µ(D)) τέτοιο ώστε

||u||H1(D) ≤ C∗||u′||L2(D)

11 Θεώρηµα Riesz: Έστω A : X → X συµπαγής τελεστής και X χώρος
µε νόρµα. Τότε είτε η οµογενής εξίσωση ϕ− Aϕ = 0 έχει µη τετρηµµένη
λύση ϕ ∈ X ή για κάθε f ∈ X η εξίσωση ϕ− Aϕ = f έχει µοναδική λύση
ϕ ∈ X .

Αν I − A είναι ένα προς ένα ( και ως εκ τούτου ένα προς ένα και επί)
τότε ο (I − A)−1 : X → X είναι φραγµένος.
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