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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η συγκεκριµένη εργασία έχει στόχο να παρουσιάσει µια σύντοµη και στοιχειώδη απόδειξη
του ϑεωρήµατος πυκνότητας Hales - Jewett ή Density Hales - Jewett. Το ϑεώρηµα αυτό
είναι ένα εξαιρετικά ενδιαφέρον αποτέλεσµα καθώς όχι µόνο παρουσιάζει ενδιαφέρον ως
ένα συνδυαστικό αποτέλεσµα αλλά και γιατί έχει σαν πορίσµατα άλλα σηµαντικά ϑεωρή-
µατα, όπως το ϑεώρηµα Szemerédi. Η πρώτη διατύπωση του ϑεωρήµατος καθώς και η
πρώτη απόδειξή του , µε τη χρήση εργοδικής ϑεωρίας , έγινε από τους H.Furstenberg
and Y.Katznelson το 1991 ([2]). Στη συνέχεια δόθηκαν κι άλλες αποδείξεις όπως αυτή του
T.Austin το 2011 ([12]) χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία υπεργραφηµάτων και του T.Tao ([7]).
Η πιο γνωστή πάντως είναι η απόδειξη των D.H.J. Polymath ([4] ) που αποτελεί την πρώτη
καθαρά συνδυαστική απόδειξη του ϑεωρήµατος. Στην εργασία αυτή ϑα παρουσιάσουµε
την τελευταία απόδειξη των Π.∆οδός,Β.Κανελλόπουλος,Κ.Τύρος ([1]) η οποία είναι η πιο
σύντοµη αλλά και στοιχειώδης απόδειξη του ϑεωρήµατος.
Η εργασία είναι χωρισµένη σε 4 κεφάλαια. Τα πρώτα δύο είναι η διατύπωση και η απόδειξη
δύο γνωστών αποτελεσµάτων της ϑεωρίας Ramsey, το χρωµατικό ϑεώρηµα Hales - Jewett
([9]) και το ϑεώρηµα Graham - Rothschild([3], [8]). Τα ϑεωρήµατα αυτά ϑα αποτελέσουν
και τα ϐασικά συνδυαστικά εργαλεία για την απόδειξη του ϑεωρήµατος πυκνότητας Hales
- Jewett (DHJ). Το τρίτο κεφάλαιο είναι η απόδειξη του DHJ ενώ το τελευταίο είναι αφιε-
ϱωµένο σε σηµαντικά πορίσµατα του ϑεωρήµατος αυτού. Στο τέλος των κεφαλαίων 3 και 4
ϐρίσκονται διαγράµµατα µε τα ϐήµατα των αποδείξεων των ϑεωρηµάτων που εµπεριέχονται
σε αυτά.
Τέλος, προσπαθήσαµε να παραθέσουµε πολλά παραδείγµατα και να δώσουµε τη διαίσθηση
πίσω από τις διάφορες ιδέες στις οποίες ϑα αναφερθούµε.





Κεφάλαιο 2

Το χρωµατικό ϑεώρηµα Hales -
Jewett

2.1 Ορισµοί

Ξεκινώντας ϑα δώσουµε κάποιους ορισµούς που ϑα µας χρειαστούν.

I. Χρωµατισµοί - Λέξεις - Μεταβλητές λέξεις και χώροι που παράγουν.

Με [k] ϑα συµβολίζουµε το σύνολο {1, . . . , k} , όπου k ∈ N, ενώ αν k, n ∈ N µε [k]n

ϑα συµβολίζουµε το σύνολο

A = {a απεικόνιση , a : [n]→ [k]},

δηλαδή το σύνολο των n− άδων µε αυτές τις k τιµές ή αλλιώς το σύνολο των λέξεων
µήκους n µε αυτά τα k γράµµατα.
Αν r ∈ N τότε r− χρωµατισµό ενός συνόλου A ϑα ονοµάζουµε µια απεικόνιση

c : A→ [r].

Αν τώρα πάρουµε το ′′αλφάβητο′′ [k]∪{x1, . . . , xm}, τότε ϑα ονοµάζουµεm− µεταβλη-
τή λέξη στον χώρο ([k] ∪ {x1, . . . , xm})n και ϑα την συµβολίζουµε µε L(x1, . . . , xm)
κάθε πεπερασµένη ακολουθία µήκους m από στοιχεία του παραπάνω ′′αλφαβήτου′′

στην οποία εµφανίζεται τουλάχιστον µια ϕορά κάθε xi , για κάθε 1 ≤ i ≤ n. Τα xi ϑα
τα λέµε µεταβλητές.
Με `(y1, . . . , ym), όπου y1, . . . ym ∈ [k] ϑα εννοούµε την λέξη που παράγεται από την
L(x1, . . . , xm) αν για κάθε 1 ≤ i ≤ m αντικαταστήσουµε το xi µε την τιµή yi. Είναι
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σαφές ότι η παραπάνω λέξη ανήκει στο [k]n.
΄Ετσι , ορίζουµε την έννοια τουm−διάστατου χώρου (ήm−χωρου) που παράγεται από
τη m−µεταβλητή λέξη L(x1, . . . , xm) να είναι το σύνολο:

{`(y1, . . . , ym) : yi ∈ [k], i ≤ m}.

Γενικά ,m−χωρο ϑα εννοούµε οποιαδήποτε τέτοια δοµή που περιγράφεται παραπάνω
εννοώντας οτί υπάρχει µια m−µεταβλητή λέξη ` που να της δίνει υπόσταση.
Ειδικότερα, αν n = 1 ο χώρος που ορίσαµε ϑα ονοµάζεται συνδυαστική γραµµή.
Αν W ⊆ [k]n τότε ϑα συµβολίζουµε το σύνολο των συνδυαστικών γραµµών του W µε
Lines(W ).
Στο σηµείο αυτό παρατηρούµε ότι για κάθε V = {`(y1, . . . , ym) : yi ∈ [k], i ≤ m}
υπάρχει ϕυσιολογικός ισοµορφισµός IV µεταξύ αυτού και του [k]m που ορίζεται ως
εξής :

IV : [k]m → V

µε
[k]m 3 (a1, . . . , am)→ `(a1, . . . , am) ∈ V

΄Εχοντας την παραπάνω απεικόνιση κατά νου, για κάθε k′ ∈ N µε 2 ≤ k′ ≤ k ϑέτουµε

V � k′ = {`(a1, . . . , am) : ai ∈ [k′], i ≤ m}

Αν V είναι ο χώρος (σύνολο) που παράγεται από µία µεταβλητή λέξη L(x1, . . . , xm),
δηλαδή V = {`(y1, . . . , ym) : yi ∈ [k], i ≤ m} τότε µε V � k− 1 ϑα εννοούµε τον χώρο
{`(y1, . . . , ym) : yi ∈ [k − 1], i ≤ m}. ∆ηλαδή , δηλαδή όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί
αντικαταστάσεων των µεταβλητών x1, . . . , xm από τα k − 1 πρώτα γράµµατα του [k].

Παράδειγµα 2.1.1. ΄Εστω k = 3, n = 4 και ότι παίρνουµε τη 2−µεταβλητή λέξη

L(x1, x2) = 2 x1 1 x2,

όπου x1, x2 οι µεταβλητές.
Τότε

`(1, 1) = 2 1 1 1

ενώ ο χώρος V που παράγεται είναι το σύνολο µε τα παρακάτω στοιχεία :

`(1, 1) = 2 1 1 1

`(1, 2) = 2 1 1 2

`(2, 1) = 2 2 1 1

`(2, 2) = 2 2 1 2
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II. (i, j)− αναλλοίωτοι υπόχωροι.

΄Εστω i, j ∈ [k], k ≥ 2 µε i 6= j. ΄Εστω επίσης z = (z1, . . . , zn), y = (y1, . . . , yn) ∈ [k]n.
Θα λέµε ότι τα z, y είναι (i, j)−ισοδύναµα αν για κάθε i ∈ {1, . . . , n} και για κάθε
a ∈ [k] \ {i, j} έχουµε ότι :

zi = a αν και µόνο αν yi = a.

∆ηλαδή δύο στοιχεία είναι (i, j)−ισοδύναµα αν διαφέρουν µόνο στις ϑέσεις που παίρ-
νουν τις τιµές i και j.

Ορισµός 2.1.2. ΄Εστω k, n ∈ N, k ≥ 2 και i, j ∈ [k] µε i 6= j. ΄Εστω επίσης S ⊆ [k]n.
Το σύνολο S καλείται (i, j)−αναλλοίωτο αν για κάθε z ∈ S και για κάθε y ∈ [k]n αν z
και y έιναι (i, j)−ισοδύναµα τότε y ∈ S. Γενικότερα, έστω W συνδυαστικός υπόχωρος
του [k]n. ΄Ενα S ⊆ [k]n ϑα λέγεται ότι είναι (i, j)−αναλλοίωτο στονW αν IW

−1(S∩W )
είναι (i, j)−αναλλοίωτο υποσύνολο του [k]n, όπου IW ο κανονικός ισοµορφισµός που
ορίσαµε προηγουµένως.

Παρατηρούµε ότι ενώσεις,τοµές και συµπληρώµατα αναλλοίωτων υποσυνόλων είναι
και αυτά αναλλοίωτα. Ο παραπάνω ορισµός µπορεί να επεκταθεί εύκολα για χρωµα-
τισµούς ως εξης :

Ορισµός 2.1.3. ΄Εστω k, n,m, d ∈ N, k ≥ 2 και i, j ∈ [k] µε i 6= j. ΄Εστω επίσης W
υπόχωρος του [k]n διάστασης d και c ένας m−χρωµατισµός του [k]n. Λέµε ότι ο χρω-
µατισµός c είναι (i, j)−αναλλοίωτος στον W αν για κάθε p ∈ [m] το σύνολο c−1({p})
είναι (i, j)−αναλλοίωτο στον W.
Αν το παραπάνω ισχύει για ένα υποσύνολο V των µεταβλητών του W µε |V | = t, όπου
t ≤ d τότε ο W ονοµάζεται (i, j)−αναλλοίωτος τάξης t.
Τέλος αν t = d τότε ονοµάζεται πλήρως αναλλοίωτος.

Είµαστε ,τώρα έτοιµοι να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το χρωµατικό ϑεώρηµα Hales
- Jewett.

2.2 Το χρωµατικό ϑεώρηµα Hales - Jewett

Θεώρηµα 2.2.1. (Χρωµατικό ϑεώρηµα Hales - Jewett.)
Για κάθε k ≥ 2 , r ≥ 1 και m ≥ 1 υπάρχει ϕυσικός αριθµός N µε την εξής ιδιότητα :
Για κάθε n ≥ N και για κάθε m−χρωµατισµό του συνόλου [k]n υπάρχει µονοχρωµατικός
r−διάστατος υπόχωρος.
Ο αριθµός αυτός N ϑα συµβολίζεται µε HJ(k,m, r).

Απόδειξη.
Η απόδειξη που ϑα δώσουµε ανήκει στον S.Shelah η οποία δεν είναι η πρώτη απόδειξη



6 · Το χρωµατικό θεώρηµα Hales - Jewett

που δόθηκε γι΄ αυτό το ϑεώρηµα. Πλεονεκτεί ωστόσο συγκριτικά µε αυτήν στο ότι ϐγάζει
πολύ καλύτερα ϕράγµατα για τον αριθµό HJ.
Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο k.
Η περίπτωση k = 1 είναι προφανής, γι΄ αυτό υποθέτουµε ότι k ≥ 2 και ότι έχουµε αποδείξει
το Ϲητούµενο για όλα τα j ≤ k.
Η απόδειξη τότε, είναι άµεσο αποτέλεσµα του εξής λήµµατος :

Λήµµα 2.2.2. ΄Εστω n0, n1, n2 ≥ 0 και m ≥ 1. Τότε για κάθε m−χρωµατισµό υπάρχει
ακέραιος n, µε την εξής ιδιότητα :
Αν πάρω οποιοδήποτε χώρο διάστασης n + n0 που να είναι (i, j)−αναλλοίωτος τάξης n0,
τότε ϑα περιέχει υπόχωρο διάστασης n0 + n1 + n2 που ϑα είναι (i, j)−αναλλοίωτος τάξης
n0 + n1.

Αν υποθέσουµε οτί ισχύει το λήµµα τότε παίρνουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος ως εξής :

Απόδειξη του χρωµατικού ϑεωρήµατος Hales - Jewett2.2.1
Προφανώς ο χώρος [k+ 1]n είναι (i, k+ 1)−αναλλοίωτος τάξης 0 για οποιοδήποτε n καθώς
οι σταθερές λέξεις παραµένουν αναλλοίωτες όταν αλλάξουµε το i µε k + 1 µιας και δεν
έχουν καµία µεταβλητή
Εφαρµόζουµε έτσι το παραπάνω λήµµα για (n0, n1, n2) = (0, ñ, 0) ,όπου ñ = HJ(k,m, r)
(που είναι γνωστό από την επαγωγική µας υπόθεση) και εποµένως υπάρχει n και ñ−διάστατος
υπόχωρος V του [k + 1]n πλήρως (i, k + 1)−αναλλοίωτος.
΄Εστω c ένας m−χρωµατισµός του [k]n.
Ο χρωµατισµός αυτός επάγει έναν c′ χρωµατισµό του [k]ñ µε c′(z) = c(IV �k(z)).
Από την επαγωγική µας υπόθεση όµως υπάρχει r−διάστατος υπόχωρος W του V � k µο-
νοχρωµατικός.
Το V όµως είναι πλήρως (i, k + 1)−αναλλοίωτος και εποµένως µπορούµε στις ϑέσεις εµ-
ϕάνισης των µεταβλητών που παράγουν το χώρο να αντικαταστήσουµε το i µε k + 1 στο W
χωρίς να αλλάξει το χρώµα, αφού W ⊆ V.
Εποµένως έχουµε το Ϲητούµενο και n = HJ(k + 1,m, r). 2

Αποδεικνύουµε τώρα το λήµµα που χρησιµοποιήσαµε .
Απόδειξη του Λήµµατος 2.2.2
Η ιδέα της απόδειξης εµφανίζεται ήδη στην περίπτωση (n0, n1, n2) = (0, 1, 0) την οποία και
ϑα δείξουµε πρώτα.

Λήµµα 2.2.3. ΄Εστω r ≥ m, όπου m το εύρος του χρωµατισµού. Τότε κάθε r−χωρος V ϑα
περιέχει συνδυαστική γραµµή (i, j)−αναλλοίωτη.

Απόδειξη.
΄Εστω χώρος V που παράγεται από τη r−µεταβλητή λέξη L′.
Παίρνουµε στοιχεία u0, . . . , ur ∈ V ως εξής :
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u0 = `′ (j, . . . , j)︸ ︷︷ ︸
r

, u1 = `′(i, j, . . . , j), . . . , ur = `′(i, i, . . . , i).

Αφού r ≥ m από την αρχή της περιστεροφωλιάς έχουµε ότι υπάρχει 1 ≤ k ≤ k′ ≤ n ώστε
τα uk και uk′ να έχουν το ίδιο χρώµα.
΄Εστω pk και pk′ είναι οι ϑέση που ϐρίσκεται το τελευταίο i στα uk και u′k αντίστοιχα και
υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι pk < pk′ .
Αλλά αυτό είναι το ίδιο µε το να πούµε οτι η συνδυαστική γραµµή:

`(i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
pk

, xpk+1
, . . . , xpk+1︸ ︷︷ ︸
pk′−pk

, j, . . . , j︸ ︷︷ ︸
n−pk′

)

είναι (i, j)−αναλλοίωτη.
Πράγµατι αν δώσω την τιµή j στα xpk+1

τότε παίρνω το uk ενώ αν δώσω την τιµή i τότε
παίρνω το u′k που έχουν το ίδιο χρώµα.
Εποµένως έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Παράδειγµα 2.2.4. Στο [k]5 , τα u0, . . . , u5 ϑα ήταν αντίστοιχα οι σειρές του παρακάτω
πίνακα:

A =


u1
u2
u3
u4
u5

 =


j j j j j
i j j j j
i i j j j
i i i j j
i i i i j
i i i i i

 ,

ενώ αν υποθέσω ότι το u2 και το u4 είναι µονοχρωµατικά τότε είναι (i, j)−αναλλοίωτη και η
συνδυαστική γραµµή που παράγεται από τη µεταβλητή λέξη

i x1 x1 j j.

Περνάµε τώρα στην απόδειξη της γενικής περίπτωσης.

Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο n1.
Η περίπτωση n1 = 0 είναι τετριµµένη (παίρνω τον Ϲητούµενο υπόχωρο να είναι ο ίδιος ο
χώρος).
Υποθέτουµε λοιπόν ότι n1 > 0 και ότι έχουµε το Ϲητούµενο για n1 − 1.
Εποµένως από την επαγωγική µας υπόθεση για την τριάδα (n0 +1, n1−1, n2), όπου n0, n2
τυχαία υπάρχει ακέραιος n∗ ώστε κάθε χώρος V ′′ διάστασης n0+1+n∗, (i, j)−αναλλοίωτος
τάξης n0 + 1 να περιέχει υπόχωρο V ′ διάστασης (n0 + 1) + (n1 − 1) + n2 = n0 + n1 + n2,
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(i, j)−αναλλοίωτο τάξης (n0 + 1) + (n1 − 1) = n0 + n1.

΄Ετσι, για να ολοκληρώσουµε την απόδειξή µας , αρκεί να ϐρούµε n αρκετά µεγάλο ώστε
κάθε χώρος V διάστασης n0 +n, (i, j)−αναλλοίωτος και τάξης n0 να περιέχει υπόχωρο V ′′

διάστασης n0 + 1 + n∗, (i, j)−αναλλοίωτο και τάξης n0 + 1, γιατί τότε από την επαγωγική
υπόθεση και τη συζήτηση που προηγήθηκε ϑα περιέχει και περεταίρω υπόχωρο διάστασης
n0 + n1 + n2,(i, j)−αναλλοίωτο τάξης n0 + n1 που είναι το Ϲητούµενο.

Στο σηµείο αυτό χρειάζεται να εισάγουµε κάποιους ακόµα συµβολισµούς.

Υπολέξη L′ µια µεταβλητής λέξης L ϑα ονοµάζουµε µια µεταβλητή λέξη που ο παραγώµενος
απ΄ αυτήν χώρος είναι υπόχωρος (υποσύνολο) του παραγώµενου χώρου απ΄ την L.
Προφανώς το πλήθος µεταβλητών της L′ είναι µικρότερο ή ίσο αυτού της L.
∆ύο υπολέξεις της ` καλούνται συµπληρωµατικές αν οι µεταβλητές της µιας και της άλλης
αποτελούν διαµέριση των µεταβλητών της `.
΄Εστω τώρα L = L(x1, . . . , xr) µια r−µεταβλητή λέξη,{x1, . . . , xr} = J ∪ P, J ∩ P = ∅ και
L1 = L1(xi, xi ∈ J), L2 = L2(xi, xi ∈ P ) δύο υπολέξεις της L.
Τότε συµβολίζουµε την ′′ συγκόλλιση ′′ των L1, L2 µε L∧1L2. Ειδικότερα, όταν για κάθε xi
µεταβλητή της L1 και για κάθε xj µεταβλητή της L2 ισχύει ότι i ≤ j τότε η ′′ συγκόλλιση ′′

ονοµάζεται ϕυσιολογική και συµβολίζεται µε La1 L2.

Παράδειγµα 2.2.5. ΄Εστω r = 3, k = 2, n = 4 και

L = L(x1, x2, x3) = 1 x2 x1 x3, L1 = L1(x2) = 1 x2, L2 = L2(x1, x3) = x1 x3.

Τότε
L∧1L2 = 1 x2 x1 x3 = L.

Αντίστοιχα ορίζονται οι πράξεις ∧ και a για υποχώρους (ορίζονται στις λέξεις που τους πα-
ϱάγουν) .

Επιστρέφουµε τώρα στην απόδειξη.

Προφανώς µπορώ να υποθέσω ότι n > n∗ + 1, γιατί αν ισχύει το Ϲητούµενο για κάποιο n
προφανώς ισχύει και για τα µεγαλύτερα.
΄Εστω V τυχαίος υπόχωρος διάστασης n0 + n και V0 ο n0−υπόχωρός του , που είναι
(i, j)−αναλλοίωτος υπόχωρος πλήρους τάξης, από την υπόθεση που κάναµε ότι τέτοιος
υπάρχει.
Ορίζουµε W0 χώρο διάστασης n∗ και Z0 χώρο διάστασης n− n∗ ώστε :

V = V ∧0 W
∧
0 Z0

ή ταυτίζοντας τον Z0 µε τον [k]n−n
∗
µέσω του ϕυσιολογικού ισοµορφισµού IZ0

:

V = V ∧0 W
∧
0 IZ0

([k]n−n∗).
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Ορίζουµε τώρα mkn0+n∗ χρωµατισµό (πολυχρωµατισµός) c̃ του [k]n−n∗ ως εξής :

c̃(α) := c(b∧c∧IZ0
(α)),

για κάθε b ∈ V0 και c ∈W0.

Παίρνουµε n− n∗ µεγαλύτερο ή ίσο του mkn0+n∗ .
Εφαρµόζοντας το προηγούµενο λήµµα µπορούµε να ϐρούµε (i, j)−αναλλοίωτη συνδυα-
στική γραµµή `′ του [k]n−n∗ ώστε :

c̃(`′(i)) = c̃(`′(j))

ή αλλιώς πηγαίνοντας στον αρχικό χρωµατισµό

c(b+ c+ IZ0
(`′(i)) = c(b∧c∧IZ0

(`′(j)),

για κάθε b ∈ V0 και c ∈W0.
Παίρνουµε τώρα τον (n0 + 1 + n∗)−χώρο V ′′ που ορίζεται σαν :

V ′′ := V ∧0 W
∧
0 IZ0

(`′),

δηλαδή η ′′σύζευξη′′ του V ∧0 W0 µε την εικόνα µέσω του IZ0
της αναλλοίωτης συνδυαστικής

γραµµής του [k]n−n∗ που είναι απο τον ορισµό του V0 και την κατασκευή της `′ αναλλοί-
ωτος χώρος τάξης n0 + 1. 2





Κεφάλαιο 3

Το ϑεώρηµα Graham-Rothschild

3.1 Κάποια ακόµα ϑεωρήµατα συνδυαστικής

Στην παράγραφο αυτή ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα των πεπερασµένων τοµών που ϑα χρη-
σιµοποιήσουµε για την απόδειξη του πεπερασµένου ϑεωρήµατος Milliken-Taylor που ϑα
χρησιµοποιήσουµε µε τη σειρά του για την απόδειξη του ϑεωρήµατος Graham -Rothschild,
του ϐασικού αποτελέσµατος αυτού του κεφαλαίου. Πριν διατυπώσουµε και αποδείξουµε το
ϑεώρηµα των πεπερασµένων τοµών εισάγουµε κάποιον συµβολισµό που ϑα µας χρειαστεί.

Με το σύµβολο Pn συµβολίζουµε τα υποσύνολα του [n] και µε το σύµβολο FU(D), όπου D
πεπερασµένη συλλογή ξένων ανά δύο υποσυνόλων ϕυσικών αριθµών ϑα συµβολίζουµε το
σύνολο

FU(D) =

{⋃
i∈T

Di : Di ∈ D, i ∈ I και ∅ 6= T ⊆ I

}
.

Επίσης αν a1, . . . , an ∈ N µε FS({a1, . . . , an}) ϑα συµβολίζουµε το σύνολο :

FS({a1, . . . , an}) =

{∑
i∈T

ai : ∅ 6= T ∈ Pn

}
.

Αν T ένα υποσύνολο ϕυσικών τότε µε [T ]i ϑα συµβολίζουµε την οικογένεια των υποσυνόλων
του µε πληθικότητα i.
Ακόµα ορίζουµε διάταξη ≺ στα υποσύνολα του N ως εξής :
Αν D1, D2 ⊆ N τότε

D1 ≺ D2 ⇐⇒ d1 < d2,

για κάθε d1 ∈ D1 και d2 ∈ D2.
Τέλος µε a(I), όπου IPn ϑα συµβολίζουµε τον αριθµό

∑
i∈I ai. Επίσης ϑα χρειαστούµε το

ϑεώρηµα van der Waerden (ϐλ.) το οποίο λέει το εξής :
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Θεώρηµα 3.1.1. (Van der Waerden)
Αν k,m ∈ N τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός N = N(k,m) µε την εξής ιδιότητα :
Για κάθε µη τετριµµένη αριθµητική πρόοδο P στους ακεραίους, µε |P | ≥ N και για κάθε
m−χρωµατισµό αυτής υπάρχει µη τετριµµένη υποπρόοδος P ′ µε |P ′| = k.

Περνάµε λοιπόν στο ϑεώρηµα Folkman που µε τη σειρά του ϑα µας δώσει το ϑεώρηµα των
πεπερασµένων τοµών. Στο σηµείο αυτό µπορεί κανείς να δει στο διάγραµµα 3.1 την αλλη-
λουχία των ϑεωρηµάτων αυτού του κεφαλαίου, τι δίνει το καθένα καθώς και τι χρειάζεται
το καθένα απ΄ αυτά για να αποδειχτεί.

Θεώρηµα 3.1.2. (Folkman.) Αν k,m ≥ 1 υπάρχει F = F (m, k) ϕυσικός αριθµός µε την
εξής ιδιότητα :
Αν πάρουµε n ≥ F και τυχαίο m−χρωµατισµό του [n] τότε υπάρχουν a1, . . . , ak ∈ [n] ώστε
το FS({a1, . . . , ak}) να είναι µονοχρωµατικό.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος αυτού ϑα χρειαστούµε το εξής λήµµα:

Λήµµα 3.1.3. Αν m, k ≥ 1 τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος N = N(m, k) µε την εξής
ιδιότητα :
Αν πάρουµε n ≥ N και τυχαίο m−χρωµατισµό του [n], τότε υπάρχουν a1 < . . . < ak µε
a(I) ≤ n για κάθε I ∈ Pk ώστε ο χρωµατισµός του a(I) να εξαρτάται µόνο από το max(I).

∆ηλαδή ϐρίσκω σύνολο ώστε το πεπερασµένα αθροίσµατα των στοιχείων του µε κοινό µέγιστο δείκτη
να έχουν το ίδιο χρώµα.

Απόδειξη του λήµµατος.
΄Εστω m, k ≥ 1 και W (m, k) ο ϕυσικός αριθµός που προκύπτει από το ϑεώρηµα Van der
Waerden για m−χρωµατισµό.
Θα κάνουµε επαγωγή στο k.
Για k = 1 δεν έχουµε να δείξουµε κάτι.
΄Εστω λοιπόν k > 1 .
Παίρνουµε n = n(m+ 1) = 2W (m,n(m, k)).
΄Εστω λοιπόν τυχαίος m−χρωµατισµός του [n]. Αν κοιτάξουµε µόνο το {n/2 + 1, . . . , n}
ϐρίσκουµε ak+1, d µε n(m, k)/2 < ak+1 ώστε το σύνολο:

(3.1) {ak+1 + λd : 0 ≤ λ ≤ n(m, k)}

να είναι µονοχρωµατικό.
Τώρα, ταυτίζοντας το d[n(m, k)] µε το [n(m, k)] ϐρίσκουµε a1 < . . . < an όλα διαιρετά από
d µε το άθροισµα τους να είναι το πολύ dn(m, k), ώστε τα a1, . . . , an να επαληθεύουν την
επαγωγική υπόθεση.
Θεωρούµε A = {a1, . . . , an+1}.
Τότε για j < k + 1 τα a(I) όπου max(I) = j είναι µονοχρωµατικά από την επαγωγική
υπόθεση.
Αν τώρα max(I) = k+ 1 τότε a(I) = ak+1 + λd όπου 0 ≤ λ ≤ n(m, k) και άρα έχει το ίδιο
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χρώµα µε τα υπόλοιπα λόγω της 3.1.
Εποµένως έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Απόδειξη του ϑεωρήµατος Folkman.
Παίρνουµε F (m, k) = n = n(m, (m−1)k+1), οπού n του λήµµατος και τυχαίοm−χρωµατισµό
του [F ].
Εποµένως ϐρίσκουµε a1 < . . . < a(m−1)k+1 στο [F ] που να ικανοποιούν το λήµµα.
Επάγουµε έπειτα χρωµατισµό του [(m− 1)k + 1] χρωµατίζοντας κάθε στοιχείο i αυτού µε
το χρώµα των a(I), όπου max(I) = i.
Από την αρχή της περιστεροφωλιάς ϐρίσκουµε S ⊆ [(m− 1)k+ 1], |S| ≥ k µονοχρωµατικό
στον επαγώµενο χρωµατισµό.
Παίρνουµε A = {ai : i ∈ S} και έχουµε ότι το FS(A) είναι µονοχρωµατικό και άρα έχουµε
το Ϲητούµενο. 2

Περνάµε τώρα στο ϑεώρηµα των πεπερασµένων τοµών που λέει το εξής :

Θεώρηµα 3.1.4. (Θεώρηµα των πεπερασµένων τοµών.)
Για κάθε k,m ≥ 1 υπάρχει F = F (k,m) έτσι ώστε :
Αν n ≥ F και πάρουµε τυχαίοm−χρωµατισµό του Pn, τότε υπάρχει οικογένεια D ξένων ανά
δύο συνόλων µε |D| = k ώστε η FU(D) να είναι µονοχρωµατική.

Η απόδειξη στηρίζεται στο ϑεώρηµα του Folkman και σ΄ ένα λήµµα που είναι µια επέκταση
του γνωστού ϑεωρήµατος Ramsey:

Θεώρηµα 3.1.5. (Θεώρηµα Ramsey.)
Για κάθε k, t, r ≥ 1 υπάρχει R = R(k, t, r) µε την εξής ιδιότητα :
Αν χρωµατίσουµε µε r−χρώµατα τα υποσύνολα του [R] πληθικότητας k τότε υπάρχει T ⊆ [R]
µε |T | = t ώστε όλα τα υποσύνολά του πληθικότητας k να είναι µονοχρωµατικά.

Το λήµµα που προκύπτει από το παραπάνω ϑεώρηµα και ϑα χρειαστούµε είναι το εξής :

Λήµµα 3.1.6. ΄Εστω k, c, t ϑετικοί ακέραιοι. Τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος m µε την εξής
ιδιότητα :
Αν C ⊆ N, |C| ≥ m πεπερασµένο τότε υπάρχει V ⊆ C µε |V | = t, ώστε για κάθε 1 ≤ i ≤ k
να έχουµε [V ]i µονοχρωµατικό. ∆ηλαδή όλοι τα υποσύνολα ίδιας πληθικότητας να είναι
µονοχρωµατικά.

Απόδειξη.
΄Εστω k, c, t.
Τότε από το ϑεώρηµα Ramsey υπάρχει R = R(c, k, s) ώστε για κάθε c−χρωµατισµό του
[{1, . . . , R}]k υπάρχει T ⊆ [R] µε |T | = s ώστε το [T ]k να είναι µονοχρωµατικό.
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Ορίζουµε τώρα n1, . . . , nk ως εξής :

n1 = R(c, 1, t)

n2 = R(c, 2, n1)

...
ni = R(c, i, ni−1),

για 1 ≤ i ≤ k.
Ορίζουµε m = nk και παίρνουµε |C| > m.
Τότε υπάρχει Ck−1 ⊆ C µε |Ck−1| = nk−2 και [Ck−1]k µονοχρωµατικό, από τον ορισµό
του nk.
Από τον ορισµό του nk−2 υπάρχει Ck−2 ⊆ Ck−1 ⊆ C µε Ck−2| = nk−3 και [Ck−2]k−1

µονοχρωµατικό .
∆ηλαδή τα υποσύνολα του Ck−2 πληθικότητας k (αφού περιέχεται στο C ) καθώς και αυτά
πληθικότητας k − 1 (αφού περιέχεται στο Ck−1) ϐάφονται αντίστοιχα µονοχρωµατικά.
΄Ετσι , προχωρόντας αντίστροφα ϐρίσκουµε:

C0 ⊆ C1 ⊆ . . . ⊆ Ck = C,

όπου |C0| = t και για κάθε 1 ≤ i ≤ k το [C0]i είναι µονοχρωµατικό και άρα έχουµε το
Ϲητούµενο. ∆ηλαδή στο C0 το χρώµα κάθε υποσυνόλου εξαρτάται από την πληθικότητά του
και µόνο. 2 Τώρα το ϑεώρηµα που Ϲητάµε των πεπερασµένων τοµών προκύπτει ως εξής

από το παραπάνω λήµµα:

΄Εστω λοιπόν F = F (c, k), ο ϑετικός ακέραιος που µας δίνει το ϑεώρηµα Folkman.
΄Εστω επίσης το m που προκύπτει από το λήµµα για |C| = F (c, k) και c τυχαίος χρωµατι-
σµός του Pm.
Από το προηγούµενο λήµµα υπάρχει C ⊆ [m] µε |C| = t = F (c, k) ώστε για κάθε
1 ≤ i ≤ F (c, k) έχουµε [C]i µονοχρωµατικό.
Επάγεται ϕυσιολογικά εποµένως c−χρωµατισµός όπου η κάθε πληθικότητα υποσυνόλων
[F (c, k)] χρωµατίζει στοιχεία του [F (c, k)].
Από το ϑεώρηµα Folkman τώρα υπάρχουν a1, . . . , ak ∈ [F (c, k)] ώστε FS(a1, . . . , ak) µο-
νοχρωµατικό.
Αφού

k∑
i=1

ai ≤ F (c, k)

υπάρχει D = {D1, . . . , Dk} συλλογή ξένων ανά δύο υποσυνόλων του C τα οποία µπορούµε
να τα επιλέξουµε ώστε D1 ≺ . . . ≺ Dk (µας δίνει τη block µορφή στο Graham-Rothschild)
µε |Di| = ai για κάθε i .
Παρατηρούµε ότι ο πληθάριθµος οποιασδήποτε ένωσης τους, αφού αυτά είναι ξένα είναι



3.2 Το θεώρηµα Graham - Rothschild · 15

στοιχείο του FS({a1, . . . , ak}) και έτσι έπεται ότι επάγων χρωµατισµός κάνει την FU(D)
µονοχρωµατική.
Εποµένως έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Τώρα από το παραπάνω ϑεώρηµα προκύπτει ένα ακόµα γνωστό αποτέλεσµα της ϑεωρίας
Ramsey το οποίο ουσιαστικά ϑα µας χρησιµοποιήσουµε για την απόδειξη του Graham -
Rothschild. Αυτό είναι το πεπερασµένο ϑεώρηµα Milliken -Taylor.
Μια F = (F1, . . . , Fn) οικογένεια υποσυνόλων του N µε max(Fi) < min(Fj), για i ≤ j ϑα
την ονοµάζουµε block ακολουθία.
Μια G = (G1, . . . , Gm) ϑα λέγεται block υπακολουθία της F αν Gi ∈ NU(F).
Αν F � m είναι η οικογένεια F1, . . . , Fm τότε ϐάθος της G είναι το µέγιστο m για το οποίο
η G είναι blockυπακολουθία της F � m συµβολίζεται µε depthF (G).
Τέλος ,για κάθε m ∈ [n] ορίζουµε :

Blockmaxm (F) = {G ∈ Blockm(F) : depthF (G) = n}.

Θεώρηµα 3.1.7. (Πεπερασµένο ϑεώρηµα Milliken -Taylor )
Για κάθε d,m, r ∈ N µε d ≥ m υπάρχει N ∈ N µε την εξής ιδιότητα :
Αν n ≥ N, τότε για κάθε block ακολουθία F µε µήκος n και για κάθε r− χρωµατισµό του
BlockmF υπάρχει G ∈ BlockdF ώστε BlockmG να είναι µονοχρωµατικό.
Ο ελάχιστος αριθµός µε αυτή την ιδιότητα ϑα συµβολίζεται µε MT(d,m, r).

Την απόδειξη µπορεί να την ϐρει κανείς στα [8] και [11].

3.2 Το ϑεώρηµα Graham - Rothschild

Πριν διατυπώσουµε αυτό το ϑεώρηµα ϑα χρειαστεί να εισάγουµε τις έννοιες της block λέξης
και του block χώρου.
Αν L(x1, . . . , xr) µια r−µεταβλητή λέξη , τότε αυτή ϑα ονοµάζεται r−block µεταβλητή λέξη
αν καµιά εµφάνιση της xi+1 δεν προηγείται της xi, για κάθε 1 ≤ i ≤ r − 1. Ο χώρος που
παράγει µια τέτοια λέξη ϑα ονοµάζεται r−block χώρος.

Παράδειγµα 3.2.1. ΄Εστω k = 2, n = 5 και r = 2. Τότε 2−block λέξεις του [2]5 είναι οι

1 x1 x1 2 x2

2 x1 x2 2 x2,

ενώ τέτοιες δεν είναι οι

1 x2 x1 2 x2

2 x1 x2 2 x1.

΄Εχουµε πλέον τα εργαλεία για να αποδείξουµε το ϑεώρηµα Graham - Rothschild. Για
την απόδειξή του ϑα χρησιµοποιήσουµε το χρωµατικό ϑεώρηµα Hales-Jewett καθώς και
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το πεπερασµένο ϑεώρηµα Milliken -Taylor. ΄Ενα πόρισµα του ϑεωρήµατος Graham - Ro-
thschild που ϑα δείξουµε στο τέλος του κεφαλαίου ϑα αποτελέσει ϐασικό εργαλείο της
απόδειξης του ϑεωρήµατος πυκνότητας Hales- Jewett που ϑα αποδείξουµε στο επόµενο
κεφάλαιο.

Θεώρηµα 3.2.2. (Θεώρηµα Graham-Rothschild.)
Για κάθε k,m, r, t ∈ N υπάρχει N = N(k,m, r, t) µε την εξής ιδιότητα :
Για κάθε n ≥ N και για κάθε m−χρωµατισµό των r−block υπόχωρων του [k]n, υπάρχει
t−block υπόχωρος V ώστε όλοι οι r−block υπόχωροί του V να είναι µονοχρωµατικοί.
Τον αριθµό αυτό ϑα τον συµβολίζουµε µε GR(k,m, r, t).

Απόδειξη.
Η στρατηγική της απόδειξης είναι να χρησιµοποιήσουµε το Hales-Jewett ώστε να περά-
σουµε σ΄ έναν υπόχωρο όπου ο χρωµατισµός των block υποχώρων εξαρτάται µόνο από τη
ϑέση των µεταβλητών .
΄Εστω L ≥ r αρκετά µεγάλο (ϑα το επιλέξουµε στη συνέχεια ). Τότε :

Λήµµα 3.2.3. Υπάρχει M1 ∈ N ώστε για κάθε m− χρωµατισµό των r−block χώρων του
[k]M1+(L−1) στους οποίους δεν εµφανίζονται οι µεταβλητές στις πρώτες M1 ϑέσεις, υπάρχει
µεταβλητή λέξηW1(x) του [k]M1 ώστε για κάθε r− block µεταβλητή λέξη U(x1, . . . , xr) του
[k]L−1, το σύνολο{

w1(1)aU(x1, . . . , xn), w1(2)aU(x1, . . . , xn), . . . , w1(k)aU(x1, . . . , xn)
}
,

να είναι µονοχρωµατικό.

Παρατήρηση 3.2.4. Αφού οι µεταβλητές δεν εµφανίζονται στις πρώτες M1 ϑέσεις τότε έ-
χουµε ότι [k]M1a[k]L−1 = [k]M1+(L−1), δηλαδή η ′′σύζευξη′′ είναι ϕυσιολογική και άρα τα
παραπάνω έχουν νόηµα.

Απόδειξη.
΄Εστω c ένας m−χρωµατισµός των r−block χώρων του [k]M1+(L−1) και w ∈ [k]M1 .
Τότε, για κάθε r−block λέξη U(x1, . . . , xr) του [k]L−1 το waU(x1, . . . , xr) έχει κάποιο
χρώµα. Τότε, προκύπτει ο εξής χρωµατισµός :

c̃ : [k]n → [rK̃ ],

όπου K̃ το πλήθος των r− block χώρων του [k]L−1 µε:

c̃(w) = (c(waU1), . . . , c(waUK̃)).

Εποµένως από το ϑεώρηµα Hales-Jewett υπάρχει M1 αρκούντως µεγάλο και W (x) µετα-
ϐλητή λέξη του [k]M1 ώστε το

{w(1), . . . , w(k)}
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να είναι µονοχρωµατικό. ∆ηλαδή,

c̃w(1) = c̃w(x2) = . . . = c̃w(xk).

Κοιτώντας όµως τον ορισµό του επαγώµενου χρωµατισµού ϐλέπουµε ότι έχουµε το Ϲητού-
µενο .
Με τον ίδιο τρόπο ϐρίσκουµε M2 ώστε για κάθε m− χρωµατισµό r−διάστατων block χώ-
ϱων του [k]M1+M2+(L−2) στους οποίους δεν εµφανίζονται οι µεταβλητές στις ϑέσεις {M1 +
1, . . . ,M2}, υπάρχει µεταβλητή λέξη W2(x) του [k]M2 ώστε για κάθε r − blockµεταβλητή
λέξη της µορφής uaw2(t)av, όπου u ∈ [k]M1 και v ∈ [k]L−2 , το χρώµα της uaw2(t)av
δεν εξαρτάται από το t, όταν 1 ≤ t ≤ k.
Προχωρώντας επαγωγικά , µε αυτόν τον τρόπο, επιλέγουµε M1, . . . ,ML που να έχουν την
αντίστοιχη ιδιότητα για κάθε Mi, 1 ≤ i ≤ L.
Θέτουµε:

M = M1 + . . .+ML.

΄Εστω τώρα m−χρωµατισµός των r−διάστατων block χώρων του [k]M .
Από την επιλογή τουML υπάρχει µεταβλητή λέξηWL(x) ώστε το χρώµα κάθε uawL(t) για
κάθε r − block λέξη u του [k]M1+...+ML−1 να µην εξαρτάται από το t ∈ [k].

Από την επιλογή τουML−1 υπάρχει µεταβλητή λέξηWL−1(x) ώστε το χρώµα της uawL−1(t)awL(yL)
να µην εξαρτάται από το t ∈ [k] για κάθε u και yL ∈ {1, . . . , k, xn} για τα οποία το
uwL−1(t)wL(yL) είναι n − block λέξη. (Αφού έχουµε επιλέξει δηλαδή το wL τον κοιτάµε
σαν 1-χώρο της µεταβλητής xr που έχει την επιπλέον ιδιότητα ότι το xr εµφανίζεται στις
ϑέσεις που δεν επηρρεάζουν το χρωµα !)

Προχωρούµε µε τον ίδιο τρόπο µέχρι η W1(x), του [k]M1 , να έχει επιλεγεί ώστε το χρώµα
του w1(t)aw2(y2)a . . .a wL(yL) να µην εξαρτάται από το t ∈ [k] για κάθε r − block µετα-
ϐλητή λέξη y2y3 . . . yL ∈ [k]L.
Ο Ϲητούµενος υπόχωρος τότε είναι ο {W1(y1)aW2(y2)a . . .aWL(yL)}.
Τώρα, ο m−χρωµατισµός των r − block λέξεων του παραπάνω χώρου επάγει ένα χρωµατι-
σµό των λέξεων y1y2 . . . yL, που δεν είναι άλλο από το σύνολο των r− block λέξεων του [k]L.
Ο χρωµατισµός αυτός έχει την ιδιότητα ότι το χρώµα µιας λέξης L(x1, . . . , xr) εξαρτάται
µόνο από τις ϑέσεις που καταλαµβάνουν οι x1, . . . , xr.
΄Αρα, επάγεται ένας χρωµατισµός των υποσυνόλων {a1, . . . , ar} πληθικότητας r του {a1, . . . , aL},
όπου ai το σύνολο των ϑέσεων εµφάνισης της µεταβλητής xi.
Εποµένως µεταφράσαµε το πρόβληµα σε πρόβληµα χρωµατισµού υποσυνόλων των ϕυσι-
κών αριθµών.

Παράδειγµα 3.2.5. Αν L(x1, . . . , x3) = 1 2 x1 x1 1 x2 x3 x3 τότε

{a1, a2, a3} = {{3, 4}, {6}, {7, 8}}
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∆ηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει L αρκετά µεγάλο ώστε να υπάρχει block υπακολου-
ϑία του µήκους t ώστε όλες οι block υπακολουθίες της µήκους r να είναι µονοχρωµατικές.
Αυτό όµως το έχουµε από το πεπερασµένο ϑεώρηµα Milliken-Taylor που αναφέραµε προη-
γουµένως.
΄Ετσι, παίρνοντας αυτές τις t−αδα ϑέσεων έχουµε τις ϑέσεις των x1, . . . , xt που ϑέλουµε.
2

Το πόρισµα αυτού του ϑεωρήµατος που µας δίνει µια πολύ σηµαντική διχοτοµική ιδιό-
τητα των υπόχωρων του [k]n και ϑα παίξει ϐασικό ϱόλο στην απόδειξη του ϑεωρήµατος
πυκνότητας Hales - Jewett είναι το εξής :

Πρόταση 3.2.6. Για κάθε ακέραιο k ≥ 2 και για κάθε ακέραιοm ≥ 1 υπάρχει ακέραιος N
µε την ακόλουθη ιδιότητα.
Για κάθε n ≥ N και για κάθε σύνολο L από συνδυαστικές γραµµές του [k]n υπάρχει ενας
m− υπόχωρος V του [k]n και µάλιστα block ώστε :

είτε Lines(V ) ⊆ L , είτε Lines(V ) ∩ L = ∅,

Ο ελάχιστος ακέραιος N µε αυτή την ιδιότητα ϑα συµβολίζεται µε GR(k,m).

Απόδειξη.
΄Εστω L σύνολο από συνδυαστικές γραµµές του [k]n.
Ορίζουµε 2-χρωµατισµό του [k]n ώστε το L να είναι µονοχρωµατικό, π.χ µπλε και κάθε
άλλη συνδυαστική γραµµή που δεν ανήκει σε αυτό να έχει άλλο χρώµα,π.χ κόκκινο.
Τότε από το ϑεώρηµα Graham-Rothchild υπάρχει εναςm− υπόχωρος V του [k]n που όλες
του οι συνδυαστικές γραµµές να είναι µονοχρωµατικές.
΄Ετσι είτε ϑα είναι όλες µπλε και άρα ϑα περιέχονται στο L (αφού αυτό είναι το σύνολο όλων
των µπλε) είτε ϑα είναι όλες κόκκινες και άρα Lines(V ) ∩ L = ∅.
΄Ετσι έχουµε το Ϲητούµενο. 2
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Σχήµα 3.1: ∆ιάγραµµα της απόδειξης του ϑεωρήµατος Graham-Rothschild.





Κεφάλαιο 4

Το ϑεώρηµα πυκνότητας Hales -
Jewett( Density Hales - Jewett)

4.1 Οριµοί και κάποιες χρήσιµες προτάσεις

Πριν διατυπώσουµε και αποδείξουµε το ϐασικό ϑεώρηµα αυτού του κεφαλαίου αλλά και
της εργασίας γενικότερα, το ϑεώρηµα πυκνότητας Hales - Jewett, εισάγουµε κάποιον συµ-
ϐολισµό. Αν A ⊆ [k]n, τότε ϑα ονοµάζουµε πυκνότητα του A και ϑα συµβολίζουµε µε
dens(A) τον αριθµό

dens(A) =
|A|
kn

.

Αν W ⊆ [k]n, τότε ϑα ονοµάζουµε σχετική πυκνότητα του A στο W και ϑα συµβολίζουµε
µε densW (A) τον αριθµό

densW (A) =
|A ∩W |
|W |

.

Επίσης, για κάθε µη κενό πεπερασµένο σύνολο X µε Ex∈X ϑα συµβολίζουµε το µέσο όρο
1
|X|
∑
x∈X .

Αν είναι σαφές σε ποιο σύνολο αναφερόµαστε , τότε αυτό τον µέσο όρο ϑα τον συµβολίζουµε
απλά µε Ex.

Θεώρηµα 4.1.1. (Θεώρηµα πυκνότητας Hales - Jewett )
Για κάθε k ∈ N, k ≥ 2 και για κάθε 0 < d ≤ 1 υπάρχει ϕυσικός αριθµόςN µε την ακόλουθη
ιδιότητα : Αν n ≥ N και A ⊆ [k]n µε dens(A) ≥ δ, τότε το A περιέχει συνδυαστική γραµµή.
Ο ελάχιστος N µε αυτή την ιδιότητα ϑα συµβολίζεται µε DHJ(k, δ).

Στην πρώτη ενότητα αυτού του κεφαλαίου ϑα αποδείξουµε µερικές προτάσεις - λήµµατα
που ϑα µας χρειαστούν στην απόδειξη.
Από εδώ και στο εξής ϑα γράφουµε ′′DHJ′′k όταν ϑα γνωρίζουµε το DHJ(k, δ), για κάθε
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0 < δ ≤ 1.
Τα πρώτα δύο λήµµατα που ϑα χρειαστούµε τα ϑεωρούµε δεδοµένα και είναι δύο ανισότητες
τύπου Markov.

Λήµµα 4.1.2. (1η ανισότητα Markov.)
΄Εστω 0 < ε ≤ 1, N ∈ N και a1, . . . , aN ∈ [0, 1]. Υποθέτουµε επίσης ότι Ej∈[N ]aj ≥ ε. Τότε
για κάθε 0 < ε′ < ε, έχουµε ότι :

|{j ∈ [N ] : aj ≥ ε′}| ≥ (ε− ε′)N.

Λήµµα 4.1.3. (2η ανισότητα Markov.)
΄Εστω 0 < ε ≤ 1, N ∈ N, a1, . . . , aN ∈ [0, 1] και Ej∈[N ]aj ≥ ε. ΄Εστω επίσης 0 < δ ≤ 1 και
ότι aj ≤ ε+ δ, για κάθε 1 ≤ j ≤ N. Τότε :

|{j ∈ [N ] : aj ≥ ε− δ}| ≥ (1− δ)N.

Η ακόλουθη πρόταση είναι το πολυδιάστατο ανάλογο ϑεώρηµα του Density Hales-Jewett.

Πρόταση 4.1.4. (Πολυδιάστατο Hales-Jewett.)
΄Εστω k ∈ N, k ≥ 2 και έστω ότι γνωρίζουµε το DHKk.
Τότε για κάθε ακέραιο m ≥ 1 και για κάθε 0 < δ ≤ 1 υπάρχει ακέραιος MDHJ(k,m, δ) µε
την ακόλουθη ιδιότητα :
Αν n ≥ MDHJ(k,m, δ) τότε κάθε A ⊆ [k]n µε dens(A) ≥ δ περιέχειm−διάστατο υπόχωρο .

Απόδειξη.
Θα γίνει µε επαγωγή στο m.
Η περίπτωση m = 1 είναι ακριβώς το DHJk. ΄Εστω λοιπόν m ≥ 1 και ότι έχουµε αποδείξει
το Ϲητούµενο µέχρι και το m.
Για κάθε 0 < δ ≤ 1 ϑέτουµε :

MDHJ(k,m+ 1, δ) = M + MDHJ

(
k,m,

δ

2(k + 1)M

)
,

όπου M = DHJ

(
k,
δ

2

)
.

Ισχυριζόµαστε οτί γι΄ αυτή την επιλογή ακεραίου έχουµε το Ϲητούµενο.
Πράγµατι, έστω n ≥ MDHJ(k,m+ 1, δ) και A υποσύνολο του [k]n µε dens(A) ≥ δ.
Τότε για κάθε x ∈ [k]n−M ορίζω

Ax = {y ∈ [k]M : xay ∈ A}.
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΄Οµως ,

Exdens(Ax) =
1

kn−M

∑
x∈[k]n−M

dens(Ax) =

=
1

kn−M

∑
x∈[k]n−M

|Ax|
kM

=

=
1

kn

∑
x∈[k]n−M

|Ax| =

= dens(A) ≥ δ.

΄Αρα, από το 4.1.2, υπάρχει υποσύνολο B του [k]n−M µε dens(B) ≥ δ
2 ώστε dens(Ax) ≥ δ

2
για κάθε x ∈ B.
Από την επιλογή του M, για κάθε x ∈ B υπάρχει συνδυαστική γραµµή `x του [k]M ώστε
`x ⊆ Ax.
΄Οµως το πλήθος των συνδυαστικών γραµµών του [k]M είναι το πολύ (k + 1)M (πράγµατι
αφού είναι υποσύνολο του [k + 1]M )
΄Αρα, από την αρχή της περιστεροφωλιάς υπάρχει συνδιαστική γραµµή ` του [k]M και
C ⊆ B µε

dens(C) ≥ δ

2(k + 1)M

ώστε ` ⊆ Ax για κάθε x ∈ C.
Αφού:

n−M ≥ MDHJ
(
k,m, δ2−1(k + 1)−M

)
υπάρχει m−διάστατος υπόχωρος W του C µε W ⊆ C.
Θέτουµε V = Wa`.
Τότε το V είναι ένας (m+ 1)−διάστατος υπόχωρος του [k]n και προφανώς C ⊆ A. 2

Το επόµενο λήµµα µας λέει ουσιαστικά ότι κάθε πυκνό υποσύνολο του [k]n διανέµεται
εξαιρετικά οµοιόµορφα αν περιοριστεί σε κατάλληλο υπόχωρο του [k]n.
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Λήµµα 4.1.5. ΄Εστω k,m ∈ N µε k ≥ 2, m ≥ 1 και 0 < ε ≤ 1.

Αν n ≥ kmm

ε
, τότε για κάθε A ⊆ [k]n µε dens(A) > ε υπάρχει ` < n και m−διάστατος

υπόχωρος V του [k]` ώστε για κάθε x ∈ V να έχουµε :

dens(Ax) ≥ dens(A)− ε,

όπου Ax = {y ∈ [k]n−` : xay ∈ A}.

Απόδειξη. Θέτουµε V1 = [k]m και παρατηρούµε όπως στην απόδειξη της πρότασης ;; ότι
Ex∈V1dens(Ax) = dens(A).

΄Εστω ρ =
ε

km − 1
και παίρνουµε µία τυχούσα αρίθµηση των στοιχείων του V1.

Αν το V1 δεν ικανοποιεί το Ϲητούµενο τότε υπάρχει x1 ∈ V1 ώστε dens(Ax1
) ≥ dens(A) + ρ

.
Πράγµατι, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι dens(Ax2) < dens(A)−
ε και ότι για κάθε i 6= 2 ισχύει ότι dens(Axi) < dens(A) + ρ.
Τότε :

dens(Ax1) + . . .+ dens(Axkm ) < dens(A)− ε+ (km − 1)dens(A) + ε = kmdens(A)

και άρα
Ex∈V1

dens(Ax) < dens(A),

που είναι άτοπο.
΄Αρα όντως υπάρχει τέτοιο x1.
Στη συνέχεια ϑέτουµε V2 = x1

a [k]m και παρατηρούµε ότι Ex∈V2
dens(Ax) ≥ dens(A) +ρ.

Αν το V2 δεν ικανοποιεί τις απαιτήσεις του λήµµατος τότε όπως πριν υπάρχει x2 ∈ V2 ώστε
dens(Ax2

) ≥ dens(A) + 2ρ.
Η διαδικασία ϑα τελειώσει µετά από bρ−1c ϐήµατα (αν υποθέσουµε ότι µπορούµε να πραγ-
µατοποιήσουµε τόσα) καθώς τότε το dens(Axbρ−1c+1

) > 1 που είναι άτοπο.
΄Οµως, αφού υποθέσαµε ότι (bρ−1c+ 1)m < n έχουµε τα αναγκαία ώστε να πραγµατοποι-
ήσουµε όλα τα ϐήµατα της διαδικασίας και εποµένως έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Το τελευταίο αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου είναι το ακόλουθο :

Πρόταση 4.1.6. ΄Εστω k ∈ N µε k ≥ 2 και υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε το DHJk.
Τότε για κάθεm ≥ 1 και 0 < δ ≤ 1 υπάρχει ακέραιος MDHJ∗(k,m, δ) µε την εξής ιδιότητα :
Αν n ≥ MDHJ∗(k,m, δ) τότε για κάθε A ⊆ [k + 1]n µε dens(A) ≥ δ υπάρχει m−διάστατος
υπόχωρος V του [k + 1]n ώστε V � k να περιέχεται στο A.

Παρατήρηση: Στο σηµείο αυτό παρατηρούµε ότι αν µπορούσαµε έχοντας ότι V � k ⊆ A
να παίρναµε ότι V ⊆ A ϑα είχαµε το ϑεώρηµα Hales-Jewett. Στην πραγµατικότητα η πα-
ϱατήρηση αυτή ϑα µας οδηγήσει αργότερα στην ξρήση της έννοιας του (i, j)−αναλλοίωτου
υπόχωρου ,έννοια που χρησιµοποιήσαµε ήδη στην απόδειξη του χρωµατικού ϑεωρήµατος
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Hales-Jewett.

Απόδειξη.

Θέτουµε MDHJ∗(k,m, δ) =
2

δ
(k + 1)MM, όπου M = MDHJ(k,m, δ2 ).

΄Εστω n ≥ MDHJ∗(k,m, δ) και A ⊆ [k + 1]n µε dens(A) ≥ δ.
Από το λήµµα 4.1.5, υπάρχει ` < n και m−διάστατος υπόχωρος W του [k]` ώστε για κάθε
x ∈W να έχουµε dens(Ax) ≥ δ

2 .
Θέτουµε Z = W � k .
Τότε, αφενός έχουµε ότι Ex∈Zdens(Ax) ≥ δ/2 και εποµένως Ex∈Zdens(Ax)|Z| = |A ∩
(Za[k + 1]n−`)| αφού :

(4.1) (A ∩ xa[k + 1]n−`) ∩ (A ∩ ya[k + 1]n−`) = ∅, αν x 6= y.

Τότε, από την 4.1 και από την παρατήρηση ότι
⋃
Axi = A ∩ (Za[k + 1]n−`) έχουµε ότι

|Z|δ
2
≤
∑
xi∈Z

dens(Axi) = dens(
⋃
Axi) =

= dens(A ∩ (Za[k + 1]n−`)) =
|A ∩ (Za[k + 1]n−`)|

(k + 1)n−`

και άρα

(k + 1)n−`|Z|δ
2
≤ |A ∩ (Za[k + 1]n−`)|.

και τελικά πάλι λόγω της 4.1 :

|(Za[k + 1]n−`)|δ
2
≤ |A ∩ (Za[k + 1]n−`)|.

Αφετέρου , η οικογένεια {Zay : y ∈ [k + 1]n−`} αποτελεί διαµέριση του συνόλου Za[k +
1]n−` σε υποσύνολα ίσης πληθικότητας.
Εποµένως υπάρχει y0 ∈ [k + 1]n−` ώστε :

|A ∩ (Zay0)| ≥ δ

2
|Zay0|.

Παρατηρούµε οτι το Zay0 είναι ισοµορφικό µε το [k]M .
΄Αρα, από την επιλογή του M , υπάρχει ένας m−διάστατος υπόχωρος Ṽ του Zay0 ώστε
Ṽ ⊆ A.
΄Εστω V ο µοναδικός m−διάστατος υπόχωρος του [k + 1]n µε V � k = Ṽ .
Τότε ο V είναι ο Ϲητούµενος υπόχωρος. 2
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4.2 Βρίσκοντας αναλλοίωτο υπόχωρο

Στο σηµείο αυτό παιρνάµε στο κυρίως µέρος της απόδειξης του ϑεωρήµατος Density Hales
- Jewett.
Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο k.
Η περίπτωση k = 2 είναι το γνωστό ϑεώρηµα του Sperner. Για να δουλέψει όµως πρέπει να
µεταφράσουµε τα στοιχεία του [2]n σε στοιχεία του P([n]). Αυτό γίνεται χρησιµοποιώντας
την απεικόνιση:

f : [2]n → P([n])

που ορίζεται µε τον τύπο
f(x) = {j ∈ [n] : x(j) = 1}.

Πράγµατι, ϐλέπουµε ότι αν υπάρχουν A,B ⊆ [n] µε A ⊆ B τότε τα f−1(A) και f−1(B)
σχηµατίζουν συνδυαστική γραµµή.
΄Αρα, το πρόβληµα µεταφράζεται στο ισοδύναµό του:

Θεώρηµα 4.2.1. Για κάθε 0 < δ ≤ 1 υπάρχει n ∈ N ώστε αν A συλλογή τουλάχιστον δ2n

στοιχείων του P([n]) τότε υπάρχουν A,B ∈ A µε A ⊆ B.

Εποµένως από Sperner αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε δ υπάρχει n ∈ N ώστε

δ2n >

(
n

bn2 c

)
,

που είναι προφανές καθώς

lim
n→∞

(
n
bn2 c

)
2n

= 0.

΄Εστω λοιπόν k ≥ 2 και ας υποθέσουµε ότι γνωρίζουµε το DHJk.
Πριν ξεκινήσουµε παρουσιάζουµε κάποιες αριθµητικές σταθερές που ϑα χρησιµοποιήσου-
µε . Ειδικότερα, για κάθε 0 < δ ≤ 1 ϑέτουµε :

(4.2) m0 = DHJ(k, δ/4), θ =
δ/4

(k + 1)m0 − km0
, η =

δθ

48
και γ =

δη2

k

Το επαγωγικό ϐήµα ϑα γίνει µέσω της ακόλουθης διχοτοµίας :

Πρόταση 4.2.2. (Density Increment Argument - Επιχείρηµα αυξανόµενης πυκνότητας.)
΄Εστω k ∈ N µε k ≥ 2 και υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε το DHJk. Τότε για κάθε 0 < δ ≤ 1 και
για κάθε ακέραιο d ≥ 1 υπάρχει ακέραιος N(k, d, δ) µε την ακόλουθη ιδιότητα :
Αν n ≥ N(k, d, δ) και A ⊆ [k + 1]n µε dens(A) ≥ δ , τότε είτε το A περιέχει συνδυαστική
γραµµή , είτε υπάρχει ένας d−διάστατος υπόχωρος V του [k+1]n ώστε densV (A) ≥ δ + γ/2
όπου γ είναι όπως στην (4.2).
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Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 4.2.2 ,οι αριθµοί DHJ(k + 1, δ) προκείπτουν µέσω µιας
διαδικασίας επανάληψης όπως ϑα δείξουµε στο τέλος. Αν το πιστέψουµε προς το παρόν
αυτό µένει να δείξουµε την πρόταση 4.2.2.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϐασίζεται σε µια σειρά από λήµµατα. Υπενθυµίζουµε οτί από δω
και στο εξής ϑεωρούµε δεδόµενο οτι γνωρίζουµε τα DHJk. Επίσης, για κάθε ακέραιοm ≥ 1
και 0 < ε ≤ 1 ϑέτουµε :

(4.3) n(m, ε) =
(k + 1)mm

ε
.

Το πρώτο λήµµα µας λέει ότι αν πάρουµε n επαρκώς µεγάλο τότε µπορούµε να ϐρούµε
περιορισµό υποχώρου σε k γράµµατα ώστε τα ′′συµπληρώµατα′′ των συνδυαστικών γραµ-
µών αυτού να τέµνονται σταθερά πάνω από κάποια ϕιξαρισµένη ϑετική ποσότητα.
Πιο αναλυτικά:

Λήµµα 4.2.3. ΄Εστω 0 < δ ≤ 1 και m ∈ N µε m ≥ m0. Αν n ≥ n(GR(k,m), η2/2) τότε
για κάθε A ⊆ [k + 1]n µε dens(A) ≥ δ υπάρχει ϕυσικός ` < n και m−διάστατος υπόχωρος
U του [k + 1]` έτσι ώστε :

(a) Για κάθε u ∈ U έχουµε dens(Au) ≥ δ − η2/2 και

(b) Για κάθε ` ∈ Lines(U � k) έχουµε dens

(⋂
u∈`

Au

)
≥ θ,

όπου Au όπως στο Λήµµα 4.1.5.

Απόδειξη.
Εφαρµόζουµε το Λήµµα 4.1.5 και ϐρίσκουµε ` < n και m−διάστατο υπόχωρο Y του
[k + 1]` µε διάσταση GR(k,m) ώστε dens(Av) ≥ δ − η2/2 για κάθε v ∈ V.
Θέτουµε,

L = {` ∈ Lines(V � k) : dens(
⋂
v∈`

Av) ≥ θ}

Από την Πρόταση 3.2.6, υπάρχειm−διάστατος υπόχωρος Y του V � k ώστε έιτε Lines(Y ) ⊆
L είτε Lines(Y ) ∩ L = ∅ .
Αν Lines(Y ) ⊆ L , τότε ϑέτουµε U να έιναι ο µοναδικός υπόχωρος του [k + 1]` ώστε
U � k = Y .
Εύκολα ϐλέπουµε ότι το U ικανοποιεί τα Ϲητούµενα του λήµµατος.
Πράγµατι, αφού U � k = Y ⊆ V � k έπεται ότι U ⊆ V και άρα dens(Au) ≥ δ − η2

2 .
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Εποµένως έχουµε το (a).
Το (b) είναι προφανές από τον ορισµό του U.
Εποµένως , αρκεί να δείξουµε ότι Lines(Y ) ∩ L 6= ∅.

΄Εστω λοιπόν m0−διάστατος υπόχωρος Z του Y.
Από την επιλογή του η και το γεγονός ότι Z ⊆ Y , έχουµε ότι dens(Az) ≥ δ/2 για κάθε
z ∈ Z.
Επίσης, παρατηρούµε ότι :

(4.4) Ey∈[k+1]n−`densZay(A) = Ez∈Zdens(Az).

Εποµένως από την 4.1.2 , υπάρχει B ⊆ [k + 1]n−` µε dens(B) ≥ δ/4 ώστε,

|A ∩ (Zay)| ≥ (δ/4)|Zay| για κάθε y ∈ B.

΄Εστω τώρα τυχόν y ∈ B.
Από τα προηγούµενα και την επιλογή του m0 στην (1), υπάρχει `y ∈ Lines(Z) ώστε `ay y ⊆
A.
Ο αριθµός των συνδυαστικών γραµµών του Z όµως , είναι (k + 1)m0 − km0 .

΄Αρα , από την αρχή της περιστεριώνα, υπάρχει C ⊆ B µε dens(C) ≥ θ ώστε `a0 y ⊆ A για
κάθε y ∈ C.
Εποµένως έχουµε `0 ∈ Lines(Y ) ∩ L.

Τώρα για να πάρουµε το Ϲητούµενο παρατηρούµε ότι C ⊆

( ⋂
u∈`0

dens(Au)

)
.

Πράγµατι, αν y ∈ C τότε `a0 y ⊆ A και άρα uay ∈ A, για κάθε u ∈ `0. Εποµένως
y ∈

(⋂
u∈`0 dens(Au)

)
.

΄Ετσι τελικά , dens
(⋂

u∈`0 dens(Au)
)
≥ dens(C) ≥ θ, και εποµένως :

`0 ∈ Lines(Y ) ∩ L.

΄Ατοπο.
Εποµένως Lines(Y ) ⊆ L. 2

Το δεύτερο λήµµα µας λέει οτι αν δεν µπορούµε να ϐρούµε υπόχωρο του [k + 1]n ώστε το
Α να έχει µεγάλη πυκνότητα τότε ϑα µπορούµε να ϐρούµε υπόχωροW του [k+ 1]n αρκετά
µεγάλης διάστασης µε τις εξής δύο ιδιότητες. Από τη µία το Α µέσα στοW ϑα έχει περίπου
την ίδια πυκνότητα µ΄ αυτήν που έχει στο [k + 1]n και από την άλλη ϑα υπάρχουν αρκετές
γραµµές που ϑα περιέχονται στο A ∩ (W � k).
∆ηλαδή λέει το εξής :
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Λήµµα 4.2.4. ΄Εστω 0 < δ ≤ 1 καιm ∈ N µεm ≥ m0. ΄Εστω ακόµαn ≥ n(GR(k,m), η2/2)
και A ⊆ [k + 1]n µε dens(A) ≥ δ.
Τότε :

είτε υπάρχει m− διάστατος υπόχωρος Xτου[k + 1]nώστε densX(A) ≥ δ + η2/2

είτε υπάρχει m− διάστατος υπόχωρος W του [k + 1]nώστε densW (A) ≥ δ − 2η

και

(4.5) |{` ∈ Lines(W � k) : ` ⊆ A}| ≥ (θ/2)|Lines(W � k)|.

Απόδειξη.
Υποθέτουµε ότι για κάθεm−διάστατο υπόχωροX του [k+1]n ισχύει densX(A) < δ+η2/2.
Από το λήµµα 4.2.3 , υπάρχει ` < n και m−διάστατος υπόχωρος U του [k]` ώστε

dens(Au) ≥ δ − η2/2

για κάθε u ∈ U και ⋂
u∈`

dens(Au) ≥ θ,

για κάθε ` ∈ Lines(U � k).
Από την πρώτη σχέση παίρνουµε ότι για κάθε u ∈ U

Ey∈[k+1]n−`densUay(A) = Eu∈Udens(Au) ≥ δ − η2/2.

΄Οµως για κάθε y ∈ [k + 1]n−` το σύνολο Uay είναι ένας m−διάστατος υπόχωρος του
[k + 1]n. ΄Αρα εξ υποθέσεως densUay(A) < δ + η2/2 για κάθε y ∈ [k + 1]n−`.
Τότε, από τη 4.1.3, έχουµε ότι υπάρχει υποσύνολο H1 του [k+ 1]n−` µε dens(H1) ≥ 1− η
και densUay(A) ≥ δ − 2η για κάθε y ∈ H1.

Τώρα για κάθε y ∈ [k + 1]n−` ορίζουµε :

Ly = {` ∈ Lines(U � k) : y ∈
⋂
u∈`

Au}

Στο σηµείο αυτό κάνουµε την εξής παρατήρηση:
Αν ϑέσουµε :

J ⊆ [k + 1]n µε J :=
{
`ay ∈ A : ` ∈ Lines(U � k), y ∈ [k + 1]n−l

}
,

όπου γράφοντας `ay εννοούµε uay για κάθε u ∈ ` έχουµε ότι :

|Ly1 |+ . . .+ |Ly
(k+1)n−`

| = |
⋂
u∈`1

Au|+ . . .+ |
⋂
u∈`p

Au| = |J |,
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όπου p = |Lines(U � k)|.
Αφού dens(

⋂
u∈`Au) ≥ θ για κάθε ` ∈ Lines(U � k) έχουµε :

Ey∈[k+1]n−`
|Ly|

|Lines(U � k)|
= E`∈Lines(U�k)dens(

⋂
u∈`

Au) ≥ θ.

΄Αρα, από την 4.1.2 υπάρχει H2 ⊆ [k + 1]n−` µε dens(H2) ≥ θ/2 έτσι ώστε |Ly| ≥
(θ/2)|Lines(U � k)| για κάθε y ∈ H2.
Από την επιλογή των η και θ , έχουµε η < θ/2 και άρα H1 ∩H2 6= ∅.
Επιλέγουµε λοιπόν y0 ∈ H1 ∩H2 6= ∅ και ϑέτουµε W = Uay0.
Τώρα, αφού y0 ∈ H1 έχουµε ότι densUay0(A) ≥ δ − 2η.

Από την άλλη , αφού y0 ∈ H2 έχουµε ότι |Ly0 | ≥ (θ/2)|Lines(U � k)| και εποµένως αφού
y0 σταθερό:

|{` ∈ Lines(W � k) : ` ⊆ A}| = |{` ∈ Lines(U � k) : `ay0 ⊆ A}| ≥

≥ θ

2
|Lines(U � k)| =

=
θ

2
|Lines(W � k)|,

και εποµένως έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Από εδώ και πέρα κεντρικό ϱόλο παίζει η έννοια του (i, j)−αναλλοίωτου συνόλου καθώς
και του αναλλοίωτου συνόλου σε υπόχωρο.
Πιο συγκεκριµένα για ένα m−διάστατο χώρο V του [k]n ένα A ⊆ [k]n ϑα λέγεται (i, j)−
αναλλοίωτο στον V αν η αντίστροφη εικόνα του µέσω του κανονικού ισοµορφισµού του V
είναι (i, j)− αναλλοίωτο σύνολο στο [k]m. Επίσης αν i, i′ ∈ [k] και x ∈ [k]n µε xi→i

′
ϑα

συµβολίζουµε το στοιχείο y ∈ [k]n για το οποίο y(j) = x(j) για κάθε j ∈ [n] \ i(x) και
y(j) = i′, για κάθε j ∈ i(x).

Τώρα για να προχωρήσουµε στην απόδειξη χρειάζεται να εισάγουµε κάποιες ακόµα αριθ-
µητικές σταθερές . Για κάθε 0 < δ ≤ 1 και αν m0, η, όπως στην (4.2) ϑέτουµε :

(4.6) λ =
k + 1

k
και M0 = max

{
m0,

logη−1

logλ

}
.

Λήµµα 4.2.5. ΄Εστω 0 < δ ≤ 1 και m ≥ M0. ΄Εστω επίσης n ≥ n(GR(k,m), η2/2) και
A ⊆ [k+ 1]n µε dens(A) ≥ δ . Υποθέτουµε ακόµη οτι το Α δεν περιέχει συνδυαστική γραµµή
και ότι για κάθε m−διάστατο υπόχωρο X του [k + 1]n ισχύει densX(A) < δ + η2/2. Τότε
υπάρχει m−διάστατος υπόχωρος W του [k + 1]n και C υποσύνολο του W µε τις ακόλουθες
ιδιότητες :



4.2 Βρίσκοντας αναλλοίωτο υπόχωρο · 31

( I ) densW (C) ≥ θ/4 και C =
⋂k
i=1 Ci, όπου Ci είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο υποσύνολο

του W, για κάθε i ∈ [k].

( II ) densW (A∩ (W \C)) ≥ (δ+ 6η)densW (W \C) και επιπλέον densW (A∩ (W \C)) ≥
(δ − 3η).

Απόδειξη.
Από τις υποθέσεις µας , µπορούµε να εφαρµόσουµε το Λήµµα 4.2.4 και να ϐρούµε
m−διάστατο υπόχωρο W του [k + 1]n] ώστε dens(A) ≥ δ − 2η που να ικανοποιεί την
ανισότητα (4.5).
Για κάθε ` ∈ Lines(W � k) υποθέτουµε ότι ¯̀ είναι η µοναδική συνδυαστική γραµµή του
W ώστε ¯̀ � k.
Ορίζουµε :

B = {¯̀(k + 1) : ` ∈ Lines(W � k) µε ` ⊆ A}
και C = B ∪ (A ∩ (W � k)).
Θα δείξουµε ότι τα W και C είναι τα Ϲητούµενα. Πρώτα δείχνουµε το (a).
Για ευκολία και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ταυτίζουµε το W µε το [k + 1]m µέσω του
κανονικού ισοµορφισµού IW .
ΘέτουµεCi = {IW (x) : x ∈ [k+1]m και xj→i ∈ I−1W (A)} για κάθε i ∈ [k] και παρατηρούµε
ότι Ci είναι (i, k+1)−αναλλοίωτο υποσύνολο τουW που προκύπτει άµεσα από τον ορισµό
του.
Βλέπουµε τότε ότι C = C1 ∩ . . . ∩ Ck.
Πράγµατι :
Αν x ∈ C1 ∩ . . .∩Ck και δεν εµφανίζεται πουθενά το k+ 1 τότε x = xk+1→i ∈ A∩ (W � k)
για κάθε i.
Αλλιώς, αν xk+1→i ∈ A ∩ (W � k) για κάθε i εποµένως το x είναι επέκταση συνδυαστικής
γραµµής του A ∩ (W � k) και άρα x ∈ B. Εποµένως, x ∈ C.
Για τον αντίστροφο εγκλεισµό αν x ∈ B τότε από τον ορισµό του B έχουµε το Ϲητούµενο.
Αν τώρα, x ∈ A ∩ (W � k) µε την ταύτιση που κάναµε για το W έχουµε ότι στο x δεν
εµφανίζεται το k + 1.
΄Αρα , x = xk+1→i ∈ A∩ (W � k) για κάθε i και άρα έχουµε και τον αντίστροφο εγκλεισµό.
΄Επειτα παρατηρούµε ότι η απεικόνιση Lines(W � k) 3 ` −→ `(k + 1) ∈W είναι 1-1.
Εποµένως, από τα (4.2),(4.5) και (4.6) έχουµε ότι :

|C| ≥ |B| = |{` ∈ Lines(W � k) : ` ⊂ A}|
≥ (θ/2)|Lines(W � k)| = (θ/2)((k + 1)m − km)

≥ (θ(1− η)/2)(k + 1)m ≥ (θ/2)|W |.

Εποµένως ικανοποιείται το (I).

Για το (II) , παρατηρούµε αρχικά πως αφού από την υπόθεσή µας το Α δεν περιέχει
συνδυαστική γραµµή του [k + 1]n έχουµε ότι A ∩ C ⊂W � k.
Εποµένως, densW (A ∩ C) ≤ 1

λm ≤
1
λM
≤ η. Αφού όµως densW (A) ≥ δ − 2η, παίρνουµε
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ότι densW (A ∩ (W \ C)) ≥ δ − 3η.
Επιπλέον, από την (4.2)

densW (A ∩ (W \ C))

densW (W \ C)
≥ δ − 3η

1− θ/4
≥ δ − 3η

1 + θ/4
≥ δ + 6η

και άρα έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Το επόµενο πόρισµα ολοκληρώνει το πρώτο σκέλος (παραπέµπουµε στο διάγραµµα 4.1)
της απόδειξης της πρότασης 4.2.2.
∆είχνει πως αν το A δεν περιέχει συνδυαστική γραµµή, τότε σχετίζεται περισσότερο απ΄ ότι
ϑα περιµέναµε µ΄ ένα δοµηµένο υποσύνολο του [k + 1]n.

Πόρισµα 4.2.6. ΄Εστω 0 < δ ≤ 1 καιm ∈ N µεm ≥M0. ΄Εστω ακόµαn ≥ n(GR(k,m), η2/2)
και A ⊆ [k+ 1]n µε dens(A) ≥ δ. Υποθέτουµε οτι το A δεν περιέχει συνδυαστική γραµµή του
[k + 1]n.
Τότε υπάρχει έναςm−διάστατος υπόχωροςW του [k+ 1]n και µια οικογένεια {D1, . . . , Dk}
υποσυνόλων του W ώστε Di να είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο υποσύνολο του W για κά-
ϑε i ∈ [k] και επιπλέον ,αν ϑέσουµε D = D1 ∩ . . . ∩ Dk έχουµε densW (D) ≥ γ και
densW (A ∩D) ≥ (δ + γ)densW (D).

Απόδειξη. Πρώτα υποθέτουµε ότι υπάρχει m−διάστατος υπόχωρος X του [k + 1]n ώστε
densX(A) ≥ δ + η2/2.
΄Επειτα ϑέτουµε W = X και Di = X για κάθε i ∈ [k].
Αφού η2/2 ≥ γ, είναι σαφές ότι οι παραπάνω επιλογές µου δίνουν το Ϲητούµενο.
Αν τώρα δεν υπάρχει τέτοιος υπόχωρος , από το Λήµµα 10, υπάρχει m−διάστατος υ-
πόχωρος W του [k + 1]n και ένα σύνολο C = C1 ∩ . . . ∩ Ck, όπου Ci είναι (i, k +
1)−αναλλοίωτος στονW για κάθε i ∈ [k], ώστε densW (A∩ (W \C)) ≥ (δ+ 6η)densW (W \
C) και επιπλέον densW (A ∩ (W \ C)) ≥ (δ − 3η).
Θέτουµε :

P1 = W \ C1 και Pi = (W \ Ci) ∩ C1 ∩ . . . ∩ Ci−1 για i ∈ 2, . . . , k.

Επίσης για κάθε i ∈ [k] έστω

λi =
densW (Pi)

densW (W \ C)
και δi =

densW (A ∩ Pi)
densW (Pi)

µε τη σύµβαση ότι δi = 0 αν τύχει Pi = ∅.
Τότε,η οικογένεια {P1, . . . , Pk} είναι διαµέριση του W \ C και άρα

k∑
i=1

λiδi =
densW (A ∩ (W \ C))

densW (W \ C) ≥ δ + 6η.
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Εποµένως υπάρχει i0 ∈ [k] ώστε λi0 ≥ 3η/k και δi0 ≥ δ+ 3η, γιατί αν δεν υπήρχε ,τότε για
κάθε i ϑα είχαµε λi < 3η/k και δi < δ+ 3η και εποµένως αν αθροίσουµε ϐλέπουµε ότι δεν
ισχύει η (4.2)
Θέτουµε :

Di = Ci αν i < i0, Di0 = W \ Ci0 και Di = W αν i > i0.

Προφανώς από τις κατασκευές που κάναµε το Di είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο στο W, για
κάθε i ∈ [k].
Επιπλέον, έχουµε D1 ∩ . . . ∩Dk = Pi0 και άρα

densW (Pi0) = λi0densW (W \ C) ≥ (3η/k)(δ − 3η) ≥ γ

και

densW (A ∩ Pi0) = δi0densW (Pi0) ≥ (δ + 3η)densW (A ∩ Pi0) ≥ (δ + γ)densW (A ∩ Pi0)

όπως ϑέλαµε. 2

4.3 ′′∆ιαµερίζοντας′′ αναλλοίωτους υποχώρους

Το δεύτερο κοµµάτι της απόδειξης της Πρότασης 4.2.2 είναι µια διαδικασία ′′γεµίσµατος′′(tilling)
που µας επιτρέπει να ′′διαµερίσουµε′′ ένα οποιοδήποτε ′′µεγάλο′′ δοµηµένο υποσύνολο του
[k + 1]n , δηλαδή της µορφής D1 ∩ . . . ∩ Dk, όπου Di (i, k + 1)− αναλλοίωτο για κάθε
i ∈ [k] από υποχώρους ′′οσοδήποτε′′ µεγάλης διάστασης.
Πρώτα ϑα διαµερίσουµε ένα οποιοδήποτε αναλλοίωτο σύνολο.
Πρωτού το κάνουµε αυτό, ορίζουµε κάποιες ακόµα αριθµητικές σταθερές .
Αν 0 < β ≤ 1 και m ∈ N µε m ≥ 1 ϑέτουµε :

(4.7) M1 = MDHJ∗(k,m, β) και F (m,β) =

⌈
(k + 1 +m)M1(k + 1)M1−mM1

β

⌉
.

΄Εχουµε λοιπόν το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 4.3.1. ΄Εστω 0 < β ≤ 1 καιm ∈ N µεm ≥ 1. ΄Εστω επίσης i ∈ [k]. Αν n ≥ F (m,β)
τότε για κάθε (i, k + 1)−αναλλοίωτο υποσύνολο D του [k + 1]n µε dens(D) ≥ 2β υπάρχει
οικογένεια V από ξένους ανά δύο m−διάστατους υποχώρους του [k + 1]n που περιέχονται
στο D και ισχύει οτι dens(D \

⋃
V) ≤ 2β.

Απόδειξη.

Ορίζουµε Θ =
(k + 1)m−M1

β(k + 1 +m)M1
.

Για κάθε x ∈ [k + 1]n−M1 ϑέτουµε Dx = {y ∈ [k + 1]M1 : xay ∈ D}.
Αφού Ex∈[k+1]n−M1 dens(Dx) = dens(D) ≥ 2β, όπως έχουµε ήδη δείξει και εποµένως από
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το λήµµα 4.1.2 υπάρχει T1 ⊆ [k + 1]n−M1 µε dens(T1) ≥ β ώστε dens(Dx) ≥ β για κάθε
x ∈ T1.
΄Εστω x ∈ T1 τυχόν.
Από την επιλογή του M1 στην 4.8 και από το λήµµα 4.1.4, υπάρχει υπόχωρος Vx του
[k + 1]M1 διάστασης m ώστε V � k ⊆ Dx.
Από τον ορισµό του Dx έπεται οτι xa(V � k) ⊆ D και άρα xaVx ⊆ D, αφού το D είναι
(i, k + 1)− αναλλοίωτο .
∆ηλαδή, για κάθε x ∈ T1 υπάρχει υπόχωρος Vx του [k+1]M1 διάστασηςm ώστε xaVx ⊆ D.
Ο αριθµός των m−υπόχωρων του [k + 1]M1 είναι το πολύ (k +m+ 1)M1 .
΄Αρα, από την αρχή του περιστεριώνα (µε τον τρόπο που την έχουµε ήδη εφαρµόσει) υπάρχει

υπόχωρος V1 του [k + 1]M1 και S1 ⊆ T1 ώστε dens(S1) ≥ β

(k + 1 +m)M1
και xaV1 ⊆ D,

για κάθε x ∈ S1.
Παρατηρούµε οτι το S1 είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο, αφού αν x ∈ S1 τότε xaV1 ⊆ D και
αφού το D είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο τότε xk+1→iaV1 ⊆ D και εποµένως xk+1→i ∈ S1.
Ορίζουµε V1 = {xaV1 : x ∈ S1}.
Είναι σαφές οτι τα σύνολα της V1 είναι m−διάστατοι υπόχωροι του [k + 1]n, ξένοι ανά δύο
έτσι ώστε : ⋃

V1 ⊆ D.

Επιπλέον, απο την επιλογή του Θ και για τυχόν x ∈ S1 έχουµε ότι :

dens(
⋃
V1) =

∑
dens (V1) = |S1|dens(xaV1) ≥ Θ.

Αν τώρα dens(D \
⋃
V1) < 2β ,τότε έχουµε το Ϲητούµενο.

Αλλιώς, ϑέτουµε D1 = D \
⋃
V1.

Το σύνολοD1 δεν είναι (i, k+1)−αναλλοίωτο αλλά ′′σχεδόν′′ αναλλοίωτο υπό την ακόλουθη
έννοια :
Για κάθε y ∈ [k + 1]M1 αν ϑέσουµε Dy

1 = {x ∈ [k + 1]n−M1 : xay ∈ D1} ϐλέπουµε οτι το
σύνολο αυτό είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο.

Πράγµατι :
Αν y ∈ V c1 τότε για κάθε x ∈ Dy

1 ισχύει xay ∈ D1 και άρα xk+1→iay ∈ D αφού το D είναι
(i, k + 1)−αναλλοίωτο.
Αφού όµως y ∈ V c1 , έχουµε ότι xk+1→iay ∈ D1.
∆ιαφορετικά, αν y ∈ V1 τότε Dy

1 = {x ∈ [k + 1]n−M1 : xay ∈ D} \ S1 και άρα έχουµε το
Ϲητούµενο αφού S1 και D είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτα.

Τώρα για κάθε Ϲεύγος (x, y) ∈ [k + 1]n−2M1 × [k + 1]M1 ορίζουµε :

D
(x,y)
1 = {z ∈ [k + 1]M1 : xazay ∈ D1}.
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΄Οπως πριν, ϐλέπουµε οτι το D(x,y)
1 είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο(το δείχνουµε όπως προη-

γουµένως).
Επιπλέον, E(x,y)dens(D

(x,y)
1 ) = dens(D1) ≥ 2β.

Με τα ίδια επιχειρήµατα όπως πριν, είναι δυνατό να επιλέξουµε m−διάστατο υπόχωρο V2
του [k+ 1]M1 ώστε για το σύνολο S2 = {(x, y) ∈ [k+ 1]n−2M1 × [k+ 1]M1 : xaV a2 y ⊆ D1}
να έχουµε dens(S2) ≥ β(k + 1 +m)−M1 .
Παρατηρούµε επίσης οτι για κάθε y ∈ [k + 1]M1 το σύνολο :

Sy2 = {x ∈ [k + 1]n−2M1 : xaV a2 y ⊆ D1}

είναι (i, k + 1)−αναλλοίωτο.
Θέτουµε :

V2 = V1 ∪ {xaV a2 y : (x, y) ∈ S2}.

Τότε το V2 είναι µια οικογένεια από ξένους ανά δύοm−διάστατους υποχώρους του [k+ 1]n

που περιέχονται στο D και dens(
⋃
V2) ≥ dens(

⋃
V1) + Θ.

Συνεχίζουµε οµοίως.
Σε κάθε νέο ϐήµα η πυκνότητα της ένωσης των στοιχείων της νέας οικογένειας υποχώρων
ϑα αυξάνεται κατά Θ.
΄Αρα η διαδικασία ϑα τελειώσει το πολύ σε bΘ−1c επαναλήψεις αν το n είναι επαρκώς
µεγάλο ώστε να µπορούν να γίνουν οι επαναλήψεις αυτές.
΄Οµως, αφού n ≥M1/Θ η διαδικασία ϑα ϕτάσει στο τέλος και άρα ϑα έχουµε άτοπο.
Εποµένως σε κάποιο στάδιο της έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Χρησιµοποιώντας αναδροµή στο r ∈ [k] , για κάθε 0 < β ≤ 1 και για κάθε m ∈ N
µε m ≥ 1 ορίζουµε τον ακέραιο F (r)(m,β) µε τον κανόνα F (1)(m,β) = F (m,β) και
F (r+1)(m,β) = F (r)(F (m,β), β) . Με το επόµενο πόρισµα ολοκληρώνεται το δεύτερο
ϐασικό κοµµάτι της απόδειξης της πρότασης 4.2.2.

Πόρισµα 4.3.2. ΄Εστω 0 < β ≤ 1,m ∈ N µε m ≥ 1 και r ∈ [k]. ΄Εστω n ≥ F (r)(m,β) και
για κάθε i ∈ [r] έστω Di να είναι (i, k + 1)− αναλλοίωτο υποσύνολο του [k + 1]n. Θέτουµε
D = D1 ∩ . . . ∩ Dr. Αν dens(D) ≥ 2rβ, τότε ύπαρχει οικογένεια V ξένων ανά δύο m−
διάστατων υπόχωρων του [k+1]n που να περιέχονται όλοι στοD ώστε dens(D \

⋃
V) < 2rβ.

Απόδειξη.
Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο r.
Η περίπτωση ′′r = 1′′ είναι το λήµµα 4.3.1.
Υποθέτουµε λοιπόν ότι έχουµε το αποτέλεσµα µέχρι το r ∈ [k − 1], σταθεροποιούµε
n ≥ F (r+1)(m,β) και έστω D1, . . . , Dr+1 οικογένεια υποσυνόλων του [k + 1]n όπως στη
διατύπωση του πορίσµατος.
Από την επαγωγική µας υπόθεση, υπάρχει οικογένεια V1 ξένων ανά δύο F (m,β)−υπόχωρων
του [k+1]n που περιέχονται στοD′ = D1∩ . . .∩Dr και είναι τέτοιοι ώστε dens(D′ \

⋃
V1 <
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2rβ.
Θέτουµε V2 = {V ∈ V1 : densV (Dr+1) ≥ 2β}.
Για κάθε V ∈ V2 έστω BV η οικογένεια m−υπόχωρων του V που προκύπτουν από το
λήµµα 4.3.1 όταν εφαρµοστεί στο σύνολο V ∩Dr+1.
Τότε ϑέτοντας V = {W : V ∈ V2 και W ∈ BV } έχουµε τη Ϲητούµενη οικογένεια. 2

Τώρα χρησιµοποιώντας τα δύο τελικά αποτελέσµατα των δύο ϐηµάτων της απόδειξης (ϐλ.
4.1) είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε την πρόταση 4.2.2.

Απόδειξη πρότασης 4.2.2 .
Για κάθε 0 < δ ≤ 1 και για κάθε d ∈ N µε d ≥ 1 έστω β = γ2/4k,m(d) = max{M0, F

(k)(d, β)}.
Ορίζουµε :

(4.8) N(κ, d, δ) = n(GR(k,m(d)), η2/2).

και σταθεροποιούµε n ≥ N(κ, d, δ) και υποσύνολο A ⊆ [k1]n µε dens(A) ≥ δ.
Υποθέτουµε ότι το A δεν περιέχει συνδυαστική γραµµή.
Τότε, χρησιµοποιώντας το πρώτο ϐήµα της απόδειξης, από το πόρισµα 4.2.6, υπάρχει
υπόχωροςW του [k+1]n διάστασηςm(d) και οικογένεια {D1, . . . , Dk} ψποσυνόλων τουW
έτσι ώστεDi να είναι (i, k+1)−αναλλοίωτο υποσύνολο στοW για κάθε i ∈ [k] και ϑέτοντας
D = D1 ∩ . . .∩Dk, να έχουµε ότι densW (D) ≥ γ και densW (A∩D) ≥ (δ+ γ)densW (D).
Από το δεύτερο ϐήµα τώρα και από το πόρισµα 4.3.2, υπάρχει οικογένεια V ξένων ανά δύο

d−διάστατςν υπόχωρων ώστε
⋃
V ⊆ D και densW (D \

⋃
V) < 2kβ

γ2

2
.

Συνδυάζοντας τα προηγούµενα ϐλέπουµε ότι densW (A ∩
⋃
V) ≥ (δ +

γ

2
)densW (

⋃
V).

΄Ετσι, υπάρχει V ∈ V ώστε densW (A ∩ V ) ≥ (δ +
γ

2
)densW (V ) ή ισοδύναµα

densV (A) ≥ (δ +
γ

2
).

2

4.4 Από το επιχείρηµα αυξανόµενης πυκνότητας στο ϑε-
ώρηµα πυκνότητας Hales - Jewett

Τέλος, µένει να δείξουµε πως από την πρόταση 4.2.2 παίρνουµε το ϑεώρηµα 4.1.1. Η
ιδέα είναι απλή. ΄Εστω ότι παίρνουµε τυχόν A όπως στη διατύποωση του ϑεωρήµατος 4.1.1
και ότι το A δεν περιέχει συνδυαστική γραµµή. Τότε παίρνουµε d τόσο µεγάλο ώστε όταν
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πάµε στο A ∩ V να µπορούµε να επαναλάβουµε την πρόταση 4.2.2 για το A ∩ V και
για δ′ = δ +

γ

2
. Προχωράµε οµοίως. Τότε κάνοντας b 2γ c τέτοια ϐήµατα ϑα έχουµε ϐρει

V1, . . . , Vb 2
γ c

υποχώρους και densVb 2
γ
c
(A ∩ V1 ∩ . . . Vb 2

γ c−1
) > 1 που είναι άτοπο.

΄Αρα όντως το A περιέχει συνδυαστική γραµµή και άρα έχουµε το ϑεώρηµα 4.1.1. 2

Τέλος παραθέτουµε το διάγραµµα της παραπάνω απόδειξης ώστε ο αναγνώστης να έχει

άµεση εποπτεία της αποδεικτικής διαδικασίας :
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Το A περιέχει

συνδυαστική γραµµή

Αν το A δεν περιέχει

συνδυαστική γραµµή

τότε σχετίζεται
′′πολύ ′′ µε

′′δοµηµένο′′ σύνολο.

Κάθε ′′δοµηµένο′′

σύνολο ′′διαχωρίζεται′′

σε υποχώρους

οσοδήποτε µεγά-

λης διάστασης

Density Ince-

ment Arguemt -

Επιχείρηµα αυξανό-

µενης πυκνότητας

Θεώρηµα πυκνότητας

Hales - Jewett

Σχήµα 4.1: ∆ιάγραµµα της απόδειξης του ϑεωρήµατος πυκνότητας Hales - Jewett.



Κεφάλαιο 5

Σηµαντικά ϑεωρήµατα
Πορίσµατα του ϑεωρήµατος
πυκνότητας Hales - Jewett

5.1 Το ϑεώρηµα Szemerédi

Στην ενότητα αυτή ϑα αποδείξουµε άµεσα δύο πολύ σηµαντικά ϑεώρηµατα η απόδειξη
των οποίων χωρίς τη χρήση του ϑεωρήµατος πυκνότητας Hales - Jewett είναι ιδιαίτερα
στριφνή και εκτενής και που η χρησιµότητα τους είναι τεράστια. Πρόκειται για το ϑεώρηµα
Szemerédi καθώς και την πολυδιάστατη µορφή αυτού.

Θεώρηµα 5.1.1. (Θεώρηµα Szemerédi.)
΄Εστω 0 < δ < 1 και k ≥ 1. Τότε υπάρχει N = N(k, δ) µε την εξής ιδιότητα :
Κάθε A ⊆ [N ] µε dens(A) ≥ δ περιέχει αριθµητική πρόοδο µήκους k.

Παρατήρηση 5.1.2. Βλέπουµε ότι το ϑεώρηµα Szemerédi σχετίζεται µε το Van der Waer-
den ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο που σχετίζεται το χρωµατικό Hales-Jewett µε το ϑεώρηµα
πυκνότητας Hales-Jewett.

Απόδειξη.
΄Εστω δ > 0, n ≥ DHJ(k, δ), kn ≤ N και A ⊆ [N ] µε densA ≥ δ. Ορίζουµε συνάρτηση

f : [k]n → [kn]

µε :

f(j1, . . . , jn) = 1 +

(
n∑
i=1

(ji − 1)ki−1

)
.
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Η f είναι 1-1 και µπορούµε να την κάνουµε επί σε υποσύνολο του [N ]. Τότε αφού
densA ≥ δ = densf([k]n)(A) ≥ δ έπεται ότι dens(f−1(A)) ≥ δ και άρα από το Density
Hales - Jewett το f−1(A) περιέχει συνδυαστική γραµµή `.

΄Οµως τότε, παρατηρούµε ότι :

f(`(i+ 1))− f(`(i)) =
∑
j∈J

kj ,

όπου J ⊆ [n] οι ϑέσεις εµφάνισης της µεταβλητής στην `.
΄Ετσι, τα f(`(1), . . . , f(`(k)) µας δίνουν τη Ϲητούµενη πρόοδο. 2

5.2 Το πολυδιάστατο ϑεώρηµα Szemerédi

Στην παράγραφο αυτή ϑα αποδείξουµε την πολυδιάστατη µορφή του ϑεωρήµατος Sze-
merédi.
Υπενθυµίζουµε ότι αν Z ⊆ Nm τότε ένα σύνολοW λέγεται οµοιοθετικό του Z αν υπάρχουν
u ∈ Nm και λ ∈ N ώστε W = {u+ λz : z ∈ Z}.

Θεώρηµα 5.2.1. (Πολυδιάστατο ϑεώρηµα Szemerédi.)
΄Εστω m ≥ 1, 0 < δ < 1 και X ⊆ Nm πεπερασµένο. Τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος
N = N(t′, δ)(όπου το t′ είναι η µέγιστη συντεταγµένη των στοιχείων του X ) µε την εξής
ιδιότητα :
Αν A ⊆ [N ]m µε dens[N ]m(A) = δ τότε το A περιέχει οµοιοθετικό σύνολο του X.

Απόδειξη.
΄Εστωm ≥ 1, 0 < δ < 1 καιX = {u1, . . . , ut} και t′ = maxi,j uij , όπου ui = (ui1, . . . , uim)
για κάθε i ≤ t.
Παρατηρούµε ότι αν έχουµε συνδυαστική γραµµή στο [[t′]m]

n αυτή περιέχει τη συνδυαστι-
κή γραµµή αν περιορίσουµε το [t′]m στα γράµµατα {u1, . . . , ut}.
Ορίζουµε f : {[t′]m}n → [t′n]

m
, όπου n = DHJ(t′m, δ) ωε εξής :

f(x1, . . . , xn) = (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
m ϕορές

+

(
n∑
i=1

(xi1 − 1)t′i−1, . . . ,

n∑
i=1

(xim − 1)t′i−1

)
,

όπου (x1, . . . , xn) = (x11, . . . , x1m︸ ︷︷ ︸
x1

, x21, . . . , x2m︸ ︷︷ ︸
x2

, . . . , xn1, . . . , xnm︸ ︷︷ ︸
xn

).

΄Εστω A ⊆ [t′n]
m µε dens(A) ≥ δ.

Παρατηρώντας ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι 1 − 1 και επί έπεται ότι το f−1(A) είναι
υποσύνολο του [[t′]m]

n µε dens(f−1(A)) ≥ δ.
Από την επιλογή του n έπεται ότι το f−1(A) περιέχει συνδυαστική γραµµή ` του [[t′]m]

n
.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η ` µεταφέρεται µέσω της f στο Ϲητούµενο υποσύνολο του A.
Επειδή εµάς µας ενδιαφέρουν µόνο τα στοιχεία `(u1), . . . , `(ut) πάµε να δείξουµε τι γίνεται
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σε αυτά.
΄Εστω J ⊆ [n] οι ϑέσεις εµφάνισης της µεταβλητής στην `.
Τότε για κάθε ui, 1 ≤ i ≤ t έχουµε :

f(`(ui)) =

= (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
m ϕορές

+

∑
l∈Jc

(ui1 − 1)t′l−1 +
∑
j∈J

(ui1 − 1)t′j−1, . . . ,
∑
l∈Jc

(uim − 1)t′l−1 +
∑
j∈J

(uim − 1)t′j−1


=

1 +
∑
l∈Jc

(ui1 − 1)t′l−1 −
∑
j∈J

t′j−1, . . . , 1 +
∑
l∈Jc

(uim − 1)t′l−1 −
∑
j∈J

t′j−1


︸ ︷︷ ︸

u

+
∑
j∈J

t′j−1︸ ︷︷ ︸
λ

(ui1, . . . , uim)

= u+ λui,

όπου όπως ϕαίνεται παραπάνω
u =

(
1 +

∑
l∈Jc(ui1 − 1)t′l−1 −

∑
j∈J t

′j−1, . . . , 1 +
∑
l∈Jc(uim − 1)t′l−1 −

∑
j∈J t

′j−1
)

και λ =
∑
j∈J t

′j−1.
΄Αρα

f ({`(u1), . . . , `(ut)}) = {u+ λui, 1 ≤ i ≤ t}

και εποµένως έχουµε το Ϲητούµενο. 2
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