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Ke¢palawo 1

Ewcaywyr)

H ouykekpipévn gpyaocia £xel 0TOX0 va IAPOUCIACEL 1l CUVIONT] Kat oTotxe1wdn anodeidn
tou Sewpnpatog ukvotntag Hales - Jewett 1) Density Hales - Jewett. To Seopnpa auto
eivat éva e§alpetikd evblapépov anotédeopa Kabmg Ox1 POVo Tapouotdalel evilapepov ®g
éva ouvduaotiko arnotédeopa aAdd Kat ylati £€xel oav nopiopata ddda onpavukd Sewpr)-
pata, onwg 10 Yewpnpa Szemerédi. H mpotn Satuneon tou Sewprnpatog kabwg kat 1
npwtn anoder) tou , pe ) xpron epyodikng Sewpiag , €yve anod toug H.Furstenberg
and Y.Katznelson to 1991 ([2]). Zt) ouvéxeia 600nkav k1 dAdeg anodeifelg orwg autr] tou
T.Austin to 2011 ([12]) xpnowponowwviag ) Sewpia vnepypadnpdiov kat tou T.Tao ([7]).
H o yveotr) navieg sivatl n anodedn twv D.H.J. Polymath ([4] ) tou amotedet v ripatn
KaBapd ouvbuaoukn anodedn tou Yewprpatog. Inv egpyaocia aut) 9a napouotdooupe
v tedevtaia anodedn v I1.A080¢,B. KaveAdoroudog, K. Tupog ([I]) n oroia eival i mo
ouvtoun adld kat otoikewwdng anodedn tou Jewprparog.

H epyaoia eivat xwpiopévn oe 4 kepadala. Ta nmpwta o eivar n Siatvnworn kat 1 anodeidn
6U0 yveotov arnotedeopdtev g Sewpiag Ramsey, 10 xpopatko Seopnpa Hales - Jewett
([9) xkat to Sewpnpa Graham - Rothschild([3], [8]). Ta Sewpnpata avtda Sa anotedécouv
Kat ta faocika cuvduactikd gpyaleia yia mv anodeidn tou demprjpiatog rmukvotntag Hales
- Jewett (DHJ). To tpito kepdAato eival n anodegn tou DHJ evo to tedeutaio eival agie-
POEVO OF ONPIAVIIKA TTopiopatd ToU Jemprliatog autou. 1o t1€Aog TV Kedpadaiov 3 kat 4
Bpilokovral Sraypdppata pe ta Brpata tv arodeifemv tov Sempnpudtav rmou epmeptéxoviat
oE autd.

TéAog, poortadrjoape va rapabécoupe moAda napadsiypata kat va doocoupe ) Siaicbnon
nioe anod 1g diadopeg 16¢eg otig ornoieg Sa avapepBoue.






Kepalaio 2

To xpopatiko dswpnpa Hales -
Jewett

2.1 Oplopoi

Eervoviag 9a 60ooupe KAMO10Ug 0p1opoug ITou da Pag XPELaoTouV.

I. Xpopatiopoi - Aé§erg - MetabAntég ALe1lg Kal XOPOL MOU MApAayouv.

Me [k] 9a oupBoAidoupe to ouvodo {1,...,k}, 6mou k € N, evo av k,n € N pe [k]™

9a oupBoAidouype 1o ouvoAdo

A = {a anewoévion , a : [n] — [k]},

8nAadr) 1o ovvoro v n— Adwv pe autég g k Tpég 1) aAAidg 10 oUVoAo TV ALtemv

HAKOUG N pe autd ta k ypappara.
Av r € N tote r— xpopauopoé evog ouvorou A 9a ovopdloupe pia aneikévion

c: A—r].

Av topa iapoupe to "adgabno” [k|U{xy, ...,z }, 10t 9a ovopdoupe m— petabin-

™) A&En otov xwpo ([k] U {z1,...,2m})"™ kat 9a v oupBoAidoupe pe L(xq, ..

- Tm)

KABe menepacpévn akoloubia prKoug m amno ototyeia Tou mapandve ’aipadhtou’’
otnv omoia epgavidetal Touddyiotov pa opd kabe z; , yia kabe 1 < 7 < n. Ta x; Sa
ta Aépe petaBAntég.

Me (Y1, .-, Ym), OTIOU Y1, ... Ym € [k] 9a evvooupe v AéEn mou napdyestat ano v
L(z1,...,2y) av yia kabe 1 < ¢ < m aviikataow|coups 10 ; pe my upr y;. Etvat
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oapég ot 1) apandave Asgn avrket oto [k]™.
'Etot, opidoupe tv évvola tou m—81dotatou Xopou (1] m—X®Pou) Iou Mapayetdl aro
m m—petabAnw) Aégn L(xq,. .., %, ) va eivat 1o ouvodo:

{g(ylﬂ---aym) 1Y € [k],'b < m}

Fevikd ,;m—xX®po 9a evvooupe oroladrote t€tota SoPr mou nmePtypAPetal mapandve
evvonvtag ot urdpyet pa m—puetaBAn) AéEn £ rou va g divel undotaon.
E18wkotepa, av n = 1 o xopog rmou opioape Sa ovopddetat ouvduaotiky) ypapps).
Av W C [k]™ tote 9a oupbBodidoupie t0 0UVOAO TOV oUVBUACTIKGV Ypappov tou W pe
Lines(W).
1o onueio autd napammpouvpe ou yia kabe Vo= {l(y1,...,ym) : yi € [k],i < m}
Undpxel PUOLOAOYIKOG 1W00popdlopds Iy petady autou kat tou [£]™ mou opistal og
egng:

Iv . k" =V

ne
K™ 2 (a1,...,am) = lar,...,am) €V

"Exovtag tnv mapandve ansikoviorn katd vou, yia kabe k' € N e 2 < k' < k 9étoupe
Vv [k/ = {g(ala"'aam) ta; € [k/]al < m}

Av V givat o xopog (oUvodo) mou napdyetat and pla petabAnty AéEn Lz, ..., Tm),

nAadn V = {l(y1,...,ym) : ¥i € [k],i < m} éte pe V | k — 1 9a evvooupe tov Xopo

{l(y1,---sym) : yi € [k—1],4 < m}. AnAadyy , 6ndadry 6ot o1 Suvatoi ouvbuacpol
QVIIKATAOTAOE®V TOV PETABANTOV Z1, . . ., Ty artd ta k — 1 mpdta ypappata wu [k].

Mapadewypa 2.1.1. 'Eow k = 3,n = 4 xat ou najpvovue m 2—uetabint Aéén
L(xl,l‘g) =2 T 1 Zo,

OTOU X1, T2 Ol UETABIINTEG.
Tote
(1,1)=2111

eV 0 yapog V mou mapdyetat eivat 1o oUvoflo pe Ta TapaxKdi® oToLEla:

0(1,1)=2111
0(1,2)=2112
0(2,1)=2211
0(2,2)=2212
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II. (4,j)— avaddoiwtol undxwpot.

Eow i,j € [k],k > 2nei # j. Eoww eriong 2 = (21,..-,2n),¥ = (Y1, --,Yn) € [K]™
®a Afpe o6 ta z,y eivat (4, j)—1008uvapa av yia kabe i € {1,...,n} xat yia kdbe
a € [k]\ {i,j} éxoupe ou:

Z; = @ av KAl povo av y; = a.

AnAadty uo otokeia eivar (7, j)—1008Uvapa av Slagépouv povo oug éoeig rou naip-
VOUV TG TIHEG ¢ Kat J.

Opopég 2.1.2. Ectw k,n € Nk > 2 xaii,j € [k] pei # j. 'Eotw eniong S C [k]™.
To ovvoflo S rkafeitai (i, j)—avaidfoiwto av yia kade z € S kat yia kade y € [k]™ av z
Katy éwa (i, j)—toobvvaua 0te y € S. Fevikdiepa, éotw W ovvduactikog Undxweog
tou [k]". 'Eva S C [k]" 9a Aé¢ystar o sivar (i, j) —avadfoioro otov W av Iy~ (SNW)
eiva (i, j)—avaifoiwto vrtoovvoio tou [k]", onou Iy 0 Kavovikdg LGOUOPPLOUSS TTOU
oploayie TPONYOUUEVGG.

[Mapatnpoupe 0Tl EVOOELG,TONEG KAl CUNMANP®OPATA avaAAoi®t®v UTIooUvOA®v eivat
Kat autd avaddoiota. O naparndave oplopog propet va enektabei eUKoAa yla xpopa-

TIOP0UG GG €§NG:

Opwopdg 2.1.38. Eow k,n,m,d € Nk > 2 xairi,j € [k] uei # j. 'Eoww emiong W
unoxwpog tou [k|" Gwdotaong d kai ¢ évag m—ypouatiopuds tou [k]™. Adue ot o xpw-
panouog ¢ eivai (i, j)—avaffoiwtog otov W av yia kade p € [m] 1o ovwodo ¢ ({p})
etvar (i, j)—avaifoiwto otov W.

Av 10 Tapanave woxvet yia éva urtoovvoilo V teov petabintov tou W ue |V| = ¢, ornou
t < d wte o W ovopaletai (i, j)—avaifoiwtog talng t.

TéAog avt = d 101e ovoudletar marpws avaiioiwrog.

Eipaote ,topa £1011101 va S1aTUNOOOUHE KAl va anodei§oupe 1o xpopatko Sewpnpa Hales
- Jewett.

2.2 To xpopatiro denpnpa Hales - Jewett

B@capnpa 2.2.1. (Xpouauxo Iedpnua Hales - Jewett.)

Naxade k > 2, r > 1 kawm > 1 undpyet puotkdg apduog N pe mu &g tbotnia:

TNa xkade n > N kat yia kade m—p@uatouo v ovvoiou [k]™ urdoxer HOVOXPOUATIKOS
r—6140Tarog UToY @POog.

O apwud¢ aviog N 9a ovpboiferar pe HI(k,m, ).

Anodedn.
H amnodeign nou da dwooupe avrket otov S.Shelah n oroia dev eival n mpotn anddeisn
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rou 800nke yu autd 1o Sevdpnua. ITAeovektel @OTOO0 CUYKPITIKA PE AUTHV OTo otl Byadet
oAU KaAUtepa @pdypata ya tov aptdpo HJ.

H anébdedn 9a yiver pe enayoyrn oto k.

H niepirtwon k = 1 eivat mpogavrg, yU auto urobBetoupe 6t k > 2 kat ot £xoupe arodeiget
10 {nrovupevo yia dda ta j < k.

H anddeidn tote, ival Apeco anotéAeopa tou eEng Appatog:

Afppa 2.2.2. 'Ectw ng, ny, ne > 0 kar m > 1. Tote yia kdde m— YpwUATIOUO U)X EL
arxépaiog n, ue mv ¢ 1d10tIa :

Av nape onowbnnote xapo swdotaong n + ng nou va gvat (i, j)—avaiioiotog tang no,
10te 9a mepiEyel Umoxwpo Siaotaons ng + n1 + ng mou Ya eivar (i, j) —avaidfoiwtog taéng
ng + ni.

Av uroBéooupe oti 10XVl 10 Afjppia tote raipvoupe v anodeidn tou Sewpnpatog wg e§hg:

Anoéds1¥n tou xpopatiroy Sewprpatog Hales - Jewett]2.2.]]

[pogpaveg o xopos [k + 1] etvar (4, k + 1) —avaddoiotog tagng 0 yia oroodrnote n kabog
o1 otaBepég AgEelg apapévouv avardointeg otav addagoupe 0 i pe k + 1 pag xkar dev
£xouv kapia petaBAntr)

Egappoloupe £tot 10 napandve Afppa ya (ng,ni,ne) = (0,7,0) ,6rouv n = HI(k, m, )
(rrou eival yveotd ano v enayeyiky pag urobeorn) Kat emopéveg Undpyel n Katl n—=a1dotatog
unoxepog V tou [k + 1] mAnpes (4, k + 1)—avardoiertog.

'Eote ¢ évag m—xpopauopdg tou [k]™.

O Xp®HATIoN6S autég erayet évav ¢ xpopatiopd wou [k]7 pe ¢ (2) = c(Iyx(2)).

Ao v enayoyiky pag urnobeon opwg urndapxel r—oaotatog vrioxwpog W tou V' [ k po-
VOXPOUATIKOG.

To V 6pwg etvar mnpeg (i, k + 1) —avardoietog kat ernopévag propovpe oug dtoelg ep-
@PAviong TV PETaBANT®OV IO IapdyouV T0 X®WEO VA AVIIKATACT)OOUNE 10 ¢ e k + 1 oto W
X0pig va aAddget 1o xpoua, agou W C V.

Enopéveg ¢xoupe 1o {nrovpevo kat n = HI(k + 1, m, ). O

AnoSekvUoupE THpa 10 ANPa IoU XP1OHOTION)0apeE .

Ano6deifn tou Afppatog
H 16¢a g anodeigng spgpavidetal 1én oty nepirmeon (ng, n1,n2) = (0,1, 0) wmv oroia xat
9a &eiSoupe mpora.

Anppa 2.2.3. '‘Ecteo r > m, onou m 10 gUpog 10U xpwuatouoyv. Tote kade r—yxwpog V 9a
Tepiéxel ovvbuaotin ypauur (i, j)—avaidioiwt.

Anodeln.
"Eote xopog V mou napdystat andé ) r—petabAnt Aégn L.
[Maipvoupe otoixeia ug, ..., U, € V @g NG :
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wo =2 (G, i)ur =05,y 5)s e = (60, ... 1).
————
M
Apou r > m and v apxn Ing nepilotepoPmAtds éxoune 6tt undpxel 1 < k < k' < n wote
1a Ug KAl Uy va €X0UV 1o 1810 xpoua.
'Eote p Kat py etvat ot 9¢on mou Ppioketat to tedeutaio ¢ ota uy Kat uj, avtiotoxa Kat
unoBétoupe xwpig PAABnN tng yevikottag ot pr < Pk -
AMNAA auto eivatl to 1610 pe 10 va Iovpe 0Tl 1) CUVOUAOTIKI) Ypappn :

Ly iy Ty s ey Tpysy sy e s )
—_——
Pk Pk’ —Pk =Pk’

eivat (i, j)—avaddoiom).
[Mpdypatt av 600 v TPn j ota Ty, , TOTE APV T0 Ui eve av 8o® v Tyr| ¢ ToTe
naipve 1o uj, ou éxouv 1o ib10 xpopa.

Enopévag €xoupie to {ntoupevo. O
Mapadewypa 2.2.4. X0 [k]5 , Ta U, - . . ,us 9a Nrav avtioroya ol OPES TOU TAPAKAT®

mivaka: S

uy o

t 7 93 7

e EAE A A

A= us | = . . . . A

T 4 1 j J

U4 . . . . .

I A |

us . . . . .

R A )

£V6) av UT0dE0w OTL 10 Ug KAl T0 Uy eival povoypouatka 1t gival (i, j)—avaifoiwtn kai n
ovvduaotiky ypapuun mov tapaystat ano m puetabinm Aeén

ix 21 ]

[Mepvape topa oty anodeidn g YEVIKNG MEPIMIOOoNG.

H anoden 9a yivel pe enaywyr) oto n;.

H nepirmtoon n; = 0 elvat tetpippévy (maipve tov {ntovpevo unidxmpo va eivat o 16106 o
X®POg).

YroBetoupe Aowrtov ot np > 0 kat o €xoupie 10 {nrovpevo yua ng — 1.

Enopéveg ano v enayeyiky pag unobeson yia myv tpiada (ng + 1, ny — 1, ng), 6mou ng, na
tuxaia unapyel aképaiog n. oote kabe xopog VY diaotaong ng+1+n., (4, j) —avardoiotog
14&ng no + 1 va mepigxet unoxepo V' Sdotaong (ng + 1) + (ng — 1) + ny = ng + ny + na,
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(i, 7)—avaddoioto w&ng (ng + 1) + (n1 — 1) = ng + n;.

"Etot, yla va oAorAnpoooupe v anodedr) pag , apkel va Bpoupe n apKetd peydalo wote
KOs xopog V diactaong ng +n, (i, j)—avaddoietog kat ta€ng ng va nepiéyet undoxwpo V7
dwaotaong ng + 1 + n., (1, j)—avaddoioto kat tadng np + 1, yiati tdte and myv enayoyiks)
unoBeon Kat ) oudnnorn nou nponynonke Sa mepiExel Kal mepetaip® vnoxmpo Sidotaong
ng + ny + ne,(4, j) —avaddoioto 1agng ng + ny mou eivat o nrovpevo.

210 onpeio auto xpetadetal va £10ayoupe KATO0UG aKOPa oUB0A10110UG.

Yrodé€n L’ pia petaBAntng AéEng L 9a ovopdioupe pia petabAntr) A4En mou o mapaympevog
ar’ authy Xwpog eivatl unoxmpog (UrooguvoAo) Tou ApaAyOHEVOU XOPou art v L.
[Ipogpavaog to TAR0og petaBAntev g L’ etval mikpotepo 1y ioo autou g L.

AU0 unoAégetg g ¢ Kadouvial CUPIMANPEIATIKEG av 01 PETAaBANTEG TG pag Kat tng aAAng
arnotedouy Siapépion v petabAntov g L.

‘Eow wpa L = L(xy,...,2,) ma r—uetabAnm) Aégn,{z1,..., 2.} = JUP,JN P = () xa
Ly = Ly(z;,2; € J),La = La(z;,x; € P) 800 unoAéteis g L.

Téte oupBoAidoupe v ”/ ouykoddon ” tov Ly, Ls pe Ly Lo. E161kdtepa, 6tav yia xdbe x;
petaBAnt) g L xat yia kabe ; petaBAnt g Lo woxvet ou ¢ < j wote n ' ouyxoddwon
ovonddetal Quotlodoyikr) kat oupBoAietat pe L Lo.

Mapadewypa 2.2.5. 'Eowr =3,k =2,n=4ra
L = L(z1,22,23) = 123 21 3, L1 = Li(w2) = 1 23, Ly = Lo(x1,23) = 21 3.

Tote
Li\LQ =1 T 1 Tz = L.

Avtiototxa opidovrat o1 mpdgeis " kat ” yia unoxdpoug (opidovtatl otig Aéelg mou toug ma-
payouv) .

Ermotpépoupe topa oty arnodeln.

[Ipogpaveg prope va urtobeowm ot n > N, + 1, ylati av ioxvet 1o {NToupevo yia KAoo n
nPOPaveg 10XVUEL KAl yid Td PeyaAutepa.

'Eoww V' tuyxaiog unoxwpog didotaong ng + n kat Vy o ng—unoxepog tou , rou eivat
(i, j)—avaddointog unoxwpog MmMANPoug Tagng, aro v unobeon) mou KAvape Ot TET010g
UTIAPXEL.

Opidoupe Wy xwpo Sidotaong n,. Kat Zy Xwpo didotaong n — N, OOTE:

ATI7A
V =VyWyZ
1) tautidovtag tov Z pe tov [k]”_"* HEO® TOU PUOIOAOYIKOU 100H0pdLojou [z, :

V= Vi We I, ([K]" ")
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Lno+n

Opidoupe opa m " Xpopatiops (moduxpepatiopds) ¢ ou [k wg e8ig:

é(a) == c(bAc/\IZ0 (),

ya kabe b € Vy xar ¢ € Wy

[Maipvoupe n — N, peyadutepo 1) i0o tou mk" T

Egappodoviag 1o mponyoupevo Afjppa priopoupe va Bpoune (i, j) —avaAdoiotm cuvbua-
oukr) ypapun ¢ v [k gote :

' (i) = e(t'(5))
1] aAA1®g Tyaivoviag otov apXiko XpOUATIoNo
c(b+c+ Iz, (0'(i) = c(b"c Iz, ('(5)),

ya kabe b € Vg xar ¢ € Wy.
Maipvoupe topa tov (ng + 1 + n.)—xopo V" nou opidetat cav :

V" = VW 5, (),

8ndadn n "outeudn” tou Vi Wy pe tv ewxéva péow tou Iz, g avarloietng ouvbuacukng
ypappng tou [k]™ "™ mou etvat amno tov opiopod tou Vy kat mv kataokeur] g ¢ avaddoi-
WTOG XWPOog Tagng ng + 1. O






Ke¢paiawo 3

To 9ewpnua Graham-Rothschild

3.1 Kamnouwa aropa dswprjpata ouvéuaoTikng

Zuv napdypado auvtt] 9a arodeioupie 10 Yewpnpa 1oV MEMEPACPEVEV TORGOV TIoU da Xpn-
OIHOTTIOIo0UE Yia TV arnddeln tou rnenepacpévou dewprjpatog Milliken-Taylor ou Sa
XPN OO0 COULIE HE Tr) OE1pd TOU Yid )V anddeidn tou Sewpnpatog Graham -Rothschild,
10U Baocikou arotedéopatog autou tou Kedpadaiou. [Mpwv diatunidooupe kat arodeifoupe to
dedpnpa oV MEMePAcPéveY TOPROV 10ayoupe KATolov oUpBoAlop6 ou S9a pag xpetaotet.

Mze 10 oupBodo P, cupBoAiloupe ta urtoouvoda tou [n] kat pe 1o oupBoro FU(D), érou D
MEMEPAoPEVH CUAAOYT EEvav avd 600 urmoouvodmv UoKoOV apldpov Sa cupBolilouyie to
ouvolo

FU(D):{UDi:DieD,iEIKm@#TgI}.
€T

Erdong av ay, . ..,a, € Npe FS({a1,...,a,}) 9a oupBoAiloune to ouvolo :

FS({a1,...,an}) = {Zai:@;&TGPn}.

€T

Av T éva urtoovodo @uotkoy téte pe [T7]° 9a oupBoAioupe TV O1KOYEVELd TOV UOGUVOAGV
T0U P& TANOKOTTA 7.
Axkopa opioupe Siatadn < ota urtoouvoda tou N wg e8ng:
Av Dy, Dy C N 1012

D1 < Dy <= dy < do,
ya kabe dy € Dy kavdy € Ds.
TéAog pe a(I), érou I'P,, Sa oupBodioupe tov apOpd >
decdpnpa van der Waerden (BA.) 1o oroio Aéet 10 €€1G:

e @i Ertiong Sa xpetactovpe 1o
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Oewpnpa 3.1.1. (Van der Waerden)

Av k,m € N 10te undpyer puoucog apduog N = N (k, m) ue mu e&ig i6iounia:

TNa kade un tetpupévn apunuun mpoodo P otoug akspaioug, pe |P| > N kai yia kade
M— XPOUATIOUS autig Utdpxel un tetoyuuévn uronpdodos P ue |P'| = k.

[epvape Aowutdv oto dedpnpa Folkman nou pe ) oepd tou 9a pag dwoet 1o Sedpnpa tov
[EMEPACHEVRV TOPMVY. ET0 onpeio autd prnopei kaveig va det oto Sdypappa 3.1 myv adn-
Aovuyia 1wV SempnPdt®Vv autou tou Kepadaiou, Tt Hivel 1o kabéva kabng Kat T Xpeladetat
10 Kabéva ar’ autd yla va anodeiytel.

@copnpa 3.1.2. (Folkkman.) Av k,m > 1 undapyet F = F(m, k) guoutcog apduog pe mu
eéne wboma:

Av apoupe n > F xai tuyaio m— ypwpatouo v [n] wte undoyouv ay, . .., a € [n] dote
o FS({a1,...,ar}) va eivar povoxpwuatiro.

TMa v anodedn tou Sewprpatog autou 9a Xpelaotoupe 10 e§hg Anppa:

Afppa 3.1.3. Av m, k > 1 101e undpyer Jetog axepaiog N = N(m, k) pe mu &g
wwomra:

Av mapoupe n > N kai tuyaio m—xp@wUatiouo v [n], e urndpyovv a1 < ... < aj Ue
a(I) < n ya kade I € Py, dote 0 ypouauoudg wu a(l) va eaptatar povo amo o max(I).

AnAadn Bpilok® oUVOAO OOTE TO IETEpAcéva afpoiopata TV OTOXEI®V TOU H1E KOO 1EYI0T0 Seiktn

va €xouv 10 1610 Xpwpa.

An6de1§n tou Afjppatog.

Eowo m,k > 1 ka1 W(m, k) o puoikdg apiBpodg rou mpoxurttet and 1o Sewpnpa Van der
Waerden yia m—xpopatiopo.

®a kdvoupe enaywyr] oto k.

IMa k = 1 dev éxoupe va eioupe katt.

"Eote dowov k> 1.

Haipvoupe n = n(m + 1) = 2W (m, n(m, k)).

'Eote doutdv tuyaiog m—xpopatiopog tou [n]. Av xowdgoupe povo t {n/2 +1,...,n}
Bpilokoupe agy1,d pe n(m, k)/2 < ar41 ©OTE 10 GUVOAO:

(8.1 {ag+1 +Ad: 0 <X <n(m,k)}

va givatl 1ovoXpeHATIKO.

Topa, tautidoviag 1o d[n(m, k)] pe 1o [n(m, k)] Bpiokoupe a1 < ... < a, 6ha daiperd anod
d pe 1o aBpoiopa toug va eivat 1o oAy dn(m, k), dote ta aq, . .., a, va enaAndevouy v

EMAYMY1KY] Urtobeor.

®cwpovpe A = {a1,...,an41}-

Tote yua j < k + 1 wa a(I) 6nou maz(I) = j eival povoxpeopatikd and v enayoyikn
urnoBeorn).

Av topa max(I) = k+1 wte a(l) = ag41 + Ad 6mou 0 < A < n(m, k) xat apa éxet to 1610
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Xpoua e ta urddourta Ady® tng
Enopévag €xoupie to {ntoupevo. O

An6dz18n tou 9swpnpatog Folkman.

Haipvoupe F'(m, k) = n = n(m, (m—1)k-+1), orou n tou Afjppatog kat tuxaio m—xpopatiopo
tou [F.

Enonéveg Bpiokoupe a1 < ... < @(p_1)k+1 OTO0 [F] mou va 1xavoroouy to Afjppa.
Endyoupe énerta xpopatops wou [(m — 1)k + 1] xpeopatidoviag xabe otoieio ¢ autou pe

10 Xpopa wv a(I), érouv max(I) = i.

Ao v apyr) g neplotepodoAidg Bpiokoupe S C [(m — 1)k +1],|S| > k povoxpepatiko
OTOV EMAYOPEVO XPOHATIONO.

[aipvoupe A = {a; : i € S} xat éxoupe ou 1o FS(A) eivat povoxpepatuko xat dpa £xoupe

10 {ntoupevo. O

[Mepvape topa oto Yepnpa TV MEMEPACPEVEV TOPOV TTOU AEEL TO €81 :

Ocpnpa 3.1.4. (Osodpnua 1@V TEXEPATUEVOV TOUDY.)

Na kade k,m > 1 undpyet F = F(k,m) éto1 oote:

Avn > F kai tdpouvue tuyaio m— ypwuattoud v Py, 10te utdpyet oucoyeveia D Evwv ava
6vo ouvdfev ue |D| = k wote n FU(D) va eivar povoxpwpatusr.

H anodedn otnpiletat oto 9empnpa tou Folkman kat ¢ éva Afjppa mou eivat pia engkraon
10U yveotou Sewprpatog Ramsey:

O@copnpa 3.1.5. (@eadpnua Ramsey.)

Na kade k,t,r > 1 unapxet R = R(k,t,r) ue mu efrg¢ i610ma:

Av ypouaticovue pe r— xpouata ta vroovvoia touv | R] minducotntag k ote unapyetT C [R)
ue |T| = t wote 6/a ta unoovvoid tou Tinducdniag k va eivar povoypwuatikd.

To Afjpppa mou IPOKUITTEL ATTO TO MAPArnave Jempnpa kat da xpetactoupe eivat 1o eEng:

Anppa 3.1.6. 'Eow k, ¢, t 9etucoi axépaior. Tote undpyet 9etucog axépaiog m pue mu e8¢
wwmra:

Av C C N, |C| > m nengpaoucvo 1dte vnapxer V C C ue |V] = t, dote yjakade 1 <1i < k
va gxouue [V]i uovoypwuatko. Anfdabrn ofor ta vmoovvoAa idiag minducomntag va sivai
uovoxpwuatKa.

Anoden.

'Eow k, ¢, t.

Téte ano 1o Sevpnpa Ramsey uniapyet R = R(c, k, s) dote yia kabe c—Xpopatiopod tou
[{1,...,R}]* unapxer T C [R] pe |T| = s oote 1o [T]* va eivar povoxpopatixé.
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Opidoupe wopa ny, ..., ng ©S eEAS:

n1 = R(c,1,t)
ng = R(C, 2) 77/1)

n; = R(C; iy ni*l)a

yal<i<k.

Opidoupe m = ny, kat naipvoupe |C| > m.

Tote untapyet Cp,_1 C C e [Cp_1| = ngp_2 kat [Cr_1]* povoxpeopatks, ané tov optopd
TOU Ng.

AT6 10V 0p1opd t0u ny,_o urapxel Cy_o2 € Cr_1 € C pe Cp_a| = np_3 xat [Ch,_o]F !

HOVOXPOUATIKO .

AnAabdr) ta vrtoouvora tou C o mAnOwkoutag k (agou niepiexetat oto C') kabmg Kat avtd
mAnOwotntag k — 1 (agov nepiexetatl oto Ci—1) Badovial aviiotoxa PHovoXPOHATIKA.
'Etotl , ipoxwpoviag aviiotpopa Ppiokoupe:

CocCrC...CC,=C,

orou |Cp| = t xat yua xaBe 1 < i < k 10 [Cp]® eivar povoxpeopatikd Kat dpa £Xoupe t0
{ntoupevo. AnAadny oto Cy 1o Xpopa kaBe urocuvédou egaptdtat anod v mAndikdttd tou
Katpovo. O Topa to dedpnpa mou INtdpe TV MEMEPACHEVOV TORMV TIPOKUITIEL ©S £ETG

and 1o nmapandve Anppa:

"Eote dowov F' = F(c, k), o 9sukodg aképaiog rou pag divet 1o Sewpnpa Folkman.

"Eote eniong 1o m mou npokurtet and 1o Afppa ya |C| = F(e, k) xat ¢ tuxaiog xpopat-
opog ou Py,.

Anod to mponyoupevo Afppa unapxet C C [m] pe |C| = ¢ = F(c, k) dote ya xabe
1 <i < F(c, k) éxoupe [C]* povoxponatiko.

Endyetal guoloAoyiKkda eMOPEVRG C—XPOHUATIONOG OTI0U 1] KaBOe MANO1KOTNTA UITOOUVOAGV
[F'(c, k)] xponatiget otorxeia wou [F(c, k)).

A6 10 9ewpnua Folkman topa undpxouv aq,...,a; € [F(c, k)] wote FS(aq, ..., a) po-
VOXPOUATIKO.

Agou
k
Z a; < F(c, k)
i=1
urndpxert D = { Dy, ..., D} ouddoyn) §évav ava §uo unoouvérev tou C ta oroia priopoupe

va ta ermAédoupe wote D1 < ... < Dy (pag 6ivel i block popgrn oto Graham-Rothschild)
pe |D;| = a; yia kdBe i .
[Mapatnpoupe o1t 0 MANOAP1OP0g oro1acdAmote £vong Toug, adpou autd sivat &éva eivat
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otoixeto tou FS({ay,...,ar}) kat étot énetar ou endaywv xpepatiopdg kaver my FU(D)
HOVOXP®OUATIKY).
Enopévag €xouie to {ntoupevo. O

Topa and 10 Mapandave de@pnia IIPOKUITEL £va aKOd YV®OTO arotédeopa g dewpiag
Ramsey 10 oroio oucwaotika 9a pag xprnotponotrjooupe yua v anddeign tou Graham -
Rothschild. Auto eivat 1o nentepaocpévo Sedpnua Milliken -Taylor.

M F = (F1,. .., F,) owoyévela unioouvodev tou N pe maz (F;) < min(Fj), yua i < j 9a
v ovopadoupe block axkoAoubia.

Mua G = (Gy,...,Gm) 9a Aéyetat block urtakodoubia g F av G; € NU(F).

Av F | m sival ) owoyeévewa F1, . .., F, tdte BabBog g G eivat to péyioto m yia to oroio
n G etvat blockuriakodoubia g F | m oupBodietat pe depth »(G).

T#Aog ,y1a kaBe m € [n] opidoupe:

Block™**(F) = {G € Block,,(F) : depth=(G) = n}.

B@copnpa 3.1.7. ([Tsnepaouévo Yedpnua Milliken -Taylor)

Ina wade d,m,r € N ued > m vrapxet N € N ue muv &g i6ioma:

Avn > N, 1ote yia kade block arxofovdia F e unrog n kat yia kade r— XPWUATIOUO TOU
Block,,, F vrapxet G € BlockyF wote Block,,,G va givar povoypepatuco.

O gflaxiotog apdudg ue avtr; mu 6oma 9a ovubofiletar ue MT(d, m, r).

Tnv anédeign propet va v Bpet kaveig ota [8] xat [T1].

3.2 To 9thpnpa Graham - Rothschild

[Tpw dratuniwooupe autod 1o Fevpnua da xpelaotei va elodyoupe g £vvorieg tng block Aégng
Kat tou block xwpou.

Av L(z1,...,z,) ma r—petabAnt) Aégn , tote autyy 9a ovopdletat r—block petaBAnt) AéEn
av Kapud epgavion mg ;41 0ev ponyettat ing x;, ywa kabe 1 < ¢ < r — 1. O xopog mou
napayet pa térowa AéEn Sa ovopddetal r—block xodpog.

Hapadewypa 3.2.1. 'Eotw k = 2,n = 5 kair = 2. Téte 2—block AéEeig tou [2]° eivar ov

1Z1£L‘12(L’2

2 X1 Io 2 o,
V@ 1eT01EC OEV glval ot

1])2.13121‘2

2$1 $22$1.

'Exoupe mAéov ta epyadeia yia va anodei§oupe 1o Sewpnpua Graham - Rothschild. Ta
Vv anddellr) ou 9a XPnoIPomotjooulie 10 Xpeuatiko deopnpa Hales-Jewett kabwg kat
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10 nenepaocpévo Sewpnpa Milliken -Taylor. 'Eva niopiopa tou Sswprjpatog Graham - Ro-
thschild mou 9a 6ei§oupe oto 1¥Aog tou Kepadaiou da arotedéoel Baocikod gpyaleio ng
anodegng ou dewprpatog nukvotntag Hales- Jewett mou 9a arnobeioupe oto emopevo
KePpdAato.

O@copnpa 3.2.2. (@edpnua Graham-Rothschild.)

TNa kade k, m,r,t € N unaoyst N = N(k, m,r,t) ue v &g i6iouia:

Na kade n > N ka1 yia kade m— ypouatioud v r—block vndywpov tou [k]™, undpyet
t—block vndxwpog V' wote oot ot r—block undywpoi tou V' va eivar povoypouatikol.

Tov apduo avto 9a wov ouvpbofifouue ue GR(k, m,r,t).

n

Anodedn.

H otpatnykn tng anddeigng eivar va xpnowonotrjooupe to Hales-Jewett wote va mepa-
OOUIE O £vav UMOX®PO OIT0U 0 XPWHATIoRog tov block urnoxopmv efaptdtatl povo armod t
9¢éon tov petabAntov .

'Eotw L > r apketd peyddo (9a 1o ermAé§oupe otn ouvéxela ). Tote:

Afppa 3.2.3. Yrdaoyet My € N cote yia xade m— ypwuatioud v r—block ywpwv tou
(k)M 1H (=1 Gr0u¢ onoioug Sev eupavilovtar o1 ustabntéc oug mpwteg My 9éosic, umdapyel
petabinmi Aégn Wi (z) tou [k 6ote yra kade r— block perainm A¢en U(z1, . .., z,) t0U
[k]E~1, 10 ouvofo

{wl(l)AU(ml, cey ), w1 (2) U (1, oy )y e wi (K) U (221, ,xn)} ,
va givat HovoxpWUATIKO.

Hapatipnon 3.2.4. Agou ot uetabintég dev supavitovial oug mpwteg My 9éoeig 0te é-
xouue ou [k]Mi~ k)Lt = [K]Mi+ (=D snaadn n " ovleuén’ sivar guotofoyikr kat doa ta
napanave £xovv vonua.

Anoéden.
‘Eote ¢ évag m—ypepatiopdg v r—block xopav tou [k]M1 = garw € [k]Mr,
Téte, yia kaBe r—block Aé&n U(xy,...,x,) wu [k]*~! 10 w U(xy,...,7,) éXel karow

xpopa. Tote, mpokUITtet o £§1g XPWHATIONOG |
& [ = 1N,
érou K 1o mAn80g tev r— block xopav tou [k]F~1 pe:
c(w) = (c(w™Uy),...,c(w™Ug)).

Ernopéveg and to Seopnua Hales-Jewett unapyet M7 apkouvieg peyado kat W(zx) peta-
BANT) AéEn tou [k]M1 dote o
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va eivatl povoxpopatko. Andadn,
cw(l) = cw(ze) = ... =cw(xy).

Kottovtag 616G tov 0p1oj10 10U ENAYOLIEVOU XPOUATIOROU BAEmOUpE OTL £X0UE TO {Ntou-
Hevo .

Me tov 1610 1poro Bpiokoupe My dote ylia kGOe m— xpopatiopd r—&idotatwv block xo-
PGV TOU [k]Ml+M2+(L ~2) oroug oroioug Sev epgavidovial ot PetaBAnEg otig 9Eoelg {M; +
1,..., My}, uniapxet petaBAnt AéEn Wa(z) tou [k]M2 dote yia kaBe r — blockpetaBAntn

A£EN g popdng u " wo () v, omou u € [k]Mt xar v € [k]F2 |, 1o xpopa g u"ws(t) v
Sev egaptdtat aro o ¢, otav 1 <t < k.

[TpoYX®P®VIAS EMAYOYIKA , UE AUTOV TOV Tporo, eruAéyoupne My, ..., M mou va éxouv v
avtiotoiyn &6t ta yia kabe M;, 1 < ¢ < L.

®¢toupe:

M=M +...+Mrg.

'Eoto 10pa m—Xpe@PRatiopog tewv r—dtactatev block xopwv tou [k‘]M .
Aro v ermdoyr) ou M, unidpxet petaBAnt Aggn Wi (z) dote 1o xpopa kabe v~ wy,(t) ya

kd6e 1 — block A¢En u tou [k]Mi+F+Mi—1 yq unv efaptatal ané 1o t € [k].

An6 v ermdoyr) tou M, _; unapyet petaBAnt Aégn Wi _1 (x) dote 1o xpopa g u”wr,—1(t) " wy (yr)
va pnv efaptatat and w ¢t € [k] yia k4be u xat yr, € {1,...,k,2,} ya ta onoia to
uwr,—1(t)wyr (yr) etvar n — block Aégn. (A@ou £xoupe eruhégel dndadr) 10 wy, 1OV KOTtApE

oav 1-xopo g petaBAning x, mou £xel tnv ermIAéov 1810tTa Ot 10 T, eppavidetal otg

9¢éoeig mou bev ennppealouv 10 Xpopa!l)

TIpox@poUpe P Tov 1610 Tporo péxpt n Wi(x), tou [k]M1, va éxet ermdeyet dote 10 xpoua
ou wi (t)"wa(y2)” ...~ wr(yr) va pnv egaptatatl anod 1o t € [k] yia xkabe r — block peta-
AN A&EN yays - .- yL € [K]*.

O Intoupevog undxwpog tote eivat o {Wi(y1)"Wa(y2)"™ ...~ Wr(yr)}-

Topa, 0 m—YpeRAtiopog v r — block Aétewv Tou apandve XHPOou £mayel £éva Xp@patt-
016 v AéEE@V Y19 - . . Y1, TIOU Sev eivat aAdo ard 1o ouvodo v 7 — block AéEewv tou [k]F.
O xpepauopdg autdg £xet myv 1819tta 6t 1o Xpopa pag Aggng L(zy, ..., z,) egaptatat
povo and ug Joeilg mou kataAapBavouy ot Xy, . .., Tp.

‘Apa, emdyetat £évag Xp@HATIoRdg T@V UMOouvoAev {ay, . . . , a, } mAndwoutag r ou {aq, ..., ar},
010U @; T0 0UVOAO T®V S¢oswv epdaviong g PETaBANng ;.

Enopéveg petappaocape 1o mpoBAnpia oe mpoBAnpa XpoHUATIOPRoU UTOOUVOA®V T®V QUOL-
KOV aplOpov.

Mapadeswypa 3.2.5. Av L(x1,...,23) =121 21 1 22 23 23 0L

{ah az, CL3} = {{374}7 {6}7 {77 8}}
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AnAadny apkei va dei§oupe ot untdpxetl L apketd peyado oote va uridpyxet block urntakoAou-
9ia tou pnkoug t ®ote 6Aeg o1 block urntakoAoubieg g PrKoUg r va eival HOVOXPOUATIKEG.
Auto opwg 1o £€xoupe and to nienepaocpevo Sedpnpa Milliken-Taylor mou avagépapie ripon-
YOUPEVRG.

'Etot, aipvoviag autég g t—ada 9toswv €xoupe tg 9€oelg TV 1, . . ., Ty TIOU YEAOUNE.
O

To mépiopa autoy ToU dempriatog rmou pag divel pia oAy onpaviks) dixotopikn 1516-
mta v unoxepev wu [k kat S9a naigel Baoikd podo omv anoddein tou Jewprnpatog
nukvotntag Hales - Jewett eivat to €€ng:

IIpdétaon 3.2.6. Ia kade axépaio k > 2 kat yia kade axépaio m > 1 undpyel axépaiog N
ue v axojovdn 16onia.

TNa xkade n > N kat yia kade ovvoio L amno cvvbvaotikes yoapués wou [k]" vrnapxet evag
m— unoxwpog V tou [k]" xar uaiiota block cote :

eite  Lines(V) C L  ,eite  Lines(V)NL =0,
O gfayotog axgpaiog N pe avtyy v b10tia 9a ovubofilerar ue GR(k, m).

Anoéden.

'Eotw £ oUvolo and cuvduactukég ypappés tou [k]™.
Opioupe 2-xpopatiopd tou [k]™ wote o L va eival povoxpopauko, m.X prie kat Kabe
AAAn ouvduaoTiKY] Ypapp rmou 8ev AviKeL O AUTO va €Xel AAA0 XPOPA,IT.X KOKKIVO.

Téte ano 1o Sewpnpa Graham-Rothcehild uniapyet evag m— unoxepog V tou [k]™ rou 6Aeg
TOU Ol OUVOUAOTIKEG YPAPES VA lval LOVOXPOIATIKES.

"Etot eite 9a sival 6Aeg pride kat apa da rnepiéxoviat oto L (apou autd ival 1o 6Uvoro dAav
Tev prie) eite 9a stvat dAeg kOKKveg kKat dpa Lines(V) N L = ().

'Etot ¢xoupe 1o {ntoupievo. O
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Wan der Waerden

Xowpatuo Jsdpnua
Hales - Jewett

Folikkman

2

¥

Bgopnua TV
TEMEPACUEVDOV TOUDV

ITemepaoucvo Jewpnua
Milliken-Taylor

Ramsey
Xaepog otov omoio
10 xpoua v block
unoxwpwv efaptarar
uovo arn’ m 9éon
WV petabintov
Graham-Rothchild

xfua 3.1: Aldypappa tng arodeigng tou Sewprpatog Graham-Rothschild.






Ke¢palaiwo 4

To dewpnpa nurvotntag Hales -
Jewett( Density Hales - Jewett)

4.1 Oppoi Kat KANOLEG XPNOLHES NPOTACELS

[Mpw datuniwooupe kat anodeifoupe 10 Baocikod Sedpnpa autoy tou kepadaiou adrd xat
G £pyaociag yevikotepa, 10 deopnua rnukvotntag Hales - Jewett, eioayoulie Karmotlov oup-
Bodopo. Av A C [k]™, to6te 9a ovopdloupe mukvotnta tou A xat 9a oupBoAiloupe pe
dens(A) tov apiOpo

1A

k-

Av W C [k]™, tdte 9a ovopdloupe oxetiky) ukvotnta tou A oto W xat 9a oupBodidoune
pe densy (A) tov apOpo

dens(A) =

AN
densy (4) = ———.
(W
Emiong, yla kaBe un kevo nienepacpévo ouvodo X pe B, x 9a oupBoAioupe to péco 6po

1

| X ZZL’EX .

Av gival oadég o 11010 0UVOAO avapepOPlaote , TOTE AUTO ToV PECO 0po Sa tov oupBoAidoupe
ardd pe E,.

Osopnua 4.1.1. (@sdpnua nuxvotmrag Hales - Jewett )

Naxadek € N, k > 2 katryta kade 0 < d < 1 undpyet puoucdg apdudg N ue tv axdiovdn
wwomra: Avn > N kat A C [k]™ pe dens(A) > 4§, tote 10 A mepiégyxer ovvduaoticr yoauur).
O gflayotog N ue avtr v ibidmnia 9a ovuGoietar ue DHI(k, 6).

LV pwtn evotnta autou tou kepadaiou Sa arnodeifoupe pepikég mpotdoelg - Afppata
rou da pag Xpelaotouv oty anodeign.
A6 €66 kat oto £€ng 9a ypagpoupe "DHIY 6tav 9a yvepitoupe o DHI(k, §), yia kaBe
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0<o<1.
Ta pota 6o Anpuata rmou da xpelactovpe ta Sewpoupe dedopéva kat eivat Huo avioodtnteg
turou Markov.

Afppa 4.1.2. (1n avieétnra Markov.)
Eotw0 <e <1,N € Nkatay,...,an € [0,1]. Ynodérouue emiong ou Ecnja; > . Tote
ya kade 0 < &' < ¢, époupe ot :

{j€Nl:a; 2} = (e —€)N.

Anppa 4.1.3. 2n avicotnra Markov.)
‘Eotw0<e<1,N €N, ay,...,anx €[0,]1] katEjcnja; > €. 'Eotw emiong 0 < 6 < 1 kar
ona; <e+9,yiaradel < j < N. Tote :

{j €[N 1a; > 2~ 8} > (1-H)N.
H axkoAoubrn nipotaon) eivat 1o moAudidaotato avadoyo deodpnpa tou Density Hales-Jewett.

IIpdétaon 4.1.4. ([Tofvéidotaro Hales-Jewett.)

'Eoww k € N,k > 2 kat ¢0tw ou yvwpiloupe 1o DHK.

Tote yia kade axépaio m > 1 kai yia kade 0 < § < 1 vndpyer aképaiog MDHI(k, m, J) ue
mv axoflovdn wbwtnta:

Avn > MDHJ(k, m, ) tote kade A C [k]" pe dens(A) > § mepiéyer m— bdoraro undywpo .

Anodeldn.

®a yivel pe enaywyr) oto m.

H nepimmwon m = 1 eivat akpiBog to DHJ;. 'Eote Aoutov m > 1 kat du £xoupe arodeiget
10 {nTouUpEvVo PEXPL KAl TO M.

IMa kabe 0 < § < 1 Yéroupe:

5
MDHJ(k,m +1,5) = M + MDHJ (’ﬁmv 2(k+1)M> )

1)
orou M = DHJ (kz, 2).
Ioxupidopaote oti yi autr) Ty Aoy aKepaiou £XOUNE TO {NTOUNEVO.
Hpdypat, éote n > MDHI(k,m + 1,0) xat A unoouvodo tou [k]™ pe dens(A) > 6.
Téte yia kabe = € [k]" M opite

Ay ={ye[k)™: 2"y c A}
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‘Opog ,

= dens(A4) > 0.

‘Apa, ano to undpyxet untootvodo B tou [k]"~M pe dens(B) > % oote dens(A,) > g
yua kabe ¢ € B.

A6 v emdoyr ou M, yia kGbe x € B undpyet ouvduaotky) ypappn £, tou [k]M dote
£, CA,.

'Opeg 10 MARB0G TOV oUVBUACTIKGY Ypappov tou (k]
agoy eivat urtootvodo tou [k + 1]M)

‘Apa, amo v apxr g MePotepoP®Aldg urdpxel ouvdiaouky ypappr ¢ tou [kJ]M Kat
C C By

M givat to moAv (k + 1)M (mpaypat

1)
3 > -
dens(C) > TR
oote { C A, yia vabe z € C.
Agou:
n— M >MDHJ (k,m, 027" (k+1)~")

unapxet m—=idotatog urioxwpog W tou C ne W C C.
Bétoupe V = WL
Tote to V eivar évag (m + 1)—8idotatog unoxepog tou [k]” kat ipopaveg C' C A. O

To endpevo Afjppa pag Aéel ouolaotika Ot KaBe TUKVO uroouvodo tou [k]™ Slavépetat
egalpetikd opoldpopda av rneplopiotel oe kataAAndo vnoxepo tou [k]™.
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Anppa 4.1.5. Ectok,m €Npuek>2, m>1rxar0<e <1.
m
m
Avn > —— 10te yia kade A C [k]™ ue dens(A) > e undoyxer £ < n kar m—&idotarog
€

¢ Gote yta kade x € Vva €youue:

undywpog V' tou [k]
dens(A,) > dens(A) — e,
omov A, = {y € [k]"*: 2"y € A}.

Anédeidn. Ocroupe Vi = [k]™ xat napatmpovpe 6reg oty anddeidn g npotacng ;; ot
E.cv,dens(A,) = dens(A).
5

Kat raipvoupe pia tuyxovoa apibunon v otoeiov tou V.

Eoww p = R
Av 10 V; Bev kavorotei to {nroupevo tote undpxet 1 € Vi oote dens(A,, ) > dens(A) + p

[Tpaypat, xopis BAGBN g yevikotag priopoupe va uniobécoupe ot dens(A,, ) < dens(A)—
€ Kal 6t yia kabe i # 2 1woxvet 6u dens(A,,) < dens(4) + p.
Tote :

dens(Az,) + ...+ dens(A,,,.) < dens(A) — e + (K™ — 1)dens(A) + e = k™dens(A)

Kat dpa

Egev,dens(A,;) < dens(A),

rou eivat drorto.

‘Apa OVIwG UTIAPXEL TETOL0 7.

T ovvéxewa étoupe Vo = 21 7 [k ka1 mapampoupe 6t Ey ey, dens(A,) > dens(A) + p.
Av 10 V5 8ev 1kavoroiel 11§ anattrjoelg tou ANPPatog T0Te ORG PV UTIApXet T2 € Vo oote
dens(A,,) > dens(A) + 2p.

H S1ad1kaocia 9a tedeidoet petd ano [ p~! | frpata (av urodicoupe Tl PIOpoUHE va mpay-
natorotjooupe 160a) Kadag tote 1o dens( A ) > 1 mou etvar droro.

Tlp=1i+1
‘Opwg, apou unobéoape ot (|p~ 1] + 1)m < n éxoupe ta avaykaia Gote va paypatonot-
fiooupie 6Aa 1a Brpata g 6tadikaciag Kal EMOPEVRG £XOUNE TO {NTOUPEVO. O

To tedeutaio anotédeopa avtrg g napaypdpou eivat 1o akoAoubo :

IIpdtaon 4.1.6. 'Eoctw k € N pe k > 2 katr unod<rovue ot yvapifouue 1o DHJ .

Tote yia kadem > 1 ka1 0 < ¢ < 1 vndpyet axéparogc MDHI*(k, m, 0) ue mu &g ibétnia:
Avn > MDHI*(k,m,d) t6te yia kade A C [k + 1]™ ue dens(A) > § undoyer m—wdotarog
undywpog V wou [k + 1] eote V | k va nepiéyetar oo A.

Hapatfpnon: 10 onpeio autod mapatnpoupe otl av uropovcape exovtagou V [ kK C A
va naipvape 6t V' C A 9a eixape to Sewpnpa Hales-Jewett. Tinv npaypatkomnta n mna-
patjpnon autyy 9a pag odnyroet apyotepa oty Eprion g £vvolag tou (i, ) —avaidoiotou
UTIOX®POU ,£VVold TOU Xprotpornotrjoape 1én otv anodeidn tou Xpewpatkou dewprjpatog
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Hales-Jewett.

Anoédeln.
2
®¢toupe MDHI* (K, m, §) = g(k + )M M, 6nou M = MDHJ (k, m, %)
'Eotw n > MDHJ*(k,m,§) xat A C [k + 1]™ pe dens(A4) > §.
Ao 1o Afppa |4.1.5, unapyet £ < n kat m—=didotatog vnioxepog W tou [kz]é ®OotE yla Kabe
x € W va éxoupe dens(A,) > g.
®t¢touvpe Z =W [ k.
Tote, apevog éxoupe ot B czdens(A,) > §/2 xat eropévag Eyezdens(A,)|Z] = AN
(Z7[k+1"7%| agou :

(4.1) ANz k+1" 9N ANy [k+1]"H =0, av = #y.

Téte, and '[r]VKClI amno v napatpnon ot U Ay, = AN (Z7 [k + 1]"7%) éxoupe 6u

)
|Z|§ < Z dens(A,,) = dens(U Az,) =

x, €L
_AN(Z7[k+ 170
B (k+1)n—t

= dens(AN (Z7[k + 1]"7%))

Kat apa

0
(k+1)"12]5 < AN (Z7[k+ 1" 7).

Kat teAdikda naAt Adye mgE1]:
)
(27 [k + 1]n7e)|§ <|AN(Z7[k+ 1),

Agetépou , 1 okoyévela {27y 1 y € [k + 1]" 7} anotedet Siapépion tou cuvorou Z [k +
1]"‘Z o€ UrooUVoAa ong MAnOKoONTaAg.
Eropévag untdpxet yo € [k + 1] ¢ dote:

~ O~
AN (Z y0)|2§|Z Yol-

TMapatnpoupe ot 1o Z Y eivat 10opopdiko ue 1o [k]M .

Apa, ané v emdoyn tou M, unapxet évag m—>idotatog UOXwPEOS V tou Z"yo Hote
V C A. ~

'Eote V' o povadikég m—=aidotatog unoxmwpog tou [k + 1] pe V [ k=V.

Tote o V' eivat o {ntovjievog uroXwpos. O
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4.2 Bpiorovtag avaAloiTo UNoXwpPo

210 onpeio auto napvdpe oto Kupieg pépog tng anodeidng tou Sewprpatog Density Hales
- Jewett.

H an6deidn 9a yivel pe emayoyn oto k.

H niepimmwon k = 2 sivat 1o yvwotd Sedpnua tou Sperner. T'a va §oudéyetl Opwg mpernet va
Hetagppacoupe ta ototxeia tou [2]" oe otokeia tou P([n]). Autd yivetal xpnotponoioviag
TV AEIKOVIOT)

f12]" = P([n])

ou opidetal pe tov TUIo

f@)={jeln]:2() =1}

paypati, BAéroupe 6t av untapyouv A, B C [n] pe A C B téte ta f~H(A) xar f~1(B)
oxnpati¢ouv ouviuaoTIKY] YpappL).
‘Apa, 1o poBANua petappadetat oto 1006Uvapod tou:

Ocopnpa 4.2.1. Iaxade 0 < § < 1 vnapyetn € N wote av A ouidioyn touiayiotov 62"
otoieiov tou P([n]) tdte undpyovv A, B € Aue A C B.

Enopéveg ano Sperner apkei va deifoupe 6t yia kdbe § vrapxer n € N wote

= (i)

ou etvat mpopaveg Kabwg

"Eote dowtdv k > 2 kat ag unobeooupe 6t yvopiloupe to DHIy.
[Tpwv Sexvrjooupie mapouotadoupe KAmoleg aplOuntikeég otabepég rmou Ya Xpnotonoir|oou-
pe . Eldwotepa, yua kabe 0 < § < 1 9¢toupe:
6/4 00 on?
k

— Ratry =

4.2 =DHJ(k,0/4),0 = —F—— n=
(4.2) mo ( ) /)7 (k-l—l)gl—kg”n 48

To enaynywko Brjpa Sa yivel péow tng akodoubng dixotopiag:

Ipoétaon 4.2.2. (Density Increment Argument - Emiyeipnua avfaviuevng nuxvdmnrag.)
'Eotw k € N ue k > 2 xar unodérouue 6t yvwpifovue 1o DHI. Tote yia kade 0 < § < 1 kat
yia kade arépawo d > 1 vrapyet axépaiog N (k, d, 0) ue v axdioudn ibidtnia:

Avn > N(k,d,é) kar A C [k + 1]™ ue dens(A) > ¢ , 101e eite 10 A mepiéyer ovvbuaotikn
yoauun , gite unapyel évag d— daotarog undxwpog V tou [k + 1]™ wote densy (A) > 6 + /2
omou vy elvar onwg ot (4.2).
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Xpnowonowoviag v Ilpdtaocn ,ot apiOpoi DHI(k + 1,6) mpokeirtouv péow piag
Sadikaoiag emavadnyng onwg Sa deifoupe oto 1édog. Av 10 TOTEWPOUNE P0G TO TAPOV
auto pével va deifoupe v npotaon

Anoddedn. H anodedn Paociletal oe pia oepd ano Anppata. YrevOupidoupe oti aro 6w
Kat oto £8hg Yewpoupe edopevo ot yvopioupe ta DHJ. Emiong, yia kdbe aképato m > 1
kat 0 < e <1 Sétoupe:

(k+ 1)mm'

(4.3) n(m,e) = -

To mpoto Afjppa pag Aget 0Tl av MAPOUNE N EMAPKOG PEYAAO TOTE PIopoupe va Ppoupe
MEP1OPIOPS UTIOXMPOU ot k ypdppata oote ta ”oupminpopata”’ tev cuvBuacTikoy ypau-
BV autou va tépvoviat otafepd ndve and kanowa @i§apiopévr Stk mooota.

ITio avadutika:

Afppa 4.2.3. 'Eotw 0 < 6 <1 katm € N uem > mg. Avn > n(GR(k,m),n?/2) 1dte
ya kade A C [k + 1]™ pue dens(A) > § vndpyer puotkdg £ < n kat m— 61dotatog UmoxXweos
U tou [k + 1]* érot dote:

(a) Tia kade u € U éxoupe dens(A,) > § —n?/2 ko

(b) Twa kade £ € Lines(U | k) éxoupe dens <ﬂ Au> >0,
ucl

orou A, 6niwg oo Anppaf4.1.50

Anoéden.

Epapuodloupe o Anppa Kat Bpiokoupe ¢ < n kat m—>dldotato undxwpo Y tou
[k + 1]¢ pe 81¢dotaon GR(k, m) dote dens(A,) > § — 1%/2 yia xée v € V.

®¢toups,

L = {¢ € Lines(V [ k) : dens([ ] Ay) > 6}
vel

A6 v [pdraon undpxet m—>diaotatog undxwpog Y tou V | k dote £ute Lines(Y) C
L eite Lines(Y)NL =10 .

Av Lines(Y) C £ , tote 9¢toupe U va éwvat o povadikdg unidxepog tou [k + 1]° dote
Ulk=Y.

EuxoAa BAéroupe 6t to U kavorotel ta {rrovpeva tou Anppartog. ,

Mpaypau, apov U [ k=Y C V | k énetan 6u U C V xar apa dens(4,) > 6 — L.
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Enopéveg ¢xoupe 1o (a).
To (b) eivar mpopavég and tov opiopd tou U.
Enonéveg , apkei va deifoupe o6t Lines(Y) N L # (.

"Eot® Aowrtdv my—6idotatog unoxmpog Z tou Y.

Anod v ermdoyr] tou 1) Kat 10 yeyovog ot Z C Y, éxoupe ot dens(A4,) > 6/2 yia xabe
z€Z.

Ermiong, mapatnpoupe ot :

4.4) Eycipriyn-edensz~,(A) = E.czdens(A.).
Enopéveg and U’]V, undpyet B C [k 4 1]"* pe dens(B) > §/4 dote,
[AN(Z7y)| > (6/4)|Z " y| yia xdbe y € B.

'Eowe tpa tuxov y € B.

Ao ta poryoUpeva Kat v ermdoyr) tou mo oty (1), unapyet £, € Lines(Z) oote £y C
A.

O ap1Bpdg TOV CUVEUACTIKGOV YPaupov tTou Z opeg , sivat (k + 1)™0 — k™o,

Apa , ano v apxy g neplotepiava, vriapxet C C B pe dens(C) > 0 oote 45y C A yia
kabe y € C.

Enopévag éxoupe £y € Lines(Y) N L.

Topa yia va tdpouie to {nrovpevo napatnpoupe ot C C ( ﬂ dens(Au)> .
u€ly

Hpaypat, avy € C tote {5y C A xat dpa vy € A, yia kabe u € £y. Enopévag

Y € (MNuer, dens(Ay)) .

‘Etot tehikd , dens ([, t dens(A,)) > dens(C) > 6, kat enopéveg:

¢y € Lines(Y)N L.

‘Atoro.
Enopéveg Lines(Y) C L. O

To Seutepo Anppa pag Aédel ot av Sev propoupe va Bpoue unoxepo tu [k + 1™ dote o
A va £xet peydAn nukvotnta tdte 9a propouvie va Bpoupe urioxepo W tou [k + 1] apkreta
peydAng 8iaotaong pe tg €§ng 6o 1610tnteg. Ao ) pia 1o A péoa oto W 9a éxetl mepirou
v 61a rukvotta P’ autrv rou £xet oto [k + 1]™ xat and myv dAAn Sa undpxouv apKetig
ypappég rou Sa nepiéyoviat oto A N (W | k).

AnAabdr) Aéet 10 €81\
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Afppa 4.2.4. 'Eotw0 < § < 1karm € Nuem > mg. 'Eoww axduan > n(GR(k,m),n?/2)
kat A C [k + 1]" pe dens(A) > 6.
Tote:

elte undpyer m — Sidotarog undywpog X toulk + 1]" dote densx (A) > 6 +n*/2

elte umapyet m — udotatog unoxwpos Wiou [k + 1]" dote densyy (A) > § — 2n

Kat
(4.5) [{¢ € Lines(W [ k) : £ C A}| > (6/2)|Lines(W | k)|.

Anoédeln.
YroBétoupe 6t yia kaBe m—&iaotato unidxepo X tou [k+1]" wxvet densy (A) < §+n?%/2.
Ao 1o Afjppa , unapyxet £ < n kat m—8waotatog vnioxepog U tou [k‘]( Wote

dens(A,) >0 —n?/2

yia kabe u € U kat

m dens(A,) > 0,

uel

yia kabe ¢ € Lines(U | k).
A6 v mpedn ox€on naipvoupe ot yua kabe u € U

Eycit1)n—edensy~, (A) = E,epdens(A,) > 0 — n*/2.

‘Opwg yia kabe y € [k + 1]”_[ 10 ouvodo Uy eival évag m—381dotatog undoxmpog tou
[k + 1]™. ‘Apa £§ uroBéoengs densy~, (A) < & +1°/2 yia kéBe y € [k + 1"~

Téte, and ¢xoupe ot udpyet urtoouvodo Hy tou [k + 1] ¢ pe dens(H,) > 1 —n
kat densg -, (A) > 0 — 21 yia xabe y € H;.

Topa yia kée y € [k + 1]~ opidoupe:

Ly ={leLines(U [ k) :y € [) Au}
uel

Y10 onpeio autod KAVOUHE Vv £61¢ Tapatjpnon :
Av Séooupe :

JCk+1]"peJ:={"ye A:LeLines(U [ k), y € [k +1]""'},
orou ypagovrag £y evvooupe u”y yia Kabe u € £ €xoupe Ot:

Lyl + o 1Ly e =1 () Aul 1) Aul = 11,
u€ly 'ILEZp
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orou p = |Lines(U | k).
Agot dens([),c, Au) > 0 yia xabe £ € Lines(U [ k) éxoupe :

1£y]
Eye[k-s-l]n%m = E@ELines(U[k)dens(urgZ Ay) > 0.

Apa, ano wmv unapxet Hy C [k + 1]"7¢ pe dens(Ha) > 60/2 éwo oote |L,| >
(0/2)|Lines(U | k)| yia xdbe y € Hs.

Ané v emdoyn v 7 Kat b, éxoupe n < 6/2 xat dpa Hy N Hy # (.

EmAéyoupe dowméy yg € Hy N Hy # () xat 9¢toupe W = U yp.

Taopa, apov yo € Hy éxoupe ot densy~,, (A) > § — 2n.

AT6 v dAAn , agou Yy € Hy éxoupe out |Ly| > (0/2)|Lines(U | k)| xat enmopévag apou
1o otaBepo:

[{¢ € Lines(W [ k) : £ C A}| = |{¢ € Lines(U [ k) : £"yo C A}| >

v

0
§|Lines(U [k)| =

0
§|Lines(W k),

KAl EMOPEVRG £XOUNE TO {NTOUPEVO. |

Ao £86 Kat répa Keviplko podo mailetl i évvola wou (i, j)—avaddoiotou ouvérou kabaog
Katl ToU avaAAoi®Tou CUVOAOU O UTIOX®PO.

ITo ouykekppéva yia éva m—aidotato xopo V tou [k]™ éva A C [k]™ 9a Aéyetar (i,5)—
avalddoieto otov V' av n avtiotpodrn £1KOvaA ToU PECK TOU KAVOVIKOU 10010pp1opol tou V'
etvat (i, j)— avaddoiato ouvodo oto [k]™. Emiong av i,i’ € [k] kar z € [k]" pe 2777 9a
oupBoAidoupe 1o otoxeto y € [k]™ yia to omoio y(j) = z(j) yia xabe j € [n] \ i(z) xa
y(j) =7, yia xdbe j € i(z).

Topa yia va mpoX®ProoUHe oty anddefn Xpeldadetatl va el0dyoue KAOlEG akopa aptd-
nnTKég otabepés . TMa kdBe 0 < § < 1 kat av myg, 17, 6TIOG oTNV Sétoupe :

k+1 logn~1!
(4.6) A= i rat My = max { my, o9 .
k logA

Afppa 4.2.5. 'Eotw 0 < § < 1 katm > My. 'Eote emiong n > n(GR(k,m),n?/2) ra
A Ck+1]" pedens(A) > § . Yrodéroupe arxoun ot 10 A bev epiéxel oUVEUAOTIRT] YO AUUT]
Kai ou yia kade m—bidotaro undxapo X tou [k + 1]" wyver densx (A) < & + n?/2. Tote
unapxer m—biaotatog undywpog W tou [k + 11" kar C vmoovvoio tou W e tig axdouvdeg
1010TNTEG:
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(I) densy (C) > 0/4 ka1 C = ﬂle C;, omou C; eivau (i, k + 1)—avaidioiewto urootvofo
tou W, yia kade i € [k].

(I densy (AN (W\C)) > (6 + 6n)densy (W \ C) kat emumiéov densy (AN (W\ C)) >
(6 —3n).
Anoden.
Ao g urobéoelg pag , pmopoupe va sdpappocovpe 1o Anpua Kat va Bpoupe
m—>&tdotato unoxwpo W twu [k + 1]"] dote dens(A) > § — 25 mou va kavorotei v

aviootnta (4.5).

a xaBe £ € Lines(W | k) unoBétoupe ot £ gival n povadikr) cuvBudotiky ypappr) Tou
W oot 0 | k.

Optdoupe:

B={lk+1):/¢¢€Lines(W [ k) pe £ C A}

katC=BU (AN W | k)).

@®a Seifoupe ot ta W kat C' eivat ta {nrovpeva. Hpota deixvoupe 1o (a).

Ia eukoria kat xepig PAGBN g yevikotntag tautidoupe to W pe tw [k + 1] péow tou
KAVOVIKOU 10010pP1opou Ty .

@¢toupe C; = {Iw (z) : v € [k+1]" xara? 7" € I,;} (A)} yia xabe i € [k] ka1 napatnpotpe
ou C; eivat (4, k+ 1) —avaAAoiowto urtoouvoro tou W rou npoxuret dpeoa ano tov opiopd
Tou.

BAéroupe wote ouu C = C1 N ... N C.

[paypat:

Avz € CiN...NCy xat dev endavidetat moubeva o k + 1 tote & = o121 ¢ AN (W | k)
yia KAaOe 1.

AN, av 2F 17 e AN (W | k) yia Kde i emopéveg To = eival eMEKTaon cuvBUAoTIKAG
ypapung tou AN (W | k) xat dpa z € B. Enopévag, x € C.

Ta tov aviiotpodo eyrAelopo av © € B 1dte amnod tov oplopod tou B éxoupe to {ntoupevo.
Av wpa, z € AN (W | k) pe my tavuon nou kavape yia o W éxoupe 6u oo x dev
epgavi¢etat o k + 1.

Apa, z = 2171 € AN (W | k) yia xéBe i kat dpa £X0UpE Katl ToV aviiotpodo eyKAEIGHO.
‘Eretta mapatnpoupe ot 1 anetkovion Lines(W [ k) 3 £ — (k + 1) € W eivat 1-1.
Enopéveg, and ta (4.2),(4.5) kat £XOUpE OTL:

IC] > |B| = |{¢ € Lines(W [ k) : £ C A}]
(0/2)|Lines(W | k)| = (8/2)((k +1)™ — k™)

>
> (0(1 =n)/2)(k+1)™ = (6/2)[W].
Ernopéveg wavoroeitat o (I).

Ia o (II) , mapampovpe apXikd neg adou and tnv undbeor) pag 1o A Sev mepiéxet
ouvbuaotiky) ypappr] tou [k + 1]" éxoupe ou ANC C W T k.
Ernopévag, densyy (AN C) < )\i < /\% < 7. Apot opag densy (4) > & — 27, naipvoupe
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otdensy (AN (W\C)) >6—3n.
ErumnAéov, ané ty

densyy (AN (WN\C)) _ §—3n 6 —3n
> > >
densy (W \ C) _1—9/4_14-9/4_5—’_677

Kat dpa £€XoUpe To {nroupevo. O

To erodpevo moplopa OAOKANP®VEL TO MPWTIO OKEAOG (Ttaparepnovpe oo diaypappa

mg anode’ng g npotaong
Agixvel g av 1o A Sev mepiéxel OUVOUAOTIKY] ypappr), TOTe OXETILETal MEPIOOOTEPO ATt OTL
9a meppévape P éva Sopnuévo unoouvolo tou [k + 1]™.

Mépopa 4.2.6. 'Eotw0 < § < 1 karm € Nuem > My. 'Eotw axduan > n(GR(k,m),n?/2)

rat A C [k+1]" pedens(A) > 4. Yrodétouue ot 10 A Sev mepiéyel ouvEUACTTIKT] YOAuUUT] TOU
[k + 1]".

Tote undpyer évag m—budotarog unoxwpog W tou [k + 1" kaw pua ouwoyevera { D1, ..., Dy}
unoovvoiev tou W oote D; va evar (i, k + 1)—avaidfoioto vrnoovvoio tou W ya ka-
e i € [k] rar emmAgov ,av Yéoovpe D = Dy N ... N Dy égouvpe densyw (D) > v kat
densy (AN D) > (6 + v)densw (D).

Anédedn. Ipota urobitoupe ot unapyel m—>idotatog undxwpog X twu [k + 1] wote
densx (A) > 6 +n?/2.

‘Enewa 9¢tovpe W = X xar D; = X yia xabe i € [k].

Agou 12 /2 > v, elval capég 6T 01 mapandve emAoyég pou divouv to nrovpevo.

Av tpa Bev unapyel T€T010G UMOX®POS , aro to Anppa 10, unapxet m—=étaotatog v-
noxepos W tou [k + 1]” xat éva ouvodo C = C; N ...N Cy, émou C; eivar (i, k +
1)—avaddoietog otov W yia kdbe i € [k], wote densy (AN (W\ C)) > (6 + 6n)densy (W'
C) xat erumAéov densy (AN (W C)) > (6 — 3n).

®¢toupe :

P1=W\C1 KCllPi:(W\Ci)ﬂclﬂ...ﬂci_1yl(l 1€2,... k.
Erniong yia xabe ¢ € [k] éotm

~_ densw (P) ~_ densw(ANF;)
“ " densy (W \ C) o= densy (F)

ne ) ovpBaon 6t §; = 0 av toxel P; = ().
Tote,n owoyévewa { Py, ..., Py} etvatl Siapépion tou W\ C xat dpa

Z‘“:M _ densw (AN (W )\ C))
p T densy (W \ C) > 6 + 6.
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Enopéveg unapxet ig € [k] oote Ay, > 3n/k xat d;, > 0+ 3n, yiat av Sev unjpxe ,ote yia
KdOe 7 9a gixape A; < 3n/k ka1 §; < 0+ 3n ka1 enopévag av abpoicoups BAémoupe 6T Sev
1oxVsL 1)
®<toupe :

D; =C; Qv’i<i07DiU :W\ng wat D; =W avi > ig.
[podaveg arnod Tig KAataokeusg mou kavape 1o D; eivat (i, k + 1)—avaAroiwto oto W, yia
KGOe i € [k].
ErumAéov, éxoupe Di N ... N Dy = P;, kat dpa

densy (P;,) = A\ipdensy (W \ C) > (3n/k)(6 — 3n) >~
Kat
densy (AN P;,) = d;,densw (Py,) > (0 + 3n)densw (AN P;,) > (8 + v)densw (AN Py,)

onwg SEdape. a

4.3 "Awapepilovtag”’ avaddoiwtoug unoxdpoug

To 8eutepo Koppdt g anédeidng tng Mpdtaongfd.2.2]etvar pia Siadikaocia "yepioparog” (tilling)
mou jag srmrpénet va  Siapepicoupe” éva omnoodrimote "peyado’ Sounuévo unoouvolo tou

[k + 1]™ , 8nAadn tng popontis D1 N ... N Dy, émou D; (i, k + 1)— avaddoioto yia kdbe

i € [k] a6 vnoxwpoug ”ocodrnote”’ peyddng didotaong.

[Mpwta Sa Sapepicoupe Eva oro1odnote availoim®to ouvolo.

IMp®TOU 10 KAVOUPE aUTod, 0pidouie KATIOEG AKOPA aplOpnTikeG otabepég .

Av0 < B <1xaim € Npusm > 1 9¢toupe:

]le ]\/Ilfm
@.7) M, = MDHJ*(k, m, 8) xat F(m, §) — [(k +l+rm)Tk+1) Mﬂ .

B

"Exoupe Aoutov 10 akoAoubo Arjppa.

Afjppa 4.3.1. 'Ectw0 < 8 < 1lxarm € Nuem > 1. 'Eow eniongi € [k]. Avn > F(m, )
01e yia kade (i, k + 1)—avaidfoioto vroovvoio D tou [k + 1] ue dens(D) > 25 vrapyet
oroyéveia V and EEvoug avd 6vo m—idotaroug umoxapoug tou [k + 1] mou mepigyoviar
oto D xai wyveroudens(D \ JV) < 25.

Anodeyn.
(k 4+ 1)m—
B(k+1+m)M~
Ma kae = € [k + 1]" M 9¢toupe D, = {y € [k + 1)M: : 27y € D}.
AQoU E, ¢y qn— dens(D,) = dens(D) > 23, onwg éxoupe 161 Seifet kat emopévag ané

Opidoupe O =
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10 Ar’]ppaundpxel Ty C [k + 1]" M pe dens(Ty) > B8 oote dens(D,,) > B yia kabe
reT.

'Eowe x € T} tuxov.

Amo v emdoyn tou M omnv Katl ano 1o Anppa unapxetl unoxwpog V. tou
[k + 1)1 s1dotaong m dote V [ k C D,.

Ao tov optopd ou D, énetat ou z7(V [ k) € D xat dpa 27V, C D, apovu 10 D sivat
(i,k 4+ 1)— avaddoieto .

AnAadn, yia kaBe & € T untapyet unoxepog V, tou [k+ 1] iaotaong m dote 27V, C D.
O apBpdg tev m—unéxepeav u [k + 1]M1 eivat to moAv (k +m + 1)Ms,

‘Apa, aro v apxr) T0U MEPLOTEPL®VA (J1€ TOV TPOTIO TTOU TNV £X0UNE 161 EPapPoOoEel) UTTApYEL

unoxepog Vi tou [k + 1]M xat S; C Ty dote dens(S1) > xatz”V; C D,

(k+14m)M
ya kabe x € 5.

[Mapatwpoupe ot 10 S; eivat (i, k + 1)—avaddoiwto, apov av x € 57 t6te 2~ V] C D kat
agou to D sivat (i, k + 1)—avaddoieto téte ¥ 717V C D kat emopéveg 28177 € S
Opidoupe V; = {2~V :x € S1}.

Eivat ocagég ott ta ouvoda g Vi etvat m—=8iaotatot unioxepot wou [k + 1], Evor avda duo
£101 QOTE:

Uwcp.

EruriAéov, aro v ermdoyrn tou O kat yia wyov x € S; £xoupe ot :

dens(U Vi) = Zdens (V1) = |S1|dens(z”Vy) > ©.

Av 1opa dens(D \ U V1) < 28 ,16te £xoupe 1o {nroupevo.

AXwg, 9¢toupe Dy = D\ U V.

To ovoho D 8ev eivar (i, k+1)—avardoioto addd “oxed6v” avardoieto und v akdéAoubn
vvola:

Ma xaBe y € [k + 1M1 av 9¢coupe DY = {z € [k + 1]""M1 : 27y € D1} BAéroupe ou 10
ouvoAo autd etvat (i, k + 1)—avaddoiero.

[paypat:

k1237 ¢ D agou 1o D sivat

Av y € V 16te yia k4B z € DY 1oxter 27y € Dy xat dpa x
(i, k + 1)—avardoierto.

Agou opwg y € V°, éxoupe ot k121" e Dy,
Aagopetikd, avy € Vi tote DY = {x € [k +1]" "M : 27y € D} \ S; xat dpa éxoupe 10
{nrovpevo agou Sy kat D eivar (4, k + 1)—avaAroieta.

Topa yia kae evyos (x,7y) € [k + 1" 72M1 x [k + 1]M opidoupe:

DIV ={ze[k+1M 2”27y € Di}.
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'Onwg ripv, BAéroupie ott 1o D§I7y)

YOUPEVRG).

Eruréov, E(m’y)dens(D?’y)) = dens(D;) > 2.

Me ta i6a ermuyeprpata oneg nptv, eivat duvatd va ermdégoupe m—=iaotato vnoxwpo Vs
tou [k + 1]M1 gote yia o ouvoro Sy = {(z,y) € [k +1]"2Ms x [k +1)M1 : 27V, y C Dy}
va éxoupe dens(S2) > Bk + 1+ m) =M,

IMapatnpoupe emiong ott yia kale y € [k + 1]M1 10 otvodo :

eivat (i, k + 1)—avaddoieto(to deixvoupe onwg mpon-

Sy ={rek+1)""*M 2"V y C D1}

etvat (i, k + 1)—avaAdoiero.
®¢toupe :
Vo=V U{z" V5 y: (z,y) € Sa}.

Téte 10 Vs eival pia okoyévela ano &voug avd §uo m—=B8iaotatoug unoxwpoug tou [k + 1]
rou mepigxoviat oto D xat dens(|JVz2) > dens(| V1) + O.

Zuveyidoupe opoimg.

Ze KAOe véo Prjpa 1 MUKVOTNTA TG EVEOIG TRV OTOLXEI®V NG VEAG OIKOYEVELAG UTIOXWPRV
9a auvgavetat kata O.

Apa n Gwadikacia da teAelwoel T0 TIOAU oe L@’lj EMAVAANYELS AV TO N €1val EMAPKAOG
PeYAAo OOTE va PITopouV va Yivouv Ol EMAVAANYELS aUTES.

'Opwg, agou n > M; /0O n Sadikacia S9a @raocet oto tdog kat dpa Sa éxoupe Atorwo.
Enopéveg oe karnoto otddio g £€xoupe 1o {nroupevo. O

Xpnowornowwvrag avadpopry oo r € [k] , yia ke 0 < f < 1 xat yia xa@e m € N
pe m > 1 opioupe tov aképato F()(m, ) pe tov kavova FM(m, B) = F(m, ) xat
FUtD(m, B) = FU)(F(m,B),5) . Me 10 endpevo mopiopa 0AOKANPGOVETAlL T0 BeUTEPO
Baowd koppan g anddedng g npc’)taor]g

MNépiopa 4.3.2. 'Eotw0 < < 1,meNpusm > 1 xar € [k]. 'Eoton > F")(m, ) kat
yia kade i € [r] éoww D; va eivar (i, k + 1)— avafioioto vroovvoo tou [k + 1]™. Gérouue
D =D;Nn...ND,. Avdens(D) > 2rf, te Unapyet ouoyéveia V vav ava 5o m—
Suaotarwv unoxwpev tou [k + 1] mou va nepigyoviat 6ot oto D wote dens(D\ |J V) < 2rp.

An6dedn.

H anoébdeign 9a yiver pe enayoyrn oto 7.

H nepirmoon ”r = 1” eivat to Afppa4.3.1]

YroBétoupe Aowtdv 6Tt éxoupe to amotédeopa péxpt 1o ¢ € [k — 1], otaBepornolovpe
n > FtY(m, B) xkat éotw Dy, ..., D, 41 owoyévela umoouvodev tou [k + 1] éneg om
Slatunworn Tou nopiopatog.

A6 v enayeyiky pag unobeor), undpxet owkoyévela Vy Eévaov ava dvo F(m, 8)—undxwpev
wou [k +1]"™ nou nepigxovtat oto D' = D1 N...N D, xat etvat téworor wote dens(D'\ | JV; <
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2rf.
@¢toupe Vo = {V € V; : densy (Dy11) > 25}
Ma xkaBe V € V5 éotw By 1 owoyévela m—unoxopev t1ou V mou mpoxkurouy and 1o

Afjppa otav epappootel oto ovvoro VN D,.y.
Tote 9étoviag V = {W : V € Vy xar W € By } éxoupe ) {nrovpevy okoyévela. O

Topa Xpnopornolnviag ta 8uo tedikd arnotedéopata tov §Uo Pnudtev g anodeigng (BA.
etpaote os 9¢on va amodeioupe v mpdTaon

Anéde¥n npdtaong .
TMaxafe 0 < § < 1xaryiakdbed € Nped > 1¢éotw 8 = v2/4k, m(d) = max{ My, F¥)(d, B)}.
Optdoupe :

(4.8) N(k,d,8) = n(GR(k,m(d)),n*/2).

kat otaBeporoovpe n > N(k,d, §) kat unoouvoro A C [k1]™ pe dens(A) > 4.
Yrofétoupe ot 1o A 8ev miepiExel ouVEUAOTIKY Ypapuy.

Tote, XPNOWIOIOIOVIAG TO0 MPAOTO Prjpa tg anddei§ng, amod to moplopa Undpxet
undoxewpog W tou [k+1]™ S dotaong m(d) xat owoyévewa { Dy, . .., Dy} yrnoouvodev tou W
¢tot wote D; va eivar (4, k4 1) —avaddoioto unoouvoro oto W yia kdbe i € [k] kat 9étoviag
D = DyN...N Dy, va éxoupe ot densy (D) > v xat densy (AN D) > (6 + v)densy (D).
Ao 10 deUtepo Pripa tHpa KAt aro 1o moplopa UTIApxeL OlKOYé\zi%:lCl V &Evav ava duo

d—&iaotatgy unoxepev oote | JV C D xat densy (D \ U V) < 2kﬁ%
Tuvdudadovtag ta ponyoupeva BAénoupe ot densyy (A N U V) > (0 + %)densW(U V).

Etot, unidpxet V € V oote densy (ANV) > (6 + %)densW(V) 1) 108uUvapa

densy (A) > (5 + %).

4.4 Ano 1o smyeipnpa aviavopevng nukvotntag oto de-
apnpa nukvotntag Hales - Jewett

TéAog, pével va Sei§oupe g and v mpotaor) naipvoupe 10 Sewpnpa H
16¢a eival armdry. 'Eote 6t naipvoupe tuxov A 6meg otn §1atunomon tou Sewprjpatog

ka1 6t 1o A 8ev mepiéxel ouvduaotuky) ypappr). Tote naipvoupe d 1600 peyddo wote 6tav
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nape oo A NV va priopovpe va enavadaBoupe v mnpotaon [4.2.2) yia o A NV kat
yad =6+ 5 IIpoxwpdpe opoiwg. Tote Kavoviag L%J tétola Prpata Sa £xoupe Ppet

Vi,..., V|2 unoxepoug kat densvL2J (Anvin... VLgJ_l) > 1 nou eivat arorto.
Y ; Y
‘Apa 6vieg 10 A mepiéxel oUVBUAOTIKY] ypappr Kat apa £€Xoupe to Seopnpa O

Téhog mapabétoupe 1o Sraypappa g napanave arodei§ng Oote 0 avayvootng va £xet

Adpeor enortteia g anodektkig dadikaoiag:
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Av 10 A ev mepiéyet Kade "’ sopnuévo’’
ouvdUacTikn yoauun ovvofo "' sraxwpierar’”
To A mepiéyet
0te O)etideral 0g UTIOX@POUS
ouvduaotikn yoauun . .
moAv " ue 0000NTOTE UEYA-
" Sounuévo’’ avvofo. Ang éidotaong

Density Ince-
ment Arguemt -
Emiyeipnua avéavo-
Hevng mukvOTNIAg

Bewpnua tukvomnrag
Hales - Jewett

Ixfna 4.1: Aldypappa tng anodeigng tou Sewprpatog riukvotntag Hales - Jewett.



Ke¢dpadaiwo 5

Inpavuka dsopnpata
ITopiopata tou dewpnpatog
nukvotntag Hales - Jewett

5.1 To 9sopnpa Szemerédi

Ty evotua auvtr] 9a arodeifoupe apeoa 8Uo oAU onpavikda Sswpnpata n arodedn
1OV oroinv X®pig 1 Xpnon tou dewpnpatog rmukvotntag Hales - Jewett eivatl 18waitepa
OTPLPVI] KAl EKTEVIG KAl TTOU 1] XpNopotnta toug eivat tepaotia. IIpdkettat yia 1o Seopnpa
Szemerédi kaBwg Kat v roAvdidotatn popedr) auvtou.

O@copnpa 5.1.1. (O@edpnua Szemerédi.)
'Eotw 0 < 6 < 1 kark > 1. Tote undpxer N = N(k,§) ue mu g 6iomra:
Kade A C [N] pe dens(A) > § nepieyer apdunuucr mpoéobo urjrkoug k.

Hapatipnon 5.1.2. BAcnouue ot 1o 9ewpnua Szemerédi oyetilerat pe o Van der Waer-
den akpi6w¢ ue U b0 oo mou oxetidetal 1o ypwuatko Hales-Jewett pe 1o 9sdpnua
nukvomntag Hales-Jewett.

Anoédeln.
Eow 6 > 0,n > DHIJ(k, ), k™ < N xat A C [N] pe densA > 4. Opidoupe ouvaptnon

£ k" = (k7]

pe:

f(]l, cen ,jn) =1+ (Z(L _ 1)]{}21) '

i=1
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H f eivar 1-1 xai propoupe va v KAvoupe eri oe unioouvolo tou [N]. Téte apou
densA > § = densy(yn)(A) > 6 énetat 6u dens(f(A)) > § xat dpa and to Density
Hales - Jewett 1o f~1(A) mepiéxet ouvduaouikn ypapur £.

'Opwg 10te, MAPATPOVUNE OTL:

FUGE+1) = Fe@) = K,
jeJ
orou J C [n] ot 9¢oeig epgaviong g petabintig oty L.
Etot, ta f(4(1),..., f(¢(k)) nag &ivouv t Intovnevn npdodo. O

5.2 To noAudiactato dedpnpa Szemerédi

Ziv napdypago auvtr] da arodei§oupe v moAudidotatn popdr) ou dewprjpatog Sze-
merédi.

Yrievbupidoupe ott av Z C N 16te éva ouvodo W Aéyetatl opotofetiko tou Z av undpxouv
ueN"kat A € Noowe W ={u+Az:z2¢€ Z}.

O@copnpa 5.2.1. ([Tofdvbidaotaro Isopnua Szemerédi.)

‘Eotom > 1,0 < § < 1 kat X C N mengpaouévo. Tote undpyer 9etikdg arxépaiog
N = N(¥,6)(onov 1o t' elvar n uéyiomn ovvietayugvn twv otoweiov wu X) ue mu &g
wwomra:

Av A C [N]™ pe dens|yjm (A) = 6 10te 10 A TEPIEYEL OUO10DETURG OUVOAO ToU X.

Anodedn.
Eowwm >1,0<6 <1lrat X = {ug,...,u} rart’ = max; j u;5, 0rov u; = (1, - . ., Uim)
yia kabe 7 < ¢t.

. . . . . 1Tmn , .
Hapatnpoupe 6t av £xoupe ouvBuactiky] ypappn oto [[¢]™]" auty nepiéxet iy cuvbuaocti-
K1) ypappn av niepopicoupe to [¢']™ ota ypappata {uq, ..., us}.
Opidoupe f : {[t']™}" — [t'"]™, 6mou n = DHI(t'™, §) we e§ng:

T1yeeesTn) = Lyenes 3 Ti1 — /i_l,-.-,n Tim — D"
1 )= 1>+<z< DS (e — )t )

. i=1 i=1
m @opeg

OTOU (L1, .y @) = (T11, -+, L1y T2Ly « « s T2y« -+ s Lnly e v oy Ty )-

T T2 Tn
‘Eotw A C [t']™ pe dens(4) > 4.
[Mapatnpeviag ot ) apanave ansikovion eivat 1 — 1 kat enti émetat 6w o f _1(A) eivat
urtoouvolo tou [[t']™]" pe dens(f~1(A)) > 6.
Ar6 v ertdoyr) tou n énetat ot o f T L(A) mepiéxet ouvbuaotiky) ypapur £ tou [[t']
Apxkei Aowrov va eifoupe 6u 1 £ petagépstal péow g f oto {NToUHevo UoGUVoAo tou A.
Eneidr) epdag pag evélapépouv povo ta otoryeia £(uy), . . ., £(ur) mape va deioupe u yivetat
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o€ autd.
‘Eote J C [n] o1 9¢oe1g epgpaviong g petabintig oty L.
Tote ya kabe u;, 1 < ¢ <t €xoupe :

fl(wi)) =
= (1, ey 1) + Z (uil — 1)t,l_1 + Z(uil — 1)t/j_17 ey Z (uzm — 1)t/l_1 + Z(’Ulzm — 1)tlj_1

m gopés leJe jeJ leJje jeJ
= 1+ Z(u“ — ].)t/l_l —Zt/j_l,...7].+ Z(ulm — 1)tll_1 —Zt/‘j_l —l—Zt’j_l(uﬂ,...,uim)

leJe JjE€J leJe je€J JjE€J
N—_——
u A

=u+ A\u;,

OIToU OIS PATVETAL TTAPATIAV®
u = (1 + > ege(uin — D=t — ZjeJt'j_l, c L e e (Ui — DT — dies t'j_l)
Kat A = Zje]t’j_l.
‘Apa
Fl(ur)y .. b(un)}) = {u+ A, 1 <@ <t}

KA1 EMOPEVES EXOULE TO {NTOUEVO. O
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