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1 Εισαγωγή
Αν D είναι ο ανοικτός μοναδιαίος δίσκος στο C και D η κλειστή θήκη του,

τότε το σύνολο των ομοιομόρφων ορίων πολυωνύμων στοD (ως προς τη συνήθη
Ευκλείδεια μετρική στο C) είναι η γνωστή άλγεβρα του δίσκου A(D), δηλαδή το
σύνολο όλων των συναρτήσεων f : D → C οι οποίες είναι συνεχείς στο D και
ολόμορφες στοD.

Από το θεώρημα Privalov, κάθε συμπαγές σύνολο K ⊆ ∂D = T θετικού
μέτρου είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(D), δηλαδή αν f, g ∈ A(D) με
f|K ≡ g|K , τότε f ≡ g. Αυτή η έννοια του συνόλου μοναδικότητας είναι συμ-
βατή με τις αντίστοιχες στα [3] και [10]. Στην πραγματικότητα, ισχύει και το αντί-
στροφο: ένα συμπαγές σύνολοK ⊆ T είναι σύνολο μοναδικότητας για τηνA(D)
αν και μόνο αν τοK έχει θετικό μέτρο.

Επεκτείνουμε μερικά από τα προηγούμενα αποτελέσματα στις πολλές μιγαδι-
κές μεταβλητές, όταν το D αντικατασταθεί με το D

I (όπου το I είναι ένα αυθαί-
ρετο σύνολο) ή με την κλειστή μοναδιαία μπάλα Bn του Cn.

Αρχικά, εξετάζουμε το σύνολο των ομοιόμορφων ορίων των πολυωνύμων ως
προς τη συνήθη Ευκλείδεια μετρική σταDI καιBn. Ως γνωστόν, κάθε πολυώνυμο
εξαρτάται από ένα πεπερασμένο πλήθος μεταβλητών (και μόνο), ακόμα και αν το I
είναι ένα άπειρο σύνολο. Έτσι βρίσκουμε τις κλάσειςA(DI

) καιA(Bn) αντίστοιχα.
Η κλάσηA(DI

) περιέχει ακριβώς όλες τις συναρτήσεις f : D
I → C, οι οποίες

είναι συνεχείς στοDI (όπου τοDI θεωρείται εφοδιασμένο με την καρτεσιανή το-
πολογία) και χωριστά, σαν συναρτήσεις μίας μεταβλητής, ανήκουν στην A(D).

Η κλάσηA(Bn) περιέχει ακριβώς όλες τις συναρτήσεις f : Bn → C, οι οποίες
είναι συνεχείς στο Bn και ολόμορφες στην ανοικτή μπάλα Bn.

Από το θεώρημα Hartogs, αν το I είναι πεπερασμένο σύνολο, τότε οποιαδή-
ποτε συνάρτηση f η οποία είναι ολόμορφη στοDI αναλύεται (τοπικά) σε δυναμο-
σειρά (στοDI). Στην περίπτωση που το I είναι άπειρο σύνολο, δεν χρειαζόμαστε
ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά καθώς η συνέχεια και η χωριστή ολομορφία είναι αρ-
κετές και απαραίτητες για τους σκοπούς μας.

Θεωρούμε το σύνολο T I (όπου T = ∂D) και εισάγουμε την έννοια του πότε
ένα συμπαγές σύνολοK ⊆ T I είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(DI

). Απο-
δεικνύουμε ότι αν ένα συμπαγές σύνολο K ⊆ T I έχει θετικό μέτρο (ως προς το
φυσιολογικό μέτρο γινόμενο στο T I([5], [13])), τότε τοK είναι σύνολο μοναδικό-
τητας για τηνA(DI

). Αυτό βασίζεται στο θεώρημα Privalov ([12]) μαζί με κάποιες
μορφές του θεωρήματος Fubini ([11]). Επίσης, δίνουμε μερικά παραδείγματα συ-
μπαγών συνόλωνK ⊆ T I με μηδενικό μέτρο τα οποία είναι σύνολα μοναδικότη-
τας για την A(DI

), όταν το I περιέχει τουλάχιστον δύο στοιχεία.
Το σύνορο ∂Bn της μοναδιαίας μπάλας του Cn έχει επίσης ένα φυσιολογικό
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μέτρο. Εισάγουμε την έννοια του συνόλου μοναδικότητας για τηνA(Bn) (για συ-
μπαγή υποσύνολα του ∂Bn) και αποδεικνύουμε ότι αν ένα σύνολοK ⊆ ∂Bn έχει
θετικό μέτρο, τότε το K είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(Bn). Αν n ≥ 2,
το αντίστροφο δεν ισχύει.

Στη συνέχεια, επαναλαμβάνουμε όλα τα ανωτέρω αντικαθιστώντας τη συνήθη
Ευκλείδεια μετρική με τη χορδική μετρική χ στοC∪{∞}. Εξετάζουμε το σύνολο
των ομοιόμορφων ορίων πολυωνύμων σταDI καιBn ως προς τη χορδική μετρική
χ. Έτσι, βρίσκουμε τις κλάσεις Ã(DI

) και Ã(Bn) αντίστοιχα. Η κλάση Ã(D) πε-
ριέχει τηνA(D) και είναι γνησίως μεγαλύτερη, καθώς περιέχει τη συνάρτηση 1

1−z

η οποία δεν ανήκει στην A(D). Για την ακρίβεια, μια συνάρτηση
f : D → C ∪ {∞} ανήκει στην Ã(D) αν και μόνο αν f ≡ ∞ ή η f είναι συνεχής
στοD, f(D) ⊆ C και η f είναι ολόμορφη στοD ([2], [16]).

Ένα συμπαγές σύνολο K ⊆ T = ∂D είναι σύνολο μοναδικότητας για την
Ã(D) αν και μόνο αν έχει θετικό μέτρο. Επιπλέον, η κλάση Ã(D

I
) περιέχει όλες

τις συναρτήσεις f : D
I → C ∪ {∞} οι οποίες είναι συνεχείς στο D

I (όπου το
D

I θεωρείται εφοδιασμένο με την καρτεσιανή τοπολογία) και χωριστά για κάθε
μεταβλητή ανήκουν στην Ã(D).

Εισάγουμε την έννοια του συνόλου μοναδικότητας για την Ã(D
I
) για συ-

μπαγή σύνολα K ⊆ T I (T = ∂D) και αποδεικνύουμε ότι αν το K έχει θετικό
μέτρο, τότε είναι σύνολο μοναδικότητας για την Ã(DI

). Αν το I περιέχει τουλά-
χιστον δύο στοιχεία, το αντίστροφο δεν ισχύει. Από τη σχέση A(D

I
) ⊆ Ã(D

I
)

έπεται ότι κάθε σύνολο μοναδικότητας για την Ã(DI
) είναι επίσης σύνολο μονα-

δικότητας για την A(DI
). Δεν γνωρίζουμε αν το αντίστροφο ισχύει ή όχι.

Αν θεωρήσουμε τις κλάσεις A(DI
) και Ã(DI

) εφοδιασμένες με τις φυσιολο-
γικές μετρικές τους, τότε αυτές γίνονται πλήρεις μετρικοί χώροι. Στην πραγματι-
κότητα, η A(D

I
) είναι μία άλγεβρα Banach. Επιπλέον, η σχετική τοπολογία της

A(D
I
) ως υπόχωρου της Ã(DI

) συμπίπτει με τη φυσιολογική τοπολογία της
A(D

I
) και μάλιστα το σύνολο A(DI

) είναι ανοικτό και πυκνό στο Ã(DI
).

Τέλος, βρίσκουμε παρόμοια αποτελέσματα όταν το D
I αντικατασταθεί με το

Bn. Σημειώνουμε ότι για τις αποδείξεις των κύριων αποτελεσμάτων για την μπάλα
Bn χρησιμοποιούμε τα αντίστοιχα αποτελέσματα για τοD

n.
Αναφέρουμε ότι η μέθοδος απόδειξης των βασικών αποτελεσμάτων είναι πα-

ρόμοια για τις κλασικές άλγεβρες που ορίζονται με τη βοήθεια της Ευκλείδειας
μετρικής καθώς και για τις καινούργιες κλάσεις συναρτήσεων που ορίζονται με τη
βοήθεια της χορδικής μετρικής. Οι κύριες αποδείξεις προκύπτουν από συνδυασμό
του θεωρήματος Privalov με το θεώρημα Fubini και μας οδηγούν φυσιολογικά σε
μορφές του θεωρήματος Fubini για άπειρο το πλήθος μεταβλητών (αριθμήσιμο ή
υπεραριθμήσιμο), κάποιες από τις οποίες είναι ανοικτά προβλήματα ([11], [14]).
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Δίνουμε ακόμα παραδείγματα συναρτήσεων που ανήκουν στις προηγούμενες
κλάσεις. Για παράδειγμα, αν

f((zj)
∞
j=1) =

∞∑
j=1

zj
j2

για κάθε (zj)∞j=1 ∈ D
N

τότε f ∈ A(D
N
).

Η προηγούμενη συνάρτηση f ανήκει στηνA(DN
) και η εικόνα της είναι φραγ-

μένη, άρα, αν c ∈ C με το |c| να είναι αρκετά μεγάλο, τότε η συνάρτηση
c + f δεν μηδενίζεται σε κανένα σημείο του D

N. Έτσι, η συνάρτηση c+f(z1,z2,... )
1−z1

ανήκει επίσης στην Ã(DN
) και εξαρτάται από όλες τις μεταβλητές z1, z2, . . . .

Ένα ανοικτό ερώτημα είναι η μελέτη της δομής των στοιχείων των Ã(DI
) και

Ã(Bn). Οι περιπτώσεις των A(D
I
) και A(Bn)έχουν ήδη μελετηθεί αν το I είναι

πεπερασμένο σύνολο. Τι συμβαίνει όμως όταν το I είναι άπειρο σύνολο; Υπάρχει
χαρακτηρισμός των συνόλων μηδενισμού (zero sets) των στοιχείων των A(D

I
),

A(Bn) και Ã(D
I
), Ã(Bn) όταν το I είναι άπειρο σύνολο; Τι ισχύει σχετικά με

τα συμπαγή σύνολα παρεμβολής (interpolation sets) των προηγούμενων κλάσεων
όταν θεωρήσουμε τη χορδική μετρικήχ; Τι συμβαίνει με τα σύνολα κορυφής (peak
sets); ([18], [19]).

Ο R. Aron σημείωσε ότι στην περίπτωση όπου το σύνολο I είναι άπειρο, οι
συναρτήσεις που ανήκουν στην άλγεβρα A(D

I
) είναι ολόμορφες με τη συνήθη

έννοια ολομορφίας σε ανοικτά υποσύνολα απειροδιάστατων χώρων Banach. Δη-
λαδή, μία συνάρτηση f πρέπει και αρκεί να είναι ολόμορφη σαν συνάρτηση μίας
μιγαδικής μεταβλητής αν περιορισθεί σε οποιαδήποτε “ μιγαδική ευθεία ” που τέ-
μνει το ανοικτό πεδίο ορισμού και επιπλέον να είναι norm - συνεχής. Πιο συγκε-
κριμένα, αν θεωρήσουμε μία norm - ομοιόμορφα συνεχή συνάρτηση στην κλειστή
μοναδιαία μπάλα του c0 η οποία επιπλέον είναι ολόμορφη στην ανοικτή μοναδιαία
μπάλα του c0, τότε αυτή επεκτείνεται κατά μοναδικό τρόπο σε στοιχείο τηςA(D

N
).

Επιπλέον ισχύει και το αντίστροφο. Έτσι, η έννοια της ολομορφίας στην οποία κα-
ταλήγουμε είναι συμβιβαστή με τη συνήθη έννοια απειροδιάστατης ολομορφίας.
Ακόμη, η δική μας έννοια ολομορφίας εξαρτάται φαινομενικά από το σύστημα συ-
ντεταγμένων, άλλα τελικά κάτι τέτοιο δεν ισχύει.

Μία κατεύθυνση έρευνας για το μέλλον θα ήταν να εξεταστούν τα αντίστοιχα
στις μοναδιαίες μπάλες άλλων απειροδιάστατων χώρων Banach όπως π.χ οι ℓp,
1 ≤ p < +∞.

Επίσης, σχετικά θέματα είναι η συνοριακή μελέτη φραγμένων ολομόρφων συ-
ναρτήσεων στοDN, που είναι η μοναδιαία μπάλα του ℓ∞(N), ή σε μοναδιαίες μπά-
λες άλλων απειροδιάστατων χώρων Banach, καθώς επίσης και η μελέτη των
“ συνόρων ” τέτοιων αλγεβρών συναρτήσεων. Αυτά σχετίζονται με τα άρθρα [1],
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[4] και [7] και με άλλα άρθρα που εμφανίζονται στη βιβλιογραφία των τελευταίων
άρθρων.

Τέλος, αναφέρουμε ότι ο N. Sibony ήταν ο πρώτος που σημείωσε ότι το απο-
τέλεσμα μοναδικότητας που αποδεικνύουμε για τις κλασικές άλγεβρες που ορί-
ζονται με τη βοήθεια της Ευκλείδειας μετρικής είναι άμεσο πόρισμα της ανισότη-
τας Jensen. Η μέθοδός μας αποφεύγει τη θεωρία των μέτρων Jensen και δίνει το
αποτέλεσμα τόσο στις κλασικές άλγεβρες όσο και στις καινούργιες κλάσεις που
ορίζονται με τη βοήθεια της χορδικής μετρικής. Η απόδειξή μας είναι σχετικά στοι-
χειώδης και βασίζεται (κυρίως) στο θεώρημα Privalov.

Η μέθοδος των μέτρων Jensen δεν εφαρμόζεται κατά προφανή τρόπο σε αυτές
τις καινούργιες κλάσεις συναρτήσεων. Αυτό οδηγεί σε περαιτέρω μελέτη σχετικά
με το αν η κλάση Ã(D)\{∞} περιέχεται στην κλάση τουNevanlinna ή αν υπάρχει
γνήσια θετικό (απολύτως συνεχές) μέτρο πιθανότητας µ στο T ώστε για κάθε
f ∈ Ã(D) να ισχύει log|f | ∈ L1(µ).

Μία πιό προσεκτική μελέτη των δημοσιευμένων εργασιών σε σχετικά θέματα
δίνει απάντηση στα τελευταία ερωτήματα. Στο άρθρο [6] αποδεικνύεται ότι η
κλάση Ã(D) \ {∞} περιέχεται στην κλάση του Nevanlinna. Σχετικό με αυτά είναι
και το [8]. Έτσι λοιπόν για κάθε f ∈ Ã(D) \ {0,∞} ο log|f | είναι ολοκληρώσι-
μος στη μοναδιαία περιφέρεια ως προς το κανονικοποιημένο μονοδιάστατο μέτρο
Lebesgue ∂θ

2π
. Ένα προφανές πόρισμα είναι ότι κάθε συμπαγές σύνολο K ⊆ T με

θετικό μέτρο είναι σύνολο μοναδικότητας για την κλάση Ã(D), γεγονός το οποίο
έπεται και από το θεώρημα Privalov για την Ã(D).

Στη συνέχεια μπορούμε να ακολουθήσουμε την αποδεικτική διαδικασία της
παρούσης εργασίας, ώστε με τη βοήθεια παραλλαγών του θεωρήματος Fubini να
καταλήξουμε στο ότι κάθε συμπαγές υποσύνολο του T I με θετικό μέτρο είναι σύ-
νολο μοναδικότητας για την κλάση Ã(D

I
). Αλλά είναι όμως ενδιαφέρον να δει

κανείς αν ισχύει ότι ο log|f | είναι ολοκληρώσιμος στο T I ως προς το μέτρο γινό-
μενο

∏
∂θ
2π

για κάθε συνάρτηση f ∈ Ã(D) \ {0,∞}. Αυτό ίσως αποτελεί αντικεί-
μενο μελλοντικής έρευνας.

2 Μερικά προαπαιτούμενα
Το θεώρημα Mergelyan λέει ότι αν K ⊆ C είναι ένα συμπαγές σύνολο με

το C \ K να είναι συνεκτικό, τότε κάθε συνάρτηση f ∈ A(K) μπορεί να προ-
σεγγιστεί ομοιόμορφα στοK από πολυώνυμα ως πρός τη συνήθη Ευκλείδεια με-
τρική στο C ([17]), όπου η άλγεβρα A(K) περιέχει ακριβώς όλες τις συναρτήσεις
f : K → C που είναι συνεχείς στο K και ολόμορφες στο K◦ (αν K◦ = ∅, τότε
A(K) = C(K)). Αν λοιπόν K ⊆ C είναι ένα συμπαγές σύνολο με το C \ K να
είναι συνεκτικό, τότε η A(K) συμπίπτει με τα ομοιόμορφα όρια πολυωνύμων στο
K ως προς τη συνήθη Ευκλείδεια μετρική στο C.
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Η απόδειξη του θεωρήματος του Mergelyan στη γενική περίπτωση είναι δύ-
σκολη. Αν όμως το σύνολοK είναι ένας συμπαγής δίσκος με ακτίνα r, (0 < r <
< +∞) τότε η απόδειξη είναι στοιχειώδης.

Ας συμβολίσουμε με D τον ανοικτό μοναδιαίο δίσκο και με D την κλειστή
θήκη του. 'Έστω ακόμα T = ∂D η μοναδιαία περιφέρεια και ∂θ

2π
να είναι το κα-

νονικοποιημένο μονοδιάστατο μέτρο Lebesgue στο T . Τότε έχουμε το ακόλουθο
θεώρημα.

Θεώρημα 2.1. (Privalov) Έστω f μία ολόμορφη συνάρτηση στο D και J ⊆ T
ένα μετρήσιμο σύνολο θετικού (μονοδιάστατου) μέτρου. Αν για κάθε ζ ∈ J το μη
εφαπτομενικό όριο της f(z) καθώς D ∋ z → ζ υπάρχει και είναι ίσο με μηδέν,
τότε f ≡ 0.

Ορισμός 2.2. Έστω K ⊆ T ένα συμπαγές σύνολο. Τότε το K λέγεται σύνολο
μοναδικότητας για την A(D), αν για κάθε f, g ∈ A(D) με f|K ≡ g|K να είναι
f ≡ g.

Έπεται από το θεώρημα 2.1 ότι ανK ⊆ T είναι ένα συμπαγές σύνολο θετικού
μέτρου, τότε τοK είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(D).

Αν F ⊆ T είναι ένα συμπαγές σύνολο μηδενικού μέτρου, τότε υπάρχει μία
συνάρτηση (peak function) ϕ ∈ A(D) τέτοια ώστε ϕ|F ≡ 1 και |ϕ(z)| < 1 για
κάθε z ∈ D \ F ([9], [12]). Εύκολα βλέπουμε ότι το σύνολο F δεν είναι σύνολο
μοναδικότητας για την A(D). Συνεπώς, ισχύει το ακόλουθο.

Θεώρημα 2.3. ΈστωK ⊆ T ένα συμπαγές σύνολο. Τότε τοK είναι σύνολο μονα-
δικότητας για την A(D), αν και μόνο αν τοK έχει θετικό μέτρο.

Στη μιγαδική ανάλυση μίας μεταβλητής, συχνά έχουμε να κάνουμε με συναρ-
τήσεις που παίρνουν ακόμα και την τιμή∞. Για να μιλήσουμε για ομοιόμορφη σύ-
γκλιση για τέτοιες συναρτήσεις χρειάζεται να αντικαταστήσουμε τη συνήθη Ευ-
κλείδεια μετρική στοC με μία μετρική στοC∪{∞}. Εφόσον όλες οι μετρικές στο
συμπαγή χώροC∪{∞} συμβιβαστές με τη συνήθη τοπολογία τουC∪{∞} είναι
ομοιόμορφα ισοδύναμες, αρκεί να χρησιμοποιήσουμε μία οποιαδήποτε εξ' αυτών.
Μία τέτοια μετρική είναι η γνωστή χορδική μετρική χ στο C ∪ {∞}. Αυτή η με-
τρική στοC∪{∞} επάγεται μέσω της στερεογραφικής προβολής της Ευκλείδειας
μετρικής του R3 περιορισμένη στη σφραίρα
S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1}. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε:

• χ(a, b) = |a−b|√
1+|a|2

√
1+|b|2

αν a, b ∈ C

• χ(a,∞) = χ(∞, a) = 1√
1+|a|2

αν a ∈ C

• χ(∞,∞) = 0.
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Ένα ανοικτό ερώτημα είναι ποία μορφή παίρνει το θεώρημα του Mergelyan,
αν η συνήθης Ευκλείδεια μετρική στο C αντικατασταθεί από τη χορδική μετρική
στο C ∪ {∞} ([16]). Όμως, είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε την απάντηση σε συ-
γκεκριμένες περιπτώσεις. Μία τέτοια περίπτωση είναι αν το σύνολοK είναι ένας
συμπαγής δίσκος με ακτίνα r (0 < r < +∞).

Ορισμός 2.4. Μία συνάρτηση f : D → C∪{∞} ανήκει στην κλάση Ã(D) αν και
μόνο αν f ≡ ∞ ή f(D) ⊆ C, η f|D είναι ολόμορφη και για κάθε ζ ∈ T = ∂D, το
όριο lim

z→ζ
f(z) υπάρχει στο C ∪ {∞}.

Σημείωση 2.5. Είναι ισοδύναμο να πούμε ότι μία συνάρτηση f ∈ Ã(D) αν και
μόνο αν η f είναι ταυτοτικά ∞ ή η f : D → C ∪ {∞} είναι συνεχής (ως προς
τη χορδική μετρική), f(D) ⊆ C και η f|D είναι ολόμορφη. Επιπλέον A(D) ⊆
Ã(D) και A(D) ̸= Ã(D) διότι η συνάρτηση f(z) = 1

1−z
ανήκει στη διαφορά

Ã(D) \ A(D).

Θεώρημα2.6. ([16])Θεωρούμε μία συνάρτηση f : D → C∪{∞}. Τότε f ∈ Ã(D)
αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων {pn}n≥1 (μίας μεταβλητής) τέτοια
ώστε:

sup{χ(pn(z), f(z)) : |z| ≤ 1} n → +∞−−−−−→ 0.

Από τα ανωτέρω έχουμε ότι η συνάρτηση f(z) = 1
1−z

μπορεί να προσεγγιστεί
ομοιόμορφα στοD από πολυώνυμα ως προς τη χορδική μετρική χ στο C ∪ {∞},
αλλά όχι ως προς τη συνήθη Ευκλείδεια μετρική στο C.

Από το θεώρημα Privalov, έχουμε ότι αν f, g ∈ Ã(D) συμπίπτουν σε ένα σύ-
νολοK ⊆ T θετικού μέτρου, τότε f ≡ g. Αν F ⊆ T είναι ένα συμπαγές σύνολο
μηδενικού μέτρου, τότε υπάρχει μία συνάρτηση ϕ ∈ A(D) ⊆ Ã(D), με ϕ|F ≡ 1
και |ϕ(z)| < 1 για κάθε z ∈ D\F ([9], [12]). Έτσι, οι συναρτήσεις ϕ και 1 ανήκουν
στην Ã(D), συμπίπτουν στο F και δεν είναι ταυτοτικά ίσες.

Ορισμός 2.7. ΈστωK ⊆ T ένα συμπαγές σύνολο. ΤοK λέγεται σύνολο μοναδι-
κότητας για την Ã(D), αν για κάθε f, g ∈ Ã(D) με f|K ≡ g|K να είναι f ≡ g.

Σύμφωνα με την προηγούμενη συζήτηση, έχουμε δείξει το ακόλουθο αποτέλε-
σμα.

Θεώρημα 2.8. Ένα συμπαγές σύνολοK ⊆ T είναι σύνολο μοναδικότητας για την
Ã(D) αν και μόνο αν τοK έχει θετικό μέτρο. Συνεπώς, τα σύνολα μοναδικότητας
για Ã(D) συμπίπτουν με εκείνα για την A(D).

Σημειώνουμε ότι με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε την κλάση
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Ã(D(w, r)) για οποιονδήποτε συμπαγή δίσκο με κέντροw και ακτίνα r, (0 <
< r < +∞).

Σκοπός μας είναι να επεκτείνουμε μερικά από τα προηγούμενα αποτελέσματα
σε πολλές μιγαδικές μεταβλητές και πιο συγκεκριμένα στην περίπτωση των πολύ-
δισκων ή της Ευκλείδειας μπάλας.

Έστω I ένα τυχαίο σύνολο με τουλάχιστον 2 στοιχεία. Θεωρούμε το καρτε-
σιανό γινόμενοDI εφοδιασμένο με την καρτεσιανή τοπολογία. Τα βασικά ανοικτά
σύνολα τουDI είναι της μορφής

∏
i∈I Yi όπου κάθε Yi ⊆ D είναι ανοικτό σύνολο

στο D και Yi = D για κάθε i ∈ I , εκτός ίσως από ένα πεπερασμένο το πλήθος
δεικτών. Έπεται εύκολα ότι αν σταθεροποιήσουμε οποιοδήποτε ζ ≡ (ζi)i∈I ∈ D

I ,
τότε το σύνολο

X =
∪
F⊆I

F πεπερασμένο

D
F ×

∏
i∈I \F

{ζi}

είναι πυκνό στοDI .
Αν το σύνολο I είναι πεπερασμένο ή άπειρο αριθμήσιμο, τότε το σύνολοDI εί-

ναι μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος και σύμφωνα με το θεώρημα Tychonoff,
συμπαγής, έτσι κάθε συνεχής συνάρτηση f : D

I → Y είναι ομοιόμορφα συνεχής,
για κάθε μετρικό χώρο Y , ειδικά αυτό ισχύει για Y = C ή Y = C ∪ {∞}.

Αν όμως το σύνολο I είναι υπεραριθμήσιμο, τότε δεν μπορούμε να χρησιμο-
ποιήσουμε κάποια μετρική στοDI .

Σημειώνουμε ότι το D
I έχει μία ομοιόμορφη δομή και καθώς παραμένει ένας

συμπαγής τοπολογικός χώρος (από το θεώρημα Tychonoff) θα μπορούσε κάποιος
να αποδείξει ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : D

I → Y (όπου Y = C ή Y =
C ∪ {∞}) είναι αυτόματα ομοιόμορφα συνεχής. Θα αποφύγουμε να χρησιμοποι-
ήσουμε αυτή την αποδεικτική κατεύθυνση, αποδεικνύοντας όμως το ακόλουθο
αποτέλεσμα.

Πρόταση 2.9. Έστω I ένα άπειρο σύνολο, αριθμήσιμο ή υπεραριθμήσιμο. Έστω
ακόμα f : D

I → Y μία συνεχής συνάρτηση, όπου (Y, d) είναι ένας αυθαίρετος
μετρικός χώρος και ε > 0. Τότε υπάρχει ένα πεπερασμένο σύνολο F ⊆ I τέτοιο
ώστε για κάθε ζ ≡ (ζi)i∈I ∈ D

I , η συνάρτηση g : D
I → Y με g(z) = f(w(z)),

όπου w(z) = (wi(z))i∈I ∈ D
I , με

wi(z) =

{
ζi για i ∈ I \ F
zi για i ∈ F

για κάθε z ≡ (zi)i∈I ∈ D
I ικανοποιεί τη σχέση d(f(z), g(z)) < ε για όλα τα
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z ∈ D
I .

Απόδειξη. Ησυνάρτηση f είναι συνεχής στοDI και συνεπώς, για κάθε τ ≡ (τi)i∈I

∈ D
I υπάρχει μία βασική ανοικτή περιοχήVτ του τ τέτοια ώστε d(f(τ), f(σ)) < ε

2

για κάθε σ ∈ Vτ . Από τη συμπάγεια του D
I έχουμε ότι Vτ1 ∪ · · · ∪ Vτm = D

I

για κάποιο m ∈ N και για κάποια τ 1, . . . , τm ∈ D
I . Για κάθε k ∈ {1, . . . ,m}

υπάρχουν ένα πεπερασμένο σύνολο Fk ⊆ I και δk > 0 τέτοια ώστε Vτk = {z ≡
(zi)i∈I ∈ D

I
: |zi − τi

k| < δk για κάθε i ∈ Fk}.
Θέτουμε F = F1 ∪ · · · ∪ Fm και έστω ζ ≡ (ζi)i∈I ∈ D

I ένα τυχαίο (αλλά
σταθεροποιημένο) στοιχείο τουDI . Για κάθε z ≡ (zi)i∈I ∈ D

I θέτουμε w(z) ≡
≡ (wi(z))i∈I ∈ D

I , με

wi(z) =

{
ζi για i ∈ I \ F
zi για i ∈ F.

Αν λοιπόν θεωρήσουμε κάποιο z ≡ (zi)i∈I ∈ D
I , τότε από τη σχέσηDI

=
= Vτ1∪· · ·∪Vτm , έχουμε ότι υπάρχει κάποιο k ∈ {1, . . . ,m} τέτοιο ώστε z ∈ Vτk .
Τότε, για i ∈ Fk έχουμε ότι |zi − τi

k| < δk. Έπεται ότι |wi(z)− τi
k| < δk για κάθε

i ∈ Fk διότι Fk ⊆ F και wi(z) = zi για όλα τα i ∈ F .
Συνεπώς w(z) ∈ Vτk και άρα d(f(w(z)), f(τ k)) < ε

2
. Όμως z ∈ Vτk και έτσι

έχουμε ότι d(f(z), f(τ k)) < ε
2
. Από τη σχέση g(z) = f(w(z)) για κάθε z ∈ D

I

και την τριγωνική ανισότητα έχουμε ότι d(f(w(z)), f(z)) < ε
2
. Η απόδειξη είναι

πλήρης.

Ένα άμεσο πόρισμα της πρότασης 2.9 είναι το ακόλουθο (γνωστό) αποτέλε-
σμα.

Πόρισμα 2.10. Έστω I ένα υπεραριθμήσιμο σύνολο και f : D
I → Y μία συνεχής

συνάρτηση, όπου (Y, d) είναι ένας αυθαίρετος μετρικός χώρος. Τότε η f εξαρτάται
από ένα αριθμήσιμο το πλήθος μεταβλητών και μόνο.

Απόδειξη. Από την πρόταση 2.9 έχουμε ότι για κάθε n = 1, 2, . . . υπάρχει ένα
πεπερασμένο σύνολο Fn ⊆ I και μία συνάρτηση gn : D

I → Y η οποία εξαρτάται
μόνο από τις συντεταγμένες του Fn τέτοια ώστε d(f(z), gn(z)) < 1

n
για όλα τα

z ∈ D
I . Θέτουμε F =

∪∞
n=1 Fn και το ζητούμενο έπεται.

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα Hartogs ([15]) έχουμε ότι αν Ω ⊆ Gn είναι ένα
ανοικτό σύνολο και θεωρήσουμε μία οποιαδήποτε ολόμορφη συνάρτηση
f : Ω → C, τότε η f αναλύεται σε δυναμοσειρά με κέντρο οποιοδήποτε σημείο
ζ ∈ Ω, η οποία συγκλίνει ομοιόμορφα και απόλυτα σε κάθε κλειστό πολύδισκο
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με κέντρο το σημείο ζ ∈ Ω ο οποίος περιέχεται στο Ω αν και μόνο αν η f εί-
ναι χωριστά ολόμορφη ως προς κάθε μεταβλητή. Με παρόμοιο τρόπο έχουμε ότι
η σύγκλιση της ανωτέρω δυναμοσειράς είναι ομοιόμορφη και απόλυτη σε κάθε
κλειστή (Ευκλείδεια) μπάλα η οποία περιέχεται στο Ω ([18], [19]).

Αναφέρουμε ακόμα ότι αν {Xi}i∈I είναι μια οικογένεια συμπαγών τοπολογι-
κών χώρων, όπου κάθεXi είναι εφοδιασμένος με ένα κανονικό μέτρο Borel (πιθα-
νότητας) µi, τότε στο (συμπαγές) καρτεσιανό γινόμενο

∏
i∈I Xi ορίζεται ένα κα-

νονικό μέτρο γινόμενο Borel (πιθανότητας) µ =
∏

i∈I µi (όπου ο χώρος
∏

i∈I Xi

θεωρείται εφοδιασμένος με την καρτεσιανή τοπολογία) ([5]). Στην περίπτωση που
το σύνολο I είναι πεπερασμένο, τότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα
Fubini. Αν όμως το I είναι άπειρο αριθμήσιμο, χρησιμοποιούμε το ακόλουθο απο-
τέλεσμα του Jessen ([11]).

Θεώρημα 2.11. (Jessen) Με τις ανωτέρω προϋποθέσεις, έστω ότι I = N και f ∈
L1(µ). Τότε υπάρχει ένα μετρήσιμο σύνολο J ⊆

∏
i∈NXi, με µ(J) = 1 και αν για

κάθε ζ ≡ (ζm)m∈N ∈ J , για κάθε n ∈ N και για κάθε z ≡ (zm)m∈N ∈
∏

i∈N Xi

θέσουμε gζ,n(z) = f(wζ,n(z)), όπου (wζ,n(z)) ≡ (wζ,n(z))m∈N ∈
∏

i∈N Xi με

(wζ,n(z))m =

{
zm για m ≤ n

ζm για m > n

τότε έχουμε ότι ∫
gζ,n(z)dµ(z)

n → +∞−−−−−→
∫

f(z)dµ(z)

για όλα τα ζ ∈ J .

Θα εφαρμόσουμε αυτά τα αποτελέσματα στην περίπτωση όπουXi = T και µi

είναι το κανονικοποιημένο μέτρο Lebesgue ∂θ
2π

στο T .
Επεκτάσεις του θεωρήματος 2.11 έχουν γίνει από την D. Maharam ([14]) στην

περίπτωση όπου το σύνολο I είναι υπεραριθμήσιμο και καλά διατεταγμένο.
Ωστόσο, δεν γνωρίζουμε αν παρόμοια αποτελέσματα ισχύουν όταν το όριο λαμβά-
νεται ως προς το κατευθυνόμενο σύνολο όλων των πεπερασμένων υποσυνόλων
του I με σχέση διάταξης αύτη του εγκλεισμού. Θα μπορούσαμε ενδεχομένως να
αποδείξουμε το εξής:

“ Έστω{Xi}i∈I , {µi}i∈I όπως ανωτέρω, όπου το I είναι ένα άπειρο σύνολο.
Έστω ακόμα f :

∏
i∈I Xi → R μία συνεχής συνάρτηση. Για κάθε ζ ∈

∏
i∈I Xi

(ζ ≡ (ζi)i∈I) και για κάθε πεπερασμένο σύνολο F ⊆ I θέτουμε:

gζ,F (z) = f(wζ,F (z))
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όπου:

(wζ,F (z))i =

{
zi αν i ∈ F

ζi αν i ∈ I \ F.
Έστω ε > 0. Τότε υπάρχει ένα πεπερασμένο σύνολο Fε ⊆ I , τέτοιο ώστε για

κάθε πεπερασμένο σύνολο F , με Fε ⊆ F ⊆ I και κάθε ζ ∈
∏

i∈I Xi να είναι
|
∫
gζ,F (z)dµ(z)−

∫
f(z)dµ(z)| < ε. ”

Δεν γνωρίζουμε αν το προηγούμενο αποτέλεσμα ισχύει αν f είναι η χαρακτη-
ριστική συνάρτηση χK οποιουδήποτε συμπαγούς συνόλου K ⊆

∏
i∈I Xi ή, πιο

γενικά, αν f ∈ L1(µ). Σίγουρα για κάποια τέτοια επέκταση, θα μπορούσε κανείς
να απαιτήσει το αποτέλεσμα να ισχύει σχεδόν για όλα τα ζ ∈

∏
i∈I Xi και ότι το

σύνολο Fε να εξαρτάται από το ζ . Αυτό το ερώτημα είναι ανοικτό, ακόμα και στην
περίπτωση όπου I = N

Αν θεωρήσουμε το ακόλουθο ασθενέστερο αποτέλεσμα, δηλαδή ότι σχεδόν
για όλα τα ζ ∈

∏
i∈I Xi και για κάθε ε > 0 και για κάθε πεπερασμένο σύ-

νολο F ⊆ I υπάρχει ένα πεπερασμένο σύνολο F ′ με F ⊆ F ′ ⊆ I τέτοιο ώστε
|
∫
gζ,F ′(z)dµ(z) −

∫
f(z)dµ(z)| < ε, τότε έχουμε την εξής κατάσταση. Αν το

σύνολο I είναι αριθμήσιμο, το ζητούμενο ισχύει από το θεώρημα 2.11. Στην υπε-
ραριθμήσιμη περίπτωση όμως, δεν γνωρίζουμε την απάντηση.

3 Σύνολα μοναδικότητας για την άλγεβρα του πολύ-
δισκου

Σε αυτή την ενότητα θεωρούμε το συμπαγή χώρο D
I , όπου D = {z ∈ C :

|z| ≤ 1} και I είναι ένα οποιοδήποτε μη κενό σύνολο, εφοδιασμένο με την καρτε-
σιανή τοπολογία.

Ένα πολυώνυμο στοDI είναι ένα πεπερασμένο άθροισμα μονονύμων

p(z) =
∑
a∈F

caz
k1(a)
i1(a)

· · · zkM(a)(a)

iM(a)(a)

όπου το F είναι ένα πεπερασμένο σύνολο,M(a) ∈ N για κάθε a ∈ F , ij(a) ∈ I
και kj(a) ∈ N για όλα τα j = 1, . . . ,M(a), a ∈ F, ca ∈ C για όλα τα a ∈ F και
z ≡ (zi)i∈I ∈ D

I .
Συνεπώς, το πολυώνυμο p εξαρτάται από ένα πεπερασμένο πλήθος μεταβλη-

τών και μόνο, ακόμα και αν το σύνολο I είναι άπειρο.
Ενδιαφερόμαστε να προσδιορίσουμε το σύνολο των ομοιόμορφων ορίων ακο-

λουθιών πολυωνύμων {pn}n≥1 στοD
I ως προς τη συνήθη Ευκλείδεια μετρική στο

C, όπου ο βαθμός κάθε πολυωνύμου pn και το σύνολο των μεταβλητών από το
οποίο εξαρτάται μπορούν να διαφέρουν.

10



Πρόταση 3.1. Έστω f : D
I → C μία συνάρτηση. Τότε υπάρχει μία ακολουθία

πολυωνύμων {pn}n≥1 τέτοια ώστε:

sup{|pn(z)− f(z)| : z ∈ D
I} n → +∞−−−−−→ 0

αν και μόνο αν ικανοποιούνται οι συνθήκες 1) και 2), όπου:

1) η f είναι συνεχής στοDI

2) για κάθε i0 ∈ I και για κάθε z ≡ (zi)i∈I ∈ D
I η συνάρτηση D ∈ w →

f(ζ(w)) ∈ C ανήκει στην άλγεβρα A(D), όπου ζ(w) ≡ (ζi(w))i∈I ∈ D
I με

ζi(w) =

{
w αν i = i0

zi αν i ∈ I \ {io}.

Απόδειξη. Είναι άμεσο ότι αν pn
n → +∞−−−−−→ f ομοιόμορφα στοDI , τότε η f ικανο-

ποιεί τα 1) και 2).
Ας υποθέσουμε τώρα ότι η f ικανοποιεί τα 1) και 2) και έστω ακόμα ε > 0.

Αρκεί λοιπόν να βρούμε ένα πολυώνυμο p στοDI τέτοιο ώστε |f(z)− p(z)| < ε

για κάθε z ∈ D
I .

Θεωρούμε αρχικά ότι το σύνολο I είναι πεπερασμένο. Χωρίς βλάβη της γε-
νικότητας, ας υποθέσουμε ότι I = {1, . . . , N} και ότι η f : D

N → C ικανο-
ποιεί τις συνθήκες 1) και 2). Το σύνολο D

N είναι συμπαγής μετρικός χώρος και
έτσι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής. Συνεπώς, υπάρχει r ∈ (0, 1), τέτοιο ώστε
|f(z) − f(rz)| < ε

2
για κάθε z ∈ D

N . Από τη συνθήκη 2) σε συνδυασμό με το
θεώρημα Hartogs ([15]), η συνάρτηση f αναλύεται (τοπικά) σε δυναμοσειρά με
κέντρο το σημείο 0 = (0, . . . , 0). Η σύγκλιση της ανωτέρω δυναμοσειράς προς τη
συνάρτηση f είναι απόλυτη και ομοιόμορφη σε κάθε κλειστό πολύδισκο με κέντρο
το 0 που περιέχεται στο DI . Πιο συγκεκριμένα, για κάποιο τέτοιο μερικό άθροι-
σμα q της δυναμοσειράς είναι |q(w) − f(w)| < ε

2
για κάθε w = (w1, . . . , wN) με

|wj| ≤ r, διότι r < 1. Έπεται ότι |p(z)−f(z)| < ε για κάθε z ∈ D
N , όπου p(z) εί-

ναι το πολυώνυμο p(z) = q(rz). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη στην περίπτωση
που το σύνολο I είναι πεπερασμένο.

Ας υποθέσουμε τέλος ότι το I είναι άπειρο σύνολο και ότι η συνάρτηση f ικα-
νοποιεί τις συνθήκες 1) και 2). Έστω ε > 0. Αρκεί να βρούμε ένα πολυώνυμο p

τέτοιο ώστε |p(z) − f(z)| < ε για κάθε z ∈ D
I . Από την πρόταση 2.9 μπορούμε

να βρούμε ένα ζ ∈ D
I και ένα πεπερασμένο σύνολο F ⊆ I τέτοιο ώστε η συ-

νάρτηση g : D
I → C, με τύπο g(z) = f(w(z)), όπου w(z) ≡ (wi(z))i∈I ∈ D

I

με
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wi(z) =

{
zi αν i ∈ F

ζi αν i ∈ I \ F.

ικανοποιεί τη σχέση |g(z)−f(z)| < ε
2
για κάθε z ∈ D

I . Η συνάρτηση g εξαρτάται
από πεπερασμένο το πλήθος μεταβλητές (και μόνο) και επάγει μία συνάρτηση στο
D

F η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες 1) και 2). Από το πρώτο σκέλος της απόδειξης,
μπορούμε να βρούμε ένα πολυώνυμο p (στοDF , το οποίο επάγει ένα πολυώνυμο
στοDI) τέτοιο ώστε |p(z)− g(z)| < ε

2
στοDI και η απόδειξη ολοκληρώνεται με

χρήση της τριγωνικής ανισότητας.

Η Μ. Μανωλάκη ρώτησε αν η συνθήκη 2) της πρότασης 3.1 συνεπάγεται τη
συνθήκη 1) (της ίδιας πρότασης). Ο P.M. Gauthier έδωσε αρνητική απάντηση για
αυτό το ερώτημα στην αρμονική περίπτωση. Το ακόλουθο αντιπαράδειγμα για το
D

2 στην ολόμορφη περίπτωση οφείλεται στον G. Knese.
Θεωρούμε τη ρητή συνάρτηση (πηλίκο πολυωνύμων δύο μεταβλητών)

f(z, w) =

{
2zw−z−w
2−z−w

αν |z| ≤ 1, |w| ≤ 1 και (z, w) ̸= (1, 1)

−1 αν (z, w) = (1, 1).

Η συνάρτηση f ικανοποιεί τη συνθήκη 2) της πρότασης 3.1, αλλά δεν ικανο-
ποιεί τη συνθήκη 1), διότι για z = w = eiθ, θ ∈ R f(eiθ, e−iθ) = 1 ̸= −1 =
f(1, 1) και η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο σημείο (1, 1) σαν συνάρτηση
ορισμένη στοD2.

Ο R. Aron πρόσθεσε ότι στην περίπτωση που το σύνολο I είναι άπειρο, αρκεί
να θεωρήσουμε σαν f ένα μη συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές στο ℓ∞(I).

Ορισμός 3.2. Το σύνολοA(DI
) περιέχει ακριβώς όλες τις συναρτήσεις f : D

I →
C οι οποίες ικανοποιούν τις συνθήκες 1) και 2) της πρότασης 3.1.

Είναι σχετικά απλό να διαπιστώσει κανείς ότι η A(DI
) είναι μία άλγεβρα

Banach και περιέχει ακριβώς τα ομοιόμορφα όρια των ακολουθιών πολυωνύμων
στοDI ως προς τη συνήθη Ευκλείδεια μετρική στο C.

Από την αρχή του μεγίστου μπορεί κανείς εύκολα να διαπιστώσει ότι το σύ-
νολο T I όπου T = ∂D = {z ∈ C : |z| = 1} είναι ένα σύνορο για την
A(D

I
), δηλαδή, για κάθε f ∈ A(D

I
) υπάρχει ένα στοιχείο ζ ∈ T I τέτοιο ώστε

|f(ζ)| ≥ |f(z)| για κάθε z ∈ D
I . Ισοδύναμα, ο περιορισμός

πT I : A(D
I
) ∋ f → f|T I ∈ C(T I)

είναι ισομετρία.
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Ορισμός 3.3. Ένα συμπαγές σύνολοK ⊆ T I λέγεται σύνολο μοναδικότητας για
την A(DI

), αν για κάθε f, g ∈ A(D
I
) με f|K ≡ g|K να είναι f ≡ g. Ισοδύναμα, ο

περιορισμός
πK : A(D

I
) ∋ f → f|K ∈ C(K)

να είναι 1− 1.

Σημείωση 3.4. Ένα συμπαγές σύνολοK ⊆ T I λέγεται σύνολο κορυφής (peak set)
για την A(D

I
)), αν υπάρχει συνάρτηση ϕ ∈ A(D

I
) τέτοια ώστε ϕ|K ≡ 1 και

|ϕ(z)| < 1 για κάθε z ∈ D
I \K ([18]).

Μπορεί κανείς να διαπιστώσει σχετικά απλά ότι αν ένα συμπαγές σύνολοK ⊆
⊆ T I είναι σύνολο κορυφής (για την A(D

I
))), τότε δεν μπορεί να είναι σύνολο

μοναδικότητας (για την ίδια κλάση). Ακόμα, αν I = {1, 2}, τότε το συνολοK =

= {1} × T ⊆ T 2 ⊆ D
2 είναι συμπαγές και δεν είναι ούτε σύνολο κορυφής, αλλά

ούτε και σύνολο μοναδικότητας για την A(DI
) ≡ A(D

2
).

Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση f(z1, z2) = 1+z1
2

βλέπουμε ότι f|K ≡ 1 αλλά
f ̸≡ 1, συνεπώς το σύνολοK δεν μπορεί να είναι σύνολο μοναδικότητας για την
A(D

2
). Ακόμα, αν για τη συνάρτηση g ∈ A(D

2
) ισχύει g|K ≡ 1, έπεται εύκολα

ότι g(1, 0) = 1 και συνεπώς το σύνολο K δεν μπορεί να είναι ούτε σύνολο κο-
ρυφής . Οι προηγούμενες παρατηρήσεις μπορούν εύκολα να μεταφερθούν στην
περίπτωση όπου το σύνολο I είναι αυθαίρετο και περιέχει τουλάχιστον δύο ση-
μεία.

Θεώρημα 3.5. ΈστωK ⊆ T I ένα συμπαγές σύνολο με µ(K) > 0, όπου με µ συμ-
βολίζουμε το μέτρο γινόμενο στο T I των κανονικοποιημένων μέτρων Lebesgue
dθ
2π

σε κάθε παράγοντα T του T I . Τότε το σύνολοK είναι σύνολο μοναδικότητας
για την A(DI

).

Απόδειξη. Αν το σύνολο I είναι μονοσύνολο, τότε το ζητούμενο έπεται από το
θεώρημα Privalov (θεώρημα 2.1, θεώρημα 2.3).

Αν το σύνολο I είναι πεπερασμένο, τότε το ζητούμενο έπεται με επαγωγή σε
συνδυασμό με τα θεωρήματα Fubini και Privalov.Πράγματι, αν το σύνολοK ⊆ T n

έχει θετικό n - διάστατο μέτρο, τότε από το θεώρημα Fubini υπάρχει ένα σύνολο
J ⊆ T n−1 θετικού μέτρου (διάστασης n − 1) τέτοιο ώστε για κάθε y ∈ J το
σύνολο {x ∈ T : (x, y) ∈ K} ≡ Ay να έχει θετικό μέτρο (διάστασης 1).

Αν f, g ∈ A(D
n
) με f|K ≡ g|K , τότε f|Ay×{y} ≡ g|Ay×{y} για κάθε y ∈

J . Επειδή το σύνολο Ay έχει θετικό μέτρο, από το θεώρημα Privalov έχουμε ότι
f|D×{y} ≡ g|D×{y} με την τελευταία σχέση να ισχύει για κάθε y ∈ J . Από την κα-
νονικότητα του μέτρου µ βρίσκουμε ένα συμπαγές σύνολοR ⊆ J θετικού μέτρου.
Από την επαγωγική υπόθεση, το σύνολο R είναι σύνολο μοναδικότητας (για την
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A(D
n−1

)) και άρα f|{z}×D
n−1 ≡ g|{z}×D

n−1 για κάθε z ∈ D. Συνεπώς, f ≡ g. Αυτό
ολοκληρώνει την απόδειξη στην περίπτωση που το σύνολο I είναι πεπερασμένο.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι το σύνολο I είναι άπειρο αριθμήσιμο και έστω, χωρίς
βλάβη της γενικότητας, ότι I = N. Θεωρούμε ένα συμπαγές σύνολο K ⊆ T I

θετικού μέτρου. Επειδή το μέτρο γινόμενο είναι ένα κανονικό μέτρο Borel ([5]),
εφαρμόζεται η επέκταση του θεωρήματος Fubini από τον Jessen (θεώρημα 2.11)
στην χαρακτηριστική συνάρτησηχK (τουK) η οποία είναι μετρήσιμη και ολοκλη-
ρώσιμη. Συνεπώς, υπάρχει ένα μετρήσιμο σύνολο J ⊆ T I μέτρου 1, τέτοιο ώστε
για κάθε ζ ∈ J , ζ = (ζ1, ζ2, . . . ) η ακολουθία (µn(En))n≥1, όπου:

En = {(z1, . . . , zn) ∈ T n : (z1, . . . , zn, ζn+1, ζn+2, . . . ) ∈ K}

να συγκλίνει στο µ(K) > 0 (όπου µ είναι το μέτρο γινόμενο στο TN των dθ
2π

σε
κάθε παράγοντα T και µn είναι το μέτρο γινόμενο στο T n ). Σταθεροποιούμε ένα
ζ ∈ J . Εφόσον υπάρχει ένα no τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 τα σύνολα En να
έχουν θετικό μέτρο, από το αντίστοιχο αποτέλεσμα στην πεπερασμένη περίπτωση
έχουμε ότι κάθε σύνολοEn ⊆ T n είναι σύνολο μοναδικότητας για τηνA(Dn

), για
n ≥ n0.

Έστω f, g ∈ A(D
N
) με f|K ≡ g|K . Για κάθε n ≥ 1 θεωρούμε τις συναρτήσεις

fn, gn : D
n → C οι οποίες ορίζονται ως εξής:

fn(z1, . . . , zn) = f(z1, . . . , zn, ζn+1, ζn+2, . . . ) και

gn(z1, . . . , zn) = g(z1, . . . , zn, ζn+1, ζn+2, . . . )

για κάθε (z1, . . . , zn) ∈ D
n. Παρατηρούμε ότι fn|En

≡ gn|En
για κάθε n ≥ 1.

Επειδή τοEn είναι σύνολο μοναδικότητας για τηνA(D
n
) (γιαn ≥ n0), έχουμε

ότι fn ≡ gn για κάθε n ≥ n0 και συνεπώς είναι f|A ≡ g|A όπου:

A =
∪
n≥n0

D
n × {ζn+1} × {ζn+2} × · · ·

με το σύνολο A να είναι πυκνό στοDN (ως προς την καρτεσιανή τοπολογία).
Επειδή οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς και συμπίπτουν σε ένα πυκνό σύ-

νολο έχουμε ότι f ≡ g. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη στην άπειρη αριθμήσιμη
περίπτωση.

Τέλος, εξετάζουμε την περίπτωση όπου το σύνολο I είναι υπεραριθμήσιμο. Εί-
ναι γνωστό ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f ∈ A(D

I
) εξαρτάται από αριθμήσιμο

το πλήθος μεταβλητές και μόνο (πόρισμα 2.10). ΈστωK ⊆ T I ένα συμπαγές σύ-
νολο με µ(K) > 0. Έστω ακόμα f, g ∈ A(D

I
) με f|K ≡ g|K . Θέλουμε να δείξουμε

ότι f ≡ g.
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Αν F ⊆ I είναι ένα αριθμήσιμο σύνολο τέτοιο ώστε οι συναρτήσεις f και
g να εξαρτώνται μόνο από μεταβλητές με δείκτες στο σύνολο F , τότε μπορούμε
να θεωρήσουμε τις f, g σαν συναρτήσεις στην A(D

F
) με f|S ≡ g|S , όπου S ⊆

T F είναι η προβολή του K στο D
F , το οποίο είναι ένα συμπαγές σύνολο. Από

τον ορισμό του μέτρου γινόμενου έχουμε ότι µF (S) ≥ µI(K) > 0, διότι K ⊆
S × T I\F και T I\F έχει μέτρο 1, όπου µF and µI είναι τα μέτρα γινόμενα στα T F

and T I , αντίστοιχα. Συνεπώς, µF (S) > 0. Από το αντίστοιχο αποτέλεσμα στην
αριθμήσιμη περίπτωση έχουμε ότι f ≡ g σαν στοιχεία τηςA(DF

), το οποίο εύκολα
συνεπάγεται ότι f ≡ g στην A(D

I
), επειδή οι συναρτήσεις f και g εξαρτώνται

μόνο από τις μεταβλητές με δείκτες στο σύνολο F . Η απόδειξη του θεωρήματος
είναι πλήρης.

Σημείωση 3.6. Στην περίπτωση όπου το σύνολο I είναι υπεραριθμήσιμο, μπορεί
κανείς να δείξει ότι ένα συμπαγές σύνολοK ⊆ T I είναι σύνολο μοναδικότητας για
την A(DI

) αν και μόνο αν για κάθε άπειρο αριθμήσιμο σύνολο F ⊆ I η προβολή
τουK στο T F είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(DF

).
Παράδειγμα 3.7. Αν το σύνολο I περιέχει τουλάχιστον δύο στοιχεία, τότε υπάρ-
χει ένα συμπαγές σύνολο K ⊆ T I το οποίο είναι σύνολο μοναδικότητας για την
A(D

I
) και έχει μηδενικό μέτρο.

Σκιαγραφούμε την απόδειξη του παραδείγματος για την A(D2
), η οποία μπο-

ρεί εύκολα να μεταφερθεί στη γενική περίπτωση, όπου το σύνολο I περιέχει του-
λάχιστον δύο στοιχεία.

Έστω J = [0, 1], J ∩ Q = {q1, q2, . . . } και an = 1
n
, n = 1, 2, . . . . Θέτουμε

An = {(eiqn , eiy) : 0 ≤ y ≤ an} ⊆ T 2 και K = (
∪∞

n=1 An) ∪ {(eix, ei·0) :
x ∈ J} ⊆ T 2. Είναι σχετικά απλό να διαπιστώσει κανείς ότι το σύνολο K είναι
συμπαγές και έχει μέτρο μηδέν (διάστασης 2). Έστω f, g ∈ A(D

2
) τέτοιες ώστε

f|K ≡ g|K . Εφόσον το (μονοδιάστατο) μέτρο του συνόλου {eiy ∈ T : (eiqn , eiy) ∈
∈ An} είναι an = 1

n
> 0, από το θεώρημα Privalov (θεώρημα 2.1, θεώρημα 2.3)

έπεται ότι f(eiqn , w) = f(eiqn , w) για κάθε w ∈ D. Από τη συνέχεια των συναρ-
τήσεων f και g και επειδή το σύνολο J ∩Q είναι πυκνό στο J = [0, 1], έπεται ότι
f|S ≡ g|S όπου S = {(eix, eiy) : 0 ≤ x ≤ 1 και 0 ≤ y ≤ 2π}.
Το 2 - διάστατο μέτρο του συνόλου S είναι θετικό και συνεπώς, από το θεώρημα
3.5 έπεται ότι το S είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(D2

). Συνεπώς, f ≡ g.
Πρόταση 3.8. Έστω I ̸= ∅ και (Ij)j∈J μία διαμέριση του I . Για κάθε j ∈ J θε-
ωρούμε ένα συμπαγές σύνολο Kj ⊆ T Ij το οποίο υποθέτουμε ότι είναι σύνολο
μοναδικότητας για την A(DIj

). Τότε το (συμπαγές) σύνολο

K =
∏
j∈J

Kj ⊆
∏
j∈J

T Ij ≡ T I
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είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(DI
).

Απόδειξη. Θεωρούμε αρχικά την περίπτωση όπου το σύνολο J περιέχει ακριβώς
δύο στοιχεία, J = {1, 2}. Έστω f, g ∈ A(D

I
) και I = I1 ∪ I2, I1 ∩ I2 = ∅.

Υποθέτουμε ότι f|K1×K2 ≡ g|K1×K2 , όπου K1 ⊆ T I1 και K2 ⊆ T I2 είναι σύνολα
μοναδικότητας για τις A(DI1

) και A(DI2
) αντίστοιχα. Έστω ζ ∈ K , ζ = (ζ1, ζ2),

ζ1 ∈ K1 και ζ2 ∈ K2 ένα σταθεροποιημένο σημείο. Θεωρούμε τις συναρτήσεις
f(·, ζ2) ∈ A(D

I1
), g(·, ζ2) ∈ A(D

I1
) για τις οποίες υποθέτουμε ότι συμπίπτουν

στοK1. ΤοK1 είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(D
I1
), συνεπώς f(z, ζ2) =

= g(z, ζ2) για κάθε z ∈ A(D
I
) και αυτό για όλα τα ζ2 ∈ K2. Χρησιμοποιώντας ότι

τοK2 είναι σύνολο μοναδικότητας για τηνA(D
I2
) λαμβάνουμε με όμοιο τρόπο ότι

f(z, w) = g(z, w) για κάθε (z, w) ∈ D
I
= D

I1 ×D
I2 . Συνεπώς, τοK = K1×K2

είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(DI1∪I2
).

Αν το σύνολο J είναι πεπερασμένο, το ζητούμενο έπεται εύκολα με επαγωγή,
διότιK1 × · · · ×Kn = (K1 × · · · ×Kn−1)×Kn.

Ας υποθέσουμε τέλος ότι το σύνολο J είναι άπειρο. Έστω f, g ∈ A(D
I
) και

ας υποθέσουμε ότι συμπίπτουν στο σύνολο K =
∏

j∈J Kj . Θα δείξουμε ότι f ≡
g. Σταθεροποιούμε ένα ζ ≡ (ζj)j∈J ∈

∏
j∈J Kj , ζj ∈ Kj . Από το αντίστοιχο

αποτέλεσμα στην πεπερασμένη περίπτωση, έχουμε ότι f|A ≡ g|A, όπου:

A =
∪
F⊆J

Fπεπερασμένο

D
∪

j∈F Ij ×
∏

j∈J \F

{ζj}.

Επειδή κάθε πεπερασμένο υποσύνολο του I = ∪j∈JIj περιέχεται στην ένωση∪
j∈F Ij για κάποιο πεπερασμένο υποσύνολο F ⊆ J , έπεται ότι το σύνολοA είναι

πυκνό στο D
I . Από την συνέχεια των συναρτήσεων f και g, συμπεραίνουμε ότι

f ≡ g. Η απόδειξη είναι πλήρης.

4 Σφαιρική προσέγγιση σε πολύδισκους
Σε αυτή την ενότητα, όπως και στην προηγούμενη, θεωρούμε γινόμενα της

μορφής DI (όπου το I είναι τυχαίο σύνολο) και ενδιαφερόμαστε να προσδιορί-
σουμε τα ομοιόμορφα όρια πολυωνύμων στο D

I ως προς τη χορδική μετρική χ
στο C ∪ {∞}.

Πρόταση 4.1. Έστω f : D
I → C ∪ {∞} μία συνάρτηση. Τότε υπάρχει μία ακο-

λουθία πολυωνύμων {pn}n≥1 τέτοια ώστε:
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sup{χ(pn(z), f(z)) : z ∈ D
I} n → +∞−−−−−→ 0

αν και μόνο αν ικανοποιούνται οι συνθήκες 1′) και 2′), όπου:

1′) η f είναι συνεχής στοDI

2′) για κάθε j0 ∈ I και για κάθε z ≡ (zj)j∈I ∈ D
I , η συνάρτηση D ∋ w →

f(ζ(w)) ∈ C ∪ {∞} ανήκει στην Ã(D), όπου ζ(w) ≡ (ζj(w))j∈I ∈ D
I με

ζj(w) =

{
w αν j = j0

zj αν j ∈ I \ {jo}.

Η απόδειξη της πρότασης είναι παρόμοια με αυτή της πρότασης 3.1. Η μόνη
διαφορά είναι στην πεπερασμένη περίπτωση, όπου το σύνολο I περιέχει ακριβώς
N στοιχεία (N ∈ N), όπου έχουμε χ(f(z), f(rz)) < ε

2
αντί της |f(z)− f(rz)| <

< ε
2
. Επιπλέον, η ανισότητα |q(w)−f(w)| < ε

2
για κάθεw = (w1, ..., wN), |wj| ≤

≤ r συνεπάγεται ότιχ(q(w), f(w)) < ε
2
, αφούχ(a, b) ≤ |a−b| για κάθε a, b ∈ C.

Το ζητούμενο έπεται από την τριγωνική ανισότητα, στην περίπτωση που η συνάρ-
τηση f ικανοποιεί τις συνθήκες 1′) και 2′), με f(DI

) ⊆ C.
Αν έχουμε ότι f(ζ) = ∞ για κάποιο ζ = (ζ1, . . . , ζN) με |ζi| < 1 για κάθε

i ∈ {1, . . . , N}, τότε από μία εφαρμογή του θεωρήματος Hurwitz έχουμε ότι το
σύνολο f−1({∞}) ∩ DN είναι ανοικτό στο DN (D = {z ∈ C : |z| < 1}). Το
ίδιο σύνολο όμως είναι και κλειστό (στο DN ) στη σχετική τοπολογία και το DN

είναι συνεκτικό σύνολο, έπεται ότι αν f(ζ) = ∞ για κάποιο εσωτερικό σημείο,
τότε f ≡ ∞.

Στη γενική περίπτωση όπου το σύνολο I μπορεί να είναι και άπειρο, αν η συ-
νάρτηση f ικανοποιεί τις συνθήκες 1′) και 2′) και f(ζ) = ∞ για κάποιο ζ ≡
(ζ)i∈I ∈ DI , τότε, από τον προηγούμενο συλλογισμό συνάγουμε ότι f|A ≡ ∞,
όπου:

A =
∪
F⊆J

Fπεπερασμένο

D
F ×

∏
j∈J \F

{ζj}.

Επειδή το σύνολο A είναι πυκνό στοDI και η f είναι συνεχής, έπεται ότι f ≡
∞ και η f μπορεί να προσεγγιστεί ομοιόμορφα από τα σταθερά πολυώνυμα pn =
n για κάθε n.

Ορισμός 4.2. Η Ã(D
I
) περιέχει ακριβώς όλες τις συναρτήσεις f : D

I → C∪{∞}
οι οποίες ικανοποιούν τις ιδιότητες 1′) και 2′) της πρότασης 4.1.
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Όπως έχουμε ήδη διαπιστώσει, η Ã(D
I
) συμπίπτει με το σύνολο των ομοιο-

μόρφων ορίων πολυωνύμων στο D
I ως προς τη χορδική μετρική χ. Επιπλέον, αν

η f ∈ Ã(D
I
) ικανοποιεί τη σχέση f(ζ) = ∞ για κάποιο ζ ≡ (ζi)i∈I ∈ DI , έπεται

ότι f ≡ ∞. Επίσης, είναι εμφανές ότι A(DI
) ⊆ Ã(D

I
).

Ορισμός 4.3. Ένα συμπαγές σύνολοK ⊆ T I λέγεται σύνολο μοναδικότητας για
την κλάση Ã(D

I
), αν για κάθε συναρτήσεις f, g ∈ Ã(D

I
) με f|K ≡ g|K να είναι

f ≡ g.

Εφόσον A(D
I
) ⊆ Ã(D

I
), είναι άμεσο ότι κάθε σύνολο μοναδικότητας για

την Ã(D
I
) είναι σύνολο μοναδικότητας και για την A(D

I
). Δεν γνωρίζουμε αν

το αντίστροφο ισχύει ή όχι. Παρόλα αυτά, τα αποτελέσματα που έχουμε για την
Ã(D

I
) είναι παρόμοια με αυτά για την A(DI

). Οι αποδείξεις είναι παρόμοιες, κυ-
ρίως λόγω του θεωρήματος Privalov: αν f, g ∈ Ã(D) είναι δύο συναρτήσεις που
συμπίπτουν σε ένα υποσύνολο του T με θετικό μέτρο, τότε f ≡ g. Συνεπώς, δια-
τυπώνουμε τα αντίστοιχα αποτελέσματα χωρίς απόδειξη.

Θεώρημα 4.4. ΈστωK ⊆ T I ένα συμπαγές σύνολο με µ(K) > 0. Τότε τοK είναι
ένα σύνολο μοναδικότητας για την Ã(DI

).

Το σύνολοK του παραδείγματος 3.7 έχει ισχύ και στην περίπτωση των Ã(D2
)

και (πιο γενικά) Ã(DI
). Με όμοιο τρόπο διαπιστώνει κανείς ότι γινόμενα συνό-

λων μοναδικότητας για τις Ã(DIj
) είναι σύνολα μοναδικότητας για την Ã(D

I
)

για οποιαδήποτε διαμέριση (Ij)j∈J του I . Η απόδειξη είναι όμοια με εκείνη της
πρότασης 3.8.

5 Η περίπτωση της Ευκλείδειας μπάλας του Cn

Στη συγκεκριμένη ενότητα επεκτείνουμε τα αποτελέσματα των ενοτήτων 3 και
4 αντικαθιστώντας το σύνολοDI με την Ευκλείδεια μπάλα

Bn = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z21 |+ . . .+ |z2n| ≤ 1} του Cn.

Αρκετές από τις αποδείξεις είναι παρόμοιες με τις αντίστοιχες των προηγού-
μενων ενοτήτων, καθώς το ανάπτυγμα Taylor μίας συνάρτησης πολλών μεταβλη-
τών συγκλίνει απόλυτα και ομοιόμορφα στην ίδια συνάρτηση, όχι μόνο σε κάθε
κλειστό πολύδισκο που περιέχεται στο (ανοικτό) σύνολο ολομορφίας Ω της συ-
νάρτησης, αλλά και σε κάθε κλειστή μπάλα με το συγκεκριμένο κέντρο, η οποία
περιέχεται στο Ω ([19]).
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Το σύνολο των ομοιομόρφων ορίων πολυωνύμων στοBn (ως προς τη συνήθη
Ευκλείδεια μετρική στοC) είναι η άλγεβραA(Bn), ενώ αν αντικαταστήσουμε την
Ευκλείδεια μετρική με τη χορδική μετρική χ στο C ∪ {∞}, τότε λαμβάνουμε την
κλάση Ã(Bn).

Ορισμός 5.1. Η A(Bn) περιέχει ακριβώς όλες τις συναρτήσεις f : Bn → C, οι
οποίες είναι συνεχείς στο Bn και για κάθε z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn και για κάθε k,
με 1 ≤ k ≤ n, αν θέσουμε:

Bz,k = {w ∈ C : |w| <
√
1− (|z1|2 + . . .+ |zk−1|2 + |zk+1|2 + . . .+ |zn|2)}

τότε η συνάρτηση Bz,k ∋ w → f(z1, . . . , zk−1, w, zk+1, . . . , zn) ∈ C ανήκει στην
A(Bz,k).

Ορισμός 5.2. Η Ã(Bn) περιέχει ακριβώς όλες τις συναρτήσεις f : Bn → C∪{∞}
οι οποίες είναι συνεχείς στο Bn και για κάθε z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn και για κάθε
k, με 1 ≤ k ≤ n, αν θέσουμε:

Bz,k = {w ∈ C : |w| <
√
1− (|z1|2 + . . .+ |zk−1|2 + |zk+1|2 + . . .+ |zn|2)}

τότε η συνάρτηση Bz,k ∋ w → f(z1, . . . , zk−1, w, zk+1, . . . , zn) ∈ C ∪ {∞}
ανήκει στην Ã(Bz,k).

Σημειώνουμε ότι η κλάσηA(D(z, r)) (αντίστοιχα η Ã(D(z, r))) για z ∈ C και
r = 0 περιέχει ακριβώς όλες τις (σταθερές) συναρτήσεις f : {z} → C (αντίστοιχα
f : {z} → C ∪ {∞}).
Σημείωση 5.3. Αν η συνάρτηση f ∈ Ã(Bn) ικανοποιεί τη συνθήκη f(ζ) = ∞
για κάποιο ζ ∈ Bn, τότε f ≡ ∞, διαφορετικά έχουμε ότι f(Bn) ⊆ C και η f
είναι ολόμορφη στο Bn (ισοδύναμα, από το θεώρημα Hartogs, η f είναι χωριστά
ολόμορφη).

Ορισμός 5.4. ΈστωK ⊆ ∂Bn ένα συμπαγές σύνολο, όπου:

∂Bn = {(ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn : |ζ1|2 + . . .+ |ζn|2 = 1}.

ΤοK λέγεται σύνολο μοναδικότητας για την A(Bn) (αντίστοιχα για την
Ã(Bn)), αν και μόνο αν, για κάθε δύο συναρτήσεις f, g ∈ A(Bn) (αντίστοιχα
f, g ∈ Ã(Bn)) με f|K ≡ g|K , να είναι f ≡ g.

Επειδή A(Bn) ⊆ Ã(Bn), έπεται ότι κάθε συνολο μοναδικότητας για την
Ã(Bn) είναι σύνολο μοναδικότητας και για την A(Bn). Δεν γνωρίζουμε όμως αν
το αντίστροφο ισχύει ή όχι.
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Σημείωση 5.5. Το σύνολοX = {z = (z1, . . . , zn) ∈ ∂Bn : |zj| > 0 για κάθε j =
= 1, . . . , n} μπορεί να γραφτεί και ως:

X =
∪

(r1,...,rn−1)∈G

Xr1,...,rn−1

όπου:

• Xr1,...,rn−1 = {(r1eiθ1 , . . . , rn−1e
iθn−1 , rne

iθn) ∈ ∂Bn : θj ∈ R, για κάθε
j = 1, . . . , n}

• G = {(r1, . . . , rn−1) ∈ (0,+∞)n−1 : r21 + · · ·+ r2n−1 < 1}

• rn =
√
1− (r21 + . . .+ r2n−1).

Το σύνολο Xr1,...,rn−1
∼= T n είναι το διακεκριμένο σύνορο του πολύδισκου

D(0, r1)× · · · ×D(0, rn), το οποίο είναι υποσύνολο του Bn.
ΈστωK ⊆ ∂Bn μεK ∩Xr1,...,rn−1 ̸= ∅ για κάποιο (r1, . . . , rn−1) ∈ G και ας

υποθέσουμε ότι η τομήK∩Xr1,...,rn−1 (⊆ Tr1×· · ·×Trn) είναι σύνολο μοναδικό-
τητας για τηνA(D(0, r1)×· · ·×D(0, rn)) (ή για την (Ã(D(0, r1)×· · ·×D(0, rn))
αντίστοιχα), όπου:

Tr = {z ∈ C : |z| = r} = rT για κάθε r > 0.

Τότε ισχύει το ακόλουθο:
Αν f, g ∈ A(Bn) (ή f, g ∈ Ã(Bn) αντίστοιχα) με f|K ≡ g|K , τότε σύμφωνα με

τα αποτελέσματα των ενοτήτων 3 και 4 έχουμε ότι

f|D(0,r1)×···×D(0,rn)
≡ g|D(0,r1)×···×D(0,rn)

.

Χρησιμοποιώντας την αρχή αναλυτικής συνέχισης σε πολλές μιγαδικές μετα-
βλητές έπεται τελικά ότι f ≡ g. Συνεπώς, το K είναι σύνολο μοναδικότητας για
την A(Bn) (ή για την Ã(Bn) αντίστοιχα).

Θεώρημα 5.6. Αν K ⊆ ∂Bn είναι ένα συμπαγές σύνολο θετικού μέτρου στην
υπερεπιφάνεια ∂Bn = R2n−1 ((πραγματικής) διάστασης 2n− 1), τότε τοK είναι
συνολο μοναδικότητας για τις A(Bn) και Ã(Bn).

Απόδειξη. Το φυσιολογικό μέτρο στο ∂Bn έχει τη μορφή:

q(r1, . . . , rn−1, e
iθ1 , . . . , eiθn)dθ1 · . . . · dθn · dr1 · . . . · drn−1

όπου η συνάρτηση q είναι μία θετική C∞ συνάρτηση στο

G = {(r1, . . . , rn−1) ∈ (0,+∞)n−1 : r21 + · · ·+ r2n−1 < 1}.
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Από το θεώρημα Fubini για τη χαρακτηριστική συνάρτηση χK τουK , έπεται
ότι υπάρχει ένα (r1, . . . , rn−1) ∈ G τέτοιο ώστε το σύνολο K ∩ Xr1,...,rn−1 να
έχει θετικό μέτρο (διάστασης n). Συνεπώς, από τα αντίστοιχα αποτελέσματα των
παραγράφων 3 και 4, η προηγούμενη τομή είναι σύνολο μοναδικότητας για τον
πολύδισκοD(0, r1)× · · · ×D(0, rn). Από την προηγούμενη συζήτηση έπεται ότι
το K είναι σύνολο μοναδικότητας για την A(Bn) (ή για την Ã(Bn) αντίστοιχα).
Η απόδειξη είναι πλήρης.

Τέλος, σημειώνουμε ότι υπάρχουν αρκετά παραδείγματα συνόλων K ⊆ ∂Bn

τα οποία είναι σύνολα μοναδικότητας για την Ã(Bn) και έχουν μηδενικό μέτρο,
για παράδειγμα, έστωK = Xr1,...,rn−1 για κάποιο (r1, . . . , rn−1) ∈ G.
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