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Abstract

This thesis concentrates on the notion of amenable locally compact groups.
Amenability was originally introduced in 1929 by J. von Neumann in his
study of the Banach-Tarski paradox. One of the most interesting features
of amenability is that it has a great number of equivalent characterisations.
Here we shall present certain of them using tools provided by Harmonic and
Functional Analysis, especially the theory of C*-algebras.

In Chapter 1, we introduce the notion of amenability in terms of left in-
variant means in certain C*-algebras associated to a locally compact group.
Next, we show that amenability is equivalent to a fixed point property and
as a consequence that every abelian locally compact group is amenable.
Also, the fixed point property allows us to prove another characterisation
of amenable groups in terms of probability measures in compact spaces
which are invariant under continuous group actions. Finally, we prove that
amenability is preserved under the formation of closed subgroups, extensions
and quotients.

In Chapter 2, we discuss some characterisations of amenability by ap-
proximation properties. One of those properties (Theorem 2.2.1) comprises
the main ingredient of the proof of the “Weak Containment Theorem”(cf.
Theorems 4.4.8 and 4.4.10).

Chapter 3 is actually a brief introduction to the theory of unitary repre-
sentations of locally compact groups, which is required for the comprehension
of the next chapter.

In Chapter 4, we examine the impact of amenability on the represen-
tation theory of groups. More specifically, we define the full and reduced
C*-algebras, C∗(G) and C∗r (G) of a locally compact group G. The first, is
categorically nice, which means that there is a bijective correspondance be-
tween the unitary representations of G and the representations of C∗(G)
on the same Hilbert space, but unfortunately C∗(G) is rather an abstract
object. On the contrary, C∗r (G) is more tractable, but its representations en-
code only those unitary representations of G which are weakly contained in
the left regular representation of G on L2(G). The final result is the “Weak
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Containment Theorem”, which states that C∗(G) and C∗r (G) are actually the
same if and only if G is amenable.

Finally, familiarity with Functional Analysis and especially with the basic
theory of C*-algebras is presupposed.
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Πρόλογος

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η παρουσίαση της έννοιας της amenability
για τοπικά συμπαγείς τοπολογικές ομάδες.

Την κλάση των amenable ομάδων εισήγαγε και μελέτησε πρώτος ο von
Neumann (1929), προκειμένου να εξηγήσει γιατί το παράδοξο Banach-Tarski
εμφανίζεται μόνο για διαστάσεις μεγαλύτερες ή ίσες του 3. Ωστόσο, η απαρ-

χή της amenability είχε ήδη συντελεστεί το 1904, όταν ο Lebesgue έθεσε το

ερώτημα αν το ολοκλήρωμά του στο R θα εξακολουθούσε να είναι μοναδικά

καθορισμένο αν αντικαθιστούσαμε την αριθμίσιμη προσθετικότητα με την ασθε-

νέστερη συνθήκη της πεπερασμένης προσθετικότητας.

Αργότερα, ο Banach απάντησε αρνητικά στο παραπάνω ερώτημα, αποδει-

κνύοντας την ύπαρξη ενός αναλλοίωτου στις μεταφορές, πεπερασμένα προσθε-

τικού, θετικού μέτρου µ στο R διαφορετικού από το μέτρο Lebesgue. Μάλιστα,

το µ οριζόταν σε όλο το δυναμοσύνολο του R και ήταν πεπερασμένο (µ(R) = 1).
Ο ορισμός που έδωσε ο von Neumann το 1929 αφορούσε διακριτές ομάδες:

Ορισμός (von Neumann-1929). Μια (διακριτή) ομάδα G λέγεται amenable
αν υπάρχει συνολοσυνάρτηση µ : P(G)→ [0,∞) τέτοια, ώστε:

1) µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B), για κάθε δύο ξένα A,B ⊂ G.

2) µ(G) = 1.

3) µ(gA) = µ(A), για κάθε g ∈ G και A ⊂ G.

Ο ακριβής όρος που είχε χρησιμοποιήσει ο von Neumann ήταν ”meßbar”. Ο

όρος amenable οφείλεται στον M. M. Day, ο οποίος πιθανότατα τον χρησιμο-

ποίησε ως λογοπαίγνιο.

Η ύπαρξη πεπερασμένα προσθετικών αναλλοίωτων μέτρων που είναι πε-

περασμένα μελετήθηκε κατά τις δεκαετίες των ’20 και ’30 από τους Banach
και Tarski. Αξίζει να δούμε, έστω και κάπως επιφανειακά, την σύνδεση της

amenability με το παράδοξο Banach-Tarski.
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Ορισμός. ΄Εστω G μια ομάδα που δρα σε ένα σύνολο X. ΄Ενα E ⊂ X
λέγεται G-paradoxical αν υπάρχουν ξένα ανά δύο A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ⊂ E
και g1, . . . , gn, h1, . . . , hm ∈ G, ώστε

E =
n⋃
i=1

gi · Ai =
m⋃
i=1

hj ·Bj.

Η ίδια η ομάδα G λέγεται paradoxical αν είναι G-paradoxical ως προς την

πολλαπλασιαστική δράση της G στον εαυτό της.

Επίσης, ένα υποσύνολο E ενός μετρικού χώρου X λέγεται paradoxical αν είναι

G-paradoxical, όπου G η ομάδα των αντιστρέψιμων ισομετριών του X (μία

ισομετρία g ∈ G δρα σε ένα x ∈ X με g · x = g(x)).

Με την ορολογία αυτή, το παράδοξο Banach-Tarski διατυπώνεται ως εξής:

Θεώρημα (Weak Banach-Tarski paradox). Κάθε κλειστή μπάλα του R3
είναι

paradoxical.

Η απόδειξή του στηρίζεται στο γεγονός ότι η ελεύθερη ομάδα σε δύο γεν-

νήτορες F2, η οποία εμφυτεύεται στην SO(3), άρα και στην ομάδα των αντι-

στρέψιμων ισομετριών του R3
, είναι paradoxical. Μάλιστα, ισχύει επιπλέον το

εξής:

Θεώρημα (Banach-Tarski paradox). Για κάθε ζεύγος A,B φραγμένων υ-

ποσυνόλων του R3
με μη κενά εσωτερικά, υπάρχουν αντιστρέψιμες ισομετρί-

ες g1, . . . , gn του R3
και υποσύνολα Ai ⊂ A, Bi ⊂ B, i = 1, . . . , n, ώστε

Ai ∩ Aj = ∅ = Bi ∩Bj, για i 6= j, και

A =
n⋃
i=1

Ai, B =
n⋃
i=1

Bi, gi(Ai) = Bi, ∀i = 1, . . . , n.

Διαισθητικά το παράδοξο Banach-Tarski θα μπορούσε να ερμηνευθεί ως

εξής:

Υπάρχει τρόπος να «κόψουμε» μια σφαίρα στον R3
σε πεπερασμένα

το πλήθος κομμάτια, τα οποία μπορούμε να τα «ξανακολλήσουμε»

παίρνοντας δύο σφαίρες, κάθε μια από τις οποίες

να έχει ίση ακτίνα με την αρχική.

Αυτό δικαιολογεί και τον χαρακτηρισμό του ως «παράδοξο».

Η σύνδεση του παραδόξου αυτού με την έννοια της amenability γίνεται

φανερή από το θεώρημα του Tarski και το πόρισμά του:
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Θεώρημα (Tarski-1938). ΄Εστω G μια ομάδα που δρα σε ένα σύνολο X
και E ⊂ X. Τότε, το E δεν είναι G-paradoxical αν και μόνον αν υπάρχει

πεπερασμένα προσθετική συνολοσυνάρτηση µ : P(X) → [0,∞], ώστε µ(E) ∈
(0,∞) και µ(s · A) = µ(A), για κάθε s ∈ G και A ⊂ X.

Πόρισμα. Μια (διακριτή) ομάδα G είναι amenable αν και μόνον αν δεν είναι

paradoxical.

Με άλλα λόγια, το παράδοξο Banach-Tarski οφείλεται στο ότι η F2 δεν

είναι amenable.
Ο ορισμός του von Neumann, αν και χρήσιμος σε κάποιες περιπτώσεις, έ-

χει σοβαρά μειονεκτήματα. Για παράδειγμα, τα θεωρήματα της Θεωρίας Μέτρου

που βασίζονται στην αριθμήσιμη προσθετικότητα δεν ισχύουν για πεπερασμέ-

να προσθετικά μέτρα. Ευτυχώς, όμως, υπάρχει ένας ισοδύναμος ορισμός της

amenability, για διακριτές ομάδες, ο οποίος γενικεύεται και για τοπικά συμπα-

γείς ομάδες και επιπλέον μας επιτρέπει να μελετήσουμε τις amenable ομάδες με

την βοήθεια της Συναρτησιακής και της Αρμονικής Ανάλυσης.

Για ένα πεπερασμένα προσθετικό αναλλοίωτο μέτρο µ σε μια ομάδα G, με

µ(G) = 1, μπορούμε να ορίσουμε ολοκλήρωμα ως προς µ, με τον ίδιο τρόπο

που ορίζεται και το ολοκλήρωμα Lebesgue. Αν και το ολοκλήρωμα αυτό δεν

θα έχει όλες τις ιδιότητες του κλασικού ολοκληρώματος Lebesgue, εν τούτοις

η απεικόνιση

m : `∞(G)→ C : m(φ) =

∫
G

φdµ

είναι ένα φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές με τις ιδιότητες:

1) m(1) = 1.

2) αν φ ≥ 0, τότε m(φ) ≥ 0.

3) m(λsφ) = m(φ), ∀s ∈ G,∀φ ∈ `∞(G),

όπου (λsφ)(x) := φ(s−1x), s, x ∈ G. ΄Ενα τέτοιο m ∈ `∞(G)∗ καλείται αρι-

στερά αναλλοίωτος μέσος (left invariant mean). Η αντιστοιχία µ←→ m είναι

αμφιμονοσήμαντη (αντίστροφα, δεδομένου του m θα ορίζαμε µ(E) := m(χE))
και άρα μια διακριτή ομάδα θα είναι amenable αν και μόνον αν υπάρχει αριστερά

αναλλοίωτος μέσος στον `∞(G). Αυτός θα είναι και ο ορισμός της amenability
τον οποίο θα γενικεύσουμε αργότερα για τοπικά συμπαγείς ομάδες, αντικαθι-

στώντας τον `∞(G) με τον L∞(G).
Το πιο εντυπωσιακό ίσως γνώρισμα της amenability είναι ότι έχει πάρα

πολλούς ισοδύναμους χαρακτηρισμούς, οι οποίοι εν γένει μπορεί να μοιάζουν

εκ πρώτης όψεως πολύ διαφορετικοί ή και άσχετοι μεταξύ τους. Σκοπός μας
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είναι να παρουσιάσουμε κάποιους από αυτούς, χρησιμοποιώντας εργαλεία από

την Αρμονική και την Συναρτησιακή Ανάλυση και ιδιαίτερα απ’ την θεωρία των

C∗-αλγεβρών.
Στο Κεφάλαιο 1, γενικεύουμε τον παραπάνω ορισμό για μια τοπικά συμπαγή

ομάδα G και δείχνουμε ότι η ύπαρξη ενός αριστερά αναλλοίωτου μέσου στον

L∞(G) είναι ισοδύναμη με την ύπαρξη ενός αντίστοιχου σε συγκεκριμένες C∗-
υπάλγεβρες του L∞(G). Στην συνέχεια, αποδεικνύουμε ένα χαρακτηρισμό της

amenability μέσω μιας ιδιότητας σταθερού σημείου, τον οποίο χρησιμοποιούμε

για να αποδείξουμε ότι κάθε αβελιανή τοπικά συμπαγής ομάδα είναι amenable,
καθώς και για την απόδειξη ενός άλλου χαρακτηρισμού της amenability (βλ.

Θεώρημα 1.6.5), ο οποίος είναι κατά κάποιον τρόπο ένα μη διακριτό ανάλογο

του Θεωρήματος Tarski (βλ. παραπάνω). Τέλος, δείχνουμε ότι η amenability
διατηρείται από κλειστές υποομάδες, πηλίκα και επεκτάσεις.

Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάζουμε κάποιους χαρακτηρισμούς των amenable
ομάδων μέσω ιδιοτήτων προσέγγισης-πυκνότητας.

Στο Κεφάλαιο 3, αναπτύσσονται κάποιες βασικές έννοιες και εργαλεία α-

πό την θεωρία των unitary αναπαραστάσεων τοπικά συμπαγών ομάδων, που

χρειάζονται για την καλύτερη κατανόηση του επόμενου κεφαλαίου.

Στο Κεφάλαιο 4, εξετάζουμε την επίδραση της amenability στην θεωρία

των αναπαραστάσεων μιας τοπικά συμπαγούς ομάδας, με ιδιαίτερη έμφαση στο

“Weak Containment Theorem” (βλ. Θεωρήματα 4.4.8 και 4.4.10). Ειδικότερα,

θα δούμε ότι η θεωρία των unitary αναπαραστάσεων μιας ομάδας G είναι ισο-

δύναμη με αυτήν των αναπαραστάσεων της αντίστοιχης C∗-άλγεβρας C∗(G),
δηλαδή της πλήρωσης της άλγεβρας L1(G) ως προς την «μεγαλύτερη» C∗-νόρμα
αυτής. Εκτός απ’ την C∗(G), η οποία είναι αρκετά αφηρημένη, ορίζεται και μια

πιο προσιτή C∗-άλγεβρα, η C∗r (G), της οποίας, όμως, οι αναπαραστάσεις κω-

δικοποιούν παρά μόνον λίγες unitary αναπαραστάσεις της G, για την ακρίβεια

εκείνες που «περιέχονται ασθενώς» στην αριστερή κανονική αναπαράσταση της

G. Θα δείξουμε ότι οι δύο αυτές C∗-άλγεβρες «ταυτίζονται» αν και μόνον αν η

G είναι amenable.
Προϋποθέτουμε ότι ο αναγνώστης έχει κάποια εξοικείωση με την Συναρ-

τησιακή Ανάλυση και με την βασική θεωρία των C∗-αλγεβρών, διαφορετικά,

παραπέμπουμε στην Βιβλιογραφία.

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω ιδιαιτέρως τον επιβλέποντα καθηγητή μου

κ. Αριστείδη Κατάβολο για την πολύτιμη καθοδήγησή του κατά την εκπόνηση

της διπλωματικής μου εργασίας, καθώς επίσης και τους κ.κ. Μιχάλη Ανούση

και Γιώργο Ελευθεράκη για την συμμετοχή τους στην τριμελή επιτροπή. Επί-

σης, θα ήθελα να εκφράσω τις θερμές ευχαριστίες μου προς τον κ. Gerhard
Racher για την διάθεση των σημειώσεων των διαλέξεών του.

Δημήτρης Ανδρέου
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Κεφάλαιο 1

Amenability και η ιδιότητα
σταθερού σημείου

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ορίσουμε την έννοια της amenability για τοπικά συ-

μπαγείς Hausdorff ομάδες και θα δείξουμε ένα χαρακτηρισμό αυτής μέσω μιας

ιδιότητας σταθερού σημείου, τον οποίον θα εφαρμόσουμε για να δείξουμε ότι

κάθε αβελιανή τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα είναι amenable. Επιπλέον,

θα δούμε πώς συμπεριφέρεται αλγεβρικά η amenability, δηλαδή πώς κληρονο-

μείται, παραδείγματος χάριν, από κλειστές υποομάδες και πηλίκα. Τέλος, θα

δούμε δύο σημαντικά παραδείγματα ομάδων που δεν είναι amenable.

1.1 Προκαταρκτικά και ορισμοί

Ξεκινάμε παραθέτοντας χωρίς αποδείξεις κάποια βασικά αποτελέσματα από την

θεωρία των τοπικά συμπαγών τοπολογικών ομάδων και την Αρμονική Ανάλυση.

΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Ξέρουμε απ’ την θεωρία

των τοπικά συμπαγών ομάδων ότι κάθε τέτοια ομάδα εφοδιάζεται με ένα, μονα-

δικό ως προς πολλαπλασιασμό με σταθερά, αριστερό μέτρο Haar, δηλαδή ένα

μη τετριμμένο θετικό κανονικό μέτρο Borel, έστω µ, ώστε µ(gA) = µ(A) για

κάθε g ∈ G και A Borel-μετρήσιμο υποσύνολο της G. Δηλαδή, το µ είναι

αριστερά αναλλοίωτο ως προς μεταφορές.

Από τις ιδιότητες του μέτρου Haar που αναφέραμε και την τοπική συμπά-

γεια της G, προκύπτει εύκολα ότι κάθε μη κενό ανοικτό υποσύνολο της G έχει

θετικό μέτρο.

Στα επόμενα, αν δεν αναφέρεται ρητά ποιο μέτρο έχει ορισθεί σε μια τοπικά

συμπαγή ομάδα, θα εννοείται ότι πρόκειται για ένα σταθεροποιημένο αριστερό

μέτρο Haar αυτής.

Αν σταθεροποιήσουμε ένα μέτρο Haar µ της G, τότε, ως γνωστόν, υπάρ-
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χει συνεχής ομομορφισμός ομάδων ∆G : G → (0,+∞), που ικανοποιεί την

ιδιότητα:

µ(Ag) = ∆G(g)µ(A), ∀A Borel-υποσύνολο της G, ∀g ∈ G.

Για την ολοκλήρωση ως προς το μέτρο µ ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

d(gx) = dx

d(xg) = ∆G(g)dx

dx−1 = ∆G(x−1)dx

για g ∈ G. Γράφουμε dx αντί για dµ(x).
Αν η G είναι αβελιανή ή συμπαγής, τότε ∆G = 1. Τέτοιες ομάδες λέγονται

unimodular.
Αν, λοιπόν, µ είναι ένα αριστερό μέτρο Haar στην G, τότε ο χώρος L1(G)

των κλάσεων ισοδυναμίας (ως προς µ-σχεδόν παντού ισότητα) των ολοκληρώ-

σιμων μιγαδικών συναρτήσεων της G είναι χώρος Banach, ως προς την νόρμα:

‖f‖1 :=

∫
G

|f(x)|dx, f ∈ L1(G).

Επιπλέον, ορίζοντας ως γινόμενο την συνέλιξη:

(f ∗ g)(y) :=

∫
G

f(x)g(x−1y)dx, f, g ∈ L1(G), y ∈ G

ο L1(G) γίνεται άλγεβρα Banach και αν ορίσουμε ακόμη:

f ∗(x) := f(x−1)∆G(x−1)

για x ∈ G και f ∈ L1(G), τότε εύκολα μπορεί να επαληθεύσει κανείς ότι η

f 7→ f ∗ είναι ισομετρική ενέλιξη. Τέλος, αποδεικνύεται ότι η ∗-άλγεβρα Ba-
nach L1(G), ενώ εν γένει δεν έχει μονάδα, εν τούτοις έχει πάντα προσεγγιστική

μονάδα.

Γενικά, για ένα αυθαίρετο χώρο μέτρου (X,µ), δεν είναι σωστό ότι ο δυ-

ϊκός χώρος Banach του L1(X,µ) είναι ο L∞(X,µ) με την νόρμα ουσιώδες

supremum (essential supremum-norm):

‖f‖∞ := inf{M > 0 : µ({x ∈ G : |f(x)| > M}) = 0} (1)

Αυτό θα είναι σωστό αν υποθέσουμε ότι το µ είναι σ-πεπερασμένο, όμως εν γέ-

νει το μέτρο Haar σε μια τοπικά συμπαγή ομάδα δεν είναι πάντα σ-πεπερασμένο.
Παρ’ όλα αυτά, μπορούμε στην περίπτωση μιας τοπικά συμπαγούς ομάδας
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με μέτρο Haar µ να δώσουμε ένα τροποποιημένο ορισμό του ουσιώδους supre-
mum, ώστε να υφίσταται ο παραπάνω δυϊσμός.

΄Ετσι, για μια τοπικά συμπαγή ομάδα Hausdorff G με μέτρο Haar µ ορίζουμε

την νόρμα ουσιώδες supremum μιας μετρήσιμης f : G→ C ως εξής:

‖f‖∞ := inf{M > 0 : το {x ∈ G : |f(x)| > M} είναι τοπικά µ-μηδενικό} (2)

΄Ενα Borel-υποσύνολο E της G λέγεται τοπικά µ-μηδενικό αν µ(E ∩K) = 0,
για κάθε συμπαγές K ⊂ G.

Στο εξής, θα συμβολίζουμε με L∞(G, µ) ή L∞(G) τον χώρο των κλάσεων

ισοδυναμίας, ως προς τοπικά µ-σχεδόν παντού ισότητα, μετρήσιμων μιγαδικών

συναρτήσεων f της G με ‖f‖∞ <∞, όπου η ‖·‖∞ έχει την έννοια του ορισμού

(2). Δηλαδή, δύο ουσιωδώς φραγμένες μετρήσιμες f, g : G → C θεωρούνται

ισοδύναμες αν το σύνολο {x ∈ G : f(x) 6= g(x)} είναι τοπικά µ-μηδενικό.
Ορίζοντας στον L∞(G) πολλαπλασιασμό και ενέλιξη ως εξής:

(f1f2)(x) = f1(x)f2(x), f ∗(x) = f(x), x ∈ G, f, f1, f2 ∈ L∞(G)

ο L∞(G) γίνεται αβελιανή C∗-άλγεβρα με μονάδα την σταθερή συνάρτηση 1G
με 1G(x) = 1, για κάθε x ∈ G. Τέλος, η απεικόνιση:

T : L∞(G)→ (L1(G))∗ : φ 7→ Tφ

όπου Tφ(f) =

∫
G

fφdµ, (f ∈ L1(G)).

είναι καλά ορισμένη και ισομετρικός γραμμικός ισομορφισμός.

Σημειώνουμε, ακόμη, ότι αν το μέτρο Haar είναι σ-πεπερασμένο, τότε οι δύο

ορισμοί για τον L∞(G) συμπίπτουν, δηλαδή οι ορισμοί (1) και (2) συμφωνούν.

Για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με το μέτρο Haar και τους χώρους

Lp(G) (1 ≤ p ≤ ∞), παραπέμπουμε στα [3, Κεφάλαιο 9], [7] και [8].

1.2 Amenable ομάδες

Ορισμός 1.2.1. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Ορίζουμε την

απεικόνιση λ : G → Aut(L∞(G)), όπου Aut(L∞(G)) είναι η ομάδα των αντι-

στρέψιμων γραμμικών ισομετριών από τον L∞(G) στον εαυτό του με πράξη την

σύνθεση, ως εξής:

(λgφ)(x) := φ(g−1x)

για φ ∈ L∞(G) και g, x ∈ G. Γράφουμε λg αντί για λ(g).
Η λ είναι καλά ορισμένη και ομομορφισμός ομάδων και λέγεται αριστερή

δράση (left translation) της G στον L∞(G).
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Θα δείξουμε ότι η λ είναι πράγματι καλά ορισμένη και ομομορφισμός ομάδων.

Προς τούτο, αρκεί να δείξουμε ότι ισχύουν:

λgφ ∈ L∞(G), ‖λgφ‖∞ = ‖φ‖∞, λgh = λgλh

για κάθε g, h ∈ G και φ ∈ L∞(G), καθώς και ότι αν φ1 = φ2 τοπικά µ-σχεδόν
παντού, τότε λgφ1 = λgφ2 τοπικά µ-σχεδόν παντού, για φ1, φ2 ∈ L∞(G) και

g ∈ G.

Απόδειξη: ΄Εστω M > 0, g ∈ G, K ⊂ G συμπαγές και φ ∈ L∞(G). Τότε,

χρησιμοποιώντας το αναλλοίωτο ως προς αριστερές μεταφορές του μέτρου Haar
µ της G, έχουμε:

µ({x ∈ G : |(λgφ)(x)| > M} ∩K) = µ({x ∈ G : |φ(g−1x)| > M} ∩K)

= µ((g{y ∈ G : |φ(y)| > M}) ∩K)

= µ(g({y ∈ G : |φ(y)| > M} ∩ (g−1K)))

= µ({y ∈ G : |φ(y)| > M} ∩ (g−1K))

Παρατηρούμε ότι το g−1K είναι συμπαγές αν και μόνον αν το K είναι συμπαγές,

επομένως όταν το K διατρέχει το σύνολο των συμπαγών υποσυνόλων της G
το g−1K διατρέχει επίσης όλα τα συμπαγή υποσύνολα της G. ΄Αρα, ‖λgφ‖∞ =
‖φ‖∞ <∞, απ’ όπου έπεται και ότι λgφ ∈ L∞(G).
Επίσης, για g, h ∈ G έχουμε:

(λghφ)(x) = φ((gh)−1x) = φ(h−1g−1x) = (λhφ)(g−1x) = ((λgλh)φ)(x)

για x ∈ G και φ ∈ L∞(G), που σημαίνει ότι λgh = λgλh, γαι κάθε g, h ∈ G.

Τέλος, αν φ1, φ2 ∈ L∞(G) με φ1 = φ2 τοπικά µ-σχεδόν παντού και g ∈ G,

τότε:

‖φ1 − φ2‖∞ = 0⇒ ‖λg(φ1 − φ2)‖∞ = 0⇒ ‖λgφ1 − λgφ2‖∞ = 0

⇒ λgφ1 = λgφ2 τοπικά µ-σχεδόν παντού

Παρατηρούμε, ωστόσο, ότι η λ δεν είναι απαραίτητα συνεχής αν θεωρή-

σουμε την Aut(L∞(G)) με την τοπολογία της νόρμας τελεστή ή με κάποια

ασθενέστερη τοπολογία όπως η τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης, εκτός

και αν η G είναι διακριτή.

Πράγματι, αν θεωρήσουμε την αβελιανή ομάδα (R,+) με το μέτρο Lebesgue
και A := [−1, 1], φ := χA, τότε για s ∈ R με s 6= 0, έχουμε |λsφ − φ| =
|χs+A− χA| = χ(s+A)4A και επομένως ‖λsφ− φ‖∞ ≤ 1. Επειδή s 6= 0, εύκολα
βλέπουμε ότι η συμμετρική διαφορά (s + A)4A περιέχει ένα κλειστό διάστη-

μα, έστω C, με μη κενό εσωτερικό και άρα το C είναι θετικού μέτρου. Κατά
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συνέπεια, αν 0 ≤ γ < 1, τότε το σύνολο {t ∈ R : |χ(s+A)4A(t)| > γ} ∩ C = C
είναι θετικού μέτρου και άρα θα πρέπει ‖λsφ − φ‖∞ ≥ 1, δηλαδή εν τέλει

‖λsφ − φ‖∞ = 1, για κάθε s 6= 0, ενώ για s = 0 η τελευταία νόρμα είναι ίση

με 0. ΄Ετσι, για την φ που επιλέξαμε, η απεικόνιση R→ L∞(R) : s 7→ λsφ δεν

είναι συνεχής, δηλαδή η λ δεν είναι συνεχής αν θεωρήσουμε την Aut(L∞(R))
με την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης.

Εντελώς ανάλογα ορίζεται και η αριστερή δράση της G στον L1(G) (και

γενικότερα στον Lp(G) για 1 ≤ p <∞), με:

(λgf)(x) = f(g−1x), f ∈ L1(G), (g, x ∈ G)

και είναι επίσης καλά ορισμένη και ισχύουν: ‖λgf‖1 = ‖f‖1 και λgh = λgλh.
Πράγματι:

‖λgf‖1 =

∫
G

|f(g−1x)|dµ(x) =

∫
G

|f(x)|dµ(x) = ‖f‖1

απ’ το γεγονός ότι το μέτρο µ είναι αριστερά αναλλοίωτο.

Το ότι η λ είναι καλά ορισμένη προκύπτει απ’ το γεγονός ότι είναι ισομετρική,

ως εξής: αν δύο f, h ∈ L1(G) είναι σχεδόν παντού ίσες, τότε f −h = 0 σχεδόν

παντού και άρα ‖λg(f − h)‖1 = 0, δηλαδή ‖λgf − λgh‖1 = 0. ΄Αρα, λgf = λgh
σχεδόν παντού.

Τέλος, το ότι η λ είναι πολλαπλασιαστική προκύπτει όμοια με πριν.

Ορισμός 1.2.2. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Η G λέγε-

ται amenable αν υπάρχει φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές m : L∞(G) →
C, που να ικανοποιεί τα εξής:

1. m(f) ≥ 0, για f ≥ 0 (θετικότητα)

2. m(1G) = 1

3. m(λgf) = m(f), για κάθε f ∈ L∞(G) και g ∈ G (αριστερά αναλλοίωτο)

΄Ενα τέτοιο m λέγεται αριστερά αναλλοίωτος μέσος (left invariant
mean) του L∞(G).

Επειδή ο L∞(G) είναι C∗-άλγεβρα με μονάδα, έπεται ότι οι συνθήκες 1. και

2. του ορισμού ικανοποιούνται αν και μόνο αν το m είναι state, δηλαδή θετικό

γραμμικό συναρτησοειδές νόρμας ίσης με 1.

Μπορούμε να ορίσουμε, με εντελώς ανάλογο τρόπο, την έννοια του αριστε-

ρά αναλλοιώτου μέσου και για κάθε αριστερά αναλλοίωτη ∗-υπάλγεβρα E του

L∞(G) με 1G ∈ E, δηλαδή για κάθε τέτοια υπάλγεβρα E που ικανοποιεί την:

λgf ∈ E, ∀f ∈ E.

5



Παρατήρηση: Σε μια συμπαγή Hausdorff ομάδα G κάθε μέτρο Haar είναι

πεπερασμένο (μάλιστα, ισχύει και το αντίστροφο). Επομένως, εφ’ όσον το

μέτρο Haar είναι μοναδικό ως προς πολλαπλασιασμό με θετική σταθερά, μπο-

ρούμε να επιλέξουμε ένα μέτρο Haar µ στην G που να είναι μέτρο πιθανότητας,

δηλαδή µ(G) = 1. ΄Ετσι, αν ορίσουμε m : L∞(G)→ C με m(f) =
∫
G
fdµ, για

f ∈ L∞(G), τότε το m είναι ένας αριστερά αναλλοίωτος μέσος του L∞(G).
΄Ετσι, έχουμε το εξής:

Πόρισμα 1.2.3. Κάθε συμπαγής Hausdorff ομάδα είναι amenable.

Επομένως, η κλάση των amenable ομάδων είναι αρκετά «μεγάλη», αφού πε-

ριέχει όλες τις συμπαγείς Hausdorff ομάδες. Θα δούμε αργότερα ότι οι συμπα-

γείς Hausdorff ομάδες περιέχονται γνησίως στην κλάση των amenable ομάδων.

Ορισμός 1.2.4. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff. Συμβολίζουμε

με Cb(G) τον χώρο των μιγαδικών συνεχών και φραγμένων συναρτήσεων στην

G. Μια συνάρτηση f : G → C λέγεται αριστερά ομοιόμορφα συνεχής

αν ισχύει:

Για κάθε ε > 0, υπάρχει ανοικτή περιοχή U της μονάδας e ∈ G, ώστε

|f(s−1x)− f(x)| < ε, για κάθε s ∈ U και x ∈ G.

Δηλαδή, αν για κάθε ε > 0, υπάρχει ανοικτή περιοχή U του e ∈ G, ώστε:

sup
x∈G
|f(s−1x)− f(x)| < ε, για κάθε s ∈ U.

Αντίστοιχα, η f θα λέγεται δεξιά ομοιόμορφα συνεχής αν ισχύει:

Για κάθε ε > 0, υπάρχει ανοικτή περιοχή U της μονάδας e ∈ G, ώστε

|f(xs)− f(x)| < ε, για κάθε s ∈ U και x ∈ G.

Δηλαδή, αν για κάθε ε > 0, υπάρχει ανοικτή περιοχή U του e ∈ G, ώστε:

sup
x∈G
|f(xs)− f(x)| < ε, για κάθε s ∈ U.

Συμβολίζουμε με Cblu(G) και Cbru(G) τις φραγμένες αριστερά ομοιόμορφα συ-

νεχείς και τις φραγμένες δεξιά ομοιόμορφα συνεχείς συναρτήσεις στην G, αντί-

στοιχα. Επίσης, θέτουμε Cbu(G) := Cblu(G)∩Cbru(G). Τα στοιχεία της τομής

λέγονται ομοιόμορφα συνεχείς και φραγμένες συναρτήσεις της G.

Είναι εύκολο να επαληθεύσουμε ότι τα Cblu(G) και Cbru(G) είναι υποσύνολα

του Cb(G). Επίσης, ο Cb(G) με την supremum-νόρμα, τις κατά σημείο πράξεις

και με ενέλιξη:

φ∗(t) := φ(t), για t ∈ G και φ ∈ Cb(G)
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είναι μεταθετική C∗-άλγεβρα με μονάδα την σταθερή συνάρτηση 1G και οι χώροι

Cblu(G), Cbru(G), Cbu(G) είναι C∗-υπάλγεβρες της Cb(G), που περιέχουν την

1G και κάθε μια από αυτές είναι αριστερά αναλλοίωτη.

Πράγματι, έστω π.χ. f ∈ Cblu(G), g ∈ G και ε > 0. Τότε, υπάρχει περιοχή U
του e ∈ G ώστε:

|f(s−1x)− f(x)| < ε, ∀s ∈ U, ∀x ∈ G. (∗)

Θέτουμε V := gUg−1
. Το V είναι επίσης περιοχή του e και για x ∈ G, t =

gsg−1 ∈ V, s ∈ U έχουμε:

|(λgf)(t−1x)− (λgf)(x)| = |f(g−1gs−1g−1x)− f(g−1x)| =

= |f(s−1g−1x)− f(g−1x)| < ε, απ’ την (∗)

Δηλαδή, ∀g ∈ G,∀f ∈ Cblu(G), λgf ∈ Cblu(G). Ομοίως, έπεται και για την

Cbru(G) ότι είναι αριστερά αναλλοίωτη. Για την Cb(G) είναι άμεσο.

Επίσης, οι άλγεβρες Cblu(G), Cbru(G) και Cbu(G) είναι κλειστές ∗-υπάλγεβρες
της Cb(G) ως προς την supremum-νόρμα ‖ · ‖sup. Για παράδειγμα, αν (fn)n∈N
είναι μια ακολουθία στην Cblu(G), ώστε ‖fn − f‖sup −−−→

n→∞
0, τότε για ένα

τυχόν ε > 0, υπάρχει k ∈ N, ώστε:

‖fk − f‖sup < ε/3.

Ακόμη, επειδή η fk είναι αριστερά ομοιόμορφα συνεχής, υπάρχει περιοχή U της

μονάδας e ∈ G, ώστε

‖λsfk − fk‖sup < ε/3 ∀s ∈ U.

΄Αρα, για κάθε s ∈ U , έχουμε:

‖λsf − f‖sup ≤ ‖λsf − λsfk‖sup + ‖λsfk − fk‖sup + ‖fk − f‖sup

= ‖λsfk − fk‖sup + 2‖fk − f‖sup < ε/3 + 2ε/3 = ε.

Επομένως, τα ομοιόμορφα όρια αριστερά ομοιόμορφα συνεχών είναι επίσης α-

ριστερά ομοιόμορφα συνεχείς. Δηλαδή, η Cblu(G) είναι κλειστή και άρα C∗-
υπάλγεβρα της Cb(G). ΄Ομοια και για τις Cbru(G) και Cbu(G).

Ας συμβολίσουμε με ‖·‖sup την supremum-νόρμα στην Cb(G), προς διάκριση

από την νόρμα ουσιώδες supremum ‖ · ‖∞ του L∞(G).
Θέλουμε να ταυτίσουμε την Cb(G) με μια C∗-υπάλγεβρα της L∞(G). Γι’ αυτό

δείχνουμε την εξής πρόταση:
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Πρόταση 1.2.5. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Για κάθε

f ∈ Cb(G) ισχύει:

‖f‖sup = ‖Mf‖ = ‖f‖∞
όπου Mf : L2(G) → L2(G) ο πολλαπλασιαστικός τελεστής που αντιστοιχεί

στην f , δηλαδή Mfg := fg, για κάθε g ∈ L2(G).

Απόδειξη. ΄Εστω µ το μέτρο Haar της G. Θεωρούμε την απεικόνιση

M : Cb(G)→ B(L2(G, µ)) : f 7→Mf

Παρατηρούμε ότι ηM είναι ∗-ομομορφισμός μεταξύ C∗-αλγεβρών. Θα δείξουμε

ότι:

‖f‖∞ = ‖Mf‖ = ‖f‖sup , ∀f ∈ Cb(G).

΄Εστω f ∈ Cb(G). Εφ’ όσον για κάθε x ∈ G ισχύει |f(x)| ≤ sups∈G |f(s)| =
‖f‖sup, ειδικότερα έπεται ότι |f(x)| ≤ ‖f‖sup τοπικά µ-σχεδόν παντού στην G
και άρα ‖f‖∞ ≤ ‖f‖sup (απ’ τον ορισμό του ουσιώδους supremum).

Επίσης, για g ∈ L2(G) έχουμε:

‖Mfg‖2
2 =

∫
G

|fg|2dµ ≤ ‖f‖2
∞

∫
G

|g|2dµ = ‖f‖2
∞‖g‖2

2

Επομένως, ‖Mf‖ ≤ ‖f‖∞ ≤ ‖f‖sup και μένει να δειχθεί ότι ‖f‖sup ≤ ‖Mf‖.
΄Εστω, λοιπόν, ε > 0. Επειδή η f είναι συνεχής και φραγμένη υπάρχει μη κενό

ανοικτό U ⊂ G, ώστε για κάθε x ∈ U, |f(x)| ≥ ‖f‖sup − ε. ΄Οπως έχουμε

αναφέρει, αφού U 6= ∅ έπεται ότι µ(U) > 0 και εφ’ όσον το µ είναι κανονικό θα

ισχύει 0 < µ(U) = sup{µ(K) : K ⊂ U, K συμπαγές}. ΄Αρα, υπάρχει K ⊂ U
συμπαγές τέτοιο, ώστε µ(K) > 0. Επιπλέον, θα ισχύει |f(x)| ≥ ‖f‖sup−ε, για
κάθε x ∈ K. Οπότε, αν g := χK , τότε g ∈ L2(G), αφού ‖g‖2 = µ(K) < ∞,

διότι K συμπαγές. Επομένως:

(‖Mf‖‖g‖2)2 ≥ ‖Mfg‖2
2 =

∫
K

|f |2dµ ≥ (‖f‖sup − ε)2

∫
K

dµ =

= (‖f‖sup − ε)2‖g‖2
2

Επειδή 0 < µ(K) = ‖g‖2
2 <∞, έπεται ότι ‖Mf‖ ≥ ‖f‖sup− ε, για κάθε ε > 0,

άρα ‖Mf‖ ≥ ‖f‖sup.

Από την Πρόταση 1.2.5 προκύπτει ότι: αν f, h ∈ Cb(G) και f = h τοπικά

σχεδόν παντού, τότε ‖f − h‖sup = ‖f − h‖∞ = 0 και άρα f = h (παντού στην

G). ΄Ετσι, μπορούμε πράγματι να θεωρήσουμε την Cb(G) ως C∗-υπάλγεβρα της
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L∞(G), αφού ο περιορισμός της νόρμας ουσιώδες supremum της L∞(G) στην

Cb(G) ταυτίζεται με την supremum-νόρμα της τελευταίας.

Συνεπώς, οι άλγεβρες Cblu(G), Cbru(G), Cbu(G) και Cb(G) είναι C∗- υπάλ-
γεβρες της (L∞(G), ‖ · ‖∞) και σε κάθε μια από αυτές οι νόρμες supremum και

ουσιώδες supremum ταυτίζονται.

Πρόταση 1.2.6. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Τότε, ισχύουν

τα εξής:

(α) Cc(G) ⊂ Cbu(G).

(β) Για κάθε p ∈ [1,∞) και κάθε f ∈ Lp(G), ισχύει lim
x→e
‖λxf − f‖p = 0,

όπου e η μονάδα της G.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω f ∈ Cc(G). Ας σταθεροποιήσουμε ένα ε > 0. ΄Εστω

ακόμη K := supp(f), το οποίο είναι συμπαγές υποσύνολο της G. Για κάθε

x ∈ K, απ’ την συνέχεια της f στο x, μπορούμε να βρούμε ανοικτή περιοχή Ux
της μονάδας, ώστε να ισχύει:

|f(yx)− f(x)| < ε/2 , ∀y ∈ Ux (∗)

Επιπλέον, μπορούμε να βρούμε συμμετρική ανοικτή περιοχή Vx της μονάδας,

ώστε VxVx ⊂ Ux, για κάθε x ∈ K. Τότε, η οικογένεια {Vxx : x ∈ K} αποτελεί
ανοικτό κάλυμμα του K, άρα, λόγω συμπάγειας, υπάρχουν πεπερασμένα το

πλήθος x1, . . . , xn ∈ K ώστε K ⊂
⋃n
i=1 Vxixi. Ορίζουμε V :=

⋂n
i=1 Vxi , το

οποίο είναι προφανώς ανοικτή και συμμετρική περιοχή της μονάδας.

΄Εστω y ∈ V και x ∈ G. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

1) Αν x ∈ K, τότε: υπάρχει j ∈ {1, . . . , n}, ώστε x ∈ Vxjxj, δηλαδή xx−1
j ∈

Vxj ⊂ Uxj . Επίσης, έχουμε: y−1x = y−1(xx−1
j )xj ∈ VxjVxjxj ⊂ Uxjxj, δηλαδή

y−1xx−1
j ∈ Uxj και άρα:

|f(y−1x)− f(x)| ≤ |f(y−1x)− f(xj)|+ |f(xj)− f(x)| =

= |f((y−1xx−1
j )xj)− f(xj)|+ |f(xj)− f((xx−1

j )xj)|
(∗)
< ε/2 + ε/2 = ε

2) Αν y−1x ∈ K, τότε με παρόμοιο τρόπο προκύπτει |f(y−1x)− f(x)| < ε.
3) Αν y−1x, x /∈ K, τότε f(x) = f(y−1x) = 0 και άρα |f(y−1x)−f(x)| = 0 < ε.
Συνεπώς, συνοψίζοντας όλες τις περιπτώσεις, έχουμε:

|f(y−1x)− f(x)| < ε , ∀y ∈ V, ∀x ∈ G
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δηλαδή η f είναι αριστερά ομοιόμορφα συνεχής. Εντελώς ανάλογα προκύπτει

ότι είναι και δεξιά ομοιόμορφα συνεχής, άρα τελικά f ∈ Cbu(G).
(β) Συμβολίζουμε με µ το μέτρο Haar της G. ΄Εστω f ∈ Lp(G) και ε > 0.
Επειδή ο Cc(G) είναι πυκνός στον Lp(G), έπεται ότι υπάρχει g ∈ Cc(G), ώστε:

‖f − g‖p < ε/3 (1)

΄Εστω K = supp(g). Απ’ το (α) και εφ’ όσον µ(K) < ∞, έπεται ότι υπάρχει

περιοχή U της μονάδας e, ώστε:

‖λxg − g‖∞ (2µ(K))1/p ≤ ε

3
, ∀x ∈ U (2)

Παρατηρούμε ότι: supp(λxg − g) ⊂ supp(λxg) ∪ supp(g) = xK ∪K και άρα

µ(supp(λxg − g)) ≤ µ(xK) + µ(K) = 2µ(K). Επομένως, για x ∈ U , έχουμε:

‖λxf − f‖p ≤ ‖λxf − λxg‖p + ‖λxg − g‖p + ‖f − g‖p

≤ ‖λx(f − g)‖p + ‖λxg − g‖∞(2µ(K))1/p + ‖f − g‖p

= 2‖f − g‖p + ‖λxg − g‖∞(2µ(K))1/p
(1),(2)

≤ 2ε/3 + ε/3 = ε

Το επόμενο λήμμα μας δίνει ένα αλγεβρικό τρόπο «παραγωγής» ομοιόμορφα

συνεχών και φραγμένων συναρτήσεων από στοιχεία του L∞(G), ο οποίος θα

φανεί πολύ χρήσιμος στα επόμενα.

Λήμμα 1.2.7. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Τότε, ισχύουν

τα εξής:

(α) L∞(G) ∗ L1(G)∨ ⊂ Cbru(G), όπου L1(G)∨ := {f̌ : f ∈ L1(G)} και

f̌(x) := f(x−1), για x ∈ G.

(β) L1(G) ∗ L∞(G) ⊂ Cblu(G).
(γ) L1(G) ∗ Cbru(G) ⊂ Cbu(G).

Απόδειξη. (α) ΄Εστω φ ∈ L∞(G), f ∈ L1(G) και h := φ ∗ f̌ . Αρχικά, βλέ-

πουμε ότι η h ορίζεται και είναι φραγμένη, διότι, για κάθε x ∈ G, η απεικόνιση

y 7→ φ(y)f(x−1y) είναι μετρήσιμη και:

|h(x)| =
∣∣∣∣∫
G

φ(y)f(x−1y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
G

|φ(y)||f(x−1y)|dy ≤ ‖φ‖∞
∫
G

|f(x−1y)|dy

= ‖φ‖∞
∫
G

|f(y)|dy = ‖φ‖∞‖f‖1, ∀x ∈ G.
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Παρατηρούμε στην συνέχεια ότι, για s, x ∈ G, έχουμε:

|h(xs)− h(x)| =
∣∣∣∣∫
G

(
φ(y)f(s−1x−1y)− φ(y)f(x−1y)

)
dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
G

φ(y)
[
(λsf)(x−1y)− f(x−1y)

]
dy

∣∣∣∣
≤ ‖φ‖∞

∫
G

|(λsf)(x−1y)− f(x−1y)|dy

= ‖φ‖∞
∫
G

|(λsf)(y)− f(y)|dy = ‖φ‖∞‖λsf − f‖1

Επομένως, από την Πρόταση 1.2.6 (β) και την παραπάνω ανισότητα, έπεται ότι

η h είναι δεξιά ομοιόμορφα συνεχής.

(β) ΄Εστω f ∈ L1(G) και φ ∈ L∞(G). Παρατηρούμε ότι η f ∗ φ ορίζεται

καλά και είναι φραγμένη, διότι, για κάθε x ∈ G, η απεικόνιση y 7→ f(y)φ(y−1x)
είναι μετρήσιμη και:

|(f∗φ)(x)| =
∣∣∣∣∫
G

f(y)φ(y−1x)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
G

|f(y)||φ(y−1x)|dy ≤ ‖φ‖∞
∫
G

|f(y)|dy

= ‖φ‖∞‖f‖1 <∞, ∀x ∈ G.

Επιπλέον, ισχύει: (λsf) ∗ φ = λs(f ∗ φ), για κάθε s ∈ G. Πράγματι:

((λsf) ∗ φ) (x) =

∫
G

(λsf)(y)φ(y−1x)dy =

∫
G

f(s−1y)φ(y−1x)dy

=

∫
G

f(w)φ(w−1s−1x)dw = (f ∗ φ)(s−1x) = λs(f ∗ φ)(x), ∀x ∈ G.

Για x, s ∈ G έχουμε:

|(f ∗ φ)(s−1x)− (f ∗ φ)(x)| = |λs(f ∗ φ)(x)− (f ∗ φ)(x)|

= |((λsf) ∗ φ)(x)− (f ∗ φ)(x)| = |((λsf − f) ∗ φ)(x)|

≤ ‖φ‖∞‖λsf − f‖1

και έτσι προκύπτει, πάλι απ’ την Πρόταση 1.2.6 (β), ότι η f ∗ φ είναι αριστερά

ομοιόμορφα συνεχής.

(γ) ΄Εστω f ∈ L1(G) και φ ∈ Cbru(G). Θα δείξουμε ότι η συνέλιξή τους

h := f ∗ φ ανήκει στην Cbu(G). Κατ’ αρχάς, παρατηρούμε ότι η h είναι καλά
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ορισμένη και φραγμένη, αφού για κάθε x ∈ G η απεικόνιση y 7→ f(y)φ(y−1x)
είναι μετρήσιμη και:

|h(x)| =
∣∣∣∣∫
G

f(y)φ(y−1x)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
G

|f(y)||φ(y−1x)|dy ≤ ‖φ‖∞
∫
G

|f(y)|dy

= ‖φ‖∞‖f‖1 <∞

΄Εστω ε > 0. Απ’ την υπόθεση για την φ υπάρχει ανοικτή περιοχή U του e ∈ G,

ώστε:

|φ(xs)− φ(x)| < ε , ∀s ∈ U, ∀x ∈ G (1)

Για s ∈ U και x ∈ G έχουμε:

|h(xs)− h(x)| =
∣∣∣∣∫
G

f(y)(φ(y−1xs)− φ(y−1x))dy

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
G

|f(y)||φ(y−1xs)− φ(y−1x)|dy ≤ ‖f‖1ε , απ’ την (1).

Επομένως, η h είναι δεξιά ομοιόμορφα συνεχής. Επιπλέον, από το (β) έχουμε

ότι είναι και αριστερά ομοιόμορφα συνεχής, άρα τελικά h ∈ Cbu(G).

Χάρη στο προηγούμενο Λήμμα μπορούμε να δείξουμε ότι η ύπαρξη αριστερά

αναλλοιώτου μέσου στον L∞(G) είναι ισοδύναμη με την ύπαρξη ενός τέτοιου

μέσου σε τουλάχιστον μια εκ των C∗-υπαλγεβρών του: Cb(G), Cbru(G), Cblu
και Cbu(G), δηλαδή:

Πρόταση 1.2.8. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Τα εξής

είναι ισοδύναμα:

(α) Η G είναι amenable.
(β) Υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέσος στην Cb(G).
(γ) Υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέσος στην Cbru(G).
(δ) Υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέσος στην Cblu(G).
(ε) Υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέσος στην Cbu(G).

Απόδειξη. Επειδή όλες οι άλγεβρες της εκφώνησης είναι αριστερά αναλλοίω-

τες C∗-υπάλγεβρες της L∞(G) που περιέχουν την μονάδα αυτής, είναι προφανές

ότι αν m : L∞(G) → C είναι ένας αριστερά αναλλοίωτος μέσος, τότε ο περιο-

ρισμός του σε κάθε μια εκ των παραπάνω αλγεβρών θα είναι επίσης αριστερά

αναλλοίωτος μέσος. Επομένως, το (α) συνεπάγεται κάθε ένα εκ των (β) έως

και (ε). Με το ίδιο ακριβώς επιχείρημα αποδεικνύονται και οι συνεπαγωγές

(β)⇒(γ)⇒(ε) και (β)⇒(δ)⇒(ε), αν λάβουμε υπ’ όψιν τους εγκλεισμούς που
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ικανοποιούν οι παραπάνω άλγεβρες. ΄Αρα, αρκεί να δείξουμε ότι (ε)⇒(α). Θα

δείξουμε, λοιπόν, ότι (ε)⇒(γ) και (γ)⇒(α).

Σταθεροποιούμε ένα μέτρο Haar µ της G. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει αριστε-

ρά αναλλοίωτος μέσος m : Cbu(G) → C. Απ’ το Λήμμα 1.2.7 (γ) έχουμε ότι

L1(G) ∗ Cbru(G) ⊂ Cbu(G). ΄Ετσι, για κάθε φ ∈ Cbru(G) ορίζουμε:

mφ : L1(G)→ C με mφ(f) := m(f ∗ φ), f ∈ L1(G).

Το mφ είναι γραμμικό φραγμένο συναρτησοειδές και αριστερά αναλλοίωτο.

Πράγματι, η γραμμικότητα έπεται απ’ την γραμμικότητα του m και την επι-

μεριστικότητα της συνέλιξης, ενώ για f ∈ L1(G) και s ∈ G έχουμε:

|mφ(f)| = |m(f ∗ φ)| ≤ ‖m‖‖f ∗ φ‖∞ ≤ 1 · ‖f‖1‖φ‖∞ = ‖f‖1‖φ‖∞

και

mφ(λsf) = m((λsf) ∗ φ) = m(λs(f ∗ φ)) = m(f ∗ φ) = mφ(f).

΄Εστω πρώτα φ ∈ Cbru(G) με φ ≥ 0. Τότε, mφ ≥ 0, αφού αν f ≥ 0 τότε

f ∗ φ ≥ 0 και άρα mφ(f) = m(f ∗ φ) ≥ 0. ΄Αρα, ο περιορισμός του mφ στον

Cc(G) είναι ένα θετικό γραμμικό συναρτησοειδές. Συνεπώς, απ’ το θεώρημα

αναπαράστασης του Riesz (βλ. [10, Θεώρημα 12.26, σελ.218] ή εναλλακτικά [3,

Theorem 7.2.8, page 192]), έπεται ότι υπάρχει μοναδικό κανονικό μέτρο Borel,
έστω νφ, στην G, ώστε:

mφ(f) =

∫
G

fdνφ, ∀f ∈ Cc(G).

΄Ομως, επειδή το mφ είναι αριστερά αναλλοίωτο, έπεται ότι το νφ είναι μέτρο

Haar, επομένως υπάρχει θετική σταθερά έστω m(φ), ώστε νφ = m(φ)µ και

άρα:

mφ(f) =

∫
G

fdνφ = m(φ)

∫
G

fdµ, ∀f ∈ Cc(G).

΄Ετσι, επειδή ο Cc(G) είναι ‖ · ‖1-πυκνός στον L1(G, µ), έπεται ότι:

mφ(f) = m(φ)

∫
G

fdµ, ∀f ∈ L1(G).

Επειδή οι θετικές συναρτήσεις της άλγεβρας Cbru(G) την παράγουν γραμμικά,

η m μπορεί να επεκταθεί γραμμικά σε όλη την Cbru(G) και επιπλέον, επειδή το

mφ(f) είναι γραμμικό και ως προς φ (απ’ την επιμεριστικότητα της συνέλιξης),

θα ισχύει:

mφ(f) = m(φ)

∫
G

fdµ, ∀f ∈ L1(G), ∀φ ∈ Cbru(G).
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΄Αρα, παίρνουμε ένα γραμμικό θετικό συναρτησοειδές m : Cbru(G) → C που

ικανοποιεί:

m(f ∗ φ) = m(φ)

∫
G

fdµ, ∀f ∈ L1(G), ∀φ ∈ Cbru(G).

Επιπλέον, αν σταθεροποιήσουμε μια f ∈ L1(G) με f ≥ 0 και ‖f‖1 = 1, δηλαδή∫
G
fdµ = 1, παρατηρούμε τα εξής:

m(1G) = m(f ∗ 1G) = m

(∫
G

fdµ · 1G
)

= m(1G) = 1

και για s ∈ G, φ ∈ Cbru(G):

m(λsφ) = m(λsφ)

∫
G

fdµ = m(f ∗ (λsφ)).

Ας υπολογίσουμε την f ∗ (λsφ):

(f ∗ (λsφ))(x) =

∫
G

f(y)(λsφ)(y−1x)dy =

∫
G

f(y)φ((ys)−1x)dy.

Κάνοντας την αντικατάσταση w = ys το τελευταίο ολοκλήρωμα γίνεται:∫
G

f(ws−1)φ(w−1x)∆G(s−1)dw = ((ρsf) ∗ φ)(x)

όπου: (ρsf)(x) := f(xs−1)∆G(s−1). ΄Ετσι, λοιπόν, έχουμε:

m(λsφ) = m(f ∗ (λsφ)) = m((ρsf) ∗ φ) =

∫
G

(ρsf)dµ ·m(φ)

=

∫
G

f(xs−1)∆G(s−1)dx ·m(φ) =

∫
G

f(x)dx ·m(φ) = m(φ)

Δηλαδή, το m είναι ένας αριστερά αναλλοίωτος μέσος της Cbru(G) και έχουμε

στην ουσία δείξει την συνεπαγωγή: (ε)⇒(γ). Μένει να δείξουμε και την κα-

τεύθυνση (γ)⇒(α) και η απόδειξη θα είναι πλήρης.

΄Εστω, λοιπόν, ότι υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέσοςm : Cbru(G)→ C. Απ’

το Λήμμα 1.2.7 (α) ξέρουμε ότι L∞(G) ∗ L1(G)∨ ⊂ Cbru(G), οπότε σταθερο-

ποιώντας μια f ∈ L1(G) με f ≥ 0 και ‖f‖1 = 1 ορίζεται καλά η απεικόνιση:

m : L∞(G)→ C : m(φ) = m(φ ∗ f̌), φ ∈ L∞(G)

όπου f̌(s) := f(s−1), s ∈ G. Η m είναι προφανώς γραμμική (επειδή η συνέλιξη

είναι επιμεριστική) και ακόμη:

m(1G) = m(1G ∗ f̌) = m

(∫
G

fdµ · 1G
)

= m(1G) = 1.

14



Επίσης, έχουμε:

φ ∈ L∞(G), φ ≥ 0⇒ φ ∗ f̌ ≥ 0 στην Cbru(G)⇒ m(φ) = m(φ ∗ f̌) ≥ 0

και για φ ∈ L∞(G), s ∈ G:

m(λsφ) = m((λsφ) ∗ f̌) = m(λs(φ ∗ f̌)) = m(φ ∗ f̌) = m(φ).

΄Αρα, το m είναι αριστερά αναλλοίωτος μέσος στον L∞(G), δηλαδή η G είναι

amenable.

Μια διακριτή ομάδα G είναι πάντα τοπικά συμπαγής και Hausdorff. Στην

περίπτωση μιας τέτοιας ομάδας, λοιπόν, μπορούμε να επιλέξουμε σαν μέτρο

Haar το αριθμητικό μέτρο µ με µ({g}) = 1, για κάθε g ∈ G. Επομένως, για

την διακριτή ομάδα G οι χώροι L∞(G, µ) και Cb(G) συμπίπτουν με τον `∞(G),
δηλαδή τον χώρο των φραγμένων μιγαδικών συναρτήσεων της G. Συνεπώς,

η G θα είναι amenable αν και μόνον αν ο `∞(G) εφοδιάζεται με ένα αριστερά

αναλλοίωτο μέσο.

Επιπλέον έχουμε το εξής:

Πόρισμα 1.2.9. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff και Gd η

ίδια ομάδα με την διακριτή τοπολογία. Αν η Gd είναι amenable, τότε και η G
είναι amenable.

Απόδειξη. Αν η Gd είναι amenable, τότε υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέ-

σος m : `∞(G) → C. ΄Ομως, ισχύει προφανώς Cb(G) ⊂ `∞(G) και άρα ο

περιορισμός του m στην Cb(G) είναι επίσης αριστερά αναλλοίωτος μέσος. Ε-

πομένως, απ’ την Πρόταση 1.2.8 έπεται ότι η G είναι amenable.

Σχόλιο: Το αντίστροφο του Πορίσματος 1.2.9 δεν ισχύει. Για παράδειγμα,

η ομάδα

SO(3) = {A ∈M3(R) : AtA = I, det(A) = 1}

είναι συμπαγής, άρα amenable, αλλά μπορεί να δειχθεί ότι δεν υπάρχει αριστερά

αναλλοίωτος μέσος στον `∞(SO(3)), δηλαδή ότι η ίδια ομάδα με την διακρι-

τή τοπολογία δεν είναι amenable. Αυτό μπορεί να δειχθεί δείχνοντας πρώτα

ότι η SO(3) περιέχει μια υποομάδα ισόμορφη με την ελεύθερη ομάδα σε δύο

γεννήτορες F2, η οποία όπως θα δούμε παρακάτω δεν είναι amenable με την

διακριτή τοπολογία. ΄Ετσι, η SO(3) ως διακριτή ομάδα δεν είναι amenable,
όπως προκύπτει απ’ το Θεώρημα 1.5.8 που θα δούμε στα επόμενα.
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1.3 Το θεώρημα σταθερού σημείου

Ορισμός 1.3.1. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff και X ένας

χώρος Banach. Μια συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της G στον

X είναι ένας ομομορφισμός ομάδων π : G → Aut(X) απ’ την G στην ομάδα

των αντιστρέψιμων γραμμικών ισομετριών απ’ τον X στον εαυτό του (με πράξη

την σύνθεση) τέτοιος, ώστε:

Για κάθε ξ ∈ X, η απεικόνιση

G→ X : s 7→ π(s)ξ

είναι συνεχής ως προς την τοπολογία της νόρμας του X, δηλαδή: για κάθε

ξ ∈ X και ε > 0, υπάρχει ανοικτή περιοχή U της μονάδας e ∈ G, ώστε:

‖π(s)ξ − ξ‖ < ε, ∀s ∈ U.

Αν οX είναι χώρος Hilbert, τότε οι παραπάνω αναπαραστάσεις είναι οι συνεχείς

unitary αναπαραστάσεις της G στον X, δηλαδή οι ομομορφισμοί π : G→ U(X)
που είναι SOT -συνεχείς.

Ορισμός 1.3.2 (Η συζυγής δράση). ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff
ομάδα και π : G→ Aut(X) μια συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της G στον

χώρο Banach X. Η συζυγής δράση π∗ της π είναι η απεικόνιση:

π∗ : G→ Aut(X∗) : π∗(s) = π(s)∗, s ∈ G

όπου X∗ ο δυϊκός χώρος Banach του X και π(s)∗ ο συζυγής τελεστής του

π(s), δηλαδή:

(π∗(s)ξ∗)(ξ) := ξ∗(π(s)ξ), s ∈ G, ξ ∈ X, ξ∗ ∈ X∗

ή ισοδύναμα:

π∗(s)ξ∗ := ξ∗ ◦ π(s), s ∈ G, ξ∗ ∈ X∗.
Επειδή κάθε π(s), s ∈ G, είναι γραμμική ισομετρία και επί του X, και κάθε

π∗(s) θα είναι γραμμική ισομετρία επί του X∗, άρα η π∗ είναι καλά ορισμένη.

Πράγματι, αν s ∈ G και θέσουμε T := π(s), τότε η π∗(s) = T ∗ : X∗ → X∗

είναι προφανώς γραμμική και επιπλέον, επειδή η T είναι ισομετρία επί του X,

για κάθε ξ∗ ∈ X∗ έχουμε:

‖ξ∗‖ = sup{|ξ∗(ξ)| : ‖ξ‖ = 1, ξ ∈ X} = sup{|ξ∗(Tξ)| : ‖Tξ‖ = 1, ξ ∈ X}

= sup{|T ∗(ξ∗)(ξ)| : ‖ξ‖ = 1, ξ ∈ X} = ‖T ∗(ξ∗)‖
δηλαδή η T ∗ είναι ισομετρία.

Τέλος, η T ∗ είναι επί του X∗, διότι για κάθε ξ∗ ∈ X∗ έχουμε z∗ := ξ∗ ◦ T−1 ∈
X∗ και, απ’ τον ορισμό του συζυγούς τελεστή, T ∗(z∗) = ξ∗ ◦ T−1 ◦ T = ξ∗.
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Παρατηρούμε ότι για κάθε s, t ∈ G ισχύουν:

π∗(st) = π∗(t)π∗(s), π∗(e) = idX∗ .

Επομένως, η π∗ ορίζει ένα αντιομομορφισμό απ’ την G στην Aut(X∗), ισοδύ-
ναμα μια δεξιά δράση της G στον δυϊκό χώρο X∗, αλλά η δράση αυτή δεν είναι

απαραίτητα συνεχής, δηλαδή δεν είναι εν γένει σωστό ότι για κάθε ξ∗ ∈ X∗,
η απεικόνιση:

G→ X∗ : s 7→ π∗(s)ξ∗

θα είναι συνεχής, ως προς την νόρμα του X∗.
Για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε G = R, X = L1(R) και πάρουμε π = λ,

δηλαδή την αριστερή δράση του R στον L1(R), τότε απ’ την Πρόταση 1.2.6 (β)

η λ είναι συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της G στον X. Επίσης, κάνοντας

την ταύτιση L1(G)∗ = L∞(G) βλέπουμε εύκολα ότι, για φ ∈ X∗ = L∞(G), η
απεικόνιση G→ X∗ : s 7→ λ∗sφ είναι στην ουσία η απεικόνιση:

R→ L∞(R) : s 7→ λsφ

η οποία όπως έχουμε δει δεν είναι συνεχής, ως προς την τοπολογία της νόρμας

‖ · ‖∞, του L∞(R) (βλ. παρατηρήσεις μετά τον Ορισμό 1.2.1).

Ορισμός 1.3.3. ΄ΕστωG τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff, π : G→ Aut(X)
μια συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της G σε ένα χώρο Banach X και π∗ η
συζυγής δράση της π. ΄Ενα A ⊂ X∗ λέγεται π∗(G)-αναλλοίωτο αν ισχύει:

π∗(s)A = A, ∀s ∈ G.

Επίσης, ένα στοιχείο ξ∗ ∈ X∗ λέγεται σταθερό σημείο του π∗(G) αν ισχύει:

π∗(s)ξ∗ = ξ∗, ∀s ∈ G.

Το επόμενο θεώρημα, το οποίο είναι μια πολύ κομψή εφαρμογή του Δια-

χωριστικού Θεωρήματος Hahn-Banach (βλ. [18, Theorem 3.4, p. 59]), μας

δίνει ένα χαρακτηρισμό των amenable ομάδων μέσω μιας ιδιότητας σταθερού

σημείου:

Θεώρημα 1.3.4 (Ιδιότητα σταθερού σημείου). ΄ΕστωG μια τοπικά συμπαγής

ομάδα Hausdorff. Η G είναι amenable αν και μόνον αν για κάθε χώρο Banach
X και κάθε συνεχή ισομετρική αναπαράσταση π της G στον X, η συζυγής

δράση π∗ της π ικανοποιεί το εξής:

Κάθε μη κενό, w∗-συμπαγές, κυρτό και π∗(G)-αναλλοίωτο υποσύνολο A του

X∗ περιέχει ένα σταθερό σημείο του π∗(G).
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Απόδειξη. (⇒): ΄Εστω ότι η G είναι amenable και m : L∞(G) → C ένας

αριστερά αναλλοίωτος μέσος στον L∞(G). Θεωρούμε, επίσης, μια συνεχή ισο-

μετρική αναπαράσταση π : G→ Aut(X) της G σε ένα χώρο Banach X και ένα

A ⊂ X∗ μη κενό, π∗(G)-αναλλοίωτο, w∗-συμπαγές και κυρτό υποσύνολο του

X∗.
Για κάθε ζεύγος ξ ∈ X, ξ∗ ∈ X∗ θεωρούμε την απεικόνιση φξ,ξ∗ : G→ C με:

φξ,ξ∗(x) = ξ∗(π(x)ξ), x ∈ G

και παρατηρούμε ότι φξ,ξ∗ ∈ Cb(G). Πράγματι, η φξ,ξ∗ είναι ίση με την σύνθεση

της συνεχούς απεικόνισης G → X : x 7→ π(x)ξ (αυτή είναι συνεχής διότι η

π είναι συνεχής ισομετρική αναπαράσταση) με το συνεχές συναρτησοειδές ξ∗,
επομένως είναι συνεχής. Επίσης, είναι φραγμένη, διότι:

|φξ,ξ∗(x)| = |ξ∗(π(x)ξ)| ≤ ‖π(x)ξ‖‖ξ∗‖ = ‖ξ‖‖ξ∗‖, ∀x ∈ G.

Επομένως, φξ,ξ∗ ∈ Cb(G) και ειδικότερα φξ,ξ∗ ∈ L∞(G) (δηλαδή η κλάση ισοδυ-

ναμίας της ανήκει στον L∞(G)). Προφανώς, η φ̌ξ,ξ∗ , όπου φ̌ξ,ξ∗(t) := φξ,ξ∗(t
−1),

ανήκει επίσης στην Cb(G) και άρα στον L∞(G).
΄Ετσι, για κάθε ξ∗ ∈ X∗, ορίζεται καλά η απεικόνιση:

Pξ∗ : X → C : ξ 7→ m(φ̌ξ,ξ∗) , ξ ∈ X.

Παρατηρούμε ότι Pξ∗ ∈ X∗, ∀ξ∗ ∈ X∗:

|(Pξ∗)(ξ)| = |m(φ̌ξ,ξ∗)| ≤ ‖m‖‖φ̌ξ,ξ∗‖∞ ≤ ‖m‖‖ξ‖‖ξ∗‖ = ‖ξ‖‖ξ∗‖

ενώ για την γραμμικότητα της Pξ∗ αρκεί να δει κανείς ότι:

φξ1+rξ2,ξ∗ = φξ1,ξ∗ + rφξ2,ξ∗ , για ξ1, ξ2 ∈ X, r ∈ C

το οποίο προκύπτει εύκολα απ’ τον ορισμό της φξ,ξ∗ .
Συνεπώς, έχουμε μια γραμμική συστολή P : X∗ → X∗, δηλαδή ‖Pξ∗‖ ≤ ‖ξ∗‖,
για κάθε ξ∗ ∈ X∗. Επιπλέον, η P απολαμβάνει τις εξής ιδιότητες:

1. π∗(s) ◦ P = P, ∀s ∈ G.

2. Pξ∗ ∈ conv{π∗(s)ξ∗ : s ∈ G}
w∗

, ∀ξ∗ ∈ X∗.

Πράγματι:

1. Για ξ ∈ X, ξ∗ ∈ X∗ και s ∈ G έχουμε:

[π∗(s)(Pξ∗)](ξ) = (Pξ∗)(π(s)ξ) = m(φ̌π(s)ξ,ξ∗)
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΄Ομως:

φ̌π(s)ξ,ξ∗(t) = φπ(s)ξ,ξ∗(t
−1) = ξ∗(π(t−1)π(s)ξ) = ξ∗(π(t−1s)ξ) =

= ξ∗(π((s−1t)−1)ξ) = φ̌ξ,ξ∗(s
−1t) = (λsφ̌ξ,ξ∗)(t), ∀t ∈ G.

΄Αρα:

m(φ̌π(s)ξ,ξ∗) = m(λsφ̌ξ,ξ∗) = m(φ̌ξ,ξ∗) = (Pξ∗)(ξ)

και έτσι έπεται ότι:

[π∗(s)(Pξ∗)](ξ) = (Pξ∗)(ξ).

2. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ξ∗ ∈ X∗, ώστε Pξ∗ /∈ conv{π∗(s)ξ∗ : s ∈ G}
w∗

.

Απ’ το διαχωριστικό θεώρημα Hahn-Banach υπάρχουν a, b ∈ R και w∗-συνεχές
γραμμικό συναρτησοειδές του X∗, δηλαδή ξ0 ∈ X (αφού ο (X∗, w∗)∗ είναι ίσος
με την εικόνα της κανονικής εμφύτευσης του X στον X∗∗), ώστε:

Re((Pξ∗)(ξ0)) ≤ a < b ≤ Re(π∗(x−1)ξ∗(ξ0)), ∀x ∈ G

⇒ Re((Pξ∗)(ξ0)) ≤ a < b ≤ Re(φ̌ξ0,ξ∗)

και επειδή m ≥ 0 και m(1G) = 1, εφαρμόζοντας το m στις παραπάνω ανισότη-

τες, έπεται:

Re((Pξ∗)(ξ0)) ≤ a < b ≤ m(Re(φ̌ξ0,ξ∗)) = Re(m(φ̌ξ0,ξ∗))

⇒ Re((Pξ∗)(ξ0)) ≤ a < b ≤ Re((Pξ∗)(ξ0))

που είναι άτοπο.

΄Ετσι, για κάθε ξ∗ ∈ A έχουμε:

Pξ∗ ∈ conv{π∗(s)ξ∗ : s ∈ G}
w∗

⊂ A

και

π∗(s)(Pξ∗) = Pξ∗, ∀s ∈ G

άρα το Pξ∗ είναι σταθερό σημείο του π∗(G) που ανήκει στο A.

(⇐): Υποθέτουμε τώρα ότι η G ικανοποιεί την ιδιότητα σταθερού σημείου

όπως παραπάνω. Θεωρούμε την αριστερή δράση της G στον χώρο Banach
Cbu(G):

λ : G→ Aut(Cbu(G)), (λsf)(x) = f(s−1x), s ∈ G, f ∈ Cbu(G).
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΄Οπως ήδη έχουμε δει, η λ είναι καλά ορισμένη και ομομορφισμός. Επίσης,

παρατηρούμε ότι είναι συνεχής, αφού για κάθε f ∈ Cbu(G) και ε > 0, υπάρχει
περιοχή U της μονάδας, ώστε:

‖λsf − f‖∞ ≤ ε, ∀s ∈ U

απ’ το γεγονός ότι η f είναι αριστερά ομοιόμορφα συνεχής.

Θεωρούμε ακόμα το σύνολο A = {m ∈ Cbu(G)∗ : m ≥ 0, m(1G) = 1}. Το A
είναι προφανώς κυρτό και w∗-συμπαγές απ’ το θεώρημα Αλάογλου, αφού είναι

w∗-κλειστό υποσύνολο της μοναδιαίας σφαίρας του Cbu(G)∗ (κάθε m ∈ A έχει

νόρμα ίση με 1). Επίσης, για κάθε s ∈ G έχουμε λ∗sA = A. Πράγματι, για

m ∈ A έχουμε: λ∗s(m) = m ◦ λs ∈ A, διότι f ≥ 0 ⇒ λsf ≥ 0 ⇒ m(λsf) ≥ 0
και λs(1G) = 1G άρα (m ◦ λs)(1G) = 1. Αντίστροφα, κάθε m ∈ A γράφεται

ως εξής: m = m ◦ Id = (m ◦ λs−1) ◦ λs, ∀s ∈ G, άρα m ∈ λ∗sA, ∀s ∈ G.

Συνεπώς, λόγω της υπόθεσης, υπάρχει ένα σταθερό σημείο m ∈ A, δηλαδή

τέτοιο, ώστε:

λ∗sm = m, ∀s ∈ G

δηλαδή: m ◦ λs = m, ∀s ∈ G. Αυτό σημαίνει ότι το m είναι αριστερά

αναλλοίωτος μέσος του Cbu(G) και άρα η G είναι amenable, απ’ την Πρόταση

1.2.8.

Σχόλιο: Η χρησιμότητα της Πρότασης 1.2.8 στην απόδειξη του παραπάνω

θεωρήματος έγκειται στο ότι παρ’ όλο που η αριστερή δράση λ της G στον

L∞(G) δεν είναι απαραίτητα συνεχής, εν τούτοις αν περιοριστούμε στον Cbu(G),
τότε η συνέχεια του αντίστοιχου περιορισμού της λ είναι άμεση απ’ τον ορισμό

της αριστερά ομοιόμορφης συνέχειας.

1.4 Amenability των αβελιανών τοπικά συ-

μπαγών ομάδων

Θα δούμε, τώρα, ως συνέπεια του Θεωρήματος 1.3.4, ότι κάθε αβελιανή τοπικά

συμπαγής ομάδα Hausdorff είναι amenable. Για να εφαρμόσουμε το Θεώρημα

1.3.4 θα χρειαστούμε το θεώρημα σταθερού σημείου Markov-Kakutani:

Θεώρημα 1.4.1 (Markov-Kakutani). ΄Εστω X τοπολογικός γραμμικός χώ-

ρος Hausdorff, K ⊂ X ένα κυρτό συμπαγές και μη κενό υποσύνολο του X
και F μια μεταθετική οικογένεια συνεχών αφινικών μετασχηματισμών του K,

δηλαδή κάθε T ∈ F είναι μια απεικόνιση T : K → K με T (tx + (1 − t)y) =
tT (x) + (1− t)T (y) για κάθε x, y ∈ K και 0 < t < 1 και για κάθε T, S ∈ F
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ισχύει T ◦ S = S ◦ T . Τότε, υπάρχει p ∈ K τέτοιο, ώστε T (p) = p, για κάθε

T ∈ F .

Απόδειξη. Για T ∈ F θέτουμε T 0 = I := idK , T n = T ◦ T n−1
, για n =

0, 1, 2, . . . και Tn :=
1

n
(I + T + · · · + T n−1), για n ≥ 1. Παρατηρούμε ότι,

για κάθε T ∈ F , η απεικόνιση Tn απεικονίζει το K στον εαυτό του και είναι

αφινική και συνεχής, καθώς επίσης Tn ◦ Sm = Sm ◦ Tn, για κάθε T, S ∈ F και

n, m ≥ 1.
΄Εστω F∗ η οικογένεια που αποτελείται από όλες τις απεικονίσεις του K στον

εαυτό του, που είναι συνθέσεις πεπερασμένων το πλήθος στοιχείων της F0 :=
{Tn : T ∈ F , n ≥ 1}. Προφανώς, η F∗ είναι μεταθετική και κλειστή ως προς

συνθέσεις. ΄Ετσι, για κάθε f, g ∈ F∗, ισχύει f ◦ g = g ◦ f και αν h := f ◦ g,
τότε h ∈ F∗. Επιπλέον:

f(g(K)) ⊂ f(K) και g(f(K)) ⊂ g(K)⇒ h(K) ⊂ f(K) ∩ g(K)

⇒ f(K) ∩ g(K) 6= ∅

Συνεπώς, η οικογένεια {f(K) : f ∈ F∗} είναι οικογένεια κλειστών υπο-

συνόλων του συμπαγούς K με την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών. ΄Αρα,⋂
f∈F∗ f(K) 6= ∅, δηλαδή υπάρχει p ∈ K, ώστε p ∈ f(K) για κάθε f ∈ F∗.

΄Εστω T ∈ F και U περιοχή του 0 ∈ X. Τότε, για κάθε n ≥ 1, ισχύει

p ∈ Tn(K), αφού Tn ∈ F∗ και επομένως, επειδή ο T είναι αφινικός, υπάρχει

xn ∈ K με:

p =
1

n
(xn + Txn + · · ·+ T n−1xn)

⇒ p− Tp =
1

n
(xn − T nxn) ∈ 1

n
(K −K)

΄Ομως, το K −K είναι συμπαγές, διότι οι πράξεις του X είναι συνεχείς και το

K είναι συμπαγές, κατά συνέπεια το K −K θα είναι και φραγμένο. Δηλαδή,

υπάρχει n0 ∈ N, n0 ≥ 1, ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει K −K ⊂ nU . ΄Αρα,

p−Tp ∈ U και επειδή η U ήταν τυχούσα περιοχή του 0 ∈ X, έπεται ότι p = Tp
(γιατί η τομή των περιοχών του 0 είναι το {0}). Επομένως, το p είναι σταθερό

σημείο του T , για κάθε T ∈ F .

Θεώρημα 1.4.2. Κάθε αβελιανή τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff είναι

amenable.
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Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε μια αβελιανή τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα

G. ΄Εστω X χώρος Banach, π : G → Aut(X) μια συνεχής ισομετρική ανα-

παράσταση της G στον X και π∗ : G → Aut(X∗) η συζυγής δράση της π.
΄Εστω ακόμη A ⊂ X∗ ένα μη κενό κυρτό w∗-συμπαγές υποσύνολο του X∗ με

π∗(s)A = A, για κάθε s ∈ G.

Ορίζουμε F := {π∗(s)|A : s ∈ G}, δηλαδή το σύνολο των περιορισμών των

π∗(s) στο A και παρατηρούμε ότι η F είναι μια οικογένεια αφινικών μετασχη-

ματισμών του A, επειδή κάθε π∗(s) είναι γραμμική. Επιπλέον, απ’ την υπόθεση

ότι η G είναι αβελιανή έπεται ότι η F είναι μεταθετική. Πράγματι, αν s, t ∈ G,

τότε:

π∗(s)π∗(t) = π∗(ts) = π∗(st) = π∗(t)π∗(s).

΄Αρα, απ’ το θεώρημα Markov-Kakutani έπεται ότι υπάρχει ξ∗ ∈ A, ώστε

π∗(s)ξ∗ = ξ∗, ∀s ∈ G. Δηλαδή, η G ικανοποιεί την ιδιότητα σταθερού ση-

μείου και άρα, απ’ το Θεώρημα 1.3.4, η G είναι amenable.

Επομένως, η κλάση των amenable ομάδων περιέχει και μη συμπαγείς ο-

μάδες. Για παράδειγμα, οι τοπικά συμπαγείς ομάδες (Rn,+) και (Cn,+) είναι

amenable ως αβελιανές, αλλά όχι συμπαγείς.

1.5 Amenability και κληρονομικότητα

Σε αυτήν την παράγραφο θα δούμε πώς συμπεριφέρεται η amenability ως προς

κάποιες από τις συνήθεις ομαδοθεωρητικές πράξεις, όπως, παραδείγματος χάριν,

ως προς σχηματισμό κλειστών υποομάδων και πηλίκων.

Πρόταση 1.5.1. ΄Εστω G, H δύο τοπικά συμπαγείς Hausdorff ομάδες και

θ : G→ H συνεχής ομομορφισμός ομάδων του οποίου η εικόνα είναι πυκνή στην

H. Υποθέτουμε ότι η G είναι amenable. Τότε, η H είναι επίσης amenable.

Απόδειξη. Εφ’ όσον η G είναι amenable, υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέ-

σος m : Cblu(G) → C, απ’ την Πρόταση 1.2.8. Ορίζουμε m̃ : Cblu(H) → C,

με m̃(f) = m(f ◦ θ). Η m̃ είναι καλά ορισμένη, διότι αν f ∈ Cblu(H), τότε

f ◦ θ ∈ Cblu(G). Πράγματι, αν f ∈ Cblu(H), τότε για κάθε ε > 0, υπάρχει

περιοχή U της μονάδας στην H, ώστε:

‖λhf − f‖∞ < ε, ∀h ∈ U

Απ’ την συνέχεια της θ, έπεται ότι υπάρχει περιοχή V της μονάδας στην G,

ώστε θ(V ) ⊂ U . Παρατηρούμε ακόμη ότι, για g, x ∈ G:

λg(f ◦ θ)(x) = f(θ(g−1x)) = f(θ(g−1)θ(x)) = ((λθ(g)f) ◦ θ)(x)
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Δηλαδή, λg(f ◦ θ) = (λθ(g)f) ◦ θ, για κάθε g ∈ G. Επομένως, για κάθε g ∈ V
έχουμε:

‖λg(f ◦ θ)− f ◦ θ‖∞ = ‖(λθ(g)f − f) ◦ θ‖∞ ≤ ‖λθ(g)f − f‖∞ < ε

΄Αρα, f ◦ θ ∈ Cblu(G).
Επίσης, παρατηρούμε ότι η m̃ είναι γραμμική και:

m̃(1H) = m(1H ◦ θ) = m(1G) = 1

f ≥ 0⇒ f ◦ θ ≥ 0⇒ m̃(f) = m(f ◦ θ) ≥ 0

Δηλαδή, το m̃ είναι state της Cblu(H). Επιπλέον, παρατηρούμε ότι είναι και

αριστερά αναλλοίωτο. Πράγματι:

΄Εστω h ∈ H, f ∈ Cblu(H) και ε > 0. Τότε, υπάρχει περιοχή U της μονάδας

της H, ώστε

‖λxf − f‖∞ < ε, ∀x ∈ U.

Επιπλέον, απ’ την πυκνότητα της θ(G) στην H, έπεται ότι υπάρχει g ∈ G, ώστε

θ(g) ∈ hU , άρα ‖λh−1θ(g) − f‖∞ < ε. ΄Ετσι, έχουμε:

|m̃(λhf − f)| = |m̃(λhf − λθ(g)f) + m̃(λθ(g)f − f)|

= |m̃(λhf − λθ(g)f) +m((λθ(g)f) ◦ θ − f ◦ θ)|

= |m̃(λhf − λθ(g)f) +m(λg(f ◦ θ)− f ◦ θ)|

= |m̃(λhf − λθ(g)f)| ≤ ‖m̃‖‖λhf − λθ(g)f‖∞ = ‖f − λh−1θ(g)f‖∞ < ε

Επειδή το ε ήταν τυχόν έπεται ότι m̃(λhf) = m̃(f). ΄Αρα, το m̃ είναι αριστερά

αναλλοίωτος μέσος της Cblu(H), επομένως η H είναι amenable, απ’ την Πρό-

ταση 1.2.8.

Πόρισμα 1.5.2. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και N μια κλει-

στή κανονική υποομάδα της G. Αν η G είναι amenable, τότε και η ομάδα

πηλίκο G/N είναι amenable.

Απόδειξη. Ο κανονικός επιμορφισμός π : G → G/N με g 7→ gN , είναι συ-

νεχής και άρα, απ’ την προηγούμενη πρόταση, η εικόνα π(G) = G/N είναι

amenable.
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Το επόμενο βήμα είναι να αποδείξουμε ότι κάθε κλειστή υποομάδα H μιας

amenable ομάδας G είναι επίσης amenable. Ωστόσο, αυτό είναι αρκετά πιο

περίπλοκο, καθώς αν µ είναι το μέτρο Haar της G, δεν έπεται κατ’ ανάγκη

ότι το µ περιορισμένο στην H είναι μέτρο Haar της H, επομένως δεν υπάρχει

κάποια, τουλάχιστον προφανής, σχέση μεταξύ των L∞(G) και L∞(H).

Παρατήρηση 1.5.3. Ας υποθέσουμε ότι G είναι μια τοπικά συμπαγής ομάδα

Hausdorff καιH μια κλειστή υποομάδα αυτής. Αν ηG είναι amenable, τότε (βλ.
Πρόταση 1.2.8) υπάρχει ένας αριστερά αναλλοίωτος μέσος m : Cb(G) → C.

Για να δείξουμε ότι η H είναι επίσης amenable αρκεί να βρούμε ένα αριστερά

αναλλοίωτο μέσο m̃ της Cb(H). Παρατηρούμε ότι αρκεί να βρούμε μια γραμμική

συστολή T : Cb(H) → Cb(G) με T (1H) = 1G, T (f) ≥ 0 για κάθε f ∈ Cb(H)
με f ≥ 0 και Tλh = λhT , για κάθε h ∈ H. Πράγματι, σε αυτήν την περίπτωση,

αν ορίσουμε m̃ := m ◦ T : Cb(H)→ C, θα έχουμε:

1. m̃(1H) = m(T (1H)) = m(1G) = 1.

2. f ≥ 0⇒ T (f) ≥ 0⇒ m̃(f) = m(T (f)) ≥ 0.

3. m̃(λhf) = m(T (λhf)) = m(λh(T (f))) = m(T (f)) = m̃(f), ∀h ∈
H, ∀f ∈ Cb(H).

Επομένως, θα έχουμε ότι η H είναι amenable (πάλι απ’ την Πρόταση 1.2.8).

Η απόδειξη της ύπαρξης μιας τέτοιας απεικόνισης T απαιτεί κάποια τεχνικά

βήματα.

Ας ξεκινήσουμε με τον εξής ορισμό:

Ορισμός 1.5.4 (Συναρτήσεις Bruhat). ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής ομάδα

Hausdorff και H μια κλειστή υποομάδα αυτής. ΄Εστω ακόμη µH ένα μέτρο

Haar της H. Μια συνάρτηση Bruhat για την H είναι μια συνεχής και θετική

συνάρτηση β : G→ [0,∞) με τις ιδιότητες:

1. Για κάθε συμπαγές υποσύνολο K της G, η β|KH έχει συμπαγή φορέα.

2. Για κάθε g ∈ G έχουμε: ∫
H

β(gh)dµH(h) = 1.

Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι κάθε κλειστή υποομάδα μιας τοπικά συ-

μπαγούς ομάδας έχει μια τουλάχιστον συνάρτηση Bruhat. Στην συνέχεια, θα

δούμε πώς αυτό θα μας βοηθήσει να ορίσουμε μια συστολή T όπως παραπάνω

(Παρατήρηση 1.5.3).
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Λήμμα 1.5.5. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα, H μια κλειστή

υποομάδα αυτής και U μια ανοικτή συμμετρική και σχετικά συμπαγής περιοχή

της μονάδας. Τότε, υπάρχει S ⊂ G τέτοιο, ώστε:

(i) Για κάθε g ∈ G, υπάρχει s ∈ S τέτοιο, ώστε gH ∩ Us 6= ∅.

(ii) Για κάθε συμπαγές K ⊂ G, το σύνολο {s ∈ S : KH ∩ Us 6= ∅} είναι

πεπερασμένο.

Απόδειξη. ΄Εστω E = {S ⊂ G : s /∈ UtH, ∀s, t ∈ S με s 6= t}. Τότε, το E
με την σχέση ⊂ είναι μερικά διατεταγμένο και μη κενό. Επίσης, αν C είναι ένα

ολικά διατεταγμένο υποσύνολο του E , τότε
⋃
C ∈ E , διότι αν s, t ∈

⋃
C ∈ E

και s 6= t, τότε υπάρχουν S1, S2 ∈ C ώστε s ∈ S1 και t ∈ S2. ΄Ομως, επειδή το

C είναι ολικά διατεταγμένο, τα S1, S2 συγκρίνονται. ΄Εστω, π.χ., ότι S1 ⊂ S2.

Τότε, s, t ∈ S2 και άρα s /∈ UtH. ΄Ομοια και για την άλλη περίπτωση. ΄Ετσι,

απ’ το Λήμμα του Zorn έπεται ότι το E έχει μεγιστικό στοιχείο, έστω S.
Για το (i): ΄Εστω g ∈ G. Αν υποθέσουμε ότι gH ∩ Us = ∅, για κάθε s ∈ S,
τότε g /∈ UsH, για κάθε s ∈ S. Συνεπώς, αν S0 = S ∪ {g} και s, t ∈ S0 με

s 6= t, τότε έχουμε τις περιπτώσεις:

1) s, t ∈ S: τότε s /∈ UtH, απ’ τον ορισμό του S.
2) s = g, t ∈ S: τότε s = g /∈ UtH, επειδή g /∈ Us′H, για κάθε s′ ∈ S.
3) t = g, s ∈ S: τότε t /∈ UsH ⇒ s /∈ U−1tH−1 = UtH, διότι U−1 = U και

H−1 = H.

΄Αρα, S0 ∈ E και S ⊂ S0 και απ’ την μεγιστικότητα του S έπεται ότι S = S0,

άρα g ∈ S. ΄Ετσι, απ’ την αρχική υπόθεση έχουμε ότι gH ∩ Ug = ∅. ΄Ατοπο,

αφού g = ge = eg και e ∈ U ∩H.

Για το (ii): Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει συμπαγές K ⊂ G, ώστε το σύνολο

{s ∈ G : KH ∩Us 6= ∅} να είναι άπειρο. Τότε, υπάρχουν ακολουθίες (sn)∞n=1

στο S και (hn)∞n=1 στην H, ώστε sn 6= sm για n 6= m και snhn ∈ UK, για κάθε

n ∈ N (χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η U είναι συμμετρική, επειδή η U είναι

συμμετρική και η αντιστροφή g 7→ g−1
είναι ομοιομορφισμός). Επειδή τα U ,

K είναι συμπαγή και ο πολλαπλασιασμός είναι συνεχής, έπεται ότι το UK είναι

επίσης συμπαγές. Συνεπώς, η ακολουθία (snhn)∞n=1 έχει οριακό σημείο έστω

g ∈ UK. Επιλέγοντας συμμετρική περιοχή της μονάδας, έστω V , με V V ⊂ U ,

έπεται ότι υπάρχουν m,n ∈ N με n 6= m, ώστε snhn, smhm ∈ V g και άρα:

snhn(smhm)−1 ∈ (V g)(V g)−1 = (V g)(g−1V −1) = V V −1 = V V ⊂ U

επομένως: snhn ∈ Usmhm. Αυτό, όμως, συνεπάγεται ότι sn ∈ UsmH και απ’

τον ορισμό του S έχουμε ότι sn = sm, άτοπο.
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Λήμμα 1.5.6. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και H μια

κλειστή υποομάδα αυτής. Τότε, υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : G → [0,∞)
που ικανοποιεί τις ιδιότητες:

(i) Για κάθε g ∈ G, ισχύει {t ∈ G : f(t) > 0} ∩ gH 6= ∅.

(ii) Για κάθε συμπαγές K ⊂ G, η f |KH έχει συμπαγή φορέα.

Απόδειξη. Επιλέγουμε μια φ ∈ Cc(G) ώστε φ ≥ 0, φ(e) = 1 και φ(g) =
φ(g−1), για κάθε g ∈ G.

΄Εστω U := {g ∈ G : φ(g) > 0}. Τότε, απ’ την επιλογή της φ, έχουμε ότι το

U είναι ανοικτή συμμετρική περιοχή της μονάδας e ∈ G και επιπλέον σχετικά

συμπαγές, αφού U = supp(φ) και το supp(φ) είναι συμπαγές.

Θεωρούμε ένα σύνολο S ⊂ G, όπως στο Λήμμα 1.5.5, για την U , δηλαδή τέτοιο,

ώστε τα U, S να ικανοποιούν τα (i) και (ii) του Λήμματος 1.5.5. Επιπλέον,

ορίζουμε f : G→ [0,∞) με:

f(g) =
∑
s∈S

φ(gs−1), για g ∈ G.

Αν θεωρήσουμε ένα τυχόν g ∈ G, τότε υπάρχει συμπαγής περιοχή K του g και

επομένως, απ’ το Λήμμα 1.5.5 (ii), έχουμε ότι το σύνολο {s ∈ S : φ(gs−1) > 0}
είναι πεπερασμένο, διότι:

φ(gs−1) > 0⇒ gs−1 ∈ U ⇒ g ∈ Us⇒ KH ∩ Us 6= ∅

δηλαδή: {s ∈ S : φ(gs−1) > 0} ⊂ {s ∈ S : KH ∩ Us 6= ∅}. Κατά συνέπεια,

η f είναι καλά ορισμένη και συνεχής.

(i) ΄Εστω g ∈ G. Τότε, απ’ το Λήμμα 1.5.5 (i), έπεται ότι υπάρχει s ∈ S,
ώστε gH ∩ Us 6= ∅. Αν, λοιπόν, επιλέξουμε ένα x ∈ gH ∩ Us, θα έχουμε αφ’

ενός x ∈ gH και αφ’ ετέρου xs−1 ∈ U , άρα f(x) ≥ φ(xs−1) > 0. Δηλαδή,

x ∈ {t ∈ G : f(t) > 0} ∩ gH.

(ii) ΄Εστω K ⊂ G συμπαγές. Τότε, απ’ το Λήμμα 1.5.5 (ii), έπεται ότι υπάρ-
χουν πεπερασμένα το πλήθος s1, . . . , sn ∈ S, ώστε:

{g ∈ KH : f(g) > 0} =
⋃
s∈S

(Us ∩KH) ⊂
n⋃
i=1

Usi

Επειδή κάθε Usi είναι σχετικά συμπαγές και η ένωσή τους θα είναι σχετικά

συμπαγής. ΄Αρα, το σύνολο supp(f |KH) = {g ∈ KH : f(g) > 0} είναι συμπα-

γές.
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Πρόταση 1.5.7. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και H μια

κλειστή υποομάδα αυτής. Τότε, υπάρχει μια τουλάχιστον συνάρτηση Bruhat
για την H.

Απόδειξη. ΄Εστω f : G → [0,∞) μια συνάρτηση όπως στο Λήμμα 1.5.6.

Θεωρούμε την απεικόνιση:

τ : G→ Cc(H) : g 7→ fg, όπου fg(h) := f(gh), για h ∈ H.

Η τ είναι καλά ορισμένη, αφού αν g ∈ G, τότε υπάρχει συμπαγής περιοχή K
του g και:

supp(fg) = {h ∈ H : fg(h) 6= 0} = {h ∈ H : f(gh) 6= 0}

= g−1{gh : h ∈ H, f(gh) 6= 0} ⊂ g−1supp(f |KH)

Επειδή το τελευταίο σύνολο είναι συμπαγές απ’ το Λήμμα 1.5.6, έπεται ότι και

το supp(fg) είναι συμπαγές. Επίσης, είναι προφανές ότι η fg είναι συνεχής, για

κάθε g ∈ G, αφού ο πολλαπλασιασμός στην G και η f είναι συνεχείς.

Θα δείξουμε ότι η τ είναι συνεχής, ως προς την τοπολογία της G και την νόρμα-

supremum του Cc(H). Για αυτό, αρκεί να δείξουμε τον εξής ισχυρισμό:

Ισχυρισμός: Για κάθε g ∈ G και κάθε ε > 0, υπάρχει περιοχή της μονάδας,

έστω V , στην G, ώστε:

sup
h∈H
|fyg(h)− fg(h)| ≤ ε , ∀y ∈ V.

Απόδειξη: Ας σταθεροποιήσουμε ένα g ∈ G και ένα ε > 0. ΄Εστω U συμπαγής

περιοχή της μονάδας. Τότε, το Ug είναι συμπαγής περιοχή του g και από την

υπόθεση για την f το σύνολο K := supp(f |UgH) είναι συμπαγές υποσύνολο

του UgH, άρα και συμπαγές υποσύνολο της G. Για κάθε x ∈ K, απ’ την

συνέχεια της f στο x, μπορούμε να βρούμε ανοικτή περιοχή Ux της μονάδας,

ώστε να ισχύει:

|f(yx)− f(x)| < ε/2 , ∀y ∈ Ux (∗)

Επιπλέον, μπορούμε να βρούμε συμμετρική περιοχή Vx της μονάδας, ώστε

VxVx ⊂ Ux, για κάθε x ∈ K. Τότε, η οικογένεια {Vxx : x ∈ K} αποτε-

λεί ανοικτό κάλυμμα του K, άρα, λόγω συμπάγειας, υπάρχουν πεπερασμένα το

πλήθος x1, . . . , xn ∈ K, ώστε K ⊂
⋃n
i=1 Vxixi. Ορίζουμε V := U ∩ (

⋂n
i=1 Vxi),

το οποίο είναι προφανώς περιοχή της μονάδας.

΄Εστω y ∈ V και h ∈ H. Θέτουμε x := gh και διακρίνουμε τις εξής περιπτώ-

σεις:
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1) Αν x ∈ K, τότε: υπάρχει j ∈ {1, . . . , n}, ώστε x ∈ Vxjxj, δηλαδή

xx−1
j ∈ Vxj ⊂ Uxj . Επίσης, έχουμε: yx = y(xx−1

j )xj ∈ VxjVxjxj ⊂ Uxjxj,

δηλαδή: yxx−1
j ∈ Uxj και άρα:

|f(yx)− f(x)| ≤ |f(yx)− f(xj)|+ |f(xj)− f(x)| =

= |f((yxx−1
j )xj)− f(xj)|+ |f(xj)− f((xx−1

j )xj)|
(∗)
< ε/2 + ε/2 = ε

2) Αν yx ∈ K, τότε με παρόμοιο τρόπο προκύπτει |f(yx)− f(x)| < ε.
3) Αν yx, x /∈ K, τότε f(x) = f(yx) = 0 και άρα |f(yx)− f(x)| = 0 < ε.
Συνεπώς, συνοψίζοντας όλες τις περιπτώσεις, έχουμε:

|f(ygh)− f(gh)| < ε , ∀y ∈ V, ∀h ∈ H

δηλαδή:

sup
h∈H
|fyg(h)− fg(h)| ≤ ε , ∀y ∈ V.

΄Αρα, η τ είναι συνεχής.

Θεωρούμε τώρα το γραμμικό συναρτησοειδές:

I : Cc(H)→ C : I(φ) =

∫
H

φ(h)dµH(h), φ ∈ Cc(H).

όπου µH ένα μέτρο Haar της H. Επειδή το µH είναι κανονικό μέτρο Borel
και η H τοπικά συμπαγής, το I είναι θετικό και φραγμένο, συνεπώς η σύνθεση

α := I ◦ τ : G → C είναι καλά ορισμένη, συνεχής και ισχύει α ≥ 0, εφ’ όσον
f ≥ 0.
Μάλιστα, ισχύει α(g) > 0, για κάθε g ∈ G. Πράγματι, αν α(g) = 0, για κάποιο

g ∈ G, τότε
∫
H
fgdµH = 0 από το οποίο, αφού fg ≥ 0, συνάγεται ότι fg = 0

µH-σχεδόν παντού, δηλαδή µH({h ∈ H : fg(h) > 0}) = 0. ΄Ομως, απ’ το

Λήμμα 1.5.6 (i), έχουμε ότι:

∅ 6= {x ∈ G : f(x) > 0} ∩ gH = {gh : h ∈ H, f(gh) > 0}

= g{h ∈ H : fg(h) > 0}
=⇒ {h ∈ H : fg(h) > 0} 6= ∅

Δηλαδή, το σύνολο {h ∈ H : fg(h) > 0} είναι μη κενό και ανοικτό υποσύνολο

της H (διότι η fg είναι συνεχής). Επομένως, µH({h ∈ H : fg(h) > 0}) > 0.
΄Ατοπο.

Τέλος, ορίζουμε:

β : G→ [0,∞) με β(g) =
f(g)

α(g)
, g ∈ G.
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Απ’ τα προηγούμενα έπεται άμεσα ότι η β είναι συνεχής και μη αρνητική. Επι-

πλέον, η β είναι μια συνάρτηση Bruhat για την H. Πράγματι, ισχύει προφανώς

β(g) = 0 ⇐⇒ f(g) = 0 και άρα supp(β|KH) = supp(f |KH), που είναι συμπα-

γές υποσύνολο της G απ’ το Λήμμα 1.5.6 (ii) και επιπλέον, επειδή το µH είναι

αναλλοίωτο ως προς αριστερές μεταφορές, για κάθε h ∈ H και g ∈ G, έχουμε:

α(gh) =

∫
H

f(ghw)dµH(w) =

∫
H

f(gw)dµH(w) = α(g)

και άρα, για κάθε g ∈ G:∫
H

β(gh)dµH(h) =

∫
H

f(gh)

α(gh)
dµH(h) =

1

α(g)

∫
H

f(gh)dµH(h)

=
1

α(g)
α(g) = 1

Θεώρημα 1.5.8. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και H μια

κλειστή υποομάδα αυτής. Αν η G είναι amenable, τότε και η H είναι amenable.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1.5.7 έχουμε ότι για την H υπάρχει συνάρτηση

Bruhat, έστω β : G→ [0,∞). Ορίζουμε T : Cb(H)→ Cb(G) με:

T (φ)(g) :=

∫
H

φ(h)β(g−1h)dµH(h) , g ∈ G, φ ∈ Cb(H)

όπου το µH είναι ένα μέτρο Haar της H.

Η T είναι καλά ορισμένη, διότι για κάθε φ ∈ Cb(H) το παραπάνω ολοκλήρωμα

υπάρχει, απ’ το γεγονός ότι το supp(β|KH) είναι συμπαγές, για κάθε K ⊂ G
συμπαγές. Επίσης, η T (φ) είναι συνεχής και φραγμένη, αφού για g ∈ G:

|T (φ)(g)| ≤
∫
H

|φ(h)||β(g−1h)|dµH(h) ≤ ‖φ‖∞
∫
H

β(g−1h)dµH(h) = ‖φ‖∞

=⇒ ‖T (φ)‖∞ ≤ ‖φ‖∞
ενώ το ότι η T (φ) είναι συνεχής αποδεικνύεται με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, όπως

αποδείξαμε και ότι η απεικόνιση α, που ορίσαμε στην απόδειξη του Λήμματος

1.5.6 είναι συνεχής, δηλαδή με ένα επιχείρημα εντελώς ανάλογο με την απόδειξη

του ισχυρισμού που διατυπώσαμε στην απόδειξη του Λήμματος 1.5.6.

Επίσης, παρατηρούμε ότι η T είναι γραμμική και T (1H) = 1G, αφού:

T (1H)(g) =

∫
H

β(g−1h)dµH(h) = 1 , ∀g ∈ G.
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Επιπλέον, αν φ ≥ 0, τότε προφανώς T (φ) ≥ 0.
Τέλος, για h ∈ H και φ ∈ Cb(H) έχουμε:

T (λhφ)(g) =

∫
H

φ(h−1w)β(g−1w)dµH(w)

=

∫
H

φ(w)β(g−1hw)dµH(w)

= T (φ)(h−1g)

= [(λhT )(φ)](g), για κάθε g ∈ G.

Δηλαδή, η T : Cb(H)→ Cb(G) είναι γραμμική συστολή με τις ιδιότητες: T (1H) =
1G, T (f) ≥ 0 για κάθε f ∈ Cb(H) με f ≥ 0 και Tλh = λhT , για κάθε

h ∈ H. Επομένως, όπως έχουμε ήδη επισημάνει στην Παρατήρηση 1.5.3, αν

m : Cb(G) → C είναι ένας αριστερά αναλλοίωτος μέσος στην Cb(G), τότε η

σύνθεση m ◦ T είναι ένας αριστερά αναλλοίωτος μέσος στην Cb(H) και άρα αν

η G είναι amenable, τότε και η H είναι amenable.

Θεώρημα 1.5.9. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και N μια

κλειστή κανονική υποομάδα της G. Τότε, η G είναι amenable αν και μόνον αν

οι N και G/N είναι και οι δύο amenable.

Απόδειξη. (⇒): Αν η G είναι amenable, τότε και οι N , G/N είναι amenable,
από το Θεώρημα 1.5.8 και το Πόρισμα 1.5.2, αντιστοίχως.

(⇐): Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι οι N και G/N είναι amenable. Τότε,

υπάρχουν αριστερά αναλλοίωτοι μέσοι m̃ και m̄ στις Cb(N) και Cb(G/N) αντι-

στοίχως.

Ορίζουμε απεικόνιση T : Cblu(G)→ Cb(G) με

T (φ)(g) := m̃((λgφ)|N) , φ ∈ Cblu(G), g ∈ G.

Η T είναι καλά ορισμένη, διότι αν φ ∈ Cblu(G), τότε:

|T (φ)(g)| = |m̃((λgφ)|N)| ≤ ‖m̃‖‖(λgφ)|N‖∞ ≤ ‖λgφ‖∞ = ‖φ‖∞, ∀g ∈ G

δηλαδή η T (φ) είναι φραγμένη από ‖φ‖∞ και επιπλέον είναι και συνεχής, αφού

για κάθε ε > 0 και g ∈ G, έχουμε (επειδή η φ είναι αριστερά ομοιόμορφα

συνεχής) ότι υπάρχει περιοχή U της μονάδας ώστε:

‖λsφ− φ‖∞ < ε , ∀s ∈ U.
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΄Ετσι, για t = gs ∈ gU , s ∈ U έχουμε:

|T (φ)(t)− T (φ)(g)| = |m̃((λgsφ)|N − (λgφ)|N)| ≤ ‖(λgsφ)|N − (λgφ)|N)‖∞

≤ ‖λgλsφ− λgφ‖∞ = ‖λg(λsφ− φ)‖∞ = ‖λsφ− φ‖∞ < ε

δηλαδή, T (φ) ∈ Cb(G). Επίσης, βλεπουμε ότι η T είναι γραμμική και, όπως

προκύπτει απ’ τα παραπάνω, φραγμένη με ‖T‖ ≤ 1. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι

για κάθε φ ∈ Cblu(G) και g, h ∈ G με gN = hN , ισχύει T (φ)(g) = T (φ)(h).
Πράγματι, εφ’ όσον gN = hN = Nh (διότι η N είναι κανονική), έπεται ότι

υπάρχει n ∈ N με g = nh και άρα:

(λgφ)|N = (λnhφ)|N = (λnλhφ)|N = λn((λhφ)|N)

συνεπώς:

T (φ)(g) = m̃((λgφ)|N) = m̃(λn((λhφ)|N)) = m̃((λhφ)|N)) = T (φ)(h).

΄Ετσι, η T επάγει μια γραμμική και φραγμένη απεικόνιση T̃ : Cblu(G)→ Cb(G/N)
με: T̃ (φ)(Ng) := T (φ)(g), για g ∈ G. Η T̃ είναι καλά ορισμένη από τα πα-

ραπάνω και εύκολα βλέπουμε ότι είναι γραμμική, επειδή η T είναι, ενώ για

φ ∈ Cblu(G) έχουμε ‖T̃ (φ)‖∞ = ‖T (φ)‖∞ ≤ ‖φ‖∞. Επίσης, έπεται άμεσα ότι

T̃ (1G) = 1G/N και T̃ (φ) ≥ 0, αν φ ≥ 0.
Θεωρούμε, τώρα, την σύνθεση

m := m̌ ◦ T̃ : Cblu(G)→ C

όπου m̌ : Cb(G/N) → C με m̌(f) := m̄(f̌) και f̌(xN) := f(x−1N), για f ∈
Cb(G/N), x ∈ G. Είναι άμεσο ότι το m̌ είναι θετικό γραμμικό συναρτησοειδές

που διατηρεί την μονάδα.

Απ’ τα προηγούμενα έπεται ότι το m είναι θετικό γραμμικό συναρτησοειδές με

m(1G) = 1. Επιπλέον, για g, x ∈ G και φ ∈ Cblu(G) υπολογίζουμε:(
T̃ (λgφ)

)∨
(xN) = T̃ (λgφ)(x−1N) = T (λgφ)(x−1) = m̃((λx−1λgφ)|N)

= m̃((λx−1gφ)|N) = T̃ (φ)
(
((g−1N)(xN))−1

)
=

[
λgN

(
T̃ (φ)

)∨]
(xN)

δηλαδή (
T̃ (λgφ)

)∨
= λgN

(
T̃ (φ)

)∨
.

Επομένως, για g ∈ G και φ ∈ Cblu(G) έχουμε:

m(λgφ) = m̌
(
T̃ (λgφ)

)
= m̄

((
T̃ (λgφ)

)∨)
= m̄

(
λgN

(
T̃ (φ)

)∨)
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= m̄

((
T̃ (φ)

)∨)
= m̌

(
T̃ (φ)

)
= m(φ).

΄Αρα, το m είναι αριστερά αναλλοίωτος μέσος της Cblu(G) και επομένως η G
είναι amenable.

Είδαμε ότι η κλάση των amenable ομάδων περιέχει όλες τις συμπαγείς και

όλες τις αβελιανές τοπικά συμπαγείς (εννοείται Hausdorff) ομάδες και είναι

«κλειστή» ως προς τον σχηματισμό κλειστών υποομάδων, πηλίκων και επεκτά-

σεων (λέμε ότι η ομάδα G είναι επέκταση μιας ομάδας A με πηλίκο B αν υπάρχει

κανονική υποομάδα N της G, ώστε A ∼= N και G/N ∼= B, πρβλ. και Θεώρη-

μα 1.5.9). Με δεδομένα όλα αυτά, διαπιστώνουμε ότι η κλάση των amenable
ομάδων είναι αρκετά ευρεία.

Ορισμός 1.5.10. Μια ομάδα G λέγεται επιλύσιμη αν υπάρχουν πεπερασμένες

το πλήθος υποομάδες της G, έστω Ni, i = 1, . . . , n, ώστε {e} = N0 ⊂ . . . ⊂
Nn = G, κάθε Ni−1 είναι κανονική υποομάδα της Ni και κάθε πηλίκο Ni/Ni−1

είναι αβελιανή, για i = 1, . . . , n.

Πόρισμα 1.5.11. Κάθε επιλύσιμη τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα είναι

amenable.

Απόδειξη. ΄Εστω G επιλύσιμη τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff. ΄Εστω Gd

η ίδια ομάδα εφοδιασμένη με την διακριτή τοπολογία. Χάρη στο Πόρισμα 1.2.9

αρκεί να δείξουμε ότι ηGd είναι amenable. Πράγματι, επειδή ηG είναι επιλύσιμη

και η επιλυσιμότητα δεν εξαρτάται απ’ την θεωρούμενη τοπολογία, έπεται ότι

υπάρχουν υποομάδες της G έστω N0, . . . , Nn ώστε {e} = N0 ⊂ . . . ⊂ Nn = G,

κάθε Ni−1 είναι κανονική υποομάδα της Ni και κάθε πηλίκο Ni/Ni−1 είναι

αβελιανή, για i = 1, . . . , n. Επομένως, θεωρώντας όλες τις ομάδες διακριτές

και εφαρμόζοντας διαδοχικά το Θεώρημα 1.5.9 σε συνδυασμό με το ότι κάθε

αβελιανή είναι amenable, έπεται ότι η Gd είναι amenable.

Επομένως, κάθε μη αβελιανή, αλλά επιλύσιμη ομάδα μας δίνει ένα παράδειγμα

μιας μη αβελιανής amenable ομάδας. Παραδείγματος χάριν, η συνεχής ομάδα

του Heisenberg:

G =


 1 a b

0 1 c
0 0 1

 : a, b, c ∈ R


με πράξη τον συνήθη πολλαπλασιασμό πινάκων, δεν είναι αβελιανή. Ωστόσο,

είναι επιλύσιμη, διότι η παράγωγος υποομάδα G′ της G, δηλαδή η υποομάδα της
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G που παράγεται από όλα τα στοιχεία της μορφής ABA−1B−1
, με A,B ∈ G,

είναι η εξής:

G′ =


 1 0 a

0 1 0
0 0 1

 : a ∈ R


η οποία είναι αβελιανή. Επίσης, η παράγωγος υποομάδα μιας ομάδας είναι πάντα

κανονική και το αντίστοιχο πηλίκο G/G′ είναι αβελιανή ομάδα. ΄Αρα, η {I} ⊂
G′ ⊂ G ικανοποιεί τον Ορισμό 1.5.10.

1.6 Αντιπαραδείγματα - οι ομάδες F2 και

SL2(R)
Θα δούμε τώρα δύο σημαντικά παραδείγματα τοπικά συμπαγών ομάδων, οι ο-

ποίες όμως δεν είναι amenable.
Η πρώτη, η οποία αποτελεί και το κλασικό παράδειγμα ομάδας που δεν εί-

ναι amenable, είναι η ελεύθερη ομάδα σε δύο γεννήτορες F2 με την διακριτή

τοπολογία.

Πρόταση 1.6.1. Η F2 με την διακριτή τοπολογία δεν είναι amenable.

Απόδειξη. ΄Εστω {a, b} βάση της F2 και A το σύνολο των ανηγμένων λέ-

ξεων της F2 που έχουν ως πρώτο γράμμα μια δύναμη του a με μη μηδενικό

ακέραιο εκθέτη. Τότε, αφ’ ενός έχουμε ότι F2 = A ∪ aA και αφ’ ετέρου τα

σύνολα A, bA, b2A είναι ανά δύο ξένα. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένας αριστερά

αναλλοίωτος μέσος m : `∞(F2) → C. ΄Εστω, ακόμη, λ η αριστερή δράση της

F2 στον `∞(F2). ΄Ετσι, χάρη στο ότι το m είναι αριστερά αναλλοίωτος μέσος,

έχουμε τα εξής:

1 = m(1) = m(χF2) = m(χA∪aA) ≤ m(χA) +m(χaA) =

= m(χA) +m(λaχA) = 2m(χA)

΄Αρα, m(χA) ≥ 1/2.
Απ’ την άλλη όμως έχουμε:

3m(χA) = m(χA) +m(λbχA) +m(λb2χA) = m(χA + χbA + χb2A) =

= m(χA∪bA∪b2A) ≤ m(χF2) = 1

΄Αρα, m(χA) ≤ 1/3. ΄Ατοπο.
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Παρατήρηση 1.6.2. Με βάση το ότι η F2 δεν είναι amenable, απ’ το Θεώρη-

μα 1.5.8 προκύπτει ότι κάθε διακριτή ομάδα που περιέχει μια υποομάδα ισόμορφη

με την F2 δεν είναι amenable.

Πόρισμα 1.6.3. Η ελεύθερη ομάδα σε n το πλήθος γεννήτορες Fn με την

διακριτή τοπολογία δεν είναι amenable, για κάθε n ≥ 2.

Απόδειξη. ΄Εστω n ≥ 2 και {a1, . . . , an} βάση της Fn. Θεωρούμε H :=
〈{a1, a2}〉, δηλαδή την υποομάδα της Fn που παράγεται από τα a1, a2. Προφα-

νώς έχουμε ότι H ∼= F2 και άρα, απ’ την Παρατήρηση 1.6.2, έπεται το ζητού-

μενο.

Το παραπάνω Πόρισμα μπορεί να δειχθεί και ανεξάρτητα από το Θεώρημα

1.5.8, αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι στο επιχείρημα της απόδειξης της Προ-

τασης 1.6.1 ουσιαστικό ρόλο δεν έπαιξε το γεγονός ότι η τάξη της ελεύθερης

ομάδας F2 είναι ίση με 2, αλλά το γεγονός ότι αυτή είναι πεπερασμένη και με-

γαλύτερη ή ίση του 2.

Το επόμενο παράδειγμα που θα δούμε είναι η ειδική γραμμική ομάδα:

SL2(R) =

{(
a b
c d

)
∈M2(R) : ad− bc = 1

}
με πράξη τον συνήθη πολλαπλασιασμό πινάκων.

Αν θεωρήσουμε την SL2(R) ως υποσύνολο του Ευκλειδείου χώρου R4
, τό-

τε αυτή είναι μια τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff με την σχετική τοπολογία,

δηλαδή ως προς την Ευκλείδεια νόρμα πινάκων. Θα δείξουμε, ως συνέπεια του

Θεωρήματος 1.3.4, ότι η SL2(R) δεν είναι amenable.
Πρώτα, όμως, θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε ένα ισοδύναμο χαρα-

κτηρισμό της amenability, χρησιμοιποιώντας το Θεώρημα 1.3.4, καθώς και το

επόμενο λήμμα.

Λήμμα 1.6.4. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και δ : G×K →
K : (g, x) 7→ g · x συνεχής δράση της G σε ένα συμπαγή Hausdorff χώρο K.

Θεωρούμε τον χώρο Banach A = (C(K), ‖ · ‖∞). Τότε, η απεικόνιση

π : G→ Aut(A) : (π(g)f)(x) = f(g−1 · x) , για f ∈ A, x ∈ K, g ∈ G

είναι καλά ορισμένη και συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της G στον A.

34



Απόδειξη. Κατ’ αρχάς, η π είναι καλά ορισμένη, διότι για κάθε f ∈ A και

g ∈ G, απ’ την συνέχεια της δράσης και της f , έπεται π(g)f ∈ A. Ακόμη,

εύκολα βλέπουμε ότι η π(g) : A→ A είναι γραμμική, για κάθε g ∈ G. Επιπλέον,

‖f‖∞ = ‖π(g)f‖∞, για κάθε g ∈ G και f ∈ A. Πράγματι, ισχύει K = {g−1 ·x :
x ∈ K}, διότι κάθε y ∈ K γράφεται ως y = g−1 · (g · y). Επομένως, έχουμε:

‖f‖∞ = sup
y∈K
|f(y)| = sup

x∈K
|f(g−1 · x)| = ‖π(g)f‖∞

Επίσης, είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι η π είναι ομομορφισμός (προκύπτει α-

κριβώς όπως το ότι η αριστερή δράση μιας ομάδας G στον L∞(G) είναι ομο-

μορφισμός - βλ. Ορισμό 1.2.1).

Μένει να δείξουμε ότι η π είναι συνεχής. ΄Εστω, λοιπόν, f ∈ A και ε > 0. Για

κάθε x ∈ K, απ’ την συνέχεια της f , υπάρχει ανοικτή περιοχή Wx του x, ώστε:

|f(y)− f(x)| < ε/2, ∀y ∈ Wx (∗)

Επειδή η δράση δ : G×K → K είναι συνεχής στο (e, x), έπεται ότι υπάρχουν
ανοικτά Ux ⊂ G και Vx ⊂ K, με x ∈ Vx και e ∈ Ux, ώστε x ∈ Ux · Vx ⊂ Wx,

όπου Ux ·Vx := δ(Ux×Vx). Επιπλέον, μπορούμε να βρούμε συμμετρική ανοικτή

περιοχή Ax του e, ώστε AxAx ⊂ Ux. Τότε, επειδή x ∈ Ax · Vx, θα έχουμε

K =
⋃
x∈K Ax · Vx και κάθε σύνολο Ax · Vx είναι ανοικτό υποσύνολο του K,

αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι οι απεικονίσεις K → K : y 7→ g · y, για g ∈ G,

είναι ομοιομορφισμοί. ΄Ετσι, εφ’ όσον ο K είναι συμπαγής, έπεται ότι υπάρχουν

x1, . . . , xn ∈ K, ώστε K =
⋃n
i=1Axi · Vxi . Θέτουμε U :=

⋂n
i=1Axi , το οποίο

είναι μια ανοικτή και συμμετρική περιοχή του e.
΄Εστω, τώρα, αυθαίρετα g ∈ U και x ∈ K. Τότε, υπάρχει i ∈ {1, . . . , n},
ώστε x ∈ Axi · Vxi και άρα υπάρχουν x′i ∈ Vxi και hi ∈ Axi , ώστε x = hi · x′i.
Επομένως, (g−1hi)·x′i ∈ (AxiAxi)·Vxi ⊂ Uxi ·Vxi ⊂ Wxi και x ∈ Axi ·Vxi ⊂ Wxi .

Συνεπώς, έχουμε:

|f(g−1 · x)− f(x)| ≤ |f((g−1hi) · x′i)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε

Η τελευταία ανισότητα προκύπτει απ’ τα προηγούμενα και την (∗).
΄Αρα, η π είναι συνεχής ισομετρική αναπαράσταση.

Θεώρημα 1.6.5. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Η G είναι

amenable αν και μόνον αν για κάθε συμπαγή Hausdorff χώρο K και κάθε

συνεχή δράση δ : G×K → K : (g, x) 7→ g ·x, υπάρχει G-αναλλοίωτο κανονικό

Borel-μέτρο πιθανότητας µ στον K. Λέγοντας ότι το µ είναι G-αναλλοίωτο

μέτρο, εννοούμε ότι µ(g · E) = µ(E), για κάθε Borel-υποσύνολο E της G και

κάθε g ∈ G.
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Απόδειξη. (⇒): Υποθέτουμε ότι η G είναι amenable. ΄Εστω K συμπαγής

Hausdorff χώρος και δ : G × K → K : (g, x) 7→ g · x μια συνεχής δράση.

΄Εστω ακόμη A := C(K) και π : G→ Aut(A), με (π(g)f)(x) = f(g−1 · x) για

f ∈ A, x ∈ K, g ∈ G. Τότε, η π είναι συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της

G στον χώρο Banach A, απ’ το Λήμμα 1.6.4.

Απ’ το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz (βλ. [10, Θεώρημα 12.38, σελ.

227]), έπεται ότι η απεικόνιση

T : Mr(K)→ A∗

με:

(Tµ)(f) =

∫
K

fdµ , για f ∈ A, µ ∈Mr(K)

όπου Mr(K) ο χώρος Banach των κανονικών μιγαδικών μέτρων Borel στον

K, είναι ισομετρικός ισομορφισμός και µ ≥ 0 ⇐⇒ Tµ ≥ 0. ΄Εστω, ακόμη,

π∗ : G→ Aut(A∗) η συζυγής δράση της π. Για g ∈ G, µ ∈ Mr(K) και f ∈ A
έχουμε:

π∗(g)(Tµ)(f) = (Tµ)(π(g)f) =

∫
K

f(g−1 · x)dµ(x)

=

∫
K

f(x)dµ(g · x) = (Tµg)(f)

δηλαδή:

π∗(g)(Tµ) = Tµg, για κάθε g ∈ G και µ ∈Mr(K)

όπου µg(E) := µ(g · E), για καθε Borel-μετρήσιμο E ⊂ K και g ∈ G.

΄Εστω B := {φ ∈ A∗ : φ ≥ 0, ‖φ‖ = 1}, δηλαδή το σύνολο των states της

C∗-άλγεβρας A. Τότε, προφανώς έχουμε:

B = {Tµ ∈ A∗ : µ ∈Mr(K), µ ≥ 0, µ(K) = 1}.

Παρατηρούμε, επίσης, ότι το B είναι κυρτό και (απ’ το θεώρημα Αλάογλου)

w∗-συμπαγές υποσύνολο του A∗. Ακόμη, ισχύει π∗(g)B = B, για κάθε g ∈ G,

διότι, για κάθε g ∈ G και µ ∈ Mr(K), έχουμε µ ≥ 0 =⇒ µg ≥ 0 και

µg(K) = µ(g ·K) = µ(K) = 1, αφού g ·K = K και άρα π∗(g)(Tµ) = Tµg ∈ B,

για κάθε Tµ ∈ B.

Συνεπώς, επειδή η G είναι amenable, απ’ το Θεώρημα 1.3.4 έπεται ότι υπάρχει

ένα σταθερό σημείο για την π∗(G) στο B, δηλαδή υπάρχει κανονικό Borel-
μέτρο πιθανότητας µ στον K, ώστε:

π∗(g)(Tµ) = Tµ , ∀g ∈ G.

Επομένως:

Tµg = Tµ , ∀g ∈ G
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και επειδή η T είναι 1-1, έπεται:

µg = µ , ∀g ∈ G

δηλαδή µ(g ·E) = µ(E), για κάθε g ∈ G και κάθε Borel-υποσύνολο E της G.

(⇐): Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι για κάθε συνεχή δράση της G σε ένα

συμπαγή χώρο Hausdorff K, υπάρχει ένα G-αναλλοίωτο κανονικό Borel-μέτρο
πιθανότητας στον K.

Η Cbu(G) είναι, όπως έχουμε δει, μεταθετική C∗-άλγεβρα με μονάδα. Επο-

μένως, το φάσμα της Cbu(G), έστω Ω, με την w∗-τοπολογία είναι συμπαγής

Hausdorff χώρος. Επίσης, η απεικόνιση Gelfand Cbu(G) → C(Ω) : f 7→ f̂ ,

όπου f̂(τ) := τ(f), για τ ∈ Ω, είναι ισομετρικός ∗-ισομορφισμός (βλ. [11,

Theorem (Gelfand) 2.1.10]).
Ορίζουμε απεικόνιση δ : G×Ω→ Ω : (g, τ) 7→ g · τ , με (g · τ)(f) := τ(λg−1f),
για κάθε f ∈ Cbu(G), όπου λ είναι η αριστερή δράση της G στην Cbu(G).
Παρατηρούμε ότι η δ είναι συνεχής δράση της G στο Ω. Πράγματι, για τ ∈ Ω
και g, h ∈ G έχουμε:

(e · τ)(f) = τ(λef) = τ(f) , ∀f ∈ Cbu(G)

άρα e · τ = τ και επίσης:

[g · (h · τ)](f) = (h · τ)(λg−1f) = τ(λh−1g−1f)

= τ(λ(gh)−1f) = [(gh) · τ ](f) , ∀f ∈ Cbu(G)

δηλαδή g · (h · τ) = (gh) · τ . Επομένως, η δ είναι δράση. Θα δείξουμε ότι είναι

και συνεχής.

΄Εστω δύο δίκτυα (gγ)γ∈Γ και (τγ)γ∈Γ στους χώρους G και Ω αντιστοίχως με

gγ −→ g ∈ G και τγ
w∗−→ τ ∈ Ω. Θα δείξουμε ότι gγ · τγ

w∗−→ g · τ . Πράγματι,

για κάθε f ∈ Cbu(G) και κάθε γ ∈ Γ, έχουμε:

|(gγ · τγ)(f)− (g · τ)(f)| =
∣∣∣τγ (λg−1

γ
f
)
− τ (λg−1f)

∣∣∣
≤
∣∣∣τγ (λg−1

γ
f
)
− τγ (λg−1f)

∣∣∣+ |τγ (λg−1f)− τ (λg−1f)|

≤ ‖τγ‖
∥∥∥λg−1

γ
f − λg−1f

∥∥∥
∞

+ |τγ (λg−1f)− τ (λg−1f)|

=
∥∥∥λgg−1

γ
f − f

∥∥∥
∞

+ |τγ (λg−1f)− τ (λg−1f)| .

Επειδή ggγ −→ e και επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής, έπεται ότι:∥∥∥λgg−1
γ
f − f

∥∥∥
∞
−→ 0.
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Επιπλέον, εφ’ όσον τγ
w∗−→ τ , έπεται ότι:

|τγ (λg−1f)− τ (λg−1f)| −→ 0

και άρα |(gγ · τγ)(f)− (g · τ)(f)| −→ 0, για κάθε f ∈ Cbu(G), δηλαδή

gγ · τγ
w∗−→ g · τ

που σημαίνει ότι η δράση που έχουμε ορίσει είναι συνεχής.

΄Ετσι, απ’ την υπόθεση, προκύπτει ότι υπάρχει κανονικό Borel-μέτρο πιθανότη-

τας µ στο Ω, ώστε µ(E) = µ(g ·E), για κάθε g ∈ G και κάθε Borel-υποσύνολο
E της G, δηλαδή µ = µg, για κάθε g ∈ G.

Ορίζουμε m : Cbu(G)→ C, ως εξής:

m(f) :=

∫
Ω

f̂dµ , ∀f ∈ Cbu(G).

Παρατηρούμε ότι τοm είναι αριστερά αναλλοίωτος μέσος. Πράγματι, προφανώς

η m είναι γραμμική και επιπλέον:

m(1G) =

∫
Ω

1̂Gdµ =

∫
Ω

dµ = µ(Ω) = 1.

Επίσης, m ≥ 0, διότι αν f ∈ Cbu(G) με f ≥ 0, τότε f̂ ≥ 0 και άρα m(f) =∫
Ω
f̂dµ ≥ 0.

Τέλος, το m είναι αριστερά αναλλοίωτο, αφού για κάθε f ∈ Cbu(G) και g ∈ G
έχουμε:

m(λgf) =

∫
Ω

(̂λgf)(τ)dµ(τ) =

∫
Ω

τ(λgf)dµ(τ)

=

∫
Ω

(g−1 · τ)(f)dµ(τ) =

∫
Ω

f̂(g−1 · τ)dµ(τ) =

∫
Ω

f̂(τ)dµ(g · τ)

=

∫
Ω

f̂(τ)dµg(τ) =

∫
Ω

f̂(τ)dµ(τ) = m(f)

΄Αρα, απ’ την Πρόταση 1.2.8, η G είναι amenable.

Λήμμα 1.6.6. ΄Εστω P1 := R∪ {∞} η συμπαγοποίηση κατά ένα σημείο του

R και C(P1) ο χώρος Banach των συνεχών μιγαδικών συναστήσεων του P1,

με την supremum-νόρμα. Ορίζουμε δ : SL2(R)× P1 → P1 : (g, x) 7→ g · x ως:(
a b
c d

)
· x =

ax+ b

cx+ d
, για x ∈ R
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και

(
a b
c d

)
· ∞ =

a

c

με την σύμβαση ότι
a

0
=∞, για a 6= 0 και

a

∞
:= 0 για a ∈ R. Τότε, η δ είναι

μια συνεχής δράση της SL2(R) στον P1 και η π : SL2(R)→ Aut(C(P1)) με:

(π(g)f)(x) = f(g−1 · x), για g ∈ SL2(R), f ∈ C(P1), x ∈ P1

είναι μια συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της SL2(R) στον C(P1).

Απόδειξη. Κατ’ αρχάς, παρατηρούμε ότι η δ είναι καλά ορισμένη, διότι αν

ad− bc = 1, τότε κανένα από τα κλάσματα
ax+ b

cx+ d
, x ∈ R, και

a

c
δεν είναι της

μορφής
0

0
. Επίσης, με πράξεις ρουτίνας, εύκολα προκύπτει ότι η δ είναι δράση,

δηλαδή g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x και I · x = x, για κάθε g, g1, g2 ∈ SL2(R) και

x ∈ P1, όπου I είναι ο ταυτοτικός 2× 2 πίνακας.

α) Η δράση δ είναι συνεχής:

Πράγματι, ας θεωρήσουμε δίκτυα (xk)k∈K και

{(
ak bk
ck dk

)}
k∈K

στον P1 και

την SL2(R) αντιστοίχως, με:

xk −→ x ∈ P1 και

(
ak bk
ck dk

)
−→

(
a b
c d

)
∈ SL2(R)

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

1) Αν x ∈ R, τότε υπάρχει k0 ∈ K, ώστε xk ∈ R, για κάθε k ≥ k0. Οπότε,

έχουμε: (
ak bk
ck dk

)
· xk =

akxk + bk
ckxk + dk

(∀k ≥ k0)

και άρα (
ak bk
ck dk

)
· xk −→

ax+ b

cx+ d
=

(
a b
c d

)
· x

2) Αν x = ∞, τότε, επειδή το P1 r [−1, 1] είναι ανοικτή περιοχή του ∞,

έπεται ότι υπάρχει k1 ∈ K, ώστε xk ∈ P1 r [−1, 1], για κάθε k ≥ k1 και άρα

xk 6= 0, ∀k ≥ k1.

΄Εστω ε > 0. Πάλι, όπως πριν, υπάρχει k2 ∈ K, ώστε για κάθε k ≥ k2 να ισχύει

xk /∈
[
−1
ε
, 1
ε

]
, άρα επιλέγοντας k0 ∈ K με k ≥ ki, για i = 1, 2, παίρνουμε:∣∣∣∣ 1

xk

∣∣∣∣ < ε, ∀k ≥ k0

39



δηλαδή:

(
1

xk

)
k≥k1
−→ 0. ΄Ετσι, έχουμε:

(
ak bk
ck dk

)
· xk =



ak + bk
1

xk

ck + dk
1

xk

, για xk ∈ R

ak
ck

, για xk =∞

, ∀k ≥ k1

άρα

(
ak bk
ck dk

)
· xk −→

a

c
=

(
a b
c d

)
· x.

β) Το ότι η π είναι συνεχής ισομετρική αναπαράσταση της SL2(R) στον C(P1)
έπεται απ’ το Λήμμα 1.6.4.

Πρόταση 1.6.7. Η SL2(R) δεν είναι amenable.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι η SL2(R) είναι amenable. Θεωρούμε την

δράση δ : SL2(R) × P1 → P1 : (g, x) 7→ g · x του Λήμματος 1.6.6, η οποία

είνα συνεχής. Απ’ το Θεώρημα 1.6.5 έπεται ότι υπάρχει κανονικό Borel-μέτρο
πιθανότητας µ στον P1, ώστε:

µg = µ , ∀g ∈ SL2(R) (1)

όπου µg(E) := µ(g · E), για g ∈ SL2(R) και E ⊂ P1 Borel-μετρήσιμο.

Για g =

(
1 b
0 1

)
, b ∈ R, έχουμε

(
1 b
0 1

)
·x = x+b και

(
1 b
0 1

)
·∞ =∞.

΄Αρα, εφαρμόζοντας την (1), για κάθε E ⊂ P1 Borel-μετρήσιμο με ∞ ∈ E,

έχουμε:

µ(E) = µg(E) = µg(E r {∞}) + µg({∞})

= µ((E r {∞}) + b) + µ({∞})

ενώ για E ⊂ P1 Borel-μετρήσιμο με ∞ /∈ E, έχουμε:

µ(E) = µg(E) = µ(E + b).

Επομένως, απ’ την μοναδικότητα του μέτρου Lebesgue ως προς το αναλλοίω-

το των μεταθέσεων (βλ. [10, Θεώρημα 4.9, σελ. 41]), έχουμε ότι υπάρχουν

(θετικές) σταθερές c1 και c2, ώστε:

µ = c1m+ c2δ∞
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όπου m το μέτρο Lebesgue στο R και δ∞ το μέτρο Dirac στο σημείο ∞,

δηλαδή, για κάθε Borel-μετρήσιμο E ⊂ P1, έχουμε:

µ(E) = c1m(E r {∞}) + c2δ∞(E).

Για g =

(
a 0
0 a−1

)
, με a > 0, και E ⊂ R Borel-μετρήσιμο έχουμε g ·x = a2x,

για x ∈ R, επομένως, πάλι από την (1), παίρνουμε:

c1m(E) = µ(E) = µ(g · E) = µ(a2E) = c1m(a2E) = c1a
2m(E)

και άρα c1 = 0, δηλαδή µ = c2δ∞. ΄Ομως, µ(P1) = 1 και δ∞(P1) = 1, άρα πρέπει

c2 = 1, οπότε µ = δ∞. Απ’ την άλλη μεριά, αν πάρουμε g =

(
0 −1
1 0

)
∈

SL2(R), τότε g · ∞ =
0

1
= 0 και επομένως:

0 = δ∞({0}) = µ({0}) = µ(g · {∞}) (1)
= µ({∞}) = δ∞({∞}) = 1

και έτσι προκύπτει άτοπο.
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Κεφάλαιο 2

Amenability και η ιδιότητα
προσέγγισης

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με την απόδειξη ενός άλλου χαρακτηρι-

σμού της amenability και συγκεκριμένα με τον χαρακτηρισμό αυτής μέσω μιας

ιδιότητας προσέγγισης (approximation property). Ειδικότερα, θα δούμε ότι

μια ομάδα G είναι amenable αν και μόνον αν η σταθερή συνάρτηση 1G προσεγ-

γίζεται ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα της G από συνεχείς συναρτήσεις

της μορφής f ∗ f̃ , όπου f ∈ L2(G), ‖f‖2 = 1 και f̃(x) := f(x−1), x ∈ G.

Αργότερα, που θα μελετήσουμε την C∗-άλγεβρα μιας τοπικά συμπαγούς ο-

μάδας, θα χρησιμοποιήσουμε την ιδιότητα αυτή για να δείξουμε ότι μια ομάδα

είναι amenable αν και μόνον αν η αριστερή κανονική αναπαράσταση της αντί-

στοιχης C∗-άλγεβρας είναι εμφύτευση, δηλαδή 1-1.

2.1 Η ιδιότητα P1 του Reiter

Πρώτα δίνουμε κάποιους ορισμούς, για οικονομία στις διατυπώσεις:

Ορισμός 2.1.1. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff και µ ένα

μέτρο Haar της G. Ορίζουμε:

L1(G)+1 :=

{
f ∈ L1(G) : f ≥ 0 ,

∫
G

fdµ = 1

}

Ορισμός 2.1.2 (Ιδιότητα P1 του Reiter ). ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής

ομάδα Hausdorff. Λέμε ότι η G έχει την ιδιότητα P1 αν για κάθε συμπαγές

K ⊂ G και κάθε ε > 0, υπάρχει f ∈ L1(G)+1, ώστε:

‖λsf − f‖1 < ε , ∀s ∈ K.
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Σκοπός μας είναι να δείξουμε πρώτα ότι μια τοπικά συμπαγής ομάδα είναι

amenable αν και μόνον αν έχει την ιδιότητα P1 και κατόπιν ότι η τελευταία είναι

ισοδύναμη με την ιδιότητα προσέγγισης που περιγράψαμε στην εισαγωγή του

κεφαλαίου.

Παρατήρηση 2.1.3. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα με

μέτρο Haar µ. ΄Οπως γνωρίζουμε, ο δυϊκός χώρος Banach του L1(G) είναι

ισομετρικά γραμμικά ισόμορφος με τον L∞(G) μέσω του ισομετρικού γραμμικού

ισομορφισμού:

T : L∞(G)→ L1(G)∗

με (Tφ)(f) =

∫
G

fφdµ , ∀f ∈ L1(G).

΄Ετσι, ο L1(G) εμφυτεύεται ισομετρικά στον L∞(G)∗ μέσω της σύνθεσης:

T ∗ ◦ τ : L1(G)→ L∞(G)∗

όπου T ∗ ο συζυγής τελεστής του T και τ : L1(G) → L1(G)∗∗ η κανονική

εμφύτευση του L1(G) στον δεύτερο δυϊκό του, δηλαδή τ(f)(ξ∗) = ξ∗(f), για
κάθε f ∈ L1(G) και ξ∗ ∈ L1(G)∗.
Για f ∈ L1(G) και φ ∈ L∞(G), υπολογίζουμε:

(T ∗ ◦ τ)(f)(φ) = (τ(f) ◦ T )(φ) = τ(f)(Tφ) = (Tφ)(f) =

∫
G

fφdµ

Επομένως, ορίζοντας:

〈φ, f〉 :=

∫
G

fφdµ , για f ∈ L1(G) και φ ∈ L∞(G)

παρατηρούμε ότι κάθε f ∈ L1(G) ορίζει ένα mf ∈ L∞(G)∗ με mf (φ) = 〈φ, f〉,
για φ ∈ L∞(G), δηλαδή mf := (T ∗ ◦ τ)(f).
΄Ετσι, μπορούμε να θεωρούμε τον L1(G) ως υπόχωρο του L∞(G)∗, πράγμα το

οποίο θα φανεί αρκετά χρήσιμο στα επόμενα.

Λήμμα 2.1.4. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα με μέτρο Haar
µ. Τότε, το σύνολο L1(G)+1 είναι w∗-πυκνό υποσύνολο του συνόλου των states
του L∞(G). Δηλαδή, για κάθε state m του L∞(G), υπάρχει ένα δίκτυο (fa)a∈A
στο L1(G)+1, ώστε:

m(φ) = lim
a
〈φ, fa〉 = lim

a

∫
G

φfadµ , ∀φ ∈ L∞(G).
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Απόδειξη. ΄Οπως είδαμε στην Παρατήρηση 2.1.3, κάθε f ∈ L1(G)+1 ορί-

ζει ένα mf ∈ L∞(G)∗ με mf (φ) = 〈φ, f〉, για φ ∈ L∞(G). Επομένως,

‖mf‖ = ‖f‖1 = 1 και mf (φ) ≥ 0, για φ ≥ 0, επειδή f ≥ 0 και το μέτρο

Haar είναι θετικό. Δηλαδή, το A := {mf : f ∈ L1(G)+1} είναι υποσύνολο

του συνόλου S των states του L∞(G). Επειδή το L1(G)+1 είναι κυρτό, το ίδιο

ισχύει και για το A. Επίσης, το S είναι κυρτό και w∗-συμπαγές (θεώρημα Αλά-

ογλου), άρα και w∗-κλειστό υποσύνολο του L∞(G)∗. Επομένως, η w∗-κλειστή
θήκη clw∗A του A είναι κυρτό w∗-κλειστό υποσύνολο του S. Θα δείξουμε ότι

clw∗A = S.

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει m ∈ S, ώστε m /∈ clw∗A. Τότε, απ’ το διαχω-

ριστικό θεώρημα Hahn-Banach, έπεται ότι υπάρχει ένα w∗-συνεχές γραμμικό

συναρτησοειδές στον L∞(G)∗, δηλαδή ένα φ0 ∈ L∞(G), καθώς και a, b ∈ R
τέτοια, ώστε:

Re(mf (φ0)) ≤ a < b ≤ Re(m(φ0)) , ∀f ∈ L1(G)+1

και επειδή τα m, mf είναι θετικά γραμμικά συναρτησοειδή, προκύπτει ότι:

mf (Reφ0) ≤ a < b ≤ m(Reφ0) , ∀f ∈ L1(G)+1.

Θέτουμε φ := Reφ0+‖φ0‖∞ ·1G. Τότε, φ ≥ 0, διότι |φ0(x)| ≤ ‖φ0‖∞ τοπικά µ-
σχεδόν παντού, και άρα −‖φ0‖∞ ≤ Reφ0(x) ≤ ‖φ0‖∞ τοπικά µ-σχεδόν παντού.

Επομένως, απ’ την θετικότητα των m, mf και την προηγούμενη ανισότητα

έπεται:

0 ≤ mf (φ) ≤ a′ < b′ ≤ m(φ) , ∀f ∈ L1(G)+1 (1)

όπου a′ := a+‖φ0‖∞ και b′ := b+‖φ0‖∞. Ακόμη, έχουμεm(φ) ≤ ‖m‖‖φ‖∞ =
‖φ‖∞, διότι ‖m‖ = 1. Συνεπώς, από την (1) προκύπτει ότι:

0 ≤ mf (φ) ≤ a′ < b′ ≤ ‖φ‖∞ , ∀f ∈ L1(G)+1 (2)

΄Εστω ε :=
b′ − a′

2
> 0. Τότε, από την (2) έχουμε:

mf (φ) < ‖φ‖∞ − ε , ∀f ∈ L1(G)+1 (3)

΄Ομως, απ’ τον ορισμό της νόρμας ουσιώδες supremum, έπεται ότι υπάρχει

συμπαγές K ⊂ G, ώστε:

µ(C ∩K) > 0,

όπου:

C :=
{
x ∈ G : φ(x) > ‖φ‖∞ −

ε

2

}
.
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Αν, λοιπόν, πάρουμε f :=
1

µ(C ∩K)
χC∩K , τότε f ∈ L1(G)+1 (αφού 0 <

µ(C ∩ K) ≤ µ(K) < ∞) και, με βάση την σχέση (3) και τον ορισμό του C,

έπεται:

‖φ‖∞ −
ε

2
≤ 1

µ(C ∩K)

∫
C∩K

φdµ = 〈φ, f〉 = mf (φ) ≤ ‖φ‖∞ − ε

=⇒ ε ≤ ε/2

και έτσι καταλήγουμε σε άτοπο.

Λήμμα 2.1.5. ΄Εστω G μια amenable ομάδα. Τότε, υπάρχει αριστερά αναλ-

λοίωτος μέσος m̃ στον L∞(G) ο οποίος ικανοποιεί την ιδιότητα:

m̃(f ∗ φ) = m̃(φ) , ∀f ∈ L1(G)+1, ∀φ ∈ L∞(G).

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με µ το μέτρο Haar της G. Εφ’ όσον η G είναι

amenable, υπάρχει αριστερά αναλλοίωτος μέσοςm : L∞(G)→ C. Θα δείξουμε

το ζητούμενο σε τρία βήματα:

Βήμα 1: Δείχνουμε πρώτα ότι m(f ∗ ψ) = m(ψ), για κάθε ψ ∈ Cblu(G) και

f ∈ L1(G)+1.

Πράγματι, παρατηρούμε ότι για κάθε ψ ∈ Cblu(G) η απεικόνιση G→ Cblu(G) :
x 7→ λxψ είναι συνεχής και φραγμένη. Επομένως, για κάθε f ∈ L1(G)+1, το

διανυσματικό ολοκλήρωμα (για την έννοια του διανυσματικού ολοκληρώματος

βλ. [7, Appendix 4]):

f ∗ ψ =

∫
G

f(x)λxψdµ(x)

υπάρχει ως στοιχείο του Cblu(G) (βλ. και Λήμμα 1.2.7 (β)). ΄Ετσι, επειδή το m
περιορισμένο στον Cblu(G) ⊂ L∞(G) είναι συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές,

μετατίθεται με το ολοκλήρωμα, και άρα έχουμε:

m(f ∗ ψ) = m

(∫
G

f(x)λxψ

)
dµ(x) =

∫
G

m(f(x)λxψ)dµ(x)

=

∫
G

f(x)m(λxψ)dµ(x) =

∫
G

f(x)m(ψ)dµ(x)

= m(ψ)

∫
G

f(x)dµ(x) = m(ψ) · 1 = m(ψ)
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το οποίο είναι το ζητούμενο.

Βήμα 2: Ισχύει m(f1 ∗ φ) = m(f2 ∗ φ), για κάθε f1, f2 ∈ L1(G)+1 και

φ ∈ L∞(G).
΄Εστω (ua)a∈A μια προσεγγιστική μονάδα της ∗-άλγεβρας Banach L1(G), δη-
λαδή ένα δίκτυο συναρτήσεων της L1(G) με: ua ≥ 0, ‖ua‖1 = 1, για κάθε

a ∈ A και lim
a
‖f ∗ ua − f‖1 = 0, για κάθε f ∈ L1(G).

Αν, λοιπόν, θεωρήσουμε f ∈ L1(G)+1 και φ ∈ L∞(G), θα έχουμε:

‖f ∗ φ− f ∗ ua ∗ φ‖∞ ≤ ‖f − f ∗ ua‖1 · ‖φ‖∞ −→ 0

και άρα, απ’ την συνέχεια τουm και το γεγονός ότι f ∗φ, f ∗ua∗φ ∈ Cblu(G) ⊂
L∞(G) (βλ. Λήμμα 1.2.7 (β)), έπεται ότι:

m(f ∗ φ) = lim
a
m(f ∗ ua ∗ φ)

όμως, ua ∗ φ ∈ Cblu(G), πάλι απ’ το Λήμμα 1.2.7 (β) και άρα, απ’ το Βήμα 1,

m(f ∗ ua ∗ φ ∈) = m(ua ∗ φ), για κάθε a ∈ A. Επομένως, έχουμε:

m(f ∗ φ) = lim
a
m(ua ∗ φ) , ∀f ∈ L1(G)+1.

΄Ετσι, επειδή το δεξί μέλος στην τελευταία ισότητα δεν εξαρτάται από την f ,
προκύπτει το ζητούμενο.

Βήμα 3: Σταθεροποιούμε μια h ∈ L1(G)+1 και ορίζουμε m̃ : L∞(G) → C
με m̃(φ) := m(h ∗ φ). Ισχυριζόμαστε ότι το m̃ είναι το ζητούμενο αριστερά

αναλλοίωτος μέσος του L∞(G).
Πράγματι, η m̃ είναι καλά ορισμένη (απ’ το Λήμμα 1.2.7 (β)), γραμμική και

φραγμένη. Επίσης, αν φ ≥ 0, τότε h ∗ φ ≥ 0 και άρα m̃(φ) = m(h ∗ φ) ≥ 0,
και m̃(1G) = m(h ∗ 1G) = m(1G) = 1, αφού: (h ∗ 1G)(x) =

∫
h(y)dµ(y) = 1,

για x ∈ G.

Επιπλέον, για κάθε f ∈ L1(G)+1 και φ ∈ L∞(G), έχουμε f ∗ φ ∈ Cblu(G) και

άρα απ’ το Βήμα 1 έχουμε: m̃(f ∗ φ) = m(h ∗ f ∗ φ) = m(f ∗ φ). Απ’ το Βήμα

2, όμως, έπεται m(f ∗ φ) = m(h ∗ φ) και άρα m̃(f ∗ φ) = m(h ∗ φ) = m̃(φ).
Τέλος, το m̃ είναι αριστερά αναλλοίωτο, διότι για κάθε s ∈ G, έχουμε:

m̃(λsφ) = m(h ∗ (λsφ)) = m((ρsh) ∗ φ)

όπου (ρsf)(x) := f(xs−1)∆G(s−1), για f ∈ L1(G) και s, x ∈ G.

Αλλά, παρατηρούμε ότι ρsh ≥ 0, διότι h ≥ 0, και∫
G

ρsh(x)dµ(x) =

∫
G

h(xs−1)∆G(s−1)dµ(x) =

∫
G

h(x)∆G(s−1)dµ(xs)

=

∫
G

h(x)dµ(x) = 1
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δηλαδή, ρsh ∈ L1(G)+1 και επομένως, απ’ το Βήμα 2, έχουμε m((ρsh) ∗ φ) =
m(h ∗ φ) = m̃(φ) και άρα m̃(λsφ) = m̃(φ).

Πρόταση 2.1.6. Για μια τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα G, τα εξής είναι

ισοδύναμα:

(α) Η G είναι amenable.

(β) Υπάρχει ένα δίκτυο (fa)a∈A στο L1(G)+1 τέτοιο, ώστε για κάθε f ∈
L1(G)+1 και κάθε φ ∈ L∞(G) να ισχύει:

lim
a
〈φ, f ∗ fa − fa〉 = 0

(όπου 〈φ, f〉 :=
∫
φf , για φ ∈ L∞(G) και f ∈ L1(G) - βλ. και Παρατή-

ρηση 2.1.3).

(γ) Υπάρχει ένα δίκτυο (fa)a∈A στο L1(G)+1 τέτοιο, ώστε για κάθε f ∈
L1(G)+1 να ισχύει:

lim
a
‖f ∗ fa − fa‖1 = 0.

(δ) Η G έχει την ιδιότητα P1. Δηλαδή, για κάθε ε > 0 και K ⊂ G συμπαγές,

υπάρχει f ∈ L1(G)+1, ώστε ‖λsf − f‖1 < ε, για κάθε s ∈ K. Επιπλέον,

η f μπορεί να επιλεγεί συνεχής και με συμπαγή φορέα.

Απόδειξη. (α)⇒(β): Υποθέτουμε ότι η G είναι amenable. Απ’ το Λήμμα

2.1.5 υπάρχει ένας αριστερά αναλλοίωτος μέσος m στον L∞(G), για τον οποίο

επιπλέον ισχύει:

m(f ∗ φ) = m(φ) , ∀f ∈ L1(G)+1, ∀φ ∈ L∞(G).

Επίσης, απ’ το Λήμμα 2.1.4, υπάρχει δίκτυο (fa)a∈A στο L1(G)+1 τέτοιο, ώστε:

lim
a
〈φ, fa〉 = m(φ) , ∀φ ∈ L∞(G).

Ισχυρισμός: Για κάθε φ ∈ L∞(G) και f, g ∈ L1(G)+1, ισχύει:

〈φ, f ∗ g〉 = 〈f̄ ∗ ∗ φ, g〉.

Πράγματι, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες του μέτρου Haar και το θεώρημα

Fubini, υπολογίζουμε:

〈φ, f ∗ g〉 =

∫
G

φ(x)(f ∗ g)(x)dx =

∫
G

φ(x)

(∫
G

f(y)g(y−1x)dy

)
dx
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=

∫
G

φ(x)

(∫
G

f̄ ∗(y−1)∆G(y−1)g(y−1x)dy

)
dx

=

∫
G

φ(x)

(∫
G

f̄ ∗(y)g(yx)dy

)
dx =

∫∫
G×G

φ(x)f̄ ∗(y)g(yx)dydx

=

∫
G

(∫
G

φ(x)f̄ ∗(y)g(yx)dx

)
dy =

∫
G

(∫
G

φ(y−1w)f̄ ∗(y)g(w)dw

)
dy

=

∫
G

g(w)

(∫
G

φ(y−1w)f̄ ∗(y)dy

)
dw =

∫
G

g(w)(f̄ ∗ ∗ φ)(w)dw

= 〈f̄ ∗ ∗ φ, g〉.

΄Ετσι, για f ∈ L1(G)+1 και φ ∈ L∞(G), έχουμε:

〈φ, f ∗ fa〉 = 〈f̄ ∗ ∗ φ, fa〉 −→ m(f̄ ∗ ∗ φ) = m(φ)

(για την τελευταία ισότητα αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι f̄ ∗ ∈ L1(G)+1 ⇐⇒
f ∈ L1(G)+1).

Επίσης, έχουμε:

〈φ, fa〉 −→ m(φ).

Επομένως:

〈φ, f ∗ fa − fa〉 = 〈φ, f ∗ fa〉 − 〈φ, fa〉 −→ m(φ)−m(φ) = 0.

(β)⇒(γ): ΄Εστω (fa)a∈A ένα δίκτυο στο L1(G)+1, το οποίο ικανονποιεί την

υπόθεση (β). Θα δείξουμε ότι:

Για κάθε ε > 0 και κάθε F ⊂ L1(G)+1 πεπερασμένο, υπάρχει

f(F,ε) ∈ L1(G)+1, ώστε:

‖f ∗ f(F,ε) − f(F,ε)‖1 < ε , ∀f ∈ F.

Τότε, ορίζοντας B := {(F, ε) : ε > 0, F ⊂ L1(G)+1 πεπερασμένο} και

(F1, ε1) ≤ (F2, ε2) ⇔ F1 ⊂ F2 και ε2 ≤ ε1, έχουμε ότι το (B,≤) είναι κα-

τευθυνόμενο και για το δίκτυο (fb)b∈B του L1(G)+1 έπεται άμεσα ότι:

lim
b∈B
‖f ∗ fb − fb‖1 = 0 , ∀f ∈ L1(G)+1.

΄Εστω, λοιπόν, F := {f1, . . . , fn} ⊂ L1(G)+1 και ε > 0. Θεωρούμε τον χώρο

Banach:

E := L1(G)× . . .× L1(G) , ‖(g1, . . . , gn)‖E :=
n∑
i=1

‖gi‖1
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καθώς και το υποσύνολο του E:

C := {(f1 ∗ f − f, . . . , fn ∗ f − f) : f ∈ L1(G)+1}

το οποίο, όπως εύκολα βλέπουμε, είναι κυρτό. Επειδή ο δυϊκός χώρος Banach
του L1(G) είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον L∞(G), από την Παρατήρηση

2.1.3, προκύπτει ότι ο E∗ ταυτίζεται ισομετρικά με το γινόμενο n το πλήθος

αντιτύπων του L∞(G):

E∗ = L∞(G)× . . .× L∞(G) , ‖(φ1, . . . , φn)‖E∗ := sup
1≤i≤n

‖φi‖∞

ενώ ο δυϊσμός αυτός περιγράφεται από την σχέση:

〈(φ1, . . . , φn), (g1, . . . , gn)〉 =
n∑
i=1

〈φi, gi〉

για (φ1, . . . , φn) ∈ E∗ και (g1, . . . , gn) ∈ E.

΄Ετσι, από την υπόθεση (β), για τα f1, . . . , fn που επιλέξαμε στην αρχή και για

τυχούσα n-άδα (φ1, . . . , φn) ∈ E∗, έχουμε:

〈(φ1, . . . , φn), (f1 ∗ fa − fa, . . . , fn ∗ fa − fa)〉 =

=
n∑
i=1

〈φi, fi ∗ fa − fa〉 −→ 0

΄Αρα, προκύπτει ότι 0E ∈ clwC. ΄Ομως, απ’ το Θεώρημα Mazur (βλ. [12, Πόρι-

σμα 14.36]), έχουμε ότι clwC = cl‖·‖EC, εφ’ όσον το C είναι κυρτό. Συνεπώς,

0E ∈ cl‖·‖EC, απ’ το οποίο προκύπτει ότι, για το ε > 0 που έχουμε θεωρήσει,

υπάρχει μια f = f(F,ε) ∈ L1(G)+1, ώστε:

n∑
i=1

‖fi ∗ f − f‖1 = ‖(f1 ∗ f − f, . . . , fn ∗ f − f)‖1 < ε

και άρα ‖fi ∗ f − f‖1 < ε, για κάθε i = 1, . . . , n.
(γ)⇒(δ): Από την υπόθεση (γ), παίρνουμε ένα δίκτυο (fa)a∈A στο L1(G)+1

με:

‖f ∗ fa − fa‖1 −→ 0 , ∀f ∈ L1(G)+1 (1)

΄Εστω ε > 0 και K ⊂ G συμπαγές. Σταθεροποιούμε μια f ∈ L1(G)+1. Τότε,

η απεικόνιση G → L1(G) με s 7→ λsf είναι συνεχής ως προς την τοπολογία

της G και την νόρμα του L1(G) (βλ. Πρόταση 1.2.6 (β)), επομένως η εικόνα

του K μέσω αυτής της απεικόνισης, δηλαδή το σύνολο:

C := {λsf : s ∈ K} ⊂ L1(G)
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είναι συμπαγές υποσύνολο του L1(G) και το {B‖·‖1(λsf, ε/3) : s ∈ K} είναι

ένα ανοικτό κάλυμμα του C. Επομένως, υπάρχουν s1, . . . , sn ∈ K, ώστε:

C ⊂
n⋃
i=1

B‖·‖1(λsif, ε/3)

και άρα

min
1≤i≤n

‖λsf − λsif‖1 < ε/3 , ∀s ∈ K (2)

Από την (1) μπορούμε να επιλέξουμε ένα a ∈ A τέτοιο, ώστε:

‖f ∗ fa − fa‖1 < ε/3 και ‖(λsif) ∗ fa − fa‖1 < ε/3 , ∀i ∈ {1, . . . , n}.

΄Ετσι, για ένα αυθαίρετο s ∈ K, απ’ την (2) μπορούμε να επιλέξουμε ένα

i ∈ {1, . . . , n} με ‖λsf − λsif‖1 < ε/3 και επομένως θα έχουμε:

‖λs(f ∗ fa)− f ∗ fa‖1 = ‖(λsf) ∗ fa − f ∗ fa‖1

≤ ‖(λsf) ∗ fa − (λsif) ∗ fa‖1 + ‖(λsif) ∗ fa − fa‖1 + ‖fa − f ∗ fa‖1

≤ ‖λsf − λsif‖1‖fa‖1 + ‖(λsif) ∗ fa − fa‖1 + ‖fa − f ∗ fa‖1

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Συνεπώς, η f ∗fa ∈ L1(G)+1 ικανονποιεί το ζητούμενο. Επίσης, επειδή ο Cc(G)
είναι πυκνός στον L1(G), έπεται άμεσα ότι και το Cc(G)+1, δηλαδή το σύνολο

των θετικών συνεχών συναρτήσεων με συμπαγή φορέα και ολοκλήρωμα 1, είναι

πυκνό στο L1(G)+1. ΄Αρα, στην θέση της f ∗ fa μπορούμε να θεωρήσουμε μια

θετική συνεχή με συμπαγή φορέα και ολοκλήρωμα 1.

(δ)⇒(α): Υποθέτουμε ότι η G έχει την ιδιότητα P1. Τότε, ορίζοντας Γ :=
{(K, ε) : ε > 0, K ⊂ G συμπαγές} και (K1, ε1) ≤ (K2, ε2) αν και μόνον αν

K1 ⊂ K2 και ε2 ≤ ε1, έχουμε ότι το (Γ,≤) είναι κατευθυνόμενο σύνολο και,

απ’ την ιδιότητα P1, μπορούμε να βρούμε δίκτυο (fγ)γ∈Γ στο L1(G)+1, ώστε:

lim
γ∈Γ
‖λsfγ − fγ‖1 = 0 , ∀s ∈ G.

Για κάθε γ ∈ Γ, ορίζουμε mγ : L∞(G)→ C με:

mγ(φ) :=

∫
G

φfγdµ , ∀φ ∈ L∞(G)

όπου µ το μέτρο Haar της G. ΄Οπως έχουμε ήδη επισημάνει στην Παρατήρηση

2.1.3, mγ ∈ L∞(G)∗, για κάθε γ ∈ Γ. Επίσης, επειδή fγ ∈ L1(G)+1, για

κάθε γ ∈ Γ, έπεται ότι ‖mγ‖ = m(1G) = ‖fγ‖1 = 1 και mγ ≥ 0, για κάθε
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γ ∈ Γ. Επομένως, το δίκτυο (mγ)γ∈Γ περιέχεται στο σύνολο των states της

C∗-άλγεβρας L∞(G), το οποίο είναι w∗-συμπαγές υποσύνολο του L∞(G)∗ (από
το θεώρημα Αλάογλου). ΄Αρα, αντικαθιστώντας, αν χρειάζεται, το (mγ)γ∈Γ

με κατάλληλο w∗-συγκλίνον υποδίκτυο, μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει

state m στον L∞(G), ώστε (mγ)γ∈Γ
w∗−→ m, δηλαδή:

m(φ) = lim
γ
mγ(φ) = lim

γ

∫
G

φfγdµ , ∀φ ∈ L∞(G).

΄Ετσι, για κάθε γ ∈ Γ, φ ∈ L∞(G) και s ∈ G, έχουμε:

|mγ(λsφ)−mγ(φ)| =
∣∣∣∣∫
G

(λsφ)(x)fγ(x)dµ(x)−
∫
G

φ(x)fγ(x)dµ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
G

φ(s−1x)fγ(x)dµ(x)−
∫
G

φ(x)fγ(x)dµ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
G

φ(x)fγ(sx)dµ(x)−
∫
G

φ(x)fγ(x)dµ(x)

∣∣∣∣
≤
∫
G

|φ(x)||(λs−1fγ)(x)− fγ(x)|dµ(x)

≤ ‖φ‖∞‖λs−1fγ − fγ‖1.

Επειδή ισχύει: lim
γ∈Γ
‖λsfγ − fγ‖1 = 0, για κάθε s ∈ G, από τις προηγούμενες

ανισότητες και το γεγονός ότι mγ
w∗−→ m, έπεται ότι:

m(λsφ) = m(φ) , ∀φ ∈ L∞(G).

Επομένως, η G είναι amenable.

2.2 Η ιδιότητα προσέγγισης για amenable

ομάδες

Είμαστε πλέον σε θέση να αποδείξουμε την ισοδυναμία μεταξύ της amenability
και της ιδιότητας προσέγγισης που περιγράψαμε στην εισαγωγή του κεφαλαί-

ου. ΄Οπως ήδη αναφέραμε, θα δείξουμε ότι η τελευταία είναι ισοδύναμη με την

ιδιότητα P1 του Reiter.
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Θεώρημα 2.2.1 (Ιδιότητα προσέγγισης). ΄Εστω G τοπικά συμπαγής ομάδα

Hausdorff. Τότε, η G είναι amenable αν και μόνον αν για κάθε συμπαγές

K ⊂ G και κάθε ε > 0, υπάρχει g ∈ L2(G) με ‖g‖2 = 1 τέτοια, ώστε:

|1− (g ∗ g̃)(x)| < ε , ∀x ∈ K

όπου g̃(x) := g(x−1), για x ∈ G. Επιπλέον, η g μπορεί να επιλεγεί συνεχής με

συμπαγή φορέα και ‖g‖2 = 1.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με µ το μέτρο Haar της G. ΄Εστω ότι η G είναι

amenable και έστω K ⊂ G και ε > 0. Τότε, απ’ την Πρόταση 2.1.6, υπάρχει

f ∈ L1(G)+1 τέτοια, ώστε:

‖λsf − f‖1 < ε2 , ∀s ∈ K.

Θέτουμε g := f 1/2
και παρατηρούμε ότι g ∈ L2(G) και ‖g‖2 = 1. Επίσης, για

κάθε x ∈ G, έχουμε:

(g ∗ g̃)(x) =

∫
G

g(y)g̃(y−1x)dµ(y) =

∫
G

g(y)g(x−1y)dµ(y) = 〈g, λxg〉

και άρα: (g ∗ g̃)(e) = 〈g, g〉 = ‖g‖2
2 = 1, όπου e η μονάδα της G.

΄Ετσι, χρησιμοποιώντας την ανισότητα:

|
√
a−
√
b|2 ≤ |a− b| , ∀a, b ≥ 0

παίρνουμε:

|1− (g ∗ g̃)(x)| = |(g ∗ g̃)(e)− (g ∗ g̃)(x)| = |〈g, g − λxg〉|

≤ ‖g‖2‖g − λxg‖2 =

(∫
G

|g(y)− g(x−1y)|2dµ(y)

)1/2

=

(∫
G

∣∣∣√f(y)−
√
f(x−1y)

∣∣∣2 dµ(y)

)1/2

≤
(∫

G

|f(y)− f(x−1y)|dµ(y)

)1/2

= ‖f − λxf‖1/2
1 < ε , ∀x ∈ K.

Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι για κάθε συμπαγές K ⊂ G και κάθε ε > 0,
υπάρχει g ∈ L2(G) με ‖g‖2 = 1 τέτοια, ώστε:

|1− (g ∗ g̃)(x)| < ε , ∀x ∈ K
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Θα δείξουμε ότι η G έχει την ιδιότητα P1 και άρα απ’ την Πρόταση 2.1.6, ότι

είναι amenable. Πράγματι, αν K ⊂ G συμπαγές και ε > 0, τότε, παίρνοντας

μια g ∈ L2(G) όπως παραπάνω, παρατηρούμε ότι |g| ∈ L2(G) και, επειδή η |g|
έχει επίσης νόρμα ίση με 1, ισχύει:∣∣∣1− |g| ∗ |̃g|(x)

∣∣∣ ≤ |1− |g ∗ g̃|(x)| ≤ |1− (g ∗ g̃)(x)| < ε , ∀x ∈ K.

΄Ετσι, ορίζοντας f := |g|2, προφανώς f ∈ L1(G)+1 και για κάθε x ∈ K έχουμε:

‖f − λxf‖1 =

∫
G

∣∣|g(y)|2 − |g(x−1y)|2
∣∣ dµ(y)

=

∫
G

∣∣|g(y)| − |g(x−1y)|
∣∣ · ∣∣|g(y)|+ |g(x−1y)|

∣∣ dµ(y)

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι μικρότερο

ή ίσο από:

‖g − λxg‖2 · ‖ |g|+ |λxg| ‖2 ≤ 2‖g − λxg‖2

επειδή ‖ |g| + |λxg| ‖2 ≤ 2, πάλι απ’ την ανισότητα Cauchy-Schwarz και το

γεγονός ότι ‖λxg‖2 = ‖g‖2 = 1. Επομένως, έχουμε:

‖f − λxf‖1 ≤ 2‖g − λxg‖2 = 2
(
‖g‖2

2 + ‖λxg‖2
2 − 2Re〈g, λxg〉

)1/2

= 2 (2− 2Re〈g, λxg〉)1/2 ≤ 2
√

2|1− (g ∗ g̃)(x)|1/2 < 2
√

2ε

΄Ετσι, έπεται το ζητούμενο.
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Κεφάλαιο 3

Αναπαραστάσεις τοπικά

συμπαγών ομάδων

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε κάποια βασικά στοιχεία της θεωρίας των

unitary αναπαραστάσεων τοπικά συμπαγών ομάδων, τα οποία θα φανούν ιδιαί-

τερα χρήσιμα στην συνέχεια.

Κυρίως μας ενδιαφέρουν αφ’ ενός η σύνδεση ανάμεσα στις unitary αναπα-

ραστάσεις μιας τοπικά συμπαγούς ομάδας G και τις αναπαραστάσεις της αντί-

στοιχης άλγεβρας L1(G) και αφ’ ετέρου οι έννοιες «συνάρτηση θετικού τύπου»

και «θετικά ορισμένη συνάρτηση».

3.1 Unitary αναπαραστάσεις

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Μια unitary
αναπαράσταση της G είναι ένα ζεύγος (π,H) όπου H ένας μη τετριμμένος

(μιγαδικός) χώρος Hilbert και π : G → U(H) ένας ομομορφισμός απ’ την G
στην ομάδα των unitary τελεστών στον H, ο οποίος είναι συνεχής ως προς

την ισχυρή τοπολογία τελεστή (SOT ). Δηλαδή, ισχύουν:

π(xy) = π(x)π(y), ∀x, y ∈ G

και για κάθε v ∈ H η συνάρτηση G→ H : x 7→ π(x)v είναι συνεχής.

Η dimCH καλείται διάσταση της π.

Αξίζει να σημειώσουμε ότι η ισχυρή τοπολογία τελεστή στην U(H) ταυ-

τίζεται με την ασθενή τοπολογία τελεστή (WOT ). Πράγματι, αν ένα δίκτυο

unitary τελεστών (Ua)a∈A συγκλίνει ασθενώς σε ένα unitary τελεστή U , τότε

για κάθε ξ ∈ H:

‖(Ua − U)ξ‖ = ‖Uaξ‖2 − 2Re〈Uaξ, Uξ〉+ ‖Uξ‖2
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= 2‖ξ‖2 − 2Re〈Uaξ, Uξ〉

Επειδή το τελευταίο μέλος τείνει στο μηδέν, έπεται ότι ‖Uaξ − Uξ‖ −→ 0.
Επίσης, το ότι η ισχυρή σύγκλιση συνεπάγεται την ασθενή έπεται άμεσα απ’

την ανισότητα Cauchy-Schwarz.
Το απλούστερο παράδειγμα unitary αναπαράστασης μιας τοπικά συμπαγούς

ομάδας G είναι η τετριμμένη αναπαράσταση διάστασης ένα:

ι : G→ U(C) = T, ι(x) = 1, ∀x ∈ G.

Απ’ την άλλη, η αριστερή δράση μιας τοπικά συμπαγούς ομάδας G στον

χώρο Hilbert L2(G), δηλαδή η απεικόνιση

λ : G→ U(L2(G)) : (λxf)(s) = f(x−1s), x, s ∈ G, f ∈ L2(G)

αποτελεί ένα πιο ενδιαφέρον παράδειγμα unitary αναπαράστασης της G. Η λ
ονομάζεται και αριστερή κανονική αναπαράσταση (left regular repre-
sentation) της G.

Ορισμός 3.1.2. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Για δύο uni-
tary αναπαραστάσεις (π1,H1) και (π2,H2) της G θέτουμε:

C(π1, π2) := {T ∈ B(H1,H2) : Tπ1(x) = π2(x)T, ∀x ∈ G}.

Οι π1 και π2 λέγονται unitarily ισοδύναμες (unitarily equivalent) αν το

σύνολο C(π1, π2) περιέχει ένα unitary τελεστή.

Για μια unitary αναπαράσταση (π,H) της G θέτουμε C(π) := C(π, π). Το

C(π) ⊂ B(H) καλείται μεταθέτης (commutant) της π και είναι προφανώς

μια WOT -κλειστή ∗-υπάλγεβρα του B(H), δηλαδή μια von Neumann άλγεβρα.

Ορισμός 3.1.3. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και (π,H) μια

unitary αναπαράσταση της G. ΄Ενας κλειστός γραμμικός υπόχωρος M του H
καλείται αναλλοίωτος υπόχωρος για την π αν ισχύει π(x)M ⊂ M , για κάθε

x ∈ G.

Αν M είναι ένας μη τετριμμένος αναλλοίωτος υπόχωρος για την π, τότε ο

περιορισμός της π στον M , δηλαδή η απεικόνιση:

π|M : M → U(M) : π|M(x) := π(x)|M , x ∈ G

είναι unitary αναπαράσταση της G στον M και καλείται υποαναπαράσταση της

π.
Αν οι μόνοι αναλλοίωτοι (κλειστοί) υπόχωροι της π είναι οι {0} και H, τότε η

π καλείται ανάγωγη (irreducible).
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Αν {(πi,Hi) : i ∈ I} είναι μια οικογένεια unitary αναπαραστάσεων μιας

τοπικά συμπαγούς Hausdorff ομάδας G, τότε το ευθύ άθροισμα
⊕

i∈I πi
των πi, i ∈ I, είναι η αναπαράσταση π της G στον H =

⊕
i∈I Hi, που ορίζεται

ως εξής:

π(x)

(∑
i∈I

vi

)
=
∑
i∈I

πi(x)vi , x ∈ G, vi ∈ Hi.

Σε αυτήν την περίπτωση, η π είναι unitary, κάθε Hi ως υπόχωρος του H είναι

αναλλοίωτος υπόχωρος για την π και κάθε πi είναι υποαναπαράσταση της π.
Μάλιστα, όπως φαίνεται από τα παρακάτω, κάθε υποαναπαράσταση είναι ευθύς

προσθεταίος της αρχικής αναπαράστασης:

Πρόταση 3.1.4. ΄Εστω (π,H) μια unitary αναπαράσταση μιας τοπικά συ-

μπαγούς Huasdorff ομάδας G.

(α) Αν M είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος για την π, τότε και ο M⊥
είναι

αναλλοίωτος για την π.

(β) Αν M είναι μη τερτιμμένος αναλλοίωτος υπόχωρος για την π, τότε η π
είναι το ευθύ άθροισμα των π|M και π|M⊥ .

Απόδειξη. (α) ΄Εστω x ∈ G και v ∈M⊥
. Τότε, επειδή ο M είναι αναλλοίω-

τος, για κάθε u ∈M , ισχύει π(x−1)u ∈M και άρα 〈π(x)v, u〉 = 〈v, π(x)∗u〉 =
〈v, π(x)−1u〉 = 〈v, π(x−1)u〉 = 0. Επομένως, π(x)v ∈M⊥

.

(β) ΄Αμεσο από το (α) και το γεγονός ότι H = M ⊕M⊥
.

Ορισμός 3.1.5. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και (π,H) μια

unitary αναπαράσταση της G. Για ένα u ∈ H ο κυκλικός υπόχωρος που

παράγεται απ’ το u είναι η κλειστή γραμμική θήκη του συνόλου {π(x)u : x ∈ G}
και συμβολίζεται με [π(x)u : x ∈ G]. Προφανώς, κάθε κυκλικός υπόχωρος είναι

αναλλοίωτος για την π. Επίσης, αν [π(x)u : x ∈ G] = H, τότε το u καλείται

κυκλικό διάνυσμα της π. Τέλος, αν η π έχει κάποιο κυκλικό διάνυσμα,

ονομάζεται κυκλική αναπαράσταση.

Η σημασία των κυκλικών αναπαραστάσεων στην μελέτη των unitary ανα-

παραστάσεων μιας ομάδας φαίνεται στην επόμενη πρόταση:

Πρόταση 3.1.6. Κάθε unitary αναπαράσταση είναι ευθύ άθροισμα κυκλικών.
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Απόδειξη. ΄Εστω (π,H) μια unitary αναπαράσταση μιας ομάδας G. Απ’

το Λήμμα του Zorn προκύπτει εύκολα ότι υπάρχει μια μεγιστική οικογένεια

{Ma : a ∈ A} από ανά δύο κάθετους κυκλικούς υπόχωρους του H για την

π. Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα u ∈ H r {0} με u⊥Ma, για κάθε a ∈ A,

τότε απ’ την Πρόταση 3.1.4 (α) έπεται ότι ο [π(x)u : x ∈ G] είναι κάθετος

σε όλους τους Ma, το οποίο έρχεται σε αντίθεση με την μεγιστικότητα της

{Ma : a ∈ A}. Συνεπώς, θα ισχύει H =
⊕

a∈AMa και π =
⊕

a∈A π|Ma .

Πρόταση 3.1.7. ΄Εστω (π,H) μια unitary αναπαράσταση μιας τοπικά συ-

μπαγούς Huasdorff ομάδας G, M ένας κλειστός γραμμικός υπόχωρος του H
και P η ορθή προβολή επί του M . Τότε, ο M είναι αναλλοίωτος για την π αν

και μόνον αν P ∈ C(π).

Απόδειξη. Αν P ∈ C(π) και v ∈M , τότε, για κάθε x ∈ G, έχουμε:

π(x)v = π(x)Pv = Pπ(x)v ∈M

και άρα ο M είναι αναλλοίωτος.

Αντίστροφα, αν ο M είναι αναλλοίωτος, τότε π(x)Pv = π(x)v = Pπ(x)v, για
κάθε v ∈ M , ενώ για κάθε v ∈ M⊥

έχουμε π(x)Pv = 0 = Pπ(x)v (διότι απ’

την Πρόταση 3.1.4, ο M⊥
είναι επίσης αναλλοίωτος). ΄Αρα, π(x)P = Pπ(x),

για κάθε x ∈ G.

3.2 Αναπαραστάσεις μιας ομάδας και της

αντίστοιχης άλγεβρας

Σε αυτήν την παράγραφο θα δείξουμε ότι υπάρχει μια ένα προς ένα και επί αντι-

στοιχία μεταξύ των unitary αναπαραστάσεων μιας τοπικά συμπαγούς Hausdorff
ομάδας G και των μη εκφυλισμένων ∗-αναπαραστάσεων της L1(G).

Υπενθυμίζουμε ότι ο L1(G) είναι ∗-άλγεβρα Banach με γινόμενο την συνέ-

λιξη

(f ∗ g)(x) =

∫
G

f(y)g(y−1x)dy , (f, g ∈ L1(G))

(όπου το ολοκλήρωμα λαμβάνεται πάντα ως προς το μέτρο Haar της G) και

ενέλιξη

f ∗(x) = ∆G(x−1)f(x−1) , (f ∈ L1(G)).

58



Επιπλέον, μια ∗-αναπαράσταση μιας ∗-άλγεβρας Banach A σε ένα χώρο

Hilbert H, έστω π : A→ B(H), λέγεται μη εκφυλισμένη (nondegenerate)
αν δεν υπάρχει u ∈ Hr {0}, ώστε π(a)u = 0, για κάθε a ∈ A.

΄Εστω, λοιπόν, G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα, (π,H) μια unitary
αναπαράσταση της G και f ∈ L1(G). Τότε, ορίζεται ένας φραγμένος γραμμι-

κός τελεστής στον H, τον οποίο συμβολίζουμε με π(f), ως εξής:

Θεωρούμε την απεικόνιση:

φ : H×H → C : (u, v) 7→
∫
G

f(x)〈π(x)u, v〉dx

και παρατηρούμε αφ’ ενός ότι η φ είναι καλά ορισμένη, διότι η απεικόνιση x 7→
〈π(x)u, v〉, x ∈ G είναι συνεχής και φραγμένη από ‖u‖‖v‖ (αφού η π είναι

unitary) και αφ’ ετέρου ότι η φ είναι μια sesquilinear μορφή στον H και μάλιστα

φραγμένη, διότι για κάθε u, v ∈ H, έχουμε:

|φ(u, v)| =
∣∣∣∣∫
G

f(x)〈π(x)u, v〉dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

G

|f(x)||〈π(x)u, v〉|dx

≤ ‖u‖‖v‖‖f‖1.

Για την τελευταία ανισότητα χρησιμοποιήσαμε το ότι η π είναι unitary και άρα,

για κάθε x ∈ G, |〈π(x)u, v〉| ≤ ‖π(x)u‖‖v‖ = ‖u‖‖v‖.
Συνεπώς, υπάρχει μοναδικός φραγμένος γραμμικός τελεστής στονH, τον οποίο

συμβολίζουμε με π(f), τέτοιος, ώστε:

φ(u, v) = 〈π(f)u, v〉 , ∀u, v ∈ H

δηλαδή:

〈π(f)u, v〉 =

∫
G

f(x)〈π(x)u, v〉dx , ∀u, v ∈ H (3.1)

και επιπλέον ‖π(f)‖ = ‖φ‖ ≤ ‖f‖1.

Με άλλα λόγια, ο τελεστής π(f) ∈ B(H) είναι το ολοκλήρωμα:

π(f) =

∫
G

f(x)π(x)dx

με την ασθενή έννοια.

Θα δείξουμε ότι η απεικόνιση f 7→ π(f), f ∈ L1(G) είναι μια μη εκφυλισμέ-

νη ∗-αναπαράσταση της άλγεβρας L1(G) και επιπλέον ότι κάθε τέτοια προκύπτει

από μια μοναδική unitary αναπαράσταση της G με την παραπάνω διαδικασία.

Γι’ αυτόν τον λόγο, θα χρησιμοποιούμε στο εξής το ίδιο γράμμα για μια uni-
tary αναπαράσταση π της G και την αντίστοιχη απεικόνιση (αναπαράσταση)

f 7→ π(f), f ∈ L1(G).
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Θεώρημα 3.2.1. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και (π,H) μια

unitary αναπαράσταση της G. Τότε, η απεικόνιση π : L1(G) → B(H) : f 7→
π(f) είναι μια μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση της άλγεβρας L1(G). Επιπλέον,

ισχύει:

π(x)π(f) = π(λxf) , ∀x ∈ G, ∀f ∈ L1(G).

Απόδειξη. Προφανώς η f 7→ π(f), f ∈ L1(G) είναι γραμμική, απ’ τον ορισμό

του τελεστή π(f) (βλ. σχέση (3.1)) και την γραμμικότητα του ολοκληρώματος.

Επιπλέον, για f, g ∈ L1(G) έχουμε:

π(f ∗ g) =

∫∫
f(y)g(y−1x)π(x)dydx =

∫
f(y)

(∫
g(y−1x)π(x)dx

)
dy

=

∫
f(y)

(∫
g(x)π(yx)dx

)
dy =

∫∫
f(y)g(x)π(y)π(x)dxdy = π(f)π(g)

και

π(f ∗) =

∫
∆G(x−1)f(x−1)π(x)dx =

∫
f(x)π(x−1)dx

=

∫
f(x)π(x)∗dx =

∫
(f(x)π(x))∗ dx = π(f)∗.

Επομένως, η π : L1(G)→ B(H) είναι πράγματι μια ∗-αναπαράσταση.
Επιπλέον, για x ∈ G και f ∈ L1(G), έχουμε:

π(x)π(f) =

∫
f(y)π(x)π(y)dy =

∫
f(y)π(xy)dy =

∫
f(x−1y)π(y)dy

=

∫
(λxf)(y)π(y)dy = π(λxf).

΄Ολοι οι παραπάνω υπολογισμοί δικαιολογούνται αν εφαρμόσουμε τους αντίστοι-

χους τελεστές σε ένα τυχόν u ∈ H και πάρουμε εσωτερικό γινόμενο με ένα

επίσης αυθαίρετο v ∈ H, ακριβώς όπως στην σχέση (3.1).

Τέλος, θα δείξουμε ότι η π : L1(G) → B(H) είναι μη εκφυλισμένη. Πράγματι,

αν θεωρήσουμε ένα u ∈ H r {0}, τότε επειδή η π είναι unitary (άρα ισχυρά

συνεχής), έπεται ότι υπάρχει συμπαγής περιοχή U της μονάδας e ∈ G, ώστε:

‖π(x)u− u‖ < ‖u‖
2

, ∀x ∈ U.

Αν µ είναι το μέτρο Haar της G, τότε µ(U) ∈ (0,∞), διότι το U είναι συμπαγές

και έχει μη κενό εσωτερικό. Επομένως, η f :=
1

µ(U)
χU ανήκει στον L1(G)

(αφού ‖f‖1 = 1) και επιπλέον:

‖π(f)u− u‖ =
1

µ(U)

∥∥∥∥∫
U

(π(x)u− u)dx

∥∥∥∥ ≤
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≤ 1

µ(U)

∫
U

‖π(x)u− u‖dx ≤ ‖u‖
2

< ‖u‖.

΄Αρα, π(f)u 6= 0. Συνεπώς, η π είναι μη εκφυλισμένη.

Θεώρημα 3.2.2. ΄ΕστωG τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και π : L1(G)→
B(H) μια μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση. Τότε, υπάρχει μοναδική unitary α-

ναπαράσταση (π̃,H) της G, ώστε π̃(f) = π(f), για κάθε f ∈ L1(G). Δηλαδή,

η π προκύπτει από την π̃ σύμφωνα με την σχέση (3.1).

Απόδειξη. ΄Εστω (ua)a∈A μια προσεγγιστική μονάδα στον L1(G), δηλαδή

ένα δίκτυο που ικανοποιεί τα εξής: ua ≥ 0 και
∫
ua = 1, για κάθε a ∈ A, και

επιπλέον ‖ua ∗ f − f‖1 −→ 0, για κάθε f ∈ L1(G).
Αν f ∈ L1(G), τότε επειδή ‖ua ∗ f − f‖1 −→ 0, έπεται ότι (λxua) ∗ f =
λx(ua ∗ f) −→ λxf στον L1(G), για κάθε x ∈ G (διότι κάθε λx είναι ισομετρία

επί του L1(G)). Συνεπώς, επειδή η π είναι συστολή και άρα συνεχής (κάθε

∗-αναπαράσταση μιας ∗-άλγεβρας Banach σε μια C∗-άλγεβρα είναι συστολή),

προκύπτει ότι:

π(λxua)π(f)v −→ π(λxf)v , ∀f ∈ L1(G), ∀v ∈ H, ∀x ∈ G (1)

Ορίζουμε D := span{π(f)v : f ∈ L1(G), v ∈ H} και παρατηρούμε ότι ο D
είναι πυκνός γραμμικός υπόχωρος του H. Πράγματι, αν u ∈ H με u⊥D, τότε

για κάθε v ∈ H και κάθε f ∈ L1(G) έχουμε:

〈π(f)u, v〉 = 〈u, π(f)∗v〉 = 〈u, π(f ∗)v〉 = 0

και άρα π(f)u = 0, για κάθε f ∈ L1(G). Επομένως, u = 0, αφού η π είναι μη

εκφυλισμένη.

Επίσης, απ’ την (1), έπεται ότι, για κάθε x ∈ G, το δίκτυο (π(λxua))a∈A
συγκλίνει ισχυρά στον D σε ένα γραμμικό τελεστή π̃(x) : D → D τέτοιον,

ώστε:

π̃(x)π(f)v = π(λxf)v , ∀v ∈ H, ∀f ∈ L1(G) (2)

Ο τελεστής π̃(x) είναι καλά ορισμένος, διότι για v1, . . . , vn ∈ H και f1, . . . , fn ∈
L1(G), έχουμε:

n∑
i=1

π(fi)vi = 0 =⇒
n∑
i=1

π(λxfi)vi = lim
a∈A

n∑
i=1

π(λxua)π(fi)vi

= lim
a∈A

π(λxua)

(
n∑
i=1

π(fi)vi

)
= 0

61



Ακόμη, επειδή ‖π‖ ≤ 1, έπεται ‖π(λxua)‖ ≤ ‖λxua‖1 = ‖ua‖1 = 1, για κάθε

a ∈ A. Επομένως, ο τελεστής π̃(x) επεκτείνεται μοναδικά σε ένα φραγμέ-

νο γραμμικό τελεστή στον H, τον οποίο συμβολίζουμε επίσης με π̃(x), ώστε

‖π̃(x)‖ ≤ 1 και π̃(x)π(f) = π(λxf), για κάθε f ∈ L1(G).
Θα δείξουμε ότι η π̃ : G → B(H) είναι unitary αναπαράσταση της G στον H.

Πράγματι, για x, y ∈ G και f ∈ L1(G) έχουμε:

π̃(xy)π(f) = π(λxyf) = π(λxλyf) = π̃(x)π(λyf) = π̃(x)π̃(y)π(f)

δηλαδή π̃(xy)|D = π̃(x)π̃(y)|D και άρα π̃(xy) = π̃(x)π̃(y) σε όλον τον H.

΄Ομοια, προκύπτει ότι π̃(e) = I και επομένως η π̃ είναι ομομορφισμός απ’ την

G στην ομάδα των αντιστρέψιμων φραγμένων τελεστών του H. Επίσης, εφ’

όσον για u ∈ H έχουμε:

‖u‖ = ‖π̃(x−1)π̃(x)u‖ ≤ ‖π̃(x)u‖ ≤ ‖u‖

έπεται ότι κάθε π̃(x) είναι ισομετρία, άρα εν τέλει π̃(x) ∈ U(H), για κάθε

x ∈ G. Τέλος, αν (xb)b∈B είναι ένα δίκτυο στην G με xb −→ x ∈ G, τότε

‖λxbf − λxf‖1 −→ 0, για κάθε f ∈ L1(G) και άρα:

π̃(xb)π(f) = π(λxbf) −→ π(λxf) = π̃(x)π(f), ∀f ∈ L1(G)

δηλαδή π̃(xb)u −→ π̃(x)u, για κάθε u ∈ D.

΄Εστω w ∈ H και ε > 0. Επειδή ο D είναι πυκνός στον H, υπάρχει u ∈ D,

ώστε ‖u−w‖ < ε/3. Επίσης, από τα προηγούμενα, έπεται ότι υπάρχει b0 ∈ B,

ώστε για κάθε b ∈ B με b ≥ b0:

‖π̃(xb)u− π̃(x)u‖ < ε/3.

΄Ετσι, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι κάθε τελεστής π̃(y), y ∈ G, είναι

ισομετρία στον H, προκύπτει, για κάθε b ∈ B με b ≥ b0:

‖π̃(xb)w−π̃(x)w‖ ≤ ‖π̃(xb)w−π̃(xb)u‖+‖π̃(xb)u−π̃(x)u‖+‖π̃(x)u−π̃(x)w‖

= ‖w − u‖+ ‖π̃(xb)u− π̃(x)u‖+ ‖u− w‖ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

Συνεπώς, π̃(xb)w −→ π̃(x)w, για κάθε w ∈ H. ΄Ετσι, δείξαμε ότι η π̃ είναι

unitary αναπαράσταση της G στον H.

Θα δείξουμε τώρα ότι π(f) = π̃(f), ∀f ∈ L1(G), όπου π̃(f) ο τελεστής που

προκύπτει απ’ την unitary αναπαράσταση π̃ όπως στην (3.1). Επειδή ο D είναι

πυκνός στον H, αρκεί να δείξουμε ότι οι τελεστές π(f)και π̃(f) ταυτίζονται

στον D. Παρατηρούμε ότι, για f, g ∈ L1(G), ισχύει f ∗ g =
∫
f(y)λygdy,

όπου το τελευταίο ολοκλήρωμα ερμηνεύεται ως διανυσματικό ολοκλήρωμα μιας
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συνάρτησης του y ∈ G με τιμές στον L1(G) (βλ. [7, Appendix 4]). Εφ’ όσον

η π είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής απ’ τον L1(G) στον B(H), έπεται ότι
μετατίθεται με το ολοκλήρωμα και έτσι έχουμε:

π(f)π(g) = π(f ∗ g) =

∫
f(y)π(λyg)dy =

∫
f(y)π̃(y)π(g)dy

=

(∫
f(y)π̃(y)dy

)
π(g) = π̃(f)π(g)

για κάθε f, g ∈ L1(G), δηλαδή π(f) = π̃(f) στον D, για κάθε f ∈ L1(G), που
είναι το ζητούμενο.

Τέλος, αν σ είναι μια unitary αναπαράσταση της G στον H ώστε σ(f) = π(f),
για κάθε f ∈ L1(G), τότε, απ’ την σχέση (3.1), έπεται ότι, για κάθε u, v ∈ H
και κάθε f ∈ L1(G):∫

G

f(x)〈π̃(x)u, v〉dx = 〈π̃(f)u, v〉 = 〈σ(f)u, v〉 =

∫
G

f(x)〈σ(x)u, v〉dx

και επειδή οι συναρτήσεις x 7→ 〈σ(x)u, v〉 και x 7→ 〈π̃(x)u, v〉 είναι συνεχείς
και φραγμένες, έπεται ότι 〈π̃(x)u, v〉 = 〈σ(x)u, v〉, για κάθε x ∈ G και κάθε

u, v ∈ H, δηλαδή π̃(x) = σ(x), για κάθε x ∈ G.

Συνοψίζοντας, αν G είναι μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και H ένας

χώρος Hilbert, τότε, με βάση τα δύο προηγούμενα θεωρήματα, η σχέση (3.1)

μας δίνει μια ένα προς ένα και επί αντιστοιχία μεταξύ των unitary αναπαραστά-

σεων της G στον H και των μη εκφυλισμένων ∗-αναπαραστάσεων της άλγεβρας

L1(G). Δηλαδή, αν π είναι μια unitayr αναπαράσταση της G στον H, τότε η

f 7→ π(f) =
∫
f(x)π(x)dx, f ∈ L1(G), είναι μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση

της L1(G), η οποία καλείται συνήθως επέκταση της π στον L1(G). Αντι-

στρόφως, κάθε μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση της L1(G) στον H προκύπτει

με τον παραπάνω τρόπο από μια μοναδική unitary αναπαράσταση της G στον

H.

Παραδείγματα

΄Εχουμε δει δύο παραδείγματα unitary αναπαραστάσεων σε μια γενική τοπικά

συμπαγή ομάδα Hausdorff G, την τετριμμένη αναπαράσταση διάστασης ένα και

την αριστερή κανονική αναπαράσταση. Αξίζει να δούμε ποιες ∗-αναπαραστάσεις
της άλγεβρας L1(G) αντιστοιχούν σε αυτές, με βάση τα προηγούμενα.

Ας θεωρήσουμε πρώτα την τετριμμένη αναπαράσταση της G

ι : G→ U(C) = T, ι(x) = 1 (x ∈ G).
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Η αντίστοιχη αναπαράσταση στον L1(G) θα έχει την μορφή:

ι : L1(G)→ B(C) = C, ι(f)ξ =

∫
f(x)ι(x)ξdx =

∫
f(x)dx · ξ.

όπου ξ ∈ C, f ∈ L1(G). Δηλαδή, η αναπαράσταση ι στον L1(G) είναι στην

ουσία το αυτοσυζυγές πολλαπλασιαστικό γραμμικό συναρτησοειδές του L1(G):

ι(f) =

∫
f(x)dx = 〈1G, f〉 , (f ∈ L1(G))

που αντιστοιχεί στην σταθερή συνάρτηση 1G ∈ L∞(G) (με βάση την ταύτιση

L∞(G) ∼= L1(G)∗ που έχουμε δει σε προηγούμενο κεφάλαιο).

Θεωρούμε τώρα την αριστερή κανονική αναπαράσταση της G στον L2(G)

λ : G→ U(L2(G)), (λsf)(x) = f(s−1x) , (s, x ∈ G, f ∈ L2(G)).

Η μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση της άλγεβρας L1(G) που αντιστοιχεί στην

λ είναι η εξής:

λ : L1(G)→ B(L2(G)), λ(f)g =

∫
f(x)λxgdx, (f ∈ L1(G), g ∈ L2(G)).

Δηλαδή, έχουμε:

(λ(f)g)(x) =

∫
f(y)(λyg)(x)dy =

∫
f(y)g(y−1x)dy = (f ∗ g)(x)

για κάθε x ∈ G, f ∈ L1(G) και g ∈ L2(G). ΄Αρα, για f ∈ L1(G), ο τελεστής

λ(f) : L2(G)→ L2(G) είναι ο τελεστής αριστερής συνέλιξης (left convolution
operator) του L2(G) που αντιστοιχεί στην f . Επίσης, ο τελεστής λ(f) έχει

νόρμα:

‖λ(f)‖ = sup{|〈λ(f)g, h〉| : g, h ∈ L2(G), ‖g‖2 ≤ 1, ‖h‖2 ≤ 1}.

Χρησιμοποιώντας τους συμβολισμούς ǧ(x) = g(x−1) και g̃ = ǧ, καθώς και την

σχέση (3.1) υπολογίζουμε:

〈λ(f)ḡ, h̄〉 =

∫
f(y)〈λyḡ, h̄〉dy =

∫
f(y)

{∫
(λyḡ)(x)h(x)dx

}
dy

=

∫
f(y)

{∫
g(y−1x)h(x)dx

}
dy =

∫
f(y)

{∫
ǧ(x−1y)h(x)dx

}
dy
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=

∫
f(y)(h ∗ g̃)(y)dy = 〈h ∗ g̃, f〉,

όπου 〈φ, f〉 :=
∫
fφ, για φ ∈ L∞(G) και f ∈ L1(G) (βλ. Παρατήρηση 2.1.3).

΄Αρα, έχουμε:

‖λ(f)‖ = sup{|〈h ∗ g̃, f〉| : g, h ∈ L2(G), ‖g‖2 ≤ 1, ‖h‖2 ≤ 1}, ∀f ∈ L1(G).

Επιπλέον, μια άλλη αξιοσημείωτη ιδιότητα της αριστερής κανονικής αναπα-

ράστασης είναι ότι η λ : L1(G)→ B(L2(G)) είναι ένα προς ένα:

Πρόταση 3.2.3. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Τότε, η αρι-

στερή κανονική αναπαράσταση λ : L1(G)→ B(L2(G)) είναι ένα προς ένα στον

L1(G).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ L1(G), ώστε λ(f) = 0. Τότε, λ(f)g = f ∗ g = 0, για
κάθε g ∈ L2(G). Επιλέγουμε μια προσεγγιστική μονάδα (ua)a∈A του L1(G),
με ua ∈ Cc(G), ua ≥ 0 και

∫
ua = 1, για κάθε a ∈ A. Επομένως, ua ∈ L2(G),

για κάθε a ∈ A, διότι Cc(G) ⊂ L2(G), και άρα f ∗ ua = 0, για κάθε a ∈ A.

Κατά συνέπεια έχουμε:

‖f‖1 = ‖f − f ∗ ua‖1 , ∀a ∈ A.

΄Ομως, lim
a
‖f − f ∗ ua‖1 = 0 και άρα ‖f‖1 = 0, δηλαδή f = 0 σχεδόν παντού.

3.3 Συναρτήσεις θετικού τύπου

Ορισμός 3.3.1. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff. Μια συνάρ-

τηση φ ∈ L∞(G) ονομάζεται συνάρτηση θετικού τύπου (function of
positive type) αν ισχύει:∫

(f ∗ ∗ f)(x)φ(x)dx ≥ 0 , ∀f ∈ L1(G).

Δηλαδή, αν η φ ορίζει ένα θετικό γραμμικό συναρτησοειδές της ∗-άλγεβρας
Banach L1(G). Επιπλέον, συμβολίζουμε με P(G) ή απλώς με P (αν δεν υπάρχει

κίνδυνος σύγχυσης) το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων θετικού τύπου στην

G. Τέλος, θέτουμε P1 = P1(G) := {φ ∈ P : ‖φ‖∞ = 1}.

Για f ∈ L1(G) και φ ∈ L∞(G), υπολογίζουμε:∫
G

(f ∗ ∗ f)(x)φ(x)dx =

∫∫
∆G(y−1)f(y−1)f(y−1x)φ(x)dydx
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=

∫∫
f(y)f(yx)φ(x)dydx

και επομένως, αν αλλάξουμε την σειρά ολοκλήρωσης και αντικαταστήσουμε το

x με y−1x, προκύπτει:∫
G

(f ∗ ∗ f)(x)φ(x)dx =

∫∫
f(x)f(y)φ(y−1x)dydx.

Συνεπώς, η φ είναι θετικού τύπου αν και μόνον αν ισχύει:∫∫
f(x)f(y)φ(y−1x)dydx ≥ 0 , ∀f ∈ L1(G). (3.2)

Πρόταση 3.3.2. Αν η φ είναι θετικού τύπου, τότε και η φ είναι θετικού

τύπου.

Απόδειξη. Για κάθε f ∈ L1(G), έχουμε:∫
(f ∗ ∗ f)φ =

(∫
(f ∗ ∗ f)φ

)
=

(∫ [
(f)∗ ∗ f

]
φ

)
επομένως, αν η φ είναι θετικού τύπου, το τελευταίο μέλος είναι μη αρνητικό,

άρα και το πρώτο είναι μη αρνητικό, για κάθε f ∈ L1(G). Δηλαδή, η φ είναι

θετικού τύπου.

Θα δούμε τώρα ότι, για μια τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα, υπάρχει μια

πολύ όμορφη σύνδεση μεταξύ των unitary αναπαραστάσεων και των συναρτή-

σεων θετικού τύπου. Μάλιστα, αυτή η σύνδεση είναι ανάλογη της αντιστοιχίας

μεταξύ των (κλάσεων unitarily ισοδυναμίας) κυκλικών ∗-αναπαραστάσεων μιας

C∗-άλγεβρας σε χώρους Hilbert και των θετικών γραμμικών συναρτησοειδών

αυτής.

Πρόταση 3.3.3. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα, (π,H) μια

unitary αναπαράσταση της G, u ∈ H και φ : G → C, φ(x) := 〈π(x)u, u〉, για
x ∈ G. Τότε, φ ∈ P .

Απόδειξη. Επειδή η π είναι unitary και άρα, όπως έχουμε δει, ασθενώς συ-

νεχής, η φ είναι συνεχής. Επίσης, η φ είναι φραγμένη, διότι, για κάθε x ∈ G
έχουμε:

|φ(x)| = |〈π(x)u, u〉| ≤ ‖π(x)u‖‖u‖ = ‖u‖2.

Επιπλέον, για x, y ∈ G έχουμε:

φ(y−1x) = 〈π(y−1x)u, u〉 = 〈π(y−1)π(x)u, u〉
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= 〈π(y)∗π(x)u, u〉 = 〈π(x)u, π(y)u〉

και έτσι, για κάθε f ∈ L1(G), παίρνουμε:∫∫
f(x)f(y)φ(y−1x)dydx =

∫∫
〈f(x)π(x)u, f(y)π(y)u〉dxdy

=

∫
〈π(f)u, f(y)π(y)u〉dy = 〈π(f)u, π(f)u〉 = ‖π(f)‖2 ≥ 0.

΄Αρα, με βάση την (3.2), η φ είναι θετικού τύπου.

Πόρισμα 3.3.4. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Αν f ∈ L2(G)

και f̃(x) := f(x−1), για x ∈ G, τότε f ∗ f̃ ∈ P .

Απόδειξη. Θεχρούμε την αριστερή κανονική αναπαράσταση λ της G. Τότε,

για κάθε f ∈ L2(G), έχουμε:

〈λxf, f〉 =

∫
f(x−1y)f(y)dy = f ∗ f̃(x) , (x ∈ G).

Απ’ την Πρόταση 3.3.3, έπεται ότι f ∗ f̃ ∈ P και άρα, απ’ την Πρόταση 3.3.2,

f ∗ f̃ ∈ P .

Στην συνέχεια, θα δείξουμε ότι κάθε μη μηδενική συνάρτηση θετικού τύπου

προκύπτει από μια unitary αναπαράσταση με τον τρόπο που περιγράφεται στην

Πρόταση 3.3.3.

΄Εστω, λοιπόν, G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και φ 6= 0 μια

συνάρτηση θετικού τύπου στην G. Παρακάτω περιγράφουμε την κατασκευή

μιας unitary αναπαράστασης (πφ,Hφ) της G, η οποία είναι στην ουσία η GNS-
κατασκευή για το θετικό γραμμικό συναρτησοειδές f 7→

∫
fφ, f ∈ L1(G), της

∗-άλγεβρας Banach L1(G) που αντιστοιχεί στην φ.
Αρχικά, ορίζουμε 〈·, ·〉φ : L1(G)× L1(G)→ C, με:

〈f, g〉φ =

∫
(g∗ ∗ f)φ =

∫∫
f(x)g(y)φ(y−1x)dxdy , για f, g ∈ L1(G).

Παρατηρούμε ότι, επειδή η φ είναι θετικά ορισμένη, ισχύει 〈f, f〉φ ≥ 0, για

κάθε f ∈ L1(G) και η 〈·, ·〉φ είναι γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή και

αντιγραμμική ως προς την δεύτερη. ΄Αρα, η 〈·, ·〉φ είναι μια θετική sesquilinear
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μορφή στην άλγεβρα L1(G) και μάλιστα φραγμένη, αφού, απ’ τον ορισμό της,

εύκολα προκύπτει η ανισότητα:

|〈f, g〉φ| ≤ ‖φ‖∞‖f‖1‖g‖1 , ∀f, g ∈ L1(G). (3.3)

Ορίζουμε Nφ := {f ∈ L1(G) : 〈f, f〉φ = 0}. Απ’ την ανισότητα Cauchy-
Schwarz:

|〈f, g〉φ|2 ≤ |〈f, f〉φ||〈g, g〉φ| , ∀f, g ∈ L1(G)

προκύπτει ότι Nφ = {f ∈ L1(G) : 〈f, g〉φ = 0, ∀g ∈ L1(G)}. Με βάση τα

προηγούμενα και το γεγονός ότι η 〈·, ·〉φ είναι συνεχής (ως φραγμένη), έπε-

ται ότι το Nφ είναι κλειστός γραμμικός υπόχωρος του L1(G). ΄Ετσι, η 〈·, ·〉φ
επάγει στον χώρο πηλίκο L1(G)/Nφ ένα εσωτερικό γινόμενο, το οποίο συμβο-

λίζουμε επίσης με 〈·, ·〉φ. Συμβολίζουμε με Hφ την Hilbert-πλήρωση του χώρου

L1(G)/Nφ ως προς το εσωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉φ.
Απ’ την ανισότητα (3.3), έπεται:

‖f +Nφ‖Hφ ≤ ‖φ‖
1/2
∞ ‖f‖1 , ∀f ∈ L1(G). (3.4)

Επίσης, αν f, g ∈ L1(G) και x ∈ G, τότε:

〈λxf, λxg〉φ =

∫∫
f(x−1y)g(x−1z)φ(z−1x)dydz

=

∫∫
f(y)g(z)φ((xz)−1(xy))dydz =

∫∫
f(y)g(z)φ(z−1y)dydz = 〈f, g〉φ.

΄Αρα, για κάθε x ∈ G, ισχύει λx(Nφ) ⊂ Nφ και επομένως, για κάθε x ∈ G,

ορίζεται καλά ο γραμμικός τελεστής:

πφ(x) : L1(G)/Nφ → L1(G)/Nφ : πφ(x)(f +Nφ) = (λxf) +Nφ

όπου f ∈ L1(G). Επιπλέον, απ’ το γεγονός ότι 〈λxf, λxg〉φ = 〈f, g〉φ, για

κάθε x ∈ G και κάθε f, g ∈ L1(G), προκύπτει ότι ο πφ(x) είναι ισομετρία

και επί του L1(G)/Nφ, για κάθε x ∈ G και άρα επεκτείνεται μοναδικά σε ένα

unitary τελεστή στον Hφ, τον οποίο συμβολίζουμε επίσης με πφ(x). Τέλος,

για f ∈ L1(G) και x, y ∈ G, έχουμε:

πφ(x)πφ(y)(f +Nφ) = πφ(x)(λyf +Nφ) = λxyf +Nφ = πφ(xy)(f +Nφ)

και εφ’ όσον ο L1(G)/Nφ είναι πυκνός στον Hφ, τελικά ισχύει πφ(x)πφ(y) =
πφ(xy) σε όλον τον Hφ, για κάθε x, y ∈ G, δηλαδή η απεικόνιση πφ : G →
U(Hφ) είναι μια unitary αναπαράσταση της G στον Hφ.
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Θεώρημα 3.3.5. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα, φ μια συνάρ-

τηση θετικού τύπου της G και (πφ,Hφ) η unitary αναπαράσταση της G που

ορίζεται με την παραπάνω διαδικασία. Τότε, υπάρχει κυκλικό διάνυσμα vφ ∈ Hφ

για την πφ τέτοιο, ώστε:

πφ(f)vφ = f +Nφ , ∀f ∈ L1(G)

και

φ(x) = 〈πφ(x)vφ, vφ〉φ τοπικά σχεδόν παντού για x ∈ G.

Απόδειξη. ΄Εστω (ua)a∈A μια προσεγγιστική μονάδα στον L1(G). Τότε, το

(u∗a)a∈A είναι επίσης μια προσεγγιστική μονάδα του L1(G), επομένως, για κάθε

f ∈ L1(G), ισχύει:

〈f +Nφ, ua +Nφ〉φ =

∫
(u∗a ∗ f)φ −→

∫
fφ .

΄Αρα, επειδή ο L1(G)/Nφ είναι πυκνός στον Hφ, το όριο lim
a∈A
〈v, ua + Nφ〉φ

υπάρχει για κάθε v ∈ Hφ. Επίσης, απ’ την (3.4), έχουμε:

‖ua +Nφ‖Hφ ≤ ‖ua‖1‖φ‖1/2
∞ = ‖φ‖1/2

∞ , ∀a ∈ A

και άρα η απεικόνιση Hφ → C : v 7→ lim
a∈A
〈v, ua+Nφ〉φ, είναι φραγμένο γραμμικό

συναρτησοειδές στον Hφ, νόρμας μικρότερης ή ίσης του ‖φ‖1/2
∞ . Συνεπώς,

απ’ το θεώρημα του Riesz για χώρους Hilbert, έπεται ότι υπάρχει (μοναδικό)
vφ ∈ Hφ, ώστε:

〈w, vφ〉φ = lim
a∈A
〈w, ua +Nφ〉φ , ∀w ∈ Hφ.

Ειδικότερα, για κάθε f ∈ L1(G), παίρνουμε:

〈f +Nφ, vφ〉φ =

∫
fφ.

Επιπλέον, για f, g ∈ L1(G) και y ∈ G, έχουμε:

〈g +Nφ, πφ(y)vφ〉φ = 〈πφ(y−1)(g +Nφ), vφ〉φ = 〈λy−1g +Nφ, vφ〉φ

=

∫
g(yx)φ(x)dx =

∫
g(x)φ(y−1x)dx

και άρα

〈g +Nφ, f +Nφ〉φ =

∫∫
g(x)f(y)φ(y−1x)dxdy
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=

∫
f(y)〈g +Nφ, πφ(y)vφ〉φdy = 〈g +Nφ, πφ(f)vφ〉φ.

Επομένως, επειδή ο L1(G)/Nφ είναι πυκνός στον Hφ, προκύπτει ότι:

〈w, πφ(f)vφ〉φ = 〈w, f +Nφ〉φ , ∀f ∈ L1(G),∀w ∈ Hφ

και έτσι έχουμε

πφ(f)vφ = f +Nφ , ∀f ∈ L1(G).

Από τα παραπάνω προκύπτει ακόμη ότι αν 〈g + Nφ, πφ(y)vφ〉φ = 0, για κάθε

y ∈ G, τότε 〈g +Nφ, f +Nφ〉φ = 0, για κάθε f ∈ L1(G) και άρα g +Nφ = 0.
Συνεπώς, η γραμμική θήκη του {πφ(y)vφ : y ∈ G} είναι πυκνή στονHφ, δηλαδή

το vφ είναι κυκλικό διάνυσμα για την πφ.
Τέλος, για κάθε f ∈ L1(G), έχουμε:∫
〈πφ(x)vφ, vφ〉φf(x)dx = 〈πφ(f)vφ, vφ〉φ = 〈f +Nφ, vφ〉φ =

∫
f(x)φ(x)dx

και επομένως φ(x) = 〈πφ(x)vφ, vφ〉φ τοπικά σχεδόν παντού για x ∈ G.

Τα δύο επόμενα πορίσματα είναι άμεσες συνέπειες του Θεωρήματος 3.3.5:

Πόρισμα 3.3.6. Κάθε συνάρτηση θετικού τύπου μιας τοπικά συμπαγούς

ομάδας Hausdorff είναι τοπικά σχεδόν παντού ίση με μια συνεχή και φραγμένη

συνάρτηση.

Απόδειξη. Αν φ είναι μια συνάρτηση θετικού τύπου, τότε, απ’ το Θεώρημα

3.3.5, η συνάρτηση x 7→ 〈πφ(x)vφ, vφ〉φ είναι συνεχής και φραγμένη (επειδή η

πφ είναι unitary) και φ(x) = 〈πφ(x)vφ, vφ〉φ τοπικά σχεδόν παντού.

Πόρισμα 3.3.7. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Αν φ ∈ P(G),

τότε ‖φ‖∞ = φ(e), όπου e η μονάδα της G, και φ(x−1) = φ(x), για κάθε x ∈ G.

Απόδειξη. ΄Εστω φ ∈ P(G). Τότε, απ’ το Θεώρημα 3.3.5, υπάρχει uni-
tary αναπαράσταση (π,H) της G με κυκλικό διάνυσμα, έστω u, ώστε φ(x) =
〈π(x)u, u〉, τοπικά σχεδόν παντού. ΄Ομως, οι συναρτήσεις φ και x 7→ 〈π(x)u, u〉
είναι συνεχείς και φραγμένες και άρα φ(x) = 〈π(x)u, u〉, για κάθε x ∈ G (διότι

αν δύο συναρτήσεις στην Cb(G) ταυτίζονται τοπικά σχεδόν παντού, τότε ταυτί-

ζονται παντού). ΄Αρα, για κάθε x ∈ G, έχουμε |φ(x)| = |〈π(x)u, u〉| ≤ ‖u‖2 =
〈π(e)u, u〉 = φ(e) και φ(x−1) = 〈π(x−1)u, u〉 = 〈π(x)∗u, u〉 = 〈u, π(x)u〉 =
φ(x).

70



Η Πρόταση 3.3.3 και το Θεώρημα 3.3.5 μας δείχνουν την αντιστοιχία α-

νάμεσα στις κυκλικές unitary αναπαραστάσεις μιας ομάδας και στις συνεχείς

συναρτήσεις θετικού τύπου. Η επόμενη πρόταση μας λέει επιπλέον ότι η ανα-

παράσταση πφ που αντιστοιχεί, σύμφωνα με τα παραπάνω, σε μια φ ∈ P είναι

μοναδική, ως προς unitarily equivalence.

Πρόταση 3.3.8. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και (π,H),
(σ,K) δύο unitary αναπαραστάσεις της G με κυκλικά διανύσματα u και v αντι-

στοίχως. Αν 〈π(x)u, u〉 = 〈σ(x)v, v〉, για κάθε x ∈ G, τότε οι π και σ είναι

unitarily ισοδύναμες. Μάλιστα, υπάρχει unitary τελεστής T ∈ C(π, σ), ώστε
Tu = v.

Απόδειξη. Για κάθε x, y ∈ G έχουμε:

〈π(x)u, π(y)u〉 = 〈π(y−1x)u, u〉 = 〈σ(y−1x)v, v〉 = 〈σ(x)v, σ(y)v〉

και άρα αν ορίσουμε Tπ(x)u := σ(x)v για κάθε x ∈ G, τότε η απεικόνιση

T επεκτείνεται γραμμικά σε μια ισομετρία του span{π(x)u : x ∈ G} επί του

span{σ(x)v : x ∈ G} και ύστερα επεκτείνεται συνεχώς σε ένα unitary τελεστή

H → K, τον οποίο συμβολίζουμε επίσης με το γράμμα T . Τότε, θα έχουμε:

Tu = Tπ(e)u = σ(e)v = v

και για x, y ∈ G:

σ(y)Tπ(x)u = σ(y)σ(x)v = σ(yx)v = Tπ(y)π(x)u.

Συνεπώς, σ(y)T = Tπ(y) ,∀y ∈ G, δηλαδή T ∈ C(π, σ).

Πόρισμα 3.3.9. Αν π είναι μια unitary αναπαράσταση μιας τοπικά συμπαγούς

Hausdorff ομάδας G με κυκλικό διάνυσμα u και φ : G→ C, φ(x) = 〈π(x)u, u〉,
τότε η π είναι unitarily ισοδύναμη με την αναπαράσταση πφ που περιγράψαμε

στο Θεώρημα 3.3.5.

3.4 Τοπολογίες στο σύνολο P1

΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Σκοπός μας σε αυτήν την

παράγραφο είναι να δείξουμε μια πολύ ενδιαφέρουσα τοπολογική ιδιότητα του

συνόλου P1 = P1(G) := {φ ∈ P : ‖φ‖∞ = 1} ⊂ L∞(G), την οποία θα χρησι-

μοποιήσουμε στα επόμενα.
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Πιο συγκεκριμένα, θα δούμε ότι δύο διαφορετικές (φαινομενικά τουλάχι-

στον) τοπολογίες στο P1 ταυτίζονται. Η μια εξ αυτών είναι η w∗-τοπολογία
που κληρονομεί το P1 από τον L∞(G), αν τον θεωρήσουμε ως τον δυϊκό χώρο

Banach του L1(G) μέσω του ισομετρικού γραμμικού ισομορφισμού:

T : L∞(G)→ (L1(G))∗ : φ 7→ Tφ

όπου Tφ(f) =

∫
G

fφdµ, f ∈ L1(G).

Η δεύτερη είναι η τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή υπο-

σύνολα της G. Σε αυτήν την τοπολογία μια συνάρτηση φ0 ∈ P1 έχει ως βάση

περιοχών τα σύνολα της μορφής:

N(φ0, ε,K) := {φ ∈ P1 : |φ(x)− φ0(x)| < ε , ∀x ∈ K},

όπου το ε διατρέχει το σύνολο των θετικών αριθμών και το K διατρέχει το

σύνολο των συμπαγών υποσυνόλων της G. Δηλαδή, ένα δίκτυο (φa)a∈A στο

P1 συγκλίνει ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα της G σε μια φ ∈ P1 αν και

μόνον αν για κάθε K ⊂ G συμπαγές και κάθε ε > 0, υπάρχει a0 ∈ A, ώστε

για κάθε a ∈ A με a ≥ a0 να ισχύει:

sup
x∈K
|φ(x)− φa(x)| < ε.

Λήμμα 3.4.1. ΄Εστω X χώρος Banach και B ⊂ X∗ norm-φραγμένο υποσύ-

νολο του X∗. Τότε, στο B η w∗-τοπολογία ταυτίζεται με την τοπολογία της

ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα του X.

Απόδειξη. Η w∗-τοπολογία είναι η τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης

στον X, άρα είναι ασθενέστερη από την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης

στα συμπαγή υποσύνολα του X.

Αντίστροφα, ας πάρουμε x∗0 ∈ B και μια περιοχή του x∗0 στην τοπολογία της

ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα του X, έστω N(x∗0, ε,K) =
{x∗ ∈ B : |x∗(x) − x∗0(x)| < ε , ∀x ∈ K}, όπου ε > 0 και K ⊂ X συμπαγές.

Θα δείξουμε ότι το N(x∗0, ε,K) περιέχει μια w∗-περιοχή του x∗0.

΄Εστω C := sup{‖x∗‖ : x∗ ∈ B} και δ :=
ε

3C
. Τότε, C <∞, διότι το B είναι

φραγμένο, και υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ K τέτοια, ώστε K ⊂
⋃n
i=1 BX(xi, δ),

επειδή το K είναι συμπαγές. ΄Ετσι, αν x∗ ∈ B και x ∈ K, τότε υπάρχει

j ∈ {1 . . . , n}, ώστε x ∈ BX(xj, δ), δηλαδή ‖x− xj‖ < δ και άρα έχουμε:

|x∗(x)− x∗0(x)| ≤ |x∗(x− xj)|+ |(x∗ − x∗0)(xj)|+ |x∗0(x− xj)|
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≤ ‖x∗‖‖x− xj‖+ |(x∗ − x∗0)(xj)|+ ‖x∗0‖‖x− xj‖

≤ |(x∗ − x∗0)(xj)|+ C
2ε

3C
= |(x∗ − x∗0)(xj)|+

2ε

3
.

Επομένως, η w∗-περιοχή
⋂n
i=1{x∗ ∈ B : |(x∗ − x∗0)(xi)| < ε/3} του x∗0 πε-

ριέχεται στην περιοχή N(x∗0, ε,K) του x∗0 για την τοπολογία της ομοιόμορφης

σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα.

Λήμμα 3.4.2. ΄Εστω φ0 ∈ P1 και f ∈ L1(G). Για κάθε ε > 0 και κάθε

K ⊂ G συμπαγές, υπάρχει w∗-περιοχή W της φ0 στο P1 τέτοια, ώστε:

|(f ∗ φ)(x)− (f ∗ φ0)(x)| < ε , ∀φ ∈ W, ∀x ∈ K.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0 και K ⊂ G συμπαγές. Απ’ το Πόρισμα 3.3.7, για

κάθε φ ∈ P1, ισχύει φ ∈ P1 και φ(x) = φ(x−1), ∀x ∈ G. Επομένως, έχουμε:

(f ∗ φ)(x) =

∫
f(y)φ(y−1x)dy =

∫
f(xy)φ(y−1)dy

=

∫
f(xy)φ(y)dy =

∫
(λx−1f)φ , ∀x ∈ G.

Επίσης, απ’ την Πρόταση 1.2.6, η συνάρτηση G → L1(G) : x 7→ λx−1f είναι

‖.‖1-συνεχής και επομένως το C := {λx−1f : x ∈ K} είναι συμπαγές υποσύ-

νολο του L1(G), άρα και το C0 := {h : h ∈ C} είναι συμπαγές υποσύνολο

του L1(G). Επιπλέον, παρατηρούμε ότι το P1 είναι φραγμένο υποσύνολο του

L∞(G) = L1(G)∗, ενώ το σύνολο:

N := {φ ∈ P1 : |(f ∗ φ)(x)− (f ∗ φ0)(x)| < ε , ∀x ∈ K}

είναι ίσο με το σύνολο{
φ ∈ P1 :

∣∣∣∣∫ hφ−
∫
hφ0

∣∣∣∣ < ε , ∀h ∈ C0

}
το οποίο είναι μια περιοχή της φ0 στο P1 για την τοπολογία της ομοιόμορφης

σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα του L1(G). ΄Αρα, από το Λήμμα 3.4.1,

έπεται ότι το N περιέχει μια w∗-περιοχή της φ0 στο P1, δηλαδή το ζητούμενο.

Λήμμα 3.4.3. Αν φ ∈ P1, τότε, για κάθε x, y ∈ G, ισχύει:

|φ(x)− φ(y)|2 ≤ 2− 2 Reφ(yx−1).
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Απόδειξη. Απ’ το Θεώρημα 3.3.5 υπάρχει unitary αναπαράσταση (π,H) της

G με κυκλικό διάνυσμα u, ώστε 〈π(x)u, u〉 = φ(x), για κάθε x ∈ G. Επομένως,

‖u‖2 = φ(e) = ‖φ‖∞ = 1, και άρα για x, y ∈ G παίρνουμε:

|φ(x)− φ(y)|2 = |〈(π(x)− π(y))u, u〉|2 = |〈u, (π(x−1)− π(y−1))u〉|2

≤ ‖u‖2‖π(x−1)u− π(y−1)u‖2 = ‖π(x−1)u− π(y−1)u‖2

= 2− 2 Re〈π(x−1)u, π(y−1)u〉 = 2− 2 Re〈π(yx−1)u, u〉

= 2− 2 Reφ(yx−1).

Θεώρημα 3.4.4. Στο P1 η w∗-τοπολογία και η τοπολογία της ομοιόμορφης

σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα της G ταυτίζονται. Δηλαδή, αν (φa)a∈A
είναι ένα δίκτυο στο P1 και φ ∈ P1, τότε φa(x) −→ φ(x) ομοιόμορφα για x
στα συμπαγή υποσύνολα της G αν και μόνον αν ισχύει:∫

f(x)φa(x)dx −→
∫
f(x)φ(x)dx , ∀f ∈ L1(G).

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με µ το μέτρο Haar της G. Αν f ∈ L1(G) και

ε > 0, τότε υπάρχει συμπαγές K ⊂ G τέτοιο, ώστε∫
GrK
|f |dµ < 1

4
ε.

΄Ετσι, αν φ, φ0 ∈ P1 και supx∈K |φ(x)− φ0(x)|‖f‖1 < ε/2, τότε∣∣∣∣∫ (fφ− fφ0)dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
K

|f ||φ− φ0|dµ+

∫
GrK
|f ||φ− φ0|dµ

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Συνεπώς, η σύγκλιση στα συμπαγή υποσύνολα της G συνεπάγεται την w∗-
σύγκλιση.

Αντίστροφα, θεωρούμε φ0 ∈ P1, ε > 0 και K ⊂ G συμπαγές. Θα δείξουμε ότι

υπάρχει w∗-περιοχή, έστω W , της φ0 στο P1 τέτοια, ώστε |φ−φ0| < ε στο K
για κάθε φ ∈ W .

΄Εστω δ > 0. Επειδή η φ0 είναι συνεχής και φ0(e) = 1, υπάρχει συμπαγής

περιοχή V της μονάδας e ∈ G, ώστε |φ0(x) − 1| < δ, για κάθε x ∈ V .

Θέτοντας

W1 :=

{
φ ∈ P1 :

∣∣∣∣∫
V

(φ− φ0)dµ

∣∣∣∣} < δµ(V )
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έχουμε ότι η W1 είναι w∗-περιοχή της φ0, διότι χV ∈ L1(G). Παρατηρούμε,

επίσης, ότι:∣∣∣∣∫
V

(1− φ)dµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
V

(1− φ0)dµ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
V

(φ0 − φ)dµ

∣∣∣∣ , ∀φ ∈ W1 (3.5)

Επιπλέον, για x ∈ G και φ ∈ W1 έχουμε:

|(χV ∗ φ)(x)− µ(V )φ(x)| =
∣∣∣∣∫
V

(φ(y−1x)− φ(x))dµ(y)

∣∣∣∣
≤
∫
V

|φ(y−1x)− φ(x)|dµ(y).

Από το Λήμμα 3.4.3, την ανισότητα Cauchy-Schwarz και την (3.5), το τελευταίο

ολοκλήρωμα είναι μικρότεροή ίσο από:

∫
V

(2− 2 Reφ(y))1/2dµ(y) ≤
(∫

V

2− 2 Reφ(y)

)1/2

µ(V )1/2 < 2µ(V )
√
δ.

Απ’ το Λήμμα 3.4.2 υπάρχει w∗-περιοχή W2 της φ0 στο P1 τέτοια, ώστε για

κάθε φ ∈ W2 και κάθε x ∈ K ισχύει:

|(χV ∗ φ)(x)− (χV ∗ φ0)(x)| < δµ(V ).

Επομένως, αν φ ∈ W1 ∩W2, τότε

|φ(x)− φ0(x)| ≤

≤ 1

µ(V )

[
|µ(V )φ(x)− (χV ∗ φ)(x)|+ |(χV ∗ (φ− φ0))(x)|+

+|(χV ∗ φ0)(x)− µ(V )φ0(x)|
]

≤ 1

µ(V )

(
2µ(V )

√
δ + µ(V )δ + 2µ(V )

√
δ
)

= δ + 4
√
δ.

΄Αρα, αν επιλέξουμε δ > 0 τέτοιο, ώστε δ + 4
√
δ < ε και W := W1 ∩W2, τότε

έχουμε το ζητούμενο.
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3.5 Θετικά ορισμένες συναρτήσεις

Κλείνουμε το κεφάλαιο αυτό με μια παραλλαγή του ορισμού των συναρτήσεων

θετικού τύπου:

Ορισμός 3.5.1. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Μια συνάρ-

τηση φ : G → C καλείται θετικά ορισμένη (positive definite) αν για κάθε

φυσικό αριθμό n, κάθε c1, . . . , cn ∈ C και κάθε x1, . . . , xn ∈ G ισχύει

n∑
i,j=1

cicjφ(x−1
j xi) ≥ 0.

΄Ετσι, αν φ : G → C είναι μια θετικά ορισμένη συνάρτηση της G, τότε, για

n = 2, x1 = x ∈ G και x2 = e ∈ G, η συνθήκη του Ορισμού 3.5.1 λέει ότι ο

πίνακας (
φ(e) φ(x)
φ(x−1) φ(e)

)
είναι θετικά ημιορισμένος. Επομένως, φ(x−1) = φ(x) και φ(e)2−φ(x)φ(x−1) ≥
0 και άρα |φ(x)| ≤ φ(e), για κάθε x ∈ G. Συμπεραίνουμε ειδικότερα ότι κάθε

θετικά ορισμένη συνάρτηση της G είναι φραγμένη.

Ωστόσο, μια θετικά ορισμένη συνάρτηση, εν γένει, δεν είναι απαραίτητα συ-

νεχής. Για παράδειγμα, αν πάρουμε φ : R → C με φ(x) = 1 για x = 0 και

φ(x) = 0 για x ∈ R r {0}, τότε η φ ικανοποιεί προφανώς τον Ορισμό 3.5.1,

αλλά ασφαλώς δεν είναι συνεχής. Παρ’ όλα αυτά, οι συνεχείς θετικά ορισμέ-

νες συναρτήσεις μιας τοπικά συμπαγούς ομάδας G είναι ακριβώς οι συνεχείς

συναρτήσεις θετικού τύπου της G.

Πρόταση 3.5.2. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα και φ ∈ Cb(G).
Τότε, τα εξής είναι ισοδύναμα:

(α) Η φ είναι θετικού τύπου.

(β) Η φ είναι θετικά ορισμένη.

(γ)
∫

(f ∗ ∗ f)φ ≥ 0, για κάθε f ∈ Cc(G).

Απόδειξη. (α)⇒(β): ΄Εστω ότι η φ είναι θετικού τύπου. Τότε, απ’ το Θεώ-

ρημα 3.3.5, υπάρχει unitary αναπαράσταση (π,H) της G με κυκλικό διάνυσμα

u ∈ H, ώστε φ(x) = 〈π(x)u, u〉, για κέθε x ∈ G. Επομένως, για κάθε

c1, . . . , cn ∈ C και x1, . . . , xn ∈ G, έχουμε:

n∑
i,j=1

cicjφ(x−1
j xi) =

n∑
i,j=1

cicj〈π(x−1
j xi)u, u〉 =

n∑
i,j=1

cicj〈π(xj)
∗π(xi)u, u〉
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=
n∑

i,j=1

cicj〈π(xi)u, π(xj)u〉 =
n∑

i,j=1

〈ciπ(xi)u, cjπ(xj)u〉

=

〈
n∑
i=1

ciπ(xi)u ,
n∑
j=1

cjπ(xj)u

〉
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ciπ(xi)u

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

΄Αρα, η φ είναι θετικά ορισμένη.

(β)⇒(γ): Υποθέτουμε ότι η φ είναι θετικά ορισμένη. ΄Εστω µ το μέτρο

Haar της G και f ∈ Cc(G). Θέτουμε F (x, y) := f(x)f(y)φ(y−1x), για

x, y ∈ G και παρατηρούμε ότι F ∈ Cc(G × G), διότι αν K := supp(f), τότε

supp(F ) ⊂ K×K, και άρα η F είναι ομοιόμορφα συνεχής (βλ. Πρόταση 1.2.6).

΄Εστω ε > 0. Επειδή η F είναι ομοιόμορφα συνεχής, υπάρχει ανοικτή περιοχή

U ⊂ G της μονάδας της G, ώστε:

Για κάθε x1, x2, y1, y2 ∈ G με x−1
1 x2 ∈ U και y−1

1 y2 ∈ U , ισχύει:

|F (x1, y1)− F (x2, y2)| < ε

Επιλέγουμε μια συμμετρική ανοικτή περιοχή V της μονάδας στην G, ώστε

V V ⊂ U . ΄Ετσι, έχουμε K × K ⊂
⋃
x,y∈K(xV ) × (yV ) και άρα, απ’ την συ-

μπάγεια του K ×K, υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈
K ×K, ώστε K ×K ⊂

⋃n
i=1(xiV )× (yiV ).

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι αν (x, y), (w, z) ∈ (xiV )× (yiV ), i = 1 . . . , n, τότε

x,w ∈ xiV και y, z ∈ yiV =⇒ x−1
i x, x−1

i w ∈ V και y−1
i y, y−1

i z ∈ yiV

=⇒ x−1w ∈ V −1V = V V ⊂ U και y−1z ∈ V V ⊂ U

και άρα

|F (x, y)− F (w, z)| < ε.

Επίσης, προφανώς έχουμε K ⊂
⋃n
i=1(xiV ∪yiV ) και άρα αν ορίσουμε m := 2n,

E1 := x1V ∩ K, Ei := (xiV r
⋃i−1
k=1Ek) ∩ K, για 2 ≤ i ≤ n, και En+1 :=

(y1V r
⋃n
k=1Ek) ∩K, En+i := (yiV r

⋃n+i−1
k=1 Ek) ∩K, για 2 ≤ i ≤ n, τότε

η οικογένεια {Ei : 1 ≤ i ≤ m} είναι μια πεπερασμένη διαμέριση του K που

αποτελείται από Borel-υποσύνολα του K. Ακόμη, επιλέγουμε ai ∈ Ei, για

κάθε i = 1, . . . ,m. ΄Ετσι, με βάση τα προηγούμενα, έπεται ότι:

|F (x, y)− F (ai, aj)| < ε , ∀(x, y) ∈ Ei × Ej,∀i, j ∈ {1, . . . ,m}.

Κατά συνέπεια, έχουμε:∫
(f ∗ ∗ f)φ =

∫∫
F (x, y)dxdy =

m∑
i,j=1

∫∫
Ei×Ej

F (x, y)dxdy
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=
m∑

i,j=1

F (ai, aj)µ(Ei)µ(Ej) +R

=
m∑

i,j=1

f(ai)µ(Ei)f(aj)µ(Ej)φ(a−1
j ai) +R (∗)

όπου R :=
∑m

i,j=1

∫∫
Ei×Ej [F (x, y)− F (ai, aj)] dxdy. Παρατηρούμε ότι το τε-

λευταίο άθροισμα στην (∗) είναι μη αρνητικός πραγματικός αριθμός, επειδή η

φ είναι θετικά ορισμένη, και |R| ≤ εµ(K)2
. ΄Αρα, επειδή το ε ήταν αυθαίρετο,

έπεται ότι
∫

(f ∗ ∗ f)φ ≥ 0.

(γ)⇒(α): Υποθέτουμε ότι η φ ικανοποιεί το (γ). Αν f ∈ L1(G), τότε υ-

πάρχει ακολουθία (fn)∞n=1 στον Cc(G) τέτοια, ώστε ‖fn − f‖1 −→ 0, καθώς

n → ∞. Επομένως, ‖f ∗n ∗ fn − f ∗ ∗ f‖1 −→ 0, καθώς n → ∞, και άρα∫
(f ∗ ∗ f)φ = lim

n→∞

∫
(f ∗n ∗ fn)φ ≥ 0. Δηλαδή, η φ είναι θετικού τύπου.
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Κεφάλαιο 4

Amenability και C∗-άλγεβρες

΄Εχουμε δει (βλ. Θεώρημα προσέγγισης 2.2.1) ότι μια τοπικά συμπαγής ομάδα

Hausdorff G είναι amenable αν και μόνον αν η σταθερή συνάρτηση 1G προ-

σεγγίζεται ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα της G από συναρτήσεις της

μορφής f ∗ f̃ , όπου f ∈ L2(G), f̃(t) := f(t−1) και ‖f‖2 = 1, δηλαδή από

συνεχείς συναρτήσεις θετικού τύπου, καθώς (f ∗ f̃)(x) = 〈λxf, f〉, για κάθε

x ∈ G, όπου λ η αριστερή κανονική αναπαράσταση της G στον L2(G).
Σε αυτό το κεφάλαιο θα ορίσουμε την πλήρη (full) C∗-άλγεβρα C∗(G) και

την ανηγμένη (reduced) C∗-άλγεβρα C∗r (G), για μια τοπικά συμπαγή ομάδα G,

και θα αποδείξουμε ότι το Θεώρημα προσέγγισης 2.2.1 είναι ισοδύναμο με ένα

θεώρημα εμφύτευσης (Θεώρημα 4.4.8).

4.1 Οι C∗-άλγεβρες μιας τοπικά συμπαγούς

ομάδας

΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Χρησιμοποιώντας τις unitary
αναπαραστάσεις της G και την ένα προς ένα και επί αντιστοιχία αυτών με τις

μη εκφυλισμένες ∗-αναπαραστάσεις της ∗-άλγεβρας Banach L1(G) σε χώρους

Hilbert (βλ. Θεωρήματα 3.2.1 και 3.2.2), ορίζουμε μια νέα νόρμα στην L1(G),
ως εξής:

Ορισμός 4.1.1. Για κάθε f ∈ L1(G), θέτουμε:

‖f‖∗ = sup{α ∈ R| ∃(π,H) unitary αναπαράσταση της G, α = ‖π(f)‖}.

Με βάση τα Θεωρήματα 3.2.1 και 3.2.2, έχουμε ισοδύναμα:

‖f‖∗ = sup{α ∈ R| ∃(π,H) μη εκφυλισμένη ∗-αναπαρ. της L1(G)

σε ένα χώρο Hilbert H, ώστε α = ‖π(f)‖}.
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Επειδή κάθε ∗-αναπαράσταση μιας ∗-άλγεβρας Banach σε μια C∗-άλγεβρα
είναι συστολή, έχουμε ‖π(f)‖ ≤ ‖f‖1, για κάθε ∗-αναπαράσταση π της L1(G)
και άρα το παραπάνω supremum υπάρχει και είναι πεπερασμένο. Μάλιστα,

ισχύει:

‖f‖∗ ≤ ‖f‖1 , ∀f ∈ L1(G).

Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες της νόρμας τελεστή και τον ορισμό της ‖·‖∗,
βλέπουμε εύκολα ότι η ‖ · ‖∗ είναι μια ημινόρμα στον L1(G), η οποία επιπλέον

ικανοποιεί:

‖f1 ∗ f2‖∗ ≤ ‖f1‖∗‖f2‖∗ , ‖f ∗‖∗ = ‖f‖∗ , ‖f ∗ ∗ f‖∗ = ‖f‖2
∗

για κάθε f1, f2, f ∈ L1(G). Επίσης, η ‖ · ‖∗ είναι πράγματι νόρμα, αφού η

αριστερή κανονική αναπαράσταση λ είναι 1-1 στον L1(G) (βλ. Πρόταση 3.2.3)

και απ’ τον ορισμό ισχύει:

‖λ(f)‖ ≤ ‖f‖∗ , ∀f ∈ L1(G).

΄Αρα, αν ‖f‖∗ = 0, τότε ‖λ(f)‖ = 0 ⇐⇒ λ(f) = 0 και επομένως f = 0.
Με άλλα λόγια, η νορμαρισμένη άλγεβρα (L1(G), ‖ · ‖∗) έχει όλες τις ιδιότητες

μιας C∗-άλγεβρας, εκτός ίσως από την πληρότητα.

Ορισμός 4.1.2. Συμβολίζουμε με C∗(G) την πλήρωση της ∗-άλγεβρας L1(G)
ως προς την νόρμα ‖ · ‖∗. Η C∗(G) καλείται η πλήρης C∗-άλγεβρα της G
(full group C∗-algebra) και είναι προφανώς μια C∗-άλγεβρα που περιέχει την

L1(G) ως πυκνή ∗-υπάλγεβρα.

Παρατηρούμε ότι αν π : L1(G)→ H είναι μια μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράστα-
ση της L1(G) σε ένα χώρο Hilbert H, τότε επειδή ‖π(f)‖ ≤ ‖f‖∗, για κάθε

f ∈ L1(G), και η L1(G) είναι πυκνή στην C∗(G), έπεται ότι η π επεκτείνεται

μοναδικά σε μια (μη εκφυλισμένη) ∗-αναπαράσταση της C∗(G). Πιο συγκεκρι-

μένα, έχουμε το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 4.1.3. ΄Εστω H ένας χώρος Hilbert. Τότε, υπάρχουν ένα προς

ένα και επί αντιστοιχίες μεταξύ των:

(α) Unitary αναπαραστάσεων της G στον H.

(β) Μη εκφυλισμένων ∗-αναπαραστάσεων της L1(G) στον H.

(γ) Μη εκφυλισμένων ∗-αναπαραστάσεων της C∗(G) στον H.
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Απόδειξη. Η αντιστοιχία μεταξύ των (α) και (β) προκύπτει ακριβώς από τα

Θεωρήματα 3.2.1 και 3.2.2. Η δε αντιστοιχία μεταξύ των (β) και (γ) προκύ-

πτει αν αντιστοιχίσουμε σε κάθε (μη εκφυλισμένη) ∗-αναπαράσταση της L1(G)
την μοναδική επέκτασή της στην C∗(G). Μένει μόνο να δείξουμε ότι μια

μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση της L1(G) επεκτείνεται σε μη εκφυλισμένη

∗-αναπαράσταση της C∗(G) και ότι ο περιορισμός κάθε μη εκφυλισμένης ∗-
αναπαράστασης της C∗(G) στην L1(G) είναι μη εκφυλισμένη.

΄Εστω π μια μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση της L1(G) στον H και π̃ η μονα-

δική επέκτασή της στην C∗(G). Αν u ∈ H με π̃(f)u = 0, για κάθε f ∈ C∗(G),
τότε προφανώς π(f)u = 0, για κάθε f ∈ L1(G) και άρα u = 0, διότι η π είναι

μη εκφυλισμένη. Δηλαδή, η π̃ είναι επίσης μη εκφυλισμένη.

Αντιστρόφως, έστω π̃ μια μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση της C∗(G) στον H
και π := π̃|L1(G). Θεωρούμε u ∈ H με π(f)u = 0, για κάθε f ∈ L1(G). Αν

a ∈ C∗(G), τότε υπάρχει ακολουθία (fn)n∈N στον L1(G), ώστε ‖fn−a‖∗ −→ 0,
καθώς n→∞. Επειδή π(fn)u = 0, για κάθε n ∈ N, έχουμε:

‖π̃(a)u‖ = ‖π̃(a)u− π̃(fn)u‖ = ‖π̃(a− fn)u‖ ≤ ‖u‖‖a− fn‖∗ −→
n→∞

0.

΄Αρα, π̃(a)u = 0, για κάθε a ∈ C∗(G), συνεπώς u = 0. ΄Ετσι, η π είναι επίσης

μη εκφυλισμένη.

Με άλλα λόγια, το Θεώρημα 4.1.3 μας λέει ότι η θεωρία των unitary α-

ναπαραστάσεων της G είναι ισοδύναμη με την θεωρία των (μη εκφυλισμένων)

∗-αναπαραστάσεων της της αντίστοιχης C∗-άλγεβρας C∗(G). Εν τούτοις, πα-

ρά το γεγονός ότι η C∗(G) είναι κατηγορικά πολύ «καλή», με την παραπάνω

έννοια, το μειονέκτημά της είναι ότι γενικά για μια f ∈ L1(G) ο υπολογισμός

της ‖f‖∗ μπορεί να μην είναι πρακτικά εφικτός.

Η ανηγμένη C∗-άλγεβρα μιας ομάδας

Θα δούμε τώρα ότι, εκτός απ’ την C∗(G), μπορούμε να επισυνάψουμε στην

G και μια άλλη C∗-άλγεβρα, της οποίας η νόρμα είναι πρακτικά πιο εύκολα

υπολογίσιμη.

΄Εχουμε δει ότι η αριστερή κανονική αναπαράσταση λ : G→ U(L2(G)) της

G επεκτείνεται στην μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση του L1(G):

λ : L1(G)→ B(L2(G)) , λ(f)g = f ∗ g , ∀f ∈ L1(G),∀g ∈ L2(G).

Απ’ τον ορισμό της νόρμας ‖ · ‖∗, έχουμε ότι:

‖λ(f)‖ ≤ sup{‖π(f)‖ : π unitary αναπαράσταση της G} = ‖f‖∗
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για κάθε f ∈ L1(G). Εφ’ όσον ο L1(G) είναι πυκνός στην C∗(G), έπεται

ότι η λ : L1(G) → B(L2(G)) έχει μια μοναδική (συνεχή) επέκταση σε μια ∗-
αναπαράσταση από την C∗(G) στην C∗-άλγεβρα B(L2(G)), την οποία συμβο-

λίζουμε επίσης με λ.
Επειδή η λ : C∗(G)→ B(L2(G)) είναι ∗-ομομορφισμός μεταξύ C∗-αλγεβρών,

η εικόνα λ(C∗(G)) ⊂ B(L2(G)) είναι κλειστή ∗-υπάλγεβρα της B(L2(G)) και ά-

ρα C∗-υπάλγεβρα αυτής. Επίσης, απ’ την συνέχεια της λ : C∗(G)→ B(L2(G)),
έχουμε:

λ
(
L1(G)

‖·‖∗
)
⊂ λ(L1(G))

‖·‖B(L2(G))

και επομένως

λ(L1(G))
‖·‖B(L2(G)) ⊂ λ(C∗(G)) = λ

(
L1(G)

‖·‖∗
)
⊂ λ(L1(G))

‖·‖B(L2(G))

δηλαδή

λ(C∗(G)) = λ(L1(G))
‖·‖B(L2(G)) ⊂ B(L2(G)).

Ορισμός 4.1.4. Η C∗-υπάλγεβρα λ(C∗(G)) της B(L2(G)) καλείται η ανηγ-

μένη C∗-άλγεβρα της G (reduced group C∗-algebra) και συμβολίζεται με

C∗r (G), δηλαδή:

C∗r (G) := λ(C∗(G)) = λ(L1(G))
‖·‖B(L2(G)) .

Συνεπώς, ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής T ∈ B(L2(G)) ανήκει στην

C∗r (G) αν και μόνον αν υπάρχει ακολουθία (fn)n∈N στον L1(G) τέτοια, ώστε

lim
n→∞

‖T − λ(fn)‖ = 0, δηλαδή ο T είναι όριο μιας ακολουθίας τελεστών της

μορφής L2(G) → L2(G) : g 7−→ f ∗ g, όπου f ∈ L1(G) (left convolution
operators).

΄Αρα, ο υπολογισμός της νόρμας ενός στοιχείου της C∗r (G) ανάγεται στον

υπολογισμό των νορμών των τελεστών λ(f), για f ∈ L1(G), για τους οποίους

έχουμε δει ότι ισχύει:

‖λ(f)‖ = sup{|〈h ∗ g̃, f〉| : g, h ∈ L2(G), ‖g‖2 ≤ 1, ‖h‖2 ≤ 1}, ∀f ∈ L1(G).

Επιπλέον, έχουμε δείξει ότι η λ : L1(G) → B(L2(G)) είναι ένα προς ένα

(βλ. Πρόταση 3.2.3). ΄Ετσι, το ερώτημα που θα μας απασχολήσει στα επόμενα

είναι υπό ποιες προϋποθέσεις η επέκταση της λ στην C∗(G) είναι ένα προς ένα.

Φυσικά το να είναι η λ : C∗(G) → B(L2(G)) ένα προς ένα είναι ισοδύναμο με

το να είναι ισομετρία (αφού ένας ∗-ομομορφισμός μεταξύ C∗-αλγεβρών είναι 1-1

αν και μόνον αν είναι ισομετρία). Σε αυτήν την περίπτωση οι C∗(G) και C∗r (G)
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θα είναι ισομετρικά ∗-ισόμορφες (μέσω της λ). Τέλος, παρατηρούμε ότι το να

είναι η λ : C∗(G)→ B(L2(G)) ισομετρία είναι ισοδύναμο με την συνθήκη:

‖λ(f)‖ = ‖f‖∗ , ∀f ∈ L1(G)

αφού ο L1(G) είναι πυκνός στην C∗(G).
Σκοπός μας είναι να δείξουμε στα επόμενα ότι η λ : C∗(G)→ B(L2(G)) είναι

ισομετρία αν και μόνον αν η G είναι amenable. Σημειώνουμε ότι η ισοδυναμία

αυτή αποτελεί ένα αρκετά βαθύ θέμα, για αυτό και η απόδειξή της απαιτεί κάποια

προεργασία.

Η von Neumann-άλγεβρα μιας ομάδας

Ορίσαμε την ανηγμένη C∗-άλγεβρα της G ως την ‖ ·‖B(L2(G))-κλειστή θήκη του

συνόλου λ(L1(G)) = {λ(f) : f ∈ L1(G)}, το οποίο είναι μια ∗-υπάλγεβρα της

B(L2(G)), αφού η λ είναι ∗-αναπαράσταση του L1(G) στον L2(G). Συνεπώς,

η WOT -κλειστή θήκη (δηλαδή, ως προς την weak operator topology) της

άλγεβρας λ(L1(G)) στην B(L2(G)) είναι μια von Neumann-άλγεβρα, η οποία

περιέχει προφανώς την C∗r (G).

Ορισμός 4.1.5. Η von Neumann-άλγεβρα λ(L1(G))
WOT

⊂ B(L2(G)) κα-

λείται η (αριστερή) von Neumann-άλγεβρα της G και συμβολίζεται με

V N(G).

Με άλλα λόγια, ένας τελεστής T ∈ B(L2(G)) ανήκει στην V N(G) αν και

μόνον αν υπάρχει δίκτυο (fa)a∈A στον L1(G), ώστε να ισχύει:

〈Tg, h〉 = lim
a∈A
〈λ(fa)g, h〉 = lim

a∈A
〈fa ∗ g, h〉 , ∀g, h ∈ L2(G).

4.2 Η C∗-άλγεβρα μιας αβελιανής ομάδας

Σε αυτήν την παράγραφο, θα δούμε μια ενδιαφέρουσα περιγραφή της C∗(G) για

μια αβελιανή τοπικά συμπαγή ομάδα Hausdorff G, χρησιμοποιώντας το μεταθε-

τικό θεώρημα Gelfand (βλ. [11, Theorem 2.1.10]).
Πρώτα, όμως, ας δούμε πώς μπορούμε να περιγράψουμε γενικά το φάσμα της

C∗(G) για μια τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα G (όχι απαραίτητα αβελιανή).

Ορισμός 4.2.1. Για μια τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα G, θέτουμε:

Ĝ := {ξ : G→ T | ξ συνεχής ομομορφισμός ομάδων}.

Το Ĝ καλείται σύνολο χαρακτήρων της G.
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Παρατηρούμε ότι το σύνολο των χαρακτήρων μιας τοπικά συμπαγούς ομάδας

G, είναι στην ουσία το σύνολο των unitary αναπαραστάσεων της G στο C
(αρκεί να κάνουμε τις ταυτίσεις B(C) ' C και U(C) ' T). ΄Ετσι, επειδή ισχύει

προφανώς 〈ξ(x)1, 1〉C = ξ(x), για κάθε x ∈ G, απ’ την Πρόταση 3.3.3, έπεται

ότι

Ĝ ⊂ P1(G)

και Ĝ 6= ∅, αφού περιέχει τουλάχιστον την τετριμμένη αναπαράσταση ι διάστα-
σης 1.

Επιπλέον, απ’ το Θεώρημα 4.1.3 υπάρχει μια ένα προς ένα και επί αντιστοι-

χία μεταξύ του συνόλου Ĝ (των unitary αναπαραστάσεων της G στο C) και

του συνόλου των μη εκφυλισμένων ∗-αναπαραστάσεων της C∗(G) στο C, το

οποίο είναι ίσο με το φάσμα της C∗(G). Πιο συγκεκριμένα, κάθε ξ ∈ Ĝ ορίζει

ένα μοναδικό χαρακτήρα της C∗(G) ως εξής:

ξ(f) =

∫
G

f(x)ξ(x)dx , (f ∈ L1(G))

και αντιστρόφως, κάθε χαρακτήρας προκύπτει όπως παραπάνω.

Επίσης, απ’ το Θεώρημα 3.4.4, έπεται ότι το Ĝ εφοδιασμένο με την το-

πολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα της G είναι ο-

μοιομορφικό με το φάσμα της C∗(G), το οποίο θεωρούμε εφοδιασμένο με την

w∗-τοπολογία. Ακόμη, απ’ το ίδιο θεώρημα, προκύπτει ότι το σύνολο Ĝ ∪ {0}
είναι w∗-κλειστό υποσύνολο της κλειστής μοναδιαίας μπάλας του L∞(G) και

άρα w∗-συμπαγές (απ’ το Θεώρημα Αλάογλου).

΄Αρα, έχουμε δείξει την εξής:

Πρόταση 4.2.2. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Τότε, το Ĝ με

την τοπολογία της σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα της G ή, ισοδύναμα, με

την w∗-τοπολογία που κληρονομεί ως υποσύνολο του L∞(G) = L1(G)∗, είναι
τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff, ομοιομορφικός με το φάσμα της C∗(G),
εφοδιασμένο με την w∗-τοπολογία.

Επίσης, είναι έυκολο να δούμε ότι το Ĝ με πράξη τον κατά σημείο πολ-

λαπλασιασμό είναι αβελιανή ομάδα με μονάδα την σταθερή συνάρτηση 1G και

επιπλέον η πράξη αυτή είναι συνεχής ως προς την τοπολογία της ομοιόμορφης

σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα της G. ΄Ετσι, το Ĝ έιναι μια αβελιανή το-

πικά συμπαγής Hausdorff ομάδα, η οποία καλείται η δυϊκή ομάδα της G.

Ας θεωρήσουμε τώρα μια αβελιανή τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα G.

Επειδή η G είναι unimodular, δηλαδή ∆G ≡ 1, χάρη στις ιδιότητες του μέτρου
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Haar και την μεταθετικότητα της G, παίρνουμε:

(f ∗ g)(x) =

∫
G

f(y)g(y−1x)dy =

∫
G

f(y−1)g(yx)dy

=

∫
G

f(xy−1)g(y)dy =

∫
G

g(y)f(y−1x)dy = (g ∗ f)(x),

για κάθε x ∈ G και κάθε f, g ∈ L1(G). Δηλαδή, αν η G είναι αβελιανή, τότε η

άλγεβρα L1(G) είναι αβελιανή και κατά συνέπεια το ίδιο και η C∗(G).
Επομένως, η Πρόταση 4.2.2, σε συνδυασμό με το μεταθετικό θεώρημα

Gelfand, μας δίνει το εξής:

Θεώρημα 4.2.3. Για μια αβελιανή τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα G, οι

C∗-άλγεβρες C∗(G) και

(
C0(Ĝ), ‖ · ‖∞

)
είναι ισομετρικά ∗-ισόμορφες. Ειδικό-

τερα, κάθε f ∈ L1(G) ταυτίζεται με την συνάρτηση f̂ ∈ C0(Ĝ), όπου

f̂(ξ) = ξ(f) =

∫
G

f(x)ξ(x)dx , ∀ξ ∈ Ĝ.

4.3 Οι άλγεβρες Fourier και Fourier-Stieltjes

μιας ομάδας

΄Εστω G μια τοπικά συμπαγής Hausdorff ομάδα. Θα δούμε ότι μπορούμε να

περιγράψουμε τον δυϊκό χώρο Banach C∗(G)∗ της C∗-άλγεβρας της G, χρησι-

μοποιώντας τις συνεχείς θετικά ορισμένες συναρτήσεις της G.

Απ’ την διάσπαση Jordan (βλ. [11, Theorem 3.3.10 (Jordan decomposi-
tion)]) γνωρίζουμε ότι ο δυϊκός χώρος Banach μιας C∗-άλγεβρας παράγεται

γραμμικά από τα θετικά γραμμικά συναρτησοειδή της άλγεβρας. Συνεπώς, αρ-

κεί να δούμε την σύνδεση μεταξύ των θετικών γραμμικών συναρτησοειδών της

C∗(G) και των θετικά ορισμένων συνεχών συναρτήσεων της G.

Ας θεωρήσουμε ένα θετικό γραμμικό συναρτησοειδές u ∈ C∗(G)∗. Τότε,

προφανώς ισχύει:

u(f ∗ ∗ f) ≥ 0 , ∀f ∈ L1(G)

και παρατηρούμε επιπλέον ότι u|L1(G) ∈ (L1(G), ‖ · ‖1)∗, διότι

|u(f)| ≤ ‖u‖‖f‖∗ ≤ ‖u‖‖f‖1 , ∀f ∈ L1(G).

Επομένως, καθώς L∞(G) = L1(G)∗, έπεται ότι υπάρχει μοναδική φ ∈ L∞(G)
τέτοια, ώστε

u(f) = 〈φ, f〉 =

∫
G

f(x)φ(x)dx , ∀f ∈ L1(G).
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΄Ομως, για f ∈ L1(G) έχουμε:∫
G

(f ∗ ∗ f)(x)φ(x)dx = u(f ∗ ∗ f) ≥ 0

και άρα η φ είναι θετικού τύπου. ΄Ετσι, απ’ το Πόρισμα 3.3.6, μπορούμε να

υποθέσουμε ότι η φ είναι συνεχής και φραγμένη και άρα θετικά ορισμένη (βλ.

και Πρόταση 3.5.2).

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι υπάρχει μοναδική συνεχής φραγμένη και θετικά

ορισμένη φ : G→ C, ώστε

u(f) =

∫
G

f(x)φ(x)dx , ∀f ∈ L1(G).

Αντιστρόφως, αν φ : G → C είναι μια συνεχής φραγμένη και θετικά ορι-

σμένη συνάρτηση, τότε η φ είναι θετικού τύπου (Πρόταση 3.5.2) και άρα, απ’

το Θεώρημα 3.3.5, έπεται ότι υπάρχει unitary αναπαράσταση (π,H) της G με

κυκλικό διάνυσμα ξ ∈ H, ώστε:

φ(x) = 〈π(x)ξ, ξ〉 , ∀x ∈ G.

Παρατηρούμε ότι η απεικόνιση u0 : L1(G) → C με u0(f) :=
∫
G
fφ, για f ∈

L1(G), είναι γραμμική και ‖ · ‖∗-συνεχής, αφού

|u0(f)| =
∣∣∣∣∫
G

f(x)〈π(x)ξ, ξ〉dx
∣∣∣∣ = |〈π(f)ξ, ξ〉| ≤ ‖π(f)‖‖ξ‖2 ≤ ‖f‖∗‖ξ‖2

για κάθε f ∈ L1(G). Επομένως, επειδή ο L1(G) είναι πυκνός στην C∗(G), η
u0 επεκτείνεται μοναδικά σε ένα u ∈ C∗(G)∗, για το οποίο ισχύει

u(f) =

∫
G

f(x)φ(x)dx , ∀f ∈ L1(G)

και επιπλέον

u(f ∗ ∗ f) = 〈π(f ∗ ∗ f)ξ, ξ〉 = 〈π(f)∗π(f)ξ, ξ〉 = ‖π(f)‖2 ≥ 0 , ∀f ∈ L1(G).

Συνεπώς, πάλι απ’ την πυκνότητα του L1(G) στην C∗(G), έπεται ότι το u είναι

θετικό γραμμικό συναρτησοειδές της C∗(G).
Με άλλα λόγια, δείξαμε ότι υπάρχει μια ένα προς ένα και επί αντιστοιχία

μεταξύ των συνεχών φραγμένων θετικά ορισμένων συναρτήσεων της G και των

θετικών γραμμικών συναρτησοειδών της C∗(G). ΄Αρα, απ’ το θεώρημα Hahn-
Jordan, έπεται ότι ο C∗(G)∗ ταυτίζεται με την γραμμική θήκη του συνόλου των

θετικά ορισμένων συνεχών και φραγμένων συναρτήσεων της G, την οποία στο
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εξής θα το συμβολίζουμε με B(G). Προφανώς, ο γραμμικός χώρος B(G) είναι

γραμμικός υπόχωρος του Cb(G) και εφοδιασμένος με την δυϊκή νόρμα:

‖φ‖B(G) := sup{|〈φ, f〉| : f ∈ L1(G), ‖f‖∗ ≤ 1} , όπου 〈φ, f〉 :=

∫
G

fφ,

είναι ένας χώρος Banach, ο οποίος είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον C∗(G)∗.

Υπενθυμίζουμε ότι, για κάθε f ∈ L2(G), η f ∗ f̃ (όπου f̃(x) := f(x−1))
είναι συνεχής φραγμένη και θετικά ορισμένη, αφού απ’ το Πόρισμα 3.3.4 έχουμε:

(f ∗ f̃)(x) = 〈λxf̄ , f̄〉 , ∀x ∈ G.

Επίσης, είναι εύκολο να δειχθεί ότι, για κάθε g, h ∈ L2(G), ισχύει:

g ∗ h̃ =
1

4

3∑
k=0

ik(g + ikh) ∗ (g + ikh)̃

και άρα g ∗ h̃ ∈ B(G), για κάθε g, h ∈ L2(G).

Πρόταση 4.3.1. Το σύνολο {g ∗ h̃ : g, h ∈ L2(G)} είναι πυκνή ∗-υπάλγεβρα
της αβελιανής C∗-άλγεβρας (C0(G), ‖ · ‖∞) των συνεχών μιγαδικών συναρτή-

σεων της G που μηδενίζονται στο άπειρο.

Για την απόδειξη της Πρότασης 4.3.1 παραπέμπουμε στο [21, Κεφάλαιο

VII, Λήμμα 3.7]. Σημειώνουμε ότι η απόδειξη αυτή στηρίζεται στην ιδέα ότι

το {g ∗ h̃ : g, h ∈ L2(G)} μπορεί να ταυτιστεί με τον προδυϊκό χώρο V N(G)∗
της von Neumann-άλγεβρας V N(G) της G. Εναλλακτικά, παραπέμπουμε στο

paper του P. Eymard, [6, Κεφάλαιο 3, Πρόταση (3.7)].

Ορισμός 4.3.2. Συμβολίζουμε με A(G) την ‖·‖B(G)-κλειστή θήκη του γραμ-

μικού υπόχωρου {g ∗ h̃ : g, h ∈ L2(G)} του B(G). Δηλαδή:

A(G) := {g ∗ h̃ : g, h ∈ L2(G)}
‖·‖B(G)

⊂ B(G).

Απ’ την Πρόταση 4.3.1 και το γεγονός ότι g ∗ h̃ ∈ B(G), για κάθε g, h ∈
L2(G), έπεται ότι ο χώρος A(G) είναι πράγματι κλειστός γραμμικός υπόχωρος

του B(G). Στο εξής, θα συμβολίζουμε με ‖ · ‖A(G) την νόρμα που κληρονομεί

η A(G) από την B(G), δηλαδή:

‖u‖A(G) := ‖u‖B(G) , ∀u ∈ A(G).

Επιπλέον, ισχύει η ακόλουθη:
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Πρόταση 4.3.3. Για τους χώρους A(G) και B(G) ισχύουν τα εξής:

(α) Ο χώρος Banach B(G), με την νόρμα ‖ · ‖B(G) που έχει θεωρούμενος ως

δυϊκός της C∗(G), είναι αυτοσυζυγής άλγεβρα Banach ως προς τον κατά

σημείο πολλαπλασιασμό που κληρονομεί από τον Cb(G).

(β) Ο χώρος A(G) είναι κλειστό ιδεώδες της άλγεβρας B(G).

Για την απόδειξη της Πρότασης 4.3.3 παραπέμπουμε στο [21, Κεφάλαιο VII,
Πρόταση 3.24] και στο [6, Κεφάλαιο 3, Πρόταση (3.4)].

Σημειώνουμε ότι η άλγεβρα A(G) ονομάζεται άλγεβρα Fourier της G,

ενώ η άλγεβρα B(G) καλείται άλγεβρα Fourier-Stieltjes της G.

Μια ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα και χρήσιμη ιδιότητα της άλγεβρας FourierA(G)
είναι ότι ο δυϊκός χώρος Banach (A(G), ‖·‖A(G))

∗
είναι ισομετρικά ισόμορφος με

την von Neumann-άλγεβρα V N(G) της G. Μάλιστα, έχουμε το εξής θεώρημα:

Θεώρημα 4.3.4. Για κάθε τελεστή T ∈ V N(G), υπάρχει μοναδικό ΦT ∈
A(G)∗, ώστε

ΦT (h ∗ g̃) = 〈Tg, h〉 , ∀g, h ∈ L2(G),

δηλαδή:

ΦT (u) = 〈Tg, h〉 , αν u ∈ A(G) με u(x) = 〈λxg, h〉 , g, h ∈ L2(G), x ∈ G.

Επίσης, η απεικόνιση V N(G)→ A(G)∗ : T 7−→ ΦT είναι ισομετρικός γραμμι-

κός ισομορφισμός.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 4.3.4 παραπέμπουμε πάλι στον P. Ey-
mard, [6, Κεφάλαιο 3, Θεώρημα(3.10)].

Τέλος, ως συνέπεια του Θεωρήματος 4.3.4, έχουμε:

Πρόταση 4.3.5. Για κάθε f ∈ L1(G), ο τελεστής λ(f) ∈ B(L2(G)) έχει

νόρμα:

‖λ(f)‖ = sup{|〈u, f〉| : u ∈ A(G), ‖u‖A(G) ≤ 1},
όπου 〈u, f〉 :=

∫
G
f(x)u(x)dx (f ∈ L1(G), u ∈ A(G)).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ L1(G) και T := λ(f). Τότε, απ’ τον ορισμό της

V N(G), έχουμε ότι T ∈ V N(G) και επιπλέον, από το Θεώρημα 4.3.4, έπεται

ότι:

‖λ(f)‖ = ‖Φλ(f)‖A(G)∗ = sup{|Φλ(f)(u)| : u ∈ A(G), ‖u‖A(G) ≤ 1}.

΄Εστω u ∈ A(G) με u = h ∗ g̃, για κάποιες g, h ∈ L2(G). Τότε, έχουμε:

Φλ(f)(u) = 〈λ(f)g, h〉 =

∫
G

f(x)〈λxg, h〉dx =

∫
G

f(x)(h ∗ g̃)(x)dx
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=

∫
G

f(x)u(x)dx

και επομένως, επειδή το {h∗ g̃ : g, h ∈ L2(G)} είναι ‖ ·‖A(G)-πυκνό στην A(G),
έπεται ότι:

‖λ(f)‖ = sup

{∣∣∣∣∫
G

f(x)u(x)dx

∣∣∣∣ : u ∈ A(G), ‖u‖A(G) ≤ 1

}
.

4.4 Χαρακτηρισμός των amenable ομάδων

μέσω C∗-αλγεβρών

Σε αυτήν την παράγραφο θα δείξουμε, όπως αναφέραμε και στην αρχή του κε-

φαλαίου, ότι μια τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff G είναι amenable αν και

μόνον αν η αριστερή κανονική αναπαράσταση λ : C∗(G)→ B(L2(G)) είναι ένα

προς ένα (ισοδύναμα ισομετρία).

Για την απόδειξη της παραπάνω ισοδυναμίας θα χρειασθούμε κάποια πορί-

σματα απ’ την θεωρία των ∗-αναπαραστάσεων C∗-αλγεβρών.
Θεωρούμε γνωστό το Θεώρημα Krein-Milman, το οποίο διατυπώνουμε χω-

ρίς απόδειξη:

Θεώρημα 4.4.1 (Krein-Milman). ΄Εστω C ένα μη κενό κυρτό συμπαγές

υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού γραμμικού τοπολογικού χώρου Hausdorff X.

Τότε, το σύνολο E := {x ∈ C : x = ty + (1 − t)z, 0 < t < 1, y, z ∈ C =⇒
x = y = z} των ακραίων σημείων του C είναι μη κενό και ισχύει

C = conv(E).

Επιπλέον, αν S είναι ένα κλειστό υποσύνολο του C, ώστε C = conv(S), τότε
E ⊂ S.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος Krein-Milman ο αναγνώστης παραπέ-

μπεται στα [11, Appendix, Theorem A.14] και [12, Θεώρημα 14.41].

Ορισμός 4.4.2. ΄Εστω A μια C∗-άλγεβρα. ΄Ενα state τ της A καλείται pure
state αν για κάθε θετικό γραμμικό συναρτησοειδές ρ της A τέτοιο, ώστε τ ≥ ρ
(δηλ. το τ − ρ να είναι θετικό), υπάρχει t ∈ [0, 1] ώστε ρ = tτ . Συμβολίζουμε

το σύνολο των pure states της A με PS(A).

Με βάση τον ορισμό αυτό προκύπτει εύκολα το εξής:
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Θεώρημα 4.4.3. Αν A είναι μια C∗-άλγεβρα και S := {φ ∈ A∗ : ‖φ‖ ≤
1, φ ≥ 0}, τότε το S είναι κυρτό w∗-συμπαγές υποσύνολο του A∗ και το

σύνολο των ακραίων σημείων του S ισούται με το PS(A) ∪ {0}, δηλαδή το

σύνολο που αποτελείται από το μηδενικό συναρτησοειδές και τα pure states
της A.

Απόδειξη. Προφανώς το S είναι w∗-κλειστό υποσύνολο της κλειστής μο-

ναδιαίας μπάλας του A∗ και άρα, απ’ το θεώρημα Αλάογλου, w∗-συμπαγές.
Επίσης, εύκολα βλέπουμε ότι είναι και κυρτό.

΄Εστω E το σύνολο των ακραίων σημείων του S.
Παρατηρούμε πρώτα ότι 0 ∈ E. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι 0 = tτ+(1−t)ρ,
με t ∈ (0, 1) και τ, ρ ∈ S. Αν a ∈ A, τότε 0 ≥ −tτ(a∗a) = (1− t)ρ(a∗a) ≥ 0
και επομένως τ = ρ = 0 στα θετικά στοιχεία της A, άρα και σε όλη την A.

Δηλαδή, 0 ∈ E.

Δεύτερον, δείχνουμε ότι PS(A) ⊂ E. Πράγματι, αν ρ ∈ PS(A) και ρ =
tτ + (1− t)τ ′, όπου t ∈ (0, 1) και τ, τ ′ ∈ S, τότε tτ ≥ 0 και tτ ≤ ρ. Επομένως,

υπάρχει t′ ∈ [0, 1], ώστε tτ = t′ρ. ΄Ομως, έχουμε

1 = ‖ρ‖ = t‖τ‖+ (1− t)‖τ ′‖ =⇒ ‖τ‖ = ‖τ ′‖ = 1

=⇒ t = ‖tτ‖ = ‖t′ρ‖ = t′ =⇒ τ = ρ.

΄Ετσι, προκύπτει (1− t)τ ′ = (1− t)ρ, και άρα τ ′ = ρ. Δηλαδή, ρ ∈ E.

Τέλος, υποθέτουμε ότι ρ ∈ E r {0}. Επειδή ρ = ‖ρ‖(ρ/‖ρ‖) + (1 − ‖ρ‖)0
και 0, ρ/‖ρ‖ ∈ S, έπεται ότι ‖ρ‖ = 1, διότι ρ ∈ E. ΄Ετσι, αν τ είναι μη

μηδενικό θετικό γραμμικό συναρτησοειδές της A με τ ≤ ρ και τ 6= ρ, τότε

για t := ‖τ‖ ∈ (0, 1) έχουμε ρ = t(τ/‖τ‖) + (1 − t)(ρ − τ)/‖ρ − τ‖, αφού

‖ρ − τ‖ = 1 − t. ΄Αρα, εφ’ όσον ρ ∈ E, έπεται ότι ρ = τ/‖τ‖ και άρα

τ = ‖τ‖ρ = tρ και 0 < t < 1.

Πρόταση 4.4.4. ΄Εστω B μια C∗-υπάλγεβρα μιας C∗-άλγεβρας A. Για κάθε

ρ ∈ PS(B) υπάρχει ρ′ ∈ PS(A), με ρ′|B = ρ.

Απόδειξη. ΄Εστω ρ ∈ PS(B). Θεωρούμε το σύνολο F όλων των states της

A που επεκτείνουν το ρ. Τότε, το F είναι μη κενό κυρτό και w∗-συμπαγές
υποσύνολο του συνόλου S των θετικών γραμμικών συναρτησοειδών της A με

νόρμα ≤ 1. Τότε, απ’ το Θεώρημα Krein-Milman (4.4.1), έπεται ότι το F έχει

ένα τουλάχιστον ακραίο σημείο, έστω ρ′, το οποίο είναι και ακραίο σημείο του S.
Εφ’ όσον ρ′ 6= 0 (διότι 0 /∈ F ), απ’ το Θεώρημα 4.4.3, έπεται ότι ρ′ ∈ PS(A).

90



Θεώρημα 4.4.5. ΄Εστω A μια C∗-άλγεβρα με μονάδα eA και S(A) το σύνολο

των states της A. Υποθέτουμε ότι S είναι ένα υποσύνολο του S(A) με την

ιδιότητα: αν για ένα αυτοσυζυγές a ∈ A ισχύει τ(a) ≥ 0, ∀τ ∈ S, τότε a ≥ 0.

Τότε, S(A) = conv(S)
w∗

και PS(A) ⊂ S
w∗

.

Απόδειξη. Θέτουμε C := conv(S)
w∗

. Απ’ το Θεώρημα 4.4.3, έπεται ότι

το PS(A) είναι το σύνολο των ακραίων σημείων του S(A) και επομένως, α-

πό το Θεώρημα 4.4.1, αν δείξουμε ότι S(A) = C, τότε θα έχουμε επίσης ότι

PS(A) ⊂ S
w∗

.

Ας υποθέσουμε, προς απαγωγή σε άτοπο, ότι C 6= S(A). Τότε, επειδή προφα-

νώς ισχύει C ⊂ S(A), υπάρχει τ ∈ S(A), με τ /∈ C. Τότε, απ’ το διαχωριστικό

θεώρημα Hahn-Banach, προκύπτει ότι υπάρχουν t ∈ R και ένα w∗-συνεχές
γραμμικό συναρτησοειδές του A∗, δηλαδή ένα a ∈ A, τέτοια, ώστε:

Re(τ(a)) > t > Re(ρ(a)) , ∀ρ ∈ C.

Θέτουμε b := 1
2
(a∗+a). Τότε, Re(ρ(a)) = ρ(b), για κάθε ρ ∈ S(A). Συνεπώς,

για κάθε ρ ∈ C, έχουμε:

ρ(teA − b) = tρ(eA)− ρ(b) = t− Re(ρ(a)) > 0 , ∀ρ ∈ C

και άρα το αυτοσυζυγές στοιχείο teA−b της A έχει την ιδιότητα: ρ(teA−b) ≥ 0,
για κάθε ρ ∈ S, αφού S ⊂ C. Επομένως, απ’ την υπόθεση για το S, έπεται ότι
teA − b ≥ 0, άρα τ(teA − b) ≥ 0, δηλαδή t ≥ τ(b) = Re(τ(a)) > t, το οποίο

είναι άτοπο.

Συμβολισμός: Για ένα χώρο Hilbert H και ένα ξ ∈ H, θέτουμε

ωξ : B(H)→ C : ωξ(T ) = 〈Tξ, ξ〉.

Προφανώς, η απεικόνιση ωξ είναι θετικό γραμμικό συναρτησοειδές της C∗-
άλγεβρας B(H), με νόρμα ‖ωξ‖ = ‖ξ‖2

. Επομένως, αν ‖ξ‖ = 1, τότε το ωξ
είναι ένα state της B(H).

Θεώρημα 4.4.6. ΄Εστω A μια C∗-άλγεβρα και π : A→ B(H) μια μη εκφυλι-

σμένη (non degenerate) ∗-αναπαράσταση της A, όπου H ένας χώρος Hilbert.
΄Εστω ακόμη ένα ρ ∈ PS(A), με την ιδιότητα:

kerπ ⊂ ker ρ.

Τότε, ρ ∈ {ωξ ◦ π : ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1}
w∗

, δηλαδή το ρ είναι w∗-όριο από states
της μορφής:

A→ C : a 7−→ 〈π(a)ξ, ξ〉 , (ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1).
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Απόδειξη. ΄Εστω S := {ωξ ◦ π : ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1}. Παρατηρούμε ότι

S ⊂ S(A), όπου S(A) το σύνολο των states της A.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι kerπ = {0}. Δια-

φορετικά αντικαθιστούμε την A με την C∗-άλγεβρα πηλίκο A
/

kerπ (ο πυρήνας

kerπ είναι κλειστό ιδεώδες της A) και την π με την επίσης μη εκφυλισμένη ∗-
αναπαράσταση:

π̇ : A
/

kerπ → B(H) : π̇(a+ kerπ) = π(a) , (a ∈ A).

΄Εστω, λοιπόν, ότι kerπ = {0}, δηλαδή ότι η π είναι ένα προς ένα.

Συμβολίζουμε με Ã την μοναδοποίηση A ⊕ C της A και με π̃ τον (μοναδι-

κό) ∗-ομομορφισμό απ’ την Ã στον B(H) που επεκτείνει την π και ικανοποιεί

π̃((0, 1)) = IdH. Επίσης, για κάθε state τ της A, συμβολίζουμε με τ̃ το (μο-

ναδικό) state της Ã που επεκτείνει το τ . Παρατηρούμε ότι αν τ = ωξ ◦ π ∈ S,
τότε τ̃ = ωξ ◦ π̃.
Ας υποθέσουμε ότι η A δεν έχει μονάδα και έστω a ∈ A και µ ∈ C, ώστε

a+ µ ∈ ker π̃. Τότε, για κάθε b ∈ A, έχουμε ab+ µb = 0. Πράγματι, για κάθε

b ∈ A ισχύει ab+µb ∈ A και π(ab+µb) = π̃(ab+µb) = 0, αφού a+µ ∈ ker π̃,
συνεπώς ab + µb ∈ kerπ = {0}, δηλαδή ab + µb = 0. Επομένως, αν µ 6= 0,

τότε το

(
−1
µ

)
a ∈ A θα ήταν μονάδα της A, το οποίο αντιτίθεται στην υπόθεση.

΄Αρα, πρέπει µ = 0. Επομένως, ker π̃ ⊂ A και άρα αν x ∈ ker π̃, τότε x ∈ A
και π(x) = π̃(x) = 0, δηλαδή x ∈ kerπ = {0} ⇐⇒ x = 0. ΄Ετσι, δείξαμε ότι

αν η A δεν έχει μονάδα, τότε ker π̃ = {0}.
Με βάση όλα τα παραπάνω, προκύπτει ότι για την απόδειξη του θεωρήματος

μπορούμε να υποθέσουμε ότι η A έχει μονάδα, αντικαθιστώντας αν χρειάζεται

την A με την Ã, την π με την π̃ και το ρ με το ρ̃. Παρατηρούμε, επιπλέον, ότι

το ρ̃ είναι pure state της Ã, απ’ την Πρόταση 4.4.4.

΄Εστω, λοιπόν, ότι η A έχει μονάδα και ας θεωρήσουμε ένα τυχόν αυτοσυζυγές

στοιχείο a ∈ A τέτοιο, ώστε τ(a) ≥ 0, για κάθε τ ∈ S. Τότε, από τον ορισμό

του S, προκύπτει:

〈π(a)ξ, ξ〉 ≥ 0 , ∀ξ ∈ H, με ‖ξ‖ = 1.

Επομένως, ο τελεστής π(a) ∈ B(H) είναι θετικός και άρα a ≥ 0, αφού η π
είναι ∗-μονομορφισμός.
΄Ετσι, από το Θεώρημα 4.4.5, προκύπτει ότι PS(A) ⊂ S

w∗

.

Πόρισμα 4.4.7. ΄Εστω A μια C∗-άλγεβρα, π : A→ B(H) και σ : A→ B(K)
δύο μη εκφυλισμένες ∗-αναπαραστάσεις της A (οι H και K είναι χώροι Hilbert)
τέτοιες, ώστε:

kerπ ⊂ kerσ.
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Τότε κάθε pure state ρ της A, της μορφής ρ(a) = 〈σ(a)η, η〉, για κάθε a ∈ A,

όπου η ∈ K με ‖η‖ = 1, είναι w∗-όριο από states της μορφής:

A→ C : a 7−→ 〈π(a)ξ, ξ〉 , (ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1).

Απόδειξη. ΄Εστω ρ ένα pure state της A με ρ(a) = 〈σ(a)η, η〉, για κάθε

a ∈ A, όπου η ∈ K με ‖η‖ = 1. Τότε, προφανώς kerσ ⊂ ker ρ. ΄Ομως, εξ

υποθέσεως έχουμε ότι kerπ ⊂ kerσ και άρα kerπ ⊂ ker ρ. Συνεπώς, από το

Θεώρημα 4.4.6 έπεται ότι το ρ ανήκει στην w∗-κλειστή θήκη των states της

μορφής a 7→ 〈π(a)ξ, ξ〉, όπου ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1.

Σε κάθε τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα G έχουμε επισυνάψει δύο C∗-
άλγεβρες, τις C∗(G) και C∗r (G). Απ’ τον ορισμό της, η C∗r (G) είναι η εικόνα

της επέκτασης στην C∗(G) της αριστερής κανονικής αναπαράστασης της G (βλ.

Θεώρημα 4.1.3):

λ : C∗(G) � C∗r (G) ⊂ B(L2(G)) , λ(f)g = f ∗ g, ∀f ∈ L1(G).

΄Αρα, η C∗r (G) είναι ισομετρικά ∗-ισόμορφη με την άλγεβρα πηλίκο C∗(G)
/

kerλ.
΄Οπως έχουμε ήδη επισημάνει, από την μια μεριά, η C∗(G) είναι κατηγορι-

κά καλή, με την έννοια ότι οι unitary αναπαραστάσεις της G σε ένα χώρο

Hilbert είναι σε ένα προς ένα και επί αντιστοιχία με τις μη εκφυλισμένες ∗-
αναπαραστάσεις της C∗(G) (Θεώρημα 4.1.3) στον ίδιο χώρο, αλλά αποτελεί

ένα αρκετά αφηρημένο αντικείμενο. Από την άλλη, η C∗r (G) είναι πιο εύκολα

χειρίσιμη, καθώς μας επιτρέπει τον υπολογισμό της νόρμας της, αλλά εν γένει

οι αναπαραστάσεις της μπορεί να μην είναι αρκετές για την μελέτη των unitary
αναπαραστάσεων της G.

Επομένως, το ιδανικό σενάριο για μια ομάδα G, όπως παραπάνω, θα ήταν η

λ : C∗(G)→ B(L2(G)) να είναι ένα προς ένα (ισοδύναμα ισομετρία), ισοδύναμα

να ισχύει kerλ = {0}. Σε αυτήν την περίπτωση οι C∗(G) και C∗r (G) ουσιαστι-

κά θα ταυτίζονται.

΄Ετσι, λοιπόν, τίθεται το ερώτημα «για ποιες ομάδες το παραπάνω σενά-

ριο γίνεται πραγματικότητα;». Η δε απάντηση είναι τόσο αναπάντεχη όσο και

ενδιαφέρουσα:

Θεώρημα 4.4.8. ΄Εστω G μια τοπικά συμπαγή Hausdorff ομάδα. Τα εξής

είναι ισοδύναμα:

(α) Η G είναι amenable.

(β) Η αριστερή κανονική αναπαράσταση λ : C∗(G) → B(L2(G)) είναι ένα

προς ένα.
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Απόδειξη. (α)⇒(β): ΄Εστω ότι η G είναι amenable. Τότε, από το Θεώρημα

2.2.1, υπάρχει ένα δίκτυο (ga)a∈A στον L2(G), με ‖ga‖2 = 1, για κάθε a ∈ A,

τέτοιο, ώστε η σταθερή συνάρτηση 1G να είναι το όριο των ga ∗ g̃a, ως προς

την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή υποσύνολα της G,

δηλαδή, για κάθε K ⊂ G συμπαγές, ισχύει:

lim
a

(ga ∗ g̃a)(x) = 1 , ομοιόμορφα για x ∈ K.

Θα δείξουμε ότι η λ είναι ισομετρία στην C∗(G).
Επειδή ‖f‖∗ ≤ ‖f‖1, για κάθε f ∈ Cc(G) ⊂ L1(G), έπεται ότι:

L1(G) = Cc(G)
‖·‖1 ⊂ Cc(G)

‖·‖∗

και άρα ο Cc(G) είναι ‖ ·‖∗-πυκνός στην C∗(G), αφού ο L1(G) είναι. Συνεπώς,

αρκεί να δείξουμε ότι:

‖f‖∗ = ‖λ(f)‖B(L2(G)) , ∀f ∈ Cc(G).

Αφού ισχύει πάντα ‖λ(f)‖ ≤ ‖f‖∗, αρκεί να δείξουμε την αντίστροφη ανισό-

τητα.

΄Εστω, λοιπόν, f ∈ Cc(G) με K := supp(f). Από το θεώρημα Hahn-Banach,
έπεται ότι υπάρχει φ ∈ C∗(G)∗ = B(G), ώστε:

‖φ‖B(G) = 1 και ‖f‖∗ = 〈φ, f〉 =

∫
G

f(x)φ(x)dx.

Εφ’ όσον lim
a

(ga ∗ g̃a)(x) = 1, ομοιόμορφα για x ∈ K, έχουμε:

〈φ, f〉 =

∫
G

f(x)φ(x)dx = lim
a

∫
G

f(x)φ(x)(ga ∗ g̃a)(x)dx.

Επίσης, καθώς η A(G) είναι ιδεώδες της B(G), έχουμε, για κάθε a ∈ A,

φ · (ga ∗ g̃a) ∈ A(G) και επιπλέον:

‖φ · (ga ∗ g̃a)‖A(G) ≤ ‖φ‖B(G)‖ga ∗ g̃a‖A(G) = ‖ga ∗ g̃a‖A(G) =

= sup{|〈ga ∗ g̃a, h〉| : h ∈ L1(G), ‖h‖∗ ≤ 1}.

΄Ομως, για κάθε h ∈ L1(G), με ‖h‖∗ ≤ 1, έχουμε:

|〈ga ∗ g̃a, h〉| =
∣∣∣∣∫
G

h(x)(ga ∗ g̃a)(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
G

h(x)〈λxḡa, ḡa〉dx
∣∣∣∣

= |〈λ(h)ḡa, ḡa〉| ≤ ‖λ(h)‖‖ḡa‖2
2 ≤ ‖h‖∗ ≤ 1.
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΄Αρα, για κάθε a ∈ A, έχουμε:

‖φ · (ga ∗ g̃a)‖A(G) ≤ 1.

Επομένως, προκύπτει ότι:

‖f‖∗ = 〈φ, f〉 = lim
a

∫
G

f(x)φ(x)(ga ∗ g̃a)dx ≤

≤ sup

{∣∣∣∣∫
G

f(x)u(x)

∣∣∣∣ : u ∈ A(G), ‖u‖A(G) ≤ 1

}
.

Απ’ την Πρόταση 4.3.5, το τελευταίο supremum είναι ακριβώς ίσο με την νόρμα

‖λ(f)‖ του τελεστή λ(f) ∈ B(L2(G)). ΄Αρα, δείξαμε ότι ‖f‖∗ ≤ ‖λ(f)‖ και

κατά συνέπεια ότι ‖f‖∗ = ‖λ(f)‖, για κάθε f ∈ Cc(G), που ήταν το ζητούμενο.

(β)⇒(α): Υποθέτουμε ότι η λ : C∗(G) → C∗r (G) ⊂ B(L2(G)) είναι ένα προς

ένα. Επειδή κάθε ∗-μονομορφισμός μεταξύ C∗-αλγεβρών είναι ισομετρία, προ-

κύπτει ότι:

‖f‖∗ = ‖λ(f)‖ , ∀f ∈ C∗(G).

Υπενθυμίζουμε ότι η τετριμμένη (unitary) αναπαράσταση της G στο C

ι : G→ U(C) = T, ι(x) = 1 (x ∈ G),

επεκτείνεται στην μη εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση του L1(G):

ι : L1(G)→ B(C), ι(f)ξ =

∫
G

f(x)ι(x)ξdx =

∫
G

f(x)dx · ξ.

όπου ξ ∈ C, f ∈ L1(G). Η ι ασφαλώς επεκτείνεται μοναδικά σε μια μη

εκφυλισμένη ∗-αναπαράσταση της C∗(G) στο C, την οποία συμβολίζουμε επίσης

με το γράμμα ι.
Παρατηρούμε ότι, για κάθε f ∈ C∗(G), έχουμε:

‖ι(f)‖B(C) ≤ ‖f‖∗ = ‖λ(f)‖

και άρα

kerλ ⊂ ker ι.

Επομένως, από το Πόρισμα 4.4.7, έχουμε ότι κάθε pure state της C∗(G) της

μορφής

f 7−→ 〈ι(f)η, η〉C , η ∈ C, |η| = 1 (1)

είναι w∗-όριο από states της μορφής

f 7−→ 〈λ(f)ξ, ξ〉 , ξ ∈ L2(G) ‖ξ‖2 = 1. (2)
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΄Ομως, για f ∈ L1(G) και η ∈ T, υπολογίζουμε:

〈ι(f)η, η〉C =

∫
G

f(x)〈ι(x)η, η〉Cdx =

∫
G

f(x)ι(x)ηηdx =

∫
G

f(x)dx · |η|2

=

∫
G

f(x)dx = 〈1G, f〉,

δηαλαδή το μοναδικό pure state της μορφής (1) ταυτίζεται με την σταθερή

συνάρτηση 1G, ως στοιχείο της άλγεβρας B(G) = C∗(G)∗. Παρόμοια, για

f ∈ L1(G) και ξ ∈ L2(G) με ‖ξ‖2 = 1, έχουμε:

〈λ(f)ξ, ξ〉 =

∫
G

f(x)〈λxξ, ξ〉dx =

∫
G

f(x)(ξ ∗ ξ̃)(x)dx

=

∫
G

f(x)(g ∗ g̃)(x)dx = 〈g ∗ g̃, f〉, όπου g := ξ ∈ L2(G).

΄Αρα, κάθε state της μορφής (2) ταυτίζεται, ως στοιχείο της B(G) με μια συ-

νάρτηση της μορφής g ∗ g̃, όπου g ∈ L2(G) με ‖g‖2 = 1.
Συνεπώς, η 1G είναι σ(L∞(G), L1(G))-όριο συναρτήσεων της μορφής g ∗ g̃,
όπου g ∈ L2(G) με ‖g‖2 = 1, δηλαδή υπάρχει δίκτυο (ga)a∈A στον L2(G) με

‖ga‖2 = 1, για κάθε a ∈ A, ώστε:

lim
a

∫
G

f(x)(ga ∗ g̃a)(x)dx =

∫
G

f(x)dx , ∀f ∈ L1(G).

Προφανώς ισχύει 1G ∈ P1, δηλαδή η 1G είναι θετικά ορισμένη και συνεχής με

‖1G‖∞ = 1. Επίσης, ga ∗ g̃a ∈ P1, για κάθε a ∈ A, διότι από το Πόρισμα

3.3.4 έχουμε ga ∗ g̃a ∈ P , ενώ από το Πόρισμα 3.3.7 έχουμε ότι ‖ga ∗ g̃a‖∞ =
(ga ∗ g̃a)(e) = 〈λeḡa, ḡa〉 = ‖ga‖2

2 = 1, και άρα, ga ∗ g̃a ∈ P1.

΄Ετσι, από το Θεώρημα 3.4.4, προκύπτει ότι

ga ∗ g̃a −→ 1G , ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα της G,

το οποίο, σε συνδυασμό με το Θεώρημα 2.2.1, μας δίνει ότι η G είναι amenable.

Ορισμός 4.4.9. ΄Εστω G τοπικά συμπαγής ομάδα Hausdorff και (π1,H1),
(π2,H2) δύο unitary αναπαραστάσεις της G. Λέμε ότι η π1 περιέχεται α-

σθενώς (is weakly contained) στην π2 αν για τις επεκτάσεις π̄1 και π̄2 στην

C∗(G) των π1 και π2, αντίστοιχα, ισχύει:

ker π̄2 ⊂ ker π̄1.
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Με αυτήν την ορολογία, αν κοιτάξουμε λίγο πιο προσεκτικά την απόδει-

ξη του Θεωρήματος 4.4.8, βλέπουμε ότι, για την απόδειξη της κατεύθυνσης

(β)⇒(α), στην ουσία δείξαμε ότι αν η τετριμμένη αναπαράσταση ι της G στο

C, η οποία είναι και ανάγωγη (βλ. Ορισμό 3.1.3), περιέχεται ασθενώς στην

αριστερή κανονική αναπαράσταση της G στον L2(G), τότε η G είναι amenable.
Επίσης, είναι φανερό ότι αν η λ : C∗(G) → C∗r (G) είναι ένα προς ένα, τότε

kerλ = {0}, άρα κάθε (ανάγωγη) unitary αναπαράσταση περιέχεται ασθενώς

στην λ.
΄Ετσι, έχουμε την εξής, πληρέστερη θα λέγαμε, εκδοχή του Θεωρήματος

4.4.8:

Θεώρημα 4.4.10 (Weak Containement Theorem). ΄Εστω G τοπικά συμπα-

γής ομάδα Hausdorff. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(α) Η G είναι amenable.

(β) Η αριστερή κανονική αναπαράσταση λ : C∗(G) → B(L2(G)) είναι ένα

προς ένα.

(γ) Κάθε ανάγωγη (irreducible) unitary αναπαράσταση της G περιέχεται α-

σθενώς στην αριστερή κανονική αναπαράσταση λ της G στον L2(G).

(δ) Η τετριμμένη αναπαράσταση ι της G στο C περιέχεται ασθενώς στην

αριστερή κανονική αναπαράσταση λ της G στον L2(G).

Απόδειξη. Η ισοδυναμία (α)⇔(β) είναι το Θεώρημα 4.4.8. Επίσης, οι συνεπα-

γωγές (β)⇒(γ)⇒(δ) είναι προφανείς (βλ. και σχόλια προηγουμένως). Τέλος, η

κατεύθυνση (δ)⇒(α) αποδεικνύεται ακριβώς όπως η κατεύθυνση (β)⇒(α) του

Θεωρήματος 4.4.8.
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