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Περίηψη

Στην παρούσα διπματική ερασία μεετάμε ερήματα διοτομίας που αφορούν
κυρίς προήματα μέτρησης. Ένα εώρημα διοτομίας ια μια κάση προημά-
τν, στην υποοιστική πουποκότητα, είναι μια πήρης ταξινόμηση τν προ-
ημάτν της οικοένειας σε υποοιστικά εύκοα και σε υποοιστικά δύσκοα
προήματα, ρίς ενδιάμεσα προήματα. Εξαιτίας του ερήματος του Ladner δε
μπορούμε να ρούμε διοτομία ια οόκηρες τις κάσεις NP και #P, αά παρ’
όα αυτά υπάρουν μεάες υποκάσεις προημάτν που μοντεοποιούν ποά
”φυσικά” προήματα και ια τις οποίες υπάρουν ερήματα διοτομίας. Ξεκινάμε
με το μοντέο τν προημάτν ικανοποίησης περιορισμών ς πρόημα απόφα-
σης (CSP) και στη συνέεια μεετάμε τις κάσεις τν προημάτν μέτρησης
ομομορφισμών ραφήματος, τν προημάτν μέτρησης ικανοποίησης περιορισμών
(#CSP) και τν προημάτν Holant. Τέος, α κάνουμε μια σύντομη εισαή
στους οοραφικούς αορίμους, που είναι ειδικού τύπου πουνυμικοί αόρι-
μοι ια προήματα μέτρησης.

Λέξεις κειδιά: Διοτομία, Πρόημα Ικανοποίησης Περιορισμών, Ομομορφι-
σμοί Γραφήματος, Πρoήματα Holant, Οοραφικοί Αόριμοι
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Abstract

In this thesis we study dichotomy theorems mainly of counting problems. A
dichotomy theorem for a class of problems, in computational complexity, is a
complete classification of the problems of this class in computationally easy and
computationally hard problems, without intermediate problems. Due to Ladner’s
theorem we cannot find a dichotomy for the whole classes NP and #P, however
there are large subclasses of NP (#P), that model many ”natural” problems, for
which dichotomy theorems exist. We begin with the framework of the decision
version of constraint satifaction problems (CSP) and then we study the classes
of graph homomorphisms problems, of counting constraint satisfaction problems
(#CSP) and of Holant problems. Finally, we will make a brief introduction to
holographic algorithms, a special type of polynomial-time algorithms for counting
problems.

Keywords: Dichotomy, Constraint Satisfaction Problem, Graph Homomorphisms,
Holant Problems, Holographic Algorithms
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2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Κεφάαιο 1

Εισαή

1.1 Βασικοί Ορισμοί
Σκοπός της Υποοιστικής Πουποκότητας είναι να ταξινομήσει τα διάφορα

προήματα σε κάσεις πουποκότητας. Σε αυτή την παράραφο α ορίσουμε
κάποιες ασικές κάσεις πουποκότητας και αναών, τα οποία α ρειαστούμε
στη συνέεια. Για μια πιο αναυτική εισαή, παραπέμπουμε στα [2, 34].
Όταν περιορίζουμε μια μηανή Turing (TM) ς προς τον ρόνο που μπορεί να

τρέξει, τότε προκύπτει ο παρακάτ ορισμός:

Ορισμός 1.1.1. Έστω f μια συνάρτηση από το N στο N. Θα λέμε ότι η TM
M λειτουργεί σε χρόνο f(n), αν για κάθε συμβολοσειρά εισόδου x, ο χρόνος που
χρειάζεται η M σε είσοδο x είναι το πολύ f(|x|) 1. Ας υποθέσουμε ότι μια γλώσσα
L ⊆ (Σ − {⊔})∗ αποφασίζεται από μια TM η οποία λειτουργεί σε χρόνο f(n). Θα
λέμε ότι L ∈ TIME(f(n)).

Αν από την άη περιορίσουμε τη μηανή ς προς τον ώρο τον οποίο μπορεί
να ρησιμοποιήσει, τότε έουμε τον παρακάτ ορισμό:

Ορισμός 1.1.2. Έστω f μια συνάρτηση από το N στο N. Θα λέμε ότι η TM M
λειτουργεί σε χώρο f(n), αν για κάθε συμβολοσειρά εισόδου x, η M χρειάζεται χώρο
το πολύ f(|x|). Έστω L μια γλώσσα. Θα λέμε ότι L ∈ SPACE(f(n)) αν υπάρχει
TM που αποφασίζει την L με τη χρήση το πολύ f(n) κελιών στην ταινία εργασίας
της.

Για μη-ντετερμινιστικές μηανές Turing συμοίζουμε τις κάσεις πουποκό-
τητας με περιορισμό στο ρόνο και στο ώρο ς NTIME(f(n)) και NSPACE(f(n))
αντίστοια.
Ορίζουμε επίσης τις παρακάτ κάσεις πουποκότητας:
1το |x| συμοίζει το μήκος της συμοοσειράς x

3
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L = SPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)
P =

∪
k>0TIME(nk)

NP =
∪

k>0NTIME(nk)

EXP =
∪

k>0TIME(2n
k
)

PSPACE =
∪

k>0 SPACE(nk)
NPSPACE =

∪
k>0NSPACE(nk)

Οι παραπάν κάσεις συνδέονται μεταξύ τους ς εξής:

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE.

Για τους περισσότερες από τους παραπάν εκεισμούς παραμένει ανοιτό το
ερώτημα αν είναι νήσιοι ή όι. Το κεντρικό και πιο διάσημο ανοιτό ερώτημα
της υποοιστικής πουποκότητας είναι η σέση μεταξύ τν κάσεν P και NP,
επειδή ια τα περισσότερα προήματα που συναντούμε στη ιιοραφία, αυτά
που μπορούν να υούν αποτεεσματικά ανήκουν στο P και αυτά ια τα οποία δε
νρίζουμε αποδοτικούς αορίμους ανήκουν στο NP.
Οι παραπάν ορισμοί αφορούν προήματα απόφασης (ώσσες). Εμείς α

ασοηούμε κυρίς με προήματα μέτρησης (συναρτήσεις), όπου ενδιαφερόμα-
στε ια το πήος τν ύσεν ενός δοσμένου προήματος. Η κύρια κάση ια τα
προήματα μέτρησης είναι η εξής:

Ορισμός 1.1.3 (Valiant [36]). #P είναι η κλάση όλων των συναρτήσεων f : Σ∗ →
N για τις οποίες, για κάθε x ∈ Σ∗, f(x) = accM(x) για κάποια NP-TM M , όπου
accM(x) είναι το πλήθος των υπολογιστικών μονοπατιών της M που αποδέχονται με
είσοδο x.

Επίσης, η κάση συναρτήσεν που υποοίζονται από μια ντετερμινιστική μη-
ανή Turing πουνυμικού ρόνου είναι η FP. Το ανοιτό ερώτημα ια την που-
ποκότητα τν προημάτν μέτρησης, αντίστοιο αυτού του P vs. NP, είναι το
εάν ισύει FP = #P ή FP ⊂ #P, με το δεύτερο να ερείται πιο πιανό.
Για να δώσουμε αρότερα κάποια αποτεέσματα πηρότητας, α ρησιμοποιή-

σουμε τις παρακάτ αναές:

Ορισμός 1.1.4. Θα λέμε ότι ένα πρόβλημα A ανάγεται σε ένα πρόβλημα B κατά
Karp-αναγωγή (polynomial-time many one) και θα συμβολίζεται με A ≤p

m B, αν
υπάρχει μια συνάρτηση f υπολογίσιμη σε πολυωνυμικό χρόνο, τέτοια ώστε για κάθε
x, x ∈ A αν και μόνο αν f(x) ∈ B.

Στην περίπτση συναρτήσεν fA και fB, η παραπάν αναή ορίζεται ς εξής:

fA(x) ≤p
m fB αν ∃g ∈ FP,∀x fA(x) = g(fB(x)).
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Ορισμός 1.1.5. Θα λέμε ότι ένα πρόβλημα A (ή συνάρτηση) ανάγεται σε ένα
πρόβλημα B κατά Cook-αναγωγή (polynomial-time Turing) και θα συμβολίζεται με
A ≤p

T B, αν η A μπορεί να υπολογιστεί από μια ντετερμινιστική TMM σε πολυωνυμικό
χρόνο με τη χρήση ενός μαντείου (oracle) για τη B. Αν η M καλέσει μία μόνο φορά το
μαντείο για τη B, τότε έχουμε την Cook [1] αναγωγή, που συμβολίζεται με A ≤p

[1]−T B.

Να σημειώσουμε ότι η Cook-αναή ισύει όι μόνο ια ώσσες (προή-
ματα), αά και ια συναρτήσεις. Για τα προήματα μέτρησης α ρησιμοποιήσουμε
επίσης και την φειδή (parsimonious) αναή:

Ορισμός 1.1.6. Θα λέμε ότι ένα πρόβλημα μέτρησης #A ανάγεται σε ένα πρό-
βλημα μέτρησης #B με φειδωλή αναγωγή (parsimonious reduction) αν υπάρχει
μια συνάρτηση f υπολογίσιμη σε πολυωνυμικό χρόνο τέτοια ώστε, για κάθε x,
|{y | (x, y) ∈ A}| = |{z | (f(x), z) ∈ B}|.

1.2 Το Θεώρημα του Ladner και οι Επιπτώ-
σεις του

Όπς είπαμε ένα από κύρια ανοιτά προήματα είναι μια απόδειξη ια το αν
ισύει ή όι ότι P ̸= NP. Από τη στιμή που το πρόημα είναι ακόμη ανοιτό, το
καύτερο που μπορούμε να επίζουμε είναι να κατατάξουμε κάε πρόημα στο NP
να είναι είτε NP-complete είτε να ύνεται στο P. Η παραπάν πρόταση ισύει και
ια τα προήματα μέτρησης, ό έειψης απόδειξης του FP ̸= #P, μπορούμε
να κατατάξουμε κάε πρόημα στο #P έτσι ώστε να είναι είτε #P-complete είτε
να ύνεται σε πουνυμικό ρόνο;
Και στα δύο παραπάν ερτήματα απάντησε αρνητικά ο Ladner με το παρακάτ

εώρημά του [31].

Θεώρημα 1.2.1. Αν P ̸= NP τότε υπάρχει μια γλώσσα L ∈ NP η οποία δεν ανήκει
στο P αλλά ούτε είναι NP-complete.

Η ακόουη απόδειξη μπορεί να ρεεί στο [2] (με κάποιες επτομέρειες να
παραείπονται):

Απόδειξη του θεωρήματος 1.2.1. Έστ Mi η μηανή Turing που έει σαν περι-
ραφή τη δυαδική αναπαράσταση του i. Ας ερήσουμε τη ώσσα SATH =

{ϕ01nH(n) | ϕ ∈ SAT ∧ n = |ϕ|}, όπου H : N → N είναι η συνάρτηση που ορί-
ζεται ς εξής:
H(n) είναι ο μικρότερος αριμός i < log logn τέτοιος ώστε ια κάε x ∈ {0, 1}⋆ με
|x| ≤ logn, η Mi δίνει ς έξοδο το SATH(x) μετά από το πού i · |x|i ήματα. Αν
δεν υπάρει τέτοιος αριμός i τότε H(n) = log logn.
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Μπορούμε να υποοίσουμε την H(n) αναδρομικά υποοίζοντας πρώτα τα
H(k) ια k ≤ logn. Ο αόριμος ρειάζεται να προσομοιώσει το πού log logn
μηανές Turing ια κάε είσοδο με μήκος το πού logn και ια το πού log logn ·
(logn)log logn ήματα. Στο τέος κάε τέτοιας προσομοίσης πρέπει να εέουμε
αν Mi(x) = SATH(x) και ια να το κάνουμε αυτό ρειαζόμαστε την τιμή του H(k)
ια ένα k ≤ logn. Εύκοα μπορούμε να δούμε ότι ο συνοικός υποοισμός του
H(n) ίνεται το πού σε O(n3) ήματα. Αυτό μας δείνει και ότι η συνάρτηση H(n)
είναι καώς ορισμένη.
Τώρα ας υποέσουμε ότι SATH ∈ P, και άρα υπάρει μηανή Turing M που

ύνει το SATH σε το πού c ·nc ήματα ια κάποια σταερά c. Θα υπάρει κάποιος
αριμός i > c τέτοιος ώστε Mi = M . Εξ’ ορισμού, ια n > 22

i , H(n) ≤ i, οπότε
H(n) = O(1).
Από την άη μεριά, αν H(n) = O(1), τότε η H μπορεί να πάρει μόνο πεπερα-

σμένου πήους τιμές, οπότε υπάρει ένα i τέτοιο ώστε H(n) = i, ια άπειρα σε
πήος n. Από αυτό συμπεραίνουμε ότι η Mi ύνει το SATH σε ρόνο i · ni, ιατί
διαφορετικά αν υπήρε κάποιο x ια το οποίο ηMi δε δίνει σστό αποτέεσμα μέσα
σε αυτό το ρόνο, τότε ια σεδόν όα τα n > 2|x| (εκτός ίσς από το 22i) α ίσυε
H(n) ̸= i.
Στις δύο τεευταίες παραράφους δείξαμε ότι SATH ∈ P αν και μόνο αν

H(n) = O(1). Επιπέον, η συνεπαή της δεύτερης παραράφου ισύει ακόμη
και αν υποέσουμε μόνο ότι υπάρει σταερά C τέτοια ώστε H(n) ≤ C ια άπειρα
σε πήος n, που σημαίνει ότι αν SATH ̸∈ P τότε το H(n) τείνει στο άπειρο όταν
το n τείνει στο άπειρο.
Έστ τώρα ότι SATH ∈ P: από τα παραπάν συμπεραίνουμε ότι H(n) ≤ C

ια κάποια σταερά C, από το οποίο προκύπτει ότι το SATH είναι απά το SAT
αν κοήσουμε σε κάε στιμιότυπο το πού πουνυμικά σε πήος 1. Αυτό
όμς α σήμαινε ότι ένας πουνυμικός αόριμος ια το SATH α μπορούσε
να ρησιμοποιηεί ια να υεί το SAT σε πουνυμικό ρόνο, και άρα α ίσυε
P = NP.
Ας υποέσουμε τέος ότι το SATH είναι NP-complete: οπότε υπάρει ανα-

ώή r από το SAT στο SATH που τρέει σε ρόνο O(nk) ια κάποια σταερά
k. Έουμε ήδη δείξει ότι SATH ̸∈ P, οπότε το H(n) τείνει στο άπειρο. Αφού η r
τρέει σε ρόνο O(nk), ια αρκετά μεάα n α πρέπει να στένει στιμιότυπα του
SAT μεέους n σε στιμιότυπα του SATH μεέους το πού nH(n). Συνεπώς
αρκετά μεάους τύπους ψ, η αναή r τους στένει σε μια συμοοσειρά του
τύπου ϕ01|ϕ|H(|ϕ|) , όπου ϕ ένας τύπος μικρότερος κατά ένα σταερό πουνυμικό
παράοντα. Πιο συκεκριμένα α είναι |ϕ|+1+ |ϕ|H(|ϕ|) = O(|ψ|i), που σημαίνει ότι
|ϕ| = o(|ψ|). Εφαρμόζοντας αναδρομικά τη διαδικασία μέρι να φτάσουμε σε αρκετά
μικρό τύπο, έουμε έναν αόριμο πουνυμικού ρόνου ια το SAT, κάτι που
έρεται σε αντίεση με την υπόεση ότι P ̸= NP.
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Ας σημειώσουμε ότι η συκεκριμένη τενική που είδαμε στην απόδειξη, μπορεί
να εφαρμοστεί και σε άες κάσεις και έτσι να προκύψουν τα παρακάτ πορίσματα.

Πόρισμα 1.2.2. Αν υποθέσουμε ότι P ̸= NP, τότε υπάρχει μια άπειρη ιεραρχία
από διαχωρισμένες κλάσεις πολυπλοκότητας μεταξύ του P και του NP.

Απόδειξη. Θα εφαρμόσουμε τη τενική της απόδειξης του ερήματος 1.2.1 ια να
δειξουμε ότι υπάρει ώσσα που δεν ανήκει στο P, ούτε η SATH =def SATH0

ανάεται σε αυτήν:
Ας ερήσουμε τη ώσσα SATH1 = {ϕ01nH(n) | ϕ ∈ SATH0∧n = |ϕ|}, όπου H

είναι η συνάρτηση που ορίσαμε στην απόδειξη του 1.2.1. Η SATH1 είναι όι μόνο στο
NP, αά ανάεται και στην SATH0 (αφού H είναι πουνυμικά υποοίσιμη). Από
την άη μεριά, ρησιμοποιώντας τα ίδια επιειρήματα όπς πριν, αν SATH1 ∈ P α
προέκυπτε ότι SATH0 ∈ P. Επίσης μια αναή SATH0 ≤p SATH1, α μας έδινε
έναν πουνυμικό αόριμο ια την SATH0.
Ας ερήσουμε τώρα την ακόουη οικοένεια σσών: SATHi

= {ϕ01nH(n) |
ϕ ∈ SATHi−1

∧ n = |ϕ|}. Οι κάσεις πουποκότητας που ορίζονται από τις αντί-
στοιες κειστότητες (closures) κατά Karp, αποτεούν μια άπειρη ιεραρία κά-
σεν μεταξύ του P και του NP.

Πόρισμα 1.2.3. Αν FP ̸= #P τότε υπάρχει μια άπειρη ιεραρχία διαχωρισμένων
κλάσεων πολυπλοκότητας μεταξύ του FP και του #P.

Εκτός από τα τενητά προήματα που περιράψαμε στις παραπάν αποδειξεις
(SATH), υπάρουν και κάποιοι φυσικοί υποψήφιοι που πιστεύουμε πς δεν είναι
ούτε NP-complete, και ούτε νρίζουμε αν ανήκουν στο P. Τέτοια προήματα
είναι το πρόημα ισομορφισμού ραφημάτν και το πρόημα της παραοντοποί-
ησης ς πρόημα απόφασης, δηαδή δοσμένου ενός ακεραίου n και ενός ακεραίου
M με 1 ≤ M ≤ n, το ερώτημα είναι αν ο n έει διαιρέτη d με 1 < d < M . Για
τα προήματα μέτρησης, μπορούμε να ερήσουμε αντίστοια το πρόημα του
υποοισμού του πήους τν διαιρετών ενός ακεραίου.
Από την άη μεριά, η πειοψηφία τν προημάτν απόφασης (μέτρησης) που

νρίζουμε και που προκύπτουν φυσικά, είναι είτε πού εύκοα, δηαδή ανήκουν
στο P(FP), είτε πού δύσκοα, δηαδή είναι NP-complete(#P-complete). Από τη
στιμή που δε μπορούμε να αποδείξουμε ότι αυτό ισύει ια όα τα προήματα
στο NP(#P), α έαμε να ρούμε υποκάσεις που περιέουν όσο το δυνατόν πε-
ρισσότερα προήματα, τέτοιες ώστε τα προήματα που περιέονται σε αυτές να
είναι είτε πού εύκοα, είτε πού δύσκοα. Μια τέτοιου είδους κάση α πρέπει να
είναι αρκετά περιορισμένη ώστε εώρημα αντίστοιο με αυτό του Ladner να μην
ισύει ια αυτή την κάση, αά παράηα α έαμε να είναι και όσο το δυνατόν
πιο μεάη ίνεται. Έτσι α είαμε πετύει να καορίσουμε πήρς την που-
ποκότητα τν προημάτν που περιέονται σε αυτή την κάση. Τέτοιου είδους
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ερήματα στην υποοιστική πουποκότητα, όπου μια οικοένεια προημάτν
αποδεικνύεται ότι περιέει είτε πού εύκοα, είτε πού δύσκοα προήματα και
τίποτα ενδιάμεσα, ονομάζονται ερήματα διοτομίας (dichotomy theorems).

1.3 Παραδείματα Διοτομιών στην Υποο-
ιστική Πουποκότητα

Ένα από τα πρώτα ερήματα διοτομίας στην υποοιστική πουποκότητα
οφείεται στους Jaeger, Vertigan και Welsh [26] και αφορά το πουώνυμο Tutte
ενός ραφήματος.

Ορισμός 1.3.1. Το πολυώνυμο Tutte ενός γραφήματος G είναι το:

T (G;x, y) =
∑
A⊆E

(x− 1)κ(V,A)−κ(V,E)(y − 1)|A|−(|V |−κ(V,A))

όπου κ(V,A) = το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του γραφήματος (V,A).

Το πουώνυμο Tutte ορίζεται ια κάε μη κατευυνόμενο ράφημα και δίνει
πηροφορίες ια το πς ακριώς είναι συνεκτικό το ράφημα. Μερικά παραδείματα
που μπρούν να ρεούν στο ιιο του Welsh [40] είναι τα εξής:

• το T (G; 1, 1) υποοίζει το πήος τν δενδροπαραόντν (spanning trees)
του ραφήματος G.

• το T (G; 2, 1) υποοίζει το πήος τν δασών (forests) στο G

• T (G; 1, 2) υποοίζει το πήος τν υποσυνόν από ακμές που είναι συνε-
κτικά και καύπτουν το G.

• το T (G; 2, 0) υποοίζει το πήος τν ακυκικών προσανατοισμών του G.

• Το ρματικό πουώνυμο P (G;λ) ενός ραφήματος G με n κορυφές, m
ακμές και k συνεκτικές συνιστώσες δίνεται από τον τύπο: P (G;λ) =
(−1)n−kλkT (G; 1− λ, 0).
Αν ερήσουμε το λ έναν ετικό ακέραιο, τότε το P (G;λ) υποοίζει το
πήος τν λ-ρματισμών του G.

Για σταερά x, y το εώρημα διοτομίας τν Jaeger, Vertigan και Welsh είναι
πάν στο ακόουο πρόημα:

• T(x, y):
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– Είσοδος: Ένα ράφημα G.
– Ζητούμενο: T (G;x, y).

Πιο συκεκριμένα, απέδειξαν ότι το πρόημα υποοισμού του που-
νύμου Tutte ενός ραφήματος στο σημείο (x, y) του επιπέδου, είναι #P-
hard εκτός εάν (x − 1)(y − 1) = 1 ή όταν το (x, y) ισούται με
(1, 1), (−1,−1), (0,−1), (−1, 0), (i,−i), (−i, i), (j, j2) ή (j2, j), όπου j = e2πi/3.
Επίσης οι Vertigan και Welsh [39] έδειξαν ότι αν περιοριστούμε στην περίπτση

τν επίπεδν ραφημάτν, τότε και τα σημεία στην υπεροή (x − 1)(y − 1) = 2
οδηούν σε υποοισμό του πουνύμου σε πουνυμικό ρόνο.

Στο παραπάν σήμα, κάε σημείο (x, y) του επιπέδου αντιστοιεί σε ένα πρό-
ημα T(x, y). Σε κάε κόκκινο σημείο, το πρόημα ύνεται σε πουνυμικό
ρόνο. Σε κάε μπε σημείο το πρόημα είναι #P-hard ενικά, αά υποοίζεται
σε πουνυμικό ρόνο ια επίπεδα ραφήματα. Σε κάε άο σημείο, το πρόημα
είναι #P-hard ακόμη και ια επίπεδα ραφήματα.
Ένα άο εώρημα διοτομίας που ήκε το 1990 ήταν ια το πρόημα H-

Χρματισμού. Ένας H-Χρματισμός ενός ραφήματος G είναι απά ένας ομομορ-
φισμός από το G στο H.
Για παράδειμα, αν H = K3 τότε ο K3-Χρματισμός είναι απά το πρόημα 3-

ρματισμού ενός ραφήματος, και πιο ενικά αν H = Kq τότε έουμε το πρόημα
του k-ρματισμού.
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Οι Hell και Nesetril [25] απέδειξαν ότι το πρόημα του H-Χρματισμού εί-
ναι στο P αν το ράφημα H είναι διμερές, ενώ είναι NP-complete σε κάε άη
περίπτση.
Ποά πρόσφατα ερήματα διοτομίας αφορούν προήματα από τη στατιστική

φυσική. Στην στατιστική φυσική μοντεοποιούν συστήματα spin σε ραφήματα,
και έουν να υποοίσουν τη συνάρτηση διαμέρισης (partition function) ενός
συστήματος spin ένα ράφημα. Ένα από τα πιο μεετημένα μοντέα στη στατιστική
φυσική είναι το μοντέο Ising, που πρτοεισήη τη δεκαετία του 1920 από τους
Lenz και Ising ια να μεετήσουν τον φερρομανητισμό (ferromagnetism). Ένα
στιμιότυπο του μοντέου δίνεται από ένα σύνοο από n τοποεσίες, ένα σύνοο
από ενέρειες αηεπίδρασης Vij ια κάε ζεύος i, j από τοποεσίες, μια ένταση
μνητικού πεδίου B, και μια αντίστροφη ερμοκρασία (inverse temperature) β.
Κατάσταση του συστήματος που ορίζεται από αυτές τις παραμέτρους είναι είναι μία
από τις 2n πιανές αναέσεις σ από ±1 spins σε κάε τοποεσία. Η ενέρεια μιας
κατάστασης σ συμοίζεται με H(σ) και ορίζεται ς:

H(σ) = −
∑
{i,j}

Vijσiσj −B
∑
k

σk.

Το ενδιαφέρον κομμάτι σε αυτό το άροισμα είναι ο πρώτος όρος, που αποτεεί-
ται από τη συνεισφορά από τα ζεύη τοποεσιών. Η σημασία αυτής της έκφρασης
έρεται από την κατανομή Gibbs, σύμφνα με την οποία η πιανότητα το σύστημα
να ρίσκεται σε μια κατάσταση σ είναι ανάοη της ποσότητας exp(−βH(σ)). Από
αυτό συμπεραίνουμε ότι η πιανότητα μιας κατάστασης σ είναι 1/Z×exp(−βH(σ)),
όπου ο παράοντας κανονικοποίησης Z, που καείται συνάρτηση διαμέρισης του
συστήματος, είναι ο

Z =
∑

σ∈{−1,1}n
exp(−βH(σ)).

Να σημειώσουμε εδώ ότι ο υποοισμός της συνάρτησης διαμέρισης του
μοντέου Ising ισοδυναμεί με το πρόημα T(x, y) με x, y τέτοια ώστε
(x − 1)(y − 1) = 2. ¨Αα σημαντικά μοντέα της στατιστικής φυσικής είναι
το μοντέο Hard-Core (που είναι ισοδύναμο με τον υποοισμό τν ανεξάρτητν
συνόν σε ένα ράφημα), το μοντέο Potts και το μοντέο Antiferromagnetic
Potts (που είναι ισοδύναμο με τον υποοισμό του πήους τν ρματισμών ενός
ραφήματος). Τα ερήματα διοτομίας που έουμε αφορούν ειδικές περιπτώσεις
αυτών τν μοντέν και ένε ότι η συνάρτηση διαμέρισης μπορεί να προσει-
στεί (FPRAS) κάτ από κάποιες τιμές μιας παραμέτρου του συστήματος. Για το
μοντέο Ising η παράμετρος αυτή είναι η β.
Αυτό που είναι πιο αξιοσημείτο με αυτές τις διοτομίες είναι ότι συμπίπτουν με

τις μεταάσεις φάσεις (phase transitions) που έουν αποδειεί από τους φυσικούς.
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Έτσι εάν η παράμετρος είναι κάτ από μια κρίσιμη τιμή, τότε το πρόημα είναι
εύκοο, ενώ όταν η παράμετρος υπερεί αυτή τη τιμή, τότε το πρόημα ίνεται
#P-hard, και επιπέον το σύστημα αάζει φάση.
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Κεφάαιο 2

Το Πρόημα Ικανοποίησης
Περιορισμών (CSP) ς
Πρόημα Απόφασης

Σκοπός αυτού του κεφααίου είναι να εισάουμε το πρόημα ικανοποίησης
περιορισμών (constraint satisfaction problem ή απούστερα CSP) ς πρόημα
απόφασης και να παρουσιάσουμε ορισμένα από τα πιο σημαντικά αποτεέσματα
ύρ από τη ερία του.
Η προέευση του προήματος οφείεται στον Ugo Montanari και συκεκρι-

μένα σε ένα άρρο του το 1974 [33] που ασοείται με το πρόημα ια εφαρμοές
επεξερασίας εικόνας.
Για μια πρώτη διαίσηση μπορούμε να σκεφτόμαστε το CSP σαν ένα ενικό

ομοενές παίσιο που μοντεοποιεί ποά νστά συνδυαστικά προήματα. Πα-
ραδείματα τέτοιν προημάτν είναι ραφοερητικά (ρματισμός ραφήματος,
κάυψη κορυφών, ...), το SAT, προήματα άσεν δεδομένν, τενητής νοημο-
σύνης, επιειρησιακής έρευνας, ετιστοποίησης και ποά άα.

2.1 Ορισμός του Προήματος Απόφασης
Αρικά α εισάουμε κάποιους ασικούς ορισμούς.

Ορισμός 2.1.1. Πεδίο (domain) ονομάζεται ένα πεπερασμένο σύνολο D από στοι-
χεία, που συνήθως θα συμβολίζεται ως D = {0, 1, · · · , n− 1}.
Ορισμός 2.1.2. O πληθικός αριθμός (cardinality) ενός πεδίου D θα συμβολίζεται
ως |D| = n.
Ορισμός 2.1.3. Μια k-δική σχέση (relation) R στο πεδίο D θα είναι ένα υποσύνολο
R ⊆ Dk.

13
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Για παράδειμα αν έουμε ς πεδίο το σύνοο D = {0, 1, 2}, μια διμεής σέση
στο D είναι η L = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 2)}.

Ορισμός 2.1.4. Ένας k-δικός περιορισμός είναι ένα κατηγόρημα εφαρμοζόμενο σε
ένα διάνυσμα k μεταβλητών.

Για παράδειμα τα C1(x, y) = (x = y), C2(x, y) = (x ≤ y) και C3(x, y, z) =
(x ̸= y ̸= z ̸= x) είναι περιορισμοί.
Από μια σέση R μπορούμε να κατασκευάσουμε έναν περιορισμό R(x⃗) τέτοιο

ώστε το R να αντιστοιεί στο σύνοο ύσεν του R(x⃗). Αν ια παράδειμα ε-
ρήσουμε τη σέση L που αναφέραμε προηουμένς ια το πεδίο D = {0, 1, 2},
τότε ο περιορισμός L(x, y) αντιστοιεί στον περιορισμό x ≤ y ια το D.
Επίσης να παρατηρήσουμε ότι μια σέση R μπορεί να οδηήσει σε περισσότερους

του ενός περιορισμούς. Για παράδειμα οι R(x, y) και R(y, x) είναι διαφορετικοί
περιορισμοί.
Ήρε η ώρα να ορίσουμε το πρόημα CSP. Ως είσοδος δίνεται ένας τύπος ϕ,

ο οποίος είναι πεπερασμένη σύζευξη από περιορισμούς στο πεδίο D. Το ζητούμενο
είναι αν όοι οι περιορισμοί είναι ικανοποιήσιμοι, δηαδή αν υπάρει αποτίμηση στις
μεταητές έτσι ώστε να ικανοποιούνται όοι οι περιορισμοί.
Για παράδειμα αν έουμε τον τύπο (a = b)∧(b ̸= d)∧(d < c)∧(b < c) στο πεδίο

D = {0, 1, 2, 3}, τότε η αποτίμηση a = 2, b = 2, c = 3, d = 2 δεν είναι ύση ιατί δεν
ικανοποιείται ο δεύτερος περιορισμός. Η αποτίμηση όμς a = 1, b = 1, c = 3, d = 2
αποτεεί ύση, άρα ο τύπος είναι ικανοποιήσιμος.
Ας δούμε τώρα μερικά παραδείματα προημάτν που μοντεοποιούνται από το

παίσιο του CSP. Το πιο από ίσς παράδειμα είναι αυτό του 3-ρματισμού ενός
ραφήματος. Σ’αυτό το πρόημα δίνεται ένα μη κατευυνόμενο ράφημα και μας
ρτάνε αν μπορούμε να ρματίσουμε τις κορυφές του με τρία ρώματα έτσι ώστε
οποιεσδήποτε δύο κορυφές ενώνονται με ακμή να έουν διαφορετικό ρώμα. Θα
ερήσουμε ς πεδίο D το {0, 1, 2}, ένα στοιείο ια κάε ρώμα και ς μεταητές
τις κορυφές του ραφήματος. Για παράδειμα στο ράφημα της εικόνας α έουμε
μεταητές το σύνοο V = {a, b, c, d}.

Τέος όοι οι περιορισμοί α αντιστοιούν στη σέση ̸= και α υπάρει ένας
ια κάε ακμή. Στο παράδειμά οιπόν ο τύπος που α προκύψει ς είσοδος α είναι
ο (a ̸= b) ∧ (a ̸= c) ∧ (b ̸= c) ∧ (a ̸= d) και μια ύση είναι η a = 0, b = 2, c = d = 1,
άρα το ράφημα είναι 3-ρματίσιμο.
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Ένα άο παράδειμα προήματος που μοντεοποιείται ς CSP είναι η k-
κάυψη κορυφών. Σ’αυτό το πρόημα δίνεται πάι ς είσοδος ένα ράφημα και
μας ρτάνε αν υπάρουν το πού k κορυφές που καύπτουν όες τις ακμές, δηαδή
ια ακμή τουάιστον το ένα άκρο της να ανήκει σ’αυτές τις k το πού κορυφές.
Γι’αυτό το πρόημα α ερήσουμε ς πεδίο το D = {0, 1}, όπου τα στοιεία
α αντιστοιούν στην επιοή ή μη μιας κορυφής. Ως μεταητές α ερήσουμε
πάι τις κορυφές του ραφήματος, δηαδή ια το παραπάν ράφημα α έουμε
μεταητές το σύνοο V = {a, b, c, d}. Οι περιορισμοί α είναι δύο ειδών. Πρώτον,
α υπάρει ένας περιορισμός C(x, y) ια κάε ακμή {x, y} που α αντιστοιεί στη
σέση C = {(01), (10), (11)} και α εξασφαίζει ότι ια κάε ακμή α άουμε
στο σύνοο μας τουάιστον ένα άκρο. Επίσης α υπάρει και ένας περιορισμός
K που α περιέει όες τις μεταητές και α εξασφαίζει ότι το πού k κορυφές
έουν επιεεί. Για το παραπάν ράφημα ο τύπος που α προκύψει είναι ο C(a, b)∧
C(a, c) ∧C(b, c) ∧C(a, d) ∧K(a, b, c, d). Έστ ότι ζητάμε μια 2-κάυψη κορυφών,
οπότε μια ύση είναι η a = b = 1, c = d = 0.

Πέρα από το ενικό CSP υπάρει και το παραμετρικό CSP. Η διαφορά του είναι
ότι τώρα πέον το πρόημα έει και μια παράμετρο S που είναι ένα σύνοο σέσεν
στο πεδίο D. Στο πρόημα CSP(S) δίνεται πάι ς είσοδος ένας τύπος ϕ αά
αυτή τη φορά ο τύπος είναι πεπερασμένη σύζευξη περιορισμών που αντιστοιούν
αποκειστικά σε σέσεις από το S. Πάι και σε αυτό το πρόημα το ερώτημα είναι
αν ο ϕ είναι ικανοποιήσιμος.
Το ενικό CSP πρόημα είναι νστό ότι είναι NP-complete (αφού ια πα-

ράδειμα ο 3-ρματισμός είναι ειδική περίπτσή του). Το ενδιαφέρον με το πα-
ραμετρικό CSP είναι δοσμένου ενός πεδίου D υπάρουν κάποιες παράμετροι S ια
τις οποίες το πρόημα CSP(S) ανήκει στο P. Ας ερήσουμε ια παράδειμα
το δυαδικό πεδίο D = {0, 1}. Είδαμε ότι το CSP({C,K}) μοντεοποιεί το πρό-
ημα k-κάυψης κορυφών, άρα είναι NP-complete. Το πρόημα όμς CSP({≠})
μοντεοποιεί το 2-ρματισμό ενός ραφήματος άρα ανήκει στο P.
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2.2 Δυαδικό (Boolean) CSP
Σ’αυτή την παράραφο α ασοηούμε με το δυαδικό πεδίο D = {0, 1}. Αυτή

είναι η πιο απή και ταυτόρονα ενδιαφέρουσα περίπτση πεδίου. Μοντεοποιεί
αρκετά φυσικά προήματα και υπάρουν και αρκετά ενδιαφέροντα αποτεέσματα
ια το δυαδικό πεδίο, όπς το εώρημα του Schaefer ια το οποίο α μιήσουμε
παρακάτ.
Το πιο κασικό παράδειμα προήματος που μοντεοποιείται ς CSP στο δυα-

δικό πεδίο είναι το 3SΑΤ.

Ορισμός 2.2.1. Λέμε ότι ένας τύπος είναι σε κανονική συζευκτική μορφή
(conjunctive normal form ή απλούστερα CNF) όταν είναι σύζευξη από όρους, όπου
κάθε όρος είναι διάζευξη από literals, όπου κάθε literal είτε μια μεταβλητή x, είτε η
άρνησή της x̄.

Στο πρόημα 3SΑΤ δίνεται ς είσοδος ένας πεπερασμένος CNF τύπος ϕ στον
οποίο κάε όρος έει το πού τρία literals και μας ρτάνε αν είναι ικανοποιήσιμος.
Είναι νστό ότι το 3SΑΤ είναι NP-complete πρόημα (Karp 1972) [30].
Για να μοντεοποιήσουμε το 3SΑΤ ς CSP ρειαζόμαστε τέσσερις σέσεις, τις

R0 = {0, 1}3 \ {000}, R1 = {0, 1}3 \ {001}, R2 = {0, 1}3 \ {011} και R3 = {0, 1}3 \
{111}. Έτσι ια παράδειμα μπορούμε να φτιάξουμε τους περιορισμούς (x∨y∨z) =
R0(x, y, z), (x∨y∨ z̄) = R1(x, y, z), (x∨ ȳ∨z) = R1(x, z, y), (x̄∨y∨ z̄) = R2(y, x, z),
κ..π. Είναι φανερό οιπόν ότι το 3SΑΤ αντιστοιεί στο CSP({R0, R1, R2, R3}).
Για να μπορέσουμε να διατυπώσουμε το εώρημα του Schaefer πρέπει πρώτα να

αναφέρουμε κάποιους ορισμούς ια του περιορισμούς.

Ορισμός 2.2.2. Ένας όρος θα ονομάζεται:

• Horn αν περιέχει το πολύ ένα θετικό literal,

• δυϊκός Horn αν περιέχει το πολύ ένα αρνητικό literal,

• διζευκτικός αν περιέχει το πολύ δύο literals

• αφινικός αν μπορεί να περιγραφεί από μια αφινική εξίσωση modulo 2.

Επίσης ένας τύπος ϕ = c1∧· · ·∧ cp ονομάζεται Horn, δυϊκός Horn, διζευκτικός ή
αφινικός αν κάθε όρος ci είναι Horn, δυϊκός Horn, διζευκτικός ή αφινικός αντίστοιχα.

Για τον παραπάν ορισμό ερούμε πάντα ότι οι τύποι είναι σε CNF μορφή. Ας
δούμε τώρα μερικά παραδείματα ια τους παραπάν ορισμούς:

• ο c1 := (x̄ ∨ ȳ ∨ z) είναι Horn,

• ο c2 := (x̄ ∨ y ∨ z) είναι δυϊκός Horn,
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• ο c3 := (x̄ ∨ y) είναι διζευκτικός, Horn και δυϊκός Horn,

• ο c4 := (x ∨ y) είναι διζευκτικός και δυϊκός Horn,

• ο c5 := (x+ y + z = 1)mod2 είναι αφινικός,

• ο c6 := (x = y) είναι αφινικός, διζευκτικός, Horn και δυϊκός Horn,

• ο c7 := (x ̸= y) είναι αφινικός και διζευκτικός,

Ενώ το ενικό SAT πρόημα είναι NP-complete, υπάρουν κάποιες ειδικές πε-
ριπτώσεις του που ανήκουν στο P. Μία από αυτές είναι το HS, στο οποίο μας
δίνεται ένας πεπερασμένος Horn τύπος ϕ και μας ρτάνε αν είναι ικανοποιήσιμος.
Όμοια μπορούμε να ορίσουμε και το πρόημα DHS, στο οποίο ς

είσοδος δίνεται ένας δυϊκός Horn τύπος. Ένας τύπος ϕ(x1, · · · , xk) είναι Horn αν
και μόνο αν ο τύπος ϕ(x̄1, · · · , x̄k) είναι δυϊκός Horn. Συμπεραίνουμε οιπόν ότι και
το DHSύνεται σε πουνυμικό ρόνο.
Αν τώρα περιορίσουμε τις εισόδους του προήματος να είναι μόνο διζευκτικοί

τύποι, τότε προκύπτει το πρόημα 2SAT, το οποίο είναι νστό ότι ανήκει και
αυτό στο P.
Τέος, μπορούμε να ορίσουμε το πρόημα AS, στο οποίο δίνεται ς

είσοδος ένας πεπερασμένος αφινικός τύπος ϕ και μας ρτάνε αν είναι ικανοποιήσι-
μος. Ένας άος τρόπος να δούμε το ίδιο πρόημα είναι ο εξής, μας δίνεται ς
είσοδος ένα αφινικό σύστημα εξισώσεν Ax⃗ = b στον δακτύιο Z2 και μας ρ-
τάνε αν έει ύση. Το AS ύνεται κι αυτό σε πουνυμικό ρόνο αφού η
ύπαρξει ύσης του συστήματος Ax⃗ = b μπορεί να εεεί με τη μέοδο απαοιφής
Gauss.
Ας δούμε ένα παράδειμα φυσικού προήματος που ύνεται ς AS.

Στο πρόημα του 2-ρματισμού ραφήματος μας δίνεται ένα ράφημα G = (V,E)
με V το σύνοο κορυφών και το σύνοο τν ακμών και μας ρτάνε αν υπάρει
συνάρτηση f : V → {0, 1} τέτοια ώστε να ισύει f(x) ̸= f(y) ια κάε ακμή
(x, y) του ραφήματος. Θερούμε τη σέση 2col = {01, 10}, η οποία αντιστοιεί
στον αφινικό περιορισμό 2col(x, y) = (x + y = 1)mod2. Για κάε ακμή οιπόν
(x, y) ∈ E έουμε έναν περιορισμό (x + y = 1), και όοι μαζί οι περιορισμοί
φτιάνουν ένα αφινικό σύστημα εξισώσεν Ax⃗ = b στο Z2, που μπορούμε στη
συνέεια να ύσουμε σε πουνυμικό ρόνο με τη μέοδο απαοιφής Gauss και
άρα να ύσουμε το πρόημα 2-ρματισμού του G.
Ανακεφααιώνοντας, νρίζουμε ότι το πρόημα 3SΑΤ είναι NP-complete,

αά τα προήματα HS, DHS, 2SAT και AS ανήκουν
όα στο P.
Ένα άο πρόημα που α μας απασοήσει στην πορεία είναι το πρόημα

N3S. Σ’αυτό το πρόημα ς είσοδο δεόμαστε πάι έναν πεπερασμένο τύπο
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ϕ = c1 ∧ · · · ∧ cp σε CNF μορφή με κάε όρο να περιέει ακριώς 3 literals. Το
ερώτημα όμς αυτή τη φορά είναι αν υπάρει αποτίμηση I τν μεταητών έτσι
ώστε ο ϕ να είναι αηής και σε κάε όρο ci να υάρει τουάιστον ένα literal που
αποτιμάται σε 1 και τουάιστον ένα literal που αποτιμάται σε 0. Ο Schaefer το
1978 [35] έδειξε ότι το N3S είναι NP-complete.
Ας δούμε τώρα πς μπορούμε να μοντεοποιήσουμε το N3S σαν CSP.

Έστ ότι έουμε μια παράμετρο S και ας υποέσουμε ότι στο συνοο S περιέεται
η σέση nae = {001, 010, 011, 100, 101, 110}. Εύκοα μέσ της nae μπορούμε να
φτιάξουμε τον περιορισμό neq(x, y) = nae(x, y, y), που δήώνει ότι τα x, y είναι δια-
φορετικά μεταξύ τους. Με τη οήεια τν neq και nae μπορούμε τώρα να ορίσουμε
τους παρακάτ περιορισμούς

• nae1(x, y, z) = nae(x, y, z̄) = ∃v(neq(z, v) ∧ nae(x, y, v))

• nae2(x, y, z) = nae(x, ȳ, z̄) = ∃v(neq(y, v) ∧ nae1(x, v, z))

• nae3(x, y, z) = nae(x̄, ȳ, z̄) = ∃v(neq(x, v) ∧ nae2(v, y, z))

Παρατηρούμε ότι παρόμοια με το 3SΑΤ αυτοί οι περιορισμοί μας αρκούν ια να
μοντεοποιήσουμε το N3S. Το N3S οιπόν είναι το CSP({nae}), άρα το
CSP({nae}) είναι NP-complete.
Θα ορίσουμε τώρα δύο τετριμμένες περιπτώσεις σέσεν.

Ορισμός 2.2.3. Έστω ένα d ∈ {0, 1}. Μια σχέση R ονομάζεται d-έγκυρη αν
περιέχει το διάνυσμα (d, d, · · · , d). Ένα σύνολο S από σχέσεις ονομάζεται d-έγκυρο
αν κάθε σχέση R ∈ S είναι d-έγκυρη.

Είναι φανερό ότι αν το S είναι 0-έκυρο ή 1-έκυρο τότε το CSP(S) ανήκει στο
P, αφού αν δώσουμε σε κάε μεταητή την τιμή 0 ή 1 αντίστοια τότε προκύπτει
μια προφανής ύση.
Τώρα πέον μπορούμε να διατυπώσουμε το εώρημα διοτομίας του Schaefer

[35].

Θεώρημα 2.2.4. Έστω S ένα σύνολο από σχέσεις στο δυαδικό πεδίο {0, 1}. Αν το
S είναι

• 0-έγκυρο,

• ή 1-έγκυρο

• ή Horn

• ή δυϊκό Horn,

• ή διζευκτικό,
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• ή αφινικό,

τότε το CSP(S) ανήκει στο P. Σε κάθε άλλη περίπτωση το CSP(S) είναι NP-
complete.

Η πορεία της απόδειξης έει ς εξής, έουμε ήδη δει όες τις εύκοες περιπτώ-
σεις, δηαδή τις περιπτώσεις ια τις οποίες το CSP(S) ανήκει στο P. α δείξουμε
ότι σε κάε άη περίπτση, δηαδή αν το S δεν ικανοποιεί μια από τις έξι συνή-
κες του ερήματος, τότε το S α περιέει τη σέση nae που αναφέραμε παραπάν.
Σ’αυτή την περίπτση και αφού το CSP({nae}) είδαμε ότι είναι NP-complete άρα
και το CSP(S) α είναι NP-complete.
Να σημειώσουμε εδώ ότι η απόδειξη που α αναφέρουμε δεν είναι η πρτότυπη

απόδειξη του Schaefer, η οποία είναι πιο πούποκη, αά ασίζεται στο [1] και
πριέει στοιεία καοικής άερας. Πριν προρήσουμε στο κύριο μέρος της
απόδειξης α πρέπει να αναφέρουμε μερικούς ακόμη ορισμούς.

Ορισμός 2.2.5. Καρτεσιανό γινόμενο (cartesian product) δύο σχέσεων R1 ⊆ Dk

και R2 ⊆ Dm ονομάζεται η σχέση R1 × R2 = {z ∈ Dk+m | ∃x ∈ R1, y ∈ R2 : zi =
xi για i = 1, 2, · · · , k και zk+j = yj για j = 1, 2, · · · ,m}.

Για παράδειμα αν έουμε R1 = {(01), (23)} και R2 = {(456), (789)}, τότε
R1 ×R2 = {(01456), (01789), (23456), (23789)}.

Ορισμός 2.2.6. Προβολή (projection) μιας σχέσης R ⊆ Dk στην t-οστή συντε-
ταγμένη είναι η σχέση prtR = {z ∈ D | ∃x ∈ R : xt = z}.

Παρόμοια μπορεί να οριστεί και η προοή μιας σέσης σε περισσότερες της μιας
συντεταμένες. Για παράδειμα αν R = {(123), (456), (789)}, τότε η προοή της
R στην πρώτη και τρίτη συντεταμένη είναι η σέση pr1,3R = {(13), (46), (79)} (=
pr1R× pr3R).

Ορισμός 2.2.7. Συνταύτιση (identification) μιας σχέσης R ⊆ Dk στις συντεταγ-
μένες s και t ονομάζεται η σχέση R′ = {z ∈ Dk−1 | ∃x ∈ R : xs = xt και zi =
xi για i = 1, 2, · · · , t− 1, t+ 1, · · · , k}.

Για παράδειμα αν R = {(122), (345), (777)}, τότε η συνταύτιση της R στις δύο
τεευταίες συντεταμένες είναι η σέση R′ = {(12), (77)}. Με άα όια η R′ είναι
το συνοο ύσεν του περιορισμού R′(x, y) που ορίζεται ς R′(x, y) = R(x, y, y).

Ορισμός 2.2.8. Έστω ένα σύνολο S από σχέσεις. Θα λέμε ότι το S είναι κλειστό ως
προς την πράξη op αν ∀R ∈ S, op(R) ∈ S. Με άλλα λόγια, δε μπορούμε εφαρμόζοντας
την πράξη op μέσα στο S να προκύψει μια σχέση έξω από αυτό.
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Ορισμός 2.2.9. Έστω ένα σύνολο σχέσεων S. Μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα
νέο σύνολο S ′ το οποίο θα περιέχει όλες τις σχέσεις του S, όλες τις προβολές των
σχέσεων του S, όλες τις προβολές των προβολών των σχέσεων του S, κ.λ.π. Αυτό το
νέο σύνολο S ′ το ονομάζουμε κλειστότητα προβολών (projection closure) του S.

Για παράδειμα αν έουμε S = {R} με R = {(123), (456), (789)}, τότε φτιά-
νουμε τις σέσεις

• R1 := pr2,3R = {(23), (56), (89)},

• R2 := pr1,3R = {(13), (46), (79)},

• R3 := pr1,2R = {(12), (45), (78)},

• R4 := pr2R1 = {(3), (6), (9)},

• R5 := pr1R1 = {(2), (5), (8)},

• R6 := pr1R2 = {(1), (4), (7)},

Η κειστότητα προοών του S είναι το σύνοο S ′ = S ∪
∪

1≤i≤6

{Ri}.

Έστ eq η σέση ισότητας, δηαδή eq = {(d, d) | d ∈ D}.

Ορισμός 2.2.10. Σύγκλωνο (co-clone) ενός συνόλου σχέσεων S, που συμβολίζεται
ως ⟨S⟩, ονομάζεται το μικρότερο (άπειρο) σύνολο σχέσεων τέτοιο ώστε:

• S ⊆ ⟨S⟩,

• eq ∈ ⟨S⟩,

• το ⟨S⟩ είναι κλειστό ως προς το καρτεσιανό γινόμενο,

• το ⟨S⟩ είναι κλειστό ως προς τις προβολές,

• το ⟨S⟩ είναι κλειστό ως προς την συνταύτιση.

Ο όος που ενδιαφερόμαστε ια τα σύκνα είναι το παρακάτ εώρημα.

Θεώρημα 2.2.11. Για κάθε σύνολο σχέσεων S ισχύει ότι CSP(S)≡P CSP(⟨S⟩)

Με άα όια τα σύκνα είναι κάτι σαν κανονικές μορφές τν συνόν
σέσεν. Μπορεί να έουμε δύο διαφορετικά σύνοα S1, S2, αά να ισύει ⟨S1⟩ =
⟨S2⟩, οπότε ό του παραπάν ερήματος δε ρειάζεται να τα αντιμετπίσουμε
ξεριστά όσον αφορά την πουποκότητα του CSPτους.



2.2. ΔΥΑΔΙΚΟ (BOOLEAN) CSP 21

Πόρισμα 2.2.12. Έστω S1 και S2 δύο διαφορετικά μεταξύ τους σύνολα σχέσεων.
Αν ⟨S1⟩ = ⟨S2⟩ τότε ισχύει ότι CSP(S1)≡P CSP(S2).

Ορισμός 2.2.13. Δικτυωτό (lattice) ονομάζουμε ένα μερικώς διατεταγμένο σύ-
νολο στο οποίο οποιαδήποτε δύο στοιχεία έχουν ένα μοναδικό ελάχιστο άνω φράγμα
(supremum) και ένα μοναδικό μέγιστο κάτω φράγμα (infimum).

Αν S είναι το σύνοο όν τν συκώνν όν τν διαφορετικών σέσεν
που ορίζονται στο πεδίο D = {0, 1}, τότε η δομή (S,⊆), δηαδή το S με τη σέση
διάταξης υποσυνόου, αποτεεί ένα δικτυτό. Το καό με αυτό το δικτυτό στο
δυαδικό πεδίο είναι ότι νρίζουμε πήρς τη δομή του.

Στο παραπάν δικτυτό κάε κυκάκι αντιστοιεί σε ένα σύκνο στο δυαδικό
πεδίο. Αν δυο σύκνα ενώνονται με ραμμή τότε αυτό σημαίνει ότι το σύκνο
που ρίσκεται πιο κάτ είναι υποσύνοο αυτού που ρίσκεται από πάν.
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Το επόμενο εώρημα [29, 28, 27] είναι εμέιος ίος ια την απόδειξη του
ερήματος του Schaefer.

Θεώρημα 2.2.14. Έστω δύο σύνολα σχέσεων S1, S2 με το S1 πεπερασμένο. Αν
ισχύει ότι S1 ⊆ ⟨S2⟩, τότε ισχύει και η αναγωγή CSP(S1)≤P CSP(S2).

Από το παραπάν εώρημα μπορούμε να συμπεράνουμε τα εξής:

1. Αν ια ένα σύκνο S ισύει ότι CSP(S)∈ P, τότε ια όα τα σύκνα
S ′ που ρίσκονται κάτ από το S, ισύει επίσης ότι CSP(S ′)∈ P.

2. Αν ια ένα σύκνο S ισύει ότι CSP(S)∈ NP-complete, τότε ια όα
τα σύκνα S ′ που ρίσκονται πάν από το S, ισύει ότι CSP(S ′)∈ NP-
complete.

Ας δούμε τώρα ξανά το εώρημα του Schaefer σε συνδυασμό με το δικτυτό
τν σύκνν. Τα σύκνα που αντιστοιούν στις έξι εύκοες περιπτώσεις του
ερήματος είναι τα εξής:

• 0-έκυρο: iI0,

• 1-έκυρο: iI1,

• Horn: iE2

• δυϊκό Horn: iV2,

• διζευκτικό: iD2,

• αφινικό: iL2.

Για αυτά οιπόν τα σύκνα έουμε ήδη δει ότι τα αντίστοια CSP ανήκουν στο
P. Λό της παραπάν παρατήρησης και ια όα τα σύκνα που ρίσκονται από
κάτ τους α ισύει το ίδιο. Αυτό αφήνει ανεξερεύνητα δύο μόνο σύκνα, το BR,
που αντιστοιεί σε όες τις δυνατές σέσεις στο δυαδικό πεδίο D = {0, 1}, και το
iN2, που είναι το σύκνο της σέσης nae. Έουμε όμς δει ότι το CSP(nae)
είναι NP-complete, άρα τα CSPπου αντιστοιούν στα σύκνα BR και iN2 είναι
NP-complete, και αυτό οοκηρώνει την απόδειξη του ερήματος διοτομίας του
Schaefer.
Tο εώρημα του Schaefer μπορεί να εξειδικευτεί ακόμη πιο πού. Πιο συκε-

κριμένα στο [1] μπορούμε να δούμε αποτεέσματα πηρότητας σε υποκάσεις του
P (⊕L, NL, L) ια τα CSP που ανήκουν στο P.
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2.3 Το Γενικό Μοντέο
Το 2002 ο Bulatov έδσε ένα αποτέεσμα διοτομίας παρόμοιο με του Schaefer,

αά ια πεδίο με τρία στοιεία, δηαδή ια D = {0, 1, 2} [3]. Η ενική περίπτση
ια οποιοδήποτε πεπερασμένο πεδίο παραμένει ανοιτή μέρι σήμερα [22].
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Κεφάαιο 3

Προήματα Μέτρησης

Σ’ αυτό το κεφάαιο α παρουσιάσουμε τρεις σκεετούς προημάτν που μο-
ντεοποιούν ποά προήματα μέτρησης. Πιο συκεκριμένα α μιήσουμε ια
ομομορφισμούς ραφημάτν (graph homomorphisms), προήματα μέτρησης ικα-
νοποίησης περιορισμών (#CSP ) και προήματα Holant και α δείξουμε ότι με
τη σειρά που τα αναφέραμε κάε ένα είναι ενίκευση του προηούμενου. Γι’ αυτά
τα προήματα έουν αποδειεί διάφορα ερήματα διοτομίας τα οποία και α
δούμε. Τέος α κάνουμε μια σύντομη εισαή στους οοραφικούς αόριμους
(holographic algorithms) που είναι πουνυμικοί αόριμοι συκεκριμένου τύπου
ια προήματα μέτρησης.

3.1 Ορισμοί και Παραδείματα
Το πρώτο και πιο από μοντέο προήματος που α δούμε είναι το πρόημα

ομομορφισμών ραφήματος (graph homomorphisms problem). ΈστA = (Ai,j) ∈
Cq×q ένας πίνακας, ο οποίος εν ένει μπορεί να έει μιαδικά στοιεία. Αυτός ο
πίνακας είναι και η παράμετρος του προήματος. Το πρόημα ομομορφισμών
ραφήματος, EVAL(A), είναι δοσμένου ενός ραφήματος G = (V,E), να υποοί-
σουμε τη συνάρτηση διαμέρισης

ZA(G) =
∑

σ:V→[q]

∏
(u,v)∈E

Aσ(u),σ(v).

Αν ο A είναι συμμετρικός πίνακας και το G είναι μη κατευυνόμενο ράφημα, τότε
έουμε το πρόημα ομομορφισμών μη κατευυνόμενου ραφήματος.
Ανάοα τώρα με το τι α επιέξουμε ς πίνακα A, μπορεί να προκύψει και ένα

διαφορετικό πρόημα και ενικά η συνάρτηση ZA(G) μπορεί να εκφράσει ποές
ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Ας δούμε ορισμένα παραδείματα:

25
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• Αν έσουμε A =

(
0 1
1 1

)
, τότε η ZA(G) μετράει το πήος τν καύψεν

κορυφών του G.

• Αν έσουμε A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

, τότε ZA(G) μετράει το πήος τν 3-
ρματισμών του G.

• Πιο ενικά, αν A =


0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
... ... . . . ...
1 1 · · · 0

, τότε προκύπτει το πρόημα του
k-ρματισμού ραφήματος (ο πίνακας είναι k × k).

• Επίσης ένα παράδειμα στο οποίο ο πίνακας δε παίρνει μόνο τιμές 0 και 1 είναι
το πρόημα του να μετρήσουμε το πήος τν εναόμενν υποραφημάτν
του G με άρτιο πήος ακμών. Αυτό το πρόημα είναι ισοδύναμο με το να
έσουμε A =

(
1 1
1 −1

)
.

Το δεύτερο μοντέο προημάτν που α εξετάσουμε είναι το #CSP . Έστ
D = {1, 2, · · · , d} ένα πεδίο. Μια ώσσα περιορισμών L είναι ένα πεπερασμένο
σύνοο συναρτήσεν {f1, · · · , fh} ια τις οποίες η fi : Dri → C είναι μια ri-
μεής συνάρτηση ια κάποιο ri ≥ 1. Το πρόημα #CSP(L) έει ς είσοδο ένα
σύνοο από n μεταητές x = (x1, · · · , xn) και μια συοή I από m διανύσματα
της μορφής (f, i1, · · · , ir) στα οποία η f είναι μια r-μεής συνάρτηση στο L και
i1, · · · , ir ∈ [n]. Το πρόημα ζητάει και πάι να υποοίσουμε τη συνάρτηση
διαμέρισης η οποία τώρα είναι η

ZL(I) =
∑
x∈Dn

∏
(f,i1,··· ,ir)∈I

f(xi1 , · · · , xir).

Αν οι συναρτήσεις στην L έουν σαν πεδίο τιμών το {0, 1}, τότε μπορούμε να τις
δούμε σαν σέσεις και έουμε το πρόημα #CSP(F) ρίς άρη.
Όπς έπουμε, το #CSP είναι το αντίστοιο πρόημα μέτρησης του προ-

ήματος απόφασης που είδαμε στο προηούμενο κεφάαιο. Οπότε, όπς είναι
αναμενόμενο, ένα παράδειμα προήματος που μοντεοποιείται σαν #CSP εί-
ναι το #3SAT . Πιο συκεκριμένα μπορούμε να έσουμε D = {0, 1} και L =
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{f0, f1, f2, f3}, όπου

f0(x, y, z) = x ∨ y ∨ z,
f1(x, y, z) = x̄ ∨ y ∨ z,
f2(x, y, z) = x̄ ∨ ȳ ∨ z,
f3(x, y, z) = x̄ ∨ ȳ ∨ z̄,

οπότε έπουμε ότι το #CSP(L) είναι ακριώς το πρόημα #3SAT .
Αναφέραμε στην εισαή του κεφααίου ότι το #CSP είναι ενίκευση του

προήματος ομομορφισμών ραφήματος. Αυτό συμαίνει ιατί αν στην L ερή-
σουμε μία μόνο συνάρτηση η οποία είναι διμεής και εκφράζεται από τον πίνακα A
και επίσης αντιστοιήσουμε τις μεταητές x1, · · · , xn στις κορυφές του ραφήμα-
τος G και τους περιορισμούς του I στις ακμές του G, τότε έουμε μοντεοποιήσει
το πρόημα ομομορφισμών ραφήματος σαν #CSP , άρα το πρώτο είναι ειδική
περίπτση του δεύτερου.
Το τρίτο και πιο ενικό μοντέο προήματος που α δούμε είναι πρόημα

Holant. Έστ [q] ένα πεδίο και F ένα πεπερασμένο σύνοο συναρτήσεν με μια-
δικές τιμές και ορίσματα από το [q]. Το πρόημα Holant(F ) είναι το εξής: είσοδος
είναι μια τριάδα Ω = (G,F, π) (signature grid), όπου G = (V,E) είναι ένα ράφημα
με ετικέτες στις κορυφές, και π είναι η συνάρτηση που σε κάε κορυφή v ∈ V
αντιστοιεί ς ετικέτα μια συνάρτηση fv ∈ F έτσι ώστε το πήος ορισμάτν που
δέεται η fv να είναι ίσο με το αμό της v. Ζητούμενο του προήματος είναι ο
υποοισμός της συνάρτησης

HolantΩ =
∑

σ:E→[q]

∏
v∈V

fv(σ |E(v)).

Ένα παράδειμα προήματος το οποίο μοντεοποιείται σαν Holant αά έει
αποδειεί ότι δεν μοντεοποιείται σαν πρόημα ομομορφισμών ραφήματος [23]
είναι το πρόημα μέτρησης τέειν ταιριασμάτν σε ένα ράφημα. Συκεκριμένα
ια να το μοντεοποιήσουμε σαν πρόημα Holant έτουμε [q] = {0, 1} και F να
περιέει όες τις EO συναρτήσεις, δηαδή τις συναρτήσεις που επιστρέ-
φουν 1 αν ακριώς ένα όρισμά τους είναι 1 και 0 διαφορετικά. Σε κάε κορυφή
του G αντιστοιούμε μια EO συνάρτηση με το κατάηο πήος ορισμά-
τν. Το ινόμενο

∏
v∈V

fv(σ |E(v)) ισούται με 1 αν το σ−1(1) ⊆ E είναι ένα τέειο

ταίριασμα και ισούται με 0 διαφορετικά. Οπότε το HolantΩ μετράει το πήος τν
τέειν ταιριασμάτν του ραφήματος. Αν αντί ια τις EO συναρτήσεις
ρησιμοποιήσουμε τις AMO συναρτήσεις, τότε μετράμε το πήος όν
τν (όι απαραίτητα τέειν) ταιριασμάτν.
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Ορισμός 3.1.1. Έστω A ένα σύνολο συναρτήσεων. Ορίζουμε το πρόβλημα HolantA
ως υποπερίπτωση του Holant να είναι το πρόβλημα

HolantA(F) = Holant(F ∪A).

Σ’αυτή την υποπερίπτωση, καλούμε το A, ελεύθερα διαθέσιμες συναρτήσεις (freely
available functions).

Αν ερήσουμε όες τις συναρτήσεις ισότητας ς εεύερα διαέσιμες, τότε η
υποπερίπτση του Holant που δημιουρείται είναι ακριώς το πρόημα #CSP. Με
άα όια ισύει ότι

#CSP(F) = Holant(F ∪ Equalities).

Για να δούμε ότι το Holant είναι ενίκευση του #CSP κάνουμε τα εξής: αναπα-
ριστούμε ένα στιμιότυπο του #CSP από ένα διμερές ράφημα, όπου το αριστερό
μέρος (LHS) αντιστοιεί στις μεταητές και το δεξί μέρος (RHS) αντιστοιεί
στους περιορισμούς (στις συναρτήσεις). Η τριάδα εισόδου Ω του Holant είναι η
εξής: Σε κάε κορυφή-μεταητή στο LHS αντιστοιούμε μια συνάρτηση ισότητα
(E function) και σε κάε κορυφή-περιορισμό στο RHS δίνουμε ς ετικέτα
τον περιορισμό-συνάρτηση που αντιστοιεί σ’ αυτή τη κορυφή. Η E συνάρ-
τηση σε κάε κορυφή-μεταητή ανακάζει τα προσκείμενες ακμές αν πάρουν την
ίδια τιμή. Αυτό κάνει τις αναέσεις τιμών στις ακμές ουσιαστικά να είναι αναέσεις
τιμών στις κορυφές που με της σειρά τους είναι αναέσεις τιμών στις μεταητές
του LHS όπς στο #CSP. Βέπουμε οιπόν ότι το #CSP είναι ειδική περίπτση
του προήματος Holant.
Ας δούμε τώρα και κάποιες άες ειδικές περιπτώσεις του Holant.

Ορισμός 3.1.2. Έστω U το σύνολο όλων των μονομελών συναρτήσεων. Τότε ορί-
ζουμε

Holant⋆(F) = Holant(F ∪ U).

Ορισμός 3.1.3. Έστω ∆i η μονομελής συνάρτηση που δίνει τιμή 1 σε είσοδο i ∈ [q],
και τιμή 0 σε κάθε άλλη είσοδο. Τότε ορίζουμε,

Holantc(F) = Holant(F ∪ {∆1, · · · ,∆q}).

Είναι φανερό από τον ορισμό ότι το Holantc πειέει ς υποπερίπτση το Holant⋆.
Κάτι άο όμς που επίσης ισύει είναι ότι το Holantc περιέει ς υποπερίπτση
και το #CSP [18].
Ό όος που ορίζουμε υποπεριπτώσεις του Holant είναι ιατί ενώ ιδανικά α

έαμε να ρούμε ερήματα διοτομίας ια όη την κάση Holant, αν δε μπορούμε
να το κάνουμε αυτό, τότε προσπαούμε να ρούμε διοτομίες σε όσο το δυνατόν
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μεαύτερες υποκάσεις. Η εικόνα οιπόν τν κασεν που έουμε ορίσει, είναι η
παρακάτ.

3.2 Ομομορφισμοί Γραφήματος
Θα δούμε τώρα συνοπτικά τα αποτεέσματα διοτομίας που έουν αποδειεί

ια τις κάσεις προημάτν που ορίσαμε.
Πρώτα α δούμε την περίπτση τν ομομορφισμών μη κατευυνόμενου ρα-

φήματος, δηαδή την περίπτση που ο πίνακας είναι συμμετρικός. Αν επιπέον ο
πίνακας περιέει τιμές μόνο στο {0, 1}, τότε οι Dyer και Greenhill [20] έδειξαν ότι
αν το ράφημα HA που αντιστοιεί στον πίνακα A, δεν είναι πήρες (complete) ή
πήρς διμερές (complete bipartite) τότε το πρόημα είναι στο P. Σε κάε άη
περίπτση το πρόημα είναι #P-complete.
Οι Bulatov και Grohe [8] στη συνέεια επέκτειναν το αποτέεσμα ια πίνακες

με μη αρνητικά άρη και στο επόμενο κεφάαιο α δούμε περισσότερα ια το κρι-
τήριό τους. Αρότερα οι Goldberg, Grohe, Jerrum και Thurley [24] απέδειξαν το
αντίτοιο εώρημα διοτομίας ια όους τους συμμετρικούς πίνακες με στοιεία
πραματικούς αριμούς.
Τέος, οι Cai, Chen και Lu [12] έδειξαν το παρακάτ ενικότερο εώρημα.

Θεώρημα 3.2.1. Έστω A ένας συμμετρικός πίνακας με στοιχεία μιγαδικούς αριθ-
μούς. Τότε το να μετρήσουμε τους ομομορφισμούς στο HA γίνεται είτε σε πολυωνυμικό
χρόνο, είτε το πρόβλημα είναι #P-hard.
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Για την περίπτση που έουμε και μη κατευυνόμενα ραφήματα, δηαδή ια
την περίπτση που ο πίνακας δεν είναι απαραίτητα συμμετρικός, οι Dyer, Goldberg
και Paterson [19] έδειξαν ένα εώρημα διοτομίας ια μια οικοένεια ακυκικών
κατευυνόμενν ραφημάτν και ια πίνακες με στοιεία στο {0, 1}. To 2010 οι Cai
και Chen [10] επέκτειναν το αποτέεσμά τους ια όα τα κατευυνόμενα ραφήματα
και ια πίνακες με μη-αρνητικά στοιεία.

3.3 #CSP
Ας δούμε τώρα τα αποτεέσματα διοτομίας ια το δυαδικό #CSP όπου το

πεδίο είναι το D = {0, 1}. Για την περίπτση που δεν έουμε άρη, δηαδή οι
συναρτήσεις είναι απά σέσεις, οι Creignou και Hermann [17] έδειξαν ότι η μόνη
εύκοη περίπτση είναι όταν έουμε αφινικές σέσεις, ενώ σε κάε άη περίπτση
το πρόημα είναι #P-hard.
Μπορούμε να ενικεύσουμε την έννοια τν αφινικών σέσεν και να ορίσουμε

τις ανά αφινικές συναρτήσεις, οι οποίες είναι σαν τις αφινικές, απά αντί ια τιμές
0,1 παίρνουν τιμές 0, c, ια έναν παράοντα c. Έστ επίσης P η κάση όν τν
συναρτήσεν που μπορούν να εκφραστούν ς ινόμενο μονομεών συναρτήσεν,
διμεών συναρτήσεν ισότητας και διμεών συναρτήσεν ανισότητας. Οι Dyer,
Goldberg και Jerrum [18] έδειξαν το παρακάτ εώρημα.

Θεώρημα 3.3.1. Έστω F ένα σύνολο από μη-αρνητικές συναρτήσεις στο δυαδικό
πεδίο. Το #CSP(F) είναι #P-hard εκτός εάν όλες οι συναρτήσεις στο F είναι αγνά
αφινικές ή ανήκουν στην κλάση P, οπότε σε αυτή την περίπτωση το πρόβλημα ανήκει
στο P.

Το 2009 οι Bulatov, Dyer, Goldberg, Jalsenius και Richerby [7] απέδειξαν
εώρημα διοτομίας ια το δυαδικό #CSP όπου οι συναρτήσεις παίρνουν τιμές σε
όους του πραματικούς αριμούς, και ανεξάρτητα οι Cai, Lu και Xia [15] έκαναν
το ίδιο ια τους μιαδικούς αριμούς.
Για τη ενική περίπτση στην οποία το πεδίο D μπορεί να είναι οποιοδήποτε

πεπερασμένο σύνοο, ο Boulatov [4] απέδειξε διοτομία ια την περίπτση του
#CSP ρίς άρη. Το κριτήριο όμς που έδσε ια τη διοτομία δεν ήταν νστό
αν είναι αποφασίσιμο. Οι Dyer και Richerby [21] στη συνέεια απέδειξαν το ίδιο
εώρημα δίνοντας ένα απούστερο κριτήριο και αποδεικνύοντας ότι είναι αποφασί-
σιμο. Φυσικά το νέο κριτήριο ήταν ισοδύναμο με αυτό του Bulatov. Θα μιήσουμε
πιο αναυτικά ια αυτά τα δύο papers στο επόμενο κεφάαιο. Λίο αρότερα οι
Bulatov, Dyer, Goldberg, Jalsenius, Jerrum και Richerby [6] επέκτειναν το απο-
τέεσμα τν Dyer και Richerby ια ετικά ρητά άρη. Στη συνέεια οι Cai, Chen
και Lu [13] έδειξαν διοτομία ια όα τα μη-αρνητικά άρη. Τέος, οι Cai και Chen
[11] απέδειξαν τη ενική περίπτση ια άρη μιαδικούς αριμούς, δίνοντας τρία
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κριτήρια διοτομίας που το αν είναι ή όι αποφασίσιμα παραμένει ανοιτό. Για το
τεευταίο αποτέεσμα α δούμε πιο αναυτικά την απόδειξη και τα κριτήρια στο
επόμενο κεφάαιο.

3.4 Προήματα Holant
Θα δούμε τώρα τι αποτεέσματα διοτομίας υπάρουν ια τα ενικότερα μοντέα

τν Holant⋆ και Holantc.
Οι Cai, Lu και Xia [15] απέδειξαν διοτομία ια το συμμετρικό, δυαδικό μοντέο

Holant⋆ με μιαδικά άρη. Αρότερα [16] επέκτειναν το αποτέεσμά τους και ια
τη μη συμμετρική περίπτση.
Στο ίδιο paper [15] έδσαν επίσης διοτομία ια το συμμετρικό, δυαδικό μοντέο

του Holantc με άρη πραματικούς αριμούς. Τέος ,οι Cai, Huang και Lu [14]
επέκτειναν αυτό το αποτέεσμα ια την περίπτση με μιαδικά άρη.
Οι περισσότερες περιπτώσεις ια τη ενικότερη κάση Holant παραμένουν ανοι-

τές.

3.5 Οοραφικοί Αόριμοι
Σ’ αυτή την παράραφο α κάνουμε μια εισαή στους οοραφικούς αόρι-

μους (holographic algorithms). Τους αόριμους αυτούς τους εισήαε ο Valiant
[37] και είναι πουνυμικοί αόριμοι ια διάφορα ”εξτικά” προήματα ια τα
οποία πιο πριν δε νρίζαμε ότι ανήκαν στο P. Η ενική ιδέα είναι ότι ένα πρόημα
μέτρησης το ανάουμε στο πρόημα μέτρησης τέειν ταιριασμάτν σε επίπεδα
ραφήματα (οοραφική αναή), ια το οποίο έουμε πουνυμικό αόριμο,
και έτσι προκύπτει πουνυμικός αόριμος και ια το αρικό μας πρόημα.
Ορισμός 3.5.1. Το πρόβλημα #PM είναι το εξής:
Είσοδος: Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V,E,W ) με βάρη.
Ζητούμενο:

PerfMatch(G) =
∑
E′

∏
(i,j)∈E′

wi,j,

όπου η άθροιση γίνεται για όλα τα τέλεια ταιριάσματα E ′ του G.
Αν τα άρη στις ακμές του ραφήματος είναι όα ίσα με 1, τότε το PerfMatch(G)

μετάει το πήος τν τέειν ταιριασμάτν του ραφήματος G. Το αντίστοιο
πρόημα απόφασης νρίζουμε ότι ανήκει στο P, αά το παραπάν πρόημα
μέτρησης είναι #P-complete [36].
Για την περίπτση όμς τν επίπεδν ραφημάτν, το #PM ανήκει

στο FP (Fisher, Kasteleyn, Temberley, 1961). Πιο συκεκριμένα ισύει το παρα-
κάτ εώρημα.



32 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΜΕΤΡΗΣΗΣ

Θεώρημα 3.5.2. Υπάρχει μια συνάρτηση υπολογίσιμη σε πολυωνυμικό χρόνο, η
οποία δοσμένης μια εμβάπτισης ενός επίπεδου γραφήματος G = (V,E,W ) στο επί-
πεδο, ορίζει την f : E → {−1, 1} έτσι ώστε για τον αντισυμμετρικό πίνακα M που
ορίζεται έτσι ώστε για κάθε i < j

• αν (i, j) ̸∈ E τότε Mi,j =Mj,i = 0, και

• αν (i, j) ∈ E τότε Mi,j = f(i, j) · wi,j και Mj,i = −f(i, j) · wi,j,

να ισχύει ότι PerfMatch(G) =
√
Det(M).

Η στρατηική μας ια μια οοραφική αναή (holographic reduction) είναι
η εξής:

• Κάε στοιείο ενός στιμιοτύπου I νός προήματος μέτρησης (π.. κορυφές
και ακμές) α τα αντικαταστήσουμε από σκαριφήματα (gadgets) που ονομά-
ζουμε matchgates (πύες ταιριασμάτν).

• Με αυτό τον τρόπο μετατρέπουμε το στιμιότυπο I σε ένα στιμιότυπο Ω
που το ονομάζουμε matchgrid (πέμα ταιριασμάτν).

• Το εαρημένο άροισμα τν τέειν ταιριασμάτν στο Ω α ισούται με το
πήος ύσεν του I.

Συνεπώς έοντας αόριμο ια το #PM προκύπτει και αόριμος ια
το αρικό πρόημα μέτρησης.
Πάμε τώρα να δούμε τους ασικούς ορισμούς ια τα παραπάν.

Ορισμός 3.5.3. Ένα επίπεδο matchgate Γ είναι μια τριάδα (G,X, Y ) όπου G είναι
μια επίπεδη εμβάπτιση ενός επίπεδου γραφήματος (V,E,W ), X ⊆ V είναι ένα σύνολο
από κορυφές εισόδου, Y ⊆ V είναι ένα σύνολο από κορυφές εξόδου, και X ∩ Y = ∅.

• Το arity του matchgate είναι το |X|+ |Y |.

• Η κανονική υπογραφή (standard signature) του Γ ως προς το σύνολο Z ⊆
X ∪ Y είναι η PerfMatch(G− Z).

• Η κανονική υπογραφή (standard signature) του Γ είναι ο 2|X| × 2|Y | πίνακας
u(Γ) του οποίου τα στοιχεία είναι οι κανονικές υπογραφές του Γ ως προς τα
σύνολα Z για όλες τις πιθανές επιλογές του Z.

Ορισμός 3.5.4. Μια βάση (μεγέθους 1) είναι ένα σύνολο από δύο διαφορετικά μη-
μηδενικά διανύσματα, που τα ονομάζουμε n και p. Η βάση b0 = [n, p] = [(0, 1), (1, 0)]
ονομάζεται συνήθης βάση. Γενικά, τα διανύσματα μια βάσης δεν είναι απαράιτητο να
είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.
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Παρακάτ α ρησιμοποιήσουμε ς παράδειμα τη άση b1 = [n, p] =
[(−1, 1), (1, 0)].
Επίσης, εάν έουμε δύο διανύσματα q, r με μήκη l,m αντίστοια, τότε ορίζουμε

το τανυστικό ινόμενο τους s = q ⊗ r να είναι το διάνυσμα s με μήκος l · m ια
το οποίο si·m+j = qi · rj. Έτσι, ια παράδειμα, ια τη άση b1, ισύει n ⊗ p =
(−1, 0, 1, 0).
Ορισμός 3.5.5. Θα λέμε ότι ένα matchgate είναι γεννήτορας (generator) αν δεν
έχει καθόλου κορυφές εισόδου, αλλά έχει κορυφές εξόδου.
Παρόμοια, θα λέμε ότι ένα matchgate είναι αναγνωριστής (recognizer) αν δεν έχει

καθόλου κορυφές εξόδου, αλλά έχει κορυφές εισόδου.

Ένα παράδειμα ενός εννήτορα Γ ια τη άση b1 με κορυφές εξόδου {1, 2}
και μια ακμή με άρος -1 είναι το ακόουο:

Η κανονική υποραφή του παραπάν εννήτορα , u(Γ), είναι το διάνυσμα
(−1, 0, 0, 1). Οπότε, ερούμε ότι ο εννήτορας παράει το n⊗n+n⊗ p+ p⊗n =
(−1, 0, 0, 1). Η υποραφή του εννήτορα ς προς τη άση b1 α έμε ότι είναι το
διάνυσμα (1,1,1,0). Για x ∈ {n, p}2 ορίζουμε το valG(Γ, x) να είναι το στοιείο
της υποραφής που αντιστοιεί στο x. Για το συκεκριμένο παράδειμα οιπόν, α
είναι valG(Γ, n⊗ p) = 1 και valG(Γ, p⊗ p) = 0.
Ένα παράδειμα ενός ανανριστή ια τη άση b1 με κορυφές εισόδου τις

v1, v2, · · · , v5 και άρη στις ακμές τα w1, w2, · · · , w5 είναι το παρακάτ:

Ας φανταστούμε τώρα έναν ανανριστή σαν τον παραπάν αά με k κορυφές
εισόδου. Ο σκοπός ενός τέτοιου ανανριστή είναι να κάνουν το PerfMatch να
παίρνει κατάηες τιμές όσο οι είσοδοι αάζουν ανάμεσα στα 2k πιανά διαφο-
ρετικά τανυστικά ινόμενα x = x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xk, όπου xi ∈ {n, p}. Αν u είναι η
κανονική υποραφή του Γ, τότε ορίζουμε valR(Γ, x) να είναι το εστερικό ινόμενο
τν u και x.
Πρόταση 3.5.6. Για κάθε k > 0 και για κάθε w1, · · · , wk υπάρχει ένας αναγνω-
ριστής Γ με k εισοδους, τέτοιος ώστε σε είσοδο x = x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xk ∈ {n, p}k με
βάση b1, το valR(Γ, x) ισούται με:
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• −(w1 + · · ·+ wk) αν x1 = · · · = xk = n,

• wi αν xi = p, και xj = n για κάθε j ̸= i,

• 0 σε κάθε άλλη περίπτωση.

Συκεκριμένα ο ανανριστής της πρότασης είναι του τύπου της παραπάν
εικόνας αά με k εισόδους.
Ορίζουμε το matchgrid (πέμα ταιριασμάτν) με άση b να είναι ένα μη κα-

τευυνόμενο επίπεδο ράφημα G με άρη, που αποτεείται από:

• ένα σύνοο B από g εννήτορες B1, · · · , Bg,

• ένα σύνοο A από r ανανριστές A1, · · · , Ar, και

• ένα σύνοο C από f ακμές C1, · · · , Cf όπου η κάε ακμή Ci έει άρος 1
και συνδέει μια κορυφή εξόδου ενός εννήτορα με μια κορυφή εισόδου ενός
ανανριστή.

Ας ερήσουμε ένα τέτοιο matchgrid Ω = (A,B,C) και ας συμοίσουμε με
X = bf = (n, p)f το σύνοο όν τν 2f δυνατών συνδυασμών τν στοιείν της
άσης n, p που μπορούν να μεταδοούν ταυτόρονα μέσ τν f ακμών του C.
Ορίζουμε ς τιμή του matchgrid την ποσότητα

Holant(Ω) =
∑
x∈bf

[ ∏
1≤j≤g

valG(Bj, xj)

]
·

[ ∏
1≤i≤r

valG(Ai, x)

]
.

Το ασικό εώρημα που απέδειξε ο Valiant [37] και είναι καοριστικό ια τους
οοραφικούς αορίμους είναι το παρακάτ.

Θεώρημα 3.5.7. Για κάθε matchgrid Ω με βάση b, αν το Ω αντιστοιχεί στο
γράφημα με βάρη G, τότε ισχύει

Holant(Ω) = PerfMatch(G).

Παραδείματα προημάτν στα οποία μπορούμε να κάνουμε οοραφικές ανα-
ές και να τα ύσουμε σε πουνυμικό ρόνο είναι τα #X-M(στην
αναή του οποίου ρησιμοποιούμε τα παραδείματα του εννήτορα και του ανα-
νριστή που αναφέραμε παραπάν), το #P-3-N-S και το #7P-R-M-
3-C [38].



Κεφάαιο 4

Θερήματα Διοτομίας ια το
#CSP

Σ’αυτό το κεφάαιο α δούμε πιο αναυτικά κάποια από τα δομικά συστατικά
τν αποδείξεν τν αποτεεσμάτν που παρουσιάσαμε στο προηούμενο κεφά-
αιο. Συκεκριμένα α δούμε το αποτέεσμα τν Bulatov και Grohe [8] ια το
πρόημα μέτρησης ομομορφισμών μη-κατευυνόμενν ραφημάτν ια πίνακες
με μη-αρνητικά στοιεία, αυτό του Bulatov [4] ια #CSP ρίς άρη και τo ε-
τιμένο αποτέεσμα τν Dyer και Richerby [21] ια το ίδιο πρόημα. Τέος α
επικεντρούμε περισσότερο στο ενοποιημένο αποτέεσμα, που έει όα τα πα-
ραπάν σαν ειδικές περιπτώσεις, τν Cai και Chen [11] ια το #CSP με άρη
μιαδικούς αριμούς.

4.1 Κάποιες Ειδικές Περιπτώσεις
Στα ερήματα διοτομίας ένα ασικό συστατικό που αναζητούμε είναι τα κρι-

τήρια ια τη διοτομία να είναι όσο πιο απά ίνεται. Δυστυώς αυτό δε συμαίνει
πάντα. Κάποιες φορές ια παράδειμα προκύπτει κριτήριο διοτομίας ια το οποίο
δε νρίζουμε καν αν είναι αποφασίσιμο (decidable), δηαδή αν υπάρει αόρι-
μος που να του δίνεις μια ώσσα L και να σου έει σε πεπερασμένο ρόνο αν η
L ικανοποιεί το κριτήριο ή όι. Αν καταφέρουμε να εξασφαίσουμε την αποφασισι-
μότητα τότε αρίζει να μας ενδιαφέρει και η αποδοτικότητα αυτού του αορίμου,
δηαδή αν ανήκει στο P, στο NP, κ..π. Φυσικά ια το μη-ομοενές #CSP(L)
μοντέο, όπου η ώσσα L και το πεδίο D ερούνται σταερές δε μας ενδιαφέρει
η αποδοτικότητα του αορίμου παρά μόνο η αποφασισιμότητα. Παρ’ όα αυτά το
ερώτημα της πουποκότητας είναι ένα ενδιαφέρον ερώτημα από μόνο του.
Σ’ αυτή την παράραφο α δούμε κάποια από τα κριτήρια διοτομίας που α μας

ρειαστούν και στη συνέεια και α δούμε και πς ενικά εξείσσονται τα κριτή-
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ρια διοτομίας όταν προράμε από τις ειδικές περιπτώσεις στις πιο ενικές. Είναι
αρακτηριστικό ότι κάποιες φορές στη ενική περίπτση, το κριτήριο διοτομίας
ίνεται πιο από.
Το 2005 οι Bulatov και Grohe ρήκαν ένα πού από κριτήριο ια το πρόημα

μέτρησης ομομορφισμών ραφημάτν με συμμετρικούς πίνακες με μη-αρνητικά
στοιεία. Το συκεκριμένο κριτήριο α δούμε ότι ξαναεμφανίστηκε και στην πορεία
της έρευνας. Συκεκριμένα δείξανε το παρακάτ εώρημα.
Θεώρημα 4.1.1. Έστω A ένας συμμετρικός και μη-αρνητικός πίνακας. Αν ο A
είναι διαγώνιος κατά μπλοκς (block-diagonal) και κάθε μπλοκ έχει είτε βαθμίδα 1 είτε
έχει τη μορφή (

0 B
BT 0

)
, με τον B να έχει βαθμίδα 1,

τότε το πρόβλημα EVAL(A) λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο. Σε κάθε άλλη περίπτωση
το πρόβλημα είναι #P-hard.
Όταν έμε ότι ένας πίνακας είναι διαώνιος κατά μποκς εννοούμε ότι στην

κύρια διαώνιό του έει πίνακες (μποκς) και παντού αού έει μηδενικά.
Ας υμηούμε τώρα ξανά την περίπτση του #CSP ρίς άρη. Σ’ αυτό το

μοντέο, αντί ια μια ώσσα L έουμε ένα σύνοο σέσεν Γ και έουμε το
πρόημα #CSP(Γ).
Ο Bulatov το 2008 [4] έδειξε το παρακάτ εώρημα ια το #CSP(Γ) ρίς

άρη. Όταν πρτοδημοσιεύηκε το αποτέεσμα ερήηκε πού σημαντικό και ήταν
πραματικά τομή στο ώρο τν CSP’s μέτρησης, ιατί ήταν το πρώτο εώρημα
διοτομίας σε ένα αρκετά ενικό μοντέο.
Θεώρημα 4.1.2 (Bulatov, 2008). Για κάθε σύνολο σχέσεων Γ, το #CSP(Γ) χωρίς
βάρη ανήκει είτε στο FP είτε είναι #P-complete.
Παρά το σημαντικό αυτό αποτέεσμα, η απόδειξη έει και κάποια αρνητικά στοι-

εία. Κατ’ αρήν ια να κατανοήσει κάποιος την απόδειξη ήεε αρκετά αιά νώση
καοικής άερας. Γενικότερη η απόδειξη ήταν αρκετά μεάη και δυσνόητη και
ίοι από τον ώρο της ερητικής πηροφορικής μπορούσαν να την κατανοήσουν
σε άος. Ένα άο αρνητικό αρακτηριστικό ήταν ότι ο FP αόριμος του ερή-
ματος απαιτούσε πρώτα να μετατρέψεις την είσοδο του προήματος σε μια αρκετά
μεαύτερη και πουποκότερη μορφή (subdirect product form) και αυτό έκανε
πού δύσκοη την ανάυση του αορίμου, οπότε η ακριής πουποκότητα δεν
ήταν νστή. Το σημαντικότερο όμς απ’ όα τα αρνητικά στοιεία ήταν αυτό του
κριτηρίου διοτομίας. Το κριτήριο διοτομίας του Bulatov (congruence singularity)
ήταν δανεισμένο από την καοική άερα και δεν ήταν νστό αν είναι αποφασί-
σιμο. Ένα από τα αρακτηριστικά οιπόν που α έαμε σε ένα εώρημα διοτομίας
ήταν πιανό να μην ισύει.
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Το 2010, οι Dyer και Richerby [21] αποδείξαν ξανά το εώρημα του Bulatov προ-
σπαώντας να ετιώσουν τα αρνητικά αρακτηριστικά που αναφέραμε παραπάν.
Πιο συκεκριμένα η απόδειξή τους δε ρειαζόταν νώσεις καοικής άερας
αφού και οι ίες έννοιες από καοική άερα που ρησιμοποιούνται μπορούν να
εξηηούν σετικά σύντομα. Δεύτερον, ο αόριμός τους ια την κάση προη-
μάτν στο FP είναι αρκετά φυσικός και με αποδεδειμένη πουποκότητα. Τρίτον
και πιο σημαντικό, το κριτήριο διοτομίας τους είναι φανερά πιο από και είναι και
αποφασίσιμο, συκεκριμένα ανήκει στο NP. Το κριτήριο διοτομίας τους ασίζεται
στις έννοιες ισυρή ορονιότητα (strong rectangularity) και ισυρή ισορροπία
(strong balance).

Ορισμός 4.1.3. Έστω M ένας m × n μη-αρνητικός πίνακας. Θα λέμε ότι ο M
είναι

• ορθογώνιος (rectangular) αν μπορούμε να αναδιατάξουμε τις γραμμές του και
τις στήλες του ώστε ο M να γίνει διαγώνιος κατά μπλοκς,

• block-rank-1 αν είναι ορθογώνιος και κάθε μπλοκ έχει βαθμίδα 1.

Ορισμός 4.1.4. Θα λέμε ότι το σύνολο σχέσεων Γ είναι ισχυρά ορθογώνιο (strongly
rectangular) αν για κάθε στιγμιότυπο R του #CSP (Γ), με μεταβλητές x1, · · · , xn,
και για κάθε 3-διαμέριση των μεταβλητών:

u = (u1, · · · , uk), v = (v1, · · · , vl) και w = (w1, · · · , wn−k−l),

ο ακόλουθος |D|k × |D|l πίνακας M είναι ορθογώνιος:

M(u, v) =
∣∣{w ∈ Dn−k−l | (u, v,w) ∈ R}

∣∣ .
Παρακάτ επίσης α δούμε την πού σημαντική έννοια του Mal’tsev πουμορφι-

σμού, η οποία τεικά προκύπτει ότι είναι ισοδύναμη με τη συνήκη της ισυρής ορ-
ονιότητας. Οι Dyer και Richerby έδειξαν το παρακάτ εώρημα ια την ισυρή
ορονιότητα.

Θεώρημα 4.1.5. Αν το Γ δεν είναι ένα ισχυρά ορθογώνιο σύνολο σχέσεων, τότε το
#CSP (Γ) είναι #P-hard.

Για να έουμε ένα οοκηρμένο εώρημα διοτομίας α πρέπει εκτός από το
παραπάν εώρημα να έουμε και το αντίστοιο που έει ότι αν ισύει η συνήκη
ια το Γ, τότε το #CSP (Γ) ύνεται σε πουνυμικό ρόνο. Δυστυώς η ισυρή
ορονιότητα δεν είναι αρκετή ια να μας δώσει και αυτό το εώρημα. Οι Dyer
και Richerby όμς έδειξαν ότι αν έουμε εξασφαίσει τη συνήκη της ισυρής
ορονιότητας ια ένα σύνοο Γ τότε μπορούμε να ύσουμε σε πουνυμικό
ρόνο ένα άο δύσκοο πρόημα, το πρόημα του μάρτυρα (witness problem).
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Το πρόημα του μάρτυρα είναι το εξής: Δοσμένν ενός στιμιότυπου εισόδου
R του #CSP (Γ) με n μεταητές x1, · · · , xn, ενός συνόου S ⊆ [n] και ai ∈ D
ια κάε i ∈ S, αποφάσισε αν υπάρει ανάεση x = (x1, · · · , xn) στις μεταητές
τέτοια ώστε x ∈ R και xi = ai ια κάε i ∈ S. Αν υπάρει, τότε δώσε ς έξοδο
μια τέτοια ανάεση.
Το συκεκριμένο πρόημα είναι εν ένει δύσκοο, αά με τη συνήκη της

ισυρής ορονιότητας έπουμε ότι ίνεται εύκοο.
Αν τώρα έσουμε ς σύνοο S το κενό σύνοο, δηαδή δε δεσμεύσουμε καμιά

μεταητή να πάρει συκεκριμένη τιμή ai τότε παρατηρούμε ότι το παραπάν πρό-
ημα είναι ισοδύναμο με το πρόημα απόφασης CSP(Γ). Αν οιπόν S = ∅, τότε
έουμε μια εναακτική απόδειξη του αποτεέσματος τν Bulatov και Dalmau [5]
ια το πρόημα απόφασης CSP(Γ) που έει ότι υπάρει πουνυμικός αόριμος
ια κάε ισυρά οροώνια ώσσα Γ.
Μιας και η συνήκη της ισυρής ορονιότητας δε μας δίνει το επιυμητό

απότέεσμα της διοτομίας, πρέπει να επεκτείνουμε την έννοια ώστε να ίνει πιο
ισυρή. Έουμε οιπόν τον παρακάτ ορισμό της ισυρής ισορροπίας.

Ορισμός 4.1.6. Θα λέμε ότι το σύνολο σχέσεων Γ είναι ισχυρά ισορροπημένο
(strongly balanced) αν για κάθε στιγμιότυπο R του #CSP (Γ), με μεταβλητές
x1, · · · , xn, και για κάθε 4-διαμέριση:

u = (u1, · · · , uk), v = (v1, · · · , vl),

w = (w1, · · · , wt) και z = (z1, · · · , zn−k−l−t),

ο παρακάτω |D|k × |D|l πίνακας M είναι block-rank-1:

M(u, v) = |{w | ∃z τέτοιο ώστε (u, v,w, z) ∈ R}| .

Η νέα αυτή ιδιότητα είναι αρκετά ισυρή ώστε οι Dyer και Richerby να τη
ρησιμοποιήσουν ς κριτήριο διοτομίας στο παρακάτ εώρημα.

Θεώρημα 4.1.7 (Dyer, Richerby, 2010). Αν το σύνολο σχέσεων Γ είναι ισχυρά
ισορροπημένο, τότε το #CSP (Γ) λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο. Σε κάθε άλλη πε-
ρίπτωση, το πρόβλημα είναι #P-hard.
Επίσης η ισχυρή ισορροπία είναι σαν έννοια ισοδύναμη με το congruence

singularity (το κριτήριο διχοτομίας του Bulatov).

Το ότι η ισυρή ισορροπία είναι ισοδύναμη με το congruence singularity είναι
ίο πού αναμενόμενο παρά το εονός ότι πρόκειται ια διαφορετικούς ορισμούς,
αφού αφορούν τη διοτόμηση της ίδια κάσης προημάτν.



4.2. ΤΟ #CSP ΜΕ ΒΑΡΗ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥΣ ΑΡΙΘΜΟΥΣ 39

4.2 Το #CSP με Βάρη Μιαδικούς Αριμούς
Οι Cai και Chen το 2012 έδειξαν ένα ενοποιημένο εώρημα διοτομίας [11].

Όα τα αποτεέσματα διοτομίας που αναφέραμε στην προηούμενη παράραφο
είναι πέον ειδικές περιπτώσεις του παρακάτ ενικού ερήματος.

Θεώρημα 4.2.1 (Cai, Chen, 2012). Δοσμένου ενός οποιουδήποτε πεδίου D και
μιας πεπερασμένης γλώσσας L απότελούμενης από συναρτήσεις που δίνουν εν γένει
μιγαδικές τιμές, το #CSP(L) είτε λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο, είτε είναι #P-hard.

Παρακάτ α δώσουμε μια σκιαράφηση της απόδειξης αυτού του σπουδαίου
αποτεέσματος.
Οι συνήκες ια τη διοτομία είναι τρεις:

• η συνήκη της Μποκ Ορονιότητας (Block Orthogonality condition),

• η συνήκη Mal’tsev και

• η συνήκη Τυπικής Διαμέρισης (Type Partition condition)

Αν η L ικανοποιεί και τις τρεις αυτές συνήκες, τότε υπάρει πουνυμικός αό-
ριμος ια το #CSP(L). Σε κάε άη περίπτση το #CSP(L) είναι #P-hard.
Έστ F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από ένα στιμιότυπο εισόδου I ς

F (x) =
∏

(f,i1,··· ,ir)∈I

f(xi1 , · · · , xir), είναι δηαδή το ινόμενο όν τν περιορισμών.

Για κάε t ∈ [n], ορίζουμε τη συνάρτηση F [t] : Dt → C με τον τύπο

F [t](x1, · · · , xt) =
∑

xt+1,··· ,xn∈D

F (x1, · · · , xt, xt+1, · · · , xn).

Θερούμε δηαδή ς ορίσματα τις πρώτες t μεταητές και αροίζουμε ς προς τις
υπόοιπες n− t.
Η συνάρτηση F [t] είναι μια πού ρήσιμη συνάρτηση ια την απόδειξη και οηάει

περισσότερο να τη έπουμε σαν έναν dt−1 × d πίνακα. Κάε ραμμή του πίνακα α
έει δείκτη ένα x = (x1, · · · , xt−1) ∈ Dt−1 και κάε στήη ένα a ∈ D. Το στοιείο
στη έση (x, a) του πίνακα α είναι το F [t](x, a).
Επίσης α συμοίζουμε με F [t](x, ∗) το d-διάστατο διάνυσμα ραμμή που έει

δείκτη το x.
Ας φανταστούμε προς στιμήν ότι έουμε τη οήεια ενός μαντείου (oracle) που

μας δίνει πηροφορίες ια τα F [2], · · · , F [n] ς εξής: εμείς στένουμε στο μαντείο
ένα x ∈ Dt−1 και αυτό μας επιστρέφει ένα διάνυσμα v το οποίο είναι ραμμικά
εξαρτημένο με το διάνυσμα ραμμή F [t](x, ∗). Αν F [t](x, ∗) = 0, τότε α επιστρέψει
το μηδενικό διάνυσμα v = 0. Επίσης ερούμε ότι το διάνυσμα v που μας επιστρέφει
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είναι κανονικοποιημένο έτσι ώστε το πρώτο μη μηδενικό στοιείο του διανύσματος
να είναι 1.
Η κατοή ενός τέτοιου μαντείου α μας έδινε πού μεάη δύναμη αφού α

μπορούσαμε να ύσουμε το πρόημά μας. Ας παρατηρήσουμε κατ’ αρήν ότι η
ζητούμενη ποσότητα Z(I) που έουμε να υποοίσουμε δίνεται από τον τύπο

Z(I) =
∑
a∈D

F [1](a).

Αρκεί οιπόν να υποοίσουμε το F [1](a1) ια κάε a1 ∈ D. Για να το υποοίσουμε
αυτό κάνουμε το εξής: στένουμε το a1 στο μαντείο και αμάνουμε ένα διάνυσμα
v που είναι ραμμικά εξαρτημένο με το F [2](a1, ∗). Αν v = 0, τότε έουμε ότι
F [1](a1) = 0. Σε διαφορετική περίπτση, έστ va2 το πρώτο μη μηδενικό στοιείο
του διανύσματος (δηαδή va2 = 1), τότε ισύει

F [1](a1) =
∑
b∈D

F [2](a1, b) = F [2](a1, a2) ·
∑
b∈D

vb,

όπου η ισότητα προκύπτει από το εονός ότι το F [2](a1, ∗) και το v είναι ραμμικά
εξαρτημένα.
Βέπουμε οιπόν ότι ο υποοισμός του F [1](a1) ανάεται στον υποοισμό

του F [2](a1, a2).
Για να υποοίσουμε τώρα το F [2](a1, a2) εφαρμόζουμε παρόμοια διαδικασία:

στένουμε στο μαντείο το (a1, a2) και αμάνουμε ένα διάνυσμα w το οποίο εί-
ναι ραμμικά εξαρτημένο με το διάνυσμα F [3]((a1, a2), ∗). Αν w = 0, τότε και
F [2](a1, a2) = 0. Αν από την άη, w ̸= 0, τότε έστ wa3 η πρώτη μη αρνητική
συντεταμένη του διανύσματος w (οπότε wa3 = 1), τότε ισύει ότι

F [2](a1, a2) =
∑
b∈D

F [3]((a1, a2), b) = F [3](a1, a2, a3) ·
∑
b∈D

wb.

Δηαδή ο υποοισμός του F [2](a1, a2) ανάεται στον υποοισμό του
F [3](a1, a2, a3).
Συνείζοντας με τον ίδιο τρόπο, ύστερα από n− 1 ήματα, ο υποοισμός του

F [1](a1) έει αναεί στον υποοισμό του F [n](a1, a2, · · · , an) ια κάποια κατά-
ηα a2, · · · , an με τη οήεια του μαντείου. Παρατηρούμε τώρα ότι η συνάρτηση
F [n] είναι η συνάρτηση F , δηαδή ισύει F = F [n], η οποία δοσμένης της εισόδου
I μπορεί να υποοιστεί αποτεεσματικά.
Αν είαμε οιπόν στα έρια μας το παραπάν μαντείο τότε α είαμε ύσει

το πρόημα. Τί ρειάζεται όμς ια να κατασκευάσουμε ένα τέτοιο μαντείο; Ας
σταεροποιήσουμε ένα t ∈ [n]. Κατ’ αρήν πρέπει να υποοίσουμε ένα σύνοο
από d-διάστατα διανύσματα

v[t,1],v[t,2], · · · ,v[t,st],
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τα οποία είναι ανα δύο ραμμικά ανεξάρτητα και τέτοια ώστε κάε μη μηδενικό
διάνυσμα ραμμή F [t](x, ∗) να είναι ραμμικά εξαρτημένο με κάποιο από αυτά. Αυτά
τα διανύσματα α είναι οι πιανές έξοδοι του μαντείου.
Επίσης, πέρα από τα διανύσματα, ρειάζεται να νρίζουμε και τα σύνοα

S[t,1], S[t,2], · · · , S[t,st] ⊆ Dt−1

ια τα οποία ισύει ότι x ∈ S[t,j] αν και μόνο αν το F [t](x, ∗) είναι ραμμικά εξαρ-
τημένο με το v[t,j].
Αν είαμε τα παραπάν τότε το μαντείο δοσμένου ενός x α έρισκε το σύνοο

S[t,j] στο οποίο ανήκει και α επέστρεφε το διάνυσμα v[t,j].
Υπάρουν όμς δύο δυσκοίες ς προς τον υποοισμό αυτών τν διανυσμάτν

και τν συνόν. Κατ’ αρήν, ένας m × d πίνακας μπορεί να έει εν ένει μέρι
και m ραμμικά ανεξάρτητες ανά δύο ραμμές. Για τον πίνακα που αντιστοιεί
στην F [t], που είναι ένας dt−1 × d πίνακας, τα διανύσματα που ρειάζεται να έουμε
αποηκευμένα μπορεί να είναι εν ένει μέρι και dt−1, δηαδή εκετικά σε πήος
στο t. Είναι φανερό όμς ότι ια έναν πουνυμικό αόριμο δεν μπορούμε να
έουμε δεσμευμένη τόσο μεάη μνήμη.
Παρόμοιο πρόημα συμαίνει και με τα σύνοα S[t,j] που και αυτά εν ένει

μπορεί να είναι σε πήος εκετικά στο t, άρα και στο n.
Για να ύσουμε το πρώτο πρόημα α ρησιμοποιήσουμε την έννοια της ορ-

ονιότητας δύο διανυσμάτν. Συκεκριμένα, αν οποιεσδήποτε δύο ραμμές του
πίνακα F [t] είναι είτε ραμμικά εξαρτημένες είτε οροώνιες μεταξύ τους, τότε δε
ίνεται να υπάρουν περισσότερες από d ραμμικά ανεξάρτητες ανά δύο ραμμές.
Αυτό συμαίνει ιατί σε έναν d-διάστατο ώρο δε μπορούν να υπάρξουν περισσό-
τερα από d ανά δύο οροώνια μεταξύ τους διανύσματα. Για παράδειμα ο παρακάτ
4x4 πίνακας έει 4 ραμμές ανά δύο οροώνιες.

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


Δυστυώς η συνήκη της απής ορονιότητας δε φτάνει ια το εώρημά μας,

οπότε α ορίσουμε την έννοια της μποκ-ορονιότητας (block-orthogonality).
Ορισμός 4.2.2. Έστω x,y ∈ Cd δύο μη μηδενικά d-διάστατα διανύσματα. Έστω
τώρα x′ και y′ τα δύο διανύσματα τέτοια ώστε x′i = |xi| και y′i = |yi| για κάθε
i = 1, 2, · · · , d, και ας υποθέσουμε ότι τα x′ και y′ είναι γραμμικά εξαρτημένα.
Αυτά τα τέσσερα διανύσματα θα έχουν κοινές μη μηδενικές συντεταγμένες, οπότε
έστω T ⊆ [d] το σύνολο των δεικτών που αντιστοιχούν σε αυτές τις μη μηδενικές
συντεταγμένες. Έστω επίσης το σύνολο

{µ1, · · · , µl} = {x′i : i ∈ T},
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για κάποιο l ≥ 1, τέτοιο ώστε να ισχύει µ1 > · · · > µl > 0. Με βάση αυτό, το σύνολο
T διαμερίζεται σε υποσύνολα T1, · · · , Tl με

x′i = µk, για κάθε i ∈ Tk και k ∈ [l].

Παρόμοια μπορούμε να ορίσουμε διαμέριση για το y′ που όμως τελικά θα είναι η ίδια,
επειδή αυτό ειναι γραμμικά εξαρτημένο με το x′.
Θα λέμε ότι τα x και y είναι μπλοκ-ορθογώνια αν για κάθε k ∈ [l] ισχύει ότι∑

i∈Tk

xi · ȳi = 0.

Είναι εύκοο να δειεί ότι αν τα x και y είναι μποκ-οροώνια τότε είναι και
οροώνια. Πράματι,∑

i∈[d]

xi · ȳi =
∑
i∈T

xi · ȳi =
∑
k∈[l]

∑
i∈Tk

xi · ȳi = 0.

Αφού ορίσαμε πότε δύο διανύσματα είναι μποκ-οροώνια, πάμε να δούμε τη
συνήκη της Μποκ Ορονιότητας.

Ορισμός 4.2.3. Έστω F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από ένα στιγμιότυπο
εισόδου του #CSP(L), και t ∈ [n]. Θα λέμε ότι η L ικανοποιεί τη συνθήκη της Μπλοκ
Ορθογωνιότητας αν οποιεσδήποτε δύο γραμμές του πίνακα F [t] είναι είτε γραμμικά
εξαρτημένες, είτε μπλοκ-ορθογώνιες.

Την πρώτη δυσκοία την έουμε ξεπεράσει αφού ισύει το παρακάτ ήμμα.

Λήμμα 4.2.4. Αν η L δεν ικανοποιεί τη συνθήκη της Μπλοκ Ορθογωνιότητας, τότε
το πρόβλημα #CSP(L) είναι #P-hard.

Για να ξεπεράσουμε και τη δεύτερη δυσκοία α ρειαστεί να ορίσουμε την
έννοια του πουμορφισμού.

Ορισμός 4.2.5. Έστω R ⊆ Dn μια n-μελής σχέση. Ένας πολυμορφισμός
(polymorphism) της R είναι μια k-μελής συνάρτηση ϕ : Dk → D τέ-
τοια ώστε ϕ(R) ⊆ R. Με άλλα λόγια, έστω v1, v2, · · · , vk ∈ R και v =(
ϕ(v11, v

2
1, · · · , vk1), · · · , ϕ(v1k, v2k, · · · , vkk)

)
,

v1 v2 · · · vk v
q q q q

ϕ( v11 v21 vk1 ) = v1
ϕ( v12 v22 vk2 ) = v2

... ... ... ...
ϕ( v1k v2k vkk ) = vk.
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Αν ο ϕ είναι ένας πολυμορφισμός του R, τότε v ∈ R.
Πού σημαντική έννοια επίσης, δανεισμένη από την απόδειξη του Bulatov, είναι

ο πουμορφισμός Mal’tsev.
Ορισμός 4.2.6. Έστω R ⊆ Dn μια n-μελής σχέση. Θα λέμε ότι η τριμελής συ-
νάρτηση ϕ : D3 → D είναι ένας πολυμορφισμός Mal’tsev της R αν ο ϕ είναι ένας
πολυμορφισμός της R και επιπλέον ισχύει ότι

ϕ(a, b, b) = ϕ(b, b, a) = a, για κάθε a, b ∈ D.

Οι Dyer και Richerby απέδειξαν ότι αν η σέση R έει έναν πουμορφισμό
Mal’tsev ϕ, τότε έει και μια συνοπτική αναπαράσταση, η οποία ονομάζεται συ-
νάρτηση μάρτυρας (witness function). Αυτή η συνάρτηση μάρτυρας ω της R είναι
ραμμικού μεέους στο n και επίσης δοσμένης της ω και ενός x ∈ Dn μπορούμε
να αποφασίσουμε αν x ∈ R σε πουνυμικό ρόνο.
Αν οιπόν είαμε τέτοιες συναρτήσεις μάρτυρες ια τα σύνοα S[t,j], τότε δε

α ρειαζόταν να τα έουμε όα αποηκευμένα στη μνήμη ια τον αόριμό μας
και έτσι α αντιμετπίζαμε και τη δεύτερη δυσκοία. Πριν δούμε πότε μπορούμε να
ρούμε τέτοιες συναρτήσεις μάρτυρες ια τα σύνοά μας, ας δούμε τι ακριώς είναι
αυτές οι συναρτήσεις.
Έστ μια -μεής σέση R ⊆ Dn. Για κάε i ∈ [n] ορίζουμε την ακόουη σέση

ισοδυναμίας ∼i στην priR (η προοή της R στην i-οστή συντεταμένη):

a ∼i b⇐⇒ ∃x ∈ Di−1,ya,yb ∈ Dn−i : x ◦ a ◦ ya ∈ R και x ◦ b ◦ yb ∈ R.

Ορισμός 4.2.7. Έστω R ⊆ Dn μια σχέση η οποία έχει πολυμορφισμό Mal’tsev.
Θα λέμε ότι η συνάρτηση ω : [n] × D → Dn ∪ {⊥} είναι μια συνάρτηση μάρτυρας
(witness function) της R αν ισχύουν τα παρακάτω:
1. Για κάθε i ∈ [n] και a ̸∈ priR,ω(i, a) =⊥.

2. Για κάθε i ∈ [n] και a ∈ priR,το ω(i, a) ∈ R και είναι ένας μάρτυρας για τα
(i, a), δηλαδή η i-οστή συντεταγμένη του είναι ίση με a.

3. Για κάθε i ∈ [n] και a, b ∈ priR τέτοια ώστε a ∼i b, ισχύει ότι

pri−1ω(i, a) = pri−1ω(i, b).

Τώρα οιπόν έουμε τα απαραίτητα στοιεία ια να ορίσουμε τη συνήκη
Mal’tsev, η οποία α μας ύσει και τη δεύτερη δυσκοία.
Ορισμός 4.2.8. Έστω F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από ένα στιγμιότυπο
εισόδου του #CSP(L), και t ∈ [n]. Θα λέμε ότι η L ικανοποιεί τη συνθήκη Mal’tsev
αν όλα τα σύνολα S[t,j] ⊆ Dt−1 έχουν πολυμορφισμό Mal’tsev, και μάλιστα απαιτούμε
να έχουν όλα έναν κοινό πολυμορφισμό Mal’tsev.
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Με την απαίτηση της συνήκης Mal’tsev ξεπερνάμε και τη δεύτερη δυσκοία,
αφού με αυτή τη συνήκη εξασφαίζουμε ότι όα τα σύνοα έουν μια σύντομη
αναπαράσταση με τη οήεια της οποίας μπορούμε ια κάποιο στοιείο να εέξουμε
αν ανήκει σε ένα σύνοο ή όι, και έτσι δε μας ενοεί το πιανό εκετικό μέεος
τν συνόν. Όπς ίσς ήταν αναμενόμενο μπορεί να αποδειεί και η δυσκοία
του προήματος σε περίπτση που δεν ισύει η συνήκη.
Λήμμα 4.2.9. Αν η γλώσσα L δεν ικανοποιεί τη συνθήκη Mal’tsev, τότε το πρό-
βλημα #CSP(L) είναι #P-hard.
Αφού εξασφαίσουμε την ισύ τν πρώτν δύο συνηκών, δηαδή της συνήκης

της Μποκ Ορονιότητας και τη συνήκη Mal’tsev, τώρα προκύπτει ένα νέο
πάνο που έουμε να εφαρμόσουμε.
Έστ F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από την είσοδο του προήματος.

Για κάε t ∈ [n] έουμε να υποοίσουμε:
1. τα v1, · · · ,vh, ια κάποιο h ≤ d, που είναι τέτοια ώστε κάε διάνυσμα ραμμή
F [t](x, ∗) είναι ραμμικά εξαρτημένο με ένα από τα vi,

2. μια συνάρτηση μάρτυρα ωj ια κάε ένα από τα S[t,j].
Με τις δύο προηούμενες συνήκες εξασφαίσαμε ότι αυτά τα αντικείμενα υπάρ-
ουν. Το ερώτημα που προκύπτει τώρα είναι, πώς μπορούμε να τα υποοίσουμε
αποτεεσματικά;
Έστ t = n και F [n] = F . Εμείς ρειαζόμαστε τα v1, · · · ,vh και τις ωj ια κάε

S[t,j]. Οι Dyer και Richerby έδειξαν ότι αν ισύει η συνήκη Mal’tsev, μπορούμε να
κατασκευάσουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ω′ ια τη σέση R′ ⊆ Dn−1, που ορίζεται
ς

x ∈ R′ ⇐⇒ ∃b ∈ D,F (x, b) ̸= 0.

Με άα όια, από όα τα διανύσματα που δεν μηδενίζουν την F , παίρνουμε τις
προοές στις πρώτες n−1 συντεταμένες και φτιάνουμε την R′. Για αυτή οιπόν
την R′ έουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ω′. Εξ’ ορισμού μπορούμε να δούμε ότι ισύει
R′ = S[n,1] ∪ S[n,2] ∪ · · · ∪ S[n,sn]. Οπότε το ερώτημα τώρα είναι, μπορούμε από την
ω′ να υποοίσουμε συναρτήσεις μάρτυρες ωj ια κάε S[n,j]; Θέουμε δηαδή μια
διαδικασία διαρισμού.
Η κατάσταση είναι η εξής: έστ μια σέση R ⊆ Dn και σύνοα S1, · · · , Sh τα

οποία αποτεούν μια h-διαμέριση της R. Γνρίζουμε ότι όα αυτά τα σύνοα έουν
ένα κοινό πουμορφισμό Mal’tsev. Από την άη δε νρίζουμε το h, έουμε όμς
εύηση ότι h ≤ d. Επίσης έουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ω της R. Τέος ας
υποέσουμε ότι έουμε ένα μαύρο κουτί, στο οποίο αν δώσουμε ένα x ∈ R, τότε
αυτό επιστρέφει τον μοναδικό δείκτη j ∈ [h] ια τον οποίο ισύει x ∈ Sj. Με αυτά
τα δεδομένα έουμε να υποοίσουμε το h και επίσης μια συνάρτηση μάρτυρα ωi

ια κάε Si.



4.2. ΤΟ #CSP ΜΕ ΒΑΡΗ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥΣ ΑΡΙΘΜΟΥΣ 45

Ορισμός 4.2.10. Έστω η σχέση R και τα σύνολα S1, · · · , Sh όπως παραπάνω.
Για κάθε διάνυσμα y ∈ Dl, l ∈ [n], ορίζουμε το

type(y) = {j ∈ [h] : ∃z ∈ Dn−l τέτοιο ώστε y ◦ z ∈ Sj} ⊆ [h].

Ορίζουμε επίσης τη συνθήκη διαμέρισης (partition condition) ως εξής: για κάθε
y,y’ ∈ Dl, τα type(y) και type(y’) είναι είτε ξένα μεταξύ τους, είτε ταυτίζονται.

Μπορεί να αποδειεί ότι αν ισύει η συνήκη διαμέρισης τότε έουμε έναν
αποδοτικό αόριμο ια τον διαρισμό. Συκεκριμένα, υπάρει ένας αναδρομικός
αόριμος ο οποίος δοσμένου ενός x ∈ Dl, υποοίζει το type(x). Για αυτό τον
αόριμο είναι απαραίτητη η συνήκη διαμέρισης. Επίσης υπάρει ένας δεύτερος
αναδρομικός αόριμος ο οποίος δοσμένου ενός x ∈ Dl και ενός j ∈ type(x),
ρίσκει το κατάηο y ∈ Dn−l ια το οποίο x ◦ y ∈ Sj. Τέος, με τη οήεια
αυτών, μπορούμε να κατασκευάσουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ωi ια κάε Si.
Ας ορίσουμε τώρα το τρίτο κριτήριο διοτομίας, το οποίο είναι η συνήκη Τυ-

πικής Διαμέρισης (Type Partition Condition).

Ορισμός 4.2.11. Στην ουσία αυτή η συνθήκη απαιτεί κάθε φορά που χρειάζεται να
εφαρμόσουμε τη διαδικασία διαχωρισμού για τον αλγόριθμο του μαντείου, τα αντίστοιχα
σύνολα R και S1, · · · , Sh να ικανοποιούν τη συνθήκη διαμέρισης.

Επίσης ισύει και εδώ το αντίστοιο ήμμα με τα άα δυο κριτήρια διοτομίας.

Λήμμα 4.2.12. Αν η γλώσσα L δεν ικανοποιεί τη συνθήκη της Τυπικής Διαμέρισης,
τότε το πρόβλημα #CSP(L) είναι #P-hard.

Έοντας εξασφαίσει όες τις προηούμενες συνήκες, τώρα μπορούμε να
δούμε οοκηρμένο τον αόριμο που ύνει το πρόημα. Έστ F : Dn → C η
συνάρτηση που ορίζεται από την είσοδο.
Επαικά, ια t από n ές 2:
Χρησιμοποίησε τα μαντεία ια τα F [t+1], F [t+2], · · · , F [n] ώστε

1. να υποοίσεις τα v[t,1], · · · ,v[t,st], όπου st ≤ d, τέτοια ώστε κάε F [t](x, ∗)
να είναι ραμμικά εξαρτημένο με ένα από τα v[t,j],

2. να υποοίσεις μια συνάρτηση μάρτυρα ωj ια κάε S[t,j].

Και τα δύο παραπάν α ίνουν με ρήση του αορίμου του διαρισμού.
Τέος, υποόισε το

∑
x∈Dn

F (x) ρησιμοποιώντας τα μαντεία όπς περιράψαμε

στην αρή της παραράφου.
Δυστυώς το paper τν Cai και Chen αφήνει και ένα αναπάντητο ερώτημα

σετικά με την αποφασισιμότητα τν τριών κριτηρίν διοτομίας. Συκεκριμένα,
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δοσμένου ενός πεπερασμένου συνόου L από συναρτήσεις με μιαδικές τιμές, υπάρ-
ει αόριμος που να αποφασίζει σε πεπερασμένο ρόνο αν η L ικανοποιεί τις τρεις
συνήκες διοτομίας; Εκ πρώτης όψες φαίνεται να μη ίνεται κάτι τέτοιο, ιατί
οι τρεις συνήκες αφορούν άπειρα αντικείμενα. Θα μπορούσε όμς να ίνει κάτι
ανάοο με την περίπτση της απόδειξης του Bulatov, δηαδή να ρεούν μέσ
κάποιας άης απόδειξης κάποια αποφασίσιμα κριτήρια και να αποδειεί η ισοδυ-
ναμία τους με τα συκεκριμένα τρία. Ουσιαστικά αυτό είναι και το μόνο ανοιτό
πρόημα που αν απαντηεί α κείσει το κεφάαιο τν #CSP ’s.



Γσσάρι

Αο-Εηνικό

affine αφινικός
bijunctive διζευκτικός
binary διμεής
block-diagonal διαώνιος κατά μποκς
block-orthogonality μποκ-ορονιότητα
boolean δυαδικό
cardinality πηικός αριμός
cartesian product καρτεσιανό ινόμενο
clause όρος
co-clone σύκνο
complete πήρες
complete bipartite πήρς διμερές
conjunctive normal form κανονική συζευκτική μορφή
constraint satisfaction problem πρόημα ικανοποίησης περιορισμών
counting μετρητικός
decidable αποφασίσιμος
dichotomy διοτομία
domain πεδίο
dual δυϊκός
embedding εμάπτιση
forest δάσος
formula τύπος
freely available εεύερα διαέσιμος
gadget σκαρίφημα
Gaussian elimination μέοδος απαοιφής Gauss
generator εννήτορας
graph homomorphisms ομομορφισμοί ραφήματος
holographic algorithms οοραφικοί αόριμοι
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identification συνταύτιση
infimum μέιστο κάτ φράμα
instance στιμιότυπο
lattice δικτυτό
matchgate πύη ταιριασμάτν
matchgrid πέμα ταιριασμάτν
oracle μαντείο
parsimonious φειδός
partition διαμέριση
polymorphism πουμορφισμός
projection προοή
projection closure κειστότητα προοών
pure affine ανά αφινική
rank αμίδα
recognizer ανανριστής
rectangular οροώνιος
relation σέση
spanning tree δενδροπαράοντας
standard basis συνήης άση
standard signature κανονική υποραφή
strong balance ισυρή ισορροπία
strong rectangularity ισυρή ορονιότητα
strongly balanced ισυρά ισορροπημένο
supremum εάιστο άν φράμα
unary μονομεής
valid έκυρος
valuation αποτίμηση
witness μάρτυρας

Εηνο-Αικό

ανά αφινική pure affine
ανανριστής recognizer
αποτίμηση valuation
αποφασίσιμος decidable
αφινικός affine
αμίδα rank
εννήτορας generator
δάσος forest
δενδροπαράοντας spanning tree
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διαώνιος κατά μποκς block-diagonal
διαμέριση partition
διζευκτικός bijunctive
δικτυτό lattice
διμεής binary
διοτομία dichotomy
δυαδικό boolean
δυϊκός dual
έκυρος valid
εάιστο άν φράμα supremum
εεύερα διαέσιμος freely available
εμάπτιση embedding
ισυρά ισορροπημένο strongly balanced
ισυρή ισορροπία strong balance
ισυρή ορονιότητα strong rectangularity
κανονική συζευκτική μορφή conjunctive normal form
κανονική υποραφή standard signature
καρτεσιανό ινόμενο cartesian product
κειστότητα προοών projection closure
μαντείο oracle
μάρτυρας witness
μέιστο κάτ φράμα infimum
μέοδος απαοιφής Gauss Gaussian elimination
μετρητικός counting
μονομεής unary
μποκ-ορονιότητα block-orthogonality
οοραφικοί αόριμοι holographic algorithms
ομομορφισμοί ραφήματος graph homomorphisms
οροώνιος rectangular
όρος clause
πεδίο domain
πέμα ταιριασμάτν matchgrid
πηικός αριμός cardinality
πήρες complete
πήρς διμερές complete bipartite
πουμορφισμός polymorphism
πρόημα ικανοποίησης περιορισμών constraint satisfaction problem
προοή projection
πύη ταιριασμάτν matchgate
σκαρίφημα gadget
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στιμιότυπο instance
σύκνο co-clone
συνήης άση standard basis
συνταύτιση identification
σέση relation
τύπος formula
φειδός parsimonious
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