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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Στην παρούσα διατριβή µελετούνται το πρόβληµα της προσαρµοστικής εκµάθησης 
στον τοµέα της Μηχανικής Εκµάθησης και οι σχετικοί προσαρµοστικοί αλγόριθµοι. Στην 
προσαρµοστική εκµάθηση, σκοπός είναι η µελέτη και η ανάπτυξη αλγορίθµων, οι οποίοι 
έχουν την δυνατότητα να εκπαιδεύονται και να µαθαίνουν, µέσα από µετρήσεις εισόδου 
– εξόδου, και να προσαρµόζονται στις αλλαγές του περιβάλλοντος, µε στόχο την 
εκτίµηση αγνώστων παραµέτρων κατά τη διάρκεια του χρόνου. Το αντικείµενο αυτό 
εµφανίζεται σε πολλές εφαρµογές της καθηµερινής ζωής, όπως η κινητή τηλεφωνία, και 
χαρακτηρίζει συστήµατα που λειτουργούν σε πραγµατικό χρόνο. Έτσι, µε την πάροδο 
του χρόνου, αναπτύχθηκαν προσαρµοστικοί αλγόριθµοι µε τους οποίους επιτυγχάνεται 
ικανοποιητική εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων. Κατά τη µελέτη προσαρµοστικών 
αλγορίθµων, γίνεται εύκολα αντιληπτό το γεγονός της ύπαρξης σηµαντικών και εκτενών 
θεωρητικών υποβάθρων για την δηµιουργία τους και τη λειτουργία τους. Υπάρχουν 
αλγόριθµοι που χρησιµοποιούνται για γραµµικά αλλά και για µη γραµµικά συστήµατα, 
εφαρµόζοντας έξυπνες µαθηµατικές τεχνικές. Στα µη γραµµικά συστήµατα η διαδικασία 
υλοποίησης ενός αλγορίθµου είναι περισσότερο πολύπλοκη, αλλά, µε την κατάλληλη 
προσαρµογή στα µαθηµατικά µοντέλα, επιφέρει πολύ καλά αποτελέσµατα στην 
εκτέλεσή του. Στην παρούσα διατριβή θα µελετήσουµε την φιλοσοφία των αλγορίθµων 
αυτών, το θεωρητικό τους υπόβαθρο, όπου θα γνωρίσουµε και θα εµβαθύνουµε σε 
έννοιες, όπως συνάρτηση κόστους, πυρήνες, κ.α., και φυσικά στο τέλος την 
πειραµατική τους εκτέλεση, συγκρίνοντας τα διάφορα πειράµατα των αλγορίθµων και 
εξάγοντας συµπεράσµατα.   
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ABSTRACT  

 

In the current study, we consider the problem of adaptive learning in the field of 
Machine Learning together the respective algorithms. In adaptive learning, the goal is to 
study and develop algorithms, which are capable of learning through input/output 
measurements, and adapt in changes of the environment, in order to estimate unknown 
parameters at each time instant. Such problems are encountered in a lot of practical 
applications, such as mobile communications, and it characterizes systems that work in 
real time. Thus, in the respective literature, several adaptive algorithms have been 
studied, that achieve a good estimation of unknown parameters. At the study of 
adaptive algorithms, it becomes easily perceptible the need for the existence of 
important and extensive theoretical backgrounds for their creation and their operation. 
There are many algorithms that are used for linear but also for non linear systems, 
applying intelligent mathematic techniques. Concerning the non linear systems, the 
development of adaptive algorithms is more complicated, but, with a suitable adaptation 
in the mathematic models, this may lead to very good results. In the current manuscript, 
we will study the philosophy of adaptive algorithms, their theoretical background, where 
we will discuss them in detail, referring concepts such as cost function, kernels, and, of 
course, in the end we will see their experimental implementation, comparing the various 
experiments of algorithms and exporting conclusions.   
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1. Εισαγωγή 

 

 Η Μηχανική Εκµάθηση (Machine Learning) είναι ένα αντικείµενο της επιστήµης 
των υπολογιστών που παρουσιάζει συνεχή ανάπτυξη µε την πάροδο των ετών. 
Εµπεριέχεται στη µελέτη της αναγνώρισης προτύπων και ασχολείται µε την κατασκευή 
αλγορίθµων, οι οποίοι υποβάλλονται σε εκµάθηση µε βάση κάποια δεδοµένα και 
αποκτούν την ικανότητα να εξάγουν προβλέψεις, αποτελέσµατα και συµπεράσµατα 
κατά την εκτέλεσή τους.          
 Αντικείµενο του κλάδου της µηχανικής εκµάθησης αποτελεί η παραµετρική 
µοντελοποίηση (Parametric modeling), η οποία αποτελείται από ένα ευρύ φάσµα 
µελέτης που σχετίζεται µε την εργασία της εκµάθησης, όταν παραµετρικά µοντέλα 
καλούνται να περιγράψουν διαθέσιµα δεδοµένα. Ένα µεγάλο τµήµα προβληµάτων 
παραµετρικής µοντελοποίησης καταλήγει σε µια λειτουργία ύστερα από κάποια 
προσεγγιστική εργασία. Κατά τη λειτουργία αυτή συλλέγονται πληροφορίες από 
διαθέσιµα δεδοµένα κατά την φάση της εκπαίδευσης, µε αποτέλεσµα να γίνεται εφικτή η 
πρόβλεψη των τιµών εξόδου µε βάση τις µετρήσεις που γίνονται από τις τιµές εισόδου. 
Έτσι, µετέπειτα µπορεί να πραγµατοποιηθεί η λήψη αποφάσεων. ∆ύο είναι οι κύριες 
εργασίες της µηχανικής εκµάθησης. Η παλινδρόµηση (Regression), στην οποία 
βασίζεται η εκπόνηση της εργασίας, και η ταξινόµηση (Classification). Επιπλέον, είναι 
πολύ σηµαντική η µελέτη των διάφορων αλγορίθµων µοντελοποίησης, της εξαγωγής 
συµπερασµάτων, έπειτα από την εκτέλεσή τους, καθώς και τα αποτελέσµατα των 
διάφορων πειραµάτων.  

 

1.1 Παραµετρική Μοντελοποίηση και Εκτίµηση Παραµέτρων (Parametric 
Modeling and Parameter Estimation) 

 Η παραµετρική µοντελοποίηση αναφέρεται στη διαδικασία κατά την οποία γίνεται 
εκτίµηση µιας συναρτησιακής εξάρτησης µεταξύ κάποιων µεταβλητών εισόδου και 
µεταβλητών εξόδου. Συχνά, αυτή η συνάρτηση έχει τη µορφή συγκεκριµένου τύπου, 
όπως µια γραµµική συνάρτηση ή µια τετραγωνική, και περιγράφεται από ένα σύνολο 
αγνώστων παραµέτρων. Η εργασία εκτίµησης της τιµής ενός αγνώστου διανύσµατος 
παραµέτρων, θ, αποτελεί  µια ενδιαφέρουσα διαδικασία σε πολλές εφαρµογές. 
 ∆οθέντος ενός συνόλου δεδοµένων, πρέπει να βρεθεί µία επιφάνεια που 
“ικανοποιεί“ τα δεδοµένα. Για να συµβεί αυτό, υιοθετείται µια µορφή συνάρτησης, µια 
γραµµική ή µια τετραγωνική όπως προαναφέρθηκε, µε σκοπό να υπολογιστούν οι 
άγνωστοι συντελεστές, ώστε το γράφηµα να ικανοποιεί τα δεδοµένα και την κατανοµή 
τους στο χώρο όσο πιο κοντά γίνεται. Τα δεδοµένα βρίσκονται στον δισδιάστατο χώρο 

των πραγµατικών αριθµών ℝ2 και έχουν τη µορφή (yn,xn), n=1,2,...,N. Για την 
περίπτωση της γραµµικής συνάρτησης, έχουµε 

y = fθ(x) = θ0 + θ1x, 

και για την τετραγωνική 

y = fθ(x) = θ0 + θ1x + θ2x
2. 
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Τα άγνωστα διανύσµατα παραµέτρων είναι θ=[θ0, θ1]
Τ  και θ=[θ0, θ1 , θ2]

Τ , αντίστοιχα. 
Και στις δυο περιπτώσεις, η εργασία αποτελείται από δυο βήµατα: α) ορίζεται η µορφή 
της συνάρτησης και β) εκτιµούνται οι τιµές των αγνώστων παραµέτρων, ώστε να 
επιτευχθεί µια καλή κατανοµή στο χώρο. Στην πιο γενική µορφή, δοθέντος ενός 

συνόλου δεδοµένων από σηµεία (yn,xn), yn ∈	ℝ, xn	∈ ℝl  , n=1,2,...,N και ενός 
παραµετρικού συνόλου συναρτήσεων, 

F := {fθ(
.) : θ ∈ Α ⊆ ℝ K}, 

βρίσκουµε µια συνάρτηση στο F, η οποία υποδηλώνεται σαν  f(.) := 
*

fθ (.) , όπου 

δοθέντος µιας τιµή x	∈ ℝl , η f(x) προσεγγίζει καλύτερα την αντίστοιχη τιµή y ∈	ℝ. Η τιµή  

*θ   είναι το αποτέλεσµα από την υπολογιστική διαδικασία. Καθώς έχει οριστεί ένα 
παραµετρικό σύνολο συναρτήσεων, F, χρειάζεται να γίνει η εκτίµηση των αγνώστων 
παραµέτρων. Μια µέθοδος σχετικά µε αυτή τη διαδικασία είναι ο ορισµός µιας 
συνάρτησης κόστους, η οποία προσδιορίζει το σφάλµα ανάµεσα στην υπολογισµένη 
τιµή του y και στην πρόβλεψη που γίνεται, µε βάση την αντίστοιχη µέτρηση του x. 
Ορίζουµε λοιπόν µια µη αρνητική συνάρτηση κόστους  

         L(.,.) : ℝ ×  ℝ → [0,∞ ), 

και υπολογίζουµε το *θ , ώστε να ελαχιστοποιήσουµε το συνολικό σφάλµα. Μια 
χαρακτηριστική συνάρτηση κόστους είναι αυτή των ελαχίστων τετραγώνων (least-
squares loss function, LS)  

L(y, fθ(x)) = (y- fθ(x))2. 

Η γραµµικότητα που παρουσιάζει η συνάρτηση κόστους ελαχίστων τετραγώνων 
απλοποιεί τους αλγεβρικούς υπολογισµούς και αποτελεί το βασικό παράδειγµα µε το 
οποίο µπορεί να γίνει πιο εύκολα κατανοητή η ιδέα της εκτίµησης παραµέτρων. Φυσικά, 
υπάρχουν και µη γραµµικές διαδικασίες εκτίµησης, οι οποίες αντιµετωπίζονται µε 
µετατροπή του µη γραµµικού προβλήµατος σε γραµµικό. Στο παρών κεφάλαιο θα 
ασχοληθούµε µόνο µε γραµµικές διαδικασίες και γραµµικά συστήµατα εκτίµησης 
παραµέτρων.    

 

1.2 Γραµµική παλινδρόµηση (Linear Regression) 

 Ο όρος Παλινδόµηση (Regression) επινοήθηκε για να ορίσει την εργασία της 
µοντελοποίησης της σχέσης µια τυχαίας εξαρτηµένης µεταβλητής, y, η οποία θεωρείται 
ότι είναι η απόκριση ενός συστήµατος, όταν αυτό ενεργοποιείται από ένα σύνολο 
τυχαίων µεταβλητών, x1, x2,...,xl, οι οποίες παρουσιάζονται ως τα στοιχεία ενός 
ισοδύναµου τυχαίου διανύσµατος x [1:αναφορά chapter3 στο linear regression]. 
Μοντελοποιείται, λοιπόν, µια σχέση στην οποία προστίθεται και ο θόρυβος, η, που είναι 
µια τυχαία µεταβλητή. Στόχος της παλινδρόµησης είναι να εκτιµηθεί το διάνυσµα 
παραµέτρων, θ, δοθέντος ενός συνόλου µετρήσεων, (yn,xn), n=1,2,…,Ν. Η εξαρτηµένη 
µεταβλητή είναι γνωστή ως µεταβλητή εξόδου και το διάνυσµα x ως διάνυσµα εισόδου ή 
regressor. Το µοντέλο της παλινδρόµησης, εποµένως, γράφεται ως, 

y = θΤx + η. 

Στη γραµµική παλινδρόµηση ορίζουµε το ακόλουθο µοντέλο πρόβλεψης 
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ŷ= θ̂ 0 + θ̂ 1x1 + ... + θ̂ lxl := θ̂ Tx  ή ŷ = θ̂ 0 + ∑
=

θ
l

1l
llxˆ                            (1.1) 

Χρησιµοποιώντας την συνάρτηση κόστους ελαχίστων τετραγώνων (LS loss function), 

υπολογίζεται το θ̂ , που ελαχιστοποιεί τη τετραγωνική διαφορά του ŷn µε το yn. Έτσι,για 
να ελαχιστοποιήσουµε, σε σχέση µε το θ, τη συνάρτηση κόστους, 

          J(θ) = 2
N

1n
nn )xy(∑

=

Τθ− ,                   (1.2) 

παίρνουµε την µερική παράγωγο της (1.2) ως προς θ, και την εξισώνουµε µε το  
διάνυσµα 0. Τελικά, καταλήγουµε στην παρακάτω εξίσωση  

∑∑
==

=θ
N

1n
nn

N

1n

T
nn yxˆ )xx( .                                          (1.3) 

Ένας άλλος τρόπος να αναπαραστήσουµε την παραπάνω εξίσωση είναι µέσω 
πινάκων. Έστω ένας πίνακας εισόδου, Χ, µε διαστάσεις Ν× (l+1), o οποίος έχει σαν 

γραµµές τα διανύσµατα εισόδου (regressor vectors), T
nx , n=1,2,…,N, και αναπαριστάται 

µε τον παρακάτω τρόπο 



















=





















=

1xx

1xx

1xx

x

x

x

:X

Nl1N

l221

l111

T
N

T
2

T
1

L

MOM

L

L

M
 

Τότε η (1.3) µπορεί επίσης να γραφεί 

ΧΤΧ θ̂  =ΧΤy, όπου y := [y1,y2,…,yN]T 

και η εκτίµηση της συνάρτησης κόστους LS είναι 

θ̂  = (ΧΤΧ)-1ΧΤy, αρκεί να υπάρχει ο (ΧΤΧ)-1. 

 Συνεπώς, η εκτίµηση του παραµετρικού διανύσµατος δίνεται από ένα γραµµικό 
σύνολο εξισώσεων. Η λύση που µόλις δόθηκε είναι µοναδική, γεγονός που επεξηγεί µια 
παραβολική µορφή στο γράφηµα της συνάρτησης κόστους ελαχίστων τετραγώνων. 

 

1.3   Προσαρµοστική εκµάθηση (Online Adaptive Learning) 

 Για τη διαδικασία υπολογισµού παραµέτρων υπάρχουν αρκετοί τρόποι και µέθοδοι 
για την επίλυση ενός προβλήµατος µηχανικής εκµάθησης. Οι πιο αποδοτικές µέθοδοι 
είναι αυτές που παρουσιάζουν τη βελτιστοποίηση του προβλήµατος αναδροµικά. Το 
κύριο χαρακτηριστικό αυτής της µεθόδου είναι ότι ενώ ανανεώνεται ο υπάρχον 
υπολογισµός, κάθε φορά λαµβάνεται και µια καινούρια µέτρηση. Έτσι, γίνεται 
αντικείµενο µελέτης ο νέος υπολογισµός των παραµέτρων και τα προηγούµενα 
διαθέσιµα δεδοµένα δεν χρειάζονται πια. Όλη η πληροφορία βρίσκεται πλέον στον 
καινούριο υπολογισµό, που στη συνέχεια θα χρησιµοποιηθεί σαν δεδοµένο, µε σκοπό 
έναν άλλο υπολογισµό που θα οδηγεί σε βελτιστοποίηση. Αυτό το µοντέλο εκτίµησης 
παραµέτρων καλείται προσαρµοστικό (adaptive). Ο όρος προσαρµοστική εκµάθηση 
χρησιµοποιείται στην επεξεργασία σήµατος και τα µοντέλα αυτά έχουν εφαρµοσθεί 
ευρέως στις Επικοινωνίες (Communications), στη Θεωρία συστηµάτων (System 
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Theory) και στον Αυτόµατο Έλεγχο (Automatic Control) µε τη µορφή αλγορίθµων όπως 
ο LMS, RLS, κλπ [2-4].             
 Η ανάγκη που οδήγησε στη δηµιουργία των µοντέλων αυτών ήταν ότι οι 
µηχανισµοί εκπαίδευσης έπρεπε να είναι ικανοί να δέχονται τις αλλαγές του 
εκπαιδευτικού περιβάλλοντος και να ξεχνούν τα δεδοµένα του παρελθόντος. Έτσι, µε 
αυτόν τον τρόπο ήρθε εις πέρας η δηµιουργία µοντέλων προσαρµοστική εκµάθησης 
που προσαρµόζονται συνεχώς σε καινούριες καταστάσεις. Οι µηχανισµοί αυτοί είναι 
δηµοφιλείς σε πολλές εφαρµογές και ιδιαίτερα σε περιπτώσεις όπου υπάρχουν µεγάλες 
βάσεις δεδοµένων µε τεράστιο αριθµό δεδοµένων εκπαίδευσης, τα οποία δεν µπορούν 
να αποθηκευτούν και πρέπει να µελετώνται εκείνη την στιγµή. Συνεπώς, για την 
εφαρµογή των µοντέλων αυτών , έχουν προταθεί αρκετοί αλγόριθµοι που ικανοποιούν 
συγκεκριµένες συνθήκες µοντελοποίησης, των οποίων τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι 
οδηγούν στη βελτιστοποίηση του προβλήµατος. Παρακάτω θα µεετήσουµε αλγορίθµους 
που εφαρµόζονται σε γραµµικά συστήµατα. 

 

1.3.1 Yπερπροσαρµογή, Τακτοποίηση, Αραίωση (Overfitting, Regularization, 
Sparsification) 

Πριν ξεκινήσουµε να εισχωρούµε περισσότερο στην έννοια της προσαρµοστικής 
εκµάθησης και σε κάποια πραδείγµατα προσαρµοστικών αλγορίθµων που λειτουργούν 
αποτελεσµατικά, είναι αναγκαίο να αναφερθεί το πρόβληµα της υπερπροσαρµογής 
(overfitting). Το πρόβληµα αυτό χρίζει ιδιαίτερης προσοχής και είναι αρκετά σηµαντικό 
σε οποιοδήποτε πρόβληµα µηχανικής εκµάθησης, διότι σχετίζεται µε την 
πολυπλοκότητα του υιοθετηµένου µοντέλου προσαρµοστικής εκµάθησης. Ο όρος 
πολυπλοκότητα σχετίζεται συχνά µε τον αριθµό των αγνώστων παραµέτρων. 
Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις όπου η πολυπλοκότητα είναι µια πιο γενική ιδιότητα, 
καθώς µπορεί ένα µοντέλο να έχει εκπαιδευτεί σε χώρους άπειρης διάστασης µε 
πεπερασµένο αριθµό δεδοµένων εκπαίδευσης, τα οποία όµως µπορεί να τα 
υποστηρίξει πολύ καλά.         
 Συγκεκριµένα, αν το µοντέλο είναι αρκετά πολύπλοκο, σε σχέση µε τον αριθµό των 
δεδοµένων εκπαίδευσης, Ν, τότε τείνει να µάθει πολλά περισσότερα από ότι γνωρίζει, 
καθώς εκπαιδεύεται στο συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης. Για 
παράδειγµα, στην διαδικασία της παλινδρόµησης (regression), τείνει να µάθει όχι µόνο 
τις χρήσιµες πληροφορίες από τα δεδοµένα εκπαίδευσης αλλά και επηρεάζεται αρκετά 
και από τη συνεισφορά του θορύβου. Εποµένως, αν το µοντέλο είναι πολύ πολύπλοκο, 
τείνει να κάνει πολύ καλή προσαρµογή στα δεδοµένα του συνόλου εκπαίδευσης, αλλά 
µειονεκτεί στο γεγονός πως δεν µπορεί να αντιµετωπίσει τα δεδοµένα που δεν 
βρίσκονται στα σύνολα εκπαίδευσης.          
 Αναφέρθηκε, λοιπόν, τι συµβαίνει στην περίπτωση όπου το µοντέλο έχει πολύ 
µεγάλη πολυπλοκότητα. Αν όµως έχει µικρή πολυπλοκότητα, είναι δηλαδή απλό, τι 
συµβαίνει; Είναι φανερό ότι αν είναι απλό, τότε δεν έχει την ικανότητα να απορροφά τις 
χρήσιµες πληροφορίες από τα δεδοµένα εκπαίδευσης, µε αποτέλεσµα να οδηγεί σε 
πολύ φτωχές προβλέψεις.           
 Ένας τρόπος να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα της υπερπροσαρµογής είναι η 
µέθοδος της τακτοποίησης (regularization). Είναι ένα µαθηµατικό εργαλείο, το οποίο 
φροντίζει ταυτόχρονα α) να διατηρεί τη συνεισφορά της συνάρτησης κόστους όσο πιο 
µικρή γίνεται, γεγονός που καθορίζει την ακρίβεια του υπολογισµού, και β) να διατηρεί 
το µοντέλο όσο λιγότερο πολύπλοκο γίνεται. Αυτό επιτυγχάνεται προσθέτοντας έναν 
ακόµη όρο στη συνάρτηση κόστους, µε στόχο να διατηρήσει τη νόρµα των παραµέτρων 
όσο πιο µικρή γίνεται, πχ., 
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J(θ) := , )() )x(f,y(L
N

1n
n∑

=
θ θΩλ+                                     (1.4) 

όπου Ω(.) είναι µια γνησίως αύξουσα µη αρνητική συνάρτηση. Η παράµετρος λ καλείται 
παράµετρος τακτοποίησης (regularization parameter) και ελέγχει τη σχέση των δυο 
όρων στη συνάρτηση κόστους. Πολύ συχνά το Ω επιλέγεται ως, 

)(θΩ  = ∑
−

=

θ
1K

0k

2
k || , ή )(θΩ  = ∑

−

=

θ
1K

0k
k || . 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.1) και προσθέτοντας τον σχετικό όρο στη συνάρτηση 
κόστους, µετά την ελαχιστοποίηση και εξαιτίας της παρουσίας της νόρµας, µερικά 
στοιχεία του διανύσµατος θ ωθούνται προς το µηδέν. Οι όροι που ωθούνται προς το 
µηδέν είναι αυτοί των οποίων η εξάλειψη επηρεάζει λιγότερο τον όρο της συνάρτησης 
κόστους. Αυτό το γεγονός οδηγεί σε λιγότερο πολύπλοκα µοντέλα.    
 Η αραίωση (sparsification) είναι ένας άλλος όρος που δείχνει ότι η µέθοδος 
εκτίµησης που υιοθετήθηκε, έχει τη δυνατότητα να ωθήσει τα λιγότερο σηµαντικά 
στοιχεία, από θέµα ακρίβειας, στο µηδέν. Έτσι, αυτός είναι ένας ακόµη τρόπος  να 
αντιµετωπιστεί η υπερπροσαρµογή.     

 

1.3.2 Γραµµική Εκτίµηση µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (Mean-Square Error 
Linear Estimation) 

Η γραµµική εκτίµηση µέσου τετραγωνικού σφάλµατος αποτελεί µια θεµατική 
ενότητα υψηλής σηµασίας για την εκτίµηση παραµέτρων. Επίσης, αποτελεί ένα θεµέλιο 
λίθο στην κατανόηση των µοντέλων της προσαρµοστικής µάθησης και είναι απαραίτητη 
η γνώση του. Σε συνέχεια της εργασίας εκτίµησης που αναπτύχθηκε στο παρόν 
κεφάλαιο, η βέλτιστη MSE λύση του y, δοθέντος της τιµής x = x  είναι 

ŷ = E[y|x] ,  

όπου Ε[.] δηλώνεται η αναµενόµενη τιµή (expected value). Η συγκεκριµένη συνάρτηση 
είναι µη γραµµική, οπότε θα επικεντρωθούµε σε µια γραµµική συνάρτηση. Έστω (y,x) ∈

ℝ x ℝl είναι δυο τυχαίες οντότητες µηδενικής µέσης τιµής. Στόχος είναι να υπολογιστεί 

ένα θ ∈ ℝl  στο γραµµικό µοντέλο 

         ŷ= θΤx,                                                            (1.5) 

ώστε η συνάρτηση κόστους,  

                                                            J(θ) = E[(y – ŷ)2],                                (1.6) 

να ελαχιστοποιείται. Συνεπώς, ο βέλτιστος παράγοντας επιλέγεται έτσι ώστε να 
ελαχιστοποιείται η διαφορά του σφάλµατος των τυχαίων µεταβλητών 

                                                            e = y - ŷ                                                                                       (1.7) 

Ελαχιστοποιούµε τη συνάρτηση κόστους J(θ), παίρνοντας την µερική παράγωγο ως 
προς θ και εξισώνοντας µε το 0, 

     ∇J(θ) = ∇E[(y - θΤx)(y - xTθ)] 

                 = ∇{E[y2] – 2θΤ E[xy] + θΤE[xxT]θ }  

         = -2p + 2Σxθ = 0 
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ή 

          Σxθ* = p ,            (1.8) 

όπου p = E[xy] το διάνυσµα ετεροσυσχέτισης µεταξύ εισόδου και επιθυµητής εξόδου και 
ο πίνακας Σ = E[xxT] το µητρώο αυτοσυσχέτισης. 

 

 
 

Σχήµα 1.1: Η συνάρτηση κόστους µέσου τετραγωνικού σφάλµατος έχει παραβολική                       
             µορφή 

 

1.3.2.1 Ο αλγόριθµος Ελαχίστων Μέσων Τετραγώνων (Least Mean Square, 
LMS) 

 O αλγόριθµος Least Mean Square (LMS) βασίζεται στο κριτήριο ελαχίστων 
τετραγώνων και αποτελεί µέρος µιας επιτυχηµένης γκάµας αλγορίθµων που 
ασχολούνται µε προσαρµοστική µηχανική εκµάθηση σε κάθε χρονική στιγµή (online 
adaptive learning).  Η εκτίµησή του  βασίζεται αποκλειστικά στις µετρήσεις οι οποίες θα 
λαµβάνονται ακολουθιακά, δηλαδή ένα ζεύγος µετρήσεων κάθε χρονική στιγµή. Έστω 

ένα σύνολο δεδοµένων (xn,yn), όπου xn ∈  ℝl 
 και yn  ∈  ℝ  , n=1,2,...,N και µια 

παραµετρική κλάση συναρτήσεων F = {fθ(
.) : θ ∈ Α ⊆ ℝK}. Ο στόχος της τυπικής 

διαδικασίας της προσαρµοστικής εκµάθησης είναι να συµπεράνουµε µια σχέση εισόδου 
- εξόδου fθ από τη κλάση F, βασιζόµενη στα διαθέσιµα δεδοµένα, ώστε να 
ελαχιστοποιηθεί µια συνάρτηση κόστους L(θ), που υπολογίζει το σφάλµα µεταξύ της 

εξόδου y µε την έξοδο που υπολογίσθηκε ŷ, τη χρονική στιγµή n. Στη βασική του 
µορφή ο αλγόριθµος LMS ορίζει το σύνολο των γραµµικών συναρτήσεων,   

F = {fθ(x) = θΤx : θ ∈ ℝl}, 

και το µέσο τετραγωνικό σφάλµα,  

L(θ) = E[ |yn – θΤx|2 ] , ως συνάρτηση κόστους. 

Παίρνοντας την παράγωγο της συνάρτησης κόστους και για κάθε στιγµή n=1,2,...,N , 
έχουµε  

               ∇L(θ) = -2E[(yn – θΤxn)xn] 

        ≈ -2(yn – θΤxn)xn =∇Ln(θ), όπου 
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      Ln (θ) := (yn – θΤxn)
2, n =1,2,…,Ν. 

 Αν ορίσουµε το σφάλµα en = yn – θΤn-1xn, όπου θn-1 είναι ο παρών υπολογισµός, 
τότε η ανανέωση στο επόµενη βήµα θα ισούται µε 

θn = θn-1 - µ∇Ln(θn-1)    

     = θn-1 + µenxn, n=1,2,...          (1.9) 

 Υποθέτοντας ότι θ0=0, τότε η συνεχόµενη εφαρµογή της (1.9) µας δίνει τον 
παρακάτω τύπο 

θn = µ∑
=

n

1i
iixe ,  n=1,2,... 

και η τιµή εξόδου συστήµατος εκµάθησης σε κάθε στιγµή n γίνεται 

ŷn = fθn-1(xn) =µ∑
−

=

1n

1i
n

T
ii xxe ,  n=1,2,... 

  Υπάρχουν πολλά κριτήρια σύγκλισης για τον αλγόριθµο LMS [3], από τα οποία τα 
πιο δηµοφιλή είναι τα εξής: 

• Η σύγκλιση κατά µέση τιµή στη λύση Wiener[5]: E[en] → 0, καθώς n → ∞  , όπου 
en = θn – θ* και θ* είναι η Wiener λύση.  

• Η σύγκλιση κατά το µέσο τετραγωνικό σφάλµα: Αν η σχέση εισόδου – εξόδου 
είναι yn = θ*

Τxn + ηn , τότε L[θn-1] = E[|en|
2] →  σταθερή τιµή, καθώς n → ∞ , µε το 

µ να ικανοποιεί τη συνθήκη 0 < µ < 
max

2
σ

 , όπου σmax είναι η µεγαλύτερη ιδιοτιµή 

του πίνακα αυτοσυσχέτισης Σ= E[xnxn
T]. 

Ένα πρόβληµα που προκύπτει µε τη χρήση του αλγορίθµου LMS είναι µε ποια 
στρατηγική επιλέγουµε τον συντελεστή µ. ∆εν είναι εύκολο να γνωρίζει κανείς το 
διάστηµα µέσα στο οποίο θα πρέπει να βρίσκεται ο συντελεστής µ, διότι α) η επιλογή 
του περιορίζεται από την στατιστική των ποσοτήτων που λαµβάνουν µέρος στη 
διαδικασία της εκµάθησης και β) είναι επιθυµητό να γίνει κατάλληλη επιλογή του µ, ώστε 
να εξασφαλίζεται µια εφικτή και γρήγορη σύγκλιση. Μια λύση είναι ο Κανονικοποιηµένος 
Αλγόριθµος Ελαχίστων Μέσων Τετραγώνων (Normalized Least Mean Square, NLMS), 
ο οποίος αποτελεί µια παραλλαγή του LMS και κατά τη µεθοδολογία του κανονικοποιεί 
την εξίσωση βήµατος µε τη δύναµη της εισόδου. Η γενικευµένη µορφή του ΝLMS είναι: 

θn = θn-1 + 2
n

n

x

eµ
xn, n=1,2,…, 

όπου µ ∈ (0,2).  

Παρατηρήσεις:      

Παραλλαγές του αλγορίθµου LMS προτείνονται στη βιβλιογραφία[4]. Η διαφορά από 
τον κλασσικό LMS, βρίσκεται στο πώς εισέρχεται το σφάλµα en ή η είσοδος xn στην 
αναδροµή. Όπως είδαµε στον κανονικοποιηµένο αλγόριθµο NLMS, η είσοδος 

κανονικοποιείται, αφού εισάγουµε στην εξίσωση ενηµέρωσης τον όρο 2
n

n

x
x

.  
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2. Προσαρµοστική εκµάθηση σε κυρτά σύνολα 

 

2.1 Τοποθέτηση προβλήµατος 

 Με την πάροδο των ετών, οι κυρτές συναρτήσεις (convex functions) και η 
διαδικασία βελτιστοποίησης ενός προβλήµατος αναπτύχθηκαν αρκετά µέσω της 
χρήσης των υπολογιστών. Η κυρτή βελτιστοποίηση εµπεριέχει µεθόδους και τεχνικές 
που επικεντρώνονται σε προσαρµοστικούς αλγορίθµους. Μια οικογένεια αλγορίθµων 
είναι αυτή που ασχολείται µε τις προβολές πάνω σε κυρτά σύνολα, που αποτελεί 
αντικείµενο της προσαρµοστικής εκµάθησης, το οποίο έχει αναπτυχθεί και έχει 
προωθηθεί αρκετά τα τελευταία χρόνια. 

 

2.2 Κυρτή Ανάλυση (Convex Analysis) 

Το εύρος του αντικειµένου των κυρτών συνόλων και συναρτήσεων είναι αρκετά 
µεγάλο και οι διάφοροι ορισµοί και θεωρήµατα αναφέρονται σε γενικές περιπτώσεις των 
χώρων Hilbert (Hilbert spaces). Η µαθηµατική έννοια του Hilbert χώρου γενικεύεται στην 
έννοια του Ευκλείδιου χώρου (Euclidean space). Περιλαµβάνει µεθόδους της γραµµικής 
άλγεβρας από έναν δισδιάστατο ή ένα τρισδιάστατο χώρο σε χώρους µε πεπερασµένο 
ή άπειρο αριθµό διαστάσεων. Ένας Hilbert χώρος είναι ένας διανυσµατικός χώρος του 
οποίου βασικό χαρακτηριστικό αποτελεί το εσωτερικό γινόµενο και έχει ανοίξει 
ορίζοντες στους υπολογισµούς διανυσµατικών συντελεστών, συµπράττοντας στην 
ανάπτυξη αποτελεσµατικών µεθόδων προσαρµοστικής εκµάθησης. 

 

2.2.1 Κυρτά σύνολα 

Ορισµός 2.1. Ένα µη-κενό υποσύνολο C του χώρου Hilbert H, C ⊆ H, καλείται 
κυρτό, αν ∀ x1, x2 ∈ C και ∀	λ ∈	[0,1], ισχύει η παρακάτω σχέση: 

                      x := λx1 + (1-λ)x2 ∈	C.                                            (2.1) 

Αν λ=1, τότε x=x1 και αν λ=0, τότε x=x2. Για οποιαδήποτε άλλη τιµή του λ στο 
διάστηµα [0,1], το x είναι ο γραµµικος συνδυασµός του x1,x2. H (2.1) µπορεί να γραφτεί 
και ως 

x - x2 = λ(x1 – x2), λ	∈	[0,1] 

Παρακάτω παρατίθενται δυο παραδείγµατα κυρτών συνόλων στον δισδιάστατο 

Ευκλείδιο χώρο, ℝ2. Στο Σχήµα 2.1a το σύνολο περιλαµβάνει όλα τα σηµεία των οποίων 
η Ευκλείδια (l2) νόρµα είναι µικρότερη ή ίση µε το 1, δηλαδή όλα τα σηµεία που είναι 
πάνω και µέσα στον κύκλο,  

C2 = { x : 2
2

2
1 xx +  ≤ 1}. 
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Το σύνολο C2 µπορούµε να το ονοµάσουµε και l2-ball ακτίνας ίσης µε 1. Το σύνολο στο 
Σχήµα 2.1b περιλαµβάνει όλα τα σηµεία που βρίσκονται πάνω και µέσα στον κώνο και 

ορίζεται ως, 

C1 = { x : |x1| + |x2| ≤ 1}. 

 

 
Σχήµα 2.1: a) Η l2-ball ακτίνας 1 περιλαµβάνει όλα τα σηµεία µε Ευκλείδια νόρµα 
µικρότερη ή ίσης του 1. b) Η l1-ball περιλαµβάνει όλα τα σηµεία µε νόρµα 
µικρότερη ή ίση του 1. 

 

2.2.2 Κυρτές συναρτήσεις 

Ορισµός 2.2. Μια συνάρτηση f : Χ ⊆ ℝl  →  ℝ , καλείται κυρτή αν το Χ είναι κυρτό 
και ∀ x1, x2 ∈ Χ ισχύει η παρακάτω σχέση: 

                         f(λx1 + (1-λ)x2) �	 λf(x1) + (1-λ)f(x2), λ ∈  [0,1].                   (2.2) 

Η συνάρτηση  καλείται αυστηρά κυρτή, αν ισχύει αυστηρά η ανισότητα, όταν λ ∈ 

(0,1), x1 � x2. Στο Σχήµα 2.2 παρατηρούµε το γραµµικό συνδυασµό των σηµείων 
(x1,f(x1)), (x2,f(x2)). Επίσης, µια συνάρτηση καλείται κοίλη, αν η αρνητική συνάρτηση –f(.) 
είναι κυρτή.   

 

Σχήµα 2.2: Ο γραµµικός συνδυασµός των σηµείων (x1,f(x1)) , (x2,f(x2)). 
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2.3  Προβολές πάνω σε κυρτά σύνολα (Projections Onto Convex Sets, POCS) 

Η έννοια της προβολής είναι ένα θεµελιώδες αντικείµενο µελέτης των µαθηµατικών 
µε πολλές εφαρµογές στη βασική γεωµετρία και όχι µόνο. Παρατηρώντας την µέθοδο 
των προβολών, γίνεται αντιληπτό το γεγονός πως κατά την παρουσία µιας προβολής, 
π.χ. σχεδιάζοντας ένα τµήµα ελαχίστου µήκους από ένα σηµείο σε µια γραµµή ή ένα 
επίπεδο, λύνεται ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα 
προβολής βρίσκεται, π.χ. στον τρισδιάστατο χώρο, όταν υπάρχει ένα σηµείο x*, το 
οποίο είναι η προβολή του x σ’ ένα επίπεδο, H, συµπεριλαµβανοµένων όλων των 
σηµείων που βρίσκονται στο επίπεδο και η απόστασή τους από το x=[x1,x2,x3] είναι 
ελάχιστη, 

        x* = min ( (x1 – y1)
2 + (x2 – y2)

2 + (x3 – y3)
2 ), y ∈ H.           (2.3) 

Θεώρηµα 2.1. Έστω C ένα µη κενό κλειστό κυρτό σύνολο που βρίσκεται στο 
Hilbert χώρο, Η, και x ∈	H. Τότε υπάρχει ένα µοναδικό σηµείο, που συµβολίζεται µε 
PC(x) ∈ C, όπου, 

)x(Px C−  = min yx −  : Προβολή του x στο C. 

 
Σχήµα 2.3: Η προβολή x* του x πάνω στο επίπεδο 

 

Η µεταβλητή PC(x) καλείται προβολή του x στο C. Αν x	∈ C, τότε PC(x) = x, αφού η 
νόρµα ||x – PC(x)|| = 0. Η απόδειξη του θεωρήµατος όπως και οι ιδιότητες των 
προβολών αναφέρονται στο [1,chapter 8]. Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε τον 
ορισµό της χαλαρής προβολής (relaxed projection), καθώς διαδραµατίζει σηµαντικό 
ρόλο στη βελτίωση της σύγκλισης αλγορίθµων που σχετίζονται µε την περίπτωση της 
προβολής PC.     

Ορισµός 2.3. Έστω ένα κλειστό κυρτό σύνολο C στο Hilbert χώρο. Ένας 
παράγοντας (operator) ΤC : H → C καλείται χαλαρή προβολή αν, ∀ x ∈ H 

TC(x) = x + µ(PC(x) – x), µ ∈ (0,2): Χαλαρή προβολή του x στο C. 
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Σχήµα 2.4: Η γεωµετρική αναπάρασταση της χαλαρής προβολής 

 

2.3.1 Προβολή πάνω σε κλειστή µπάλα (closed ball) 

Έστω ένα σηµείο x ∈ H, όπου Η είναι Hilbert χώρος και ύπαρξη προβολής του 
σηµείου x πάνω σε µια κλειστή µπάλα ακτίνας δ. Η κλειστή µπάλα, που έχει κέντρο το 0 
και ακτίνα δ, συµβολίζεται Β[0,δ] και ορίζεται ως 

Β[0,δ] = {y : ||y|| � δ}. 

Η προβολή του x ∉B[0,δ], πάνω στο B[0,δ], δίνεται από τον παρακάτω τύπο, 









δ>δ

δ≤

=δ xif,
x
x

xif,x

)x(P ],0[B  : Προβολή πάνω σε κλειστή µπάλα, 

και η γεωµετρική αναπαράσταση εµφανίζεται στο Σχήµα 2.5. Περισσότερα 
παραδείγµατα σχετικά µε τις προβολές, όπως η προβολή πάνω σε ένα υπερεπίπεδο, ή 
σε ένα κώνο αναφέρονται στo [6]. 

 
Σχήµα 2.5: Η προβολή πάνω σε κλειστή µπάλα ακτίνας δ και κέντρου 0 
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2.4  Η θεµελιώδης θεωρία των προβολών σε κυρτά σύνολα (POCS) 

Έστω Ck, k=1,2,…,K, είναι ένας πεπερασµένος αριθµός κλειστών κυρτών συνόλων 
στον Hilbert χώρο H, τα οποία υποθέτουµε ότι µοιράζονται µια µη κενή τοµή, 

C =  I
K

1k
kC

=

≠ ∅. 

Έστω ΤCκ, κ=1,2,…, Κ, είναι οι αντίστοιχες απεικονίσεις των χαλαρών προβολών 

ΤCκ = І + µk(PCk – І), µκ ∈ (0,2), k=1,2,…,K. 

H συνένωση των χαλαρών προβολών συµβολίζεται ως 

Τ:= ΤCκ ΤCκ-1… ΤC1. 

Συνεπώς, το Τα περιλαµβάνει µια ακολουθία χαλαρών προβολών, αρχίζοντας από το 
C1. 

Θεώρηµα 2.2. Έστω Ck, k=1,2,…,K, κλειστά κυρτά σύνολα στο Hilbert χώρο, H, 
µε µη κενή τοµή. Τότε, για οποιοδήποτε x0 ∈	H, η ακολουθία (Tn(x0) ),  n=1,2,… 

συγκλίνει ασθενώς σ’ ένα σηµείο στο  C =  .C
K

1k
kI

=

 

To θεώρηµα εισάγει την έννοια της ασθενούς σύγκλισης [7]. Όταν Η είναι ένας 
Ευκλείδιος χώρος, η έννοια της ασθενούς σύγκλισης συµπίπτει µε την κύρια και γνωστή 
σύγκλιση. Η ασθενής σύγκλιση συναντάται όταν αναφερόµαστε σε χώρους άπειρης 
διάστασης. Μια ακολουθία, xn ∈ H, λέµε ότι συγκλίνει ασθενώς σε ένα σηµείο x*, αν ∀	y 
∈ H, 

y,xn  → y,x*   

και γράφουµε  

xn → x*. 

To Σχήµα 2.6 δείχνει τη γεωµετρική αναπαράσταση του θεωρήµατος. 

Παρατηρήσεις: 

• Παρατηρώντας το Σχήµα 2.6 γίνεται αντιληπτό ότι τα κλειστά κυρτά σύνολα είναι 

2 ευθείες στον ℝ2 και η ακολουθία των προβολών τείνει στην τοµή των Η1, Η2. 

• Στην ειδική περίπτωση όπου όλα τα Ck, k=1,2,…,K, είναι κλειστά υποσύνολα 
στον Η, τότε Tn(x0) → PC(x0), δηλαδή η ακολουθία των χαλαρών προβολών 
συγκλίνει ισχυρά στην προβολή του x0 στο C. Υπενθυµίζεται ότι αν κάθε Ck, 
k=1,2,…,K, είναι ένα κλειστό υποσύνολο, αποδεικνύεται ότι και η τοµή τους είναι 
και αυτή κλειστό υποσύνολο στον Η.  
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Σχήµα 2.6: Η γεωµετρική αναπαράσταση του θεωρήµατος 

 

2.5  Η παράλληλη έκδοση της θεωρίας των προβολών σε κυρτά σύνολα (POCS) 

Θεώρηµα 2.3.  Έστω Ck, k=1,2,…,K, κλειστά κυρτά σύνολα στο Hilbert χώρο, H. 
Τότε για οποιοδήποτε x0 ∈	H, η ακολουθία xn, ορίζεται ως  

xn = xn-1 + µn ( 1n

K

1k
1nCκ x)(xPω

k −
=

− −∑ ),                              (2.4) 

µε 0 < µn � Mn και Μn := ∑
∑=

−−=

−−κ

−ω

−ωK

1k
2

1n1n
K
1k Ck

2
1n1nC

x)x(P

x)x(P

k

k , όπου ωk > 0, k=1,2,…,Κ,          

έτσι ώστε ∑
=

κω
K

1k
 = 1.  

Η (2.4) µε την αναδροµή της δείχνει ότι σε κάθε επανάληψη, όλες οι προβολές 
πάνω στα κυρτά σύνολα ενεργούν ταυτόχρονα και τότε είναι κυρτά συνδυασµένες. Η 
παράµετρος µ επιλέγεται στο διάστηµα (0,Μn] , όπου το Μn υπολογίζεται αναδροµικά, 
µε αποτέλεσµα να εγγυάται την σύγκλιση. Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος 
αναφέρεται στο [8]. 

 
Σχήµα 2.7: Η γεωµετρική αναπαράσταση της παράλληλης εκδοσης των POCS 
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2.6  Εκτίµηση παραµέτρων και εκµάθηση µηχανής µε κυρτά σύνολα 

Μελετώντας το µοντέλο παλινδρόµησης (regression), η σχέση εισόδου – εξόδου 
δίνεται από τον παρακάτω τύπο, 

                                  yn = θ0
Τxn + ηn, (yn,xn) ∈ ℝ ×  ℝl,  n=1,2,…,N,                       (2.5) 

όπου το διάνυσµα θ0 είναι η άγνωστη παράµετρος. Υποθέτοντας ότι η παράµετρος ηn 
είναι µια οριοθετηµένη ακολουθία θορύβου, π.χ.  

|ηn| �  ε, 

τότε σε συνδυασµό µε τη (2.5), ισχύει ότι 

|yn – xn
Tθ0| � ε.                  (2.6) 

Ας προσπαθήσουµε να µελετήσουµε τώρα το παρακάτω σύνολο σηµείων, 

Sε = { θ : |yn - xn
Tθ| � ε }.          (2.7) 

Το σύνολο αυτό καλείται υπερπλάκα (hyperslab) και περιλαµβάνει όλα τα σηµεία που 
βρίσκονται στην περιοχή που σχηµατίζεται από τα δυο υπερεπίπεδα, όπως φαίνεται και 
στο Σχήµα 2.8,  

xn
Tθ – yn = ε,          xn

Tθ – yn= -ε. 

Η περιοχή αυτή είναι ένα κλειστό κυρτό σύνολο, όπου κάθε ζευγάρι των σηµείων 
εκπαίδευσης (yn,xn), n=1,2,…,N, ορίζει µια υπερπλάκα µε διαφορετικό προσανατολισµό, 
που εξαρτάται από το xn, και διαφορετική θέση στο χώρο, η οποία εξαρτάται από το yn. 
Το άγνωστο θ0 βρίσκεται µέσα σ’ αυτές τις υπερπλάκες, οπότε βρίσκεται στην τοµή 
τους. Εποµένως, αν οριστεί ο φορέας προβολής στις υπερπλάκες και χρησιµοποιηθεί 
κάποιο από τα σχήµατα του θεωρήµατος POCS, θα βρεθεί ένα σηµείο στην τοµή. Με 
αυτόν τον τρόπο, αν η τοµή είναι αρκετά “µικρή”, τότε οποιοδήποτε σηµείο θα είναι 
κοντά στο θ0.  

 
Σχήµα 2.8: Η υπερπλάκα που ορίζεται από τα σηµεία εκπαίδευσης (yn,xn) 

 

 Όσον αφορά τον υπολογισµό του φορέα προβολής µιας υπερπλάκας, Sε, έχει 
αποδειχθεί ότι, δοθέντος ενός θ, η προβολή του πάνω στο Sε δίνεται από τη σχέση, 

nnnS x )x,y(P θβ+θ=ε
,                                           (2.8) 
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όπου, 















ε>−θ
ε+θ−

ε≤−θ

ε−<−θ
ε−θ−

=βθ

.y,xif,
x

,xy
|y,x|if,0

y,xif,
x

,xy

)x,y(
nn2

n

nn

nn

nn2
n

nn

nn               (2.9) 

 

Αυτό σηµαίνει ότι αν το σηµείο βρίσκεται µέσα στην υπερπλάκα, συµπίπτει µε την 
προβολή του, αλλιώς η προβολή βρίσκεται πάνω σε ένα από τα δυο υπερεπίπεδα, 
ανάλογα µε τον ορισµό του Sε. 

 

2.6.1 Ο αλγόριθµος της Προσαρµοστικής Μεθόδου της Προβεβληµένης 
Υποπαραγώγου (Adaptive Projected Subgradient Method, APSM) 

Η κεντρική ιδέα του αλγορίθµου APSM έγκειται στην εξής φιλοσοφία: σε κάθε 
χρονική στιγµή, n, ένα ζευγάρι δεδοµένων εκπαίδευσης εισόδου – εξόδου λαµβάνεται 
και δηµιουργείται ένα κλειστό κυρτό σύνολο, Cn και λαµβάνονται υπόψην τα q τελευταία 
σύνολα. Η παράµετρος q ορίζεται από τον χρήστη και ουσιαστικά ορίζει ένα κινούµενο 
παράθυρο στο χρόνο, µέσα στο οποίο εµφανίζονται οι προβολές πάνω στα q τελευταία 
σύνολα. Ο αλγόριθµος APSM στηρίζεται στην παράλληλη έκδοση της θεωρίας των  

POCS και έχει ως στόχο να βρεθεί ένα θ ∈ ℝl
 , το οποίο βρίσκεται στην τοµή όλων 

εκείνων των συνόλων, Cn, ανάλογα µε το q, καθώς γίνονται διαθέσιµα τα δεδοµένα 

(yn,xn) ∈ ℝ ×  ℝl και σχηµατίζονται οι αντίστοιχες υπερπλάκες, Sε,n, n=1,2,…, σε κάθε 
χρονική στιγµή. Στην Εικόνα 2.1 παρατίθεται ο αλγόριθµος APSM. 

 

 
Εικόνα 2.1: Ο ΑPSM αλγόριθµος 
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Η παράµετρος µn παίρνει τιµές στο διάστηµα (0,2Μn), όπου, 

 

                      Μn := )10.2(,

)(P

)(Pn

1qnk
2n

1qnk 1n1nSk

2
1n1nSk

k,

k,∑
∑+−=

+−= −−

−−

θ−θω

θ−θω

ε

ε

 
 

ώστε να επιτευχθεί σύγκλιση. Για τις πρώτες q επαναλήψεις η σχέση (2.10) ισχύει για 
k=1 αντί για k=n-q+1. Ο υπολογισµός των προβολών PSε,k(

.) δίνεται από τις σχέσεις 
(2.8),(2.9). Το Σχήµα 2.9 δείχνει τη γεωµετρική αναπαράσταση του APSM αλγορίθµου, 
όπου ο αριθµός των υπερπλακών που µελετούνται για την προβολή σε κάθε χρονική 
στιγµή λαµβάνεται ως q=2. Κάθε επανάληψη περιλαµβάνει: α) q προβολές, που 
διενεργούν παράλληλα, β) τον κυρτό συνδυασµό τους και γ) το βήµα ανανέωσης. 

 
Σχήµα 2.9: Τη χρονική στιγµή n, q=2 υπερπλάκες έχουν σχηµατιστεί, Sε,n, Sε,n-1, το θn-1 
είναι ταυτόχρονα προβεβληµένο και στις δυο και οι προβολές είναι κυρτά συνδεδεµένες. 
Ο επόµενος υπολογισµός είναι το θn και έπειτα σχηµατίζεται η υπερπλάκα Sε,n+1 κ.ο.κ. 
Κάθε στιγµή ο υπολογισµός πλησιάζει την τοµή. 

 

2.6.2 Σύγκλιση του APSM αλγορίθµου 

Υποθέτοντας ότι ο θόρυβος είναι οριοθετηµένος (|ηn| 	≤ ε) και ότι υπάρχει µια 
πραγµατική τιµή θ0, που δηµιουργεί τα δεδοµένα π.χ. yn = xn

Tθ0 + ηn, ισχύει  

|xn
Tθ0 – yn| ≤	ε. 

Εποµένως, η τιµή θ0 βρίσκεται στην τοµή όλων των υπερπλακών της µορφής, 

|xn
Tθ – yn| ≤	ε. 

Γίνεται λοιπόν φανερό το ερώτηµα που γεννιέται σχετικά µε το πόσο κοντά 
ασυµπτωτικά στην θ0 µπορούµε να φτάσουµε, καθώς το n → ∞ . Αν το µέγεθος της 
τοµής είναι µεγάλο, ακόµη κι αν συγκλίνει σε κάποιο σηµείο ο αλγόριθµος, δεν 
γνωρίζουµε πόσο κοντά είναι στην θ0. Έχει όµως αποδειχθεί, [9], ότι ο υπολογισµός 
φτάνει οριακά κοντά στην πραγµατική τιµή θ0 υπό κάποιες προϋποθέσεις. Ο APSM 
αλγόριθµος απαιτεί την επιλογή τριών µεταβλητών, των ε, µn και q. Για την επιλογή του 
µn λαµβάνεται υπόψην το γεγονός ότι όσο µεγαλύτερο είναι το µn, τόσο γρηγορότερη 
είναι η ταχύτητα σύγκλισης, µε κόστος όµως την ύπαρξη υψηλότερου τελικού επιπέδου 
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θορύβου. Σχετικά µε το ε µια τυπική επιλογή είναι ε = σ2 , όπου σ είναι ο συντελεστής 
θορύβου. Τέλος, όσον αφορά το q, λαµβάνεται υπόψην ότι όσο µεγαλύτερο είναι τόσο 
πιο γρήγορα επιτυγχάνεται η σύγκλιση και αυξάνεται το κατώφλι του σφάλµατος, µε 
κόστος βέβαια στην πολυπλοκότητα του αλγορίθµου καθώς απαιτούνται περισσότερες 
επαναλήψεις.  

 

Παρατηρήσεις: 

• Αν οι υπερπλάκες ταυτίζονται µε τα υπερεπίπεδα (ε=0) και q=1 τότε ο 
αλγόριθµος συµπεριφέρεται όπως ο κανονικοποιηµένος LMS(NLMS) και 
έχει ακριβώς τα ίδια αποτελέσµατα. 

• Ο APSM αλγόριθµος µπορεί να γενικευτεί και στην περίπτωση όπου το 
σύστηµα, το οποίο συνδέει είσοδο – έξοδο, είναι µη γραµµικό και εποµένως 
ανήκει στον απειροδιάστατο χώρο Hilbert. 
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3. Προσαρµοστική εκµάθηση σε µη γραµµικά συστήµατα 

 

3.1  Τοποθέτηση προβλήµατος 

Στα προηγούµενα κεφάλαια έχει παρουσιαστεί η προσαρµοστική εκµάθηση σε 
γραµµικά συστήµατα. Επίσης, έχουν αναπτυχθεί και αλγόριθµοι, όπως ο LMS και ο 
APSM, οι οποίοι επιφέρουν πολύ καλά αποτελέσµατα κατά την εκτέλεση τους και 
χρησιµοποιούνται σε πολλές εφαρµογές. Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε την 
προσαρµοστική εκµάθηση στη γενική περίπτωση των µη γραµµικών συστηµάτων, όπου 
και σ’ αυτή την κατηγορία υπάρχουν αλγόριθµοι, και συγκεκριµενα ο Kernel LMS και ο 
Kernel APSM, οι οποίοι, ακολουθώντας τη θεωρία της µη γραµµικότητας, εκτελούνται 
και χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές της προσαρµοστικής εκµάθησης σε µη γραµµικά 
συστήµατα.              
 Η προσέγγιση στον τοµέα της προσαρµοστικής εκµάθησης σε µη γραµµικά 
συστήµατα θα αναφέρεται σε µια µεγάλη κατηγορία της θεωρίας της µη γραµµικότητας, 
η οποία συναντάται σε εφαρµογές, και αφορά το ισχυρό εργαλείο της Αναπαραγωγής 
Πυρήνα σε Hilbert χώρους (Reproducing Kernel Hilbert Spaces, RKHS). Η µεθοδολογία 
αυτή επιτρέπει την περιγραφή µιας ευρείας κατηγορίας µη γραµµικοτήτων µε µοναδικό 
τρόπο, επιλύοντας ένα ισοδύναµο γραµµικό πρόβληµα σε διαφορετικό χώρο από τον 
προηγούµενο, όπου βρίσκονται οι αρχικές µετρήσεις. Αυτό επιτυγχάνεται µε µια 
απεικόνιση από το χώρο που βρίσκονται τα αρχικά δεδοµένα σε έναν άλλο 
χαρακτηριστικό χώρο (feature space). Στο σηµείο αυτό αξίζει να επισηµανθεί ότι σ’ ένα 
παραµετρικό πρόβληµα αυτής της κατηγορίας, ο σχεδιαστής δεν χρειάζεται να ανησυχεί 
για τη φύση και τη διάσταση αυτού του µελλοντικού χώρου, καθώς του δίνεται η 
δυνατότητα να δοκιµάζει διαφορετικές απεικονίσεις, που επαληθεύουν διαφορετικές 
γραµµικότητες, και να καταλήγει σε αυτή που ταιριάζει καλύτερα στις ανάγκες του. 
 Σε οποιαδήποτε περίπτωση, τα µοντέλα που ασχολούνται µε το αντικείµενο της µη 
γραµµικότητας απαιτούν δραστική αραίωση (sparsification), ώστε να µην υποφέρουν 
από το πρόβληµα της υπερπροσαρµογής, που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 1. 
Επιπλέον, εκτός από την υπερπροσαρµογή, όσο ο αριθµός των δεδοµένων 
εκπαίδευσης, Ν, αυξάνεται, τόσο ένα µοντέλο αυτής της κατηγορίας γίνεται µη 
διαχειρίσιµο. Στον παρόν κεφάλαιο θα αναφερθούν κάποιες τεχνικές αραίωσης, διότι 
έχουν µεγάλη σηµασία για την αποτελεσµατικότητα τέτοιων µοντέλων.  

 

3.2  Η διαδικασία της παλινδρόµησης (regression) σε µη γραµµικά συτήµατα 

Έστω ένα σύνολο από δεδοµένα εκπαίδευσης, (yn,xn), n=1,2,…, yn ∈ ℝ, xn ∈	ℝl. 
Στόχος είναι να ορίσουµε µια σχέση εισόδου – εξόδου µέσω του µοντέλου της µορφής 

yn = f(xn) + ηn, n=1,2,…                                            (3.1) 

όπου ηn είναι µια ακολουθία θορύβου και η µη γραµµική συνάρτηση περιγράφεται από 
τη σχέση 

f(x) = θ0 + ∑
−

=

φθ
1K

1k
kk ),x(                                            (3.2) 
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όπου θk, k=1,2,…,K-1, περιλαµβάνει το σύνολο από αγνώστους παραµέτρους και φk(x) 
είναι προεπιλεγµένες µη γραµµικές συναρτήσεις 

φk(
.) : ℝl

 → ℝ, k=1,2,…,K-1. 

 Τα διανύσµατα εισόδου είναι γνωστά ως regressors. Λαµβάνοντας υπόψην τις σχέσεις 
(3.1), (3.2), υπολογίζουµε 

yn = θ0 + ∑
−

=

φθ
1K

1k
kk )x(  + ηn := θΤφ(xn) + ηn, 

όπου  

φ(.) = [ φ1(
.), φ2(

.), …, φK-1(
.),  1 ]Τ και θ = [ θ1, θ2,…, θK-1,  θ0 ]

Τ. 

Η τιµή θ0 είναι γνωστή ως bias και έχει συµπεριληφθεί στο διάνυσµα θ µε την 
ταυτόχρονη προσθήκη της µονάδας σαν τελευταίο στοιχείο στο διάνυσµα φ. Ο στόχος 

αυτού του παραµετρικού προβλήµατος είναι ο υπολογισµός του διανύσµατος θ̂  από το 

διάνυσµα θ χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα εκπαίδευσης. Όταν το θ̂  υπολογιστεί και 
δοθέντος µιας τιµής του x, η πρόβλεψη της αντίστοιχης τιµής εξόδου υπολογίζεται 
σύµφωνα µε το παρακάτω µοντέλο 

)x(ˆŷ φθ= Τ .                                                      (3.3) 

Το Σχήµα 3.1 δείχνει το γράφηµα της (3.3) για δυο διαφορετικές περιπτώσεις 
δεδοµένων εκπαίδευσης, (yn,xn). Στο Σχήµα 3.1a το µοντέλο είναι, π.χ., 

ŷ = -0.5 + x, 

και το αντίστοιχο µοντέλο στο Σχήµα 3.1b είναι 

ŷ = -3 -2φ1(x) + φ2(x), 

όπου φ1(x) = x και φ2(x) = x2.  

 
Σχήµα 3.1: Προσαρµογή του συνόλου των δεδοµένων εκπαίδευσης, (yn,xn), n=1,2,…, 
N-1από µια γραµµική και µια τετραγωνική συνάρτηση αντίστοιχα. 

 

Επιπλέον, το σχήµα φανερώνει το κύριο στόχο της παλινδρόµησης (regression), που 
είναι να εξηγήσει το µηχανισµό δηµιουργίας των δεδοµένων καθώς και να ορίσει το 
γράφηµα της κατάλληλης καµπύλης ώστε τα δεδοµένα στον (y,x) χώρο να είναι όσο 
κοντά σ΄ αυτή την καµπύλη γίνεται.  
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3.3  Αναπαραγωγή Πυρήνα σε Hilbert χώρους (Reproducing Kernel Hilbert 
Spaces, RKHS)               
Στην παρούσα θεµατική ενότητα θα µελετήσουµε ένα γραµµικό χώρο Hilbert, Η, 

που ανήκουν πραγµατικές συναρτήσεις ορισµένες σε ένα σύνολο Χ ⊆  ℝl. Ο χώρος 

αυτός περιέχει την λειτουργία του εσωτερικού γινοµένου, .Η, που ορίζει µια αντίστοιχη 

νόρµα .Η.               

 Ορισµός 3.1. Ένας Hilbert χώρος, Η, καλείται Reproducing Kernel Hilbert Space 
(RKHS), αν υπάρχει συνάρτηση 

κ: X ×   X → ℝ, 

µε τις παρακάτω ιδιότητες: 

 α) Για κάθε x ∈ X, κ( .,x) ανήκει στο Η. 

 β) η κ( .,. ) έχει τη λεγόµενη reproducing ιδιότητα: 

f(x) = )x(.,,f κ , ∀ f ∈ H, ∀ x ∈ X.                                  (3.4) 

Μια περίπτωση της παραπάνω ιδιότητας είναι πως, αν θέσουµε f(.) = κ(.,y), y ∈ X, τότε 

)x(.,),y(., κκ = )x,y()y,x( κ=κ .                                  (3.5) 

 Ορισµός 3.2. Έστω Η ένας Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS), που 
σχετίζεται µε µια συνάρτηση πυρήνα (kernel function) κ(.,.), και Χ ένα σύνολο στοιχείων. 
Τότε η απεικόνιση (mapping) 

      Χ	∋ x → φ(x) := κ(.,x) ∈	H, 

είναι γνωστή ως χαρακτηριστική απεικόνιση (feature map) και ο χώρος, Η, 
χαρακτηριστικός χώρος (feature space). 

 Συνεπώς, αν το Χ είναι το σύνολο των διανυσµάτων παρατήρησης, τότε η 
χαρακτηριστική απεικόνιση απεικονίζει κάθε διάνυσµα στον RKHS.  Επιπλέον, εφόσον 
ένας Hilbert χώρος µπορεί να είναι άπειρης διάστασης και τα στοιχεία του να γίνονται 
συναρτήσεις, τότε κάθε δεδοµένο εκπαίδευσης µπορεί να απεικονιστεί και σαν 
συνάρτηση. Εποµένως, οι απεικονίσεις µπορούν να συµβολιστούν σαν συναρτήσεις, 
ως φ(.).               
 Έχοντας, λοιπόν, καταφέρει να κάνουµε την απεικόνιση από έναν αυθεντικό χώρο, 
όπου βρίσκονται τα πραγµατικά µας δεδοµένα, σ’ έναν µεγαλύτερης διάστασης χώρο 
(RKHS), µπορούµε να κάνουµε πιο εύκολους και εφικτούς υπολογισµούς µε το 

εσωτερικό γινόµενο των συναρτήσεων απεικόνισης. Εποµένως, αν x,y ∈	Χ ⊆  ℝl , τότε 
το εσωτερικό γινόµενο των συναρτήσεων απεικόνισης γράφεται 

,)y(.,),x(.,)y(),x( κκ=φφ  

  ή      )y,x()y(),x( κ=φφ                                           (3.6) 

Η παραπάνω ιδιότητα (3.6) ονοµάζεται τέχνασµα πυρήνα (Kernel Trick) και διευκολύνει 
σηµαντικά τους υπολογισµούς. Επίσης, επιτρέπει την ακόλουθη προσέγγιση, η οποία 
χρησιµοποιείται ευρέως στην µηχανική εκµάθηση: 

• Σχεδιασµός ενός αλγορίθµου, ο οποίος απεικονίζει τα δεδοµένα εκπαίδευσης 
στην είσοδο σε έναν RKHS 
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       xn → φ(xn) ∈ H, n=1,2,…,N. 

• Επίλυση ενός γραµµικού προβλήµατος εκτίµησης στον Η, εµπεριέχοντας τις 
εικόνες φ(xn), n=1,2,…,N. 

• Πρωταγωνιστές αυτού του αλγορίθµου είναι οι υπολογισµοί του εσωτερικού 
γινοµένου 

)x(),x( ji φφ , i,j = 1,2,…,N. 

• Αντικατάσταση κάθε εσωτερικού γινοµένου µε µια λειτουργία πυρήνα, π.χ. 

)x,x()x(),x( jiji κ=φφ . 

Το αποτέλεσµα του αλγορίθµου θα είναι ισοδύναµο µε την επίλυση µιας           
γραµµικής µοντελοποίησης σε έναν RKHS, που έχει οριστεί από τον επιλεγµένο 
πυρήνα. Κάθε εσωτερικό γινόµενο στον RKHS είναι µια µη γραµµική λειτουργία 
συνάρτησης στον χώρο εισόδου. Το kernel trick χρησιµοποιήθηκε αρχικά στα 
[10,11]. 

Το σχήµα 3.2 εξηγεί το θεωρητικό υπόβαθρο της διαδικασίας. Πρακτικά, τα παραπάνω 
βήµατα είναι ισοδύναµα µε: α) την εργασία στον αυθεντικό χώρο (µικρής διάστασης 
Ευκλείδιος χώρος) και έκφραση όλων των διαδικασιών σε όρους εσωτερικού γινοµένου 
και β) την αντικατάσταση στο τελευταίο βήµα των εσωτερικών γινοµένων µε µια 
συνάρτηση πυρήνα. 

 

 
Σχήµα 3.2: Η µη γραµµική διαδικασία στον αυθεντικό µικρής διάστασης χώρο 
απεικονίζεται σε γραµµική σε ένα υψηλότερης διάστασης χώρο RKHS Η.  

3.3.1 Παραδείγµατα Συναρτήσεων Πυρήνα 

Υπάρχουν µερικές συναρτήσεις πυρήνα που είναι αρκετά δηµοφιλείς και 
χρησιµοποιούνται σε πληθώρα εφαρµογών: 

1. Ο Gaussian πυρήνας (Gaussian Kernel) αποτελεί το πιο δηµοφιλές παράδειγµα 
και ορίζεται ως 
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κ(x,y) = exp )
2

yx
(

2

2

σ

−
− , µε σ>0.     

Η διάσταση του RKHS που δηµιουργείται από τον Gaussian πυρήνα είναι      
άπειρη. Η απόδειξη ότι ο Gaussian πυρήνας ικανοποιεί τις απαιτούµενες 
ιδιότητες δίνεται στο [12]. 

2. Ο οµοιογενής πολυωνυµικός πυρήνας έχει τη µορφή 

κ(x,y) = (xTy)r, όπου r είναι παράµετρος. 

3. Ο ανοµοιογενής πολυωνυµικός πυρήνας έχει τη µορφή  

      κ(x,y) = (xΤy + c)r, όπου c	≥	0 και r οι παράµετροι.  

Η διάσταση RKHS που σχετίζεται µε πολυωνυµικούς πυρήνες είναι 
πεπερασµένη. 

4. Ο Laplacian πυρήνας ορίζεται ως 

κ(x,y) = exp(-t ),yx −  όπου t > 0 είναι παράµετρος. 

Η διάσταση RKHS που σχετίζεται µε τον Laplacian πυρήνα είναι άπειρη. 

5. Η συνάρτηση δειγµατοληψίας ή sinc πυρήνας έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον από την 
όψη της επεξεργασίας σήµατος και ορίζεται ως 

sinc(x) = 
x

)xsin(
π
π

 . 

6. Άλλη µια κατηγορία πυρήνων ιδιαίτερης σηµασίας καλούνται πυρήνες 
συµβολοσειράς (string kernels) και χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές όπου τα 
δεδοµένα παρουσιάζονται σαν σύµβολα συµβολοσειρών. 

 

Επιπλέον, είναι εφικτό να κατασκευαστούν πυρήνες βασιζόµενοι στις παρακάτω 
ιδιότητες: 

1. Αν κ1(x,y) : X ×   X → ℝ , κ2(x,y) : X ×   X → ℝ , είναι πυρήνες, τότε 

κ(x,y)= κ1(x,y) + κ2(x,y), 

   και 

κ(x,y) = α κ1(x,y), α > 0, 

    και 

κ(x,y) = κ1(x,y) κ2(x,y), 

   είναι επίσης πυρήνες. 

2. Έστω f : X → ℝ, τότε 

κ(x,y) = f(x)f(y), 

      είναι επίσης ένας πυρήνας. 

3. Έστω η συνάρτηση g : X → ℝ, και µια συνάρτηση πυρήνα  

κ1(
.,.) : ℝl ×   ℝl → ℝ. 

   Τότε, 
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κ(x,y) = κ1(g(x),g(y)), 

   είναι επίσης ένας πυρήνας. 

4. Έστω Α ένας θετικά ορισµένος l ×  l πίνακας. Τότε 

κ(x,y) = xTAy, 

   είναι ένας πυρήνας. 

5. Αν  κ1(x,y) : X ×   X → ℝ, τότε 

κ(x,y) = exp(κ1(x,y)), 

είναι επίσης ένας πυρήνας, και αν p(.) είναι ένα πολυώνυµο µε µη αρνητικούς            
συντελεστές, 

κ(x,y) = p(κ1(x,y)), 

 είναι επίσης ένας πυρήνας. 

 

3.3.2 Representer Θεώρηµα 

Το Representer θεώρηµα είναι ιδιαίτερα σηµαντικό, από πρακτική άποψη, διότι 
επιτρέπει την εµπειρική βελτιστοποίηση της συνάρτησης κόστους, βασισµένη σε ένα 
πεπερασµένο σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης, ακόµη και αν η συνάρτηση που πρέπει 
να εκτιµηθεί βρίσκεται σ’ έναν µεγάλης διάστασης (πιθανόν και άπειρης) χώρο, Η. 

Θεώρηµα 3.1. Έστω Ω : [0,+∞ ) → ℝ, µια αυθαίρετη γνησίως αύξουσα 

συνάρτηση. Επίσης, έστω L : ℝ2 → ℝ ∪  {∞ } µια αυθαίρετη συνάρτηση κόστους. Τότε 
κάθε ελαχιστοποιητής, f ∈ H, της  

J(θ) := , )() )x(f,y(L
N

1n
n∑

=
θ θΩλ+   

έχει τη µορφή  

f(.) = ∑
=

κθ
N

1n
nn ),x(.,  όπου θn ∈ ℝ, n=1,2,…,N.                            (3.7) 

Το θεώρηµα αποδείχθηκε πρώτη φορά στο [13]. Η σηµασία αυτού του θεωρήµατος 
είναι ότι για να γίνει βελτιστοποίηση της J(θ) σε σχέση µε το f, πρέπει να 
χρησιµοποιηθεί η σχέση (3.7) και η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται σε σχέση µε το 
πεπερασµένο σύνολο παραµέτρων, θn, n=1,2,…,N. Είναι, επίσης, αξιοσηµείωτο το 
γεγονός ότι όταν δουλεύουµε σε µεγάλης διάστασης χώρους, η παρουσία της 
διαδικασίας της τακτοποίησης είναι απαραίτητη και αναπόφευκτη, διότι αν δεν υπάρχει 
η βελτιστοποιηµένη λύση θα υποφέρει από το πρόβληµα της υπερπροσαρµογής, που 
συζητήθηκε στο Κεφάλαιο 1. Η επιρροή της τακτοποίησης στην γενικευµένη εµφάνιση 
και σταθερότητα της λύσης έχει µελετηθεί σε αρκετές δηµοσιεύσεις [14,15,16,17].  

3.4  Εκµάθηση σε Aπευθείας Σύνδεση σε RKHS ( Οnline Learning in RKHS) 

Στην παραµετρική µοντελοποίηση σε ένα Ευκλείδιο χώρο ℝl, ο αριθµός των 
αγνώστων παραµέτρων παραµένει ίδιος για όλες τις µονάδες του χρόνου. Η 
µοντελοποίηση, όµως, µιας άγνωστης συνάρτησης που βρίσκεται στον RKHS, επιφέρει 
αύξηση του αριθµού των αγνώστων παραµέτρων γραµµικά µε τον χρόνο, µε 
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αποτέλεσµα να αυξάνεται η πολυπλοκότητα µε τις χρονικές επαναλήψεις και να γίνεται 
µη διαχειρίσιµοι οι υπολογισµοί. Για το λόγο αυτό, υπάρχουν κάποιοι αλγόριθµοι που 
επιλύουν το πρόβληµα αυτό, µε τους πιο δηµοφιλείς να είναι ο Kernel LMS και ο Kernel 
APSM.  

 

3.4.1 Ο αλγόριθµος Kernel Least Mean Square (KLMS) 

Έστω x	∈ ℝl και ο χαρακτηριστική απεικόνιση (feature map) 

x → φ(x) = κ(.,x) ∈	H. 

Για να κάνουµε εκτίµηση της f ∈ Η, ελαχιστοποιούµε τη συνάρτηση κόστους 

J(f) = 
2
1

E[ 2|)x(,fy| φ− ],                                      (3.8) 

όπου .,.  συµβολίζει το εσωτερικό γινόµενο στον Η. Παίρνοντας τη µερική παράγωγο 

της (3.8) ως προς θ, έχουµε 

)])x(,fy)(x([E)f(Jf φ−φ−=∇ . 

Εποµένως, λαµβάνοντας υπόψην την έννοια της στοχαστικής παραγώγου και 
αντικαθιστώντας τις τυχαίες µεταβλητές µε τις παρατηρήσεις, έχουµε την ακόλουθη 
αναδροµική σχέση που ορίζει το βήµα ανανέωσης σε κάθε χρονική στιγµή του 
αλγορίθµου KLMS 

fn = fn-1 + µnenφ(xn), 

             = fn-1 + µnenκ(.,xn),                                              (3.9) 

όπου en = )x(,fy n1nn φ− − , µε n=1,2,…          

Ξεκινώντας τις επαναλήψεις από την αρχική τιµή f0 = 0 και θέτοντας µn=µ, 
υπολογίζουµε 

                            fn = µ∑
=

κ
n

1i
ii ),x(.,e                                                    (3.10) 

και η πρόβλεψη εξόδου, βασιζόµενη στα δείγµατα εκπαίδευσης δίνεται ως 

∑
−

=

−

κµ=

φκ=
1n

1i
ini

n1nn

).x,x(e

)x((.,,fŷ
 

Παρατηρούµε ότι η σχέση (3.10) συµφωνεί µε το Representer θεώρηµα. Έτσι, 
αντικαθιστώντας τον όρο µei µε θi και συνδέοντας τις (3.9),(3.10), σε κάθε χρονική 
στιγµή ο αλγόριθµος KLMS έχει τα ακόλουθα βήµατα: 

.e

,)x,x(yŷye

nn

1n

1i
ininnnn

µ=θ

κθ−=−= ∑
−

=                                 (3.11) 

Η εξίσωση βήµατος του κανονικοποιηµένου KLMS (normalized KLMS) γίνεται  
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.
)x,x(

e

nn

n
n κ

µ=θ  

3.4.2 Ο αλγόριθµος Kernel Adaptive Projected Subgradient Method (KAPSM ) 

Ο αλγόριθµος APSM στηρίζεται στη θεωρία των προβολών πάνω σε κυρτά 
σύνολα (POCS theory) και η βασική φιλοσοφία του επεκτείνεται στο χώρο των 
συναρτήσεων, µε αποτέλεσµα την ύπαρξη του αλγορίθµου KAPSM.  Για τον KAPSM, 
ισχύει 

∑
+−=

−−− −µ+=
n

1qnk
1n1nkn1nn ),f)f(P

q
1

(ff                                (3.12) 

όπου τα βάρη για τον κυρτό συνδυασµό των προβολών είναι ίσα µε ωk = 
q

1 , k ∈ [n-

q+1,n]. Με Pk συµβολίζεται ο φορέας προβολής στο αντίστοιχο κυρτό σύνολο.   
 Στη διαδικασία της παλινδρόµησης(regression), επιλέγουµε να πάρουµε τις 
προβολές στις υπερπλάκες (hyperslabs), που είναι ορισµένες από τα σηµεία (yn,κ(.,xn)) 
και την παράµετρο ε, η οποία ελέγχει το πλάτος της υπερπλάκας. Έτσι, λοιπόν, έχουµε 

      Pk(fn-1) = fn-1 + βkκ(.,xk),                                           (3.13) 

µε 

 

)14.3(

.y)x(.,,fif,
)x,x(

)x(.,,fy

|y)x(.,,f|if,0

y)x(.,,fif,
)x,x(

)x(.,,fy

kk1n
kk

k1nk

kk1n

kk1n
kk

k1nk

k















ε>−κ
κ

ε+κ−

ε≤−κ

ε−<−κ
κ

ε−κ−

=β

−
−

−

−
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Παρατηρείται ότι από τις σχέσεις (3.13),(3.14), η (3.12) µπορεί να πάρει τη µορφή 

),)x(.,(ff
n

1qnk
kkn1nn ∑

+−=
− κβµ+=  

όπου ο συντελεστής 1/q συµπεριλαµβάνεται στο βk.      
 Τα βήµατα του αλγορίθµου KAPSM είναι τα ίδια µε τα βήµατα του αλγορίθµου 
APSM (Εικόνα 2.1), µε τη διαφορά ότι αναφερόµαστε σε συναρτήσεις πυρήνα και ως 
σχέση ανανέωσης χρησιµοποιούµε την (3.12), που έχει ως αποτέλεσµα τον 
υπολογισµό των σχέσεων (3.13),(3.14). Η παράµετρος µn µπορεί να πάρει τιµές στο 
διάστηµα (0,2Μn), όπου 

Μn := ∑
∑+−=

+−=

κββ

κβn

1qnk
k

1qni
iiki

kk
2
k

)xx(

)x,x(
 , αν ∑

+−=

κββ
k

1qni
iiki )xx( 	≠ 0, αλλιώς Μn=1.  

Για τις πρώτες q επαναλήψεις ισχύει η παραπάνω σχέση αλλά µε k=1 και i=1. 

Παρατηρήσεις: 

• Στην περίπτωση των υπερπλακών, αν ε=0 και q=1, ο KAPSM κατά την εκτέλεσή 
του λειτουργεί σαν τον κανονικοποιηµένο KLMS. 
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3.4.3 Αραίωση της λύσης (Sparsifying the solution) 

Όπως είδαµε στο Κεφάλαιο 1, η αραίωση (sparsification) της λύσης είναι ένας 
τρόπος µε τον οποίο µπορεί να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα της υπερπροσαρµογής 
(overfitting). Εκτός όµως από τους Ευκλείδιους χώρους, η αραίωση µπορεί να 
εφαρµοστεί και στους RKH χώρους µε απόλυτη επιτυχία και την µέθοδο αυτή την 
χρησιµοποιούν και οι δυο αλγόριθµοι που µελετάµε ο KLMS και ο KAPSM.  
 Θα µελετήσουµε τις διάφορες τεχνικές αραίωσης που µπορούν να εφαρµοστούν 
και στους δυο αλγορίθµους αλλά και τεχνικές που εφαρµόζουµε σε καθένα ξεχωριστά. 

3.4.3.1 Αραίωση στον KLMS 

Ένα µειονέκτηµα του KLMS είναι ότι ένας αυξανόµενος αριθµός σηµείων 
εκπαίδευσης, xn, εµπεριέχεται στην εκτίµηση της εξόδου του συστήµατος. Το σύνολο 
αυτών των σηµείων µπορεί να θεωρηθεί ως ένα “λεξικό” (“dictionary”), D, το οποίο 
αποθηκεύεται στη µνήµη. Αυτή η ιδέα περιλαµβάνεται σε οποιοδήποτε µοντέλο 
µηχανικής εκµάθησης βασιζόµενη στη θεωρία kernel. Εποµένως, γίνεται αντιληπτό ότι η 
παραπάνω ιδέα απαιτεί µεγαλύτερη µνήµη και περισσότερες υπολογιστικές πηγές, 
καθώς ο χρόνος περνά. Ιδιαίτερα, αν ο KLMS χρησιµοποιηθεί σε εφαρµογές σε 
συστήµατα πραγµατικού χρόνου, το λεξικό µεγαλώνει απεριόριστα, µε αποτέλεσµα να 
γεµίσει πλήρως τη µνήµη της µηχανής και να απαιτεί περισσότερο χρόνο να γίνουν οι 
υπολογισµοί. Για να αποφευχθεί αυτή η δυσάρεστη έκταση που µπορεί να πάρει ο 
αλγόριθµος, υπάρχουν τεχνικές, όπου το λεξικό των σηµείων δηµιουργείται στην έναρξη 
της εκτέλεσης του αλγορίθµου και τα νέα σηµεία εισάγονται µέσα σ’ αυτό µόνο υπό 
συγκεκριµένες προϋποθέσεις. Η πολυπλοκότητα του KLMS σε κάθε χρονική στιγµή n 
είναι Ο(n) αλλά αν εφαρµοσθεί κάποια απ’ αυτές τις τεχνικές η πολυπλοκότητα γίνεται 
Ο(Μn), όπου Μn είναι το µέγεθος του λεξικού τη χρονική στιγµή n. Ας δούµε µερικές 
δηµοφιλείς τεχνικές: 

• Κριτήριο Καινοτοµίας (Novelty Criterion)[18]: 

Έστω Dn-1 το υπάρχον λεξικό, το µέγεθος του είναι Μn-1 και τα στοιχεία του 
συµβολίζονται ως uk, k=1,2,…,Mn-1. Όταν ένα νέο σηµείο παρατήρησης 
έρχεται, η απόστασή του από όλα τα σηµεία του Dn-1 υπολογίζεται ως 

d(xn,Dn-1) = }.ux{min kn
u 1nDk

−
−∈

 

- Αν αυτή η απόσταση είναι µικρότερη από ένα κατώφλι, δ1, τότε το 
σηµείο αυτό αγνοείται και το λεξικό παραµένει το ίδιο, δηλαδή Dn=Dn-1.  

- Αλλιώς, υπολογίζεται το σφάλµα 

en = yn - ∑
−

=

κθ−=
1nM

1k
knknn )u,x(yŷ . 

Αν |en| < δ2, όπου δ2 ένα κατώφλι, τότε το σηµείο απορρίπτεται. Αν όχι, 
το xn εισέρχεται στο λεξικό και Dn = Dn-1	∪  {xn}. 

• Κριτήριο Συνοχής (Coherence Criterion): 

Σύµφωνα µ’ αυτό το κριτήριο, το σηµείο xn εισέρχεται στο λεξικό, αν η 
συνοχή του είναι πάνω από κάποιο κατώφλι, ε0, π.χ.  

|})u,x({|max kn
u 1nDk

κ
−∈

 > ε0. 
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Έχει αποδειχθεί[19] ότι µε αυτό το κριτήριο το µέγεθος του λεξικού 
παραµένει πεπερασµένο, καθώς n → ∞ . 

• Κριτήριο Αιφνιδιασµού (Surprise Criterion)[20]: 

Ο αιφνιδιασµός(surprise) ενός νέου ζευγαριού (yn,xn) σε ένα σύστηµα 
εκµάθησης Τ, ορίζεται ως η λογαριθµική πιθανότητα του (yn,xn), 

ST(yn,xn) = -lnp((yn,xn)|T). 

Σύµφωνα µ’ αυτό το κριτήριο, ένα ζευγάρι δεδοµένων εντάσσεται σε µια 
από τις παρακάτω κατηγορίες: 

- Ασυνήθης (Abnormal): ST(yn,xn) > δ1, 

- Επίκτητη (Learnable): δ1 ≥ ST(yn,xn) ≥ δ2, 

- Πλεονάζων (Redundant): ST(yn,xn) < δ2, όπου δ1, δ2, τιµές 
κατωφλιού. Για την περίπτωση του LMS µε Gaussian εισόδους, 
υπολογίζεται η παρακάτω πιθανότητα 

ST(yn,xn) = 
2
1

ln(rn) + 
n

2
n

r2

e
, 

      όπου rn = λ + κ(xn,xn) -  },
)u,u(
)u,x(

{max
kk

kn
2

u 1nDk κ
κ

−∈

  

      µε λ: παράµετρος τακτοποίησης ορισµένη από το χρήστη. 

 Μια άλλη τεχνική, η οποία δίνει τη δυνατότητα αλλαγής των αντίστοιχων βαρών 
των σηµείων του λεξικού είναι η τεχνική της κβάντισης (quantization technique), που 
περιγράφεται από τον αλγόριθµο quantized KLMS (QKLSM)[21]. 

 

3.4.3.2 Αραίωση στον KAPSM 

Η αραίωση στον KAPSM µπορεί να επιτευχθεί είτε µέσω της χρήσης λεξικού, µε 
τις τεχνικές που µελετήθηκαν και για την αραίωση στον KLMS, αλλά µέσω 
τακτοποίησης (regularization). Για την τακτοποίηση, επιβάλλεται ο παρακάτω 
περιορισµός  

nf  ≤ δ. 

Αν ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση κόστους υπό τον παραπάνω περιορισµό, τότε 
συµβαίνει ελαχιστοποίηση του κόστους. Υπό αυτές τις συνθήκες η ανανέωση στον 
KAPSM (3.12) γίνεται 

)15.3()),f)f(P
q
1

(f(Pf
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1qnk
1n1nkn1n],0[Bn ∑

+−=
−−−δ −µ+=

           

όπου PΒ[0,δ] είναι η προβολή πάνω σε µια κλειστή µπάλα, ορισµένη ως Β[0,δ]. 
(Κεφάλαιο 2.3.1), 

Β[0,δ] = {f ∈ H : nf  ≤ δ}, 

και η προβολή υπολογίζεται 



Προσαρµοστική Εκµάθηση και Προσαρµοστικοί Αλγόριθµοι 

Μ. Χερουβείµ   39 

.
fif,

f
f

fif,f

)f(P ],0[B








δ>δ

δ≤

=δ  

Εποµένως, στην ανανέωση της εκτίµησης της (3.12) λαµβάνεται υπόψην και η 
παραπάνω προβολή που ικανοποιεί τον περιορισµό που τέθηκε.      
 Όπως και στον KLMS, έτσι και στον KAPSM υπάρχει ο αλγόριθµος του quantized 
KAPSM, ο οποίος περιγράφεται στο [22]. 
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4. Πειραµατική µελέτη προσαρµοστικών αλγορίθµων 

 

4.1   Τοποθέτηση Προβλήµατος 

Στο παρόν κεφάλαιο θα µελετήσουµε τα αποτελέσµατα της εκτέλεσης των 
αλγορίθµων για γραµµικά συστήµατα και συγκεκριµένα των APSM, NLMS, καθώς και 
για µη γραµµικά συστήµατα των KAPSM, KNLMS. Όλοι αυτοί οι αλγόριθµοι και το 
θεωρητικό τους υπόβαθρο µελετήθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια. Για τα γραµµικά 
συστήµατα θα χρησιµοποιήσουµε ένα γραµµικό πρόβληµα µοντελοποίησης, που 
καλείται ταύτιση καναλιού (Channel Identification) και για τα µη γραµµικά συτήµατα θα 
µελετήσουµε την ισοστάθµιση καναλιού (Channel Equalization). 

 

4.2   Ταύτιση Συστήµατος (System Identification)   

Στην ταύτιση συστήµατος, σκοπός είναι να µοντελοποιηθεί η απόκριση ενός 
αγνώστου έργου (plant), Η, ώστε να είναι εφικτή η πρόσβαση στο σήµα εισόδου του, 
όπως επίσης και σε µια θορυβώδης έκδοση της εξόδου του. Η εργασία αυτή ασχολείται, 
δηλαδή, µε το σχεδιασµό ενός µοντέλου, του οποίου η απόκριση προσεγγίζει την 
αντίστοιχη ενός αγνώστου έργου. Για το λόγο αυτό, σχεδιάζεται µε βέλτιστο τρόπο ένα 
γραµµικό φίλτρο, του οποίου η είσοδος είναι ίδια µε την αντίστοιχη που υπάγεται στο 
έργο και η επιθυµητή απόκρισή του είναι η θορυβώδης έξοδος του έργου, όπως 
φαίνεται και στο Σχήµα 4.1. 

 

 
Σχήµα 4.1: Στην ταύτιση συστήµατος, η απόκριση του µοντέλου εκτιµάται βέλτιστα, 
ώστε η έξοδος να είναι κοντά, όσον αφορά το MSE, στο αντίστοιχο του αγνώστου 
έργου. Η κόκκινη γραµµή δείχνει ότι το σφάλµα χρησιµοποιείται για τη βέλτιστη εκτίµηση 
των αγνώστων παραµέτρων του φίλτρου. 

Έστω λοιπόν un η είσοδος του συστήµατος, yn η έξοδος του έργου χωρίς θόρυβο και dn 
η τελική έξοδος µαζί µε την παρυσία του θορύβου. Έχουµε, εποµένως, τις παρακάτω 
ισότητες 

Σuw* = E[un,dn] = E[un,yn] + 0, 
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υποθέτοντας πως ο θόρυβος ηn είναι στατιστικά ανεξάρτητος της un και Σ ο πίνακας 
συνδυασποράς. Εποµένως, οι εξισώσεις παραµένουν ίδιες ακόµα και αν υφίσταται το 
µοντέλο όπου η επιθυµητή απόκριση είναι ίση µε την έξοδο χωρίς θόρυβο του 
αγνώστου έργου, π.χ., dn = yn. Η ταύτιση συστήµατος είναι ιδιαίτερα σηµαντική σε 
πολλές εφαρµογές. Σε συστήµατα ελέγχου χρησιµοποιείται για να καθοδηγεί τους 
ελεγκτές. Στην επικοινωνία δεδοµένων, µε τη χρήση της εκτιµάται το κανάλι µετάδοσης 
για να δηµιουργήσει µεγίστης πιθανοφάνειας εκτιµητές των δεδοµένων µετάδοσης. 
Τέλος, σε πολλά συστήµατα εφαρµογών, υλοποιούνται προσαρµοστικές εκδόσεις του 
σχήµατος ταύτισης συστήµατος. 

Παράδειγµα 4.1. Ταύτιση Καναλιού (Channel Identification):     

Η εργασία και η δοµή που χαρακτηρίζει την ταύτιση καναλιού απεικονίζεται στο 
Σχήµα 4.1. Υποθέτουµε ότι έχουµε πρόσβαση σε ένα σύνολο παρατηρήσεων εισόδου – 
εξόδου, un και dn αντίστοιχα, n=0,1,2,…,N-1. Επιπλέον, η απόκριση του συστήµατος 
είναι µηδενικής µέσης τιµής, ο πίνακας συνδυασποράς της είναι Σw και περιλαµβάνει l 
συνδέσεις (taps). Ο θόρυβος είναι και αυτός µηδενικής µέσης τιµής και ο πίνακας 
συνδυασποράς του συµβολίζεται ως Ση.  Συνεπώς, έχουµε το παρακάτω µοντέλο 
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Στη συνέχεια θα αναφερθεί το συγκεκριµένο παράδειγµα της ταύτισης συστήµατος 
που χρησιµοποιήθηκε στη πειραµατική µελέτη των αλγορίθµων NLMS, APSM. 

 

4.3   Ισοστάθµιση Καναλιού (Channel Equalization) 

Στην ισοστάθµιση καναλιού, η έµφαση δίνεται στην είσοδο του αγνώστου 
συστήµατος. Στόχος είναι να ανακτηθεί, στην βελτιστοποίηση του ΜSE, το 
(καθυστερηµένο) σήµα εισόδου, un-L, όπου L είναι η καθυστέρηση στην περίοδο 
δειγµατοληψίας, Τ. Η διαδικασία αυτή καλείται και ως αντίστροφη ταύτιση συστήµατος 
(inverse system identification). O όρος ισοστάθµιση καναλιού χρησιµοποιείται στις 
επικοινωνίες.              
 Ο στόχος ενός ισοσταθµιστή (equalizer) είναι να ανακτήσει τα µεταδιδόµενα 
σύµβολα πληροφορίας, µετριάζοντας τη λεγόµενη παρεµβολή µεταξύ συµβόλων (inter-
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symbol interference (ISI)), όπου οποιοδήποτε κανάλι επικοινωνίας συµµετέχει στο 
µεταδιδόµενο σήµα. Το Σχήµα 4.2 αναπαριστά ένα ισοσταθµιστή. 

 
Σχήµα 4.2: Ένας ισοσταθµιστής, ο οποίος ανακτά τη µεταδιδόµενη πληροφορία 

 

Ο ισοσταθµιστής εκπαιδεύεται, ώστε η έξοδός του να είναι αρκετά κοντά στα 
µεταδιδόµενα δεδοµένα που έχουν καθυστερήσει για λίγο χρόνο, L. Αυτή η 
καθυστέρηση χρησιµοποιείται για να ληφθεί υπόψην η συνολική καθυστέρηση που 
επιβάλλεται από το σύστηµα καναλιού – ισοσταθµιστή. Η ισοστάθµιση καναλιού 
βρίσκεται στην καρδιά µεγάλου αριθµού εφαρµογών στις επικοινωνίες, στην ακουστική, 
στην οπτική, στην επεξεργασία σεισµικού σήµατος, στα συστήµατα ελέγχου. 

Παράδειγµα 4.2. Ισοστάθµιση Καναλιού (Channel Equalization) 

Μελετώντας το Σχήµα 4.2 της ισοστάθµισης καναλιού και χρησιµοποιώντας ένα 
αριθµητικό παράδειγµα, η έξοδος του καναλιού δίνεται από τη σχέση 

un = 0.5sn + sn-1 + ηn. 

Ο στόχος είναι να σχεδιασεί ισοσταθµιστής µε τρεις συνδέσεις (taps), π.χ. 
w=[w0,w1,w2]

T, έτσι ώστε 

n
T

n uwd̂ = , 

και να εκτιµηθούν οι άγνωστες συνδέσεις χρησιµοποιώντας µια επιθυµητή ακολουθία 

απόκρισης dn = sn-1.  Eπίσης, ισχύει Ε[sn] = E[ηn] = 0 και Ισ=ΣΙσ=Σ ηη
22

ss , . Για την 

επιθυµητή απόκριση, χρησιµοποιούµε καθυστέρηση, π.χ., L=1. Για να γίνει 
περισσότερο κατανοητός ο λόγος που χρησιµοποιείται η καθυστέρηση, αρκεί να 
παρατηρήσουµε ότι σε κάθε χρονική στιγµή n, η περισσότερη συνεισφορά στο un 
προέρχεται από το σύµβολο sn-1, το οποίο έχει συντελεστή 1, ενώ το sn συντελεστή 0.5. 
Παρατηρώντας λοιπόν αυτή τη συµπεριφορά, καταλήγουµε στο ότι η προσπάθεια 
στρέφεται στον υπολογισµό της εκτίµησης για το sn-1. Έτσι, αιτιολογείται η χρήση της 
καθυστέρησης.  

Συµπερασµατικά, ο στόχος του ισοσταθµιστή είναι να αποτρέψει κατά βέλτιστο 
τρόπο α) την παρεµβολή µεταξύ των συµβόλων της πληροφορίας (ΙSI) και β) την 
παρουσία του θορύβου στο σύστηµα. Στη συνέχεια θα αναφερθεί το συγκεκριµένο 
παράδειγµα της ισοστάθµισης καναλιού που χρησιµοποιήθηκε στη πειραµατική µελέτη 
των αλγορίθµων KNLMS,KAPSM. 

4.4 Ταύτιση καναλιού στην προσαρµοστική εκµάθηση και πειραµατική µελέτη   
των προσαρµοστικών αλγορίθµων NLMS, APSM 

Έστω κάθε ζευγάρι δεδοµένων εκπαίδευσης (yn,xn) ∈	ℝ ×  ℝ wN
και ο θόρυβος ηn. 

Τα δεδοµένα δηµιουργούνται συµφωνα µε το γνωστό µοντέλο 

yn = wTxn + ηn. 

Τα πειράµατά µας θα εκτελεστούν για Ν=5.000 δείγµατα. Η παράµετρος, Nw, στο 
παράδειγµα της εφαρµογής ορίζεται ως Nw=200. Οι παράµετροι – συντελεστές των 
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διανυσµάτων εισόδου, w∈	ℝ200, επιλέγονται τυχαία και ακολουθούν την Gaussian 
κατανοµή µε µέση τιµή ίση µε το µηδέν και διακύµανση ίση µε το 1, και κατά τη διάρκεια 
της εκτέλεσης της εφαρµογής µεταβάλλονται. Τα διανύσµατα εισόδου συνοδεύονται 
από µια ακολουθία λευκού Gaussian θορύβου µε µέση τιµή ίση µε το µηδέν και 
διακύµανση σ = 0.1. Επίσης, θα παρουσιαστεί η µετρική απόδοσης του µέσου 
τετραγωνικού σφάλµατος, ΜSEn = (yn – xn

Twn)
2. Τέλος, οι καµπύλες, οι οποίες θα 

παρουσιαστούν στη συνέχεια, προκύπτουν από 100 ανεξάρτητα πειράµατα. Σκοπός 
της πειραµατικής µελέτης είναι η παρατήρηση στη σύγκλιση των µεθόδων NLMS και 
APSM, των µεταξύ τους διαφορών στις καµπύλες και στη σύγκλιση αλλά και η 
συµπεριφορά του καθενός όταν αλλάζουν οι παράµετροι που τους χαρακτηρίζουν. Όλα 
τα πειράµατα γίνονται µε ταυτόχρονη εκτέλεση του ΝLMS και του APSM και την 
παράλληλη εµφάνιση των καµπυλών τους. Ο κώδικας του αλγορίθµου ΑPSM 
αναφέρεται αναλυτικά στο Παράρτηµα 1. Ας ξεκινήσουµε, λοιπόν, ορίζοντας αριθµητικά 

τις παραµέτρους του κάθε αλγορίθµου. Έστω µ = 0.5 για τον NLMS και ε = σ2 , q=30, 
µn = 0.5Mn για τον APSM. Υπενθυµίζεται ότι η παράµετρος µn στον ΑPSM παίρνει τιµές 
κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθµου, αφού εξαρτάται από τη συνεχόµενα 
µεταβαλλόµενη σε κάθε επανάληψη παράµετρο Μn και θα πρέπει να ανήκει στο 
διάστηµα (0,2Μn). 

 

 
Σχήµα 4.3: ΜSE απόδοση για το πρώτο πείραµα, µε q=30 στον ΑPSM 

 

Η εκτέλεση του πρώτου πειράµατος έχει σκοπό να φανερώσει τη διαφορά στην 
καµπύλη της MSE απόδοσης µεταξύ των δυο αλγορίθµων. Στο Σχήµα 4.3, όπου 
απεικονίζεται το γράφηµα του πρώτου πειράµατος, παρατηρούµε ότι η εκτέλεση του 
ΑPSM φέρει καλύτερη σύγκλιση σε σχέση µε την αντίστοιχη του ΝLMS. Η ταχύτητα 
σύγκλισης του APSM δηλαδή φέρει σηµαντική βελτίωση, ενώ και το µέσο τετραγωνικό 
σφάλµα βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο µε το αντίστοιχο του NLMS. Στα προηγούµενα 
κεφάλαια έγινε συζήτηση σχετικά µε το πόσο επηρεάζουν οι παράµετροι του κάθε 
αλγορίθµου τη σύγκλισή τους. Εποµένως, αφού κατανοήσαµε ότι ο APSM παράγει 
καλύτερα αποτελέσµατα στην καµπύλη από τον NLMS, στα επόµενα πειράµατα θα 
µελετήσουµε την σύγκλιση, αλλάζοντας τις παραµέτρους των δυο αλγορίθµων. Στο 
δεύτερο πείραµα, θα εξετάσουµε τι συµβαίνει στην περίπτωση που µεταβάλλουµε µόνο 
τη παράµετρο q στον APSM. Ο NLMS έχει ακριβώς τις ίδιες παραµέτρους µε το πρώτο 
πείραµα. Γνωρίζουµε ότι ο ΑPSM συµπεριφέρεται σαν τον NLMS, όταν q=1 και ε=0. Στα 
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Σχήµατα 4.3, 4.4, 4.5 και 4.6 έχουµε την εκτέλεση του πειράµατος για τις τιµές q=30, 
q=5, q=50, q=100 αντίστοιχα. Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι 

 

   
Σχήµα 4.4: ΜSE απόδοση για το δεύτερο πείραµα, µε q=5 στον ΑPSM 

 

 
Σχήµα 4.5: ΜSE απόδοση για το δεύτερο πείραµα, µε q=50 στον ΑPSM 
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Σχήµα 4.6: ΜSE απόδοση για το δεύτερο πείραµα, µε q=100 στον ΑPSM 

 

όσο µεγαλώνει ο αριθµός των κυρτών συνόλων, τόσο πιο γρήγορα επιτυγχάνεται 
σύγκλιση, µε µικρή αύξηση του σφάλµατος στη σταθερή κατάσταση. Θα πρέπει όµως 
να σηµειωθεί ότι όσο µεγαλώνει η παράµετρος q, τόσο αυξάνεται η πολυπλοκότητα του 
αλγορίθµου, ο οποίος είναι της τάξης Ο(qN).        
 Στο τρίτο πείραµα θα εξετάσουµε την παράµετρο µn του ΑPSM. Θα κρατήσουµε 
την τιµή q=30 και θα µεταβάλλουµε το µn, το οποίο θα λαµβάνει τις τιµές 0.2Μn, 1.2Mn, 
1.9Mn. Στα Σχήµατα 4.7, 4.8, 4.9 έχουµε τις καµπύλες για τις παραπάνω τιµές 
αντίστοιχα.  

 

 
Σχήµα 4.7: MSE απόδοση για το τρίτο πείραµα µε µn=0.2Μn 
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Σχήµα 4.8: MSE απόδοση για το τρίτο πείραµα µε µn=1.2Μn 

 

 
Σχήµα 4.9: MSE απόδοση για το τρίτο πείραµα µε µn=1.9Μn 

 

Παρατηρούµε ότι ο APSM συµπεριφέρεται µε τη λογική ότι όσο µικρότερη είναι η 
παράµετρος µn, τόσο πιο αργή είναι η σύγκλιση, αλλά το τελικό επίπεδο θορύβου είναι 
χαµηλότερο. Αυτή η συµπεριφορά παρουσιάζεται και στον ΝLMS όταν µεταβάλλεται το 
µ και για του λόγου του αληθές αρκεί να παρατηρήσουµε το Σχήµα 4.10, όπου η 
παράµετρος µ στο Σχήµα 4.10α είναι µ=0.5 και στο 4.10β µ=0.8.   

 

 



Προσαρµοστική Εκµάθηση και Προσαρµοστικοί Αλγόριθµοι 

Μ. Χερουβείµ   47 

 
    α)        β) 

Σχήµα 4.10: Όσο µικρότερη είναι η παράµετρος µ στον NLMS, τόσο πιο αργή είναι η 
σύγκλιση, µε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα να είναι µικρότερο. α) µ=0.5, β) µ=0.8. 

 

Στο επόµενο πείραµα, µεταβάλλουµε την παράµετρο ε στον APSM, που καθορίζει 
το πλάτος των υπερπλακών, µεταβάλλοντας τη συνεισφορά του θορύβου και θέτουµε 
σ=0.5. Η παράµετρος µn = 0.5Mn και q=30. Στον ΝLMS η παράµετρος µ=0.5. Με βάση, 
λοιπόν, τα δεδοµένα, συγκρίνουµε το Σχήµα 4.11α, που είναι παρόµοιο µε το Σχήµα 
4.3, µε το Σχήµα 4.11β, όπου το ε έχει µεταβληθεί, αφού το σ έχει πάρει άλλη τιµή. 

 

 

 
     α)       β) 

Σχήµα 4.11: α) MSE σε dB (σ=0.1), β) MSE σε dB (σ=0.5). Με την αύξηση της 
συνεισφοράς του θορύβου µεγαλώνει η τιµή του σφάλµατος σε σχέση µε την αρχική 
µέτρηση.  

 

Παρατηρώντας το Σχήµα 4.11, συµπεραίνουµε ότι µε την αύξηση της συνεισφοράς του 
θορύβου, παρατηρείται αύξηση της τιµής του σφάλµατος, γεγονός που δείχνει ότι 
θέλουµε όσο το δυνατόν µικρό σ, δηλαδή η συνεισφορά να µην επηρεάζει το πρόβληµα 
µοντελοποίησης, σε βαθµό όπου το µέσο τετραγωνικό σφάλµα να παραµένει µικρό. 
 Στο τελευταίο πείραµα, µεταβάλλουµε τις διαστάσεις των δεδοµένων εισόδου και 
χρησιµοποιούµε την παράµετρο q σε αναλογία µε την παράµετρο Nw. Εκτελούµε για 
Ν=10000 δείγµατα και η παράµετρος Νw ξεκινάει από 200 µέχρι και 1000, δίνοντας 
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αντίστοιχες τιµές στην παράµετρο q από 20 µέχρι και 100. Έτσι, όπως βλέπουµε και 
στο σχήµα 4.12, όσο αυξάνεται η διάσταση των δεδοµένων εισόδου και συγκεκριµένα η 
παράµετρος Νw, τόσο πιο αργή γίνεται η σύγκλιση µε παράλληλη αύξηση στην τιµή του 
σφάλµατος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το πείραµα του Σχήµατος 4.12ε εκτελείται για 
Ν=20000 δείγµατα, διότι η σύγκλιση επιτυγχάνεται µετά τα 10000 δείγµατα. 

 
    α)        β) 

 
    γ)        δ) 

 
        ε) 

Σχήµα 4.12: ΜSE απόδοση για α)Νw=200,q=20,N=10000, β) Νw=300,q=30,N=10000, 
γ) Νw=400,q=40,N=10000, δ) Νw=500,q=50,N=10000, ε) Νw=1000,q=100,N=20000. 
Με τη αύξηση της διάστασης και την αντίστοιχη αύξηση στην παράµετρο q 
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διαπιστώνουµε ότι η σύγλιση γίνεται πιο αργή αλλά και µεγαλώνει η τιµή του σφάλµατος 
και στις δυο µεθόδους.  

4.5   Ισοστάθµιση καναλιού στην προσαρµοστική µάθηση και πειραµατική µελέτη
 των προσαρµοστικών αλγορίθµων KNLMS, KAPSM 

Αφού µελετήσαµε τα πειράµατα των αλγορίθµων ΝLMS και APSM για γραµµικά 
συστήµατα, έφτασε η στιγµή να µελετήσουµε και τους αλγορίθµους ΚΝLMS και KAPSM 
που αναφέρονται σε µη γραµµικά συστήµατα. Έστω, λοιπόν, µια µη γραµµική 
ισοστάθµιση καναλιού. Το µη γραµµικό κανάλι αποτελείται από ένα γραµµικό φίλτρο 

tn = -0.8yn + 0.7yn-1 -0.6yn-2 + 0.4yn-3 

και µια µη γραµµικότητα χωρίς µνήµη 

qn = tn + 0.08tn
2 . 

Στο σήµα προστίθεται και ο λευκός Gaussian θόρυβος και µετά αυτό συµβολίζεται xn. O 
σκοπός της ισοστάθµισης καναλιού είναι να µοντελοποιήσει ένα αντίστροφο φίλτρο, το 
οποίο επιδρά στην έξοδο του καναλιού, xn, και αναπαράγει το αυθεντικό σήµα εισόδου, 
yn. Στο τέλος, εφαρµόζουµε τον ΚNLMS και τον KAPSM στο σύνολο των δειγµάτων  

(xn,yn-D) := (xn,xn-1,…,xn-L+1), yn-D), 

όπου η παράµετρος L>0 αποτελεί το µήκος του ισοσταθµιστή και D είναι η 
καθυστέρηση ισοστάθµισης. Η έξοδος του ισοσταθµιστή κάθε χρονική στιγµή n, παρέχει 
την εκτίµηση του yn-D. Όλα τα πειράµατα εκτελούνται για Ν=5000 δείγµατα και το µέσο 
τετραγωνικό σφάλµα προκύπτει από την εκτέλεση 100 πειραµάτων. Το σήµα εισόδου 
είναι µια Gaussian τυχαία µεταβλητή µηδενικής τιµής και για την συνάρτηση πυρήνα 
κ(.

,
.) χρησιµοποιείται Gaussian πυρήνας µε σ=5. Το µήκος του φίλτρου L, έχει την τιµή 

L=5 και καθυστέρηση D=2. Κάθε πείραµα εκτελείται δυο φορές, την πρώτη για την 
περίπτωση όπου η αραίωση της λύσης (sparsification) γίνεται στην περίπτωση της 
προβολής πάνω σε κλειστή µπάλα, και τη δεύτερη όπου χρησιµοποιείται το κριτήριο 
καινοτοµίας (novelty criterion). Για την πρώτη περίπτωση η ακτίνα δ=10 και για τη 
δεύτερη, τα κατώφλια δ1 = 0.15 και δ2 = 0.2. Στα πειράµατα αυτά θα παρατηρήσουµε τις 
διαφορές στη συµπεριφορά των καµπυλών των αλγορίθµων KNLMS και KAPSM και θα 
µελετήσουµε τη σύγκλισή τους. Η λύση στον APSM πάντα εκχωρείται στη διαδικασία 
της αραίωσης (sparsification) και µάλιστα θα δούµε δυο τεχνικές αραίωσης, την τεχνική 
της προβολής πάνω σε κλειστή µπάλα και το κριτήριο καινοτοµίας (novelty criterion). 
 Στο πρώτο πείραµα θα ασχοληθούµε µε την ταυτόχρονη εκτέλεση των 
αλγορίθµων ΚNLMS και KAPSM, θέτοντας τιµές στις παραµέτρους τους και θα 
διαπιστώσουµε τις διαφορές των καµπυλών τους στον τρόπο σύγκλισης. Ο κώδικας του 
αλγορίθµου ΚΑPSM αναφέρεται αναλυτικά στο Παράρτηµα 1. Έτσι, για τον KNLMS 
ορίζουµε µ=1 και για τον KAPSM ορίζουµε µn=Mn, ε=10-5, q=4. Στο Σχήµα 4.12 
απεικονίζονται οι καµπύλες και των δυο αλγορίθµων µε την τεχνική της προβολής πάνω 
σε κλειστή µπάλα. Στο Σχήµα 4.13 οι αντίστοιχες καµπύλες όπου εφαρµόζεται το 
novelty criterion. Παρατηρώντας τα Σχήµατα 4.13 και 4.14, γίνονται αντιληπτά τα εξής 
δυο συµπεράσµατα: α) ο αλγόριθµος ΚAPSM συγκλίνει καλύτερα από τον KNLMS και 
β) µε το novelty criterion ο ΚΑPSM παρουσιάζει µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα 
από ότι η προβολή πάνω σε κλειστή µπάλα. 
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Σχήµα 4.13: MSE απόδοση για το πρώτο πείραµα µε προβολή πάνω σε κλειστή σφαίρα 
ακτίνας δ=10 

 

 
Σχήµα 4.14: MSE απόδοση για το πρώτο πείραµα µε novelty criterion 

 

 Στο δεύτερο πείραµα µελετάµε τη συµπεριφορά του KAPSM ως προς τις διάφορες 
τιµές που µπορεί να πάρει η παράµετρος q. Οι τιµές που θα πάρει η παράµετρος q, 
είναι q=2, q=4, q=8 και q=16. Παρατηρώντας το Σχήµα 4.15, και αρχικά το 4.15α, 
διαπιστώνουµε ότι για q=2 η διαφορά στη σύγκλιση µε τον KNLMS δεν είναι µεγάλη, 
όµως για τις άλλες περιπτώσεις η σύγκλιση στον ΚΑPSM είναι πολύ καλύτερη. 
Επιπλέον, παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται η παράµετρος q, τόσο πιο γρήγορη γίνεται η 
σύγκλιση, µε παράλληλη όµως µικρή αύξηση του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος. Άλλο 
ένα µειονέκτηµα έγκειται στο ότι µεγαλώνει και η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου.  
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α)        β) 

 
    γ)        δ) 

Σχήµα 4.15: MSE απόδοση για το δεύτερο πείραµα µε προβολή πάνω σε κλειστή 
σφαίρα ακτίνας δ=10 για α) q=2, β) q=4, γ) q=8 και δ) q=16. 

 

Αφού µελετήσαµε την παράµετρο q στην περίπτωση της προβολής πάνω σε κλειστή 
µπάλα, θα δούµε τι συµβαίνει και στην περίπτωση του novelty criterion. Παρατηρώντας, 

 

 
      α)        β) 
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    γ)        δ) 

Σχήµα 4.16: MSE απόδοση για το δεύτερο πείραµα µε novelty criterion για α) q=2, β) 
q=4, γ) q=8 και δ) q=16. 

 

το Σχήµα 4.16 και µελετώντας τις καµπύλες για τις τιµές της παραµέτρου q, 
διαπιστώνουµε ότι όσο αυξάνεται το q, η σύγκλιση επιτυγχάνεται πιο αργά, αλλά το 
µέσο τετραγωνικό σφάλµα µειώνεται.          
 Στο τρίτο και τελευταίο πείραµα, θα µελετήσουµε τη παράµετρο µn του KAPSM και 
για τις δυο περιπτώσεις της αραίωσης (sparsification). Η παράµετρος q έχει την τιµή 
q=4, οι υπόλοιποι παράµετροι παραµένουν ίδιοι όπως το πρώτο πείραµα, και θα 
εξετάσουµε τι συµβαίνει στις καµπύλες για µn=0.3Mn, µn=1Mn και µn=1.9Mn. Αρχικά, 
παρατηρώντας το Σχήµα 4.17, που αναφέρεται στην προβολή πάνω σε κλειστή µπάλα, 
διαπιστώνουµε ότι όσο η παράµετρος µn αυξάνεται, τόσο πιο γρήγορη είναι η σύγκλιση, 
αλλά µε αύξηση του σφάλµατος. Επιπλέον, παρατηρούµε στο Σχήµα 4.17γ ότι ο ΚLMS 
επιτυγχνάνει σύγκλιση µε πιο µικρό σφάλµα από τον ΚAPSM, για την ακτίνα δ=10 της 
κλειστής µπάλας που έχει χρησιµοποιηθεί, για µn=1.9Mn. Τέλος, παρατηρώντας την 
περίπτωση που αναφέρεται στο novelty  criterion και το Σχήµα 4.18 διαπιστώνουµε ότι 
όσο αυξάνεται το µn , τόσο πιο γρήγορη σύγκλιση επιτυγχάνεται, αλλά µε µικρή αύξηση 
στο µέσο τετραγωνικό σφάλµα. 

   

   
    α)        β) 
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γ) 

Σχήµα 4.17: MSE απόδοση για το τρίτο πείραµα µε προβολή σε κλειστή µπάλα ακτίνας 
δ=10 για α) µn = 0.3Mn, β) µn = 1Mn, γ) µn = 1.9Mn  

 

  

    α)        β) 

 

        γ) 

Σχήµα 4.18: MSE απόδοση για το τρίτο πείραµα µε novelty criterion για α) µn = 0.3Mn, 
β) µn = 1Mn, γ) µn = 1.9Mn 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Συµπερασµατικά, η µηχανική εκµάθηση: 

1. διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο στην επιστήµη των υπολογιστών και σε πολλές 
εφαρµογές της καθηµερινής ζωής, όπως στην επικοινωνία.  

2. περιλαµβάνει µεθόδους και αλγορίθµους, οι οποίοι όπως είδαµε χρησιµοποιούνται 
ευρέως και αποτελεσµατικά.  

3. περιέχει τη µελέτη των καµπυλών και του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος αρκετών 
αλγορίθµων, όπως ο ΑPSM και ο ΝLMS, που οδηγεί στην κατανόηση της συµβολής 
τους στην προσαρµοστική µάθηση τόσο σε γραµµικά συστήµατα όσο και σε µη 
γραµµικά.  

4. γνωρίζει µεγάλη ανάπτυξη και συνεχώς βελτιώνεται µε τη χρήση µεθόδων που 
εξάγουν όλο και καλύτερα αποτελέσµατα στην επίλυση προβληµάτων 
µοντελοποίησης.  
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ΠΙΝΑΚΑΣ ΟΡΟΛΟΓΙΑΣ 

Ξενόγλωσσος όρος Ελληνικός Όρος 
abnormal ασυνήθης 
adaptive προσαρµοστικός 
classification ταξινόµηση 
coherence συνοχή 
convex κυρτός 
feature χαρακτηριστικό 
hyperslab υπερπλάκα 
kernel πυρήνας 
learnable επίκτητος 
novelty καινοτοµία 
operator παράγοντας 
overfitting υπερπροσαρµογή 
plant έργο 
quantization κβάντιση 
redundant πλεονάζων 
regression παλινδρόµηση 
regularization τακτοποίηση 
relaxed χαλαρή 
reproducing αναπαραγωγή 
sparsification αραίωση 
surprise αιφνιδιασµός 
tap σύνδεση 
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ΣΥΝΤΜΗΣΕΙΣ – ΑΡΚΤΙΚΟΛΕΞΑ – ΑΚΡΩΝΥΜΙΑ 

APSM Adaptive Projected Subgradient Method  

KAPSM  Kernel Adaptive Projected Subgradient Method  

KNLMS  Kernel Normalized Least Mean Square  

LMS Least Mean Square  

LS Loss Function 

MSE Mean Square Error  

RKHS Reproducing Kernel Hilbert Space  

RLS Recursive Least Square 

ΕΚΠΑ  Εθνικό και Καποδιστριακό Πανεπιστήµιο Αθηνών  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ι 

 

Όλοι οι αλγόριθµοι που χρησιµοποιήθηκαν για την πειραµατική µελέτη εκτελέστηκαν 
στο µαθηµατικό προγραµµατιστικό περιβάλλον του MATLAB. Οι κώδικες των 
αλγορίθµων NLMS και KNLMS σε ΜATLAB προέρχονται από το υλικό του Παντελή 
Μπουµπούλη, το οποίο είναι αναρτηµένο στην ιστοσελίδα http://bouboulis.mysch.gr/ . 
Οι αλγόριθµοι APSM και KAPSM σε MATLAB υλοποιήθηκαν από µέρους µου. Λόγω 
της πολυπλοκότητας του αλγορίθµου KAPSM, υλοποιήθηκε ο κώδικάς του και στη 
προγραµµατιστική γλώσσα C#, µε σκοπό την ταχύτερη εκτέλεσή του. Παρακάτω 
παρατίθενται οι κώδικες των APSM, KAPSM σε MATLAB αλλά και ο KAPSM σε C#. 

 

1) Adaptive Projected Subgradient Method (APSM) σε ΜATLAB 

function [ e_n ] = APSM( x, y, N, Nu, mu, eps, q, delta) 
 

err=1e-10; 
e_n=zeros(N,1); 
u=zeros(Nu,1); 
omega=zeros(N,1); 
P=zeros(Nu,N); 
for n=1:N 
    sum=0; 
    Mn=0; 
    y_hat= u'*x(:,n); 
    e_n(n)=y(n)-y_hat; 
    if(n<=q-1) 
        for i=1:n 
            omega(i)=1/n; 
            dif= u'*x(:,i) - y(i);  
            if (dif < -eps) 
                b= (-dif-eps) / norm(x(:,i)).^2; 
            elseif (dif > eps) 
                b= (-dif+eps) / norm(x(:,i)).^2; 
            else 
                b=0; 
            end 
            P(:,i) =u+ b*x(:,i); 
            sum= sum + omega(i) * P(:,i); 
        end 
        if norm(sum-u)<=err 
            Mn = 1; 
        else 
            for k=1:n 
               Mn=Mn+omega(k)*(norm(P(:,k)-u)).^2/norm(sum-u).^2; 
            end 
        end 
    else 
        for i=n-q+1:n 
            omega(i)=1/q; 
            dif= u'*x(:,i) - y(i);  
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            if (dif < -eps) 
                b= (-dif-eps) / norm(x(:,i)).^2; 
            elseif (dif > eps) 
                b= (-dif+eps) / norm(x(:,i)).^2; 
            else 
                b=0; 
            end 
            P(:,i) =u+ b*x(:,i); 
            sum= sum + omega(i) * P(:,i); 
        end 
         if norm(sum-u)<=err 
            Mn = 1; 
         else 
            for k=n-q+1:n 
                Mn=Mn+omega(k)*(norm(P(:,k)-u).^2)/norm(sum-u).^2; 
            end 
         end 
    end 
    mu2=mu*Mn; 
    u= (1-mu2)*u + mu2 * sum; 
    if( norm(u)>delta) 
       u=(delta/norm(u))*u; 
    end 
  
end 
end 

 

2) Kernel Adaptive Projected Subgradient Method (KAPSM) σε MATLAB 

function [e_n] = KAPSM( x, y, N, mu, eps, q, delta,sigma,spars,thres1,thres2) 
  
centers=[]; 
Nc=0; 
u=zeros(1,N); 
  
for n=1:N 
    Mn=0; 
    sum=0; 
    sum1=0; 
    summary=0;   
    for i=1:Nc 
       sum=sum+u(i)*Kappa(centers(i,:)',x(n,:)',sigma); 
    end 
    y_hat=sum; 
    e_n(n)=y(n)-y_hat; 
    if(n<q) 
        for i=1:n 
            sum=0; 
            for j=1:n-1 
                sum=sum+u(j)*Kappa(centers(j,:)',x(i,:)',sigma); 
            end            
            s=Kappa(x(i,:)',x(i,:)',sigma); 
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            dif= sum- y(i);  
            if (dif < -eps) 
                b(i)= (-dif-eps) / s; 
            elseif (dif > eps) 
                b(i)= (-dif+eps) / s; 
            elseif( dif>=-eps && dif<=eps) 
                b(i)=0; 
            end 
             
            omega(i)=1/n; 
            P(i)=u(i)+b(i)*Kappa(x(i,:)',x(n,:)',sigma); 
            summary=summary+omega(i)*P(i); 
            for k=1:i 
                sum1=sum1+ b(i)*b(k) * s; 
            end 
        end 
        for k=1:n 
            if(sum1==0) 
                Mn=1; 
            else 
            Mn=Mn+b(k).^2 *s/sum1; 
            end 
        end 
    else 
        for i=n-q+1:n 
            sum=0; 
            for j=1:Nc 
                sum=sum+u(j)*Kappa(centers(j,:)',x(i,:)',sigma); 
            end            
            s=Kappa(x(i,:)',x(i,:)',sigma); 
            dif= sum- y(i);  
            if (dif < -eps) 
                b(i)= (-dif-eps) / s; 
            elseif (dif > eps) 
                b(i)= (-dif+eps) / s; 
            elseif( dif>=-eps && dif<=eps) 
                b(i)=0; 
            end 
            omega(i)=1/q; 
            P(i)=u(i)+b(i)*Kappa(x(i,:)',x(n,:)',sigma); 
            summary=summary+omega(i)*P(i); 
            for k=n-q+1:i 
                sum1=sum1+ b(i)*b(k) * s; 
            end 
        end 
        for k=n-q+1:n 
            if(sum1==0) 
               Mn=1; 
            else 
                Mn=Mn+b(k).^2 *s/sum1; 
            end 
        end 
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    end 
    if(spars==1) % closed ball 
        if( norm(u)>delta) 
             u=(delta/norm(u))*u; 
        end 
        Nc=Nc+1; 
        centers(Nc,:)=x(n,:); 
        mu=1*Mn; 
        u(Nc)=(1-mu)*u(Nc)+mu*summary; 
    elseif(spars==2) % novelty criterion 
        min=1000000000; 
            for k=1:Nc 
                dist=norm(((x(n,:)-centers(k,:)))); 
                if (dist<min) 
                    min=dist; 
                end; 
            end 
            if (min<thres1) %do not add this center 
                add_this_center=0; 
            else 
                if abs(e_n(n))>thres2 
                    add_this_center=1; 
                else 
                    add_this_center=0; 
                end; 
            end; 
            if (add_this_center==1) 
                Nc=Nc+1; 
                centers(Nc,:)=x(n,:); 
                mu=1*Mn; 
                u(Nc)=(1-mu)*u(Nc)+mu*summary; 
            else 
                u(Nc+1)=0; 
            end 
    else  % no sparsification 
        Nc=Nc+1; 
        centers(Nc,:)=x(n,:); 
        mu=1*Mn; 
        u(Nc)=(1-mu)*u(Nc)+mu*summary; 
    end 
end 
end 

 

3) Kernel Adaptive Projected Subgradient Method (KAPSM) σε C# 

#include <stdlib.h> 
#include <string.h> 
#include <math.h> 
#include "matrix.h" 
#include "mex.h" 
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double Kappa(double *x,double *y,int K,double sigma); 
 
void mexFunction( int nlhs, mxArray *plhs[], 
                  int nrhs, const mxArray *prhs[] ) 
{ 
 double *x, *y, N, eps, q, delta,sigma,spars,thres1,thres2; 
 double *e_n, *u, *P, *omega, *b, **centers; 
 int n,xcol,xrow,i,j,Nc,k,add_this_center; 
 double sum, summary, y_hat, *temp, dif, mu, s, norm,Mn,sum1,distance,min; 
 if (nrhs!=11) 
  mexErrMsgTxt(" 11 inputs required."); 
 if (nlhs!=1) 
  mexErrMsgTxt(" 1 output required."); 
 
 /*1st input */ 
 x=mxGetPr(prhs[0]); 
    /*2nd input */ 
 y=mxGetPr(prhs[1]); 
 /*3rd input */ 
 N = mxGetScalar(prhs[2]); 
    /*4th input*/ 
 mu = mxGetScalar(prhs[3]); 
 /*5th input */ 
 eps=mxGetScalar(prhs[4]); 
 /*6th input */ 
 q=mxGetScalar(prhs[5]); 
 /*7th input */ 
 delta=mxGetScalar(prhs[6]); 
 /*8th input */ 
 sigma=mxGetScalar(prhs[7]); 
 /*9th input */ 
 spars=mxGetScalar(prhs[8]); 
 /*10th input */ 
 thres1=mxGetScalar(prhs[9]); 
 /*11th input */ 
 thres2=mxGetScalar(prhs[10]); 
  
 xcol=mxGetN(prhs[0]); 
    xrow=mxGetM(prhs[0]); 
  
 e_n= malloc(N*sizeof(double)); 
 u=malloc(N*sizeof(double)); 
 b=malloc(N*sizeof(double)); 
 P=malloc(N*sizeof(double)); 
 centers=malloc(xrow*sizeof(double *)); 
 omega=malloc(N*sizeof(double)); 
  
 if(centers==NULL) 
  return -1; 
  
 for (i=0;i<xrow;i++){ 
  *(centers+i)=malloc(xcol*sizeof(double)); 
  if(*(centers+i)==NULL) 
   return -1; 
 } 
 for (i=0;i<N;i++){ 
  e_n[i]=0; 
  omega[i]=0; 
  u[i]=0; 
  P[i]=0; 
  b[i]=0; 
  for (j=0;j<xcol;j++){ 
   centers[i][j]=0; 
  } 
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 } 
 
 Nc=0; 
 for(n=0;n<N;n++){ 
  Mn=0; 
  sum1=0; 
  y_hat=0; 
  summary=0; 
  for(i=0;i<Nc;i++){ 
    y_hat=y_hat + u[i]* Kappa(centers[i],&(x[n]),xcol,sigma); 
  } 
  e_n[n]= y[n]-y_hat; 
   
  if(n<q-1){ 
   for(i=0;i<=n;i++){ 
    omega[i]=1/(n+1); 
    sum=0; 
    for(j=0;j<=n-1;j++){  
     sum=sum + u[j]* Kappa(centers[j],&(x[i]),xcol,sigma); 
    } 
    s= Kappa(&(x[i]),&(x[i]),xcol,sigma); 
    dif=sum-y[i]; 
     
    if (dif<-eps) 
     b[i]=(-dif-eps)/s; 
    else if(dif>eps) 
     b[i]=(-dif+eps)/s; 
    else if(dif>=-eps && dif<=eps) 
     b[i]=0; 
    P[i]=u[i]+b[i]* Kappa(&(x[i]),&(x[n]),xcol,sigma); 
    summary=summary+omega[i]*P[i]; 
    for(k=0;k<=i;k++) 
     sum1=sum1+ b[i]*b[k]*s; 
   } 
   if(sum1==0) 
    Mn=1; 
   else 
    for (k=0;k<=n;k++) 
     Mn=Mn+b[k]*b[k]*s/sum1; 
  } 
  else{ 
   for (i=n-q+1;i<=n;i++){ 
    omega[i]=1/q; 
    sum=0; 
    for(j=0;j<Nc;j++){  
     sum=sum + u[j]* Kappa(centers[j],&(x[i]),xcol,sigma); 
    } 
    s= Kappa(&(x[i]),&(x[i]),xcol,sigma); 
    dif=sum-y[i]; 
     
    if (dif<-eps) 
     b[i]=(-dif-eps)/s; 
    else if(dif>eps) 
     b[i]=(-dif+eps)/s; 
    else if(dif>=-eps && dif<=eps) 
     b[i]=0; 
    P[i]=u[i]+b[i]* Kappa(&(x[i]),&(x[n]),xcol,sigma); 
    summary=summary+omega[i]*P[i]; 
    for(k=n-q+1;k<=i;k++) 
     sum1=sum1+ b[i]*b[k] * s; 
   } 
   if(sum1==0) 
    Mn=1; 
   else 
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    for (k=n-q+1;k<=n;k++) 
     Mn=Mn+b[k]*b[k]*s/sum1; 
    
  }   
  if(spars==1){ //closed ball 
   norm=0; 
   for (i=0;i<N;i++){ 
    norm=norm+u[i]*u[i]; 
   } 
   norm=sqrt(norm); 
   if(norm>delta) 
    for(i=0;i<N;i++) 
     u[i]=(delta/norm)*u[i]; 
   mu=1*Mn; 
   u[Nc]=(1-mu)*u[Nc]+mu*summary; 
   for(i=0;i<xcol;i++) 
    centers[Nc][i]= (*(&(x[n+i*xrow]))); 
   Nc=Nc+1; 
  } 
  else if(spars==2){// novelty criterion 
   min=1000000000; 
    
   for (k=0;k<Nc;k++){ 
    distance=0; 
    for(j=0;j<xcol;j++){ 
     distance=distance+pow(((*(&(x[n+j*xrow])))-
centers[k][j]),2); 
    } 
    distance=sqrt(distance); 
    if (distance<min) 
                    min=distance; 
   } 
            if (min<thres1) //not add this center 
                add_this_center=0; 
   else{ 
                if (fabs(e_n[n])>thres2) 
                    add_this_center=1; 
                else 
                    add_this_center=0; 
   } 
   if (add_this_center==1){ 
    mu=1*Mn; 
    u[Nc]=(1-mu)*u[Nc]+mu*summary; 
                for(i=0;i<xcol;i++) 
     centers[Nc][i]= (*(&(x[n+i*xrow]))); 
    Nc=Nc+1; 
   } 
   else 
                u[Nc]=0;   
  } 
  else if(spars==0){// no sparsification 
   mu=1*Mn; 
   u[Nc]=(1-mu)*u[Nc]+mu*summary; 
   for(i=0;i<xcol;i++) 
    centers[Nc][i]= (*(&(x[n+i*xrow]))); 
   Nc=Nc+1;   
  } 
  else{ 
   printf("Wrong string for sparsification\n"); 
   return -1; 
  } 
 } 
    
 /*Output*/ 
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 plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix(N,1,mxREAL); 
    temp = mxGetPr(plhs[0]); 
 for(i=0;i<N;i++) 
  temp[i]=e_n[i]; 
 //free(temp); 
  
 
} 
 
double Kappa(double *x,double *y,int K,double sigma){ 
 
 //printf("%f\n",*(x+4)); 
 double norm,val; 
    int i; 
     
    norm=0; 
 for (i=0;i<K;i++){ 
  norm = norm+(x[i]-y[i])*(x[i]-y[i]); 
 } 
 
    val=exp(-norm/(sigma*sigma)); 
 return ( val ); 
 
} 
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