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H pragmatopoi sh aut c thc ergasÐac ja  tan adÔnath qwrÐc thn polÔtimh bo-
 jeia kai kajod ghsh tou epiblèpontoc kajhght  mou, BasÐleiou Gewrgal�. H
projumÐa tou na me bohj sei kai na me did�xei  tan kajoristik c shmasÐac, ìqi mì-
no sto na oloklhr¸sw thn ergasÐa aut , all� kai sto na antilhfj¸ ton trìpo me
ton opoÐo prèpei na erg�zetai kaneÐc ìtan asqoleÐtai me th Fusik . Gia ìlouc touc
parap�nw lìgouc, ton euqarist¸ jerm�.

Epiplèon, èna meg�lo euqarist¸ axÐzei na eipwjeÐ stouc kurÐouc Ge¸rgio Dia-
m�nth kai BasÐleio Spanì, giatÐ wc mèlh thc exetastik c epitrop c bo jhsan, me
thn empeirÐa kai tic parathr seic touc, ta mègista sth swst  ektèlesh kai olokl -
rwsh aut c thc ergasÐac.

Ja  jela akìma na euqarist sw ton ArqiloqÐa KwstantÐno M�ssa, pou kat�
th di�rkeia thc stratiwtik c mou jhteÐac frìntise na èqw thn euqèreia na douleÔw
gia aut  thn ergasÐa sto mètro tou dunatoÔ, alla kai epeid  me th genikìterh
sumperifor� tou bo jhse, me ton trìpo tou, sthn olokl rws  thc, èna shmantikì
mèroc thc opoÐac pragmatopoi jhke en¸ uphretoÔsa.

Tèloc, den prèpei na paraleÐyw na euqarist sw touc goneÐc kai touc kontinoÔc
mou fÐlouc, pou me ton trìpo touc me st rixan kai me enj�rrunan na suneqÐsw kat�
th di�rkeia aut c thc, omologoumènwc, dÔskolhc periìdou.
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Prìlogoc

Stic arqèc tou eikostoÔ ai¸na h epist mh thc Fusik c gn¸rise ragdaÐa an�ptuxh
q�rh sth diatÔpwsh twn nèwn jewri¸n, dhlad  thc Sqetikìthtac kai thc Kbantik c
Mhqanik c. P�nw se autèc tic duo jewrÐec basÐsthke sth sunèqeia h proodeuti-
k  diatÔpwsh thc SÔgqronhc Fusik c, me th stadiak  jemelÐwsh kai sumpl rwsh
autoÔ pou s mera apokaloÔme Kajierwmèno Montèlo. Oi peiramatikèc epibebai¸-
seic twn problèyewn thc jewrÐac tìso se mikroskopikèc ìso kai se makroskopikèc
klÐmakec, f�nhke na odhgeÐ sto sumpèrasma ìti h episthmonik  koinìthta eÐqe mpei
sthn telik  eujeÐa thc diatÔpwshc miac pl rouc jewrÐac pou na exhgeÐ ton kìsmo
gÔrw mac.

'Omwc sta tèlh tou Ðdiou ai¸na, shmei¸jhke mia anak�luyh entel¸c aprosdìkh-
th me b�sh ta ìsa pisteÔontan wc tìte, h epitaqunìmenh diastol  tou SÔmpantoc,
h opoÐa od ghse tìso sthn anaje¸rhsh basik¸n sumperasm�twn, ìso kai sth dh-
miourgÐa nèwn erwthm�twn, pou èqoun na k�noun me th sÔstash kai thn exèlixh
tou. Apì tìte kai mèqri s mera èqei pragmatopoihjeÐ ènac polÔ meg�loc arijmìc
prospajei¸n ex ghshc thc sugkekrimènhc anak�luyhc, tìso sta plaÐsia tou Ka-
jierwmènou Montèlou, ìso kai mèsw diatÔpwshc nèwn, exwtik¸n pollèc forèc,
jewri¸n.

Se aut  thn ergasÐa, afoÔ anaferjoÔn sunoptik� ta basik� stoiqeÐa thc Genik c
Sqetikìthtac kai tou Kajierwmènou ProtÔpou thc KosmologÐac, parousi�zoume
sunoptik� thn epèktash tou Kajierwmènou ProtÔpou mèsw thc jewrÐac Kaluza-
Klein. Sth sunèqeia deÐqnoume ton trìpo kataskeu c twn exis¸sewn pedÐou thc
barÔthtac sta plaÐsia miac eurÔterhc metrik c.

To ektelestikì mèroc aut c thc ergasÐac ja prospaj sei na kataskeu�sei a-
nalutik�, di�fora apl� Kosmologik� montèla me epiplèon twn tri¸n qwrikèc dia-
st�seic, me basikìtero kÐnhtro thn prosp�jeia na sumperilhfjoÔn se aut  thn
epèktash tou Kajierwmènou ProtÔpou, basik� parathrhsiak� dedomèna, ìpwc h
epit�qunsh tou SÔmpantoc.
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Kef�laio 1

Genik  Sqetikìthta

1.1 Eisagwg 

H melèth thc gènnhshc kai thc exèlixhc tou SÔmpantoc apoteloÔse p�nta mia a-
pì tic basikèc filosofikèc anazht seic thc anjrwpìthtac. Gi' autì to lìgo Ðswc,
mèqri tic arqèc tou 20ou ai¸na, antimetwpizìtan apì thn epist mh thc Fusik c me
mia prosèggish pou prospajoÔse na qwrèsei mèsa sta plaÐsia thc Fusik c pou
prìteine h Neut¸neia Mhqanik  kai tautìqrona na sundu�sei stoiqeÐa pou  tan
apodekt� filosofik�, ìpwc gia par�deigma h kurÐarqh tìte antÐlhyh ìti to SÔm-
pan prèpei na eÐnai statikì. Me thn exèlixh ìmwc twn peiramatik¸n dunatot twn
f�nhke bajmiaÐa h adunamÐa thc Neut¸neiac Mhqanik c na exhg sei fainìmena pou
den �ptontan thc kajhmerin c anjr¸pinhc empeirÐac, ìpwc gia par�deigma h diaforo-
poÐhsh twn nìmwn thc Hlektrodunamik c ìtan kaneÐc metaphdoÔse se diaforetikì
sÔsthma suntetagmènwn. K�pou ekeÐ emfanÐsthke h an�gkh gia mia epan�stash
ston trìpo pou meletoÔntan ta di�fora fainìmena.

'Enac apì touc hgètec aut c thc epan�stashc  tan o Albert Einstein, h basikì-
terh Ðswc suneisfor� tou opoÐou  tan h diatÔpwsh thc JewrÐac thc Sqetikìthtac.
Me b�sh th nèa je¸rhsh pou prìteine, èprepe h diatÔpwsh twn fusik¸n nìmwn na
p�yei na gÐnetai me b�sh thn analloi¸thta tou q¸rou kai tou qrìnou xeqwrist�, ì-
pwc thn antilamb�netai sthn kajhmerinìtht� tou o �njrwpoc, kai na antikatastajeÐ
apì thn analloi¸thta tou sunduasmoÔ twn dÔo, tou qwrìqronou.

Me b�sh th nèa diatÔpwsh, to analloÐwto se metasqhmatismoÔc suntetagmènwn
mègejoc, aparaÐthto gia na diafulaqjeÐ h isodunamÐa sth diatÔpwsh twn Fusik¸n
nìmwn an�mesa se diaforetikoÔc parathrhtèc,  tan o idiìqronoc, pou qarakthrÐzei
th diafor� an�mesa se duo shmeÐa tou qwrìqronou:

dτ 2 = −gµνdxµdxν = dt2 − d~r2

Se autì basÐsthke h pr¸th nèa jewrÐa, pou onom�sthke Eidik  Sqetikìthta, kai
ta sumper�smata thc opoÐac ja sunoyÐsoume sta ex c dÔo shmeÐa:
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10 KEF�ALAIO 1. GENIK�H SQETIK�OTHTA

• Up�rqei mia an¸terh taqÔthta sto SÔmpan, h opoÐa eÐnai h taqÔthta tou
fwtìc sto kenì, c = 299.992km/h.

• H morf  ìlwn twn Fusik¸n nìmwn ja eÐnai Ðdia gia diaforetikoÔc adraneiakoÔc
(dhlad  kinoÔmenouc me stajer  taqÔthta metaxÔ touc) parathrhtèc.

Aut  h nèa je¸rhsh tou kìsmou  tan pou �llaxe th genikìterh antÐlhyh gia to
pwc parathreÐtai to Ðdio fainìmeno apì dÔo diaforetikoÔc parathrhtèc. Epiplèon,
eis gage èna nèo er¸thma pou mèqri tìte h Neut¸neia Mhqanik  antimet¸pize a-
ploðk�: An up�rqei an¸terh taqÔthta sto SÔmpan, tìte me ti taqÔthta diadÐdetai
h plhroforÐa ìti se mia perioq  tou q¸rou up�rqei barutikì pedÐo; Gia na antime-
twpisteÐ autì to prìblhma o Einstein diatÔpwse mia nèa jewrÐa, th Genik  JewrÐa
thc Sqetikìthtac.

1.2 Genik  jewrÐa thc Sqetikìthtac

1.2.1 Arq  thc IsodunamÐac

O basikìteroc pul¸nac p�nw ston opoÐo sthrÐqjhke h nèa jewrÐa  tan h Arq 
thc IsodunamÐac, mèsw thc opoÐac mporoÔme na perigr�youme th sumperifor� enìc
sust matoc upì thn parousÐa barutikoÔ pedÐou. Me b�sh thn Arq  thc IsodunamÐac
se k�je qwroqronikì shmeÐo enìc aujaÐreta isquroÔ barutikoÔ pedÐou, ja eÐnai p�nta
dunatì na brejeÐ èna topik� adraneiakì sÔsthma suntetagmènwn, ìpou h morf  twn
fusik¸n nìmwn ja eÐnai Ðdia me th morf  touc se èna mh epitaqunìmeno kai me
apousÐa barÔthtac sÔsthma suntetagmènwn.

1.2.2 Tanust c Kampulìthtac - Exis¸seic PedÐou

Gia na melet soume èna barutikì pedÐo, ìlh h plhroforÐa pou qreizìmaste emperiè-
qetai sth metrik  gµν kai sto sÔmbolo Christoffel. Ta dÔo aut� megèjh sundèoun
th gewmetrÐa tou q¸rou ìpwc thn antilamb�netai ènac parathrht c se èna sÔsthma
suntetagmènwn, χµ, se sqèsh me to pwc thn antilamb�netai ènac parathrht c sto
topik� eukleÐdio sÔsthma suntetagmènwn, ξµ. H genik  touc morf  eÐnai:

gµν =
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
ηαβ (1.1)

Γ′λµν =
∂x′λ

∂xρ
∂xτ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
Γρτσ +

∂x′λ

∂xρ
∂2xρ

∂x′µ∂x′ν
(1.2)

H barutik  jewrÐa ìpwc parousi�zetai mèsw thc JewrÐac thc Sqetikìthtac èqei, mia
baji� sqèsh me th mh eukleÐdia gewmetrÐa. H sÔndesh twn dÔo gÐnetai ousiastik�
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efikt  q�rh sthn Arq  thc Genik c Sunalloi¸thtac me b�sh thn opoÐa:
Mia exÐswsh pou perigr�fei èna fusikì sÔsthma, ja isqÔei upì thn epÐdrash enìc
opoioud pote barutikoÔ pedÐou, ìtan ikanopoioÔntai oi parak�tw proôpojèseic :

1. H exÐswsh isqÔei upì thn apousÐa thc barÔthtac

2. H exÐswsh eÐnai genik� sunalloÐwth, dhlad  diathreÐ th morf  thc kat� to
metasqhmatismì : x→ x′

Gia na melet soume èna barutikì pedÐo, prèpei na kataskeu�soume tic exis¸seic
pou to perigr�foun. Gia na to k�noume autì, apaitoÔme na epibebai¸noun to neut¸-
neio ìrio kai na eÐnai sunalloÐwtec. Gia na doulèyoume loipìn me th metrik , prèpei
na broÔme ta sunalloÐwta megèjh pou mporoÔme na kataskeu�soume apì aut n. A-
podeiknÔetai ìti mìno qrhsimopoi¸ntac th metrik  kai tic deÔterec parag¸gouc thc
mporoÔme na kataskeu�soume ènan nèo tanust . Ton tanust  autìn onom�zoume
Riemann - Christoffel kai sumbolÐzoume :

Rλ
µνκ =

∂Γλµν
∂xκ

−
∂Γλµκ
∂xν

+ ΓηµνΓ
λ
κη − ΓηµκΓ

λ
νη (1.3)

Apì ton tanust  autìn, par�gontai eÔkola o tanust c Ricci Rµκ kai h bajmwt 
kampulìthta R :

Rµκ = Rλ
µλκ = gλνRλµνκ kai R = gµκRµκ

Oi algebrikèc idiìthtec tou tanust  Riemann - Christoffel mac eÐnai polÔ qr simec
kai gi' autì tic parousi�zoume sunoptik� ed¸:

1. SummetrÐa : Rλµνκ = Rνκλµ

2. AntisummetrÐa : Rλµνκ = Rµλκν = −Rµλνκ = −Rλµκν

3. SummetrÐa kuklik c enallag c : Rλµνκ +Rλκµν +Rλνκµ = 0

O tanust c Ricci ex' �llou eÐnai kai autìc summetrikìc ìpwc faÐnetai apì tic pa-
rap�nw sqèseic kai ja eÐnai :

Rµκ = Rκµ

Tèloc,gia ton tanust  autìn, up�rqoun oi polÔ qr simec tautìthtec Bianchi. Ph-
gaÐnontac se èna sÔsthma ìpou Γλµν = 0 èqoume :

Rλµνκ;η =
1

2

∂

∂xη

(
∂2gλν
∂xκ∂xµ

− ∂2gµν
∂xκ∂xλ

− ∂2gλκ
∂xµ∂xν

+
∂2gµκ
∂xν∂xλ

)
(1.4)

ap'ìpou paÐrnoume me kuklik  enallag  twn ν, κ, η :

Rλµνκ;η +Rλµην;κ +Rλµκη;ν = 0 (1.5)
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H parap�nw èkfrash mac odhgeÐ me sÔmptuxh deikt¸n, stic polÔ pio qr simec mor-
fèc twn tautot twn Bianchi :

Rµκ;η −Rµη;κ +Rν
µκη;ν = 0 (1.6)(

Rµ
η −

1

2
δµηR

)
;µ

= 0 (1.7)(
Rµν − 1

2
gµνR

)
;µ

= 0 (1.8)

Pleìn mporoÔme na kataskeu�soume tic exis¸seic pedÐou gia th barÔthta xekin¸ntac
apì to asjenèc ìrio kai sth sunèqeia genikeÔontac tic exis¸seic pou brÐskoume. H
morf  touc eÐnai:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = −8πGTµν (1.9)

ìpou to Gµν onom�zetai tanust c Einstein. Antikajist¸ntac to bajmwtì kampu-
lìthtac :

Rµν = −8πG(Tµν −
1

2
gµνT

λ
λ) (1.10)

Apì th morf  twn exis¸sewn pedÐou, sun�goume ta ex c sumper�smata :

• Sto kenì isqÔei Tµν = 0, �ra apì tic exis¸seic pedÐou katalabaÐnoume ìti
Rµν = 0. Gia N = 2   N = 3 o tanust c kampulìthtac eÐnai Rλµνκ =
0. Opìte katalabaÐnoume ìti barutikì pedÐo sto kenì up�rqei mìno stic 4
diast�seic.

• H mình perÐptwsh pou perilamb�nei epiplèon ìro, eÐnai na sumperil�boume to
Ðdio to gµν me thn eisagwg  miac kosmologik c stajer�c:

Rµν −
1

2
gµνR− λgµν = −8πGTµν

H kosmologik  stajer� pou eis�getai ètsi, de sumfwneÐ me to neut¸neio
ìrio par� mìno an λ ∼= 0. Ja doÔme argìtera ìti me b�sh k�poiec sÔgqronec
jewr seic, h kosmologik  stajer� eÐnai ènac apì touc upoy fiouc pou mporeÐ
na odhgoÔn sthn parathroÔmenh epitaqunìmenh siastol  tou SÔmpantoc.

1.2.3 Sfairik� SummetrikoÐ Q¸roi

Se aut  thn enìthta ja parakolouj soume ta basik� b mata pou prèpei na gÐnoun
¸ste na paraqjeÐ h metrik  Robertson-Walker, dhlad  h metrik  p�nw sthn opoÐa
basÐzetai to Kajierwmèno Prìtupo thc KosmologÐac.
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Mia metrik  lègetai morfik� analloÐwth ìtan k�tw apì èna metasqhmatismì
x→ x′, h g′ eÐnai Ðdia sun�rthsh tou x′ ìpwc h g eÐnai tou x, dhlad :

gµν(x) = g′µν(x) (1.11)

opìte paÐrnoume:

gµν(x) =
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
gρσ(x′) (1.12)

'Enac metasqhmatismìc autoÔ tou tÔpou onom�zetai isometrÐa. Gia na melet soume
tic idiìthtec aut¸n twn metasqhmatism¸n, paÐrnoume thn perÐptwsh ìpou to nèo SS
metakineÐtai apeirost� se sqèsh me to arqikì:

x′µ = xµ + εξµ, |ε| � 1 (1.13)

opìte apì to an�ptugma Taylor kai me qr sh twn sunalloÐwtwn suntetagmènwn,
prokÔptei ìti:

∂ξσ
∂xρ

+
∂ξρ
∂xσ
− 2ξµΓµρσ = 0

EÔkola epÐshc apodeiknÔetai h isodÔnamh sqèsh:

ξρ;σ + ξσ;ρ = 0 (1.14)

Ta tetranÔsmata pou ikanopoioÔn thn (1.14), onom�zontai anÔsmata Killing (a.K.)
thc metrik c gµν(x). H èkfrash aut  eÐnai arket  gia na upologÐsoume ìlh thn ξµ,
gnwrÐzontac mìno ta ξσ(X) kai ξσ;ρ(X) ìpou to sqetiì an�ptugma èqei th morf :

ξρ
n(x) = Aρ

λ(x;X)ξλ
n(X) +Bρ

λν(x;X)ξλ;ν
n(X) (1.15)

Mia epiplèon plhroforÐa apì thn teleutaÐa aut  sqèsh eÐnai ìti gia q¸ro N dia-

st�sewn, o mègistoc arijmìc grammik� anex�rthtwn a.K. eÐnai N(N+1)
2

.
OrÐzoume t¸ra dÔo tÔpouc metrik¸n me sugkekrimènec kai polÔ qr simec idiìth-

tec:

• Omogen c Metrik  : Mia metrik  lègetai omogen c ìtan up�rqoun a-
peirostèc isometrÐec pou metafèroun to shmeÐo X opoud pote sthn �mesh
geitoni� tou. 'Ara ta a.K. thc metrik c ja paÐrnoun se k�je shmeÐo ìlec tic
dunatèc timèc.

• Isotropik  Metrik  : Mia metrik  lègetai isotropik  ìtan up�rqoun
apeirostèc isometrÐec tètoiec ¸ste : ξλ(X) = 0 kai ta ξλ;ν(X) na paÐrnoun
ìlec tic dunatèc timèc upakoÔwntac mìno sthn (1.14).

Apì ta parap�nw prokÔptoun ta ex c sumper�smata :
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1. Gia q¸rouc pou eÐnai isìtropoi se k�je shmeÐo mporoÔme na fti�xoume a.K. mè-
sw thc ξλ = αν

N−1
∂

∂Xρ ξλ
ρν(x;X), opìte k�je q¸roc pou eÐnai pantoÔ isìtropoc

eÐnai kai omogen c.

2. 'Enac omogen c q¸roc pou eÐnai isìtropoc se èna shmeÐo eÐnai mègista sum-

metrikìc, dhlad  dèqetai N(N+1)
2

anÔsmata Killing. To Ðdio isqÔei kai gia
touc q¸rouc pou eÐnai pantoÔ isìtropoi, en¸ eÐnai profanèc ìti ènac mègista
summetrikìc q¸roc ofeÐlei na eÐnai omogen c kai isìtropoc.

ApodeiknÔetai epiplèon ìti gia 2 mègista summetrikèc metrikèc me Ðdia stajer�
kampulìthtac K, ìpou K : Rλ

λ = −N(N − 1)K, kai Ðdiouc arijmoÔc jetik¸n kai
arnhtik¸n idiotim¸n, ja mporeÐ p�nta na brejeÐ metasqhmatismìc pou metafèrei th
mÐa metrik  sthn �llh. Lìgw tou parap�nw jewr matoc ja k�noume t¸ra mia genik 
kataskeu  enìc MSQ. 'Estw ìti èqoume èna q¸ro N + 1 diast�sewn me metrik :

−dτ 2 = gABdx
AdxB = Cµνdx

µdxν +K−1dz2 (1.16)

me Cµν stajerì N × N pÐnaka kai K mia stajer�. Se autì to q¸ro mporoÔme na
embaptÐsoume ènan mh eukleÐdio N-di�stato q¸ro periorÐzontac tic metablhtèc sthn
epif�neia miac yeudosfaÐrac:

KCµνx
µxν + z2 = 1

opìte èqoume:

−dτ 2 = Cµνdx
µdxν +

K(Cµνx
µdxν)2

1−KCρσxρxσ

kai h metrik  ja eÐnai:

gµν = Cµν +
K

1−KCρσxρxσ
Cµλx

λCνκx
κ (1.17)

Blèpoume ìti h metrik  dèqetaiN(N+1)/2 isometrÐec kaj¸c h sunj kh embaptismoÔ
kai to grammikì stoiqeÐo eÐnai analloÐwta stic strofèc tou (N + 1)-di�statou
q¸rou:

xµ → x′µ = Rµ
νx

ν + Rµ
zz

z → z′ = Rz
µx

µ + Rz
zz

me Rα
β stajerèc pou ikanopoioÔn:

CµνR
µ
ρR

ν
σ +K−1Rz

ρR
z
σ = Cρσ (1.18)

CµνR
µ
ρR

ν
z +K−1Rz

ρR
z
z = 0 (1.19)

CµνR
µ
zR

ν
z +K−1(Rz

z)
2 = K−1 (1.20)

MporoÔme na sqhmatÐsoume dÔo kathgorÐec metasqhmatism¸n pou ikanopoioÔn ta
parap�nw:
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1. An Rµ
ν = Rµ

ν , Rµ
z = Rz

µ = 0, Rz
z = 1 ìpou o Rµ

ν eÐnai N ×N pÐnakac :

CµνRµ
ρRν

σ = Cρσ

pou apl� perigr�fei tic strofèc gÔrw apì thn arq :

x′µ = Rµ
νx

ν

2. An Rµ
z = aµ, Rz

µ = −KCµνaν , Rz
z =

√
1−KCρσaρaσ kai

Rµ
ν = δµν − bKCνρa

ρaµ, me aρ aujaÐreto alla tètoio ¸ste toRz
z na eÐnai

pragmatikìc arijmìc, opìte:

x′µ = xµ + αµ
(√

1−KCρσxρxσ − bKCρσxρxσ
)

(1.21)

'Etsi èqei metaferjeÐ h arq  apì to 0 sto aµ.

H pr¸th isometrÐa exasfalÐzei ìti o q¸roc eÐnai isìtropoc gÔrw apì thn arq  en¸
h deÔterh ìti eÐnai pantoÔ omogen c, opìte ft�noume sto sumpèrasma ìti o q¸roc
eÐnai mègista summetrikìc.

Gia thn kataskeu  twn a.K. jewroÔme ìti oi arqikoÐ metasqhmatismoÐ plhsi�zoun
to monadiaÐo metasqhmatismì. Gia thn pr¸th perÐptwsh:

Rµ
ν = δµν + εΩµ

ν , me |ε| � 1

opìte ta a.K. eÐnai:
ξµ(Ω)(x) = Ωµ

νx
ν

en¸ gia th deÔterh perÐptwsh a = εαµ, me |ε| � 1 pou mac dÐnei:

ξµ(α)(x) = αµ
√

1−KCµνxµxν

Shmei¸noume, ìti h stajer� K thc metrik c, den eÐnai mia tuqaÐa stajer�, all� ek-
fr�zei thn eswterik  kampulìthta tou q¸rou. 'Otan h kampulìthta eÐnai stajer ,
mporoÔme na metasqhmatÐsoume th metrik  qrhsimopoi¸ntac grammikì metasqhmati-
smì ìpou:

xµ = Aµνx
′ν

pou diathreÐ to K all� all�zei ton pÐnaka Cµν wc ex c:

C ′µν = AρµA
σ
νCρσ

Plèon to mìno pou mènei eÐnai na melet soume to q¸ro an�loga me tic timèc thc kam-
pulìtht�c tou. Gia na to k�noume autì, qrhsimopoioÔme to je¸rhma tou Sylvester
gia tic idiotimèc, all� kai to gegonìc ìti se N-di�stato eukleÐdio q¸ro oi idiotimèc
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thc metrik c eÐnai jetikèc. Autì mac epitrèpei na jewr soume gia ton pÐnaka Cµν
ìti:

Cµν = |K−1|I

kai telik� h metrik  ja paÐrnei mÐa apì tic parak�tw morfèc an�loga me thn tim 
thc K:

K > 0→ ds2 = K−1

[
dx2 +

(x · dx)2

(1− x)2

]
(1.22aþ)

K = 0→ Cµν ≡ I, opote ds2 = dx2 (1.22bþ)

K < 0→ ds2 = K−1

[
dx2 − (x · dx)2

(1 + x)2

]
(1.22gþ)

Gia K > 0 èqoume loipìn mia metrik  enìc kampÔlou q¸rou embaptismènou me thn
arqik  mac sunj kh ston epÐpedo q¸ro pou mac dÐnei h (1.16), en¸ gia K < 0 den
up�rqei shmeiak  anwmalÐa kai ta x den èqoun ìrio. Gia na fti�xoume mia mègista
summetrik  metrik  me 3 jetikèc kai 1 arnhtik  idiotim  (qwrìqronoc) jètoume:

Cµν = ηµν

opìte

−dτ 2 = dx2 − dt2 +
K(x · dx− tdt)2

1−K(x2 − t2)
(1.23)

Gia K > 0 mporoÔme me kat�llhlo metaqhmatismì na broÔme suntetagmènec stic
opoÐec h metrik  eÐnai qwrik� epÐpedh:

dτ 2 = dt′2 − exp{2
√
Kt′}dx′2

en¸ up�rqei kai metasqhmatismìc pou thn kajist� qronik� anex�rthth:

dτ 2 = (1−Kx′′2)dt′′2 − dx′′2 − K(x′′ · dx′′)2

1−Kx′′2

'Estw t¸ra kat�llhlo sÔsthma suntetagmènwn ìpou ìloc o q¸roc eÐnai N dia-
st�sewn kai o MS upìqwrìc tou èqei M diast�seic. MetaxÔ touc oi upìqwroi
ja xeqwrÐzoun apo N-M suntetagmènec vα, en¸ ta shmeÐa entìc touc kajorÐzontai
me tic suntetagmènec ui. Oi upìqwroi me stajer� vα eÐnai MS an h metrik  tou
mhtrikoÔ q¸rou eÐnai analloÐwth k�tw apì touc apeirostoÔc metasqhmatismoÔc:

ui → u′i = ui + εξi(u, v)

kai
vα → v′α = vα
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me M(M + 1)/2 anÔsmata Killing ξi, kai epeid  eÐnai v′α = vα, prokÔptei ìti
ξα(u, v) = 0. AxÐzei epÐshc na shmei¸soume ìti ta a.K. eÐnai anex�rthta ìson afor�
stic metablhtèc u kai ìti oi metasqhmatismoÐ mporoÔn, en gènei, na exart¸ntai apì
tic metablhtèc v.

Me b�sh ta ìsa èqoume pei mèqri t¸ra, mporeÐ na apodeiqjeÐ to parak�tw je¸-
rhma: P�nta mporoÔme na epilèxoume suntetagmènec u tètoiec ¸ste h metrik  ìlou
tou q¸rou na dÐnetai apì thn exÐswsh:

−dτ 2 = gµνdx
µdxν = gρσdv

ρdvσ + f(v)g̃ij(u)duiduj (1.24)

Se ìlec tic peript¸seic pou èqoun fusik  shmasÐa, oi MS upìqwroi eÐnai q¸roi kai
ìqi qwrìqronoi, k�ti pou shmaÐnei ìti oi idiotimèc twn metrik¸n touc (g̃ij) ja eÐnai
jetikèc. Me b�sh tic genikèc morfèc metrik¸n pou d¸same parap�nw mporoÔme na
upologÐsoume ton ìro : g̃ij(u)duiduj kai paÐrnoume telik�:

−dτ 2 = gρσ(v)dvρdvσ + f(v)

[
dv2 +

k(u · du)2

1− ku2

]
(1.25)

me f(v) > 0 kai

k =


1 an o MS upìqwroc èqei K > 0

0 an o MS upìqwroc èqei K = 0

−1 an o MS upìqwroc èqei K < 0

MporoÔme t¸ra na kataskeu�soume th metrik  enìc sfairik� summetrikoÔ kai o-
mogenoÔc qwrìqronou. H shmasÐa tou sugkekrimènou tÔpou qwrìqronou eÐnai te-
r�stia gia thn KosmologÐa, lìgw thc �meshc sÔndes c tou me thn Kosmologik 
Arq , ìpwc ja doÔme parak�tw.

JewroÔme N = 4, h metrik  èqei 3 jetikèc kai 1 arnhtik  idiotim  kai mègista
summetrikoÔc upìqwrouc tri¸n diast�sewn, pou èqoun metrikèc me jetikèc idiotimèc
kai aujaÐreth kampulìthta. Me autèc tic proôpojèseic èqoume 1 metablht  tÔpou
v kai 3 metablhtèc tÔpou u. H metrik  eÐnai loipìn:

−dτ 2 = g(v)dv2 + f(v)

[
du2 +

k(u · du)2

1− ku2

]
(1.26)

me f > 0, g < 0. 'Omwc aut  th metrik  mporoÔme na th fèroume se akìma pio
bolik  morf  k�nontac tic ex c allagèc metablht¸n:

t =

∫ √
−g(v)dv

kai
u1 = r sin θ cosφ , u2 = r sin θ sinφ , u3 = r cos θ
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opìte èqoume :

dτ 2 = dt2 −R2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]
(1.27)

me R(t) =
√
f(v).

AxÐzei na tonisteÐ ìti aut  h metrik , h opoÐa sthn KosmologÐa onom�zetai me-
trik  Robertson-Walker, èqei paraqjeÐ monos manta, èqontac upojèsei mìno thn
isotropÐa kai thn omogèneia tou qwrìqronou. Autì akrib¸c to gegonìc thn kaji-
st� jemèlio lÐjo thc KosmologÐac kaj¸c prokÔptei abÐasta wc sumpèrasma thc
Kosmologik c Arq c.

Anaforèc KefalaÐou

[1],[2],[14],[15]



Kef�laio 2

Kajierwmènh KosmologÐa

2.1 H Kosmologik  Arq 

To Kajierwmèno Montèlo thc KosmologÐac, ìpwc kai ta perissìtera kosmologik�
montèla, basÐzontai se mia upìjesh pou onom�zetai Kosmologik  Arq  kai
h opoÐa dhl¸nei ìti to SÔmpan eÐnai omogenèc kai isìtropo. Se aut  thn enìthta
ja prospaj soume na perigr�youme majhmatik� aut  thn arq , ¸ste parak�tw
na mporèsoume na doÔme pwc apì aut n prokÔptei fusiologik� to Kajierwmèno
Montèlo thc KosmologÐac.

OrÐzoume loipìn to Kanonikì Kosmikì SÔsthma Suntetagmènwn (KKSS), gia
to opoÐo k�noume tic ex c jewr seic : Jètoume xi = 0 sto kèntro tou GalaxÐa kai
orÐzoume tic kateujÔnseic twn suntetagmènwn me b�sh k�poiouc makrinoÔc galaxÐec.
Gia th mètrhsh tou qrìnou qrhsimopoioÔme èna bajmwtì pedÐo me gn sia fjÐnousa
sumperifor�, ìpwc eÐnai h jermokrasÐa thc aktinobolÐac enìc mèlanoc s¸matoc.

EÐnai profanèc apì th diatÔpwsh thc Kosmologik c Arq c, ìti ja up�rqoun
isodÔnama sust mata suntetagmènwn me to KKSS sta opoÐa h exèlixh tou SÔm-
pantoc ja faÐnetai h Ðdia. Autì majhmatik� ekfr�zetai apl� mèsw thc isìthtac twn
diafìrwn kosmologik¸n megej¸n, ìpwc h metrik    o tanust c enèrgeiac-orm c.
Jèloume dhlad  o metasqhmatismìc x→ x′ na eÐnai mia isometrÐa pou ja af nei ta
megèjh aut� morfik� analloÐwta :

gµν(y) = g′µν(y)

Tµν(y) = T ′µν(y)

To Ðdio bèbaia ja sumbaÐnei kai gia to mègejoc to opoÐo qrhsimopoioÔme gia na
metr soume to qrìno S(t) = S ′(t) kai �ra t′ = t. 'Ara loipìn ìla ta isodÔnama me
to KKSS sust mata, ja qrhsimopoioÔn ton kanonikì kosmikì qrìno.

H isotropÐa mporeÐ t¸ra na ekfrasjeÐ wc h apaÐthsh thc Ôparxhc oikogèneiac
SS x′(x, θ) pou ja exart¸ntai apì treic anex�rthtec suntetagmènec, isodÔnamec me

19
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tic KKS, me tic opoÐec ja èqoun kai thn Ðdia arq  :

x′i(0, t, θ) = 0

H antÐstoiqh apaÐthsh gia thn omoiogèneia tou q¸rou eÐnai h ex c : K�je shmeÐo
xµ tou qwrìqronou brÐsketai p�nw se mia jemeli¸dh troqi� xi = X i(t). Aut  h
jemeli¸dhc troqi� mporeÐ na apotelèsei mia genn tria gia ta isodÔnama sust mata
suntetagmènwn x′µ. Ta X(t) exart¸ntai apì 3 anex�rthtec metablhtèc pou mporoÔn
gia par�deigma na eÐnai h timèc αi = X i se k�poia qronik  stigm . 'Eqoume dhlad 
kataskeu�sei mia �llh oikogèneia isodÔnamwn metablht¸n, tic x̄′µ(x;α), pou èqoun
thn arq  touc k�pou sthn troqi� X i(t;α).

Me lÐga lìgia, h Kosmologik  Arq  mporeÐ na kwdikopoihjeÐ sthn Ôparxh twn
dÔo parap�nw, anex�rthtwn metaxÔ touc, isometri¸n, pou af noun ektìc twn �llwn,
kai th qronik  metablht  analloÐwth. Autì eÐnai arketì ¸ste to tetradi�stato
SÔmpan na èqei mègista summetrikoÔc tridi�statouc upìqwrouc, me t = const, kai
m�lista upì tic isometrÐec twn upìqwrwn aut¸n oi kosmikoÐ tanustèc na paramènoun
morfik� analloÐwtoi.

2.2 H Metrik  Robertson - Walker

'Opwc eÐdame nwrÐtera, an qrhsimopoi soume tic upojèseic thc Kosmologik c arq c
sta apotelèsmat� mac gia touc Mègista SummetrikoÔc Q¸rouc, brÐskoume ìti ja
prèpei na up�rqoun metablhtèc r, θ, φ, t ¸ste :

dτ 2 = dt2 − a(t)

[
dr2

1− kar2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]
(2.1)

ìpou a(t) : �gnwsth sun�rthsh tou qrìnou, k : stajer� pou mporeÐ na paÐrnei
mìno tic timèc 1,0,-1 me kat�llhlh epilog  mon�dwn. Aut  h metrik  lègetai metrik 
Robertson - Walker (R-W).

TonÐzetai ìti h metrik  aut  èqei prokÔyei qwrÐc qr sh twn exis¸sewn tou
Einstein, par� mìno me thn upìjesh omoiogèneiac kai isotropÐac gia ènan 3+1 di�-
stasto q¸ro. Autì to apotèlesma ìmwc mporeÐ na brejeÐ kai sta plaÐsia thc
Genik c Sqetikìthtac, jewr¸ntac èna sÔsthma pou apoteleÐtai apì sfairik� sum-
metrik� katanemhmènh {skình}, pou èqei thn idiìthta na katarrèei eleÔjera qwrÐc
na askeÐ pÐesh. Sto sugkinoÔmeno sÔsthma suntetagmènwn1 aut c thc skìnhc, h
metrik  mporeÐ na grafeÐ

dτ 2 = dt2 − U(r, t)dr2 − V (r, t)(dθ2 + sin2θdφ2) (2.2)

1Dhlad  sto sÔsthma suntetagmènwn sto opoÐo jewroÔme ìti k�je swmatÐdio fèrei èna dikì
tou rolìi, en¸ tou antistoiqoÔme k�poiec stajerèc qwrikèc suntetagmènec me b�sh èna aujaÐreto
sÔsthma suntetagmènwn ìtan autì to rolìi deÐqnei 0.
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Se aut  thn perÐptwsh o tanust c enèrgeiac orm c paÐrnei th morf 

Tµν = ρUµUν

ìpou to U sumbolÐzei to tetr�nusma taqÔthtac gia to reustì. MporoÔme plèon me
antikat�stash stic exis¸seic pedÐou thc barÔthtac na l�boume to Ðdio apotèlesma
gia th metrik  kai mporeÐ kaneÐc na dei tìte, thn isodunamÐa tou apotelèsmatoc pou
paÐrnoume mèsw thc Genik c Sqetikìthtac gia èna sfairik� summetrikì sÔsthma
pou katarrèei, kai tou apotelèsmatoc pou paÐrnoume an kataskeu�soume apeujeÐac,
ìpwc sto prohgoÔmeno kef�laio, ènan omogen  kai isìtropo q¸ro.

Apì th metrik  autoÔ tou q¸rou ja p�me t¸ra na kataskeu�soume tic exis¸seic
Friedmann pou dièpoun thn Kosmologik  exèlixh. Gia t = const èqoume gia ta
qwrik� stoiqeÐa thc metrik c ìti :

grr =
a2(t)

1− kar2
, gθθ = r2a2(t), gφφ = r2 sin2 θa2(t)

SugkrÐnontac aut� me thn om�da exis¸sewn (1.22), h bajmwt  kampulìthta gia tic
3 diast�seic eÐnai :

K = kaa
−2(t)

Oi 3 timèc tou ka odhgoÔn se :
−1 o q¸roc eÐnai �peiroc

0 o q¸roc eÐnai �peiroc

1 o q¸roc eÐnai peperasmènoc all� qwrÐc ìria

Sthn teleutaÐa perÐptwsh m�lista h idioperifèreia eÐnai L(3) = 2πa kai o idioìgkoc
V (3) = 2π2a3(t). MporoÔme dhlad  na jewr soume to a(t) san thn aktÐna sfaÐrac
se tetradi�stato q¸ro kai kat'epèktash wc thn aktÐna tou SÔmpantoc. AntÐjeta,
gia ka = 0,−1 den èqoume k�poio antÐstoiqo eukleÐdio mègejoc me to opoÐo mporoÔme
na paromoi�soume to a(t), all� mporoÔme kai p�li na to jewroÔme wc mètro tou
megèjouc tou SÔmpantoc kai gi'autì to onom�zoume Kosmikì Par�gonta Megèjouc.

Apì thn kataskeu  aut c thc metrik c blèpoume ìti ta diag¸nia stoiqeÐa thc
mènoun analloÐwta. Oi metasqhmatismoÐ pou èqoun aut  thn idiìthta eÐnai oi stro-
fèc

x′i = Ri
jx
j

me R aujaÐreto orjog¸nio pÐnaka kai

x1 = r sin θ cosφ, x2 = r sin θ sinφ, x3 = r cos θ

kai oi metajèseic pou dÐnontai an jèsoume KCρσ = kI sthn exÐswsh (1.21) dhlad  :

x′ = x + a
[√

1− kx2 − [1−
√

1− ka2]
(x · a

a2

)]
(2.3)
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me a èna aujaÐreto di�nusma. KatalabaÐnoume loipìn ìti k�je stajerì shmeÐo
mporeÐ na qrhsimeÔsei san arq  SS isodÔnamou me autì sto opoÐo isqÔei h metrik 
R-W. Epeid  o GalaxÐac eÐnai, se sqèsh me touc kontinoÔc tou geÐtonec, se hremÐa,

mporoÔme na kajorÐsoume kal� tic jemeli¸deic troqièc ~X(t) apì tic kin seic tou
kosmikoÔ reustoÔ twn galaxi¸n kai �ra na poÔme ìti to sÔsthma suntetagmènwn
r, θ, φ apoteleÐ sÔsthma idosuntetagmènwn afoÔ oi galaxÐec autoÔ tou reustoÔ
èqoun stajer� r, θ, φ. Oi jemeli¸deic troqièc twn parathrht¸n stouc opoÐouc to
SÔmpan faÐnetai Ðdio ìpwc se em�c ja eÐnai loipìn X(t; a) = a

Me th qr sh thc Kosmologik c Arq c mazÐ me th metrik  R-W kai touc di�-
forouc kosmologikoÔc tanustèc ìpwc ton Tµν kai to reÔma twn galaxi¸n JGµ 2,
oi opoÐoi prèpei na paramènoun morfik� analloÐwtoi stouc parap�nw metasqhmati-
smoÔc, ja mporèsoume na melet soume th sumperifor� thc Ôlhc se kosmik  klÐmaka.

2.3 Exis¸seic Friedmann - Kosmologik� Me-

gèjh

'Eqoume  dh dei pwc h metrik  enìc omogenoÔc kai isìtropou SÔmpantoc eÐnai h
metrik  R-W, me stoiqeÐa gtt = −1, git = 0, gkj = a2(t)g̃ij(x) ìpou g̃ij(x) : h
metrik  enìc tridi�statou MS q¸rou :

g̃rr = (1− kar2)−1, g̃θθ = r2, g̃φφ = r2 sin2 θ, g̃ij = 0 gia i 6= j

me ka = −1, 0, 1. MporoÔme t¸ra na broÔme ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou tanust 
Ricci kai tou sumbìlou Christoffel :

Γtij = aȧ g̃ij

Γitj =
ȧ

a
δij

Γijk =
1

2
(g−1)il

(
∂g̃lj
∂xk

+
∂g̃lk
∂xj
− ∂g̃jk

∂xl

)
≡ Γ̃ijk

Rtt =
3ä

a

Rti = 0

Rij = R̃ij − (aä+ 2ȧ2)g̃ij

opìte

R̃ij =
∂Γ̃kki
∂xj
−
∂Γ̃kij
∂xk

+ Γ̃kliΓ̃
l
kj − Γ̃kijΓ̃

l
kl (2.4)

2'Opou JG
µ = g−

1
2 (x)

∑
n

∫
δ4(x− xn)dxµn, me thn �jroish na gÐnetai stouc galaxÐec.
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Epeid  ìmwc briskìmaste se MS q¸ro h morf  tou tanust  Ricci ja eÐnai :

R̃ij = −2kg̃ij

kai mazÐ me ta parap�nw paÐrnoume to qwrikì komm�ti tou Ricci :

Rij = −(aä+ 2ȧ2 + 2ka)g̃ij (2.5)

Epiplèon o tanust c enèrgeiac orm c prèpei, ìpwc exhg same parap�nw, na èqei th
morf  idanikoÔ reustoÔ :

Tµν = Pgµν + (P + ρ)UµUν (2.6)

kai ta ρ kai p na eÐnai sunart seic mìno tou qrìnou en¸ U t = 1, U i = 0. Gr�fontac
tic exis¸seic Einstein wc :

Rµν = −8πGSµν

ìpou

Sµν = Tµν −
1

2
gµνT

λ
λ (2.7)

ja èqoume :

Stt =
1

2
(ρ+ 3P ) (2.8)

Sit = 0 (2.9)

Sij =
1

2
(ρ− p)a2g̃ij (2.10)

Plèon mporoÔme me qr sh twn parap�nw mazÐ me tic exis¸seic Einstein na p�roume
:

3ä = −4πG(ρ+ 3p)a (2.11)

aä+ 2ȧ2 + 2ka = 4πG(ρ− P )a2 (2.12)

Apì autèc tic dÔo prokÔptei h exÐswsh Friedmann:

ȧ2 + ka =
8πG

3
ρa2 (2.13)

en¸ apì th diat rhsh enèrgeiac paÐrnoume :

d

da
(ρa3) = −3Pa2 (2.14)

Mac eÐnai loipìn arketì gia na broÔme to a(t), na mac dÐnetai mia katasta-
tik  exÐswsh P (ρ) h opoÐa mac odhgeÐ sthn ρ(a). Dhlad , oi basikèc exis¸seic
pou qreiazìmaste sth dunamik  KosmologÐa eÐnai oi exis¸seic Einstein, h exÐswsh
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diat rhshc enèrgeiac kai h katastatik  exÐswsh. Ta montèla pou basÐzontai se
metrik  R-W onom�zontai montèla Friedmann.

MporoÔme ìmwc kai mìno apì tic parap�nw diaforikèc exis¸seic na bg�loume
k�poia sumper�smata gia to SÔmpan, arkeÐ na broÔme to prìshmo twn ä, ȧ, a. To
prìshmo tou a eÐnai bebaÐwc p�nta jetikì ex' orismoÔ. Epiplèon, to ä ja eÐnai arnh-
tikì gia ρ+3P > 0, opìte to mìno pou mènei na broÔme eÐnai to ȧ. Gia na to k�noume
autì qrei�zetai na upologÐsoume èna mègejoc pou onom�zetai erujrometatìpish kai
eÐnai to kosmikì an�logo tou fainomènou Doppler.

Topojet¸ntac ton eautì mac sth jèsh r = 0 kai gia kÔma pou taxideÔei me θ, φ
stajer� tìte gia èna mètwpo kÔmatoc ja eÐnai:

dτ 2 = dt2 − a2(t)
dr2

1− kr2
= 0

'Ara èna mètwpo kÔmatoc apì mia kosmik  jèsh r1, θ1, φ1 pou feÔgei th stigm  t1
kai ft�nei se em�c th stigm  t0 eÐnai:∫ t0

t1

dt

a(t)
= f(r1) (2.15)

ìpou

f(r1) =

∫ r1

0

dr√
1− kr2

=


sin−1 r1 gia ka = 1

r1 gia ka = 0

sinh−1 r1 gia ka = −1

To f(r1) eÐnai qronoanex�rthto kai to epìmeno kÔma ja ft�sei se em�c th stigm 
t0 + δt0 opìte

f(r1) =

∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

a(t)
(2.16)

K�nontac thn pr�xh : (2.16) - (2.15), kai epeid  to a(t) ≈ const metaxÔ dÔo met¸pwn
kÔmatoc, èqoume:

δt0
a(t0)

=
δt1
a(t1)

(2.17)

'Ara h parathroÔmenh me thn ekpempìmenh suqnìthta èqoun thn ex c sqèsh:

ν0

ν1

=
δt1
δt0

=
a(t1)

a(t0)

Autì to ekfr�zoume me ton par�gonta erujrometatìpishc z:

z =
λ0 − λ1

λ1

(2.18)
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  sunart sei tou kosmikoÔ par�gonta klÐmakac a(t):

z =
a(t0)

a(t1)
− 1 (2.19)

Mia �uxhsh tou par�gonta dom c odhgeÐ se erujrometatìpish (redshift), en¸ mia
meÐws  tou se blueshift. Epiplèon orÐzoume dÔo megèjh twn opoÐwn h tim  mac
epitrèpei na ex�goume sumper�smata gia thn exèlixh tou SÔmpantoc. Auta ta megèjh
eÐnai:

• H par�metroc Hubble: H = ȧ(t)
a(t)

, gia thn opoÐa axÐzei na shmei¸soume ìti
sumbolÐzoume me H0 ìtan anafèretai sto s mera.

• H par�metroc epibr�dunshc3 : q = −ä(t) a(t)
ȧ2(t)

= −1− Ḣ
H2

Apì tic parathr seic èqei prokÔyei ìti ȧ, ä > 0, dhlad  èqoume mia epitaqunìmenh
diastol  tou SÔmpantoc, antÐjeta me ìti pisteuìtan mèqri ta tèlh tou prohgoÔmenou
ai¸na. Ex�llou, ja prèpei se k�poia stigm  sto pareljìn o kosmikìc par�gontac
dom c a(t) na èteine sto 0. An loipìn jewr soume ìti ä = 0, mporoÔme na p�roume
mia mègisth tim  thc hlikÐac tou SÔmpantoc, afoÔ ja eÐnai tìte :

a(t)t0 = a(t0)t

kai h opoÐa eÐnai:

t0 = H−1
0 =

a(t0)

ȧ(t0)

'Opwc ja doÔme ektenèstera parak�tw, h parat rhsh ìti q0 < 0 èrqetai se antÐjesh
me tic problèyeic tou Kajierwmènou Montèlou thc KosmologÐac, kai apaiteÐ thn
epanadiatÔpwsh thc jewrÐac me kat�llhlh metartop  ¸ste na problèpei autì to
qarakthristikì.

2.4 H shmerin  eikìna gia to SÔmpan

Prin parousi�soume pio analutik� to Kajierwmèno Montèlo, ja sugkentr¸soume
se aut  thn enìthta k�poia apì ta parathrhsiak� dedomèna pou èqoun sullegeÐ kai
ta opoÐa diamorf¸noun th shmerin  eikìna pou èqoume gia to SÔmpan. Ta dedomèna
aut  proèrqontai wc epÐ to pleÐston apì to diasthmikì thleskìpio COBE kai apì
touc dorufìrouc WMAP kai Planck pio prìsfata.

'Iswc h pio shmantik  apì tic parathr seic pou sunteÐnoun sth jewrÐa thc Me-
g�lhc 'Ekrhxhc, eÐnai h legìmenh Mikrokumatik  Kosmik  AktinobolÐa Upob�jrou.

3H par�metroc aut  orÐsthke me to prìshmo (-) ¸ste na eÐnai jetik  gia èna epibradunìmeno
SÔmpan.
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H anak�luy  thc ègine th dekaetÐa tou 1960, all� h pio endeleq c melèth thc ègine
pio prìsfata mèsw twn dorufìrwn COBE kai WMAP kai suneqÐzetai me to doru-
fìro Planck. Apì thn an�lush twn sqetik¸n dedomènwn, parathreÐtai na ft�nei
se em�c apì k�je gwnÐa sthn opoÐa mporoÔme na parathr soume, exairetik� isì-
troph aktinobolÐa, me m koc kÔmatoc pou antistoiqeÐ sta mikrokÔmata. Autì to
gegonìc dÐnei gia to SÔmpan, thn eikìna enìc mèlanoc s¸matoc, me jermokrasÐa
T ≈ 2.72◦K. ParathroÔntai de se aut n, exairetik� mikrèc anisotropÐec, thc t�xhc
tou δT ≈ 2 ·10−4 ◦K. H isotropÐa thc aktinobolÐac aut c sumbadÐzei me èna reustì
pou thn exèpemye en¸ briskìtan se jermik  isorropÐa, en¸ oi mikrèc diaforopoi-
 seic sumbadÐzoun me topikèc anisotropÐec pou eÐqe autì to reustì ìtan aut  h
aktinobolÐa exepèmfjh. 'Opwc ja doÔme pio analutik� parak�tw, autì to gegonìc
antistoiqeÐ sthn epoq  thc aposÔzeuxhc thc Ôlhc apì thn aktinobolÐa sta arqik�
st�dia thc zw c tou SÔmpantoc, èna gegonìc pou problèfjhke apì to montèlo thc
Meg�lhc 'Ekrhxhc. SÔmfwna me autì, sto upèrjermo arqikì SÔmpan, h jermokra-
sÐa  tan tìso uyhl  pou h Ôlh  tan pl rwc ionismènh kai h mèsh eleÔjerh diadrom 
gia èna fwtìnio  tan tìso mikr  pou ousiastik� èfere se jermik  isorropÐa thn
Ôlh me thn aktinobolÐa, dÐnontac aut  thn isìtroph eikìna. 'Otan h jermokrasÐa
autoÔ tou reustoÔ èpese k�tw apì mia krÐsimh tim , h aktinobolÐa apeleujer¸jh-
ke, kai autì pou parathroÔme s mera eÐnai h teleutaÐa eikìna aut c thc skèdashc.
Oi de mikrèc anisotropÐec, pou epÐshc problèfjhkan, jewreÐtai ìti eÐnai h eikìna
twn prwtarqik¸n spìrwn Ôlhc pou od ghsan sthn poreÐa sth dhmiourgÐa mèsw thc
barutik c allhlepÐdrashc ìlwn twn meg�lwn dom¸n tou SÔmpantoc.

Gia ta qarakthristik� kai thn Ðdia th sÔstash tou SÔmpantoc, gnwrÐzoume s -
mera ta ex c:

• Me polÔ kal  akrÐbeia, apì ta peir�mata kai tic parathr seic tou WMAP
metaxÔ �llwn, to SÔmpan dièpetai me exairetik  akrÐbeia apì EukleÐdia gew-
metrÐa, ìpou h kampulìthta eÐnai k = 0± 0.4.

• H hlikÐa tou SÔmpantoc upologÐzetai pwc eÐnai 13.7 · 109 qrìnia.

• Apì thn an�lush twn dedomènwn gia tic erujrometatopÐseic twn uperkainofa-
n¸n tÔpou Ia, apodeiknÔetai ìti to SÔmpan diastèlletai s mera me epitaqunì-
meno rujmì. Aut  h anak�luyh sta tèlh thc dekaetÐac tou 1990  tan entel¸c
aprosdìkhth, k�jwc mèqri tìte jewroÔntan ìti diastèletai epibradunìmena,
  akìma kai ìti  tan stajerì. SunodeÔetai de apì thn upìjesh, pou faÐnetai
na uposthrÐzetai apì thn antistoÐqish parathrhsiak¸n dedomènwn se up�r-
qonta montèla4, ìti de diastelìtan epitaqunìmena se ìlh tou th zw , all�,

4H parathroÔmenh epit�qunsh apodÐdetai, an�loga me ton trìpo prosèggishc, wc suneisfor�
sth sunolik  puknìthta enèrgeiac thc {enèrgeiac kenoÔ}. Apì thn an�lush twn dedomènwn, apì
tÔpou Ia uperkainofaneÐc, faÐentai ìti h enèrgeia tou kenoÔ den xekÐnhse na apoteleÐ thn kurÐarqh
suneisfor� sthn puknìthta enèrgeiac tou SÔmpantoc par� sqetik� prìsfata.
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antÐjeta, gia mia perÐodo pou èlhxe perÐpou 5 · 109 qrìnia prin, diastelìtan
epibradunìmena.

• Apì sÔgkrish me montèla, faÐnetai ìti h orat  kai gnwst  se em�c Ôlh apote-
leÐ mon�qa to 5% tou perieqomènou tou SÔmpantoc. AntÐjeta, faÐnetai ìti to
megalÔtero posostì Ôlhc antistoiqeÐ se autì pou onom�zoume skotein’h ’ulh,
pou apoteleÐ sunolik� to ≈ 25% tou energeiakoÔ perieqomènou, en¸ to upì-
loipo 70% apoteleÐ h skotein’h en’ergeia sthn opoÐa apodÐdetai to gegonìc
ìti to SÔmpan diastèletai epitaqunìmena.

2.5 Kajierwmènh KosmologÐa

Epistrèfontac sthn kataskeu  tou Kajierwmènou Montèlou, upenjumÐzoume ìti è-
qontac sa dedomènec thn omogèneia kai isotropÐa tou SÔmpantoc, èqoume katafèrei
na gnwrÐzoume akrib¸c tic exis¸seic pou dièpoun thn exèlix  tou. Epomènwc, apo-
mènei na melet soume tic lÔseic pou dÐnontai apì autèc, an�loga me to energeiakì
perieqìmeno pou èqei o tanust c enèrgeiac - orm c, kai kat' epèktash h katastati-
k  exÐswsh. Se aut  thn enìthta ja melet soume k�poia sumper�smata sta opoÐa
mporoÔme na ft�soume apì ìsa èqoume dei parap�nw. Me autì ton trìpo ja èqoume
thn eukairÐa na doÔme ta shmeÐa sta opoÐa eÐnai epituqhmènh h Kajierwmènh Kosmo-
logÐa, all� kai ta probl mata pou parousi�zontai apì th sÔgkrish thc jewrÐac me
ta parathrhsiak� dedomèna.

2.5.1 Kosmologik  exèlixh kai parathroÔmena megèjh

Xanagr�foume tic exis¸seic Friedmann:( ȧ
a

)2

=
8πGρ

3
− ka
a2

(2.20)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) (2.21)

Apì autèc tic dÔo mporoÔme eÔkola na p�roume thn exÐswsh sunèqeiac. LÔnoume
thn pr¸th wc proc ρ kai paragwgÐzoume:

ρ =
3

8πG

(ka
a2

+H2
)

(2.22)

opìte

ρ̇ = − 3

8πG

(
−2

kaȧ

a3
+ 2H(

ä

a
−H2)

)
(2.23)
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An t¸ra qrhsimopoi soume th deÔterh exÐswsh Friedmann mporoÔme na ft�soume
sthn exÐswsh:

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0 (2.24)

pou apoteleÐ thn exÐswsh sunèqeiac.
Gia na p�roume th sqèsh pou dièpei thn kosmologik  exèlixh ja upojèsoume mia

katastatik  exÐswsh thc morf c:

P = wρ

ìpou ja jewr soume to w stajerì. Gia tic duo sun jeic morfèc thc Ôlhc, mh
sqetikistik  kai sqetikistik , pou kat� periìdouc èqoun kuriarq sei sto SÔmpan,
h par�metroc w paÐrnei timèc 0 kai 1

3
antÐstoiqa. Epomènwc an oloklhr¸soume thn

exÐswsh sunèqeiac mporoÔme na p�roume

ρ ∝ a−3(1+w)

kai na l�boume ètsi to nìmo dÔnamhc pou perigr�fei stic dÔo autèc peript¸seic thn
exèlixh tou par�gonta dom c. An p�roume apì tic parathr seic wc dedomèno ìti to
SÔmpan faÐnetai me polÔ kal  akrÐbeia na eÐnai epÐpedo, ka = 0, tìte mporoÔme apì
thn pr¸th exÐswsh Friedmann, (2.20), na p�roume:

a(t) ∝ t
2

3(1+w)

pou dÐnei exèlixh wc a(t) ∝ t1/2 gia sqetikistik  Ôlh kai a(t) ∝ t2/3 gia mh sqetiki-
stik .

S mera ìmwc gnwrÐzoume ìti to SÔmpan diastèlletai epitaqunìmena. Autì de
mporeÐ na dikaiologhjeÐ an l�boume up' ìyh mac to parap�nw apotèlesma gia th
mh sqetikistik  Ôlh pou jewroÔme ìti kuriarqeÐ s mera me b�sh to Kajierwmèno
Prìtupo. Sugkekrimèna, autì to apotèlesma odhgeÐ se èna epibradunìmena diaste-
lìmeno SÔmpan, kaj¸c h par�metroc Hubble eÐnai jetik , ìpwc kai h par�metroc
epit�qunshc, q, pou ìpwc eÐdame apì ton orismì thc nwrÐtera sunep�getai epibr�-
dunsh.

UpodeiknÔetai loipìn xek�jara h an�gkh na diatupwjeÐ me, endeqìmena, èna
nèo eÐdoc Fusik c, to energeiakì perieqìmeno tou tanust  enèrgeiac - orm c,  
na sumperilhfjeÐ mia kosmologik  stajer�, pou ja {spr¸qnei} to SÔmpan se mia
epitaqunìmenh diastol . H Ôparxh kosmologik c stajer�c mporeÐ, ìpwc ja doÔme
ektenèstera parak�tw, na parallhlisjeÐ me mia katastatik  exÐswsh sthn opoÐa h
par�metroc w èqei tim  -1. Gia epÐpedo SÔmpan, o par�gontac dom c ja exelÐssetai
tìte ¸c:

a(t) ∝ exp(Ht)
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Epistrèfontac sto Kajierwmèno Prìtupo, gia na melet soume kalÔtera to apo-
tèlesma pou èqei to ek�stote energeiakì perieqìmeno, pou apodÐdoume ston tanust 
enèrgeiac - orm c, orÐzoume tic paramètrouc puknìthtac

Ω0(i) =
8πGρ

(i)
0

3H2
0

(2.25)

ìpou o deÐkthc 0 anafèretai stic shmerinèc timèc twn ek�stote megej¸n, kai o
deÐkthc i anafèretai sto k�je eÐdoc Ôlhc pou èqei suneisfor� sthn puknìthta.
Autèc oi par�metroi eÐnai adi�statec, kai mporoÔme apì thn 2.20 na doÔme ìti:

Ω0 =
∑
i

Ω0(i) = 1 +
ka
a2

0H
2
0

(2.26)

Gia èna epÐpedo SÔmpan loipìn katalabaÐnoume ìti h posìthta

ρcr =
3H2

8πG

eÐnai h krÐsimh puknìthta, pou k�nei thn par�metro Ω Ðsh me to 1. Epeid  m�lista to
mègejoc H2a2 eÐnai jetikì, katalabaÐnoume ìti up�rqei mia �mesh antistoiqÐa metaxÔ
tou pros mou thc kampulìthtac ka kai tou pros mou tou ìrou Ω − 1. Sunoptik�
eÐnai:

ka = 1⇒ Ω > 1→ kleistì SÔmpan

ka = 0⇒ Ω = 1→ epÐpedo SÔmpan

ka = −1⇒ Ω < 1→ anoiktì SÔmpan

Epiplèon, mporoÔme na susqetÐsoume thn par�metro puknìthtac me thn par�metro
epibr�dunshc kai an�loga me thn parathroÔmenh tim  thc deÔterhc na ex�goume
sumper�smata gia thn pr¸th. 'Opwc èqoume dei h par�metroc epibr�dunshc eÐnai Ðsh
me:

q0 =
ä0

ȧ0

a0 = − ä0

a0H2
0

Me qr sh thc exÐswshc (2.11) kai mèsw tou orismoÔ thc paramètrou Ω mporoÔme
eÔkola na ft�soume sth sqèsh

q0 = Ω0(1 +
3P

ρ
)/2 = Ω0(1 + 3w)/2 (2.27)

Epomènwc mporoÔme t¸ra na parousi�soume sunoptik� to pwc sundèetai h parat -
rhsh tou tÔpou thc Ôlhc pou kuriarqeÐ sto SÔmpan me th jewrhtik  prìbleyh gia
thn par�metro epibr�duns c tou. 'Eqoume:

q0 = Ω0/2→ kuriarqÐa mh sqetikistik c Ôlhc
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q0 = Ω0 → kuriarqÐa sqetikistik c Ôlhc

q0 = −Ω0 → kuriarqÐa enèrgeiac kenoÔ (kosmologik  stajer�)

Apì tic parathr seic faÐnetai ìti to SÔmpan eÐnai me polÔ kal  akrÐbeia epÐpedo
all� kai ìti h suneisfor� thc sun jouc (baruonik c) Ôlhc eÐnai thc t�xhc tou
Ωb ≈ 0, 03. Autì bebaÐwc apèqei polÔ apì thn tim  1 pou lamb�noume gia èna
epÐpedo SÔmpan, kai odhgoÔmaste sto sumpèrasma ìti up�rqei kai �llh Fusik  pou
de sumperilamb�netai apì tic jewr seic tou Kajierwmènou ProtÔpou.

'Opwc ja doÔme kai parak�tw, apì thn apaÐthsh na up�rqei arket  Ôlh ¸ste
oi meg�lhc klÐmakac domèc tou SÔmpantoc (galaxÐec, sm nh, klp.) na eÐnai sta-
jerèc kai na mh dialÔontai, upologÐzetai ìti up�rqei h onomazìmenh skotein  Ôlh
me suneisfor� Ωdm ≈ 0.28 en¸ gia na èqoume thn parathroÔmenh epit�qunsh sth
diastol  tou SÔmpantoc, prèpei na up�rqei mia sunist¸sa, pou onom�zetai skotei-
n  enèrgeia kai suneisfèrei ΩΛ ≈ 0.69. H Ôparxh aut¸n twn dÔo sunistws¸n sto
energeiakì perieqìmeno tou tanust  enèrgeiac orm c apoteleÐ Ðswc to pio kaÐrio
prìblhma pou h sÔgqronh KosmologÐa kaleÐtai na lÔsei, en¸ ja doÔme ìti up�r-
qoun kai �lla epi mèrouc probl mata, pou to montèlo thc Meg�lhc 'Ekrhxhc de
mporeÐ na antimetwpÐsei apì mìno tou.

Pio sugkekrimèna, èna apì ta pio diadedomèna montèla pou perilamb�noun epe-
kt�seic tou Kajierwmènou ProtÔpou thc KosmologÐac eÐnai to legìmeno montèlo
LCDM, dhlad  enìc montèlou pou problèpei èna SÔmpan me yuqr  skotein  Ôlh
sto opoÐo kuriarqeÐ plèon mia kosmologik  stajer�.

To genikì plaÐsio erwthm�twn sto opoÐo apant� h yuqr  skotein  Ôlh (CDM)
eÐnai to ex c:

• H grafik  par�stash twn taqut twn twn �strwn stouc galaxÐec, sunart -
sei thc apìstas c touc apì to kèntro tou ek�stote galaxÐa deÐqnei na mhn
upakoÔei ta montèla pou kataskeu�zontai kai perièqoun mìno thn orat  Ôlh.
Autì to fainìmeno mporeÐ na exhghjeÐ an h orat  Ôlh katoikeÐ mèsa se mia
�lw skotein c Ôlhc me puknìthta pou mei¸netai san 1/r2.

• Ta sm nh galaxi¸n deÐqnoun na èqoun megalÔtera phg�dia dunamikoÔ apì ìti
deÐqnoun ta montèla pou perilamb�noun mìno baruonik  Ôlh. Parathrhsiak�
autì faÐnetai gia par�deigma stic kin seic twn galaxi¸n all� kai se �lla
fainìmena. Mia �lwc skotein c Ôlhc pou perib�lei ta sm nh, mporeÐ epÐshc na
exhg sei autì to fainìmeno.

• To fainìmeno thc di�qushc ja èprepe na epmodÐzei, kaj¸c to SÔmpan enhli-
ki¸netai, th dhmiourgÐa dom¸n. H Ôparxh ìmwc thc skotein c Ôlhc mporeÐ na
diathr sei tic domèc kai na apoteleÐ to barutikì spìro gia th dhmiourgÐa twn
galaxi¸n.
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'Oson afor� sth skotein  enèrgeia, oi pr¸tec endeÐxeic gia thn Ôparx  thc, eÐ-
qan na k�noun me to pìso {omadopoihmènh} fainìtan h Ôlh se meg�lec klÐmakec,
k�ti pou èna epÐpedo SÔmpan pou kuriarqeÐto apì krÔa skotein  Ôlh de mporoÔse
na exhg sei apìluta. F�nhke de apì analÔseic ìti èna SÔmpan, sto opoÐo up�rqei
kosmologik  stajer�, mporeÐ na exhg sei autèc tic domèc se meg�lh klÐmaka. 'O-
mwc to pio apofasistikì parathrhsiakì dedomèno pou uposthrÐzei thn Ôparxh miac
kosmologik c stajer�c, Λ,  tan h anak�luyh sta tèlh thc dekaetÐac tou 1990 ìti
to SÔmpan diastèletai epitaqunìmena.

Sunoptik� loipìn ta epiqeir mata upèr thc Ôparxhc thc skotein c enèrgeiac eÐnai
ta ex c:

• Apì metr seic thc fwteinìthtac twn uperkainofan¸n tÔpou Ia f�nhke ìti
to SÔmpan epitaqÔnei th diastol  tou. Autì to fainìmeno sumfwnèi me thn
Ôparxh miac kosmologik c stajerac, pou odhgeÐ se mia dun�mei arnhtik  pÐesh,
kai tautìqrona eÐnai asunepèc me èna SÔmpan pou kuriarqeÐtai apì yuqr 
skotein  Ôlh. M�lista, upologÐzetai apì ton parap�nw trìpo parat rhshc
ìti h katastatik  exÐswsh ja prèpei na eÐnai

w = P/ρ = −0, 97± 0.05

• Apì metr seic stic mikrèc anisotropÐec thc Kosmik c Mikrokumatik c Akti-
nobolÐac Upob�jrou, se di�forec klÐmakec, kai se sunduasmì me ta apotelè-
smata tou SDSS (Sloan Digital Sky Survey), faÐnetai pwc èqoume sumfwnÐa
me èna SÔmpan sto opoÐo

ΩΛ = 0.725± 0.016

kai
w = −1.10± 0.14

• Apì thc metr seic tou dorufìrou Planck, upojètontac ìti ka = 0 prokÔptoun
oi ex c timèc:

ΩΛ = 0.692± 0.012

Ωm = 0.308± 0.012

• Apì sunduasmì twn apotelesm�twn diafìrwn melet¸n gia domèc meg�lhc klÐ-
makac me upologismoÔc apì to fainìmeno Sachs-Wolfe (ISW)5 faÐnetai na a-
paiteÐtai

w = −1.01+0.30
−0.40

5Me b�sh autì to fainìmeno, ta fwtìnia thc AktinobolÐac Upob�jrou, erujrometatopÐzontai
barutik� kai se gwnÐec parat rhshc megalÔterec twn 10◦ eÐnai o kurÐarqoc lìgoc gia ton opoÐo h
aktinobolÐa upob�jrou parousi�zetai anisìtroph.
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• H arijmhtik  puknìthta smhn¸n galaxi¸n sa sun�rthsh thc erujrometatì-
pishc, deÐqnei thn Ôparxh ter�stiwn sqhmatism¸n galaxi¸n se meg�lec e-
rujrometatopÐseic (z ≈ 2), k�ti pou eunoeÐ to sen�rio enìc epitaqunìmena
diastelìmenou SÔmpantoc.

Parìti k�je mia apì tic parap�nw parathr seic èqei kata kairoÔc exhghjeÐ apì
epi mèrouc jewr seic, to mìno montèlo sta plaÐsia thc  dh gnwst c Fusik c, pou
deÐqnei na sumfwneÐ me ìlec eÐnai to montèlo LCDM, dhlad  autì to opoÐo perilam-
b�nei tautìqrona thn Ôparxh yuqr c, allhlepidroÔsac mìno barutik�, skotein c
Ôlhc kai tautìqrona thn Ôparxh miac kosmologik c stajer�c,Λ.

BebaÐwc, to montèlo autì èqei kai adunamÐec, tic pio aplèc kai basikèc apì tic
opoÐec parousi�zoume sunoptik� amèswc:

• H parathroÔmenh tim  thc Λ eÐnai perÐpou 120 t�xeic megèjouc mikrìterh apì
thn ektÐmhsh ìti ja prèpei na eÐnai thc t�xhc touM4

Pl. Aut  thc h tim  odhgeÐ
emmèswc se probl mata fine-tuning, ìpwc gia par�deigma ìtan upologÐzoume
thn energì enèrgeia tou kenoÔ, sthn opoÐa sumperilamb�nontai ìroi tìso apì
to Ðdio to kenì, ìso kai apì di�fora swmatÐdia. PhgaÐnontac se ìlo kai mikrì-
terec klÐmakec gia na èqoume thn Ðdia Fusik , prèpei oi ìroi pou perigr�foun
th suneisfor� tou pragmatikoÔ kenoÔ na allhloexoudeter¸nontai se b�joc
toul�qiston 32 dekadik¸n yhfÐwn.

• 'Ena �llo jèma pou exet�zetai apì thn koinìthta, eÐnai to giatÐ oi suneisfo-
rèc sthn energeiak  puknìthta thc kosmologik c stajer�c kai thc Ôlhc eÐnai
perÐpou Ðdiec. O lìgoc gia autì eÐnai ìti o trìpoc me ton opoÐo exelÐssontai
sa megèjh, kaj¸c exelÐssetai genikìtera to SÔmpan, eÐnai teleÐwc diafore-
tikìc kai den eÐnai profanèc to giatÐ up�rqei aut  h merik  sÔmptwsh stic
suneisforèc touc. Autì to fainìmeno eÐnai gnwstì wc coincidence problem.

• 'Ena antÐstoiqo prìblhma emfanÐzetai an skeftoÔme tic suneisforèc sthn e-
nergeiak  puknìthta thc skotein c Ôlhc kai thc orat c Ôlhc. Oi duo autoÐ
tÔpoi Ôlhc dhmiourgoÔntai me polÔ diaforetikoÔc mhqanismoÔc. Ta baruìnia
par�gontai mh jermik� kai ektìc thc isorropÐac, en¸ h kurÐarqh �poyh gia
thn yuqr  skotein  Ôlh eÐnai ìti par�getai jermik�, kaj¸c oi energoÐ diatomèc
pou prokÔptoun apì thn asjen  allhlepÐdrash deÐqnoun na dÐnoun th swst 
afjonÐa sth skotein  Ôlh. EÐnai loipìn aporÐac �xio to pwc dÔo tìso diafore-
tikoÐ trìpoi paragwg c Ôlhc dÐnoun sugkrÐsimec suneisforèc sthn energeiak 
puknìthta.

• Apì to sen�rio thc skotein c Ôlhc problèpetai epiplèon, ìti mèsa sth ga-
laxiak  �lw up�rqei mia polÔ ploÔsia dom  galaxi¸n n�nwn. Gia par�deigma
gia to dikì mac GalaxÐa, upologÐzetai ìti ja èprepe na up�rqoun perÐpou 500
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n�noi galaxÐec mèsa sthn �lw tou, all� apì tic parathr seic autoÐ ft�noun
touc 30. Mia apl  ex ghsh se autì bebaÐwc ja mporoÔse na eÐnai h Ôparxh
skotein¸n galaxi¸n, dhlad  galaxi¸n ftiagmènwn apì skotein  Ôlh pou ek
twn pragm�twn de mporoÔme na parathr soume.

• FaÐnetai tèloc, ìti h upologizìmenh apì th jewrÐa katanom  thc puknìthtac
thc skotein c Ôlhc kont� sta kèntra twn galaxi¸n akoloujeÐ mia katano-
m  ρCDM ∝ r−a, ìpou h par�metroc a upologÐzetai ìti paÐrnei timèc sthn
perioq  0.7 − 1.5. AntÐjeta, apì tic parathr seic faÐnetai ìti kaj¸c plh-
si�zoume kont� sta kèntra twn galaxi¸n aut  h ex�rthsh apì thn apìstash
exanemÐzetai.

2.5.2 HlikÐa tou SÔmpantoc

MporoÔme na broÔme thn hlikÐa tou SÔmpantoc sa sun�rthsh twn kosmologik¸n
paramètrwn me to na oloklhr¸soume thn exÐswsh (2.20). H puknìthta enèrgeiac
ìpwc eÐdame metab�letai wc ρ/ρ0 = (a/a0)−3 se èna SÔmpan pou kuriarqeÐtai apì
Ôlh kai wc ρ/ρ0 = (a/a0)−4 se èna SÔmpan pou kuriarqeÐtai apì aktinobolÐa. Se
autèc tic dÔo peript¸seic h (2.20) paÐrnei tic morfèc( ȧ
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)−3

, kuriarqÐa Ôlhc (2.28)
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3
ρ0

(a0

a

)−4

, kuriarqÐa aktinobolÐac (2.29)

Qrhsimopoi¸ntac t¸ra thn exÐswsh (2.26), kai ton orismì thc erujrometatìpishc
paÐrnoume ìti

t =

∫ a(t)

0

da′

ȧ′
(2.30)

= H−1
0

∫ (1+z)−1

0

dx

(1− Ω0 + Ω0x−1)−1/2
, gia kuriarqÐa Ôlhc (2.31)

= H−1
0

∫ (1+z)−1

0

dx

(1− Ω0 + Ω0x−2)−1/2
, gia kuriarqÐa aktinobolÐac (2.32)

AxÐzei na shmeiwjoÔn ta ex c:
Kat� sÔmbash paÐrnoume wc qrìno mhdèn, to qrìno gia ton opoÐo o par�gontac
dom c a(t) phgaÐnei sto 0. Epiplèon, jewroÔme ìti o qrìnoc pou par lje apì th
gènnhsh tou SÔmpantoc mèqri th qronik  stigm  pou �rqisan na isqÔoun oi exis¸-
seic kai h Fusik  pou gnwrÐzoume s mera eÐnai polÔ mikrìc kai qwrÐc ousiastik 
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suneisfor� sthn hlikÐa pou upologÐzoume, upì thn proôpìjesh ìti a ∝ tn me n < 1
kai gia aut  thn perÐodo.

Wc par�deigma, ja broÔme ed¸ ton tÔpo pou dÐnei thn hlikÐa enìc SÔmpantoc epÐ-
pedou, pou perièqei mh sqetikistik  Ôlh all� kai sto opoÐo epidr� mia kosmologik 
stajer�. 'Eqoume ìti:

t0 =
2

3
H−1

0 Ω−1/2
vac ln

( 1 + Ω
1/2
vac

(1− Ωvac)1/2

)
(2.33)

ìpou Ωvac = ρvac/ρcr kai en¸ jewroÔme ìti Ωvac + Ωmatter = 1, an kai shmei¸netai
ìti den perimènoume h exèlixh tou SÔmpantoc na eÐnai akrib¸c grammik .

2.5.3 EntropÐa - Jermik  IstorÐa tou SÔmpantoc

Sto diastelìmeno SÔmpan, sÔmfwna me to deÔtero jermodunamikì nìmo ja isqÔei

TdS = d(ρV ) + PdV = d[(ρ+ P )V ]− V dP (2.34)

ìpou ρ: h puknìthta, P : h pÐesh kai V (= a3) o ìgkoc. H puknìthta me thn pÐesh
sundèontai me th sqèsh

T
dP

dT
= ρ+ P

Qrhsimopoi¸ntac tic exis¸seic autèc mporoÔme na broÔme thn entropÐa kat� sugki-
noÔmeno ìgko

S =
ρ+ P

T
a3 (2.35)

M�lista me qr sh tou pr¸tou jermodunamikoÔ nìmou

d[(ρ+ P )V ] = V dP

mporoÔme na deÐxoume ìti

d
[(ρ+ P )V

T

]
= 0

dhlad  ìti h entropÐa kat� sugkinoÔmeno ìgko diathreÐtai. H diat rhsh thc entro-
pÐac shmaÐnei ìti h puknìthta entropÐac s = S/V ja eÐnai an�logh tou a−3. Epeid 
h puknìthta entropÐac kuriarqeÐtai apì sqetikistik� swm�tia, eÐnai

s ∝ T 3

pou mac odhgeÐ sto apotèlesma

T ∝ a−1 (2.36)
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Apì praktik c apìyewc, mporoÔme na isquristoÔme ìti to SÔmpan kat� to megalÔ-
tero mèroc thc zw c tou brÐsketai se jermik  isorropÐa. BebaÐwc me thn p�rodo
tou qrìnou di�fora eÐdh swmatidÐwn �rqizan na feÔgoun apì thn isorropÐa. Sug-
krÐnontac to rujmì epèktashc tou SÔmpantoc me to rujmì twn allhlepidr�sewn
twn swmatidÐwn, mporoÔme na doÔme poia apì ta swmatÐdia brÐskontai se isorropÐa
kai poia èqoun xefÔgei apo aut n. An o rujmìc twn allhlepidr�sewn eÐnai megalÔ-
teroc apì to rujmì diastol c tìte mporoÔme na poÔme ìti to SÔmpan exelÐssetai
pern¸ntac apì diadoqikèc katast�seic aut c thc isorropÐac, me th jermokrasÐa tou
na exelÐssetai, ìpwc èidame, san T ∝ R−1 .

Ja parajèsoume t¸ra mia sunoptik  perigraf  twn diadoqik¸n bhm�twn sth
zw  tou SÔmpantoc.

• Se polÔ arqikèc stigmèc ìtan h jermokrasÐa  tan megalÔterh apì 1012◦K(≈
80MeV ) to SÔmpan perieÐqe meg�lh poikilÐa swmatidÐwn, ìpwc leptìnia, fw-
tìnia kai mesìnia, se jermik  isorropÐa, ta opoÐa allhlepidroÔsan.

• 'Otan h jermokrasÐa èftase stouc 1012◦K to SÔmpan perieÐqe fwtìnia, miì-
nia, hlektrìnia, netrÐna kai ta antiswm�ti� touc ìpwc kai ènan mikrì arijmì
prwtonÐwn kai netronÐwn Ðswn metaxÔ touc, en¸ h jermik  isorropÐa sunèqize
na up�rqei.

• 'Otan h jermokrasÐa èpese k�tw apì autì to ìrio �rqisan na exaôl¸nontai
ta µ+, µ−. 'Otan ìla ta miìnia exafanÐsthkan perÐpou stouc 1.3× 1011◦K(≈
10MeV ) ta netrÐna kai ta antinetrÐna qwrÐsthkan apì ta upìloipa swm�tia
af nwntac ta fwtìnia kai ta e± mazÐ me k�poia noukleìnia se jermik  isor-
ropÐa, en¸ h jermokrasÐa èpefte me rujmì T ∝ R−1.

• H jermokrasÐa sunèqize na pèftei kai 0.01 deuterìlepta meta thn arqik 
anwmalÐa, ìtan h jermokrasÐa èqei ft�sei touc 1011◦K h diafor� m�zac metaxÔ
prwtonÐwn kai netronÐwn odhgeÐ se mia aÔxhsh tou arijmoÔ twn prwtonÐwn
ènanti twn netronÐwn.

• PerÐpou sta 4 deuterìlepta, ìtan T ≈ 5× 109◦K(≈ 0.4MeV ), ta pozitrìnia
kai ta hlektrìnia arqÐzoun na exaôl¸nontai kai af noun wc kurÐarqa susta-
tik� tou SÔmpantoc ta fwtìnia kai ta netrÐna, ta opoÐa diadÐdontai eleÔjera,
me ta fwtìnia na èqoun jermokrasÐa perÐpou 40% megalÔterh apì aut  twn
netrÐnwn. Tautìqrona, apì thn yÔxh twn netrÐnwn kai twn antinetrÐnwn kai
thn exaölwsh twn pozitronÐwn me ta hlektrìnia, h analogÐa prwtonÐwn kai
netronÐwn pag¸nei sthn tim  5:1.

• 'Otan h jermokrasÐa èqei pia ft�sei stouc 109◦K(≈ 86keV ) ta prwtìnia kai
ta netrìnia sunt kontai se barÔterouc pur nec dÐnontac èna ionismèno aèrio



36 KEF�ALAIO 2. KAJIERWM�ENH KOSMOLOG�IA

H,He se analogÐa 4 : 1, mazÐ me k�poia �lla barÔtera stoiqeÐa se polÔ mikrì
posostì.

• H di�dosh twn fwtonÐwn kai twn netrÐnwn suneqÐzetai me Tγ = 1.4Tν ∝ R−1

kai h jermokrasÐa tou ionismènou aerÐou paramènei stouc 4000◦K mèqri ton
apionismì tou udrogìnou, en¸ se k�poia stigm  metaxÔ 103 kai 105◦K h e-
nergeiak  puknìthta twn fwtonÐwn kai twn netrÐnwn pèftei arket� ¸ste na
mpoÔme sthn epoq  thc kuriarqÐac thc Ôlhc.

Blèpoume loipìn ìti to SÔmpan pern�ei apì di�forec f�seic h k�je mia apì tic opoÐec
telei¸nei me thn apoq¸rhsh enìc shmantikoÔ tÔpou swmatidÐwn apì th jermik 
isorropÐa. H pio shmantik  apì autèc tic metab�seic gia thn kosmologik  exèlixh
eÐnai aut  apì thn kuriarqÐa thc aktinobolÐac sthn kuriarqÐa thc Ôlhc pou sumb�inei
me thn apoq¸rhsh twn fwtonÐwn apì th jermik  isorropÐa.

Gia na melet soume lÐgo perissìtero autèc tic metab�seic èqoume ta ex c:
An èqoume èna swm�tio me rujmì allhlepÐdrashc pou dÐnetai apì thn exÐswsh :

Γ = nσ|v|

ìpou σ : energìc diatom , tìte gia na xefÔgei autì to eÐdoc swmatidÐwn apì th
genikìterh isorropÐa ja prèpei na eÐnai Γ < H, ìpou H h stajer� Hubble. Oi pio
shmantikèc perÐodoi apoq¸rhshc swmatidÐwn apì thn isorropÐa eÐnai oi ex c :

• Netrinik  apoq¸rhsh apì thn isorropÐa: Arqik� ta netrÐna, pou èqoun pro-
kÔyei apì di�spash swmatidÐwn Z   W±, paramènoun sthn isorropÐa mèsw
antidr�sewn ìpwc oi

ν̄ν ↔ e+e−

ν̄e↔ ν̄e

ēν ↔ ēν

H energìc diatom  aut¸n twn antidr�sewn upologÐzetai pwc eÐnai Ðsh me σ =
G2
WT

2, en¸ h puknìthta twn �mazwn swmatidÐwn sumperifèretai san n ∝ T 3

�ra sunolik� ja eÐnai :
Γ = G2

WT
5

O rujmìc autìc gÐnetai mikrìteroc apì ton par�gonta klÐmakac tou SÔmpan-
toc se jermokrasÐec thc t�xhc tou 1MeV ìtan kai apoqwroÔn apì thn isorro-
pÐa. H shmerin  jermokrasÐa twn netrÐnwn upologÐzetai pwc eÐnai Tν = 1.96◦K

• Fwtonik  apoq¸rhsh apì thn isorropÐa : 'Otan h puknìthta twn e± gÐnetai
polÔ qamhl  gia na diathr sei th jermik  epaf  twn fwtonÐwn kai thc Ôlhc
èqoume thn oristik  paÔsh thc isorropÐac metaxÔ Ôlhc kai aktinobolÐac. Autì
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sumbaÐnei ìtan Γγ = neσTT , ìpou σT : h energìc diatom  thc allhlepÐdra-
shc Thomson, dhlad  perÐpou stouc 4.000◦K, en¸ tautìqrona arqÐzoun na
dhmiourgoÔntai kai ta pr¸ta �toma kaj¸c ta hlektrìnia èqoun arket� qamh-
l  jermokrasÐa ¸ste na sundejoÔn me ta prwtìnia. Th stigm  thc pl rouc
apoq¸rhshc twn fwtonÐwn apì thn isorropÐa, mporoÔme na th melet soume
s mera apì tic diakum�nseic sthn Kosmik  AktinobolÐa Upob�jrou.

2.5.4 Oi meg�lec epituqÐec tou Kajierwmènou ProtÔ-

pou

To Kajierwmèno Prìtupo thc KosmologÐac, èqei me meg�lh epituqÐa kalÔyei thn
an�gkh gia jewrhtik  ex ghsh dÔo polÔ shmantik¸n parathr sewn thc sÔgqronhc
Fusik c. Autèc eÐnai h Ôparxh thc Kosmologik c AktinobolÐac Upob�jrou, pou
parathreÐtai proc k�je kateÔjunsh tou ouranoÔ, all� kai h afjonÐa sthn opoÐa
parathroÔntai ta di�fora eÐdh Ôlhc sto SÔmpan.

Kosmik  AktinobolÐa Upob�jrou (CMBR)

Apì tic exis¸seic Einstein blèpoume ìti to R(t) prèpei na èqei up�rxei polÔ mikrì
sto pareljìn. An ìntwc autì sunèbh, ja prèpei h Ôlh kai h aktinobolÐa na  tan
se jermik  isorropÐa se polÔ uyhl  jermokrasÐa. 'Oso to SÔmpan diastelìtan
h jermokrasÐa ja prèpei na èpefte kai ìtan èftase stouc 4000◦K ta hlektrìnia
en¸jhkan me prwtìnia dhmiourg¸ntac udrogìno. Autì eÐqe san apotèlesma h adia-
f�neia tou SÔmpantoc, h opoÐa ofeilìtan sthn polÔ mikr  mèsh eleÔjerh diadrom 
ìlwn twn swmatÐwn mèqri ekeÐnh thn perÐodo, na pèsei katakìrufa. H aktinobolÐa
apì tìte ja prèpei na èqei diaqujeÐ se ìlo to SÔmpan kai bebaÐwc na èqei upo-
steÐ mia ter�stia erujrometatìpish. H energeiak  puknìthta twn enapomènontwn
fwtonÐwn me suqnìthta metaxÔ ν kai ν + dν dÐnetai apì:

nγ0(ν0) =8πν2
0

∫ t0

t1

exp

(
− hν0R(t0)

kT (t)R(t)

)
Λ

(
ν0
R(t0)

R(t)
, t

)
×exp

[
−
∫ t0

t1

[
1− exp

(
− hν0R(t0)

kT (t′)R(t′)

)]
Λ

(
ν0
R(t0)

R(t′)
, t′
)
dt′
]
dt

opìte

ργ0(ν)dν = 8πhν3dν

∫ t0

0

exp

(
− hνR0

kT (t)R(t)

)
Λ

(
νR0

R(t)
, t

)
P(t0, t; ν)dt

ìpou h : stajer� Planck, k : stajer� Boltzmann, T (t): jermokrasÐa Ôlhc, Λ(ν, t)
: rujmìc aporrìfhshc gia fwtìnio suqnìthtac ν th stigm  t kai P(t0, t; ν) : h
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pijanìthta gia fwtìnio suqnìthtac νR0

R(t)
pou  tan parìn th stigm  t na z sei mèqri

th stigm  t0:

P(t0, t; ν) = exp

[
−
∫ t0

t

[
1− exp

(
− hνR0

kT (t′)R(t′)

)]
Λ

(
νR0

R(t′)
, t′
)
dt′
]

MporoÔme na xanagr�youme thn puknìthta wc:

ργ0(ν)dν = 8πhν3dν

∫ t0

0

[
exp

(
hνR0

kT (t)R(t)

)
− 1

]−1

× dP(t0, t; ν)

dt
dt (2.37)

ap'ìpou blèpoume ìti h pijanìthta aux�nei apì 0 gia t = 0, se 1 gia t = t0. An h
adiaf�neia pèftei apìtoma se stigm  tR, tìte h sun�rthsh thc pijanìthtac ja eÐnai
sqedìn mia sun�rthsh b matoc kai apì thn (2.37) paÐrnoume tic:

ργ0(ν)dν ≈ 8πhν3dν

exp(hν/kTγ0)− 1
(2.38)

Tγ0 =
T (tR)R(tR)

R0

(2.39)

An loipìn h adiaf�neia èpese apìtoma, h paroÔsa aktinobolÐa upob�jrou ja prè-
pei na èqei mia katanom  mèlanoc s¸matoc jermokrasÐac Tγ0. H plhroforÐa pou

paÐrnoume �mesa lìgw thc aktinobolÐac upob�jrou eÐnai h tim  tou R(t)
R0

th stigm 
pou to SÔmpan ègine diafanèc. An epiplèon upojèsoume ìti h jermokrasÐa thc Ô-
lhc sumperifèretai san T (t) = A

R(t)
, me A mia stajer�, tìte paÐrnoume thn (2.38)

anex�rthta tou pìso apìtoma èpese h adiaf�neia tou SÔmpantoc. Epiplèon apì thn
(2.37) an p�roume san t0 ènan tuqaÐo qrìno t, h puknìthta dÐnetai apì mia exÐswsh
melanoÔ s¸matoc:

ργ(ν, t)dν =
8πhν3dν

exp(hν/kTγ(t))− 1
(2.40)

ìpou

Tγ(t) =
A

R(t)
(2.41)

kai m�lista h aktinobolÐa ja akoloujeÐ aut  thn katanom  se ìlh th di�rkeia tou
per�smatoc apì thn adiaf�neia sth diaf�neia kai mèqri to parìn. To A upologÐzetai
an p�roume t = t0 opìte paÐrnoume gia th jermokrasÐa thc aktinobolÐac:

Tγ(t) = Tγ0

(
R(0)

R(t)

)
(2.42)

kai gia th jermokrasÐa thc Ôlhc:

T (t) = Tγ0

(
R(0)

R(t)

)
(2.43)
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Apì thn paroÔsa jermokrasÐa thc aktinobolÐac mporoÔme na upologÐsoume ìlh th
jermik  istorÐa tou SÔmpantoc, gia ìso di�sthma isqÔei TR = const.

Gia na doÔme pìte h sunj kh TR = const mporeÐ na  tan dunat , jewroÔme
idanikì aèrio se isorropÐa me aktinobolÐa melanoÔ s¸matoc. Apì olokl rwsh thc
(2.40) paÐrnoume:

ργ(t) = aT 4
γ (t)

opìte se aut  thn perÐptwsh h puknìthta kai h pÐesh gÐnontai:

P = nkT +
1

3
aT 4 (2.44)

ρ = nm+ (γ − 1)nkT + aT 4 (2.45)

ìpou ν : arijmhtik  puknìthta swmatidÐwn aerÐou, m : m�za swmatidÐwn aerÐou,
γ = cp

cv
. 'Omwc o arijmìc twn swmatidÐwn ja prèpei na diathreÐtai �ra:

nR3 = n0R
3
0

kai mazÐ me th diat rhsh thc enèrgeiac mporoÔme ft�noume sthn:

R

T

dT

dR
= −

(
σ + 1

σ + 1
3
(γ − 1)−1

)
me σ : th fwtonik  entropÐa tou k�je swmatidÐou. Gia σ � 1 èqoume:

T ∝ R−3(γ−1) (2.46)

pou moi�zei me thn sqèsh jermokrasÐac - ìgkou se adiabatik  ektìnwsh idanikoÔ
aerÐou. An antÐjeta σ � 1, tìte T ∝ R−1. 'Omwc kai gia meg�lh entropÐa ìtan
h Ôlh feÔgei apì th jermik  isorropÐa me thn aktinobolÐa, h sun�rthsh jermokra-
sÐac - ìgkou gÐnetai ìpwc h (2.46). An ìmwc h entropÐa eÐnai p�ra polÔ meg�lh h
aktinobolÐa ja uperisqÔei thc Ôlhc, thc opoÐac h jermokrasÐa ja èqei th morf  :

T (t) =
A

R(t)

opìte h entropÐa ja prèpei telik� na eÐnai stajer  sthn tim :

σ =
4aT 3

γ0

3n0k
(2.47)

SumperaÐnoume loipìn ìti an potè h entropÐa σ gÐnei polÔ meg�lh ja prèpei na
parameÐnei meg�lh kai se aut  thn perÐptwsh to SÔmpan onom�zetai jermì. H akti-
nobolÐa upob�jrou ikanopoieÐ p�nta tic (2.40), (2.41) kai h Ôlh thn (2.43) mèqri na
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gÐnei h adiaf�neia polÔ mikr . Me lÐga lìgia, h sunj kh gia èna jermì SÔmpan ja
mporoÔse poiotik� na ekfrasteÐ wc h Ôparxh meg�lou arijmoÔ fwtonÐwn gia k�je
noukleìnio sto parìn.

Enallaktik�, h Ôparxh autoÔ tou upob�jrou mporeÐ na ofeÐletai sthn epanek-
pomp  se suqnìthtec mikrokum�twn apì mesoastrik  Ôlh, thc aktinobolÐac twn
�strwn stouc galaxÐec. Mia �llh ex ghsh ja  tan h Ôparxh diakrit¸n phg¸n
aut c thc aktinobolÐac, h opoÐa ìmwc en¸ mporeÐ na anapar�gei thn apaitoÔmenh
katanom  Planck, adunateÐ na exhg sei thn Ôparxh isotropÐac gia ìlec tic gwnÐec
se mia sqetik� mikr  aktÐna.

Parìla aut�, h aktinobolÐa upob�jrou ìntwc parousi�zei k�poiec mikrèc diaku-
m�nseic oi opoÐec èqoun metrhjeÐ kai ft�noun sthn tim  :

∆T

T
= 1.1× 10−5

me thn Ðdia thn tim  thc jermokrasÐac tou upob�jrou na eÐnai :

Tγ = (2.728± 0.002)◦K

Autèc ìmwc oi diakum�nseic  tan anamenìmenec kai perissìtero sthrÐzoun par�
klwnÐzoun th je¸rhsh ìti autì to upìbajro proèrqetai apì mia arqik  anwmalÐa.
Oi duo pio basikoÐ lìgoi Ôparxhc diakum�nsewn eÐnai oi ex c :

• H kÐnhsh thc Ðdiac thc Ghc mèsa se èna isotropikì mèso, ìpwc h aktinobolÐa
upob�jrou, to opoÐo ousiastik� kajorÐzei èna eidikì sÔsthma anafor�c me
b�sh to opoÐo oi di�forec kin seic mporoÔn na metrhjoÔn.

• H dhmiourgÐa sugkentr¸sewn Ôlhc ìpwc oi galaxÐec, ta sm nh klp ofeÐlontai
se mikrèc arqikèc diakum�nseic sthn puknìthta thc Ôlhc pou me th bo jeia
thc barÔthtac katarrèoun proc to kèntro touc. Akrib¸c autèc oi arqikèc
diakum�nseic eÐqe problefjeÐ, kai telika epibebai¸jhke, ìti ja prèpei na faÐ-
nontai san mikrèc anisotropÐec sth jermokrasÐa, se èna kat� ta �lla isìtropo
upìbajro.

H parousÐa thc aktinobolÐac upob�jrou den eÐqe mìno antÐktupo stic arqikèc f�seic
tou SÔmpantoc all� ja èqei akìma kai t¸ra. Gia par�deigma ja prèpei ta fwtìnia
tou upob�jrou na sked�zontai me antÐstrofh skèdash Compton me sqetikistik�
hlektrìnia. M�lista èqei deiqjeÐ ìti gia exwgalaxiak� hlektrìnia aut  ja mpo-
roÔse na eÐnai h ex ghsh gia thn parathroÔmenh aktinobolÐa Q. Epiplèon lìgw thc
Ôparxhc tou upob�jrou ja prèpei na up�rqei èna apìtomo kìyimo sto f�sma twn
prwtonÐwn kai twn fwtonÐwn thc Kosmik c AktinobolÐac, ìgw thc allhlepÐdras c
touc me autì.
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Baruogènesh - NoukleosÔnjesh

H noukleosÔnjesh pou èlabe q¸ra kat� ta arqik� st�dia tou SÔmpantoc eÐnai kai o
nwrÐteroc trìpoc na exet�soume thn kajierwmènh KosmologÐa. Epiplèon, mporeÐ na
mac d¸sei mia kal  jewrhtik  prosèggish gia thn tim  thc paramètrou puknìthtac
pou antistoiqeÐ sth sun jh (baruonik ) Ôlh, pou ìpwc eÐdame mporeÐ na odhg sei se
�llouc trìpouc na elègxoume to Kajierwmèno Montèlo. Kaj¸c mac endiafèroun
oi afjonÐec pou up rqan sto prwtarqikì SÔmpan kai ìqi autèc pou sqhmatÐsth-
kan sthn poreÐa apì astrofusikoÔc mhqanismoÔc, elègqoume th sugkèntrwsh twn
stoiqeÐwn D, 3He, 4He, 7Li pou èqoun, wc epÐ to pleÐston, kosmologik  proèleush.
Shmei¸noume ìti ta sqetik� apotelèsmata sunhjÐzetai na dÐnontai sunart sei thc
paramètrou η = nN

nγ
, dhlad  wc o lìgoc thc puknìthtac thc baruonik c Ôlhc proc

aut  thc puknìthtac twn fwtonÐwn.
Sugkekrimèna loipìn, to deutèrio, D, eÐnai polÔ asjen¸c sundedemèno kai ka-

tastrèfetai se qamhlèc jermokrasÐec, en¸ eÐnai kai dÔskolo na dhmiourghjeÐ. 'Ara
h shmerin  tou afjonÐa apoteleÐ èna kat¸tato ìrio thc prwtarqik c afjonÐac tou.
ProkÔptei ìti h prwtarqik  afjonÐa tou ja èprepe na eÐnai (D/H)≥ 10−5, pou o-
dhgeÐ se η ≤ 10−9. To 3He katastrèfetai duskolìtera apì to deutèrio kai apì to
sunduasmì me ta dik� tou apotelèsmata paÐrnoume[D +3 He

H

]
≤ 8 · 10−5

pou odhgeÐ sto ìti prèpei η ≥ 4 · 10−10. Aut  h jewrhtik  prìbleyh brÐsketai se
apìluth sumfwnÐa me tic parathr seic pou èqoume s mera me b�sh tic opoÐec

η ≈ (4− 10) · 10−10

Gia to 7Li, h prwtarqik  afjonÐa upologÐzetai se (7Li/H)(1.1 ± 0.4) · 10−5 pou
odhgeÐ se

η ≈ (2− 5) · 10−10

'Opwc faÐnetai kai apì to sq ma 2.1, h sqetk  afjonÐa pou parathreÐtai gia to
7Li se se sqèsh me aut  pou problèpetai eÐnai diaforetik . Autì eÐnai gnwstì
wc prìblhma tou 7Li kai jewreÐtai to pio shmantikì prìblhma thc prwtarqik c
noukleosÔnjeshc, to opoÐo de faÐnetai na mporeÐ na lujeÐ sta plaÐsia thc  dh
gnwst c fusik c, kaj¸c den up�rqoun purhnikoÐ   astrofusikoÐ mhqanismoÐ pou
na mporoÔn na exhg soun aut  thn afjonÐa. Tèloc, gia to 4He, upologÐzetai ìti to
posostì baruonik c Ôlhc aiqmalwtismènhc se aut  th morf   tan thc t�xhc tou

YP ∼= 0.25

SunoyÐzontac, ta ìria pou èqoume gia th shmerin  tim  thc puknìthtac twn
baruonÐwn eÐnai

4 · 10−10 ≤ η ≤ 7 · 10−10
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0.015 ≤ ΩB ≤ 0.16

6 · 10−11 ≤ η

7
≤ 10−10

Blèpoume dhlad  kai ed¸ ìti h baruonik  Ôlh deÐqnei na suneisfèrei se t�xh 1%
thc puknìthtac thc Ôlhc en¸ ìpwc èqoume anafèrei kai nwrÐtera, oi stajerèc domèc
apaitoÔn gia thn par�metro puknìthtac mia tim  toul�qiston kont� sto Ω0 ≈ 0.25.

Sta arqik� st�dia tou SÔmpantoc, ja prèpei na up�rqei mia diadikasÐa h opoÐa
odhgeÐ sth dhmiourgÐa twn sustatik¸n twn pur nwn, dhlad  twn baruonÐwn p kai
n. To kurÐarqo baruìnio pou blèpoume sto SÔmpan eÐnai to prwtìnio to opoÐo èqei
baruonikì arijmì B = 1. 'Omwc epeid  akrib¸c blèpoume na kuriarqeÐ to prwtì-
nio kai na mhn up�rqoun antÐstoiqa poll� antiprwtìnia, shmaÐnei pwc up�rqei mia
asummetrÐa h opoÐa prèpei na exhghjeÐ. Gia par�deigma, mporoÔme na doÔme thn a-
fjonÐa antiprwtonÐwn se kosmikèc aktÐnec, h opoÐa eÐnai thc t�xhc tou 10−4. MporeÐ
bèbaia kaneÐc na isquristeÐ ìti h diki� mac geitoni� eÐnai sumptwmatik� ftiagmènh
apì Ôlh kai up�rqoun antÐstoiqa �llec geitonièc sto SÔmpan pou eÐnai fitagmènec
apo antiÔlh. Autì to epiqeÐrhma ìmwc sunant� èna polÔ isqurì parathrhsiakì
empìdio, kaj¸c ja èprepe se mia tètoia perÐptwsh na up�rqei isqur  aktinobolÐa γ
apì tic allhlepidr�seic noukleonÐwn - antinoukleonÐwn. Epomènwc to sumpèrasma
sto opoÐo faÐnetai na katal goume eÐnai ìti se k�poio prwtarqikì st�dio tou SÔm-
pantoc up rxe mia asummetrÐa metaxÔ baruonÐwn kai antibaruonÐwn. UpologÐzetai
ìti h arqik  asummetrÐa pou qrei�zetai na up rxe ¸ste na èqoume tic shmerinèc
parathr seic eÐnai exairetik� mikr , thc t�xhc tou

nq − nq̄
nq

∼= 3 · 10−8

Ta basik� shmeÐa pou prèpei na isqÔoun se mia jewrÐa baruogèneshc onom�zontai
krit ria Sakharov kai eÐnai ta ex c:

• Arqik  parabÐash tou baruonikoÔ arijmoÔ, kaj¸c ìpwc eÐdame prèpei o arij-
mìc twn baruonÐwn kai twn antibaruonÐwn na mhn eÐnai Ðdioc.

• Arqik  parabÐash twn summetri¸n C kai CP, kaj¸c apodeiknÔetai ìti an
autì de sunèbaine, de ja mporoÔsame na odhghjoÔme se aut  thn anisìthta
twn arijm¸n metaxÔ b kai b̄.

• Apoq¸rhsh apì th jermik  isorropÐa, epeid  ja prèpei na mhn epitrèpontai oi
antÐstrofec twn diadikasi¸n aut¸n pou odhgoÔn sthn anisìthta twn baruo-
nÐwn kai twn antibaruonÐwn.

Gia na doÔme sthn pr�xh pwc h baruogènesh exhgeÐ aut  thn parathroÔmenh asum-
metrÐa ja parajèsoume th di�spash enìc swmatÐou X to opoÐo ac upojèsoume ìti
èqei dÔo dunatèc diasp�seic:

X → qq(B = 2/3)
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Sq ma 2.1: Oi prwtarqikèc afjonÐec twn 4He, D, 3He, kai 7Li ìpwc problèpontai apì th
noukleosÔnjesh sta plaÐsia tou Kajierwmènou Montèlou. Oi kÐtrinec perioqèc apeikonÐzoun
tic parathroÔmenec afjonÐec en¸ oi diakekomènec perioqèc apeikonÐzoun thn parat rhsh
mèsw thc aktinobolÐac upob�jrou kai thn prìbleyh pou prokÔptei apì th noukleosÔnjesh
sta plaÐsia thc noukleosÔnjeshc sto mìntèlo thc Meg�lhc 'Ekrhxhc.



44 KEF�ALAIO 2. KAJIERWM�ENH KOSMOLOG�IA

kai
X → q̄l̄(B = −1/3)

Oi summetrÐec C kai CP parabi�zontai an ta posost� di�spashc se qq kai q̄q̄ gia
ta X, X̄ eÐnai diaforetik�. 'Etsi loipìn, gia to Q o mèsoc baruonikìc arijmìc pou
par�getai kat� th di�spas  tou eÐnai

BX = r(2/3) + (1− r)(−1/3)

ìpou r: to posostì di�spashc se qq. AntÐstoiqa gia to swm�tio X̄ eÐnai:

BX̄ = r̄(−2/3) + (1− r̄)(1/3)

Epomènwc o kajarìc baruonikìc arijmìc pou par�getai apì th di�spash enìc zeÔ-
gouc swmatidÐwn X, X̄ eÐnai ε = r − r̄. Epeid  ìmwc gnwrÐzoume ìti sth fÔsh
oi summetrÐec C kai CP parabi�zontai, ta r, r̄ den èqoun thn Ðdia tim  kai ètsi
paÐrnoume autì ton mh mhdenikì kajarì baruonikì arijmì.

2.5.5 Probl mata tou montèlou thc Meg�lhc 'Ekrh-

xhc kai tou Kajierwmènou Montèlou

'Opwc parousi�same sthn prohgoÔmenh enìthta, to montèlo thc meg�lhc èkrhxhc
èqei me meg�lh epituqÐa exhg sei pollèc apì tic parathr seic mac, ìpwc h sqetik 
afjonÐa twn baruonÐwn all� kai h CMBR. 'Omwc up�rqoun k�poia probl mata pou
paramènoun anex ghta apì to basikì sen�rio thc Meg�lhc 'Ekrhxhc kai qrei�zontai
èna eurÔtero plaÐsio ¸ste na exhghjoÔn.

Prìblhma Omoiogèneiac

'Opwc gnwrÐzoume, oi anomoiogèneiec eÐnai polÔ astajeÐc lìgw thc barÔthtac kai
èqoun thn t�sh na exapl¸nontai me thn p�rodo tou qrìnou. Epi paradeÐgmati,
mporoÔme eÔkola na doÔme ìti oi anomoiogèneiec pou parathroÔntai s mera eÐnai polÔ
megalÔterec apì autèc pou up rqan sthn epoq  thc aposÔzeuxhc, ìpwc faÐnetai
mèsw thc CMBR. Epomènwc, mporeÐ na anarwthjeÐ kaneÐc to giatÐ to SÔmpan eÐnai
me tìso kal  akrÐbeia omogenèc kai isìtropo sthn arq  tou, ìpwc faÐnetai apì thn
epituqÐa thc jewrÐac mèqri stigm c.

Prìblhma Epipedìthtac

Sunart sei thc paramètrou puknìthtac h pr¸th exÐswsh Friedmann, (2.20), eÐnai:

Ω− 1 =
ka
a2H2
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kai eÐdame ìti o par�gontac dom c sumperifèretai wc a ∝ tp, p < 1. Sunèpeia
autoÔ eÐnai ìti to mègejoc a2H2 megal¸nei kaj¸c pern�ei o qrìnoc kai ja prèpei
antÐstoiqa to mègejoc |Ω− 1| na all�zei tim . 'Omwc, parathroÔme ìti to SÔmpan
eÐnai me polÔ kal  akrÐbeia epÐpedo, to opoÐo sta plaÐsia aut c thc exÐswshc shmaÐnei
ìti to Ω arqik� ja prèpei na eÐqe mia exairetik� kontin  tim  sto 1, h opoÐa kai ja
paramènei polÔ kont� tou mèqri kai s mera, èna sen�rio pou de fant�zei tìso pijanì
ek pr¸thc ìyewc.

Prìblhma tou orÐzonta

Wc orÐzonta, orÐzoume th mègisth dunat  apìstash pou mporeÐ na kalÔyei mia aktÐna
fwtìc. Gia mia fwtoeid  aktinik  troqi�, ja isqÔei

dr = a(t)dt

kai epomènwc o orÐzontac ja dÐnetai apì

dH(t) = a(t)

∫ t

ti

dt′

a(t′)
= a(t)

t1−q − t1−qi

1− q

'Opwc eÐpame  dh, me ta apotelèsmata thc klassik c KosmologÐac h tim  tou q eÐnai
mikrìterh apì to 1. Sto ìrio ìpou to ti eÐnai 0 to olokl rwma up�rqei kai eÐnai thc
t�xhc tou H−1:

dH(t) =
q

1− q
H−1

An t¸ra skeftoÔme thn sugkinoÔmenh aktÐna Hubble, (aH)−1, pou ousiastik� an-
tiproswpeÔei to komm�ti ekeÐno tou sugkinoÔmenou q¸rou sto opoÐo ta gegonìta
mporoÔn na èqoun sqèsh aitÐou - aitiatoÔ, mporoÔme na doÔme ìti aut  megal¸nei
me thn p�rodo tou qrìnou kai �ra èna ìlo kai megalÔtero komm�ti tou SÔmpantoc
ja èqei mia aitiak  sqèsh. 'Omwc, sthn epoq  thc aposÔzeuxhc ìpwc anafèrame
nwrÐtera, parathroÔme mia idiaÐterh omoiogèneia se klÐmakec pou sumperilamb�noun
perioqèc to SÔmpantoc pou den eÐqan aitiak  sqèsh. Prèpei epomènwc na exhghjeÐ
to giatÐ perioqèc pou den eÐqan sqèsh aitÐou - aitiatoÔ, parousi�zontai tìso ìmoiec
stic parathr seic mac.

Mia ap�nthsh se ìla ta parap�nw probl mata dÐnetai apì to sen�rio plhjw-
rismoÔ pou ja exet�soume ektenèstera sthn epìmenh enìthta. Me b�sh autì to
sen�rio, sta arqik� st�dia tou SÔmpantoc up rxe mia almat¸dhc aÔxhsh tou me-
gèjouc tou, tètoia pou meÐwse dramatik� to mègejoc tou orÐzonta, kai ètsi krÔbei
apì tic shmerinèc parathr seic ìti sta prwtarqik� st�dia touc, up rqan perioqèc
se aitiak  sÔndesh pou sthn epoq  thc aposÔzeuxhc deÐqnoun na mhn sundèontai.
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2.6 Plhjwrismìc

Wc plhjwrismì onom�zoume k�je perÐodo thc zw c tou SÔmpantoc kat� thn opoÐa
h diastol  tou epitaqÔnetai, ìtan dhlad  isqÔei h sunj kh

ä(t) > 0

Epomènwc, akìma kai h shmerin  epoq  ìpou parathroÔme to SÔmpan na diastèletai
epitaqunìmena, eÐnai mia plhjwristik  epoq . 'Omwc sthn enìthta aut  ja mele-
t soume th basik  jewrÐa tou prwtarqikoÔ plhjwrismoÔ pou, ìpwc anafèrjhke,
apoteleÐ mia anagkaÐa dieÔrunsh tou Kajierwmènou ProtÔpou ¸ste na exhghjoÔn
di�forec parathr seic.

Gia na èqoume epit�qunsh, mporoÔme na doÔme eÔkola apì th deÔterh exÐswsh
Friedmann, (2.21), ìti apaiteÐtai mia katastatik  exÐswsh h opoÐa ja ikanopoieÐ th
sunj kh

P < −1

3
ρ

pou ek pr¸thc ìyewc faÐnetai arket� exwtik , me thn ènnoia ìti moi�zei na apaiteÐ
arnhtik  pÐesh. 'Ena gn¸rimo sthn KosmologÐa sen�rio pou odhgeÐ se k�ti tètoio,
eÐnai autì thc Ôparxhc kosmologik c stajer�c pou dÐnei

P = −ρ

'Omwc up�rqei kai èna �llo sen�rio, to opoÐo problèpei thn Ôparxh enìc bajmwtoÔ
pedÐou, tou inflaton, pou mporeÐ na odhg sei se epit�qunsh kai to opoÐo parousi�-
zoume sthn epìmenh enìthta.

2.6.1 Bajmwt� PedÐa sthn KosmologÐa

Gia na perigr�youme dunamik� thn Ôparxh enìc pedÐou pou allhlepidr� barutik�,
mporoÔme na gr�youme thn arket� genik  dr�sh:

Sφ =

∫
d4x
√
−g
(
−1

2
∂µφ∂µφ− V (φ)

)
(2.48)

ìpou g = det(gµν) kai V (φ) to dunamikì tou bajmwtoÔ autoÔ pedÐou. Gia na p�roume
ton tanust  enèrgeiac - orm c, stasimopoioÔme thn parap�nw dr�sh wc proc th
metrik  kai paÐrnoume

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
(1

2
∂σφ∂σφ+ V (φ)

)
(2.49)
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Gia mia gewmetrÐa omogen  kai isìtroph, o tanust c eÐnai sth morf  idanikoÔ
reustoÔ, kai h energeiak  puknìthta dÐnetai apì:

ρ = −T 0
0 =

1

2
φ̇2 + V (φ) (2.50)

en¸ h pÐesh eÐnai

P =
1

2
φ̇2 − V (φ)

H exÐswsh kÐnhshc enìc bajmwtoÔ pedÐou eÐnai h exÐswsh Klein-Gordon, thn opoÐa
mporoÔme na l�boume apì thn parap�nw dr�sh, an th stasimopoi soume wc proc to
pedÐo:

∇µ∇µφ =
dV

dφ
(2.51)

pou odhgeÐ sthn
φ̈+ 3Hφ̇+ V ′ = 0

Oi exis¸seic loipìn pou qreiazìmaste gia na perigr�youme èna tètoio pedÐo, kai oi
opoÐec ousiastik� eÐnai oi epekt�seic thc ex. textlatinFriedmann kai thc diat rhshc
enèrgeiac, eÐnai oi ex c:

H2 =
8πG

3

(1

2
φ̇2 + V (φ)

)
(2.52)

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′ = 0 (2.53)

en¸ apì autèc tic dÔo prokÔptei kai h arket� qr simh

Ḣ = −4πGφ̇2 (2.54)

To parap�nw sÔsthma mporeÐ na d¸sei epit�qunsh mìno ìtan h dunamik  enèrgeia
kuriarqeÐ ènanti thc kinhtik c tou pedÐou (kai onom�zetai kat�llhla perioq  slow-
roll). Se aut  thn perioq  loipìn, agnooÔme thn kinhtik  enèrgeia all� kai thn
epit�qunsh tou pedÐou, φ̈, kai paÐrnoume tic sqèseic

H2 ≈ 8πG

3
V (2.55)

kai

3Hφ̇+ V ′ ≈ 0 (2.56)
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Gia na broÔme tic perioqèc stic opoÐec isqÔei aut  h prosèggish, mporoÔme na doÔme
me qr sh thc exÐswshc (2.56) kai thc sunj khc φ̇2/2� V ìti ft�noume sth sqèsh:

εV ≡
M2

P

2

(V ′
V

)2

� 1 (2.57)

ìpou MP = 1√
8πG

h m�za Planck. Me antÐstoiqo trìpo mporoÔme apì thn exÐswsh

(2.55) kai th qronik  par�gwgo thc exÐswshc (2.56) na p�roume gia th sunj kh
φ̈� V ìti prèpei na isqÔei

ηV ≡M2
P

V ′′

V
� 1 (2.58)

'Ena �llo mègejoc pou mac endiafèrei, eÐnai o arijmìc twn e-folds, dhlad  to
pìsec forèc meg�lwse kat� e forèc to SÔmpan. To mègejoc autì orÐzetai wc:

N = ln
aend
a

(2.59)

ìpou aend eÐnai o par�gontac dom c sto tèloc tou plhjwrismoÔ kai a h tim  tou Ðdiou
th qronik  stigm  pou ton melet�me. Apì autìn ton orismì dhlad  katalabaÐnoume
ìti to N mei¸netai ìso pio kont� eÐmaste sto tèloc tou plhjwrismoÔ kai gÐnetai
akrib¸c 0 sto tèloc tou.

Sth slow-roll prosèggish mporoÔme na ekfr�soume to N sunart sei tou φ,
kaj¸c

dN = −dlna = −(H/φ̇)dφ

opìte

N(φ) ≈
∫ φend

φ

V

M2
PV
′dφ

Epomènwc, prèpei to dunamikì pou perigr�fei autì to bajmwtì pedÐo na eÐnai tètoio
¸ste o plhjwrismìc na èqei diarkèsei arket�, �ra na èqoun sumbeÐ arket� e-folds,
¸ste na exhgoÔntai oi shmerinèc parathr seic. Gia na èqoume mia aÐsjhsh tou a-
rijmoÔ twn e-folds pou qrei�zontai, k�noume ton ex c upologismì:
Agno¸ntac to pèrasma apì thn epoq  kuriarqÐac thc aktinobolÐac se aut  thc
kuriarqÐac thc Ôlhc kai jewr¸ntac gia aplìthta ìti ìlh h exèlixh tou SÔmpan-
toc qarakthrÐzetai apì kuriarqÐa thc pr¸thc, brÐskoume ìti h sugkinoÔmenh aktÐna
Hubble, (aH)−1 , aux�netai wc a. Gia na lÔnetai to prìblhma tou orÐzonta prèpei h
aÔxhsh thc sugkinoÔmenhc aktÐnac Hubble kat� thn kuriarqÐa thc aktinobolÐac, na
antistajmÐzetai kat� toul�qiston Ðso posì sth di�rkeia tou plhjwrismoÔ. Epeid 
loipìn ston plhjwrismì h aktÐna Hubble all�zei kat� a−1, arkeÐ na broÔme ton
arijmì twn e-folds apì to tèloc tou plhjwrismoÔ mèqri s mera. EÐnai:

ln
( a0

aend

)
= ln

(Tend
T0

)
≈ ln

(
1029 Tend

1016GeV

)
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dhlad  qrei�zontai perÐpou 60 e-folds.
Shmei¸noume, tèloc, ìti h prìsfath anak�luyh sto LHC tou pedÐou Higgs èqei

odhg sei thn koinìthta sto na melet sei tic sunj kec k�tw apì tic opoÐec to pedÐo
inflaton, φ, mporeÐ na tautÐzetai me to pedÐo Higgs.

2.7 SÔnoyh

Se aut  thn enìthta parousi�same sunoptik� to Kajierwmèno Montèlo thc Ko-
smologÐac kai thn plaisÐws  tou apì to montèlo tou plhjwrismoÔ kai to sen�rio
LCDM. EÐdame kajar� ìti mèsw aut¸n mporoÔme na exhg soume èna polÔ meg�lo
posostì twn parathr se¸n mac.

Parousi�sthkan ìmwc kai k�poia apì ta probl mata pou èqei. To èna apì aut�
eÐnai h dhmiourgÐa kai stajerìthta twn dom¸n meg�lhc klÐmakac sto SÔmpan, kaj¸c
h orat  se em�c Ôlh eÐnai ligìterh apì ìsh qrei�zetai ¸ste na mènoun stajerèc
kai na mh dialÔontai autèc oi domèc.To deÔtero eÐnai h parat rhsh ìti to SÔmpan
diastèletai epitaqunìmena kai ìqi epibradunìmena ìpwc pisteuìtan sto megalÔtero
mèroc tou 20oÔ ai¸na. Ta dÔo probl mata aut� sunhjÐzetai na apodÐdontai me
touc ìrouc skotein  Ôlh kai skotein  enèrgeia antÐstoiqa. Me basik  aform 
aut� all� kai k�poia �lla probl mata pou parousi�zei h Klassik  KosmologÐa,
èqoun anaptuqjeÐ di�forec proseggÐseic par�llhla kai me th Fusik  Stoiqeiwd¸n
SwmatidÐwn me skopo na ta antimetwpÐsoun.

Mia apì tic pio eurèwc diadedomènec proseggÐseic basÐzetai sthn upìjesh thc
Ôparxhc epiplèon diast�sewn, pou fant�zei arket� elkustik  kai ektìc thc Kosmo-
logÐac, kaj¸c sta plaÐsia gia par�deigma thc JewrÐac Qord¸n, mporeÐ na apoteleÐ
th b�sh p�nw sthn opoÐa ìlec oi allhlepidr�seic thc fÔshc enopoioÔntai. Sta e-
pìmena kef�laia, pou apoteloÔn kai ton pur na thc paroÔsac ergasÐac, ja melet -
soume ekten¸c èna apì aut� ta sen�ria, pou sumperilamb�noun epiplèon diast�seic,
me skopì na diereun soume me thn kataskeu  aploðk¸n montèlwn, tic sunèpeiec pou
èqei sta apotelèsmata thc KosmologÐac h sumperÐlhyh nèwn qwrik¸n diast�sewn.

Anaforèc KefalaÐou

[1],[2],[3],[4],[14],[15]
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Kef�laio 3

Basik� StoiqeÐa JewrÐac Kaluza
- Klein

Apì ìsa èqoume dei mèqri stigm c, douleÔontac mìno sta plaÐsia thc KosmologÐac,
katalabaÐnoume ìti up�rqoun probl mata pou endeqìmena upodeiknÔoun thn Ôparxh
nèac Fusik c. Sugkekrimèna, sto montèlo LCDM blèpoume ìti gia na mporèsoume
na aitiolog soume k�poiec parathr seic ìpwc h stajerìthta twn galaxi¸n ll� kai
h epit�qunsh sth diastol  tou SÔmpantoc, qreiazìmaste thn eisagwg  sunistws¸n
sto energeiakì perieqìmeno tou SÔmpantoc me {skotein } proèleush, pou den eÐnai
dunatìn na tic parathr soume. 'Omwc, oÔtwc   �llwc, apì touc upìloipouc tomeÐc
thc Fusik c gnwrÐzoume ìti me th Sqetikìthta, thn Kbantomhqanik  kai th JewrÐa
PedÐou èqei katasteÐ dunatì mèqri stigm c na sumperilhfjoÔn se mia eniaÐa jewrÐa
mìno oi 3 apì tic 4 basikèc allhlepidr�seic thc fÔshc. AntÐjeta me tic �llec 3, h
barÔthta den èqei katasteÐ dunatì na diatupwjeÐ me ènan trìpo pou na enopoieÐtai
me tic upìloipec dun�meic.

Kaj¸c h gewmetrÐa Riemann den eÐnai an�gkh na perioristeÐ se 3+1 diast�seic
mporoÔme na melet soume th barÔthta sumperilamb�nontac parap�nw diast�seic.
M�lista se pollèc apì tic sÔgqronec jewrÐec pou filodoxoÔn na enopoi soun
ìlec tic allhlepidr�seic h sumperÐlyh epiplèon qwrik¸n diast�sewn eÐnai sqedìn
monìdromoc. 'Omwc, h barÔthta faÐnetai na eÐnai mia dÔnamh 4 diast�sewn kai ìqi
gia par�deigma 10 h 11 ìpwc lèei h JewrÐa Qord¸n. Autì faÐnetai an�glufa
gia par�deigma, sto gegonìc ìti to dunamikì miac shmeiak c phg c sumperifèretai
wc 1

rD−3 , opìte gia D = 4 de mporoÔme na èqoume stajerèc troqièc gia astrik�
s¸mata. An loipìn up�rqoun, ja prèpei oi parap�nw diast�seic na {krÔbontai},
apì to peÐrama kai thn parat rhsh.

Mia apì tic pijanìthtec gia epèktash tou Kajierwmènou Montèlou loipìn eÐnai
h epèktash thc Lorentz summetrÐac se parap�nw qwrikèc diast�seic

SO(1, 3)→ SO(1, 3 + n)

51
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dhlad  mia epèktash pou sunep�getai ìti ìla ta swm�tia tou Kajierwmènou Montè-
lou twn Stoiqeiwd¸n SwmatidÐwn mporoÔn na diadojoÔn kai se n epiplèon qwrikèc
diast�seic pou perilamb�nontai se mia metrik  enìc epÐpedou q¸rou. Autèc oi dia-
st�seic onom�zontai Kajolikèc Epiplèon Diast�seic (Universal Extra Dimensions
- UED). Autìc o trìpoc epèktashc prwtodiatup¸jhke apo touc Kaluza - Klein kai
ja parousiasteÐ sthn epìmenh enìthta.

3.1 Genik� perÐ jewrÐac Kaluza - Klein

H arqik  idèa thc jewrÐac Kaluza - Klein eÐqe skopì na enopoi sei ton Hlektro-
magnhtismì me th BarÔthta. Gia to lìgo autì, sumperiel fjh arqik� mia epiplèon
qwrik  di�stash. Gia th di�stash aut  jewroÔme ìti èqei mikrì mègejoc kai ìti
eÐnai sumpagopoihmènh, dhlad  ìti ta shmeÐa thc x kai x+ 2πR tautÐzontai:

x = x+ 2πR

ìpou R: h aktÐna sumpagopoÐhs c thc. Me b�sh autì, mporeÐ na diatupwjeÐ mia epe-
ktamènh se 5 diast�seic dr�sh Einstein - Hilbert apì thn opoÐa, ìtan anaptÔxoume
armonik� wc proc thn epiplèon di�stash, na mporoÔme na deÐxoume ìti ft�noume se
mia energì tetradi�stath jewrÐa pou den antitÐjetai me tic parathr seic.Aut  h je-
wrÐa perièqei ton Hlektromagnhtismì kai th BarÔthta. O lìgoc gia autì eÐnai ìti
h sumpagopoÐhsh miac di�stashc eis�gei mia U(1) summetrÐa pou, ìpwc gnwrÐzoume,
eÐnai Ðdia me aut  tou HlektromagnhtismoÔ. 'Omwc gia na èqoume sunèpeia me thn
energì tetradi�stath jewrÐa prèpei h epiplèon di�stash na stajeropoieÐtai se èna
mikrì mègejoc, apì mia qronik  stigm  kai met�. AntÐjeta, nwrÐc sthn exèlixh tou
SÔmpantoc, ja prèpei kaneÐc na melet sei thn pl rh jewrÐa kaj¸c anamènetai ekeÐ
to mègejìc thc na  tan sugkrÐsimo me tic sun jeic diast�seic.

BebaÐwc, ap' eujeÐac mporeÐ na brejeÐ prìblhma se aut  th jewrÐa, kaj¸c an
ìntwc h U(1) summetrÐa tautisteÐ me ton Hlektromagnhtismì, prokÔptei ìti an to
kb�nto tou fortÐou eÐnai to e−, tìte ìla ta fortismèna swmatÐdia prèpei na èqoun
m�za kont� sth m�za Planck, dhlad  polÔ meg�lh.

Prin parousi�soume analutik� th jewrÐa, ja parajèsoume sunoptik� ta stoiqeÐa
pou prokÔptoun apì mia 3 + n+ 1 jewrÐa epÐpedwn diast�sewn:

1. ProkÔptei ènac �peiroc {pÔrgoc} apì èmmaza swmatÐdia

2. O nìmoc tou NeÔtwna gia th barÔthta ephre�zetai se mikrèc apost�seic

3. Oi stajerèc sÔzeuxhc ja ephre�zontai apì ton ìgko twn èxtra diast�sewn.

H aitiolìghsh gia ta parap�nw ja gÐnei gia eukolÐa stic 5 diast�seic kai eÐnai h
ex c:
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1. An èna swmatÐdio kineÐtai kai stic epiplèon diast�seic, ja èqei epiplèon kinh-
tik  enèrgeia pou se ènan trisdi�stato parathrht  ja gÐnetai antilhpt  sa
na èqei to swmatÐdio epiplèon m�za. An oi suntetagmènec eÐnai

{x̂m} = {xµ, yP}

kai Φ̂(x̂): bajmwtì pedÐo stic 5 diast�seic, tìte h exÐswsh Klein - Gordon
eÐnai

(�̂(5) +m2)Φ̂(xµ, y) = (∂2
t −∇2 − ∂2

y +m2)Φ̂(xµ, y) = 0 (3.1)

ìpou èqoume sumpagopoÐhsh y = y + 2πR. K�nontac to an�ptugma Fourier
paÐrnoume:

Φ̂(xµ, y) =
∑
n

Φ(n)(xµ)e−i
n
R
y (3.2)

Gia k�je èna apì ta n èqoume kai èna legìmeno mode pou ikanopoieÐ xeqwrist�
thn tetradi�stath exÐswsh Klein - Gordon:

(� +m2
n)Φ(n)(xµ) = (∂2

t −∇2 +m2
n)Φ(n)(xµ) = 0 (3.3)

me m�zec

m2
n = m2 +

( n
R

)2

Epomènwc, èna pedÐo twn 5 diast�sewn emfanÐzetai stic 4 diast�seic san ènac
pÔrgoc apì èmmazec katast�seic Kaluza - Klein Φ(n). Upì aut  thn ènnoia
oi polÔ mikrèc diast�seic ja qrei�zontai polÔ meg�lec enèrgeiec ¸ste na
faner¸soun autèc tic barièc katast�seic.

2. Se mikrèc apost�seic, r � R, h klÐmaka sumpagopoi shc den èqei epÐptwsh
ousiastik�, opìte o q¸roc prèpei na eÐnai analloÐwtoc se strofèc 3 + n.
Epomènwc, h exÐswsh Laplace gia to barutikì dunamikì se apìstash rn apì
m�za m eÐnai

∇̂2V (r) = 0

ìpou ∇̂2 = ∂2
x1 + ∂2

x2 + ∂2
x3 + ...+ ∂2

xn+3 . H lÔsh aut  eÐnai

V (r) = G4+n
m

rn+1
n

, rn � R

en¸ se megalÔterec apì R diast�seic to dunamikì paramènei 1/r. 'Ara se
mikrèc klÐmakec to barutikì dunamikì bajaÐnei, en¸ se meg�lec apost�seic
eÐnai

V (r) ∝ G4+n

Rn

m

r
, r � R
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Shmei¸noume èd¸ ìti, apì peir�mata pou èqoun gÐnei se mikrèc klÐmakec, faÐ-
netai ìti se apost�seic ≈ 100µm, h apìklish apì to nìmo tou NeÔtwna de
mporeÐ na uperbaÐnei to 10%.

3. Apì sÔgkrish thc morf c pou br kame

V (r) = −G4+n

Rn

m

r

me th morf 

V (r) = −Gm
r

katalabaÐnoume ìti G ≈ G4+n

Rn
. An loipìn h aktÐna sumpagopoÐhshc gia thn

epiplèon di�stash all�zei katalabaÐnoume ìti ja metab�letai kai h tim  thc
stajer�c sÔzeuxhc. Gia th stajer� sÔzeuxhc thc barÔthtac sugkekrimèna
èqoun gÐnei peir�mata se klÐmakec mikrìterec tou qiliostoÔ kai den èqei para-
thrhjeÐ kamÐa diaforopoi sh sthn tim  thc. To Ðdio faÐnetai kai apì peir�mata
se klÐmakec hliakoÔ sust matoc ìpou ta ìria pou tÐjentai apì thc parath-
r seic eÐnai

|∆G/G| ≤ 10−12

AnÐstoiqa gia th stajer� lept c uf c apì di�forec ergasÐec èqoun tejeÐ ìria
thc t�xhc

|∆a/a| ≤ 10−7 wc 10−3

Me lÐga lìgia den èqei parathrhjeÐ mèqri stigm c mia diaforopoÐhsh stic
timèc twn stajer¸n sÔzeuxhc pou ja dikaiologoÔse epiplèon diast�seic pou
metab�loun to mègejìc touc.

3.2 'Alla montèrna sen�ria me epiplèon dia-

st�seic

Mia enallaktik  prosèggish sth jewrÐa Kaluza -Klein basÐzetai sthn upìjesh ìti
o antilhptìc apì em�c kìsmoc apoteleÐ mia br�nh embaptismènh se ènan q¸ro mega-
lÔterhc di�stashc. Se autì to sen�rio oi epiplèon diast�seic den eÐnai aparaÐthto
na èqoun mikroskopikèc diast�seic, all�, antÐjeta, mporoÔn na eÐnai mèqri kai �pei-
rec. Gia na mporeÐ na sumbeÐ autì, upojètoume ìti ta swmatÐdia tou Kajierwmènou
ProtÔpou de diadÐdontai stic nèec diast�seic all� eÐnai egklwbismèna sth br�nh
(brane), pou eÐnai embaptismènh sto megalÔtero q¸ro (bulk). Epiplèon jewroÔme
ìti h mình allhlepÐdrash pou den eÐnai periorismènh sth br�nh eÐnai h barÔthta
kai up' aut  thn ènnoia diaqèetai kai gÐnetai tìso pio asjen c apì tic upìloipec
allhlepidr�seic.
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To sen�rio twn bran¸n èqei th b�sh tou sth JewrÐa Qord¸n, pou perièqei
antikeÐmena gnwst� wc D-branes, p�nw sta opoÐa epitrèpetai na brÐsketai to tèloc
anoiqt¸n qord¸n. Autèc oi qordèc mporoÔn na antistoiqhsjoÔn sta swmatÐdia tou
Kajierwmènou Montèlou en¸ mìno oi kleistèc qordèc mporoÔn na diadojoÔn ston
upìloipo q¸ro kai gi' autì antistoiqoÔn stic barutikèc allhlepidr�seic.

H epituqÐa aut c thc prosèggishc xekÐnhse me to montèlo ADD (Arkani - Dimo-
poulos - Dvali), me b�sh to opoÐo h meg�lh èxtra di�stash bohj� sto na exhghjeÐ
to prìblhma thc ierarqÐac twn maz¸n. Ta swmatÐdia tou Kajierwmènou montèlou
egklwbÐzontai se ènan 3+1-di�stato q¸ro. To {p�qoc} autoÔ tou q¸rou de mporeÐ
na xepern� se klÐmaka to TeV −1, en¸ o arijmìc twn meg�lwn diast�sewn eÐnai D.
AntÐjeta, an up�rqoun, oi mikroskopikèc diast�seic suneqÐzoun na sumperifèrontai
ìpwc sth jewrÐa Kaluza - Klein. H dr�sh tìte dÐnetai apì

Sbulk =
MD−2

D

2

∫
dDX

√
−γR (3.4)

ìpou MD eÐnai h jemeli¸dhc klÐmaka Planck stic D diast�seic, γAB h antÐtoiqh
D-di�stath metrik  kai R: to bajmwtì Ricci. Se meg�lec diast�seic p�nw sth
br�nh oi barutikèc allhlepidr�seic diadÐdontai apì to 0-mode tou barutonÐou. O-
loklhr¸nontac tic meg�lec diast�seic, paÐrnoume th dr�sh

Seff =
MD−2

D Vn
2

∫
d4X
√
−γR (3.5)

ìpou h energìc m�za Planck dÐnetai apì

M2
Pl ≈M2+n

D Ln

An loipìn p�roume tic epiplèon diast�seic na eÐnai arket� meg�lec mporoÔme na
antimètwpÐsoume to prìblhma thc ierarqÐac

MD ≈MEW ≈ 1TeV

to opoÐo pia antikajÐstatai apì èna prìblhma ierarqÐac thc klÐmakac twn epiplèon
diast�sewn

µ ≈ 1/L�MEW

BebaÐwc up�rqoun kai �lla probl mata sth sugkekrimènh je¸rhsh, kaj¸c gia pa-
r�deigma prokÔptei ìti ta elafrÔtera Kaluza - Klein swmatÐdia, an up�rqoun, ja
prèpei na eÐnai polÔ elafr� (≈ 10−4eV ) kai exairetik� poll� ston arijmì, en¸ eÐnai
profanèc ìti ja ephre�zontai se meg�lo bajmì kai ta apotelèsmata thc noukleo-
sÔnjeshc pou gnwrÐzoume apì thn Klassik  KosmologÐa. Autì giatÐ all�zontac
tic klÐmakec, all�zoun kai oi jermokrasÐec stic opoÐec ja sumbaÐnoun ta di�fora
gegonìta, ìpwc h baruogènesh kai o plhjwrismìc.



56 KEF�ALAIO 3. BASIK�A STOIQE�IA JEWR�IAS KALUZA - KLEIN

Sto genikì sen�rio twn bran¸n den up�rqei k�poioc lìgoc gia ton opoÐo na
prèpei na jewrhjeÐ ìti to bulk prèpei na eÐnai epÐpedo. 'Ena apì ta pio gnwst�
montèla sto opoÐo de sumbaÐnei autì eÐnai to montèlo twn Randall - Sundrum, sto
opoÐo autìc o q¸roc eÐnai q¸roc Anti-de Sitter, dhlad  me arnhtik  kampulìthta.
Ja parousi�soume ed¸ sunoptik� to pwc kataskeu�zetai autì to montèlo, en¸ sth
sunèqeia ja doÔme k�poiec epipt¸seic pou ja eÐqe sthn KosmologÐa èna SÔmpan
pou apoteleÐtai apì br�nec.

BarÔthta sto sen�rio Randall - Sundrum

Sto basikì sen�rio Randall - Sundrum èqoume dÔo trisdi�statec br�nec embapti-
smènec se q¸ro anti-de Sitter pou brÐskokntai stic jèseic z = 0 kai z = zc. Se
k�je mia apì tic br�nec upojètoume ìti up�rqei summetrÐa Z2. H dr�sh gia autì to
montèlo eÐnai:

S =
M3

5

2

∫
d4x

∫ zc

−zc
dz
√
−γ(R− 2Λ)− σ+

∫
z=0

d4x
√
−g(+) − σ−

∫
z=zc

d4x
√
−g(−)

(3.6)

ìpou γab: h metrik  tou bulk kai g±µν : oi metrikèc twn bran¸n, en¸ M5 eÐnai h
5-di�stath m�za Planck. Epiplèon èqoume sumperil�bei mia arnhtik  kosmologik 
stajer� Λ = − 6

l2
. An p�roume kat�llhla σ:

σ+ = −σ− =
6M3

5

l
=

3

4πG5l

tìte oi br�nec epidèqontai miac lÔshc pou èqei summetrÐa Poincaré:

ds2 = e−2|z|/lηµνdx
µdxν + dz2 (3.7)

gia −zc ≤ z ≤ zc. O par�gontac e−2|z|/l onom�zetai warp factor.
MporoÔme na broÔme thn energì m�za Planck kai thn energì stajer� thc barÔ-

thtac:
M2
± = ±M3

5 l(1− e∓2zc/l)

G± =
G5

l
(

±1

1− e∓2zc/l
)

To kèrdoc apì auto to sen�rio loipìn eÐnai ìti mporoÔme na exafanÐsoume to prì-
blhma thc ierarqÐac twn allhlepidr�sewn me èna gewmetrikì trìpo, an zoÔme sth
br�nh me to arnhtikì σ. An M5 ≈ 1TeV h jemeli¸dhc klÐmaka, 1/l ≈ 0.01M5 kai
zc/l ≈ 35 tìte paÐrnoume thn epijumht  m�za Planck M− ≈ mPl ≈ 1016 TeV .

To prìblhma me autì to montèlo ìpwc parousi�sthke ed¸ eÐnai ìti sto ìrio twn
qamhl¸n energei¸n de dÐnei wc jewrÐa thc barÔthtac th Genik  Sqetikìthta all�
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th barÔthta Brans - Dicke. 'Enac trìpoc antimet¸pis c tou eÐnai to na jewrhjeÐ
ìti zc → ∞. Se aut  thn perÐptwsh to prìblhma thc ierarqÐac de lÔnetai all�
èqei antÐstoiqh antimet¸pish me to montèlo ADD. 'Omwc mporoÔme mèsa apì autì
na p�roume thn tetradi�stath Genik  Sqetikìthta, kaj¸c parìlo pou h apìstash
twn bran¸n eÐnai �peirh, o ogkoc tou bulk eÐnai peperasmènoc. Autì prokÔptei
epeid  èqoume ekjetik  pt¸sh kaj¸c apomakrunìmaste apì th br�nh, gia to z kai
ètsi h barÔthta entopÐzetai mon�qa sth br�nh.

KosmologÐa sto sen�rio twn bran¸n

H KosmologÐa sto sen�rio twn bran¸n mporeÐ na melethjeÐ qrhsimopoi¸ntac dÔo
diaforetikoÔc formalismoÔc, autìn pou basÐzetai stic br�nec   autìn pou basÐzetai
sto bulk. Oi duo formalismoÐ eÐnai profan¸c isodÔnamoi kai dÐnoun tic exis¸seic
Friedmann:

H2 +
ka
a2

=
Λ4

3
+

8πG4

3
ρ
(

1 +
ρ

2σ

)
+
µ

a4
(3.8)

Ḣ − ka
a2

= −4πG4(ρ+ P )
(

1 +
ρ

σ

)
− 2µ

a4
(3.9)

ParathroÔme loipìn ìti oi diorj¸seic proc thn klassik  KosmologÐa emfanÐ-
zontai wc ∝ ρ2 en¸ up�rqei kai ènac ìroc skotein c aktinobolÐac µ

a4
= 8πG4

3
ρWeyl.

Kai oi dÔo autèc suneisforèc ja èqoun meg�lh epÐptwsh sthn prwtarqik  noukle-
osÔnjesh, opìte mproÔme na k�noume mia prìbleyh gia to mègejìc touc, me b�sh
thn afjonÐa twn elafr¸n stoiqeÐwn. ApodeiknÔetai ìti h skotein  aktinobolÐa de
mporeÐ na uperbaÐnei to 10% thc puknìthtac twn fwtonÐwn en¸ prokÔptei kai ìti
ρWeyl/ργ ≤ 0.01. Epiplèon, oi diorj¸seic ρ2 ja prèpei na eÐnai kurÐarqec sto polÔ
nearì SÔmpan kai �ra na paÐzoun polÔ shmantikì rìlo sth dunamik  tou plhjwri-
smoÔ. Upojètontac loipìn ìti to pedÐo inflaton eÐnai periorismèno sth br�nh, mazÐ
me ta upìloipa swmatÐdia tou Kajierwmènou ProtÔpou, prokÔptoun

ε = − Ḣ

H2
=

1

16πG4

(V ′
V

)2[ 1 + V
σ

(1 + V
2σ

)2

]

η = − φ̈

Hφ̇
=

1

8πG4

(V ′′
V

)[ 1

1 + V
2σ

]
ìpou V (φ) to dunamikì tou pedÐou inflaton. Se qamhlèc enèrgeiec, V � σ ta dÔo
megèjh sumbadÐzoun me ta anamenìmena apì thn klassik  KosmologÐa apotelèsmata

ε ≈ εCl =
1

16πG4

(V ′
V

)2

, η ≈ ηCl =
1

8πG4

(V ′′
V

)
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AntÐjeta se uyhlèc enèrgeiec

ε ≈ εCl
4σ

V
� εCl , η ≈ ηCl

2σ

V
� ηCl

Epomènwc katalabaÐnoume ìti sthn perÐptwsh twn bran¸n mporoÔme na èqoume pio
apìtoma dunamik�. Se aut  thn perÐptwsh ìmwc ja all�zoun oi analogÐec twn
bajmwt¸n proc ta upìloipa eÐdh swmatidÐwn, mia sunj kh pou eÐna arket� dÔskolo
na ikanopoihjeÐ me b�sh tic parathr seic.

Anaforèc KefalaÐou

[4],[5],[10]



Kef�laio 4

Montèla se 3+n+1 diast�seic

4.1 KÐnhtra gia Kajolikèc Epiplèon Diast�-

seic

Me ta ìsa èqoun parousiasteÐ mèqri stigm c, èqei gÐnei katanohtì ìti h klassi-
k  KosmologÐa parousi�zei arketèc duskolÐec sto na perigr�yei pl rwc ìlec tic
sÔgqronec parathr seic gia to SÔmpan. KurÐarqh jèsh an�mesa se autèc tic pa-
rathr seic, èqei h epitaqunìmenh diastol  tou, pou, wc epÐ to pleÐston, apodÐdetai
sthn Ôparxh k�poiac kosmologik c stajer�c1,   sthn Ôparxh nèwn eid¸n Ôlhc me
exwtikèc idiìthtec, pou endeqìmena zoun se krumènec apì em�c qwrikèc diast�seic
  apl¸c den èqei katasteÐ dunatì na tic parathr soume akìma. AntÐstoiqouc upo-
yhfÐouc anazhtoÔme kai gia th skotein  Ôlh, pou apoteleÐ èna akìma apì ta meg�la
must ria pou èqoun prokÔyei apì tic parathr seic.

H paroÔsa ergasÐa ja epikentrwjeÐ se mia epèktash tou senarÐou twn Kajoli-
k¸n Epiplèon Diast�sewn, ìpwc autì parousi�sthke nwrÐtera. To sen�rio autì
parousi�zei k�poia sqetik� pleonekt mata se sqèsh me ta upìloipa sen�ria pou
sumperilamb�noun epiplèon diast�seic, t opoÐa ja parousi�soume sunoptik� ed¸:

• EÐnai o pio aplìc trìpoc na epekteÐnoume to Kajierwmèno Prìtupo, ìpwc
eÐdame sthn enìthta 3.1.

• MporeÐ me kat�llhlec timèc gia thn aktÐna sumpagopoÐhshc kai thn enèrgeia
p�nw apì thn opoÐa emfanÐzontai oi parap�nw diast�seic na problèyei th
stajerìthta tou prwtonÐou.

1'Opou shmei¸netai ìti ja prèpei na èqei tim  pou na prokaleÐ epit�qunsh sto SÔmpan. H
pr¸th eis ghsh gia Ôparxh kosmologik c stajer�c ìmwc apì ton Einstein eÐqe thn antÐjeth
skopimìthta, lìgw thc pepoÐjhs c tou ìti to SÔmpan prèpei na eÐnai stajerì, gia thn opoÐa
argìtera paradèqthke ìti  tan to megalÔtero l�joc tou.

59
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• 'Eqei dun�mei th dunatìthta na exhg sei to giatÐ sunant�me 3 genièc Ôlhc,
sqetÐzontac ton arijmì touc me ton arijmì twn epiplèon diast�sewn.

• 'Eqei �mesh susqètish kai antistoÐqish me thn UpersummetrÐa, k�ti pou en
gènei prosfèrei nèouc trìpouc peiramatikoÔ elègqou twn dÔo jewri¸n.

• Prosfèrei me fusikì trìpo ènan polÔ kalì upoy fio gia th skotein  Ôlh
(LKPs), me thn pr¸th diegermènh kat�stash tou fwtonÐou.

4.2 OmogeneÐc Kajolikèc Epiplèon Diast�-

seic

Ja parousi�soume t¸ra k�poia basik� stoiqeÐa thc KosmologÐac me Kajolikèc
Epiplèon Diast�seic pou èqoun prokÔyei apì ergasÐec ìpwc oi [6],[7],[8],[11],[12].

'Opwc èqoume dei, h Klassik  KosmologÐa perigr�fei arket� kal� tic domèc
tou SÔmpantoc upojètontac mia omogen  kai isìtroph katanom  sto eswterikì
tou. Upojètoume loipìn ìti mia poludi�stath KosmologÐa ja perigr�fetai apì mia
epektamènh dr�sh Einstein - Hilbert pou ja èqei sa b�sh mia kat�llhlh metrik .
'Eqoume:

S =
1

2k2

∫
d4+nx

√
−g(R + 2Λ + 2k2Lmatter) (4.1)

ìpou k2 = 8πG. BrÐskontac to akrìtato aut c thc dr�shc wc proc th metrik ,
paÐrnoume tic exis¸seic Einstein stic 3 + n+ 1 diast�seic:

RAB −
1

2
RgAB = k2TmatterAB + ΛgAB = k2TAB (4.2)

MporoÔme eÔkola na doÔme to ti sumbaÐnei sthn perÐptwsh pou epijumoÔme, me
b�sh thn parat rhsh ìti oi stajerèc sÔzeuxhc den all�zoun tim , dhlad  ìtan oi
epiplèon diast�seic eÐnai akrib¸c st�simec. Gr�foume th metrik  wc:

−gMNdxMdxN = dt2 − a2(t)γijdx
idxj − b2(t)γ̃pqdy

pdyq (4.3)

ìpou γij: to qwrikì komm�ti thc metrik c FLRW kai γ̃pq: mia mègista summetrik 
metrik  ston eswterikì q¸ro. H genik  morf  tou tanust  enèrgeiac - orm c se
aut  thn perÐptwsh eÐnai

T00 = ρ, Tij = Paa
2γij, T3+p 3+q = Pbb

2γ̃pq (4.4)
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pou perigr�fei èna omogenèc �lla ìqi aparaÐthta isìtropo reustì. 'Etsi mporoÔme
na p�roume tic epektamènec se epiplèon diast�seic exis¸seic Friedmann

3
[( ȧ
a

)2

+
ka
a2

]
+ 3n

ȧ

a

ḃ

b
+
n(n− 1)

2

[( ḃ
b

)
+
kb
b2

]
= k2ρ (4.5)

2
ä

a
+
( ȧ
a

)2

+
ka
a2

+ 2n
ȧ

a

ḃ

b
+ n

b̈

b
+
n(n− 1)

2

[( ḃ
b

)
+
kb
b2

]
= k2Pa (4.6)

b̈

b
+ 3

ȧ

a

ḃ

b
+ (n− 1)

[( ḃ
b

)
+
kb
b2

]
=

k2

n+ 2
(ρ− 3Pa + 2Pb) (4.7)

Gia epiplèon diast�seic pou eÐnai akrib¸c statikèc, ḃ = 0, oi pr¸tec dÔo exis¸seic
metatrèpontai stic gn¸rimec apì thn klassik  KosmologÐa exis¸seic Friedmann,
pou èqoun dun�mei mia {enèrgeia tou kenoÔ}, lìgw tou kb. Gia na epitrèpontai oi
akrib¸c statikèc diast�seic, apì thn (4.7) èqoume:

ρ− 3Pa + 2Pb = (n+ 2)(n− 1)
kb
k2b2

= staj ≡ C (4.8)

Gia to perieqìmeno twn pièsewn, èqoume tic katastatikèc exis¸seic

P
(i)
a,b = w

(i)
a,bρ

(i) (4.9)

ìpou to i anafèretai sto ek�stote eÐdoc Ôlhc pou suneisfèrei sthn katastatik 
exÐswsh kai w: h katastatik  par�metroc pou ja jewroÔme sthn ergasÐa aut 
stajer . Apì diat rhsh thc enèrgeiac èqoume:

TA0;A = 0

pou odhgeÐ se

ρ(i) ∝ a−3(1+w
(i)
a )b−n(1+w

(i)
b ) (4.10)

ìpou katalabaÐnoume ìti

ρ =
∑
i

ρ(i), Pa,b =
∑
i

w
(i)
a,bρ

(i)

KatalabaÐnoume epomènwc apì ta parap�nw ìti gia ȧ 6= 0, ḃ = 0 odhgoÔmaste
apì thn exÐswsh (4.10) sto sumpèrasma ìti gia na eÐnai sunep c h exÐswsh (4.8) ja
prèpei eÐte

w(i)
a = −1
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eÐte na isqÔei h sqèsh

1− 3w(i)
a + 2w

(i)
b = 0→ w

(i)
b =

3w
(i)−1
a

2
(4.11)

M�lista, an isqÔei h pr¸th apì autèc tic peript¸seic kai tautìqrona den isqÔei h
deÔterh tìte o eswterikìc q¸roc ofeÐlei na èqei kb 6= 0, giatÐ h stajera C ja eÐnai
di�forh tou 0. AntÐstoiqa, katalabaÐnoume ìti de mporoÔme me autèc tic upojèseic
na èqoume, tìso stic sun jeic, ìso kai stic epiplèon diast�seic mia energì tim  w
Ðsh me -1, dhlad  de mporeÐ kai stic dÔo na kuriarqeÐ tautìqrona mia kosmologik 
stajer�.

'Opwc eÐdame  dh, ìla ta swmatÐdia tou Kajierwmènou Montèlou epitrèpetai na
kukloforoÔn stic epiplèon diast�seic. H orm  touc se autèc odhgeÐ sthn emf�-
nish barÔterwn morf¸n (modes) twn Ðdiwn swmatidÐwn. Apì autì to apotèlesma
m�lista èqoun prokÔyei jewrÐec pou isqurÐzontai ìti h elafrÔterh kat�stash tou
fwtonÐou, eÐnai axiìlogoc upoy fioc wc sustatikì thc skotein c Ôlhc, an h klÐmaka
sumpagopoÐhshc eÐnai se t�xh tou TeV .

To gegonìc ìti ta endeqìmena swmatÐdia Kaluza - Klein pou apartÐzoun th sko-
tein  Ôlh, emfanÐzoun m�za stic 4 diast�seic mporeÐ na mac bohj sei na problèyoume
thn pÐes  touc. Upojètontac xeqwrist  isotropÐa gia touc 2 upìqwrouc, kai an
~KA h orm  sthn kateÔjunsh XA èqoume

3Pa + nPb =<
~K2
total

E
>=<

E2 −m2

E
>=< E > − <

m2

E
>= ρ− <

m2

E
> (4.12)

Kat� thn kuriarqÐa thc aktinobolÐac stic 4 diast�seic h exÐswsh aut  eÐnai sunep c
(jewr¸ntac tautìqrona ìti h suneisfor� thc skotein c Ôlhc eÐnai amelhtèa se aut 
thn perÐodo), giatÐ wa = 1

3
, wb = 0. Kat� thn kuriarqÐa thc Ôlhc, lìgw twn kata-

st�sewn Kaluza - Klein mporoÔme p�li na agno soume tic m�zec tou Kajierwmènou
Montèlou opìte tìte ja eÐnai

wa = 0, wb =
1

n

KatalabaÐnoume dhlad  ìti kat� thn kuriarqÐa thc aktinobolÐac stic 4 diast�-
seic, ikanopoieÐtai kai h deÔterh sunj kh pou br kame nwrÐtera apait¸ntac stati-
kìthta gia tic epiplèon diast�seic, k�ti pou de sumbaÐnei gia thn epoq  kuriarqÐac
thc Ôlhc.

Epomènwc, oi akrib¸c statikèc epiplèon diast�seic apotugq�noun na d¸soun
mia KosmologÐa Ðdia me thn klassik . Ja doÔme t¸ra tÐ gÐnetai an epikentrwjoÔme
se peript¸seic pou èqoun koin  katastatik  exÐswsh kai stouc dÔo upìqwrouc:

Pa = Pb = wρ



4.2. OMOGENE�IS KAJOLIK�ES EPIPL�EON DIAST�ASEIS 63

Gia par�deigma se mia epoq  kuriarqÐac thc aktinobolÐac stic sun jeic diast�seic
to Ðdio ja èprepe na sumbaÐnei kai stic epiplèon diast�seic. Oi exis¸seic Friedmann
gÐnontai

3
[( ȧ
a

)2

+
ka
a2

]
+
n(n− 1)

2

[( ḃ
b

)2

+
kb
b2

]
+ 3n

ȧ

a

ḃ

b
= 8πGρ (4.13)

ä

a
+ 2
[( ȧ
a

)2

+
ka
a2

]
+ n

ȧ

a

ḃ

b
=

8πGρ

3 + n
(4.14)

b̈

b
+ (n− 1)

[( ḃ
b

)2

+
kb
b2

]
+ 3

ȧ

a

ḃ

b
=

8πGρ

3 + n
(4.15)

MporoÔme t¸ra na doÔme endeiktik� k�poia poiotik� stoiqeÐa gia to pwc exe-
lÐssontai oi diast�seic. An kb > 0 tìte apì thn teleutaÐa exÐswsh blèpoume ìti oi
epiplèon diast�seic ft�noun to mègistì touc se k�poia stigm , opìte kai gÐnetai
ḃ
b

= 0 kai met� katarrèoun. An tautìqrona p�roume ìti ka ≤ 0 tìte oi sun jeic
diast�seic den all�zoun potè thn t�sh touc kai suneqÐzoun na diastèlontai. M�li-

sta ìtan b(t)→ 0 tìte xekinoÔn epitaqunìmenh diastol , miac kai to ḃ
b
gÐnetai polÔ

arnhtikì opìte ä > 0.
BebaÐwc anamènoume oi klassikèc exis¸seic na mhn isqÔoun kont� se mia anw-

malÐa ìpwc to b(t)→ 0. Genik¸c, ekeÐ jewreÐtai ìti fainìmena kbantik c barÔthtac
arqÐzoun na gÐnontai shmantik�. Ac doÔme ìmwc to kat� pìso ènac plhjwrismìc
pou prokÔptei me autì ton trìpo mporeÐ na eÐnai arketìc gia ta 60− 65 e-folds pou
èqoume dei ìti apaitoÔn oi parathr seic. H aktÐna thc {sfaÐrac} sthn opoÐa ja
èqoun kampulwjeÐ oi epiplèon diast�seic eÐnai b√

kb
opìte ìtan b ≤

√
kbLD, ìpou

LD ∝ G
1

D−2

d to m koc Planck, oi exis¸seic mac paÔoun na eÐnai axiìpistec. Ja jew-
r soume loipìn ìti up�rqei ènac qrìnoc, tc, ston opoÐo o par�gontac klÐmakac twn
epiplèon diast�sewn ft�nei se m koc b(tc) =

√
kbL, L > LD kai ekeÐ pagi¸netai.

Gia na lujeÐ gia par�deigma to prìblhma thc entropÐac qrei�zetai lnS ≈ 88 to opoÐo
sth dik  mac perÐptwsh eÐnai fanerì ìti de mporeÐ na epiteuqjeÐ giatÐ lnS ≈ lnLD

L
.

Epomènwc, me autèc tic upojèseic o plhjwrismìc pou ofeÐletai sthn Kaluza -Klein
epèktash pou k�noume den eÐnai mia kal  enallaktik  tou plhjwrismoÔ mesw tou
bajmwtoÔ pedÐou φ sthn klassik  KosmologÐa.

Ac doÔme ti gÐnetai an aut  th for� epitrèyoume sthn par�metro w kai stouc dÔo
upìqwrouc na paÐrnei tautìqrona tim  sumbat  me Ôparxh kosmologik c stajer�c,
dhlad  na eÐnai:

Pa = Pb = −ρ = − Λ

8πG
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Oi exis¸seic Friedmann gÐnontai se aut  thn perÐptwsh

3
[( ȧ
a

)2

+
ka
a2

]
+
n(n− 1)

2

[( ḃ
b

)2

+
kb
b2

]
+ 3n

ȧ

a

ḃ

b
= Λ (4.16)

ä

a
+ 2
[( ȧ
a

)2

+
ka
a2

]
+ n

ȧ

a

ḃ

b
=

8Λ

2 + n
(4.17)

b̈

b
+ (n− 1)

[( ḃ
b

)2

+
kb
b2

]
+ 3

ȧ

a

ḃ

b
=

2Λ

2 + n
(4.18)

Ed¸ paÐrnontac ka = 0, kb > 0 pr�gmati mporoÔme na p�roume ekjetik  an�ptuxh
gia tic sun jeic diast�seic pou diastèlontai me H = H∗:

H2
∗ =

n− 1

3

kb
b2
∗

=
2Λ

3(n+ 2)

en¸ oi epiplèon diast�seic mènoun stajerèc se mia tim  b = b∗. 'Omwc aut  h
tim  eÐnai sto mègisto tou antÐstoiqou dunamikoÔ kai epomènwc eÐnai astaj c kai
katarrèei.UpologÐzetai ìti h qronik  klÐmaka sthn opoÐa sumbaÐnei autì eÐnai

∆t ≈
(

1 +

√
1 +

8

3

)
/4H∗

met� thn opoÐa paÔei o plhjwrismìc. UpologÐzetai m�lista me jewrÐa diataraq¸n
ìti to apotèlesma pou prokÔptei eÐnai kat� dÔo t�xeic megèjouc mikrìtero apì autì
pou ja jèlame gia na èqoume ta apaitoÔmena e-folds.

KatalabaÐnei kaneÐc ìti me tic apait seic gia tic paramètrouc w pou èqoume dei
mèqri stigm c ta montèla pou prokÔptoun den eÐnai idiaitèrwc epituqhmèna, me thn
ènnoia ìti qrei�zontai plaisÐwsh kai apì �llouc mhqanismoÔc gia na exhg soun
k�poia apì ta shmeÐa sta opoÐa èqei prìblhma kai h klassik  KosmologÐa.

4.3 IsodÔnamh eikìna stic 4 diast�seic

Me efarmog  enìc sÔmmorfou metasqhmatismoÔ mporoÔme na metapèsoume apì th
3+n+1-di�stath dr�sh sthn tetradi�stath kai na doÔme ètsi poia eÐnai h antÐstoiqh
eikìna gia parathrhtèc pou de mporoÔn na antilhfjoÔn tic epiplèon diast�seic.
'Eqoume diadoqik�:

S =
1

2k2

∫
d4+nX

√
−g(R− 2k2Lm) (4.19)
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ìpou h metrik  eÐnai:

gABdX
AdXB = ḡµνdx

µdxν + b2(xµ)g̃pqdy
pdyq (4.20)

kai h g̃ exart�tai mìno apì tic y metablhtèc. MporoÔme t¸ra na aposunjèsoume to
arqikì bajmwtì Ricci kai na èqoume isodÔnama:

S =
Ṽ

2k2

∫
d4X
√
−ḡ bn(R̄ + b−2R̃ + n(n− 1)∂µb∂

µb− 2k2Lm) (4.21)

ìpou Ṽ =
∫
dny
√
g̃ kai ta R̄, R̃ eÐnai ta bajmwt� Ricci twn antÐstoiqwn upìqwrwn.

Epilègontac mègista summetrikì upìqwro kai gia tic epiplèon diast�seic apodei-
knÔetai ìti R̃ = n(n− 1)kb. PragmatopoioÔme t¸ra èna metasqhmatismì Weyl:

ĝµν = bnḡµν

kai jètontac k̂2 = k2/Ṽ kai Φ =
√

n(n+2)

2k̂2
lnb ft�noume se mia isodÔnamh dr�sh me

barÔthta mazÐ me èna bajmwtì pedÐo Φ:

S =

∫
d4x
√
−ĝ
( 1

2k̂2
R̂− 1

2
∂µΦ∂µΦ + Veff (Φ)

)
(4.22)

ìpou

Veff (Φ) =
n(n− 1)kb

2k̂2
exp
(
−

√
2(n+ 2)k̂2

n
Φ
)
− Ṽ Lmexp

(
−

√
2nk̂2

n+ 2
Φ
)

EÐnai profanèc ìti oi dÔo jewrÐec eÐnai isodÔnamec metaxÔ touc, kaj¸c mporoÔme
gia par�deigma na epibebai¸soume ìti apì thn exÐswsh kÐnhshc gia to bajmwtì pedÐo

�̂Φ = −V ′eff (Φ)

paÐrnoume me antikat�stash th diaforik  exÐswsh pou qarakthrÐzei ton par�gonta
b.

'Omwc h parap�nw diadikasÐa mac odhgeÐ sto na sumper�noume ìti o par�gontac
klÐmakac (kai ta paragìmena apì autìn megèjh), ston opoÐo ja antistoiqÐsoume ta
parathrhsiak� dedomèna den eÐnai o a(t) all� o â = bn/2a, en¸ o qrìnoc brÐsketai
apì th sqèsh dt̂2 = bndt2. H teleutaÐa aut  sqèsh kajist� en gènei dÔskolh thn
pl rh antistoÐqish thc eikìnac stic 3 + n + 1 diast�seic me aut  stic 4. 'Omwc,
mporoÔme na ekmetalleutoÔme to gegonìc ìti apaitoÔme stajeropoÐhsh twn epiplè-
on diast�sewn, kai ètsi aut  h allag  gÐnetai ligìtero polÔplokh kaj¸c mporoÔme
kat� prosèggish na jewr soume ìti b = const. M�lista sta montèla pou ja mele-
t soume, ja doÔme ek twn ustèrwn ìti proseggistik� eÐnai swst  aut  h je¸rhsh
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upì thn ènnoia ìti pr�gmati h allag  tou b(t) me to qrìno eÐnai arg , kai �ra eÐnai
dikaiologhmènh h prosèggish ìti b = const gia na antistoiqÐsoume ta megèjh twn
montèlwn me tic parathr seic. Pio sugkekrimèna:

dt̂2 = bndt2 ⇒ t = g(t̂) (4.23)

pou sthn perÐptws  mac ja eÐnai apl�

t = b
−n

2
0 t̂ (4.24)

ìpou b0 eÐnai h stajer  tim  pou jewroÔme gia to b se aut  thn prosèggish. AntÐ-
stoiqa:

â(t̂) = b
n
2

(
g(t̂)

)
a(g(t̂)) (4.25)

pou gia thn parap�nw prosèggish dÐnei an paragwgÐsoume wc proc t̂

`̂a(t̂) = b
n
2
0

da

dg

dg

dt̂
=
da

dt

∣∣∣
t=b
−n2
0 t̂

(4.26)

ìpou me F̀ sumbolÐzoume thn par�gwgo tou megèjouc F wc proc to qrìno t̂, gia na
th diakrÐnoume apì th qronik  par�gwgo wc proc to t, Ḟ .

Gia thn par�metro Hubble ja èqoume tìte

Â(t̂) =
`̂a(t̂)

a(t̂)
= b

−n
2

0 A(g(t̂)) (4.27)

`̂
A(t̂) = b−1

0

dA

dt

∣∣∣
t=b
−n2
0 t̂

(4.28)

kai gia thn par�metro epit�qunshc:

q = −1−
`̂
A(t̂)

Â2(t̂)
= −1−

Ȧ
(
g(t̂)

)
A2
(
g(t̂)

) (4.29)

Blèpoume dhlad  ìti sthn perÐptwsh pou èqoume statikèc epiplèon diast�seic
oi par�metroi epit�qunshc stic dÔo eikìnec tautÐzontai, en¸ oi par�metroi Hubble
èqoun diafor� miac pollaplasiastik c stajer�c. Epomènwc, ja jèsoume endeiktik�
ìti Â0 = A0 gia th shmerin  tim  thc paramètrou Hubble sthn 3 + n + 1-di�stath
eikìna pou ja mac epitrèyei na melet soume poiotik� ta montèla, en¸ ja parousi�-
soume kai èna montèlo sto opoÐo èqoume praktik  taÔtish metaxÔ twn dÔo eikìnwn
kai h sqèsh Â0 = A0 den eÐnai apl¸c endeiktik , all� mia polÔ kal  prosèggish,
pou mac dÐnei th dunatìthta na k�noume pio qeiropiastèc problèyeic.
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4.4 H proseggistik  mèjodoc Picard

Prin proqwr soume se kataskeu  montèlwn pou epitrèpoun megalÔterh eleujerÐa
gia tic paramètrouc w, kai meletoÔn tic lÔseic analutik�, ja parousi�soume thn
proseggistik  kataskeuastik  mèjodo Picard, mia eidik  perÐptwsh thc opoÐac ja
qrhsimopoi soume sth sunèqeia gia na anakataskeu�soume thn istorÐa twn A(t),
B(t) gnwrÐzontac thn asumptwtik  sumperifor� touc.

H mèjodoc Picard metatrèpei èna diaforikì prìblhma

ẏ = f(t, y), y(t0) = y0 (4.30)

se oloklhrwtikì, to opoÐo sth sunèqeia epilÔei. DÐnei se diadoqik� b mata pro-
seggÐseic thc genik c lÔshc tou probl matoc pou sugklÐnoun taqèwc proc aut .

Upojètontac loipìn ìti oi f(t, y) kai ∂f(t,y)
∂y

eÐnai suneqeÐc sunart seic, mporoÔme
na oloklhr¸soume kai ta dÔo mèlh kai ja èqoume

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(z, y(z))dz (4.31)

H akoloujÐa twn proseggÐsewn eÐnai h ex c:

y0(t) = y0

y1(t) = y0 +

∫ t

t0

f(z, y0(z))dz

...

yn(t) = y0 +

∫ t

t0

f(z, yn−1(z))dz

Sthn perÐptwsh pou èqoume èna sÔsthma diaforik¸n exis¸sewn h mèjodoc Picard
mporeÐ kai p�li na efarmosteÐ k�tw apì orismènec sunj kec.

'Estw loipìn èna sÔsthma diaforik¸n exis¸sewn pr¸thc t�xhc pou èqoun th
morf :

dxi
dt

= f(x1, x2, ..., xn) (4.32)

Ta sust mata aut� onom�zontai autìnoma   st�sima, en¸ mh autìnomo onom�zetai
èna sÔsthma thc morf c:

dxi
dt

= f(x1, x2, ..., xn, t) (4.33)
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Gia t0 = 0 h lÔsh enìc autìnomou sust matoc gr�fetai

xi = xi(t, x
(0)
1 , ..., x(0)

n ) (4.34)

'Estw ìti h genik  lÔsh pern�ei apì to shmeÐo p(x(0)
1 , ..., x

(0)
n ) th qronik  stigm  0.

Tìte an xi = f(p, t), gia k�je stigm  t to shmeÐo f(p, t) = q eÐnai èna sugkekrimèno
shmeÐo thc lÔshc, afoÔ ja eÐnai

f(p, 0) = p

kai
f(p, t1 + t) = f(f(p, t1), t)

H f(p, t) ìnom�zetai troqi� autoÔ tou sust matoc.
Epiplèon, orÐzoume thn ènnoia tou ω−oriakoÔ shmeÐou. 'Ena shmeÐo q onom�zetai

ω−oriakì shmeÐo miac troqi�c f(p, t) ìtan up�rqei mia akoloujÐa t1, t2, ..., tn →∞
¸ste

lim
tn→∞

ρ
(
f(p, t), q) = 0

ìpou me
ρ(A,B)

sumbolÐzoume thn apìstash twn shmeÐwn A, B. To sÔnolo aut¸n twn shmeÐwn
sumbolÐzetai me Ωp. An èna shmeÐo q eÐnai ω−oriakì shmeÐo miac troqi�c f(p, t)
tìte ìla ta upìloipa shmeÐa thc troqi�c f(q, t) eÐnai ω−oriak� shmeÐa.

'Eqontac orÐsei autèc tic ènnoiec ja doÔme t¸ra dÔo polÔ shmantikèc idiìthtec
twn autìnomwn susthm�twn diaforik¸n exis¸sewn.

• K�je shmeÐo x = (x1, ..., xn) kajorÐzei mia monadik  troqi� sto q¸ro twn x
anexart twc tou qrìnou.

• H monadik  troqi� enìc autìnomou sust matoc pou kajorÐzetai apì èna ω−oriakì
shmeÐo x miac oloklhrwtik c kampÔlhc, apoteleÐtai mìno apì ω−oriak� sh-
meÐa. KatalabaÐnoume dhlad , ìti h oriak  sumperifor� miac oloklhrwtik c
kampÔlhc mporeÐ na perigrafeÐ me ìrouc oloklhrwtik¸n kampul¸n mèsw sh-
meÐwn tou sunìlou twn ω−oriak¸n shmeÐwn.

Apì ta ìsa èqoume anafèrei mèqri stigm c, gÐnetai  dh faner  h pijan  qrh-
simìthta twn parap�nw, se sunduasmì me to gegonìc ìti, gia to sÔsthma twn
exis¸sewn Friedman pou melet�me ed¸, ja doÔme ìti gnwrÐzoume akrib¸c thn a-
sumptwtik  sumperifor� se mia plhj¸ra peript¸sewn. Mènei loipìn na doÔme pwc
mporeÐ na kataskeuasteÐ h lÔsh. Gia to lìgo autì ja {grammikopoi soume} to
sÔsthm� mac, ¸ste na mporoÔme na efarmìsoume ta ìsa ja anaferjoÔn amèswc.
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'Estw loipìn èna omogenèc sÔsthma grammik¸n exis¸sewn pou gr�fetai sth
morf 

dyi
dt

=
n∑
k=1

αikyk (4.35)

Autì to sÔsthma mporeÐ na grafeÐ se morf  pin�kwn wc ex c:

dy

dt
= A(t) · y (4.36)

ìpou A(t) = {α(ik)} kai y = {y1, ..., yn}, en¸ èna antÐstoiqo mh omogenèc sÔsthma
gr�fetai:

dyi
dt

=
n∑
k=1

αikyk + fi(t) (4.37)

  isodÔnama:

dy

dt
= A(t) · y + F (t) (4.38)

Sta omogen  sust mata, orÐzoume èna polÔ shmantikì mègejoc, ton jemeli¸dh
pÐnaka lÔsewn, Y (t) = {yij} gia ton opoÐo isqÔei

dY

dt
= A(t) · Y

kai tou opoÐou oi st lec apoteloÔn jemeli¸deic lÔseic tou sust matoc. Tìte, h
genik  lÔsh tou sust matoc (4.36) eÐnai

y(t) = Y (t) · c

ìpou to c eÐnai èna stajerì di�nusma st lh. Gia mh omogen  sust mata t¸ra
y�qnoume lÔsh thc morf c

y(t) = Y (t) · c(t)

Me antikat�stash sto sÔsthm� mac brÐskoume:

dy

dt
=
dY

dt
· c(t) + Y · dc

dt
= A(t) · Y (t) · c(t) + F (t) (4.39)

opìte

dc

dt
= Y −1 · F (4.40)
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Apì th jèsh tou probl matoc, katalabaÐnoume ìti o pÐnakac Y (t) eÐnai antistrèyi-
moc opìte eÐnai:

c(t) = c(t0) +

∫ t

t0

Y −1(τ) · F (τ)dτ (4.41)

kai kat' epèktash:

y(t) = Y (t) ·
∫ t

t0

Y −1(τ) · F (τ)dτ (4.42)

Epomènwc, h genik  lÔsh ja dÐnetai apì th sqèsh:

y(t) = Y (t− t0) · a+ Y (t) ·
∫ t

t0

Y −1(τ) · F (τ)dτ (4.43)

ìpou a: èna stajerì �nusma, to opoÐo m�lista ja eÐnai:

a = y(t0)

an
Y (0) = I

Tèloc, ja doÔme pwc kataskeu�zetai anadromik� h genik  lÔsh gia èna sÔsthma
thc morf c:

dx

dt
= A · x+ f(x, t) (4.44)

ìpou
f(0, t) = 0

kai
∂f(x, t)

∂xj
→ 0 kaj¸c ||x|| → 0

ApodeiknÔetai ìti kont� sto shmeÐo - arq , oi oloklhrwtikèc kampÔlec tou sug-
kekrimènou probl matoc sqetÐzontai me tic antÐstoiqec tou grammikoÔ probl matoc
(4.36). Diatup¸netai de to ex c je¸rhma:

An ìlec oi qarakthristikèc rÐzec tou pÐnaka A eÐnai arnhtikèc, tìte ìlec oi lÔseic
tou sust matoc (4.44), oi arqikèc sunj kec tou opoÐou eÐnai arket� kont� sto shmeÐo
- arq , teÐnoun sto 0 kaj¸c t→∞. An, up�rqoun k < n jetikèc rÐzec, tìte up�rqei
manifold2 pou exart�tai apì k paramètrouc, tètoio ¸ste oi oloklhrwtikèc kampÔlec
pou pernoÔn apì ta shmeÐa tou na teÐnoun sto 0 kaj¸c t → ∞. An, tèloc, ìlec

2Sta ellhnik� sun jwc metafr�zetai wc {polÔptuqo mìrfwma}.
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oi qarakthristikèc rÐzec eÐnai jetikèc up�rqei antÐstoiqo manifold tètoio ¸ste k�je
oloklhrwtik  kampÔlh pou pernaèi apì k�poio shmeÐo tou na tèinei sto 0 kaj¸c
t→ −∞.

An loipìn o pÐnakac Y (t) eÐnai o jemeli¸dhc pÐnakac tou (4.36), tìte sthn
perÐptwsh pou ìlec oi idiotimèc eÐnai arnhtikèc èqoume

z(0) = Y (t) · y(0) (4.45)

kai

z(j+1) = Y (t) · y(0) +

∫ t

0

Y (t− τ) · f(z(j), τ)dτ (4.46)

An antijètwc eÐmaste sthn perÐptwsh pou ìlec oi idiotimèc eÐnai jetikèc, apodeiknÔ-
etai ìti efarmìzetai h Ðdia anadromik  mèjodoc me thn allag  t → −t. An tèloc,
eÐmaste sthn perÐptwsh ìpou up�rqoun tìso jetikèc ìso kai arnhtikèc idiotimèc,
arkeÐ na qwrÐsoume to jemeli¸dh pÐnaka Y (t) se dÔo komm�tia Y 1 kai Y 2, pou
perièqoun touc ìrouc pou sundèontai me tic arnhtikèc kai tic jetikèc idiotimèc tou
pÐnaka A antÐstoiqa, kai tìte h akoloujÐa eÐnai

z(0)(t) = y(t) (4.47)

me

y(t) =
k∑
i=1

aiy
(i)(t)

ìpou ta y(i) eÐnai k anex�rthtec lÔseic tou (4.36) kai

z(j+1)(t) = y(t) +

∫ t

0

Y1(t− τ) · f(z(j), τ)dτ −
∫ ∞
t

Y2(τ) · f(z(j), τ)dτ (4.48)

SÔnoyh

Se aut  thn enìthta, arqik� parousi�same sunoptik� to gegonìc ìti oi di�forec
oloklhrwtikèc kampÔlec enìc diaforikoÔ sust matoc emfanÐzoun asumptwtik  sum-
perifor�, ìtan autì to sÔsthma èqei stajer  lÔsh. Sth sunèqeia, eÐdame me thn
epèktash thc mejìdou Picard se sust mata exis¸sewn, to pwc mporeÐ na para-
skeuasteÐ anadromik� h lÔsh enìc mh grammikoÔ probl matoc, an gnwrÐzoume th
lÔsh tou antÐstoiqou grammikoÔ.

Ja deÐxoume parak�tw, pwc to gegonìc ìti h genik  lÔsh tou sust matoc twn
exis¸sewn Friedmann sugklÐnei proc mia eidik  lÔsh asumptwtik�, thn opoÐa gnw-
rÐzoume akrib¸c, mac dhmiourgeÐ thn eukairÐa, an fèroume to sÔsthma se kat�llhlh
morf , na efarmìsoume aut  th mèjodo gia na p�roume mia proseggistik  analutik 
morf  thc lÔshc.
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4.5 Eidikèc lÔseic kai genik  lÔsh sto q¸ro

twn A, B(A)

Se aut  thn enìthta, ja parousi�soume tic analutikèc morfèc twn eidik¸n kai thc
genik c lÔshc pou èqei to sÔsthm� mac, gia thn perÐptwsh n = 1, all� kai gia
peript¸seic me n > 1 ìpou jewroÔme ìti kb = 0.

4.5.1 LÔseic me pagiwmènh sqèsh metaxÔ twn A(t), B(t)

Oi exis¸seic Friedmann gia epÐpedec sun jeic diast�seic, sthn perÐptwsh ìpou
den perilamb�noume ekpefrasmèna kosmologik  stajer�3, mporoÔn na èrjoun se
mia morf  sust matoc dÔo exis¸sewn pr¸thc t�xhc gia tic paramètrouc Hubble.
Sugkekrimèna ta b mata pou akoloujoÔme eÐnai ta ex c:

• K�noume thn antikat�stash A(t) = ȧ(t)
a(t)

kai B(t) = ḃ(t)
b(t)

.

• ParagwgÐzoume tic parap�nw sqèseic me skopì na di¸xoume ton ìro deÔterhc
t�xhc wc proc ta a, b stic exis¸seic Friedmann. 'Eqoume tìte

ä(t)

a(t)
= Ȧ(t) + A2(t)

kai
b̈(t)

b(t)
= Ḃ(t) +B2(t)

• LÔnoume thn exÐswsh (4.5) wc proc ρ kai thn antikajistoÔme stic 4.6, 4.7,
afoÔ jumhjoÔme ìti PA = waρ, PB = wbρ.

AfoÔ pragmatopoi soume ta parap�nw b mata ja èqoume ft�sei sto sÔsthma:

Ȧ(t) =
3
(
−1− n+ (n− 1)wa − nwb

)
2 + n

A2(t) +
n
(
(n− 1)(3wa − 1)− 3nwb

)
2 + n

A(t)B(t)

+
n(n− 1)

(
1 + (n− 1)wa − nwb

)
2(2 + n)

B2(t) + kb
n(n− 1)

(
1 + (n− 1)wa − nwb

)
2(2 + n)

1

b2

(4.49)

3MporeÐ ìmwc to apotèlesma aut c na sumperilamb�netai sthn energì morf  tou tanust 
enèrgeiac - orm c.
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kai

Ḃ(t) =
−3(3wa − 2wb − 1)

2 + n
A2(t) +

−3(2 + 3nwa − 2nwb)

2 + n
A(t)B(t)

+
−n
(
5 + n+ 3(n− 1)wa − 2(n− 1)wb

)
2(2 + n)

B2(t)

+ kb
(n− 1)(4 + n+ 3nwa − 2nwb)

2(2 + n)

1

b2
(4.50)

An se autèc tic exis¸seic epilèxoume na eÐnai kb = 0 èqoume:

Ȧ(t) =
3
(
−1− n+ (n− 1)wa − nwb

)
2 + n

A2(t) +
n
(
(n− 1)(3wa − 1)− 3nwb

)
2 + n

A(t)B(t)

+
n(n− 1)

(
1 + (n− 1)wa − nwb

)
2(2 + n)

B2(t) (4.51)

kai

Ḃ(t) =
−3(3wa − 2wb − 1)

2 + n
A2(t) +

−3(2 + 3nwa − 2nwb)

2 + n
A(t)B(t)

+
−n
(
5 + n+ 3(n− 1)wa − 2(n− 1)wb

)
2(2 + n)

B2(t) (4.52)

Parathr¸ntac ta dexi� mèlh twn exis¸sewn, blèpei kaneÐc ìti up�rqoun mìno
ìroi deutèrou bajmoÔ gia ta pedÐa A(t), B(t). Epomènwc, eÐnai logikì na upotejeÐ
ìti ta pedÐa aut� ja èqoun Ðdia ex�rthsh apì to qrìno, sthn perÐptwsh pou oi
par�metroi puknìthtac wa, wb eÐnai stajerèc. Ja dokim�soume loipìn na broÔme
lÔsh gia to parap�nw sÔsthma exis¸sewn, upojètontac ìti:

A(t) = cB(t)

Me aut  thn antikat�stash, ja ft�soume se dÔo diaforikèc exis¸seic tou Ðdiou
pedÐou, kai ja doÔme gia poi� tim  thc stajer�c tautÐzontai. An loipìn n 6= 1
paÐrnoume 3 diaforetikèc timèc gia to c:

c =
1

6

(
−3n−

√
3
√
n(2 + n)

)
(4.53)

c =
1

6

(
−3n+

√
3
√
n(2 + n)

)
(4.54)

c =
−1 + wa − nwa + nwb
−1 + 3wa − 2wb

(4.55)
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en¸ gia thn perÐptwsh n = 1 èqoume:

c = −1 (4.56)

c =
−1 + wb

−1 + 3wa − 2wb
(4.57)

AxÐzei na shmei¸soume ìti oi 2 apì tic 3 autèc eidikèc lÔseic (mia apo tic dÔo gia
n = 1), ìqi mìno problèpoun qronik� pagiwmènh sqèsh metaxÔ twn paramètrwn
Hubble gia tic kanonikèc kai tic epiplèon diast�seic, all� faÐnetai na mhn exart¸n-
tai kajìlou kai apì thn tim  twn wa, wb. Fusikì epakìloujo aut¸n twn lÔsewn,
pou onom�zontai lÔseic tÔpou Kasner, eÐnai, ìpwc ja doÔme amèswc parak�tw, na
dÐnoun par�metro epit�qunshc pou den exart�tai apì ta wa, wb, dhlad  apì ton
tÔpo thc Ôlhc pou perièqoun oi diast�seic pou perigr�foun, par� mìno apì ton
arijmì twn epiplèon diast�sewn. 'Ena akìma idiaÐtero qarakthristikì touc eÐnai to
gegonìc ìti odhgoÔn, ìpwc ja doÔme, se puknìthta enèrgeiac Ðsh me to 0.

4.5.2 Eidikèc lÔseic gia n = 1

PerÐptwsh c = −1

'Opwc eÐdame, gia thn perÐptwsh n = 1 h mia eidik  lÔsh eÐnai h A(t) = −B(t).
Aut  h sqèsh odhgeÐ stic ex c morfèc gia tic paramètrouc Hubble:

A(t) =
A0

1 + 2A0t
(4.58)

B(t) = − A0

1 + 2A0t
(4.59)

H par�metroc epit�qunshc èqei kai ed¸ tim  anex�rthth twn wa, wb kai Ðsh me 1,
problèpei dhlad  epibradunìmenh diastol . Epipleìn me antikat�stash sthn pr¸th
exÐswsh Friedmann h opoÐa gia n = 1 èqei gÐnei

3A(t)2 + 3A(t)B(t) = k2ρ

paÐrnoume ìti h puknìthta enèrgeiac eÐnai 0. To di�gramma twn paramètrwn Hubble
eÐnai:
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PerÐptwsh c = −1+wb
3wa−2wb−1

H deÔterh eidik  lÔsh pou prokÔptei gia n = 1 me c = −1+wb
3wa−2wb−1

. Oi par�metroi
Hubble dÐnontai apì:

A(t) =
(1− wb)A0

1− wb + (w2
b − 3wawb + 2)A0t

(4.60)

B(t) =
(1− 3wa + 2wb)A0

1− wb + (w2
b − 3wawb + 2)A0t

(4.61)

en¸ h par�metroc epit�qunshc eÐnai Ðsh me

q =
1 + wb − 3wawb + w2

b

1− wb
kai h puknìthta enèrgeiac dÐnetai apì th sqèsh:

k2ρ =
3(−2 + 3wa − wb)(−1 + wb)

(1− 3wa + 2wb)2
B(t)2

Apì to di�gramma 4.1 mporoÔme na melet soume tic perioqèc ìpou h lÔsh aut  pro-
blèpei epit�qunsh   epibr�dunsh. Se sÔgkrish me tic peript¸seic gia megalÔtera n,
ja doÔme ìti h perÐptwsh n = 1 parousi�zei epit�qunsh mìno gia k�poiec peript¸-
seic ìpou kai oi dÔo par�metroi w eÐnai arnhtikèc. Tèloc, parajètoume endeiktik�
sto sq ma 4.2 th sumperifor� twn paramètrwn Hubble gia dÔo peript¸seic.
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-1.0 -0.5 0.5 1.0
wa

-2.0

-1.5
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0.5

1.0
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n=1

Sq ma 4.1: Oi fwtoskiasmènec me anoiqtì pr�sino perioqèc perigr�foun peript¸seic me mh
arnhtik  puknìthta enèrgeiac en¸ h perioq  me pio èntono pr�sino apoteleÐ thn perioq  twn
w pou antistoiqeÐ kai se epitaqunìmenh diastol  gia aut  thn eidik  lÔsh. Shmei¸noume
ìti h epit�qunsh aut  eÐnai upologismènh sto sÔsthma twn 3 + n+ 1 diast�sewn kai ìqi
sto isodÔnamo tetradi�stato.
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4.5.3 Eidikèc lÔseic gia n > 1

PerÐptwsh c = 1
6

(
−3n−

√
3
√
n(2 + n)

)
me n ≥ 2

Me th sugkekrimènh epilog  gia th stajer� c, ta A(t), B(t) paÐrnoun th morf :

A(t) =
A0(n− 1)

n− 1 +
(
−3 +

√
3n(2 + n)

)
A0t

(4.62)

B(t) = − 6A0

3n+
√

3n(2 + n) +
(
3n+ 3

√
3n(2 + n)

)
A0t

(4.63)

Oi antÐstoiqoi par�gontec klÐmakac eÐnai:

a(t) = a0

∣∣∣−√3(−1 + n) + 3
(√

3−
√
n(2 + n)tA0

) ∣∣∣ −1+n

−3+
√
3
√
n(2+n) (4.64)

b(t) = b0

∣∣∣√n(2 + n) + 3
√
n(2 + n)tA0 +

√
3n (1 + tA0)

∣∣∣ − 2

n+
√
3
√
n(2+n) (4.65)

Endeiktik� ja parajèsoume kai th grafik  par�stash twn paramètrwn Hubble gia
n = 7, shmei¸nontac ìti h sumperifor� aut c thc oikogèneiac lÔsewn eÐnai parìmoia
gia k�je n.
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ParathroÔme apì th grafik  par�stash pou prokÔptei gia aut  thn eidik  lÔsh ìti
problèpei diastol  gia tic sun jeic kai sustol  gia tic epiplèon diast�seic all�
kai ìti perilamb�nei mia anwmalÐa kat� to pareljìn, se qronik  perÐodo pou de
ja mporoÔse na tautisteÐ me opoiod pote parathrhsiakì dedomèno. H par�metroc
epit�qunshc q eÐnai:

q = −1− A′(t)

A2(t)
=
−2− n+

√
3n(2 + n)

n− 1

Blèpoume dhlad  ìti gia k�je tim  tou n h tim  thc paramètrou epit�qunshc eÐnai
jetik , epeid  3n > 2 + n, ∀ n > 1, k�ti pou sunep�getai epibradunìmena diaste-
lìmeno SÔmpan. 'Ena teleutaÐo qarakthristikì pou parathreÐ kaneÐc eÐnai ìti kai
oi dÔo par�metroi Hubble deÐqnoun na parousi�zoun mia asumptwtik  sumperifor�
sto ap¸tero mèllon.

'Oson afor� sthn puknìthta enèrgeiac, me apl  antikat�stash sthn pr¸th
apì tic 3 exis¸seic Friedmann thc sqèshc A(t) = 1

6

(
−3n −

√
3
√
n(2 + n)

)
B(t)

mporoÔme eÔkola na doÔme ìti h puknìthta enèrgeiac mhdenÐzetai.

PerÐptwsh c = 1
6

(
−3n+

√
3
√
n(2 + n)

)
me n ≥ 2

Se aut  thn perÐptwsh èqoume

A(t) =
A0(n− 1)

n− 1−
(
3 +

√
3n(2 + n)

)
A0t

(4.66)

B(t) =
6A0

−3n+
√

3n(2 + n) +
(
−3n+ 3

√
3n(2 + n)

)
A0t

(4.67)

kai oi par�gontec klÐmakac eÐnai:

a(t) = a0

∣∣∣−√3(−1 + n) + 3
(√

3 +
√
n(2 + n)

)
tA0

∣∣∣ 1−n
3+
√
3
√
n(2+n) (4.68)

b(t) = b0

∣∣∣−√n(2 + n)− 3
√
n(2 + n)tA0 +

√
3n (1 + tA0)

∣∣∣ 2

−n+
√
3
√
n(2+n) (4.69)

H antÐstoiqh grafik  par�stash gia n = 7 (kai p�li gia k�je n èqoume parìmoiec
sumperiforèc) eÐnai:
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Apì aut  th grafik  par�stash parathroÔme ìti problèpetai, ìpwc kai sthn proh-
goÔmenh perÐptwsh, gia s mera, all� kai gia to pareljìn, diastol  twn sun jwn
kai sustol  twn epiplèon diast�sewn, all� h antÐstoiqh thc pr¸thc perÐptwshc
anwmalÐa brÐsketai sto mèllon. Gia thn par�metro epit�qunshc èqoume, se aut 
thn perÐptwsh:

q = −1− A′(t)

A2(t)
=

2
√

3n(2 + n)

−3n+
√

3n(2 + n)

apì ìpou mporoÔme na katal�boume ìti problèpetai epitaqunìmenh diastol  gia
k�je dunat  tim  tou n, en¸ parathroÔme kai epitaqunìmenh sustol  gia tic epi-
plèon diast�seic. Gia thn perÐptwsh n = 7 pou parousi�zoume ed¸, h tim  aut 
thc epit�qunshc gia to A(t) eÐnai q ∼= −3.8. KatalabaÐnoume ìti aut  h eidik  lÔsh
parousi�zei pio epijumht  sumperifor� se sqèsh me thn pr¸th, an kai shmei¸noume
kai p�li ìti aut  h epit�qunsh den ja  tan h parathroÔmenh apì em�c kaj¸c eÐnai
upologismènh stic 3+n+1 diast�seic kai ìqi sthn isodÔnamh tetradi�stath eikìna,
en¸ parousi�zei kai aut  mhdenik  energeiak  puknìthta. Epiplèon, den kalÔpte-
tai h sunj kh thc stajeropoÐhshc4 (stabilisation) twn epiplèon diast�sewn sthn
opoÐa anaferj kame sto prohgoÔmeno kef�laio.

4'Opou tonÐzetai p�li ìti den prìkeitai aparaÐthta gia stajeropoÐhsh me th sten  ènnoia tou
ìrou, all� gia mia tim  tou B(t) tètoia, ¸ste na mh mporeÐ na gÐnei aisjht  h allag  pou ja
prokaleÐ sth m�za Planck.
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PerÐptwsh c = −1+wa−nwa+nwb
−1+3wa−2wb

me n ≥ 2

H trÐth apì tic peript¸seic pou eÐdame parousi�zei megalÔtero endiafèron, kaj¸c
sumperilamb�nei sth morf  thc lÔshc, antÐjeta me tic prohgoÔmenec dÔo, tic para-
mètrouc wa, wb. Autì bebaÐwc sunep�getai megalÔterh poikilÐa sta montèla pou
mporoÔn na kataskeuastoÔn ìpwc ja doÔme amèswc. Oi exis¸seic pou mac dÐnoun
tic paramètrouc Hubble ed¸, eÐnai:

A(t) =

(
2 + 2(n− 1)wa −mwb

)
A0

2 + 2(n− 1)wa − 2nwb +
(
3− 3w2

a + n(1 + 3w2
a − 6wawb + 2w2

b )
)
A0t

(4.70)

B(t) =
2(1− 3wa + 2wb)A0

2 + 2(n− 1)wa − 2nwb +
(
3− 3w2

a + n(1 + 3w2
a − 6wawb + 2w2

b )
)
A0t

(4.71)

a(t) = a0

∣∣2 + 2(−1 + n)wa − 2nwb (4.72)

+ tA0

(
3− 3w2

a + n
(
1 + 3w2

a − 6wawb + 2w2
b

))∣∣ 2+2(−1+n)wa−2nwb

3−3w2
a+n(1+3w2

a−6wawb+2w2
b)

(4.73)

b(t) = b0

∣∣2 + 2(−1 + n)wa − 2nwb (4.74)

+ tA0

(
3− 3w2

a + n
(
1 + 3w2

a − 6wawb + 2w2
b

))∣∣ 2−6wa+4wb
3+n−3w2

a+3nw2
a−6nwawb+2nw2

b

(4.75)

en¸ h par�metroc epit�qunshc eÐnai gia aut  th lÔsh:

q =
1 + (2− 3wa)wa + n

(
1 + 3w2

a + 2wb(1 + wb)− 2wa(1 + 3wb)
)

2 + 2(n− 1)wa − 2nwb

kai h puknìthta enèrgeiac pou prokÔptei apì thn pr¸th exÐswsh Friedmann:

k2ρ = −
(2 + n)

(
−3(−1 + wa)

2 + n(−1 + 3w2
a + 2wb − 6wawb + 2w2

b )
)

2(1− 3wa + 2wb)2

Sto sq ma 4.3 pou akoloujeÐ, mporoÔme na doÔme sugkentrwtik�, se sugkekrimènec
peript¸seic gia to n, ta diast mata tim¸n twn paramètrwn wa, wb pou problèpoun
epit�qunsh. Sta Ðdia diagr�mmata faÐnontai kai oi perioqèc pou dÐnoun mh arnhtik 
puknìthta enèrgeiac, dÐnontac mac th dunatìthta na melet soume tic perioqèc twn
paramètrwn w pou kalÔptoun k�poiec apì tic fainomenologikèc mac sunj kec. Sh-
mei¸noume ìti kai gia aut  th lÔsh h tim  thc epit�qunshc ja paramènei stajer ,
kaj¸c ta wa, wb eÐnai stajer�.
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Sq ma 4.3: Oi fwtoskiasmènec me kÐtrino perioqèc dÐnoun q pou antistoiqeÐ se epit�qunsh
gia aut  thn eidik  lÔsh. Oi fwtoskiasmènec me anoiqtì pr�sino dÐnoun mh arnhtik 
puknìthta enèrgeiac, en¸ me pio èntono pr�sino faÐnontai oi perioqèc pou sundu�zoun kai
tic duo autèc apait seic.
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MporoÔme na doÔme apì th morf  twn paramètrwn Hubble ìti an meÐnoume entìc
perioq¸n pou dÐnoun stajerì prìshmo gia to q, h sumperifor� gia di�fora n all�
kai gia di�fora zeÔgh wa, wb eÐnai parìmoia. Gi' autì kai p�li ja arkestoÔme sto na
parajèsoume wc par�deigma thn perÐptwsh n = 7, me skopì na èqoume mia èndeixh
gia to pwc sumperifèrontai oi par�metroi Hubble me b�sh thn trÐth oikogèneia
lÔsewn.

-1.0 ´ 1010
-5.0 ´ 109 5.0 ´ 109 1.0 ´ 1010 1.5 ´ 1010 tHyrsL

-2. ´ 10-10

-1. ´ 10-10
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AHtL,BHtL H1�yrsL
n=7

BHtL, wa=0,wb=
1

3

BHtL, wa=0,wb=-1

AHtL, wa=0,wb=
1

3

AHtL, wa=0,wb=-1

Blèpoume loipìn kai apì aut  thn eidik  lÔsh ìti problèpetai mia anwmalÐa eÐte sto
pareljìn eÐte sto mèllon, an�loga me ta wa, wb pou ja dialèxoume. BebaÐwc autì
to anamèname, kaj¸c h ex�rthsh apì to qrìno eÐnai thc Ðdiac morf c ìpwc kai stic
prohgoÔmenec eidikèc lÔseic. AxÐzei tèloc na shmei¸soume ìti up�rqoun perioqèc
tim¸n gia ta wa, wb pou dÐnoun par�metro Hubble gia tic epiplèon diast�seic pou
den parousi�zei sustol  all� diastol , h opoÐa m�lista diarkeÐ se ìlh thn exèlixh
tou sust matoc.

SumperaÐnoume loipìn ìti kamÐa apì autèc tic lÔseic, apì mình thc, de mporeÐ na
mac d¸sei tautìqrona epitaqunìmena diastelìmeno SÔmpan, pou sto pareljìn na
 tan epibradunìmeno kai �ra na ikanopoi sei basikèc fainomenologikèc sunj kec.
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LÔseic me krummèno kb

H mejodologÐa pou èqoume qrhsimopoi sei mèqri stigm c mporeÐ na efarmosteÐ gia
na brejoÔn dÔo eidikèc lÔseic kai se mia sugkekrimènh perÐptwsh ìpou h kampu-
lìthta kb den eÐnai aparaÐthta mhdèn. Sugkekrimèna, an epilèxoume stic exis¸seic
(4.49), (4.50) na isqÔei

wa = −1, wb = −1 +
2

n

tìte autèc èrqontai sth morf :

A′(t) = −3A2(t)− nA(t)B(t) (4.76)

B′(t) =
6

n
A2(t) + 3A(t)B(t)−B2(t) (4.77)

apì ìpou katalabaÐnoume ìti mporoÔme na p�roume me thn Ðdia mèjodo lÔseic. An
loipìn upojèsoume A(t) = cB(t) oi dÔo pijanèc timèc gia to c eÐnai:

c =
1

6
(−3n)±

√
3(2n+ n2)

ParathroÔme bèbaia ìti prìkeitai gia lÔseic Ðdiec me tic dÔo pr¸tec eidikèc lÔseic
sthn perÐptwsh ìpou kb = 0. O lìgoc gia autì ja anaferjeÐ parak�tw.

Sqìlia

Sunoptik�, gia tic lÔseic pou parousi�sthkan se aut  thn enìthta, sqoli�zoume
ta ex c:

• To sÔsthma epidèqetai lÔsewn pou den exart¸ntai apì tic paramètrouc w kai
m�lista dÐnoun mhdenik  puknìthta enèrgeiac. Oi lÔseic autèc onom�zontai
lÔseic tÔpou Kasner. Sthn pragmatikìthta, eÐnai oi mìnadikèc rÐzec thc pr¸-
thc exÐswshc Friedmann, anexart twc tou n, an epilèxoume ρ = 0. Ektìc
autoÔ, problèpoun h mÐa epibr�dunsh kai h �llh epit�qunsh kai antÐstoiqa
mia anwmalÐa sto pareljìn   sto mèllon. Parìti parousi�zoun k�poia perÐ-
erga qarakthristik�, h asumptwtik  sumperifor� pou epideiknÔoun mporeÐ na
qrhsimeÔsei sthn kataskeu  k�poiwn montèlwn. Epiplèon, shmei¸noume ìti
up�rqoun k�poiec timèc twn w pou, ìpwc eÐdame, mporoÔn na fèroun montèla
sta opoÐa den èqoume jèsei ek twn protèrwn kb = 0, se morf  ìpou oi lÔseic
tautÐzontai me tic pr¸tec 2 eidikèc lÔseic. Tèloc, sthn perÐptwsh n = 1
autèc oi dÔo lÔseic upobib�zontai se mÐa me antÐstoiqa qarakthristik�, ìpou
A(t) = −B(t).
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• Up�rqei mia eidik  lÔsh pou exart�tai apì ta wa, wb, me thn proôpìjesh ìti
aut� eÐnai stajer�. Aut  perilamb�nei perioqèc twn w pou dÐnoun epijumht�
qarakthristik�, ìmwc se kamÐa perÐptwsh de mporeÐ apì mình thc na problè-
yei èna pèrasma apì epibr�dunsh se epit�qunsh, ef' ìson ta w paramènoun
stajer�. Gia na kataskeu�soume èna pio pl rec montèlo loipìn me th qr -
sh mìno aut c thc lÔshc, ja prèpei na katafÔgoume sthn upìjesh ìti mia
akariaÐa allag  stic timèc twn w (allag  f�shc) eÐnai aut  pou odhgeÐ sto
pèrasma apì epibradunìmenh se epitaqunìmenh diastol  sto SÔmpan. H me-
g�lh ìmwc qrhsimìthta aut c thc lÔshc, ègkeitai sto gegonìc ìti tautÐzetai
me thn asumptwtik  sumperifor� thc genik c lÔshc sto q¸ro twn f�sewn A,
B(A), pou ja mac epitrèyei ìpwc ja doÔme sth sunèqeia na kataskeu�soume
me anadromikì trìpo ta pedÐa A(t), B(t).

4.5.4 H perÐptwsh wa = wb = 0

Epilègontac gia tic paramètrouc wa = wb = 0 kai gia n 6= 1, oi exis¸seic (4.51)
kai (4.52) phgaÐnoun sth morf 

A′(t) =
−3(1 + n)

2 + n
A2(t) +

−n(−1 + n)

2 + n
A(t)B(t) +

n(−1 + n)

2(2 + n)
B2(t) (4.78)

B′(t) =
3

2 + n
A2(t) +

−6

2 + n
A(t)B(t) +

−n(5 + n)

2(2 + n)
B2(t) (4.79)

Autì to sÔsthma èqei èna zeÔgoc lÔsewn gia k�je n ≥ 2 to opoÐo gr�fetai:

A(t) =
2C1(3tC1 + n(−4− 2n+ tC1 ∓ 4(3 + n)C1C2))

−12n(2 + n) + (3 + n)2C2
1(t∓ 4nC2)2

(4.80)

B(t) =
1

2(n− 1)

(
1

n
C1+

∣∣∣1
2
A(t)

(
3tC1 + n(−4− 2n+ tC1 ∓ 4(3 + n)C1C2

+
4(−1 + n)(2 + n)(3 + n)

−3tC1 ± n(4 + 2n− tC1 + 4(3 + n)C1C2)
)
)∣∣∣)− 6A(t)

(4.81)

ìpou èqoume gr�yei to B(t) sunart sei tou A(t) gia suntomÐa kai oi C1, C2 eÐnai oi
stajerèc olokl rwshc.

H lÔsh gia n = 1 eÐnai arket� pio eÔkolh kai èqei thn ex c morf :

A(t) =
A0

1 + 2A0t
(4.82)

B(t) = − A0

1 + 2A0t
+

A0 +B0

(A0 +B0)t− 1
(4.83)
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4.5.5 Genik  lÔsh sto q¸ro twn f�sewn

Mèqri stigm c èqoume melet sei eidikèc lÔseic all� kai mÐa perÐptwsh ìpou to
sÔsthm� mac èrqetai se epilÔsimh morf  me kat�llhlh epilog  twn paramètrwn wa,
wb. H genik  lÔsh tou sust matoc morf c Riccati, ìpwc autì pou èqoume, me (èstw
stajeroÔc) tuqaÐouc suntelestèc, den eÐnai gnwst . MporoÔme ìmwc apaleÐfontac
to qrìno, sthn perÐptwsh pou oi suntelestèc eÐnai stajeroÐ, na metapèsoume apì
dÔo exis¸seic se mÐa. H exÐswsh pou prokÔptei eÐnai mia omogen c diaforik  exÐswsh
pr¸thc t�xhc pou eÐnai p�nta oloklhr¸simh. 'Opwc ja doÔme sth sunèqeia, me autìn
ton trìpo apoktoÔme ousiastik� mia algebrik  sqèsh metaxÔ twn pedÐwn A(t), B(t).
Aut  h sqèsh apotelèi th genik  lÔsh tou sust matoc h opoÐa ja isqÔei se k�je
perÐodo kat� thn opoÐa oi suntelestèc wa, wb, eÐnai stajeroÐ.

Aut  h sqèsh metaxÔ twn pedÐwn A(t), B(t), èqei meg�lh qrhsimìthta, epeid 
mac epitrèpei na anakataskeu�soume anadromik� ta pedÐa A(t), B(t) upodeiknÔont�c
mac thn asumptwtik  sumperifor� tou sust matoc twn exis¸sewn Friedmann.

Gia na l�boume aut  th lÔsh èqoume diadoqik�:

A′(t) =
3
(
−1− n+ (n− 1)wa − nwb

)
2 + n

A2(t) +
n
(
(n− 1)(3wa − 1)− 3nwb

)
2 + n

A(t)B(t)

+
n(n− 1)

(
1 + (n− 1)wa − nwb

)
2(2 + n)

B2(t) (4.84)

B′(t) =
−3(−1 + 3wa − 2wb)

2 + n
A2(t)− 3(2 + 3nwa − 2nwb)

2 + n
A(t)B(t)

−
n
(
5 + n+ 3(n− 1)wa − 2(n− 1)wb

)
2(2 + n)

B2(t) (4.85)

ApaleÐfontac to qrìno èqoume:

dA

dB
= (4.86)

6
(
1 + wa + n(1− wa + wb)

)
A2 + 2n(−1 + n+ 3wa − 3nwa + 3nwb)AB

6(3wa − 2wb − 1)A2 + 6
(
2 + n(3wa − 2wb)

)
AB + n

(
5 + n+ (n− 1)(3wa − 2wb)

)
B2

+
−n(n− 1)

(
1 + (n− 1)wa − nwb

)
B2

6(3wa − 2wb − 1)A2 + 6
(
2 + n(3wa − 2wb)

)
AB + n

(
5 + n+ (n− 1)(3wa − 2wb)

)
B2

(4.87)

Se autì to shmeÐo ja jèsoume

v =
A

B
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opìte kai
dA

dB
= v +B

dv

dB

LÔnontac wc proc to B dv
dB

èqoume:

B
dv

dB
= (4.88)

−
(
1 + (n− 1)wa − nwb + (3wa − 2wb − 1)v

)(
(n− 1)n+ 6v(n+ v)

)
n
(
5 + n+ (n− 1)(3wa − 2wb)

)
+ 6v

(
2 + 3nwa − 2nwb + (3wa − 2wb − 1)v

)
ParathroÔme ìti aut  h exÐswsh eÐnai qwrizomènwn metablht¸n kai h olokl rwsh
thc eÐnai plèon eÔkolh. Prin ìmwc oloklhr¸soume axÐzei na shmei¸soume to ex c:
O arijmht c tou parap�nw kl�smatoc ja èrjei se jèsh paronomast  sto aristerì
mèloc gia na gÐnei h olokl rwsh, pou shmaÐnei ìti oi rÐzec tou ja prèpei na meleth-
joÔn xeqwrist�. ApodeiknÔetai, ìpwc ja doÔme, ìti oi rÐzec autoÔ tou poluwnÔmou
den eÐnai �llec apì tic eidikèc lÔseic me pagiwmènh sqèsh metaxÔ twn A(t), B(t)
pou parousi�sthkan nwrÐtera. H emf�nis  touc ofeÐletai sto gegonìc ìti me to
metasqhmatismì dA

dB
= v + B dv

dB
, ìtan h exÐswsh lujeÐ wc proc thn par�gwgo dv

dB

o ìroc v, pou all�zei mèloc, sundèei ton arijmht  me ton paronomast  tou arqi-
koÔ kl�smatoc, sundu�zontac ètsi tic plhroforÐec apì tic dÔo arqikèc diaforikèc
exis¸seic kai odhg¸ntac sthn emf�nish twn eidik¸n lÔsewn.

BebaÐwc sth di�rkeia twn pr�xewn aut¸n up�rqoun kai �lloi periorismoÐ pou
prèpei na tejoÔn gia tic sqèseic metaxÔ twn A(t), B(t)   twn wa, wb, ìmwc mporoÔn
se k�je perÐptwsh na melethjoÔn xeqwrist� kai apodeiknÔetai ìti den parousi�zoun
k�poio endiafèron. Tèloc, shmei¸noume ìti prèpei na melethjeÐ xeqwrist� kai h
perÐptwsh kat� thn opoÐa oi epipleìn diast�seic eÐnai akrib¸c st�simec, dhlad 
ìtan B(t) = 0.

K�nontac loipìn aut  thn olokl rwsh kai all�zontac p�li apì th metablht  v
sth metablht  A, ft�noume telik� sthn exÐswsh

|BC1|
√

2+n

(
−3(wa−1)2+n

(
3w2

a−6wawb+2wb(1+wb)−1
))

=∣∣∣6A2

B2
+

6nA

B
+ n(n− 1)

∣∣∣√2+n(3+n−3wa−nwb)
·∣∣∣2√3A+

(√
3n+

√
n(2 + n)

)
B

2
√

3A+
(√

3n−
√
n(2 + n)

)
B

∣∣∣√3n(2+n)(wa−wb)
·

∣∣∣1 + (n− 1)wa − nwb +
(3wa − 2wb − 1)A

B

∣∣∣−√2+n
(

3−3w2
a+n(1+3w2

a−6wawb+2w2
b )
)

(4.89)
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Aut  h sqèsh mporeÐ na beltiwjeÐ akìma perissìtero, an parathr soume ìti ta
perieqìmena twn apolÔtwn perièqoun kai p�li akrib¸c tic eidikèc lÔseic uywmènec
se k�poiouc ekjètec, k�ti pou gÐnetai wc ex c:

C̃1 =∣∣∣6A2 + 6nAB + n(n− 1)B2
∣∣∣√2+n(3+n−3wa−nwb)

·∣∣∣6A+ 3nB +
√

3n
√

2 + nB

6A+ 3nB −
√

3n
√

2 + nB

∣∣∣√3n(2+n)(wa−wb)
·

∣∣∣((n− 1)wa − nwb + 1
)
B + (3wa − 2wb − 1)A

∣∣∣−√2+n
(

3−3w2
a+n(1+3w2

a−6wawb+2w2
b )
)

(4.90)

ìpou èqoume gia eukolÐa antikatast sei th stajer� C ...
1 me th C̃1. ParathroÔme

t¸ra ìti o ìroc sto pr¸to apìluto, eÐnai to ginìmeno tou arijmht  me ton parono-
mast  tou deÔterou apolÔtou. PaÐrnoume ètsi thn telik  morf  thc lÔshc:

C̃1 =∣∣∣6A+ 3nB +
√

3n
√

2 + nB
∣∣∣√2+n(3+n−3wa−nwb)+

√
3n(2+n)(wa−wb)

·∣∣∣6A+ 3nB −
√

3n
√

2 + nB
∣∣∣√2+n(3+n−3wa−nwb)−

√
3n(2+n)(wa−wb)

·∣∣∣((n− 1)wa − nwb + 1
)
B + (3wa − 2wb − 1)A

∣∣∣−√2+n
(

3−3w2
a+n(1+3w2

a−6wawb+2w2
b )
)

(4.91)

Blèpoume plèon xek�jara ìti h genik  lÔsh gr�fetai wc ginìmeno twn eidik¸n
lÔsewn tou sust matoc, uywmènwn se k�poion ekjèth. KatalabaÐnei, ìmwc, kaneÐc
apì th morf  thc, ìti h melèth thc parap�nw exÐswshc den eÐnai idiaitèrwc eÔkolh
kai gi' autì h qrhsimìtht� thc den eÐnai profan c. 'Opwc eÐpame ìmwc, mporoÔme na
sun�goume to poia eÐnai h asumptwtik  sumperifor� thc genik c lÔshc se orismènec
peript¸seic kai ètsi na kataskeu�soume ta pedÐa A(t), B(t). Prin proqwr soume
se tètoiec kataskeuèc ja melet soume th morf  thc lÔshc sto q¸ro twn f�sewn.

Melèth genik c lÔshc gia n = 1.

Endeiktik� ja parajèsoume ed¸ thn perÐptwsh n = 1, gia thn opoÐa h (4.91), met�
apì k�poiec aplopoi seic, gÐnetai:

const =
∣∣∣6 +

6A

B

∣∣∣√3(4−3wa−wb)+3
√

3(wa−wb)
·
∣∣∣A
B

∣∣∣√3(4−3wa−wb)−3
√

3(wa−wb)
· (4.92)∣∣∣B∣∣∣√3(1+3(wa−1)2−3w2

a+6wawb−2wb(1+wb))

·
∣∣∣1− wb + (3wa − 2wb − 1)

A

B

∣∣∣−√3(4−6wawb+2w2
b )
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Se aut  th morf  eÐnai pio eÔkolo na melet soume th lÔsh me b�sh th sugkritik 
sumperifor� twn paramètrwn Hubble mèsw tou kl�smatoc A/B. MporoÔme na
bg�loume me autìn ton trìpo k�poia sumper�smata gia to pou prèpei na kinoÔntai
oi par�metroi w,5 ¸ste na èqoume sunèpeia sta dÔo mèlh thc lÔshc, all� kai
na sun�goume mia polÔ shmantik  t�sh pou èqei h genik  lÔsh se sugkekrimènec
peript¸seic. Gia to lìgo autì ja sugkentr¸soume sto parak�tw sq ma tic perioqèc
tim¸n twn paramètrwn w pou kajistoÔn jetikoÔc touc ekjètec pou emfanÐzontai sth
sqèsh (4.92), kai sth suneqeia ja analusoume ta sumperasmata pou mporoun na
prokuyoun apì autì.

5Gia tic opoÐec jewroÔme ìti mporoÔn na p�roun tic timèc −1 < wa < 1/3 kai −2 < wb < 1.
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Sq ma 4.4: H fwtoskiasmènh me maÔro perioq  (perioq  1) antistoiqeÐ se timèc ìpou
ìloi oi ekjètec eÐnai jetikoÐ. Me pr�sino shmei¸netai h perioq  2, ìpou eÐnai jetikoÐ oi
ekjètec mìno twn tri¸n pr¸twn ìrwn, (dhlad  ìqi autoÔ pou antistoiqeÐ sthn eidik  lÔsh
pou èqei ex�rthsh apì ta wa, wb), en¸ sthn portokalÐ perioq  (perioq  3) eÐnai jetikìc
mìno o ekjèthc tou pr¸tou ìrou. Oi kampÔlec pou diaqwrÐzoun tic treic perioqèc eÐnai
wa =

2
3wb

+ wb
3 kai wa =

2
3 + wb

3 antÐstoiqa.
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GnwrÐzontac pia tic plhroforÐec sqetik� me to prìshmo twn ekjet¸n, mporoÔme
na sun�goume ta ex c gia th qyèsh (4.92):

• Sthn perÐptwsh ìpou to kl�sma A
B
→ const me A, B → 0 omoiìmorfa, tìte

1. Sthn perioq  1, de mporeÐ na isqÔei h genik  lÔsh, kaj¸c ìloi oi ekjètec
eÐnai jetikoÐ pou shmaÐnei ìti to ginìmeno twn apolÔtwn de mporeÐ na
phgaÐnei se stajer�.

2. Sthn perioq  2, o monadikìc ekjèthc pou eÐnai arnhtikìc eÐnai autìc thc
eidik c lÔshc pou exart�tai apì ta w. Autì mac odhgeÐ sto sumpèrasma
ìti gia na èqoume sunèpeia metaxÔ dexioÔ kai aristeroÔ mèlouc, prèpei
to Ðdio to apìluto na teÐnei sto 0. Me lÐga lìgia gia timèc twn w
se aut  thn perioq  gia thn perÐptwsh pou exet�zoume, gnwrÐzoume ìti
h asumptwtik  sumperifor� tou sust matoc eÐnai anagkastik� aut  h
eidik  lÔsh.

3. Sthn perioq  3, de mporoÔme na èqoume sunèpeia metaxÔ twn dÔo mel¸n,
kaj¸c oi ìroi den allhloexoudeter¸nontai ¸ste na dÐnoun mia stajer 
tim .

• Sthn perÐptwsh ìpou to kl�sma A
B
→ const me A, B →∞ omoiìmorfa, tìte

1. Sthn perioq  1 mporoÔme na èqoume sunèpeia mìno ìtan h genik  lÔsh
teÐnei sthn eidik , ¸ste o apeirismìc apì ton ìro tou B na antistaj-
mÐzetai endeqìmena apì to mhdenismì thc, an�loga me tic akribeÐc timèc
twn ekjet¸n. 'Ena tètoio sen�rio bebaÐwc, ìpwc kai ìla ta antÐstoi-
qa sen�ria apaitoÔn to sÔmpan autì na antimetwpÐzei mia anwmalÐa sto
mèllon.

2. Sthn perioq  2 de mporoÔme na èqoume sunèpeia metaxÔ twn dÔo mel¸n.

3. Sthn perioq  3 èqoume pijan¸c sunèpeia kai p�li mìno an asumptwtik�
p�me sthn eidik  lÔsh kai oi ekjètec paÐrnoun kat�llhlec timèc ¸ste na
allhloexoudeter¸nontai.

• Sthn perÐptwsh ìpou to kl�sma A
B
→ ∞ me A → ∞ pio gr gora apì to

B prèpei na elègqoume xeqwrist� th sqèsh twn ekjet¸n, kaj¸c oi di�foroi
apeirismoÐ kai mhdenismoÐ den allhloexoudeter¸nontai aparaÐthta. Se k�je
perÐptwsh p�ntwc de mporoÔme na katal�boume to an up�rqei kai poia ja eÐnai
h asumptwtik  sumperifor�.

• AntÐstoiqa, de mporoÔme na sumper�noume k�ti qr simo kai sthn perÐptwsh
ìpou A

B
→∞ me B → 0 pio gr gora apì to A.
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• Gia tic peript¸seic ìpou A/B → 0, gia na èqoume sunèpeia prèpei to B na
teÐnei sto �peiro ¸ste na antistajmÐzei to mhdenismì pou prokÔptei apì to
deÔtero apìluto, an eÐmaste sthn perioq  2   na teÐnei sto 0 gia na antistaj-
mÐsei ton apeirismì apì to Ðdio apìluto ìtan eÐmaste sthn perioq  3. Kai p�li
ìmwc h sunèpeia exart�tai apì tic sqetikèc timèc twn ekjet¸n.

• 'Otan kinoÔmaste p�nw sto sÔnoro thc perioq c 1 me thn perioq  2 (wa =
2

3wb
+ wb

3
) de mporoÔme na èqoume sunèpeia an ta pedÐa phgaÐnoun sto 0 h sto

�peiro omoiìmorfa, giatÐ h genik  lÔsh paÐrnei th morf :

C̃1 = |A|
4
√
3(wb−1)

wb |A+B|−4
√

3(wb−1) (4.93)

apì ìpou katalabaÐnoume eÔkola ìti gia wb < 0 kai oi dÔo ekjètec eÐnai jetikoÐ
opìte de mporoÔn na allhloexoudeterwjoÔn oi mhdenismoÐ   apeirismoÐ, en¸
kai gia 0 < wb < 1, pou oi ekjètec èqoun antÐjeto prìshmo, o rujmìc me ton
opoÐo all�zoun eÐnai diaforetikìc opìte kai p�li de mporoÔn na d¸soun k�ti
stajerì.

• Sto sÔnoro thc perioq c 2 me thn perioq  3 (wa = 2
3

+ wb
3

) ìloi oi ekjètec
mhdenÐzontai kai lamb�noume mia sqèsh qwrÐc k�poio idiaÐtero nìhma.

'Eqontac ìla ta parap�nw kat� nou, katalabaÐnoume ìti oi mìnec peript¸seic pou
mporoÔn na mac eÐnai �mesa qr simec, eÐnai autèc pou odhgoÔn se asumptwtik  sum-
perifor� pou tautÐzetai me thn eidik  lÔsh. H qrhsimìthta aut¸n twn peript¸sewn
ègkeitai sto gegonìc ìti an kaneÐc gnwrÐzei ìti mia lÔsh èqei asumptwtik  sumperi-
for�, mporeÐ k�tw apì k�poiec proôpojèseic na kataskeu�sei anadromik� th lÔsh
me qr sh thc mejìdou Picard.

Ja sqedi�soume t¸ra gia merikèc apì autèc tic peript¸seic to q¸ro twn f�sewn
¸ste na epibebai¸soume ta parap�nw stoiqeÐa.
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ParathroÔme apì to parap�nw gr�fhma ta ex c qarakthristik�:

• Kaj¸c oi kampÔlec f�shc thc genik c lÔshc baÐnoun proc to 0, all�zoun
th morf  touc teÐnontac na gÐnoun eujeÐa. Autì antistoiqeÐ sthn perÐptwsh
A/B → c pou melet same nwrÐtera. Blèpoume loipìn pr�gmati ìti tautÐzontai
me thn kampÔlh pou antistoiqeÐ sthn eidik  lÔsh:

A =
−1 + wb

3wa − 2wb − 1
B

SumperaÐnoume loipìn ìti se aut  thn perÐptwsh gnwrÐzoume akrib¸c pwc
exelÐssetai to sÔsthma asumptwtik� sto mèllon.

• ParathroÔme epÐshc ìti phgaÐnontac se megalÔterec timèc gia ta pedÐa (dhlad 
phgaÐnontac pÐsw sto qrìno), h kampÔlh f�shc qwrÐzetai se dÔo kl�douc me
arket� diaforetik  sumperifor� metaxÔ touc. H pr¸th perÐptwsh, sthn opoÐa
an koun oi arqikèc sunj kec pou èqoume epilèxei, perigr�fei èna SÔmpan sto
opoÐo h par�metroc Hubble twn epiplèon diast�sewn paramènei se mia mikr 
tim , ìso meg�lÔterh kai na eÐnai h par�metroc twn kanonik¸n diast�sewn6,
se sunèpeia me thn prohgoÔmenh an�lush mac. H deÔterh kampÔlh perigr�fei
thn perÐptwsh ìpou to B megal¸nei aujaÐreta en¸ to A paramènei mikrì
se sÔgkrish mazÐ tou kai an kei sto komm�ti thc an�lushc pou k�name gia

|B| → ∞,
∣∣∣AB ∣∣∣→ 0.

6Toul�qiston mèqri perioqèc ìpou to A eÐnai kat� treic t�xeic megèjouc megalÔtero apì to
|B|, stic opoÐec èqei perioristeÐ h paroÔsa an�lush.
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• 'Oso apomakrunìmaste apì to 0, h genik  lÔsh deÐqnei na apomakrÔnetai apì
th sumperifor� thc eidik c lÔshc, eidik� to skèloc thc pou antistoiqeÐ se

|B| → ∞,
∣∣∣AB ∣∣∣ → 0. AxÐzei na shmei¸soume ed¸, ìti oi timèc gia tic paramè-

trouc Hubble pou antistoiqoÔn sto s mera gia th sugkekrimènh perÐptwsh
problèpoun epibr�dunsh.

Ja doÔme t¸ra ti sumbaÐnei an prospaj soume na epilèxoume tic shmerinèc timèc
twn paramètrwn Hubble me tètoio trìpo ¸ste na perigr�foun èna epitaqunìmeno
SÔmpan me stajeropoÐhsh thc epiplèon di�stashc, afoÔ shmei¸soume to ex c: E-
peid  ìpwc anafèrjhke nwrÐtera o par�gontac klÐmakac mèsw tou opoÐou prèpei na
antistoiqhjoÔn ta parathrhsiak� dedomèna eÐnai o â = b

n
2
a kai o antÐstoiqoc qrìnoc

brÐsketai apì th sqèsh dt̂ = b
n
2 dt, oi antistoiq seic pou k�noume stic timèc twn

parathrhsiak¸n dedomènwn me tic paramètrouc twn montèlwn eÐnai proseggistikèc
kai ìqi akribeÐc (kaj¸c eÐnai polÔ pio eÔkolo na doulèyoume sto 3 + n + 1 sÔsth-
ma). EÐnai bèbaia safèc ìti ìso pio kont� eÐmaste se mia pragmatik  stajeropoÐhsh,
B(t) = 0, tìso pio akribeÐc ja eÐnai oi antistoiq seic twn parathrhsiak¸n megej¸n
kai antÐstoiqa oi problèyeic twn montèlwn. O tÔpoc pou dÐnei thn epit�qunsh ìpwc
èqoume dei eÐnai:

q = −1− Ȧ

A2

Epomènwc, mporoÔme me qr sh thc exÐswshc Friedmann pou antistoiqeÐ sto
pedÐo A(t) na sundèsoume thn tim  thc epit�qunshc me to pedÐo B(t). 'Eqoume:

Ȧ = −(1 + q)A2

opìte

−(1 + q)A2 =
nAB

(
(n− 1) (3wa − 1)− 3nwb

)
2 + n

(4.94)

+
(n− 1)nB2

(
1 + (n− 1)wa − nwb

)
2(2 + n)

+
3A2

(
−1− n+ (n− 1)wa − nwb

)
2 + n

pou gia n = 1 gÐnetai:

−(1 + q)A2 = −ABwb − A2 (2 + wb) (4.95)

Gia th {stajeropoÐhsh} twn epiplèon diast�sewn h sunj kh pou prèpei na kalÔ-
ptetai s mera sunoyÐzetai sth sqèsh[10]:

|B0| ≤
1

10n
A0 (4.96)
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pou gia n = 1 mac lèei apl� ìti to mètro tou B prèpei na eÐnai kat� mia t�xh
megèjouc mikrìtero apì to A. H sqèsh aut  prokÔptei eÔkola, an jumhjoÔme ìti
gia sen�ria Kaluza-Klein, h stajer� thc barÔthtac ja exelÐssetai wc

GN ≈ b−n ⇒ ĠN

GN

= −nḃ
b

(4.97)

Apì ta peir�mata pou èqoun gÐnei gia na metrhjeÐ mia tuqoÔsa allag  sthn tim 
thc stajer�c thc barÔthtac, to an¸tera ìria dÐnoun th sqèsh∣∣∣ĠN

GN

∣∣∣ < 3 · 10−19s−1

Qrhsimopoi¸ntac loipìn th shmerin  tim  gia thn par�metro Hubble

A0 ≈ 70 · 10−12 yrs−1

prokÔptei proseggistik� h parap�nw sqèsh. MporoÔme loipìn na dokim�soume
na broÔme tim  gia to B0 pou ja problèpei epit�qunsh, dhlad  arnhtikì q, kai
tautìqrona ja kalÔptei gia s mera thn parap�nw sunj kh7.

'Eqontac ìla ta parap�nw kat� nou, eÐnai pr�gmati dunatì na broÔme timèc gia
ta w kai gia to B0 pou kalÔptoun autèc tic sunj kec. Sugkekrimèna, sto sq ma
4.5, parousi�zoume 3 fasikèc kampÔlec gia thn perÐptwsh n = 1, pou emfanÐzoun
epit�qunsh q = −1/108 kai èqoun kat�llhla epilegmènh tim  gia to B0 ¸ste na
èqoume mia fainomenik  {stajeropoÐhsh} gia thn èxtra di�stash. Shmei¸noume ìti
èqoume epilèxei gia autèc tic kampÔlec sunj kec gia tic shmerinèc timèc twn w pou
brÐskontai arket� kont� metaxÔ touc, gia na tonÐsoume to gegonìc ìti to sÔsthma
mac emfanÐzei ìmoia sumperifor� se mikrèc perioqèc gÔrw apì k�poiec timèc twn w.

Genik  lÔsh gia n = 3.

AntÐstoiqh melèth mporeÐ na gÐnei gia opoiod pote n kai wc par�deigma emfanÐ-
zoume mia tètoia perÐptwsh gia n = 3, pou emfanÐzei epit�qunsh q0 ≈ −0.65 kai
stajeropoÐhsh sto sq ma 4.6.

7Ja upojèsoume epomènwc ìti {sumptwmatik�} s mera zoÔme se mia perÐodo pou to SÔmpan
emfanÐzei sqedìn stajeropoihmènec epiplèon diast�seic, qwrÐc na qrei�zetai na epib�loume aut 
th stajerìthta se ìlh th di�rkeia thc exèlix c tou, pou ja  tan ènac èxairetik� isqurìteroc
desmìc.

8'Opou upenjumÐzetai ìti aut  h tim  thc paramètrou q de ja eÐnai akrib¸c aut  pou ja parathreÐ
ènac parathrht c pou den antilamb�netai tic epiplèon diast�seic, ìmwc eÐna mia kal  prosèggis 
thc kaj¸c apaitoÔme na ikanopoieÐtai h sunj kh stajeropoÐhshc opìte isqÔoun oi antÐstoiqec
sqèseic pou parousi�sthkan sthn par�grafo 4.3.
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4.5.6 Efarmog  thc mejìdou Picard stic exis¸seic Frie-
dmann gia n = 1.

'Opwc èqoume dei, oi diaforikèc mac exis¸seic gia n = 1 eÐnai:

Ȧ(t) = −A(t)A(t)wb − A(t)2 (2 + wb) (4.98)

Ḃ(t) = −A(t)2 + A(t)B(t) (−2− 3wa + 2wb) + A(t)2 (1− 3wa + 2wb) (4.99)

Gia na emfanÐsoume èna grammikì komm�ti se autì to sÔsthma, eis�gontac tau-
tìqrona thn asumptwtik  morf  thc lÔshc, ja k�noume to metasqhmatismì:

A(t)→ Ad(t) + Aas(t) kai B(t)→ Bd(t) +Bas(t) (4.100)

Gia ta Ad, Bd isqÔei profan¸c ìti Ad, Bd
t→∞−→ 0, af nontac mìno thn asumptwtik 

lÔsh. EpilÔontac wc proc ta pedÐa Ad, Bd oi exis¸seic mac gÐnontai

Ȧd(t) =− 2Aas(t)
2 − wbAas(t)2 + (−2− wb)Ad(t)2 − wbAas(t)Bas(t) (4.101)

− wbAas(t)Bd(t) + Ad(t)
(
−4Aas(t)− 2wbAas(t)− wbBas(t)− wbBd(t)

)
− Ȧas(t)

Ḃd(t) = (1− 3wa + 2wb)Aas(t)
2 + (1− 3wa + 2wb)Ad(t)

2 (4.102)

− (2 + 3wa − 2wb)Aas(t)Bas(t)−Bas(t)
2

+
(
− (2 + 3wa − 2wb)Aas(t)− 2Bas(t)

)
Bd(t)

−Bd(t)
2 + Ad(t)

(
(2− 6wa + 4wb)Aas(t)− (2 + 3wa − 2wb)Bas(t)

)
+ (−2− 3wa + 2wb)Ad(t)Bd(t)− Ḃas(t)

H eidik  lÔsh gia n = 1 mac dÐnei

A(t) =
2
(
1 + (−1 + n)wa − nwb

)
A0

2 + 2(−1 + n)wa − 2nwb + t
(
3− 3w2

a + n (1 + 3w2
a − 6wawb + 2w2

b )
)
A0

kai

B(t) =
2(1− 3wa + 2wb)A0

2 + 2(−1 + n)wa − 2nwb + t
(
3− 3w2

a + n (1 + 3w2
a − 6wawb + 2w2

b )
)
A0
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Me antikat�stash thc, wc asumptwtik , paÐrnoume:

Ȧ(t) =

(
(wb − 1) (2 + wb)− tA0 (2 + wb) (2− 3wawb + w2

b )
)
Ad(t)

2

1− wb + tA0 (2− 3wawb + w2
b )

(4.103)

+
−A0wbBd(t) + A0w

2
bBd(t)

1− wb + tA0 (2− 3wawb + w2
b )

+
Ad(t)

(
A0wb + 3A0wawb − 4A0 + (wb − 1)wbBd(t)− tA0wb (2− 3wawb + w2

b )Bd(t)
)

1− wb + tA0 (2− 3wawb + w2
b )

Ḃd(t) = (1− 3wa + 2wb)Ad(t)
2 (4.104)

+
Ad(t)

(
3A0wa (1− 3wa + 2wb)

)
−1 + wb + tA0 (−2 + 3wawb − w2

b )

+

(
(−2− 3wa + 2wb)

(
−1 + wb + tA0 (−2 + 3wawb − w2

b )
)
Ad(t)Bd(t)

)
−1 + wb + tA0 (−2 + 3wawb − w2

b )

+
A0

(
4 + 2w2

b − 3wa (1 + wb)
)
Bd(t) +

(
1− wb + tA0 (2− 3wawb + w2

b )
)
Bd(t)

2

−1 + wb + tA0 (−2 + 3wawb − w2
b )

K�nontac ìlec tic aplopoi seic, mporoÔme t¸ra na anagnwrÐsoume ton pÐnaka A kai
ta anÔsmata y, f ¸ste na fèroume to sÔsthma se antÐstoiqh morf  me thn (4.44).
EÐnai loipìn:

A =

 − A0(−4+(1+3wa)wb)

−1+wb+tA0(−2+3wawb−w2
b)

A0(−1+wb)wb

1−wb+tA0(2−3wawb+w
2
b)

3A0wa(1−3wa+2wb)

−1+wb+tA0(−2+3wawb−w2
b)

A0(3wa(1+wb)−2(2+w2
b))

1−wb+tA0(2−3wawb+w
2
b)

 (4.105)

en¸

y(t) =

(
Ad(t)
Bd(t)

)
kai

F (Ad, Bd, t) =

(
−Ad

(
2Ad + (Ad +Bd)wb

)
A2
d − 2AdBd −B2

d + Ad(Ad +Bd) (−3wa + 2wb)

)
(4.106)

To antÐstoiqo omogenèc sÔsthma loipìn gr�fetai

ẏ(t) = A(t) · y(t) (4.107)

=


A0

(
(−4+(1+3wa)wb)Ad(t)+(−1+wb)wbBd(t)

)
1−wb+tA0(2−3wawb+w

2
b)

A0

(
3wa(−1+3wa−2wb)Ad(t)+

(
3wa(1+wb)−2(2+w2

b)
)
Bd(t)

)
1−wb+tA0(2−3wawb+w

2
b)
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kai èqei lÔsh thn opoÐa ja apofÔgoume na gr�youme analutik� ed¸ sth genik  thc
morf  kaj¸c eÐnai idiaitèra makroskel c, all� bebaÐwc ja sqedi�soume th sumpe-
rifor� thc gia èna sugkekrimèno par�deigma. AxÐzei ìmwc pr¸ta na shmei¸soume
ta ex c, sqetik� me thn epilog  autoÔ all� kai twn epìmenwn paradeigm�twn:

• H kat' arq n epilog  twn paramètrwn w gÐnetai me gn¸mona to na èqoume
epit�qunsh kai stajeropoÐhsh thc (twn) epiplèon di�stashc (-ewn), diafu-
l�ssontac tautìqrona th sunèpeia sth genik  lÔsh, epilègoume dhlad  sto
sq ma 4.4 timèc pou an koun sthn perioq  2.

• To omogenèc prìblhma eÐnai p�nta epilÔsimo, ìmwc autì profan¸c de su-
nep�getai ìti ta oloklhr¸mata pou qrei�zontai sthn anadromik  sqèsh gia
na brejeÐ h prosèggish thc genik c lÔshc eÐnai eÔkolo na gÐnoun. Gia thn
akrÐbeia, ja epilèxoume epÐthdec to uposÔnolo ekeÐno twn peript¸sewn gia
ta w, pou kajistoÔn touc ekjètec pou ja shmei¸soume parak�tw, Ðsouc me
ènan akèraio arijmì, ¸ste na exasfalÐsoume thn pragmatopoihsimìthta twn
oloklhrwm�twn. Autì profan¸c de bl�ptei th genikìthta thc mejìdou, all�
bebaÐwc katadeiknÔei ìti de mporoÔme gia praktikoÔc lìgouc na thn efarmì-
soume gia k�je zeÔgoc w.

• Par� to gegonìc autì, eÐdame apì thn kataskeu  tou fasikoÔ q¸rou sto
sq ma 4.5 ìti, gia timèc twn w kai tou B0 pou brÐskontai sqetik� kont� metaxÔ
touc, h kampulh f�shc eÐnai parìmoia. Autì mac odhgeÐ sto na upojèsoume
me sqetik  asf�leia ìti h qronik  exèlixh twn pedÐwn A, B de ja all�zei
shmantik�, toul�qiston poiotik�, gia zeÔgh tim¸n twn w pou diaforopoioÔntai
lÐgo.

Gia to pr¸to mac par�deigma, ja epilèxoume tic ex c paramètrouc:

wa = −2/3, wb = −1, B0 = 6.85 · 10−13 yrs−1

Me tic timèc autèc mporeÐ kaneÐc eÔkola na diapist¸sei ìti ikanopoioÔme th sunj kh
gia stajeropoÐhsh thc epiplèon di�stashc, all� kai ìti petuqaÐnoume epit�qunsh
mikrìterh tou jemitoÔ apì tic parathr seic q ∈ (−0.7,−0.4). H lÔsh loipìn tou
omogenoÔc sust matoc se aut  thn perÐptwsh eÐnai

Ad(t) =
A7

0

(
80C1 + t

(
80 + tA0 (80 + tA0 (40 + tA0 (10 + tA0)))

)
C2

)
80 (2 + tA0) 7

(4.108)

Bd(t) =
A6

0

(
−320A0C1 +

(
160 + tA0 (80 + tA0 (80 + tA0 (40 + tA0 (10 + tA0))))

)
C2

)
160 (2 + tA0) 7

(4.109)
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Shmei¸noume prin proqwr soume ìti oi stajerèc olokl rwshc eÐnai oi C1, C2, en¸
to A0 eÐnai h shmerin , parathroÔmenh, tim  thc paramètrou Hubble, pou èqei mpei
sth sugkekrimènh sqèsh apì thn eisagwg  thc eidik c lÔshc wc asumptwtik c
sumperifor�c thc genik c lÔshc.

ParathroÔme t¸ra ìti h ex�rthsh apì to qrìno ekfr�zetai mèsw sunart se¸n
tou uywmènwn se k�poia dÔnamh, pou exart�tai apì ta w. Oi ekjètec aut¸n twn
ìrwn eÐnai autoÐ pou kajorÐzoun to kat� pìso eÐnai upologÐsimo to olokl rwma thc
anadromik c mejìdou Picard. O lìgoc gia autì eÐnai ìti prìkeitai ousiastik� gia
touc Ðdiouc ìrouc pou parousi�zontai sto jemeli¸dh pÐnaka Y (t) tou sust matoc
autoÔ. 'Opwc anafèrame  dh, èqoume frontÐsei oi timèc touc na eÐnai akèraiec, en¸
tautìqrona kalÔptoume kai tic parathrhsiakèc sunj kec gia s mera. O jemeli¸dhc
pÐnakac eÐnai:

Y (t) =

 16(8+(2+tA0)5)
5(2+tA0)7

8(−32+(2+tA0)5)
5(2+tA0)7

8(−32+(2+tA0)5)
5(2+tA0)7

4(128+(2+tA0)5)
5(2+tA0)7

 (4.110)

H mhdenik c t�xhc prosèggish sth sugkekrimènh perÐptwsh eÐnai:

z0(t) =


A7

0

(
80C1+t

(
80+tA0(80+tA0(40+tA0(10+tA0)))

)
C2

)
80(2+tA0)7

A6
0

(
−320A0C1+

(
160+tA0(80+tA0(80+tA0(40+tA0(10+tA0))))

)
C2

)
160(2+tA0)7

 (4.111)

en¸ h pr¸thc t�xhc prosèggish eÐnai uperbolik� makroskel c gia na parousiasteÐ
ed¸ analutik�. AntÐ aut c ja parousi�soume ta sqetik� diagr�mmata, afoÔ pr¸ta
sqoli�soume k�poia shmeÐa thc kataskeu c thc.

To pr¸to stoiqeÐo pou ja sqoli�soume eÐnai h eÔresh twn stajer¸n C1, C2.
Gia na kajorÐsoume autèc tic stajerèc, paÐrnoume thn tim  thc pr¸thc prosèggishc,
z1(t) sth qronik  stigm  0, dhlad  sto s mera, kai epib�loume gia to men A na èqei
th gnwst  tim  thc stajer�c Hubble, gia to de B thn tim  pou anafèrame nwrÐtera,
¸ste na exasfalÐzetai h stajeropoÐhsh thc epiplèon di�stashc.

Up�rqei ìmwc kai èna leptì shmeÐo pou axÐzei na tonisteÐ. Gia thn parap�nw ka-
taskeu , èqoume qrhsimopoi sei ton anadromikì tÔpo pou antistoiqeÐ sthn perÐptw-
sh pou o pÐnakac A èqei mìno arnhtikèc idiotimèc. Aut  h epilog  mac dikaiologeÐtai
apì to gegonìc ìti pr�gmati, gia th qronik  perÐodo pou ja parousi�soume ed¸, oi
idiotimèc tou pÐnaka A eÐnai arnhtikèc (an kai ìqi stajerèc kaj¸c exart�tai apì to
t). To axioshmeÐwto eÐnai ìti lìgw tou trìpou kataskeu c, o ìroc pou ousiastik�
kajorÐzei to pou eÐnai arnhtikèc autèc oi idiotimèc eÐnai o paronomast c thc eidik c
lÔshc. 'Omwc, autìc o paronomast c9 mac epitrèpei na elègxoume ek twn protèrwn,

9O opoÐoc sth sugkekrimènh perÐptwsh mhdenÐzetai gia t = − 2
A0

, dhlad  perÐpou sta 29 ∗ 109
qrìnia prin, kai �ra de sumbadÐzei me thn hlikÐa tou SÔmpantoc.
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ektìc autoÔ, kai to poÔ ja èqei anwmalÐa to sÔsthm� mac (mporoÔme, me �lla lìgia,
{paÐzontac} me ta w na eis�goume, an jèloume, kai �llo èna parathrhsiakì dedomè-
no, autì thc hlikÐac tou SÔmpantoc. Parìti ìso pio pÐsw phgaÐnoume sto qrìno me
aut  th mèjodo, tìso ligìtero axiìpisth gÐnetai kai qrei�zetai megalÔterhc t�xhc
b mata gia na diathreÐ thn axiopistÐa thc, to shmeÐo sto opoÐo ja emfanÐzei thn
anwmalÐa ja eÐnai to Ðdio kaj¸c proèrqetai apì thn kataskeu  thc lÔshc).

GÐnetai bèbaia antilhptì ìti, prosjètontac �llh mia sunj kh pou ja prèpei na
ikanopoioÔn ta w, mei¸netai kat� polÔ o arijmìc twn zeugari¸n touc pou mporoÔ-
me na qrhsimopoi soume. All� parìti den perimènoume profan¸c to montèlo autì
na perigr�fei kal� to SÔmpan stic prwtarqikèc tou stigmèc, eÐnai shmantikì to
ìti blèpoume na diathreÐ k�poia apì ta stoiqeÐa thc Kajierwmènhc KosmologÐac
ìpwc autì, poll¸ de m�llon ìtan blèpoume ìti èqoume trìpo na p�roume mia anw-
malÐa mazÐ me ta upìloipa parathrhsiak� qarakthristik�, qwrÐc na qrei�zetai na
sumperil�boume mia met�ptwsh stic timèc twn w.

To di�gramma pou apeikonÐzei thn t�xhc 1 prosèggish thc genik c lÔshc gia
ta pedÐa A(t), B(t) brÐsketai sto sq ma 4.7 en¸ sto sq ma 4.8 parousi�zetai
to di�gramma thc paramètrou epit�qunshc gia tic sun jeic diast�seic. 'Allh

-1 ´ 1010
-5 ´ 109 5 ´ 109 tHyrsL

-1. ´ 10-9

1. ´ 10-9

2. ´ 10-9

AHtL,BHtL H1�yrsL

BHtL

AHtL

Sq ma 4.7: H exèlixh twn paramètrwn Hubble ìpwc problèpetai apì thn pr¸thc t�xhc
prosèggish. ParathroÔme ìti phagaÐnontac pÐsw sto qrìno h par�metroc thc epiplèon
di�stashc proèrqetai apì mia perÐodo shmantik c smikrunshc.
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mia sunj kh pou prèpei na ikanopoièitai eÐnai bebaÐwc aut  thc jetikìthtac thc
energeiak c puknìthtac, pou dÐnetai gia n = 1 apì th sqèsh

3A2 + 3AB = k2ρ

Sto di�gramma 4.9 pou akoloujeÐ blèpoume ìti kai aut  ikanopoieÐtai, en¸ sta
diagr�mmata 4.10 kai 4.11 èqoume sqedi�sei touc kosmikoÔc par�gontec klÐmakac.
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Sqìlia

Pèra apì ta sqìlia pou èginan parakolouj¸ntac thn kataskeu  thc parap�nw
prosèggishc, axÐzei na shmeiwjoÔn ta ex c:

• 'Oson afor� stic paramètrouc Hubble, blèpoume mia anamenìmenh exèlixh kai
gia tic dÔo. H par�metroc thc epiplèon di�stashc perigr�fei dramatik  meÐwsh
thc {aktÐnac} thc kat� to ap¸tato pareljìn, mei¸nontac ìmwc to rujmì pou
autì gÐnetai kaj¸c to sÔsthma exelÐssetai. Problèpetai de gia to prìsfato
pareljìn èna pèrasma apì meÐwsh se aÔxhsh aut c thc aktÐnac, me trìpo
ìmwc pou diaful�ssei th fainìmenh stajeropoÐhs  thc.

• 'Oson afor� sto di�gramma thc epit�qunshc, parathreÐ kaneÐc ìti ektìc apì
th mikr  epit�qunsh pou problèpei gia s mera, kai pou ousiastik� epib�lame
sto sÔsthma me thn epilog  mac gia tic shmerinèc sunj kec, problèpei kai
èna pèrasma apì epit�qunsh se epibr�dunsh kat� to ap¸tato pareljìn kai to
antÐstrofo gia to prìsfato. Autì eÐnai èna idiaitèrwc �xio lìgou qarakth-
ristikì, kaj¸c, den to èqoume epib�lei me kanènan trìpo all� faÐnetai pwc
prokÔptei aujìrmhta apì tic apait seic gia epit�qunsh kai stajeropoÐhsh,
me ton trìpo pou tic èqoume eis�gei. Ja èlege m�lista kaneÐc ìti to apotèle-
sma autì eÐnai mh anamenìmeno, kaj¸c den perimèname h poiotik  sumperifor�
thc paramètrou A na all�zei qwrÐc na all�zei h katastatik  exÐswsh gia
tic sun jeic   thn epiplèon di�stash. Me lÐga lìgia, faÐnetai se mia pr¸th
ektÐmhsh pwc eÐnai upì k�poiec sunj kec arketì to na epilèxei kaneÐc k�poiec
exwtikèc timèc gia tic paramètrouc w kai na apait sei stajeropoÐhsh mìno
gia s mera ¸ste na sumperil�bei, èstw poiotik�, pènte apì tic pio basikèc
parathrhsiakèc sunj kec pou prèpei na èqei èna kosmologikì montèlo:

1. q0 < 0

2. |B0| < A0

10n

3. ρ > 0

4. Met�bash apì epibr�dunsh se epit�qunsh kat� to pareljìn.

5. AnwmalÐa kat� to pareljìn.

Ja doÔme m�lista ìti autì den eÐnai èna qarakthristikì pou ètuqe na up�rqei
mìno se autì to montèlo, all� up�rqei kai se �lla, pou ja parousi�soume
sth sunèqeia. Tèloc, gia na katadeÐxoume thn axiopistÐa thc mejìdou Picard,
ja parajèsoume sto di�gramma 4.12 th sÔgkrish thc fasik c kampÔlhc thc
genik c lÔshc me th fasik  kampÔlh pou mporoÔme na kataskeu�soume apì
thn prosèggish Picard.
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'Ena kalÔtero montèlo gia n = 1

'Eqontac pia shmei¸sei ìla ta shmantik� stoiqeÐa, ja prospaj soume na kataskeu�-
soume ed¸ èna akìma montèlo, prospaj¸ntac aut  th for� na petÔqoume kalÔterh
sÔmptwsh me ta parathrhsiak� mac dedomèna. Gia to montèlo autì, oi shmerinèc
timèc twn paramètrwn w kai tou B0 pou qrhsimopoioÔme eÐnai oi ex c:

wa ≈ −0.4394, wb = −3/2, B0 = 68 ∗ 10−13 yrs−1

H epilog  twn parap�nw paramètrwn èqei gÐnei me skopì na proseggistoÔn
kalÔtera dÔo parathrhsiak� dedomèna. To pr¸to eÐnai h shmerin  tim  thc epi-
t�qunshc, pou oi kalÔterec shmerinèc proseggÐseic to topojetoÔn sthn perioq 
q ≈ −0.4 −0.7. To deÔtero stoiqeÐo pou jèloume na diorj¸soume eÐnai h qronik 
stigm  kat� thn opoÐa parousi�zetai anwmalÐa sto sÔsthm� mac. Me tic sugkekri-
mènec epilogèc petuqaÐnoume h anwmalÐa na brÐsketai perÐpou sta 13 · 109 qrìnia
prin. Ta antÐstoiqa diagr�mmata akoloujoÔn.
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Sqìlia

Blèpoume loipìn apì ta parap�nw diagr�mmata ìti pr�gmati eÐnai dunatì na petÔ-
qoume kalÔterh sumfwnÐa me ta parathrhsiak� dedomèna all�zontac tic timèc twn
w. AxioshmeÐwto eÐnai ìti prospaj¸ntac na diorj¸soume mon�qa thn tim  thc sh-
merin c epit�qunshc kai thc hlikÐac tou SÔmpantoc pou problèpei autì to montèlo,
diorj¸jhke kai h qronik  stigm  thc met�bashc apì epibr�dunsh se epit�qunsh.
BebaÐwc, tonÐzetai ìti gia na epiteuqjeÐ autì èqoume epilèxei gia to wb mia tim  pou
sth bibliografÐa antistoiqeÐ se sen�ria thc legìmenhc phantom energy. Epiplèon,
blèpoume apì to di�gramma tou par�gonta b(t) ìti eÐnai dikaiologhmènh h prosèggi-
sh pou anafèrjhke sthn par�grafo 4.3 kai epomènwc h epit�qunsh pou brÐskoume
ed¸ tautÐzetai me thn epit�qunsh apì tetradi�stathc skopi�c. AntÐjeta, gia na
tautÐzetai h Â0 me thn A0 pou èqoume sto montèlo prèpei na epilèxoume kat�llhl
tim  gia to b0. 'Omwc Ðswc eÐnai en gènei protimìtero na epilèxei kaneÐc thn tim 
tou b0 me skopì na tautÐzontai ta qronik� diast mata apì th met�bash apì thn
epibr�dunsh sthn epit�qunsh mèqri s mera stic dÔo eikìnec, kai na epilèxei �llh
tim  gia thn par�metro A0 pou ja dÐnei Â0 = 70 km

s·Mpc
. Sumperasmatik� loipìn ka-

talabaÐnoume ìti eÐnai dunatìn na petÔqoume ìlec tic basikèc sunj kec pou èqoume
jèsei gia autì to montèlo me kat�llhlo fine-tuning twn diafìrwn stajer¸n.

4.5.7 Kataskeu  lÔshc me th mèjodo Picard, gia n = 3

Par� to ìti petÔqame gia n = 1 na èqoume sÔmptwsh me ta parathrhsiak� stoiqeÐa
pou epijumoÔsame, axÐzei na doÔme thn efarmog  thc Ðdiac mejìdou se montèla me
perissìterec epiplèon diast�seic. To kÐnhtro gia mia tètoia melèth èqei perissìtero
na k�nei me tic jewrÐec pou qrei�zontai se mikroskopikì epÐpedo gia na exhghjoÔn
di�forec parathr seic, ìpwc gia par�deigma h jewrÐa qord¸n, pou en gènei eis�goun
perissìterec thc mÐac epiplèon diast�seic.

Ja parousi�soume thn Ðdia mèjodo efarmosmènh se èna montèlo me n = 3 epi-
plèon diast�seic, gia tic opoÐec jewroÔme kb = 0. Prin parousi�soume ta sqetik�
diagr�mmata, efistoÔme thn prosoq  sthn omoiìthta pou parousi�zetai sta qara-
kthristik� autoÔ tou montèlou se sÔgkrish me autì gia n = 1, k�ti pou se èna
bajmì eÐnai anamenìmeno èqontac dei tic poiotikèc omoiìthtec stic fasikèc kampÔlec
kai gia tic dÔo peript¸seic. Den prèpei na per�sei aparat rhth h praktik  taÔtish
twn apotelesm�twn me thn perÐptwsh gia n = 1 pou parousi�same mìlic, me timèc
twn paramètrwn w pou brÐskontai kont� gia ta dÔo aut� montèla (gia n = 1 epi-
lèxame wa = −0.44 kai wb = −1.5 en¸ gia n = 3 ja epilèxoume wa = −0.5 kai
wb = −1.57).
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4.6 Sumper�smata

Apì ta ìsa eÐdame se autì to kef�laio sun�goume ìti h eisagwg  epiplèon diast�-
sewn, mèsw thc apl c epèktashc thc metrik c apì th jewrÐa Kaluza-Klein, èqei
isqurì antÐktupo sto pwc exelÐssontai oi lÔseic twn exis¸sewn Friedmann. 'Omwc
o trìpoc me ton opoÐo autì sumbaÐnei den eÐnai jemitìc, par� mìno se sugkekrimènec
om�dec peript¸sewn. EÐdame ìti gia na eÐnai èna tètoio montèlo apodektì prèpei
na ikanopoieÐtai ènac arijmìc apì sunj kec, en¸ idiaÐterh prosoq  prèpei na dojeÐ
sthn isodÔnamh eikìna pou ja prèpei na antilambanìmaste emeÐc san tetradi�statoi
parathrhtèc.

Se meg�lo mèroc thc bibliografÐac pou asqoleÐtai me to sugkekrimèno trìpo
epèktashc thc KosmologÐac, oi apait seic pou tÐjentai èqoun na k�noun me ta ex c:

• H stajeropoÐhsh twn epiplèon diast�sewn prèpei na èqei epèljei nwrÐc kai
na diathreÐtai se ìlh thn exèlixh tou SÔmpantoc, ìpwc kai h smÐkruns  touc,
¸ste na mhn eÐnai antilhptèc apì em�c.

• Oi par�metroi w sun jwc jewroÔntai stajerèc, epilègontai de me tètoio trì-
po ìtan den eÐnai stajerèc (p.q. [13]), pou eÐte èqoun akrib¸c thn Ðdia tim 
(wa = wb), eÐte lamb�noun timèc pou antistoiqoÔn se  dh gnwst  fusik .
Sth men pr¸th perÐptwsh sqedìn ìlec oi prosp�jeiec apotugq�noun na pe-
rigr�youn tic parathr seic, en¸ sth deÔterh, pou uponoeÐ ìti o lìgoc thc
epit�qunshc mporeÐ na brejeÐ mìno apì th melèth enìc megalÔterou se arij-
mì diast�sewn SÔmpantoc, pou kat� ta �lla èqei thn Ðdia Ôlh (kai thn Ðdia
Fusik ), epitugq�nei na perigr�yei met�bash apì epibr�dunsh se epit�qunsh
se k�poiec peript¸seic, me kat�llhlh epilog  thc morf c twn w.

• H anaparagwg  twn epituqi¸n thc Klassik c KosmologÐac, ìpwc h epoq 
kuriarqÐac thc aktinobolÐac pou odhgeÐ sthn isotropÐa thc Mikrokumatik c
Kosmik c AktinobolÐac Upob�jrou klp, analamb�noun kentrikì rìlo sthn
kataskeu  aut¸n twn montèlwn.

'Opwc èqei gÐnei  dh antilhptì, gia ta plaÐsia aut c thc ergasÐac oi parap�nw
apait seic qal�rwsan, me basikìtero skopì na exetasteÐ to kat� pìso up�rqei
opoiod pote sen�rio sta plaÐsia miac KosmologÐac Kaluza-Klein pou ikanopoieÐ ta
parathrhsiak� dedomèna arqÐzontac apì s mera kai phgaÐnontac proc ta pÐsw, mia
dunatìthta pou mac dÐnetai mèsw thc mejìdou Picard. H qal�rwsh twn sunjhk¸n
pou epib�lame èqei na k�nei me th {stajeropoÐhsh} twn epiplèon diast�sewn thn
opoÐa kat' arq n apaitoÔme mìno gia s mera, all� kuriìtera, me ta eÐdh thc exwtik c
Ôlhc pou epitrèpoume na zoun stouc ek�stote upìqwrouc.

Gia to lìgo autì melet same to sÔsthma twn epektamènwn exis¸sewn Frie-
dmann analutik�, apotèlesma tou opoÐou  tan na brejoÔn mia om�da eidik¸n lÔse-
wn all� kai na kataskeuasteÐ h genik  lÔsh sto q¸ro twn f�sewn, sthn perÐptwsh
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pou oi par�metroi w eÐnai stajerèc. Apì thn antÐstoiqh melèth, eÐdame ìti autom�-
twc apokleÐontai k�poiec perioqèc gia tic dunatèc timèc twn w gia lìgouc sunèpeiac,
all� kai ìti eÐnai dunatìn, me mình thn upìjesh ìti oi par�metroi Hubble phgaÐnoun
sto 0 me ton Ðdio rujmì, na doÔme ìti h genik  lÔsh emfanÐzei apì èna shmeÐo kai
met� taÔtish me mia apì tic eidikèc lÔseic thc.

Aut  h parat rhsh mac epètreye na efarmìsoume mia eidik  perÐptwsh thc pro-
seggistik c mejìdou Picard gia mia om�da peript¸sewn ¸ste na broÔme th genik 
lÔsh sto q¸ro twn qrìnwn. H meg�lh qrhsimìthta autoÔ eÐnai ìti, an kaneÐc p�ei
na melet sei arijmhtik� to prìblhma autì, me tic Ðdiec arqikèc sunj kec, sunant�ei
meg�lh duskolÐa sto na xeper�sei th qrìnik  perÐodo sthn opoÐo ek twn ustèrwn,
kai mèsw thc epituqhmènhc efarmog c thc mejìdou Picard, blèpoume ìti antistoiqeÐ
se mia arket� apìtomh met�ptwsh thc tim c thc paramètrou q. Epiplèon, lìgw thc
analutik c thc fÔshc, mac epitrèpei na bg�loume perissìtera sumper�smata gia
to pwc ephre�zoun oi timèc twn diafìrwn paramètrwn thn exèlixh tou sust matoc
(gia par�deigma h dunatìthta na epib�loume th qronik  stigm  kat� thn opoÐa to
sÔsthma mac ja èqei anwmalÐa mèsw twn paramètrwn w).

EÐdame me qr sh aut c thc mejìdou, gia n = 1, ìti eÐnai dunatìn, me tic pio
eÔkola epiteÔximec sunj kec pou epib�lame, na sumperilhfjoÔn poiotik� ta pio
shmantik� dedomèna thc dunamik c KosmologÐac, qwrÐc tautìqrona na apèqoume
shmantik� stic akribeÐc timèc touc en¸ ek tou apotelèsmatoc f�nhke ìti kai me
megalÔterh eleujerÐa stic dunatèc timèc twn w de mporoÔme na p�roume akrib¸c
stajerèc epiplèon diast�seic gia ìlh th di�rkeia thc exèlixhc tou SÔmpantoc. EÐnai
de shmantikì to ìti ek twn ustèrwn f�nhke ìti h epilog  twn shmerin¸n tim¸n gia
to q kai to A0 thc pl rouc 3 + n+ 1 eikìnac na sumpÐptoun me tic parathroÔmenec
thc tetradi�stathc eikìnac, eÐnai en polloÐc dikaiologhmènh apì th stajerìthta
tou par�gonta klÐmakac b(t). Epiplèon, f�nhke apì thn kataskeu  tou montèlou
gia n = 3 me kb = 0, ìti o arijmìc twn epiplèon diast�sewn den all�zei poiotik� ta
apotelèsmata, ìtan epib�loume tic Ðdiec sunj kec pou jèloume na ikanopoioÔntai
s mera, sqetik� me thn epit�qunsh kai th stajeropoÐhsh tou eswterikoÔ q¸rou.
H diaforopoÐhsh metaxÔ twn peript¸sewn, èggutai sto ìti aux�nontac to n gÐnetai
pio dÔskolo na epiteuqjeÐ h sunj kh stajeropoÐhshc, en¸ all�zoun elafr¸c kai
oi perioqèc twn tim¸n twn w pou eÐnai sunepeÐc me th genik  lÔsh.

Epiplèon, mèsw thc isodÔnamhc eikìnac stic 4 diast�seic mporoÔme na antilh-
fjoÔme ìti to na p�roume stajerèc katastaikèc exis¸seic sthn 3 + n + 1 eikìna,
de sunep�getai ìti ènac tetradi�statoc parathrht c ja prèpei na blèpei stajer 
thn kosmik  katastatik  exÐswsh, kaj¸c aut  en gènei ja metab�lletai, an meta-
b�lletai o par�gontac klÐmakac b(t). Sthn pragmatikìthta m�lista aut  eÐnai kai
h genikìterh perÐptwsh, h opoÐa ìmwc parousi�zei polÔ megalÔterh duskolÐa sto
na antistoiqhjeÐ me thn tetradi�stath eikìna, lìgw thc poluplokìthtac sthn èk-
frash tou b(t) pou lamb�noume apì th mèjodo Picard. BebaÐwc eÐnai p�nta dunatì
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na k�nei kaneÐc kat� perioqèc proseggÐseic gia th morf  tou b(t) pou ja epitrèyoun
arket� axiìpista sumper�smata.

Sumperasmatik�, deÐxame ìti eÐnai dunatìn mia KosmologÐa pou epekteÐnetai ka-
t� Kaluza-Klein na èqei k�poia epituqÐa sthn prosp�jeia na antikatast sei thn
klassik  KosmologÐa, me basikìtero kìstoc mia megalÔterh eleujerÐa stic timèc
twn paramètrwn w, dhlad  stic katastatikec exis¸seic, pou asfal¸c dhmiourgeÐ
erwthmatik� sqetik� me to poia ja mporoÔse na eÐnai h fÔsh thc Ôlhc pou qarakth-
rÐzetai apì tètoiec timèc. H Ôparxh nèac Fusik c melet�tai se meg�lo bajmì ìqi
mìno sta plaÐsia thc KosmologÐac all�, kuriìtera, sta plaÐsia twn jewri¸n Stoi-
qeiwd¸n SwmatÐwn, ìpou m�lista h epèktash kat� Kaluza-Klein shmei¸nei arketèc
epituqÐec. Gia par�deigma, ènac upoy fioc gia th skotein  Ôlh pou, ìpwc eÐdame,
apaiteÐtai sthn KosmologÐa gia na exhg sei th stajeìthta twn meg�lwn dom¸n,
prokÔptei sta plaÐsia twn epekt�sewn Kaluza-Klein abÐasta, wc to pr¸to mode
tou fwtonÐou.

Shmei¸noume tèloc, ìti h parap�nw mèjodoc èqei efarmosteÐ jewr¸ntac gia
ta w ìti den èqoun qronik  ex�rthsh. EÐnai loipìn profanèc ìti ta apotelèsmata
mporeÐ na eÐnai teleÐwc diaforetik�, an up�rqei k�poioc xeqwristìc mhqanismìc
met�ptwshc,   exèlixhc, stic katastatikèc exis¸seic. K�ti tètoio ìmwc prokaleÐ
polÔ megalÔterh duskolÐa sthn efarmog  thc mejìdou pou qrhsimopoi jhke gia
thn paroÔsa ergasÐa.

Anaforèc KefalaÐou

[6],[7],[8],[9],[10],[11],[12],[13],[16]



Par�rthma

SÔmbash metrik c: {−,+,+,+}

TaqÔthta Fwtìc: c = 1

Shmerin  tim  paramètrou Hubble: H0 ≈ 70
km

s ·Mpc

∂µ =
∂

∂xµ

F, F̂ : to antikeÐmeno F sthn 3 + n+ 1 kai sthn tetradi�stath eikìna antÐstoiqa

Ḟ =
dF

dt
(t: o qrìnoc sthn 3 + n+ 1eikìna)

F̀ =
dF

dt̂
(t̂: o qrìnoc sthn tetradi�stath eikìna)
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