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ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ

Η παρούσα διπλωματική εργασία εκπονήθηκε στα πλαίσια
απόκτησης του μεταπτυχιακού τίτλου ειδίκευσης και το
περιεχόμενο της βασίζεται στη μελέτη των χώρων Banach,

χώροι που συναντώνται τόσο στη Συναρτησιακή και
Πραγματική Ανάλυση όσο και γενικότερα στη Θεωρία
Τελεστών. Ιδιαίτερα σημαντική ήταν η συμβολή του

Επιβλέποντος κ. Σοφοκλή Μερκουράκη, Καθηγητή στο
Τμήμα Μαθηματικών της Σχολής Θετικών Επιστημών του
Εθνικού και Καποδιστριακού Πανεπιστημίου Αθηνών. Η
καθοδήγησή του συνέβαλε καθοριστικά στην αρτιότερη

παρουσίαση και επιτυχή ολοκλήρωση της εργασίας αυτής
και για αυτόν τον λόγο τον ευχαριστώ θερμά.

Εκφράζω τις ευχαριστίες μου και προς τους Καθηγητές του
τμήματος Μαθηματικών της σχολής Θετικών Επιστημών, κ.
Γεώργιο Κουμουλλή και κ. Απόστολο Γιαννόπουλο, για τη
συμμετοχή τους στην τριμελή συμβουλέυτική επιτροπή.
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Εισαγωγή

Ένα από τα πιο γνωστά και σημαντικά αποτελέσματα για την δομή των
χώρων Hilbert είναι ότι κάθε κλειστός υπόχωρος χώρου Hilbert είναι συμπλη-
ρωματικός σε αυτόν (μέσω μίας φραγμένης ορθογώνιας προβολής).
Το αντικείμενο αυτής της εργασίας είναι το αποκαλούμενο στην βιβλιογρα-
φία, ”πρόβλημα του συμπληρωματικού υποχώρου”, το οποίο θέτει το αντί-
στροφο ερώτημα. Δηλαδή, αν ένας (απειροδιάστατος) χώρος Banach κάθε
κλειστός υπόχωρος του οποίου είναι συμπληρωματικός στον X είναι ισο-
μορφικός με ένα χώρο Hilbert.
Το πρόβλημα του συμπληρωματικού υποχώρου τέθηκε από διάφορους ερευ-
νητές μεταξύ των οποίων οι Banach (ο οποίος μάλλον το έθεσε πρώτος στο
[1] και Grothendieck (ο οποίος στο [3] είκασε θετική απάντηση). Βέβαια θα
πρέπει να πούμε ότι η απάντηση στο πρόβλημα αυτό ήταν γνωστή ήδη από
τις δεκαετίες 30 και 40, για συγκεκριμένους (κλασικούς) χώρους Banach
όπως οι Lp, ℓp, (1 ≤ p < ∞, p ̸= 2), c0 και ℓ∞ (πρβλ τα άρθρα [7], [8]), [2],
αφού όλοι οι παραπάνω χώροι αποδείχθηκε ότι έχουν κλειστούς μη συμπλη-
ρωματικούς υποχώρους. (Επίσης οι χώροι Banach της μορφής C (K), όπου
K άπειρος συμπαγής Hausdorff, περιέχουν μη συμπληρωματικό υπόχωρο,
αφού περιέχουν ισομορφικά τον c0.)
Τελικά στο πρόβλημα του συμπληρωματικού υποχώρου δόθηκε θετική απά-
ντηση από τους Lindenstrauss και Tzafriri το 1971 στο [4]. Στην παρούσα
εργασία πρόκειται να παρουσιάσουμε αποδείξεις αυτού του αποτελέσμα-
τος.
Η διάρθρωση της εργασίας έχει ως εξής: Το πρώτο κεφάλαιο περιέχει κά-
ποια (προκαταρκτικά) αποτελέσματα και ορισμούς εννοιών, τα οποία είναι
απαραίτητα για την ανάπτυξη του θέματος μας. Το δεύτερο κεφάλαιο είναι
αφιερωμένο στην απόδειξη μίας ειδικής περίπτωσης του προβλήματος του
συμπληρωματικού υποχώρου, όπου υποθέτουμε ότι ο χώρος Banach X για
τον οποίο τίθεται το ερώτημα έχει unconditional βάση. Η απόδειξη αυτής
της ειδικής περίπτωσης παρουσιάζει αρκετό ενδιαφέρον, καθώς χρησιμο-
ποιεί σημαντικά αποτελέσματα όπως του Zippin (για την ομογένεια των
βάσεων των ℓp, 1 ≤ p < ∞ και c0) και των Lindenstrauss-Tzafriri (χαρα-
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κτηρισμός των ℓp, 1 ≤ p < +∞ και c0 μέσω συμπληρωματικών υποχώρων
παραγόμενων από block βασικές ακολουθίες μίας unconditional βάσης).
Το τρίτο κεφάλαιο περιέχει την απόδειξη της γενικής περίπτωσης του προ-
βλήματος του συμπληρωματικού υποχώρου. Ουσιαστικά δίνονται δύο απο-
δείξεις στο πρόβλημα, η πρώτη από τις οποίες είναι η αυθεντική απόδειξη
των Lindenstrauss και Tzafriri από το άρθρο τους [L-T] του 1971. Αξίζει
να σημειωθεί ότι και οι δύο αποδείξεις χρησιμοποιούν ένα πεπερασμένων
διαστάσεων αποτέλεσμα, δηλαδή το Θεώρημα του Dvoretzky για χώρους
Banach. Η διαφορά των δύο αποδείξεων έγκειται στον βαθμό και την έκταση
εμπλοκής του θεωρήματος Dvoretzky στην απόδειξη.
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Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικά

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε βασικές έννοιες απο την συναρτη-
σιακή ανάλυση, την θεωρία μέτρου όπως και κάποια βασικά εργαλεία που
είναι χρήσιμα στην ανάπτυξη της θεωρίας που απαιτείται για να καταλή-
ξουμε στα βασικά αποτελέσματα.

1.1 Στοιχεία Συναρτησιακής Ανάλυσης

Στην εργασία αυτή όταν αναφερόμαστε σε ένα χώρο Banach X θα εννο-
ούμε ότι είναι απειροδιάστατος χώρος Banach επί του σώματος των πραγ-
ματικών αριθμών (ανάλογα αποτελέσματα προκύπτουν και στην περίπτωση
που τον θεωρήσουμε πάνω απο το σώμα τον μιγαδικών αριθμών). Θα συμ-
βολίζουμε με BX=(η μοναδιαία μπάλα) και SX=(η μοναδιαία σφαίρα) τα
σύνολα {x : ∥x∥ ≤ 1} και {x : ∥x∥ = 1} αντίστοιχα. Αν (xn)

∞
n=1 είναι μία

ακολουθία στον X θα συμβολίζουμε με ⟨xn⟩∞n=1 την γραμμική θήκη και με
[xn]

∞
n=1 την κλειστή γραμμική θήκη (για την περίπτωση πεπερασμένης ακο-

λουθίας θα γράφουμε [xn]
k
n=1). Με τον όρο υπόχωρος ενός χώρου με νόρμα

θα εννοούμε κλειστό διανυσματικό υπόχωρο.
Ιδιαίτερη σημασία θα δώσουμε στους κλασσικούς χώρους

• ℓp =
{
(an)

∞
n=1 : an ∈ R ∀n ∈ N και

∑∞
n=1 |an|p < ∞

}
, 1 ≤ p < ∞, με την

νόρμα ∥ · ∥p όπου
∥∥(an)∞n=1

∥∥
p
=

(∑∞
n=1 |an|p

) 1
p

γίνονται διαχωρίσιμοι

χώροι Banach.

• c0 =
{
(an)

∞
n=1 : an ∈ R ∀n ∈ N και limn→∞ an = 0

}
, με την νόρμα ∥ · ∥∞

όπου
∥∥(an)∞n=1

∥∥
∞ = supn {|an|} γίνεται διαχωρίσιμος χώρος Banach.

• ℓ∞ =
{
(an)

∞
n=1 : an ∈ R ∀n ∈ N και supn |an| < ∞

}
, με την νόρμα ∥ · ∥∞

όπου
∥∥(an)∞n=1

∥∥
∞ = supn {|an|} γίνεται χώρος Banach.
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Για κάθε n ∈ N συμβολίζουμε με en την δίτιμη ακολούθια πραγματικών
αριθμών που ορίζεται ως εξής

en(k) =

1 , k = n

0 , k ̸= n

Μερικοί σημαντικοί χώροι πεπερασμένης διάστασης οι οποίοι θα μας απα-
σχολήσουν στην παρούσα εργασία είναι οι εξής:
Αν m ∈ N και 1 ≤ p ≤ ∞. Ο χώρος Banach ℓmp ορίζεται ως ο διανυσματικός
χώρος Rm με νόρμα

∥(a1, a2, · · · , am)∥p =

(
m∑

n=1

|an|p
)
.

Αντίστοιχα ορίζεται και ο ℓm∞. Εύκολα ελέγχεται ότι οι ℓmp , 1 ≤ p < ∞ και ℓm∞
ταυτίζονται με κλειστούς υποχώρους των ℓp και ℓ∞.

Γενικότερα θεωρούμε τους χώρους:

ℓp
(
X
)
=
{
(xn)

∞
n=1 ⊂ X :

∞∑
n=1

∥xn∥p < ∞
}
, 1 ≤ p < ∞, (1.1)

ℓ∞
(
X
)
=
{
(xn)

∞
n=1 ⊂ X : sup

n

∥xn∥ < ∞
}
, (1.2)

c0
(
X
)
=
{
(xn)

∞
n=1 ⊂ X : lim

n→∞
∥xn∥ = 0

}
. (1.3)

Όπου X χώρος Banach, με τις προφανείς νόρμες.
Επίσης, αν (Xn)

∞
n=1 είναι μία ακολουθία χώρων Banach, θεωρούμε τον χώρο

ℓp (Xn) που αποτελείτε από όλες τις ακολουθίες {(xn)
∞
n=1 : xn ∈ Xn, ∀n ∈ N}

έτσι ώστε (∥xn∥)∞n=1 ∈ ℓp, τον οποίο εφοδιάζουμε με την νόρμα

∥x∥ = ∥(∥xn∥)∞n=1∥p.

Ανάλογα ορίζεται και ο χώρος c0 (Xn). Ιδιαιτέρως, θα μας απασχολήσουν οι
χώροι ℓp

(
ℓn2
)
και c0

(
ℓn2
)
, n ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞.

Εν συνεχεία, αν X είναι ένας διαχωρίσιμος χώρος Banach, τότε θα υπάρχει
πάντα ακολουθία (μάλιστα γραμμικών ανεξάρτητων) διανυσμάτων (xn)

∞
n=1

στον X τέτοια ώστε X = [xn]
∞
n=1 και αντίστροφα αν υπάρχει ακολουθία

(xn)
∞
n=1 στον X τέτοια ώστε X = [xn]

∞
n=1 τότε ο X θα είναι διαχωρίσιμος και

το σύνολο {xn : n ∈ N} θα λεγεται ολικό.
Τέλος, δίνουμε τον όρισμό του ε− δικτύου και κάνουμε μία αναφορά σε

μερικά στοιχειώδη αποτελέσματα που θα αποδειχθούν σημαντικά εργαλεία
για την ολοκλήρωση αυτής της εργασίας.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ

Ορισμός 1.1.1. Έστω X ένας χώρος με νόρμα και A ένα υποσύνολο του X.
Μία πεπερασμένη ακολουθία (xk)

m
n=1 ⊂ A λέγεται ε− δίκτυο στο A, όπου

ε > 0 αν για κάθε x ∈ A υπάρχει k με 1 ≤ k ≤ m έτσι ώστε ∥x− xk∥ < ε.

Πρόταση 1.1.1. Εστω X ένας n-διάστατος χώρος με νόρμα. Τότε για κάθε
ε > 0 υπάρχει ε− δίκτυο στην SX όπως και στην BX .

Λήμμα 1.1.1. Έστω X χώρος Banach. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα.
(i) Ένα φραγμένο δίκτυο (xa)a∈A ⊂ X συγκλίνει ασθενώς στο x ∈ X αν και
μόνο αν ισχυεί x∗(xa) → x∗(x) για κάθε x∗ ∈ D, όπου D είναι ένα ολικό
υποσύνολο του X∗.

(ii) Ένα φραγμένο δίκτυο (x∗
a)a∈A ⊂ X∗ συγκλίνει ασθενώς∗ στο x∗ ∈ X∗ αν

και μόνο αν ισχυεί x∗
a(x) → x∗(x) για κάθε x ∈ D, όπου D είναι ένα ολικό

υποσύνολο του X.

1.1.1 Γραμμικοί Τελεστές

Όσον αναφορά γραμμικούς τελεστές μεταξύ δύο χώρων Banach X και
Y , αν T : X → Y είναι ένας γραμμικός τελεστής οι έννοιες φραγμένος και
συνεχής γραμμικός τελεστής θα είναι ταυτόσημες και στην περίπτωση που
Y = R (T : X → R) ο T θα λέγεται γραμμικό συναρτησοειδές. Αν τώρα
T : X → Y ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής τότε μπορούμε να ορίσουμε
τον συζυγή τελεστή T ∗ : Y ∗ → X∗ από την σχέση y∗ → y∗◦T , ο οποίος εύκολα
έπεται ότι είναι φραγμένος με νόρμα ∥T ∗∥ = ∥T∥. Αν ο T είναι γραμμικός,
φραγμένος, 1− 1 και επί του Y τότε και ο αντιστροφος του T−1 είναι επίσης
φραγμένος (Θεώρημα ανοικτής απεικόνισης). Τότε θα λέμε ότι ο T είναι
ισομορφισμός και οι X και Y θα λέγονται ισομορφικοί και θα γράφουμε
X ≃ Y . Αν ο T είναι γραμμική ισομετρία (∥T (x)∥ = ∥x∥) του X επί του Y

τότε θα λέμε ότι οι X και Y είναι ισομετρικοί χώροι. Στην περίπτωση που
για έναν γραμμικό τελεστή P : X → X με είκόνα έναν υπόχωρο Z του X

(όπου X χώρος Banach) ισχυεί P (Px) = P (x),∀x ∈ X τότε θα λέμε ότι ο
P είναι προβολή επί του Z. αν επιπλέον η προβολή P είναι φραγμένη τότε
ο υπόχωρος Z θα λέγεται συμπληρωματικός. Στη συνέχεια αναφέρουμε την
έννοια της βέλτισης προβολής.

Ορισμός 1.1.2. Έστω X ένας χώρος Banach και Y ένας υπόχωρος του. Μία
προβολή P : X → X επί του Y λέγεται βέλτιστη ή ελαχιστική προβολή αν
για κάθε άλλη προβολή P̃ : X → X επί του Y ισχυεί

∥P∥ ≤ ∥P̃∥.

Το επόμενο θεώρημα έπεται από γεγονός ότι σε χώρους πεπερασμένης
διάστασης η μοναδιαία σφαίρα είναι συμπαγής.
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Θεώρημα 1.1.1. Έστω X ένας χώρος Banach και Y ένας πεπερασμένης
διάστασης υπόχωρος του. Τότε υπάρχει βέλτιστη προβολή P : X → X επί
του Y .

Το επόμενο απλό Λήμμα είναι χρήσιμο σε αυτή την εργασία.

Λήμμα 1.1.2. Έστω X και Y δύο χώροι Banach και T : X → Y ένας
ισομορφισμός επί του Y. Αν X1 είναι ένας συμπληρωματικός υπόχωρος
του X τότε και ο T (X1) θα είναι συμπληρωματικός υπόχωρος του Y.

1.1.2 Βάσεις και Auerbach βάσεις

Είμαστε έτοιμοι να δώσουμε τον ορισμό της βάσης.

Ορισμός 1.1.3.

(i) Έστω X ένας χώρος Banach. Μία ακολουθία (en)
∞
n=1 θα λέγεται βάση (ή

βάση Schauder) του X αν για κάθε x ∈ X υπάρχει μοναδική ακολουθία
πραγματικών αριθμών (an)

∞
n=1 τέτοια ώστε

x =
∞∑
n=1

anen.

Τα an θα τα λέμε συντεταγμένες του x.

(ii) Αν (ek)∞k=1 είναι μία βάση του X , τότε για κάθε n ∈ N ο γραμμικός τελε-

στής Pn : X → X με Pn

(∑∞
k=1 akek

)
=
∑n

k=1 akek θα λέγεται κανονική

προβολή.

Σχόλιο 1.1.1. Δεν πρέπει να γίνεται σύγχυση της βάσης συμφωνα με τον
ορίσμό που δώσαμε με την έννοια της βάσης Hamel ή οποιαδήποτε άλλης
βάσης. Έιναι διαφορετικά αντικείμενα και όταν χρειαζόμαστε την έννοια της
Hamel βάσης θα το λέμε ρητά.
Παρατήρηση 1.1.1. Εύκολα από την μοναδικότητα γραφής του x =

∑∞
k=1 akek

έπεται ότι η (ek)
∞
k=1 είναι γραμμικά ανεξάρτητη.

Ορισμός 1.1.4. Μία βάση (en)
∞
n=1 σε ένα χώρο Banach X θα λέγεται:

(i) Κανονικοποιημένη, αν ∥en∥ = 1,∀n ∈ N

(ii) Ημικανονικοποιημένη, αν υπάρχουν θετικές σταθερές c1, c2 έτσι ώστε
c1 ≤ ∥en∥ ≤ c2, ∀n ∈ N.

Παράδειγμα 1.1.1. Θεωρούμε την ακολουθία (en)
∞
n=1 όπου en είναι η δίτιμη

ακολουθία πραγματικών όπως ορίστηκε παραπάνω, τότε είναι άμεσο ότι η
(en)

∞
n=1 είναι μία κανονικοποιημένη βάση για τους χώρους ℓp, 1 ≤ p < ∞ και

c0, και θα την λέμε κανονική βάση.
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Πρόταση 1.1.2. Έστω (en)
∞
n=1 μία βάση σε ένα χώρο με νόρμα X. Οι

κανονικές προβολές της (en)
∞
n=1 ικανοποιούν τα εξής:

(i) dim
(
Pn

(
X
))

= n,

(ii) PnPm = PmPn = Pmin {n,m},

(iii) limn Pn(x)
∥·∥
= x, ∀x ∈ X.

Πρόταση 1.1.3. Έστω (en)
∞
n=1 μία βάση σε ένα χώρο με Banach X. Οι

κανονικές προβολές της (en)
∞
n=1 είναι ομοιόμορφα φραγμένες.

Ορισμός 1.1.5. Έστω (en)
∞
n=1 μία βάση σε ένα χώρο Banach X. Θα λέμε

ότι η ποσότητα supn ∥Pn∥ είναι η σταθερά της βάσης (en)
∞
n=1 και θα την

συμβολίζουμε με bc{ei}.
Επιπλέον θα λέμε ότι η (en)

∞
n=1 είναι μονότονη αν bc{ei} ≤ 1.

Παρατήρηση 1.1.2. Επειδή οι Pn είναι προβολές θα έχουμε ότι ∥Pn∥ ≥ 1 για
κάθε n ∈ N, κατά συνέπεια θα έχουμε πάντα bc{ei} ≥ 1.

Ορισμός 1.1.6. Έστω (en)
∞
n=1 μία βάση σε ένα χώρο με Banach X και μία

ακολουθία (fn)
∞
n=1 ⊂ X∗ φραγμένων γραμμικών συναρτησοειδών στον X.

Τα fn, n ∈ N, λέγονται διορθογώνια συναρτησοειδή ως προς την (en)
∞
n=1 αν

ισχυεί
fi(ej) = δij για κάθε i.j ∈ N.

Εν συνεχεία βλέπουμε ότι αν (en)∞n=1 είναι μία βάση σε έναν χώρο Banach
τότε (επειδή ∀x ∈ X υπάρχει μοναδική ακολουθία πραγματικών αριθμών
(ak)

∞
k=1 με την ιδιότητα x =

∑∞
k=1 akek), μπορούμε για κάθε n ∈ N να ορίσουμε

απεικονισεις e∗n : X → R με e∗n

(∑∞
k=1 akek

)
= an όπου εύκολα βλέπουμε ότι

ορίζονται καλά και είναι γραμμικές. Επιπλέον ισχυεί

|e∗n(x)|∥en∥ =
∥∥e∗n(x)en∥∥ =

∥∥Pn(x)−Pn−1(x)
∥∥ ≤

∥∥Pn(x)
∥∥+∥∥Pn−1(x)

∥∥ ≤ 2 sup
k

{∥Pk∥} ∥x∥.

και άρα ∣∣e∗n(x)∣∣ ≤ 2 supk ∥Pk∥
∥en∥

∥x∥, x ∈ X.

Συνεπώς

∥e∗n∥ ≤ 2bc{(ei)∞i=1}
∥en∥

, n ∈ N.

Έχουμε λοιπόν αποδείξει την επόμενη πρόταση.

Πρόταση 1.1.4. Έστω X χώρος Banach με βάση (en)
∞
n=1. Η μοναδική ακο-

λουθία (e∗n)
∞
n=1 που ορίσθηκε παραπάνω είναι ακολουθία διορθογώνιων συ-

ναρτησοειδών ως προς την βάση (en)
∞
n=1.

9



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ

Ορισμός 1.1.7. Μία ακολουθία (ek)
∞
k=1 σε έναν χώρο Banach θα λέγεται

βασική, αν είναι βάση για τον υπόχωρο [ek]
∞
k=1 του X.

Σχόλιο 1.1.2. Σε αυτή την εργασία βασική ακολουθία θα είναι πάντα μία
ακολουθία που θα ικανοποιεί τον παραπάνω ορισμό, αν θέλουμε να ανα-
φερθούμε σε μία ακολουθία (xn)

∞
n=1 σε έναν μετρικό χώρο X η οποία είναι

”βασική” με την έννοια ότι είναι Cauchy θα το αναφέρουμε ρητά.

Πρόταση 1.1.5. Μία ακολουθία (en)
∞
n=1 μη-μηδενικών στοιχείων σε έναν

χώρο Banach X είναι βασική αν και μόνο αν υπάρχει μία θετική σταθερά
C τέτοια ώστε ∥∥∥∥ m∑

k=1

akek

∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥ n∑
k=1

akek

∥∥∥∥
για κάθε ακολουθία πραγματικών αριθμών (ak)

∞
k=1 και κάθε m,n ∈ N με

m ≤ n.

Παρατήρηση 1.1.3. Έστω (ek)
∞
k=1 βασική ακολουθία σε ένα χώρο με Banach

X. Παρατηρούμε ότι ∥∥∥∥ m∑
k=1

akek

∥∥∥∥ ≤ bc{ei}
∥∥∥∥ n∑

k=1

akek

∥∥∥∥
και άρα η σταθερά της βάσης ικανοποιεί αυτήν την ανισότητα. Είναι εύκολο
να διαπιστώσουμε ότι η bc{ei} είναι η ελάχιστη σταθερά η οποία ικανοποιεί
την παραπάνω ανισότητα.

Ορισμός 1.1.8. Δύο βάσεις (xn)
∞
n=1 και (yn)

∞
n=1 σε χώρους Banach X και

Y αντίστοιχα, λέγονται ισοδύναμες και γράφουμε (xn)
∞
n=1 ∼ (yn)

∞
n=1 , αν

για κάθε ακολουθία πραγματικών αριθμών ικανοποιείται η εξής ιδιότητα: η
σειρά

∑∞
n=1 anxn συγκλίνει αν και μόνο αν η σειρά

∑∞
n=1 anyn συγκλίνει.

Η έννοια της ισοδυναμίας δύο βασικών ακολουθίων είναι αρκετά ισχυρή
ώστε να μας δώσει ισομορφισμό για τους αντίστοιχους χώρους που παρά-
γουν. Συγκεκριμένα με μία απλή εφαρμογή του θεωρήματος του κλειστού
γραφήματος παίρνουμε το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 1.1.2. Έστω δύο βασικές ακολουθίες (xn)
∞
n=1 και (yn)∞n=1 σε χώ-

ρους Banach X και Y αντίστοιχα, τότε αυτές είναι ισοδύναμες αν και μόνο
αν υπάρχει ισομορφισμός T : [xn]

∞
n=1 → [yn]

∞
n=1 τέτοιος ώστε Txn = yn, ∀n ∈

N.

Το προηγούμενο θεώρημα ισοδυναμεί με το επόμενο αποτέλεσμα.

Πόρισμα 1.1.1. Έστω δύο βασικές ακολουθίες (xn)
∞
n=1 και (yn)∞n=1 σε χώ-

ρους Banach X και Y αντίστοιχα, τότε αυτές είναι ισοδύναμες αν και

10
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μόνο αν υπάρχει σταθερά C > 0 τέτοια ώστε για όλες τις ακολουθίες
(an)

∞
n=1 ∈ c00 να ισχύει

C−1

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akyk

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ ∞∑

k=1

akxk

∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akyk

∥∥∥∥.
Σχόλιο 1.1.3. Αν C = 1 (όπου C η σταθερά στο παραπάνω πόρισμα) τότε
λέμε ότι οι (xn)

∞
n=1 και (yn)∞n=1 είναι ισομετρικά ισοδύναμες.

Ορισμός 1.1.9. Έστω (en)
∞
n=1 μία βάση σε ένα χώρο με Banach X. θεωρούμε

(pn)
∞
n=1 μία γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών και θέτουμε p0 =

0. Αν (an)∞n=1 είναι μία ακολουθία πραγματικών αριθμών, τότε μία ακολουθία
από μή-μηδενικά διανύσματα (un)

∞
n=1 στον X της μορφής

un =

pn∑
j=pn−1+1

ajej

λέγεται block βασική ακολουθία της (en)∞n=1.

Εν συνεχεία θα δείξουμε ότι μία block βασική ακολουθία είναι όντως
βασική.

Λήμμα 1.1.3. Έστω (en)
∞
n=1 μία βάση σε ένα χώρο με Banach X με σταθερά

βάσης K. Αν (uk)
∞
k=1 είναι μία block βασική ακολουθία της (en)

∞
n=1, τότε η

(uk)
∞
k=1 είναι βασική ακολουθία με σταθερά βάσης ≤ K.

Απόδειξη. Έστω un =
∑pn

j=pn−1+1 ajej, n ∈ N μία block βασική ακολουθία της
(en)

∞
n=1, Τότε, αν (an)

∞
n=1 ∈ c00 και m,n ∈ N τέτοιοι ώστε m ≤ n θα έχουμε∥∥∥∥ m∑

k=1

bkuk

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ m∑
k=1

bk

pk∑
j=pk−1+1

ajej

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ m∑
k=1

pk∑
j=pk−1+1

bkajej

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ pm∑
j=1

cjej

∥∥∥∥, oπoυ, cj = ajbk, pk−1 ≤ j ≤ pk

≤ K

∥∥∥∥ pn∑
j=1

cjej

∥∥∥∥
≤ K

∥∥∥∥ n∑
k=1

bkuk

∥∥∥∥.
Ορισμός 1.1.10. Μία βασική ακολουθία (xn)

∞
n=1 σε ένα χώρο Banach X λέγε-

ται συμπληρωματική αν ο υπόχωρος [xn]
∞
n=1 του X είναι συμπληρωματικός

στον X.
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Παρατήρηση 1.1.4. Έστω (xn)
∞
n=1 μία συμπληρωματική βασική ακολουθία

σε ένα χώρο Banach X. Θέτουμε Y = [xn]
∞
n=1 και θεωρούμε P : X → Y ⊆ X

μία προβολή. Αν (x∗
n)

∞
n=1 ⊂ Y ∗ είναι τα διορθογώνια συναρτησοειδή ως προς

την βάση (xn)
∞
n=1, τότε αφενός μπορούμε να τα επεκτείνουμε από το Hahn

Banach στον X∗ έτσι ώστε να διατηρούν την νόρμα τους, αφετέρου μπορούμε
να τα επεκτείνουμε μέσω της προβολής P θέτοντας u∗

n = x∗
n ◦P και τότε για

κάθε x ∈ X θα έχουμε

P (x) =
∞∑
n=1

u∗
n(x)xn.

(πρβλ [5], σελ. 12)

Τέλος αναφερόμαστε στην έννοια της Auerbach βάσης.

Ορισμός 1.1.11. Έστω X χώρος Banach πεπερασμένης διάστασης ίσης με n.
Μία κανονικοποιημένη βάση Hamel (ei)ni=1 του X λέγεται βάση Auerbach, αν
υπάρχουν διορθογώνια γραμμικά συναρτησοειδή (fi)

n
i=1 ως προς την βάση

(ei)
n
i=1 τέτοια ώστε

∥fi∥ = 1, ∀i ∈ {1, · · · , n}.

Θεώρημα 1.1.3 (Auerbach). Κάθε πεπερασμένης διάστασης χώρος Banach
έχει Auerbach βάση.

Από το θεώρημα του Auerbach έπεται μάλλον εύκολα το ακόλουθο απο-
τέλεσμα.

Πρόταση 1.1.6. Έστω X χώρος Banach και Y ένας πεπερασμένης διάστα-
σης υπόχωρος του X. Υποθέτουμε ότι dimY = n, n ∈ N. Τότε υπάρχει
προβολή P : X → X στον X επί του Y με ∥P∥ ≤ n.

1.1.3 Κλασσικοί χώροι ακολουθιών

Παρατήρηση 1.1.5. Θεωρούμε το χώρο ℓp (ℓ
n
2 ) και για κάθε n ∈ N την κανο-

νική βάση ei,n, i = {1, 2, · · · , n} του ℓn2 . Για κάθε n ∈ N, 1 ≤ i ≤ n το στοιχείο

ei,n έχει φυσιολογικό αντίγραφο στον ℓp (ℓ
n
2 ) ei,n =

0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, ei,n, 0, · · ·


δηλαδή έχουμε

e1,n =

0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, e1,n, 0, · · ·

 =

0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, (1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

), 0, · · ·



e2,n =

0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, e2,n, 0, · · ·

 =

0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, (0, 1, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

), 0, · · ·


12
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... ...

ek,n =

0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, ek,n, 0, · · ·

 =

0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, (0, 0, · · · , 1︸︷︷︸
k

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

), 0, · · ·

 , k ≤ n

... ...

Η ακολουθια {ek,n : n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n} συγκροτεί την κανονική βάση του
ℓp (ℓ

n
2 ).
Η επόμενη πρόταση θα φανεί χρήσιμη για την ολοκλήρωση βασικού απο-

τελέσματος του επόμενου κεφαλαίου. Για την απόδειξη παραπέμπτουμε στα
[9], (σελ. 73) και [5], (σελ. 217).

Πρόταση 1.1.7. Έστω 1 < p < ∞, τότε ο ℓp είναι ισόμορφος με τον χώρο
ℓp (ℓ

n
2 ). (πρβλ. την απόδειξη της prop. 8.3.7 του [5])

Πρόταση 1.1.8. Έστω Xn και Yn ακολουθία χώρων Banach ώστε Yn ⊆
Xn, n ≥ 1. Τότε ο χώρος c0 (Yn) εμφυτέυεται στον c0 (Xn) .

Πρόταση 1.1.9. Ο c0 είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον c0
(
ℓ2

n

∞
)
.

Στη συνέχεια χρειαζόμαστε ένα ωραίο θεώρημα του Pelczynski του οποίου
η απόδειξη στηρίζεται στα επόμενα δύο αποτελέσματα (τα οποία και αυτά
οφείλονται στον Pelczynski.) (πρβλ [5] σελ 33-35)

Πρόταση 1.1.10. Κάθε απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος Y του ℓp, 1 ≤
p < ∞ περιέχει κλειστό υπόχωρο Z έτσι ώστε ο Z να είναι ισομορφικός με
τον ℓp και συμπληρωματικός στον ℓp. Το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει και για
τον c0.

Θεώρημα 1.1.4. Έστω X και Y χώροι Banach τέτοιοι ώστε ο X να ειναι
ισομορφικός με συμπληρωματικό υπόχωρο του Y και ο Y να είναι ισομορ-
φικός με συμπληρωματικό υπόχωρο του X. Αν υποθέσουμε ότι X ≈ c0 (X)

ή X ≈ ℓp (X), για κάποιο 1 ≤ p < ∞ τότε ο X είναι ισομορφικός με τον
Y .

Από τα δύο αυτά αποτελέσματα παίρνουμε το επόμενο Θεώρημα.

Θεώρημα 1.1.5 (Pelczynski-1960). Κάθε απειροδιάστος συμπληρωματικός
υπόχωρος Y του ℓp, 1 ≤ p < ∞, είναι ισομορφικός με τον ℓp. Το ίδιο ισχύει
και για τον c0.
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Ο χώρος ℓ1 έχει μία καθολική ιδιότητα σε σχέση με τους διαχωρίσιμους
χώρους Banach, όπως φαίνεται από το επόμενο Θεώρημα. Από το Θεώρημα
αυτό έπεται (μάλλον) εύκολα ότι οX περιέχει μη συμπληρωματικό υποχώρο.
(πρβλ [5] σελ 36-37)

Θεώρημα 1.1.6. Έστω X ένα διαχωρίσιμος χώρος Banach. Τότε υπάρχει
φραγμένος γραμμικός τελεστής S : ℓ1 → X επί του X. Μάλιστα ο X είναι
ισομετρικός με τον χώρο ℓ1/kerS.

1.1.4 Περι σύγκλισης σειρών

Ορισμός 1.1.12. Έστω X ένας χώρος με νόρμα. Μία ακολουθία (xn)
∞
n=1 στον

X θα λέγεται ασθενώς Cauchy αν για κάθε x∗ ∈ X∗ η ακολουθία (x∗(xn))
∞
n=1

συγκλίνει στο R.

Ορισμός 1.1.13. Έστω (xn)
∞
n=1 μία ακολουθία σε ένα χώρο Banach . Η τυ-

πική σειρά
∑∞

n=1 xn στον X λέγεται unconditional συγκλίνουσα, αν η σειρά∑∞
n=1 xπ(n)

συγκλίνει για κάθε μετάθεση π του N.

Λήμμα 1.1.4. Έστω (xn)
∞
n=1 μία ακολουθία σε ένα χώρο Banach X. Τα

επόμενα είναι ισοδύναμα:

(a) Η
∑∞

n=1 xn συγκλίνει unconditionally.

(b) Για κάθε γνήσια αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)
∞
k=1 η σειρά∑∞

k=1 xnk
συγκλίνει.

(c) Για κάθε ακολουθία προσήμων (εn)
∞
n=1 (δηλαδή εn = 1 ή εn = −1, ∀n ≥

1). Η σειρά
∑∞

n=1 εnxn συγκλίνει

(d) Για κάθε ε > 0 υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε αν F είναι ένα πεπερασμένο
υποσύνολο του {n+ 1, n+ 2, · · · , } τότε∥∥∥∥∥∑

i∈F

xi

∥∥∥∥∥ < ε.

Ορισμός 1.1.14. Μία σειρά
∑∞

k=1 xk σε ένα χώρο Banach X λέγεται
ασθενώς unconditional Cauchy ή ασθενώς unconditional συγκλίνουσα αν για
κάθε x∗ ∈ X∗ η σειρά

∑∞
k=1 |x∗(xk)| συγκλίνει.

Πρόταση 1.1.11. Έστω μία σειρά
∑∞

n=1 xn σε ένα χώρο Banach X η οποία
συγκλίνει unconditionally σε κάποιο x ∈ X, Tότε

i
∑∞

n=1 xπ(n)
= x για κάθε μετάθεση π του N.
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ii Η σειρά
∑

n∈A xn συγκλίνει unconditionally για κάθε άπειρο υποσύνολο
A του N. (Εδώ εννοούμε ότι αν A = {n1 < n2 < · · · < nk < · · · τότε η
σειρά

∑∞
k=1 xnk

είναι συγκλίνουσα.)

iii Η σειρά
∑∞

n=1 xn είναι ασθενώς unconditional Cauchy.

Λήμμα 1.1.5. Έστω μία σειρά
∑∞

n=1 xn σε ένα χώρο Banach . Τότε τα
επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Η σειρά
∑∞

n=1 xn είναι ασθενώς unconditional Cauchy.

(ii) Υπάρχει θετική σταθερά C > 0 έτσι ώστε για κάθε (ξn)
∞
n=1 ∈ c00 να

ισχυεί ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

ξnxn

∥∥∥∥∥ ≤ Cmax
n

|ξn|.

(iii) Υπάρχει θετική σταθερά C
′
> 0 έτσι ώστε∥∥∥∥∥∑
n∈F

ϵnxn

∥∥∥∥∥ ≤ C
′

για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του N και για κάθε ακολουθία
προσήμων (ϵn)

∞
n=1.

Παρατήρηση 1.1.6. Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι η σειρά
∑∞

n=1 en είναι
ασθενώς unconditional Cauchy στον c0, όπου (en)

∞
n=1 είναι η κανονική βάση

του c0. Από την άλλη μεριά δεν υπάρχει στοιχείο x ∈ c0 τέτοιο ώστε να ισχυεί
∞∑
n=1

x∗(en) = x∗(x), ∀x∗ ∈ ℓ1.

Επομένως, η σειρά
∑∞

n=1 en δεν είναι ασθενώς συγκλίνουσα, κατά συνέπεια
δεν μπορεί να συγκλίνει unconditionally.

Πρόταση 1.1.12. Έστω
∑∞

n=1 xn μία σειρά σε ένα χώρο Banach X. Τότε η∑∞
n=1 xn είναι ασθενώς unconditional Cauchy αν και μόνο αν υπάρχει φραγ-

μένος γραμμικός τελεστής T : c0 → X τέτοιος ώστε Ten = xn, n ∈ N.

Απόδειξη. Αν η σειρά
∑∞

n=1 xn είναι ασθενώς unconditional Cauchy τότε από
το προηγούμενο Λήμμα ο τελεστής T : c00 → X που ορίζεται απο την σχέση
T ((ξn)

∞
n=1) =

∑∞
n=1 ξnxn είναι c0-norm φραγμένος. Τώρα επειδή ο (c00, ∥ · ∥∞)

είναι είναι πυκνός στον c0, ο T επεκτείνεται σε φραγμένο γραμμικό τελεστή
T : c0 → X διατηρώντας την νόρμα.
Για το αντίστροφο, έστω ότι ο T : c0 → X είναι ένας φραγμένος γραμμικός
τελεστής τέτοιος ώστε Ten = xn, ∀n ∈ N. Τότε για κάθε x∗ ∈ X∗ θα έχουμε

∞∑
n=1

|x∗(xn)| =
∞∑
n=1

|x∗ (Ten)| =
∞∑
n=1

|(T ∗(x∗) (en)|.

15



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ

Τώρα από την Παρατήρηση (1.1.6) η σειρά
∑∞

n=1 en είναι ασθενώς unconditional
Cauchy στον c0, κατά συνέπεια η σειρά

∑∞
n=1 |(T ∗(x∗) (en)| συγκλίνει, και έτσι

έπεται το ζητούμενο.

1.1.5 Unconditional βάσεις

Στη συνέχεια θα δούμε ένα είδος βάσης που θα φανεί χρήσιμο σε πολλές
περιπτώσεις.

Ορισμός 1.1.15. Μία βάση (en)∞n=1 σε ένα χώρο Banach λέγεται unconditional
αν για κάθε x ∈ X η σειρά

∑∞
n=1 e

∗
n(x)en είναι unconditional συγκλίνουσα.

Προφανώς η (en)
∞
n=1 είναι unconditional βάση του X αν και μόνο αν η

(eπ(n))
∞
n=1 είναι βάση του X για κάθε μετάθεση π : N → N.

Σχόλιο 1.1.4. Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι οι κανονικές βάσεις των c0, ℓp, 1 ≤
p < ∞ είναι unconditional βάσεις.

Παρατήρηση 1.1.7. Αν (en)
∞
n=1 είναι μία unconditional βάση σε ένα χώρο

Banach τότε για κάθε A ⊂ N ορίζεται γραμμική προβολή PA : X → [ek : k ∈
A] από την σχέση

PA(x) =
∑
k∈A

e∗k(x)ek.

Τώρα με μία απλή εφαρμογή του θεωρήματος Banach-Steinhaus μπορούμε
να πάρουμε ότι για κάθε A ⊂ N η PA είναι φραγμένη. Κατά συνέπεια από
την αρχή ομοιόμορφου φράγματος θα έχουμε ότι η ποσότητα supA⊂N ∥PA∥
είναι πεπερασμένη.

Ορισμός 1.1.16. Έστω (en)
∞
n=1 μία unconditional βάση σε ένα χώρο Banach

. Θεωρούμε το σύνολο των προβολών {PA : A ⊂ N}, τότε η σταθέρα Ks =

supA⊂N ∥PA∥ λέγεται suppression σταθερά της βάσης. Σημειώνουμε ότι για
να ορίστεί αυτή η σταθερά θα πρέπει η βάση (en)

∞
n=1 να είναι unconditional.

Πρόταση 1.1.13. Mία βάση (en)
∞
n=1 είναι unconditional αν και μόνο αν υπάρ-

χει σταθερά C τέτοια ώστε για κάθε N ∈ N και για κάθε a1, a2, · · · , aN ∈ R
ισχύει ∥∥∥∥∥∑

i∈A

aiei

∥∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
για κάθε A με A ⊆ {1, 2, · · · , N}.

Σχόλιο 1.1.5. Εύκολα προκύπτει ότι η ελάχιστη σταθερά που ικανοποιεί την
παραπάνω ανισότητα είναι η suppression σταθερά Ks.

16



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ

Πρόταση 1.1.14. Mία βάση (en)
∞
n=1 είναι unconditional αν και μόνο αν υπάρ-

χει σταθερά K τέτοια ώστε για κάθε N ∈ N και για κάθε a1, a2, · · · , aN , b1, b2, · · · , bN ∈
R που ικανοποιούν την |an| ≤ |bn|, n = 1, 2, · · · , n ισχύει η ανισότητα∥∥∥∥∥

N∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

bnen

∥∥∥∥∥ .
Σχόλιο 1.1.6. Η ελάχιστη σταθερά για την οποία ικανοποιείται η παραπάνω
ανισότητα λέγεται unconditional σταθερά της βάσης και την συμβολίζουμε
με Ku.

Παρατήρηση 1.1.8. Αν bc{ei} είναι η σταθερά της βάσης τότε είναι άμεσο
ότι 1 ≤ bc{ei} ≤ Ks ≤ Ku ≤ 2Ks. Παρατηρούμε λοιπόν ότι όλες οι παρα-
πάνω ανισότητες ισχύουν για την σταθερά Ku επομένως στα επόμενα αν δεν
χρειαζόμαστε βέλτιστη σταθερά θα χρησιμοποιούμε την σταθερά K = Ku.
Αποδεικνύεται ακόμη ότι η Ku ταυτίζεται με την ελάχιστη σταθερά K ώστε
να ισχύει η ανισότητα ∥∥∥∥∥

N∑
k=1

εkakek

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

akek

∥∥∥∥∥
για κάθε a1, a2, · · · , aN ∈ R και πρόσημα εk = ±1.

1.1.6 Φίλτρα-Υπερφίλτρα

Στη συνέχεια προχωράμε στη μελέτη κάποιων αντικειμένων που θα απο-
δειχθούν στοιχειώδης στην ανάπτυξη της θεωρία μας.

Ορισμός 1.1.17. Έστω I ένα μη κενό σύνολο, ένα φίλτρο επί του I είναι ένα
μη κενό υποσύνολο F του PI το οποίο ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες :

• Το ∅ δεν ανήκει στο F

• Αν A ⊂ B ⊂ I και A ∈ F τότε B ∈ F

• Αν A,B ∈ F τότε A ∩B ∈ F .

Παρατήρηση 1.1.9. Κάθε φίλτρο F επί του I περιέχει αναγκαία το I.

Ορισμός 1.1.18. Μία συνάρτηση f : I → R θα λέμε ότι συγκλίνει στο ξ μέσω του F
αν f−1 (U) ∈ F για κάθε ανοικτό υποσύνολο U του R που περιέχει το ξ. Στην
περίπτωση αυτή θα γράφουμε

lim
F

f(x) = ξ

.
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Θεωρούμε το σύνολο {F ⊂ PI : το F είναι φίλτρο} τότε αυτό είναι ένα
είναι μερικά διατεταγμένο σύνολο μέσω της σχέσης ”⊆” και είναι άμεσο ότι
από το Λήμμα του Zorn μπορούμε να βρούμε μεγιστικά στοιχεία.

Ορισμός 1.1.19. Ένα υπερφίλτρο U επί του συνόλου I , είναι ένα φίλτρο το
οποίο είναι μεγιστικό ως προς την σχέση ”⊆” του περιέχεσθαι. Δηλαδή, αν
F φίλτρο επί του I και U ⊆ F τότε U = F . Από το Λήμμα του Zorn (δηλαδή
το αξίωμα της επιλογής) έπεται εύκολα ότι κάθε φίλτρο περιέχεται σε ένα
υπερφίλτρο.

Παρατήρηση 1.1.10. Τα υπερφίλτρα χαραχτηρίζονται απο την παρακάτω
ιδιότητα :

Αν A ∈ PI τότε είτε A ∈ U ή Ã = I − A ∈ U .

Λήμμα 1.1.6. Έστω U ένα υπερφίλτρο τότε κάθε φραγμένη συνάρτηση
f : I → R συγκλίνει μέσω του U.

Σχόλιο 1.1.7. Σε αυτήν την εργασία θα μας απασχολήσουν τα υπερφίλτρα
πάνω από το N. Συγκεκρίμένα, θεωρούμε :

(i) Τα φίλτρα Fn = {A : n ∈ A}, n ∈ N. Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι
τα Fn είναι υπερφίλτρα τα οποία ονομάζουμε κύρια υπερφίλτρα,

(ii) Tο φίλτρο F∞ = {A : ∃n ∈ N : [n,∞) ⊂ A} των συμπεπερασμένων
υποσυνόλων το οποίο ονομάζεται φίλτρο Frechet. Όσον αναφορά την
σύγκλιση μίας ακολουθίας (xn)

∞
n=1 ⊆ R σε ένα x ∈ R μέσω του F∞,

παρατηρούμε ότι
lim
n→∞

xn = x ⇔ lim
F∞

xn = x.

Τώρα παρατηρούμε ότι κάθε υπερφίλτρο στο N που δεν είναι κύριο πε-
ριέχει το φίλτρο Frechet. Η ύπαρξη μη κύριων υπερφίλτρων στο N έπεται
εφαρμόζοντας το Λήμμα του Zorn στο φίλτρο Frechet.

1.1.7 Πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα

Ορισμός 1.1.20 (Απόσταση Banach-Mazur).

Έστω X και Y δύο χώροι Banach οι οποίοι είναι μεταξύ τους ισόμορφοι.
Η ποσότητα

d(X,Y ) = inf
{
∥T∥∥T−1∥ : ο T : X → Y είναι ισομορφισμός

}
λέγεται απόσταση Banach-Mazur.
Σχόλιο 1.1.8. Έστω X και Y και Z χώροι Banach οι οποίοι είναι μεταξύ
τους ισόμορφοι. Τότε

d(X,Y ) ≤ d(X,Z)d(Y, Z).
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Λήμμα 1.1.7. Έστω n ∈ N

(i) Αν p > 2, τότε d
(
ℓn2 , ℓ

n
p

)
= n

1
2
− 1

p .

(ii) Αν p < 2, τότε d
(
ℓn2 , ℓ

n
p

)
= n

1
p
− 1

2 .

Πρόταση 1.1.15. Έστω n ∈ N και 1 < p < ∞, p ̸= 2, τότε οι κανονικές
βάσεις των ℓp και ℓp(ℓn2 ) δεν είναι ισοδύναμες.

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι οι χώροι ℓp και ℓp (ℓn2 ) είναι ισόμορφοι. (προτ.
1.1.7). Υποθέτουμε για να καταλήξουμε σε άτοπο, ότι οι κανονικές βάσεις
τους είναι ισοδύναμες. Τότε οι βάσεις αυτές συνδέονται με μία διπλή ανι-
σότητα όπως στο Πόρισμα (1.1.1) για κάποια σταθερά C > 0. Επειδή ο ℓN2
περιέχεται ισομετρικά στον ℓp(ℓN2 ) ∀N ≥ 1 ( ℓN2 = ⟨e1,1, e1,2, · · · , e1,N⟩, δηλαδή
ο ℓN2 ”εμφανίζεται” πάνω στην κανονική βάση του ℓp(ℓ

N
2 )) έπεται ότι ∀N ∈ N

μπορούμε να βρούμε στοιχεία en1 , en2 , · · · , enN
της κανονικής βάσης του ℓp

ώστε
1

C

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

aieni

∥∥∥∥∥
p

≤ C

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
2

.

Από την ανισότητα αυτή έπεται για την απόσταση Banach-Mazur των ℓN2 και
ℓNp ότι

d(ℓN2 , ℓ
N
p ) ≤ C2, N ≥ 1.

Είναι τώρα σαφές ότι η τελευταία ανισότητα αντιφάσκει με τον υπολογισμό
της ποσότητας d(ℓN2 , ℓNp ) που δίνεται από το Λήμμα (1.1.7).

Ορισμός 1.1.21. Έστω X και Y δύο απειροδιάστατοι χώροι Banach. Θα λέμε
ότι ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y αν για κάθε υπόχωρο
πεπερασμένης διάστασης E του X και κάθε ϵ > 0 υπάρχει πεπερασμένης
διάστασης υπόχωρος F του Y με dimF = dimE, και ισομορφισμός T : E → F

που ικανοποιεί την σχέση ∥T∥∥T−1∥ < 1 + ϵ, δηλαδή d(E,F ) < 1 + ϵ.

Παρατήρηση 1.1.11. Στον ορισμό (1.1.21) μπορούμε να υποθέσουμε ότι ∥T∥ =

1 και ∥T−1∥ < 1 + ϵ αντικαθιστώντας αν χρειαστεί τον T με κατάλληλο πολ-
λαπλάσιο του.

Πρόταση 1.1.16. Έστω X, Y και Z απειροδιάστατοι χώροι Banach. Αν ο X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y και ο Y , είναι πεπερασμένα
αναπαραστάσιμος στον Z τότε ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος
στον Z.

Ορισμός 1.1.22. Έστω X και Y δύο απειροδιάστατοι χώροι Banach. Θα λέμε
ότι ο X είναι crudely πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y αν υπάρχει
σταθερά λ > 1 έτσι ώστε να ισχυεί η εξής ιδιότητα: Για κάθε υπόχωρο
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πεπερασμένης διάστασης E του X υπάρχει πεπερασμένης διάστασης υπό-
χωρος F του X με dimF = dimE και ισομορφισμός T : E → F για τον οποίο
ισχυεί ∥T∥∥T−1∥ < λ.

Παρατήρηση 1.1.12. Όπως και στην Παρατήρηση (1.1.11) μπορούμε να υπο-
θέσουμε ότι ∥T∥ = 1 και ∥T−1∥ < λ.

Λήμμα 1.1.8. Έστω X ένας διαχωρίσιμος χώρος Banach και (En)
∞
n=1 μία

αύξουσα ακολουθία πεπερασμένης διάστασης υποχώρων του X τέτοια
ώστε ο ∪∞

n=1En να έιναι πυκνός στον X, τότε:

(i) Ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε ένα χώρο Banach Y

αν και μόνο αν για κάθε n ∈ N και ϵ > 0 υπάρχει πεπερασμένης
διάστασης υπόχωρος F του Y με dimF = dimEn και ισομορφισμός
T : En → F που ικανοποιεί την σχέση ∥T∥∥T−1∥ < 1 + ϵ.

(ii) Έστω λ > 1, υποθέτουμε ότι ο X έχει την ιδιότητα: Για κάθε
n ∈ N και ϵ > 0 υπάρχει πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος F του
Y και ισομορφισμός Tn : En → F τέτοιος ώστε να ικανοποιεί την
∥T∥∥T−1∥ ≤ λ. Τότε, για λάθε ϵ > 0 ο X είναι crudely πεπερασμένα
αναπαραστάσιμος στον Y με σταθερά λ+ ϵ.

1.2 Στοιχεία Θεωρίας Μέτρου

1.2.1 Μέτρο Haar και σφαιρικά μέτρα

Έστω X = L(ℓn2 , ℓn2 ) ο διανυσματικός χώρος των γραμμικών τελεστών
T : ℓn2 → ℓn2 (ισοδύναμα ο χώρος των n× n τετραγωνικών πινάκων). Ο X ως
γνωστόν είναι χώρος Banach με νόρμα την ”νόρμα του τελεστή”.
Με GLn συμβολίζουμε εκείνο το υποσύνολο του X το οποίο αποτελείτε από
τους 1−1 γραμμικούς τελεστές. (Ισοδύναμα το σύνολο των n×n πινάκων με
detA ̸= 0.) Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το GLn είναι με την σύνθεση απεικο-
νίσεων (ισοδύναμα με το γινόμενο πινάκων) μία ομάδα. Η GLn ονομάζεται
γενική γραμμική ομάδα. Περαιτέρω η GLn είναι τοπικά συμπαγής (μετρικο-
ποιήσιμη και διαχωρίσιμη) τοπολογική ομάδα, αφού οι πράξεις της ομάδας
είναι συνεχείς και η GLn ανοικτό υποσύνολο του X. Μία ενδιαφέρουσα για
εμάς συμπαγής υποομάδα της GLn είναι η υποομάδα On των ορθογώνιων
τελεστών T : ℓn2 → ℓn2 , δηλαδή αυτών οι οποίοι διατηρούν το εσωτερικό γινό-
μενο. (Ισοδύναμα των n× n πινάκων ώστε Aτ = A−1.)
Η ορθογώνια ομάδα On ως συμπαγής (μετρικοποιήσιμη) τοπολογική ομάδα
φέρει ένα μοναδικό κανονικοποιημένο μέτρο Haar.
Ακολούθως περιγράφουμε σύντομα τις ιδιότητες του μέτρου Haar σε μία
τοπικά συμπαγή (μετρικοποιήσιμη και διαχωρίσιμη) τοπολογική ομάδα.
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Έστω G μία τοπικά συμπαγής Hausdorff τοπολογική ομάδα και B (G) η
Borel σ-άλγεβρα της. Αν g είναι ένα στοιχείο της G και S ένα υποσύνολο της
G, ορίζουμε

• Αριστερή μεταφορά
gS = {gs : s ∈ S}

• Δεξιά μεταφορά
Sg = {sg : s ∈ S}

Οι δεξιές και αριστερές μεταφορές στελνουν τα Borel σε Borel.
Ένα μέτρο µ στην Borel σ-άλγεβρα της G θα λέγεται αριστερά αναλλοίωτο
ως προς τις μεταφορές, αν για κάθε g ∈ G και S Borel υποσύνολο της G

ισχυεί
µ (gS) = µ (S)

ενώ ενα μέτρο µ στην Borel σ-άλγεβρα της G θα λέγεται δεξιά αναλλοίωτο
ως προς τις μεταφορές, αν για κάθε g ∈ G και S Borel υποσύνολο της G

ισχυεί
µ (Sg) = µ (S)

Θεώρημα 1.2.1. Έστω G τοπικά συμπαγής μετρικοποιήσιμη και διαχωρί-
σιμη τοπολογική ομάδα, τότε υπάρχει ένα θετικά ορισμένο, μη τετριμμένο
μέτρο (µ ̸= 0), στην Borel σ-άλγεβρα της G το οποίο ικανοποιεί τις ακό-
λουθες ιδιότητες.

• To μέτρο µ είναι αριστερά αναλλοίωτο ως προς τις μεταφορές.

• µ (K) < ∞ για κάθε συμπαγές K υποσύνολο της G.

• Για κάθε Borel υποσύνολο E της G ισχυεί

µ (E) = inf {µ (U) : E ⊂ U, Uανοιχτό}

και
µ (E) = sup {µ (K) : K ⊂ E, Kσυμπαγές}

Το µ ονομάζεται μέτρο Haar επί της G. Το µ είναι ουσιαστικά μοναδικό,
με την έννοια ότι κάθε άλλο μέτρο ν επί της G που ικανοποιεί τις παρα-
πάνω ιδιότητες είναι της μορφής ν = cµ, όπου c θετική σταθερά. (Φυσικά
υπάρχει και ένα μέτρο Haar επί της G το οποίο είναι δεξιά αναλλοίωτο.)

Στη συνέχεια θεωρούμε την μοναδιαία σφαίρα Sn−1 του ευκλείδιου χώρου
Rn όπου με τη γεωδαισιακή μετρική (ή την μετρική της ευκλείδιας νόρμας)
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γίνεται συμπαγής μετρικός χώρος. Η Sn−1 γίνεται επίσης χώρος μέτρου πι-
θανότητας με το μοναδικό αναλλοίωτο ως προς του ορθογώνιους μετασχη-
ματισμούς μέτρο Borel σ, όπου το σ ορίζεται από την σχέση

σ (A) =
vol({sx : x ∈ A, 0 ≤ s ≤ 1})

vol (Bn
2 )

, για κάθε Borel A ⊂ Sn−1.

Το σ ονομάζεται σφαιρικό μέτρο. Το σφαιρικό μέτρο σ έχει μία πολύ καλή
σχέση με το μέτρο Haar πάνω από την ορθογώνια ομάδα On. Συγκεκριμένα
ισχυεί το επόμενο θεώρημα

Θεώρημα 1.2.2. Έστω On η ορθογώνια ομάδα του ευκλείδιου χώρου Rn

και µ το κανονικοποιημένο μέτρο Haar επί της On. Τότε για κάθε x ∈ Sn−1

και κάθε Borel A ⊂ Sn−1 έχουμε

µ ({U ∈ On : U(x) ∈ A}) = σ (A) .

1.3 Το θεώρημα του Dvoretzky

Ορισμός του ελλειψοειδούς. Έστω X n-διάστατος χώρος Banach. Ένα
ελλειψοειδές στον X είναι η εικόνα (ή η μεταφορά της εικόνας) της μο-
ναδιαίας μπάλας Bℓn2

μέσω ενός γραμμικού και 1− 1 τελεστή T : ℓn2 → X.
Ας υποθέσουμε ότι E = T

(
Bℓn2

)
⊆ BX . Ταυτίζουμε αλγεβρικά τον X με τον

Rn χρησιμοποιώντας μία βάση Hamel του X και τότε ο όγκος του E ορίζεται
με την βοήθεια της ορίζουσας του (πίνακα που αντιστοιχεί στον) τελεστή
T : Rn → Rn ως εξής.

volE
volBℓn2

= |detS|.

Από την συμπάγεια της μοναδιαίας σφαίρας σε χώρους πεπερασμένης
διάστασης αποδεικνείεται ότι υπάρχει μοναδικός ισομορφιμός T : Rn → X

τέτοιος ώστε

vol
(
T
(
Bℓn2

))
= sup {vol

(
S
(
Bℓn2

))
: S : ℓn2 → X, ισομορφισμός, ∥S∥ ≤ 1}.

Το ελλειψοειδές
(
T
(
Bℓn2

))
που επάγεται από τον T λέγεται ελλειψοειδές του

John και είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου που περιέχεται στην BX .
Έστω τώρα E ένα ελλειψοειδές στον X και S : ℓn2 → X ο ισομορφιμός από
τον οποίο επάγεται το E . Μπορούμε, μέσω του S, να δώσουμε στον X μία
δομή εσωτερικού γινομένου από την σχέση ⟨x, y⟩ = ⟨S−1x, S−1y⟩ , x, y ∈ X.
Συνεπώς, σε κάθε ελλειψοειδές E στον X αντιστοιχεί ένα εσωτερικό γινόμενο
και κατ΄ επέκταση μία νόρμα.

Πρόταση 1.3.1 (John). Έστω X n-διάστατος χώρος με Banach, τότε d (X, ℓn2 ) ≤√
n.
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Πρόταση 1.3.2 (Dvoretzky-Rogers). Έστω X ένας n-διάστατος χώρος με
νόρμα και ∥ · ∥E η επαγόμενη από το ελλειψοειδές του John νόρμα στον
X. Τότε υπάρχει ορθοκανονική βάση (ej)

n
j=1 του χώρου (X, ∥ · ∥E) τέτοια

ώστε
∥ej∥X ≥ 1

4
, j ≤ n

2
+ 1.

Αν ∥ · ∥X είναι μία νόρμα στον Rn, θεωρούμε την μέση τιμή της συνάρτησης
g(x) = ∥x∥ στην Sn−1

M =

∫
Sn−1

∥x∥Xdσ(x).

Σχόλιο 1.3.1. Αποδεικνύεται ότι το ολοκλήρωμα αυτό είναι πεπερασμένο,
συνεπώς η μέση τιμή είναι καλά ορισμένη.

Με την βοήθεια της πρότασης (1.3.2) παίρνουμε το επόμενο αποτέλεσμα.

Πρόταση 1.3.3. Έστω ∥ · ∥X μία νόρμα στον Rn τέτοια ώστε ∥ · ∥X ≤
∥x∥, x ∈ Rn τότε

M =

∫
Sn−1

∥x∥Xdσ(x) ≥ c1

√
logn
n

όπου c1 ειναι μία απόλυτη σταθερά.

Θα χρειασθούμε στην συνέχεια το παρακάτω Λήμμα.

Λήμμα 1.3.1. Έστω F ένας m-διάστατος χώρος με νόρμα. Θεωρούμε ϵ > 0.
Τότε υπάρχει ϵ-δίκτυο (xi)

N
i=1 στην SF έτσι ώστε

N ≤
(
1 +

2

ϵ

)m

.

Θεώρημα 1.3.1. Έστω ∥ · ∥X μία νόρμα στον Rn με ∥x∥X ≤ ∥x∥. Θεωρούμε
0 < ϵ < 1

3
και M την μέση τιμή της ∥ · ∥X. Αν k ∈ N με k ≤ cM2n ϵ2

| log ϵ|
(όπου c κατάλληλη σταθερά), τότε υπάρχει k-διάστατος υπόχωρος F του
Rn έτσι ώστε

(1− ϵ)M∥x∥ ≤ ∥x∥X ≤ (1 + ϵ)M∥x∥, x ∈ F.

Θεώρημα 1.3.2 (Dvoretzky). Υπάρχει μία θετική σταθερά c τέτοια ώστε
να ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα: Αν n ∈ N, 0 < ϵ < 1

3
και X είναι ένας

n-διάστατος χώρος Banach, τότε για κάθε k με

k ≤ c logn ϵ2

| log ϵ| ,

ο X περιέχει υπόχωρο F με dimF = k και d(ℓk2, F ) < 1 + ϵ
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Παρατήρηση 1.3.1. Έστω X είναι ένας απειροδιάστατος χώρος Banach και
έστω 0 < ϵ < 1

3
και k ∈ N. Παίρνουμε n ∈ N τέτοιο ώστε k ≤ c logn ϵ2

| log ϵ| και
θεωρούμε n-διάστατο υπόχωρο Y του X ,τότε το θεώρημα του Dvoretzky
μας δίνει έναν k-διάστατο υπόχωρο F του Y (και άρα του X) τέτοιο ώστε
d(ℓk2, F ) < 1+ ϵ. Δηλαδή, αν X είναι απειροδιάστατος χώρος Banach τότε για
N επαρκώς μεγάλο και ∀ ϵ > 0 ο X περιέχει υπόχωρο Y με dimY = N και
d(Y, ℓN2 ) ≤ 1 + ϵ.

Για τις αποδείξεις των αποτελεσμάτων αυτής της παραγράφου παραπέμ-
πτουμε στα [5], σελ 292-301 και [10].
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Κεφάλαιο 2

Το Πρόβλημα του
Συμπληρωματικού Υποχώρου για
χώρους με unconditional βάση.

2.1 Το Πρόβλημα του Συμπληρωματικού Υποχώρου στην
ειδική περίπτωση που ο χώρος έχει uncondotional Βάση

Στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύουμε μία ειδική περίπτωση του προβλήμα-
τος του συμπληρωματικού υποχώρου. Δηλαδή αποδεικνύουμε ότι το πρό-
βλημα έχει θετική απάντηση αν ο χώρος Banach X (κάθε κλειστός υπόχω-
ρος του οποίου είναι συμπληρωματικός σε αυτόν) έχει unconditional βάση.
Βασικά εργαλεία για αυτή την απόδειξη, τις αποδείξεις των οποίων θα πα-
ρουσιάσουμε, είναι τα ακόλουθα αποτελέσματα.

1) Το πολύ σημαντικό θεώρημα του Zippin το οποιο χαρακτηρίζει τις βά-
σεις των c0 και ℓp, 1 ≤ p < ∞ ως τέλεια ομογενείς. θεώρημα (2.1.1)

2) Ένα αποτέλεσμα των Lindenstrauss και Tzafriri το οποίο χαρακτηρίζει
τους c0 και ℓp, 1 ≤ p < ∞, με την χρήση συμπληρωματικών υποχώρων
οι οποίοι παράγονται από block βασικές ακολουθίες μίας unconditional
βάσης του χώρου X. (Θεώρημα 2.1.2). Σημειώνουμε ότι στην απόδειξη
αυτού του αποτελέσματος χρησιμοποιείται το θεώρημα του Zippin.

Τέλος χρησιμοποιείται και το γεγονός ότι οι χώροι c0 και ℓ1 έχουν μη κλει-
στούς συμπληρωματικούς υποχώρους

Ορισμός 2.1.1. Μία block βασική ακολουθία (un)
∞
n=1 μίας βάσης (en)∞n=1,

un =

pn∑
i=pn−1+1

aiei.
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λέγεται block βασική ακολουθια σταθερών συντελεστών (constant coefficient
block basic sequence), αν για κάθε n ∈ N υπάρχει μία σταθερά cn έτσι ώστε
για κάθε i με pn−1 < i ≤ pn να ισχυεί ai = cn ή ai = 0. Δηλαδή

un = cn
∑
i∈An

ei,

όπου An είναι υποσύνολο ακεραίων του
(
pn−1, pn

]
.

Σχόλιο 2.1.1. Θα συμβολίζουμε εν’ συντομία την block βασική ακολουθία
σταθερών συντελεστών (constant coefficient block basic sequence) με c.c.b.b.s
.

Ορισμός 2.1.2. Μία κανονικοποιημένη βάση (en)
∞
n=1 σε έναν χώρο Banach X

λέγεται τέλεια ομογενής (perfectly homogeneous), αν κάθε κανονικοποιημένη
c.c.b.b.s (un)

∞
n=1 της (en)∞n=1 είναι ισοδύναμη με την (en)

∞
n=1.

Παρατήρηση 2.1.1. (i) Από τον ορισμό (2.1.2) έπεται ότι κάθε κανονικο-
ποιημένη τέλεια ομογενής βάση είναι unconditional. Πράγματι, έστω εn
τυχούσα ακολουθία προσήμων. Τότε η (εnen)

∞
n=1 είναι c.c.b.b.s και επο-

μένως ισοδύναμη με την (en)
∞
n=1, από όπου έπεται το συμπέρασμα.

(ii) Επίσης παρατηρούμε ότι κάθε υπακολουθία (ekn)
∞
n=1 της (en)

∞
n=1 είναι

c.c.b.b.s.

Ορισμός 2.1.3. Εστω (en)
∞
n=1 μία τέλεια ομογενής βάση σε έναν χώρο Banach

X. Θα λέμε ότι η (en)
∞
n=1 είναι ομοιόμορφα ισοδύναμη με όλες τις κανονικο-

ποιημένες block βασικές ακολουθίες σταθερών συντελεστών της (en)
∞
n=1, αν

υπάρχει σταθερά M ≥ 1 τέτοια ώστε για κάθε δύο κανονικοποιημένες block
βασικές ακολουθίες σταθερών συντελεστών (un)

∞
n=1 και (vn)∞n=1 της (en)

∞
n=1

να ισχύει,

M−1

∥∥∥∥ n∑
k=1

akuk

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ n∑

k=1

akvk

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ n∑
k=1

akuk

∥∥∥∥
για κάθε πεπερασμένη ακολουθία πραγματικών (ai)

n
i=1 και κάθε n ∈ N.

Λήμμα 2.1.1. Εστω (en)
∞
n=1 μία κανονικοποιημένη τέλεια ομογενής βάση σε

έναν χώρο Banach X. Τότε η (en)
∞
n=1 είναι ομοιόμορφα ισοδύναμη με όλες

τις κανονικοποιημένες c.c.b.b.s της (en)
∞
n=1.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε το Λήμμα για την βασική ακολουθία (en)
∞
n=n0+1

για κάποιο n0 ∈ N. Εστω ότι δεν υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε να ισχύει το
Λήμμα για την (en)

∞
n=n0+1. Πρός απαγωγή σε άτοπο, θα κατασκευάσουμε

επαγωγικά κανονικοποιημένες block βασικές ακολουθίες σταθερών συντε-
λεστών (un)

∞
n=1 και (vn)∞n=1 της (en)

∞
n=1 οι οποίες να μην είναι μεταξύ τους

ισοδύναμες. Για το σκοπό αυτό θέτουμε n1 = 1 και τότε από την άρνηση της
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πρότασης για την (en)
∞
n=n1

και για M = 21, θα υπάρχουν N1 ∈ N, πραγματι-
κοί αριθμοί a11, a12, · · · , a1N1

και κανονικοποιημένες block βασικές ακολουθιές
σταθερών συντελεστών (u1

n)
∞
n=1 και (v1n)∞n=1 της (en)∞n=n1

έτσι ώστε να ισχυεί

είτε,

∥∥∥∥∥
N1∑
k=1

a1kv
1
k

∥∥∥∥∥ > 2

∥∥∥∥∥
N1∑
k=1

a1ku
1
k

∥∥∥∥∥
ή,

∥∥∥∥∥
N1∑
k=1

a1ku
1
k

∥∥∥∥∥ > 2

∥∥∥∥∥
N1∑
k=1

a1kv
1
k

∥∥∥∥∥ .
Συνεχίζοντας, παίρνουμε n2 ∈ N με n2 ≥ max

{
∪N1

k=1(suppu
1
k) ∪ ∪N1

k=1(suppv
1
k)
}

και M = 22, τότε από την άρνηση της πρότασης για την (en)
∞
n=n2

και για
M = 22, θα υπάρχουν N2 ∈ N, πραγματικοί αριθμοί a21, a22, · · · , a2N2

και κανο-
νικοποιημένες block βασικές ακολουθιές σταθερών συντελεστών (u2

n)
∞
n=1 και

(v2n)
∞
n=1 της (en)∞n=n2

έτσι ώστε να ισχυεί

είτε,

∥∥∥∥∥
N2∑
k=1

a2kv
2
k

∥∥∥∥∥ > 22

∥∥∥∥∥
N2∑
k=1

a2ku
2
k

∥∥∥∥∥
ή,

∥∥∥∥∥
N2∑
k=1

a2ku
2
k

∥∥∥∥∥ > 22

∥∥∥∥∥
N2∑
k=1

a2kv
2
k

∥∥∥∥∥ .
Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, βρίσκουμε n1 < n2 < · · · < nλ < · · · και N1 <

N2 < · · · < Nλ < · · · έτσι ώστε για κάθε λ ∈ N, βρίσκουμε πραγματικούς
aλ1 , a

λ
2 , · · · , aλNλ

και κανονικοποιημένες block βασικές ακολουθιές σταθερών
συντελεστών (uλ

n)
∞
n=1 και (vλn)∞n=1 της (en)∞n=nλ

που να ικανοποιούν τις

είτε,

∥∥∥∥∥
Nλ∑
k=1

aλkv
λ
k

∥∥∥∥∥ > 2λ

∥∥∥∥∥
Nλ∑
k=1

aλku
λ
k

∥∥∥∥∥
ή,

∥∥∥∥∥
Nλ∑
k=1

aλku
λ
k

∥∥∥∥∥ > 2λ

∥∥∥∥∥
Nλ∑
k=1

aλkv
λ
k

∥∥∥∥∥ .
Από την κατασκευή μας μπορούμε να επιλέξουμε blocks από κάθε uλ

n, vλn
τα οποία να συγκροτούν ένα ζεύγος από κανονικοποιοιμένες block βασικές
ακολουθίες σταθερών συντελεστών της (en)∞n=1 οι οποίες να μην είναι μεταξύ
τους ισοδύναμες. Έτσι καταλήγουμε σε άτοπο και η απόδειξη είναι πλήρης.

Σχόλιο 2.1.2. Εστω (en)
∞
n=1 μια κανονικοποιημένη βάση σε έναν χώρο Banach

X. Για κάθε n στο N Θα συμβολίζουμε με λ(n) την ποσότητα
∥∥∑n

k=1 ek
∥∥.

Παρατήρηση 2.1.2. Αν (en)
∞
n=1 είναι μια κανονικοποιημένη βάση σε έναν

χώρο Banach X και K είναι η σταθερά της βάσης (en)
∞
n=1 τότε ∀n ∈ N θα
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έχουμε

∥e1∥ ≤ Kλ(n), λ(n) ≤
n∑

k=1

∥ek∥ = n

και έτσι παίρνουμε την σχέση

K−1 ≤ λ(n) ≤ n, n ∈ N

Σημειώνουμε επίσης ότι αν η (en)
∞
n=1 είναι unconditional και K = 1 τότε η(

λ(n)
)∞
n=1

δεν μπορεί να είναι φθίνουσα.

Λήμμα 2.1.2. Εστω (xn)
∞
n=1 μία κανονικοποιημένη, unconditional βάση σε

έναν χώρο Banach X. Αν supn λ(n) = C1 < +∞ τότε η (xn)
∞
n=1 είναι ισοδύ-

ναμη με την κανονική βάση του c0.

Απόδειξη. Έστω K μία unconditional σταθερά της βάσης (xn)
∞
n=1 του X , για

κάθε n ∈ N και επιλογή προσήμων (ϵi)
n
i=1 θα ισχύει∥∥∥∥ n∑

i=1

ϵiei

∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥ n∑
i=1

xi

∥∥∥∥ = Kλ(n) = KC1 = C(K,C1) = C

Οπότε από το Λήμμα (1.1.5) η (xn)
∞
n=1 θα είναι ασθενώς unconditional Cauchy

σειρά και άρα από την Πρόταση (1.1.12) υπάρχει φραγμένος φραμμικός τε-
λεστής T : c0 → X με Ten = xn (όπου σε αυτήν την περίπτωση συμβολίζουμε
με (en)

∞
n=1 την κανονική βάση του c0). Παρατηρούμε τώρα ότι ο T είναι επί

του [xn]
∞
n=1 = X και ότι αν Ty1 = Ty2, y1, y2 ∈ c0 με y1 =

∑∞
n=1 anen, y2 =∑∞

n=1 bnen τότε από την γραμμικότητα και την συνέχεια του T θα έχουμε
∞∑
n=1

bnxn = lim
n→∞

n∑
k=1

bkTek = Ty2 = Ty1 = lim
n→∞

n∑
k=1

akTek =
∞∑
n=1

anxn

οπότε an = bn ∀n ∈ N. Επομένως y1 = y2 και ο T είναι 1−1 το οποίο από το
(Θεώρημα Ανοικτής Απεικόνισης) συνεπάγεται ότι ο T είναι ισομορφίσμός,
και αφού Ten = xn, n ∈ N οι (en)∞n=1 και (xn)

∞
n=1 είναι ισοδύναμες.

Λήμμα 2.1.3. Εστω (en)
∞
n=1 μία κανονικοποιημένη, τέλεια ομογενής βάση

σε έναν χώρο Banach X. Αν M ειναι η σταθερά του Ορισμού (2.1.3), ισχύει,

1

KM2
λ(n)λ(m) ≤ λ(nm) ≤ KM2λ(n)λ(m)

∀m,n ∈ N όπου εδώ με K συμβολίζουμε μία unconditional σταθερά της
βάσης Ku.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι η Μ είναι μία unconditional σταθερά
της βάσης (en)∞n=1 και συνεπώς Ku ≤ M (Πρβλ την παρατήρηση 1.1.8.)
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Θεωρούμε n ∈ N και την οικογένεια

fj =

jn∑
i=(j−1)n+1

ei, j = 1, 2, . . .

η οποία αποτελείται από ξένα μεταξύ τους block της (en)∞n=1 μήκους n. Εστω
cj = ∥fj∥ με j = 1, 2, . . . . Εφαρμόζοντας το Λήμμα (2.1.1) για τις κανονι-
κοποιημένες c.c.b.b.s (uk)

∞
k=1 και (ek)∞k=1 όπου uk = e(j−1)n+k, k = 1, 2, . . ., (η

(uk)
∞
k=1 είναι για δεδομένο j ∈ N υπακολουθία της (en)∞n=1) έχουμε

M−1

∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ n∑

k=1

uk

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥
Επομένως

M−1λ(n) = M−1

∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥ n∑

k=1

e(j−1)n+k

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ jn∑
k=(j−1)n+1

ek

∥∥∥∥
= cj

≤ M

∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥
= Mλ(n)

άρα

1

Mλ(n)
≤ c−1

j ≤ M

λ(n)
, (2.1)

Έστω τώρα m ∈ N και K μία unconditional σταθερά της (en)∞n=1 (π.χ. K = Ku
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ή K = M). Από την Πρόταση (1.1.14) και την ανισότητα (2.1) θα έχουμε

1

KMλ(n)

∥∥∥∥ m∑
j=1

fj

∥∥∥∥ =
1

K

∥∥∥∥ m∑
j=1

1

Mλ(n)
fj

∥∥∥∥
=

1

K

∥∥∥∥ m∑
j=1

jn∑
i=(j−1)n+1

1

Mλ(n)
ei

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥ m∑

j=1

jn∑
i=(j−1)n+1

c−1
j ei

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ m∑
j=1

c−1
j fj

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ m∑
j=1

jn∑
i=(j−1)n+1

c−1
j ei

∥∥∥∥
≤ K

∥∥∥∥ m∑
j=1

jn∑
i=(j−1)n+1

M

λ(n)
ei

∥∥∥∥
= K

∥∥∥∥ m∑
j=1

M

λ(n)
fj

∥∥∥∥
=

KM

λ(n)

∥∥∥∥ n∑
j=1

fj

∥∥∥∥
Εφαρμόζοντας ακόμη μία φορά το Λήμμα (2.1.1) για τις κανονικοποιημέ-

νες c.c.b.b.s (c−1
j fj)

∞
j=1 και (ej)∞j=1 και το m θα πάρουμε την

M−1λ(m) = M−1

∥∥∥∥ m∑
j=1

ej

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ m∑

j=1

c−1
j fj

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ m∑
j=1

ej

∥∥∥∥ ≤ Mλ(m).

άρα (χρησιμοποιώντας και την (2.1))

1

KMλ(n)

∥∥∥∥ m∑
j=1

fj

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ m∑

j=1

c−1
j fj

∥∥ ≤ Mλ(m)

και

M−1λ(m) ≤
∥∥∥∥ m∑

j=1

c−1
j fj

∥∥ ≤ KM

λ(n)

∥∥∥∥ n∑
j=1

fj

∥∥∥∥.
Έπεται ότι

1

KM2λ(n)

∥∥∥∥ m∑
j=1

fj

∥∥∥∥ ≤ λ(m) ≤ KM2

λ(n)

∥∥∥∥ n∑
j=1

fj

∥∥∥∥
και αφού

∥∥∑m
j=1 fj

∥∥ = λ(nm) θα έχουμε

λ(nm)

KM2λ(n)
≤ λ(m) ≤ KM2λ(nm)

λ(n)
.
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Από την οποία έπεται το ζητούμενο.

Παρατήρηση 2.1.3. Θέτοντας όπως μπορούμε K = M στην διπλή ανισότητα
του Λήμματος (2.1.3) παίρνουμε την ανισότητα

1

M3
λ(n)λ(m) ≤ λ(nm) ≤ M3λ(n)λ(m)

την οποία και θα χρησιμοποιούμε στην συνέχεια.
Πριν προχωρήσουμε θα χρειαστούμε το επόμενο Λήμμα το οποίο είναι

γενικού ενδιαφέροντος.

Λήμμα 2.1.4. (i) Εστω (sn)
∞
n=1 μία ακολουθία πραγματικών αριθμών τέτοια

ώστε
sn+m ≤ sn + sm, m, n ∈ N.

Τότε το όριο limn→∞
sn
n

υπάρχει (πιθανώς να είναι −∞) και

lim
→∞

sn
n

= inf
n

sn
n
.

(ii) Εστω (sn)
∞
n=1 μία ακολουθια πραγματικών αριθμών τέτοια ώστε

|sn+m − sn − sm| ≤ 1

για κάθε n,m ∈ N. Τότε υπάρχει πραγματική σταθερά c έτσι ώστε

|sn − cn| ≤ 1, n = 1, 2, . . .

Απόδειξη.

(i) Σταθεροποιούμε n ∈ N. Τότε, κάθε m ∈ N μπορεί να γραφτεί στην
μορφή m = ln + r για κάποιο 0 ≥ l και 0 ≥ r ≥ n. Εφαρμόζοντας
επαγωγικά την υπόθεση παίρνουμε

sln ≤ lsn, sln+r ≤ lsn + sr.

Έτσι
sm
m

=
sln+r

ln+ r
≤ l

ln+ r
sn +

sr
ln+ r

≤ sn
n

+
max0≤r<n (sr)

m
∀m ∈ N

και άρα
lim sup
m→∞

sm
m

≤ sn
n
, ∀n ∈ N.

Οπότε
lim sup
m→∞

sm
m

≤ inf
n

sn
n
.

Επομένως
lim sup

n→∞

sn
n

= lim inf
n→∞

sn
n

= lim
n→∞

sn
n
.

31



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΟΥ ΥΠΟΧΩΡΟΥ ΓΙΑ
ΧΩΡΟΥΣ ΜΕ UNCONDITIONAL ΒΑΣΗ.

(ii) Θέτουμε tn = sn + 1 και un = sn − 1, n ∈ N. Τότε

tn+m = sn+m + 1 ≤ sn + sm + 1 + 1 = (sn + 1) + (sm + 1)

Επίσης από την υπόθεση θα έχουμε 1− sn+m ≤ 1− sn + 1− sm οπότε

−un+m = 1− sn+m ≤ 1− sn + 1− sm = (−un) + (−um).

Άρα από το (i) τα όρια

lim
n→∞

tn
n

= inf
n

tn
n
και lim

n→∞
−un

n
= inf

n
−un

n
υπάρχουν και είναι πεπερασμένα

. Συνεπώς
c = lim

n→∞

tn
n

= lim
n→∞

un

n

και έτσι
c = inf

n

tn
n

= sup
n

tn
n

το οποίο με την σειρά του συνεπάγεται ότι
un

n
≤ c ≤ tn

n

το οποίο άμεσα μας δίνει το ζητούμενο.

Παρατήρηση 2.1.4. Αν η (sn)
∞
n=1 ικονοποιεί την |sn+n − sn − sm| ≤ M όπου

M > 0 τότε είναι άμεσο ότι

|sn − cn| ≤ M, n = 1, 2, . . .

Λήμμα 2.1.5. Εστω (en)
∞
n=1 μία κανονικοποιημένη τέλεια ομογενής βάση σε

έναν χώρο Banach X. Τότε είτε η (en)
∞
n=1 είναι ισοδύναμη με την κανονική

βάση του c0 ή υπάρχει σταθερά C > 0 και 1 ≤ p < ∞ έτσι ώστε

C−1
∣∣A∣∣ 1p ≤

∥∥∥∥∑
k∈A

ek

∥∥∥∥ ≤ C
∣∣A∣∣ 1p .

∀ πεπερασμένο A ⊂ N.

Απόδειξη. Από το Λήμμα (2.1.4) και την Παρατήρηση (2.1.4) υπάρχει στα-
θερά M ≥ 1 ώστε για κάθε k = 0, 1, 2 . . . παίρνοντας m = 2k, n = 2j να
ισχυεί

1

M3
λ(2k)λ(2j) ≤ λ(2k+j) ≤ M3λ(2k)λ(2j).

Έστω h(k) = log2 λ(2k). Από την προηγούμενη ανισότητα παίρνουμε

log2
(

1

M3
λ(2k)λ(2j)

)
≤ log2 λ(2

k+j) ≤ log2
(
M3λ(2k)λ(2j)

)
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άρα
−3 log2M + h(k) + h(j) ≤ h(k + j) ≤ 3 log2M + h(k) + h(j)

επομένως ∣∣h(j) + h(k)− h(k + j)
∣∣ ≤ 3 log2M.

Από το Λήμμα (2.1.4 (ii)) υπάρχει πραγματική σταθερά c έτσι ώστε
∣∣h(k)−

ck
∣∣ ≤ 3 log2M , k = 1, 2, . . . και άρα c = limk→∞

h(k)
k
. Από την Παρατήρηση

(2.1.2) έχουμε ότι K−1 ≤ λ(2k) ≤ 2k ∀ k = 0, 1, 2 . . . και άρα

log2K
−1 ≤ log2 λ(2

k) = h(k) ≤ log2 2
k = k log2 2 = k

όπου K η σταθερά της βάσης (en)∞n=1. Συνεπώς

0 = lim
k→∞

log2K−1

k
≤ lim

k→∞

h(k)

k
= c ≤ 1.

Αν c = 0 θα έχουμε h(k) ≤ 3 log2M άρα λ(2k) ≤ M3 ∀k ∈ N. επειδή, όπως
έχουμε δει, η σταθερά M είναι μία unconditional σταθερά της βάσης (en)∞n=1

(η βάση είναι τέλεια ομογενής), αν n ∈ N τότε

λ(n) =

∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ 2n∑
k=1

ek

∥∥∥∥ = Mλ(2k) ≤ M4,

επομένως, σε αυτή την περίπτωση η
(
λ(n)

)∞
n=1

είναι φραγμένη και άρα από
το Λήμμα (2.1.2) είναι ισοδύναμη με την κανονική βάση του c0.

Στην περίπτωση που 0 < c ≤ 1, υπάρχει p ∈ [1,∞] τέτοιο ώστε c = 1
p
και

τότε
−3 log2M ≤ h(k)− ck ≤ 3 log2M

οπότε
M−3 ≤ λ(2k)2−ck ≤ M3

και άρα
M−32

k
p ≤ λ(2k) ≤ M32

k
p , k ∈ N. (2.2)

Τώρα για κάθε n με 2j−1 ≤ n ≤ 2j θα έχουμε

λ(2j−1) =

∥∥∥∥ 2j−1∑
k=1

ek

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥ = Mλ(n)

και

λ(n) =

∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ 2j∑
k=1

ek

∥∥∥∥ = Mλ(2j)

επομένως
M−1λ(2j−1) ≤ λ(n) ≤ Mλ(2j). (2.3)
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Από αυτό και την (2.2) παίρνουμε

M−4n
1
p2−

1
p ≤ M−42

j
p2−

1
p

= M−1M−32
j−1
p

≤ M−1λ(2j−1)

≤ λ(n)

≤ Mλ(2j)

≤ M42
j
p

= M42
j−1
p 2

1
p

≤ M42
1
pn

1
p

δηλαδή
M−4n

1
p2−

1
p ≤ λ(n) ≤ M42

1
pn

1
p (2.4)

Τέλος, έστω A ένα τυχόν πεπερασμένο υποσύνολο του N, θεωρούμε μία
αρίθμηση

{
q1 < q2 < · · · < q|A|

}
του A και θέτουμε

cn =

1 ,αν n = qk

0 ,αν n ̸= qk,

θέτοντας un = cnen, n ∈ N θα έχουμε∥∥∥∥ q|A|∑
k=1

uk

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∑
k∈A

ek

∥∥∥∥
άρα μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα (2.1.1) για τις κανονικοποιημένες
c.c.b.b.s (uk)

∞
k=1 και (ek)∞k=1 όπου το οποίο θα μας δώσει

M−1λ
(∣∣A∣∣) ≤ ∥∥∥∥∑

k∈A

ek

∥∥∥∥ ≤ Mλ
(∣∣A∣∣) (2.5)

και άρα

M−5|A|
1
p2−

1
p ≤ M−1λ

(∣∣A∣∣)
≤
∥∥∥∥∑

k∈A

ek

∥∥∥∥
≤ Mλ

(∣∣A∣∣)
≤ M52

1
p |A|

1
p

Επομένως για C = C(p) = M42
1
p θα έχουμε το ζητούμενο.

Θεώρημα 2.1.1 (Zippin). Εστω X ένας χώρος Banach και (en)∞n=1 μία κανο-
νικοποιημένη τέλεια ομογενής βάση του X. Τότε η (en)

∞
n=1 είναι ισοδύναμη
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είτε με την κανονική βάση του c0 ή την κανονική βάση του ℓp για κάποιο
1 ≤ p < +∞.

Απόδειξη. Αν η
(
λ(n)

)∞
n=1

είναι φραγμένη ως προς την (en)∞n=1, τότε η (en)
∞
n=1

είναι ισοδύναμη με την κανονική βάση του c0 Λήμμα (2.1.2). Αν η
(
λ(n)

)∞
n=1

είναι μη-φραγμένη μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το προηγούμενο Λήμμα
(2.1.5) για να συμπεράνουμε την την ύπαρξη ενός 1 ≤ p < ∞ έτσι ώστε

C−1
∣∣A∣∣ 1p ≤

∥∥∥∥∑
k∈A

ek

∥∥∥∥ ≤ C
∣∣A∣∣ 1p

για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο A του N.
Υποθέτουμε ότι (ai)ni=1 είναι μία πεπεραμένη ακολουθία πραγματικών αριθ-
μών τέτοια ώστε

∑n
i=1 |ai|p = 1 και |ai|p ∈ Q, i = 1, 2, . . . , n. Οπότε κάθε api

μπορεί να γραφτεί στην μορφή |ai|p = mi

m
όπου mi ∈ N και m ο κοινός πα-

ρανομαστής των ai και
∑n

i=1mi = m.
Εστω E1 το σύνολο των φυσικών αριθμών που ανήκουν στο διάστημα [1,m1]

και για i = 1, 2 . . . , n, έστω Ei το σύνολο των φυσικών αριθμών που ανήκουν
στο διάστημα [m1 +m2 + . . .+mi−1 + 1,m1 +m2 + . . .+mi], τα E1, E2 . . . , En

είναι ξένα μεταξύ τους διαστήματα του N έτσι ώστε
∣∣Ei

∣∣ = mi για κάθε
i = 1, 2 . . . , n. θεωρούμε τώρα την κανονικοποιημένη c.c.b.b.s που ορίζεται
από την σχέση

ui = c−1
i

∑
k∈Ei

ei, i = 1, 2 . . . , n

όπου ci =
∥∥∑

k∈Ei
ek
∥∥. Παρατηρούμε ότι ∑i

k=1 ckuk =
∑mi

k=1 ek.
Εστω i ≥ 1, θεωρούμε την ακολουθία πραγματικών αριθμών (bj)

∞
j=1 με

bj =

1 , j ≥ mi−1

0 , 0 < j < mi−1

και θεωρούμε (vk)
∞
k=1 με vk = bkek τότε αυτή είναι μία κανονικοποιημένη

c.c.b.b.s. και ισχύει ∥
∑mi

k=1 vk∥ =
∥∥∑mi

k=1 emi−1+k

∥∥. Δεδομένου ότι η (en)
∞
n=1

είναι τέλεια ομογενής, από το Λήμμα (2.1.1) υπάρχει σταθερά M με M ≥ 1

ώστε για τις κανονικοποιημένες c.c.b.b.s (ek)∞k=1 και (vk)∞k=1 να ισχυεί

M−1

∥∥∥∥ mi∑
k=1

ek

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ mi∑

k=1

vk

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ mi∑
k=1

ek

∥∥∥∥
και άρα για κάθε 1 ≤ i ≤ n

M−1λ(mi) ≤ ci ≤ Mλ(mi).
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Εφαρμόζοντας το Λήμμα (2.1.5) για A = [1,mi] όπου |A| = |[1,mi]| = mi,
υπάρχουν σταθέρα C > 0 και 1 ≤ p < ∞ έτσι ώστε

C−1
∣∣[1,mi]

∣∣ 1p ≤ λ(mi) ≤ C
∣∣[1,mi]

∣∣ 1p
συνεπώς

C−1M−1m
1
p

i ≤ ci ≤ CMm
1
p

i . (2.6)

Δεδομένου ότι η σταθερά M είναι unconditional σταθερά της βάσης (en)∞n=1,
θα είναι και unconditional σταθερά της block βασικής ακολουθίας (ciui)

∞
i=1,

μπορούμε χρησιμοποιώντας την (2.6) να εφαρμόσουμε την Πρόταση (1.1.14)
για την (ciui)

∞
i=1 και να πάρουμε

1

CM2m
1
p

∥∥∥∥ n∑
i=1

(∑
j∈Ei

ej

)∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

aiui

∥∥∥∥ ≤ CM2 1

m
1
p

∥∥∥∥ n∑
i=1

(∑
j∈Ei

ej

)∥∥∥∥ (2.7)

και επειδή ∥∥∥∥ n∑
i=1

(∑
j∈Ei

ej

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥m1+...+mn∑
i=1

ei

∥∥∥∥ = λ(m)

θα έχουμε
λ(m)

CM2m
1
p

≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

aiui

∥∥∥∥ ≤ CM2λ(m)

m
1
p

και εφαρμόζοντας ακόμη μία φορα το Λήμμα (2.1.5), αυτή τη φορά για το
A = [1,m] προκύπτει C−1m

1
p ≤ λ(m) ≤ Cm

1
p , άρα C−1 ≤ λ(m)

m
1
p

≤ C , συνεπώς

1

C2M2
≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

aiui

∥∥∥∥ ≤ C2M2. (2.8)

Εφαρμόζοντας πάλι το Λήμμα (2.1.1) για τις κανονικοποιημένες c.c.b.b.s
(uk)

∞
k=1 και (ek)∞k=1 θα έχουμε

M−1

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiui

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiui

∥∥∥∥.
Επομένως καταλήγουμε στην σχέση

1

C2M3
≤ 1

M

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiui

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiui

∥∥∥∥ ≤ C2M3. (2.9)

Αρκεί τώρα να παρατηρήσουμε ότι αν (ai)ni=1 είναι μία τυχούσα πεπερασμένη
ακολουθία πραγματικών αριθμών τέτοια ώστε

∑n
i=1 |ai|p = 1, τότε για κάθε

ε > 0 μπορούμε να επιλέξουμε qi ∈
(
ai − ε

n
, ai +

ε
n

)
, i = 1, 2, . . . , n έτσι ώστε
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i=1 q
p
i = 1 και qi ∈ Q, ∀i = 1, 2, . . . , n που να ικανοποιούν την 1

C2M3 ≤∥∥∥∥∑n
i=1 qiei

∥∥∥∥ ≤ C2M3, Από όπου συμπεραίνουμε ότι

1

C2M3
≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥ ≤ C2M3.

Τέλος αφού ο
(
c00, ∥ · ∥p

)
είναι πυκνός στον ℓp, το ζητούμενο θα ισχυεί ∀(ak)∞k=1 ∈

ℓp με
∥∥(ak)∞k=1

∥∥
p
= 1. Το οποίο μας δίνει το ζητούμενο.

Σχόλιο 2.1.3. Πριν προχωρήσουμε στο παρακάτω Λήμμα θα χρειαστούμε
έναν ορισμό ο οποίος θα φανεί χρήσιμος στην απόδειξη του Λήμματος (2.1.6).

Ορισμός 2.1.4. Έστω X χώρος Banach, (xi)
n
i=1 ⊂ X, n ∈ N και το σύνολο

{ n∑
i=1

ϵixi ∈ X : (ϵi)
n
i=1 ∈ {−1, 1}n

}
τότε θα λέμε ότι το στοιχείο

Average
ϵj∈{−1,1}

1≤j≤n

( n∑
i=1

ϵjxi

)
:= 2−n

∑
ϵj∈{−1,1}

1≤j≤n

( n∑
i=1

ϵjxi

)

είναι ο μέσος όρος του συνόλου
{∑n

i=1 ϵixi ∈ X : (ϵi)
n
i=1 ∈ {−1, 1}n

}
.

Λήμμα 2.1.6. Έστω (en)
∞
n=1 μία unconditional βάση σε έναν χώρο Banach X.

Υποθέτουμε ότι (uk)
∞
k=1 είναι μία κανονικοποιημένη block βασική ακολουθία

της (en)
∞
n=1 τέτοια ώστε ο υπόχωρος [uk]

∞
k=1 να είναι συμπληρωματικός

στον X. Τότε υπάρχει προβολή Q : X → X επί του [uk]
∞
k=1 η οποία δίνεται

από την σχέση

Q(x) =
∞∑
k=1

u∗
k(x)uk,

όπου supp(u∗
k) ⊂ supp(uk) ∀k ∈ N.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι

uk =
∑
j∈Ak

ajej,

όπου supp(uk) = Ak. Από την υπόθεση έχουμε φραγμένη προβολή P : X → X
επί του [uk]

∞
k=1. Θεωρούμε επίσης τις προβολές Qk : X → X, k ∈ N επί του

[ej]j∈Ak
που δίνονται από την σχέση

Qkx =
∑
j∈Ak

e∗j(x)ej
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και για κάθε k ∈ N θεωρούμε τους γραμμικούς τελεστές QkPQk : X →
X, k ∈ N. θα δείξουμε ότι ο QkPQk είναι φραγμένη προβολή επί του [uk]

∞
k=1

για κάθε k ∈ N.

• Για να δείξουμε ότι είναι φραγμένος αρκεί να δείξουμε ότι ο Qk, k ∈
N είναι φραγμένος. Αυτό έπεται άμέσως από το γεγονός ότι η βάση
(en)

∞
n=1 είναι unconditional με unconditional σταθεράK και την πρόταση

(1.1.13). Συνεπώς θα έχουμε∥∥Qkx
∥∥ ≤ K

∥∥∥∥ ∞∑
j=1

e∗j(x)ej

∥∥∥∥ = K∥x∥

και άρα ∥∥QkPQk∥ ≤ ∥Qk∥∥P∥∥Qk∥ ≤ K2∥P∥.

• Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι

QkPQkx = QkP (
∑
j∈Ak

e∗j(x)ej)

= Qk(
∑
j∈Ak

e∗j(x)P (ej))

=
∑
i∈Ak

e∗i (x)Qk(P (ei))

άρα αρκεί να δείξουμε ότι Qk (P (ei)) ∈ [uk]
∞
k=1, i ∈ N. Αφού P (ei) ∈

[uk]
∞
k=1, i ∈ N θα υπάρχουν bij ∈ R τέτοια ώστε P (ei) =

∑∞
i=1 b

i
juj, i ∈ N.

Όπου κάνοντας υπολογισμούς εύκολα βλέπουμε ότι

Qk (P (ei)) = bikuk, ∀i ∈ N (2.10)

Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι ο τελεστής Qx =
∑∞

k=1QkPQkx, x ∈ X

είναι φραγμένη προβολή επί του [uk]
∞
k=1.

Εστω m ∈ N και x =
∑m

n=1 e
∗
j(x)ej. Επιλέγουμε κατάλληλο N έτσι ώστε

supp(x) ⊂ A1 ∪ A2 . . . ∪ AN

και παρατηρούμε ότι

Qx =
N∑
k=1

QkPQkx

= Average
ϵk=±1

N∑
j=1

N∑
k=1

ϵjϵkQjPQkx

= Average
ϵk=±1

( N∑
j=1

ϵjQj

)
P

( N∑
k=1

ϵkQk

)
x.
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Εν συνεχεία παίρνουμε n0 = max{
N∪
i=1

Ak} + 1 και μια τυχούσα ακολουθία

προσήμων (ϵk)
N
k=1 ∈ {−1.1}N και παρατηρούμε ότι m ≥ n0. Από το γεγονός

ότι η βάση (en)
∞
n=1 είναι unconditional θα έχουμε∥∥∥∥ N∑

k=1

ϵkQkx

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ N∑
k=1

∑
j∈Ak

ϵke
∗
j(x)ej

∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥ m∑
k=1

e∗k(x)ek

∥∥∥∥ = K∥x∥.

Συνεπώς∥∥∥∥( N∑
j=1

ϵjQj

)
P

( N∑
k=1

ϵkQk

)∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥( N∑

j=1

ϵjQj

))∥∥∥∥∥∥P∥∥∥∥∥∥( N∑
k=1

ϵkQk

)∥∥∥∥ ≤ K2P.

Οπου εύκολα βλέπουμε ότι το πλήθος των στοιχείων του μέσου ορου θα είναι
2N οπότε ∥∥Qx

∥∥ =

∥∥∥∥Average
ϵk±1

( N∑
j=1

ϵjQj

)
P

( N∑
k=1

ϵkQk

)
x

∥∥∥∥
= 2−N

∥∥∥∥ ∑
(ϵk)

N
k=1∈{−1,1}N

( N∑
j=1

ϵjQj

)
P

( N∑
k=1

ϵkQk

)
x

∥∥∥∥
≤ 2−N

∑
(ϵk)

N
k=1∈{−1,1}N

∥∥∥∥( N∑
j=1

ϵjQj

)
P

( N∑
k=1

ϵkQk

)
x

∥∥∥∥
≤ 2−N

∑
(ϵk)

N
k=1∈{−1,1}N

K2P∥x∥

= 2−N2NK2P∥x∥
= K2P∥x∥.

Δείξαμε λοιπόν ότι ο Q είναι ένας καλά ορισμένος γραμμικός και φραγμένος
τελεστής από τον ⟨(ei)∞i=1⟩ επί του [uk]

∞
k=1. Επειδή ο X είναι πλήρωση του

⟨(ei)∞i=1⟩, ο Q επεκτείνεται στον X διατηρώντας την νόρμα του.
Τέλος, εφαρμόζοντας την σχέση (2.10) εύκολα παίρνουμε

QkPQkx =
∑
i∈Ak

e∗i (x)Qk(P (ei)) =
∑
i∈Ak

e∗i (x)b
i
kuk =

(∑
i∈Ak

e∗i (x)b
i
k

)
uk. (2.11)

Οπότε θέτουμε u∗
k(x) =

∑
i∈Ak

e∗i (x)b
i
k και το ζητούμενο έπεται άμεσα.

Παρατήρηση 2.1.5. Από την σχέση (2.11) του προηγούμενου Λήμματος μπο-
ρούμε επίσης να πάρουμε

|u∗
k(x)| =

∣∣∣∣∑
i∈Ak

e∗i (x)b
i
k

∣∣∣∣ = ∥∥∥∥(∑
i∈Ak

e∗i (x)b
i
k

)
uk

∥∥∥∥ =
∥∥QkPQkx

∥∥ ≤ K2∥P∥∥x∥

άρα ∥u∗
k∥ ≤ K2∥P∥.

39



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΟΥ ΥΠΟΧΩΡΟΥ ΓΙΑ
ΧΩΡΟΥΣ ΜΕ UNCONDITIONAL ΒΑΣΗ.

Θεώρημα 2.1.2. Εστω (en)
∞
n=1 μια unconditional βασική ακολουθία σε έναν

χώρο Banach X.Υποθέτουμε ότι για κάθε block βασική ακολουθία (un)
∞
n=1

οποιασδήποτε μετάθεσης της (en)
∞
n=1, ο υπόχωρος [un]

∞
n=1 είναι συμπληρω-

ματικός στον X. Τότε η (en)
∞
n=1 είναι ισοδύναμη με την κανονική βάση είτε

του c0 ή του ℓp για κάποιο 1 ≤ p < ∞.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος (2.1.2) θα χρειασθούμε το ακόλουθο
Λήμμα.

Λήμμα 2.1.7. Εστω (en)
∞
n=1 μια unconditional βάση σε έναν χώρο Banach

X. Υποθέτουμε ότι για κάθε block βασική ακολουθία (un)
∞
n=1 οποιασδήποτε

μετάθεσης της (en)
∞
n=1, ο υπόχωρος [un]

∞
n=1 είναι συμπληρωματικός στον

X. Αν
un =

∑
k∈An

akek, vn =
∑
k∈Bn

bkek

δύο κανονικοποιημένες block βασικές ακολουθίες της (en)
∞
n=1 έτσι ώστε An∩

Bm = ∅ για κάθε n,m ∈ N, τότε

(un)
∞
n=1 ∼ (vn)

∞
n=1.

Απόδειξη. Υποθέτουμε χωρίς περιορισμό της γενικότητας ότι η unconditional
σταθερά της βάσης ισούται με 1. Πρώτα θα δείξουμε ότι αν (an)∞n=1 είναι μία
ακολουθία πραγματικών αριθμών για την οποίο η σειρά

∑∞
n=1 anun συγκλί-

νει, τοτε η σειρά
∑∞

n=1 snanvn συγκλίνει επίσης, για κάθε μηδενική (sn)
∞
n=1

ακολουθία πραγματικών αριθμών.
Για τον σκοπό αυτό παίρνουμε μία μηδενική ακολουθία πραγματικών αριθ-
μών (sn)

∞
n=1 και υποθέτουμε ότι |sn| < 1

2
, n ∈ N. Τώρα για κάθε n ∈ N

θεωρούμε wn = un + snvn και είναι προφανές ότι η (wn)
∞
n=1 είναι block βα-

σική ακολουθία κάποιας μετάθεσης της (en)∞n=1 αρα είναι και η ίδια βασική
ακολουθία και ισχύει

|∥wn∥ − 1| ≤ ∥wn − un∥ = ∥snvn∥ = |sn| <
1

2
.

Οπότε
1

2
≤ ∥wn∥ ≤ 3

2

και άρα είναι seminormalized και παρατηρούμε ότι supp(wn) = An∪Bn. Από
την υπόθεση ο [wn]

∞
n=1 (σαν block βασική ακολουθία κάποιας μετάθεσης της

(en)
∞
n=1) είναι συμληρωματικός στον X, οπότε από το προηγούμενο Λήμμα

υπάρχει προβολή Q : X → X επί του [wn]
∞
n=1 που δίνεται απο την σχέση

Q(x) =
∞∑
n=1

w∗
n(x)wn, supp(w∗

n) ⊆ An ∪Bn.
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Από την Παρατήρηση (2.1.5) έχουμε ότι ∥w∗
n∥ ≤ 3

2
∥P∥, ∀n ∈ N.

Παρατηρούμε ότι

Q(
∞∑
n=1

anun) =
∞∑
n=1

anQ(un) =
∞∑
n=1

anw
∗
n(un)wn =

∞∑
n=1

anw
∗
n(un)(un + snvn).

Όμως η βασική ακολουθία (un)
∞
n=1 είναι unconditional, συνεπώς

∞∑
n=1

anw
∗
n(un)un ≤ 3

2
∥P∥

∞∑
n=1

anun,

άρα η σειρά
∑∞

n=1 anw
∗
n(un)snvn συγκλίνει. Από αυτό συνεπάγεται η σύγκλιση

της σειράς
∑∞

n=1 ansnvn παρατηρώντας ότι w∗
n(un) → 1 αφού

w∗
n(un) = 1− snw

∗
n(vn)

και
0 ≤ |snw∗

n(vn)| ≤ |sn|∥w∗
n∥ ≤ ∥P∥|sn| → 0

.
Τώρα, αν (an)

∞
n=1 είναι μια ακολουθία πραγματικών για την οποία η σειρά∑∞

n=1 anun συγκλίνει, μπορούμε να βρούμε μια βαθμωτή ακολουθία (tn)
∞
n=1

που να πηγαίνει στο ∞ τέτοια ώστε η σειρά
∑∞

n=1 tnanun να συγκλίνει. Επι-
λέγοντας sn = 1

tn
, n ∈ N η ( 1

tn
)∞n=1 τείνει στο 0 οπότε η σειρά

∞∑
n=1

sntnanvn =
∞∑
n=1

anvn

συγκλίνει. Τώρα αντιστρέφοντας τους ρόλους των (un)
∞
n=1 και (vn)∞n=1 παίρ-

νουμε ότι αυτές οι δύο είναι ισοδύναμες.

Συνεχίζουμε με την απόδειξη του Θεωρήματος(2.1.2).

Απόδειξη. Εστω (un)
∞
n=1 και (vn)∞n=1 δύο κανονικοποιημένες block βασικές

ακολουθίες σταθερών συντελεστών των (e2n)
∞
n=1 και(e2n−1)

∞
n=1 αντίστοιχα.

Τότε θέτοντας An = supp(un) και Bn = supp(vn) είναι προφανές ότι An∩Bm =

∅ ∀n,m ∈ N. Συνεπώς, εφαρμόζοντας το προηγούμενο Λήμμα παίρνουμε
ότι

(un)
∞
n=1 ∼ (e2n−1)

∞
n=1

και
(vn)

∞
n=1 ∼ (e2n)

∞
n=1

Όμως οι (e2n)∞n=1, (e2n−1)
∞
n=1 ικανοποιούν τις υποθέσεις του προηγούμενου

Λήμματος, οπότε,
(e2n)

∞
n=1 ∼ (e2n−1)

∞
n=1.
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Κατά συνέπεια θα έχουμε

(un)
∞
n=1 ∼ (e2n)

∞
n=1

και
(vn)

∞
n=1 ∼ (e2n−1)

∞
n=1

και έτσι οι (e2n)∞n=1 και (e2n−1)
∞
n=1 είναι τέλειες ομογενείς βάσεις και ισοδύνα-

μες μεταξύ τους. Η απόδειξη ολοκληρώνεται εφαρμόζοντας το θεώρημα του
Zippin, Θεώρημα (2.1.1). Πράγματι, είτε η (e2n)

∞
n=1 (και άρα και η (e2n−1)

∞
n=1)

θα είναι ισοδύναμη με την βάση του c0 ή θα είναι ισοδύναμη με την βάση
του ℓp για κάποιο 1 ≤ p < ∞. Κατά συνέπεια και (ολόκληρη) η βάση (en)

∞
n=1

θα έχει την ίδια ιδιότητα.

Θεώρημα 2.1.3. Έστω X ένας χώρος Βanach με uncοnditional βάση. Αν κάθε
κλειστός υπόχωρος του είναι συμπληρωματικός τότε είναι ισομορφικός με
τον ℓ2.

Απόδειξη. Έστω (xn)
∞
n=1 μια unconditional βάση του Χ. Υποθέτουμε χωρίς

περιορισμό της γενικότητας ότι είναι κανονικοποιημένη. Αν (vn)∞n=1 είναι μία
block βάσική ακολουθία μίας μετάθεσης της (xn)

∞
n=1, τότε, από την υπόθεση

ο υπόχωρος [vn]
∞
n=1 θα είναι συμπληρωματικός. Συνεπώς, από το θεώρημα

(2.1.2) η (xn)
∞
n=1 θα είναι ισοδύναμη είτε με την κανονική βάση του c0 ή με

την κανονική βάση του ℓp, 1 ≤ p < ∞.

(i) Υποθέτουμε πρώτα ότι η (xn)
∞
n=1 είναι ισοδύναμη με την κανονική βάση

του ℓp για 1 < p < ∞, p ̸= 2, τότε ο X είναι ισόμορφος με τον ℓp.
Από Πρόταση (1.1.7) ο ℓp είναι ισόμορφος με τον ℓp (ℓ

n
2 ), επομένως ο

X θα είναι ισόμορφος με τον ℓp (ℓ
n
2 ). Επομένως ο X θα περιέχει μία

(αναγκαία) unconditional βάση (un)
∞
n=1 ισοδύναμη με την κανονική βάση

του ℓp (ℓ
n
2 ). Επαναλαμβάνοντας το επιχείρημα στην αρχή της απόδειξης

αυτη τη φορά για την (un)
∞
n=1 προκύπτει ότι η (un)

∞
n=1 θα είναι ισοδύναμη

είτε με την κανονική βάση του c0 ή με την κανονική βάση του ℓq, 1 ≤ q <

∞. Όμως ο ℓp (ℓ
n
2 ) μπορεί να είναι ισόμορφος μόνο με τον ℓp. Συνεπώς, η

κανονική βάση του ℓp είναι ισοδύναμη με την κανονική βάση του ℓp (ℓ
n
2 )

το οποίο είναι άτοπο από την Πρόταση (1.1.15).

Ετσι μας μένουν 3 εκδοχές, η (xn)
∞
n=1 είναι ισοδύναμη είτε με την κανονική

βάση του ℓ1 ή του c0 ή του ℓ2. Αρκεί λοιπόν να απορρίψουμε τις πρώτες δύο.
Αυτό θα το κάνουμε δείχνοντας ότι οι c0 και ℓ1 έχουν μη-συμπληρωματικούς
κλειστούς υπόχωρους (είναι σαφές οτι απο το Λήμμα (1.1.2) οι ισομορφισμοί
στέλνουν τους συμπληρωματικού σε συμπληρωματικούς και αντιστροφα).

42



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΟΥ ΥΠΟΧΩΡΟΥ ΓΙΑ
ΧΩΡΟΥΣ ΜΕ UNCONDITIONAL ΒΑΣΗ.

(ii) Για την περίπτωση του ℓ1, θεωρούμε διαχωρίσιμο χώρο Banach X ο
οποίος δεν είναι ισομορφικός με τον ℓ1. Τότε απο την Πρόταση (1.1.10)
υπάρχει φραγμένος γραμμικός τελεστής S : ℓ1 → X επί του X , άρα ο
υπόχωρος kerS του ℓ1 είναι κλειστός. Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέ-
τουμε ότι ο υπόχωρος kerS του ℓ1 είναι συμπληρωματικός στον ℓ1. Αφού
ο kerS είναι συμπληρωματικός στον ℓ1 υπάρχει κλειστός υπόχωρος M

του ℓ1 έτσι ώστε ℓ1 = kerS ⊕M , συνεπώς ο M είναι συμπληρωματικός
στον ℓ1 και

X = ℓ1/kerS ≈ M.

Από το θεώρημα (1.1.5) ο X είναι ισομορφικός με τον ℓ1 το οποίο είναι
άτοπο από την υπόθεση.

(iii) Θεωρούμε τώρα την περίπτωση του c0. Ισχυριζόμαστε ότι για κάθε n ∈ N
ο ℓn1 εμφυτεύεται ισομετρικά στον ℓ2

n

∞ .

Απόδειξη ισχυρισμού. θεωρούμε (ai)ni=1 στον ℓn1 και την ποσότηταmax|
∑n

k=1 ekak|
όπου το μέγιστον παίρνεται πάνω απο τις 2n πιθανές προσήμων (ε)nk=1.
Τότε για ε0k = sign(ak), k = 1, 2, ..., n έχουμε ότι

∥(ai)ni=1∥ =
n∑

k=1

|ak| = |
n∑

k=1

ε0kak| ≤ max|
n∑

k=1

ekak|

και για κάθε k = 1, 2, .., n έχουμε εkak ≤ |ak| αρα

|
n∑

k=1

εkak| ≤
n∑

k=1

|ak| = ∥(ai)ni=1∥

αρα έχουμε

∥(ai)ni=1∥ = max
ε=±1

|
n∑

k=1

ekak|. (2.12)

Θεωρούμε τώρα την απεικόνιση T : ℓn1 → ℓ2
n

∞ με (ai)ni=1 → (
∑n

i=1 εiai)(εi)ni=1∈{−1,1}n

είναι ευκολο να δει κανείς ότι ο T είναι καλά ορισμένος γραμμικός τε-
λεστής, επίσης απο την σχέση (2.12) έχουμε

∥T ((ai)ni=1)∥ℓ∞ = max
εk=±1

|
n∑

k=1

εkak| = ∥(ai)ni=1∥

αρα ο T είναι ισομετρία και έτσι ο ℓn1 εμφυτεύεται στον ℓ2
n

∞ .
Έπεται από την Πρόταση (1.1.8) ότι ο c0(ℓ

n
1 ) εμφυτεύεται στον c0

(
ℓ2

n

∞
)
ο

οποίος από την Πρόταση (1.1.9) είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον c0.
Ο υπόχωρος c0(ℓ

n
1 ) του c0 δεν μπορεί να είναι συμπληρωματικός στον

c0, διότι τότε θα ήταν ισόμορφος με τον c0. Αυτό όμως δεν ισχύει διότι
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η κανονική βάση του c0(ℓ
n
1 ) δεν είναι ισοδύναμη με την κανονική βάση

του c0. [Ως γνωστόν οι χώροι c0 και ℓ1 (αλλά και ο ℓ2) έχουν ουσιαστικά
μοναδική unconditional βάση, από ένα αποτέλεσμα των Lindenstrauss
και Pelczynski, (θεωρ. 8.3.3 και θεωρ 8.3.5 του [Α-K])]
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Κεφάλαιο 3

Το Πρόβλημα του
Συμπληρωματικού Υποχώρου

Στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύουμε την γενική περίπτωση του προβλήμα-
τος του συμπληρωματικού υποχώρου.
”Ένας χώρος Banach είναι ισομορφικός με ένα χώρος Hilbert αν και μόνο αν
κάθε κλειστός υπόχωρός του είναι συμπληρωματικός σε αυτόν.”
Το αποτέλεσμα αυτό ήταν εικασία πολλών ερευνητών μεταξύ των οποίων
και ο Grothendieck και απαντήθηκε από τους Lindenstrauss και Tzafriri το
1971 sto [L-T].
Η απόδειξη αυτού του αποτελέσματος βασίζεται στα ακόλουθα τρία απο-
τελέσματα.

Θεώρημα A Έστω X απειροδιάστατος χώρος Banach. Τότε για κάθε
n ∈ N και κάθε ϵ > 0 υπάρχει n-διάστατος υπόχωρος E του X ώστε η
Banach-Mazur απόσταση d (E, ℓn2 ) ≤ 1 + ϵ.
Το αποτέλεσμα αυτό (συνέπεια του θεωρήματος Dvoretzky, πρβ. Θεώ-
ρημα (1.3.2) του Κεφαλαίου Ι) σε συγχρονη γλώσσα μας λέει ότι ένας
χώρος Hilbert είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε κάθε απειρο-
διάστατο χώρο Banach.

Θεώρημα Β Έστω X ένας χώρος Banach ώστε κάθε κλειστός υπόχωρος
του να είναι συμπληρωματικός στον X. Τότε υπάρχει λ ≥ 1 έτσι ώστε
για κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο του E υπάρχει προβολή
P : X → E με ∥P∥ ≤ λ. Δηλαδή ο E είναι λ-συμπληρωματικός στον X.

Θεώρημα Γ Έστω X απειροδιάστατος χώρος Banach με την ιδιότητα
ότι υπάρχει λ ≥ 1 ώστε για κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο E

του X υπάρχει προβολή P : X → E με ∥P∥ ≤ λ. Τότε ο X είναι crudely
πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σ΄έναν χώρο Hilbert.

45



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΟΥ ΥΠΟΧΩΡΟΥ

Υπενθυμίζουμε ότι ο (απειροδιάστατος χώρος Banach) X είναι crudely
πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε έναν απειροδιάστατο χώρο Banach
Y αν υπάρχει σταθερά λ > 1 έτσι ώστε να ισχυεί η εξής ιδιότητα: Για
κάθε υπόχωρο πεπερασμένης διάστασης E του X υπάρχει πεπερασμέ-
νης διάστασης υπόχωρος F του X με dimF = dimE και ισομορφισμός
T : E → F για τον οποίο ισχυεί ∥T∥∥T−1∥ < λ.

Διατυπώνουμε τώρα το αποτέλεσμα των Lindenstrauss και Tzafriri.

Θεώρημα Δ Έστω X χώρος Banach. Αν κάθε κλειστός υπόχωρος του
X είναι συμπληρωματικός στον X , τότε ο X είναι ισομορφικός με έναν
χώρο Hilbert.

Σε αυτή την εργασία θα δώσουμε δύο αποδείξεις του Θεωρήματος Δ
(και οι δύο κάνουν χρήση στον ένα ή στον άλλο βαθμό του θεωρήματος
Dvoretzky). Η πρώτη απόδειξη είναι ουσιαστικά η απόξειξη των Lindenstrauss
και Tzafriri και προέρχεται από το άρθρο τους [L-T]. Η δεύτερη ανήκει σους
Kadets και Mitjagin όπως περιγράφεται στο βιβλίο [A-K] και κάνει χρήση
μίας ισχυροποίησης του Θεωρήματος Dvoretzky και της αποκαλούμενης ”συ-
γκέντρωσης μέτρου”.
Ξεκινούμε με την απόδειξη των Lindenstrauss και Tzafriri.

3.1 Η απόδειξη των Lindenstrauss και Tzafriri

Για το Θεώρημα Β είναι απαράιτητο το επόμενο Λήμμα.

Λήμμα 3.1.1. Έστω X ένας χώρος Banach. Αν E είναι ένας πεπερασμέ-
νης διάστασης υπόχωρος του X και ϵ > 0 τότε υπάρχει πεπερασμένης
συνδιάστασης υπόχωρος K του X έτσι ώστε να ισχυεί

∥e∥(1− ϵ) ≤ ∥e+ x∥, ∀e ∈ E, x ∈ K.

Απόδειξη. Έστω ϵ ∈ (0, 1). θεωρούμε (yi)
m
i=1 ένα ϵ

2
-δίκτυο στην SE και για

κάθε i ∈ {1, 2, · · · ,m} διαλέγουμε y∗i ∈ SX∗ έτσι ώστε y∗i (yi) = 1. Αφού
ο X είναι απειροδιάστατος ο υπόχωρος K = ∩m

i=1ker y∗i είναι μη κενός.
Παρατηρούμε επίσης ότι ο K είναι πεπερασμένης συνδιάστασης και ότι
y∗i (x) = 0, ∀x ∈ K, i ∈ {1, 2, · · · ,m}. Έστω τώρα e ∈ SE και i ∈ {1, 2, · · · ,m}
τέτοιο ώστε ∥e− yi∥ ≤ ϵ

2
, τότε αν λ ∈ R και x ∈ K θα έχουμε

∥e+λx∥ = ∥(e−yi)+(yi+λx)∥ ≥ ∥yi+λx∥− ϵ

2
≥ y∗i (yi + λx)− ϵ

2
= 1−− ϵ

2
≥ 1−ϵ.

Για κάθε e ∈ SE, x ∈ K, λ ∈ R. Στην περίπτωση που e ∈ E θέτουμε λ = 1
∥e∥

και τότε

∥e+ x∥ = ∥e+ ∥e∥λx∥ = ∥e∥∥ e

∥e∥
+ λx∥ ≥ ∥e∥(1− ϵ), ∀x ∈ K, e ∈ E.
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Θεώρημα 3.1.1 (Β). Έστω X απειροδιάστατος χώρος Banach τέτοιος ώστε
κάθε κλειστός υπόχωρος του να είναι συμπληρωματικός. Τότε υπάρχει
λ ≥ 1 έτσι ώστε κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος του X να είναι
λ-συμπληρωματικός στον X.

Απόδειξη. Έστω E ένας υπόχωρος πεπερασμένης διάστασης του X. Θεω-
ρούμε το σύνολο AE = {∥P∥ : P : X → E προβολή} τότε ως γνωστόν το AE

είναι μη κενό και μάλιστα από την συμπάγεια της BE εύκολα παίρνουμε
ότι υπάρχει προβολή P : X → X επί του E. τέτοια ώστε ∥PE∥ = infAE.
Θέτουμε λ (E) = ∥PE∥ και υποθέτουμε ότι sup{λ (E) : dimE < ∞} = ∞.
Αρχικά ισχυριζόμαστε ότι για κάθε πεπερασμένης συνδιάστασης υπόχωρο
X0 του X ισχυεί

sup{λ (E) : dimE < ∞, E ⊂ X0} = ∞.

Πράγματι, έστω ότι sup{λ (E) : dimE < ∞, E ⊂ X0} = M < ∞ και έστω
k η συνδιάσταση του X0. Τότε αν E είναι ένας πεπερασμένης διάστασης
υπόχωρος του X θεωρούμε τον υπόχωρο E0 = E ∩ X0 και την προβολή
P0 : X → X επί του E0 με ∥P0∥ ≤ M . Στη συνέχεια θεωρούμε τον υπόχωρο
F = {x ∈ E : P0x = 0} του E και παρατηρούμε ότι dimF ≤ k. Από το
Πρόταση (1.1.6) υπάρχει προβολή P1 : X → F με ∥P1∥ ≤ k. Τώρα θεωρούμε
το φραγμένο γραμμικό τελεστή P = P0 + P1 − P1P0 και παρατητούμε ότι
είναι προβολή του X επί του E. Συνεπώς θα έχουμε

λ (E) ≤ ∥P∥ ≤ M + k + kM ≤ (M + 1)(k + 1).

Όμως έχουμε υποθέσει ότι sup{λ (E) : dimE < ∞} = ∞, επομένως έχουμε
άτοπο.
Εν συνεχεία κατασκευάζουμε με επαγωγή μία ακολουθία από πεπερασμέ-
νους διάστασης υπόχωρους (En)

∞
n=1 και μία ακολουθία από πεπερασμένης

συνδιάστασης υπόχωρους (Xn)
∞
n=1 ως εξής.

Αρχικά θέτουμε X = X0 και επιλέγουμε πεπερασμένη διάστασης E1 υπό-
χωρο του X έτσι ώστε λ(E1) ≥ 1 και χρησιμοποιώντας το Λήμμα (3.1.1) για
ϵ = 1

2
παίρνουμε πεπερασμένης συνδιάστασης υπόχωρο X1 του X έτσι ώστε

∥e1∥
1

2
≤ ∥e1 + x1∥, ∀e1 ∈ E1, x1 ∈ X1.

Στη συνέχεια επιλέγουμε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο E2 του X1 τέ-
τοιο ώστε λ(E2) ≥ 2 και εφαρμόζοντας το Λήμμα (3.1.1) για τον πεπερα-
σμένης διάστασης υπόχωρο E1 ⊕ E2 του X παίρνουμε πεπερασμένης συν-
διάστασης υπόχωρο Y1 του X έτσι ώστε

∥e1 + e2∥
1

2
≤ ∥e1 + e2 + y1∥, ∀e1 ∈ E1, e2 ∈ E2, y1 ∈ Y1.
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Θέτοντας X2 = Y1 ∩X1 βλέπουμε ότι ο X2 είναι απειροδιάστατος και πεπε-
ρασμένης συνδιάστασης υπόχωρος του X τέτοιος ώστε X2 ⊂ X1 και τέτοιος
ώστε να ισχυεί

∥e1 + e2∥
1

2
≤ ∥e1 + e2 + x2∥, ∀e1 ∈ E1, e2 ∈ E2, x2 ∈ X2.

Συνεχίζοντας έτσι, για κάθε n ∈ N, κατασκέυαζουμε En και Xn με τις ακό-
λουθες ιδιότητες

• λ (En) > n, n ∈ N.

• ∥e1 + e2 + · · · en + xn∥ ≥ 1
2
∥e1 + e2 + · · · en∥, e1 ∈ E1, e2 ∈ E2, · · · , en ∈

En, xn ∈ Xn.

• En+1 ⊂ Xn, n ∈ N.

• Xn+1 ⊂ Xn, n ∈ N.

Εν συνεχεία θεωρούμε m,N ∈ N με 1 ≤ m ≤ N και θέτουμε Y = [∪∞
n=1En].

Αν ej ∈ Ej για κάθε j = 1, 2, · · · , N , θα έχουμε ότι

∥e1 + · · ·+ em∥ ≤ 2∥e1 + e2 + · · ·+ eN∥

και άρα
∥em∥ ≤ 4∥e1 + e2 + · · ·+ eN∥,

Από το οποίο συμπεραίνουμε ότι για κάθεm ∈ N o Em είναι 4-συμπληρωματικός
στον Y . Από την υπόθεση έχουμε ότι ο Y είναι συμπληρωματικός στον X ,
άρα υπάρχει C > 0 τέτοιο ώστε κάθεm ∈ N o Em είναι 4C-συμπληρωματικός
στον X , και έτσι sup{λ (E) : dimE < ∞} < ∞ το οποίο είναι άτοπο.

Θεώρημα 3.1.2 (Γ). Έστω X απειροδιάστατος χώρος Banach με την ιδιό-
τητα ότι υπάρχει λ ≥ 1 ώστε για κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο
E του X υπάρχει προβολή P : X → E με ∥P∥ ≤ λ. Τότε ο X είναι crudely
πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σ΄έναν χώρο Hilbert.

Απόδειξη. Έστω E n-διάστατος υπόχωρος του X , θέτουμε d = d (E, ℓn2 ). Από
την υπόθεση υπάρχει προβολή P : X → X επί του E με ∥P∥ ≤ λ. Το συ-
μπλήρωμα (I−P )X του E θα είναι απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος του
X και άρα απειροδιάστατος χώρος Banach. Συνεπώς, για κάθε ϵ > 0, από
το θεώρημα του Dvoretzky (Θεώρημα Α) υπάρχει n-διάστατος υπόχωρος Fϵ

του (I − P )X τέτοιος ώστε d (Fϵ, ℓ
n
2 ) < 1 + ϵ. Επιλέγουμε ϵ = 1 και παίρ-

νουμε F = F1 με d (F, ℓn2 ) < 2 (η τελική σταθερά βελτιώνεται αν πάρουμε
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μικρότερο ϵ αλλά εδώ δεν μας ενδιαφέρει). Από την ιδιότητες της απόστασης
Banach-Mazur παίρνουμε ότι

d (F,E) ≤ d (F, ℓn2 ) d (E, ℓn2 ) = d · d (F, ℓn2 ) ≤ 2d.

Με ένα επιχείρημα συμπάγειας αποδεικνύεται ότι υπάρχει ισομορφισμός
T : E → F τέτοιος ώστε ∥T∥∥T−1∥ = d (F,E), δηλαδή ∥T∥∥T−1∥ ≤ 2d. Από
την παρατήρηση (1.1.12) μπορούμε να πάρουμε κατάλληλο πολλαπλάσιο του
T έτσι ώστε ∥T∥ ≤ 1 και ∥T−1∥ ≤ 2d, επομένως έχουμε την σχέση

∥x∥/2d ≤ ∥Tx∥ ≤ ∥x∥.

Εν συνεχεία θεωρούμε τον υπόχωρο G := {x+ µTx : x ∈ E} του X όπου
µ = 26λ2. Παρατηρούμε ότι ο G είναι πεπερασμένης διάστασης. Από την
υπόθεση παίρνουμε προβολή S : X → X επί του G τέτοια ώστε ∥S∥ ≤ λ.
Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι κάθε στοιχείο του g ∈ G μπορεί να γραφτεί
κατά μοναδικό τρόπο ως g = x+µTx, x ∈ E και ορίζουμε γραμμικό τελεστή
V : E → E από την σχέση

STx = V x+ µTV x. x ∈ E.

Από όπου συμπεραίνουμε ότι

V x = PSTx, x ∈ E.

Συνεπώς
∥V x∥ ≤ λ2∥Tx∥.

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι για κάθε x ∈ E έχουμε

Sx = S(x+ µTx)− µSTx = x+ µTx− µ(V x+ µTV x)

όπου
(x− µV x) ∈ E και (Tx− µTV x) ∈ F ⊂ (I − P )X.

Συνεπώς
(I − P )Sx = µ(V x+ µTV x), x ∈ E.

Συνδιάζοντας τα παραπάνω, για κάθε x ∈ E παίρνουμε

∥ (I − P )Sx∥ = µ∥T (x− µV x) ∥ ≥ µ

2d
∥x−µV x∥ ≥ µ

2d
(∥x∥−µ∥V x∥) ≥ µ

2d
(∥x∥−µλ2∥Tx∥).

Στη συνέχεια πάλι με ένα επιχείρημα συμπάγειας παίρνουμε ισομορφισμό
U : F → ℓn2 με ∥U∥∥U−1∥ = d(F, ℓn2 ) < 2 και θεωρούμε από την παρατήρηση
(1.1.12) ότι ∥U−1∥ < 2 και ∥U∥ ≤ 1. Οπότε

∥y∥
2

≤ ∥Uy∥ ≤ ∥y∥, y ∈ F.
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Έστω τώρα T̃ ο τελεστής από τον τον E στον 2n-διάστατο χώρο Hilbert
ℓn2 ⊕ ℓn2 που ορίζεται από την σχέση

T̃ x =

(
1

2
UTx,

1

4λ2
U(I − P )Sx

)
.

Τότε για κάθε x ∈ E θα έχουμε

∥T̃ x∥ ≤ ∥U∥∥T∥∥x∥1
2
+ ∥I − P∥∥S∥∥x∥ 1

4λ2
≤ ∥x∥1

2
+ (λ+ 1)λ∥x∥ 1

4λ2
≤ ∥x∥.

Από την άλλη, για κάθε x ∈ E, έχουμε

∥T̃ x∥ ≥ max
{
1

2
∥UTx∥, 1

4λ2
∥U(I − P )Sx∥

}
≥ max

{
1

4
∥Tx∥, 1

8λ2
∥(I − P )Sx∥

}
≥ max

{
1

4
∥Tx∥, µ

16dλ2
(∥x∥ − µλ2∥Tx∥)

}
.

Τώρα διακρίνουμε 2 περιπτώσεις

(a) Αν λ427∥Tx∥ ≥ ∥x∥, τότε

∥T̃ x∥ ≥ 1

4
∥Tx∥ ≥ 1

λ427
∥x∥.

(b) Αν λ427∥Tx∥ ≤ ∥x∥, τότε αφού µ = 26λ2 θα έχουμε

∥T̃ x∥ ≥ µ

16dλ2
(∥x∥ − 26λ4∥Tx∥) ≥ µ

32dλ2
∥x∥ =

2

d
∥x∥.

Έτσι σε κάθε περίπτωση

∥T̃ x∥ ≥ ∥x∥min
{
2

d
,

1

λ427

}
.

Τώρα εύκολα μπορούμε να ελέγξουμε ότι ο T̃ είναι ισομορφισμός επί
του ℓn2 και κατά συνέπεια θα έχουμε

d = d(E, ℓn2 ) ≤ ∥T̃∥∥T̃−1∥ = 1/min
{
2

d
,

1

λ427

}
.

Επομένως d(E, ℓn2 ) ≤ λ427 και η απόδειξη είναι πλήρης.

Θεώρημα 3.1.3 (Δ). [Lindenstrauss και Tzafriri] Έστω X χώρος Banach. Αν
κάθε κλειστός υπόχωρος του X είναι συμπληρωματικός στον X, τότε ο
X είναι ισόμορφος με ένα χώρο Hilbert.
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Απόδειξη. Από το Θεώρημα (3.1.1) υπάρχει λ ≥ 1 ώστε κάθε πεπερασμένης
διάστασης υπόχωρος του X είναι λ-συμπληρωματικός στον X και από το
Θεώρημα (3.1.2) ο X είναι crudely πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σ΄ένα
χώρο Hilbert. Έτσι αρκεί να αποδείξουμε ότι αν ένας (απειροδιάστατος)
χώρος Banach X είναι crudely πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σ΄ένα χώρο
Hilbert, τότε είναι ισόμορφος μέ ένα χώρο Hilbert. Υποθέτουμε για απλό-
τητα ότι ο X είναι διαχωρίσιμος. Έστω (En)

∞
n=1 μία αύξουσα ακολουθία

πεπερασμένης διάστασης υποχώρων του Y τέτοια ώστε dimEn = n και ο
E = ∪∞

n=1En να είναι πυκνός στον X , από την υπόθεση και την παρατήρηση
(1.1.12) υπάρχουν λ > 0 και τελεστές Tn : En → ℓn2 τέτοιοι ώστε ∥Tn∥ ≤ 1

και ∥T−1
n ∥ ≤ λ για κάθε n ∈ N. Για κάθε n ∈ N θεωρούμε τις απεικονίσεις

Sn : En × En → R που ορίζονται από την σχέση

Sn(x, y) = ⟨Tnx, Tny⟩ .

Για κάθε n ∈ N η απεικόνιση Sn ορίζει ένα εσωτερικό γινόμενο στον αντί-
σοιχο χώρο En τέτοιο ώστε

Sn(x, x) = ⟨Tnx, Tnx⟩ = ∥Tnx∥2 ≤ ∥x∥2 = λ2∥x∥2

λ2
≤ λ2∥Tn∥2 = λ2Sn(x, x)

δηλαδή
Sn(x, x) ≤ ∥x∥2 ≤ λ2Sn(x, x), x ∈ En.

Τώρα παρατηρούμε ότι υπάρχει υπακολουθία kn : n ∈ N τέτοια ώστε
Skn(x, y) να συγκλίνει για κάθε x, y ∈ E και ορίζουμε

S(x, y) := lim
kn→∞

Skn(x, y).

Έιναι άμεσο να ελεγξουμε ότι η απεικόνιση S : E × E → R είναι εσωτερικό
γινόμενο και ότι ικανοποιεί την

S(x, x) ≤ ∥x∥2 ≤ λ2S(x, x).

Εν συνεχεία επεκτείνουμε το S σε εσωτερικό γινόμενο S̃ : X × X → R και
επάληθεύουμε ότι

S̃(x, x) ≤ ∥x∥2 ≤ λ2S̃(x, x).

το οποίο μας δίνει το ζητούμενο.

3.2 Το ισχυροποιημένο Θεώρημα Dvoretzky

Όπως φαίνεται από την απόδειξη του θεωρήματος (Δ) μας είναι αρκετό
να δώσουμε μία εναλλακτική απόδειξη του ακόλουθου Θεωρήματος.
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Θεώρημα 3.2.1. Έστω X ένας απειροδιάστατος χώρος Banach και έστω
ότι υπάρχει λ ≥ 1 έτσι ώστε για κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο
του X υπάρχει προβολή P : X → E με ∥P∥ ≤ λ. Τότε ο X είναι crudely
πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε χώρο Hilbert και άρα ισόμορφος με
ένα χώρο Hilbert.

Για το σκοπό αυτό θα χρειαστούμε την ακόλουθη ισχυροποίηση του Θε-
ωρήματος Dvoretzky.

Θεώρημα E. Εστω X ένας απειροδιάστατος χώρος Banach. Αν E είναι
ένας υπόχωρος πεπερασμένης διάστασης του X. Τότε για κάθε m ∈ N υπάρ-
χει νόρμα ∥·∥Y στον Y = E⊕ℓm2 έτσι ώστε ο Y να είναι ισομέτρικός με κάποιο
υπόχωρο ενός υπεργινομένου του X και:

∥(x, 0)∥Y = ∥x∥, x ∈ E (3.1)
∥(0, ξ)∥Y = ∥ξ∥, ξ ∈ ℓm2 (3.2)
∥(x, ξ)∥Y = ∥(x,−ξ)∥Y , x ∈ E, ξ ∈ ℓm2 . (3.3)

Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος θα χρειαστεί να αναπτύ-
ξουμε κάποια θεωρία γύρω από τα λεγόμενα υπεργινόμενα και το φαινόμενο
της συγκέντρωσης μέτρου.

3.2.1 Υπεργινόμενα και Συγκέντρωση Μέτρου

Έστω X ένας χώρος Banach και U ένα μη-κύριο υπερφίλτρο στο N. Θε-
ωρούμε τον χώρο ℓ∞ (X) και παρατηρούμε ότι για κάθε (xn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ (X) η

ποσότητα limU ∥xn∥ είναι καλά ορισμένη διότι η ακολουθία (∥xn∥)∞n=1 είναι
φραγμένη και άρα συγκλίνει μέσω του U . Έτσι μπορούμε να ορίσουμε σε
αυτόν μία ημινόρμα από την σχέση

∥(xn)
∞
n=1∥U = lim

U
∥xn∥.

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι ∥(xn)
∞
n=1∥U = 0 αν και μόνο αν η (xn)

∞
n=1

ανήκει στον υπόχωρο

c0U (X) =
{
(xn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ (X) : lim

U
∥xn∥ = 0

}
του ℓ∞ (X). Τέλος εύκολα μπορούμε να δούμε ότι η ∥ · ∥U επάγει νόρμα
πηλίκο στον χώρο πηλίκο

XU =
ℓ∞ (X)

c0U (X)
.

Ο χώρος αυτός λέγεται Υπεργινόμενο του X.

Λήμμα 3.2.1. Έστω X ένας χώρος Banach και E ένας πεπερασμένης διά-
στασης χώρος με νόρμα. Παίρνουμε (xi)

N
i=1 ένα ϵ-δίκτυο στην SE, όπου
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0 < ϵ < 1. Αν T : E → X είναι μία γραμμική απεικόνιση τέτοια ώστε
1− ϵ ≤ ∥Txi∥ ≤ 1 + ϵ ∀i με 1 ≤ i ≤ N . Τότε για κάθε x ∈ E θα ισχύει

1− 3ϵ

1− ϵ
∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ 1 + ϵ

1− ϵ
∥x∥.

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουμε ότι ∥x∥ = 1 και διαλέγουμε i ∈ {1, 2, · · · , N}
τέτοιο ώστε ∥x− xi∥ ≤ ϵ, τότε

∥Tx∥ = ∥Tx−Txi+Txi∥ ≤ ∥Tx−Txi∥+1+ϵ ≤ ∥T∥∥x−xi∥+1+ϵ ≤ ∥T∥ϵ+1+ϵ.

Επομένως
∥T∥ ≤ ∥T∥ϵ+ 1 + ϵ,

και άρα
∥T∥ ≤ 1 + ϵ

1− ϵ
.

Από την άλλη έχουμε

∥Tx∥ = ∥Tx−Txi+Txi∥ ≥ |∥Tx− Txi∥ − ∥Txi∥| ≥ ∥Txi∥−∥x−xi∥∥T∥ ≥ 1−ϵ−ϵ∥T∥ ≥ 1− 3ϵ

1− ϵ
.

Με την βοηθεία του παραπάνω Λήμματος μπορούμε να αποδείξουμε την
επόμενη Πρόταση.

Πρόταση 3.2.1. Έστω X και Y δύο απειροδιάστατοι χώροι Banach.

(i) Το υπεργινόμενο XU είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμο στον X.

(ii) Αν ο Y είναι διαχωρίσιμος τότε ο Y είναι πεπερασμένα αναπαρα-
στάσιμος στον X αν και μόνο αν είναι ισομετρικός με υπόχωρο του
XU .

Απόδειξη.

(i) Έστω ϵ > 0 και E ένας πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος του XU .
Επιλέγοντας αντιπροσώπους για κάποια βάση του E μπορούμε να υπο-
θέσουμε ότι E ⊂ ℓ∞ (X) και ότι η ∥ · ∥U είναι νόρμα στον E. Εν συνεχεία
επιλέγουμε t > 0 αρκετά μικρό ώστε 1+t

1−3t
< 1+ϵ και ένα t-δίκτυο (xi)

N
i=1

στην BE και παρατηρούμε ότι

BE ⊂ {x1, x2, · · · , xN}+ tBE.

Για κάθε i ∈ {1, 2, · · · , N} θέτουμε Ai = {k ∈ N : |∥xi(k)∥ − 1| < t},
επειδή limU ∥xi(n)∥ = ∥ (xi(n))

∞
n=1 ∥U = 1 θα έχουμε ότι Ai ∈ U ∀i ∈

{1, 2, · · · , N}. Θέτοντας A = ∩N
i=1Ai θα έχουμε A ∈ U και

1− t < ∥xi(k)∥ < 1 + t, ∀k ∈ A, 1 ≤ i ≤ N.
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Σταθεροποιούμε k ∈ A και ορίζουμε γραμμικό τελεστή T : E → X από
την σχέση Tx = x(k). Έστω T (E) = F τότε από το προηγούμενο Λήμμα
θα έχουμε ότι

∥T∥∥T−1∥ ≤
(
1 + t

1− t

)(
1− 3t

1− t

)−1

=
1 + t

1− 3t
< 1 + ϵ.

(ii) Έστω (En)
∞
n=1 μία αύξουσα ακολουθία πεπερασμένης διάστασης υπο-

χώρων του Y τέτοια ώστε ο E = ∪∞
n=1En να είναι πυκνός στον Y , από

την υπόθεση και την παρατήρηση (1.1.11) υπάρχουν γραμμικοί τελεστές
Tn : En → X,n ∈ N για τους οποίους ισχυεί(

1− 1

n

)
∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ ∥x∥, x ∈ En,

Για κάθε n ∈ N.
Ορίζουμε απεικόνιση S : E → ℓ∞ (X) από την σχέση S(e) = x ∈ ℓ∞ (X),
όπου

x(k) =

0 e ∈ Ec
k

Tk(e) e ∈ Ek

.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η S είναι καλά ορισμένη αλλά δεν είναι
γραμμική. Παρατηρούμε όμως ότι S(x+y)−s(x)−s(y) ∈ c00 (X) ⊂ c0U(X),
συνεπώς η S είναι γραμμική σαν απεικόνιση στον XU . Τώρα αν e ∈ E

υπάρχει k0 ∈ N τέτοιο ώστε e ∈ Ek0 και από το γεγονός ότι η (En)
∞
n=1

είναι αύξουσα θα έχουμε ότι e ∈ Ek ∀k ≥ k0, συνεπώς,

Se =

0, 0, · · · , 0︸︷︷︸
k0−1

, Tk0(e), · · · , Tk(e), · · ·


και έτσι limk ∥x(k)∥ = limk ∥Tke∥ = ∥e∥. Τέλος, επειδή ο E είναι πυκνός
στον Y εύκολα μπορούμε να επεκτείνουμε τον S σε ισομετρία από τον
Y στον S (Y ) ⊂ XU .

Ορισμός 3.2.1. Έστω
(
X, d, µ

)
μετρικός χώρος πιθανότητας. Η συνάρτηση συγκέντρωσης

του
(
X, d, µ

)
ορίζεται στο (0,+∞) από την

αµ(t) = sup
{
1− µ(At) : µ(A) ≥

1

2

}
.

και παρατηρούμε ότι η ημινόρμα αυτή είναι καλά ορισμένη διότι η ακολουθία
(∥xn∥)∞n=1 είναι φραγμένη και άρα συγκλίνει μέσω του U .
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Πρόταση 3.2.2. Έστω A ⊆ Sn−1 με σ(A) ≥ 1
2
και έστω t > 0. Τότε,

σ(At) ≥ 1−
√

π

8
exp

(
−t2n

2

)
.

Απόδειξη. Λόγω της σφαιρικής ισοπεριμετρικής ανισότητας, αρκεί να φρα-
ξουμε από κάτω το σ

(
B
(
x, π

2
+ t
))
. Παρατηρούμε ότι

σ
(
B
(
x,

π

2
+ t
))

=

∫ π
2
+t

0
sinn ydy∫ π

0
sinn ydy

.

Θέτοντας g(t, n) = 1− σ
(
B
(
x, π

2
+ t
))
αρκεί να βρούμε άνω φράγμα για την

g(t, n) =

∫ π
π
2
+t
sinn ydy∫ π

0
sinn ydy

=

∫ π
2

t
cosn zdz

2
∫ π

2

0
cosn zdz

.

Θέτουμε

2In =

∫ π
2

0

cosn zdz, n ∈ N,

κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής s = z
√
n παίρνουμε

g(t, n) =
1

2
√
nIn

∫ π
2

√
n

t
√
n

cosn
(

s√
n

)
ds.

Από τα αναπτύγματα Taylor των συναρτήσεων cos s και e−s2

2 βλέπουμε ότι

cos s ≤ e
−s2

2 , s ∈
[
0,

π

2

]
.

Συνεπώς,

g(t, n) ≤ 1

2
√
nIn

∫ π
2

√
n

t
√
n

e
−s2

2 ds

≤ 1

2
√
nIn

∫ (π
2
−t)

√
n

0

e
−(s+t

√
n)2

2 ds

≤ e
−t2n

2

2
√
nIn

∫ ∞

0

e
−s2

2 ds

=

√
π
8√

nIn
e

−t2n
2 .

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι
√
nIn ≥ 1, για κάθε n ≥ 1.

Εύκολα επαληθεύουμε ότι ισχυεί η σχέση (n+2)In+2 = (n+1)In, n ≥ 1 και
έτσι παίρνουμε

√
n+ 2In+2 =

n+ 1√
n+ 2

In ≥
√
nIn, n ≥ 1,

Συνεπώς
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• Αν το n είναι περιττός, τότε

√
nIn ≥ I1 =

∫ π
2

0

cos ydy = 1 ≥ 1.

• Αν το n είναι άρτιος τότε

√
nIn ≥

√
2I2 =

∫ π
2

0

cos2 ydy =
√
2
π

4
≥ 1,

και η απόδειξη είναι πλήρης.

Πρόταση 3.2.3. Έστω
(
X, d, µ

)
μετρικός χώρος πιθανότητας. Αν f : X → R

είναι μία συνάρτηση Lipschitz με σταθερά ∥f∥Lip = 1, τότε

µ
(
{x :

∣∣f(x)−m(f)
∣∣ ≥ t}

)
≤ 2αµ(t)

για κάθε t > 0 όπου m(f) είναι ένας μέσος Levy της f.

Απόδειξη. Θέτουμε A = {x : f(x) ≥ m(f)} και B = {x : f(x) ≤ m(f)}. Αν
y ∈ At τότε υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε d(x, y) < t, από το γεγονός ότι η f

είναι 1− Lipschitz θα έχουμε

f(y) = f(y)− f(x) + f(x) ≥ −d(x, y) +m(f) ≥ m(f)− t.

Ομοίως αν y ∈ Bt υπάρχει x ∈ B τέτοιο ώστε d(x, y) < t και άρα

f(y) = f(y)− f(x) + f(x) ≤ d(x, y) +m(f) ≤ m(f) + t.

Συνεπώς
At ∩Bt ⊆ {x : |f(x)−m(f)| < t}

και άρα
{x : |f(x)−m(f)| ≥ t} ⊆ Ac

t ∪Bc
t .

Επομένως

µ
(
{x :

∣∣f(x)−m(f)
∣∣ ≥ t}

)
≤ µ

(
Ac

t∪Bc
t

)
≤ µ

(
Ac

t

)
+µ
(
Bc

t

)
= 1−µ

(
At

)
+1−µ

(
Bt

)
≤ 2αµ(t).

Σχόλιο 3.2.1. Έστω f : X → R μία μετρήσιμη συνάρτηση, μέσος Levy

med(f) ή m(f) της f είναι ένας αριθμός για τον οποίο ισχύει,

µ
(
{x : f(x) ≥ m(f)}

)
≥ 1

2

και
µ
(
{x : f(x) ≤ m(f)}

)
≥ 1

2
κάθε μετρήσιμη συνάρτηση f : X → R έχει τουλάχιστον ένα μέσο Levy ο
οποίος μπορεί να μην είναι μονοσήμαντα ορισμένος.
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Πόρισμα 3.2.1. Έστω f : Sn−1 → R μία συνάρτηση Lipschitz με σταθερά
∥f∥Lip = 1, τότε

σn

(
{x :

∣∣f(x)−m(f)
∣∣ ≥ t}

)
≤ 2

√
π

8
exp

(
−t2n

2

)
,

για κάθε t > 0 όπου m(f) είναι ένας μέσος Levy της f .

Απόδειξη. Έστω A ⊆ Sn−1 με σn(A) ≥ 1
2
, από την πρόταση (3.2.2) θα έχουμε

ότι

1− σn(At) ≤
√

π

8
exp

(
−t2n

2

)
,

και άρα από την Πρόταση (3.2.3)

σn

(
{x :

∣∣f(x)−m(f)
∣∣ ≥ t}

)
≤ 2ασ(t) ≤ 2

√
π

8
exp

(
−t2n

2

)
.

3.2.2 To Ισχυροποιημένο Θεώρημα του Dvoretzky

Αποδεικνύουμε τώρα το Θεώρημα E το οποίο επαναδιατυπώνουμε.

Θεώρημα 3.2.2. Εστω X ένας απειροδιάστατος χώρος Banach. Αν E είναι
ένας υπόχωρος πεπερασμένης διάστασης του X. Τότε για κάθε m ∈ N
υπάρχει νόρμα ∥ · ∥Y στον Y = E ⊕ ℓm2 έτσι ώστε ο Y να είναι ισομέτρικός
με κάποιο υπόχωρο ενός υπεργινομένου του X και:

∥(x, 0)∥Y = ∥x∥, x ∈ E

∥(0, ξ)∥Y = ∥ξ∥, ξ ∈ ℓm2

∥(x, ξ)∥Y = ∥(x,−ξ)∥Y , x ∈ E, ξ ∈ ℓm2 .

Απόδειξη. Έστω ν > 0 και (xj)
N
j=1 ένα ν-δίκτυο στην BE. Παίρνουμε επίσης

ένα ν-δίκτυο (ξj)
M
j=1 στην Sm−1.

Εστω n ∈ N, n > m, θεωρούμε τον ℓm2 σαν υπόχωρο του ℓn2 . Από την
παρατήρηση μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα του Dvoretzky ώστε να
πάρουμε γραμμικό τελεστή S : ℓn2 → X που να ικανοποιεί την

(1− ν)∥ξ∥ ≤ ∥Sξ∥ ≤ ∥ξ∥, ξ ∈ ℓn2 .

Για 1 ≤ j ≤ N και 1 ≤ k ≤ [ν−1], θεωρούμε τις συναρτήσεις fj,k : Sm−1 → X

με
fj,k(ξ) = ∥kνSξ + xj∥.
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Παρατηρούμε ότι οι fj,k είναι Lipschitz με σταθερά ∥fk,j∥Lip ≤ 1. Πράγματι,
έχουμε ότι

|fj,k(ξ1)− fj,k(ξ2)| ≤ ∥kνS(ξ1 − ξ2)∥ ≤ |k||ν|∥S(ξ1 − ξ2)∥ ≤ ∥ξ1 − ξ2∥ ≤ d(ξ1, ξ2).

θέτουμε aj,k = med(fj,k) από την πρόταση θα έχουμε

σn

(
x : |fj,k(x)− aj,k| > ν

)
≤ 2

√
π

8
e

−ν2n
2

Επομένως

σn

(
x : max

1≤j≤N
max

1≤k≤[ν−1]
|fj,k(x)− aj,k| > ν

)
≤

N∑
j=1

[ν−1]∑
k=1

σn

(
x : |fj,k(x)− aj,k| > ν

)
≤ 2N [ν−1]

√
π

8
e

−ν2n
2 .

Τώρα θεωρούμε το σύνολα

A =

{
U ∈ On : max

1≤i≤M
max
1≤j≤N

max
1≤k≤[ν−1]

|fj,k(Uξi)− aj,k| > ν

}
,

και

Ai = {U ∈ On : max
1≤j≤N

max
1≤k≤[ν−1]

|fj,k(Uξi)− aj,k| > ν}, 1 ≤ i ≤ M

Όπου On είναι η ορθογώνια ομάδα και µ το κανονικοποιημένο μέτρο Haar
πάνω σ’ αυτήν και έχουμε ότι

A ⊂
M∪
i=1

Ai

επομένως

µ(A) ≤
M∑
i=1

µ(Ai) =
M∑
i=1

σn

(
x : max

1≤j≤N
max

1≤k≤[ν−1]
|fj,k(x)− aj,k| > ν

)
≤ 2NM [ν−1]

√
π

8
e

−ν2n
2 .

Κατά συνέπεια αν διαλέξουμε το n αρκετά μεγάλο μπορούμε να πάρουμε
µ(A) < 1, άρα το A θα είναι γνήσιο υποσύνολο του On, που σημαίνει ότι
μπορούμε να έχουμε U ∈ On που να μην ανήκει στο A. Παίρνουμε έναν
τέτοιο U και θέτουμε T1 = SU και T = T1|ℓm2 : ℓm2 → X να είναι ο περιορισμός
του T1 στον ℓm2 . και παρατητούμε ότι ∥T∥ = ∥S∥ (ο U είναι ισομετρία), τότε,∣∣∣∣∥xj + kνTξi∥ − aj,k

∣∣∣∣ ≤ ν, 1 ≤ i ≤ M, 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ k ≤ [ν−1].

Όμως το (ξi)
M
i=1 είναι ένα ν-δίκτυο (ξi)

M
i=1 στην Sm−1. Συνεπώς, αν ξ ∈ Sm−1

τότε υπάρχει i με 1 ≤ i ≤ M τέτοιο ώστε ∥ξ − ξi∥ ≤ ν και κατά συνέπεια,∣∣∣∣∥xj + kνTξ∥ − aj,k

∣∣∣∣ ≤ 2ν, 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ k ≤ [ν−1], ξ ∈ Sm−1,
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και έτσι θα έχουμε∣∣∣∣∥xj+kνTξ∥−∥xj−kνTξ∥
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(∥xj+kνTξ∥−aj,k

)
+
(
aj,k−∥xj−kνTξ∥

)∣∣∣∣ ≤ 2ν+2ν = 4ν

με 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ k ≤ [ν−1], ξ ∈ Sm−1. Εν συνεχεία παρατηρούμε ότι ν ≤
kν ≤ 1 οπότε αν πάρουμε ξ με ∥ξ∥ ≤ 1 τότε υπάρχει k με (k−1)ν ≤ ∥ξ∥ ≤ kν

και άρα
∣∣∥ξ∥ − kν

∣∣ ≤ ν. Επομένως για κάθε ξ με ∥ξ∥ ≤ 1 θα έχουμε

| ∥xj + Tξ∥ − ∥xj − Tξ∥| =
∣∣∣∣∥∥∥∥xj + ∥ξ∥T

(
ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥− ∥∥∥∥xj − ∥ξ∥T
(

ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥ ∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∥∥∥∥xj + ∥ξ∥T

(
ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥− ∥∥∥∥xj + kνT

(
ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥ ∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∥∥∥∥xj + kνT

(
ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥− ∥∥∥∥xj − kνT

(
ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥ ∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∥∥∥∥xj − kνT

(
ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥− ∥∥∥∥xj − ∥ξ∥T
(

ξ

∥ξ∥

)∥∥∥∥ ∣∣∣∣
≤
∣∣∥ξ∥ − kν

∣∣+ 4ν+ ≤
∣∣∥ξ∥ − kν

∣∣
≤ 6ν.

Και επειδή το (xj)
N
j=1 είναι ένα ν-δίκτυο στην BE, χρησιμοποιώντας τα ίδια

επιχειρήματα με πριν παίρνουμε ότι∣∣∣∣ ∥x+ Tξ∥ − ∥x− Tξ∥
∣∣∣∣ ≤ 8ν, ∥x∥ ≤ 1, ∥ξ∥ ≤ 1.

Θέτοντας τώρα F = T (ℓm2 ), χρησιμοποιώντας την παραπάνω ανισότητα παίρ-
νουμε∣∣∣∣ ∥∥∥∥ x

max(∥x∥, ∥ξ∥)
+T

(
ξ

max(∥x∥, ∥ξ∥)

)∥∥∥∥−∥∥∥∥ x

max(∥x∥, ∥ξ∥)
−T

(
ξ

max(∥x∥, ∥ξ∥)

)∥∥∥∥∣∣∣∣ ≤ 8ν

επομένως,∣∣∣∣ ∥x+ Tξ∥ − ∥x− Tξ∥
∣∣∣∣ ≤ 8νmax(∥x∥, ∥ξ∥), x ∈ E, ξ ∈ ℓm2 .

Συνεπώς, για κάθε y ∈ F θα έχουμε∣∣∣∣ ∥x+y∥−∥x−y∥
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∥x+Tξ∥−∥x−Tξ∥

∣∣∣∣ ≤ 8νmax(∥x∥, ∥ξ∥) = 8νmax(∥x∥, ∥T−1(y)∥)

άρα∣∣∣∣ ∥x+y∥−∥x−y∥
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ≤ 8(1+ν)νmax(∥x∥, ∥y∥) ≤ 8

5

4
νmax(∥x∥, ∥y∥) = 10νmax(∥x∥, ∥y∥).

Από την άλλη χρησιμοποιώντας την τριγωνική ανισότητα θα έχουμε,

2∥x∥ ≤ ∥x+ y∥+ ∥x− y∥, 2∥y∥ ≤ ∥x+ y∥+ ∥x− y∥
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επομένως
2max(∥x∥, ∥y∥) ≤ ∥x+ y∥+ ∥x− y∥

Συνδυάζοντας τις δύο ανισώσεις παίρνουμε την∣∣∣∣ ∥x+ y∥ − ∥x− y∥
∣∣∣∣ ≤ 10νmax(∥x∥, ∥y∥) ≤ 5ν∥x+ y∥+ ∥x− y∥

η οποία μας δίνει την

∥x− y∥ ≤ 1 + 5ν

1− 5ν
∥x+ y∥, x ∈ E, y ∈ F.

Τέλος θέτοντας ∥(x, ξ)∥Y = max (∥x∥, ∥ξ∥ℓm2 ) και θεωρώντας τον γραμμικό
τελεστή T1 : Y → X με T1(x, ξ) = x+ Tξ εύκολα παίρνουμε ότι

(1− 5ν))∥(x, ξ)∥Y ≤
∥∥T1(x, ξ)

∥∥ ≤ (1− 5ν))(ν + 1)∥(x, ξ)∥Y .

Από όπου παίρνουμε ότι d
(
Y,E⊕F

)
≤ 1+ν, και άρα ο Y είναι πεπερασμένα

αναπαραστάσιμος στον X και κατά συνέπεια απο την Πρόταση (3.2.1) θα
είναι ισόμετρικός με υπόχωρο υπεργινομένου του X.

3.3 Δεύτερη απόδειξη στο πρόβλημα του συμπληρωματι-
κού υπόχωρου

Λήμμα 3.3.1. Έστω X χώρος Banach και Y χώρος Banach έτσι ώστε ο
Y να είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Έστω λ ≥ 1 τέ-
τοιο ώστε κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος του X να είναι λ-
συμπληρωματικός στον X, τότε κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος
του Y είναι λ-συμπληρωματικός στον Y .

Απόδειξη. Έστω Z πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος του Y . Από την υπό-
θεση, για κάθε n ∈ N ύπάρχει Tn : Y → X με ∥Tn∥∥T−1

n ∥ < 1+ 1
n
. Ο υπόχωρος

T (Z) του X είναι πεπερασμένης διάστασης και άρα από την υπόθεση υπάρ-
χει προβολή P : X → X επί του (Z) έτσι ώστε ∥P∥ ≤ λ. Έυκολα βλέπουμε
ότι για κάθε n ∈ N, οι απεικονίσεις Pn : Y → Y με Pn΄ := T−1

n PTn είναι
προβολές επί του Z με ∥Pn∥ < (1 + 1

n
)λ. Από το θεώρημα (1.1.1) υπάρχει

προβολή P̃ : Y → Y επί του Z με ∥P̃∥ ≤ λ.

Αποδεικνύουμε τώρα το Θεώρημα (3.2.1).

Απόδειξη. Έστω E ένας πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος του X. θέτουμε
dimE = n ∈ N και d = d (ℓn2 , E). Από το θεώρημα (3.2.2) μπορούμε να βρούμε
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χώρο Y = E ⊕ ℓn2 ισομετρικό με υπόχωρο του XU (για κάποιο U) έτσι ώστε
η νόρμα ∥ · ∥Y στον Y = E ⊕ ℓn2 να ικανοποιεί την σχέση

∥(x, ξ)∥Y = ∥(x,−ξ)∥Y .

Για την ακρίβεια θα έχουμε ότι

max (∥x∥, ∥ξ∥) ≤ ∥(x, ξ)∥Y .

Υπενθυμίζουμε ότι ο XU είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Από
το Λήμμα (3.3.1) θα έχουμε επίσης ότι κάθε υπόχωρος του Y είναι λ-
συμπληρωματικός (στον XU και άρα) στον Y .
Έστω θ2 = d, επιλέγουμε ισομορφισμό S : E → ℓn2 τέτοιο ώστε ∥S∥∥S−1∥ =

d = θ2, τότε
θ−1∥x∥ ≤ ∥Sx∥ ≤ θ∥x∥, x ∈ E.

Τώρα θεωρούμε τον υπόχωρο Z = {(x, Sx) : x ∈ E} του Y και παίρνουμε
προβολή R : Y → Z με ∥R∥ ≤ λ. Εν συνεχεία ορίζουμε ένα νέο γραμμικό
τελεστή T : E → ℓn2 από την σχέση

R(x, 0) =
(
S−1Tx, Tx

)
, x ∈ E

και παρατηρούμε ότι

max
(
θ−1∥Tx∥, ∥Tx∥

)
≤ max

(
∥S−1Tx∥, ∥Tx∥

)
≤ ∥R(x, 0)∥Y ≤ λ∥x∥,

επομένως ∥T∥ ≤ λ. Στη συνέχεια ορίζουμε τον γραμμικό τελεστή V : E → ℓ2n2
από την σχέση V x = (λSx, θTx) και παρατηρούμε ότι

∥V x∥22 = ∥λSx∥2 + ∥θTx∥2 = λ2∥Sx∥2 + θ2∥Tx∥2 ≤ 2λ2θ2∥x∥,

επομένως ∥V ∥ ≤
√
2λθ. Από την άλλη, αφού ο R είναι προβολή επί του Z θα

έχουμε

R (0, Sx) = R (x, Sx)−R (x, 0) = (x, Sx)−
(
S−1Tx, Tx

)
= R

(
x− S−1Tx, Sx− Tx

)
και άρα

∥x−S−1Tx∥ ≤ max
(
∥x− S−1Tx∥, ∥Sx− Tx∥

)
≤ ∥

(
x− S−1Tx, Sx− Tx

)
∥
Y
= ∥R(0, Sx)∥Y ≤ λ∥Sx∥

Για κάθε x ∈ E. Σύνεπώς,

∥x∥ ≤ ∥x− S−1Tx∥+ ∥S−1Tx∥
≤ λ∥Sx∥+ θ∥Tx∥

≤
√
2
(
λ2∥Sx∥2 + θ2∥Tx∥2

)1/2
=

√
2∥V x∥.
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Έτσι συμπεραίνουμε ότι ο V είναι ισομορφισμός επί της εικόνας του με
∥V −1∥ ≤

√
2 και ∥V ∥ ≤

√
2λθ. Από το γεγονός ότι ο ℓ2n2 θεωρείται υπόχωρος

του ℓ2 έχουμε ότι ο V (E) είναι υπόχωρος του ℓ2 με διάσταση dim (V (E)) = n,
επιπλέον έχουμε

θ2 = d (E, V (E)) ≤ ∥V ∥∥V −1∥ ≤
√
2
√
2λθ = 2λθ

και άρα θ ≤ 2λ, από όπου παίρνουμε d (E, V (E)) = θ2 ≤ 4λ2. Επομένως ο X

είναι crudely πεπερασένα αναπαραστάσιμος στον ℓ2 με σταθερά 4λ2.
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