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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Για έναν χώρο Banach X και 1 ¤ p ¤ 8 λέμε ότι ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον X αν για κάθε ε ¡ 0 και κάθε φυσικό αριθμό n, ο `np εμφυτεύεται p1� εq-ισομορφικά στον X.

Δηλαδή, υπάρχει γραμμική ισομορφική εμφύτευση T : `np Ñ X τέτοια ώστε }T }}T�1}   1� ε. Για

την περίπτωση p � 8 εννοούμε τον χώρο c0. Σε γενικές γραμμές, το πρόβλημα που θα μελετηθεί

στην παρούσα εργασία είναι το εξής :

Για έναν απειροδιάστατο χώρο Banach X, για ποια p με 1 ¤ p ¤ 8 ισχύει ότι ο `p είναι
πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X;

΄Ενα από τα πρώτα θεωρήματα τέτοιου τύπου είναι το θεώρημα του Dvoretzky [8] σύμφωνα με

το οποίο ο `2 είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε κάθε απειροδιάστατο χώρο Banach. Μάλιστα,

ο Dvoretzky έδειξε μια ποσοτική μορφή αυτού του θεωρήματος. Πιο συγκεκριμένα, απέδειξε ότι

για κάθε χώρο Banach X διάστασης n και κάθε ε ¡ 0, ο `k2 εμφυτεύεται p1� εq-ισομορφικά στον

X για k � cpn, εq, όπου ο k � cpn, εq ¡ 0 εξαρτάται μόνο από n και το ε και τείνει στο άπειρο

καθώς το nÑ 8. Αργότερα, ο Milman [27] έδωσε μια άλλη απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος

σύμφωνα με την οποία k � cpεq log n για μια σταθερά cpεq ¡ 0 που εξαρτάται μόνο από το ε.

Ωστόσο στην παρούσα εργασία θα παρουσιάσουμε μόνο την απειροδιάστατη μορφή του θεωρήματος

του Dvoretzky και θα προκύεψει ως συνέπεια του θεωρήματος του Krivine.

Σύμφωνα με το θεώρημα του Krivine, για κάθε απειροδιάστατο χώρο Banach X υπάρχει 1 ¤
p ¤ 8 ώστε ο `p να είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Αξίζει να επισημανθεί ότι

η έννοια της πεπερασμένης αναπαραστασιμότητας αναφέρεται σε χώρους πεπερασμένης διάστασης.

Σε αντιδιαστολή, το 1972 ο Tsirelson [41] κατασκεύασε έναν απειροδιάστατο χώρο Banach ο οποίος

δεν περιέχει υπόχωρο που να είναι ισόμορφος με τον `p για κάποιο 1 ¤ p ¤ 8, καταρίπτοντας έτσι

μια εικασία που ήθελε κάθε απειροδιάστατο χώρο Banach να περιέχει ένα αντίτυπο του `p για κάποιο

p με 1 ¤ p ¤ 8. Ωστόσο από το θεώρημα του Krivine έχουμε ότι πάντα θα υπάρχει κάποιο p ώστε

για κάθε n P N ο `np να είναι σχεδόν ισομετρικά ισόμορφος με κάποιον υπόχωρο του X.

Πέραν από μία ακόμα απόδειξη του θεωρήματος του Dvoretzky, μέσω της απόδειξης του θε-

ωρήματος του Krivine μπορούμε να βρούμε συνθήκες οι οποίες μας εξασφαλίζουν την ύπαρξη και

άλλων p εκτός του p � 2, για τα οποία ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε έναν χώρο

Banach. Η απόδειξη του θεωρήματος Maurey-Pisier βασίζεται σε μια τέτοια συνθήκη. Το θε-

ώρημα Maurey-Pisier, που είναι και το βασικό θεώρημα αυτής της εργασίας, μας λέει ότι για έναν

χώρο Banach X ο `p
X

και ο `q
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμοι X για κάποια pX και qX που

σχετίζονται με τη δομή του χώρου X. Πιο συγκεκριμένα, σχετίζονται με το type και το cotype

του X αντίστοιχα.

Για 1 ¤ p ¤ 2 λέμε ότι ένας χώρος Banach X έχει (Rademacher) type p αν υπάρχει μια

σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε για κάθε φυσικό αριθμό n και κάθε x1, x2, . . . , xn P X να ικανοποιείται
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Επίσης για q ¥ 2 λέμε ότι ο X έχει (Rademacher) cotype q αν υπάρχει σταθερά C ¡ 0 τέτοια

ώστε για κάθε φυσικό αριθμό n και κάθε x1, x2, . . . , xn P X να ικανοποιείται η
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Στα παραπάνω, οι ε1, . . . , εn είναι συμμετρικές και ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές Bernoulli.

Σύμφωνα με το θεώρημα Maurey-Pisier για κάθε απειροδιάστατο χώρο Banach X ο `p
X

και ο

`q
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμοι στον X, όπου

pX � sup t1 ¤ p ¤ 2 : ο X έχει Rademacher type pu ,

και

qX � inf tq ¥ 2 : ο X έχει Rademacher cotype qu .
Το παραπάνω θεώρημα αποδείχτηκε το 1976 από τους Maurey και Pisier [25] και η απόδειξη

βασίζεται κατά ουσιαστικό τρόπο στην απόδειξη του θεωρήματος του Krivine [20]. Ακριβέστερα,

όπως αναφέρει ο Maurey στο [24], το αρχικό αποτέλεσμα στο οποίο είχαν καταλήξει οι Maurey και

Pisier ήταν ότι για κάθε ε ¡ 0 και κάθε n P N υπάρχουν x1, . . . , xn P X νόρμας ένα τέτοια ώστε

1
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για κάθε a1, a2, . . . , an P R. Ωστόσο την περίοδο που προετοίμαζαν τον συγκεκριμένο άρθρο

δημοσιεύτηκε το [20], χάρη στο οποίο κατάφεραν να τροποποιήσουν το συγκεκριμένο θεώρημα στο

[25] και να το παρουσιάσουν στην τελική του μορφή, όπως διατυπώθηκε παραπάνω. Μάλιστα, ήταν

μια καθυστέρηση εκ μέρους του περιοδικού που τους επέτρεψε να έχουν στο [25] αυτή την τελική

μορφή του θεωρήματος. Σε αυτή την εργασία ωστόσο, θα βασιστούμε σε μια νέα απόδειξη του

θεωρήματος Maurey-Pisier από τους Milman και Sharir [29], που τροποποιεί λίγο την αρχική,

αλλά παρ’ όλα αυτά βασίζεται και πάλι στην απόδειξη του θεωρήματος του Krivine.

Επιπλέον, η type περίπτωση του θεωρήματος Maurey-Pisier, προκύπτει ως απλή συνέπεια ενός

θεωρήματος σχετικά με τις stable type p σταθερές ενός χώρου Banach, το οποίο αποδείχθηκε από

τον Pisier [31] το 1983. Η stable type p σταθερά ενός χώρου Banach X, για κάποιο 1   p   2,

είναι η ελάχιστη σταθερά C ¡ 0 για την οποία για κάθε n P N και κάθε x1, x2, . . . , xn P X ισχύει
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όπου ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn είναι ανεξάρτητες standard p-stable τυχαίες μεταβλητές. Σύμφωνα με το θε-

ώρημα του Pisier, αν X είναι χώρος Banach και STppXq � 8, όπου STppXq είναι η stable type

p σταθερά του X, τότε ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Η type περίπτωση του

θεωρήματος Maurey-Pisier προκύπτει άμεσα, αφού εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι

sup t1 ¤ p ¤ 2 : ο X έχει type pu � sup t1 ¤ p   2 : STppXq   8u .
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Μάλιστα, το θεώρημα του Pisier είναι ποσοτικής μορφής. Ακριβέστερα, ισχυρίζεται ότι για κάθε

1   p   2, κάθε χώρος Banach X περιέχει υπόχωρο p1 � εq-ισομορφικό με τον `np για κάποιο

n ¥ δpε, pqpSTppXqqq, όπου δpε, pq ¡ 0 σταθερά που εξαρτάται μόνο από το p και από το ε, και

q ¡ 1 τέτοιο ώστε
1
p � 1

q � 1.

Το τελικό συμπέρασμα στο οποίο θα καταλήξουμε διατυπώνεται στην επόμενη πρόταση.

Πρόταση 1.0.1. ΄Εστω X χώρος Banach και

KpXq � tp P r1,8s : ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Xu .
Τότε το KpXq είναι κλειστό υποσύνολο του rpX , qX s και περιέχει το rpX , 2s Y tqX u.

Στη συνέχεια, ακολουθεί μια αναλυτική περιγραφή των περιεχομένων αυτής της εργασίας. Αρ-

χικά, στο Κεφάλαιο 2 διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε κάποια αποτελέσματα από τη θεωρία πιθα-

νοτήτων τα οποία χρησιμοποιούνται καθ’ όλη την έκταση της εργασίας. Ξεκινάμε από τα βασικά,

όπως είναι ο ορισμός των πραγματικών τυχαίων μεταβλητών, η ισονομία και η ανεξαρτησία τυχαίων

μεταβλητών. ΄Επειτα, δείχνουμε το φαινόμενο της συγκέντρωσης του μέτρου για τον διακριτό κύβο.

Θεώρημα 1.0.2. ΄Εστω A � En2 � t1,�1un με µnpAq � 1
2 όπου µn είναι το ομοιόμορφο μέτρο

στο En2 . Τότε για κάθε t ¡ 0 έχουμε

µnpAtq ¥ 1� 2 exp p�t2n{2q,

όπου At � tx P En2 : dnpx,Aq   tu και dnpx,Aq � min

"
1

2n

n°
i�1

|xi � yi| : y P A
*
.

Επιπλέον, ορίζουμε τις συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli και αποδεικνύουμε την ανι-

σότητα Khintchine.

Θεώρημα 1.0.3 (Ανισότητα Khintchine). ΄Εστω tεiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων συμμετρικών

τυχαίων μεταβλητών Bernoulli. Για κάθε p ¡ 0 υπάρχουν σταθερές Ap, Bp ¡ 0 που εξαρτώνται

μόνο από το p ώστε για κάθε n P N και a1, . . . , an P R
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Δείχνουμε επίσης την ανισότητα Kahane-Khintchine η οποία γενικεύει την ανισότητα Khintci-

ne.

Θεώρημα 1.0.4 (Ανισότητα Kahane-Khintchine). ΄Εστω tεiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων συμ-

μετρικών τυχαίων μεταβλητών Bernoulli. Για κάθε p ¥ 1 υπάρχει μια σταθερά Kp ¡ 0 που

εξαρτάται μόνο από το p, ώστε για κάθε χώρο με νόρμα X, για κάθε n P N και x1, x2, . . . , xn P X�
E
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Η απόδειξη της ανισότητας Kahane-Khintchine θα βασιστεί στο Θεώρημα 1.0.2. Τέλος, κλε-

ίνουμε το πρώτο κεφάλαιο με κάποιους ορισμούς και προτάσεις σχετικά με τυχαίες μεταβλητές με

τιμές σε χώρους Banach ή γενικότερα σε μετρήσιμους χώρους, οι οποίες θα μας χρειαστούν στο

Κεφάλαιο 7 και τις p-stable τυχαίες μεταβλητές.

Στο Κεφάλαιο 3 ασχολούμαστε με την πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα, τα υπεργινόμενα

χώρων Banach και την μεταξύ τους σχέση. Αρχικά, δίνουμε τον ορισμό της πεπερασμένης αναπα-

ραστασιμότητας.
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Ορισμός 1.0.5. ΄ΕστωX και Y χώροι Banach. Λέμε ότι οX είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον Y αν για κάθε ε ¡ 0 και κάθε υπόχωρο E τουX πεπερασμένης διάστασης, υπάρχει υπόχωρος F

του Y με dimF � dimE και φραγμένος γραμμικός τελεστής T : E Ñ F τέτοιος ώστε }T }}T�1}  
1� ε.

Επίσης αποδεικνύουμε ότι για να είναι ο `p πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε έναν χώρο Banach

X αρκεί για κάθε ε ¡ 0 και κάθε φυσικό αριθμό n, ο `np να εμφυτεύεται p1�εq-ισομορφικά στον X.

Δείχνουμε επίσης μερικές ιδιότητες για την πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα, όπως το γεγονός

ότι κάθε χώρος Banach είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον c0 και ότι ο Lp είναι πεπερασμένα

αναπαραστάσιμος στον `p. Στη συνέχεια ορίζουμε το υπεργινόμενο μιας οικογένειας χώρων Banach,

μια έννοια η οποία πέραν από τη σύνδεση που έχει με την πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα θα μας

χρειαστεί και για την απόδειξη μιας πρότασης στο Κεφάλαιο 5. Τέλος, αποδεικνύουμε το ακόλουθο

θεώρημα που δείχνει την σχέση που υπάρχει μεταξύ της πεπερασμένης αναπαραστασιμότητας και

των υπεργινομένων.

Θεώρημα 1.0.6. ΄Εστω X και Y χώροι Banach. Ο Y είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον

X αν και μόνο αν υπάρχει μη τετριμένο υπερφίλτρο U σε κάποιο σύνολο δεικτών I τέτοιο ώστε ο
Y να εμφυτεύεται ισομετρικά στην υπερδύναμη XU .

Στο Κεφάλαιο 4 ορίζουμε το type και cotype ενός χώρου χώρου Banach και αποδεικνύουμε

διάφορες σχετικές ιδιότητες. Επιπλέον αποδεικνύουμε την ακόλουθη πρόταση σχετικά με το type

και το cotype των χώρων `p.

Πρόταση 1.0.7.

(i) Αν 1 ¤ p ¤ 2 τότε ο `p έχει type p και cotype 2.

(ii) Αν 2 ¤ q   8 τότε ο `q έχει type 2 και cotype q.

Το βασικό θεώρημα του Κεφαλαίου 5 είναι το θεώρημα του Krivine. Ξεκινάμε με τον ορισμό

της βάσης Schauder και αποδεικνύουμε βασικές ιδιότητες για τις Schauder βασικές ακολουθίες οι

οποίες είναι απαραίτητες για την απόδειξη του θεωρήματος του Krivine. Θα χρειαστεί, επίσης, και

το θεώρημα στρέβλωσης του James.

Θεώρημα 1.0.8 (στρέβλωσης του James για τον c0). ΄Εστω X χώρος Banach. Αν ο c0 εμφυ-

τεύεται a-ισομορφικά στον X για κάποιον a ¡ 1 τότε εμφυτεύεται και p1� εq-ισομορφικά για κάθε
ε ¡ 0.

Ορίζουμε επίσης τις C-unconditional και 1-spreading ακολουθίες και αποδεικνύουμε ορισμένες

ιδιότητες που ικανοποιούν. ΄Επειτα, δείχνουμε κάποια αποτελέσματα από την θεωρία τελεστών τα

οποία είναι χρήσιμα για τη συνέχεια. Η βασική πρόταση που θα χρησιμοποιήσουμε είναι η ακόλουθη:

Πρόταση 1.0.9. ΄Εστω X χώρος Banach και T, S : X Ñ X φραγμένοι γραμμικοί τελεστές οι

οποίοι μετατίθενται, δηλαδή TS � ST . Για κάθε προσεγγιστική ιδιοτιμή λ P C του T υπάρχει
προσεγγιστική ιδιοτιμή µ P C του S και tunu8n�1 στον X η οποία είναι κοινή ακολουθία προσεγ-

γιστικών ιδιοδιανυσμάτων για τις ιδιοτιμές λ και µ των τελεστών T και S αντίστοιχα. Δηλαδή,

‖un‖ � 1 για κάθε n P N,

‖Tun � λun‖ ÝÑ 0 και ‖Sun � µun‖ ÝÑ 0.

Προχωράμε με την απόδειξη του θεωρήματος του Krivine. Αρχικά ορίζουμε την block πεπερα-

σμένη αναπαραστασιμότητα.
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Ορισμός 1.0.10. ΄Εστω txiu8i�1 ακολουθία σε έναν χώρο Banach X και tyiu8i�1 ακολουθία σε

έναν χώρο Banach Y . Η ακολουθία tyju8j�1 λέγεται block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην

txiu8i�1 αν για κάθε ε ¡ 0 και κάθε n P N υπάρχει block ακολουθία tujunj�1 της txiu8i�1, τέτοια

ώστε

1?
1� ε

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

tjuj

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

tjyj

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

tjuj

∥∥∥∥∥ ,
για κάθε t1, t2, . . . , tn P R.

Επίσης, για 1 ¤ p   8 λέμε ότι ο `p ή ο c0 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στην

txiu8i�1 αν η συνήθης βάση teju8j�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Θεώρημα 1.0.11 (Krivine). ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach και txiu8i�1 μια μοναδιαία

Schauder βασική ακολουθία στονX. Τότε, υπάρχει 1 ¤ p ¤ 8 ώστε ο `p να είναι block πεπερασμένα

αναπαραστάσιμος στην txiu8i�1, όπου για την περίπτωση p � 8 εννοούμε τον χώρο c0.

Η απόδειξη του θεωρήματος του Krivine θα γίνει σε βήματα. Για το πρώτο από αυτά τα βήματα

θα χρειαστούμε μια πρόταση που οφείλεται στους Brunel και Sucheston [4] η οποία αποδεικνύεται

με τη βοήθεια του συνδυαστικού θεωρήματος του Ramsey.

Πρόταση 1.0.12 (Brunel-Sucheston). ΄Εστω txiu8i�1 ακολουθία σε έναν χώρο Banach X τέτοια

ώστε για κάθε n P N υπάρχουν σταθερές c � cpnq, C � Cpnq ¡ 0 τέτοιες ώστε

c ¤
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ C

για κάθε n-άδα φυσικών αριθμών i1   i2   . . .   in και a1, . . . , an P R με
°n
k�1 |ak| � 1. Τότε,

για κάθε ακολουθία πραγματικών αριθμών tεnu8n�1 τέτοια ώστε εn ¡ 0 για κάθε n P N, υπάρχει
ένα άπειρο υποσύνολο L � tmnu8n�1 του N τέτοιο ώστε για κάθε n P N και κάθε i1   . . .   in και

j1   . . .   jn στο L τέτοια ώστε ii ¥ mn και j1 ¥ mn,∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εnq
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxjk

∥∥∥∥∥
για κάθε a1, . . . , an P R.

Στη συνέχεια, σαν πόρισμα του θεωρήματος του Krivine αποδεικνύουμε το θεώρημα του Dvo-

retzky

Θεώρημα 1.0.13 (Dvoretzky). Ο `2 είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε κάθε απειροδιάστατο

χώρο Banach.

Ολοκληρώνουμε το Κεφάλαιο 5 με μια πρόταση που θα μας χρειαστει στη απόδειξη της cotype

περίπτωσης του θεωρήματος Maurey-Pisier.

Πρόταση 1.0.14. ΄Εστω X χώρος Banach ο οποίος έχει cotype q0 για κάποιο q0 ¥ 2. ΄Εστω

επίσης ότι για κάθε m P N υπάρχουν xm1 , xm2 , . . . , xmm P X τέτοια ώστε }xmi } ¤ 1 και η txmi umi�1

είναι 1-unconditional και p1 � εmq-spreading για κάποια ακολουθία θετικών αριθμών tεmu8m�1 με

εm Ñ 0. Υποθέτουμε επιπλέον ότι για κάποιο 1 ¤ p   8 υπάρχουν σταθερές c, C ¡ 0 τέτοιες ώστε

για κάθε q ¡ p

c
1

CqpXqn
1{q ¤

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

xmi

∥∥∥∥∥ ¤ Cn1{p
για κάθε n P N και m ¥ n.

Τότε ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.
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Το Κεφάλαιο 6 είναι αφιερωμένο στην απόδειξη της cotype περίπτωσης του θεωρήματος Maurey-

Pisier:

Θεώρημα 1.0.15. ΄Εστω X χώρος Banach και qX � inf tq ¥ 2 : ο X έχει cotype 2u. Τότε, ο
`q
X
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Για την απόδειξη του θεωρήματος ακολουθούμε την προσέγγιση των Milman και Sharir [29].

Η βασική πρόταση, από την οποία η cotype περίπτωση προκύπτει χάρη στην Πρόταση 1.0.14, είναι

η εξής :

Πρόταση 1.0.16. Υπάρχουν γ, C ¡ 0 και 0   δ   1 τέτοια ώστε, αν X χώρος Banach και

qX ¡ 2, τότε για κάθε ε ¡ 0 και για κάθε n1 P N υπάρχουν y1, y2, . . . , yn1 P X τέτοια ώστε
(i) 1� δ ¤ }yi} ¤ 1, για κάθε 1 ¤ i ¤ n1.

(ii) Η ακολουθία py1, . . . , yn1q είναι p1� εq-spreading και C-uncoditional.

(iii) Για κάθε A � rn1s � t1, 2, . . . , n1u ισχύει�����
¸
iPA

yi

����� ¤ γ |A|1{qX .

Βασικά εργαλεία για την απόδειξη της παραπάνω πρότασης είναι οι επόμενες δύο προτάσεις. Η

πρώτη απότελει μια πεπερασμένη εκδοχή του θεωρήματος Brunel-Sucheston.

Πρόταση 1.0.17. ΄Εστω 0   δ   1. Για κάθε ε ¡ 0 και k P N υπάρχει N � Npk, εq P N που
εξαρτάται μόνο από το ε και το k, τέτοιος ώστε αν X χώρος με νόρμα, n ¥ N και x1, . . . , xn P X
με 1� δ ¤ }xi} ¤ 1, τότε υπάρχει υπακολουθία xi1 , . . . , xik που ικανοποιεί τουλάχιστον μία από τις

παρακάτω ιδιότητες:

(α) η pxi1 , . . . , xikq είναι p1� εq-spreading ή

(β) E

�����
k°
j�1

εjxij

����� ¥ cδ
?
k, για κάποια σταθερά cδ ¡ 0 που εξαρτάται μόνο από το δ.

Πρόταση 1.0.18. ΄Εστω ε, δ ¡ 0 και k P N. Υπάρχει N1 � N1pk, δ, εq P N, που εξαρτάται μόνο
από τα ε, δ και k, τέτοιος ώστε αν X χώρος με νόρμα, n ¥ N και x1, . . . , xn P X με }xi} ¤ 1 για

κάθε 1 ¤ i ¤ n και }xi � xj} ¥ δ για κάθε i � j, τότε υπάρχει υπακολουθία xi1 , . . . , xi2k τέτοια

ώστε η ακολουθία vj � xi2j � xi2j�1 , 1, . . . , n να είναι p2� εq-unconditional.

Παρότι μια απόδειξη της type περίπτωσης θα μπορούσε να γίνει με επιχειρήματα παρόμοια με

αυτά που χρησιμοποιούνται για την cotype περίπτωσης, στο Κεφάλαιο 7 θα παρουσιάσουμε μια

απόδειξη η οποία ακολουθεί τελείως διαφορετική προσέγγιση και βασίζεται στο θεώρημα του Pisier

και τις p-stable τυχαίες μεταβλητές. Μια συμμετρική τυχαία μεταβλητή ϑ λέγεται standard p-stable

για κάποιο 1 ¤ p ¤ 2, αν η χαρακτηριστική της συνάρτηση έχει την εξής μορφή :

Epeitϑq � e�|t|
p{2

για κάθε t P R.

Για έναν χώρο Banach X και 1   p   2 συμβολίζουμε με STppXq την ελάχιστη σταθερά C ¡ 0

για την οποία για κάθε n P N και x1, x2, . . . , xn P X ισχύει

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

�
ņ

i�1

}xi}p
�1{p

,

όπου ϑ1, ϑ2 . . . , ϑn ανεξάρτητες standard p-stable τυχαίες μεταβλητές. Αν STppXq   8 λέμε ότι

ο X έχει stable type p. Το βασικό θεώρημα του έβδομου κεφαλαίου είναι το ακόλουθο :
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Θεώρημα 1.0.19 (Pisier, 1983). ΄Εστω 1   p   2 και q ο συζυγής εκθέτης του p, δηλαδή
1
p � 1

q � 1. Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει δ � δpε, pq ¡ 0 τέτοιος ώστε, αν X είναι ένας χώρος Banach

και n P N με n� 1 ¤ δpε, pq pSTppXqqq, τότε υπάρχει υπόχωρος του X διάστασης n, ο οποίος είναι
p1� εq- ισομορφικός με τον `np . Δηλαδή, για κάθε n P N τέτοιον ώστε n� 1 ¤ δpε, pq pSTppXqqq,

`np
1�ε
ãÑ X

Αν STppXq � 8 τότε
`np

1�ε
ãÑ X, για κάθε n P N,

δηλαδή ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος ακολουθούμε μια πιθανοθεωρητική μέθοδο. Α-

ναλυτικότερα, η διαδικασία είναι η εξής: Θεωρούμε έναν χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq και σε κάθε

ω P Ω αντιστοιχούμε έναν τελεστή Tω : `np Ñ X για κάποιο n P N σταθεροποιημένο. ΄Επειτα,

δείχνουμε ότι για κάποιο M ¡ 0 και κάθε a P S`np ισχύει

P p| ‖T paq‖�M | ¥ δ1Mq ¤ 2 exp p�Cpε, pqpSTppXqqqq
για κάποιο κατάλληλο δ1 � δ1pεq ¡ 0 και Cpε, pq ¡ 0. Εφόσον η παραπάνω ανισότητα ισχύει για

κάθε σταθεροποιημένο a P S`np , για ένα δ1-δίκτυο N της S`np με |N | ¤ e2n{δ
έχουμε

P pDa P N : | }T paq} �M | ¥ δ1Mq ¤ |N |2 exp p�Cpε, pqpSTppXqqqq

¤ 2 exp

�
2n

δ
� Cpε, pqpSTppXqqq



.

Επομένως, αν 1� 2 exp
�

2n
δ � Cpε, pqpSTppXqqq

� ¡ 0 τότε με θετική πιθανότητα έχουμε ότι

p1� δ1qM ¤ }T paq} ¤ p1� δ1qM για κάθε a στο N .

Αποδεικνύουμε ότι για κάποιο κατάλληλο δ � δpε, pq ¡ 0 αν ισχύει ότι n � 1 ¤ δpSTppXqqq τότε

η παραπάνω ποσότητα είναι θετική και επομένως υπάρχει ω P Ω τέτοιο ώστε

p1� δ1qM ¤ }Tωpaq} ¤ p1� δ1qM για κάθε a στο N .

Συμπεραίνουμε τότε, λόγω κατάλληλης επιλογής του δ1, ότι

1?
1� ε

M ¤ }Tωpaq} ¤
?

1� εM για κάθε a στην S`np .

Συνεπώς, για τον τελεστή T � 1
M Tω : `np Ñ X έχουμε ότι

1?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

¤ }T paq} ¤ ?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

,

για κάθε a1, a2 . . . , an P R. ΄Εχουμε λοιπόν ότι `np
1�ε
ãÑ X.

Κρίσιμο ρόλο στην απόδειξη του Θεωρήματος 1.0.19 παίζει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 1.0.20. ΄Εστω 1   p   2 και q ο συζυγής εκθέτης του p. ΄Εστω επίσης tYku8k�1

ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με τιμές σε έναν χώρο Banach, με ‖Yk‖8 ¤ 1, και

tbku8k�1 ακολουθία πραγματικών αριθμών τέτοια ώστε |bk| ¤ k�1{p
για κάθε k P N. Αν επιπλέον∥∥°8

k�1 bkYk
∥∥ P L1 pΩ,A,Pq, τότε για κάθε t ¡ 0

P

������
∥∥∥∥∥ 8̧

k�1

bkYk

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ 8̧

k�1

bkYk

∥∥∥∥∥
����� ¡ t

�
¤ 2e�Dpt

q
,

όπου Dp ¡ 0 κατάλληλη σταθερά που εξαρτάται μόνο από το p.
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Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης θα γίνει με την βοήθεια της ανισότητας Azuma.

Πρόταση 1.0.21 (Ανισότητα Azuma). ΄Εστω pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας και f τυχαία με-
ταβλητή στον L8pΩ,A,Pq. ΄Εστω επιπλέον pFnq8n�1 αύξουσα ακολουθία σ-αλγεβρών με Fn � A
για κάθε n P N, tH,Ωu � F0 � F1 � F2 � . . . � Fn � . . . και F � σp�8

i�1Fnq η ελάχιστη
σ-άλγεβρα που περιέχει την Fn για κάθε n P N.

Για k P N ορίζουμε dk � Epf |Fkq � Epf |Fk�1q. Υποθέτουμε επιπλέον ότι
8°
k�1

}dk}28   8,
όπου }dk}8 � sup t|dipωq| : ω P Ωu. Τότε για κάθε t ¡ 0 ισχύει

P p|Epf |Fq � Ef | ¡ tq ¤ 2e
�t2

N
4

8°
k�1

}dk}28
.

Αν επιπλέον η f είναι F -μετρήσιμη, τότε για κάθε t ¡ 0

P p|f � Ef | ¡ tq ¤ 2e
�t2

N
4

8°
k�1

}dk}28
.

Αποδεικνύουμε τις παραπάνω δυο προτάσεις στην αρχή του έβδομου κεφαλαίου.

Επιπλέον, σαν πόρισμα του θεωρήματος του Pisier έχουμε την ακόλουθη πρόταση, η οποία είχε

αποδειχθεί ένα χρόνο νωρίτερα (1982) από τους Johnson και Schechtman [18].

Πρόταση 1.0.22 (Johnson-Schechtman). Για κάθε 1   p   2 και κάθε ε ¡ 0 υπάρχει δ �
δpε, pq ¡ 0 ώστε για κάθε n P N αρκετά μεγάλο, υπάρχει k P N με k ¥ δn τέτοιο ώστε ο `kp να

εμφυτεύεται p1� εq-ισομορφικά στον `n1 . Δηλαδή, για κάθε ε ¡ 0

`kp
1�ε
ãÑ `n1 για κάποιο k ¥ δn.

Ειδικότερα, ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον `1.

Στο τέλος του έβδομου κεφαλαίου δείχνουμε την type περίπτωση του θεωρήματος Maurey-

Pisier η οποία προκύπτει από το θεώρημα του Pisier και το γεγονός ότι

sup t1 ¤ p ¤ 2 : ο X έχει type pu � sup t1 ¤ p   2 : ο X έχει stable type pu .

Θεώρημα 1.0.23 (Maurey-Pisier: type περίπτωση). ΄Εστω X χώρος Banach και

pX � sup t1 ¤ p ¤ 2 : ο X έχει type 2u .

Τότε ο `p
X
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Τέλος, ολοκληρώνουμε την εργασία με δύο παραρτήματα. Στο Παράρτημα Αʹ παρουσιάζουμε

ένα θεώρημα σχετικά με τη προβολή Rademacher το οποίο μας είναι χρήσιμο στο Κεφάλαιο 4.

Αρχικά ορίζουμε τις συναρτήσεις Walsh.

Ορισμός 1.0.24. Για κάθε H � A � rns � t1, 2, . . . , nu ορίζουμε μια συνάρτηση wA : En2 Ñ
t�1, 1u θέτοντας

wApεq �
¹
iPA

εi.

Επίσης, θέτουμε wHpεq � 1 για κάθε ε P En2 .
Οι συναρτήσεις wA, A � t1, 2, . . . , nu λέγονται συναρτήσεις Walsh.
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Αν X χώρος Banach και n P N κάθε συνάρτηση f : En2 Ñ X αναπαρίστασται μονοσήμαντα

στη μορφή

f �
¸

A�rns
wAxA,

για κάποια xA P X. Η προβολή Rademacher ορίζεται ως εξής:

Ορισμός 1.0.25. Η προβολή Rademacher της f : En2 Ñ X είναι η συνάρτηση Radnf : En2 Ñ X

με

Radnfpεq �
ņ

i�1

εixtiu,

όπου f � °
A�rnswAxA.

Ο γραμμικός τελεστής Radn : L2pEn2 ;Xq Ñ L2pEn2 ;Xq με f ÞÑ Radnf είναι πάντα φραγμένος

και μάλιστα ‖Radn‖L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq ¤
?
n. Το κύριο θεώρημα του παραρτήματος Αʹ είναι το

ακόλουθο:

Θεώρημα 1.0.26 (Pisier). Υπάρχει μια απόλυτη σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε, για κάθε χώρο

Banach X που είναι ισομορφικός με έναν χώρο Hilbert ισχύει

‖Radn‖L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq ¤ C log pdpX,Hq � 1q ,

όπου dpX,Hq η απόσταση Banach-Mazur των X και H.

Στο Παράρτημα Βʹ δείχνουμε την αρχή τοπικής αυτοπάθειας.

Θεώρημα 1.0.27 (Αρχή τοπικής αυτοπάθειας). ΄Εστω X χώρος Banach, E � X��
και F � X�

με dimE   8 και dimF   8. Τότε για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει φραγμένος γραμικός τελεστής T :

E Ñ X τέτοιος ώστε }T }}T�1}   1� ε , T pxq � x για κάθε x P EXX και x�pT px��qq � x��px�q
για κάθε x� P F και x�� P E.

Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα έχουμε ότι ο X��
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον

X για κάθε χώρο Banach X.
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Κεφάλαιο 2

Στοιχεία από την θεωρία

πιθανοτήτων

2.1 Πραγματικές τυχαίες μεταβλητές

΄Ενας χώρος πιθανότητας είναι μια τριάδα pΩ,A,Pq όπου A είναι σ-άλγεβρα στο σύνολο Ω και το

P μέτρο που ορίζεται στο μετρήσιμο χώρο pΩ,Aq τέτοιο ώστε PpΩq � 1.

Ορισμός 2.1.1. ΄Εστω pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας. Μια μετρήσιμη συνάρτηση X : Ω Ñ R
λέγεται πραγματική τυχαία μεταβλητή.

Ορισμός 2.1.2. Το ολοκλήρωμα μιας ολοκληρώσιμης τυχαίας μεταβλητής X, λέγεται μέση

τιμή της X, και συμβολίζεται με

EX �
»

Ω
XpωqdPpωq.

Ορισμός 2.1.3. Η κατανομή μιας τυχαίας μεταβλητής X : pΩ,A,Pq Ñ R είναι το μέτρο µ

που ορίζεται στα Borel υποσύνολα του R με

µpAq � PpX P Aq, για κάθε A P BpRq.

Δύο τυχαίες μεταβλητές λέγονται ισόνομες αν έχουν την ίδια κατανομή.

Παρατήρηση 2.1.4. (i) ΄Εστω pΩ1,A1,P1q και pΩ2,A2,P2q δύο χώροι πιθανότητας και X :

Ω1 Ñ R, Y : Ω2 Ñ R τυχαίες μεταβλητές. Θεωρούμε το χώρο γινόμενο pΩ1�Ω2,A1bA2,P1�P2q
και ορίζουμε X 1, Y 1 : Ω1�Ω2 Ñ R με X 1pω1, ω2q � Xpω1q και Y 1pω1, ω2q � Y pω2q. Παρατηρούμε

ότι η X 1
είναι ισόνομη με την X. Πράγματι, για κάθε A P BpRq,

pP1 � P2qpX 1 P Aq � pP1 � P2q ptpω1, ω2q P Ω1 � Ω2 : Xpω1q P Auq
� pP1 � P2q ptX P Au � Ω2q � P1pX P Aq.

΄Ομοιως, η Y 1
είναι ισόνομη με την Y . Συμπεραίνουμε ότι για κάθε δύο τυχαίες μεταβλητές μπορούμε

πάντα να θεωρούμε ότι έχουν κοινό πεδίο ορισμού. Ανάλογα, για μια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών

tXiuiPI , μπορούμε πάντα να θεωρούμε ότι ορίζονται σε έναν κοινό χώρο πιθανότητας. Στο εξής όταν

ανφερόμαστε σε τυχαίες μεταβλητές θα θεωρούμε πάντα ότι ορίζονται σε έναν χώρο πιθανότητας

pΩ,A,Pq χωρίς να αναφερόμαστε σε αυτόν.

(ii) Αν επιπλέον το μέτρο P είναι μη ατομικό, τότε μπορούμε να θεωρούμε ότι η τυχαία μεταβλητή

ορίζεται στον χώρο pr0, 1s,Bpr0, 1sq, λq, όπου λ είναι το μέτρο Lebesgue στο r0, 1s.
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Ορισμός 2.1.5. ΄Εστω X : Ω Ñ R τυχαία μεταβλητή με κατανομή µ. Μια μετρήσιμη συνάρτηση

f : RÑ R λέγεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της X αν για κάθε A P BpRq

µpAq �
»
A
fpxqdλpxq,

όπου λ το μέτρο Lebesgue.

Πρόταση 2.1.6. ΄Εστω X : Ω Ñ R τυχαία μεταβλητή με κατανομή µ. Για κάθε μετρήσιμη
συνάρτηση F : RÑ R »

Fdµ �
»
F �XdP.

Συνεπώς, αν f : RÑ R είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της X, τότε

»
Ω
F �XdP �

»
R
F pxqfpxqdλpxq.

Επίσης, έπεται ότι αν δύο τυχαίες μεταβλητές X και Y είναι ισόνομες, τότε EF pXq � EF pY q για
κάθε μετρήσιμη συνάρτηση F : RÑ R.

Πρόταση 2.1.7. ΄Εστω pX,B, µq χώρος μέτρου και T : X Ñ X μετρήσιμη συνάρτηση. Ο-

ρίζουμε το μέτρο

µT pBq � µpT�1pBqq, για κάθε B P B.

Τότε, για κάθε f : X Ñ R »
fdµT �

»
f � T dµ.

Ορισμός 2.1.8. Δύο τυχαίες μεταβλητές X,Y : Ω Ñ R λέγονται ανεξάρτητες αν για κάθε

A,B P BpRq,
PpX P A και Y P Bq � PpX P AqPpY P Bq.

Γενικότερα, μια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών tXiuiPI λέγεται ανεξάρτητη, αν για κάθε πεπερα-

σμένο J � I, και tAjujPJ Borel υποσύνολα του R,

PpXj P Aj για κάθε j P Jq �
¹
jPJ

PpXj P Ajq.

Ορισμός 2.1.9. ΄Εστω X : Ω Ñ R τυχαία μεταβλητή. Η χαρακτηριστική συνάρτηση

φX : RÑ C της X ορίζεται ως εξής:

φXptq � EpeitXq �
»

Ω
eitXpωqdPpωq για κάθε t P R.

Η βασική ιδιότητα των χαρακτηριστικών συναρτήσεων φαίνεται στην ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 2.1.10. Αν δύο τυχαίες μεταβλητές X,Y : Ω Ñ R έχουν ίσες χαρακτηριστικές
συναρτήσεις, τότε είναι ισόνομες. Δηλαδή, η χαρακτηριστική συνάρτηση μιας τυχαίας μεταβλητής

καθορίζει πλήρως την κατανομή της.
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2.2 Συγκέντρωση του μέτρου στο διακριτό κύβο

Θεωρούμε το σύνολο En2 � t�1, 1un, το οποίο ταυτίζουμε με το σύνολο των κορυφών του κύβου

Qn � r�1, 1sn στον Rn. Στο En2 ορίζουμε το ομοιόμορφο μέτρο πιθανότητας µn που δίνει μάζα

2�n σε κάθε σημείο. Για κάθε μη κενό A � En2 θέτουμε

(2.2.1) φApxq � inft}x� y}2 : y P convpAqu για κάθε x P En2 .

Το βασικό θεώρημα αυτής της παραγράφου είναι το εξής.

Θεώρημα 2.2.1 (Talagrand). Για κάθε A � En2 ,

(2.2.2) E exppφ2
A{8q ¤

1

µnpAq .

Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς το πλήθος των σημείων του A. Αν cardpAq � 1 δηλαδή

A � tyu, τότε

(2.2.3) φApxq � inft}x� z}2 : z P convpAq � tyuu � }x� y}2.

΄Αρα,

(2.2.4) E exppφ2
A{8q � E

�
e}x�y}

2
2{8

	
� 1

2n

¸
xPEn2

e}x�y}
2
2{8.

Κάθε x P En2 διαφέρει από το y σε i θέσεις, i � 0, 1, . . . , n. Το πλήθος των x P En2 που διαφέρουν

σε ακριβώς i θέσεις από το y είναι
�
n
i

�
. Παρατηρούμε ότι }x� y}22 � 4i όταν το x διαφέρει απο το

y σε i θέσεις. ΄Αρα,

Ee}x�y}
2
2{8 � 1

2n

ņ

i�0

�
n

i



ei{2 � 1

2n

�
1� e1{2

	n
(2.2.5)

�
�

1� e1{2

2

�n

¤ 2n � 1

µnpAq ,

αφού e1{2 ¤ e ¤ 3.

΄Εστω τώρα ότι cardpAq ¥ 2. Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση n � 1. Αναγκαστικά έχουμε

A � E1, επομένως φApxq � 0 για κάθε x P E1. ΄Αρα,

(2.2.6) E exppφ2
A{8q � Epe0q � 1 � 1{µ1pAq.

Για το επαγωγικό βήμα θεωρούμε A � En�1 με cardpAq ¥ 2. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας

μπορούμε να υποθέσουμε ότι

(2.2.7) A � pA1 � t1uq Y pA�1 � t�1uq

όπου A1, A�1 � H. Μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι cardpA�1q ¤ cardpA1q.

Λήμμα 2.2.2. Για κάθε x P En2 ,

(2.2.8) φAppx, 1qq ¤ φA1pxq.
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι

(2.2.9) t}x� y}2 : y P convpA1qu � t}px, 1q � z}2 : z P convpAqu.

΄Εστω y P convpA1q. Τότε, y � °m
i�1 tixi όπου ti ¥ 0 με

°m
i�1 ti � 1 και xi P A1. Τότε όμως

pxi, 1q P A και

(2.2.10)

m̧

i�1

tipxi, 1q �
� m̧

i�1

tixi,
m̧

i�1

ti
� � py, 1q,

δηλαδή py, 1q P convpAq. Αφού }x� y}2 � }px, 1q � py, 1q}2 και

(2.2.11) }px, 1q � py, 1q}2 P t}px, 1q � z}2 : z P convpAqu,

έχουμε το ζητούμενο. �

Λήμμα 2.2.3. Για κάθε x P En2 και για κάθε 0 ¤ a ¤ 1,

(2.2.12) φ2
Appx,�1qq ¤ 4a2 � aφ2

A1
pxq � p1� aqφ2

A�1
pxq.

Απόδειξη. ΄Εστω zi P convpAiq pi � 1,�1q. Τότε, όπως προηγουμένως, pzi, iq P convpAq. Το

convpAq είναι κυρτό, άρα

(2.2.13) z :� apz1, 1q � p1� aqpz�1,�1q � paz1 � p1� aqz�1, 2a� 1q P convpAq.

΄Εχουμε

}px,�1q � z}22 � }px� az1 � p1� aqz�1,�2aq}22(2.2.14)

� }px� az1 � p1� aqz�1, 0q}22 � }p0,�2aq}22
¤ pa}x� z1}2 � p1� aq}x� z�1}2q2 � 4a2

¤ a}x� z1}22 � p1� aq}x� z�1}22 � 4a2.

Αφού τα zi P convpAiq ήταν τυχόντα, έπεται ότι

(2.2.15) φ2
Apx,�1q ¤ aφ2

A1
pxq � p1� aqφ2

A�1
pxq � 4a2.

�

Χρησιμοποιώντας τα δύο λήμματα, γράφουμε

Eeφ
2
A{8 � 1

2n�1

¸
xPEn�1

eφ
2
Apxq{8(2.2.16)

� 1

2n�1

¸
xPEn

eφ
2
Appx,1qq{8 � 1

2n�1

¸
xPEn

eφ
2
Appx,�1qq{8

¤ 1

2n�1

¸
xPEn

e
φ2A1

pxq{8 � 1

2n�1
ea

2{2 ¸
xPEn

e
aφ2A1

pxq{8�p1�aqφ2A�1
pxq{8

¤ 1

2n�1

¸
xPEn

e
φ2A1

pxq{8

� 1

2n�1
ea

2{2
� ¸
xPEn

e
φ2A1

pxq{8
�a� ¸

xPEn
e
φ2A�1

pxq{8
�1�a

� 1

2
Epeφ2A1

{8q � 1

2
ea

2{2
�
Epeφ2A1

{8q
	a �

Epeφ2A�1
{8q

	1�a
.
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Θέτουμε

(2.2.17) u1 � E
�
e
φ2A1

{8	
, v1 � 1

µnpA1q
και

(2.2.18) u�1 � E
�
e
φ2A�1

{8	
, v�1 � 1

µnpA�1q .

Από την επαγωγική υπόθεση έχουμε u1 ¤ v1 και u�1 ¤ v�1 (επίσης, η cardpA�1q ¤ cardpA1q
γράφεται v1 ¤ v�1). ΄Αρα η προηγούμενη ανισότητα παίρνει τη μορφή

Eeφ
2
A{8 ¤ 1

2
u1 � 1

2
ea

2{2pu1qapu�1q1�a(2.2.19)

¤ 1

2
u1 � 1

2
ea

2{2pv1qapv�1q1�a

¤ v1

2
r1� ea

2{2pv1{v�1qa�1s.

Η τελευταία ποσότητα γίνεται ελάχιστη για a � � lnpv1{v�1q. Η τιμή � lnpv1{v�1q είναι περίπου

ίση με 1 � v1{v�1. Επιλέγουμε a0 � 1 � v1{v�1. Αφού v1 ¤ v�1 έχουμε 0 ¤ a0 ¤ 1, οπότε

μπορούμε να γράψουμε

(2.2.20) Epeφ2A{8q ¤ v1

2
r1� ea

2
0{2p1� a0qa0�1s.

Λήμμα 2.2.4. Για κάθε 0 ¤ a ¤ 1 έχουμε

(2.2.21) 1� ea
2{2p1� aqa�1 ¤ 4

2� a
.

Απόδειξη. Απλές πράξεις δείχνουν ότι η ανισότητα που ζητάμε είναι ισοδύναμη με την

(2.2.22) gpaq � lnp2� aq � lnp2� aq � a2{2� pa� 1q lnp1� aq ¥ 0.

Παραγωγίζοντας βλέπουμε ότι g2 ¥ 0 και g1p0q � 0. ΄Αρα η g είναι αύξουσα στο r0, 1s. Αφού

gp0q � 0, έπεται το ζητούμενο. �

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.2.4 έχουμε

Epeφ2A{8q ¤ v1

2

4

2� a0
� 2v1

1� v1{v�1
(2.2.23)

� 2

1{v1 � 1{v�1
� 2

µnpA1q � µnpA�1q
� 1

µn�1pAq .

Η τελευταία ισότητα είναι φανερή αφού µn�1pAi�tiuq � µnpAiq{2, i � �1. ΄Ετσι ολοκληρώνονται

το επαγωγικό βήμα και η απόδειξη του Θεωρήματος 2.2.1. �

Πόρισμα 2.2.5. Για κάθε t ¡ 0 έχουμε

(2.2.24) µnpφA ¥ tq ¤ 1

µnpAqe
�t2{8.
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Απόδειξη. Από το Θεώρημα 2.2.1 έχουμε E exppφ2
A{8q ¤ 1

µnpAq . ΄Αρα,

et
2{8µnpφA ¥ tq ¤

»
tφA¥tu

et
2{8 ¤

»
tφA¥tu

eφ
2
A{8(2.2.25)

¤ Epeφ2A{8q ¤ 1

µnpAq .

�

΄Εστω A ένα μη κενό υποσύνολο του En2 . Η συνάρτηση φA του Θεωρήματος 2.2.1 και η

συνάρτηση απόστασης από το A

(2.2.26) dnpx,Aq � min

"
1

2n

ņ

i�1

|xi � yi| : y P A
*

συγκρίνονται σύμφωνα με το επόμενο λήμμα.

Λήμμα 2.2.6. Για κάθε μη κενό A � En2 έχουμε

(2.2.27) 2
?
ndnpx,Aq ¤ φApxq , x P En2 .

Απόδειξη. ΄Εστω x P En2 . Για κάθε y P A ισχύει

(2.2.28) xx� y, xy �
ņ

i�1

xipxi � yiq � 2ndnpx, yq ¥ 2ndnpx,Aq.

Από την (2.2.28) έπεται ότι γιά κάθε y P convpAq

(2.2.29)
?
n}x� y}2 ¥ xx� y, xy ¥ 2ndnpx,Aq.

Αυτό αποδεικνύει την (2.2.27). �

Συνδυάζοντας τα δύο παραπάνω λήμματα δείχνουμε την προσεγγιστική ισοπεριμετρική ανισότητα

για τον En2 :

Θεώρημα 2.2.7. ΄Εστω A � En2 με µnpAq � 1{2. Τότε, γιά κάθε t ¡ 0 έχουμε

(2.2.30) µnpAtq ¥ 1� 2 expp�t2n{2q,

όπου At � tx P En2 : dnpx,Aq   tu.

Απόδειξη. Αν x R At, τότε dnpx,Aq ¥ t και το Λήμμα 2.2.6 δείχνει ότι φApxq ¥ 2t
?
n.

Ομως, από το Θεώρημα 2.2.1 έχουμε

(2.2.31) et
2n{2µnpx : φApxq ¥ 2t

?
nq ¤

»
En2

exppφ2
Apxq{8qdµnpxq ¤

1

µnpAq � 2,

το οποίο σημαίνει ότι

(2.2.32) µnpActq ¤ µnpx : φApxq ¥ 2t
?
nq ¤ 2 expp�t2n{2q.

�
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Το Θεώρημα 2.2.7 έχει σαν συνέπεια την συγκέντρωση των κυρτών Lipschitz συναρτήσεων

γύρω από τον μέσο Lévy τους. Υπενθυμίζουμε ότι ένα M ¡ 0 είναι ένας μέσος Lévy για μια

συνάρτηση f ορισμένη σε έναν χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq αν Pptf ¥Muq ¥ 1
2 και Pptf ¤Muq ¥

1
2 .

Θεώρημα 2.2.8. Θεωρούμε μια κυρτή Lipschitz συνάρτηση f : Rn Ñ R με σταθερά Lipschitz

σ. ΄Εστω M ένας μέσος Lévy της f στον En2 . Τότε, για κάθε t ¡ 0 έχουμε

(2.2.33) µnpt|f �M | ¥ tuq ¤ 4e�t
2{8σ2

.

Απόδειξη. Για τον M ισχύουν οι µnptf ¥Muq ¥ 1{2 και µnptf ¤Muq ¥ 1{2.
Θέτουμε A � tf ¤ Mu. Αφού η f είναι κυρτή, για κάθε y P convpAq έχουμε fpyq ¤ M . Αν

λοιπόν fpxq ¥M � t για κάποιο x P En2 , τότε

(2.2.34) fpxq ¥M � t ¥ fpyq � t

για κάθε y P convpAq. ΄Αρα, σ}x� y}2 ¥ |fpxq � fpyq| ¥ t. Αυτό σημαίνει ότι

(2.2.35) φApxq ¥ t{σ.

Από το Πόρισμα 2.2.5 και από την µnpAq ¥ 1{2 έχουμε

µnptf ¥M � tuq ¤ µnptφA ¥ t{σuq(2.2.36)

¤ 1

µnpAqe
�t2{8σ2 ¤ 2e�t

2{8σ2
.

΄Εστω t ¡ 0 και B � tf ¤M � tu. ΄Οπως πριν ελέγχουμε ότι

fpxq ¥M ùñ φBpxq ¥ t{σ

και με χρήση του Πορίσματος 2.2.5 έχουμε

µnptfpxq ¥Muq ¤ µnptφBt{σuq ¤ 1

µnpBqe
�t2{8σ2

.

΄Ομως 1{2 ¤ µnptfpxq ¥Muq, άρα

µnpBq ¤ 2e�t
2{8σ2

.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω βλέπουμε ότι

µnpt|f �M | ¥ tuq � µnptf ¥M � tuq � µnptf ¤M � tuq
¤ 2e�t

2{8σ2 � 2e�t
2{8σ2 � 4e�t

2{8σ2
.

�

2.3 Ανισότητα Kahane-Khintchine

Ορισμός 2.3.1. Μια τυχαία μεταβλητή X : Ω Ñ R λέγεται συμμετρική αν για κάθε A P BpRq

P pX P Aq � P pX P �Aq ,

δηλαδή αν η X είναι ισόνομη με την �X. Επιπλέον, τότε ισχύει ότι EX � 0.
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Ορισμός 2.3.2. Μια τυχαία μεταβλητή ε : Ω Ñ R λέγεται συμμετρική Bernoulli αν

Pptε � 1uq � Pptε � �1uq � 1

2
.

Πρόταση 2.3.3. Για κάθε n P N, a1, a2, . . . , an P R και ε1, ε2, . . . , εn ανεξάρτητες συμμετρικές
τυχαίες μεταβλητές Bernoulli

E

�
ņ

i�1

aiεi

�2

�
ņ

i�1

a2
i .

Ειδικότερα,

E

�
ņ

i�1

εi

�2

� n.

Απόδειξη. Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι η εiεj είναι ισόνομη με την εi για i � j και άρα

Eεiεj �
#

0 , αν i � j

1 , αν i � j
.

�

Πρόταση 2.3.4. Αν X : Ω Ñ R είναι συμμετρική τυχαία μεταβλητή και ε : Ω Ñ R είναι
συμμετρική τυχαία μεταβλητή Bernoulli ανεξάρτητη από την X, τότε η ε|X| είναι ισόνομη με την
X.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι για t ¡ 0

P pε|X| ¡ tq � P pε|X| ¡ t και ε � 1q � P pε|X| ¡ t και ε � �1q
� P p|X| ¡ t και ε � 1q � P p�|X| ¡ t και ε � �1q
� P p|X| ¡ tqP pε � 1q
� 1

2
P pX ¡ tq � 1

2
P pX   �tq

� 1

2
P pX ¡ tq � 1

2
P pX ¡ tq

� P pX ¡ tq .
Ομοίως, αν t ¤ 0

P pε|X| ¡ tq � 1

2
P p|X| ¡ tq � 1

2
P p�|X| ¡ tq

� 1

2
� 1

2
P pt   X   �tq

� 1

2
� 1

2
P pX � 0q � P pt   X   0q

� P pX ¡ tq ,
λόγω της συμμετρίας της X.

Από τα παραπάνω έπεται ότι οι X και ε|X| έχουν την ίδια κατανομή και άρα είναι ισόνομες. �

Θεώρημα 2.3.5 (Αρχή συστολής). ΄Εστω tεiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων συμμετρικών τυχαίων

μεταβλητών Bernoulli και έστω F : r0,8q Ñ r0,8q κυρτή και αύξουσα. Αν x1, . . . , xn είναι

διανύσματα σε ένα χώρο με νόρμαX και αi πραγματικοί συντελεστές με |αi| ¤ 1 για i � 1, 2, . . . , n,

τότε ισχύει

EF
���� ņ

i�1

εiαixi

���	 ¤ EF
���� ņ

i�1

εixi

���	.
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Απόδειξη. Θεωρούμε τη συνάρτηση φ : Rn Ñ R με

φpα1, . . . , αnq � EF
����¸

i

εiαixi

���
.
Παρατηρούμε ότι η φ είναι κυρτή εφόσον η F και η }�} είναι κυρτές συναρτήσεις και η F είναι αύξου-

σα. Τότε η φ περιορισμένη στο κυρτό συμπαγές r�1, 1sn παρουσιάζει μέγιστη τιμή σε ένα ακραίο

σημείο α � pα1, . . . , αnq όπου αi � �1. Λόγω συμμετρίας των pεiqi¤n έχουμε το ζητούμενο. �

Πόρισμα 2.3.6. ΄Εστω tεiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων συμμετρικών τυχαίων μεταβλητών Ber-

noulli και r ¥ 1. Τότε, για κάθε χώρο με νόρμα X, για κάθε n, k P N με k ¤ n και x1, x2, . . . , xn P
X,

E

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
r

¤ E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
r

.

Θεώρημα 2.3.7 (Ανισότητα Khintchine). ΄Εστω tεiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων συμμετρικών

τυχαίων μεταβλητών Bernoulli. Για κάθε p ¡ 0 υπάρχουν σταθερές Ap, Bp ¡ 0 που εξαρτώνται

μόνο από το p ώστε για κάθε n P N και a1, . . . , an P R

Ap

�
ņ

i�1

a2
i

�1{2
¤

�
E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

aiεi

∣∣∣∣∣
p�1{p

¤ Bp

�
ņ

i�1

a2
i

�1{2
.

Επιπλέον, αν p ¥ 2 τότε Ap � 1, δηλαδή,

�
ņ

i�1

a2
i

�1{2
¤

�
E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

aiεi

∣∣∣∣∣
p�1{p

,

ενώ αν p ¤ 2 τότε Bp � 1, δηλαδή,

�
E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

aiεi

∣∣∣∣∣
p�1{p

¤
�

ņ

i�1

a2
i

�1{2
.

Μια απόδειξη της ανισότητας Khntchine μπορεί να δοθεί με βάση το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 2.3.8. ΄Εστω pεiqi¤n μια πεπερασμένη ακολουθία ανεξάρτητων, συμμετρικών τυχαίων
μεταβλητών Bernoulli. Αν pαiqi¤n πεπερασμένη ακολουθία πραγματικών συντελεστών, για κάθε
t ¡ 0 ισχύει

P

������
ņ

i�1

αiεi

����� ¡ t

�
¤ 2 exp

��t2{2}α}22� ,
όπου }α}22 �

°n
i�1 α

2
i .

Απόδειξη. Για κάθε λ ¡ 0 από την ανισότητα του Markov έχουμε

P

�¸
i

αiεi ¡ t

�
¤ e�λtE exp

�
λ
¸
i

αiεi

�

� e�λt
¹
i

Eeλαiεi

� e�λt
¹
i

coshpλαiq.
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Συγκρίνοντας τα αναπτύγματα Taylor βρίσκουμε ότι coshx ¤ ex
2{2, x P R. ΄Αρα, έχουμε

P

�¸
i

αiεi ¡ t

�
¤ exp

�
�λt� 1

2
λ2

¸
i

α2
i

�

Βελτιστοποιώντας ως προς λ το δεξιό μέλος βρίσκουμε ότι

P

�¸
i

αiεi ¡ t

�
¤ exp

��t2{2}α}22� .
Εφαρμόζοντας το ίδιο επιχείρημα για τα �αi στη θέση των αi έχουμε το ζητούμενο. �

Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης το εξής λήμμα.

Λήμμα 2.3.9. ΄Εστω pΩ, µq χώρος πιθανότητας και f : Ω Ñ R�
μετρήσιμη. Τότε,»

Ω
fp � p

» 8

0
tp�1µptω : fpωq ¥ tuqdt.

Απόδειξη. Γράφουμε

p

» 8

0
tp�1µptω : fpωq ¥ tuqdt �

» 8

0
ptp�1

�»
Ω
1tfpωq¥tupωqdµpωq



dt

�
»

Ω

» 8

0
ptp�11tfpωq¥tuptqdtdµpωq

�
»

Ω

�» fpωq
0

ptp�1dt

�
dµpωq

�
»

Ω
fpωqpdµpωq.

�

Απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.7. Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο λήμμα, γράφουμε

��� ņ

i�1

aiεi

���p
LppEn2 q

�
» 8

0
ptp�1P

���� ņ

i�1

aiεi

��� ¥ t

�
dt

¤
» 8

0
ptp�12 exp

�
� ct2

}a}22



dt

¤ pc2
?
p}a}2qp,

απ΄ όπου έπεται η δεξιά ανισότητα του θεωρήματος. Για την αριστερή ανισότητα στην περίπτωση που

0   p   2, χρησιμοποιούμε το εξής τέχνασμα. Για δοθέν 0   p   2, ο 2 είναι κυρτός συνδυασμός

των p και 4. Μπορούμε δηλαδή να βρούμε θ P p0, 1q τέτοιον ώστε 2 � pθ � 4p1� θq: η τιμή του θ

είναι 2{p4� pq. Αν Y � °n
i�1 akεi τότε, από την ανισότητα Hölder,

(2.3.1) E|Y |2 � Ep|Y |pθ|Y |4p1�θqq ¤ pE|Y |pqθ �E|Y |4�1�θ
.

΄Εχουμε δείξει ότι }Y }L4 ¤ c0}Y }L2 . ΄Αρα, η (2.3.1) μας δίνει

E|Y |2 ¤ c
4p1�θq
0 pE|Y |pqθ �E|Y |2�2p1�θq

.
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Παρατηρήστε ότι 1� 2p1� θq � pθ{2. ΄Επεται ότι

pE|Y |2q pθ2 ¤ c
4p1�θq
0 pE|Y |pqθ ,

απ΄ όπου έπεται η

}Y }L2 ¤ cp}Y }Lp
για κάποια σταθερά cp ¡ 0 που εξαρτάται μόνο από το p. �

Παρατήρηση 2.3.10. Το επιχείρημα δείχνει ότι Bp � Op?pq καθώς p Ñ �8 και η Ap είναι

φραγμένη μακριά από το μηδέν: δηλαδή, υπάρχει μια σταθερά m ¡ 0 ώστε |Ap| ¥ m για κάθε

p ¥ 1.

Η ανισότητα Kahane-Khintchine γενικεύει την ανισότητα του Khintchine.

Θεώρημα 2.3.11 (Ανισότητα Kahane-Khintchine). ΄Εστω tεiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων συμ-

μετρικών τυχαίων μεταβλητών Bernoulli. Για κάθε p ¥ 1 υπάρχει μια σταθερά Kp ¡ 0 που

εξαρτάται μόνο από το p, ώστε για κάθε χώρο με νόρμα X, για κάθε n P N και x1, x2, . . . , xn P X
�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
p�1{p

¤ Kp E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥ .
Η απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.11 βασίζεται στο εξής πόρισμα του Θεωρήματος 2.2.8.

Πόρισμα 2.3.12. ΄Εστω X χώρος με νόρμα και pxiqi¤n ακολουθία διανυσμάτων στον X. Αν M
είναι ένας μέσος Lévy της }°i¤n εixi} στον En2 τότε, για κάθε t ¥ 0,

(2.3.2) µn

�
t| }

¸
i¤n

εixi} �M | ¥ tu
�
¤ 4e�t

2{8σ2
.

Απόδειξη. Θεωρούμε την fpuq � }°i¤n uixi}. Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες της νόρμας ελέγ-

χουμε εύκολα ότι η f είναι κυρτή συνάρτηση. ΄Εστω x� P X�
με }x�} ¤ 1 και u, v P Rn. Από την

ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουμε

����x�
�¸
i¤n

uixi �
¸
i¤n

vixi

� ���� �
���� ¸
i¤n

uix
�pxiq �

¸
i¤n

vix
�pxiq

����(2.3.3)

�
���� ¸
i¤n

pui � viqx�pxiq
����

¤
�¸
i¤n

|x�pxiq|2
�1{2 �¸

i¤n
pui � viq2

�1{2

¤ σ}u� v}2.

Από το Θεώρημα Hahn-Banach συμπεραίνουμε ότι

(2.3.4) |fpuq � fpvq| ¤
���� ¸
i¤n

uixi �
¸
i¤n

vixi

���� ¤ σ}u� v}2,

επομένως η f είναι Lipschitz συνεχής με σταθερά σ. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 2.2.8 για την f

έχουμε το ζητούμενο. �
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Απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.11. Θεωρούμε την f : En2 Ñ R�
με

(2.3.5) fpε1, . . . , εnq �
�� }¸

i¤n
εixi} �M

��.
Από το Πόρισμα 2.3.12, κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής x � t2{8σ2

έχουμε

»
En2

�� }¸
i¤n

εixi} �M
��pdµnpεq � p

» 8

0
tp�1µnptε : |}

¸
i¤n

εixi} �M | ¥ tuqdt

¤ 4

» 8

0
ptp�1e�t

2{8σ2
dt

� 2p�1pp
?

2σqp
» 8

0
e�xxp{2�1dx ¤ pKσ?pqp.

΄Αρα,

(2.3.6)

�»
En2

| }
¸
i¤n

εixi} �M |pdµnpεq
�1{p

¤ Kσ
?
p.

Από την τριγωνική ανισότητα,

(2.3.7)

�»
En2

}
¸
i¤n

εixi}pdµnpεq
�1{p

¤M �K1σp
1{2

για κάθε p ¥ 1. Τέλος, παρατηρούμε ότι M ¤ 2E }°i¤n εixi} από την ανισότητα του Markov. 2

Πόρισμα 2.3.13. Από την ανισότητα Kahane, εκμεταλλευόμενοι και την ανισότητα Hölder,

συνάγουμε ότι αν 1 ¤ q   p, τότε για κάθε χώρο με νόρμαX, για κάθε n P N και x1, x2, . . . , xn P X
�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
q�1{q

¤
�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
p�1{p

¤ Kp

�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
q�1{q

,

όπου Kp η σταθερά στην ανισότητα Kahane.

2.4 Τυχαίες μεταβλητές με τιμές σε μετρήσιμους χώρους

Ορισμός 2.4.1. ΄Εστω pE,Bq μετρήσιμος χώρος και pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας. Μια A� B
μετρήσιμη συνάρτηση S : Ω Ñ E λέγεται τυχαία μεταβλητή με τιμές στον E.

Ειδικότερα, αν X είναι χώρος Banach, μια συνάρτηση S : Ω Ñ X λέγεται τυχαία μεταβλητή με

τιμές στον X αν είναι A� BpXq μετρήσιμη, όπου BpXq η Borel σ-άλγεβρα του X.

Ορισμός 2.4.2. ΄Εστω pE,Bq μετρήσιμος χώρος και S : Ω Ñ E τυχαία μεταβλητή με τιμές στον

E. Η κατανομή της S είναι το μέτρο µ που ορίζεται στην σ-άλγεβρα B με

µpAq � PpS P Aq, για κάθε A P B.

Δύο τυχαίες μεταβλητές S, T : Ω Ñ E, με τιμές σε έναν χώρο Banach E, λέγονται ισόνομες,

αν έχουν την ίδια κατανομή.

Η επόμενη πρόταση θα φανεί χρήσιμη στο Κεφάλαιο 7
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Πρόταση 2.4.3. ΄Εστω X διαχωρίσιμος χώρος Banach. Δύο τυχαίες μεταβλητές S, T : Ω Ñ X

με τιμές στον X, είναι ισόνομες αν και μόνο αν η x� � S είναι ισόνομη με την x� � T για κάθε
x� P X�

.

Ειδικότερα, αν Epeix��Sq � Epeix��T q για κάθε x� P X�
τότε η S είναι ισόνομη με την T .

Ορισμός 2.4.4. Μια τυχαία μεταβλητή S : Ω Ñ E με τιμές σε ένα μετρήσιμο χώρο pE,Bq,
λέγεται συμμετρική αν

PpS P Aq � PpS P �Aq, για κάθε A P B,

δηλαδή αν η S είναι ισόνομη με την �S.

Ορισμός 2.4.5. ΄Εστω tSiuiPI μια οικογένεια από τυχαίες μεταβλητές με τιμές σε ένα μετρήσιμο

χώρο pE,Bq. Η tSiuiPI λέγεται ανεξάρτητη, αν για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο J � I

P pSj P Aj για κάθε j P Jq �
¹
jPJ

P pSj P Ajq ,

για οποιαδήποτε tAjujPJ στην B.

Πρόταση 2.4.6. ΄Εστω pE1,A1q, pE2,A2q μετρήσιμοι χώροι και pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας.
Αν F : E1 � E2 Ñ R, μετρήσιμη και X : Ω Ñ E1, Y : Ω Ñ E2 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές

με τιμές στον E1 και E2 αντίστοιχα, τότε» »
F
�
Xpωq, Y pω1q� dPpωqdPpω1q � »

F pXpωq, Y pωqq dPpωq,

εφόσον τα ολοκληρώματα υπάρχουν (το
³ ³
F pXpωq, Y pω1qq dPpωqdPpω1q υπάρχει αν και μόνο αν

το
³
F pXpωq, Y pωqq dPpωq υπάρχει και όταν υπάρχουν είναι ίσα).
Ειδικότερα, αν X,Y : Ω Ñ R ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές τότε

EXY � EX EY.





Κεφάλαιο 3

Πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα

και υπεργινόμενα(ultraproducts)

3.1 Πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω X και Y ισόμορφοι χώροι Banach. Η απόσταση Banach-Mazur των

X και Y συμβολίζεται με dpX,Y q και ορίζεται ως εξής:

dpX,Y q � inf
 
‖T‖

∥∥T�1
∥∥ : T : X Ñ Y ισομορφισμός

(
.

Επιπλέον, αν dpX,Y q ¤ a για κάποιο a ¡ 1 τότε λέμε ότι οι X και Y είναι a-ισομορφικοί.

Παρατηρούμε ότι για X και Y ισόμορφους χώρους Banach ισχύει πάντα ότι dpX,Y q ¥ 1.

Επιπλέον, αν dpX,Y q   a για κάποιον a ¡ 1, τότε υπάρχει ισομορφισμός T : X Ñ Y τέτοιος ώστε

}T } � 1 και
∥∥T�1

∥∥ ¤ a, δηλαδή

1

a
‖x‖ ¤ ‖T pxq‖ ¤ ‖x‖ για κάθε x P X.

Επίσης, αν X,Y, Z είναι ισόμορφοι χώροι Banach τότε dpX,Zq ¤ dpX,Y qdpY, Zq. Πράγματι,

υπάρχουν T : X Ñ Y και S : Y Ñ Z με
∥∥T�1

∥∥ , ∥∥S�1
∥∥ ¤ 1, ‖T‖ ¤ dpX,Y q και ‖S‖ ¤ dpY,Zq.

Επομένως, για τον τελεστή T � S : X Ñ Z έχουμε ‖T � S‖ ¤ ‖T‖ ‖S‖ ¤ dpX,Y qdpY, Zq και∥∥pT � Sq�1
∥∥ � ∥∥S�1 � T�1

∥∥ ¤ ∥∥S�1
∥∥∥∥T�1

∥∥ ¤ 1.

Ορισμός 3.1.2. ΄Εστω X και Y δύο χώροι Banach και a ¥ 1. Αν υπάρχει ισομορφική εμφύτευση

T : X Ñ T pXq � Y τέτοια ώστε

‖T‖
∥∥T�1

∥∥ ¤ a,

τότε λέμε ότι ο X εμφυτεύεται a-ισομορφικά στον Y και γράφουμε

X
a
ãÑ Y.

Ορισμός 3.1.3. ΄Εστω X και Y χώροι Banach. Λέμε ότι ο X είναι πεπερασμένα αναπα-

ραστάσιμος στον Y αν για κάθε ε ¡ 0 και κάθε υπόχωρο E του X πεπερασμένης διάστασης,

υπάρχει υπόχωρος F του Y με dimF � dimE και dpE,F q   1 � ε. Δηλαδή, E
1�ε
ãÑ Y για κάθε

ε ¡ 0 και κάθε E υπόχωρο του X πεπερασμένης διάστασης.

Επίσης, για a ¡ 1, λέμε ότι ο X είναι a-πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y , αν για

κάθε E πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο του X υπάρχει υπόχωρος F του Y με dimF � dimE

και dpE,F q   a. Επομένως, ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y αν και μόνο αν είναι

a-αναπαραστάσιμος για κάθε a ¡ 1.
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Πρόταση 3.1.4. ΄Εστω X,Y και Z χώροι Banach. Αν ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον Y και ο Y είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Z τότε ο X είναι πεπερασμένα ανα-

παραστάσιμος στον Z. Δηλαδή, η πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα ικανοποιεί την μεταβατική

ιδιότητα.

Απόδειξη. ΄Εστω ε ¡ 0 και E υπόχωρος του X πεπερασμένης διάστασης. Εφόσον ο X είναι πε-

περασμένα αναπαραστάσιμος στον Y υπάρχει F υπόχωρος του Y με dimF � dimE και dpE,F q  ?
1� ε. Επίσης, εφόσον ο Y είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Z υπάρχει H υπόχωρος

του Z πεπερασμένης διάστασης με dimH � dimF � dimE και dpF,Hq   ?
1� ε. Επομένως,

dpE,Hq ¤ dpE,F qdpF,Hq   p?1� εq2 � 1 � ε. ΄Επεται ότι ο X είναι πεπερασμένα αναπαρα-

στάσιμος στον Z. �

΄Εστω X χώρος Banach και 1 ¤ p   8. Παρατηρούμε ότι αν ο `p είναι πεπερασμένα αναπαρα-

στάσιμος στον X τότε για κάθε ε ¡ 0 και n P N έχουμε ότι `np
1�ε
ãÑ X. Από το παρακάτω λήμμα

φαίνεται ότι αυτή η συνθήκη είναι επίσης και ικανή ώστε να είναι ο `p πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον X.

Λήμμα 3.1.5. ΄Εστω X διαχωρίσιμος χώρος Banach και pXnq8n�1 αύξουσα ακολουθία υποχώρων

του X πεπερασμένης διάστασης, τέτοια ώστε ο υπόχωρος
�8
n�1Xn να είναι πυκνός στον X. ΄Εστω

Y χώρος Banach. Τότε, τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y .

(ii) Για κάθε n P N και ε ¡ 0 υπάρχουν υπόχωρος E του Y με dimE � dimXn και Tn : Xn Ñ E

γραμμικός ισομορφισμός τέτοιος ώστε }Tn}}T�1
n }   1� ε.

Απόδειξη. (i) ùñ (ii): ΄Αμεσο.

(ii) ùñ (i): ΄Εστω ε ¡ 0 και F υπόχωρος του X πεπερασμένης διάστασης. ΄Εστω dimF � N και

F � spantx0
1, . . . , x

0
Nu. Η συνάρτηση S`N1

Q a ÞÑ
���°N

j�1 ajx
0
j

��� είναι συνεχής και εφόσον η σφαίρα

S`N1
είναι συμπαγής συμπεραίνουμε ότι υπάρχει σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε

1

C
¤

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

����� ¤ C, για κάθε a P S`N1 .

Συνεπώς,

1

C

Ņ

j�1

|aj | ¤
�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

����� ¤ C
Ņ

j�1

|aj |

για κάθε a1, . . . , aN P R.

΄Εστω δ ¡ 0. Επειδή ο
�8
n�1Xn είναι πυκνός υπόχωρος του X και η pXnq8n�1 είναι αύξουσα,

υπάρχουν n P N και xj P Xn τέτοια ώστε }xj � x0
j}   δ για κάθε 1 ¤ j ¤ N . Από την υπόθεση

(ii) υπάρχουν υπόχωρος E του Y με dimE � dimXn και Tn : Xn Ñ E τέτοιοι ώστε

}x} ¤ }Tnpxq} ¤ p1� ε{2q}x}, για κάθε x P Xn.
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Ορίζουμε S : F Ñ Y με Spx0
j q � Tnpxjq για κάθε 1 ¤ j ¤ N και επεκτείνουμε γραμμικά. Τότε για

κάθε a1, . . . , aN P R έχουμε�����S
�

Ņ

j�1

ajx
0
j

������ �
�����Tn

�
Ņ

j�1

ajxj

������ ¤ p1� ε{2q
�����
Ņ

j�1

ajxj

�����
¤ p1� ε{2q

�����
Ņ

j�1

ajpxj � x0
j q
������ p1� ε{2q

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

�����
¤ p1� ε{2q

Ņ

j�1

|aj |δ � p1� ε{2q
�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

�����
¤ p1� ε{2qδC

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

������ p1� ε{2q
�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

�����
� p1� ε{2qp1� δCq

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

����� .
Επίσης, �����S

�
Ņ

j�1

ajx
0
j

������ �
�����Tn

�
Ņ

j�1

ajxj

������ ¥
�����
Ņ

j�1

ajxj

�����
¥

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

������
�����
Ņ

j�1

ajpx0
j � xjq

�����
¥

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

������ δC

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

�����
� p1� δCq

�����
Ņ

j�1

ajx
0
j

����� .
Επιλέγουμε δ ¡ 0 αρκετά μικρό ώστε 0   p1�ε{2qp1�δCq

p1�δCq   1 � ε. Τότε, ο S : F Ñ SpF q ¤ Y

ικανοποιεί την

}S}}S�1}   1� ε.

Ο F ήταν τυχών υπόχωρος του X πεπερασμένης διάστασης, συνεπώς ο X είναι πεπερασμένα

αναπαραστάσιμος στον Y . �

Πρόταση 3.1.6. Κάθε χώρος Banach είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον c0.

Απόδειξη. ΄Εστω E υπόχωρος του X με dimE � n   8 και ε ¡ 0. Τότε dimE� � n, όπου E�

ο δυϊκός του E. Θεωρούμε ένα πεπερασμένο δ-δίκτυο N � tx�1 , . . . , x�Nu της μοναδιαίας σφαίρας

του E�
, όπου δ ¡ 0 τέτοιος ώστε

1
1�δ   1� ε. Δηλαδή το N είναι τέτοιο ώστε για κάθε x� στην

μοναδιαία σφαίρα του E�
υπάρχει x�i P N ώστε }x� � x�i } ¤ δ. Ορίζουμε T : E Ñ `N8 με

T pxq � tx�i pxqu8i�1 για κάθε x P E.

Τότε, ο T είναι γραμμικός και

‖T pxq‖ � max
1¤i¤N

|x�i pxq| ¤ max
1¤i¤N

‖x�i ‖ ‖x‖ � ‖x‖ ,

διότι ‖x�i ‖ � 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ N .
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Επίσης, για x P E, από το θεώρημα Hahn-Banach έχουμε ότι υπάρχει x� P E�
ώστε ‖x‖ �

x�pxq και ‖x�‖ � 1. Υπάρχει 1 ¤ i0 ¤ N τέτοιος ώστε
∥∥x� � x�i0

∥∥ ¤ δ. Επομένως,

‖x‖ � |x�pxq| ¤ |x�pxq � x�i0pxq| � |x�i0pxq|
¤ ∥∥x� � x�i0

∥∥ ‖x‖� max
1¤i¤N

|x�i pxq|

¤ δ ‖x‖� ‖T pxq‖ .
΄Αρα,

p1� δq ‖x‖ ¤ ‖T pxq‖ για κάθε x P X.
Τελικά,

p1� δq ‖x‖ ¤ ‖T pxq‖ ¤ ‖x‖ για κάθε x P X.
Δηλαδή, για τον γραμμικό τελεστή T : E Ñ T pEq � c0 ισχύει ‖T‖

∥∥T�1
∥∥ ¤ 1

1�δ   1 � ε, άρα

dpE, T pEqq   1� ε. ΄Επεται ότι ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον c0. �

Πρόταση 3.1.7. Για κάθε 1 ¤ p   8 ο Lp � Lp pr0, 1s,Bpr0, 1sq, λq είναι πεπερασμένα αναπα-
ραστάσιμος στον `p, όπου λ το μέτρο Lebesgue στο r0, 1s.
Απόδειξη. ΄Εστω n P N. Για κάθε 1 ¤ k ¤ n ορίζουμε τις συναρτήσεις fk � χp k�1

n , knq . Τότε

fk P Lp. Θέτουμε

En � span tfk : 1 ¤ k ¤ nu .
Παρατηρούμε ότι, για κάθε a1, a2, . . . , an P R,∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akfk

∥∥∥∥∥
Lp

�
�»

r0,1s

∣∣∣∣∣ ņ

k�1

akfkpxq
∣∣∣∣∣
p

dλpxq
�1{p

�
�»

r0,1s

ņ

k�1

|ak|p|fkpxq|pdλpxq
�1{p

�
�

ņ

k�1

|ak|p
»
r0,1s

|fkpxq|pdλpxq
�1{p

�
�

ņ

k�1

|ak|p 1

n

�1{p

�
�

1

n


1{p� ņ

k�1

|ak|p
�1{p

.

Επομένως, η απεικόνιση Tn : En Ñ `np με Tnpfkq �
�

1
n

�1{p
ek είναι ισομετρία. Επειδή το σύνολο�8

n�1En είναι πυκνό υποσύνολο του Lp, το ζητούμενο έπεται από το Λήμμα 3.1.5. �

Με παρόμοιο τρόπο, θεωρώντας Tn : `np Ñ En με T pekq � fk, μπορούμε να δείξουμε ότι ο

`p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Lp, ωστόσο αυτό προκύπτει άμεσα από την επόμενη

πρόταση.

Πρόταση 3.1.8. Για κάθε 1 ¤ p   8 ο `p εμφυτεύεται ισομετρικά στον Lp � Lp pr0, 1s,Bpr0, 1sq, λq.
Απόδειξη. Θεωρούμε ακολουθία tfnu8n�1 στον Lp τέτοια ώστε οι fn έχουν ξένους φορείς και

}fn}p � 1 για κάθε n P N. �

Σύμφωνα με την αρχή τοπικής αυτοπάθειας, την οποία αποδεικνύουμε στο Παράρτημα Βʹ, έχουμε

την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.1.9. Ο X��
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X για κάθε χώρο Banach X.

Θεώρημα 3.1.10 (Αρχή τοπικής αυτοπάθειας). ΄Εστω X χώρος Banach, E � X��
και F � X�

με dimE   8 και dimF   8. Τότε για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει φραγμένος γραμικός τελεστής T :

E Ñ X τέτοιος ώστε }T }}T�1}   1� ε , T pxq � x για κάθε x P EXX και x�pT px��qq � x��px�q
για κάθε x� P F και x�� P E.
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3.2 Υπεργινόμενα (Ultraproducts)

Σε αυτή την παράγραφο ορίζουμε τα υπεργινόμενα χώρων Banach τα οποία θα χρειαστούν

στην επόμενη παράγραφο όπου θα φανεί η σχέση τους με την πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα

αλλά και στο Κεφάλαιο 5 ως εργαλείο για την απόδειξη μιας πρότασης από την θεωρία τελεστών.

Στα παρακάτω θεωρούμε I τυχόν άπειρο σύνολο.

Ορισμός 3.2.1. Μια μη κενή οικογένεια F υποσυνόλων του I λέγεται φίλτρο αν ικανοποιεί τις

ακόλουθες ιδιότητες :

(i) H R F

(ii) Αν F1, F2 P F τότε F1 X F2 P F

(iii) Αν A � I, F P F και F � A τότε A P F .

Ορισμοί 3.2.2. (i) ΄Εστω F φίλτρο στο N. Λέμε ότι μια ακολουθία πραγματικών αριθμών

tanu8n�1 συγκλίνει σε κάποιο a P R ως προς το φίλτρο F , αν για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει F P F
ώστε an P pa� ε, a� εq για κάθε n P F .

Συμβολίζουμε

lim
n,F

an � a.

(ii) Λέμε ότι μια ακολουθία txnu8n�1 σε έναν χώρο Banach X συγκλίνει σε ένα x P X ως προς

το φίλτρο F αν

lim
n,F
‖xn � x‖ � 0.

Συμβολίζουμε

lim
n,F

xn � x.

(iii) Γενικότερα, αν X χώρος Banach, I σύνολο δεικτών, F φίλτρο στο I και txiuiPI με xi P X
για κάθε i P I γράφουμε

lim
U
xi � x

για κάποιο x P X, αν για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει F P F ώστε }xi � x}   ε για κάθε i P F .

Σε κάθε περίπτωση, αν υπάρχει το όριο ως προς το F τότε είναι μοναδικό.

Παράδειγμα 3.2.3. Για κάθε n P N ορίζουμε Bn � tm P N : m ¥ nu. Τότε η οικογένεια
F � tA � N : Bn � A για κάποιο n P Nu είναι φίλτρο στο N. Αν txnu8n�1 είναι ακολουθία σε έναν

χώρο Banach τότε lim
n,U

xn � x αν και μόνο αν lim
nÑ8xn � x.

Τα όρια ως προς φίλτρα ικανοποιούν ιδιότητες ανάλογες με τις γνωστές ιδιότητες των ορίων.

Πρόταση 3.2.4. ΄Εστω F φίλτρο στο I και txiuiPI , tyiuiPI με xi, yi σε έναν χώρο Banach X

έτσι ώστε lim
U
xi � x και lim

U
yi � y για κάποια x, y P X. Τότε

(i) lim
F
pxi � λyiq � x� λy για κάθε λ P R.

(ii) Αν K � X και ti P I : xi P Ku P F τότε x P K.

Ορισμός 3.2.5. ΄Ενα φίλτρο U στο I λέγεται υπερφίλτρο αν είναι μεγιστικό ως προς τη σχέση

του περιέχεσθαι. Δηλαδή, αν F φίλτρο στο I και U � F τότε U � F .
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Παράδειγμα 3.2.6. ΄Εστω i0 P I. Ορίζουμε Ui0 � tU � I : i0 P Uu. Εύκολα δείχνουμε ότι το

Ui0 είναι υπερφίλτρο στο I. Για txiuiPI με xi P X για κάθε i P I ισχύει

lim
Ui0

xi � xi0 .

Ορισμός 3.2.7. ΄Ενα υπερφίλτρο U στο I λέγεται μη τετριμμένο αν δεν είναι της μορφής Ui0 για

κάποιο i0 P I.

Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι ένα μη τετριμμένο υπερφίλτρο στο I δεν περιέχει πεπερασμένα

σύνολα.

Από την επόμενη πρόταση, η απόδειξη της οποίας είναι μια απλή εφαρμογή του λήμματος του

Zorn, συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν μη τετριμμένα υπερφίλτρα στο I.

Πρόταση 3.2.8. Για κάθε φίλτρο F στο I υπάρχει υπερφίλτρο U ώστε F � U .

Η οικογένεια F � tI rA : A πεπερασμένο u των συμπεπερασμένων υποσυνόλων του I, είναι

φίλτρο. Αν U είναι υπερφίλτρο τέτοιο ώστε F � U τότε το U είναι μη τετριμμένο.

Πρόταση 3.2.9. ΄Εστω F φίλτρο σε ένα μη κενό σύνολο I. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα :

(i) Το F είναι υπερφίλτρο.

(ii) Για κάθε A � I είτε A P F είτε I rA P F .

(iii) Αν A � I και AX F � H για κάθε F P F τότε A P F .

(iv) Αν A,B � I και AYB P F τότε είτε A P F είτε B P F .

Απόδειξη.

(i) ñ (iv) : ΄Εστω A,B � I με A Y B P F . Υποθέτουμε ότι A R F και θα δείξουμε ότι B P F .

Ορίζουμε

F 1 � tC � I : AY C P Fu .
Εύκολα ελέγχουμε ότι το F 1 ειναι φίλτρο. Επίσης είναι σαφές ότι F � F 1. Επομένως, εφόσον

το F είναι υπερφίλτρο έπεται ότι F � F 1. Από την υπόθεση έχουμε ότι A Y B P F , δηλαδή
B P F 1. ΄Αρα B P F .

(iv) ñ (ii) : Εφόσον η οικογένεια F είναι μη κενή έχουμε ότι I P F . Συνεπώς, για κάθε A � I

ισχύει AY pI rAq P F . Από το (iv) έπεται ότι A P F ή I rA P F .

(ii) ñ (iii) : ΄Εστω A � I τέτοιο ώστε A X F � H για κάθε F P F . Αν F R F τότε I r A P F
και άρα AX pI rAq � H. ΄Ατοπο. ΄Αρα A P F .

(iii) ñ (i) : ΄Εστω U φίλτρο στο I τέτοιο ώστε F � U . ΄Εστω U P U . Τότε για κάθε F P F
ισχύει ότι U X F � H διότι U,F P U . Από το (iii) έχουμε ότι U P F . Δηλαδή U � F .

Συμπεραίνουμε ότι το F είναι υπερφίλτρο.

�

Ιδιαίτερα χρήσιμη είναι η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.2.10. ΄Εστω U μη τετριμμένο υπερφίλτρο στο I. ΄Εστω επίσης X χώρος Banach

, K συμπαγές υποσύνολο του X και txiuiPI με xi P K για κάθε i P I. Τότε η txiuiPI είναι
συγλίνουσα ως προς το υπερφίλτρο U . Δηλαδή υπάρχει μοναδικό x P X ώστε

lim
U
xi � x.
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Απόδειξη. Για κάθε U P U ορίζουμε

FU � txi : i P Uu.
Τότε η οικογένεια tFU : U P Uu ικανοποιεί την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών και κατά συνέπεια£

UPU
FU � H,

λόγω συμπάγειας.

΄Εστω λοιπόν x0 P
�
UPU FU και ε ¡ 0. Για κάθε U P U ισχύει ότι x0 P FU και άρα υπάρχει i P U

τέτοιο ώστε ‖x0 � xi‖   ε. Δηλαδή,

ti P I : ‖x0 � xi‖   εu X U � H για κάθε U P U .
Από την Πρόταση 3.2.9 έπεται ότι

ti P I : ‖x0 � xi‖   εu P U .
Εφόσον το ε ¡ 0 ήταν τυχόν συμπεραίνουμε ότι

lim
U
xi � x0.

�

Ορισμός 3.2.11. ΄Εστω X χώρος Banach και U μη τετριμμένο υπερφίλτρο στο I. Για κάθε

οικογένεια txiuiPI στον X τέτοια ώστε sup
iPI

}xi}   8 ορίζουμε

‖txiuiPI‖U � lim
U
}xi}.

Το όριο υπάρχει πάντα από την Πρόταση 3.2.10.

Εύκολα δείχνουμε ότι η ‖�‖U είναι ημινόρμα στον χώρο `8pI,Xq �
"
txiuiPI : sup

iPI
}xi}   8

*
των

φραγμένων οικογενειών στον X.

΄Εστω

NU �
 txiuiPI P `8pI,Xq : ‖txiuiPI‖U � 0

(
.

Ο NU είναι κλειστός υπόχωρος του `8pI,Xq. Η υπερδύναμη (ultrapower) του X ως προς το

υπερφίλτρο U είναι ο χώρος πηλίκο `8pI,Xq{NU τον οποίο συμβολίζουμε με XU . Ο XU είναι

χώρος Banach.

Γενικότερα, για μια οικογένεια χώρων Banach tXiuiPI , το υπεργινόμενο (ultraproduct)

ptXiuiPqU της tXiuiPI ως προς το U είναι ο χώρος πηλίκο

ptXiuiPqU � `8pI, tXiuiPIq{NU ,

όπου `8pI, tXiuiPI �
"
txiuiPI : xi P Xi για κάθε i P I και sup

iPI
}xi}   8

*
και

NU �
"
txiuiPI P `8pI, tXiuiPIq : lim

U
}xi} � 0

*
. Ο ptXiuiPqU είναι χώρος Banach.

Για x̄ � txiuiPI P `8pI, tXiuiPIq συμβολίζουμε με x̄U το στοιχείο του ptXiuiPqU που αντιστοιχεί

στο x̄, δηλαδή

x̄U � x̄�NU .

Παρατηρούμε ότι εφόσον η ‖�‖U είναι ημινόρμα έχουμε ότι

‖x̄U‖ � ‖x̄‖U � lim
U
}xi}.
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Ορίζουμε επίσης και την υπερδύναμη ενός γραμμικού τελεστή.

Ορισμός 3.2.12. ΄Εστω U μη τετριμμένο υπερφίλτρο στο I, X,Y χώροι Banach και T : X Ñ Y

φραγμένος γραμμικός τελεστής. Ορίζουμε την υπερδύναμη του τελεστή T ως προς το υπερφίλτρο

U ως το τελεστή TU : XU Ñ YU με

TU
�ptxiuiPIqU� � ptTxiuiPIqU .

Ο τελεστής TU είναι καλά ορισμένος διότι αν lim
U
}xi} � 0 τότε lim

U
}Txi} � 0.

Επιπλέον, ισχύει ότι ‖TU‖ � ‖T‖ .
Γενικότερα, tXiuiPI , tYiuiPI οικογένειες χώρων Banach και Ti : Xi Ñ Yi φραγμένοι γραμμικοί

τελεστές, το υπεργινόμενο της οικογένειας tTiuiPI ως προς το υπερφίλτρο U είναι ο τελεστής

ptTiuiPIqU : ptXiuiPIqU Ñ ptYiuiPIqU με

ptTiuiPIqU pptxiuiPIqU q � ptTixiuiPIqU .
Εύκολα βλέπουμε ότι

∥∥ptTiuiPIqU∥∥ � lim
iPI

}Ti}.

3.3 Πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα και υπεργινόμενα

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε τη σχέση που υπάρχει μεταξύ των υπεργινομένων και της

πεπερασμένης αναπαραστασιμότητας. Το βασικό θεώρημα είναι το ακόλουθο:

Θεώρημα 3.3.1. ΄Εστω X και Y χώροι Banach. Ο Y είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον

X αν και μόνο αν υπάρχει μη τετριμμένο υπερφίλτρο U σε κάποιο σύνολο δεικτών I τέτοιο ώστε ο
Y να εμφυτεύεται ισομετρικά στην υπερδύναμη XU .

Η απόδειξη του Θεωρήματος 3.3.1 προκύπτει από τις Προτάσεις 3.3.4 και 3.3.5. Αποδεικνύουμε

πρώτα ένα λήμμα για δίκτυα. Υπενθυμίζουμε ότι για X χώρο Banach, F � X και δ ¡ 0 ένα

πεπερασμένο υποσύνολο N του F λέγεται δ-δίκτυο για το F αν για κάθε x P F υπάρχει y P N
τέτοιο ώστε }x� y} ¤ δ.

Λήμμα 3.3.2. Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει δ � δpεq ¡ 0 με την ακόλουθη ιδιότητα: Για κάθε n P N
και κάθε νόρμα } � } στον Rn, αν N είναι ένα δ-δίκτυο της μοναδιαίας σφαίρας του pRn, } � }q και
x1, . . . , xn στοιχεία ενός χώρου Banach τέτοια ώστε

1� δ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ 1� δ για κάθε a � pa1, . . . , anq P N ,

τότε

1?
1� ε

}a} ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε}a}, για κάθε a � pa1, . . . , anq P Rn.

Απόδειξη. ΄Εστω ε ¡ 0, 0   δ � δpεq   1 και N ένα δ-δίκτυο της μοναδιαίας σφαίρας του

pR, } � }q όπως στην υπόθεση. ΄Εστω a � pa1, . . . , anq P Rn με }a} � 1. Εφόσον το N είναι

δ-δίκτυο, υπάρχει b0 P N ώστε }a� b0} ¤ δ. Συνεπώς, a � b0 � λ1a
1
όπου λ1 � }a� b0} ¤ δ και

a1 � a�b0
}a�b0} . Ομοίως, εφόσον }a1} � 1, υπάρχει b1 P N ώστε a1 � b1 � µa2

για κάποια 0 ¤ µ ¤ δ

και a2 P Rn με }a2} � 1. Επομένως, αν θέσουμε λ2 � λ1µ, τότε

a � b0 � λ1a
1 � b0 � λ1pb1 � µa2q
� b0 � λ1b

1 � λ1µa
2

� b0 � λ1b
1 � λ2a

2
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όπου 0 ¤ λ1 ¤ δ και 0 ¤ λ2 � λ1µ ¤ δ2
.

Συνεχίζοντας επαγωγικά, βρίσκουμε ακολουθία pλjqjPN με 0 ¤ λj ¤ δj και pbjq8j�0 στο N
τέτοια ώστε

a � b0 � λ1b
1 � . . .� λN�1b

N�1 � λNa
N , για κάθε N P N,

για κάποιο aN P Rn με }aN} � 1. Θέτουμε λ0 � 1. Τότε,

8̧

j�0

λjb
j � lim

NÑ8

N�1̧

j�0

λjb
j � lim

NÑ8
pa� λNa

N q � a� lim
NÑ8

λNa
N � a,

διότι

lim
NÑ8

}λNaN} � lim
NÑ8

λN ¤ lim
NÑ8

δN � 0.

΄Αρα, a � °8
j�0 λjb

j
. Επίσης, εφόσον bj P N , από την υπόθεση έχουμε ότι 1� δ ¤

∥∥∥°n
i�1 b

j
ixi

∥∥∥ ¤
1� δ για κάθε j ¥ 0. Επομένως,∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

8̧

j�0

λjb
j
ixi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ 8̧

j�0

λj

ņ

i�1

bjixi

∥∥∥∥∥
¤

8̧

j�0

λj

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bjixi

∥∥∥∥∥ ¤ 8̧

j�0

δjp1� δq

� p1� δq 1

1� δ
.

Επιπλέον, ομοίως έχουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ 8̧

j�0

λj

ņ

i�1

bjixi

∥∥∥∥∥ ¥
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

b0ixi

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ 8̧

j�1

λj

ņ

i�1

bjixi

∥∥∥∥∥
¥ 1� δ �

8̧

j�1

λj

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bjixi

∥∥∥∥∥ ¥ 1� δ �
8̧

j�1

δjp1� δq � 1� δ � p1� δq δ

1� δ
� 1� 3δ

1� δ
.

Επιλέγουμε 0   δ � δpεq   1 αρκετά μικρό ώστε

1� δ

1� δ
  ?

1� ε και
1� 3δ

1� δ
¥ 1?

1� ε
.

Τότε, για κάθε a � pa1, . . . , anq P Rn με }a} � 1,

1?
1� ε

¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε.

�

Παρατήρηση 3.3.3. Από την απόδειξη του Λήμματος 3.3.2 προκύπτει ότι κάθε a P Rn με

}a} � 1 μπορεί να γραφεί στην μορφή

a �
8̧

j�1

λjbj

με |λj | ¤ δj και bj P N .
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Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω I σύνολο δεικτών και U μη τετριμμένο υπερφίλτρο στο I. ΄Εστω επίσης
tXiuiPI οικογένεια χώρων Banach και X̃ � ptXiuiPIqU το υπεργινόμενο ως προς το U . Τότε, για
κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο Ỹ του X̃ και κάθε ε ¡ 0 υπάρχει U P U τέτοιο ώστε για
κάθε i P U υπάρχει υπόχωρος Yi του Xi ο οποίος είναι p1 � εq-ισομορφικός με τον Ỹ . Δηλαδή
dpỸ , Yiq   1� ε για κάθε i P U .
Ειδικότερα, αν Xi � X για κάθε i P I, ο XU είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Απόδειξη. ΄Εστω ε ¡ 0, Ỹ υπόχωρος του X̃ με dim Ỹ � n και ỹ1, . . . , ỹn P Ỹ τέτοια ώστε Ỹ �
tỹ1, . . . , ỹnu . Για κάθε k � 1, 2, . . . , n έστω

 
xki
(
iPI P `8 ptXiuiPIq τέτοια ώστε ỹk � p xki (iPIqU .

Για κάθε i P I ορίζουμε Yi � span
 
x1
i , . . . , x

n
i

( ¤ Xi και τον τελεστή Ti : Ỹ Ñ Ỹi με

Tipỹkq � xki για κάθε k � 1, 2, . . . , n.

Τότε, για κάθε ỹ P Ỹ , αν ỹ � °n
k�1 λkỹk, έχουμε

lim
U
‖Tiỹ‖ � lim

U

∥∥∥∥∥Tip ņ

k�1

λkỹkq
∥∥∥∥∥ � lim

U

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

λkx
k
i

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥
#

ņ

k�1

λky
i
k

+
iPI

∥∥∥∥∥
U

� ‖ỹ‖

Συνεπώς, για κάθε y P Ỹ με ‖ỹ‖ � 1 και κάθε δ ¡ 0 υπάρχει Uỹ P U ώστε

1� δ ¤ ‖Tiỹ‖ ¤ 1� δ για κάθε i P Uỹ.

΄Εστω N ένα δ-δίκτυο της μοναδιαίας σφαίρας του Ỹ , όπου δ � δpεq ¡ 0 όπως στο Λήμμα 3.3.2

Θέτουμε U � �
ỹPN

Uỹ. Τότε U P U . Για κάθε i P U έχουμε

1� δ ¤ ‖Tiỹ‖ ¤ 1� δ για κάθε ỹ P N .

Επομένως, σύμφωνα με το Λήμμα 3.3.2 έχουμε ότι για κάθε i P U
1?

1� ε
‖ỹ‖ ¤ ‖Tiỹ‖ ¤

?
1� ε ‖ỹ‖ για κάθε ỹ P Ỹ .

Δήλαδή, dpỸ , Yiq ¤ 1� ε για κάθε i P U . �

Πρόταση 3.3.5. ΄Εστω Y χώρος Banach και B οικογένεια από χώρους Banach. Υποθέτουμε

ότι για κάθε ε ¡ 0 και κάθε πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο F του Y υπάρχει X P B τέτοιος
ώστε ο F να εμφυτεύεται p1� εq-ισομορφικά στον X. Τότε, υπάρχουν σύνολο I και υπερφίλτρο U
στο I τέτοια ώστε ο Y να εμφυτεύεται ισομετρικά στο υπεργινόμενο ptXiuiPIqU , όπου Xi P B για
κάθε i P I.
Ειδικότερα, αν B � tXu έχουμε ότι αν ο Y είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμομς στον X τότε

ο Y εμφυτεύεται ισομετρικά στην υπερδύναμη XU για κάποιο υπερφίλτρο U σε ένα σύνολο δεικτών
I.

Απόδειξη. Ορίζουμε

I � tpF, εq : F υπόχωρος του Y με dimF   8 και ε ¡ 0u .

Ορίζουμε επίσης διάταξη στο I με

pF1, ε1q   pF2, ε2q αν και μόνο αν F1 � F2 και ε2 ¤ ε1.

Για pF0, ε0q P I θέτουμε

AF0,ε0 � tpF, εq P I : pF0, ε0q   pF, εqu .
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Τότε το

F � tAF,ε : pF, εq P Iu
είναι φίλτρο στο I. Θεωρούμε ένα υπερφίλτρο U στο I τέτοιο ώστε F � U .

Από την υπόθεση, για κάθε pF, εq P I υπάρχειXF,ε P B και γραμμικός τελεστής TF,ε : F Ñ XF,ε

με

‖TF,ε‖ � 1 και

∥∥∥T�1
F,ε

∥∥∥   1� ε.

Ορίζουμε J : Y Ñ ptXiuiPIqU με Jpyq � ptyiuiPIqU , όπου

yi � yF,ε �
#
TF,εpyq , αν y P F

0 , αν y R F
Παρατηρούμε ότι sup

iPI
}yi} ¤ sup

pF,εqPI
‖TF,ε‖ ‖y‖ � ‖y‖, και άρα η απεικόνιση J είναι καλά ορισμένη.

Επίσης, η J είναι γραμμική. Πράγματι, έστω x, y P Y και λ P R. Είναι άμεσο ότι Jpλxq �
λJpxq. ΄Εστω Jpxq � ptxiuiPIqU , Jpyq � ptyiuiPIqU και Jpx � yq � ptpx� yqiuiPIqU . Θέτουμε

F0 � span tx, yu και θεωρούμε AF0,ε0 P F � U για κάποιο ε0. Τότε, για κάθε pF, εq P AF0,ε0

έχουμε pF0, ε0q   pF, εq και άρα F0 � F . Δηλαδή x, y P F και άρα x� y P F . Επομένως,

xF,ε � TF,εpxq,
yF,ε � TF,εpyq και

px� yqF,ε � TF,εpx� yq � TF,εpxq � TF,εpyq,
για κάθε pF, εq P AF0,ε0 . ΄Αρα, xi � yi � px� yqi για κάθε i P AF0,ε0 P U και κατά συνέπεια

ptxiuiPIqU � ptyiuiPIqU � ptpx� yqiuiPIqU .
Δηλαδή Jpxq � Jpyq � Jpx� yq. Επομένως πράγματι η J είναι γραμμική.

Θα δείξουμε ότι η J είναι και ισομετρία. ΄Εστω y P Y . Αρκεί να δείξουμε ότι

1

1� ε
}y} ¤ ‖Jpyq‖ ¤ }y} για κάθε ε ¡ 0.

΄Εστω ε ¡ 0 και Jpyq � ptyiuiPIqU . Θέτουμε F1 � span tyu και θεωρούμε το AF,ε P F � U . Για

κάθε pF, ε1q P AF,ε έχουμε

pF1, εq   pF, ε1q,
δηλαδή F1 � F και ε1 ¤ ε. ΄Αρα y P F και επομένως

yF,ε � TF,εpyq για κάθε pF, εq P AF,ε.
Συνεπώς,

}y}
1� ε

¤ 1∥∥∥T�1
F,ε

∥∥∥ ‖y‖ ¤ ‖yF,ε‖ ¤ ‖TF,ε‖ }y} � }y}

για κάθε pF, εq P AF,ε. ΄Επεται ότι

}y}
1� ε

¤ lim
U
}yi} ¤ }y}.

Δηλαδή,

}y}
1� ε

¤ ‖Jpyq‖ ¤ }y}.
Εφόσον το ε ¡ 0 ήταν τυχόν έχουμε ότι Jpyq � }y} για κάθε y P Y . Δηλαδή η J : Y Ñ ptXiuiPIqU
είναι ισομετρία.

�
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Ορισμός 3.3.6. ΄Ενας χώρος Banach λέγεται υπεραυτοπαθής (super-reflexive) αν κάθε

χώρος Banach ο οποίος είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X είναι αυτοπαθής.

Σαν πόρισμα του Θεωρήματος 3.3.1 έχουμε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.3.7. ΄Ενας χώρος Banach X είναι υπεραυτοπαθής αν και μόνο αν κάθε υπερδύναμη

XU του X είναι αυτοπαθής.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει από το Θεώρημα 3.3.1 και από το γεγονός ότι αν ένας χώρος

Banach είναι αυτοπαθής τότε κάθε κλειστός υπόχωρος του είναι επίσης αυτοπαθής. �

Ως μια εφαρμογή του Θεωρήματος 3.3.1 αποδεικνύουμε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.3.8. ΄Εστω X χώρος Banach και Y κλειστός υπόχωρος του X. Αν ο Y και ο X{Y
είναι υπεραυτοπαθής τότε και ο X είναι υπεραυτοπαθής.

Απόδειξη. ΄Εστω U μη τετριμμένο υπερφίλτρο σε κάποιο σύνολο δεικτών I. Εύκολα βλέπουμε

ότι ο pX{Y qU είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον XU{YU . Από το Θεώρημα 3.3.1 έχουμε λοιπόν

ότι ο XU{YU και ο YU είναι αυτοπαθείς. Η απόδειξη ολοκληρώνεται από το γεγονός ότι αν Y

είναι κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Banach X, οι Y και X{Y είναι αυτοπαθείς τότε ο X είναι

αυτοπαθής. �



Κεφάλαιο 4

Type και Cotype

4.1 Type και Cotype

Ορισμοί 4.1.1. ΄Εστω X χώρος Banach. Λέμε ότι ο X έχει (Rademacher) type p για κάποιο

1 ¤ p ¤ 2, αν υπάρχει C ¡ 0 τέτοιο ώστε για κάθε n P N και x1, x2, . . . , xn P X ισχύει

(4.1.1)

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

¤ C

�
ņ

i�1

}xi}p
�1{p

.

Η μικρότερη σταθερά C ¡ 0 για την οποία ισχύει η (4.1.1) λέγεται type p σταθερά του X και

συμβολίζεται με TppXq. Αν ο X δεν έχει type p τότε γράφουμε TppXq � 8.
Επίσης, λέμε ότι ο X έχει (Rademacher) cotype q για κάποιο 2 ¤ q ¤ 8, αν υπάρχει C ¡ 0

τέτοιο ώστε για κάθε n P N και x1, x2, . . . , xn P X ισχύει

(4.1.2)

�
ņ

i�1

}xi}q
�1{q

¤ C

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

.

Για την περίπτωση q � 8 εννοούμε

(4.1.3) max
1¤i¤n

}xi} ¤ C

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

.

Η μικρότερη σταθερά C ¡ 0 για την οποία ισχύει η (4.1.2) (ή η (4.1.3)) λέγεται cotype q σταθερά

του X και συμβολίζεται με CqpXq. Αν ο X δεν έχει cotype q τότε γράφουμε CqpXq � 8.

Παρατηρούμε ότι ένας μη τετριμμένος χώρος Banach δεν μπορεί να έχει type p για p ¡ 2.

Πράγματι, αν x P X με ‖x‖ � 1, n P N και x1 � . . . � xn � x τότε

�
ņ

i�1

}xi}p
�1{p

� n1{p

και �
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

�
�
�E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

εi

∣∣∣∣∣
2
�


1{2

� n1{2.

Επομένως δεν υπάρχει C ¡ 0 ώστε να ικανοποιείται η (4.1.1) για κάθε n P N.
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΄Ομοια, ένας μη τετριμμένος χώρος Banach X δεν μπορεί να έχει cotype q για q   2.

Επίσης, εφαρμόζοντας τις (4.1.1) και (4.1.2) για n � 1 συμπεραίνουμε ότι TppXq ¥ 1 και

CqpXq ¥ 1.

Σημειώνουμε επίσης ότι κάθε χώρος Hilbert H έχει type 2 και cotype 2 και επιπλέον T2pHq �
C2pHq � 1. Αυτό προκύπτει άμεσα από τον γενικευμένο κανόνα του παραλληλογράμμου που

αποδεικνύουμε παρακάτω. Μάλιστα, ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν ένας χώρος Banach έχει

type 2 και cotype 2 τότε είναι ισόμορφος με έναν χώρο Hilbert [21].

Πρόταση 4.1.2 (Γενικευμένος κανόνας του παραλληλογράμμου). ΄Εστω H χώρος Hilbert. Για

κάθε n P N και x1, x2, . . . , xn P H ισχύει

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2

�
ņ

i�1

}xi}2.

Απόδειξη.

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2

� Ex
ņ

i�1

εixi,
ņ

j�1

εjxjy � E
ņ

i�1

ņ

j�1

εiεjxxi, xjy

�
ņ

i�1

ņ

j�1

xxi, xjyEεiεj �
ņ

i�1

xxi, xiy �
ņ

i�1

}xi}2,

διότι

Eεiεj �
#

1, αν i � j

0, αν i � j
.

�

Για n � 2 η Πρόταση 4.1.2 αντιστοιχεί στον γνωστό κανόνα του παραλληλογράμμου,

‖x� y‖2 � ‖x� y‖2 � 2}x}2 � 2}y}2.

Πρόταση 4.1.3. Για κάθε 0   p   q, n P N και a1, . . . , an P R ισχύει
�

ņ

i�1

|ai|q
�1{q

¤
�

ņ

i�1

|ai|p
�1{p

.

Ειδικότερα, για 0   r ¤ 1,
ņ

i�1

|ai| ¤
�

ņ

i�1

|ai|r
�1{r

,

ενώ για r ¥ 1 �
ņ

i�1

|ai|r
�1{r

¤
ņ

i�1

|ai|.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε αρχικα με επαγωγή στο n ότι για b1, b2, . . . , bn θετικούς αριθμούς και

r ¥ 1

(4.1.4)

�
ņ

i�1

bri

�1{r
¤

ņ

i�1

bi.

Μετά, εφαρμόζουμε την (4.1.4) για bi � |ai|p και r � q
p . �
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Παρατήρηση 4.1.4. Από την ανισότητα Hölder έχουμε επιπλέον ότι�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

¤
�

ņ

i�1

|ai|q
�1{q

n
1
p
� 1
q .

Επομένως, για κάθε 0   p   q, n P N και a1, a2, . . . , an P R�
ņ

i�1

|ai|q
�1{q

¤
�

ņ

i�1

|ai|p
�1{p

¤ n
1
p
� 1
q

�
ņ

i�1

|ai|q
�1{q

.

Συνεπώς, αν 1 ¤ p   q τότε για την απόσταση Banach-Mazur των `np και `nq έχουμε

dp`np , `nq q ¤ n
1
p
� 1
q .

Από την Πρόταση 4.1.3 προκύπτει άμεσα ότι για κάθε χώρο Banach X αν 1 ¤ p1   p2 ¤ 2

τότε Tp1pXq ¤ Tp2pXq, ενώ αν 2 ¤ q1   q2   8 τότε Cq2pXq ¤ Cq1pXq. Επόμένως αν ο X έχει

type 2 τότε έχει type p για κάθε 1 ¤ p ¤ 2. Ανάλογα αν ο X έχει cotype 2 τότε έχει cotype q

για κάθε 2 ¤ q ¤ 8. Συνεπώς, το να έχει ένας χώρος Banach type 2 ή αντίστοιχα cotype 2 είναι

η καλύτερη δυνατή περίπτωση.

Επίσης, πάντα ισχύει ότι T1pXq � 1 και C8pXq � 1. Πράγματι, έστω n P N και x1, x2, . . . , xn P
X. Από την τριγωνική ανισότητα έχουμε ότι�

�E
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εixi
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2
�


1{2
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�E
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ņ
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ņ

i�1

}xi}.

Αυτό δείχνει ότι T1pXq ¤ 1 και άρα T1pXq � 1.

Η C8pXq � 1 προκύπτει από την αρχή συστολής για τυχαίες μεταβλητές Bernoulli (Θεώρημα

2.3.5). Ακριβέστερα,

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2

¥ }xj}2 για κάθε 1 ¤ j ¤ n

και άρα

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2

¥ max
1¤i¤n

}xi}2.

΄Επεται ότι

max
1¤i¤n

}xi} ¤
�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

.

Δηλαδή, C8pXq ¤ 1 και συνεπώς C8pXq � 1.

Παρατήρηση 4.1.5. ΄Εστω X χώρος Banach, n P N και x1, x2, . . . , xn P X. Υπενθυμίζουμε

ότι σύμφωνα με την ανισότητα Kahane και την ανισότητα Hölder για κάθε r ¥ 1�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
r�1{r

¤ KrE

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥ ¤ Kr

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

.

Επομένως, αν ο X έχει type p για κάποιο 1 ¤ p ¤ 2 τότε

(4.1.5)

�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
r�1{r

¤ KrTppXq
�

ņ

i�1

}xi|p
�1{p

.

Ωστόσο, η σταθερά KrTppXq στην (4.1.5) δεν είναι η βέλτιστη εν γένει. Ανάλογη παρατήρηση

ισχύει και αν ο X έχει cotype q για κάποιο 2 ¤ q ¤ 8.
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Πρόταση 4.1.6. ΄Εστω X,Y χώροι Banach, 1 ¤ p ¤ 2 και 2 ¤ q ¤ 8. Αν ο X είναι
α-πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y για κάποιο α ¡ 1 τότε

TppXq ¤ αTppY q και CqpXq ¤ αCqpY q.

Ειδικότερα, αν ο X είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Y τότε

TppXq ¤ TppY q και CqpXq ¤ CqpY q.

Επίσης, αν ο X είναι a-ισομορφικός με τον Y τότε

TppXq ¤ aTppY q και CqpXq ¤ aCqpY q.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X είναι α-πεπερασμένα αναπραστάσιμος στον Y για κάποιο α ¡ 1. ΄Εστω

n P N και x1, x2, . . . , xn P X. Αν E � span tx1, x2, . . . , xnu τότε υπάρχει υπόχωρος F του Y και

T : E Ñ F γραμμικός ισομορφισμός ώστε ‖T‖
∥∥T�1

∥∥   α. Επομένως, για 1 ¤ p ¤ 2

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

¤ ∥∥T�1
∥∥��E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiT pxiq
∥∥∥∥∥

2
�


1{2

¤ ∥∥T�1
∥∥TppY q

�
ņ

i�1

‖T pxiq‖p
�1{p

¤ ∥∥T�1
∥∥ ‖T‖TppY q

�
ņ

i�1

‖xi‖p
�1{p

¤ αTppY q
�

ņ

i�1

‖xi‖p
�1{p

.

Συνεπώς, TppXq ¤ αTppY q.
΄Ομοια CqpXq ¤ αCqpY q για q ¥ 2.

�

Πόρισμα 4.1.7. Για κάθε χώρο Banach X, 1 ¤ p ¤ 2 και 2 ¤ q ¤ 8 ισχύει

TppXq � TppX��q και CqpXq � CqpX��q,

όπου X��
ο δεύτερος δυϊκός του X.

Απόδειξη. Ο X εμφυτεύεται ισομετρικά στον X��
μέσω της φυσιολογικής εμφύτευσης. Επίσης,

από την αρχή τοπικής αυτοπάθειας ο X��
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X (Πρόταση

3.1.9). Συνεπώς από την Πρόταση 4.1.6 συμπεραίνουμε το ζητούμενο. �

Πρόταση 4.1.8. ΄Εστω 1   p ¤ 2 και q ο συζυγής εκθέτης του, δηλαδή 1
p � 1

q � 1.

(i) Αν ένας χώρος Banach X έχει type p, τότε ο δυϊκός του έχει cotype q και επιπλέον

CqpX�q ¤ TppXq.

(ii) Αν ο δυϊκός ενός χώρου Banach X έχει type p τότε ο X έχει cotype q και επίπλέον

CqpXq ¤ TppX�q.
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Απόδειξη. (i) ΄Εστω n P N και x�1 , x
�
2 , . . . , x

�
n P X�. Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχουν x1, x2, . . . , xn P

X τέτοια ώστε }xi} � 1 και |x�i pxiq| ¥ p1� εq}x�i } για κάθε 1 ¤ i ¤ n. Επομένως,

(4.1.6)

�
ņ

i�1

}x�i }q
�1{q

¤ 1

1� ε

�
ņ

i�1

|x�i pxiq|q
�1{q

.

Επίσης, εφόσον ο `p είναι ο δυϊκός του `q, έχουμε ότι

(4.1.7)

�
ņ

i�1

|x�i pxiq|q
�1{q

� sup

#∣∣∣∣∣ ņ
i�1

aix
�
i pxiq

∣∣∣∣∣ : a1, . . . , an P R με

ņ

i�1

|ai|p ¤ 1

+
.

΄Ομως, αν a1, a2, . . . , an P R με p°n
i�1 |ai|pq1{p ¤ 1 τότε∣∣∣∣∣ ņ

i�1

aix
�
i pxiq

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣E

�
ņ

i�1

εix
�
i

��
ņ

i�1

aiεixi

�∣∣∣∣∣
¤ E

∣∣∣∣∣
�

ņ

i�1

εix
�
i

��
ņ

i�1

aiεixi

�∣∣∣∣∣
¤ E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiεixi

∥∥∥∥∥
¤

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i

∥∥∥∥∥
2
�


1{2 �
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiεixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

(4.1.8)

¤
�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

TppXq
�

ņ

i�1

|ai|p}xi}p
�1{p

¤ TppXq
�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

,

διότι }xi} � 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ n.

Από τις (4.1.6),(4.1.7) και (4.1.8) έπεται ότι

�
ņ

i�1

}x�i }q
�1{q

¤ 1

1� ε

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

.

Δηλαδή,

CqpX�q ¤ 1

1� ε
TppXq.

Αφού το ε ¡ 0 ήταν τυχόν έχουμε ότι

CqpX�q ¤ TppXq.

(ii) Από το Πόρισμα 4.1.7 έχουμε ότι CqpXq � CqpX��q. Επομένως, εφαρμόζοντας το (i) για

X�
στη θέση του X έχουμε ότι

CqpXq � CqpX��q ¤ TppX�q.

�
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Σημειώνουμε ότι δεν ισχύει εν γένει ότι TppX�q ¤ CqpXq (ή TppXq ¤ CqpX�q) και ότι υπάρχει

παράδειγμα χώρου Banach ο οποίος έχει cotype q αλλά ο δυϊκός του δεν έχει type p για p, q ¡ 1

τέτοια ώστε
1
p � 1

q � 1. Για την περίπτωση όμως όπου ένας χώρος Banach X είναι ισομορφικός

με έναν χώρο Hilbert H ισχύει η ακόλουθη πρόταση. [Σημειώνουμε, ωστόσο, ότι σε αυτήν την

περίπτωση, εφόσον ο X είναι ισομορφικός με έναν χώρο Hilbert, θα έχει type 2 και cotype 2 και

άρα type p για κάθε 1 ¤ p ¤ 2 και cotype q για κάθε q ¥ 2 και το ίδιο θα ισχύει για τον δυϊκό

του.]

Πρόταση 4.1.9. ΄Εστω X χώρος Banach ο οποίος είναι ισομορφικός με έναν χώρο Hilbert H.

Τότε υπάρχει μια απόλυτη σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε αν 1   p ¤ 2 και q ¥ 2 ο συζυγής εκθέτης

του p, τότε

(4.1.9) CqpXq ¤ TppX�q ¤ C ln pdpX,Hq � 1qCqpXq

και

(4.1.10) CqpX�q ¤ TppXq ¤ C ln pdpX,Hq � 1qCqpX�q,

όπου dpX,Hq η απόσταση Banach-Mazur των X και H.

Για την απόδειξη της Πρότασης 4.1.9 θα επικαλεστούμε το Θεώρημα 4.1.14 που οφείλεται στον

Pisier.

Ορισμός 4.1.10. Για κάθε H � A � rns � t1, 2, . . . , nu ορίζουμε μια συνάρτηση wA : En2 Ñ
t�1, 1u θέτοντας

wApεq �
¹
iPA

εi.

Επίσης, θέτουμε wHpεq � 1 για κάθε ε P En2 .
Οι συναρτήσεις wA, A � t1, 2, . . . , nu λέγονται συναρτήσεις Walsh.

Πρόταση 4.1.11. ΄Εστω X χώρος Banach και n P N. Κάθε συνάρτηση f : En2 Ñ X αναπα-

ρίστασται μονοσήμαντα στη μορφή

f �
¸

A�rns
wAxA,

για κάποια xA P X.
Σημειώνουμε ότι ο χώρος των συναρτήσεων f : En2 Ñ X γίνεται χώρος Banach με οποιαδήποτε

από τις ισοδύναμες νόρμες

‖f‖LppEn2 ;Xq �
�
E ‖fpεq‖pX

�1{p
,

για p ¥ 1.

Πρόταση 4.1.12. ΄Εστω X χώρος Banach και X�
ο δυϊκός του. Για κάθε f : En2 Ñ X υπάρχει

ψ : En2 Ñ X�
τέτοια ώστε ‖ψ‖L2pEn2 ;Xq � 1 και

‖f‖Ln2 ;Xq � xψ, fy� Eψpεqpfpεqq.

Ορισμός 4.1.13. Η προβολή Rademacher της f : En2 Ñ X είναι η συνάρτηση Radnf :

En2 Ñ X με

Radnfpεq �
ņ

i�1

εixtiu,

όπου f � °
A�rnswAxA.
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Ο γραμμικός τελεστής Radn : L2pEn2 ;Xq Ñ L2pEn2 ;Xq με f ÞÑ Radnf είναι πάντα φραγμένος

και μάλιστα ‖Radn‖L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq ¤
?
n.

Θεώρημα 4.1.14 (Pisier). Υπάρχει μια απόλυτη σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε, για κάθε χώρο

Banach X που είναι ισομορφικός με έναν χώρο Hilbert ισχύει

‖Radn‖L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq ¤ C ln pdpX,Hq � 1q ,

όπου dpX,Hq η απόσταση Banach-Mazur των X και H.

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος καθώς και των προηγούμενων δύο προτάσεων υπάρχουν

στο Παράρτημα Αʹ. Προχωράμε τώρα στην απόδειξη της Πρότασης 4.1.9.

Απόδειξη της Πρότασης 4.1.9. Αρκεί να δείξουμε την (4.1.9), διότι τότε η (4.1.10) προ-

κύπτει από το Πόρισμα 4.1.7 και το γεγονός ότι αν ο X είναι ισομορφικός με έναν χώρο Hilbert

H τότε ο X�
είναι ισομορφικός με τον H�

. Επίσης, η ανισότητα CqpXq ¤ TppX�q έχει αποδειχθεί
στην Πρόταση 4.1.8. Θέλουμε, επομένως να δείξουμε ότι υπάρχει σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε

TppX�q ¤ C ln pdpX,Hq � 1qCqpXq.
Από το Θεώρημα 4.1.14 υπάρχει σταθερά C ¡ 0 ώστε

‖Radn‖L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq ¤ C ln pdpX,Hq � 1q για κάθε n P N.

Επομένως, για κάθε n P N και x1, . . . , xn P X έχουμε ότι για κάθε f : En2 Ñ X με f �°n
i�1 εixi �

°
|A|�1

A�rns

wAxA,

�
ņ

i�1

}xi}q
�1{q

¤ CqpXq
�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

� CqpXq
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
L2pEn2 ;Xq

� CqpXq ‖Radnf‖L2pEn2 ;Xq(4.1.11)

¤ C ln pdpX,Hq � 1qCqpXq ‖f‖L2pEn2 ;Xq .

΄Εστω x�1 , . . . , x
�
n P X�

. Τότε
°n
i�1 εix

�
i : En2 Ñ X�

. Εφόσον ο X είναι ισομορφικός με έναν

χώρο Hilbert H συμπεραίνουμε ότι ο X είναι αυτοπαθής. Μπορούμε δηλαδή να ταυτίσουμε τον X

με τον X��
μέσω της φυσιολογικής εμφύτευσης. Επομένως, εφαρμόζοντας την Πρόταση 4.1.12 για

τον X�
συμπεραίνουμε ότι υπάρχει f : En2 Ñ X ώστε ‖f‖L2pEn2 ;Xq � 1 και∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i

∥∥∥∥∥
L2pEn2 ;X�q

� xf,
ņ

i�1

εix
�
i y � E

ņ

i�1

εix
�
i pfpεqq �

ņ

i�1

Eεix�i pfpεqq.

΄Ομως fpεq � °n
i�1 εixi �

°
|A|�1

A�rns

wAxA και EεiwA � 0 για κάθε A � tiu. ΄Αρα,

(4.1.12)

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i
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L2pEn2 ;X�q

�
ņ

i�1

Eεix�i pfpεqq �
ņ

i�1

x�i pxiq.

Επιπλέον, εφαρμόζοντας την ανισότητα Hölder έχουμε

(4.1.13)

ņ

i�1

x�i pxiq ¤
ņ

i�1

|x�i pxiq| ¤
ņ

i�1

‖x�i ‖ ‖xi‖ ¤
�

ņ

i�1

}x�i }p
�1{p� ņ

i�1

}xi}q
�1{q

.
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Από τις (;;), (4.1.12) και (4.1.13) έχουμε

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i
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2
�


1{2

�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εix
�
i

∥∥∥∥∥
L2pEn2 ;X�q

¤ C ln pdpX,Hq � 1qCqpXq ‖f‖L2pEn2 ;Xq

�
ņ

i�1

}x�i }p
�1{p

� C ln pdpX,Hq � 1qCqpXq
�

ņ

i�1

}x�i }p
�1{p

.

Δηλαδή ο X�
έχει type p και TppX�q ¤ C ln pdpX,Hq � 1qCqpXq.

�

Στην επόμενη πρόταση φαίνεται μια πρώτη σχέση μεταξύ του type και του cotype ενός χώρου

Banach X και της πεπερασμένης αναπαραστασιμότητας των χώρων `p στον X.

Πρόταση 4.1.15. ΄Εστω X χώρος Banach.

(i) ΄Εστω 1 ¤ p   2. Αν ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X τότε ο X δεν έχει

type r για κάθε p   r ¤ 2.

(ii) ΄Εστω q ¡ 2. Αν ο `q είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X τότε ο X δεν έχει cotype

r για κάθε 2 ¤ r   q.

Απόδειξη.

(i) ΄Εστω 1 ¤ p   2. Υποθέτουμε ότι ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Τότε,

για κάθε n P N υπάρχει T : `np Ñ X ισομορφική εμφύτευση τέτοια ώστε }T }}T�1}   1� ε.

Θέτουμε xi � T peiq για i � 1, 2, . . . , n. Τότε για κάθε a1, a2, . . . , an P R ισχύει

p1� εq
�

ņ

i�1

|ai|p
�1{p

¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εq
�

ņ

i�1

|ai|p
�1{p

.

Ειδικότερα }xi} ¤ 1 � ε για κάθε i � 1, 2, . . . , n. Επίσης συμπεραίνουμε ότι για κάθε

ε1, ε2, . . . , εn P t�1, 1u ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥ ¥ p1� εqn1{p

και άρα

E

�
�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

¥ p1� εqn1{p.

Αν ο X έχει type r για κάποιο r ¡ p τότε

E

�
�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

¤ C

�
ņ

i�1

}xi}r
�1{r

¤ Cp1� εqn1{r,

για κάποια σταθερά C ¡ 0. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι

p1� εqn1{p ¤ Cp1� εqn1{r
για κάθε n P N.

Εφόσον r ¡ p οδηγούμαστε σε άτοπο. Επομένως ο X δεν έχει type r για r ¡ p.

(ii) Αποδεικνύεται όπως το (i).
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�

Παρατήρηση 4.1.16. Παρατηρούμε ότι στην προηγούμενη πρόταση αρκεί να υποθέσουμε ότι ο

`p (ή ο `q αντίστοιχα) είναι a-πεπερασμένα αναπαραστάσιμος για κάποιο a ¡ 1.

Πόρισμα 4.1.17. ΄Εστω X χώρος Banach, pX � sup t1 ¤ p ¤ 2 : ο X έχει type pu και qX �
inf tq ¥ 2 : ο X έχει cotype pu. Τότε το σύνολο των p για τα οποία ο `p είναι πεπερασμένα αναπα-
ραστάσιμος στον X είναι υποσύνολο του rpX , qX s.

Απόδειξη. Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 4.1.15 και το γεγονός ότι ο X έχει type p για

κάθε p   pX και cotype q για κάθε q ¡ qX . �

Το θεώρημα Maurey-Pisier, το βασικό θεώρημα αυτής της εργασίας, μας λέει ότι για κάθε χώρο

Banach X, ο `p
X

και ο `q
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμοι στον X.

Στη συνέχεια υπολογίζουμε τα p και q για τα οποία ένας χώρος Lp0pµq έχει type p και cotype

q. Ακριβέστερα, θα αποδείξουμε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.1.18. ΄Εστω pΩ, µq χώρος μέτρου.

(i) Αν 1 ¤ p ¤ 2 τότε ο Lppµq έχει type p και cotype 2.

(ii) Αν 2 ¤ q   8 τότε ο Lqpµq έχει type 2 και cotype q.

Αποδεικνύουμε πρώτα την εξής πρόταση.

Πρόταση 4.1.19. ΄Εστω pΩ, µq χώρος μέτρου και 1 ¤ p   8. Τότε για κάθε n P N και
f1, . . . , fn P Lppµq

Ap

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

¤
�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi
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p

p

�


1{p

¤ Bp
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�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

,

όπου Ap και Bp είναι οι σταθερές στην ανισότητα του Khintchine.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι από το θεώρημα του Fubini∥∥∥∥∥∥
�
E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

εifi

∣∣∣∣∣
p�1{p∥∥∥∥∥∥

p

p

�
»

Ω
E

�∣∣∣∣∣ ņ
i�1

εifipωq
∣∣∣∣∣
p�

dµpωq(4.1.14)

� E

�»
Ω

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

εifipωq
∣∣∣∣∣
p

dµpωq
�

� E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
p

p

.

Επίσης, από την ανισότητα του Khinitchine

Ap

�
ņ

i�1

|fipωq|2
�1{2

¤
�
E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

εifipωq
∣∣∣∣∣
p�1{p

¤ Bp

�
ņ

i�1

|fipωq|2
�1{2

,
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για κάθε ω P Ω.

Επομένως,

App

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

p

¤
∥∥∥∥∥∥
�
E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

εifi

∣∣∣∣∣
p�1{p∥∥∥∥∥∥

p

p

¤ Bp

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

p

.

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν την (4.1.14) έχουμε

Ap

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

¤
�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
p

p

�


1{p

¤ Bp

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

.

�

Θα χρειαστούμε επίσης το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 4.1.20. ΄Εστω pΩ, µq χώρος μέτρου και 0   r ¤ 1. Τότε για κάθε f, g P Lrpµq με
f, g ¥ 0 ισχύει

‖f � g‖r ¥ ‖f‖r � ‖g‖r .

Απόδειξη. Αρκεί να το δείξουμε για την περίπτωση ‖f � g‖r � 1. Τότε το μέτρο ν με

νpAq �
»
A
pf � gqrdµ

για κάθε A � Ω μετρήσιμο, είναι μέτρο πιθανότητας στο Ω.

΄Εχουμε,

‖f‖r �
�»

Ω
|f |rdµ


1{r
�

�»
tf�g¡0u

f r

pf � gqr pf � gqrdµ
�1{r

�
�»

f�g¡0

�
f

f � g


r
dν


1{r
.

Από την ανισότητα Hölder, εφόσον r ¤ 1 έχουμε

�»
tf�g¡0u

�
f

f � g


r
dν

�1{r
¤

»
tf�g¡0u

�
f

f � g



dν �

»
tf�g¡0u

f

f � g
pf � gqrdµ.

Συνεπώς,

‖f‖r ¤
»
tf�g¡0u

f

f � g
pf � gqrdµ.

Ομοίως, έχουμε ότι

‖g‖r ¤
»
tf�g¡0u

g

f � g
pf � gqrdµ.

Συνεπώς,

‖f‖r � ‖g‖r ¤ 1 � ‖f � g‖r .

�
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Απόδειξη της Πρότασης 4.1.18.

(i) ΄Εστω 1 ¤ p ¤ 2. ΄Εστω επίσης n P N και f1, f2, . . . , fn P Lppµq. Δείχνουμε αρχικά ότι ο

Lppµq έχει cotype 2. Από το Λήμμα 4.1.20, εφόσον
p
2 ¤ 1, έχουμε ότι∥∥∥∥∥∥

�
ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|fi|2
∥∥∥∥∥

1{2

p
2

¥
�

ņ

i�1

∥∥ |fi|2 ∥∥ p
2

�1{2
�

�
ņ

i�1

}fi}2p
�1{2

.(4.1.15)

Επίσης, από την Πρόταση 4.1.19 έχουμε ότι

(4.1.16)

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

¤ 1

Ap

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
p

p

�


1{p

.

Από τις (4.1.15), (4.1.16) και την ανισότητα Hölder έχουμε ότι

�
ņ

i�1

}fi}2p
�1{2

¤ 1

Ap

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
p

p

�


1{p

¤ 1

Ap

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
2

p

�


1{2

.

Συνεπώς, ο Lppµq έχει cotype 2.

Για να δείξουμε ότι ο Lppµq έχει type p, παρατηρούμε ότι από την Πρόταση 4.1.19 και την

ανισότητα Kahane έχουμε�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
2

p

�


1{2

¤ K2E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
p

¤ K2

�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
p

p

�


1{p

¤ K2Bp

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

.(4.1.17)

Επίσης, εφόσον p ¤ 2�
ņ

i�1

|fipωq|2
�1{2

¤
�

ņ

i�1

|fipωq|p
�1{p

για κάθε ω P Ω.

Συνεπώς,

(4.1.18)

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

p

¤
∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|p
�1{p∥∥∥∥∥∥

p

.

΄Ομως,

(4.1.19)

∥∥∥∥∥∥
�

ņ

i�1

|fi|p
�1{p∥∥∥∥∥∥

p

�
�»

Ω
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ņ

i�1

|fi|p
�
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ņ

i�1

}fi}pp
�1{p

.

Από τις (4.1.17),(4.1.18) και (4.1.19) συμπεραίνουμε ότι�
�E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εifi

∥∥∥∥∥
2

p

�


1{2

¤ K2Bp

�
ņ

i�1

}fi}pp
�1{p

.

Δηλαδή ο Lppµq έχει type p.
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(ii) ΄Εστω 2 ¤ q   8. Δείχνουμε πρώτα ότι ο Lqpµq έχει type 2. ΄Εστω n P N και f1, . . . , fn P
Lqpµq. Από την Πρόταση 4.1.19 και την ανισότητα Kahane έχουμε
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εifi
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ņ
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|fi|2
�1{2∥∥∥∥∥∥

q

.

Επίσης, εφόσον
q
2 ¥ 1, από την τριγωνική ανισότητα της ‖�‖ q

2
, έχουμε ότι∥∥∥∥∥∥
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ņ
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Τελικά,

�
�E
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i�1

εifi

∥∥∥∥∥
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}fi}2q
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Συνεπώς ο Lqpµq έχει type 2.

Το γεγονός ότι ο Lqpµq έχει cotype q προκύπτει από το (i) και την Πρόταση 4.1.8. Πράγματι,

γνωρίζουμε ότι ο δυϊκός του Lppµq είναι ο Lqpµq. Συνεπώς, από την Πρόταση 4.1.8 έχουμε

ότι

CqpLqpµqq � CqppLppµqq�q ¤ TppLppµqq.
΄Ομως, από το (i) έχουμε ότι TppLppµqq   8. ΄Επεται ότι ο Lqpµq έχει cotype q.

�

Πόρισμα 4.1.21.

(i) Αν 1 ¤ p ¤ 2 τότε ο `p έχει type p και cotype 2.

(ii) Αν 2 ¤ q   8 τότε ο `q έχει type 2 και cotype q.

Απόδειξη. Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 4.1.18, αφού από τις Προτάσεις 3.1.7 και 3.1.8

έπεται ότι για κάθε 1 ¤ r   8 ισχύει ότι Tpp`rq � TppLrq για κάθε 1 ¤ p ¤ 2 και Cqp`rq � CqpLrq
για κάθε q ¥ 2. �



Κεφάλαιο 5

Το Θεώρημα του Krivine

5.1 Βάσεις Schauder

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουμε ορισμένες ιδιότητες για τις Schauder βασικές ακο-

λουθίες οι οποίες θα φανούν χρήσιμες στη συνέχεια. Επιπλέον, ορίζουμε τις C-unconditional και

1-spreading ακολουθίες και αποδεικνύουμε κάποιες σχετικές ιδιότητες.

Ορισμός 5.1.1. ΄Εστω X χώρος Banach. Μια ακολουθία txiu8i�1 στον X λέγεται Schauder

βασική αν για κάθε x P span txi : i P Nu υπάρχει μοναδική ακολουθία taiu8i�1 πραγματικών (ή

μιγαδικών) αριθμών ώστε

x �
8̧

i�1

aixi,

δηλαδή ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi � x

∥∥∥∥∥ ÝÑ
nÑ8 0.

Αν επιπλέον span txi : i P Nu � X, τότε η txiu8i�1 λέγεται βάση Schauder του X.

Επίσης, αν ‖xi‖ � 1 για κάθε i P N τότε η txiu8i�1 λέγεται μοναδιαία Schauder βασική

ακολουθία.

Κλασσικό παράδειγμα χώρων Banach με βάση Schauder είναι ο c0 και οι `p για 1 ¤ p   8, για

τους οποίους η συνήθης βάση tenu8n�1 είναι βάση Schauder.

Είναι σαφές ότι κάθε Schauder βασική ακολουθία txiu8i�1 αποτελείται από γραμμικά ανεξάρτητα

διανύσματα. Ειδικότερα, xi � 0 για κάθε i P N. Επιπλέον, αν η txiu8i�1 είναι βάση Schauder για τον

χώρο Banach X, τότε το σύνολοD � ta1x1 � . . .� anxn : n P N, a1, . . . , an P Qu είναι αριθμήσιμο
και πυκνό υποσύνολο του X. Επομένως, κάθε χώρος Banach με βάση Schauder είναι διαχωρίσιμος.

Δεν αληθεύει όμως ότι κάθε διαχωρίσιμος χώρος Banach έχει βάση Schauder. Ισχύει ωστόσο η

ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.1.2. Κάθε απειροδιάστατος χώρος Banach περιέχει μοναδιαία Schauder βασική ακο-

λουθία.

Αποδεικνύουμε πρώτα την ακόλουθη πρόταση η οποία μας παρέχει ένα βασικό κριτήριο για να

ελέγχουμε αν μια ακολουθία είναι Schauder βασική.

Πρόταση 5.1.3. Μια ακολουθία txiu8i�1 μη μηδενικών διανυσμάτων σε έναν χώρο Banach X

είναι Schauder βασική αν και μόνο αν υπάρχει K ¡ 0 τέτοιος ώστε, για κάθε n   m στο N και
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a1, . . . , am P R,

(5.1.1)

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ K

∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Την ελάχιστη σταθερά K ¡ 0 για την οποία ισχύει η (5.1.1) θα την λέμε σταθερά της Schauder

βασικής ακολουθίας.

Απόδειξη. Θέτουμε Y � span txi : i P Nu και για κάθε n P N θεωρούμε την φυσιολογική προ-

βολή Pn : Y Ñ Y με

(5.1.2) Pnpxq � Pn

� 8̧

i�1

aixi

�
�

ņ

i�1

aixi.

Εφόσον η txiu8i�1 είναι βάση Schauder για τον Y , αποδεικνύεται ότι κάθε Pn είναι φραγμένος

τελεστής και K :� supn }Pn}   �8. ΄Εστω n   m στο N και a1, . . . , am P R. Θέτουμε

x � °m
i�1 aixi. Τότε, Pnpxq �

°n
i�1 aixi και το συμπέρασμα προκύπτει από την }Pnpxq} ¤

}Pn} � }x} ¤ K}x}.
Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ας υποθέσουμε ότι η txiu8i�1 ικανοποιεί την (5.1.1). Παρατη-

ρούμε πρώτα ότι τα διανύσματα xi είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Αν
°m
i�1 aixi � 0, τότε για κάθε

2 ¤ j ¤ m έχουμε

|aj | }xj} ¤
�� j̧

i�1

aixi
��� ��j�1̧

i�1

aixi
�� ¤ 2K

�� m̧
i�1

aixi
�� � 0.

Η ίδια ανισότητα ισχύει (με σταθερά K αντί για 2K) όταν j � 1. ΄Επεται ότι a1 � � � � � am � 0.

Θεωρούμε τον F � spantxn : n P Nu. Ο F είναι πυκνός υπόχωρος του Y . Για κάθε n ορίζουμε

Pn : F Ñ F με

Pn

�
m̧

i�1

aixi

�
�

mintm,nu¸
i�1

aixi.

Ο Pn είναι καλά ορισμένος, λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των xi, και από την (5.1.1) συμπε-

ραίνουμε ότι }Pn} ¤ K για κάθε n. Χρησιμοποιώντας την πυκνότητα του F στον Y μπορούμε να

επεκτείνουμε τον Pn σε ολόκληρο τον Y , με διατήρηση της }Pn} ¤ K.

΄Εστω x P Y . Από τον τρόπο ορισμού των Pn βλέπουμε ότι υπάρχει (μοναδική) ακολουθία

paiqiPN στο R ώστε

Pnpxq �
ņ

i�1

aixi

για κάθε n P N, χρησιμοποιώντας την Pn � Pm � Pn, n   m. Μένει να δείξουμε ότι Pnpxq Ñ x.

΄Εστω ε ¡ 0. Υπάρχει z � °n
i�1 bixi P F ώστε }x� z}   ε. Για κάθε m ¡ n έχουμε Pmpzq � z,

άρα

}x� Pmpxq} ¤ }x� z} � }z � Pmpzq} � }Pmpzq � Pmpxq}
¤ p1� }Pm}q }x� z}   p1�Kq ε,

το οποίο αποδεικνύει το ζητούμενο. �

Η απόδειξη της Πρότασης 5.1.2 βασίζεται στο ακόλουθο λήμμα του Mazur:



5.1 Βάσεις Schauder � 51

Λήμμα 5.1.4. ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος με νόρμα και F υπόχωρος του X με πεπερασμένη

διάσταση. Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει x P X με }x} � 1, το οποίο ικανοποιεί την

}y} ¤ p1� εq}y � λx}

για κάθε y P F και λ P R.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι 0   ε   1. Αφού dimpF q   8, η μοναδιαία σφαίρα

SF του F είναι συμπαγής. ΄Αρα, μπορούμε να βρούμε y1, . . . , yk P SF τα οποία να σχηματίζουν

ε{2-δίκτυο: για κάθε y P SF υπάρχει j ¤ k ώστε }y � yj} ¤ ε{2.
Από το θεώρημα Hahn-Banach, για κάθε j � 1, . . . , k μπορούμε να βρούμε y�j P X�

με }y�j } � 1

και y�j pyjq � 1. Ο υπόχωρος

k�
j�1

Kerpy�j q έχει πεπερασμένη συνδιάσταση, συνεπώς, αφού dimpXq �

8, υπάρχει x P
k�
j�1

Kerpy�j q με }x} � 1. Δηλαδή,

y�1 pxq � � � � � y�k pxq � 0.

΄Εστω y P SF και λ P R. Υπάρχει j ¤ k ώστε }y � yj}   ε{2. Μπορούμε λοιπόν να γράψουμε

}y � λx} ¥ }yj � λx} � }y � yj} ¥ }yj � λx} � ε

2

¥ y�j pyj � λxq � ε

2
� y�j pyjq �

ε

2

� 1� ε

2
¥ 1

1� ε
,

δηλαδή }y} � 1 ¤ p1� εq}y � λx} για κάθε y P SF και κάθε λ P R.

΄Επεται το συμπέρασμα για κάθε y P F : Αν y � 0, τότε είναι προφανές. Αν 0 � y P F , τότε��� y
}y}

��� � 1, άρα για κάθε λ P K έχουμε

���� y}y}
���� ¤ p1� εq

���� y}y} � λ
x

}y}
���� ,

δηλαδή }y} ¤ p1� εq}y � λx}. �

Απόδειξη της Πρότασης 5.1.2. Θα δείξουμε κάτι ισχυρότερο: για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει βα-

σική ακολουθία pxiq στον X με σταθερά M ¤ 1� ε.

΄Εστω ε ¡ 0. Μπορούμε να βρούμε ακολουθία pεiq θετικών αριθμών, με
±8
i�1p1� εiq ¤ 1� ε.

Θεωρούμε τυχόν x1 P X με }x1} � 1 και θέτουμε F1 � spantx1u. Από το Λήμμα 5.1.4 υπάρχει

x2 P X με }x2} � 1, το οποίο ικανοποιεί την

}y} ¤ p1� ε2q}y � a2x2}

για κάθε y P F1 και κάθε a2 P R. Θέτουμε F2 � spantx1, x2u και επιλέγουμε x3 P X με }x3} � 1,

το οποίο ικανοποιεί την

}y} ¤ p1� ε3q}y � a3x3}
για κάθε y P F2 και κάθε a3 P R.

Στο n-οστό βήμα, θέτουμε Fn � spantx1, . . . , xnu και επιλέγουμε xn�1 P X με }xn�1} � 1, το

οποίο ικανοποιεί την

}y} ¤ p1� εn�1q}y � an�1xn�1}



52 � Το Θεώρημα του Krivine

για κάθε y P Fn και για κάθε an�1 P R. Με αυτό τον τρόπο ορίζεται ακολουθία pxiq στον X. Θα

δείξουμε ότι: αν n   m και a1, . . . , am P R, τότε

(5.1.3)

�����
ņ

i�1

aixi

����� ¤ p1� εq
�����
m̧

i�1

aixi

����� .
Για την απόδειξη της (5.1.3) χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι για κάθε n ¤ k   m έχουμε

yk �
°k
i�1 aixi P Fk, και την επιλογή των xi: έχουμε�����

ņ

i�1

aixi

����� � }yn} ¤ p1� εn�1q}yn � an�1xn�1} � p1� εn�1q}yn�1},

και, επαγωγικά,

}yn} ¤ p1� εn�1q}yn�1} ¤
n�2¹
j�n�1

p1� εjq}yn�2} ¤ � � � ¤
m¹

j�n�1

p1� εjq}ym},

δηλαδή, �����
ņ

i�1

aixi

����� ¤
m¹

j�n�1

p1� εjq
�����
m̧

i�1

aixi

����� ¤ p1� εq
�����
m̧

i�1

aixi

����� .
Αυτό αποδεικνύει ότι η pxiq είναι Schauder βασική, με σταθερά M ¤ 1� ε. �

Ορισμός 5.1.5. ΄Εστω X χώρος Banach και txiu8i�1 ακολουθία στον X. Μια ακολουθία tyju8j�1

στον X λέγεται block ακολουθία της txiu8i�1 αν υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών

αριθμών 0 � m0   m1   m2   . . . τέτοια ώστε, για κάθε j P N,

yj �
mj̧

i�mj�1�1

aixi

για κάποια ai P R.

Θεώρημα 5.1.6 (στρέβλωσης του James για τον c0). ΄Εστω X χώρος Banach. Αν ο c0 εμφυ-

τεύεται a-ισομορφικά στον X για κάποιον a ¡ 1 τότε εμφυτεύεται και p1� εq-ισομορφικά για κάθε
ε ¡ 0.

Ακριβέστερα, αν ο T : c0 Ñ X είναι ισομορφική εμφύτευση με ‖T‖
∥∥T�1

∥∥ ¤ a για κάποιον a ¡
1, τότε για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει ισομορφική εμφύτευση S : c0 Ñ X τέτοια ώστε ‖S‖

∥∥S�1
∥∥ ¤ 1� ε

και επιπλέον υπάρχει tyiu8i�1 block ακολουθία της συνήθους βάσης teiu8i�1 του c0 ώστε Speiq �
T pyiq για κάθε 1 ¤ i   8.
Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι

(5.1.4) ‖x‖8 ¤ ‖Tx‖ ¤ a ‖x‖8 για κάθε x � txiu8i�1 P c0

Για κάθε n P N ορίζουμε

βn � inf t‖x‖8 : x P c00, ‖Tx‖ � 1 και xi � 0 για κάθε 1 ¤ i ¤ nu ,

όπου c00 � tx P c0 : xi � 0 για πεπερασμένα το πλήθος i P Nu. Από την (5.1.4) έπεται ότι
1
a ¤

βn ¤ 1 για κάθε n P N. Επίσης, η tβnu8n�1 είναι αύξουσα. Επομένως υπάρχει
1
a ¤ β ¤ 1 τέτοιος

ώστε βn Ñ β.
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΄Εστω λοιπόν ε ¡ 0 και ε1 ¡ 0 τέτοιοι ώστε
1�ε1
1�ε1   1� ε. Τότε, υπάρχει n0 P N τέτοιος ώστε

βn0 ¥
1?

1� ε1
β.

Κατασκευάζουμε ακολουθία tyju8j�1 από στοιχεία του c0 που είναι block ακολουθία της συνήθους

βάσης teiu8i�1 ως εξής:

Επιλέγουμε y1 �
 
yi1
(8
i�1

P c00 τέτοιο ώστε

‖T py1q‖ � 1, yi1 � 0 για κάθε 1 ¤ i ¤ n0 και ‖y1‖8 ¤ β1

?
1� ε1 ¤ β

?
1� ε1.

Τότε, y1 P span tei : 1 ¤ i ¤ m1u για κάποιον φυσικό m1   n0.

Από τον ορισμό του βm1 , υπάρχει y2 P c00 τέτοιο ώστε

‖T py2q‖ � 1, yi2 � 0 για κάθε 1 ¤ i ¤ m1 και ‖y2‖8 ¤ βm1

?
1� ε1 ¤ β

?
1� ε1.

Τότε y2 P span tei : 1 ¤ i ¤ m2u για κάποιον φυσικό m2 ¡ m1.

Συνεχίζοντας επαγωγικά, κατασκευάζουμε ακολουθία tyju8j�1 από στοιχεία του c0 τέτοια ώστε

για κάθε 1 ¤ j   8

‖T pyjq‖ � 1, yj P span tei : mj�1   i ¤ mju και ‖yj‖8 ¤ β
?

1� ε1,

όπου n0 � m0   m1   m2   m3   . . . γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών.

΄Αρα, η tyju8j�1 είναι block ακολουθία της teiu8i�1. Επιπλέον, εφόσον οι ακολουθίες yj �
tyiju8i�1 P c0 έχουν ξένους φορείς συμπεραίνουμε ότι∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajyj

∥∥∥∥∥
8
� max

1¤j¤n
|aj | ‖yj‖8 ¤ β

?
1� ε1 max

1¤j¤n
|aj |,

για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R.

Από τον ορισμό του βn0 , ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajyj

∥∥∥∥∥
8
¥ βn0

∥∥∥∥∥T
�

ņ

j�1

ajyj

�∥∥∥∥∥ .
Συνεπώς, για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R∥∥∥∥∥T

�
ņ

j�1

ajyj

�∥∥∥∥∥ ¤ 1

βn0

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajyj

∥∥∥∥∥
8
¤ 1

βn0

β
?

1� ε1 max
1¤j¤n

|aj | ¤ p1� ε1q max
1¤j¤n

|aj |

Επιπλέον, για κάθε 1 ¤ k ¤ n,∥∥∥∥∥T
�

ņ

j�1

ajyj

�∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT pyjq
∥∥∥∥∥ ¥ ‖2akT pykq‖�

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT pyjq � 2akT pykq
∥∥∥∥∥

¥ |ak| ‖T pykq‖� p1� ε1q max
1¤j¤n

|aj |

� 2|ak| � p1� ε1q max
1¤j¤n

|aj |.

Επομένως, ∥∥∥∥∥T
�

ņ

j�1

ajyj

�∥∥∥∥∥ ¥ p1� ε1q max
1¤j¤n

|aj |.



54 � Το Θεώρημα του Krivine

Τελικά,

(5.1.5) p1� ε1q max
1¤j¤n

|aj | ¤
∥∥∥∥∥T

�
ņ

j�1

ajyj

�∥∥∥∥∥ ¤ p1� ε1q max
1¤j¤n

|aj |,

για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R.

Συνεπώς, αν taju8j�1 P c0 τότε, εφόσον ‖yj‖8 ¤ β
?

1� ε1, έχουμε ότι
°8
j�1 ajyj P c0 και από

την (5.1.5) έπεται ότι

p1� ε1q sup
1¤j 8

|aj | ¤
∥∥∥∥∥T

� 8̧

j�1

ajyj

�∥∥∥∥∥ ¤ p1� ε1q sup
1¤j 8

|aj |.

Επομένως, για τον γραμμικό τελεστή S : c0 Ñ X με

S

� 8̧

j�1

ajej

�
� T

� 8̧

j�1

ajyj

�

ισχύει ότι

‖S‖
∥∥S�1

∥∥ ¤ 1� ε1

1� ε1
  1� ε

και Speiq � T pyiq για κάθε 1 ¤ i   8.

Συνεπώς, ο c0 εμφυτεύεται p1� εq-ισομορφικά στον X. �

Με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται και το θεώρημα στρέβλωσης του James για τον `1.

Θεώρημα 5.1.7 (στρέβλωσης του James για τον `1). ΄Εστω X χώρος Banach. Αν ο `1 εμφυ-

τεύεται a-ισομορφικά στον X για κάποιον a ¡ 1 τότε εμφυτεύεται και p1� εq-ισομορφικά για κάθε
ε ¡ 0.

Ακριβέστερα, αν ο T : `1 Ñ X είναι ισομορφική εμφύτευση με ‖T‖
∥∥T�1

∥∥ ¤ a για κάποιον a ¡
1, τότε για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει ισομορφική εμφύτευση S : `1 Ñ X τέτοια ώστε ‖S‖

∥∥S�1
∥∥ ¤ 1� ε

και επιπλέον υπάρχει tyiu8i�1 block ακολουθία της συνήθους βάσης teiu8i�1 του `1 ώστε Speiq �
T pyiq για κάθε 1 ¤ i   8.

Ορισμός 5.1.8. Δύο ακολουθίες txiu8i�1 στον X και tyiu8i�1 στον Y λέγονται a-ισοδύναμες

αν υπάρχουν σταθερές c, C ¡ 0 τέτοιες ώστε cC ¤ a και

1

c

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�
aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥
για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R (ή C).

Επίσης, λέμε ότι δύο ακολουθίες είναι ισοδύναμες αν είναι a-ισοδύναμες για κάποιον a ¥ 1.

Παρατηρούμε ότι αν οι txiu8i�1 και tyiu8i�1 είναι a-ισοδύναμες και taiu8i�1 είναι ακολουθία πραγ-

ματικών (ή μιγαδικών) αριθμών, τότε η σειρά
°8
i�1 aixi συγκλίνει αν και μόνο αν συγκλίνει η σειρά°8

i�1 aiyi, και όταν συγκλίνουν έχουμε

1

c

∥∥∥∥∥ 8̧

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ 8̧

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ 8̧

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥ ,
για κάποιες σταθερές c, C ¡ 0 τέτοιες ώστε cC ¤ a.
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Ορισμός 5.1.9. Μια ακολουθία txiu8i�1 σε έναν πραγματικό χώρο Banach λέγεται C-unconditional

για κάποιον C ¥ 1, αν για κάθε n P N, a1, a2, . . . , an P R και κάθε επιλογή προσήμων tεiuni�1 με

εi P t�1, 1u,

(5.1.6)

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiaixi

∥∥∥∥∥ .
Παρατηρούμε ότι αν εφαρμόσουμε την (5.1.6) με bi � εiai στη θέση των ai τότε έχουμε ότι∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εibixi

∥∥∥∥∥ ,
δηλαδή, ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiaixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Επομένως αν η txiu8i�1 είναι C-unconditional τότε

1

C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiaixi

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiaixi

∥∥∥∥∥ ,
δηλαδή η ακολουθία txiu8i�1 είναι C2

-ισοδύναμη με την tεixiu8i�1 για κάθε επιλογή προσήμων tεiu8i�1

με εi P t�1, 1u.
Ειδικότερα η txiu8i�1 είναι 1-unconditional αν∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiaixi

∥∥∥∥∥
για κάθε n P N , a1, a2, . . . , an P R και εi P t�1, 1u.

Ανάλογος είναι ο ορισμός και στην περίπτωση που έχουμε μιγαδικό χώρο Banach.

Ορισμός 5.1.10. Στην περίπτωση που ο χώρος Banach X είναι μιγαδικός, μια ακολουθία txiu8i�1

στον X λέγεται C-unconditional για κάποιον C ¥ 1 αν για κάθε n P N , a1, . . . , an P C και κάθε

tεiuni�1 με εi P T � tz P C : |z| � 1u,∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiaixi

∥∥∥∥∥ .
Τότε, η txiu8i�1 είναι C2

-ισοδύναμη με την tεixiu8i�1 για κάθε tεiu8i�1 με εi P T.
Ειδικότερα, η txiu8i�1 είναι 1-unconditional αν∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xi
∥∥∥∥∥

για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P C.

Ορισμός 5.1.11. Μια ακολουθία txiu8i�1 σε έναν χώρο Banach X λέγεται 1-spreading αν για

κάθε n P N, για κάθε 0   k1   k2   . . .   kn και κάθε a1, a2, . . . , an P R,∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixki

∥∥∥∥∥ .
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Παρατηρούμε ότι αν η txiu8i�1 είναι 1-spreading τότε ‖xi‖ � ‖x1‖ για κάθε 1 ¤ i   8.

Κλασσικό παράδειγμα ακολουθιών οι οποίες είναι 1-unconditional και 1-spreading είναι οι συ-

νήθεις βάσεις teiu8i�1 των πραγματικών ή μιγαδικών ακολουθιών στον c0 ή τον `p για 1 ¤ p   8.

Πρόταση 5.1.12. ΄Εστω X χώρος Banach και txiu8i�1 ακολουθία στον X. Η txiu8i�1 είναι C-

unconditional για κάποιο C ¥ 1 αν και μόνο αν για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn P
R pή Cq τέτοια ώστε |ai| ¤ |bi| για κάθε 1 ¤ i ¤ n, ισχύει∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bixi

∥∥∥∥∥ .
Απόδειξη. Είναι σαφές ότι μια ακολουθία που ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα είναι C-unconditional.

Για το αντίστροφο, έστω ότι η txiu8i�1 είναι C-unconditional ακολουθία. ΄Εστω n P N και

a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn τέτοια ώστε |ai| ¤ |bi| για κάθε 1 ¤ i ¤ n. Θεωρούμε το σύνολο

K � tpt1, t2, . . . , tnq P Rnpή Cnq : |ti| ¤ |bi| για κάθε 1 ¤ i ¤ nu, το οποίο είναι κυρτό και συμπα-

γές, και τη συνάρτηση f : K Ñ R με

fpt1, . . . , tnq � ‖t1x1 � . . .� tnxn‖ .

Η f είναι κυρτή, επομένως λαμβάνει μέγιστο σε κάποιο ακραίο σημείο του K, δηλαδή σε κάποιο

ps1, s2, . . . , snq P K τέτοιο ώστε |si| � |bi| για κάθε 1 ¤ i ¤ n. Δηλαδή, si � εibi για κάποια

εi P t�1, 1u pεi P T για την μιγαδική περίπτωσηq. ΄Επεται ότι, για κάθε pt1, t2, . . . , tnq P K,∥∥∥∥∥ ņ

i�1

tixi

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

sixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bixi

∥∥∥∥∥ .
Ειδικότερα, pa1, a2, . . . , anq P K, άρα∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bixi

∥∥∥∥∥ .
�

Πόρισμα 5.1.13. Αν μια ακολουθία txiu8i�1 σε κάποιον χώρο Banach είναι C-unconditional για

κάποιον C ¥ 1, τότε για κάθε πεπερασμένο σύνολο B � N, taiuiPB στον R pή Cq και A � B,∥∥∥∥∥¸
iPA

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥¸
iPB

aixi

∥∥∥∥∥ .
Ειδικότερα, ‖

°n
i�1 aixi‖ ¥ 1

C max
1¤i¤n

|ai| ‖xi‖ για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R pή Cq.

Από το Πόρισμα 5.1.13 και την Πρόταση 5.1.3 έπεται ότι κάθε C-unconditional ακολουθία που

αποτελείται από μη μηδενικά διανύσματα είναι Schauder βασική.

Πρόταση 5.1.14. ΄Εστω X πραγματικός χώρος Banach και txiu8i�1 ακολουθία στον X. Αν για

κάθε πεπερασμένο σύνολο B � N, taiuiPB στο R και A � B ισχύει∥∥∥∥∥¸
iPA

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ C

∥∥∥∥∥¸
iPB

aixi

∥∥∥∥∥ ,
για κάποιον C ¥ 1, τότε η txiu8i�1 είναι 2C-unconditional.
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Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι για κάθε n P N και tεiuni�1 με εi P t�1, 1u,∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εiaixi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥∥

¸
ti:εi�1u

εiaixi �
¸

ti:εi��1u
εiaixi

∥∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥∥

¸
ti:εi�1u

aixi �
¸

ti:εi��1u
aixi

∥∥∥∥∥∥
¤

∥∥∥∥∥∥
¸

ti:εi�1u
aixi

∥∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥∥

¸
ti:εi��1u

aixi

∥∥∥∥∥∥ ¤ 2C

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ .
�

5.2 Στοιχεία από τη Θεωρία Τελεστών

Για την απόδειξη του θεωρήματος του Krivine θα χρειαστούμε κάποια αποτελέσματα από τη

θεωρία τελεστών.

Ορισμοί 5.2.1. ΄Εστω X μιγαδικός χώρος Banach και T : X Ñ X φραγμένος γραμμικός

τελεστής.

(i) Το λ P C λέγεται ιδιοτιμή του T αν υπάρχει x P X τέτοιο ώστε x � 0 και Tx � λx. Τότε,

το x P X λέγεται ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.

(ii) Το λ P C λέγεται προσεγγιστική ιδιοτιμή του T αν υπάρχει ακολουθία tunu8n�1 στον

X, με ‖un‖ � 1 για κάθε n P N, τέτοια ώστε

‖Tun � λun‖ ÝÑ
nÑ8 0.

Τότε, η tunu8n�1 λέγεται ακολουθία προσεγγιστικών ιδιοδιανυσμάτων που αντι-

στοιχεί στην προσεγγιστική ιδιοτιμή λ.

(iii) Το φάσμα σpT q του τελεστή T είναι το σύνολο των λ P C για τα οποία ο τελεστής T � λI
δεν έχει φραγμένο αντίστροφο (όπου I : X Ñ X ο ταυτοτικός τελεστής). Δηλαδή,

σpT q � tλ P C : T � λI μη αντιστρέψιμοςu .

Παρατηρούμε ότι αν υπάρχει ο γραμμικός τελεστής pT � λIq�1 pδηλαδή αν ο T � λI είναι 1-1 και

επίq τότε θα είναι και φραγμένος από το θεώρημα ανοικτής απεικόνισης.

Είναι σαφές ότι κάθε ιδιοτιμή του T είναι και προσεγγιστική ιδιοτιμή. Επίσης κάθε ιδιοτιμή

ανήκει στο φάσμα του τελεστή T αφού αν ο λ είναι ιδιοτιμή του T τότε Tx � λx � 0 για κάποιο

x � 0 και επομένως ο τελεστής T �λI δεν είναι 1-1 και άρα ούτε αντιστρέψιμος. Αληθεύει, επίσης,

ότι κάθε προσεγγιστική ιδιοτιμή ανήκει στο φάσμα του τελεστή.

Ιδιαίτερα σημαντικό είναι το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 5.2.2. ΄Εστω X μιγαδικός χώρος Banach και T : X Ñ X φραγμένος γραμμικός

τελεστής. Τότε, το φάσμα σpT q του T είναι μη κενό και συμπαγές υποσύνολο του C.
Δεν ισχύει όμως εν γένει ότι το σύνολο των ιδιοτιμών ενός φραγμένου τελεστή σε έναν χώρο

Banach είναι μη κενό. Ωστόσο, όπως προκύπτει από την επόμενη πρόταση σε συνδυασμό με το

Θεώρημα 5.2.2, κάθε φραγμένος γραμμικός τελεστής έχει προσεγγιστική ιδιοτιμή.

Πρόταση 5.2.3. ΄Εστω X χώρος Banach και T : X Ñ X φραγμένος γραμμικός τελεστής. Κάθε

λ P BσpT q είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή του τελεστή T , όπου BσpT q είναι το σύνορο του φάσματος
σpT q.
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Για την απόδειξη της Πρότασης 5.2.3 αποδεικνύουμε πρώτα το παρακάτω λήμμμα.

Λήμμα 5.2.4. ΄Εστω X χώρος Banach και T : X Ñ X γραμμικός τελεστής τέτοιος ώστε

‖I � T‖   1. Τότε ο T είναι αντιστρέψιμος φραγμένος γραμμικός τελεστής.

Απόδειξη. Για κάθε x P X,

p1� ‖I � T‖q ‖x‖ ¤ ‖Tx‖ ¤ p‖I � T‖� 1q ‖x‖ ,

άρα ο T είναι ισομορφική εμφύτευση. Θα δείξουμε ότι είναι και αντιστρέψιμος, με αντίστροφο

T�1 �
8̧

k�0

pI � T qk.

Παρατηρούμε αρχικά ότι
8̧

k�0

∥∥∥pI � T qk
∥∥∥ ¤ 8̧

k�0

‖I � T‖k   8,

διότι ‖I � T‖   1. Επομένως, η σειρά
°8
k�0pI � T qk είναι Cauchy και άρα συγκλίνει σε κάποιον

φραγμένο γραμμικό τελεστή (ο χώρος BpXq � tT : X Ñ X : T φραγμένος γραμμικός τελεστήςu
είναι χώρος Banach).

Θέτουμε Sn �
°n
k�0pI � T qk και S � °8

k�0pI � T qk. Τότε,

SnT � �SnpI � T q � Sn � I � pI � T qn�1.

Εφόσον ‖I � T‖   1, έχουμε ∥∥pI � T qn�1
∥∥ ¤ ‖I � T‖n�1 ÝÑ

nÑ8 0.

Επομένως, ST � lim
n
SnT � I. Ομοίως, TS � I. �

Απόδειξη της Πρότασης 5.2.3. ΄Εστω λ P BσpT q και ακολουθία tλnu8n�1 τέτοια ώστε λn P
C r σpT q για κάθε n P N και λn Ñ λ. Παρατηρούμε ότι εφόσον λn R σpT q ο τελεστής T � λnI

είναι αντιστρέψιμος για κάθε n P N.

Ισχυρισμός:
∥∥pT � λnIq�1

∥∥ ÝÑ 8.

Απόδειξη του ισχυρισμού: Υποθέτουμε (προς άτοπο) ότι
∥∥pT � λnIq�1

∥∥ XÝÑ 8. Τότε υπάρχουν

M ¡ 0 και υπακολουθία tλknu8n�1 τέτοια ώστε∥∥pT � λknq�1
∥∥ ¤M για κάθε n P N.

Εφόσον λn Ñ λ, υπάρχει n0 P N ώστε

∣∣∣λkn0 � λ
∣∣∣   1

M . Τότε,∥∥∥I � pT � λIqpT � λkn0 Iq�1
∥∥∥ � ∥∥∥pT � λkn0 Iq�1

∥∥∥∥∥∥pT � λkn0 Iq � pT � λIq
∥∥∥

�
∥∥∥pT � λkn0 Iq�1

∥∥∥∥∥∥pλ� λkn0 qI
∥∥∥

¤M
∣∣∣λ� λkn0

∣∣∣   1.

Από το Λήμμα 5.2.4 έπεται ότι ο τελεστής pT � λIqpT � λkn0 Iq είναι αντιστρέψιμος και κατά

συνέπεια ο T�λI είναι αντιστρέψιμος. ΄Ατοπο, διότι λ P BσpT q � σpT q. ΄Αρα αληθεύει ο ισχυρισμός.

2
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Από τον ορισμό της νόρμας τελεστή έπεται ότι για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει ακολουθία txnu8n�1 με

‖xn‖ � 1 για κάθε n P N ώστε∥∥pT � λnIq�1xn
∥∥ ¥ ∥∥pT � λnIq�1

∥∥� ε.

Για κάθε n P N θέτουμε an �
∥∥pT � λnIq�1xn

∥∥ και

un � 1

an
pT � λnIq�1xn.

Τότε ‖un‖ � 1 για κάθε n P N και από τον ισχυρισμό έχουμε ότι an ÝÑ 8. Επιπλέον,

‖Tun � λun‖ ¤ ‖Tun � λnun‖� ‖λnun � λun‖ �
∥∥∥∥ 1

an
pT � λnIqpT � λnIq�1xn

∥∥∥∥� |λn � λ|

� ‖xn‖
an

� |λn � λ| ÝÑ
nÑ8 0.

Επομένως, το λ είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή του T με αντίστοιχη ακολουθία προσεγγιστικών ιδιο-

διανυσμάτων την tunu8n�1. �

Πόρισμα 5.2.5. Κάθε φραγμένος γραμμικός τελεστής T : X Ñ X σε έναν μιγαδικό χώρο

Banach X έχει τουλάχιστον μια προσεγγιστική ιδιοτιμή.

Η βασική πρόταση από τη θεωρία τελεστών που θα χρειαστεί για την απόδειξη του θεωρήματος

του Krivine είναι η ακόλουθη.

Πρόταση 5.2.6. ΄Εστω X μιγαδικός χώρος Banach και T, S : X Ñ X φραγμένοι γραμμικοί

τελεστές οι οποίοι μετατίθενται, δηλαδή TS � ST . Για κάθε προσεγγιστική ιδιοτιμή λ P C του
T υπάρχει προσεγγιστική ιδιοτιμή µ P C του S και tunu8n�1 στον X η οποία είναι κοινή ακολου-

θία προσεγγιστικών ιδιοδιανυσμάτων για τις ιδιοτιμές λ και µ των τελεστών T και S αντίστοιχα.

Δηλαδή, ‖un‖ � 1 για κάθε n P N,

‖Tun � λun‖ ÝÑ 0 και ‖Sun � µun‖ ÝÑ 0.

Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά επιπλέον ότι το λ είναι ιδιοτιμή του T . Δηλαδή Tx � λx για

κάποιο x P X με x � 0. Θέτουμε Uλ � tx P X : Tx � λxu, δηλαδή Uλ είναι ο ιδιόχωρος που

αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ. Τότε, SpUλq � Uλ. Πράγματι, αν x P Uλ τότε Tx � λx. Επομένως,

εφόσον ST � TS, το Sx είναι ιδιοδιάνυσμα του T με ιδιοτιμή λ διότι TSx � STx � Sλx � λSx.

Επομένως, πράγματι SpUλq � Uλ. Ορίζεται τότε ο τελεστής S1 � S|Uλ : Uλ Ñ Uλ. Ο Uλ είναι

κλειστός υπόχωρος και άρα χώρος Banach. Επομένως, σύμφωνα με το Πόρισμα 5.2.5, υπάρχει

προσεγγιστική ιδιοτιμή µ P C του S1. Δηλαδή, υπάρχει ακολουθία tunu8n�1 στο Uλ τέτοια ώστε

‖un‖ � 1 για κάθε n P N και ‖S1un � µun‖ ÝÑ 0. ΄Επεται ότι ‖Sun � µun‖ ÝÑ 0 και εφόσον

un P Uλ έχουμε ότι Tun � λun για κάθε n P N. Επομένως έχουμε δείξει το ζητούμενο με την

επιπλέον υπόθεση ότι το λ είναι ιδιοτιμή του T .

Για τη γενική περίπτωση όπου το λ είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή, θα χρησιμοποιήσουμε θεωρία

υπεργινομένων χώρων Banach. ΄Εστω U μη τετριμμένο υπερφίλτρο στο N, X̃ η υπερδύναμη του X

και T̃ , S̃ : X̃ Ñ X̃ οι υπερδυνάμεις των T και S αντίστοιχα. Είναι σαφές ότι εφόσον οι T και S

μετατίθενται, το ίδιο ισχύει και για τους T̃ και S̃, δηλαδή T̃ S̃ � S̃T̃ . ΄Εστω λ P C προσεγγιστική

ιδιοτιμή του T . Τότε το λ είναι ιδιοτιμή του T̃ . Πράγματι, αν ū � tunu8n�1 είναι ακολουθία

προσεγγιστικών ιδιοδιανυσμάτων για την ιδιοτιμή λ, τότε ūU P X̃ και ‖ūU‖X̃ � lim
U
‖un‖ � 1.

Επιπλέον, ∥∥∥pT̃ ūqU � λūU

∥∥∥ � lim
U
‖Tun � λun‖ � 0,
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δηλαδή

T̃ ūU � λūU .

Συνεπώς, έχουμε ότι T̃ S̃ � S̃T̃ και το λ είναι ιδιοτιμή του T̃ . ΄Επεται ότι υπάρχει προσεγγιστική

ιδιοτιμή µ P C του S̃ και ακολουθία tūmu8m�1 στον X̃ με ‖ūm‖X̃ � 1 για κάθε m P N, τέτοια ώστε∥∥∥S̃ūm � µūm

∥∥∥
X̃
ÝÑ
mÑ8 0 και T̃ ūm � λūm για κάθε m P N.

Θεωρούμε την υπερδύναμη του X̃ ως προς το U , έστω ˜̃X, και έστω
˜̃S, ˜̃T : ˜̃X Ñ ˜̃X οι αντίστοιχες

υπερδυνάμεις των S̃ και T̃ . Τότε, όπως και προηγουμένως, έπεται ότι υπάρχει ũ P ˜̃X τέτοιο ώστε

‖ũ‖ ˜̃X
� 1, ˜̃T ũ � λũ και

˜̃Sũ � µũ, δηλαδή το ũ είναι κοινό ιδιοδιάνυσμα για τους
˜̃T και

˜̃S για τις

ιδιοτιμές λ και µ αντίστοιχα. Εφόσον ‖ũ‖ ˜̃X
� 1, υπάρχει z̄ � tznu8n�1 ακολουθία στον X̃ ώστε

‖zn‖X̃ � 1 για κάθε n P N και z̄U � ũ. Τότε,

lim
U

∥∥∥T̃ zn � λzn

∥∥∥ � 0

και

lim
U

∥∥∥S̃zn � µzn

∥∥∥ � 0.

Για κάθε n P N, εφόσον ‖zn‖X̃ � 1 υπάρχει ακολουθία ȳ � tynmu8m�1 στον X ώστε ‖ynm‖ � 1 για

κάθε m P N και ȳU � zn.

Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει U P U τέτοιο ώστε∥∥∥S̃zn � µzn

∥∥∥   ε

2
και ∥∥∥T̃ zn � λzn

∥∥∥   ε

2
για κάθε n P U . Δηλαδή

lim
m,U
‖Synm � µynm‖  

ε

2
και

lim
m,U
‖Tynm � λynm‖  

ε

2

για κάθε n P U .

΄Επεται ότι για κάθε n P U υπάρχει Un P U τέτοιο ώστε

‖Synm � µynm‖   ε

και

‖Tynm � λynm‖   ε

για κάθε m P Un. Δηλαδη, για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει u P X τέτοιο ώστε ‖u‖ � 1,

‖Su� µu‖   ε και ‖Tu� λu‖   ε.

(Επιλέγουμε u � ynm για κάποιο n P U και m P Un).
Επομένως, μπορούμε να βρούμε ακολουθία tunu8n�1 στον X με ‖un‖ � 1 για κάθε n P N,

τέτοια ώστε

‖Tun � λun‖   1

n
ÝÑ 0 και ‖Sun � µun‖   1

n
ÝÑ 0.

Δηλαδή, η tunu8n�1 είναι κοινή ακολουθία προσεγγιστικών ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχεί στις

ιδιοτιμές λ και µ για τους τελεστές T και S αντίστοιχα. �

Αξίζει να σημειώσουμε ότι το Θεώρημα 5.2.2 ισχύει μόνο για μιγαδικούς χώρους Banach ενώ

για πραγματικούς δεν αληθεύει εν γένει. Κατά συνέπεια το ίδιο ισχύει και για το Πόρισμα 5.2.5 και

την Πρόταση 5.2.6.
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5.3 Block πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα

Ορισμός 5.3.1. ΄Εστω X χώρος Banach και txiu8i�1 ακολουθία στον X. Μια πεπερασμένη

ακολουθία tujunj�1 στον X λέγεται block ακολουθία της txiu8i�1 αν υπάρχουν φυσικοί 0 �
m0   m1   m2   . . .   mn τέτοιοι ώστε για κάθε 1 ¤ j ¤ n

uj �
mj̧

i�mj�1�1

aixi,

για κάποιους ai P R.

Ορισμός 5.3.2. ΄Εστω txiu8i�1 ακολουθία σε έναν χώρο Banach X και tyiu8i�1 ακολουθία σε

έναν χώρο Banach Y . Η ακολουθία tyju8j�1 λέγεται block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη

στην txiu8i�1 αν για κάθε ε ¡ 0 και κάθε n P N υπάρχει block ακολουθία tujunj�1 της txiu8i�1,

τέτοια ώστε

1?
1� ε

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

tjuj

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

tjyj

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

tjuj

∥∥∥∥∥ ,
για κάθε t1, t2, . . . , tn P R.

Επίσης, για 1 ¤ p   8 λέμε ότι ο `p ή ο c0 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στην

txiu8i�1 αν η συνήθης βάση teju8j�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Η ιδιότητα της block πεπερασμένης αναπαραστασιμότητας είναι μεταβατική. Συγκεκριμένα, ι-

σχύει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.3.3. ΄Εστω X,Y, Z χώροι Banach και txiu8i�1, tyju8j�1 και tzku8k�1 ακολουθίες στον

X,Y και Z αντίστοιχα, τέτοιες ώστε η tzku8k�1 να είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην

tyju8j�1 και η tyju8j�1 να είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1. Τότε, η tzku8k�1

είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Απόδειξη. ΄Εστω ε ¡ 0 και N P N. Εφόσον η tzku8k�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη

στη tyju8j�1, για κάθε ε1 ¡ 0 υπάρχει block ακολουθία tukuNk�1 της tyju8j�1 ώστε

(5.3.1)
1?

1� ε1

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkuk

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkzk

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε1

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkuk

∥∥∥∥∥
για κάθε t1, t2, . . . , tN P R.

΄Εστω 0 � m0   m1   . . .   mN �M και tajumNj�1 τέτοιοι ώστε uk �
mk°

j�mk�1�1
ajyj για κάθε

1 ¤ k ¤ N .

Από την άλλη, εφόσον η tyju8j�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1, υπάρχει

block ακολουθία tvju8j�1 της txiu8i�1 ώστε

(5.3.2)
1?

1� ε1

∥∥∥∥∥ M̧

j�1

λjvj

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ M̧

j�1

λjyj

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε1

∥∥∥∥∥ M̧

j�1

λjvj

∥∥∥∥∥
για κάθε λ1, . . . , λM P R.

΄Εστω 0 � n0   n1   . . .   nM και tbiunMi�1 ώστε vj �
nj°

i�nj�1�1
bixi για κάθε 1 ¤ j ¤M.
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Από τις (5.3.1) και (5.3.2) έπεται ότι∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkzk

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε1

∥∥∥∥∥∥
Ņ

k�1

tk

mķ

j�mk�1�1

ajyj

∥∥∥∥∥∥ � ?
1� ε1

∥∥∥∥∥∥
Ņ

k�1

mķ

j�mk�1�1

tkajyj

∥∥∥∥∥∥
¤ ?

1� ε1

?
1� ε1

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

mķ

j�mk�1�1

tkajvj

∥∥∥∥∥ � p1� ε1q
∥∥∥∥∥∥
Ņ

k�1

tk

mķ

j�mk�1�1

ajvj

∥∥∥∥∥∥ ,
και ομοίως ∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkzk

∥∥∥∥∥ ¥ 1

1� ε1

∥∥∥∥∥∥
Ņ

k�1

tk

mķ

j�mk�1�1

ajvj

∥∥∥∥∥∥ .
Για 1 ¤ k ¤ N θέτουμε

wk �
mķ

j�mk�1�1

ajvj �
mķ

j�mk�1�1

nj̧

i�nj�1�1

ajbixi.

Η twkuNk�1 είναι block ακολουθία της txiu8i�1 και από τα παραπάνω, επιλέγοντας ε1 ¡ 0 αρκετά

μικρό ώστε 1� ε1  
?

1� ε, έπεται ότι

1?
1� ε

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkwk

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkzk

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

tkwk

∥∥∥∥∥ .
Επομένως, πράγματι, η tzku8k�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1. �

5.4 Το θεώρημα του Krivine

Διατυπώνουμε τώρα το βασικό θεώρημα αυτού του κεφαλαίου, το θεώρημα του Krivine.

Θεώρημα 5.4.1 (Krivine). ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach και txiu8i�1 μοναδιαία

Schauder βασική ακολουθία στον X. Τότε, υπάρχει 1 ¤ p ¤ 8 ώστε ο `p να είναι block πε-

περασμένα αναπαραστάσιμος στην txiu8i�1, όπου για την περίπτωση p � 8 εννοούμε τον χώρο
c0.

Αξίζει να συγκρίνει κανείς το θεώρημα του Krivine με το παράδειγμα του Tsirelson. Ο χώρος

του Tsirelson είναι ένας απειροδιάστατος χώρος Banach στον οποίο δεν εμφυτεύεται ισομορφικά

ούτε ο c0 ούτε ο `p για κάποιον 1 ¤ p   8. Ωστόσο, από το θεώρημα του Krivine προκύπτει ότι

για κάθε απειροδιάστατο χώρο Banach υπάρχει 1 ¤ p ¤ 8 ώστε για κάθε n P N και ε ¡ 0 ο `np να

εμφυτεύεται p1� εq-ισομορφικά στον X. Δηλαδή, εμφυτεύονται στον X σχεδόν ισομετρικά όλοι οι

πεπερασμένης διάστασης υπόχωροι του `p. Μάλιστα, όπως θα δούμε παρακάτω, σαν συνέπεια του

θεωρήματος του Krivine έχουμε το θεώρημα του Dvoretzky σύμφωνα με το οποίο ο `n2 εμφυτεύεται

p1� εq-ισομορφικά στον X για κάθε n P N και κάθε ε ¡ 0.

Η απόδειξη του θεωρήματος του Krivine θα γίνει σε βήματα με μια σειρά από προτάσεις που

εκμεταλλεύονται τη μεταβατικότητα της block πεπερασμένης αναπαραστασιμότητας (Πρόταση 5.3.3).

Πιο συγκεκριμένα, παρατηρούμε ότι εφόσον η συνήθης βάση του `p ή του c0 είναι 1-spreading

και 1-unconditional θα ήταν ευκολότερο να δείξουμε το θεώρημα του Krivine με την επιπλέον

υπόθεση ότι η ακολουθία txiu8i�1 είναι 1-spreading και 1-unconditional. Αν δείξουμε αυτή την

ειδική περίπτωση τότε από την Πρόταση 5.3.3 έχουμε το συμπέρασμα για κάθε ακολουθία txiu8i�1

η οποία είναι Schauder βασική. Τα ακριβή βήματα είναι τα εξής :
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Βήμα 1: Για κάθε μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία txiu8i�1 σε έναν χώρο Banach X υπάρχει

χώρος Banach Y και ακολουθία tyju8j�1 στον Y η οποία είναι 1-spreading και block πεπερα-

σμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Βήμα 2: ΄Εστω X χώρος Banach και ακολουθία txiu8i�1 στον X με x1 � x2 η οποία είναι 1-spreading.

Τότε υπάρχει χώρος Banach Y και μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία tyju8j�1 στον Y η

οποία είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1 και επιπλέον είναι 1-spreading

και, για κάθε ζεύγος A,B πεπερασμένων υποσυνόλων του N τέτοιων ώστε A � B � N και

tajujPB πραγματικούς αριθμούς,

(5.4.1)

∥∥∥∥∥¸
jPA

ajyj

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥¸
jPB

ajyj

∥∥∥∥∥ .
Βήμα 3: Για κάθε μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία txiu8i�1 σε έναν χώρο Banach X η οποία

είναι 1-spreading και ικανοποιεί την (5.4.1) υπάρχει χώρος Banach Y και μοναδιαία Schau-

der βασική ακολουθία tyju8j�1 στον Y η οποία είναι 1-spreading, 1-unconditional και block

πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Βήμα 4: ΄Εστω X χώρος Banach και txiu8i�1 μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία στον X η οποία

είναι 1-spreading και 1-unconditional. Τότε, είτε υπάρχει 1 ¤ p   8 ώστε η συνήθης βάση

του `p να είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1 είτε η συνήθης βάση του c0

είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Ξεκινάμε με την απόδειξη του πρώτου βήματος. Γι’ αυτό θα χρειαστούμε το συνδυαστικό θε-

ώρημα του Ramsey.

Παρακάτω, για κάθε άπειρο υποσύνολοN του N και n P N ορίζουμεN rns � tA � N : cardA � nu.

Θεώρημα 5.4.2 (Ramsey).

(i) ΄Εστω A πεπερασμένο σύνολο, n P N και ψ : Nrns Ñ A. Τότε υπάρχει άπειρο N � N τέτοιο
ώστε η ψ να είναι σταθερή στο N rns

.

(ii) ΄Εστω A πεπερασμένο σύνολο, n P N και ψ1, . . . , ψm : Nrns Ñ A. Τότε υπάρχει N � N
άπειρο ώστε για κάθε 1 ¤ i ¤ m η ψi να είναι σταθερή στο N

rns
.

Απόδειξη. Ο πρώτος ισχυρισμός αποδεινύεται με επαγωγή ως προς n. Το βήμα n � 1 είναι

φανερό, εξηγούμε λοιπόν το επαγωγικό βήμα. ΄Εστω ψ : Nrns Ñ A. Σταθεροποιούμε j P N
και περιορίζουμε την ψ στα n-σύνολα φυσικών που περιέχουν το j. Από την επαγωγική υπόθεση

υπάρχει άπειρο υποσύνολο M1 του N τέτοιο ώστε η ψ να είναι σταθερή σε όλα τα n-σύνολα που

αποτελούνται από το j και n� 1 στοιχεία του M1.

Επαναλαμβάνοντας αυτή τη διαδικασία, βρίσκουμε μια φθίνουσα ακολουθία άπειρων συνόλων

N � M1 � M2 � � � � , και φυσικούς ji P Mi r Mi�1 έτσι ώστε ο περιορισμός της ψ σε κάθε

n-σύνολο που αποτελείται από το ji και n � 1 στοιχεία του Mi�1 να έχει σταθερή τιμή από το A.

Περνώντας σε υπακολουθία, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η σταθερή αυτή τιμή δεν εξαρτάται από

το i. Θέτοντας M � tji : i ¥ 1u έχουμε το ζητούμενο.

Επαναλαμβάνοντας το ίδιο επιχείρημα m φορές, διαδοχικά για τις ψ1, . . . , ψm, παίρνουμε μια

φθίνουσα ακολουθία συνόλων M � M p1qq � M p2q � � � � � N � M pmq
ώστε: για κάθε 1 ¤

k ¤ m οι ψ1, . . . , ψk είναι σταθερές στο pM pkqqrns. Το σύνολο N � M pnq
ικανοποιεί τον δεύτερο

ισχυρισμό. �
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Πρόταση 5.4.3 (Brunel-Sucheston). ΄Εστω txiu8i�1 ακολουθία σε έναν χώρο Banach X τέτοια

ώστε για κάθε n P N υπάρχουν σταθερές c � cpnq, C � Cpnq ¡ 0 τέτοιες ώστε

c ¤
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ C

για κάθε n-άδα φυσικών αριθμών i1   i2   . . .   in και a1, . . . , an P R με
°n
k�1 |ak| � 1. Τότε,

για κάθε ακολουθία πραγματικών αριθμών tεnu8n�1 τέτοια ώστε εn ¡ 0 για κάθε n P N, υπάρχει
ένα άπειρο υποσύνολο L � tmnu8n�1 του N τέτοιο ώστε για κάθε n P N και κάθε i1   . . .   in και

j1   . . .   jn στο L τέτοια ώστε ii ¥ mn και j1 ¥ mn,∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εnq
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxjk

∥∥∥∥∥
για κάθε a1, . . . , an P R.

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε αρχικά n P N και δείχνουμε ότι υπάρχει Nn � N άπειρο ώστε

(5.4.2)

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εnq
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxjk

∥∥∥∥∥
για κάθε i1   . . .   in και j1   . . .   jn στον Nn.

Σταθεροποιούμε μια n-άδα pa1, . . . , anq P Rn και βρίσκουμε άπειρο N � N ώστε να ισχύει η

(5.4.2) γι’ αυτή τη n-άδα. Από την υπόθεση υπάρχουν c, C ¡ 0 ώστε

c ¤
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥   C

για κάθε i1   . . .   in στο N.

Χωρίζουμε το διάστημα rc, Cq σε διαδοχικά ξένα υποδιαστήματα rcm, cm�1q, m � 1, 2, . . . n0

τέτοια ώστε

Cm :� cm�1 ¤ p1� εnqcm.
Θεωρούμε τη συνάρτηση ψ : Nrns Ñ t1, 2, . . . , n0u με

ψ pti1, . . . , inuq � m, αν

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ P rcm, Cmq.
Σύμφωνα με το θεώρημα του Ramsey υπάρχουν N � N άπειρο και m P t1, 2, . . . , n0u ώστε∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ P rcm, Cmq
για κάθε i1   . . .   in στο N .

Επομένως, εφόσον Cm ¤ p1� εnqcm, έχουμε ότι∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εnq
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxjk

∥∥∥∥∥
για κάθε i1   . . .   in και j1   . . .   jn στο N .
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Θεωρούμε τώρα ένα πεπερασμένο δ-δίκτυο της μοναδιαίας σφαίρας του `n1 , για δ ¡ 0 που θα

επιλεγεί κατάλληλα. Εργαζόμενοι αναλόγως με πριν, με
εn
2 αντί για εn, και εκμεταλλευόμενοι το

θεώρημα του Ramsey (Θεώρημα 5.4.2 (ii)) συμπεραίνουμε ότι υπάρχει Nn � N, άπειρο, τέτοιο ώστε∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ �
1� εn

2

	∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxjk

∥∥∥∥∥
για κάθε i1   i2   . . .   in, j1   j2   . . .   jn στο Nn και κάθε a � pa1, . . . , anq P N .

΄Εχουμε επομένως το ζητούμενο για κάθε στοιχείο του δ-δικτύου N και από αυτό συνάγουμε

ότι θα ισχύει για κάθε στοιχείο στης μοναδιαίας σφαίρας του `n1 .

Πράγματι, έστω b στη μοναδιαία σφαίρα του `n1 . Αρχικά παρατηρούμε ότι από την υπόθεση

προκύπτει ότι υπάρχει C ¡ 0 τέτοιος ώστε }xi} ¤ C για κάθε 1 ¤ i   8 και c � cpnq ¡ 0

τέτοιος ώστε

∥∥∥∥ n°
k�1

akxik

∥∥∥∥ ¥ c για κάθε i1   i2   . . .   in στο N και κάθε a � pa1, . . . , anq στη

μοναδιαία σφαίρα του `n1 . ΄Εστω a P N τέτοιο ώστε ‖a� b‖1 ¤ δ. Τότε για i1   i2   . . .   in και

j1   j2   . . .   jn στο Nn,∥∥∥∥∥ ņ

k�1

bkxik

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ 8̧

k�1

pbk � akqxik
∥∥∥∥∥ ¤

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥� δC

¤
�

1� εn
2

	�∥∥∥∥∥ ņ

k�1

bkxjk

∥∥∥∥∥� δC

�
� δC

�
�

1� εn
2

	∥∥∥∥∥ ņ

k�1

bkxjk

∥∥∥∥∥� �
1� εn

2

	
δC � δC.

Επομένως αρκεί να ισχύει η �
2� εn

2

	
δC ¤ εn

2

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

bkxjk

∥∥∥∥∥ .
Παρατηρούμε ότι c ¤

∥∥∥∥ n°
k�1

akxjk

∥∥∥∥ ¤ δC �
∥∥∥∥ n°
k�1

bkxjk

∥∥∥∥ για κάθε j1   j2   . . .   jn στο N και άρα∥∥∥∥∥ ņ

k�1

bkxjk

∥∥∥∥∥ ¥ c� δC για κάθε j1   j2   . . .   jn στο N.

Επιλέγουμε δ ¡ 0 ώστε c�δC ¡ 0 και
�
2� εn

2

�
δC ¤ εn

2 pc�δCq, δηλαδή δ ¤ εnc
2p2�εnqC . Παίρνουμε

δ � mint εnc
2p2�εnqC ,

c
2C u. Γι’ αυτή την επιλογή του δ ισχύει∥∥∥∥∥ ņ

k�1

bkxik

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εnq
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

bkxjk

∥∥∥∥∥
για κάθε i1   i2   . . .   in , j1   j2   . . .   jn στο Nn και κάθε b � pb1, . . . , bnq στη μοναδιαία

σφαίρα του `n1 και συνεπώς για κάθε b1, . . . , bn P R.

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία διαδοχικά για n � 1, 2, . . . κατασκευάζουμε μια φθίνουσα

ακολουθία άπειρων υποσυνόλων του N, N1 � N2 � . . . τέτοια ώστε για κάθε n P N∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εnq
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxjk

∥∥∥∥∥
για κάθε a1, a2, . . . , an P R και κάθε i1   . . .   in, j1   . . .   jn στο Nn.

Αν για κάθε n P N επιλέξουμε mn P Nn έτσι ώστε η ακολουθία tmnu8n�1 να είναι αύξουσα,

τότε το σύνολο L � tmnu8n�1 έχει τις ζητούμενες ιδιότητες. �
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Παρατήρηση 5.4.4. Παρατηρούμε ότι κάθε Schauder βασική ακολουθία txiu8i�1 τέτοια ώστε

c ¤ ‖xi‖ ¤ C για κάποια c, C ¡ 0, ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Brunel-Sucheston.

Πράγματι, για κάθε n P N , i1   . . .   in στον N και a � pa1, . . . , anq στη μοναδιαία σφαίρα του `1
έχουμε ∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ ņ

k�1

|ak| ‖xik‖ ¤ C

και ∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¥ max
1¤k¤n

|ak| ‖xik‖ ¥ max
1¤k¤n

|ak| c ¥ c
1

n

ņ

k�1

|ak| � c

n
.

Αποδεικνύουμε τώρα την ακόλουθη πρόταση, δηλαδή το πρώτο βήμα για την απόδειξη του

θεωρήματος του Krivine.

Πρόταση 5.4.5. Για κάθε μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία txiu8i�1 σε έναν χώρο Banach

X υπάρχει χώρος Banach Y και ακολουθία tyju8j�1 στον Y η οποία είναι 1-spreading και block

πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 5.4.4 έχουμε ότι ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος

Brunel-Sucheston. ΄Εστω λοιπόν txiu8i�1 στον X και L � tmnu8n�1 όπως στην Πρόταση 5.4.3 και

έστω εn ¡ 0 φθίνουσα με εn Ñ 0. Για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R ορίζουμε

(5.4.3)

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

� lim
jÑ8

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ ,
όπου teku8k�1 η συνήθης βάση του c00.

Το όριο στην (5.4.3) πράγματι υπάρχει αφού, από την Πρόταση 5.4.3, για i   j στο N∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxmk�i

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¤ εi

ņ

k�1

|ak| sup
1¤j 8

‖xj‖ ÝÑ
iÑ8

0,

διότι η txiu8i�1 είναι φραγμένη. Επομένως η
 ∥∥°n

k�1 akxmk�j
∥∥(8

j�1
είναι Cauchy ακολουθία πραγ-

ματικών αριθμών και άρα συγκλίνουσα.

Είναι σαφές ότι η ‖�‖1 είναι νόρμα στον χώρο c00 των τελικά μηδενικών ακολουθιών. Θεωρούμε

την πλήρωση του pc00, ‖�‖1q, έστω pY, ‖�‖1q. Τότε ο pY, ‖�‖1q είναι χώρος Banach. Παρατηρούμε

ότι η ακολουθία teju8j�1 στον pY, ‖�‖1q είναι 1-spreading αφού∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

� lim
jÑ8

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ ,∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akeik

∥∥∥∥∥ � lim
jÑ8

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxmik�j

∥∥∥∥∥
και ∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxmik�j

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¤ εj

ņ

k�1

|ak| sup
1¤i 8

‖xi‖ ÝÑ
jÑ8

0.

Ισχυρισμός: Η teju8j�1 στον pY, ‖�‖1q είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Απόδειξή του ισχυρισμού: ΄Εστω ε ¡ 0 και N P N. ΄Εστω επίσης ε0 ¡ 0 τέτοιος ώστε
1�ε0
1�ε0 ¡?

1� ε και p1 � ε0q2  
?

1� ε. Από την υπόθεση, για a1, . . . , aN P R, όχι όλα ίσα με μηδέν,
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υπάρχει c ¡ 0 ώστε

���� N°
k�1

akxik

���� ¥ c για κάθε 1 ¤ i1   i2   . . .   iN στο N. Επιπλέον, εφόσον���� N°
k�1

akek

����
1

� lim
jÑ8

���� N°
k�1

akxmk�j

����, υπάρχει j1 P N ώστε

�����
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

�
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥
�����   ε0 c για κάθε j ¥ j1.

΄Αρα, για κάθε j ¥ j1, ∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

¤
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥� ε0c

¤
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥� ε0

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥
� p1� ε0q

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ .
Ομοίως, ∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

¥ p1� ε0q
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥
και άρα

(5.4.4) p1� ε0q
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

¤ p1� ε0q
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ για κάθε j ¥ j1.

Υπάρχει n0 P N ώστε εn ¤ ε0 για κάθε n ¥ n0. Επιλέγουμε j2 P N τέτοιον ώστε j2 ¥ j1 και

m1�j2 ¥ mn0 (δηλαδή j2 ¥ n0 � 1 και j2 ¥ j1). Τότε, σύμφωνα με το θεώρημα Brunel-Sucheston

και την (5.4.4), για κάθε j ¥ n0 ισχύει ότι∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

¤ p1� ε0q
�����
Ņ

k�1

akxmk�j2

����� ¤ p1� ε0qp1� εn0q
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥
¤ p1� ε0q2

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥   ?
1� ε

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ .
Ομοίως, για κάθε j ¥ n0∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

¥ p1� ε0q
p1� εn0q

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ ¥ 1� ε0

1� ε0

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ ¡ ?
1� ε

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ .
Επομένως, για κάθε ε ¡ 0 και κάθε N P N υπάρχει j P N ώστε

?
1� ε

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akek

∥∥∥∥∥
1

¤ ?
1� ε

∥∥∥∥∥ Ņ

k�1

akxmk�j

∥∥∥∥∥ .
Η txmk�juNk�1 είναι block ακολουθία της pxkq8k�1 και το j δεν εξαρτάται από τα ak (απαιτείται μόνο

j ¥ n0), άρα πράγματι η pekq8k�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην pxkq8k�1. 2

Η απόδειξη της Πρότασης 5.4.5 είναι πλήρης. �
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Για το δεύτερο βήμα αρκεί η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.4.6. ΄Εστω X χώρος Banach και txiu8i�1 1-spreading ακολουθία στον X. Ορίζουμε

uk � xk�1�xk. Τότε, για κάθε ζεύγος A,B πεπερασμένων υποσυνόλων του N με A � B � N και
takukPB πραγματικούς αριθμούς, ισχύει∥∥∥∥∥¸

kPA
aku2k

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥¸
kPB

aku2k

∥∥∥∥∥ .
΄Επεται ότι η tu2ku8k�1 είναι 2-unconditional και Schauder βασική.

Απόδειξη. ΄Εστω A � B πεπερασμένα υποσύνολα του N και takukPB πραγματικοί αριθμοί. Για

n P N ορίζουμε οικογένεια tσkukPB υποσυνόλων του N με τις ακόλουθες ιδιότητες :

(i) Αν k P A τότε σk � tik,1, ik,2u με ik,1   ik,2.

(ii) Αν k P B rA τότε σk � tik,1, . . . , ik,n�1u με ik,1   . . .   ik,n�1.

(iii) Αν k1   k2 τότε maxσk1   minσk2 .

Από την ιδιότητα piiiq και τον τρόπο που διατάσσονται τα ik,s και εφόσον η ακολουθία txiu8i�1 είναι

1-spreading έχουμε ότι για κάθε 1 ¤ m ¤ n∥∥∥∥∥¸
kPB

aku2k

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥¸
kPB

akpx2k�1 � x2kq
∥∥∥∥∥ �

∥∥∥∥∥ ¸
kPBrA

akpxik,m�1
� xik,mq �

¸
kPA

akpxik,2 � xik,1q
∥∥∥∥∥ .

Επομένως,∥∥∥∥∥¸
kPB

aku2k

∥∥∥∥∥ � ņ

m�1

∥∥∥∥∥¸
kPB

aku2k

∥∥∥∥∥ � ņ

m�1

∥∥∥∥∥ ¸
kPBrA

akpxik,m�1
� xik,mq �

¸
kPA

akpxik,2 � xik,1q
∥∥∥∥∥

¥
∥∥∥∥∥ ņ

m�1

� ¸
kPBrA

akpxik,m�1
� xik,mq �

¸
kPA

akpxik,2 � xik,1q
�∥∥∥∥∥

�
∥∥∥∥∥ ¸
kPBrA

ak

ņ

m�1

pxik,m�1
� xik,mq � n

¸
kPA

akpxik,2 � xik,1q
∥∥∥∥∥

�
∥∥∥∥∥ ¸
kPBrA

akpxik,n�1
� xik,1q � n

¸
kPA

akpxik,1 � xik,1q
∥∥∥∥∥

¥ n

∥∥∥∥∥¸
kPA

akpxik,2 � xik,1q
∥∥∥∥∥�

∥∥∥∥∥ ¸
kPBrA

akpxik,n�1
� xik,1q

∥∥∥∥∥ .
Λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι

∥∥°
kPA akpxik,2 � xik,1q

∥∥ � ‖°kPA aku2k‖ συμπεραίνουμε ότι∥∥∥∥∥¸
kPB

aku2k

∥∥∥∥∥ ¥
∥∥∥∥∥¸
kPA

akpxik,2 � xik,1q
∥∥∥∥∥� 1

n

∥∥∥∥∥ ¸
kPBrA

akpxik,n�1
� xik,1q

∥∥∥∥∥
�

∥∥∥∥∥¸
kPA

aku2k

∥∥∥∥∥� 1

n

∥∥∥∥∥ ¸
kPBrA

akpxik,n�1
� xik,1q

∥∥∥∥∥
¥

∥∥∥∥∥¸
kPA

aku2k

∥∥∥∥∥� 1

n

¸
kPBrA

|ak|
�∥∥xik,n�1

∥∥� ∥∥xik,n∥∥�
�

∥∥∥∥∥¸
kPA

aku2k

∥∥∥∥∥� 1

n

¸
kPBrA

|ak|2 ‖x1‖ .
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Για nÑ8 έχουμε ότι ∥∥∥∥∥¸
kPB

aku2k

∥∥∥∥∥ ¥
∥∥∥∥∥¸
kPA

aku2k

∥∥∥∥∥ .
Επιπλέον, από την Πρόταση 5.1.14 η tu2ku8k�1 είναι 2-unconditional και άρα Schauder βασική. �

Το δεύτερο βήμα προκύπτει από την Πρόταση 5.4.6 διότι αν η txiu8i�1 είναι 1-spreading με x1 �
x2 έχουμε ότι ‖u2k‖ � ‖x2k�1 � x2k‖ � ‖x2 � x1‖ � ‖u1‖ για κάθε k P N και άρα η t u2k‖u1‖u8k�1 είναι

μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία η οποία είναι 1-spreading και

∥∥∥°kPA ak
u2k
‖u1‖

∥∥∥ ¤ ∥∥∥°kPB ak
u2k
‖u1‖

∥∥∥
για πεπερασμένα A � B � N. Επιπλέον, είναι σαφές ότι είναι block πεπερασμένα ανπαραστάσιμη

στην txiu8i�1.

Προχωράμε τώρα στην απόδειξη του τρίτου βήματος, το οποίο διατυπώνουμε στην επόμενη

πρόταση.

Πρόταση 5.4.7. ΄Εστω X χώρος Banach και txiu8i�1 μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία στον

X η οποία είναι 1-spreading και, για κάθε ζεύγος πεπερασμένων υποσυνόλων A � B του N και
takukPB πραγματικούς αριθμούς, ισχύει

(5.4.5)

∥∥∥∥∥¸
kPA

akxk

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥¸
kPB

akxk

∥∥∥∥∥ .
Τότε υπάρχει χώρος Banach Y και tyju8j�1 μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία στον Y η οποία

είναι 1-spreading, 1-unconditional και block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

Απόδειξη. Για κάθε m P N ορίζουμε

γm � ‖x1 � x2 � x3 � x4 � . . .� x2m�1 � x2m‖ .

Από την (5.4.5) προκύπτει ότι η tγmu8m�1 είναι αύξουσα. Διακρίνουμε επομένως δύο περιπτώσεις:

(i) γm Ñ8:

Ορίζουμε

vm1 � x1 � x2 � x3 � x4 � . . .� x2m�1 � x2m

γm

και για j ¥ 2 ορίζουμε vmj το διάνυσμα που προκύπτει αν μεταθέσουμε τις συντεταγμένες του vm1
κατά 2mpj � 1q θέσεις. Δηλαδή,

vmj � x2mpj�1q�1 � x2mpj�1q�2 � . . .� x2mj�1 � x2mj

γm
.

Τότε

∥∥∥vmj ∥∥∥ � 1 για κάθε 1 ¤ j   8 και κάθε 1 ¤ m   8. Επιπλέον, για κάθε m P N η ακολουθία

tvmj u8j�1 είναι 1-spreading διότι η txiu8i�1 είναι 1-spreading. Παρατηρούμε ότι∥∥∥∥vm1 � vm2 � 1

γm
px2m�1 � x4m�1q

∥∥∥∥ �
� 1

γm
‖x1 � x2 � . . .� x2m�1 � x2m � x2m�2 � x2m�3 � . . .� x4m � x4m�1‖

� 1

γm
‖px1 � x2 � . . .� x2m�1 � x2mq � px2m�1 � x2m�2 � . . .� x4m�1 � x4mq‖

� ‖vm1 � vm2 ‖ .
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Επομένως,

| ‖vm1 � vm2 ‖� ‖vm1 � vm2 ‖ | �
∣∣∣∣ ∥∥∥∥vm1 � vm2 � 1

γm
px2m�1 � x4m�1q

∥∥∥∥� ‖vm1 � vm2 ‖
∣∣∣∣

¤
∥∥∥∥ 1

γm
px2m�1 � x4m�1q

∥∥∥∥ ¤ 1

γm
p‖x2m�1‖� ‖x4m�1‖q

� 2

γm
.

Με παρόμοιο τρόπο δείχνουμε ότι για κάθε n P N, a1, . . . , an P R και ε1, . . . , εn P t�1, 1u,

(5.4.6)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

εjajv
m
j

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¤ 2

ņ

j�1

|aj | 1

γm
.

Θεωρούμε ένα μη τετριμμένο υπερφίλτρο U στον N. Για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R ορίζουμε∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

� lim
m,U

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ,
όπου teku8k�1 η συνήθης βάση του c00. Το όριο υπάρχει για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R,

διότι ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ¤ ņ

j�1

|aj |   8.

Η ‖�‖2 είναι νόρμα στο χώρο c00 των τελικά μηδενικών ακολουθιών. Πράγματι, παρατηρούμε πως

από την (5.4.5) προκύπτει ότι ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ¥ max
1¤j¤n

|aj |

και άρα ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

¥ max
1¤j¤n

|aj |.

Συνεπώς, ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

� 0 αν και μόνο αν a1 � a2 � . . . � an � 0.

Οι άλλες ιδιότητες της νόρμας προκύπτουν εύκολα.

Θεωρούμε την πλήρωση του pc00, ‖�‖2q, έστω pY, ‖�‖2q. Τότε ο pY, ‖�‖2q είναι χώρος Banach.

Παρατηρούμε ότι εφόσον η tvmj u8j�1 είναι 1-spreading, η teju8j�1 στον pY, ‖�‖2q είναι 1-spreading.

Δηλαδή, για κάθε i1   i2   . . .   in,∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajeij

∥∥∥∥∥
2

� lim
m,U

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
ij

∥∥∥∥∥ � lim
m,U

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

.

Επιπλέον, από την (5.4.6), εφόσον γm Ñ 8 έπεται ότι η teju8j�1 είναι 1-unconditional. Συνεπώς,

είναι και Schauder βασική. Επίσης, για κάθε 1 ¤ j   8, ‖ej‖2 � lim
m,U

∥∥∥vmj ∥∥∥ � 1.

Τέλος, η teju8j�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1. Πράγματι, έστω ε ¡ 0,

n P N και a1, a2, . . . , an P R τέτοιοι ώστε

n°
j�1

|aj | � 1. Παρατηρούμε ότι, για κάθε m P N,

(5.4.7)

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ¥ max
1¤j¤n

|aj | ¥ 1

n

ņ

j�1

|aj | � 1

n
.
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Από τον ορισμό της ‖�‖2 υπάρχει Ua P U τέτοιο ώστε, για κάθε m P Ua,∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥� ε

2n
¤

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥� ε

2n
.

Σε συνδυασμό με την (5.4.7) έχουμε

(5.4.8) p1� ε

2
q
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

¤ p1� ε

2
q
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ,
για κάθε m P Ua.

Θεωρούμε N , ένα δ-δίκτυο της μοναδιαίας σφαίρας του `n1 για δ ¡ 0 που θα επιλεγεί κατάλληλα.

Εφόσον το N είναι πεπερασμένο, έχουμε
�
aPN Ua P U και συνεπώς

�
aPN Ua � H. ΄Εστω λοιπόν

m P �aPN Ua. Γι’ αυτόν τον m ικανοποιείται η (5.4.8) για κάθε a P N .

Για κάθε b � pb1, . . . , bnq στη μοναδιαία σφαίρα του `n1 υπάρχει a � pa1, . . . , anq P N ώστε°n
j�1 |aj � bj | ¤ δ. Τότε,

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjej

∥∥∥∥∥
2

¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

pbj � ajqej
∥∥∥∥∥

2

�
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

¤
ņ

j�1

|bj � aj | �
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

¤ δ �
�

1� ε

2

	 ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ¤ δ �
�

1� ε

2

	�∥∥∥∥∥ ņ

j�1

paj � bjqvmj
∥∥∥∥∥�

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥
�

¤ δ �
�

1� ε

2

	�
δ �

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥
�
� δ

�
2� ε

2

	
�
�

1� ε

2

	∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥ .
Επιπλέον, παρατηρούμε ότι

1

n
¤

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥� δ,

και άρα ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥ ¥ 1

n
� δ.

Επομένως, αν επιλέξουμε δ ¡ 0 τέτοιο ώστε

1

n
� δ ¡ 0 και δ

�
2� ε

2

	
¤ ε

2

�
1

n
� δ



,

τότε ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjej

∥∥∥∥∥
2

¤ δ
�

2� ε

2

	
�
�

1� ε

2

	 ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥ ¤ ε

2

�
1

n
� δ



�
�

1� ε

2

	 ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥
¤ p1� εq

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥ .
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Παίρνουμε, επομένως, δ � min
!

1
2n ,

ε
2p2�εqn

)
. Επιπλέον, γι’ αυτή την τιμή του δ,∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjej

∥∥∥∥∥
2

¥
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
2

�
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

paj � bjqej
∥∥∥∥∥

2

¥
�

1� ε

2

	 ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajv
m
j

∥∥∥∥∥� δ

¥
�

1� ε

2

	�∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥� δ

�
� δ �

�
1� ε

2

	 ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥� �
2� ε

2

	
δ

¥
�

1� ε

2

	∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥� ε

2

�
1

n
� δ




¥
�

1� ε

2

	∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥� ε

2

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥
� p1� εq

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥ .
Συνεπώς,

p1� εq
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjej

∥∥∥∥∥
2

¤ p1� εq
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

bjv
m
j

∥∥∥∥∥ ,
για κάθε b � pb1, . . . , bnq στη μοναδιαία σφαίρα του `n1 και άρα για κάθε b1, . . . , bn P R.

Επειδή η tvmj unj�1 είναι block ακολουθία της txiu8i�1, συμπεραίνουμε ότι πράγματι η teju8j�1

είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1.

(ii) γm Ñ γ   8:

Θα δείξουμε ότι η συνήθης βάση teju8j�1 του c0 είναι block πεπερασμένα αναπραστάσιμη στην

txiu8i�1. Αρχικά παρατηρούμε ότι από την (5.4.5) προκύπτει ότι η txiu8i�1 είναι 2-unconditional

(Πρόταση 5.1.14). Επομένως, για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R,∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ 2

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

max
1¤i¤n

|ai|xi
∥∥∥∥∥ � 2 max

1¤i¤n
|ai|

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

xi

∥∥∥∥∥ .
Επιπλέον, πάλι από την (5.4.5) και το γεγονός ότι η txiu8i�1 είναι 2-unconditional, έχουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

xi

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ 2ņ

i�1

xi

∥∥∥∥∥ ¤ ‖x1 � x2 � . . .� x2n�1 � x2n‖ � 2γn ¤ 2 sup
nPN

γn � 2γ   8.

Επομένως, ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ 4γ max
1¤i¤n

|ai|.

Επίσης, από την (5.4.5) έπεται ότι ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¥ max
1¤i¤n

|ai|.

Τελικά,

(5.4.9) max
1¤i¤n

|ai| ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ 4γ max
1¤i¤n

|ai|

για κάθε n P N και a1, . . . , an P R.
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Θεωρούμε το χώρο pc0, ‖�‖8q των ακολουθιών που συγκλίνουν στο 0. ΄Εστω a � taiu8i�1 P c0.

Τότε, από την (5.4.9) συμπεραίνουμε ότι για κάθε n ¡ m στο N∥∥∥∥∥ ņ

i�m�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ 4γ max
m i¤n

|ai| ÝÑ
mÑ8 0.

Επομένως η σειρά
°8
i�1 aixi έχει Cauchy ακολουθία μερικών αθροισμάτων και άρα είναι συγκλίνου-

σα, εφόσον ο X είναι χώρος Banach. Επιπλέον, από την (5.4.9) έπεται ότι για κάθε a P c0

‖a‖ ¤
∥∥∥∥∥ 8̧

i�1

aixi

∥∥∥∥∥ ¤ 4γ ‖a‖8 .

Δηλαδή, ο c0 εμφυτεύεται 4γ-ισομορφικά στον X μέσω της ισομορφικής εμφύτευσης T : c0 Ñ X με

T paq � °8
i�1 aixi για κάθε a P c0. Από το θεώρημα στρέβλωσης του James (Θεώρημα 5.1.6) για

κάθε ε ¡ 0 υπάρχει ισομορφική εμφύτευση S : c0 Ñ X τέτοια ώστε ‖S‖ ¤ 1,
∥∥S�1

∥∥ ¤ p1� εq και

Spaq � Sp°8
j�1 ajejq �

°8
j�1 ajT pujq όπου η tuju8j�1 είναι block ακολουθία της teiu8i�1. ΄Επεται

ότι, για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P R,∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT pujq
∥∥∥∥∥ �

∥∥∥∥∥S
�

ņ

j�1

ajej

�∥∥∥∥∥ ¤ ‖S‖
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
8
¤

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
8

και ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT pujq
∥∥∥∥∥ �

∥∥∥∥∥S
�

ņ

j�1

ajej

�∥∥∥∥∥ ¥ 1

‖S�1‖

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
8
¥ 1

1� ε

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
8
.

Επομένως, ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT pujq
∥∥∥∥∥ ¤

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
8
¤ p1� εq

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT pujq
∥∥∥∥∥

και άρα

1?
1� ε

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT1pujq
∥∥∥∥∥ ¤

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
8
¤ ?

1� ε

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajT1pujq
∥∥∥∥∥ ,

όπου T1 : c0 Ñ X με T1paq �
?

1� εT paq για κάθε a P c0.

Επίσης, είναι σαφές ότι εφόσον η tuju8j�1 είναι block ακολουθία της teiu8i�1 και T1peiq �?
1� εxi για κάθε 1 ¤ i   8, έπεται ότι η tT1pujqunj�1 είναι block ακολουθία της txiu8i�1.

Συμπεραίνουμε ότι η teju8j�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην txiu8i�1. �

Συνεχίζουμε με την απόδειξη του τέταρτου βήματος. Το ξαναδιατυπώνουμε στο ακόλουθο

θεώρημα.

Θεώρημα 5.4.8. ΄ΕστωX χώρος Banach και txiu8i�1 μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία στον

X η οποία είναι 1-spreading και 1-unconditional. Τότε είτε υπάρχει 1 ¤ p   8 ώστε ο `p είναι block

πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στην txiu8i�1 είτε ο c0 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στην txiu8i�1.

Απόδειξη. Θα ακολουθήσουμε την απόδειξη του Lemberg [23]. ΄Εστω χώρος Banach X και

ακολουθία txiu8i�1 όπως στην υπόθεση. Επειδή θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 5.2.6,

η οποία όπως παρατηρήσαμε δεν ισχύει εν γένει σε πραγματικούς χώρους Banach, θα χρειαστεί

να περάσουμε σε κάποιον μιγαδικό χώρο Banach. Επιπλέον θα μας διευκολύνει να θεωρήσουμε

σαν σύνολο δεικτών το σύνολο των θετικών ρητών αριθμών Q�
. Ορίζουμε, λοιπόν, Y0 να είναι το



74 � Το Θεώρημα του Krivine

σύνολο των ακολουθιών taquqPQ� με τιμές στο C οι οποίες έχουν πεπερασμένο φορέα, δηλαδή το

σύνολο tq P Q� : aq � 0u είναι πεπερασμένο. Για κάθε q P Q�
ορίζουμε vq : Q� Ñ C με

vqprq �
#

1 , r � q

0 , r � q, r P Q�

Τότε Y0 � span tvq : q P Q�u. Για κάθε a1, . . . , an P C ορίζουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xi
∥∥∥∥∥ .

Η συνάρτηση ‖�‖ είναι νόρμα στον Y0. Αρχικά ελέγχουμε ότι είναι καλά ορισμένη και ότι η τιμή

της δεν εξαρτάται από τη μορφή στην οποία αναπαρίσταται το κάθε στοιχείο. Για παράδειγμα,

v1 � v2 � v1 � 0 � v 3
2
� v2 και από τον ορισμό της νόρμας έχουμε

‖v1 � v2‖ � ‖x1 � x2‖

ενώ ∥∥∥v1 � 0 � v 3
2
� v2

∥∥∥ � ‖x1 � x3‖ .

Ωστόσο, επειδή η txiu8i�1 είναι 1-spreading οι δύο ποσότητες ταυτίζονται. Ανάλογα δείχνουμε και

τη γενική περίπτωση, οπότε πράγματι η συνάρτηση ‖�‖ είναι καλά ορισμένη.

Επιπλέον, επειδή η txiu8i�1 είναι 1-unconditional, για κάθε b1, . . . , bn P R ισχύει∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bixi

∥∥∥∥∥ ¥ max
1¤i¤n

|bi|.

Επομένως, για a1, a2, . . . , an P C και 0   q1   . . .   qn στον Q�
έχουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xi
∥∥∥∥∥ ¥ max

1¤i¤n
|ai|.

΄Επεται ότι ‖
°n
i�1 aivqi‖ � 0 αν και μόνο αν a1 � a2 � . . . � an � 0.

Για την τριγωνική ανισότητα, αν a1, . . . , an, b1, . . . , bn P C και 0   q1   . . .   qn στο Q�
τότε

πάλι από το γεγονός ότι η txiu8i�1 είναι 1-unconditional και την Πρόταση 5.1.12 έχουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi �
ņ

i�1

bivqi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

pai � biqvqi
∥∥∥∥∥ �

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai � bi|xi
∥∥∥∥∥ ¤

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

p|ai| � |bi|qvqi
∥∥∥∥∥

¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xi
∥∥∥∥∥�

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|bi|xi
∥∥∥∥∥ �

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bivqi

∥∥∥∥∥ .
Θεωρούμε την πλήρωση pY, ‖�‖q του pY0, ‖�‖q. Τότε ο pY, ‖�‖q είναι χώρος Banach. Από τον

ορισμό της ‖�‖ στον Y προκύπτει άμεσα ότι η tvquqPQ� είναι 1-spreading και 1-unconditional.

Δηλαδή, για κάθε 0   q1   . . .   qn, 0   r1   . . .   rn στον Q�
και a1, . . . , an P C,∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|vri
∥∥∥∥∥ .

Θέτουμε Y1 � span tvq : q P Q� X p0, 1qu . Τότε ο Y1 είναι κλειστός γραμμικός υπόχωρος του Y

και άρα χώρος Banach. Για κάθε q P Q� X p0, 1q ορίζουμε

T pvqq � v q
2
� v q�1

2
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και επεκτείνουμε γραμμικά στον span tvq : q P Q� X p0, 1qu. Δηλαδή, αν x � °n
i�1 aivqi για

κάποιους 0   q1   . . .   qn   1 στον Q�
και a1, . . . , an P C, τότε

T pxq �
ņ

i�1

aiv qi
2
�

ņ

i�1

aiv qi�1

2

.

Παρατηρούμε ότι για κάθε q P Q�Xp0, 1q ισχύει q2 P p0, 1
2q και

q�1
2 P p1

2 , 1q. Επομένως, ο τελεστής

T αντιστοιχεί κάθε x P span tvq : q P Q� X p0, 1qu σε ένα άθροισμα δύο διανυσμάτων καθένα από

τα οποία έχει συντεταγμένες που έχουν την ίδια κατανομή με αυτήν του x. Οι συντεταγμένες του

πρώτου διανύσματος ανήκουν στο p0, 1
2q X Q�

ενώ του δεύτερου στο p1
2 , 1q X Q�

. Επιπλέον, για

κάθε a1, a2, . . . , an P C και 0   q1   . . .   qn   1 στο Q� X p0, 1q, αν x � °n
i�1 aivqi τότε

‖Tx‖ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiv qi
2
�

ņ

i�1

aiv qi�1

2

∥∥∥∥∥ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiv qi
2

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiv qi�1

2

∥∥∥∥∥
� 2

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ � 2 ‖x‖ ,

διότι η tvquqPQ� είναι 1-spreading.

Επίσης, εφόσον η tvquqPQ� είναι 1-unconditional,

‖Tx‖ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiv qi
2
�

ņ

i�1

aiv qi�1

2

∥∥∥∥∥ ¥
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiv qi
2

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ � ‖x‖ .
Δηλαδή, για κάθε x P span tvq : q P Q� X p0, 1qu

‖x‖ ¤ ‖Tx‖ ¤ 2 ‖x‖ .

Τότε, υπάρχει συνεχής γραμμική επέκταση του T στον Y1 � span tvq : q P Q� X p0, 1qu, T : Y1 Ñ
Y1 τέτοια ώστε

‖x‖ ¤ ‖Tx‖ ¤ 2 ‖x‖ για κάθε x P Y1.

Συνεπώς, 1 ¤ ‖T‖ ¤ 2.

Ανάλογα ορίζουμε γραμμικό τελεστή S : Y1 Ñ Y1 τέτοιον ώστε, για κάθε q P Q� X p0, 1q,

Spvqq � v q
3
� v q�1

3
� v q�2

3
.

Δηλαδή ο S αντιστοιχεί κάθε στοιχείο του span tvq : q P Q� X p0, 1qu σε ένα άθροισμα τριών δια-

νυσμάτων τα οποία έχουν την ίδια κατανομή συντεταγμένων με το αρχικό διάνυσμα αλλά ξένους

φορείς. Οι συντεταγμένες του πρώτου διανύσματος ανήκουν στο p0, 1
3q X Q�

, του δεύτερου στο

p1
3 ,

2
3q XQ�

και του τρίτου στο p2
3 , 1q XQ�

. Ομοίως με πριν,

‖x‖ ¤ ‖Sx‖ ¤ 3 ‖x‖ για κάθε x P Y1

και άρα 1 ¤ ‖S‖ ¤ 3. Επίσης, εύκολα συμπεραίνουμε ότι TS � ST .

Από την Πρόταση 5.2.6 υπάρχουν λ και µ στο C και ακολουθία tunu8n�1 στον Y1 με ‖un‖ � 1

για κάθε n P N, τέτοια ώστε

(5.4.10) ‖Tun � λun‖ ÝÑ 0 και ‖Sun � µun‖ ÝÑ 0.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι un P span tvq : q P Q� X p0, 1qu για κάθε n P N. ΄Εστω ότι

un �
mņ

i�1

ani vqni .
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Τότε αν vn �
°mn
i�1 |ani |vqni , εφόσον η tvquqPQ� είναι 1-unconditional, από την Πρόταση 5.1.12

έχουμε

‖Tvn � |λ|vn‖ �
∥∥∥∥∥mņ
i�1

|ani |Tvqni �
mņ

i�1

|λani |vqni
∥∥∥∥∥

¤
∥∥∥∥∥mņ
i�1

ani Tvqni � λ
mņ

i�1

ani vqni

∥∥∥∥∥
� ‖Tun � λun‖ ÝÑ 0.

Ομοίως, ‖Svn � |µ|vn‖ ÝÑ 0. Επομένως, μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι προσεγγιστικές ιδιοτιμές

λ, µ και τα ani είναι μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί. Επιπλέον, από τις 1 ¤ ‖T‖ ¤ 2 και 1 ¤
‖S‖ ¤ 3 έπεται ότι 1 ¤ λ ¤ 2 και 1 ¤ µ ¤ 3.

Για κάθε ζεύγος n και j συμβολίζουμε με un,j το διάνυσμα που προκύπτει από το un αν το

μετατοπίσουμε κατά j μονάδες προς τα δεξιά. Δηλαδή, το un,j έχει την ίδια κατανομή με το un και ο

φορέας του περιέχεται στο rj, j � 1q. Παρατηρούμε ότι για κάθε n P N η ακολουθία tun,ju8j�1 είναι

1-unconditional και 1-spreading, διότι τα διανύσματα tun,ju8j�1 έχουν ξένους φορείς. Ορίζουμε

μια νέα νόρμα στο χώρο c00 των ακολουθιών στο R με πεπερασμένο φορέα, θέτοντας για κάθε

a1, . . . , am P R ∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiei

∥∥∥∥∥
0

� lim
n,U

∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiun,i

∥∥∥∥∥ ,
όπου U είναι μη τετριμμένο υπερφίλτρο στο N. Παρατηρούμε ότι∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiun,i

∥∥∥∥∥ ¥ max
1¤i¤m

|ai| για κάθε n P N

και άρα ∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiei

∥∥∥∥∥
0

¥ max
1¤i¤m

|ai|.

Εύκολα συμπεραίνουμε ότι η ‖�‖0 είναι πράγματι νόρμα στον c00. Θεωρούμε την πλήρωση pZ, ‖�‖0q
του c00 ως προς την νόρμα αυτή. Τότε ο pZ, ‖�‖0q είναι χώρος Banach.

Από τον ορισμό της ‖�‖0 και το γεγονός ότι η tun,ju8j�1 είναι 1-unconditional και 1-spreading

συμπεραίνουμε ότι η ακολουθία teju8j�1 στον pZ, ‖�‖0q είναι 1-unconditional και 1-spreading. Ε-

πίσης ‖ej‖ � 1 για κάθε j P N. Επιπλέον, η teju8j�1 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμη στην

txiu8i�1. Αυτό προκύπτει όπως και στην Πρόταση 5.4.7 όπου δείξαμε ανάλογο ισχυρισμό.

Θα δείξουμε ότι η teju8j�1 είναι ισομετρικά ισοδύναμη με τη συνήθη βάση είτε του `p για κάποιο

1 ¤ p   8 είτε του c0.

Σταθεροποιούμε δύο διανύσματα v1   v4 στον span tvq : q P Q� X p0, 1qu (γενικά, γράφουμε

w   v αν maxpsupppwqq   minpsupppvqq, j   v αν j   minpsupppvqq, κλπ. όπου supppvq είναι

ο φορέας του v). Για κάθε n μπορούμε να βρούμε δύο διανύσματα u2
n και u3

n που έχουν την ίδια

κατανομή με το un και ικανοποιούν την v1   u2
n   u3

n   v4. Χρησιμοποιώντας την (5.4.10) και το

γεγονός ότι η tvquqPQ� είναι 1-spreading, ελέγχουμε ότι

(5.4.11) lim
nÑ8

�
}u1 � u2

n � u3
n � u4} � }u1 � λu2

n � u4}
	
� 0.

Πράγματι, για κάθε n P N μπορούμε να βρούμε v11 και v14 στον span tvq : q P Q� X p0, 1qu ώστε∥∥v1 � u2
n � u3

n � v4

∥∥ � ∥∥v11 � Tun � v14
∥∥
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και ∥∥v1 � λu2
n � v4

∥∥ � ∥∥v11 � λun � v14
∥∥ .

΄Αρα ∣∣ ∥∥v1 � u2
n � u3

n � v4

∥∥� ∥∥v1 � λu2
n � v4

∥∥ ∣∣ � ∣∣ ∥∥v11 � Tun � v14
∥∥� ∥∥v11 � λun � v14

∥∥ ∣∣
¤ ∥∥pv11 � Tun � v14q � pv11 � λun � v14q

∥∥
� ‖Tun � λun‖ ÝÑ 0.

Αυτό δείχνει ότι αν τα y1, y2 P c00 ικανοποιούν τις y1   j και j � 1   y2 τότε

(5.4.12) ‖y1 � ej � ej�1 � y2‖0 � ‖y1 � λej � y2‖0 ,

διότι μπορούμε να βρούμε v1   v4 στον span tvq : q P Q�u και u2
n, u

3
n που έχουν την ίδια κατανομή

με το un ώστε

‖y1 � ej � ej�1 � y2‖0 � lim
n,U

∥∥v1 � u2
n � u3

n � v4

∥∥
και

‖y1 � λej � y2‖0 � lim
n,U

∥∥v1 � λu2
n � v4

∥∥
και από την (5.4.11) έπεται ότι

lim
n,U

∥∥v1 � u2
n � u3

n � v4

∥∥ � lim
n,U

∥∥v1 � λu2
n � v4

∥∥ .
Το ίδιο ισχύει και αν y1, y2 P Z.

Ομοίως αποδεικνύουμε ότι αν τα y1, y2 P Z ικανοποιούν τις y1   j και j � 2   y2 τότε

(5.4.13) ‖y1 � ej � ej�1 � ej�2 � y2‖0 � ‖y1 � µej � y2‖0 .

Επίσης, ανάλογα δείχνουμε ότι

‖y1 � ej � ej�1‖0 � ‖y1 � λej‖0 και ‖y1 � ej � ej�1 � ej�2‖0 � ‖y1 � µej‖0

για κάθε y1 P Z και y1   j. Επομένως,

‖e1 � e2‖0 � λ και ‖e1 � e2 � e3‖0 � µ.

Επιπλέον, εφαρμόζοντας διαδοχικά την (5.4.12) έχουμε ότι∥∥∥∥∥ 2n¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥
0

�
∥∥∥∥∥2n�1¸
k�1

pe2k�1 � e2kq
∥∥∥∥∥

0

�
∥∥∥∥∥2n�1¸
k�1

λe2k�1

∥∥∥∥∥
0

� λ

∥∥∥∥∥2n�1¸
k�1

e2k�1

∥∥∥∥∥
0

� λ

∥∥∥∥∥2n�1¸
k�1

ek

∥∥∥∥∥
0

.

Επαγωγικά προκύπτει ότι ∥∥∥∥∥ 2n¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥
0

� λn.

Ομοίως, ∥∥∥∥∥ 3n¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥
0

� µn.

Επίσης, ανάλογα δείχνουμε ότι για κάθε ζεύγος μη αρνητικών ακεραίων s, k∥∥∥∥∥∥
2k3s¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥∥
0

�
∥∥∥∥∥∥

3s¸
i�1

2k¸
j�1

epi�1q2k�j

∥∥∥∥∥∥
0

�
∥∥∥∥∥ 3s¸
i�1

λkepi�1q2k

∥∥∥∥∥
0

� λk

∥∥∥∥∥ 3s¸
i�1

ei

∥∥∥∥∥
0

� λkµs.
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Δηλαδή

(5.4.14)

∥∥∥∥∥∥
2k3s¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥∥
0

� λkµs.

Θα δείξουμε ότι η (5.4.14) αρκεί για να συμπεράνουμε το ζητούμενο.

Υποθέτουμε πρώτα ότι λ � 1. Τότε ∥∥∥∥∥∥
2k¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥∥
0

� 1

για κάθε μη αρνητικό ακέραιο k. Εφόσον η teju8j�1 είναι 1-unconditional έπεται ότι∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ej

∥∥∥∥∥
0

� 1 για κάθε n P N.

Συμπεραίνουμε ότι λ � 1 αν και μόνο αν µ � 1.

Επιπλέον, επειδή η teju8j�1 είναι 1-unconditional, έχουμε ότι για κάθε n P N και a1, a2, . . . , an P
R, ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
0

¥ max
1¤j¤n

|aj |

και ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
0

¤
∥∥∥∥∥ ņ

j�1

max
1¤j¤n

|aj |ej
∥∥∥∥∥ � max

1¤j¤n
|aj |

∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ej

∥∥∥∥∥ � max
1¤j¤n

|aj |.

Επομένως, ∥∥∥∥∥ ņ

j�1

ajej

∥∥∥∥∥
0

� max
1¤j¤n

|aj |.

Δηλαδή, η teju8j�1 είναι ισομετρικά ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του c0.

΄Εστω τώρα ότι λ ¡ 1. Τότε ισχύει επίσης ότι µ ¡ 1. Αποδεικνύουμε αρχικά τον ακόλουθο

ισχυρισμό.

Ισχυρισμός: Υπάρχει 1 ¤ p   8 τέτοιος ώστε λ � 21{p
και µ � 31{p.

Απόδειξη του ισχυρισμού:

Για μη αρνητικούς ακεραίους k, s ορίζουμε

a

�
2k

3s



� λk

µs
.

Παρατηρούμε ότι η a είναι αύξουσα. Πράγματι, αν
2k1
3s1 ¤ 2k2

3s2 τότε 2k13s2 ¤ 2k23s1 , άρα∥∥∥∥∥∥
2k13s2¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥∥
0

¤
∥∥∥∥∥∥

2k23s1¸
j�1

ej

∥∥∥∥∥∥
0

.

Δηλαδή λk1µs2 ¤ λk2µs1 . Συνεπώς,

a

�
2k1

3s1



� λk1

µs1
¤ λk2

µs2
� a

�
2k2

3s2



.
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Επιπλέον, είναι σαφές ότι η a είναι πολλαπλασιαστική, δηλαδή

aptsq � aptqapsq για κάθε t, s P
"

2k

3s
: k, s μη αρνητικοί ακέραιαοι

*
.

Παρατηρούμε ότι το σύνολο

!
2k

3s : k, s μη αρνητικοί ακέραιοι

)
είναι πυκνό υποσύνολο του R�

.

Πράγματι, επειδή ο
ln 2
ln 3 είναι άρρητος, από το θεώρημα του Kronecker συμπεραίνουμε ότι το σύνολο 

n ln 2
ln 3 mod 1 : n P N

(
είναι πυκνό υποσύνολο του r0, 1s. Από αυτό, εύκολα συμπεραίνουμε ότι το!

2k

3s : k, s μη αρνητικοί ακέραιαοι

)
είναι πυκνό στο r0, 1s και άρα στο R�

. Επομένως, μπορούμε να

επεκτείνουμε την a στον R�
με τέτοιο τρόπο ώστε να συνεχίσει να είναι αύξουσα και πολλαπλα-

σιαστική, δηλαδή aptsq � aptqapsq για κάθε t, s P R�. Επειδή η a δεν είναι σταθερή συμπεραίνουμε

ότι υπάρχει 0   p   8 ώστε

aptq � t1{p για κάθε t P R�.

΄Επεται ότι

λ � ap2q � 21{p
και µ � ap3q � 31{p.

Επιπλέον, εφόσον 21{p � λ ¤ 2, έχουμε ότι p ¥ 1. 2

Θα δείξουμε ότι γι’ αυτή την τιμή του p, η teju8j�1 είναι ισομετρικά ισοδύναμη με τη συνήθη

βάση του `p. Για κάθε d P N ορίζουμε

βpdq �
∥∥∥∥∥ ḑ

j�1

ej

∥∥∥∥∥
0

.

Παρατηρούμε ότι αν te1ju8j�1 είναι η συνήθης βάσης του `p τότε∥∥∥∥∥ ḑ

j�1

e1j

∥∥∥∥∥
p

�
�

ḑ

j�1

1p

�1{p
� d1{p.

Επομένως, αν η teju8j�1 είναι ισομετρικά ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `p τότε πρέπει

(5.4.15) βpdq � d1{p
για κάθε d P N.

Θα δείξουμε ότι ισχύει η (5.4.15) και ότι αρκεί για να συμπεράνουμε ότι οι δύο ακολουθίες είναι

ισομετρικά ισοδύναμες. Αρχικά παρατηρούμε ότι αν d � °m
i�1 2ki3si για κάποιονm P N και κάποιους

μη αρνητικούς ακεραίους ki, si τότε εφαρμόζοντας διαδοχικά τις (5.4.12) και (5.4.13), όπως στην

απόδειξη της (5.4.14), έχουμε ∥∥∥∥∥ ḑ

j�1

ej

∥∥∥∥∥
0

�
∥∥∥∥∥ m̧

i�1

λkiµsiei

∥∥∥∥∥
0

.(5.4.16)

Εφαρμόζοντας την (5.4.16) για ki � k και si � s για κάθε 1 ¤ i ¤ m συμπεραίνουμε ότι

βpm2k3sq � λkµsβpmq � p2k3sq1{pβpmq.

΄Εστω τώρα d P N. Εφόσον το σύνολο

!
2k

3s : k, s μη αρνητικοί ακέραιοι

)
είναι πυκνό στο R�

,

για κάθε n P N υπάρχει s ¡ n τέτοιος ώστε

(5.4.17)
2k

3s
¤ d ¤ 2k

3s
� 1

3n
.
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Τότε,

(5.4.18) 2k ¤ 3sd ¤ 2k � 3s�n.

Παρατηρούμε ότι η β είναι αύξουσα διότι η teju8j�1 είναι 1-unconditional και επιπλέον για κάθε

d1, d2 P N ισχύει

βpd1 � d2q ¤ βpd1q � βpd2q
λόγω της τριγωνικής ανισότητας για την ‖�‖0. Επομένως, από την (5.4.18) έπεται ότι

p2kq1{p � βp2kq ¤ p3sq1{pβpdq ¤ βp2kq � βp3s�nq � p2kq1{p � p3s�nq1{p.

Συνεπώς, �
2k

3s


1{p
¤ βpdq ¤

�
2k

3s


1{p
�
�

1

3n


1{p
.

Επίσης, από την (5.4.17) έχουμε

�
2k

3s


1{p
¤ d1{p ¤

�
2k

3s
� 1

3n


1{p
¤

�
2k

3s


1{p
�
�

1

3n


1{p
.

Δηλαδή,

βpdq, d1{p P
��

2k

3s


1{p
,

�
2k

3s


1{p
�
�

1

3n


1{p�
,

απ’ όπου έπεται ότι ∣∣∣βpdq � d1{p
∣∣∣ ¤ �

1

3n


1{p
.

Για nÑ8 έχουμε ότι βpdq � d1{p
. Επομένως, πράγματι

βpdq � d1{p
για κάθε d P N.

΄Εστω τώρα m P N, πραγματικοί αριθμοί a1, . . . , am τέτοιοι ώστε ai � λki
µsi �

�
2ki
3si

	1{p
και

d � °m
i�1 2ki3M�si , όπου M � max

1¤i¤m
si. Τότε,

µM

∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiei

∥∥∥∥∥
0

� µM

∥∥∥∥∥ m̧

i�1

λkiµ�siei

∥∥∥∥∥
0

�
∥∥∥∥∥ m̧

i�1

λkiµM�siei

∥∥∥∥∥
0

�
∥∥∥∥∥ ḑ

j�1

ej

∥∥∥∥∥
0

� βpdq � d1{p �
�

3M
m̧

i�1

2ki

3si

�1{p

� µM

�
m̧

i�1

api

�1{p
.

Συνεπώς, ∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiei

∥∥∥∥∥
0

�
�

m̧

i�1

api

�1{p
.

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι
lnλ
lnµ � ln 21{p

ln 31{p
� ln 2

ln 3 P RrQ.
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Επομένως, το σύνολο

!
λk

µk
: k, s μη αρνητικοί ακέραιοι

)
είναι πυκνό υποσύνολο του R�

. ΄Αρα

το D �
!
�λk

µs : k, s μη αρνητικοί ακέραιοι

)
είναι πυκνό υποσύνολο του R. ΄Εχουμε επομένως ότι,

για κάθε a1, a2, . . . , am P D,∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiei

∥∥∥∥∥
0

�
∥∥∥∥∥ m̧

i�1

|ai|ei
∥∥∥∥∥

0

�
�

m̧

i�1

|ai|p
�1{p

.

Επειδή για κάθε m P N το Dm
είναι πυκνό υποσύνολο του `mp , συμπεραίνουμε ότι

∥∥∥∥∥ m̧

i�1

aiei

∥∥∥∥∥
0

�
�

m̧

i�1

|ai|p
�1{p

για κάθε m P N και a1, . . . , an P R. ΄Επεται ότι η teju8j�1 είναι ισομετρικά ισοδύναμη με τη συνήθη

βάση του `p. �

Από τις Προτάσεις 5.4.5, 5.4.6, 5.4.7 και 5.4.8, καθώς και την Πρόταση 5.3.3, έπεται το θεώρημα

του Krivine (Θεώρημα 5.4.1). Μάλιστα, αρκεί, αντί για μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία, να

υποθέσουμε ότι η txiu8i�1 ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Brunel-Sucheston, δηλαδή ότι

για κάθε n P N υπάρχουν σταθερές cn, Cn ¡ 0 τέτοιες ώστε, για κάθε a1, a2, . . . , an P R με°n
k�1 |ak| � 1,

cn ¤
∥∥∥∥∥ ņ

k�1

akxik

∥∥∥∥∥ ¤ Cn

για κάθε i1   . . .   in στο N.

Σαν πόρισμα του θεωρήματος του Krivine έχουμε το θεώρημα του Dvoretzky.

Θεώρημα 5.4.9 (Dvoretzky). Ο `2 είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε κάθε απειροδιάστατο

χώρο Banach.

Απόδειξη. ΄Εστω απειροδιάστατος χώρος Banach X. Αρχικά παρατηρούμε ότι αν ο `p για κάποιο

1 ¤ p   8 ή ο c0 είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε κάποια Schauder βασική ακολουθία

του X τότε είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Επομένως, από το Θεώρημα του Krivine,

λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι κάθε απειροδιάστατος χώρος Banach έχει Schauder βασική ακολουθία,

συμπεραίνουμε ότι είτε ο c0 είτε ο `p για κάποιο 1 ¤ p   8 είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον X. Υποθέτουμε πρώτα ότι είναι ο c0. Σύμφωνα με την Πρόταση 3.1.6 κάθε χώρος Banach

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον c0. Επομένως ο `2 είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον c0 και άρα από μεταβατικότητα ο `2 είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Για την άλλη

περίπτωση, αν δηλαδή υπάρχει 1 ¤ p   8 ώστε ο `p να είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον X, τότε σύμφωνα με την Πρόταση 3.1.7 ο Lp � Lppr0, 1s,Bp0, 1q, λq είναι πεπερασμένα

αναπαραστάσιμος στον `p. Επομένως για να ολοκληρωθεί η απόδειξη αρκεί να δείξουμε ότι ο `2
εμφυτεύεται ισομετρικά στον Lp. Αυτό είναι ένα γνωστό αποτέλεσμα το οποίο και αποδεικνύουμε

στην παρακάτω πρόταση. �

Πρόταση 5.4.10. ΄Εστω pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας. Για κάθε 1 ¤ p   8 υπάρχει ισομετρική
εμφύτευση του `2 στον Lp � LppΩ,A,Pq.

Απόδειξη. ΄Εστω 1 ¤ p   8. Αρχικά παρατηρούμε ότι αν g : Ω Ñ R είναι τυχαία μεταβλητή που

ακολουθεί την κανονική κατανομή, δηλαδή η χαρακτηριστική συνάρτηση της g είναι η t ÞÑ e�t2{2
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για κάθε t P R, τότε g P Lp. Πράγματι, η g έχει σαν συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την

1?
2π
e�

1
2
x2

για x P R, οπότε με έναν απλό υπολογισμό σύμφωνα με την Πρόταση 2.1.6 έχουμε

»
Ω
|gpωq|pdP � 1?

2π

» 8

�8
|x|pe� 1

2
x2dx � 2

p
2?
π

Γ

�
p� 1

2



  8,

όπου Γ είναι η συνάρτηση γάμμα. Θεωρούμε λοιπόν, tgiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων

μεταβλητών που ακολουθούν την κανονική κατανομή με gi P Lp για κάθε 1 ¤ i   8. Θα δείξουμε

ότι η tgiu8i�1 είναι ισομετρικά ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `2.

΄Εστω n P N και a1, . . . , an P R τέτοια ώστε
°n
i�1 |ai|2 � 1. Θέτουμε h � °n

i�1 aigi και

παρατηρούμε ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση της h είναι

φhptq � E
�
e�t

°n
i�1 aigi

	
�

n¹
i�1

Ee�taigi �
n¹
i�1

φgiptaiq �
n¹
i�1

e�
a2i t

2

2

� e�p
°n
i�1 a

2
i qt2{2 � e�t

2{2

για κάθε t P R. Δηλαδή φhptq � φg1ptq για κάθε t P R. ΄Επεται ότι η h είναι ισόνομη με την g1 και

επομένως∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aigi

∥∥∥∥∥
Lp

� ‖h‖Lp �
�»

Ω
|hpωq|pdPpωq


1{p
�

�»
Ω
|g1pωq|pdPpωq


1{p
� ‖g1‖Lp .

Συνεπώς, ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aigi

∥∥∥∥∥
Lp

� ‖g1‖Lp

�
ņ

i�1

|ai|2
�1{2

για κάθε a1, a2, . . . , an P R.

΄Αρα, πράγματι, η tgiu8i�1 � Lp είναι ισομετρικά ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `2. �

Σύμφωνα με το Θεώρημα του Krivine για κάθε χώρο Banach X υπάρχει κάποιο 1 ¤ p ¤ 8
τέτοιο ώστε ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Από το Θεώρημα του Dvoretzky

αυτό σίγουρα ισχύει για p � 2. Η επόμενη πρόταση μας παρέχει μια συνθήκη για το p, η οποία μας

εξασφαλίζει ότι ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Πρόταση 5.4.11. ΄ΕστωX χώρος Banach τέτοιος ώστε Cq � CqpXq   8 για κάποιο 2 ¤ q   8,
όπου CqpXq η cotype q σταθερά του X. ΄Εστω επίσης 1 ¤ p   8, C ¡ 0 και tεmu8m�1 φθίνουσα

ακολουθία θετικών αριθμών τέτοια ώστε εm Ñ 0. Υποθέτουμε ότι η txiu8i�1 είναι 1-unconditional

και 1-spreading μοναδιαία Schauder βασική ακολουθία στον X η οποία ικανοποιεί την

(5.4.19) m
1

p�εm ¤
∥∥∥∥∥ m̧

i�1

xi

∥∥∥∥∥ ¤ Cm
1
p

για κάθε m P N. Τότε ο `p είναι block πεπερασμένα αναπραστάσιμος στην txiu8i�1.

Απόδειξη. Η απόδειξη θα βασιστεί κατά ουσιαστικό τρόπο στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.4.8.

Θεωρούμε τον χώρο Banach Y1 και τους γραμμικούς τελεστές T, S : Y1 Ñ Y1 όπως ορίστηκαν

στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.4.8. Θα δείξουμε ότι το 21{p
είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή του

T . Τότε, από την απόδειξη του Θεωρήματος 5.4.8 συμπεραίνουμε ότι ο `p είναι block πεπερασμένα

αναπαραστάσιμος στην txiu8i�1.
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Για κάθε n P N ορίζουμε yn P span tvq : q P Q� X p0, 1qu � Y1, δηλαδή yn : Q� X p0, 1q Ñ C
με πεπερασμένο φορέα, ως εξής :

Απεικονίζει το
1
2 στο 1.

� q � τα
1
4 και

3
4 στο 2

� 1
p .

� q � τα
1
8 ,

3
8 ,

5
8 και

7
8 στο 2

� 2
p .

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

� q � τα
1

2n ,
3

2n ,
5

2n , . . . και
2n�1

2n στο 2
�n�1

p .

Υπενθυμίζουμε ότι T pvqq � v q
2
� v q�1

2
για κάθε q P Q� X p0, 1q. Επομένως το T pynq περι-

γράφεται ως εξής :

Απεικονίζει τα
1
4 και

3
4 στο 1.

� q � τα
1
8 ,

3
8 ,

5
8 και

7
8 στο 2

� 1
p .

� q � τα
1
16 ,

3
16 ,

5
16 ,

7
16 ,

9
16 ,

11
16 ,

13
16 , και

15
16 στο 2

� 2
p .

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

� q � τα
1

2n�1 ,
3

2n�1 ,
5

2n�1 , . . . , και
2n�1�1

2n�1 στο 2
�n�1

p .

Συνεπώς,

T pynq � 2
1
p yn � 2

�n�1
p

2n¸
i�1

v 2i�1

2n�1
� 2

1
p v 1

2

και άρα ∥∥∥T pynq � 2
1
p yn

∥∥∥ ¤ 2
�n�1

p

∥∥∥∥∥ 2n¸
i�1

v 2i�1

2n�1

∥∥∥∥∥� 2
1
p

∥∥∥v 1
2

∥∥∥ � 2
�n�1

p

∥∥∥∥∥ 2n¸
i�1

xi

∥∥∥∥∥� 2
1
p ‖x1‖ .

Συνεπώς, από την (5.4.19) έχουμε ότι∥∥∥T pynq � 2
1
p yn

∥∥∥ ¤ C2
�n�1

p p2nq1{p � 21{p � C2
1
p � 2

1
p � pC � 1q2 1

p .

Για κάθε j � 0, 1, 2, . . . ορίζουμε wj P Y1 με

wj � 2
� j
p

2j¸
i�1

v 2i�1

2j�1
.

Τότε yn �
°n�1
j�o wj . Για j � 0, 1, 2, . . . θέτουμε, επίσης, zj � 2

� j
p
°2j

i�1 xki , όπου τα k1   k2  
. . .   k2j είναι τέτοια ώστε

∥∥∥°n�1
j�0 zj

∥∥∥ � ∥∥∥°n�1
j�0 wj

∥∥∥. Τότε,

‖wj‖ � ‖zj‖ � 2
� j
p

∥∥∥∥∥∥
2j¸
i�1

xi

∥∥∥∥∥∥ .
Επίσης, από τον ορισμό του Cq και το γεγονός ότι η txiu8i�1 είναι 1-unconditional έχουμε

�
n�1̧

j�0

‖wj‖q
�1{q

�
�
n�1̧

j�0

‖zj‖q
�1{q

¤ Cq

�
�E

∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

εjzj

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

� Cq

∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

zj

∥∥∥∥∥ � Cq

∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

wj

∥∥∥∥∥ � Cq ‖yn‖ .
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Λαμβάνοντας υπ’ όψιν και την (5.4.19) συμπεραίνουμε ότι για κάθε n P N

‖yn‖ ¥ 1

Cq

�
n�1̧

j�0

‖wj‖q
�1{q

� 1

Cq

�
�n�1̧

j�0

�
�2

� j
p

∥∥∥∥∥∥
2j¸
i�1

xi

∥∥∥∥∥∥
�

q�


1{q

(5.4.20)

¥ 1

Cq

�
n�1̧

j�0

�
2
� j
p 2

j
p�ε

2j


q�1{q
.

Για κάθε j � 0, 1, 2, . . . θέτουμε δj � 1
2p � 1

2
p�ε

2j
. Τότε δj Ñ 0 και

‖yn‖ ¥ 1

Cq

�
n�1̧

j�0

�
2�δjq

	j�1{q

για κάθε n P N.

Παρατηρούμε ότι αν για μια ακολουθία πραγματικών αριθμών tanu8n�1 ισχύει ότι an Ñ 1 τότε°n�1
j�0 a

j
j ÝÑnÑ8 �8. Εφαρμόζοντας αυτήν την παρατήρηση για an � 2�δnq έχουμε ότι

‖yn‖ ÝÑ 8.

Θέτουμε un � yn
‖yn‖ . Τότε ‖un‖ � 1 και

∥∥∥T punq � 2
1
pun

∥∥∥ � 1

‖yn‖

∥∥∥T pynq � 2
1
p yn

∥∥∥ ¤ 1

‖yn‖
pC � 1q2 1

p ÝÑ
nÑ8 0.

Δηλαδή το 2
1
p είναι πρροσεγγιστική ιδιοτιμή του T .

�

Η επόμενη πρόταση θα μας χρειαστεί για την απόδειξη της cotype περίπτωσης του θεωρήματος

Maurey-Pisier. Δίνουμε αρχικά έναν ορισμό.

Ορισμός 5.4.12. ΄Εστω X χώρος Banach, x1, . . . , xn P X και ε ¡ 0. Η n-άδα txiuni�1 λέγεται

p1� εq-spreading αν για κάθε 1 ¤ s ¤ n, 0   k1   k2   . . .   ks και 0   m1   . . .   ms ισχύει∥∥∥∥∥ ş

i�1

aixki

∥∥∥∥∥ ¤ p1� εq
∥∥∥∥∥ ş

i�1

aixmi

∥∥∥∥∥
για κάθε a1, a2, . . . , as P R.

Πρόταση 5.4.13. ΄Εστω X χώρος Banach ο οποίος έχει cotype q0 για κάποιο q0 ¥ 2. ΄Εστω

επίσης ότι για κάθε m P N υπάρχουν xm1 , xm2 , . . . , xmm P X τέτοια ώστε }xmi } ¤ 1 και η txmi umi�1

είναι 1-unconditional και p1 � εmq-spreading για κάποια ακολουθία θετικών αριθμών tεmu8m�1 με

εm Ñ 0. Υποθέτουμε επιπλέον ότι για κάποιο 1 ¤ p   8 υπάρχουν σταθερές c, C ¡ 0 τέτοιες ώστε

για κάθε q ¡ p

(5.4.21) c
1

CqpXqn
1{q ¤

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

xmi

∥∥∥∥∥ ¤ Cn1{p
για κάθε n P N και m ¥ n.

Τότε ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.
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Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ουσιαστικά επανάληψη των αποδείξεων του Θεωρήματος 5.4.8 και

της Πρότασης 5.4.11 με κατάλληλες τροποποιήσεις. Θεωρούμε πάλι τον χώρο Y0 των ακολου-

θιών taquqPQ� με τιμές στο C οι οποίες έχουν πεπερασμένο φορέα. ΄Εστω a1, a2, . . . , an P C.

Παρατηρούμε ότι για κάθε m ¥ n ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xmi
∥∥∥∥∥ ¤ ņ

i�1

|ai|.

Επομένως για κάθε q1   q2   . . .   qn μπορούμε να ορίσουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ � lim
m,U

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xmi
∥∥∥∥∥   8.

Η } � } ορίζεται καλά, δηλαδή η τιμή της δεν εξαρτάται από την μορφή στην οποία αναπαρίσταται το

κάθε στοιχείο. Αν a1, . . . , an P C και ai1 , . . . , ain1 τα μη μηδενικά από τα ai τότε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xmi
∥∥∥∥∥ ¤ p1� εmq

∥∥∥∥∥ n1̧

j�1

|aij |xmij
∥∥∥∥∥ .

Επομένως,

lim
m,U

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xmi
∥∥∥∥∥ ¤ lim

m,U
p1� εmq

∥∥∥∥∥ n1̧

j�1

|aij |xmij
∥∥∥∥∥ � lim

m,U

∥∥∥∥∥ n1̧

j�1

|aij |xmij
∥∥∥∥∥ ,

διότι limmÑ8 εm � 0. Ομοίως,

lim
m,U

∥∥∥∥∥ n1̧

j�1

|aij |xmij
∥∥∥∥∥ ¤ lim

m,U

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xmi
∥∥∥∥∥

και άρα τελικά έχουμε ισότητα. Επομένως πράγματι η } � } είναι καλά ορισμένη. Με όμοιο τρόπο

επαληθεύουμε και το γεγονός ότι η tvquqPQ� είναι 1-spreading. Για την τριγωνική ανισότητα λόγω

των ιδιοτήτων των 1-unconditional ακολουθιών έχουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

pai � biqvqi
∥∥∥∥∥ � lim

m,U

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai � bi|xmi
∥∥∥∥∥

¤ lim
m,U

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

p|ai| � |bi|qxmi
∥∥∥∥∥

¤ lim
m,U

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|xmi
∥∥∥∥∥� lim

m,U

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|bi|xmi
∥∥∥∥∥

�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

bivqi

∥∥∥∥∥ .
Επίσης, έχουμε ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ ¥ max
1¤i¤n

|ai|.

Επομένως η } � } είναι νόρμα στον Y0 και από τον τρόπο που ορίστηκε προκύπτει ότι η tvquqPQ�
είναι 1-unconditional. Δηλαδή, τελικά έχουμε∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aivqi

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|ai|vri
∥∥∥∥∥
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για κάθε q1   . . .   qn και r1   . . .   rn στο Q�
.

Θεωρούμε τον χώρο Banach Y1 και τους γραμμικούς τελεστές T, S : Y1 Ñ Y1 όπως ορίστηκαν

στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.4.8 αλλά θεωρούμενοι ως προς αυτή τη νέα νόρμα. Ορίζουμε τα

yn P Y1 και wj P Y1 όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 5.4.11. Ορίζουμε

zmj � 2
� j
p

2j¸
i�1

xmσjpiq

για κατάλληλη αύξουσα απεικόνιση σj : r2js Ñ N ώστε∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

wj

∥∥∥∥∥ � lim
m,U

∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

zmj

∥∥∥∥∥ .
Επίσης,

}wj} � lim
m,U

}zmj } � 2
� j
p lim
m,U

∥∥∥∥∥∥
2j¸
i�1

xmi

∥∥∥∥∥∥ .
Τότε, ∥∥∥T pynq � 21{pyn

∥∥∥ ¤ pC � 1q21{p

όπως και προηγουμένως. Εφόσον Cq0pXq   8 και η tzmi u8j�1 είναι 1-unconditional έχουμε ότι

�
n�1̧

j�0

}zmj }q0
�1{q0

¤ Cq0pXq
�
�E

∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

εjz
m
j

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

� Cq0pXq
∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

zmj

∥∥∥∥∥
για κάθε m P N. Παίρνοντας lim

U
ως προς m συμπεραίνουμε ότι

�
n�1̧

j�0

�
lim
m,U

}zmj }

q0�1{q0

¤ lim
m,U

∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

zmj

∥∥∥∥∥
� Cq0pXq

∥∥∥∥∥n�1̧

j�0

wj

∥∥∥∥∥
� Cq0pXq}yn}.

Τώρα, θεωρούμε ακολουθία tqnu8n�1 τέτοια ώστε qn ¡ p για κάθε n P N, qn Ñ p και

(5.4.22) lim
nÑ8

n
1
p
� 1
qn

CqnpXq
� 8.

Εφαρμόζοντας την (5.4.21) για τα qn έχουμε

(5.4.23)
c

Cqn
n

1
qn ¤

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

xmi

∥∥∥∥∥ ¤ Cn
1
p για κάθε n P N και m ¥ n.

Επομένως, από την (5.4.23) έχουμε ότι

lim
m,U

}zmj } � 2
� j
p lim
m,U

∥∥∥∥∥∥
2j¸
i�1

xmi

∥∥∥∥∥∥ ¥ 2
� j
p

c

Cq
2j

p2jq1{q2j
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Συνεπώς,

}yn} ¥ 1

Cq0pXq

�
n�1̧

j�0

�
lim
m,U

}zmj }

q0�1{q0

¥ 1

Cq0pXq

�
n�1̧

j�0

cq0

Cq0q
2j

2
j

�
1
q
2j
� 1
p



q0

�1{q0
.

Θέτουμε δj � 1
p � 1

qj
. Τότε δj ¡ 0 και δj Ñ 0. Σύμφωνα με τα παραπάνω έχουμε

}yn}q0 ¥ 1

Cq0pXqq0
n�1̧

j�0

�
2�δ2j q0

�j
Cq0
q2
j

.

Επιπλέον, από την (5.4.22) έχουμε ότι

p2δ2j qj
Cq

2j

¥ 1

για κάθε j ¥ j0 για κάπιο j0 P N. ΄Επεται ότι,

}yn}q0 ¥ 1

Cq0pXqq0
n�1̧

j�j0

�
2�δ2j q0

�j
Cq0
q2
j

¥ 1

Cq0pXqq0
n�1̧

j�j0

�
2�δ2j q0

	j
p2�δ2j qjq0

� 1

Cq0pXqq0
n�1̧

j�j0
p2�2δ

2j
q0qj .

Παρατηρούμε ότι αν θέσουμε aj � 2�2δ
2j
q0 τότε aj Ñ 1 και άρα

°n�1
j�0 a

j
j ÝÑnÑ8 �8. Επομένως

συμπεραίνουμε ότι

}yn} Ñ 8.
Θέτουμε un � yn

‖yn‖ . Τότε ‖un‖ � 1 και∥∥∥T punq � 2
1
pun

∥∥∥ � 1

‖yn‖

∥∥∥T pynq � 2
1
p yn

∥∥∥ ¤ 1

‖yn‖
pC � 1q2 1

p ÝÑ
nÑ8 0.

Δηλαδή ο 2
1
p είναι πρροσεγγιστική ιδιοτιμή του T . Από την απόδειξη του Θεωρήματος 5.4.8 έπεται

ότι ο `p είναι block πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στην tvquqPQ� . Με ένα επιχείρημα δ-δικτύου

ανάλογο με αυτό της απόδειξης της Πρότασης 5.4.7 όπου δείξαμε παρόμοιο ισχυρισμό, προκύπτει

ότι ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στην tXmu8m�1.

�

Παρατήρηση 5.4.14. Παρατηρούμε πως η υπόθεση ότι η ακολουθία txmi umi�1 είναι 1-unconditional

χρειάστηκε μόνο για να δείξουμε ότι η συνάρτηση } � } που ορίσαμε στον χώρο Y0 ικανοποιεί την

τριγωνική ανισότητα. Αν είχαμε C-unconditional ακολουθίες για κάποιον C ¡ 0, τότε η } � } δεν θα

ικανοποιούσε την τριγωνική ανισότητα αλλά για κάθε x, y P Y0 θα είχαμε ότι }x�y} ¤ C}x}�C}y}.
Μάλιστα θα ίσχυε ότι ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

xi

∥∥∥∥∥ ¤ C
ņ

i�1

}xi} για κάθε n P N.
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Τότε ο χώρος Y0 είναι τοπολογικός γραμμικός χώρος και μπορούμε πάλι να θεωρήσουμε την πλήρω-

σή του, pY, } � }q και τον χώρο pY1, } � }q και να συνεχίσουμε την απόδειξη όπως και προηγουμένως.

Βλέπουμε επίσης ότι η έννοια της block πεπερασμένης αναπαραστασιμότητας μπορεί να οριστεί

και για τέτοιες συναρτήσεις χωρίς να παύει να ισχύει κάποια από τις ιδιότητες που έχουμε δείξει.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι στην Πρόταση 5.4.13 μπορούμε να αντικαταστήσουμε την υπόθεση 1-

unconditional με την γενικότερη υπόθεση ότι οι txmi umi�1 είναι C-unconditional για κάποια σταθερά

C ¡ 0.

Μάλιστα, με ένα ανάλογο επιχείρημα θα μπορούσαμε να είχαμε αποφύγει το τρίτο βήμα στην

απόδειξη του θεωρήματος του Krivine. Ωστόσο η Πρόταση 5.4.7 παρουσιάζει ανεξάρτητο ενδια-

φέρον.

Παρατήρηση 5.4.15. Παρατηρούμε ότι για να ισχύει ότι CqpXq   8 πρέπει p ¥ qX . Επίσης

από την δεξιά ανισότητα της (5.4.21) έπεται ότι p ¤ qX . Επομένως το μόνο υποψήφιο p για να

εφαρμοστεί η Πρόταση 5.4.13 είναι το qX . Στο επόμενο κεφάλαιο θα δείξουμε ότι για το qX πράγματι

ικανοποιούνται οι υποθέσεις της Πρότασης 5.4.13 και άρα ο `q
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος

στον X, δηλαδή την cotype περίπτωση του θεωρήματος Maurey-Pisier.



Κεφάλαιο 6

Το Θεώρημα Maurey-Pisier

Το θεώρημα Maurey-Pisier θα μπορούσαμε να το δούμε και ως μια πιο ισχυρή μορφή του

θεωρήματος του Krivine. Ενώ το θεώρημα του Krivine μας εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός p ώστε

ο `p να είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε έναν χώρο Banach, το θεώρημα Maurey-Pisier μας

συγκεκριμενοποιεί δύο από αυτά τα p.

Θεώρημα 6.0.1 (Maurey-Pisier). ΄Εστω X χώρος Banach X. Ορίζουμε

pX � sup t1 ¤ p ¤ 2 : ο X έχει type pu

και

qX � inf tq ¥ 2 : ο X έχει cotype pu .
Τότε ο `p

X
και ο `q

X
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμοι στον X.

Σε αυτό το κεφάλαιο αποδεικνύουμε την cotype περίπτωση του θεωρήματος Maurey-Pisier:

για κάθε χώρο Banach X ο `q
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Θα παρουσιάσουμε

την απόδειξη των Milman και Sharir [29]. ΄Οπως και η αρχική απόδειξη, έτσι και η προσέγγιση

των Miman και Sharir βασίζεται στην απόδειξη του θεωρήματος του Krivine. Ακριβέστερα θα

χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 5.4.13.

6.1 Πεπερασμένη έκδοση του θεωρήματος Brunel-Sucheston

Υπενθυμίζουμε ότι μια n-άδα px1, x2, . . . , xnq σε έναν χώρο Banach X λέγεται p1� εq-spreading,

για κάποιον ε ¡ 0, αν για κάθε 1 ¤ s ¤ n , 0   k1   k2   . . .   ks και 0   m1   m2   . . .   ms,

ισχύει �����
ş

i�1

aixki

����� ¤ p1� εq
�����
ş

i�1

aixmi

�����
για κάθε a1, . . . , as P R.

Πρόταση 6.1.1. ΄Εστω 0   δ   1. Για κάθε ε ¡ 0 και k P N υπάρχει N � Npk, εq P N που
εξαρτάται μόνο από το ε και το k, τέτοιος ώστε αν X χώρος με νόρμα, n ¥ N και x1, . . . , xn P X
με 1� δ ¤ }xi} ¤ 1, τότε υπάρχει υπακολουθία xi1 , . . . , xik που ικανοποιεί τουλάχιστον μία από τις

παρακάτω ιδιότητες:

(α) η pxi1 , . . . , xikq είναι p1� εq-spreading ή

(β) E

�����
k°
j�1

εjxij

����� ¥ cδ
?
k, για κάποια σταθερά cδ ¡ 0 που εξαρτάται μόνο από το δ.
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Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με απαγωγή σε άτοπο. ΄Εστω ότι υπάρχουν k P N και ε ¡ 0

τέτοια ώστε για κάθε n P N αρκετά μεγάλο υπάρχουν xn1 , . . . , x
n
n σε κάποιον χώρο με νόρμα, τέτοια

ώστε 1� δ ¤ }xi} ¤ 1 και καμία υπακολουθία xni1 , . . . , x
n
ik

δεν ικανοποιεί ούτε το (α) ούτε το (β).

΄Εστω teiu8i�1 η συνήθης βάση του c00 και U υπερφίλτρο στο N. Για κάθε s P N και a1, . . . , as P
R ορίζουμε την ημινόρμα �����

ş

i�1

aiei

����� � lim
U

�����
ş

i�1

aix
n
i

����� .
Για M � N και r P R ορίζουμε

lim
M

�����
ķ

i�1

aiesi

����� � r

αν για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει n0 P N τέτοιος ώστε για κάθε s1, . . . , sk P M με n0   s1   . . .   sk
ισχύει �����

ķ

i�1

aiesi

����� P pr � ε, r � εq.

Ισχυρισμός: Υπάρχει M1 � N ώστε το όριο

lim
M1

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥
να υπάρχει για κάθε a1, . . . , ak P R.

Απόδειξη του ισχυρισμού: ΄Εστω a � pa1, . . . , akq P Rk σταθεροποιημένο. Ορίζουμε φ : Nrks Ñ
r0,8q με

ψps1, . . . , skq �
∥∥∥∥∥ ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥ .
Παρατηρούμε ότι

ψps1, . . . , skq �
∥∥∥∥∥ ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥ ¤ ķ

i�1

|ai|}esi} ¤
ķ

i�1

|ai| � }a}1.

Ορίζουμε

A1 �
!
ps1, . . . , skq P Nk : 0 ¤ ψps1, . . . , skq ¤ }a}1{2

)
και

B1 �
!
ps1, . . . , skq P Nk : }a}1{2 ¤ ψps1, . . . , skq ¤ }a}1

)
.

Από το θεώρημα του Ramsey (Θεώρημα 5.4.2) υπάρχει άπειρο σύνολο N1 � N ώστε

(6.1.1) ψps1, . . . , skq P A1 για κάθε ps1, . . . , skq P Nk
1

ή

(6.1.2) ψps1, . . . , skq P B1 για κάθε ps1, . . . , skq P Nk
1 .

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύει η (6.1.1). Ορίζουμε

A2 �
!
ps1, . . . , skq P Nk

1 : 0 ¤ ψps1, . . . , skq ¤ }a}1{4
)

και

B2 �
!
ps1, . . . , skq P Nk

1 : }a}1{4 ¤ ψps1, . . . , skq ¤ }a}1{2
)
.
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Και πάλι από το θεώρημα του Ramsey, υπάρχει άπειρο σύνολο N2 � N1 ώστε

ψps1, . . . , skq P A2 για κάθε ps1, . . . , skq P Nk
2

ή

ψps1, . . . , skq P B2 για κάθε ps1, . . . , skq P Nk
2 .

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, κατασκευάζουμε φθίνουσα ακολουθία pNiq8i�1 άπειρων υποσυνόλων

του N τέτοια ώστε

ψps1, . . . , skq P Ci για κάθε ps1, . . . , skq P Nk
i ,

όπου pCiq8i�1 είναι φθίνουσα ακολουθία κλειστών διαστημάτων στο r0,8q τέτοια ώστε για κάθε

i P N, το μήκος του διαστήματος Ci είναι ίσο με }a}1{2i.
Από την αρχή των κιβωτισμένων διαστημάτων έχουμε ότι

8£
i�1

Ci � tLpaqu

για κάποιο Lpaq P r0,8q.
Συνεπώς, για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει n0 P N ώστε Cn0 � pLpaq � ε, Lpaq � εq και άρα για κάθε

ps1, . . . , skq P Nk
n0

ισχύει

ψps1, . . . , skq P Cn0 � pLpaq � ε, Lpaq � εq,

δηλαδή ∥∥∥∥∥ ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥ P pLpaq � ε, Lpaq � εq .

Ορίζουμε Ma � tniu8i�1 � N με ni P Ni για κάθε i � 1, 2, . . . . Τότε, σύμφωνα με τα παραπάνω,

για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει n0 P N ώστε∥∥∥∥∥ ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥ P pLpaq � ε, Lpaq � εq

για κάθε n0   s1   . . .   sk στο Ma.

Δείξαμε επομένως ότι

lim
Ma

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥ � Lpaq.

Δηλαδή έχουμε το ζητούμενο για σταθεροποιημένο a P Rk.
Για να βρούμε M1 � N ώστε να υπάρχει το όριο για κάθε a P Rk θεωρούμε

 
aj
(8
j�1

μια

αρίθμηση του Qk
. Σύμφωνα με τα προηγούμενα υπάρχει φθίνουσα ακολουθία pM jq8j�1 άπειρων

υποσυνόλων του N τέτοια ώστε για κάθε j P N

lim
Mj

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

ajiesi

∥∥∥∥∥ � Lpajq.

Ορίζουμε M1 � tmju8j�1 με mj PM j
για κάθε j P N. Τότε,

lim
M1

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥ � Lpaq για κάθε a P Qk.
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΄Εστω τώρα τυχόν b P Rk. Τότε για κάθε n P N υπάρχει an P Qk
ώστε

}b� an}1 ¤ 1

4n
.

Τότε, ∥∥∥∥∥ ķ

i�1

biesi �
ķ

i�1

aiesi

∥∥∥∥∥ ¤ ķ

i�1

|bi � ani | � }b� an} ¤ 1

4n

Εφόσον, lim
M1

∥∥∥°k
i�1 aiesi

∥∥∥ � Lpanq έπεται ότι υπάρχει n0 P N ώστε

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

biesi

∥∥∥∥∥ P
�
Lpanq � 1

2n
,Lpanq � 1

2n




για κάθε n0 ¤ s1   s2   . . .   sk στο M1. Από την αρχή των κιβωτισμένων διαστημάτων

συμπεραίνουμε ότι υπάρχει Lpbq P r0,8q ώστε

lim
M1

∥∥∥∥∥ 8̧

i�1

biesi

∥∥∥∥∥ � Lpbq.

Επομένως το σύνολο M1 έχει την ζητούμενη ιδιότητα. 2

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

(i) Υπάρχει σταθερά c1 ¡ 0 τέτοια ώστε για κάθε a1, . . . , ak P R με
°k
i�1 |ai| � 1 να ισχύει

lim
M1

�����
ķ

i�1

aiesi

����� ¥ c1.

(ii) Για κάθε ε1 ¡ 0 υπάρχει a P S`k1 τέτοιο ωστε

lim
M1

�����
ķ

i�1

aiesi

����� ¤ ε1.

΄Εστω ότι ισχύει το (i) και έστω a P S`k1 . Για κάθε ε1 ¡ 0 υπάρχει na P N τέτοιος ώστε

�����
ķ

i�1

aiesi

����� P
�
ra � ε1c1

8
, ra � ε1c1

8

	

για κάθε s1   . . .   sk στο M1 με s1 ¡ na, όπου ra � lim
M1

���°k
k�1 aiesi

���. Συνεπώς,

�����
�����
ķ

i�1

aiesi

������
�����
ķ

i�1

aieti

�����
����� ¤ ε1c1

4

για κάθε s1   . . .   sk, και t1   . . .   tk στο M1 με s1, t1 ¡ na.

Από την υπόθεση (i) έχουμε ότι ra ¥ c1. Επίσης, για κάθε ε1 ¤ 1 ισχύει ra � ε1c1
8 ¥ c1

2 ¡ 0.

Συνεπώς, για κάθε s1   . . .   sk στο M1 με s1 ¡ na ισχύει�����
ķ

i�1

aiesi

����� ¥ c1

2
.
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Επομένως, αν s1   . . .   sk και t1   . . .   tk στο M1 με s1, t1 ¡ na, τότε���°k
i�1 aiesi

������°k
i�1 aieti

��� ¤
c1ε1

4 �
���°k

i�1 aieti

������°k
i�1 aieti

��� � 1� c1ε1{4���°k
i�1 aieti

���
¤ 1� c1ε1{4

c1{2 � 1� ε1{2 ¤ 1� ε1.

Δηλαδή,

c1

2
¤

�����
ķ

i�1

aiesi

����� ¤ p1� ε1q
�����
ķ

i�1

aieti

����� .
΄Εστω s1   . . .   sk στο M1 με s1 ¡ na. Τότε,

c1

2
¤

�����
`̧

j�1

ajesnj

����� ¤ p1� ε1q
�����
`̧

j�1

ajesmj

�����
για κάθε 1 ¤ ` ¤ k, 1 ¤ n1   . . .   n` ¤ k και 1 ¤ m1   . . .   m` ¤ k.

Επειδή οι επιλογές των ` και nj με 1 ¤ ` ¤ k και 1 ¤ n1   . . .   n` ¤ k είναι πεπερασμένες το

πλήθος, για κάθε ε2 ¡ 0 υπάρχει Ua P U , τέτοιο ώστε για κάθε n P Ua να ισχύει�����
�����
`̧

j�1

ajesnj

������
�����
`̧

j�1

ajx
n
snj

�����
����� ¤ c1ε2

2

και �����
`̧

j�1

ajx
n
snj

����� ¥ c1

4

για κάθε 1 ¤ ` ¤ k και 1 ¤ n1   . . .   n` ¤ k.

Συνεπώς, ���°`
j�1 ajx

n
snj

������°`
j�1 ajx

n
smj

��� ¤
���°`

j�1 ajesnj

���� c1ε2{2���°`
j�1 ajesmj

���� c1ε2{2
¤
p1� ε2q

���°`
j�1 ajesnj

���
p1� ε2q

���°`
j�1 ajesnj

���
¤ p1� ε2qp1� ε1q

p1� ε2q .

΄Αρα, για κάθε ε3 ¡ 0 υπάρχει Ua P U τέτοιο ώστε για κάθε n P Ua να ισχύει

(6.1.3)
c1

4
¤

�����
`̧

j�1

ajx
n
snj

����� ¤ p1� ε3q
�����
`̧

j�1

ajx
n
smj

�����
για κάθε 1 ¤ ` ¤ k, 1 ¤ n1   . . .   n` ¤ k και 1 ¤ m1   . . .   m` ¤ k.

΄Εστω ε3 ¡ 0 καιN ένα δ1-δίκτυο της S`k1
για κάποιο δ1 ¤ ε3c1{2. Σύμφωνα με τα προηγούμενα,

για κάθε a P N υπάρχει Ua P U τέτοιο ώστε να ισχύει η (6.1.3) για κάθε n P Ua. Συνεπώς, υπάρχει

n P N τέτοιος ώστε για κάθε a P N να ισχύει η (6.1.3).

΄Εστω b P S`k1 . Τότε υπάρχει a P N τέτοιος ώστε

ķ

i�1

|bi � ai| ¤ δ1.
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Συνεπώς, ���°`
j� bjx

n
snj

������°`
j� bjxnsmj

��� ¤
δ1 �

���°`
j�1 ajx

n
snj

������°`
j�1 ajx

n
smj

���� δ1

¤
ε3c1{2� p1� ε3q

���°`
j�1 ajx

n
smj

������°`
j�1 ajx

n
smj

���� ε3c1{2

¤
p1� 2ε3q

���°`
j�1 ajx

n
smj

���
p1� ε3q

���°`
j�1 ajx

n
smj

��� � 1� 2ε3

1� ε3
.

Παίρνουμε ε3 ¡ 0 τέτοιο ώστε
1�2ε3
1�ε3   1� ε. Τότε, σύμφωνα με τα παραπάνω,�����
`̧

j�1

ajx
n
snj

����� ¤ p1� εq
�����
`̧

j�1

ajx
n
smj

�����
για κάθε 1 ¤ ` ¤ , 1 ¤ n1   n2   . . .   n` ¤ k και 1 ¤ m1   m2   . . .   m` ¤ k, για κάθε

a P S`k1 και συνεπώς για κάθε a1, . . . , ak P R.

Δηλαδή, η pxn1 , . . . , xnnq έχει p1 � εq-spreading υπακολουθία, την txnsiuki�1. ΄Ατοπο, από την

επιλογή των xn1 , . . . , x
n
n.

΄Εστω τώρα ότι ισχύει το (ii). Δηλαδή, για κάθε ε1 ¡ 0 υπάρχει a P S`k1 τέτοιο ώστε

lim
M1

�����
ķ

i�1

aiesi

����� ¤ ε1.

Επομένως, υπάρχει n0 P N τέτοιος ώστε �����
ķ

i�1

aiesi

����� ¤ 2ε1

για κάθε s1   . . .   sk στο M1 με s1 ¡ n0.

΄Εστω |ai0 | � max1¤i¤k |ai|. Υπάρχουν u1, u2, . . . , uk στο M1 τέτοια ώστε

n0   u1   . . .   ui0�1   ui0   ui0�1   . . .   uk.

Τότε, αν st, s` ¡ ui0 θεωρώντας si στο M1 τέτοια ώστε

n0   u1   . . .   ui0�1   st   si0�1   . . .   sk

και

n0   u1   . . .   ui0�1   s`   si0�1   . . .   sk,

παρατηρούμε ότι

}ai0est � ai0es`} �
�����
�

i0̧

j�1

aieui � ai0est �
ķ

j�i0�1

aiesi

�
�
�

i0̧

j�1

aieui � ai0es` �
ķ

j�i0�1

aiesi

������
¤

�����
�

i0̧

j�1

aieui � ai0est �
ķ

j�i0�1

aiesi

�������
�����
�

i0̧

j�1

aieui � ai0es` �
ķ

j�i0�1

aiesi

������
¤ 2ε1 � 2ε1 � 4ε1.

Επίσης, |ai0 | � max1¤i¤k |ai| ¥ 1
k

°k
i�1 |ai| � 1

k . Συνεπώς,

}est � es`} ¤ 4kε1 για κάθε st, s` PM1 με st, s` ¡ ui0 .
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΄Αρα, υπάρχουν s1   . . .   sk στο M1, με s1 ¡ ui0 , τέτοιοι ώστε

��esi � esj
��   4kε1 για κάθε i � j.

Από την τριγωνική ανισότητα έπεται ότι, για κάθε ε P Ek2 ,�����
ķ

i�1

εiesi

����� ¥
�����
ķ

i�1

εies1

������ pk � 1q4kε1 � }es1}
�����
ķ

i�1

εi

������ 4k2ε1

¥ p1� δq
�����
ķ

i�1

εi

������ 4k2ε1.

Συνεπώς, από την ανισότητα Khintchine,

E

�����
ķ

i�1

εiesi

����� ¥ p1� δqE
�����
ķ

i�1

εi

������ 4k2ε1 ¥ 1� δ

K2

�
�E

�����
ķ

i�1

εi

�����
2
�


1{2

� 4k2ε1

� p1� δq?k
K2

� 4k2ε1,

όπου K2 �
?

2. Επιλέγουμε ε1 ¡ 0 τέτοιο ώστε 4k2ε1   1�δ
2

?
k. Τότε,

E

�����
ķ

i�1

εiesi

����� ¥ 1� δ

2K2

?
k.

Υπάρχει n P N τέτοιος ώστε �����
�����
ķ

i�1

εix
n
si

������
�����
ķ

i�1

εiesi

�����
�����   p1� δq

4K2

?
k

για κάθε ε P En2 . ΄Αρα,

E

�����
ķ

i�1

εix
n
si

����� ¥ E

�����
ķ

i�1

εiesi

������ 1� δ

4K2

?
k ¥ 1� δ

2K2

?
k � 1� δ

4K2

?
k � 1� δ

4K2

?
k.

Για cδ � 1�δ
4K2

ικανοποιείται η (β), άρα έχουμε άτοπο.

Επομένως και οι δύο περιπτώσεις, (i) και (ii), απορρίπτονται, άρα από απαγωγή σε άτοπο έχουμε

το συμπέρασμα. �

Παρατηρούμε ότι αν στην Πρόταση 6.1.1 υποθέσουμε επιπλέον ότι }xi � xj} ¥ δ1 για κάποιο

δ1 ¡ 0, τότε η περίπτωση (β) απορρίπτεται. Πράγματι, ξεκινώντας όπως πριν, υποθέτουμε ότι

υπάρχουν k P N και δ1, ε ¡ 0 τέτοια ώστε για κάθε n P N να υπάρχουν xn1 , . . . , x
n
n με }xi} ¤ 1 σε

κάποιον χώρο με νόρμα που δεν ικανοποιεί το (α) και επιπλέον }xni �xnj } ¥ δ1 για κάθε i � j. Τότε

στην περίπτωση (ii) είχαμε καταλήξει στο συμπέρασμα ότι για κάθε ε1 ¡ 0 υπάρχουν si, sj P N
τέτοια ώστε }esi � esj}   ε1, και επομένως τότε

δ1 ¤ }xnsi � xnsj}   2ε1 για κάποιο n P N

Για ε1   δ1{2 οδηγούμαστε σε άτοπο. ΄Αρα, δεν μπορεί να ισχύει η περίπτωση (ii). Στην περίπτωση

(i) οδηγούμαστε σε άτοπο όπως και προηγουμένως. Επομένως, έχουμε την ακόλουθη πρόταση.
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Πρόταση 6.1.2. Για κάθε k P N και ε, δ ¡ 0 υπάρχει N � Npk, δ, εq τέτοιος ώστε αν n ¥ N

τότε, για κάθε χώρο με νόρμα X και x1, . . . , xn P X με }xi} ¤ 1 και }xi � xj} ¥ δ, υπάρχει

υπακολουθία xi1 , . . . , xik που είναι p1� εq-spreading.

Τα επόμενα δύο λήμματα θα χρειαστούν για την απόδειξη της Πρότασης 6.1.5.

Λήμμα 6.1.3. ΄Εστω k P N και δ P p0, 1q. Υπάρχει N � Npk, δq P N τέτοιος ώστε αν n ¥ N , X

είναι ένας χώρος με νόρμα και x1, . . . , xn P X με }xi} ¤ 1 και }xi � xj} ¥ δ για κάθε i � j, τότε

υπάρχουν xi1 , . . . , xik τέτοια ώστε

d
�
xij0 , spantxij : j � j0u

	
¥ 4

�
δ

8


k

για κάθε 1 ¤ j0 ¤ k.

Απόδειξη. ΄Εστω X χώρος με νόρμα και x1, . . . , xn όπως στην εκφώνηση. Αρχικά παρατηρούμε

πως μπορούμε να υποθέσουμε ότι }xi} ¥ δ{2 για κάθε 1 ¤ i ¤ n, διότι αν }xi0}   δ{2 για κάποιο

1 ¤ i0 ¤ n τότε για κάθε i � i0 ισχύει

}xi} ¥ }xi � xi0} � }xi0} ¡ δ � δ{2 � δ{2.

Επίσης, αφού xi P BX έχουμε 0   δ ¤ 2.

Επιλέγουμε τα xi1 , . . . , xik επαγωγικά. Θέτουμε xi1 � x1.

Ισχυρισμός: Υπάρχει xi2 τέτοιο ώστε d pxi2 , spantxi1uq ¥ δ{4.
Απόδειξη του ισχυρισμού: ΄Εστω (προς άτοπο) ότι για κάθε i ¡ i1 υπάρχει λi P R τέτοιο ώστε

}xi � λixi1}   δ{4. Τότε, για κάθε i ¡ i1,

δ

4
¡ }xi � λixi1} ¥ |λi|}xi1} � }xi} ¥ |λi|δ

2
� 1.

΄Αρα,

|λi| ¤
1� δ

4

δ{2 � 2

δ
� 1

2
, για κάθε i ¡ i1.

Επίσης, για κάθε i, j ¡ i1, i � j, ισχύει

δ ¤ }xi � xj} ¤ }xi � λixi1} � }λixi1 � λjxi1} � }λjxi1 � xj}
¤ δ{4� |λi � λj |}xi1} � δ{4 ¤ δ{2� |λi � λj |.

Συνεπώς,

(6.1.4) |λi � λj | ¥ δ{2, για κάθε i, j ¡ i1, i � j.

Εφόσον |λi| ¤ 2
δ � 1

2 , έχουμε ότι

�
λi � δ

4
, λi � δ

4



�
�
�
�

2

δ
� 1

2
� δ

4



,

�
2

δ
� 1

2
� δ

4





για κάθε i ¡ i1. Επομένως,

n¤
i�i1�1

�
λi � δ

4
, λi � δ

4



�

�
�
�

2

δ
� 1

2
� δ

4



,

�
2

δ
� 1

2
� δ

4




.
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΄Ομως από την (6.1.4) έχουμε ότι�
λi � δ

4
, λi � δ

4


£�
λj � δ

4
, λj � δ

4



� H

για κάθε i � j. Συνεπώς,

pn� 1qδ
2
¤ 2

�
2

δ
� 1

2
� δ

4



� 4

δ
� 1� δ

2
.

΄Αρα,

n ¤ 8

δ2
� 2

δ
� 2.

Για n ¡ 8
δ2
� 2

δ � 2 οδηγούμαστε σε άτοπο. 2

Από την απόδειξη του ισχυρισμού προκύπτει ότι υπάρχει i2 ¤ 8
δ2
� 2

δ � 2 τέτοιος ώστε

d pxi2 , spantxi1uq ¥ δ{4.

Επιπλέον, ισχύει ότι

d pxi1 , spantxi2uq ¥
�
δ

4


2

.

Πράγματι, έστω λ P R. Αν |λ| ¤ δ
4 τότε

}xi1 � λxi2} ¥ }xi1} � |λ|}xi2} ¥
δ

2
� |λ| ¥ δ

4
¥

�
δ

4


2

,

ενώ αν |λ| ¥ δ
4 τότε, από την επιλογή του xi2 έπεται ότι

}xi1 � λxi2} � |λ|
���xi1
λ
� xi2

��� ¥ |λ|δ
4
¥

�
δ

4


2

.

Επομένως για κάθε λ P R έχουμε }xi1�λxi2} ¥
�
δ
4

�2
. Δηλαδή d pxi1 , spantxi2uq ¥

�
δ
4

�2
. ΄Εχουμε,

επομένως, δείξει το ζητούμενο για k � 2.

Συνεχίζουμε την επιλογή των xij επαγωγικά. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν xi1 , . . . , xim P X τέτοια

ώστε

(6.1.5) d
�
xij0 , spantxij : j � j0, 1 ¤ j ¤ mu

	
¥ 4

�
δ

8


m
, για κάθε 1 ¤ j ¤ m.

Θα δείξουμε ότι αν το n είναι αρκετά μεγάλο τότε υπάρχει xim�1 ώστε

d
�
xij0 , spantxij : j � j0, 1 ¤ j ¤ m� 1u

	
¥ 4

�
δ

8


m�1

, για κάθε 1 ¤ j0 ¤ m� 1.

Ισχυρισμός: Υπάρχει im�1 ¡ im ώστε

d
�
xim�1 , spantxij : 1 ¤ j ¤ mu� ¥ δ{4.

Απόδειξη του ισχυρισμού: ΄Εστω (προς άτοπο) ότι για κάθε i ¡ im υπάρχουν λi1, . . . , λ
i
m P R ώστε�����xi �

�
m̧

j�1

λijxij

������   δ{4.
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Για κάθε i ¡ im και 1 ¤ s ¤ m με λis � 0 έχουμε�����
m̧

j�1

λijxij

����� � |λis|
�����
m̧

j�1

λij
λis
xij

����� � |λis|
�����xis �

¸
j�s

λis
λsi

xij

����� .
Συνεπώς, από την (6.1.5) συμπεραίνουμε ότι�����

m̧

j�1

λijxij

����� ¥ |λis|4
�
δ

8


m
.

Η ανισότητα αυτή ισχύει φυσικά και όταν λis � 0. Επίσης,�����
m̧

j�1

λijxij

����� ¤
�����xi �

�
m̧

j�1

λijxij

������� }xi}   δ{4� 1.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι

max
1¤j¤m

|λij | ¤
�
δ

4
� 1


�
8

δ


m 1

4
,

άρα

(6.1.6)

m̧

j�1

|λij | ¤ m

�
δ

4
� 1


�
8

δ


m 1

4
.

Επιπλέον, αν λi � pλi1, . . . , λimq και λs � pλs1, . . . , λsmq για i, s ¡ im, i � s, τότε

δ ¤ }xi � xs} ¤
�����xi �

m̧

j�1

λijxij

������
�����
m̧

j�1

pλij � λsjqxij
������

�����
m̧

j�1

λsjxij � xs

�����
¤ δ

4
�

m̧

j�1

|λij � λsj |}xij} �
δ

4
¤ δ

2
�

m̧

j�1

|λij � λsj | �
δ

2
� }λi � λs}1.

Δηλαδή,

}λi � λs}1 ¥ δ{2, για κάθε i, s ¡ im με i � s,

άρα οι μπάλες B}�}1
�
λi, δ4

�
, για i ¡ im, είναι ξένες.

Από την (6.1.6) έχουμε ότι

B}�}1

�
λi,

δ

4



�

�
m

4

�
1� δ

4


�
8

δ


m
� δ

4



B}�}1 p0, 1q .

΄Αρα, αν Volm είναι το μέτρο Lebesgue στον Rm,

pn� imq
�
δ

4


m
Volm

�
B}�}1 p0, 1q

� � pn� imqVolm

�
B}�}1

�
0,
δ

4





� Volm

�
n¤

i�im�1

B}�}1

�
λi,

δ

4


�

¤ Volm

��
m

4

�
1� δ

4


�
8

δ


m
� δ

4



B}�}1 p0, 1q




�
�
m

4

�
1� δ

4


�
8

δ


m
� δ

4


m
Volm

�
B}�}1 p0, 1q

�
.
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Δηλαδή,

n ¤
�

4

δ


m�
m

4

�
1� δ

4


�
8

δ


m
� δ

4


m
� im.

Για n ¡ �
4
δ

�m �
m
4

�
1� δ

4

� �
8
δ

�m � δ
4

�m � 2� im οδηγούμαστε σε άτοπο.

΄Αρα, πράγματι υπάρχει xim�1 τέτοιο ώστε

d
�
xim�1 , spantxij : 1 ¤ j ¤ mu� ¥ δ

4
¥ 4

�
δ

8


m�1

.

2

Μένει να δείξουμε ότι

d
�
xij0 , spantxij : j � j0, 1 ¤ j ¤ m� 1u

	
¥ 4

�
δ

8


m�1

για κάθε 1 ¤ j0 ¤ m. Πράγματι, έστω 1 ¤ j0 ¤ m και λ1, . . . , λj0�1, λj0�1, . . . , λm, µ P R.

Αν |µ| ¤ 2
�
δ
8

�m
, τότε από την (6.1.5) έχουμε ότι�����xij0 �

�
µxim�1 �

¸
j�j0

λjxij

������ ¥
�����xij0 �

¸
j�j0

λjxij

������ |µ|}xim�1}

¥ 4

�
δ

8


m
� 2

�
δ

8


m
� 2

�
δ

8


m
¥ 4

�
δ

8


m�1

.

Αν |µ| ¥ 2
�
δ
8

�m
, τότε από την επιλογή του xim�1 προκύπτει ότι�����xij0 �

�
µxim�1 �

¸
j�j0

λjxij

������ ¥ |µ|
�����xim�1 �

�
xij0
µ

�
¸
j�j0

λj
µ
xij

������
¥ |µ|δ

4
¥ 2

�
δ

8


m δ

4
� 4

�
δ

8


m�1

.

΄Επεται ότι

d
�
xij0 , spantxij : j � j0, 1 ¤ j ¤ m� 1u

	
¥ 4

�
δ

8


m�1

.

Επαγωγικά συμπεραίνουμε ότι αν το n είναι αρκετά μεγάλο τότε υπάρχουν xi1 , . . . , xik τέτοια ώστε

d
�
xij0 , spantxij : j � j0, 1 ¤ j ¤ ku

	
¥ 4

�
δ

8


k

για κάθε 1 ¤ j0 ¤ k. �

Λήμμα 6.1.4. ΄Εστω k P N και 0   ε   1. ΄Εστω n P N, X χώρος με νόρμα και x1, . . . , xn P X
τέτοια ώστε }xi} ¤ 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ n και η px1, . . . , xnq να είναι p1 � εq-spreading. ΄Εστω

επίσης υπακολουθία pxi1 , . . . , xi2kq. Θέτουμε vj � xij � xij�1 . Τότε η pv2jqkj�1 ικανοποιεί το εξής:

Αν A � B � t1, 2, . . . , ku και aj P R, j P B, με °jPB |aj | � 1, τότε

�����
¸
jPA

ajv2j

����� ¤ p1� εq2
�����
¸
jPB

ajv2j

������ δn,

όπου το δn εξαρτάται μόνο από το n και δn ÝÑ
nÑ8 0.
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Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη της απόδειξης της Πρότασης 5.4.6 με κατάλληλες τροποποι-

ήσεις. ΄Εστω A � B � t1, . . . , ku και aj P R, j P B, με
°
jPB |aj | � 1. Για κάθε m P N ορίζουμε

οικογένεια tσjukj�1 υποσυνόλων του t1, 2, . . . , nu με τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) Αν j1   j2 τότε maxσj1   minσj2

(ii) Αν j P A τότε |σj | � 2, έστω σj � trj,1, rj,2u.
(iii) Αν j P B rA τότε |σj | � m� 1, έστω σj � trj,1, . . . , rj,m�1u.
Εφόσον η txiunj�1 είναι p1� εq-spreading έχουμε ότι, για κάθε 1 ¤ s ¤ m,�����

¸
jPA

ajpxrj,2 � xrj,1q �
¸

jPBrA
ajpxrj,s�1 � xrj,sq

����� ¤ p1� εq
�����
¸
jPB

ajv2j

����� .
΄Αρα,

mp1� εq
�����
¸
jPB

ajv2j

����� ¥
m̧

s�1

�����
¸
jPA

ajpxrj,2 � xrj,1q �
¸

jPBrA
ajpxrj,s�1 � xrj,sq

�����
¥

�����m
¸
jPA

ajpxrj,2 � xrj,1q �
m̧

s�1

¸
jPBrA

ajpxrj,s�1 � xrj,sq
�����

�
�����m

¸
jPA

ajpxrj,2 � xrj,1q �
¸

jPBrA
ajpxrj,m�1 � xrj,1q

�����
¥ m

�����
¸
jPA

ajpxrj,2 � xrj,1q
������

�����
¸

jPBrA
ajpxrj,m�1 � xrj,1q

�����
¥ m

1

1� ε

�����
¸
jPA

ajv2j

������
¸

jPBrA
|aj |}xrj,m�1 � xrj,1}

¥ m
1

1� ε

�����
¸
jPA

ajv2j

������ 2,

δηλαδή �����
¸
jPA

ajv2j

����� ¤ p1� εq2
�����
¸
jPB

ajv2j

������ 2

m
p1� εq ¤ 4

m
.

Το πόσο μεγάλο m μπορούμε να πάρουμε εξαρτάται από το πόσο μεγάλο είναι το n. Επομένως,

έχουμε το ζητούμενο. �

Πρόταση 6.1.5. ΄Εστω ε, δ ¡ 0 και k P N. Υπάρχει N1 � N1pk, δ, εq P N, που εξαρτάται μόνο
από τα ε, δ και k, τέτοιος ώστε αν X χώρος με νόρμα, n ¥ N και x1, . . . , xn P X με }xi} ¤ 1 για

κάθε 1 ¤ i ¤ n και }xi � xj} ¥ δ για κάθε i � j, τότε υπάρχει υπακολουθία xi1 , . . . , xi2k τέτοια

ώστε η ακολουθία vj � xi2j � xi2j�1 , 1, . . . , n να είναι p2� εq-unconditional.

Απόδειξη. ΄Εστω ε, δ P p0, 1q και k P N. ΄Εστω επίσης ε1 ¡ 0 που θα επιλεγεί κατάλληλα.

Θεωρούμε N2 P N τέτοιον ώστε δn ¤ ε1
1
k4

�
δ
8

�2k
για κάθε n ¥ N2. Θεωρούμε επίσης N3 �

N3p2k, δq όπως στο Λήμμα 6.1.3, δηλαδή για κάθε n ¥ N3 και y1, . . . , yn σε κάποιον χώρο με νόρμα

X υπάρχει υπακολουθία yi1 , . . . , yi2k τέτοια ώστε

d
�
yij0 , spantyij : j � j0u

	
¥ 4

�
δ

8


2k
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για κάθε 1 ¤ j0 ¤ 2k. Θέτουμε N4 � maxtN2, N3u. Τότε ο N1 � NpN4, δ, ε1q όπως ορίστηκε

στην Πρόταση 6.1.2, έχει τις ζητούμενες ιδιότητες. Πράγματι, έστω n ¥ N1, X χώρος με νόρμα,

x1, . . . , xn P X τέτοια ώστε }xi} ¤ 1 και }xi � xj} ¥ δ για κάθε i � j. Τότε σύμφωνα με την

Πρόταση 6.1.2 υπάρχει υπακολουθία y1, . . . , yN4
της txiuni�1, η οποία είναι p1�ε1q-spreading. ΄Αρα,

η py1, . . . , yN4
q έχει τις εξής ιδιότητες:

(α) }yi} ¤ 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ N4.

(β) Η py1, . . . , yN4
q είναι p1� ε1q-spreading.

(γ) }yi � yj} ¥ δ για κάθε i � j.

Εφόσον N4 ¥ N3 υπάρχει υπακολουθία pyi1 , . . . , yi2kq ώστε

d
�
yij0 , spantyij : j � j0u

	
¥ 4

�
δ

8


2k

για κάθε 1 ¤ j0 ¤ 2k. Επιπλέον, από το Λήμμα 6.1.4 έχουμε ότι για κάθε A � B � t1, 2, . . . , ku
και aj P R, j P B, με

°
jPB |aj | � 1 ισχύει

(6.1.7)

�����
¸
jPA

ajv2j

����� ¤ p1� ε1q2
�����
¸
jPB

ajv2j

������ δN4 ,

όπου vj � yij � yij�1 .

Εφόσον N4 ¥ N2 έχουμε ότι

(6.1.8) δN4
¤ ε1

1

k
4

�
δ

8


2k

.

Επίσης, παρατηρούμε ότι για κάθε a P S`2k1 , αν |aj0 | � max1¤j¤2k |aj |, τότε�����
2ķ

j�1

ajyij

����� �
�����aj0yij0 �

¸
j�j0

ajyij

����� � |aj0 |
�����yij0 �

¸
j�j0

aj
aj0

yij

�����(6.1.9)

¥ |aj0 |4
�
δ

8


2k

� max
1¤j¤2k

|aj ||4
�
δ

8


2k

¥ 1

2k
4

�
δ

8


2k

.

Από την (6.1.9) έπεται ότι για κάθε aj P R, j P B, με
°
jPB |aj | � 1, ισχύει�����

¸
jPB

ajv2j

����� �
�����
¸
jPB

ajpyi2j � yi2j�1q
�����(6.1.10)

� 2

�����
¸
jPB

aj
2
pyi2j � yi2j�1q

����� ¥ 2
1

2k
4

�
δ

8


2k

� 1

k
4

�
δ

8


2k

.

Από τις (6.1.7), (6.1.8) και (6.1.10) έπεται ότι για A � B � t1, 2, . . . , ku και aj P R, j P B, με°
jPB |aj | � 1 ισχύει �����

¸
jPA

ajv2j

����� ¤ p1� ε1q2
�����
¸
jPB

ajv2j

������ ε1

�����
¸
jPB

ajv2j

����� ,
άρα �����

¸
jPA

ajv2j

����� ¤ �p1� ε1q2 � ε1

� �����
¸
jPB

ajv2j

����� .
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΄Επεται ότι για κάθε a1, . . . , ak P R και A � B � t1, . . . , ku ισχύει�����
¸
jPA

ajv2j

����� ¤ �p1� ε1q2 � ε1

� �����
¸
jPB

ajv2j

����� .
Συνεπώς, η tv2jukj�1 είναι 2

�p1� ε1q2 � ε1

�
-unconditional. Αν επιλέξουμε ε1 ¡ 0 αρκετά μικρό

ώστε 2
�p1� ε1q2 � ε1

�   2� ε, τότε η tv2jukj�1 είναι p2� εq-unconditional. �

6.2 Βοηθητικά αποτελέσματα

Ορισμός 6.2.1. ΄Εστω X χώρος με νόρμα και q ¥ 2. Συμβολίζουμε με φqpnq, τη μικρότερη

σταθερά C ¡ 0 με την ιδιότητα

�
ņ

i�1

}xi}q
�1{q

¤ C

�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q

για κάθε x1, . . . , xn P X.

Πρόταση 6.2.2. ΄Εστω 2 ¤ q   qX   8 και 0   a   q
�

1
q � 1

q
X

	
. Τότε,

lim
nÑ8

na

φqqpnq � 0

Επιπλέον, αν qX � 8 τότε για κάθε q ¥ 2 και κάθε 0   a   1 ισχύει

lim
nÑ8

na

φqqpnq � 0.

Η απόδειξη της πρότασης θα βασιστεί στα παρακάτω δύο λήμματα.

Λήμμα 6.2.3. ΄Εστω X χώρος με νόρμα και q ¥ 2. Τότε για κάθε n,m P N ισχύει

φqpnmq ¤ φqpnqφqpmq.

Δηλαδή, η φq είναι υποπολλαπλασιαστική.

Απόδειξη. ΄ΕστωX χώρος με νόρμα, txiunmi�1 στονX και tεiunmi�1 συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές

Bernoulli στο χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq. Θέλουμε να δείξουμε ότι

�
nm̧

i�1

}xi}q
�1{q

¤ φqpnqφqpmq
�
E

�����
nm̧

i�1

εixi

�����
q�1{q

.

Για 1 ¤ j ¤ n θέτουμε

yj �
jm̧

i�pj�1qm�1

εixi.

Τότε, το yi � yjpεq είναι τυχαία μεταβλητή με τιμές στον X. ΄Εστω tε1junj�1 συμμετρικές τυχαίες

μεταβλητές Bernoulli στον pΩ,A,Pq, οι οποίες είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους αλλά και από τις

tεiunmi�1. Τότε, η ε1jεi είναι ισόνομη με την εi. Από τον ορισμό της σταθεράς φqpmq έχουμε

�
� jm̧

i�pj�1qm�1

}xi}q
�


1{q

¤ φqpmq
�
�E

������
jm̧

i�pj�1qm�1

εixi

������
q�


1{q

� φqpmq pE}yipεq}qq1{q ,
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άρα

jm̧

i�pj�1qm�1

}xi}q ¤ φqqpmqE}yipεq}q.

Επομένως,

(6.2.1)

nm̧

i�1

}xi}q ¤ φqqpmq
ņ

j�1

E}yi}q.

Ενώ από τον ορισμό της σταθεράς φqpnq έχουμε

�
ņ

j�1

}yi}q
�1{q

¤ φqpnq
�
E

�����
ņ

j�1

ε1jyj

�����
q�1{q

,

άρα

ņ

j�1

}yj}q ¤ φqqpnqE
�����
ņ

j�1

ε1jyj

�����
q

� φqqpnq
»

Ω

�����
ņ

j�1

ε1jyjpωq
�����
q

dPpωq.

΄Επεται ότι

ņ

j�1

E}yj}q � E
ņ

j�1

}yjpεq}q �
»

Ω

ņ

j�1

}yjpωq}qdPpωq

¤ φqqpnq
»

Ω

»
Ω

�����
ņ

j�1

ε1jpω1qyjpωq
�����
q

dPpω1qdPpωq

� φqqpnq
»

Ω

»
Ω

������
ņ

j�1

jm̧

i�pj�1qm�1

ε1jpω1qεipωqxi

������
q

dPpω1qdPpωq

� φqqpnq
»

Ω

������
ņ

j�1

jm̧

i�pj�1qm�1

ε1jpωqεipωqxi

������
q

dPpωq,

διότι οι ε1j και εi είναι ανεξάρτητες. Εφόσον η ε1jεi είναι ισόνομη με την εi, η παραπάνω ποσότητα

ισούται με

φqqpnq
»

Ω

������
ņ

j�1

jm̧

i�pj�1qm�1

εipωqxi

������ dPpωq � φqqpnqE
�����
nm̧

i�1

εixi

�����
q

.

Συνεπώς,

(6.2.2)

ņ

j�1

E}yi}q ¤ φqqpnqE
�����
nm̧

i�1

εixi

�����
q

.

Από τις (6.2.1) και (6.2.2) έπεται ότι

nm̧

i�1

}xi}q ¤ φqqpmq
ņ

j�1

E}yi}q ¤ φqqpmqφqqpnqE
�����
nm̧

i�1

εixi

�����
q

,

άρα �
nm̧

i�1

}xi}q
�1{q

¤ φqpmqφqpnq
�
E

�����
nm̧

i�1

εixi

�����
q�1{q

Επομένως, πράγματι, φqpnmq ¤ φqpmqφqpnq. �
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Λήμμα 6.2.4. ΄Εστω 2 ¤ q ¤ r. Αν υπάρχει m P N, με m ¡ 1, τέτοιος ώστε φqpmq ¤ m
1
q
� 1
r ,

τότε qX ¤ r.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι CspXq   8 για κάθε s ¡ r. Δείχνουμε αρχικά τον ακόλουθο

ισχυρισμό.

Ισχυρισμός: Υπάρχει C � Cpmq ¡ 0, τέτοιο ώστε για κάθε n P N ισχύει

φqpnq ¤ Cn
1
q
� 1
r ,

άρα

φqpnq
n1{q ¤ C

n1{r .

Απόδειξη του ισχυρισμού: Αρχικά παρατηρούμε ότι από τον ορισμό της η φqpnq είναι αύξουσα συ-

νάρτηση του n. ΄Εστω n P N. Εφόσον m ¡ 1, υπάρχει ακέραιος k ¥ 0 τέτοιος ώστε

mk ¤ n   mk�1.

΄Αρα, από το Λήμμα 6.2.3 έχουμε

φqpnq ¤ φqpmk�1q ¤ pφqpmqqk�1 ¤
�
m

1
q
� 1
r

	k�1
�

�
mk�1

	 1
q
� 1
r

� m
1
q
� 1
r

�
mk

	 1
q
� 1
r ¤ m

1
q
� 1
rn

1
q
� 1
r ¤ mn

1
q
� 1
r .

΄Αρα, ο ισχυρισμός αληθεύει για C � m. 2

΄Εστω τώρα s ¡ r και x1, . . . , xn P X. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι }x1} ¥ . . . ¥ }xn}. Τότε,

για κάθε 1 ¤ k ¤ n,

}xk} � min
1¤i¤k

}xi} ¤
�

1

k

ķ

i�1

}xi}q
�1{q

¤ 1

k1{q φqpkq
�
E

�����
ķ

i�1

εixi

�����
q�1{q

¤ C

k1{r

�
E

�����
ķ

i�1

εixi

�����
q�1{q

,

λόγω του ισχυρισμού.

Επιπλέον, από την αρχή της συστολής για τις εi συμπεραίνουμε ότι

}xk} ¤ C

k1{r

�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q

.

Συνεπώς, �
ņ

k�1

}xk}s
�1{s

¤ C

�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q � ņ

k�1

1

ks{r

�1{s
.

Εφόσον s ¡ r, έχουμε ότι

�°8
k�1

1
ks{r

	1{s
� c1   8. Επίσης, από την ανισότητα Kahane έχουμε

ότι �
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q

¤ KqE

�����
ņ

i�1

εixi

����� ¤ Kq

�
�E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
2
�


1{2

.

Τελικά, �
ņ

k�1

}xk}s
�1{s

¤ c0

�
�E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
2
�


1{2

,

όπου c0 � cc1Kq σταθερά που δεν εξαρτάται από το n. ΄Αρα, CspXq ¤ c0   8 και συνεπώς ο X

έχει cotype s. �
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Απόδειξη της Πρότασης 6.2.2. ΄Εστω 2 ¤ q   qX   8 και 0   a   q
�

1
q � 1

q
X

	
. Αν

υποθέσουμε (προς άτοπο) ότι φqpnq   n
1
q
� 1
q
X για κάποιον n P N τότε υπάρχει ε ¡ 0 τέτοιο ώστε

2 ¤ q   qX � ε και

φqpnq   n
1
q
� 1
q
X
�ε

για το ίδιο n. Από το Λήμμα 6.2.4 συμπεραίνουμε ότι qX ¤ qX � ε. ΄Ατοπο. ΄Αρα, για κάθε n P N
ισχύει

φqpnq ¥ n
1
q
� 1
q
X .

Επομένως,

na

φqqpnq ¤
na

n
q

�
1
q
� 1
q
X


 �
�

1

n


�q� 1
q
� 1
q
X



�a



ÝÑ 0

διότι a   q
�

1
q � 1

q
X

	
.

Αν qX � 8 τότε για κάθε 2 ¤ q   8 και για κάθε n P N ισχύει

φqpnq ¥ n1{q.

Πράγματι, αν φqpnq   n1{q
για κάποιον n P N τότε υπάρχει q   r   8 αρκετά μεγάλο ώστε

φqpnq   n
1
q
� 1
r .

Επομένως, από το Λήμμα 6.2.4 θα ίσχυε qX ¤ r   8. ΄Ατοπο. ΄Αρα πράγματι

φqpnq ¥ n1{q

για κάθε n P N και για κάθε 2 ¤ q   8. Από την άλλη, πάντα ισχύει φqpnq ¤ n1{q
, διότι για

x1, x2, . . . , xn έχουμε

�
ņ

i�1

}xi}q
�1{q

¤ n1{q max
1¤i¤n

}xi} ¤ n1{q
�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q

από την αρχή της συστολής για τις εi. Συνεπώς, τελικά σε αυτήν την περίπτωση έχουμε

φqpnq � n1{q

για κάθε 2 ¤ q   8.

Τότε,

na

φqqpnq �
na

n
�

�
1

n


1�a
ÝÑ 0

για κάθε 0   a   1. �

Παρατήρηση 6.2.5. Μάλιστα, μπορεί να δείξει κανείς ότι για 2 ¤ q   qX   8 ισχύει

lim
nÑ8

lnφqpnq
lnn

� 1

q
� 1

qX
.

Πράγματι, από την ανισότητα φqpnq ¥ n
1
q
� 1
q
X έπεται ότι

lim inf
nÑ8

lnφqpnq
lnn

¥ 1

q
� 1

qX
.
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Από την άλλη, αν r ¡ qX τότε ο X έχει cotypte r και από τον ορισμό του φqpnq υπάρχουν

x1, . . . , xn P X τέτοια ώστε

1

2
φqpnq

�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q

¤
�

ņ

i�1

}xi}q
�1{q

¤ n
1
q
� 1
r

�
ņ

i�1

}xi}r
�1{r

¤ n
1
q
� 1
rCr

�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
r�1{r

.

Από την ανισότητα Kahane, η προηγούμενη ποσότητα είναι μικρότερη ή ίση από

CrKr

�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q

.

Επομένως

φqpnq ¤ 2CrKrn
1
q
� 1
r ,

άρα

lnφqpnq
lnn

¤ 1

q
� 1

r
� 2CrKr

lnn
,

δηλαδή

lim sup
nÑ8

lnφqpnq
lnn

¤ 1

q
� 1

r
.

Το r ¡ qX ήταν τυχόν, συνεπώς

lim sup
nÑ8

lnφqpnq
lnn

¤ 1

q
� 1

qX
,

και τελικά

lim
nÑ8

lnφqpnq
lnn

� 1

q
� 1

qX
.

Για qX � 8 έχουμε,

lim
nÑ8

lnφqpnq
lnn

� lim
nÑ8

lnn1{q

lnn
� 1

q

για κάθε 2 ¤ q   8.

6.3 Απόδειξη του θεωρήματος

Η απόδειξη της cotype περίπτωσης του θεωρήματος Maurey-Pisier θα βασιστεί στην ακόλουθη

πρόταση.

Πρόταση 6.3.1. Υπάρχουν γ, C ¡ 0 και 0   δ   1 τέτοια ώστε, αν X χώρος με νόρμα και

qX ¡ 2, τότε για κάθε ε ¡ 0 και για κάθε n1 P N υπάρχουν y1, y2, . . . , yn1 P X τέτοια ώστε

(i) 1� δ ¤ }yi} ¤ 1, για κάθε 1 ¤ i ¤ n1.

(ii) Η ακολουθία py1, . . . , yn1q είναι p1� εq-spreading και C-unconditional.
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(iii) Για κάθε A � rn1s � t1, 2, . . . , n1u ισχύει�����
¸
iPA

yi

����� ¤ γ |A|1{qX .

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι αν η px1, . . . , xnq είναι C-unconditional, τότε για A � rns,�����
¸
iPA

xi

����� ¤ C

�����
¸
iPA

εixi

�����
για κάθε ε P En2 . Συνεπώς,�����

¸
iPA

xi

����� ¤ C E

�����
¸
iPA

εixi

����� ¤ C

�
E

�����
¸
iPA

εixi

�����
q�1{q

για κάθε q ¥ 1.

Επομένως, για την απόδειξη της Πρότασης 6.3.1, βρίσκουμε αρχικά x1, . . . , xn P X με 1 � δ ¤
}xi} ¤ 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ n, τέτοια ώστε για κάθε A � rns να ισχύει

(6.3.1)

�
E

�����
¸
iPA

εixi

�����
q�1{q

¤ c1|A|1{qX

για κάποια σταθερά c1 ¡ 0. ΄Επειτα, εκμεταλλευόμενοι την Πρόταση 6.1.1 και την Πρόταση 6.1.5

οδηγούμαστε σε ακολουθία py1, . . . , ymq η οποία είναι C-unconditional για κάποια σταθερά C ¡ 0

και p1� εq-spreading, και ικανοποιεί την (6.3.1). Τότε, σύμφωνα με την παραπάνω παρατήρηση θα

έχουμε �����
¸
iPA

yi

����� ¤ γ |A|1{qX για κάθε A � rms.

Προχωράμε στην απόδειξη της Πρότασης.

΄Εστω X χώρος με νόρμα. Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση qX   8. ΄Εστω ε ¡ 0. ΄Εστω

επίσης k0 P N και 2 ¤ q   qX τα οποία θα επιλεγούν κατάλληλα, και N � Npk0, εq όπως

στην Πρόταση 6.1.1. Θέτουμε a � q
2

�
1
q � 1

q
X

	
.

Αν n P N, από τον ορισμό του φqpnq, για κάθε ε1 ¡ 0 υπάρχουν x1, . . . , xn P X τέτοια ώστε

(6.3.2)

�
ņ

i�1

}xi}q
�1{q

¡ p1� ε1qφqpnq
�
E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q�1{q

.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι max
1¤i¤n

}xi} � 1, διότι σε διαφορετική περίπτωση μπορούμε να αντικατα-

στήσουμε τα xi με τα
xi
M , όπουM � max

1¤i¤n
}xi}. Επιλέγουμε n P N τέτοιο ώστε na ¡ N � Npk0, εq.

Στη συνέχεια, διαμερίζουμε τη μοναδιαία μπάλα BX του X σε «δακτυλίους»:

Bj � tx P BX : p1� δqj ¤ }x} ¤ p1� δqj�1u, για j � 1, 2, . . .

όπου το 0   δ   1 θα επιλεγεί κατάλληλα.

Επίσης, για j � 1, 2, . . . , ορίζουμε

Aj � ti P N : xi P Bju,

και για κάθε i P Aj θέτουμε

x̂i � xi
p1� δqj�1

.



108 � Το Θεώρημα Maurey-Pisier

Τότε, 1� δ ¤ }x̂i} ¤ 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ n.

Στόχος μας είναι να βρούμε κάποιο j P N τέτοιο ώστε το Aj να περιέχει υποσύνολο A με

τουλάχιστον N στοιχεία και με την ιδιότητα για κάθε T � A τέτοιο ώστε |T | ¤ k0 να ισχύει

�
E

�����
¸
iPT

εix̂i

�����
q�1{q

¤ c0|T |1{qX ,

δηλαδή, �
E
����°
iPT

εix̂i

����q

1{q

|T |1{qX ¤ c0

για κάποια σταθερά c0 ¡ 0. Βεβαίως, είναι σημαντικό να μπορούμε να το πετύχουμε για κάποια

απόλυτη σταθερά c0 ¡ 0 που δεν εξαρτάται ούτε από το q ούτε από την επιλογή του k0.

Για κάθε j P N διαμερίζουμε το Aj ως εξής:

• Αν |Aj | ¤ na τότε θέτουμε Aj,0 � Aj .

Αν |Aj | ¡ na τότε θεωρούμε Aj,1 � Aj με |Aj,1| ¤ k0 τέτοιο ώστε

max
T�Aj
|T |¤k0

�
E
����°
iPT

εix̂i

����q

1{q

|T |1{qX �

�
E

����� °
iPAj,1

εix̂i

�����
q�1{q

|Aj,1|1{qX

και ορίζουμε Cj,1 � Aj rAj,1.

• Αν |Cj,1| ¤ na τότε θέτουμε Aj,0 � Cj,1.

Αν |Cj,1| ¡ na τότε θεωρούμε Aj,2 � Cj,1 με |Aj,2| ¤ k0 τέτοιο ώστε

max
T�Cj,1
|T |¤k0

�
E
����°
iPT

εix̂i

����q

1{q

|T |1{qX �

�
E

����� °
iPAj,2

εix̂i

�����
q�1{q

|Aj,2|1{qX

και ορίζουμε Cj,2 � Cj,1 rAj,2 � Aj r pAj,1 YAj,2q.

• Συνεχίζουμε ομοίως μέχρι για κάποιο mj P N να ισχύει |Cj,mj | ¤ na. Τότε θέτουμε Cj,mj �
Aj,0.

Επίσης συμβολίζουμε με Cj,0 το Aj .

Συνεπώς, έχουμε διαμέριση tAj,tumjt�0 του Aj τέτοια ώστε

Aj � Aj,0 Y
mj¤
t�1

Aj,t,

και για κάθε t ¥ 1 το Aj,t είναι τέτοιο ώστε Aj,t � Cj,t�1 � Aj r
�t�1
i�1 Aj,i, με |Cj,t�1| ¡ na,

|Aj,t| ¤ k0 και

max
T�Cj,t�1
|T |¤k0

�
E
����°
iPT

εix̂i

����q

1{q

|T |1{qX �

�
E

����� °
iPAj,t

εix̂i

�����
q�1{q

|Aj,t|1{qX
.
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΄Εχουμε τελικά την εξής διαμέριση του t1, 2, . . . , nu,

t1, 2, . . . , nu �
8¤
j�1

Aj,0 Y
8¤
j�1

mj¤
t�1

Aj,t.

Από την ανισότητα (6.3.2) μπορούμε εύκολα να συνάγουμε ότι για κάποιο Aj,t για j ¥ 1 και

t ¥ 0 ισχύει �
�E

������
¸
iPAj,t

εixi

������
q�


1{q

¤ c0

�
� ¸
iPAj,t

}xi}q
�


1{q

,

και συνεπώς �
�E

������
¸
iPAj,t

εix̂i

������
q�


1{q

¤ c0|Aj,t|1{q

για κάποια απόλυτη σταθερά c0 ¡ 0.

Ωστόσο, πριν δείξουμε αυτό, θα θέλαμε να αποφύγουμε την περίπτωση το t να είναι 0. Δηλαδή,

θα δείξουμε ότι �
�E

������
¸
iPAj,t

εixi

������
q�


1{q

¤ c0

�
� ¸
iPAj,t

}xi}q
�


1{q

για κάποια j ¥ 1 και t ¥ 1. Αν δείξουμε αυτό, τότε για κάθε T � Cj,t�1 με |T | ¤ k0 ισχύει

�
E
����°
iPT

εix̂i

����q

1{q

|T |1{qX ¤

�
E

����� °
iPAj,t

εix̂i

�����
q�1{q

|Aj,t|1{qX
¤ c0.

Για να το πετύχουμε αυτό, εκμεταλλευόμαστε την Πρόταση 6.2.2 και αποδεικνύουμε μια ανισότητα

ανάλογη της (6.3.2) στην οποία δεν υπάρχει το «κακό μέρος»
�8
j�1Aj,0.

Θέτουμε D � �8
j�1

�mj
t�1Aj,t � t1, 2, . . . , nur�8

j�1Aj,0.

Ισχυρισμός 1: Υπάρχει n0 P N τέτοιος ώστε, για κάθε n ¥ n0,

¸
iPD

}xi}q ¡ p1� ε1qq�1φqqpnqE
�����
¸
iPD

εixi

�����
q

,

όπου τα xi είναι όπως στην (6.3.2). Επιπλέον, D � H.

Απόδειξη του ισχυρισμού: ΄Εχουμε ότι

ņ

i�1

}xi}q �
¸
iPD

}xi}q �
8̧

j�1

¸
iPAj,0

}xi}q.

΄Ομως, αν i P Aj,0 � Aj τότε }xi} ¤ p1� δqj�1
και άρα

(6.3.3)

8̧

j�1

¸
iPAj,0

}xi}q ¤
8̧

j�1

|Aj,0|
�p1� δqj�1

�q ¤ 8̧

j�1

nap1� δqqpj�1q � na
1

1� p1� δqq .
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Σύμφωνα με την Πρόταση 6.2.2 έχουμε

lim
nÑ8

na

φqqpnq � 0.

Επομένως, υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε, για κάθε n ¥ n0,

(6.3.4)
na

φqqpnq
1

1� p1� δqq   ε1p1� ε1qq.

Επιπλέον, από την αρχή της συστολής έχουμε ότι για κάθε 1 ¤ i ¤ n ισχύει

}xi}q ¤ E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q

.

Συνεπώς,

(6.3.5) E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q

¥ max
1¤i¤n

}xi}q � 1.

Από τις (6.3.3), (6.3.4) και (6.3.5) έπεται ότι

ņ

i�1

}xi}q ¤
¸
iPD

}xi}q � φqqpnqε1p1� ε1qqE
�����
ņ

i�1

εixi

�����
q

.

Επομένως, από την (6.3.2) συμπεραίνουμε ότι

¸
iPD

}xi}q ¥ p1� ε1qqφqqpnqE
�����
ņ

i�1

εixi

�����
q

� φqqpnqε1p1� ε1qqE
�����
ņ

i�1

εixi

�����
q

(6.3.6)

� p1� ε1qq�1φqqpnqE
�����
ņ

i�1

εixi

�����
q

.

Από την αρχή της συστολής για τυχαίες μεταβλητές Bernoulli, εφόσον D � t1, 2, . . . , nu έχουμε

ότι

E

�����
ņ

i�1

εixi

�����
q

¥ E

�����
¸
iPD

εixi

�����
q

.

Επομένως, τελικά ισχύει ότι

¸
iPD

}xi}q ¥ p1� ε1qq�1φqqpnqE
�����
¸
iPD

εixi

�����
q

,

δηλαδή αληθεύει ο ισχύρισμός.

Επίσης, από τις (6.3.5) και (6.3.6) έπεται άμεσα ότι D � H. 2

Μετονομάζουμε σε tDsum0
s�1 την οικογένεια των συνόλων tAj,iuj¥1, 1 ¤ i ¤ mj . Τότε,

D � �m0
s�1Ds. Προχωράμε με την απόδειξη του ακόλουθου ισχυρισμού.

Ισχυρισμός 2: Εάν επιλέξουμε ε1 ¡ 0 αρκετά μικρό, τότε για κάποιο 1 ¤ s ¤ m0, ισχύει

�
E

�����
¸
iPDs

εixi

�����
q�1{q

¤ 2

� ¸
iPDs

}xi}q
�1{q

.



6.3 Απόδειξη του θεωρήματος � 111

Απόδειξη του ισχυρισμού: Για 1 ¤ s ¤ m0, ορίζουμε

us � uspεq �
¸
iPDs

εixi.

Το us είναι τυχαία μεταβλητή με τιμές στον X. ΄Εστω tε1sum0
s�1 συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές

Bernoulli οι οποίες είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους αλλά και από τις tεiuni�1. Συνεπώς, για κάθε

1 ¤ i ¤ n και 1 ¤ s ¤ m0, η εiε
1
s είναι συμμετρική τυχαία μεταβλητή Bernoulli και άρα ισόνομη με

την εi.

Από τον ορισμό του φqpm0q έχουμε ότι�
m0̧

s�1

}us}q
�1{q

¤ φqpm0q
�
E

�����
m0̧

s�1

ε1sus

�����
q�1{q

,

άρα

m0̧

s�1

}us}q ¤ φqqpm0qE
�����
m0̧

s�1

ε1sus

�����
q

� φqqpm0q
»

Ω

�����
m0̧

s�1

ε1spω1qus
�����
q

dPpω1q.

Επομένως,

E
m0̧

s�1

}us}q �
»

Ω

m0̧

s�1

}uspωq}qdPpωq ¤ φqqpm0q
»

Ω

»
Ω

�����
m0̧

s�1

ε1spω1quspωq
�����
q

dPpω1qdPpωq

� φqqpm0q
»

Ω

»
Ω

�����
m0̧

s�1

¸
iPDs

ε1spω1qεipωqxi
�����
q

dPpω1qdPpωq

� φqqpm0q
»

Ω

�����
m0̧

s�1

¸
iPDs

ε1spωqεipωqxi
�����
q

dPpωq,

διότι οι tεiuni�1 και tε1sum0
s�1 είναι ανεξάρτητες. Τώρα, εφόσον

�m0
s�1Ds � D και η ε1sεi είναι ισόνομη

με την εi, η παραπάνω ποσότητα ισούται με

φqqpm0q
»

Ω

�����
¸
iPD

εipωqxi
�����
q

dPpωq � φqqpm0qE
�����
¸
iPD

εixi

�����
q

.

Από τα παραπάνω και τον Ισχυρισμό 1 προκύπτει ότι

E
m0̧

s�1

}us}q ¤ φqqpm0q 1

p1� ε1qq�1φqqpnq
¸
iPD

}xi}q.

Από τη μονοτονία της φq και εφόσον m0 ¤ n έχουμε ότι
φqpm0q
φqpnq ¤ 1. Επομένως, αν επιλέξουμε

ε1 ¡ 0 τέτοιο ώστε
1

p1�ε1q2   2, τότε 1
p1�ε1qq�1   2q οπότε, σύμφωνα με τα παραπάνω,

m0̧

s�1

E}us}q � E
m0̧

s�1

}us}q ¤ 2q
¸
iPD

}xi}q � 2q
m0̧

s�1

¸
iPDs

}xi}q.

΄Αρα, υπάρχει 1 ¤ s ¤ m0 τέτοιο ώστε

E}us}q ¤ 2q
¸
iPDs

}xi}q,

δηλαδή �
E

�����
¸
iPDs

εixi

�����
q�1{q

¤ 2

� ¸
iPDs

}xi}q
�1{q

,
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επομένως, πράγματι, ισχύει ο ισχυρισμός. 2

΄Εστω λοιπόν 1 ¤ s ¤ m0 τέτοιος ώστε

�
E

�����
¸
iPDs

εixi

�����
q�1{q

¤ 2

� ¸
iPDs

}xi}q
�1{q

.

Τότε, �
E

�����
¸
iPDs

εix̂i

�����
q�1{q

¤ 2

� ¸
iPDs

}x̂i}q
�1{q

¤ 2|Ds|1{q.

Επιλέγουμε q   qX , τέτοιο ώστε k
1
q
� 1
q
X

0 ¤ 2. Τότε εφόσον |Ds| ¤ k0, έπεται ότι |Ds|
1
q
� 1
q
X ¤ k

1
q
� 1
q
X

0 ¤ 2

και επομένως |Ds|1{q ¤ 2|Ds|1{qX . ΄Αρα,

�
E

����� °
iPDs

εix̂i

�����
�1{q

|Ds|1{qX
¤ 4.

Το Ds ταυτίζεται με κάποιο Aj,t, για κάποιο j ¥ 1 και 1 ¤ t ¤ mj . Συνεπώς,

�
E

����� °
iPDs

εix̂i

�����
q�1{q

|Ds|1{qX
� max

T�Cj,t�1
|T |¤k0

�
E
����°
iPT

εix̂i

����q

1{q

|T |1{qX .

Δηλαδή, αν θέσουμε A0 � Cj,t�1, τότε |A0| ¡ na ¡ N και για κάθε T � A0 με |T | ¤ k0 ισχύει

�
E
����°
iPT

εix̂i

����q

1{q

|T |1{qX ¤

�
E

����� °
iPDs

εix̂i

�����
q�1{q

|Ds|1{qX
¤ 4.

Επομένως, για κάθε T � A0 με |T | ¤ k0 ισχύει

(6.3.7)

�
E

�����
¸
iPT

εix̂i

�����
q�1{q

¤ 4|T |1{qX .

Από την Πρόταση 6.1.1, εφόσον |A0| ¡ na ¡ N , υπάρχουν x̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 με i1, . . . , ik0 P A0

τέτοια ώστε είτε

(α) η px̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 q είναι p1� εq-spreading

είτε

(β) cδ
?
k0 ¤ E

�����
k0°
j�1

εj x̂ij

�����.
΄Ομως, από την (6.3.7),

E

�����
k0̧

j�1

εj x̂ij

����� ¤ 4k
1{q

X
0 .
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Συνεπώς, αν ισχύει το (β), τότε

cδ
a
k0 ¤ E

�����
k0̧

j�1

εj x̂ij

����� ¤ 4k
1{q

X
0 ,

δηλαδή

k
1
2
� 1
q
X

0 ¤ 4

cδ
.

΄Ομως,
1
2� 1

q
X
¡ 0 και επομένως αν επιλέξουμε k0 αρκετά μεγάλο τότε η περίπτωση (β) απορρίπτεται.

Τελικά, υπάρχουν x̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 με i1, . . . , ik0 P A0, τέτοια ώστε η ακολουθία px̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 q
να είναι p1 � εq-spreading. Θέτουμε B0 � tx̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 u. Στη συνέχεια, εκμεταλλευόμενοι

την Πρόταση 6.1.5 θα οδηγηθούμε σε ακολουθία που θα έχει επιπλέον την ιδιότητα να είναι C-

unconditional.

Ισχυρισμός 3: ΄Εστω B τυχούσα μπάλα ακτίνας δ. Υπάρχουν το πολύ

�
4

1�3δ

	 2q
X

q
X
�2

στοιχεία της

ακολουθίας x̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 μέσα στην μπάλα B.

Απόδειξη του ισχυρισμού: Θεωρούμε μια μπάλα B ακτίνας δ, m P N και διανύσματα z1, z2, . . . , zm P
B0 � tx̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 u τέτοια ώστε zi P B για κάθε 1 ¤ i ¤ m. Από το θεώρημα Hahn-Banach

υπάρχει x� P X�
τέτοιο ώστε }x�} � 1 και x�pz1q � }z1}. Εφόσον zi P B , έπεται ότι }zi�z1} ¤ 2δ

για κάθε 1 ¤ i ¤ m. Επιπλέον, }zi} ¥ 1� δ από την κατασκευή των x̂ij . Συνεπώς,

|x�pziq| � |x�pz1q � x�pz1 � ziq| ¥ |x�pz1q| � |x�pz1 � ziq| ¥ }z1} � }x�}2δ ¥ 1� δ� 2δ � 1� 3δ.

Από την ανισότητα Hölder ,για κάθε a1, a2, . . . , am P R και q ¥ 2 ισχύει

�
E

�����
m̧

i�1

aiεi

�����
q�1{q

¥
�
�E

∣∣∣∣∣ m̧
i�1

aiεi

∣∣∣∣∣
2
�


1{2

�
�

m̧

i�1

|ai|2
�1{2

.

Επομένως,

�
E

�����
m̧

i�1

εix
�pziq

�����
q�1{q

¥
�

m̧

i�1

|x�pziq|2
�1{2

¥
�

m̧

i�1

p1� 3δq2
�1{2

� p1� 3δq?m.

Από την (6.3.7), εφόσον m ¤ k0 και tz1, . . . , zmu � tx̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 u � A0 προκύπτει ότι

�
E

�����
m̧

i�1

εix
�pziq

�����
q�1{q

�
�
E

�����x�
�

m̧

i�1

εizi

������
q�1{q

¤
�
E

�����
m̧

i�1

εizi

�����
q�1{q

¤ 4m1{q
X .

΄Αρα,

p1� 3δq?m ¤ 4m1{q
X ,

και συνεπώς

m
1
2
� 1
q
X ¤ 4

1� 3δ
,

δηλαδή

m ¤
�

4

1� 3δ


 1
1
2�

1
q
X �

�
4

1� 3δ


 2q
X

q
X
�2

΄Αρα αληθεύει ο ισχυρισμός. 2
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Επιλέγουμε δ � 1
6 και θέτουμε M � 8

2q
X

q
X
�2

. Τότε, σύμφωνα με τον Ισχυρισμό 3, υπάρχουν το

πολύ M στοιχεία της txijuk0j�1 σε μια μπάλα ακτίνας
1
6 .

Ισχυρισμός 4: Υπάρχει C � B0 � tx̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 u με |C| � t k0M u τέτοιο ώστε }x� y} ¥ 1{6, για
κάθε x, y P C με x � y.

Απόδειξη του ισχυρισμού: Πράγματι, θα βρούμε C � tz1, . . . , zm1u � B0 με m1 � t k0M u που έχει

τις ζητούμενες ιδιότητες. Κατασκευάζουμε το C ως εξής: Επιλέγουμε z1 � x̂i1 . Σύμφωνα με

τον Ισχυρισμό 3 υπάρχουν το πολύ M στοιχεία του συνόλου B0 � tx̂i1 , x̂i2 , . . . , x̂ik0 u στη μπάλα

Bz1p1{6q � tx P X : }x� z1}   1{6u. Συνεπώς,

|B0 rBz1p1{6q| ¥ k0 �M.

Επιλέγουμε z2 P B0 rBz1p1{6q. Τότε, }z2 � z1} ¥ 1{6. Συνεχίζουμε ομοίως.

Στο τελευταίο βήμα έχουμε

��B0 r
�
Bz1p1{6q Y . . .YBzm1�1p1{6q

��� ¥ k0 � pm1 � 1qM ¡ k0 � k0

M
M � 0.

Επιλέγουμε zm1 P B0 r
�
Bz1p1{6q Y . . .YBzm1�1p1{6q

�
.

Τότε, }zi � zj} ¥ 1{6 για κάθε i � j, 1 ¤ i, j ¤ m1. 2

Εκμεταλλευόμενοι τον Ισχυρισμό 4 μπορούμε να εφαρμόσουμε την Πρόταση 6.1.5. Επιλέγουμε

k0 αρκετά μεγάλο ώστε
k0
M ¥ N1 � N1pn1,

1
6 , 1q, όπου το N1 είναι όπως ορίστηκε στην Πρόταση

6.1.5. Τότε από τον Ισχυρισμό 4, υπάρχουν z1, . . . , zm1 P B0 τέτοια ώστε }zi� zj} ¥ 1{6 για κάθε

i � j, όπου m1 � t k0M u ¥ N1. Συνεπώς, σύμφωνα με την Πρόταση 6.1.5 υπάρχουν zi1 , . . . , zi2n1
τέτοια ώστε η ακολουθία

vj � zi2j � zi2j�1

να είναι 3-unconditional. Επιπλέον η tvjun1
j�1 είναι p1� εq-spreading, διότι η tzium1

i�1 είναι p1� εq-
spreading, και για κάθε 1 ¤ j ¤ n1 ισχύει }vj} ¥ 1{6. Ορίζουμε

yj � vj
2
, 1 ¤ j ¤ n1.

Τότε,

}yj} � }vj}
2

� }zi2j � zi2j�1}
2

¤ }zi2j} � }zi2j�1}
2

¤ 1

και

}yj} � }vj}
2

¥ 1{6
2

� 1

12
.

Δηλαδή,

1

12
¤ }yj} ¤ 1 για κάθε 1 ¤ j ¤ n1.

Η tyjun1
j�1 είναι p1� εq-spreading και 3-unconditional. Επιπλέον, για κάθε A � rn1s και για κάθε

ε1, ε2, . . . , εn P t�1, 1u �����
¸
jPA

yj

����� ¤ 3

�����
¸
jPA

εjyj

����� ,
και συνεπώς �����

¸
jPA

yj

����� ¤ 3E

∥∥∥∥∥¸
jPA

εjyj

∥∥∥∥∥ .
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Επειδή q ¡ 1, από την ανισότητα Hölder προκύπτει ότι

�����
¸
jPA

yj

����� ¤ 3E

�����
¸
jPA

εjyj

����� ¤ 3

�
E

�����
¸
jPA

εjyj

�����
q�1{q

� 3

2

�
E

�����
¸
jPA

εjzi2j �
¸
jPA

εjzi2j�1

�����
q�1{q

¤ 3

2

�
E

�����
¸
jPA

εjzi2j

�����
q�1{q

� 3

2

�
E

�����
¸
jPA

εjzi2j�1

�����
q�1{q

.

Από την (6.3.7), εφόσον n1 ¤ k0, προκύπτει ότι η παραπάνω ποσότητα είναι μικρότερη ή ίση από

3

2
4|A|1{qX � 3

2
4|A|1{qX � 12|A|1{qX .

Επομένως, η ακολουθία tyjun1
j�1 ικανοποιεί τις ζητούμενες ιδιότητες με δ � 11

12 , γ � 12 και C � 3.

Για την περίπτωση qX � 8, επιλέγουμε a � 1{2 και q αρκετά μεγάλο ώστε k
1{q
0 ¤ 2. ΄Οπως

στην περίπτωση qX   8, βρίσκουμε σύνολο A0 τέτοιο ώστε |A0| ¡ N και για κάθε T � A0 με

|T | ¤ k0 να ισχύει �
E

�����
¸
iPT

εix̂i

�����
q�1{q

¤ 4.

Ακριβώς όπως πριν, βρίσκουμε ακολουθία py1, . . . , yn1q η οποία είναι p1 � εq-spreading και 3-

unconditional, τέτοια ώστε
1
12 ¤ }yi} ¤ 1 και για κάθε A � rn1s να ισχύει

�����
¸
jPA

yj

����� ¤ 12.

�

Η επόμενη πρόταση είναι μια πεπερασμένη εκδοχή του θεωρήματος στρέβλωσης του James.

Πρόταση 6.3.2. ΄Εστω X χώρος με νόρμα και x1, . . . , xn2 P X τέτοια ώστε }xi} ¥ 1 για κάθε

1 ¤ i ¤ n2
. ΄Εστω επιπλέον ότι υπάρχει σταθερά L ¡ 0 τέτοια ώστε, για κάθε a1, . . . , an2 P R,

�����
n2¸
i�1

aixi

����� ¤ L max
1¤i¤n2

|ai|.

Τότε υπάρχουν y1, . . . , yn P X με }yi} ¥ 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ n, τέτοια ώστε για κάθε a1, . . . , an P R
ισχύει �����

ņ

j�1

ajyj

����� ¤
?
L max

1¤j¤n
|aj |

Απόδειξη. Θεωρούμε τη διαμέριση tσjunj�1 του t1, . . . , n2u όπου

σj � ti : pj � 1qn� 1 ¤ i ¤ jnu.

Τότε |σj | � n για κάθε 1 ¤ j ¤ n. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις :
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• Υπάρχει 1 ¤ j ¤ n τέτοιο ώστε ������
¸
iPσj

aixi

������ ¤
?
Lmax

iPσj
|ai|

για κάθε a1, . . . , an P R. Τότε έχουμε το ζητούμενο για tyiuni�1 � txiuiPσj .
• Για κάθε 1 ¤ j ¤ n υπάρχουν bj1, . . . , b

j
n P R τέτοια ώστε������

¸
iPσj

bjixi

������ ¡
?
Lmax

iPσj
|bji |.

Θέτουμε

yj �
°
iPσj b

j
ixi���°iPσj b
j
ixi

��� .
Τότε }yj} � 1 ¡ ?

Lmax
iPσj

|bji |���°iPσj bjixi
��� και άρα

|bji |���°iPσj b
j
ixi

���  
1?
L
, για κάθε i P σj .

Τότε, για κάθε a1, . . . , an P R ισχύει�����
ņ

j�1

ajyj

����� �
������
ņ

j�1

¸
iPσj

aj
bjixi���°iPσj b

j
ixi

���
������

¤ L max
1¤j¤n
iPσj

|aj ||bji |���°iPσj b
j
ixi

���
¤ L max

1¤j¤n
|aj | 1?

L
�
?
L max

1¤j¤n
|aj |.

Επομένως η tyjunj�1 ικανοποιεί τις ζητούμενες ιδιότητες.

�

Υπενθυμίζουμε την εξής πρόταση από το Κεφάλαιο 5.

Πρόταση 5.4.13. ΄Εστω X χώρος Banach ο οποίος έχει cotype q0 για κάποιο q0 ¥ 2. ΄Εστω

επίσης ότι για κάθε m P N υπάρχουν xm1 , xm2 , . . . , xmm P X τέτοια ώστε }xmi } ¤ 1 και η txmi umi�1

είναι 1-unconditional και p1 � εmq-spreading για κάποια ακολουθία θετικών αριθμών tεmu8m�1 με

εm Ñ 0. Υποθέτουμε επιπλέον ότι για κάποιο 1 ¤ p   8 υπάρχουν σταθερές c, C ¡ 0 τέτοιες ώστε

για κάθε q ¡ p

(6.3.8) c
1

CqpXqn
1{q ¤

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

xmi

∥∥∥∥∥ ¤ Cn1{p
για κάθε n P N και m ¥ n.

Τότε ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Θεώρημα 6.3.3 (Maurey-Pisier : cotype περίπτωση).

΄Εστω X χώρος Banach και qX � inftq ¥ 2 : CqpXq   8u. Τότε, ο `q
X
είναι πεπερασμένα

αναπαραστάσιμος στον X.



6.3 Απόδειξη του θεωρήματος � 117

Απόδειξη. Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

Περίπτωση qX � 2 : Προκύπτει άμεσα από το θεώρημα του Dvoretzky.

Περίπτωση 2   qX   8: Από την Πρόταση 6.3.1, για κάθε n P N υπάρχουν xn1 , . . . , x
n
n P X τέτοια

ώστε

(i) 1� δ ¤ }xni } ¤ 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ n.

(ii) Η ακολουθία pxn1 , . . . , xnnq είναι p1� 1
nq-spreading και C-unconditional.

(iii) Για κάθε 1 ¤ k ¤ n ισχύει, �����
ķ

i�1

xni

����� ¤ γ k1{q
X

για κάποιες απόλυτες σταθερές γ,C ¡ 0 και 0   δ   1.

Θα εφαρμόσουμε την Πρόταση 5.4.13 για τις ακολουθίες txni uni�1.

Από την ιδιότητα (iii) έχουμε την δεξιά ανισότητα της (6.3.8). Από την άλλη, για κάθε q ¡ qX ,

εφόσον }xni } ¥ 1� δ έχουμε ότι

p1� δqk1{q ¤
�

ķ

i�1

}xni }q
�1{q

¤ CqpXq
�
�E

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

εix
n
i

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

¤ CqpXqC
∥∥∥∥∥ ķ

i�1

xni

∥∥∥∥∥ .
Συνεπώς, για κάθε q ¡ qX έχουμε

(6.3.9)
1� δ

C

1

CqpXqk
1{q ¤

∥∥∥∥∥ ķ

i�1

xni

∥∥∥∥∥ ¤ γk1{q
X για κάθε k P N και n ¥ k.

Από την Πρόταση 5.4.13 και την Παρατήρηση 5.4.14 έχουμε το ζητούμενο.

Περίπτωση qX � 8: ΄Εστω ε ¡ 0 και m P N.

Σύμφωνα με την Πρόταση 6.3.1, για κάθε n P N υπάρχουν xn1 , . . . , x
n
n P X τέτοια ώστε

(i) 1� δ ¤ }xni } ¤ 1 για κάθε 1 ¤ i ¤ n.

(ii) Η ακολουθία pxn1 , . . . , xnnq είναι C-unconditional.

(iii) Για κάθε 1 ¤ k ¤ n ισχύει, �����
ķ

i�1

xni

����� ¤ γ

για κάποιες απόλυτες σταθερές γ,C ¡ 0 και 0   δ   1.

Θέτουμε yni � xni
1�δ . Τότε }yni } ¥ 1.
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΄Εστω a1, . . . , an P R. Εφόσον η txni uni�1 είναι C-unconditional έχουμε�����
ņ

i�1

aiy
n
i

����� �
�����
ņ

i�1

ai
xni

1� δ

����� ¤ C

1� δ

�����
ņ

i�1

max
1¤i¤n

|ai|xni
�����

� C

1� δ

�����
ņ

i�1

xni

����� max
1¤i¤n

|ai| ¤ C

1� δ
γ max

1¤i¤n
|ai|.

Θεωρώντας n P N αρκετά μεγάλο και εφαρμόζοντας κατ’ επανάληψη την Πρόταση 6.3.2 (δεδομένου

ότι

�
Cγ
1�δ

	1{2n
ÝÑ
nÑ8 1) συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν z1, . . . , zm P X με }zi} ¥ 1 τέτοια ώστε

�����
m̧

i�1

aizi

����� ¤ p1� εq max
1¤i¤m

|ai|, για κάθε a1, . . . , am P R.

Επιπλέον, για κάθε 1 ¤ j ¤ m ισχύει�����
m̧

i�1

aizi

����� ¥ 2}ajzj} �
�����
m̧

i�1

aizi � 2ajzj

����� ¥ 2|aj | � p1� εq max
1¤i¤m

|ai|.

Συνεπώς, �����
m̧

i�1

aizi

����� ¥ 2 max
1¤i¤m

|ai| � p1� εq max
1¤i¤m

|ai| � p1� εq max
1¤i¤m

|ai|

για κάθε a1, . . . , am P R.

΄Αρα για κάθε a1, . . . , am P R ισχύει

p1� εq max
1¤i¤m

|ai| ¤
�����
m̧

i�1

aizi

����� ¤ p1� εq max
1¤i¤m

|ai|.

Δηλαδή,

`m8
1�ε
1�ε
ãÝÝÑ X.

Από το Λήμμα 3.1.5 έπεται ότι ο c0 είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. �

Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να δείξουμε και την type περίπτωση του θεωρήματος Maurey-

Pisier, δηλαδή ότι για κάθε απειροδιάστατο χώρο BanachX, αν pX � sup t1 ¤ p ¤ 2 : ο X έχει type pu
τότε ο `p

X
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. Σε αυτή την περίπτωση ορίζουμε ψppnq

να είναι η μικρότερη σταθερά C για την οποία για κάθε x1, . . . , xn P X ισχύει

�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
p�1{p

¤ C

�
ņ

i�1

}xi}p
�1{p

και αποδεικνύουμε ότι

lim
nβ

ψpppnq ÝÑ 0

για κάθε 0   β   p
�

1
p
X
� 1

p

	
. Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε πρόταση ανάλογη της Πρότασης

6.3.1 και συνεχίζουμε όπως και προηγουμένως. Με την βοήθεια της απόδειξης του θεωρήματος

του Krivine προκύπτει το ζητούμενο. Ωστόσο δεν θα παρουσιάσουμε με περισσότερες λεπτομέρειες

αυτήν την απόδειξη διότι η type περίπτωση προκύπτει από το θεώρημα του Pisier που αποδεικνύουμε

στο επόμενο κεφάλαιο.



Κεφάλαιο 7

Η περίπτωση του type

7.1 Martingales και η ανισότητα του Azuma

Σε αυτή την παράγραφο δίνουμε πρώτα τους βασικούς ορισμούς της δεσμευμένης μέσης τιμής και

του martingale σε ένα χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq, και στη συνέχεια αποδεικνύουμε την ανισότητα

του Azuma καθώς και μια ανισότητα η οποία θα μας φανεί χρήσιμη στη συνέχεια.

Ορισμός 7.1.1. ΄Εστω pΩ,A,Pq ένας χώρος πιθανότητας. Αν G είναι μια υπο-σ-άλγεβρα της A
και αν f P L1pΩ,A,Pq, τότε η συνολοσυνάρτηση

µpAq �
»
A
fdP, A P G

ορίζει ένα μέτρο στην G, το οποίο είναι απολύτως συνεχές ως προς το P|G . Από το θεώρημα

Radon–Nikodym, υπάρχει μοναδική h P L1pΩ,G,Pq με την ιδιότητα»
A
hdP �

»
A
fdP

για κάθε A P G. Η h ονομάζεται δεσμευμένη μέση τιμή της f ως προς την G και συμβολίζεται

με h � Epf |Gq.
Διαισθητικά, για ω P Ω, η τιμή Epf |Gqpωq εκφράζει την καλύτερη εκτίμηση της τιμής fpωq όταν

γνωρίζουμε την συμπεριφορά της στη σ-άλγεβρα G, δηλαδή όταν για κάθε A P G γνωρίζουμε αν

fpωq P A.

Παράδειγμα 7.1.2. Τυπικό παράδειγμα είναι αυτό όπου G είναι η άλγεβρα που παράγεται από

μια διαμέριση tA1, . . . , Amu του Ω, με τα Ai P A να έχουν θετικό μέτρο PpAiq ¡ 0. Τότε, εύκολα

ελέγχουμε ότι αν f P L1pΩ,A,Pq η δεσμευμένη τιμή της f είναι η συνάρτηση h που είναι σταθερή

σε κάθε Ai, με τιμή

h|Ai �
1

PpAiq
»
Ai

f dP.

Βασικές ιδιότητες της δεσμευμένης μέσης τιμής είναι οι εξής:

Λήμμα 7.1.3. (α) Ο τελεστής f ÞÑ Epf |Gq είναι θετικός, γραμμικός και έχει νόρμα 1 σε κάθε

Lp, 1 ¤ p ¤ 8.
(β) Αν G1 είναι μια υπο-σ-άλγεβρα της G, τότε EpEpf |Gq|G1q � Epf |G1q.
(γ) Αν g P L8pΩ,G,Pq τότε Epf � g|Gq � g � Epf |Gq.
(δ) Αν G � tH,Ωu είναι η τετριμμένη σ-άλγεβρα, τότε η Epf |Gq είναι σταθερή και ισούται με τη
μέση τιμή της f :

Epf |Gq � Ef �
»
fdP.
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Απόδειξη. (α) Η γραμμικότητα έπεται άμεσα από τον ορισμό της δεσμευμένης μέσης τιμής. Δε-

ίχνουμε ότι ο τελεστής f ÞÑ Epf |Gq είναι θετικός: Αν f P L1pΩ,A,Pq και f ¥ 0, τότε υπάρχει

h P L1pΩ,G,Pq ώστε »
A
h dP �

»
A
f dP ¥ 0

για κάθε A P G. Αν θεωρήσουμε το En � tω : hpωq ¤ � 1
nu έχουμε ότι En P G και

0 ¤
»
En

f dP �
»
En

h dP ¤ � 1

n
PpEnq,

απ’ όπου έπεται ότι PpEnq � 0. ΄Αρα,

Ppω : hpωq   0q � P

� 8¤
n�1

En

�
� 0.

Από το γεγονός ότι ο τελεστής T pfq � Epf |Gq είναι θετικός και γραμμικός έπεται ότι είναι μο-

νότονος: αν f, g P L1pΩ,A,Pq με f ¤ g, τότε Epf |Gq ¤ Epg|Gq. Ειδικότερα, έπεται ότι

|Epf |Gq| ¤ Ep|f | |Gq

για κάθε f P L1pΩ,A,Pq. Τότε, η δεσμευμένη μέση τιμή T : L1 Ñ L1 είναι φραγμένος τελεστής

νόρμας 1. Πράγματι·

}Epf |Gq}1 �
»
|EpF |Gq| dP ¤

»
Ep|f | |Gq dP �

»
|f | dP � }f}1,

όπου στην προτελευταία ισότητα έχουμε χρησιμοποιήσει τον ορισμό της δεσμευμένης μέσης τιμής.

Επίσης, είναι Ep1|Gq � 1. Από την ανισότητα Hölder έπεται ότι Lp � L1 για κάθε 1 ¤ p ¤ 8.

Επομένως, αν f P L8, τότε

|Epf |Gq| ¤ Ep|f ||Gq ¤ Ep}f}8|Gq � }f}8.

Συνεπώς, για κάθε f P L8 έπεται ότι Epf |Gq P L8 και μάλιστα }Epf |Gq}8 ¤ }f}8. Με άλλα

λόγια, η δεσμευμένη μέση τιμή T : L8 Ñ L8 είναι καλά ορισμένος τελεστής νόρμας 1. Τέλος,

αυτό που μένει να δείξουμε είναι ότι ο T : Lp Ñ Lp είναι επίσης καλά ορισμένος. Αυτό έπεται από

τον ακόλουθο ισχυρισμό:

Ισχυρισμός : ΄Εστω f P L1 και ϕ : RÑ R κυρτή ώστε E|ϕpfq|   8. Τότε ισχύει

ϕpEpf |Gqq ¤ Epϕpfq|Gq.

Απόδειξη του ισχυρισμού: Είναι γνωστό ότι υπάρχουν ακολουθίες πραγματικών αριθμών panq, pbnq
ώστε ϕpxq � supnpanx� bnq για κάθε x P R. Τότε, για κάθε n P N ισχύει

anfpxq � bn ¤ ϕpfpxqq

σχεδόν παντού. ΄Επεται ότι για κάθε n P N υπάρχει En P G με PpEnq � 0 και

anEpf |Gq � bn ¤ Epϕpfq|Gq

για κάθε x P Ω r En. Αν θέσουμε E � �8
n�1En, τότε PpEq � 0 και αν x P Ω r E είναι

anEpf |Gq � bn ¤ Epϕpfq|Gq
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για κάθε n P N. Συνεπώς, παίρνοντας supremum ως προς n έχουμε ότι

ϕpEpf |Gqq ¤ Epϕpfq|Gq

σχεδόν για κάθε x P Ω. 2

Εφαρμόζοντας αυτήν την ανισότητα για την ϕptq � |t|p έχουμε ότι

|Epf |Gq|p ¤ Ep|f |p|Gq

και ολοκληρώνοντας βλέπουμε ότι }Epf |Gq}p ¤ }f}p για κάθε f P Lp.
(β) ΄Εστω g � Epf |Gq. Τότε για κάθε A P G ισχύει

³
A f dP �

³
A g dP. Αν B P G1 � G τότε έχουμε³

B g dP �
³
B f dP. Από τον ορισμό έπεται ότι Epg|G1q � Epf |G1q.

(γ) Αρκεί να το δείξουμε για χαρακτηριστικές συναρτήσεις που είναι G-μετρήσιμες. Για g � χA και

A,B P G έχουμε»
B
Epfg|Gq dP �

»
B
fg dP �

»
AXB

f dP �
»
AXB

Epf |Gq dP �
»
B
gEpf |Gq dP.

΄Ετσι, Epfg|Gq � gEpf |Gq, διότι χAEpf |Gq P L1pΩ,G,Pq.
(δ) ΄Αμεσο από τον ορισμό και το παράδειγμα μετά από τον ορισμό. �

Ορισμός 7.1.4. ΄Εστω pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας. Αν tXiuiPI είναι οικογένεια τυχαίων μετα-

βλητώς Xi : Ω Ñ R, τότε με σ ptXiuiPIq συμβολίζουμε την ελάχιστη σ-άλγεβρα ως προς την οποία

η Xi είναι μετρήσιμη για κάθε i P I.
΄Εστω επιπλέον f τυχαία μεταβλητή στον L1pΩ,A,Pq. Συμβολίζουμε με

Epf | tXiuiPIq

την δεσμευμένη μέση τιμή Epf |σ ptXiuiPIqq.

Διαισθητικά, για ω P Ω, η τιμή Eppf | tXiuiPIq pωq εκφράζει την καλύτερη εκτίμηση της τιμής

fpωq, όταν είναι γνωστές οι τιμές Xipωq για κάθε i P I.

Πρόταση 7.1.5. ΄Εστω f τυχαία μεταβλητή στον L1pΩ,A,Pq και tXiuiPI οικογένεια τυχαίων
μεταβλητών Xi : Ω Ñ R. Αν X : Ω Ñ R είναι τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη από την f , τότε

Epf | tXiuiPIq � Epf |X, tXiuiPIq.

Πρόταση 7.1.6. ΄Εστω pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας και pFnq8n�1 αύξουσα ακολουθία σ-αλγεβρών.

΄Εστω F � σ
��8

n�1Fn
�
η ελάχιστη σ-άλγεβρα που την περιέχει.

Αν f : Ω Ñ R τυχαία μεταβλητή τέτοια ώστε f P LppΩ,A,Pq για κάποιο p ¥ 1 τότε,

lim
nÑ8E pf |Fnq P-σ.π.� E pf |Fq .

Ορισμός 7.1.7 (Martingale). ΄Εστω F0 � F1 � � � � � F μια ακολουθία σ-αλγεβρών. Μια

ακολουθία f0, f1, . . . συναρτήσεων fi P L1pΩ,Fi,Pq λέγεται martingale ως προς την tFiu αν

Epfi|Fi�1q � fi�1 για κάθε i ¥ 1.

Η ανισότητα του Azuma δίνει εκτίμηση της πιθανότητας απόκλισης μιας φραγμένης συνάρτησης

από τη μέση τιμή της.
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Πρόταση 7.1.8 (Ανισότητα Azuma). ΄Εστω f τυχαία μεταβλητή στον L8pΩ,A,Pq. ΄Εστω
επιπλέον pFnq8n�1 αύξουσα ακολουθία σ-αλγεβρών με Fn � A για κάθε n P N, tH,Ωu � F0 �
F1 � F2 � . . . � Fn � . . . και F � σp�8

i�1Fnq η ελάχιστη σ-άλγεβρα που περιέχει την Fn για
κάθε n P N.
Για k P N ορίζουμε dk � Epf |Fkq � Epf |Fk�1q. Υποθέτουμε επιπλέον ότι

8°
k�1

}dk}28   8,
όπου }dk}8 � sup t|dipωq| : ω P Ωu. Τότε για κάθε t ¡ 0 ισχύει

P p|Epf |Fq � Ef | ¡ tq ¤ 2e
�t2

N
4

8°
k�1

}dk}28
.

Αν επιπλέον η f είναι F -μετρήσιμη, τότε για κάθε t ¡ 0

P p|f � Ef | ¡ tq ¤ 2e
�t2

N
4

8°
k�1

}dk}28
.

Απόδειξη. Παρατηρούμε πρώτα ότι η ακολουθία tEpf |Fiqu8i�0 είναι martingale ως προς tFiu8i�0.

Πράγματι, έχουμε

EpEpf |Fiq|Fi�1q � Epf |Fi�1q
και Epf |Fiq P L1pΩ,Fi,Pq από τον ορισμό της δεσμευμένης μέσης τιμής. Επιπλέον, έχουμε

Epdi|Fi�1q � 0 για κάθε i ¥ 1:

Epdi|Fi�1q � E
�
Epf |Fiq � Epf |Fi�1q|Fi�1

�
(7.1.1)

� EpEpf |Fiq|Fi�1q � E
�
Epf |Fi�1q|Fi�1

�
� Epf |Fi�1q � Epf |Fi�1q � 0.

Συγκρίνοντας τις δυναμοσειρές των ex και ex
2{2

βλέπουμε ότι ex ¤ x� ex
2
για κάθε x P R. Αφού

ο τελεστής f ÞÑ Epf |Fq είναι θετικός, συμπεραίνουμε οτι για κάθε λ P R

Epeλdk |Fk�1q ¤ Epλdk|Fk�1q � Epeλ2d2k | Fk�1q.

Από τη γραμμικότητα της f ÞÑ Epf |Fk�1q έχουμε Epλdk|Fk�1q � λEpdk|Fk�1q � 0. Επίσης,

έχουμε υποθέσει ότι f P L8pΩ,A,Pq, άρα κάθε dk P L8pΩ,Fk,Pq. Συνεπώς,

Epeλdk |Fk�1q ¤ Epeλ2d2k | Fk�1q ¤ Epeλ2}dk}28 |Fk�1q � eλ
2}dk}28 .

Ισχυρισμός: Ισχύει η ανισότητα

E
�
e
°n
i�1 λdi

	
¤ eλ

2
°n
i�1 }di}28 .

Απόδειξη του ισχυρισμού: Με επαγωγή δείχνουμε ότι E peλ
°k
j�1 dj q ¤ e

°k
j�1 λ

2}dj}28 για κάθε k ¤ n:

Για k � 1 έχουμε E peλd1q � E
�
E peλd1 |F0q

� ¤ eλ
2}d1}28 . Υποθέτουμε ότι

E peλ
°k
j�1 dj q ¤ e

°k
j�1 λ

2}dj}28

για κάποιον k   n. Αφού e
°k
j�1 λdj P L8pΩ,Fk,Pq, από το Λήμμα 7.1.3 (γ) παίρνουμε

Epe
°k
j�1 λdjeλdk�1 |Fkq � e

°k
j�1 λdjEpeλdk�1 |Fkq.
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Χρησιμοποιώντας και την επαγωγική υπόθεση έχουμε:

E peλ
°k�1
j�1 dj q � E

�
E pe

°k
j�1 λdjeλdk�1 | Fkq

�
(7.1.2)

� E
�
e
°k
j�1 λdjE peλdk�1 | Fkq

�
¤ E

�
e
°k
j�1 λdjeλ

2}dk�1}28
�

� eλ
2}dk�1}28E pe

°k
j�1 λdj q

¤ eλ
2}dk�1}28eλ

2
°k
j�1 }di}28

� eλ
2
°k�1
j�1 }dj}28 .

2

Για κάθε λ ¡ 0 έχουμε

P pEpf |Fnq � Ef ¥ tq � P pEpf |Fnq � Epf |F0q ¥ tq � P

�
ņ

j�1

dj ¥ t

�
¤ E eλ

°n
j�1 dj�λt(7.1.3)

¤ eλ
2
°n
j�1 }dj}28�λt ¤ eλ

2
°8
j�1 }dj}28�λt.

Ελαχιστοποιώντας ως προς λ βλέπουμε ότι

PpEpf |Fnq � Ef ¥ tq ¤ exp

�
�t2{4

8̧

j�1

}dj}28
�
.

Εφαρμόζοντας το ίδιο επιχείρημα για την �f , παίρνουμε

Pp�Epf |Fnq � Ef ¥ tq ¤ exp

�
�t2{4

8̧

j�1

}dj}28
�
.

Συνδυάζοντας τις δύο ανισότητες βλέπουμε ότι

P p|Epf |Fnq � Ef | ¥ tq ¤ 2 exp

�
�t2{4

8̧

j�1

}dj}28
�
.

Σύμφωνα με την Πρόταση 7.1.6,

lim
nÑ8Epf |Fnq � Epf |Fq, P-σχεδόν παντού.

Επομένως,

lim
nÑ8 |Epf |Fnq � Ef | � |Epf |Fq � Ef | , P-σχεδόν παντού.

Συνεπώς,

P p|Epf |Fq � Ef | ¡ tq ¤ P

� 8¤
n�1

£
k¥n

t|Epf |Fkq � Ef | ¡ tu
�

� lim
nÑ8P

�£
k¥n

t|Epf |Fkq � Ef | ¡ tu
�

¤ lim inf
nÑ8 P p|Epf |Fnq � Ef | ¡ tq

¤ 2 exp

�
�t2{4

8̧

j�1

}dj}28
�
.
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Αν επιπλέον η f είναι F -μετρήσιμη, τότε Epf |Fq � f και άρα

P p|f � Ef | ¡ tq ¤ 2 exp

�
�t2{4

8̧

j�1

}dj}28
�
.

�

Εκμεταλλευόμενοι την Πρόταση 7.1.8 μπορούμε να δείξουμε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 7.1.9. ΄Εστω pSiqiPN ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με τιμές σε έναν
χώρο Banach X πεπερασμένης διάστασης, τέτοια ώστε η σειρά

°8
i�1 Si να συγκλίνει σχεδόν παντού

και

���� 8°
i�1

Si

���� P L1pΩ,A,Pq. Υποθέτουμε επιπλέον ότι
8°
i�1

}Si}28   8, όπου }Si}8 � supt}Sipωq} :

ω P Ωu. Τότε, για κάθε t ¡ 0,

P

������
�����
8̧

i�1

Si

������ E

�����
8̧

i�1

Si

�����
����� ¡ t

�
¤ 2e

�t2
N

16
8°
i�1

}Si}28
.

Απόδειξη. Ορίζουμε Fn � σpS1, . . . , Snq. Τότε η pFnq8n�1 είναι αύξουσα ακολουθία σ-αλγεβρών

και επομένως, από την Πρόταση 7.1.8, αν dk � E
� ���� 8°

i�1
Si

����
���� Fk



�E

� ���� 8°
i�1

Si

����
���� Fk�1



τότε, για

κάθε t ¡ 0,

(7.1.4) P

������
�����
8̧

i�1

Si

������ E

�����
8̧

i�1

Si

�����
����� ¡ t

�
¤ 2e�t

2{4°8k�1 }dk}28 ,

διότι η ω ÞÑ ∥∥°8
i�1 Sipωq

∥∥ είναι F -μετρήσιμη.

Για τον υπολογισμό της }dk}8, ορίζουμε Zk �
°8
i�1 Si � Sk και παρατηρούμε ότι εφόσον οι

tSiu8i�1 είναι ανεξάρτητες, η Zk �
°
i�k Si είναι ανεξάρτητη από την Sk. Επομένως, δεδομένου ότι

Fk � σ pS1, . . . , Skq και Fk�1 � σ pS1, . . . , Sk�1q, λαμβάνοντας υπ’ όψιν την Πρόταση 7.1.5 έχουμε

ότι

E p ‖Zk‖ | Fkq � E p ‖Zk‖ | Fk�1q .
Συνεπώς,

|dkpωq| �
�����E

� �����
8̧

i�1

Si

�����
����� Fk

�
� E

� �����
8̧

i�1

Si

�����
����� Fk�1

������ �
�

�����E
� �����

8̧

i�1

Si

�����
����� Fk

�
� E p }Zk} | Fkq � E p }Zk} | Fk�1q � E

� �����
8̧

i�1

Si

�����
����� Fk�1

������
�

�����E
� �����

8̧

i�1

Si

������ }Zk}
����� Fk

�
� E

� �����
8̧

i�1

Si

������ }Zk}
����� Fk�1

������
¤

�����E
� �����

8̧

i�1

Si

������ }Zk}
����� Fk

�������
�����E

� �����
8̧

i�1

Si

������ }Zk}
����� Fk�1

������
¤ E

� �����
�����
8̧

i�1

Si

������ }Zk}
�����
����� Fk

�
� E

� �����
�����
8̧

i�1

Si

������ }Zk}
�����
����� Fk�1

�

¤ }Sk}8 � }Sk}8 � 2}Sk}8,
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διότι από τη τριγωνική ανισότητα έχουμε�����
�����
8̧

i�1

Si

������ ‖Zk‖
����� ¤

∥∥∥∥∥ 8̧

i�1

Si � Zk

∥∥∥∥∥ � ‖Sk‖ .
Επομένως,

(7.1.5) }dk}8 ¤ 2}Sk}8.

Από τις (7.1.4) και (7.1.5) έπεται ότι

P

������
�����
8̧

i�1

Si

������ E

�����
8̧

i�1

Si

�����
����� ¡ t

�
¤ 2e

�t2
N

16
8°
i�1

}Si}28

�

Πρόταση 7.1.10. ΄Εστω 1   p   2 και q ¡ 0 τέτοιοι ώστε 1
p � 1

q � 1. ΄Εστω pSkq8k�1

ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με τιμές σε έναν χώρο Banach X, τέτοια ώστε���� 8°
k�1

Sk

���� P L1pΩ,A,Pq. Τότε, για κάθε t ¡ 0 ισχύει

P

������
�����
8̧

k�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�1

Sk

�����
����� ¡ t

�
¤ 2exp

�
�Dp

�
t

supkPN k1{p}Sk}8


q

,

όπου Dp ¡ 0 σταθερά που εξαρτάται μόνο από το p.

Απόδειξη. Αρκεί να το δείξουμε με την πρόσθετη υπόθεση ότι sup
kPN

k1{p}Sk}8 � 1. ΄Εστω tm �
m°
k�1

k�1{p
. Παρατηρούμε ότι tm �

m°
k�1

k�1{p ¤ qm1{q
και επιπλέον υπάρχει σταθερά M �Mpqq ¡

0, που εξαρτάται μόνο από το q, τέτοια ώστε m1{q ¤Mtm. Πράγματι,

m̧

k�1

k�1{p �
m�1̧

k�0

» k�1

k

1

pk � 1q1{pdx ¤
m�1̧

k�0

» k�1

k

1

x1{pdx

�
» m

0

1

x1{pdx �
x�1{p�1

�1
p � 1

�����
m

x�0

� qm1�1{p,

διότι �1{p� 1 ¡ 0.

Για m P N έχουμε�����
8̧

k�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�1

Sk

����� ¤
�����

8̧

k�m�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�m�1

Sk

������
∥∥∥∥∥ m̧

k�1

Sk

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ m̧

k�1

Sk

∥∥∥∥∥
¤

�����
8̧

k�m�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�m�1

Sk

������ 2
m̧

k�1

}Sk}8

¤
�����

8̧

k�m�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�m�1

Sk

������ 2
m̧

k�1

k�1{p

¤
�����

8̧

k�m�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�m�1

Sk

������ 2qm1{q,
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και ομοίως,

E

�����
8̧

k�1

Sk

������
�����
8̧

k�1

Sk

����� ¤ E

�����
8̧

k�m�1

Sk

������
�����

8̧

k�m�1

Sk

������ 2qm1{q.

΄Αρα, �����
�����
8̧

k�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�1

Sk

�����
����� ¤

�����
�����

8̧

k�m�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�m�1

Sk

�����
������ 2qm1{q.

Υποθέτουμε αρχικά ότι t ¡ 4q. Παρατηρούμε ότι,

8°
k�1

}Sk}28 ¤
8°
k�1

1
k2{p

  8, διότι 2{p ¡ 1.

Επομένως, λαμβάνοντας υπ’ όψιν την Πρόταση 7.1.9, για κάθε m P N και t ¡ 4qm1{q
έχουμε

P

������
�����
8̧

k�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�1

Sk

�����
����� ¡ t

�
¤ P

������
�����

8̧

k�m�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�m�1

Sk

�����
����� ¡ 2qm1{q

�

¤ 2 exp

�
�4q2m2{q

O
16

8̧

k�m�1

}Sk}28
�

¤ 2 exp

�
�4q2m2{q

O
16

8̧

k�m�1

k�2{p
�
.

Παρατηρούμε ότι
°8
k�m�1 k

�2{p ¤ q
q�2m

1�2{p
. Πράγματι,

8̧

k�m�1

k�2{p ¤
8̧

k�m

» k�1

k

1

pk � 1q2{pdx ¤
8̧

k�m

» k�1

k

1

x2{pdx

�
» 8

m

1

x2{pdx �
x�2{p�1

�2
p � 1

�����
8

x�m

� 1
2
p � 1

m1�2{p � q

q � 2
m1�2{p,

διότι �2{p� 1   0.

Τελικά, συμπεραίνουμε ότι

P

������
�����
8̧

k�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�1

Sk

�����
����� ¡ t

�
¤ 2 exp

�
�4qpq � 2qm 2

q
�1� 2

p

M
16

	
� 2 exp p�4qpq � 2qm{16q

για κάθε m P N και t ¡ 4m1{q
.

Εφόσον t ¡ 4q, υπάρχει ένας m P N τέτοιος ώστε 4qm1{q   t ¤ 4qpm� 1qq. Τότε,

m ¥ m� 1

2
¥ 1

2

�
t

4q


q
� tq

2p4qqq .

Επομένως, γι’ αυτόν τον m,

P

������
�����
8̧

k�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�1

Sk

�����
����� ¡ t

�
¤ 2 exp p�4qpq � 2qm{16q

¤ 2 exp p�4qpq � 2qtq{32p4qqq q
� 2e�D

1
pt
q
,
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όπου D1
p � qpq�2q

8p4qqq . Δείξαμε επομένως τη ζητούμενη ανισότητα για t ¡ 4q.

Για t ¤ 4q,

P

������
�����
8̧

k�1

Sk

������ E

�����
8̧

k�1

Sk

�����
����� ¡ t

�
¤ 1 ¤ 2e�D

2
pp4qqq

¤ e�D
2
pt
q
,

όπου το D2
p ¡ 0 είναι τέτοιο ώστε e�D

2
pp4qqq ¥ 1{2.

Για Dp � max
 
D1
p, D

2
p

(
έχουμε το ζητούμενο. �

Θα χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 7.1.10 στην ακόλουθη μορφή:

Πόρισμα 7.1.11. ΄Εστω 1   p   2 και q ο συζυγής εκθέτης του p. ΄Εστω επίσης tYku8k�1

ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με τιμές σε έναν χώρο Banach, με ‖Yk‖8 ¤ 1, και

tbku8k�1 ακολουθία πραγματικών αριθμών τέτοια ώστε |bk| ¤ k�1{p
για κάθε k P N. Αν επιπλέον∥∥°8

k�1 bkYk
∥∥ P L1 pΩ,A,Pq, τότε για κάθε t ¡ 0

P

������
∥∥∥∥∥ 8̧

k�1

bkYk

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ 8̧

k�1

bkYk

∥∥∥∥∥
����� ¡ t

�
¤ 2e�Dpt

q
,

όπου η σταθερά Dp είναι όπως στην Πρόταση 7.1.10.

Απόδειξη. Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 7.1.10. �

7.2 p-stable τυχαίες μεταβλητές

΄Εστω X : Ω Ñ R τυχαία μεταβλητή. Υπενθυμίζουμε ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση της X

είναι η συνάρτηση φX : R Ñ C με φXptq � E
�
eitX

� � ³
Ω e

itXpωqdPpωq. Η βασική ιδιότητα των

χαρακτηριστικών συναρτήσεων είναι ότι καθορίζουν πλήρως την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής.

Δηλαδή, αν δύο τυχαίες μεταβλητές έχουν ίσες χαρακτηριστικές συναρτήσεις τότε είναι ισόνομες.

Ορισμός 7.2.1. ΄Εστω 0   p ¤ 2 και σ ¥ 0. Μια συμμετρική τυχαία μεταβλητή ϑ : Ω Ñ R
λέγεται p-stable με παράμετρο σ αν η χαρακτηριστική της συνάρτηση είναι η εξής:

(7.2.1) Epeitϑq �
»

Ω
eitϑpωqdPpωq � e�σ

p|t|p{2
για κάθε t P R.

Αν σ � 1 τότε η ϑ λέγεται standard p-stable τυχαία μεταβλητή.

Για p � 2 πρόκειται για τις κανονικές τυχαίες μεταβλητές, ενώ για p ¡ 2 αποδεικνύεται ότι

δεν υπάρχουν τυχαίες μεταβλητές που να ικανοποιούν την (7.2.1). ΄Οπως είδαμε στην απόδειξη της

Πρότασης 5.4.10 αν g είναι κανονική τυχαία μεταβλητή σε έναν χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq τότε

g P LppΩ,A,Pq για κάθε 1 ¤ p   8. Δεν ισχύει το ίδιο για p-stable τυχαίες μεταβλητές για

1 ¤ p   2. Ισχύει ωστόσο η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 7.2.2. ΄Εστω ϑ p-stable τυχαία μεταβλητή για κάποιο 0   p   2 σε έναν χώρο

πιθανότητας pΩ,A,Pq. Τότε ϑ P Lr για κάθε 0   r   p. Επιπλεόν, ϑ R Lp.

Χάρη στην Πρόταση 7.2.2 μπορούμε να δείξουμε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 7.2.3. ΄Εστω pΩ,A,Pq χώρος πιθανότητας. Για κάθε 1 ¤ r   p   2 ο `p εμφυτεύεται

ισομετρικά στον LrpΩ,A,Pq.
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Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει όπως στην απόδειξη της Πρότασης 5.4.10 αφού από την Πρότα-

ση 7.2.2 έχουμε ότι ϑ P Lr για κάθε r   p και ϑ p-stable τυχαία μεταβλητή. �

Παρατήρηση 7.2.4. Οι p-stable τυχαίες μεταβλητές ικανοποιούν τις εξής ιδιότητες:

(i) Αν η ϑ είναι p-stable τυχαία μεταβλητή με παράμετρο σ ¥ 0 και λ P R, τότε η λϑ είναι

p-stable τυχαία μεταβλητή με παράμετρο |λ|σ. Πράγματι, για τη χαρακτηριστική συνάρτηση

της λϑ ισχύει

E
�
eitλϑ

	
� e�σ

p|tλ|p{2 � e�pσ|λ|q
p|t|p{2.

(ii) Γενικότερα, αν tϑ1, ϑ2, . . . , ϑnu είναι μια ακολουθία από ανεξάρτητες p-stable τυχαίες μετα-

βλητές και a1, a2, . . . , an P R, τότε η

ņ

j�1

ajϑj

είναι p-stable.

Αν επιπλέον οι ϑ1, . . . , ϑn είναι standard, τότε η

n°
j�1

ajϑj έχει παράμετρο

�
n°
j�1

|aj |p
�1{p

.

Πράγματι, έστω tϑjunj�1, όπου κάθε ϑj είναι p-stable με παράμετρο σj . Τότε,

E

#
exp

�
it

ņ

j�1

ajϑj

�+
� E

#
exp

�
ņ

j�1

itajϑj

�+
� E

�
n¹
j�1

eitajϑj

�
�

n¹
j�1

E
�
eitajϑj

	

�
n¹
j�1

e�σ
p
j |ajt|p{2 � exp

�
�
�

ņ

j�1

σpj |aj |p
�
|t|p{2

�

Αν επιπλέον οι ϑ1, . . . , ϑn είναι standard τότε σj � 1 για κάθε j � 1, 2, . . . , n, άρα

E

#
exp

�
it

ņ

j�1

ajϑj

�+
� exp

�
�
�

ņ

j�1

|aj |p
�
|t|p{2

�
.

(iii) Από τα (i) και (ii) προκύπτει ότι αν οι ϑ1, . . . , ϑn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες p-stable

τυχαίες μεταβλητές τότε η

n°
j�1

ajϑj και η

�
n°
j�1

|aj |p
�1{p

ϑ1 είναι ισόνομες.

Συνεπώς, για κάθε r ¡ 0,

�����
ņ

j�1

ajϑj

�����
r

�
�
E

�����
ņ

j�1

ajϑj

�����
r�1{r

� cp,r

�
ņ

j�1

|aj |p
�1{p

,

όπου cp,r � pE|ϑ1|rq1{r � }ϑ1}r. Παρατηρούμε ότι από την Πρόταση 7.2.2 έχουμε ότι

E|ϑ1|r   8 για κάθε r   p.

(iv) Η ιδιότητα (iii) χαρακτηρίζει τις p-stable τυχαίες μεταβλητές: ανX είναι μια τυχαία μεταβλητή,

οι pXjqnj�1 είναι ανεξάρτητες και ισόνομες με την X και για κάθε a1, . . . , an P R ισχύει ότι η

n°
j�1

ajXj έχει την ίδια κατανομή με την

�
n°
j�1

|aj |p
�1{p

X, τότε η X είναι p-stable.
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(v) Υπάρχει μια σταθερά cp ¡ 0 που εξαρτάται μόνο από το p ώστε

lim
tÑ8 t

pP pt|ϑ| ¡ tuq � cpσ
p

για κάθε p-stable τυχαία μεταβλητή ϑ με παράμετρο σ.

Ορισμός 7.2.5. ΄Εστω X χώρος Banach πεπερασμένης διάστασης και έστω 0   p ¤ 2. Μια

συμμετρική τυχαία μεταβλητή S : Ω Ñ X με τιμές στον X λέγεται p-stable αν για κάθε x� P X�
,

η x� � S είναι p-stable τυχαία μεταβλητή με τιμές στο R.

Παρατήρηση 7.2.6. Για τις p-stable τυχαίες μεταβλητές με τιμές σε έναν χώρο Banach X

ισχύουν ανάλογες ιδιότητες με αυτές στην Παρατήρηση 7.2.4:

(i) Αν η S : Ω Ñ X είναι p-stable και λ P R τότε η λS είναι p-stable.

(ii) Γενικότερα, αν S1, . . . , Sn είναι ανεξάρτητες p-stable τυχαίες μεταβλητές με τιμές στον X και

a1, . . . , an P R, τότε η
ņ

j�1

ajSj

είναι p-stable.

(iii) Αν S1, . . . , Sn είναι ανεξάρτητες p-stable τυχαίες μεταβλητές με τιμές στον X, οι οποίες

είναι ισόνομες με την S, τότε η

n°
j�1

ajSj είναι ισόνομη με την

�
n°
j�1

|aj |p
�1{p

S για κάθε

a1, . . . , an P R.

Συνεπώς για κάθε r ¡ 0,

�����
ņ

j�1

ajSj

�����
r

�
�
E

�����
ņ

j�1

ajSj

�����
r�1{r

�
�

ņ

j�1

|aj |p
�1{p

pE}S}rq1{r .

Μάλιστα, ισχύει ότι E ‖S‖r   8 για κάθε r   p.

(iv) Αν ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες p-stable τυχαίες μεταβλητές με τιμές στο R
και x1, . . . , xn P X τότε η

S �
ņ

j�1

ϑjxj

είναι p-stable τυχαία μεταβλητή με τιμές στον Χ.

Οι αποδείξεις των παραπάνω προκύπτουν από την Παρατήρηση 7.2.4 και το γεγονός ότι δύο τυχαίες

μεταβλητές S, T : Ω Ñ X είναι ισόνομες αν και μόνο αν η x� � S είναι ισόνομη με την x� � T για

κάθε x� P X�
.

΄Εστω pAiq8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών τέτοια ώστε Ai �
Expp1q για κάθε 1 ¤ i   8, δηλαδή η Ai ακολουθεί την εκθετική κατανομή με παράμετρο 1.

Επομένως, PpAi ¡ tq � e�t, για κάθε t ¡ 0. Για j P N ορίζουμε

Γj �
j̧

i�1

Ai
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Τότε, Γj � Gammapj, 1q και άρα

PpΓj ¤ tq �
» t

0

sj�1

pj � 1q!e
�sds, για κάθε t ¡ 0.

Στο εξής με Γj θα συμβολίζουμε τυχαίες μεταβλητές που προκύπτουν όπως παραπάνω.

Ιδιαίτερα χρήσιμο είναι το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 7.2.7. ΄Εστω tΓju8j�1 όπως παραπάνω και Y : Ω Ñ X συμμετρική τυχαία μεταβλητή

με τιμές σε έναν χώρο Banach X πεπερασμένης διάστασης, τέτοια ώστε
³
Ω ‖Y pωq‖p dPpωq   8.

΄Εστω επίσης pYjq8j�1 ακολουθία τυχαίων μεταβλητών οι οποίες είναι ισόνομες με την Y , ανεξάρτητες

μεταξύ τους αλλά και από τις tΓju8j�1. Τότε η

S �
8̧

j�1

Γ
�1{p
j Yj

συγκλίνει σχεδόν παντού και είναι p-stable τυχαία μεταβλητή με τιμές στον X.

Επιπλέον, για κάθε x� P X�
,»

X
|x�pxq|pdµpxq � E |x� � Y |p � lim

tÑ8 t
p P p|x� � S| ¡ tq � cpσ

p,

όπου σ είναι η παράμετρος της x� � S, η cp είναι όπως στην Παρατήρηση 7.2.4 (v) και µ είναι η

κατανομή της Y .

Λήμμα 7.2.8. ΄Εστω ϑ1, . . . , ϑN ανεξάρτητες και ισόνομες p-stable τυχαιές μεταβλητές. ΄Εστω

X χώρος με νόρμα και x1, . . . , xN P X. Θέτουμε Z � °N
i�1 ϑixi. ΄Εστω µ μέτρο Borel στον X

με

µ

�"
xi
}xi}

*

� µ

�"
� xi
}xi}

*

� }xi}p

2
, για κάθε i � 1, . . . , N.

Αν
°N
i�1 }xi}p � 1, τότε το µ είναι συμμετρικό μέτρο πιθανότητας και για κάθε x� P X�

η

χαρακτηριστική συνάρτηση της x� � Z είναι η εξής:

E
�
eitx

�pZq
	
� exp

�
�
�»

X
|x�pxq|pdµpxq



|t|p{2



, για κάθε t P R.

Απόδειξη. ΄Εστω x� P X�
. Θέτουμε ai � x�pxiq για κάθε i � 1, 2, . . . , N . Τότε, x�pZq �°N

i�1 aiϑi. Η
°N
i�1 aiϑi είναι p-stable τυχαία μεταβλητή με παράμετρο

�°N
i�1 |ai|p

	1{p
. Επομένως,

για κάθε t P R,

E
�
eitx

�pZq
	
� E exp

�
it

Ņ

i�1

aiϑi

�
� exp

�
�

Ņ

i�1

|ai|p|t|p{2
�
.

Από την άλλη,»
X
|x�pxq|pdµpxq �

Ņ

i�1

∣∣∣∣x�� xi
}xi}


∣∣∣∣p µ�" xi
}xi}

*

�

Ņ

i�1

∣∣∣∣x��� xi
}xi}


∣∣∣∣p µ�"� xi
}xi}

*


� 2
Ņ

i�1

|x�pxiq|p
}xi}p

}xi}p
2

�
Ņ

i�1

|ai|p

Επομένως,

exp

�
�
�»

X
|x�pxq|pdµpxq



|t|p{2



� exp

�
�

Ņ

i�1

|ai|p|t|p{2
�
.

�
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Από το Θεώρημα 7.2.7 και το Λήμμα 7.2.8 έπεται η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 7.2.9. ΄Εστω Z � °N
i�1 ϑixi και µ μέτρο Borel στον X όπως στο Λήμμα 7.2.8. ΄Εστω

επίσης τυχαία μεταβλητή Y : Ω Ñ X με κατανομή µ και tYju8j�1 ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων

μεταβλητών οι οποίες είναι ισόνομες με την Y . Τότε, η

S �
8̧

j�1

Γ
�1{p
j Yj

είναι p-stable και είναι ισόνομη με την

1

c
1{p
p

Z � 1

c
1{p
p

Ņ

i�1

ϑixi

όπου cp η σταθερά στην Παρατήρηση 7.2.4 (v).

Απόδειξη. ΄Εστω x� P X�
και σ ¡ 0 η παράμετρος της p-stable τυχαίας μεταβλητής x� � S.

Δηλαδή η χαρακτηριστική συνάρτηση της x� � S είναι η e�σp|t|p{2. Σύμφωνα με το Θεώρημα 7.2.7,»
X
|x�pxq|pdµpxq � cpσ

p.

Από το Λήμμα 7.2.8, για κάθε t P R

E exp

�
itx�

�
1

c
1{p
p

Z

��
� E exp

�
it

1

c
1{p
p

x�pZq
�
� exp

�
�
�»

X
|x�pxq|pdµpxq



1

cp

|t|p
2




� exp

�
�cpσp 1

cp

|t|p
2



� e�σ

p|t|p{2.

Συνεπώς, οι x� � 1

c
1{p
p

Z και x� �S έχουν την ίδια χαρακτηριστική συνάρτηση και άρα είναι ισόνομες.

Εφόσον το x� P X�
ήταν τυχόν, συμπεραίνουμε οτι η S είναι ισόνομη με την

1

c
1{p
p

Z. �

Λήμμα 7.2.10. ΄Εστω 1   p   2 και tΓju8j�1 με Γj � Gammapj, 1q για κάθε j P N. Τότε,

Bp �
8̧

j�1

E
∣∣∣Γ�1{p
j � j�1{p

∣∣∣   8.

Απόδειξη. Εφόσον για κάθε t ¥ 0, P pΓj ¤ tq � ³t
0
sj�1

pj�1q!e
�sds, δηλαδή η

sj�1

pj�1q!e
�sm1r0,8q είναι

η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Γj , έχουμε ότι

E
∣∣∣Γ�1{p
j � j�1{p

∣∣∣ � » 8

0

∣∣∣s�1{p � j�1{p
∣∣∣ sj�1

pj � 1q!e
�sds

t� s
j�
» 8

0

∣∣∣ptjq�1{p � j�1{p
∣∣∣ ptjqj�1

pj � 1q!e
�tjjdt

�
» 8

0

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ j�1{ptj�1 j

j

j!
e�tjjdt.

Σύμφωνα με τον τύπο του Stirling,

lim
jÑ8

1

j!
jj�1{2e�j � 1?

2π
.

Επομένως υπάρχει M ¡ 0 τέτοιος ώστε

jj

j!
¤M

ej

j1{2 , για κάθε j P N.
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Συνεπώς,

E
∣∣∣Γ�1{p
j � j�1{p

∣∣∣ ¤M

» 8

0

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

t
j�1{ptjep1�tqjj1{2dt.

Από το θεώρημα Beppo Levi έχουμε ότι

Bp �
8̧

j�1

E
∣∣∣Γ�1{p
j � j�1{p

∣∣∣ ¤M
8̧

j�1

» 8

0

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

t

�
t

et�1


j
j

1
2
� 1
pdt

�M

» 8

0

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

t

8̧

j�1

�
t

et�1


j
j

1
2
� 1
pdt.

Παρατηρούμε ότι 0 ¤ t
et�1 ¤ 1 για κάθε t ¥ 0 και

t
et�1   1 για t � 1. Επίσης, εφόσον p   2

έχουμε ότι
1
2 � 1

p   0. Επομένως, για t � 1

8̧

j�1

�
t

et�1


j
j

1
2
� 1
p ¤

8̧

j�1

�
t

et�1


j
�

t
et�1

1� t
et�1

� t

et�1 � t
.

Συνεπώς, » 8

2

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

t

8̧

j�1

�
t

et�1


j
j

1
2
� 1
pdt ¤

» 8

2

1

et�1 � t
dt   8.

Ομοίως, » 1
2

0

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

t

8̧

j�1

�
t

et�1


j
j

1
2
� 1
pdt   8.

Μένει να δείξουμε ότι το ολοκλήρωμα της
∣∣t�1{p � 1

∣∣ 1
t

°8
j�1

�
t

et�1

�j
j

1
2
� 1
p είναι πεπερασμένο σε

μια περιοχή του 1, σημείο όπου η σειρά
°8
j�1

�
t

et�1

�j 1
j1{p�1{2 � °8

j�1
1

j1{p�1{2 απειρίζεται, διότι

1{p� 1{2   1.

Ισχυρισμός: ΄Εστω 0 ¤ a   1 και 0   r   1. Τότε,

8̧

j�1

aj

jr
¤

» 8

0
ax

1

xr
dx � Γp1� rq

�
1

ln 1
a

�1�r
,

όπου Γ είναι η συνάρτηση γάμμα.

Απόδειξη του ισχυρισμού:

» 8

0
ax

1

xr
dx �

8̧

j�1

» j
j�1

ax
1

xr
dx ¥

8̧

j�1

» j
j�1

aj
1

jr
dx �

8̧

j�1

aj
1

jr
.

Επιπλέον, αν 0   r   1,

» 8

0

ax

xr
dx �

» 8

0

e�pln 1
aqx

xr
dx

y�x ln 1
a�
�

1

ln 1
a

�1�r » 8

0

e�y

yr
dy

�
�

1

ln 1
a

�1�r » 8

0
e�yyp1�rq�1dy

� Γp1� rq
�

1

ln 1
a

�1�r
.
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2

Εφόσον
1
p � 1

2   1, από τον ισχυρισμό έπεται ότι για κάθε t � 1,

8̧

j�1

�
t

et�1


j 1

j
1
p
� 1

2

¤ Cp

�
� 1

ln
�
et�1

t

	
�


3
2
� 1
p

� Cp

�
1

t� 1� ln t


 3
2
� 1
p

,

όπου Cp � Γp3
2 � 1

p .

Από το ανάπτυγμα Taylor της ln t με κέντρο το 1, έχουμε ότι για t κοντά στο 1

ln t � t� 1� pt� 1q2
2

.

Επομένως,

8̧

j�1

�
t

et�1


j 1

j
1
p
� 1

2

¤ Cp

�
1

t� 1� ln t


 3
2
� 1
p

� C 1
p

�
1

pt� 1q2

 3

2
� 1
p

� C 1
p

�
1

|t� 1|


3� 2
p

.

΄Εστω δ ¡ 0 τέτοιο ώστε 1� 2
p � δ   0. Τότε, με χρήση του κανόνα του L’Hospital, υπολογίζουμε

lim
tÑ1�

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

|t� 1|2�
2
p
�δ � lim

tÑ1�

t�1{p � 1

p1� tq2� 2
p
�δ � lim

tÑ1�

1
p

1

t
1
p�1

p2� 2
p � δqp1� tq1� 2

p
�δ � 0.

Επομένως, ∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

|t� 1|2�
2
p
�δ   1

για t   1 κοντά στο 1, και άρα,∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

|t� 1|3�
2
p

¤ 1

pt� 1q1�δ .

Από τα παραπάνω έπεται ότι για κάποιο ε ¡ 0 υπάρχει μια σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε

» 1

1�ε

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

t

8̧

j�1

�
t

et�1


j
j

1
2
� 1
pdt ¤ C

» 1

1�ε

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣� 1

|t� 1|


3� 2
p

dt

¤ C

» 1

1�ε

1

p1� tq1�δ � �C p1� tqδ
δ

����
1

t�1�ε

� C
εδ

δ
  8

Ομοίως εργαζόμαστε και για t ¡ 1.

Τελικά, » 8

0

∣∣∣t�1{p � 1
∣∣∣ 1

t

8̧

j�1

�
t

et�1


j
j

1
2
� 1
pdt   8.

Συνεπώς,

Bp �
8̧

j�1

E
∣∣∣Γ�1{p
j � j�1{p

∣∣∣   8.

�
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7.3 Το θεώρημα του Pisier

Το βασικό θεώρημα αυτής της παραγράφου είναι το Θεώρημα 7.3.3 που αποδείχθηκε από τον

Pisier [31] το 1983 με πιθανοθεωρητικές μεθόδους. Με τη βοήθεια αυτόυ του θεωρήματος θα

αποδείξουμε την type περίπτωση του θεωρήματος Maurey-Pisier.

Ορισμός 7.3.1. ΄Εστω 1 ¤ p   2 και tϑiu8i�1 ακολουθία από ανεξάρτητες standard p-stable

τυχαίες μεταβλητές. ΄Ενας χώρος Banach X είναι stable type p, αν για κάθε 0   r   p υπάρχει

σταθερά C ¡ 0 τέτοια ώστε για κάθε n P N και x1, . . . , xn P X

(7.3.1)

�
E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥
r�1{r

¤ C

�
ņ

i�1

‖xi‖p
�1{p

Αν p ¡ 1, συμβολίζουμε με STppXq την ελάχιστη σταθερά C ¡ 0 για την οποία ικανοποιείται η

(7.3.1) για r � 1. Αν p � 1, με ST1pXq συμβολίζουμε την ελάχιστη σταθερά C ¡ 0 για την οποία

ισχύει η (7.3.1) για r � 1{2. Η STppXq είναι η p-stable σταθερά του X. Αν ο X δεν είναι stable

type p τότε θέτουμε STppXq � 8.

Παρατήρηση 7.3.2. Ισχύει ότι, αν για κάποιον 0   r0   p υπάρχει σταθερά ώστε να ικανοποιε-

ίται η (7.3.1), τότε το ίδιο ισχύει και για κάθε 0   r   p.

Θεώρημα 7.3.3 (Pisier, 1983). ΄Εστω 1   p   2 και q ο συζυγής εκθέτης του p, δηλαδή
1
p � 1

q � 1. Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει δ � δpε, pq ¡ 0 τέτοιος ώστε, αν X είναι ένας χώρος Banach

και n P N με n� 1 ¤ δpε, pq pSTppXqqq, τότε υπάρχει υπόχωρος του X διάστασης n, ο οποίος είναι
p1� εq- ισομορφικός με τον `np . Δηλαδή, για κάθε n P N τέτοιον ώστε n� 1 ¤ δpε, pq pSTppXqqq,

`np
1�ε
ãÑ X

Αν STppXq � 8 τότε
`np

1�ε
ãÑ X, για κάθε n P N,

δηλαδή ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος είναι πιθανοθεωρητική και ακολουθεί τη μέθοδο των

τυχαίων εμφυτεύσεων. Σε γενικές γραμμές η διαδικασία είναι η εξής :

Θεωρούμε έναν χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq και σε κάθε ω P Ω αντιστοιχούμε έναν τελεστή

Tω : `np Ñ X για κάποιο n P N σταθεροποιημένο. ΄Επειτα, δείχνουμε ότι για κάποιο M ¡ 0 και

κάθε a P S`np ισχύει

P p| ‖T paq‖�M | ¥ δ1Mq ¤ 2 exp p�Cpε, pqpSTppXqqqq

για κάποιο κατάλληλο δ1 � δ1pεq ¡ 0 και Cpε, pq ¡ 0. Εφόσον η παραπάνω ανισότητα ισχύει για

κάθε σταθεροποιημένο a P S`np , για ένα δ1-δίκτυο N της S`np με |N | ¤ e2n{δ
έχουμε

P pDa P N : | }T paq} �M | ¥ δ1Mq ¤ |N |2 exp p�Cpε, pqpSTppXqqqq

¤ 2 exp

�
2n

δ
� Cpε, pqpSTppXqqq



.

Επομένως, αν 1� 2 exp
�

2n
δ � Cpε, pqpSTppXqqq

� ¡ 0 τότε με θετική πιθανότητα έχουμε ότι

p1� δ1qM ¤ }T paq} ¤ p1� δ1qM για κάθε a στο N .
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Αποδεικνύουμε ότι για κάποιο κατάλληλο δ � δpε, pq ¡ 0 αν ισχύει ότι n � 1 ¤ δpSTppXqqq τότε

η παραπάνω ποσότητα είναι θετική και επομένως υπάρχει ω P Ω τέτοιο ώστε

p1� δ1qM ¤ }Tωpaq} ¤ p1� δ1qM για κάθε a στο N .

Συμπεραίνουμε τότε, λόγω κατάλληλης επιλογής του δ1, ότι

1?
1� ε

M ¤ }Tωpaq} ¤
?

1� εM για κάθε a στην S`np .

Συνεπώς, για τον τελεστή T � 1
M Tω : `np Ñ X έχουμε ότι

1?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

¤ }T paq} ¤ ?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

,

για κάθε a1, a2 . . . , an P R. ΄Εχουμε λοιπόν ότι `np
1�ε
ãÑ X.

Η Πρόταση 7.2.9 και το Λήμμα 7.2.10 θα μας βοηθήσουν για την επιλογή των τελεστών Tω :

`p Ñ X και το Λήμμα 3.3.2 για την κατάλληλη επιλογή του δ1. Αποδεικνύουμε επίσης, το ακόλουθο

λήμμα για δ-δίκτυα.

Λήμμα 7.3.4. ΄Εστω n P N. Για κάθε δ ¡ 0 και κάθε νόρμα } � } στον Rn, υπάρχει ένα δ-δίκτυο
N της μοναδιαίας σφαίρας του pRn, } � }q, τέτοιο ώστε

|N | ¤ p1� 2{δqn ¤ e2n{δ,

όπου |N | ο πληθάριθμος του N .
Απόδειξη. Επειδή η μοναδιαία σφαίρα του pRn, } � }q είναι συμπαγής, υπάρχουν x1, . . . , xN P X
με }x} � 1, τέτοια ώστε }xi � xj} ¡ δ για κάθε i � j και το σύνολο N � tx1, . . . , xnu να είναι

μεγιστικό με αυτή την ιδιότητα. Δηλαδή, αν N 1
είναι υποσύνολο της μοναδιαίας σφαίρας τέτοιο

ώστε }y � x} ¡ δ για κάθε x, y P N 1
με x � y και N � N 1

, τότε N � N 1
.

Το N είναι δ-δίκτυο της μοναδιαίας σφαίρας του pRn, } � }q. Πράγματι, αν x P Rn με }x} � 1

και }x� xi} ¡ δ για κάθε i � 1, 2, . . . , N , τότε για το N 1 � N Y txu έχουμε }y� z} ¡ δ για κάθε

y, z P N με y � z και N � N 1
. Από τη μεγιστικότητα του N οδηγούμαστε σε άτοπο. ΄Αρα, υπάρχει

1 ¤ i ¤ N τέτοιο ώστε }xi � x} ¤ δ και συνεπώς το N είναι πράγματι δ-δίκτυο της μοναδιαίας

σφαίρας.

Επιπλέον οι μπάλες Bpxi, δ2q, i � 1, . . . , N είναι ξένες ανά δύο και Bpxi, δ2q � p1 � δ
2qBp0, 1q.

΄Αρα,

N¤
i�1

B

�
xi ,

δ

2



�

�
1� δ

2



Bp0, 1q.

Συνεπώς, αν Voln είναι το μέτρο Lebesgue στον Rn, τότε

N

�
δ

2


n
Voln pBp0, 1qq �

Ņ

i�1

Voln

�
Bpxi, δ

2
q



� Voln

�
N¤
i�1

Bpxi, δ
2
q
�

¤ Voln

�
p1� δ

2
qBp0, 1q




�
�

1� δ

2


n
Voln pBp0, 1qq .
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΄Επεται ότι N
�
δ
2

�n ¤ �
1� δ

2

�n
. Επομένως,

|N | � N ¤
�

1� 2

δ


n
¤

�
e

2
δ

	n
� e2n{δ.

�

Προχωράμε με την απόδειξη του θεωρήματος του Pisier.

Απόδειξη του Θεωρήματος 7.3.3. ΄Εστω X χώρος Banach ο οποίος είναι stable type p

και tϑiu8i�1 ακολουθία ανεξάρτητων standard p-stable τυχαίων μεταβλητών. Από τον ορισμό του

STppXq υπάρχουν x1, . . . , xN P X ώστε

E

∥∥∥∥∥ Ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥ ¡ 1

2
STppXq

�
Ņ

i�1

‖xi‖p
�1{p

.

Αντικαθιστώντας τα xi με τα
xi

p°Ni�1‖xi‖
pq1{p μπορούμε να υποθέσουμε ότι

°N
i�1 ‖xi‖

p � 1. Τότε,

(7.3.2) E

∥∥∥∥∥ Ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥ ¡ 1

2
STppXq.

Σύμφωνα με την Παρατήρηση 7.2.6 (iv) η
°N
i�1 ϑixi είναι p-stable τυχαία μεταβλητή με τιμές στον

X.

΄Εστω µ μέτρο Borel στον X με

µ

�"
xi
}xi}

*

� µ

�"
� xi
‖xi‖

*

� ‖xi‖

p

2
, για κάθε i � 1, 2, . . . , N.

Εφόσον
°N
i�1 ‖xi‖

p � 1, το µ είναι συμμετρικό μέτρο πιθανότητας. Θεωρούμε τυχαία μεταβλητή

Y : Ω Ñ X με κατανομή µ και ακολουθία tYju8j�1 ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών οι οποίες

είναι ισόνομες με την Y . Παρατηρούμε ότι ‖Y ‖ � 1 σχεδόν παντού. Ορίζουμε S � °8
j�1 Γ

�1{p
j Yj .

Τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.9, η S είναι ισόνομη με την
1

c
1{p
p

°N
i�1 ϑixi. Επομένως, από την

(7.3.2) έχουμε

(7.3.3) E ‖S‖ � 1

c
1{p
p

E

∥∥∥∥∥ Ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥ ¥ 1

c
1{p
p

1

2
STppXq.

Επίσης

E ‖S‖ � 1

c
1{p
p

E

∥∥∥∥∥ Ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥ ¤ 1

c
1{p
p

E
Ņ

i�1

|ϑi| � N

c
1{p
p

E|ϑ1|.

Σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.2, εφόσον 1   p, έχουμε E|ϑ1|   8. ΄Αρα, E ‖S‖   8.

Θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή

S̃ �
8̧

j�1

j�1{pYj .

Παρατηρούμε ότι η S̃ συγκλίνει σχεδόν παντού. Πράγματι, ορίζουμε S̃n �
°n
j�1 j

�1{pYj και θα

δείξουμε ότι η

�
S̃n

	
nPN

είναι Cauchy σχεδόν παντού. Για m   n έχουμε,∥∥∥S̃n � S̃m

∥∥∥ � ∥∥∥∥∥ ņ

j�m�1

j�1{pYj

∥∥∥∥∥ ¤ ņ

j�m�1

∣∣∣j�1{p � Γ�1{p
∣∣∣ ‖Yj‖�

∥∥∥∥∥ ņ

j�m�1

Γ�1{pYj

∥∥∥∥∥
σ.π�

ņ

j�m�1

∣∣∣j�1{p � Γ�1{p
∣∣∣� ∥∥∥∥∥ ņ

j�m�1

Γ�1{pYj

∥∥∥∥∥
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Εφόσον
°8
j�1

∣∣j�1{p � Γ�1{p∣∣ � Bp   8 και η
°8
j�1 Γ�1{pYj συγκλίνει σχεδόν παντού, συμπε-

ραίνουμε ότι η S̃npωq είναι Cauchy σχεδόν για κάθε ω P Ω. Επομένως, η S̃ συγκλίνει σχεδόν

παντού.

Επίσης, παρατηρούμε ότι, σε αντίθεση με την S, η S̃ δεν είναι p-stable τυχαία μεταβλητή.

Ωστόσο, η S̃ έχει πιο απλή μορφή και χάρη στο Λήμμα 7.2.10 μπορούμε να τη συγκρίνουμε με την

S.

΄Εστω n P N. Θεωρούμε S1, . . . , Sn ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές ισόνομες με την S καθώς

και S̃1, . . . , S̃n ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές ισόνομες με την S̃. ΄Εστω λοιπόν,

S̃i �
8̧

j�1

j�1{pYij , για i � 1, . . . , n

όπου tYiju ανεξάρτητες και ισόνομες με την Y . ΄Εστω a1, . . . , an P R τέτοιοι ώστε
°n
i�1 |ai|p � 1.

Τότε,
ņ

i�1

aiS̃i �
ņ

i�1

ai

8̧

j�1

j�1{pYij �
ņ

i�1

8̧

j�1

ai
1

j1{pYij .

Εφόσον για κάθε i � 1, 2, . . . , n lim
jÑ8

|ai| 1
j1{p

� 0 και |ai| 1
j1{p

¥ 0 για κάθε j ¥ 1, μπορούμε να

πάρουμε την φθίνουσα αναδιάταξη του συνόλου

!
|ai| 1

j1{p
: j ¥ 1, 1 ¤ i ¤ n

)
, έστω tbku8k�1.

Επειδή οι Yij είναι συμμετρικές, ανεξάρτητες και ισόνομες, συμπεραίνουμε ότι η

ņ

i�1

aiS̃i είναι ισόνομη με την

8̧

k�1

bkYk,

όπου η tYku8k�1 είναι ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών ισόνομων με την Y .

Ισχυρισμός: Για κάθε k P N,

card
!
pi, jq : |ai|j�1{p ¡ k�1{p

)
  k.

Απόδειξη του ισχυρισμού: Θεωρούμε το σύνολο

C �
!
pi, jq : |ai|j�1{p ¡ k�1{p

)
.

Θέλουμε επομένως να δείξουμε ότι cardpCq   k. Ορίζουμε

Bi � tj ¥ 1 : pi, jq P Cu για i � 1, . . . , n.

΄Εστω bi � maxBi για i � 1, 2, . . . , n. Τότε,

pi, biq P C ñ |ai|b�1{p
i ¡ k�1{p ñ |ai|pk ¡ bi.

΄Αρα,
ņ

i�1

bi  
ņ

i�1

|ai|pk � k,

διότι
°n
i�1 |ai|p � 1.

Επιπλέον Bi � rbis, όπου για m P N συμβολίζουμε rms � t1, 2, . . . ,mu. ΄Επεται ότι cardpBiq ¤
bi. Συνεπώς,

cardpCq �
ņ

i�1

cardpBiq ¤
ņ

i�1

bi   k.
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2

Από τον ισχυρισμό έπεται ότι 0 ¤ bk ¤ k�1{p
για κάθε k P N.

Από το Λήμμα 7.2.10 έχουμε ότι

E
∥∥∥S̃ � S

∥∥∥ � E

∥∥∥∥∥ 8̧

j�1

j�1{pYj �
8̧

j�1

Γ�1{pYj

∥∥∥∥∥
¤ E

8̧

j�1

∣∣∣j�1{p � Γ�1{p
∣∣∣ ‖Yj‖

� E
8̧

j�1

∣∣∣j�1{p � Γ�1{p
∣∣∣

� Bp   8

Επομένως,

E
∥∥∥S̃∥∥∥ ¤ E

�∥∥∥S̃ � S
∥∥∥� ‖S‖	 � E

∥∥∥S̃ � S
∥∥∥� E ‖S‖   8.

΄Αρα,

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥ ¤ E
ņ

i�1

|ai|
∥∥∥S̃i∥∥∥ � ņ

i�1

|ai|E
∥∥∥S̃∥∥∥   8.

Δηλαδή,

∥∥∥°n
i�1 aiS̃i

∥∥∥ P L1 pΩ,A,Pq. Εφόσον η
°8
k�1 bkYk είναι ισόνομη με την

°n
i�1 aiS̃i, συμπε-

ραίνουμε ότι
∥∥°8

k�1 bkYk
∥∥ P L1 pΩ,A,Pq. Από το Πόρισμα 7.1.11, εφόσον 0 ¤ bk ¤ k�1{p

, έπεται

ότι

P

� ∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ 8̧

k�1

bkYk

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ 8̧

k�1

bkYk

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¡ t

�
¤ 2e�Dpt

q

για κάθε t ¡ 0. Δηλαδή,

(7.3.4) P

� ∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¡ t

�
¤ 2e�Dpt

q

για κάθε t ¡ 0.

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι∣∣∣∣∣E
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiSi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¤ E

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥�
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiSi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣

¤ E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aipS̃i � Siq
∥∥∥∥∥

¤ E
ņ

i�1

|ai|
∥∥∥S̃i � Si

∥∥∥
¤

ņ

i�1

|ai|Bp

¤ n1{q
�

ņ

i�1

|ai|p
�1{p

Bp

� n1{qBp.
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Εφόσον οι S1, . . . , Sn είναι p-stable τυχαίες μεταβλητές, έχουμε ότι η
°n
i�1 aiSi είναι ισόνομη

με την p°n
i�1 |ai|pq1{p S � S. ΄Αρα,

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiSi

∥∥∥∥∥ � E ‖S‖ .

Από τα παραπάνω έπεται ότι ∣∣∣∣∣E
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¤ n1{qBp.

Αν

(7.3.5) n ¤ δ1 pSTppXqqq

όπου η σταθερά 0   δ1 � δ1pp, εq   1 θα επιλεγεί κατάλληλα, τότε

(7.3.6)

∣∣∣∣∣E
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¤ δ
1{q
1 STppXqBp

Παρατηρούμε ότι#∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¡ 2δ
1{q
1 STppXqBp

+
�

#∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¡ δ

1{q
1 STppXqBp

+

και εφαρμόζοντας την (7.3.4) για t � δ
1{q
1 STppXqBp συμπεραίνουμε ότι

P

� ∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¡ 2δ
1{q
1 STqpXqBp

�

¤ P

� ∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¡ δ

1{q
1 STppXqBp

�

¤ 2 exp
��Dpδ1 pSTppXqqq Bq

p

�
.

Σύμφωνα με την (7.3.3) έχουμε ότι

E ‖S‖ ¥ 1

c
1{p
p

1

2
STppXq,

επομένως,

(7.3.7) P

�∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¥ 4δ
1{q
1 c1{q

p BpE ‖S‖

�
¤ 2 exp

��Dpδ1 pSTppXqqq Bq
p

�
.

Σύμφωνα με το Λήμμα 3.3.2 υπάρχει δ2 � δ2pεq ¡ 0 τέτοιο ώστε αν N είναι δ2-δίκτυο της S`np
και για κάποια y1, . . . , yn P X ισχύει

1� δ2 ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥ ¤ 1� δ2, για κάθε a P N ,

τότε

1?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p
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για κάθε a1, . . . , an P R.

Επιλέγουμε δ1 � δ1pε, pq   δ2 αρκετά μικρό ώστε 4δ
1{q
1 c

1{q
p Bp ¤ δ2. Τότε, λαμβάνοντας υπ’

όψιν την (7.3.7) συμπεραίνουμε ότι

P

�∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¥ δ2E ‖S‖

�
¤ 2 exp

��Dpδ1 pSTppXqqq Bq
p

�
.

Δηλαδή, για κάθε a P S`np , το οποίο θεωρούμε σταθεροποιημένο, με πιθανότητα μεγαλύτερη από

1� 2 exp p�Dpδ1pSTppXqqqBq
pq ισχύει ότι

p1� δ2qE ‖S‖ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥ ¤ p1� δ2qE ‖S‖ .

Σύμφωνα με το Λήμμα 7.3.4, υπάρχει δ2-δίκτυο N της S`np με |N | ¤ e2n{δ2 . Τότε σύμφωνα με τα

παραπάνω, για κάθε a P N ,

P

�∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¥ δ2E ‖S‖

�
¤ 2 exp

��Dpδ1 pSTppXqqq Bq
p

�
.

Επομένως,

P

�
Da P N :

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¡ δ2E ‖S‖

�
¤ |N |2 exp

��Dpδ1pSTppXqqqBq
p

�
¤ e2n{δ22 exp

��Dpδ1pSTppXqqqBq
p

�
� 2 exp

�
2n

δ2
�Dpδ1pSTppXqqqBq

p




¤ 2 exp

�
2n

δ1
�Dpδ1pSTppXqqqBq

p



.

Δηλαδή, με πιθανότητα μεγαλύτερη από 1� 2 exp
�

2n
δ1
�Dpδ1pSTppXqqqBq

p

	
ισχύει

p1� δ2qE ‖S‖ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥ ¤ p1� δ2qE ‖S‖

για κάθε a � pa1, . . . , anq P N .

΄Εχουμε,

1� 2 exp

�
2n

δ1
�Dpδ1pSTppXqqqBq

p



¡ 0 ô 2n

δ1
  ln

1

2
�Dpδ1B

q
ppSTppXqqq

ô n   �δ1

2
ln 2 �Dp

δ2
1

2
Bq
ppSTppXqqq.

Επομένως, αν n� 1   Dp
δ21
2 B

q
ppSTppXqqq τότε 1� 2 exp

�
2n
δ1
�Dpδ1pSTppXqqqBq

p

	
¡ 0.

Παίρνουμε δ � min
!
Dp

δ21
2 B

q
p , δ1

)
και θεωρούμε n P N τέτοιον ώστε n � 1 ¤ δpSTppXqqq.

Τότε ικανοποιείται η (7.3.5) και με θετική πιθανότητα

p1� δ2qE ‖S‖ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥ ¤ p1� δ2qE ‖S‖

για κάθε a � pa1, . . . , anq P N .
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Δηλαδή, υπάρχει ω P Ω τέτοιο ώστε

p1� δ2qE ‖S‖ ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃ipωq
∥∥∥∥∥ ¤ p1� δ2qE ‖S‖

για κάθε a � pa1, . . . , anq P N .

Θέτουμε

yi � S̃ipωq
E ‖S‖

.

Τότε,

1� δ2 ¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥ ¤ 1� δ2, για κάθε a P N .

Από το Λήμμα 3.3.2 έπεται ότι

1?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

¤
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiyi

∥∥∥∥∥ ¤ ?
1� ε

�
ņ

i�1

|ai|p
�1{p

για κάθε a1, . . . , an P R.

Δηλαδή ο n-διάστατος υπόχωρος span ty1, . . . , ynu ¤ X , είναι p1� εq-ισομορφικός με τον `np .

Εξετάζουμε τώρα την περίπτωση STppXq � 8. Για κάθε L ¡ 0 υπάρχουν x1, . . . , xN P X
τέτοια ώστε

°N
i�1 }xi}p � 1 και

E

∥∥∥∥∥ Ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥ ¡ Lc1{p
p .

Ομοίως με την περίπτωση STppXq   8, μπορούμε να βρούμε p-stable τυχαία μεταβλητή S : Ω Ñ X

τέτοια ώστε

E ‖S‖ � 1

c
1{p
p

E

∥∥∥∥∥ Ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥ ¥ L.

΄Εστω n P N και a1, . . . , an P R με
°n
i�1 |ai|p � 1. Τότε, σύμφωνα με τα παραπάνω, για κάθε

M ¡ 0 υπάρχει S : Ω Ñ X με

(7.3.8) E ‖S‖ ¥ 2M1{qBp
1

δ2
.

Ομοίως με πριν, αν υποθέσουμε επιπλέον ότι M ¡ n, τότε∣∣∣∣∣E
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¤ n1{qBp ¤M1{qBp

και

P

�∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¡ 2M1{qBp

�
¤ P

�∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ¡M1{qBp

�

¤ 2 exp
��DpMBq

p

�
.

Από την (7.3.8) έχουμε

P

�∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥� E ‖S‖

∣∣∣∣∣ ¡ δ2E ‖S‖

�
¤ 2 exp

��DpMBq
p

�
.
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Θεωρούμε δ2-δίκτυο N της S`np . Τότε,

P

�
p1� δ2qE ‖S‖ ¤

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

aiS̃i

∥∥∥∥∥ ¤ p1� δ2qE ‖S‖ , @a P N
�
¥ 1� 2 exp

�
2n

δ2
�DpMBq

p



.

΄Εχουμε

1� 2 exp

�
2n

δ2
�DpMBq

p



¡ 0 ô DpMBq

p ¡ ln 2� 2n

δ2
.

Επιλέγουμε το M ¡ n αρκετά μεγάλο ώστε να ισχύει η παραπάνω ανισότητα. Από το Λήμμα 3.3.2

συμπεραίνουμε ότι `np
1�ε
ãÑ X. �

Παρατήρηση 7.3.5. Για p � 1 το Θεώρημα 7.3.3 διαμορφώνεται ως εξής:

Για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει δ � δpεq ¡ 0, τέτοιος ώστε, αν X είναι ένας χώρος Banach και n P N
με lnn ¤ δST1pXq, τότε υπάρχει υπόχωρος του X διάστασης n, ο οποίος είναι p1�εq-ισομορφικός
με τον `n1 [31].

Μια άμεση συνέπεια του θεωρήματος 7.3.3 είναι η ακόλουθη πρόταση η οποία οφείλεται στους

Johnson και Schechtman [18].

Πόρισμα 7.3.6 (Johnson-Schechtman). Για κάθε 1   p   2 και κάθε ε ¡ 0 υπάρχει δ �
δpε, pq ¡ 0 ώστε για κάθε n P N αρκετά μεγάλο, υπάρχει k P N με k ¥ δn τέτοιο ώστε ο `kp
εμφυτεύεται p1� εq-ισομορφικά στον `n1 . Δηλαδή, για κάθε ε ¡ 0

`kp
1�ε
ãÑ `n1 για κάποιο k ¥ δn.

Ειδικότερα, ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον `1.

Απόδειξη. ΄Εστω 1   p   2, q ¡ 2 τέτοια ώστε
1
p � 1

q � 1 και n P N. Παρατηρούμε ότι

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

ϑiei

∥∥∥∥∥
1

� E
ņ

i�1

|ϑi| � nE|ϑ1|,

όπου teiuni�1 η συνήθης βάση του `n1 και ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn ανεξάρτητες standard p-stable τυχαίες

μεταβλητές. Από τον ορισμό του STpp`n1 q έχουμε λοιπόν ότι

nE|ϑ1| � E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

ϑiei

∥∥∥∥∥
1

¤ STpp`n1 q
�

ņ

i�1

}ei}p1
�1{p

� STpp`n1 qn1{p.

Συνεπώς,

STpp`n1 q ¥ E|ϑ1|n1� 1
p � E|ϑ1|n1{q.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 7.3.3 για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει δ1 � δ1pε, pq ¡ 0 τέτοιο ώστε για κάθε

n P N υπάρχει k-διάστατος υπόχωρος του `n1 ο οποίος είναι p1 � εq-ισομορφικός με τον `kp, όπου

k � rδ1pSTpp`n1 qqqs � 1. ΄Ομως,

k � rδ1pSTpp`n1 qqqs � 1

¥ rδ1pE|ϑ1|qqns � 1

¥ δ1pE|ϑ1|qqn� 2

¥ δ1

2
pE|ϑ1|qqn,

για n αρκετά μεγάλο. Για δ � δ1
2 pE|ϑ1|qq έχουμε το ζητούμενο.

�
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7.4 Θεώρημα Maurey-Pisier : type περίπτωση

Με τη βοήθεια του Θεωρήματος 7.3.3 μπορούμε να δείξουμε την type περίπτωση του Θεωρήματος

Maurey-Pisier. Αποδεικνύουμε πρώτα ένα λήμμα.

Λήμμα 7.4.1.

(i) Για κάθε 1   p ¤ 2 υπάρχει σταθερά C ¡ 0 που εξαρτάται μόνο από το p ώστε

TppXq ¤ CSTppXq
για κάθε χώρο Banach X.

(ii) Για κάθε r, p τέτοια ώστε 1 ¤ r   p ¤ 2 υπάρχει σταθερά C ¡ 0 που εξαρτάται μόνο από το p

και το r ώστε

STrpXq ¤ CTppXq
για κάθε χώρο Banach X.

Απόδειξη.

(i) ΄Εστω n P N, x1, x2, . . . , xn P X και ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn ανεξάρτητες standard p-stable τυχαίες

μεταβλητές. ΄Εστω επίσης ε1, ε2, . . . , εn ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Ber-

noulli οι οποίες είναι ανεξάρτητες και από τις ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn. Θεωρούμε τις tϑiuni�1 και

tεiuni�1 ορισμένες σε έναν κοινό χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq. Εφόσον η ϑi είναι συμμετρική

συμπεραίνουμε ότι θα είναι ισόνομη με την εi|ϑi| (Πρόταση 2.3.4). Επίσης, από την Πρότηση

2.4.6 έχουμε ότι»
Ω

»
Ω

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εipωq|ϑipω1q|xi
∥∥∥∥∥ dPpωqdPpω1q �

»
Ω

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εipωq|ϑipωq|xi
∥∥∥∥∥ dPpωq

� E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εi|ϑi|xi
∥∥∥∥∥ .

Συνεπώς, εκμεταλευόμενοι την ανισότητα Kahane και το γεγονός ότι η εi|ϑi| είναι ισόνομη
με την ϑi συμπεραίνουμε ότι�

�Eε

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
2
�


1{2

¤ K2Eε

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εixi

∥∥∥∥∥
� K2

E|ϑ1|Eε
∥∥∥∥∥Eϑ ņ

i�1

εi|ϑi|xi
∥∥∥∥∥

¤ K2

E|ϑ1|EεEϑ
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εi|ϑi|xi
∥∥∥∥∥

� K2

E|ϑ1|
»

Ω

»
Ω

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εipωq|ϑipω1q|xi
∥∥∥∥∥ dPpωqdPpω1q

� K2

E|ϑ1|E
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εi|ϑi|xi
∥∥∥∥∥

� K2

E|ϑ1|E
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

ϑixi

∥∥∥∥∥
¤ K2

E|ϑ1|STppXq
�

ņ

i�1

}xi}p
�1{p

.
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Συνεπώς

TppXq ¤ K2

E|ϑ1|STppXq.

(ii) ΄Εστω 1 ¤ r   p ¤ 2, n P N και x1, x2, . . . , xn P X. Θεωρούμε tεiuni�1 ανεξάρτητες

συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli, tϑiuni�1 ανεξάρτητες standard p-stable τυχαίες

μεταβλητές και tφiuni�1 ανεξάρτητες standard r-stable τυχαίες μεταβλητές οι οποίες είναι

επίσης και ανεξάρτητες μεταξύ τους. Επιπλέον, θεωρούμε τις tεiuni�1 , tϑiuni�1 και tφiuni�1

ορισμένες σε έναν κοινό χώρο πιθανότητας pΩ,A,Pq. Από την Πρόταση 2.4.6 έχουμε ότι

E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

φiϑi}xi}
∣∣∣∣∣ �

»
Ω

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

φipωqϑipωq}xi}
∣∣∣∣∣ dPpωq

�
»

Ω

»
Ω

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

φipωqϑipω1q}xi}
∣∣∣∣∣ dPpωqdPpω1q.

΄Ομως, εφόσον οι φ1, φ2, . . . , φn είναι r-stable έχουμε ότι η τυχαία μεταβλητή

ņ

i�1

ϑipω1q}xi}φi

είναι ισόνομη με την �
ņ

i�1

|ϑipω1q|r}xi}r
�1{r

φ1

για κάθε ω1 P Ω.

Επομένως,

»
Ω

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

φipωqϑipω1q}xi}
∣∣∣∣∣ dPpωq �

�
ņ

i�1

|ϑipω1q|r}xi}r
�1{r

E|φ1| για κάθε ω1 P Ω.

Ομοίως, εφόσον οι ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn είναι p-stable, έχουμε ότι

»
Ω

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

φipωqϑipω1q}xi}
∣∣∣∣∣ dPpω1q �

�
ņ

i�1

|φipωq|p}xi}p
�1{p

E|ϑ1| για κάθε ω P Ω.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι

E

�
ņ

i�1

|φi|p}xi}p
�1{p

E|ϑ1| � E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

φiϑi}xi}
∣∣∣∣∣ � E

�
ņ

i�1

|ϑi|r}xi}r
�1{r

E|φi|.

Συνεπώς, λαμβάνοντας υπ’ όψιν και το γεγονός ότι η φi είναι ισόνομη με την |φi|εi καθώς και
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την Πρόταση 2.4.6 έχουμε ότι

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

φixi

∥∥∥∥∥ � E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|φi|εixi
∥∥∥∥∥ � EφEε

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|φi|εixi
∥∥∥∥∥

¤ Eφ

�
�Eε

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

|φi|εixi
∥∥∥∥∥

2
�


1{2

¤ TppXqE
�

ņ

i�1

|φi|p}xi}p
�1{p

(7.4.1)

� TppXq
E|ϑ1| E

∣∣∣∣∣ ņ
i�1

φiϑi}xi}
∣∣∣∣∣

� TpXq
E|ϑ1|E|φ1|E

�
ņ

i�1

|ϑi|r}xi}r
�1{r

.

Εφόσον
1
r ¤ 1, από την ανισότητα Hölder έχουμε ότι

�
E|X|1{r

	r
¤ E|X|

για κάθε τυχαία μεταβλητή X. Για X � °n
i�1 |ϑi|r}xi}r έχουμε

E

�
ņ

i�1

|ϑi|r}xi}r
�1{r

¤
�
E

�
ņ

i�1

|ϑi|r}xi}r
��1{r

� pE|ϑ1|rq1{r
�

ņ

i�1

}xi}r
�1{r

.(7.4.2)

Από τις (7.4.1) και (7.4.2) έχουμε ότι

E

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

φixi

∥∥∥∥∥ ¤ TppXqE|φ1|
E|ϑ1| pE|ϑ1|rq1{r

�
ņ

i�1

}xi}r
�1{r

.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι

STrpXq ¤ E|φ1|
E|ϑ1| pE|ϑ1|rq1{r TppXq.

Σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.2, εφόσον r   p, ισχύει ότι pE|ϑ1|rq1{r   8. Για C �
E|φ1|
E|ϑ1| pE|ϑ1|rq1{r έχουμε το ζητούμενο.

�

Παρατήρηση 7.4.2. Από το Λήμμα 7.4.1 προκύπτει άμεσα ότι

sup t1 ¤ p ¤ 2 : TppXq   8u � sup t1 ¤ p   2 : STppXq   8u .

Θεώρημα 7.4.3 (Maurey-Pisier: type περίπτωση).

΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach και pX � sup t1 ¤ p ¤ 2 : TppXq   8u. Τότε ο `p
X
είναι

πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.
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Απόδειξη. Αν pX � 2 τότε το ζητούμενο προκύπτει από το θεώρημα του Dvoretzky. Αν pX   2

τότε για κάθε pX   p ¤ 2 έχουμε ότι TppXq � 8 και άρα από το Λήμμα 7.4.1 (i) συμπεραίνουμε

ότι STppXq � 8. Συνεπώς, από το Θεώρημα 7.3.3 ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον

X για κάθε p τέτοιο ώστε pX   p ¤ 2. Από αυτό μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ο `p
X

είναι

πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Πράγματι, έστω ε ¡ 0 και n P N. Θεωρούμε pX   p ¤ 2 τέτοιο ώστε

n
1
p
X
� 1
p

�
1� ε

2

	
  p1� εq.

΄Εφόσον ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X έχουμε ότι `np
1� ε

2ãÑ X, δήλαδή υπάρχει

T : `np Ñ X ισομορφική εμφύτευση τέτοια ώστε ‖T‖
∥∥T�1

∥∥   1 � ε
2 . Επιπλέον, σύμφωνα με την

Παρατήρηση 4.1.4 έχουμε ότι d
�
`np , `

n
p
X

	
¤ n

1
p
X
� 1
p . Δηλαδή υπάρχει S : `npX Ñ `np γραμμικός

ισομορφισμός ώστε ‖S‖
∥∥S�1

∥∥ ¤ n
1
p
X
� 1
p . Συνεπώς, για τον τελεστή T � S : `np

X
Ñ X έχουμε ότι

είναι ισομορφική εμφύτευση με

‖T � S‖ ∥∥pT � Sq�1
∥∥ � ‖T � S‖∥∥T�1 � S�1

∥∥ ¤ ‖T‖ ‖S‖ ∥∥S�1
∥∥∥∥T�1

∥∥
  n

1
p
X
� 1
p

�
1� ε

2

	
  1� ε.

Δείξαμε δηλαδή ότι `np
X

1�ε
ãÑ X για κάθε n P N και ε ¡ 0. Από το Λήμμα 3.1.5 συμπεραίνουμε ότι

ο `p
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

�

Από την παραπάνω απόδειξη μπορούμε να συμπεράνουμε το εξής:

Πρόταση 7.4.4. ΄Εστω X χώρος Banach. Το σύνολο των p P r1,8s για τα οποία ο `p είναι
πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X είναι κλειστό υποσύνολο του R.

Μια άμεση συνέπεια του Θεωρήαμτος 7.4.3 είναι το ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 7.4.5. ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach. Για κάθε pX ¤ p ¤ 2 ο `p είναι

πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Απόδειξη. ΄Εστω pX   p   2. Από το Λήμμα 7.4.1 (i) έχουμε ότι STppXq � 8. Συνεπώς από

το Θεώρημα 7.3.3 συμπεραίνουμε ότι ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Μια δεύτερη απόδειξη θα μπορούσε να δοθεί ως εξής: Από την Πρόταση 7.2.3 έχουμε ότι ο

`p εμφυτεύεται ισομετρικά στον Lp
X
� Lp

X
pr0, 1s,Bpr0, 1sq, λq, ενώ από την Πρόταση 3.1.7 γνω-

ρίζουμε ότι ο Lp
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον `p
X
. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο `p

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον `p
X
. Από την μεταβατικότητα της πεπερασμένης αναπα-

ραστασιμότητας και το γεγονός ότι ο `p
X

είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X, συνάγουμε

ότι ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X. �

Υπενθυμίζουμε ότι το σύνολο των p για τα οποία ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε

έναν χώρο Banach X είναι υποσύνολο του rpX , qX s (Πόρισμα 4.1.17). Συνοψίζουμε τα παραπάνω

στην ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 7.4.6. ΄Εστω X χώρος Banach και

KpXq � tp P r1,8s : ο `p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον Xu .

Τότε το KpXq είναι κλείστο υποσύνολο του rpX , qX s και περιέχει το rpX , 2s Y tqX u.



Παράρτημα Αʹ

Η προβολή Rademacher

Αʹ.1 Η προβολή Rademacher

Ορισμός Αʹ.1.1. Για κάθε n P N θεωρούμε το διακριτό κύβο En2 � t�1, 1un και τις συναρτήσεις

Rademacher ri : En2 Ñ t�1, 1u που ορίζονται ως εξής:

ripεq � ripε1, . . . , εi, . . . , εnq � εi.

Για κάθε H � A � rns :� t1, . . . , nu, ορίζουμε μια συνάρτηση wA : En2 Ñ t�1, 1u θέτοντας

wApεq �
¹
iPA

ripεq.

Συμφωνούμε επίσης ότι wH � 1. Οι συναρτήσεις wA, A � t1, . . . , nu, είναι οι συναρτήσεις Walsh.

Παρατηρήστε ότι ri � wtiu και ότι wAwB � wA4B όπου A4B � pArBq Y pB rAq.
Βλέπουμε τον En2 σαν χώρο πιθανότητας με το ομοιόμορφο μέτρο µn. Αν f : En2 Ñ R, τότε»

En2

fpεqdµnpεq � 1

2n

¸
εPEn2

fpεq.

Γενικότερα, αν X είναι ένας χώρος Banach τότε για κάθε f : En2 Ñ X ορίζουμε»
En2

fpεqdµnpεq � 1

2n

¸
εPEn2

fpεq P X.

Ο χώρος όλων των συναρτήσεων f : En2 Ñ X γίνεται χώρος Banach με οποιαδήποτε από τις

ισοδύναμες νόρμες

}f}LqpEn2 ;Xq :�
�»

En2

}fpεq}qXdµnpεq
�1{q

,

όπου q P r1,�8q. Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι οι συναρτήσεις Walsh σχηματίζουν ορθοκανονική

βάση του L2pEn2 ;Rq, άρα κάθε συνάρτηση f : En2 Ñ X γράφεται σαν άθροισμα στοιχείων του

συνόλου
 
wA |A � rns(bX.

Πρόταση Αʹ.1.2. Οι συναρτήσεις Walsh ικανοποιούν τις σχέσεις ορθογωνιότητας

(Αʹ.1.1)

¸
ε

wApεqwBpεq � 2nδAB

και

(Αʹ.1.2)

¸
A

wApεqwApζq � 2nδεζ ,



148 � Η προβολή Rademacher

όπου δxy � 1 αν x � y και δxy � 0 αν x � y. Επιπλέον, κάθε f : En2 Ñ X αναπαρίσταται

μονοσήμαντα στη μορφή

fpεq �
¸
A

wApεqxA,

για κάποια xA P X.

Απόδειξη. Οι συνθήκες ορθογωνιότητας ελέγχονται εύκολα - η πρώτη προκύπτει από την παρα-

τήρηση ότι wAwB � wA4B και το γεγονός ότι
°
εwA4Bpεq � 0 εκτός αν A4B � H. Για τη

δεύτερη, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι αν σταθεροποιήσουμε κάποιον δείκτη j τέτοιον ώστε εj � ζj ,

τότε για κάθε A � t1, . . . , nu με j R A έχουμε wApεqwApζq � �wÃpεqwÃpζq, όπου Ã � AY tju.
Για να δείξουμε ότι κάθε f : En2 Ñ X έχει μοναδική αναπαράσταση, θεωρούμε μια τέτοια f και για

κάθε A � t1, . . . , nu θέτουμε

xA �
»
En2

wApεqfpεqdµnpεq.

Τότε, χρησιμοποιώντας την (Αʹ.1.2), βλέπουμε ότι για κάθε ε P En2
¸
A

wApεqxA �
¸
A

wApεq
�»

En2

wApζqfpζqdµnpζq
�

�
»
En2

fpζq
�¸

A

wApεqwApζq
�
dµnpζq � fpεq.

Για να δείξουμε τη μοναδικότητα, υποθέτουμε ότι fpεq � °
AwApεqyA για κάποια διανύσματα

yA P X. Τότε,

xA �
»
En2

wApζqfpζqdµnpζq �
»
En2

�¸
B

wBpζqyB
�
wApζqdµnpζq

� 1

2n

¸
B

yB

�
� ¸
ζPEn2

wBpζqwApζq
�
� yA,

αν λάβουμε υπόψη την (Αʹ.1.1). �

Ορισμός Αʹ.1.3. Η προβολή Rademacher της f : En2 Ñ X είναι η συνάρτηση Radnf : En2 Ñ X

που ορίζεται από την

Radnfpεq �
ņ

i�1

ripεqxtiu,

όπου f � °
wAxA. Θεωρούμε τον γραμμικό τελεστή f ÞÑ Radnpfq ον L2pEn2 ;Xq, και αν αυτός ο

τελεστής είναι φραγμένος, τότε θέτουμε

(Αʹ.1.3) KrpXq :� }Radn}L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq.

Το επόμενο λήμμα δείχνει ότι μπορούμε να γράψουμε την Radnf σαν συνέλιξη της f με το

άθροισμα των συναρτήσεων Rademacher, όπου η συνέλιξη μιας συνάρτησης f : En2 Ñ X με μια

συνάρτηση g : En2 Ñ R ορίζεται ως εξής:

(Αʹ.1.4) pf � gqpεq �
»
En2

fpεζqgpζqdµnpζq.

Γράφοντας εζ στην προηγούμενη σχέση, εννοούμε το κατά σημείο γινόμενο.
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Λήμμα Αʹ.1.4. Ορίζουμε gr : En2 Ñ R θέτοντας grpεq �
°n
i�1 ripεq. Τότε, για κάθε f : En2 Ñ X

έχουμε

Radnf � f � gr.

Απόδειξη. Απευθείας υπολογισμός δείχνει ότι

pf � grqpεq �
»
En2

�¸
A

wApεζqxA
��

ņ

i�1

ripζq
�
dµnpζq

�
ņ

i�1

¸
A

xAwApεq
�»

En2

wApζqripζqdµnpζq
�

�
ņ

i�1

ripεqxtiu � Radnfpεq,

όπως θέλαμε. �

Η επόμενη πρόταση δείχνει ότι ο L2pEn2 ;X�q είναι ο δυϊκός χώρος του L2pEn2 ;Xq.

Πρόταση Αʹ.1.5. ΄Εστω X χωρος Banach, X�
ο δυϊκός του, και H ένας χώρος Hilbert. Για

κάθε f : En2 Ñ X, φ : En2 Ñ X�
και h : En2 Ñ H, ισχύουν τα παρακάτω:

(α) Υπάρχει ψ : En2 Ñ X�
τέτοια ώστε }ψ}L2pEn2 ;X�q � 1 και

}f}L2pEn2 ;Xq � xψ, fy �
»
En2

rψpεqspfpεqqdµnpεq.

(β) Το γραμμικό συναρτησοειδές που αντιστοιχεί στην φ και ορίζεται στον L2pEn2 ;Xq μέσω της

(Αʹ.1.5) xφ, fy :�
»
En2

rφpεqspfpεqqdµnpεq

είναι φραγμένο και έχει νόρμα ίση με }φ}L2pEn2 ;X�q.

(γ) Αν h � °
AwAxA είναι η αναπαράσταση της h, τότε

}h}2L2pEn2 ;Hq �
¸
A

}xA}2H .

Απόδειξη. (α) Για την L2 νόρμα της f , ισχύει ότι

}f}L2pEn2 ;Xq �
�»

En2

}fpεq}2 dµnpεq
�1{2

�
�

1

2n

¸
ε

}fpεq}2
�1{2

�
°
ε }fpεq}aε

2n{2
,

για κάποια ακολουθία πραγματικών αριθμών paεq με
°
ε a

2
ε � 1 (μπορούμε να πάρουμε aε �

}fpεq}
p°ε }fpεq}2q1{2

). Από το θεώρημα Hahn-Banach, μπορούμε για κάθε ε P En2 να βρούμε ψ̃pεq P X�

τέτοιο ώστε }ψ̃pεq}� � 1 και rψ̃pεqspfpεqq � }fpεq}. Θέτουμε ψpεq � 2n{2aεψ̃pεq. Ισχύει τότε ότι

}ψ}2L2pE2
n;X�q �

°
ε 2na2

ε}ψ̃pεq}2�
2n

�
¸
ε

a2
ε � 1,
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ενώ επιπλέον,

xψ, fy � 1

2n

¸
ε

rψpεqspfpεqq � 1

2n{2
¸
ε

rψ̃pεqspfpεqqaε

� 1

2n{2
¸
ε

}fpεq}aε � }f}L2pEn2 ;Xq.

(β) Από τον ορισμό της νόρμας στον X�
και κάνοντας χρήση της ανισότητας Cauchy-Schwarz

βλέπουμε ότι

|xφ, fy| ¤
»
En2

|rφpεqspfpεqq| dµnpεq ¤
»
En2

}φpεq}X�}fpεq}X dµnpεq

¤
�»

En2

}φpεq}2X�dµnpεq
�1{2 �»

En2

}fpεq}2Xdµnpεq
�1{2

� }φ}L2pEn2 ;X�q}f}L2pEn2 ;Xq,

οπότε }xφ, �y}pL2pEn2 ;Xqq� ¤ }φ}L2pEn2 ;X�q. Για την ισότητα, δουλεύοντας όπως στο (α) μπορούμε

να δείξουμε ότι για κάθε δ ¡ 0 υπάρχει fδ : En2 Ñ X τέτοια ώστε }fδ}L2pEn2 ;Xq � 1 και

}φ}L2pEn2 ;X�q � xφ, fδy � δ ¤ }xφ, �y}pL2pEn2 ;Xqq� � δ.

(γ) Παρατηρούμε ότι, από την (Αʹ.1.1),»
En2

}hpεq}2Hdµnpεq �
»
En2

��¸
A

wApεqxA
��2

H
dµnpεq

�
»
En2

@¸
A

wApεqxA,
¸
B

wBpεqxB
D
H
dµnpεq

�
¸
A

¸
B

xxA, xByH
»
En2

wApεqwBpεqdµnpεq

�
¸
A

xxA, xAyH �
¸
A

}xA}2H ,

και το ζητούμενο έχει δειχθεί. �

Χρησιμοποιώντας τώρα τον τύπο για την Radn που μας δίνει το Λήμμα Αʹ.1.4, βλέπουμε ότι η

Rademacher προβολή Radn : L2pEn2 ;Xq Ñ L2pEn2 ;Xq είναι πάντα φραγμένη, με νόρμα ¤ ?
n.

Πρόταση Αʹ.1.6. ΄Εστω X χώρος Banach, f : En2 Ñ X, g : En2 Ñ R, και έστω gpεq �°
AwApεqcA η αναπαράσταση της g. Τότε,

(α) }f � g}L2pEn2 ;Xq ¤ }f}L2pEn2 ;Xq}g}L1pEn2 ;Rq.

(β) Αν ο X � H είναι χώρος Hilbert, τότε

}f � g}L2pEn2 ;Hq ¤ }f}L2pEn2 ;Hq max
A

|cA|.

(γ) Αν dpX,Hq ειναι η απόσταση Banach-Mazur του X από ένα χώρο Hilbert H, τότε

}f � g}L2pEn2 ;Xq ¤ max
A

|cA|dpX,Hq}f}L2pEn2 ;Xq.
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Απόδειξη. (α) Εφόσον f � g : En2 Ñ X, από την Πρόταση Αʹ.1.5 (α) μπορούμε να βρούμε

φ : En2 Ñ X�
τέτοια ώστε }φ}L2pEn2 ;X�q � 1 και

}f � g}L2pEn2 ;Xq �
»
En2

rφpεqs�pf � gqpεq�dµnpεq
�

»
En2

gpζq
»
En2

rφpεqs�fpεζq�dµnpεqdµnpζq
ενώ η παραπάνω έκφραση ειναι προφανώς

¤
»
En2

|gpζq|
»
En2

}φpεq}X�}fpεζq}Xdµnpεqdµnpζq

¤
»
En2

|gpζq|
�»

En2

}φpεq}2X�dµnpεq
� 1

2
�»

En2

}fpεζq}2Xdµnpεq
� 1

2

dµnpζq

� }f}L2pEn2 ;Xq}g}L1pEn2 ;Rq.

(β) Παρατηρούμε ότι αν f � °
AwAxA και g � °

A cAwA είναι οι αναπαραστάσεις των f και g

αντίστοιχα, τότε f � g � °
A cAxAwA. Αυτό γίνεται σαφές με έναν απ’ ευθείας υπολογισμό:

pf � gqpεq �
»
En2

fpεζq
�¸
A

wApζqcA


dµnpζq �

¸
A

�»
En2

fpεζqwApζqdµnpζq


cA

�
¸
A

�»
En2

fpεζqwApεζqdµnpζq


cAwApεq �

¸
A

xAcAwApεq.

Από την Πρόταση Αʹ.1.5 (γ) έχουμε

}f � g}L2pEn2 ;Hq �
�¸

A

}cAxA}2H
�1{2

¤ max
A

|cA|
�¸

A

}xA}2H
�1{2

�
�

max
A

|cA|


}f}L2pEn2 ;Hq.

(γ) Δοθέντος ε ¡ 0, από τον ορισμό της απόστασης Banach-Mazur υπάρχει ισομορφισμός T :

X Ñ H τέτοιος ώστε }T }}T�1} ¤ p1 � εqdpX,Hq. Αφού f � g � °
A cAxAwA, ισχύει λόγω

γραμμικότητας ότι

T rpf � gqpεqs �
¸
A

wApεqcAT pxAq.

Από τον ορισμό των νορμών και την Πρόταση Αʹ.1.5 (γ) ισχύει τότε ότι,

}f � g}L2pEn2 ;Xq � }pT�1 � T qpf � gq}L2pEn2 ;Xq
¤ }T�1}}T pf � gq}L2pEn2 ;Hq

� }T�1}
�¸
A

}cAT pxAq}2H

1{2

¤ max
A

|cA| }T�1}}Tf}L2pEn2 ;Hq

¤ max
A

|cA| }T�1}}T }}f}L2pEn2 ;Xq

� }f}L2pEn2 ;Xq max
A

|cA|p1� εqdpX,Hq,

που ολοκληρώνει την απόδειξη. �
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Παρατήρηση Αʹ.1.7. Το Λήμμα Αʹ.1.4 δείχνει ότι Radnf � f � gr, όπου gr �
°n
i�1 ri. Λόγω

της ορθογωνιότητας των συναρτήσεων Rademacher ισχύει ότι

}g}L1pEn2 ;Rq ¤ }g}L2pEn2 ;Rq �
?
n,

οπότε η Πρόταση Αʹ.1.6 (α) δίνει

}Radnf}L2pEn2 ;Xq ¤
?
n}f}L2pEn2 ;Xq.

Το (γ) της ίδιας πρότασης δίνει μία τουλάχιστον το ίδιο καλή εκτίμηση στην περίπτωση που ο X

είναι ισομορφικός με ένα χώρο Hilbert H και dpX,Hq ¤ ?
n (κάτι που ισχύει για τους n-διάστατους

χώρους με νόρμα, από το Θεώρημα του John): αφού maxA |cApgrq| � 1, έχουμε

(Αʹ.1.6) }Radnf}L2pEn2 ;Xq ¤ dpX,Hq}f}L2pEn2 ;Xq.

Τέλος, αν ο X � H είναι χώρος Hilbert, το (β) της πρότασης δείχνει ότι

}Radn}L2pHqÑL2pHq � 1.

Το παρακάτω θεώρημα ωστόσο, μας δίνει ένα πολύ καλύτερο φράγμα για την }Radn}.
Θεώρημα Αʹ.1.8 (Pisier). Υπάρχει απόλυτη σταθερά C τέτοια ώστε, για κάθε χώρο με νόρμα

X που είναι ισομορφικός με ένα χώρο Hilbert H, έχουμε

(Αʹ.1.7) }Radn}L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq ¤ C logrdpX,Hq � 1s.

Συγκεκριμένα, για κάθε n-διάστατο χώρο με νόρμα X,

}Radn}L2pEn2 ;XqÑL2pEn2 ;Xq ¤ C logpn� 1q.

Για την απόδειξη του θεωρήματος, θα επικαλεστούμε μια κλασική ανισότητα του Bernstein για

τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα:

Λήμμα Αʹ.1.9 (ανισότητα Bernstein). Αν Q είναι ένα τριγωνομετρικό πολυώνυμο βαθμού n, τότε

(Αʹ.1.8) }Q1}8 ¤ 2n}Q}8.

΄Εστω P ptq � °
0¤k¤n zkt

k
ένα πολυώνυμο βαθμού n με μιγαδικούς συντελεστές. Θεωρούμε

το πολυώνυμο

Qptq :� P
�

1
2 sin t

� � ¸
0¤k¤n

zk
2k

sink t

Το Qptq είναι ένα τριγωνομετρικό πολυώνυμο βαθμού n (κάθε k-οστή δύναμη του sin t μπορεί να

γραφεί σαν τριγωνομετρικό πολυώνυμο βαθμού k), οπότε εφαρμόζοντας το Λήμμα Αʹ.1.9 έχουμε���1
2
P 1p0q

��� � |Q1p0q| ¤ 2n}Q}8 � 2n sup
|t|¤ 1

2

|P ptq|.

Για κάθε πολυώνυμο P ptq � °
0¤k¤n zkt

k
με μιγαδικούς συντελεστές, ισχύει δηλαδή ότι

(Αʹ.1.9) |P 1p0q| ¤ 4n max
|t|¤1{2

|P ptq|.

Κάνοντας χρήση της παραπάνω ανισότητας, έχουμε την ακόλουθη πρόταση που είναι το κρίσιμο

βήμα για την απόδειξη της εκτίμησης του Pisier για τη Rademacher προβολή.
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Πρόταση Αʹ.1.10. ΄Εστω l P N, l ¥ 2. Υπάρχει ένα προσημασμένο μέτρο µ στο r�1
2 ,

1
2 s με

κύμανση }µ} ¤ 4l, το οποίο ικανοποιεί τα ακόλουθα:

(Αʹ.1.10)

» 1{2

�1{2
tdµptq � 1 ,

» 1{2

�1{2
tkdµptq � 0 , k � 0, 2, . . . , l.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με Pl τον χώρο όλων των πολυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές

βαθμού το πολύ ίσου με l, και ορίζουμε το συναρτησιακό F : Pl Ñ R με

F ppq � p1p0q.

Από την ανισότητα (Αʹ.1.9) παίρνουμε τότε ότι

|F ppq| � |p1p0q| ¤ 4l max
tPr�1{2,1{2s

|pptq| , p P Pl.

Από το θεώρημα Hahn-Banach, η F επεκτείνεται σε μια F̃ P �Cr�1{2, 1{2s�� με }F̃ } ¤ 4l. Από το

θεώρημα αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει προσημασμένο μέτρο µ στο r�1{2, 1{2s με }µ} ¤ 4l,

το οποίο ικανοποιεί την» 1{2

�1{2
tkdµptq � F̃ ptkq � ptkq1|t�0 , k � 0, 1, . . . , l,

με άλλα λόγια τις (Αʹ.1.10). �

Απόδειξη του Θεωρήματος Αʹ.1.8. Θεωρούμε το μέτρο µ της προηγούμενης Πρότασης, και

ορίζουμε

gpεq �
» 1{2

�1{2

n¹
i�1

�
1� tripεq

�
dµptq.

Επειδή
±n
i�1

�
1� tripεq

� � °n
k�0 t

k
°
|A|�k wApεq, έχουμε

gpεq �
» 1{2

�1{2

ņ

k�0

tk
¸
|A|�k

wApεqdµptq

�
ņ

k�0

�
��» 1{2

�1{2
tkdµptq

� ¸
|A|�k

wApεq
�


�
ņ

i�1

ripεq �
ņ

k�l�1

�
��» 1{2

�1{2
tkdµptq

� ¸
|A|�k

wApεq
�
,

όπου χρησιμοποιήσαμε τις ιδιότητες του µ.

Θέτουμε g1 � gr �
°n
i�1 ri, g2 �

°n
k�l�1

��³1{2
�1{2 t

kdµptq�°|A|�k wA
�
, και βλέπουμε ότι g �

g1 � g2. ΄Εχουμε επιπλέον

}g}L1pEn2 ;Rq �
»
En2

��� » 1{2

�1{2

n¹
i�1

�
1� tripεq

�
dµptq

���dµnpεq
¤

»
En2

�» 1{2

�1{2

n¹
i�1

�
1� tripεq

�
dµ�ptq �

» 1{2

�1{2

n¹
i�1

�
1� tripεq

�
dµ�ptq



dµnpεq

�
» 1{2

�1{2

�»
En2

n¹
i�1

�
1� tripεq

�
dµnpεq

�
d|µ|ptq.
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Από την Πρόταση Αʹ.1.2 έχουμε

»
En2

n¹
i�1

�
1� tripεq

�
dµnpεq �

ņ

k�0

tk

�
� ¸
|A|�k

»
En2

wApεqdµnpεq
�


�
ņ

k�0

tk

�
� ¸
|A|�k

»
En2

wApεqwHpεqdµnpεq
�
� 1.

΄Επεται έτσι ότι

}g}L1pEn2 ;Rq ¤ }µ} ¤ 4l

και άρα

(Αʹ.1.11) }f � g}L2pEn2 ;Xq ¤ }f}L2pEn2 ;Xq}g}L1pEn2 ;Rq ¤ 4l}f}L2pEn2 ;Xq.

Παρατηρούμε εν συνεχεία ότι αν g2 �
°
AwAc

g2
A � °n

k�l�1

°
|A|�k wAc

g2
A , τότε

cg2A �
» 1{2

�1{2
tkdµptq όπου k � |A|,

οπότε από την Πρόταση Αʹ.1.6 (γ) έχουμε ότι

}f � g2}L2pEn2 ;Xq ¤ }f}L2pEn2 ;Xq max
A

|cg2A | dpX,Hq(Αʹ.1.12)

� }f}L2pEn2 ;Xq max
l k¤n

��� » 1{2

�1{2
tkdµptq

��� dpX,Hq
¤ }f}L2pEn2 ;Xq

1

2l�1
}µ} dpX,Hq

¤ }f}L2pEn2 ;Xq
4l

2l�1
dpX,Hq.

Από τις (Αʹ.1.11) και (Αʹ.1.12), συμπεραίνουμε ότι

}Radnf}L2pEn2 ;Xq � }f � pg � g2q}L2pEn2 ;Xq
� }pf � gq � pf � g2q}L2pEn2 ;Xq
¤ }pf � gq}L2pEn2 ;Xq � }pf � g2q}L2pEn2 ;Xq

¤ }f}L2pEn2 ;Xq

�
4l � 4l

dpX,Hq
2l�1



.

Το παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει για κάθε l P N, l ¥ 2. Για να δείξουμε το ζητούμενο εργαζόμαστε

ως εξής: ΄Εστω s ο μικρότερος μη αρνητικός ακέραιος για τον οποίο ισχύει ότι

2s ¤ dpX,Hq   2s�1.

Θέτουμε l � s� 2, οπότε l ¥ 2 και

2l ¤ 4 � dpX,Hq   2l�1.

Ισχύει τότε ότι �
4l � 4l

dpX,Hq
2l�1



  5l
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ενώ ταυτόχρονα,

l � s� 2 ¤ log2pdpX,Hqq � 2 ¤ c0 logrdpX,Hq � 1s

για κάποια απόλυτη σταθερά c0 ¡ 0. ΄Επεται ότι

}Radnf}L2pEn2 ;Xq ¤ 5l}f}L2pEn2 ;Xq ¤ c logrdpX,Hq � 1s}f}L2pEn2 ;Xq

όπου c � 5c0. �





Παράρτημα Βʹ

Η αρχή της τοπικής αυτοπάθειας

Βʹ.1 Αρχή της τοπικής αυτοπάθειας

Η αρχή της τοπικής αυτοπάθειας αποδείχθηκε από τους Lindenstrauss και Rosenthal. Ισχυρίζεται

ότι, κατά κάποιον τρόπο, κάθε χώρος Banach είναι τοπικά αυτοπαθής, με την έννοια ότι για κάθε

απειροδιάστατο χώρο Banach X ο X��
είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X.

Θεώρημα Βʹ.1.1 (αρχή τοπικής αυτοπάθειας). ΄Εστω X χώρος Banach, E � X��
και F � X�

με dimE   8 και dimF   8. Τότε για κάθε ε ¡ 0 υπάρχει φραγμένος γραμικός τελεστής T :

E Ñ X τέτοιος ώστε }T }}T�1}   1� ε , T pxq � x για κάθε x P EXX και x�pT px��qq � x��px�q
για κάθε x� P F και x�� P E.

Η απόδειξη που θα περιγράψουμε οφείλεται στον Stegall [38]. Θα χρειαστούμε κάποια βοηθητικά

αποτελέσματα.

Πρόταση Βʹ.1.2. ΄Εστω T : X Ñ Y φραγμένος γραμμικός τελεστής με κλειστή εικόνα. ΄Εστω

y P Y τέτοιο ώστε η εξίσωση T ��px��q � y να έχει λύση x�� P X��
με }x��}   1. Τότε η εξίσωση

T pxq � y έχει λύση x P X με }x}   1.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουμε ότι y P T pDXq, όπου DX είναι η ανοικτή μοναδιαία μπάλα του X.

Υποθέτουμε αρχικά ότι y R T pXq. Τότε υπάρχει y� P Y �
με T �py�q � 0 και y�pyq � 1. ΄Ομως

αυτό είναι άτοπο, διότι

rT ��px��qspy�q � y�pyq � 1.

Υποθέτουμε τώρα ότι y P T pXqr T pDXq. Από το θεώρημα ανοικτής απεικόνισης το T pDXq είναι
σχετικά ανοικτό στην T pXq, και από το διαχωριστικό θεώρημα Hahn-Banach μπορούμε να βρούμε

y� P Y �
τέτοιο ώστε y�pyq ¥ 1 αλλά y�pTxq   1 για κάθε x P DX . Επεται ότι }T �py�q} ¤ 1, άρα

|x��pT �y�q|   1, δηλαδή |y�pyq|   1, το οποίο είναι άτοπο. �

Πρόταση Βʹ.1.3. ΄Εστω T : X Ñ Y φραγμένος γραμμικός τελεστής με κλειστή εικόνα και έστω

K : X Ñ Y τελεστής πεπερασμένης τάξης. Τότε ο T �K έχει επίσης κλειστή εικόνα.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ο T � K δεν έχει κλειστή εικόνα. Τότε υπάρχει φραγμένη α-

κολουθία pxnq τέτοια ώστε pT � Kqpxnq Ñ 0 αλλά dpxn,KerpT � Kqq ¥ 1 για κάθε n P N.

Περνώντας σε υπακολουθία μπορούμε να υποθέσουμε ότι Kxn Ñ y P Y , άρα Txn Ñ �y. Τότε

μπορούμε να βρούμε x P X με Tx � �y, άρα Txn Ñ �y. ΄Επεται ότι }Txn � Tx} Ñ 0, άρα

dpxn � x,KerpT qq Ñ 0. Συνεπώς, y �Kx P KpKerpT qq.
΄Εστω ότι y �Kx � Ku για κάποιο u P KerpT q. Τότε

dpxn � x� u,KerpT qq Ñ 0,
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και

}Kxn �Kx� u} Ñ 0.

Αφού ο K|KerpT q έχει κλειστή εικόνα, αυτό σημαίνει ότι

dpxn � x� u,KerpT q XKerpKqq Ñ 0.

΄Ομως T px� uq � �y � �Kpx� uq, άρα x� u P KerpT �Kq και αυτό δείχνει ότι

dpxn,KerpT �Kqq Ñ 0,

σε αντίθεση με την υπόθεσή μας. �

Πρόταση Βʹ.1.4. ΄Εστω X χώρος Banach, A � pajkqm,nj,k�1 ένας m � n πραγματικός πίνακας,

και B � pbjkqp.nj,k�1 ένας p � n πραγματικός πίνακας. ΄Εστω y1, . . . , ym P X, y�1 , . . . , y
�
p P X�

,

και t1, . . . , tp P R. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν x��1 , . . . , x��n P X��
με maxk }x��k }   1, τα οποία

ικανοποιούν τις
ņ

k�1

ajkx
��
k � yj , 1 ¤ j ¤ m

και

y�j

�
ņ

k�1

bjkx
��
k

�
� tj , 1 ¤ j ¤ p.

Τότε υπαρχουν x1, . . . , xn P X με maxk }xk}   1, τέτοια ώστε

ņ

k�1

ajkxk � yj , 1 ¤ j ¤ m

και

y�j

�
ņ

k�1

bjkxk

�
� tj , 1 ¤ j ¤ p.

Απόδειξη. Θεωρούμε τον τελεστή T0 : `n8pXq Ñ `m8pXq με

T0px1, . . . , xnq �
�

ņ

k�1

ajkxk

�m

j�1

.

Θα δείξουμε ότι ο T0 έχει κλειστή εικόνα. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι ο πίνακας A γράφεται

στη μορφή A � PDQ, όπου οι P και Q είναι αντιστρέψιμοι, και ο D είναι της μορφής

D �
�
Ir 0

0 0

�
,

όπου r είναι η τάξη του A. ΄Επεται ότι ο T0 παραγοντοποιείται στη μορφή T0 � USV , όπου οι U, V

είναι αντιστρέψιμοι και ο S δίνεται από τον πίνακα D, οπότε έχει κλειστή εικονα.

Ορίζουμε τώρα T : `n8pXq Ñ `m8pXq ` `p8 με

T px1, . . . , xnq �
�
�T0px1, . . . , xnq,

�
xj

�
ņ

k�1

bjkxk

��p

j�1

�
.

Από την Πρόταση Βʹ.1.3 συμπεραίνουμε ότι ο T έχει κλειστή εικόνα. Τώρα, το ζητούμενο είναι

άμεση συνέπεια της Πρότασης Βʹ.1.3. �
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Απόδειξη του Θεωρήματος Βʹ.1.1. ΄Εστω ε ¡ 0. Θεωρούμε δ ¡ 0 τέτοιο ώστε p1� δqp1�
3δq�1   1 � ε και ένα δ-δίκτυο tx��j : 1 ¤ j ¤ Nu της tx�� P E : }x��} � 1u. Θεωρούμε τον

τελεστή S : RN Ñ E με

Spt1, . . . , tN q �
Ņ

j�1

tjx
��
j .

Ορίζουμε H � s�1pE XXq και θεωρούμε μια βάση papjqqmj�1 του H. ΄Εστω Spapjqq � yj P E XX.

Θεωρούμε τον πίνακα A � pajkqm,Nj,k�1, όπου a
pjq � paj1, . . . , ajN q.

Επιλέγουμε τώρα x�1 , . . . , x
�
N P X�

ώστε }x�j } � 1 και x��j px�j q ¡ 1 � δ, και τέλος θεωρούμε

μια βάση tz�1 , . . . , z�l u του F .

Θεωρούμε το σύστημα εξισώσεων, ως προς px1, . . . , xN q,
Ņ

k�1

ajkxk � yj , j � 1, 2, . . . , N

x�j pxjq � x��j px�j q, j � 1, 2, . . . , N

z�j pxjq � x��j pz�j q, j � 1, 2, . . . , l.

Το σύστημα αυτό έχει μια λύση στον X��
, την px��1 , . . . , x��N q, και maxj }x��j } � 1. Από την

Πρόταση Βʹ.1.4 έπεται ότι έχει λύση px1, . . . , xN q στον X, με maxj }xj}   1� δ.

Αν ορίσουμε S1 : RN Ñ X με

S1pt1, . . . , tN q �
Ņ

j�1

tjxj ,

από την κατασκευή βλέπουμε ότι αν Sptq � 0 τότε S1ptq � 0, άρα S1 � TS για κάποιον τελεστή

T : E Ñ X. Θέτουμε V � T pEq. Για κάθε 1 ¤ j ¤ N χουμε

1� δ   }xj}   1� δ,

διότι }xj} ¥ x�j pxjq ¡ 1�δ. ΄Ενα απλό επιχείρημα διαδοχικής προσέγγισης δείχνει ότι }T } }T�1}  
1� ε. Οι υπόλοιποι ισχυρισμοί του θεωρήματος προκύπτουν από την κατασκευή. �
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