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Πρόλογος

Το 1967 ο Auslander στην εργασία του με τίτλο ‘Anneaux de Gorenstein, et
torsion en algébre commutative’ εισήγαγε μία καινούργια σταθερά για πεπερα-

σμένα παραγόμενα πρότυπα πάνω από αντιμεταθετικό δακτύλιο της Noether, R,

τη λεγόμενη G-διάσταση (G−dim). Λέμε ότι ένα πρότυποM έχει G-διάσταση

μηδέν αν και μόνο εάν ανήκει στην αριστερή ορθογώνια κλάση των προβολικών

R-προτύπων (Ορισμός 1.1.19). Το 1995 οι Enochs και Jenda ([5]) όρισαν μία

ομολογική σταθερά, την Gorenstein προβολική διάσταση, για πρότυπα πάνω

από έναν οποιονδήποτε δακτύλιο η οποία ορίζεται μέσω Gorenstein προβολι-

κών επιλύσεων (Ορισμός 1.2.4). Αποδεικνύετε ότι ([19, 4.2.6]) ένα πρότυπο

M πάνω από έναν μεταθετικό δακτύλιο της Noether είναι Gorenstein προβο-

λικό αν και μόνο εάν έχει G-διάσταση μηδέν. Το 2004 ο Henrik Holm ([2])

έδωσε μία «συναρτητική» περιγραφή για τα πρότυπα πεπερασμένης Gorenstein
προβολικής διάστασης (Θεώρημα 1.3.9).

Η παρούσα διπλωματική εργασία δομείται σε δύο κεφάλαια και έχει ως αφε-

τηρία την προαναφερθείσα εργασία του Henrik Holm. Το πρώτο κεφάλαιο έχει

ως σκοπό να ορίσει τη Gorenstein προβολική διάσταση προτύπου (Gpd) πάνω

από έναν οποιονδήποτε μοναδιαίο δακτύλιο και να δείξει ότι αυτή γενικεύει την

προβολική διάσταση (pd). Στο δεύτερο κεφάλαιο περιοριζόμαστε σε ομαδο-

δακτυλίους με σκοπό να μελετήσουμε τη Gorenstein συνομολογική διάσταση

ομάδων, (Gcd).
Πιο αναλυτικά, το πρώτο κεφάλαιο αποτελείται από τρεις υποπαραγράφους,

στη πρώτη από αυτές αναπτύσσουμε τη βασική θεωρία που είναι απαραίτητη για

τη συνέχεια. Επιπλέον, αποδεικνύουμε ότι αν ο R είναι μοναδιαίος δακτύλιος

τότε κάθε ακυκλικό R-σύμπλεγμα προβολικών προτύπων του οποίου όλες οι

συζυγίες είναι επίπεδα πρότυπα είναι συμπτίξιμο. Στη δεύτερη υποπαράγρα-

φο του πρώτου κεφαλαίου εισάγουμε την έννοια των Gorenstein προβολικών

προτύπων ως συζυγίες ενός HomR(·, Q)-ακριβούς ακυκλικού συμπλέγματος

προβολικών προτύπων, όπου το Q είναι R-προβολικό πρότυπο. Αμέσως μετά

δίνουμε παράδειγμα προτύπου το οποίο είναι Gorenstein προβολικό αλλά δεν

είναι προβολικό. Συνεχίζουμε μελετώντας τις ιδιότητες της κλάσης των Go-
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renstein προβολικών προτύπων με σκοπό να ορίσουμε τη Gorenstein προβολική

διάσταση. Στην τρίτη υποπαράγραφο μελετάμε πρότυπα τα οποία έχουν πεπε-

ρασμένη Gorenstein προβολική διάσταση με σκοπό να δείξουμε ότι αν για ένα

πρότυπο M η προβολική διάσταση του M είναι πεπερασμένη τότε ισχύει ότι

pdR(M) = GpdR(M), δηλαδή ότι η Gorenstein προβολική διάσταση γενικεύει

την προβολική διάσταση. Τέλος δίνουμε τους ορισμούς της Gorenstein, καθώς

και της συνηθισμένης συνομολογικής διάστασης.

Το κεφάλαιο 2 αφιερώνεται αποκλειστικά στη μελέτη της Gorenstein συ-

νομολογικής διάστασης η οποία ορίζεται για οποιαδήποτε ομάδα G και είναι

πεπερασμένη σε μεγαλύτερη κλάση ομάδων απο ότι η συνηθισμένη συνομο-

λογική διάσταση (cd). Δηλαδή για κάθε ομάδα G με cdG < ∞ έχουμε ότι

GcdG < ∞ και μάλιστα ισχύει η ισότητα cdG = GcdG, το αντίστροφο όμως

δεν ισχύει. Για παράδειγμα, κάθε πεπερασμένη ομάδα G έχει Gorenstein συ-

νομολογική διάσταση 0 ενώ η συνομολογική διάσταση κάθε ομάδας η οποία

δεν είναι ελευθέρας στρέψης είναι άπειρη. ΄Ενα ακόμα τέτοιο παράδειγμα αποτε-

λούν όλες οι αριθμήσιμα άπειρες τοπικά πεπερασμένες ομάδες οι οποίες, όπως

θα δούμε στη Παράγραφο 2.4 έχουν πεπερασμένη Gorenstein συνομολογική

διάσταση ίση με 1.
Η σημαντικότητα της Gorenstein συνομολογικής διάστασης γίνετε πιο κα-

τανοητή αν κανείς γνωρίζει τις ιδιότητές της. Στις παραγράφους 2.2 και 2.4

αποδεικνύουμε τα εξής:

1. Μία ομάδα G έχει Gorenstein συνομολογική διάσταση 0 αν και μόνο αν

είναι πεπερασμένη ομάδα.

2. Αν H ≤ G⇒ GcdH ≤ GcdG

3. Αν H EG και |H| <∞ τότε Gcd(G/H) ≤ GcdG

4. Αν H EG τότε GcdG ≤ GcdH +Gcd(G/H)

5. ΄Εστω ομάδα G, αν η H είναι κανονική υποομάδα της G πεπερασμένου

δείκτη τότε GcdH = GcdH.

6. Αν η ομάδα G εκφράζεται ως ένωση μίας αύξουσα αλυσίδας υποομάδων

της, (Gn)n∈N, τότε ισχύει η ανισότητα GcdG ≤ 1 + supn GcdGn.

Στη τελευταία παράγραφο αποδεικνύουμε ότι αν η G είναι αριθμήσιμη ομά-

δα πεπερασμένης Gorenstein συνομολογικής διάστασης, τότε ισχύει η ισότητα

GcdG = sup{n : Hn(G,ZG) 6= 0}
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία της Gorenstein
Ομολογικής ΄Αλγεβρας

Συμβολισμοί: Με R θα συμβολίζουμε πάντα έναν τυχαίο δακτύλιο με μο-

νάδα και με τον όρο R−πρότυπο θα εννοούμε αριστερό R−πρότυπο ενώ ως

συνάρτηση θα ανεφερόμαστε στους R−ομομορφισμούς. Επιπλέον όλοι οι δα-

κτύλιοι που εμφανίζονται στη παρούσα διπλωματική εργασία θεωρούνται μονα-

διαίοι.

1.1 Εισαγωγή

Ορισμός 1.1.1 (Προβολικό Πρότυπο). ΄Ενα R−πρότυπο P καλείται προβο-
λικό εάν, οποτεδήποτε η p είναι επί και η h είναι οποιαδήποτε συνάρτηση, τότε
υπάρχει συνάρτηση g η οποία κάνει το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

P

B D

hg

p

Σημείωση: Στη βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετοί (ισοδύναμοι) ορισμοί του

Προβολικού προτύπου. Παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [1]

Θεώρημα 1.1.2 (Kaplansky). ΄Εστω P,Q R−πρότυπα με P ⊕Q =
⊕
i∈I

Mi,

όπου I είναι οποιοδήποτε σύνολο δεικτών και τα Mi είναι αριθμησίμως παραγό-

μενα R−πρότυπα, τότε το P είναι ευθύ άθροισμα αριθμησίμως παραγόμενων
R−προτύπων.
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Απόδειξη: [1, Σελ. 103]

Πόρισμα 1.1.3. Κάθε προβολικό R−πρότυπο είναι ευθύ άθροισμα αρισμη-
σίμως παραγόμενων R−προτύπων.

Απόδειξη: Είναι γνωστό ότι κάθε προβολικό R-πρότυπο είναι ευθύς προ-

σθετέος κάποιου ελεύθερου R-προτύπου και ότι κάθε ελεύθερο R-πρότυπο

είναι ευθύ άθροισμα κυκλικών R-προτύπων. Επομένως από το Θεώρημα

Kaplanksy έχουμε ότι P ∼=
⊕
i∈I

Pi, όπου τα Pi είναι αριθμησίμως παραγόμε-

να R−πρότυπα. Τέλος, επειδή κάθε Pi είναι ευθύς προσθετέος προβολικού

R-προτύπου έχουμε ότι κάθε Pi είναι προβολικό R-πρότυπο.

Ορισμός 1.1.4. (Επίπεδο πρότυπο) ΄Ενα R−πρότυπο καλείται επίπεδο
(flat) αν και μόνο αν ο συναρτητής ·⊗RM είναι ακριβής. Αντίστοιχα ένα δεξιό
R−πρότυπο καλείται επίπεδο αν και μόνο αν ο συναρτητήςM⊗R · είναι ακριβής.

Πρόταση 1.1.5. Κάθε προβολικό R-πρότυπο είναι επίπεδο.

Τα επόμενα αποτελέσματα (Λήμμα 1.1.6,Λήμμα 1.1.7, Λήμμα 1.1.8, Λήμμα

1.1.9, Λήμμα 1.1.10,) θα μας βοηθήσουν να αποδείξουμε ότι αν η 0 → M →
P → M → 0 είναι βραχεία ακριβής ακολουθία R−προτύπων με το M να εί-

ναι επίπεδο R-πρότυπο και το P προβολικό R-πρότυπο τότε το M θα είναι

αναγκαστικά προβολικό R-πρότυπο (Θεώρημα 1.1.11 ). Το συγκεκριμένο Θε-

ώρημα έχει ως συνέπεια το Θεώρημα 1.1.13 το οποίο με τη σειρά του θα παίξει

καθοριστικό ρόλο στη Παράγραφο 2.3

Λήμμα 1.1.6. (Το Λήμμα του φιδιού) Δοσμένου του παρακάτω μετα-

θετικού διαγράμματος R−προτύπων:

0 A′ A A′′ 0

0 B′ B B′′ 0

f g h

υπάρχει η εξής ακριβής ακολουθία:

0→ kerf → kerg → kerh→ cokerf → cokerg → cokerh→ 0.

Απόδειξη. [1, 6.12]

Λήμμα 1.1.7. (Villamayor) ΄Εστω M υποπρότυπο ενός προβολικού R-
προτύπου P . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα
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1. Το P/M είναι επίπεδο.

2. Για κάθε x ∈M , υπάρχει ομομορφισμός f ∈ HomR(P,M) τέτοιος ώστε
f(x) = x.

3. Για κάθε x1, ..., xn ∈ M , υπάρχει ομομορφισμός f ∈ HomR(P,M) τέ-
τοιος ώστε f(xi) = xi για κάθε i.

Απόδειξη: [1, Σελ. 141]

Λήμμα 1.1.8. ΄ΕστωM ένα αριθμησίμως παραγόμενο υποπρότυπο ενός προ-
βολικού R-προτύπου P . Αν το P/M είναι επίπεδο τότε το M είναι προβολικό

R-πρότυπο.

Απόδειξη: ΄Εστω x1, x2..., xn... ακολουθία γεννητόρων του M . Με χρή-

ση επαγωγής και του Λήμματος 1.1.7 έχουμε ότι υπάρχουν μορφισμοί fj ∈
HomR(P,M) ώστε (1− fn) · · · (1− f2)(1− f1)(xi) = 0 για κάθε n > i.

Θεωρούμε τις απεικονίσεις

gn = (1− fn) · · · (1− f2)(1− f1)|M

και παρατηρούμε ότι η η ακολουθία (x, g1(x), ..., gn(x)...) έχει το πολύ πεπερα-

σμένο πλήθος μη μηδενικών όρων. Επομένως ορίζεται ομομορφισμός g : M →⊕
i∈N

P με τύπο

g(x) = (x, g1(x), ..., gn(x), ...).

Θεωρούμε επίσης τον ομομορφισμό f :
⊕
i∈N

P →M ο οποίος δίνεται από το

τύπο

f(a1, a2, ...) = f1(a1) + f2(a2) + · · · .
Τελικά, επειδή για κάθε n ισχύει ότι fngn−1 = gn−1 − gn(όπου με g0

συμβολίζουμε τη ταυτοτική συνάρτηση), συμπεραίνουμε ότι:

fg(x) = f1(x) + f2g1(x) + f3g2(x) + · · ·
= x− g1(x) + g1(x)− g2(x) + g2(x)− g3(x) + · · · = x

(1.1)

Επομένως η ακολουθία

0→ kerf →
⊕
i∈N

P →M → 0

διασπάται και άρα το M είναι προβολικό R-πρότυπο ως ευθύς προσθετέος προ-

βολικού R-προτύπου.
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Λήμμα 1.1.9. [12, 2.3] ΄Εστω M υποπρότυπο ενός προβολικού R−προτύπου
P , ώστε το P/M να είναι επίπεδο R-πρότυπο. Τότε κάθε αριθμησίμως παραγόμε-
νο υποπρότυπο του M περιέχεται σε ένα αριθμησίμως παραγόμενο υποπρότυπο
K του M ώστε το P/K να είναι επίπεδο R-πρότυπο.

Απόδειξη. Παρατηρούμε πρώτα ότι δεν αλλάζει το αποτέλεσμα αν στην εκφώνη-

ση αντικαταστήσουμε το M με M⊕0 και το P με P ⊕Q για κάποιο προβολικό

R−πρότυπο Q. Επομένως μπορούμε, χωρίς να χάσουμε τη γενικότητα, να

υποθέσουμε ότι το P είναι ελεύθερο R-πρότυπο με βάση X.

΄Εστω λοιπόν ένα αριθμησίμως παραγόμενο υποπρότυπο K0 του M . Τότε

υπάρχει αριθμήσιμο υποσύνολο του X, X0 ώστε το K0 να περιέχεται στο

υποπρότυπο P0 του P το οποίο παράγεται από το X0. Τότε το P0 είναι ευθύς

προσθετέος του P .

Θεωρούμε προβολή π : P → P0, δηλαδή έναν ενδομορφισμό του P με την

ιδιότητα π2 = π. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι μία τέτοια προβολή υπάρχει και

ότι η εικόνα της είναι αριθμήσιμα παρογόμενο R-πρότυπο που περιέχει το K0.

΄Εστω τώρα x1, ..., xn, ... μία αριθμήσιμη ακολουθία γεννητόρων τουK0, τό-

τε από το Λήμμα 1.1.7(3.) υπάρχει ακολουθία f1, ..., fn, ... του HomR(P,M)
τέτοια ώστε fn(xi) = xi για κάθε i < n. Αφού π(xi) = xi μπορούμε να αντι-

καταστήσουμε τις fn με τις fnπ. ΄Ετσι κάθε fnP είναι αριθμήσιμα παραγόμενο

και επομένως το R-πρότυπο

K1 = K0 +
∑
n∈N

fnP

είναι ένα αριθμήσιμα παραγόμενο υποπρότυπο του M το οποίο περιέχει το K0

και έχει την επιπλέον ιδιότητα ότι για κάθε x ∈ K0 υπάρχει f ∈ HomR(P,K1)
με f(x) = x.

Επαναλαμβάνοντας τη παραπάνω διαδικασία παίρνουμε διαδοχικά μία ακο-

λουθία R-προτύπων

K0 ⊂ K1 ⊂ · · ·Kn ⊂ · · · .

Θεωρούμε το (αριθμήσιμα παραγόμενο) πρότυπο K =
⋃
n∈NKn. Για να

εφαρμόσουμε ξανά το Λήμμα 1.1.7 παρατηρούμε ότι για κάθε x ∈ K υπάρχει

i ∈ N με x ∈ Ki και επομένως υπάρχει συνάρτηση fx ∈ HomR(P,Ki+1) με

fx(x) = x, έτσι από το Λήμμα 1.1.7 έχουμε ότι το P/K είναι επίπεδο.

Λήμμα 1.1.10. ΄Εστω 0 → M →
⊕

i∈I Pi
g−→ M → 0 μία βραχεία ακριβής

ακολουθία όπου τα Pi είναι αριθμησίμως παραγόμενα προβολικά R-πρότυπα.
Τότε για κάθε αριθμήσιμο σύνολο J0 ⊂ I και κάθε αριθμησίμως παραγόμενο R-
πρότυπο K0 ⊂M υπάρχει αριθμήσιμο σύνολο J ⊂ I τέτοιο ώστε το J0 να είναι
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υποσύνολο του J , το K0 να περιέχεται στο PJ =
⊕

j∈J Pj και η εικόνα g(PJ)
να είναι προβολικό R−πρότυπο. Επιπλέον ισχύει η ισότητα g(PJ) = g(PJ)∪M .

Απόδειξη: [12, 2.4]

Θεώρημα 1.1.11. [12, 2.5] ΄Εστω 0 → M → P
g−→ M → 0 βραχεία ακρι-

βής ακολουθία R-προτύπων όπου το M είναι επίπεδο R-πρότυπο και το P είναι
προβολικό R-πρότυπο. Τότε το M είναι προβολικό R-πρότυπο.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα Kaplansky το προβολικό πρότυπο P είναι ευθύ ά-

θροισμα αριθμησίμως παραγόμενων υποπροτύπων του, γράφουμε P =
⊕

i∈I Pi.
Θέτουμε επίσης PJ =

⊕
j∈J Pj και MJ = M ∩ PJ για κάθε υποσύνολο J του

I.
Θεωρούμε το σύνολο P όλων των διατεταγμένων ζευγών (J, L) όπου το

J είναι υποσύνολο του I και το L είναι υποπρότυπο του PJ με PJ = MJ ⊕ L.
Ειδικότερα έχουμε ότι (∅, 0) ∈P. Ορίζουμε διάταξη στο P ως εξής :

(J1, L1) ≤ (J2, L2)⇔ J1 ⊂ J2 & L1 ⊂ L2.

Προφανώς αν {(Jα, Lα)} είναι αλυσίδα στοιχείων του P τότε το ζεύγος

(
⋃
α∈A Jα,

⋃
α∈A Lα) ανήκει στο P. Επομένως από το Λήμμα του Zorn έ-

χουμε ότι υπάρχει μεγιστικό στοιχείο του P, έστω ένα τέτοιο το (J, L). Αν

J = I τότε P = M ⊕ L και τελειώσαμε.

Υποθέτουμε τώρα ότι J 6= I. Αφού λοιπόν gPj = Mj , έπεται από το snake
lemma (Λήμμα 1.1.6) ότι υπάρχει η ακριβής ακολουθία :

0→ M/MJ

f−→ P/PJ
g−→ M/MJ → 0,

όπου η f επάγεται από την ένθεση M → P και η g από τη g. Τότε η f
απεικονίζει ισομορφικά το M/MJ στο υποπρότυπο M = (M + P )/PJ του P/PJ και

έτσι παίρνουμε την ακριβή ακολουθία

0→M → P/PJ
h−→M → 0,

όπου η h είναι η σύνθεση fg. Σημειώνουμε επίσης ότι P/PJ = PI\J , ιδιαιτέρως

έχουμε ότι το P/PJ είναι προβολικό και αποτελεί ευθύ άθροισμα αριθμησίμως

παραγόμενων υποπροτύπων Pi + PJ/PJ , για i ∈ I. Επομένως το MJ ως ευθύς

προσθετέος του PJ είναι και ευθύς προσθετέος του P . Επιπροσθέτως από τη

σχέση MJ ⊂ M ⊂ P έχουμε ότι το MJ είναι και ευθύς προσθετέος του M .

Δηλαδή το M/MJ είναι επίπεδο πρότυπο που σημαίνει ότι και το M είναι επίπεδο

πρότυπο.
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Εφαρμόζοντας τώρα στα παραπάνω το Λήμμα 1.1.10 παίρνουμε ένα υποσύ-

νολο K του I, τέτοιο ώστε h(PK/PJ) = M ∩ (PK/PJ), με h(PK/PJ) προβολικό.

Αφού λοιπόν

h(PK/PJ) = f(gPK/MJ) = (gPK + PJ)/PJ

M ∩ (PK/PJ) = [(M + PJ) ∩ PK ]/PJ = (MK + PJ)/PJ

συμπεραίνουμε ότι gPK +PJ = MK +PJ . Αν τμήσουμε τα μέλη της τελευτέας

ισότητας με το M , παίρνουμε ότι gPK = MK .

Αφού ο πυρήνας της h|PK/PJ είναι το υποπρότυπο M ∩ (PK/PJ) = (MK +
PJ)/PJ , βλέπουμε ότι h(PK/PJ) ∼= PK/(MK + PJ). Επομένως το τελευτέο

πηλίκο είναι προβολικό, και έτσι έχουμε PK = (MK + PJ)⊕ T για κάποιο T .

Επιπλέον, από τις σχέσεις PJ = MJ ⊕ L και

MK ∩ L = MK ∩ PJ∩L = MJ ∩ L = 0,

συμπεραίνουμε ότι MK + PJ = MK ⊕ L και έτσι PK = MK ⊕ L⊕ T . ΄Ομως,

τότε έχουμε K,L⊕T ∈P, το οποίο είναι άτοπο αφού το (J, L) έχει υποτεθεί

μεγιστικό.

΄Αρα J = I και P = M ⊕ L.

Ορισμός 1.1.12. (Συμπλέγματα:)Συνοψίζουμε σε ένα ορισμό τις βασι-

κές έννοιες που αφορούν συμπλέγματα και αλυσωτές απεικονίσεις:

� ΣύμπλεγμαR−προτύπων καλείται μία ακολουθίαR-προτύπων καιR-μορφισμών:

(C, d) = · · · → Cn+1
dn+1−→Cn

dn−→Cn−1 → · · · .

Με την ιδιότητα:

dndn+1 = 0, για κάθε n ∈ Z.

� ΄Ενα σύμπλεγμα P καλείται ακυκλικό ανν kerdn = Imdn+1, για κάθε

n ∈ Z.

� ΄Εστω (C, d), (C ′, d′) συμπλέγματα, αλυσωτή απεικόνιση μεταξύ των (C, d),(C ′, d′)
ονομάζουμε μία ακολουθία ομομορφισφών f = (f)n : Cn → C ′n η οποία
κάνει το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · C ′n+1 C ′n C ′n+1 · · ·

dn+1

fn+1

dn

fn fn−1

d′n+1 d′n
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1. Μία αλυσωτή απεικόνιση, f = (f)n : Cn → C ′n, καλείται ψευδοισο-
μορφισμός (quasi−isomorphism) εαν όλες οι επαγόμενες απεικονί-
σεις της f μέσω του συναρτητή ομολογίας, f∗ : Hn(C) → Hn(C ′)
είναι ισομορφισμοί.

2. Οι αλυσωτές απεικονίσεις, f, g : C → C ′, είναι ομοτοπικές, συμβο-
λικά f ' g, ανν υπάρχει ακολουθία μορφισφλων sn : Cn → C ′n+1

ώστε:

fn − gn = d′n+1sn + sn−1dn.

3. Αν f = (f)n : Cn → C ′n είναι μία αλυσωτή απεικόνιση τότε ορίζουμε
ως κώνο (mapping cone) της f το σύμπλεγμα (cone(f), Dn), όπου

cone(f)n = Cn−1 ⊕ C ′n
και

D(cn−1, c
′
n) = (−dn−1cn−1, d

′
nc
′
n − fn−1cn−1).

� ΄Ενα σύμπλεγμα P καλείται συμπτύξιμο (contractible) ανν idP ' 0.

Θεώρημα 1.1.13. Κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα, P, προβολικών R-προτύπων
του οποίου όλες οι συζυγίες είναι επίπεδα πρότυπα είναι συμπτύξιμο.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με B(P)n την n−οστή συζυγία του P.

Για κάθε n ∈ Z η ακολουθία 0 → B(P)n → Pn → B(P)n−1 → 0
είναι ακριβής. Περνώντας στο συνγινόμενο των παραπάνω β.α.α έχουμε την

β.α.α 0 →
∐
n∈Z

B(P)n →
∐
n∈Z

Pn →
∐
n∈Z

B(P)n → 0. Επειδή το συνγινόμενο

επίπεδων προτύπων (αντίστοιχα προβολικών) προτύπων είναι επίπεδο πρότυπο

(αντίστοιχα προβολικό) πρότυπο συμπεραίνουμε ότι το
∐
n∈Z

B(P)n(αντίστοιχα

το
∐
n∈Z

Pn ) είναι επίπεδο πρότυπο (αντίστοιχα προβολικό). Από το Θεώρημα

1.1.11 το
∐
n∈Z

B(P)n είναι προβολικό. Επομένως κάθε B(P)n είναι προβολικό

και άρα το P είναι συμπτύξιμο (Υπόδειξη: Pn ∼= B(P )n ⊕B(P )n−1).

Ορισμός 1.1.14. (Επιλύσεις) ΄ΕστωM ένα R−πρότυπο και X μία οποια-
δήποτε κλάση R−προτύπων ονομάζουμε:

� Αριστερή X−επίλυση του M κάθε ακριβή ακολουθία

X = · · · → X1 → X0 →M → 0,

με Xn ∈ X για όλα τα n ∈ N.
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� Δεξιά X−επίλυση του M κάθε ακριβή ακολουθία

X = 0→M → X0 → X1 → · · · ,

με Xn ∈ X για όλα τα n ∈ N.

Θα αναφερόμαστε στις αριστερές επιλύσεις απλά ως επιλύσεις. Επιπλέον μια

επίλυση X θα λέγεται γνήσια, εάν η ακολουθία HomR(Y,X) είναι ακριβής
για κάθε αντικείμενο Y της X . Αντίστοιχα μια επίλυση X θα λέγεται συν-
γνήσια, εάν η ακολουθία HomR(X, Y ) είναι ακριβής για κάθε αντικείμενο Y
της X .

Πρόταση 1.1.15. ΄Εστω X μία κλάση R−προτύπων η οποία είναι κλειστή
ως προς ευθέα αθροίσματα. ΑνMi είναι R−πρότυπα τα οποία δέχονται συνγνή-
σιες δεξιές X−επιλύσεις, τότε και το άθροισμα

∐
Mi δέχεται δεξιά συνγνήσια

επίλυση.

Απόδειξη. ΄Εστω Xi
μία δεξία συνγνήσια X−επίλυση του Mi. Αν σκεφτούμε

τις δεξιές επιλύσεις ως συμπλέγματα τότε μπορούμε να θεωρήσουμε το συν-

γινόμενο τους,
∐

Xi = X στην Comp(RMod), δηλαδή στη κατηγορία όλων

των συμπλεγμάτων της RMod. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η X είναι δεξιά

X−επίλυση του
∐
Mi. Τέλος για να δείξουμε ότι η επίλυση X είναι επιπλέον

συνγνήσια αρκεί να θυμηθούμε ότι ισχύει ο παρακάτω ισομορφισμός αβελιανών

ομάδων :

Hom(
⊕
i∈I

Ai, B) ∼=
∏
i∈I

Hom(Ai, B).

Η παρακάτω πρόταση είναι μία μορφή του κλασικού Horseshoe Lemma. Η

απόδειξη στηρίζεται στην απόδειξη της Πρότασης 8.2.1 των Enochs και Jenda
στο βιβλίο Relative Homological Algebra, [4].

Πρόταση 1.1.16. (Horsheshoe Lemma) ΄Εστω X μία κλάσηR−προτύπων,
η οποία είναι κλειστή ως προς πεπερασμένα ευθέα αθροίσματα. ΄Εστω επίσης

μία βραχεία ακριβής ακολουθία R−προτύπων 0 → M ′ → M → M ′′ → 0,
τέτοια ώστε η:

0→ HomR(M ′′, Y )→ HomR(M,Y )→ HomR(M ′, Y )→ 0

να είναι ακριβής για κάθε Y ∈ X . Αν τα M ′,M ′′ δέχονται δεξιά συνγνήσια
X−επίλυση τότε και το M δέχεται δεξιά συνγνήσια X−επίλυση.

11



Απόδειξη. ΄Εστω X′,X′′ δεξιές συνγνήσιες επιλύσεις των M ′,M ′′ αντίστοιχα,
με X′ = 0→M ′ → X ′0 → · · · και X′′ = 0→M ′′ → X ′′0 → · · · .

΄Εχουμε το διάγραμμα:

0 0

0 M ′ M M ′′ 0

X ′0 X ′′0

C ′0 C ′′0

0 0

΄Οπου τα C ′0, C
′′
0 είναι οι συμπυρήνες των μορφισμών M ′ → X ′0, M

′′ → X ′′0
αντίστοιχα.

Επειδή η ακολουθία:

Hom(M ′′, X ′0)→ Hom(M,X ′0)→ Hom(M ′, X ′0)→ 0

είναι ακριβής, έχουμε ότι υπάρχει R−μορφισμός g : M → X ′0 ο ποίος κάνει το

παρακάτω τρίγωνο μεταθετικό:

M ′ M

X ′0

g

Ονομάζουμε h την σύνθεση: M →M ′′ → X ′′0 .
Θεωρούμε τώρα την απεικόνιση i : M → X ′0 ⊕X ′′0 , με τύπο

i(m) = (g(m), h(m)) η οποία είναι ένα−προς−ένα, διότι εαν η g μηδενίζεται

σε κάποιο μη μηδενικό m τότε το m δεν θα ανήκει στην εικόνα της M ′ →M .

Τελικά παίρνουμε το διάγραμμα :
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0 0 0

0 M ′ M M ′′ 0

0 X ′0 X ′0 ⊕X ′′0 X ′′0 0

0 C ′0 C0 C ′′0 0

0 0 0

΄Οπου C0
∼= X′

0 ⊕X′′
0/Im(M → X′

0 ⊕X′′
0 ).

Η διαδικασία μπορεί να συνεχιστεί για την ακολουθία:

0→ C ′0 → C0 → C ′′0 → 0.

Πράγματι,: Το C ′0 δέχεται ως δεξιά συνγνήσια επίλυση την :

0→ C ′0 → X ′1 → · · · .

΄Ομοια και για το C ′′0 έχουμε την δεξιά συνγνήσια επίλυση

0→ C ′′0 → X ′′1 → · · · .

Τέλος πρέπει να δείξουμε ότι για κάθε Y ∈ X ο συναρτητής Hom(·, Y )

διατηρεί την ακρίβεια της 0→ C ′0
j−→ C0 → C ′′0 → 0.

Αυτό συμβαίνει επειδή για κάθε f ′ ∈ Hom(C ′0, Y ) τότε μπορούμε να ορί-

σουμε απεικόνιση f ∈ Hom(C0, Y ) ,με τύπο : f([x′o, x
′′
0]) = f ′([x′0]) για την

οποία ισχύει ότι j∗(f) = f ′.

Πρόταση 1.1.17. ΄Εστω f : M →M ομομορφιμός R−προτύπων, θεωρούμε
επίσης το διάγραμμα

0 M X0 X1 · · ·

0 M X
0

X
1 · · ·

i d0

i d
0

f
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΄Οπου η πρώτη σειρά είναι μία συνγνήσια δεξιά X−επίλυση του M , και η
δεύτερη σειρά είναι μία δεξιά X−επίλυση τουM . Τότε η f επάγει μία αλυσωτή
απεικόνιση (f i)i∈N:

0 X0 X1 X2 · · ·

0 X
0

X
1

X
2 · · ·

f0 f1 f2

με την ιδιότητα ότι το τετράγωνο:

M X0

M X
0

f0f

είναι μεταθετικό. Επιπλέον, η αλυσωτή απεικόνιση (f i) είναι μοναδική (ως
προς ομοτοπία) με τη παραπάνω ιδιότητα.

Απόδειξη. 1. Επειδή η ακολουθία

· · · → Hom(X0, X
0
)→ Hom(M,X

0
)→ 0

είναι ακριβής μπορούμε να βρούμε R−μορφισμό f0
ο οποίος κάνει το

τετράγωνο μεταθετικό

M X0

M X
0

f0f

.

Για τον ίδιο λόγο μπορεί να κατακευαστεί ολόκληρη η αλυσωτή απεικόνιση

(f i).

2. Δείχνουμε την μοναδικότητα ως προς ομοτοπία: ΄Εστω λοιπόν ακόμη

μία αλυσωτή απεικόνιση, h = (hi)i ∈ N με τις επιθυμητές ιδιότητες.

Θεωρούμε την διεγραμμένη επίλυση X = 0 → X0 → X1 → · · · ως

σύμπλεγμα, όπου το 0 είναι ο όρος 1 του συμπλέγματος, το X0
είναι ο

όρος 0, το X1
είναι ο όρος −1 κ.ο.κ. ΄Ομοια, επιλέγουμε την αρίθμηση

των όρων του συμπλέγματος X = 0→ X
0 → X

1 → · · · .
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Κατασκευάζουμε, τώρα, επαγωγικά την αλυσωτή απεικόνιση

s = (sn) : X→ X με s−n : Xn → X
n−1

Προφανώς, έχουμε μία μόνο επιλογή για το s0 : X0 → 0 την s0 = 0.

΄Υπαρξη της s−1: Θέλουμε s−1 : X1 → X
0
έτσι ώστε

f0 − h0 = d
1
s0 + s−1d

0 ⇒ f0 − h0 = s−1d
0
. ΄Εχουμε την ακριβή

ακολουθία:

0← Hom(M,X
0
)

i∗←− Hom(X0, X
0
)

d0
∗

←−− Hom(X1, X
0
)← · · ·

Από τη μεταθετικότητα του τετραγώνου :

M X0

M X
0

f0 h0

΄Εχουμε ότι ο μορφισμός f0 − h0
ανήκει στον πυρήνα της i∗, επο-

μένως υπάρχει s−1 ∈ Hom(X0, X
0
) με s−1d

0 = f0 − h0
.

Επαγωγικό βήμα: ΄Εστω ότι έχει κατασκευαστεί η ακολουθία μορ-

φισμών (s) μέχρι το βήμα s−n. Θέλουμε να δείξουμε την ύπαρξη

απεικόνισης s−n−1 : X−n−1 → X
−n

, έτσι ώστε:

fn − hn = d
n−1

s−n + s−n−1d
n ⇒ fn − hn − dn−1

s−n = s−n−1d
n
.

΄Ομως, λόγω της ακρίβειας της :

· · · → Hom(Xn+1, X
n
)
dn∗−−→ Hom(Xn, X

n
)
dn−1∗

−−−−→
→ Hom(Xn−1, X

n
)→ · · ·

αρκεί να δείξουμε ότι ο μορφισμός fn − hn − dn−1
s−n ανήκει στον

πυρήνα της dn−1∗
. Αλλά:

dn−1∗(fn − hn − dn−1
s−n) = fndn−1 − hndn−1 − dn−1

s−nd
n−1

= d
n−1

fn−1 − dn−1
hn−1 − dn−1

s−nd
n−1

(1.2)

και

s−nd
n−1 = fn−1 − hn−1 − d−n−2

s−n+1 (1.3)

Τέλος από τις 1.2 και 1.3 έχουμε το ζητούμενο.
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Ορισμός 1.1.18. (Επιλύσιμες κλάσεις:) ΄Εστω X μία οποιαδήποτε
κλάση R−προτύπων η οποία περιέχει όλα τα προβολικά R−πρότυπα. Θα κα-
λούμε την X προβολικά επιλύσιμη αν για κάθε X2 ∈ X και κάθε β.α.α. της
μορφής

0→ X1 → X → X2 → 0, οι συνθήκες X1 ∈ X και X ∈ X είναι ισοδύναμες.

Ορισμός 1.1.19. (Ορθογώνιες κλάσεις:) Για κάθε κλάσηR−προτύπων
X οριζουμε την αριστερή ορθογώνια κλάση της X ως εξής:

⊥X = {M ∈ RMod : ExtiR(M,X) = 0 για όλα τα X ∈ X , και όλα τα i > 0}.

Αντίστοιχα ορίζουμε την δεξιά ορθογώνια κλάση της X :

X⊥ = {M ∈ RMod : ExtiR(X,M) = 0 για όλα τα X ∈ X , και όλα τα i > 0}.

Παρατήρηση 1.1.20. 1. Η κλάση όλων των R−προτύπων,M(R), έχει
ως αριστερή ορθογώνια κλάση τη κλάση των προβολικών προτύπων.

2. Η κλάση των προβολικών προτύπων είναι προβολικά επιλύσιμη και κλει-

στή ως προς ευθέα αθροίσματα και ευθύς προσθετέους.

Πρόταση 1.1.21. Για κάθε κλάση R−προτύπων, X , η αριστερή ορθογώνια
κλάση

⊥X είναι προβολικά επιλύσιμη και κλειστή ως προς ευθέα αθροίσματα
και ευθύς προσθετέους.

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι κάθε προβολικό πρότυπο ανήκει στη
⊥X .

΄Εστω λοιπόν 0 → M1 → M → M2 → 0 βραχεία ακριβής ακολουθία με

M2 ∈ ⊥X .

΄Εστω επίσης M1 ∈ ⊥X τότε η μακρά ακριβής ακολουθία για το Ext(·, X)
όπου X ∈ X έχει τη μορφή:

0 Hom(M2, X) Hom(M,X) Hom(M1, X)

0 Ext1R(M,A) 0

0 Ext2R(M,A) 0

0 ExtnR(M,A) 0

θ0

θ1

16



Επομένως ExtiR(M,X) = 0 για κάθε X ∈ X και για κάθε i > 0, το

οποίο σημαίνει ακριβώς ότι M ∈ ⊥X . ΄Ομοια αποδεικνύεται και η συνεπαγωγή

M ∈ ⊥X ⇒M1 ∈ ⊥X .

Τέλος από τη Πρόταση 7.21 στο [1] έχουμε ότι η
⊥X είναι κλειστή ως προς

ευθέα αθροίσματα και ευθύς προσθετέους.

Ορισμός 1.1.22. (Προβολική Διάσταση:) ΄Εστω M R−πρότυπο, θα λέμε
ότι η προβολική διάσταση του M είναι μικρότερη ή ίση του n ∈ N εάν υπάρχει
πεπερασμένη προβολική επίλυση του M :

0→ Pn → · · · → P1 → P0 →M → 0.

Συμβολικά γράφουμε pdR(M) ≤ n. Επίσης λέμε ότι η προβολική διάσταση
του M είναι ίση με n και γράφουμε pdR(M) = n εάν το n είναι το μήκος
της μικρότερης προβολικής επίλυσης του M . Αν δεν υπάρχει πεπερασμένη
προβολική επίλυση του M τότε ορίζουμε pdR(M) =∞.
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1.2 Gorenstein προβολικά πρότυπα

Ορισμός 1.2.1. Διπλά άπειρη ακριβή ακολουθία προβολικών προτύπων κα-

λούμε κάθε ακριβή ακολουθία της μορφής:

P = · · · → P1 → P0 → P 0 → P 1 → · · · ,

όπου τα P i, Pi είναι προβολικά R-πρότυπα.

Ορισμός 1.2.2. (Πλήρης προβολική επίλυση του προτύπου M .) ΄Εστω M
R−πρότυπο. Πλήρη προβολική επίλυση του M καλούμε μία διπλά άπειρη α-

κριβή ακολουθία προβολικών προτύπων η οποία συμφωνεί με μία προβολική

επίλυση του M σε κατάλληλα μεγάλες διαστάσεις. Δηλαδή έχουμε το ακόλου-
θο διάγραμμα:

Pn−1 · · · P0 P 0 · · ·

· · · Pn+1 Pn

P ′n−1 · · · P ′0 M 0

Επίσης, λέμε ότι η πλήρης προβολική επίλυση τουM έχει δείκτη συμφωνίας
(coincidence index) n αν ξεκινάει να συμπίπτει με τη αντίστοιχη προβολική
επίλυση του M στη διάσταση n.

Ορισμός 1.2.3. ΄ΕστωM R−πρότυπο και P μία πλήρης προβολική επίλυση
του M . Η P θα καλείται ισχυρώς πλήρης προβολική επίλυση εαν η ακολουθία
Hom(P, Q) είναι ακριβής για κάθε προβολικό R−πρότυπο Q.

Ορισμός 1.2.4. (Gorenstein Προβολικό Πρότυπο) ΄Ενα R−πρότυπο
M θα καλείται Gorenstein Προβολικό αν και μόνο εάν υπάρχει ισχυρώς
πλήρης προβολική επίλυση P του M με δείκτη συμφωνίας 0.

Συμβολισμός: Με G P(R) θα συμβολίζουμε τη κλάση των Gorenstein
προβολικών R−προτύπων.

Παράδειγμα 1.2.5. 1. Το Z είναι προβολικό ZG-πρότυπο αν και μόνο
αν η G είναι η ομάδα με ένα στοιχείο.

Πράγματι, αν το Z είναι ZG-προβολικό τότε κάθε ZG−επιμορφισμός, ε :
ZG → Z, είναι διασπάσιμος. Θεωρούμε τον επιμορφισμό ε με τύπο
ε(g) = 1, για κάθε g ∈ G. ΄Εστω επίσης µ : Z → ZG ένας ZG-
ομομορφισμός με εµ = idZ. Είναι προφανές ότι ο µ εξαρτάται μόνο απο
τη τιμή µ(1) = x ∈ ZG. Τότε gµ(1) = µ(g1) = gz = x, για κάθε g ∈ G.
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Δηλαδή το x μένει αναλλοίωτο από όλα τα στοιχεία της G. Αναγκαστικά
λοιπόν η G πρέπει να είναι πεπερασμένη ομάδα και το x να είναι κάποιο
πολλαπλάσιο του

∑
g∈G g. ΄Εστω λοιπόν ότι x = n

∑
g∈G g, τότε ε(x) =

n · |G| = 1⇒ n · |G| = 1⇒ |G| = 1.

2. Το Z είναι Gorenstein προβολικό ZG−πρότυπο για κάθε πεπερασμένη
ομάδα G (Πρόταση 2.2.10).

Παρατήρηση 1.2.6. Κάθε προβολικό R-πρότυπο P είναι και Gorenstein
προβολικό R-πρότυπο αφού η:

P = · · · 0→ 0→ P
id−→ P → 0→ · · ·

είναι μία ισχυρώς πλήρης προβολική επίλυση του προτύπου P .
Επίσης, λόγω συμμετρίας κάθε εικόνα, κάθε πυρήνας και κάθε συμπυρήνας

που εμφανίζεται σε μία ισχυρώς πλήρη προβολική επίλυση κάποιου προτύπουM
είναι Gorenstein προβολικό πρότυπο.

Πρόταση 1.2.7. [2, 2.3] ΄Ενα R−πρότυπο M είναι Gorenstein προβολικό αν
και μόνο αν το M ανήκει στην αριστερή ορθογώνια κλάση

⊥P(R) και το M
δέχεται δεξιά συνγνήσια P(R)−επίλυση. ΄Οπου με P(R) συμβολίζουμε τη
κλάση των προβολικών R−προτύπων.

Απόδειξη. Η Απόδειξη είναι άμεση από τους ορισμούς:

� ΄Εστω M Gorenstein προβολικό πρότυπο τότε υπάρχει ισχυρώς πλήρης

προβολική επίλυση P του M . Δηλαδή η ακολουθία:

→ Pn → · · · → P0 →M → 0

είναι μία προβολική επίλυση του M , η οποία μένει ακριβής μέσω του

συναρτητή Hom(·, Q) για κάθε προβολικό πρότυπο Q. Επομένως από

τον ορισμό του Ext(·, Q) έχουμε ότι Exti(M,Q) = 0 για κάθε i > 0, το
οποίο σημαίνει ακριβώς ότι M ∈ ⊥P(R). Επιπλέον, το δεξιό μέρος της

P:

0→M → P 0 → · · · → Pn →

αποτελεί μία δεξιά συνγνήσια P(R)−επίλυση του M .

� ΄Εστω τώρα M το οποίο ανήκει στην αριστερή ορθογώνια κλάση
⊥P(R)

και δέχεται δεξιά συνγνήσια P+ προβολική επίλυση.
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΄Εστω P− μία οποιαδήποτε προβολική επίλυση του M :

→ Pn → · · · → P0 →M → 0

Επειδή Extj(M,Q) = 0 για κάθε j μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η P
παραμένει ακριβής αν εφαρμόσουμε σε αυτή τον συναρτητή Hom(·, Q).

Τέλος, από την ακολουθία :

P− →M → P+

μπορούμε να φτιάξουμε την :

P = Pn → · · · → P0
d0−→P 0 → · · · → Pn

όπου ο μορφισμός d0 : P0 → P 0
είναι η σύνθεση των μορφισμών P0

ε−→M

καιM
i−→ P 0

, δηλαδή Imd0
∼= M . Αρκεί πλέον να δείξουμε ότι η ακολου-

θία Hom(P, Q) είναι ακριβής στις θέσεις Hom(P0, Q) και Hom(P 0, Q).

Για το σκοπό αυτό αρκεί να παρατηρήσουμε ότι:

ο πυρήνας του μορφισμού d∗0 : Hom(P 0, Q) → Hom(P0, Q) ισούται με

το πυρήνα του μορφισμού i∗ : Hom(P 0, Q)→ Hom(M,Q)
και ότι η εικόνα του μορφισμού d∗0 : Hom(P 0, Q)→ Hom(P0, Q) ισούται

με την εικόνα του μορφισμού ε∗ : Hom(M,Q)→ Hom(P0, Q).

Πρόταση 1.2.8. [2, 2.3] ΄Εστω P μία ισχυρώς πλήρης προβολική επίλυ-
ση ενός R-προτύπου M τότε η ακολουθία HomR(P, L) είναι ακριβής για όλα
τα R-πρότυπα L με πεπερασμένη προβολική διάσταση. Ιδιαιτέρως έχουμε ότι
ExtiR(M,L) = 0 για όλα τα i > 0 και όλα τα R-πρότυπα L πεπερασμένης
προβολικής διάστασης.

Απόδειξη. ΄Εστω L πρότυπο πεπερασμένης προβολικής διάστασης και

Q =→ Qn → · · · → Q0 → L→ 0,

μία προβολική επίλυση του L. Θεωρούμε το παρακάτω διάγραμμα:
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0 0 0 0

Hom(P1, Qn) Hom(P0, Qn) Hom(P 0, Qn) Hom(P 1, Qn)

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

Hom(P1, Q0) Hom(P0, Q0) Hom(P 0, Q0) Hom(P 1, Q0)

Hom(P1, L) Hom(P0, L) Hom(P 0, L) Hom(P 1, L)

0 0 0 0

Το οποίο επεκτείνεται αριστερά και δεξιά. Οι κάθετοι μορφισμοί είναι αυτοί

που προκύπτουν εάν εφαρμόσουμε τους συναρτητές Hom(Pi, ·) και Hom(P i, ·)
στη προβολική επίλυση Q, ενώ οι οριζόντιοι μορφισμοί είναι αυτοί που προ-

κύπτουν εάν εφαρμόσουμε τους συναρτητές Hom(·, Qi) και Hom(·, L) στην

πλήρη προβολική επίλυση P.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι το παραπάνω διάγραμμα είναι μεταθετικό και

ότι η ακρίβεια των στηλών καθώς και η ακρίβεια των γραμμών Hom(P, Qi)
έχουν ως συνέπεια την ακρίβεια της γραμμής Hom(P, L), το οποίο είναι το

ζητούμενο.

Θεώρημα 1.2.9. [2, 2.5] Η κλάση των Gorenstein προβολικών προτύπων
είναι προβολικά επιλύσιμη. Επιπλέον είναι κλειστή ως προς ευθέα αθροίσματα.

Απόδειξη. Η αριστερή ορθογώνια κλάση
⊥P(R) είναι κλειστή ως προς ευθέα

αθροίσματα από τη Πρόταση 1.1.21. Επίσης από τη Πρόταση 1.1.15 έχουμε ότι

η κλάση των R−προτύπων τα οποία δέχονται δεξιά συνγνήσια P(R)−επίλυση
είναι κλειστή ως προς ευθέα αθροίσματα. Τέλος, από το χαρακτηρισμό που

μας δίνει η Πρόταση 1.2.7 για τα Gorenstein προβολικά πρότυπα έχουμε ότι

η κλάση των Gorenstein προβολικών προτύπων είναι κλειστή ως προς ευθέα

αθροίσματα.

Για να αποδείξουμε ότι η G P(R) είναι προβολικά επιλύσιμη, θεωρούμε μία

βραχεία ακριβή ακολουθία R−προτύπων 0 → M ′ → M → M ′′ → 0, όπου το

M ′′ είναι Gorenstein προβολικό.
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Πρώτα υποθέτουμε ότι το M ′ είναι Gorenstein προβολικό. Λόγω του χα-

ρακτηρισμού των Gorenstein προβολικών προτύπων μέσω της Πρότασης 1.2.7,

αρκεί να δείξουμε ότι το M ανήκει στην κλάση
⊥P(R) και ότι δέχεται δεξιά

συνγνήσια P(R)−επίλυση. Το ότι το M ανήκει στην
⊥P(R) είναι συνέπεια

της Πρότασης 1.1.21 και ότι το M δέχεται δεξιά συνγνήσια P(R)−επίλυση
είναι συνέπεια του Horseshoe lemma.

Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι το M είναι Gorenstein προβολικό. Αφού

η κλάση
⊥P(R) είναι προβολικά επιλύσιμη, για να δείξουμε ότι το M ′ είναι

Gorenstein προβολικό αρκεί να αποδείξουμε ότι τοM ′ δέχεται δεξιά συνγνήσια

P(R)−επίλυση. Από την υπόθεση γνωρίζουμε ότι υπάρχουν δεξιές συνγνήσιες

P(R)−επιλύσεις,

M = 0→M → P 0 → P 1 → · · · και M′′ = 0→M ′′ → P ′′0 → P ′′1 → · · · .

Από τη Πρόταση 1.1.17 ξέρουμε ότι υπάρχει μοναδική (ως προς ομοτοπία)

αλυσωτή απεικόνιση M→M′′
η οποία επάγεται από την απεικόνισηM →M ′′.

Συμβολίζουμε με C το κώνο (mapping cone) της M→M′′
.

Επειδή οι M,M′′
είναι ακριβείς έχουμε ότι η απεικόνιση M → M′′

είναι

ψευδό−ισομορφισμός. Εφαρμόζοντας τώρα το Πόρισμα 10.41 του [1] παίρνουμε

ότι ο κώνος C είναι ακριβής. Εξ ορισμού έχουμε ότι για κάθε προβολικό πρότυ-

πο Q, τα συμπλέγματα Hom(M ′′, Q), Hom(M,Q) είναι ακυκλικά. Επομένως,

η απεικόνιση Hom(M ′′, Q) → Hom(M,Q) είναι ψευδο−ισομορφισμός. Είναι

επίσης εύκολο να δούμε ότι ύπάρχει ισομορφία του κώνου της Hom(M ′′, Q)→
Hom(M,Q) με το σύμπλεγμα Hom(C, Q) και έτσι συμπεραίνουμε ότι η ακο-

λουθία Hom(C, Q) είναι ακριβής.

Μελετάμε τώρα την εξής βραχεία ακριβή ακολουθια συμπλεγμάτων :
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.

.

.
.
.
.

.

.

.

0 P ′′0 ⊕ P 1 P ′′0 ⊕ P 1 0 0

0 P 0 M ′′ ⊕ P 0 M ′′ 0

0 M ′ M M ′′ 0

0 0 0

0 M′ C D 0

(1.4)

Ισχυρισμός:Η στήληM′
είναι μία δεξιά συνγνήσιαP(R)−επίλυση του

M ′.
Πράγματι: Αφού οι C,D είναι ακριβείς, από τη μακρά ακριβή ακολουθία

για το συναρτητή ομολογίας συμπεραίνουμε ότι και η M′
είναι ακριβής.

Για να δούμε τώρα ότι είναι και συνγνήσια, διαλέγουμε ένα προβολικό πρό-

τυπο Q και εφαρμόζουμε το συναρτητή Hom(·, Q) στην ακολουθία 1.4 και έτσι

κατασκευάσαμε την β.α.α. :

0→ Hom(D, Q)→ Hom(C, Q)→ Hom(M′, Q)→ 0.

Η ακρίβεια της παραπάνω ακολουθίας έπεται από τη Πρόταση 1.2.8 για τη

πρώτη γραμμή :

0→ Hom(M ′′, Q)→ Hom(M,Q)→ Hom(M ′, Q)→ 0.

και είναι προφανής για τις υπόλοιπες γραμμές.

Τέλος, επειδή οι Hom(C, Q), Hom(D, Q) είναι ακριβείς έπεται ότι και η

Hom(M′, Q) είναι ακριβής. Επομένως αποδείξαμε τον ισχυρισμό.

Πόρισμα 1.2.10. Η κλάση των G P(R) είναι κλειστή ως προς ευθύς προ-
σθετέους.
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Απόδειξη. ΄Εστω X ∈ G P(R) και Y ευθύς προσθετέος του X. Γράφουμε

το X ως X = Y ⊕ Z για κάποιο πρότυπο Z. Αφού η κλάση των Gorenstein
προβολικών προτύπων είναι κλειστή ως προς ευθέα αθροίσματα ορίζουμε

W = Y ⊕ Z ⊕ Y ⊕ Z ⊕ Y ⊕ Z ⊕ Y ⊕ Z ⊕ · · · ∈ G P(R).

Τότε W ∼= Y ⊕W .

Θεωρούμε τώρα την (διασπώμενη) βραχεία ακριβή ακολουθία:

0→ Y → Y ⊕W →W → 0.

Τελικά, επειδή η G P(R) είναι προβολικά επιλύσιμη έχουμε το ζητούμενο.

Σχόλιο 1.2.11. Η παραπάνω απόδειξη μπορεί να εφαρμοστεί σε κάθε κλάση

R−προτύπωνX , η οποία είναι κλειστή ως προς ευθέα αθροίσματα και είναι προ-
βολικά επιλύσιμη. Στο [2] παρουσιάζεται με την ονομασία ‘Eilenberg’s swindle
’ καθώς η τεχνική που χρησιμοποιήθηκε αποδίδεται στον Eilenberg.

Πρόταση 1.2.12. [2, 2.7] ΄Εστω M ένα οποιοδήποτε R−πρότυπο, θεωρούμε
τις ακριβείς ακολουθίες R-προτύπων :

0 Kn Gn−1 · · · G0 M 0,

0 K̃n G̃n−1 · · · G̃0 M 0,

όπου τα πρότυπα Gi, G̃i είναι Gorenstein προβολικά. Τότε το Kn ανήκει

στη G P(R) αν και μόνο εάν το K̃n ανήκει στη G P(R).

Απόδειξη. Λόγω συμμετρίας αρκεί να δείξουμε τη συνεπαγωγή,

Kn ∈ G P(R) ⇒ K̃n ∈ G P(R). Μπορούμε να κατασκευάζουμε ένα μεταθε-

τικό διάγραμμα με ακριβείς γραμμές και στήλες της παρακάτω μορφής:
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0 0 0

0 Kn Gn−1 · · · G0 M 0

0 K Pn−1 · · · P0 M 0

0 L Ln−1 · · · L0 0

0 0 0

όπου τα Pi είναι προβολικά (και άρα Gorenstein προβολικά). Επειδή τα Gi
είναι επίσης Gorenstein προβολικά και η κλάση G P(R) προβολικά επιλύσιμη

έχουμε ότι και τα Li, 0 ≤ i ≤ n− 1, είναι Gorenstein προβολικά. Τέλος, λόγω

της προβολικής επιλυσιμότητας της G P(R) και του γεγονότος ότι τα Li είναι
Gorenstein προβολικά εύκολα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι όλοι οι πυρήνες

και οι συμπυρήνες της:

0 L Ln−1 · · · L0 0

είναι Gorenstein προβολικά πρότυπα, ιδιαιτέρως το L είναι Gorenstein προβο-

λικό. Επομένως και το K ανήκει στη G P(R).

΄Εστω τώρα K ′ να είναι η n-όστη συζυγία κάποιας προβολικής επίλυσης

Q∗ του M . Τότε, επειδή τα K,K ′ είναι n−οστές συζυγίες σε προβολικές ε-

πιλύσεις του M από τη Πρόταση 8.5 του [1] γνωρίζουμε ότι τα K,K ′ είναι
προβολικά ισοδύναμα, δηλαδή υπάρχουν προβολικά πρότυπα P,Q έτσι ώστε

K ⊕ P ∼= K ′ ⊕ Q. Εξ αιτίας της προβολικότητας του P συμπεραίνουμε ότι

το K ⊕ P είναι Gorenstein προβολικό, επομένως και το K ′ είναι Gorenstein
προβολικό ως ευθύς προσθετέος του K ⊕ P .

Μελετάμε το ακόλουθο μεταθετικό και ακριβές διάγραμμα:
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0 0 0

0 K̃n G̃n−1 · · · G̃0 M 0

0 K ′ Qn−1 · · · Q0 M 0

0 V Vn−1 · · · V0 0

0 0 0

Με παρόμοιους συλλογισμούς όπως νωρίτερα, καταλήγουμε ότι όλα τα πρό-

τυπα, έκτός του K̃n, στο παράνω διάγραμμα είναι Gorenstein προβολικά. Κα-

θώς και όλοι οι πυρήνες και συμπυρήνες της:

0 V Vn−1 · · · V0 0

είναι Gorenstein προβολικά προβολικά πρότυπα.

Θεωρούμε το ακόλουθο διάγραμμα:

0 0 0

0 V Vn−1 U 0

0 K ′ Qn−1 S 0

0 K̃n G̃n−1 T 0

0 0 0

α
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΄Οπου U, S, T είναι οι συμπυρήνες των μορφισμών Vn → Vn−1,
K ′ → Qn−1, K̃n → G̃n−1 αντίστοιχα. ΄Ενω ο μορφισμός α είναι η σύνθεση

των μορφισμών Qn−1 → S → T .

Εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι έχουμε την ακόλουθη ακριβή ακολουθία

0→ K ′ → kerα→ U → 0,

λογω της οποίας και του γεγονότος ότι K ′, U ∈ G P(R) συμπεραίνουμε ε-

πιπλέον ότι kerα ∈ G P(R). ΄Εστω τώρα W το pull back των μορφισμών

Qn−1
α−→ T και G̃n−1 → T . Παίρνουμε το ακόλουθο μεταθετικό και ακριβές

διάγραμμα:

0 0

kerα kerα

0 K̃n W Qn−1 0

0 K̃n G̃n−1 T 0

0 0

Τελικά, έχουμε ότι το W είναι Gorenstein προβολικό αφού τα kerα, G̃n−1

είναι Gorenstein προβολικά και έτσι έχουμε το ζητούμενο, δηλαδή ότι το K̃n

είναι προβολικό, αφού τα W,Qn−1 είναι Gorenstein προβολικά.

Ορισμός 1.2.13. Gorenstein προβολική διάσταση:
Η Gorenstein προβολική διάσταση ενός R-προτύπου ορίζεται ομοίως με

τη προβολική διάσταση(Ορισμός 1.1.22). Δηλαδή θα λέμε ότι η Gorenstein
προβολική διάσταση του R-προτύπου M είναι μικρότερη ή ίση του φυσικού

αριθμού n και θα γράφουμε GpdRM ≤ n αν υπάρχει πεπερασμένη Gorenstein
προβολική επίλυση του M :

0→ Gn → · · · → G0 →M → 0.

Το ελάχιστο n ώστε GpdRM ≤ n ορίζεται να είναι η Gorenstein προβολική
διάσταση του M .
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Η επόμενη (γνωστή) πρόταση μας ενημερώνει ότι για κάθε R−πρότυπο
M ορίζεται η προβολική διάσταση του M και κατ΄ επέκταση ορίζεται και η

Gorenstein προβολική διάσταση του M .

Πρόταση 1.2.14. 1. Κάθε ελεύθεροR-πρότυπο είναι προβολικόR-πρότυπο.

2. Κάθε R-πρότυπο δέχεται ελεύθερη επίλυση.
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1.3 Πεπερασμένη Gorenstein προβολική διάστα-
ση και μηδενισμός του Ext

Θεώρημα 1.3.1. [2, 2.10] ΄Εστω M ένα R−πρότυπο πεπερασμένης Goren-
stein προβολικής διάστασης n > 0, τότε υπάρχει β.α.α. R−προτύπων,

0→ K → A′ →M → 0,

όπου pdRK = n− 1 και το A′ είναι Gorenstein προβολικό.

Απόδειξη. ΄Εστω οποιαδήποτε ακριβής ακολουθία,

P = 0 → K ′ → Pn−1
dn−1−−−→ · · · → P0

ε−→ M → 0, με Pi προβολικά. Τότε

από τη Πρόταση 1.2.12 το K ′ είναι Gorenstein προβολικό. Επομένως, υπάρχει

ακριβής ακολουθία Q = 0→ K ′ → Q0 d0−→ · · · → Qn−1 ε′−→ G→ 0 όπου τα Qi

είναι προβολικά και το G είναι Gorenstein προβολικό, τέτοια ώστε να παραμένει

ακριβής από τη δράση του συναρτητή Hom(·, Q) για κάθε προβολικό πρότυπο

Q.

Λόγω της ακρίβειας των ακολουθιών Hom(Q, Pi) για 0 ≤ i ≤ n − 1,
μπορούμε να βρούμε μορφισμούς φi : Qi → Pn−1−i οι οποίοι σχηματίζουν το

ακόλουθο μεταθετίκό διάγραμμα:

0 K ′ Q0 · · · Qn−1 G 0

0 K ′ Pn−1 · · · P0 M 0

ε′

ε

(1.5)

Επιπλέον, μπορούμε να ορίσουμε μορφισμό φG : G→M ως εξής :

φG(g) = εφn−1(q), για κάποιο q με ε′(q) = g. ΄Ετσι παίρνουμε την ακόλουθη

αλυσωτή απεικόνιση:

0 Q0 · · · Qn−1 G 0

0 Pn−1 · · · P0 M 0

(1.6)

Λόγω της ακρίβειας των Q,P και της ισομορφιάς των πυρήνων kerdn−1
∼=

kerd0 = K ′ έχουμε ότι η αλυσωτή απεικόνιση 1.6 επάγει ισομορφισμό στις

αντίστοιχες ομάδες ομολογίας. Επομένως ο κώνος (mapping cone) της:

0→ Q0 → Q1 ⊕ Pn−1 → · · · → P0 ⊕G
φ−→M → 0
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είναι ακριβής.

Ονομάζουμε A′ = P0 ⊕G το οποίο ανήκει στη G P(R) ως ευθύ άθροισμα

Gorenstein προβολικών προτύπων και K = kerφ.
΄Εχουμε ήδη δείξει ότι pdRK ≤ n− 1. Πράγματι, η ακολουθία:

0→ Q0 → Q1 ⊕ Pn−1 → · · · → kerφ = K →→ 0

είναι μία προβολική επίλυση του K. Τέλος, για να αποδείξουμε ότι pdRK =
n− 1 υποθέτουμε ότι pdRk = m < n− 1 και θεωρούμε μία προβολική επίλυση

Λ του K μήκους m, όμως έτσι καταλήγουμε σε άτοπο αφού η ακολουθία:

Λ→ P0 ⊕G
φ−→M → 0

θα ήταν Gorenstein προβολική επίλυση του M μήκους m+ 1 < n− 1 + 1 = n.

Πόρισμα 1.3.2. [2, 2.11] ΄Εστω 0 → G′ → G → M → 0 μία βραχεία
ακριβής ακολουθία R-προτύπων όπου τα G και G′ είναι Gorenstein προβολικά,
και όπου Ext1R(M,Q) = 0 για κάθε προβολικό πρότυπο Q. Τότε και τοM είναι
Gorenstein προβολικό.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι GpdRM ≤ 1. Επομένως, υπάρχει βραχεία ακριβής α-

κολουθία 0 → Q → A′ → M → 0, όπου pdRQ = 0 και A′ είναι Gorenstein
προβολικό. ΄Ομως επειδή Ext1(M,Q) = 0, από τη μακρά ακριβή ακολουθία για

το Ext παίρνουμε την ακόλουθη βραχεία ακριβή ακολουθία:

0→ Hom(M,Q)→ Hom(A′, Q)→ Hom(Q,Q)→ 0,

επομένως η αρχική ακολουθία διασπάτε και άρα το M είναι ευθύς προσθετέος

του Gorenstein προβολικού A′.Τέλος, από το Πόρισμα 1.2.10 έπεται ότι και το

M είναι Gorenstein προβολικό.

Πόρισμα 1.3.3. [15, 2.17] ΄Εστω R−πρότυπο M πεπερασμένης Gorenstein
προβολικής διάστασης.

Τότε υπάρχει ακριβής ακολουθία R−προτύπων,

0→M → N → L→ 0,

όπου το L είναι Gorenstein προβολικό και pdRN = GpdRM .

Για να απλουστεύσουμε την απόδειξη του Πορίσματος 1.3.3 παρεμβάλλουμε

τα επόμενα δύο Λήμματα.
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Λήμμα 1.3.4. ΄Εστω 0 → M1 → M → M2 → 0 ακριβής ακολουθία
R−προτύπων τότε αν pdRM1 > pdRM έχουμε ότι pdRM2 = pdRM1 + 1

Απόδειξη. ΄Εστω pdRM1 = n και pdRM = κ. Τότε από τη Πρόταση 8.3 στο

[1] έχουμε ότι υπάρχειR−πρότυποA μεExtnR(M1, A) 6= {0} καιExtµR(M,A) =
{0} για κάθε µ > κ. Εξετάζουμε τη μακρά ακριβή ακολουθία:

0 Hom(M2, A) Hom(M,A) Hom(M1, A)

Ext1R(M2, A) Ext1R(M,A) Ext1R(M1, A)

Ext2R(M2, A) Ext2R(M,A) Ext2R(M1, A)

ExtnR(M2, A) ExtnR(M,A) ExtnR(M1, A)

θ0

θ1

και παρατηρούμε ότι ένα ¨κομμάτι’ της είναι η εξής ακολουθία:

→ ExtnR(M2, A)→ 0→ ExtnR(M1, A)→ Extn+1
R (M2, A)→ 0

→ 0→ Extn+2
R (M2, A)→ 0→ · · · .

Το ζητούμενο έπεται πλέον εύκολα.

Λήμμα 1.3.5. ΄Εστω 0 → K → A′ → M → 0, 0 → A′ → Q → L → 0
ακριβής ακολουθίες και N το push out των μορφισμών A′ → Q,A′ →M . Τότε
το διάγραμμα:

0 0

L L

0 K Q N 0

0 K A′ M 0

0 0

έχει ακριβείς γραμμές και στήλες.
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Απόδειξη 1.3.3 : ΄Εστω M Gorenstein προβολικό, τότε το ζητούμενο έπεται

εύκολα αφού το M είναι συζυγία κάποιας πλήρης προβολικής επίλυσης:

P = · · · → P0
d0−→ P 0 d0−→ P 1 · · · .

Επομένως, η ζητούμενη βραχεία ακριβής ακολουθία είναι η:

0→M → N → L→ 0,

όπου N = P 0
και L = Imd0

.

΄Εστω τώρα ότι GpdRM = n > 0. Από το Θεώρημα 1.3.1 υπάρχει β.α.α.,

0→ K → A′ →M → 0,

όπου το A′ είναι Gorenstein προβολικό, και pdRK = n− 1. Αφού το A′ είναι
Gorenstein προβολικό υπάρχει β.α.α.,

0→ A′ → Q→ L→ 0,

με Q προβολικό, και L Gorenstein προβολικό Θεωρούμε το παρακάτω διάγραμ-

μα όπου το N είναι push out:

0 0

L L

0 K Q N 0

0 K A′ M 0

0 0

Τέλος, αρκεί να δείξουμε ότι ότι pdRN = n: Αρχικά παρατηρούμε ότι το N
δεν είναι προβολικό αφού τότε θα είχαμε GpdRN = 0 και επειδή η κλάση των

Gorenstein προβολικών είναι προβολικά επιλύσιμη(Θεώρημα 1.2.9) θα είχαμε

ότι και τοM είναι Gorenstein προβολικό, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα pdRN > 0.
Τέλος, από το Λήμμα 1.3.4 έχουμε ότι pdRN = pdRK + 1 = n.
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Λήμμα 1.3.6. [2, 2.17] ΄Εστω μία ακριβής ακολουθία R-προτύπων 0→ Kn →
Gn−1 → · · · → G0 →M → 0, όπου τα Gi είναι Gorenstein προβολικά. Τότε

ExtiR(Kn, L) ∼= Exti+nR (M,L)

για όλα τα R−πρότυπα L πεπερασμένης προβολικής διάστασης, και όλους
τους θετικούς ακέραιους i.

Συμβολισμός: Με P(R) θα συμβολίζουμε τη κλάση των R−προτύπων τα

οποία έχουν πεπερασμένη προβολική διάσταση.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε επαγωγή στο n:

n = 1 ΄Εστω η ακολουθία 0 → K1 → G0 → M → 0. Από τη Πρόταση 1.2.8

γνωρίζουμε ότι ExtiR(G0, L) = 0 για κάθε i > 0 και κάθε L ∈ P(R).
Η μακρά ακριβής ακολουθία για το Ext παίρνει τη μορφή :

0 Hom(M,L) Hom(G0, L) Hom(K1, L)

Ext1R(M,L) 0 Ext1R(K1, L)

Ext2R(M,L) 0 Ext2R(K1, L)

ExtmR (M,L) 0 ExtmR (K1, L)

Extm+1
R (M,L) · · ·

΄Ετσι έπεται το ζητούμενο, δηλαδή ότι ExtiR(K1, L) ∼= Exti+1
R (M,L),

για κάθε i > 0 και L ∈P(R).

Επαγωγικό βήμα: Θεωρούμε την ακολουθία 0 → Kn → Gn−1 → · · · →
G0 → M → 0, όπου τα Gi είναι Gorenstein προβολικά. Μπορούμε,

τώρα, να σχηματίσουμε τις ακολουθίες :

0→ Kn · · · G1 K1 0

0 K1 G0 M → 0
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Από την υπόθεση της επαγωγής, και τη περίπτωση n = 1 έχουμε τις ισό-

τητες

ExtiR(Kn, L) ∼= Exti+n−1
R (K1, L) και Exti+nR (K1, L) ∼= Exti+n−1+1

R (M,L).

Πρόταση 1.3.7. [2, 2.20] ΄Εστω R-πρότυπο M Gorenstein προβολικής διά-
στασης μικρότερης ή ίσης του ακεραίου n, τότε έχουμε ότι ExtiR(M,L) = 0 για
κάθε R-πρότυπο L πεπερασμένης προβολικής διάστασης και για κάθε i > n.

Απόδειξη. ΄Εστω λοιπόν GpdRM ≤ n. Εξ ορισμού έχουμε ότι υπάρχει ακριβής

ακολουθία 0 → Gn → · · · → G0 → M → 0, όπου Gi ∈ G P(R). Από

το Λήμμα 1.3.6 και τη Πρόταση 1.2.8 παίρνουμε τις ισότητες ExtiR(M,L) ∼=
Exti−nR (Gn, L) = 0, για i > n, και L ∈P(R).

Πρόταση 1.3.8. [2, 2.18] ΄Εστω 0 → K → G → M → 0 μια ακριβής
ακολουθία R−προτύπων όπου το G είναι Gorenstein προβολικό και
1 ≤ GpdM <∞. Τότε ισχύει η ισότητα GpdRK = GpdRM − 1 ≥ 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η Gorenstein προβολική διάσταση του M είναι πεπερα-

σμένη και ότι ισούταια με n > 0. Τότε υπάρχει πεπερασμένη G P(R)−επίλυση
του K. Πράγματι, αν θεωρήσουμε μία G P(R)−επίλυση του K, την

GP = · · ·Gm → · · · → G1 → K → 0, τότε παίρνουμε μία G P(R)−επίλυση
του M την :

· · ·Gm → · · · → G1 → G→M → 0.

Από τη Πρόταση 1.2.12 είναι άμεσο ότι ο n−οστός πυρήνας της παραπάνω

ακολουθίας είναι Gorenstein προβολικό πρότυπο. Επομένως, η:

0→ Kn → · · · → G1 → K → 0 (1.7)

είναι μία G P(R)-επίλυση του K. Οπότε GpdRK ≤ n− 1
Για να δείξουμε την ισότητα, GpdRK = n − 1, αρκεί να αποδείξουμε ότι

η επίλυση 1.7 είναι ελάχιστου μήκους. ΄Ομως αυτό είναι προφανές διότι αν

υπήρχε μία G P(R)-επίλυση του K, GP1 μήκους λ < n − 1, τότε θα είχαμε

την G P(R)−επίλυση του M : GP1 → G → M → 0. Το οποίο σημαίνει ότι

GpdRM < n, πράγμα που αντιβαίνει της υπόθεσης.

Θεώρημα 1.3.9 (HOLM). [2, 2.20] ΄ΕστωM ένα R−πρότυπο πεπερασμένης
Gorenstein προβολικής διάστασης και έστω n ακέραιος. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:
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1. GpdRM ≤ n.

2. ExtiR(M,L) = 0 για κάθε i > n, και όλα τα R−πρότυπα L πεπερασμένης
προβολικής διάστασης.

3. ExtiR(M,Q) = 0 για κάθε i > n, και όλα τα προβολικά R−πρότυπα Q.

4. Για κάθε ακριβή ακολουθία R-προτύπων 0 → Kn → Gn−1 → · · · →
G0 →M → 0, όπου τα G0, ..., Gn−1 είναι Gorenstein προβολικά, τότε το
R-πρότυπο Kn είναι Gorenstein προβολικό.

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές 2. ⇒ 3. και 4. ⇒ 1. είναι προφανείς. Ενώ η συνε-

παγωγή 1.⇒ 2. είναι η Πρόταση 1.3.7.

Μας μένει να δείξουμε 3. ⇒ 4. Για το σκοπό αυτό θεωρούμε μία ακριβή

ακολουθία:

0→ Kn → Gn−1 → · · · → G0 →M → 0, (1.8)

όπου τα Gi είναι Gorenstein προβολικά. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 1.3.6 στη πα-

ραπάνω ακολουθία, παίρνουμε την ισότητα ExtiR(Kn, Q) ∼= Exti+nR (M,Q) =
0, για κάθε προβολικό πρότυπο Q και κάθε ακέραιο i > 0. Διασπώντας τώ-

ρα την 1.8 σε βραχείες ακριβείς ακολουθίες και εφαρμόζοντας διαδοχικά n τη

Πρόταση 1.3.8, βλέπουμε ότι GpdRKn <∞. Επομένως, υπάρχει ακριβής ακο-

λουθία,

0→ G′m → · · · → G′0 → Kn → 0, (1.9)

όπου τα G′i είναι Gorenstein προβολικά. Διασπάμε τώρα και την ακολουθία 1.9

σε βραχείες ακριβής ακολουθιές :

0→ C ′j → G′j−1 → C ′j−1 → 0,

με 1 ≤ j ≤ m και C ′m = G′m, C ′0 = Kn.

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 1.3.6 έχουμε ότι

Ext1R(C ′j−1, Q) ∼= ExtjR(Kn, Q) = 0

για κάθε j και κάθε προβολικό πρότυπο Q. Τέλος, από το Πόρισμα 1.3.2

έχουμε ότι το Kn είναι Gorenstein προβολικό.

Πόρισμα 1.3.10. Προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 1.3.9 ότι ισχύουν οι

ακόλουθες ισότητες για κάθε R−πρότυπο M .

GpdRM = sup{i ∈ N|∃L ∈P(R) : ExtiR(M,L) 6= 0}
= sup{i ∈ N|∃Q ∈P(R) : ExtiR(M,Q) 6= 0}
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Ορισμός 1.3.11. (Συνομολογική Διάσταση) Η συνομολογική διάσταση μί-

ας ομάδας G επί του Z ορίζεται να είναι η προβολική διάσταση του δακτυλίου
των ακεραίων, Z, ως ZG−πρότυπο, όπου η δράση ορίζεται να είναι η g · z = z,
για κάθε g ∈ G και z ∈ Z. Συμβολικά γράφουμε: cd(G) = pdZG(Z). ΄Ο-
ταν αναφερόμαστε στη συνομολογική διάσταση μίας ομάδας επι του Z θα λέμε
απλώς συνομολογική διάσταση.

Ορισμός 1.3.12. (Συνομολογική Gorenstein Διάσταση) Η συνομολογική
Gorenstein διάσταση μίας ομάδας G επί του Z ορίζεται να είναι Gorenstein
προβολική διάσταση του δακτυλίου των ακεραίων, Z, ως ZG−πρότυπο όπου η
δράση ορίζεται να είναι η g · z = z για κάθε g ∈ G και z ∈ Z. Συμβολικά
γράφουμε: Gcd(G) = GpdZG(Z). Επίσης, στη περίπτωση της Gorenstein
συνομολογικής διάστασης επι του Z θα λέμε απλώς Gorenstein συνομολογική
διάσταση.

Παρατήρηση 1.3.13. 1. Οι τελευταίοι δύο ορισμοί μπορούν να γενικευ-

τούν για οποιοδήποτε μεταθετικό δακτύλιο k.

2. Είναι εύκολο να δούμε ότι Gcd(G) ≤ cd(G), αφού κάθε προβολική επίλυ-
ση είναι και Gorenstein προβολική επίλυση.

Μία εφαρμογή του Θεωρήματος 1.3.7: ΄Εστω ένα R−πρότυπο πεπε-

ρασμένης προβολικής διάστασης τότε ισχύει ότι pdRM = GpdRM , μία άμεση

συνέπεια της παραπάνω ιδιότητας είναι η εξής ισότητα κλάσεων:

G P(R) ∩P(R) = P(R).
Ιδιαιτέρως, για κάθε ομάδα G και κάθε δακτύλιο k αν cdkG < ∞, τότε

GcdkG = cdkG.

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι ∞ > n ≥ pdRM ⇔ ExtiR(M,A) = 0 για κάθε

πρότυπο A και κάθε i > n.
΄Εστω ότι n = pdRM < ∞. Εξ ορισμού ισχύει η ανισότητα GpdRM ≤

pdRM = n < ∞. Για να δείξουμε την ισότητα GpdRM = n, λόγω του

Πορίσματος 1.3.10 αρκεί να αποδείξουμε την ύπαρξη προβολικού προτύπου P
τέτοιου ώστε ExtnR(M,P ) 6= 0.

Αφού pdRM = n, γνωρίζουμε ότι υπάρχει πρότυπο, N , με ExtnR(M,N) 6=
0. ΄Εστω P ένα οποιοδήποτε προβολικό πρότυπο, το οποίο έχει ως επιμορφική

εικόνα ο N . Από τη μακρά ακριβή ακολουθία για το Ext έχουμε το ζητούμενο.
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Κεφάλαιο 2

Ομαδοδακτύλιοι

2.1 Gorenstein συνομολογική διάσταση επι του
Z

Στο Κεφάλαιο 1 μελετήσαμε τα Gorenstein προβολικά πρότυπα και ορίσαμε τη

Gorenstein συνομολογική διάσταση μίας ομάδας G. Στο παρόν κεφάλαιο θα

εξειδικεύσουμε τη μελέτη μας σε ομαδοδακτυλίους με σκοπό να μελετήσουμε τη

Gorenstein συνομολογική διάσταση η οποία αποτελεί ουσιαστική γενίκευση της

συνομολογικής διάστασης με την έννοια ότι είναι πεπερασμένη σε μεγαλύτερη

κλάση ομάδων και ότι για κάθε ομάδα G με cdG <∞ ισχύει η ισότητα cdG =
GcdG.

Γενικά,για ένα δακτύλιο R, ισχύει ότι κάθε συμπτύξιμο σύμπλεγμα είναι

ακυκλικό το επόμενο λήμμα δείχνει ότι ισχύει και το αντίστροφο εάν λάβουμε

ως R το δακτύλιο των ακεραίων Z.

Πρόταση 2.1.1. [11, 1.1]

� Κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα προβολικών Z−προτύπων είναι συμπτύξιμο.

� Για οποιαδήποτε ομάδαG, έχουμε ότι κάθεGorenstein προβολικό ZG−πρότυπο
είναι Z−ελεύθερο.

Απόδειξη:

� ΄Εστω P∗ ένα ακυκλικό συμπλεγμα προβολικών Z-προτύπων. Είναι γνω-

στό ότι κάθε υποπρότυπο Z-ελεύθερου προτύπου είναι Z-ελεύθερο, άρα

37



επειδή κάθε προβολικό πρότυπο είναι ευθής προσθετέος ελεύθερου έχου-

με ότι κάθε Z-προβολικό είναι και Z-ελεύθερο. Επομένως, το P∗ είναι ένα
ακυκλικό σύμπλεγμα ελεύθερων Z-προτύπων του οποίου όλες οι συζυγί-

ες είναι ελεύθερα πρότυπα. Το ζητούμενο έπεται εύκολα συνδιάζοντας το

Λήμμα 1.1.13 και τη Πρόταση 1.1.5.

� ΄Εστω M Gorenstein προβολικό ZG-πρότυπο. Τότε το M είναι μία

συζυγία ενός (κατάλληλου) ακυκλικού συμπλέγματος προβολικών ZG-

προτύπων P. Αφού το ZG είναι ελεύθερο Z-πρότυπο και κάθε πρότυπο

που εμφανίζεται στο P είναι ευθύς προσθετέος ZG-ελεύθερου έχουμε

ότι κάθε πρότυπο που εμφανίζεται στο P είναι ευθύς προσθετέος Z-
ελεύθερου. Επομένως, όλα τα πρότυπα και οι συζυγίες του P είναι Z-
ελεύθερά, άρα και το M .

Πόρισμα 2.1.2. [11, 1.2] ΄Εστω M ένα ZG-πρότυπο πεπερασμένης Go-
renstein προβολικής διάστασης. Τότε υπάρχει Z-διασπώμενος μονομορφιμός,
ZG−προτύπων, i : M → N όπου pdZGN = GpdZGM . Αν επιπλέον τοM είναι
Z-ελεύθερο τότε και το N θα είναι Z-ελεύθερο.

Απόδειξη: Επειδή GpdZGM < ∞ το Πόρισμα 1.3.3 μας εξασφαλίζει την

ύπαρξη μίας βραχείας ακριβής ακολουθίας

0→M
i−→ N → L→ 0

με pdZGN = GpdZGM και L Gorenstein προβολικό. Λόγω της Πρότασης

2.1.1 γνωρίζουμε ότι το L είναι Z−ελεύθερο και επομένως η παραπάνω ακριβής

ακολουθία διασπάται. Τέλος, αν το M είναι Z-ελεύθερο τότε και το N είναι

Z−ελεύθερο ως ευθύ άθροισμα των ελεύθερων προτύπων M,L.

Πόρισμα 2.1.3. [11, 1.3] ΄Εστω ομάδα G πεπερασμένης Gorenstein συνομο-
λογικής διάστασης. Τότε υπάρχει Z−διασπώμενος μονομορφισμός ZG−προτύπων
i : Z→ A, όπου το A είναι Z−ελεύθερο και pdZGA = GcdG.

Απόδειξη: Η συνθήκη GcdG < ∞ σημαίνει ακριβώς ότι το Z έχει πε-

περασμένη Gorenstein προβολική διάσταση ως ZG−πρότυπο, αφού GcdG =
GpdZGZ. Επομένως, το ζητούμενο έπεται από το Πόρισμα 2.1.2.

Σχόλιο 2.1.4. (Τανυστικό γινόμενο και Hom)[10, ΙΙΙ]

1. Θα αναφερόμαστε στα ZG-πρότυπα απλώς ως G-πρότυπα.

2. Για ένα G-πρότυπο M συμβολίζουμε ως:
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� MG = {m ∈M : gm = m, ∀g ∈ G} το G−υποπρότυπο του M που
αποτελείται από όλα τα G−αναλλοίωτα στοιχεία του M και ως

� MG = M/< gm−m > το μεγαλύτερο πηλίκο του M στο οποίο η G
δρα με τετριμμένο τρόπο.

3. Υπενθυμίζουμε ότι για ένα δακτύλιοR κάθε φορά που έχουμε έναR−δεξιό
πρότυπο M και ένα αριστερό R−πρότυπο N , μπορούμε να ορίσουμε μο-
ναδικά μία αβελιανή ομάδα η οποία εξαρτάται από τον R και τα πρότυπα
M ,N . Αυτή η αβελιανή ομάδα ονομάζεται το τανυστικό γινόμενο τον M
καιN πάνω από τον R και συμβολίζεται μεM⊗RN . Επιπλέον, θυμίζουμε
ότι, το τανυστικό γινόμενο των M,N γίνεται αριστερό R−πρότυπο στη
περίπτωση που το M έχει δομή και αριστερού και δεξιού R−προτύπου με
δράση: r(m⊗ n) = (rm)⊗ n.

4. Στην περίπτωση των ομαδοδακτυλίων, ZG, είναι αρκετές φορές χρή-
σιμο να μπορούμε να ορίσουμε το τανυστικό γινόμενο δύο αριστερών

ZG−προτύπων M,N .

(αʹ) ΄Εστω λοιπόν αριστερό ZG−πρότυπο M , τότε το M γίνεται δεξιό

ZG-πρότυπο ορίζοντας m · g = g−1 ·m, με m ∈ M και g ∈ G. Με
αυτό το τρόπο δώσαμε νόημα στο τανυστικό γινόμενοM ⊗GN των
αριστερών ZG−προτύπων M και N .

(βʹ) ΄Ενας άλλος τρόπος να ορίσουμε τοM⊗GN είναι να θεωρήσουμε το
τανυστικό γινόμενοM⊗N(:= M⊗ZN) και να επιβάλλουμε σε αυτό
τις σχέσεις : g−1m ⊗ n = m ⊗ gm. Αυτές οι σχέσεις μπορούν να
γραφούν στη μορφή m⊗n = gm⊗ gn απλώς αν αντικαταστήσουμε
το m με το gm.

Δηλαδή έχουμε τον ισομορφισμό:

M ⊗G N ∼= (M ⊗N)G,

όπου η G δρα διαγώνια στο M ⊗N : g · (m⊗ n) = gm⊗ gn.

Τέλος, λόγω των παραπάνω και του γεγονότος ότι ο συναρτητής · ⊗Z ·
είναι μεταθετικός ([1, 2.56]) συμπεραίνουμε εύκολα ότι και ο συναρτητής

· ⊗G · είναι μεταθετικός.

5. Αντίστοιχα μπορούμε να ορίσουμε μία διαγώνια δράση για τοHom(M,N)(:=
HomZ(M,N)), όταν τα M,N είναι G-πρότυπα, ως εξής:

(gu)(m) = g · u(g−1m)
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όπου g ∈ G και u ∈ Hom(M,N). Αντίστοιχα με πριν θα συμβολίζουμε
το G−πρότυπο Hom(M,N), με διαγώνια δράση, ως HomG(M,N) και
μπορούμε επίσης να παρατηρήσουμε ότι το HomG(M,N) ισούται με το
Hom(M,N)G.

Σχόλιο 2.1.5. (Προσαρτημένοι συναρτητητές)[1, Κεφ.5 παρ.3]

1. ΄Εστω C,D κατηγορίες και F : C → D, G : D → C συναλλοίωτοι συ-
ναρτητές. Το διατεταγμένο ζεύγος (F,G) καλείται προσαρτημένο ζεύγος
αν για κάθε αντικείμενο C της C και κάθε αντικείμενο D της D υπάρχει
ισομορφισμός τC,D, ο οποίος είναι φυσικός και ως προς τη μεταβλητή C
και ως προς τη μεταβλητή D:

τC,D : HomD(FC,D)→ HomC(C,GD).

2. Θεωρουμε τους συναρτητές B ⊗S · : SMod→ RMod και HomR(B, ·) :

RMod→ SMod όπου το B είναι ένα οποιοδήποτε (R,S) διπρότυπο. Είναι
τότε γνωστό ότι ([1, 2.76]) το ζεύγος (B ⊗S ·, HomR(B, ·)).

3. ΄Εστω A ∈ ZGMod. Θεωρούμε τους συναρτητές

A⊗Z · : ZGMod→ ZGMod,

όπου για B ∈ ZGMod το A⊗Z ·(B) γίνεται ZG-πρότυπο με τη διαγώνια
δράση και

HomZ(A, ·) : ZGModMod→ ZGModMod,

όπου για B ∈ ZGModMod το HomZ(A, ·)(B) γίνεται ZG-πρότυπο με τη
διαγώνια δράση.

Αποδεικνύεται ότι το ζεύγος συναρτητών (A ⊗Z ·, HomZ(A, ·)) αποτελεί
προσαρτημένο ζεύγος.

Λήμμα 2.1.6. [10, ΙΙΙ, ex.5.3] ΄Εστω M προβολικό ZG−πρότυπο και N ένα
Z-ελεύθερο ZG-πρότυπο τότε το ZG-πρότυπο M ⊗N , με διαγώνια δράση, είναι
ZG-προβολικό.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα προβολικό ZG-πρότυπο και N ένα Z-ελεύθερο ZG-

πρότυπο. Από τα Σχόλια 2.1.4 και 2.1.5 έχουμε τους ισομορφισμούς:

HomG(M ⊗N, ·) ∼= Hom(M ⊗N, ·)G

∼= Hom(M,Hom(N, ·))G ∼= HomG(M,Hom(N, ·)).
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Τέλος επειδή το M είναι ZG-προβολικό και το N είναι Z-ελεύθερο έχου-

με ότι οι συναρτητητές HomG(M, ·) και Hom(N, ·) είναι ακριβής άρα και ο

HomG(M,Hom(N, ·)) ∼= HomG(M ⊗N, ·) είναι ακριβής συναρτητής το οποί-

ο σημαίνει ακριβώς ότι το M ⊗N είναι ZG-προβολικό.

Πρόταση 2.1.7. [11, 1.4] ΄Εστω ομάδα G. Τότε για κάθε Z-ελεύθερο ZG-
πρότυπο M έχουμε ότι GpdZGM ≤ GcdG.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι GcdG <
∞. Από το Πόρισμα 2.1.3 γνωρίζουμε ότι υπάρχει Z−διασπώμενος ZG-μονομομορφισμός

i : Z→ A, όπου το A είναι Z−ελεύθερο και pdZGA = GcdG = n.
Θεωρούμε ένα Z−ελεύθερο ZG−πρότυπο M και μία ZG−προβολική επί-

λυση αυτού:

· · · → P2 → P1 → P0 →M → 0, (2.1)

με Mi θα συμβολίζουμε τις συζυγίες, Im(Pi → Pi−1) της (2.1), i > 0, ε-

νώ θέτουμε M0 = M . Θα λάβουμε το ζητούμενο αποδεικνύοντας ότι το

ZG−πρότυπο Mn είναι Gorenstein προβολικό, αφού τότε η

0→Mn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0

θα είναι μία Gorenstein προβολική επίλυση του M .

Παίρνοντας τανυστικό γινόμενο με το A στην ακολουθία (2.1), έχουμε την

ακολουθία :

· · · → P1 ⊗Z A→ P0 ⊗Z A→M ⊗Z A→ 0,

η οποία είναι Z−ακριβής αφού όλα τα πρότυπα της 2.1 είναι Z−ελεύθερα που

σημαίνει ότι η (2.1) είναι διασπώμενη, επιπλέον επειδή οι μορφισμοί της (2.1)

είναι ZG−ομομορφισμοί έχουμε και ότι οι μορφισμοί Pn ⊗Z A → Pn−1 ⊗Z A
είναι ZG−ομομορφισμοί αν αφήσουμε τη G να δράσει διαγώνια στα τανυστικά

Pn ⊗ A. Επιπλέον, επειδή το A είναι Z−ελεύθερο, λόγω του Λήμματος 2.1.6,

η παραπάνω ακριβής ακολουθία είναι μία προβολική επίλυση του ZG−προτύπου
M ⊗Z A.

΄Εστω τώρα μία ZG−προβολική επίλυση, E∗, του A. Τότε η ακολουθία

E∗ ⊗Z M είναι μία ZG−προβολική επίλυση του M ⊗Z A, αφού το M είναι

Z-ελεύθερο πρότυπο. Επειδή pdZGA = n έχουμε ότι pdZG(M ⊗Z A) ≤ n.
Ιδιαιτέρως έχουμε ότι τα ZG−πρότυπαMi⊗ZA είναι προβολικά για κάθε i ≥ n
και ότι το διαγώνιο ZG−πρότυπο Mn ⊗Z N ⊗Z A είναι προβολικό για κάθε

Z−ελεύθερο ZG−πρότυπο N .
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Θεωρούμε την Z−διασπώμενη βραχεία ακριβή ακολουθία ZG−προτύπων

0→ Z i−→ A→ A→ 0, (2.2)

όπου το A είναι ο συμπυρήνας του i. Παίρνοντας τανυστικό γινόμενο με το

ZG−πρότυπο Mn ⊗Z A
⊗j

, όπου με A
⊗j

συμβολίζουμε την j−οστή τανυστική

δύναμη του A πάνω από το Z, στην ακολουθία την (2.2) παίρνουμε τις βραχείες

ακριβείς ακολουθίες:

0→Mn ⊗Z A
⊗j →Mn ⊗Z A

⊗j ⊗Z A→Mn ⊗Z A
⊗j+1 → 0, (2.3)

για κάθε j ≥ 0. Από όσα έχουν ειπωθεί μέχρι τώρα μπορούμε να συμπεράνουμε

ότι τα πρότυπα Mn ⊗Z A
⊗j ⊗Z A είναι ZG−προβολικά για κάθε j ≥ 0.

Θυμίζουμε ότι η 2.1 μας δίνει την εξής προβολική επίλυση:

· · · → Pn+2 → Pn+1 → Pn →Mn → 0, (2.4)

του Mn.

Μπορούμε πλέον ενώνοντας τις ακολουθίες 2.3 και 2.4 να πάρουμε μία διπλά

άπειρη ακριβή ακολουθία B προβολικών ZG−προτύπων:

· · · → Pn →Mn ⊗Z A→Mn ⊗Z A⊗Z A→Mn ⊗Z A
⊗2 ⊗Z A→ · · · ,

η οποία έχει ως συζυγία το Mn. Οπότε για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη

ότι το Mn είναι Gorenstein προβολικό αρκεί να δείξουμε ότι το σύμπλεγμα

HomZG(B, Q) είναι ακυκλικό για κάθε προβολικό ZG−πρότυπο Q. Για το

σκοπό αυτό θεωρούμε ένα προβολικό ZG−πρότυπο Q, παρατηρούμε επίσης ότι

επειδή η 2.2 είναι διασπώμενη, η δράση του συναρτητή HomZ(·, Q) επάγει την

βραχεία ακριβή ακολουθία ZG−προτύπων (με διαγώνια δράση):

0→ HomZ(A,Q)→ HomZ(A,Q)→ Q→ 0.

Αφού λοιπόν το ZG−πρότυπο Q είναι προβολικό η παραπάνω ακριβής ακολου-

θία διασπάται, επομένως έχουμε τον ισομορφισμό

HomZ(A,Q) ∼= HomZ(A,Q)⊕Q,

ο οποίος επάγει τους ισομορφισμούς:

HomZG(B, HomZ(A,Q)) ∼= HomZG(B, HomZ(A,Q)⊕Q)

∼= HomZG(B, HomZ(A,Q))⊕HomZG(B, Q).
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Τέλος, λόγω των παραπάνω, η ακρίβεια της HomZG(B, Q) θα προκύψει

από την ακρίβεια της HomZG(B, HomZ(A,Q)). Από το Σχόλιο 2.1.5 έχουμε

τον ισομορφισμό:

HomZG(B, HomZ(A,Q)) ∼= HomZG(B⊗A,Q).

Επειδή το ZG−πρότυποA είναι Z−ελεύθερο έχουμε ότι το σύμπλεγμα ZG−προτύπων

B⊗A είναι ακυκλικό με συζυγίες (Mi⊗A)i≥n και (Mn⊗A
⊗j⊗A)j≥1, οι οποίες

είναι ZG−προβολικά πρότυπα και άρα το B ⊗ A είναι συμπτύξιμο. Επομένως,

το HomZG(B⊗A,Q) είναι συμπτύξιμο και άρα ακυκλικό.

Πόρισμα 2.1.8. [8, 2.4 c] ΄Εστω ομάδα G, τότε για κάθε ZG−πρότυπο M
έχουμε ότι GpdZGM ≤ GcdG+ 1.

Απόδειξη. ΄Εστω ZG-πρότυπο M και F ένα Z-ελεύθερο ZG-πρότυπο το οποίο

έχει ως επιμορφική εικόνα το M , δηλαδή έχουμε την βραχεία ακριβή ακολουθία

0→ kerε→ F
ε−→→M → 0. (2.5)

Τότε γνωρίζουμε ότι GpdZGkerε,GpdZGF ≤ GcdG, αφού το kerε είναι Z-
ελεύθερο ως υποπρότυπο του F . Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 1.3.9 και χρησι-

μοποιώντας τη μακρά ακριβή ακολουθία για το Ext στην ακολουθία 2.5 έχουμε

το ζητούμενο.

Συνοψίζουμε στο παρακάτω Θεώρημα τα μέχρι στιγμής αποτελέσματα αυ-

τού του κεφαλαίου.

Θεώρημα 2.1.9. [11, 1.7] Τα επόμενα είναι ισοδύναμα για οποιαδήποτε ομάδα

G.

1. GcdG <∞,

2. Υπάρχει Z−διασπώμενος μονομορφισμός ZG−προτύπων i : Z→ A, όπου
το A είναι Z−ελεύθερο και pdZGA <∞ και

3. κάθε ZG−πρότυπο έχει πεπερασμένη Gorenstein προβολική διάσταση.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 1. ⇒ 2. έπεται από το Πόρισμα 2.1.3, ενώ η συνε-

παγωγή 2. ⇒ 3. έπεται από την Απόδειξη της Πρότασης 2.1.7 και το Πόρισμα

2.1.8. Τέλος η συνεπαγωγή 3.⇒ 1. είναι προφανής.
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2.2 Ιδιότητες της Gorenstein Συνομολογικής Διά-
στασης

Θεωρούμε γνωστό το γεγονός ότι μία ομάδα G έχει συνομολογική διάσταση

μηδέν αν και μόνο αν είναι η ομάδα με ένα στοιχείο. Ξεκινάμε αυτή τη παρά-

γραφο με σκοπό να αποδείξουμε το ανάλογο αποτέλεσμα για την Gorenstein
συνομολογική διάσταση (Πρόταση 2.2.8), που λέει ότι μία ομάδα G είναι πεπε-

ρασμένη αν και μόνο GcdG = 0. Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τις ιδιότητες

της Gorenstein Συνομολογικής Διάστασης ως προς επεκτάσεις και υποομάδες.

Ορισμός 2.2.1. (Εμφυτευτικά Πρότυπα) ΄Ενα R−πρότυπο E καλείται εμφυ-
τευτικό αν κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία R-προτύπων της παρακάτω μορφής

0→ E → B → C → 0

διασπάται.

Σημειώνουμε ότι στη βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετοί (ισοδύναμοι) ορι-

σμοί των εμφυτευτικών προτύπων. Παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [1].

Ορισμός 2.2.2. [10, VI. 2] ΄Εστω ομάδα G και H υποομάδα της. ΄Εστω
επίσης ένας μονομορφισμός G−προτύπων, i : M ′ ↪−→M .

� Θα καλούμε τον i αποδεκτά διασπάσιμο ως προς την υποομάδα H αν
ο i είναι διασπάσιμος μονομορφισμός όταν θεωρηθεί ως ομομορφισμός
H-προτύπων.

� ΄Ενα πρότυπο Q καλείται σχετικά εμφυτευτικό ως προς την H αν ο συναρ-
τητήςHomG(·, Q) στέλνει κάθε αποδεκτά διασπάσιμο G−μονορφισμό ως
προς την H σε επιμορφισμό αβελιανών ομάδων.

Δίνουμε το επόμενο λήμμα, όπως και το Λήμμα 2.2.7 που θα εμφανιστεί

αργότερα, χωρίς απόδειξη. Τα δύο αυτά Λήμματα συνδυασμένα θα μας αποκα-

λύψουν ότι πράγματι όπως έχουμε προαναφέρει μία ομάδα G είναι πεπερασμένη

αν και μόνο αν GcdG = 0.

Λήμμα 2.2.3. [10, VI. 2.6] Αν H είναι υποομάδα πεπερασμένης ομάδας
G τότε κάθε H−προβολικό G−πρότυπο M δέχεται σχετικά εμφυτευτική δε-

ξιά επίλυση η οποία αποτελείται από G−προβολικά πρότυπα. Επιπλέον, αν το
G−πρότυπο M είναι H−προβολικό και H−πεπερασμένα παρογόμενο, τότε η
σχετική εμφυτευτική επίλυση του M αποτελείτε από πεπερασμένα παραγόμενα

προβολικά G−πρότυπα.
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Ορισμός 2.2.4. ΄Εστω E μία επίλυση (δεξιά, αριστερή ή πλήρης) κάποιου
R−προτύπουM αποτελούμενη από R−πρότυπα. Η E θα καλείται πεπερασμένου
τύπου εάν όλα τα πρότυπα της είναι πεπερασμένα παραγόμενα.

Σχόλιο 2.2.5. ΄Εστω H ≤ G, όπου η G είναι πεπερασμένη ομάδα. Γνωρίζου-
με ότι το Z είναι ZH−προβολικό αν λάβουμε ως H την ομάδα με ένα στοιχείο.
Από το προηγούμενο Λήμμα έχουμε ότι το Z δέχεται σχετικά εμφυτευτική
επίλυση Q:

0→ Z→ Q0 → Q1 → · · ·

στην οποία τα Qi είναι G−προβολικά, με άλλα λόγια το Z ως G−πρότυπο
δέχεται δεξιά προβολική επίλυση. Εφαρμόζοντας άλλη μία φορά το Λήμμα 2.2.3

βλέπουμε ότι η παραπάνω δεξιά προβολική επίλυση θα είναι και πεπερασμένου

τύπου, αφού το Z ως Z−πρότυπο είναι πεπερασμένα παραγόμενο.
Ενώνοντας τη Q με μία συνηθισμένη G−προβολική του Z, P, παίρνουμε

τη πλήρη προβολική επίλυση:

· · · P1 P0 Q0 Q1 · · ·

Z

(2.6)

Μένει να δείξουμε ότι υπάρχει και ισχυρώς πλήρης προβολική επίλυση του

Z.

Ορισμός 2.2.6. ΄Εστω R δακτύλιος και C ένα σύμπλεγμα R−προτύπων, ως
δυϊκό σύμπλεγμα του C ορίζουμε το C = HomR(C,R).

Λήμμα 2.2.7. [10, VI. 3.5] Αν P → Z είναι μία πεπερασμένου τύπου προ-
βολική επίλυση του Z πάνω από το ZG, τότε η δυϊκή της ακολουθία Z → P
αποτελεί δεξιά συνγνήσια προβολική επίλυση. Επιπλέον, η δυϊκή ακολουθία

μίας πεπερασμένου τύπου δεξιάς επίλυσης αποτελεί μία αριστερή συνγνήσια

προβολική επίλυση.

Πόρισμα 2.2.8. [7, Παράδειγμα 2.2] Κάθε πεπερασμένη ομάδα έχει Goren-
stein συνομολική διάσταση μηδέν.

Απόδειξη. Το ζητούμενο είναι άμεσο από τα Λήμματα 2.2.3 και 2.2.7.
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Σχόλιο 2.2.9. Εκμεταλλευόμενοι την απόδειξη της Πρότασης 2.1.7 μπο-

ρούμε να δώσουμε και μία εναλλακτική απόδειξη του παραπάνω πορίσματος.

Σύμφωνα λοιπόν με την απόδειξη της Πρότασης 2.1.7, αν υπάρχει ένας Z-
διασπώμενος ZG-μονομορφισμός i : Z → A όπου το A είναι Z-ελεύθερο με
pdZGA = n τότε για κάθε Z-ελεύθερο ZG-πρόρυπο M υπάρχει μία ισχυ-

ρώς πλήρης προβολική ZG-επίλυση με δείκτη συμφωνίας n. Αρκεί λοιπόν,
για να αποδείξουμε το ζητούμενο, να παρατηρήσουμε ότι ο ZG-μονομορφισμός
i : Z→ ZG με τύπο i(1) =

∑
g∈G g είναι Z-διασπώμενος για κάθε πεπερασμένη

ομάδα G.

Πρόταση 2.2.10. [11, 2.3] Μία ομάδα G είναι πεπερασμένη αν και μόνο αν
GcdG = 0

Απόδειξη. Το ευθύ της πρότασης είναι το Πόρισμα 2.2.8.

Για το αντίστροφο υποθέτουμε ότι GcdG = 0. Τότε υπάρχει ισχυρώς

πλήρης προβολική επίλυση του Z πάνω από το δακτύλιο ZG. Δηλαδή το Z
ως G−πρότυπο εμφυτεύεται σε ένα ZG−προβολικό P . Επειδή η G δρα με

τετριμμένο τρόπο στο Z έχουμε ότι θα υπάρχει μη τετριμμένο υποπρότυπο A
του P στο οποίο η G δρα τετριμμένα.

Θα δείξουμε ότι για κάθε άπειρη ομάδα G και κάθε G−προβολικό πρότυπο

P ισχύει ότι PG = {0}. Πράγματι, έστω α =
∑

g∈G rgg ∈ ZG, όπου g ∈ G
και τα rg ∈ Z είναι μη μηδενικά για σχεδόν όλα τα g (Δηλ. μόνο πεπερασμένο

πλήθος rg είναι μη μηδενικά.), τέτοιο ώστε g′α = α για κάθε g′ ∈ G.Τότε

έχουμε τις ισοδυναμίες :

g′α = α⇔ g′
∑
g∈G

rgg =
∑
g∈G

rgg

⇔
∑
g∈G

rgg
′g =

∑
g∈G

rgg

⇔ rg′g = rg ∀g′ ∈ G.

Η τελευταία ισότητα σημαίνει ότι rg = 0 για κάθε g ∈ G, το οποίο ήταν το

ζητούμενο.

Πρόταση 2.2.11. [11, 2.4] Για κάθε H υποομάδα μίας ομάδας G ισχύει ότι
GcdH ≤ GcdG.

Απόδειξη. Επειδή η ανισότητα προς απόδειξη είναι προφανής για GcdG = ∞,

αρκεί να θεωρήσουμε τη περίπτωση GcdG = n < ∞. Από το Πόρισμα 2.1.3

46



γνωρίζουμε ότι υπάρχει ένας Z−διασπώμενος μονομορφισμός G−προτύπων i :
Z→ A όπου το A είναι Z−ελεύθερο και pdZGA = n.

Επειδή το ZG είναι ελεύθερο ως ZH−πρότυπο (με βάση ένα οποιοδήπο-

τε δεξιό σύνολο αντιπροσώπων των συμπλόκων της H στη G) έχουμε ότι

κάθε προβολικό ZG−πρότυπο είναι και ZH−προβολικό, επομένως έχουμε ό-

τι pdZHA ≤ pdZGA. Επιπλέον, ο i μπορεί να θεωρηθεί ως Z−διασπώμενος

μονομορφισμός ZH−προτύπων και άρα από την Απόδειξη της Πρότασης 2.1.7

έχουμε : GcdH = GpdZHZ ≤ pdZHA ≤ n.

Ορισμός 2.2.12. (Επαγωγή, συνεπαγωγή και περιορισμός) ΄Εστω H υποο-
μάδα μίας ομάδας G, ένα H−πρότυπο N και ένα G-πρότυπο M .

Επαγωγή: Ορίζουμε ως επαγόμενο πρότυπο της G το ZG ⊗ZH N , όπου η
δράση είναι η εξής:

g · (g′ ⊗ n) = gg′ ⊗ n.
Συμβολικά γράφουμε: ZG⊗ZH N = IndGHN .

Συνεπαγωγή: Αντίστοιχα, το συνεπαγόμενο G-πρότυπο από τη H στη G
ορίζεται να είναι το HomZH(ZG,N), όπου η δράση είναι η εξής:

g · φ(a) = φ(a · g)

Συμβολικά γράφουμε : HomZH(ZG,N) = CoindGHN .

Περιορισμός: Το περιορισμένο H−πρότυπο απο τη G στην H ορίζεται να
είναι απλώς τοM όπου η δράση της H στοM είναι ακριβώς η δράση της
G περιορισμένη στα στοιχεία της H. Συμβολικά γράφουμε ResGHM .

Παρατήρηση 2.2.13. Μπορούμε να ορίσουμε τα παραπάνω για οποιονδήποτε

μεταθετικό δακτύλιο k και οποιοδήποτε kG-πρότυπο M και kH-πρότυπο N .

Παράδειγμα 2.2.14. Κάθε ελεύθερο G−πρότυπο είναι επαγόμενο πρότυπο.
Πράγματι, αν το F είναι G-ελεύθερο, τότε F ∼= IndG{e}F

′
όπου το F ′ είναι

ελεύθερη αβελιανή ομάδα διάστασης n = rankGF .

Πρόταση 2.2.15. [10, ch. III, par. 3] ΄Εστω H υποομάδα μίας ομάδας
G και k μεταθετικός δακτύλιος. Τότε για κάθε kH-πρότυπο M και κάθε kG-
πρότυπο N ισχύει ο τύποςHomkG(kG⊗kHM,N) ∼= HomkH(M,N). ΄Οπου το
kG⊗kHM γίνεται kG-πρότυπο με την επαγόμενη δράση και το N γίνεται kH-
πρότυπο με το περιορισμό της kG-δράσης. Επιπλέον ο παραπάνω ισομορφισμός
είναι φυσικός.
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Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση i : M → kG ⊗kH M με τύπο i(m) =
1⊗m.

Για να αποδείξουμε την ύπαρξη του ζητούμενου ισομορφισμού αρκεί να

δείξουμε ότι για κάθε kH−απεικόνιση f : M → N υπάρχει μοναδική απεικόνιση

g : kG⊗kH M → N η οποία είναι τέτοια ώστε gi = f . Με άλλα λόγια, αρκεί

να δείξουμε ότι ισχύει η ακόλουθη καθολική ιδιότητα :

M kG⊗kH M

N

f

i

g
(2.7)

΄Εστω λοιπόν δοσμένη kH-απεικόνιση f : M → N , ορίζουμε τη ζητούμενη

g θέτοντας g(αh⊗m) = (αh)f(m), όπου α ∈ K και h ∈ H. Είναι προφανές

ότι g όπως ορίστηκε κάνει το παραπάνω διάγραμμα μεταθετικό, μένει λοιπόν

να δείξουμε τη μονάδικοτητα της απεικόνισης g. Για το σκοπό αυτό, θεωρούμε

μία kG−απεικόνιση g′ η οποία πληροί τη συνθήκη g′i = f . Τότε, για α ∈ K
και h ∈ H, ισχύουν οι ακόλουθες ισότητες :

g′(αh⊗m) = (αh)g′(1⊗m)

= (αh)g′(i(m))

= (αh)f(m)

= g(αh⊗m).

Δηλαδή η g είναι η μοναδική απεικόνιση η οποία κάνει το διάγραμμα 2.7 μετα-

θετίκο, το οποίο ήταν το ζητούμενο.

Για να δείξουμε τη φυσικότητα του παραπάνω ισμορφισμού θεωρούμε δύο

kG−πρότυπα L,N και ένα kG−ομομορφισμό
φ : L→ N . Θέλουμε να δείξουμε ότι το παρακάτω διάγραμμα είναι μεταθετικό:

HomkG(kG⊗kH M,L) HomkG(kG⊗kH M,N)

HomkH(M,L) HomkH(M,L)

g1

ψ1 ψ2

g2

΄Οπου οι g1 και g2 έχουν τύπο gi(f) = φf , i = 1, 2 ενώ οι ψi για i = 1, 2
είναι οι ισομορφισμοί που κατασκευάσαμε προηγουμένως. ΄Εστω λοιπόν f ∈
HomkG(kG⊗kH M,L) τότε ψ2g1(f) = ψ2(φf) = (φf) ◦ i, επίσης g2ψ1(f) =
g2(f ◦ i) = φ ◦ f ◦ i.
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Παρατήρηση 2.2.16. 1. Η παραπάνω πρόταση μας ενημερώνει ότι εάν

το P είναι ένα H−προβολικό πρότυπο τότε το indGHP είναι G−προβολικό.

2. Μπορούμε να αναδιατυπώσουμε την Πρόταση 2.2.15 αν παρατηρήσουμε

ότι στην ουσία ο ισομορφισμός που δίνετε αποτελεί προσάρτηση μεταξύ

των συναρτητών IndGH και Res
G
H . Δηλαδή αποδείξαμε ότι το ζεύγος

συναρτητών (IndGH , Res
G
H) είναι προσαρτημένο ζεύγος.

3. Μία εναλακτική απόδειξη της Πρότασης 2.2.15 μπορεί να δωθεί από τα

Σχόλια 2.1.5(2.) θεωρώντας το kG ως (kG, kH)-διπρότυπο.

Πόρισμα 2.2.17. ΄Εστω H υποομάδα μίας πεπερασμένης ομάδα G και ένα
H-πρότυπο M . Ισχύει ότι IndGHM

∼= CoindGHM .

Απόδειξη. ΄Εστω λοιπόν ένα H−πρότυπο M ορίζουμε τον H−ομομορφισμό
φ0 : M → CoindGH η οποία δίνεται από το τύπο

φ0(m)(g) =

{
gm g ∈ H
0 g /∈ H

Από τη Πρόταση 2.2.15 η φ0 επεκτείνεται σε μία G−απεικόνιση
φ : indGHM → coindGHM . Για διευκόλυνση του αναγνώστη δίνουμε το τύπο

της φ:

φ(g ⊗m)(g1) = gφ(1⊗m)(g1)

= φ(1⊗m)(g1g) =

{
g1gm g1g ∈ H
0 g1g /∈ H

Επειδή η ομάδα G είναι πεπερασμένη έχουμε ότι η ομάδα πηλίκο G/H είναι

πεπερασμένη και άρα για οποιαδήποτε f ∈ CoindGH το άθροισμα∑
g∈G/H g ⊗ f(g−1) έχει νόημα. Πλέον το ζητούμενο έπεται εύκολα διότι η

απεικόνιση ψ(f) =
∑

g∈G/H g ⊗ f(g−1) είναι αντίστροφη της φ.

Σχόλιο 2.2.18. Για να αποδείξουμε το επόμενο Πόρισμα εκτός από το Πό-

ρισμα 2.2.17 θα χρησιμοποιήσουμε επίσης το γεγονός ότι ένα οποιαδήποτε συ-

νεπαγόμενο πρότυπο μίας ομάδας G από μία υποομάδα της H είναι σχετικά
εμφυτευτικό ως προς την H ([10, VI, 2.1]).

Πόρισμα 2.2.19. [10, VI, 2.3] ΄Εστω H πεπερασμένη ομάδα, τότε κάθε
H−προβολικό πρότυπο είναι σχετικά εμφυτευτικό ως προς τη τετριμμένη υπο-
όμαδα {e} της H.
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Απόδειξη. Θεωρούμε ένα ελεύθερο H−πρότυπο F και παρατηρούμε ότι μπο-

ρούμε να αντιλαμβανόμαστε το F ως το επαγόμενο πρότυπο μίας ελεύθερης

αβελιανής ομάδας F ′, όπου η F ′ έχει διάσταση πάνω από το Z ίση με τη διά-

σταση του F πάνω από το δακτύλιο ZH. Συμβολικά τα παραπάνω διατυπώνο-

νται με τον ισομορφισμό F ∼= IndH{e}F
′
. Από το Πόρισμα 2.2.17 έχουμε τον

ισομορφισμό F ∼= IndH{e}F
′ ∼= coindH{e}F

′
, επομένως από το Σχόλιο 2.2.18

συμπεραίνουμε ότι το F είναι σχετικά εμφυτευτικό.

Πλέον για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη αρκεί να δείξουμε ότι κάθε

ευθύς προσθετέος σχετικά εμφυτευτικού προτύπου είναι επίσης σχετικά εμφυ-

τευτικό γεγονός το οποίο έπεται εύκολα αν χρησιμοποιήσουμε το ισομορφισμό

αβελιάνων ομάδων:

Hom(·, F1 ⊕ F2) ∼= Hom(·, F1)⊕Hom(·, F2).

Πρόταση 2.2.20. [8, 2.8(3)] ΄Εστω H πεπερασμένη υποομάδα μίας ομάδας
G τότε Gcd(NG(H)/H) ≤ GcdG.

Απόδειξη. Λόγω της Πρότασης 2.2.11 έχουμε ότι GcdNG(H) ≤ GcdG, επομέ-

νως μπορούμε να υποθέσουμε ότι NG(H) = G. Υπενθυμίζουμε επίσης ότι τα

G/H−πρότυπα είναι ακριβώς τα G−πρότυπα στα οποία η H δρα με τετριμμένο

τρόπο. Δηλαδή ModG/H = {M ∈ ModG : MH = M}.

Ισχυρισμός: Αν το M είναι Z−ελεύθερο G−πρότυπο με pdZGM < ∞,

τότε το G/H−πρότυπο MH
είναι επίσης Z−ελεύθερο και pdZ(G/H)M

H ≤
pdZGM .

Απόδειξη ισχυρισμού: Προφανώς, το MH
είναι Z−ελεύθερο ως υποπρό-

τυπο του Z−ελεύθερου M .

΄Εστω τώρα ότι pdZGM = n και

0→ Pn
dn−→ · · · d1−→ P0 →M → 0 (2.8)

μία ZG−προβολική επίλυση του M .

Επειδή το M είναι Z−ελεύθερο έχουμε ότι η παραπάνω ακριβής ακολου-

θία είναι Z−διασπώμενη. Επιπλέον, μπορούμε να θεωρήσουμε την (2.8)

ως ακολουθία προβολικών H−προτύπων. Είναι πλέον εύκολο, χρησιμο-

ποιώντας το Πόρισμα 2.2.19, να δούμε ότι το M είναι kH−προβολικό.
Πράγματι, θεωρούμε την ακολουθία

0→ Pn
dn−→ Pn−1 → Imdn−1 → 0 (2.9)
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και παρατηρούμε ότι ο dn είναι αποδεκτά διασπάσιμος μονομορφισμός ως

προς την υποομάδα {e} τηςH. Επειδή το Pn είναι προβολικόH−πρότυπο
και ηH είναι πεπερασμένη ομάδα από το Πόρισμα 2.2.19 συμπεραίνουμε ό-

τι η ακρίβεια της (2.9) διατηρείτε από τη δράση του συναρτητήHom(·, Pn)
και επομένως η (2.9) είναι ZH−διασπώμενη. Δηλαδή η εικόνα Imdn−1

είναι ZH−προβολικό πρότυπο. Εφαρμόζοντας διαδοχικά τα παραπάνω

επιχειρήματα στις ακολουθίες

0→ Kerdi
di−→ Pi−1 → Imdi−1 → 0,

για 1 < i < n έχουμε το ζητούμενο.

Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη του ισχυρισμού παρατηρούμε ότι

τα Z(G/H)−πρότυπα PHi είναι προβολικά, αφού ισχύει ο ισομορφισμός

Z(G/H)−προτύπων (ZG)H ∼= Z(G/H). Τέλος, το γεγονός ότι η ακολου-

θία (2.8) είναι ZH−διασπώμενη μας πληροφορεί ότι η παρακάτω ακολου-

θία G/H είναι πράγματι ακριβής

0→ PHn → · · · → PH0 →MH → 0

και αποτελεί μία Z(G/H)−προβολική επίλυση του MH
, το οποίο είναι το

ζητούμενο.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι GcdG = n <
∞. Τότε από το Πόρισμα 2.1.3 γνωρίζουμε ότι υπάρχει Z−διασπώμενη ακρι-

βής ακολουθία G−προτύπων 0 → Z → A όπου το A είναι Z−ελεύθερο και

pdZGA = n. Αφού η 0 → Z → AH είναι Z−διασπώμενη ακριβής ακολουθί-

α G/H−προτύπων, τότε από την Απόδειξη της Πρότασης 2.1.7 προκύπτει ότι

Gcd(G/H) = GpdZ(G/H)Z ≤ pdZ(G/H)A
H ≤ n.

Λήμμα 2.2.21. [11, 2.6] ΄Εστω ομάδα G, H υποομάδα της G και M ένα

H−πρότυπο.

1. Αν τοM είναι Gorenstein προβολικό, τότε και το επαγόμενο G−πρότυπο,
indGHM , είναι Gorenstein προβολικό.

2. Επιπλέον ισχύει ότι GpdZG(indGHM) ≤ GpdZHM .

Απόδειξη. 1. ΄Εστω P∗ ένα ακυκλικό σύμπλεγμα H−προτύπων το οποί-

ο έχει ως συζυγία το M και παραμένει ακυκλικό υπό τη δράση του

συναρτητή HomZH(·, Q) για κάθε H−προβολικό πρότυπο Q. Τότε

το επαγόμενο σύμπλεγμα indGHP∗ είναι ακυκλικό, αποτελείται από προ-

βολικά πρότυπα(Παρατήρηση 2.2.16) και έχει το indGHM ως συζυγί-

α. Επιπλέον, επειδή κάθε G−προβολικό πρότυπο είναι προβολικό και
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ως H−πρότυπο (με τη περιορισμένη δράση), έχουμε ότι το σύμπλεγμα

HomZG(indGHP∗, T ) ∼= HomZH(P∗, T ) είναι ακυκλικό για κάθε προβο-

λικό G−πρότυπο T . Επομένως, το indGHM είναι Gorenstein προβολικό

G−πρότυπο.

2. Αφού η ανισότητα προς απόδειξη είναι προφανής για GpdZHM =∞, αρ-

κεί να θεωρήσουμε ότιGpdZHM = n <∞. Τότε, υπάρχει μία ZH−Gorenstein
προβολική επίλυση του M της παρακάτω μορφής:

0→ Pn → · · · → P0 →M → 0

.

Από το 1. έχουμε ότι τα πρότυπα indGHPi είναι Gorenstein προβολικά

για κάθε i = 0, ..., n. Επομένως, η ακριβής ακολουθία

0→ indGHPn → · · · → indGHP0 → indGHM → 0

μας πληροφορεί ότι GpdZG(indGHM) ≤ GpdZHM .

Λήμμα 2.2.22. [2, 2.19] ΄Εστω (Mλ)λ∈Λ μία οποιαδήποτε οικογένειαR−προτύπων.
Τότε :

GpdR(
⊕

Mλ) = sup{GpdRMλ : λ ∈ Λ}

Απόδειξη. Για την ανισότητα “ ≤ ” αρκεί να θυμηθούμε ότι η κλάση των

Gorenstein προβολικών προτύπων είναι κλειστή ως προς ευθείς προσθετέους,

αφού αν GPλ είναι μία Gorenstein προβολική επίλυση τουMλ για κάθε λ ∈ Λ.

Τότε το ευθύ άθροισμα των GPλ είναι μία Gorenstein προβολική επίλυση του⊕
Mλ.
Για την άλλη ανισότητα αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ευθύ προσθετέο,

M ′, ενός R−προτύπου M ισχύει ότι GpdRM
′ ≤ GpdRM . Χωρίς βλάβη της

γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι GpdRM = n ∈ N. Η απόδειξη

ακολουθεί επαγωγή στο n.
Το ζητούμενο για n = 0 έπεται από το Πόρισμα 1.2.10. Για n > 0, γρά-

φουμε M = M ′ ⊕M ′′. Θεωρούμε επίσης προβολικά πρότυπα G′ και G′′ τα
οποία έχουν ως επιμορφικές εικόνες τα πρότυπα M ′ και M ′′ αντίστοιχα. Τότε

παίρνουμε το εξής μεταθετικό διάγραμμα με διασπώμενες ακριβής γραμμές:
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0 0 0

0 M ′ M M ′′ 0

0 G′ G′ ⊕G′′ G′′ 0

0 K ′ K ′ ⊕K ′′ K ′′ 0

0 0 0

Τότε η Πρόταση 1.3.8, εφαρμοσμένη στη μεσαία στήλη, μας πληροφορεί

ότι GpdR(K ′ ⊕K ′′) = n − 1. Επομένως, η επαγωγική υπόθεση μας λέει ότι

GpdRK
′ ≤ n− 1, και άρα λόγω της ύπαρξης της βραχείας ακριβής ακολουθίας

0→ K ′ → G′ →M ′ → 0 έχουμε το ζητούμενο, δηλαδή ότι:

GpdRM
′ ≤ n = GpdRM .

Πόρισμα 2.2.23. [11, 2.7] ΄Εστω H κανονική υποομάδα μίας ομάδας G. Τό-
τε για κάθε προβολικό G/H−πρότυπο P ισχύει η ανισότητα GpdZGP ≤ GcdH.
΄Οπου το P γίνεται G−πρότυπο μέσω του ομομορφισμού G→ G/H.

Απόδειξη. Αφού η Gorenstein προβολική διάσταση του τετριμμένουH−προτύπου
Z ισούται με τη GcdH, το Λήμμα 2.2.21(2.) μας λέει ότι η Gorenstein προβολι-

κή διάσταση του επαγόμενου G−προτύπου indGHZ = Z(G/H) είναι φραγμένη α-

πό τηνGcdH. Από το Λήμμα 2.2.22 συμπεραίνουμε ότι για κάθε Z(G/H)−ελεύθερο
πρότυπο F ισχύει ότι GcdZGF ≤ GcdH. Τέλος, εφαρμόζοντας για άλλη μία

φορά το Λήμμα 2.2.22 έχουμε ότιGcdZGP ≤ GcdH, για κάθε Z(G/H)−προβολικό
πρότυπο P .

Λήμμα 2.2.24. [11, 2.8] ΄Εστω R δακτύλιος και μία ακριβής ακολουθία
R−προτύπων

0→Mn → · · · →M0 →M → 0.

Τότε, GpdRM ≤ max{i+GpdRMi : i = 0, 1, ..., n}.

Απόδειξη. Με επαγωγή στο n.

n = 1 : Προφανώς μπορούμε να υποθέσουμε ότι GpdRM0 = m0 < ∞ και

ότι GpdRM1 = m1 < ∞. Από το Θεώρημα 1.3.9 γνωρίζουμε ότι

για κάθε προβολικό πρότυπο P οι αβελιανές ομάδες ExtmR (M0, P ) και
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ExtmR (M1, P ) μηδενίζοντε αν m > m0 και m > m1 αντιστοίχως. Χρη-

σιμοποιώντας ξανά το Θεώρημα 1.3.9 και τη μακρά ακριβή ακολουθία για

το Ext έχουμε το ζητούμενο.

Επαγωγικό Βήμα: ΄Εστω λοιπόν ότι το ζητούμε ισχύει για το n− 1. Θε-

ωρούμε επίσης την ακολουθία 0 → Mn → · · · → M0 → M → 0 και

το R−πρότυπο M ′ = im(M1 → M0). Εφαρμόζοντας την επαγωγική

υπόθεση στην παρακάτω ακολουθία :

0→Mn → · · · →M1 →M ′ → 0,

έχουμε ότι GpdRM
′ ≤ max{i− 1 +GpdRMi : i = 1, ..., n}. Πλέον είναι

εύκολο να αποδείξουμε το ζητούμενο αφού η ακολουθία :

0→M ′ →M0 →M → 0,

εμπίπτει στη περίπτωση n = 1. Επομένως, παίρνουμε:

GpdRM ≤ max{GpdRM0, 1 +GpdRM
′}

≤ max{i+GpdRMi : i = 0, 1, ..., n}

Πρόταση 2.2.25. [8, 2.8 (2)][11, 2.9] Αν 1 → N → G → K → 1 είναι
επέκταση ομάδων, τότε GcdG ≤ GcdN +GcdK.

Απόδειξη. Ο συνήθης ομορφισμός πηλίκο G → K μας επιτρέπει να θεωρούμε

κάθεK−πρότυπο ως G−πρότυπο και κάθεK−μορφισμό ως G−μορφισμό. Αρ-

κεί να αποδείξουμε την ανισότητα της εκφώνησης στη περίπτωση όπου GcdN+
GcdK <∞, θέτουμε λοιπόν GcdN = n και GcdK = m όπου n,m ∈ N. Τό-

τε, από το Πόρισμα 2.1.3 έπεται ότι υπάρχει μία Z−διασπώμενη ακολουθία

K−προτύπων 0 → Z i−→ A όπου το A είναι Z−ελεύθερο και pdZKA = m.

Δηλαδή για το A υπάρχει ακριβής ακολουθία :

0→ Pm → · · · → P0 → A→ 0,

όπου τα Pi είναι K−προβολικά. Αφού GpdZGPi ≤ GcdN για κάθε i(Δες

Πόρισμα 2.2.23), από το Λήμμα 2.2.24 έχουμε ότι GpdZGA ≤ n + m. Πλέ-

ον από το Πόρισμα 2.1.2 μπορούμε να θεωρήσουμε μία Z−διασπώμενη ακρι-

βή ακολουθία G−προτύπων 0 → A
j−→ B όπου το B είναι Z−ελεύθερο και

pdZGB = GpdZGA ≤ n + m. Χρησιμοποιώντας την σύνθεση Z → A → B η
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οποία είναι επίσης Z−διασπώμενος μονομορφισμός G−προτύπων και αξιοποιώ-

ντας την Απόδειξή της Πρότασης 2.1.7 συμπεραίνουμε ότι GcdG = GpdZGZ ≤
pdZGB ≤ n+m, το οποίο ήταν το ζητούμενο.

Πόρισμα 2.2.26. [11, 2.10] ΄Εστω H κανονική υποομάδα μίας ομάδας G.
Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν η H είναι πεπερασμένη, τότε GcdG = Gcd(G/H)

2. Αν η G/H είναι πεπερασμένη τότε GcdG = GcdH

Απόδειξη. Το 1. είναι άμεσο από το Πόρισμα 2.2.10 και τις Προτάσεις 2.2.25

και 2.2.20. Για το 2. αρκούν οι Προτάσεις 2.2.25 και 2.2.11.
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2.3 Γενίκευση για Μεταθετικούς Δακτυλίους

Πριν εξετάσουμε το τρόπο με το οποίο γενικεύονται τα αποτελέσματα των

παραγράφων 2.1 και 2.2 εισάγουμε την έννοια της global dimension .

Η σχετική θεωρία για τη global dimension ενός δακτυλίου R μπορεί να

βρεθεί στο Κεφάλαιο 8 του [1].

Ορισμός 2.3.1. (Global Dimension) Για ένα δακτύλιο R ορίζουμε τις στα-
θερές :

� 1. lpD(R) = sup{pd(A) : A ∈ RMod} (Left projective global dimen-
sion)

2. liD(R) = sup{id(A) : A ∈ RMod} (Left injective global dimen-
sion)

Αποδεικνύεται ότι οι lpD(R) και liD(R) ταυτίζονται, την κοινή τους αυτή
τιμή την ονομάζουμε Left global dimension του R (l.gl.dimR).

� 1. rpD(R) = sup{pd(A) : A ∈ ModR} (Right projective global di-
mension)

2. riD(R) = sup{id(A) : A ∈ModR} (Right injective global dimen-
sion)

Αποδεικνύεται, επίσης, ότι οι rpD(R) και riD(R) ταυτίζονται, ονομάζου-
με Right global dimension του R(r.gl.dimR) τη κοινή τιμή των σταθε-
ρών rpD(R) και riD(R):

Προφανώς, στη περίπτωση που ο R είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος μιλάμε
απλά για τη global dimension του R, αφού οι σταθερές l.gl.dimR, r.gl.dimR
ταυτίζονται.

Ορισμός 2.3.2. (Weak Global Dimension) ΄Εστω M R−πρότυπο, υπενθυ-
μίζουμε ότι συμβολίζουμε με fd(M) την επίπεδη διάσταση τουM , η οποία έχει
οριστεί στο Κεφάλαιο 1.

Για το δακτύλιο R ορίζουμε την αριστερή weak global dimension ως το su-
premum των επίπεδων διαστάσεων των αριστερών R−προτύπων, όμοια ορίζουμε
την δεξιά weak global dimension ως το supremum των επίπεδων διαστάσεων
των δεξιών R−προτύπων. Αποδεικνύεται ότι η δύο παραπάνω σταθερές για ένα
δακτύλιο R ταυτίζονται ([1, 8.19]), τη κοινή τους αυτή τιμή την καλούμε weak
global dimension του R και συμβολικά γράφουμε wgl.dim.(R).

Παράδειγμα 2.3.3. Ο δακτύλιος των ακεραίων Z είναι μεταθετικός δακτύ-
λιος με πεπερασμένη weak global dimension. Πράγματι, κάθε Z-πρότυπο έχει

56



προβολική διάσταση το πολύ 1 πάνω απο το Z και επειδή κάθε προβολικό πρό-
τυπο είναι επίπεδο έχουμε ότι κάθε Z-πρότυπο έχει επίπεδη διάσταση το πολύ 1
πάνω απο το Z.
Πρόταση 2.3.4. [11, 1.1] ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος πεπερασμένης
weak global dimension.

1. Κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα προβολικών k−προτύπων είναι συμπτύξιμο.

2. Αν G είναι μία οποιαδήποτε ομάδα, τότε κάθε Gorenstein προβολικό
kG−πρότυπο είναι k−προβολικό

Απόδειξη. 1. ΄Εστω ότι wgl.dimk = m < ∞ και ένα ακυκλικό σύμπλεγμα

προβολικών k−προτύπων P∗ με συζυγίες Kn = im(Pn → Pn−1), n ∈ Z.
Επειδή κάθε προβολικό πρότυπο είναι επίπεδο, έχουμε ότι για κάθε n
το Kn είναι ο m−οστός πυρήνας σε μία επίπεδη επίλυση του Kn−m,

επομένως αφού wgl.dimk = m οι συζυγίες Kn είναι επίπεδα πρότυπα.

Από το Θεώρημα 1.1.13 έχουμε το ζητούμενο.

2. ΄Εστω M Gorenstein προβολικό kG−πρότυπο. Τότε, το M αποτε-

λεί συζυγία ενός (κατάλληλου) ακυκλικού συμπλέγματος προβολικών

kG−προτύπων P∗. Επειδή κάθε προβολικό kG-πρότυπο είναι επίσης

k−προβολικό έχουμε ότι το P∗ είναι συμπτίξιμο ως k−σύμπλεγμα , ισοδύ-

ναμα το P∗ είναι k−διασπάσιμο ([10, 0.3]) και άρα τοM είναι k−προβολικό.

Πόρισμα 2.3.5. [11, 1.2] ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος πεπερασμένης weak
global dimension και M ένα kG−πρότυπο πεπερασμένης Gorenstein προβολι-
κής διάστασης. Τότε υπάρχει k−διασπώμενος μονομορφιμός, kG−προτύπων,
i : M → N όπου pdkGN = GpdkGM . Αν το M είναι, επιπλέον, k−προβολικό
τότε και το N θα είναι k−ελεύθερο.

Απόδειξη: Επειδή GpdkGM < ∞ το Πόρισμα 1.3.3 μας εξασφαλίζει την

ύπαρξη μίας βραχείας ακριβής ακολουθίας kG−προτύπων

0→M
i−→ N → L→ 0

με pdkGN = GpdkGM και L Gorenstein προβολικό. Λόγω της Πρότασης

2.3.4 γνωρίζουμε ότι το L είναι k−προβολικό και επομένως η παραπάνω ακριβής

ακολουθία διασπάται. Τέλος, αν το M είναι k−προβολικό τότε και το N είναι

k−προβολικό ως ευθύ άθροισμα των προβολικών προτύπων M,L.

Πόρισμα 2.3.6. [11, 1.3] ΄Εστω ομάδα G πεπερασμένης Gorenstein συνομο-
λογικής διάστασης. Τότε υπάρχει k−διασπώμενος μονομορφισμός kG−προτύπων
i : k → A, όπου το A είναι k−προβολικό και pdkGA = GcdkG.
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Απόδειξη: Η συνθήκη GcdkG < ∞ σημαίνει ακριβώς ότι το k έχει πε-

περασμένη Gorenstein προβολική διάσταση ώς kG−πρότυπο. Επομένως, το

ζητούμενο έπεται από το Πόρισμα 2.1.2.

Πρόταση 2.3.7. [11, 1.4] ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος και G ομάδα τέτοια
ώστε να υπάρχει k−διασπώμενος μονομορφισμός kG−προτύπων i : k → A,
όπου το A είναι k−προβολικό και pdkGA < ∞. Τότε, για κάθε k−προβολικό
kG−πρότυπο M έχουμε GpdkGM ≤ pdkGA.

Απόδειξη. ΄Ομοια με την Απόδειξη 2.1.7.

Πόρισμα 2.3.8. [11, 1.5] ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος και G ομάδα ώστε
να υπάρχει k−διασπώμενος μονομορφισμός kG−προτύπων i : k → A, όπου το
A είναι k−προβολικό και pdkGA <∞. Τότε, για κάθε kG−πρότυπο M έχουμε
GpdkGM ≤ pdkGA+ pdkM .

Απόδειξη. Αρκεί να θεωρήσουμε ότι pdkGM = m <∞. Θα χρησιμοποιήσουμε

επαγωγή στο m.

Η περίπτωση m = 0 είναι η Πρόταση 2.3.7. ΄Εστω λοιπόν ότι m > 0 και P
ένα προβολικό kG−πρότυπο το οποίο έχει ως επιμορφική εικόνα το M , δηλαδή

έχουμε την παρακάτω βραχεία ακριβή ακολουθία kG−προτύπων:

0→ K → P →M → 0.

Επειδή το P είναι προβολικό και ως k−πρότυπο είναι εύκολο να δει κα-

νείς ότι pdkK = m − 1. Τέλος, λόγω της επαγωγικής υπόθεσης μπορούμε

να συμπεράνουμε ότι GpdkGK ≤ pdkGA + m − 1 και άρα ότι GpdkGM ≤
GpdkGK + 1 ≤ pdkGA+ pdkM .

Θεώρημα 2.3.9. Οι επόμενες συνθήκες είναι ισοδύναμες για κάθε αντιμε-

ταθετικό δακτύλιο k πεπερασμένης global dimension και για κάθε ομάδα G:

1. GcdkG <∞,

2. υπάρχει k−διασπώμενος μονομορφισμός kG−προτύπων i : k → A, όπου
A είναι k−προβολικό και pdkGA <∞,

3. κάθε kG−πρότυπο έχει πεπερασμένη Gorenstein προβολική διάσταση,

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή 1.⇒ 2. έπεται από το Πόρισμα 2.3.6, η συνεπαγωγή

2.⇒ 3. είναι το Πόρισμα 2.3.8, τέλος η συνεπαγωγή 3.⇒ 1. είναι προφανής.
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Πρόταση 2.3.10. [11, 2.1] Για κάθε ομάδα G και κάθε μεταθετικό δακτύλιο
k ισχύει ότι GcdkG ≤ GcdZG.

Απόδειξη. Το ζητούμενο ισχύει αν GcdZG = ∞, οπότε μπορούμε να υπο-

θέσουμε ότι GcdZG = n < ∞. Τότε από το Πόρισμα 2.1.3 έχουμε ότι υ-

πάρχει Z−διασπώμενος μονομοφρισμός ZG−προτύπων i : Z → A όπου το

A είναι Z−ελεύθερο και pdZGA = n. Παίρνοντας τανυστικό γινόμενο με το

k του παραπάνω μονορφισμού i παίρνουμε τον k−διασπώμενο μονομορφισμό

kG−προτύπων k → k ⊗Z A, όπου το kG−πρότυπο k ⊗Z A είναι k−ελεύθερο,
ιδιαιτέρως είναι k−προβολικό.

Επειδή pdZGA = n < ∞ γνωρίζουμε ότι υπάρχει πεπερασμένη προβολική

επίλυση του A της μορφής:

0→ Pn → · · · → P1 → P0 → A→ 0. (2.10)

΄Ομως, λόγω του ότι το A είναι Z−ελεύθερο, η ακολουθία (2.10) είναι

Z−διασπώμενη, επομένως η παρακάτω ακολουθία kG−προτύπων :

0→ k ⊗Z Pn → · · · → k ⊗Z P0 → k ⊗Z A→ 0.

είναι ακριβής. Αφού λοιπόν τα πρότυπα k ⊗Z Pi είναι προβολικά για κάθε

i = 1, ..., n έχουμε ότι pdkG(k ⊗Z A) ≤ n. Τέλος, λόγω της Πρότασης 2.3.7

έχουμε ότι GcdkG = GpdkGk ≤ n, το οποίο ήταν το ζητούμενο.

Πόρισμα 2.3.11. [11, 2.3] ΄Εστω ομάδα G και k μεταθετικός δακτύλιος. Η
G είναι πεπερασμένη αν και μόνο αν GcdkG = 0.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ήδη αποδείξει ότι αν μία ομάδα G είναι πεπερασμένη η

GcdZG είναι μηδέν και επομένως από τη προηγούμενη πρόταση έπεται ότι

GcdkG = 0. Η απόδειξη για το αντίστροφο είναι όμοια με την απόδειξη της

Πρότασης 2.2.10.

Πρόταση 2.3.12. [11, 2.4] Για κάθε H υποομάδα μίας ομάδας G, και κά-
θε μεταθετικό δακτύλιο k πεπερασμένης weak global dimension ισχύει ότι
GcdkH < GcdkG.

Απόδειξη. Επειδή η ανισότητα προς απόδειξη είναι προφανής για GcdkG =∞,

αρκεί να θεωρήσουμε τη περίπτωση GcdkG = n < ∞. Από το Πόρισμα 2.3.6

γνωρίζουμε ότι υπάρχει ένας k−διασπώμενος μονοομομορφισμός G−προτύπων

i : k → A όπου το A είναι k−προβολικό και pdkGA = n.
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Ο i μπορεί να θεωρηθεί ως k−διασπώμενος μονομορφισμός kH−προτύπων,

επιπλέον γνωρίζουμε ότι pdkH ≤ pdkGA = n. Επομένως, από τη Πρόταση 2.3.7

έχουμε το ζητούμενο, δηλαδή ότι GcdkH = GpdkHk ≤ pdkHA ≤ n.

Λήμμα 2.3.13. [11, 2.5] ΄Εστω ομάδα G και H κανονική υποομάδα της G
και k μεταθετικός δακτύλιος πεπερασμένης weak global dimension. Θεωρούμε
επίσης την ομάδα πηλίκο W = G/H. Τότε ισχύουν τα εξής :

1. Αν P είναι προβολικό kG−πρότυπο, τότε το PH είναι προβολικό kW−πρότυπο

2. ΑνM είναι k−προβολικό kG−πρότυπο με pdkGM <∞, τότε το kW−πρότυπο
MH

είναι επίσης k−προβολικό και ισχύει ότι pdkWMH ≤ pdkGM .

Απόδειξη. 1. Αρχικά σημειώνουμε ότι είναι εύκολο να δει κανείς ότι το PH

είναι πράγματι και kW−πρότυπο. Για να αποδείξουμε το ζητούμενο αρκεί

να θεωρήσουμε την περίπτωση P = kG, ισχύει όμως ο ισομορφισμός

kW−προτύπων (kG)H ∼= kW , και το kW είναι (προφανώς) προβολικό

ώς kW−πρότυπο

2. Η απόδειξη είναι όμοια με την απόδειξη του Ισχυρισμού της Πρότασης

2.2.20.

Πρόταση 2.3.14. [11, 2.5] ΄Εστω H μία κανονική και πεπερασμένη υποομά-
δα μίας ομάδας G. ΄Εστω επίσης k μεταθετικός δακτύλιος πεπερασμένης weak
global dimension. Τότε Gcdk(W ) ≤ GcdkG, όπου με W συμβολίζουμε την

ομάδα πηλίκο G/H.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι η Go-
renstein συνομολογική διάσταση της ομάδας G πάνω από το k είναι πεπερα-

σμένη και ότι ισούτε με n. Τότε το Πόρισμα 2.3.6 μας εξασφαλίζει την ύπαρ-

ξη ενός k−διασπώμενου kG−μονομομορφισμού ι : k → A όπου το A είναι

k−προβολικό με pdkGA = n. Αφού οι ομάδες G,H δρουν με τετριμμένο τρό-

πο στο k, έχουμε ότι η εικόνα του ι περιέχεται στο AG ⊂ AH . Είναι βολικό

πλέον να κατανοήσουμε τον ι ως ένα kW−μονομορφισμό j : k → AH , ο οποί-

ος είναι επίσης k−διασπώμενος. Από το Λήμμα 2.3.13 συμπεραίνουμε ότι το

kW−πρότυπο AH είναι k−προβολικό και ότι pdkwA
H ≤ pdkGA = n. Τέλος,

από τη Πρόταση 2.3.7 έχουμε ότι GcdkW = GpdkWA
H ≤ pdkWA

H ≤ n, το
οποίο ήταν το ζητούμενο.
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Πόρισμα 2.3.15. ΄Εστω H πεπερασμένη υποομάδα μίας ομάδας G και k με-
ταθετικός δακτύλιος πεπερασμένης weak global dimension. Τότε Gcdk(W ) ≤
GcdkG, όπου με W συμβολίζουμε την ομάδα πηλίκο NG(G)/H.

Απόδειξη. Από τη Πρόταση 2.3.7 έχουμε ότι GcdkNG(H) ≤ GcdkG ενώ από

τη προηγούμενη Πρόταση έχουμε ότι GcdkW ≤ GcdkNG(H). Συνδυάζοντας

τις παραπάνω δύο ανισότητες έχουμε το ζητούμενο.

Λήμμα 2.3.16. [11, 2.6] ΄Εστω ομάδα G, H υποομάδα της G και M ένα

H−πρότυπο.

1. Αν το M είναι Gorenstein προβολικό, τότε και το επαγόμενο G−πρότυπο
indGH είναι Gorenstein προβολικό.

2. GpdkG(indGHM) ≤ GpdkHM .

Απόδειξη. 1. ΄Εστω P∗ ένα ακυκλικό σύμπλεγμα kH−προτύπων το οποίο έ-

χει ως συζυγία τοM και παραμένει ακυκλικό υπό τη δράση του συναρτητή

HomkH(·, Q) για κάθε kH−προβολικό πρότυπο Q. Τότε το επαγώμενο

σύμπλεγμα indGHP∗ είναι ακυκλικό, αποτελείται από προβολικά πρότυπα

και έχει το indGHM ως συζυγία. Επιπλέον, επειδή κάθε kG−προβολικό
πρότυπο είναι προβολικό και ως kH−πρότυπο (με τη περιορισμένη δράση),

έχουμε ότι το σύμπλεγμα HomkG(indGHP∗, T ) ∼= HomkH(P∗, T ) είναι α-

κυκλικό για κάθε προβολικό kG−πρότυπο T . Επομένως, το indGHM είναι

Gorenstein προβολικό kG−πρότυπο.

2. Αφού η ανισότητα προς απόδειξη είναι προφανής για GpdkHM =∞, αρ-

κεί να θεωρήσουμε ότιGpdkHM = n <∞. Τότε, υπάρχει μία kH−Gorenstein
προβολική επίλυση του M της παρακάτω μορφής:

0→ Pn → · · · → P0 →M → 0

.

Από το 1. έχουμε ότι τα πρότυπα indGHPi είναι Gorenstein προβολικά

για κάθε i = 0, ..., n. Επομένως η ακριβής ακολουθία

0→ indGHPn → · · · → indGHP0 → indGHM → 0

μας πληροφορεί ότι GpdkG(indGHM) ≤ GpdkHM .
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Πόρισμα 2.3.17. [11, 2.7] ΄Εστω H κανονική υποομάδα μίας ομάδας G και
k μεταθετικός δακτύλιος. Τότε, για κάθε προβολικό k(G/H)−πρότυπο P έχουμε
ότι GpdkGP ≤ GcdkH, όπου το P γίνετε kG−πρότυπο μέσω του ομομορφισμού
πηλίκο G→ G/H.

Απόδειξη. Αφού η Gorestein προβολική διάσταση του τετριμμένου kH−προτύπου
k είναι ίση με GcdkH, από το προηγούμενο Λήμμα έπεται ότι η Gorenstein
προβολική διάσταση του επαγόμενου kG−προτύπου indGHk = k(G/H) είναι

φραγμένη από τη GcdkH. Χρησιμοποιώντας, τώρα, το Λήμμα 2.2.22 συμπε-

ραίνουμε ότι GcdkGF ≤ GcdkH, για κάθε k(G/H)−ελεύθερο πρότυπο F . Τέ-

λος, ξανά από το Λήμμα 2.2.22 είναι άμεσο ότι GpdkGP ≤ GcdkH για κάθε

k(G/H)−προβολικό πρότυπο P .

Πρόταση 2.3.18. [11, 2.9] ΄Εστω H κανονική υποομάδα της ομάδας G και k
μεταθετικός δακτύλιος πεπερασμένης weak global dimension. Τότε GcdkG ≤
GcdkH +GcdkG. ΄Οπου με G συμβολίζουμε το πηλίκο G/H.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούμε ότι ο ομομορφισμός πηλίκο G→ G μας επιτρέ-

πει να δούμε κάθε kG−πρότυπο ως kG−πρότυπο και κάθε kG−ομομορφισμό
ως kG−ομομορφισμό. Επιπλέον, υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ό-

τι η ποσότητες GcdkH = n και GcdkG = m είναι πεπερασμένες. Τότε από Πό-

ρισμα 2.3.6 έπεται η ύπαρξη ενός k−διασπώμενου μονορφισμού kG−προτύπων

ι : k → A, όπου το A είναι k−προβολικό και pdkGA = m έχουμε λοιπόν την

ύπαρξη μίας ακριβής ακολουθίας:

0→ Pm → · · · → P0 → A→ 0,

όπου τα Pi είναι kG−προβολικά για όλα τα i = 1, ...,m. Αφού λοιπόνGpdkGP ≤
GcdkH = n για κάθε i (Πόρισμα 2.3.17), από το Λήμμα 2.2.24 έχουμε ότι

GpdkGA ≤ n + m. Εφαρμόζοντας τώρα το Πόρισμα 2.3.5, έχουμε ακόμα έ-

ναν k−διασπώμενο μονομορφισμό kG−προτύπων j : A→ N , όπου το N είναι

k−προβολικό και pdkGN = GpdkGA ≤ n+m. Η σύνθεση k → A→ N είναι

επίσης k−διασπώμενος μονομορφισμός kG−προτύπων, όποτε από τη Πρόταση

2.3.7 έχουμε το ζητούμενο, δηλαδή ότι GcdkG = GpdkGk ≤ pdkGN ≤ n+m.

Πόρισμα 2.3.19. [11, 2.10] ΄Εστω H κανονική υποομάδα μίας ομάδας G και
k μεταθετικός δακτύλιος πεπερασμένης weak global dimension. Τότε ισχύουν
τα ακόλουθα:

1. Αν η H είναι πεπερασμένη, τότε GcdkG = Gcdk(G/H)
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2. Αν η G/H είναι πεπερασμένη τότε GcdkG = GcdkH

Απόδειξη. Το 1. είναι άμεσο από το Πόρισμα 2.3.11 και τις Προτάσεις 2.3.18,

2.3.15. ΄Ενω για το 2. αρκούν οι Προτάσεις 2.3.18 και 2.3.12
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2.4 Η Gorenstein συνομολογική διάσταση μία
αυξουσας ένωσης ομάδων

΄Εστω ομάδα G τέτοια ώστε να υπάρχει οριακός διατακτικός αριθμός µ και μία

οικογένεια υποομάδων της {Gκ}κ∈µ+1 ώστε Gµ = G και Gλ =
⋃
κ<λGk για λ

οριακό διατακτικό, μία τέτοια οικογένεια θα τη καλούμε συνεχές φίλτρο της G.

Πριν αποδείξουμε τη βασική Πρόταση αυτής της παραγράφου (Πρόταση 2.4.4)

υπενθυμίζουμε την έννοια του διατακτικού αριθμού:

Ορισμός 2.4.1. ΄Ενα σύνολο T καλείται μεταβατικό εάν ∀x(x ∈ T ⇒ x ⊂
T ), δηλαδή

⋃
T ⊂ T ή αλλιώς T ⊂ P (T ). ΄Ενα σύνολο καλείται διατακτικός

αριθμός εάν είναι μεταβατικό και καλά διατεταγμένο από τη σχέση του «ανήκει».

Τη κλάση των διατακτικών αριθμών θα τη συμβολίζουμε με ord

Σχόλιο 2.4.2. [13] Ισχύουν τα ακόλουθα:

� ω ∩ ord = ω όπου με ω συμβολίζουμε το σύνολο των φυσικών αριθμών.

� Αν το κ είναι διατακτικός αριθμός τότε και το κ∪ {κ} είναι επίσης διατα-
κτικός αριθμός, καλείται επόμενος του κ και συμβολίζεται με κ+ 1.

� Η κλάση ord είναι καλά διατεταγμένη και το 0 είναι το ελάχιστο στοιχείο
της.

� Υπάρχουν διατακτικοί αριθμοί οι οποίοι δεν έχουν κανέναν διατακτικό α-

ριθμό ως προηγούμενο. Τέτοιοι αριθμοί καλούνται οριακοί διατακτικοί.

� Ο πρώτος οριακός διατακτικός είναι το σύνολο ω.

� (Υπερπερασμένη Επαγωγή) ΄Εστω κλάση C διατακτικών αριθμών τέτοια
ώστε:

1. 0 ∈ C,
2. αν α ∈ C τότε α+ 1 ∈ C,
3. αν α 6= 0 οριακός διατακτικός και β ∈ C για κάθε β < α τότε
α ∈ C.

Τότε έχουμε την ισότητα κλάσεων C = ord.

Λήμμα 2.4.3. ΄Εστω αύξουσα ακολουθία R−προτύπων (Nλ)λ≤µ, όπου το µ
είναι οριακός διατακτικός αριθμός, με τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. N0 = 0,

64



2. Nλ =
⋃
κ<λNκ για κάθε οριακό διατακτικό λ < µ και

3. το Nλ+1/Nλ είναι Gorenstein προβολικό για κάθε λ < µ.

Τότε το Nµ είναι επίσης Gorenstein προβολικό.

Απόδειξη. Παρακαλώ δείτε τη απόδειξη στο [21, 2.5]

Πρόταση 2.4.4. [11, 3.1] ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος, ομάδα G, µ ο-
ριακός διατακτικός και ένα συνεχές φίλτρο της G το (Gλ)λ≤µ. Αν το M είναι

ένα kG−πρότυπο το οποίο είναι Gorenstein προβολικό ως kGλ για κάθε λ < µ,
τότε GpdkGM ≤ 1.

Απόδειξη. Για κάθε διατακτικό λ ≤ µ μπορούμε να θεωρούμε το M και ως

kGλ−πρότυπο και έτσι έχουμε το δικαίωμα να θεωρήσουμε τα επαγόμενα πρό-

τυπα Mλ = indGGλM = kG ⊗kGλ M . Αφού Gµ = G είναι προφανές ότι

Mµ = M . Επιπλέον, από το Λήμμα 2.3.16 και την υπόθεση ότι το M είναι

kGλ−Gorenstein προβολικό για κάθε λ < µ συμπεραίνουμε ότι και τα πρό-

τυπα Mλ είναι kGλ−Gorenstein προβολικά για κάθε λ < µ. Σημειώνουμε

επίσης ότι για όλους τους διατακτικούς κ ≤ λ ≤ µ υπάρχει kG−επιμορφισμός
fκ,λ : Mκ → Mλ, ο οποίος δίνεται από το τύπο fκ(a ⊗ m) = a ⊗ m, όπου

a ∈ kG, m ∈ M . ΄Ετσι η οικογένεια (Mλ)λ≤µ μαζί με τις απεικονίσεις fκ,λ
έχει δομή επαγωγικού συστήματος (direct system). Ονομάζουμε τώρα ως Nλ

το πυρήνα του επιμορφισμού f0,λ : M0 → Mλ, και παρατηρούμε ότι Nκ ⊂ Nλ

για κάθε κ ≤ λ ≤ µ καθώς και ότι N0 = 0. Επιπλέον, εφαρμόζοντας το snake
lemma (Λήμμα 1.1.6) στο παρακάτω διάγραμμα

0 Nκ M0 Mκ 0

0 Nλ M0 Mλ 0
id

συμπεραίνουμε ότι Nλ/Nκ ∼= ker(Mκ → Mλ) για κάθε κ ≤ λ ≤ µ. Από το

Θεώρημα 1.2.9 έχουμε ότι κλάση τω Gorenstein προβολικών προτύπων είναι

προβολικά επιλύσιμη, ιδιαιτέρως είναι κλειστή ως προς πυρήνες επιμορφιμών και

άρα από τα παραπάνω έχουμε ότι το kG−πρότυπο Nλ/Nκ ειναι Gorenstein προ-

βολικό για όλους τους διατακτικού κ ≤ λ < µ. Εκμεταλλευόμενοι τώρα ότι για

κάθε οριακό λ ≤ µ έχουμε ότι Gλ =
⋃
κ<λGκ καθώς και τη καθολική ιδιότητα

του συνορίου μπορούμε να δείξουμε ότι Mλ = lim
→κ<λ

Mκ. Εφαρμόζοντας τώ-

ρα το συναρτητή του συνορίου στη πρώτη σειρά του παραπάνω διαγράμματος,

παίρνουμε :
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0 lim→κ<λNκ M0 lim→κ<λMκ 0

0 Nλ M0 Mλ 0

id

Από το 5−Λήμμα συμπεραίνουμε ότι Nλ = lim
→κ<λ

Nκ =
⋃
κ<λNκ. ΄Εχουμε λοι-

πόν αποδείξει ότι η οικογένεια (Nλ)λ≤µ πληροί τις προϋποθέσεις του Λήμματος

2.4.3, επομένως το Nµ είναι Gorenstein προβολικό, τέλος από τη παρακάτω

βραχεία ακριβή ακολουθία:

0→ Nµ →M0 →Mµ → 0,

εξ ορισμού παίρνουμε το ζητούμενο, δηλαδή ότι το kG−πρότυπο Mµ = M έχει

Gorenstein προβολική διάσταση ≤ 1.

Πόρισμα 2.4.5. ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος και ομάδα G, ώστε να υ-
πάρχει συνεχές φίλτρο, (Gλ)λ≤µ, της G με µ να είναι οριακός διατακτικός. Για
οποιοδήποτε kG−πρότυπο M ισχύει η ανισότητα
GpdkGM ≤ 1 + supλ<µGpdkGλM .

Απόδειξη. Μπορούμε, χωρίς να χάσουμε τη γενικότητα, να υποθέσουμε ότι

supλ<µGpdkGλM = n <∞. ΄Εστω λοιπόν:

· · · → Pn → · · · → P0 →M → 0

μία kG−προβολική επίλυση του M , ονομάζουμε N τη συζυγία im(Pn →
Pn−1). Αφού η παραπάνω επίλυση μπορεί να θεωρηθεί και ώς Gλ−προβολική
επίλυση για κάθε του M , μέσω της υπόθεσης, supλ<µGpdkGλM = n < ∞,

συμπεραίνουμε ότι το N είναι Gλ−Gorenstein προβολικό πρότυπο για κάθε

λ < µ. Επομένως, από τη προηγούμενη Πρόταση έχουμε ότι GpdkGN ≤ 1.
Τέλος, η ακριβής ακολουθία :

0→ N → · · · → P0 →M → 0

δείχνει ότι GpdkGM ≤ GpdkGN + n ≤ 1 + n, το οποίο ήταν το ζητούμενο.

Πόρισμα 2.4.6. ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος και ομάδα G, ώστε να υ-
πάρχει συνεχές φίλτρο, (Gλ)λ≤µ, της G για κάποιο οριακό διατακτικό αριθμό
µ. Τότε ισχύει η ανισότητα GcdkG ≤ 1 + supλ<µGcdkGλ.
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Απόδειξη. Το ζητούμενο αποτελεί ειδική περίπτωση του Πορίσματος 2.4.5, θέ-

τοντάς M = k.

Πόρισμα 2.4.7. ΄Εστω k μεταθετικός δακτύλιος και ομάδα G η οποία μπορεί
να εκφραστεί ως ένωση μίας αύξουσας ακολουθίας υποομάδων της, (Gn)n. Τότε
ισχύει η ανισότητα GcdkG ≤ 1 + supnGcdkGn.

Απόδειξη. Το ζητούμενο αποτελεί ειδική περίπτωση του Πορίσματος 2.4.6.

Πράγματι, θέτοντάς Gω = G, η οικογένεια (Gλ)λ<ω αποτελεί ένα συνεχές

φίλτρο της G.

Παρατήρηση 2.4.8. Κάθε αριθμήσιμα άπειρη τοπικά πεπερασμένη (locally
finite) ομαδα έχει Gorenstein συνομολογική διάσταση 1. Πράγματι, η συνθή-
κη ότι η G είναι τοπικά πεπερασμένη σημαίνει ακριβώς ότι κάθε πεπερασμένα
παραγώμενη υποομάδα της G είναι πεπερασμένη. Θεωρούμε το υποκείμενο
σύνολο της ομάδας G ως σύνολο γεννητόρων της, και διαλέγουμε μία οποια-
δήποτε αρίθμηση αυτού G = (gn)n∈N. Τότε η ακολουθία (Gn)n∈N αποτελεί
συνεχές φίλτρο της G, όπου με Gn συμβολίζουμε την ομάδα η οποία παράγεται
απο τα πρώτα n στοιχεία της παραπάνω αρίθμησης. Συμφωνά λοιπόν με το Πό-
ρισμα 2.4.7 έχουμε ότι GcdZG ≤ 1 + supnGcdZGn όμως επειδή οι ομάδες Gn
είναι πεπερασμένες η προηγούμενη ανισότητα παίρνει τη μορφή GcdZG ≤ 1.
Τέλος, επειδή η G είναι άπειρη ομάδα έχουμε ότι η Gorenstein συνομολογική
της διάσταση δεν μπορεί να είναι 0. Επομένως GcdZG = 1.

Παράδειγμα 2.4.9. (Τοπικά πεπερασμένες ομάδες)

1. Κάθε υποομάδα τοπικά πεπερασμένης ομάδας είναι τοπικά πεπερασμένη.

2. Κάθε πηλίκο τοπικά πεπερασμένης ομάδας είναι τοπικά πεπερασμένη ο-

μάδα.

3. Κάθε πεπερασμένη ομάδα είναι τοπικά πεπερασμένη.

4. Κάθε αβελιανή ομάδα A της οποία τα στοιχεία έχουν πεπερασμένη τάξη
είναι τοπικά πεπερασμένη. Πράγματι, αν H είναι μία πεπερασμένα παρα-
γόμενη υποομάδα της A τότε απο το θεμελιώδες θεώρημα τον πεπεραμένα
παραγόμενων αβελιανών ομάδων έχουμε ότι η H είναι πεπερασμένη.

5. Η ομάδα Q/Z είναι μία αριθμήσιμη τοπικά πεπερασμένη ομάδα.
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2.5 Αριθμησιμότητα και Gorenstein προβολική
διάσταση

Λήμμα 2.5.1. [11, 5.1] ΄Εστω δύο R−πρότυπαM,N και ένα σύνολο Λ. Τότε
η φυσική απεικόνιση fΛ : ExtnR(M,N)(Λ) → ExtnR(M,N (Λ)) είναι μονομορφι-
σμός για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι η fΛ είναι ισομορφισμός αν το Λ είναι πεπερα-

σμένο σύνολο. ΄Εστω λοιπόν δύο στοιχεία του a, b του ExtNR (M,N)(Λ)
, με

fΛ(a) = fΛ(b) τότε υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο Λ′ του Λ ώστε a, b ∈
ExtNR (M,N)(Λ′)

. Επομένως από το γεγονός ότι η fΛ, για κάθε Λ′ ⊂ Λ γρά-

φεται σαν ευθύ άθροισμα των fΛ′ και fΛ′′ , όπου Λ′′ = Λ \ Λ′, έχουμε ότι

fΛ(a) = f ′Λ(a) = f ′Λ(b) = fΛ(b). Τέλος, αφού η f ′Λ είναι ισομορφισμός συμπε-

ραίνουμε ότι a = b, το οποίο ήταν το ζητούμενο.

Λήμμα 2.5.2. ΄Εστω R δακτύλιος και K ένα πεπερασμένα παριστώμενο (φι-
νιτελψ πρεσεντεδ) R−πρότυπο. ΄Εστω επίσης ένα επαγωγικό σύστημα (direct
system) προτύπων,
(Ni, aij : Ni → Nj). Αν N είναι το συνόριο του συστήματος (Ni)i τότε η φυ-
σική απεικόνιση cK : lim

→i
HomR(K,Ni)→ HomR(K,N) είναι ισομορφιμός.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι το ζητούμενο ισχύει για K ∼= R, αφού τότε

έχουμε τους ισομορφισμούς lim
→i

HomR(R,Ni) ∼= lim
→i

Ni και

HomR(R,N) ∼= N . Λόγω της παραπάνω παρατήρησης και του γεγονότος ότι

οι συναρτητές lim
→i

HomR(·, Ni), HomR(·, N) διατηρούν τα πεπερασμένα ευθέα

αθροίσματα συμπεραίνουμε ότι το ζητούμενο ισχύει επίσης για K ∼= Rn

΄Εστω λοιπόν μία παράσταση Rm → Rn → K → 0 του προτύπου M και

το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα:

0 lim
→i

HomR(K,Ni) lim
→i

HomR(Rn, Ni) lim
→i

HomR(Rm, Ni)

0 HomR(K,N) HomR(Rn, N) HomR(Rm, N)

cK cRn cRm

Επειδή οι απεικονίσεις cRn και cRm είναι ισομορφισμοί έπεται ότι και η cK
είναι ισομορφισμός, δηλαδή το ζητούμενο.
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Πρόταση 2.5.3. [11, 5.2] ΄Εστω R δακτύλιος και ένα πεπερασμένα σχε-
τιζόμενο (finitely related) R−πρότυπο M . Θεωρούμε επίσης ένα επαγωγικό
σύστημα προτύπων, (Ni, aij : Ni → Nj) όπου οι απεικονίσεις aij είναι μονομορ-
φισμοί. Αν N είναι το συνόριο του συστήματος (Ni)i τότε η φυσική απεικόνιση
lim
→i

Ext1R(M,Ni)→ Ext1R(M,N) είναι επί.

Απόδειξη. ΄Εστω P∗ μία προβολική επίλυση του M , επειδή το M είναι πεπερα-

σμένα σχετιζόμενο το P1 μπορεί να υποτεθεί ότι είναι πεπερασμένα παραγόμενο

πρότυπο. Θεωρούμε λοιπόν το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα:

lim
→i

HomR(P0, Ni) lim
→i

HomR(P1, Ni) lim
→i

HomR(P2, Ni)

HomR(P0, N) HomR(P1, N) HomR(P2, N)

d1

cP0

d2

cP1 cP2

d′1 d′2

Στο παραπάνω διάγραμμα η απεικόνιση cP1 είναι ισομορφισμός αφού κάθε

πεπερασμένα παραγόμενο προβολικό πρότυπο είναι πεπερασμενα παριστώμενο

(Λήμμα 2.5.2). Επιπλέον, επειδή οι απεικονίσεις aij είναι μονομορφισμοί, μπο-

ρούμε να συμπεράνουμε ότι και οι απεικονίσεις cP0 , cP2 είναι επίσης μονομορ-

φισμοί. ΄Εστω λοιπόν 0 6= [x] ∈ Ext1R(M,N) ∼= kerd′2/Imd′1, τότε d′2(x) = 0
και x /∈ Imd′1. Επειδή η cP2 είναι μονομορφισμός και η cP1 είναι ισομορφι-

σμός έχουμε ότι υπάρχει y ∈ lim
→i

HomR(P1, Ni) με cP1(y) = x, y /∈ Imd1 και

y ∈ kerd2, το οποίο ήταν το ζητούμενο.

Πόρισμα 2.5.4. [11, 5.3] ΄Εστω δύο R−πρότυπα M,N και Λ σύνολο. Αν το
M είναι πεπερασμένα σχετιζόμενο, τότε η φυσική απεικόνισηExt1R(M,N)(Λ) →
Ext1R(M,N (Λ) είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Το ότι η φυσική απεικόνιση είναι μονομορφισμός είναι άμεσο από

το Λήμμα 2.5.1. Για να αποδείξουμε το επί αρκεί να θεωρήσουμε το επαγω-

γικό σύστημα προτύπων (NΛ′)Λ′ όπου το Λ′ παίρνει τιμές μέσα στο σύνολο

των πεπερασμένων υποσυνόλων του Λ. Πλέον το αποτέλεσμα έπεται εύκολα

αφού από τη Πρόταση 2.5.3 έχουμε ότι η απεικόνιση lim
→Λ′

Ext1R(M,N (Λ′)) →

Ext1R(M, lim
→Λ′

N (Λ′)) είναι επί.

Ορισμός 2.5.5 (Η συνθήκη Mittag-Leffler). ΄Εστω ένα αριθμήσιμο προβο-
λικό σύστημα ομάδων (inverse system), δηλαδή μία ακολουθία ομάδων Gn και

69



μορφισμοί pmn : Gm → Gn μεταξύ αυτών για m > n, έτσι ώστε αν l > m > n
τα τρίγωνα :

Gl Gm

Gn

plm

pln pmn

είναι πάντα μεταθετικά. Λέμε ότι το σύστημα {Gn, pmn } πληροί τη συνθήκη
Mittag-Leffler εαν για κάθε n υπάρχει m > n ώστε για κάθε l > m, να ισχύει
ότι

pln(Gl) = pmn (Gm).

Επιπλέον λέμε ότι το σύστημα Gn πληροί τη τετριμμένη συνθήκη Mittag-
Leffler αν για κάθε k υπάρχει j > k ώστε η απεικόνιση pJk να είναι μηδέν.

Ορισμός 2.5.6. (lim1
) ΄Εστω {Gi} : · · · p3−→ G2

p2−→ G1
p1−→ G0 ένα προ-

βολικό σύστημα αβελιανών ομάδων. Ορίζουμε το lim
←

1Gi (προσωρινά μόνο ως

σύμβολο) ως το συμπυρήνα της απεικόνισης :

∆ :

∞∏
i=o

Gi →
∞∏
i=o

Gi

η οποία δίνεται από τύπο:

∆(g0, ..., gi, ...) = (g0 − p1(g1), ..., gi − pi+1(gi+1), ...).

Σχόλιο 2.5.7. [18, ch. 3, par. 5]

1. Αν στο προβολικό σύστημα του ορισμού 2.5.6 υποθέσουμε ότι οι συναρ-

τήσεις pn είναι όλες επί τότε και η απεικόνιση ∆ θα είναι επί και άρα
lim
←

1Gi = 0. Πράγματι, αν το (gi) = (g0, ..., gi, ...) ∈
∏∞
i=oGi μπορούμε

να φτιάξουμε αναδρομικά μία ακολουθία (a0, ..., ai, ...) του
∏∞
i=o η οποία

αποτελεί προεικόνα της (gi). Διαλέγουμε ως a0 ένα οποιαδήποτε στοιχείο

της G0 και επιλέγουμε το στοιχείο a1 να είναι ένα οποιαδήποτε στοιχείο

της αντίστροφης εικόνας p−1
1 ({a0 − g0}). Αντίστοιχα επιλέγουμε το a2

να είναι ένα οποιαδήποτε στοιχείο της αντίστροφης εικόνας p−1
2 ({a1−g1})

κ.ο.κ.

2. ΄Εστω Z η κατηγορία των μη αρνητικών ακεραίων με αντίθετη διάταξη
από τη συνηθισμένη ( poset category) και Ab′ η κατηγορία των συ-
ναλλοίωτων συναρτητών από τη Z στη κατηγορία Ab των αβελιανών
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ομάδων. Στο συγκεκριμένο πλαίσιο μπορούμε πλέον να θεωρούμε ότι ένα

προβολικό σύστημα αβελιανών {Gi} : · · · p3−→ G2
p2−→ G1

p1−→ G0 είναι

απλά ένα αντικείμενο της κατηγορίας Ab′. Επιπλέον, κάθε αντικείμενο
της Ab′ είναι ένα προβολικό σύστημα της παραπάνω μορφής.

Ονομασία: Τέτοια προβολικά συστήματα αβελιανών ομάδων καλούνται

πύργοι.

3. Τέλος, για n ∈ N ορίζουμε τους συναρτητές lim
←

n : Ab′ → Ab όπου:

για n = 0: lim
←

0 = lim
←

για n = 1: lim
←

1 = coker∆

για n > 1: lim
←

n = 0

4. Αποδεικνύετε[18, 3.5.2] ότι οι συναρτητές lim
←

n
αποτελούν θ−συνομολογικό

συναρτητή και ότι επιπλέον αποτελούν τους δεξιά προερχόμενους (Right
derived) συναρτητές του lim

←
.

Λήμμα 2.5.8. [18, 3.5.7] Αν ένας πύργος αβελιανών ομάδων {Gi} ικανοποιεί
τη συνθήκη Mittag-Leffler τότε lim

←
1Gi = 0

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουμε ο πύργος {Gi} ικανοποιεί τη τετριμμένη συν-

θήκη Mittag-Leffler και θεωρούμε ένα τυχαίο στοιχείο (g0, g1, ...) του γινο-

μένου
∏∞
i=oGi. Για να αποδείξουμε το ζητούμενο αρκεί να βρούμε ένα στοι-

χείο (a0, a1....) ∈
∏∞
i=oGi ώστε ∆(a0, a1....) = (g0, g1, ...). ΄Εστω λοιπόν

Gk ∈ {Gi} τότε επειδή η {Gi} ικανοποιεί τη τετριμμένη συνθήκη Mittag-
Leffler γνωρίζουμε ότι υπάρχει j > k ώστε pjk = 0. Θεωρούμε λοιπόν το

στοιχείο ak = gk+gk+1 + · · ·+gj−1 του Gk, όπου με gi συμβολίζουμε το στοι-

χείο pik(gi). Είναι πλέον εύκολο να δούμε ότι το στοιχείο (..., a1, a0) αποτελεί

προεικόνα του στοιχείου (..., g1, g0) μέσω της ∆.

΄Εστω τώρα ότι ο {Gi} ικανοποιεί τη συνθήκη Mittag-Leffler και μία ομάδα

Gk ∈ {Gi}. Για την ομάδα Gk μπορούμε να σχηματίσουμε την ακολουθία

Bk
i = Impik(Gi) ⊂ Gk η οποία είναι τελικώς σταθερή, δηλαδή υπάρχει j ώστε

Bk
j = Bk

l για κάθε l > j. Θέτουμε λοιπόν Bk = Bk
j . Καταφέραμε λοιπόν να

κατασκευάσουμε μία ακολουθία Bk ⊂ Gk ώστε οι απεικονίσεις Bk+1 → Bk
να είναι όλες επί, δηλαδή lim

←
1Bi = 0. Τέλος, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι ο

πύργος {Gi/Bi} πληροί τη τετριμμένη συνθήκη Mittag-Leffler αφού τότε με τη

βοήθεια της βραχείας ακριβής ακολουθίας

0→ {Bi} → {Gi} → {Gi/Bi} → 0
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μπορούμε να συμπεράνουμε το ζητούμενο εύκολα.

Λήμμα 2.5.9. [16][22, Appendix] ΄Εστω αριθμήσιμη αβελιανή ομάδα A και
υπομάδες της An ⊂ A ώστε A =

⋃
n∈NAn με An ( An−1, για κάθε n > 1.

Τότε lim
←

1An 6= 0

Απόδειξη. ΄Εστω, για άτοπο, ότι lim
←

1An = 0. Από τη βραχεία ακριβή ακολου-

θία

0→ (An)→ (A)n → (A/An)n → 0

επάγεται η ακριβής ακολουθία

0→ lim
←

(An)→ lim
←

(A)n → lim
←

(A/An)n → lim
←

1(An)→ · · ·

η οποία, λόγω της υπόθεσης μας, παίρνει τη μορφή

0→ lim
←

(An)→ lim
←

(A)n → lim
←

(A/An)n → 0.

Θα δείξουμε όμως ότι αυτό είναι άτοπο δείχνοντας ότι το όριο lim
←

(A/An)n

του συστήματος

· · · → A/An
ψn−1−−−→ · · · ψ1−→ A/A1

ψ0−→ A/A0

είναι υπεραριθμήσιμο. Πράγματι, έχουμε ότι το lim
←
A/An είναι η υποομάδα L

του
∏∞
n=oA/An όπου (an +An)n ∈ L αν και μόνο αν an +An = ψjn(aj +Aj)

για κάθε n ≤ j, όπου ψjn είναι απεικονίσεις δομής του συστήματος (A/An),
δηλαδή ψjn = ψn ◦ψn+1 ◦ · · · ◦ψj . ΄Ομως αφού όλες οι απεικονίσεις ψn είναι επί

αλλά όχι ένα προς ένα μπορούμε να κατασκευάσουμε τις ζητούμενες ακολουθίες

ως εξής:

΄Εστω 0 = a0 + A0 ∈ A/A0 = 0 τότε επειδή η A/A1 δεν είναι τετριμμένη

ομάδα έχουμε ότι η αντίστροφη εικόνα της ψ0 έχει τουλάχιστον δύο στοιχεία.

Διαλέγουμε ένα απο αυτά και το ονομάζουμε a1 + A1. Επειδή η ψ1 είναι επί

αλλά όχι ένα προς ένα έχουμε ότι η αντίστροφη εικόνα (ψ1)−1(a1 +A1) περιέ-

χει τουλάχιστον δύο στοιχεία (αν ψ1(x) = a1 + A1 ⇒ ψ1(x + k) = a1 + A1,
∀k ∈ kerψ1), διαλέγουμε ένα από αυτά ως το a2 +A2. Με το ίδιο τρόπο μπο-

ρούν να γίνουν οι επιλογές για τους υπόλοιπους όρους της ακολουθίας. Είναι

προφανές ότι οι τρόποι με τους οποίους μπορούν να επιλεχθούν οι παραπάνω α-

κολουθίες είναι περισσότεροι από το πλήθος των δυαδικών ακολουθιών, δηλαδή

το lim
←

(A/An)n είναι υπεραριθμήσιμο.

72



Η επόμενη πρόταση λέει ότι για έναν πύργο αριθμήσιμων αβελιανών ομάδων

{Ai, pi} η απαίτηση να πληρείτε η συνθήκη Mittag-Leffler είναι ισοδύναμη με

την απαίτηση να μηδενίζεται το lim
←

1Ai.

Πρόταση 2.5.10 (Κριτήριο Gray). [16] ΄Εστω {An, fn} ένα προβολικό σύ-
στημα αριθμήσιμων αβελιανών ομάδων, τέτοιο ώστε lim

←i
1An = 0 τότε το σύ-

στημα {An, fn} ικανοποιεί τη συνθήκη Mittag-Leffler.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούμε ότι αν ai : {Xi} → {Yi} είναι ένας μορφισμός

προβολικών συστημάτων ο οποίος είναι επί τότε ο επαγόμενος μορφισμός a :
lim
←i

1Xi → lim
←i

1Yi είναι επίσης επί.

Υποθέτουμε για άτοπο ότι το σύστημα {An, fn} δεν ικανοποιεί τη συν-

θήκη Mittag-Leffler, δηλαδή ότι υπάρχει m τέτοιο ώστε για άπειρα i να ι-

σχύει ότι Im(Am+i → Am) 6= Im(Am+i+1 → Am). Θέτουμε Xi = Am+i,
Yi = Im(Am+i → Am). Το ζητούμενο έπεται εφαρμόζοντας στο σύστημα Yi
το προηγούμενο Λήμμα.

Σημειώνουμε ότι υπάρχουν και πιο γενικές μορφές του κριτηρίου Gray κά-

θως και διαφορετικές αποδειξείς αυτού. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορει

να συμβουλευτεί τα [20, 11.3.2], [17, Theorem 2].

Πρόταση 2.5.11. [11, 5.4] ΄Εστω R αριθμήσιμος δακτύλιος και δύο αριθμη-
σίμως παραγόμενα R−πρότυπα M,N . Αν Ext1R(M,N) = 0, τότε
Ext1R(M,N (Λ)) = 0 για κάθε σύνολο Λ.

Απόδειξη. Επειδή τοM είναι αριθμήσιμο μπορεί να εκφραστεί ως το συνόριο ε-

νός αριθμήσιμου επαγωγικού συστήματος (Mi)i, όπου ταMi είναι πεπερασμένα

παριστώμενα πρότυπα ([23, Θεώρημα 4.34]). Υπάρχει επομένως ([18, Θεώρημα

3.5.8]) η βραχεία ακριβής ακολουθία αβελιανών ομάδων

0→ lim
←i

1HomR(Mi, N)→ Ext1R(M,N)→ lim
←i

Ext1R(Mi, N)→ 0

και άρα η υπόθεση ότι Ext1R(M,N) = 0 σημαίνει ότι lim
←i

1HomR(Mi, N) =

lim
←i

Ext1R(Mi, N) = 0.

΄Εστω λοιπόν ότι το πρότυπο Mi παράγεται από mi στοιχεία, τότε η αβε-

λιανή ομάδα HomR(Mi, N) εμφυτεύεται στη Nmi , ιδιαιτέρως η HomR(Mi, N)
είναι αριθμήσιμη. Επομένως από το κριτήριο του Gray και το γεγονός ότι η

ομάδα lim
←i

1HomR(Mi, N) ισούται με μηδέν έπεται ότι το προβολικό σύστη-

μα (inverse system) (HomR(Mi, N))i ικανοποιεί τη συνθήκη Mittag-Leffler.
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Αφού λοιπόν τα Mi είναι πεπερασμένα παραγόμενα, το προβολικό σύστημα

(HomR(Mi, N)(Λ))i μπορεί να θεωρηθεί ίδιο με το σύστημα (HomR(Mi, N
(Λ)))i

και επομένως το (HomR(Mi, N
(Λ)))i πληροί τη συνθήκη Mittag-Leffler. Συ-

νεπώς,

lim
←i

1HomR(Mi, N
(Λ)) = 0.

Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη παρατηρούμε ότι λόγω του Πορίσματος

2.5.4 τα προβολικά σύστημα (Ext1R(Mi, N
(Λ)))i και (Ext1R(Mi, N)(Λ))i είναι

ισομορφικά. Ιδιαιτέρως έχουμε ότι το (Ext1R(Mi, N
(Λ)))i εμφυτεύεται στο προ-

βολικό σύστημα (Ext1R(Mi, N)Λ)i, όπου με Ext1R(Mi, N)Λ
συμβολίζουμε το

γινόμενο των Λ αντιτύπων του Ext1R(Mi, N). ΄Ομως ο συναρτητής του συ-

νορίου αντιμετατίθεται με τα γινόμενα και επομένως από το γεγονός ότι το

lim
←i

Ext1R(Mi, N) = 0 έχουμε ότι lim
←i

Ext1R(Mi, N)Λ = 0 το οποίο σημαίνει

με τη σειρά του ότι lim
←i

Ext1R(Mi, N
(Λ)) = 0. Τέλος, από την βραχεία ακριβή

ακολουθία αβελιανών ομάδων:

0→ lim
←i

1HomR(Mi, N
(Λ))→ Ext1R(M,N (Λ))→ lim

←i
Ext1R(Mi, N

(Λ))→ 0

έχουμε το ζητούμενο.

Πόρισμα 2.5.12. [11, 5.5] ΄Εστω R αριθμήσιμος δακτύλιος και δύο αριθ-
μησίμως παραγόμενα R−πρότυπα M,N και ένας φυσικός αριθμός n > 0. Αν
ExtnR(M,N) = 0, τότε ExtnR(M,N (Λ)) = 0 για κάθε σύνολο Λ.

Απόδειξη. Το ζητούμενο έπεται διαλέγοντας μία ελεύθερη επίλυση P∗ του M
η οποία αποτελείται από αριθμησίμως παραγόμενα πρότυπα και εφαρμόζοντας

τη Πρόταση 2.5.11 στη συζυγία Mn−1 = im(Pn−1 → Pn−1).

Θεώρημα 2.5.13. [11, 5.6] ΄Εστω R αριθμήσιμος δακτύλιος και δύο αριθ-
μησίμως παραγόμενα R−πρότυπα M,N και ένας φυσικός αριθμός n > 0. Αν
ExtnR(M,R) = 0, τότε ExtnR(M,P ) = 0 για κάθε προβολικό πρότυπο P .

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας το Πόρισμα 2.5.12 βλέπουμε ότι ExtnR(M,F ) = 0
για κάθε ελεύθερο πρότυπο F , και έτσι έχουμε το ζητούμε αφού κάθε προβολικό

πρότυπο είναι ευθύς προσθετέος ελεύθερου.

Πόρισμα 2.5.14. [11, 5.7] ΄Εστω R αριθμήσιμος δακτύλιος και ένα αριθμή-
σιμα παραγόμενο πρότυποM πεπερασμένης Gorenstein προβολικής διάστασης.
Τότε GpdRM = sup{n : ExtnR(M,R) 6= 0}.
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Απόδειξη. Το αποτέλεσμα είναι άμεσο από τα Θεωρήματα 2.5.13 και 1.3.9

Πόρισμα 2.5.15. [11, 5.8] ΄Εστω k αριθμήσιμος δακτύλιος και G μία αριθ-
μήσιμη ομάδα πεπερασμένης Gorenstein συνομολογικής διάστασης πάνω από
το k. Τότε, GcdkG = sup{n : Hn(G, kG) 6= 0}

Απόδειξη. Το ζητούμενο αποτελεί ειδική περίπτωση του Πορίσματος 2.5.14.
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