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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
     Στο 1ο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη παρουσίαση της ιστορίας της Λογικής.  

Από τις απαρχές της Λογικής, εκεί δηλαδή που υπήρξε η ανάγκη χρήσης 

επιχειρηµάτων, και τον Αριστοτέλη έως τη σύγχρονη συµβολική λογική. 

     Στο 2ο - και πιο «τεχνικό» - κεφάλαιο µελετάται η Προτασιακή Λογική, 

παρουσιάζοντας τη γλώσσα, τη σηµασιολογία και τους πιο σηµαντικούς νόµους 

της.   

     Στο 3ο κεφάλαιο και στο 4ο κεφάλαιο παρουσιάζεται η σχέση της Λογικής µε 

τη διδασκαλία. Στο 3ο κεφάλαιο γίνεται µία γενική συζήτηση σχετικά µε την 

ιστορία της Λογικής στο ελληνικό εκπαιδευτικό σύστηµα, τον πολυσήµαντο ρόλο 

της στη µαθηµατική δραστηριότητα και τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να 

διδάξουµε Λογική σήµερα. Στο 4ο και πιο ειδικό-εφαρµοσµένο κεφάλαιο 

παρουσιάζουµε και αναλύουµε κάποιες µελέτες που έχουν γίνει αναφορικά µε το 

πως κατανοούν και πως εφαρµόζουν οι µαθητές βασικές έννοιες της Λογικής, 

όπως τη συνεπαγωγή, την αντιθετοαντιστροφή, την άρνηση. 

     Στο 5ο και τελευταίο κεφάλαιο παρουσίαζουµε τη Θεωρία Τυπικής Πειθαρχίας 

και την επίδρασή της στη διδασκαλία των Μαθηµατικών στη Δευτεροβάθµια 

Εκπαίδευση. 

Λέξεις κλειδιά: Προτασιακή Λογική, Διδακτική Λογικής, Θεωρία Νοητικών 

Μοντέλων, Θεωρία Τυπικής Πειθαρχίας. 
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ABSTRACT 

     In Chapter 1 there is a brief presentation of the history of Logic. From the 

beginnings of Logic, where there was the need to use arguments, and Aristotle to 

modern symbolic Logic. 

     In Chapter 2, which is more "technical", Propositional Logic is studied, 

presenting its language, semantics and its most important laws. 

     Chapter 3 and Chapter 4 illustrate the correlation between Logic and 

teaching. In the third Chapter there is a general discussion about the history of 

Logic in the Greek educational system, its multifaceted role in mathematical 

activity and the way we can teach Logic today. In the 4th and more applied 

Chapter we present and analyze some studies that have been made about how 

students understand and use the basic concepts of Logic, such as implication, 

contraposition, negation. 

     In the 5th and final Chapter we present the Theory of Formal Discipline and its 

effect on the teaching of mathematics in Secondary Education. 

 

Key words: Propositional Logic, Logic Education, Theory of Mental Models, 

Theory of Formal Discipline 
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1. Η ΙΣΤΟΡΙΑ ΤΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ 

1.1. Εισαγωγή 

     Η Λογική, ένα από τα πρώτα επιστηµονικά αντικείµενα, έχει κατά βάση σκοπό 

τη µελέτη, την ανάλυση και κατανόηση των επιχειρηµάτων µας. Είναι δηλαδή η 

Λογική η επιστήµη που ασχολείται µε τη µελέτη των διαδικασιών και των 

κανόνων, µε τους οποίους µπορούµε να οδηγηθούµε µε ορθό τρόπο από τις 

υποθέσεις (ή ένα σύνολο προκειµένων) στα συµπεράσµατα. 

     Πατέρας της Λογικής θεωρείται ο Αριστοτέλης (384 π.Χ. - 322 π.Χ.), ωστόσο 

από ιστορικές πηγές γίνεται φανερό ότι υπήρξαν και άλλοι φιλόσοφοι πριν από 

αυτόν που ασχολήθηκαν τη Λογική. Από την µετά-αριστοτελική εποχή µέχρι το 

19ο αιώνα η Λογική δε σηµείωσε ιδιαίτερη πρόοδο, µε κάποιες εξαιρέσεις 

φωτεινότερη από τις οποίες ήταν ο Gottfried Leibniz (1646-1716). Σηµαντικά 

βήµατα προόδου στο αντικείµενο σηµειώνονται ξανά κατά τις απόπειρες 

αξιωµατικοποίησης των διαφόρων κλάδων των µαθηµατικών, µε βασικό 

εκφραστή τον David Hilbert (1862-1943). Τα βήµατα δε, γίνονται άλµατα µε το 

έργο του γερµανού µαθηµατικού και φιλοσόφου Gottlob Frege (1848-1925), του 

µεγαλύτερου ίσως λογικού µετά τον Αριστοτέλη. Έκτοτε η Λογική αυτονοµείται 

ως επιστηµονικός κλάδος και βρίσκει εφαρµογή σε άλλους επιστηµονικούς 

τοµείς, όπως η Φιλοσοφία, τα Μαθηµατικά, η Πληροφορική, η Γλωσσολογία κ.α.. 

Σήµερα, η τάχιστη ανάπτυξη της Λογικής έχει αποδώσει τοµείς, όπως η Τυπική 

Λογική (formal logic), η Ασαφής Λογική (fuzzy logic), η Τροπική Λογική (modal 

logic), η Παρασυνεπής Λογική (paraconsistent logic) κ.α.. 

 

1.2. Απαρχές 
 

     Είναι φυσικό οι άνθρωποι να επιχειρηµατολογούσαν, χωρίς βέβαια να 

σκεφτούν ή να διατυπώσουν κανόνες για τον τρόπο που το έπραταν, αιώνες 

πριν την εµφάνιση της Λογικής. Πού βρίσκονται όµως τα πρώτα ψήγµατα 

Λογικής; Πότε δηλαδή η χρήση επιχειρηµάτων ήταν τόσο έντονη, ώστε να 
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ανακύψει η ανάγκη για τη συστηµατική τους µελέτη; Η απάντηση “κρύβεται” στα 

εξής πεδία: 

• στα Μαθηµατικά. Είναι γνωστό ότι στην αρχαία Αίγυπτο, όταν ο Νείλος 

καταπληµµύριζε µια αγροτική έκταση, έπρεπε για τις ανάγκες της φορολογίας να 

υπολογίσουν πόσο έδαφος είχε χαθεί. “Μου φαίνεται δε ότι αυτό έδωσε αφορµή 

να επινοηθεί η γεωµετρία την οποία [οι Έλληνες] µετέφεραν στην Ελλάδα” 

(Ηρόδοτος, Ιστορίαι, ΙΙ 109). Είναι δηλαδή αποδεκτό ότι οι αρχαίοι Έλληνες ήταν 

αυτοί που συστηµατοποίησαν τις “αισθητηριακές” γνώσεις τον Αιγυπτίων, µε 

τρόπο ώστε από κάποιες βασικές αρχές να αποδεικνύονται µε αυστηρότητα και 

χωρίς επίκληση της εµπειρίας οι υπόλοιπες. Μάλιστα είναι ο Θαλής ο Μιλήσιος 

(640 π.Χ. - 546 π.Χ.) αυτός στον οποίο αποδίδεται η πρώτη γεωµετρική 

απόδειξη: “η διάµετρος χωρίζει τον κύκλο σε δύο ίσα µέρη”, σύµφωνα µε τον 

Πρόκλο. Και είναι ο Ευκλείδης, περίπου τρεις αιώνες µετά το Θαλή και περίπου 

µισό αιώνα µετά τον Αριστοτέλη (στο εργο του οποίου θα αναφερθούµε εκτενώς 

στην επόµενη παράγραφο), που µε το έργο του Στοιχεία έρχεται να καταλάβει µια 

περίοπτη θέση στην ιστορία της Λογικής και των Μαθηµατικών, καθώς είναι ο 

πρώτος που συστηµατοποίησε τη Γεωµετρία µε τη µορφή αξιωµατικού 

συστήµατος. Είναι δηλαδή τα 13 βιβλία των Στοιχείων, (που ουσιαστικά 

δηµιουργήθηκαν στην Ακαδηµία του Πλάτωνα και µάλιστα λέγεται ότι ο αριθµός 

13 είναι ουσιαστικά αναφορά του πλατωνιστή Ευκλείδη στα πλατωνικά στερεά), 

το πρώτο αυστηρά δοµηµένο και συνεκτικό σύστηµα προτάσεων, µε βάση ένα 

σύνολο από ορισµούς, αιτήµατα και κοινές έννοιες, που παρά τις όποιες 

αδυναµίες ή ατέλειες έχουµε εντοπίσει σήµερα, κυριάρχησε για χιλιάδες χρόνια 

και κατέστησε τη Γεωµετρία τον πρώτο κλάδο της ανθρώπινης γνώσης που 

διαµορφώθηκε ως επιστήµη. 

 

• στη Φιλοσοφία. Στους διάλογους του Πλάτωνα (427 π.Χ. - 347 π.Χ.) συχνά 

γίνεται αναφορά σε λογικές αρχές. Για παράδειγµα, στην Πολιτεία αναφέρει τον 

«νόµο της αντίφασης», σύµφωνα µε τον οποίο δεν είναι δυνατό κάτι να ισχύει και 

να µην ισχύει ταυτόχρονα. Ωστόσο, αν και ο Πλάτων ανακάλυψε κάποιες έγκυρες 

λογικές αρχές, ο Αριστοτέλης είναι ο πρώτος που θα δηµιουργήσει ένα σύστηµα 



  15 

τέτοιων αρχών. Αξίζει να αναφέρουµε ότι ο όρος «Λογική» µε την έννοια που τον 

χρησιµοποιούµε σήµερα, αναφέρεται για πρώτη φορά τον 3ο αιώνα µ.Χ. από τον 

περιπατητικό φιλόσοφο, Αλέξανδρο τον Αφροδισιέα, ο οποίος θεωρείται από 

τους σηµαντικότερους σχολιαστές του Αριστοτέλη, καθώς σώζονται τα 

υποµνήµατά του στα Αναλυτικά πρότερα. 

 

• στην επιχειρηµατολογία της καθηµερινής ζωής. Για παράδειγµα στις δηµόσιες 

διαλεκτικές µονοµαχίες, µια αρκετά συνηθισµένη διαδικασία, κατά την οποία ο 

ένας συνοµιλητής προσπαθούσε να καταρρίψει τη θέση που υποστήριζε ο άλλος. 

Τέτοιες µονοµαχίες γίνονταν στα δικαστήρια, στα πλαίσια πολιτικών 

αντιπαραθέσεων ή ακόµα και για απλή διασκέδαση! Μάλιστα η µελέτη των 

συγκεκριµένων επιχειρηµάτων οδήγησε στις λογικές µελέτες των Μεγαρικών και 

των Στωικών φιλοσόφων, οι οποίοι και προσπάθησαν να ταξινοµήσουν τις 

µορφές των καθηµερινών επιχειρηµάτων. Ανάµεσα σε αυτά τα επιχειρήµατα 

υπάρχουν και κάποια αληθοφανή µα άκυρα, όπως για παράδειγµα το εξής: 

 

          Όλες οι γάτες είναι θηλαστικά.  

          Ο Λέο είναι θηλαστικό.        

          Άρα, ο Λέο είναι γάτος. 

 

     Τέτοιου είδους επιχειρήµατα είναι αυτά που ο Αριστοτέλης ονόµασε 

σοφίσµατα και τον «απασχόλησαν» στο επίπεδο δηµιουργίας κανόνων 

εντοπισµού τους. Ο όρος σοφίσµατα προέρχεται από τον όρο σοφιστής, ο 

οποίος χαρακτήριζε τους ανθρώπους που ήταν ικανοί στην παραγωγή τέτοιων 

επιχειρηµάτων. Πιθανά, οι σοφιστές επεδίωκαν µέσω των σοφισµάτων τους τη 

δηµιουργία σύγχυσης, για παράδειγµα στην προσπάθεια επικράτησής τους σε 

µία δίκη. Πολύ γνωστό παράδειγµα αποτελούν τα επιχειρήµατα που αντάλλαξαν 

ο περίφηµος ρητοροδιδάσκαλος και πολιτικός Κόραξ ο Συρακούσιος (5ος π.Χ. 

αιώνας) και ο µαθητής του Τεισίας, σύµφωνα µε την εξής ιστορία: Ο Τεισίας 

επισκέφθηκε τον Κόρακα και του ζήτησε να του µάθει την τέχνη της ρητορικής. 

Επειδή όµως δεν είχε όλα τα χρήµατα που του ζήτησε ο Κόρακας ως δίδακτρα, 
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συµφώνησαν ότι θα τον πλήρωνε µόνο αν τον έκανε καλό ρήτορα και κέρδιζε την 

πρώτη του δίκη στο δικαστήριο. Πράγµατι ο Τεισίας έγινε εξαίρετος ρήτορας, 

αλλά απέφευγε να συνηγορήσει σε δίκη για να µην πληρώσει τα δίδακτρα και 

έτσι ο Κόρακας αναγκάστηκε να καταγγείλει το µαθητή του στα δικαστήρια. Την 

ηµέρα της δίκης, ο Κόρακας εξήγησε στους δικαστές τη συµφωνία και 

απευθυνόµενος στον Τεισία είπε: «Θα υποχρεωθείς να µου πληρώσεις το ποσό, 

σε κάθε περίπτωση, είτε κερδίσεις είτε χάσεις τη δίκη. Αυτό γιατί αν χάσεις θα 

πρέπει να µε πληρώσεις σύµφωνα µε την ετυµηγορία, ενώ αν κερδίσεις τη δίκη, 

θα είναι η πρωτη σου κερδισµένη υπόθεση, οπότε θα πρέπει και πάλι να µε 

πληρώσεις µε βάση τη συµφωνία µας». Η απάντηση του Τεισία ήταν η εξής: «Θα 

µπορούσα να αντιµετωπίσω το σόφισµά σου, αναθέτοντας την υπόθεση σε 

κάποιο συνήγορο. Άκου όµως γιατί δε θα χρειαστεί να σε πληρώσω, ανεξάρτητα 

από την απόφαση των δικαστών: Αν το δικαστήριο αποφασίσει να µην πληρώσω 

το δάσκαλό µου, τότε φυσικά δεν θα πληρωθείς. Αν όµως οι δικαστές 

αποφασίσουν πως πρέπει να σε πληρώσω, τότε θα έχω χάσει την πρώτη µου 

δίκη, οπότε σύµφωνα µε τη δική µας συµφωνία, δεν σου οφείλω τα δίδακτρα». 

Τότε, λέγεται ότι οι δικαστές αναφώνησαν την παροιµιώδη έκτοτε φράση: «Εκ 

κακού κόρακος, κακόν ωόν» και ανέβαλαν τη λήψη απόφασης, φοβούµενοι ότι η 

απόφασή τους θα θεωρούνταν άκυρη. 

     Συµπερασµατικά, υπήρξαν αρκετοί φιλόσοφοι που ασχολήθηκαν µε θέµατα 

Λογικής ακόµα και πριν από τον Αριστοτέλη. Ακόµα και οι σοφιστές είναι πιθανόν 

µέσα από τα λανθασµένα επιχειρήµατα να αναζητούσαν κάποιες λογικές αρχές. 

Ωστόσο είναι αδιαµφισβήτητο ότι το έργο του Αριστοτέλη αποτελεί την πρώτη 

συστηµατική µελέτη λογικών αρχών και κανόνων. 

  

1.3. Η Λογική του Αριστοτέλη 
 

     Οι διάφορες εργασίες του Αριστοτέλη που αφορούσαν στη Λογική, 

συγκεντρώθηκαν µετά το θάνατό του το 322 π.Χ. από τους µαθητές του σε µία 
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συλλογή που ονοµάστηκε Όργανον. Κατά πάσα πιθονότητα η χρονολογική σειρά 

συγγραφής των µερών του Οργάνου είναι η εξής:  

• Κατηγορίαι:  εδώ ο Αριστοτέλης κατατάσει τα κατηγορήµατα σε 10 τύπους 

(ουσία, ποσόν, ποιόν, προς τι, πού, ποτέ, κείσθαι, έχειν, ποιείν, πάσχειν).   

• Τοπικά, µαζί µε το παράρτηµα Περί Σοφιστικών Ελέγχων: και τα δύο αφορούν 

τη Διαλεκτική. Στα Τοπικά παραθέτει κανόνες κατασκευής ορθών 

συλλογισµών, ενώ στα Περί Σοφιστικών Ελέγχων παραθέτει τρόπους 

ανίχνευσης λανθασµένων επιχειρηµάτων. 

• Περί Ερµηνείας (γνωστό ως De Interpretatione): εδώ κάνει µια αναφορά στην 

έννοια της δηλωτικής πρότασης και εξετάζει ποια ζεύγη δηλωτικών 

προτάσεων έρχονται σε αντίθεση και µε ποιο τρόπο.  

• Αναλυτικά Πρότερα και Αναλυτικά Ύστερα: το πρώτο αποτελεί τη βασική 

συνεισφορά του Αριστοτέλη στη Λογική και είναι το έργο στο οποίο αναλύει τα 

επιχειρήµατα µε βάση τη µορφή τους. Το δεύτερο αφορά στους τρόπους 

απόκτησης της γνώσης και στις ειδικές απαιτήσεις των αποδείξεων. 

     Ο Αριστοτέλης διακρίνει τρία είδη προτάσεων του τύπου υποκείµενο - 

κατηγόρηµα: τις ατοµικές, τις καθολικές και τις υπαρξιακές (ή µερικές). Ατοµική 
είναι µια πρόταση, αν το υποκείµενό της είναι το όνοµα ενός συγκεκριµένου 

ατόµου, για παράδειγµα, «Ο Σωκράτης είναι ηθικός». Καθολική είναι µια 

πρόταση που έχει ως υποκείµενο το όνοµα ενός είδους και αφορά όλα τα άτοµα 

του είδους, για παράδειγµα, η πρόταση «Κάθε άνθρωπος είναι ορθολογικός». 

Τέλος, υπαρξιακή είναι µια γενική πρόταση, αν αφορά µερικά άτοµα του είδους, 

όπως η πρόταση «Μερικοί άνθρωποι είναι ορθολογικοί». Το σπουδαιότερο 

µέρος της θεωρίας του Αριστοτέλη αφορά στην αντίθεση καθολικών και 

υπαρξιακών προτάσεων.  

     Αφού σε κάθε δηλωτική πρόταση η αναφορά στο υποκείµενο µπορεί να γίνει 

είτε µε καθολικό είτε µε µερικό τρόπο και συγχρόνως είτε καταφατικά είτε 

αποφατικά (δηλαδή, µε άρνηση) προκύπτουν τέσσερις δυνατές περιπτώσεις 
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γενικής πρότασης: καθολική καταφατική, καθολική αποφατική, υπαρξιακή 

καταφατική και υπαρξιακή αποφατική. Οι αντιθέσεις που υπάρχουν για τέτοιες 

προτάσεις φαίνονται στο ακόλουθο σχήµα, που καλείται τετράγωνο της 

αντίθεσης. 

 

      

 

     Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη όταν δύο προτάσεις δεν είναι δυνατό να είναι 

ταυτόχρονα αληθείς ούτε ταυτόχρονα ψευδείς ονοµάζονται αντιφατικές µεταξύ 

τους, ενώ όταν δύο προτάσεις δεν είναι δυνατό να είναι ταυτόχρονα αληθείς αλλά 

είναι δυνατό να είναι ταυτόχρονα ψευδείς ονοµάζονται ενάντιες. Επίσης ο 

Αριστοτέλης λέει ότι υπάρχουν προτάσεις που δεν είναι δυνατό να είναι 

ταυτόχρονα ψευδείς, αλλά είναι δυνατό να είναι ταυτόχρονα αληθείς (και οι 

οποίες από µεταγενέστερους µελετητές ονοµάστηκαν υπενάντιες). Τέλος 

σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη αν µία πρόταση συνεπάγεται µία δεύτερη πρόταση 

τότε η δεύτερη είναι υπάλληλη της πρώτης. 

 

Καθολική	καταφατική	
Κάθε	άνθρωπος							

είναι	ορθολογικός. 

Καθολική	αποφατική											
Κανένας	άνθρωπος							

δεν	είναι	ορθολογικός 

Υπαρξιακή	καταφατική			
Μερικοί	άνθρωποι							
είναι	ορθολογικοί 

Υπαρξιακή	αποφατική	
Μερικοί	άνθρωποι								

δεν	είναι	ορθολογικοί 
υπενάντιες 

υπάλληλες 

αντιφατικές 

ενάντιες 

υπάλληλες 
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1.4. Η θεωρία Συλλογισµών 

     Ο Αριστοτέλης στα Τοπικά µελετά ορισµούς και κατατάξεις εννοιών, δηλαδή 

κατηγορικές προτάσεις µε δύο όρους και ένα συνδετικό ρήµα (copula), της 

µορφής: 

Το Α ανήκει σε κάθε Β που     

αργότερα 

µετασχηµα-

τίζονται 

αντιστοίχως    

σε 

Κάθε Β είναι Α 

Το Α δεν ανήκει σε κανένα Β Κανένα Β δεν είναι Α 

Το Α ανήκει σε µερικά Β Μερικά Β είναι Α 

Το Α δεν ανήκει σε µερικά Β Μερικά Β δεν είναι Α 

 

     Αξίζει να αναφέρουµε ότι κατά τον Αριστοτέλη, οι έννοιες µπορεί να οριστούν 

«κατά πλάτος» και «κατά βάθος». Το πλάτος µιας έννοιας είναι το σύνολο των 

αντικειµένων που αντιπροσωπεύει η έννοια αυτή και είναι αυτό που σήµερα 

καλούµε έκταση της έννοιας. Το βάθος της έννοιας «αποτελείται» από τα 

χαρακτηριστικά γνωρίσµατά της και σήµερα περιγράφεται µε τον όρο ένταση.  

     Ως φυσικό επακόλουθο των αναζητήσεών του στα Τοπικά, ο Αριστοτέλης 

µελετά συλλογισµούς µε χρήση τέτοιων προτάσεων. Συγκεκριµένα ο Αριστοτέλης 

στην αρχή των Αναλυτικών Πρότερων (24b,19-20) ορίζει την έννοια 

συλλογισµός, µε τον τρόπο που τη χρησιµοποιούµε και σήµερα: συλλογισµὸς δέ 

ἐστι λόγος ἐν ᾧ τεθέντων τινῶν ἕτερόν τι τῶν κειµένων ἐξ ἀνάγκης συµβαίνει τῷ 

ταῦτα εἶναι. Δηλαδή, συλλογισµός είναι µία λεκτική µορφή στην οποία, όταν 

γίνουν κάποιες υποθέσεις, κάτι άλλο από αυτό που έχουµε υποθέσει έπεται 

αναγκαστικά από το ότι οι υποθέσεις είναι αυτές που είναι. 

     Ωστόσο, οι συλλογισµοί που χρησιµοποιεί αφορούν σε επιχειρήµατα στα 

οποία από δύο και µόνο προκείµενες προτάσεις έπεται µία πρόταση-
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συµπέρασµα, όπου και οι τρεις προτάσεις είναι απλές και αναφέρονται σε 

γενικούς όρους, δηλαδή σε ονόµατα κάποιων ειδών. Ακριβέστερα λέει ότι κάθε 

συλλογιστικό συµπέρασµα έπεται από τις δύο υποθέσεις, οι οποίες συσχετίζουν 

τους όρους (έννοιες) του συµπεράσµατος προς ένα τρίτο όρο, το “µέσο όρο”. Ο 

όρος που εµφανίζεται ως κατηγόρηµα του συµπεράσµατος καλείται "µείζων 

όρος" (γιατί είναι ευρύτερος), ενώ ο όρος που εµφανίζεται ως υποκείµενο καλείται 

"ελάσσων όρος” (γιατί είναι λιγότερο εκτεταµένος). Το συµπέρασµα λοιπόν είναι 

της µορφής ελάσσων όρος - µείζων όρος.  

     Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, υπάρχουν συλλογιστικά σχήµατα που 

χαρακτηρίζονται από προφάνεια. Αυτοί οι έγκυροι συλλογισµοί παρουσιάζονται 

συνοπτικά στον παρακάτω πίνακα, συνοδευόµενοι από αντίστοιχα 

παραδείγµατα. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι κατά το Μεσαίωνα µελετητές του 

Αριστοτέλη εδώσαν µνηµονικά ονόµατα στους παρακάτω συλλογισµούς, µε 

στόχο την εύκολη αποµνηµόνευσή τους. Αντιστοίχως τα ονόµατα αυτά είναι: 

Barbara, Celarent, Darii και Ferio.  

ΤΕΛΕΙΟΙ ΣΥΛΛΟΓΙΣΜΟΙ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

         Κάθε Ζ είναι Υ. 

         Κάθε Χ είναι Ζ. 

 Άρα, κάθε Χ είναι Υ.  

 

 

 

Κάθε αιλουροειδές είναι θηλαστικό. 

Κάθε λιοντάρι είναι αιλουροειδές. 

Άρα, κάθε λιοντάρι είναι θηλαστικό. 

 

 

         Κανένα Ζ δεν είναι Υ. 

         Κάθε Χ είναι Ζ. 

 Άρα, κανένα Χ δεν είναι Υ. 

 

Κανένα αιλουροειδές δεν είναι φυτοφάγο.                                  

Κάθε λιονταρι είναι αιλουροειδές.  Άρα, 

κανένα λιοντάρι δεν είναι φυτοφάγο. 
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        Κάθε Ζ είναι Υ. 

         Μερικά Χ είναι Ζ. 

 Άρα, µερικά Χ είναι Υ.  

 

 

Κάθε λιοντάρι είναι θηλαστικό. Μερικά 

σαρκοβόρα είναι λιοντάρια. Άρα,       

µερικά σαρκοβόρα είναι θηλαστικά. 

 

        Κανένα Ζ δεν είναι Υ. 

         Μερικά Χ είναι Ζ. 

 Άρα, µερικά Χ δεν είναι Υ. 

 

Κανένα λιοντάρι δεν είναι φυτοφάγο.                          

Μερικά θηλαστικά είναι φυτοφάγα. Άρα, 

µερικά θηλαστικά δεν είναι λιοντάρια. 

 

     Επιπλέον ο Αριστοτέλης µας ¨δίνει¨ τέσσερις αναγκαίες συνθήκες 

εγκυρότητας συλλογισµών: 

α) Τουλάχιστον µία προκειµένη να είναι καθολική. 

β) Τουλάχιστον µία προκειµένη να είναι καταφατική. 

γ) Αν µία από τις προκείµενες είναι µερική, το ίδιο να είναι και το συµπέρασµα. 

δ) Αν µία από τις προκείµενες είναι αρνητική, το ίδιο να είναι και το συµπέρασµα. 

  

     Προφανώς κάθε ένας από τους τέλειους συλλογισµούς που παρουσιάσαµε 

στον παραπάνω πίνακα ικανοποιεί τουλάχιστον ένα από τα τέσσερα κριτήρια 

ελέγχου εγκυρότητας. 

     Τέλος, θα πρέπει να αναφέρουµε ότι ο Αριστοτέλης στο Περί Ερµηνείας και 

στα Αναλυτικά Πρότερα ασχολήθηκε µε “τροπικές” προτάσεις. Δηλαδή, εκτός 

από τους συλλογισµούς που είδαµε παραπάνω, µελέτησε και συλλογισµούς 

στους οποίους υπάρχουν προτάσεις της µορφής «Είναι αναγκαίο ότι...» ή «Είναι 

δυνατόν να...». 
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1.5. Η Λογική των Στωικών 
 
     Στην ύστερη αρχαιότητα δύο ήταν οι µεγάλες σχολές Λογικής: η Περιπατητική 

σχολή, η οποία ήταν συνέχεια της σχολής του Αριστοτέλη και η Στωική, η οποία 

ήταν συνέχεια της σχολής των µεγαρικών φιλοσόφων και είχε ως επιφανέστερο 

µέλος της τον Χρύσιππο. Δυστυχώς µόνο ένα µικρό µέρος του έργου των 

στωικών διασώζεται σήµερα. 

     Η Λογική των µεγαρικών και κατ' επέκταση των στωικών αφορά σε 

επιχειρήµατα διαλεκτικού χαρακτήρα. Γι’ αυτό άλλωστε είναι γνωστή ως 

“Διαλεκτική”. Έτσι, ενώ το έργο του Αριστοτέλη και των Περιπατητικών εστιάζει 

στη µελέτη των λογικών σχέσεων µεταξύ προτάσεων µε έµφαση στην εσωτερική 

δοµή των προτάσεων (λογική κατηγορηµάτων), το έργο των στωικών εστιάζει 

στη µελέτη των λογικών σχέσεων µεταξύ προτάσεων λαµβάνοντας κάθε 

πρόταση ως ένα ιδιαίτερο όλον (λογική προτάσεων). 

     Ιδρυτής της Μεγαρικής σχολής ήταν ο Ευκλείδης ο Μεγαρεύς, που έζησε την 

εποχή του Πλάτωνα. Ο µαθητής του, ο Ευβουλίδης ο Μιλήσιος ήταν σύµφωνα µε 

τον Διογένη Λαέρτιο ο δηµιουργός επτά παράδοξων. Χαρακτηριστικά είναι 

• του ψευδοµένου: Ένας άνθρωπος λέει ότι ψεύδεται. Αυτό που λέει είναι αληθές 

ή ψευδές;  

• του φαλακρού: Θα έλεγες ότι ένας άνδρας µε µία τρίχα είναι φαλακρός; Ναι. Θα 

έλεγες ότι ένας άνδρας µε δυο τρίχες είναι φαλακρός; Ναι. ... Μέχρι ποιο αριθµό 

τριχών θα έλεγες ότι είναι φαλακρός; 

 • του άνδρα µε κέρατα. Αυτό που δεν έχεις χάσει το έχεις ακόµη. Όµως δεν έχεις 

χάσει κέρατα. Άρα έχεις ακόµη κέρατα. 

     Πρόκειται για παράδοξα που καταδεικνύουν αντιστοίχως το πρόβληµα της 

αυτοαναφορικότητας µιας πρότασης ή την ασάφεια ορισµένων εκφράσεων ή την 

προσοχή που χρειάζεται να δείχνουµε όταν σχηµατίζουµε την άρνηση µιας 

πρότασης, η οποία προϋποθέτει κάποια άλλη. Αξίζει να αναφέρουµε ότι ο 

Ευβουλίδης εφεύρε τα παράδοξα αυτά χωρίς κάποιο ιδιαίτερο σκοπό, παρά µόνο 

να εξηγήσει κάποιες θέσεις της Μεγαρικής φιλοσοφίας. Μάλιστα, η ισχυρή 

διαφωνία του Ευβουλίδη µε τον Αριστοτέλη είναι ο λόγος της ισχυρής 
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αντιπαλότητας µεταξύ των περιπατητικών και τον µεγαρικών. Έπρεπε ήδη να 

φτάσουµε στην αναγέννηση για να γίνει σαφές ότι οι δύο αυτές θεωρίες είναι 

στην ουσία συµπληρωµατικές και όχι αντικρουόµενες. 

     Ιδρυτής της Στωικής σχολής ήταν ο Ζήνωνας ο Κιτιέας, που είχε ως διάδοχο 

τον Κλεάνθη, του οποίου διάδοχος ήταν ο κατά πολλούς µεγαλύτερος Λογικός 

της αρχαιότητας: ο Χρύσιππος (280 π.Χ. – 207 π.Χ.). Χαρακτηριστικά, ο 

Διογένης ο Λαέρτιος στο έργο του: «Βίοι και γνώµαι των εν φιλοσοφία 

ευδοκιµησάντων και των εκάστη αιρέσει αρεσκόντων εν επιτόµω συναγωγή» 

(συνήθως ονοµάζεται Βίοι επιφανών φιλοσοφων) αναφέρει ότι “αν υπήρχε 

διαλεκτική στους θεούς, αυτή δεν θα ήταν άλλη από του Χρίσιππου”. 

Αν και οι πληροφορίες που έχουµε για την Λογική των στωικών προέρχονται από 

υποστηρικτές άλλων σχολών, µε επικριτική διάθεση απέναντί τους, µπορούµε να 

ανακατασκευάσουµε τις κύριες θέσεις της Λογικής τους, καθώς υπάρχει 

συµφωνία µεταξύ των πηγών για πολλά σηµεία του έργου τους. Συνοπτικά ο 

Χρύσιππος και οι διάδοχοί του: 

• µελέτησαν τις συνθήκες κάτω από τις οποίες µια υποθετική πρόταση, δηλαδή 

µια πρόταση της µορφής «Αν..., τότε...», µπορεί να χαρακτηρισθεί ως "αληθής".  

• έκαναν πρώτοι τη διάκριση ανάµεσα στο "σηµαίνον" δηλαδή στη λέξη ή στην 

ακολουθία λέξεων που είναι φορέας του νοήµατος και στο "σηµαινόµενο" δηλαδή 

στο νόηµα καθεαυτό.  

• εισήγαγαν πέντε βασικά συµπερασµατικά σχήµατα, που συχνά αναφέρονται ως 

“αναπόδεικτοι τρόποι”. Τα σχήµατα αυτά, τα οποία εξέφρασαν χρησιµοποιώντας 

διατακτικούς αριθµούς (1ος, 2ος κ.λ.π.) και όχι µεταβλητές όπως ο Αριστοτέλης, 

είναι τα εξής: 

 

α. Αν το 1ο, τότε το 2ο. Αλλά το 1ο. Άρα το 2ο. 

β. Αν το 1ο, τότε το 2ο. Αλλά όχι το 2ο. Άρα όχι το 1ο. 

γ. Όχι και το 2ο και το 1ο. Αλλά το 1ο. Άρα όχι το 2ο. 

δ. Ή το 1ο ή το 2ο. Αλλά το 1ο. Άρα όχι το 2ο. 

ε. Ή το 1ο ή το 2ο. Αλλά όχι το 2ο. Άρα το 1ο. 
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1.6. Η Λογική στην Ύστερη Αρχαιότητα, στους Άραβες και στο 
Μεσαίωνα  
 
     Η διαµάχη µεταξύ των Περιπατητικών και των Στωικών, στην οποία 

αναφερθήκαµε παραπάνω, άρχισε να αµβλύνεται στο τέλος του 1ου αιώνα µ.Χ.. 

Είναι τότε που ο διάσηµος γιατρός Γαληνός (129 µ.Χ. – 199 µ.Χ.) µελέτησε 

αµφότερες τις θεωρίες, διεξήγαγε σοβαρές λογικές έρευνες, καθώς επίσης και 

συνέγραψε κριτικό σχολιασµό στα έργα του Αριστοτέλη, του Θεόφραστου και του 

Χρύσιππου. Μετά το Γαληνό και για πολλούς αιώνες η µόνη δραστηριότητα 

σχετική µε τη Λογική ήταν η συγγραφή σχολιασµών για το έργο του Αριστοτέλη. 

 

     Ακολουθούν οι Αραβες, οι οποίοι ήρθαν σε επαφή µε την ελληνική επιστήµη 

και τον Αριστοτέλη, µετά την κατάκτηση της Συρίας, οπότε χριστιανοί µελετητές 

συγγράφουν τα πρώτα έργα λογικής στα αραβικά. Ο Αλ Κιντί ήταν ο πρώτος 

Άραβας που έγραψε για θέµατα Λογικής, ενώ σηµαντικό έργο παρούσιασαν 

επίσης και ο Αµπού ιµπν Σινά (Αβικέννας) που υποστήριξε την καινοτόµο άποψη 

ότι η Λογική πρέπει να µελετάται ανεξάρτητα από τα κείµενα του Αριστοτέλη, 

αλλά και ο Ιµπν Ρουσντ (Αβερρόης), ο οποίος στον αντίποδα έκανε λεπτοµερείς 

σχολιασµούς του Οργάνου. Αργότερα βέβαια έγινε σαφές ότι το επιστηµονικά 

ορθό ήταν ο συγκερασµός των αντίθετων αυτών θέσεων. Έτσι οδηγηθήκαµε 

στην επονοµαζόµενη “Μεσαιωνική Λογική”, που περιλαµβάνει τις λογικές µελέτες 

που πραγµατοποιήθηκαν στη Δυτική Ευρώπη µεταξύ 11ου και 15ου αιώνα, µε 

σηµαντικότερο ίσως εκπρόσωπο τον Peter Abelard (Αβελάρδος). Δυστυχώς η 

άνθηση της λογικής σταµατά το 15ο αιώνα. 

 

1.7. Η νεότερη και η σύγχρονη Λογική 
 

     Μαθηµατικοί και Φιλόσοφοι που καθόρισαν την εξέλιξη και ουσιαστικά 

διαµόρφωσαν την επιστήµη που σήµερα καλούµε Μαθηµατική (ή Συµβολική ή 

Τυπική) Λογική, κατά χρονολογική σειρά θα µπορούσαµε να πούµε ότι είναι: 
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• ο Gottfried Leibniz (Λάιµπνιτς, 1646-1716), ένας πραγµατικός homo universalis 

της εποχής του, ο οποίος -πέρα από το έργο του στο διαφορικό και τον 

ολοκληρωτικό λογισµό- είχε το µεγαλόπνοο σχέδιο της ανάπτυξης µίας 

παγκόσµιας γλώσσας (characteristica universalis), µέσω της οποίας όλες οι 

επιστηµονικές και φιλοσοφικές αναζητήσεις θα µπορούσαν να αναχθούν σε 

υπολογισµούς. Αναγνωρίζουµε προφανώς στην ιδέα του αυτή ένα προάγγελο 

µεγάλου µέρους αναζητήσεων της Μαθηµατικής Λογικής. 

• ο Bernard Bolzano (Μπολζάνο, 1781-1848), ο οποίος χρησιµοποιώντας µια εν 

µέρει τυπική γλώσσα (τη µητρική του γλώσσα τη γερµανική εµπλουτισµένη µε 

διάφορες σταθερές και µεταβλητές) ανέπτυξε κεντρικές έννοιες της Λογικής, 

όπως π.χ. την έννοια της λογικής συνέπειας. 

• ο Augustus De Morgan (Ντε Μόργκαν, 1806-1871) µε το έργο του Formal Logic 

(Τυπική Λογική) που δηµοσιεύτηκε το 1847. 

• ο George Boole (Μπουλ, 1815-1864) µε το έργο του Mathematical Analysis of 

Logic (Μαθηµατική Ανάλυση της Λογικής) που επίσης δηµοσιεύτηκε το 1847. 

Πρέπει να αναφέρουµε ότι αµφότεροι οι δυο τελευταίοι, ουσιαστικά θεµελίωσαν 

µε τα έργα που προαναφέραµε τη νεώτερη Λογική! 

 

     Φτάνοντας στο τέλος του 19ου αιώνα, οι µελετητές της Λογικής µπορούν να 

«χωριστούν» σε τρεις σχολές, όχι κατ’ ανάγκη ξένες µεταξύ τους: 

 

• την αλγεβρική σχολή µε κυριότερους εκπρόσωπους, εκτός από τον Μπουλ που 

προαναφέραµε, τους John Venn (Βεν, 1834-1923), Charles Peirce (Περς, 1839-

1914) και Ernst Schröder (Σρέντερ, 1841-1902). Επίκεντρο των ερευνών της 

συγκεκριµένης σχολής ήταν η σχέση που υπάρχει µεταξύ αριθµητικών-

αλγεβρικών πράξεων και λογικών πράξεων στα πλαίσια επιχειρηµατολογίας, µε 

στόχο την ανάπτυξη χειρισµών µε εφαρµογή σε περιπτώσεις όπως οι προτάσεις, 

τα σύνολο κ.α. .  

 

• τη λογικιστική σχολή µε κυριότερους εκπροσώπους τον Gottlob Frege (Φρέγκε, 

1848-1925) που προσπάθησε να ανάγει τα Μαθηµατικά στη Λογική και τον 
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Bertrand Russell (Ράσελ, 1872- 1970), που µε την ανακάλυψη του περίφηµου 

παραδόξου του κατέρριψε το σύστηµα του Φρέγκε ως αντιφατικό. 

 

• τη φορµαλιστική σχολή µε σηµαντικότερους εκπροσώπους της, τους Richard 

Dedekind (Ντέντεκιντ, 1831-1916), το Giuseppe Peano (Πεάνο, 1858-1932) και 

το David Hilbert (Χίλµπερτ, 1862-1943). Σκοπός των µελετών της σχολής αυτής 

ήταν η κατασκευή µη αντιφατικών αξιωµατικών συστηµάτων για κλάδους των 

µαθηµατικών, όπως η γεωµετρία, η θεωρία αριθµών, η θεωρία συνόλων κ.α. . 

 

     Στον 20ο αιώνα η µαθηµατική λογική γνώρισε εκπληκτική ανάπτυξη. 

Κορυφαίος λογικός του αιώνα αυτού θεωρείται ο Kurt Gödel (Γκέντελ, 1906-

1978), που µεταξύ άλλων απέδειξε τα θεµελιώδη θεωρήµατα  "πληρότητας του 

κατηγορηµατικού λογισµού" και "µη πληρότητας της τυπικής αριθµητικής". 

Σηµαντικοί λογικοί ήταν ακόµα και οι Leopold Löwenheim (Λέβενχαϊµ, 1878-

1957), Thoralf Skolem (Σκόλεµ, 1887-1963), Stephen Kleene (Κλίνι, 1909-1994) 

και ο Paul Cohen (Κοέν 1934-2007), που απέδειξε ότι το "αξίωµα επιλογής" και η 

"υπόθεση του συνεχούς" στη Θεωρία Συνόλων είναι προτάσεις ανεξάρτητες από 

τα συνήθη αξιώµατα της θεωρίας αυτής.  

     Ολοκληρώνοντας πρέπει να αναφέρουµε ότι τις τελευταίες δεκαετίες η Λογική 

έχει “εξειδικευτεί” και οι επιστήµονες έχουν στρέψει τις µελέτες τους σε ειδικά 

θέµατα, όπως είναι η "Τροπική Λογική", οι "Πλειότιµες Λογικές", η "Επιστηµική 

Λογική", η "Ασαφής Λογική", η "Γραµµική Λογική" κ.λ.π. . 
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2. ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 

2.1. Η γλώσσα της Προτασιακής Λογικής 

     Η γλώσσα της προτασιακής Λογικής, ας τη συµβολίσουµε µε Γ0, είναι σαφώς 

φτωχότερη από τη φυσική µας γλώσσα, αφού αποτελείται αποκλειστικά από τα 

εξής στοιχεία: 

α) p, q, r, s, …                                                                                            

Πρόκειται για µεταβλητές που εκφράζουν προτάσεις (προτασιακές µεταβλητές) 

και το σύνολό τους θα το συµβολίζουµε µε Μ(Γ0).    

β) ¬ (άρνηση),  ∧ (σύζευξη),  ∨ (διάζευξη),  → (συνεπαγωγή) και  ↔ (ισοδυναµία), 

που καλούνται συνδέσµοι.  

γ) ( , ), που καλούνται αντιστοίχως αριστερή και δεξιά παρένθεση. 

     Στο «λεξιλόγιο» του προτασιακού λογισµού, έκφραση ονοµάζουµε κάθε 

πεπερασµένη ακολουθία από τα παραπάνω σύµβολα, π.χ. ¬p→ , p∧q∨↔), 

r(¬→s. 

     Μια έκφραση θα ονοµάζεται προτασιακός τύπος αν και µόνο αν 

•  είναι προτασιακή µεταβλητή  ή 

•  είναι της µορφής (¬ φ), (φ∧ψ), (φ∨ψ), (φ→ψ), (φ↔ψ), όπου φ και ψ είναι ήδη 

   κατασκευασµένοι προτασιακοί τύποι. 

 

     Το σύνολο των προτασιακών τύπων της Γ0 συµβολίζεται µε Τ(Γ0). Έτσι, 

προτασιακοί τύποι είναι π.χ. οι: ((p∨q)→r), (¬ s), ((r→s)↔ (¬ t)), p.  

     Επιπλέον θα πρέπει να αναφέρουµε ότι για λόγους ευκολίας, στην 

αναγνώριση της δοµής ενός προτασιακού τύπου, έχουµε κάνει τις ακόλουθες 

συµβάσεις: 

α) Οι εξωτερικές παρενθέσεις ενός προτασιακού τύπου µπορεί να 

παραλείπονται. 
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β) Η σύζευξη και η διάζευξη είναι µεταξύ τους ισοδύναµα και προηγούνται της 

συνεπαγωγής και της διπλής συνεπαγωγής, που επίσης είναι µεταξύ τους 

ισοδύναµα (σύµβολα). 

γ) Η άρνηση προηγείται όλων των υπόλοιπων συνδέσµων.  

Έτσι π.χ. όταν γράφουµε p∧q→r εννοούµε ((p∧q) → r) και όταν γράφουµε ¬s↔p 

εννοούµε ((¬s) ↔ p).  

 

2.1. Η σηµασιολογία της Προτασιακής Λογικής 

     Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε το συντακτικό της Γ0, δηλαδή το πως 

συντάσσονται οι προτασιακοί τύποι. Σε αυτήν την παράγραφο θα δούµε το πως 

αποκτούν νόηµα. Μιλώντας λοιπόν για τη σηµασιολογική πλευρά της 

Προτασιακής Λογικής:  

 

α) οι προτασιακές µεταβλητές αντιστοιχούν σε στοιχειώδεις προτάσεις της 

φυσικής µας γλώσσας, οι οποίες είναι αληθείς ή ψευδείς ( δηλαδή ισχύει η αρχή 

της δισθένειας). 

β) οι σύνδεσµοι ¬, ∧, ∨, →, ↔ αντιστοιχούν στις λέξεις – εκφράσεις: “δεν”, “και”, 

“ή”, ”αν … τότε …”, ”… αν και µόνο αν”. 

γ) οι παρενθέσεις υποδηλώνουν την αρχή και το τέλος µιας πρότασης. 

     Έτσι, παραδείγµατος χάρη αν η p αντιστοιχεί στην στοιχειώδη πρόταση «η 

Μαρία θα περάσει το µάθηµα στην πρώτη εξεταστική», η q αντιστοιχεί στην 

πρόταση «η Μαρία θα µελετήσει πολύ» και η r αντιστοιχεί στην πρόταση «Η 

Μαρία θα περάσει το µάθηµα στη δεύτερη εξεταστική» τότε o προτασιακός τύπος 

“¬p → (q → r)” αντιστοιχεί στην πρόταση: «αν η Μαρία δεν περάσει το µάθηµα 

στην πρώτη εξεταστική, τότε αν µελετήσει πολύ θα το περάσει στη δεύτερη 

εξεταστική».  
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     Χρειαζόµαστε, τώρα, ένα συναρτησιακό µηχανισµό, που θα απονέµει τιµές 

αλήθειας στις µεταβλητές της γλώσσας προτασιακού λογισµού και κατ’ επέκταση 

στους προτασιακούς τύπους. Έτσι λοιπόν ορίζουµε:  

Αποτίµηση (ή εκτίµηση ή απονοµή αλήθειας) είναι µία συνάρτηση                        

α: Μ(Γ0) ↦ {Α,Ψ} (εναλλακτικά στο {T,F} ή ακόµα και στο {0,1}). 

     Είναι προφανές ότι αν έχω δύο προτασιακές µεταβλητές p, q υπάρχουν 22 = 4 

διαφορετικές αποτιµήσεις, ενώ αν έχω τρεις προτασιακές µεταβλητές p, q, r 

υπάρχουν 23 = 8 διαφορετικές αποτιµήσεις: 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Προκειµένου να αποδόσουµε µία από τις τιµές αλήθειας σε κάθε προτασιακό 

τύπο της Γ0, επεκτείνουµε την αποτίµηση α σε µια συνάρτηση 𝛼 : Τ(Γ0) ↦ {Α,Ψ}, 

αναδροµικά σύµφωνα µε τους παρακάτω κανόνες. 

Αν φ, ψ οποιοιδήποτε προτασιακοί τύποι, ορίζουµε: 

• 𝛼 (φ) = Α αν και µόνο αν 𝛼 (¬φ) = Ψ 

• 𝛼 (φ) = Α και 𝛼 (ψ) = Α αν και µόνο αν 𝛼 (φ∧ψ) = Α  

 p q 

α1 Α Α 

α2 Α Ψ 

α3 Ψ Α 

α4 Ψ Ψ 

 

 p q r 

α1 Α Α Α 

α2 Α Α Ψ 

α3 Α Ψ Α 

α4 Α Ψ Ψ 

α5 Ψ Α Α 

α6 Ψ Α Ψ 

α7 Ψ Ψ Α 

α8 Ψ Ψ Ψ 
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• 𝛼 (φ) = Α ή 𝛼 (ψ) = Α αν και µόνο αν 𝛼 (φ∨ψ) = Α  

• 𝛼 (φ) = Ψ ή 𝛼 (ψ) = Α αν και µόνο αν 𝛼 (φ→ψ) = Α  

• 𝛼 (φ) = 𝛼 (ψ) αν και µόνο αν 𝛼 (φ↔ψ) = Α  

Τα παραπάνω περιγράφονται συνοπτικά στους ακόλουθους πίνακες αλήθειας: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Επιπλέον ορίζουµε: 

• Ικανοποιήσιµος λέγεται ένας προτασιακός τύπος αν υπάρχει τουλάχιστον µία 

αποτίµηση για την οποία να παίρνει την τιµή Α. 

• Ταυτολογία λέγεται ένας προτασιακός τύπος όταν παίρνει την τιµή Α, για κάθε 

αποτίµηση των προτασιακών µεταβλητών του. 

Π.χ. ο τύπος p → (p ∨ q) είναι ταυτολογία αφού εύκολα, από τον παρακάτω 

πίνακα αλήθειας, δια.πιστώνουµε ότι για καθε αποτίµηση των p, q παίρνει την 

τιµή Α 

 
𝛼 (φ) 𝛼 (¬φ) 

Α Ψ 

Ψ Α 

 

 
𝛼 (φ) 𝛼 (ψ) 𝛼 (φ∧ψ) 𝛼 (φ∨ψ) 𝛼 (φ→ψ) 𝛼 (φ↔ψ) 

Α Α Α Α Α Α 

Α Ψ Ψ Α Ψ Ψ 

Ψ Α Ψ Α Α Ψ 

Ψ Ψ Ψ Ψ Α Α 
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• Αντίφαση λέγεται ενός προτασιακός τύπος, όταν παίρνει την τιµή Ψ, για κάθε 

αποτίµηση των προτασιακών µεταβλητών του. 

Π.χ. ο τύπος (p ∨ q) ↔ (¬p ∧¬q) είναι αντίφαση, όπως µπορούµε να 

διαπιστώσουµε από τον παρακάτω πίνακα αλήθειας: 

 

• Δύο προτασιακοί τύποι φ και ψ της γλώσσας Γ0 του προτασιακού λογισµού 

λέγονται αληθoσυναρτησιακά ισοδύναµoι αν και µόνο αν παίρνουν τις ίδιες τιµές 

αλήθειας για κάθε αποτίµηση των προτασιακών µεταβλητών τους. Συµβολίζουµε 

µε φ ⟺ ψ. 

Έυκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι φ ⟺ ψ αν και µόνο αν ο προτασιακός 

τύπος φ ↔ ψ είναι ταυτολογία.  

 
p q (p ∨ q) (¬p) (¬q) (¬p ∧ ¬q) (p ∨ q) ↔ (¬p ∧ ¬q) 

Α Α Α Ψ Ψ Ψ Ψ 

Α Ψ Α Ψ Α Ψ Ψ 

Ψ Α Α Α Ψ Ψ Ψ 

Ψ Ψ Ψ Α Α Α Ψ 

 

 
p q (p ∨ q) p → (p ∨ q) 

Α Α Α Α 

Α Ψ Α Α 

Ψ Α Α Α 

Ψ Ψ Ψ Α 
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Οι πιο γνώστες ταυτολογίες ή όπως αλλιώς καλούνται “νόµοι της προτασιακής 

λογικής” είναι οι εξής: 

Για τους προτασιακούς τύπους φ, χ, ψ ισχύουν: 

 

φ ∧ χ ⟺ χ ∧ φ (νόµος αντιµεταθετικότητας) 

φ ∨ χ ⟺ χ ∨ φ (νόµος αντιµεταθετικότητας) 

φ ∧ (χ∧ψ) ⟺ (φ∧χ) ∧ ψ (νόµος προσεταιριστικότητας) 

φ ∨ (χ∨ψ) ⟺ (φ ∨ χ) ∨ ψ (νόµος προσεταιριστικότητας) 

φ ∧ (χ∨ψ) ⟺ (φ∧χ) ∨ (φ∧ψ) (νόµος επιµεριστικότητας) 

φ ∨ (χ∧ ψ) ⟺ (φ∨χ) ∧ (φ∨ψ) (νόµος επιµεριστικότητας) 

¬¬ φ ⟺ φ  (νόµος διπλής άρνησης) 

¬ (φ → ψ) ⟺ φ ∧  ¬ψ (νόµος άρνησης συνεπαγωγής) 

¬ (φ∧χ) ⟺ ¬φ  ∨ ¬χ   (νόµος De Morgan) 

¬ (φ∨χ) ⟺ ¬φ  ∧ ¬χ (νόµος De Morgan) 

φ ∨ ¬φ   (νοµός απόκλεισης τρίτου) 

(φ → χ) ⟺  ( ¬χ → ¬φ) (νοµός αντιθετοαντιστροφής) 

φ → χ ⟺  ¬  φ ∨ χ (νόµοι αντικατάστασης) 

φ ↔  χ  ⟺  (φ → χ) ∧ (φ → χ) 

      

Τέλος, ορίζουµε ότι: 

• Δύο προτασιακοί τύποι της γλώσσας Γ0 του προτασιακού λογισµού 

λέγονται αληθoσυναρτησιακά αντιφατικoί αν και µόνο αν παίρνουν 
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αντίθετες τιµές αλήθειας για κάθε αποτίµηση των προτασιακών 

µεταβλητών τους.             

• Δύο ή περισσότεροι προτασιακοί τύποι λέγονται συνεπείς (µεταξύ 

τους) αν υπάρχει τουλάχιστον µία αποτίµηση που να καθιστά τους 

τύπους συγχρόνως αληθείς. Μια τέτοια αποτίµηση λέγεται µοντέλο 

του συνόλου αυτών των τύπων.        
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3. Η ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ ΤΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ 

3.1. Εισαγωγή 

     Η απόδειξη, ένα από τα σηµαντικότερα διανοητικά επιτεύγµατα του 

ανθρώπου, ήταν και παραµένει µια έννοια που καθορίζει τη µαθηµατική 

επιστήµη. Στον πυρήνα της αποδεικτικής διαδικασίας (µιας συλλογιστικής 

διαδικασίας που ξεκινά από ένα σύνολο υποθέσεων και µέσω µιας σειράς 

διαδοχικών συµπερασµάτων καταλήγει σ’ ένα τελικό συµπέρασµα) βρίσκονται 

έννοιες-κλειδιά, όπως η συνεπαγωγή και η ισοδυναµία. Σίγουρα, ενδεικτικό όσο 

και αποκαλυπτικό είναι το γεγονός ότι στις εργασίες του 19ου συνεδρίου της ICMI 

(International Commission on Mathematical Instruction) υπήρξε ειδική αναφορά 

στην ανάγκη για περαιτέρω έρευνα στην κατεύθυνση του να αποσαφηνιστεί ο 

ρόλος της λογικής στη διδασκαλία της απόδειξης. 

     Εκτός από την καθεαυτή σύνδεση της Λογικής µε τη διαδικασία 

επιχειρηµατολογίας, αδιαµφισβήτητο είναι το γεγονός ότι η Μαθηµατική Λογική 

συνδέεται άµεσα και µε γλωσσικά ζητήµατα, που αφορούν στη σύνταξη 

αποδείξεων και γενικότερα στη διατύπωση µαθηµατικού λόγου. 

     Είναι λοιπόν ο πολυσήµαντος ρόλος της Λογικής γεγονός που εξηγεί το ότι το 

πρόσφατο παρελθόν, στα πλαίσια της παρεχόµενης µαθηµατικής παιδείας στο 

Λύκειο, βρίθει προσπαθειών διδασκαλίας στοιχείων της Μαθηµατικής Λογικής. 

Συγχρόνως είναι αυτός ο πολυσήµαντος ρόλος, παράγοντας που εντείνει τις 

αποκλίσεις στις απόψεις σχετικά µε τη διδασκαλία της Λογικής. Έτσι, παρότι είναι 

κοινή πεποίθηση των εκπαιδευτικών και όχι µόνο ότι η Λογική είναι απαραίτητο 

εργαλείο για κάθε µαθητή (στην προσπάθεια για απόκτηση της αναγκαίας και 

ικανής γνώσης ώστε να µπορέσει να αποδείξει µαθηµατικές προτάσεις και 

γενικότερα για να «κάνει µαθηµατικά»), το καθεαυτό περιεχόµενο της 

διδασκαλίας και η διδακτική προσέγγιση ήταν και είναι τουλάχιστον ασαφή. 
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3.2. Η Λογική στα ελληνικά σχολεία  

     Επιγραµµατικά, η 

πολύπαθη - ας µας 

επιτραπεί - ιστορία της 

διδασκαλίας της 

Λογικής στη χώρα µας, 

έχει ως εξής:  

     Ήδη από τις 

δεκαετίες του 1950 και 

1960 οι µαθητές 

έρχονταν σε επαφή (όχι 

µε τη Μαθηµατική 

Λογική, αλλά) µε 

στοιχεία λογικής και 

γνωσιολογίας, από τα 

βιβλία αρχικά του 

Σακκάρη και κατόπιν 

του Σούλια. Επρόκειτο 

µάλιστα για ένα µάθηµα 

που διδασκόταν από 

φιλόλογους καθηγητές! 

     Αργότερα, στις 

δεκαετίες του 1970 και 

του 1980 τα σχολικά 

βιβλία του Λυκείου 

περιείχαν (συνήθως σε 

ένα εισαγωγικό 

κεφάλαιο) αναφορές σε 

λογικές πράξεις, 
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πίνακες αλήθειας, 

ποσοδείκτες κ.τ.λ.. 

     Πιο πρόσφατα, το 

1990, το νέο βιβλίο 

Άλγεβρας της Α ́ 

Λυκείου, κυκλοφορεί 

χωρίς τα στοιχεία 

Μαθηµατικής Λογικής 

που υπήρχαν στα 

προηγούµενα 

εγχειρίδια. Αυτό το 

βιβλίο διατηρήθηκε 

µέχρι και το 2010, 

οπότε και 

«επανέρχεται» στην 

Άλγεβρα της Α ́ Λυκείου 

µία εισαγωγική 

παράγραφος µε τίτλο 

“το λεξιλόγιο της 

Λογικής”. Παράλληλα 

από το σχολικό έτος 

1999-2000 αρχίζει η 

διδασκαλία της Λογικής 

σε µαθητές της Γ ́ 

Λυκείου, ως µάθηµα 
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επιλογής. 

     Στο σηµείο αυτό και 

αµέσως µετά από την 

παραπάνω περιγραφή 

θα πρέπει να 

επισηµάνουµε-

διευκρινίσουµε το 

προφανές: Η αδυναµία 

των µαθητών στο να 

διατυπώνουν 

αποδεικτικό και 

γενικότερα µαθηµατικό 

λόγο, υπήρχε 

ανεξάρτητα από το αν 

στο σχολικό τους 

εγχειρίδιο 

περιλαµβάνονταν ή όχι 

κάποιο κεφάλαιο µε 

βασικές έννοιες 

Λογικής. Πρέπει δηλαδή 

να γίνει σαφές ότι για               

να        αντιµετωπιστούν 

  

  
 

Σχολικά βιβλία Άλγεβρας, τάξεων Α ́ ή Β ́ Λυκείου,  
από τη δεκαετία του 1950 έως σήµερα και αντίστοιχες 
εικόνες από τα κεφάλαια µε αναφορές σε στοιχεία 
(Μαθηµατικής) Λογικής. 

«διαχρονικά προβλήµατα» των µαθητών όπως π.χ. η σύγχυση µεταξύ υπόθεσης 

και συµπεράσµατος σε µια υποθετική πρόταση ή η αδυναµία διάκρισης µεταξύ 

συνεπαγωγής και ισοδυναµίας, απαιτούνται πολλά περισσότερα από µία απλή 

παράθεση κάποιων βασικών εννοιών Λογικής. 
     Από τους στόχους αυτής της εργασίας είναι το να συµβάλλει στον 

προβληµατισµό σχετικά µε το «ποια Λογική» πρέπει να διδάσκεται, αλλά και το 

ποια πρέπει να είναι η κατάρτιση των εκπαιδευτικών στη λογική προκειµένου να 

είναι σε θέση να λειτουργήσουν. 
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     Αναφερόµενοι στην εµπειρία που έχουµε αποκοµίσει σχετικά µε τη διδασκαλία 

της Λογικής στο Λύκειο, από τα χρόνια των λεγόµενων «νέων µαθηµατικών», θα 

πρέπει ίσως να αναγνωρίσουµε ότι αυτή η προσέγγιση δεν παρείχε στους 

µαθητές εκείνα τα χειροπιαστά όσο και αποτελεσµατικά εργαλεία για να 

βελτιώσουν άµεσα τις ικανότητές τους στην έκφραση µαθηµατικού λόγου και 

στην επιχειρηµατολογία. Στον αντίποδα θα πρέπει να αναγνωρίσουµε ότι η 

αποκαθήλωση της Λογικής το 1990, αισθητοποιήθηκε µε την ολοένα 

διευρυνόµενη αδυναµία των µαθητών να κατανοήσουν και να εφαρµόσουν τις 

βασικές αρχές της αποδεικτικής διαδικασίας, κάτι που αποτυπώθηκε µε οδυνηρό 

για τους µαθητές τρόπο κυρίως στις Πανελλαδικές εκείνων των ετών. Ίσως 

µάλιστα αυτός να ήταν ο λόγος της µερικής επανεισαγωγής της λογικής στο 

αναλυτικό πρόγραµµα του 2000. 

     Ερχόµενοι στο «σήµερα», οι µαθητές της Α ́ Λυκείου πραγµατεύονται σε ένα 

εισαγωγικό κεφάλαιο δύο παραγράφων µερικές βασικές έννοιες της Λογικής και 

την έννοια του συνόλου. Σύµφωνα µε τις οδηγίες, η πρώτη από τις δύο 

παραγράφους, θα πρέπει ”να µη διδαχθεί ως αυτόνοµο κεφάλαιο αλλά να 

συζητηθεί το νόηµα και η χρήση των στοιχείων της Λογικής στις ιδιότητες και 

προτάσεις που διατρέχουν τη διδακτέα ύλη (για παράδειγµα στην ιδιότητα 

 𝛼 ∙ 𝛽 ≠ 0 ⟺ 𝛼 ≠ 0 και 𝛽 ≠ 0  µπορεί να διερευνηθεί το νόηµα της ισοδυναµίας και 

του συνδέσµου «και»).” 

Εδώ είναι το σηµείο στο οποίο τίθεται το θεµελιώδες ερώτηµα: “Έχουν οι 

καθηγητές την κατάρτιση εκείνη που θα τους επιτρέψει να κάνουν αυτού του 

είδους τη διδασκαλία;”. Δυστυχώς για τη συντριπτική πλειοψηφία εκείνων που 

σήµερα είναι κάτω των 45 ετών, η απάντηση είναι αρνητική. Και αυτό όχι µόνο 

λόγω των ποικίλων ερµηνειών που επιδέχεται η παραπάνω οδηγία, αλλά κυρίως 

γιατί:  

• η «βασανισµένη» ιστορία της διδασκαλίας της Λογικής στα σχολεία, όπως την 

περιγράψαµε παραπάνω, ουσιαστικά απέκλεισε, από το να διδαχθούν τις 

σχετικές έννοιες, όσους από τους σηµερινούς καθηγητές φοίτησαν στην Α ́ 

Λυκείου από το 1990 κ.ε.. 
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• οι σηµερινοί εκπαιδευτικοί, δεδοµένης της απουσίας της Μαθηµατικής Λογικής 

ως µάθηµα (ή έστω ως «κοµµάτι» µαθήµατος), δεν αισθάνθηκαν ποτέ την 

ανάγκη να ασχοληθούν µε αυτό. Μάλιστα αυτό ίσχυε και για τα χρόνια των 

πανεπιστηµιακών τους σπουδών, καθώς η «Μαθηµατική Λογική» ήταν, στα 

περισσότερα τµήµατα Μαθηµατικών της χώρας, µάθηµα ελεύθερης επιλογής.  

     Καθίσταται λοιπόν φανερό ότι προκειµένου να εντοπίσουµε (και έτσι να 

προσπαθήσουµε να ξεπεράσουµε) τις αντικειµενικές δυσκολίες και τους 

περιορισµούς που έχει ο καθηγητής των Μαθηµατικών όταν καλείται να διδάξει 

έµµεσα ή άµεσα στοιχεία Λογικής, θα πρέπει να µελετήσουµε τη σχέση µεταξύ 

της διδασκαλίας των Μαθηµατικών και της Λογικής και κάνοντας ένα βήµα πιο 

πίσω να µελετήσουµε τη δοµική σχέση µεταξύ Μαθηµατικών και Λογικής.  

 

3.3.  Η λογική και η γλώσσα στη µαθηµατική δραστηριότητα 
 

     Αν και η σύνδεση λογικής – συλλογιστικής είναι πανθοµολογούµενη, συχνά 

«ξεχνάµε» τη σύνδεση της Λογικής µε τη σύσταση και τη χρήση της γλώσσας 

εκείνης, που επιτρέπει την περιγραφή της δοµής των προτάσεων που 

χρησιµοποιούνται στη συλλογιστική. Θα πρέπει δηλαδή να αντιλαµβανόµαστε ότι 

η Μαθηµατική Λογική µας παρέχει, µεταξύ άλλων, και το θεωρητικό υπόβαθρο 

για την ανάλυση του µαθηµατικού µας λόγου αλλά και για την κατανόηση των 

ασαφειών που αναπόφευκτα προκύπτουν στη µαθηµατική γλώσσα λόγω της 

χρήσης ανεπίσηµων ή ακόµα και υπονοούµενων σχηµάτων. 

     Διατρέχοντας διαφορετικές στιγµές στην ιστορία της Λογικής, µπορούµε να 

διαπιστώσουµε ότι όλες οι προσπάθειες για σύνταξη και περιγραφή µιας Λογικής 

διέπονται από µια απαραίτητη τυποποίηση της γλώσσας. Αυτονόητα η 

τυποποίηση-µορφοποίηση ποικίλλει ανάλογα µε την εποχή και την αντίστοιχη 

πρόοδο της Λογικής αλλά και τη µατιά του συγγραφέα. Για παράδειγµα, όπως 

είδαµε στην παράγραφο 1.3. , ο Αριστοτέλης στο Όργανον έδωσε τον ορισµό της 

πρότασης (δήλωση, αληθής ή ψευδής) και ταξινόµησε τις προτάσεις µε βάση δύο 

κριτήρια: την ποιότητα (καταφατική ή αρνητική) και την ποσότητα (καθολική ή 

µερική). Έτσι µας «παρουσίασε», ως δοµικά στοιχεία των συλλογισµών, τέσσερις 



  41 

τύπους προτάσεων που µπορούν να αντικατασταθούν από µεταβλητές, δηλαδή 

να τυποποιηθούν. 

     Σε αδρές γραµµές, υπάρχουν µαθηµατικοί που θεωρούν ότι η υπερβολική 

τυποποίηση της γλώσσας δε επιτρέπει την διαισθητική πρόοδο της 

συλλογιστικής. Υπάρχουν κάποιοι άλλοι µαθηµατικοί που αναζητούν το αναγκαίο 

και ικανό επίπεδο τυποποίησης της γλώσσας, ώστε να εξασφαλίζεται το αλάθητο 

της συλλογιστικής. Και βέβαια, υπάρχουν και εκείνοι οι µαθηµατικοί που θεωρούν 

ότι µόνο µέσω µιας εξ ολοκλήρου τυποποιηµένης γλώσσας θα µπορέσουµε να 

φτάσουµε στη µοναδικότητα του νοήµατος των εκφράσεων και έτσι στη 

δυνατότητα για «διαχείριση» των εκφράσεων αυτών, ανεξάρτητα από το νόηµά 

τους. Αποκορύφωµα όλων αυτών των αναζητήσεων µπορεί να θεωρηθεί η 

µαθηµατική λογική, που µέσα από τη µοντελοποίηση της µαθηµατικής γλώσσας 

και της συλλογιστικής, µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε καθεαυτά µαθηµατικά 

εργαλεία, για περαιτέρω διερεύνηση των ιδιοτήτων των λογικών συστηµάτων. 

     Είναι λοιπόν η Μαθηµατική Λογική το απαραίτητο εργαλείο, όχι µόνο για το 

µαθητή, αλλά πρωτίστως για τον ίδιο το µαθηµατικό. Πιο συγκεκριµένα είναι η 

Μαθηµατική Λογική για τον καθηγητή µαθηµατικών το µέσο για να µπορέσει να 

αναλύσει τη γλώσσα που ο ίδιος χρησιµοποιεί στη µαθηµατική του 

δραστηριότητα έτσι ώστε να την απλουστεύσει όπου αυτό είναι εφικτό αλλά και 

να την διορθώσει όπου εντοπίσει ασάφειες. Επιπλέον, είναι το µέσο για ενδελεχή 

ανάλυση και συνεπώς για ουσιαστική κατανόηση της συλλογιστικής των µαθητών 

και των διαφορετικών επιπέδων κατανόησης (ή µη κατανόησης) που αυτοί 

επιδεικνύουν. Χαρακτηριστική περίπτωση είναι προτάσεις της µορφής « αν ... , 

τότε ... », οι οποίες συχνά οδηγούν τους µαθητές σε µη αναµενόµενες 

τοποθετήσεις. Π.χ. ο ισχυρισµός « αν α2 = β2 , τότε α = β » αν και για ένα 

µαθηµατικό είναι ξεκάθαρα ψευδής, πολλοί µαθητές θα απαντήσουν ότι είναι 

αληθής βλέποντας ότι υπάρχουν τιµές των α, β που τον επιβεβαιώνουν ή θα 

απαντήσουν ότι δεν είναι ούτε αληθής ούτε ψευδής! Αυτό γιατί, έστω και αν 

µπορούν από αλγεβρικής απόψεως να παρουσιάσουν ένα ορθό συλλογισµό, δεν 

έχουν κατανοήσει ότι προτάσεις της παραπάνω µορφής είναι – έστω υπόρρητα – 

καθολικά ποσοδεικτούµενες. Αποτελεί συνεπώς «ευθύνη» του καθηγητή 
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µαθηµατικών να ξεκλειδώσει τις έννοιες εκείνες που άπτονται στη Λογική, 

καθιστώντας σαφείς τις όποιες συµβάσεις έχουν γίνει, αλλά και το ευρύτερο 

πλαίσιο µέσα στο οποίο θα δράσουν οι µαθητές. 

     Συµφωνούµε ότι, η επιχειρηµατολογία στην τάξη βασίζεται στην κοινή οπτική 

των µελών της σχετικά µε το υπό συζήτηση θέµα (Van Oers, 1996). Εξάλλου, 

ακόµα και οι µαθηµατικοί ανάλογα µε τη φύση των δραστηριοτήτων τους (έρευνα, 

σύνταξη άρθρου για επιστηµονικό περιοδικό, µάθηµα στην τάξη κ.λ.π.) 

διαφοροποιούν τη λογική δοµή της γλώσσας που χρησιµοποιούν, 

διατυπώνοντας ένα λόγο άλλοτε περισσότερο, άλλοτε λιγότερο τυπικό. Έτσι µια 

πρόταση της µορφής “υπάρχει Ν0 τέτοιο ώστε για κάθε ν > Ν0 να ισχύει …” µέσα 

στην τάξη και ανάλογα µε το επίπεδο των µαθητών θα µπορούσε να διατυπωθεί 

ως “για επαρκώς µεγάλες τιµές του ν ισχύει ότι …” ή ακόµα “ για όλες τις τιµές του 

ν πέρα από µία συγκεκριµένη θα ισχύει …”.  Αυτή η µετάβαση από τη µία 

διατύπωση στην άλλη µπορεί να προκύπτει φυσικά για ένα µαθηµατικό, σίγουρα 

όµως δεν είναι εξίσου αυτονόητη για τους µαθητές!  Είναι λοιπόν «πρόκληση» 

αλλά και υποχρέωση, ο εκπαιδευτικός να επινοήσει δραστηριότητες που θα 

βοηθήσουν τους µαθητές να αναπτύξουν την ικανότητα αναδιαµόρφωσης – 

αναδιατύπωσης. Αναµφισβήτητα η απόκτηση µιας τέτοιας δεξιότητας συµβάλλει 

στην πιο ουσιαστική κατανόηση επιχειρηµάτων, συλλογισµών και αποδείξεων. 

Και είναι αυτός ο «παράπλευρος» στόχος του κάθε καθηγητή µαθηµατικών, που 

επαναφέρει το ερώτηµα σχετικά µε το ποια θα πρέπει να είναι η κατάρτισή του σε 

θέµατα Λογικής, ώστε να καταφέρει να τον εκπληρώσει.  

     Συνεπικουρώντας σε αυτό τον προβληµατισµό, η S. Epp (1999) αναφέρει ότι: 

όταν ο καθηγητής διατυπώνει ορθή και συµπαγή µαθηµατική γλώσσα 

συνδυασµένη µε τις αρχές της Λογικής, η ανατροφοδότηση που έχει ο µαθητής, 

του προσδίδει τεράστιο όφελος αναφορικά ακόµα και µε αυτή την πνευµατική του 

ανάπτυξη! 
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3.4. Πώς µπορούµε να διδάξουµε Λογική σήµερα; 
 

     Πώς µπορούµε να διδάξουµε Λογική σήµερα; Προφανώς η απάντηση δεν 

είναι απλό να δωθεί! Πολύ περισσότερο η απάντηση αυτή δε θα µπορούσε να 

είναι µια σειρά από διακεκριµένα βήµατα είτε ρητές «εντολές» που θα πρέπει να 

ακολουθήσει ο εκπαιδευτικός. Μπορούµε ίσως να σκιαγραφήσουµε την 

απάντηση, ερευνώντας τα εξής: Ποιες πρέπει να είναι οι επιστηµονικές γνώσεις 

για τη διδασκαλία της Λογικής; Ποιες έννοιες της Λογικής διδάσκονται; Πού και 

πώς εντοπίζουµε στοιχεία Λογικής στη διδακτέα ύλη των µαθηµατικών; 

Αναζητήσαµε απαντήσεις στα σχολικά βιβλία, που εµπεριέχουν στοιχεία Λογικής, 

από τη δεκαετία του ’60 µέχρι σήµερα. Χρειάζεται σφαιρική εικόνα του 

παρελθόντος για να κατανοήσεις το παρόν και να προσπαθήσεις να βελτιώσεις 

το αύριο! Επιπλέον αναζητήσαµε άρθρα σχετικά µε τη διδασκαλία της Λογικής. 

Όλες οι αναζητήσεις καταδεικνύουν το δύσκολο έργο του καθηγητή µαθηµατικών, 

ο οποίος καλείται να διδάξει κάτι «ασαφές», που µάλιστα υπόκειται και σε 

ισχυρούς περιορισµούς! Συγκεκριµένα:  

 

• Ποιες επιστηµονικές γνώσεις πρέπει να έχει ο καθηγητής που θα διδάξει Λογική; 

  

     Αυτό που θα πρέπει να γίνει σαφές είναι ότι ο καθηγητής δεν καλείται να 

διδάξει µαθηµατική λογική ως κλάδο των µαθηµατικών, αλλά λογική στα πλαίσια 

της ευρύτερης µαθηµατικής δραστηριότητας στην τάξη. Θα πρέπει δηλαδή ο 

καθηγητής να αναζητά κάθε ευκαιρία ώστε τόσο ο προφορικός όσο και ο 

γραπτός λόγος, είτε προέρχεται από αυτόν είτε από τους µαθητές, να φιλτράρεται 

«λογικά» σε συντακτικό αλλά και σε σηµασιολογικό επίπεδο.  

     Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι αυτό της σωστής χρήσης των λογικών 

συνδέσµών «και» και «ή». Στην περίπτωση αυτή στόχος, µεταξύ άλλων, είναι και 

η διάκριση της έννοιας των συνδέσµων αυτών, από την έννοια που έχουν κατά 

την καθηµερινή χρήση τους, στη συνήθη και όχι στη µαθηµατική γλώσσα. 

     Συγκεκριµένα ο σύνδεσµος «και» στη φυσική γλώσσα χρησιµοποιείται µε 

ποικιλία σηµασιών. Μπορεί π.χ. να πούµε «θα βγω για φαγητό µε τους φίλους 
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µου και θα γυρίσω να κοιµηθώ», οπότε το «και» υποδηλώνει χρονική διαδοχή, 

µπορεί όµως να πούµε «θα βγω για φαγητό µε τους φίλους µου και  γι’ αυτό θα 

κοιµηθώ αργά απόψε» οπότε το «και» υποδηλώνει σχέση αιτιότητας µεταξύ των 

καταστάσεων που περιγράφουν οι δύο προτάσεις που συνδέει. Επίσης στη 

φυσική γλώσσα το «και» µπορεί να συνδέει περισσότερες από δύο προτάσεις, 

ενώ στη µαθηµατική γλώσσα συνδέει δύο. 

     Επίσης, και ο σύνδεσµος «ή» κατά τη χρήση του στα πλαίσια της φυσικής µας 

γλώσσας είναι ένα σχήµα λόγου µε το οποίο παρατίθενται δύο διαφορετικές 

επιλογές και που η υιοθέτηση της µίας συνεπάγεται τον µερικό ή ολικό 

αποκλεισµό της άλλης. Π.χ. µπορεί να πούµε «θα βγω για φαγητό µε τους φίλους 

µου ή θα πάω κινηµατογράφο» υπονοώντας ότι θα πραγµατοποιήσω µόνο µία 

από τις δύο δραστηριότητες που περιγράφουν οι δύο προτάσεις που συνδέονται. 

Πρόκειται για αυτό που ονοµάζουµε αποκλειστική διάζευξη και διαφέρει από την 

εγκλειστική διάζευξη (όπως ορίστηκε στην παράγραφο 2.1 από τον αντίστοιχο 

πίνακα αλήθειας) κατά το ότι, όταν και οι δύο συνδεόµενες προτάσεις είναι 

αληθείς, τότε η σύνθετη πρόταση που προκύπτει είναι ψευδής. Ακόµα, όπως 

συµβαίνει και µε το «και», το «ή» στην καθοµιλουµένη µπορεί να συνδέει 

περισσότερες από δύο προτάσεις. 

     Σε όλες αυτές τις εκφράσεις εντοπίζουµε κάποιες λεπτές σηµασιολογικές 

διαφοροποιήσεις των συνδέσµων, που άλλοτε έχουν ακριβώς την ίδια λογική 

συµπεριφορά µε τον τρόπο που ορίστηκαν στο 2ο κεφάλαιο και άλλοτε όχι. Αυτό 

καταδεικνύει το ότι ακόµη και αν ο διδάσκων µαθηµατικός έχει παρακολουθήσει 

το µάθηµα της Μαθηµατικής Λογικής και γνωρίζει τις βασικές αρχές τόσο της 

Προτασιακής όσο και της Κατηγορηµατικής Λογικής, κάτι τέτοιο δεν είναι αρκετό 

για να υποστηρίξει τη διδασκαλία ορισµένων εννοιών λογικής στους µαθητές. Θα 

πρέπει να έχει τις γνώσεις ώστε να εντοπίσει, να µελετήσει και να αναδείξει τη 

σύνδεση της Λογικής µε τη Γλώσσα (το βασικό µέσο µε το οποίο επικοινωνούν οι 

άνθρωποι: από τις πιο απλές προτάσεις έως τους πιο πολύπλοκους 

συλλογισµούς!). 
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• Ποιες έννοιες της Λογικής διδάσκονται; 

  

     Όπως είδαµε, η Λογική άρχισε να διδάσκεται στις δεκαετίες του ’50 και του ’60 

και κυρίως του ’70 και του ’80, οπότε και η διδασκαλία των Μαθηµατικών 

ακολουθεί το ρεύµα των «νέων Μαθηµατικών». Το να µπορούν οι µαθητές να 

«χειριστούν» τη µαθηµατική γλώσσα κρίθηκε απαραίτητο και η Λογική ήταν ο 

καθ’ ύλην αρµόδιος κλάδος των Μαθηµατικών για να εκπληρώσει το στόχο αυτό. 

Έτσι η ιδέα της ενοποίησης των µαθηµατικών θεωριών, που θα έβρισκε 

εφαρµογή από τις εφαρµοσµένες-πειραµατικές µέχρι τις ανθρωπιστικές-

κοινωνικές επιστήµες, έφερε στα σχολικά εγχειρίδια ένα κεφάλαιο Λογικής και 

Θεωρίας Συνόλων! Στη διδακτέα ύλη περιλαµβανόταν γενικά τόσο το συντακτικό 

όσο και το σηµασιολογικό κοµµάτι της Λογικής, ωστόσο αυτό που φαίνεται να 

συνέβαινε στην πράξη ήταν µια απλή – τυπική παρουσίαση των εννοιών της 

Λογικής, χωρίς κανενός είδους διασύνδεση µε τη µαθηµατική δραστηριότητα. 

Στις αρχές της δεκαετίας του ’90 πραγµατοποιείται στροφή 180ο. Τα «νέα 

µαθηµατικά» κατηγορούνται ως υπερβολικά τυποποιηµένα, αποκοµµένα από 

µαθηµατικές εφαρµογές και ελιτίστικα! Σαν άµεση συνέπεια η Λογική αποκλείεται 

ρητά από τη διδασκαλία των Μαθηµατικών.  

 

    Αυτό διήρκεσε 

µέχρι το 2000. 

Σήµερα στο σχολικό 

εγχειρίδιο της 

άλγεβρας της Α ́ 

τάξης του Γενικού 

Λυκείου, περιέχεται η 

Λογική, 

αποφεύγοντας κάθε 

µορφή φορµαλισµού, 

για        τον      οποίο 
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κατηγορήθηκε άλλωστε στο παρελθόν. 

     Για παράδειγµα, αναφορικά µε το σύνδεσµο «και» οι συγγραφείς δεν 

παραθέτουν ούτε το σύµβολο ( ∧ ) ούτε τον αντίστοιχο πίνακα αλήθειας, αλλά 

όπως βλέπουµε στην παραπάνω εικόνα (απόκοµµα από την παράγραφο Ε.1. 

στη σελ. 11 του σχολικού) περιγράφουν ουσιαστικά τη «λειτουργία» του, 

χρησιµοποιώντας ως µέσο αισθητοποίησης µια γνωστή αλγεβρική ιδιότητα.  

     Όπως έχουµε προαναφέρει, οι περιορισµοί αναφορικά µε τη διδασκαλία της 

Λογικής είναι ισχυροί (η παράγραφος “Το Λεξιλόγιο της Λογικής” είναι εκτός 

διδακτέας ύλης και δε διδάσκεται ως αυτόνοµο κεφάλαιο). Επίσης ο στόχος που 

τίθεται για το εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο είναι ασαφής, αφού σύµφωνα µε την 

οδηγία ο καθηγητής καλείται να παρουσιάσει το νόηµα και τη χρήση των 

στοιχείων της Λογικής σε πρόσφορες ιδιότητες και προτάσεις που διατρέχουν τη 

διδακτέα ύλη. Επιπρόσθετα το γεγονός ότι η λογική πρέπει να διδάσκεται µαζί µε 

άλλες έννοιες δηµιουργεί ζητήµατα σχετικά µε τον απαιτούµενο αλλά και το 

διαθέσιµο χρόνο για τη συγκεκριµένη διδασκαλία. 

     Αυτή είναι η πολύπαθη ιστορία της διδασκαλίας της Λογικής, που 

χαρακτηρίζεται από ολοκληρωτική έλλειψη µακροχρόνιου σχεδιασµού και έχει ως 

συνέπεια γενιές µαθηµατικών µε διαφορετική εκπαίδευση στις έννοιες τις 

Λογικής, που ωστόσο καλούνται να διδάξουν έννοιες Λογικής, χωρίς να είναι 

ξεκάθαρο πόσο χρόνο θα αφιερώσουν και πόσο «βαθιά» θα φτάσουν...  

 
• Πού και πώς εντοπίζουµε στοιχεία Λογικής στη διδακτέα ύλη των µαθηµατικών; 

 
     Σε όλα σχεδόν τα βιβλία που είδαµε στην παράγραφο 3.2. µπορούµε να 

βρούµε µια σύντοµη επισκόπηση των εννοιών της Λογικής και στη συνέχεια µία 

αναλυτική παρουσίαση, µε µια προσέγγιση άλλοτε πιο «προτασιακή», ως ένα 

είδος γραµµατικής των µαθηµατικών προτάσεων και άλλοτε πιο «φυσική», που 

µε αφετηρία τη φυσική µας γλώσσα και µέσα από κάποιους επιπλέον κανόνες 

καταλήγει στη µαθηµατική γλώσσα. Σε κάθε περίπτωση η ασάφεια ως προς τον 

καθορισµό των προς διδασκαλία εννοιών της Λογικής είναι µεγάλο πρόβληµα για 

τον καθηγητή µαθηµατικών σήµερα. 
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     Η απάντηση στο «πού» της υπερκείµενης ερώτησης είναι µάλλον εύκολο να 

δοθεί από κάθε καθηγητή µαθηµατικών, αρκεί να ξεφυλλίσει το σχολικό εγχειρίδιο 

της άλγεβρας και να εντοπίσει σύνθετες προτάσεις, περιπτώσεις σύζευξης, 

διάζευξης και άρνησης προτάσεων, όπως επίσης και συνεπαγωγές αλλά και 

ισοδυναµίες. Το πραγµατικά δύσκολο (όσο και προκλητικό) είναι να δοθεί 

απάντηση στο «πώς». Είναι να καταφέρει να µετατρέψει όλα τα παραπάνω σε 

«ευκαιρίες» για διδασκαλία της Λογικής! Και προκειµένου να τα καταφέρει 

χρειάζεται κατάρτιση, τόσο για την αντιµετώπιση των γλωσσικών προβληµάτων 

όσο και για θέµατα συλλογισµών που προκύπτουν συνεχώς, κατά τη µαθηµατική 

δραστηριότητα σε κάθε τάξη. 
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4. Η ΛΟΓΙΚΗ ΣΤΗΝ ΤΑΞΗ. Η ΛΟΓΙΚΗ ΣΤΗΝ ΠΡΑΞΗ. 
 
4.1. Η συνεπαγωγή και ο τρόπος που την κατανοούν οι µαθητές 
 
     Σε κάθε επιχείρηµά µας, είτε αυτό σχετίζεται µε ζητήµατα της καθηµερινής µας 

ζωής είτε έχει να κάνει µε τη µαθηµατική δραστηριότητα, υποστηρίζουµε µια θέση 

βάσει κάποιων λόγων. Οι προτάσεις (συνήθως υπάρχουν περισσότερες από µία) 

που χρησιµοποιούµε για να διατυπώσουµε αυτούς τους λόγους, ονοµάζονται 

προκείµενες, ενώ η πρόταση-θέση που υποστηρίζεται από τις προκείµενες 

ονοµάζεται συµπέρασµα. Το πιο “µικρό" και δοµικά απλούστερο επιχείρηµα 

αποτελείται από δύο αποφαντικές προτάσεις, µία προκείµενη και ένα 

συµπέρασµα. 

     Αρκετά συχνά στα επιχειρήµατα που διατυπώνουµε χρησιµοποιούµε 

υποθετικές προτάσεις ως προκείµενες. Πρόκειται για προτάσεις της µορφής «αν 

… , τότε ...», οι οποίες εκτός των άλλων είναι θεµελιώδεις και για την απόδειξη 

στα µαθηµατικά και γι’ αυτό αποτελούν (ή θα πρέπει να αποτελούν) βασική 

µέριµνα για τους εκπαιδευτικούς των µαθηµατικών σε κάθε επίπεδο. Σε αυτή την 

ανάγκη συντείνουν µάλιστα αρκετοί ερευνητές όπως π.χ. οι C. Hoyles και D. 

Küchemann (2002), οι οποίοι υποστηρίζουν ότι η διαχείριση υποθετικών 

προτάσεων από τους µαθητές κρύβει δυσκολίες και γίνεται µε τρόπο σίγουρα όχι 

ενστικτώδη. Ένας πιθανός λόγος για αυτές τις δυσκολίες είναι ο διαφορετικός 

τρόπος µε τον οποίο οι µαθητές κατανοούν αυτές τις προτάσεις. 

     Ας δούµε δύο διαφορετικούς τρόπους προσέγγισης προτάσεων της µορφής 

«αν p, τότε q» που µπορούµε να έχουµε. Πρόκειται αφενός για τον κλασικό 

ορισµό της συνεπαγωγής που διδάσκεται σε κάθε µάθηµα Μαθηµατικής Λογικής 

και περιγράφεται από τη στήλη (α) του παρακάτω πίνακα και αφετέρου για τον 

«ελλιπή», που περιγράφεται από τον πίνακα αλήθειας της στήλης (β). 
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p q αν p τότε q αν p τότε q 
  (α) (β) 
Α Α Α Α 
Α Ψ Ψ Ψ 
Ψ Α Α δεν έχει σηµασία 
ψ Ψ Α δεν έχει σηµασία 

 
Οι πίνακες αλήθειας της «υλικής» (α) και της «ελλιπούς» (β) υποθετικής πρότασης. 

     Σύµφωνα µε τον πίνακα αληθειας (α), η πρόταση «αν p, τότε q» είναι αληθής 

σε όλες τις περιπτώσεις εκτός από αυτή κατά την οποία η ηγουµένη (p) είναι 

αληθής και η εποµένη (q) ψευδής. Αυτό οδηγεί στην παράξενη ή έστω αµήχανη 

στιγµή κατά την οποία θα πρέπει να αναγνωρίσουµε προτάσεις όπως π.χ. την 

"εάν το 10 είναι πρώτος, τότε ο π είναι άρρητος" αλλά και την "εάν το 10 είναι 

πρώτος, τότε ο π είναι ρητός" ως λογικά αληθείς. Όπως σηµείωσε και ο Quine 

(1966) αυτή η προσέγγιση δε χρησιµοποιείται γενικά στην καθηµερινή ζωή, 

καθώς η δήλωση «αν p τότε q» δε γίνεται αντιληπτή ως επιβεβαίωση (ή µη) µιας 

υποθετικής πρότασης αλλά ως υπό όρους επιβεβαίωση της εποµένης. 

     Πιο κοντά στην κοινή αντίληψη (αξίζει να αναφέρουµε ότι ο όρος «κοινή 

αντίληψη» είναι αυτός ακριβώς που χρησιµοποίησε η Durand-Guerrier (2003) για 

να περιγράψει την εναλλακτική προσέγγιση της συνεπαγωγής) είναι η κατανόηση 

της υποθετικής πρότασης έτσι όπως περιγράφεται από τη (β) στήλη του 

παραπάνω πίνακα. Σύµφωνα µε αυτή την αντίληψη οι περιπτώσεις όπου η 

ηγουµένη είναι ψευδής, απλώς δε µας απασχολούν! Μάλιστα όπως υποστήριξαν 

οι M.Inglis και A.Simpson (2009) η δεύτερη αυτή προσέγγιση δεν εµποδίζει τους 

µαθητές από το να αντλούν ορθά modus tollens («αν p τότε q» και «όχι q» 

συνεπώς «όχι p») συµπεράσµατα! 

     Είναι λοιπόν αυτές οι δύο διαφορετικές προσεγγίσεις της υποθετικής 

πρότασης που αναπόφευκτα µας φέρνουν αντιµέτωπους µε το ερώτηµα: Ποια 

από τις δύο είναι καταλληλότερη για την τάξη των µαθηµατικών; 

     Αν την απάντηση στο καίριο αυτό ερώτηµα καλούνταν να δώσουν οι Tall και 

Vinner (1981) θα περιµέναµε να «υποστηρίξουν» τον αυστηρό ορισµό της 
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έννοιας ως τον πιο ενδεδειγµένο, ώστε οι µαθητές να σχηµατίσουν την ορθή 

εικόνα της έννοιας της συνεπαγωγής. Υπέρ αυτής της θέσης τάχθηκε και η 

Durand-Guerrier (2003) επιχειρηµατολογώντας για το ότι αν οι µαθητές 

υιοθετήσουν την «ελλιπή» συνεπαγωγή, δε θα είναι σε θέση να εξάγουν ορθά 

συµπεράσµατα µέσω του modus tollens κανόνα. 

     Ωστόσο υπάρχουν πολλοί ερευνητές που στο παραπάνω ερώτηµα θα 

τασόντουσαν άµεσα υπέρ της διδασκαλίας της «ελλιπούς» συνεπαγωγής: οι 

Hoyles και Küchemann (2002) υποστήριξαν ότι στα πλαίσια των µαθηµατικών 

του σχολείου, οι µαθητές πρέπει να εκτιµήσουν υποθετικές προτάσεις µόνο στην 

περίπτωση που η ηγουµένη είναι αληθής. Επίσης οι Inglis και Simpson (2009) 

διεξήγαγαν έρευνα µε στόχο να διαπιστώσουν αν η ελλιπής κατανόηση της 

συνεπαγωγής εµποδίζει την παραγωγή συµπερασµάτων και ειδικότερα κατά την 

εφαρµογή του modus tollens. Τα αποτελέσµατά τους θέτουν υπό αµφισβήτηση 

τον ισχυρισµό της Durand-Guerrier και ενισχύουν τη θέση των Hoyles και 

Küchemann. Συγκεκριµένα έδειξαν ότι σχεδόν όλοι οι προπτυχιακοί µαθηµατικοί 

που συµµετείχαν στην έρευνα, υιοθέτησαν την ελλιπή κατανόηση της 

συνεπαγωγής χωρίς αυτό να επηρεάζει αρνητικά ούτε την ικανότητά τους να 

αντλούν ορθά συµπεράσµατα ούτε τις επιδόσεις τους στις εξετάσεις των 

πανεπιστηµιακών µαθηµάτων.  

Συµπερασµατικά, φαίνεται ότι από µαθηµατικής πλευράς, δεν υπάρχει κάποιο 

µειονέκτηµα, αν η πρώτη επαφή των µαθητών µε τη συνεπαγωγή γίνει µε τους 

όρους της ελλιπούς προσέγγισης. 

 

4.2. Η αντιθετοαντιστροφή και η διδακτική προσέγγισή της. 
 
     Όπως είδαµε στο 2ο κεφάλαιο, ένας από τους πιο γνωστούς νόµους της 

προτασιακής λογικής είναι και αυτός της αντιθετοαντιστροφής (contraposition): 

(p → q) ⟺ ( ¬q → ¬p) 

Εύκολα, µε τη βοήθεια αληθοπινάκων, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι 

πράγµατι πρόκειται για λογική ισοδυναµία: 
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p q (p → q) (¬p) (¬q) ( ¬q → ¬p) 
Α Α Α Ψ Ψ Α 
Α Ψ Ψ Ψ Α ψ 
Ψ Α Α Α Ψ Α 
Ψ Ψ Α Α Α Α 

 
     Αρκεί ο παραπάνω πίνακας για να γίνει ουσιαστικά κατανοητή η 

αντιθετοαντιστροφή στους µαθητές; Δυστυχώς (ή ευτυχώς) η απάντηση είναι όχι! 

Και τότε ποια διδακτική προσέγγιση θα πρέπει να έχει ο εκπαιδευτικός, ώστε να 

βοηθήσει το µαθητή να κατανοήσει και να εφαρµόσει ορθά το νόµο της 

αντιθετοαντιστροφής; 
     Όπως έχουµε προαναφέρει η λογική-συλλογιστική και η απόδειξη είναι τα 

πλέον καθοριστικά χαρακτηριστικά των µαθηµατικών. Προφανώς αυτός είναι και 

ο λόγος για το µεγάλο ερευνητικό ενδιαφέρον ( βλ. Fischbein & Kedem (1982), 

Chazan (1993), Edwards (1999), Healy & Hoyles (2000), Hoyles & Küchemann 

(2002). ) σχετικά µε τις δεξιότητες συλλογιστικής των µαθητών και την κατανόηση 

των αποδείξεων. 

     Συγκεκριµένα για την αντιθετοαντιστροφή και τις αποδείξεις που 

«στηρίζονται» στο νόµο αυτό, o Goetting (1995) στη διατριβή του σχετικά µε την 

κατανόηση των διαφόρων ειδών απόδειξης από προπτυχιακούς φοιτητές 

σηµειώνει ότι: εµφανίστηκαν δυσκολίες στη διάκριση µεταξύ αποδείξεων µε 

απαγωγή σε άτοπο και µε αντιθετοαντιστροφή, µερικοί φοιτητές µπέρδεψαν αυτό 

που έπρεπε να αποδείξουν µε αυτό που είχαν ως δεδοµένο και ορισµένοι δεν 

αναγνώρισαν καν την απόδειξη µε αντιθετοαντιστροφή ως απόδειξη της 

δεδοµένης πρότασης. Αν λοιπόν οι φοιτητές µαθηµατικών, παιδαγωγικών και 

πληροφορικής, που συµµετείχαν στην έρευνα του Goetting, εµφάνισαν τόσο 

µεγάλες δυσκολίες στην κανανόηση και εφαρµογή της αντιθετοαντιστροφής, 

εύκολα µπορούµε να καταλάβουµε το βαθµό δυσκολίας που εµφανίζει η 

αντίστοιχη διαδικασία για τους µαθητές… Επανερχόµαστε συνεπώς στο ερώτηµα 

που θέσαµε µόλις παραπάνω! 
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     Οι A. Stylianides, G. Stylianides και G. Philippou (2004) διεξήγαγαν επίσης 

έρευνα, στην οποία συµµετείχαν φοιτητές του παιδαγωγικού και του µαθηµατικού 

τµήµατος του Πανεπιστηµίου της Κύπρου, µε αντικείµενο την 

αντιθετοαντιστροφή. Προφανώς τα αποτελέσµατα αφορούν σε αυτούς τους 

φοιτητές· πιστεύουµε ωστόσο ότι µε σχετική ασφάλεια µπορούµε να βγάλουµε 

χρήσιµα συµπεράσµατα για τον τρόπο που θα πρέπει να προσεγγίσουµε τη 

διδασκαλία του νόµου της αντιθετοαντιστροφής (και γιατί όχι και άλλων 

παρόµοιων «θεµάτων» λογικής!).  

 

     Ειδικότερα, οι ερευνητές εστίασαν στο να απαντήσουν (εκτός από το ποιο 

είναι γενικά το επίπεδο κατανόησης του νόµου της αντιθετοαντιστροφής) στα 

ακόλουθα κρίσιµα ερωτήµατα: 

1. Πώς οι επιδόσεις των συµµετεχόντων σε δραστηριότητες σχετικές µε τον 

κανόνα της αντιθετοαντιστροφής σχετίζονται µε το πλαίσιο (συµβολικό - 

µαθηµατικό / λεκτικό) στο οποίο τοποθετείται ο κανόνας αυτός; 

2. Ποια είναι η σχέση µεταξύ του αντικειµένου που σπουδάζουν οι συµµετέχοντες 

(παιδαγωγικά ή µαθηµατικά) και των επιδόσεών τους σε δραστηριότητες σχετικές 

µε την αντιθετοαντιστροφή, τοποθετηµένη σε διαφορετικά πλαίσια (συµβολικό / 

λεκτικό); 

 

     Εν συντοµία παρουσιάζουµε τη «βασική» δοκιµασία της έρευνας, κατά την 

οποία οι 95 συµµετέχοντες κλήθηκαν να απαντήσουν σε τρεις ερωτήσεις. Θα 

πρέπει να επισηµάνουµε τους διαφορετικούς τύπους πλαισίων στα οποία 

τοποθετούνται οι ερωτήσεις σχετικά µε τον κανόνα της αντιθετοαντιστροφής 

(συµβολικό στην πρώτη ερώτηση, λεκτικό στη δεύτερη και την τρίτη).  
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Ερώτηση 1η  

 

Έστω η ακόλουθη πρόταση: 

           Αν x2 = y2 τότε x = y (όπου x, y ∈ N). 

 

Μελετήστε προσεκτικά την ακόλουθη απόδειξη για την παραπάνω πρόταση. 

       Απόδειξη: 

           Αν x = y  ⇒  x2 = y2. Ως εκ τούτου, η πρόταση είναι αληθής. 

Επιλέξτε την καλύτερη απάντηση για την παραπάνω απόδειξη: 

1. Η απόδειξη είναι λάθος. 

2. Η απόδειξη δείχνει ότι η πρόταση είναι πάντα αληθής. 

3. Η απόδειξη δείχνει ότι η πρόταση είναι αληθής σε ορισµένες περιπτώσεις.  

4. Δεν έχω γνώµη. 

 

Μελετήστε τις προτάσεις και το συµπέρασµα που τις ακολουθεί. Κυκλώστε την 

απάντηση που αντιπροσωπεύει καλύτερα αυτό που σκέφτεστε για κάθε 

συµπέρασµα και εξηγήστε τη σκέψη σας. 

Ερώτηση 2η  Ερώτηση 3η 

Προτάσεις: 

• Εάν ο Κώστας έπασχε από πνευµονία, 

θα είχε υψηλό πυρετό.  

• Ο Κώστας δεν έχει υψηλό πυρετό. 

Συµπέρασµα: 

• Ο Κώστας σίγουρα δεν πάσχει από 

πνευµονία. 

 

1. Το συµπέρασµα είναι σωστό. 

2. Το συµπέρασµα είναι λάθος. 

3. Δεν έχω αρκετές ενδείξεις για να 

αποφασίσω. 

Προτάσεις: 

• Αν το αυτοκίνητο δεν έχει καύσιµο, 

δεν θα κινηθεί. 

• Το αυτοκίνητο έχει καύσιµο. 

Συµπέρασµα: 

• Το αυτοκίνητο θα κινηθεί σίγουρα. 

 

 

1. Το συµπέρασµα είναι σωστό. 

2. Το συµπέρασµα είναι λάθος. 

3. Δεν έχω αρκετές ενδείξεις για να 

αποφασίσω. 
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     Στο σηµείο αυτό πρέπει επίσης να αναφέρουµε ότι αρκετοί επιστήµονες έχουν 

διερευνήσει την επίλυση προβληµάτων και τη συλλογιστική σε διαφορετικά 

πλαισία. Χαρακτηριστικά η Epp (1998) υποστήριξε ότι η εισαγωγή των 

προπτυχιακών φοιτητών στη Λογική µέσω προτάσεων στη φυσική τους γλώσσα, 

µπορεί να επιφέρει καλύτερα αποτελέσµατα από τη χρήση της συµβολικής 

Λογικής. Γενικότερα, µελετώντας αρκετές έρευνες, θα µπορούσαµε να πούµε ότι 

στον τοµέα της λογικής σκέψης η επικρατούσα πεποίθηση είναι πως οι φοιτητές - 

µαθητές αντιµετωπίζουν λιγότερες δυσκολίες σε λεκτικές παρά σε ισοδύναµες 

συµβολικές δραστηριότητες. 

 

     Συγκεκριµένα, τα αποτελέσµατα της έρευνας στην οποία αναφερθήκαµε 

παραπάνω δείχνουν ότι  

• όταν οι συµµετέχοντες φοιτητές θεωρήθηκαν ένα σύνολο, η απόδοσή τους ήταν 

σηµαντικά καλύτερη στο λεκτικό πλαίσιο, δηλαδή στη 2η και στην 3η ερώτηση 

(µε ποσοστό επιτυχίας 70% και 72% αντίστοιχα), παρά στο συµβολικό πλαίσιο 

δηλαδή στην 1η ερώτηση (στην οποία απάντησε ορθά το 32%). 

• όταν οι συµµετέχοντες διαχωρίστηκαν - εξετάστηκαν σύµφωνα µε το τµήµα στο 

οποίο σπουδάζουν, παρατηρήθηκε εµφανής διαφοροποίηση µεταξύ των 

φοιτητών του παιδαγωγικού και του µαθηµατικού. Ειδικότερα οι φοιτητές του 

παιδαγωγικού απάντησαν ορθά σε ποσοστό 20%, 67% και 76%, ενώ αυτοί του 

µαθηµατικού σηµείωσαν ποσοστά 64%, 76% και 60% αντίστοιχα στις τρεις 

ερωτήσεις του πίνακα που προηγήθηκε. Δηλαδή, ενώ οι φοιτητές του 

µαθηµατικού φαίνεται να λειτουργούν εξίσου καλά στους τοµείς της συµβολικής 

και και της λεκτικής συλλογιστικής που σχετίζονται µε την αντιθετοαντιστροφή, οι 

φοιτητές του παιδαγωγικού δεν απέδωσαν καλά στο συµβολικό πλαίσιο της 

πρώτης ερώτησης, που εξέτασε τον κανόνα της αντιθετοαντιστροφής µέσω µιας 

µαθηµατικής απόδειξης. 

     Σηµειώνουµε στο σηµείο αυτό το πόσο προσεκτικοί πρέπει να είµαστε κατά τη 

διαδικασία εξαγωγής συµπερασµάτων σχετικά µε τη σηµασία των παραγόντων 

που εξετάστηκαν σε κάποια έρευνα, δεδοµένης της ποικιλοµορφίας των 

πληθυσµών και των µεθοδολογικών πρακτικών. Για παράδειγµα στη 
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συγκεκριµένη έρευνα που µελετάµε θα πρέπει να αναγνωρίσουµε ότι η 

µαθηµατική παιδεία των συµµετεχόντων πιθανά διαφέρει από αυτή που 

παρέχεται στη χώρα µας. Ακόµα και το ευρύτερο πολιτιστικό περιβάλλον στο 

οποίο διεξάγεται η έρευνα είναι παράγοντας που µπορεί να επηρεάσει τα 

αποτελέσµατα. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα της έρευνας που διεξήχθη σε 

φοιτητές της Βραζιλίας και οι οποίοι βρέθηκε να έχουν µεγαλύτερη επιτυχία όταν 

επιλύουν αριθµητικά προβλήµατα σε λεκτικό περιβάλλον, παρά όταν επιλύουν 

ισοδύναµα προβλήµατα µε καθαρά µαθηµατικό συµβολισµό (Carraher et al., 

1987). Ωστόσο, το ίδιο πειραµατικό υπόδειγµα της συγκεκριµένης έρευνας δεν 

«έδωσε» τα ίδια αποτελέσµατα όταν εφαρµόστηκε από άλλους ερευνητές 

(Baranes et al., 1989) σε παιδιά των Η.Π.Α.. 

     Με αυτές τις σκέψεις και µέσα από την ανάλυση των παραπάνω 

αποτελεσµάτων ας προσπαθήσουµε να αντλήσουµε ένα minimum 

συµπερασµάτων σχετικά µε τη διδασκαλία του νόµου της αντιθετοαντιστροφής: 

Σίγουρα, µέσα στο µαθητικό πληθυσµό υπάρχουν κάποιοι που έχουν µεγάλη 

εξοικείωση µε την τυπική µαθηµατική γλώσσα (και που ίσως υπό προϋποθέσεις 

να είναι αυτοί που θα αποτελέσουν τους επόµενους φοιτητές κάποιου Τµήµατος 

Μαθηµατικών!). Μάλιστα είναι πολύ πιθανό κάποιοι από αυτούς να είναι σε θέση 

να µεταφράσουν τις λεκτικά διατυπωµένες δραστηριότητες και να εφαρµόσουν σε 

αυτές τη συµβολική γνώση της αντιθετοαντιστροφής. Ωστόσο θα πρέπει να 

αναγνωρίσουµε ότι η λεκτική προσέγγιση – ειδικά όταν έχουµε να κάνουµε µε 

µαθητές και όχι µε «προχωρηµένους» φοιτητές – νοηµατοδοτεί τους κανόνες και 

αισθητοποιεί το περιεχόµενό τους. Βέβαια, όταν δουλεύουµε σε λεκτικό πλαίσιο 

δε θα πρέπει να αγνοήσουµε το ενδεχόµενο οι µαθητές να επηρεαστούν από τις 

προσωπικές τους γνώσεις ή πεποιθήσεις σχετικά µε το περιεχόµενο των 

επιχειρηµάτων. Αυτό άλλοτε µπορεί να φανεί χρήσιµο και άλλοτε παραπλανητικό 

γι’ αυτούς· σε κάθε περίπτωση είναι µία παράµετρος που θα πρέπει να 

συνυπολογίζεται από τον διδάσκοντα και για την επιλογή των επιχειρηµάτων και 

για την αξιολόγηση της απόδοσης των µαθητών. 

     Συµπερασµατικά η διδασκαλία του κανόνα της αντιθετοαντιστροφής αλλά και 

άλλων βασικών λογικών αρχών µπορεί και πρέπει να ποικίλλει ανάλογα µε την 
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ηλικία και το γνωστικό επίπεδο των µαθητών. Παρόλα αυτά συντασσόµαστε µε 

τη θέση του O'Brien (1972) ότι στην περίπτωση δραστηριοτήτων που δεν έχουν 

νόηµα λόγου, η απόδοση των µαθητών είναι πιθανό να µειωθεί. Έτσι ακόµα και 

για αυτούς τους µαθητές µε ανεπτυγµένη ικανότητα στη χρήση συµβολικής 

γλώσσας, είναι ενδεδειγµένο η πρώτη επαφή µε λογικές αρχές να γίνεται µέσω 

λεκτικών δραστηριοτήτων.  

     Εξάλλου, όπως είδαµε στο πρώτο κεφάλαιο, η Λογική αναπτύχθηκε µε σκοπό 

τη µελέτη, την ανάλυση και την κατανόηση όχι µόνο των µαθηµατικών 

επιχειρηµάτων µας, αλλά και αυτών της καθηµερινής ζωής! Ας ακολουθήσουµε 

λοιπόν και στη διδασκαλία µας την ιστορική πορεία της επιστήµης της Λογικής 

και ας «νοηµατοδότησουµε» τους κανόνες της, µέσω εµπειρικών - βιωµατικών 

λεκτικών δραστηριοτήτων, πριν εισάγουµε τους µαθητές στην τυπική, συµβολική, 

φορµαλιστική έκφρασή της. 

 
4.3. Πώς κατανοούµε την άρνηση της σύζευξης, της διάζευξης 
και της συνεπαγωγής; 
 

     Όπως είδαµε στο 2ο κεφάλαιο, άρνηση µιας πρότασης p είναι µια νέα 

πρόταση, η οποία συµβολίζεται µε ¬p (διαβάζεται «όχι p») και είναι αληθής εάν η 

p είναι ψευδής και ψευδής εάν η p είναι αληθής. 

     Η άρνηση εµφανίζεται σε κάθε έκφανση της µαθηµατικής δραστηριότητας. 

Χαρακτηριστικά παραδείγµατα είναι: 

  

• η συνεπαγωγή (p → q),          

βλ. παράγραφο 4.1., η οποία 

«εκφράζεται» και µέσω του 

λογικά ισοδύναµου  τύπου  

(¬ p ∨ q).  

p q (¬p) (¬ p ∨ q) (p → q) 
Α Α Ψ Α Α 
Α Ψ Ψ Ψ Ψ 
Ψ Α Α Α Α 
Ψ Ψ Α Α Α 
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• ο αντιθετοαντίστροφος αποδεικτικός κανόνας, που µελετήσαµε στην 

παράγραφο 4.2., σύµφωνα µε τον οποίο όταν έχουµε να αποδείξουµε ότι (p → q), 

µπορούµε ισοδύναµα να αποδείξουµε την αντιθετοαντίστροφη πρόταση     

(¬ q → ¬ p). 

 

• αποδείξεις µε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής :  

(p → q)    ≡    [ (p ∧¬q) → (r ∧¬r) ] 

 

Δηλαδή για να αποδείξουµε ότι η p συνεπάγεται την q αρκεί να αποδείξουµε 

ισοδύναµα ότι η (p ∧¬q) συνεπάγεται µία αντίφαση. Η µέθοδος αυτή στηρίζεται 

στο να υποθέσουµε ότι δεν ισχύει η πρόταση (p → q), δηλαδή να υποθέσουµε ότι 

ισχύει ¬(p → q). Όµως ¬(p → q) ≡  ¬ (¬ p ∨ q) ≡ ¬ (¬ p) ∧ (¬ q) ≡ p ∧ (¬ q). 

Δηλαδή αντί να υποθέσουµε την ¬(p → q) κατά κανόνα υποθέτουµε ότι p ∧ (¬ q). 

Αν αυτή η πρόταση µας οδηγήσει σε άτοπο (αντίφαση), τότε συµπεραίνουµε ότι 

η ¬(p → q) είναι ψευδής και εποµένως σύµφωνα µε την αρχή της αποκλίσεως 

του τρίτου η (p → q) είναι αληθής. 

 

• η αρχή της του τρίτου αποκλείσεως είναι η δήλωση ότι για κάθε πρόταση p, ή η 

p είναι αληθής ή η ¬p. Μέση κατάσταση δεν υπάρχει!  

 

     Θα µπορούσαµε να παραθέσουµε πολλά ακόµα παραδείγµατα. Κάτι τέτοιο 

ωστόσο δεν κρίνεται αναγκαίο, καθώς η θεµελιώδης σηµασία της άρνησης στα 

µαθηµατικά - κι όχι µόνο - είναι µάλλον αυτονόητη! Αυτό που κρίνεται αναγκαίο 

ωστόσο, είναι να σκιαγραφήσουµε ένα τρόπο για να διδάξουµε την άρνηση στους 

µαθητές µας. Και προκειµένου να το καταφέρουµε θα πρέπει να απαντήσουµε 

στο ερώτηµα: Πώς κατανοούν και πώς διατυπώνουν οι µαθητές τις αρνήσεις, 

ιδιαιτέρως όταν πρόκειται για αρνήσεις σύνθετων προτάσεων, όπως άρνηση 

σύζευξης, άρνηση διάζευξης κ.λ.π.;  

     Ανατρέχοντας σε πρώιµες ψυχολογικές έρευνες µε θέµα την ερµηνεία 

αρνητικών προτάσεων µπορούµε να αναφέρουµε ως σηµαντικότερο πόρισµά 

τους την αλληλεπίδραση µεταξύ της «πολικότητας» µιας πρότασης (καταφατική ή 
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αρνητική) και της τιµής αλήθειας που της αποδίδεται (αληθής ή ψευδής): οι 

αληθείς καταφάσεις είναι πιο εύκολο να εξακριβωθούν από τις ψευδείς 

καταφάσεις, ενώ οι αληθείς αρνήσεις είναι πιο δύσκολο να εξακριβωθούν από τις 

ψευδείς αρνήσεις (Wason & Jones, 1963). 

 

     Περνώντας τώρα σε σύνθετες προτάσεις και στον τρόπο που κατανοούµε τις 

συνέπειες της άρνησής τους, σύµφωνα µε τη θεωρία PSYCOP του L.J.Rips (The 

Psychology of Proof, 1994) όσοι γνωρίζουν τους νόµους του De Morgan για την 

αλληλεπίδραση των αρνήσεων συζεύξεων – διαζεύξεων, µπορούν να τους 

εφαρµόσουν και να συνάγουν ορθά συµπέρασµα αναφορικά µε αυτό που 

εκφράζει η άρνηση. Σύµφωνα µε τους νόµους αυτούς: 

1. όχι (p και q) συνεπάγεται (όχι p) ή (όχι q) 

2. όχι (p ή q) συνεπάγεται (όχι p) και (όχι q) 

Ας δούµε πώς εφαρµόζεται η συγκεκριµένη θεωρία, µέσω τριών λεκτικών 

παραδειγµάτων: 

 

• Έστω ότι θέλουµε να κατανοήσουµε τις συνέπειες του ισχυρισµού: 

  w Δεν ισχύει ότι ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα και είδε την Ακρόπολη. 

Το πρώτο βήµα είναι να αναγνωρίσουµε ότι η λογική δοµή της πρότασης είναι 

“όχι (p και q)”, όπου p: ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα και q: ο Φοίβος είδε την 

Ακρόπολη. Το δεύτερο βήµα είναι να να εφαρµόσουµε τον νόµο (1) για να 

εξάγουµε το συµπέρασµα: “(όχι p) ή (όχι q)”. Και το τελευταίο βήµα είναι να 

«επαναφέρουµε» το συµπέρασµα στη φυσική γλώσσα, δηλαδή:  

  w Ο Φοίβος δεν ήρθε στην Αθήνα ή δεν είδε την Ακρόπολη. 

 

• Η θεωρία του Rips (PSYCOP) προβλέπει ότι ο προσδιορισµός των συνεπειών 

της άρνησης µιας σύζευξης (όπως αυτή στο παραπάνω παράδειγµα) είναι πιο 

εύκολος από τον προσδιορισµό των συνεπειών της άρνησης µιας διάζευξης. Ας 

προσπαθήσουµε για παράδειγµα να εξάγουµε ένα συµπέρασµα από την 

παρακάτω πρόταση: 

  w Δεν ισχύει ότι ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα ή είδε την Ακρόπολη. 
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Στην περίπτωση αυτή, αφού διαπιστώσουµε ότι η παραπάνω πρόταση είναι της 

µορφής “όχι (p ή q)”, θα εφαρµόσουµε τον κανόνα (2) προκειµένου να 

καταλήξουµε στο συµπέρασµα:  

  w Δεν ισχύει ότι ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα και 

          δεν ισχύει ότι ο Φοίβος είδε την Ακρόπολη. 

 

•  Όπως είδαµε παραπάνω, ισχύει ότι ¬(p → q) ≡ p ∧ (¬ q). Αυτός ο λογικός 

κανόνας δεν περιλαµβάνεται στη θεωρία PSYCOP του Rips, καθώς δεν τον 

θεωρεί διαισθητικό. Αντίθετα υπάρχουν ερευνητές, όπως π.χ. οι Beth και Piaget 

(1966), που υποστήριξαν ότι το συµπέρασµα “p ∧ (¬ q)”, προκύπτει µε φυσικό 

τρόπο, καθώς αν έχουµε µια πρόταση της µορφής “όχι (εάν p τότε q)”, η 

αναζήτηση ενός αντιπαραδείγµατος µας οδηγεί στο συµπέρασµα “p και όχι q”. 

Σύµφωνα µε αυτή τη θεώρηση, από την πρόταση: 

  w Δεν ισχύει ότι αν ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα τότε είδε την Ακρόπολη, 

το συµπέρασµα στο οποίο θα πρέπει να καταλήξουµε είναι: 

  w Ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα και δεν είδε την Ακρόπολη. 

 

     Συµπερασµατικά, η χρήση τυπικών κανόνων οδηγεί στην «ψυχολογική» 

πρόβλεψη ότι η άρνηση µιας διάζευξης είναι πιο δύσκολα κατανοητή από την 

άρνηση µιας σύζευξης και η άρνηση µιας συνεπαγωγής είναι - αν όχι αδύνατη - η 

πιο δύσκολα κατανοητή από τις άλλες δύο περιπτώσεις. 

 

     Μια διαφορετική θεώρηση στον τρόπο που κατανοούµε τις αρνήσεις 

σύνθετων προτάσεων, µας παρέχει η θεωρία νοητικών µοντέλων (theory of 

mental models). Σύµφωνα µε τη θεωρία αυτή, τα συµπεράσµατα που 

προκύπτουν από σύνθετες αρνητικές προτάσεις δε βασίζονται στην εφαρµογή 

τυπικών-λογικών κανόνων, αλλά στη δηµιουργία νοητικών µοντέλων όλων των 

δυνατοτήτων που «απογορεύει», και συνεπώς και αυτών που «επιτρέπει» η 

εκάστοτε αρνητική πρόταση. Δηλαδή, αντιλαµβανόµαστε τη σηµασία ενός 

ισχυρισµού όταν γνωρίζουµε τις δυνατότητες που ανακύπτουν από αυτόν (P.N. 

Johnson-Laird, 1983). Ας δούµε πώς εφαρµόζεται η θεωρία νοητικών µοντέλων: 
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•  Ένα απλό παράδειγµα άρνησης σύζευξης είναι το εξής: 

  w Ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα και είδε την Ακρόπολη. 

Από την πρόταση αυτή ανακύπτει µία µόνο δυνατότητα, αυτή κατά την οποία 

εκπληρώνονται και οι δύο όροι της. Αντίθετα στην άρνησή της: 

  w Δεν ισχύει (συγχρόνως) ότι ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα  

          και είδε την Ακρόπολη, 

εµπεριέχονται οι εξής τρεις δυνατότητες: “¬p και ¬q”, “¬p και q” και “p και ¬q”, 

όπου p: ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα και q: ο Φοίβος είδε την Ακρόπολη. Πρόκειται 

ουσιαστικά για τα µοντέλα που χτίζουµε στο µυαλό µας προκειµένου να 

κατανοήσουµε την άρνηση της σύζευξης. 

 

•  Αντίστοιχα, ένα παράδειγµα άρνησης διάζευξης είναι το εξής: 

  w Ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα ή είδε την Ακρόπολη. 

  w Δεν ισχύει ότι ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα ή είδε την Ακρόπολη. 

Στην περίπτωση αυτή, η κατάφαση αναφέρεται σε τρεις δυνατότητες:   “p και ¬q”, 

“p και ¬q” και “p και q”, ενώ η άρνηση αναφέρεται µόνο σε µία δυνατότητα: “¬p 

και ¬q”. Παρατηρούµε ότι και σε αυτό το παράδειγµα η άρνηση προσδιορίζεται 

µέσα από µοντέλο ή µοντέλα που ουσιαστικά προκύπτουν, θεωρώντας το 

συµπλήρωµα των µοντέλων της κατάφασης στο σύνολο όλων των δυνατών 

µοντέλων. 

 

•  Τέλος , ας δούµε ένα παράδειγµα άρνησης συνεπαγωγής: 

  w Αν ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα τότε είδε την Ακρόπολη. 

Θα πρέπει να επισηµάνουµε ότι οι προτάσεις της µορφής “εάν p τότε q” είναι 

σαφώς πιο περίπλοκες αλλά και πιο αµφιλεγόµενες από τις προηγούµενες 

περιπτώσεις (Handley, Evans, & Thompson, 2006), αφού σε αντίθεση µε τις 

συζεύξεις και τις διαζεύξεις υπάρχει µεταξύ των όρων τους µια σχέση εξάρτησης. 

Έτσι, για κάποιους το νοητικό µοντέλο που αντιστοιχεί στην πρόταση του 

παραδείγµατος είναι το «απλό» “p και q”. Για κάποιους άλλους στην πρόταση 

αυτή αντιστοιχούν οι δυνατότητες “p και q” αλλά και “¬p και ¬q”. (Στην περίπτωση 
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αυτή υποκρύπτεται η διπλή ερµηνεία "αν και µόνο αν"). Ωστόσο υπάρχουν και 

κάποιοι που αντιστοιχούν στην συνεπαγωγή την τριπλή ερµηνεία “p και q”, “¬p 

και q” και “¬p και ¬q”. 

     Πολλές απόψεις έχουν ειπωθεί σχετικά µε τους λόγους που οδηγούν σε αυτές 

τις διαφορετικές ερµηνείες. Χαρακτηριστικά, αναφέρουν οι Johnson-Laird, Byrne 

και Girotto (2009) ότι όταν εφαρµόζουµε άρνηση σε υποθετικές προτάσεις, συχνά 

θεωρούµε ότι η άρνηση αυτή αφορά µόνο στο συµπέρασµα. Στο παράδειγµά 

µας, η άρνηση της αρχικής πρότασης:  

  w Δεν ισχύει ότι αν ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα τότε είδε την Ακρόπολη, 

µπορεί να θεωρηθεί ότι σηµαίνει: “Αν ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα τότε δεν είδε 

την Ακρόπολη” αν και προφανώς οι δύο προτάσεις δεν έχουν το ίδιο νόηµα. Σε 

κάθε περίπτωση, η σωστή άρνηση της πρότασης του παραδείγµατός µας είναι 

αυτή που αναφέρεται σε κάθε δυνατότητα που είναι ασυµβίβαστη µε την αρχική 

πρόταση. Εδώ υπάρχει µόνο µία τέτοια δυνατότητα και είναι αυτή κατά την οποία 

“ο Φοίβος ήρθε στην Αθήνα, αλλά δεν είδε την Ακρόπολη”. 

     Συµπερασµατικά, σύµφωνα µε τη θεωρία νοητικών µοντέλων τα άτοµα 

κατασκευάζουν νοητικά µοντέλα και µάλιστα όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµός 

των πιθανών µοντέλων που αναφέρονται σε µια πρόταση, τόσο πιο δύσκολη 

είναι η κατανόηση του ισχυρισµού. Ειδικά, η άρνηση µιας πρότασης, γίνεται 

κατανοητή µέσω ενός συνόλου δυνατοτήτων, συµπληρωµατικών προς εκείνες 

στις οποίες αναφέρεται η αντίστοιχη καταφατική πρόταση. 

Συνεπώς, σε αντίθεση µε την περίπτωση χρήσης τυπικών κανόνων, η θεωρία 

νοητικών µοντέλων προβλέπει για καταφατικές προτάσεις ότι οι συζεύξεις (ένα 

µοντέλο) είναι πιο εύκολα κατανοητές από τις συνεπαγωγές (ένα ή δύο ή τρία 

µοντέλα) που µε τη σειρά τους κατανοούνται πιο εύκολα από τις διαζεύξεις (δύο 

ή τρία µοντέλα). Ωστόσο, αναφορικά µε τις αντίστοιχες αποφατικές προτάσεις η 

σειρά αλλάζει: οι διαζεύξεις (ένα µοντέλο) κατανοούνται πιο εύκολα από τις 

συνεπαγωγές (ένα ή τρία µοντέλα) που είναι πιο εύκολα κατανοητές από τις 

συζεύξεις (τρία µοντέλα). 

     Πρόσφατα οι S.Khemlani, I.Orenes, P.N.Johnson-Laird (2014) διεξήγαγαν 

έρευνα (µέσω δύο πειραµάτων, σε δύο διαφορετικές οµάδες τυχαίως 
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επιλεγµένων ενηλίκων) σχετικά µε την άρνηση σύνθετων προτάσεων, 

εξετάζοντας το θέµα τόσο από λογική (θεωρία PSYCOP), όσο και από 

ψυχολογική σκοπιά (θεωρία νοητικών µοντέλων). 

 

• Στο πρώτο πείραµα οι ερευνητές θέλησαν να εξετάσουν το επίπεδο 

κατανόησης σύνθετων αρνητικών ισχυρισµών και να ελέγξουν τις προβλέψεις της 

θεωρίας µοντέλου, µέσα από µία δραστηριότητα µε έξι συνολικά ερωτήµατα 

(χωρισµένα σε δύο οµάδες, τρία για καταφατικές και τρία για τις αντίστοιχες 

αποφατικές προτάσεις):  

 

ο Bob επιβεβαίωσε ότι φορούσε 
κίτρινο πουκάµισο και φορούσε µπλε 

παντελόνι τη Δευτέρα. 

ο Bob αρνήθηκε ότι φορούσε κίτρινο 

πουκάµισο και φορούσε µπλε 

παντελόνι τη Δευτέρα. 

ο Bob επιβεβαίωσε ότι φορούσε ένα 

κίτρινο πουκάµισο ή φορούσε µπλε 

παντελόνι τη Δευτέρα. 

ο Bob  αρνήθηκε ότι φορούσε ένα 

κίτρινο πουκάµισο ή φορούσε µπλε 

παντελόνι τη Δευτέρα. 

ο Bob επιβεβαίωσε ότι αν φορούσε 

κόκκινο πουκάµισο τότε φορούσε ροζ 
παντελόνι τη Δευτέρα. 

ο Bob αρνήθηκε ότι αν φορούσε 

κόκκινο πουκάµισο τότε φορούσε 
ροζ παντελόνι τη Δευτέρα. 

   
     Οι συµµετέχοντες καλούνταν να επιλέξουν ό,τι έκριναν ότι είναι δυνατό να 

συµβαίνει, δεδοµένων των παραπάνω ισχυρισµών, από τις ακόλουθες 

περιπτώσεις: 
 

Ο Bob φορούσε ένα κίτρινο πουκάµισο και φορούσε µπλε παντελόνι. 

Ο Bob φορούσε ένα κίτρινο πουκάµισο και φορούσε όχι µπλε παντελόνι.  

Ο Bob φορούσε ένα όχι κίτρινο πουκάµισο και φορούσε µπλε παντελόνι. 

Ο Bob φορούσε ένα όχι κίτρινο πουκάµισο και φορούσε όχι µπλε παντελόνι. 

 
• Στο δεύτερο πείραµα οι ερευνητές ζήτησαν από τους συµµετέχοντες να 

διατυπώσουν οι ίδιοι τις αρνήσεις σύνθετων προτάσεων της µορφής “p και q”, “p 
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ή q” και “αν p τότε q”, που τους δόθηκαν. Για παράδειγµα έπρεπε να 

διατυπώσουν την άρνηση της πρότασης: 

 
Η Mary αγαπάει τον εσπρέσσο και απολαµβάνει τα µπισκότα. 

   
      Αναµένονταν οι συµµετέχοντες να είναι πιο ακριβείς στην άρνηση των 

διαζεύξεων, λιγότερο ακριβείς στην άρνηση συνεπαγωγών και να δυσκολευτούν 

περισσότερο κατά τη λεκτική απόδοση των αρνήσεων των συζεύξεων. 

 
     Σχετικά µε τα αποτελέσµατα αναφέρουµε επιγραµµατικά: 

• στο πρώτο πείραµα για τις καταφάσεις, οι συζεύξεις απέδωσαν 86% ορθές 

ερµηνείες, οι διαζεύξεις 59% και οι συνεπαγωγές 45%, επιβεβαιώνοντας τη 

θεωρία PSYCOP. Για τις αρνήσεις ωστόσο τα αποτελέσµατα που προέκυψαν 

ήταν αρκετά διαφορετικά και µάλιστα αντίθετα από όσα προβλέπει η 

συγκεκριµένη θεωρία. Οι συζεύξεις απέδωσαν µόνο 18% σωστές απαντήσεις, οι 

συνεπαγωγές 14% και οι διαζεύξεις 86%.  

• στο δεύτερο πείραµα οι συµµετέχοντες επιβεβαίωσαν την προβλεπόµενη (από 

τη θεωρία νοητικών µοντέλων) τάση: διατύπωσαν ορθές αρνήσεις για το 67% 

των διαζεύξεων, για το 28% των συνεπαγωγών και για το 0% των συζεύξεων. 

     Θα πρέπει να αναγνωρίσουµε ότι η θεωρία νοητικών µοντέλων σχετικά µε τον 

τρόπο κατανόησης των αρνητικών σύνθετων προτάσεων επιβεβαιώθηκε σε 

µεγάλο βαθµό από τις επιδόσεις των συµµετεχόντων. Το γεγονός δε, ότι η 

επιλογή των συµµετεχόντων ήταν τυχαία – και συνεπώς κατά πάσα πιθανότητα 

δεν είχαν ειδικές γνώσεις λογικής – µας οδηγεί µε σχετική ασφάλεια στο 

συµπέρασµα ότι και οι µαθητές που καλούνται να φέρουν σε πέρας, ακόµα και 

για πρώτη φορα, αντίστοιχες δραστηριότητες θα «λειτουργήσουν» µε παρόµοιο 

τρόπο. Διδακτικά λοιπόν κρίνεται σκόπιµο πριν από την αυστηρή, τυπική, λογική 

προσέγγιση της άρνησης να προσφέρουµε στους µαθητές τη δυνατότητα να 

δηµιουργήσουν τα µοντέλα του κόσµου της κάθε πρότασης (και τα 

συµπληρωµατικά τους για την άρνηση της αντίστοιχης πρότασης). Πιστεύουµε 

ότι µε αυτόν τον τρόπο όταν έρθει η στιγµή να µάθουν τους τυπικούς κανόνες της 
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λογικής, π.χ. το νόµο De Morgan, αυτοί θα νοηµατοδοτηθούν ορθά, η κατανόησή 

τους θα είναι ουσιαστική και η εφαρµογή τους θα γίνει µε φυσικό τρόπο. 
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5. ΘΕΩΡΙΑ ΤΥΠΙΚΗΣ ΠΕΙΘΑΡΧΙΑΣ 
 
 Τί δέ; τόδε ἤδη ἐπεσκέψω, ὡς οἵ τε φύσει 

λογιστικοὶ εἰς πάντα τὰ µαθήµατα ὡς ἔπος 

εἰπεῖν ὀξεῖς φύονται, οἵ τε βραδεῖς, ἂν ἐν 

τούτῳ παιδευθῶσιν καὶ γυµνάσωνται, κἂν 

µηδὲν ἄλλο ὠφεληθῶσιν, ὅµως εἴς γε τὸ 

ὀξύτεροι αὐτοὶ αὑτῶν γίγνεσθαι πάντες 

ἐπιδιδόασιν;  (Πλάτων, Πολιτεία, 526 b5) 

 
 
 

5.1. Εισαγωγή 
 
     Η Θεωρία Τυπικής Πειθαρχίας (ΘΤΠ, Theory of Formal Discipline) 

υποστηρίζει ότι τα Μαθηµατικά βοηθούν σε σηµαντικό βαθµό την ανάπτυξη της 

λογικής σκέψης. Οι Smith, Langston και Nisbett (1992) την περιγράφουν ως µία 

από τις αρχαιότερες απόψεις για τη φύση της σκέψης, που απορρέει από τις 

θέσεις του Πλάτωνα περί συλλογισµού και εκπαίδευσης. Πράγµατι, ο Πλάτωνας  

στην Πολιτεία παρατηρεί ότι: « Κι ακόµη έχεις προσέξει και αυτό, ότι δηλαδή όσοι 

έχουν ταλέντο στους αριθµητικούς υπολογισµούς παρουσιάζουν µια φυσική 

ευχέρεια σχεδόν σε όλες τις µαθήσεις, επίσης ότι και όσοι έχουν αργοκίνητα 

µυαλά, αν εκπαιδευτούν και ασκηθούν σε αυτό το πράγµα, έστω κι αν δεν 

αντλήσουν κανένα άλλο όφελος, πάντως όλοι τους πραγµατοποιούν κάποια 

πρόοδο ώστε τουλάχιστον να γίνεται πιο κοφτερό το µυαλό τους». Μάλιστα στο 

ίδιο κείµενο αναφέρει: «Προσῆκον δὴ τὸ µάθηµα ἂν εἴη, ὦ Γλαύκων, νοµοθετῆσαι 

καὶ πείθειν τοὺς µέλλοντας ἐν τῇ πόλει τῶν µεγίστων [525c] µεθέξειν ἐπὶ 

λογιστικὴν ἰέναι καὶ ἀνθάπτεσθαι αὐτῆς µὴ ἰδιωτικῶς, ἀλλ᾽ ἕως ἂν ἐπὶ θέαν τῆς 

τῶν ἀριθµῶν φύσεως ἀφίκωνται τῇ νοήσει αὐτῇ» (525 b11). Δηλαδή « Έτσι, η 

σπουδή αυτή θα είναι κατάλληλη, Γλαύκων, να την καθιερώσουµε µε νόµο και να 
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πείθουµε όσους µέλλει να αναλάβουν τα ανώτατα αξιώµατα, στην πόλη να 

στραφούν στη σπουδή των αριθµών και να καταπιαστούν µε αυτή όχι 

ερασιτεχνικά αλλά ίσαµ΄ εκεί που θα φτάσουν - αποκλειστικά διαµέσου της 

νόησης -  στη θέαση της φύσης των αριθµών». 

     Όπως αναφέρουν οι Lehman, Lampert & Nisbett (1988) και ο Nisbett (2009), 

µετά από τους αρχαίους Έλληνες, οι Ρωµαίοι «συµφώνησαν» για την αξία της 

αριθµητικής, πρόσθεσαν ωστόσο τη µελέτη της γραµµατικής στο πρόγραµµα 

σπουδών, ως µάθηµα «πειθαρχίας» που επίσης βοηθά στη βελτίωση της 

συλλογιστικής. Το µεσαίωνα, χωρίς να αµφισβητηθεί η σοφία των αρχαίων 

προγόνων, προστέθηκε στο πρόγραµµα σπουδών η λογική και ειδικά η µελέτη 

συλλογισµών, ενώ κατά την Αναγέννηση και την άνθιση των ανθρωπιστικών 

σπουδών προστίθεται η µελέτη Λατινικών και Αρχαίων Ελληνικών, 

δηµιουργώντας ένα πρόγραµµα σπουδών που καθόρισε την ευρωπαϊκή 

εκπαίδευση για τους επόµενους τέσσερις αιώνες! Προφανώς η ιδέα ότι η µελέτη 

ορισµένων «αυστηρών» αντικειµένων, όπως τα Μαθηµατικά και ακόµα τα 

Λατινικά ή τα Αρχαία Ελληνικά, µπορεί να οδηγήσει στην ανάπτυξη δεξιοτήτων 

συλλογιστικής και κριτικής σκέψης ήταν κυρίαρχη για εκατοντάδες χρόνια. Ήταν 

δηλαδή η ΘΤΠ ιστορικά παρούσα όλα αυτά τα χρόνια, έχοντας βρεί υποστήριξη 

από πολλούς µαθηµατικούς και φιλοσόφους. Χαρακτηριστικά αναφέρουµε τον 

John Locke (1706), που πρότεινε ότι τα µαθηµατικά θα πρέπει να διδάσκονται σε 

όσους έχουν το χρόνο και την ευκαιρία, όχι τόσο για να γίνουν µαθηµατικοί όσο 

να γίνουν λογικά όντα! 

 

5.2. Η Θεωρία Τυπικής Πειθαρχίας στην ελληνική εκπαίδευση 

     Παίρνοντας στοιχεία από το ΦΕΚ (Αρ.Φύλλου 303, 13 Μαρτίου 2003) για το 

Δ.Ε.Π.Π.Σ. (Διαθεµατικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραµµάτων Σπουδών) και τα Α.Π.Σ. 

(Αναλυτικά Προγράµµατα Σπουδών) της υποχρεωτικής εκπαίδευσης, µεταξύ 

άλλων εντοπίζουµε τα εξής: 

• Ο σκοπός της διδασκαλίας των Μαθηµατικών εντάσσεται στους γενικότερους 

σκοπούς της Εκπαίδευσης και αφορά τη συµβολή στην ολοκλήρωση της 
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προσωπικότητας του µαθητή και την επιτυχή κοινωνική ένταξή του, εφόσον τα 

Μαθηµατικά: Ασκούν τον µαθητή στην µεθοδική σκέψη, στην ανάλυση, στην 

αφαίρεση, στη γενίκευση, στην εφαρµογή, στην κριτική και στις λογικές διεργασίες 

και τον διδάσκουν να διατυπώνει τα διανοήµατά του µε τάξη, σαφήνεια, λιτότητα 

και ακρίβεια. Αναπτύσσουν …, την επιµονή, …, την ελεύθερη σκέψη, … και 

διεγείρουν το κριτικό πνεύµα.                                        .  

• Ειδικά για το Δηµοτικό Σχολείο µε τη διδασκαλία των Μαθηµατικών επιδιώκεται: 

… Η καλλιέργεια της µαθηµατικής γλώσσας ως µέσου επικοινωνίας. Η κατανόηση 

στοιχειωδών Μαθηµατικών µεθόδων. Η εξοικείωση µε τη διαδικασία παραγωγής 

συλλογισµών και την αποδεικτική διαδικασία. Η ανάπτυξη της ικανότητας 

επίλυσης προβληµάτων.  

• Με τη διδασκαλία των Μαθηµατικών στο Γυµνάσιο επιδιώκονται οι παρακάτω 

επιµέρους σκοποί: ... Η καλλιέργεια της Μαθηµατικής Γλώσσας ως µέσου 

επικοινωνίας αλλά και περιγραφής πραγµατικών φαινοµένων και καταστάσεων. 

… Η εξοικείωση µε τη διαδικασία παραγωγής συλλογισµών και την αποδεικτική 

διαδικασία. Η σταδιακή ανάπτυξη της ικανότητας για επίλυση προβληµάτων και 

αντιµετώπιση πραγµατικών καταστάσεων. 

     Πολλά µπορεί να ειπωθούν για τους λόγους που διδάσκονται τα Μαθηµατικά: 

είναι εγγενώς πολύτιµα, αποτελούν σηµαντικό µέρος της πανανθρώπινης 

πολιτιστικής κληρονοµιάς που πρέπει να συνεχιστεί, είναι απαραίτητα στην 

καθηµερινή ζωή και στο χώρο εργασίας, είναι προϋπόθεση για την ανάπτυξη της 

τεχνολογίας και την εξέλιξη άλλων επιστηµών. Σε κάθε περίπτωση, το 

παραπάνω κείµενο καθιστά φανερό ότι η µοναδική συµβολή των Μαθηµατικών 

στην ανάπτυξη της ικανότητας συλλογισµού του ατόµου, δηλαδή η κεντρική ιδέα 

της ΘΤΠ είναι - αν όχι το κύριο κίνητρο για τη µαθηµατική εκπαίδευση - ένας από 

τους σηµαντικότερους λόγους για τους οποίους τα παιδιά διδάσκονται 

Μαθηµατικά.  
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5.3. Ισχύει η ΘΠΤ; 
 

     Παρά τη µακρά ιστορία της, η ΘΤΠ έχει δοκιµαστεί ελάχιστα. Αν και 

αναφέρεται κατά κόρον, τόσο στο ελληνικό (όπως είδαµε παραπάνω) όσο και σε 

πολλά άλλα ευρωπαϊκά αναλυτικά προγράµµατα σπουδών, ως «δικαιολογία» για 

τη σπουδαιότητα της διδασκαλίας των µαθηµατικών στο σχολείο, τα εµπειρικά 

στοιχεία που έχουµε από την εφαρµογή της είναι πολύ λίγα. 

     Δεν ήταν παρά οι αρχές του 20ού αιώνα όταν ο Thorndike (1924) εξέτασε 

αρχικά τον Μάιο του 1922 και επανεξέτασε τον Μάιο του 1923 πάνω από 8.500 

µαθητές Λυκείου, µε στόχο να διερευνήσει µε «τεστ νοηµοσύνης» το κέρδος που 

είχαν µετά από ένα έτος σχολικής φοίτησης ανάλογα µε τα µαθήµατα που 

παρακολούθησαν. Διαπίστωσε ότι οι µαθητές που διδάσκονταν µαθηµατικά, 

αύξησαν την ικανότητά τους να σκέφτονται κατά ένα µικρό ποσοστό, ενώ σε 

ορισµένες περιπτώσεις µαθήµατα όπως το µαγείρεµα, το ράψιµο και η βιολογία 

παρουσίαζαν εξίσου µεγάλα κέρδη µε αυτά που παρατηρήθηκαν στην οµάδα των 

µαθηµατικών! 

     Αντίθετα µε τα παραπάνω ήταν τα ευρήµατα των Lehman και Nisbett (1990), 

σε έρευνα που διενήργησαν σε φοιτητές φυσικών, ανθρωπιστικών και 

κοινωνικών επιστηµών στο πρώτο και στο τέταρτο έτους φοίτησής τους σε 

Πανεπιστήµιο των Η.Π.Α.. Συγκεκριµένα εξετάστηκε το αν βελτιώθηκαν σε 

επαγωγικούς συλλογισµούς και σε προβλήµατα µε υποθετικές προτάσεις της 

µορφής “αν … τότε…”. Η στατιστική επεξεργασία των δεδοµένων που συνέλεξαν 

έδειξε ότι η φοίτηση στις σχολές φυσικών και ανθρωπιστικών επιστηµών επέφερε 

βελτίωση στη λογική σκέψη. Μάλιστα διαπιστώθηκε συσχέτιση µεταξύ του 

αριθµού των Μαθηµατικών µαθηµάτων που παρακολούθησε ο φοιτητής και της 

αλλαγής στη συλλογιστική του ικανότητα. 

     Αντίστοιχες έρευνες πραγµατοποιήθηκαν και στο Ηνωµένο Βασίλειο από τους 

Inglis και Simpson (2008) και (2009), σε προπτυχιακούς φοιτητές Μαθηµατικών 

και Καλών Τεχνών. Στην πρώτη εργασία, διερευνήθηκε η ικανότητά τους στο να 

κρίνουν την εγκυρότητα υποθετικών συλλογισµών. Διαπιστώθηκε ότι οι φοιτητές 

Μαθηµατικών είχαν συνολικά περισσότερες σωστές επιλογές, ωστόσο ενώ ήταν 
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καλύτεροι από τους φοιτητές των Καλών Τεχνών στην απόρριψη άκυρων 

συµπερασµάτων, δεν ήταν σηµαντικά καλύτεροι στην επικύρωση των έγκυρων. 

Ένα ζήτηµα που ανέκυψε ήταν αν οι διαφορές που εµφανίστηκαν οφείλονται σε 

διαφορετικά επιπέδα ευφυΐας µεταξύ των οµάδων ή αν οι φοιτητές µαθηµατικών 

– όπως προτείνεται από τη Θεωρία Τυπικής Πειθαρχίας – έχουν πράγµατι 

«επηρεαστεί» από τη µελέτη των µαθηµάτων τους. Στη δεύτερη εργασία τους οι 

Inglis και Simpson, επέκτειναν τα αρχικά τους ευρήµατα: Πρώτον, κατέδειξαν 

(σύµφωνα µε τις βαθµολογίες τους σε ένα ευρέως χρησιµοποιούµενο τεστ 

νοηµοσύνης) ότι οι διαφορές που διαπιστώθηκαν δεν οφείλονται σε διαφορετικά 

επίπεδα νοηµοσύνης µεταξύ των οµάδων. Δεύτερον, διαπίστωσαν ότι δεν 

παρατηρήθηκε αξιοσηµείωτη βελτίωση της απόδοσης των φοιτητών των 

Μαθηµατικών, όταν αυτοί δοκιµάστηκαν εκ νέου στο τέλος του πρώτου έτους 

σπουδών τους και παρότι όλοι είχαν παρακολουθήσει µαθήµατα σχετικά µε 

µαθηµατικές αποδείξεις και επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων. Μάλιστα οι 

ερευνητές εκτιµούν ότι υπάρχουν δύο πιθανές εξηγήσεις για την αρχική διαφορά 

µεταξύ των φοιτητών µε διαφορετικές κατευθύνσεις σπουδών, κατά την είσοδό 

τους στο πανεπιστήµιο: πρώτον η διαφορετική µορφή µελέτης και η εν γένει 

διαφορετική προ-πανεπιστηµιακή εκπαιδευσή τους και δεύτερον η ύπαρξη 

κάποιου «εξωγενούς» παράγοντα, όπως π.χ. η διάθεση του ατόµου για σκέψη!  

   Θα πρέπει να σχολιάσουµε ότι µε µία πρώτη µατιά, τα αποτελέσµατα αυτά 

φαίνονται αντιφατικά. Το πρώτο – ότι δηλαδή υπάρχουν διαφορές µεταξύ των 

φοιτητών των Μαθηµατικών και των φοιτητών των Καλών Τεχνών, χωρίς αυτό να 

οφείλεται σε διαφορετικό επίπεδο ευφυΐας – είναι σύµφωνο µε τη Θεωρία 

Τυπικής Πειθαρχίας. Το δεύτερο – ότι δηλαδή οι φοιτητές των Μαθηµατικών δεν 

παρουσίασαν σηµαντική βελτίωση, ως προς την ανάπτυξη της λογικής τους 

σκέψης, µετά το πέρας ενός έτους σπουδών – αντίκειται σ’ αυτή. Ωστόσο και οι 

δύο πιθανές εξηγήσεις που έδωσαν οι ερευνητές σχετικά µε τα ευρήµατα τους, 

µάλλον συνηγορούν υπέρ της ΘΤΠ. Είτε δηλαδή οφείλονται στην µαθηµατικού 

ενδιαφέροντος προ-πανεπιστηµιακή εκπαίδευση τους, είτε στη γενικότερη 

διάθεση για σκέψη, η επίδραση της µαθηµατικής παιδείας είναι εµφανής. 
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      Η έρευνα του Thorndike (1924) απαντά “όχι”, η έρευνα των Lehman και 

Nisbett (1990) απαντά “µάλλον ναι” και οι έρευνες των Inglis και Simpson (2008) 

και (2009) απαντούν “ναι, υπό προϋποθέσεις”! Το οµιχλώδες τοπίο αναφορικά µε 

την απάντηση στο κεφαλαιώδες ερώτηµα: «ισχύει η ΘΠΤ;» ανέλαβαν να 

φωτίσουν οι Attridge και Inglis (2013). Ας µας επιτραπεί η εκτίµηση ότι πρόκειται 

– συγκριτικά µε τις προαναφερθείσες – για την πιο ολοκληρωµένη έρευνα, µε 

ξεχωριστό ενδιαφέρον καθώς έγινε σε µαθητές (µέσης ηλικίας 16 ετών και 6 

µηνών). 

     Οι ερευνητές αποφάσισαν να ελέγξουν την εγκυρότητα της ΘΤΠ 

παρακολουθώντας συγκριτικά την εξέλιξη της λογικής σκέψης 77 µαθητών που 

είχαν επιλέξει κατεύθυνση µε Μαθηµατικά και 47 που σπούδαζαν αγγλική 

λογοτεχνία και δεν έκαναν µάθηµα Μαθηµατικών. (Σηµειώνεται ότι οι 

συµµετέχοντες στην οµάδα των µαθηµατικών µελέτησαν µεταξύ άλλων άλγεβρα, 

γεωµετρία, τριγωνοµετρία, πιθανότητες κ.λ.π. αλλά δε διδάχθηκαν µαθηµατικά 

που βασίζονται σε τυπικές αποδείξεις ούτε τον ορισµό της συνεπαγωγής). Οι 

µαθητές εξετάστηκαν δύο φορές, την πρώτη όσο το δυνατόν πιο κοντά στην 

αρχή της σχολικής χρονιάς και τη δεύτερη µετά την ολοκλήρωσή της, στο ίδιο 

σύνολο 32 ερωτήσεων σχετικών µε κανόνες συµπερασµού. 

     Οι ερευνητές έθεσαν τα εξής δύο βασικά ερευνητικά ερωτήµατα. Πρώτον: η 

µελέτη των Μαθηµατικών επηρεάζει το επίπεδο κατανόησης λογικών 

συµπερασµών; Δεύτερον: αν υπάρχει ανάπτυξη των λογικών δεξιοτήτων, αυτό 

είναι το αποτέλεσµα µιας γενικότερης αλλαγής στον τοµέα της γνωστικής 

ικανότητας ή µπορεί να οφείλεται σε περισσότερη διάθεση για σκέψη; 

     Η συλλογή των αποτελεσµάτων και η στατιστική επεξεργασία τους έδειξαν ότι 

«η οµάδα των Μαθηµατικών» σηµείωσε σηµαντικά µεγαλύτερη βελτίωση στη 

δοκιµασία (ειδικά στην ορθή εφαρµογή του modus ponens) από ότι «η οµάδα της 

Λογοτεχνίας», επιβεβαιώνοντας ότι το ένα έτος σπουδών των µαθηµατικών 

ωφέλησε ουσιαστικά. Αντίθετα, η οµάδα «σύγκρισης» δεν παρουσίασε 

σηµαντικές διαφορές µεταξύ των αποτελεσµάτων στην αρχή και στο τέλος της 

χρονιάς. Αναφορικά µε την αιτία που επέφερε τη βελτίωση αυτή, η ανάλυση 

δείχνει ότι πιθανότατα σχετίζεται µε τις εµπειρίες που αποκτήθηκαν κατά τη 



  73 

µελέτη των Μαθηµατικών και όχι µε γενικές αλλαγές στον τοµέα της γνωστικής 

ικανότητας ή στη διάθεση για σκέψη. 

     Σχολιάζοντας τα αποτελέσµατα των δύο τελευταίων ερευνών που 

παρουσιάσαµε αξίζει να σταθούµε σε ένα σηµείο µε σαφείς εκπαιδευτικές 

προεκτάσεις: Ενώ οι Inglis και Simpson (2009) δε διαπίστωσαν βελτίωση στη 

συλλογιστική σκέψη κατά το πρώτο έτος σπουδών των φοιτητών των 

Μαθηµατικών, παρά την ενασχόλησή τους µε µαθηµατικές αποδείξεις και 

επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων, οι Attridge και Inglis (2013) διαπίστωσαν 

ουσιαστική βελτίωση των µαθητών στο ίδιο χρονικό διάστηµα. Είναι δυνατόν τα 

µαθηµατικά των τελευταίων τάξεων του σχολείου να καλλιεργούν συλλογιστικές 

δεξιότητες και τα «πανεπιστηµιακά» όχι; Πιθανά ναι! Μια εξήγηση θα µπορούσε 

να είναι το γεγονός ότι µέσα από τη µελέτη των σχολικών µαθηµατικών, οι 

µαθητές προσεγγίζουν τις υποθετικές επιχειρηµατικές µορφές µε τελείως 

διαφορετικό τρόπο από ότι µε τη µελέτη της τυπικής Λογικής. Και µάλιστα τις 

προσεγγίζουν µε ένα τρόπο που – κρινοντας από τα αποτελέσµατα της έρευνας 

– φαίνεται να είναι εκπαιδευτικά πιο αποτελεσµατικός! Είναι η φύση των 

Μαθηµατικών να ασχολούνται συνεχώς µε την έκφραση των συνεπειών κάποιων 

υποθέσεων. Είναι δηλαδή η καθηµερινή αλλά και άρρητη χρήση συναγωγών, και 

κυρίως modus ponens, στην τάξη που παρέχει στους µαθητές εµπειρίες χρήσης 

λογικών εννοιών, οι οποίες δεν παρέχονται από τη µελέτη της τυπικής Λογικής. 

Γι’ αυτό ίσως οι µαθητές δεν βελτιώθηκαν σταθερά σε όλους τους τύπους 

συµπερασµάτων, κάτι που µάλλον θα συνέβαινε αν είχαν διδαχθεί Λογική µε πιο 

τυπικό τρόπο. 

     Ολοκληρώνοντας τις παρατηρήσεις πάνω στην έρευνα των Attridge και Inglis 

(2013) πρεπει να επισηµάνουµε ένα βασικό περιορισµό που οφείλεται στη δοµή 

του εκπαιδευτικού συστήµατος στο Ηνωµένο Βασίλειο. Η έρευνα έδειξε ότι η 

ΘΤΠ ισχύει για τους µαθητές που επέλεξαν να διδαχθούν το µάθηµα των 

Μαθηµατικών κατά τα τελευταία χρόνια του σχολείου και όχι για τους µαθητές 

που δε διδάσκονται Μαθηµατικά στο αντίστοιχο χρονικό διάστηµα. Το ερώτηµα 

που τίθεται εδώ προκύπτει φυσικά: Σε κάποια άλλη χώρα που η µελέτη των 
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Μαθηµατικών είναι υποχρεωτική µέχρι τα 18, θα βελτίωναν όλοι οι µαθητές τη 

συλλογιστική τους ικανότητα; Θα ίσχυε  δηλαδή η ΘΤΠ; 

     Σε κάθε περίπτωση τα ερευνητικά στοιχεία που έχουµε είναι ακόµα λίγα για να 

συµπεράνουµε µε απόλυτο και αναντίρρητο τρόπο την ισχύ της ΘΤΠ. Φαίνεται 

ότι ο Πλάτων είχε δίκιο στον ισχυρισµό του ότι η µελέτη των Μαθηµατικών βοηθά 

στην ανάπτυξη της λογικής σκέψης. Όµως η φύση της ανάπτυξης αυτής 

παραµένει ανεξερεύνητη! 

 

5.4. Διδακτικές προεκτάσεις της Θεωρίας Τυπικής Πειθαρχίας 
 
     Όπως είδαµε, παρότι τα εµπειρικά στοιχεία επαλήθευσης της ΘΤΠ είναι λίγα, 

η εµφάνισή της, ως δικαιολογία για τη σπουδαιότητα των Μαθηµατικών, στο 

ελληνικό – και όχι µόνο – αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών είναι περισσότερο 

από συχνή. 

     Πρόσφατα οι Wainwright, Attridge, Wainwright, Alcock, and Inglis (2017) 

διενήργησαν έρευνα, µέσω συνεντεύξεων µε οχτώ σηµαίνουσες προσωπικότητες 

(πρώην υπουργός µε επιρροή στην εκπαιδευτική πολιτική, καθηγητές 

Μαθηµατικού τµήµατος Πανεπιστηµίου, σύµβουλοι) στην κοινότητα της 

εκπαίδευσης-διδακτικής των Μαθηµατικών του Ηνωµένου Βασιλείου. Οι 

συµµετέχοντες, εκτός από τις συνεντεύξεις, απάντησαν και σε ερωτηµατολόγιο 

(µε κλίµακα Likert: 1 - διαφωνώ έως 5 - συµφωνώ) για να αξιολογήσουν την 

έκταση στην οποία θεωρούσαν ότι η µελέτη των µαθηµατικών των δύο 

τελευταίων ετών του σχολείου θα βελτίωνε την απόδοσή τους σε συλλογιστικές 

δραστηριότητες. 

     Στόχος της εργασίας ήταν να διερευνήσει το βαθµό στον οποίο - οι άνθρωποι 

που χαράζουν την εκπαιδευτική πολιτική στο Ηνωµένο Βασίλειο - συµφωνούν µε 

τη ΘΤΠ καθώς επίσης και τις απόψεις τους για τα επιχειρήµατα που έχουν 

διατυπωθεί είτε προς υπεράσπιση είτε προς απόρριψη της ΘΤΠ. 

     Η ποσοτική και ποιοτική ανάλυση των δεδοµένων αποκάλυψε τα εξής βασικά 

θέµατα: 
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• Πρώτον, υπήρξε µία ευρεία υιοθέτηση της ΘΤΠ, που δικαιολογήθηκε βάσει των 

γνώσεων των προπτυχιακών φοιτητών. Επισηµάνθηκε ωστόσο ότι η µελέτη 

Μαθηµατικών δρα υποστηρικτικά στην ανάπτυξη κάποιων και όχι όλων των 

τύπων λογικής σκέψης.  

• Δεύτερον, πολλοί συµµετέχοντες αναφέρθηκαν αυθόρµητα σε στοιχεία σχετικά 

µε την εργασιακή επιτυχία ατόµων µε µετα-υποχρεωτικές µαθηµατικές σπουδές, 

συνδέοντας την εργασιακή επιτυχία µε δεξιότητες ορθού συλλογισµού και 

επίλυσης προβληµάτων. Κάποιοι από αυτούς γνώριζαν ότι αυτή η θέση δεν 

αποτελεί επιχείρηµα στήριξης της ΘΤΠ. 

• Τρίτον, οι συµµετέχοντες σχολίασαν τους πιθανούς περιορισµούς της ΘΤΠ: 

Σηµείωσαν ότι η µελέτη των µαθηµατικών δεν µπορεί να εξασφαλίσει την 

ανάπτυξη της συλλογιστικής ικανότητας του ατόµου, καθώς προσωπικοί ή 

παιδαγωγικοί παράγοντες µπορεί να δράσουν περιοριστικά και ακόµα ότι 

υπάρχουν και άλλοι επιστηµονικοί κλάδοι που µπορούν να καλλιεργήσουν τη 

λογική σκέψη. Αναφέρθηκαν στην πιθανότητα οι άνθρωποι που είναι ήδη καλοί 

στη Λογική να είναι δυσανάλογα «φιλτραρισµένοι» µεταξύ αυτών που µελετούν 

Μαθηµατικά. Ακόµα διατύπωσαν την ανησυχία τους για το ότι δεν µπορεί να 

αξιολογηθεί η παράλληλη συνεισφορά άλλων επιστηµονικών κλάδων στη 

βελτίωση των συλλογιστικών δεξιότητων. Τέλος αναγνώρισαν ότι είχαν 

προκαταλήψεις, αφού ως άνθρωποι µε υψηλή µαθηµατική εκπαίδευση ήθελαν να 

συµφωνήσουν µε τη ΘΤΠ! 

     Συµπερασµατικά οι συµµετέχοντες υποστηρίζουν τη ΘΤΠ, παρά το γεγονός 

ότι είναι ενήµεροι για τους περιορισµούς της. 

 

     Αυτό που θέλουµε να επισηµάνουµε είναι το γεγονός ότι η ΘΤΠ παραµείνει 

κραταιά εδώ και αιώνες, αρχικά διατυπωµένη σε φιλοσοφικές πραγµατείες και 

πρόσφατα σε επίσηµα έγγραφα εκπαιδευτικής πολιτικής! Η ευγενής καταγωγή 

της και ο σαρωτικός χαρακτήρας των ισχυρισµών της, σκεπάζουν τα 

αντικειµενικά ελάχιστα αποδεικτικά στοιχεία για την ισχύ της και µαζί καλύπτουν 

µια σειρά από ενδιαφέρουσες ερωτήσεις σχετικά µε τους περιορισµούς που 

ενέχει, αλλά και τις ειδικές περιπτώσεις ανάπτυξης της γνώσης που εξασφαλίζει. 
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Για παράδειγµα, ποιοι ειδικοί τοµείς των Μαθηµατικών και ποιες διδακτικές 

προσεγγίσεις υποστηρίζουν την ανάπτυξη διαφορετικών δεξιοτήτων 

συλλογισµού; Ενδεικτικά αναφέρουµε την έρευνα των Attridge, Doritοu και Inglis 

(2015) που έγινε στην Κύπρο, σε µαθητές ίδιας ηλικίας µε αυτούς που 

συµµετείχαν στην έρευνα των Attridge και Inglis (2013) και που µας αποκάλυψε 

ότι οι Κύπριοι µαθητές βελτιώθηκαν περισσότερο από ότι αυτοί του Ηνωµένου 

Βασιλείου. Το γεγονός ότι στην Κύπρο οι µαθητές διδάσκονται Ευκλείδια 

Γεωµετρία, ενώ στο Ηνωµένο Βασίλειο όχι, προσδίδει στο πόρισµα της 

συγκεκριµένης έρευνας προφανείς όσο και σηµαντικές διδακτικές προεκτάσεις. 

     Δεν υπάρχει καµιά αµφιβολία ότι η σύγχρονη µαθηµατική εκπαίδευση 

βασίζεται στη Θεωρία Τυπικής Πειθαρχίας και επί του παρόντος δεν υπάρχει 

κανένας λόγος να εγκαταλείψουµε την πίστη µας σε αυτή! Υπάρχει ωστόσο 

επιτακτική ανάγκη να επιλέξουµε µε ποια από τα «συστατικά» της θα εργαστούµε 

και ποια από αυτά θα χρησιµοποιήσουµε στα αναλυτικά προγράµµατα σπουδών 

του αύριο. Υπάρχει επιτακτική ανάγκη ώστε οι ερωτήσεις και οι περιορισµοί που 

αναφέραµε παραπάνω να µη γίνουν τροχοπέδη, αλλά πλούσια πηγή έµπνευσης 

για µελλοντικές έρευνες.  

     Όπως αναφέρει και η Sfard (1998), στη συνέντευξή του ο Shimshon Amitsur 

υποστήριξε ότι µέσω των µαθηµατικών θέλουµε επίσης να διδάξουµε λογική 

σκέψη και µέχρι στιγµής δεν έχει βρεθεί ένα καλύτερο εργαλείο για αυτό… 

 

5.5. Επίλογος 
 

     Στο 3ο κεφάλαιο είδαµε ότι η Λογική είναι απαραίτητο εργαλείο για κάθε 

µαθητή στην προσπάθειά του να αποκτήσει την αναγκαία και ικανή γνώση, ώστε 

να αποδείξει µαθηµατικές προτάσεις και γενικότερα να «κάνει µαθηµατικά». 

Είδαµε επίσης ότι είναι απαραίτητη ως γνώση και για κάθε καθηγητή 

Μαθηµατικών, που θα πρέπει να φιλτράρει «λογικά», τόσο σε συντακτικό όσο και 

σε σηµασιολογικό επίπεδο, και τον προφορικό και το γραπτό λόγο που 

διατυπώνεται στη τάξη. 
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     Στο 5ο κεφάλαιο αναλύσαµε τα χαρακτηριστικά της Θεωρίας Τυπικής 

Πειθαρχίας και αναπτύξαµε επιχειρήµατα υπέρ της θέσης ότι η µελέτη 

Μαθηµατικών βοηθά στην ανάπτυξη της λογικής σκέψης. 

     Τελικά, κάνουµε Λογική για τα Μαθηµατικά ή Μαθηµατικά για τη Λογική; Aν 

καταφέρουµε να δούµε τα πράγµατα πιο ολιστικά, θα καταλάβουµε ότι επί της 

ουσίας αυτό είναι ένα ψευδοδίληµµα. Θα καταλάβουµε ότι αυτό που πραγµατικά 

πρέπει να µας απασχολεί είναι να βρούµε τον τρόπο να κάνουµε Λογική για τα 

Μαθηµατικά ΚΑΙ Μαθηµατικά για τη Λογική. Να βρούµε τον τρόπο ώστε οι 

µαθητές µας να διδάσκονται Μαθηµατικά για να καλλιεργούν τη Λογική σκέψη 

τους και να διδάσκονται Λογική για να µπορέσουν να καταλάβουν Μαθηµατικά!  
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