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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Το ισοπεριμετρικό πρόβλημα

Μετρικός χώρος πιθανότητας είναι μια τριάδα (X,d,µ), όπου (X,d) είναι ένας μετρικός χώρος

και µ ένα μέτρο πιθανότητας στη σ-άλγεβρα B(X) των Borel υποσυνόλων του (X,d). Για κάθε

μη κενό A ∈ B(X) και t > 0 ορίζουμε την t-περιοχή του A ως εξής:

At = {x ∈ X : d(x,A) < t}.

Γενικότερα, αν (X,d) είναι ένας μετρικός χώρος και µ ένα μέτρο στην B(X), η επιφάνεια ενός

Borel υποσυνόλου A του X ως προς το µ ορίζεται ως εξής:

µ+(A) = lim inf

t→0
+

µ(At \A)

t
.

Αν µ(A) < ∞, το οποίο φυσικά ισχύει για κάθε A αν ο (X,d,µ) είναι μετρικός χώρος πιθανό-

τητας, τότε

µ+(A) = lim inf

t→0
+

µ(At) − µ(A)

t
.

Σε κάθε μετρικό χώρο πιθανότητας μπορούμε να διατυπώσουμε το ισοπεριμετρικό πρόβλημα:

Για δοσμένο 0 < α < 1, να βρεθεί το

inf{µ+(A) : A ∈ B(X),µ(A) > α}

και να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα σύνολα A για τα οποία πιάνεται αυτό το infimum.

Μπορούμε επίσης να διατυπώσουμε αντίστοιχο πρόβλημα για το μέτρο των t-περιοχών, σταθε-

ροποιώντας κάποιο t > 0:

Για δοσμένα 0 < α < 1 και t > 0, να βρεθεί το

inf{µ(At) : A ∈ B(X),µ(A) > α}

και να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα σύνολα A για τα οποία πιάνεται αυτό το infimum.
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Οι λύσεις του δεύτερου προβλήματος μπορεί να είναι διαφορετικές για διαφορετικές τιμές

του t. Στα κλασικά όμως παραδείγματα δεν εξαρτώνται από το t και αυτό σημαίνει ότι είναι και

λύσεις του πρώτου προβλήματος. Είναι μάλιστα, όπως ϑα δούμε, πολύ «συμμετρικά υποσύνολα»

του X, το οποίο σημαίνει ότι μπορούμε σχετικά εύκολα να υπολογίσουμε το μέτρο της t-περιοχής

τους και την επιφάνειά τους.

Ανισότητα Brunn-Minkowski και η ισοπεριμετρική ανισότητα

´Εστω A και B μη κενά υποσύνολα του Rn. Ορίζουμε

A+ B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

και για κάθε t > 0,

tA = {ta : a ∈ A}.

Η ανισότητα Brunn-Minkowski συνδέει το άθροισμα Minkowski με τον όγκο | · | στον Rn:

Θεώρημα 1.1.1 (ανισότητα Brunn-Minkowski). ´Εστω K και T δύο μη κενά Borel υποσύνολα του
Rn. Τότε,

|K+ T |1/n > |K|1/n + |T |1/n.

Στην περίπτωση που τα K και T είναι κυρτά σώματα (κυρτά συμπαγή σύνολα με μη κενό

εσωτερικό), ισότητα στην ανισότητα Brunn-Minkowski μπορεί να ισχύει μόνο αν τα K και T

είναι ομοιοθετικά (δηλαδή, αν K = aT + x για κάποιον a > 0 και κάποιο x ∈ Rn).

Η ανισότητα Brunn-Minkowski εκφράζει με μια έννοια το γεγονός ότι ο όγκος είναι κοίλη
συνάρτηση ως προς την πρόσθεση κατά Minkowski. Για το λόγο αυτό συχνά γράφεται στην

ακόλουθη μορφή: Αν K, T είναι μη κενά Borel υποσύνολα του Rn και αν λ ∈ (0, 1), τότε

|λK+ (1 − λ)T |1/n > λ|K|1/n + (1 − λ)|T |1/n.

Από την τελευταία ανισότητα, σε συνδυασμό με την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου,

μπορούμε ακόμα να γράψουμε:

|λK+ (1 − λ)T | > |K|λ|T |1−λ.

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Brunn–Minkowski μπορούμε να δώσουμε την απάντηση στο

ισοπεριμετρικό πρόβλημα στον Rn: «ανάμεσα σε όλα τα μη κενά Borel υποσύνολα του Rn που

έχουν δεδομένο όγκο α, η μπάλα όγκου α έχει ελάχιστη επιφάνεια».

Ο ορισμός της επιφάνειας που ϑα χρησιμοποιήσουμε είναι αυτός του Minkowski, ο οποίος

βασίζεται στην έννοια της t-περιοχής: αν A είναι ένα μη κενό Borel υποσύνολο του Rn και

αν t > 0, η t-περιοχή του A είναι το σύνολο At = {x ∈ Rn : d(x,A) < t}, όπου d(x,A) =

inf{|x−a| : a ∈ A} είναι η Ευκλείδεια απόσταση του x από το σύνολο A. Παρατηρήστε ότι, για

κάθε t > 0,

At = A+ tDn,
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όπου Dn = {x ∈ Rn : |x| < 1} είναι η ανοικτή Ευκλείδεια μοναδιαία μπάλα στον Rn. Σύμφωνα

με τον ορισμό της επιφάνειας κατά Minkowski, αν A είναι ένα μη κενό Borel υποσύνολο του

Rn με πεπερασμένο όγκο, η επιφάνεια ∂(A) του A ορίζεται από την

∂(A) = lim inf

t→0
+

|At|− |A|

t
.

Μπορεί να ελέγξει κανείς ότι αν το A είναι κυρτό σώμα, τότε το lim inf στο δεξιό μέλος είναι

όριο.

Η απάντηση στο ισοπεριμετρικό πρόβλημα για τον Ευκλείδειο χώρο δίνεται από το εξής

ϑεώρημα.

Θεώρημα 1.1.2. Αν A είναι μη κενό Borel υποσύνολο του Rn με πεπερασμένο όγκο, τότε

∂(A) > n|A|
n−1

n |Bn
2
|

1

n .

Πράγματι, παρατηρούμε αρχικά ότι για κάθε t > 0, ανάμεσα σε όλα τα μη κενά Borel

υποσύνολα του Ευκλείδειου χώρου που έχουν δεδομένο όγκο, η μπάλα έχει τη «μικρότερη t-

επέκταση».

Πρόταση 1.1.3. ´Εστω B μια μπάλα στον Rn. Αν A είναι ένα μη κενό Borel υποσύνολο του Rn

με |A| = |B|, τότε |At| > |Bt| για κάθε t > 0.

Απόδειξη. Λόγω του αναλλοίωτου του όγκου ως προς μεταφορές, μπορούμε να υποθέσουμε

ότι B = rBn
2

για κάποιον r > 0. Από την ανισότητα Brunn-Minkowski παίρνουμε

|A+ tDn|
1/n > |A|1/n + |tDn|

1/n = |A|1/n + t|Dn|
1/n = r|Bn

2
|1/n + t|Bn

2
|1/n

= |(r+ t)Bn
2
|1/n = |(r+ t)Dn|

1/n = |B+ tDn|
1/n

,

απ¨ όπου έπεται το ζητούμενο. �

Τώρα, από τον ορισμό της επιφάνειας έχουμε:

Θεώρημα 1.1.4. ´Εστω A μη κενό Borel υποσύνολο του Rn με πεπερασμένο όγκο και έστω r > 0

τέτοιος ώστε |A| = |rBn
2
|. Τότε,

∂(A) > ∂(rBn
2
).

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη πρόταση γράφουμε

∂(A) = lim inf

t→0
+

|At|− |A|

t
= lim inf

t→0
+

|At|− |rBn
2
|

t
> lim inf

t→0
+

|(rBn
2
)t|− |rBn

2
|

t

= ∂(rBn
2
).

�
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Απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.2. Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι αν |A| = |rBn
2
| τότε r =

(|A|/|Bn
2
|)1/n και ότι

∂(rBn
2
) = lim

t→0
+

|(r+ t)Dn|− |rBn
2
|

t
= lim

t→0
+

(r+ t)n − rn

t
|Bn

2
| = nrn−1|Bn

2
|.

Αντικαθιστώντας το r βλέπουμε ότι nrn−1|Bn
2
| = n|A|

n−1

n |Bn
2
|

1

n . �

Ισοπεριμετρική ανισότητα στην σφαίρα

Θεωρούμε τη μοναδιαία σφαίρα

Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1}

στον Rn, εφοδιασμένη με τη γεωδαισιακή μετρική ρ: η απόσταση ρ(x,y) δύο σημείων x,y ∈
Sn−1

είναι η κυρτή γωνία xoy στο επίπεδο που ορίζεται από την αρχή των αξόνων o και

τα x,y. Η Sn−1
γίνεται χώρος πιθανότητας με το μοναδικό αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους

μετασχηματισμούς μέτρο σ: για κάθε Borel σύνολο A ⊆ Sn−1
ϑέτουμε

σ(A) :=
|C(A)|

|Bn
2
|

,

όπου Bn
2

είναι η μοναδιαία Ευκλείδεια μπάλα,

C(A) := {sx : x ∈ A και 0 6 s 6 1},

και |Q| είναι το n-διάστατο μέτρο Lebesgue του Q. Η ρ είναι όντως μετρική στην Sn−1
(άσκηση).

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι αν ρ(x,y) = θ τότε

‖x− y‖2 = 2 sin

θ

2

,

συνεπώς η γεωδαισιακή και η Ευκλείδεια απόσταση των x,y ∈ Sn−1
συγκρίνονται μέσω της

2

π
ρ(x,y) 6 ‖x− y‖2 6 ρ(x,y).

Η απάντηση στο ισοπεριμετρικό πρόβλημα για τη σφαίρα δίνεται από το ακόλουθο ϑεώρημα:

Θεώρημα 1.1.5. ´Εστω α ∈ (0, 1) και έστω

B(x, r) = {y ∈ Sn−1 : ρ(x,y) 6 r}

μια μπάλα στην Sn−1 με ακτίνα r > 0 που επιλέγεται ώστε σ(B(x, r)) = α. Τότε, για κάθε
A ⊆ Sn−1 με σ(A) = α και για κάθε t > 0 έχουμε

σ(At) > σ
(
B(x, r)t

)
= σ

(
B(x, r+ t)

)
.

Δηλαδή, για οποιοδήποτε δοσμένο μέτρο α και οποιοδήποτε t > 0 οι γεωδαισιακές μπάλες

μέτρου α δίνουν τη λύση του ισοπεριμετρικού προβλήματος.
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Ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο του Gauss

Θεωρούμε τον Rn με την Ευκλείδεια μετρική ‖ · ‖2 και το μέτρο πιθανότητας γn που έχει

πυκνότητα τη συνάρτηση

gn(x) = (2π)−n/2e−‖x‖
2

2
/2

.

Δηλαδή, αν A είναι ένα σύνολο Borel στον Rn, τότε

γn(A) =
1

(2π)n/2

∫
A

e−‖x‖
2

2
/2dx.

Το γn είναι το n-διάστατο μέτρο του Gauss και ο χώρος πιθανότητας (Rn, ‖ · ‖2,γn) είναι ο

n-διάστατος χώρος του Gauss.
Το μέτρο του Gauss έχει δύο πολύ σημαντικές ιδιότητες. Από τη μία πλευρά είναι μέτρο

γινόμενο, πιο συγκεκριμένα γn = γ1⊗· · ·⊗γ1. Από την άλλη πλευρά είναι αναλλοίωτο ως προς

ορθογώνιους μετασχηματισμούς. Αν U ∈ O(n) και A είναι ένα Borel υποσύνολο του Rn, τότε

γn(U(A)) =
1

(2π)n/2

∫
U(A)

e−‖x‖
2

2
/2dx =

| detU|

(2π)n/2

∫
A

e−‖Uy‖
2

2
/2dy

=
1

(2π)n/2

∫
A

e−‖y‖
2

2
/2dy = γn(A).

Η ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο του Gauss είναι η εξής.

Θεώρημα 1.1.6. ´Εστω α ∈ (0, 1), θ ∈ Sn−1, και H = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 6 λ} ένας ημίχωρος του
Rn με γn(H) = α. Τότε, γιά κάθε t > 0 και για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn με γn(A) = α
ισχύει

γn(At) > γn(Ht).

´Οπως ϑα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο, μια απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.6 βασίζεται στην

«παρατήρηση του Poincaré» και ουσιαστικά ανάγει το πρόβλημα στο ισοπεριμετρικό πρόβλημα

για την σφαίρα. Η παρακάτω ανισότητα είναι συνέπεια του Θεωρήματος 1.1.6.

Θεώρημα 1.1.7. Αν γn(A) > 1/2, τότε για κάθε t > 0

1 − γn(At) 6
1

2

exp(−t2/2).

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 1.1.6 γνωρίζουμε ότι

1 − γn(At) 6 1 − γn(Ht)

όπου H ημίχωρος μέτρου 1/2. Αφού το γn είναι αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους μετασχημα-

τισμούς, μπορούμε να υποθέσουμε ότι H = {x ∈ Rn : x1 6 0}, οπότε ολοκληρώνοντας πρώτα ως

προς x2, . . . , xn βλέπουμε ότι

1 − γn(Ht) =
1√
2π

∫∞
t

e−s
2/2ds.

Παραγωγίζοντας δείχνουμε ότι η συνάρτηση

F(x) = ex
2/2

∫∞
x

e−s
2/2ds

είναι φθίνουσα στο [0,+∞). Από την F(t) 6 F(0) προκύπτει το συμπέρασμα. �
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1.2 Περιγραφή της εργασίας

Στο Κεφάλαιο 2 αποδεικνύουμε την ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο του Gauss. Συμβολί-

ζουμε με Φ τη συνάρτηση κατανομής της τυπικής N(0, 1) τυχαίας μεταβλητής. Δηλαδή,

Φ(x) = γ1(−∞, x) =
1√
2π

∫x
−∞ e−t

2/2dt, x ∈ R.

Κάνουμε επίσης τη σύμβαση ότι Φ(−∞) = 0 και Φ(∞) = 1. Παρατηρήστε ότι αν

H = {x ∈ Rn : 〈x,u〉 6 a},

όπου u ∈ Sn−1
, είναι ένας κλειστός ημίχωρος, τότε γn(H) = Φ(a) και γn(Ht) = Φ(a + t) για

κάθε t > 0.

Συνεπώς, το Θεώρημα 1.1.6 μπορεί ισοδύναμα να διατυπωθεί ως εξής:

Θεώρημα 1.2.1. ´Εστω A ένα Borel σύνολο στον Rn και έστω H ένας ημίχωρος τέτοιος ώστε
γn(A) = γn(H) = Φ(a) για κάποιον a ∈ R. Τότε,

γn(At) > γn(Ht) = Φ(a+ t)

για κάθε t > 0.

Παρουσιάζουμε τρεις αποδείξεις του Θεωρήματος 1.2.1:

(i) Η πρώτη βασίζεται στην «παρατήρηση του Poincaré» και ουσιαστικά ανάγει το πρόβλημα

στο ισοπεριμετρικό πρόβλημα για την σφαίρα.

(ii) Η δεύτερη βασίζεται στη μέθοδο της Gaussian συμμετρικοποίησης.

(iii) Η τρίτη οφείλεται στον Bobkov και χρησιμοποιεί μια συναρτησιακή ανισότητα, η απόδειξη

της οποίας, με τη σειρά της, βασίζεται σε μια ανισότητα δύο σημείων και στο κεντρικό

οριακό ϑεώρημα, στο πνεύμα της αρχικής απόδειξης της λογαριθμικής ανισότητας Sobolev

από τον Gross.

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζουμε την απόδειξη της ανισότητας Ehrhard-Borell. Ο Ehrhard

έδωσε μια απόδειξη της Gaussian ισοπεριμετρικής ανισότητας χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της

Gaussian συμμετρικοποίησης που περιγράφουμε στο Κεφάλαιο 2. Με την ίδια μέθοδο απέδειξε

μια ανισότητα τύπου Brunn-Minkowski, η οποία είναι ισχυρότερη από την

(1.2.1) γn(λA+ (1 − λ)B) > [γn(A)]
λ[γn(B)]

1−λ
,

η οποία μας λέει ότι το γn είναι λογαριθμικά κοίλο. Το επιχείρημά του περιοριζόταν στα κυρτά

υποσύνολα του Rn.
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Θεώρημα 1.2.2 (Ehrhard). ´Εστω A,B κυρτά υποσύνολα του Rn και λ ∈ (0, 1). Τότε,

(1.2.2) Φ−1(γn(λA+ (1 − λ)B)) > λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B)).

Η ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν τα A και B είναι παράλληλοι ημίχωροι.

Ο Latała απέδειξε ότι η (1.2.2) εξακολουθεί να ισχύει αν το A είναι κυρτό και το B είναι

τυχόν Borel σύνολο. Τελικά, ο Borell αφαίρεσε την υπόθεση της κυρτότητας για το A και

απέδειξε την (1.2.2) σε πλήρη γενικότητα.

Θεώρημα 1.2.3 (Ehrhard-Borell). ´Εστω A,B δύο σύνολα Borel στον Rn και λ ∈ (0, 1). Τότε,

(1.2.3) Φ−1(γn(λA+ (1 − λ)B)) > λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B)).

Περιγράφουμε το επιχείρημα του Ehrhard και το επιχείρημα του Borell το οποίο οδηγεί σε

μια γενικότερη συναρτησιακή ανισότητα από την οποία προκύπτει το Θεώρημα 1.2.3.

Στο Κεφάλαιο 4 μελετάμε το ρυθμό μεταβολής του μέτρου Gauss συμμετρικών κυρτών

σωμάτων ως προς διαστολές. Το κεντρικό αποτέλεσμα οφείλεται στους Latała και Oleszkiewicz,

οι οποίοι απέδειξαν μια εικασία του L. A. Shepp.

Θεώρημα 1.2.4. ´Εστω A ένα συμμετρικό, κλειστό και κυρτό σύνολο στον Rn και έστω P μια
συμμετρική λωρίδα στον Rn τέτοια ώστε

γn(A) = γn(P).

Τότε
γn(tA) > γn(tP) για κάθε t > 1

και
γn(tA) 6 γn(tP) για κάθε 0 6 t 6 1.

Για κάθε συμμετρικό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο A του Rn ορίζουμε

r(A) = sup{r > 0 : rBn
2
⊆ A}.

Παρατηρήστε ότι για κάθε συμμετρική λωρίδα P η παράμετρος r(P) ισούται με το μισό του

πλάτους της P. Επίσης, για κάθε A έχουμε

r(A) = inf{r(P) : A ⊆ P,P συμμετρική λωρίδα στον Rn}.

Το Θεώρημα 1.2.4 είναι συνέπεια του ακόλουθου.

Θεώρημα 1.2.5. ´Εστω A ένα συμμετρικό, κυρτό και κλειστό σύνολο στον Rn και έστω P μια
συμμετρική λωρίδα στον Rn τέτοια ώστε γn(A) = γn(P). Τότε,

r(A)γ+n(A) > r(P)γ
+
n(P).
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Για την απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.5 χρησιμοποιούμε την ανισότητα του Ehrhard για να

αναγάγουμε το πρόβλημα σε ένα διδιάστατο πρόβλημα.

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζουμε την πρόσφατη απόδειξη του Royen για την εικασία της

ϑετικής συνδιακύμανσης για το μέτρο του Gauss.

Θεώρημα 1.2.6 (Royen). Αν K, T είναι δύο συμμετρικά, κλειστά και κυρτά σύνολα στον Rn τότε

γn(K ∩ T) > γn(K)γn(T).

Δεδομένου ότι κάθε κλειστό συμμετρικό κυρτό σύνολο είναι αριθμήσιμη τομή συμμετρικών

λωρίδων, για την απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.6 μπορούμε να υποθέσουμε ότι

K =

m1⋂
i=1

{x ∈ Rn : |〈x, vi〉| 6 1}

και

T =

m1+m2⋂
i=m1+1

{x ∈ Rn : |〈x, vi〉| 6 1},

όπου m1,m2 > 1 και vi ∈ Rn. Με άλλα λόγια, αρκεί να αποδείξουμε το εξής.

Θεώρημα 1.2.7. ´Εστω P1, . . . ,Pm συμμετρικές λωρίδες στον Rn. Για κάθε 1 6 m1 < m έχουμε

γn(P1 ∩ P2 ∩ · · · ∩ Pm) > γn(P1 ∩ · · · ∩ Pm1
)γn(Pm1+1 ∩ · · · ∩ Pm).

Η ειδική περίπτωση m1 = m − 1 είναι απλή. Μάλιστα, μπορούμε να διατυπώσουμε και να

αποδείξουμε ένα πιο γενικό αποτέλεσμα: αν K είναι ένα συμμετρικό κλειστό κυρτό σύνολο και

P μια συμμετρική λωρίδα στον Rn, τότε

γn(K ∩ P) > γn(K)γn(P).

Κατόπιν, ένα απλό επιχείρημα επαγωγής μάς δίνει το επόμενο ϑεώρημα, το οποίο αποδείχθηκε

ανεξάρτητα από τους Khatri και Šidák.

Θεώρημα 1.2.8 (Khatri, Šidák). Αν P1, . . . ,Pm είναι συμμετρικές λωρίδες στον Rn τότε

γn(P1 ∩ · · · ∩ Pm) > γn(P1) · · ·γn(Pm).

Το Θεώρημα 1.2.6 είναι λοιπόν μια πολύ ισχυρότερη εκδοχή του Θεωρήματος 1.2.8.

Στο Κεφάλαιο 6 παρουσιάζουμε το B-ϑεώρημα των Cordero-Erausquin, Fradelizi και Mau-

rey, το οποίο απαντά ϑετικά σε μια εικασία του Banaszczyk.

Θεώρημα 1.2.9. ´Εστω K ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, η συνάρτηση

t 7→ γn(e
tK)

είναι λογαριθμικά κοίλη στο R.
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´Οπως ϑα δούμε, η ανάλυση των Cordero-Erausquin, Fradelizi και Maurey ανάγει το πρόβλη-

μα σε μια ανισότητα τύπου Poincaré για το μέτρο γK με πυκνότητα

dγK(x) =
1K(x)e−‖x‖

2

2
/2 dx∫

K e
−‖y‖2

2
/2 dy

,

το οποίο είναι ο περιορισμός του μέτρου Gauss στο K.

Στο Κεφάλαιο 7 παρουσιάζουμε εφαρμογές γεωμετρικών ανισοτήτων για το μέτρο του Gauss

σε προβλήματα «εξισορρόπησης διανυσμάτων». Το γενικό πλαίσιο είναι το εξής: για κάθε ζεύγος

U,V συμμετρικών κυρτών σωμάτων στον Rn ορίζουμε την παράμετρο β(U,V) ως τον μικρότερο

r > 0 που ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη: για κάθε u1, . . . ,un ∈ U υπάρχουν πρόσημα

ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

ε1u1 + · · ·+ εnun∈ rV .

Διάφορα ϑεωρήματα «εξισορρόπησης διανυσμάτων», τα οποία έχουν αποδειχθεί από διάφορους

συγγραφείς για πολύ διαφορετικούς σκοπούς, μπορούν να περιγραφούν ως εκτιμήσεις για την

παράμετρο β(U,V) για συγκεκριμένη επιλογή του U, του V , ή και των δύο τους.

Ο Spencer απέδειξε ότι β(Qn,Qn) 6 c
√
n, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Το ίδιο

αποτέλεσμα αποδείχθηκε, ανεξάρτητα, από τον Gluskin.

Θεώρημα 1.2.10 (Spencer, Gluskin). Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 με την ακόλουθη ιδιότη-
τα: για κάθε n > 1 και κάθε u1, . . . ,un ∈ Rn με ‖uj‖∞ 6 1, μπορούμε να επιλέξουμε πρόσημα
ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

‖ε1u1 + · · ·+ εnun‖∞ 6 C√n.

´Ενα πολύ γνωστό πρόβλημα του Komlós ρωτάει αν η ακολουθία β(Bn
2
,Qn) είναι φραγμέ-

νη. Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε μια απόδειξη του ϑεωρήματος του Spencer και της

καλύτερης γνωστής εκτίμησης O(
√

logn) για το ερώτημα του Komlós, η οποία οφείλεται στον

Banaszczyk.

Θεώρημα 1.2.11 (Banaszczyk). Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 με την ακόλουθη ιδιότητα:
για κάθε n > 1 και κάθε u1, . . . ,un ∈ Rn με ‖uj‖2 6 1, μπορούμε να επιλέξουμε πρόσημα
ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

‖ε1u1 + · · ·+ εnun‖∞ 6 C√logn.

Οι αποδείξεις χρησιμοποιούν τα αποτελέσματα που παρουσιάζουμε σε προηγούμενα κεφά-

λαια: στην απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.10 χρησιμοποιείται το λήμμα του Sidák, ενώ για την

απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.11 γίνεται πρώτα μια αναγωγή του προβλήματος σε μια νέα ανισό-

τητα για το μέτρο Gauss, η οποία αποδεικνύεται με αναγωγή στο επίπεδο μέσω της ανισότητας

του Ehrhard.

Πιο συγκεκριμένα, για κάθε συμμετρικό κυρτό σύνολο V στον Rn ϑεωρούμε την παράμετρο

β(V) = inf

{
ρ > 0 : ∀u1, . . . ,un ∈ Bn2 ∃ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} :

∑
εiui ∈ ρV

}
.
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Με βάση τον ορισμό της παραμέτρου β(V), το πρόβλημα του Komlós παίρνει την ακόλουθη

μορφή: υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 τέτοια ώστε β(Qn) 6 C για κάθε n ∈ N.

Περιγράφουμε το ακόλουθο γενικό αποτέλεσμα που αποδείχθηκε από τον Banaszczyk.

Θεώρημα 1.2.12 (Banaszczyk). ´Εστω K ένα κυρτό σώμα στον Rn, με γn(K) > 1/2. Τότε,
β(K) 6 c, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Το Θεώρημα 1.2.11 είναι άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 1.2.12. Το βασικό τεχνικό βήμα

για την απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.12 είναι το επόμενο ϑεώρημα, στην απόδειξη του οποίου

χρησιμοποιείται ουσιαστικά η ανισότητα του Ehrhard.

Θεώρημα 1.2.13. ´Εστω K κυρτό σώμα στον Rn με γn(K) > 1/2, και u ∈ Rn με ‖u‖2 6 1/5.
Τότε, το (K+ u) ∪ (K− u) περιέχει ένα κυρτό σώμα K′ με γn(K′) > 1/2.

1.3 Κανονικές τυχαίες μεταβλητές

Η τυπική κανονική κατανομή στον Rn είναι το Borel μέτρο πιθανότητας γn που ορίζεται από

την

γn(B) =
1

(2π)n/2

∫
B

exp(−‖x‖2
2
)dx,

για κάθε Borel υποσύνολο B του Rn, όπου ‖·‖2 είναι η Ευκλείδεια νόρμα. Μια τυχαία μεταβλητή

N : Ω → Rn λέγεται τυπική κανονική τυχαία μεταβλητή στον Rn αν P(N ∈ B) = γn(B) για

κάθε Borel υποσύνολο B του Rn.

´Εστω (Ω,A,P) ένας χώρος πιθανότητας. Μια τυχαία μεταβλητή X : Ω→ R λέγεται κανονικά

κατανεμημένη στο R αν X = σN +m για κάποια τυπική κανονική τυχαία μεταβλητή N στο R

και κάποιους σ > 0 και m ∈ R. Γράφουμε µ για την κατανομή dist(X) της X (δηλαδή, το μέτρο

πιθανότητας στο R που ορίζεται από την µ(B) = P(X ∈ B)). Τότε ισχύουν τα εξής:

Πρόταση 1.3.1. ´Εστω X = σN +m μια κανονική τ.μ. και έστω µ = dist(X). Τότε, η μέση τιμή
και η διασπορά της X δίνονται από τις

EX = m και V(X) = σ2

.

Η χαρακτηριστική συνάρτηση της X είναι η

µ(−t) = E(eitX) = eimt−
1

2
σ2t2

για κάθε t ∈ R.

Λέμε ότι η X της Πρότασης 2.1.1 είναι μια N(m,σ2) τυχαία μεταβλητή. Αν σ = 0 τότε

µ = δm (η σημειακή μάζα στο m), ενώ αν σ > 0 έχουμε

dµ(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−
(x−m)2

2σ2

)
dx,
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απ¨ όπου βλέπουμε ότι

E(f(X)) =
1

σ
√

2π

∫∞
−∞ f(x)e−(x−m)2/2σ2

dx

για κάθε f ∈ L1(µ) ή f : R→ [0,∞) Borel μετρήσιμη.

´Εστω X = (X1, . . . ,Xn) : Ω → Rn ένα τυχαίο διάνυσμα. Λέμε ότι το X είναι Gaussian με

μέσι m ∈ Rn αν υπάρχει n× n πίνακας A ώστε

dist(X) = dist(AN+m),

όπου N τυπική κανονική τυχαία μεταβλητή στον Rn. Το X λέγεται κεντραρισμένο αν m = 0.

Πρόταση 1.3.2. ´Εστω X = (X1, . . . ,Xn) : Ω→ Rn ένα τυχαίο διάνυσμα. Τα εξής είναι ισοδύνα-
μα:

(α) Το X είναι Gaussian και dist(X) = dist(AN+m) για κάποιον A και κάποιο m.

(β) Για κάθε επιλογή πραγματικών αριθμών t1, . . . , tn ∈ R, η τυχαία μεταβλητή

Y =

n∑
i=1

tiXi

είναι κανονικά κατανεμημένη στο R.

(γ) Υπάρχουν a ∈ Rn και ϑετικά ημιορισμένη τετραγωνική μορφή Q στον Rn τέτοια ώστε

E(ei〈y,X〉) = ei〈a,y〉− 1

2
Q(y)

για κάθε y ∈ Rn.

´Εστω ότι οι ισοδύναμες συνθήκες (α)-(γ) ισχύουν για το τυχαίο διάνυσμα X = (X1, . . . ,Xn).

Θεωρούμε τον πίνακα Γ = (γij) των συνδιακυμάνσεων

γij = E
(
[Xi − EXi] · [Xj − EXj]

)
, i, j = 1, . . . ,n.

Τότε, με το συμβολισμό της Πρότασης 1.3.2, ισχύουν τα εξής:

(i) m = EX.

(ii) E(Y) = 〈t,m〉, όπου t = (t1, . . . , tn).

(iii) V(Y) = ‖A∗t‖2
2
.

(iv) AA∗ = Γ .

(v) a = m.

(vi) Q(y) = 〈Γy,y〉 = V(〈y,X〉) για κάθε y ∈ Rn.
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Θεώρημα 1.3.3 (ϑεώρημα αντιστροφής για το μετασχηματισμό Fourier). Αν f, f ∈ L1(R
n), τότε

(1.3.1) f(z) =
1

(2π)n

∫
Rn
f(y)ei〈y,z〉dy

σχεδόν παντού στον Rn. Επιπλέον, η (1.3.1) ισχύει σε κάθε z ∈ Rn στο οποίο η f είναι συνεχής.

Υποθέτουμε ότι το τυχαίο διάνυσμα X = (X1, . . . ,Xn) είναι κανονικά κατανεμημένο στον Rn,

και ότι E(Xi) = 0, i = 1, . . . ,n. Αν ο πίνακας συνδιακυμάνσεων Γ είναι αντιστρέψιμος, τότε από

το ϑεώρημα αντιστροφής παίρνουμε το εξής:

Πρόταση 1.3.4. Αν dist(X) = dist(AN), τότε το X έχει πυκνότητα που δίνεται από την

g(z) = (2π)−n
∫
Rn

exp(i〈y, z〉− 〈Γy,y〉/2)dy,

όπου Γ = AA∗ ο πίνακας συνδιακυμάνσεων των Xi.



Κεφάλαιο 2

Η ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο
του Gauss

2.1 Εισαγωγή

Το τυπικό μέτρο Gauss γn είναι το μέτρο Borel στον Rn με πυκνότητα

dγn(x) = (2π)−n/2 exp(−‖x‖2
2
/2)dx.

Με τον όρο Gaussian μέτρο εννοούμε γενικότερα ένα μέτρο στον Rn που είναι γραμμική εικόνα

του τυπικού μέτρου Gauss γn.

Για κάθε Borel σύνολο A στον Rn, η t-περιοχή του A είναι το σύνολο

At := {x ∈ Rn : ‖x− a‖2 < t για κάποιο a ∈ A}.

Συμβολίζουμε με Φ τη συνάρτηση κατανομής της τυπικής N(0, 1) τυχαίας μεταβλητής. Δηλαδή,

Φ(x) = γ1(−∞, x) =
1√
2π

∫x
−∞ e−t

2/2dt, x ∈ R.

Κάνουμε επίσης τη σύμβαση ότι Φ(−∞) = 0 και Φ(∞) = 1. Παρατηρήστε ότι αν

H = {x ∈ Rn : 〈x,u〉 6 a},

όπου u ∈ Sn−1
, είναι ένας κλειστός ημίχωρος, τότε γn(H) = Φ(a) και γn(Ht) = Φ(a + t) για

κάθε t > 0.

Η ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο του Gauss ισχυρίζεται ότι οι ημίχωροι είναι τα ακραία

σύνολα για το ισοπεριμετρικό πρόβλημα.

Θεώρημα 2.1.1. ´Εστω A ένα Borel σύνολο στον Rn και έστω H ένας ημίχωρος τέτοιος ώστε
γn(A) = γn(H) = Φ(a) για κάποιον a ∈ R. Τότε,

γn(At) > γn(Ht) = Φ(a+ t)

για κάθε t > 0.
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Το Θεώρημα 2.1.1 αποδείχθηκε από τους Sudakov και Tsirelson [56] (και ανεξάρτητα από τον

Borell [15]) οι οποίοι χρησιμοποίησαν το ισοπεριμετρικό ϑεώρημα στη σφαίρα και την παρατή-

ρηση ότι οι προβολές στον Rn των ομοιόμορφων μέτρων στις N-διάστατες σφαίρες ακτίνας

√
N

προσεγγίζουν το μέτρο του Gauss καθώς το N → ∞. Εξηγούμε αρχικά, εν συντομία, αυτή την

προσέγγιση.

Σταθεροποιούμε n > 1 και για κάθε N > n συμβολίζουμε με PN+1,n την προβολή από τον

RN+1
στον Rn. Γράφουμε σ∗N για το αναλλοίωτο ως προς ορθογώνιους μετασχηματισμούς μέτρο

πιθανότητας στην

√
NSN. Η παρατήρηση του επόμενου λήμματος αποδίδεται στον Poincaré αν

και φαίνεται ότι ήταν γνωστή πολύ νωρίτερα.

Λήμμα 2.1.2. Για κάθε Borel σύνολο A στον Rn ισχύει

lim

N→∞σ∗N(P−1

N+1,n(A) ∩
√
NSN) = γn(A).

Περιγραφή της απόδειξης. ´Εστω {gi}
∞
i=1

μια ακολουθία ανεξάρτητων τυπικών κανονικών τυ-

χαίων μεταβλητών. Για κάθε k > 1 ορίζουμε R2

k = g2

1
+ · · · + g2

k. Τότε, η κατανομή του τυχαίου

διανύσματος

√
N

RN+1

(g1, . . . ,gN+1) είναι το σ∗N, άρα η κατανομή του

√
N

RN+1

(g1, . . . ,gn) είναι το

PN+1,n(σ
∗
N). Παρατηρούμε ότι οι R2

n,R2

N+1
− R2

n και
1

Rn
(g1, . . . ,gn) είναι ανεξάρτητες. Συνε-

πώς, η R2

n/R
2

N+1
είναι ανεξάρτητη από το

1

Rn
(g1, . . . ,gn). Παρατηρούμε επίσης ότι η R2

n/R
2

N+1

έχει κατανομή Βήτα με παραμέτρους
n
2
,
N+1−n

2
. Γράφουμε

σ∗N(P
−1

N+1,n(A) ∩
√
NSN) = P

( √N
RN+1

(g1, . . . ,gn) ∈ A
)

= P
( √NRn
RN+1

1

Rn
(g1, . . . ,gn) ∈ A

)
.

´Επεται ότι

σ∗N(P
−1

N+1,n(A) ∩
√
NSN)

= B
(n

2

,

N+ 1 − n

2

)−1

∫
Sn−1

∫
1

0

1A(
√
Ntx)t

n
2
−1(1 − t)

N+1−n
2

−1 dtdσ(x)

= B
(n

2

,

N+ 1 − n

2

)−1 2

Nn/2

∫
Sn−1

∫ √N
0

1A(rx)rn−1

(
1 −

r2

N

)N+1−n
2

−1

dudσ(x),

αν ϑέσουμε r =
√
Nt. Από το ϑεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης παίρνουμε

lim

N→∞σ∗N(P−1

N+1,n(A) ∩
√
NSN) =

2

2
n/2Γ(n/2)

∫
Sn−1

∫∞
0

1A(rx)rn−1e−r
2/2drdσ(x),

το οποίο είναι ακριβώς το γn(A). �

Απόδειξη του Θεωρήματος 2.1.1. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι a = Φ−1(γn(A)) > −∞. Για

κάθε b < a έχουμε γn(A) > Φ(b) = γ1((−∞,b]), άρα το Λήμμα 2.1.2 δείχνει ότι αν το N είναι

αρκετά μεγάλο τότε

σ∗N(P
−1

N+1,n(A) ∩
√
NSN) > σ∗N(P

−1

N+1,1
((−∞,b]) ∩

√
NSN).
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´Εστω t > 0. Μπορούμε να ελέγξουμε ότι

P−1

N+1,n(At) ∩
√
NSN ⊇ (P−1

N+1,n(A) ∩
√
NSN)t,

όπου η t-περιοχή στο δεξιό μέλος λαμβάνεται ως προς τη γεωδαισιακή μετρική στην

√
NSN.

Η σημαντική παρατήρηση είναι ότι το P−1

N+1,1
((−∞,b])∩

√
NSN είναι γεωδαισιακή μπάλα στην√

NSN. Συνεπώς, από τη σφαιρική ισοπεριμετρική ανισότητα παίρνουμε

σ∗N(P
−1

N+1,n(At) ∩
√
NSN) > σ∗N((P

−1

N+1,n(A) ∩
√
NSN)t)

> σ∗N((P
−1

N+1,1
((−∞,b]) ∩

√
NSN)t).

Απευθείας υπολογισμός δείχνει ότι

(P−1

N+1,1
((−∞,b]) ∩

√
NSN)t = P

−1

N+1,1
((−∞,b+ sN]) ∩

√
NSN,

όπου

sN :=
√
N cos

(
arccos(b/

√
N) − t/

√
N
)
− b→ t

καθώς το N→∞. Από την ανισότητα

σ∗N(P
−1

N+1,n(At) ∩
√
NSN) > σ∗N(P

−1

N+1,1
((−∞,b+ sN]) ∩

√
NSN),

εφαρμόζοντας πάλι το Λήμμα 2.1.2, βλέπουμε ότι

γn(At) = lim

N→∞σ∗N(P−1

N+1,n(At) ∩
√
NSN)

> lim

N→∞σ∗N(P−1

N+1,1
((−∞,b+ sN]) ∩

√
NSN = γ1((−∞,b+ t]) = Φ(b+ t).

Αφού αυτό ισχύει για κάθε b < a, έπεται ότι γn(At) > Φ(a+ t). �

Υπενθυμίζουμε ότι για κάθε μέτρο µ στον Rn και κάθε Borel σύνολο A, η επιφάνεια του A

ως προς το µ ορίζεται ως εξής:

µ+(A) = lim inf

t→0
+

µ(At) − µ(A)

t
.

Θεωρούμε τις συναρτήσεις

(2.1.1) ϕ(x) = Φ′(x) =
1√
2π
e−x

2/2

και

(2.1.2) I(t) := ϕ ◦Φ−1(t), t ∈ [0, 1].

Θα δούμε ότι η Gaussian ισοπεριμετρική ανισότητα είναι ισοδύναμη με το ακόλουθο ϑεώρημα.
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Θεώρημα 2.1.3. Για κάθε Borel σύνολο A στον Rn ισχύει

(2.1.3) γ+n(A) > I(γn(A)).

Επιπλέον, ισότητα ισχύει για κάθε ημίχωρο.

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι το Θεώρημα 2.1.1 συνεπάγεται το Θεώρημα 2.1.3. ´Εστω A ένα

Borel σύνολο στον Rn. Αφού η Φ είναι αύξουσα, το Θεώρημα 2.1.1 δείχνει ότι για κάθε t > 0

έχουμε

Φ−1(γn(At)) > Φ
−1(γn(A)) + t.

Συνεπώς,

γ+n(A) = lim inf

t→0
+

γn(At) − γn(A)

t
= lim inf

t→0
+

Φ(Φ−1(γn(At))) −Φ(Φ−1(γn(A)))

t

> lim

t→0
+

Φ(Φ−1(γn(A)) + t) −Φ(Φ−1(γn(A)))

t
= Φ′(Φ−1(γn(A)))

= ϕ ◦Φ−1(γn(A)) = I(γn(A)).

Αντίστροφα, υποθέτοντας το Θεώρημα 2.1.3 έχουμε ότι η συνάρτηση h(t) = Φ−1(γn(At)) ικα-

νοποιεί την

h′(t) =
γ+n(At)

ϕ ◦Φ−1(γn(At))
=

γ+n(At)

I(γn(At))
> 1,

απ´ όπου έπεται ότι

h(t) = h(0) +

∫t
0

h′(s)ds > h(0) + t

για κάθε t > 0. Άρα, αν γn(A) = Φ(a) βλέπουμε ότι

γn(At) = Φ(h(t)) > Φ(h(0) + t) = Φ(Φ−1(γn(A)) + t) = Φ(a+ t),

και έπεται το Θεώρημα 2.1.1.

Στην επόμενη παράγραφο δίνουμε μια πρώτη πλήρη απόδειξη της ισοπεριμετρικής ανισότη-

τας στο χώρο του Gauss μέσω της Gaussian συμμετρικοποίησης. Η μέθοδος αυτή ϑα χρησιμο-

ποιηθεί και στο Κεφάλαιο 3 για την απόδειξη της ανισότητας του Ehrhard.

Ο Bobkov έδωσε μια απόδειξη της Gaussian ισοπεριμετρικής ανισότητας, στην ισοδύναμη

μορφή του Θεωρήματος 2.1.3, η οποία δεν χρησιμοποιεί τεχνικές συμμετρικοποίησης ή αναδιά-

ταξης. Το επιχείρημά του βασίζεται σε μια ανισότητα δύο σημείων και στο κεντρικό οριακό

ϑεώρημα, στο πνεύμα της αρχικής απόδειξης της λογαριθμικής ανισότητας Sobolev από τον

Gross. Στην τελευταία παράγραφο αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζουμε λεπτομερώς την από-

δειξη του Bobkov.
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2.2 Gaussian συμμετρικοποίηση

Θεωρούμε το τυπικό μέτρο του Gauss γn στον Rn και συμβολίζουμε με γk την προβολή του

γn σε κάθε k-διάστατο αφινικό υπόχωρο F του Rn. Χρησιμοποιούμε επίσης το συμβολισμό

H(u, r) := {x ∈ Rn : 〈x,u〉 > a}

για τον ημίχωρο που ορίζεται από το u ∈ Sn−1
και κάποιον a ∈ R.

Ορισμός 2.2.1 (Gaussian συμμετρικοποίηση). ´Εστω 1 6 k 6 n και F ένας υπόχωρος του Rn

διάστασης n−k. Η Gaussian k-συμμετρικοποίηση ως προς τον F στη διεύθυνση του u ⊥ F είναι

μια απεικόνιση που σε κάθε ανοικτό ή κλειστό σύνολο A ⊂ Rn αντιστοιχεί ένα σύνολο A′ το

οποίο ορίζεται ως εξής. Για κάθε x ∈ F:

(i) Αν γk(A ∩ (x+ F⊥)) = 0 τότε A′ ∩ (x+ F⊥) = ∅.

(ii) Αν γk(A ∩ (x+ F⊥)) = 1 τότε A′ ∩ (x+ F⊥) = x+ F⊥.

(iii) Αν 0 < γk(A ∩ (x+ F⊥)) < 1 τότε, αν το A είναι ανοικτό,

A′ ∩ (x+ F⊥) = H(u,a) ∩ (x+ F⊥),

ενώ αν το A είναι κλειστό,

A′ ∩ (x+ F⊥) = H(u,a) ∩ (x+ F⊥),

όπου ο a ορίζεται από την ισότητα

γk(A ∩ (x+ F⊥)) = γk(H(u,a) ∩ (x+ F⊥)).

Θα συμβολίζουμε το A′ με S(A) ή με SF,u(A) αν χρειάζεται να είμαστε πιο ακριβείς.

Η επόμενη πρόταση περιγράφει της βασικές ιδιότητες της Gaussian συμμετρικοποίησης. Η

απόδειξη δεν παρουσιάζει σημαντικές δυσκολίες.

Πρόταση 2.2.2. ´Εστω S = SF,u μια Gaussian k-συμμετρικοποίηση στον Rn. Η S έχει τις
παρακάτω ιδιότητες:

(α) Είναι μονότονη: αν A ⊆ B και τα S(A) και S(B) ορίζονται, τότε S(A) ⊆ S(B).

(β) Είναι κάτω ημισυνεχής: αν {Aj} είναι μια αύξουσα ακολουθία ανοικτών συνόλων, τότε

S
(⋃
j

Aj

)
=
⋃
j

S(Aj).

(γ) Είναι συνεπής ως προς τα συμπληρώματα:

SF,u(A
c) =

(
SF,−u(A)

)c
.
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(δ) Είναι αναλλοίωτη ως προς τον 〈u〉 := span({u}):

S(A) + (F+ 〈u〉)⊥ = S(A).

(ε) Είναι ημι-αναλλοίωτη ως προς τον F: για κάθε z ∈ F,

S(A+ z) = S(A) + z.

Αν ο F1 είναι γραμμικός υπόχωρος του F και A+ F1 = A, τότε

S(A) = S(A) + F1.

(στ) Διατηρεί το μέτρο: αν ένα σύνολο B ∈ B(Rn) είναι αναλλοίωτο ως προς τον F⊥, δηλαδή
B+ F⊥ = B, τότε

γn(B ∩A) = γn(B ∩ S(A)).

Ειδικότερα,

(2.2.1) γn(A) = γn(S(A)).

Η πιο σημαντική ιδιότητα της Gaussian συμμετρικοποίησης είναι ότι «μικραίνει την επι-

φάνεια» ενός συνόλου. Σε αυτή την παράγραφο, για κάθε ρ > 0, η ρ-περιοχή ενός συνόλου

A ⊆ Rn είναι το σύνολο

Aρ = A+ Bρ,

όπου Bρ = {x ∈ Rn : ‖x‖2 6 ρ} είναι η κλειστή Ευκλείδεια μπάλα με κέντρο το 0 και ακτίνα ρ.

Παρατηρήστε ότι αν το A είναι κλειστό ή ανοικτό τότε η ρ-περιοχή Aρ του A είναι κλειστό ή

ανοικτό, αντίστοιχα, σύνολο.

Θεώρημα 2.2.3. ´Εστω S = SF,u μια Gaussian k-συμμετρικοποίηση στον Rn. Για κάθε κλειστό
σύνολο A ⊂ Rn ισχύει

(2.2.2) S(Aρ) ⊇
(
S(A)

)
ρ
.

Η απόδειξη του ϑεωρήματος ϑα γίνει σε τέσσερα βήματα.

Βήμα 1. Αποδεικνύουμε την (2.2.2) για τις συμμετρικοποιήσεις στο R.

Αρχίζουμε με την ειδική περίπτωση όπου n = 1, F = {0}, u = −1 και A είναι ένα διάστη-

μα στο R. Θέτουμε α = γ1(A). Τα διαστήματα που έχουν μέτρο ίσο με α σχηματίζουν μια

μονοπαραμετρική οικογένεια{
As = [s,ν(s)], s ∈ [−∞,Φ−1(1 − α)], ν(s) = Φ−1(Φ(s) + α)

}
.

Παρατηρήστε ότι SF,u(A) = A−∞. Θεωρούμε τη συνάρτηση

qρ(s) = γ1((As)ρ).
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Παραγωγίζοντας την qρ ως προς s παίρνουμε

(2.2.3) q′ρ(s) = g(s)

[
g(ν(s) + ρ)

g(ν(s))
−
g(s− ρ)

g(s)

]
,

όπου g είναι η πυκνότητα του γ1. Ξαναγράφουμε την (2.2.3) στη μορφή

q′ρ(s) = g(s)[θ(ν(s)) − θ(−s)],

όπου

θ(s) :=
g(s+ ρ)

g(s)
= exp

(∫s+ρ
s

(logg)′(r)dr

)
.

Η συνάρτηση logg είναι κοίλη, άρα η θ είναι φθίνουσα. Συνεπώς, αν ν(s) > −s έχουμε

q′ρ(s) < 0 ενώ αν ν(s) < −s έχουμε q′ρ(s) > 0. Αυτό σημαίνει ότι η qρ παρουσιάζει μέγιστο

στο σημείο s = −ν(s) = Φ−1((1 − α)/2) το οποίο αντιστοιχεί στο συμμετρικό διάστημα As, και

είναι μονότονη αριστερά και δεξιά από αυτό το σημείο. ´Επεται ότι η qρ(−∞) 6 qρ(s) ισχύει

για κάθε s. Ξαναγράφουμε αυτή την ανισότητα στη μορφή

γ1((S(As))ρ) = γ1((A−∞)ρ) 6 γ1((As)ρ) = γ1(S((As)ρ)).

Αφού τα σύνολα (S(As))ρ και S((As)ρ) είναι ημιευθείες, από αυτή την ανισότητα έπεται ότι

(S(As))ρ ⊆ S((As)ρ),

δηλαδή έχουμε αποδείξει την (2.2.2) στην περίπτωση που το A είναι διάστημα.

Στη συνέχεια ϑεωρούμε μια πεπερασμένη οικογένεια {A1, . . . ,Am+1} ξένων διαστημάτων τα

οποία έχουμε αριθμήσει από τα αριστερά προς τα δεξιά. Θα αποδείξουμε την (2.2.2) με επαγωγή

ως προς m για το σύνολο A =
⋃
i

Ai και για τις δύο συμμετρικοποιήσεις S+ = S{0},1 και

S− = S{0},−1
. ´Εχουμε ήδη εξετάσει την περίπτωση m = 0. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας

μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα διαστήματα Aj έχουν ανά δύο κάποια απόσταση, συγκεκριμένα

ότι αν j , k τότε (Aj)ρ ∩ (Ak)ρ = ∅. Αλλιώς, μπορούμε να πετύχουμε να ικανοποιούν αυτή την

υπόθεση μικραίνοντας κάποια από αυτά. Γιατί, αν κάνουμε αυτό, το σύνολο Aρ ϑα παραμείνει

αμετάβλητο, οπότε το αριστερό μέλος της (2.2.2) δεν ϑα αλλάξει, ενώ το δεξιό μέλος ϑα έχει

μικρύνει.

Πράγματι, αν ρ0 είναι ο μεγαλύτερος ϑετικός αριθμός για τον οποίο ικανοποιείται αυτή η

συνθηκη, τότε για κάθε ρ > ρ0 ϑα έχουμε ότι το Aρ0
είναι ένωση m ξένων διαστημάτων, και

χρησιμοποιώντας την επαγωγική υπόθεση,

S(Aρ) = S((Aρ0
)ρ−ρ0

) ⊇ (S(Aρ0
))ρ−ρ0

⊇ ((S(A))ρ0
)ρ−ρ0

= (S(A))ρ.

Θα δείξουμε πρώτα ότι η «χειρότερη» περίπτωση είναι αυτή στην οποία τα ακραία διαστήματα

A1 και Am+1 είναι ημιευθείες. Θέτουμε J =
m⋃
i=2

Ai. Τότε,

(2.2.4) S−(A) = S−

(
m+1⋃
i=1

Ai

)
= S− [S−(A1) ∪ J ∪ S+(Am+1)]
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και

(2.2.5) S−(Aρ) = S− [S−((A1)ρ) ∪ Jρ ∪ S+((Am+1)ρ)] .

Εφαρμόζοντας την (2.2.2) την οποία έχουμε ήδη αποδείξει για τα μεμονωμένα διαστήματα A1 και

Am+1, παίρνουμε

S−((A1)ρ) ⊇ (S−(A1))ρ και S+((Am+1)ρ) ⊇ (S+(Am+1))ρ.

Εισάγοντας αυτούς τους εγκλεισμούς στην (2.2.5) έχουμε

(2.2.6) S−(Aρ) ⊇ S− [(S−(A1)ρ) ∪ Jρ ∪ (S+(Am+1)ρ)] .

Από την (2.2.6) φαίνεται ότι όταν μεταβαίνουμε από το σύστημα των διαστημάτων A1, . . . ,Am+1

στο σύστημα S−(A1),A2, . . . ,Am,S+(Am+1), το δεξιό μέλος της (2.2.2) παραμένει αναλλοίωτο,

ενώ το αριστερό μέλος μπορεί μόνο να μικρύνει. Μπορούμε λοιπόν να περιοριστούμε στην

περίπτωση όπου A1 = S−(A1) και Am+1 = S+(Am+1). Το πλεονέκτημα αυτής της περίπτωσης

είναι ότι, τώρα, το συμπλήρωμα του συνόλου A αποτελείται από m διαστήματα, συνεπώς

μπορούμε να εφαρμόσουμε την επαγωγική υπόθεση σε αυτό. Θέτοντας λοιπόν C = Aρ, ϑα

χρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα (Cc)ρ = Ac, την οποία ξαναγράφουμε ως ((Cc)ρ)
c = A.

Εφαρμόζοντας την (2.2.2) για το σύνολο Cc, παίρνουμε

S−(A) = S−(((C
c)ρ)

c) = S+((C
c)ρ) ⊆ (S+((C

c)ρ))
c
.

Στη συνέχεια, πηγαίνουμε στις ρ-περιοχές και εφαρμόζουμε την ταυτότητα

(((S+(B))ρ)
c)ρ = S−(B

c)

για το σύνολο B = Cc. ´Ετσι, παίρνουμε τον εγκλεισμό

(S−(A))ρ = S−(C) ⊆ S−(Aρ).

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη της (2.2.2) για πεπερασμένες ενώσεις διαστημάτων στο R (παρα-

τηρήστε ότι δεν έχει σημασία αν ϑα υποθέσουμε αυτά τα διαστήματα ανοικτά ή κλειστά). Αφού

κάθε ανοικτό σύνολο στο R είναι αριθμήσιμη ένωση ανοικτών διαστημάτων, από τη μονοτονία

και τη συνέχεια της συμμετρικοποίησης (βλέπε Πρόταση 2.2.2 (α) και (β)) μπορούμε να συμπε-

ράνουμε την (2.2.2) για τυχόν ανοικτό σύνολο. Αφού κάθε κλειστό σύνολο γράφεται ως τομή

μιας φθίνουσας ακολουθίας ανοικτών συνόλων, η (2.2.2) επεκτείνεται στην κλάση των κλειστών

συνόλων. ´Ετσι, ολοκληρώνεται η απόδειξη στη μονοδιάστατη περίπτωση. Μάλιστα, σε αυτό το

βήμα χρησιμοποιήσαμε μόνο το γεγονός ότι το γ1 είναι συμμετρικό και λογαριθμικά κοίλο. �

Βήμα 2. Αποδεικνύουμε την (2.2.2) για τις 1-συμμετρικοποιήσεις στον Rn.

´Εστω u ∈ Sn−1
, F = 〈u〉⊥ ένα υπερεπίπεδο, και S = SF,u η αντίστοιχη συμμετρικοποίηση.

Θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό Rx = {y ∈ Rn : y = x + ru, r ∈ R} για τις ευθείες κατά
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μήκος των οποίων γίνεται η συμμετρικοποίηση S. Θα επαληθεύσουμε την (2.2.2) χωριστά σε

κάθε ευθεία, δηλαδή ϑα αποδείξουμε τον εγκλεισμό

(2.2.7) S(Aρ) ∩ Rx ⊇ (S(A))ρ ∩ Rx

για κάθε x ∈ F. Μπορούμε να εκφράσουμε τα σύνολα της (2.2.7) γράφοντας

(2.2.8) S(Aρ) ∩ Rx = S(Aρ ∩ Rx) ⊇
⋃
y∈F

S((A ∩ Ry)ρ ∩ Rx)

και

(2.2.9) (S(A))ρ ∩ Rx =
⋃
y∈F

((S(A ∩ Ry))ρ ∩ Rx).

Χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι κάθε n-διάστατη μπάλα αποκόπτει ένα ευθύγραμμο τμήμα από

κάθε ευθεία, και για κάθε x ∈ F γράφουμε

(S(A) ∩ Ry)ρ ∩ Rx = S(A ∩ Ry) + (Bρ ∩ Rx−y),
S((A ∩ Ry)ρ ∩ Rx) = S(A ∩ Ry + (Bρ ∩ Rx−y)).

Εφαρμόζοντας την (2.2.2) για το μονοδιάστατο σύνολο A∩Ry+ x−y, το οποίο περιέχεται στην

ευθεία Rx, παίρνουμε

S(A ∩ Ry + (Bρ ∩ Rx−y)) ⊇ S(A ∩ Ry) + (Bρ ∩ Rx−y).

Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω έχουμε

S((A ∩ Ry)ρ ∩ Rx) ⊇ (S(A) ∩ Ry)ρ ∩ Rx.

Παίρνοντας ενώσεις ως προς όλα τα y, και λαμβάνοντας υπόψιν τις (2.2.8) και (2.2.9), συ-

μπεραίνουμε ότι ισχύει η (2.2.7). Με αυτό τον τρόπο έχουμε αποδείξει το ϑεώρημα για τις

1-συμμετρικοποιήσεις στον Rn. �

Είναι χρήσιμο να παρατηρήσουμε εδώ ότι, επαναλαμβάνοντας το ίδιο ουσιαστικά επιχείρημα,

μπορούμε να αποδείξουμε το εξής γενικότερο αποτέλεσμα:

Λήμμα 2.2.4. Αν ο εγκλεισμός (2.2.2) ισχύει για τις k-συμμετρικοποιήσεις στον Rk τότε ισχύει
και για κάθε k-συμμετρικοποίηση στον Rn, n > k.

Βήμα 3. Αποδεικνύουμε ότι κάθε 2-συμμετρικοποίηση προκύπτει ως όριο πεπερασμένων συν-

ϑέσεων 1-συμμετρικοποιήσεων. Στη συνέχεια δείχνουμε ότι μπορούμε να επεκτείνουμε την (2.2.2)

στις συνθέσεις 1-συμμετρικοποιήσεων και αυτό μας δίνει την (2.2.2) για τις 2-συμμετρικοποιήσεις.

Αρχίζουμε από την περίπτωση του R2
. Ορίζουμε μια ακολουθία {ej}, j = 0, 1, 2, . . . μοναδιαίων

διανυσμάτων στον R2
ϑέτοντας e0 := (0, 1) και

ej :=

(
cos

(
3π

2

+ 2
−jπ

)
, sin

(
3π

2

+ 2
−jπ

))
, j > 1.
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Παρατηρήστε ότι ej → −e0 και ότι η γωνία που σχηματίζουν τα ej+1 και −e0 είναι το μισό της

γωνίας που σχηματίζουν τα ej και −e0. Επιπλέον, ισχύει η

(2.2.10) ej + e0 ⊥ ej+1.

Θεωρούμε τις 1-συμμετρικοποιήσεις Sj := Se⊥j+1
,ej

και τις συνθέσεις τους Tj := Sj◦Sj−1◦· · ·◦S1◦S0.

Θα δείξουμε ότι η ακολουθία {Tj} συγκλίνει στη 2-συμμετρικοποίηση T := S{0},e1

. Βασικό ρόλο

ϑα παίξει το επόμενο λήμμα.

Λήμμα 2.2.5. Για κάθε c, c′ > 0 και j > 0, για κάθε κλειστό σύνολο A ⊆ R2 και x ∈ Tj(A),
έχουμε

(2.2.11) x+ ce0 + c
′ej ∈ Tj(A).

Παρατηρήστε ότι η (2.2.11) μας λέει ότι το σύνολο Tj(A) περιέχει, μαζί με κάθε σημείο του,

έναν κώνο που «παράγεται» από τις διευθύνσεις e0 και ej. ´Οταν το j είναι μεγάλο, η γωνία

που σχηματίζουν τα e0 και ej τείνει να γίνει ίση με π, άρα το σύνολο Tj(A) τείνει να γίνει

ημιεπίπεδο με κάθετο διάνυσμα το e1. Αυτό το ημιεπίπεδο αντιστοιχεί στη 2-συμμετρικοποίηση

T .

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή. Στην περίπτωση j = 0 ο ισχυρισμός προκύπτει

άμεσα αν εφαρμόσουμε την Πρόταση 2.2.2 (ε) για τη συμμετρικοποίηση S0. Για το επαγωγικό

βήμα, ϑεωρούμε το διάνυσμα wj = ej + e0 και το ευθύγραμμο τμήμα

∆j,r := {y ∈ R2 : y = λre0 + (1 − λ)rej, 0 6 λ 6 1}.

Θα γράφουμε

Rd = {y ∈ R2 : y = dwj + cej+1, c ∈ R}

για τις ευθείες κατά μήκος των οποίων γίνεται η συμμετρικοποίηση Sj+1. Κρατώντας το d

σταθερό, κατασκευάζουμε κώνους με ακμές στις διευθύνσεις των e0 και ej, και κορυφή κάθε

σημείο του Tj(A) ∩ Rd. Η ένωση αυτών των κώνων είναι το σύνολο

(2.2.12) Cd = {y ∈ R2 : y = x+ ce0 + c
′ej, x ∈ Tj(A) ∩ Rd, c, c′ > 0}.

Θεωρούμε t > d. Από την (2.2.10) γνωρίζουμε ότι τα διανύσματα e0 και ej σχηματίζουν ίσες

γωνίες με το ej+1, συνεπώς

Cd ∩ Rt = Tj(A) ∩ Rd + (t− d)wj + ∆j,r.

Ο αριθμός r εξαρτάται από τα j, t,d, αλλά δεν μας χρειάζεται να γνωρίζουμε την τιμή του. Μέσα

στην ευθεία Rt εφαρμόζουμε την (2.2.2) για το μονοδιάστατο σύνολο Cd ∩ Rt, και παίρνουμε

Sj+1(Cd ∩ Rt) = Sj+1(Tj(A) ∩ Rd + (t− d)wj + ∆j,r)

= Sj+1(Tj(A) + ∆j,t) + (t− d)wj

⊇ Sj+1(Tj(A)) + ∆j,r + (t− d)wj

= {y ∈ Rt : y = x+ ce0 + c
′ej, x ∈ Tj+1(A) ∩ Rd, c, c′ > 0}.
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Από την άλλη πλευρά, λόγω της (2.2.12),

Sj+1(Cd ∩ Rt) ⊆ Sj+1(Tj(A) ∩ Rt) = Tj+1(A) ∩ Rt,

άρα

Tj+1(A) ⊇ {y ∈ Rn : y = x+ ce0 + c
′ej, x ∈ Tj+1(A), c, c

′ > 0}.

Αυτό το επιχείρημα ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Το επόμενο λήμμα ϑα μας βοηθήσει να περάσουμε στις 2-συμμετρικοποιήσεις, περιγράφοντας

τη σύγκλιση των Tj στην T .

Λήμμα 2.2.6. Θεωρούμε την παραπάνω ακολουθία {Tj} μετασχηματισμών υποσυνόλων του R2.
´Εστω A ένα κλειστό σύνολο και έστω R, ε > 0. Τότε, για j αρκετά μεγάλο, ισχύουν οι

(2.2.13) ((Tj(A))ε ∩ BR) ⊇ T(A) ∩ BR

και

(2.2.14) ((T(A))ε ∩ BR) ⊇ Tj(A) ∩ BR.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με Kj τον κώνο {y ∈ R2 : y = ce0 + c′ej, c, c
′ > 0}. Από το Λήμμα

2.2.5 έχουμε ότι: αν x ∈ Tj(A) τότε x+Kj ⊆ Tj(A). Θα αποδείξουμε την (2.2.14) με απαγωγή σε

άτοπο. Ας υποθέσουμε ότι για κάθε j υπάρχει κάποιο σημείο xj ∈ (Tj(A)∩BR)\ (T(A))ε. Τότε,

γ2(Tj(A)) > γ2(xj + Kj) > γ2

 ⋂
x∈BR\(T(A))ε

x+ Kj

 .

Οι κώνοι Kj μεγαλώνουν και τείνουν προς το ημιεπίπεδο. Άρα,⋃
j

⋂
x∈BR\(T(A))ε

(x+ Kj) ⊇ (T(A))ε,

απ¨ όπου έπεται ότι

lim inf

j
γ2(Tj(A)) > γ2((T(A))ε) > γ2(T(A)).

Από την άλλη πλευρά, από την Πρόταση 2.2.2 (ζ) έχουμε

γ2(Tj(A)) = γ2(A) = γ2(T(A)).

Αυτή η αντίφαση αποδεικνύει την (2.2.14). Η (2.2.13) αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο. �

Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε το ϑεώρημα για κάθε 2-συμμετρικοποίηση T . Αρχικά πα-

ρατηρούμε ότι η (2.2.2) ισχύει για τον Tj. Πράγματι,

(2.2.15) (Tj(A))ρ = (Sj(Tj−1(A))ρ ⊆ Sj(Tj−1(Aρ)) ⊆ · · · ⊆ Sj ◦ Sj−1 ◦ · · · ◦ S0(Aρ = Tj(Aρ).



 · Η      G

Εφαρμόζουμε το Λήμμα 2.2.6 για να περάσουμε από τον Tj στον T . Σταθεροποιούμε A, ρ, έναν

μικρό ε > 0, και έναν μεγάλο R > 0. Αν το j είναι αρκετά μεγάλο, οι (2.2.13) και (2.2.15) μας

δίνουν

(T(A) ∩ BR)ρ ⊆ ((Tj(A))ε ∩ BR)ρ ⊆ ((Tj(A))ρ+ε ∩ BR+ρ) ⊆ (Tj(Aρ+ε) ∩ BR+ρ).

Εφαρμόζοντας την (2.2.14) για το Aρ+ε βλέπουμε ότι αν το j είναι αρκετά μεγάλο τότε

Tj(Aρ+ε) ∩ BR+ρ ⊆ (T(Aρ+ε))ε ∩ BR+ρ ⊆ (T(Aρ+ε))ε.

Συνεπώς,

(T(A) ∩ BR)ρ ⊆ (T(Aρ+ε))ε.

Παίρνοντας το όριο, πρώτα καθώς το R→∞ και μετά καθώς το ε→ 0, παίρνουμε την

(T(A))ρ ⊆ T(Aρ).

´Ετσι, έχουμε αποδείξει το ϑεώρημα για τις 2-συμμετρικοποιήσεις στον R2
. Με βάση το Λήμμα

2.2.4 μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το ϑεώρημα ισχύει για τις 2-συμμετρικοποιήσεις στον Rn,

n > 2. �

Βήμα 4. Κάθε k-συμμετρικοποίηση (k > 3) αναπαρίσταται ως σύνθεση 2-συμμετρικοποιήσεων.

Χρησιμοποιώντας αυτή την αναπαράσταση, αποδεικνύουμε την (2.2.2) στη γενική περίπτωση.

Λήμμα 2.2.7. ´Εστω F1, F2 και F3 ανά δύο ορθογώνιοι υπόχωροι του Rn, και έστω u ∈ Sn−1 ένα
διάνυσμα κάθετο σε όλους τους Fi. Ορίζουμε S1 = SF1+F2,u και S2 = SF2+F3,u. Αν τα σύνολα A
και S2(A) είναι κλειστά, τότε

(S1 ◦ S2)(A) = SF2,u(A).

Απόδειξη. Θέτουμε F = (F1 + F2 + F3 + 〈u〉)⊥. Από την Πρόταση 2.2.2 (δ) για κάθε κλειστό

σύνολο A έχουμε τις ισότητες

S1(A) = S1(A) + (F1 + F2 + 〈u〉)⊥ = S1(A) + F3 + F,

S2(A) = S2(A) + F1 + F.

Από την F1 ⊆ F1 + F2 και από την Πρόταση 2.2.2 (στ) βλέπουμε ότι

(S1 ◦ S2)(A) = (S1 ◦ S2)(A) + F1.

Χρησιμοποιώντας όλες τις προηγούμενες ισότητες παίρνουμε

(S1 ◦ S2)(A) = (S1 ◦ S2)(A) + F3 + F = ((S1 ◦ S2)(A) + F1) + F3 + F

= (S1 ◦ S2)(A) + (F1 + F3 + F) = (S1 ◦ S2)(A) + (F2 + 〈u〉)⊥.
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Από την Πρόταση 2.2.2 (δ) ισχύει και η ισότητα

SF2,u(A) = SF2,u(A) + (F2 + 〈u〉)⊥.

Επιπλέον, τα σύνολα (S1 ◦ S2)(A) και SF2,u(A) είναι αναλλοίωτα ως προς μεταφορές στη διεύ-

ϑυνση του u (βλέπε Πρόταση 2.2.2 (ε)). Άρα, καθένα από αυτά αποκόπτει ημίχωρο άπό κάθε

αφινικό υπόχωρο Rx = x + F⊥
2

, x ∈ F2. Παρατηρούμε ότι, επειδή η συμμετρικοποίηση διατηρεί

το μέτρο,

γk(SF2,u(A) ∩ Rx) = γk(A ∩ Rx) = γk(S1(A) ∩ Rx) = γk((S1 ◦ S2)(A) ∩ Rx),

όπου k = dim(F⊥
2
). Αφού τα σύνολα αυτά είναι ημίχωροι, αναγκαστικά ισχύει ότι

(S1 ◦ S2)(A) ∩ Rx = SF2,u(A) ∩ Rx.

Αφού αυτό ισχύει για κάθε x ∈ F⊥
2

, τελικά έχουμε (S1 ◦ S2)(A) = SF2,u(A).

Παρατηρήστε ότι ο ισχυρισμός του λήμματος μας δίνει ότι οι συμμετρικοποιήσεις S1 και S2

αντιμετατίθενται. �

Λήμμα 2.2.8. ´Εστω m > 3, k > 2 και T = SF,u τυχούσα k-συμμετρικοποίηση στον Rm. Μπο-
ρούμε να βρούμε 2-συμμετρικοποιήσεις T1, T2, . . . , Tk−1 τέτοιες ώστε

(2.2.16) T = T1 ◦ T2 ◦ · · · ◦ Tk−1.

Απόδειξη. Επιλέγουμε ένα μοναδιαίο διάνυσμα v ∈ (F+〈u〉)⊥. Θεωρούμε τους υποχώρους F3 =

(F + 〈u, v〉)⊥, G2 = F και F1 = 〈v〉, και εφαρμόζουμε το Λήμμα 2.2.7 για τις συμμετρικοποιήσεις

S1 = SF1+F2,u = SF+〈v〉,u και S2 = SF2+F3,u = S〈u,v〉⊥,u. Παρατηρήστε ότι η S2 είναι 2-

συμμετρικοποίηση, συνεπώς η (2.2.2) ισχύει γι¨ αυτήν, δηλαδή μετασχηματίζει κλειστά σύνολα

σε κλειστά σύνολα. Τότε, από το Λήμμα 2.2.7 έχουμε

S1 ◦ S2(A) = SF2,u(A) = T(A)

για κάθε κλειστό σύνολο A. Θέτουμε Tk−1 = S2 και εφαρμόζουμε το ίδιο επιχείρημα για την (k−

1)-συμμετρικοποίηση S1. Επαναλαμβάνοντας αυτή τη διαδικασία, σε κάθε βήμα απομονώνουμε

ένα νέο όρο Tj και μειώνουμε τη διάσταση της συμμετρικοποίησης που γράφεται ως σύνθεση.

Συνεχίζουμε μέχρι να φτάσουμε σε μια 2-συμμετρικοποίηση. Μετά από k− 2 βήματα παίρνουμε

μια αναπαράσταση της μορφής (2.2.16). �

Μπορούμε τώρα να ολοκληρώσουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 2.2.3. Σύμφωνα με τα

προηγούμενα, μένει να εξετάσουμε συμμετρικοποιήσεις τάξης μεγαλύτερης από 2. Θεωρούμε μια

l-συμμετρικοποίηση T η οποία αναπαρίσταται στη μορφή (2.2.16) και εφαρμόζοντας την (2.2.2)

για τις 2-συμμετρικοποιήσεις Tj έχουμε

T(Aρ) = T1 ◦ T2 ◦ · · · ◦ Tk−1(Aρ) ⊇ T1 ◦ T2 ◦ · · · ◦ Tk−2((Tk−1(A)))ρ)

· · · ⊇ T1((T2 ◦ · · · ◦ Tk−1(A))ρ) ⊇ (T1 ◦ T2 ◦ · · · ◦ Tk−1(A))ρ = (T(A))ρ

για κάθε κλειστό σύνολο A. �
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2.3 Η ισοπεριμετρική ανισότητα

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 2.2.3 μπορούμε να αποδείξουμε την ισοπεριμετρική ανισότητα

στο χώρο του Gauss.

Θεώρημα 2.3.1. ´Εστω A ∈ B(Rn) και ρ > 0. Τότε,

(2.3.1) Φ−1(γn(Aρ)) > Φ
−1(γn(A)) + ρ.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι το A είναι κλειστό. Θεωρούμε τυχούσα n-συμμετρικοποίηση

S. Από την (2.2.2) έχουμε

(2.3.2) γn(S(Aρ)) > γn((S(A))ρ).

Από την (2.2.1) έχουμε γn(S(Aρ)) = γn(Aρ). Από την άλλη πλευρά, τα σύνολα S(A) και S(Aρ)

είναι ημίχωροι. Τότε, από τον ορισμό της συνάρτησης Φ και του γn, έχουμε

γn((S(A))ρ) = Φ(Φ−1(γn(S(A)) + ρ) = Φ(Φ−1(γn(A)) + ρ).

Αντικαθιστώντας αυτή τη σχέση στην (2.3.2) παίρνουμε την (2.3.1). ´Εχοντας αποδείξει τον

ισχυρισμό του ϑεωρήματος για κλειστά σύνολα, μπορούμε να τον αποδείξουμε για οποιοδήποτε

Borel σύνολο. �

2.4 Η απόδειξη του Bobkov

Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζουμε την απόδειξη του Bobkov για την ισοπεριμετρική ανι-

σότητα στο χώρο του Gauss.

Θεώρημα 2.4.1. Για κάθε Borel σύνολο A ⊂ Rn,

γ+n(A) > I(γn(A)),

όπου
γ+n(A) = lim inf

r→0

γn(Ar) − γ(A)

r

είναι το μέτρο της επιφάνειας του A κατά Minkowski και Ar = {x ∈ Rn : d(x,A) < r}, η
r–γειτονιά του A.

Ο Bobkov απέδειξε το Θεώρημα 2.4.1 μέσω της ακόλουθης συναρτησιακής ανισότητας.

Θεώρημα 2.4.2. ´Εστω I = ϕ ◦Φ−1
. Τότε για κάθε τοπικά Lipschitz συνάρτηση f : Rn → [0, 1],

I(E(f)) 6 E(
√
I(f)2 + ‖∇f‖2

2
),

όπου E(f) είναι η μέση τιμή της συνάρτησης f ως προς το μέτρο Gauss γn.
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Ακριβέστερα, για την απόδειξη του Θεωρήματος 2.4.1 αρκεί το ακόλουθο πόρισμα του Θεω-

ρήματος 2.4.2, το οποίο προκυτει άμεσα από την ανισότητα

√
a2 + b2 6 |a|+ |b|:

Πόρισμα 2.4.3. Για κάθε τοπικά Lipschitz συνάρτηση f : Rn → [0, 1] ισχύει

I(E(f)) − E(I(f)) 6 E(‖∇f‖2).

Απόδειξη του Θεωρήματος 2.4.1. Θεωρούμε τη συνάρτηση

fr(x) = max

{
1 −

1

r
dist(x,Ar), 0

}
.

Για την fr ισχύει ότι 1Ar 6 fr 6 1A2r
, οπότε

γn(Ar) 6 E(fr) 6 γn(A2r).

Επίσης I(fr) = 0 στο Ar ∪A2r
c
, αφού fr(x) = 1 στο Ar και fr(x) = 0 στο A2r

c
. ´Ετσι,

E(I(fr)) =

∫
A2r\Ar

I(fr) dγn 6

∫
A2r\Ar

dγn

= γn(A2r) − γn(Ar)

και

E(‖∇fr‖2) =
∫
A2r\Ar

‖∇fr‖2 dγn 6
1

r
(γn(A2r) − γn(Ar))

= 2

γn(A2r) − γn(Ar)

2r
−
γn(Ar) − γn(A)

r
,

αφού ‖∇fr‖2 6 1/r στο A2r και ‖∇fr‖2 = 0 στο Ar. Εφαρμόζοντας λοιπόν την ανισότητα

I(E(f)) − E(I(f)) 6 E(‖∇f‖2)

για την fr και αφήνοντας το r→ 0, παίρνουμε

I(γn(A)) − 0 6 2γ+n(A) − γ
+
n(A) = γ

+
n(A).

�

Ο Bobkov αποδεικνύει πρώτα ένα διακριτό ανάλογο του Θεωρήματος 2.4.1. Συμβολίζουμε με

En
2

τον διακριτό κύβο, τον οποίο ϑεωρούμε εφοδιασμένο με το ομοιόμορφο μέτρο πιθανότητας

µn. Για κάθε f : En
2
→ R το (διακριτό) ανάδελτα της f ορίζεται ως εξής:

∇f(x) =
(
f(x) − f(s1(x))

2

, . . . ,

f(x) − f(sn(x))

2

)
,

όπου si(x) = (x1, . . . ,−xi, . . . , xn), i = 1, . . . ,n είναι τα n γειτονικά σημεία του x. Το μέτρο του

∇f(x) ορίζεται φυσιολογικά:

‖∇f(x)‖2 =
1

2

√√√√ n∑
i=1

|f(x) − f(si(x))|2.

Θεωρούμε επίσης την οικογένεια J των συναρτήσεων J : [0, 1] → [0,∞) που ικανοποιούν τα

εξής:
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(i) J(0) = J(1) = 0.

(ii) Για κάθε a,b ∈ [0, 1],

(2.4.1) J

(
a+ b

2

)
6

1

2

√
J(a)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 + 1

2

√
J(b)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2.
Θα αποδείξουμε ότι οι συναρτήσεις της κλάσης J ικανοποιούν το εξής:

Θεώρημα 2.4.4 (Bobkov). ´Εστω J ∈ J. Για κάθε n ∈ N και για κάθε f : En
2
→ [0, 1] ισχύει

J(E(f)) 6 E

(√
J(f)2 + ‖∇f‖2

2

)
.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει με επαγωγή ως προς n. Στο λήμμα που ακολουθεί επαληθεύ-

ουμε την περίπτωση n = 1.

Λήμμα 2.4.5. ´Εστω J ∈ J. Για κάθε f : E1

2
:= {−1, 1}→ [0, 1] ισχύει

J(E(f)) 6 E

(√
J(f)2 + ‖∇f‖2

2

)
.

Απόδειξη. Θέτουμε a = f(−1) και b = f(1). Τότε, a,b ∈ [0, 1] και E(f) = a+b
2

. Επίσης,

E

(√
J(f)2 + ‖∇f‖2

2

)
=

1

2

√
J(f(−1))2 + ‖∇f(−1)‖2

2
+

1

2

√
J(f(1))2 + ‖∇f(1)‖2

2

=
1

2

√
J(a)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 + 1

2

√
J(b)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2,
διότι ‖∇f(−1)‖2 = ‖∇f(1)‖2 =

∣∣a−b
2

∣∣
. Από την υπόθεση ότι J ∈ J έπεται το λήμμα. �

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 2.4.4 μένει να αιτιολογήσουμε το επαγωγικό βήμα. ´Εστω

f : En+1

2
→ [0, 1]. Γράφοντας το ομοιόμορφο μέτρο πιθανότητας µn+1 στον En+1

2
στη μορφή

µn+1 = µn ⊗ µ1, έχουμε

En+1(f) =
En(f0) + En(f1)

2

,

όπου οι f0, f1 : E
n
2
→ [0, 1] ορίζονται ως εξής:

f0(x) = f(x, 1) και f1(x) = f(x,−1).

Παρατηρούμε ότι

‖∇f(x, 1)‖2
2
=

1

4

n∑
i=1

|f(x, 1) − f(si(x), 1)|
2 +

1

4

|f(x, 1) − f(x,−1)|2

= ‖∇f0(x)‖22 +
∣∣∣∣f0(x) − f1(x)

2

∣∣∣∣2
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και όμοια,

‖∇f(x,−1)‖2
2
= ‖∇f1(x)‖22 +

∣∣∣∣f0(x) − f1(x)
2

∣∣∣∣2 .

Άρα,

En+1 := En+1

(√
J(f)2 + ‖∇f‖2

2

)
=

1

2

En

√J(f0)2 + ‖∇f0‖22 + ∣∣∣∣f0 − f1
2

∣∣∣∣2


+
1

2

En

√J(f1)2 + ‖∇f1‖22 + ∣∣∣∣f0 − f1
2

∣∣∣∣2
 .

Θέτουμε

u0 =
(
J(f0)

2 + ‖∇f0‖22
)
1/2

, u1 =
(
J(f1)

2 + ‖∇f1‖22
)
1/2

και v =
f0 − f1

2

,

και χρησιμοποιώντας την ανισότητα∫ √
u2 + v2 >

√(∫
u

)
2

+

(∫
v

)
2

γράφουμε

En+1 =
1

2

En

(√
u2

0
+ v2

)
+

1

2

En

(√
u2

1
+ v2

)
>

1

2

√
(En(u0))2 + (En(v))2) +

1

2

√
(En(u1))2 + (En(v))2.

Από την επαγωγική υπόθεση,

En(u0) = En

√
J(f0)2 + ‖∇f0‖22 > J(En(f0))

και

En(u1) = En

√
J(f1)2 + ‖∇f1‖22 > J(En(f1)).

Επίσης,

En(v) =
En(f0) − En(f1)

2

.

Αν λοιπόν ϑέσουμε a = En(f0) και b = En(f1), τότε

En+1 >
1

2

√
J(a)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 + 1

2

√
J(b)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 > J(a+ b

2

)
,

όπου στο τελευταίο βήμα χρησιμοποιούμε την (2.4.1), δηλαδή την χαρακτηριστική ιδιότητα της

κλάσης J. ´Ετσι, προκύπτει ότι

En+1 := En+1

(√
J(f)2 + ‖∇f‖2

2

)
> J(En+1(f))

διότι En+1(f) =
a+b

2
. �
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Σκοπός μας είναι να εφαρμόσουμε την ανισότητα του Θεωρήματος 2.4.4 για τη συνάρτηση

I = ϕ ◦Φ−1
. Στην πρόταση που ακολουθεί ελέγχουμε ότι I ∈ J.

Πρόταση 2.4.6. Η συνάρτηση I = ϕ ◦Φ−1 : [0, 1]→ [0,∞) ικανοποιεί την ανισότητα

I

(
a+ b

2

)
6

1

2

√
I(a)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 + 1

2

√
I(b)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2,
για κάθε a,b ∈ [0, 1]. Δηλαδή, I ∈ J.

Απόδειξη. ´Εστω c ∈ (0, 1). Θέτουμε ∆(c) =
(
− min (c, 1 − c), min (c, 1 − c)

)
και ορίζουμε

gc : ∆(c) → R με gc(x) = I(c + x)2 + x2
. Αν c = a+b

2
και x = a−b

2
, και αν ϑεωρήσουμε την

g := ga+b
2

, αρκεί να δείξουμε ότι

2

√
g(0) 6

√
g(x) +

√
g(−x).

Παρατηρήστε ότι x ∈ ∆(c), διότι∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣ 6 min

{
a+ b

2

, 1 −
a+ b

2

}
για κάθε a,b ∈ (0, 1). Υψώνοντας στο τετράγωνο τη ζητούμενη ανισότητα παίρνουμε

4g(0) −
(
g(x) + g(−x)

)
6 2

√
g(x)

√
g(−x)

ή, ισοδύναμα,

16g(0)2 − 8g(0)
(
g(x) + g(−x)

)
+
(
g(x) + g(−x)

)
2

6 4g(x)g(−x)

ή, ισοδύναμα,

16g(0)2 +
(
g(x) − g(−x)

)
2

6 8g(0)
(
g(x) + g(−x)

)
.

´Ομως, g(0) = I(c)2 και αν ϑέσουμε h(x) = g(x) − g(0) = I(c+ x)2 + x2 − I(c)2, τότε μπορούμε

να ξαναγράψουμε τη ζητούμενη ανισότητα στη μορφή

16I(c)4 +
(
h(x) − h(−x)

)
2

6 8I(c)2
(
h(x) + h(−x) + 2I(c)2

)
,

δηλαδή ζητάμε την

(2.4.2)

(
h(x) − h(−x)

)
2

6 8I(c)2
(
h(x) + h(−x)

)
.

Λήμμα 2.4.7. Για τη συνάρτηση I ισχύουν τα ακόλουθα: (α) I ·I ′′ = −1 και (β) η (I ′)2 είναι κυρτή.

Απόδειξη. (α) Αποδεικνύεται εύκολα με πράξεις αν παρατηρήσουμε ότι ϕ ′(x) = −xϕ(x).

(β) Είναι ((I ′)2) ′ = 2I ′I ′′ = −2I ′/I, οπότε

((I ′)2) ′′ = −2

I · I ′′ − (I ′)2

I2
= 2

1 + (I ′)2

I2
> 0.

�
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Λήμμα 2.4.8. Η συνάρτηση R(x) = h(x) + h(−x) − 2I ′(c)2x2 είναι κυρτή στο ∆(c).

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι

R ′(x) = 2I(c+ x)I ′(c+ x) − 2I(c− x)I ′(c− x) + 4x− 4I ′(c)2x

και χρησιμοποιώντας την I · I ′′ = −1 βλέπουμε ότι η

R ′′(x) = 4

[
I ′(c+ x)2 + I ′(c− x)2

2

− I ′(c)2
]

είναι μη αρνητική αφού η (I ′)2 είναι κυρτή και c = c+x
2

+ c−x
2

, οπότε I ′(c)2 6 I ′(c+x
2

)2 +

I ′(c−x
2

)2. �

Εφόσον η R είναι άρτια, από το προηγούμενο λήμμα έπεται ότι R(x) > R(0) για κάθε

x ∈ ∆(c), δηλαδή

h(x) + h(−x) > 2I ′(c)2x2

.

´Ετσι, η (2.4.2) ϑα προκύψει από την ισχυρότερη ανισότητα

(2.4.3)

(
h(x) − h(−x)

)
2

6 16I(c)2I ′(c)2x2

.

Με άλλα λόγια, αρκεί να δείξουμε ότι∣∣∣∣h(x) − h(−x)x

∣∣∣∣ 6 4I(c)|I ′(c)|.

Η I είναι συμμετρική γύρω από το 1/2. Πράγματι, αν Φ−1(1/2+ c) = y τότε Φ(y) = 1/2+ c και

1 −Φ(y) = Φ(−y) = 1/2 − c, οπότε y = −Φ(1/2 − c). Άρα

I

(
1

2

+ c

)
= ϕ(y) = I

(
1

2

− c

)
και I(1 − c) = I(c),

οπότε |I ′(1 − c)| = |I ′(c)| και

|I((1 − c) + x)2 − I((1 − c) − x)2| = |I(c− x)2 − I(c+ x)2|.

Υποθέτουμε ότι 0 < c 6 1/2 λόγω συμμετρίας, και ότι x > 0 αφού η
h(x)−h(−x)

x είναι άρτια.

Επίσης, επειδή η I είναι αύξουσα στο [0, 1/2] και φθίνουσα στο [1/2, 1] έχουμε ότι I(c + x) >

I(c− x) αν και μόνο αν 1− (c+ x) > c− x, δηλαδή, αν και μόνο αν 0 < c 6 1

2
. Άρα τελικά αρκεί

να δείξουμε ότι

I(c+ x)2 − I(c− x)2

x
6 4I(c)I ′(c)

όταν 0 < x < c 6 1

2
. Θέτουμε u(x) = I(c + x)2 − I(c − x)2. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.4.7

έχουμε ότι u ′′(x) = 2[I ′(c + x)2 − I ′(c − x)2] 6 0, άρα η u είναι κοίλη στο (0, c]. Ισοδύναμα η

συνάρτηση

u(x)

x
=

∫
1

0

u ′(xt) dt
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είναι φθίνουσα στο (0, c], οπότε

u(x)

x
6 lim

s→0
+

u(s)

s
= 4I ′(c)I(c)

και η απόδειξη είναι πλήρης. �

Χρησιμοποιώντας τη συναρτησιακή ανισότητα του Θεωρήματος 2.4.4 και το κεντρικό οριακό

ϑεώρημα, μπορούμε να αποδείξουμε το Θεώρημα 2.4.2. Αρκεί να αποδείξουμε την ακόλουθη

πρόταση.

Πρόταση 2.4.9. ´Εστω f : Rn → [0, 1] μια C2-συνάρτηση με φραγμένες μερικές παραγώγους
πρώτης και δεύτερης τάξης. Για κάθε k ∈ N ορίζουμε fk : Rn × · · · × Rn = Rnk → [0, 1] με

fk(x1, . . . , xk) = f

(
x1 + · · ·+ xk√

k

)
.

Τότε, ∫
Enk

2

√
I(fk) + ‖∇fk‖22 dµnk −→

∫
Rn

√
I(f)2 + ‖∇f‖2

2
dγn,

όταν k→∞.

Απόδειξη. Για κάθε k ∈ N ϑεωρούμε την gk : Enk
2
→ Rn με g(x1, . . . , xk) =

1√
k
(x1 + · · · + xk)

και το επαγόμενο μέτρο τk στην Borel σ-άλγεβρα του Rn. Δηλαδή,

τk(A) = µnk(g
−1

k (A))

για κάθε Borel υποσύνολο A του Rn. Τότε,∫
Enk

2

fk dµnk =

∫
Rn
f dτk.

Ισχυρισμός 2.4.10. Για κάθε Borel υποσύνολο B του Rn,

lim

k→∞ τk(B) = γn(B).
Απόδειξη του ισχυρισμού. ´Εχουμε

τk(B) = µnk

({
(x1, . . . , xk) ∈ Enk2

:
x1 + · · ·+ xk√

k
∈ A
})

.

Αν B = (−∞,a1]× · · · × (−∞,an], τότε

τk(B) = µnk

 n⋂
j=1

{
(x1, . . . , xk) ∈ Enk2

:
(x1 + · · ·+ xk)j√

k
6 aj

}
=

n∏
j=1

µk

(
x1j + · · ·+ xkj√

k
6 aj

)
.
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Από το κεντρικό οριακό ϑεώρημα,

lim

k→∞µk
(
x1j + · · ·+ xkj√

k
6 aj

)
= γ1((−∞,aj]).

Άρα,

lim

k→∞ τk(B) =
n∏
j=1

γ1((−∞,aj]) = γn(B).

Αφού η Borel σ-άλγεβρα του Rn παράγεται από την οικογένεια των συνόλων της μορφής B =

(−∞,a1]× · · · × (−∞,an], έπεται ο ισχυρισμός. �

´Εστω τώρα (x1, . . . , xk) ∈ Enk2
. Συμβολίζουμε με sj(xi) το διάνυσμα που διαφέρει (κατά το

πρόσημο) από το xi στην j-ϑέση, και ϑέτουμε

u =
x1 + · · ·+ xk√

k
και vij =

x1 + · · ·+ sj(xi) + · · ·+ xk√
k

.

Από το ϑεώρημα Taylor, χρησιμοποιώντας και την υπόθεση ότι η f έχει φραγμένες μερικές

παραγώγους δεύτερης τάξης, παίρνουμε

f(vij) = f(u) + ∂jf(u)
2√
k
+O

(
1

k

)
για κάθε i 6 k και j 6 n. Αν τώρα ϑέσουμε γj = ∂jf(u), j = 1, . . . ,n, έχουμε

‖∇fk(x1, . . . , xk)‖22 =
1

4

∑
i,j

|f(vij) − f(u)|
2

=
1

4

∑
i,j

∣∣∣∣ 2γj√k +O

(
1

k

)∣∣∣∣2

=
k

4

n∑
j=1

(
4

k
γ2

j + γjO(1/k
3/2) +O(1/k2)

)

=

n∑
j=1

γ2

j +O(1/
√
k)

n∑
j=1

γj +O(1/k)

= ‖∇f(u)‖2
2
+O(1/

√
k)

=

∥∥∥∥∇f(x1 + · · ·+ xk√
k

)∥∥∥∥2

2

+O(1/
√
k),

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η f έχει φραγμένες μερικές παραγώγους πρώτης τάξης.

Από την παραπάνω ανισότητα έπεται ότι∫
Enk

2

√
I(fk) + ‖∇fk‖22 dµnk −→

∫
Rn

√
I(f)2 + ‖∇f‖2

2
dγn,

καθώς το k→∞. �
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Χρησιμοποιώντας και το γεγονός ότι Eµnk(fk) → Eγn(f) όταν k → ∞, από την Πρόταση

2.4.9 παίρνουμε το Θεώρημα 2.4.2.

Κλείνουμε αυτή την παράγραφο με την παρατήρηση ότι η συνάρτηση I είναι η μεγαλύτερη

συνάρτηση της κλάσης J.

Πρόταση 2.4.11. Η συνάρτηση I = φ ◦ Φ−1 : [0, 1] → [0,∞) είναι η μεγαλύτερη ανάμεσα σε
όλες τις συναρτήσεις της οικογένειας J: αν J ∈ J τότε J(p) 6 I(p) για κάθε p ∈ [0, 1].

Απόδειξη. Το γεγονός ότι η I είναι η μεγαλύτερη συνάρτηση στην κλάση J προκύπτει από το

γεγονός ότι αν A είναι ημίχωρος, τότε γ+n(A) = I(γn(A)). Πράγματι, αν 0 < p < 1, τότε υπάρχει

a ∈ (−∞,+∞) τέτοιο ώστε Φ(a) = p. Τότε, επιλέγοντας τον ημίχωρο A = {x ∈ Rn : x1 6 a}

έχουμε ότι p = Φ(a) = γn(A), οπότε

γ+n(A) = lim

r→0

γn(Ar) − γn(A)

r
= lim

r→0

Φ(a+ r) −Φ(a)

r

= ϕ(a) = ϕ(Φ−1(p))

= ϕ(Φ−1(γn(A))) = I(γn(A)).

´Επεται ότι αν ϑεωρήσουμε μια συνάρτηση J ∈ J και τυχόν p ∈ [0, 1], επιλέγοντας ημίχωρο A με

γn(A) = p ϑα έχουμε

J(p) = J(γn(A)) 6 γ
+
n(A) = I(p).

Χρησιμοποιούμε εδώ το γεγονός ότι, όπως φαίνεται από την απόδειξη, η Πρόταση 2.4.9 άρα και

το Θεώρημα 2.4.2 και το Θεώρημα 2.4.1, εξακολουθούν να ισχύουν αν αντικαταστήσουμε την I

με οποιαδήποτε συνάρτηση J ∈ J. �



Κεφάλαιο 3

Η ανισότητα του Ehrhard

3.1 Η ανισότητα Ehrhard-Borell

Το μέτρο του Gauss γn είναι λογαριθμικά κοίλο. Αν A,B είναι δύο σύνολα Borel στον Rn και

λ ∈ (0, 1) τότε

(3.1.1) γn(λA+ (1 − λ)B) > [γn(A)]
λ[γn(B)]

1−λ
.

Αυτό προκύπτει, για παράδειγμα, από το γεγονός ότι η πυκνότητα του γn είναι λογαριθμικά

κοίλη συνάρτηση. ´Ομως, το γεγονός ότι το γn είναι λογαριθμικό κοίλο δεν συνεπάγεται την

ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο του Gaussian.

Ο Ehrhard έδωσε μια απόδειξη της Gaussian ισοπεριμετρικής ανισότητας χρησιμοποιώντας

μια διαδικασία συμμετρικοποίησης στο χώρο του Gauss, ανάλογη με την κλασική συμμετρικο-

ποίηση κατά Steiner. Με την ίδια μέθοδο απέδειξε μια ανισότητα τύπου Brunn-Minkowski, η

οποία είναι ισχυρότερη από την (3.1.1). Το επιχείρημά του περιοριζόταν στα κυρτά υποσύνολα

του Rn.

Θεώρημα 3.1.1 (Ehrhard). ´Εστω A,B κυρτά υποσύνολα του Rn και λ ∈ (0, 1). Τότε,

(3.1.2) Φ−1(γn(λA+ (1 − λ)B)) > λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B)).

Η ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν τα A και B είναι παράλληλοι ημίχωροι.

Για να αποδείξουμε ότι η (3.1.2) συνεπάγεται την (3.1.1) ελέγχουμε πρώτα ότι η logΦ είναι

κοίλη. ´Εχουμε (logΦ)′(x) = Φ′(x)/Φ(x), άρα

(logΦ)′′(x) =
Φ′′(x)Φ(x) − [Φ′(x)]2

Φ2(x)
.

Αρκεί λοιπόν να ελέγξουμε ότι Φ′′(x)Φ(x) 6 [Φ′(x)]2, και αυτή η ανισότητα είναι ισοδύναμη με

την

g(x) = e−x
2/2 + x

∫x
−∞ e−t

2/2dt > 0, x ∈ R.
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Παραγωγίζοντας την g παίρνουμε

g′(x) = −xe−x
2/2 + xe−x

2/2 +

∫x
−∞ e−t

2/2dt > 0,

το οποίο δείχνει ότι η g είναι γνησίως αύξουσα στο R. Από την άλλη πλευρά, εύκολα βλέπουμε

ότι g(x)→ 0 καθώς το x→ −∞. ´Επεται ότι g > 0, άρα η logΦ είναι κοίλη.

Θεωρούμε τώρα δύο κυρτά σύνολα A,B στον Rn και λ ∈ (0, 1). Από την

Φ−1(γn(λA+ (1 − λ)B)) > λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B)),

και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η Φ είναι αύξουσα, παίρνουμε

γn(λA+ (1 − λ)B) > Φ(λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B))).

Αφού η Φ είναι λογαριθμικά κοίλη, έχουμε

Φ(λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B))) >
(
Φ(Φ−1(γn(A))

)λ(
Φ(Φ−1(γn(B))

)
1−λ

= γn(A)
λγn(B)

1−λ
.

Αυτό αποδεικνύει την (3.1.1) για κυρτά σύνολα. Το ίδιο επιχείρημα δείχνει ότι το γn είναι

λογαριθμικά κοίλο αν υποθέσουμε ότι η (3.1.2) ισχύει για οποιαδήποτε Borel σύνολα (το οποίο

ισχύει όπως ϑα δούμε σε αυτό το κεφάλαιο).

Ο Latała απέδειξε ότι η (3.1.2) εξακολουθεί να ισχύει αν το A είναι κυρτό και το B είναι

τυχόν Borel σύνολο. Τελικά, ο Borell αφαίρεσε την υπόθεση της κυρτότητας για το A και

απέδειξε την (3.1.2) σε πλήρη γενικότητα.

Θεώρημα 3.1.2 (Ehrhard-Borell). ´Εστω A,B δύο σύνολα Borel στον Rn και λ ∈ (0, 1). Τότε,

(3.1.3) Φ−1(γn(λA+ (1 − λ)B)) > λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B)).

Μπορούμε να αποδείξουμε ότι η Gaussian ισοπεριμετρική ανισότητα είναι συνέπεια της

ανισότητας Ehrhard-Borell. ´Εστω A ένα Borel σύνολο στον Rn και ε > 0. Για τυχόν λ ∈ (0, 1)

γράφουμε

A+ εBn
2
= (1 − λ)[(1 − λ)−1A] + λ[ελ−1Bn

2
],

και χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 3.1.2 παίρνουμε

(3.1.4) Φ−1(γn(A+ εBn
2
)) > (1 − λ)Φ−1(γn((1 − λ)

−1A)) + λΦ−1(γn(ελ
−1Bn

2
)).

Τώρα, παίρνουμε το όριο του δεξιού μέλους καθώς το λ→ 0
+

. ´Εχουμε

(1 − λ)Φ−1(γn((1 − λ)
−1A))→ Φ−1(γn(A))

και

λΦ−1(γn(ελ
−1Bn

2
)) = ε · λ

ε
Φ−1(γn(ελ

−1Bn
2
)→ ε
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διότι

(3.1.5) lim

r→∞ Φ
−1(γn(rB

n
2
))

r
= 1.

Τα παραπάνω δείχνουν ότι

Φ−1(γn(Aε)) > Φ
−1(γn(A)) + ε,

όπως ϑέλαμε. Για την απόδειξη της (3.1.5) χρησιμοποιούμε το ακόλουθο επιχείρημα: Είναι κατ´

αρχήν φανερό ότι

γn(rB
n
2
) 6 γn({x : 〈x, e1〉 6 r}) = Φ(r),

άρα Φ−1(γn(rB
n
2
))/r 6 1 για κάθε r > 0. Θεωρούμε τυχόν δ ∈ (0, 1) και ϑα δείξουμε ότι αν το

r είναι αρκετά μεγάλο τότε Φ−1(γn(rB
n
2
)) > (1 − δ)r ή, ισοδύναμα,

γn(R
n \ rBn

2
) < 1 −Φ((1 − δ)r) = γ1([(1 − δ)r,∞)).

Επιλέγουμε πεπερασμένο σύνολο T ⊂ Sn−1
με την ιδιότητα ότι

Rn \ rBn
2
⊂
{
x ∈ Rn : max

z∈T
〈x, z〉 > (1 − δ/2)r

}
.

Αν N είναι το πλήθος των σημείων του T τότε

γn(R
n \ rBn

2
) 6
∑
z∈T

γn({x ∈ Rn : 〈x, z〉 > (1 − δ/2)r} = N · γ1([(1 − δ/2)r,∞)).

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι

N lim

r→∞ γ1([(1 − δ/2)r,∞))

γ1([(1 − δ)r,∞))
< 1.

´Ομως, το όριο αυτό είναι ίσο με μηδέν: αρκεί να χρησιμοποιήσουμε τη βασική ανισότητα

s

s2 + 1

1√
2π
e−s

2/2 6 γ1([s,∞)) 6
1

s

1√
2π
e−s

2/2

με s = (1− δ)r και s = (1− δ/2)r για να φράξουμε το λόγο γ1([(1− δ/2)r,∞))/γ1([(1− δ)r,∞))

και κατόπιν να αφήσουμε το r→∞.

´Οπως ϑα δούμε στην Παράγραφο 3.3, ο Borell απέδειξε μια γενικότερη συναρτησιακή ανι-

σότητα από την οποία προκύπτει το Θεώρημα 3.1.2.

3.2 Η ανισότητα του Ehrhard

Η αρχική απόδειξη της ανισότητας του Ehrhard βασίζεται στην παρατήρηση ότι η κυρτότητα

ενός συνόλου διατηρείται από τις Gaussian συμμετρικοποιήσεις.

Θεώρημα 3.2.1. ´Εστω A ένα κυρτό κλειστό υποσύνολο του Rn, και S μια Gaussian συμμετρι-
κοποίηση στον Rn. Τότε, το σύνολο S(A) είναι επίσης κυρτό.
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Απόδειξη. Εξετάζουμε πρώτα τις 1-συμμετρικοποιήσεις, όπως και στην απόδειξη του Θεωρή-

ματος 2.2.3. ´Εστω u ∈ Sn−1
. Θέτουμε F = 〈u〉⊥ και S = SF,u. Η συμμετρικοποίηση S γίνεται

κατά μήκος των ευθειών της μορφής Rx := x + 〈u〉, όπου x ∈ F. Για κάθε x ∈ F, το σύνολο

A ∩ Rx μπορεί να είναι ημιευθεία ή διάστημα, ενώ το σύνολο S(A) ∩ Rx είναι ημιευθεία, από

τον ορισμό της 1-συμμετρικοποίησης.

Θα γράφουμε

A ∩ Rx = x+ [ax,bx]u,

S(A) ∩ Rx = x+ [cx,∞]u,

όπου

cx = Φ−1(1 +Φ(ax) −Φ(bx)) = −Φ−1(Φ(bx) −Φ(ax)).

Για την κυρτότητα του συνόλου S(A) απαιτείται να δείξουμε ότι, για κάθε x,y ∈ F και λ ∈ [0, 1],

ισχύει ο εγκλεισμός

S(A) ∩ Rλx+(1−λ)y ⊇ λ(S(A) ∩ Rx) + (1 − λ)(S(A) ∩ Ry).

Με το συμβολισμό που έχουμε εισαγάγει, αυτός ο εγκλεισμός ανάγεται στην ανισότητα

cλx+(1−λ)y 6 λcx + (1 − λ)cy,

η οποία είναι ισοδύναμη με την

Φ−1(Φ(bλx+(1−λ)y) −Φ(aλx+(1−λ)y))(3.2.1)

> λΦ−1(Φ(bx) −Φ(ax)) + (1 − λ)Φ−1(Φ(by) −Φ(ay)).

Λόγω της κυρτότητας του A, ισχύουν οι ανισότητες

bλx+(1−λ)y > λbx + (1 − λ)by > λax + (1 − λay > aλx+(1−λ)y.

Θα ελέγξουμε την ανισότητα

Φ−1(Φ(λbx + (1 − λ)by) −Φ(λax + (1 − λ)ay))

> λΦ−1(Φ(bx) −Φ(ax)) + (1 − λ)Φ−1(Φ(by) −Φ(ay)),

η οποία είναι ισχυρότερη από την (3.2.1). Η τελευταία ανισότητα προκύπτει από το γεγονός ότι

η συνάρτηση

g(a,b) = Φ−1(Φ(b) −Φ(a)), (a,b) ∈ {(a,b) ∈ R2 : a < b}

είναι κοίλη, κάτι που επαληθεύουμε με απευθείας υπολογισμό της Εσσιανής της.

Το επιχείρημα που παρουσιάσαμε αποδεικνύει ότι το S(A) είναι κυρτό στην περίπτωση

που η S είναι 1-συμμετρικοποίηση. Αυτό έχει ως συνέπεια το ότι η σύνθεση οσωνδήποτε 1-

συμμετρικοποιήσεων διατηρεί κι αυτή την κυρτότητα. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.2.6 και την
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n-διάστατη γενίκευσή του, μπορούμε να αποδείξουμε ότι οι 2-συμμετρικοποιήσεις διατηρούν

την κυρτότητα. Για απλότητα, ας ϑεωρήσουμε μια 2-συμμετρικοποίηση T στο χώρο R2
. ´Εστω

{Tj} η ακολουθία των συνθέσεων που προσεγγίζουν την T , όπως στα Λήμματα 2.2.5 και 2.2.6.

Γνωρίζουμε ότι, επειδή το A είναι κυρτό, τα σύνολα Tj(A) είναι επίσης κυρτά, άρα, για κάθε

ε,R > 0, τα σύνολα

CR,ε =

⋃
i>0

⋂
j>i

(Tj(A))ε

 ∩ BR
και

CR = ∩ε>0CR,ε

είναι επίσης κυρτά. Από την (2.2.13) έχουμε T(A) ∩ BR ⊆ CR,ε. Συνεπώς,

T(A) ∩ BR ⊆ CR.

Από την άλλη πλευρά, η (2.2.14) δείχνει ότι

CR ⊆ (T(A))ε ∩ BR

για κάθε ε > 0. Αφού το σύνολο T(A) είναι κλειστό, έχουμε

T(A) =
⋂
ε>0

(T(A))ε.

Συνεπώς, T(A) ∩ BR = CR. Αυτό αποδεικνύει ότι το T(A) είναι κυρτό, και έχουμε επα-

ληθεύσει την περίπτωση των 2-συμμετρικοποιήσεων στο επίπεδο. Η γενική περίπτωση, των

2-συμμετρικοποιήσεων στον Rn, προκύπτει από το Λήμμα 2.2.4.

Τώρα, ο ισχυρισμός του ϑεωρήματος για συμμμετρικοποιήσεις τάξης μεγαλύτερης από 2 είναι

άμεση συνέπεια της (2.2.16). �

Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε την ανισότητα του Ehrhard για κυρτά σύνολα.

Θεώρημα 3.2.2 (ανισότητα του Ehrhard). ´Εστω A και B μη κενά κυρτά υποσύνολα του Rn. Για
κάθε λ ∈ (0, 1),

(3.2.2) Φ−1(γn(λA+ (1 − λ)B)) > λΦ−1(γn(A)) + (1 − λ)Φ−1(γn(B)).

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι τα A και B είναι συμπαγή. Στον Rn+1
ϑεωρούμε τα σύνολα

A′ = A× {1}, B′ = B× {0} και

C = {y ∈ Rn+1 : j = λa′ + (1 − λ)b′, a′ ∈ A′, b′ ∈ B′, λ ∈ [0, 1]}.

´Εστω e = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn+1
και u ∈ Rn+1

τυχόν μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο e. Εφαρμό-

ζουμε το Θεώρημα 3.2.1 για το σύνολο C και την n-συμμετρικοποίηση S = S〈e〉,u. ´Εχουμε ότι

το S(C) είναι κυρτό, και αυτό σημαίνει ότι η συνάρτηση

Q(λ) = Φ−1(γn(C ∩ (Rn × {λ}))) = Φ−1(γn(λA+ (1 − λ)B))
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είναι κοίλη στο [0, 1]. Τότε, για την (3.2.2) απλώς παρατηρούμε ότι είναι ισοδύναμη με την

Q(λ) > λQ(1) + (1 − λ)Q(0).

Αν τα A και B είναι τυχόντα κυρτά σύνολα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι το

γn είναι μέτρο Radon και να εφαρμόσουμε την (3.2.2) σε δύο ακολουθίες συμπαγών συνόλων

που προσεγγίζουν τα A και B «από μέσα» και μετά να πάρουμε το όριο. �

3.3 Η συναρτησιακή ανισότητα του Borell

Ο Borell χρησιμοποιεί την ημιομάδα της ϑερμότητας. Για κάθε Borel μετρήσιμη, μη αρνητική

συνάρτηση f στον Rn, η «εξέλιξη» της f τη χρονική στιγμή t > 0 είναι η συνάρτηση

Ptf(x) =

∫
Rn
f(x+

√
ty)dγn(y).

Θεώρημα 3.3.1 (Borell). ´Εστω f0, f1, f2 : Rn → [0, 1] μετρήσιμες συναρτήσεις για τις οποίες
υπάρχουν r1, r2 ∈ R τέτοιοι ώστε

f0 > Φ(a1r1 + a2r2)

και
lim sup

‖xi‖2→∞ fi(xi) 6 Φ(ri), i = 1, 2.

Αν για κάποιους a1,a2 > 0 με a1 + a2 = 1 ικανοποιείται η

(Φ−1 ◦ f0)(a1x1 + a2x2) > a1(Φ
−1 ◦ f1)(x1) + a2(Φ

−1 ◦ f2)(x2)

για κάθε x1, x2 ∈ Rn τότε για κάθε t > 0 ισχύει

(Φ−1 ◦ Ptf0)(a1x1 + a2x2) > a1(Φ
−1 ◦ Ptf1)(x1) + a2(Φ

−1 ◦ Ptf2)(x2)

για κάθε x1, x2 ∈ Rn.

Για την απόδειξη ορίζουμε C : [0,∞)× Rn × Rn → R ϑέτοντας

C(t, x1, x2) = (Φ−1 ◦ Ptf0)(a1x1 + a2x2) − (a1(Φ
−1 ◦ Ptf1)(x1) + a2(Φ

−1 ◦ Ptf2)(x2)).

Αφού P0f = f, η υπόθεσή μας είναι ότι C(0, x1, x2) > 0 για κάθε x1, x2 ∈ Rn, και ϑα ϑέλαμε να

δείξουμε ότι C(t, x1, x2) > 0 για κάθε t > 0 και για κάθε x1, x2 ∈ Rn. Το επόμενο λήμμα δίνει

κάποιες ικανές συνθήκες.

Λήμμα 3.3.2. ´Εστω ότι η C είναι δύο φορές διαφορίσιμη και C(0, x1, x2) > 0 για κάθε x1, x2 ∈ Rn.
Αν από τις

Hess(C) > 0, ∇C = 0, C 6 0

έπεται ότι ∂tC > 0, και αν για κάποιο T > 0 έχουμε

lim inf

‖(x1,x2)‖2→∞
(

inf

06t6T
C(t, x1, x2)

)
> 0,

τότε C(t, x1, x2) > 0 για κάθε 0 6 t 6 T και για κάθε x1, x2 ∈ Rn.
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Απόδειξη. Θεωρούμε τυχόν ε > 0 και ορίζουμε Cε(t, x1, x2) = C(t, x1, x2) + εt. Αν η Cε έχει

αρνητική τιμή σε κάποιο σημείο τότε χρησιμοποιώντας την υπόθεση ότι

lim inf

‖(x1,x2)‖2→∞
(

inf

06t6T
C(t, x1, x2)

)
> 0

συμπεραίνουμε, περιορίζοντας την Cε σε κατάλληλο συμπαγές υποσύνολο του [0, T ]×Rn×Rn,

ότι η Cε παίρνει ελάχιστη τιμή σε κάποιο (t∗, x∗
1
, x∗

2
) στο οποίο τότε ικανοποιούνται οι

∇C = 0, Hess(C) > 0, C < 0 και ∂tC+ ε 6 0

(μάλιστα, ∂tC + ε = 0 αν t < T ). Από την υπόθεσή μας, αφού ∇C = 0 και Hess(C) > 0,

παίρνουμε ∂tC > 0, το οποίο οδηγεί σε άτοπο αφού ∂tC 6 −ε. ´Ετσι έχουμε αποδείξει ότι για

κάθε ε > 0 και T > 0 ισχύει Cε(t, x1, x2) > 0 στο [0, T ] × Rn × Rn, και αφήνοντας το ε → 0
+

βλέπουμε ότι η C είναι μη αρνητική. �

Το επόμενο λήμμα δείχνει ότι η δεύτερη υπόθεση του Λήμματος 3.3.2 ικανοποιείται λόγω

των υποθέσεων του Θεωρήματος 3.3.1. για τις συναρτήσεις fi.

Λήμμα 3.3.3. ´Εστω ότι η C είναι δύο φορές διαφορίσιμη και C(0, x1, x2) > 0 για κάθε x1, x2 ∈ Rn.
Υποθέτουμε επίσης ότι υπάρχουν r1, r2 ∈ R τέτοιοι ώστε

f0 > Φ(a1r1 + a2r2)

και
lim sup

‖xi‖2→∞ fi(xi) 6 Φ(ri), i = 1, 2.

Τότε, για κάθε T > 0,
lim inf

‖(x1,x2)‖2→∞
(

inf

06t6T
C(t, x1, x2)

)
> 0.

Απόδειξη. ´Εστω δ > 0. Από τη συνέχεια της Φ−1
υπάρχει ε > 0 τέτοιος ώστε

Φ−1(Φ(ri) + 2ε) 6 ri + δ, i = 1, 2.

Θεωρούμε s > 0 τέτοιον ώστε γn(sB
n
2
) = 1 − ε. Τότε, για κάθε 0 6 t 6 T ,

Ptfi(xi) =

∫
sBn

2

fi(xi +
√
ty)dγn(y) +

∫
Rn\sBn

2

fi(xi +
√
ty)dγn(y)

6 (1 − ε) sup(fi|xi+s
√
tBn

2

) + ε sup(fi)

6 (1 − ε) sup(fi|xi+s
√
tBn

2

) + ε

6 Φ(ri) + 2ε

αν υποθέσουμε ότι τα ‖xi‖2 είναι αρκετά μεγάλα (τότε για κάθε y ∈ xi+s
√
TBn

2
έχουμε το ‖y‖2

επίσης μεγάλο, άρα fi(y) 6 (1+ ε)Φ(ri) λόγω της υπόθεσης ότι lim sup‖xi‖2→∞ fi(xi) 6 Φ(ri)).
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Επιπλέον, από την f0 > Φ(a1r1 + a2r2) έχουμε ότι Ptf0 > Φ(a1r1 + a2r2), απ’ όπου έπεται ότι

αν τα ‖xi‖2 είναι αρκετά μεγάλα τότε

C(t, x1, x2) = (Φ−1 ◦ Ptf0)(a1x1 + a2x2) − (a1(Φ
−1 ◦ Ptf1)(x1) + a2(Φ

−1 ◦ Ptf2)(x2))

> a1r1 + a2r2 − (a1(Φ
−1 ◦ Ptf1)(x1) + a2(Φ

−1 ◦ Ptf2)(x2))

> a1r1 + a2r2 − a1Φ
−1(Φ(r1) + 2ε) − a2Φ

−1(Φ(r2) + 2ε)

> a1r1 + a2r2 − a1(r1 + δ) − a2(r2 + δ) = −δ

για κάθε 0 6 t 6 T . Αφήνοντας το δ→ 0
+

παίρνουμε το ζητούμενο. �

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.3.1. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι fi είναι δύο φορές συνεχώς

παραγωγίσιμες και ότι για κάθε t > 0 και x ∈ Rn∥∥∇fi(x+ √ty)∥∥
2
e−‖y‖

2

2
/2 → 0

όταν ‖y‖2 →∞. Σημειώνουμε ότι αν f είναι μια συνάρτηση που ικανοποιεί αυτές τις υποθέσεις

τότε με ολοκλήρωση κατά μέρη μπορεί κανείς να ελέγξει ότι

(3.3.1) ∂tPtf =
1

2

∆Ptf.

Μπορούμε τότε να πάρουμε μια διαφορική εξίσωση για την F = Φ−1 ◦Ptf: χρησιμοποιώντας την

ταυτότητα

(1/Φ′(x))′ = x/Φ′(x)

βλέπουμε ότι

∂tF =
∂tPtf

Φ′(F)
=

∆Ptf

2Φ′(F)
,(3.3.2)

∇F = ∇Ptf
Φ′(F)

,

∆F =
∆Ptf

Φ′(F)
+ F
‖∇Ptf‖22
(Φ′(F))2

.

´Επεται ότι

(3.3.3) ∂tF =
1

2

(∆F− F‖∇F‖2
2
).

Εφαρμόζουμε τα παραπάνω για τις

Fi(t, z) = Φ
−1 ◦ Ptfi(z).

´Εχουμε

C(t, x1, x2) = F0(t,a1x1 + a2x2) − a1F1(t, x1) − a2F2(t, x2).

Τότε, γράφοντας για απλότητα F0 := F0(t,a1x1 + a2x2) και Fi := Fi(t, xi), i = 1, 2, έχουμε

C = F0 − (a1F1 + a2F2)

∇xiC = ai(∇F0 −∇Fi)
∇xi∇

∗
xj
C = aiajHess(F0) − δijaiHess(Fi),
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άρα από την 3.3.3 βλέπουμε ότι η C ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση

∂tC =
1

2

(S+ P),

όπου

S = ∆F0 − (a1∆F1 + a2∆F2)

και

P = −
(
F0‖∇F0‖22 − a1F1‖∇F1‖22 − a2F2‖∇F2‖22

)
.

Θα δείξουμε ότι η C ικανοποιεί τις υποθέσεις του Λήμματος 3.3.2 για κάθε T > 0, οπότε έπεται

το ϑεώρημα. Μάλιστα, από το Λήμμα 3.3.3 γνωρίζουμε ότι η ικανοποιείται η

lim inf

‖(x1,x2)‖2→∞
(

inf

06t6T
C(t, x1, x2)

)
> 0,

άρα μένει να ελέγξουμε ότι αν ικανοποιούνται οι

Hess(C) > 0, ∇C = 0, C 6 0

τότε ∂tC > 0. Η πρώτη παρατήρηση είναι ότι αν ∇C = 0 και C 6 0 τότε P > 0, ανεξάρτητα από

το a. Πράγματι, αν ∇C = 0 τότε από την 0 = ∇xiC = ai(∇F0 −∇Fi) βλέπουμε ότι ∇Fi = ∇F0,
i = 1, 2. Άρα, P = −‖∇F0‖22C > 0. Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι μπορούμε να εκφράσουμε την

S ως E(C) για κάποιον ελλειπτικό τελεστή E. Τότε, από την Hess(C) > 0 έπεται ότι S > 0.

Γνωρίζουμε ότι κάθε τελεστής δεύτερης τάξης γράφεται στη μορφή E = ∇∗A∇ όπου A είναι

ένας συμμετρικός 2n × 2n πίνακας. Επιπλέον, ο E είναι ελλειπτικός αν και μόνο αν ο A είναι

ϑετικά ημιορισμένος. Είναι φυσιολογικό να κοιτάξουμε για πίνακες της μορφής

A = B⊗ In = (bijIn)16i,j62,

όπου ο In είναι ο ταυτοτικός n × n πίνακας και ο B είναι ένας ϑετικά ημιορισμένος 2 × 2

πίνακας. Θέτοντας a = (a1,a2) και xi = (xi1, . . . , xin), i = 1, 2, έχουμε

E(C) =

2∑
i,j=1

bij

( n∑
k=1

∂2

∂xik∂xjk
C
)
=

2∑
i,j=1

bij(aiaj∆F0 − δijai∆Fi)

= 〈Ba,a〉∆F0 − b11a1∆F1 − b22a2∆F2.

´Ετσι, μπορούμε να βρούμε έναν ελλειπτικό τελεστή E της παραπάνω μορφής, τέτοιον ώστε

E(C) = S = ∆F0 − (a1∆F1 + a2∆F2), αν υπάρχει ϑετικά ημιορισμένος 2 × 2 πίνακας B που

ικανοποιεί τις

〈Ba,a〉 = 〈Be1, e1〉 = 〈Be2, e2〉 = 1.

Αφού a1 + a2 = 1, μπορούμε να επιλέξουμε b11 = b22 = 1 και b12 = b21 = −1/2. �

Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε την ανισότητα Ehrhard-Borell.
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Απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.2. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε

ότι τα A και B είναι μη-κενά συμπαγή υποσύνολα του Rn. ´Εστω ε ∈ (0, 1). Μπορούμε να

βρούμε μια άπειρες φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση
~f1 τέτοια ώστε 0 6 ~f1 6 1,

~f1 ≡ 1 στο A, και

~f1 ≡ 0 στο Rn\Aε. Για δ ∈ (0, ε) ορίζουμε f1 = δ+(1−ε)~f1. Παρατηρήστε ότι α := δ+(1−ε) < 1.

Τότε έχουμε f1 ∈ C∞(Rn) και η f1 ικανοποιεί την

δ 6 f1 6 α, f1 ≡ α στο A, f1 ≡ δ στο Rn \Aε.

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε μια συνάρτηση f2 τέτοια ώστε

δ 6 f2 6 α, f2 ≡ α στο B, f2 ≡ δ στο Rn \ Bε.

´Εστω λ ∈ (0, 1). Ορίζουμε

γ := max{Φ(λΦ−1(α) + (1 − λ)Φ−1(δ)),Φ(λΦ−1(δ) + (1 − λ)Φ−1(α))}.

Παρατηρήστε ότι γ→ 0 όταν δ→ 0. Τώρα, επιλέγουμε μια συνάρτηση f0 τέτοια ώστε

γ 6 f0 6 α, f0 ≡ α στο λAε + (1 − λ)Bε, f0 ≡ γ στο Rn \ (λAε + (1 − λ)Bε)ε.

Με αυτούς τους ορισμούς μπορούμε να ελέγξουμε ότι η υπόθεση

f0 > Φ(a1r1 + a2r2)

του Θεωρήματος 3.3.1 ικανοποιείται με r1 = r2 = γ και ότι

(Φ−1 ◦ f0)(λx1 + (1 − λ)x2) > λ(Φ
−1 ◦ f1)(x1) + (1 − λ)(Φ−1 ◦ f2)(x2)

για κάθε x1, x2 ∈ Rn. Το Θεώρημα 3.3.1 δείχνει ότι, για κάθε t > 0,

(Φ−1 ◦ Ptf0)(λx1 + (1 − λ)x2) > λ(Φ
−1 ◦ Ptf1)(x1) + (1 − λ)(Φ−1 ◦ Ptf2)(x2)

για κάθε x1, x2 ∈ Rn. Επιλέγοντας t = 1 και x1 = x2 = 0 παίρνουμε

Φ−1

( ∫
Rn
f0(y)dγn(y)

)
> λΦ−1

( ∫
Rn
f1(y)dγn(y)

)
+ (1 − λ)Φ−1

( ∫
Rn
f2(y)dγn(y)

)
.

Αφήνοντας πρώτα το δ→ 0 και κατόπιν το ε→ 0 βλέπουμε ότι

Φ−1

( ∫
Rn

1λA+(1−λ)B(y)dγn(y)
)

> λΦ−1

( ∫
Rn

1A(y)dγn(y)
)
+ (1 − λ)Φ−1

( ∫
Rn

1B(y)dγn(y)
)
.

Αυτό αποδεικνύει την (3.1.3). �



Κεφάλαιο 4

Μέτρο Gauss διαστολών συμμετρικών
κυρτών σωμάτων

4.1 Η εικασία του Shepp

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετάμε το ρυθμό μεταβολής του μέτρου Gauss συμμετρικών κυρτών

σωμάτων ως προς διαστολές. Το κεντρικό αποτέλεσμα οφείλεται στους Latała και Oleszkiewicz,

οι οποίοι απέδειξαν μια εικασία του L. A. Shepp.

Θεώρημα 4.1.1. ´Εστω A ένα συμμετρικό, κλειστό και κυρτό σύνολο στον Rn και έστω P μια
συμμετρική λωρίδα στον Rn τέτοια ώστε

γn(A) = γn(P).

Τότε
γn(tA) > γn(tP) για κάθε t > 1

και
γn(tA) 6 γn(tP) για κάθε 0 6 t 6 1.

Για κάθε συμμετρικό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο A του Rn ορίζουμε

r(A) = sup{r > 0 : rBn
2
⊆ A}.

Παρατηρήστε ότι για κάθε συμμετρική λωρίδα P η παράμετρος r(P) ισούται με το μισό του

πλάτους της P. Επίσης, για κάθε A έχουμε

r(A) = inf{r(P) : A ⊆ P,P συμμετρική λωρίδα στον Rn}.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.1 ϑα χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα του Ehrhard για

να αναχθούμε σε ένα διδιάστατο πρόβλημα. Στη συνέχεια, το βασικό τεχνικό αποτέλεσμα είναι

το εξής.
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Θεώρημα 4.1.2. ´Εστω A ένα υποσύνολο του R2 το οποίο είναι συμμετρικό ως προς τον y-άξονα
και βρίσκεται κάτω από το γράφημα μιας άρτιας, λείας, κοίλης συνάρτησης f : (−r, r) → R,
φθίνουσας στο [0, r), με limx→r− f(x) = −∞. ´Εστω P μια συμμετρική λωρίδα πλάτους 2p που
ικανοποιεί την γ2(A) = γ2(P). Τότε,

rγ+
2
(A) > r(P)γ+

2
(P) =

2√
2π
pe−p

2/2
.

Το Θεώρημα 4.1.2 μας επιτρέπει να αποδείξουμε το ακόλουθο.

Θεώρημα 4.1.3. ´Εστω A ένα συμμετρικό, κυρτό και κλειστό σύνολο στον Rn και έστω P μια
συμμετρική λωρίδα στον Rn τέτοια ώστε γn(A) = γn(P). Τότε,

r(A)γ+n(A) > r(P)γ
+
n(P).

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι n > 2. Θέτουμε r = r(A) και χωρίς περιορισμό της

γενικότητας υποθέτουμε ότι

A ⊆ {x ∈ Rn : |x1| 6 r}.

Για κάθε x ∈ (−r, r) ορίζουμε

A(x) = {y ∈ Rn−1 : (x,y) ∈ A}

και

f(x) = Φ−1(γn−1(A(x))).

Από την κυρτότητα του A βλέπουμε ότι A((1 − λ)x1 + λx2) ⊇ (1 − λ)A(x1) + λA(x2) για κάθε

x1, x2 ∈ (−r, r) και λ ∈ (0, 1), και σε συνδυασμό με την ανισότητα του Ehrhard συμπεραίνουμε

ότι η f είναι κοίλη. Αφού το A είναι συμμετρικό, η f είναι άρτια, άρα φθίνουσα στο [0, r).

Ορίζουμε

B = {(x,y) ∈ R2 : |x| < r,y 6 f(x)}.

Τότε, γ2(B) = γn(A) = γn(P). ´Εστω t > 0, x ∈ (−r − t, r + t) και y ∈ (Bt)(x). Τότε,

μπορούμε να βρούμε (x′,y′) ∈ B τέτοιο ώστε |x − x′| = t1, |y − y′| = t2 και t2
1
+ t2

2
6 t2. Αφού

(A(x′))t2 ⊆ (At)(x), από την ισοπεριμετρική ανισότητα έχουμε

Φ−1(γn−1((At)(x)) > Φ
−1(γn−1(A(x

′)t2)

> Φ−1(γn−1(A(x
′)) + t2 > y

′ + t2 > y.

Παίρνοντας το supremum πάνω από όλα τα y ∈ (Bt)(x) βλέπουμε ότι

γ1((Bt)(x)) 6 γn−1((At)(x))

για κάθε t > 0 και x ∈ (−r − t, r + t). ´Επεται ότι γ2(Bt) 6 γn(At) για κάθε t > 0, άρα

γ+
2
(B) 6 γ+n(A). Συνεπώς, αρκεί να δείξουμε ότι

rγ+
2
(B) > r(P)γ+n(P).
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Με ένα επιχείρημα προσέγγισης μπορούμε να αναχθούμε στην περίπτωση που η f είναι λεία και

limx→r− f(x) = −∞. Τότε, η τελευταία ανισότητα είναι συνέπεια του Θεωρήματος 4.1.2. �

Δεχόμενοι το Θεώρημα 4.1.3 μπορούμε να αποδείξουμε το κεντρικό ϑεώρημα. Για κάθε

μετρήσιμο σύνολο B στον Rn και για κάθε t > 0 ορίζουμε

γB(t) := γn(tB).

Ισχυρισμός 4.1.4. Για την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.1 αρκεί να δείξουμε ότι

(4.1.1) γ′A(1) > γ
′
P(1)

για κάθε συμμετρικό, κλειστό και κυρτό σύνολο A στον Rn και για κάθε συμμετρική λωρίδα P
στον Rn με γn(A) = γn(P).

Απόδειξη. Από την (4.1.1) έπεται αρχικά ότι αν για κάποια A,P όπως παραπάνω και κάποιους

t, s > 0 ισχύει γA(t) = γP(s) τότε

(4.1.2) γ′A(t) >
s

t
γ′P(s).

Πράγματι, εφαρμόζοντας την (4.1.1) για τα A1 = tA και P1 = sP παίρνουμε

γ′A1

(1) > γ′P1

(1).

´Ομως,

tγ′A(t) = t lim

h→0

γn((t+ h)A) − γn(tA)

h
= lim

h→0

γA1
(1 + h/t) − γA1

(1)

h/t
= γ′A1

(1),

και όμοια sγ′P(s) = γ
′
P1

(1), απ´ όπου έπεται η (4.1.2).

´Εστω τώρα A ένα συμμετρικό, κλειστό και κυρτό σύνολο στον Rn και P συμμετρική λωρίδα

P στον Rn με γn(A) = γn(P). Ορίζουμε G : (0,∞)→ R με

G(t) := γ−1

P (γA(t)).

Από την γA(t) = γP(G(t)) και την (4.1.2) βλέπουμε ότι

G(t)

t
γ′P(G(t)) 6 γ

′
A(t) = γ

′
P(G(t))G

′(t),

δηλαδή tG′(t) > G(t). Με άλλα λόγια (lnG)′(t) > 1

t και αφού G(1) = 1 (λόγω της γA(1) = γP(1))

συμπεραίνουμε ότι G(t) > t για κάθε t > 1. ´Επεται ότι

γA(t) = γP(G(t)) > γP(t)

για κάθε t > 1. ´Ομοια, από τις (lnG)′(t) > 1

t και G(1) = 1 βλέπουμε ότι G(t) 6 t, άρα

γA(t) 6 γP(t), για κάθε 0 6 t 6 1. �
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Απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.1. Αν r = r(A) έχουμε rBn
2
⊆ A, άρα για κάθε x ∈ A και t > 1

ισχύει

x+ (t− 1)rBn
2
⊆ tA.

Αυτό αποδεικνύει ότι

A(t−1)r ⊆ tA.

´Επεται ότι

γ′A(1) = lim

h→0

γn((1 + h)A) − γn(A)

h
> lim

h→0

γn(Ahr) − γn(A)

h
= rγ+n(A) = r(A)γ

+
n(A).

´Εστω 2p το πλάτος της λωρίδας P. Απευθείας υπολογισμός δείχνει ότι

γ′P(1) =
2√
2π
pe−p

2/2 = r(P)γ+n(P),

και έχουμε το ϑεώρημα. �

4.2 Το βασικό τεχνικό αποτέλεσμα

Σε αυτή την παράγραφο δίνουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.2. Θεωρούμε ένα υποσύνολο

A του R2
το οποίο είναι συμμετρικό ως προς τον y-άξονα και βρίσκεται κάτω από το γράφημα

μιας άρτιας, λείας, κοίλης συνάρτησης f : (−r, r) → R, φθίνουσας στο [0, r), με limx→r− f(x) =

−∞. Θα δείξουμε ότι αν P είναι μια συμμετρική λωρίδα πλάτους 2p που ικανοποιεί την

γ2(A) = γ2(P), τότε

(4.2.1) rγ+
2
(A) > r(P)γ+

2
(P) =

2√
2π
pe−p

2/2
.

Στη συνέχεια ϑα χρησιμοποιούμε συχνά τις συναρτήσεις

T(y) = 1 −Φ(y),

h(y) = 2πT(y)2 exp(y2).

Λήμμα 4.2.1. Η συνάρτηση h(y) είναι φθίνουσα στο [0,∞).

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι η T(y) exp(y2/2) είναι φθίνουσα συνάρτηση στο (0,∞). Πα-

ρατηρούμε ότι

d

dy

(
T(y) exp

(
y2

2

))
=

1√
2π

(
y exp

(
y2

2

) ∫∞
y

exp

(
−
s2

2

)
ds− 1

)
<

1√
2π

(
exp

(
y2

2

) ∫∞
y

s exp

(
−
s2

2

)
ds− 1

)
= 0.

�



. Τ    · 

Λήμμα 4.2.2. Η συνάρτηση g(y) = 1

h(y) − y
2 είναι αύξουσα στο [0,∞). Ειδικότερα,

1

h(y)
> y2 +

3

2

αν y >
3

2

και

(4.2.2)

√
2π T(y) >

1√
y2 + 2

exp

(
−
y2

2

)
, y > 0.

Απόδειξη. Παρατηρούμε αρχικά ότι η συνάρτηση ϕ(y) =
√

2πT(y) − exp(−y2/2)/
√
y2 + 2

είναι φθίνουσα στο (0,∞). Πράγματι,

(y2 + 2)3/2 exp

(
y2

2

)
ϕ′(y) = y3 + 3y− (y2 + 2)3/2

=
1

y3 + 3y+ (y2 + 2)3/2
((y3 + 3y)2 − (y2 + 2)3)

= −
3y2 + 8

y3 + 3y+ (y2 + 3)3/2
< 0.

Αφού lim

y→∞ϕ(y) = 0, παίρνουμε την (4.2.2). ´Εχουμε επίσης

T(y) =
1√
2π

∫∞
y

exp

(
−
s2

2

)
ds 6

1√
2πy

∫∞
y

s exp

(
−
s2

2

)
ds(4.2.3)

=
1√
2π

exp(−y2/2)

y
.

Από τις (4.2.2) και (4.2.3) βλέπουμε ότι 0 6 g(y) 6 2 στο [0,∞). Σταθεροποιούμε a ∈ [0, 2].

Αρκεί να δείξουμε ότι αν g(ya) > a για κάποιον ya > 0 τότε g(y) > a για κάθε y > ya.

Παρατηρήστε ότι g(y) > a αν και μόνο αν T(y) 6 1√
2π

exp(−y2/2)/
√
y2 + a. Μελετάμε τη

συμπεριφορά της συνάρτησης ψa(y) =
1√
2π

exp(−y2/2)/
√
y2 + a− T(y). ´Εχουμε

√
2π exp(y2/2)(y2 + a)3/2ψ′a(y) = (y2 + a)3/2 − y− y(y2 + a).

Άρα ψ′a(y) > 0 αν και μόνο αν (y2 + a)3 > (y3 + (a + 1)y)2, ή ισοδύναμα αν (2 − a)y4 + (1 +

2a− 2a2)y2 − a3 6 0. Το αριστερό μέλος της τελευταίας ανισότητας είναι πολυώνυμο δευτέρου

βαθμού ως προς y2
με μη αρνητικό μεγιστοβάθμιο συντελεστή τον 2−a. Επιπλέον, η ανισότητα

ικανοποιείται προφανώς όταν y = 0. Συνεπώς, υπάρχει μη αρνητικός αριθμός ma τέτοιος ώστε

η ψa να είναι αύξουσα στοδιάστημα (0,ma) και φθίνουσα στο διάστημα (ma,∞). Δεδομένου

ότι limy→∞ψa(y) = 0, συμπεραίνουμε ότι αν ψa(ya) > 0 τότε ψa(y) > 0 για κάθε y > ya.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη, διοτι h(3/2)−1 > (3/2)2 + 3/2. �

Λήμμα 4.2.3. Η συνάρτηση xT(x) exp(x2/2) είναι αύξουσα στο [0,∞).
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Απόδειξη. ´Εχουμε

(
√

2πxT(x) exp(x2/2))′ = (1 + x2)
√

2πT(x) exp(x2/2) − x,

αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι

√
h(x) > x/(x2 + 1). ´Ομως, από το Λήμμα 4.2.2,√

h(x) >
1√
x2 + 2

>
x

x2 + 1

.

�

Λήμμα 4.2.4. Η συνάρτηση F(x) = 1

h(x) + 2 ln T(x) είναι φθίνουσα στο [0,∞).

Απόδειξη. Από την ανισότητα του Komatu,

T(x) >
1√
2π

2

x+
√
x2 + 4

exp

(
−
x2

2

)
.

Άρα

√
h(x) > 2/(x+

√
x2 + 4), απ¨ όπου έπεται ότι

x
√
h(x) >

2x

x+
√
x2 + 4

= 1 −

(
2

x+
√
x2 + 4

)
2

> 1 − h(x).

Συνεπώς,

F′(x) = −
h′(x)

h(x)2
+ 2

T ′(x)

T(x)

= −
1

h(x)

(2πT(x)2 exp(x2))′

2πT(x)2 exp(x2)
−

2 exp(−x2/2)√
2πT(x)

= −
2

h(x)

(
T ′(x)

T(x)
+ x

)
−

2√
h(x)

=
2

h(x)3/2

(
1 − h(x) − x

√
h(x)

)
6 0,

και το λήμμα έχει αποδειχθεί. �

Λήμμα 4.2.5. Για κάθε y ∈ R ισχύει Φ2(y)h(y) 6 π/8.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι

8

π
Φ(y)2h(y) exp(−y2) = (4Φ(y)T(y))2

= (1 − γ2([−|y|, |y|]× [−|y|, |y|]))2 6 (1 − γ2(B(0, |y|)))2

=

(
1 −

1

2π

∫ |y|
0

exp

(
−
r2

2

)
2πrdr

)
2

=

(
exp

(
−
y2

2

))
2

= exp(−y2),

και το λήμμα έπεται. �
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Λήμμα 4.2.6. ´Εστω f μια φθίνουσα ολοκληρώσιμη συνάρτηση στο (0,∞) και µ ένα πεπερασμένο
ϑετικό μέτρο στο (0,∞). Για κάθε 0 6 a1 < b1 6 ∞, 0 6 a2 < b2 6 ∞ με a1 6 a2 και b1 6 b2

ισχύει
1

µ(a1,b1)

∫b1

a1

f(x)dµ(x) >
1

µ(a2,b2)

∫b2

a2

f(x)dµ(x).

Ο ισχυρισμός του Λήμματος 4.2.6 προκύπτει άμεσα από τη μονοτονία της f.

Λήμμα 4.2.7. Για κάθε 0 6 c1 < d1 6∞, 0 6 c2 < d2 6∞ με c1 6 c2 και d1 6 d2 ισχύει

Φ(d1) −Φ(c1)

exp(−c2
1
/2) − exp(−d2

1
/2)
>

Φ(d2) −Φ(c2)

exp(−c2
2
/2) − exp(−d2

2
/2)

.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι

√
2π(Φ(d) −Φ(c)) =

∫d2

c2

1

2

√
y

exp

(
−
y

2

)
dy,

και εφαρμόζουμε το Λήμμα 4.2.6 για την f(y) = 1/
√
y. �

Λήμμα 4.2.8. ´Εστω s > u > 0 και p > 0 τέτοια ώστε

(4.2.4) 1 −Φ(u) 6 1 −Φ(p) +
1

2

(1 −Φ(s)).

Τότε,

(4.2.5)

1

2

exp((u2 − s2)/2) + exp((u2 − p2)/2) > 1.

Απόδειξη. Αν u > p τότε η (4.2.5) είναι προφανής, μπορούμε λοιπόν να υποθέσουμε ότι p > u.

Από την (4.2.4) βλέπουμε ότι

Φ(p) −Φ(u)

1 −Φ(s)
6

1

2

,

και από το Λήμμα 4.2.7 παίρνουμε

Φ(p) −Φ(u)

1 −Φ(s)
>

exp(−u2/2) − exp(−p2/2)

exp(−s2/2)
.

Η (4.2.5) προκύπτει από αυτές τις δύο ανισότητες. �

Λήμμα 4.2.9. ´Εστω c > 0 και p0 > 0 τέτοια ώστε exp(−cp0) 6 1 − p0. Τότε, exp(−cp) 6 1 − p

για κάθε p ∈ [0,p0]. Ειδικότερα,

(1 − p) exp(4p/π) > 1 για κάθε p ∈ [0, 1/3]

και
(1 − p) exp(4p/(π− 4/9)) > 1 για κάθε p ∈ [0, 1/2].
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Απόδειξη. Η συνάρτηση exp(−cp)− 1+p είναι κυρτή συνάρτηση του p, και αυτό μας δίνει τον

πρώτο ισχυρισμό του λήμματος. Οι υπόλοιποι προκύπτουν από τον πρώτο, σε συνδυασμό με

τις ανισότητες exp(4/eπ) > 3/2 και exp(2/(π− 4/9)) > 2. �

Λήμμα 4.2.10. Για κάθε p ∈ (0, 1/2] και z > 0,

p exp(−πz2/16p2) + (1 − p) > exp(−z/2).

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας ανάπτυγμα Taylor, έχουμε

p exp

(
z

2

−
πz2

16p2

)
+ (1 − p) exp

(z
2

)
> p

(
1 +

z

2

−
π

16p2
z2
)
+ (1 − p)

(
1 +

z

2

+
z2

8

)
= 1 +

z

2

−
π+ 2(p− 1)p

16p
z2,

άρα η ανισότητα ισχύει για z 6 8p/(π+ 2(p− 1)p). Αρκεί να δείξουμε ότι

f(p) = (1 − p) exp(4p/(π+ 2(p− 1)p)) > 1.

Αν p 6 1/3 τότε f(p) > (1−p) exp(4p/π) > 1 από το προηγούμενο λήμμα. Αν p ∈ [1/3, 1/2], τότε

(1 − p)p > 2/9, άρα και πάλι,

f(p) > (1 − p) exp(4p/(π− 4/9)) > 1.

�

Λήμμα 4.2.11. Αν y 6 3

2
και z > 0 ή αν 0 6 z 6 y2 + 3

2
, τότε

(4.2.6) Φ(y) exp(−h(y)z2/2) + 1 −Φ(y) > exp(−z/2).

Απόδειξη. Αν y 6 0 τότε το λήμμα έπεται από τα Λήμματα 4.2.10 και 4.2.5. Για y > 0, ϑέτουμε

Ry(z) = exp(−z/2) −Φ(y) exp(−h(y)z2/2) και M(y) = sup{Ry(z) : z > 1/h(y)}. Παρατηρούμε

πρώτα ότι, από το Λήμμα 4.2.1, η Ry(z) είναι φθίνουσα συνάρτηση του y > 0 για κάθε σταθερό

z. Καθώς η 1/h(y) είναι φθίνουσα συνάρτηση του y > 0, βλέπουμε ότι το supz>1/h(y) παίρνεται

πάνω από μια φθίνουσα οικογένεια συνόλων. ´Ολες μαζί αυτές οι παρατηρήσεις δείχνουν ότι η

M(y) είναι φθίνουσα για y > 0. ´Εχουμε

∂

∂z
Ry(z) = R

′
y(z) = −

1

2

exp

(
−
z

2

)
+Φ(y)h(y)z exp

(
−
h(y)z2

2

)
.

Άρα, R′y(0) < 0 και R′y(z) < 0 αν το z είναι αρκετά μεγάλο. Παρατηρούμε ότι R′y(1/h(y)) =

(Φ(y)−1/2) exp(−1/(2h(y))) > 0. Αφού R′y(z) = 0 αν και μόνο αν ln(2Φ(y)h(y)z) = h(y)z2/2−

z/2, συμπεραίνουμε ότι για κάθε σταθερό y > 0 η συνάρτηση Ry έχει το πολύ δύο τοπικά

ακρότατα στο(0,∞) γιατί το αριστερό μέλος της τελευταίας ισότητας είναι κοίλη συνάρτηση

ενώ το δεξιό είναι κυρτή συνάρτηση. Συνοψίζοντας τα παραπάνω καταλήγουμε στο συμπέρασμα

ότι για κάθε y > 0 υπάρχουν ϑετικοί αριθμοί α(y) < β(y) τέτοιοι ώστε η συνάρτηση Ry να
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είναι φθίνουσα στο διάστημα (0,α(y)), αύξουσα στο διάστημα (α(y),β(y)), στο οποίο ανήκει

ο 1/h(y), και πάλι φθίνουσα στο διάστημα (β(y),∞). Άρα, για να δείξουμε τον βασικό μας

ισχυρισμό ότι T(y) > Ry(z) για κάθε y ∈ [0, 3/2] και z > 0, αρκεί να δείξουμε ότι T(y) >M(y),

αφού για τα σημεία z = 0 και z = 1/h(y) ισχύει τετριμμένα.

Π 

k yk T1 T2 Φ1 Φ2 h1 h2 zk Zk ak bk Mk

1 0.00 0.500 0.500 0.500 0.500 1.570 1.571 1.34 1.35 0.256 0.254 0.393

2 0.25 0.401 0.402 0.598 0.599 1.075 1.081 1.78 1.81 0.206 0.202 0.309

3 0.49 0.311 0.313 0.687 0.689 0.772 0.783 2.26 2.33 0.162 0.155 0.242

4 0.69 0.244 0.246 0.754 0.756 0.602 0.613 2.70 2.80 0.130 0.123 0.192

5 0.87 0.192 0.193 0.807 0.808 0.493 0.499 3.16 3.25 0.104 0.098 0.149

6 1.04 0.149 0.150 0.850 0.851 0.411 0.417 3.62 3.72 0.082 0.077 0.117

7 1.18 0.118 0.120 0.880 0.882 0.351 0.365 3.97 4.22 0.069 0.060 0.104

8 1.25 0.105 0.106 0.894 0.895 0.330 0.337 4.23 4.40 0.061 0.055 0.087

9 1.35 0.088 0.089 0.911 0.912 0.300 0.308 4.53 4.72 0.052 0.047 0.075

10 1.43 0.076 0.077 0.923 0.924 0.280 0.288 4.76 4.99 0.047 0.041 0.067

11 1.49 0.068 0.069 0.931 0.932 0.267 0.276 4.92 5.20 0.043 0.037 0.064

12 1.52 0.064

Θεωρούμε τον Πίνακα 1. Στην k-οστή γραμμή, η τιμή στην στήλη του T1 είναι η T1(yk), και

το ίδιο εννοούμε για τις επόμενες πέντε στήλες. Για k = 1, . . . , 11, ελέγχουμε ότι οι αριθμοί στον

πίνακα ικανοποιούν τις παρακάτω ανισότητες:

T1(yk) 6 T(yk) 6 T2(yk), Φ1(yk) 6 Φ(yk) 6 Φ2(yk),

h1(yk) 6 2πT1(yk)
2

exp(y2

k) 6 h(yk),

h2(yk) > 2πT2(yk)
2

exp(y2

k) > h(yk),

zk 6 Zk,
1

2

exp(−zk/2) 6 ak,
1

2

exp(−Zk/2) > bk,

Φ1(yk)h1(yk)zk exp(−h1(yk)z
2

k/2) > ak,

Φ2(yk)h2(yk)Zk exp(−h1(yk)Z
2

k/2) 6 bk

και

T1(yk+1) >Mk > exp(−zk/2) −Φ1(yk) exp(−h2(yk)Z
2

k/2).

Παρατηρήστε επίσης ότι T1(y12) 6 T(y12).

Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε τον ισχυρισμό μας. Για κάθε y ∈ [0, 3/2] μπορούμε να

βρούμε k ∈ {1, . . . , 11} τέτοιον ώστε yk 6 y 6 yk+1. Παρατηρούμε ότι

R′yk(zk) = −
1

2

exp(−zk/2) +Φ(yk)h(yk)zk exp(−h(yk)z
2

k/2)

> −
1

2

exp(−zk/2) +Φ1(yk)h1(yk)zk exp(−h2(yk)z
2

k/2)

> −ak + ak = 0,
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ενώ

R′yk(Zk) = −
1

2

exp(−Zk/2) +Φ(yk)h(yk)Zk exp(−h(yk)Z
2

k/2)

6 −
1

2

exp(−Zk/2) +Φ2(yk)h2(yk)Zk exp(−h1(yk)Z
2

k/2)

6 −bk + bk = 0,

το οποίο σημαίνει ότι zk 6 βk = β(yk) 6 Zk. Συνεπώς,

M(y) 6M(yk) = Ryk(βk) = exp(−βk/2) −Φ(yk) exp(−h(yk)β
2

k/2)

6 exp(−zk/2) −Φ1(yk) exp(−h2(yk)Z
2

k/2) 6Mk

6 T1(yk+1) 6 T(yk+1) 6 T(y),

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη στην περίπτωση που y < 3/2. Αν y > 3/2, παρατηρούμε

ότι έχουμε ήδη αποδείξει την (4.2.6) για 0 6 z 6 1/h(y). Άρα το Λήμμα 4.2.2 συνεπάγεται την

(4.2.6) για 0 6 z 6 y2 + 3/2. �

Λήμμα 4.2.12. ´Εστω w > a > x > 0 και y ∈ R τέτοια ώστε

(4.2.7) Φ(y)Φ(w) + (1 −Φ(y))Φ(x) > Φ(a).

Τότε, αν y 6 3

2
ή a2 − x2 6 y2 + 3

2
, έχουμε

(4.2.8) w
√

1 + k2
exp(−y2/2) >

√
2π(a2 − x2)(1 −Φ(y)) + kx exp(−y2/2)

για κάθε k > 0.

Απόδειξη. Διαιρώντας τα δύο μέλη της (4.2.8) με

√
1 + k2

και παίρνοντας το supremum πάνω

από όλα τα k, βλέπουμε ότι αρκεί να δείξουμε ότι

w2 > h(y)z2 + x2

,

όπου z = a2 − x2
. Αν υποθέσουμε ότι αυτό δεν ισχύει, τότε από την (4.2.7) παίρνουμε

Φ(y)Φ

(√
h(y)z2 + x2

)
+ (1 −Φ(y))Φ(x) > Φ(a),

άρα

(4.2.9) Φ(y)

(
Φ

(√
h(y)z2 + x2

)
−Φ(a)

)
> (1 −Φ(y))(Φ(a) −Φ(x)).

Άρα, προφανώς, h(y)z2 + x2 > a2
. Παρατηρούμε ότι

√
2π(Φ(a) −Φ(x)) =

∫a2

x2

1

2

√
y

exp(−y/2)dy(4.2.10)

>
1

a

(
exp

(
−
x2

2

)
− exp

(
−
a2

2

))
=

1

a
exp(−x2/2)(1 − exp(−z/2)).
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Με παρόμοιο τρόπο δείχνουμε ότι

(4.2.11)

√
2π

(
Φ

(√
h(y)z2 + x2

)
−Φ(a)

)
6

1

a
exp

(
−
x2

2

)(
exp

(
−
z

2

)
− exp(−h(y)z2/2)

)
.

Από τις (4.2.9), (4.2.10) και (4.2.11) παίρνουμε

exp

(
−
z

2

)
> Φ(y) exp(−h(y)z2/2) + 1 −Φ(y),

το οποίο αντιφάσκει προς το Λήμμα 4.2.11. �

Λήμμα 4.2.13. Αν οι p > 0 και q ικανοποιούν τη συνθήκη

1

2

(1 −Φ(q)) = 1 −Φ(p),

τότε
4 exp(q2 − p2)p2 − p2 6 ln 4.

Απόδειξη. Παρατηρήστε ότι q < p. Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

(α) Υποθέτουμε ότι q2 > p2
. Τότε −q > p, άρα 1−Φ(q) = Φ(−q) > Φ(p) = 1

2
+ 1

2
Φ(q), δηλαδή

q 6 Φ−1(1/3) 6 −0.4 και

1√
2π
p exp

(
−
p2

2

)
6 Φ(p) −

1

2

=
1

2

Φ(q).

´Ετσι, από το Λήμμα 4.2.1,

4p2

exp(q2 − p2) 6 2πΦ(q)2 exp(q2) = h(−q) 6 h(0.4)

= 2πΦ(−0.4)2 exp(0.16) 6 0.876 < ln 4.

(β) Υποθέτουμε ότι q2 6 p2
και q 6 0. Τότε Φ(q) 6 1

2
, άρα p 6 Φ−1(0.75) 6 0.679 και

4p2

exp(q2 − p2) − p2 6 3p2 < ln 4.

(γ) Τέλος, υποθέτουμε ότι q > 0. Θεωρούμε το p σαν συνάρτηση του q. Τότε, έχουμε

d

dq
(p2 − q2) = 2p

dp

dq
− 2q = p exp((p2 − q2)/2) − 2q.

´Ομως, από το Λήμμα 4.2.3 έχουμε q
√
h(q) < p

√
h(p) άρα

2q

p
<

2

√
h(p)√
h(q)

= 2 exp

(
p2 − q2

2

)
T(p)

T(q)
= exp((p2 − q2)/2).

Άρα, η p2 − q2
είναι αύξουσα συνάρτηση του q. Επιπλέον, από το Λήμμα 4.2.1 έχουμε h(q) >

h(p), άρα exp(p2 − q2) 6 4 δηλαδή p2 − q2 6 ln 4.
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Π 

k qk Tk pk dk

1 1.20 0.1152 1.58 1.057

2 0.52 0.3016 1.04 0.812

3 0.20 0.4208 0.81 0.617

4 0.00 0.5000

Από τον Πίνακα 2 ελέγχουμε εύκολα ότι για k = 1, 2, 3,

Tk > T(qk) > 2T(pk)

και

p2

k − q
2

k 6 dk 6 (2πT 2

k+1
exp(q2

k+1
))−1 − q2

k+1
6 h(qk+1)

−1 − q2

k+1
.

Ας υποθέσουμε ότι q ∈ [qk,qk−1) για κάποιον k = 1, . . . , 4, όπου έχουμε ϑέσει q0 = ∞. Τότε,

από το Λήμμα 4.2.2 και τη μονοτονία της p2 − q2
παίρνουμε για k = 2, 3, 4,

h(q)−1 − q2 > h(qk)
−1 − q2

k > dk−1 > p
2

k−1
− q2

k−1
> p2 − q2

και για k = 1,

h(q)−1 − q2 > h(q1)
−1 − q2

1
> (2πT 2

1
exp(q2

1
))−1 − q2

1
> ln 4 > p2 − q2

.

Άρα,

p2h(q) 6 1.

Επιπλέον, από το Λήμμα 4.2.4 έχουμε F(q) > F(p), άρα

h(p)−1 − h(q)−1 6 2 ln(T(q)/T(p)) = ln 4.

Τελικά, παίρνουμε

4 exp(q2 − p2)p2 − p2 = p2

(
h(q)

h(p)
− 1

)
= p2h(q)

(
1

h(p)
−

1

h(q)

)
6 ln 4.

�

Πόρισμα 4.2.14. Αν w2 − p2 > ln 4 τότε

wγ+
2
(A) > pγ+

2
(P) =

2√
2π
p exp

(
−
p2

2

)
.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι γ2(A) = 2Φ(p) − 1 = Φ(q). Τότε,

1

2

(1 −Φ(q)) = 1 −Φ(p),

και από την ισοπεριμετρική ανισότητα,

γ+
2
(A) >

1√
2π

exp

(
−
q2

2

)
.
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Άρα, αν wγ+
2
(A) < pγ+

2
(P) τότε w < 2p exp((q2 = p2)/2), οπότε το Λήμμα 4.2.13 μας δίνει

w2 − p2 < 4p2

exp(q2 − p2) − p2 6 ln 4,

και καταλήγουμε σε άτοπο. �

Απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.2. Λόγω του Πορίσματος 4.2.14 μπορούμε να υποθέσουμε ότι

(4.2.12) w2 − p2 < ln 4.

Για κάθε x ∈ [0,w) ορίζουμε

A(x) = {(x1, x2) ∈ (−w,w)× R : |x1| < x ή x2 6 f(x1)}

γ(x) = γ2(A(x))

και

d(x) =
1

2π

∫w
x

exp

(
−
(t2 + f2(t))

2

) √
1 + (f′(t))2 dt.

Ορίζουμε a(x) και g(x) από τις

Ψ(a(x)) = γ(x)

και

g(x) = 2πwd(x) +
√

2πx(1 −Φ(y)) exp(−x2/2) −
√

2πa exp(−a2/2),

όπου y = f(x). Τότε A(0) = A, γ(0) = γ2(A), 2d(0) = γ+
2
(A) και a(0) = p, άρα για να

αποδείξουμε το ϑεώρημα πρέπει να δείξουμε ότι g(0) > 0. Αφού a(w) = w και d(w) = 0

έχουμε g(w) = 0, άρα αρκεί να δείξουμε ότι η g είναι φθίνουσα στο [0,w).

Παρατηρούμε επίσης ότι για y = f(x) και a = a(x) έχουμε

(4.2.13) Φ(y)Φ(w) + (1 −Φ(y))Φ(x) >
1

2

+
1

2

γ(x) = Φ(a).

Επιπλέον, αν k = −f′(x) τότε

d′(x) = −

√
1 + k2

2π
exp

(
−
(x2 + y2)

2

)
,

γ′(x) = 2

1 −Φ(y)√
2π

exp

(
−
x2

2

)
.

´Ετσι, αφού a′(x)Ψ′(a) = γ′(x), έχουμε

a′(x) = (1 −Φ(y)) exp((a2 − x2)/2).

´Επεται ότι

exp(x2/2)g′(x) =
√

2π(a2 − x2)(1 −Φ(y)) + kx exp(−y2/2)

−
√

1 + k2w exp(−y2/2).

Συνεπώς, από το Λήμμα 4.2.12, η απόδειξη ϑα ολοκληρωθεί αν αποδείξουμε τον επόμενο ισχυ-

ρισμό. �
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Ισχυρισμός 4.2.15. Με τον παραπάνω συμβολισμό, δεν είναι δυνατόν να ισχύουν ταυτόχρονα
οι y = f(x) > 3/2, a(x)2 > x2 + y2 + 3/2 και w2 − p2 < ln 4.

Απόδειξη του ισχυρισμού. Ας υποθέσουμε ότι, για κάποιον 0 6 x < w, έχουμε y = f(x) > 3/2,

a = a(x) >
√
x2 + y2 + 3/2 και w2 < p2 + ln 4. ´Εστω ότι η εφαπτόμενη ` του συνόλου A στο

σημείο (x,y) τέμνει τον y-άξονα στο σημείο (0, s). Τότε, αφού το A είναι κυρτό, περιέχεται στο

ημιεπίπεδο κάτω από την ευθεία `. Συνεπώς,

γ2(D) +Φ(u) >
1

2

+
1

2

γ2(A),

όπου D είναι το σύνολο των σημείων που έχουν αρνητική πρώτη συντεταγμένη και βρίσκονται

πάνω από την ευθεία `, και u είναι η απόσταση της αρχής των αξόνων από την `. Εφόσον

γ2(D) 6 1

2
(1 −Φ(s)) και γ2(A) = 2Φ(p) − 1, παίρνουμε

1 −Φ(u) 6 1 −Φ(p) +
1

2

(1 −Φ(s)).

´Ετσι, από το Λήμμα 4.2.8,

(4.2.14)

1

2

exp((u2 − s2)/2) + exp((u2 − p2)/2) > 1.

Ειδικότερα, αφού u2 6 s2 και u2 6 x2 + y2
παίρνουμε

w2 6 p2 + ln 4 6 u2 + 2 ln 4 6 x2 + y2 + 2 ln 4.

Παρατηρήστε ότι, από την (4.2.13),

(1 −Φ(y))(Φ(a) −Φ(x)) 6 Φ(y)(Φ(w) −Φ(a)).

Αφού a2 > x2 + y2 + 3/2 > x2 + 3.75, από το Λήμμα 4.2.7 παίρνουμε

Φ(a) −Φ(x) > (1 −Φ(x))(1 − exp((x2 − a2)/2)) > (1 −Φ(x))(1 − exp(−1.875)).

Επιπλέον, από την απόδειξη του Λήμματος 4.2.7,

Φ(w) −Φ(a) 6
1√
2πa

(
exp

(
−
a2

2

)
− exp

(
−
w2

2

))
,

και από το Λήμμα 4.2.2,

1 −Φ(y) >
1√

2π(y2 + 2)
exp

(
−
y2

2

)
.

Συνεπώς,

(1 −Φ(x)) exp

(
x2

2

)(4.2.15)

6 (1 − exp(−1.875))−1

√
y2 + 2

a
×
(

exp

(
x2 + y2 − a2

2

)
− exp

(
x2 + y2 −w2

2

))
.
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Υποθέτουμε πρώτα ότι x 6 0.8. Από το Λήμμα 4.2.1,

(1 −Φ(x)) exp(x2/2) > (1 −Φ(0.8)) exp(0.32) > 0.29.

Από την άλλη πλευρά, αφού √
y2 + 2

a
6

√
y2 + 2

y2 + 3/2
6

√
4.25

3.75

,

από την (4.2.15) παίρνουμε

(1 −Φ(x)) exp

(
x2

2

)
6 (1 − exp(−1.875))−1

√
4.25

3.75

(
exp(−0.75) −

1

4

)
6 0.28.

Αυτή η αντίφαση δείχνει ότι x > 0.8, συνεπώς a >
√
x2 + y2 + 3/2 >

√
y2 + 2. ´Ετσι, από την

(4.2.15),

(1 −Φ(x)) exp

(
x2

2

)
(4.2.16)

(1 − exp(−1.875))−1 ×
(

exp

(
x2 + y2 − a2

2

)
− exp

(
x2 + y2 −w2

2

))
.

Π 

k dk xk Tk ck

1 1.50 3.23 0.0005 0.092

2 1.85 2.29 0.0109 0.149

3 2.12 1.80 0.0358 0.180

4 2.27 1.53 0.0629 0.202

5 2.39 1.31 0.0950 0.224

6 2.52 1.05 0.1468 0.254

7 2.71 0.51

Βλέπουμε ότι οι αριθμοί στον Πίνακα 3 ικανοποιούν τις παρακάτω ανισότητες για k =

1, . . . , 6:

Tk 6 (1 −Φ(xk)), ck < Tk exp(x2

k/2)

ck > (1 − exp(−1.875))−1(exp(−0.75) − exp(−dk+1/2)

και

xk >
√

2 ln 4 − dk +
√
−2 ln(2 − 4 exp(−dk/2)).

Η τελευταία ανισότητα ισχύει επίσης όταν k = 7. Ας υποθέσουμε ότι

w2 − x2 − y2 ∈ [dk,dk+1] για κάποιον k = 1, 2, . . . , 7,

όπου έχουμε κάνει τη σύμβαση ότι d8 =∞. Τότε,

x2 + y2 − u2 = x2 + y2 −w2 +w2 − u2 6 −dk + 2 ln 4
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και

u2 − p2 6 x2 + y2 − p2 6 x2 + y2 −w2 + ln 4 6 ln 4 − dk.

´Ετσι, από την (4.2.14), παίρνουμε

s2 − u2 6 −2 ln

(
2 − 2 exp((u2 − p2)/2)

)
6 −2 ln(2 − 4 exp(−dk/2)).

Θεωρούμε το τρίγωνο ABC με κορυφές A = (0, 0), B = (x,y) και C = (0, s). Από το Πυθαγόρειο

ϑεώρημα,

x 6 |BC| 6
√
|AC|2 − u2 +

√
|AB|2 − u2

6
√

−2 ln(2 − 4 exp(−dk/2)) +
√

2 ln 4 − dk 6 xk.

Άρα, αν k = 7 παίρνουμε x < 0.8, το οποίο έρχεται σε αντίφαση με την προηγούμενη υπόθεσή

μας. Για k < 7, από το Λήμμα 4.2.1 έχουμε

(1 −Φ(x)) exp(x2/2) > (1 −Φ(xk)) exp(x
2

k/2) > ck

και

(1 − exp(−1.875))−1

(
exp

(
x2 + y2 − a2

2

)
− exp

(
x2 + y2 −w2

2

))
6 (1 − exp(−1.875))−1(exp(−0.75) − exp(−dk+1/2)) < ck.

Αυτές οι ανισότητες έρχονται σε αντίφαση με την (4.2.16), και η απόδειξη είναι τώρα πλήρης. �

4.3 Η βέλτιστη σταθερά στην ανισότητα του Kahane

Μια συνέπεια του Θεωρήματος 4.1.1 είναι το επόμενο αποτέλεσμα, το οποίο δίνει τις βέλτιστες

σταθερές στην Gaussian έκδοση της ανισότητας του Kahane.

Θεώρημα 4.3.1. ´Εστω X χώρος με νόρμα και έστω g, {gi}
∞
i=1

ανεξάρτητες τυπικές Gaussian
τυχαίες μεταβλητές. Για κάθε q > p > 0, κάθε n > 1 και κάθε z1, . . . , zn ∈ X έχουμε(

E
∥∥∥ n∑
i=1

gizi

∥∥∥q)1/q
6
κq

κp

(
E
∥∥∥ n∑
i=1

gizi

∥∥∥p)1/p
,

όπου
κp = (E |g|p)1/p =

√
2

(
1√
π
Γ
(p+ 1

2

))
1/p

.

Απόδειξη. Θέτουμε S =
∑n
i=1
gizi και ορίζουμε a ∈ R από την εξίσωση

E ‖S‖q = E |ag|q,

δηλαδή

|a| = (E ‖S‖q)1/q/κq.
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Τότε

E ‖S‖q = q

∫∞
0

tq−1P(‖S‖ > t)dt = q
∫∞
0

tq−1P (|ag| > t)dt = E |ag|q,

άρα μπορούμε να βρούμε t0 > 0 τέτοιον ώστε

P (‖S‖ > t0) = P (|ag| > t0).

Ισοδύναμα, αν A = {x ∈ Rn : ‖
∑n
i=1
xizi‖ 6 t0} και P είναι μια συμμετρική λωρίδα πλάτους

2t0/a στον Rn έχουμε

γn(A) = γn(P).

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 4.1.1 βλέπουμε ότι γn(tA) > γn(tP) για κάθε t > 1 και γn(tA) 6

γn(tP) για κάθε 0 6 t 6 1. Ισοδύναμα, P (‖S‖ > t) > P (|ag| > t) για κάθε 0 6 t 6 t0 και

P (‖S‖ > t) 6 P (|ag| > t) για κάθε t > t0. ´Επεται ότι, για κάθε t > 0,(
t

t0

)q−1

(P (‖S‖ > t) − P (|ag| > t)) 6
(
t

t0

)p−1

(P (‖S‖ > t) − P (|ag| > t)).

Συνεπώς,

1

t
p−1

0

∫∞
0

tp−1(P (‖S‖ > t) − P (|ag| > t))dt > 1

t
q−1

0

∫∞
0

tq−1(P (‖S‖ > t) − P (|ag| > t))dt = 0,

δηλαδή ∫∞
0

tp−1P(‖S‖ > t)dt >
∫∞
0

tp−1P (|ag| > t)dt.

Αυτό αποδεικνύει ότι

E ‖S‖p > E |ag|p = |a|pκpp =
(E ‖S‖q)p/q

κ
p
q

κpp,

απ´ όπου προκύπτει το ϑεώρημα. �





Κεφάλαιο 5

Η ανισότητα της ϑετικής
συνδιακύμανσης

5.1 Το λήμμα του Šidák και η εικασία της ϑετικής συνδιακύμανσης

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε την πρόσφατη απόδειξη της εικασίας της ϑετικής συνδια-

κύμανσης για το μέτρο του Gauss από τον Royen.

Θεώρημα 5.1.1 (Royen). Αν K, T είναι δύο συμμετρικά, κλειστά και κυρτά σύνολα στον Rn τότε

γn(K ∩ T) > γn(K)γn(T).

Αφού κάθε κλειστό συμμετρικό κυρτό σύνολο είναι αριθμήσιμη τομή συμμετρικών λωρίδων,

για την απόδειξη του Θεωρήματος 5.1.1 μπορούμε να υποθέσουμε ότι

K =

m1⋂
i=1

{x ∈ Rn : |〈x, vi〉| 6 1}

και

T =

m1+m2⋂
i=m1+1

{x ∈ Rn : |〈x, vi〉| 6 1},

όπου m1,m2 > 1 και vi ∈ Rn. Με άλλα λόγια, αρκεί να αποδείξουμε το εξής.

Θεώρημα 5.1.2. ´Εστωm > 2 και P1, . . . ,Pm συμμετρικές λωρίδες στον Rn. Για κάθε 1 6 m1 < m

έχουμε
γn(P1 ∩ P2 ∩ · · · ∩ Pm) > γn(P1 ∩ · · · ∩ Pm1

)γn(Pm1+1 ∩ . . . ∩ Pm).

Η ειδική περίπτωση m1 = m − 1 είναι απλή. Μάλιστα, μπορούμε να διατυπώσουμε και να

αποδείξουμε ένα πιο γενικό αποτέλεσμα.

Πρόταση 5.1.3. ´Εστω C ένα συμμετρικό κλειστό κυρτό σύνολο και P μια συμμετρική λωρίδα
στον Rn. Τότε,

γn(C ∩ P) > γn(C)γn(P).
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Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε επαγωγή ως προς τη διάσταση. Αν n = 1 τότε τα C και P είναι

συμμετρικά διαστήματα στο R, άρα το C ∩ P είναι είτε το C ή το P. Αφού το γ1 είναι μέτρο

πιθανότητας, προφανώς έχουμε

γ1(C ∩ P) = min{γ1(C),γ1(P)} > γ1(C)γ1(P).

Υποθέτουμε τώρα ότι n > 2 και ότι το ϑεώρημα ισχύει για όλες τις διαστάσεις που είναι

μικρότερες από n. ´Εστω C ένα συμμετρικό, κλειστό και κυρτό σύνολο και έστω P μια συμμετρική

λωρίδα στον Rn. Από το αναλλοίωτο του γn ως προς ορθογώνιους μετασχηματισμούς μπορούμε

να υποθέσουμε ότι P = {x ∈ Rn : |xn| 6 t} για κάποιο t > 0. Θέτουμε Cs = C ∩ {x : xn = s} και

ϑεωρούμε την άρτια λογαριθμικά κοίλη συνάρτηση f(s) = γn−1(Cs). Τότε,

γn(C ∩ P) =
∫t
−t
γn−1(Cs)dγ1(s) =

∫∞
−∞ 1[−t,t](s)f(s)dγ1(s)

=

∫∞
0

γ1(s ∈ Jt : f(s) > z)dz,

όπου Jt := [−t, t]. Αφού το {f > z} είναι συμμετρικό και κυρτό για κάθε z, από τη μονοδιάστατη

περίπτωση του ϑεωρήματος έχουμε

γ1(s ∈ Jt : f(s) > z, s) = γ1({f > z} ∩ Jt) > γ1({f > z}) · γ1(Jt).

´Επεται ότι

γn(C ∩ P) > γ1(Jt)

∫∞
0

γ1({f > z})dz

= γ1(Jt)

∫∞
−∞ γn−1(Cs)ds = γ1(Jt)γn(C).

Είναι όμως φανερό ότι γn(P) = γ1([−t, t]) = γ1(Jt), και αυτό τελικά μας δίνει γn(C ∩ P) >
γn(C)γn(P). �

´Ενα απλό επιχείρημα επαγωγής μας δίνει το επόμενο ϑεώρημα, το οποίο αποδείχθηκε ανε-

ξάρτητα από τους Khatri και Šidák.

Θεώρημα 5.1.4 (Khatri, Šidák). Αν P1, . . . ,Pm είναι συμμετρικές λωρίδες στον Rn τότε

γn(P1 ∩ · · · ∩ Pm) > γn(P1) · · ·γn(Pm).

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι m > 2 και ότι το ϑεώρημα ισχύει αν το πλήθος των λωρίδων

είναι μικρότερο από m και ϑεωρούμε m συμμετρικές λωρίδες P1, . . . ,Pm στον Rn. Τότε, το

C := P1 ∩ . . . ∩ Pm−1 είναι συμμετρικό κλειστό και κυρτό, άρα

γn(P1 ∩ · · · ∩ Pm−1 ∩ Pm) = γn(C ∩ Pm) > γn(C)γn(Pm)

= γn(P1 ∩ · · · ∩ Pm−1)γn(Pm)

από την Πρόταση 5.1.3. Εφαρμόζοντας την επαγωγική υπόθεση για τις P1, . . . ,Pm−1 παίρνουμε

το ζητούμενο. �

Το ϑεώρημα των Khatri και Šidák μπορεί να διατυπωθεί και ως ϑεώρημα σύγκρισης για

ανελίξεις του Gauss:
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Θεώρημα 5.1.5. ´Εστω (Xk)
m
k=1

και (Yk)mk=1
δύο ανελίξεις του Gauss τέτοιες ώστε:

(i) Για κάθε k = 1, . . . ,m, E(X2

k) = E(Y
2

k).

(ii) Οι τυχαίες μεταβλητές Yk, 1 6 k 6 m, είναι ανεξάρτητες.

Τότε,
E max

16k6m
|Xk| 6 E max

16k6m
|Yk|.

Επιπλέον, για κάθε t1, . . . , tm > 0,

P(|Xk| > tk για κάποιον k) 6 P(|Yk| > tk για κάποιον k),

ή ισοδύναμα

P(|Xk| 6 tk για κάθε k) > P(|Yk| 6 tk για κάθε k) =
m∏
k=1

P(|Yk| 6 tk).

Για την απόδειξη αυτού του ϑεωρήματος μπορούμε να υποθέσουμε ότι Xk = 〈G, vk〉 όπου

G είναι ένα τυπικό κανονικό τυχαίο διάνυσμα στον Rn για κάποιον n 6 m, και v1, . . . , vm ∈ Rn.

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 5.1.4 για τις λωρίδες Pk = {x ∈ Rn : |〈x, vk〉| 6 tk} βλέπουμε ότι

P(|Xk| 6 tk για κάθε k) = γn(P1 ∩ · · · ∩ Pm) >
m∏
k=1

γn(Pk)

=

m∏
k=1

P(|Xk| 6 tk) =
m∏
k=1

P(|Yk| 6 tk)

= P(|Yk| 6 tk για κάθε k),

όπου η προτελευταία ισότητα προκύπτει από την υπόθεση ότι E(X2

k) = E(Y
2

k) και η τελευταία

από την ανεξαρτησία των Yk.

5.2 Το ϑεώρημα του Royen

Περνάμε τώρα στην απόδειξη του ϑεωρήματος του Royen. Κάθε κεντραρισμένο Gaussian μέτρο

µ στον Rn είναι εικόνα του γn μέσω γραμμικού μετασχηματισμού, είναι λοιπόν σαφές ότι

μπορούμε να δείξουμε κάτι γενικότερο.

Θεώρημα 5.2.1. ´Εστω µ ένα κεντραρισμένο Gaussian μέτρο στον Rn και έστω X τυχαίο διάνυσμα
με κατανομή το µ. Δηλαδή, P(X ∈ B) = µ(B) για κάθε Borel σύνολο B ⊂ Rn. Ορίζουμε Xi :=
〈X, vi〉, i = 1, . . . ,m, όπου v1, . . . , vm είναι μη μηδενικά διανύσματα στον Rn. Αν m1 +m2 = m

τότε

P(|X1| 6 t1, . . . , |Xm| 6 tm)(5.2.1)

> P(|X1| 6 t1, . . . , |Xm1
| 6 tm1

)P(|Xm1+1| 6 tm1+1, . . . , |Xm| 6 tm)

για κάθε t1, . . . , tm > 0.
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Χωρίς περιορισμό της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο πίνακας συνδιακυμάνσεων

C του X είναι γνησίως ϑετικά ορισμένος. Γράφουμε τον C στη μορφή

C =

(
C11 C12

C21 C22

)
,

όπου Cij είναι ένας mi ×mj πίνακας, και για κάθε 0 6 τ 6 1 ορίζουμε

C(τ) =

(
C11 τC12

τC21 C22

)
.

Θεωρούμε τυχαίο διάνυσμα X(τ) ∼ N(0,C(τ)) και, όπως πριν, ορίζουμε Xi(τ) = 〈X(τ), vi〉. Θα

χρησιμοποιήσουμε τις ακόλουθες παρατηρήσεις:

(i) Αν µ1,µ2 είναι τα μέτρα Gauss στους Rm1
,Rm2

με πίνακες συνδιακυμάνσεων C11,C22

αντίστοιχα, τότε

P((X1(τ), . . . ,Xm1
(τ)) ∈ A1) = µ1(A1) και P((Xm1+1(τ), . . . ,Xm(τ)) ∈ A2) = µ2(A2)

για κάθε 0 6 τ 6 1 και κάθε ζεύγος Borel συνόλων A1 ⊂ Rm1
, A2 ⊂ Rm2

.

(ii) Αν ν είναι η κατανομή του X(0), δηλαδή το μέτρο Gauss με πίνακα συνδιακυμάνσεων τον

C(0), τότε ν = µ1 ⊗ µ2.

Για κάθε 1 6 i 6 m ϑέτουμε Zi(τ) := 1

2
Xi(τ)

2
, Τότε, μπορούμε να δείξουμε ότι η (5.2.1) είναι

ισοδύναμη με την

(5.2.2) P(Z1(1) 6 s1, . . . ,Zm(1) 6 sm) > P(Z1(0) 6 s1, . . . ,Zm(0) 6 sm),

όπου si :=
1

2
t2i. Πράγματι, από τις παρατηρήσεις έπεται ότι

P(|X1| 6 t1, . . . , |Xm| 6 tm) = P(|X1(1)| 6 t1, . . . , |Xm(1)| 6 tm)

= P(Z1(1) 6 s1, . . . ,Zm(1) 6 sm)

και

P(Z1(0) 6 s1, . . . ,Zm(0) 6 sm)

= P(|X1(0)| 6 t1, . . . , |Xm(0)| 6 tm)

= ν([−t1, t1]× · · · × [−tm, tm])

= µ1([−t1, t1]× · · · × [−tm1
, tm1

])µ2([−tm1+1, tm1+1]× · · · × [−tm, tm])

= P(|X1(0)| 6 t1, . . . , |Xm1
(0)| 6 tm1

)P(|Xm1+1(0)| 6 tm1+1, . . . , |Xm(0)| 6 tm)

= P(|X1| 6 t1, . . . , |Xm1
| 6 tm1

)P(|Xm1+1| 6 tm1+1, . . . , |Xm| 6 tm).

Η (5.2.2) ϑα προκύψει από την επόμενη πρόταση.



. Τ   R · 

Πρόταση 5.2.2. Η συνάρτηση τ 7→ P(Z1(τ) 6 s1, . . . ,Zm(τ) 6 sm) είναι αύξουσα στο [0, 1].

Συμβολίζουμε με f(x, τ) την πυκνότητα του Z(τ) και ϑέτουμε K = [0, s1] × · · · × [0, sm].

Παραγωγίζοντας ως προς τ παίρνουμε

(5.2.3)

∂

∂τ
P(Z1(τ) 6 s1, . . . ,Zm(τ) 6 sm) =

∂

∂τ

∫
K

f(x, τ)dx =

∫
K

∂

∂τ
f(x, τ)dx.

Η τελευταία ισότητα προκύπτει από το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 5.2.3. Για κάθε Borel σύνολο K ⊆ [0,∞)m και κάθε λ1, . . . , λm > 0,∫
K

e−
∑m
i=1
λixi

∂

∂τ
f(x, τ)dx =

∂

∂τ

(∫
K

e−
∑m
i=1
λixif(x, τ)dx

)
.

Απόδειξη. ´Εχουμε υποθέσει ότι ο C είναι ϑετικά ορισμένος, άρα οι C11 και C22 είναι ϑετικά

ορισμένοι, και το ίδιο ισχύει για τον C(τ) για κάθε τ ∈ [0, 1]. Το τυχαίο διάνυσμα X(τ) ∼

N(0,C(τ)) έχει πυκνότητα

det(C(τ))−1/2(2π)−m/2 exp

(
−

1

2

〈C(τ)−1x, x〉
)
.

Απευθείας υπολογισμός δείχνει ότι η πυκνότητα του Z(τ) είναι ίση με

f(x, τ) = det(C(τ))−1/2(4π)−m/2
1

√
x1 · · · xm

∑
ε∈Em

2

e−〈C(τ)−1
√
xε,
√
xε〉1(0,∞)m(x),

όπου

√
xε := (εi

√
xi)i6m για κάθε ε ∈ Em

2
= {−1, 1}m και x ∈ (0,∞)m.

Η συνάρτηση τ 7→ det(C(τ))−1/2
είναι διαφορίσιμη στο [0, 1]. Ειδικότερα,

M := sup

τ∈[0,1]
det(C(τ))−1/2 + sup

τ∈[0,1]

∂

∂τ
det(C(τ))−1/2 <∞.

Αφού C(τ) = τC(1) + (1 − τ)C(0), έχουμε
∂
∂τC(τ) = C(1) − C(0), και

∂

∂τ
e−〈C(τ)−1

√
xε,
√
xε〉 = −〈C(τ)−1(C(1) − C(0))C(τ)−1

√
xε,
√
xε〉 e−〈C(τ)−1

√
xε,
√
xε〉

.

Από τη συνέχεια της τ 7→ C(τ) παίρνουμε

〈C(τ)−1
√
xε,
√
xε〉 > a〈

√
xε,
√
xε〉 = a

m∑
i=1

|xi|

και

〈C(τ)−1(C(1) − C(0))C(τ)−1
√
xε,
√
xε〉 6 b〈

√
xε,
√
xε〉 = b

m∑
i=1

|xi|

για κάποιους a > 0 και b <∞. ´Επεται ότι

sup

τ∈[0,1]

∣∣∣ ∂
∂τ
f(x, τ)

∣∣∣ 6 g(x) :=Mπ−m/2 1

√
x1 · · · xm

(
1 + b

m∑
i=1

|xi|
)
e−a

∑m
i=1

|xi|
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για κάθε x ∈ (0,∞)m.

Αφού η συνάρτηση g του δεξιού μέλος ανήκει στον L1((0,∞)m) και e−
∑m
i=1
λixi > 1, μπο-

ρούμε τώρα να δικαιολογήσουμε τον τύπο του λήμματος, χρησιμοποιώντας το ϑεώρημα κυριαρ-

χημένης σύγκλισης του Lebesgue. �

Θέτοντας λ1 = · · · = λm = 0 στο Λήμμα 5.2.3 παίρνουμε την (5.2.3). Τώρα, για την απόδειξη

της Πρότασης 5.2.2 αρκεί να αποδείξουμε ότι:

Πρόταση 5.2.4. Για κάθε 0 6 τ 6 1 και s1, . . . , sm > 0 ισχύει

(5.2.4)

∫
K

∂

∂τ
f(x, τ)dx > 0,

όπου K = [0, s1]× · · · × [0, sm].

Αρχικά υπολογίζουμε το μετασχηματισμό Laplace της
∂
∂τf(x, τ). Από το Λήμμα 5.2.3 έχουμε∫

[0,∞)m
e−
∑m
i=1
λixi

∂

∂τ
f(x, τ)dx =

∂

∂τ

(∫
[0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixif(x, τ)dx

)
=
∂

∂τ

(
E
[
exp

(
−

1

2

m∑
i=1

λiX
2

i(τ)
)])

.

Στο επόμενο λήμμα υπολογίζουμε αυτή τη μέση τιμή.

Λήμμα 5.2.5. ´Εστω X ένα m-διάστατο κεντραρισμένο Gaussian διάνυσμα με πίνακα συνδιακυ-
μάνσεων C. Τότε, για κάθε λ1, . . . , λm > 0 έχουμε

E
[
exp

(
−

m∑
i=1

λiX
2

i

)]
= det(Im + 2ΛC)−1/2

,

όπου Λ = diag(λ1, . . . , λm).

Απόδειξη. ´Εστω A ένας συμμετρικός ϑετικά ορισμένος πίνακας. Μπορούμε να βρούμε U ∈ O(n)
και έναν διαγώνιο πίνακα D = diag(d1,d2, . . . ,dm), όπου di > 0, έτσι ώστε A = UDUt. Τότε,∫
Rm

exp(−〈Ax, x〉)dx =
∫
Rm

exp(−〈Dx, x〉)dx =

m∏
i=1

( π
di

)
1/2

= πm/2 det(D)−1/2 = πm/2 det(A)−1/2
.

Συνεπώς, αν Y είναι ένα Gaussian διάνυσμα Y ∼ N(0, Im) και B ένας συμμετρικός πίνακας

τέτοιος ώστε 2B ≺ Im, παίρνουμε

E (exp(〈BY, Y〉)) = (2π)−m/2
∫
Rm

exp

(
−
〈(

1

2

Im − B
)
(x), x

〉)
dx

= 2
−m/2

det

(
1

2

Im − B
)−1/2

= det(Im − 2B)−1/2
.
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Τώρα, αν X ∼ N(0,C) μπορούμε να γράψουμε X ∼ AY, όπου Y ∼ N(0, Im) και C = At. Τότε,

E
[
exp

(
−

m∑
i=1

λiX
2

i

)]
= E (exp(−〈ΛX,X〉))

= E (−〈ΛAY,AY〉)) = E (−〈AtΛAY, Y〉))
= det(Im + 2AtΛA)−1/2 = det(Im + 2ΛC)−1/2

,

χρησιμοποιώντας, στο τέλος, το γεγονός ότι det(Im +A1A2) = det(Im +A2A1) για κάθε ζεύγος

m×m πινάκων A1,A2. �

Από το Λήμμα 5.2.5 έχουμε∫
[0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixif(x, τ)dx = det(Im +ΛC(τ))−1/2

,

όπου Λ = diag(λ1, . . . , λm).

Αν A = (aij)
m
i,j=1

είναι ένας m ×m πίνακας και J ⊂ [m] = {1, . . . ,m}, συμβολίζουμε με AJ

τον τετραγωνικό πίνακα Aj = (aij)i,j∈J. Χρησιμοποιώντας επαγωγή ως προς m ή τον τύπο του

Leibniz για ορίζουσες, μπορούμε να εκφράσουμε την ορίζουσα det(Im +A) ως εξής:

det(Im +A) = 1 +
∑

∅,J⊂[m]

det(AJ).

Συνεπώς, μπορούμε να γράψουμε

det(Im +ΛC(τ)) = 1 +
∑

∅,J⊂[m]

det((ΛC(τ))J) = 1 +
∑

∅,J⊂[m]

det(C(τ)J)
∏
j∈J
λj.

Θα χρειαστούμε το ακόλουθο λήμμα από την Γραμμική Άλγεβρα.

Λήμμα 5.2.6. ´Εστω m = m1 + m2 και A ένας m × m πίνακας που γράφεται στη μορφή

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, όπου ο Aij είναιmi×mj πίνακας και οι A11,A22 είναι αντιστρέψιμοι. Τότε,

det(A) = det(A11) det(A22) det(In1
−A

−1/2
11

A12A
−1

22
A21A

1/2
11

).

Επιπλέον, αν ο A είναι συμμετρικός και ϑετικά ορισμένος τότε

0 � A−1/2
11

A12A
−1

22
A21A

1/2
11
� Im1

.

Απόδειξη. Γράφουμε τον

(
A11 A12

A21 A22

)
στη μορφή

(
A

1/2
11

0
0 A

1/2
22

)(
In1

A−12

11
A12A

−1/2
22

A
−1/2
22

A21A
−1/2
11

In2

)(
A

1/2
11

0
0 A

1/2
22

)
,
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και παρατηρούμε ότι

det

(
In1

A
−1/2
11

A12A
−1/2
22

A
−1/2
22

A21A
−1/2
11

In2

)

= det

(
In1

−A
−1/2
11

A12A
−1

22
A21A

−1/2
11

0

A
−1/2
22

A21A
−1/2
11

In2

)
= det(In1

−A
−1/2
11

A12A
−1

22
A21A

−1/2
11

).

Για τον τελευταίο ισχυρισμό παρατηρούμε ότι A
−1/2
11

A12A
−1

22
A21A

−1/2
11

= BtB � 0, όπου B :=

A
−1/2
22

A21A
−1/2
11

. Αν ο A είναι ϑετικά ορισμένος τότε για κάθε t ∈ R, x ∈ Rn1
και y ∈ Rn2

έχουμε

t2〈A11x, x〉+ 2t〈A21x,y〉+ 〈A22y,y〉 > 0.

Συνεπώς, πρέπει να έχουμε

〈A21x,y〉2 6 〈A11x, x〉 〈A22y,y〉.

Αντικαθιστώντας το x με A
−1/2
11

x και το y με A
−1/2
22

y παίρνουμε

〈Bx,y〉2 6 ‖x‖2
2
‖y‖2

2
.

Επιλέγοντας y = Bx έχουμε 〈BtBx, x〉 6 ‖x‖2
2
, το οποίο αποδεικνύει ότι BtB � In1

. �

Για κάθε ∅ , J ⊂ [m] γράφουμε J = J1 ∪ J2, όπου J1 = J ∩ [m1] και J2 = J \ J1. Τότε,

C(τ)J =

(
CJ1 τCJ1,J2
τCJ2,J1 CJ2

)
.

Αν το J1 ή το J2 είναι το κενό σύνολο τότε ((C(τ))J = CJ, αλλιώς χρησιμοποιούμε το Λήμμα

5.2.6 για να γράψουμε

det(C(τ)J) = det(CJ1) det(CJ2) det(I|J1| − τ
2C

−1/2
J1

CJ1,J2C
−1

J2
CJ2,J1C

1/2
J1

)

= det(CJ1) det(CJ2)

|J1|∏
i=1

(1 − τ2µJ1,J2(i)),

όπου µJ1,J2(i), 1 6 i 6 |J1|, είναι οι ιδιοτιμές του C
−1/2
J1

CJ1,J2C
−1

J2
CJ2,J1C

1/2
J1

. Το Λήμμα 5.2.6 δείχνει

ότι µJ1,J2(i) ∈ [0, 1].

Λήμμα 5.2.7. Ο μετασχηματισμός Laplace της ∂
∂τf(x, τ) δίνεται από την∫

[0,∞)m
e−
∑m
i=1
λixi

∂

∂τ
f(x, τ)dx =

1

2

det(Im +ΛC(τ))−3/2
∑

∅,J⊂[m]

aJ(τ)
∏
j∈J
λj

για κάποιους aJ(τ) > 0.
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Απόδειξη. Είδαμε ότι∫
[0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixi

∂

∂τ
f(x, τ)dx = det(Im +ΛC(τ))−1/2

.

Παραγωγίζοντας έχουμε

∂

∂τ
det(Im +ΛC(τ))−1/2

= −
1

2

det(Im +ΛC(τ))−3/2
∑

∅,J⊂[m]

∂

∂τ
det(C(τ)J) det(ΛJ).

Από την

det(C(τ)J) = det(CJ1) det(CJ2)

|J1|∏
i=1

(1 − τ2µJ1,J2(i)),

και το γεγονός ότι µJ1,J2(i) ∈ [0, 1], για κάθε ∅ , J ⊂ [m] και για κάθε τ ∈ [0, 1] έχουμε

aJ(τ) := −
∂

∂τ
det(C(τ)J) > 0.

Αυτό αποδεικνύει το λήμμα. �

Ορισμός 5.2.8. Για κάθε α > 0 ορίζουμε

gα(x,y) := e
−x−y

∞∑
k=0

xk+α−1

Γ(k+ α)

yk

k!
, x > 0,y > 0.

Επίσης, αν Y = (Y1, . . . , Ym) είναι ένα τυχαίο διάνυσμα τέτοιο ώστε P(Yi > 0) = 1, για κάθε

µ,α1, . . . ,αm > 0 ορίζουμε

hα1,...,αm,µ,Y(x1, . . . , xm) := E

[
m∏
i=1

1

µ
gαi

(xi
µ

, Yi

)]
, x1, . . . , xm > 0.

Λήμμα 5.2.9. ´Εστω µ > 0 και Y ένα τυχαίο m-διάστατο διάνυσμα με μη αρνητικές συντεταγμέ-
νες. Για α = (α1, . . . ,αm) ∈ (0,∞)m ορίζουμε hα := hα1,...,αm,µ,Y . Τότε:

(i) Για κάθε α ∈ (0,∞)m έχουμε hα > 0 και
∫
(0,∞)m hα(x)dx = 1.

(ii) Αν α ∈ (0,∞)m και αi > 1 τότε limxi→0
+ hα(x) = 0, η παράγωγος ∂

∂xi
hα(x) υπάρχει και

∂

∂xi
hα(x) = hα−ei − hα.

(iii) Αν α ∈ (1,∞)m τότε για κάθε J ⊂ [m], η παράγωγος ∂|J|

∂xJ
hα(x) υπάρχει και ανήκει στον

L1((0,∞)m). Επιπλέον, για κάθε λ1, . . . , λm > 0 έχουμε∫
(0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixi

∂|J|

∂xJ
hα(x) =

∏
i∈J

λi

∫
(0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixihα(x)dx.
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Απόδειξη. (i) Είναι φανερό ότι η hα είναι μη-αρνητική. Για κάθε y > 0 και α > 0,∫∞
0

1

µ
gα

(x
µ

,y
)
dx =

∫∞
0

gα(x,y)dx = 1.

Από το ϑεώρημα Fubini,∫
(0,∞)m

hα(x)dx = E

 m∏
j=1

1

µ
gαi

(xi
µ

, Yi

)
dxi

 = 1.

(ii) Χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι η Γ(x) είναι φθίνουσα στο (0, x0] και αύξουσα στο [x0,∞)

για κάποιο 1 < x0 < 2 με Γ(x0) > 1/2. Συνεπώς, για κάθε α > 0 και k > 1 έχουμε

Γ(k+ α) >
1

2

Γ(k) =
1

2

(k− 1)!

και

gα(x,y) 6 e
−x

∞∑
k=0

xk+α−1

Γ(k+ α)
6 2

(
xα−1e−x + xα

∞∑
k=1

xk−1

(k− 1)!
e−x

)
= 2xα−1(e−x + x).

Αυτό αποδεικνύει ότι για κάθε α > 0 και 0 < a < b <∞ έχουμε gα(x,y) 6 C(α,a,b) <∞ για

κάθε x ∈ (a,b) και y > 0. Επιπλέον,

hα(x) 6
(

2

µ

)m m∏
i=1

(xi
µ

)αi−1
(
1 +

xi
µ

)
.

Ειδικότερα, αν αi > 1 έχουμε limxi→0
+ hα(x) = 0. Παρατηρήστε ότι αν α > 1 τότε

∂
∂xgα =

gα−1 − gα. Εφαρμόζοντας το ϑεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue ολοκληρώνουμε

την απόδειξη του (ii).

(iii) Από το (ii) έχουμε

∂|J|

∂xJ
hα =

∑
δ∈{0,1}J

(−1)|J|−
∑
i∈J δifα−

∑
i∈J δiei

∈ L1((0,∞)m).

Επιπλέον, limxj→0
+
∂|J|

∂xJ
hα(x) = 0 για κάθε j < J. Ολοκληρώνουμε την απόδειξη με επαγωγή ως

προς το |J| χρησιμοποιώντας ολοκλήρωση κατά μέρη. �

Αφού ο C(τ) είναι γνησίως ϑετικά ορισμένος συμμετρικός πίνακας, υπάρχει µ > 0 τέτοιος

ώστε ο C(τ) − µIm να είναι ϑετικά ορισμένος, άρα μπορούμε να γράψουμε C(τ) = µIm +AAt

για κάποιον m×m πίνακα A. ´Εστω (g
(`)
j )j6m, `63 ανεξάρτητες N(0, 1) τυχαίες μεταβλητές, και

έστω

Yi =
1

2µ

3∑
`=1

∑
j,j′6m

g
(`)
j g

(`)
j′ aijaij′ =

3∑
`=1

 m∑
j=1

1√
2µ
g
(`)
j aij

2

, 1 6 i 6 m

και

h
3,C(τ) := h 3

2
,...,

3

2
,µ,Y .

Θα αποδείξουμε τον ακόλουθο τύπο.



. Τ   R · 

Λήμμα 5.2.10. ´Εχουμε

det(Im +ΛC(τ))−
3

2 =

∫
(0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixih

3,C(τ)(x)dx.

Απόδειξη. Για κάθε α,µ > 0 και λ,y > 0 έχουμε∫∞
0

1

µ
e−λxgα

(
x

µ
,y

)
dx = e−y

∞∑
k=0

yk

k!Γ(k+ α)

∫∞
0

e−(λ+
1

µ)x x
k+α−1

µk+α
dx

= e−y
∞∑
k=0

yk

k!(1µλ)k+α
= (1 + µλ)−αe−

µλ
1+µλy.

Από το ϑεώρημα Fubini παίρνουμε∫
(0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixih

3,C(τ)(x)dx = E

(
m∏
i=1

∫∞
0

1

µ
e−λixig

3/2

(
xi
µ

, Yi

)
dxi

)

= det(Im + µΛ)−
3

2E

(
e
−
∑m
i=1

µλi
1+µλi

Yi

)
.

Παρατηρούμε ότι Yi =
∑

3

`=1
(X

(`)
i )2, όπου οι X(`) := (X

(`)
i )i6m ∼ N

(
0,

1

2µAA
t
)

είναι ανεξάρτη-

τες. Συνεπώς, παίρνουμε∫
(0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixih

3,C(τ)(x)dx

= det(Im + µΛ)−
3

2 det(Im + 2µΛ(Im + µΛ)−1
1

2µ
AAt)−

3

2

= det(Im +ΛC(τ))−
3

2 ,

από το Λήμμα 5.2.5. �

Απόδειξη της Πρότασης 5.2.4. Από το Λήμμα 5.2.10 και το Λήμμα 5.2.9 βλέπουμε ότι

det(Im +ΛC(τ))−
3

2

∏
j∈J
λj =

∫
(0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixi

∂|J|

∂xJ
h

3,C(τ)(x)dx.

Σε συνδυασμό με το Λήμμα 5.2.7 έχουμε∫
[0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixi

∂

∂τ
f(x, τ)dx

=
1

2

det(Im +ΛC(τ))−3/2
∑

∅,J⊂[m]

aJ(τ)
∏
j∈J
λj

=
1

2

∫
(0,∞)m

e−
∑m
i=1
λixi

∑
∅,J⊂[m]

aJ(τ)
∂|J|

∂xJ
h

3,C(τ)(x)dx
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για κάθε λ1, . . . , λm > 0. Συνεπώς,

∂

∂τ
f(x, τ) =

∑
∅,J⊂[m]

1

2

aJ(τ)
∂|J|

∂xJ
h

3,C(τ)(x).

Αφού aJ(τ) > 0 και, από το Λήμμα 5.2.9,

lim

xi→0
+

∂|J|

∂xJ
h

3,C(τ)(x) = 0

για κάθε i < J, με διαδοχικές εφαρμογές του ϑεμελιώδους ϑεωρήματος του Απειροστικού Λογι-

σμού παίρνουμε∫
K

∂|J|

∂xJ
h

3,C(τ)(x)dx =

∫
∏
j∈[m]\J[0,tj]

h
3,C(τ)(tJ, x[m]\J)dx[m]\J > 0,

όπου y = (tJ, x[m]\J) με yi = ti αν i ∈ J και yi = xi αν i ∈ [m] \ J.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη της πρότασης και του ϑεωρήματος του Royen. �



Κεφάλαιο 6

Το B-ϑεώρημα

6.1 Η εικασία του Banaszczyk

Το B-ϑεώρημα των Cordero-Erausquin, Fradelizi και Maurey απαντά ϑετικά σε μια εικασία του

Banaszczyk. Η αρχική εικασία του Banaszczyk ρωτούσε αν για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα K

στον Rn και για κάθε a,b > 0 ισχύει η ανισότητα

(6.1.1) γn(
√
abK)2 > γn(aK)γn(bK).

Ειδικότερα, η συνάρτηση

t 7→ γn(t
−1K)γn(tK)

παίρνει τη μέγιστη τιμή της στο σημείο t = 1. Από το γεγονός ότι το γn είναι λογαριθμικά κοίλο

μέτρο πιθανότητας έχουμε την ανισότητα

(6.1.2) γn

(
a+ b

2

K

)
2

> γn(aK)γn(bK)

για κάθε a,b > 0. Δεδομένου ότι

√
ab 6 a+b

2
, άρα

√
abK ⊆ a+b

2
K για κάθε a,b > 0, η

ανισότητα (6.1.1) είναι ισχυρότερη από την (6.1.2). Οι Cordero-Erausquin, Fradelizi και Maurey

έδωσαν καταφατική απάντηση στην εικασία αποδεικνύοντας την εξής ισοδύναμη προταση.

Θεώρημα 6.1.1. ´Εστω K ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, η συνάρτηση

t 7→ γn(e
tK)

είναι λογαριθμικά κοίλη στο R.

Μάλιστα, όπως ϑα δούμε, η απόδειξη του ϑεωρήματος δίνει ένα γενικότερο αποτέλεσμα.

Για κάθε (t1, . . . , tn) ∈ Rn, συμβολίζουμε με ∆(t1, . . . , tn) τον διαγώνιο πίνακα με διαγώνιες

συντεταγμένες τους t1, . . . , tn. Αν T είναι ένας γραμμικός τελεστής στον Rn, γράφουμε eTK για

την εικόνα του K μέσω του τελεστή eT . Θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση

(t1, . . . , tn) 7→ γn(e
∆(t1,...,tn)K)
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είναι λογαριθμικά κοίλη στον Rn. Το ϑεώρημα προκύπτει αν περιορίσουμε αυτό το αποτέλεσμα

σε n-άδες της μορφής (t, . . . , t).

Σταθεροποιούμε δύο n-άδες (a1, . . . ,an) και (b1, . . . ,bn) στον Rn και συμβολίζουμε με A και

B τους αντίστοιχους διαγώνιους πίνακες. Ορίζουμε f = fK,B,A : R→ R με

f(t) = γn(e
B+tAK)

και σκοπός μας είναι να αποδείξουμε ότι η f είναι λογαριθμικά κοίλη. Ισοδύναμα, ϑέλουμε να

δείξουμε ότι

(6.1.3)

f′′(t)

f(t)
−

[f′(t)]2

[f(t)]2
6 0.

Παρατηρώντας ότι fK,B,A(s + t) = fK1,0,A(t) για κάθε s, t ∈ R, όπου K1 = eB+sAK, βλέπουμε

ότι αρκεί να εξετάσουμε την ειδική περίπτωση όπου B = 0 και t = 0. Με άλλα λόγια, αρκεί να

ελέγξουμε την (6.1.3) για τη συνάρτηση

f(t) = γn(e
tAK)

στο σημείο t = 0. Το ϑεώρημα αντιστοιχεί στην περίπτωση A = I. Κάνοντας την αλλαγή

μεταβλητής y = etAx και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι για κάθε διαγώνιο πίνακα X ισχύει

det

(
eX
)
= etr(X), παίρνουμε

f(t) = γn(e
tAK) =

et·tr(A)

(2π)n/2

∫
K

e−‖e
tAx‖2

2
/2 dx.

Παρατηρήστε ότι η συνάρτηση t 7→ et·tr(A)
είναι λογαριθμικά αφινική. Αρκεί λοιπόν να ελέγ-

ξουμε την (6.1.3) για τη συνάρτηση

g(t) =

∫
K

e−‖e
tAx‖2

2
/2dx

στο σημείο t = 0.

Η παράγωγος της g δίνεται από την

g′(t) = −

∫
K

〈etAx,AetAx〉e−‖etAx‖22/2dx,

και η δεύτερη παράγωγος της g από την

g′′(t) =

∫
K

(
〈etAx,AetAx〉2 − 2〈etAx,A2etAx〉

)
e−‖e

tAx‖2
2
/2dx.

Θέλουμε να δείξουμε ότι

(6.1.4)

g′′(0)

g(0)
−

[g′(0)]2

[g(0)]2
6 0.
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Η ζητούμενη ανισότητα γράφεται ισοδύναμα ως εξής:∫
K〈x,Ax〉

2e−‖x‖
2

2
/2 dx∫

K e
−‖x‖2

2
/2 dx

−

(∫
K〈x,Ax〉e

−‖x‖2
2
/2 dx∫

K e
−‖x‖2

2
/2 dx

)
2

(6.1.5)

6 2

∫
K〈x,A

2x〉2e−‖x‖22/2 dx∫
K e

−‖x‖2
2
/2 dx

.

Εισάγοντας το μέτρο πιθανότητας γK με πυκνότητα

dγK(x) =
1K(x)e−‖x‖

2

2
/2 dx∫

K e
−‖y‖2

2
/2 dy

,

το οποίο είναι ο περιορισμός του μέτρου Gauss στο K, ξαναγράφουμε την προηγούμενη ανισό-

τητα ως εξής: ∫
[fA(x)]

2 dγK(x) −

(∫
fA(x)dγK(x)

)
2

6
1

2

∫
‖∇fA(x)‖22 dγK(x),

όπου fA(x) = 〈x,Ax〉. Συνεπώς, αυτό που ϑέλουμε είναι να επαληθεύσουμε μια ανισότητα

Poincaré για το μέτρο γK και τη συνάρτηση fA, με σταθερά
1

2
.

6.2 Ανισότητα Poincaré

Το μέτρο γK είναι λογαριθμικά κοίλο ως προς το γn: ανήκει στην κλάση των μέτρων πιθανότητας

µ της μορφής dµ(x) = e−W(x) dx με την W κυρτή C2
συνάρτηση στον Rn και Hess(W) > I

στο κυρτό σύνολο K όπου W <∞. Είναι μάλιστα τεχνικά ευκολότερο να υποθέσουμε ότι η W

ορίζεται σε ολόκληρο τον Rn και όχι μόνο στο κυρτό σύνολο K. Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούμε

το γK ως το κατά σημείο όριο μιας ακολουθίας πυκνοτήτων της μορφής

e−‖x‖
2

2
−ψ(x)

,

όπου η ψ είναι σταθερή στο K και παίρνει «μεγάλες τιμές» έξω από το K. Μπορούμε να

υποθέσουμε ότι η ψ είναι άρτια όταν το K είναι συμμετρικό, και ότι η Hess(ψ) είναι διαφορίσιμη

και φραγμένη στον Rn. Γράφοντας W(x) = ‖x‖2
2
+ ψ(x) δουλεύουμε με ένα μέτρο πιθανότητας

µ που δίνεται από την

(6.2.1) dµ(x) = e−W(x) dx , W : Rn → R, Hess(W) > I.

Στην περίπτωσή μας, η W είναι επιπλέον άρτια και το ζητούμενο είναι τώρα να δείξουμε ότι

για την

q(x) = 〈x,Ax〉−
∫
〈x,Ax〉dµ(x)

ισχύει ∫
q2 dµ 6

1

2

∫
‖∇q‖2

2
dµ.

Είναι γνωστό ότι τα μέτρα πιθανότητας µ της μορφής (6.2.1) ικανοποιούν την ανισότητα Poincaré

με σταθερά 1:
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Λήμμα 6.2.1. Για κάθε μέτρο πιθανότητας µ της μορφής (6.2.1) και για κάθε διαφορίσιμη συ-
νάρτηση g : Rn → R με g ∈ L2(µ) και

∫
gdµ = 0 έχουμε

(6.2.2)

∫
g2 dµ 6

∫
‖∇g‖2

2
dµ.

Παρατηρήστε ότι εφαρμόζοντας απευθείας την (6.2.2) ϑα παίρναμε ένα ασθενέστερο απο-

τέλεσμα από το ζητούμενο, χάνοντας μια σταθερά 2. Για να ξεπεράσουμε αυτήν την δυσκολία

χρησιμοποιούμε ουσιαστικά την πρόσθετη υπόθεση ότι

∫
∇qdµ = 0. Θα την εκμεταλλευτούμε

μέσω του επόμενου λήμματος, το οποίο παρουσιάζει ανεξάρτητο ενδιαφέρον.

Λήμμα 6.2.2. ´Εστω µ ένα μέτρο πιθανότητας στον Rn, της μορφής dµ(x) = e−W(x) dx, όπου
W : Rn → R είναι μια κυρτή συνάρτηση με Hess(W) > I. Τότε, για κάθε διαφορίσιμη συνάρτηση
f ∈ L2(µ) με

∫
f dµ = 0 και

∫
∇f dµ = 0 έχουμε∫

f2 dµ 6
1

2

∫
‖∇f‖2

2
dµ.

Για την απόδειξη εισάγουμε τον διαφορικό τελεστή Laplace-Beltrami ο οποίος αντιστοιχεί

στην W: για κάθε u ∈ C2
ορίζουμε

Lu = ∆u− 〈∇W,∇u〉.

Ο L είναι καλά ορισμένος στο

D := {u : Rn → R : u ∈ C2(Rn) με συμπαγή φορέα}

και επεκτείνεται σε έναν μη-φραγμένο αυτοσυζυγή τελεστή στον L2(µ). Μπορούμε να ελέγξουμε

ότι ο L ικανοποιεί την ταυτότητα του Green: αν f είναι μια τοπικά Lipschitz συνάρτηση τέτοια

ώστε οι f και ‖∇f‖2 να ανήκουν στον L2(µ) τότε

(6.2.3)

∫
Rn
f(x)Lu(x)dµ(x) = −

∫
Rn
〈∇u(x),∇f(x)〉dµ(x)

για κάθε u ∈ D. Για την απόδειξη, γράφουμε∫
Rn
f(x)Lu(x)dµ(x) =

∫
Rn
f(x)(∆u(x) − 〈∇W(x),∇u(x)〉)dµ(x)

=

∫
Rn
f(x)e−W(x)∆u(x)dx−

∫
Rn
f(x)e−W(x)〈∇W(x),∇u(x)〉dx

= −

∫
Rn
〈∇u(x),∇(fe−W)(x)〉dx−

∫
Rn
f(x)e−W(x)〈∇W(x),∇u(x)〉dx

=

∫
Rn
〈∇u(x),∇f(x)〉dµ(x).

Παρατηρήστε επίσης ότι

(6.2.4) ∇(Lu) = L∇u− Hess(W)(∇u).
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Συνδυάζοντας τις δύο προηγούμενες σχέσεις παίρνουμε∫
Rn

(Lu)2 dµ = −

∫
Rn
〈∇u,∇(Lu)〉dµ(6.2.5)

= −

∫
Rn
〈∇u,L (∇u)〉 dµ+

∫
Rn
〈(Hess(W))(∇u),∇u〉dµ

=

∫
Rn

(
‖Hess(u)‖2HS + 〈(Hess(W))(∇u),∇u〉

)
dµ.

Θα χρησιμοποιήσουμε το εξής κλασσικό αποτέλεσμα.

Λήμμα 6.2.3. Ο χώρος L(D) =
{
Lu : u ∈ C2

με συμπαγή φορέα

}
είναι L2(µ)-πυκνός στον χώρο

L0

2
(µ) := {g ∈ L2(µ) :

∫
gdµ = 0}.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η W : Rn → R ανήκει στην κλάση C2
και συμβολίζουμε το μέτρο

Lebesgue στον Rn με λ. Θεωρούμε τον ορθομοναδιαίο τελεστή U : L2(µ) → L2(λ) ο οποίος

ορίζεται από την

U(f) = fe−W/2.

´Εστω ψ ∈ D και f ∈ L2(µ) με ‖∇f‖2 ∈ L2(µ). Θέτουμε g = U(f) ∈ L2(λ) και γράφουμε

〈−L(U∗(ψ), f〉L2(λ) =

∫
Rn
〈∇(U∗(ψ))(x),∇f(x)〉e−W(x)dx

=

∫
Rn
〈∇ψ(x) + 1

2

ψ(x)∇W(x), e−W(x)/2∇f(x)〉dx

=

∫
Rn
〈∇ψ(x) + 1

2

ψ(x)∇W(x),∇g(x) + 1

2

g(x)∇W(x)〉dx

= −

∫
Rn
∆ψ(x)g(x)dx+

1

2

∫
Rn
〈∇(ψg)(x),∇W(x)〉dx

+
1

4

∫
Rn
g(x)ψ(x)‖∇W(x)‖2

2
dx

=

∫
Rn

(−∆ψ(x) + V(x)ψ(x))g(x)dx,

όπου V(x) = 1

4
‖∇W(x)‖2

2
− 1

2
∆W(x). ´Επεται ότι για κάθε f ∈ L2(µ) ισχύει η σχέση

(6.2.6) 〈−L(U∗(ψ), f〉L2(λ) = 〈−∆ψ+ Vψ,Uf〉L2(λ).

Θεωρούμε f ∈ L2(µ) η οποία είναι ορθογώνια στον L(D). Θα αποδείξουμε ότι η f είναι σταθερή.

Αυτό αποδεικνύει ότι αν f ∈ L0

2
(µ) και f ⊥ L(D) τότε f ≡ 0, και έπεται ο ισχυρισμός του

λήμματος.

Παρατηρούμε αρχικά ότι, λόγω της (6.2.6), η g = Uf ικανοποιεί την ∆g = Vg ως κατανομή

στον D′. Άρα g ∈ W2,2

loc
(Rn) και η ‖∇f‖2 ορίζεται καλά. Θεωρούμε h ∈ D με h ≡ 1 σε μια

περιοχή του 0, ορίζουμε hk(x) = h(x/k), k > 1, και ϑα δείξουμε ότι lim

k→∞ ‖ ‖∇(hkf)‖2‖L2(µ) = 0.
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Αυτό αποδεικνύει ότι η f είναι σταθερή, και έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη. Γράφουμε∫
Rn
‖∇(hkf)(x)‖22dµ(x) =

∫
Rn
‖∇(hkgeW/2)(x)‖22e−W(x)dx

=

∫
Rn

(‖∇(hkg)(x)‖22 + (hk(x)g(x))
2W(x))dx

=

∫
Rn

(‖∇(hkg)(x)‖22 + h2

k(x)g(x)∆g(x))dx

=

∫
Rn
‖∇hk(x)‖22g2(x)dx+

∫
Rn
h2

k(x)‖∇g(x)‖22dx

+ 2

∫
Rn
hk(x)g(x)〈∇hk(x),∇g(x)〉dx+

∫
Rn
h2

k(x)g(x)∆g(x)dx

=

∫
Rn
‖∇hk(x)‖22g2(x)dx→ 0

όταν k→∞, διότι ∫
Rn

div(h2

kg∇g)(x)dx = 0.

�

Απόδειξη του Λήμματος 6.2.2. ´Εστω f ∈ L2(µ) με

∫
f dµ = 0 και

∫
∇f dµ = 0. Υποθέτουμε

επίσης ότι ∇f ∈ L2(µ). Ξεκινάμε με την παρατήρηση ότι, αφού

∫
f dµ = 0, προφανώς έχουμε

min

{ ∫
Rn

(g− f)2 dµ : g ∈ L2(µ),

∫
Rn
gdµ = 0

}
= 0.

Συνεπώς, από το Λήμμα 6.2.3,

inf

{ ∫
Rn

(Lu− f)2 dµ : u ∈ C2

με συμπαγή φορέα

}
= 0.

Για να αποδείξουμε το ζητούμενο αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε u ∈ C2
με συμπαγή φορέα

έχουμε ∫
Rn

(f2(x) −
1

2

‖∇f(x)‖2
2
)dµ(x) 6

∫
Rn

(Lu− f)2 dµ(x),

δηλαδή ∫
Rn

(
(Lu(x) − f(x))2 − f2(x) +

1

2

‖∇f(x)‖2
2

)
dµ(x) > 0,

ή ισοδύναμα, ∫
Rn

(
(Lu(x))2 − 2f(x)Lu(x) +

1

2

‖∇f(x)‖2
2

)
dµ(x) > 0.

Από την (6.2.5), από το γεγονός ότι 〈(Hess(W))(∇u(x)),∇u(x)〉 > ‖∇u(x)‖2
2

και από την (6.2.3),

βλέπουμε ότι αρκεί να δείξουμε ότι∫
Rn

(
‖Hess(u)(x)‖2

HS
+ ‖∇u(x)‖2

2
+ 2〈∇u(x),∇f(x)〉+ 1

2

‖∇f(x)‖2
2

)
dµ > 0.
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Μπορούμε να ξαναγράψουμε την τελευταία ανισότητα στη μορφή∫
Rn

(
‖Hess(u)(x)‖2

HS
− ‖∇u(x)‖2

2
+

1

2

‖2∇u(x) +∇f(x)‖2
2

)
dµ(x) > 0.

Θέτοντας α :=
∫
Rn ∇u(x)dµ(x), εισάγοντας μια συνάρτηση u0 με ∇u0 = ∇u − α και χρησιμο-

ποιώντας την υπόθεση ότι

∫
Rn ∇f dµ = 0, βλέπουμε ότι η τελευταία ανισότητα είναι ισοδύναμη

με την

‖α‖2
2
+

∫
Rn

(
‖Hess(u0)‖2HS

− ‖∇u0‖22 +
1

2

‖2∇u0 +∇f‖22
)
dµ > 0.

Συνεπώς, αρκεί να δείξουμε ότι∫
Rn

(
‖Hess(u0)‖2HS

− ‖∇u0‖22
)
dµ > 0.

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 6.2.1 για τις συναρτήσεις
∂u0(x)
∂xj

για j = 1, . . . ,n (αυτή είναι ακριβώς

η ανισότητα Poincaré για ένα μέτρο µ αυτής της ειδικής μορφής) και αθροίζοντας πάνω από

όλα τα j = 1, . . . ,n παίρνουμε την τελευταία ανισότητα, άρα και το συμπέρασμα. �





Κεφάλαιο 7

Συνδυαστικές εφαρμογές του μέτρου
του Gauss

7.1 Προβλήματα εξισορρόπησης διανυσμάτων

Για κάθε ζεύγος U,V συμμετρικών κυρτών σωμάτων στον Rn ορίζουμε την παράμετρο β(U,V)

ως τον μικρότερο r > 0 που ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη: για κάθε u1, . . . ,un ∈ U

υπάρχουν πρόσημα ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

ε1u1 + · · ·+ εnun∈ rV .

Διάφορα ϑεωρήματα «εξισορρόπησης διανυσμάτων», τα οποία έχουν αποδειχθεί από διάφορους

συγγραφείς για πολύ διαφορετικούς σκοπούς, μπορούν να περιγραφούν ως εκτιμήσεις για την

παράμετρο β(U,V) για συγκεκριμένη επιλογή του U, του V , ή και των δύο τους:

(α) Ο Banaszczyk απέδειξε ένα γενικό κάτω φράγμα για την παράμετρο β(U,V) συναρτήσει

των όγκων των U,V : υπάρχει απόλυτη σταθερά c > 0 τέτοια ώστε, για κάθε ζεύγος

συμμετρικών κυρτών σωμάτων U,V στον Rn,

β(U,V) > c
√
n(|U|/|V |)1/n.

(β) Οι Bárány και Grinberg έχουν αποδείξει ότι, για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn,

β(K,K) 6 2n.

(γ) Η διανυσματική μορφή ενός πολύ γνωστού ϑεωρήματος των Beck και Fiala ισχυρίζεται ότι

β(Bn
1
,Qn) 6 2,

όπου Bn
1

είναι η μοναδιαία μπάλα του `n
1

και Qn είναι ο μοναδιαίος κύβος στον Rn.

(δ) Ο Spencer απέδειξε ότι β(Qn,Qn) 6 c
√
n, όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Το

ίδιο αποτέλεσμα αποδείχθηκε, ανεξάρτητα, από τον Gluskin.
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(ε) Ο Banaszczyk απέδειξε ότι αν E είναι ένα ελλειψοειδές με κέντρο συμμετρίας το 0 και

κύριους ημιάξονες a1, . . . ,an τότε

β(Bn
2
,E) = (a−2

1
+ · · ·+ a−2

n )1/2.

Μια κλασική αναφορά γι¨ αυτά τα αποτελέσματα, ιδίως για εκείνα που προέκυψαν από προ-

βλήματα της Συνδυαστικής, είναι το βιβλίο του Spencer [54].

´Ενα πολύ γνωστό πρόβλημα του Komlós ρωτάει αν η ακολουθία β(Bn
2
,Qn) είναι φραγμέ-

νη. Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε μια απόδειξη του ϑεωρήματος του Spencer και της

καλύτερης γνωστής εκτίμησης O(
√

logn) για το ερώτημα του Komlós, η οποία οφείλεται στον

Banaszczyk. Οι αποδείξεις χρησιμοποιούν τα αποτελέσματα που συζητήσαμε σε προηγούμενα

κεφάλαια: στην πρώτη χρησιμοποιείται το λήμμα του Šidák, ενώ στη δεύτερη γίνεται πρώτα

μια αναγωγή του προβλήματος σε μια νέα ανισότητα για το μέτρο Gauss, η οποία αποδεικνύ-

εται με αναγωγή στο επίπεδο μέσω της ανισότητας του Ehrhard (την ίδια στρατηγική είχαμε

ακολουθήσει στην απόδειξη του S-ϑεωρήματος).

Το ϑεώρημα του Spencer μπορεί να διατυπωθεί στην παρακάτω ισοδύναμη μορφή.

Θεώρημα 7.1.1 (Spencer, Gluskin). Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 με την ακόλουθη ιδιότητα:
για κάθε n > 1 και κάθε u1, . . . ,un ∈ Rn με ‖uj‖∞ 6 1, μπορούμε να επιλέξουμε πρόσημα
ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

‖ε1u1 + · · ·+ εnun‖∞ 6 C√n.

Αντίστοιχα, η εκτίμηση του Banaszczyk για το πρόβλημα του Komlós διατυπώνεται ως εξής.

Θεώρημα 7.1.2 (Banaszczyk). Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 με την ακόλουθη ιδιότητα:
για κάθε n > 1 και κάθε u1, . . . ,un ∈ Rn με ‖uj‖2 6 1, μπορούμε να επιλέξουμε πρόσημα
ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

‖ε1u1 + · · ·+ εnun‖∞ 6 C√logn.

7.2 Το ϑεώρημα του Spencer

Το ϑεώρημα του Spencer είναι σχεδόν άμεση συνέπεια του ακόλουθου ϑεωρήματος.

Θεώρημα 7.2.1. Υπάρχουν β > 0 και 0 < δ < 1 με την ακόλουθη ιδιότητα: για κάθε r 6 n και
u1, . . . ,ur ∈ Rn με ‖uj‖∞ 6 1 μπορούμε να βρούμε ε1, . . . , εr ∈ {−1, 0, 1} τέτοια ώστε

|{j 6 r : εj = 0}| < δr

και

‖ε1u1 + · · ·+ εrur‖∞ 6 β√r
√

log

(
2n

r

)
.
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Απόδειξη. Θεωρούμε τον n × r πίνακα A με στήλες τα uj, και γράφουμε ai, i = 1, . . . ,n για

τις γραμμές του A. Αν x = (x1, . . . , xr) ∈ Rr, τότε ‖x1u1 + · · · + xrur‖∞ 6 M αν και μόνο αν

x ∈ K = K(M), όπου

K(M) = {x ∈ Rr : |〈x,ai〉| 6M, i = 1, . . . ,n}.

Θα χρησιμοποιήσουμε κάποιες απλές παρατηρήσεις:

(i) Αν K είναι ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rr και z ∈ Rr, τότε

γr(z+ K) > e
−
‖z‖2

2

2 γr(K).

(ii) Για κάθε s > 0,

2√
2π

∫s
0

e−t
2/2dt > 1 − e−s

2/2
.

(iii) Αν s > 2 τότε 1 − e−s
2/2 > exp

(
−2e−s

2/2
)
.

Για κάθε i = 1, . . . ,n ορίζουμε

Pi = {x ∈ Rr : |〈x,ai〉| 6M}.

Κάθε Pi είναι συμμετρική λωρίδα πλάτους 2M/‖ai‖2. Παρατηρήστε ότι ‖ai‖2 6
√
r διότι

‖ai‖∞ 6 1. Συνεπώς,

γr(Pi) >
1√
2π

∫M/√r
−M/

√
r

1

(2π)
r−1

2

∫
Rn−1

e−t
2/2e−‖y‖

2

2
/2dydt

=
1√
2π

∫M/√r
−M/

√
r

e−t
2/2dt

=
2√
2π

∫M/√r
0

e−t
2/2dt

> 1 − exp(−M2/2r).

Από το λήμμα του Šidák παίρνουμε ένα κάτω φράγμα για το γr(K):

Πρόταση 7.2.2. Για κάθε p ∈ (0, 1) υπάρχει β = β(p) > 0 με την ακόλουθη ιδιότητα: αν

K =
{
x ∈ Rr : |〈x,ai〉| 6 β

√
r

√
log(

2n

r
), i 6 n

}
,

τότε γr(K) > 2
−pr.

Απόδειξη. Παρατηρήστε ότι αν επιλέξουμε M = β
√
r
√

log

(
2n
r

)
τότε

M√
r
= β

√
log

(
2n

r

)
> β

√
log 2 > 2,
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με την προϋπόθεση ότι το β ϑα επιλεγεί αρκετά μεγάλο. Τότε,

γr(Pi) > 1 − exp(−M2/2r) > exp(−2e−β
2
log(2n/r)/2).

Από τον ορισμό του K και το λήμμα του Sidák,

γr(K) = γr(P1 ∩ · · · ∩ Pn) >
n∏
i=1

γr(Pi)

>
n∏
i=1

(
1 − exp(−M2/2r)

)
> exp

(
−2ne−M

2/2r
)

= exp

(
−

2n

exp(β2
log(2n/r)/2)

)
.

Θέλουμε να επιτύχουμε το κάτω φράγμα γr(K) > 2
−pr

, συνεπώς αρκεί να επιλέξουμε β > 0 το

οποίο να ικανοποιεί την

2n

exp(β2
log(2n/r)/2)

6 pr.

Ισοδύναμα, ζητάμε να ισχύει η

β2

log

(
2n

r

)
> log

(
2n

pr

)
.

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι αυτή η συνθήκη ικανοποιείται αν β >
√

1 + c log(1/p). Με αυτή

την επιλογή ικανοποιούνται και όλοι οι υπόλοιποι περιορισμοί, άρα η απόδειξη είναι πλήρης.�

Λήμμα 7.2.3. Υπάρχει γ ∈ (0, 1) με την ακόλουθη ιδιότητα: αν το β είναι αρκετά μεγάλο και αν

K =
{
x ∈ Rr : |〈x,ai〉| 6 β

√
r

√
log

(
2n

r

)
, i 6 n

}
,

τότε μπορούμε να βρούμε A ⊆ {−1, 1}r πληθικότητας |A| > 2
γr, τέτοιο ώστε⋂

ε∈A
(ε+ K) , ∅.

Απόδειξη. Οπως ϑα φανεί από την απόδειξη, ϑα εφαρμόσουμε το προηγούμενο λήμμα με p =
1

2

(
1 − 1

2 log 2

)
. Σταθεροποιούμε τα p,β(p) και M(p) όπως στην Πρόταση 7.2.2. Τότε,∫

Rn

∑
ε∈{−1,1}r

χε+K(x)γr(dx) =
∑

ε∈{−1,1}r

γr(ε+ K)

>
∑

ε∈{−1,1}r

e−‖ε‖
2

2
/2γr(K)

> 2
re−r/22−pr

= 2
(1− 1

2 log 2
−p)r

.
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Επιλέγουμε p0 = 1

2

(
1 − 1

2 log 2

)
, και αυτή η επιλογή προσδιορίζει τα β = β(p0) και K. ´Εχουμε∫
Rn

∑
ε∈{−1,1}r

χε+K(x)γr(dx) > 2
p0r

,

άρα μπορούμε να βρούμε x0 ∈ Rn τέτοιο ώστε∑
ε∈{−1,1}r

χε+K(x0) > 2
p0r

,

και αν ορίσουμε A = {ε : x0 ∈ ε+ K} τότε |A| > 2
p0r

και⋂
ε∈A

(ε+ K) , ∅.

Αυτό αποδεικνύει το λήμμα με γ = p0 = 1

2

(
1 − 1

2 log 2

)
. �

Μπορούμε τώρα να συνεχίσουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 7.2.1. Υπάρχει δ = δ(γ) ∈
(0, 1) τέτοιος ώστε

[(1−δ)r]+1∑
s=0

(
r

s

)
< 2

γr
.

Αφού |A| > 2
γr

, μπορούμε να επιλέξουμε ε(1), ε(2) ∈ A με

|{j 6 r : ε
(1)
j = ε

(2)
j }| 6 δr.

Αφού (ε(1) + K) ∩ (ε(2) + K) , ∅ και το K είναι συμμετρικό, έπεται ότι

ε :=
ε(1) − ε(2)

2

∈ K,

το οποίο σημαίνει ότι

‖ε1u1 + · · ·+ εrur‖∞ 6 β√r
√

log

(
2n

r

)
.

Επιπλέον, ε ∈ {−1, 0, 1}r και |{j 6 r : εj = 0}| 6 δr. Αυτό αποδεικνύει το ϑεώρημα. �

Μπορούμε μάλιστα να αποδείξουμε ένα ισχυρότερο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 7.2.4. Υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 με την ακόλουθη ιδιότητα: για κάθε r 6 n
και κάθε u1, . . . ,ur ∈ Rn με ‖uj‖∞ 6 1, μπορούμε να επιλέξουμε ε1, . . . , εr ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

‖ε1u1 + · · ·+ εrur‖∞ 6 C√r
√

log

(
2n

r

)
.
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Απόδειξη. Από το Θεώρημα 7.2.1 υπάρχουν ε1

1
, . . . , ε1

r ∈ {−1, 0, 1} με την ακόλουθη ιδιότητα: αν

σ1 = {j 6 r : ε1

j = 0} τότε |σ1| 6 δr και∥∥∥∥∥∥
∑
j<σ1

ε1

juj

∥∥∥∥∥∥∞ = ‖ε1

1
u1 + · · ·+ ε1

rur‖∞ 6 β√r
√

log

(
2n

r

)
.

Κρατάμε τα ε1

j, j < σ1, και ϑεωρούμε τα διανύσματα uj, j ∈ σ1. ´Εχουμε |σ1| 6 δr και ‖uj‖∞ 6 1,

άρα μπορούμε να εφαρμόσουμε και πάλι το Θεώρημα 7.2.1 και να επιλέξουμε ε2

j ∈ {−1, 0, 1} με

την ακόλουθη ιδιότητα: αν σ2 = {j ∈ σ1 : ε
2

j = 0}, τότε |σ2| 6 δ|σ1| 6 δ
2r, και∥∥∥∥∥∥

∑
j∈σ1\σ2

ε2

juj

∥∥∥∥∥∥∞ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σ1

ε2

juj

∥∥∥∥∥∥∞ 6 β
√
δr

√
log

(
2n

δr

)
(η συνάρτηση t 7→

√
t
√

log(2n/t) είναι αύξουσα στο διάστημα στο οποίο δουλεύουμε). Συνεχί-

ζουμε με τον ίδιο τρόπο μέχρι να καταλήξουμε σε κάποιο k0 για το οποίο |σk0
| 6
√
r
√

log( 2n
r ).

Εφόσον δ ∈ (0, 1), έχουμε |σk| 6 δ
kr → 0 άρα ϑα υπάρξει κάποιο τέτοιο βήμα k0. Στο k-οστό

βήμα έχουμε ∥∥∥∥∥∥
∑

j∈σk−1
\σk

εkj uj

∥∥∥∥∥∥∞ 6 β
√
δk−1r

√
log

(
2n

δk−1r

)
,

όπου εkj είναι τα πρόσημα τα οποία επελέγησαν στο k-οστό βήμα. Για κάθε j ∈ σk−1 \ σk

ϑέτουμε εj = εkj , ενώ αν j ∈ σk0
τότε ϑέτουμε εj = 1. Με αυτό τον τρόπο έχουμε βρεί μια

επιλογή προσήμων ε1, . . . , εr ∈ {−1, 1} για την οποία∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

εjuj

∥∥∥∥∥∥∞ 6
k0∑
k=1

∥∥∥∥∥∥
∑

j∈σk−1
\σk

εjuj

∥∥∥∥∥∥∞ +

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σk

0

uj

∥∥∥∥∥∥∞
6

k0−1∑
k=0

β
√
δkr

√
log

(
2n

δkr

)
+
√
r

√
log

(
2n

r

)

6 (β+ 1)
√
r

√
log

(
2n

r

) ∞∑
k=0

δk/2 + β
√
r

∞∑
k=0

δk/2
√

log(δ−k).

Αυτές οι δύο σειρές συγκλίνουν, συνεπώς,∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

εjuj

∥∥∥∥∥∥∞ 6 (β+ 1)A(δ)
√
r

√
log

(
2n

r

)
+ βB(δ)

√
r

6 C(β, δ)
√
r

√
log

(
2n

r

)
.

Οι σταθερές β και δ ήσαν απόλυτες σταθερές, άρα το ίδιο ισχύει και για την C. �

Παρατηρήστε ότι αν επιλέξουμε r = n στο Θεώρημα 7.2.4 παίρνουμε το ϑεώρημα του Spencer

(Θεώρημα 7.1.1).
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7.3 Το ϑεώρημα του Banaszczyk

´Εστω V ένα συμμετρικό κυρτό σύνολο στον Rn. Ορίζουμε

β(V) = inf

{
ρ > 0 : ∀u1, . . . ,un ∈ Bn2 ∃ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} :

∑
εiui ∈ ρV

}
.

Με βάση τον ορισμό της παραμέτρου β(V), το πρόβλημα του Komlós παίρνει την ακόλουθη

μορφή: υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 τέτοια ώστε β(Qn) 6 C για κάθε n ∈ N. Οι Banaszczyk

και Szarek διατύπωσαν την ακόλουθη εικασία, η οποία ϑα έδινε μία, όχι ακριβώς βέλτιστη,

απάντηση στο πρόβλημα του Komlós.

Εικασία 7.3.1. Υπάρχει μια φθίνουσα συνάρτηση f : (0, 1)→ R+ τέτοια ώστε

β(V) 6 f(γn(V))

για κάθε κλειστό και κυρτό υποσύνολο V του Rn.
Ειδικότερα, αν γn(V) > 1/2 τότε β(V) 6 C, όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Το δεύτερο μέρος της εικασίας αποδείχθηκε από τον Banaszczyk.

Θεώρημα 7.3.2 (Banaszczyk). ´Εστω K ένα κυρτό σώμα στον Rn, με γn(K) > 1/2. Τότε, β(K) 6 c,
όπου c > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

Άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 7.3.2 είναι η καλύτερη γνωστή εκτίμηση για το πρόβλημα

του Komlós.

Θεώρημα 7.3.3 (Banaszczyk). Ισχύει η ανισότητα β(Qn) 6 c
√

logn, όπου c > 0 είναι μια
απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Για κάθε r > 0 έχουμε

γn(rQn) =
1

(2π)n/2

∫
rQn

e−|x|2/2dx =

(
1√
2π

∫r
−r
e−t

2/2dt

)n
>
(
1 − e−r

2/2
)n

.

Αν το n είναι αρκετά μεγάλο και αν επιλέξουμε r = 2

√
logn, τότε

γn(2
√

lognQn) > (1 − n−2)n >
1

2

,

και το Θεώρημα 7.3.2 δείχνει ότι

β(2
√

lognQn) 6 C.

Συνεπώς,

β(Qn) 6 2

√
lognC 6 c′

√
logn,

όπως ισχυριστήκαμε. �
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Το βασικό τεχνικό βήμα για την απόδειξη του Θεωρήματος 7.3.2 είναι το εξής.

Θεώρημα 7.3.4. ´Εστω K κυρτό σώμα στον Rn με γn(K) > 1/2, και u ∈ Rn με ‖u‖2 6 1/5. Τότε,
το (K+ u) ∪ (K− u) περιέχει ένα κυρτό σώμα K′ με γn(K′) > 1/2.

Με δεδομένο το Θεώρημα 7.3.4 η απόδειξη του Θεωρήματος 7.3.2 είναι πολύ απλή:

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι, αν u1, . . . ,um ∈ Rn και |uj| 6 1/5, τότε υπάρχουν ε1, . . . , εm ∈
{−1, 1} τέτοια ώστε

∑m
j=1
εjuj ∈ K.

´Εστω ότι γn(K) > 1/2, αλλά το παραπάνω δεν ισχύει. Υπάρχουν δηλαδή u1, . . . ,um ∈ Rn

με |uj| 6 1/5, τα οποία έχουν την ιδιότητα: για κάθε ε1, . . . , εm ∈ {−1, 1},

m∑
j=1

εjuj < K.

Από το Θεώρημα 7.3.4, υπάρχει κυρτό σώμα K1 ⊆ (K+ um) ∪ (K− um) με γn(K1) > 1/2. Τότε,

για κάθε ε1, . . . , εm−1 ∈ {−1, 1},
m−1∑
j=1

εjuj < K1.

Πράγματι, αν για κάποια ε∗j ∈ {−1, 1}, j 6 m− 1, είχαμε v =
∑m−1

j=1
ε∗juj ∈ K1, τότε ϑα ήταν: είτε

v ∈ K+ um οπότε v− um ∈ K, είτε v ∈ K− um οπότε v+ um ∈ K. Σε κάθε περίπτωση, αυτό

είναι άτοπο από την υπόθεσή μας.

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, ορίζουμε ακολουθία κυρτών σωμάτων Ks, s = 1, 2, . . ., με

γn(Ks) > 1/2 και

m−s∑
j=1

εjuj < Ks

για κάθε επιλογή προσήμων ε1, . . . , εm−s ∈ {−1, 1}. Στο βήμα s = m− 1, προκύπτει κυρτό σώμα

Km−1 με γn(Km−1) > 1/2, και ±u1 < Km−1. ´Ομως τότε, υπάρχει κυρτό σώμα Km = W ⊆
(Km−1 + u1) ∪ (Km−1 − u1), τέτοιο ώστε: γn(W) > 1/2 και o < W. Αυτό είναι άτοπο, γιατί το

W πρέπει να διαχωρίζεται γνήσια από το o, δηλαδή να περιέχεται γνήσια σε έναν ημίχωρο H

με γn(H) < 1/2. �

Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε το Θεώρημα 7.3.4. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι u = ren.

Θεωρούμε τον κύλινδρο Z που αποτελείται από όλες τις ευθείες l που είναι παράλληλες προς

το u και έχουν την ιδιότητα το μήκος του K ∩ l να είναι μεγαλύτερο ή ίσο του 2r.

Ορίζουμε

K ∗ u := K ∩ Z+ {tu : |t| 6 1} = [(K+ u) ∪ (K− u)] ∩ Z.

Από τον τρόπο ορισμού του Z, προκύπτει ότι το K∗u είναι κυρτό και K∗u ⊆ (K+u)∪ (K−u).
Αυτό που ϑα δείξουμε είναι ότι:

Θεώρημα 7.3.5. Αν γn(K) > 1/2 και r 6 1/5, τότε γn(K ∗ u) > γn(K) > 1/2.
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Για την απόδειξη αυτού του ισχυρισμού, γράφουμε ψ(K) για την προβολή του K στον Rn−1
.

Τότε, υπάρχουν συναρτήσεις h1,h2 : ψ(K)→ R, τέτοιες ώστε

K = {(x, xn) ∈ Rn : x ∈ ψ(K),h1(x) 6 xn 6 h2(x)},

όπου h1 κυρτή, h2 κοίλη, και h1 6 h2 στο ψ(K). Θέτουμε A = int(ψ(K)), και ορίζουμε

h3 : A→ R μέσω της ∫h3(x)

−∞ e−t
2/2dt =

∫h2(x)

h1(x)
e−t

2/2dt, x ∈ A.

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα του Ehrhard για n = 2, βλέπουμε ότι η h3 είναι κοίλη στο A.

Επομένως, το

U = {(x, xn) ∈ Rn : x ∈ A, xn < h3(x)}

είναι κυρτό υποσύνολο του Rn. Επιπλέον,

γn(U) =
1√
2π

∫
A

∫h3(x)

−∞ e−t
2/2dtγn−1(dx)

=
1√
2π

∫
ψ(K)

∫h2(x)

h1(x)
e−t

2/2dtγn−1(dx)

= γn(K).

Ορίζουμε α = sup{h3(x) : x ∈ A}. Από την γn(U) = γn(K) > 1/2 έπεται ότι α > 0. Για κάθε

t ∈ R ορίζουμε Ht = {(x, xn) : xn = t}, και μία συνάρτηση f : (−∞,α)→ R μέσω της

1√
2π

∫f(t)
−∞ e−s

2/2ds = γn−1(ψ(U ∩Ht)).

Από την ανισότητα του Ehrhard, η f είναι κοίλη. Εύκολα ελέγχουμε ότι είναι και φθίνουσα.

Επίσης,

γn(K) = γn(U) =
1

2π

∫α
−∞
∫f(t)
−∞ e−

s2+t2

2 dsdt.

Θεωρούμε τα σύνολα

B = {x ∈ ψ(K) : h2(x) − h1(x) > 2r}

και

C = {x ∈ A : h3(x) > −p},

όπου p ο αριθμός που ορίζεται από τη σχέση∫∞
p

e−t
2/2dt = 2

∫r
0

e−t
2/2dt.

Θα χρησιμοποιήσουμε διάφορα λήμματα που προκύπτουν από στοιχειώδεις ιδιότητες της

συνάρτησης e−t
2/2

:

Λήμμα 7.3.6. Αν r 6 1/5, τότε p > 1. Ειδικότερα, p > r/2.
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Λήμμα 7.3.7. ´Εστω r > 0. Η συνάρτηση

x 7→
∫x+r
x

e−t
2/2dt

είναι αύξουσα στο (−∞,−r/2] και φθίνουσα στο [r/2,+∞). Για κάθε x > 0,∫x+r
x

e−t
2/2dt 6

∫x
x−r

e−t
2/2dt.

Λήμμα 7.3.8. ´Εστω a,b ∈ R με a < b. Τότε,∫b
a

e−t
2/2dt 6 2

∫ (b−a)/2
0

e−t
2/2dt.

Λήμμα 7.3.9. ´Εστω a,b, c ∈ R, που ικανοποιούν την∫b
a

e−t
2/2dt =

∫c
−∞ e−t

2/2dt.

Τότε, για κάθε r > 0 έχουμε ∫b+r
a−r

e−t
2/2dt >

∫c+r
−∞ e−t

2/2dt.

´Εχουμε B = ψ(K) ∩ Z, και το C είναι μη κενό, γιατί α = suph3 > 0. Επίσης, το C είναι

κυρτό, γιατί η h3 είναι κοίλη. Θα δείξουμε ότι C ⊆ B: ´Εστω x ∈ C. Τότε,

2

∫r
0

e−t
2/2dt =

∫∞
p

e−t
2/2dt =

∫−p
−∞ e−t

2/2dt

<

∫h3(x)

−∞ e−t
2/2dt =

∫h2(x)

h1(x)
e−t

2/2dt

6 2

∫ h2
(x)−h

1
(x)

2

0

e−t
2/2dt.

Άρα, h2(x) − h1(x) > 2r, δηλαδή x ∈ B.

Ερχόμαστε στο K ∗ u. ´Εχουμε

K ∗ u = {(x, xn) ∈ Rn : x ∈ B,h1(x) − r 6 xn 6 h2(x) + r},

και, αν ϑεωρήσουμε το

V = {(x, xn) ∈ Rn : x ∈ C, xn < h3(x) + r},

τότε,

γn(V) =
1√
2π

∫
c

∫h3(x)+r

−∞ e−t
2/2dtγn−1(dx)

<
1√
2π

∫
B

∫h2(x)+r

h1(x)−r
e−t

2/2dtγn−1(dx)

= γn(K ∗ u),
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γιατί, C ⊆ B όπως είδαμε, και από την∫h3(x)

−∞ e−t
2/2dt =

∫h2(x)

h1(x)
e−t

2/2dt

έπεται η ∫h3(x)+r

−∞ e−t
2/2dt =

∫h2(x)+r

h1(x)−r
e−t

2/2dt

για κάθε r > 0 (Λήμμα 7.3.9). Βλέπουμε λοιπόν ότι το ϑεώρημα ϑα αποδειχθεί αν ισχύει το εξής:

Πρόταση 7.3.10. γn(V) > γn(U).

Ακριβώς όπως για το U, ορίζουμε για το V συνάρτηση g : (−∞,α+r)→ R που να ικανοποιεί

την

1√
2π

∫g(t)
−∞ e−s

2/2ds = γn−1(ψ(V ∩Ht)), −∞ < t < α+ r.

Μπορούμε να εκφράσουμε την g συναρτήσει της f:

g(t) =

{
f(−p), αν −∞ < t 6 −p+ r

f(t− r), αν − p+ r 6 t < α+ r

Με τη βοήθεια της g, το γn(V) γράφεται στη μορφή

γn(V) =
1

2π

∫α+r
−∞
∫g(t)
−∞ e−

s2+t2

2 dsdt.

Αυτό λοιπόν που ζητάμε να δείξουμε είναι η ανισότητα∫−p+r
−∞

∫f(−p)
−∞ e−

s2+t2

2 dsdt+

∫α+r
−p+r

∫f(t−r)
−∞ e−

s2+t2

2 dsdt(7.3.1)

>

∫α
−∞
∫f(t)
−∞ e−

s2+t2

2 dsdt,

έχοντας εξασφαλίσει τις εξής προϋποθέσεις:

(α) το r είναι ϑετικό, και αρκετά μικρό.

(β)

∫+∞
p e−t

2/2dt =
∫r
−r e

−t2/2dt, και αν r 6 1/5 τότε p > 1 (Λήμμα 7.3.6).

(γ) α > 0.

(δ) Η f : (−∞,α)→ R είναι φθίνουσα, κοίλη, με f(0) > 0.

Αυτές είναι οι μόνες υποθέσεις που ϑα χρειαστούμε στη συνέχεια.

Λήμμα 7.3.11. Ισχύει η ανισότητα∫+∞
2p

e−t
2/2dt 6

∫p+r
p

e−t
2/2dt.
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Απόδειξη. Ορίζουμε

Ψ(x) =

∫+∞
x

e−t
2/2dt,

και ζητάμε την Ψ(2p) 6 Ψ(p)−Ψ(p+r). Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση p 7→ Ψ(p+r)/Ψ(p) είναι

φθίνουσα. Πράγματι, εύκολα ελέγχουμε ότι η logΨ είναι φθίνουσα, και αυτό μάς εξασφαλίζει

ότι (
log

Ψ(p+ r)

Ψ(p)

)′
(p) =

Ψ′(p+ r)

Ψ(p+ r)
−
Ψ′(p)

Ψ(p)
< 0.

Άρα,

Ψ(p) − Ψ(p+ r)

Ψ(p)
>
Ψ(0) − Ψ(r)

Ψ(0)
=
Ψ(p)

2Ψ(0)
,

δηλαδή,

Ψ(p) − Ψ(p+ r)

Ψ(2p)
>

1

2Ψ(0)

Ψ2(p)

Ψ(2p)
.

Ομοίως, η συνάρτηση p 7→ Ψ2(p)/Ψ(2p) είναι αύξουσα, γιατί(
log

Ψ2(p)

Ψ(2p)

)′
(p) =

2Ψ′(p)

Ψ(p)
−

2Ψ′(2p)

Ψ(2p)
> 0,

άρα,

Ψ(p) − Ψ(p+ r)

Ψ(2p)
>

1

2Ψ(0)

Ψ2(p)

Ψ(2p)
>

1

2Ψ(0)

Ψ2(1)

Ψ(2)
,

το οποίο μπορούμε εύκολα να δούμε ότι ξεπερνάει το 1. Αυτό συμπληρώνει την απόδειξη. �

Απόδειξη της (7.3.1). Χωρίς περιορισμό της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f είναι

γνησίως φθίνουσα και limt→a f(t) = −∞. Γράφουμε b = limt→−∞ f(t) και ϑεωρούμε την

αντίστροφη συνάρτηση της f, h : (−∞,b) → (−∞,a). Η h είναι κοίλη, γνησίως φθίνουσα,

h(0) > 0, και η (7.3.1) παίρνει την ισοδύναμη μορφή

(7.3.2)

∫b
f(−p)

∫h(s)
−∞ e−

t2+s2

2 dtds 6

∫f(−p)
−∞

∫h(s)
−∞ e−

t2+s2

2 dtds.

Γράφουμε u = f(−p) και v = f(−r/2). Από το Λήμμα 7.3.6, p > r/2 άρα u > v. ´Εστω l η

γραμμική συνάρτηση με l(u) = −p και l(v) = −r/2 (η l συμπίπτει με την h στα u και v). Η l

είναι γνησίως φθίνουσα.

Ισχυρισμός 7.3.12. Ισχύουν οι ανισότητες

(7.3.3)

∫+∞
u

∫ l(s)
−∞ e−

t2+s2

2 dtds >

∫b
u

∫h(s)
−∞ e−

t2+s2

2 dtds,

και

(7.3.4)

∫u
−∞
∫ l(s)+r
l(s)

e−
t2+s2

2 dtds 6

∫u
−∞
∫h(s)+r
h(s)

e−
t2+s2

2 dtds.
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Απόδειξη του ισχυρισμού. Η h είναι κοίλη και ταυτίζεται με την l στα u και v. Άρα,

(7.3.5) l(s) > h(s), −∞ < s 6 v,

(7.3.6) l(s) 6 h(s), v < s 6 u,

(7.3.7) l(s) > h(s), u < s 6 b.

Η ανισότητα (7.3.3) είναι άμεση συνέπεια της (7.3.7). Από τις (7.3.5), (7.3.6) και το γεγονός ότι η

x 7→
∫x+r
x e−t

2/2dt είναι αύξουσα (Λήμμα 7.3.7), παίρνουμε∫ l(s)+r
l(s)

e−t
2/2dt 6

∫h(s)+r
h(s)

e−t
2/2dt

για κάθε s 6 u (εξετάζουμε χωριστά τις περιπτώσεις s 6 v και s > v). Αυτό αποδεικνύει την

(7.3.4). �

Με βάση τον ισχυρισμό, για την απόδειξη της (7.3.2) αρκεί να αποδείξουμε την

(7.3.8)

∫+∞
u

∫ l(s)
−∞ e−

s2+t2

2 dtds 6

∫u
−∞
∫ l(s)+r
l(s)

e−
s2+t2

2 dtds.

Η f είναι γνησίως φθίνουσα, f(0) > 0, και −r/2 < 0, άρα v = f(−r/2) > 0. Θέτοντας s = 0 στην

(7.3.5), παίρνουμε l(0) > h(0) > 0. Γράφουμε w = l−1(0), οπότε w > 0. Αφού l(u) = −p < 0,

έπεται ότι w < u. Ορίζουμε d = u − w. Για την απόδειξη της (7.3.8), αρκεί να δείξουμε τις

ακόλουθες τρείς ανισότητες:

(7.3.9)

1

2

∫u+d
u

∫ l(s)
−∞ e−

s2+t2

2 dtds 6

∫u
w

∫ l(s)+r
l(s)

e−
s2+t2

2 dtds,

(7.3.10)

1

2

∫u+d
u

∫ l(s)
−∞ e−

s2+t2

2 dtds 6

∫w
w−d

∫ l(s)+r
l(s)

e−
s2+t2

2 dtds,

(7.3.11)

∫+∞
u+d

∫ l(s)
−∞ e−

s2+t2

2 dtds 6

∫w−d

−∞
∫ l(s)+r
l(s)

e−
s2+t2

2 dtds.

Αφού 0 6 w < u, έχουμε

(7.3.12) e−(s+u)2/2 < e−(s±w)2/2

για κάθε s > 0. Η l είναι γνησίως φθίνουσα και l(w) = 0, άρα

l(s) = −m(s−w)
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για κάποιον συντελεστή m > 0. Η συνθήκη l(u) = −p δίνει −m(u−w) = −p, δηλαδή md = p.

Οι ανισότητες (7.3.9) και (7.3.10) γράφονται

(7.3.13)

1

2

∫d
0

∫ l(s+u)
−∞ e−

(s+u)2+t2

2 dtds 6

∫d
0

∫ l(s+w)+r

l(s+w)
e−

(s+w)2+t2

2 dtds

και

(7.3.14)

1

2

∫d
0

∫ l(s+u)
−∞ e−

(s+u)2+t2

2 dtds 6

∫d
0

∫ l(w−s)+r

l(w−s)
e−

(w−s)2+t2

2 dtds

αντίστοιχα. Σταθεροποιούμε s ∈ (0,d). Με βάση τους ορισμούς μας, μπορούμε να γράψουμε∫ l(s+u)
−∞ e−t

2/2dt =

∫−m(s+u−w)

−∞ e−t
2/2dt =

∫∞
m(s+d)

e−t
2/2dt

=

∫∞
p+ms

e−t
2/2dt.

Από τον ορισμό του p και το Λήμμα 7.3.11,∫ms+r
ms e−t

2/2dt∫∞
p+ms e

−t2/2dt
>

∫r
0
e−t

2/2dt∫∞
p e

−t2/2dt
=

1

2

.

Επομένως, από το Λήμμα 7.3.7,

1

2

∫∞
p+ms

e−t
2/2dt <

∫ms+r
ms

e−t
2/2dt 6

∫ms
ms−r

e−t
2/2dt.

Άρα,

1

2

∫ l(s+u)
−∞ e−t

2/2dt <

∫ms
ms−r

e−t
2/2dt =

∫−ms+r
−ms

e−t
2/2dt

=

∫ l(s+w)+r

l(s+w)
e−t

2/2dt,

και

1

2

∫ l(s+u)
−∞ e−t

2/2dt <

∫ms+r
ms

e−t
2/2dt =

∫ l(w−s)+r

l(w−s)
e−t

2/2dt.

Χρησιμοποιώντας την (7.3.12), γράφουμε

1

2

e−(s+u)2/2

∫ l(s+u)
−∞ e−t

2/2dt < e−(s+w)2/2

∫ l(s+w)+r

l(s+w)
e−t

2/2dt,

και

1

2

e−(s+u)2/2

∫ l(s+u)
−∞ e−t

2/2dt < e−(w−s)2/2

∫ l(w−s)+r

l(w−s)
e−t

2/2dt,

και ολοκληρώνοντας αυτές τις ανισότητες ως προς s ∈ (0,d), παίρνουμε τις (7.3.13) και (7.3.14)

αντίστοιχα.



. Τ   B · 

Η (7.3.11) είναι ισοδύναμη με την∫+∞
d

∫ l(s+u)
−∞ e−

(s+u)2+t2

2 dtds 6

∫+∞
d

∫ l(w−s)+r

l(w−s)
e−

(w−s)2+t2

2 dtds.

Σταθεροποιούμε s ∈ (d,+∞). Τότε, ms > md = p. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 7.3.10 και

το Λήμμα 7.3.11, παίρνουμε ∫ms+r
ms e−t

2/2dt∫∞
p+ms e

−t2/2dt
>

∫p+r
p e−t

2/2dt∫∞
2p e

−t2/2dt
> 1.

Άρα, ∫ l(s+u)
−∞ e−t

2/2dt =

∫−m(s+u−w)

−∞ e−t
2/2dt =

∫+∞
m(s+d)

e−t
2/2dt

=

∫+∞
p+ms

e−t
2/2dt 6

∫ms+r
ms

e−t
2/2dt

=

∫ l(w−s)+r

l(w−s)
e−t

2/2dt.

Παίρνοντας υπ¨ όψιν και την (7.3.12), έχουμε

e−(s+u)2/2

∫ l(s+u)
−∞ e−t

2/2dt < e−(w−s)2/2

∫ l(w−s)+r

l(w−s)
e−t

2/2dt,

και ολοκληρώνοντας ως προς s ∈ (d,+∞) παίρνουμε την (7.3.11). �





Κεφάλαιο 8

Βιβλιογραφικά σχόλια

Η ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο του Gauss

Η ισοπεριμετρική ανισότητα στο χώρο του Gauss ανακαλύφθηκε από τους Sudakov και Tsirelson

[56], και ανεξάρτητα από τον Borell [15], οι οποίοι χρησιμοποίησαν την σφαιρική ισοπεριμετρική

ανισότητα και την παρατήρηση ότι τα ομοιόμορφα μέτρα στις N-διάστατες σφαίρες ακτίνας

√
N

όταν προβληθούν στον Rn προσεγγίζουν το μέτρο του Gauss όταν το N → ∞. Η παρατήρηση

αυτή είναι γνωστή ως «λήμμα του Poincaré» (βλέπε [55] και [42]) αλλά φαίνεται ότι αυτό ήταν

ήδη γνωστό στον Maxwell, βλέπε για παράδειγμα [22]. Ο Borell [15] απέδειξε μεταξύ άλλων

μια ανισότητα Brunn-Minkowski για τον χώρο του Gauss. Μια άλλη απόδειξη της Gaussian

ισοπεριμετρικής ανισότητας δόθηκε από τον Ehrhard [25] ο οποίος ανέπτυξε μια μέθοδο συμ-

μετρικοποίησης για τον χώρο του Gauss. Περιγράφουμε λεπτομερώς αυτήν την απόδειξη της

ισοπεριμετρικής ανισότητας, ακολουθώντας το βιβλίο του Lifshits [45]. Στη συνέχεια παρουσιά-

ζουμε το επιχείρημα του Bobkov [12], ο οποίος απέδειξε αρχικά μια συναρτησιακή ανισότητα για

τον διακριτό κύβο και από αυτήν πήρε την Gaussian ισοπεριμετρική ανισότητα (βλέπε επίσης

[10] και [11]). Η αρχική απόδειξη του Bobkov βασίζεται σε μια ανισότητα δύο σημείων και στο

κεντρικό οριακό ϑεώρημα. Υπάρχουν κι άλλες αποδείξεις της συναρτησιακής του ανισότητας,

οι οποίες χρησιμοποιούν παρεμβολή κατά μήκος της ημιομάδας Ornstein–Uhlenbeck, στοχαστικό

λογισμό ή δυναμικό προγραμματισμό.

Η ανισότητα του Ehrhard

Η ανισότητα του Ehrhard είναι ένα από τα βαθύτερα αποτελέσματα για το μέτρο του Gauss

και έχει βρει πολλές σημαντικές εφαρμογές. Μεταξύ αυτών, το S-ϑεώρημα και το φράγμα

του Banaszczyk για το πρόβλημα του Komlós, τα οποία παρουσιάζουμε αναλυτικά σε επόμενα

κεφάλαια. Παρουσιάζουμε αρχικά την απόδειξη του Ehrhard, η οποία βασίζεται στη μέθοδο

της συμμετρικοποίησης που αναπτύξαμε λεπτομερώς στο προηγούμενο κεφάλαιο. Ο R. Latała

[38] απέδειξε ότι η ανισότητα του Ehrhard εξακολουθεί να ισχύει αν το ένα από τα δύο σύνολα

είναι τυχόν Borel σύνολο και το δεύτερο είναι κυρτό. Τελικά, η ανισότητα αποδείχθηκε σε πλήρη

γενικότητα από τον C. Borell στο [17]. Ο Borell χρησιμοποίησε την ημιομάδα της ϑερμότητας,
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και η μέθοδός του αναπτύχθηκε περαιτέρω από τους Barthe και Huet [8], την εργασία των

οποίων ακολουθεί περισσότερο η δική μας παρουσίαση. Για άλλες εφαρμογές της μεθόδου

παραπέμπουμε στην εργασία των Ivanisvili και Volberg [33]. Πρόσφατα, έχουν εμφανιστεί κι

άλλες αποδείξεις της ανισότητας Ehrhard-Borell, από τον van Handel [60] και από τους Neeman

και Παούρη [46]. Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η εργασία [50], όπου μελετώνται οι περιπτώσεις

ισότητας στην ανισότητα Ehrhard-Borell.

Διαστολές συμμετρικών κυρτών σωμάτων

Το βασικό ϑεώρημα αυτού του κεφαλαίου οφείλεται στους Latała και Oleszkiewicz [41] και δίνει

καταφατική απάντηση σε ένα ερώτημα που εμφανίστηκε αρχικά σε ένα αδημοσίευτο χειρόγραφο

του L. A. Shepp (1969). Το ίδιο ερώτημα τέθηκε αργότερα από τον Szarek στο [58]. Για διαστάσεις

n 6 3 είχε προηγουμένως δοθεί καταφατική απάντηση από τους Sudakov και Zalgaller [57].

Επίσης, πριν από το γενικό αποτέλεσμα, οι Kwapien και Sawa [37] είχαν επαληθεύσει την

περίπτωση όπου το συμμετρικό κυρτό σώμα του προβλήματος είναι unconditional, δηλαδή

συμμετρικό ως προς όλα τα κύρια επίπεδα.

Η ανισότητα της ϑετικής συνδιακύμανσης

Η εικασία της ϑετικής συνδιακύμανσης για το μέτρο του Gauss έχει μακρά ιστορία (βλέπε [21]

για την αρχική περίοδο). Ξεκινάει με μια εργασία των Dunnett και Sobel [24] το 1955, και οι

πρώτες συνεισφορές έγιναν από τον Dunn [23] και μετά από τους Khatri [35] και Šidák [51].

Το πρόβλημα λύθηκε στο επίπεδο από τον Pitt το 1977 (βλέπε [47]). Ο Hargé [31] γενίκευσε

το αποτέλεσμα των Khatri–Šidák στην περίπτωση που (αντί για λωρίδα) το ένα από τα δύο

σύνολα είναι συμμετρικό ελλειψοειδές. Πριν από την πλήρη απόδειξη της εικασίας από τον

Royen στο [48], κάποια μερικά αποτελέσματα είχαν αποδειχθεί από τον Borell [16] και από τους

Schechtman, Schlumprecht και Zinn [49]. Σε αυτή την εργασία ακολουθούμε την παρουσίαση

του επιχειρήματος του Royen από τους Latała και Matlak [40].

Το B-ϑεώρημα

Το Θεώρημα 6.1.1 αποδείχθηκε από τους Cordero-Erausquin, Fradelizi και Maurey [20]. Δίνει

καταφατική απάντηση σε ένα ερώτημα του Banaszczyk (βλέπε Latała [39]). Στην ίδια εργασία, το

πρόβλημα γενικεύεται ως εξής: λέμε ότι ένα μέτρο πιθανότητας µ και ένα κυρτό σώμα K στον Rn

ικανοποιούν το B-ϑεώρημα αν η συνάρτηση t 7→ µ(etK) είναι λογαριθμικά κοίλη. Οι συγγραφείς

μελετούν το πρόβλημα στον Cn και αποδεικνύουν, με μεθόδους μιγαδικής παρεμβολής, ότι το

B-ϑεώρημα εξακολουθεί να ισχύει για μια πιο γενική κλάση συνόλων και μέτρων. Αποδεικνύουν

επίσης ότι το B-ϑεώρημα ισχύει για κάθε unconditional λογαριθμικά κοίλο μέτρο πιθανότητας µ

αν το κυρτό σώμα K είναι επίσης unconditional.



· 

Συνδυαστικές εφαρμογές του μέτρου του Gauss

Στο τελευταίο κεφάλαιο μελετάμε προβλήματα σχετικά με την παράμετρο β(U,V), η οποία

ορίζεται για κάθε ζεύγος U,V συμμετρικών κυρτών σωμάτων στον Rn ως ο μικρότερος r > 0

που ικανοποιεί την παρακάτω συνθήκη: αν u1, . . . ,un ∈ U τότε υπάρχουν πρόσημα ε1, . . . , εn ∈
{−1, 1} τέτοια ώστε ε1u1+ · · ·+εnun∈ rV . Το κάτω φράγμα β(U,V) > c

√
n(|U|/|V |)1/n αποδεί-

χθηκε από τον Banaszczyk [4]. Οι Bárány και Grinberg [7] απέδειξαν ότι β(U,U) 6 2n για κάθε

συμμετρικό κυρτό σώμα U στον Rn. Ο Spencer [52] απέδειξε ότι β(Qn,Qn) 6 c
√
n, όπου c > 0

είναι μια απόλυτη σταθερά. Το ίδιο αποτέλεσμα αποδείχθηκε ανεξάρτητα από τον Gluskin [29].

Η απόδειξη που παρουσιάζουμε εδώ ακολουθεί το [28].

Το πιο γνωστό ανοικτό πρόβλημα αυτής της περιοχής είναι το ερώτημα του Komlós αν

η ακολουθία β(Bn
2
,Qn) είναι φραγμένη. Το καλύτερο γνωστό αποτέλεσμα οφείλεται στον

Banaszczyk: υπάρχει απόλυτη σταθερά C > 0 τέτοια ώστε, για κάθε n > 1 και u1, . . . ,un ∈ Rn

με |uj| 6 1, μπορούμε να βρούμε πρόσημα ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} τέτοια ώστε

‖ε1u1 + · · ·+ εnun‖∞ 6 C√logn.

Παρουσιάζουμε την απόδειξη αυτού του αποτελέσματος ακολουθώντας την εργασία του Banas-

zczyk [5].
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[25] A. Ehrhard, Symétrisation dans l’espace de Gauss, Math. Scand. 53 (1983), 281–301.

[26] R. J. Gardner and A. Zvavitch, Gaussian Brunn-Minkowski inequalities, Trans. Amer. Math. Soc. 362 (2010),

no. 10, 5333–5353.

[27] D. J. H. Garling, Inequalities: A Journey into Linear Analysis, Cambridge University Press (2007).

[28] A. Giannopoulos, On some vector balancing problems, Studia Mathematica 122 (1997), 225–234.

[29] E. D. Gluskin, Extremal properties of orthogonal parallelepipeds and their applications to the geometry of Banach
spaces, Math. USSR Sbornik 64 (1989), 85-96.

[30] L. Gross, Logarithmic Sobolev inequalities, Amer. J. Math. 97 (1975), 1061–1083.
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