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Εισαγωγή

Η παρούσα διπλωματική εργασία πραγματεύεται δύο θέματα. Το πρώτο θέμα αποτελεί το

πρώτο κεφάλαιο και συνδέεται με το προβολικό όριο χώρων ολομόρφων ή αρμονικών συναρ-

τήσεων, ορισμένων σε μια ακολουθία (Ωm)m∈N φραγμένων και ανοικτων υποσυνόλων ενός Ω
ανοικτού και συνεκτικού υποσυνόλου του Cd

τέτοια ώστε Ωm ⊂ Ωm ⊂ Ωm+1, για κάθε

m ∈ N. Συγκεκριμένα, αποδεικνύεται ότι το προβολικό όριο τοπολογικών χώρων μιγαδικών
συναρτήσεων, που ικανοποιούν κάποιες «καλές» ιδιότητες, όπως οι χώροι Bergman, οι χώ-
ροι Hardy, η κλάση της Nevanlinna, οι χώροι BMOA κ.α., είναι ομοιομορφικό και γραμμικά
ισομορφικό με τον χώρο των ολομόρφων συναρτήσεων, εφοδιασμένο με την τοπολογία της ο-

μοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή. Το αποτέλεσμα αυτό είναι πρωτότυπο και υπάρχει στο

([18]). Στη συνέχεια, το αποτέλεσμα επεκτείνεται σε χώρους αρμονικών συναρτήσεων.

Το δεύτερο θέμα αφορά σε μη επεκτασιμότητα ολομόρφων συναρτήσεων ορισμένων σε τό-

πους στο Cd
. Αποδεικνύεται ότι το σύνολο των μη-επεκτάσιμων ολομόρφων συναρτήσεων που

ανήκουν σε κάποιες κλάσεις συναρτήσεων F είναι Gδ και πυκνό υποσύνολο του F ([23]). Η
απόδειξη γίνεται με την βοήθεια του θεωρήματος του Baire και το θεώρημα μιγαδικής ανάλυσης
του Montel. Αυτό είναι το περιεχόμενο του δεύτερου κεφαλαίου.
Στο τρίτο κεφάλαιο, το οποίο είναι κομμάτι της Περιγραφικής Συνολοθεωρίας, βλέπουμε ότι

το αποτέλεσμα του δευτερου κεφαλαίου δεν μπορεί να αποδειχθεί σε τόσο ισχυρή μορφή, με τη

χρήση ενός θεωρήματος συναρτησιακής ανάλυσης του Banach, όπως γίνεται στο ([17]), όπου
αποδεικνύεται ότι το σύνολο των μη-επεκτασιμων ολομόρφων συναρτήσεων είναι residual στο
F . Σύμφωνα με το θεώρημα του Banach η συνεχής και γραμμική εικόνα ενός χώρου Fréchet
είναι είτε όλο το σύνολο τιμών είτε 1ης κατηγορίας στο σύνολο τιμών, δηλαδή περιέχεται σε ένα

σύνολο Fσ και λεπτό. Δεν μπορούμε όμως να αποδείξουμε ότι η εικόνα ενός χώρου Fréchet
μέσω μίας συνεχούς, γραμμικής και όχι επί απεικόνισης είναι Fσ, καθώς μπορούμε να βρούμε
συνεχή, γραμμική εικόνα χώρου Banach οσοδήποτε ψηλά στην ιεραρχία των συνόλων Borel
([25]). Η απόδειξη που θα παρουσιάσουμε υπάρχει στο ([7]).
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Κεφάλαιο 1

΄Εστω Y ένας χώρος ολομόρφων συναρτήσεων ορισμένων σε ένα Ω ανοικτό και συνεκτικό
υποσύνολο του Cd

, d = 1, 2, . . . .
Παραδείγματα τέτοιων χώρων είναι ο χώρος H(Ω) των ολομόρφων συναρτήσεων στο Ω

εφοδιασμένος με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή του Ω, οι χώροι
Ap(Ω) και Hp

∞(Ω), οι χώροι Bergman, οι χώροι Hardy κ.α..
Δεδομένου ότι το σύνολο Ω ικανοποιεί κάποιες καλές υποθέσεις, οι περισσότεροι από τους

χώρους αυτούς, εφοδιασμένοι με τη συνήθη τους τοπολογία, περιέχουν τον χώρο A∞(Ω) και
περιέχονται στον χώρο H(Ω):

A∞(Ω) ⊆ Y ⊆ H(Ω) .

Επιπλέον, οι εμφυτεύσεις

ι1 : A∞(Ω)→ Y , ι2 : Y → H(Ω) με ι1(f) = f και ι2(w) = w

είναι συνεχείς. Συμβολίζουμε με M(Ω) το σύνολο αυτών των χώρων μιγαδικών συναρτήσεων
στο Ω.
΄ΕστωKm μια εξαντλούσα οικογένεια συμπαγών υποσυνόλων του ανοικτού συνόλου Ω ⊆ Cd

και Ωm = Ko
m. ΄Εστω Xm(Ωm) ένας τοπολογικός χώρος συναρτήσεων που ανήκει στο

M(Ωm). Θεωρούμε X το προβολικό όριο της οικογένειας Xm(Ωm), m = 1, 2, . . . όπου η
Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn), n ≤ m απεικονίζει την f ∈ Xm(Ωm) στον περιορισμό της στο Ωn,

δηλαδή f → f |Ωn .
Στη συνέχεια θα δούμε ότι οX είναι ένας τοπολογικός διανυσματικός χώρος, ομοιομορφικός

και γραμμικά ισομορφικός με τον χώρο Fréchet H(Ω) των ολομόρφων συναρτήσεων στο Ω,
εφοδιασμένο με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή του Ω, ανεξάρτητα
από την επιλογή των τοπολογικών χώρων Xm(Ωm) από το σύνολο M(Ωm). Το αποτέλεσμα
ισχύει ακόμα κι αν οι χώροι Xm(Ωm) δεν είναι πλήρεις ή δεν είναι διανυσματικοί χώροι.
Το αντίστοιχο αποτέλεσμα θα δούμε ότι ισχύει και για το προβολικό όριο χώρων αρμονικών

συναρτήσεων, που ικανοποιούν παρόμοιες ιδιότητες.

1.1 ΄Ορια προβολικών συστημάτων τοπολογικών χώ-

ρων

Ορισμός 1.1.1. ([10]) Προβολικό (ή αντίστροφο) σύστημα τοπολογικών χώρων λέγεται μια

οικογένεια

P = {Xi, πi,j, I},
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όπου το (I,≤) είναι ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο, το Xi είναι τοπολογικός χώρος, για κάθε

i ∈ I, και η πi,j : Xi → Xj είναι μια συνεχής απεικόνιση, για κάθε i, j ∈ I με i ≥ j, τέτοια
ώστε η πi,i να είναι η ταυτοτική απεικόνιση στο Xi και να ικανοποιεί τη σχέση πj,k ◦ πi,j = πi,k
για i, j, k ∈ I με i ≥ j ≥ k.

Ορισμός 1.1.2. ([10]) Προβολικό (ή αντίστροφο) όριο ενός προβολικού συστήματος P =
{Xi, πi,j, I} λέγεται το σύνολο

X = {x = (xi)i∈I ∈
∏
i∈I

Xi : πi,j(xi) = xj για κάθε i, j ∈ I, i ≥ j} .

Στα επόμενα θα θεωρήσουμε προβολικά συστήματα με μερικά διατεταγμένο σύνολο, το

σύνολο των φυσικών αριθμών N.

Η τοπολογία του προβολικού ορίου

΄Εστω S = {Ym, Tm,n,N} ένα προβολικό σύστημα τοπολογικών χώρων και Y το προβολικό του
όριο. Η τοπολογία TY του Y θεωρούμε ότι είναι η σχετική από τον χώρο γινόμενο

∏
m∈N Ym,

ο οποίος είναι εφοδιασμένος με την καρτεσιανή τοπολογία.

Παρατήρηση 1.1.3. ([10]) Με τους παραπάνω συμβολισμούς και υποθέσεις, παρατηρούμε

ότι ένα δίκτυο gi = (gi1, g
i
2 . . . ) ∈ Y, i ∈ I συγκλίνει στο g = (g1, g2, . . . ) ∈ Y στην τοπολογία

TY του Y αν και μόνο αν gik → gk στην τοπολογία Tk του Yk για κάθε k = 1, 2, . . . .

Πρόταση 1.1.4. ([10]) Η οικογένεια

{πi|−1
Y (U) : i ∈ N, U ανοικτό στο Ui},

όπου πi :
∏

i∈N Yi → Yi η συνήθης προβολή, είναι βάση για την τοπολογία του Y .

Απόδειξη. Αν T η καρτεσιανή τοπολογία του
∏

i∈N Yi, τότε η οικογένεια των συνόλων της
μορφής ∏

i∈N

Gi , Gi ∈ Ti, με {i ∈ N : Gi 6= Yi} πεπερασμένο

είναι βάση για την T . Για την σχετική τοπολογία στον Y ισχύει TY = {G ∩ U : G ∈ T }.
Θεωρούμε πi|Y : Y → Yi τον περιορισμό της συνήθους προβολής από τον

∏
Yi στο Yi. Θα

δείξουμε ότι η οικογένεια

B = {πi|−1
Y (Ui) : Ui ανοικτό στον Yi , i ∈ N}

=
⋃
k∈N

{g ∈ Y : gk ∈ Uk , Uk ανοικτό στον Yk}

είναι βάση για την TY .
Παρατηρούμε ότι για κάθε Ui ανοικτό στο Yi, το σύνολο π|−1

Y (Ui) είναι ανοικτό στον Y ,
αφού για κάθε i ∈ N η πi|Y : Y → Yi είναι συνεχής. ΄Αρα

B ⊆ TY .
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Μένει να δείξουμε ότι για κάθε περιοχή U ενός g = (gk)k∈N ∈ Y υπάρχει πi0|−1
Y (Ui0) ∈ B

ώστε g ∈ πi0|−1
Y (Ui0) ⊂ U .

Αφού U ∈ TY υπάρχει V ∈ T ώστε U = V ∩ Y . Αφού g ∈ U , έπεται g ∈ V , άρα υπάρχει
βασικό σύνολο της T που περιέχει το g και περιέχεται στο V . Δηλαδή, υπάρχουν i1, . . . , ik ∈ N
και Uij ανοικτά στα Yij για j = 1, . . . , k ώστε

g ∈ π−1
i1

(Ui1) ∩ · · · ∩ π−1
ik

(Uik) ⊆ V .

Επιλέγουμε i0 = max{i1, . . . , ik} και θέτουμε

Ui0 =
k⋂
j=1

(Ti0,ij)
−1(Uij).

Αφού η Ti0,ij είναι συνεχής για κάθε j = 1, . . . , k, έπεται ότι το σύνολο (Ti0,ij)
−1(Uij) είναι

ανοικτό στο Yi0 . ΄Αρα και η πεπερασμένη τομή τους Ui0 είναι ανοικτό σύνολο στο Yi0 .
Αφού g ∈ π−1

i1
(Ui1) ∩ · · · ∩ π−1

ik
(Uik) έχουμε gij ∈ Uij για κάθε j = 1, . . . , k. ΄Αρα

Ti0,ij(gi0) = gij ∈ Uij για κάθε j = 1, . . . , k.

Συνεπώς,

gi0 ∈ (Ti0,ij)
−1(Uij) για κάθε j = 1, . . . , k.

΄Αρα

gi0 ∈
k⋂
j=1

(Ti0,ij)
−1(Uij) = Ui0 ⇒ g ∈ πi0|−1

Y (Ui0)

κι επιπλέον

πi0|−1
Y (Ui0) ⊆ πi0|−1

Y

(
(Ti0,ij)

−1(Uij)
)
, για κάθε j = 1, . . . , k ⇒

πi0|−1
Y (Ui0) ⊆ Y ∩ π−1

i0
(Ti0,ij)

−1(Uij) , για κάθε j = 1, . . . , k ⇒

πi0 |−1
Y (Ui0) ⊆ Y ∩ π−1

ij
(Uij) , για κάθε j = 1, . . . , k ⇒

πi0|−1
Y (Ui0) ⊆ Y ∩ π−1

i1
(Ui1) ∩ · · · ∩ π−1

ik
(Uik)⇒

πi0|−1
Y (Ui0) ⊆ Y ∩ V ⊆ U

Δηλαδή, έχουμε g ∈ πi0|−1
Y (Ui0) ⊆ U όπου πi0|−1

Y (Ui0) ∈ B.
Συνεπώς η B είναι βάση για την TY .

Το προβολικό όριο χώρων Fréchet

Πρόταση 1.1.5. Το προβολικό όριο χώρων Fréchet είναι χώρος Fréchet.
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Απόδειξη. ΄Εστω {Yn, Tm,n,N} ένα προβολικό σύστημα χώρων Fréchet.
Γνωρίζουμε ότι αν για κάθε n ∈ N η σn είναι μια μετρική για την τοπολογία του Yn με

σn(x, y) ≤ 1 για κάθε x, y ∈ Yn, τότε ο
∏∞

n=1 Yn εφοδιασμένος με την καρτεσιανή τοπολογία
είναι μετρικοποιήσιμος με μετρική την

σ(x, y) =
∞∑
n=1

σn(x, y)

2n
.

Θα δείξουμε πρώτα ότι ο (
∏∞

n=1 Yn, Tσ) είναι χώρος Fréchet.
Για κάθε n = 1, 2, . . . ο Yn είναι χώρος Fréchet , άρα καθορίζεται από αριθμήσιμη, διαχω-

ρίζουσα οικογένεια ημινορμών

{rn,m : m = 1, 2, . . . } .

Οι ημινόρμες rn,m ορίζουν μετρική στον Yn την

σn(x, y) =
∞∑
m=1

1

2m
rn,m(x− y)

1 + rn,m(x− y)
.

Παρατηρούμε ότι
rn,m(x−y)

1+rn,m(x−y)
≤ 1, οπότε

σn(x, y) ≤
∞∑
m=1

1

2m
=

1

2

∞∑
m=0

1

2m
=

1

2

1

1− 1
2

= 1

Βλέπουμε ότι η οικογένεια ημινορμών

{ρ` : ` = `(n,m), n = 1, 2, . . . ,m = 1, 2, . . . }

με

ρ`(g) = rn,m(gn), για κάθε g = (gn)n∈N

είναι αριθμήσιμη και διαχωρίζουσα στον
∏∞

n=1 Yn.
Πράγματι, αν ρ`(g) = 0 για κάθε l = 1, 2, . . . , τότε rn,m(gn) = 0 για κάθε n,m = 1, 2, . . . ,

άρα gn = 0 για κάθε n = 1, 2, . . . , δηλαδή g = 0.
Συνεπώς ο

∏∞
n=1 Yn είναι τοπικά κυρτός F-χώρος με μετρική την

d(x, y) =
∞∑
k=1

1

2l
ρl(x− y)

1 + ρl(x− y)
.

Θα δείξουμε πρώτα ότι ο
∏∞

n=1 Yn είναι πλήρης μετρικός χώρος.
΄Εστω (xk)k∈N ∈

∏∞
n=1 Yn μια ακολουθία Cauchy. Τότε για κάθε k = 1, 2, . . . έχουμε

ότι xkn ∈ Yn και η (xkn)k∈N είναι ακολουθία Cauchy στον Yn. Αφού ο Yn είναι πλήρης χώρος,
υπάρχει x0

n ∈ Yn ώστε
σn(xkn, x

0
n)→ 0 .

Θέτουμε x0 = (x0
1, x

0
2, . . . ) ∈

∏∞
n=1 Yn. Τότε έχουμε

lim
k→+∞

σn(xkn, x
0
n) = 0, ∀n ∈ N⇔
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lim
k→+∞

rn,m(xkn − x0
n) = 0,∀n,m ∈ N⇔

lim
k→+∞

ρl(x
k − x0) = 0,∀l ∈ N⇔

lim
k→+∞

d(xk, x0) = 0.

΄Αρα ο
∏∞

n=1 Yn είναι πλήρης ως προς την μετρική d. Παρατηρούμε όμως ότι οι μετρικές d, σ
είναι ισοδύναμες αφού

lim
k→+∞

d(xk, x0) = 0⇔ lim
k→+∞

σn(xkn, x
0
n) = 0,∀n ∈ N⇔ lim

k→+∞
σ(xk, x) = 0.

΄Αρα ο
∏∞

n=1 Yn με την καρτεσιανή τοπολογία είναι χώρος Fréchet .
Το προβολικό όριο Y εφοδιασμένο με την σχετική τοπολογία TY είναι προφανώς τοπικά

κυρτός F- χώρος ως υπόχωρος του
∏∞

n=1 Yn.
Είναι επίσης κλειστός υπόχωρος του (

∏∞
n=1 Yn, T ).

Πράγματι, αν (gk)k∈N ακολουθία στον Y και g ∈
∏∞

n=1 Yn ώστε limk→+∞ d(gk, g) = 0, τότε
για κάθε n ∈ N έχουμε

lim
k→+∞

σn(gkn, gn) = 0.

Δεδομένου ότι για κάθε m,n ∈ N με m > n, η απεικόνιση Tm,n : Xn → Xm είναι συνεχής,

έπεται ότι

lim
k→+∞

σm(Tm,n(gkn), Tm,n(gn)) = 0.

΄Ομως, Tm,n(gkn) = gkm και limk→+∞ σm(gkm, gm) = 0. Οπότε Tm,n(gn) = gm για κάθε m,n ∈ N
με m ≤ n. ΄Αρα g ∈ Y .
Κι αφού ο

∏∞
n=1 Yn είναι πλήρης, έπεται ότι ο κλειστός υπόχωρός του, Y , είναι επίσης

πλήρης.

΄Αρα ο (Y, TY ) είναι χώρος Fréchet.

1.2 Προβολικό όριο χώρων μιγαδικών συναρτήσεων

Στη συνέχεια θεωρούμε G ένα ανοικτό και φραγμένο υποσύνολο του Cd
, d ≥ 1. Ωστόσο, οι

χώροι που θα θεωρήσουμε μπορούν να οριστούν και για ένα μη φραγμένο, ανοικτό σύνολο G
με κάποιες τροποποιήσεις στην συνήθη τοπολογία τους.

Συμβολίζουμε με H(G) το σύνολο των ολομόρφων συναρτήσεων ορισμένων στο σύνολο G.
Θεωρούμε τον H(G) εφοδιασμένο με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή
του G. Ο χώρος αυτος καθορίζεται από τις ημινόρμες

‖f‖m = sup
z∈Km

|f(z)|, m = 1, 2, . . .

όπου Km μια εξαντλούσα οικογένεια συμπαγών υποσυνόλων του G. Για παράδειγμα, για κάθε
m = 1, 2, . . . μπορούμε να θεωρήσουμε

Km = {z ∈ G : ‖z‖ ≤ m και dist(z,Gc) ≥ 1

m
}.
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Τέλος, είναι εύκολο να δούμε ότι ο H(G) εφοδιασμένος με την τοπολογία της ομοιόμορφης
σύγκλισης στα συμπαγή είναι πλήρης χώρος. ΄Αρα και χώρος Fréchet.

Συμβολίζουμε με A∞(G) το σύνολο που αποτελείται από τις ορισμένες στο σύνολο G ολό-
μορφες συναρτήσεις των οποίων κάθε μικτή μερική παράγωγος επεκτείνεται συνεχώς στην

κλειστότητα G του G.
Η συνήθης τοπολογία στον A∞(G) ορίζεται από τις ημινόρμες

sup
z∈G

∣∣∣∣ ∂a1+···+adf

∂za1
1 . . . ∂zadd

∣∣∣∣ , a1 . . . ad ∈ {0, 1, . . . }, όπου z = (z1, . . . zd).

Είναι εύκολο να δούμε ότι η οικογένεια των παραπάνω ημινορμών ορίζει μία πλήρη μετρική d,
αναλλοίωτη στις μεταφορές, και ο A∞(G) γίνεται επίσης χώρος Fréchet.
Παρατηρούμε επίσης ότι αν fn, f ∈ A∞(G) με d(fn, f)→ 0 τότε κάθε μικτή, μερική παρά-

γωγος της ακολουθίας (fn)n∈N συγκλίνει ομοιόμορφα στην αντίστοιχη μικτή, μερική παράγωγο
της f .

Ορισμός 1.2.1. ΄Εστω G ένα φραγμένο ανοικτό υποσύνολο του Cd
.

Συμβολίζουμε M(G) το σύνολο όλων των τοπολογικών χώρων X(G) τέτοιων ώστε

A∞(G) ⊆ X(G) ⊆ H(G)

και οι αντίστοιχες εμφυτεύσεις

ι1 : A∞(G)→ X(G) με ι1(f) = f και ι2 : X(G)→ H(G) με ι2(g) = g

είναι συνεχείς.

Δηλαδή, αν ένα δίκτυο συναρτήσεων f i ∈ A∞(G), i ∈ I συγκλίνει σε μία f ∈ A∞(G) στην
τοπολογία του A∞(G) τότε το (f i) συγκλίνει στην f και στην τοπολογία του X(G). Επίσης,
αν ένα δίκτυο συναρτήσεων f i ∈ X(G), i ∈ I συγκλίνει σε μία f ∈ X(G) στην τοπολογία του
X(G) τότε το f i συγκλίνει στην f και στην τοπολογία του H(G).

Παρατήρηση 1.2.2. ΄Οπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα, παραδείγματα τέτοιων χώρων

ειναι οι χώροι Ap(G) και Hp
∞(G), οι χώροι Bergman , οι χώροι Hardy, κάποιο υποσύνολο της

κλάσης Nevanlinna , οι χώροι BMOA, VMOA, ο χώρος Dirichlet στον μοναδιαίο δίσκο κ.α.
Οι προηγούμενοι χώροι είναι παραδείγματα πλήρων χώρων. Ωστόσο, υπάρχουν χώροι που

ανήκουν στην οικογένεια M(G) αλλά δεν είναι πλήρεις.
Για παράδειγμα, θεωρούμε το σύνολο

Y = A∞(G)

εφοδιασμένο με την τοπολογία που επάγεται από τον H(G). Δηλαδή, αν fn, f ∈ A∞(G)
τότε η σύγκλιση fn → f στην τοπολογία του νέου χώρου, είναι η σύγκλιση της ομοιόμορφης
σύγκλισης στα συμπαγή. Τότε,

A∞(G) ⊆ Y ⊆ H(G)

και οι απεικονίσεις ι1 : A∞(G) → Y με ι1(f) = f και ι2 : Y → H(G) με ι2(g) = g είναι
συνεχείς. Αλλά ο χώρος αυτός δεν είναι πλήρης για κάθε ανοικτό και φραγμένο G. Για
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παράδειγμα, θεωρούμε ένα σύνολο G τέτοιο ώστε να υπάρχει ζ ∈ ∂G που προσεγγίζεται από
μία ακολουθία (wn)n∈N(G)c. Τότε, για κάθε n ∈ N, η συνάρτηση 1

z−wn ανήκει στον χώρο

A∞(G) κι άρα υπάρχει σταθερά C και συμπαγές Km ώστε∣∣∣∣ 1

ζ − wn

∣∣∣∣ ≤ C sup
z∈Km

∣∣∣∣ 1

z − wn

∣∣∣∣ .
΄Ομως,

sup
z∈Km

∣∣∣∣ 1

z − wn

∣∣∣∣ =
1

dist(wn, Km)
.

΄Αρα,

+∞ = lim
n→+∞

∣∣∣∣ 1

ζ − wn

∣∣∣∣ ≤ C · lim
n→+∞

1

dist(wn, Km)
=

C

dist(ζ,Km)
< +∞ ,

το οποίο είναι άτοπο. Αυτή την ιδιότητα έχουν οι χώροι Καραθεοδωρή([6]), για τους οποίους

ισχύει

(G)0 = G.

Επίσης, αν το G είναι φραγμένο ανοικτό υποσύνολο του C, τότε υπάρχει ακολουθία (zn)n∈N
ώστε

lim
n→+∞

Rezn = a,

όπου a = supz∈GRez. Η (zn)n∈N έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (zkn)n∈N. Θεωρούμε w το
όριο της (zkn)n∈N. Τότε

w ∈ G αλλά w /∈ G .

΄Αρα w ∈ ∂G. Επίσης
Rew = a.

΄Εστω P = w + x, x > 0. Τότε
P /∈ G,

αφού για κάθε s ∈ G, υπάρχει sn ∈ G ώστε sn → s, οπότε Resn → Res κι από τον ορισμό
του a έπεται Resn, Res ≤ a. ΄Ομως ReP = a+ x > a. Τέλος, για x→ 0+

έχουμε P → w.
Είναι επίσης πιθανόν, ένας χώρος να ανήκει στην οικογένεια M(G) αλλά να μην είναι καν

διανυσματικός χώρος. Για παράδειγμα, θεωρούμε το σύνολο

Y = A∞(G) ∪ {f : G→ C τέτοια ώστε f ολόμορφη και |f(z)| < 1, για κάθε z ∈ G}

εφοδιασμένο με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στο G. Τότε,

A∞(G) ⊆ Y ⊆ H(G)

και οι αντίστοιχες εμφυτεύσεις είναι συνεχείς. Πράγματι, αν fn, f ∈ A∞(G) και fn → f στην
τοπολογία του A∞(G) τότε τετριμμένα έπεται η σύγκλιση fn → f στην τοπολογία του Y , ενώ
αν φn, φ ∈ Y και φn → φ στην τοπολογία του Y τότε είναι προφανές ότι φn → φ ομοιόμορφα
στα συμπαγή του G.
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Πρόταση 1.2.3. ΄Εστω Ω ένα ανοικτό υποσύνολο του Cd
φραγμένο ή μη φραγμένο. Τότε

υπάρχει μια (Ωm)m∈N ανοικτών και φραγμένων υποσυνόλων του Ω ώστε
⋃
m Ωm = Ω και⋃

m

Ωm = Ω και Ωm ⊆ Ωm ⊆ Ωm+1,

για κάθε m ∈ N.

Απόδειξη. Για κάθε m ∈ N θεωρούμε

Km = B(0,m) ∩
{
z ∈ Ω: dist(Ωc, z) ≥ 1

m

}
.

Είναι εύκολο να δούμε ότι η (Km)m∈N είναι εξαντλούσα και φθίνουσα οικογένεια συμπαγών υπο-
συνόλων του Ω. Θέτουμε Ωm = (Km)o και παρατηρούμε ότι η οικογένεια (Ωm)m∈N ικανοποιεί
το ζητούμενο.

Πρόταση 1.2.4. ΄Εστω Ω ένα ανοικτό υποσύνολο του Cd
φραγμένο ή μη φραγμένο και

(Ωm)m∈N μια οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων του, ώστε Ω =
⋃
m Ωm και Ωm ⊆ Ωm ⊆ Ωm+1,

για κάθε m ∈ N.
Για κάθε m = 1, 2, . . . θεωρούμε Xm(Ωm) έναν χώρο μιγαδικών συναρτήσεων που ανήκει

στην οικογένεια M(Ωm) και για n ≤ m θεωρούμε την απεικόνιση

Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) με Tm,n(f) = f |Ωn για κάθε f ∈ Xm(Ωm).

Τότε, η οικογένεια {Xm(Ωm), Tm,n,N} είναι ένα προβολικό σύστημα τοπολογικών χώρων.

Απόδειξη. Θα δείξουμε πρώτα ότι οι απεικονίσεις Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) είναι καλά ορισμέ-
νες, για κάθε n,m ∈ N με n ≤ m.
΄Εχουμε Xm(Ωm) ⊆ H(Ωm) και Ωn ⊆ Ωm, για κάθε n < m, άρα για κάθε f ∈ Xm(Ωm)

ισχύει

Tm,n(f) = f |Ωn ∈ A∞(Ωn) ⊆ Xn(Ωn).

Επιπλέον, αν ένα δίκτυο f i ∈ Xm(Ωm) συγκλινει σε μία συνάρτηση f ∈ Xm(Ωm) στην
τοπολογία του Xm(Ωm), τότε από την υπόθεση συγκλίνει ομοίομορφα στα συμπαγή του Ωm.

Από το θεώρημα τουWeierstrass, έπεται ότι κάθε μικτή, μερική παράγωγος του δικτύου (f i)i∈I
συγκλίνει ομοιόμορφα στα συμπαγή του Ωm στην αντίστοιχη παράγωγο της f .
΄Ομως το σύνολο Ωn είναι συμπαγές στο Ωm, άρα f

i|Ωn → f |Ωn στην τοπολογία του
A∞(Ωn). Από την υπόθεση, έπεται ότι

Tm,n(f i) = f i|Ωn → f |Ωn = Tm,n(f)

στην τοπολογία του Xn(Ωn).
Συνεπώς, η Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) είναι συνεχής.
Τέλος, είναι εύκολο να δούμε ότι Tm,n = Ts,n ◦ Tm,s, για κάθε n ≤ m ≤ m.
΄Αρα, η οικογένεια {Xm(Ωm), Tm,n,N} είναι ένα προβολικό σύστημα τοπολογικών χώρων.
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Θεωρούμε X τον τοπολογικό χώρο που είναι το προβολικό όριο του συστήματος

{Xm(Ωm), Tm,n,N}.

Θεώρημα 1.2.5. Με τους παραπάνω συμβολισμούς και υποθέσεις, ο τοπολογικός χώρος X
είναι ομοιομορφικός με τον H(Ω).

Απόδειξη. Αν f ∈ H(Ω), τότε

f |Ωm ∈ A∞(Ωm) ⊆ Xm(Ωm) .

Οπότε, αν θέσουμε

gm = f |Ωm και g = (g1, g2, . . . ) = g(f) ,

τότε g ∈
∏∞

m=1 Xm(Ωm). Για κάθε n ≤ m είναι εύκολο να δούμε ότι Tm,n(gm) = gn. Συνεπώς,

g ∈ X.

΄Ετσι, ορίζουμε μια απεικόνιση

Φ: H(Ω)→ X, με Φ(f) = g(f).

Η απεικόνιση Φ είναι 1-1. Πράγματι, αν g(f) = g(w) τότε

f |Ωm = w|Ωm , για κάθε m = 1, 2, . . . .

Αφού
⋃
m Ωm = Ω, έπεται ότι f(z) = w(z) για κάθε z ∈ Ω, δηλαδή

f ≡ w

και η Φ είναι 1-1.
Η απεικόνιση Φ είναι επίσης επί. Πράγματι, αν g = (g1, g2, . . . ) ∈ X, τότε για κάθε z ∈ Ω

υπάρχει τουλάχιστον ένας φυσικός αριθμός n(z) τέτοιος ώστε

z ∈ Ωm, για κάθε m ≥ n(z) ,

αφού ισχύει ότι Ωm ⊆ Ωm+1 και ∪mΩm = Ω. Επιπλέον, δεδομένου ότι Tm,n(z)(gm) = gn(z),

έχουμε

gm(z) = gn(z)(z) , για κάθε m ≥ n(z) .

Θέτουμε

f(z) = gn(z)(z) .

Θα δείξουμε ότι η f είναι ολόμορφη στο Ω. Πράγματι, αν z0 ∈ Ω τότε z0 ∈ Ωn(z0). Αφού το

Ωn(z0) είναι ανοικτό, υπάρχει r > 0, ώστε B(z0, r) ⊆ Ωn(z0). Για κάθε z ∈ B(z0, r), έχουμε

n(z) ≤ n(z0) και f(z) = gn(z)(z) = gn(z0)(z) .

Αλλά gn(z0) ∈ Xn(z0)(Ωn(z0)) ⊆ H(Ωn(z0)). ΄Επεται ότι η f είναι ολόμορφη στην μπάλα B(z0, r).
Αφού το z0 ήταν τυχόν στο Ω, έπεται ότι

f ∈ H(Ω).
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Επίσης, είναι προφανές ότι

Φ(f) = g.

Αφού η g ήταν τυχούσα απεικόνιση στο X, έπεται ότι η απεικόνιση Φ είναι επί.
Επιπλέον, η Φ είναι συνεχής. Πράγματι, αν ένα δίκτυο f i ∈ H(Ω), i ∈ I, συγκλίνει σε μία

f ∈ H(Ω), ομοιόμορφα στα συμπαγή, τότε από το θεώρημα του Weierstrass το ίδιο ισχύει για
κάθε μικτή, μερική παράγωγο. Αφού το Ωm είναι συμπαγές υποσύνολο του Ω έπεται ότι

f i|Ωm → f |Ωm στην τοπολογία του A∞(Ωm) .

Από την υπόθεση έπεται

f i|Ωm → f |Ωm στην τοπολογία του Xm(Ωm) .

Από την παρατήρηση 1.1.3 , έχουμε ότι Φ(f i) → Φ(f) στην τοπολογία του X. Συνεπώς, η
απεικόνιση Φ είναι συνεχής.
Μένει να δείξουμε ότι η Φ−1

ειναι επίσης συνεχής. ΄Εστω ότι

Φ(f i) = (f i|Ω1 , f
i|Ω2 , . . . )→ (f |Ω1 , f |Ω2 , . . . ) = Φ(f) στην τοπολογία του X .

Από την παρατήρηση 1.1.3 έπεται f i|Ωm → f |Ωm για κάθε m = 1, 2, . . . στην τοπολογία του
Xm(Ωm), το οποίο, από την υπόθεση, επάγει την ομοιόμορφη σύγκλιση στα συμπαγή του Ωm.

Θα δείξουμε ότι f i → f ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές K ⊆ Ω.
΄Εστω K συμπαγές υποσύνολο του Ω. Αφού

K ⊆ Ω = ∪∞m=1Ωm

και τα ανοικτά σύνολα Ωm ικανοποιούν τη σχέση Ωm ⊆ Ωm+1, από την συμπάγεια του K έπεται
ότι υπάρχει m0 τέτοιο ώστε

K ⊆ Ωm0 .

Αλλά f i|Ωm0
→ f |Ωm0

ομοιόμορφα στα συμπαγή του Ωm0 και ειδικότερα στο K. Συνεπώς
f i → f ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές K ⊆ Ω κι άρα

f i → f στην τοπολογία του H(Ω) .

΄Ετσι, η Φ−1
είναι συνεχής.

Παρατήρηση 1.2.6. Παρατηρούμε ότι οι απεικονίσεις

Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) με Tm,n(f) = f |Ωn

είναι καλά ορισμένες και συνεχείς, ανεξάρτητα από το αν οι χώροι Xm(Ωm), Xn(Ωn) ανήκουν
στην ίδια ή σε διαφορετικές κατηγορίες.

Για παράδειγμα, μπορουμε να θεωρήσουμε

Xm(Ωm) = Am(Ωm), αν ο m είναι περιττός

και

Xm(Ωm) = Hm
∞(Ωm), αν ο m είναι άρτιος.
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Παρατήρηση 1.2.7. Είδαμε ότι το αριθμήσιμο γινόμενο χώρων Fréchet είναι επίσης χώρος
Fréchet. Από το θεώρημα 1.2.5, ο χώρος X είναι ομοιομορφικός με τον χώρο Fréchet H(Ω).
Ωστόσο οι χώροι Xm(Ωm) μπορεί να μην είναι χώροι Fréchet. Επιπλέον, ανεξάρτητα από το αν
οι χώροι Xm(Ωm) είναι τοπολογικοί διανυσματικοί χώροι ή δεν έχουν γραμμική δομή, ο χώρος
X είναι τοπολογικός διανυσματικός χώρος και η απεικόνιση Φ γραμμικός ισομορφισμός.

Παρατήρηση 1.2.8. Θεωρούμε

Kt =

{
z ∈ Ω: |z| ≤ t, dist(z,Ωc) ≥ 1

t

}
, t ≥ t0,

για κατάλληλο t0 > 0 τέτοιο ώστε Ko
t0
6= ∅. Τότε, για t < s έχουμε Kt ⊆ Ko

s και ∪t≥t0Kt = Ω.
Θέτουμε Ωt = Ko

t κι έστω Xt(Ωt) ένα στοιχείο της οικογένειας M(Ωt). Τότε το προβολικό
όριο της οικογένειας Xt(Ωt) καθώς t → +∞, όπου η Ts,t απεικονίζει μια f ∈ Xs(Ωs) στον
περιορισμό της στο σύνολο Ωt, t < s, είναι ομοιόμορφο και γραμμικά ισόμορφο με τον χώρο
H(Ω). Η απόδειξη είναι παρόμοια με αυτή του θεωρήματος 1.2.5.

1.3 Παραδείγματα

1.3.1 Οι χώροι Ap(Ω) και Hp
∞(Ω)

΄Εστω Ω ένα ανοικτό και φραγμένο υποσύνολο του Cd
, d ≥ 1.

Συμβολίζουμε με Ap(Ω) το σύνολο των ολομόρφων συναρτήσεων στο Ω των οποίων κάθε
μικτή, μερική παράγωγος τάξης μικρότερης ή ίσης με p επεκτείνεται συνεχώς στην κλειστότητα
Ω του Ω.
Συμβολίζουμε επίσης με Hp

∞(Ω) το σύνολο των ολομόρφων συναρτήσεων στο Ω των οποίων
κάθε μικτή, μερική παράγωγος τάξης μικρότερης ή ίσης με p είναι φραγμένη στην κλειστότητα
Ω του Ω.
Είναι προφανές ότι

A∞(Ω) ⊆ Ap(Ω) ⊆ H(Ω)

και

A∞(Ω) ⊆ Hp
∞(Ω) ⊆ H(Ω).

Η συνήθης τοπολογία των χώρων Ap(Ω) και Hp
∞(Ω) ορίζεται από τις ημινόρμες

sup
z∈G

∣∣∣∣ ∂a1+···+adf

∂za1
1 . . . ∂zadd

∣∣∣∣ , a1 + · · ·+ ad ≤ p, όπου z = (z1, . . . zd).

Εφοδιασμένοι με αυτή την τοπολογία, οι χώροι Ap(Ω) και Hp
∞(Ω) είναι χώροι Banach για

p < +∞ και χώροι Fréchet για p = +∞. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι η σύγκλιση μιας ακολου-
θίας συναρτήσεων ως προς την συνήθη τοπολογία του χώρου A∞(Ω), επάγει σύγκλιση στην
τοπολογία των Ap(Ω) και Hp

∞(Ω) και η σύγκλιση ως προς την τοπολογία των Ap(Ω) και Hp
∞(Ω)

επάγει σύγκλιση στην συνήθη τοπολογία του H(Ω).
Συνεπώς, οι εμφυτεύσεις ι1, ι2, όπως ορίστηκαν στην προηγούμενη ενότητα, είναι συνεχείς

και οι χώροι Ap(Ω) και Hp
∞(Ω) ανήκουν στο σύνολο M(Ω).
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1.3.2 Χώροι Bergman

΄Εστω Ω ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του Cd
.

Για 0 < p < +∞, συμβολίζουμε OLp(Ω) τον χώρο των μιγαδικών συναρτήσεων f που είναι
ολόμορφες στο Ω και ικανοποιούν τη σχέση(∫

Ω

|f |pdv(z)

)1/p

< +∞,

όπου dν το μέτρο Lesbegue στον Cd
. Δηλαδή,

OLp(Ω) = H(Ω) ∩ Lp(Ω).

Ο χώρος OLp(Ω) ονομάζεται χώρος p-Bergman ([16]).
Για f ∈ OLp(Ω) ορίζουμε

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |pdν(z)

)1/p

.

Για 1 ≤ p < +∞, η ‖f‖p είναι πλήρης νόρμα κι ο OLp(Ω), 1 ≤ p < +∞ είναι χώρος
Banach. ([16])
Για 0 < p < 1, η ‖f‖p δεν είναι νόρμα, αλλά ορίζει στον OLp(Ω) μετρική

d(f, g) := ‖f − g‖pp,

η οποία είναι πλήρης και αναλοίωτη στις μεταφορές ([16]). ΄Αρα ο OLp(Ω), 0 ≤ p < 1 είναι
χώρος Fréchet.

Πρόταση 1.3.1. ([16]) Για κάθε 0 < p < +∞ και για κάθε K συμπαγές υποσύνολο του Ω
υπάρχει σταθερά C = C(p,K) τέτοια ώστε

sup
z∈K
|f(z)| ≤ C‖f‖p.

Παρατήρηση 1.3.2. ΄Εστω Ω ένα φραγμένο, ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του Cd
.

Παρατηρούμε ότι οι χώροι OLp(Ω), 0 < p < +∞, ικανοποιούν τις υποθέσεις του Θεωρήματος
1.2.5.

Είναι προφανές ότι OLp(Ω) ⊆ H(Ω).
Συμβολίζουμε με d την μετρική του χώρου OLp(Ω). Αν f, fn ∈ OLp(Ω) για κάθε n ∈ N

και limn→+∞ d(fn, f) = 0 τότε, από την πρόταση 1.3.1, για κάθε K συμπαγές υποσύνολο του
Ω έχουμε:

lim
n→+∞

sup
z∈K
|fn(z)− f(z)| = 0

Δηλαδή η (fn)n∈N συγκλίνει στην f ομοιόμορφα στα συμπαγή του Ω. ΄Αρα η εμφύτευση

ι2 : OLp(Ω)→ H(Ω), με ι2(g) = g ,

όπου οι χώροι OLp(Ω) και H(Ω) θεωρούνται εφοδιασμένοι με τη συνήθη τοπολογία τους, είναι
συνεχής.
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Επιπλέον, A∞(Ω) ⊆ OLp(Ω). Πράγματι, αν θεωρήσουμε μία συνάρτηση f ∈ A∞(Ω), τότε η
f είναι συνεχής στο συμπαγές Ω. ΄Αρα η f παίρνει μέγιστη τιμή στο Ω, έστω C = maxz∈Ω |f(z)|.
Κι αφού ν(Ω) <∞ έπεται(∫

Ω

|f(z)|pdν(z)

)1/p

≤ (Cpν(Ω))1/p < +∞,

δηλαδή f ∈ Lp(Ω). Επίσης, f ∈ A∞(Ω) ⊆ H(Ω). ΄Αρα

f ∈ H(Ω) ∩ Lp(Ω) = OLp(Ω) .

Τέλος, αν fn, f ∈ A∞(Ω) για κάθε n ∈ N και οι fn συγκλίνουν στην f ως προς την συνήθη
τοπολογία του A∞(Ω), τότε η (fn)n∈N συγκλίνει ομοιόμορφα στην f , δηλαδή

sup
z∈Ω
|fn(z)− f(z)| → 0.

΄Ομως

‖fn − f‖pp ≤ sup
z∈Ω
|fn(z)− f(z)|

(∫
Ω

dν(z)

)1/p

⇒

‖fn − f‖pp ≤ sup
z∈Ω
|fn(z)− f(z)| · ν(Ω) ,

άρα limn→+∞ d(fn, f) = 0. Συνεπώς, η απεικόνιση

ι1 : A∞(Ω)→ OLp(Ω), με ι1(g) = g,

όπου οι χώροι A∞(Ω) και OLp(Ω) είναι εφοδιασμένοι με τη συνήθη τοπολογία τους, είναι
συνεχής.

1.3.3 Χώροι Hardy

Για 0 < p < +∞, συμβολίζουμε Hp = Hp(D) τον χώρο των μιγαδικών συναρτήσεων f που
είναι ολόμορφες στον ανοικτό μοναδιαίο δίσκο D και ικανοποιούν τη σχέση

sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)1/p

< +∞.

Ο χώρος Hp(D) ονομάζεται χώρος p-Hardy ([13]).
Για f ∈ Hp(D) ορίζουμε

‖f‖Hp = sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)1/p

.

Για 1 ≤ p < +∞ η ‖f‖Hp είναι νόρμα στον Hp(D) . Για 0 < p < 1 η ‖f‖Hp δεν είναι νόρμα,

αλλά ορίζει μετρική, την d(f, g) = ‖f − g‖pHp ([13]).
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Παρατήρηση 1.3.3. Παρατηρούμε ότι η σύγκλιση ως προς την ‖ · ‖Hp είναι πιο ισχυρή από

τη σύγκλιση ως προς την ‖ · ‖p αφού ‖f‖pp ≤ ‖f‖
p
Hp . Πράγματι,

‖f‖pp =

∫
D

|f(z)|pdv(z)⇒

‖f‖pp =

∫ 2π

0

∫ 1

0

|f(reiθ)|prdr dθ
2π
⇒

‖f‖pp ≤
1

2π

∫ 2π

0

(
sup

0<r<1
|f(reiθ)|p ·

∫ 1

0

rdr

)
dθ ⇒

‖f‖pp ≤ sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ ⇒

‖f‖pp ≤ ‖f‖
p
Hp

Παρατήρηση 1.3.4. Οι χώροι Hp(D), 0 < p < +∞ ικανοποιούν τις υποθέσεις του Θεωρή-
ματος 1.2.5.

Είναι προφανές ότι Hp(D) ⊆ H(D).
Αν f, fn ∈ Hp(D), n ∈ N και η (fn)n∈N συγκλίνει στην f στη συνήθη τοπολογία του

Hp(D), τότε από την παρατήρηση 1.3.3 η ακολουθία fn συγκλινει στην f και στην τοπολογία
του OLp(D). Από την παρατήρηση 1.3.2 προκύπτει ότι η (fn)n∈N συγκλινει στην f ομοιόμορφα
στα συμπαγή του D. ΄Αρα η απεικόνιση

ι2 : Hp(D)→ H(D), με ι2(g) = g,

όπου οι χώροιHp(D) καιH(D) είναι εφοδιασμένοι με τη συνήθη τοπολογία τους, είναι συνεχής.
Επιπλέον, A∞(D) ⊆ Hp(D). Πράγματι, αν θεωρήσουμε μία συνάρτηση f ∈ A∞(D), τότε

η f είναι συνεχής στο συμπαγές D. ΄Αρα η f παίρνει μέγιστη τιμή στο D, έστω

C = max
z∈D
|f(z)|.

Τότε

‖f‖Hp ≤ sup
0<r<1

(
1

2π
Cp

∫ 2π

0

dθ

)1/p

≤ C ≤ +∞

δηλαδή, f ∈ Hp(D) .
Τέλος, αν f, fn ∈ A∞(D), n ∈ N και η (fn)n∈N συγκλίνει στην f ως προς τη συνήθη

τοπολογία του A∞(D), τότε η (fn)n∈N συγκλίνει ομοιόμορφα στην f , δηλαδή

sup
z∈D
|fn(z)− f(z)| → 0.

΄Ομως

‖fn − f‖pHp = sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|fn(reiθ)− f(reiθ)|pdθ ⇒

‖fn − f‖pHp ≤ sup
0<r<1

1

2π
sup
z∈D
|fn(z)− f(z)| ·

∫ 2π

0

dθ ⇒
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‖fn − f‖pHp ≤ sup
z∈D
|fn(z)− f(z)|.

΄Αρα limn→+∞ d(fn, f) = 0, όπου d η μετρική στον Hp(D). Συνεπώς, η εμφύτευση

ι1 : A∞(D)→ Hp(D), με ι1(g) = g,

όπου οι χώροι A∞(D) και Hp(D) είναι εφοδιασμένοι με τη συνήθη τοπολογία τους, είναι συνε-
χής.

1.3.4 Κλάση Nevanlinna

Μια συνάρτηση λέμε ότι ανήκει στην κλάση της Nevanlinna N επί του μοναδιαίου δίσκου D
([13]), αν η f είναι ολόμορφη στον D και ικανοποιεί τη σχέση

sup
0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0

log
(
1 + |f(reiθ)|

)
dθ < +∞ .

Για f ∈ N ορίζουμε

‖f‖N = sup
0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0

log
(
1 + |f(reiθ)|

)
dθ .

Η ‖ · ‖N είναι μία ψευδονόρμα και ορίζει την πλήρη μετρική d(f, g) = ‖f − g‖N ([13]).

Παρατήρηση 1.3.5. Παρατηρούμε επίσης ότι για κάθε 0 < p < +∞ ισχύει

Hp(D) ⊆ N και ‖f‖N ≤ ‖f‖Hp ,

αφού για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει log(1 + x) ≤ x.

Πρόταση 1.3.6. ([13]) Για κάθε f ∈ N και z ∈ D ισχύει

|f(z)| ≤ exp

(
2‖f‖N
1− |z|

)
− 1.

Παρατήρηση 1.3.7. Η κλάση της Nevanlinna N επί του μοναδιαίου δίσκου D ικανοποιεί
τις υποθέσεις του θεωρήματος 1.2.5.

Είναι προφανές ότι N ⊆ H(D).
΄Εστω f, fn ∈ N , n ∈ N, και ‖fn − f‖N → 0. Αν K συμπαγές υποσύνολο του D, τότε

υπάρχει 0 < r < 1 ώστε |z| ≤ r για κάθε z ∈ K και από την πρόταση 1.3.6 έπεται

|fn(z)− f(z)| ≤ exp

(
2‖fn − f‖N

1− r

)
− 1.

΄Αρα

sup
z∈K
|fn(z)− f(z)| ≤ exp

(
2‖fn − f‖N

1− r

)
− 1→ 0 .
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Αφού το K ήταν τυχόν συμπαγές υποσύνολο του D, έπεται ότι η (fn)n∈N συγκλίνει στην f
ομοιόμορφα στα συμπαγή του D. Δηλαδή, η απεικόνιση

ι2 : N → H(D), με ι2(g) = g,

όπου οι χώροι N και H(D) είναι εφοδιασμένοι με τη συνήθη τοπολογία τους, είναι συνεχής.
Επιπλέον, από τις παρατηρήσεις 1.3.4 και 1.3.5 έπεται A∞(D) ⊆ Hp(D) ⊆ N .
Τέλος, η απεικόνιση

ι1 : A∞(D)→ N , με ι1(f) = f

είναι συνεχής. Πράγματι, αν fn, f ∈ A∞(D), n ∈ N και οι fn συγκλίνουν στην f ως προς την
συνήθη τοπολογία του A∞(D), τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε

|fn(z)− f(z)| < ε για κάθε n ≥ n0 και για κάθε z ∈ D

Ισοδύναμα,

|fn(reiθ)− f(reiθ)| < ε για κάθε n ≥ n0 και για κάθε r ∈ [0, 1), θ ∈ [0, 2π) .

΄Αρα για κάθε n ≥ n0,

‖fn − f‖N ≤
1

2π

∫ 2π

0

log(1 + ε)dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

εdθ = ε .

Δηλαδή, ‖fn − f‖N → 0.

1.3.5 Χώροι BMOA

΄Εστω f ∈ L1(T), όπου T η μοναδιαία περιφέρεια και I ένα τόξο της T. Συμβολίζουμε mI(f)
τον μέσο όρο της f πάνω στο τόξο I, δηλαδή

mI(f) =
1

I

∫
I

f(eiθ)dθ.

Λέμε ότι μία συνάρτηση f ∈ L1(T) έχει φραγμένη μέση ταλάντωση (bounded mean oscil-
lation) ή ότι ανήκει στον χώρο BMO ([15]) αν

sup
I⊂T

1

I

∫
I

|f(eiθ)−mI(f)|dθ < +∞ .

Για f ∈ BMO θέτουμε ‖f‖∗ = supI⊂T
1
I

∫
I
|f(eiθ)−mI(f)|dθ και ορίζουμε

‖f‖BMO = |mT(f)|+ ‖f‖∗ .

Ο BMO εφοδιασμένος με την ‖ · ‖BMO είναι χώρος Banach ([15]).
Λέμε ότι μια συνάρτηση f ανήκει στον χώρο BMOA αν είναι ολόμορφη στον μοναδιαίο

δίσκο D κι αν επιπλέον είναι ο πυρήνας Poisson μιας συνάρτησης που ανήκει στον χώρο BMO
([15]).
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Για f ∈ H(D) και ορίζουμε

‖f‖BMOA := |f(0)|+ sup
a∈D
‖fa‖H1 ,

όπου fa = f ◦ φa − f(a) και φa : D → D με φa(z) = z−a
1−az .

Τότε αποδεικνύεται ([15]) ότι

BMOA = {f ∈ H(D) : ‖f‖BMOA < +∞}

και ο (BMOA, ‖ · ‖BMOA) είναι χώρος Banach.

Παρατήρηση 1.3.8. Ο χώρος BMOA ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 1.2.5.
Είναι προφανές ότι BMOA ⊆ H(D).
΄Εστω f, fn ∈ BMOA, n ∈ N και ‖fn−f‖BMOA → 0. Τότε, από τον ορισμό της ‖·‖BMOA,

έχουμε ότι ‖fn − f‖H1 → 0 κι από την παρατήρηση 1.3.4 έπεται ότι η (fn)n∈N συγκλίνει στην
f ομοιόμορφα στα συμπαγή του D. ΄Αρα η απεικόνιση

ι2 : (BMOA, ‖ · ‖BMOA)→ H(D), με ι2(g) = g,

όπου ο χώρος H(D) είναι εφοδιασμένος με τη συνήθη τοπολογία του, είναι συνεχής.
Επιπλέον, A∞(D) ⊆ BMOA. Πράγματι, αν f ∈ A∞(D), τότε η f είναι συνεχής στο D.

΄Αρα παίρνει μέγιστη τιμή στο D, έστω C = maxz∈D |f(z)|. Οπότε για κάθε a ∈ D και z ∈ D
έχουμε

|fa(z)| ≤
∣∣∣∣f ( z − a

1− az

)∣∣∣∣+ |f(a)| ≤ 2C

και

‖fa‖H1 ≤ sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

2Cdθ = 2C .

Συνεπώς, ‖f‖BMOA ≤ 3C < +∞, άρα

f ∈ BMOA.

Τέλος, αν f, fn ∈ A∞(D), n ∈ N και η (fn)n∈N συγκλίνει στην f στη συνήθη τοπολογία
του A∞(D), τότε επίσης η (fa,n)n∈N συγκλίνει στην fa ως προς τη συνήθη τοπολογία του
A∞(D). Από την παρατήρηση 1.3.4 προκύπτει ‖fa,n − fa‖H1 → 0. Επιπλέον, fn(0) → f(0),
άρα ‖fn − f‖BMOA → 0. Δηλαδή, η εμφύτευση

ι1 : A∞(D)→ (BMOA, ‖ · ‖BMOA), με ι(g) = g,

όπου ο A∞(D) είναι εφοδιασμένος με τη συνήθη τοπολογία, είναι συνεχής.

Λέμε ότι μία συνάρτηση f ∈ L1(T) έχει φθίνουσα μέση ταλάντωση (vanishing mean oscil-
lation) ή ότι ανήκει στον χώρο VMO ([15]) αν

lim
|I|→0

1

I

∫
I

|f(eiθ)−mI(f)|dθ = 0 .
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Μια συνάρτηση f ανήκει στον χώρο VMOA αν είναι ολόμορφη στον μοναδιαίο δίσκο D
κι αν επιπλέον είναι ο πυρήνας Poisson μιας συνάρτησης που ανήκει στον χώρο VMO ([15]).
Ισοδύναμα,

VMOA =

{
f ∈ H(D) : lim

|a|→1
‖f ◦ φa − f(a)‖H1 = 0

}
.

Ο (VMOA, ‖ · ‖BMOA) είναι υπόχωρος του BMOA και ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρή-
ματος 1.2.5.

Σημείωση 1.3.9. Για 1 ≤ p < +∞ και f ∈ L1(T) ορίζουμε

‖f‖∗,p = sup
I⊂T

(
1

I

∫
I

|f(eiθ)−mI(f)|pdθ
)1/p

,

‖f‖BMO,p = |mT(f)|+ ‖f‖∗,p
Αποδεικνύεται ότι οι ποσότητες ‖f‖∗,p είναι ισοδύναμες. Το ίδιο ισχύει και για τις ‖f‖BMO,p.

([15]) Επιπλέον θέτουμε

‖f‖BMOAp := |f(0)|+ sup
a∈D
‖fa‖Hp .

Τότε,

BMOA = {f ∈ H(D) : ‖f‖BMOAp < +∞}
και για κάθε 1 ≤ p < +∞ η ‖ · ‖BMOAp είναι πλήρης νόρμα στον BMOA ([15]).

1.3.6 Ο χώρος Bloch.

Μια συνάρτηση f που είναι ολόμορφη στον μοναδιαίο δίσκο D λέμε ότι ανήκει στον κλασσικό
χώρο Bloch B ([16]), αν ικανοποιεί τη σχέση

sup
{(

1− |z|2
)
|f ′(z)| : z ∈ D

}
< +∞.

Για f ∈ B ορίζουμε

‖f‖B = |f(0)|+ sup
{(

1− |z|2
)
|f ′(z)| : z ∈ D

}
.

Ο χώρος Bloch εφοδιασμένος με την νόρμα ‖f‖B είναι χώρος Banach ([16]).

Παρατήρηση 1.3.10. Ο χώρος Bloch ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 1.2.5.
Είναι προφανές ότι B ⊆ H(D).
Για κάθε 0 < R < 1

sup
z∈D(0,R)

|fn(z)− f(z)| ≤ |fn(0)− f(0)|+
∫ z

ζ=0

|f ′n(z)− f ′(z)|dζ ⇒

sup
z∈D(0,R)

|fn(z)− f(z)| ≤ |(fn − f)(0)|+
∫ z

ζ=0

‖fn(z)− f(z)‖B
|1− |ζ||

|dζ| ⇒

sup
z∈D(0,R)

|fn(z)− f(z)| ≤ |(fn − f)(0)|+ ‖fn(z)− f(z)‖B
1−R

R⇒
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sup
z∈D(0,R)

|fn(z)− f(z)| ≤ ‖fn − f‖B
(

1 +
R

1−R

)
.

΄Αρα αν f, fn ∈ B, n ∈ N ώστε ‖fn−f‖B → 0 και K συμπαγές υποσύνολο του D, τότε υπάρχει
0 < R < 1 ώστε K ⊂ D(0, R) και

sup
z∈K
|fn(z)− f(z)| ≤ |(fn − f)(0)|+ ‖fn(z)− f(z)‖B

1−R
R→ 0.

Οπότε, η (fn)n∈N συγκλίνει στη f ομοιόμορφα στα συμπαγή του D. Δηλαδή, η εμφύτευση

ι2 : B → H(D), με ι2(f) = f ,

όπου οι χώροι B και H(D) είναι εφοδιασμένοι με τη συνήθη τοπολογία τους, είναι συνεχής.
Επιπλέον, A∞(D) ⊆ B. Πράγματι, αν f ∈ A∞(D), τότε η f ′ είναι συνεχής στον κλειστό

μοναδιαίο δίσκο D. ΄Αρα, η f ′ παίρνει μέγιστη τιμή στο D, έστω C = maxz∈D |f ′(z)|. Οπότε

sup
|z|<1

|f ′(z)| |1− |z|| ≤ C · sup
|z|<1

|1− |z|| < +∞ .

Τέλος, αν f, fn ∈ A∞(D), n ∈ N και η (fn)n∈N συγκλίνει στην f στην τοπολογία του
A∞(D), τότε κάθε παράγωγος της fn συγκλίνει ομοίομορφα στην αντίστοιχη παράγωγο της
f . Συνεπώς,

fn(0)→ f(0) και supz∈D|f ′n(z)− f ′(z)| → 0.

Οπότε

‖fn − f‖B → 0

κι άρα η εμφύτευση ι1 : A∞(D)→ B με ι1(f) = f είναι συνεχής.

Μια συνάρτηση f , που είναι ολόμορφη στον μοναδιαίο δίσκο D, λέμε ότι ανήκει στον little
Bloch χώρο B0 ([16]), αν f ∈ B και επιπλέον ικανοποιεί τη σχέση

lim
|z|→1−

(
1− |z|2

)
|f ′(z)| = 0.

Ο χώρος B0 με νόρμα την ‖ · ‖B είναι υπόχωρος του B και προφανώς ικανοποιεί τις υποθέσεις
του θεωρήματος 1.2.5.

1.3.7 Ο χώρος Dirichlet.

Μια συνάρτηση f ολόμορφη στον μοναδιαίο δίσκο D λέμε ότι ανήκει στον κλασσικό χώρο
Dirichlet, D ([13]), αν ικανοποιεί τη σχέση∫

D

|f ′(z)|2dν < +∞ ,

όπου ν το μέτρο Lebesgue στον D. Για f ∈ D θεωρούμε την νόρμα

‖f‖D =

(∫
D

|f ′(z)|2dν + |f(0)|
)1/2

([28]).
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Παρατήρηση 1.3.11. Ο χώρος του Dirichlet εφοδιασμένος με την νόρμα ‖ · ‖D ικανοποιεί
τις υποθέσεις του θεωρήματος 1.2.5 .

Είναι προφανές ότι D ⊆ H(D).
΄Εστω ότι f, fn ∈ D, n ∈ N και ‖fn − f‖D → 0. Τότε ‖f ′n − f ′‖2 → 0 και fn(0) → f(0).

Από την παρατήρηση 1.3.2 έπεται ότι η ακολουθία των παραγώγων (f ′n)n∈N συγκλίνει στην f
′

ομοιόμορφα στα συμπαγή του D. Οπότε για κάθε K συμπαγές υποσύνολο του D και για κάθε
z ∈ K έχουμε

|fn(z)− f(z)| ≤ |fn(0)− f(0)|+
∫ z

0

|f ′n(ζ)− f ′(ζ)||dζ| ⇒

|fn(z)− f(z)| ≤ |fn(0)− f(0)|+ sup
ζ∈K
|f ′n(ζ)− f ′(ζ)| ·

∫ z

0

|dζ| → 0

Συνεπώς η fn συγκλίνει στην f ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του D κι άρα η εμφύτευση

ι2 : D → H(D), με ι2(f) = f

είναι συνεχής στο D.
Επιπλέον, A∞(D) ⊆ D. Πράγματι, αν f ∈ A∞(D) τότε η f ′ είναι συνεχής στον D, οπότε

παίρνει μέγιστη τιμή και

1

π

∫
D

|f ′(z)|2dz < +∞.

Τέλος, αν f, fn ∈ A∞(D) και fn → f στην τοπολογία του A∞(D). Τότε, fn → f και
f ′n → f ′ ομοιόμορφα. Οπότε ‖fn − f‖D → 0 κι άρα η εμφύτευση

ι1 : A∞(D)→ D, με ι1(f) = f

είναι συνεχής στο D.

1.4 Αρμονικές συναρτήσεις

Ορισμός 1.4.1. ([2]) ΄Εστω G ένα ανοικτό υποσύνολο του Rn
, n ≥ 2. Μία δύο φορές

συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση u : G→ C λέγεται αρμονική στο G αν

∆u = 0 ,

όπου

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ . . .
∂2

∂x2
n

και x = (x1, x2, . . . ) .

Πρόταση 1.4.2. ([2]) Αν u μία πραγματική συνάρτηση, ορισμένη στην κλειστή μοναδιαία
μπάλα B του Rn

, η οποία είναι αρμονική στην ανοικτή μοναδιαία μπάλα B και συνεχής στην B,
τότε για κάθε x ∈ B ισχύει

u(x) =

∫
S

u(ζ)P (x, ζ)dσ(ζ),
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όπου

P (x, ζ) =
1− |x|2

|x− ζ|n
ο πυρήνας του Poisson,

S = ∂B η μοναδιαία σφαίρα και

σ το μέτρο Haar στην S.

Παραγωγίζοντας βλέπουμε ότι u ∈ C∞(B) και για κάθε μικτή μερική παράγωγο ισχύει

∂a1+···+adu(x)

∂xa1
1 . . . ∂xadd

=

∫
S

u(ζ)
∂a1+···+adP (x, ζ)

∂xa1
1 . . . ∂xadd

dσ(ζ),

για κάθε x ∈ B .

Με μεταφορά και διαστολή, η προηγούμενη πρόταση ισχύει για κάθε μπάλα B(a, r) με κέν-
τρο a και ακτίνα r. Συνεπώς, κάθε αρμονική συνάρτηση είναι απείρως διαφορίσιμη.

Το επόμενο θεώρημα είναι το αντίστοιχο του θεωρήματος Weierstrass για την ομοιόμορφη
σύγκλιση ακολουθιών ολομόρφων συναρτήσεων.

Θεώρημα 1.4.3. ([16]) ΄Εστω G ένα ανοικτό υποσύνολο του Rn
, n ≥ 2 και (um)m∈N μια

ακολουθία αρμονικών συναρτήσεων στο G που συγκλίνει σε μία συνάρτηση u, ομοιόμορφα στα
συμπαγή του G. Τότε η u είναι αρμονική στο G.
Επιπλέον, κάθε μικτή μερική παράγωγος της ακολουθίας (um)m∈N συγκλίνει στην αντίστοι-

χη παράγωγο της u ομοιόμορφα στα συμπαγή του G.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε B(a, r) ⊂ Ω η u είναι αρμονική στην B(a, r) κι ότι
κάθε μικτή μερική παράγωγος της ακολουθίας (um)m∈N συγκλίνει στην αντίστοιχη παράγω-
γο της u ομοιόμορφα στα συμπαγή της B(a, r). Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να
υποθέσουμε ότι η B(a, r) είναι η ανοικτή μοναδιαία μπάλα B.
Από την πρόταση 1.4.2, για κάθε x ∈ B και για κάθε m ∈ N έχουμε

um(x) =

∫
S

um(ζ)P (x, ζ)dσ(ζ) .

Παίρνοντας όριο m→ +∞ και στα δύο μέρη έπεται ότι

u(x) =

∫
S

u(ζ)P (x, ζ)dσ(ζ),

για κάθε x ∈ B. Συνεπώς, η u είναι αρμονική στην B.
Επιπλέον,

lim
m→+∞

∫
∂B

um(ζ)
∂a1+···+adP (x, ζ)

∂xa1
1 . . . ∂xadd

dσ(ζ) =

∫
∂B

u(ζ)
∂a1+···+adP (x, ζ)

∂xa1
1 . . . ∂xadd

dσ(ζ).

Δηλαδή

lim
m→+∞

∂a1+···+adum(x)

∂xa1
1 . . . ∂xadd

=
∂a1+···+adu(x)

∂xa1
1 . . . ∂xadd

.
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Αν K είναι ένα συμπαγές υποσύνολο της B, τότε κάθε μικτή μερική παράγωγος του πυρήνα
Poisson,

∂a1+···+adP (x, ζ)

∂xa1
1 . . . ∂xadd

,

είναι ομοιόμομορφα φραγμένη στο K × S. ΄Αρα κάθε μικτή μερική παράγωγος της ακολουθίας
um συγκλίνει στην αντίστοιχη παράγωγο της u ομοιόμορφα στοK, κι έχουμε το ζητούμενο.

Με τη βοήθεια του προηγούμενου θεωρήματος θα δείξουμε ότι κάτω απο προϋποθέσεις

που θυμίζουν αυτές του θεωρήματος 1.2.5, το προβολικό όριο χώρων αρμονικών συναρτήσεων,

ορισμένων στα Ωm = Ko
m είναι ομοιομορφικό με τον χώρο των αρμονικών συναρτήσεων στο Ω

εφοδιασμένο με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή.

Το προβολικό όριο χώρων αρμονικών συναρτήσεων.

΄Εστω G ένα ανοικτο και φραγμένο υποσύνολο του Rd
, d ≥ 2.

Συμβολίζουμε με h(G) το σύνολο των αρμονικών συναρτήσεων ορισμένων στο σύνολο G,
εφοδιασμένο με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή του G.
Συμβολίζουμε με a∞(G) το σύνολο που αποτελείται από τις ορισμένες στο σύνολο G αρ-

μονικές συναρτήσεις των οποίων κάθε μικτή μερική παράγωγος επεκτείνεται συνεχώς στην

κλειστότητα G του G, εφοδιασμένο με την τοπολογία που ορίζουν οι ημινόρμες

sup
x∈G

∣∣∣∣ ∂a1+···+adf

∂xa1
1 . . . ∂xadd

∣∣∣∣ , a1 . . . ad ∈ {0, 1, . . . }, όπου x = (x1, . . . xd).

Ορισμός 1.4.4. ΄Εστω G ένα φραγμένο ανοικτό υποσύνολο του Rd
.

Συμβολίζουμε m(G) το σύνολο όλων των τοπολογικών χώρων X(G) τέτοιων ώστε

a∞(G) ⊆ X(G) ⊆ h(G)

και οι αντίστοιχες εμφυτεύσεις,

ι1 : a∞(G)→ X(G) με ι1(u) = u και ι2 : X(G)→ h(G) με ι2(w) = w

είναι συνεχείς.

Δηλαδή, αν ένα δίκτυο συναρτήσεων ui ∈ a∞(G), i ∈ I συγκλίνει σε μία u ∈ a∞(G) στην
τοπολογία του a∞(G) τότε το ui συγκλίνει στην u και στην τοπολογία του X(G). Επίσης, αν
ένα δίκτυο συναρτήσεων ui ∈ X(G), i ∈ I συγκλίνει μία u ∈ X(G) στην τοπολογία του X(G)
τότε το ui συγκλίνει στην u και στην τοπολογία του h(G).

Πρόταση 1.4.5. ΄Εστω Ω ένα ανοικτό υποσύνολο του Rd
φραγμένο ή μη φραγμένο. Τότε

υπάρχει μια οικογένεια (Ωm)m∈N ανοικτών και φραγμένων υποσυνόλων του Ω ώστε⋃
m

Ωm = Ω και Ωm ⊆ Ωm ⊆ Ωm+1,

για κάθε m ∈ N.
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Η απόδειξη είναι ανάλογη με την περίπτωση ανοικτού υποσυνόλου του Cd
στην Πρόταση

1.3.3..

Πρόταση 1.4.6. ΄Εστω Ω ένα ανοικτό υποσύνολο του Rd
φραγμένο ή μη φραγμένο και

(Ωm)m∈N μια οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων του, ώστε Ω =
⋃
m Ωm και Ωm ⊆ Ωm ⊆ Ωm+1,

για κάθε m ∈ N.
Για κάθε m = 1, 2, . . . θεωρούμε Xm(Ωm) έναν χώρο αρμονικών συναρτήσεων που ανήκει

στο m(Ωm) και για n ≤ m θεωρούμε την απεικόνιση

Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) με Tm,n(u) = u|Ωn για κάθε f ∈ Xm(Ωm).

Τότε, η οικογένεια {Xm(Ωm), Tm,n,N} είναι ένα προβολικό σύστημα τοπολογικών χώρων.

Απόδειξη. Θα δείξουμε πρώτα ότι οι απεικονίσεις Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) είναι καλά ορισμέ-
νες, για κάθε n,m ∈ N με n ≤ m.
΄Εχουμε Xm(Ωm) ⊆ h(Ωm) και Ωn ⊂ Ωm. Οπότε, αν u ∈ Xm(Ωm) και n < m, τότε η u

είναι αρμονική στο Ωn. ΄Αρα κάθε παράγωγος της u|Ωn επεκτείνεται συνεχώς στο σύνορο του
Ωn. Δηλαδή u ∈ a∞(Ωn) ⊆ Xn(Ωn) και η

Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) με Tm,n(u) = u|Ωn ,

είναι καλά ορισμένη.

Επιπλέον, αν ένα δίκτυο ui ∈ Xm(Ωm) συγκλινει σε μία συνάρτηση u ∈ Xm(Ωm) στην
τοπολογία του Xm(Ωm) , τότε από την υπόθεση συγκλίνει ομοιόμορφα στα συμπαγή του Ωm.

Από το θεώρημα 1.4.3 έπεται ότι κάθε μικτή, μερική παράγωγος της (um)m∈N συγκλίνει στην
αντίστοιχη παράγωγο της u ομοιόμορφα στα συμπαγή του Ωm.

΄Ομως το σύνολο Ωn είναι συμπαγές στο Ωm, άρα

ui|Ωn → u|Ωn στην τοπολογία του a∞(Ωn) .

Από την υπόθεση, έπεται ότι

Tm,n(ui) = ui|Ωn → u|Ωn = Tm,n(u)

στην τοπολογία του Xn(Ωn).
Συνεπώς, η Tm,n : Xm(Ωm)→ Xn(Ωn) είναι συνεχής.
Τέλος, είναι εύκολο να δούμε ότι Tm,n = Ts,n ◦ Tm,s, για κάθε n ≤ m ≤ m.
΄Αρα, η οικογένεια {Xm(Ωm), Tm,n,N} αποτελεί ένα προβολικό σύστημα τοπολογικών χώ-

ρων.

Θεωρούμε X τον τοπολογικό χώρο που είναι το προβολικό όριο της {Xm(Ωm), Tm,n,N}.
Θα δούμε ότι η απόδειξη του επόμενου θεωρήματος δεν διαφέρει ουσιαστικά από αυτήν του

θεωρήματος 1.2.5.

Θεώρημα 1.4.7. Με τους παραπάνω συμβολισμούς και υποθέσεις, ο τοπολογικός χώρος X
είναι ομοιομορφικός με τον h(Ω).
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Απόδειξη. Αν u ∈ h(Ω) τότε u|Ωm ∈ a∞(Ωm) ⊆ Xm(Ωm). Οπότε, αν θέσουμε

gm = u|Ωm και g = (g1, g2, . . . ) = g(f),

τότε g ∈
∏∞

m=1 Xm(Ωm). Για κάθε n ≤ m είναι εύκολο να δούμε ότι Tm,n(gm) = gn. Συνεπώς,
g ∈ X. ΄Ετσι, ορίζουμε μια απεικόνιση

Φ: h(Ω)→ X, με Φ(u) = g(u).

Η απεικόνιση Φ είναι 1-1. Πράγματι, αν g(u) = g(w) τότε

u|Ωm = w|Ωm για κάθε m = 1, 2, . . . .

Αφού ∪mΩm = Ω, έπεται ότι u(z) = w(z) για κάθε z ∈ Ω, δηλαδή u ≡ w και η Φ είναι 1-1.
Η απεικόνιση Φ είναι επίσης επί. Πράγματι, αν g = (g1, g2, . . . ) ∈ X, τότε για κάθε z ∈ Ω

υπάρχει τουλάχιστον ένας φυσικός αριθμός n(z) τέτοιος ώστε

z ∈ Ωm , για κάθε m ≥ n(z) ,

αφού Ωm ⊆ Ωm+1 και ∪mΩm = Ω. Επιπλέον, δεδομένου ότι Tm,n(z)gm = gn(z), έχουμε

gm(z) = gn(z)(z), για κάθε m ≥ n(z). Θέτουμε

u(z) = gn(z)(z).

Θα δείξουμε ότι η u είναι αρμονική στο Ω. Αν z0 ∈ Ω τότε z0 ∈ Ωn(z0). Αφού το Ωn(z0) είναι

ανοικτό, υπάρχει B(z0, r) που περιέχεται στο Ωn(z0). Για κάθε z ∈ B(z0, r), έχουμε

n(z) ≤ n(z0) και u(z) = gn(z)(z) = gn(z0)(z).

Αλλά gn(z0) ∈ Xn(z0)(Ωn(z0)) ⊂ h(Ωn(z0)). ΄Επεται ότι η u είναι αρμονική στην μπάλα B(z0, r).
Αφού το z0 ήταν τυχόν στο Ω, έχουμε ότι

u ∈ h(Ω) .

Επίσης, είναι προφανές ότι Φ(u) = g. Αφού η g τυχούσα απεικόνιση στο X, έπεται ότι η
απεικόνιση Φ είναι επί.
Επιπλέον, η Φ είναι συνεχής. Πράγματι, αν ένα δίκτυο ui ∈ h(Ω), i ∈ I συγκλίνει σε μία

u, ομοιόμορφα στα συμπαγή, τότε από το θεώρημα 1.4.3 το ίδιο ισχύει για κάθε μικτή, μερική
παράγωγο. Αφού το Ωm είναι συμπαγές υποσύνολο του Ω έπεται ότι ui |Ωm→ u|Ωm στην
τοπολογία του a∞(Ωm). Από την υπόθεση έχουμε

ui|Ωm → u |Ωm στην τοπολογία του Xm(Ωm).

Από την παρατήρηση 1.1.3 , έχουμε ότι Φ(ui) → Φ(u) στην τοπολογία του X. Συνεπώς, η
απεικόνιση Φ είναι συνεχής.
Μένει να δείξουμε ότι η Φ−1

ειναι επίσης συνεχής. ΄Εστω ότι

(ui|Ω1 ,u
i|Ω2 , . . . ) = Φ(ui)→ Φ(u) = (u|Ω1 , u|Ω2 , . . . ) στην τοπολογία του X .
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Τότε ui|Ωm → u|Ωm για κάθε m = 1, 2, . . . στην τοπολογία του Xm(Ωm), το οποίο, από την
υπόθεση, επάγει την ομοιόμορφη σύγκλιση στα συμπαγή του Ωm. Θα δείξουμε ότι u

i → u
ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές K ⊂ Ω.
Αν K συμπαγές υποσύνολο του Ω, τότε υπάρχει m0 τέτοιο ώστε K ⊂ Ωm0 . Αλλά

ui|Ωm0
→ u|Ωm0

ομοιόμορφα στα συμπαγή του Ωm0 και ειδικότερα στο K. Συνεπώς u
i → u ομοιόμορφα σε

κάθε συμπαγές K ⊂ Ω κι άρα ui → u στην τοπολογία του h(Ω). ΄Ετσι, η Φ−1
είναι συνεχής κι

η Φ ομοιομορφισμός.
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Κεφάλαιο 2

Είναι γνωστό ότι οι έννοιες χωρίου ολομορφίας και χωρίου ασθενούς ολομορφίας είναι ισο-

δύναμες. Η αρχική απόδειξη ήταν κατασκευαστική, πολύπλοκη κι όχι στοιχειώδης. ( [24])

Στη συνέχεια με χρήση του θεωρήματος του Baire δίδεται απλούστερη απόδειξη ([17]) και
μάλιστα για γενικότερες κλάσεις F ολομόρφων συναρτήσεων κι όχι μόνο για F = H(Ω), όπου
H(Ω) είναι ο χώρος των ολομόρφων συναρτήσεων στο χωρίο Ω ⊂ Cn

. Η απόδειξη βασίζεται

σε ένα θεώρημα του Banach το οποίο συνεπάγεται ότι για κάθε χωρίο ασθενούς F -ολομορφίας
το σύνολο A των μη επεκτάσιμων συναρτήσεων που ανήκουν στο F είναι δεύτερης κατηγορίας
ως προς κάποια «καλή» τοπολογία του F . Δηλαδή, το A περιέχει Gδ και πυκνό υποσύνολο του

F .
Η χρήση του θεωρήματος του Banach δεν επιτρέπει να δείξουμε ότι το ίδιο το A είναι και Gδ

μέσα στο F . Αυτό επιτυγχάνεται αν το θεώρημα του Banach αντικατασταθεί από το θεώρημα
μιγαδικής ανάλυσης φυσιολογικών οικογενειών του Montel. ([23])
Παραδείγματα χώρων που ισχύει το παραπάνω αποτέλεσμα είναι οι χώροι Ap(Ω), Hp

∞(Ω), οι
χώροι Bergman, Hardy κ.α.
Το ότι το θεώρημα του Banach δεν μπορεί να δώσει ότι το A είναι το ίδιο Gδ έπεται από

δουλειές των St. Raymond, Ding και Gao ([25], [7]) διότι αποδεικνύουν ότι η συνεχής γραμμική
εικόνα χώρου Banach ή Fréchet μέσα σε άλλο χώρο Fréchet, μπορεί να είναι οσοδήποτε ψηλά
στην ιεραρχία Borel.

2.1 Επεκτάσιμες συναρτήσεις

Δίνουμε αρχικά δύο ορισμούς για τις επεκτάσιμες (αντίστοιχα μη επεκτάσιμες) συναρτήσεις και

δείχνουμε ότι είναι ισοδύναμοι.

Ορισμός 2.1.1. ([23]) ΄Εστω Ω ένα ανοικτό και συνεκτικό υπισύνολο του Cd
και f : Ω→ C

μια ολόμορφη συνάρτηση. Τότε η f λέγεται επεκτασιμη αν υπάρχουν ένα ανοικτό και συνεκτικό
σύνολο U ⊆ Cd

ώστε U ∩ Ω 6= ∅, U ∩ Ωc 6= ∅, μία ολόμορφη συνάρτηση F : U → C και μια
συνεκτική συνιστώσα V του U ∩ Ω τέτοια ώστε F |V = f |V .
Διαφορετικά, η f ονομάζεται μη επεκτάσιμη.

Ορισμός 2.1.2. ([23]) ΄Εστω Ω ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του Cd
και f : Ω→ C

μια ολόμορφη συνάρτηση. Τότε η f λέγεται επεκτασιμη, υπό την έννοια των χωρίων Riemann,
αν υπάρχουν δύο ευκλείδειες μπάλες B1, B2 ⊆ Cd

, με

B1 ⊆ B1 ⊆ B2 ∩ Ω , B2 ∩ Ω 6= ∅ , B2 ∩ Ωc 6= ∅ ,

35
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και μία φραγμένη ολόμορφη συνάρτηση F : B2 → C τέτοια ώστε F |B1 = f |B1 .

Διαφορετικά, η f ονομάζεται μη επεκτάσιμη, υπό την έννοια των χωρίων Riemann.

Πρόταση 2.1.3. ([23]) Οι ορισμοί 2.1.1 και 2.1.2 είναι ισοδύναμοι.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η f ικανοποιεί τον ορισμό 2.1.2. Θέτουμε U = B2 και θεωρούμε V
τη συνιστώσα του U ∩ Ω που περιέχει την B1. Δεδομένου ότι f |B1 = F |B1 , από την αρχή

αναλυτικής συνέχισης έπεται f |V = F |V . Οπότε ο ορισμός 2.1.1 ικανοποιείται.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι η f ικανοποιεί τον ορισμό 2.1.1. Ισχυριζόμαστε ότι

V ∩ ∂Ω 6= ∅ .

΄Εστω z1 ∈ V ∩Ω ⊆ U ∩Ω και z2 ∈ U ∩Ωc
. Δεδομένου ότι το U είναι ανοικτό και συνεκτικό

υποσύνολο του Cd
, υπάρχει πολυγωνική γραμμή Γ στο U που ενώνει τα z1, z2. ΄Ομως, z1 ∈ V

ενώ z2 /∈ V , οπότε η Γ τέμνει το ∂V . ΄Εστω

w ∈ Γ ∩ ∂V .

Αφού Γ ⊆ U , έπεται w ∈ ∂Ω. ΄Ετσι,

w ∈ ∂V ∩ ∂Ω ⊆ V ∩ ∂Ω

και ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Αφού w ∈ U , υπάρχει r > 0, ώστε B(w, r) ⊂ U , όπου B(w, r) η ευκλείδεια μπάλα με
κέντρο w και ακτίνα r. Θέτουμε

B2 = B
(
w,

r

2

)
.

Τότε η F είναι ολόμορφη και φραγμένη στην B2. Δεδομένου ότι w ∈ V , έπεται B2 ∩ V 6= ∅
και θεωρούμε ένα z ∈ B2 ∩ V . Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε B(z, δ) ⊆ B2 ∩ V . Θέτουμε

B1 = B

(
z,
δ

2

)
.

΄Ετσι

B1 ⊆ B1 ⊆ B2 ∩ V ⊆ B2 ∩ Ω , F |B1 = f |B1 και

η F είναι ολόμορφη και φραγμένη στην B2.

΄Αρα η f ικανοποιεί τον ορισμό 2.1.2.

Παρατήρηση 2.1.4. Συχνά μία μη επεκτάσιμη συνάρτηση καλείται πουθενά επεκτάσιμη, ενώ

μία επεκτάσιμη συνάρτηση καλείται κάπου επεκτάσιμη.
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2.2 Χωρία ολομορφίας

΄Εστω Ω ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του Cd
και F : = F(Ω) ένα σύνολο ολομόρφων

συναρτήσεων f : Ω→ C τέτοιο ώστε F ⊆ H(Ω).

Ορισμός 2.2.1. ([23]) Το ανοικτό και συνεκτικό σύνολο Ω ⊆ Cd
λέγεται F -χωρίο ολομορ-

φίας αν υπάρχει f ∈ F μη επεκτάσιμη.

Ορισμός 2.2.2. ([23]) Το ανοικτό και συνεκτικό σύνολο Ω ⊆ Cd
λέγεται ασθενώς F -χωρίο

ολομορφίας αν για κάθε ζευγάρι ανοικτών Ευκλείδειων μπαλών B1, B2 με

B1 ⊆ B1 ⊆ B2 ∩ Ω , B2 ∩ Ω 6= ∅ και B2 ∩ Ωc 6= ∅

υπάρχει συνάρτηση fB1,B2 ∈ F ώστε ο περιορισμός της fB1,B2 στην B1 να μην έχει φραγμένη,

ολόμορφη επέκταση στην B2.

Στα επόμενα συμβολίζουμε dΩ(x) την απόσταση του x από το Ωc
, δηλαδή

dΩ(x) = sup{r ∈ [0,+∞) : B(x, r) ⊆ Ω} ,

Txf τη δυναμοσειρά της f με κέντρο το x, δηλαδή

Tx(f) =
∑
ν∈Zν+

∂νf(x)

ν!
(z − x)ν

και d(Txf) την ακτίνα σύγκλισής της Txf .

Παρατήρηση 2.2.3. ([17]) Το ανοικτό συνεκτικό σύνολο Ω ⊆ Cd
είναι ένα ασθενώς F -

χωρίο ολομορφίας αν και μόνο αν

dΩ(x) = inf{d(Txf) : f ∈ F} για κάθε x ∈ Ω

ισοδύναμα αν και μόνο αν για κάθε r > dΩ(x) υπάρχει f ∈ F ώστε d(Txf) < r.

Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά ότι το σύνολο Ω ⊆ Cd
είναι ένα ασθενώς F -χώριο ολομορφίας,

δηλαδή υποθέτουμε ότι για κάθε ζευγάρι ανοικτών ευκλείδιων μπαλών

B1, B2 ⊆ Cd
με B1 ⊆ B1 ⊆ B2 ∩ Ω, B2 ∩ Ω 6= ∅, B2 ∩ Ωc 6= ∅

υπάρχει f : = fB1,B2 ∈ F ώστε ο περιορισμός f |B1 να μην έχει φραγμένη, ολόμορφη επέκταση

στην B2.

΄Εστω ότι υπάρχει x0 ∈ Ω και r > dΩ(x0) ώστε d(Tx0f) ≥ r για κάθε f ∈ F . Διαλέγουμε
μια f ∈ F και r′ > 0 τέτοιο ώστε r > r′ > dΩ(x0). Θέτουμε

B1 = B

(
x0,

dΩ(x0)

2

)
B2 = B(x0, r

′)
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και

F (z) = Tx0f(z) για κάθε z ∈ B2.

Τότε B1 ⊆ B1 ⊆ B2 ∩ Ω, B2 ∩ Ω 6= ∅, B2 ∩ Ωc 6= ∅, F ολόμορφη στην B2 , F |B1 = f |B1 και

F φραγμένη στην B2 αφού

|f(z)| ≤ sup{|f(ζ)| : ζ ∈ ∂B(x0, r
′)} για κάθε z ∈ B2 .

Δηλαδή, η F είναι φραγμένη, ολόμορφη επέκταση της f |B1 στην B2, το οποίο είναι άτοπο.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι dΩ(x) = inf{d(Txf) : f ∈ F}, για κάθε x ∈ Ω. ΄Εστω ότι
υπάρχουν ανοικτές ευκλείδειες μπάλες B1, B2 ⊆ Cn

με B1 ⊆ B1 ⊆ B2 ∩ Ω, B2 ∩ Ω 6= ∅,
B2 ∩ Ωc 6= ∅ και συναρτήσεις f ∈ F και φραγμένη F ∈ H(B2) με F |B1 = f |B1 . Επιλέγουμε

x0 ∈ B1 ώστε dΩ(x0) < dB2(x0) : = r.

Τότε, d(Tx0f) = d(Tx0F ) ≥ dB2(x0) = r, το οποίο είναι άτοπο.

Λήμμα 2.2.4. ([17]) ΄Εστω ∅ 6= F ⊆ H(Ω). Το Ω είναι ένα ασθενές F -χωρίο ολομορφίας αν
και μόνο αν υπάρχει ένα πυκνό υποσύνολο A ⊆ Ω τέτοιο ώστε dΩ(x) = inf{d(Txf) : f ∈ F}
για κάθε x ∈ A.

Απόδειξη. Αν το Ω είναι ένα ασθενές F -χωρίο ολομορφίας προφανώς ισχύει το ζητούμενο.
Αντίστροφα, έστω x0 ∈ Ω και r > r0 > dΩ(x0). Υποθέτουμε ότι d(Tx0f) ≥ r για κάθε

f ∈ F . Επιλέγουμε
0 < s < min{dΩ(x0), r − r0, r0 − dΩ(x0)}

και θέτουμε

U ′ = B(x0, s) .

Τότε U ′ ⊆ Ω ανοικτή περιοχή του x0 και για κάθε x ∈ U ′ και για κάθε f ∈ F έχουμε

d(Txf) ≥ r − s ≥ r0 και dΩ(x) ≤ dΩ(x0) + s < r0 .

΄Ομως το A είναι πυκνό στο Ω, άρα U ′ ∩ A 6= ∅ οπότε υπάρχει x ∈ A με d(Txf) > dΩ(x), το
οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ο Ω είναι ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας.

Η έννοια του ασθενώς F - χωρίου ολομορφίας, είναι πιο γενική και μπορεί να οριστεί σε
οποιοδήποτε (X, p) χωρίο Riemann επί του Cn

([17]).

Ορισμός 2.2.5. ([17]) ΄Ενα ζευγάρι (X, p) λέγεται χωρίο Riemann (Riemann domain) επί
του Cn

αν ο X είναι Hausdorff συνεκτικός τοπολογικός χώρος και η απεικόνιση p : X → Cn

είναι τοπικός ομοιομορφισμός.
1

Παρατήρηση 2.2.6. ([17]) Αν το σύνολο Ω είναι ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του
Cn
, τότε το (Ω, idΩ) είναι χωρίο Riemann επί του Cn

. Αυτή είναι η συνήθης ταυτοποίηση των

τόπων του Cn
με τα χωρία Riemann .

Ωστόσο, οποιοσδήποτε τοπικός ομοιομορφισμός p : Ω→ Cn
δίνει στο Ω δομή χωρίου Rie-

mann επί του Cn
. Για παράδειγμα, το ζεύγος (C, exp) είναι χωρίο Riemann επί του C.

1
για κάθε a ∈ X υπάρχει ανοικτή περιοχή U του a τέτοια ώστε p(U) ανοικτό στο Cn

και p|U : U → p(U)
ομοιομορφισμός
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Ορισμός 2.2.7. ([17]) ΄Εστω (X, p) ένα χωρίο Riemann επί του Cn
.

Μια συνάρτηση f : X → C λέγεται ολόμορφη αν η συνάρτηση f ◦ (p|U)−1
είναι ολόμορφη

με τη συνήθη έννοια στο p(U) ⊆ Cn
, για κάθε U ανοικτό υποσύνολο του X τέτοιο ώστε ο

περιορισμός p|U : U → p(U) να είναι ομοιομορφισμός.
Μια απεικόνιση F = (F1, . . . , Fm) : X → Cm

λέγεται ολόμορφη αν οι συναρτήσεις F1, . . . , Fm
είναι ολόμορφες.

Ορισμός 2.2.8. ([17]) ΄Εστω (X, p) ένα χωρίο Riemann επί του Cn
.

Η δυναμοσειρά

Taf(z) : = Tp(a)(f ◦ p−1
a )(z) =

∑
ν∈Zν+

∂νf(a)

ν!
(z − p(a))ν

λέγεται σειρά Taylor της f . Θεωρούμε d(Taf) την ακτίνα σύγκλισης της σειράς Taylor Taf ,

d(Taf) = sup{r > 0: Taf(z) συγκλίνει για κάθε z ∈ Bq(p(a), r)},

όπου q(z) = max{|z1|, . . . , |zn|} για z = (z1, . . . zn) ∈ Cn
.

Παρατηρούμε ότι d(Taf) ≥ dX(a) , όπου dX(a) η απόσταση από το σύνορο, δηλαδή

dX(a) = sup{r ∈ (0,+∞] : υπάρχει B̂q(a, r)}

όπου για κάθε a ∈ X και r ∈ (0,+∞] συμβολίζουμε με B̂q(a, r) μια ανοικτή περιοχή του a

τέτοια ώστε ο περιορισμός p|B̂q(a,r) : B̂q(a, r)→ p(B̂q(a, r)) να είναι ομοιομορφισμός κι επιπλέον

ισχύει p(B̂q(a, r)) = Bq(p(a), r).

Επιπλέον, f(x) = Taf(p(x)), αν a ∈ X, x ∈ B̂q(a, r) και f ολόμορφη στο X.

Ορισμός 2.2.9. ([17]) ΄Εστω (X, p) ένα χωρίο Riemann επί του Cn
και ∅ 6= F ⊆ H(X).

Λέμε ότι ο (X, p) είναι ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας αν

dX(a) = inf {d(Taf) : f ∈ F} , για κάθε a ∈ X,

ισοδύναμα, αν για κάθε r > dX(a) υπάρχει f ∈ F ώστε d(Taf) < r.

2.3 Το σύνολο των μη-επεκτάσιμων συναρτήσεων

Ορισμός 2.3.1. ([19]) ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος.
΄Ενα σύνολο A ⊆ X λέγεται 1ης κατηγορίας ή meager αν περιέχεται σε μια αριθμήσιμη ένωση
κλειστών υποσυνόλων με κενό εσωτερικό.

΄Ενα σύνολο A ⊆ X λέγεται residual ή comeager αν το συμπλήρωμά του είναι 1ης κατηγορίας.

Παρακάτω βλέπουμε ότι, για κάθε ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας, το σύνολο A των μη
επεκτάσιμων συναρτήσεων που ανήκουν στο F είναι residual, ως προς κάποια «καλή» τοπολογία
του F . Η απόδειξη γίνεται με τη χρήση του ακόλουθου θεωρήματος ανοικτής απεικόνισης του
Banach.



40

Θεώρημα 2.3.2. [Banach] ([4]) ΄Εστω διανυσματικοί χώροι E,F , όπου ο E είναι πλήρης
μετρικοποιήσιμος χώρος, ο F ένας Hausdorff τοπολογικός χώρος και μια απεικόνιση u : E → F
συνεχής και γραμμική. Τότε:

• Είτε η εικόνα u(E) είναι 1ης κατηγορίας στο F .

• ΄Η u(E) = F , η u είναι ανοικτή απεικόνιση και ο F είναι πλήρης μετρικός χώρος.

Θεώρημα 2.3.3. ([17]) ΄Εστω ∅ 6= F ⊆ H(Ω) ένας τοπολογικός διανυσματικός χώρος
Fréchet, του οποίου η τοπολογία T είναι συμβατή με τις συνήθεις πράξεις +, ·. Υποθέτουμε
επίσης ότι η σύγκλιση fn → f ως προς την τοπολογία του F συνεπάγεται την κατά σημείο
σύγκλιση. Αν το Ω είναι ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας τότε το σύνολο

A : = {f ∈ F : f μη-επεκτάσιμη }

είναι residual στο F .

Απόδειξη. Για κάθε a ∈ Ω και r > 0 θέτουμε Fa,r : = {f ∈ F : d(Taf) ≥ r}.
Τότε ο Fa,r είναι διανυσματικός υπόχωρος του F . Πράγματι, αν f1, f2 ∈ Fa,r και c ∈ C

τότε f1, f2 ∈ F κι αφού ο F είναι διανυσματικός χώρος έπεται f1 + f2 ∈ F και cfi ∈ F , για
i = 1, 2. Επιπλέον ,

Tafi =
∑
ν∈Zν+

∂νfi(a)

ν!
(z − a)ν

με d(Tafi) ≥ r. ΄Ομως

Ta(f1 + f2) =
∑
ν∈Zν+

∂ν(f1 + f2)(a)

ν!
(z − a)ν

=
∑
ν∈Zν+

∂νf1(a)

ν!
(z − a)ν +

∑
ν∈Zν+

∂νf2(a)

ν!
(z − a)ν

και

Ta(cf1) =
∑
ν∈Zν+

∂ν(cfi)(a)

ν!
(z − a)ν = c ·

∑
ν∈Zν+

∂νfi(a)

ν!
(z − a)ν

οπότε d(Ta(f1 + f2)) ≥ r και d(Ta(cfi)) ≥ r. ΄Αρα f1 + f2 ∈ Fa,r και cf1 ∈ Fa,r.
Εφοδιάζουμε τον Fa,r με τοπολογία Ta,r ώστε για fn, f0 ∈ Fa,r να ισχύει fn → f0 ως προς

την Ta,r αν και μόνο αν fn → f0 ως προς την T και Tafn → Taf0 ως προς την τοπολογία της

ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή της ευκλείδειας μπάλας B(a, r) με κέντρο a και ακτίνα r.
Με αυτή την τοπολογία ο Fa,r είναι χώρος Fréchet. Πράγματι, ο Fa,r παράγεται από την οι-

κογένεια Γ των ημινορμών που παράγουν τους χώρους Fréchet F και H(B(a, r)). Η οικογένεια
Γ είναι προφανώς αριθμήσιμη και διαχωρίζουσα, άρα ορίζει μετρική αναλλοίωτη στις μεταφορές.
Μένει να δείξουμε ότι ο Fa,r είναι πλήρης. Θεωρούμε (fn)n∈N μια ακολουθία Cauchy στον Fa,r.
Τότε για κάθε n ∈ N ισχύει fn ∈ F και η (fn)n∈N είναι ακολουθία Cauchy στον πλήρη χώρο
(F , T ). ΄Αρα υπάρχει

f0 ∈ F ώστε fn → f0 ως προς την τοπολογία T .
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Επιπλέον, για κάθε n ∈ N ισχύει d(Tafn) ≥ r και η (Tafn)n∈N είναι ακολουθία Cauchy στον
πλήρη χώρο H(B(a, r)) εφοδιασμένο με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμ-
παγή. ΄Αρα υπάρχει

f1 ∈ H(B(a, r)) με Tafn → f1 ομοιόμορφα στα συμπαγή της B(a, r) ,

οπότε Tafn(z) → f1(z) για κάθε z ∈ B(a, r). ΄Ομως από την υπόθεση η σύγκλιση fn → f0

ως προς την τοπολογία T συνεπάγεται την κατά σημείο σύγκλιση στο X. Οπότε για κάθε
z ∈ B(a, r) ∩X έχουμε

f0(z) = lim
n→+∞

fn(z) = lim
n→+∞

Tafn(z) = f1(z).

Επομένως f0 ∈ Fa,r και fn → f0 ως προς την Ta,r κι έχουμε το ζητούμενο.
Παρατηρούμε ότι η ταυτοτική απεικόνιση id : (Fa,r, Ta,r) → (F , T ) είναι συνεχής, από τον

ορισμό της Ta,r. ΄Ετσι, από το θεώρημα Banach είτε Fa,r = F ή το σύνολο Fa,r είναι πρώτης
κατηγορίας στο F . Αφού ο Ω είναι F -χωρίο ολομορφίας, έπεται ότι για r > dΩ(a) ο Fa,r είναι
πρώτης κατηγορίας.

Θεωρούμε ένα B ⊆ Ω αριθμήσιμο και πυκνό στο Ω και θέτουμε

H : =
⋃

a∈B,k∈N

Fa,dΩ(a)+1/k.

Τότε ο H είναι πρώτης κατηγορίας στο F , ως αριθμήσιμη ένωση συνόλων πρώτης κατηγορίας
στο F κι άρα το συμπλήρωμα του F \ H είναι residual στο F .
΄Ομως, F \ H = A. Πράγματι,

F \ H =
⋂

a∈B,k∈N

{
f ∈ F : d(Taf) < dΩ(a) +

1

k

}

=
⋂
a∈B

{f ∈ F : d(Taf) ≤ dΩ(a)}

κι αφού για κάθε a ∈ Ω ισχύει d(Taf) ≥ dΩ(a) έπεται

F \ H =
⋂
a∈B

{f ∈ F : d(Taf) = dΩ(a)} .

Δηλαδή f ∈ F \H αν και μόνο αν d(Taf) = dΩ(a) για κάθε a ∈ B. Από το λήμμα 2.2.4 έπεται
f ∈ F \ H αν και μόνο αν το Ω είναι ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας, δηλαδή d(Txf) = dΩ(x)
για κάθε x ∈ Ω. ΄Αρα f ∈ F \ H αν και μόνο αν η f είναι μη επεκτάσιμη.

Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και στην γενικότερη περίπτωση που το ασθενώς F -χωρίο
ολομορφίας είναι ορισμένο επί ενός χωρίου Riemann (X, p) και η απόδειξη του θεωρήματος
είναι παρόμοια.

Παρατήρηση 2.3.4. Στην προηγούμενη απόδειξη χρησιμοποιείται η ακτίνα σύγκλισης του α-

ναπτύγματος Taylor ολόμορφης συνάρτησης. Μπορούμε να αποφύγουμε την χρήση της ακτίνας
σύγκλισης με τον ακόλουθο τρόπο.
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΄Εστω U τόπος που τέμνει και το Ω και το Ωc
και έστω V μια σταθεροποιημένη συνιστώσα

της τομής U ∩ Ω. Θεωρούμε
X = XU,V,F

το σύνολο των ολομόρφων συναρτήσεων f ∈ H(U) για τις οποίες υπάρχει g ∈ F με f |V = g|V .
Προφανώς η g = g(f) είναι μοναδική. ΟX γίνεται χώρος Fréchet αν εφοδιαστεί με τις ημινόρμες
του F για την g = g(f) και τις συνήθεις ημινόρμες για την f στο H(U).
Για να αποδειχθεί η πληρότητα του χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι η σύγκλιση gn → g μέσα

στο F συνεπάγεται την κατά σημείο σύγκλιση gn(z) → g(z) για κάθε z ∈ V . Θεωρούμε την
απεικόνιση

T : X → Y με T (f) = g(f).

Εύκολα βλέπει κανείς ότι η T είναι γραμμική και συνεχής. ΄Αρα βάσει του θεωρήματος 2.3.2
του Banach η εικόνα T (X) ⊂ F ικανοποιεί είτε τη σχέση T (X) = F ή η εικόνα T (X) είναι
πρώτης κατηγορίας.

Παίρνοντας ως U όλες τις ευκλείδειες μπάλες με ρητές ακτίνες και κέντρα σε ένα αριθμήσιμο,
πυκνό υποσύνολο του ∂Ω, κι επειδή κάθε φορά τα V είναι το πολύ αριθμήσιμα καταλήγουμε στο
ότι το σύνολο των επεκτάσιμων στοιχείων του F είτε είναι όλο το F ή είναι σύνολο πρώτης
κατηγορίας. Παίρνοντας συμπληρώματα βλέπουμε ότι το σύνολο των μη επεκτάσιμων στοιχείων

του F ή είναι κενό ή περιέχει Gδ- πυκνό υποσύνολο του F και έχουμε αποφύγει τη χρήση της
ακτίνας σύγκλισης.

Στη συνέχεια, με τη βοήθεια των θεωρημάτων του Baire και του Montel, παίρνουμε πιο
ισχυρό αποτέλεσμα.

Θεώρημα 2.3.5 (κατηγορίας του Baire). ([10]) ΄Εστω (X, ρ) πλήρης μετρικός χώρος και
(Gn) ακολουθία ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του X. Τότε το σύνολο D =

⋂
n∈NGn είναι

πυκνό υποσύνολο του X.

Θεώρημα 2.3.6 (Montel ). ([1]) ΄Εστω fn, n = 1, 2, . . . μια ακολουθία ολομόρφων συναρτή-
σεων σε ένα ανοικτό Ω, η οποία είναι τοπικά ομοίομορφα φραγμένη. Τότε υπάρχει υπακολουθία
fkn της (fn)n∈N που συγκλίνει ομοιόμορφα στα συμπαγή του Ω.

Θεώρημα 2.3.7. ([23]) Υποθέτουμε ότι ο F = F(Ω) ⊆ H(Ω) είναι ένας τοπολογικός δια-
νυσματικός χώρος με τις συνήθεις πράξεις +, · και η τοπολογία του επάγεται από μία πλήρη
μετρική. Υποθέτουμε, επίσης, ότι η σύγκλιση fn → f ως προς την τοπολογία του F συνε-
πάγεται την κατά σημείο σύγκλιση fn(z) → f(z) για κάθε z ∈ Ω. Τότε το Ω είναι ασθενώς
F -χωρίο ολομορφίας αν και μόνο αν είναι F -χωρίο ολομορφίας.
Επιπλέον, αν ισχύουν οι παραπάνω υποθέσεις και το Ω είναι ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας

τότε το σύνολο

A : = {f ∈ F : f μη επεκτάσιμη }

είναι πυκνό και Gδ στο F .

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι κάθε ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας είναι και F -χωρίο ολομορφί-
ας. Για τον αντίστροφο ισχυρισμό, αρκεί να δείξουμε ότι το σύνολοA = {f ∈ F : fμη επεκτάσιμη}
είναι πυκνό και Gδ. Ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι το Ac είναι αριθμήσιμη ένωση κλειστών
υποσυνόλων του F με κενό εσωτερικό.
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Θεωρούμε Y το σύνολο των ζευγαριών (B1, B2) Ευκλείδειων μπαλών τέτοιες ώστε

B1 ⊆ B1 ⊆ B2 ∩ Ω , B2 ∩ Ω 6= ∅ , B2 ∩ Ωc 6= ∅ ,

τα κέντρα των B1, B2 ανήκουν στο Q2d
και οι ακτίνες των B1, B2 ανήκουν στο (0,+∞) ∩ Q,

όπου Q το σύνολο των ρητών αριθμών. Παρατηρούμε ότι το Y είναι αριθμήσιμο.
Είναι εύκολο να δούμε ότι

Ac =
⋃

(B1,B2)∈Y

⋃
M∈{1,2,... }

T (B1, B2,M)

όπου T (B1, B2,M) ⊆ F τέτοιο ώστε αν f ∈ F , τότε υπάρχει F ολόμορφη στην B2 και

φραγμένη από το M ώστε F |B1 = f |B1 .

Συνεπώς, το Ac είναι αριθμήσιμη ένωση των συνόλων T (B1, B2,M). Από το θεώρημα του
Baire αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε B1, B2 και M το σύνολο T (B1, B2,M) είναι κλειστό
υποσύνολο του F με κενό εσωτερικό.
Θεωρούμε fn ∈ T (B1, B2,M) και f ∈ F με fn → f ως προς την τοπολογία του F .

Για κάθε n ∈ {1, 2, . . . } υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση Fn στην B2, φραγμένη από το M με

Fn|B1 = fn|B1 . Από το θεώρημα του Montel υπάρχει υπακολουθία Fkn της Fn που συγκλίνει
ομοιόμορφα στα συμπαγή της B2 σε μία συνάρτηση F ολόμορφη στην B2 και φραγμένη από το

M .
Από την υπόθεση, η σύγκλιση fn → f στην τοπολογία του F , συνεπάγεται την κατα σημείο

σύγκλιση στο Ω. Συνεπώς,

f |B1 = lim
n
fn|B1 = lim

n
fkn|B1 = lim

n
Fkn|B1 = F |B1 ,

όπου f ∈ F και F ολόμορφη στην B2 και φραγμένη από το M . Επομένως, f ∈ T (B1, B2,M)
και το T (B1, B2,M) είναι κλειστό στο F .
Μένει να δείξουμε ότι το εσωτερικό του T (B1, B2,M) είναι κενό. Υποθέτουμε, προς άτοπο,

ότι f ∈ T (B1, B2,M)0
. Από την υπόθεση, υπάρχει συνάρτηση fB1,B2 ∈ F τέτοια ώστε ο

περιορισμός της στην B1 να μην έχει φραγμένη, ολόμορφη επέκταση στην B2. Δεδομένου ότι

f +
1

n
fB1,B2 → f ,

στην τοπολογία του F , και η f είναι στο εσωτερικό του T (B1, B2,M), υπάρχει n ∈ {1, 2, . . . }
ώστε η

f +
1

n
fB1,B2 ∈ T (B1, B2,M).

Συνεπώς τόσο η f όσο και η f + 1
n
fB1,B2 περιορισμένες στην B1 έχουν ολόμορφη επέκταση

στην B2 φραγμένη από M . Συνεπώς και η διαφορά τους,
1
n
fB1,B2 , έχει ολόμορφη επέκταση

στην B2 φραγμένη από 2M . ΄Επεται ότι η fB1,B2 έχει ολόμορφη επέκταση στην B2 φραγμένη

από 2nM , το οποίο έρχεται σε αντίφαση με την επιλογή της fB1,B2 . ΄Αρα

T (B1, B2,M)0 = ∅.
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Παρατήρηση 2.3.8. Παραδείγματα συνόλων X = X(Ω) που ικανοποιούν τις υποθέσεις των
θεωρημάτων 2.3.3 και 2.3.7 είναι οι χώροι Ap(Ω), Hp

∞(Ω), οι χώροι Bergman, οι χώροι Hardy
κ.α.

Δίνουμε τώρα μερικές εφαρμογές.

Εφαρμογή 2.3.9. ΄Εστω Ω ⊆ C τόπος στο επίπεδο και F = H(Ω) το σύνολο των ολομόρ-
φων συναρτήσεων στο Ω με την τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή. Τότε
υπάρχει f ∈ H(Ω) μη επεκτάσιμη και το σύνολο τους είναι Gδ-πυκνό στο H(Ω).

Απόδειξη. Για κάθε w ∈ ∂Ω θεωρούμε την συνάρτηση

fw(z) =
1

z − w
∈ H(Ω).

Αυτή δεν είναι επεκτάσιμη σε κανένα δίσκο που περιέχει το w. Το θεώρημα 2.3.7 δίνει το
αποτέλεσμα.

Σημειώνουμε ότι στο Cn
, n ≥ 2, υπάρχουν τόποι Ω ώστε κάθε f ∈ H(Ω) να είναι επεκτά-

σιμη. ΄Ενα παράδειγμα είναι το

Ω = {z ∈ C2 :
1

2
< |z| < 1}.

Εφαρμογή 2.3.10. ΄Εστω Ω ⊆ C ένας τόπος στο επίπεδο, τέτοιος ώστε η κλειστότητα Ω να
είναι μέσα στο C. Υποθέτουμε ότι για κάθε w ∈ ∂Ω υπάρχει ακολουθία wn ∈ (Ω)c με wn → w.
΄Εστω F οποιοσδήποτε χώρος που ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 2.3.7 και

F ⊇ A∞(Ω),

όπου A∞(Ω) ο χώρος των ολομόρφων συναρτήσεων f ∈ H(Ω) για τις οποίες κάθε παράγωγος
f (l)
, l = 0, 1, 2, . . . εχει συνεχή επέκταση στο Ω. Τότε το σύνολό των f ∈ F μη επεκτάσιμων

συναρτήσεων είναι μη κενό, Gδ και πυκνό στο F .

Απόδειξη. Θεωρούμε δύο δίσκους (B1, B2) όπως στο θεώρημα 2.3.7 . Επειδή B2 ∩ ∂Ω 6= ∅,
υπάρχει w ∈ B2 ∩ ∂Ω και wn0 ∈ Ω

c
με wn0 ∈ B2. Θεωρούμε την συνάρτηση

f(z) =
1

z − wn0

.

Αυτή ανήκει στο A∞(Ω) ⊆ F και ο περιορισμός f |B1 δεν επεκτείνεται στο B2 όπως εύκολα

φαίνεται χρησιμοποιώντας την αρχή της αναλυτικής συνέχισης και το γεγονός ότι η f έχει πόλο
στο wn0 . Το θεώρημα 2.3.7 δίνει το αποτέλεσμα.

Εφαρμογή 2.3.11. ΄Εστω Ω = {z ∈ C : |z| < 1, z /∈ [0, 1
2
} και

F = A(Ω) = {f : Ω→ C συνεχής με f |Ω ολόμορφη},

με την supremumm νόρμα. Τότε κάθε f ∈ A(Ω) είναι επεκτάσιμη και το σύνολο των μη
επεκτάσιμων στοιχείων της A(Ω) είναι κενό.
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Απόδειξη. Μια γνωστή εφαρμογή του θεωρήματος του Morera είναι ότι αν f : G → C είναι
συνεχής στο ανοικτό G ⊆ C και για μία ευθεία ε η f |G\ε είναι ολόμορφη, τότε η f είναι
ολόμορφη στο G. Εφαρμόζουμε το προηγούμενο για

G = {z ∈ C : |z| < 1}

και ε την πραγματική ευθεία και καταλήγουμε ότι κάθε f ∈ A(Ω) επεκτείνεται ολόμορφα στο
G ⊇ Ω. Το αποτέλεσμα είναι άμεσο.

Παρατήρηση 2.3.12. Στο επόμενο κεφάλαιο θα δούμε ότι το θεώρημα του Banach δεν
μπορεί να δώσει ότι το σύνολο A είναι το ίδιο Gδ, καθώς η συνεχής γραμμική εικόνα χώρου

Banach ή χώρου Fréchet, μπορεί να είναι οσοδήποτε ψηλά στην ιεραρχία Borel.
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Κεφάλαιο 3

Στο ([12]) αναφέρεται ότι ήδη από το 1933 οι Banach ([3]) καιMazur ([22]) έθεσαν ερωτήματα
σχετικά με την πολυπλοκότητα υποδομών Πολωνικών δομών, τα οποία απαντήθηκαν από τον

Klee το 1958 στο ([20]).
΄Ενας τοπολογικός διανυσματικός χώρος X λέμε ότι έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο

Banach , αν είναι εικόνα ενός διαχωρίσιμου χώρου Banach μέσω μιας συνεχούς και γραμμικής
απεικόνισης ([25]).

Αποδεικνύεται ότι σε κάθε απειροδιάστατο χώρο Banach υπάρχει υπόχωρος με διαχωρίσιμο
Banach μοντέλο, με οσοδήποτε μεγάλη πολυπλοκότητα στην ιεραρχία των συνόλων Borel. Το
ίδιο συμπέρασμα ισχύει και για απειροδιάστατο χώρο Fréchet. Αυτό είναι αποτέλεσμα του Jean
Saint Raymond στο ([25]).
Κατά συνέπεια το θεώρημα ανοικτής απεικόνισης του Banach δεν μας επιτρέπει να δείξουμε

ότι για κάθε ασθενώς F -χωρίο ολομορφίας το σύνολο A των μη- επεκτάσιμων συναρτήσεων
είναι Gδ και πυκνό. ΄Οπως είδαμε αυτό επιτυγχάνεται με τη βοήθεια των θεωρημάτων του Baire
και του Montel ([23]).
Παρακάτω θα δούμε μια πιο απλή απόδειξη για την ύπαρξη χώρου με διαχωρίσιμο Banach μο-

ντέλο, οσοδήποτε ψηλά στην ιεραρχία των συνόλων Borel, που δίνεται από τους Longyun Ding
και Su Gao στο ([7]). Θα ξεκινήσουμε με κάποια στοιχεία από την Περιγραφική Συνολοθεωρία.

3.1 Ιεραρχία συνόλων Borel

Θεωρούμε έναν μετρικοποιήσιμο τοπολογικό χώρο X και τον πρώτο μη αριθμήσιμο διατακτικό
αριθμό ω1. Για κάθε 1 ≤ ξ < ω1 ορίζουμε ([19]) τις κλάσεις Σ0

ξ(X), Π0
ξ(X) ώς εξής:

Σ0
1(X) = {U ⊆ X : U ανοικτό }

Π0
ξ(X) =

{
A ⊆ X : X \ A ∈ Σ0

ξ

}
Σ0
ξ(X) =

{⋃
n

An : An ∈ Π0
ξn(X) , ξn < ξ , n ∈ N

}
, για ξ > 1

Επιπλέον, θεωρούμε

∆0
ξ = Σ0

ξ ∩ Π0
ξ

Χρησιμοποιώντας, το συμβολισμό G(X) για τα ανοικτά, F (X) για τα κλειστά και Eσ, Eδ
για τις αριθμήσιμες ενώσεις και τομές αντίστοιχα στοιχείων της κλάσης E έχουμε:

Σ0
1(X) = G(X)

47
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Π0
1(X) = F (X)

Σ0
2(X) = (F (X))σ = Fσ(X)

Π0
2(X) = (G(X))δ = Gδ(X)

Σ0
3(X) = (Gδ(X))σ = Gδσ(X)

Π0
3(X) = (Fσ(X))δ = Fσδ(X) κ.ο.κ

Επίσης, ∆0
1(X) = {A ⊂ X : A ανοικτό και κλειστό }.

Γενικότερα ισχύει:

1. Σ0
ξ(X) ∪ Π0

ξ(X) ( ∆0
a(X) , για κάθε 1 ≤ ξ < a < ω1.

2. Σ0
ξ(X) = (∆0

ξ(X))σ

3. B(X) =
⋃
ξ<ω1

Σ0
ξ(X) =

⋃
ξ<ω1

Π0
ξ(X) =

⋃
ξ<ω1

∆0
ξ(X)

Οπότε, για την άλγεβρα B(X) των συνόλων Borel του X , έχουμε την εξής εικόνα :

Σ0
1 Σ0

2 Σ0
ξ Σ0

η

∆0
1 ∆0

2 . . . ∆0
ξ . . . ∆0

η . . .
Π0

1 Π0
2 Π0

ξ Π0
η

όπου ξ, η διατακτικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε ξ < η < ω1.

Παρατηρούμε ότι κάθε κλάση ανήκει σε οποιαδήποτε κλάση βρίσκεται δεξιά της.

Παρατήρηση 3.1.1. ([19]) Για κάθε ξ < ω1, οι κλάσεις Σ0
ξ(X), Π0

ξ(X) και ∆0
ξ(X) είναι

κλειστές ως προς πεπερασμένες τομές, πεπερασμένες ενώσεις και συνεχείς προεικόνες.

Επίσης, η Σ0
ξ(X) είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες ενώσεις, η Π0

ξ(X) ως προς αριθμήσιμες
τομές και η ∆0

ξ(X) ως προς συμπληρώματα.

Στα επόμενα χρησιμοποιούμε τους τελεστές ∀∞,∃∞ ως εξής:

∀∞nP (n)⇔ το σύνολο {n ∈ N : P (n)} έχει πεπερασμένο συμπλήρωμα
∃∞nP (n)⇔ το σύνολο {n ∈ N : P (n)} είναι άπειρο

Ορισμός 3.1.2. ([19]) ΄Εστω μια ακολουθία συνόλων (An)n∈N με An ⊂ X. Τότε ορίζουμε:

limnAn =
⋂
n∈N

⋃
m≥n

Am = {x : ∃∞n(x ∈ An)}

limnAn =
⋃
n∈N

⋂
m≥n

Am = {x : ∀∞n(x ∈ An)}

Είναι προφανές ότι limnAn ⊆ limnAn.
Αν είναι limnAn = limnAn τότε ορίζουμε

lim
n
An = limnAn = limnAn.
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Πρόταση 3.1.3. ([19]) Για κάθε ξ ≥ 1 ισχύει

A ∈ ∆0
ξ+1 ⇔ A = lim

n
An, όπου An ∈ ∆0

ξ για κάθε n ∈ N .

Απόδειξη. Υποθετούμε ότι υπάρχουν Am ∈ ∆0
ξ ώστε A = limmAm. Τότε για κάθε m ∈ N

έχουμε Am ∈ Σ0
ξ , οπότε, ⋃

m≥n

Am ∈ Σ0
ξ για κάθε n ∈ N .

Από τον ορισμό της κλάσης Π0
ξ+1, έπεται

A =
⋂
n

(⋃
m≥n

Am

)
∈ Π0

ξ+1 .

Επιπλέον, για κάθε m ∈ N έχουμε Am ∈ Π0
ξ . Οπότε,⋂

m≥n

Am ∈ Π0
ξ για κάθε n ∈ N

κι από τον ορισμό της κλάσης Σ0
ξ+1, έπεται

A =
⋃
n

(⋂
m≥n

Am

)
∈ Σ0

ξ+1 ,

δηλαδή,

A ∈ Σ0
ξ+1 ∩ Π0

ξ+1 = ∆0
ξ+1 .

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι A ∈ ∆0
ξ+1 = Σ0

ξ+1 ∩ Π0
ξ+1. Τότε υπάρχουν Bn ∈ Π0

ξ και

Cn ∈ Σ0
ξ ώστε

A =
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋂
n=1

Cn.

Επίσης, από τον ορισμό των κλάσεων Σξ,Πξ, για κάθε n ∈ N υπάρχουν Bn,p ∈ Σ0
ξ−1 και

Cn,p ∈ Π0
ξ−1 ώστε

Bn =
∞⋂
p=1

Bn,p και Cn =
∞⋃
p=1

Cn,p .

΄Ομως, οι κλάσεις Σ0
ξ−1 και Π

0
ξ−1 περιέχονται στην∆0

ξ , οπότε Bn,p, Cn,p ∈ ∆0
ξ , για κάθε n, p ∈ N.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι ακολουθίες {Cn}n∈N και
{Bn,p}p∈N είναι φθίνουσες, ενώ οι {Bn}n∈N και {Cn,p}p∈N αύξουσες. Θέτουμε

Kn,p = Bp,n ∩
p⋂
i=1

Ci,n

και

An =
n⋃
p=1

Kn,p.
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Αφού η κλάση ∆0
ξ είναι κλειστή ως προς πεπερασμένες ενώσεις και πεπερασμένες τομές έπεται

ότι

An ∈ ∆0
ξ για κάθε n ∈ N .

Θα δείξουμε ότι limnAn ⊆ A ⊆ limnAn, οπότε προκύπτει το ζητούμενο.
΄Εστω D ( A, δηλαδή D (

⋃∞
n=1Bn. Τότε υπάρχει w ∈ N ώστε

D ⊆
w⋃
n=1

Bn.

΄Ομως
⋃w
n=1 Bn = Bw =

⋂∞
p=1Bw,p. ΄Αρα, για κάθε p ∈ N

D ⊆ Bw,p .

Επιπλέον, D (
⋂∞
m=1Cm, δηλαδή για κάθε m ∈ N ισχύει

D ( Cm =
∞⋃
p=1

Cm,p.

΄Αρα, για κάθε m ∈ N, υπάρχει rm ∈ N ώστε D ⊆ Cm,p για κάθε p ≥ rm. Δηλαδή, υπάρχει
r ∈ N ώστε D ⊆ Cm,` για κάθε m = 1, 2 . . . , w, ` > r. Τότε για n > r έχουμε

Kn,w = Bw,n ∩

(
w⋂
i=1

Ci,n

)
⊇ D

οπότε για n′ > r + w έχουμε

An′ =
n′⋃
p=1

Kn,p ⊇ Kn,w ⊇ D.

΄Αρα,
⋃∞
n=1

⋂
m≥nAm ⊇

⋂
n>r+w An ⊇ D, κι αφού το D είναι τυχόν γνήσιο υποσύνολο του A

έχουμε ⋃
D(A

D ⊆
∞⋃
n=1

⋂
m≥n

Am .

΄Αρα

A ⊆
∞⋃
n=1

⋂
m≥n

Am = limnAn .

Θεωρούμε τώρα ένα E ) A, δηλαδή E )
⋂∞
m=1Cm. Τότε υπάρχει q ∈ N ώστε

E ⊇
q⋂

m=1

Cm .

΄Ομως
⋂q
m=1Cm = Cq =

⋃∞
m=1Cq,m. ΄Αρα, E ⊇ Cq,m για κάθε m ∈ N.

Επιπλέον, E ) ∪∞m=1Bm, οπότε για κάθε m ∈ N έχουμε

E ) Bm =
∞⋂
p=1

Bm,p .
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Συνεπώς για κάθε m ∈ N υπάρχει sm ∈ N ώστε E ⊇ Bm,n για κάθε n > sm. ΄Αρα υπάρχει
s ∈ N ώστε

E ⊇ Bm,n

για κάθε m = 1, 2, . . . , q και n > s. ΄Εστω n > s. Αν m ≤ q τότε

Kn,m ⊆ Bm,n ⊆ E .

Αν m > q τότε

Kn,m ⊆
q⋂
i=1

Ci,n ⊆ Cq,n ⊆ E .

΄Αρα, για κάθε n > s έχουμε An =
⋃n
p=1Kn,p ⊂ E, οπότε

⋃
n>sAn ⊂ E. Συνεπώς,

∞⋂
n=1

⋃
m≤n

Am ⊆
⋃
m>s

Am ⊆ E.

Κι αφού το E είναι τυχόν γνήσιο υπερσύνολο του A, έπεται

∞⋂
n=1

⋃
m≤n

Am ⊂
⋃
m>s

Am ⊆
⋂
A(E

E ,

οπότε

limnAn =
∞⋂
n=1

⋃
m≤n

Am ⊂ A.

Τελικά, έχουμε A = limnAn.

3.2 Συνέχεια ομομορφισμών μεταξύ τοπολογικών ο-

μάδων

Ορισμός 3.2.1. ([19]) ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος.
΄Ενα σύνολο A ⊆ X λέγεται πουθενά πυκνό αν

(
A
)o

= ∅.
΄Ενα σύνολο A ⊆ X λέγεται meager ή 1ης κατηγορίας αν A =

⋃
n∈NAn, όπου για κάθε n ∈ N

το An είναι πουθενά πυκνό.
΄Ενα σύνολο A ⊆ X λέγεται non-meager ή 2ης κατηγορίας αν δεν είναι meager.
΄Ενα σύνολο A ⊆ X λέγεται comeager ή residual αν το συμπλήρωμά του είναι meager.

Ορισμός 3.2.2. ([19]) ΄Εστω X τοπολογικός χώρος. ΄Ενα σύνολο A ⊂ X έχει την ιδιότητα
Baire (BP) αν υπάρχει U ανοικτό υποσύνολο του X, ώστε η συμμετρική διαφορά A4 U να
είναι meager στο X.

Ειδικότερα, κάθε ανοικτό, κλειστό, Fσ ή Gδ σύνολο έχει την ιδιότητα Baire.
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Ορισμός 3.2.3. ([19]) ΄Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι. Μια συνάρτηση f : X → Y λέγεται
Baire μετρήσιμη αν η αντίστροφη εικόνα κάθε ανοικτού υποσυνόλου του Y έχει την ιδιότητα
Baire στο X.

Πρόταση 3.2.4. ([19]) ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Κάθε μη κενό ανοικτό υποσύνολο του X είναι non-meager.

2. Κάθε comeager υποσύνολο του X είναι πυκνό.

3. Η αριθμήσιμη τομή ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του X είναι πυκνό σύνολο στο X.

Ορισμός 3.2.5. ([19]) ΄Ενας τοπολογικός χώρος λέγεται χώρος Baire αν ικανοποιεί τις
ισοδύναμες συνθήκες της πρότασης 3.2.4.

Ειδικότερα, κάθε πλήρης μετρικός χώρος είναι χώρος Baire.

Λήμμα 3.2.6. ([19]) ΄Εστω G τοπολογική ομάδα. Αν το σύνολο A ⊆ G έχει την ιδιότητα
Baire και είναιnon-meager, τότε το σύνολο A−1A = {x−1y : x, y ∈ A} περιέχει μια ανοικτή
περιοχή του 1.

Θεώρημα 3.2.7. ([19]) ΄Εστω G,H τοπολογικές ομάδες και φ : G→ H ένας ομομορφισμός.
Αν η ομάδα G είναι χώρος Baire, η ομάδα H είναι διαχωρίσιμος χώρος και η απεικόνιση φ είναι
Baire μετρήσιμη, τότε η φ είναι συνεχής.

Απόδειξη. Αφού η φ : G→ H είναι ομομορφισμός ομάδων, αρκεί να δείξουμε ότι είναι συνεχής
στο 1. ΄Εστω U μια ανοικτή περιοχή του 1 ∈ H. Τότε υπάρχει V μια ανοικτή περιοχή του
1 ∈ H ώστε

V −1V ⊆ U .

Θεωρούμε {hn} μια πυκνή ακολουθία στον H τέτοια ώστε⋃
n

hnV = H .

Τότε

G =
⋃
n

φ−1(hnV ) .

Αν για κάθε n ∈ N το φ−1(hnV ) ήταν meager, τότε το G θα ήταν αριθμήσιμη ένωση πουθενά
πυκνών υποσυνόλων, το οποίο αντιφάσκει με το γεγονός ότι το σύνολο G είναι χώρος Baire.
΄Αρα υπάρχει n ∈ N ώστε το σύνολο φ−1(hnV ) να είναι non-meager. Επιπλέον, η απεικόνιση

φ είναι Baire μετρήσιμη, το hnV είναι ανοικτό υποσύνολο του H, άρα το φ
−1(hnV ) έχει την

ιδιότητα Baire.

Από το λήμμα 3.2.6 έπεται ότι το σύνολο (φ−1(hnV ))
−1
φ−1(hnV ) περιέχει ανοικτή περιοχή

του 1 ∈ G. Αλλά (
φ−1(hnV )

)−1
φ−1(hnV ) ⊆ φ−1(V −1V ) ⊆ φ−1(U) ,

οπότε υπάρχει ανοικτή περιοχή του 1 ∈ G που περιέχεται στο φ−1(U), δηλαδή η φ είναι συνεχής
στο 1 ∈ G.
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3.3 Αναλυτικοί χώροι

Ορισμός 3.3.1. ([5]) ΄Ενας τοπολογικός χώρος X λέγεται Πολωνικός αν είναι διαχωρίσιμος,
μετρικοποιήσιμος και υπάρχει μετρική d συμβατή με την τοπολογία του X ώστε ο (X, d) να
είναι πλήρης.

Είναι προφανές ότι κάθε πλήρης μετρικός χώρος είναι Πολωνικός.

Ορισμός 3.3.2. ([5]) ΄Ενας Hausdorff τοπολογικός χώρος X λέγεται αναλυτικός χώρος
ή χώρος Souslin αν υπάρχουν ένας πολωνικός χώρος P και μία συνεχής και επί απεικόνιση
f : P → X.

Παρατηρούμε ότι κάθε Πολωνικός χώρος είναι και αναλυτικός χώρος.

Παρατήρηση 3.3.3. Είναι εύκολο να δούμε ότι η εικόνα ενός αναλυτικού χώρου μέσω μιας

συνεχούς απεικόνισης είναι επίσης αναλυτικός χώρος.

Λήμμα 3.3.4. ([5]) ΄Εστω X ένας αναλυτικός τοπολογικός χώρος. Τότε κάθε σύνολο Borel
του X είναι αναλυτικός υπόχωρος του X.

Λήμμα 3.3.5. ([5]) ΄Εστω X ένας Hausdorff τοπολογικός χώρος και A,A′ δύο αναλυτικοί
υπόχωροι του X, ξένοι μεταξύ τους. Τότε υπάρχει ένα σύνολο Borel B του X τέτοιο ώστε
B ⊇ A και B ∩ A′ = ∅.

Πρόταση 3.3.6. ([5]) ΄Εστω E,F δύο αναλυτικοί χώροι και f : E → F μια απεικόνιση
συνεχής και επί. Τότε ένα σύνολο B είναι Borel υποσύνολο του F αν και μόνο αν το f−1(B)
είναι Borel υποσύνολο του E.

Απόδειξη. ΄Αν το B είναι σύνολο Borel στον F τότε, από την συνέχεια της f , έχουμε ότι το
f−1(B) είναι Borel στον E.

Αντίστροφα, αν το f−1(B) είναι Borel στον E και το E \ f−1(B) είναι επίσης Borel στον
E, και από το λήμμα 3.3.4 έπεται ότι τα σύνολα

f−1(B) και E \ f−1(B)

είναι αναλυτικοί χώροι στον E. Από την συνέχεια της f έπεται ότι τα σύνολα

B = f(f−1(B)) και F \B = f(E \ f−1(B))

είναι αναλυτικοί χώροι στον F . Από το λήμμα 3.3.5 έπεται ότι το B είναι σύνολο Borel.
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3.4 Χώροι με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο

3.4.1 Ορισμός

Ορισμός 3.4.1. ([25]) ΄Εστω X τοπολογικός διανυσματικός χώρος και Y ένας Borel δια-
νυσματικός υπόχωρος του X. Λέμε ότι ο Y έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach αν
υπάρχουν ένας διαχωρίσιμος χώρος Banach Z και μια συνεχής γραμμική απεικόνιση φ : Z → X
ώστε φ(Z) = Y .

Παρατήρηση 3.4.2. Αν ο Y έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach τότε υπάρχει δια-
χωρίσιμη, πλήρης νόρμα, που δίνει στον Y την ίδια Borel δομή, όπως αυτή που κληρονομεί από
τον X.

Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά ότι υπάρχουν Z διαχωρίσιμος χώρος Banach και φ : Z → X
συνεχής, γραμμικός τελεστής με φ(Z) = Y .
Θέτουμε E = kerφ και ορίζουμε την απεικόνιση

Φ: Z/E → Y με Φ(x+ E) = φ(x).

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η Φ είναι καλά ορισμένη, γραμμική, 1-1 και επί του Y . Επιπλέον, η
Φ είναι συνεχής. Πράγματι, αν

xn + E ∈ Z/E με ‖xn + E‖Z/E → 0 ,

τότε από τον ορισμό της νόρμας πηλίκο για κάθε n ∈ N μπορούμε να βρούμε yn ∈ xn+E ώστε

‖yn‖Z ≤ ‖xn + E‖Z/E +
1

n
.

Συνεπώς ‖yn‖Z → 0 κι από τη συνέχεια της φ έχουμε limn φ(yn) = 0, οπότε

lim
n

Φ(xn + E) = lim
n
φ(xn) = lim

n
φ(yn) = 0 ,

άρα η Φ είναι συνεχής στο 0. Λόγω της γραμμικότητας έπεται ότι η Φ είναι συνεχής απεικόνιση.
Ο
(
Z/E, ‖ · ‖Z/E

)
είναι διαχωρίσιμος χώρος Banach, άρα αναλυτικός χώρος και μαλιστα

Πολωνικός. Συμβολίζουμε TX την σχετική από τον X τοπολογία στον Y . Τότε ο (Y, TX) είναι
αναλυτικός χώρος, ως εικόνα πολωνικού χώρου μέσω μίας συνεχούς και επί απεικόνισης.

Από την πρόταση 3.3.6 έπεται ότι η Φ είναι Borel ισομορφισμός.
Ορίζουμε νόρμα στον Y , ‖ · ‖Y , με

‖y‖Y = ‖Φ−1(y)‖Z/E ,

για κάθε y ∈ Y . Είναι εύκολο να δούμε ότι η ‖ · ‖Y είναι πλήρης και διαχωρίσιμη νόρμα.
Επιπλέον, παρατηρούμε ότι

B‖·‖Y (y, ε) = Φ
(
B‖·‖Z/E(Φ−1(y), ε)

)
.

Οπότε ο (Y, ‖ · ‖Y ) έχει την ίδια Borel δομή με τον (Z/E, ‖ · ‖Z/E) άρα και με τον (Y, TX).
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Λήμμα 3.4.3. ([7]) ΄Εστω X διαχωρίσιμος χώρος Banach, Y διαχωρίσιμος τοπολογικός δια-
νυσματικός χώρος και Y1 υπόχωρος του Y που έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach. Αν
η απεικόνιση T : X → Y είναι συνεχής και γραμμική, τότε ο X1 = T−1(Y1) έχει ως μοντέλο
διαχωρίσιμο χώρο Banach.

Απόδειξη. Από την παρατήρηση, υπάρχει πλήρης διαχωρίσιμη νόρμα ‖ · ‖Y1 που δίνει στον Y1

την ίδια Borel δομή όπως αυτή που κληρονομεί από τον Y . ΄Εστω T η τοπολογία που ορίζει η
νόρμα στον Y1. Θεωρούμε την ταυτοτική απεικόνιση

idY1 : (Y1, T )→ Y με idY1(y) = y .

Παρατηρούμε ότι οι Y ,Y1 είναι τοπολογικές ομάδες ως προς την πράξη της πρόσθεσης, ο (Y1, T )
είναι χώρος Baire, ως πλήρης μετρικός χώρος και η idY1 είναι Baire μετρήσιμη, αφού για
κάθε A ⊂ Y ανοικτό, το id−1

Y1
(A) = A ∩ Y1 είναι ανοικτό στον Y1. Δηλαδή, το id

−1
Y1

(A)
έχει την ιδιότητα BP. Επιπλέον από την υπόθεση ο χώρος Y είναι διαχωρίσιμος. Συνεπώς,
ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος 3.2.7 και η idY1 είναι συνεχής.

Θέτουμε

GT = {(x, y) ∈ X × (Y1, T ) : T (x) = idY1(y)} .

Από την συνέχεια των απεικονίσεων T και idY1 , είναι εύκολο να δούμε ότι ο GT είναι κλειστός

γραμμικός υπόχωρος του X × (Y1, T ).
Ο X ×Y1 είναι διαχωρίσιμος χώρος Banach άρα κι ο GT είναι διαχωρίσιμος χώρος Banach.

Αφού η Borel δομή του (Y1, T ) είναι ίδια με αυτή που κληρονομεί από τον Y , έπεται ότι η
Borel δομή του GT είναι ίδια με αυτή που κληρονομεί από τον X × Y .
΄Εστω σ η σχετική από τον X × Y τοπολογία στο GT .

Θεωρούμε την απεικόνιση E : X1 → (GT , σ) με E(x) = (x, T (x)), όπου ο X1 είναι εφοδια-

σμένος με την σχετική τοπολογία από τον X.
Τότε η E είναι 1-1, αφού για x1, x2 ∈ X1 με x1 6= x2 είναι προφανές ότι (x1, T (x1)) 6=

(x2, T (x2)). Επιπλέον, αν (x, y) ∈ GT τότε T (x) = idY1(y) = y ∈ Y1. ΄Αρα x ∈ T−1(Y1) = X1

και (x, y) = (x, T (x)) = E(x), δηλαδή η E είναι επί. Θεωρούμε xn, x ∈ X1 με xn → x στην
τοπολογία του X. Τότε, αφού η T είναι συνεχής, έπεται T (xn) → T (x) στην τοπολογία του
Y , άρα (xn, T (xn))→ (x, T (x)). Δηλαδή E(xn)→ E(x) στην τοπολογία του GT και η E είναι
συνεχής. Τέλος, αν (xn, yn), (x, y) ∈ GT και (xn, yn) → (x, y) στην τοπολογία του GT , τότε

xn → x και yn → y στις τοπολογίες των X και Y1 αντίστοιχα. ΄Ομως xn, x ∈ X1, άρα xn → x
στην τοπολογία του X1, δηλαδή η E

−1
είναι συνεχής.

Οπότε, η E είναι Borel ισομορφισμός από το X1 στον GT .

Τέλος, ορίζουμε νόρμα στον X1 ως εξής:

Θεωρούμε ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y1 τις νόρμες που δίνουν δομή διαχωρίσιμου χώρου Banach στους
χώρους X και Y1 αντίστοιχα. Για x ∈ X1 θέτουμε

‖x‖X1 =
1

2
(‖x‖X + ‖T (x)‖Y1)

Παρατηρούμε ότι ο χώρος (X1, ‖ · ‖X1) είναι διαχωρίσιμος χώρος Banach και επιπλέον η απει-
κόνιση idX1 : (X1, ‖ · ‖X1)→ X είναι συνεχής, αφού ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος
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3.2.7. Πράγματι, οι X1, X είναι τοπολογικές ομάδες, ο X1 είναι χώρος Baire, ο X είναι διαχω-
ρίσιμος και η idX1 είναι Baire μετρήσιμη. Επιπλέον, η idX1 είναι γραμμική και idX1(X1) = X1.

΄Αρα, ο X1 έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach.

Παρακάτω θα δούμε ότι για κάθε διατακτικό a < ω1 υπάρχει υπόχωρος του K
N
, με την

καρτεσιανή τοπολογία, όπου K = R ή C, που έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach και
δεν ανήκει στην κλάση Π0

a. Στη συνέχεια θα δούμε ότι το συμπέρασμα αυτό επεκτείνεται στην

περίπτωση απειροδιάστατου χώρου Banach και απειροδιάστατου χώρου Fréchet.

3.4.2 Υπόχωροι χώρου γινόμενου με διαχωρίσιμο Banach μο-
ντέλο

΄Εστω (Xn)n∈N μια ακολουθία διαχωρίσιμων χώρων Banach με νόρμες ‖ · ‖Xn . Το γινόμενο∏
n∈NXn είναι γραμμικός, μετρικοποιήσιμος χώρος, αλλά όχι απαραίτητα χώρος Banach.
Ωστόσο, μπορούμε να ορίσουμε υπόχωρο του

∏
n∈NXn που έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο

χώρο Banach ως εξής ([7]):
Θέτουμε

X = {x = (xn)n∈N ∈
∏
n∈N

Xn : lim
n

‖xn‖Xn
n+ 1

= 0}

και

‖x‖X = sup
n

‖xn‖Xn
n+ 1

Θεωρούμε x = (xn)n∈N ∈
∏

nXn, ώστε supn
‖xn‖Xn
n+1

< +∞. και ε > 0. Για κάθε n ∈ N
υπάρχει An αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολο του Xn. ΄Αρα για κάθε n ∈ N υπάρχει an ∈ An ώστε
‖xn−an‖
n+1

< ε. Συνεπώς

sup
n∈N

‖xn − an‖Xn
n+ 1

< ε.

Θέτουμε a = (an)n∈N κι έχουμε ‖x − a‖X < ε. Αν A =
∏

nAn, τότε το A είναι αριθμήσιμο

και πυκνό υποσύνολο του χώρου των στοιχείων του
∏

nXn, για τα οποία supn
‖xn‖Xn
n+1

< +∞,
εφοδιασμένου με την νόρμα ‖·‖X . Συνεπώς, το σύνολο A∩X είναι αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολο
του X και ο (X, ‖ · ‖X) είναι διαχωρίσιμος χώρος.
Επιπλέον ο X είναι χώρος Banach. Πράγματι, θεωρούμε (xm)m∈N ακολουθία Cauchy στον

X, όπου xm = (xkm)k∈N για κάθε m = 1, 2, . . . . ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει m0 ∈ N ώστε
‖xm−xn‖X < ε

2
για κάθε m,n ≥ m0. Παρατηρούμε ότι για κάθε k ∈ N η ακολουθία (xkm)m∈N

είναι Cauchy στον πλήρη μετρικό χώρο Xk, άρα συγκλινει σε κάποιο x
k
. Σταθεροποιούμε

ένα k ∈ N. Τότε υπάρχει mk ∈ N ώστε ‖xkm − xk‖Xk < ε
2
για κάθε m ≥ mk. Θέτουμε

N = max{mk,m0}. Τότε

‖xkm − xk‖Xk
k + 1

≤ ‖x
k
m − xkN‖Xk
k + 1

+
‖xkN − xk‖Xk

k + 1
⇒

‖xkm − xk‖Xk
k + 1

< ‖xm − xN‖X +
ε

2
,
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οπότε για m ≥ m0

‖xkm − xk‖Xk
k + 1

< ε

Αφού το k ήταν τυχόν, έπεται supk∈N
‖xkm−xk‖Xk

k+1
≤ ε. Θέτουμε x =

(
xk
)
k∈N κι έχουμε x ∈ X

και ‖xm − x‖X → 0.
Θεωρούμε τώρα μια ακολουθία φραγμένων γραμμικών συναρτησοειδών (λn)n∈N με λn : Xn →

K για κάθε n ∈ N. Ορίζουμε

X ′ = {x = (xn)n∈N ∈ X : η (λn(xn))n∈N συγκλίνει}

‖x‖X′ =
1

2

(
‖x‖X + sup

n∈N
|λn(xn)|

)
και

λ′(x) = lim
n∈N

λn(xn) .

Λήμμα 3.4.4. ([7])

i. Ο X ′ έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach.

ii. Το λ′ είναι φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές στο X ′

Απόδειξη. i. Θεωρούμε τον γραμμικό τελεστή

T : X → KN
με T ((xn)) = (λn(xn))n∈N .

Παρατηρούμε ότι ο T είναι συνεχής, αφού αν xm, x ∈ N, m ∈ N και

lim
m∈N
‖xm − x‖X′ = 0,

τότε από τον ορισμό της ‖ · ‖X′ ισχύει

lim
m∈N
|λn ((xmn )− (xn)) |,

για κάθε n ∈ N. Οπότε limm∈N T (xm) = T (x) ως προς την τοπολογία του KN
.

Επιπλέον,

X ′ = T−1(c),

όπου c ο χώρος των συγκλίνουσων ακολουθιών με την supremum νόρμα. Είναι εύκολο
να δούμε ότι ο c έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach.
Συνεπώς από το λήμμα 3.4.3 ο X ′ έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach.

ii. Από την γραμμικότητα του ορίου και των συναρτησοειδών λn, n ∈ N, έπεται ότι το
συναρτησοειδές λ′ είναι γραμμικό. Αρκεί λοιπόν να ελέγξουμε τη συνέχεια του λ′ στο 0.
΄Εστω xm ∈ X ′ και limm ‖xm‖X′ = 0. Τότε από τον ορισμό της ‖ · ‖X′ έχουμε

lim
m

(
sup
n
|λn(xmn )|

)
= 0.
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΄Ομως

lim
n
λn(xmn ) ≤ sup

n
|λn(xmn )|,

οπότε

lim
m

(
lim
n
λn(xmn )

)
= 0 ,

δηλαδή,

lim
m

(λ′((xmn ))) = 0 .

Συνεπώς το λ′ είναι συνεχές συναρτησοειδές.

3.4.3 Υπόχωροι του KN
με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο

Μπορούμε τώρα να ορίσουμε μια ακολουθία
(
X(a)

)
a<ω1

υποχώρων του KN
, που έχουν ως

μοντέλο διαχωρίσιμο χώρο Banach ([7]).
Θεωρούμε μία 1-1 και επί απεικόνιση N2 → N με (n,m) → 〈n,m〉. Για κάθε s ∈ KN

και

n ∈ N έχουμε s (〈n, ·〉) ∈ KN
και s (〈·, ·〉) ∈ KN2

.

Θέτουμε :

X(0) = {(r, r, . . . ) : r ∈ K} ' K

‖(r, r, . . . )‖0 = |r|
λ(0) ((r, r, . . . )) = r

Υποθέτουμε ότι ο χώρος
(
X(a), ‖ · ‖a

)
και το συναρτησοειδές λ(a)

εχουν ορισθεί για κάποιο

διατακτικό αριθμό a < ω1.

Ορίζουμε:

X(a+1) =

{
s ∈ KN : s (〈·, ·〉) ∈

(
X(a)

)N
, lim

n

‖s (〈n, ·〉) ‖a
n+ 1

= 0 και λ(a) (s (〈n, ·〉)) συγκλίνει
}

‖s‖a+1 =
1

2

(
sup
n

‖s (〈n, ·〉) ‖a
n+ 1

+ sup
n
|λ(a) (s (〈n, ·〉)) |

)
λ(a+1)(s) = lim

n
λ(a) (s (〈n, ·〉))

Αν ο b < ω1 είναι ένας οριακός διατακτικός, κι αν οι χώροι
(
X(a), ‖ · ‖a

)
και λ(a)

εχουν

ορισθεί για κάθε a < b, τότε σταθεροποιούμε μία αρίθμηση (an)n∈N του συνόλου {a : a < b}
και ορίζουμε:

X(b) =

{
s ∈ KN : s (〈·, ·〉) ∈

∏
n

X(an)
, lim

n

‖s (〈n, ·〉) ‖an
n+ 1

= 0 και λ(an) (s (〈n, ·〉)) συγκλίνει

}

‖s‖b =
1

2

(
sup
n

‖s (〈n, ·〉) ‖an
n+ 1

+ sup
n
|λ(an) (s (〈n, ·〉)) |

)
λ(b)(s) = lim

n
λ(an) (s (〈n, ·〉))

Από το λήμμα 3.4.4, για κάθε a < ω1, ο υπόχωρος του K
N
, X(a)

, έχει ως μοντέλο διαχω-

ρίσιμο χώρο Banach και το λ(a)
είναι φραγμένο, γραμμικό συναρτησοειδές στον X(a)

.
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3.4.4 Δύο ακολουθίες υποσυνόλων του C = 2N

Για a < ω1 ορίζουμε δύο ακολουθίες υποσυνόλων του συνόλου Cantor C = {0, 1}N = 2N
,

ως εξής ([7]):

Για i = 0, 1 θέτουμε:

S
(0)
i = {(i, i, . . . )} ,

S
(a+1)
i =

{
s ∈ 2N : ∀n (s (〈n, ·〉)) ∈ S(a)

0 ∪ S
(a)
1 , ∀∞n (s (〈n, ·〉)) ∈ S(a)

i

}
και για b < ω1 οριακό διατακτικό, με (an)n∈N μια αρίθμηση του συνόλου {a : a < b},

S
(b)
i =

{
s ∈ 2N : ∀n (s (〈n, ·〉)) ∈ S(an)

0 ∪ S(an)
1 , ∀∞n (s (〈n, ·〉)) ∈ S(an)

i

}
Συμβολίζουμε τον χώρο του Baire με

N = NN
.

Με τη βοήθεια του επόμενου λήμματος θα δείξουμε ότι για κάθε διατακτικό αριθμό a < ω1

κανένα από τα σύνολα S
(a)
0 , S

(a)
1 δεν ανήκει στην κλάση Π0

a.

Λήμμα 3.4.5. ([7]) Για κάθε E ⊆ N που ανήκει στην κλάση ∆0
a+1, υπάρχει συνεχής συνάρ-

τηση f : N → C, τέτοια ώστε

x ∈ E ⇔ f(x) ∈ S(a)
0 , x /∈ E ⇔ f(x) ∈ S(a)

1

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο διατακτικό αριθμό a. Για a = 0, παρατηρούμε
ότι αν E ∈ ∆0

1, δηλαδή αν το E είναι ταυτόχρονα ανοικτό και κλειστό στο N , τότε η συνάρτηση
f : E → C με

f(x) = (0, 0, . . . ) αν x ∈ E και f(x) = (1, 1, . . . ) αν x /∈ E

είναι συνεχής.

Υποθέτουμε ότι το λήμμα ισχύει για κάποιον διατακτικό αριθμό a. Θα δείξουμε ότι ισχύει
και για τον επόμενο διατακτικό a+ 1.
΄Εστω E ⊆ N ένα σύνολο που ανήκει στην κλάση ∆0

a+2. Από την πρόταση 3.1.3 υπάρχει

υπάρχει ακολουθία συνόλων (En)n∈N που ανήκουν στην κλάση ∆0
a+1 ώστε

E = lim
n
En = {x ∈ N : ∀∞n(x ∈ En)} = {x ∈ N : ∃∞n(x ∈ En)} .

Από την επαγωγική υπόθεση για κάθε n ∈ N υπάρχουν συνεχείς απεικονίσεις fn : N → C
ώστε

x ∈ En ⇔ fn(x) ∈ S(a)
0 , x /∈ En ⇔ fn(x) ∈ S(a)

1 .

Ορίζουμε f : N → C θέτοντας

f(x)(〈n,m〉) = fn(x)(m) .

Παρατηρούμε ότι η f είναι συνεχής.
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Επιπλέον,

x ∈ E ⇔ ∀∞n(x ∈ En)⇔ ∀∞n
(
fn(x) ∈ S(a)

0

)
⇔ f(x) ∈ S(a+1)

0 και

x /∈ E = {x ∈ N : ∃∞(x ∈ En)} ⇔ ∀∞n(x /∈ En)⇔ ∀∞n
(
fn(x) ∈ S(a)

1

)
⇔ f(x) ∈ S(a+1)

1 .

Η απόδειξη για τους οριακούς διατακτικούς είναι ανάλογη.

Παρατήρηση 3.4.6. Διαλέγοντας λοιπόν ένα E ⊆ N που ανήκει στην μη κενή κλάση
∆0
a+1 \ (Π0

a ∪ Σ0
a), βρίσκουμε μια συνεχή απεικόνιση f : N → C ώστε

E = f−1
(
S

(a)
0

)
και N \ E = f−1

(
S

(a)
1

)
.

Συνεπώς, για κάθε a < ω1 κανένα από τα S
(a)
0 , S

(a)
1 δεν ανήκει στην Π0

a.

Λήμμα 3.4.7. ([7]) Για a < ω1 και i = 0, 1 έχουμε S
(a)
i ⊆ X(a)

και για κάθε s ∈ S(a)
i έχουμε

‖s‖a ≤ 1 και λ(a)(s) = i.

Απόδειξη. Για a = 0 έχουμε:

S
(0)
i = {(i, i, . . . )} ⊆ {(r, r, . . . )} = X(0)

,

s ∈ S(0)
i ⇒ s = (i, i, . . . )⇒ ‖s‖0 = |i| ≤ 1, αφού i = 0, 1

και

λ(0)(s) = λ(0)((i, i, . . . )) = i

Υποθέτουμε ότι το λήμμα ισχύει για κάποιον διατακτικό αριθμό a. Θα δείξουμε ότι ισχύει
για τον επόμενο διατακτικό αριθμό a+ 1.

΄Εστω s ∈ S(a+1)
i . Τότε για κάθε n ∈ N, s (〈n, ·〉) ∈ S(a)

0 ∪ S
(a)
1 ⊆ X(a)

. ΄Αρα s (〈·, ·〉) ∈(
X(a)

)N
. Επιπλέον,

lim
n

‖s (〈n, ·〉) ‖a
n+ 1

≤ lim
n

1

n+ 1
= 0⇒ lim

n

‖s (〈n, ·〉) ‖a
n+ 1

= 0

Επίσης, όταν s ∈ S
(a+1)
i , τότε ∀∞ns(〈n, ·〉) ∈ S

(a)
i , άρα ∀∞nλ(a)(s(〈n, ·〉)) = i, δηλαδή η

λ(a)(s(〈n, ·〉)) συγκλίνει. Οπότε,

S
(a+1)
i ⊆ X(a+1)

και λ(a+1)(s) = i .

Τέλος, για s ∈ S(a+1)
i έχουμε

‖s‖a+1 =
1

2

(
sup
n

‖s (〈n, ·〉) ‖a
n+ 1

+ sup
n
|λ(a) (s (〈n, ·〉)) |

)
⇒

‖s‖a+1 ≤
1

2

(
sup
n

1

n+ 1
+ sup

n
|i|
)
⇒

‖s‖a+1 ≤
1

2
(1 + i)⇒

‖s‖a+1 ≤ 1

Η απόδειξη για τους οριακούς διατακτικούς είναι ανάλογη.
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Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι μπορούμε να βρούμε υπόχωρο του KN
με διαχωρίσιμο

Banach μοντέλο που δεν είναι στην κλάση Π0
a.

Θεώρημα 3.4.8. ([7]) Για κάθε a < ω1 ο υπόχωρος ker
(
λ(a)
)
του KN

, έχει ως μοντέλο

διαχωρίσιμο χώρο Banach, αλλά δεν ανήκει στην κλάση Π0
a.

Απόδειξη. Ο ker
(
λ(a)
)
είναι κλειστός υπόχωρος του X(a)

, οπότε έχει ως μοντέλο διαχωρίσιμο

χώρο Banach.
Η απεικόνιση idC : C → KN

είναι συνεχής, αφού οι χώροι C,KN
είναι εφοδιασμένοι με

τις τοπολογίες γινόμενο που προκύπτουν από την διακριτή μετρική στον {0, 1} και τη συνήθη
μετρική στο K αντίστοιχα.

Ισχυριζόμαστε ότι για a < ω1 έχουμε id
−1
c

(
ker
(
λ(a)
))

= S
(a)
0 .

Από το λήμμα 3.4.7 έπεται ότι S
(a)
0 ⊆ ker

(
λ(a)
)
για κάθε a < ω1 κι αφού S

(a)
0 ⊆ C έχουμε

S
(a)
0 ⊆ id−1

C

(
ker
(
λ(a)
))
.

Για τον αντίστροφο εγκλεισμό θα δείξουμε με επαγωγή στο διατακτικό αριθμό a ότι αν
s ∈ kerλ(a) ∩ C τότε

λ(a) (s(〈n, ·〉)) = 0 ή 1 και s ∈ S(a)
0 .

Για a = 0 αν λ(0)(s) = 0 τότε s = (0, 0, . . . ) κι έχουμε το ζητούμενο. ΄Εστω ότι το ζητούμενο
ισχύει για τον διατακτικό a. Τότε, αν s ∈ X(a+1) ∩ C με λ(a+1)(s) = 0, έπεται

lim
n
λ(a) (s (〈n, ·〉)) = 0 άρα

∀ε > 0 , ∃nε ∈ N : |λ(a) (s (〈n, ·〉)) | < ε , ∀n ≥ nε.

Από την επαγωγική υπόθεση, θέτοντας ε = 1
2
βρίσκουμε n0 ∈ N τέτοιο ώστε λ(a) (s (〈n, ·〉)) = 0

για κάθε n ≥ n0. Δηλαδή, s (〈n, ·〉) ∈ id−1
C

(
ker
(
λ(a)
))
⊆ S

(a)
0 για κάθε n ≥ n0. Από τον

ορισμό του συνόλου S
(a+1)
0 έπεται s ∈ S(a+1)

0 , οπότε

id−1
C

(
ker(λ(a+1))

)
⊆ S

(a+1)
0 .

Η απόδειξη του ισχυρισμού στην περίπτωση των οριακών διατακτικών είναι ανάλογη.

Από τις παρατηρήσεις 3.4.6 και 3.1.1 έπεται ότι για κάθε a < ω1, ο ker
(
λ(a)
)
δεν ανήκει

στην κλάση Π0
a.

3.4.5 Υπόχωροι χώρων Banach με διαχωρίσιμο Banach μοντέ-
λο

΄Εστω L =
{
s ∈ KN : limn

|s(n)|
n+1

= 0
}
.

Παρατηρούμε, όπως στην περίπτωση του (X, ‖ · ‖X) στην παράγραφο 3.4.2, ότι ο (L, ‖ · ‖L)
είναι διαχωρίσιμος χώρος Banach.
Για κάθε a < ω1 θέτουμε L

(a) = L ∩ ker
(
λ(a)
)
.
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Λήμμα 3.4.9. ([7]) Ο L(a)
είναι υπόχωρος του L με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο, αλλά δεν

ανήκει στην κλάση Π0
a.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η idL : L→ KN
είναι συνεχής, αφού αν

sn, s ∈ L και ‖sn − s‖L → 0,

τότε για κάθε k ∈ N η ακολουθία (sn(k))n∈N συγκλίνει στο s(k) ως προς την συνήθη τοπολογία
στο K, άρα και η (sn) συγκλίνει στο s ως προς την τοπολογία γινόμενο του KN

.

Από το λήμμα 3.4.3, ο χώρος

L(a) = id−1
L

(
ker

(
λ(a)
))

είναι υπόχωρος του L με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο.
Επιπλέον έχουμε

C ⊆ L ,

αφού για κάθε s ∈ C = 2N
ισχύει

∣∣∣limn
|s(n)|
n+1

∣∣∣ ≤ limn
1

n+1
= 0.

Η idC : C → L είναι συνεχής. Πράγματι, έστω έστω s ∈ C και (sm) ακολουθία του C
ώστε sm → s στην τοπολογία του C και ε > 0. Τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε 1

n0+1
< ε, οπότε

για κάθε n ≥ n0 έχουμε

|sm(n)− s(n)|
n+ 1

≤ 1

n+ 1
≤ 1

n0 + 1
< ε , για κάθε, m ∈ N

Επιπλέον, από τη σύγκλιση sm → s έπεται η σύγκλιση sm(n) → s(n) στην τοπολογία του
{0, 1}, για κάθε n ∈ N. ΄Αρα, για κάθε n ∈ N υπάρχει mn ∈ N, ώστε

|sm(n)− s(n)|
n+ 1

< ε για κάθε m ≥ mn.

Θέτουμε M = max{m1, . . . ,mn0}. Τότε, για n ≤ n0 και για m ≥M έχουμε

|sm(n)− s(n)|
n+ 1

< ε .

Τελικά, για κάθε n ∈ N και για κάθε m ≥M ισχύει

|sm(n)− s(n)|
n+ 1

< ε .

Συνεπώς, για κάθε m ≥M

sup
n

|sm(n)− s(n)|
n+ 1

< ε⇒

‖sm − s‖L < ε

Αφού, το ε είναι τυχόν έπεται ‖sm − s‖L → 0 και η απεικόνιση idC είναι συνεχής.
Επιπλέον,

id−1
C

(
L(a)

)
= id−1

C

(
L ∩ ker

(
λ(a)
))

= C ∩ ker
(
λ(a)
)

= S
(a)
0 .

Από τις παρατηρήσεις 3.4.6 και 3.1.1 έπεται ότι ο L(a)
δεν ανήκει στην κλάση Π0

a.
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Θεώρημα 3.4.10. ([7]) ΄Εστω (X, ‖·‖) ένας απειροδιάστατος χώρος Banach. Τότε, για κάθε
a < ω1 υπάρχει υπόχωρος του X, με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο που δεν ανήκει στην κλάση
Π0
a.

Απόδειξη. Θεωρούμε (xn)n∈N μια ακολουθία του X τέτοια ώστε για κάθε s ∈ KN
ισχύει∑

n

s(n)xn = 0⇔ s = 0 .

Παράδειγμα τέτοιας ακολουθίας είναι μια βασική ακολουθία στον X. Σε κάθε απειροδιάστατο
χώρο Banach υπάρχει βασική ακολουθία ([11]).

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι

‖xn‖ ≤
1

(n+ 1)2n+1
.

Για s ∈ L και n < m έχουμε∥∥∥∥∥
m∑
k=n

s(k)xk

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
k=n

|s(k)|‖xk‖ ≤
m∑
k=n

‖s‖L(k + 1)
1

(k + 1)2k+1
≤ ‖s‖L

m∑
k=n

1

2k+1
≤ ‖s‖L

2n
.

Συνεπώς, η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων (
∑∞

k=1 s(k)xk)n∈N είναι ακολουθία Cauchy
στο χώρο Banach X κι άρα συγκλίνει.

Συνεπώς, μπορούμε να ορίσουμε τον γραμμικό τελεστή

F : L→ X με F (s) =
∞∑
k=1

s(k)xk .

Από την επιλογή της ακολουθίας (xn)n∈N η F είναι 1-1.

Επίσης, η F είναι συνεχής αφού

‖F (s)‖ ≤
∑
k

|s(k)|‖x(k)‖ ≤ ‖s‖L
∑
k

k + 1

(k + 1)2k
≤ ‖s‖L .

Γνωρίζουμε ότι ο L(a)
είναι υπόχωρος του L με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο. Είναι εύκολο

να δούμε ότι ο F (L(a)) είναι υπόχωρος του X, με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο.

Τέλος, ο F (L(a)) δεν ανήκει στην κλάση Π0
a του X, αφού ο L

(a)
δεν ανήκει στην κλάση Π0

a

του L και η F είναι συνεχής.

Παρατήρηση 3.4.11. ([7]) Το θεώρημα ισχύει και στην περίπτωση που ο χώρος X είναι
χώρος Fréchet κι όχι χώρος Banach.
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Απόδειξη. Αν ο X είναι απειροδιάστατος χώρος Fréchet μπορούμε να βρούμε ακολουθία κλει-
στών υποχώρων (Ln)n∈N του X τέτοια ώστε

Ln ) Ln+1 και Ln 6= Ln+1 ,

για κάθε n ∈ N.
Πράγματι, έστω x1 ∈ X με x1 6= 0. Τότε από το θεώρημα Hahn-Banach ([11]) υπάρχει

συνεχής συνάρτηση

f1 : X → R με f1(x1) 6= 0.

Θέτουμε

L1 = ker f1 .

Τότε ο L1 είναι γνήσιος κλειστός υπόχωρος του X και μάλιστα απειροδιάστατος , αφού ο ker f1

είναι συνδιάστασης 1. Ομοίως, υπάρχει

f2 : L1 → R με f2 6= 0.

Θέτουμε

L2 = ker f2 .

Τότε ο L2 είναι κλειστός στον L1, κι άρα στον X, και

L1 ) L2.

Αφού ο X είναι απειροδιάστατος μπορούμε να επαναλάβουμε το ίδιο επιχείρημα άπειρες φορές
και παίρνουμε τη ζητούμενη ακολουθία (Ln)n∈N.
Για κάθε n ∈ N επιλέγουμε ένα

xn ∈ Ln \ Ln+1.

Υποθέτουμε ότι για κάποιο s ∈ KN
, s 6= 0 ισχύει

∑
n s(n)xn = 0. Χωρίς βλάβη της

γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε s(1) 6= 0. Τότε

x1 = −
∞∑
n=2

s(n)

s(1)
xn.

΄Ομως, xn ∈ L2 για κάθε n ≥ 2. Οπότε x1 ∈ L2. ΄Ομως x1 ∈ L1 και L1 ) L2, κι έχουμε

αντίφαση. ΄Αρα, η ακολουθία (xn)n∈N ικανοποιεί την ιδιότητα∑
n

s(n)xn = 0 , s ∈ KN ⇔ s = 0.

΄Εστω ‖ · ‖ η (F )-νόρμα του χώρου Fréchet X ([21]). Τότε, η απόδειξη συνεχίζεται όπως
και στην περίπτωση του χώρου Banach. Δηλαδή, μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας να
υποθέσουμε ότι

‖xn‖ ≤
1

(n+ 1)2n+1
,
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ώστε η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων (
∑∞

k=1 s(k)xk)n∈N να είναι Cauchy στον πλήρη
χώρο X κι άρα να συγκλίνει. ΄Ετσι, ο τελεστής

F : L→ X με F (s) =
∞∑
k=1

s(k)xk

είναι καλά ορισμένος, γραμμικός, 1-1 και συνεχής. Ο L(a)
είναι υπόχωρος του L με διαχωρίσιμο

Banach μοντέλο που δεν ανήκει στην κλάση Π0
a του L. Από τη συνέχεια της F έπεται ότι ο

F (L(a)) είναι υπόχωρος του X με διαχωρίσιμο Banach μοντέλο, αλλά δεν ανήκει στην κλάση
Π0
a του X.
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p.95-99. 1933.

[4] Beauzamy B., Introduction to Banach Spaces and their Geometry, Notas de
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