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Πρόλογος

¨Η οντογένεση συγκεφαλαιώνει τη ϕυλογένεση¨.

Παιδαγωγική αρχή

Το άτοµο επαναλαµβάνει την ανάπτυξη της οµάδας

(τουλάχιστον µια ϕορά ο µαθητής πρέπει να διδάσκεται το ϑέµα µε τη σειρά µε την οποία
το ϑέµα αυτό αναπτύχθηκε στο πέρασµα του χρόνου).

Καταραµένε ΄Ελληνα, όπου να γυρίσω τη σκέψη µου, όπου και να στρέψω την
ψυχή µου, µπροστά µου σε ϐλέπω, σε ϐρίσκω: Τέχνη λαχταρώ, Ποίηση, Θέατρο,
Αρχιτεκτονική εσύ µπροστά ! Πρώτος και αξεπέραστος.

Επιστήµη αναζητώ, Μαθηµατικά, Φιλοσοφία, Ιατρική. . . κορυφαίος και ανυπέρ-
ϐλητος.

Για ∆ηµοκρατία διψώ, Ισονοµία και Ισότητα. . . Εσύ µπροστά µου,ασυναγώνιστος
και ανεπισκίαστος.

Καταραµένε ΄Ελληνα,καταραµένη Γνώση. . . Γιατί να σε αγγίξω ;

Για να αισθανθώ πόσο µικρός είµαι, ασήµαντος, µηδαµινός ;

Γιατί δεν µε αφήνεις στη δυστυχία µου και στην ανεµελιά µου ;

Friedrich Schiller (1795-1805) Γερµανός συγραφέας και ποιητής.
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Εισαγωγή (µια σύνθεση εισαγωγών)

Τα µαθηµατικά δεν είναι µόνο ένα σύνολο αριθµητικών τεχνασµάτων που τα µαθαίνουµε
στο σχολείο και µόλις ενηλικιωθούµε τα ξεχνάµε. ΄Εχουν µακρόχρονη ιστορία εµπλοκής
στην εξέλιξη του ανθρώπινου πολιτισµού, ιστορία που διαρκεί τουλάχιστον πέντε χιλιάδες
χρόνια. Και εδώ, αντίθετα από ό,τι συµβαίνει στο χώρο των καλών τεχνών, δεν µιλάµε για
πέντε χιλιάδες χρόνια στα οποία ο x επηρέαζε τον y κατά κάποιο επουσιώδη τρόπο, αλλά
για πέντε χιλιάδες χρόνια στα οποία ο y έχτιζε πάνω στο σύνολο της δουλειάς του x.Τα
µαθηµατικά ήταν και είναι µια συλλογική δραστηριότητα ενός σχετικά µικρού αριθµού
εξαιρετικά προικισµένων ατόµων που αγνοώντας τους περιορισµούς του χώρου και του
χρόνου επικοινωνούν µεταξύ τους δηµιουργώντας ένα από τα ϑαύµατα του κόσµου.

Θα έφτανα στο σηµείο να πω ότι η εξέλιξη της επιστήµης, της ϕιλοσοφίας και των
µαθηµατικών, συγγενών µεταξύ τους κλάδων, είναι πολύ πιο σηµαντική για την ιστορία
της ανθρωπότητας από ότι µια απαρίθµηση ηγεµόνων και πολέµων.

Τα Μαθηµατικά, είναι ένα από τα πιο σηµαντικά πολιτιστικά συστατικά κάθε σύγχρο-
νης κοινωνίας και ϑεωρούνται πρωτοπόρος κλάδος στην επιστηµονική έρευνα, κεντρικός
µοχλός στην ανάπτυξη της τεχνολογίας και παράγοντας πολιτισµού. Τα µαθηµατικά ποτέ
δεν έπαψαν να είναι όλα αυτά τα πράγµατα.Το καινούργιο είναι ότι τώρα, αυτό το ϐλέπουν
περισσότεροι άνθρωποι.

Ο Einstein(και το ίδιο ισχύει και για τις άλλες µαθηµατικές ιδιοφυίες) πέτυχε αυτό
που πέτυχε εξαιτίας ενός συµπλέγµατος παραγόντων, ένας από τους οποίους ήταν και η
αναφίµβολη ευφυία του.Οι περισσότεροι από τους παράγοντες αυτούς είναι πολιτιστικής
ϕύσης.

Αντικείµενο των µαθηµατικών δεν είναι τα δυσνόητα σύµβολα. Είναι οι ιδέες : ιδέες
για το χώρο, το χρόνο, τους αριθµούς, τις σχέσεις.

΄Οποιος ενδιαφέρεται για τη γέννηση των ιδεών που αποτελούν το πολιτιστικό του πε-
ϱιβάλλον µόνο όφελος έχει. Η εξέλιξη του αριθµού και της γεωµετρίας αρκεί για την
παρουσίαση όλων των χαρακτηριστικών που υπάρχουν στην ανάπτυξη των πιο προχωρη-
µένων µαθηµατικών. Γεωµετρία είναι η µελέτη των αναλλοίωτων. ΄Αλγεβρα είναι σε µεγάλο
ϐαθµό η µελέτη της δοµής.

Τα µαθηµατικά είναι δραστηριότητα του ανθρώπινου µυαλού. Το ανθρώπινο µυαλό
όµως επιδιώκει µια συνολική εικόνα, από την οποία µπορεί να κατανοήσει όλο το επι-
χείρηµα, συνθέτοντας τις ιδέες σε µια γενικότερη δοµή και συνδέοντας αυτές µε άλλες
ιδέες. Ο συνδυασµός της λογικής ανάλυσης και της συνολικής προσέγγισης δίδει τα κα-
λύτερα αποτελέσµατα. Η διαδικασία µε την οποία δηµιουργούνται µαθηµατικές έννοιες
δεν είναι λογική και ευθύγραµµη.Αυτή η διαδικασία δεν έχει καµία σχέση µε µια αξιω-
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ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

µατική κατασκευή όλων των µαθηµατικών από το κενό, η οποία είναι εφικτή και µπορεί
να έχει ϕιλοσοφικό ενδιαφέρον, αλλά δεν έχει ιδιαίτερη διδακτική χρησιµότητα. Μεγάλο
µέρος της µαθησιακής διαδικασίας συνίσταται στην ανακατασκευή πρότερων µαθηµατι-
κών εννοιών, για να προσαρµοστούν σε νέες ιδέες. Αυτή η διαδικασία είναι που προκαλεί
σύγχυση.Πρέπει να περιµένετε ότι ϑα συναντήσετε περιόδους σύγχυσης, όταν αυτές δεν
οφείλονται σε ελλειπή εξήγηση ή απλώς παρερµηνεία και πρέπει να τις ϑεωρείτε χρήσιµες
και ευπρόσδεκτες. Είναι ένδειξη ότι συντελείται πρόοδος στις γνώσεις σας.

΄Ενα καλό παράδειγµα είναι η σύγχυση που προκάλεσε η έννοια των µιγαδικών αριθ-
µών. ΄Ηταν γνωστό ότι το τετράγωνο ενός αριθµού διαφορετικού από το µηδέν, είτε ϑετικού
είτε αρνητικού, είναι πάντοτε ϑετικό. ΄Αρα η τετραγωνική ϱίζα του −1 δεν µπορούσε να
είναι ούτε ϑετικός ούτε αρνητικός αριθµός, και δεν υπήρχε ϑέση πάνω στην ευθεία των
αριθµών για µια τέτοια ποσότητα.Για να ξεπεραστεί η σύγχυση, ήταν απαραίτητο, να τρο-
ποποιηθεί η έννοια των αριθµών, που συνδεόταν µε σηµεία µιας ευθείας. Η τετραγωνική
ϱίζα του −1 έχει τη ϑέση της όχι στην ευθεία αλλά στο επίπεδο.

Το µυστήριο των µαθηµατικών είναι ότι τα συµπεράσµατα που πηγάζουν από το παι-
χνίδι του νου ϐρίσκουν εκπληκτικές εφαρµογές. (Το µυστήριο µόνο περιγράφεται, δεν
εξηγείται).

Μια εκλαΐκευση αυτών των συµπερασµάτων, είναι καταδικασµένη να κινείται µεταξύ
Σκύλλας και Χάρυβδης, µε τη Σκύλλα να είναι η επαγγελµατική καταδίκη και τη Χάρυβδη
να είναι η παρανόηση από το κοινό.

Η προσπέλαση των Μαθηµατικών στο µορφωµένο αλλά όχι ειδικευµένο κόσµο χωρίς
την εγκατάλειψη υψηλών επιστηµονικών κριτηρίων είναι πάντα µια απατηλή πλοήγηση.

Τουλάχιστον ο προορισµός του ταξιδιού αυτός ας αποµακρύνεται της υπεραπλούστευ-
σης.

Είναι δυνατόν ένα άτοµο να κατανοήσει όλα ή σχεδόν όλα που αφορούν τα µαθηµατι-
κά.

Αυτό που είναι αδύνατον όµως είναι να τα συνοψίσει και να τα συµπιέσει σε λίγες
σελίδες.

Αυτό που µπορεί όµως να κάνει και αυτό επιχειρούµε να κάνουµε είναι να εισέλθει σε
αυτό το τεράστιο και δαιδαλώδες νοητικό οικοδόµηµα από την κατάλληλη είσοδο.

Μια πραγµατική κατανόηση των Μαθηµατικών ιδεών δεν είναι δυνατή χωρίς την α-
νάλυση της προέλευσής τους.

Η παράθεση χρονολογιών έχει ϐασικό σκοπό να προσανατολίσει τον αναγνώστη ως
προς την εποχή κατά την οποία κάποιος Μαθηµατικός έδωσε τις πρωτότυπες εργασίες
του. Η ακριβής ηµεροµηνία αρκετές ϕορές δεν είναι γνωστή, αλλά όπως είπαµε, δεν έχει
ϐαρύνουσα σηµασία για το σκοπό µας.

Ο Lagrange (1763-1813) αναφέρει ο µαθηµατικός δεν έχει κατανοήσει πλήρως το ίδιο
του το έργο παρά µόνο όταν το έχει κάνει τόσο ξεκάθαρο, ώστε να µπορεί να το εξηγήσει
αποτελεσµατικά στον πρώτο τυχόντα που ϑα συναντήσει στο δρόµο.Ιδανική κατάσταση αλλά
όχι πάντα εφικτή.

Σταύρος Βουδούρης

Νοέµβριος 2017
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Κεφάλαιο 1

Τ.Α.Σ. – A.C. – C.H.

1.1 Χωροχρονικό πλαίσιο του Αξιώµατος της Επιλογής

Ο David Hilbert το 1900 στο Β΄ ∆ιεθνές Συνέδριο Μαθηµατικών (Παρίσι) παρουσιάζει µια
λίστα 23 προβληµάτων (αναφέρθηκε στην οµιλία του στα 10 πρώτα) µε πρώτο την Υπόθεση
του Συνεχούς (C.H.) του Cantor.

Ο Cantor είχε υποθέσει την ακολουθία ℵ0,ℵ1,ℵ3, . . . (υπερπεπερασµένοι πληθάριθ-
µοι). Κάθε πληθάριθµος έχει µια ϑέση, εντάσσεται σε αυτό το σύστηµα (ακολουθία). Υ-
πέθετε επίσης ότι έπρεπε να υπακούουν σε µια διατακτική αρχή (όπως στο R είναι a < b,
a = b, a > b). Επινοεί γι’ αυτό την αρχή του πρώτου ή ελάχιστου στοιχείου, η οποία
αποδεικνύεται ισοδύναµη µε την «Αρχή της Καλής ∆ιάταξης» (Α.Κ.∆).

• Το σύνολο N είναι καλά διατεταγµένο (Κ.∆.), ενώ το σύνολο Z δεν έχει ελάχιστο
οπότε δεν είναι καλά διατεταγµένο.

Το 1883 σε άρθρο του αναγνώριζε την «Αρχή Καλής ∆ιάταξης» ως καθοριστικής ση-
µασίας παραδοχή για ολόκληρη τη ϑεωρία των σηµειοσυνόλων. Πίστευε επίσης ότι κάθε
σύνολο, καλώς ορισµένο, µπορεί να διαταχθεί καλώς. ∆εν µπορούσε όµως να αποδείξει
τους ισχυρισµούς του ότι κάθε υπερπεπερασµένος πληθικός αριθµός είναι ισοδύναµος
µε ένα από τα άλεφ του και συγκεκριµένα ότι το ℵ1 (δηλαδή η επόµενη τάξη απείρου
µετά το ℵ0) ήταν ίσο µε το c (τον πληθάριθµο του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, του
συνεχούς) δηλαδή την Υπόθεση του Συνεχούς (C.H.).

Μάλιστα ο Gyula König (1849-1913) το 1904 στο Γ΄ ∆ιεθνές Συνέδριο Μαθηµατικών
(Χαϊδελβέργη), καλής ϕήµης Μαθηµατικός, παρουσίασε µια εργασία του µε τον ισχυρισµό
ότι ο πληθάριθµος του συνεχούς του Cantor δεν ήταν ίσος µε κανένα αλεφ (ούτε ϐέβαια
µε το ℵ1).

Ο Cantor αρνείται να αποδεχθεί την απόδειξη, στην οποία όµως δεν µπορεί να ϐρει
και κάποιο λάθος ή κενό.

Σε µια µέρα ο Ernest Zermelo (1871-1953), ο οποίος στο χειµερινό εξάµηνο του
1900-1901 δίδαξε µαθήµατα σχετικά µε ϑεωρία συνόλων στο Πανεπιστήµιο του Gottin-
gen(Γκέτινγκεν) οπότε και έστρεψε το ενδιαφέρον του στη ϑεωρία συνόλων, απέδειξε ότι
µία από τις προϋποθέσεις του König ήταν λανθασµένη, οπότε η απόδειξη δεν ήταν έγκυρη.
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1.2. ΑΠΛΗ ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ ΤΟΥ ΑΞΙΩΜΑΤΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ A.C.

Ο Zermelo, όπως άλλωστε και ο Cantor, ανησυχούν για τη ϑεωρία συνόλων µε αυτή
της τη µορφή. Τη ϑεωρούν ευάλωτη.

Γενικά οι µέθοδοι του Cantor, όπως και οι ισχυρισµοί του ήταν αποσπασµατικοί τις
πρώτες µέρες της ϑεωρίας των συνόλων και κάποιοι και αναπόδεικτοι. Μεταξύ αυτών και
ο ισχυρισµός ότι κάθε καλώς ορισµένο σύνολο µπορεί να διαταχθεί καλώς, τον οποίο ο
Zermelo ϑεώρησε αρκετά σηµαντικό και ϐάλθηκε να τον αποδείξει.

Στην προσπάθεια αυτή δηµιουργεί-επινοεί ένα κρίσιµο εργαλείο (η πραγµατικότητα
είναι ότι αυτή η ιδέα έχει εκφραστεί για πρώτη ϕορά από τον Beppo-Levy το 1902 και
έχει χρησιµοποιηθεί και από τον Cantor για να υποστηρίξει την απόδειξη της αρχής της
καλής διάταξης). Αυτό είναι το «περιβόητο» όπως χαρακτηρίστηκε «Αξίωµα της Επιλογής
του Zermelo» πηγή ϐεβαίως, ϑυελλωδών αντιδράσεων, οπαδών και πολεµίων µε πιο σκληρό
αντίπαλο τον Γάλλο Borel (1871-1956).

Το Αξίωµα της Επιλογής ισχυρίζεται ότι µε δεδοµένη οποιαδήποτε συλλογή µη κενών
συνόλων είναι δυνατόν να επιλέξουµε ένα ακριβώς στοιχείο από κάθε σύνολο και να δη-
µιουργήσουµε µ’ αυτόν τον τρόπο ένα νέο σύνολο. Μια τέτοια παραδοχή ήταν απαραίτητη
διότι απλοποιούσε πολλές αποδείξεις. Η καινοτοµία ήταν ότι υπήρχε η δυνατότητα να
γίνουν ταυτοχρόνως (εννοιολογικά) άπειρες επιλογές.

Ο Γάλλος Borel έδειξε ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη ϑεωρία συνόλων και το 1898 δη-
µοσίευσε µια κριτική της ϑεωρίας συνόλων του Cantor. Εξέφρασε επίσης την άποψή
του για την απόδειξη του Θεωρήµατος Καλής ∆ιάταξης από τον Zermelo το 1904, —η
οποία απόδειξη ήταν ϐασισµένη στο Αξίωµα της Επιλογής— µε τρόπο επικριτικό προς
κάθε κατεύθυνση, η οποία έκανε χρήση µιας αυθαίρετης επιλογής, που διεξάγεται για
ένα µη αριθµήσιµο πλήθος ϕορών, τονίζοντας ότι ένας τέτοιος συλλογισµός δεν ανήκει
στα Μαθηµατικά. Στο ίδιο µήκος κύµατος κινήθηκε και ο Russell το 1905, µε το γνωστό
παράδειγµά του για τις αλεφ-µηδέν πλήθους µπότες.

1.2 Απλή διατύπωση του Αξιώµατος Επιλογής A.C.

΄Εστω {Ai}i∈I , δεδοµένη, µια µη κενή οικογένεια, µη κενών και ξένων µεταξύ
τους συνόλων. Τότε υπάρχει ένα σύνολο A που περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο
αi από κάθε Ai.

Είναι ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα αξιώµατα της ZF συνολοθεωρίας (σε αυτό µοιάζει µε
το Αξίωµα των παράλληλων στην Ευκλείδια Γεωµετρία). Η αναφορά του Αξιώµατος της
Επιλογής σε πεπερασµένες οικογένειες πεπερασµένων συνόλων µε καθορισµένα στοιχεία,
ϑεωρείται κάτι τελείως προφανές και εφικτό, καθορισµένο και ελέγξιµο (διατάσσουµε τα
σύνολα στη σειρά και διαλέγουµε π.χ. το πρώτο στοιχείο από το καθένα).

Ας ϑεωρήσουµε για παράδειγµα την εικασία του Goldbach να καθορίζει το σύνολο B
όπως παρακάτω

B = {x : x = 0 ή x = 1 αν η εικασία Goldbach είναι σωστή ή λάθος αντίστοιχα}

Αν και γνωρίζουµε ότι το B είναι µονοσύνολο παρόλα αυτά, δεν είναι σαφώς καθορι-
σµένο !!! Η αποδοχή του Αξιώµατος Επιλογής γίνεται πιο δύσκολα, από ορισµένους Μα-
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ϑηµατικούς, ακόµη και από αυτή την αποδοχή του πραγµατικού απείρου. Είναι πολύ
δύσκολη, από ϕιλοσοφικής πλευράς τουλάχιστον, η αποδοχή του.

Αναλογιζόµενοι το προηγούµενο παράδειγµα του µονοσυνόλου B µε την εικασία του
Goldbach να το καθορίζει, αντιλαµβανόµαστε πόσο ‘‘τολµηρό πνευµατικά’’ είναι το Αξίωµα
της Επιλογής το οποίο αναφέρεται σε άπειρη οικογένεια µε τα µέλη της µερικά ή όλα να
είναι επίσης απειροσύνολα. Το πρόβληµα ϐρίσκεται ϐασικά στην διαδικασία επιλογής
των στοιχείων (τις περισσότερες ϕορές είναι ακαθόριστη και απλώς εικάζεται η ύπαρξή της
µόνο).

Το Αξίωµα της Επιλογής ‘‘υπεισέρχεται’’ σε πάρα πολλά ϑέµατα.Θέλουµε να δείξουµε
την ισοδυναµία του ορισµού του πεπερασµένου συνόλου κατά Dedekind και κατά τον
συνήθη.

• Ο συνήθης ορισµός, αν τον χαρακτηρίσουµε σαν (Oσ), αναφέρει ότι ένα σύνολο A
είναι πεπερασµένο, αν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n ώστε ¯̄A = n.

• Ο ορισµός κατά Dedekind, ας τον χαρακτηρίσουµε (OD), αναφέρει ότι ένα σύνολο A
είναι πεπερασµένο, αν δεν υπάρχει αµφιµονοσήµαντη (1−1) συνάρτηση f : N→ A
(όχι αναγκαστικά επί) όπου N είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών.

Η απόδειξη του (Oσ) =⇒ (OD) είναι απλή.

Απόδειξη ((Oσ) =⇒ (OD)). Είναι προφανές ότι ένα πεπερασµένο σύνολο είναι πεπε-
ϱασµένο κατά Dedekind, γιατί αλλιώς ϑα υπήρχε µια αµφιµονοσήµαντη συνάρτηση
f : N→ n (άτοπο).

Η απόδειξη όµως του (OD) =⇒ (Oσ) δεν είναι καθόλου απλή υπόθεση.

Απόδειξη ((OD) =⇒ (Oσ)). ΄Εστω ένα σύνολο A το οποίο δεν είναι πεπερασµένο. Τότε
δεν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε ¯̄A = n. Αυτό σηµαίνει ότι είναι A 6= ∅, οπότε
ϑα έχει ένα στοιχείο τουλάχιστον.

Επιλέγουµε ένα στοιχείο x0 ∈ A και το σύνολο A0 = A r {x0} είναι επίσης µη κενό
διότι αν ήταν το κενό, τότε το A ϑα ήταν µονοσύνολο οπότε ¯̄A = 1 (κάτι που έχουµε
υποθέσει ότι δεν ισχύει).

Επιλέγουµε στη συνέχεια ένα στοιχείο x1 από το A0 και συνεχίζουµε µε ίδιο τρόπο
(και για τον ίδιο λόγο) επ΄ άπειρο την διαδικασία.

∆ηµιουργούµε κατά αυτό τον τρόπο µια ακολουθία (άπειρη) στοιχείων του A (δια-
ϕορετικών ανά δύο εξαιτίας του τρόπου επιλογής) οπότε στην ουσία δηµιουργούµε µια
αµφιµονοσήµαντη συνάρτηση f : N→ A, οπότε το σύνολο αυτό σηµαίνει ότι το σύνολο A
δεν είναι πεπερασµένο κατά Dedekind (άτοπο).

1.3 Τυπικά Αξιωµατικά Συστήµατα (Τ.Α.Σ)

Τα Στοιχεία εισήγαγαν για πρώτη ϕορά µια αξιωµατική δοµή στα Μαθηµατικά. Η δοµή
αυτή στηρίζεται σε ορισµένα ϐασικά συµπεράσµατα και έννοιες, οι οποίες προέκυψαν µε
αφαίρεση από την αντικειµενική πραγµατικότητα (εννοούµε αυτήν που αντιλαµβανόµαστε
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1.3. ΤΥΠΙΚΑ ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ (Τ.Α.Σ)

µε τις αισθήσεις µας), και απαιτεί την εξαγωγή όλων των υπόλοιπων συµπερασµάτων µόνο
µε τη ϐοήθεια της Λογικής και χωρίς άλλη προσφυγή στην εµπειρία.

Τα Μαθηµατικά και η Φυσική συνυφαίνονταν τόσους αιώνες µε το νήµα της πίστης
ότι η Ευκλείδεια Γεωµετρία ήταν απαραίτητα η γεωµετρία του χώρου. Κατέστη πλέον
ϕανερό ότι υπάρχουν και άλλες περιγραφές του χώρου προσιτές στην ανθρώπινη νόηση
ως συνέπεια της µελέτης ενός συνόλου αξιωµάτων, ας πούµε ‘‘τυχαίου’’. Είναι τεράστιας
σηµασίας η µετατόπιση της σκέψης των ανθρώπων και η αποδέσµευση από πλαίσια πα-
ϱαδεκτά για τουλάχιστον δύο χιλιετίες.

Ανάλογου διαµετρήµατος µπορεί να ϑεωρηθεί η στροφή από το γεωκεντρικό στο η-
λιοκεντρικό σύστηµα από τον Πολωνό αστρονόµο Nicholaus Copernicus (1473-1543) (µε
αρνητικό σηµείο την επιµονή του στις κυκλικές τροχιές και τους επίκυκλους ώστε να πε-
τύχει συµφωνία µε τις παρατηρήσεις). Της ίδιας ποιότητας είναι η ‘‘ανακάλυψη’’ από τον
Einstein ότι ο χρόνος δεν είναι ο ίδιος για όλους τους παρατηρητές.

Η συνειδητοποίηση ότι η Ευκλείδεια Γεωµετρία δεν ήταν ο µοναδικός τύπος γεωµε-
τρίας είχε συνέπειες που εκτείνονται σε τόσο διαφορετικές περιοχές γνώσης, έρευνας και
δράσης όπως η Θρησκεία, η Φυσική και άλλα.

Τυπικό σύστηµα χαρακτηρίζουµε το αξιωµατικό σύστηµα που έχει απογυµνω-
ϑεί πλήρως από όλα τα νοήµατα, εκτός από εκείνα που µπορούν να οριστούν
ϐάσει των συµφωνηµένων αξιωµάτων και κανόνων του συστήµατος.

Οι κανόνες έχουν τεθεί από εµάς και δεν διατείνονται ότι περιγράφουν κάποια αντικειµε-
νική πραγµατικότητα ή ανεξάρτητα αντικείµενα όπως αριθµούς και σύνολα.

Το Τυπικό Σύστηµα είναι ένα αξιωµατικό σύστηµα µε πρωτογενή δεδοµένα (τα
αξιώµατα), κανόνες συµπερασµού και αποδεδειγµένα ϑεωρήµατα

το οποίο όµως, αντί να αποτελείται από σύµβολα µε νόηµα όπως όρους που αναφέρονται
π.χ. στον αριθµό 0 ή στη συνάρτηση διάδοχου αριθµού, οικοδοµείται εξ ολοκλήρου από
σύµβολα χωρίς νόηµα, από σηµάδια στο χαρτί που η σηµασία τους ορίζεται αποκλειστικά
ϐάσει των σχέσεων του καθενός µε όλα τα άλλα όπως αυτές προκύπτουν από τους κανόνες.

Το Τυπικό Σύστηµα είναι ένα αξιωµατικό σύστηµα που, αφ’ εαυτού, δεν αφορά
τίποτα.

΄Ενα τυπικό σύστηµα αποτελείται από συµφωνηµένα αξιώµατα και κανόνες. Οι κανόνες
προσδιορίζουν τα σύµβολα (το «αλφάβητο») του συστήµατος, µας δεσµεύουν πως µπορούµε
να συνδυάσουµε τα σύµβολα αυτά µεταξύ τους, για να παράγουµε γραµµατικές εκφράσεις
(αλλιώς καλά διαµορφωµένους τύπους) και, τέλος, µας υπαγορεύουν πως µπορούµε να
παράγουµε καλά διαµορφωµένους τύπους από, άλλους καλά διαµορφωµένους τύπους
(µας καθορίζουν δηλαδή τους κανόνες συµπερασµού).

Σε ένα τυπικό σύστηµα ο κίνδυνος να παρεισφρύσει η διαίσθηση εξαλείφεται. Η
διαίσθηση είναι (κατά κοινή εκτίµηση) ένας τρόπος να εξερευνούµε την απροσδιόριστη
ουσία των πραγµατικών αντικειµένων, ένας τρόπος να αποκτούµε επαφή µε αυτά.
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Τα τυπικά µαθηµατικά είναι απαλλαγµένα από αλήθειες που παρουσιάζονται να πη-
γάζουν από την «αληθινή ϕύση των πραγµάτων».

Τυπικό Αξιωµατικό Σύστηµα (Τ.Α.Σ) λοιπόν χαρακτηρίζουµε ένα σύστηµα που α-
ποτελείται από:

1. ορισµένους απροσδιόριστους όρους,

2. πιθανόν κάποιους προσδιορισµένους όρους (οι οποίοι ϐασίζονται στους απροσδι-
όριστους όρους) και

3. ορισµένες διατυπώσεις αποκαλούµενες αξιώµατα

4. αποδεικτικούς (ή παραγωγικούς) κανόνες

ενώ οι άλλες διατυπώσεις καλούνται Θεωρήµατα και τα οποία συνάγονται λογικά από τα
αξιώµατα και από τα προηγούµενα ϑεωρήµατα. Κάποιες διατυπώσεις τις χαρακτηρίζουµε
και ως προτάσεις (µικρότερης εµβέλειας συµπεράσµατα από αυτή των ϑεωρηµάτων).

Μια σηµαντική έννοια (αρκετά πρακτική) είναι η έννοια του Μοντέλου ενός Συστήµατος.
Μοντέλο ενός Αξιωµατικού Συστήµατος είναι ένας τρόπος ερµηνείας των απροσδιόριστων
όρων του, ώστε όλα τα αξιώµατα να ικανοποιούνται.

Ερώτηµα: Είναι δυνατόν ένα Αξιωµατικό Σύστηµα να οδηγεί σε κάποια αντίφαση, δη-
λαδή µια πρόταση µπορεί να αποδειχθεί ταυτόχρονα αληθής και ψευδής ;

Απάντηση: Ασφαλώς και είναι δυνατόν κάτι τέτοιο. ΄Ενα τέτοιο σύστηµα ϐέβαια ϑα χα-
ϱακτηρίζεται ασυνεπές ή αντιφατικό. ΄Οµως είναι δύσκολο πρακτικά να
αποδειχθεί ένα σύστηµα συνεπές διότι πρέπει να καταγραφούν όλα(!) τα συ-
νεπαγόµενα ϑεωρήµατα-προτάσεις και στη συνέχεια να διαπιστωθεί ότι δεν
υπάρχει πρόταση που να αποδεικνύεται και αυτή και η άρνησή της.

Υπάρχει όµως ευτυχώς και ευκολότερος τρόπος ελέγχου της συνέπειας ε-
νός Αξιωµατικού Συστήµατος και αυτός είναι η ύπαρξη µοντέλου (ιδιαιτέρως
χρήσιµη λοιπόν, η έννοια του µοντέλου).

Ερώτηµα: Είναι δυνατόν ένα αξίωµα σε ένα συνεπές Αξιωµατικό Σύστηµα να µπορεί να
αποδειχθεί µε την ϐοήθεια των υπολοίπων (ή κάποιων από αυτά) αξιωµάτων ;

Απάντηση: Ασφαλώς και είναι δυνατόν κάτι τέτοιο. Σε ένα τέτοιο σύστηµα το αξίωµα
αυτό ϑα καλείται εξαρτηµένο και προφανώς περιττεύει. Είναι ϕανερό ότι
αξιώµατα σε ένα Αξιωµατικό Σύστηµα χωρίς την παραπάνω ‘‘παθολογία’’ ϑα
καλούνται ανεξάρτητα.

Ερώτηµα: i) Είναι δυνατόν δύο Αξιωµατικά Συστήµατα µε τους ίδιους απροσδιόρι-
στους όρους να παράγουν τα ίδια ϑεωρήµατα ;

ii) Αν παράγουν τα ίδια ϑεωρήµατα υποχρεωτικά διαθέτουν και τα ίδια
αξιώµατα ;
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Απάντηση: i) Ασφαλώς και είναι δυνατόν κάτι τέτοιο και αυτό συµβαίνει ακριβώς τότε
όταν καθένα από τα αξιώµατα του ενός συστήµατος µπορεί να απο-
δειχθεί ως ϑεώρηµα του άλλου συστήµατος, µε κάποια αξιώµατα ίσως
κοινά. Σε αυτή τη περίπτωση τα συστήµατα καλούνται ισοδύναµα.

ii) Αν δύο Αξιωµατικά Συστήµατα συµφωνούν σε όλα τα αξιώµατα, πλήν
ενός, τότε τα δύο διαφορετικά αξιώµατα ϑα χαρακτηρίζονται ισοδύναµα
αν τα Αξιωµατικά Συστήµατα είναι ισοδύναµα. (Τα ισοδύναµα αξιώµατα
αλληλοϋποκαθίστονται.)

Προσοχή ! Η ισοδυναµία δύο αξιωµάτων δεν εξαρτάται µόνο από αυτά αλλά και από τα
κοινά αξιώµατα των δύο συστηµάτων.

Να διευκρινίσουµε εξαρχής ότι ο τρόπος ϑεµελίωσης της Ευκλείδιας Γεωµετρίας από
τον Ευκλείδη δεν αποτελεί Τυπικό Αξιωµατικό Σύστηµα (Τ.Α.Σ) µε την αυστηρή έννοια.
Σε γενικές γραµµές (όχι αυστηρά κρίνοντας) ϑα µπορούσε να χαρακτηριστεί ως τέτοιας
δοµής.

1.4 Αξιωµατικά Συστήµατα που αφορούν στη Θεωρία
Συνόλων

1.4.1 Αξιωµατικό Σύστηµα Zermelo-Fraenkel

Ernst Zermelo Abraham Fraenkel

Το 1908 ο Zermelo (1871-1953) παρουσιάζει επτά αξιώµατα [το πρώτο καθόριζε πως συµ-
περιφέρεται η έννοια «ισότητα» µεταξύ των συνόλων, τα υπόλοιπα έξι ϐεβαίωναν την ύπαρξη (παρήγαγαν)
κάποιων συνόλων].

Ο Fraenkel (1891-1965) πρόσθεσε ένα ακόµη «άκρως παραγωγικό» αξίωµα, αυτό της
αντικατάστασης. Στην πορεία µέχρι το 1925 (οπότε έχουµε και την τελική µορφή της ZF)
προστέθηκε στον κατάλογο και ένα επιπλέον αξίωµα, το αξίωµα ϐάσης ή ϑεµελίωσης όπως
το χαρακτηρίζουµε.

Το 1925 έχουµε την τελική µορφή της ZF ϑεωρίας συνόλων. Τα αξιώµατα αναφέρονται
µόνο στις έννοιες «σύνολο» και «ανήκει ή είναι στοιχείο του» τις οποίες ϑεωρούµε πρωταρχι-
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κές έννοιες (δεν δίνεται ο ορισµός τους και οι ιδιότητές τους καθορίζονται από τα αξιώµατα
της ϑεωρίας και αποκαλύπτονται από τα προκύπτοντα ϑεωρήµατα).

Για όλες τις άλλες έννοιες υπάρχουν αυστηροί ορισµοί. Η ϑεωρία είναι γραµµένη από
τους Skolem (1887-1963) και Fraenkel (1891-1965) σε πολύ απλή συµβολική γλώσσα
και αυτό οφείλεται στην πρόοδο που έκανε η Συµβολική Λογική εκείνα τα χρόνια, µε τη
δηµιουργία της Λογικής Α Τάξης (first-order logic).

1. Αξίωµα της έκτασης
Τα τυχόντα σύνολα A και B είναι ίσα αν και µόνον αν έχουν τα ίδια στοιχεία.

2. Αξίωµα του κενού συνόλου
Υπάρχει σύνολο χωρίς στοιχεία.

3. Αξίωµα του Ϲεύγους
Για οποιαδήποτε σύνολα A και B υπάρχει σύνολο Γ που έχει στοιχεία του ακριβώς
τα A και B.

4. Αξίωµα της ΄Ενωσης
Για κάθε σύνολο A υπάρχει σύνολο B που αποτελείται από τα σύνολα που ανήκουν
σε ένα τουλάχιστον στοιχείο του A.

5. Αξίωµα του ∆υναµοσυνόλου
Για κάθε σύνολο A, υπάρχει σύνολο B που έχει για στοιχεία του ακριβώς τα υπο-
σύνολα του A.

6. ∆ιαχωριστικό αξίωµα (Σχήµα ή αξίωµα σχήµα υποσυνόλων)
Για κάθε σύνολο A και κάθε ιδιότητα P (x), υπάρχει σύνολο B το οποίο αποτελείται
από όλα τα στοιχεία x του A που έχουν την ιδιότητα P (x).

7. Αξίωµα του ΄Απειρου
Υπάρχει επαγωγικό σύνολο.

[Συµβολίζουµε µε A+ = A∪{A}. ΄Ενα σύνολο Σ καλείται επαγωγικό ή επόµενο εάν
1) ∅ ∈ Σ και 2) (∀A ∈ Σ)(A+ ∈ Σ)]

8. Αξίωµα-σχήµα της αντικατάστασης
(Μη αυστηρή διατύπωση του αξιώµατος-σχήµατος της αντικατάστασης.) ΄Εστω ότι
έχουµε

i) έναν κανόνα που αντιστοιχεί σε κάθε σύνολο A το πολύ ένα σύνολο BA

ii) ένα σύνολο Γ

Τότε η κλάση {BA : A ∈ Γ} που προκύπτει µε την αντικατάσταση των A ∈ Γ από
τα υπάρχοντα BA, είναι σύνολο, όπου το BA συµβολίζει το B για το οποίο ισχύει η
ιδιότητα P (A,B).

9. Αξίωµα ϐάσης
Κάθε µη κενό σύνολο A έχει στοιχείο B ώστε A ∩B = ∅.

[Συµβολική γραφή: (∀A 6= ∅)(∃B ∈ A)(A ∩B = ∅).]
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1.5. ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ HILBERT

1.5 Πρόγραµµα Hilbert

Ο David Hilbert προσπάθησε όσο κανείς άλλος να επιβάλλει στα
µαθηµατικά αυστηρούς κανόνες ισχυριζόµενος ότι τα µαθηµατι-
κά «είναι ένα παιχνίδι µε απλούς κανόνες, που παίζεται γράφον-
τας στο χαρτί σηµάδια χωρίς νόηµα». Η πρότασή του για τυποπο-
ίηση όλων των κλάδων των µαθηµατικών αρχίζοντας από την αριθ-
µητική ονοµάστηκε ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΤΟΥ HILBERT (εµβολιασµός
κατά του Παραδόξου). Αν το πρόγραµµα του Hilbert πετύχαινε,
τα µαθηµατικά ϑα αποκτούσαν επιτέλους ξεκάθαρα ϑεµέλια και
η ασάφεια που είχε ενθαρρύνει τη ‘‘ρασιοναλιστική αγυρτεία’’ ϑα
εξαλειφόταν.

Τα ϑεµέλια της Γεωµετρίας (Grundlagen der Geometrie) του
Hilbert το 1899 χαρακτηρίστηκαν ως η σηµαντικότερη συνεισφο-
ϱά στη Γεωµετρία, µετά τον Ευκλείδη, δείχνοντας ότι η Γεωµετρία

ϑα µπορούσε να συλληφθεί σε ένα τυπικό σύστηµα, µε την προϋπόθεση ϐέβαια να τυ-
ποποιηθεί πρώτα η αριθµητική, το πιο ϑεµελιώδες µαθηµατικό σύστηµα. Το 1900 στο
Παρίσι στην οµιλία του µε τίτλο «Μαθηµατικά Προβλήµατα» παρουσίασε δέκα χαρακτηρι-
στικά προβλήµατα προφητεύοντας κατά κάποιο τρόπο τα µαθηµατικά επιτεύγµατα στον
αιώνα που ερχόταν. Ο Gödel συνέβαλε καθοριστικά στη λύση των τριών πιο σηµαντικών
προβληµάτων από αυτά τα δέκα προβλήµατα.

Το πρώτο ήταν η υπόθεση του Συνεχούς (C.H.) του Cantor (1845–1918). Ο Cantor
είχε διατυπώσει την υπόθεση ότι «δεν υπάρχει σύνολο ανώτερης πληθικότητας από αυτή
των ϕυσικών και κατώτερης πληθικότητας από ΄κείνης των πραγµατικών αριθµών».

Με ϐάση ένα ϑεώρηµα που έδειξε ο Gödel και ένα (άλλο) ϑεώρηµα που έδειξε ο Paul
Cohen (1934–2007), έπεται ότι η Υπόθεση του Συνεχούς δεν µπορεί ούτε να αποδειχθεί
αληθής αλλά ούτε και να διαψευστεί στα πλαίσια της υπάρχουσας ϑεωρίας συνόλων.
΄Εδειξε δηλαδή αυτό που κατά τον Hilbert δεν µπορεί να υπάρξει : ένα ignorabimus (ένας
ισχυρισµός που δεν µπορεί ούτε να επιβεβαιωθεί ούτε να απορριφθεί, ένας ισχυρισµός
που αγνοούµε αν ευσταθεί).

Το δεύτερο ήταν η απόδειξη της συνέπειας των αξιωµάτων της αριθµητικής. Η ανάγκη
αυτή προέκυψε από τη στροφή προς το ϕορµαλισµό, αφού σε ένα τυπικό σύστηµα τα
αξιώµατα είναι απογυµνωµένα παντός νοήµατος και η αλήθεια είναι συνώνυµο της
αποδειξιµότητας, οπότε δεν µπορεί να ϑεωρηθεί δεδοµένο ότι τα αξιώµατα δεν οδηγούν
σε λογικά ασύµβατα ϑεωρήµατα. ΄Εχουµε αµφιβολίες διότι οι συµφωνηµένοι κανόνες δεν
γνωρίζουµε αν επιτρέπουν αντιφατικά συµπεράσµατα.

΄Ετσι διαµορφώνεται µια µεταµαθηµατική στάση γνωστή και ως ‘‘φορµαλισµός’’ αντίθε-
τη σε κάθε µυστικιστική εξήγηση της εµβέλειας των Μαθηµατικών στην οποία ωθήθηκε
ακόµη και ο Πλάτωνας (ιντουισιονισµός). Η αλήθεια συνίσταται από τους συµφωνηµένους
κανόνες. ∆εν υπάρχει κάποια εξωτερική αλήθεια µε την οποία ϑα πρέπει να αντιπαρα-
ϐάλλουµε τα Μαθηµατικά.

Αυτή είναι η αρνητική πλευρά της ϑέσης «ο άνθρωπος είναι το µαθηµατικό µέτρο
όλων των πραγµάτων». Αυτή η επιµονή του Hilbert για απόδειξη δείχνει πως κατά ϐάθος
δεν ήταν γνήσιος ϕορµαλιστής. Τον παλιό καλό καιρό που τα αξιώµατα ϑεωρούσαµε
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. Τ.Α.Σ. – A.C. – C.H.

ότι είναι αληθείς δηλώσεις για υπαρκτά αντικείµενα δεν ανησυχούσαµε ιδιαίτερα για
την ασυνέπεια. ΄Ηταν επιβεβληµένη λοιπόν η ανάγκη µιας «απόλυτης απόδειξης» της
συνέπειας της αριθµητικής. Οι ανησυχίες του Hilbert, πέραν της αρχικής αισιοδοξίας,
άρχισαν να µεγαλώνουν διότι ωστόσο το 1902 ο Russell ανακαλύπτει το παράδοξο «του
συνόλου όλων των συνόλων που δεν είναι µέλη του εαυτού τους» στον απόηχο του άλλου
παραδόξου του Cantor που αφορούσε το αδύνατο καθολικό σύνολο, δηλαδή το σύνολο
όλων των συνόλων.

Παρεµπιπτόντως αναφέρουµε το ϱεύµα των ιντουισιονιστών µεταξύ των υποστηρικτών
του οποίου ήταν και ο Ολλανδός Luitzen Brouwer(1881–1966), η πιο ακραία αντιπαράθε-
ση στον πλατωνισµό (ο ϕορµαλισµός ωχριά µπροστά του) το οποίο ϱεύµα προκειµένου να
αποφύγει τα παράδοξα επιβάλλει ακραίους περιορισµούς όπως αποβολή της έννοιας του
απείρου από τα Μαθηµατικά, την κατάργηση της αρχής του αποκλειόµενου τρίτου. Α-
κόµη και ο Hilbert µιλάει για «προδοσία» του πνεύµατος των µαθηµατικών αναφερόµενος
στις ϑέσεις των ιντουισιονιστών. Το έργο του Gottlob Frege και αργότερα µε την ανακάλυ-
ψη του παραδόξου του Russell, το Principia Mathematica των Russell και Whitehead
έχουν προλειάνει το έδαφος γι’ αυτή τη νοµιµοποιητική απόδειξη. Θυµίζουµε τις έννοιες
«επαρκές», «συνεπές», «πλήρες» που αφορούν ένα τυπικό σύστηµα για να δούµε τι ακριβώς
έχει δειχτεί και τι υπολείπεται.

Επαρκές ή αλγοριθµικά αποκρίσιµο είναι το τυπικό σύστηµα στο οποίο για κάθε τύπο,
υπάρχει διαδικασία η οποία µε χρήση των κανόνων αυτού του συστήµατος αποδει-
κνύει τον τύπο ή την άρνησή του σε εύλογα (χρονικά) πλαίσια.

Συνεπές είναι το τυπικό σύστηµα στο οποίο µε χρήση των κανόνων αυτού του συστήµατος
δεν µπορεί να παραχθεί καµία αντίφαση.

Πλήρες είναι το τυπικό σύστηµα στο οποίο µε χρήση των κανόνων αυτού του συστήµατος
κάθε τύπος που ανήκει σε προκαθορισµένο σύνολο (για παράδειγµα στο σύνολο
αξιωµάτων ZF) δύναται να αποδειχθεί.

Οι ad hoc κανόνες της ϑεωρίας των τύπων απέκλειαν τη δηµιουργία συνόλων που να
αναπαράγουν την ασυνέπεια, όπως το σύνολο όλων των συνόλων που δεν είναι µέλη του
εαυτού τους. Χρειαζόταν όµως και η απόδειξη της πληρότητας ενός τυπικού συστήµατος,
δηλαδή να µας επιτρέπει την απόδειξη όλων των αριθµητικών αληθειών. Ο Gödel ϕέρνει
ένα απρόσµενο αποτέλεσµα !!! «Η απόδειξη που χρειαζόταν ως άξονα το πρόγραµµα του
Hilbert δεν ϑα ϐρισκόταν ποτέ». Οι επιπτώσεις για το ϕορµαλισµό ήταν συντριπτικές και
αναπόδραστες.

Τον προηγούµενο αιώνα τρεις ανακαλύψεις µας εισήγαγαν σ΄ έναν κόσµο ανοίκειο,
έναν κόσµο που συγκρούεται τόσο ϱιζικά µε όλες τις προηγούµενες υποθέσεις και διαι-
σθήσεις µας, ώστε έναν αιώνα µετά ακόµη προσπαθούµε να τον καταλάβουµε. Το τρίπτυχο
που συγκλόνισε τα ϑεµέλια των «ϑετικών επιστηµών»

1. Το Θεώρηµα µη-πληρότητας του Gödel.

2. Η αρχή της απροσδιοριστίας του Heisenberg.

3. Η ϑεωρία σχετικότητας του Einstein.
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1.5. ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ HILBERT

Στο λήµµα «Θεώρηµα του Gödel» η Encyclopedia of Philosophy διατυπώνει τη σηµασία
των δύο ϑεωρηµάτων και γενικεύει αορίστως διατυπωµένα τα συµπεράσµατα που δηµο-
σίευσε το 1931 ο Kurt Gödel στη Βιέννη. «Σε κάθε τυπικό σύστηµα επαρκές για τη Θεωρία
Αριθµών, υπάρχει ένας µη αποφασίσιµος µαθηµατικός τυπος, δηλαδή ένας τύπος που δεν
είναι αποδείξιµος και που η άρνησή του είναι επίσης µη αποδείξιµη». (Η δήλωση αυτή
αναφέρεται και ως πρώτο Θεώρηµα του Gödel.)

Πόρισµα 1.1. Η συνέπεια ενός τυπικού συστήµατος επαρκούς για τη Θεωρία Αριθµών δεν
µπορεί να αποδειχθεί εντός αυτού του συστήµατος.

[Το συµπέρασµα αυτό αναφέρεται άλλοτε ως Θεώρηµα του Gödel κι άλλοτε ως δεύτε-
ϱο Θεώρηµα του Gödel.]

Οι µετα-πεποιθήσεις (µετά=ελληνικό πρόθεµα που σηµαίνει µετά, πέρα) του Gödel
και του Einstein· η µετα-ϑεώρηση µιας γνωστικής περιοχής εγείρει ερωτήµατα του είδους
«πώς ειναι δυνατον αυτή η περιοχή της γνώσης να κάνει αυτό που κάνει ;». Τα Μαθηµατι-
κά, είναι η µόνη επιστήµη που ϕτάνει µε a priori µεθόδους πολλές ϕορές, σε αναπάντεχα,
αλλά αδιάψευστα, αποτελέσµατα και ϑέτουν για τους επιστηµολόγους (ϑεωρητικούς της
γνώσης) πολλά τέτοια µετα-ερωτήµατα: «Πώς είναι δυνατόν να κάνουν αυτό που κάνουν ;».
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Κεφάλαιο 2

Ι Συνολοθεωρητικά Παράδοξα (χωρίς χρήση

του A.C)

Ο Cantor (1845-1918) ϑυµίζουµε είχε µια διαισθητική αντίληψη για το σύνολο ως συλ-
λογή ορισµένων και διακεκριµένων αντικειµένων.

Επακόλουθο αυτής της αντίληψης είναι µια αρχή, ας την καλέσουµε συλλεκτική αρχή,
σύµφωνα µε την οποία αν P (x) είναι µια ιδιότητα (µπορεί να την έχει ή να µην την
έχει) ενός αντικειµένου αυτή η διαδικασία συλλέγει - συγκεντρώνει όλα τα αντικείµενα
x µε αυτή την ιδιότητα, δηµιουργώντας ένα µοναδικό σύνολο. Αυτή η αρχή οδήγησε
σε διάφορα παράδοξα αποτελέσµατα τα οποία διαπιστώθηκαν αρχικά από τον ίδιο τον
Cantor και στη συνέχεια από τους Burali-Forti (1861-1931) και Russell (1872-1970).
Τα παραπάνω ανακαλυφθέντα παράδοξα µπορούµε να τα διακρίνουµε σε δύο κατηγορίες
ανάλογα µε την ανησυχία που προκάλεσε η εµφάνισή τους στο Μαθηµατικό χώρο εν γένει.

Στην πρώτη κατηγορία ανήκουν τα παράδοξα των Cantor και Burali-Forti τα οποία
πέρασαν σχεδόν απαρατήρητα µιας και αφορούσαν έννοιες που ϐρίσκονταν «στα σύνορα»
της ϑεωρίας συνόλων. Αφορούσαν τους υπερπεπερασµένους αριθµούς και ήταν ένα ϑέµα
«ακραίο» και κατά κάποιον τρόπο τεχνικό.

Στη δεύτερη όµως κατηγορία ανήκει το παράδοξο του Russell το οποίο προκάλεσε
µεγάλο ϑόρυβο µιας και η πηγή της προέλευσής του ήταν ο ίδιος ο ορισµός του συνόλου
(συλλεκτική αρχή), δηλαδή τα ίδια τα ϑεµέλια της Συνολοθεωρίας.

2.1 Συνολοθεωρητικά Παράδοξα σχετιζόµενα µε τον ο-
ϱισµό του συνόλου

1. Το παράδοξο του Cantor (1845-1918)

΄ΕστωX το σύνολο όλων των συνόλων. Κάθε υποσύνολο τουX (ως σύνολο) πρέπει να είναι
µέλος-στοιχείο του συνόλου X. ΄Ετσι προκύπτει ότι το δυναµοσύνολο P (X) του συνόλου
X ϑα είναι υποσύνολο του X, δηλαδή P (X) $ X.

Τότε είναι ο πληθάριθµος του P (X) µικρότερος από τον πληθάριθµο του X δηλαδή
n(P (X)) ≤ n(X) το οποίο είναι άτοπο σύµφωνα µε το γνωστό ϑεώρηµα του Cantor (ισχύει
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2.1. ΣΥΝΟΛΟΘΕΩΡΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΟΞΑ ΣΧΕΤΙΖΟΜΕΝΑ ΜΕ ΤΟΝ ΟΡΙΣΜΟ ΤΟΥ
ΣΥΝΟΛΟΥ

πάντα ότι η n(A) < n(P (A)), A τυχόν σύνολο).

2. Το παράδοξο Burali-Forti (1861-1931)

«΄Ενας διατακτικός αριθµός µπορεί να οριστεί συνολοθεωρη-
τικά ως το σύνολο όλων των προηγούµενών του».

Burali-Forti

? Cesare Burali-Forti (1861-1931) (ϐοηθός του Giuseppe Peano (1858-1932) από το
1894-1896 όπου και ανακάλυψε το παράδοξο).

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό το σύνολο όλων των διατακτικών αριθµών ϑα όρι-
Ϲε έναν διατακτικό αριθµό µεγαλύτερο από οποιονδήποτε άλλο διατακτικό αριθµό που
ανήκει στο σύνολο αυτό.

3. Το παράδοξο του Russell (1872-1970)

Ο Bertrand Russell (1872–1970) το 1902 γνωστοποίησε το εξής παράδοξο.
΄Εστω Y το σύνολο όλων των συνόλων µε την ιδιότητα

P (x) : το x είναι σύνολο που δεν περιέχει τον εαυτό του.

δηλαδή Y = A, όπου A είναι σύνολο µε A /∈ A.

Το Y είναι µέλος–στοιχείο του εαυτού του ;

Στην περίπτωση που το Y είναι µέλος του εαυτού του, τότε το Y δεν ανήκει στο Y
σύµφωνα µε τον ορισµό οπότε δεν είναι µέλος του εαυτού του (άτοπο).

Στην περίπτωση που το Y δεν είναι µέλος του εαυτού του, τότε από τον ορισµό του Y ,
το Y είναι µέλος του εαυτού του (άτοπο).

Το παράδοξο του Russel έχει γίνει γνωστό και µε άλλες παραλλαγές, όπως το παράδοξο
του κουρέα κλπ.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. Ι ΣΥΝΟΛΟΘΕΩΡΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΟΞΑ (ΧΩΡΙΣ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ A.C)

Ποια ϑεώρηση προτιµάτε ;; (υπάρχει κάτι που καθορίζει την επιλογή ;)
Ακολουθούν αντιστοιχίσεις µεταξύ των στοιχείων πεπερασµένων και άπειρων συνόλων µε
διάφορους τρόπους-ϑεωρήσεις-παραδοχές. Τα στοιχεία τους τα συµβολίζουµε µε τετρα-
γωνάκια και κυκλάκια.

• Τα τετράγωνα ϕαίνονται σαφώς ίσα σε πλήθος µε τα κυκλάκια. ΑΡΧΗ ΠΕΡΙΣΤΕΡΕ-
ΩΝΑ (χειροπιαστή εµπειρία) στο παρακάτω σχήµα

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

• Τα τετραγωνάκια ϕαίνονται σαφώς περισσότερα εξαιτίας

1. των δυο παραπάνω τετραγώνων στα αριστερά.

2. της ϑεώρησής µας ότι οι δυο συλλογές σταµατούν µαζί στο (ΑΠΕΙΡΟ). Αν δεν ισχύει
η ϑεώρηση αυτή (ii) τότε δεν είναι σαφές ότι τα τετραγωνάκια είναι περισσότερα από
τα κυκλάκια.

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . . . . .

• Τα τετραγωνάκια δεν ϕαίνονται σαφώς περισσότερα αλλά εν τέλει έτσι πιστεύουµε
εξαιτίας

1. του ότι δεν υπάρχουν δυο παραπάνω τετραγωνάκια αριστερά λόγω του τρόπου
αντιστοίχισης.

2. της ϑεώρησής µας ότι οι δύο συλλογές ‘‘σταµατούν’’ µαζί στο (ΑΠΕΙΡΟ) οπότε
δεν υπάρχουν αντίστοιχα κυκλάκια για τα δύο τελευταία τετράγωνα.

• Τα τετράγωνα δεν ϕαίνονται περισσότερα εξαιτίας

1. του τρόπου αντιστοίχισης (δεν υπάρχουν δύο τετραγωνάκια επιπλέον αριστερά)

2. δεν ϑεωρούµε ότι οι δυο συλλογές ‘‘σταµατούν’’ µαζί στο (ΑΠΕΙΡΟ). Αποσύρου-
µε αυτή τη δέσµευση αφήνοντας έτσι αντίθετα ελεύθερα και απεριόριστα τα
πράγµατα ‘‘εις τους αιώνας των αιώνων’’ της διαδικασίας.
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ΣΥΝΟΛΟΥ

Προσοχή: Είναι τελείως διαφορετική η κατάσταση όταν ϑεωρούµε ότι οι συλλογές µας
‘‘σταµατούν’’ µαζί στο (ΑΠΕΙΡΟ) από την αντίθετη ϑεώρηση. ΄Εχουµε δικα-
ίωµα σε οποιαδήποτε από τις ϑεωρήσεις µε τις ανάλογες ϐέβαια συνέπειες
(ϑετικές ή αρνητικές). Ο Cantor επέλεξε αναγκαστικά τη δεύτερη ϑεώρηση
χρησιµοποιώντας την 1− 1 αντιστοιχία στον ορισµό των απειροσυνόλων.

Στην αποτυπωµένη στο χαρτί µαθηµατική πραγµατικότητα- σε αντίθεση µε την µα-
ϑηµατική πραγµατικότητα, στην οποία τα σηµεία έχουν µηδενικό µέτρο και ϑεωρούνται
ως ϑέσεις – αντιλαµβανόµαστε και παριστάνουµε (αποδίδουµε) ένα σηµείο ως τελεία, είτε
αναφερόµαστε σε σηµείο σηµειοσυνόλου διάστασης 1, είτε διάστασης 2, είτε διάστασης 3,
. . . , είτε διάστασης n. Συχνά προτείνουµε για ευκολία (!), ϕανταστείτε ένα σηµείο ενός
σηµειοσυνόλου διάστασης 3, του χώρου στον οποίο Ϲούµε σαν έναν πολύ, πολύ απειρο-
ελάχιστο κόκκο άµµου. (δηλαδή ως τρισδιάστατο στερεό µικρού πεπερασµένου όγκου)
και ένα σχήµα πεπερασµένου µεγέθους ως συνδυασµό τέτοιων σηµείων. Ευτυχώς για το
σηµείο του επιπέδου δεν έχουµε επινοήσει κάτι.

Αυτή η προτροπή αποκλείει την δυνατότητα ένας συνδυασµός άπειρων τέτοιων σηµείων
να δηµιουργεί σώµα στερεό – σχήµα πεπερασµένου µεγέθους. Ο συνδυασµός άπειρων
τέτοιων ποσοτήτων – σηµείων ϑα αποδίδει σχήµατα – σώµατα που είναι απείρως µεγάλα.
Με παγιωµένη αυτή την εντύπωση (την σφυρηλατεί η εκπαίδευση και η διδασκαλία κάθε
χρονική στιγµή) είναι αναπόφευκτη µια στάση έκπληξης, δυσπιστίας και απόστασης α-
κόµη και λογικής αντίληψης π.χ. της αριθµητικής των υπερπεπερασµένων αριθµών. Θα
έπρεπε να είναι αναµενόµενη µια τέτοια στάση αφού προσπάθειες να παίξεις παιχνίδια
που ‘‘στρώνει’’ το άπειρο µε όρους πεπερασµένους και κατά αναλογία (την οποία ϕυσικά
µάταια προσπαθείς να διακρίνεις και να αναγνωρίσεις). Αν όµως υπερτονιστεί και παγιω-
ϑεί ότι στη µαθηµατική πραγµατικότητα (και αυτή εµείς προσπαθούµε να αποδώσουµε
άλλοτε πετυχηµένα άλλοτε όχι) τα σηµεία έχουν µηδενικό µέτρο και ϑεωρούνται ως ‘‘ΘΕ-
ΣΕΙΣ’’ τα εµφανιζόµενα ΠΑΡΑ∆ΟΞΑ ϑα µετατραπούν αυτόµατα σε παράδοξα (ϕυσικά όσα
έχουν ως αντικείµενο, σηµειοσύνολα).

Συνεχίζουµε αναφερόµενοι σε παράδοξα κλιµακούµενης (αυξανόµενης) παραδοξότη-
τας.

Παράδοξα µικρά και µεγάλα:

1. Μετατόπιση από και προς το άπειρο

2. Επέκταση

3. Σύνολα Cantor

4. Κατασκευές Vitali

5. Banach-Tarski
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2.2 Ισοδυναµία κατάτµησης

• Στον δισδιάστατο χώρο (πολυγωνικές κατατµήσεις)
Θεωρούµε ένα πολύγωνο έστω A (Αρχικό) το οποίο χωρίζουµε σε «κοµµάτια» δε-
σµευόµενοι στα εξής :

i) σε πεπερασµένο αριθµό

ii) (πολυγωνικών) υποπεριοχών

iii) µε σύνορα (πλευρές) ευθύγραµµα τµήµατα

Στη συνέχεια, µόνο µε άκαµπτες κινήσεις (ισοµετρίες) επιχειρούµε µε µια ανάταξη
(αναδιάταξη) των κοµµατιών να σχηµατίσουµε ένα άλλο πολύγωνο T (Τελικό). Α-
γνοώντας τα σύνορα των κοµµατιών χαρακτηρίζουµε τα δύο πολύγωνα ισοδύναµα
µέσω κατάτµησης σε πολυγωνικά χωρία («ψαλιδωτά» ή «πριονωτά»)

• Στον τρισδιάστατο χώρο (πολυεδρικές κατατµήσεις)
Θεωρούµε ένα πολύεδρο έστω A (Αρχικό) το οποίο χωρίζουµε σε «κοµµάτια» δεσµευ-
όµενοι

i) σε πεπερασµένο αριθµό

ii) πολυεδρικών (υποσωµάτων)

iii) µε σύνορα (έδρες) πολύγωνα

Στη συνέχεια µόνο µε άκαµπτες κινήσεις (ισοµετρίες) επιχειρούµε µε µια ανάταξη
(αναδιάταξη) των κοµµατιών να σχηµατίσουµε ένα άλλο πολύεδρο T (τελικό). Αγνο-
ώντας τα σύνορα των κοµµατιών χαρακτηρίζουµε τα δύο πολύεδρα ισοδύναµα µέσω
κατάτµησης σε πολυεδρικά σώµατα.

Θεώρηµα Wallace-Bolyai-Gerwien (στον δισδιάστατο χώρο)

William Wallace Farkas Bolyai
(1768–1843) (1775–1856)
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2.2. ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ ΚΑΤΑΤΜΗΣΗΣ

Θεώρηµα 2.1. ∆ύο πολύγωνα είναι ισοδύναµα µέσω κατάτµησης αν και µόνο αν έχουν το
ίδιο εµβαδόν.(ειδικότερα κάθε πολύγωνο είναι ισοδύναµο µέσω κατάτµησης µε τετράγωνο
ίσου εµβαδού)

Απόδειξη. Σκιαγραφούµε την απόδειξη στα παρακάτω ϐήµατα:

Βηµα Ι : ∆ιαµέριση πολυγώνου σε πεπερασµένο αριθµό τριγώνων.

Βηµα ΙΙ : Κατάτµηση και ανασυναρµολόγηση ενός τριγώνου σε ορθογώνιο παραλλη-
λόγραµµο.

Βηµα ΙΙΙ : Κατάτµηση και ανασυναρµολόγηση ενός ορθογωνίου σε τετράγωνο.
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Βήµα ΙV: Κατάτµηση και ανασυναρµολόγηση δύο τετραγώνων σε ένα (επαναλαµβανόµε-
νη εφαρµογή του Βήµατος III συναρµολογεί όλα τα τετράγωνα σε ένα όπως
ϕαίνεται παρακάτω

3ο πρόβληµα της λίστας του Hilbert

(ανάλογο του Θεωρήµατος Wallace- Bolyai-Gerwien στον τρισδιάστατο χώρο)

΄Οπως ξέρουµε το 1900 ο David Hilbert στο Συνέδριο των Μαθηµατικών στο Παρίσι ανα-
κοίνωσε µια λίστα µε προβλήµατα τα οποία συνόψιζαν τους µέχρι τότε προβληµατισµούς
και η λύση των οποίων ϑα άνοιγε νέους ορίζοντες στα Μαθηµατικά. Μεταξύ αυτών των
προβληµάτων (3ο στη σειρά) ϐρισκόταν και το εξής πρόβληµα Υπάρχουν δύο τετράεδρα
ίσων ϐάσεων και υψών, άρα ίσων όγκων που δεν είναι ισοδύναµα µέσω κατατµήσεων·» του
οποίου την απάντηση ο Hilbert υποπτευόταν ως καταφατική και τη λύση την έδωσε ο Max
Dehn, επιβεβαιώνοντας τον Hilbert.

Ο Max Dehn ήταν γερµανο-αµερικανός Μαθηµατικός, διακεκρι-
µένος στη γεωµετρία, τοπολογία και τη ϑεωρία γεωµετρικών συ-
νόλων. Ο πρώτος που έλυσε ένα από τα 23 γνωστά προβλήµατα
του David Hilbert. Ο Dehn, λοιπόν, κατασκεύασε δύο τετράεδρα
ίσου όγκου µε διαφορετικές αναλλοίωτες Dehn. Βασική ιδιότητα
της αναλλοίωτης Dehn, η οποία υπολογίζεται µε χρήση των µηκών
των ακµών και των γωνιών µεταξύ των εδρών του τετράεδρου, είναι
ότι δεν αλλάζει γενικά για δοσµένο πολύεδρο από κανέναν αριθµό
τεµαχισµών και συγκολλήσεων. Είναι επόµενο λοιπόν αυτά τα δύο
τετράεδρα να µην είναι ισοδύναµα µέσω κατατµήσεων.

΄Ετσι επιβεβαιώθηκε η υποψία του Hilbert ότι δύο οποιαδήποτε πολύεδρα ίσου όγκου
δεν µπορούν να αποδειχθούν ισοδύναµα µέσω κατάτµησης.
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2.3. ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ ∆ΙΑΣΠΑΣΗΣ

Να τονίσουµε πάλι ότι το 3ο πρόβληµα απαιτούσε κατάτµηση µε επίπεδες τοµές σε πολυε-
δρικά κοµµάτια χωρίς να επιτρέπει άλλου είδους τοµές και κοµµάτια. ΄Ενα ερώτηµα που
προκύπτει, αβίαστα, από τα παραπάνω είναι το εξής : Αν δεν έχει λύση το τρίτο πρόβλη-
µα του Hilbert, πώς είναι δυνατόν να έχει λύση το πρόβληµα Banach-Tarski; Περιέργως
πως, επειδή στο ϑεώρηµα Banach-Tarski απαιτείται ακριβής περιγραφή για τη ϕύση της
κατάτµησης, αυτή η ακρίβεια είναι ίσως που επιτρέπει την ισχύ του.

2.3 Ισοδυναµία ∆ιάσπασης

Τονίζουµε από την αρχή ότι πρόκειται για µια κατάτµηση (τεµαχισµό) ακριβέστερη από
αυτήν που εφαρµόσαµε στην ισοδυναµία κατάτµησης, στην οποία αγνοήσαµε, δεν µας
ενδιέφεραν, κατά µία έννοια επικαλύψεις-επαναλήψεις συνόρων, κορυφών κτλ. Στην
νέα κατάτµηση ϑα ληφθούν υπόψη όλα τα σηµεία του σχήµατος (σηµειοσυνόλου) συµ-
περιλαµβανοµένων των συνόρων και των άκρων και ϑα χαρακτηριστούν τα πολυγωνικά
χωρία (αρχικό και τελικό) ισοδύναµα µέσω διάσπασης. Θα ακολουθήσει παράδειγµα ι-
σοδυναµίας πολυγωνικών χωρίων, µέσω διάσπασης, ώστε να ϕανεί η διαφορά στην οποία
αναφερθήκαµε (µεταξύ κατάτµησης και διάσπασης). Το παράδειγµα ϑα αναφέρεται στην
ισοδυναµία µέσω διάσπασης ενός τετραγώνου µε ένα τρίγωνο ορθογώνιο και ισοσκελές
ίσου εµβαδού. (Η απόδειξη ϐρίσκεται στις σελίδες 25 και 26 διότι παρεµβάλλονται άκρως
απαραίτητα στοιχεία για την κατανόησή της).

2.3.1 Απαραίτητα στοιχεία

Πριν αναφερθούµε όµως στο παράδειγµα, το διευκρινιστικό, ϑα αναφερθούµε σε µια, ας
την χαρακτηρίσουµε ‘‘περίεργη’’ διαδικασία η οποία αποτελεί από µόνη της ‘‘θολή διαδι-
κασία’’ αλλά είναι κατοχυρωµένη στην πράξη και ϑα εξηγήσουµε ϐεβαίως γιατί και πώς.
Ας γίνουµε πιο συγκεκριµένοι. Θα περιγράψουµε µια διαδικασία (δύο κατευθύνσεων)
την οποία ϑα χαρακτηρίσουµε ‘‘µετατόπιση προς το άπειρο’’ και ‘‘µετατόπιση από το άπει-
ϱο’’ ανάλογα µε την κατεύθυνση. Η περιγραφή ϑα γίνει (για καλύτερη κατανόηση) µέσω
σηµειοσυνόλων της ευθείας των πραγµατικών αριθµών

(R)
−∞ +∞0 +1 +2

. . .

−1−2

. . .

και ϑα έχει αρκετή έκταση. Μπορούµε να πούµε ότι αποτελεί την ϐάση στήριξης της
ισοδυναµίας διάσπασης.

Θεωρούµε τα σύνολα

N0 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . . }
N = N1 = {?, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . . }
N− {4} = {?, 1, 2, 3, ?, 5, 6, 7, 8, 9, 10 . . . }

N2 = {?, ?, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . . }
N3 = {?, ?, ?, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . . }
N2n = {?, ?, 2, ?, 4, ?, 6, ?, 8, ?, 10, . . . }
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Είναι γνωστό από την ϑεωρία συνόλων ότι όλα τα παραπάνω σύνολα είναι ισοδύναµα
πληθικά (ισοπληθικά) µε το N και έχουν πληθάριθµο που συµβολίζεται µε ℵ0.

Το σηµειοσύνολο N1 είναι ασφαλώς διαφορετικό από το N2, αλλά είναι ισοπληθικά. Αν
µετατοπίσουµε το σύνολο N1, κατά δύο µονάδες προς τα δεξιά, µε µια άκαµπτη κίνηση
(ισοµετρία) ϑα συµπέσει µε το N3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
· · · (N1)

3 4 5 6 7 8 9 10
· · · (N3)

2 4 6 8 10
· · · (N2n)

Εποµένως ταN1 καιN3 σηµειοσύνολα είναι ισοδύναµα µέσω διάσπασης. ∆εν συµβαίνει
ϐεβαίως το ίδιο µε τα N1 και τα N2n, (τα οποία είναι διάφορα, είναι ισοπληθικά) δηλαδή
δεν είναι ισοδύναµα µέσω διάσπασης αφού δεν υπάρχει ισοµετρία που ϑα ταυτίσει το N1

µε το N2n (δηλαδή δεν ϑα συµπέσουν ως σηµειοσύνολα – σχήµατα).

2.3.2 Κύκλος ισοδύναµος µέσω διάσπασης µε κύκλο, ίσης ακτίνας,
από τον οποίο έχει ‘‘αφαιρεθεί’’ ένα σηµείο

Θεωρούµε έναν κύκλο ακτίνας R = 1 και αρχίζουµε
όπως ϕαίνεται στο σχήµα να τοποθετούµε τους αριθµο-
ύς 0, 1, 2, 3, . . . υπό µορφή σηµείων σε ίσες αποστάσεις
(µήκους 1 = R). Η περίµετρος έχει µήκος L = 2π (αφού
R = 1) και είναι άρρητος αριθµός.

Θεωρούµε ένα σύνολο σηµείων

N0 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . . }

και επειδή το µήκος της περιµέτρου είναι αριθµός άρρητος, κατά την διαδικασία (της
τοποθέτησης των αριθµών επί του κύκλου) αυτή, δεν πρόκειται δύο σηµεία του παραπάνω
συνόλου να ταυτιστούν έστω και αν συνεχιστεί επ΄ άπειρον.(αναφερόµαστε στις εικόνες των
στοιχείων του N0).

Θεωρούµε ως σύνολο A το σύνολο των σηµείων της πε-
ϱιφέρειας που δεν ανήκουν στο N0. ΄Ετσι ο κύκλος µπορεί
να ϑεωρηθεί ως η ένωση των N0 και A (εννοείται το σύνο-
λο των σηµείων του κύκλου) (όπως στην µετατόπιση προς
το άπειρο µε τα σύνολα T3 και N4 όπου N1 = T3 ∪ N4).
Περιστρέφουµε όλα τα σηµεία του κύκλου αριστερόστρο-
ϕα (αντίθετα µε τους δείκτες του ϱολογιού) κατά ένα ϐήµα
µήκους 1. [Ο µεγάλος κύκλος παριστάνει τον µικρό µετά
την πρώτη περιστροφή κατά 1 για να ϕαίνεται η αντιστοι-
χία.]
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2.3. ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ ∆ΙΑΣΠΑΣΗΣ

Με αυτή την περιστροφή:

• Το 0 ϑα ταυτιστεί µε το 1.

• Το 1 ϑα ταυτιστεί µε το 2.

• Το 2 ϑα ταυτιστεί µε το 3.

Και έτσι ‘‘νοερώς’’ ϑα προκύψει ένας κύκλος µε τρύπα στην άλλοτε ϑέση του 0 στην αρχική
κυκλική διάταξη των αριθµών του συνόλου N0.

Ισοδύναµα ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε τον κύκλο που
σχηµατίστηκε από την δεξιόστροφη περιστροφή κατά ένα
ϐήµα, µήκους 1 του ήδη δηµιουργηµένου στο προηγούµε-
νο ϐήµα κύκλου µε τρύπα στη ϑέση του 0 (ϐλέπε σχήµα).
Κλείνοντας την ‘‘τρύπα’’.

Βασικό συµπέρασµα λοιπόν, είναι το εξής :

ισοδύναµα
µέσῳ

διάσπασης

2.3.3 Κυκλικός δίσκος ισοδύναµος µέσω διάσπασης µε κυκλικό
δίσκο, ίσης ακτίνας, από τον οποίο έχει ‘‘αφαιρεθεί’’ ένα
ευθύγραµµο τµήµα

.

Με ανάλογο τρόπο όπως στην προηγούµενη περίπτωση ϑα δού-
µε ότι ένας κυκλικός δίσκος ισοδυναµεί µέσω διάσπασης µε άλ-
λον κυκλικό δίσκο ίσης ακτίνας από τον οποίο όµως λεί-πει ένα
ευθύγραµµο τµήµα. Η διαδικασία είναι αυτή της δηµιουργίας
τρύπας σε κύκλο επαναλµβανόµενη άπειρες ϕορές σε κύκλους
µε κέντρο το κέντρο του κυκλικού δίσκου και ακτίνα συνεχώς
αυξανόµενη κατά το µήκος ενός σηµείου.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. Ι ΣΥΝΟΛΟΘΕΩΡΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΟΞΑ (ΧΩΡΙΣ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ A.C)

Επιστρέφουµε στο παράδειγµα και στην απόδειξή του. Επαναλαµβάνουµε

Παράδειγµα: Το τετράγωνο είναι ισοδύναµο µέσω διάσπασης µε ένα ισοσκελές ορθο-
γώνιο τρίγωνο ίσου εµβαδού.

Απόδειξη. Παραθέτουµε σχηµατικά (για λόγους συντοµίας στις περιγραφές αλλά κυριότε-
ϱα σύγκρισης µεταξύ των δύο ισοδυναµιών, κατάτµησης και διάσπασης).

Θεωρούµε ένα τετράγωνο πλευράς 1.

Ισοδυναµία κατάτµησης (ΙσΚ) Ισοδυναµία διάσπασης (Ισ∆)

Μας λείπει από ο,τι παρατηρούµε στην ΙσΚ (ώστε η ισοδυναµία να είναι διάσπασης) ένα
σύνολο σηµείων επί της διαγωνίου δ2 το οποίο δηµιουργεί ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους√

2− 1 ' 0.14 (µην ξεχνάµε ότι το αρχικό τετράγωνο το ϑεωρήσαµε πλευράς 1).
Αφού έχουµε δείξει ότι ένας δίσκος, που του λείπει ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι

ισοδύναµος µέσω διάσπασης µε ολόκληρο τον δίσκο, το συµπέρασµα αυτό ϑα το εκµε-
ταλλευτούµε στο τετράγωνο που µας ενδιαφέρει ως εξής. Θα αφαιρέσουµε εξαρχής από
το αρχικό τετράγωνο το σύνολο των σηµείων που απαρτίζουν ευθύγραµµο τµήµα επί της
δ2 µήκους

√
2 − 1 (δηλαδή αυτό ακριβώς που µας λείπει στο τέλος) δηµιουργώντας ένα,

ας το χαρακτηρίσουµε προσωρινό ‘‘κενό’’ αφού µπορούµε να το γεµίσουµε µέσω της δια-
δικασίας που προηγουµένως περιγράψαµε.
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? Πώς ϑα το πετύχουµε αυτό ;

Θα το πετύχουµε εγγράφοντας στο τετράγωνο πλευράς 1 έναν κύκλο ακτίνας R = 1 και
αφαιρώντας ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους

√
2− 1 οπότε ϑα έχουµε ένα τετράγωνο από

το οποίο ϑα ξεκινήσουµε σαν αυτό του

αφού είναι ισοδύναµα µέσω διάσπασης.
Τώρα πια δεν λείπει τίποτα, διότι το αρχικά αφαιρεθέν σηµειοσύνολο-ευθύγραµµο

τµήµα, µήκους
√

2−1, µπορεί να συµπληρώσει το κενό της δ2 µήκους
√

2−1 και έτσι να
έχουµε ότι ένα τετράγωνο είναι ισοδύναµο µέσω διάσπασης µε ορθογώνιο και ισοσκελές
τρίγωνο.

Παρατηρώντας όσα προηγήθηκαν και συνοψίζοντας αρχίζει να διαφαίνεται, ότι κάποιο
‘‘κοµµάτι’’ ενός συνόλου σηµείων – σχήµατος δεν παίζει κανέναν ϱόλο σε κάποιες περι-
πτώσεις. ΄Ενα σπουδαίο ερώτηµα που τίθεται είναι το εξής :

? Ποιο κοµµάτι ;

? Και σε ποιές περιπτώσεις ;

΄Ενα επίσης σπουδαίο συµπέρασµα είναι το εξής : Η ισοδυναµία κατάτµησης συνεπάγεται
ισοδυναµία διάσπασης χωρίς να ισχύει το αντίστροφο (προς επιβεβαίωση της µη ισχύος του
αντιστρόφου ϑυµηθείτε ότι : ο κυκλικός δίσκος είναι ισοδύναµος µέσω διάσπασης µε ένα
τετράγωνο ίσου εµβαδού αλλά τα δύο σύνολα δεν είναι ισοδύναµα µέσω κατάτµησης.)

2.3.4 Σφαίρα από την οποία έχει ‘‘αφαιρεθεί’’ ένα σηµείο είναι ι-
σοδύναµη µέσω διάσπασης µε µια πλήρη σφαίρα

Πρόκειται για το πιο σηµαντικό συστατικό της απόδειξης Banach-Tarski.
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Επιλέγουµε τον µέγιστο κύκλο που διέρχεται από αυτό το αφαιρεθέν σηµείο της σφαί-
ϱας, µια περιφέρεια στην οποία το σηµείο δεν ανήκει και δηµιουργούµε επιπλέον σηµεία
στην περιφέρεια προχωρώντας µια απόσταση η οποία είναι ίση µε κάποιο άρρητο πολλα-
πλάσιο του µήκους της περιφέρειας του κύκλου (αυτό µπορεί να γίνει µε υπεραριθµήσιµο
πλήθος τρόπων, αφού υπεραριθµήσιµοι είναι και οι άρρητοι).

Με την ίδια τεχνική δείχνουµε ότι η επιφάνεια σφαίρας από την οποία λείπει αριθ-
µήσιµο πλήθος στοιχείων είναι πάλι ισοδύναµη µε µια πλήρη σφαίρα.

Επιλέγουµε έναν άξονα περιστροφής (από τους υπεραριθµήσιµους τρόπους) ο οποίος
δεν περνά από καµία από τις τρύπες. Επειδή οι τρύπες-σηµεία είναι αριθµήσιµο πλήθος
υπάρχει το πολύ αριθµήσιµο πλήθος κύκλων που διαγράφονται από αριθµήσιµο πλήθος
σηµείων που λείπουν.

Θέλουµε να επιλέγουµε γωνία θ τέτοια ώστε κανένα πολλαπλάσιο της να µη στέλνει
κάποιο από τα σηµεία που λείπουν στον εαυτό του ή σε κάποιο άλλο σηµείο που λε-
ίπει.Ο αριθµός των σηµείων που λείπουν είναι αριθµήσιµος και µόνο µία µπορούµε να
διαλέξουµε από υπεραριθµήσιµου πλήθους γωνίες. Ας την ονοµάσουµε θ την γωνία µε
αυτή την ιδιότητα που απαιτήσαµε. ΄Ολες οι τρύπες ϑα κλείσουν ταυτόχρονα.

Η δυνατότητα να κλείσουµε τις τρύπες είναι καίριο σηµείο στην απόδειξη προς το τέλος
του Banach-Tarski ώστε να µας επιτρέψει να δηµιουργήσουµε δύο σφαίρες (επιφάνειες
µπάλας) από µια.

Η συνέχεια είναι απλή, της επέκτασης από σφαιρικές επιφάνειες σε συµπαγείς µπάλες.

Αυτή την τρυπούλα A µπορούµε να την κλείσουµε µε ΥΠΕΡΑΡΙΘΜΗΣΙΜΟ ΠΛΗΘΟΣ
ΤΡΟΠΩΝ (αφού υπεραριθµήσιµου πλήθους είναι οι άρρητοι αριθµοί και το S = aL µε a
να είναι άρρητος).

Αν λείπουν αριθµήσιµου πλήθους τρύπες από την σφαίρα, τότε αυτές µπορούν να
ϐολευτούν κι έτσι η σφαίρα καταλήγει να είναι ισοδύναµη µε την πλήρη σφαίρα.
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Αν λείπουν το πολύ αριθµήσιµου πλήθους σύνολο σηµείων. Υ-
πάρχουν υπεραριθµήσιµοι τρόποι επιλογής του άξονα. ΄Αρα δια-
γράφονται το πολύ αριθµήσιµοι κύκλοι από τα σηµεία που λείπουν
καθώς περιστρέφεται η σφαίρα (υπεραριθµήσιµοι τρόποι).

∆εν ϑέλουµε κατά την περιστροφή (θ =??) καµία τρύπα να πέσει
στον εαυτό της για οποιοδήποτε πολλαπλάσιο του θ. Ο αριθµός
του πλήθους των γωνιών είναι υπεραριθµήσιµος. ΄Εστω θ µια τέτοια
γωνία.

Μετατοπίζουµε το A = {0, 1, 2, 3, 4, . . . } προς το ∞ κατά ένα ϐήµα µήκους 1 αφήνοντας
το B = C \ A αναλλοίωτο (όπως προηγουµένως B = {4, 5, 6, 7, 8, . . . } και A = {1, 2, 3})
και αδειάζει µόνο το σηµείο που εκπροσωπούσε το 0.

΄Ολα τα άλλα ϑα αδειάζουν προς στιγµήν αλλά ϑα γεµίζουν µε το προηγούµενο δηλαδή το
1 µε το 0, το 2 µε το 1, το 3 µε το 2, το 4 µε το 3, το 5 µε το 4, το 6 µε το 6 αλλά το 0 µε
κανένα (αφού L = 2π και το ϐήµα έχει µήκος 1).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2π 4π

2.3.5 Ερώτηµα του Tarski το 1925 (τετραγωνισµός του κύκλου)

Είναι δυνατό να κόψουµε το εσωτερικό ενός κύκλου
δηλαδή τον κυκλικό δίσκο, σε πεπερασµένο αριθµό
κοµµατιών και να τα ανασυναρµολογήοσυµε µέσω ι-
σοµετριών ώστε να σχηµατίσουµε τετράγωνο ίσου εµ-
ϐαδού ;

Alfred Tarski
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Είναι τελείως διαφορετικό το πρόβληµα των αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών περί τετρα-
γωνισµού του κύκλου. Αυτό απαιτεί κατασκευή, µε κανόνα και διαβήτη, τετραγώνου µε
εµβαδό ίσο µε αυτό του δοσµένου κύκλου.

Ο Ferdinand Lindemann (1852–1939) απέδειξε ότι ο π είναι υπερβατικός αριθµός (µη
αλγεβρικός) δείχνοντας έµµεσα ότι ο τετραγωνισµός του κύκλου ήταν αδύνατο να συµβεί,
αφού έπρεπε να κατασκευαστεί (µε κανόνα και διαβήτη) ξεκινώντας από ευθύγραµµο
τµήµα µήκους 1, ευθύγραµµο τµήµα υπερβατικού µήκους

√
π. (Αν ο π είναι υπερβατικός

αριθµός τότε και ο
√
π είναι υπερβατικός.

Η απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα έχει ως εξής.

1. Αν η κατάτµηση περιορίζεται σε κατάτµηση σε πολυγωνικά χωρία οι Dubins,Hirsch
και Karush έδειξαν (ϐλέπε [1]) ότι η λύση του προβλήµατος είναι αδύνατη.

2. Χρησιµοποιώντας όµως την µέθοδο της ισοδύναµης διάσπασης ο Miklos Laczkovich
από την Βουδαπέστη, απέδειξε το 1990 (ϐλέπε [2]) ότι µπορούσε να επιτευχθεί µια
λύση, κάνοντας χρήση του Αξιώµατος της Επιλογής, µέσω παράλληλων µεταφορών
και µόνο.(Λόγω της χρήσης του Αξιώµατος Επιλογής τα κοµµάτια δεν ορίζονται µε
αυστηρό τρόπο το πλήθος των οποίων ο Laczkovich εκτιµά περίπου στα 1050).

Παρατήρηση: Αν επιτραπούν ως σύνορα καµπύλες (µη ευθείες) στις διδιάστατες κατα-
τµήσεις τότε τα πράγµατα γίνονται πιο εύκολα.

Σχολιάζοντας την µετατόπιση από και προς το άπειρο (Χάνουµε ή κερδίζουµε κατά
τη µετατόπιση από και προς το άπειρο ;)

Είναι σαφές ότι η µετατόπιση από και προς το άπειρο διατηρεί την πληθικότητα (µην
ξεχνάµε ότι είναι ισοµετρία και συνεπώς 1 − 1 αντιστοιχία) είτε το πλήθος των σηµείων,
που χάνονται ή αποδίδονται, είναι αριθµήσιµο είτε υπεραριθµήσιµο.

Σε χώρο διάστασης 1 για παράδειγµα {1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . } −→ {3, 4, 5, 6, . . . }, τα σηµεία
1, 2 «χάνονται» αλλά το πλήθος των σηµείων δεν αλλάζει. ∆ηλαδή ℵ0−2 = ℵ0 ή γενικότερα
ℵ0 − n = ℵ0∀n ∈ N. Επίσης για παράδειγµα {1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . } −→ {3, 4, 5, 6, . . . } τα
σηµεία 1, 2 αποδίδονται αλλά το πλήθος των σηµείων δεν αλλάζει. ∆ηλαδή ℵ0 + 2 = ℵ0 ή
γενικότερα ℵ0 + n = ℵ0, ∀n ∈ N. Γενικά ισχύει

ℵ0 + n = ℵ0, ℵ0 + ℵ0 = ℵ0, nℵ0 = ℵ0

για κάθε n ∈ N.
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Σε χώρο διάστασης 2 για παράδειγµα
y

x0 1 2

y

x0 1 2

΄Εστω το σύνολο A = {(x, y) : x > 0, y ∈ R} και το σύνολο

B := A+ 2 = {(x, y) : x > 2, y ∈ R}

Είναι σαφώς A $ B αλλά έχουµε δείξει ότι είναι ισοπληθικά και το B έχει προκύψει από
µια µετατόπιση του A προς το άπειρο. Είναι ϕανερό ότι η µετατόπιση στο ∞ σχετίζεται
µε µια παράξενη αριθµητική µε ισότητες για παράδειγµα του τύπου N + 2 = N, µε το N
να συµβολίζει το πλήθος.

2.4 Επέκταση

Η επέκταση, ϑα πρέπει να γίνει κατανοητή ως µια δυνατότητα να υπάρχει µετάβαση προς
κάθε κατεύθυνση, εντός του ευρύτερου σηµειοσυνόλου της ίδιας διάστασης αλλά και προς
σηµειοσύνολα ανώτερων ή κατώτερων διαστάσεων, µε κάποιον ϕυσικά τρόπο, για κάποιο
λόγο και συγκεκριµένα κριτήρια. Εύλογα εγείρεται το ερώτηµα που αφορά στην σχέση
των δύο καταστάσεων (αρχικής και τελικής). Η επέκταση µπορεί να γίνει µε δύο ϐασικούς
τρόπους

• Συνεχώς

• Ασυνεχώς

Υπάρχουν αυστηροί ορισµοί για κάθε περίπτωση, στους οποίους δεν υπάρχει, εν προκει-
µένω, λόγος να αναφερθούµε. Αυτό όµως που ϑα επισηµάνουµε είναι ότι το ‘‘Συνεχώς’’
µπορεί και πρέπει να νοείται διαισθητικά ως κάτι ανάλογο µε το περαιτέρω τέντωµα ή χα-
λάρωση µιας ήδη τεντωµένης ελαστικής µεµβράνης, χωρίς ϕυσικά σκισίµατα. ΄Ολη αυτή
η εξέλιξη, εικονοποιεί, σε πολύ καλό ϐαθµό, την έννοια της ασυνεχούς µεταβολής αν στην
παραπάνω διαδικασία παρεµβαίνουν και σκισίµατα, της ελαστικής µεµβράνης. Η επέκτα-
ση επίσης ϑα πρέπει να υπακούει αυστηρά στην 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων της
αρχικής και τελικής κατάστασης. Τέτοιου είδους µεταβάσεις

? έχουν κάποιο νόηµα ;

? απαντούν σε κάποια ερωτήµατα ;

? και ποιά είναι αυτά ;
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Ως χαρακτηριστικό παράδειγµα ιστορικού ερωτήµατος, ας αναφέρουµε την απορία
ενός σοβαρού στοχαστή των συνόλων, του Cantor. Ο Cantor αναρωτήθηκε αν υπάρχουν
περισσότερα σηµεία σε ένα επίπεδο από ότι σε µια ευθεία. Επίσης αναρωτήθηκε, πώς
επηρεάζει η διάσταση ενός σηµειοσυνόλου την πληθικότητα του σηµειοσυνόλου.

Το 1874 ο Cantor σε ένα γράµµα στον (ϕίλο του και σύµµαχο στις επιθέσεις που
δεχόταν) Dedekind, ϑέτει τις παραπάνω ερωτήσεις και απαντάει συγχρόνως ότι δεν µπορεί
να είναι ισοδύναµα σηµειοσύνολα, µια ευθεία και ένα επίπεδο.

Προσέξτε ότι ακόµη και ο ιδρυτής της Θεωρίας Συνόλων είναι ϐαθύτατα επηρεασµένος
από την κρατούσα κοινή αντίληψη ‘‘το µέρος είναι µικρότερο από το όλον’’ αν και ο ίδιος
έχει εισάγει και στοχάζεται την ισοδυναµία του όλου µε γνήσιο µέρος του, χαρακτηρίζοντας
τέτοια σύνολα ως απειροσύνολα.

΄Ενα πιο απλό ερώτηµα αναφέρεται στις σχέσεις των πληθικοτήτων διαφόρων συνόλων
και για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε τα διαστήµατα

[0, 1], [0, 1), (0, 1], (0, 1), [0, 2], (0, 2), (−∞,+∞)

ως αντιπροσωπευτικά των δυνατών διαστηµάτων του R. (εκτός από αυτά της µορφής

(−∞, a), (−∞, a], [a,+∞), (a,+∞)

τα οποία εµπεριέχονται στα παραπάνω).
Είναι ϕανερό ότι µπορεί να αναζητηθούν διάφορες επεκτάσεις όπως

f1 : (0, 1) −→ [0, 1] f2 : [0, 1] −→ (−∞,+∞)

f3 : [0, 1] −→ (0, 1) f4 : [0, 1] −→ [0, 2]

µε απαίτηση διάφορων ιδιοτήτων για τις απεικονίσεις f1, f2, f3, f4, . . . . Εµείς ϑα εστι-
άσουµε, στην 1 − 1 και επί ιδιότητα των f1, f2, f3, f4, . . . , προκειµένου να απαντήσουµε
στην σχέση των πληθικοτήτων των εµπλεκόµενων διαστηµάτων καθώς και στην συνέχεια
ή ασυνέχεια των f1, f2, f3, f4, . . . .

Η ιδιάζουσα ϕύση άπειρων συλλογών

Γαλιλαίος (1564-1642) Πρώτος µελέτησε την ιδιάζουσα ϕύση άπειρων συλλογών µε όρους
κατάλληλων υποσυνόλων.

Στον κατ΄ οίκον περιορισµό του, το 1638, έγραψε το Συζητήσεις και µαθηµατικές
αποδείξεις περί των δύο νέων επιστηµών σαφώς υπαινικτικό για τους Ιεροεξεταστές,
και όρισε µια 1 − 1 αντιστοιχία µεταξύ των ϕυσικών αριθµών 1, 2, 3, . . . και των
τετραγώνων τους 12, 22, 32, . . . , δηλαδή του συνόλου µε στοιχεία τα 1, 4, 9, . . . χαρα-
κτηρίζοντας τα δύο σύνολα ισοπληθή.

Bernard Bolzano (1781-1848) Στο έργο, του [Paradoxien des Unendlichen] το οποίο
ολοκλήρωσε 18 µέρες πριν το ϑάνατο του και δηµοσιεύτηκε το 1850, επισήµανε
το γεγονός ότι, µονοδιάστατα σηµειοσύνολα µπορούν να αποτελούνται από τον ίδιο
ακριβώς αριθµό σηµείων, παρά την ανισότητά τους σε σχέση µε το µήκος τους.
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Χρησιµοποιώντας ως εργαλείο την συνάρτηση f(x) = 2x (η οποία είναι 1− 1) έδειξε
ότι τα διαστήµατα [0, 1] και [0, 2] είναι ισοδύναµα όσον αφορά στο πλήθος ‘‘του
περιεχοµένου’’ τους παρά την εµφανή ανισότητα τους σε σχέση µε το µήκος τους

Richard Dedekind (1831-1916) Τελευταίος µαθητής του Gauss γνωρίζεται µε τον Can-
tor το 1874 στο Interlaken της Ελβετίας όταν ήταν σε διακοπές. Είναι γνωστός για
τον ορισµό των άρρητων ως τοµές ϱητών. Συνεισέφερε στη ϑεωρία αριθµών και στη
ϑεωρία συνόλων.

Αναφέρουµε τον ορισµό του άπειρου συνόλου κατά Dedekind (τον οποίο υιοθέτησε
και ο Cantor) αλλά και τον εναλλακτικό ορισµό του άπειρου συνόλου επισηµαίνον-
τας την ισοδυναµία τους.

1. Πρώτος ορισµός του άπειρου συνόλου (Dedekind-Cantor)

΄Ενα σύνολο A είναι άπειρο αν υπάρχει µια 1− 1 αντιστοιχία µεταξύ των στοι-
χείων του και των στοιχείων γνήσιου υποσυνόλου του, έστω A

′

f : A −→ A
′
, όπου A

′ $ A

A A

A′

2. ∆εύτερος ορισµός του άπειρου συνόλου (εναλλακτικός).

΄Ενα σύνολο A είναι άπειρο αν υπάρχει 1− 1 αντιστοιχία από το σύνολο N, των
ϕυσικών αριθµών, εντός του δοσµένου συνόλου A. (Ειδικά αν η απεικόνιση
είναι και επί του A στο σύνολο A χαρακτηρίζεται αριθµήσιµα άπειρο)

f : N A

αν η f είναι επί του A, τότε το A είναι αριθµήσιµα άπειρο

αν η f είναι 1-1, τότε το A είναι άπειρο

Πέρα από τις γεωµετρικές εποπτείες και διαισθήσεις, εγγύηση της ισοπληθικότητας
δύο συνόλων αποτελεί η ύπαρξη ισοµορφισµού (µονοµορφισµός και επιµορφισµός) µε-
ταξύ των δύο συνόλων. [Ισοµορφισµός λέγεται µια απεικόνιση 1− 1 (µονοµορφισµός) και
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επί (επιµορφισµός)]. ∆εν είναι σε κάθε περίπτωση εύκολος ο εντοπισµός ενός ισοµορ-
ϕισµού. Πολλές ϕορές (τις περισσότερες) απαιτείται ‘‘ευφυής’’ επινόηση. Τα παρακάτω
σχήµατα (επιβεβαιώνουν) εποπτικά την ισοπληθικότητα των αντίστοιχων σηµειοσυνόλων,
όπως των ευθύγραµµων τµηµάτων AB,Γ∆, EZ, των τριών οµόκεντρων κύκλων και του
τόξου µήκους

π

2
µε την ευθεία των πραγµατικών αριθµών, αλλά αυτό όπως αναφέραµε

δεν είναι αρκετό.

Εκτός από την σχηµατική ‘‘απόδειξη’’ όπως αναφέραµε ο ακριβέστερος τρόπος εγγύη-
σης της ισοπληθικότητας είναι η παρουσίαση ενός ισοµορφισµού. Αρχικά ϑα ασχοληθού-
µε µε απεικονίσεις οι οποίες είναι συνεχείς, δηλαδή µε συνεχείς επεκτάσεις.

Παράδειγµα 2.2. Επαναλαµβάνουµε τον ισοµορφισµό f µε τύπο f(x) = 2x µε την ϐο-
ήθεια του οποίου ο Bolzano έδειξε την ισοπληθικότητα του σηµειοσυνόλου [0, 1] µε το
σηµειοσύνολο [0, 2]. Το συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι δεν υπάρχουν περισσότε-
ϱες ‘‘θέσεις’’ σε ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους ένα 1 από ότι σε ένα ευθύγραµµο τµήµα
µήκους 2

0 1

0 2

Είναι εκπληκτικό ότι τα σηµεία του [0, 1] αναδιατάσσονται για να δώσουν το [0, 2] χωρίς
αύξηση της πληθικότητας.
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2.5. ΣΗΜΑΝΤΙΚΟ ∆ΙΕΥΚΡΙΝΙΣΤΙΚΟ ΣΧΟΛΙΟ

Είναι ένα παράδοξο για το οποίο όµως ευθύνεται η εµπειρία µας. Το παράδοξο λύνε-
ται αν αποδεχθούµε ως γεγονός ότι ένα σηµείο έχει µηδενικό µέτρο και είναι ϑέση και
όχι αντικείµενο σε αντίθεση µε τον πραγµατικό κόσµο στον οποίο τα σηµεία ϑεωρούνται
‘‘τελείες’’, ‘‘κόκκοι άµµου’’, κ.λ.π.. a

2.5 Σηµαντικό διευκρινιστικό σχόλιο

Χρειάζεται µεγάλη προσοχή και διευκρίνιση του νοήµατος των ϕράσεων- ορολογιών

i) Μετατόπιση προς και από το άπειρο

ii) Επέκταση ή Μετάβαση

για την σωστή χρήση τους και την κατανόηση της λειτουργικότητάς τους.

i) Μετατόπιση προς και από το άπειρο σηµαίνει, µια άκαµπτη κίνηση - ισοµετρική µε-
ταφορά, δηλαδή οι αποστάσεις διατηρούνται (απαγορεύεται µεγέθυνση ή σµίκρυν-
ση).

ii) Επέκταση ή µετάβαση σηµαίνει σµίκρυνση ή µεγέθυνση χωρίς ϐέβαια διατήρηση
των αποστάσεων.

Προκειµένου να γίνουµε πιο σαφείς και για την συνέχεια, αναφέρουµε ότι για παράδειγ-
µα, η συνάρτηση f : [0, 1]→ [0, 2] µε τύπο f(x) = 2x είναι συνεχής ισοµορφισµός.

Θα την χαρακτηρίσουµε µε την προηγούµενη ορολογία ως µετάβαση και συγκεκριµένα
µεγέθυνση. Είναι σαφές ότι δεν είναι ισοµετρία οπότε οι αποστάσεις δεν διατηρούνται.

∆ηλαδή η f ‘‘γεννάει’’, µε έναν ενσωµατωµένο ‘‘µαγικό’’ τρόπο από το διάστηµα [0, 1]
το διάστηµα [0, 2].

Σε καµία περίπτωση όµως µια συνάρτηση g η οποία είναι ισοµετρία δεν ϑα µπορούσε
από το διάστηµα [0, 1] να δηµιουργήσει το [0, 2] µεταφέροντας ‘‘κοµµάτια’’ του [0, 1] µε
κατάλληλη συναρµολόγηση.

Αν κάτι τέτοιο µπορεί να συµβεί µε κάποιο τρόπο ϑα είναι εκπληκτικό και συγχρόνως
παράδοξο.

2.6 (1-2-3)-διάστατα ‘‘σύνολα Cantor’’

Σχετικά µε το µέτρο Lebesque ενός συνόλου

Η πληθικότητα (πεπερασµένη ή άπειρη) µετράει το περιεχόµενο του συνόλου και όχι
την έκτασή του, το µέγεθός του. Την έκταση ή µέγεθος ενός συνόλου (σηµειοσυνόλου)
την µετράει το λεγόµενο µέτρο Lebesque. Για ένα n-διάστατο (n > 1) σηµειοσύνολο A
συµβολίζουµε µε µ(A) το µέτρο Lebesque αυτού του συνόλου και πρέπει να ικανοποιεί
τις ακόλουθες συνθήκες.

1) ο n-διάστατος κύβος έχει µέτρο ένα.
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2) Ισοµετρικά ισόµορφα σύνολα έχουν το ίδιο µέτρο (δηλαδή το µ είναι αναλλοίωτο ως
προς ισοµετρία).

3) Το µέτρο Lebesque είναι αθροίσιµο και µε πεπερασµένο και µε αριθµήσιµο τρόπο.
∆ηλαδή αν A,B ξένα µεταξύ τους τότε µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) και µ(

⋃
n∈NAn) =∑

n∈N µ(An) όπου {An}n∈N αριθµήσιµη συλλογή ανά δύο ξένων µεταξύ τους ση-
µειοσυνόλων.

Το µέτρο ευθύγραµµου τµήµατος [a, b] είναι b− a και για όλα τα συνήθη δισδιάστατα και
τρισδιάστατα σηµεισύνολα ισχύουν οι γνωστοί τύποι εµβαδών και όγκων. Το µέτρο ενός
σηµείου είναι µηδέν. Το σύνολο των ϱητών αριθµών του [0, 1] έχει µέτρο 0 (ως συλλογή
αριθµήσιµου πλήθους µεµονωµένων σηµείων που το καθένα έχει µέτρο 0). Εποµένως το
σύνολο των άρρητων αριθµών του [0, 1] πρέπει να έχει µέτρο ένα.

2.6.1 Το σύνολο του Cantor (η σκόνη του Cantor)

΄Οταν από ένα κοµµάτι (σηµειοσύνολο) µήκους a αφαιρεθεί ένα κοµµάτι µήκους b ϕα-
νερά µένει ένα κοµµάτι (σηµειοσύνολο) µήκους b − a. Με την πληθικότητα όµως του
εναποµείναντος κοµµατιού τι συµβαίνει ;

Πώς σχετίζεται µε την πληθικότητα του αρχικού κοµµατιού(σηµειοσυνόλου); Σίγουρα
ϑα ήταν αναµενόµενο, αν από σηµειοσύνολο µήκους 1 για παράδειγµα, αφαιρέσουµε ένα
σηµειοσύνολο επίσης µήκους 1 το µέτρο του εναποµείναντος (αν έµεινε κάτι) σηµειοσυ-
νόλου να είναι 0.

∆εν ϑα ήταν όµως καθόλου αναµενόµενο το εναποµείναν σηµειοσύνολο να έχει την
ίδια πληθικότητα µε το αρχικό. Αυτό ϑα προκαλούσε έκπληξη !

Συµβαίνει πράγµατι κάτι τέτοιο ; Η απάντηση είναι ‘‘ναι’’ και το παράδειγµα είναι το
περιβόητο σύνολο του Cantor.

Σύνολο (σκόνη) του Cantor

Συνοπτικά και σχηµατικά περισσότερο, επεξηγούµε το πώς προκύπτει το σύνολο του
Cantor (για λόγους οικονοµίας χώρου και χρόνου). Αρχίζουµε µε ένα ευθύγραµµο τµήµα
µοναδιαίου µήκους και αφαιρούµε το ένα τρίτο του από την µέση. ∆ηλαδή από το [0, 1]

αφαιρούµε ακριβώς όλα τα σηµεία µεταξύ του
1

3
και του

2

3
και συνεχίζουµε την ίδια

διαδικασία για άπειρα ϐήµατα. Αυτό που ϑα ‘‘αποµείνει’’ είναι το σύνολο του Cantor.
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2.6. (1-2-3)-∆ΙΑΣΤΑΤΑ ‘‘ΣΥΝΟΛΑ CANTOR’’

0 1

0 1/3 2/3 1

0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Το συνολικό µήκος των διαστηµάτων που αφαιρείται είναι

1

3
+

2

9
+

4

27
+

8

21
+ · · · = 1

3

∞∑
j=0

(
2

3
)j = 1 =

1

3

 1

1− 2

3

 = 1

΄Αρα το µήκος (µέτρο) του ‘‘εναποµείναντος’’ σηµειοσυνόλου, δηλαδή του σύνολου του
Cantor είναι 0. Η πιθανότητα ένα τυχαίο σηµείο του [0, 1] να ανήκει στο σύνολο Cantor
είναι και αυτή 0. Από ποιά ή τουλάχιστον πόσα σηµεία αποτελείται αυτό το εναποµείναν
σύνολο, αυτή η ‘‘σκόνη του Cantor’’ όπως συχνά λέγεται ;

Η απάντηση εκπλήσσει και απαιτεί σοβαρή εξήγηση για να γίνει πιστευτή. ‘‘Αυτό που
µένει είναι ένα υπεραριθµήσιµο σύνολο σηµείων όχι λιγότερα από τον αριθµό των σηµείων
τον οποίο αρχίσαµε’’.

Να σηµειώσουµε ότι κάθε αριθµός µεταξύ του 0 και του 1 (και αυτών συµπεριλαµβα-
νοµένων) παριστάνεται από τα σηµεία ενός ευθύγραµµου τµήµατος µήκους 1 και ότι κάθε
τέτοιος αριθµός µπορεί να παρασταθεί από ένα ατέρµονο δεκαδικό κλάσµα. Σε περίπτωση
που η δεκαδική αναπαράσταση τερµατίζει µπορεί να αντικατασταθεί µε µια ισοδύναµη
ατέρµονη παράσταση π.χ.

ο αριθµός
4

10
= 0, 4 ≡ 0, 39999 . . . . . .

ο αριθµός 0 ≡ 0, 00000 . . . . . .

και ο αριθµός 1 ≡ 0, 999999 . . . . . .

Αυτή η διαδικασία αφαίρεσης µας υποδεικνύει ότι

• ΄Ολοι οι αριθµοί του διαστήµατος (
1

3
,
2

3
), που αφαιρούνται, είχαν στην τριαδική

γραφή τους αναγκαστικά το 1 ως πρώτο ψηφίο µετά την υποδιαστολή δηλαδή
0,1xxxx . . . .

• ΄Ολοι οι αριθµοί των διαστηµάτων (
1

9
,
2

9
) και (

7

9
,
8

9
), που αφαιρούνται, έχουν στην

τριαδική γραφή τους αναγκαστικά το 1 ως δεύτερο ψηφίο µετά την υποδιαστολή
δηλαδή 0, x1xxx . . . .
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Αυτή η παρατήρηση µας επιτρέπει να συµπεράνουµε πώς το σύνολο του Cantor απο-
τελείται από εκείνους τους αριθµούς (σηµεία) που σε τριαδική αναπαράσταση έχουν ως
ψηφία µετά την υποδιαστολή το 0 και το 2 αποκλειστικά. Είναι γνωστό δε ότι οι αριθµοί
του διαστήµατος [0, 1], σε δυαδική αναπαράσταση, περιγράφονται αποκλειστικά από τα
ψηφία 0, 1 και µας είναι επίσης γνωστό (από το διαγώνιο επιχείρηµα του Cantor) ότι το
πλήθος τους είναι υπεραριθµήσιµο. Η 1 − 1 αντιστοιχία πλέον που εγκαθίσταται µεταξύ
των στοιχείων του συνόλου του Cantor και των στοιχείων του διαστήµατος [0, 1] είναι ο-
λοφάνερη. Αντιστοιχούµε το 0 µε το 0 και το 2 µε το 1 στις αντίστοιχες αναπαραστάσεις,
και έτσι προκύπτει ότι το σύνολο του Cantor ως ισοδύναµο του διαστήµατος [0, 1] είναι
υπεραριθµήσιµο (έχει την δύναµη του συνεχούς).

2.7 Το παράδοξο των Sierpinski-Mazurkiewicz (1=2!!!)

Θυµηθείτε, ότι µια τεχνική της ισοδυναµίας διάσπασης, αυτή της µετατόπισης από το
άπειρο, µας έδωσε την δυνατότητα το σύνολο N = N1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} να µπορεί να
διασπαστεί σε δύο υποσύνολά του, τα T2 = {1, 2} και N1 − {1, 2} = {3, 4, 5, 6, 7, . . . } µε
το N1 − {1, 2} να είναι ισοδύναµο µε το N1 και το T2 να µπορεί να παραβλεφθεί.

Σχετικής ϕύσεως ήταν το ερώτηµα που έθεσε ο Wactaw Sierpinski (1882-1969), Πο-
λωνός µαθηµατικός, αν ένα σύνολο µπορεί να διασπαστεί σε δύο ξένα υποσύνολα του
καθένα από τα οποία να είναι ισοδύναµο µε το αρχικό σύνολο.

Η απάντηση, καταφατική δόθηκε από τον Stefan Mazurkievicz (1888-1945) µαθητή
του Sierpinski, ορίζοντας ένα τέτοιο σύνολο στο επίπεδο, χωρίς την χρήση του Αξιώµατος
της Επιλογής.

Το συµπέρασµα αυτό µπορεί να χαρακτηρισθεί ως προάγγελος του παραδόξου Banach-
Tarski, το ϑεώρηµα των οποίων δηµοσιεύτηκε στο περιοδικό Fundamental Mathematicae
του οποίου αξίζει να σηµειωθεί ότι, συνιδρυτές ήταν οι Sierpinski και Mazurkiewicz.
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Wactaw Sierpinski Stefan Mazurkievicz

Θεώρηµα 2.3. ‘‘΄Ενα σύνολο E (µη ϕραγµένο) µπορεί να διασπαστεί σε δύο ξένα υπο-
σύνολα E1, E2 µε τέτοιο τρόπο ώστε κάθε υποσύνολό του να είναι ισοδύναµο µε το αρχικό
σύνολο E.’’

∆ηλαδή δεδοµένου του E υπάρχουν υποσύνολα E1 και E2 ώστε

E = E1 ∪ E2, E1 ∩ E2 = ∅, E1 ' E2 ' E

Απόδειξη. Το απέδειξε ορίζοντας ένα σύνολο στο επίπεδο χωρίς το Αξίωµα Επιλογής (A.C.).
Θεωρούµε στο επίπεδο xOy το σηµείο O(0, 0) ως αφετηρία. Επίσης ϑεωρούµε τις εξής

δύο πράξεις επί του συνόλου των σηµείων του xOy.

• Μεταφορά κατά µία µονάδα προς τα δεξιά.(σύµβ. M ).

• Περιστροφή (αριστεροστροφή) γύρω από το σηµείο O κατά ένα ακτίνιο (rad) (σύµβ.
Π).

Κάθε πεπερασµένος συνδυασµός των παραπάνω πράξεων µε αφετηρία το O έχει ως απο-
τέλεσµα τον προσδιορισµό σηµείων του xOy.Το σύνολο αυτών των σηµείων συµβολίζουµε
µε E.

Μας είναι γνωστό ότι κάθε σηµείο έστωM(a, b) του επιπέδου xOy µπορεί να ϑεωρηθεί
ως εικόνα M(z) ενός µιγαδικού z = a+ bi.

Ορίζουµε λοιπόν το σύνολο

E = {M(z) : z = a+ bi , a, b ∈ R , i2 = −1}

όπου z ο µιγαδικός µε εικόνα σηµείο του xOy που προκύπτει µε την προηγούµενη
περιγραφείσα διαδικασία.

Επίσης γνωρίζουµε ότι κάθε µιγαδικός εµφανίζεται µε τρεις µορφές

z = a+ bi (κανονική µορφή)

z = ρ(cos(θ) + i sin(θ)), ρ =
√
a2 + b2, θ = arctan(

b

a
) (τριγωνοµετρική µορφή)

z = ρeiθ (εκθετική µορφή)
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όπου a, b ∈ R και i2 = −1.
Θα αναγάγουµε την ‘‘δράση’’ επί των σηµείων σε δράση επί των αντίστοιχων µιγαδικών.

Οι δύο πράξεις που προαναφέραµε έχουν τις εξής επιπτώσεις στον µιγαδικό z = a +
bi , z = ρ(cos(θ) + i sin(θ)) , z = ρeiθ.

• η M ‘‘αυξάνει’’ τον µιγαδικό z στον µιγαδικό z + 1.

• η Π ‘‘πολλαπλασιάζει’’ τον µιγαδικό z επί ei.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω καταλήγουµε στα εξής :

• Κάθε στοιχείο-σηµείο M(z) του συνόλου E µπορούµε να το ϑεωρούµε ως εικόνα
ενός µιγαδικού z ο οποίος παριστάνεται ως πολυώνυµο του ei, δηλαδή

z = an(ei)n + an−1(e
i)n−1 + · · ·+ a2(e

i)2 + a1(e
i)1 + a0

ή

z = ane
ni + an−1e

(n−1)i + · · ·+ a2e
2i + a1e

i + a0

για n ∈ N. Είναι ϕανερό ότι για τα aj, j = 1, 2, 3, . . . , n πρέπει να ισχύει aj ≥ 0 και
aj ακέραιοι.

• Η παραπάνω αναπαράσταση είναι µοναδική.

Ορίζουµε τα σύνολα E1 και E2 ως υποσύνολα του E. Το µεν E1 περιέχει τα σηµεία του
E που έχουν αναπαραστάσεις µε a0 > 0 ϑεωρούµενα ως εικόνες µιγαδικών και E2 εκείνα
για τα οποία είναι a0 = 0. Είναι προφανές ότι E = E1 ∪ E2 , E ' E1 , E ' E2.
Επίσης ισχύει E1 ∩ E2 = ∅ διότι αν E1 ∩ E2 6= ∅ τότε κάποιο στοιχείο του E ϑα ήταν
εικόνα κάποιου µιγαδικού, έστω z0, ο οποίος ϑα είχε δύο αναπαραστάσεις υπό µορφή
πολυωνύµων του ei.

Αυτό όµως είναι αδύνατο να συµβεί διότι τότε ο ei δεν ϑα ήταν υπερβατικός, ϑα ήταν
δηλαδή λύση πολυωνυµικής εξίσωσης.
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Ερώτηµα: Είναι δυνατόν να συµβεί κάτι τέτοιο σε ϕραγµένο υποσύνολο του επιπέδου ;

Απάντηση: Αυτό δεν µπορεί να συµβεί µε δύο µόνο κοµµάτια. Μπορεί όµως στον τρισ-
διάστατο χώρο.

Προσοχή !!!: Η παραπάνω δυνατότητα δεν υπάρχει για ϕραγµένο σύνολο, υποσύνολο
του επιπέδου, δηλαδή δεν µπορεί να διαµεριστεί σε ξένα υποσύνολα καθένα από τα
οποία είναι ισοδύναµο µε το αρχικό αν χρησιµοποιήσουµε µόνο δύο κοµµάτια.

Αυτό όµως ϑα το δούµε να µπορεί να συµβεί για ορισµένα ϕραγµένα σηµειοσύνολα στον
τρισδιάστατο χώρο (αποτελεί µέρος της απόδειξης του περιβόητου παραδόξου-ϑεωρήµατος
Banach-Tarski).

Προσοχή !!!: Ως µέρος της απόδειξης του παραδόξου Banach-Tarski, αποδεικνύεται ότι
υπάρχουν ϕραγµένα σηµειοσύνολα στον τρισδιάστατο χώρο µε την παραπάνω πα-
ϱάδοξη ιδιότητα.
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ΙΙ Συνολοθεωρητικά παράδοξα (µε χρήση του

A.C.)

2.8 Περί του Αξιώµατος της Επιλογής (A.C.)

Ο G.Cantor εισηγητής της Θεωρίας συνόλων στα Μαθηµατικά στην προσπάθεια του να
αποδείξει την περίφηµη υπόθεση του συνεχούς (ℵ1 = 2ℵ0 ) (πρώτο στο κατάλογο των προ-
ϐληµάτων που έθεσε ο D. Hilbert στο παγκόσµιο συνέδριο των Μαθηµατικών στο Παρίσι
1900) ϑεώρησε σαν αναγκαίο πρώτο ϐήµα, προυπόθεση, να αποδείξει την αρχή της καλής
διάταξης (ότι δηλαδή κάθε σύνολο δύναται να διαταχθεί καλώς, δηλαδή, να ορισθεί µια
διάταξη ώστε, κάθε µη-κενό υποσύνολο να έχει πρώτο στοιχείο π.χ. όπως οι ϕυσικοί αριθ-
µοί N µε την συνηθισµένη διάταξη). Αυτό ο ίδιος δεν το πέτυχε, το πέτυχε όµως αργότερα
ο E. Zermelo (αφού διατύπωσε και διευκρίνησε το Αξίωµα της Επιλογής A.C.) το οποίο
και χρησιµοποίησε στην απόδειξη.

Αξίωµα Επιλογής. Εάν Ai, i ∈ I είναι µια µη-κενή οικογένεια µη-κενών συνόλων µπο-
ϱούµε να επιλέξουµε ένα στοιχείο xi από κάθε σύνολο Ai όπου i ∈ I
έτσι ώστε αυτά τα xi, να αποτελούν στοιχεία ενός καινούργιου συ-
νόλου, το οποίο ονοµάζουµε σύνολο επιλογής.

Παρά το γεγονός ότι το Αξίωµα Επιλογής ϕαίνεται εκ πρώτης όψεως προφανές µια προσε-
κτική ‘‘εστίαση’’ στη χρήση του ήγειρε αµέσως αµφιβολίες και ερωτηµατικά στο επιστηµο-
νικό κατεστηµένο. Μεταξύ των επικριτών του ϐρίσκονταν ονόµατα όπως του Borel, Baire,
Lebesque (κορυφαίων Γάλλων µαθηµατικών). Είναι αξιοσηµείωτο ότι στο έργο και των
τριών παραπάνω Γάλλων µαθηµατικών, είχε γίνει ήδη χρήση του Αξιώµατος της Επιλογής
χωρίς αυτό να έχει συνειδητοποιηθεί (δεδοµένου του προφανούς του Αξιώµατος).

Εδώ να σηµειώσουµε ότι κορυφαίοι Μαθηµατικοί όπως οι Poincaré, Weyl είχαν εκ-
ϕραστεί ιδιαίτερα απαξιωτικά εν γένει για τη Θεωρία Συνόλων, µάλιστα ο Poincaré την είχε
χαρακτηρίσει ασθένεια των Μαθηµατικών από την οποία ήλπιζε να απαλλαγούν γρήγο-
ϱα (αυτό δεν είναι περίεργο δεδοµένης της προτίµησης του Poincaré στα Εφαρµοσµένα
Μαθηµατικά.)

΄Ολα αυτά συνέβαιναν στη µαθηµατική κοινότητα και οι αντιπαραθέσεις γίνονταν πε-
ϱισσότερο σε ϕιλοσοφικό επίπεδο. Εντούτοις οι Πολωνοί Μαθηµατικοί Banach και Tarski
(κατά την διάρκεια του µεσοπολέµου) πέτυχαν, χρησιµοποιώντας το Αξίωµα της Επιλογής
να οδηγηθούν σε ένα µαθηµατικό αποτέλεσµα το οποίο παραβιάζει ϐάναυσα την κοινή
εµπειρία. Το αποτέλεσµα αναφέρει το εξής.
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2.9. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ VITALI

Μια συµπαγής µπάλα µπορεί να χωριστεί σε πεπερασµένο αριθµό κοµµατιών (συνόλων)
και να ανασυναρµολογηθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να δηµιουργήσει δύο συµπαγείς µπάλες,
καθεµία ολόιδια σε σχήµα και όγκο µε την αρχική.

Το παραπάνω συµπέρασµα σαφώς προκαλεί έκπληξη, λόγω της παραδοξότητας στον
καθένα. Να σηµειώσουµε ότι το παραπάνω παράδοξο τράβηξε την προσοχή πολλών µαθη-
µατικών µεταξύ αυτών και του Von Neumann και οδήγησε στην έννοια της ‘‘amenability’’,
αναφορικά σε οµάδες δράσης, µια έννοια καταλυτικής σηµασίας για ένα ευρύ ϕάσµα µα-
ϑηµατικών όπως Θεωρία Τελεστών, Εργοδική Θεωρία, Αφηρηµένη Αρµονική Ανάλυση,
Θεωρία Οµάδων. Εν προκειµένω να σηµειώσουµε, ότι το παράδοξο Banach-Tarski στο
οποίο ϑα αναφερθούµε διεξοδικά στο κεφάλαιο 6 εµφανίζεται επειδή η δράση της οµάδας
των ισοµετριών στον R3 δεν είναι amenable.

Θα δείξουµε πλήρως ότι ένα παράδοξο εµφανίζεται µε την ύπαρξη του συνόλου Vitali
στη ϑεωρία µέτρου Lebesque (ενός µη µετρήσιµου συνόλου για το µέτρο Lebesque), µια
κατασκευή οικεία από το µάθηµα της Θεωρίας µέτρου (µέτρο Lebesque).

2.9 Κατασκευή Vitali

Τα παράδοξα έχουν συνέχεια. Το 1905 ο Giuseppe Vitali (1875–
1932) απέδειξε ότι υπάρχουν ϕραγµένα σηµειοσύνολα στα οποία δεν
µπορούµε αν αντιστοιχίσουµε µέτρο Lebesgue. ∆ηλαδή υπάρχουν µη-
µετρήσιµα σύνολα (κατά Lebesgue). Αυτό είναι ενδιαφέρον και συνάµα
παράξενο.

2.9.1 Σύνολο Vitali

Θεωρούµε το µετρήσιµο και ϕραγµένο σύνολο A, ϑετικού µέτρου. Τότε είναι A ⊂ [−a, a],
για κάποιο a > 0. Θα λέµε ότι δύο σηµεία x, y ∈ A είναι ισοδύναµα και ϑα γράφουµε
x ∼ y, ακριβώς τότε όταν x − y ∈ Q. Η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας που οδηγεί σε
µια διαµέριση του A. Εάν x ∈ A, τότε η κλάση ισοδυναµίας του x είναι το σύνολο

Ax = {x+ r : x+ r ∈ A, r ∈ Q}

΄Ολοι οι ϱητοί που προκύπτουν σαν διαφορές σηµείων του A περιέχονται στο διάστηµα
[−2a, 2a]. Είναι ϕανερό ότι κάθε κλάση ισοδυναµίας είναι αριθµήσιµο σύνολο και επειδή
τοA είναι υπεραριθµήσιµο (αφού είναιm(A) > 0), έπεται ότι υπάρχουν υπεραριθµήσιµου
πλήθος, ξένες µεταξύ τους, κλάσεις ισοδυναµίας. Σύµφωνα µε το Αξίωµα Επιλογής (A.C.)
το πλέον επίµαχο αξίωµα της Συνολοθεωρίας, υπάρχει τότε ένα υπεραριθµήσιµο σύνολο,
έστω P , που περιέχει ακριβώς έναν αντιπρόσωπο από κάθε κλάση ισοδυναµίας.
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Θεώρηµα 2.4. Το σύνολο P που κατασκευάστηκε προηγουµένως είναι µη-µετρήσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω r1, r2, r3, . . . , rn, . . . µία αρίθµηση όλων των ϱητών του διαστήµατος [−2a, 2a].
Θέτουµε Pi = P + ri, i = 1, 2, 3, . . ., όπου P + ri είναι η µεταφορά του συνόλου P κατά
τον ϱητό αριθµό ri. Τα Pi είναι ξένα µεταξύ τους και ισχύει

A ⊂
+∞⋃
i=1

Pi ⊂ [−3a, 3a] (2.1)

΄Εστω ότι το P είναι µετρήσιµο. Τότε σύµφωνα µε γνωστό ϑεώρηµα ότι το µέτρο είναι
αναλλοίωτο ως προς τη µεταφορά, ισχύει ότι m(Pi) = m(P ) και λόγω της αριθµήσιµης
προσθετικότητας και µονοτονίας του µέτρου προκύπτει (από την (2.1)) ότι

m(A) ≤
+∞∑
i=1

m(Pi) ≤ 6a

και επειδή m(Pi) = m(P ) έχουµε ότι

m(A) ≤
+∞∑
i=1

m(P ) ≤ 6a

• Αν τώρα m(P ) = 0, προκύπτει ότι m(A) = 0, άτοπο (αφού έχουµε υποθέσει ότι
m(A) > 0).

• Αν πάλι m(P ) > 0, προκύπτει ότι
∑+∞

i=1 m(P ) = +∞ οπότε ϑα ισχύει∞ ≤ 6a, που
είναι άτοπο (αφού ο a είναι πεπερασµενος αριθµός).

΄Αρα, το P είναι ένα µη-µετρήσιµο υποσύνολο του A.

Μια άλλη προσέγγιση στον ορισµό του συνόλου Vitali

Θεωρούµε τους αριθµούς a και b του [0, 1]. Ορίζουµε να είναι οι αριθµοί a, b ισοδύναµοι
και να γράφουµε a ∼ b αν και µόνον αν ο (a − b) είναι ϱητός αριθµός. Είναι ϕανερό ότι
µε τον ορισµό αυτό οι ϱητοί του διαστήµατος [0, 1] είναι ισοδύναµοι.

Το διάστηµα [0, 1] χωρίζεται σε κλάσεις, µε κάθε κλάση να αποτελείται από ισοδύνα-
µους µεταξύ τους αριθµούς, και αριθµοί δύο διαφορετικών κλάσεων διαφέρουν κατά
κάποιον άρρητο. ΄Αρα συµπεραίνουµε ότι έχουµε πετύχει µια διαµέριση του [0, 1] σε υ-
περαριθµήσιµο πλήθος κλάσεων, κάθε µία αριθµήσιµου πλήθους στοιχείων (µελών). Με
χρήση του Αξιώµατος Επιλογής (A.C.) µπορούµε να σχηµατίσουµε ένα υποσύνολο του
[0, 1] επιλέγοντας ένα µόνο αριθµό από κάθε κλάση ισοδυναµίας. Το σύνολο αυτό είναι
το γνωστό σύνολο Vitali το οποίο ας συµβολίσουµε µε M .
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Θεώρηµα 2.5. Το σύνολο M όπως ορίστηκε παραπάνω είναι µη-µετρήσιµο.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε Mq = M + q = {x + q : x ∈ M , όπου q ϱητός αριθµός}. Αν
είναι q < 0, τότε το Mq είναι το σύνολο M µετατοπισµένο κατά q µονάδες αριστερά, ενώ
αν είναι q > 0, τότε το Mq είναι το σύνολο M µετατοπισµένο κατά q µονάδες δεξιά. Το Mq

ονοµάζεται µεταφορά του M . Είναι R = (−∞,∞) =
⋃
q ϱητόςMq, δηλαδή έχουµε δια-

µερίσει το σύνολο όλων των πραγµατικών σε µια αριθµήσιµη συλλογή ξένων ισοδύναµων
συνόλων.

΄Εστω ότι το σύνολο M είναι µετρήσιµο. Γενικά ισχύει m(M) ≥ 0. Είναι ϕανερό ότι
m(Mq) = m(M) και m(R) =

∑
q ϱητόςm(Mq).

• Εάν m(M) = 0, τότε και m(Mq) = 0, οπότε m(R) = 0, το οποίο είναι άτοπο.

• Εάνm(M) > 0, τότε επειδή π.χ. το σύνολο
⋃
q ϱητός {Mq : q είναι ϱητός µε 0 ≤ 1 ≤ 1} ⊆

[0, 2], είναι

2 = m
(
[0, 2]

)
= m

(⋃
{Mq : q είναι ϱητός µε 0 ≤ q ≤ 1}

)
=
∑

0≤q≤1
q ϱητός

m(Mq) = +∞

το οποίο είναι επίσης άτοπο.

Οπότε το σύνολο M και κάθε Mq δεν είναι µετρήσιµο κατά Lebesgue.

Παρατήρηση. Οµολογουµένως είναι ένα παράδοξο αποτέλεσµα αν αναλογιστεί κάποιος
πως ορίστηκε το µέτρο ενός συνόλου και τι προσδοκούµε να εκφράζει (την έκταση)

Υπεραριθµήσιµο και µη-µετρήσιµο ≡ Σύνολο χωρίς έκταση !!!

Τα δύο Θεωρήµατα που ακολουθούν εκφράζουν ισοδύναµα συµπεράσµατα και προ-
κύπτουν έµµεσα από το συµπέρασµα του Θεωρήµατος 2.4 ή του Θεωρήµατος 2.5.

Θεώρηµα 2.6. Κάθε σύνολο A µε m∗(A) > 0 περιέχει ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο.

Θεώρηµα 2.7. Αν όλα τα υποσύνολα ενός συνόλου A είναι µετρήσιµα, τοτε m(A) = 0.

Να τονίσουµε ότι δεν έχει κατασκευαστεί ακόµη µη µετρήσιµο σύνολο χωρίς τη χρήση
του Αξιώµατος Επιλογής (A.C.) και να σηµειώσουµε επιπλέον ότι το σύνολο των µη µε-
τρησίµων υποσυνόλων του R δεν είναι κλειστό ως προς τις πράξεις των συνόλων (ένωση,
τοµή, διαφορά κ.λ.π.).

2.9.2 Παράδοξα σχετιζόµενα µε την κατασκευή Vitali

Αναφέρουµε κάποια δραµατικά παράδοξα που σχετίζονται µε την κατασκευή Vitali χαρα-
κτηρίζοντάς τα ως Προ1ΒΤ, Προ2ΒΤ, µε κορυφαίο το παράδοξο Banach-Tarski.

Προ1ΒΤ. ΄Ενα υποσύνολο του [0, 2] µπορεί να διαµεριστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε τα κοµ-
µάτια να µπορούν να µετατοπιστούν έτσι ώστε η ένωσή τους να είναι ολόκληρη η
ευθεία των πραγµατικών αριθµών.
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Απόδειξη. ΄Εστω Σ ένα υποσύνολο του [0, 2] τέτοιο ώστε αν ϑεωρήσουµε ωςMq = M + q ={
x + q : x ∈ M και q ϱητός του [0, 1]

}
, όπου M το γνωστό σύνολο Vitali (υποσύνολο

του [0, 1]), να είναι η
⋃{

Mq : q ϱητός και q ∈ [0, 1]
}

ως διαµέριση του Σ. Το σύνολο των
ϱητών του [0, 1] είναι αριθµήσιµο όπως επίσης αριθµήσιµο είναι το σύνολο όλων των ϱητών.
Θεωρούµε, λοιπόν, µια 1-1 αντιστοιχία µεταξυ των ϱητών του [0, 1] και του συνόλου των
ϱητών τέτοια ώστε f(q) = r, όπου ο q είναι ϱητός του [0, 1] και r τυχαίος ϱητός αριθµός. Για
κάθε q, τώρα, µετατοπίζουµε τοMq στοMf(q). Παρατηρούµε ότι

⋃
r {Mr : r είναι ϱητός} =

(−∞,+∞) = R. Εποµένως, τα υποσύνολα της αρχικής διαµέρισης έχουν αντίστοιχα
µετατοπιστεί έτσι ώστε να σχηµατίσουν ολόκληρη την ευθεία των πραγµατικών αριθµών.

Προ2ΒΤ (∆ύο κύκλοι από έναν). ΄Ενας κύκλος οποιασδήποτε ακτίνας µπορεί να διαµε-
ϱιστεί σε δύο σύνολα µε τέτοιο τρόπο ώστε καθένα από αυτά να µπορεί να διασπα-
τστεί και να ανασυναρµολογηθεί για να σχηµατίσει ολόκληρο τον αρχικό κύκλο.

Απόδειξη. ΄Εστω S1 = {eiθ ∈ R2 : 0 ≤ θ ≤ π} ο µοναδιαίος κύκλος.
Θεωρούµε στην οµάδα S1 την ακόλουθη σχέση ισοδυναµίας

x ∼ y ⇐⇒ x− y είναι ϱητό πολλαπλάσιο του 2π

Από την παραπάνω (προφανώς) σχέση ισοδυναµίας ο S1 ‘‘διαµερίζεται’’ σε κλάσεις ι-
σοδυναµίας. Από κάθε κλάση επιλέγουµε ένα ακριβώς στοιχείο και δηµιουργούµε ένα
σύνολο, το λεγόµενο σύνολο Vitali (το οποίο αποδεικνύεται ότι δεν είναι Lebesque µε-
τρήσιµο) , και το συµβολίζουµε στη συνέχεια µε V .

Το παράδοξο που συνδέεται µε το σύνολο Vitali

Αριθµούµε το σύνολο των ϱητών πολλαπλασίων του 2π, έστω {rn, rn 6= rm, n,m ∈ N}.
Εν συνεχεία ϑεωρούµε τα σύνολα

V u rn n ∈ N (µε u συµβολίζουµε την πράξη της πρόσθεσης στην οµάδα S1)

Σχετικά µε τα παραπάνω σύνολα έχουµε να παρατηρήσουµε τα εξής

1.
⋃
V u rn = S1.

Πράγµατι, για x ∈ S1 το x ϑα ανήκει αναγκαστικά σε κάποια κλάση ισοδυναµίας
οπότε η διαφορά του από το συγκεκριµένο αντιπρόσωπο της κλάσης που επιλέξαµε
για να ϑεωρήσουµε το σύνολο Vitali είναι ϱητό πολλαπλάσιο του 2π οπότε αναγκα-
στικά ϑα ανήκει σε κάποιο V u rn0, n ∈ N.

2. Τα σύνολα V u rn, n0 ∈ N αποτελούν διαµέριση της S1.

Πράγµατι, έστω x ∈ S1 και x ∈ (V u rn1), x ∈ (V u rn2), n1 = n2(rn1 6= rn2). Τότε
x = y u rn1 όπου y ο αντιπρόσωπος µιας κλάσης (που επιλέξαµε) και x = z u rn2

όπου z επίσης ένας άλλος αντιπρόσωπος διότι προφανώς y 6= z.

΄Οµως τότε οι αντιπρόσωποι y και z ϑα διέφεραν κατά ϱητό πολλαπλάσιο του 2π το
οποίο είναι άτοπο.
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3. Μια τρίτη παρατήρηση είναι ότι, στρέφοντας κατά µια γωνία έστω θ η οποία είναι ϱη-
τό πολλαπλάσιο του 2π µπορούµε να ϕέρουµε καθένα από τα σύνολα της διαµέρισης
στη ϑέση του άλλου ώστε να συµπέσει ακριβώς (congruent under translation).

Εν συνεχεία χωρίζουµε τον S1 σε δύο ξένα σύνολα ως εξής :

A =
⋃

n-άρτιος

V u rn, B =
⋃

n-περιττός

V u rn

Λαµβάνοντας το σύνολοA, το οποίο είναι γνήσιο υποσύνολο του S1 και περιστρέφον-
τας καθένα (από τα ξένα µεταξύ τους σύνολα V u rn, n-άρτιος) κατά µια στροφή µε
γωνία ϱητό πολλαπλάσιο του 2π όπως ϕαίνεται στη συνέχεια

V u r2 −→ V u r1
V u r4 −→ V u r2
V u r6 −→ V u r3

...
V u r2n −→ V u rn

µπορούµε να συνθέτουµε ολόκληρο το κύκλο S1.

Εν συνεχεία λαµβάνοντας το άλλο τµήµα του S1, δηλαδή το σύνολο B, κατά ανάλογο
τρόπο

V u r1 −→ V u r1
V u r3 −→ V u r2
V u r5 −→ V u r3

...
V u r2n−1 −→ V u rn

λαµβάνουµε ένα καινούργιο, ολόκληρο κύκλο S1.

Σχόλιο

Σαφώς το παραπάνω παραβιάζει την κοινή εµπειρία αν υποθέσουµε οτι ο S1 αποτελε-
ίται από ένα ϕυσικό υλικό. Βέβαια, το ανωτέρω παράδοξο προυποθέτει άπειρο πλήθος
στροφών, πράγµα το οποίο δεν είναι σε συµφωνία µε τον ϕυσικό κόσµο. Στο αυθεντικό
παράδοξο Banach-Tarski το πλήθος των διαµερίσεων είναι πεπερασµένο.

Υπενθυµίζουµε το παράδοξο του Ζήνωνα για τον ‘‘Αχιλλέα µε την χελώνα’’, ένα πα-
ϱάδοξο που αφορά κριτική στη χρήση άπειρων διαδικασιών το οποίο ‘‘φαίνεται’’ επίσης να
παραβιάζει ‘‘τουλάχιστον για τα δεδοµένα της αρχαιότητας’’ την εµπειρία. Σήµερα ένας
πρωτοετής ϕοιτητής αντιλαµβάνεται ότι ο Ζήνωνας στο παράδοξό του ‘‘αθροίζει’’ χρονικά
διαστήµατα τα οποία αποτελούν γεωµετρική σειρά µε λόγο µικρότερο του ένα, οπότε µε
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τη σύγχρονη ‘‘γλώσσα’’ του απειροστικού λογισµού η σειρά αθροίζεται ‘‘αυτόµατα’’ µε την
χρήση των ορίων. Στην αρχαιότητα όµως (πιθανόν και σήµερα) ο κοινός νους για να α-
ϑροίσει άπειρες ϕορές χρειάζεται άπειρο χρόνο, δεδοµένου ότι η πρακτική εµπειρία για
κάθε επιµέρους άθροιση απαιτεί κάποιο ελάχιστο χρονικό διάστηµα.

Τέλος, να σηµειώσουµε ότι υπάρχει ‘‘µοντέλο’’ (ϑεωρία συνόλων) η οποία αρνείται το
Αξίωµα Επιλογής και στη ϑεωρία αυτή δεν υπάρχει σύνολο Vitali, η οποία ϑεωρία όµως
είναι πιο ‘‘κοντά’’ στη ϕυσική πραγµατικότητα όπως τουλάχιστον την αντιλαµβανόµαστε.

Οι κατασκευές που γίνονται µε τη χρήση του Αξιώµατος Επιλογής δεν έχουν ϕυσική
υπόσταση στον πραγµατικό ϕυσικό κόσµο π.χ. Εάν από µια 3-διάστατη συµπαγή µπάλα
B αφαιρεθεί ένα σηµείο x0 (δηλαδή Br{x0}) το οποίο (κατά τον Ευκλείδη) δεν έχει χώρο
(δεν πιάνει τόπο), σε ϕυσικούς όρους παραµένει η ίδια η B. ΄Αρα κατά µια έννοια δεν είναι
παράδοξο να οδηγηθούµε σε συµπεράσµατα τα οποία αντιβαίνουν στη ϕυσική εµπειρία.
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Κεφάλαιο 3

Το ΠΑΡΑ∆ΟΞΟ των Banach-Tarski (µε

χρήση A.C.) µε ενσωµατωµένο το παράδοξο
του Hausdorff

Felix Hausdorff
Stefan Banach

Alfred Tarski

(1868–1942)
(1892–1945)

(1902–1983)
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3.1. Α ΜΕΡΟΣ (ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΑ ΕΡΓΑΛΕΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ)

3.1 Α΄ Μέρος (απαραίτητα εργαλεία της απόδειξης του
Θεωρήµατος)

Απαραίτητα εργαλεία ανά ΒΗΜΑ για την απόδειξη του παραδόξου-ϑεωρήµατος Banach-
Tarski

1. Μια συγκεκριµένη οµάδα περιστροφών της µοναδιαίας σφαίρας έστω G

2. Η µοναδικότητα αναπαράστασης της απλουστευµένης µορφής η οποία εξασφαλίζε-
ται από το

Θεώρηµα 3.1 (Μοναδικότητας). Κάθε περιστροφή της G έχει µοναδική αναπα-
ϱάσταση απλουστευµένης µορφής. ∆ηλαδή, αν δύο περιστροφές απλουστευµένης
µορφής ϕαίνονται διαφορετικές, τότε αναπαριστούν, πράγµατι, διαφορετικές ϕυσι-
κές περιστροφές.

3. Εξισώσεις περιστροφών (απόδειξη της 1ης)

4. Θεώρηµα Banach-Schröder-Bernstein

5. ΠΑΡΑ∆ΟΞΟ Hausdorff (δίληµµα ‘‘µισού-τρίτου’’/
1

2
− 1

3
).

Ακολουθεί µια ‘‘ϑαυµαστή’’ ιδιότητα ως συµπέρασµα του παρακάτω ϑεωρήµατος, η οποία
είναι γνωστή ως ‘‘δίληµµα µισού-τρίτου’’ και εµφανίστηκε σε άρθρο του Hausdorff το 1914
πυροδοτώντας την συνεργασία Banach-Tarski το 1924.

Θεώρηµα 3.2 (Hausdorff ). Η σφαίρα S (επιφάνεια µιας µπάλας) εκτός ενός σχετικά
µικρού αριθµού σηµείων της, µπορεί να διαµεριστεί σε τρία ξένα µεταξύ τους σύνολα
σηµείων - A και B και Γ - µε τέτοιο τρόπο ώστε τα A,B,Γ και η ένωση των B και Γ να
είναι ίσα µεταξύ τους, δηλαδή

A = B = Γ = B ∪ Γ

A ∪B ∪ Γ = S

A ∩B ∩ Γ = ∅

Απόδειξη. Η απόδειξη ϐρίσκεται εντός της αποδείξεως του παραδόξου Banach-Tarski.
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3.2 Β΄ Μέρος (εκδοχή διπλασιασµού)

Το ϑεώρηµα, γνωστό πλέον ως Θεώρηµα Banach-Tarski ή παράδοξο Banach-Tarski, δη-
λώνει ότι

‘‘µια συµπαγής σφαίρα (µπάλα) µπορεί να διασπαστεί σε πεπερασµένο
αριθµό κοµµατιών (όχι µικρότερο από πέντε) και να ανασυναρµολο-
γηθεί µε τέτοιο τρόπο, ώστε να σχηµατίσει δύο συµπαγείς σφαίρες
(µπάλες), καθεµιά ολόιδια σε µέγεθος µε την αρχική’’.

Αυτή η µορφή του ϑεωρήµατος αναφέρεται ως η εκδοχή του διπλασιασµού. Η έκφραση
του ϑεωρήµατος µε µορφή τύπων έχει ως εξής :

‘‘Η µοναδιαία µπάλα B =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1
}
µπορεί να διαµερι-

στεί σε δύο σύνολα B1 και B2 ώστε B ∼ B1 και B ∼ B2’’.

Το ‘‘∼’’ σηµαίνει ‘‘ισοδύναµο κατά τµήµατα µε’’ ή ‘‘ισοδύναµο µέσω διάσπαση µε’’. Η
απόδειξη του Θεωρήµατος Banach-Tarski περιλαµβάνει σηµειοσύνολα και σύνολα περι-
στροφών.

Απόδειξη

Βήµα Ι. [δηµιουργούµε µια οµάδα περιστροφών της µοναδιαίας σφαίρας (ϑα εννοείται
ως µοναδιαία σφαίρα η ‘‘επιφάνεια-κέλυφος’’ της µοναδιαίας ‘‘µπάλας’’)].

Θυµίζουµε ότι Περιστροφή ενός σηµειοσυνόλου (σχήµατος) γύρω από έναν άξονα στο
τρισδιάστατο χώρο είναι µία άκαµπτη κίνηση τέτοια ώστε κάθε σηµείο του σχήµατος
να κινείται σ΄ ένα κυκλικό µονοπάτι γύρω από τον άξονα και σε επίπεδο κάθετο στον
άξονα περιστροφής.

σ : περιστροφή γύρω από τον z = x κατά 180◦

τ : περιστροφή γύρω από τον z′z κατά 120◦

σ2 : περιστροφή κατά 360◦ γύρω από τον z = x

(περιστροφή της σφαίρας στην αρχική ϑέση I)
(ταυτοτική περιστροφή)

τ 2 : περιστροφή κατά 240◦ γύρω από τον z′z
(επιστροφή της σφαίρας στην αρχική ϑέση I)

(ταυτοτική περιστροφή)
τ 3 : περιστροφή κατά 360◦γύρω από τον z′z

(επιστροφή της σφαίρας στην αρχική ϑέση I)
(ταυτοτική περιστροφή)
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Κάνουµε την εξής σύµβαση γραφής µιας διαδοχής περιστροφών.

Η γραφή π.χ. τστ σηµαίνει εφαρµογή περιστροφών ξεκινώντας από το τέλος και
ισχύει σ2 = τ 3 = I.

Κάθε περιστροφή που ακολουθείται από µια ακολουθία ϐασικών περιστροφών µπορεί
να γραφτεί σε απλουστευµένη µορφή ως σειρά συµβόλων καθένα από τα οποία είναι
της µορφής σ, τ, τ 2.

Μήκος της περιστροφής είναι ο αριθµός των συµβόλων που χρησιµοποιούµε στην
απλουστευµένη µορφή.

Αναφέρουµε κάποια παραδείγµατα ακολουθιών, ϐασικών περιστροφών, και τι εκ-
ϕράζουν

π.χ.

• στ 2στ είναι µια ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ-αποτέλεσµα της περιστροφής τ (µε ότι εκφράζει)
ακολουθούµενη από την περιστροφή σ, στην συνέχεια από την τ 2 και τέλος από
την σ.

Είναι γραµµένη σε απλουστευµένη µορφή (αφού είναι µία ακολουθία των ϐα-
σικών περιστροφών σ, τ, τ 2 και έχει µήκος 4

• η τ 3στ 4σ5τ όµως είναι µια ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ γραµµένη όχι σε απλουστευµένη
µορφή η οποία είναι τ 3στ 4σ5τ 3στ 3τ 1σ2σ2σ1τ = στστ µήκους 4.

Το άπειρο αλλά αριθµήσιµο πλήθος δυνατών περιστροφών που σχηµατίζονται από
τις σ, τ, τ 2 εφοδιασµένο µε την πράξη ‘‘κατά σειρά εφαρµογή (ή διαδοχικά)’’ απο-
τελεί οµάδα την οποία ονοµάζουµε οµάδα περιστροφών και συµβολίζουυµε G.(Η
περιστροφή είναι ισοµετρία). Η εν λόγω οµάδα ϑα παίξει τον ϱόλο που παίζει η
οµάδα ‘‘στροφές κατά ϱητό πολλαπλάσιο του 2π’’ που χρησιµοποιήσαµε στο πα-
ϱάδοξο που προκύπτει από το σύνολο Vitali, µε την διαφορά ότι η εν λόγω οµάδα
στον R3 έχει πολλούς ϐαθµούς ελευθερίας µε αποτέλεσµα να είναι πολύ πιο πλούσια
και περίπλοκη.

Θεώρηµα 3.3. Κάθε Περιστροφή της G έχει µοναδική αναπαράσταση απλουστευ-
µένης µορφής $, δηλαδή εάν δύο περιστροφές απλουστευµένης µορφής $1, $2

ϕαίνονται διαφορετικές τότε αναπαριστούν πράγµατι, δύο διαφορετικές ϕυσικές πε-
ϱιστροφές Π1,Π2 αντίστοιχα

Το παραπάνω ϑεώρηµα της µοναδικής αναπαράστασης απλουστευµένης µορφής $
έχει ως συνέπεια την ταξινόµηση όλων των αριθµήσιµων άπειρων περιστροφών της
G.
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G2 τ2
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τ
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τ2

TT

τ

SS

Αν το τελευταίο γράµµα αριστερά είναι � σ . . . . . . και η
επιπλέον περιστροφή

• είναι τ (ϐλέπε κόκκινο)·

• είναι τ 2 (ϐλέπε πράσινο).

Προσοχή: Η επέµβαση µε σ αποκλείεται διότι

σσ . . . = σ2 . . . = I . . .

η οποία έχει ήδη τοποθετηθεί.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

G2
σ ,,

τ

++

G1

τ

}}

σ

ll

G3

σ

JJ

τ

SS

Αν το τελευταίο αριστερά είναι � τ . . . . . . και η επιπλέον
περιστροφή

• είναι τ (ϐλέπε κόκκινο)·

• είναι σ (ϐλέπε µαύρο).

Προσοχή: Η επέµβαση µε τ 2 αποκλείεται διότι

τ 2τ . . . = τ 3 . . . = I . . .

η οποία έχει ήδη τοποθετηθεί.

Ο περίεργος, αλλά αξιοσηµείωτος, τρόπος συσχέτισης των τριών υποσυνόλωνG1, G2, G3

της G.

τG1 = G2

τ 2G1 = G3

σG1 = G2 ∪G3

Σχέσεις ‘‘αθώες’’ που ϑα οδηγήσουν σε µια ϑαυµαστή διαµέριση της µοναδιαίας
σφαίρας (σύνορο-κέλυφος της µπάλας). Παρακάτω γίνεται προσπάθεια κυρίως µέσω
των παραπάνω σχηµάτων, να γίνει κατανοητό, το κριτήριο και ο τρόπος που χρη-
σιµοποιείται στην ταξινόµηση κάθε µιας από τις αριθµήσιµες άπειρες περιστροφές-
στοιχεία της οµάδας G στις κατηγορίες G1, G2, G3.

Η ταξινόµηση µπορεί να χαρακτηριστεί ως µια αναδροµική διαδικασία µε την έν-
νοια ότι η κατάταξη κάθε περιστροφής στηρίζεται στην κατάταξη της προηγούµενης
καθώς και στο τελευταίο γράµµα της ήδη καταταχθείσας, όπως επίσης επηρεάζεται
και από το γράµµα της επόµενης.Συνοψίζουµε, στο τι επηρεάζει την ταξινόµηση.

i) Το προτελευταίο γράµµα της περιστροφής π.χ. στην στ 2στ το γράµµα τ (αυτό
που είναι τονισµένο).

ii) το σε ποιά κατηγορία (G1, G2, G3) ϐρίσκεται η τ 2στ
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iii) Ποιό είναι το γράµµα που συµβολίζει την τελευταία περιστροφή ; π.χ. στην
στ 2στ ή ττ 2στ είναι τα υπογραµµισµένα δηλαδή τα σ και τ αντίστοιχα..

΄Εχουµε εξ΄ αρχής ορίσει

• η ταυτοτική περιστροφή I να ανήκει στο υποσύνολο G1 της G.

• οι σ, τ περιστροφές να ανήκουν στο υποσύνολο G2 της G.

• η τ 2 περιστροφή να ανήκει στο υποσύνολο G3 της G.

G

G1 G2 G3

I, στ, στ 2, τ 2σ, . . . σ, τ, τστ, στ 2σ, τστ 2, . . . τ 2, τσ, τ 2στ, . . .

Στο παραπάνω σχήµα αναγνωρίζουµε αρκετές περιστροφές ως µέλη των υποσυνόλων
G1, G2, G3.

Βήµα ΙΙ. Χρησιµοποιούµε αυτές τις περιστροφές για να διαµερίσουµε την σφαίρα σε
υποσύνολα που κατέχουν την ϑαυµαστή ιδιότητα του παραδόξου του Hausdorff.

1. Κάθε περιστροφή έχει δύο πόλους.(δύο σταθερά σηµεία).

2. Το πλήθος των περιστροφών είναι αριθµήσιµο οπότε και το πλήθος των πόλων
είναι τέτοιο (και ασφαλώς αυτοί οι πόλοι σχετίζονται (!) µε την G) το οποίο ας
συµβολίζουµε µε P και S \ P να δηλώνει τα υπόλοιπα σηµεία της µοναδιαίας
σφαίρας S που δεν είναι πόλοι. Είναι ϕανερό ότι S = P ∪ S \ P

3. Το ‘‘κλασµατικό µέρος’’ της σφαίρας που αντιστοιχεί στο P είναι απειροστά
µικρά.
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Π11

Π21

Π22

Π12

4. Κατά αναλογία µε το σύνολο Vitali ϑεωρούµε στο S \ P την εξής σχέση ισοδυ-
ναµίας

x v y ⇐⇒ (∃g ∈ G)
[
g(x) = y

]
(Στο σύνολο Vitali εάν υπάρχει στροφή η οποία είναι ϱητό πολλαπλάσιο του
2π ώστε να στέλνει το x στο y).Η παραπάνω σχέση ισοδυναµίας χωρίς το S \ P
σε κλάσεις ισοδυναµίας και χρησιµοποιώντας το αξίωµα επιλογής επιλέγουµε
από κάθε κλάση ένα στοιχείο σχηµατίζοντας ένα σύνολο C.
Τροχιά ϑα λέµε το σύνολο των σηµείων του S \ P τα οποία τα ‘‘συνδέει’’ µια
περιστροφή. ∆ύο τέτοια σηµεία ϑα λέµε ότι ανήκουν στην ίδια τροχιά. Οι πε-
ϱιστροφές είναι αριθµήσιµου πλήθους, µε την κάθε µία να συνδέει-συσχετίζει
υπεραριθµήσιµο πλήθος στοιχείων του S \ P .

5. Οι τροχιές όπως τις περιγράψαµε, δεν έχουν καµία ‘‘χειροπιαστή’’ ιδιότητα που
ϑα µας επέτρεπε να επιλέξουµε-καθορίσουµε ένα µέλος από την καθεµία.

6. Το ΑΞΙΩΜΑ της ΕΠΙΛΟΓΗΣ (A.C.) είναι η µοναδική (ϑεωρητική) διέξοδος.

Υποθέτουµε λοιπόν, όπως το (A.C) εξασφαλίζει, την δυνατότητα επιλογής, ακριβώς
ενός σηµείου από κάθε µία από τις παραπάνω τροχιές, και τον σχηµατισµό ενός
συνόλου επιλογής το οποίο συµβολίζουµε µε C.

Ισχύουν λοιπόν τα εξής όσον αφορά, στις περιστροφές της G, το σύνολο επιλογής C,
το σύνολο P , το σύνολο S \ P .

1. Κανένα σηµείο του συνόλου C δεν µπορεί να περιστραφεί ώστε να πέσει πάνω
σε κάποιο άλλο σηµείο του C µέσω µιας περιστροφής από την G.

2. Αν κάθε σηµείο του C περιστρεφόταν µέσω κάθε περιστροφής από την G, ϑα
παίρναµε τελικά κάθε σηµείο του S \ P .

3. Τα σύνολα C και P δεν έχουν κοινά σηµεία.

4. Το σύνολο C είναι υπεραριθµήσιµο.

Θα συµβολίσουµε µεK1 = G1C το σηµειοσύνολο της σφαίρας S το οποίο προκύπτει
από την εφαρµογή κάθε περιστροφής του G1 στο C. Ακριβώς ίδια συµβολίζουµε
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µε K2 = G2C, K3 = G3C τα σηµειοσύνολα που προκύπτουν µε ανάλογο τρόπο
εφαρµογής των περιστροφών των G2, G3 στο C.

Η σφαίρα S είναι διαµερισµένη κατά αυτόν τον τρόπο σε τέσσερα ξένα µεταξύ τους
σηµειοσύνολα K1, K2, K3, P , οπότε

S = K1 ∪K2 ∪K3 ∪ P

Η µοναδιαία σφαίρα S

K1 K2 K3 P︸ ︷︷ ︸
SrP=K1∪K2∪K3

Θυµίζουµε τις ‘‘αθώες’’ σχέσεις

τG1 = G2

τ 2G1 = G3

σG1 = G2 ∪G3

Ανάλογες ‘‘αθώες’’ σχέσεις ισχύουν για τα K1, K2, K3, δηλαδή

τK1 = K2

τ 2K1 = K3

σK1 = K2 ∪K3

και µε τον συµβολισµό ∼= να σηµαίνει ισοδύναµα ή ίσα (µε την έννοια ότι αντιστοιχίζονται
µέσω ισοµετρίας) έχουµε

K1
∼= K2, K1

∼= K3, K1
∼= K2 ∪K3

οπότε είναι
K1
∼= K2

∼= K3
∼= K2 ∪K3

Αυτή η πρόταση είναι το γνωστό παράδοξο του Hausdorff το οποίο αναφέρεται και ως
δίληµµα ‘‘µισού-τρίτου’’.
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Εξηγούµε τον χαρακτηρισµό ‘‘µισού-τρίτου’’.
Με τους συµβολισµούς που έχουµε ήδη χρησιµοποιήσει είναι

S = P ∪ S \ P (3.1)

S \ P = K1 ∪K2 ∪K3 (3.2)

K1
∼= K2

∼= K3
∼= K2 ∪K3 (3.3)

οπότε αναλυτικότερα ισχύει

K1
∼= K2 ∪K3 (3.4)

K2
∼= K2 ∪K3 (3.5)

K3
∼= K2 ∪K3 (3.6)

S r P = K1 ∪K2 ∪K3

K1 K2 K3

ισοδύναµο
µε K2

ισοδύναµο
µε K3

ισοδύναµο
µε K2

ισοδύναµο
µε K3

ισοδύναµο
µε K2

ισοδύναµο
µε K3

ισοδύναµο
µε K1

ισοδύναµο
µε K2

ισοδύναµο
µε K3︸ ︷︷ ︸

SrP=K1∪K2∪K3

ισοδύναµο
µε K1

ισοδύναµο
µε K2

ισοδύναµο
µε K3︸ ︷︷ ︸

SrP=K1∪K2∪K3

Εξαιτίας των (3.2) και (3.3) µπορεί να ϑεωρηθεί ότι καθένα από τα K1, K2, K3 αποτελούν

το
1

3
του S \ P = K1 ∪K2 ∪K3 και µε πολύ µικρή διαφορά περίπου το

1

3
της σφαίρας

S = P ∪ S \ P εξαιτίας των (3.1) και (3.2).
΄Οµως εξαιτίας των (3.4), (3.5), (3.6), (3.3), (3.1), (3.2) είναι δυνατόν να συµπεράνουµε

ότι αποτελούν περίπου και το
1

2
της σφαίρας S = P ∪ S \ P .
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Το παράδοξο του Hausdorff µας ανοίγει τον δρόµο ώστε να χωρίσουµε την σφαίρα
σε πεπερασµένο αριθµό κοµµατιών, τα οποία µπορούν να ανασυναρµολογηθούν για να
σχηµατίσουν δύο σφαίρες κάθε µια ολόιδια σε µορφή µε την αρχική, όπως ϕαίνεται στο
προηγούµενο σχήµα.

Κατάφεραµε να διαµερίσουµε προς το παρόν την S \ P (σχεδόν την σφαίρα δηλαδή
εκτός από ένα αριθµήσιµο, σχετικά µικρό υποσύνολο) σε έξι µεταξύ τους υποσύνολα,
καθένα από τα οποία όπως είδαµε είναι ισοδύναµο είτε µε το K1 είτε µε το K2 είτε µε το
K3, τα οποία ενούµενα ανά τρία σχηµατίζουν δύο αντίγραφα της S \ P .

Την S \ P ας την ϕανταζόµαστε σαν µια διάτρητη σφαίρα από αριθµήσιµο πλήθος
‘‘τρυπών’’ (οπών), δηλαδή τους πόλους των περιστροφών.Υπάρχει λοιπόν µια εκκρεµότη-
τα, όσον αφορά στα στοιχεία του συνόλου P (δηλαδή από πόλους), τα οποία πρέπει να
τοποθετηθούν ώστε να ολοκληρωθεί η απόδειξη (ισοδυναµία διάσπασης).

Είναι εύκολο να ‘‘µεταφέρουµε’’-‘‘αντιστοιχίσουµε’’ τα στοιχεία του συνόλου P µε τις
τρύπες πάνω στη σφαίρα S \ P οπότε να πάρουµε ένα πλήρες - ολόιδιο αντίγραφο της
αρχικής σφαίρας S.

Αυτό που πρέπει να απαντηθεί τελειώνοντας είναι το πώς καλύπτονται οι τρύπες του
δεύτερου αντιγράφου της S \ P .

Είναι γεγονός ότι είναι αριθµήσιµα σε πλήθος τα σηµεία P και µπορούµε να τα ϕαν-
ταστούµε σαν τρύπες πάνω στην σφαίρα όπως προαναφέραµε. Αυτή η εικόνα µας πα-
ϱαπέµπει στην παράγραφο της ισοδυναµίας µέσω διάσπασης και τις διάφορες τεχνικές
της.

S r P S

Κλείνοντας το δεύτερο αντίγραφο της σφαίρας S ϑα το πάρουµε λοιπόν µε εφαρµο-
γή της τεχνικής της µετατόπισης από το άπειρο στο σηµειοσύνολο S \ P . Ακολουθεί
σχηµατική περιγραφή-σύνοψη των προηγουµένων στο σχήµα της σελίδας 59.

Βήµα ΙΙΙ. Επεκτείνουµε την προαναφερθείσα ιδιότητα από την σφαιρική επιφάνεια στη
συµπαγή µπάλα.

Σε κάθε υποσύνολο της σφαίρας S(K1, K2, K3, P ) προσαρτούµε ένα σύνολο σηµε-
ίων (υποσύνολο της µπάλας B) τέτοιο ώστε, η ακτινική προβολή των σηµείων τους,
εκτός ϕυσικά του κέντρου O(0, 0, 0) της µπάλας B πάνω στη σφαίρα να είναι τα
K1, K2, K3, P αντίστοιχα. Τα σύνολα αυτά, τα αντίστοιχα των K1, K2, K3, P , συµβο-
λίζουµε µε K1, K2, K3, P .

Το ίδιο κάνουµε και µε τα αντίγραφα S1, S2 της S δηµιουργώντας τα S1, S2 αντίστοι-
χα.
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Ισχυριζόµαστε ότι K1
∼= K2

∼= K3
∼= K2 ∪K3 και ότι η S µπορεί να χωριστεί και

να αναδιαταχθεί σε S1 και S2 καθένα από τα οποία είναι ισοδύναµα κατά τµήµατα
(ισοδύναµα µέσω διάσπασης) µε την S.

Η S είναι η διάτρητη µοναδιαία µπάλα και αναπαριστά όλα τα σηµεία, εκτός του
κέντρου, της µοναδιαίας µπάλας B.

Το ϑεώρηµα Banach-Tarski έχει δειχθεί µε το σηµείο του κέντρου O(0, 0, 0) να
αποτελεί την τελευταία εκκρεµότητα. ΄Οπως και πριν το ‘‘κέντρο’’ της τρύπιας µπάλας
S1 µπορούµε να το συµπληρώσουµε µε το κέντρο της αρχικής µπάλας B, οπότε το
αντίγραφο S1 γίνεται B(B1), το δε ‘‘κέντρο’’ της τρύπιας µπάλας S2 µε την γνωστή
τεχνική της µετατόπισης από το άπειρο.

Για τον σκοπό αυτό ϑεωρούµε το ‘‘κέντρο’’ της τρύπας S2 ως ένα από τα αριθµήσιµα
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3.3. Γ ΜΕΡΟΣ (ΕΚ∆ΟΧΗ ΜΕΓΕΘΥΝΤΙΚΗ Η ΙΣΧΥΡΗ ΜΟΡΦΗ)

σε πλήθος, προσεκτικά επιλεγµένα σηµεία σε ένα κύκλο ε που περιέχεται ολοκλη-
ϱωτικά στην S2 (κάτοψη).

S2
ε

Μετατοπίζοντας τα σηµεία από το άπειρο στον κύκλο ε γεµίζει η τρύπα αυτού που
αποτελεί το κέντρο της S2 πλέον και την µετατρέπει σε B(B2). ΄Ετσι ολοκληρώθηκε
η απόδειξη του ϑεωρήµατος Banach-Tarski.

Σχόλιο. Η περιπλοκότητα της οµάδας των στροφών στον R3 µε άξονα που διέρχεται από
το O(0, 0, 0) και συγκεκριµένα οι ‘‘αθώες’’ σχέσεις µας δίνουν την δυνατότητα να
χρησιµοποιήσουµε πεπερασµένα κοµµάτια αντί για άπειρα που χρησιµοποιήσαµε του
Vitali.

3.3 Γ΄ Μέρος (Εκδοχή µεγεθυντική ή Ισχυρή µορφή)

Θεώρηµα 3.4. ΄Ενα στερεό οποιουδήποτε σχήµατος και όγκου µπορεί να διασπαστεί
και να ανασυναρµολογηθεί ώστε να σχηµατίσει ένα άλλο στερεό οποιουδήποτε ορισµένου
σχήµατος και όγκου.(παράδοξο του µπιζελιού και του ήλιου).

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι για δύο (οποιαδήποτε) ϕραγµένα τρισδιάστατα σύνολα A και
B µε µη κενά εσωτερικά ισχύει A � B και B � A οπότε ϑα είναι A ∼ B. Ενδιαφέρουσα
είναι η εκδοχή αυτή του ϑεωρήµατος διότι δεν απαιτεί τα A,B να έχουν σφαιρικό σχήµα.
Στην πραγµατικότητα δεν χρειάζεται να είναι ολόιδια.

Μέσω Banach-Tarski (∆ιπλασιασµός), δηµιουργούµε n αντίγραφα της W τα οποία
καλύπτουν εξ΄ ολοκλήρου την V (ϐλέπε το σχήµα που ακολουθεί).

΄Αρα,

A ⊆ V ⊆ [n-επικαλύπτοντα αντίγραφα της w]

⊆ [n-ξένα µεταξύ τους αντίγραφα της w] ⊆ W ⊆ B

΄Ετσι έχουµε
A � B (3.7)

και µε παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι

B � A (3.8)

Από (3.7) και (3.8), µε χρήση του συµπεράσµατος του ϑεωρήµατος Banach-Schröder-
Bernstein, ισχύει ότι

A ∼ B
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Μια ισοδύναµη, και ενδεχοµένως πιο εντυπωσιακή, εκδοχή υποστηρίζει ότι ένα στερεό
οποιουδήποτε µεγέθους και σχήµατος, ας πούµε ενός µικρού µπιζελιού, µπορεί να δια-
σπαστεί σε πεπερασµένο αριθµό κοµµατιών και να ανασυναρµολογηθεί για να σχηµατίσει
ένα στερεό οποιουδήποτε άλλου µεγέθους και σχήµατος, ας πούµε αυτό του ΄Ηλιου. Αυτή
η εκδοχή, γνωστή ως ισχυρή µορφή ή µεγεθυντική εκδοχή του ϑεωρήµατος, είναι επίσης
γνωστή ως εκδοχή του µπιζελιού και του ήλιου.

Μπιζέλι (A)

΄Ηλιος (B)

A ∼ B
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3.4. ΕΝΑ ΜΗ-ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥ ΠΑΡΑ∆ΟΞΟΥ HAUSDORFF

3.4 ΄Ενα µη-ευκλείδειο µοντέλο του παραδόξου Haus-
dorff

Ακολουθεί µια γεωµετρική ερµηνεία του παραδόξου Hausdorff σε µη-Ευκλείδειο χώρο
(υπερβολικό), αν και το Θεώρηµα των Banach-Tarski απαιτεί χώρο τουλάχιστον 3 δια-
στάσεων. Τα σύνολα είναι κατασκευάσιµα και το πιο εκπληκτικό είναι ότι δεν είναι
απαραίτητο το Αξίωµα Επιλογής. Οι Wagon και Mycielski το 1984 χρησιµοποιούν ως
µοντέλο του υπερβολικού επιπέδου τον δίσκο του Poincaré.

Ακολουθεί καλλιτεχνική απεικόνιση του παραδόξου σε έργο του Escher. Τον δίσκο
του Poincaré χρησιµοποιεί ο Escher σε τέσσερα έργα του.
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Σχήµα 3.1: Απόσπασµα από την εργασία των Banach-Tarski
Sur la décomposition des ensemble de points en parties

respectivement congruentes.

Par

St. Banach (Lwów) et A. Tarski (Varsovie)

Nous étudions dans cette Note les notions de l’equivalence des
ensembles de points pae décompoistion finie, resp. dénnombrable.
Deux ensembles de points situés dans un epsace métrique sont dits
équivalents par décomposition dinie (ou dénombrable), lorsqu’ils peuvent
êtres décomposés en un nombre fini et égal (ou une infinité dénombrable)
de parties disjointes respectivement congruentes.

Les principaux résultats contenus dans ke présent article sont les
suivante:

Dans un espace euclidien à n ≥ 3 dimensions deux ensembles arbi-
traires, bornés et contenant des points intérieures (p. ex. deux sphères à
rayons différents), sont equivalents par décomposition finie.

Un théorèm analogue subiste pour les ensembles situés sur la surface
d’une sphère; mais le théorème correspondant concernant l’espace eucli-
dien à 1 ou 2 dimensions est faux.

D’autre part:
Dans un espace euclidien à n ≥ 1 dimensions deux ensembles arbi-

traires (bornés ou non), contenant des points intérieures, sont équivalents
par décompoistion dénombrable.

La démonstration des théorèmes précédents s’appuie sur les résultats
de MM. Hausdorff, Vitali et Banacha, qui concernent le probléme général
de mesure; elle fait done usage de l’axioms

aF. Hausdorff, Grundzilge der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 401 et 469.
G. Vitali, Sul problema della mesura dei gruppi di punti di una retta, Bologna 1905.
St. Banach, Sur lr problème de mesure, Fund. Math. IV, 1923, p. 30—31.)

3.5 Συλλογισµοί τύπου Banach-Tarski (ιδιότητα Baire)

Συλλογισµοί τύπου Banach-Tarski συναντώνται σε διάφορες περιοχές των µαθηµατι-
κών. Καθώς και αρκετά ανοιχτά προβλήµατα ενδέχεται να απαιτούν συλλογισµούς τύπου
Banach-Tarski.
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3.5. ΣΥΛΛΟΓΙΣΜΟΙ ΤΥΠΟΥ BANACH-TARSKI (Ι∆ΙΟΤΗΤΑ BAIRE)

3.5.1 Robinson

Να ϑυµίσουµε ότι το Θεώρηµα Banach-Tarski επιτρέπει τον διπλασιασµό της συµπαγούς
σφαίρας χρησιµοποιώντας µια πεπερασµένη διάσπαση χωρίς να καθορίζει τον απαιτούµε-
νο αριθµό κοµµατιών.

Το 1947 ο R.M Robinson αποδεικνύει ότι ο διπλασιασµός Banach-Tarski µπορεί να
επιτευχθεί µε ελάχιστο αριθµό κοµµατιών το 5 (ϐλέπε [40]).

(1)
1ο αντίγραφο

(2)

(3)

(4) 2ο αντίγραφο

(5)

3.5.2 J. Mycielski

‘‘On the Paradox of the Sphere’’ Fundamental Mathematicae 43 (1955).
Μια συµπαγής σφαίρα µπορεί να κοπεί σε 2 + 3(l+ 1) κοµµάτια και να ανασυναρµο-

λογηθεί ώστε να σχηµατίσει αντίγραφα που συντίθενται από διαφορετικά κοµµάτια.

• 1 αντίγραφο 2 κοµµατιών.

• l− 1 αντίγραφα 3 κοµµατιών.

64



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΤΟ ΠΑΡΑ∆ΟΞΟ ΤΩΝ BANACH-TARSKI (ΜΕ ΧΡΗΣΗ A.C.)

Για l = 4 έχουµε διάσπαση της σφαίρας σε 2 + 3(4− 1) = 11 κοµµάτια

3.5.3 Randal Dougherty και Matthew Foreman

Οι Randal Dougherty και Matthew Foreman το 1991 δηµοσίευσαν αρκετά συµπεράσµα-
τα µε κυριότερο συµπέρασµα τους ότι το παράδοξο Banach-Tarski µπορούσε να εκτελε-
στεί χρησιµοποιώντας σηµειοσύνολα (κοµµάτια) που είχαν όµως την ιδιότητα Baire. Αυτό
το πέτυχαν χωρίς χρήση του A.C, οπότε η µη κατασκευασιµότητα δεν αποτελεί πλέον
ϑέµα, επαναφέροντας το ερώτηµα των πιθανών ϕυσικών εφαρµογών.

Σηµειοσύνολα (κοµµάτια) που έχουν την ιδιότητα Baire

Αναφέρουµε κάποιους ορισµούς για διευκόλυνση

• ΄Ενα σύνολο A λέγεται ‘‘ανοιχτό’’ αν κάθε σηµείο του A περιέχεται αυστηρά εντός
µιας γειτονιάς (µπάλας) σηµείων που όλα τους ανήκουν επίσης στο A.

• ΄Ενα σύνολο A σε ένα χώρο X λέγεται ‘‘πυκνό’’ στον X αν κάθε γειτονιά (µπάλα) του
X περιέχει σηµείο του A.
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Ακολουθεί το αποτέλεσµα των Dougherty και Foreman

Θεώρηµα 3.5. ΄Εστω ο n-διάστατος χώρος X(n ≥ 3) και δύο υποσύνολά του, Σ1 και
Σ2.Υπάρχει µια συλλογή Ϲευγών ανοικτών και ξένων µεταξύ τους υποσυνόλων του Σ1 (ανά
Ϲεύγη), των οποίων η ένωση είναι πυκνή στο Σ1, τέτοια ώστε να µπορούν να ανασυναρµο-
λογηθούν για να σχηµατίσουν ένα ανοικτό σύνολο πυκνό στο Σ2.

Το παραπάνω συµπέρασµα είναι αρκετά παράδοξο διότι η µοναδική απαίτηση για τα
σύνολα Σ1,Σ2 είναι, να είναι µη κενά ϕραγµένα.

Οι Dougherty και Foreman έδειξαν ότι ένα πυκνό (όχι τυχαίο ϐέβαια) υποσύνολο στο
Σ1 µπορεί να χωρισθεί σε πεπερασµένο αριθµό ανοιχτών υποσυνόλων του και ανασυναρ-
µολογώντας τα, να σχηµατιστεί ένα ανοιχτό και πυκνό υποσύνολο στο Σ2.

Απόδειξη. Βλέπε [34].
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