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Περίληψη

Στην παρούσα διπλωματική εργασία διαπραγματευόμαστε το θέμα της εντροπίας

διεμπλοκής σε συστήματα συζευγμένων ταλαντωτών και σε βαθμωτή θεωρία πεδίου.

Ξεκινάμε αναλύοντας την έννοια της κβαντικής διεμπλοκής και ένα μέτρο της, την ε-

ντροπία διεμπλοκής. ΄Επειτα, βρίσκουμε την εντροπία διεμπλοκής σε συστήματα 2 και

N συζευγμένων ταλαντωτών με σκοπό να γενικευθούν αυτά τα αποτελέσματα στη θε-
ωρία πεδίου. Στη συνέχεια βρίσκουμε την εντροπία διεμπλοκής στη θεωρία πεδίου και

δείχνουμε ότι η κύρια συνεισφορά σε αυτήν είναι ανάλογη του εμβαδού της διαχωρι-

στικής επιφάνειας που ορίζει τα δύο υπό μελέτη διεμπλεγμένα υποσυστήματα. ΄Επειτα

μελετάμε ένα τριχοτομημένο σύστημα και βρίσκουμε ότι και σε αυτό η κύρια συνεισφο-

ρά στην εντροπία διεμπλοκής είναι ένας όρος εμβαδού, του οποίου ο συντελεστής είναι

ο ίδιος με αυτόν του διχοτομημένου συστήματος που μελετήσαμε προηγουμένως. Με-

τά βρίσκουμε αριθμητικά τους όρους υποδεέστερης τάξης στο τριχοτομημένο σύστημα

στις 2+1 διαστάσεις, προκειμένου να επιβεβαιώσουμε μία βασική ιδιότητα της εντροπίας
διεμπλοκής, την ισχυρή υποαθροιστικότητα. Τέλος, αναφέρουμε κάποιες μελλοντικές

προεκτάσεις που μπορούν να έχουν αυτά τα θέματα.
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Calculation of the entropy entanglement with sytems of oscillators and in
field theory

Abstract

In this thesis, we study entanglement entropy in systems of coupled harmonic
oscillators and in scalar field theory. First we introduce the notion of quantum
entanglement and a measure of it, namely the entanglement entropy. Then, we
calculate entanglement entropy in systems of 2 and N coupled harmonic oscilla-
tors in order to generalize these results in field theory. Later, we calculate the
entanglement entropy in field theroy and show that the main contribution to it is
proportional to the area of the separating surface that defines the two entangled
subsystems under study. After that we investigate a tripartite system in 2 + 1 di-
mensions and find that the main contribution to entanglement entropy is again an
area law term whose coefficient is identical to that of the bipartite system which we
studied earlier. Finally, we numerically calculate the subleading terms in the tri-
partite system in order to verify a fundamental property of entanglement entropy,
namely the strong subadditivity. We also discuss some possible extensions of this
work.
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1 Εισαγωγή

1.1 Τελεστής πυκνότητας

Στην κβαντομηχανική η κατάσταση ενός συστήματος περιγράφεται από ένα κανονικοποι-

ημένο διανύσμα στο χώρο Hilbert και συμβολίζεται με |Ψ〉. Αυτή η κατάσταση περιέχει όλη

την πληροφορία για όλα τα παρατηρήσιμα του συστήματος. Η μέση τιμή των μετρησίμων

δίνεται από τη σχέση

〈A〉 = 〈Ψ| Â |Ψ〉 . (1.1)

Η κατάσταση εξελίσσεται χρονικά μέσω ενός μοναδιαίου τελεστή, U = e−i
H
h̄
t
, όπου H είναι

η Χαμιλτονιανή του συστήματος, η οποία είναι ο γεννήτορας των χρονικών μεταθέσεων.

|Ψ(t)〉 = e−i
H
h̄
t |Ψ(0)〉 . (1.2)

Τα κβαντομηχανικά συστήματα μπορούν να περιγραφούν, όταν δεν έχουμε πλήρη γνώση

για τη καταστάση του συστήματος, μέσω ενός τελεστή που λέγεται τελεστής πυκνότητας

(density operator) ο οποίος είναι ο

ρ =
∑
i

pi |Ψi〉 〈Ψi| , (1.3)

όπου pi η πιθανότητα το σύστημα να είναι στην κατάσταση |Ψi〉. ΄Οταν γνωρίζουμε πλήρως

την κατάσταση, ο τελεστής πυκνότητας είναι

ρ = |Ψ〉 〈Ψ| (1.4)

και λέμε ότι έχουμε μία ¨καθαρή κατάσταση¨, σε αντίθετη περίπτωση λέμε ότι έχουμε ¨μεικτή

κατάσταση¨. Ο τελεστής πυκνότητας ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

1. ρ = ρ†

2. Tr ρ = 1

3. 〈Ψ| ρ |Ψ〉 ≥ 0

Η (1) είναι προφανής. Η (2) αποδεικνύεται ως ακολούθως

Tr ρ =
∑
i

pi Tr |Ψi〉 〈Ψi|

=
∑
i

pi = 1

(1.5)

Η ιδιότητα (3) αποδεικνύεται ως εξής

〈Φ| ρ |Φ〉 =
∑
i

pi 〈Φ|Ψ〉 〈Ψ|Φ〉

=
∑
i

pi| 〈Φ|Ψ〉 |2 ≥ 0. (1.6)

από τις ιδιότητες (1)-(3) βλέπουμε πως οι ιδιοτιμές του τελεστή πυκνότητας παίρνουν τιμές

στο διάστημα [0,1].
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Χρησιμοποιώντας τον ορισμό για τη μέση τιμή ενός μετρησίμου που είχαμε δώσει πριν

βρίσκουμε ότι αυτή μπορεί να υπολογιστεί από τον τελστή πυκνότητας ως εξής

〈Â〉 = 〈Ψ| Â |Ψ〉 = Tr Âρ̂.

Τέλος, ο πίνακας πυκνότητας εξελίσσεται στο χρόνο μέσω της εξίσωσης

dρ

dt
= − i

h̄
[H, ρ]. (1.7)

Περαιτέρω ανάλυση πάνω στους τελεστές πυκνότητας μπορεί να βρει κανείς στις αναφορές

[8], [9], [3].

1.2 Ανηγμένος πίνακας πυκνότητας και διεμπλοκή

Ας υποθέσουμε πως μελετάμε ένα σύνθετο κβαντικό σύστημα και θέλουμε να μετρήσουμε

τα παρατηρήσιμα ενός υποσυστήματος. Ακόμα, και αν το ολικό σύστημα βρίσκετα σε καθαρή

κατάσταση, εν γένει δεν υπάρχει κυματοσυνάρτηση που να περιγράφει τα υποσυστήματα.

Αναγκαστικά αυτά περιγράφονται από έναν τελεστή πυκνότητας που ονομάζεται ανηγμένος

τελεστής πυκνότητας και ορίζεται

ρA = TrB ρAB, ρB = TrA ρAB. (1.8)

Από τον ανηγμένο τελεστή πυκνότητας μπορούμε να πάρουμε όση πληροφορία είναι δια-

θέσιμη για τη μέση τιμή ενός τελεστή που δρα μόνο στο υποσύστημα που μελετάμε. Ας

γράψουμε την κατάσταση |Ψ〉 =
∑

i,j Cij |φi〉A ⊗ |θj〉B, όπου |φi〉 και |θj〉 ορίζουν μία ορ-

θοκανική βάση στον χώρο Hilbert των υποσυστημάτων A και B αντίστοιχα. Ο πίνακας

πυκνότητας γράφεται

ρAB =
∑
i,j,k,l

C∗klCij |φi〉A 〈φk| ⊗ |θj〉B 〈θl| . (1.9)

Η μέση τιμή ενός παρατηρήσιμου που δρα μόνο στον υπόχωρό A είναι

< M̂A > = Tr(ρ̂M̂A)

=
∑
i,j,k,l

C∗klCij Tr((A〈φk| ⊗B 〈θl| (M̂A ⊗ ÎB)(|φi〉A ⊗ |θj〉B)

=
∑
i,j,k,l

C∗klCij Tr(A〈Φk| M̂A |Φi〉A B 〈θl| ÎB |θj〉B

=
∑
ijk

C∗kjCij TrA 〈Φk|MA |Φi〉A

= Tr ρ̂AM̂A. (1.10)

Βλέπουμε ότι μέσω του ανηγμένου πίνακα πυκνότητας μπορούμε να πάρουμε πληροφορίες για

ένα μετρήσιμο που δρα στο ένα από τα δύο υποσυστήματα, με τον ίδιο τρόπο που ανακτούμε

τη μέση τιμή ενός μετρήσιμου από τον τελεστή πυκνότητας.
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Μέσω του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας μπορούμε να καταλάβουμε πότε ένα σύστημα

είναι διεμπλεγμένο. ΄Εστω ότι έχουμε την κατάσταση

|Ψ〉 =
1√
2

(|↑〉+ |↓〉)A ⊗
1√
2

(|↑〉+ |↓〉)B = |Ψ〉A ⊗ |Ψ〉B (1.11)

Ο τελεστής πυκνότητας του συνολικού συστήματος είναι

ρ =
1

2
(|↑〉A 〈↑|+ |↑〉A 〈↓|+ |↓〉A 〈↑|+ |↓〉A 〈↓|)

⊗ 1

2
(|↑〉B 〈↑|+ |↑〉B 〈↓|+ |↓〉B 〈↑|+ |↓〉B 〈↓|) . (1.12)

Ο τελεστής πυκνότητας μπορεί να γραφεί στη μορφή

ρ = ρA ⊗ ρB, (1.13)

όπου ρA = |Ψ〉A 〈Ψ| και ρB = |Ψ〉B 〈Ψ|. Από την προηγούμενη σχέση βλέπουμε ότι το

σύστημα δεν είναι διεμπλεγμένο γιατί αν κάνουμε μέτρηση σ΄ ένα υποσύστημα, τότε, δεν

αλλάζει η μορφή του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας του άλλου. Επίσης, οι ιδιοτιμές των

πινάκων ρA και ρB είναι 0 και 1.

Ας θεωρήσουμε, τώρα, την ακόλουθη κατάσταση

|Ψ〉 =
1√
2

(|↑〉A |↓〉B + |↓〉A |↑〉B) . (1.14)

Οι μετρήσεις στα δύο υποσυστήματα είναι συσχετισμένα στο μέγιστο βαθμό. Ο ανηγμένος

πίνακας πυκνότητας για το υποσύστημα A είναι

ρA =
1

2
(|↑〉A 〈↑|+ |↓〉A 〈↓|) (1.15)

και για το υποσύστημα B

ρB =
1

2
(|↑〉B 〈↑|+ |↓〉B 〈↓|) . (1.16)

Παρατηρούμε πως ο πίνακας πυκνότητας δεν μπορεί να γραφτεί όπως αυτός της σχέσης

(1.13), οπότε λέμε πως το σύστημα είναι διεμπλεγμένο. Οι ιδιοτιμές των τελεστών ρA και ρB
είναι {1/2, 1/2} και η πιθανότητα για να βρούμε το σπιν είτε του A είτε του B υποσυστήματος

πάνω ή κάτω είναι, επίσης, 1/2. Αντίθετα με την προηγούμενη περίπτωση όπου μία μέτρηση

σ΄ ένα υποσύστημα δεν επηρεάζει τη μέτρηση στο άλλο υποσύστημα, σ΄ αυτό το παράδειγμα

αν κάνουμε μέτρηση σ΄ ένα από τα δύο υποσυστήματα, τότε, επηρεάζουμε τις μετρήσεις

στο άλλο υποσύστημα. Αυτό το φαινόμενο το ονομάζουμε κβαντική διεμπλοκή. Αυτά τα

παραδείγματα υποδεικνύουν πως δεν υπάρχει κάποιο κλασικό ανάλογο της διεμπλοκής στην

κλασική μηχανική και είναι μία αμιγώς κβαντική ιδιότητα.

Υπάρχουν αυστηρότερα κριτήρια τα οποία καθορίζουν πότε ένας τελεστής πυκνότητας

είναι διαχωρίσιμος και πότε δεν είναι. Η πρώτη προσπάθεια έγινε από τον Peres [10] το 1996

και διορθώθηκε από τους Horodecki [11] το 1996. Για παράδειγμα όταν το ολικό σύστη-

μα βρίσκεται σε καθαρή κατάσταση τότε είναι μη διεμπλεγμένο όταν και τα υποσυστήματα

βρίσκονται σε καθαρή κατάσταση και, επομένως, το ίχνος του τετραγώνου του τελεστή

πυκνότητας είναι ίσο με 1, Tr ρ2
red = 1. Αλλιώς είναι μικρότερο του 1.
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Είναι χρήσιμο να ποσοτικοποιήσουμε την κβαντική διεμπλοκή εισάγωντας ένα μέτρο της.

Τα παραπάνω παραδείγματα υποδεινύουν ότι τουλάχιστον όταν το ολικό σύστημα βρίκσεται

σε καθαρή κατάσταση, το πόσο διεμπλεγμέν είναι τα υποσυστήματα έχει αποτυπωθεί στο

πόσο διεσπαρμένες είναι οι ιδιοτιμές του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας. Συνεπώς, ένα

κατάλληλο μέτρο της διεμπλοκής είναι η εντροπία Shannon εφαρμοσμένη πάνω στο φάσμα

του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας.

S = −Tr ρA log ρA. (1.17)

Αυτή η εντροπία ονομάζεται εντροπία διεμπλοκής. Για μία ‘καθαρη‘ κατάσταση του υποσυ-

στήματος η εντροπία διεμπλοκής είναι, προφανώς, 0, και είναι μέγιστη όταν όλες οι πιθανές

καταστάσεις μπορούν να προκύψουν με την ίδια πιθανότητα μετά από μία μέτρηση. Δηλαδή

όταν

ρ =
1

N

1 · · · 0

0
. . . 0

0 · · · 1

 (1.18)

και η εντροπία γίνεται

S = logN. (1.19)

Αφού ορίσαμε την εντροπία διεμπλοκής συνεχίζουμε παραθέτοντας κάποιες βασικές ιδιότητές

της, που θα μας απασχολήσουν στη συνέχεια.

Η εντροπία διεμπλοκής έχει τις ακόλουθες 3 ιδιότητες:

1. S(A) = S(Ac), συμπληρωματικότητα (complementarity), όπου Ac είναι το συμπληρω-

ματικό υποσύστημα του A. Αυτή η ιδιότητα ισχύει όταν το ολικό σύστημα βρίσκεται

σε καθαρή κατάσταση και δείχνει ότι αν ολοκληρώσουμε ως προς τους βαθμούς ελευ-

θερίας του ενός υποσυστήματος και βρούμε την εντροπία διεμπλοκής αυτή είναι ίδια

με αυτή που θα βρίσκαμε στην περίπτωση, όπου είχαμε ολοκληρώσει ως προς τους

βαθμούς ελευθερίας του συμπληρωματικού υποσυστήματος.

2. S(A ∪ B) ≤ S(A) + S(B), υποαθροιστικότητα (subadditivity). Δηλαδή, αν έχουμε

ένα διχοτομημένο (bipartite) σύστημα, η εντροπία του συνολικού συστήματος είναι

μικρότερη ή ίση με το άθροισμα της εντροπίας του κάθε υποσυστήματος. Η ισότητα

ισχύει όταν τα υποσυστήματα είναι ασυσχέτιστα μεταξύ τους.

3. ΄Εστω, ότι τριχοτομούμε το ολικό σύστημα στα υποσυστήματα A, B και C. Προφανώς

το ολικό σύστημα είναι A∪B∪C. Ισχύει η ανισότητα S(A∪B∪C)+S(B) ≤ S(A∪
B) + S(B ∪ C), η οποία λέγεται ισχυρή υποαθροιστικότητα (strong subadditivity).
Η ιδιότητα αυτή ισχύει και για κυκλικές μεταθέσεις των A, B και C.

Μπορεί ο ανηγμένος τελεστής πυκνότητας να φαίνεται ότι είναι ένα αντικείμενο αντίστοι-

χης περιπλοκότητας με τον τελεστή πυκνότητας, στην πραγματικότητα είναι πολύ πιο πε-

ρίπλοκο και ο βασικός λόγος είναι ότ περιγράφει ένα ανοιχτό σύστημα. Αυτό είναι εμφανές

στη χρονική εξέλιξη του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας. Η χρονική εξέλιξη του τελεστή

πυκνότητας είναι μοναδιακή και περιγράφεται από την εξίσωση (1.7). Αντίθετα αυτό δεν συμ-

βαίνει στον ανηγμένο τελεστή πυκνότητας, του οποίου η χρονική εξέλιξη είναι ιο περίπλοκη
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διότι περιγράφει ένα ανοιχτό κβαντικό σύστημα και, επομένως, το περιβάλλον αυτού μπο-

ρεί κατά κάποιο τρόπο να κάνει μετρήσεις στο υπό μελέτη υποσύστημα. Η εξέλιξη του

υποσυστήματος HA περιγράφεται, εν γένει, από έναν υπερτελεστή (superoperator). ΄Ενας

υπερτελεστής έχει μία αναπαράσταση Krauss

ρ→ $(ρ) =
∑
µ

MµρM
†
µ, (1.20)

όπου ∑
µ

MµM
†
µ = 1.

Αν οι χαρακτηριστικοί χρόνοι ενός ανοικτού κβαντικού συστήματος είναι μεγάλοι σε σχέση

με τον χρόνο που το περιβάλλον οδηγεί το κβαντικό σύστημα σε κλασικό, τότε η εξέλιξη

είναι τοπική στο χρόνο (Μαρκοβιανή προσέγγιση). Η εξέλιξη του συστήματος περιγράφεται

από έναν υπερτελεστή που γράφεται στην ακόλουθη μορφή

ρ̇ = L[ρ] = −i[H, ρ] +
∑
µ

(
LµρL

†
µ −

1

2
L†µLµρ−

1

2
ρL†µLµ

)
. (1.21)

Πέραν της Μαρκοβιανής προσέγγισης η εξέλιξη του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας δεν

είναι τοπική στο χρόνο και κατά συνέπεια δεν περιγράφεται από μία διαφορική εξίσωση, αλλά

από μια πολύ πιο περίπλωκη ολοκληρωτικοδιαφορική εξίσωση.
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2 Εντροπία διεμπλοκής N συζευγμένων ταλαντω-

τών

Σε αυτό το κεφάλαιο θα χρησιμοποιήσουμε τις έννοιες που αναλύσαμε στην εισαγωγή για να

βρούμε την εντροπία διεμπλοκής, αρχικά, σε ένα σύστημα 2 συζευγμένων ταλαντωτών και

μετά σε N συζευγμένους ταλαντωτές. Και στις δύο περιπτώσεις θεωρούμε πως το συνολικό

σύστημα βρίσκεται στη θεμελιώδη κατάσταση και, επομένως, και σε καθαρή κατάσταση. Το

αποτέλεσμα στο σύστημα των N ταλαντωτών θα χρησιμοποιηθεί αργότερα για να βρούμε

την εντροπία διεμπλοκής στη θεωρία πεδίου.

2.1 Εύρεση της εντροπίας διεμπλοκής στην περίπτωση των

2 συζευγμένων ταλαντωτών

Η Χαμιλτονιανή ενός συστήματος 2 αρμονικά συζευγμένων ταλαντωτών είναι

H =
1

2

(
p2

1 + p2
2 + k0

(
x2

1 + x2
2

)
+ k1 (x1 − x2)2) . (2.1)

Από τη σχέση (2.1) μπορούμε να δούμε ότι η δυναμική ενέργεια γράφεται στη μορφή V =
1/2xTKx με xT =

(
x1 x2

)
και

K =

(
k0 + k1 −k1

−k1 k0 + k1

)
. (2.2)

Βρίσκουμε τις ιδιοτιμές και τα ιδιοανύσματα του πίνακα K για να μπορέσουμε να τον διαγω-

νοποιήσουμε. Οι ιδιοτιμές βρίσκονται ως ακολούθως

det |V − λI| = det

(
k0 + k1 − λ −k1

−k1 k0 + k1 − λ

)
. (2.3)

Λύνοντας την εξίσωση αυτή οι ιδιοτιμές που προκύπτουν είναι

λ1 = k0, λ2 = k0 + 2k1. (2.4)

Οι συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης είναι ω2
+ = λ1 και ω2

− = λ2. ΄Εχοντας

βρει τις ιδιοτιμές του πίνακα, θα βρούμε τις ιδιοσυναρτήσεις του. Για την πρώτη ιδιοτιμή, η

οποία είναι λ1 = k0, έχουμε(
k0 + k1 − k0 −k1

−k1 k0 + k1 − k0

)(
a
b

)
= 0

⇒ k1a− k1b = 0. (2.5)

΄Ετσι, το πρώτο ιδιοάνυσμα που προκύπτει είναι

u1 =
1√
2

(
1
1

)
. (2.6)
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Κάνοντας την ίδια διαδικασία αλλά για την δεύτερη ιδιοτιμή, μπορεί να βρεθεί και το δεύτερο

ιδιοάνυσμα του πίνακα, το οποίο είναι

u2 =
1√
2

(
1
−1

)
. (2.7)

Ο πίνακας K διαγωνοποιείται μέσω ενός ορθογώνιου πίνακα U , ο οποίος έχει ως στήλες τα

ιδιοανύσματα του πίνακα K, μέσω της σχέσης VD = UTV U . Αυτός ο ορθογώνιος πίνακας

είναι ο

U =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
. (2.8)

Οι συντεταγμένες που διαγωνοποιούν τον πίνακα δυναμικής ενέργειας είναι οι(
x+

x−

)
= U

(
x1

x2

)
⇒ x± =

x1 ± x2√
2

(2.9)

Ως προς τις συντεταγμένες x+ και x− η Χαμιλτονιανή γράφεται ως

H =
1

2

(
p2

+ + p2
− + ω+x

2
+ + ω−x

2
−
)

(2.10)

και έχει τη μορφή δύο αποσυζευγμένων ταλαντωτών. Αυτοί οι ταλαντωτές αντιπροσωπεύουν

τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης και η θέση τους εξαρτάται από τη θέση και των δύο

φυσικών ταλαντωτών. Στη μορφή αυτή είναι εύκολο να γράψουμε τη κυματοσυνάρτηση της

θεμελίωδους κατάστασης του συστήματος

Ψ0(x+, x−) =
(ω+ω−

π2

) 1
4

e(− 1
2

(ω+x2
++ω−x2

−)) . (2.11)

Επειδή θέλουμε να ορίσουμε ως υποσύστημα A έναν από τους δύο φυσικούς ταλαντωτές,

θα επαναφέρουμε τις συντεταγμένες του αρχικού συστήματος

Ψ0(x1, x2) =
(ω+ω−)

1
4

√
π

e−
1
4((ω++ω−)(x2

1+x2
2)+2(ω+−ω−)x1x2) . (2.12)

Ο τελεστής πυκνότητας για τη θεμελιώδη κατάσταση

ρ(x1, x2;x′1, x
′
2) = Ψ(x1, x2)Ψ∗0(x′1, x

′
2)

=
(ω+ω−)

1
2

π
e−

1
4((ω++ω−)(x2

1+x2
1
′))

× e
1
4((ω++ω−)(x2

2+x2
2
′)+2(ω+−ω−)(x2

1x
2
2+x′1

2x′2
2)) . (2.13)

Για να βρεθεί η εντροπία διεμπλοκής πρέπει να ολοκληρώσουμε ως προς τους βαθμούς

ελευθερίας ενός εκ των δύο υποσυστημάτων. Στο συγκεκριμένο σημείο έχουμε επιλέξει να

ολοκληρώσουμε ως προς τους τους βαθμούς ελευθερίας του ταλαντωτή 2.

ρ1(x, x′) =

∫ +∞

−∞
dx2

(ω+ω−)
1
2

π
e−

1
4((ω++ω−)(x2

1+x′1
2)+2(ω++ω−)x2

2+2(ω+−ω−)(x2
1+x′1

2)x2
2) . (2.14)
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Παρατηρούμε πως το ολοκλήρωμα είναι Γκαουσιανό, έτσι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε

το ακόλουθο, γνωστό ολοκλήρωμα∫ +∞

−∞
e−ax

2+bx =

√
π

a
e
b2

4a (2.15)

Μετά την ολοκλήρωση προκύπτει ο ανηγμένος τελεστής πυκνότητας

ρ1(x, x′) =

√
2ω+ω−

π(ω+ + ω−)
e
− 1

4
(ω++ω−)(x2+x′2)+

(ω2
++ω2

−−2ω+ω−)(x2+x′2+2xx′)
8(ω++ω−) . (2.16)

Η μορφή που προκύπτει μετά την ολοκλήρωση είναι

ρ1(x, x′) =

√
2ω+ω−

π(ω+ + ω−)
e
−
ω2

++ω2
−+6ω+ω−

8 (x2+x′2)+
(ω+−ω−)2

4(ω++ω−)
xx′
. (2.17)

Ορίζουμε

γ =
ω2

+ + ω2
− + 6ω+ω−

4
, ζ =

(ω+ − ω−)2

4(ω+ + ω−)
. (2.18)

Χρησιμοποιώντας τους προηγούμενους ορισμούς ο ανηγμένος τελεστής πυκνότητας μπορεί

να γραφεί ως

ρ1(x, x′) =

√
γ − ζ
π

e−
γ
2 (x2+x′2)+ζxx′ . (2.19)

Την εντροπία διεμπλοκής μπορούμε να τη βρούμε από τον τύπο (1.17). Για τη χρήση του

τύπου αυτύ απαιτείταιηεύρεση των ιδιοτιμών του ανηγμου τελεστή πυκνότητας. Αυτό το

κάνουμε βρίσκοντας τις ιδιοκαταστάσεις του. Η έκφραση (2.19) είναι μία γενικευμένη Γκα-

ουσιανή και, επομένως, οι ιδιοσυνατήσεις μπορούν να γραφούν συναρτήσει των πολυωνύμων

Hermite

fn(x) = Hn(
√
ax) e−

ax2

2 , a =
√
γ2 − ζ2. (2.20)

Χρησιμοποιώντας τις ιδιοσυναρτήσεις του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας, βρίσκουμε τις

ιδιοτιμές του (παράρτημα Α) οι οποίες είναι

pn =
(
1− ξ2

)
ξ2n, (2.21)

όπου ξ2 = ζ
γ+α

Ο ανηγμένος τελεστής πυκνότητας μπορεί να γραφεί

ρ1(x, x′) =
∞∑
n=0

(
1− ξ2

)
ξ2n e−α

x2

2 Hn(
√
αx) e−α

x′2
2 Hn(

√
αx′). (2.22)

Η εντροπία διεμπλοκής του συστήματος είναι

S = −
∞∑
n=0

pi log pi

S = − log(1− ξ2)− ξ2

1− ξ2
log ξ2. (2.23)
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2.2 Εντροπία διεμπλοκής σ΄ ένα σύστημα N συζευγμένων

ταλαντωτών

Γενικεύοντας την παραπάνω διαδικασία που εφαρμόσαμε στην περίπτωση των 2 συζευγ-

μένων ταλαντωτών, θα προσπαθήσουμε να βρούμε την εντροπία διεμπλοκής σε ένα σύστημα

N συζευγμένων ταλαντωτών. Η Χαμιλτονιανή για N αρμονικά συζευγμένους ταλαντωτές

είναι

H =
1

2

N∑
i=1

p2
i +

∑
i,j

xiKijxj. (2.24)

Ο πίνακας K είναι συμμετρικός και έχει θετικές ιδιοτιμές, όπως απαιτείται για την ευστάθεια

του συστήματος. Η κυματοσυνάρτηση του συστήματος, αφού γράψουμε τη Χαμιλτονιανή

στο σύστημα συντεταγμένων όπου όλοι οι ταλαντωτές είναι αποσυζευγμένοι μεταξύ τους

(κανονικές συντεταγμένες), είναι η ακόλουθη

Ψ0(x1, ..., xN) =
N∏
i

(ω
π

)N
4

e−
1
2
ωix̃

2
i , (2.25)

όπου x̃ = Ux και ο πίνακας U είναι ο πίνακας που διαγωνοποιεί τη Χαμιλτονιανή. Ορίζουμε

ΩD = K
1
2
D, όπου K = UTKDU . Ο πίνακας Ω ορίζεται από τη σχέση Ω = UTΩDU . Χρησι-

μοποιώντας αυτές τις σχέσεις η κυματοσυνάρτηση της θεμελιώδους κατάστασης γράφεται

Ψ0(x1, ..., xN) =
(det ΩD)

N
4

π
N
4

e−
1
2
xTΩx . (2.26)

Ο πίνακας πυκνότητας για το συνολικό σύστημα γράφεται ως

ρ(x1, ..., xN ;x′1, ..., x
′
N) =

(det ΩD)
N
2

π
N
2

e−
1
2

(xTΩx+x′TΩx′) . (2.27)

Ορίζουμε υποσύστημα A του ταλαντωτές με δείκτη i = 1, ..., n και υποσύστημα B τους

ταλαντωτές με δείκτη i = n + 1, ..., N . Για να ολοκληρώσουμε ως προς τους βαθμούς

ελευθερίας του υποσυστήματος, γράφουμε τον πίνακα Ω σε μορφή block

Ω =

(
(W1)n×n (W2)n×N−n

(W T
2 )N−n×n (W3)N−n×N−n

)
. (2.28)

Οι διαστάσεις των πινάκων είναι για τον W1, W2 και W3 είναι n × n, n × (N − n) και

(N − n) × (N − n) αντίστοιχα. Χρησιμοποιώντας τον πίνακα Ω ο τελεστής πυκνότητας

γράφεται

ρ(x1, ..., xN ;x′1, ..., x
′
N) =

(det Ω)
N
2

π
N
2

e−
1
2

(xTnW1xn+xTnW2xN−n)

× e
1
2

(+xTN−nW
T
2 xn+xTN−nW3xN−n)

× e−
1
2

(x′TnW1x′n)

× e
1
2

(+x′TnW2x′N−n+x′N−nW
T
2 x
′
n+x′TN−nW3x′N−n) . (2.29)
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Χρησιμοποιούμε το παρακάτω Γκαουσιανό ολοκλήρωμα

N∏
i=1

∫ ∞
−∞

dxi e
−~xTA~x−Bx =

√
πN

detA
e

1
4
BTA−1B, (2.30)

προκύπτει

ρB(xn+1, ..., xN ;xn+1, ..., x
′
N) = π

−N+n
2

√
det Ω

detW1

e
1
4
xWT

2 W
−1
1 W2x

× e+ 1
4
x′WT

2 W
−1
1 W2x′− 1

2
xTW3x

× e
1
4
x′WT

2 W
−1
1 W2x+ 1

4
x′WT

2 W
−1
1 W2x′− 1

2
x′TW3x′ . (2.31)

Αν παρατηρήσουμε πως ο πίνακας Ω μπορεί να γραφεί στη μορφή:

Ω =

(
W1 0
W T

2 IN−n×N−n

)(
I W−1

1 W2

0 W3 −W T
2 W

−1
1 W2

)
,

ο λόγος των οριζουσών της σχέσης (2.32) μπορεί να γραφεί

det Ω

detW1

= det(W3 −W T
2 W

−1
1 W2).

΄Ετσι, ο ανηγμένος πίνακας πυκνότητας γίνεται

ρB(xn+1, ..., xN ;xn+1, ..., x
′
N) = π

−N+n
2

√
det(W3 −W T

2 W
−1
1 W2) e

1
4
xTWT

2 W
−1
1 W2x)

× e+ 1
4
xT
′
WT

2 W
−1
1 W2x′− 1

2
xW3x

× e
1
4
x′WT

2 W
−1
1 W2x+ 1

4
x′WT

2 W
−1
1 W2x′− 1

2
x′W3x′ . (2.32)

Ορίζουμε ζ = 1
2
W T

2 W
−1
1 W2 και γ = W3 − ζ. Ορίζουμε, επίσης, ~y = γ

1
2
DV ~x. Γνωρίζουμε

ότι οι ιδιοτιμές αθροίζουν στη μονάδα, έτσι δεν μας χρειπαζεται να είμαστε προσεκτικοί με

το νορμαλισμό του ρ αφού ο ρ(x, x′) και ο detGρ(Gx,Gx′) έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές. Ο

ανηγμένος τελεστής πυκνότητας γράφεται

ρB ∝ e−
1
2(y2+y2′)+yTV T γ

1
2
Dζγ

1
2
DV y

′
. (2.33)

Ως ρB έχουμε γράψει τον ανηγμένο τελεστή πυκνότητας του υποσυστήματος B. Ορίζουμε

y = W−1z και παίρνουμε

ρB(xn+1, ..., xN ;x′n+1, ..., x
′
N) = C

N∏
i=n+1

e−
1
2(z2

i +z′i)
2
+ζ′iziz

′
i . (2.34)

Το σύστημα αποκτά την ακόλουθη μορφή

ρB(xn+1, ..., xN ;x′n+1, ..., x
′
N) = ρ(zn+1; z′n+1)⊗ ...⊗ ρ(zN ; z′N) (2.35)

Ο νορμαλισμός του πίνακα πυκνότητας απαιτεί C = 1. Είναι εμφανές πως ο ανηγμένος

τελεστής πυκνότητας γραφεται ως τανυστικό γινόμενο των ανηγμένων πινάκων πυκνότητας
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τωνN−n εν δυνάμει τοπικών ταλαντωτών. Για να βρούμε τις ιδιοτιμές κάνουμε μία σύγκριση

με τις ιδιοτιμές που είχαμε στην περίπτωση των 2 συζευγμένων ταλαντωτών, αν πάρουμε

γ → 1 και ζ → ζi. Οι ιδιοτιμές που προκύπτουν είναι οι

pi = ξ2
i (1− ξ2

i ) (2.36)

όπου ξ2
i είναι

ξ2
i =

ζ ′i

1 +
√

1− (ζ ′i)
2
. (2.37)

Η εντροπία διεμπλοκής είναι

S = −
∑
i

pi log pi

= −
∑
i

(
log(1− ξ2

i ) +
ξ2
i

1− ξ2
i

log ξ2
i

)
. (2.38)

΄Εχοντας κάνει αυτήν την ανάλυση για τους N ταλαντωτές, συνεχίζουμε στην εύρεση της

εντροπίας διεμπλοκής στη θεωρία πεδίου.
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3 Εύρεση της εντροπίας διεμπλοκής στη βαθμωτή

θεωρία πεδίου

Σε αυτό το κεφάλαιο, θα θεωρήσουμε μία βαθμωτή θεωρία πεδίου και ως υποσύστημα A
τους βαθμούς ελευθερίας εντός σφαίρας ακτίνας R. Θα δείξουμε αριθμητικά πως η εντροπία

διεμπλοκής είναι ανάλογη της επιφάνειας της σφαίρας. Κάποιος θα μπορούσε να ρωτήσει

γιατι να μην εξαρτάται από τον όγκο, όπως και η θερμική εντροπία, η οποία είναι ένα εκτατικό

μέγεθος. Για την εντροπία διεμπλοκής δεν θα μπορούσε να ισχύει αυτό όπως δείχνει το

ακόλουθο αντεπιχείρημα: έστω ότι έχουμε μία σφαίρα ακτίνας R. Η εντροπία διεμπλοκής

είτε ολοκληρώσουμε ως προς τους βαθμούς ελευθερίας του εσωτερικού της σφαίρας, είτε

ολοκληρώσουμε ως προς τους βαθμούς ελευθερίας του εξωτερικού της σφαίρας, πρέπει να

είναι ίδια λόγω της ιδιότητας της συμπληρωματικότητας, αφού το σύστημα θεωρούμε πως

είναι σε καθαρή κατάσταση. Το μόνο κοινό που έχει το εσωτερικό και εξωτερικό της σφαίρας

είναι η σφαίρα η ίδια. ΄Αρα, γίνεται αντιληπτό πως η εντροπία πρέπει να εξαρτάται από το

σύνορο των δύο υποχώρων. Αυτό το επιχείρημα είναι μία ένδειξη ότι πρέπει να βρούμε πως

η εντροπία είναι ανάλογη της επιφάνειας της σφαίρας (S ∝ A). Αυτή η συμπεριφορά είναι

ενδιαφέρουσα γιατί προσομοιάζει τη συμπεριφορά της εντροπίας της μαύρης τρύπας, όπως

τη βρήκαν οι Bekenstein [4] και Hawking [6]. Αυτό κινητοποιεί τη συζήτηση κατά πόσο

μπορεί να ερμηνευτεί η τελευταία ως εντροπία διεμπλοκής ή αν υπάρχει κάποια συσχέτιση

μεταξύ τους.

3.1 Υπολογισμός εντροπίας διεμπλοκής σε μία θεωρία πε-

δίου

Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα του προηγούμενου κεφαλαίου για τους N συζευγμένους

ταλαντωτές, θα προσπαθήσουμε να βρούμε την εντροπία διεμπλοκής στην ελεύθερη βαθμωτή

θεωρία πεδίου. Η Χαμιλτονιανή της τελευταίας είναι

H =
1

2

∫
d3x

(
π(x)2 + (∇φ(x))2 + µ2

)
, (3.1)

όπου m η μαζα του πεδίου. Το πεδίο φ και η συζυγής ορμή του π ικανοποιούν τις κανονικές

σχέσεις μετάθεσης

[φ(~x), π(~x′)] = iδ3(~x− ~x′).

Για να μπορέσουμε να βρούμε την εντροπία διεμπλοκής, χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα

των πεπερασμένων ταλαντωτών πρέπει να κάνουμε διακριτοποίηση στα πεδία. Σαν ένα πρώτο

βήμα αναπτύσσουμε σε σφαιρικές αρμονικές. Εισάγουμε τα μερικά κύματα

φlm(r) = r

∫
dΩYlm(θ, φ)φ(~x), (3.2)

πlm(r) = r

∫
dΩYlm(θ, φ)π(~x). (3.3)

Τότε, οι σχέσεις μετάθεσης των πεδίων φlm, πlm είναι

[φlm(r), πl′m′(r
′)] = iδl,l′δm,m′δ(r − r′). (3.4)
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Η Χαμιλτονιανή του συστήματος γράφεται

H =
∑
l,m

Hlm =
1

2

∑
l,m

∫ ∞
0

dr

(
πlm(r)2 + x2

(
∂

∂r

(
φlm(r)

r

))2

+
l(l + 1)

r2
φ2
lm(r) + µ2

)
.

(3.5)

Μετά την ανάπτυξη σε σφαιρκές αρμονικές έχει μείνει συνεχής μόνο η ακτινική συντεταγ-

μένη. Για να μετατρέψουμε το σύστημα σε ένα σύστημα N ταλαντωτών, θεωρούμε σφαίρες

ακτίνας πολλαπλάσιας ενός στοιχειώδους μήκους a, r = na και n = 1, ..., N , διακριτοποι-

ώντας την ακτινική συντεταγμένη. Η διακριτοποίηση αυτή εισαγάγει όρια αποκοπής στο

υπέρυθρο και στο υπεριώδες ίσα με RIR = Na και RUV = a αντίστοιχα. Για να βρούμε την

διακριτή Χαμιλτονιανή από τη συνεχή πρέπει να κάνουμε τις αντικαταστάσεις

r → ja (3.6)

φlm(r)→ φlm,j (3.7)

∂

∂r

(
φ(r)

r

)
→ φlm,j+1

j + 1
− φlm,j

j
(3.8)

και η Χαμιλτονιανή παίρνει τη μορφή

H =
∑
l,m

Hlm,

όπου Hlm =
1

2a

N∑
j=1

(
π2
lm,j +

(
j +

1

2

)2(
φlm,j+1

j + 1
+
φlm,j
j

)2

+
l(l + 1)

j2
φ2
lm,j + µ2a2

)
.

(3.9)

Η (3.9) είναι Χαμιλτονιανή διακριτού πλήθους ταλαντωτών. Η εντροπία είναι S(n,N) =∑
l,m Slm(n,N), όπου Slm είναι η εντροπία της Hlm η οποία περιγράφει N συζευγμένους

ταλαντωτές, μπορεί η εντροπία να γραφεί σε αυτή τη μορφή γιατί δεν έχουμε ζεύξη φlm με

διαφορετικά l, m. Επειδή η Χαμιλτονιανή δεν έχει άμεση εξάρτηση από το m, η εντροπία θα

είναι με τη σειρά της ανεξάρτητη του m, έτσι, γίνεται S =
∑

l(2l+ 1)Sl(n,N). Θεωρώντας

N ταλαντωτές με ίδιο l, m, ο πίνακας Kij είναι

Kij =

((
i+ 1

2

i

)2

+

(
i− 1

2

i

)2

(1− δi1) +
l(l + 1)

i2
+ µ2a2

)
δij

−
(i+ 1

2
)2

i(i+ 1)
δi+1,j −

(j + 1
2
)2

j(j + 1)
δi,j+1. (3.10)

Θέλουμε να καταλάβουμε τη σύγκλιση της σειράς
∑

l(2l + 1)Sl για l � N . Από την

εξίσωση (3.10) βλέπουμε ότι για l � N οι διαγώνιοι όροι είναι κυρίαρχοι. Γι΄ αυτό θα

προσπαθήσουμε να βρούμε προσεγγιστηκές μεθόδους για τον υπολογισμό της εντροπίας,

όπως έγινε στο [17]. Προκειμένου να επιτευχθεί αυτό, θα σκεφτούμε τον πίνακα Kij σαν

διαγώνιο πίνακα με μη-διαγώνια στοιχεία πολύ μικρότερης τάξης αναλογικά με τα διαγώνια.
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Μ΄ αυτόν τον τρόπο μπορούμε να εφαρμόσουμε τη θεωρία διαταραχών, αν δούμε τα μη-

διαγώνια στοιχεία ως διαταραχές ενός διαγώνιου πίνακα. Γράφουμε

K = K0 + λη, λ ∝ 1

l(l + 1)
. (3.11)

Ως λη έχουμε βάλει τα μη διαγώνια στοιχεία. Ο πίνακας Ω είναι

Ωij =
√
Kij,

Ωij = (Ω0)ij + λεij + ... (3.12)

Με

εij =
i+ 1

2√
i(i+ 1)

1

Ωi + Ωi+1

δi+1,j +
j + 1

2√
j(j + 1)

1

Ωj + Ωj + 1
δi,j+1. (3.13)

Ο πίνακας W1 έχει διαγώνια στοιχεία, έτσι, έχουμε

W1 = W
(0)
1 + λW

(1)
1 + ... (3.14)

Ο πίνακας W2 αποτελείται από μη διαγώνια στοιχεία γι΄ αυτό αναπτύσσεται ως εξής

W2 = λW
(0)
2 + λ2W

(1)
2 + ... (3.15)

Τέλος, ο πίνακας W3 έχει διαγώνια στοιχεία και μπορεί να αναπτυχθεί όπως φαίνεται παρα-

κάτω

W3 = W
(0)
3 + λW3(1) + ... (3.16)

Αυτό που θα κάνουμε τώρα είναι να βρούμε τους πίνακες ζ και γ που γράψαμε νωρίτερα

ζ =
1

2
W T

2 W
−1
1 W2 (3.17)

ζ0 =
ε2n

2Ωn

, (3.18)

όπου

εn =
n+ 1

2√
n(n+ 1)

1

Ωn + Ωn+1

. (3.19)

Ο γ πίνακας είναι

γ = W3 − ζ (3.20)

γD = V γV T . (3.21)

Ο πίνακας V αναπτύσσεται ως

V = V0 + λV1 + λ2V2 + ... (3.22)
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και έχουμε

γ = W3 − ζ = Ω0 + λε+ ..., (3.23)

γD = V γV T ,

(Ωn+i + ...)δij = (V0 + λV1 + ...)(Ω + λε0 + ...)(V T
0 + λV T

1 + ...), (3.24)

V 2
0 Ω0 = Ω0,

⇒ V0 = I. (3.25)

Θα υπολογίσουμε τον πίνακα ζ ′

ζ ′ = γ
− 1

2
D V ζV Tγ

− 1
2

D

= (γ
− 1

2
D )0ζ0(γ

− 1
2

D )0

⇒ ζ ′0 =
ε2n

2ΩnΩn+1

δi,1δj,1. (3.26)

Οι ποσότητες ξ είναι

ξ =
ζ ′

1 +
√

1− ζ2′
≈ ζ ′

2
. (3.27)

΄Εχουμε

ΩnΩn+1 =

(√
2 +

l(l + 1)

n2
+ µ2a2

)(√
2 +

l(l + 1)

(n+ 1)2
+ µ2a2

)

≈

(√
2 +

l(l + 1)

n2
+ µ2a2

)2

(3.28)

(Ωn + Ωn+1)2 ≈

(
2

√
4 +

l(l + 1)

n2
+ 2µ2a2

)2

≈ 4

(√
2 +

l(l + 1)

n2
+ µ2a2

)2

. (3.29)

Τα ζ ′ είναι

ζ ′ ≈ 1

8K2
n

(3.30)

Η μορφή των ξ είναι

ξn =
1

16K2
n

=
1

16
(

2 + l(l+1)
n2 + µ2a2

)2 . (3.31)
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Η εντροπία για l� N γίνεται

Sl ≈ ξl(n)(1− log(ξl(n))) ≈ 1

16K2
n

(1− log
1

16K2
n

)

≈ 1

16
(

2 + l(l+1)
n2 + µ2a2

)2

1− log
1

16
(

2 + l(l+1)
n2 + µ2a2

)2

 . (3.32)

Για l� N η Sl είναι

Sl ∝
log l

l4
. (3.33)

΄Αρα η σειρά
∑

l(2l+1)Sl συγκλίνει και μπορούμε να προχωρήσουμε κάνοντας τον αριθμητικό

υπολογισμό της εντροπίας, χρησιμοποιώντας τη σχέση (3.10) και κάνοντας την ανάλυση που

κάναμε αριθμητικά για σταθερή μάζα και παίρνοντας a → 0. Για να γίνει όλο αυτό βάλαμε

ένα όριο αποκοπής στα l αρκούντως μεγάλο ώστε να συγκλίνει επαρκώς η σειρά. Παρακάτω

φαίνεται το διάγραμμα της εντροπίας διεμπλοκής συναρτήσει με το R2 = (n+ 1
2
)2

Σχήμα 1: Διάγραμμα του S με το R2 = (n+ 1
2
)2

Η ευθεία γραμμή μπορεί να προσεγγιστεί από την ευθεία που βλέπουμε στη σχέση (3.35)

S = 0.2943MR2. (3.34)

22



΄Ετσι, επιβεβαιώθηκε ο area law.

3.2 Εντροπία διεμπλοκής του συμπληρωματικού υποσυστήμα-

τος

Αντί να ολοκληρώσουμε ως προς τους βαθμούς ελευθερίας του υποσυστήματος που θε-

ωρήσαμε στην προηγούμενη ενότητα, μπορούμε να ολοκληρώσουμε ως προς τους βαθμούς

ελευθερίας του συμπληρωματικού υποσυστήματος και να δούμε αν η εντροπία είναι ίδια στις

δύο περιπτώσεις, όπως αναμένουμε λόγω της πρώτης ιδιότητας της εντροπίας που αναφέρ-

θηκε στην εισαγωγή, την ιδιότητα της συμπληρωματικότητας. Αυτό θα γίνει ακριβώς με τον

ίδιο τρόπο που έγινε και στην προηγούμενη ενότητα. Ο πίνακας πυκνότητας του συνολικού

συστήματος είναι ο

ρ(x1, ..., xN ;x′1, ..., x
′
N) =

(det Ω)
N
2

π
N
2

e−
1
2

(xTnW1xn+xTnW2xN−n)

e
1
2

(+xTN−nW
T
2 xn+xTN−nW3xN−n)

× e
1
2

(x′TnW1x′n+x′TnW2x′N−n+xN−nW
T
2 x
′
n)

× e
1
2
x′N−nW3x′N−n . (3.35)

Χρησιμοποιούμε το Γκαουσιανό ολοκλήρωμα

N∏
i=1

∫ ∞
−∞

dxi e
−~xTA~x−Bx =

√
πN

detA
e

1
4
BTA−1B . (3.36)

Επομένως, έχουμε

ρred(x1, ..., xn;x1, ..., x
′
n) = π

−n
2

√
det Ω

detW3

e
1
4
xTW2W

−1
3 WT

2 x

× e+ 1
4
x′W2W

−1
3 WT

2 x
′− 1

2
xW1x

× e
1
4
x′W2W

−1
3 WT

2 x+ 1
4
x′W2W

−1
3 WT

2 x
′

× e−
1
2
x′W1x′ . (3.37)

Στη σχέση που προέκυψε ολοκληρώσαμε ως προς τις συντεταγμένες {xn+1, ..., xN} σε α-

ντίθεση με τη σχέση (2.29), όπου είχαμε ολοκληρώσει ως προς τα {x1, ..., xn}. Ορίζουμε

τους πίνακες ζ = 1
2
W2W

−1
3 W T

2 , τον πίνακα ζ πριν τον είχαμε ορίσει ως ζ = 1/2W T
2 W

−1
1 W2

και α = W1 − ζ, όπως ορίζουμε y = α
1
2
DV x.

ρred ∝ e−
1
2

(y2+y2′)+yTV Tα
1
2
Dζα

1
2
DV y

′
. (3.38)

Πάλι ορίζουμε y = W−1z και έχουμε

ρout(xn+1, ..., xN ;x′n+1, ..., x
′
N) ∝

N∏
i=n+1

e−
1
2

(z2
i +(z′i)

2)+ζ′iziz
′
i . (3.39)
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Βλέπουμε ότι ο τελεστής πυκνότητας που προκύπτει είναι

ρout(xn+1, ..., xN ;x′n+1, ..., x
′
N) ∝ ρ(zn+1; z′n+1)⊗ ...⊗ ρ(zN ; z′N). (3.40)

Συγκρίνουμε, πάλι, τη μορφή του πίνακα πυκνότητας με αυτήν των 2 συζευγμένων ταλα-

ντωτών και παρατηρούμε ότι γ → 1 και ζ → ζ ′i. Σε αυτήν την περίπτωση οι ιδιοτιμές

γίνονται

ξi =
ζ ′i

1 +
√

1− (ζ ′i)
2
. (3.41)

Οι πίνακες K,W1,W2 και W3 είναι οι ίδιοι που χρησιμοποιήσαμε στην προηγούμενη ενότητα.

Η ανάπτυξη των πινάκων είναι ίδια με πριν. Οι διαφορές που προκύπτουν είναι στον πίνακα

ζ και στον πίνακα α. Η ανάλυση της μορφής τους φαίνεται παρακάτω.

ζ =
1

2
W2W

−1
3 W T

2 (3.42)

ζ0 =
ε2

2Ωn+i

. (3.43)

Ο α είναι

α = W1 − ζ (3.44)

αD = V αV T . (3.45)

Ο πίνακας V αναπτύσσεται πάλι

V = V0 + λV1 + λ2V2 + ... (3.46)

και έχουμε

α = W1 − ζ = Ω0 + λε+ ... (3.47)

αD = V αV T

(Ωi + ...)δij = (V0 + λV1 + ...)(Ω0 + λε+ ...)(V T
0 + λV T

1 + ...) (3.48)

V 2
0 Ω0 = Ω0

⇒ V0 = I. (3.49)

Τώρα, υπολογίζουμε το πίνακα ζ ′.

ζ ′ = α
− 1

2
D V ζV Tα

− 1
2

D

= (α
− 1

2
D )0ζ0(α

− 1
2

D )0

ζ ′0 =
ε2n

2ΩnΩn+1

δi,1δj,1. (3.50)

΄Οπου

ε =
n+ 1

2√
n(n+ 1)

1

Ωn + Ωn+1

. (3.51)
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Οι ποσότητες ξ είναι

ξ =
ζ ′

1 +
√

1− ζ2′
≈ ζ ′

2
. (3.52)

΄Εχουμε

ΩnΩn+1 =

(√
2 +

l(l + 1)

n2
+m2a2

)(√
2 +

l(l + 1)

(n+ 1)2
+ µ2a2

)

≈

(√
2 +

l(l + 1)

n2
+ µ2a2

)2

(3.53)

(Ωn + Ωn+1)2 ≈

(
2

√
4 +

l(l + 1)

n2
+ 2µ2a2

)2

≈ 4

(√
2 +

l(l + 1)

n2
+ µ2a2

)2

. (3.54)

Τα ζ ′ είναι

ζ ′ ≈ 1

8K2
n

(3.55)

Η μορφή των ξ είναι

ξn =
1

16K2
n

=
1

16
(

2 + l(l+1)
n2 +m2a2

)2 . (3.56)

Η εντροπία για l� N γίνεται

Sl ≈ ξl(n)(1− log(ξl(n))) ≈ 1

16K2
n

(1− log
1

16K2
n

)

≈ 1

16
(

2 + l(l+1)
n2 + µ2a2

)2

1− log
1

16
(

2 + l(l+1)
n2 + µ2a2

)2

 . (3.57)

Το διάγραμμα όταν ολοκληρώνουμε ως προς τους βαθμούς ελευθερίας του συμπληρωματικού

υποχώρου είναι
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Σχήμα 2: Διάγραμμα του S με το R2 = (n + 1
2
)2

αφού έχουμε κάνει ολοκλήρωση ως προς

τους βαθμούς ελευθερίας του συμπληρωματικού υποχώρου

Βλέπουμε πως η εντροπία είναι ίδια και στις δύο περιπτώσεις, όπως ακριβώς περιμέναμε

λόγω της ιδιότητας της συμπληρωματικότητας.

3.3 Εντροπία διεμπλοκής σε θεωρία πεδίου στις 2 + 1 δια-
στάσεις

Σε αυτή την ενότητα θα βρούμε την εντροπία σε με διδιάστατη θεωρία πεδίου. Ο τρόπος

που γίνεται είναι παρόμοιος με αυτό που κάναμε στις 3+1 διαστάσεις. Θα διακριτοποιήσουμε

θα πεδία φ. Αρχικά, αναπτύσσουμε τα πεδία στις κυκλικές αρμονικές και η Χαμιλτονιανή

γίνεται

H =
∑
l

1

2

∫
dr

(
πl(r)

2 +

(
∂

∂r

(
φl(r)√
r

))2

+
l2

r2
φ2
l (r) + µ2φ2

l

)
. (3.58)
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Για να διακριτοποιήσουμε την ακτινική συνιστώσα εισάγουμε ένα πλέγμα από κύκλους αντί

για σφαίρες

H =
∑
l

Hl =
1

2a

∑
l

N∑
j=1

(
π2
lm,j +

(
j +

1

2

)(
φlm,j+1√
j + 1

+
φlm,j√
j

)2

− l2

j2
φ2
lm,j + µ2a2

(3.59)

Η εντροπία σε αυτή την περίπτωση θα δίνεται από τον τύπο

S =
∞∑
l=0

Sl(n). (3.60)

Βλέπουμε πως δεν έχουμε άθροιση ως προς τα m όπως στις 3 διαστάσεις (υπάρχει εξάρτηση

μόνο από μία γωνία και, όχι, από 2 όπως στις 3 διαστάσεις) και γι΄ αυτό λείπει ο παράγοντας

2l + 1. Ο πίνακας K γίνεται

Kij =

((
i+ 1

2

i

)
+

(
i− 1

2

i

)
(1− δi1) +

l2

i2
+ µ2a2

)
δij−

−
(i+ 1

2
)√

i(i+ 1)
δi+1,j −

(j + 1
2
)√

j(j + 1)
δi,j+1. (3.61)

Η ανάλυση για τον υπολογισμό της εντροπίας είναι η ίδια με πριν. Το διάγραμμα της εντρο-

πίας συναρτήσει της ακτίνας(R = n+ 1
2
) φαίνεται παρακάτω.

Σχήμα 3: Διάγραμμα του S με το R = n+ 1
2
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Η ευθεία του διαγράμματος προσεγγίζεται από την ευθεία S = 0.4586MR. Συμπερα-

ίνουμε πως προκύπτει ο area law και στις δύο διαστάσεις. Αν a → 0, τότε, η εντροπία

διεμπλοκής αποκλίνει. Δείξαμε πως η εντροπία είναι ανάλογη του εμβαδού της σφαίρας και

κατ΄ αυτή την έννοια προσομοιάζει την εντροπία μελανών οπών.
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4 Αριθμητικοί υπολογισμοί σε τριχοτομημένο σύστη-

μα

Στα προηγούμενα κεφάλαια υπολογίσαμε την εντροπία διεμπλοκής στη θεωρία πεδίου μέσω

αριθμητικών υπολογισμών θεωρώντας ένα διχοτομημένο σύστημα. Για τις 2 + 1 διαστάσεις

χρησιμοποιήσαμε τον αλγόριθμο (Παράρτημα Β.2) για να κάνουμε αριθμητικούς υπολογι-

σμούς στο τριχοτομημένο (tripartite ) σύστημα το οποίο θεωρούμε πως αρχικά βρίσκεται

σε καθαρή κατάσταση.

Σχήμα 4: Διχοτομημένο σύστημα

Αρχικά, υπολογίζουμε τον συντελεστή του area law. ΄Επειτα, δείχνουμε την ισχύ της

ισχυρής υποαθροιστικότητας στο τριχοτομημένο σύστημα. Πριν το κάνουμε αυτό, χρειάζε-

ται να υπολογίσουμε τους όρους υποδεέστερης τάξης που προκύπτουν στο ανάπτυγμα της

εντροπίας διεμπλοκής για μεγάλες ακτίνες, το ανάπτυγμα της εντροπίας διεμπλοκής σε αυτή

την περίπτωση είναι S = kA+όροι υποδεέστερης τάξης, και θέλουμε να δούμε την εξάρτηση

αυτών των όρων από των λόγο των αποστάσεων που θεωρούμε, λ = R1/R2 με R1 = n1a,
μικρή ακτίνα του σχήματος 5, και R2 = n2a, μεγάλη ακτίνα του σχήματος 5.

4.1 Συσχέτιση του area law σε διχοτομημένο και τριχοτο-
μημένο σύστημα

Τώρα, υπολογίζουμε αριθμητικά τον συντελεστή του area law στο τριχοτομημένο σύστη-

μα. Αυτό που κάνουμε είναι να υπολογίσουμε την εντροπία διεμπλοκής για το υποσύστημα

B. Στο διχοτομημένο σύστημα είχαμε

Sa.l. = cbipn

⇒ Sa.l. = cbip
L

2πa
(4.1)

Για το τριχοτομημένο σύστημα έχουμε ότι L = 2πa(n1 + n1/λ) και

Sa.l. = ctripn1 = ctrip
L

2πa(1 + 1
λ
)

Αν kbip = ktrip ⇒ cbip =
ctrip

1 + 1
λ

(4.2)
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Παρακάτω φαίνεται και ο πίνακας που δείχνει τις τιμές ctrip, (1 + 1/λ)cbip.

m = 0
λ ctrip (1 + 1/λ)cbip

1/5 2.532558 2.7516

1/4 2.161035 2.293

2/7 1.986572 2.0637

1/3 1.822930 1.8344

3/8 1.674845 1.68153

2/5 1.620440 1.6051

3/7 1.576206 1.5287

1/2 1.455296 1.3758

4/7 1.339894 1.26115

3/5 1.300548 1.2229

2/3 1.238057 1.1465

3/4 1.198935 1.0700

4/5 1.173503 1.03185

Πίνακας 1: Πίνακας που δείχνει πως συσχετίζεται ο area law του τριχοτομημένου με το

διχοτομημένο σύστημα για µ = 0

Παρατηρούμε πως υπάρχουν κάποιες διαφορές στις δύο τιμές, αυτό γίνεται γιατί παίρ-

νουμε λόγους αποστάσεων και όταν υπολογίζουμε την ακτίνα R2 = δεν βγαίνουν ακέραιοι

αριθμοί ώστε να μπορέσουμε να κάνουμε τους αριθμητικούς υπολογισμούς, με αποτέλεσμα

να παίρνουμε τα ακέραια τους μέρη για την απόσταση R2 για τον υπολογισμό της εντρο-

πίας. Ακόμη, βλέπουμε πως όσο μικρότεροι είναι οι λόγοι τόσο μεγαλύτερες αποκλίσεις

έχουν οι δύο τιμές, αυτό συμβαίνει γιατί παίρνουμε λιγότερα σημεία στον υπολογισμό του

τριχοτομημένου συστήματος με αποτέλεσμα να μην έχουμε καλή ακρίβεια.

4.2 Υποδεέστερης τάξης όροι στο τριχοτομημένο σύστημα

Η εύρεση των όρων υποδεέστερης τάξης στο τριχοτομημένο βρέθηκαν αριθμητικά χρησι-

μομοποιώντας τον αλγόριθμο που βρίσκεται στο παράρτημα Β.2, με σκοπό να βρούμε την

εντροπία όταν έχουμε κάνει ολοκλήρωση ως προς τους βαθμούς ελευθερίας δύο υποσυ-

στημάτων. Παρακάτω, παρατίθονται τα διαγράμματα των όρων υποδεέστερης τάξης που

βρέθηκαν συναρτήσει των λόγων των αποστάσεων που θεωρήσαμε πως έχουν οι χώροι των

οποίων τους βαθμούς ελευθερίας ολοκληρώσαμε και έχουν βρεθεί για κάποιες τιμές που

δώσαμε στη μάζα. Για m = 0.5 οι τιμές που προκύπτουν φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα

και το διάγραμμα των όρων υποδεέστερης τάξης συναρτήσεις των λόγων των απόστάσεων

φαίνεται στο σχήμα 4.
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m = 0.5
λόγος ακτινών όροι υποδέστερης τάξης

1/6 0.232482

1/5 0.231199

1/4 0.227323

2/7 0.149914

1/3 0.217562

3/8 0.101050

2/5 0.133559

3/7 0.111788

1/2 0.177926

4/7 0.067472

3/5 0.030044

2/3 0.014805

3/4 -0.147722

4/5 -0.361876

Πίνακας 2: Πίνακας των subleading terms για m = 0.5

Σχήμα 5: Διάγραμμα των όρων υποδεέστερης τάξης με τον λόγο απόστάσεων για m = 0.5
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Για m = 1

m = 1
λόγος ακτινών όροι υποδέστερης τάξης

1/6 0.136004

1/5 0.135136

1/4 0.132803

2/7 0.088607

1/3 0.127815

3/8 0.061131

2/5 0.080183

3/7 0.067977

1/2 0.106998

4/7 0.045667

3/5 0.026065

2/3 0.023283

3/4 -0.044196

4/5 -0.131333

Πίνακας 3: Πίνακας των όρων υποδεέστερης τάξης για m = 1

Σχήμα 6: Διάγραμμα των όρων υποδεέστερης τάξης με τον λόγο απόστάσεων για m = 1
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Για m = 2

m = 2
λόγος ακτινών όροι υποδέστερης τάξης

1/6 0.051084

1/5 0.050747

1/4 0.049964

2/7 0.033365

1/3 0.048023

3/8 0.023143

2/5 0.020276

3/7 0.025735

1/2 0.040359

4/7 0.017555

3/5 0.010313

2/3 0.009602

3/4 -0.013055

4/5 -0.039073

Πίνακας 4: Πίνακας των όρων υποδεέστερης τάξης για m = 2

33



Σχήμα 7: Διάγραμμα των όρων υποδεέστερης τάξης με τον λόγο απόστάσεων για m = 2
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Τέλος, για m = 4

m = 4
λόγος ακτινών όροι υποδέστερης τάξης

1/6 0.012071

1/5 0.011989

1/4 0.011777

2/7 0.007874

1/3 0.011330

3/8 0.005443

2/5 0.007722

3/7 0.006042

1/2 0.009480

4/7 0.004064

3/5 0.002342

2/3 0.002121

3/4 -0.003227

4/5 -0.008749

Πίνακας 5: Πίνακας των όρων υποδεέστερης τάξης για m = 4
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Σχήμα 8: Διάγραμμα των όρων υποδεέστερης τάξης με τον λόγο απόστάσεων για m = 4

Τα διαγράμματα υποδεικνύουν πως ο σταθερός όρος παρουσιάζει μία εξάρτηση από το

λόγο των αποστάσεων και βλέπουμε πως ανεξαρτήτως της μάζας που εισάγουμε, ο τρόπος

εξάρτησης είναι ίδιος και φαίνεται από την μορφή τους. Στα παραπάνω διαγράμματα στον

άξονα x έχουμε λόγους αποστάσεων και ως αποστάσεις έχουμε πάρει σημεία πάνω στο

πλέγμα και όχι σε κάποιο ενδιάμεσο διάστημα, γι΄ αυτό βλέπουμε πως η μορφή όλων των

διαγραμμαων είναι παρόμοια. Η μορφή των διαγραμμάτων μοιάζει με αυτό που προκύπτει

στην ολογραφία, όπου στις 2 + 1 διαστάσεις προκύπτουν οι κατανοειδείς [12].

4.3 Ισχυρή υποαθροιστικότητα σ΄ ένα τριχοτομημένο σύστη-

μα

Αφού βρήκαμε πως μεταβάλλονται οι όροι υποδεέστερης τάξης ανάλογα με τον λόγο των

αποστάσων, μπορούμε να συνεχίσουμε στην επιβεβαίωση της ισχύος της ισχυρής υποαθροι-

στικότητας. Στην εισαγωγή μιλήσαμε για μία ιδιότητα της εντροπίας την ισχυρή υποαθροι-

στικότητα η οποία είναι S(A ∪ B ∪ C) + S(B) ≤ S(A ∪ B) + S(B ∪ C), όμως, το ολικό

σύστημα έχουμε θεωρήσει πως είναι σε καθαρή κατάσταση οπότε S(A ∪ B ∪ C) = 0 και

S(A ∪ B) = S(C) λόγω της συμπληρωματικότητας, ακόμη, ισχύει ότι S(C ∪ B)) = S(A).
Θα προσπαθήσουμε να δείξουμε αριθμητικά ότι 0 < −S(B) + S(A) + S(C). Ο area law
δεν συνεισφέρει γιατί είναι ανάλογος του αθροίσματος των ακτινών των κύκλων των οποίων
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τους βαθμούς ελευθερίας έχουμε ολοκληρώσει

Sa.l.(A) + Sa.l.(C)− Sa.l.(B) = AR1 + AR2 − A(R1 +R2) = 0.

(4.3)

΄Ετσι, βλέπουμε πως στη σχέση οι μόνοι όροι που συνεισφέρουν είναι οι όροι υποδεέστερης

τάξης. Το διάγραμμα που προκύπτει είναι

Σχήμα 9: Αριθμητική επαλήθευση της strong subadditivity m = 0

Από το διάγραμμα βλέπουμε ότι στο σύστημα που έχουμε, ισχύει η ισχυρή υποαθροιστι-

κότητα.
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5 Συμπεράσματα και μελλοντικές προεκτάσεις

Εν συντομία αυτό που κάναμε ήταν να μελετήσουμε την εντροπία διεμπλοκής σε διακρι-

τοποιημένη θεωρία πεδίου. Για να την υπολογίσουμε ξεκινήσαμε αναφέροντας την κβαντική

διεμπλοκή και ένα μέτρο της, την εντροπία διεμπλοκής. ΄Επειτα, δείξαμε πως μπορούμε να

υπολογίσουμε την εντροπία διεμπλοκής σε σύστημα N συζευγμένων ταλαντωτών στη θεμε-

λιώδη κατάσταση, με σκοπό να χρησιμοποιήσουμε αυτά τ΄ αποτελέσματα στη θεωρία πεδίου.

Συνεχίσαμε δείχνοντας στη θεωρία πεδίου πως προκύπτει η εξάρτηση της εντροπίας από την

επιφάνεια του χώρου του οποίου τους βαθμούς ελευθερίας ολοκληρώσαμε. Δείξαμε το απο-

τέλεσμα αυτό γραφικά για τις 3 αλλά και τις 2 διαστάσεις, αφού θεωρήσαμε πως το σύστημα

ήταν διατεταγμένο σ΄ ένα πλέγμα από σφαίρες. Δείξαμε και την συμπληρωματικότητα της

εντροπίας, αφού βρήκαμε την εντροπία ολοκληρώνοντας ως προς τους βαθμούς ελευθερίας

του εξωτερικού υποχώρου και αυτό έγινε στις 3 διαστάσεις. Στις δύο διαστάσεις βρήκαμε

τον συντελεστή του area law και στην περίπτωση που είχαμε ένα τριχοτομημένο σύστημα

και δείξαμε πως ο συντελεστής του area law του τριχοτομημένου και του διχοτομημένου

συστήματος είναι ίδιοι, αυτό δείχνει πως ο area law εμφανίζει κάποια συσχέτιση με την τοπι-

κότητα της θεωρίας πεδίου. Εκεί, βρήκαμε και τον όρο υποδεέστερης τάξης που δείχνει πως

αλλάζει ανάλογα με τον λόγο των δύο αποστάσεων των χώρων των οποίων τους βαθμούς

ελευθερίας ολοκληρώσαμε και ο τρόπος που αλλάζει μοιάζει με αυτόν που προκύπτει από

την ολογραφία. Τον υπολογισμό των όρων υποδεέστερης τάξης τον κάναμε προκειμένου να

δείξουμε πως ισχύει η ιδιότητα της ισχυρής υποαθροιστικότητας της εντροπίας διεμπλοκής

στο τριχοτομημένο σύστημα.

Ποιες μπορούν να είναι οι μελλοντικές ερευνητικές προεκτάσεις;

• Ενδιαφέρουσες γενικεύσεις περιλαμβάνουν τη χρήση ενός πεδίου βαθμίδας ή φερμιο-

νικού πεδίου αντί για βαθμωτού, ώστε να δούμε τι μπορεί να προκύψει σε αυτή την

περίπτωση. Επίσης, θα μπορούσαμε να μελετήσουμε τη θεωρία πεδίου σε καμπυλο-

μένους χωροχρόνους, όπως dS ή AdS που έχουν ενδιαφέρουσες εφαρμογές στην

ολογραφία και στην κβαντική βαρύτητα.

• ΄Ενα σημαντικό βήμα θα είναι να καταφέρουμε να εξηγήσουμε την ομοιότητα που

προκύπτει στην μορφή των διαγραμμάτων των subleading όρων στο tripartite σύστημα

με αντίστοιχα αποτελέσματα στην ολογραφία.

• Μελλοντικά θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε την εντροπία διεμπλοκής σε διεγερ-

μένες καταστάσεις, εκτός από τη θεμελιώδη κατάσταση που έχουν γίνει οι υπολογι-

σμοί, αυτό είναι κάτι το οποίο θα μπορούσε να επιτευχθεί με εμγαλύτερη ευκολία μέσω

των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής.
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Αʹ Φάσμα του ανηγμένου τελεστή πυκνότητας

Χρησιμοποιώντας τα πολυώνυμα Hermite ως ιδιοσυναρτήσεις του ανηγμένου τελεστή πυ-

κνότητας θα βρούμε τις ιδιοτιμές του. Αυτό γίνεται όπως φαίνεται παρακάτω∫ +∞

−∞
dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

∫ +∞

−∞
dx′
√
γ − ζ
π

e−
γ
2 (x2+x′2)+ζxx′ Hn(

√
ax)e−

ax2

2 . (Αʹ.1)

Ορίζουμε y =
√
ax και έχουμε∫ +∞

−∞
dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

∫ +∞

−∞

dy′√
a

√
γ − ζ
π

e−
γ
2a(y2+y′2)+ ζ

a
yy′ Hn(y)e−

y2

2 . (Αʹ.2)

Μετά από τη συμπλήρωση των τετραγώνων έχουμε∫ +∞

−∞
dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

∫ +∞

−∞
dy′
√
γ − ζ
πa

e−
γ+a
2a (y′− ζ

γ+a
y)

2
− y

2

2 Hn(y′). (Αʹ.3)

Επίσης, ορίζουμε z = −
√

γ+α
2α

(y′ − ζ
γ+α

y). ΄Ετσι, έχουμε∫ ∞
−∞

dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

√
γ − ζ
πα

√
2α

γ + α
e−

y′2
2

∫ ∞
−∞

e−z
2

×Hn(

√
2α

γ + α
z +

y

γ + α
y). (Αʹ.4)

Υπάρχει η ακόλουθη σχέση για τα πολυώνυμα Hermite

Hn(x+ y) =
n∑
k=0

(
n
k

)
Hk(x)(2y)n−k. (Αʹ.5)

Χρησιμοποιώντας την (Α΄.5), συνεχίζουμε για να βρούμε τις ιδιοτιμές της∫ ∞
−∞

dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

√
γ − ζ
π

√
2

γ + α
e−

y′2
2

∫ ∞
−∞

dz e−z
2 ×

×
n∑
k=0

(
n
k

)
Hk

(√
2α

γ + α
z

)(
ζy

γ + α

)n−k
. (Αʹ.6)

Χρησιμοποιούμε την ιδιότητα των πολυωνύμων Hermite

Hn(cx) =

[n
2

]∑
i=0

cn−2i
(
c2 − 1

)i(n
2i

)
(2i)!

i!
Hn−2i(x). (Αʹ.7)

Παίρνουμε ∫ ∞
−∞

dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

√
γ − ζ
π

√
2

γ + α
e−

y′2
2

∫ ∞
−∞

dz e−z
2

n∑
k=0

(
n
k

) [n
2

]∑
i=0

(√
2α

γ + α

)n−2i(
2α

γ + α
− 1

)2

×

×
(
n
2i

)
(2i)!

i!
Hk−2i(z)

(
ζy

γ + α

)n−k
. (Αʹ.8)
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΄Εχοντας γνώση της σχέσης ορθογωνιότητας των πολυωνύμων, που είναι∫ ∞
−∞

dxHm(x)Hn(x) e−x
2

=
√
π2nn!δnm. (Αʹ.9)

Με την βοήθεια της παίρνουμε∫ ∞
−∞

dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

√
γ − ζ
π

√
2

γ + α
e−

y′2
2

∫ ∞
−∞

dz e−z
2 ×

×
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. (Αʹ.10)

Με τη βοήθεια της σχέσης (Α΄.9), βρίσκουμε∫ ∞
−∞

dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

√
γ − ζ
π

√
2

γ + α
e−

y′2
2

∫ ∞
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dz e−z
2 ×

×
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Μετά την αντικατάσταση k = 2m και 0 ≤ m ≤ [n
2
], το αποτέλεσμα είναι

∫ ∞
−∞

dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

√
2(γ − ζ)

γ + α
e−

y2

2 ×

×
[n
2
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(
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) m∑
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)
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(
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Τέλος, παίρνουμε∫ ∞
−∞

dx′ρ(x, x′)fn(x′) =

(
1− ζ

γ + α

)(
ζ

γ + α

)n
e−α

x2

2 Hn(
√
αx). (Αʹ.13)

Καταλήγουμε ότι οι ιδιοτιμές είναι

pn =
(
1− ξ2

)
ξ2n. (Αʹ.14)
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Βʹ Κώδικας Matlab

Βʹ.1 Ο κώδικας από τον οποίο κάναμε τον υπολογισμό της

εντροπίας στις 3 + 1 διαστάσεις

c l e a r a l l ; c l c ; c l e a r v a r s ;
t i c
N= 60 ;
m= 0 ;
lmax= 2000 ;
nmin= 1 ;
nmax= 30 ;
entr =[nmin : nmax ] ;
f o r n=nmin : nmax
ent ropy l =[0 : lmax ] ;
f o r l= 0 : lmax
ind =[1:N ] ;
ind2 =[1:N−1] ;
f o r i=1 : N
ind ( i )=2+( l ∗( l +1)+1/2)/( i ˆ2)+m;
end
f o r i=1 : N−1
ind2 ( i )=− i ∗ ( ( i +1/2)ˆ2)/( i ∗( i +1)) ;
end
K=diag ( ind ,0)+ diag ( ind2 ,1)+ diag ( ind2 ,−1) ;
omega=sqrtm (K) ;
A=omega ( 1 : n , 1 : n ) ;
B=omega ( 1 : n , n+1:N) ;
C=omega (n+1:N, n+1:N) ;
b=( t ranspose (B)∗ (A\B) ) / 2 ;
g=C−b ;
betas=r e a l ( e i g ( g\b ) ) ;
x i=XI ( betas ) ;
sum=0;
f o r i= 1 : N−n
sum = sum + entropy ( x i ( i ) ) ;
end
ent ropy l ( l +1)=sum ;
end
ent =0;
f o r l =0: lmax
ent=ent +(2∗ l +1)∗ ent ropy l ( l +1);
end
entr (n)=ent ;
end
x=[nmin : nmax ]
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x=(x+1/2);
R=x . ˆ 2 ;
p l o t (R, Entr , ’− ’ )
p l o t (R, Entr , ’ o ’ )
t i t l e ( ’ Graph o f S with R’ )
x l a b e l ( ’R’ )
y l a b e l ( ’ S ’ )
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Βʹ.2 Κώδικας για δαχτυλίδι

c l e a r a l l ; c l c ; c l e a r v a r s ;
t i c
f i d = fopen ( ’ annulus1 2 . 4 . 1 . txt ’ , ’w ’ ) ;
N=60;
m=4;
lmax=5∗8192;
ra t =1/2;
n1=N/10+1;
n2=f i x ( n1/ ra t ) ;
k=0;
whi l e n2<7∗N/10

i f mod( n2 ,1)==0
k=k+1;
ca s e s ( k)=n1 ;
n1=n1+1;
n2=f i x ( n1/ ra t ) ;

end
casenum=k ;

end

f o r k=1 : casenum
toten t ( k)=0;

end
f o r l =0: lmax

f o r q=1:casenum
n1=cas e s ( q ) ;
n2=f i x ( ca s e s ( q )/ ra t ) ;
n=n2−n1 ;
f o r i =1:N

j=mod( i−1+n1 ,N)+1;
ind ( i )=2+ l ˆ2/( j ˆ2)+mˆ2 ;

end
f o r i =1:N−1

j=mod( i−1+n1 ,N)+1;
ind1 ( i )=−( j +1/2)/ s q r t ( ( j )∗ ( j +1)) ;

end
K=diag ( ind ,0)+ diag ( ind1 ,1)+ diag ( ind1 ,−1) ;
K(N−n1+1,N−n1 )=0;
K(N−n1 ,N−n1+1)=0;
Kp=−(N−n1+1/2)/ s q r t ( (N−n1−1)∗(N−n1 ) ) ;
K(1 ,N)=Kp;
K(N,1)=Kp;
omega=sqrtm (K) ;
A=omega ( 1 : n , 1 : n ) ;
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B=omega ( 1 : n , n+1:N) ;
C=omega (n+1:N, n+1:N) ;
beta=( t ranspose (B)∗ (A\B) ) / 2 ;
gamma=C−beta ;
betas=r e a l ( e i g (gamma\beta ) ) ;
x i=XI ( betas ) ;
ent =0;
f o r j =1:(N−n)

ent=ent+entropy ( x i ( j ) ) ;
end
i f l==0

to t en t ( q)= to tent ( q)+ent ;
e l s e

to t en t ( q)= to tent ( q)+2∗ ent ;
end

end
i f mod( log2 ( l ) ,1)==0

p=0;
f =0;
g=0;
h=0;
sub=0;
f o r z= 1 : q

p=p+( ca s e s ( z ) ) . ˆ 2 ;
f=f +( ca s e s ( z ) ) ;
g=g+( ca s e s ( z ) )∗ t o t en t ( z ) ;
h=h+totent ( z ) ;
sub=sub+1;

end
M=[p f ; f sub ]
Q=[g ; h ]
W=M\Q;
W1=W( 1 , 1 ) ;
W2=W( 2 , 1 ) ;
f p r i n t f ( f i d , ’ l=%f W1=%f W2=%f \n ’ , l ,W1,W2) ;

end
end
f c l o s e ( f i d ) ;
toc
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Βʹ.3 Κώδικας που δείχνουμε την ισχύ της strong subaddi-
tivity της εντροπίας

c l e a r a l l ; c l c ; c l e a r v a r s ;
t i c
f i d = fopen ( ’ s u b a d d i t i v i t y 2 . 5 . txt ’ , ’w ’ ) ;
N=60;
m=0;
lmax=3∗8192;
ra t =2/5;
n1=5;
n2=f i x ( n1/ ra t ) ;
k=0;
whi l e n2<6∗N/10+2

k=k+1;
ca s e s ( k)=n1 ;
n1=n1+1;
n2=f i x ( n1/ ra t ) ;
casenum=k ;

end

f o r k=1 : casenum
toten t ( k)=0;
to tent1 ( k)=0;
to tent2 ( k)=0;

end
f o r l =0: lmax

f o r q=1:casenum
n1=cas e s ( q ) ;
n2=f i x ( ca s e s ( q )/ ra t ) ;
n=n2−n1 ;
f o r i =1:N

ind ( i )=2+ l ˆ2/( i ˆ2)+mˆ2 ;
end
f o r i =1:N−1

ind1 ( i )=−( j +1/2)/ s q r t ( ( i )∗ ( i +1)) ;
end
K=diag ( ind ,0)+ diag ( ind1 ,1)+ diag ( ind1 ,−1) ;
omega=sqrtm (K) ;
A=omega ( 1 : n1 , 1 : n1 ) ;
B=omega ( 1 : n1 , n1+1:N) ;
C=omega ( n1+1:N, n1+1:N) ;
beta=( t ranspose (B)∗ (A\B) ) / 2 ;
gamma=C−beta ;
betas=r e a l ( e i g (gamma\beta ) ) ;
x i=XI ( betas ) ;

45



ent =0;
f o r j =1:(N−n1 )

ent=ent+entropy ( x i ( j ) ) ;
end
i f l==0

to t en t ( q)= to tent ( q)+ent ;
e l s e

to t en t ( q)= to tent ( q)+2∗ ent ;
end

i f mod( log2 ( l ) ,1)==0
p=0;
f =0;
g=0;
h=0;
sub1 =0;
f o r z= 5 : n1

p=p+(z ) . ˆ 2 ;
f=f +(z ) ;
g=g+(z )∗ ( t o t en t ( z−4)) ;
h=h+( to t en t ( z−4)) ;
sub1=sub1 +1;

end
M=[p f ; f sub1 ]
Q=[g ; h ]
S=M\Q;
Sa=S ( 2 , 1 ) ;

end
omega=sqrtm (K) ;

A1=omega ( 1 : n2 , 1 : n2 ) ;
B1=omega ( 1 : n2 , n2+1:N) ;
C1=omega ( n2+1:N, n2+1:N) ;
beta1=( t ranspose (B1)∗ (A1\B1 ) ) / 2 ;
gamma1=C1−beta1 ;
betas1=r e a l ( e i g (gamma1\beta1 ) ) ;
x i1=XI( betas1 ) ;
ent1 =0;

f o r j =1:(N−n2 )
ent1=ent1+entropy ( x i1 ( j ) ) ;

end
i f l==0

totent1 ( q)= totent1 ( q)+ent ;
e l s e

to tent1 ( q)= totent1 ( q)+2∗ ent ;
end

i f mod( log2 ( l ) ,1)==0
p=0;
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f =0;
g=0;
h=0;
sub1 =0;
f o r z= 5 : n1

p=p+(z ) . ˆ 2 ;
f=f +(z ) ;
g=g+(z )∗ ( to t ent1 ( z−4)) ;
h=h+( totent1 ( z−4)) ;
sub1=sub1 +1;

end
M=[p f ; f sub1 ]
Q=[g ; h ]
S1=M\Q;
Sc=S1 ( 2 , 1 ) ;

end
f o r i =1:N

j=mod( i−1+n1 ,N)+1;
ind2 ( i )=2+ l ˆ2/( j ˆ2)+mˆ2 ;

end
f o r i =1:N−1

j=mod( i−1+n1 ,N)+1;
ind3 ( i )=−( j +1/2)/ s q r t ( ( j )∗ ( j +1)) ;

end
K1=diag ( ind2 ,0)+ diag ( ind3 ,1)+ diag ( ind3 ,−1) ;
K1(N−n1+1,N−n1 )=0;
K1(N−n1 ,N−n1+1)=0;
Kp=−(N−n1+1/2)/ s q r t ( (N−n1−1)∗(N−n1 ) ) ;
K1(1 ,N)=Kp;
K1(N,1)=Kp;
omega1=sqrtm (K) ;
A2=omega1 ( 1 : n , 1 : n ) ;
B2=omega1 ( 1 : n , n+1:N) ;
C2=omega1 (n+1:N, n+1:N) ;
beta2=( t ranspose (B2)∗ (A2\B2 ) ) / 2 ;
gamma2=C2−beta2 ;
betas2=r e a l ( e i g (gamma2\beta2 ) ) ;
x i2=XI( betas2 ) ;
ent2 =0;
f o r j =1:(N−n)

ent2=ent2+entropy ( x i2 ( j ) ) ;
end
i f l==0

totent2 ( q)= totent2 ( q)+ent2 ;
e l s e

to tent2 ( q)= totent2 ( q)+2∗ ent2 ;

47



end
end
i f mod( log2 ( l ) ,1)==0

p=0;
f =0;
g=0;
h=0;
sub1 =0;
f o r z= 5 : n1

p=p+(z ) . ˆ 2 ;
f=f +(z ) ;
g=g+(z )∗ to tent2 ( z−4);
h=h+( totent2 ( z−4)) ;
sub1=sub1 +1;

end
M=[p f ; f sub1 ]
Q=[g ; h ]
S2=M\Q;
Sb=S2 ( 2 , 1 ) ;
f p r i n t f ( f i d , ’ l=%f Sa+Sc−Sb=%f \n ’ , l , Sa+Sc−Sb ) ;

end
end
f c l o s e ( f i d ) ;
toc
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