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Βαρυτική Φωτοπαραγωγή και Σκέδαση Compton

Περίληψη

Στη παρούσα πτυχιακή εργασία ϑέλουµε να µελετήσουµε τις σχέσεις παρα-
γοντοποίησης που εµφανίζονται στα ϐαρυτικά πλάτη µετάβασης στο όριο του
ασθενούς πεδίου.Ξεκινάµε µε την Einstein-Hilbert ∆ράση και κατασκευάζο-
ντας τις general covariant Λαγκρανζιανές του Βαθµωτού ,Φερµιονικού και
Ανυσµατικού πεδίου .Τις οποίες αναπτύσσουµε στο όριο του ασθενούς ϐαρυ-
τικού πεδίου, προκειµένου να εξάγουµε κανόνες Feynman για το Γκραβιτόνιο
και την αλληλεπίδραση του µε τα υπόλοιπα πεδία .Στη συνέχεια, µελετάµε
το πλάτος της ϐαρυτικής ϕωτοπαραγωγής και του Compton µε τη συµµετοχή
Βαθµωτών και Φερµιονικών πεδίων και δείχνουµε οτι η απαίτηση gauge και
Lorentz αναλλοιώτητας του ϐαρυτικού πεδίου, οδηγεί στη παραγοντοποίση των
πλατών σε κινηµατικούς όρους και γνωστά πλάτη διεργασιών της Κβαντικής
Ηλεκτροδυναµικής.
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1 Εισαγωγή

Η σύγχρονη ιστορία της περιγραφής της ϐαρύτητας ξεκινάει τον 17ο αιώνα
απο τον Galileo ο οποίος ,σε αντίθεση µε την επικρατούσα άποψη του Αριστο-
τέλη , υποστήριξε πως όλα τα αντικέιµενα έχουν την ίδια ϐαρυτική επιτάχυνση
όταν πέφτουν. Στα τέλη του αιώνα ο Newton ϑεωρόντας οτι η ϐαρυτική δύναµη
εξαρτάται απο το αντίστροφο τετράγωνο της απόστασης δύο σωµάτων , αποδει-
κνύει τους παρατηρησιακούς νόµους του Kepler[1].

F ∝ m1 ×m2

r2
(1)

Προκειµένου η παραπάνω σχέση να γίνει ισότητα χρειάζεται η λεγόµενη
σταθερά της ϐαρύτητας G , η οποία και µετρήθηκε απο τον Cavendish το
1797. Η νευτώνια ϑεώρηση της ϐαρύτητας ήταν αρκετά επιτυχής , καθώς
µπόρεσε να προβλέψει την ύπαρξη του πλανήτη Ποσειδώνα . Οµως µέχρι το
τέλος του 19ου αιώνα είχε γίνει ϕανερό , οτι έχει προβλήµατα , αφου δε µπο-
ϱούσε να προβλέψει σωστά τη τροχιά Ερµή. Τη λύση σε αυτό το πρόβληµα
έδωσε ο Einstein µε τη ϑεωρία της Γενικής Σχετικότητας (1907 - 1915)[2].

Η παραδοχή της Γενικής Σχετικότητας είναι οτι ,τα ϐαρυτικά ϕαινόµενα δεν
είναι το αποτέλεσµα κάποιας δύναµης ,αλλα της καµπύλωσης του χωροχρόνου
η οποία προκύπτει απο την ύπαρξη κάποιας µάζας. Μια απο τις µεγαλύτερες
ϑεωρητικές προβλέψεις της ϑεωρίας ήταν η καµπύλωση του ϕωτός , η οποία
και επιβαιβεώθηκε το 1919 [3] .Παράλληλα µε την Γενική Σχετικότητα αρχίζει
και αναπτύσεται η κβαντική ϑεωρία

Η κβαντοµηχανκή και η κβαντική ϑεωρία πεδίου είναι η άλλη ϑεµελιώδης
ϑεωρία που έχουµε και στην ουσία διευρίνουν τη ϕυσική µας αντίληψη για
τον κόσµο σε ατοµικές και υποατοµικές κλίµακες.Η πιο διαδεδοµένη ίσως
εκδοχή της είναι το Καθιερωµένο Πρότυπο η οποία έχει καταφέρει να ενώσει
τις ηλεκτρασθενείς δυνάµεις µε τις ισχυρές σε µία

U(1)× SU(2)× SU(3) (2)

ϑεωρία ϐαθµίδας.
Στα πλαίσια της ενοποίησης των τεσσάρων δυνάµεων δεν άργησε να αρ-

χίσουν οι προσπάθειες για να ϐρεθεί µια κβαντική ϑεωρία της ϐαρύτητας .Οι
έρευνες πήραν διάφορες κατευθύνσεις , µε µία απο αυτές να έιναι η Co-
variant ϐαρύτητα, στην οποία ανήκει και το αντικείµενο της εργασίας . Η
Covariant ϐαρύτητα πρωτοεµφανίστηκε στη δεκαετία του 30 , αλλα απέκτησε
έντονο ερευνητικό ενδιαφέρον απο τη δεκαετία του 60 και µετά , µε κυριότερες
συνεισφορές αυτές των DeWitt , Feynman , Weinberg , Gupta οι οποίοι ασχο-
λήθηκαν µε τους κανόνες αλληλεπίδρασης του γκραβιτονίου , και των t’Hooft
, Veltman ,Deser , Van Nieuwenhuizen οι οποίοι ασχολήθηκαν µε το αν ε-
ίναι επανακανονικοποίησηµη η ϑεωρία , όπου και κατέληξαν πως δεν είναι
. Αργότερα στα µέσα του 70 οι προσπάθειες για την επανακανονοικοποίση
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της ϑεωρίας µεταφέρθηκαν προς µια υπερσυµµετρική ϑεωρία της ϐαρύτητας
, αλλά σύντοµα κατάλλαβαν οτι και αυτή δεν είναι . Το 90 η υπερσυµµετρική
ϑεωρία απέκτησε ξανά ενδιαφέρον µέσω της ϑεωρίας των χορδών.[4]

Παρόλο που η Κβαντική Σχετικότητα έχει απορηφθεί ως υποψήφια για τη
ϑέση της κβαντικής ϐαρύτητας εξακολουθεί να έχει κάποιο ερευνητικό ενδια-
ϕέρον υπο το πρίσµα των effective field theories , δηλαδή αναµένουµε , ανε-
ξαρτήτως της τελικής της µορφής , σε ασθενή ϐαρυτικά πεδία τα αποτελέσµατα
να συµφωνούν µε αυτά της κβαντικής Σχετικότητας[5].Ετσι µε αφορµή την ερ-
γασία των Kawai, Lewellen και Tye [6] οι οποίοι µέσω της ϑεωρίας χορδών
ϐρήκαν, πως εµφανίζεται µια σχέση παραγοντοποίησης ανάµεσα σε πλάτη α-
νοιχτών και κλειστών χορδών .Οι Choi , Shim και Song χρησιµοποιώντας µια
τεχνική ,η οποία είχε ήδη χρησιµοποιειθεί για να ϐρεθούν παραγοντοποιήσεις
σε πλάτη που περιλαµβάνουν κάποιο εξωτερικό άµαζο gauge σωµάτιο πχ[7]
, επιβεβαίωσαν οτι µια τέτοια παραγοντοποίηση συµβαίνει και στη περίπτωση
της Γενικής Σχετικότητας σε επίπεδο δένδρου για αλληλεπιδράσεις της µορ-
ϕής γX → gX και gX → gX , µε X να είναι σωµάτια απο 0 µέχρι 2 σπιν
χωρις το 3

2 . Εµείς σε αυτήν την εργασία επιβεβαιώνουµε τη παραγοντοποίηση
αυτή , για την περίπτωση όπου X είναι µποζόνιο µε σπίν 0 ή ϕερµιόνιο µε
σπίν 1

2 .
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2 Einstein-Hilbert ∆ράση

Στην συγκεκριµένη εργασία έχουµε ϑεωρήσει οτι η µετρική του Ευκλείδειου
χώρου αναπαριστάται απο τον πίνακα ηµν = diag(1,−1,−1,−1).Επίσης ϑε-
ωρούµε οτι το Βαρυτικό πεδίο περιγράφεται απο τη δράση Einstein - Hilbert
και δίνεται ως ,

S =

∫
d4x
√
−g[

2

κ2
R] (3)

Η οποία όπως ϑα δείξουµε στη συνέχεια οδηγεί στις εξισώσεις πεδίου του
Einstein . Στη παραπάνω σχέση έχουµε συµβολίσει κ2 = 32πG, g = detgµν
,οπου gµν η µετρική και R = gµνRµν το Ricci scalar . ο Riemann tensor
δίνεται απο

Rρσµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ (4)

ο Ricci tensor απο

Rµν = ∂νΓλµλ − ∂λΓλµν + ΓσµλΓλνσ − ΓσµνΓλλσ (5)

και τα σύµβολα Christoffel απο

Γλαβ =
gλσ

2
(∂αgβσ + ∂βgασ − ∂σgαβ) (6)

2.1 Εξίσωση κίνησης για το γκραβιτόνιο

Σε αυτή την ενότητα ϑα εξάγουµε την εξίσωση πεδίου του Einstein απο τη
δράση µας. Προκειµένου να το κάνουµε αυτο πρέπει να ϐρούµε τα σηµεία
αυτά για τα οποία η δράση γίνεται στάσιµη .∆ηλαδή, ϑέλουµε να ϐρούµε που
το δS είναι µηδέν,

S → S + δS, δS = 0 (7)

δS =

∫
d4xδ[

√
−g 2

κ2
R+
√
−gLm]

=

∫
d4x[δ(

√
−g 2

κ2
R) + δ(

√
−gLm)]

=

∫
d4x[

δ(
√
−g 2

κ2
R)

δgµν
+
δ(
√
−gLm)

δgµν
]δgµν

=

∫
d4x[

2

κ2
(
δ(
√
−g)R

δgµν
+

(δR)
√
−g

δgµν
) +

δ(
√
−gLm)

δgµν
]δgµν

=

∫
d4x[

2

κ2
(
R√
−g

δ
√
−g

δgµν
+

δR

δgµν
) +

1√
−g

δ(
√
−gLm)

δgµν
]
√
−gδgµν (8)

εποµένως απο την απαίτηση το δS να είναι µηδέν προκύπτει,

R√
−g

δ
√
−g

δgµν
+

δR

δgµν
= −κ

2

2

1√
−g

δ(
√
−gLm)

δgµν
(9)
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Τώρα η ϕόρµουλα του jacobi για το διαφορικό ενός πίνακα

d(detA) = tr(adj(AdA)). (10)

µπορεί να εφαρµοστεί για την ορίζουσα της µετρικής και παίρνουµε,

δg = δ(det(g))

= tr[adj(g)δg]

= tr[det(g)g−1δg]

= ggµνδgµν (11)

οπότε επειδή
gµνδgµν = −gµνδgµν (12)

µπορούµε να γράψουµε
δg = −ggµνδgµν . (13)

Και µε ϐάση αυτά προκύπτει

δ(
√
−g)

δgµν
= −1

2

√
−ggµν , (14)

µε αποτέλεσµα η εξίσωση κίνησης να γίνεται

δR

δgµν
− 1

2
Rgµν =

κ2

4
Tµν , (15)

όπου Tµν ο τανυστής της ενέργειας και ορίζεται ως [5]

Tµν ≡
2√
−g

∂

∂gµν

(√
−gLm

)
. (16)

Τώρα αυτο που ϑέλουµε να κάνουµε είναι να ϐρούµε το πως µεταβάλεται το
Ricci scalar ως προς τη µετρική.Απο τον ορισµό του έχουµε

R = gµνRµν → (17)
δR = Rµνδg

µν + gµνδRµν (18)

Μπορούµε τώρα να επιλέξουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο ϑα
έχουµε Γλµν = 0 µε αποτέλεσµα ο Ricci tensor να γίνει

Rµν = Γρνµ,ρ − Γρρµ,ν (19)

Επειδή, εξετάζουµε τοπικά Ευκλίδειο χώρο περιµένουµε τα διαφορικά της
µετρικής να είναι µηδέν στο σηµείο που εξετάζουµε. ΄Αρα και το ∂αg = 0
.Οπότε µπορούµε να γράψουµε

gµνδRµν = gµν(δΓρνµ,ρ − gµκΓρρµ,ν) (20)
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και αν ορίσουµε
δωκ = gµνδΓκµν − gµκΓλµλ (21)

Η σχέση (20) µπορεί να γραφτεί ως

gµνδRµν =
∂

∂xκ
δωκ =

1√
−g

∂

∂xκ
(
√
−gδωκ) (22)

Η Παραπάνω ποσότητα αποτελεί ολικό διαφορικό και µε χρήση του ϑεω-
ϱήµατος Gauss το ολοκλήρωµα της µπορεί να γραφτεί ως επιφανειακό ολο-
κλήρωµα . ΄Οµως , επειδή στο άπειρο δε µεταβάλουµε τη ποσότητα δωκ , ο
όρος αυτός δε συνισφέρει στη µεταβολή της ∆ράσης οπότε µπορούµε να τον
πετάξουµε. ΄Ετσι ϐρίσκουµε τη εξίσωση πεδίου του Einstein

Rµν −
1

2
gµνR =

κ2

4
Tµν = 8πGTµν (23)
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3 Κβάντωση του ϐαρυτικού πεδίου

Προκειµένου να κβαντώσουµε τη ϑεωρία µας και να εξάγουµε κανόνες Feyn-
man ακολουθούµε τη µέθοδο του Gupta [9] ,οπου ξεκινάει απο τη δράση
S =

∫
d4x
√
−g[ 2

κ2
R] και αναπτύσει τη µετρική γύρω απο µια οµαλή µετρική

. Στη περίπτωση µας ϑα πάρουµε

gµν = ηµν + κhµν (24)

Το gµν προκύπτει απο την απαίτηση gµνgµν = δµν

gµν = ηµν − κhµν + κ2hµλhνλ (25)

Ο όρος
√
−g µετασχηµατίζεται ως εξής√

det(−g) =e
1
2
Trln(−ηµα(δαν +κh

α
ν ))

=e
1
2
Tr(ln(−ηµα)+ln(δαν +κh

α
ν ))

=e
1
2
Tr(ln(−ηµα))e

1
2
Tr(ln(δαν +κh

α
ν ))

=
√
−ηe

1
2
Tr(ln(δαν +κh

α
ν ))

=
√
−ηe

1
2
Tr(κhαν− 1

2
κ2hαβh

β
ν )

=
√
−ηe

1
2
(κhαα− 1

2
κ2hαβh

β
α)

=1 +
1

2
κh− 1

4
κ2hαβh

β
α +

1

8
κ2h2

(26)

Κρατώντας µέχρι δεύτερης τάξης όρους , καθώς µας ενδιαφέρει να ϐρούµε τον
propagator τα σύµβολα Christoffel γίνονται

Γαµν = Γαµν + Γα
µν

(27)

Γαµν =
1

2
(hαµ,ν + hαν ,µ − hµ,να) (28)

Γα
µν

= −1

2
hαγ(hγν ,µ + hµγ,ν − hµν,γ) (29)

τοτε ο ricci tensor γίνεται :

Rµναβ = ∂αΓµν β − ∂βΓµνα + ΓλανΓµλβ − ΓµαλΓλνβ

= ∂α(Γµν β + Γµν β)− ∂β(Γµνα + Γµνα) (30)

+(Γλαν + Γλαν)(Γµλβ + Γµλβ)− (Γµαλ + Γµαλ)(Γλνβ + Γλνβ)
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εµείς κρατάµε όρους µέχρι και δεύτερης τάξης ως προς h

∂αΓµν β =
1

2
(hµν ,βα + hµβ,να − h

,µ
ν β,α) (31)

∂βΓµν β =
1

2
(hµν ,βα + hµα,νβ − h,µν α,β) (32)

∂αΓµν β = −1

2
∂α(hµγ(hγν ,β + hβγ,ν − hνβ,γ)) (33)

∂βΓµνα = −1

2
∂β(hµγ(hγν ,α + hαγ,ν − hνα,µ)) (34)

ΓγβνΓµγα =
1

4
(hγβ,ν + hγν,β − h

,γ
νβ)(hµγ,α + hµα,γ − h,µαγ) (35)

Γγαν
Γµγα =

1

4
(hγα,ν + hγν,α − h,γαν)(hµγ,β + hµβ,γ − h

,µ
βγ) (36)

΄Αρα µπορούµε να γράψουµε

Rµναβ = Rµναβ +Rµ
ναβ

(37)

Rµναβ =
1

2
(hµβ,να − h

,µ
νβ,α − h

µ
α,νβ + h,µνα,β) (38)

Rµ
ναβ

= +
1

2
∂β(hµγ(hγν ,α + hαγ,ν − hνα,µ))

− 1

2
∂α(hµγ(hγν,β + hβγ,ν − hνβ,γ))

1

4
(hγβ,ν + hγν,β − h

,γ
νβ)(hµγ,α + hµα,γ − h,µαγ)

− 1

4
(hγα,ν + hγν,α − h,γαν)(hµγ,β + hµβ,γ − h

,µ
βγ) (39)

Το Rνα = Rβναβ ,οπότε ϐρίσκουµε

Rνα =
1

2
(hββ,να − h

,β
νβ,α − h

β
α,νβ + h,βνα,β) (40)

R
να

= −1

2
∂α(hβµh

µ
β,ν) +

1

2
∂β(hβγ (hγν,α + hγα,ν − h,γαν)

+
1

4
(hγβ,ν + hγν,β − h

,γ
βν)(hβγ,α + hβα,γ − h,βγα) (41)

− 1

4
(hγα,ν + hγν,α − h,γνα)hββ,γ (42)
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R = gναRνα = (ηνα − hνα)Rνα (43)

hναRνα =
1

2
hναhββ,να −

1

2
hνα∂β(hβ,αν + hβα,ν − hα,βν ) (44)

ηναRνα = hβ,αβ,α − h
β,α
α,β (45)

ηναR
να

= −1

2
∂α(hβµh

µ,α
ν ) +

1

2
∂β(hβν (2hνα,α )− hα,να )

+
1

4
(hνβ,α + hνα,β − h

,ν
βα)(hβ,αν + hβα,ν − hα,βν ) (46)

− 1

4
(2hνα,α − hα,να )hββ,ν (47)

ακόµη απο το,

(1 +
1

2
h− 1

4
hαβh

β
α +

1

8
h2)R (48)

προκύπτουν οι όροι,
1

2
h(hβ,αβ,α − h

β,α
α,β) (49)

κάνοντας τις πράξεις , ολοκλήρωση κατα παράγοντες και αφού πετάξουµε τα
ολικά διαφορικα παίρνουµε:

• 1

2
h(hβ,αβ,α − h

β,α
α,β) = −1

2
h,µh

,µ +
1

2
h,βh

β,µ
µ (50)

• 1

4
(hνβ,α + hνα,β − h

,ν
βα)(hβ,αν + hβα,ν − hα,βν ) =

− 1

4
hνα,βh

α,β
ν +

1

2
h,ναβh

α,β
ν (51)

• 1

2
hναhββ,να −

1

2
hνα∂β(hβ,αν + hβα,ν − hα,βν ) =

− 1

2
hνα,α h,ν +

1

2
hνα,βh

β,α
ν +

1

2
hνα,νh

βα
,β −

1

2
hνα,βh

α,β
ν (52)

• −1

4
(2hνα,α − hα,να )hββ,ν = −1

2
hνα,α h

,ν +
1

4
h,βh

,β (53)

Οπότε, αναπτύσωντας εώς και σε δεύτερης ταξης όρους ως προς h και αφου
κάνουµε την αντικατάσταση h→ κh ϐρίσκουµε

√
−g 2

κ2
R =− 2

κ
(∂µ∂νh

µν −�h) +
[

+
1

2
∂λh

µν∂λhµν −
1

2
∂λh∂

λh

− ∂λhλν∂µhµν + ∂νh∂µhµν

]
(54)

Προκειµένου να υπολογίσουµε τον propagator ϑα πρέπει να εισάγουµε κάποιον
gauge fixing όρο , το οποίο µπορεί να γίνει ακολουθώντας τη µέθοδο των Lu-
dvig Faddeev και Victor Popov [10], η οποία όµως εισάγει και το ghost πεδίο
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µε το οποίο δε ϑα ασχοληθούµε ,αφού δεν ϑα εµφανιστεί στις αλληλεπιδράσεις
που ϑα µελετήσουµε. ΄Ετσι στους όρους οι οποίοι ϑα δώσουν τον propagator

+
1

2
∂λh

µν∂λhµν −
1

2
∂λh∂

λh− ∂λhλν∂µhµν + ∂νh∂µhµν (55)

ϑα προσθέσουµε τον gauge fixing όρο , ο οποίος αντιστοιχεί στη λεγόµενη
αρµονική ϐαθµίδα ή αλλιώς de donder gauge.

(∂µhµν −
1

2
∂νh)2 (56)

= +∂µhµν∂µh
µν − 1

2
∂νh∂µh

µν − 1

2
∂µhµν∂

νh+
1

4
∂νh∂

νh (57)

ο δεύτερος και τρίτος όρος µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι είναι ίσοι και
µαζί εξαφανίζουν τον τέταρτο όρο της αρχικής εξίσωσης ,ενώ ο πρώτος όρος
ακυρώνει τον τρίτο της αρχικής.Εν τέλει µένει

−1

2
∂λh

µν∂λhµν +
1

4
∂λh∂

λh (58)

κάνοντας ολοκλήρωση κατα παράγοντες παίρνουµε

1

2
hµν∂λ∂

λhµν −
1

4
h∂λ∂

λh (59)

το οποίο µπορει να γραφτει ως

1

2
hµν(�(Iµναβ − 1

2
ηµνηαβ))hαβ (60)

,όπου το Ι είναι στην ουσία το ταυτοτικό για τανυστές µε δύο δείκτες , το οποίο
παίρνει τους δεικτες α,β και τους µετατρέπει σε µ,ν . Ορίζεται ως

Iµναβ =
1

2
(ηµαηνβ + ηµβηνα) (61)

hµν = Iµναβhαβ (62)

Για να εξάγουµε τον propagator , ϑα πρέπει να ϐρουµε το αντίστροφο της
έκφρασης[11]: Iµναβ − 1

2η
µνηαβ

[Iµναβ − 1

2
ηµνηαβ][aIαβγδ + bηαβηγδ] = Iµνγδ (63)

= aIµνγδ −
1

2
aηµνηγδ − 2bηµνηγδ + bηµνηγδ (64)

Βλέπουµε πως για a = 1 και b = −1
2 οι τρεις τελευταίοι όροι εξαφανίζονται.

Οπότε έχουµε :

iDαβγδ(x) =

∫
d4q

(2π)4
i

q2 + iε
e−iqxPαβγδ , (65)

Pαβγδ =
1

2

[
ηαγηβδ + ηαδηβγ − ηαβηγδ

]
. (66)
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3.1 Ανύσµατα πόλωσης για το ελεύθερο γκραβιτόνιο

Τώρα ϑέλουµε να δούµε τι συµβαίνει στο γκραβιτόνιο όταν δεν υπάρχει κάποια
µάζα,δηλαδή όταν είναι ελεύθερο . Ξεκινάµε µε την εξίσωση πεδίου Einstein
(23) , η οποία σε πρώτης τάξης όρους ως προς h δίνει :

κ

2
(h,να − h,βνβ,α − h

β
α,νβ + h,βνα,β)− κ

2
ηνα(�h− ∂µ∂νhµν) =

κ2

4
Tνα (67)

Απο εδώ µπορούµε να ϐρούµε το ίχνος του T ,το οποίο προκύπτει αν πολλα-
πλασιάσουµε µε ηνα ,

κ

2
(2�h− 2hνβνβ)− κ

2
4(�h− ∂µ∂νhµν) =

κ2

4
Tνα

→ −�h+ hαβ,αβ =
κ

4
Tµµ (68)

και αντικαθιστώντας στην (67) παίρνουµε:

h,να − h,βνβ,α − h
β
α,νβ + h,βνα,β =

κ

2

(
Tαν −

1

2
ηανT

)
(69)

η οποία στη αρµονική ϐαθµίδα γίνεται :

h,να −
1

2
h,ν,α −

1

2
h,ν,α + h,βνα,β =

κ

2

(
Tαν −

1

2
ηανT

)
(70)

Οπότε όταν έχουµε απουσία πηγής ϐαρυτικού πεδίου έχουµε:

�hµν = 0 (71)

Το hµν είναι 4 × 4 τένσορας ,οπότε έχει 16 στοιχεία .Επειδή απο τον ορισµό
του είναι συµµετρικός ο αριθµός των ανεξαρτητων παραµέτρων πέφτει στους
δέκα .Επίσης, επειδή έχουµε επιλέξει την αρµονική ϐαθµίδα ο αριθµός αυτός
κατεβαίνει στους έξι . Επειδή είµαστε σε άδειο χώρο , χωρίς µάζες µπορούµε
να κάνουµε και άλλον ένα µετασχηµατισµό ϐαθµίδας , µε τη προυπόθεση οτι
ϑα είναι αρµονική.΄Ετσι για

hµν → hµν − ∂µξν − ∂νξµ (72)

τότε

∂µ(hµν − ∂µξν − ∂νξµ) =
1

2
∂ν(h− 2∂λξλ)

∂µhµν −�ξν − ∂ν∂µξµ =
1

2
∂νh− ∂ν∂λξλ

�ξν = 0 (73)

∆ηλαδή, για οποιδήποτε µετασχηµατισµό ϐαθµίδας, ο οποίος πληρεί τη παρα-
πάνω προυπόθεση ,παραµένουµε στη αρµονική ϐαθµίδα . ΄Αρα πλεον έχουµε
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άλλους τέσσερεις περιορισµούς , µε αποτέλεσµα να µένουν µόνο δύο ελεύθε-
ϱοι παράµετροι.Τώρα µπορούµε να επιλέξουµε να είναι

hν0 = 0 (74)

και να έχουµε κίνηση στη z κατεύθυνση

hµν = hµν(z−t) (75)

το οποίο γράφεται ως

∂µhµν = ∂0h0ν − ∂zhνz =
1

2
∂νh (76)

αν τώρα ϑέσουµε το ν = 0

−∂zh0z =
1

2
∂0h→ h = hλλ = 0 (77)

οδηγούµαστε σε αυτο που λέµε transeverse traceless. ∆ηλαδή µέχρι τώρα
έχουµε τους εξείς περιορισµούς :

�hµν = 0 , ∂µhµν = 0 , h = 0 , h0ν = 0 . (78)

Απο εδώ µπορούµε να κατασκευάσουµε τα πεδία αυτά µε τη ϐοήθεια των
ανυσµάτων πόλωσης του ϕωτονίου. Συγκεκριµένα το ϕωτόνιο έχει τέσσερεις
ϐαθµούς ελεύθεριας .

Aµ ∼ εµe−iκx (79)

΄Οµως , αν ϑεωρήσουµε κίνηση στη z κατεύθυνση , η απαίτηση να έχει

k2 = 0→ k20 = k23 = k2 (80)

σε συνδυασµό µε τον περιορισµό

k · ε = 0→ kε0 − kε3 = 0→ ε0 = ε3 (81)

µας οδηγεί σε τρείς ανεξάρτητες παραµέτρους . ΄Οµως, επειδή η ϑεωρία µας
είναι αναλλοίωτη και σε µετασχηµατισµούς γαυγε ε

′
µ = εµ − εkµ ,όπου το

ε κάποια παράµετρος ,βέπουµε οτι µόνο δύο ϑα είναι οι ϕυσικά σηµαντικοί
ϐαθµοί ελευθερίας του ανύσµατος πόλωσης. Μπορούµε να επιλέξουµε ε

′
3 =

ε3 − εk3 ,µε ε = ε3
k , το οποίο οδηγεί σε ε3 = ε0 = 0 . ΄Αρα µια κατάλληλη

επιλογή για τα ανύσµατα είναι η :

helicity ≡ λ = ±1 (82)

εµ =
1√
2

(0, 1,±i, 0) (83)

ε∗µ(λ)ε
µ
(λ′) = δλλ′ (84)

εµ(λ)ε
µ
(λ) =

1

2
(0− 1− (±i)2 − 0) = 0 (85)
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ϑεωρούµε για το γκραβιτόνιο ότι

hµν = Aεµνe
ikz (86)

και απο την εξίσωση κίνησης παίρνουµε

k2 = 0 (87)

Αν γράψουµε

εµν(++) = εµ(+)εν(+) (88)

εµν(−−) = εµ(−)εν(−) (89)

ϐρίσκουµε πως ,

�hµν = 0

∂µhµν = Aεµενk
µeikz = 0

hλλ = Aελε
λeikz = 0

h0ν = 0

οπότε ϐλέπουµε οτι αποτελεί λύση το

εµν(±2) =
1

2


0 0 0 0
0 1 ±i 0
0 ±i −1 0
0 0 0 0

 (90)
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4 Αλληλεπίδραση του ϐαρυτικού πεδίου µε µποζονι-
κά πεδία

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα δούµε ,το πως αλληλεπιδράει το γκραβιτόνιο µε το µαζι-
κό ϐαθµωτό ,παρουσία ηλεκτροµαγνητικού πεδίου , αλλά και µε το ηλεκτρο-
µαγνητικό πεδίο. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ,µπορούµε να ϑεωρήσουµε οτι
όλα τα σωµάτια έχουν την ίδια µάζα m. ∆ηλαδή ξεκινάµε απο τη Λαγκραν-
Ϲιανή της Βαθµωτής Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής , χωρίς να υπάρχει κάποιο
ϐαρυτικό πεδίο , η οποία είναι :

LQED = (Dµφ)∗(Dµφ)−m2(φ∗φ)− 1

4
FµνFµν (91)

οπου φ ειναι το ϐαθµωτό πεδίο , Α το ϕωτονικό πεδίο και το Fµν είναι ο
τένσορας του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου,οπου το Fµν και το covariant deri-
vative(Dµ) ορίζονται ως :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (92)
Dµ = ∂µ + ieAµ (93)

Τωρα µπορούµε να ϐρούµε την αντίστοιχη Λαγκρανζιανή παρουσία ϐαρυτικού
πεδίου µετατρέποντας τη παραπάνω στη general covariant µορφή της. Οπότε
παίρνουµε

Lgs =
√
−g[gµν(Dµφ)∗(Dνφ)−m2φ∗φ] (94)

απο την οποία ,αφου αναπτύξουµε το gµν και το
√
−g όπως και πρίν, παίρ-

νουµε

Lgs =[1 +
1

2
κh− 1

4
κ2hαβh

β
α +

1

8
κ2h2]×(

[ηµν − κhµν + κ2hµλhνλ](Dµφ)∗(Dνφ)−m2φ∗φ
)

(95)

και µαζεύοντας του όρους ανάλογα µε τη τάξη του h

L(0)gs = (Dµφ)∗(Dµφ)−m2φ∗φ (96)

L(1)gs =
κ

2
hµν

[
ηµν

(
(Dαφ)∗(Dαφ)−m2φ∗φ

)
− 2(Dµφ)∗(Dνφ)

]
(97)

L(2)gs = κ2

[
1

8

(
h2 − 2hµνh

µν
)(

(Dαφ)∗(Dαφ)−m2φ∗φ

)

+

(
hµαhνα −

1

2
hhµν

)
(Dµφ)∗(Dνφ)

]
(98)

Απο τους παραπάνω όρους µπορούµε να εξάγουµε κανόνες Feynman για τον
∆ιαδότη του ϐαθµωτού , και τις εξείς αλληλεπιδράσεις οι οποίες ϑα µας χρεια-
στούν : δύο ϐαθµωτά µε ένα ανυσµατικό, δύο ϐαθµωτά µε δύο ανυσµατικά ,
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δύο ϐαρυτικά µε ένα ϐαθµωτό και δύο ϐαρυτικά µε δύο ϐαθµωτά.
Ξεκινάµε µε τον όρο ∂µφ∗∂µφ−m2φ∗φ ο οποίος δίνει τον propagator και µετά
απο µία ολοκλήρωση κατα παράγοντες έρχεται στη µορφή −φ∗(∂µ∂µ +m2)φ.
΄Αρα ο propagator είναι η λύση της εξίσωσης

−(∂2 +m2)D(x− y) = δ(4)(x− y) (99)

της οποίας η λύση στο χώρο των ορµών είναι

iD(x) =

∫
d4x

(2π)4
i

p2 −m2
e−ipx (100)

Η κβαντισµένη µορφή των ϐαθµωτών είναι

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2ωp

(
ae−ipx + b†e+ipx

)
(101)

φ∗(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2ωp

(
a†e+ipx + be−ipx

)
(102)

όπου το φ σε έναν όρο αλληλεπίδρασης µπορεί να υπονοεί την δηµιουργία
ενός αντισωµάτιου ή τη καταστροφή ενός σωµατιδίου και το φ∗ τη καταστροφή
ενός σωµάτιου ή την δηµιουργία ενός αντισωµάτιου. Για τα ανυσµατικά πεδία
έχουµε ,αν εισέρχεται

Aµ ∼ εµe−ik1x (103)

και αν εξέρχεται
Aµ ∼ ε∗µe+ik2x (104)

Ενώ για το ϐαρυτικό πεδίο

hαβ ∼ εαβe−ik1x (105)

για τη περίπωση που εισέρχεται , και για όταν εξέρχεται έχουµε

hαβ ∼ ε∗αβe+ik2x (106)

΄Ετσι για το διάγραµµα που αντιστοιχεί στον όρο αλληλεπίδρασης δύο ϐαθµω-
τών µε ένα ανυσµατικό ,όπου και τα δύο ϐαθµωτα είναι ηλεκτρόνια +ieAµ(φ∂µφ

∗−
φ∗∂µφ) , έχουµε πως

φ ∼ ae−ip1x + b†e+ip1x) (107)

φ∗ ∼ a†e+ip2x + be−ip2x (108)

∂νφ ∼ −ip1νa†e−ip1x + ip1νbe
+ip2x (109)

∂µφ
∗ ∼ ip2µae+ip1x − ip2µb†e−ip2x (110)

(111)
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΄Αρα για τη περίπτωση µας οπου ένα ηλεκτρόνιο καταστρέφεται και ένα άλλο
δηµιουργείται έχουµε

µ

p1 p2

= −ie(p1 + p2)
µεµ (112)

Οι κανόνες Feynman είναι οι τανυστές οι οποίοι ϑα δώσουν το παραπάνω
πλάτος . Οπότε είναι προφανές οτι το κανόνας vertex για την αλληλεπίδραση
ϑα είναι −ie(p1+p2)

µ. Για τον όρο e2AµAµφ∗φ, ο οποίος µπορεί να µας δώσει
τη περίπτωση όπου το εισερχόµενο ϕωτόνιο καταστρέφεται και δηµιουργείται
ένα άλλο.

Aµ = εµ1e
−ik1x + ε∗µ2 e

+ik2x →
AµA

µ = 2ε1µε
∗µ
2 e

i(k2−k1)x (113)

µ

p1 p2

ν

= 2ie(ε · ε∗2) (114)

Απο τον όρο κ
2 h

µν
[
ηµν

(
(∂αφ)∗(∂αφ)−m2φ∗φ

)
− 2(∂µφ)∗(∂νφ)

]
για τη

περίπτωση που το εισερχόµενο ϐαθµωτό σωµάτιο καταστρέφεται και δηµιουρ-
γείται το τελικό παίρνουµε:

(∂µφ)∗(∂νφ) ∼ −i2p2µp1ν (115)

οπότε

p1 p2

µν

= i
κ

2
εµν [ηµν((p1p2)−m2)− 2p1νp2µ] (116)

Λόγω της συµµετρικότητας του τανυστή hµν στην εναλλαγή του µ , ν ο κανόνας
Feynman για το vertex ϑα είναι

V µν = i
κ

2
[ηµν((p1p2)−m2)− 2Iµναβp1αp2β] (117)

Σε αυτό το σηµείο µπορουµε να ελένξουµε το αν η ϑεωρία οδηγεί στον νόµο
του Νεύτωνα . Για να το κάνουµε αυτό , ϑα πάρουµε τον νευτώνιο όριο των
τετραορµών στο οποίο έχουµε pµ ≈ (m, 0, 0, 0) Το σχετικό διάγραµµα ϑα είναι

p1

p2

p3

p4

= −iM (118)
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όπου

M =i
κ

2
[ηµν(p1p2)−m2

1)− p1µp2ν − p1νp2µ]
i

2q2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ − ηµνηρσ)

×iκ
2

[ηρσ(p3p4)−m2
2)− p3ρp4σ − p3σp4ρ]

=κ2
[
(p3p4 −m2

2)(p1p2 −m2
1)−

1

2
(p3p4)(p1p2 −m2)− 1

2
(p1p2)(p3p4 −m2

2)

− 1

2
(p3p1)(p2p4) +

1

2
(p3p4)(p1p2)−

1

2
(p3p2)(p4p1)

] i
q2
→ (119)

M =
κ2

2

m2
1m

2
2

q2
(120)

το οποίο χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό Fourier απο τον χώρο των
ορµών στο χώρο των ϑέσεων∫

d3q

(2π)3
eiqr

1

q2
=

1

4πr
(121)

και ορίζοντας το δυναµικό ως

V (x) = − 1

2m1

1

2m2

∫
d3q

(2π)3
eiqxM(q) (122)

παίρνουµε:
V (r) = −Gm1m2

r
(123)

Για τον όρο κ
2h

µν [ηµν(∂αφ
∗ieAαφ−iφ∗eAα∂αφ)−2ie∂µφ

∗Aνφ+i2eAµφ
∗∂νφ]

όπου ένα ϕωτόνιο εισέρχεται και παράγεται ένα γκραβιτόνιο

p1 p2

µν
α

=
κ

2
ε∗µν [−ηµν(ep2αε

α + epα1 εα) + 2ep2µε
ν + 2ep1νε

µ]

Απο τη παραπάνω έκφραση µπορούµε να εξάγουµε την έκφραση για τον κα-
νόνα του vertex λαµβάνωντας υπόψη της συµµετρικότητα του hµν .

V µν,α = −ieκ
2

[ηµν(p1 + p2)
α − ηαµ(p1 + p2)

ν − ηαν(p1 + p2)
µ] (124)

Το οποίο διαφωνεί µε τον κανόνα Feynman που δίνεται στην [13] κατα ένα
παράγοντα -1 ,αλλά συµφωνεί µε τον κανόνα του [22], ενώ και οι δύο έχουν
αναπτύξει την ίδια Λαγκρανζιανή µε τον ίδιο τρόπο. ∆εδοµένου του ότι ο
ένας κανόνας οδηγεί στη παραγοντοποίηση των πλατών ,όπως ϑα δούµε στη
συνέχεια, ενώ ο άλλος όχι, ϑεωρούµε πως πρόκειται για τυπογραφικό λάθος.
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Τέλος , ο τελευταίος όρος και πιο περίπλοκος όρος που µας ενδιαφέρει απο
το συγκεκριµένο κοµµάτι της Λαγκρανζιανής, είναι αυτός που περιγράφει τη
αλληλεπίδραση δύο ϐαθµωτών µε δύο γκραβιτόνια και είναι ο

κ2

[
1

8

(
h2 − 2hµνh

µν
)(

(∂αφ)∗(∂αφ)−m2φ∗φ

)

+

(
hµαhνα −

1

2
hhµν

)
(∂µφ)∗(∂νφ)

]
(125)

Για το συγκεκριµένο όρο ξέρουµε οτι µπορούµε να αναπτύξουµε το ϐαρυτικό
πεδίο ως

hµ = εµαe
−ik1x + ε∗µαe

+ik2x (126)

Με αποτέλεσµα ένας γενικός όρος hµαhνβ να δίνει

hµαhνβ =(εµαe
−ik1x + ε∗µαe

+ik2x)(ενβe
−ik1x + ε∗νβe

+ik2x)

→(εµαε
∗
νβ + ε∗µαενβ)ei(k1−k2)x (127)

καθώς εµάς µας ενδιαφέρει η περίπτωση που το ένα γκραβιτόνιο καταστρέφε-
ται και το άλλο δηµιουργείται. ΄Αρα το διάγραµµα δίνει

p1

p2

= A

όπου,

A =iκ2
[1

8
(2εααε

β∗
β − 4εµνε

∗µν)[(p1 · p2)−m2]

+ [(ε∗µαενα + ε∗να ε
µα)− 1

2
(ε∗αα ε

µν + ε∗µνεαα)](p1νp2µ)
]

(128)

Το να εξάγουµε τον κανόνα Feynman ,αν και δε χρειάζεται αφού ϑα το συ-
ναντήσουµε ξανά σε αυτή τη µορφή ,αποτελεί µια πιο λεπτή υπόθεση απο τις
προηγούµενες ,καθώς πρέπει να λάβουµε υπόψη τη συµµετρικότητα και των
δύο h που εµφανίζονται.Για αυτό και ϑα περιγράψουµε αναλυτικά την εξαγω-
γή του κανόνα .Ο όρος εααε

∗β
β είναι ήδη συµµετρικοποιηµένος οπότε ϑα δώσει

ένα όρο ηµνηρσ , ο οποίος οδηγεί στη σύζευξη των πεδίων hµν , hρσ µε τον ευατό
τους . Το εµνε∗µν ϑα δώσει τον όρο Iµν,ρσ.Οι υπόλοιποι όροι δίνουν

(ε∗µαενα + ε∗να ε
µα)(p1νp2µ)→

1

2

[
(ηρµIσναβ + ηρνIσµαβ + ησµIρναβ + ησνIρµαβ

]
(p1αp2β)

(ε∗αα ε
µν + ε∗µνεαα)(p1νp2µ)→

[ηρσIµναβ + ηµνIρσαβ](p1αp2β) (129)
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Για τη Λαγκρανζιανή του Ηλεκτροµαγνητικού πεδίου ακολουθούµε την
ίδια διαδικασία και ϐρίσκουµε

L(0)gA = −1

4
FµνFµν (130)

L(1)gA =
κ

2
hτνF

µνFµτ −
1

8
hFµνFµν (131)

L(2)gA = −κ
2

32
(h2 − 2hνµh

µ
ν )F ρφFρφ

+
κ2

4
FαβFρσ[hhαρηβσ − 2hαµh

µρηβσ − hαρhβσ] (132)

Απο τους παραπάνω όρους µας ενδιαφέρει µόνο ο διαδότης του ανυσµατικού
πεδίου και ο όρος αλληλεπίδρασης δυο ανυσµατικών πεδίων µε ένα ϐαρυτικό.
Ο διαδότης προκύπτει απο τον τετραγωνικό όρο L(0)gA αφού του προσθέσουµε
ένα όρο ϐαθµίδας της µορφής − 1

2ξ∂
µAµ∂

nuAν δηλαδή

− 1

4
FµνFµν −

1

2ξ
∂µAµ∂

nuAν

=− 1

2
∂µAν(∂µAν − ∂νAµ)− 1

2ξ
∂µAµ∂

νAν (133)

=
1

2
Aµ

(
∂2ηµν − (1− 1

ξ
)∂µ∂ν

)
Aν (134)

Οπότε ο διαδότης ϑα είναι η λύση της εξίσωσης(
∂2ηµν − (1− 1

ξ
)
)
D(x− y) = δ(4)(x− y) (135)

η οποία στο χώρο των ορµών γίνεται(
− p2ηµλ + (1− 1

ξ
)pµpλ

)
Dλν(p) = δµν (136)

Σε αυτό το σηµείο µπορούµε να διαλέξουµε τη ϐαθµίδα Feynman (ξ = 1) και
ϐλέπουµε πως η λύση είναι

iDµν(x) =

∫
d4x

(2π)4
−iηµν

p2
e−ipx (137)

ο κανόνας vertex για την αλληλεπίδραση 2 ϕωτονίων µε ένα γκραβιτόνιο προ-
κύπτει απο το L(1)gA , του οποίου ο πρώτος όρος δίνει :

1

2
hτνF

µνFµτ

=
1

2
hτν(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAτ − ∂τAµ)

=
1

2
hτν∂

µAν∂µAτ −
1

2
hτν∂

µAν∂τAµ

− 1

2
hτν∂

νAµ∂µAτ +
1

2
hτν∂

νAµ∂τAµ (138)
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και ο δεύτερος :

− 1

8
hFµνFµν

=
1

8
h(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

=− 1

4
h∂µAν∂µAν +

1

4
h∂µAν∂νAµ (139)

Επίσης άµα δράσουµε µε ένα διαφορικό πάνω στο ανάπτυγµα του ανυσµατι-
κού πεδίου ϐρίσκουµε

∂µAν = −ikµ1 ε
νe−ik1x + ikµ2 ε

∗νeik2x

∂τAσ = −ikτ1εσe−ik1x + ikτ2ε
∗σeik2x

Οπότε ένας γενικός όρος ∂µAν∂τAσ ϑα µας δίνει για τη περίπτωση όπου ένα
ϕωτόνιο εισέρχεται και ένα εξέρχεται απο την αλληλεπίδραση

∂µAν∂τAσ = kµ1k
τ
2ε
νε∗σe−i(k1−k2)x + kτ1k

µ
2 ε
σε∗νe−i(k1−k2)x (140)

Με ϐάση τα παραπάνω το πλάτος της αλληλεπίδρασης ϑα είναι

k1

k2

= A (141)

όπου,

A =
1

2
ε∗τν (ενε∗τ (k1k2) + ετ ε∗ν(k1k2))−

1

2
ε∗τν (ενε∗µk

µ
1k2τ + εµε

∗νk1τk
µ
2 )

− 1

2
ετν(εµkν1ε

∗
τk2µ + ε∗µkν2ετk1µ) +

1

2
ε∗τν (εµkν1ε

∗
µk2τ + ε∗µkν2εµk1τ )

− 1

2
ε∗αα (ενε∗ν(k1k2)) +

1

2
ε∗αα ε

νk2νε
∗µk1µ (142)

Ο κανόνας αυτός δεν αναγράφεται στην [13] ,αλλά αυτό που ϐρίσκουµε συµ-
ϕωνεί µε αυτόν της [22] .

1

2
ε∗τν (ενε∗τ (k1k2) + ετ ε∗ν(k1k2))−

1

2
ε∗αα (ενε∗ν(k1k2))→ ε∗αβεγε

∗
δ

1

2
P γδαβ

− 1

2
ε∗τν (ενε∗µk

µ
1k2τ + εµε

∗νk1τk
µ
2 )→ −1

2
ε∗αβεγε∗δ(k1γk2βηαδ + k1βk2δηαγ)

κτλπ.Η ολοκληρωµένη µορφή δίνεται στο παράρτηµα Α.
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5 Αλληλεπίδραση του ϐαρυτικού πεδίου µε ϕερµιο-
νικά πεδία

Τώρα ϑέλουµε να ασχοληθούµε µε την αλληλεπίδραση των ϕερµιονίων µε το
ϐαρυτικό πεδίο, όµως η µέθοδος που έχουµε χρησιµοποιείσει µέχρι τώρα,δηλαδή
το να αντικαταστίσουµε ολα τα διαφορικά µε covariant derivatives και τη µε-
τρική του επίπεδου χώρου ηµν µε gµν λειτουργεί µόνο για αντικείµενα τα οποία
συµπεριφέρονται σαν τένσορες κάτα τους µετασχηµατισµούς Lorentz ,ενώ τα
ϕερµιονικά πεδία δεν είναι τέτοια. Μια λύση για να µπορέσουµε να εισάγουµε
σπίνορες στη γενική σχετικότητα είναι µέσω του ϕορµαλισµού tetrad .

Ξεκινάµε απο τη γνωστή λαγκρανζιανή του ϕερµιονικού πεδίου στον χώρο
minkowski

Le = iψγµψ,µ −mψψ (143)

οπου οι πίνακες γ ορίζονται απο τη σχέση

γµγν + γνγµ = 2δµν (144)

΄Οµως , η επιλογή της Λαγκρανζιανής δεν είναι µοναδική , καθώς η οποια-
δήποτε λαγρανζιανή που διαφέρει κατα κάποιο ολικό διαφορικό , ϑα έδινε
την ίδια δράση . Επίσης, η αναπαράσταση των πινάκων γ µπορεί να είναι
οποιαδήποτε , η οποία ικανοποιεί τη σχέση αντιµετάθεσης. ΄Ετσι σε µια άλλη
αναπαράσταση γ′

L1
e = iψ

′
γ′µψ

′
,µ −mψ

′
ψ′ (145)

Μία άλλη επιλογή που διαφέρει κατα ένα ολικό διαφορικό είναι η

L2
e = −iψ′,µγ′µψ′ −mψ

′
ψ′ (146)

Τώρα αν υποθέσουµε οτι ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε κάποια άλλη αναπα-
ϱάσταση των γ πινάκων η οποία σχετίζεται µε τη γ′µ µέσω της σχέσης

γ′µ = S−1γµS (147)

οπου η πράξη S−1γµS αναπαριστά ένα µοναδιαίο µετασχηµατισµό στον 4× 4
πίνακα γ. Η εξίσωση (144) γίνεται

S−1γµSS
−1γνS + S−1γνSS

−1γµS = 2δµν → (148)

γµγν + γνγµ = 2SδµνS
−1 = 2δµν (149)

΄Αρα όντως οι πίνακες µας διατηρούν τη σχέση µετάθεσης που ϑέλουµε .Επο-
µένως µπορούµε τώρα να γράψουµε τις Λαγκρανζιανές ως

L1
e = i(ψ

′
S−1)γµ[(Sψ′),µ − S,µS−1(Sψ′)]−m(ψ

′
S−1)(Sψ′) (150)
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Αν τώρα ϑέσουµε

ψ
′
S−1 = ψ (151)

Sψ′ = ψ (152)

Γµ = S,µS
−1 (153)

παίρνουµε

L1
e =iψγµ[ψ,µ − Γµψ]−mψψ (154)

L2
e =− i[ψ,µ + ψΓµ]γµψ −mψψ (155)

΄Ετσι σε έναν Ευκλίδειο χώρο ο οποισδήποτε γραµµικός συνδυασµός των πα-
ϱαπάνω Λαγκρανζιανων είναι η πιο γενική έκφραση που µπορούµε να έχουµε
Εµάς µας ενδιαφέρει να ϐρούµε τη µορφή των λαγκρανζιανών σε καµπυλω-
µένο χώρο . Προκειµένου να το πετύχουµε αυτό ϑεωρούµε οτι τα πεδία ψ και
ψ είναι ϐαθµωτές ποσότητες ,ενώ οι πίνακες γ µετασχιµατίζονται σαν ανύσµα-
τα .
Θα υποθέσουµε οτι οι πίνακες γ στον καµπυλωµένο χώρο ικανοποιούν την
ίδια σχέση µετάθεσης µε τα γ στον Ευκλίδειο , µε τη διαφορά οτι αντί για δµν
έχουµε gµν ,δηλαδή

γµγν + γνγµ = 2gµν (156)

Καθώς και το ότι η ποσότητα Γ που εµφανίζεται στις λαγκρανζιανές του µη
καµπυλωµένου χώρου τώρα γίνεται Γµ οπότε έχουµε

L1
eg =(−g)

1
2 [iψγµ(ψ,µ − Γµψ)mψψ] (157)

L1
eg =(−g)

1
2 [i(ψ,µ + ψΓµ)γµψ −mψψ] (158)

Το πρόβληµα τώρα σε σχέση µε τη προηγούµενη περίπτωση έιναι οτι οι Λα-
γκρανζιανές µας δε διαφέρουν κατα κάποιο ολικό διαφορικό.Για παράδειγµα
αν ϑεωρήσουµε Γµ = 0, ϐρίσκουµε

L2
eg = L1

eg − (
√
−giψγµψ),µ + i

√
−gψγµ,µψ + i(

√
−g),µψγ

µψ (159)

Μπορούµε να δούµε οτι οι όροι που χαλάνε την ισοδυναµία των δύο λαγκραν-
Ϲιανών ϑα ήταν µηδέν στη περίπτωση του ευκλίδειου χώρου καθώς τα γ ϑα
ήταν σταθερά και ϑα µπορούσαµε να επιλέξουµε σύστηµα συντεταγµένων στο
οποίο ϑα είχαµε

√
−g = 1.

΄Ετσι για να λύσουµε το πρόβληµα των απείρων µη ισοδύναµων συνδυα-
σµών των Λαγκρανζιανών µας , ϑα ψάξουµε να ϐρούµε τη ποσότητα Γµ για
την οποία οι L1

eg και L2
eg γίνονται ισοδύναµες. ∆ηλαδή , εφόσον

L2
eg = L1

eg +
√
−giψ[γµ,µ + γµΓσµσ − Γµγ

µ + γµΓµ]ψ (160)
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ϑέλουµε το Γµ να είναι τέτοιο ώστε

−γµΓµ + Γµγ
µ = γµ,µ + γµΓσµ = γµ;µ (161)

οπου συµβολίσαµε ως γµ;µ τη ποσότητα γµ,µ + γµΓσµ η οποία δεν είναι άλλη
απο το covariant derivative του contravariant ανύσµατος γµ. Η παραπάνω
εξίσωση λύνεται για [παράρτηµα ∆]

Γµ =
1

4
γα;µγ

α (162)

Εποµένως µπορούµε πλέον να διαλέξουµε

Leg =L1
eg + L2

eg (163)

=
√
−g[

i

2
ψγµψ,µ −

i

2
ψ,µγ

µψ −mψψ − i

2
ψ[γµΓµ + Γµγ

µ]ψ (164)

Σε αυτό το σηµείο για να ϐρούµε τη σχέση της λαγκρανζιανής µας στον κα-
µπυλωµένο χώρο µε το ϐαρυτικό πεδίο hµν ,θα πρέπει να ϐρούµε , το πως
σχετίζεται το γµ µε το γα του Ευκλίδειου χώρου.

Σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου x έχουµε τη δυνατότητα να κάνουµε ένα
µετασχηµατισµό συντεταγµένων απο τις γενικές συντεταγµένες xi στις xi των
οποίων η µετρική αντιστοιχεί στην ευκλίδεια.

dxµ = aµαdx
α (165)

dxβ = bβνdx
ν (166)

Απο τη παραπάνω σχέση µπορούµε να εξάγουµε τις ακόλουθες

ds2 = gµνdx
µdxν = gµνa

µ
αa

ν
βdx

αdxβ = ηαβdx
αdxβ (167)

gµνa
µ
αa

ν
β = ηαβ (168)

aµαa
ν
β = δαβg

µν (169)

ακόµη για κάποιο σηµείο στο χώρο η σχέση

γµ = aµαγ
α (170)

µας δίνει

2gµν =γµγν + γνγµ

=aµαa
ν
β(γαγβ + γβγα)

=gµνηαβ(γαγβ + γβγα)

→gµν(γαγβ + γβγα) = 2ηαβgµν

→(γαγβ + γβγα) = 2ηαβ (171)
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η οποία είναι και η σωστή σχέση µετάθεσης των γ πινάκων.Σε αυτό το σηµείο
ϑα ασχοληθούµε µε τη σχέση των πεδίων a , b και τη µετρική αφού αναπτυχθεί
σε δυνάµεις των ϐαρυτικών πεδίων hµν . ΄Ετσι η σχεση(24) γίνεται

bµαbνα = ηµν + κhµν (172)

Προκειµένου να ϕτιάξουµε ένα ανάπτυγµα για το bµν µε όρους h παίρνουµε

b = (1 + κh)
1
2 = 1 +

κ

2
h− κ2

8
h2 +

3κ3

48
h3 + ... (173)

και

bµα = ηµα +
κ

2
hµα −

κ2

8
hµρhρα + ... (174)

Επίσης απο τη σχέση

aµαb
α
ν =

dxµ

dxα
dxα

dxν
= δµν (175)

περιµένουµε οτι το a ϑα αναπτύσεται ως εξής

a =(1 + κh)−
1
2 = 1− κ

2
h+ 3

κ2

8
h2 − 15κ3

48
+ ... (176)

aµα =ηµα −
κ

2
hµν +

3κ2

8
hµρhρα (177)

Οπότε η Λαγκρανζιανή µας είναι [παράρτηµα ∆]

Le =
√
−g
[ i

2
(ψγαψ,β − ψ,βγαψ)aαβ −mψψ

− i

4
ψγµγνγρψaρβaανbµα,β

]
(178)

όπου,

√
−g = 1 +

κ

2
h+

κ2

8
h2 − κ2

4
hαβhαβ + ... (179)

aαβ = δαβ −
κ

2
hαβ +

3κ

8
hαρhρβ + ... (180)

bαβ = δαβ +
κ

2
hαβ −

κ2

8
hαρhρβ + ... (181)

Για τη καλύτερη παρουσίαση των πράξεων ϑα χωρίσουµε τη Λαγκρανιανή
σε επιµέρους κοµµάτια, ξεκινώντας µε τον όρο−

√
−gmψψ ,ο οποίος όταν

κάνουµε το αναπτυγµα γίνεται

−
√
−gmψψ

=[1 +
κ

2
h+

κ2

8
h2 − κ2

4
hαβhαβ][−mψψ]

= −mψψ − κ

2
hmψψ − κ2

8
h2mψψ +

κ2

4
hαβhαβmψψ (182)
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Ο επόµενος όρος που ϑα αναπτύξουµε είναι ο
√
−g
[
i
2(ψγαψ,β−ψ,βγαψ)aαβ

]
ο οποίος γίνεται

√
−g
[ i

2
(ψγαψ,β − ψ,βγαψ)aαβ

]
=
[
1 +

κ

2
h+

κ2

8
h2 − κ2

4
hρδhρδ

][ i
2

(ψγαψ,β − ψ,βγαψ)aαβ

]
×

×
[
δαβ −

κ

2
hαβ +

3κ2

8
hαρhρβ

]
=
i

2
(ψγαψ,α − ψ,αγαψ) +

iκ

4
h(ψγαψ,α − ψ,αγαψ)

− iκ

4
hαβ(ψγαψ,β − ψ,βγαψ) +

3iκ2

16
hαρhρβ(ψγαψ,β − ψ,βγαψ)

− iκ2

8
hhαβ[(ψγαψ,β − ψ,βγαψ)] +

iκ2

16
h2δαβ[(ψγαψ,β − ψ,βγαψ)

− iκ2

8
hρδhρδδαβ[(ψγαψ,β − ψ,βγαψ)] (183)

Τέλος , µένει ο όρος − i
4ψγµγνγρψaρβaανbµα,β , ο οποίος µας δίνει

√
−g
[
− i

4
ψγµγνγρψaρβaανbµα,β

]
=
[
1 +

κ

2
h+

κ2

8
h2 − κ2

4
hαβhαβ

][
− i

4
ψγµγνγρψ

]
×

×
[
δρβ −

κ

2
hρβ +

3κ2

8
hρσhσβ

][
δαν −

κ

2
hαν +

3κ2

8
hαφhφν

]
×

×
[κ

2
hµα,β −

κ2

8
(hµσhσα,β + hµσ,βhσα)

]
=
[ iκ

2
hµα,βδρβδαν − δρβ

iκ2

4
hανhµα,β − δαν

iκ2

4
hρβhµα,b

+ δρβδαν
iκ2

4
hµα,βh−

iκ2

8
δρβδαν(hµσhσα,β + hµσ,βhσα)

]
×

×
[
− 1

4
ψγµγνγρψ

]
=
[ iκ

2
hµν,ρ −

iκ2

4
hανhµα,ρ −

iκ2

4
hρβhµν,β

+
iκ2

4
hµν,ρh−

iκ2

8
(hµσhσν,ρ + hµσ,ρhσν)

]
×

×
[
− 1

4
ψγµγνγρψ

]
=
i

16
hανhµα,ρψγµγνγρψ (184)

Οι υπόλοιποι όροι µηδενίζονται επειδή µπορούµε να δούµε οτι πρόκειται για
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γινόµενο συµµετρικού µε αντισυµµετρικό τανυστή. Για παράδειγµα ο όρος

ψ
iκ2

16
hhµν,ργµγνγρψ (185)

έχει το hµν ο οποίος είναι συµµετρικός στην εναλλαγή των δεικτών εξ ορισµού.
Επίσης οι δύο όροι του

− iκ
2

8
(hµσhσν,ρ + hµσ,ρhσν) (186)

ο καθένας ξεχωριστά δεν είναι συµµετρικός στην εναλλαγή του µ µε το ν αλλά
το άθροισµα τους είναι. Τώρα µαζεύοντας του όρους µπορούµε να δούµε ότι

L(0)gf =
i

2
(ψγαψ,α − ψ,αγαψ)−mψψ (187)

L(1)gf =
i

2
h
[1

2
(ψγαψ,α − ψ,αγαψ)−mψψ

]
− i

4
hαβ(ψγαψ,β − ψ,βγαψ) (188)

L(2)gf =
3iκ2

16
hαρhρβ

(
ψγαψ,β − ψ,βγαψ

)
− iκ2

8
hhαβ

(
ψγαψ,β − ψ,βγαψ

)
+
iκ2

16
h2
(
ψγαψ,α − ψ,αγαψ

)
− iκ2

8
hρδhρδ

(
ψγαψ,α − ψ,αγαψ

)
+

i

16
hανhµα,ρψγµγνγρψ −

κ2

8
h2mψψ +

κ2

4
hαβhβαmψψ (189)

Απο τους οποίους προκύπτουν ο διαδότης του ϕερµιονικού σωµατιδίου , ο όρος
αλληλεπίδρασης δύο ϕερµιωνίων µε ένα γκραβιτόνιο , και δύο ϕερµιονίων µε
δύο γκραβιτόνια. Ο διαδότης δίνεται απο την εξίσωση

(i/∂ −m)D(x− y) = δ(4)(x− y) (190)

η οποία στο χώρο τον ορµών δίνει

D(x) =

∫
d4x

(2π)4
i

/p−m
(191)

Επίσης ,υπάρχουν και οι εξής όροι που προκύπτουν απο την αρχική Λα-
γκρανζιανή ,όταν αναπτύσουµε τα πεδία, και περιγράφουν την αλληλεπίδραση
δύο ϕερµιονίων µε ένα ϕωτόνιο, και δύο ϕερµιονίων µε ένα γκραβιτόνιο και
ένα ϕωτόνιο.

L(0)γf =− ieψγµψAµ (192)

L(1)gγf =− 1

2
κe(hηµν − hµν)ψγµψAν (193)
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Θεωρούµε οτί τα αρχικά και τελικά ϕερµιόνια των αλληλεπιδράσεων µας α-
ντιστοιχούν σε ελεύθερα ηλεκτρόνια ορµής p1 και p2 . Με αποτέλεσµα να
έχουµε

ψi = u(p1)e
−ip1x (194)

i∂aψi = p1αψi (195)

ψf = u(p2)e
+ip2x (196)

− i∂αψf = p2αψf (197)

Ο όρος −ieψγµψAµ για τη περίπτωση που το ϕωτόνιο εισέρχεται δίνει,

= −ieγµεµ (198)

Ο όρος−1
2κe(hηµν − hµν)ψγµψAν για την περίπτωση οπου το ϕωτόνιο δη-

µιουργείται, ενώ το γκραβιτόνιο καταστρέφεται, µας δίνει

p1

p2

k1

k2

= −ieκ(εααηµν − εµν)u(p2)γ
µu(p1)ε

∗ν (199)

Ο όρος που περιγράφει την αλληλεπίδραση 2 ϕερµιονίων µε ένα γκραβιτόνιο
είναι

i

2
h
[1

2
(ψγαψ,α − ψ,αγαψ)−mψψ

]
− i

4
hαβ(ψγαψ,β − ψ,βγαψ) (200)

(201)

p1

p2

= u(p2)Au(p1) (202)

οπου,
A =

(1

2
εαα

[1

2
( /p1 + /p2)−m

]
− 1

4
εαβ(γαp1β + p2βγα)

)
Τέλος έχει µείνει ο όρος αλληλεπίδρασης L(2)

gf που δίνει την αλληλεπίδραση
δυο ϕερµιονίων και δύο γκραβιτόνιων ,εκ των οποίων το ένα εισέρχεται και το

28



άλλο εξέρχεται
p1

p2
k2

k1
= u(p2)Bu(p1) (203)

οπου ,

B =iκ2
[ 1

16
(ε∗αρερβ + ερβε

∗
αρ)(p1 + p2)βγ

α − 1

8
(ερρε

∗α
β + εαβε

∗
ρρ)(p1 + p2)βγα

+
1

8
(ε∗ρρ ε

σ
σ)( /p1 + /p2)−

1

4
ερδε

∗
ρδ( /p1 + /p2)− (ε∗ρρ ε

σ
σ)m+

1

4
ε∗ρσ ε

ρ
σ

+
1

16
(k2ρε

∗
µαεαν − k1ρεµαε∗αν)γµγνγρ

]
(204)
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6 Φαινόµενο Compton στη QED

Πριν ασχοληθούµε µε ϐαρυτικές αλληλεπιδράσεις , ϑα παρουσιάσουµε το ϕαι-
νόµενο Compton απο τη πλευρά της κβαντικής ϑεωρίας πεδίου στη κβαντική
ηλεκτροδυναµική. Είναι ίσως η πιο γνωστή αλληλεπίδραση και µπορεί να
ϐρεθεί σε πολλα συγγράµµατα πχ. [12]

Ξεκινάµε µε τα διαγράµατα Feynman για το ϕαινόµενο compton στη sca-
lar qed ,κατα το οποίο ενα ϐαθµωτο σωµάτιο αλληλεπιδρά µε ένα ϕωτόνιο και
παράγουν ένα ϕωτόνιο και ένα ϐαθµωτό.Η αλληλεπίδραση αυτή περιγράφεται
απο τα τρία διαγραµµατα Born A, Born B και seagull, τα οποία παρουσιάζο-
νται στη συνέχεια

Για το πρώτο Born διάγραµµα παίρνουµε

p1 p2

k1 k2

= Aα,

µε

Aα = (−i2)
e2ε1,µ(p1 + q)µ(q + p2)

νε∗2,ν
q2 −m2

= −
e2ε1,µ(2p1 − k1)µ(2p2 + k2)

νε∗2,ν
p21 + k21 + 2p1k1 −m2

= −e2 2(ε1 · p1)(ε∗2 · p2)
p1 · k1

(205)

οπου χρησιµοποιήσαµε q = p1 +k1 και q = k2 + p2,καθώς και το οτι ε ·k = 0.
Το δεύτερο διαγραµµα Born είναι παρόµοιο µε το πρώτο µε τη διαφορά ,ότι
το εισερχόµενο ϕωτόνιο συζεύγνυται µε το εξερχώµενο ϐαθµωτό.

p1 p2

k1 k2

= Aβ,
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όπου

Aβ = (−i2)
e2ε1,µ(p1 + q)µ(q + p2)

νε∗2,ν
q2 −m2

= −
e2ε1,µ(2p1 − k2)µ(2p2 − k1)νε∗2,ν

p21 + k22 − 2p1k2 −m2

= +e2
2(ε1 · p2)(ε∗2 · p1)

p1 · k2
(206)

µε αυτή τη ϕορά να έχουµε q = p1 − k2 και q = p2 − k1. Τέλος το seagull
το οποίο είναι απαραίτητο για να υπάρχει gauge συµµετρία δίνει

p1 p2

k1 k2

= Aγ ,

Aγ = +2e2ε1,µη
µνε∗2,ν = +2e2(ε1 · ε∗2) (207)

Εποµένως προσθέτοντας τους παραπάνω όρους παίρνουµε το συνολικό
πλάτος το οποίο είναι

ACompton(S=0) = 2e2
[
− (ε1 · p1)(ε∗2 · p2)

p1 · k1
+

(ε1 · p2)(ε∗2 · p1)
p1 · k2

+ (ε1 · ε∗2)
]

(208)

Το οποίο περιµένουµε να µένει αναλλοίωτο κάτω απο gauge µετασχηµατισµο-
ύς

εµ → εµ + λkµ (209)

και όντως κάνοντας το µετασχηµατισµό ϐρίσκουµε:

δACompton(S=0) =λ2e2
[
− (k1 · p1)(ε∗2 · p2)

p1 · k1
+

(k1 · p2)(ε∗2 · p1)
p1 · k2

+ (k1 · ε∗2)
]

=λ2e2[−(ε∗2p2) + (ε∗2p1) + (k1ε
∗
2)]

=λ2e2[−(k1ε
∗
2) + (k1ε

∗
2)] = 0 (210)

Το ϕαινόµενο Compton στη ϕερµιονική QED έχει τα ίδια διαγράµµατα όσο
αφορά τα Born,µε τη διαφορά ότι οι γραµµές πλέον αντιστοιχούν σε ϕερµιόνια
και όχι ϐαθµωτα, αλλα απουσιάζει το seagull καθώς στη Λαγκρανζιανή µας
δεν εµφανίζεται κάποιος όρος της µορφής AAψψ Οπότε για το πρώτο Born

Mα = (−i2)e2ε∗µu(p2)γµ
(/q +m)

q2 −m2
γνε

νu(p1)

= −e2u(p2) /ε
∗
2
/p1 + /k1 +m

2p1 · k1
/ε1u(p1) (211)
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οπου q = p1 + k1 = p2 + k2.Για το δεύτερο

Mβ = (−i2)e2ενu(p2)γν
(/q +m)

q2 −m2
γµu(p1)ε

∗µ

= +e2u(p1)u(p2) /ε1
/p2 − /k1 +m

2p2 · k1
/ε∗2u(p1) (212)

µε q = p1 − k2 = p2 − k1 ΄Ετσι για το ϕερµιονικό ϕαινόµενο Compton έχουµε

MCompton(S= 1
2
) = e2u(p2)

[
− /ε∗2

/p1 + /k1 +m

2p1 · k1
/ε1+ /ε1

/p2 − /k1 +m

2p2 · k1
/ε∗2

]
u(p1) (213)

Περιµένουµε πάλι όπως και πριν το συνολικό πλάτος να είναι αναλλοίωτο σε
µετασχησµατισµούς gauge ,και πράγµατι :

δMCompton(S= 1
2
) =e2u(p2)

[
− /ε∗2

/p1 + /k1 +m

2p1 · k1
/k1 + /k1

/p2 − /k1 +m

2p2 · k1
/ε∗2

]
u(p1)

=e2u(p2)

[+ /ε∗2 /k1 /p1 − 2(k1 · p1) /ε∗2 − /ε∗2 /k1 /k1 −m/ε∗2 /k1

2(p1 · k1)

+
− /p2 /k1 /ε∗2 + 2(p2 · k1) /ε∗2 +m /k1 /ε

∗
2 + /k1 /k1 /ε

∗
2

2(p2 · k1)

]
u(p1)

=e2u(p2)

[+ /ε∗2 /k1m− 2(k1 · p1) /ε∗2 − /ε∗2k
2
1 −m/ε∗2 /k1

2(p1 · k1)

+
−m /k1 /ε

∗
2 + 2(p2 · k1) /ε∗2 +m /k1 /ε

∗
2 + k21 /ε

∗
2

2(p2 · k1)

]
u(p1)

=e2u(p2)[− /ε
∗
2 + /ε∗2]u(p1) = 0 (214)
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7 Βαρυτική ϕωτοπαραγωγή

7.1 παρουσία ϐαθµωτού πεδίου

Με τον όρο ϐαρυτική ϕωτοπαραγωγή αναφερόµαστε στο ϑεωρητικό ϕαινόµε-
νο κατα το οποίο ένα ϐαθµωτό αλληλεπιδρά µε ένα ϕωτόνιο και παράγει ένα
ϐαρυτόνιο. Στη διεργασία αυτή εµφανίζονται τέσσερα διαγράµατα Feynman
τα οποία χρειάζονται προκειµένου να ισχύει η ταυτότητα Ward.Τα τρία πρώτα
είναι ακριβώς τα ίδια µε τη περίπτωση του scalar Compton µε τη διαφορά οτι
τώρα δηµιουργείται ένα γκραβιτόνιο αντί για ϕωτόνιο , και το τέταρτο είναι ένα
καινούργιο διάγραµα το οποίο περιέχει την αλληλεπίδραση δύο ϕωτονίων µε
ένα γκραβιτόνιο.

Για το πρώτο διάγραµµα Born έχουµε

p1

k1
k2

p2

= Aα,

Aα = (−i)2εαe
κ

2

(p1 + q)α(pµ2q
ν + qµpν2 − ηµν(p2q −m2))

q2 −m2
ε∗µν

= −εαe
κ

2

(2p1 + k1)
α(2pµ2p

ν
2 + pµ2k

ν
2 + pν2k

µ
2 )

2p1 � k1
ε∗µν

= −eκ(ε∗2 · p2)2(ε1 · p1)
p1 · k1

, (215)

οπου q = p1 + k1 = p2 + k2. Για το δεύτερο διάγραµµα Born παίρνουµε

p1

k1 k2

p2
= Aβ,

Aβ = (−i)2ε∗µνe
κ

2

(pµ1q
ν + qµpν1 − ηµν(p1q −m2))(q + p2)

α

q2 −m2
εα

= −ε∗µνe
κ

2

(2pµ1p
ν
1 − p

µ
1k

ν
2 − pν1kν2 )(2p2 − k1)α

−2p1k2
εα

= +eκ
(ε∗2 · p1)2(ε1 · p2)

p1 · k2
(216)
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οπου q = p1 − k2 = p2 − k1 .Για το seagull ϐρίσκουµε

p1

k1
k2

p2

= Aγ ,

Aγ = ε∗µνe
κ

2
(ηµν(p1 + p2)

α − ηαµ(p1 + p2)
ν − ηαν(p1 + p2)

µ)εα

= +eκ(ε∗2 · ε1)(ε∗2(p1 + p2)) (217)

Σε µια τυπική αλληλεπίδραση της QED εδώ ϑα σταµατούσαµε , αλλα άµα
κάνουµε ένα gauge µετασχηµατισµό , ϑα δούµε οτι το συνολικό πλάτος δε ϑα
µείνει αναλλοίωτο όπως ϑα το ϑέλαµε.
Προτού υπολογίσουµε το γg pole διάγραµµα ,θα υπολογίσουµε το vertex µόνο
του ,καθώς ϑα ξαναεµφανιστεί και αργότερα. ∆ηλαδή,

T β = ε∗µντ
µν(αβ)εα

= i
κ

2
ε∗µν [(ηµαηνβ + ηναηµβ − ηµνηαβ)(k1 · q)

+ ηµνkβ1 q
α + ηαβ(kµ1 q

ν + kν1q
µ)

− (qαkν1η
µβ + qαkµ1 η

νβ + qµkβ1 η
να + qµkβ1 η

µα)]εα

= i
κ

2
[(εq)kβ1 ε

µ
µ + εβ(k1ε

∗)(qε∗) + εβ(k1ε
∗)(qε∗)− (qε)(k1ε

∗)ε∗β

− (qε)(k1ε
∗)ε∗β − (qε∗)kβ1 (εε∗)− (qε∗)kβ1 (εε∗)− ε∗µµ (qk1)ε

β]

= iκ[ε∗β((k2ε1)(k1ε
∗
2)− (k1k2)(ε

∗
2ε1)) + εβ1 (k1ε

∗
2)

2 − kβ1 (k1ε
∗
2)(ε1ε

∗
2)]
(218)

Οπότε το γ g pole διάγραµµα δίνει

p1

k1 k2

p2

= Aδ,

Aδ = −ie(p1 + p2)
γ−ηγβ
q2

T β

=
eκ

2k1 · k2
[(ε∗ · (p1 + p2)((k2 · ε1)(k1ε∗2)− (k1 · k2)(ε∗2 · ε1))

+ (ε1 · (p1 + p2))(k1ε
∗
2)

2 − (k1 · (p1 + p2)(k1 · ε∗2)(ε1 · ε∗2)] (219)
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,οπου q = k1 − k2.

Σε αυτό τώρα το σηµείο µπορούµε να δείξουµε οτι το συνολικό πλάτος
παρά την περίπλοκη µορφή επιδέχεται παραγοντοποίση . Το οποίο στη πε-
ϱίπτωση της ϕωτοπαραγωγής µπορεί να µη ϕαίνεται ως κάτι σηµαντικό ,αλλα
στη περίπτωση του Compton που ϑα δούµε αργότερα , πρόκειται για τροµερή
απλούστευση της έκφρασης του πλάτους.Για να δείξουµε τη παραγοντοποίηση
, ακολουθούµε τη µέθοδο που παρουσιάζεται στην εργασία των Choi ,Shim
,Song [13] [14] ,µε τις απαραίτητες αλλαγές, καθώς εµείς έχουµε ϑεωρήσει τη
περίπτωση οπου το εξερχόµενο σωµάτιο είναι γκραβιτόνιο και το εισερχόµενο
ϕωτόνιο , ενώ αυτοί το αντίστροφο.
΄Ετσι ξεκινάµε παίρνοντας τον δεύτερο όρο του Aδ ο οποίος είναι ο :

− eκ

2k1 · k2
(k1 · k2)(ε∗2 · ε1)(ε∗ · (p1 + p2)) (220)

και αφού το προσθέσουµε µε το πλάτος γ παίρνουµε

+
1

2
eκ(ε∗2 · ε1)(ε∗2(p1 + p2)) (221)

το οποίο µπορεί να γραφτεί ως

+
1

2
eκ(ε∗2 · ε1)(ε∗2p1) +

1

2
eκ(ε∗2 · ε1)(ε∗2 · p2)

= +
1

2
eκ(ε∗2 · ε1)(ε∗2 · p1)

p1 · k2
p1 · k2

+
1

2
eκ(ε∗2 · ε1)(ε∗2 · p2)

p1 · k1
p1 · k1

οπότε πλέον µπορούµε να γράψουµε το συνολικο πλάτος ως

A = B = B1 + B2 + B3, (222)

B1 =
1

2

(ε∗2 · p2)
(p1 · k1)

[−2(ε∗2 · p2)(ε1 · p1) + (p1 · k1)(ε∗2 · ε1)] (223)

B2 =
1

2

(ε∗2 · p1)
(p1 · k2)

[+2(ε∗2 · p1)(ε1 · p2) + (p1 · k2)(ε∗2 · ε1)] (224)

B3 =
1

2

(ε∗2 · k1)
(k1 · k2)

[+(ε∗2 · p1)(ε1 · k2) + (ε∗2p2)(ε1 · k2)− (ε∗2 · ε1)(k1 · p1)

− (ε∗2 · ε1)(k1p2) + (ε∗2 · k1)(ε1 · p1) + (ε∗2k1)(ε1 · p2)] (225)

΄Αρα σε αυτή τη περίπτωση µπορουµε να επιλέξουµε

C1 = 2(p1 · k1) , C2 = −2(p1 · k2) , C3 = −2(k1 · k2) (226)
A1 = eκ(ε∗2 · p2) , A2 = −eκ(ε∗2 · p1) , A3 = −eκ(ε∗2 · k1) (227)
B1 = −2(ε∗2 · p2)(ε1 · p1) + (p1 · k1)(ε∗2 · ε1)
B2 = +2(ε∗2 · p1)(ε1 · p2) + (p1 · k2)(ε∗2 · ε1)
B3 = +(ε∗2 · p1)(ε1 · k2) + (ε∗2p2)(ε1 · k2)− (ε∗2 · ε1)(k1 · p1)
− (ε∗2 · ε1)(k1p2) + (ε∗2 · k1)(ε1 · p1) + (ε∗2k1)(ε1 · p2) (228)
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ϐλέπουµε ότι το άθροισµα των C µας δίνει µηδεν

C = C1 + C2 + C3

= 2(p1 · k1)− 2(p1 · k2)− 2(k1 · k2) = 0 (229)

Το παραπάνω µηδενίζεται επειδή ξέρουµε πως

u = (k1 − p2)2 = (p1 − k2)2 → (p1 · k2) = (k1 · p2) (230)

και απο τη διατήρηση της τετραορµής παίρνουµε

p1 + k1 = p2 + k2 (231)
(p1 · k1)− (k1 · k1)− (p2 · k1)− (k2 · k1) = 0

(p1 · k1)− (p1 · k2)− (k2 · k1) = 0 (232)

Για να ϐρούµε το άθροισµα των Ai αρκεί να χρησιµοποιήσουµε p2 = p1 +
k1 − k2 , και ε∗1 · k2 = 0

A = A1 +A2 +A3

= eκ(ε∗2 · p2)− eκ(ε∗2 · p1)− eκ(ε∗2 · k1)
= eκ(ε∗2 · (p1 + k1 − k2)− eκ(ε∗2 · p1)− eκ(ε∗2 · k1)
= 0 (233)

Για ταBi ϐλέπουµε ότι ο τρίτος και τέταρτος όρος του B3 εξαφανίζουν τους δε-
ύτερους όρους τωνB1 και B2 .Για τους υπολοιπους όρους του B3 ϐρίσκουµε

+ (ε∗2 · p1)(ε1 · k2) + (ε∗2p2)(ε1 · k2)
+ (ε∗2 · k1)(ε1 · p1) + (ε∗2k1)(ε1 · p2) (234)
= +(ε∗2 · p1)(ε1 · p1)− (ε∗2 · p1)(ε1 · p2) + (ε∗2 · p2)(ε1 · p1)
− (ε∗2 · p2)(ε1 · p2) + (ε∗2 · p2)(ε1 · p1)− (ε∗2 · p1)(ε1 · p1)
− (ε∗2 · p2)(ε1 · p2)− (ε∗2 · p1)(ε1 · p2)
= −2(ε∗2 · p1)(ε1 · p2) + 2(ε∗2 · p2)(ε1 · p1) (235)

΄Αρα ϐλέπουµε πως
B = B1 +B2 +B3 = 0 (236)

Οπότε το συνολικό πλάτος , µε ϐάση τη σχέση που δείχνεται στο παράρτηµα
Β ,παραγοντοποιείται και γράφεται :

A = −eκ2(p1 · k1)(p1 · k2)
(k1 · k2)

[
(ε∗2 · p2)
p1 · k1

− (ε∗2 · p1)
(p1 · k2)

]
×

×
[
−2(ε∗2 · p2)(ε1 · p1) + (p1 · k1)(ε∗2 · ε1)

2(p1 · k1)
− +2(ε∗2 · p1)(ε1 · p2) + (p1 · k2)(ε∗2 · ε1)

−2(p1 · k2)

]
= −eκ2(p1 · k1)(p1 · k2)

(k1 · k2)

[
(ε∗2 · p2)

2(p1 · k1)
− (ε∗2p1)

2(p1 · k2)

]
×

×
[
−(ε∗2 · p2)(ε1 · p1)

(p1 · k1)
+

(ε∗2 · p1)(ε1 · p2)
(p1 · k2)

+ (ε1 · ε∗2)
]

(237)
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,δηλαδή ϐρίσκουµε

A =
κ

2e
F

[
(ε∗2 · p2)
(p1 · k1)

− (ε∗2 · p1)
(p1 · k2)

]
Acompton(S = 0) (238)

Η έκφραση µέσα στην αγκύλη για

ε∗µ2 → ε∗µ2 + λkµ2 (239)

γίνεται [
(k2 · p2)
p1 · k1

− (k2 · p1)
(p1 · k2)

]
=

[
(k1 · p1)
p1 · k1

− (k2 · p1)
(p1 · k2)

]
=0 (240)

Για την έκφρασηAcompton(S = 0) έχουµε ήδη δείξει οτι είναι αναλλοίωτη (210)
, οπότε το συνολικό πλάτος είναι και αυτό αναλλοίωτο σε µετασχηµατισµούς
gauge.

7.2 παρουσία ϕερµιονικού πεδίου

Η επόµενη περίπτωση που ϑα µελετήσουµε είναι αυτή της αλληλεπίδρασης
ενός ϕερµιονίου µε ένα ϕωτόνιο , κατα την οποία παράγεται ένα γκραβιτόνιο
και ένα ϕερµιόνιο .Τα διαγράµµατα είναι ακριβώς τα ίδια µε τη προηγούµενη
περίπτωση , µόνο που αντικαθιστούµε το ϐαθµωτό µε ένα ϕερµιόνιο.

Για το πρώτο διαγραµµα Born παίρνουµε

Mα = ei
κ

8
u(p2)ε

∗µν(2ηµν(/q + /p2 − 2m)− (q + p2)µγν − γµ(q + p2)ν)×

×
(/q +m)

q2 −m2
(−i)γαεαu(p1)

= +e
κ

8
u(p2)(2(ε∗µε∗µ)(/q + /p2 − 2m)− ε∗ · (2p2 + k2) /ε

∗ − /ε∗ε∗ · (2p2 + k2))×

×
( /p1 + /k1 +m)

2p1k1
/εu(p1)

= −eκ(ε∗2 · p2)u(p2) /e
∗ /p1 + /k1 +m

4p1k1
/εu(p1) (241)

,µε q = p1 + k1 = p2 + k2.
Για το δευτερο Born

Mβ = −eiκ
8
u(p2)ε

αγα
(/q +m)

q2 −m2
×

× (2ηµν(/q + /p1 − 2m)− (q + p1)µγν − γµ(q + p1)ν)ε∗µνu(p1)

= eκ(ε∗2 · p1)u(p2) /ε1
/p1 − /k2 +m

4p1k2
/ε∗2u(p1) (242)
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οπου χρησιµοποιήσαµε q = p1 − k2 = p2 − k1.
Για το seagull έχουµε

Mγ = −ieκ
4
u(p2)ε

∗µν(2ηµνγα − ηαµγν − ηανγµ)εαu(p1)

= −eκ
4
iu(p2)[2ε

∗µ
µ /ε − /ε∗(ε∗ε)− /ε∗(ε∗ε)]u(p1)

= +ie
κ

2
u(p2) /ε

∗(ε∗ε)u(p1) (243)

Για το γg pole έχουµε

Mδ = u(p2)(−i)eγ
γ−ηγβ
q2

T βu(p1)

= u(p2)(−i)eγ
γ−ηγβ
q2

iκ[ε∗β((k2ε1)(k1ε
∗
2)− (k1k2)(ε

∗
2ε1))

+ εβ1 (k1ε
∗
2)

2 − kβ1 (k1ε
∗
2)(ε1ε

∗
2)u(p1)

= u(p2)eκ
i

2k1 · k2
[ /ε∗2((k2 · ε1)(k1 · ε∗2)− (k1 · k2)(ε∗2 · ε1))

+ /ε1(k1 · ε∗2)2 − /k1(k1 · ε∗2)(ε1 · ε∗2)] (244)

Τα πλάτη αυτα της ϕερµιονικής ϕωτοπαραγωγής υπολογίστηκαν πρώτη ϕορά
απο τον Voronov [16] και συµφωνούν µε αυτά που ϐρήκαµε εµείς. Παρατη-
ϱούµε τώρα οτι ο όρος του seagull εξουδετερώνεται µε τον δεύτερο όρο του g
pole .Οπότε µπορούµε πλέον να γράψουµε

B1 = −eκ(ε∗2 · p2)u(p2) /ε
∗
2
/p1 + /k1 +m

4p1k1
/ε1u(p1) (245)

B2 = −eκ(ε∗2 · p1)u(p2) /ε1
/p1 − /k2 +m

−4p1k2
/ε∗2u(p1) (246)

B3 = u(p2)eκ
−(k1 · ε∗2)
−2k1 · k2

[ /ε∗2(k2 · ε1)

+ /ε1(k1 · ε∗2)− /k1(ε1 · ε∗2)u(p1)] (247)

΄Οπως και πριν ϑα πάρουµε τους εξής όρους

C1 = 2(p1 · k1) , C2 = −2(p1 · k2) , C3 = −2(k1 · k2) (248)
A1 = eκ(ε∗2 · p2) , A2 = −eκ(ε∗2 · p1) , A3 = −eκ(ε∗2 · k1) (249)

B1 = −1

2
u(p2) /ε

∗( /p1 + /k1 +m)/εu(p1)

B2 = +
1

2
u(p2)/ε( /p2 − /k1 +m) /ε∗u(p1)

B3 = u(p2)( /ε
∗
2(k2 · ε1) + /ε1(k1 · ε∗2)− /k1(ε1 · ε∗2)u(p1))

Προκειµένου να δείξουµε ότι

B = B1 +B2 +B3 = 0 (250)
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Παίρνουµε

B1 +B2 = −1

2
u(p2)( /ε

∗( /p1 + /k1 +m)/ε

− /ε( /p2 − /k1 +m) /ε∗)u(p1) (251)

επιπλέον µπορούµε να δούµε ότι,

u(p2)[ /ε
∗
2( /p1 +m) /ε1 − /ε1( /p2 +m) /ε∗2]u(p1)

= u(p2)[− /ε
∗
2 /ε1( /p1 −m) + ( /p2 −m) /ε1 /ε

∗
2

+ 2 /ε∗2(p1 · ε1)− 2(p2 · ε1) /ε∗2]u(p1)
= u(p2)[2 /ε

∗
2(p1 · ε1)− 2(p1 · ε1) /ε∗2 + 2(k2 · ε1)− 2(k1 · ε1) /ε∗2]u(p1)

= 2(k2 · ε1) /ε∗2 (252)

Ακόµη ϐλέπουµε πως,

/ε∗2 /k1 /ε1 + /ε1 /k1 /ε
∗
2

= − /k1 /ε∗2 /ε1 + 2(k1 · ε∗2) /ε1 + /ε1 /k1 /ε
∗
2

= /k1 /ε1 /ε
∗
2 − 2 /k1(ε1 · ε∗2) + 2(k1 · ε∗2) /ε1 + /ε1 /k1 /ε

∗
2

= − /ε1 /k1 /ε∗2 + /ε1 /k1 /ε
∗
2 − 2 /k1(ε1 · ε∗2) + 2(k1 · ε∗2) /ε1

= −2 /k1(ε1 · ε∗2) + 2(k1 · ε∗2) /ε1 (253)

Αρα στο τέλος χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις παίρνουµε

B1 +B2

= −1

2
u(p2)( /ε

∗( /p1 + /k1 +m)/ε − /ε( /p2 − /k1 +m) /ε∗)u(p1)

= + /k1(ε1 · ε∗2)− (k1 · ε∗2) /ε1 − (k2 · ε1) /ε∗2
= −B3 (254)

Εποµένως ,το συνολικό πλάτος της ϕερµιονικής ϕωτοπαραγωγής παραγοντο-
ποιείται και γίνεται :

Mf = −(p1 · k1)(p1 · k2)
(k1 · k2)

eκ

[
(ε∗2 · p2)
p1 · k1

− (ε∗2p1)

(p1 · k2)

]
×

×
[

1

4
/ε∗2
/p1 + /k1 +m

(p1 · k1)
/ε −

1

4
/ε
/p2 − /k1 +m

(p1 · k2)
/ε∗2

]
= − κ

2e
F

[
(ε∗2 · p2)
(p1 · k1)

− (ε∗2 · p1)
(p1 · k2)

]
MCompton(S =

1

2
) (255)

΄Οµοια µε πρίν απο τη µορφή της έκφρασης στις αγκύλες και δεδοµένης της
(214), µπορούµε να δούµε ,ότι και το πλάτος της ϕερµιονικής ϕωτοπαραγωγής
είναι gauge αναλλοίωτο
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8 Βαρυτική σκέδαση Compton

8.1 παρουσία ϐαθµωτού πεδίου

Η ϐαρυτική σκέδαση Compton είναι µια αρκετά πιο πολύπλοκη διεργασία
απο τη ϕωτοπραγωγή ,και αυτό οφείλεται στο ότι εµφανίζεται το three graviton
vertex. Η σκέδαση αυτή υπολογίστηκε πρώτη ϕορά απο τους Gross , Jackiw
[17]. Για το πρώτο διάγραµµα Born ϐρίσκουµε

p1

k1
k2

p2

= Aa,

Aa = (
−iκ

2
)2εµν(p1µqν + qµp1ν − ηµν(p1 · q −m2))×

(p2ρqσ + qρp2σ − ηρσ(p2 · q −m2))
i

q2 −m2

= −k
2

4
εµν(p1µp1ν + p1µk1ν + p1µp1ν + k1µp1ν)×

× (p2ρp2σ + p2ρk2σ + p2ρp2σ + k2ρp2σ)ε∗ρσ
i

p21 + 2p1k1 + k21 −m2

= −κ
2

4

2(ε1p1)
22(ε∗2p2)

2

2(p1k1)

= −κ2 (ε1p1)
2(ε∗2p2)

2

2(p1k1)
(256)

Για το δεύτερο διάγραµµα Born ϐρίσκουµε

p1

k1
k2

p2

= Ab,
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Ab = (
−iκ

2
)2εµν(p2µqν + qµp2ν − ηµν(p2 · q −m2))×

(p1ρqσ + qρp1σ − ηρσ(p1 · q −m2))
i

q2 −m2

= −k
2

4
εµν(p2µp2ν + p2µk1ν + p2µp2ν + k1µp2ν)×

× (p1ρp1σ + p1ρk2σ + p1ρp1σ + k2ρp1σ)ε∗ρσ
i

p21 − 2p1k2 + k22 −m2

= −κ
2

4

2(ε1p2)
22(ε∗2p1)

2

−2(p1k2)

= +κ2
(ε1p2)

2(ε∗2p1)
2

2(p1k2)
(257)

Για το seagull

p1

k1
k2

p2

= Ac,

Ac =i
κ2

4
εµν [(ηµνηλκ − ηµληνκ − ηµκηνλ)(p1 · p2 −m2)

+ ηνλ(p1µp2κ + p1κp2µ) + ηµκ(p1λp2ν + p1νp2λ)

+ ηµλ(p1νp2κ + p1κp2ν) + ηνκ(p1λp2µ + p1µp2λ)

− ηµν(p1λp2κ + p1κp2λ)− ηλκ(p1µp2ν + p1νp2µ)]ε∗λκ

=i
κ2

4
[(ε1ε1)(ε

∗
2ε
∗
2)− (ε1ε

∗
2)

2 − (ε1ε
∗
2)

2)(p1 · p2 −m2)

+ 2(ε∗2ε1)((p1ε1)(p2ε
∗
2) + (p1ε

∗
2)(p2ε1))

+ 2(ε∗2ε1)((p1ε1)(p2ε
∗
2) + (p1ε

∗
2)(p2ε1))

− (ε1ε1)((p1ε
∗
2)(p2ε

∗
2) + (p1ε

∗
2)(p2ε

∗
2))

− (ε∗2ε
∗
2)((p1ε1)(p2ε1) + (p1ε1)(p2ε1))]

=iκ2[(ε∗2 · ε)(p1 · ε1)(p2ε∗2) + (ε∗2 · ε)(p1 · ε∗2)(p2ε1)

− 1

2
(k1 · p1)(ε∗2 · ε1)2 +

1

2
(k1 · p2)(ε∗2 · ε1)2] (258)

Σε αυτό το σηµείο ϑα ασχοληθούµε µε το g pole διάγραµµα το οποίο και
περιέχει το 3 graviton vertex ,το οποίο λόγω της πολυπλοκότητας του (171
όροι) [18]θα το πάρουµε έτοιµο απο τη ϐιβλιογραφία , που το δίνει στη πιο
απλή µορφή του [19] . Επίσης, για τη καλύτερη παρουσίαση των πράξεων
ϑα το χωρήσουµε σε πέντε µέρη. Η πλήρης µορφή του µπορεί να ϐρεθεί στο
παράρτηµα Α
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p1

k1 k2

p2

= Ad

Aγδd1 =− iκ
2
εµν1 [(Iµν,ρσ −

1

2
ηµνηρσ

)
(kβkα + (k − q)β(k − q)α + qβqα − 3

2
ηβαq2)]×

× ε∗ρσ2

1

2
(ηαγηβδ + ηαδηβγ − ηαβηγδ)

=iκ[−1

2
ηγδ(k1 · q)(ε1 · ε∗2)2 −

1

4
q2ηγδ(ε1 · ε∗2)2 − k

γ
1k

δ
1(ε1 · ε∗2)2 − k

γ
1k

δ
1(ε1 · ε∗2)2

+
1

2
kδ1q

γ(ε1 · ε∗2)2 +
1

2
kγ1q

δ(ε1 · ε∗2)2 − qγqδ(ε1 · ε∗2)2] (259)

Aγδd2 =− iκεµν1 qλqκ[Iλκ,µνI
βα,

ρσ + Iλκ,ρσI
βα,

µν − Iλβ,µνIκα,ρσ − Iκα,µνIλβ,ρσ]×

ε∗ρσ2

1

2
(ηαγηβδ + ηαδηβγ − ηαβηγδ)

=iκ[−ε∗γ2 ε
∗δ
2 (q · ε1)2 − εγ1ε

δ
1(q · ε∗2)2 − (ε1 · ε∗2)ηγδ(q · ε1)(q · ε∗2)

+ εγ2ε
γ
1(q · ε1)(q · ε∗2) + εγ1ε

δ
2(q · ε1)(q · ε2)] (260)

Aγδd3 =− iκ
2
εµν1 [qλq

β(ηµνI
λα,

ρσ + ηρσI
λα,

µν) + qλq
α(ηµνI

λβ,
ρσ + ηρσI

λβ,
µν)

− q2(ηµνIβα,ρσ + ηρσI
βα,

µν)− ηβαqλqκ(ηµνIρσ,λκ + ηρσIµν,λκ]×

× ε∗ρσ2

1

2
(ηαγηβδ + ηαδηβγ − ηαβηγδ)

=0 (261)

Aγδd4 =− iκ
2
εµν1 [2qλ(Iκα,ρσIµν,λκ(k − q)β+Iκβ,ρσIµν,λκ(k − q)α

−Iκα,µνIρσ,λκkβ−Iκβ,µνIρσ,λκkα + q2(Iκβ,µνIρσ,κ
α + Iµν,κ

αIκβ,ρσ)

+ ηβαqλqκ(Iµν,λρI
ρκ,

ρσ + Iρσ,λρI
ρκ,

µν)]×

ε∗ρσ2

1

2
(ηαγηβδ + ηαδηβγ − ηαβηγδ)

=iκ
[1

2
q2ηγδ(ε1ε

∗
2)

2 + (ε1ε
∗
2)η

γδ(k1ε
∗
2)(qε1)− ε

∗γ
2 k

δ
1(ε1ε

∗
2)(qε1)− ε∗δ2 k

γ
1 (ε1ε

∗
2)(qε1)

+ εγ1k
δ
1(ε1ε

∗
2)(qε

∗
2) + εδ1k

γ
1 (ε1ε

∗
2)(qε

∗
2)−

1

2
q2εγ2ε

δ
1(ε1ε

∗
2)−

1

2
q2εγ1ε

∗δ
2 (ε1ε

∗
2)

+ ε∗γ2 q
δ(ε1ε

∗
2)(qε1) + ε∗δ2 q

γ(ε1ε
∗
2)(qε1)

]
(262)
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Aγδd5 =− iκ
2
εµν1

{
(k21 + (k1 − q)2)

[
I µσ
αβ I ν

γδσ + I µσ
γδ I ν

αβσ −
1

2
ηµνPαβγδ

]
−
(
I µν
γδ ηαβk

2
1 + I µν

αβ ηγδ(k1 − q)2
)}
× ε∗ρσ2

1

2
(ηαγηβδ + ηαδηβγ − ηαβηγδ)

=0 (263)

Το d5 µηδενίζεται αφού έχουµε

k1 = k2 + q → (k1 − q)2 = (k2)
2 = 0 (264)

καθώς τα εξωτερικά γκραβιτόνια είναι ελεύθερα. Το συνολικό πλάτος του
διαγράµµατος δίνεται απο

Ad = [Aγδd1 +Aγδd2 +Aγδd3 +Aγδd4 +Aγδd5]
i

q2
i

2
κ(ηγδ(p1 · p2 −m2)− p1γp2δ − p1δp2γ)

(265)

µαζεύοντας τους όρους µε (ε1 · ε∗2)2 ϐρίσκουµε:

i
κ2

q2
[−1

2
m2(k1q)(ε1 · ε∗2)2 − (k1p1)(k1p2)(ε1 · ε∗2)2 +

1

2
(k1p2)(p1q)(ε1 · ε∗2)2

+
1

2
(k1p1)(p2q)(ε1 · ε∗2)2 −

1

2
m2q2(ε1 · ε∗2)2 − (p1q)(p2q)(ε1 · ε∗2)2 +

3

4
q2(p1p2)(ε1 · ε∗2)2]

=i
κ2

q2
[−1

2
m2(k1q)(ε1 · ε∗2)2 −m2(k1q)(ε1 · ε∗2)2 +

3

2
(k1q)m

2(ε1 · ε∗2)2

+
3

2
(k1q)(p1k1)(ε1 · ε∗2)2 −

3

2
(k1q)(p2k1)(ε1 · ε∗2)2 − (p1k1)(p2k1)(ε1 · ε∗2)2 + (p1k1)

2(ε1 · ε∗2)2

+ (p2k1)
2(ε1 · ε∗2)2 − (p2k1)(p1k1)(ε1 · ε∗2)2 − (k1p1)(p2k1)(ε1 · ε∗2)2

+
1

2
(k1p2)(p1k1)(ε1 · ε∗2)2 −

1

2
(k1p2)

2(ε1 · ε∗2)2 +
1

2
(k1p1)(p2k1)(ε1 · ε∗2)2

− 1

2
(k1p1)

2]

=i
κ2

q2
(ε1 · ε∗2)2[−(k1p1)

2 − (k1p2)
2 + (k1p2)(p1k1)]

=− 1

4
i
κ2

q2
(ε1 · ε∗2)2[4(k1p1)

2 + 4(k1p2)
2 − 4(k1p2)(p1k1)] (266)
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οι όροι χωρίς (ε1 · ε∗2) δίνουν :

i
κ2

q2
[(p1ε

∗
2)(p2ε2∗)(qε)2 − (p1ε1)(p2ε1)(qε

∗
2)

2 + (p1ε
∗
2)(p2ε1)(qε1)(qε

∗
2)

+ (p1ε1)(p2ε
∗
2)(qε1)(qε

∗
2)]

=i
κ2

q2
[−(p1ε

∗
2)(p2ε

∗
2)(p2ε1)

2 + 2(p1ε
∗
2)(p2ε

∗
2)(p2ε1)(p1ε1)− (p1ε

∗
2)(p2ε

∗
2)(p1ε1)

2

− (p1ε1)(p2ε1)(p2ε
∗
2)

2 + 2(p1ε1)(p2ε1)(p2ε
∗
2)(p1ε

∗
2)− (p1ε1)(p2ε1)(p1ε

∗
2)

2

+ (p1ε
∗
2)(p2ε1)

2(p2ε
∗
2)− (p1ε

∗
2)

2(p2ε1)
2 − (p1ε

∗
2)(p2ε1)(p1ε1)(p2ε

∗
2)

+ (p1ε2)
2(p2ε1)(p1ε1)(p1ε

∗
2) + (p1ε1)(p2ε

∗
2)

2(p2ε1)− (p1ε1)
2(p2ε

∗
2)

2

− (p1ε1)(p2ε
∗
2)(p1ε

∗
2)(p2ε1) + (p1ε1)

2(p2ε
∗
2)(p1ε

∗
2)]

=i
κ2

q2
[−(p1ε1)

2(p2ε
∗
2)

2 − (p1ε
∗
2)(p2ε1) + 2(p1ε

∗
2)(p2ε

∗
2)(p2ε1)(p1ε1)]

=− 1

4
i
κ2

q2
[4(p1ε1)

2(p2ε
∗
2)

24(p1ε
∗
2)(p2ε1)− 8(p1ε

∗
2)(p2ε

∗
2)(p2ε1)(p1ε1)] (267)

και τέλος οι όροι που έχουν ένα (ε1 · ε∗2) είναι :

i
κ2

q2
[m1(k1ε

∗
2)(qε1)(ε1 · ε∗2)− (k1p2)(p1ε2)(qε1)(ε1 · ε∗2)− (k1p1)(p2ε2)(ε1 · ε∗2)

+ (k1p2)(p1ε1)(qε
∗
2)(ε1 · ε∗2) + (k1p1)(p2ε1)(qε

∗
2)(ε1 · ε∗2)−

1

2
q2(p1ε

∗
2)(p2ε1)(ε1 · ε∗2)

− 1

2
q2(p1ε1)(p2ε2)(ε1 · ε∗2) + (p1ε2)(p2q)(qε1)(ε1 · ε∗2) + (p1q)(p2ε

∗
2)(qε1)(ε1 · ε∗2)

− (p1p2)(qε1)(qε
∗
2)(ε1 · ε∗2)]

=i
κ2

q2
[m2(k1ε2)(p2ε1)(ε1 · ε∗2)−m2(k1ε

∗
2)(p1ε1)(ε1 · ε∗2)− (k1p2)(p1ε

∗
2)(p2ε1)(ε1 · ε∗2)

+ (k1p2)(p1ε
∗
2)(p1ε1)(ε1 · ε∗2)− (k1p1)(p2ε2)(p2ε1)(ε1 · ε∗2) + (k1p1)(p2ε

∗
2)(p1ε1)(ε1 · ε∗2)

+ (k1p2)(p1ε1)(p2ε2)(ε1 · ε∗2)− (k1p2)(p1ε1)(p1ε2)(ε1 · ε∗2) + (k1p1)(p2ε1)(p2ε
∗
2)(ε1 · ε∗2)

− (k1p1)(p2ε1)(p1ε
∗
2)(ε1 · ε∗2) + (k1k2)(p1ε

∗
2)(p2ε1)(ε1 · ε∗2) + (k1k2)(p1ε1)(p2ε2)(ε1 · ε∗2)

+ (p1ε
∗
2)m

2(p2ε1)(ε1 · ε∗2)− (p1ε
∗
2)(p2p1)(p2ε1)(ε1 · ε∗2)− (p1ε

∗
2)m

2(p1ε1)(ε1 · ε∗2)
+ (p1ε

∗
2)(p2p1)(p1ε1)(ε1 · ε∗2) + (p1p2)(p2ε

∗
2)(p2ε1)(ε1 · ε∗2)−m2(p2ε2)(p2ε1)(ε1 · ε∗2)

− (p1p2)(p2ε
∗
2)(p1ε1)(ε1 · ε∗2) +m2(p2ε

∗
2)(p1ε1)(ε1 · ε∗2)− (p1p2)(p2ε1)(p2ε

∗
2)(ε1 · ε∗2)

+ (p1p2)(p1ε1)(p2ε
∗
2)(ε1 · ε∗2) + (p1p2)(p2ε1)(p1ε

∗
2)(ε1 · ε∗2)− (p1p2)(p1ε1)(p1ε

∗
2)(ε1 · ε∗2)]

=i
κ2

q2
[−2(k1 · p2)(p1 · ε∗2)(p2 · ε1)(ε1 · ε∗2) + 2(k1 · p1)(p2 · ε∗2)(p1 · ε1)(ε1 · ε∗2)]

=i− 1

4

κ2

q2
[+8(k1 · p2)(p1 · ε∗2)(p2 · ε1)(ε1 · ε∗2)− 8(k1 · p1)(p2 · ε∗2)(p1 · ε1)(ε1 · ε∗2)]

(268)
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Για να παραγοντοποιήσουµε το συνολικό πλάτος ϑα πρέπει να αφοµοιόσουµε
το seagull στα άλλα τρία διαγράµµατα.Συγκεκριµένα το γράφουµε ως εξής

Ac =iκ2[
1

2
(ε∗2 · ε)(p1 · ε1)(p2ε∗2) +

1

2
(ε∗2 · ε)(p1 · ε∗2)(p2ε1)

− 1

8
(k1 · p1)(ε∗2 · ε1)2 +

1

8
(k1 · p2)(ε∗2 · ε1)2]+

iκ2[
1

2
(ε∗2 · ε)(p1 · ε1)(p2ε∗2) +

1

2
(ε∗2 · ε)(p1 · ε∗2)(p2ε1)

− 3

8
(k1 · p1)(ε∗2 · ε1)2 +

3

8
(k1 · p2)(ε∗2 · ε1)2] (269)

και απο εδώ η πρώτη αγκύλη ϑα πάει στα δύο πρώτα και η δεύτερη στο g pole
µε αποτέλεσµα

B1 =i
κ2

4

−4(ε1p1)
2(ε∗2p2)

2 + 4(ε1p1)(ε
∗
2p2)(p1k1)(ε

∗
2)− (ε∗2ε1)

2(p1k1)
2

2(p1k1)

=− iκ
2

4

[2(ε1p1)(ε
∗
2p2)− (ε∗2ε1)(p1k1)]

2

2(p1k1)
(270)

B2 =i
k2

4

4(ε∗2p1)
2(ε1p2)

2 + 4(ε∗2ε1)(p1ε
∗
2)(p2ε1)(p2k1) + (ε∗2ε1)

2(p2k1)
2

2(p2k1)

=i
k2

4

[2(ε∗2p1)(ε1p2) + (ε∗2ε1)(p2k1)]
2

2(p2k1)
(271)

το µέρος του seagull που περισσεύει µπορεί να γραφτεί ως

iκ2[
1

2
(ε∗2 · ε)(p1 · ε1)(p2ε∗2) +

1

2
(ε∗2 · ε)(p1 · ε∗2)(p2ε1)

− 3

8
(k1 · p1)(ε∗2 · ε1)2 +

3

8
(k1 · p2)(ε∗2 · ε1)2]

=
1

8(k1k2)
[4(ε∗2ε1)(k1k2)(p1ε1)(p2ε

∗
2) + 4(ε∗2ε1)(p1ε

∗
2)(k1k2)(p2ε1)

− 3(k1p1)(k1k2)(ε
∗
2ε1)

2 + 3(k1p2)(k2k1)(ε
∗
2ε1)

2]

=iκ2
1

8(k1k2)
[4(ε∗2ε1)(k1p1)(p1ε)(p2ε

∗
2)− 4(ε∗2ε1)(k1p2)(p1ε1)(p2ε

∗
2)

+ 4(ε∗2ε1)(p1ε
∗
2)(k1p1)(p2ε1)− 4(ε∗2ε1)(p1ε

∗
2)(k1p2)(p2ε1)

− 3(k1p1)
2(ε∗2ε1)

2 + 3(k1p1)(k1p2)(ε
∗
2ε1)

2

+ 3(k1p2)(p1k1)(ε
∗
2ε1)

2 − 3(k1p2)
2(ε∗2ε1)

2] (272)

45



το οποίο όταν προστεθεί στο g pole δίνει

B3 =
1

4

iκ2

−2(k1k2)
[−(ε1ε

∗
2)

2(k1p1)
2 − 4(ε1ε

∗
2)(k1p1)(p1ε

∗
2)(p2ε1)

− 4(ε1ε
∗
2)(k1p2)(p1ε

∗
2)(p2ε1)− 2(ε1ε

∗
2)

2(k1p1)(k1p2) + 4(ε1ε
∗
2)(k1p1)(p1ε1)(p2ε

∗
2)

+ 4(ε1ε
∗
2)(k1p2)(p1ε1)(p2ε

∗
2)− (ε1ε

∗
2)

2(k1p2)
2 − 4(p1ε

∗
2)

2(p2ε1)
2

+ 8(p1ε1)(p1ε
∗
2)(p2ε1)(p2ε

∗
2)− 4(p1ε1)

2(p2ε
∗
2)

2]

=
−iκ2

4

[(p2k1)(ε1ε
∗
2) + (p1k1)(ε1ε

∗
2) + 2(p2ε1)(p1ε

∗
2)− 2(p2ε

∗
2)(p1ε1)]

2

−2(k1p2)
(273)

Μπορούµε να διαλέξουµε για τα Ci να είναι ακριβώς τα ίδια µε αυτά του
graviton photoproduction για Ai και Bi

Agsi = κ2Bγs
i , Bgs

i = −
Bγs
i

4
(274)

Για τα οποία έχουµε ήδη δείξει ότι∑
i

Ai =
∑
i

Bi =
∑
i

Ci = 0 (275)

΄Αρα το συνολικό πλάτος παραγοντοποιείται και γίνεται

AComptonsg(S=0) =
−κ2

4

2(p1 · k1)(p1 · k2)
(k1 · k2)

[
(ε∗2 · p2)(ε1 · p1)

(p1 · k1)
− (ε∗2 · p1)(ε1 · p2)

(p1 · k2)
− (ε1 · ε∗2)

]2
=
κ2

8e4
F [ACompton(S=0)]

2 (276)

8.2 παρουσία ϕερµιονικού πεδίου

Στη περίπτωση οπου το γκραβιτόνιο αλληλεπιδρά µε ϕερµιονικά πεδία τα δια-
γράµµατα που εµφανίζονται ϑα είναι ακριβώς τα ίδια. Για το πρώτο διαγραµµα
Born

Ma = u(p2)ε
∗ρσi2κ2

1

64
[2ηρσ( /p2 + /q − 2m)− (p2 + q)ργσ − γρ(p2 + q)σ]×

× 1

/q −m
[2ηµν( /p1 + /q − 2m)− (p1 + q)µγν − γµ(p1 + q)ν]εµνu(p1)

= −κ
2

64
u(p2)[−4(p2ε

∗
2) /ε
∗
2]

1

/q −m
[−4(p1ε1) /ε1]u(p1)

= −κ
2

4
u(p2)

(p1 · ε1)(p2 · ε∗2) /ε∗2( /p1 + /k1 +m) /ε1

2(p1 · k1)
u(p1) (277)
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Για το δεύτερο διαγραµµα Born ϐρίσκουµε,

Mb = u(p2)ε
µνi2κ2

1

64
[2ηµν( /p2 + /q − 2m)− (p2 + q)µγν − γµ(p2 + q)ν ]×

× 1

/q −m
[2ηρσ( /p1 + /q − 2m)− (p1 + q)ργσ − γσ(p1 + q)ρ]ε

∗ρσu(p1)

= −κ
2

64
u(p2)[−4(p2ε1) /ε1]

1

/q −m
[−4(p1ε

∗
2) /ε
∗
2]u(p1)

=
κ2

4
u(p2)

(p2 · ε1)(p1 · ε∗2) /ε1( /p1 + /k1 +m) /ε∗2
2(p2 · k1)

u(p1) (278)

Για το seagull,

Mc =κ2u(p2)

[
− 1

2
(
1

2
( /p1 + /p2)−m)

1

2
(ηαγηβδ + ηαδηβγ − ηαβηγδ)

− 1

16
[ηαβ(γγ(p1 + p2)

δ + γδ(p1 + p2)
γ) + ηγδ(γα(p1 + p2)

β + γβ(p1 + p2)
α)]

+
3

16
(p1 + p2)εγ

ξ(Iξφ,αβIε,γδφ + Iξφ,γδIε,αβφ )

+
i

16
ερσηλγλγ5(I

αβ
,ηνI

γδ
,σνk2ρ − Iγδ,ηνIαβ,σνk1ρ)

]
ε1αβε

∗
2γδu(p1)

=κ2u(p2)

[ 3

16
(ε∗2ε1) /ε1(p1 + p2) · ε∗2 +

3

16
(ε∗2ε1) /ε

∗
2(p1 + p2) · ε1 −

1

16
(ε∗2ε1) /ε

∗
2 /ε1 /k2

+
1

16
(ε∗2ε1) /ε1 /ε

∗
2 /k1 +

1

16
(ε∗2ε1)

2 /k2 −
1

16
/k1(ε
∗
2ε1)

2

+
1

16
/ε∗2(k2ε1)(ε

∗
2ε1)−

1

16
(k1ε

∗
2)(ε

∗
2ε1) /ε1

]
u(p1)

=κ2u(p2)

[ 3

16
(ε∗2ε1) /ε1(p1 + p2) · ε∗2 +

3

16
(ε∗2ε1) /ε

∗
2(p1 + p2) · ε1 −

1

16
/ε∗2(ε1k2)(ε1ε

∗
2)

+
1

16
(k1ε

∗
2) /ε1(ε1ε

∗
2) +

1

16
(ε1ε

∗
2) /ε
∗
2 /k2 /ε1 −

1

16
(ε1ε

∗
2) /ε1 /k1 /ε

∗
2

]
u(p1) (279)

ι Οι όροι απο το seagull που ϑα αποροφηθούν απο τα Bohr διαγράµµατα είναι
οι

u(p2)

[
+

1

16
/ε∗2 /k2 /ε1 −

1

16
/ε1 /k1 /ε

∗
2

]
u(p1) (280)
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οι οποίοι µπορούν να γραφτούν ως

(ε1ε
∗
2)u(p2)

[
+

1

16
/ε∗2 /k2 /ε1 −

1

16
/ε1 /k1 /ε

∗
2

]
u(p1)

=(ε1ε
∗
2)u(p2)

[ 1

16
/ε∗2( /k1 + /p1 − /p2) /ε1 −

1

16
/ε1( /p2 + /k2 − /p1) /ε

∗
2

]
u(p1)

=(ε1ε
∗
2)u(p2)

[ 1

16
/ε∗2( /k1 + /p1 +m) /ε1 −

1

16
/ε1(−m+ /k2 − /p1) /ε

∗
2 −

2

16
(p2ε

∗
2) /ε1 −

2

16
(p2ε1) /ε

∗
2

]
u(p1)

=(ε1ε
∗
2)u(p2)

[ 1

16
/ε∗2( /k1 + /p1 +m) /ε1 +

1

16
/ε1(+ /p1 − /k2 +m) /ε∗2 −

2

16
(p2ε

∗
2) /ε1 −

2

16
(p2ε1) /ε

∗
2

]
u(p1)

=u(p2)

[ /ε∗2( /k1 + /p1 +m) /ε1(p1k1)(ε1ε
∗
2)

16(p1k1)
+
/ε1(+ /p1 − /k2 +m) /ε∗2(p1k2)(ε1ε

∗
2)

16(p2k1)

− 2

16
(p2ε

∗
2)(ε1ε

∗
2) /ε1 −

2

16
(p2ε1)(ε1ε

∗
2) /ε
∗
2

]
u(p1)

Για το g pole διάγραµµα έχουµε

Md =
[
Aγδd1 +Aγδd2 +Aγδd3 +Aγδd4 +Aγδd5

] i
q2
u(p2)×

×−iκ
2

[1

4
(γρ(p1 + p2)

σ + γσ(p1 + p2)
ρ)− 1

2
ηαβ(

1

2
(/p1 + /p2)−m)

]
(281)

οι όροι που προκύπτουν µε (ε1ε
∗
2)

2

u(p2)
(ε1ε

∗
2)

2

q2

[
− 1

4
/k1(k1p1) +

1

8
/q(k1p1)−

1

4
/k1(k1p2) +

1

8
/q(k1p2)−

1

2
m(k1q)

+
1

8
/p1(k1q) +

1

8
/p2(k1q) +

1

8
/k1(p1q)−

1

4
/q(p1q) +

1

8
/k1(p2q)

− 1

4
/q(p2q)−

1

2
mq2 +

5

16
/p1q

2 +
5

16
/p2q

2
]
u(p1)

= u(p2)
(ε1ε

∗
2)

2

q2

[3

2
m(k1k2)−

3

4
(k1k2) /p1 +

1

8
/k2(k1p1)−

1

4
(k1p1) /k2− 3

4
/p2(k1k2)

+
1

8
(k1p2) /k2 −

1

4
/k2(k1p2)−

1

4
/k1(k1p1) +

1

8
/k1(k1p1)

− 1

4
/k1(k1p2)−

1

8
(k1p2) /k2

]
u(p1)

= u(p2)
(ε1ε

∗
2)

2

q2

[
− 1

4
/k1k1 · (p1 + p2)

]
u(p1) (282)
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οι όροι που δεν έχουν κάποιο (ε1ε
∗
2) όρο είναι :

u(p2)
1

q2

[
− 1

4
/ε2(p1ε2)(qε1)

2 − 1

4
/ε2(p2ε2)(qε1)

2 − 1

4
/ε1(p1ε1)(qε2)

2 − 1

4
/ε1(p2ε1)(qε

∗
2)

2

+
1

4
/ε2(p1ε1)(qε1)(qε2) +

1

4
/ε1(p1ε2)(qε2)(qε1) +

1

4
/ε2(qε1)(qε2)

+
1

4
/ε1(p2ε2)(qε1)(qε2)

]
u(p1)

= u(p2)
1

q2

[
− 1

4
/ε1(p1ε1)(k1ε2)

2 − 1

4
/ε1(p2ε1)(k1ε2)

2 − 1

4
/ε2(p1ε2)(k2ε1)

2 − 1

4
/ε2(p2ε2)(k2ε1)

2

1

4
/ε2(k1ε2)(k2ε1)(p1ε1)−

1

4
/ε1(k1ε2)(k2ε1)(p1ε2)−

1

4
/ε2(k1ε2)(k2ε1)(p2ε1)

1

4
/ε1(k1ε2)(k2ε1)(p2ε2)

]
u(p1) (283)

= u(p2)
1

4q2

[
− 2 /ε1(k1ε2)(p1ε1)(p2ε2) + 2 /ε1(k1ε2)(p2ε1)(p1ε

∗
2)

− 2 /ε2(k2ε1)(p2ε2)(p1ε1) + 2 /ε2(k2ε1)(p1ε2)(p2ε1)
]
u(p1) (284)

Οι όροι που έχουν ένα (ε∗2ε1) και κάποιον κινητικό όρο (p1, k1, p2, k2) συζευγ-
µένο µε κάποιον γ πίνακα:

= u(p2)
(ε1ε

∗
2)

q2

[
m(k1ε2)(qε1)−

1

4
/p1(k1ε2)(qε1)−

1

4
/p2(k1ε2)(qε1)−

1

4
/k1(p1ε2)(qε1)

− 1

4
/k1(p2ε2)(qε1) +

1

4
/q(p2ε2)(qε1) +

1

4
/k1(p1ε1)(qε2) +

1

4
/k1(p1ε1)(qε2)

− 1

4
/p1(qε1)(qε2)−

1

4
/p2(qε1)(qε2) +

1

4
/q(p1ε2)(qε1)

]
u(p1)

= u(p2)
(ε1ε

∗
2)

q2

[
−m(k1ε2)(k2ε1) +

1

2
/p1(k1ε2)(k2ε1) +

1

2
/p2(k1ε2)(k2ε1) +

1

4
/k1(k1ε2)(p1ε1)

+
1

4
/k1(k1ε2)(p2ε1) +

1

4
/k2(k2ε1)(p1ε2) +

1

4
/k2(k2ε1)(p2ε2)

]
u(p1)

= u(p2)
1

4q2

[
− 2 /k2(p1ε

∗
2)(p2ε1)(ε1ε

∗
2) + 2 /k2(p1ε1)(p2ε

∗
2)(ε1ε

∗
2)
]
u(p1) (285)
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Οι όροι µε ένα (ε∗2ε1) και /ε1, /ε∗2

u(p2)
(ε1ε

∗
2)

q2

[
− 1

8
/ε∗2(p1ε1)q

2 − 1

8
/ε1(p1ε2)q

2 − 1

8
/ε2(p2ε1)q

2 − 1

8
/ε1(p2ε

∗
2)q

2(ε1ε
∗
2)

− 1

4
/ε∗2(qε1)(k1p1)−

1

4
/ε∗2(k1p2)(qε1) +

1

4
/ε∗2(p1q)(qε1) +

1

4
/ε∗2(p2q)(qε1)

+
1

4
/ε1(k1p1)(qε2) +

1

4
/ε1(p2k1)(qε

∗
2)
]
u(p1)

u(p2)
1

4q2

[
+ /ε∗2(k1p1)(k2ε1)(ε1ε

∗
2) + /ε∗2(k1p2)(k2ε1)(ε1ε

∗
2)

+ /ε1(k1ε2)(k1p1)(ε1ε
∗
2) + /ε1(k1ε

∗
2)(k1p2)(ε1ε

∗
2)
]
u(p1)

+ u(p2)

[
− 1

8
/ε1(p1ε

∗
2)(ε1ε

∗
2)−

1

8
/ε1(p2ε

∗
2)(ε1ε

∗
2)

− 1

8
/ε∗2(p1ε1)(ε1ε

∗
2)−

1

8
/ε∗2(p2ε1)(ε1ε

∗
2)
]
u(p1) (286)

οι τέσσερεις τελευταίοι όροι προέκυψαν απο την αντικατάσταση του q2 στον
παρανοµαστή µε −2k1k2 και ακυρώνουν τους όρους που έχουν περισσέψει
απο το seagull.Πράγµατι,

u(p2)

[
− 1

8
/ε1(p1ε

∗
2)(ε1ε

∗
2)−

1

8
/ε1(p2ε

∗
2)(ε1ε

∗
2)−

1

8
/ε∗2(p1ε1)(ε1ε

∗
2)

− 1

8
/ε∗2(p2ε1)(ε1ε

∗
2)−

2

16
(p2ε

∗
2)(ε1ε

∗
2) /ε1 −

2

16
(p2ε1)(ε1ε

∗
2) /ε
∗
2

+
1

16
(k1ε

∗
2) /ε1(ε1ε

∗
2) +

3

16
(ε∗2ε1) /ε1(p1 + p2) · ε∗2 +

3

16
(ε∗2ε1) /ε

∗
2(p1 + p2) · ε1

− 1

16
/ε∗2(ε1k2)(ε1ε

∗
2)
]
u(p1)

= u(p2)

[
− 1

16
/ε1(p2ε

∗
2)(ε1ε

∗
2) +

1

16
/ε1(p1ε

∗
2)(ε1ε

∗
2) +

1

16
/ε(k1ε

∗
2)(ε1ε

∗
2)

− 1

16
/ε∗2(p2ε1)(ε1ε

∗
2) +

1

16
/ε∗2(p1ε1)(ε1ε

∗
2)−

1

16
/ε∗2(ε1k2)(ε1ε

∗
2)
]
u(p1)

= 0 (287)

Οι όροι που έχουν µείνει απο το g pole µαζεµένοι δίνουν :

u(p2)
1

4q2

[
− 2 /ε1(k1ε

∗
2)(p1ε1)(p2ε

∗
2) + 2 /ε1(k1ε

∗
2)(p2ε1)(p1ε

∗
2)− 2 /ε∗2(k2ε1)(p2ε

∗
2)(p1ε1)

+ 2 /ε∗2(k2ε1)(p1ε
∗
2)(p2ε1)− /k1(k1p1)(ε1ε

∗
2)

2 − /k1(p2k1)(ε1ε
∗
2)

2

− 2 /k2(ε1ε
∗
2)(p1ε

∗
2)(p2ε1) + 2 /k2(ε

∗
2ε1)(p1ε1)(p2ε

∗
2) + /ε∗2(ε

∗
2ε1)(k1p1)(k2ε1)

+ /ε∗2(ε1ε
∗
2)(k1p2)(k2ε1) + /ε1(k1ε

∗
2)(k1p1)(ε

∗
2ε1) + /ε1(k1ε

∗
2)(k1p2)(ε

∗
2ε1)

]
u(p1)

= u(p2)
1

4q2

[
2(ε1p2)(ε

∗
2p1)− 2(ε1p1)(ε

∗
2p2) + (ε1ε

∗
2)(p1k1) + (ε1ε

∗
2)(p2k1)

]
×

×
[
/ε1(ε
∗
2k1) + /ε∗2(ε1k2)− (ε1ε

∗
2) /k2

]
u(p1)

(288)
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Οπότε πλέον µπορούµε να γράψουµε

B1 =
κ2

8
u(p2)

− /ε∗2( /p1 + /k1 +m) /ε1[2(p1ε1)(p2ε
∗
2)− (ε1ε

∗
2)(p1k1)]

2(p1 · k1)
u(p1) (289)

B2 =
κ2

8
u(p2)

/ε1( /p1 − /k2 +m) /ε∗2[−2(p1ε
∗
2)(p2ε1)− (ε1ε

∗
2)(p2k1)]

−2(p2 · k1)
u(p1) (290)

B3 =
κ2

4
u(p2)

1

−2(k1k2)

[
2(ε1p2)(ε

∗
2p1)− 2(ε1p1)(ε

∗
2p2) + (ε1ε

∗
2)(p1k1) + (ε1ε

∗
2)(p2k1)

]
×

×
[
/ε1(ε
∗
2k1) + /ε∗2(ε1k2)− (ε1ε

∗
2) /k2

]
u(p1) (291)

Τώρα µε ϐάση τη σχέση που αποδείξαµε για τη περίπωση γf → gf

u(p2)[ /ε1(k1ε
∗
2)− /k2(ε1ε

∗
2) + /ε∗2(k2ε1)]u(p1)

=
1

2
u(p2)[ /ε

∗
2( /p1 + /k1 +m) /ε1 − /ε1( /p1 − /k2 +m) /ε∗2]u(p1) (292)

Γίνεται εµφανές οτι άµα επιλέξουµε

C1 = 2(p1k1) , C2 = −2(p2k1) , C3 = −2(k1k2), (293)

A1 =
1

4
[2(p1ε1)(p2ε

∗
2)− (ε1ε

∗
2)(p1k1)], (294)

A2 =
1

4
[−2(p1ε

∗
2)(p2ε1)− (ε1ε

∗
2)(p2k1)], (295)

A3 =
1

4
[2(ε1p2)(ε

∗
2p1)− 2(ε1p1)(ε

∗
2p2) + (ε1ε

∗
2)(p1k1) + (ε1ε

∗
2)(p2k1)] (296)

B1 = −1

2
κ2u(p2) /ε

∗
2( /p1 + /k1 +m) /ε1u(p1) (297)

B2 =
1

2
u(p2) /ε1( /p1 − /k2 +m) /ε∗2u(p1) (298)

B3 = u(p2)[ /ε1(k1ε
∗
2)− /k2(ε1ε

∗
2) + /ε∗2(k2ε1)]u(p1) (299)

και προκύπτει οτι ∑
i

Ai =
∑
i

Bi =
∑
i

Ci = 0 (300)

Οπότε το συνολικό πλάτος παραγοντοποιείται και γίνεται

MgfCompton(S= 1
2
) =− κ2

8

(k1 · p1)(p2 · k1)
(k1 · k2)

[
(ε∗2 · p2)(ε1 · p1)

(p1 · k1)
− (ε∗2 · p1)(ε1 · p2)

(p1 · k2)
− (ε1 · ε∗2)

]
×

×
[−u(p2) /ε∗2( /p1 + /k1 +m) /ε1u(p1)

2(p1 · k1)
+
u(p2) /ε1( /p1 − /k2 +m) /ε∗2u(p1)

2(p2 · k1)

]
MgfCompton(S= 1

2
) =

κ2

8e4
F
[
ACompton(S=0)

][
MCompton(S= 1

2
)

]
(301)
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9 Συµπεράσµατα και σχόλια

Ξεκινήσαµε κατασκευάζοντας τις Covariant Λαγκρανζιανές του ϐαθµωτού πε-
δίου , και του ανυσµατικού .Κάναµε το ίδιο για τη περίπτωση του ϕερµιονικού
χρησιµοποιώντας τον ϕορµαλισµό Tetrad . Στη συνέχεια , ϐρήκαµε τη µορ-
ϕή που παίρνουν οι Λαγκρανζιανές των προαναφερθέντων , καθώς και του
ϐαρυτικού πεδίου στο ασθενές ϐαρυτικό όριο , όπου αναπτύξαµε τη µετρική
κοντά στην Ευκλίδεια µετρική και απο εκεί εξάγαµε του κανόνες Feynman των
αλληλεπιδράσεων.στερα απαιτώντας gauge και Lorentz αναλλοιότητα, δείξα-
µε, ότι τα παρακάτω πλάτη µετάβασης τεσσάρων σωµάτων παραγοντοποιούνται
και παίρνουν τη µορφή:

Mgs→γs =−
√
ag
4a
F

[
(ε∗2 · p2)
(p1 · k1)

− (ε∗2 · p1)
(p1 · k2)

]
×Mγs (302)

Mgf→γf =−
√
ag
4a
F

[
(ε∗2 · p2)
(p1 · k1)

− (ε∗2 · p1)
(p1 · k2)

]
×Mγf (303)

Mgs =
ag
8a
F
[
Mγs

]
×
[
Mγs

]
(304)

Mgf =
ag
8a
F
[
Mγs

]
×
[
Mγf

]
(305)

Η παραπάνω σύνδεση των πλατών της Κβαντικής Σχετικότητας µε τα πλάτη
της Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής στο ασθενές όριο ϕαίνεται, να είναι απλώς
ένα µικρό παρακλάδι µιας µεγαλύτερης συσχέτησης των ϑεωριών ϐαρύτητας
µε τις ϑεωρίες ϐαθµήδας. Καθώς πλεόν γνωρίζουµε πως συσχετήσεις προ-
κύπτουν και απο άλλες αφετηρίες όπως πχ η λεγόµενη Ads/CFT correspon-
dence [25]ή τα KLT relations [6].Επίσης, αξίζει να σηµειωθεί οτι τα τελευταία
χρόνια έχει σχηµατιστεί ένα ολόκληρο ερευνητικό πεδίο, που µπορεί ,να µπει
κάτω απο τη ταµπέλα ¨Gravity as a Double Copy of Gauge Theory¨[26] και
ασχολείται µε ταυτότητες που προκύπτουν ανάµεσα σε πλάτη µετάβασης ϑεω-
ϱίων ϐαθµίδας και ϐαρυτικών .

Το κατα πόσο αυτή η συσχέτιση συνδέεται µε τη ϕύση της ϐαρύτητας, ή
είναι ¨απλά ένα µαθηµατικό τρίκ¨ (διάλεξη L.Susskind), µένει απλώς να το
δούµε.
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Αʹ Κανόνες Feynman

Στο σηµείο αυτό παραθέτουµε το σύνολο των κανόνων feynman
Εξωτερικά σωµάτια:
Εισερχόµενα σωµάτια

spin0 1 (306)

spin
1

2
up (307)

spin1 εν (308)
spin2 εµν (309)

Εξερχόµενα σωµάτια

spin0 1 (310)

spin
1

2
up (311)

spin1 ε∗ν (312)
spin2 ε∗µν (313)

∆ιαδότες πεδίων :
∆ιαδότης ϐαθµωτού πεδίου

q =
i

q2 −m2
(314)

∆ιαδότης ϕερµιονικού πεδίου

q =
i

/q −m
(315)

∆ιαδότης ϕωτονίου στη ϐαθµίδα Feynman

q

µ ν
=
−iηνν

q2
(316)

∆ιαδότης γκραβιτόνιου στην αρµονική ϐαθµίδα

q

µν αβ
=
i

2

ηµαηνβ + ηµβηνα − ηαβηµν

q2
(317)

Κανόνες Αλληλεπίδρασης
vertex 2 ϐαθµωτών - 1 ϕωτόνιου

µ
p1

p2

= −ie(p1 + p2)
µ (318)
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vertex 2 ϐαθµωτών - 2 ϕωτόνιων

µ p1

p2ν

= 2ie2ηγδ (319)

vertex 2 ϐαθµωτών - 1 ϕωτόνιου - 1 γκραβιτόνιου

µ p1

p2ρσ

= ieκ[Pρσµν(p1 + p2)µ] (320)

vertex 2 ϐαθµωτών - 1 γκραβιτόνιου

p1

p2

µν

= − iκ
2

[
pµ1p

ν
2 + pν1p

µ
2 − η

µν((p1p2)−m2)
]

(321)

vertex 2 ϐαθµωτών - 2 γκραβιτόνιων

p1

p2

µν

ρσ

= V µνρσ

οπου ,

V µνρσ =iκ2
[(
IµναδIρσβδ − 1

4
(ηµνIρσαβ + ηρσIµναβ)

)
(p1αp2β + p2αp1β)

− 1

2
(Iµνρσ − 1

2
ηµνηρσ)((p1 · p2)−m2)

]
(322)

vertex 2 ϕωτονίων - 1 γκραβιτόνιου

ρσ

ν

µ
k1

k2

= V ρσµν
2

οπου,

V ρσµν
2 =iκ

[
Pρσµν(k1 · k2) +

1

2

(
ηρσkν1k

µ
2 + ηµν(kρ1k

σ
2 + kσ1 k

ρ
2)

− (kµ2k
σ
1 η

ρν + kµ2k
ρ
1η
σν + kρ2k

ν
1η

σν + kσ2 k
ν
1η

ρµ)
)]

(323)

vertex 2 ϕερµιονίων - 1 ϕωτονίου

p1

p2

µ

= −ieγµ (324)
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vertex 2 ϕερµιονίων - 1 γκραβιτόνιου

ρσ

p1

p2

= V ρσ
3

οπου,

V ρσ
3 =

−iκ
2

[1

4
(γρ(p1 + p2)

σ + γσ(p1 + p2)
ρ)− 1

2
ηαβ(

1

2
(/p1 + /p2)−m)

]
(325)

vertex 2 ϕερµιονίων - 1 γκραβιτόνιου - 1 ϕωτονίου

p1

p2

µ

ρσ

= − i
4
eκ[2ηρσγµ − ηµργσ − ηµσγρ] (326)

vertex 2 ϕερµιονίων - 2 γκραβιτόνιων

p1

p2
ρσ

µν

k1

k2

= V µνρσ
4

όπου,

V µνρσ
4 =iκ2

[
− 1

2
(
1

2
(/p1 + /p2)−m)Pµνρσ − 1

16
[ηµν(γρ(p1 + p2)

σ + γσ(p1 + p2)
ρ)

+ ηρσ(γµ(p1 + p2)
ν + γν(p1 + p2)

µ))] +
3

16
(p1 + p2)αγ

β(IβγµνIαρσγ + IβγρσIαµνγ )

+
i

16
εαβγλγλγ5(I

µν
γδ I

ρσ
βδ k2α − I

ρσ
γδ I

µν
βδ k1α)

]
(327)

vertex 3 γκραβιτόνιων

k1 k2

q

αβ γ δ

µν

= V5
µν
αβγδ(k1, q)
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όπου,

V5
µν
αβγδ(k1, q) = − iκ

2
×
(
Pαβγδ

[
kµ1k

ν
1 + (k1 − q)µ(k1 − q)ν + qµqν − 3

2
ηµνq2

]
+ 2qλqσ

[
I σλ
αβ I µν

γδ + I σλ
γδ I µν

αβ − I µσ
αβ I νλ

γδ − I µσ
γδ I νλ

αβ

]
+

[
qλq

µ

(
ηαβI

νλ
γδ + ηγδI

νλ
αβ

)
+ qλq

ν
(
ηαβI

µλ
γδ + ηγδI

µλ
αβ

)
− q2

(
ηαβI

µν
γδ − ηγδI µν

αβ

)
− ηµνqσqλ

(
ηαβI

σλ
γδ + ηγδI

σλ
αβ

)]
+

[
2qλ
(
I λσ
αβ I ν

γδσ (k1 − q)µ + I λσ
αβ I µ

γδσ (k1 − q)ν − I λσ
γδ I ν

αβσ k
µ
1 − I

λσ
γδ I µ

αβσ k
ν
1

)
+ q2

(
I µ
αβσ I

νσ
γδ + I νσ

αβ I µ
γδσ

)
+ ηµνqσqλ

(
I λρ
αβ I σ

γδρ + I λρ
γδ I σ

αβρ

)]
+

{
(k21 + (k1 − q)2)

[
I µσ
αβ I ν

γδσ + I µσ
γδ I ν

αβσ −
1

2
ηµνPαβγδ

]
−
(
I µν
γδ ηαβk

2
1 + I µν

αβ ηγδ(k1 − q)2
)})

.

(328)
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Βʹ Σχέση παραγοντοποίησης

Θέλουµε να αποδείξουµε πως κάθε πλάτος της µορφής

M =

3∑
i=1

AiBi
Ci

(329)

για το οποίο ισχύει πως
3∑
i=1

Ai =
3∑
i=1

Bi =
3∑
i=1

Ci = 0 (330)

παραγοντοποιείται και παίρνει τη µορφή:

M = −C1C2

C3

(A1

C1
− A2

C2

)(B1

C1
− B2

C2

)
(331)

Προκειµένου να το δείξουµε ξεκινάµε µε την (331)

M =
(
− C1C2A1

C3C1
+
C1C2A2

C3C2

)(B1

C1
− B2

C2

)
=− C2A1B1

C3C1
+
C2A1B2

C3C2
+
C1A2B1

C3C1
− C1A2B2

C3C2

=
B1(C1A2 − C2A1)

C3C1
+
B2(C2A1 − C1A2)

C3C2

=
C3B1(C1A2 − C2A1)− C1B2(C1A2 − C2A1)

C1C2C3

=
(C1A2 − C2A1)(C2B1 − C1B2)

C1C2C3
(332)

και παίρνουµε την

M =
3∑
i=1

AiBi
Ci

=
A1B1

C1
+
A2B2

C2
+

(−A1 −A2)(−B1 −B2)

C3

=
A1B1C2C3 +A2B2C1C3 + (A1 +A2)(B1 +B2)C1C2

C1C2C3

=
A1C2(B1C3 +B1C1 +B2C1) +A2C1(B2C3 +B1C2 +B2C2)

C1C2C3

=
A1C2(−B1C2 +B2C1) +A2C1(−B2C1 +B1C2)

C1C2C3

=
(A1C2 −B2C1)(A2C1 −A1C2)

C1C2C3
(333)

Οπότε , όντως οι δύο εκφράσεις είναι ισοδύναµες.Η Παραπάνω σχέση παραγο-
ντοποίησης , µπορεί µε παρόµοιο τρόπο να δειχθεί, ότι ισχύει και για κυκλικές
µεταθέσεις των i.
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Γʹ πίνακες γ

Απόδειξη της σχέσης :

γµγνγρ = γµgνρ + γρgµν − γνgµρ + iεσµνργσγ
5 (334)

Προκειµένου να αποδείξουµε τη παραπάνω σχέση ,ξεκινάµε απο τη σχέση
αντιµετάθεσης των γ πινάκων

γµγν + γνγµ = 2ηµν → (335)
γνγρ = 2ηνρ − γργν (336)

την οποία αν το πολλαπλασιάσουµε απο αριστερά µε γµ µας δίνει

γµγνγρ = γµ (2gνρ − γργν)

= 2γµgνρ − γµγργν (337)

Τώρα χρησιµοποιώντας γµγρ = 2gµρ − γργµ παίρνουµε

γµγνγρ = 2γµgνρ − 2γνgµρ + γργµγν (338)

ξανά αν αντικαταστήσουµε γµγν = 2gµν − γνγµ η εξίσωση γίνεται

γργνγµ = 2γµgνρ − 2γνgµρ + γρ2gµν − γµγνγρ (339)

Τώρα ξεκινάµε απο την ισότητα

6iεσµνργσγ
5 = γµγνγρ−γµγργν+γνγργµ−γνγµγρ+γργµγν−γργνγµ (340)

η οποία µε τη ϐοήθεια της (339) γίνεται

6iεσµνργσγ
5 = 2γµγνγρ − γµγργν + γνγργµ − γνγµγρ

+γργµγν − 2γµgνρ + 2γνgµρ − 2γρgµν (341)

αν πάλι χρησιµοποιήσουµε την (339) , και αφού εναλλάξουµε τους δείκτες
έτσι ώστε να γράφεται

γµγργν = 2γνgρµ − 2γρgνµ + 2γµgνρ − γνγργµ (342)

η ισότητα γίνεται

6iεσµνργσγ
5 = 2γµγνγρ + 2γνγργµ − γνγµγρ + γργµγν − 4γµgνρ (343)

Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε πάλι για τελευταιά ϕορά τη εξίσωση (339) στη
µορφή

γνγµγρ = 2γρgµν − 2γµgρν + 2γνgρµ − γργµγν (344)
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η ισότητα παίρνει τη µορφή

3iεσµνργσγ
5 = γµγνγρ + γνγργµ + γργµγν − γρgµν − γνgρµ − γµgνρ (345)

Χρησιµοποιόντας γµγν = 2gµν − γνγµ παίρνουµε

3iεσµνργσγ
5 = γµγνγρ + γνγργµ + γρgµν − γργνγµ − γνgρµ − γµgνρ

= 2γµγνγρ + γνγργµ − γρgµν − 3γµgνρ + γνgµρ (346)

Αν αντικαταστήσουµε γνγρ = 2gνρ − γργν ϐρίσκουµε τη τελική µορφή της
ισότητας , την οποία και ϑέλαµε να αποδείξουµε

3iεσµνργσγ
5 = 3γµγνγρ − 3γµgνρ + 3γνgµρ − 3γρgµν (347)

γµγνγρ = γµgνρ + γρgµν − γνgµρ + iεσµνργσγ
5 (348)
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∆ʹ πίνακας Γµ

Θέλουµε να λύσουµε την εξίσωση

γν;µ = Γµγ
ν − γνΓµ (349)

όπου µε γν;µ συµβολίζουµε το covariant derivative δηλαδή,

γν;µ = γνµ + γνΓσµ (350)

Ξεκινάµε απο τη σχέση µετάθεσης των γ πινάκων

γαγρ + γργα = 2gαρ (351)

και παίρνοντας το covariant derivative

γα;µγαγρ;µ+ γρ;µγα + γρ + γργα;µ = 0 (352)

πολλαπλασιάζοντας µε γα απο τα αριστερά και δεδοµένου οτι γαγα = 4
ϐρίσκουµε

γαγα;µγρ + 4γρ;µ + γαγρ;µγα + γαγργα;µ (353)

όµως έχουµε απο τη σχέση µετάθεσης των γ πινάκων

γαγργρ;µ = −γργαγα;µ + γρ;µ (354)

οπότε η σχέση (353) γίνεται

6γρ;µ + γαγρ;µγα = γρ(γ
αγα;µ)− (γαγα;µ)γρ (355)

τώρα αν εκφράσουµε το covariant derivative του γ συναρτήσει των πεδίων , µε
ϐάση το ότι το διαφορικό του πίνακα γ στον ευκλίδειο χώρο είναι µηδέν και
δεδοµένου των σχέσεων

γρ = bρδγδ (356)
γδ = bσδγ

σ (357)
(bρδγδ),µ = bρδ,µγδ (358)

ϐρίσκουµε
γρ;µ = γρ,µ − Γσ,ρµγ

σ = (bρδ,µbσδ − Γσ,ρµ)γ
σ (359)

και πολλαπλασιάζοντας απο τα δεξιά και αριστερά µε γa

γαγρ;µγα =(bρδ,µbσδ − Γσ,ρµ)γαγσγα

=(bρδ,µbσδ − Γσ,ρµ)(−γαγαγσ + 2γαδσα)

=(bρδ,µbσδ − Γσ,ρµ)(−2γσ)

=− 2γρ;µ (360)
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αντικαθιστώντας στη (355)

γρ;µ = γρ(
1

4
γαγα;µ)− (

1

4
γαγα;µ)γρ (361)

και συγκρίνοντας µε την αρχική εξίσωση

γρ;µ = γρ(−Γµ)− (−Γ)γρ (362)

ϐλέπουµε πως

Γµ = −1

4
γαγα;µ =

1

4
γα;µγ

α (363)

η τελευταία ισότητα προκύπτει απο

(γαγ
α);µ = 0 = γα;µγ

α + γαγα;µ (364)

Μία εναλλακτική µορφή του Γµ η οποία ϑα µας ϐοηθήσει στο ανάπτυγµα της
λαγκρανζιανής στο ασθενές όριο µπορεί να ϐρεθεί κατα τον ακόλουθο τρόπο.

Γµ =
1

4
γα;µγ

α = −1

4
γαγα;µ

=
1

8
(γα;µγ

α − γαγα;µ) (365)

και απο τη σχέση(359)

Γµ =
1

8
(bαδ,µbασγ

α − Γα,δµ)γσγα − γαbαδ,µbασγσ − γαΓα,δµγ
σ

=
1

4
(bαδ,µbασ + Γα,δµ)γσγα (366)

άµα τώρα αντικαταστίσουµε µε τους γ πίνακες του Ευκλίδειου χώρου παίρ-
νουµε

Γµ =
1

4
(bλα,µaλβ + Γλ,µδaδαaλβ)γαγβ (367)

Εµάς µας ενδιαφέρει η ποσότητα που έχει τη µορφή

1

2
(Γµγ

µ + γµΓµ) (368)

η οποία µε ϐάση τη παραπάνω σχέση γίνεται

1

2
(Γµγ

µ + γµΓµ)

=
1

8
(bβδ,µbδα + Γβ,µα)(γαγβγµ + γµγαγβ)

=
1

4
bαµ,βaανaβργµγνγρ (369)

ο όρος Γβ,µα εξαφανίστηκε καθώς πρόκειται για συµµετρικό όρο στην εναλ-
λαγή των δεικτών µα και δίνει µηδέν οταν πολλαπλασιάζεται µε το γµγνγρ το
οποίο είναι αντισυµµετρικό
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