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Εισαγωγή

΄Ενα μέρος της Συνδυαστικής Θεωρίας Αριθμών ασχολείται με θεωρήματα της

μορφής: για κάθε πεπερασμένη διαμέριση του συνόλου των φυσικών αριθμών

N = B1 ∪ B2 ∪ . . . ∪ Bq, υπάρχει ένα Bj το οποίο έχει την ιδιότητα P . Οι

αποδείξεις τέτοιων θεωρημάτων είναι συνδυαστικές. Η θεωρία των Τοπολογι-

κών Δυναμικών Συστημάτων μας δίνει τη δυνατότητα να αποδείξουμε τέτοια

θεωρήματα ανάγοντάς τα σε τοπολογικά προβλήματα.

Το πρώτο αποτέλεσμα αυτού του τύπου οφείλεται στον D. Hilbert, το 1892,

ο οποίος χρησιμοποιεί την έννοια του παραλληλεπιπέδου P (n1, n2, . . . , nm), που
είναι το σύνολο όλων των πεπερασμένων αθροισμάτων ni1 + ni2 + · · ·+ nik για

k ∈ {0, 1, . . . ,m}, i1 < i2 < · · · < ik και i1, i2, . . . , ik ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Θεώρημα 0.1 (Hilbert). ΄Εστω N = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bq μια διαμέριση των

φυσικών αριθμών. Τότε για κάθε l = 1, 2, . . . υπάρχουν φυσικοί m1 ≤ m2 ≤
· · · ≤ ml ώστε άπειρες μεταφορές του P (m1,m2, . . . ,ml) να ανήκουν στο ίδιο
Bj για κάποιο j.

Το επόμενο αποτέλεσμα σε αυτήν την σειρά αποτελεσμάτων αποδείχθηκε

από τον I. Schur, ο οποίος απέδειξε το 1916 ότι, για κάθε διαμέριση του συνόλου

των φυσικών αριθμών, υπάρχουν τρεις x, y, z οι οποίοι ανήκουν στο ίδιο σύνολο

και ικανοποιούν την x+ y = z.

Θεώρημα 0.2 (Schur). Αν N = B1∪B2∪· · ·∪Bq πεπερασμένη διαμέριση του

N, τότε υπάρχει ένα Bj το οποίο περιέχει τρεις φυσικούς x, y, z ώστε x+ y = z.

Το 1927 ο van der Waerden απέδειξε την ύπαρξη αριθμητικής προόδου μέσα

σε μια τέτοια διαμέριση.

Θεώρημα 0.3 (Van der Waerden). Αν διαμερίσουμε το σύνολο Z των ακε-
ραίων σε πεπερασμένα σύνολα B1, B2, . . . , Bq, τότε υπάρχει κάποιο Bj το οποίο

περιέχει πεπερασμένη αριθμητική πρόοδο αυθαίρετου μήκους l.

Τα αποτελέσματα αυτά επεκτάθηκαν από τους I. Schur, A. Brauer και

R. Rado. Το επόμενο αποτέλεσμα συνδυάζει τα δύο προηγούμενα θεωρήματα.
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Θεώρημα 0.4 (I. Schur, A. Brauer). ΄Εστω N = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq πεπερα-

σμένη διαμέριση. Τότε υπάρχει ένα j, ώστε για κάθε l = 1, 2, . . . να υπάρχουν
d ∈ Bj και n ∈ N ώστε n+ id ∈ Bj για κάθε i = 0, 1, . . . , l.

Το καλύτερο αποτέλεσμα που έχουμε πετύχει σε αυτήν την κατεύθυνση

αποδείχθηκε από τον R. Rado, οποίος παρατήρησε ότι σε όλα τα προηγούμενα

αποτελέσματα ουσιαστικά βρίσκουμε λύση του συστήματος
∑
aijxj = 0 σε ένα

από τα σύνολα που αποτελούν τη διαμέριση του N. Χαρακτήρισε τα συστήματα

αυτά κανονικά συστήματα και βρήκε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για ένα

σύστημα ώστε να ισχύει η μονοχρωματική λύση.

Θεώρημα 0.5 (Rado). Αν για κάποιο l, ο p× q πίνακας aij είναι επιπέδου l,
τότε για κάθε πεπερασμένη διαμέριση N = B1 ∪ · · · ∪ Br υπάρχει ένα Bk που

περιέχει λύση του συστήματος

q∑
j=1

aijxj = 0

για i = 1, 2, . . . , p.

Από την άλλη, ο T. Grünwald (συχνά αναφερόμενος και ως Gallai) επέκτει-
νε το θεώρημα του van der Waerden σε περισσότερες διαστάσεις.

Θεώρημα 0.6 (Grünwald). ΄Εστω Nm = B1∪B2∪· · ·∪Bq μια διαμέριση του

Nm
σε πεπερασμένα το πλήθος σύνολα. Τότε κάποιο από τα Bj έχει την ιδιότητα:

αν F ⊆ Nm
πεπερασμένο, υπάρχουν a ∈ Nm

και b ∈ N ώστε bF + a ⊆ Bj.

Τα παραπάνω αποτελέσματα, εκτός του θεωρήματος του Hilbert, αποδει-

κνύουν την ύπαρξη πεπερασμένων σχηματισμών μέσα σε ένα στοιχείο μιας δια-

μέρισης. Πιο πρόσφατα, το 1974, ο N. Hindman απέδειξε ένα αποτέλεσμα το

οποίο αφορά στην ύπαρξη άπειρων σχηματισμών και επεκτείνει τόσο το θεώρημα

του Hilbert όσο και το θεώρημα του Schur.

Θεώρημα 0.7 (Hindman). Για κάθε διαμέριση του N = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq,

υπάρχει ένα Bj το οποίο περιέχει μία ακολουθία στοιχείων p1, p2, p3, . . . και όλα
τα πεπερασμένα αθροίσματά τους pi1 + pi2 + · · · + pin με i1 < i2 < · · · < in,
n ∈ N (δηλαδή κάποιο Bj περιέχει ένα IP -σύνολο).

Στο πρώτο κεφάλαιο αυτής της εργασίας μελετάμε την έννοια της επανα-

φοράς σε τοπολογικά δυναμικά συστήματα και δίνουμε κάποιες εφαρμογές σε

διοφαντικές ανισότητες, μεταξύ των οποίων και ένα γνωστό αποτέλεσμα των

Hardy και Littlewood και μία γενίκευσή του σε πολυώνυμα, κάποιες συνδυαστι-

κές εφαρμογές και αποδεικνύουμε το προαναφερθέν θεώρημα του Hilbert. Στο
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δεύτερο κεφάλαιο μελετάμε την έννοια της πολλαπλής επαναφοράς για ένα πε-

περασμένο σύνολο συνεχών μετασχηματισμών σε έναν συμπαγή μετρικό χώρο,

που αντιμετατίθενται μεταξύ τους, δίνουμε απόδειξη του θεωρήματος του van
der Waerden μέσω του θεωρήματος Πολλαπλής Επαναφοράς του Birkho� και

της γενίκευσης του θεωρήματος van der Waerden σε περισσότερες διαστάσεις

(θεώρημα Grünwald), εισάγουμε την έννοια των IP-συνόλων και δίνουμε τέλος

πάλι κάποιες συνδυαστικές εφαρμογές και εφαρμογές σε διοφαντικές ανισότη-

τες, μεταξύ των οποίων και μία άλλη απόδειξη του προαναφερθέντος θεωρήμα-

τος των Hardy και Littlewood. Τέλος, στο τρίτο κεφάλαιο μελετάται η έννοια

του proximality σε δυναμικά συστήματα, ορίζονται τα κεντρικά σύνολα και δίνε-

ται μία απόδειξη του θεωρήματος του Hindman. Δίνονται επίσης αποδείξεις του

θεωρήματος του Schur, μια άλλη απόδειξη του θεωρήματος van der Waerden,
εισάγονται τα IP-συστήματα και αποδεικνύεται η γενίκευση των Schur και Brau-
er των θεωρημάτων των Schur και van der Waerden. Δίνεται τέλος και μία

δυναμική απόδειξη του θεωρήματος των Hales και Jewett, μιας (πολύ ισχυρής)

γενίκευσης του θεωρήματος του van der Waerden.



Κεφάλαιο 1

Δυναμικά Συστήματα και

Επαναφορά

Σε αυτό το κεφάλαιο θα δώσουμε κάποιες βασικές έννοιες για τα Τοπολογικά

Δυναμικά Συστήματα, για τα σημεία επαναφοράς και τα σημεία ομοιόμορφης

επαναφοράς, καθώς και κάποια πρώτα αποτελέσματα που προκύπτουν από αυτές.

1.1 Επαναφορά

Ορισμός 1.1.1. ΄Ενα Τοπολογικό Δυναμικό Σύστημα είναι μια δυ-

άδα (X,G), όπου ο X είναι συμπαγής μετρικός χώρος και η G αβελιανή ομάδα

ή ημιομάδα που δρα στον X με συνεχείς μετασχηματισμούς.

Ορισμός 1.1.2. ΄Εστω T συνεχής μετασχηματισμός σε έναν τοπολογικό

χώρο X. ΄Ενα x ∈ X θα λέγεται σημείο επαναφοράς (recurrent point)
για τον T αν για κάθε περιοχή V του x, υπάρχει ένα n ∈ N τέτοιο ώστε

T n(x) ∈ V .

Παρατήρηση. Αν η G είναι είτε η N είτε η Z, τότε μπορούμε να θεωρήσου-

με την G ως κυκλική με γεννήτορα 1 και τη δράση του γεννήτορα 1 ως τον

μετασχηματισμό T . Κατά συνέπεια το δυναμικό σύστημα θα συμβολίζεται με

(X,T ), και θα το ονομάζουμε κυκλικό σύστημα. Αν ο X είναι μετρικός

χώρος, το x ∈ X είναι σημείο επαναφοράς αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία

nk → ∞ ώστε T nk(x) → x (θεωρούμε ως περιοχές V τις ανοιχτές μπάλες με

κέντρο το x και ακτίνα 1/k).

Ορισμός 1.1.3. Ως τροχιά ενός σημείου x που ανήκει σε τοπολογικό

δυναμικό σύστημα (X,G), ορίζεται το Gx = {gx | g ∈ G}. Αν το δυ-

ναμικό σύστημα είναι κυκλικό, δηλαδή (X,T ), τότε η τροχιά του x είναι η

Orb(x, T ) = {T n(x), n > 1}.
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Παρατήρηση 1.1.4. ΄Ενα x ∈ X είναι σημείο επαναφοράς αν και μόνο αν x ∈
Orb(x, T ).
Απόδειξη: (⇒) Αν το x ∈ X είναι επανερχόμενο, τότε από τον ορισμό 1.1.2,

για κάθε περιοχή V του x υπάρχει ένα T n(x) ∈ V και άρα το x ∈ Orb(x, T ).

(⇐) Αν τώρα x ∈ Orb(x, T ) από τον ορισμό της κλειστής θήκης μπορούμε να

βρούμε σε οποιαδήποτε περιοχή του x ένα στοιχείο της τροχιάς, που είναι και

ο ορισμός του σημείου επαναφοράς.

Ορισμός 1.1.5. Θα λέμε ένα σύνολο A G-αναλλοίωτο αν GA ⊆ A και

T -αναλλοίωτο αν T (A) ⊆ A.

Παρατήρηση 1.1.6. Σε ένα δυναμικό σύστημα (X,T ), αν A ⊆ X, τότε από τη

συνέχεια της T , T
(
A
)
⊆ T (A). ΄Αρα αν το A είναι T -αναλλοίωτο, τότε και

το A είναι T -αναλλοίωτο, αφού T
(
A
)
⊆ T (A) ⊆ A. Ειδικότερα κάθε τροχιά

Orb(x, T ) είναι φυσικά T -αναλλοίωτη και επομένως και το Orb(x, T ) είναι T -

αναλλοίωτο. ΄Ομοια σε ένα (X,G), αν A ⊆ X είναι G-αναλλοίωτο τότε και το

A είναι, και ειδικότερα η κλειστή θήκη κάθε τροχιάς Gx είναι G-αναλλοίωτο

σύνολο.

Τα πρώτα ερωτήματα που προκύπτουν είναι αν μπορούμε να βρούμε επανερ-

χόμενα σημεία σε κάποιο δυναμικό σύστημα, και αν μπορούμε, πόσα είναι αυτά.

Απάντηση στο πρώτο ερώτημα δίνει το θεώρημα που ακολουθεί, το οποίο ε-

ίναι γνωστό ως Θεώρημα Επαναφοράς του Birkho� (Birkho�'s Recurrence

Theorem).

Θεώρημα 1.1.7 (Θεώρημα Επαναφοράς του Birkho�). Αν ο X είναι συμπα-
γής χώρος και T είναι ένας συνεχής μετασχηματισμός στον X, τότε το σύνολο
των σημείων επαναφοράς είναι μη κενό.

Απόδειξη. ΄Εστω F = {Y ⊆ X | Y κλειστό και μη κενό και T (Y ) ⊆ Y }. Θα

δείξουμε ότι η F έχει ελάχιστο στοιχείο και έπειτα ότι κάθε σημείο αυτού είναι

σημείο επαναφοράς.

΄Εστω μια αλυσίδα στην F . Η τομή των συνόλων που ανήκουν στην αλυσίδα

είναι μη κενή, διότι η F έχει την ιδιότητα πεπερασμένων τομών και ο X είναι

συμπαγής, και μάλιστα ανήκει στην F (είναι T -αναλλοίωτη). Επιπλέον, αφού ο

X ανήκει στην F , η F είναι μη κενή και άρα από το Λήμμα του Zorn η F έχει

ελάχιστο στοιχείο, έστω το Y0.

΄Εστω τώρα ένα x ∈ Y0. Ορίζουμε ως Y = Orb(x, T ) και παρατηρούμε ότι

(προφανώς λόγω ελαχίστου) Y0 ⊆ Y , αλλά και Y ⊆ Y0 αφού για κάθε n ∈ N
έχουμε T n(x) ∈ Y0 (το Y0 είναι T -αναλλοίωτο), δηλαδή Orb(x, T ) ⊆ Y0, και

άρα (λόγω κλειστότητας) Y ⊆ Y0.

΄Επεται λοιπόν ότι Y = Y0 και άρα x ∈ Y0 = Y = Orb(x, T ). Από την

Παρατήρηση 1.1.4, το x είναι σημείο επαναφοράς.
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Παράδειγμα 1.1.8. ΄Εστω K μια συμπαγής ομάδα, a ∈ K και T : K → K
με T (x) = ax. Τότε κάθε στοιχείο στο (K,T ) είναι σημείο επαναφοράς.

Απόδειξη. Αφού η K είναι συμπαγής, τότε από το Θεώρημα 1.1.7 υπάρχει ένα

x0 που είναι σημείο επαναφοράς. ΄Εστω τώρα ένα άλλο σημείο x, το οποίο

μπορούμε να το γράψουμε ως x = x0u για κάποιο u ∈ K. Αν V είναι μια

περιοχή του x, τότε η V u−1
είναι περιοχή του x0 και άρα (από τον ορισμό του

σημείου επαναφοράς) υπάρχει ένα n ∈ N ώστε T n(x0) ∈ V u−1
. Ισοδύναμα,

anx0 ∈ V u−1
, δηλαδή anx0u ∈ V και άρα anx ∈ V . Παίρνουμε συνολικά, ότι

υπάρχει ένα n ∈ N ώστε T n(x) ∈ V , δηλαδή το x είναι σημείο επαναφοράς.

Ορισμός 1.1.9. ΄Ενα δυναμικό σύστημα (K,T ) λέγεται Kronecker sy-

stem αν K είναι συμπαγής αβελιανή ομάδα με μετρικοποιήσιμη τοπολογία, και

T : K → K ώστε T (x) = ax για κάποιο a ∈ K.

Βλέπουμε λοιπόν ότι σε ένα Kronecker system κάθε στοιχείο είναι σημείο

επαναφοράς. Θα δούμε στη συνέχεια ότι τα συστήματα Kronecker ικανοποιούν
πολλές ιδιότητες σχετικές με την επαναφορά.

1.2 Παράγοντες και Επεκτάσεις

Ορισμός 1.2.1. ΄Εστω (X,G) και (Y,G) δύο τοπολογικά δυναμικά συστήμα-

τα με την ίδια ομάδα μετασχηματισμών G. ΄Ενας ομομορφισμός από το

(X,G) στο (Y,G) είναι μια συνεχής απεικόνιση h : X → Y με την ιδιότητα

h(gx) = gh(x) (1.1)

για κάθε x ∈ X και κάθε g ∈ G.

Ορισμός 1.2.2. ΄Ενα δυναμικό σύστημα (Y,G) λέγεται παράγοντας του

συστήματος (X,G) αν υπάρχει ένας ομομορφισμός από το X στο Y ο οποίος

είναι επί. Συχνά μπορεί να αναφέρουμε τον X ως επέκταση του Y .

Ερώτηση: Αν h είναι ομομορφισμός, όπως στον Ορισμό 1.2.1, και αν x είναι

ένα σημείο επαναφοράς για τον X, τότε το h(x) θα είναι σημείο επαναφοράς για

τον Y ; Ισχύει το αντίστροφο; Η απάντηση στο πρώτο ερώτημα είναι καταφατική

για κυκλικά συστήματα.

Πρόταση 1.2.3. ΄Εστω τα κυκλικά συστήματα (X,T ), (Y, T ) και h : X → Y
ομομορφισμός. Αν το x ∈ X είναι σημείο επαναφοράς, τότε θα είναι και το
h(x) ∈ Y .
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Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X σημείο επαναφοράς και έστω V μια περιοχή του h(x) ∈
Y . Τότε η h−1(V ) είναι περιοχή του x και αφού είναι επανερχόμενο υπάρχει

n ∈ N τέτοιο ώστε T n(x) ∈ h−1(V ) και συνεπώς h(T n(x)) ∈ V . Λόγω της

(1.1) η τελευταία σχέση γίνεται T n(h(x)) ∈ V και τέλος παίρνουμε ότι το h(x)
είναι σημείο επαναφοράς.

Για παραδείγματα όπου ισχύει το αντίστροφο θα χρειαστούμε την επόμενη

έννοια.

Ορισμός 1.2.4. ΄Εστω (Y, T ) ένα κυκλικό δυναμικό σύστημα, K μια συμπα-

γής ομάδα και ψ : Y → K μια συνεχής απεικόνιση. Θέτουμε

1. X = Y ×K

2. T : X → X με T (y, k) = (T (y), ψ(y)k).

Θα λέμε το δυναμικό σύστημα (X,T ) group extension του (Y, T ). Παρατη-

ρούμε ότι ο X είναι επέκταση του Y .

Ορισμός 1.2.5. ΄Ενας αυτομορφισμός σε ένα σύστημα (X,T ) είναι ένας

ομοιομορφισμός που μετατίθεται με τον T .

Παρατήρηση 1.2.6. ΄Εστω (X,T ) = (Y ×K) ένα group extension του (Y, T ).
Η απεικόνιση Rk : X → X με Rk(yk

′) := (y, k′k), δηλαδή πολλαπλασιασμός

της δεύτερης συντεταγμένης με το στοιχείο k από τα δεξιά, είναι αυτομορφισμός

στο (X,T ). Πράγματι, είναι 1-1 , αφού Rk(y1, k1) = Rk(y2, k2)⇔ (y1, k1k) =
(y2, k2k) ⇔ y1 = y2 και k1 = k2. Είναι επί, αφού αν πάρουμε ένα (y′, k′) ∈ X
τότε γράφουμε το k′ ως k′ = uk και άρα Rk(y

′, u) = (y′, k′). Είναι συνεχής,

αφού ο πολλαπλασιασμός στην K είναι συνεχής απεικόνιση. Η αντίστροφη είναι

συνεχής, αφού η k 7→ k−1
είναι συνεχής. Τέλος, μετατίθεται με τον T , αφού

Rk(T (y′, k′)) = (T (y′), ψ(y′)k′k) = T (y′, k′k) = T (Rk(y
′, k′)).

Θεώρημα 1.2.7. Αν το y0 είναι σημείο επαναφοράς για το δυναμικό σύστημα

(Y, T ), τότε όλα τα (y0, k), k ∈ K, είναι σημεία επαναφοράς για ένα group

extension (X,T ) = (Y ×K,T ) του (Y, T ).

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι το (y0, e) όπου e το ταυτοτικό στοιχείο της K,

είναι σημείο επαναφοράς για τον (X,T ) και θα το έχουμε και για κάθε (y0, k)
χρησιμοποιώντας την Παρατήρηση 1.2.6 και την Πρόταση 1.2.3.

΄Εχουμε λοιπόν από την Παρατήρηση 1.1.4, ότι ένα x ∈ X είναι σημείο

επαναφοράς αν και μόνο αν x ∈ Orb(x, T ). Αφού το y0 είναι σημείο επανα-

φοράς για το Y , τότε υπάρχει μια ακολουθία ni → ∞ ώστε T ni(y0) → y0.

΄Εχουμε ότι T ni(y0, e) = (T ni(y0), ψ(T ni−1(y0)) · · ·ψ(T (y0))ψ(y0)). ΄Ομως η
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ακολουθία {ψ(T ni−1(y0)) · · ·ψ(T (y0))ψ(y0) : i ∈ N} ανήκει στο K το οπο-

ίο είναι συμπαγές και έτσι μπορούμε να βρούμε υποδίκτυο N : D → N της

n1 < n2 < · · · , όπου D κάποιο κατευθυνόμενο σύνολο, ώστε το υποδίκτυο

{ψ(T nN(d)−1(y0)) · · ·ψ(T (y0))ψ(y0) : d ∈ D} να συγκλίνει σε κάποιο k1 ∈ K.

Τότε το {(TN(d)(y0), ψ(T nN(d)−1(y0)) · · ·ψ(T (y0))ψ(y0)) : d ∈ D} είναι υπο-

δίκτυο της ακολουθίας T ni(y0, e) = (T ni(y0), ψ(T ni−1(y0)) · · ·ψ(T (y0))ψ(y0)),
i ∈ N, που συγκλίνει στο (y0, k1) ∈ Y ×K.

΄Αρα υπάρχει ένα k1 ∈ K ώστε (y0, k1) ∈ Orb((y0, e), T ). Εφαρμόζουμε τον

Rk1 στο (y0, k1) και παίρνουμε:

(y0, k
2
1) ∈ Rk1(Orb((y0, e), T ))

⊆ Rk1(Orb((y0, e), T ))

= Orb((y0, k1), T )

όπου στη δεύτερη σχέση χρησιμοποιήσαμε τη συνέχεια του Rk1 και στην τελευ-

ταία τη μεταθετικότητά του με τον T . ΄Ομως Orb((y0, k1), T ) ⊆ Orb((y0, e), T )

επειδή το Orb((y0, e), T ) είναι T -αναλλοίωτο και κλειστό και επειδή (y0, k1) ∈
Orb((y0, e), T ). ΄Αρα (y0, k

2
1) ∈ Orb((y0, e), T ).

Επαγωγικά βρίσκουμε ότι (y0, k1), (y0, k
2
1), . . . , (y0, k

n
1 ) ∈ Orb((y0, e), T ).

Το σύστημα όμως (K, τk1), όπου tk1 : K → K η απεικόνιση τk1(k) = k1k,
αποτελεί σύστημα Kronecker, και κάθε στοιχείο του είναι σημείο επαναφο-

ράς, δηλαδή υπάρχει ακολουθία nk → ∞ τέτοια ώστε knk1 → e. Επιπλέον

το Orb((y0, e), T ) είναι κλειστό σύνολο και άρα το όριο (y0, e) θα ανήκει στο

Orb((y0, e), T ). Από την Παρατήρηση 1.1.4, το (y0, e) είναι σημείο επαναφο-

ράς.

Μια άλλη περίπτωση που μπορούμε να πετύχουμε το ίδιο αποτέλεσμα για τα

σημεία επαναφοράς, είναι στην ισομετρική επέκταση.

Ορισμός 1.2.8. ΄Εστω K συμπαγής ομάδα ισομετριών ενός συμπαγούς με-

τρικού χώρουM , με την τοπολογία στηνK τέτοια ώστε η απεικόνισηK×M →
M που δίνεται από την (k, u) 7→ ku να είναι συνεχής· εδώ ku συμβολίζει την

εικόνα του u ∈ M κάτω από την ισομετρία k του μετρικού χώρου M . ΄Εστω

και (Y, T ) δυναμικό σύστημα και ψ : Y → K συνεχής απεικόνιση. Θέτουμε

1. X = Y ×M

2. T : X → X με T (y, u) = (T (y), ψ(y)u).

Τότε το σύστημα (X,T ) θα λέγεται ισομετρική επέκταση του (Y, T ).
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Θεώρημα 1.2.9. Αν ο (X,T ) είναι ισομετρική επέκταση ενός (Y, T ), τότε
η αντίστροφη εικόνα ενός σημείου επαναφοράς στον (Y, T ) θα είναι σημείο
επαναφοράς για τον (X,T ).

Η απόδειξη αυτού του θεωρήματος είναι άμεση από το Θεώρημα 1.2.7, την

Πρόταση 1.2.3 και την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.2.10. ΄Εστω ότι (X,T ) είναι μία ισομετρική επέκταση ενός
(Y, T ). Τότε μπορούμε να γράψουμε τον X ως X =

⋃
Xa, όπου Xa είναι

κλειστά και T -αναλλοίωτα υποσύνολα του X και κάθε σύστημα (Xa, T ) είναι
παράγοντας ενός group extension του (Y, T ).

Απόδειξη. ΄Εστω X = Y ×M όπως στον Ορισμό 1.2.8. Ορίζουμε ως Z = Y ×
K το group extension (Y, T ) όπως στον Ορισμό 1.2.4· συγκεκριμένα T (y, k) =
(T (y), ψ(y)k). Σταθεροποιούμε ένα (y0, u0) ∈ X και ορίζουμε φu0 : Z → X με

(y, k) 7→ (y, ku0).
Η φu0 ορίζει έναν ομομορφισμό από το Z επί ενός υποσυστήματος του

(X,T ). Παρατηρούμε τώρα ότι (y0, u0) = φu0(y0, e) και άρα το (y0, u0) ανήκει

στην εικόνα του φu0 .
΄Αρα μπορούμε να γράψουμε τον X ως X =

⋃
Xa, όπου κάθε Xa είναι της

μορφής φu(Z) για κάποιο u ∈ M . Τα φu(Z) είναι κλειστά, επειδή το Z είναι

συμπαγές και άρα κάθε φu(Z) είναι συμπαγές και επομένως κλειστό αφού ο

X = Y ×M είναι μετρικός χώρος, και T -αναλλοίωτα, επειδή T (φu(y, k)) =
φu(T (y, k)) για κάθε u, y, k, και είναι παράγοντες του Z επειδή τα φu είναι

ομομορφισμοί.

1.3 Ομοιόμορφη Επαναφορά και Minimality

Μια πιο ισχυρή έννοια επαναφοράς από την απλή επαναφορά που είδαμε στην

προηγούμενη παράγραφο, είναι η ομοιόμορφη επαναφορά. Χρειαζόμαστε πρώτα

έναν ορισμό που καθορίζει το πόσο ισχυρή έννοια επαναφοράς είναι η ομοιόμορ-

φη επαναφορά.

Ορισμός 1.3.1. Θα λέμε ένα σύνολο A ⊆ G συνδετικό (syndetic), όπου
G αβελιανή τοπολογική ομάδα ή ημιομάδα, αν υπάρχει ένα K συμπαγές ⊆ G
ώστε για κάθε g ∈ G να υπάρχει ένα k ∈ K τέτοιο ώστε gk ∈ A.

Παρατήρηση 1.3.2. 1. Στην περίπτωση που η G ως τοπολογική ομάδα έχει

τη διακριτή τοπολογία, τότε το συμπαγές K είναι πεπερασμένο, και συνε-

πώς το A είναι συνδετικό αν υπάρχουν πεπερασμένο πλήθος μεταφορών

του που καλύπτουν την G. Στην περίπτωση που η G είναι απλά ημιομάδα,

ως μεταφορές του A θεωρούμε τα σύνολα Ag = {ag | a ∈ A} για g ∈ G,

αλλά και τα σύνολα Ag−1 := {b ∈ G | bg ∈ A}, για g ∈ G.
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2. Αν G = N, τότε ένα A είναι συνδετικό αν έχει φραγμένα κενά: για κάποιο

N ∈ N και για κάθε k ∈ N έχουμε {k + 1, k + 2, . . . , k +N} ∩ A 6= ∅.

Ορισμός 1.3.3. ΄Εστω ένα δυναμικό σύστημα (X,G). ΄Ενα x ∈ X θα λέγεται

σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς για το σύστημα, αν για κάθε περιοχή

V του x, το σύνολο {g ∈ G | gx ∈ V } είναι συνδετικό.

Παρατήρηση. Παρατηρούμε ότι ενώ η επαναφορά (όπως την ορίσαμε σε προη-

γούμενη παράγραφο) αναφερόταν σε κυκλικά συστήματα (X,T ), η ομοιόμορφη

επαναφορά ορίζεται γενικά, για ένα δυναμικό σύστημα (X,G). Μπορούμε να

δώσουμε λοιπόν έναν γενικότερο ορισμό (απλής) επαναφοράς: σε ένα δυναμικό

σύστημα (X,G) ένα x ∈ X θα είναι σημείο επαναφοράς αν για κάθε V περιοχή

του, υπάρχει ένα g ∈ G ώστε gx ∈ V .

Ορισμός 1.3.4. ΄Ενα δυναμικό σύστημα (X,G) λέγεται minimal αν δεν

περιέχει κανένα γνήσιο κλειστό και μη κενό G-αναλλοίωτο υποσύνολο.

Πρόταση 1.3.5. Κάθε δυναμικό σύστημα (X,G) περιέχει ένα minimal υπο-
σύστημα.

Απόδειξη. Η απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.7 δίνει ακριβώς ένα minimal υ-

ποσύνολο, δηλαδή ένα κλειστό, αναλλοίωτο και μη κενό υποσύνολο που δεν

περιέχει άλλο, γνήσιο υποσύνολο, που είναι κλειστό, μη κενό και αναλλοίωτο,

στην περίπτωση ενός δυναμικού συστήματος (X,T ). Η ίδια ακριβώς απόδειξη

δουλεύει και για γενικότερα συστήματα (X,G).

΄Αμεση συνέπεια του ορισμού, που ταυτοχρόνως είναι ένας χαρακτηρισμός

για τα minimal δυναμικά συστήματα, είναι το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 1.3.6. Το (X,G) είναι minimal αν και μόνο αν κάθε τροχιά Gx =
{gx | g ∈ G} είναι πυκνή στο X.

Απόδειξη. (⇒) Το σύνολο Gx είναι κλειστό μη κενό G-αναλλοίωτο υποσύνολο

του X. ΄Ομως το X είναι minimal, άρα Gx = X, δηλαδή Gx πυκνό.

(⇐) ΄Εστω ότι το (X,G) δεν είναι minimal. Τότε υπάρχει κλειστό και G-

αναλλοίωτο γνήσιο και μη κενό υποσύνολο του X, έστω Y , και έστω ένα

σημείο του, x ∈ Y . Τότε το X r Y = V είναι ανοιχτό υποσύνολο του X και

αφού Gx πυκνό στο X, θα υπάρχει ένα g ∈ G ώστε gx ∈ V . ΄Ομως αυτό

σημαίνει ότι gx /∈ Y το οποίο είναι άτοπο από τον ορισμό του Y .

΄Ενας άλλος χαρακτηρισμός για ένα minimal σύστημα είναι ο εξής.

Λήμμα 1.3.7. Το (X,G) είναι minimal αν και μόνο αν για κάθε V ⊆ X
ανοιχτό, υπάρχουν g1, g2, . . . , gn ∈ G ώστε X =

⋃n
i=1 g

−1
i V .
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Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω ότι το (X,G) είναι minimal. Τότε για κάθε x ∈ X
έχουμε ότι Gx = X και άρα για κάθε V ανοιχτό και μη κενό υποσύνολο

του X θα υπάρχει ένα g ∈ G ώστε gx ∈ V και άρα x ∈ g−1V . Δηλαδή

X ⊆
⋃
g∈G g

−1V . Από τη συμπάγεια του X μπορούμε να βρούμε πεπερασμένα

το πλήθος g.
(⇐) ΄Εστω ένα x ∈ X και V ένα ανοιχτό σύνολο. Τότε από την υπόθεση,

υπάρχει ένα gi ∈ G ώστε gix ∈ V . Δηλαδή για το τυχόν x ∈ X το Gx είναι

πυκνό υποσύνολο του X. Από το Λήμμα 1.3.6 το X είναι minimal.

Μπορούμε να συνδέσουμε την ομοιόμορφη επαναφορά με τα minimal δυνα-
μικά συστήματα. Η σχέση αυτή θα μας φανεί ιδιαίτερα χρήσιμη στο Κεφάλαιο

3.

Θεώρημα 1.3.8. ΄Εστω (X,G) minimal δυναμικό σύστημα. Τότε κάθε

x ∈ X είναι σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα x ∈ X και V μια περιοχή του. Από το Λήμμα 1.3.7

υπάρχουν g1, g2, . . . , gn ∈ G ώστε
⋃n
i=1 g

−1
i V = X.

΄Ομως για κάθε g ∈ G, gx ∈ X και μπορούμε να βρούμε ένα gi ώστε gx ∈
g−1
i V , ισοδύναμα gi(gx) ∈ V . Θέτοντας K = {g1, g2, . . . , gn}, έχουμε ότι για

κάθε g ∈ G υπάρχει ένα k ∈ K ώστε (gk)x ∈ V . Δηλαδή το {g ∈ G | gx ∈ V }
είναι συνδετικό και άρα το x είναι σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς.

Θεώρημα 1.3.9. ΄Εστω (X,G) δυναμικό σύστημα. Αν x ∈ X σημείο ομοι-
όμορφης επαναφοράς τότε το Gx είναι minimal, κλειστό G-αναλλοίωτο.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ X το Gx είναι κλειστό και G-αναλλοίωτο (προφανές).

Αρκεί να δείξουμε ότι αν y ∈ Gx τότε Gy = Gx. Ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε

ότι x ∈ Gy.
΄Εστω (προς άτοπο) ένα y ∈ Gx με x /∈ Gy, και θεωρούμε V μια περιοχή

του x ώστε V ∩ Gy = ∅ (για την ακρίβεια θεωρούμε μια περιοχή V ′ ώστε
V ′ ∩Gy = ∅· αφού ο X είναι μετρικός χώρος, μπορούμε να βρούμε περιοχή V
του x ώστε V ⊆ V ′ και τότε V ∩Gy = ∅). Αφού το x είναι σημείο ομοιόμορφης

επαναφοράς, υπάρχουν g1, g2, . . . , gn ώστε, για κάθε g ∈ G, gigx ∈ V για

κάποιο i.
΄Εχουμε λοιπόν ότι για κάθε g ∈ G, gx ∈ g−1

i V . Ισοδύναμα, Gx ⊆⋃n
i=1 g

−1
i V . ΄Ομως y ∈ Gx ⊆

⋃n
i=1 g

−1
i V . ΄Αρα Gy ∩ V 6= ∅. ΄Ατοπο.

Παρατήρηση 1.3.10. Γενικά, δεν ισχύει ότι το Gx είναι minimal. ΄Ενα πα-

ράδειγμα είναι να θεωρήσουμε ως X = {0, 1}Z και T : X → X το shift:
T (x)(n) = x(n + 1), n ∈ Z, για x = (x(n))n∈Z. Θεωρούμε την ακολουθία

x = (. . . , 0, 0, 1, 1, . . . ) η οποία έχει 0 μέχρι μια θέση j και από j + 1 και μετά

έχει 1. Παίρνουμε και G = N, θεωρούμε δηλαδή το κυκλικό σύστημα. Τότε η
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Gx = Orb(x, T ) = {T n(x) : n ∈ N} θα περιέχει το στοιχείο (. . . , 1, 1, 1, . . . ),
του οποίου η κλειστή τροχιά είναι ένα T -αναλλοίωτο μη κενό κλειστό γνήσιο

υποσύνολο του Gx. Δηλαδή το Gx δεν είναι minimal.

΄Εχουμε ήδη δει ότι σε ένα δυναμικό σύστημα, το σύνολο των σημείων

επαναφοράς είναι μη κενό. Το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει και για τα σημεία ομοι-

όμορφης επαναφοράς.

Θεώρημα 1.3.11. Σε κάθε δυναμικό σύστημα (X,G), το σύνολο το σημείων
ομοιόμορφης επαναφοράς είναι μη κενό.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1.3.5, υπάρχει ένα minimal υποσύστημα. Από το

Θεώρημα 1.3.8 υπάρχει ένα σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς.

Παράδειγμα 1.3.12. Σε ένα σύστημα Kronecker κάθε στοιχείο είναι σημείο

ομοιόμορφης επαναφοράς.

Απόδειξη. ΄Εστω (K,T ) δυναμικό σύστημα μεK συμπαγή ομάδα και T (x) = ax
για κάποιο a ∈ K. Από το Θεώρημα 1.3.11, υπάρχει ένα σημείο x0 ομοιόμορφης

επαναφοράς και αν V είναι μια περιοχή του ταυτοτικού στοιχείου της K, τότε

V x0 είναι μια περιοχή του x0 και άρα υπάρχει ένα n ∈ N ώστε T n(x0) ∈ V x0.

΄Αρα για ένα τυχαίο x ∈ K, T nx = anx = anx0x
−1
0 x ∈ V x0x

−1
0 x = V x.

Το σύνολο των n ∈ N για το οποίο συμβαίνει αυτό είναι συνδετικό λόγω της

ομοιόμορφης επαναφοράς του x0.

΄Οπως και στην περίπτωση της απλής επαναφοράς, έτσι και στην ομοιόμορ-

φη επαναφορά μπορούμε να βρούμε ομοιόμορφα επανερχόμενα σημεία στις πε-

ριπτώσεις του group extension και της ισομετρικής επέκτασης. Τα επόμενα

δύο θεωρήματα αποδεικνύουν αυτή την ιδιότητα. Θα αποδείξουμε το πρώτο

θεώρημα και η απόδειξη του δεύτερου είναι άμεση, από την Πρόταση 1.2.10

πάλι.

Θεώρημα 1.3.13. ΄Εστω (X,T ) group extension του δυναμικού συστήματος
(Y, T ) και y0 ένα σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς του (Y, T ). Τότε κάθε (y0, k)
για k ∈ K είναι σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς για τον (Χ,Τ).

Απόδειξη. Αν y0 σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς στο (Y, T ), τότε από το Θε-

ώρημα 1.3.9 το Gy0 είναι minimal υποσύστημα. Χωρίς βλάβη της γενικότητας,

μπορούμε να θεωρήσουμε ότι όλο το σύστημα (Y, T ) είναι minimal. ΄Εστω

Z ⊆ X minimal ως προς τον T (y, k) = (T (y), ψ(y)k) και θεωρούμε την προ-

βολή του X στον Y , π : X → Y , η οποία είναι επί και ομομορφισμός. Τότε το

π(Z) είναι κλειστό και T -αναλλοίωτο υποσύνολο του Y και αφού το Y είναι

minimal, έχουμε π(Z) = Y .
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Επίσης, αφού γνωρίζουμε ότι κάθε Rk(y, k
′) = (y, k′k), για k ∈ K, είναι

αυτομορφισμός στον X τότε και κάθε Rk(Z) είναι minimal υποσύστημα του

X. Γράφουμε:

X = Y ×K = π−1(Y ) = π−1(π(Z)) =
⋃
k∈K

Rk(Z)

και αφού τα Rk(Z) είναι minimal, κάθε σημείο τους είναι σημείο ομοιόμορφης

επαναφοράς στον X.

Θεώρημα 1.3.14. ΄Εστω (Χ,Τ) ισομετρική επέκταση του (Y, T ) και y0 ένα

σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς για το (Y, T ). Τότε κάθε (y0, u) για u ∈ M
είναι σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς για τον (Χ,Τ).

Παρατήρηση 1.3.15. 1. Αν (X,T ) δυναμικό σύστημα και F1, F2 είναι mini-
mal υποσυστήματα του (X,T ), τότε είτε F1 ∩ F2 = ∅ είτε F1 = F2.

Πράγματι, αν x ∈ F1 ∩ F2, τότε Orb(x, T ) = F1 = F2, επειδή τα F1, F2

είναι minimal.

2. ΄Ενα ερώτημα που προκύπτει είναι αν μπορούμε να γράψουμε κάθε δυ-

ναμικό σύστημα ως ένωση ξένων ανά δύο minimal υποσυστημάτων. Η

απάντηση είναι όχι, αφού αν θεωρήσουμε το (X,T ) = ({0, 1}Z, T ) όπου

T είναι ο shift, όπως στην Παρατήρηση 1.3.10, και την κλειστή τρο-

χιά Y = Orb(x, T ) του στοιχείου x = (. . . , 0, 0, 1, 1, . . . ), τότε Y =
{(1, 1, . . . )}∪{T n(x) : n ∈ N}, το Y είναι T -αναλλοίωτο και το σύστημα

(Y, T ) δεν διασπάται σε ένωση minimal υποσυστημάτων.

1.4 Symbolic Συστήματα

΄Εστω Λ ένα πεπερασμένο σύνολο. Ορίζουμε X = ΛN
το σύνολο των ακο-

λουθιών στο Λ και T : X → X ώστε T (x)(n) = x(n + 1). Θα λέμε το σύνο-

λο Λ αλφάβητο, την απεικόνιση T shift και το σύστημα (X,T ) symbolic

σύστημα.

Θεωρούμε τη μετρική d στο (X,T ):

d(x, y) = inf{2−m+1 | x(i) = y(i) ∀ i < m}. (1.2)

Τότε ο X είναι συμπαγής μετρικός χώρος με αυτήν τη μετρική, η T συνεχής

και το (X,T ) είναι ένα δυναμικό σύστημα. Η τοπολογία που επάγει η μετρική

d στον X είναι η τοπολογία γινόμενο που προκύπτει όταν κάθε παράγοντας Λ
στο γινόμενο είναι εφοδιασμένος με τη διακριτή μετρική.
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Θα λέμε λέξη μια πεπερασμένη ακολουθία στο X και μήκος μιας λέξης το

πλήθος των στοιχείων του Λ που έχει η λέξη. Μια λέξη ω μήκους k υπεισέρ-
χεται σε μια λέξη ή ακολουθία ω′ αν υπάρχει j ώστε ω(1) = ω′(j + 1), ω(2) =
ω′(j + 2), . . . , ω(k) = ω′(j + k).

Θεώρημα 1.4.1. Μια ακολουθία ω είναι επανερχόμενο σημείο για το symbolic
δυναμικό σύστημα (X,T ) αν και μόνο αν κάθε λέξη που υπεισέρχεται στην ω,
υπεισέρχεται και δεύτερη φορά.

Απόδειξη. Προφανής.

Παρατήρηση 1.4.2. Από το προηγούμενο θεώρημα προκύπτει ότι μία λέξη που

υπεισέρχεται σε μια ακολουθία που είναι επανερχόμενη, υπεισέρχεται άπειρες

φορές. ΄Ετσι μπορούμε να γράψουμε την ω ως εξής:

ω = (((aw1a)w2(aw1a))w3((aw1a)w2(aw1a)))w4 . . . , (1.3)

όπου a ∈ Λ και w1, w2, . . . είναι αυθαίρετες λέξεις.

Θα δώσουμε τώρα μία απόδειξη του Λήμματος του Hilbert που χρησιμο-

ποιεί τα symbolic συστήματα. Χρειαζόμαστε να ορίσουμε την έννοια του πα-

ραλληλεπίπεδου P (n1, n2, . . . , nm). Αν n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nm είναι φυσικοί

αριθμοί, τότε P (n1, n2, . . . , nm) είναι το σύνολο όλων των πεπερασμένων α-

θροισμάτων ni1 + ni2 + · · · + nik για k ∈ {0, 1, . . . ,m}, i1 < i2 < · · · < ik
και i1, i2, . . . , ik ∈ {n1, n1, . . . , nm}. Αν συμπεριλάβει κανείς και το 0, που α-

ντιστοιχεί στο k = 0, υπάρχουν 2m αθροίσματα στο P (n1, n2, . . . , nm). ΄Ενας

άλλος τρόπος να γραφεί το P (n1, n2, . . . , nm) είναι ως το σύνολο όλων των

αθροισμάτων ε1n1 + ε2n2 + · · ·+ εmnm με (ε1, . . . , εm) ∈ {0, 1}m.

Λήμμα 1.4.3 (Hilbert). ΄Εστω N = B1 ∪ B2 ∪ ... ∪ Bq μια διαμέριση των

φυσικών αριθμών. Τότε για κάθε l = 1, 2, . . . υπάρχουν φυσικοί m1 ≤ m2 ≤
· · · ≤ ml ώστε άπειρες μεταφορές του P (m1,m2, . . . ,ml) να ανήκουν στο ίδιο
Bj για κάποιο j.

Απόδειξη. ΄Εστω Λ = {1, 2, . . . , q}, T ο shift και (X,T ) το προκύπτον symbo-
lic σύστημα. Τότε η δοθείσα διαμέριση δίνει μια ακολουθία ξ ώστε

ξ(n) = i ⇔ n ∈ Bi.

΄Εστω Y = Orb(ξ, T ). Αφού το (Y, T ) είναι ένα (δυναμικό) υποσύστημα,

υπάρχει ένα ω που είναι σημείο επαναφοράς και μπορούμε να το γράψουμε στη
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μορφή (1.3). Ορίζουμε

W0 = a

W1 = W0w1W0

W2 = W1w2W1

...

Wn = Wn−1wnWn−1

...

Ορίζουμε mn να είναι το μήκος της λέξης Wn−1wn, n ∈ N. Ορίζονται τότε για

κάθε l = 1, 2, . . . φυσικοί αριθμοί m1,m2, . . .ml. Παρατηρούμε δε ότι

mn+1 = |Wnwn+1| = |Wn|+ |wn+1| ≥ |Wn| = |Wn−1wnWn−1|
= |Wn−1wn|+ |Wn−1| ≥ |Wn−1wn| = mn

για κάθε n ∈ N, όπου |w| συμβολίζει το μήκος της λέξης w, και άρα m1 ≤
m2 ≤ · · · ≤ ml.

Παρατηρούμε τώρα ότι το αρχικό στοιχείο a της ω βρίσκεται σε όλες τις

θέσεις 1 + P (m1,m2, . . . ,ml) της ω. Πράγματι, η απόδειξη του ισχυρισμού

αυτού μπορεί να γίνει με επαγωγή στο l. Για l = 0 ο ισχυρισμός ισχύει αφού

για l = 0 η l-άδα (m1,m2, . . . ,ml) είναι η κενή l-άδα ∅ και P (∅) = {0}, εξ΄

ορισμού, οπότε 1 + P (m1,m2, . . . ,ml) = 1 + P (∅) = {1}. ΄Εστω τώρα ότι

ο ισχυρισμός ισχύει για κάποιο l = 0, 1, . . . . Τότε στη λέξη Wlwl+1Wl το a
βρίσκεται στις θέσεις 1 + P (m1,m2, . . . ,ml) στην αρχική λέξη Wl, από την

επαγωγική υπόθεση, και επίσης στις θέσεις ml+1 +1+P (m1,m2, . . . ,ml) στην

τελική λέξη Wl, δηλαδή τη δεύτερη εμφάνιση της Wl μέσα στην Wlwl+1Wl, και

(1 + P (m1,m2, . . . ,ml)) ∪ (1 + P (m1,m2, . . . ,ml) +ml+1)

=

{
1 +

l∑
i=1

εimi : (ε1, ε2, . . . , εl) ∈ {0, 1}l
}

∪

{
1 +

l∑
i=1

εimi +ml+1 : (ε1, ε2, . . . , εl) ∈ {0, 1}l
}

=

{
1 +

l+1∑
i=1

εimi : (ε1, ε2, . . . , εl, εl+1) ∈ {0, 1}l+1

}
= 1 + P (m1,m2, . . . ,ml+1).

Από την Παρατήρηση 1.4.2 έπεται ότι, για κάθε l = 0, 1, . . . , το a βρίσκεται

σε άπειρες μεταφορές του P (m1,m2, . . . ,ml) μέσα στην ω, δηλαδή, πιο συ-

γκεκριμένα, το σύνολο {p ∈ N : ω(p) = a} περιέχει άπειρες μεταφορές του

P (m1,m2, . . . ,ml).
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Διακρίνουμε τώρα τις εξής περιπτώσεις: 1. Το ω ανήκει στην τροχιά

Orb(ξ, T ), οπότε ω = T n(ξ) για κάποιο n ∈ N. Τότε ω(p) = a⇔ ξ(n+p) = a
και άρα το πρώτο στοιχείο a του ω, υπεισέρχεται στην ξ σε άπειρες μεταφορές

του P (m1,m2, . . . ,ml). Πιο συγκεκριμένα,

{p ∈ N : p > n, ξ(p) = a} = n+ {p ∈ N : ω(p) = a},

και αφού το σύνολο {p ∈ N : ω(p) = a} περιέχει άπειρες μεταφορές του

P (m1,m2, . . . ,ml), το ίδιο θα ισχύει και για το αριστερό μέλος {p ∈ N : p >
n, ξ(p) = a} και άρα και για το {p ∈ N : ξ(p) = a}. Επομένως άπειρες μετα-

φορές του P (m1,m2, . . . ,ml) ανήκουν στο Ba.

2. Το ω είναι οριακό σημείο του Y . Τότε υπάρχει ακολουθία nk → ∞
ώστε T nk(ξ) → ω. Βρίσκουμε k0 ∈ N τέτοιο ώστε, για κάθε k ≥ k0, η α-

πόσταση του T nk(ξ) από το ω να είναι τέτοια που να ταυτίζονται στις πρώτες

1 +m1 +m2 + · · ·+ml συντεταγμένες· τέτοιο k0 υπάρχει από τον ορισμό της

σύγκλισης d(T nk(ξ), ω)→ 0 για οποιοδήποτε ε ≤ 2−m1−m2−···−ml και d την με-

τρική (1.2). Τότε ξ(nk + p) = ω(p) = a για όλα τα p ∈ 1 +P (m1,m2, . . . ,ml)
και k ≥ k0, αφού 1 +P (m1,m2, . . . ,ml) ⊆ {1, 2, . . . , 1 +m1 +m2 + · · ·+ml}.
Ισοδύναμα ξ(p) = a για όλα τα p ∈ 1 + nk + P (m1,m2, . . . ,ml) με k ≥ k0,

ισοδύναμα 1+nk +P (m1,m2, . . . ,ml) ∈ Ba για όλα τα k ≥ k0, και άρα άπειρες

μεταφορές του P (m1,m2, . . . ,ml) είναι στο Ba.

Συνεχίζοντας με την ομοιόμορφη επαναφορά, η παρακάτω πρόταση αποτελεί

έναν (προφανή) χαρακτηρισμό για το πότε ένα σημείο σε ένα symbolic σύστημα

είναι σημείο ομοιόμορφης επαναφοράς.

Πρόταση 1.4.4. ΄Εστω X = ΛN
. ΄Ενα ω ∈ X είναι σημείο ομοιόμορφης

επαναφοράς για το (X,T ) αν και μόνο αν κάθε λέξη που υπεισέρχεται στο ω,
υπεισέρχεται σε θέσεις που αντιστοιχούν σε ένα συνδετικό σύνολο.

Η απόδειξη είναι άμεση από τους ορισμούς.

1.5 Διοφαντικές Ανισότητες

Πρόταση 1.5.1 (Hardy�Littlewood). Για κάθε a ∈ R και για κάθε ε > 0
υπάρχουν ακέραιοι m ∈ Z και n ∈ N ώστε |an2 −m| < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω a ∈ R και ε > 0. Θεωρούμε το χώρο T2 = {(t, s) | t, s ∈
R/Z} και τον μετασχηματισμό T (t, s) = (t + a, s + 2t + a), t, s ∈ R/Z. Τότε

ο (T2, T ) είναι δυναμικό σύστημα και μάλιστα είναι το group extension του

(Y, T ) = (R/Z, T ), όπου T (t) = t+ a, t ∈ R/Z, με K = R/Z και ψ : Y → K
την συνάρτηση ψ(t) = 2t + a, t ∈ R/Z. Σημειώνεται ότι, αν x, y ∈ R και
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x − y ∈ Z, δηλαδή αν τα x + Z και y + Z ορίζουν το ίδιο σύμπλοκο (δηλαδή

στοιχείο) στον R/Z, τότε (2x + a) − (2y + a) = 2(x − y) ∈ Z και άρα τα

2x+a+Z και 2y+a+Z ορίζουν το ίδιο σύμπλοκο στον R/Z· αυτό δείχνει ότι

η απεικόνιση ψ : R/Z → R/Z είναι καλά ορισμένη και μπορεί να υπολογιστεί

χρησιμοποιώντας οποιονδήποτε αντιπρόσωπο x από το σύμπλοκο t = x+Z από

τον τύπο ψ(t) = 2x+a+Z. Κατά συνέπεια και η T (t, s) = (t+a, s+2t+a) =
(T (t), s+ ψ(t)), t, s ∈ R/Z, είναι καλά ορισμένη από το T2

στο T2
.

Από το Θεώρημα 1.2.7 και το γεγονός ότι το σύστημα (R/Z, T ) είναι ένα

σύστημα Kronecker, κάθε στοιχείο του (t, s) είναι σημείο επαναφοράς. ΄Αρα το

(0, 0) = (0+Z, 0+Z) είναι σημείο επαναφοράς και επομένως υπάρχει ακολουθία

φυσικών αριθμών n1 < n2 < · · · → ∞ ώστε T nk(0, 0)→ (0, 0). ΄Ομως η τροχιά

του (0, 0) είναι η

(0, 0)
T−→ (a+Z, a+Z)

T−→ (2a+Z, 4a+Z)
T−→ · · · T−→ (na+Z, n2a+Z)

T−→ · · · ,

όπως βλέπει κανείς εύκολα επαγωγικά: αν υποθέσουμε ότι

T n(0, 0) = (na+ Z, n2a+ Z),

το οποίο ισχύει προφανώς για n = 0, τότε

T n+1(0, 0) = T (na+ Z, n2a+ Z) = ((n+ 1)a+ Z, n2a+ 2na+ a+ Z)

= ((n+ 1)a+ Z, (n+ 1)2a+ Z).

Χρησιμοποιώντας τώρα την μετρική

dT(x+ Z, y + Z) := min
m∈Z
|x− y −m| (1.4)

στον T = R/Z και την επαγώμενη μετρική γινόμενο dT2((t, s), (t′, s′)) :=
max{dT(t, t′), dT(s, s′)} στον T2

, έχει κανείς ότι, δοθέντος ε > 0, υπάρχει

n = nk για κάποιο k, ώστε dT2((0, 0), T n(0, 0)) < ε, δηλαδή

dT2((0, 0), (na+ Z, n2a+ Z)) < ε.

Τότε όμως dT(0, n2a + Z) < ε, που από τον ορισμό της μετρικής dT σημαίνει

ότι υπάρχει m ∈ Z ώστε |n2a−m| < ε.

Αυτό μπορούμε να το επεκτείνουμε σε αυθαίρετα πολυώνυμα χωρίς σταθερό

όρο.

Θεώρημα 1.5.2. ΄Εστω p(x) ένα πραγματικό πολυώνυμο με p(0) = 0. Τότε
για κάθε ε > 0 υπάρχουν m ∈ Z και n ∈ N ώστε |p(n)−m| < ε.
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Απόδειξη. ΄Εστω το πολυώνυμο pd(x) βαθμού d. Ορίζουμε τα πολυώνυμα:

pd−1(x) = pd(x+ 1)− pd(x)

pd−2(x) = pd−1(x+ 1)− pd−1(x)

...

p1(x) = p2(x+ 1)− p2(x)

p0(x) = p1(x+ 1)− p1(x).

Κάθε πολυώνυμο pi(x) είναι βαθμού το πολύ i, αφού από τον ορισμό τους

οι μεγιστοβάθμιοι όροι των pi+1(x + 1) και pi+1(x) έχουν ίδιους συντελεστές

και διαγράφονται. Θέτουμε a = p0(x). Θεωρούμε το χώρο Td και την α-

πεικόνιση T : Td → Td με T (t1, t2, . . . , td) = (t1 + a, t2 + t1, . . . , td + td−1)
για t1, t2, . . . , td ∈ R/Z. Ο Td είναι group extension του Td−1

, ο οποίος

είναι group extension του Td−2
κ.λπ., φτάνοντας μέχρι τον T, με την απει-

κόνιση T (t) = t + a, το οποίο είναι σύστημα Kronecker, και έτσι έχου-

με ότι κάθε σημείο στον Td είναι σημείο επαναφοράς. ΄Αρα ειδικότερα, το

(p1(0) +Z, p2(0) +Z, . . . , pd(0) +Z) είναι σημείο επαναφοράς. Υπάρχει λοιπόν

ένα n ∈ N ώστε το T n(p1(0) + Z, p2(0) + Z, . . . , pd(0) + Z) να είναι ε-κοντά
στο (p1(0) + Z, p2(0) + Z, . . . , pd(0) + Z). ΄Ομως

T (p1(0) + Z, p2(0) + Z, . . . , pd(0) + Z)

= (p1(0) + a+ Z, p2(0) + p1(0) + Z, . . . , pd(0) + pd−1(0) + Z)

= (p1(0) + p0(0) + Z, p2(0) + p1(0) + Z, . . . , pd(0) + pd−1(0) + Z)

= (p1(1) + Z, p2(1) + Z, . . . , pd(1) + Z)

και επαγωγικά

T n(p1(0) + Z, p2(0) + Z, . . . , pd(0) + Z)

= T
(
T n−1(p1(0) + Z, p2(0) + Z, . . . , pd(0) + Z)

)
= T (p1(n− 1) + Z, p2(n− 1) + Z, . . . , pd(n− 1) + Z)

= (p1(n− 1) + a+ Z, p2(n− 1) + p1(n− 1) + Z, . . .
. . . , pd(n− 1) + pd−1(n− 1) + Z)

= (p1(n− 1) + p0(n− 1) + Z, p2(n− 1) + p1(n− 1) + Z, . . .
. . . , pd(n− 1) + pd−1(n− 1) + Z)

= (p1(n) + Z, p2(n) + Z, . . . , pd(n) + Z).

Χρησιμοποιώντας τώρα την μετρική

dTd((t1, t2, . . . , td), (s1, s2, . . . , sd)) := max{dT(ti, si) : i ∈ {1, 2, . . . , d}}
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στον Td, όπου πάλι dT(x + Z, y + Z) := minm∈Z|x − y −m| στον T = R/Z,
παίρνει κανείς ότι

dTd((p1(0) + Z, . . . , pd(0) + Z), (p1(n) + Z, . . . , pd(n) + Z))

= dTd((p1(0) + Z, . . . , pd(0) + Z), T n(p1(0) + Z, . . . , pd(0) + Z)) < ε

για κάποιο n ∈ N και άρα και

dT(0, pd(n) + Z) = dT(pd(0), pd(n) + Z) < ε.

΄Αρα για κάποιο m ∈ Z έχουμε ότι |pd(n)−m| < ε.

Μπορούμε να πετύχουμε ένα γενικότερο αποτέλεσμα αυτού του θεωρήμα-

τος, χρησιμοποιώντας την έννοια του minimality.

Θεώρημα 1.5.3. ΄Εστω p(x) ένα πραγματικό πολυώνυμο με τουλάχιστον ένα
συντελεστή εκτός του σταθερού άρρητο. Τότε για κάθε ε > 0 μπορούμε να
λύσουμε την ανίσωση |p(n)−m| < ε ως προς m ∈ Z και n ∈ N.

Για την απόδειξη του θεωρήματος θα μας χρειαστεί, μεταξύ άλλων, το μεθε-

πόμενο λήμμα, το οποίο αποδεικνύεται με την βοήθεια του επόμενου γνωστού

αποτελέσματος.

Λήμμα 1.5.4 (Kronecker). Αν r ∈ [0, 1) άρρητος πραγματικός αριθμός, τότε
το σύνολο {nr (mod 1) | n ∈ Z}, όπου x (mod 1) := x−bxc, είναι πυκνό στο
[0, 1).

Απόδειξη. ΄Εστω k ∈ N ένας φυσικός αριθμός. Από την αρχή του περιστερώνα,

υπάρχουν φυσικοί αριθμοί n,m ∈ {1, 2, . . . , k + 1} με n 6= m, τέτοιοι ώστε οι

nr (mod 1) και mr (mod 1) να ανήκουν στο ίδιο διάστημα [i/k, (i+ 1)/k) για

κάποιο i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, επειδή ο r είναι άρρητος και επομένως οι αριθμοί

jr (mod 1), j ∈ {0, 1, 2, . . . }, είναι όλοι διαφορετικοί μεταξύ τους. Τότε

−1/k < (n−m)r − bnrc+ bmrc < 1/k

και είτε 0 < (n−m)r−bnrc+bmrc < 1/k, οπότε (n−m)r (mod 1) ∈ (0, 1/k),
είτε 0 < (m− n)r − bmrc+ bnrc < 1/k, οπότε (m− n)r (mod 1) ∈ (0, 1/k)
((n − m)r − bnrc + bmrc 6= 0 γιατί αλλιώς ο r θα ήταν ρητός)· σε κάθε

περίπτωση, υπάρχει N ∈ N τέτοιο ώστε Nr (mod 1) ∈ (0, 1/k).
Δοθέντος i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, υπάρχει φυσικός αριθμός m ώστε

m[Nr (mod 1)] = m (Nr − bNrc) ≥ i/k,
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αφού ο Nr δεν μπορεί να είναι ακέραιος και επομένως ο Nr (mod 1) είναι

γνήσια θετικός αριθμός. ΄Εστω mi ο μικρότερος φυσικός με την ιδιότητα αυτή·

ο mi δηλαδή ορίζεται από τις σχέσεις

mi (Nr − bNrc) ≥
i

k
και m (Nr − bNrc) < i

k
∀m ∈ {0, 1, . . . ,mi − 1}.

Σημειώνεται ότι, επειδή Nr (mod 1) = Nr−bNrc ∈ (0, 1/k), έπεται ότι mi ≥
i. Τότε από τις σχέσεις (mi − 1) (Nr − bNrc) < i/k και Nr (mod 1) < 1/k
έπεται ότι mi (Nr − bNrc) < (i+ 1)/k. ΄Αρα

i

k
≤ mi (Nr − bNrc) <

i+ 1

k
.

Ειδικότερα 0 ≤ miNr − mibNrc < 1 και επομένως έχουμε επιπλέον ότι

bmiNrc = mibNrc και άρα (miNr) (mod 1) = mi[Nr (mod 1)]. Επομένως,

για κάθε i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, υπάρχει φυσικός αριθμός mi τέτοιος ώστε

(miNr) (mod 1) ∈ [i/k, (i+ 1)/k). ΄Επεται τώρα ότι για κάθε x ∈ [0, 1) υπάρ-

χει φυσικός αριθμός m ώστε |x−mNr (mod 1)| < 1/k. Αφού αυτό ισχύει για

κάθε k ∈ N, έπεται ότι το {nr (mod 1) | n ∈ Z} είναι πυκνό στο [0, 1)· μάλιστα
δείξαμε ότι ήδη το {nr (mod 1) | n ∈ N∪{0}} είναι πυκνό στο [0, 1).

Λήμμα 1.5.5. Αν H είναι μία κλειστή υποομάδα του T τότε είτε H = T είτε
H = {0, 1/n, 2/n, . . . , (n− 1)/n} για κάποιο n ∈ N.

Απόδειξη. Ταυτίζουμε τον T με το [0, 1). Αν r ∈ [0, 1) είναι άρρητος, τότε

το σύνολο {nr (mod 1) | n ∈ Z} είναι πυκνό στο [0, 1). Επειδή τώρα η H
υποτίθεται υποομάδα, αν r ∈ H τότε και {nr (mod 1) | n ∈ Z} ⊆ H, και

επειδή η H υποτίθεται και κλειστή, έχουμε και ότι {nr (mod 1) | n ∈ Z} ⊆ H.

Αν λοιπόν r ∈ H με r άρρητο, τότε H = [0, 1). ΄Αρα αν H 6= T, τότε η H
περιέχει μόνο ρητούς.

΄Εστω τώρα ότι η H περιέχει άπειρους ρητούς. Τότε επειδή για οποιοδήποτε

n ∈ N τα ανάγωγα κλάσματα στο [0, 1) με παρονομαστή ≤ n είναι πεπερασμένα

το πλήθος, έπεται ότι για κάθε ε > 0 μπορούμε να βρούμε αρκετά μεγάλο n
ώστε 1/n < ε και το n να είναι ένας παρονομαστής κάποιου στοιχείου της H
σε ανάγωγη μορφή· δηλαδή, κάποιο κλάσμα m/n με (n,m) = 1 ανήκει στην H.

Τότε η H αναγκαστικά θα περιέχει και όλα τα k/n για k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
Αυτό συμβαίνει διότι υπάρχουν ακέραιοι a, b ώστε am + bn = 1 και συνεπώς

a(m/n)+b = 1/n· έτσι 1/n = (am/n) (mod 1), αφού 1/n−(am/n) = b ∈ Z,
και επομένως 1/n ∈ H, αφού (am/n) (mod 1) ∈ H επειδή m/n ∈ H, a ∈ Z
και η H είναι ομάδα (εναλλακτικά e2πi(1/n) =

[
e2πi(m/n)

]a
και αυτό ανήκει στην

{e2πit : t ∈ H} επειδή η τελευταία είναι πολλαπλασιαστική ομάδα και το e2πi(m/n)

ανήκει σε αυτήν). ΄Επεται τώρα ότι η H, αφού είναι ομάδα και περιέχει το 1/n,
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θα περιέχει και όλα τα k/n για k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} μαζί με το m/n. ΄Αρα

κάθε στοιχείο του [0, 1) είναι ε-κοντά σε κάποιο στοιχείο της H και αφού το ε
ήταν αυθαίρετο έπεται πάλι ότι η H είναι πυκνή και άρα ίση με το T.

Μένει η περίπτωση που ηH είναι πεπερασμένη και περιέχει μόνο ρητούς. Θε-

ωρώντας ως n τον μεγαλύτερο παρονομαστή που συναντάμε αν γράψουμε κάθε

στοιχείο της H ως ανάγωγο κλάσμα, προκύπτει ότι H = {0, 1/n, 2/n, . . . , (n−
1)/n}. Πράγματι, όπως στην προηγούμενη παράγραφο, η H θα περιέχει κάποιο

m/n με (m,n) = 1 και τότε θα περιέχει και όλα τα k/n για k ∈ {0, 1, . . . , n−1}·
δηλαδή {0, 1/n, 2/n, . . . , (n − 1)/n} ⊆ H. Από την άλλη, αν q/p ∈ H με

(q, p) = 1, τότε πρέπει p ≤ n. Επιπλέον, η H, όπως και πριν, θα πρέπει να

περιέχει και πάλι το 1/p και εν τέλει το 1/n+1/p = (p+n)/(np), όταν τουλάχι-

στον p+ n < np. Αφού το n είναι ο μεγαλύτερος φυσικός που εμφανίζεται ως

παρονομαστής σε ανάγωγο κλάσμα στην H, πρέπει ο p να διαιρεί τον αριθμητή

p+ n και αφού ο p διαιρεί τον p πρέπει να διαιρεί και τον n τελικά. ΄Αρα

q

p
=
q(n/p)

n
∈
{

0,
1

n
,

2

n
, . . . ,

n− 1

n

}
.

Αν πάλι p + n = np, τότε αναγκαστικά p = n = 2, και αφού p = n τότε

προφανώς πάλι q/p ∈ {0, 1/n, 2/n, . . . , (n − 1)/n}. Δείξαμε δηλαδή ότι ι-

σχύει και ο εγκλεισμός H ⊆ {0, 1/n, 2/n, . . . , (n − 1)/n} και άρα τελικά

H = {0, 1/n, 2/n, . . . , (n− 1)/n}.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 1.5.3 θα μας χρειαστεί και το επόμενο

λήμμα. ΄Εστω Td ο d-διάστατος τόρος με συντεταγμένες (θ1, θ2, . . . , θd), όπου
κάθε θi παίρνει τιμές στην προσθετική ομάδα R/Z. Αν a1, a2, . . . , ad ∈ Z και

(x1, x2, . . . , xd), (y1, y2, . . . , yd) ∈ Rd
με xi − yi ∈ Z για κάθε i, αν δηλαδή

τα (x1, x2, . . . , xd) και (y1, y2, . . . , yd) ορίζουν το ίδιο σημείο (σύμπλοκο) στον

Td = (R/Z)d, τότε

(a1x1 + a2x2 + · · ·+ adxd)− (a1y1 + a2y2 + · · ·+ adyd) ∈ Z,

δηλαδή τα a1x1 + a2x2 + · · ·+ adxd και a1y1 + a2y2 + · · ·+ adyd ορίζουν επίσης

το ίδιο σημείο του T = R/Z και άρα η f(θ1, . . . , θd) = a1θ1 + a2θ2 + · · ·+ adθd
είναι μια καλά ορισμένη συνάρτηση f : Td → T. Παίρνουμε δεδομένο το γνω-

στό αποτέλεσμα από την Αλγεβρική Τοπολογία, ότι σε κάθε κλάση ομοτοπίας

συναρτήσεων από το Td στο T υπάρχει μία μοναδική γραμμική συνάρτηση f
αυτής της μορφής, δηλαδή με f(θ1, . . . , θd) = a1θ1 + a2θ2 + · · · + adθd, όπου

τα ai ∈ Z. ΄Ενας συμβολισμός που θα μας φανεί χρήσιμος είναι να θέσουμε

ως Ai[f ] = ai, i ∈ {1, 2, . . . , d}· οι συντελεστές a1, a2, . . . , ad καθορίζονται

μονοσήμαντα από την κλάση ομοτοπίας της f .
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Λήμμα 1.5.6. ΄Εστω T : Td → Td με

T (θ1, θ2, . . . , θd) = (θ1 + a1, θ2 + f1(θ1), θ3 + f2(θ1, θ2), . . .

. . . , θd + fd−1(θ1, θ2 . . . , θd−1)),

όπου ο a1 είναι άρρητος και κάθε Ai[fi] 6= 0, i ∈ {1, 2, . . . , d − 1}. Τότε το
σύστημα (Td, T ) είναι minimal.

Απόδειξη. Με επαγωγή στο d. Για d = 1 έχουμε το σύστημα (T, T ) με T (θ) =
θ+ a1 και το a1 άρρητο. Από το Λήμμα 1.5.4 η τροχιά του θ = 0 = 0 +Z είναι

πυκνή. ΄Επεται άμεσα ότι κάθε τροχιά είναι πυκνή. Πράγματι, έστω θ ∈ T και

U = (a, b) + Z ένα ανοικτό διάστημα στον T. Από την πυκνότητα της τροχιάς

του 0 υπάρχει n ∈ N ώστε na1 +Z ∈ U −θ, όπου U −θ = (a−x, b−x)+Z αν

γράψουμε θ = x+Z, και τότε T n(θ) = θ+na1 = x+na1 +Z ∈ (a, b)+Z = U .

Αφού το U ήταν αυθαίρετο, αυτό δείχνει ότι η τροχιά του θ είναι πυκνή στον

T, και αφού το θ ήταν επίσης αυθαίρετο έχουμε ότι κάθε τροχιά είναι πυκνή.

Από το Λήμμα 1.3.6 έπεται ότι το σύστημα είναι minimal.
΄Εστω τώρα ότι το Λήμμα ισχύει για κάποιο d−1, δηλαδή ότι (Td−1, T ) είναι

minimal. Θεωρούμε τον Td ως Td−1×T γράφοντας τα στοιχεία του ως (u, θ)
με u = (θ1, θ2, . . . , θd−1) ∈ Td−1

και θ ∈ T και τότε η απεικόνιση T στον Td
γράφεται ως

T (u, θ) = (T (u), θ + fd−1(u))

για u ∈ Td−1
και θ ∈ T. ΄Ετσι έχουμε ότι το σύστημα (Td, T ) είναι group

extension του (Td−1, T ).
΄Εστω (προς άτοπο) ότι το (Td, T ) δεν είναι minimal, και έστω Z ⊂ Td

κλειστό μη κενό T -αναλλοίωτο υποσύνολο που είναι minimal. Τότε η προβολή

π του Z στον Td−1
είναι T -αναλλοίωτο και συμπαγές (λόγω της συνέχειας της

π ως προβολής και της συμπάγειας του Z) και άρα π(Z) = Td−1
, από την

υπόθεση μας ότι το (Td−1, T ) είναι minimal. Από αυτό συμπεραίνουμε ότι το

σύνολο Zu = {θ ∈ T : (u, θ) ∈ Z} είναι μη κενό υποσύνολο του T, για κάθε

u ∈ Td−1
.

Θεωρώντας τώρα τους αυτομορφισμούς Rφ : Td → Td, φ ∈ T, με Rφ(u, θ) =
(u, θ+ φ), παίρνουμε ότι κάθε Rφ(Z) είναι minimal και επομένως είτε θα είναι

ξένο προς το Z είτε θα ταυτίζεται με αυτό (βλ. Παρατήρηση 1.3.15, 1). Ορίζου-

με λοιπόν H = {φ ∈ T : Rφ(Z) = Z}. Είναι προφανές ότι η H είναι υποομάδα

του T, αφού Rφ+φ′ = Rφ ◦Rφ′ και άρα Rφ+φ′(Z) = Rφ(Rφ′(Z)) = Rφ(Z) = Z
αν φ, φ′ ∈ H, οπότε φ, φ′ ∈ H ⇒ φ + φ′ ∈ H, και φ ∈ H ⇒ Rφ(Z) = Z
⇒ Z = R−1

φ (Z) ⇒ Z = R−φ(Z) ⇒ −φ ∈ H, αφού R−1
φ = R−φ. Επιπλέον

η H είναι και κλειστή. Πράγματι, αν φn ∈ H για κάθε n ∈ N και φn → φ
στον T, τότε Rφn(u, θ) → Rφ(u, θ) για κάθε (u, θ) ∈ Td, και αν (u, θ) ∈ Z,
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τότε Rφn(u, θ) ∈ Rφn(Z) = Z, οπότε και Rφ(u, θ) = limn→∞Rφn(u, θ) ∈ Z,

αφού το Z είναι κλειστό. ΄Εχουμε δηλαδή ότι Rφ(Z) ⊆ Z. ΄Ομως φn → φ
συνεπάγεται ότι επίσης −φn → −φ, οπότε ο ίδιος συλλογισμός οδηγεί στον

εγκλεισμό R−φ(Z) ⊆ Z, ή ισοδύναμα ότι R−1
φ (Z) ⊆ Z, που δίνει τον εγκλεισμό

Z ⊆ Rφ(Z). ΄Εχουμε δηλαδή τελικά ότι αν φn ∈ H για κάθε n ∈ N και φn → φ
στον T, τότε και φ ∈ H και άρα η H είναι κλειστή. ΄Επεται τώρα από το Λήμμα

1.5.5 ότι H = {0, 1/n, 2/n, . . . , (n − 1)/n} + Z, αφού έχουμε υποθέσει ότι

Z 6= Td.
Τα Zu μπορούμε να τα δούμε ως σύμπλοκα της ομάδας πηλίκο T/H. Πράγ-

ματι, αν πάρουμε δύο στοιχεία θ, θ′ του Zu, τότε (u, θ), (u, θ′) ∈ Z και άρα το

στοιχείο θ′ − θ ∈ H αφού Z 3 (u, θ′) = Rθ′−θ(u, θ) ∈ Rθ′−θ(Z) και έτσι η

τομή Rθ′−θ(Z) ∩ Z 6= ∅. Αυτό δείχνει ότι αν θ, θ′ ∈ Zu τότε τα θ, θ′ ανήκουν
στο ίδιο σύμπλοκο, και άρα το Zu περιέχεται σε ένα σύμπλοκο. Αντίστροφα,

αφού το Zu είναι μη κενό, υπάρχει ένα θ ώστε (u, θ) ∈ Z. Σταθεροποιούμε το

σύμπλοκο θ+H και βλέπουμε με το ίδιο επιχείρημα ότι κάθε θ′ ∈ θ+H ανήκει

στο Zu, δηλαδή το σύμπλοκο περιέχεται στο Zu. Συνολικά παίρνουμε ότι το

Zu είναι ένα σύμπλοκο της ομάδας πηλίκο T /H.

Ορίζουμε τώρα, για n όπως στον ορισμό της H, την Tn : Td → Td ώστε

Tn(u, θ) = (Tu, θ + nfd−1(u)) και την Sn : Td → Td με Sn(u, θ) = (u, nθ) για

u ∈ Td−1
και θ ∈ T. Είναι άμεσο ότι TnSn = SnT και επομένως Tn(Sn(Z)) =

Sn(T (Z)) ⊆ Sn(Z) και άρα το Sn(Z) είναι ένα Tn-αναλλοίωτο υποσύνολο του

Td. Παρατηρούμε τώρα ότι, για κάθε u ∈ Td−1
,

(Sn(Z))u = ({(u, nθ) : (u, θ) ∈ Z})u = {nθ : (u, θ) ∈ Z} = nZu

και αφού το Zu είναι σύμπλοκο της H, δηλαδή Zu = H + θ για κάποιο θ ∈ T,
έπεται ότι κάθε (Sn(Z))u είναι ένα μονοσύνολο στον T:

(Sn(Z))u = nZu = n(H + θ) = nθ.

΄Αρα μπορούμε να ορίσουμε συνάρτηση g : Td−1 → T ώστε {g(u)} = (Sn(Z))u.
Τότε το Sn(Z) είναι το γράφημα της g και αφού το Sn(Z) είναι συμπαγές, η g
θα είναι συνεχής.

Βλέπουμε τώρα ότι

g(T (u)) = g(u) + nfd−1(u). (1.5)

Πράγματι, αν g(u) = nθ τότε (u, nθ) ∈ Sn(Z) και αφού το Sn(Z) είναι Tn-
αναλλοίωτο, θα έχουμε ότι Tn(u, nθ) ∈ Sn(Z), δηλαδή (T (u), nθ+nfd−1(u)) ∈
Sn(Z) και άρα (nθ + nfd−1(u)) ∈ (Sn(Z))T (u). Το (Sn(Z))T (u) είναι όμως το

μονοσύνολο {g(T (u))}, και έπεται το ζητούμενο.
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Σκοπός μας τώρα είναι να δείξουμε ότι η (1.5) δεν μπορεί να ισχύει. Θεω-

ρώντας τις κλάσεις ομοτοπίας, από την (1.5) παίρνουμε

Ad−1[g ◦ T ]− Ad−1[g] = Ad−1[nfd−1] = nAd−1[fd−1] 6= 0. (1.6)

Αν τώρα b1t1 + b2t2 + ...+ bd−1td−1 είναι η μοναδική γραμμική απεικόνιση στην

κλάση [g], προκύπτει ότι η μοναδική γραμμική απεικόνιση της κλάσης [g ◦ T ]
είναι η b1t1 +b2(t2 +f1(t1))+ · · ·+bd−1(td−1 +fd−1(t1, t2, . . . , td−2)). Επομένως

Ad−1[g ◦ T ] = bd−1 = Ad−1[g] και άρα από την (1.6) έχουμε άτοπο, καθώς το

δεξί μέρος δεν μπορεί να μηδενιστεί.

Είμαστε έτοιμοι να αποδείξουμε το Θεώρημα 1.5.3.

Απόδειξη Θεωρήματος 1.5.3. Θεωρούμε πρώτα την περίπτωση που ο αρχικός

συντελεστής του πολυωνύμου είναι άρρητος, δηλαδή γράφουμε

p(x) =
α

d!
xd + c1x

d−1 + · · ·+ cd.

με τον α άρρητο. Ορίζουμε T : Td → Td με

T (θ1, . . . , θd) = (θ1 + α, θ2 + θ1, . . . , θd + θd−1).

Οι συνθήκες του Λήμματος 1.5.6 ικανοποιούνται και άρα έχουμε ότι το σύστημα

(Td, T ) είναι minimal. Γράφουμε το p(x) ως pd(x) και ορίζουμε

pd−1(x) = pd(x+ 1)− pd(x)

pd−2(x) = pd−1(x+ 1)− pd−1(x)

...

p1(x) = p2(x+ 1)− p2(x).

Ισχυριζόμαστε τώρα ότι το pi(x) είναι βαθμού i, με μεγιστοβάθμιο συντελεστή

α/i!. Πράγματι, ο ισχυρισμός ισχύει για i = d. ΄Εστω τώρα ότι ισχύει για

κάποιο i ∈ {d, d− 1, . . . , 2}, δηλαδή

pi(x) =
α

i!
xi + c′1x

i−1 + · · ·+ c′i.
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Τότε

pi−1(x) = pi(x+ 1)− pi(x)

=
α

i!

[
(x+ 1)i − xi

]
+ c′1

[
(x+ 1)i−1 − xi−1

]
+ · · ·+ c′i−1

=
α

i!

[
i∑

j=0

(
i
j

)
xj − xi

]
+

i−1∑
k=1

c′k

[
i−k∑
j=0

(
i− k
j

)
xj − xi−k

]

=
α

i!

i−1∑
j=0

(
i
j

)
xj +

i−1∑
k=1

c′k

i−k−1∑
j=0

(
i− k
j

)
xj

=
α

i!

(
i

i− 1

)
+
α

i!

i−2∑
j=0

(
i
j

)
xj +

i−2∑
j=0

[
i−j−1∑
k=1

c′k

(
i− k
j

)]
xj

=
α

(i− 1)!
xi−1 +

i−2∑
j=0

[
i−j−1∑
k=1

c′k

(
i− k
j

)
+

α

j!(i− j)!

]
xj,

που αποδεικνύει το επαγωγικό βήμα και άρα και τον ισχυρισμό. Από τον ισχυ-

ρισμό έπεται τώρα ότι

p1(x) = αx+ β.

Είναι άμεση συνέπεια του ορισμού των pi, για i ∈ {2, 3, . . . , d}, και της

τελευταίας ισότητας για i = 1, ότι

T (p1(n) + Z, p2(n) + Z, . . . , pd(n) + Z)

= (p1(n+ 1) + Z, p2(n+ 1) + Z, . . . , pd(n+ 1) + Z)

για κάθε n ∈ {0, 1, 2, . . . } και άρα

(p1(n)+Z, p2(n)+Z, . . . , pd(n)+Z) = T n(p1(0)+Z, p2(0)+Z, . . . , pd(0)+Z)

για κάθε n ∈ {0, 1, 2, . . . }. Επιπλέον, αφού το σύστημα είναι minimal, η τροχιά

του (p1(0) + Z, p2(0) + Z, . . . , pd(0) + Z) είναι πυκνή στον Td. Επομένως τα

(p1(n) + Z, p2(n) + Z, . . . , pd(n) + Z), n ∈ N, είναι πυκνά στον Td και κατά

συνέπεια, δοθέντος ε > 0, υπάρχει n ∈ N ώστε

dTd((p1(n) + Z, p2(n) + Z, . . . , pd(n) + Z), (0, 0, . . . , 0))

= max
i∈{1,2,...,d}

dT(pi(n) + Z, 0) < ε,

όπου dT η μετρική (1.4) στον T. ΄Επεται ότι dT(pd(n), 0) < ε. Δηλαδή μπορο-

ύμε να βρούμε ακέραιο m ∈ Z ώστε |p(n)−m| < ε.
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Στη γενική περίπτωση, γράφουμε το πολυώνυμο p(x) = q(x) + r(x) όπου

το r(x) είναι πολυώνυμο με αρχικό συντελεστή άρρητο και το q(x) έχει όλους

τους συντελεστές ρητούς. Θέτουμε a να είναι ο κοινός παρονομαστής του πο-

λυωνύμου q(x) και ορίζουμε το πολυώνυμο r(ax). Τότε το πολυώνυμο r(ax)
έχει ως αρχικό συντελεστή άρρητο και από την προηγούμενη περίπτωση, μπο-

ρούμε να βρούμε m,n ώστε |r(an)−m| < ε· δηλαδή |p(an)− q(an)−m| < ε.
Το q(an) +m είναι όμως ακέραιος αριθμός και η απόδειξη είναι πλήρης.

΄Ενα τελευταίο αποτέλεσμα, όμοιο με τα παραπάνω και ειδικότερα με το

Θεώρημα 1.5.2, αλλά για περισσότερα πολυώνυμα, είναι το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.5.7. ΄Εστω p1(x), p2(x), . . . , pk(x) πραγματικά πολυώνυμα. Τότε
για κάθε ε > 0, το σύνολο των ακεραίων n που ικανοποιούν ταυτόχρονα τις∣∣e2πip1(n) − e2πip1(0)

∣∣ < ε, . . . ,
∣∣e2πipk(n) − e2πipk(0)

∣∣ < ε

είναι συνδετικό.

Απόδειξη. Η απόδειξη μιμείται την απόδειξη του Θεωρήματος 1.5.2, αλλά για

όλα τα πολυώνυμα p1, p2, . . . , pk μαζί. Συγκεκριμένα, αν d φυσικός αριθμός και
1 0 0 . . . 0 0
b2 1 1 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

bd 1 bd 2 bd 3 . . . bd d−1 1


πίνακας με ακέραιους συντελεστές και a1, a2, . . . , ad πραγματικοί αριθμοί, θεω-

ρούμε καταρχήν τον μετασχηματισμό Td → Td που δίνεται από την

T (θ1, θ2, . . . , θd) =


1 0 0 . . . 0 0
b2 1 1 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

bd 1 bd 2 bd 3 . . . bd d−1 1





θ1

θ2

θ3
...

θd−1

θd


+


a1

a2
...

ad

 ,

δηλαδή τον μετασχηματισμό T (θ1, θ2, . . . , θd) = (θ′1, θ
′
2, . . . , θ

′
d) με

θ′i = θi + bi 1θ1 + bi 2θ2 + · · ·+ bi i−1θi−1 + ai

για i ∈ {1, 2, . . . , d}. Το σύστημα (Td, T ) με έναν τέτοιο μετασχηματισμό

T είναι το group extension του συστήματος (Td−1, T ) με μετασχηματισμό
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T : Td−1 → Td−1
τον αντίστοιχο μετασχηματισμό που αντιστοιχεί στον πίνακα

διάστασης (d− 1)× (d− 1)
1 0 0 . . . 0 0
b2 1 1 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

bd−1 1 bd−1 2 bd−1 3 . . . bd−1 d−2 1


με διαγραμμένη την τελευταία γραμμή και τελευταία στήλη και τους πραγματι-

κούς αριθμούς a1, a2, . . . , ad−1, δηλαδή τον μετασχηματισμό Td−1 → Td−1
που

δίνεται από την

T (θ1, θ2, . . . , θd−1)=


1 0 0 . . . 0 0
b2 1 1 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

bd−1 1 bd−1 2 bd−1 3 . . . bd d−1 1





θ1

θ2

θ3
...

θd−2

θd−1


+


a1

a2
...

ad−1

,

ή ισοδύναμα τον T (θ1, θ2, . . . , θd−1) = (θ′1, θ
′
2, . . . , θ

′
d−1) με

θ′i = θi + bi 1θ1 + bi 2θ2 + · · ·+ bi i−1θi−1 + ai

για i ∈ {1, 2, . . . , d− 1}, ομάδα K = T και ψ : Td−1 → T = K την συνεχή

απεικόνιση

ψ(θ1, θ2, . . . , θd−1) = bd 1θ1 + bd 2θ2 + · · ·+ bd d−1θd−1 + ad·

πράγματι, γράφοντας Td = Td−1×T, με συντεταγμένες (θ1, θ2, . . . , θd) =
((θ1, θ2, . . . , θd−1), θd), έχουμε ότι

T (θ1, θ2, . . . , θd) = (T (θ1, θ2, . . . , θd−1), θd + ψ(θ1, θ2, . . . , θd−1)).

΄Ομοια, το σύστημα (Td−1, T ) τώρα είναι group extension του αντίστοιχου συ-

στήματος (Td−2, T ), κ.ο.κ., μέχρι που, όπως στην Πρόταση 1.5.2, το (T2, T )
είναι group extension του (T, T ) όπου T (θ) = θ + a1. Αφού το τελευταίο

σύστημα (T, T ) είναι σύστημα Kronecker, κάθε τροχιά του είναι ομοιόμορφα

επανερχόμενη (Παράδειγμα 1.3.12), οπότε από το Θεώρημα 1.3.13 κάθε τροχιά

του (T2, T ) είναι ομοιόμορφα επανερχόμενη και επαγωγικά τελικά κάθε τροχιά

του αρχικού συστήματος (Td, T ) είναι ομοιόμορφα επανερχόμενη.

Επιλέγουμε τώρα d = deg p1 + deg p2 + · · ·+ deg pk. Θέτουμε di := deg pi
για i ∈ {1, 2, . . . , k} και θεωρούμε ένα σύστημα (Td, T ) όπως πιο πάνω, με τα
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ai και bi j επιλεγμένα ως εξής. Για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k} και j ∈ {1, 2, . . . , di},
ορίζουμε πολυώνυμα pi di(x) = pi(x) και

pi j−1(x) = pi j(x+ 1)− pi j(x), (1.7)

όπως στο Θεώρημα 1.5.2 αλλά για κάθε ένα από τα p1, p2, . . . , pk ξεχωριστά.

Τότε, όπως στο Θεώρημα 1.5.2, κάθε πολυώνυμο pi j(x) είναι βαθμού το πολύ j,
αφού από τον ορισμό τους οι μεγιστοβάθμιοι όροι των pi j+1(x+1) και pi j+1(x)
έχουν ίδιους συντελεστές και διαγράφονται. Ορίζουμε και d0 = 0 και θέτουμε

ad0+d1+···+di−1+1 = pi 0(x)

για i ∈ {1, 2, . . . , k} και ai = 0 για κάθε άλλο i, δηλαδή κάθε i ∈ {1, 2, . . . , d}r
{1, d1 + 1, d1 +d2 + 1, . . . , d1 +d2 + · · ·+dk−1 + 1}. Ορίζουμε επίσης bi i−1 = 1
για i ∈ {1, 2, . . . , d} r {1, d1 + 1, d1 + d2 + 1, . . . , d1 + d2 + · · · + dk−1 + 1}
και bi j = 0 σε κάθε άλλη περίπτωση. Ο μετασχηματισμός T : Td → Td που

αντιστοιχεί τότε στην παραπάνω επιλογή των ai και bi j είναι ο

T (θ1, θ2, . . . , θd) = (θ′1, θ
′
2, . . . , θ

′
d)

με

θ′i = θi + bi 1θ1 + bi 2θ2 + · · ·+ bi i−1θi−1 + ai = θi + θi−1

για i ∈ {1, 2, . . . , d}r {1, d1 + 1, d1 + d2 + 1, . . . , d1 + d2 + · · ·+ dk−1 + 1} και

θ′i = θi + bi 1θ1 + bi 2θ2 + · · ·+ bi i−1θi−1 + ai = θi + ai

για i ∈ {1, d1 + 1, d1 + d2 + 1, . . . , d1 + d2 + · · ·+ dk−1 + 1}, δηλαδή

T (θ1, θ2, θ3 . . . , θd) = (θ1 + a1, θ2 + θ1, θ3 + θ2, . . . , θd1 + θd1−1,

θd1+1 + ad1+1, θd1+2 + θd1+1, θd1+3 + θd1+2, . . . , θd1+d2 + θd1+d2−1, . . .

. . . , θd1+d2+···+dk−1+1 + ad1+d2+···+dk−1+1, θd1+d2+···+dk−1+2 + θd1+d2+···+dk−1+1,

θd1+d2+···+dk−1+3 + θd1+d2+···+dk−1+2, . . . , θd1+d2+···+dk + θd1+d2+···+dk−1)

και από την προηγούμενη παράγραφο έχουμε ότι κάθε σημείο του συστήματος

(Td, T ) είναι ομοιόμορφα επανερχόμενο.

Ορίζουμε τώρα πολυώνυμα q1(x), q2(x), . . . , qd(x) ως εξής.

Για i ∈ {1, 2, . . . , k} και j ∈ {1, 2, . . . , di}, ορίζουμε

qd0+d1+···+di−1+j(x) = pi j(x).

Τότε, για i ∈ {1, 2, . . . , k} και d0 +d1 + · · ·+di−1 + 1 < j ≤ d0 +d1 + · · ·+di,

qj(x) + qj−1(x) = pi j−(d1+d2+···+di−1)(x) + pi j−(d1+d2+···+di−1)−1(x)

= pi j−(d1+d2+···+di−1)(x+ 1) = qj(x+ 1)
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και επίσης

qd0+d1+···+di−1+1(x) + ad0+d1+···+di−1+1 = pi 1(x) + pi 0(x)

= pi 1(x+ 1) = qd0+d1+···+di−1+1(x+ 1)

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k}. ΄Επεται τώρα ότι

T (q1(n) + Z, q2(n) + Z, . . . , qd(n) + Z)

= (q1(n+ 1) + Z, q2(n+ 1) + Z, . . . , qd(n+ 1) + Z)

για κάθε n ∈ {0, 1, 2, . . . } και επομένως

T n(q1(0) +Z, q2(0) +Z, . . . , qd(0) +Z) = (q1(n) +Z, q2(n) +Z, . . . , qd(n) +Z)

για κάθε n ∈ {0, 1, 2, . . . }.
Αφού το (q1(0) + Z, q2(0) + Z, . . . , qd(0) + Z) είναι σημείο ομοιόμορφης

επαναφοράς για το σύστημα (Td, T ), επειδή κάθε σημείο του (Td, T ) είναι σημείο
ομοιόμορφης επαναφοράς, για κάθε περιοχή του U στον Td, το σύνολο

{n ∈ N | (q1(n) + Z, q2(n) + Z, . . . , qd(n) + Z) ∈ U}
= {n ∈ N | T n(q1(0) + Z, q2(0) + Z, . . . , qd(0) + Z) ∈ U}

είναι συνδετικό. Αν, δοθέντος δ > 0, επιλέξουμε σαν U την ανοικτή μπάλα

U = {(θ1, θ2, . . . , θd) ∈ Td |
dTd((θ1, θ2, . . . , θd), (q1(0) + Z, q2(0) + Z, . . . , qd(0) + Z)) < δ},

όπου, ως συνήθως,

dTd((θ1, θ2, . . . , θd), (θ
′
1, θ
′
2, . . . , θ

′
d)) = max

i∈{1,2,...,d}
dT(θi, θ

′
i)

και dT η μετρική (1.4), τότε παίρνουμε ότι το σύνολο

k⋂
i=1

{n ∈ N | dT(qd1+d2+···+di(n) + Z, qd1+d2+···+di(0) + Z) < δ}

⊇
d⋂
j=1

{n ∈ N | dT(qj(n) + Z, qj(0) + Z) < δ}

= {n ∈ N | (q1(n) + Z, q2(n) + Z, . . . , qd(n) + Z) ∈ U}
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είναι συνδετικό και αφού qd1+d2+···+di = pi di = pi για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k},
το σύνολο

⋂k
i=1{n ∈ N | dT(pi(n) + Z, pi(0) + Z) < δ} είναι τελικά συνδετικό.

΄Ομως για x, x′ ∈ R,∣∣e2πix − e2πix′
∣∣ =

∣∣e2πi(x−x′) − 1
∣∣

=
√

[cos(2π(x− x′))− 1]2 + sin2(2π(x− x′)) = 2 sin|π(x− x′)|

και για ε ∈ (0, 2],

2 sin|π(x− x′)| < ε ⇔ ∃m ∈ Z τέτοιο ώστε |x− x′ −m| < arcsin
(ε

2

)
⇔ min

m∈Z
|x− x′ −m| < arcsin

(ε
2

)
⇔ dT(x+ Z, x′ + Z) < arcsin

(ε
2

)
.

Επομένως, δοθέντος ε ∈ (0, 2], για U όπως πιο πάνω και με δ = arcsin (ε/2),
παίρνουμε ότι το σύνολο

k⋂
i=1

{
n ∈ N |

∣∣e2πipi(n) − e2πipi(0)
∣∣ < ε

}
=

k⋂
i=1

{n ∈ N | dT(qd1+d2+···+di(n) + Z, qd1+d2+···+di(0) + Z) < δ}

είναι συνδετικό. Το αποτέλεσμα ισχύει βέβαια και για ε > 2, αφού τότε⋂k
i=1

{
n ∈ N |

∣∣e2πipi(n) − e2πipi(0)
∣∣ < ε

}
= N.

1.6 Συνδυαστικές Εφαρμογές

Ορισμός 1.6.1. ΄Ενα υποσύνολο A του N (ή Z) θα λέγεται παχύ (thick) αν

περιέχει αυθαίρετου μήκους διαστήματα, δηλαδή για κάθε l > 0 υπάρχει n ∈ N
(ή n ∈ Z, αντίστοιχα) ώστε {n+ 1, n+ 2, . . . , n+ l} ⊂ A.

Θυμίζουμε ότι στην περίπτωση που είμαστε στον N (ή Z), ένα σύνολο είναι

συνδετικό αν έχει φραγμένα κενά, δηλαδή για κάποιο N ∈ N και για κάθε k ∈ N
(ή κάθε n ∈ Z, αντίστοιχα) έχουμε {k + 1, k + 2, . . . , k +N} ∩ A 6= ∅.

Ορισμός 1.6.2. ΄Ενα υποσύνολο A του N (ή Z) θα λέγεται μερικώς συν-

δετικό αν είναι η τομή ενός παχιού και ενός συνδετικού συνόλου.

Παρατήρηση 1.6.3. 1. Από τους ορισμούς του παχιού και του συνδετικού

συνόλου προκύπτει άμεσα ότι ένα σύνολο A είναι συνδετικό αν τέμνει

κάθε παχύ σύνολο και ένα σύνολο B είναι παχύ αν τέμνει κάθε συνδετικό
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σύνολο. Πράγματι, για τον πρώτο ισχυρισμό, αν A δεν είναι συνδετικό,

τότε για κάθε N ∈ N υπάρχει kN ∈ N (ή kN ∈ Z, αντίστοιχα) ώστε

{kN + 1, kN + 2, . . . , kN +N} ∩ A = ∅·

τότε όμως A ∩
⋃∞
N=1{kN + 1, kN + 2, . . . , kN +N} = ∅, με το

T =
∞⋃
N=1

{kN + 1, kN + 2, . . . , kN +N}

προφανώς παχύ. Για τον δεύτερο ισχυρισμό, αν B δεν είναι παχύ, τότε

υπάρχει l ∈ N ώστε

{n+ 1, n+ 2, . . . , n+ l}rB 6= ∅,

για κάθε n ∈ N (ή κάθε n ∈ Z, αντίστοιχα)· αν για κάθε n ∈ N (ή κάθε

n ∈ Z, αντίστοιχα) επιλέξουμε ένα

kn ∈ {n+ 1, n+ 2, . . . , n+ l}rB,

τότε το σύνολο {k1, k2, . . . } (ή το {kn | n ∈ Z}, αντίστοιχα) προφανώς

δεν τέμνει το B ενώ είναι συνδετικό:

{n+ 1, n+ 2, . . . , n+ l} ∩ {k1, k2, . . . } 6= ∅

για κάθε n ∈ N (ή {n + 1, n + 2, . . . , n + l} ∩ {km | m ∈ Z} 6= ∅ για

κάθε n ∈ Z, αντίστοιχα).

2. ΄Ενας ισοδύναμος ορισμός για ένα μερικώς συνδετικό σύνολο A είναι ο

εξής. Για κάποιο l > 0, το σύνολο A περιέχει αυθαίρετου μήκους α-

κολουθίες a1 < a2 < · · · < an ώστε για κάθε 1 ≤ i < n να ισχύει ότι

ai+1−ai ≤ l. Πράγματι, αν A είναι μερικώς συνδετικό σύνολο, τότε υπάρ-

χουν ένα συνδετικό σύνολο S και ένα παχύ σύνολο T ώστε A = S ∩ T .

Τότε υπάρχει l ∈ N τέτοιο ώστε

{k + 1, k + 2, . . . , k + l} ∩ S 6= ∅ (1.8)

για κάθε k ∈ N (ή κάθε k ∈ Z, αντίστοιχα). Επίσης, για κάθε n ∈ N,

υπάρχει m ∈ N (ή m ∈ Z, αντίστοιχα) ώστε

{m+ 1,m+ 2,m+ 3 . . . ,m+ ln} ⊂ T. (1.9)

Τότε όμως {m + il + 1,m + il + 2, . . . ,m + il + l} ∩ S 6= ∅ για κάθε

i ∈ {0, 1, 2, . . . }, από την (1.8) για k = m+ il, και αν επιλέξουμε

ai+1 ∈ {m+ il + 1,m+ il + 2, . . . ,m+ il + l} ∩ S



34 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑ

για κάθε i ∈ {0, 1, 2, . . . }, τότε ai ∈ S∩T = A για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n},
αφού

{m+il+1,m+il+2, . . . ,m+il+l} ⊆ {m+1,m+2,m+3 . . . ,m+ln} ⊂ T

για i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}, από την (1.9)· προφανώς επίσης

0 < ai+1 − ai < 2l

για όλα τα i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, αφού m + il < ai+1 ≤ m + (i + 1)l
και m + (i − 1)l < ai ≤ m + il. Αντίστροφα, αν υπάρχει l ∈ N τέτοιο

ώστε, για κάθε n ∈ N να υπάρχουν an,1 < an,2 < · · · < an,n στο A με

την ιδιότητα ότι an,i+1 − an,i ≤ l για όλα τα 0 < i < n και όλα τα n ∈ N,

τότε το σύνολο

T = A ∪
∞⋃
n=1

{an,1, an,1 + 1, an,1 + 2, . . . , an,2, an,2 + 1, an,2 + 2, . . . , an,n},

δηλαδή το σύνολο που αποτελείται από το A και όλα τα διαστήματα ακε-

ραίων από an,1 έως an,n, για όλα τα n ∈ N, είναι προφανώς παχύ, αφού το

διάστημα [an,1, an,n] έχει μήκος τουλάχιστον n−1 (περιέχει τουλάχιστον

n διαδοχικούς ακεραίους). Επίσης, το σύνολο

S = A ∪

{
jl | j ∈ N, jl /∈

∞⋃
n=1

[an,1, an,n]

}

(ή S = A ∪
{
jl | j ∈ Z, jl /∈

⋃∞
n=1[an,1, an,n]

}
στην περίπτωση του

Z, αντίστοιχα) είναι συνδετικό αφού έχει κενά που φράσσονται από το l.
Επιπλέον A = S ∩ T , αφού προφανώς A ⊆ S ∩ T από τους ορισμούς

των S και T και T ∩ S ⊆ A επειδή αν a ∈ T r A τότε αναγκαστικά

a ∈ [an,1, an,n] για κάποιο n ∈ N οπότε a /∈ S, και αν a ∈ S r A τότε

a = jl για κάποιο jl /∈
⋃∞
n=1[an,1, an,n] όποτε a /∈ T .

Θεώρημα 1.6.4. ΄Εστω N = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq μια διαμέριση του N. Τότε
ένα από τα Bj είναι μερικώς συνδετικό.

Απόδειξη. ΄Εστω Λ = {1, 2, . . . , q}, T το shift (Tx)(n) = x(n+1), n ∈ N, στον

ΛN
και ω η ακολουθία που ορίζει η διαμέριση: ω(n) = j ⇔ n ∈ Bj, για j ∈ Λ.

Θεωρούμε το σύστημα X = Orb(ω, T ). Το (X,T ) είναι συμπαγές δυναμικό

σύστημα και από το Θεώρημα 1.3.11, ο X περιέχει ένα σημείο ομοιόμορφης

επαναφοράς, έστω το ξ. ΄Εστω ότι ξ(1) = j. Τότε η τιμή j υπεισέρχεται στο

ξ για τιμές του n σε ένα συνδετικό σύνολο, δηλαδή ένα σύνολο με φραγμένα

κενά, με κάποιο φράγμα έστω l.
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Τώρα, αφού το ξ ∈ X, υπάρχει Tm(ω) όσο κοντά θέλουμε στο ξ. Δηλαδή,

για κάθε n ∈ N, υπάρχει ένα m ∈ N ώστε

Tm(ω(1)) = ξ(1), Tm(ω(2)) = ξ(2), . . . , Tm(ω(n)) = ξ(n).

Αυτό σημαίνει ότι στο σύνολο {m+1,m+2,m+3, . . . ,m+n}, το j υπεισέρχεται
στο ω με κενά μήκους το πολύ l. ΄Αρα, από την τελευταία παρατήρηση, το Bj

είναι μερικώς συνδετικό.

΄Ενα γενικότερο αποτέλεσμα είναι το εξής.

Θεώρημα 1.6.5. ΄Εστω B ένα μερικώς συνδετικό υποσύνολο του N και B =
B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bq μια διαμέρισή του. Τότε ένα από τα Bj είναι μερικώς

συνδετικό.

Απόδειξη. Θεωρούμε πρώτα τη χαρακτηριστική συνάρτηση χB του B: χB(n) =
1 αν n ∈ B και χB(n) = 0 αν n /∈ B. Η χB είναι σημείο του συστήματος

({0, 1}N, T ), όπου T το shift. Επειδή το B είναι μερικώς συνδετικό, μπορούμε

να βρούμε ένα B′ συνδετικό σύνολο ώστε η χB′ να είναι στην κλειστή θήκη

της τροχιάς του χB.
Πράγματι, υπάρχει M ∈ N τέτοιο ώστε να υπάρχει, για κάθε n ∈ N, α-

κολουθία an,1 < an,2 < · · · < an,n στο B με an,i − an,i−1 ≤ M για κάθε

i ∈ {1, 2, . . . , n}, από το 2. της Παρατήρησης 1.6.3. Αν τώρα το σύνολο{
T an,1(χB) : n ∈ N

}
είναι πεπερασμένο, τότε υπάρχει ακολουθία n1 < n2 < · · ·

φυσικών τέτοια ώστε όλα τα T ank,1(χB), k ∈ N, να ταυτίζονται. Η κοινή τιμή

των T ank,1(χB), k ∈ N, είναι ένα στοιχείο του {0, 1}N και άρα της μορφής χB′
για κάποιο B′ ⊆ N. ΄Ομως τότε, για κάθε k ∈ N,

χB′(ank,2 − ank,1) = χB′(ank,3 − ank,1) = · · · = χB′(ank,nk − ank,1) = 1,

αφού xB′(ank,i − ank,1) = (T ank,1χB)(ank,i − ank,1) = χB(ank,i) = 1 για κάθε

i ∈ {2, 3, . . . , nk}· δηλαδή το B′ περιέχει την πεπερασμένη ακολουθία

bnk,1 < bnk,2 < · · · < bnk,nk−1,

όπου bn,i = an,i+1 − an,1 για i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} για αυθαίρετο n ∈ N, με

bnk,i − bnk,i−1 = ank,i+1 − ank,i ≤M

για κάθε i ∈ {2, 3, . . . , nk − 1}. Προφανώς επίσης,

bnk,nk−1 = ank,nk − ank,1 ≥ nk − 1 ≥ k − 1→∞ (1.10)
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καθώς k → ∞· άρα δοθέντος m ∈ N υπάρχει k ώστε bnk,nk−1 > m, και τότε

είτε bnk,i−1 ≤ m < bnk,i για κάποιο i ∈ {2, 3, . . . , nk − 1}, οπότε

bnk,i ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+M},

αφού 0 < bnk,i −m ≤ bnk,i − bnk,i−1 ≤M , είτε m < bnk,1, οπότε

bnk,1 ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+M},

αφού 0 < bnk,1 −m ≤ bnk,1 = ank,2 − ank,1 ≤M . Σε κάθε περίπτωση

{m+ 1,m+ 2, . . . ,m+M} ∩B′ 6= ∅,

και αφού αυτό ισχύει για κάθε m ∈ N το B′ είναι συνδετικό.
Στην αντίθετη περίπτωση, το

{
T an,1(χB) : n ∈ N

}
είναι άπειρο. Από τη

συμπάγεια του {0, 1}N, υπάρχει τότε ακολουθία φυσικών αριθμών n1 < n2 <
· · · ώστε η ακολουθία T an1,1(χB), T an2,1(χB), T an3,1(χB), . . . να συγκλίνει σε

ένα στοιχείο χB′ του {0, 1}N. Θα δείξουμε πάλι ότι το B′ είναι συνδετικό.

΄Εστω m ∈ N. Υπάρχει km ∈ N ώστε nkm − 1 > m. Επίσης, από την

σύγκλιση T ank,1(χB) → χB′ , υπάρχει k ≥ km ώστε τα χB′ και T
ank,1(χB) να

συμπίπτουν στις πρώτες m + M συντεταγμένες. Τότε, με bn,i = an,i+1 − an,1
για i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} και αυθαίρετο n ∈ N, όπως έχει οριστεί παραπάνω,

bnk,nk−1 ≥ nk − 1 ≥ nkm − 1 > m, από την (1.10) και την επιλογή του km, και

άρα πάλι, είτε bnk,i−1 ≤ m < bnk,i για κάποιο i ∈ {2, 3, . . . , nk − 1}, οπότε

bnk,i ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+M},

είτε m < bnk,1, οπότε

bnk,1 ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+M}·

υπάρχει δηλαδή πάλι i ∈ {1, 2, . . . , nk − 1} τέτοιο ώστε

bnk,i ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+M}.

΄Ομως bnk,i ≤ m+M για ένα τέτοιο i και άρα οι ακολουθίες χB′ και T
ank,1(χB)

ταυτίζονται στην συντεταγμένη bnk,i, αφού αυτές οι δύο ακολουθίες ταυτίζονται

μέχρι και την m+M συντεταγμένη. ΄Επεται ότι

xB′(bnk,i) = xB′(ank,i − ank,1) = (T ank,1χB)(ank,i − ank,1) = χB(ank,i) = 1

και άρα bnk,i ∈ B′. ΄Εχουμε δηλαδή ότι

bnk,i ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+M} ∩B′
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και άρα {m + 1,m + 2, . . . ,m + M} ∩ B′ 6= ∅. Αφού το m ήταν αυθαίρετο,

έπεται ότι το B′ είναι συνδετικό.

Θέτουμε τώρα Λ = {0, 1, 2, . . . , q}, T να είναι το shift στο ΛN
και ω η

ακολουθία στο ΛN
που προκύπτει από την διαμέριση του B αν την επεκτείνουμε

σε όλο το N βάζοντας 0 στα σημεία έξω από το B· δηλαδή ω(n) = j αν n ∈ Bj

για κάποιο j ∈ {1, 2, . . . , q} και ω(n) = 0 αλλιώς, δηλαδή αν n /∈ B.

Από τα προηγούμενα, υπάρχει B′ ⊆ N συνδετικό για το οποίο χB′ ∈
Orb(χB, T ). ΄Αρα υπάρχει υπακολουθία n1 < n2 < · · · της {T n(χB)}n∈N η

οποία συγκλίνει στην χB′ . Από την συμπάγεια του ΛN
τώρα, υπάρχει περαι-

τέρω υπακολουθία nk1 < nk2 < · · · τέτοια ώστε η υπακολουθία {T nkj (ω)}j∈N
να συγκλίνει προς κάποιο ω′ ∈ ΛN

. Επειδή οι τοπολογίες στα {0, 1}N και ΛN

είναι τοπολογίες γινόμενο, και άρα σύγκλιση μιας ακολουθίας ακολουθιών ισο-

δυναμεί με σύγκλιση κάθε συντεταγμένης, και επειδή ω(n) = 0 ⇔ n /∈ B ⇔
χB(n) = 0, έπεται ότι ω′(n) = 0 ⇔ limj→∞(T nkjω)(n) = 0 και αυτό συμβαίνει

αν και μόνο αν υπάρχει j0 ∈ N ώστε ω(n+nkj) = 0 για όλα τα j ≥ j0, και άρα

αν και μόνο αν υπάρχει j0 ∈ N ώστε χB(n + nkj) = 0 για όλα τα j ≥ j0 και

εν τέλει αν και μόνο αν χB′(n) = limj→∞(T nkjχB)(n) = 0. Επομένως για την

οριακή ακολουθία ω′ έχουμε ότι ω′(n) ≥ 1 ⇔ n ∈ B′.
Βρίσκουμε υπακολουθία m1 < m2 < · · · ώστε η {Tmk(ω′)}k∈N να συ-

γκλίνει σε κάποιο ομοιόμορφα επανερχόμενο σημείο ξ, εφαρμόζοντας το Θε-

ώρημα 1.3.11 στο σύστημα (Orb(ω′, T ), T ). Αφού ω′ ≥ χB′ κατά συντεταγ-

μένη και το B′ είναι συνδετικό, παίρνουμε ότι κανένα όριο της τροχιάς του

ω′ δεν μπορεί να είναι ταυτοτικά μηδέν. Συνεπώς ούτε το ξ μπορεί να είναι

το τετριμμένο στοιχείο, ταυτοτικά ίσο με μηδέν. ΄Εστω j μία μη μηδενική

τιμή που εμφανίζεται στο ξ. Αφού το ξ είναι σημείο ομοιόμορφης επαναφο-

ράς, το j θα εμφανίζεται συνδετικά μέσα στο ξ. ΄Ομως ξ ∈ Orb(ω′, T ) και

ω′ ∈ Orb(ω, T )· από την Παρατήρηση 1.1.6 το Orb(ω, T ) είναι T -αναλλοίωτο

οπότε Orb(ω′, T ) ⊆ Orb(ω, T ) και άρα τελικά Orb(ω′, T ) ⊆ Orb(ω, T ). Ε-

πομένως το ξ είναι όριο μεταφορών του ω και άρα το j εμφανίζεται στο ω σε

αλυσίδες n1 < n2 < · · · < nk αυθαίρετου μήκους με ni − ni−1 ≤ l για κάποιο

l. Δηλαδή το Bj είναι μερικώς συνδετικό.

Παρατήρηση. Τα Θεωρήματα 1.6.4 και 1.6.5 επεκτείνονται εύκολα στο Z. Αν

Z = B1∪B2∪· · ·∪Bq είναι διαμέριση του Z τότε κάποιο από τα Bj είναι μερικώς

συνδετικό και όμοια αν το Z αντικατασταθεί από κάποιο μερικώς συνδετικό

υποσύνολό του.
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1.7 Μεταβατικότητα και Nonwandering συ-

στήματα

Ορισμός 1.7.1. ΄Ενα δυναμικό σύστημα (X,T ) λέγεται μεταβατικό αν

υπάρχει ένα x ∈ X με πυκνή τροχιά, δηλαδή {T n(x) | n ∈ N} = X. ΄Ενα x για

το οποίο {T n(x) | n ∈ N} = X, θα λέγεται και αυτό μεταβατικό.

Θεώρημα 1.7.2. ΄Εστω (X,T ) δυναμικό σύστημα ώστε T (X) = X. Τα
εξής είναι ισοδύναμα.

1. Το (X,T ) είναι μεταβατικό.

2. Για κάθε E κλειστό με T (E) ⊆ E, είτε E = X είτε E πουθενά πυκνό.

3. Για κάθε U, V ⊆ X ανοιχτά και μη κενά, υπάρχει κάποιο n ∈ N ώστε
T−n(U) ∩ V 6= ∅.

4. Το σύνολο των μεταβατικών σημείων
{
x ∈ X | {T n(x) | n ∈ N} = X

}
είναι πυκνό και Gδ.

Απόδειξη. (1)⇒(2) ΄Εστω X μεταβατικό και x ∈ X τέτοιο ώστε

{T n(x) | n ∈ N} = X.

΄Εστω E κλειστό και T -αναλλοίωτο και έστω ότι για κάποιο U 6= ∅ ανοιχτό,

U ⊆ E. Τότε υπάρχει ένα n0 ∈ N ώστε T n0(x) ∈ U . Επειδή όμως T (E) ⊆ E

έπεται ότι για κάθε n ≥ n0, T
n(x) ∈ E και άρα το σύνολο {T n(x) | n ≥ n0}

περιέχεται στο E. ΄Επεται ότι

X = E ∪ {x, T (x), . . . , T n0−1(x)}.

΄Αρα T n0(X) ⊆ T n0(E ∪ {x, T (x), . . . , T n0−1(x)}) ⊆ E. Αφού ο T είναι επί

έπεται ότι X = T n0(X) και άρα X ⊆ E.

(2)⇒(3) Το (2) μπορεί να εκφραστεί ισοδύναμα ως εξής. Για κάθε U ⊆ X
ανοιχτό με T−1(U) ⊆ U ισχύει ότι ή U = ∅ ή U = X. ΄Εστω τώρα U, V
ανοιχτά και μη κενά. Τότε το A =

⋃
n∈N T

−n(U) είναι ανοιχτό, μη κενό και

T−1(A) =
⋃∞
n=2 T

−n(U) ⊆ A. ΄Αρα το A πρέπει να είναι πυκνό και συνεπώς

τέμνει κάθε ανοιχτό V . Δηλαδή υπάρχει ένα n ∈ N ώστε T−n(U) ∩ V 6= ∅.

(3)⇒(4) Αφού ο X είναι συμπαγής μετρικός χώρος έχει αριθμήσιμη βάση,

δηλαδή υπάρχουν ανοιχτά Un, n ∈ N, ώστε για κάθε V ⊆ X ανοιχτό και κάθε

x ∈ V υπάρχει ένα Un ώστε x ∈ Un ⊆ V . Γράφουμε{
x ∈ X | {T n(x) : n ∈ N} = X

}
=
⋂
n∈N

⋃
k∈N

T−k(Un) (1.11)
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και παρατηρούμε ότι το
⋃
k∈N T

−k(Un) είναι ανοιχτό και πυκνό αφού τέμνει

κάθε ανοιχτό από την υπόθεση. Από το Θεώρημα Baire η τομή είναι Gδ πυ-

κνό. Για την επαλήθευση της (1.11) αρχικά παρατηρεί κανείς ότι, αν x ανήκει

στο αριστερό μέλος, είναι δηλαδή μεταβατικό σημείο, τότε, για κάθε n ∈ N,

Orb(x, T )∩Un 6= ∅, αφού η τροχιά του x είναι πυκνή και το Un ανοικτό και άρα

T k(x) ∈ Un για κάποιο k ∈ N· και αντιστρόφως, αν x ∈
⋂
n∈N

⋃
k∈N T

−k(Un)
και V ⊆ X ανοικτό και μη κενό, τότε Un ⊆ V για κάποιο n ∈ N, και τότε

T k(x) ∈ Un ⊆ V για κάποιο k ∈ N, αφού x ∈
⋃
k∈N T

−k(Un) για αυτό το n και

Un ⊆ V , και άρα Orb(x, T ) ∩ V 6= ∅.

(4)⇒(1) Προφανές.

Ορισμός 1.7.3. ΄Ενα σύστημα (X,T ) λέγεται nonwandering αν για κάθε

A ⊆ X μη κενό και ανοιχτό, υπάρχει ένα n ∈ N ώστε T−n(A) ∩ A 6= ∅.

Υπενθυμίζουμε τις παρακάτω έννοιες.

Ορισμός 1.7.4. ΄Ενα σύνολο R σε έναν τοπολογικό χώρο X λέγεται resi-

dual αν είναι συμπλήρωμα μιας αριθμήσιμης ένωσης πουθενά πυκνών συνόλων,

ή ισοδύναμα, αν είναι αριθμήσιμη τομή συνόλων με πυκνά εσωτερικά.

Παρατήρηση. ΄Ενα σύνολοM σε έναν τοπολογικό χώροX λέγεται ισχνό (me-
ager) αν γράφεται σαν αριθμήσιμη ένωση πουθενά πυκνών συνόλων. Επομένως

ένα σύνολο R είναι residual αν το συμπλήρωμά του είναι ισχνό. Αν M ⊆ M ′

είναι υποσύνολο ενός ισχνού συνόλου M ′
και M ′ =

⋃∞
n=1 En, με κάθε En που-

θενά πυκνό, δηλαδή με
(
En
)o

= ∅ για κάθε n, τότε M =
⋃∞
n=1(M ∩ En) και(

M ∩ En
)o ⊆

(
En
)o

= ∅ για κάθε n ∈ N, δηλαδή κάθε M ∩En είναι πουθενά

πυκνό. Επομένως κάθε υποσύνολο ισχνού συνόλου είναι επίσης ισχνό. ΄Αρα

και κάθε υπερσύνολο residual συνόλου είναι επίσης residual.

Ορισμός 1.7.5. Σε έναν τοπολογικό χώρο X, μια συνάρτηση f : X → R
λέγεται άνω ημισυνεχής αν για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ X | f(x) < a}
είναι ανοιχτό.

Παρατήρηση. ΄Ενας ισοδύναμος τρόπος για να ορίσει κανείς την άνω ημισυ-

νέχεια σε μετρικούς χώρους είναι οι εξής. Μία συνάρτηση f : X → R σε έναν

μετρικό χώρο (X, d) λέγεται άνω ημισυνεχής σε ένα σημείο x ∈ X αν, για κάθε

ε > 0 υπάρχει δ > 0 με την ιδιότητα ότι f(y) < f(x) + ε για κάθε y ∈ X με

d(x, y) < δ. Η f είναι άνω ημισυνεχής αν είναι άνω ημισυνεχής σε κάθε x ∈ X.

Λήμμα 1.7.6. Αν f είναι μία άνω ημισυνεχής συνάρτηση σε έναν πλήρη
μετρικό χώρο, τότε είναι συνεχής σε ένα residual σύνολο.
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Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι τα σημεία ασυνέχειας της f είναι αριθμήσιμη ένωση

πουθενά πυκνών συνόλων. ΄Εστω ε > 0. Θεωρούμε τα σύνολα

Aε =
{
x ∈ X | υπάρχουν ακολουθίες x′n → x, x′′n → x

με F (x′n)− F (x′′n) > ε για κάθε n ∈ N
}
.

Το Aε είναι κλειστό. Πράγματι έστω ακολουθία xn ∈ Aε με xn → x. Αν

xn = x για κάποιο n ∈ N, τότε προφανώς x ∈ Aε. ΄Εστω λοιπόν xn 6= x
για κάθε n ∈ N. Για κάθε n ∈ N υπάρχουν ακολουθίες x′n,m → xn και

x′′n,m → xn με F (x′n,m) − F (x′′n,m) > ε. Για κάθε n λοιπόν, επιλέγουμε mn

ώστε d(x′n,mn , xn) ≤ d(xn, x) και d(x′′n,mn , xn) ≤ d(xn, x)· αυτό γίνεται επειδή

έχουμε υποθέσει ότι d(xn, x) > 0 για κάθε n. Τότε ορίζουμε x′n = x′n,mn και

x′′n = x′′n,mn και έχουμε ότι

d(x′n, x) ≤ d(x′n, xn) + d(xn, x) ≤ 2 d(xn, x)→ 0

d(x′′n, x) ≤ d(x′′n, xn) + d(xn, x) ≤ 2 d(xn, x)→ 0,

δηλαδή x′n → x και x′′n → x, και από τον ορισμό των x′n, x
′′
n έχουμε και ότι

F (x′n)− F (x′′n) > ε. ΄Αρα x ∈ Aε και το Aε είναι πράγματι κλειστό.
Θα δείξουμε τώρα ότι το Aε είναι πουθενά πυκνό, δηλαδή ότι έχει κενό

εσωτερικό. Υποθέτουμε καταρχήν επιπλέον ότι η F είναι φραγμένη από κάτω.

΄Εστω ότι x είναι εσωτερικό σημείο του Aε. ΄Εστω και x′n → x, x′′n → x
ακολουθίες με F (x′n) − F (x′′n) > ε. Από την άνω ημισυνέχεια της F υπάρχει

n, όσο μεγάλο θέλουμε, ώστε F (x′n) ≤ F (x) + ε/2, αφού το F−1((−∞, ε/2))
είναι ανοικτό και άρα περιέχει όλα τα x′n από κάποιο n0 και μετά, επειδή x′n → x.
Τότε αναγκαστικά F (x′′n) < F (x) − ε/2, αφού F (x′n) − F (x′′n) > ε. Αν όμως

το n είναι αρκούντως μεγάλο, το x′′n είναι εσωτερικό σημείο του Aε γιατί το

εσωτερικό του Aε είναι ανοικτό σύνολο που περιέχει το όριο x των x′′n και άρα

όλα τα x′′n από κάποιο n1 και μετά. Αυτό όμως το επιχείρημα μπορούμε να το

επαναλάβουμε με το x′′n στην θέση του x και τότε θα βρούμε κάποιο εσωτερικό

σημείο x′′′′m του Aε με F (x′′′′m ) < F (x′′n) − ε/2 < F (x) − ε, και συνεχίζοντας

επαγωγικά, θα μπορούμε να βρούμε, για κάθε k ∈ N, ένα xk που θα ικανοποιεί

την ανισότητα F (xk) < F (x)− kε/2. Αυτό όμως αντίκειται στο γεγονός ότι η

F είναι κάτω φραγμένη και άρα το Aε θα πρέπει τελικά να έχει κενό εσωτερικό.

Τέλος το σύνολο A(F ) των σημείων ασυνέχειας της F γράφεται ως A(F ) =⋃
k∈NA1/k και ο ισχυρισμός αυτός αποδεικνύει το Λήμμα στην περίπτωση που

η F είναι κάτω φραγμένη. Για την απόδειξη του ισχυρισμού έστω πρώτα x ∈⋃
k∈NA1/k. Τότε προφανώς x ∈ Aε για κάποιο ε = 1/k > 0 και άρα υπάρχουν

ακολουθίες x′n → x και x′′n → x με F (x′n) − F (x′′n) > ε για κάθε n ∈ N.

Τότε όμως δεν μπορεί να έχουμε ότι F (x′n)→ F (x) και F (x′′n)→ F (x), όπως
θα έπρεπε αν η F ήταν συνεχής στο x. ΄Εστω, αντίστροφα τώρα, ότι το x
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είναι σημείο ασυνέχειας της F . Τότε υπάρχει ακολουθία xn ώστε xn → x
αλλά F (xn) 9 F (x). ΄Επεται ότι για κάποιο ε > 0, υπάρχει υπακολουθία

{xkn}n∈N της {xn}n∈N τέτοια ώστε |F (xkn) − F (x)| > ε για κάθε n ∈ N.

Τότε προφανώς είτε υπάρχει περαιτέρω υπακολουθία {xkjn}n∈N τέτοια ώστε

F (xkjn ) − F (x) > ε για κάθε n ∈ N είτε υπάρχει υπακολουθία {xkjn}n∈N
τέτοια ώστε F (xkjn ) − F (x) < −ε για κάθε n ∈ N. Στην πρώτη περίπτωση

θέτουμε x′n = xkjn και x′′n = x για κάθε n ∈ N και στην δεύτερη x′n = x και

x′′n = xkjn για κάθε n ∈ N. Σε κάθε περίπτωση έχουμε ότι x′n → x, x′′n → x
και F (x′n)− F (x′′n) > ε για κάθε n ∈ N, δηλαδή x ∈ Aε. ΄Επεται φυσικά τώρα

ότι επίσης x ∈ A1/k για οποιοδήποτε k ≥ 1/ε.
Αυτό αποδεικνύει το Λήμμα στην περίπτωση που η F είναι κάτω φραγ-

μένη. Στην περίπτωση τώρα που η F δεν είναι κάτω φραγμένη, θεωρούμε

την συνάρτηση x 7→ eF (x)
. ΄Οταν η F είναι άνω ημισυνεχής, το σύνολο{

x ∈ X | eF (x) < a
}

= {x ∈ X | F (x) < ln a}, για a > 0, είναι ανοι-

κτό και για a ≤ 0,
{
x ∈ X | eF (x) < a

}
= ∅ είναι πάλι ανοικτό, άρα η

x 7→ eF (x)
είναι επίσης άνω ημισυνεχής. Η συνάρτηση αυτή είναι επίσης κάτω

φραγμένη, άρα από τα προηγούμενα το σύνολο A(eF ) των σημείων ασυνέχειας

της eF είναι αριθμήσιμη ένωση κλειστών και πουθενά πυκνών συνόλων. ΄Ομως

A(F ) = A(eF ), αφού ένα σημείο x ∈ X είναι σημείο συνέχειας της F αν και

μόνο αν είναι σημείο συνέχειας της eF , από την συνέχεια των συναρτήσεων

x 7→ ex στο R και x 7→ lnx στο (0,∞).

Παρατήρηση. Μια συνάρτηση f : X → R λέγεται κάτω ημισυνεχής αν για

κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ X | f(x) > a} είναι ανοιχτό, ισοδύναμα το

{x ∈ X | f(x) ≤ a} είναι κλειστό για κάθε a. Βλέπει κανείς εύκολα ότι το

Λήμμα 1.7.6 ισχύει και για κάτω ημισυνεχείς συναρτήσεις.

Θεώρημα 1.7.7. Αν (X,T ) nonwandering, τότε το σύνολο των μη επανερ-
χόμενων σημείων είναι residual.

Απόδειξη. Αν d είναι η μετρική του χώρου X, ορίζουμε τη συνάρτηση

F (x) = inf
n≥1

d(x, T n(x)).

Από τον ορισμό του in�mum έχουμε ότι, αν F (x0) = u, τότε για κάθε ε > 0
υπάρχει ένα n ∈ N ώστε d(x0, T

n(x0)) < u + ε. Λόγω της συνέχειας τώρα,

για κάθε x που ανήκει σε μια περιοχή του x0 ισχύει πάλι d(x, T n(x)) < u + ε.
Πράγματι, αν ε′ := u+ ε− d(x0, T

n(x0)), που είναι > 0, από την συνέχεια της

T n υπάρχει δ′ > 0 ώστε d(T n(x), T n(x0)) < ε′/2 για όλα τα x με d(x, x0) < δ′,
και τότε

d(x, T n(x)) ≤ d(x, x0) + d(x0, T
n(x0)) + d(T n(x), T n(x0))

< δ′ + d(x0, T
n(x0)) +

ε′

2
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για όλα τα x με d(x, x0) < δ′, οπότε αν πάρουμε δ := min{δ′, ε′/2}, τότε

d(x, T n(x)) < u + ε για όλα τα x με d(x, x0) < δ. ΄Αρα F (x) < F (x0) + ε
για όλα τα x σε μια περιοχή του x0, και επομένως η F είναι άνω ημισυνεχής

συνάρτηση. Γνωρίζουμε λοιπόν από το Λήμμα 1.7.6 ότι το σύνολο των σημείων

που είναι συνεχής είναι residual.
΄Εστω x0 ένα σημείο συνέχειας της F . Αν F (x0) = 0 τότε το x0 είναι

επανερχόμενο σημείο, από τον ορισμό της F . Αν F (x0) > 0, τότε υπάρχει ένα

ε > 0 και μια γειτονιά V του x0 ώστε F (x) > ε για κάθε x ∈ V . Μπορούμε

να θεωρήσουμε την V να έχει διάμετρο diam(V ) < ε. Τότε η V είναι ένα

nonwandering σύνολο (αφού το σύστημα είναι nonwandering) και άρα υπάρχει

n ∈ N ώστε T−n(V )∩V 6= ∅, δηλαδή υπάρχει κάποιο x ∈ V ώστε T n(x) ∈ V .

΄Ομως αφού η διάμετρος του V είναι μικρότερη από ε, έπεται ότι F (x) < ε,
άτοπο.

Αναγκαστικά λοιπόν, για τα σημεία συνέχειας της F ισχύει ότι F (x) = 0 και

άρα είναι επανερχόμενα σημεία. Δηλαδή το σύνολο των σημείων επαναφοράς

περιέχει ένα residual σύνολο και άρα είναι και το ίδιο residual.



Κεφάλαιο 2

Πολλαπλή επαναφορά

Στο προηγούμενο κεφάλαιο ορίσαμε την επαναφορά ενός σημείου σε ένα δυνα-

μικό σύστημα ως προς μια απεικόνιση T . Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε

την επαναφορά ως προς περισσότερες απεικονίσεις. Θα δείξουμε ότι ένας συ-

μπαγής χώρος μαζί με πεπερασμένο πλήθος συνεχών απεικονίσεων που μετα-

τίθενται μεταξύ τους, έχει σημεία πολλαπλής επαναφοράς (Θεώρημα Πολλαπλής

Επαναφοράς του Birkho� (MBR)). Μέσω αυτού του θεωρήματος, προκύπτουν

σημαντικά αποτελέσματα στη συνδυαστική θεωρία αριθμών, όπως το θεώρημα

του van der Waerden και κάποιες διοφαντικές ανισότητες.

2.1 Ομογενή σύνολα

Ορισμός 2.1.1. • ΄Εστω X ένας συμπαγής μετρικός χώρος και T μια

συνεχής απεικόνιση από τον X στον X. ΄Ενα κλειστό σύνολο A ⊆ X
λέγεται ομογενές (homogeneous) ως προς τον T , αν υπάρχει ομάδα G
ομοιομορφισμών του X της οποίας κάθε στοιχείο μετατίθεται με τον T ,

αφήνει το A αναλλοίωτο και κάνει το δυναμικό σύστημα (A,G) να είναι

minimal. Συχνά το A θα το αναφέρεται και ως T -ομογενές.

• Πιο γενικά, ένα σύνολο A ⊆ X είναι ομογενές ως προς μία ομάδα ή

ημιομάδα μετασχηματισμών G από τον X στον X, αν υπάρχει ομάδα

G′ ομοιομορφισμών του X της οποίας κάθε στοιχείο μετατίθεται με τα

στοιχεία της G, αφήνει το A αναλλοίωτο και κάνει το δυναμικό σύστημα

(A,G′) να είναι minimal.

Παρατήρηση 2.1.2. Υπενθυμίζεται ότι, σε ένα δυναμικό σύστημα (X,T ), ένας
ομοιομορφισμός που μετατίθεται με τον T είναι αυτομορφισμός του συστήματος

(Ορισμός 1.2.5). Υπενθυμίζεται επίσης ότι, αν για κάποιο A το σύστημα (A,G)
είναι minimal, τότε κάθε G-τροχιά στο A είναι πυκνή στο A (Λήμμα 1.3.6).

43
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Δηλαδή, αν ένα σύνολο A ⊆ X είναι T -ομογενές, αφού κάθε G-τροχιά του

είναι πυκνή, θα έχουμε ότι οι αυτομορφισμοί του συστήματος (X,T ) πηγαίνουν

κάθε στοιχείο του A οσοδήποτε κοντά θέλουμε σε οποιοδήποτε άλλο στοιχείο

του.

Ορισμός 2.1.3. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και A ένα κλειστό υπο-

σύνολο του X. Θα λέμε το A επανερχόμενο (recurrent) για τον μετασχη-

ματισμό T : X → X, αν για κάθε ε > 0 και για κάθε x ∈ A, υπάρχουν y ∈ A
και n ∈ N ώστε d(T n(y), x) < ε.

Λήμμα 2.1.4. Αν A είναι ένα T -ομογενές υποσύνολο ενός συμπαγούς μετρι-
κού χώρου X, τέτοιο ώστε, για κάθε ε > 0 να υπάρχουν x, y ∈ A και n ∈ N
τέτοια ώστε d(T n(y), x) < ε, τότε το A είναι επανερχόμενο.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0 και z ∈ A. Αφού το A είναι ομογενές, υπάρχει ομάδα

G ομοιομορφισμών του X ώστε gT = Tg και g(A) ⊆ A για κάθε g ∈ G, και

επιπλέον το σύστημα είναι (A,G) είναι minimal.
Ισχυρισμός. Για κάθε ε > 0 μπορούμε να βρούμε πεπερασμένο G0 ⊆ G
ώστε για κάθε x, y ∈ A να ισχύει: ming∈G0 d(gx, y) < ε. Πράγματι, έστω

ε > 0 και έστω ένα ανοικτό κάλυμμα του A από σύνολα Vi με diam(Vi) < ε.
Τότε αφού το A είναι κλειστό, θα είναι συμπαγές και συνεπώς μπορούμε να

βρούμε πεπερασμένα το πλήθος Vi ώστε A ⊆
⋃n
i=1 Vi. Επιπλέον, αφού το

(A,G) είναι minimal, από το Λήμμα 1.3.7, για κάθε Vi υπάρχει ένα πεπερα-

σμένο {gi1, . . . , gimi} ⊆ G τέτοιο ώστε A ⊆
⋃
j g
−1
ij Vi. ΄Εχουμε λοιπόν ότι

για κάθε x, y ∈ A, το y θα ανήκει σε κάποιο Vi και για το x μπορούμε να

βρούμε ένα j ώστε gijx ∈ Vi και άρα mini,j d(gijx, y) < ε. Δηλαδή το σύνολο

G0 = {gij | i ∈ {1, 2, . . . , n}, j ∈ {1, 2, . . . ,mi}} ικανοποιεί τον ισχυρισμό.

Για το G0 μπορούμε να βρούμε ένα δ > 0 τέτοιο ώστε, για κάθε x1, x2 ∈ X
με d(x1, x2) < δ, να προκύπτει ότι d(gx1, gx2) < ε για κάθε g ∈ G0. Πράγ-

ματι, αφού κάθε g είναι συνεχής σε συμπαγή μετρικό χώρο, είναι ομοιόμορφα

συνεχής και μπορούμε να βρούμε για κάθε g ένα δg > 0 ώστε d(x1, x2) < δg να

συνεπάγεται ότι d(gx1, gx2) < ε. Ορίζουμε λοιπόν δ = ming∈G0 δg και αφού το

G0 είναι πεπερασμένο έχουμε ότι δ > 0 και φυσικά d(gx1, gx2) < ε για κάθε

g ∈ G0 αν d(x1, x2) < δ.

Βάζοντας στην υπόθεσή μας για ε = δ παίρνουμε ότι

υπάρχουν x, y ∈ A και n ∈ N ώστε d(x, T n(y)) < δ. (2.1)

Δοθέντος z ∈ A, από τον ισχυρισμό, υπάρχει g ∈ G0 ώστε

d(gx, z) < ε. (2.2)
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Από την (2.1) έχουμε ότι d(x, T n(y)) < δ και συνεπώς d(gx, gT n(y)) < ε.
΄Ομως αφού g ∈ G, ο g μετατίθεται με τον T και έτσι η τελευταία ανισότητα

μπορεί να γραφεί και ως d(gx, T n(gy)) < ε. Από την (2.2) τώρα παίρνουμε ότι

d(T n(gy), z) ≤ d(T n(gy), gx) + d(gx, z) < 2ε.

Δηλαδή για τα τυχόντα ε > 0 και z ∈ A, βρήκαμε y ∈ A και n ∈ N ώστε

d(T n(gy), z) < 2ε. Συνεπώς το A είναι επανερχόμενο.

Θα δούμε τώρα ένα λήμμα του οποίου η απόδειξη που παρατίθεται οφείλεται

στον Rufus Bowen και το οποίο αν και δε χρησιμοποιεί τη θεωρία των ομογενών

συνόλων, παίζει καταλυτικό ρόλο τόσο σε αυτήν την παράγραφο, όσο και στην

απόδειξη του Θεωρήματος Πολλαπλής Επαναφοράς του Birkho� (MBR) που

θα δούμε στη συνέχεια.

Λήμμα 2.1.5. ΄Εστω T μια συνεχής απεικόνιση από έναν συμπαγή μετρικό
χώρο X στον εαυτό του και A ⊆ X επανερχόμενο. Τότε για κάθε ε > 0
υπάρχουν z ∈ A και n ∈ N ώστε d(T n(z), z) < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Θα ορίσουμε επαγωγικά μία ακολουθία σημείων

z0, z1, z2, . . . στο A κάποιο από τα οποία θα ικανοποιεί την d(T n(z), z) < ε.
Θέτουμε ε1 = ε/2. Τότε από την υπόθεση, για ένα τυχόν z0 ∈ A, υπάρχει

z1 ∈ A και n1 ∈ N τέτοια ώστε d(T n1(z1), z0) < ε1.
Ορίζουμε το ε2 έτσι ώστε 0 < ε2 ≤ ε/2 και αν d(z, z1) < ε2 για z ∈ X τότε

d(T n1(z), z0) < ε1.

Μπορούμε να βρούμε τέτοιο ε2 αφού από τη συνέχεια του T έχουμε ότι για το

ε1 υπάρχει ένα ε2 ώστε, αν d(z, z1) < ε2 για κάποιο z ∈ X, τότε

d(T n1(z), T n1(z1)) < ε1 − d(T n1(z1), z0),

και τότε από την τριγωνική παίρνουμε ότι

d(T n1(z), z0) ≤ d(T n1(z), T n1(z1)) + d(T n1(z1), z0)

< ε1 − d(T n1(z1), z0) + d(T n1(z1), z0) = ε1.

Από την υπόθεση μας πάλι, για αυτό το ε2 υπάρχει z2 ∈ A και n2 ∈ N ώστε

d(T n2(z2), z1) < ε2.
Γενικά, αν έχουν οριστεί z0, z1, z2, . . . , zk ∈ A, ε1, ε2, . . . , εk ∈ (0, ε/2] και

n1, n2, . . . , nk ∈ N, έτσι ώστε

d(T nj(zj), zj−1) < εj
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και

z ∈ X, d(z, zj−1) < εj ⇒ d(T nj−1(z), zj−2) < εj−1,

για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , k}, ορίζουμε εk+1 ∈ (0, ε/2] έτσι ώστε,

z ∈ X, d(z, zk) < εk+1 ⇒ d(T nk(z), zk−1) < εk·

τέτοιο εk+1 βρίσκουμε, όπως πιο πάνω, επιλέγοντάς το, από την συνέχεια της

T nk , έτσι ώστε d(z, zk) < εk+1 για κάποιο z ∈ X να συνεπάγεται ότι

d(T nk(z), T nk(zk)) < εk − d(T nk(zk), zk−1).

Από την υπόθεση του Λήμματος, για αυτό το εk+1 βρίσκουμε και zk+1 ∈ A και

nk+1 ∈ N ώστε

d(T nk+1zk+1, zk) < εk+1.

Βρίσκουμε έτσι άπειρες ακολουθίες z0, z1, z2, . . . ∈ A, ε1, ε2, . . . ,∈ (0, ε/2]
και n1, n2, . . . ∈ N, τέτοιες ώστε

d(T nj(zj), zj−1) < εj

και

z ∈ X, d(z, zj−1) < εj ⇒ d(T nj−1(z), zj−2) < εj−1,

για κάθε j ∈ N. Τότε, από την επιλογή των εj,

d(T nj(zj), zj−1) < εj ⇒ d(T nj−1+nj(zj), zj−2) < εj−1

⇒ d(T nj−2+nj−1+nj(zj), zj−3) < εj−2 ⇒ · · ·

και διαδοχικά, για κάθε ζευγάρι i, j ∈ N με i < j θα έχουμε ότι

d(T ni+1+···+njzj, zi) < εi+1 ≤
ε

2
. (2.3)

΄Ομως αφού ο X είναι συμπαγής, υπάρχει υπακολουθία της {zk}k∈N που

συγκλίνει. Δηλαδή μπορούμε να βρούμε ένα ζευγάρι i, j ∈ N με i < j ώστε

d(zi, zj) <
ε

2
. (2.4)

Τότε, χρησιμοποιώντας τις (2.3) και (2.4) έχουμε ότι

d(T ni+1+···+njzj, zj) ≤ d(T ni+1+···+njzj, zi) + d(zi, zj) < ε.

Λήμμα 2.1.6. ΄Εστω A ένα επανερχόμενο και T -ομογενές υποσύνολο του X.
Τότε το A περιέχει ένα σημείο επαναφοράς.
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Απόδειξη. ΄Εστω F (x) = infn∈N d(T n(x), x). ΄Οπως και στην απόδειξη του

Λήμματος 1.7.7, η F είναι άνω ημισυνεχής συνάρτηση. Αφού το A είναι επανερ-

χόμενο, μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 2.1.5 και παίρνουμε ότι μπορούμε

να βρούμε ένα x ∈ A και ένα n ∈ N ώστε τα T n(x) και x να είναι όσο κοντά

θέλουμε. Ισοδύναμα, υπάρχει x ∈ A ώστε το F (x) να είναι όσο κοντά θέλουμε

στο 0.

΄Εστω τώρα x0 ένα σημείο συνέχειας της F |A. Τέτοιο σημείο υπάρχει, από

το Λήμμα 1.7.6. Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι F (x0) = 0, οπότε το x0 θα

είναι σημείο επαναφοράς. ΄Εστω, προς άτοπο, ότι F (x0) > 0. Τότε υπάρχει

κάποιο δ > 0 ώστε F (x) > δ για όλα τα x σε μια περιοχή V ⊆ A του x0 στο

A. Το A όμως είναι ομογενές και από το Λήμμα 1.3.7 έχουμε

A ⊆
⋃
g∈G0

g−1V (2.5)

για κάποιο πεπερασμένο υποσύνολο G0 της ομάδας G.

΄Εστω η > 0 τέτοιο ώστε αν d(x1, x2) < η τότε d(gx1, gx2) < δ για κάθε

g ∈ G0 (μπορούμε να βρούμε τέτοιο η από την ομοιόμορφη συνέχεια των g και

το γεγονός ότι το G0 είναι πεπερασμένο—βλ. απόδειξη Λήμματος 2.1.4). Τότε

για κάθε x ∈ A έχουμε F (x) ≥ η. Διότι αν υπήρχε ένα x ώστε F (x) < η,
τότε θα υπήρχε ένα n ∈ N ώστε d(T n(x), x) < η. Από τον τρόπο επιλογής του

η παίρνουμε ότι d(gT n(x), gx) < δ για κάθε g ∈ G0, και λόγω της μεταθετι-

κότητας, η τελευταία μπορεί να γραφεί ως d(T n(gx), gx) < δ για κάθε g ∈ G0,

οπότε F (gx) < δ για κάθε g ∈ G0. ΄Ομως αφού x ∈ A, από την (2.5) υπάρχει

ένα g ∈ G0 ώστε gx ∈ V και άρα F (gx) > δ, και οδηγούμαστε σε άτοπο.

΄Αρα για κάθε x ∈ A έχουμε ότι F (x) ≥ η. ΄Οπως όμως εξηγήθηκε στην

πρώτη παράγραφο αυτής της απόδειξης, αυτό δεν μπορεί να συμβαίνει λόγω του

Λήμματος 2.1.5. Επομένως δεν μπορεί να έχουμε F (x0) > 0 για ένα σημείο

συνέχειας x0 της F |A και άρα F (x0) = 0 και το x0 είναι σημείο επαναφοράς.

Παράδειγμα 2.1.7. Ας θεωρήσουμε την περίπτωση του group extension που

μελετήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. ΄Εχουμε λοιπόν ένα δυναμικό σύστημα

(Y, T ) και μια συμπαγή ομάδα G μαζί με μία συνεχή απεικόνιση ψ : Y → G
και θεωρούμε το group extension (X,T ) που προκύπτει: X = Y × G και

T (y, g) = (T (y), ψ(y)g). Εδώ η ομάδα G δρα στονX μέσω των αυτομορφισμών

Rg : X → X με Rg(y, g
′) = (y, g′g). Τότε εύκολα βλέπουμε ότι κάθε νήμα

{y}×G είναι ομογενές, αφού κάθε Rg μετατίθεται με τον T , είναι G-αναλλοίωτο

και το σύστημα ({y}×G,G) είναι minimal. Πράγματι, αν x = (y, g) ∈ {y}×G,

τότε Gx = {Rg′(y, g) | g′ ∈ G} = {y}×G, δηλαδή κάθε τροχιά Gx ισούται με

το {y} ×G και άρα είναι και πυκνή.

Τώρα, αν διαλέξουμε το y να είναι σημείο επαναφοράς του (Y, T ), τότε το

ομογενές σύνολο {y}×G ικανοποιεί την υπόθεση του Λήμματος 2.1.4 και άρα
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είναι επανερχόμενο. Πράγματι, δοθέντων x = (y, g) ∈ {y} × G και ε > 0,
υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε d(T n(y), y) < ε και τότε το στοιχείο x′ = (y, gn) ∈
{y} ×G, όπου gn := ψ(y)−1ψ(T (y))−1 · · ·ψ(T n−1(y))−1g, έχει

T n(x′) = (T n(y), ψ(T n−1(y)) · · ·ψ(T (y))ψ(y)gn) = (T n(y), g),

οπότε η απόσταση των T n(x′) και x ως προς την μετρική dY×G = max{dY , dG}
ισούται με d(T n(y), y) και άρα είναι μικρότερη από ε· εδώ dY = d είναι η μετρική

στον Y και dG η μετρική στην G1.

Για y σημείο επαναφοράς του (Y, T ) επομένως, το ομογενές σύνολο {y}×G
είναι επανερχόμενο, και άρα από το Λήμμα 2.1.6 περιέχει ένα σημείο επαναφοράς

του συστήματος (X,T ). ΄Επεται τώρα άμεσα ότι κάθε στοιχείο του {y} × G
είναι σημείο επαναφοράς του (X,T ). Πράγματι, αν (y, g) ∈ {y}×G είναι σημείο

επαναφοράς για το (X,T ), τότε για κάθε περιοχή U του (y, g) υπάρχει n ∈ N
ώστε T n(y, g) ∈ U . Αν (y, g′) ένα άλλο σημείο του {y}×G και V μία περιοχή

του, τότε η U = R−1
g−1g′(V ) είναι περιοχή του (y, g), από συνέχεια της Rg−1g′

και επειδή Rg−1g′(y, g) = (y, g′), και άρα υπάρχει n ∈ N ώστε T n(y, g) ∈ U ,

και τότε T n(y, g′) = T n(Rg−1g′(y, g)) = Rg−1g′(T
n(y, g)) ∈ V . Αυτή είναι μια

άλλη απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.7.

Τα Λήμματα 2.1.4 και 2.1.6 συνοψίζονται στην παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.1.8. ΄Εστω T συνεχής απεικόνιση από έναν συμπαγή μετρικό
χώρο X στον εαυτό του και A κλειστό T -ομογενές υποσύνολο του X. Τότε αν
επιπλέον για κάθε ε > 0, υπάρχουν x, y ∈ A και n ∈ N ώστε d(T n(y), x) < ε,
τότε το A περιέχει επανερχόμενο σημείο.

2.2 Πολλαπλή Επαναφορά και Θεώρημα Bir-

kho�

Ορισμός 2.2.1. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T1, T2, . . . , Tl απει-
κονίσεις από τον X στον εαυτό του. ΄Ενα x0 ∈ X θα λέγεται σημείο πολλα-

πλής επαναφοράς (multiply recurrent point) (ή πολλαπλά επανερχόμενο)

για τις παραπάνω απεικονίσεις, αν υπάρχει ακολουθία nk →∞ ώστε

T nk1 (x0)→ x0, T
nk
2 (x0)→ x0, . . . , T

nk
l (x0)→ x0 καθώς k →∞.

1
Πάντα όταν θεωρούμε group extension με μία ομάδα, θεωρούμε ότι η ομάδα είναι μετρική,

έτσι ώστε ο υποκείμενος χώρος καρτεσιανό γινόμενο του group extension να είναι συμπαγής

μετρικός χώρος και άρα το group extension να ορίζει δυναμικό σύστημα με την έννοια που

το έχουμε ορίσει.
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Παρατήρηση 2.2.2. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T1, T2, . . . , Tl απει-
κονίσεις από τον X στον εαυτό του. ΄Ενα x ∈ X είναι πολλαπλά επανερχόμενο

για τις T1, T2, . . . , Tl αν και μόνο αν, για κάθε ε > 0 υπάρχει n ∈ N ώστε

d(x, T ni (x)) < ε για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}. Πράγματι, έστω πρώτα ότι ένα

x είναι πολλαπλά επανερχόμενο για τις T1, T2, . . . , Tl. Τότε υπάρχουν φυσικοί

αριθμοί n1 < n2 < · · · τέτοιοι ώστε T nki (x) → x για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}·
επομένως αν ε > 0, υπάρχει kε ∈ N τέτοιο ώστε d(x, T nki (x)) < ε για κάθε

i ∈ {1, 2, . . . , l}, για κάθε k ≥ kε και άρα d(x, T ni (x)) < ε για κάθε i ∈
{1, 2, . . . , l}, για κάποιο n ∈ N. Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει

n ∈ N ώστε maxi∈{1,2,...,l} d(x, T ni (x)) < ε. Αν maxi∈{1,2,...,l} d(x, T ni (x)) = 0
για κάποιο n ∈ N, τότε x = T nki (x) για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l} και κάθε k ∈ N,

οπότε T nki (x) → x για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l} καθώς k → ∞ για την ακο-

λουθία nk := kn, k ∈ N, και άρα το x είναι πολλαπλά επανερχόμενο για τις

T1, T2, . . . , Tl. ΄Εστω τώρα ότι

max
i∈{1,2,...,l}

d(x, T ni (x)) > 0 ∀n ∈ N . (2.6)

Τότε, για ε = 1 υπάρχει n1 ∈ N τέτοιο ώστε d(x, T n1
i (x)) < 1 για κάθε

i ∈ {1, 2, . . . , l} και αν έχουμε επιλέξει φυσικούς αριθμούς n1 < n2 < · · · < nk
έτσι ώστε

max
i∈{1,2,...,l}

d(x, T
nj
i (x)) <

1

j
για j ∈ {1, 2, . . . , k},

για κάποιο k ∈ N, επιλέγουμε nk+1 ∈ N έτσι ώστε

max
i∈{1,2,...,l}

d(x, T
nk+1

i (x)) < ε

για

ε = min

{
1

k + 1
, min
n∈{1,2,...,nk}

max
i∈{1,2,...,l}

d(x, T nki (x))

}
.

Τέτοιο nk+1 υπάρχει από την υπόθεση μας και επειδή το συγκεκριμένο ε είναι

> 0, από την υπόθεση (2.6). Τότε αναγκαστικά nk+1 /∈ {1, 2, . . . , nk}, αφού

από την επιλογή του ε

max
i∈{1,2,...,l}

d(x, T
nk+1

i (x)) < ε ≤ max
i∈{1,2,...,l}

d(x, T ni (x)) ∀n ∈ {1, 2, . . . , nk},

και άρα nk+1 > nk, και

max
i∈{1,2,...,l}

d(x, T
nk+1

i (x)) <
1

k + 1
.

Επαγωγικά δηλαδή κατασκευάζουμε μία γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών

αριθμών {nk}k∈N τέτοια ώστε maxi∈{1,2,...,l} d(x, T nki (x)) < 1/k για κάθε k ∈
N, οπότε T nki (x) → x για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l} και το x είναι πολλαπλά

επανερχόμενο.
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Μια ασθενής μορφή του θεωρήματος πολλαπλής επαναφοράς του Birkho�
είναι η ακόλουθη.

Πρόταση 2.2.3. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T1, T2, . . . , Tl ο-
μοιομορφισμοί στον X που μετατίθενται μεταξύ τους. Τότε υπάρχει ένα x ∈ X
που είναι πολλαπλά επανερχόμενο.

Απόδειξη. Θεωρούμε G να είναι η ομάδα ομοιομορφισμών που παράγεται α-

πό τους T1, T2, . . . , Tl. Παρατηρούμε ότι είναι αρκετό να βρούμε ένα σημείο

πολλαπλής επαναφοράς σε ένα G-αναλλοίωτο υποσύνολο του X. Αφού κάθε

δυναμικό σύστημα περιέχει minimal υποσύστημα, χωρίς βλάβη της γενικότητας

μπορούμε εξαρχής να υποθέσουμε ότι το ίδιο το (X,G) είναι minimal.
Η απόδειξη θα είναι με επαγωγή στο l. Για l = 1 ο ισχυρισμός της Πρότα-

σης ισχύει από το Θεώρημα 1.3.8. ΄Εστω ότι ισχύει για οποιουσδήποτε l − 1
ομοιομορφισμούς στον X που μετατίθενται μεταξύ τους, για κάποιο l > 1, και
θεωρούμε τους ομοιομορφισμούς T1, T2, . . . , Tl. Ορίζουμε

X l = X ×X × · · · ×X
T = T1 × T2 × · · · × Tl

∆(l) = {(x, x, . . . , x) : x ∈ X},

όπου T1 × T2 × · · · × Tl : X l → X l
η απεικόνιση

(T1 × T2 × · · · × Tl)(x1, x2, . . . , xl) = (T1(x1), T2(x2), . . . , Tl(xl)).

Η ομάδα G δρα στον X l
αν ταυτίσουμε κάθε ομοιομορφισμό S ∈ G με την απει-

κόνιση (S, S, . . . , S). Μπορούμε εύκολα να δούμε ότι το ∆(l)
είναι T -ομογενές

υποσύνολο του (X l, T ) αφού είναι κλειστό
2
και G-αναλλοίωτο, κάθε στοιχείο

της G μετατίθεται με τον T και επιπλέον το (∆(l), G) είναι minimal γιατί το
(X,G) είναι minimal. Πράγματι, αν C ένα κλειστό, μη κενό και G-αναλλοίωτο

υποσύνολο του ∆(l)
, το σύνολο C ′ := {x ∈ X | (x, x, . . . , x) ∈ C} είναι κλει-

στό υποσύνολο του X, αφού αν {xn}n∈N μία ακολουθία στο C ′ και xn → x για

κάποιο x ∈ X, τότε (xn, xn, . . . , xn)→ (x, x, . . . , x), και επειδή το C είναι κλει-

στό και (xn, xn, . . . , xn) ∈ C, αφού xn ∈ C ′, έπεται ότι (x, x, . . . , x) ∈ C οπότε

x ∈ C ′, εξ΄ ορισμού του C ′. Το C ′ είναι επίσης μη κενό, αφού C 6= ∅, και αναλ-

λοίωτο υπό την δράση της G, αφού αν S ∈ G και x ∈ C ′, τότε (x, x, . . . , x) ∈ C
και άρα (S × S × · · · × S)(x, x, . . . , x) ∈ C, αφού το C είναι αναλλοίωτο υπό

την δράση της G, δηλαδή (S(x), S(x), . . . , S(x)) ∈ C και επομένως S(x) ∈ C ′.
Αφού τώρα το C ′ είναι κλειστό, μη κενό, G-αναλλοίωτο και το (X,G) είναι

2
Αν Z τοπολογικός χώρος, η διαγώνιος του Z × Z × · · · × Z είναι κλειστό σύνολο στην

τοπολογία γινόμενο αν και μόνο αν ο Z είναι Hausdor�.
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minimal, έπεται ότι C ′ = X και άρα C = ∆(l)
. Αυτό δείχνει ότι το (∆(l), G)

όντως είναι minimal.
Το ∆(l)

ικανοποιεί επίσης και την άλλη υπόθεση της Πρότασης 2.1.8. Αν

θεωρήσουμε τους ομοιομορφισμούς Ri = TiT
−1
l για i = 1, 2, . . . , l − 1, τότε

από την επαγωγική υπόθεση μπορούμε να βρούμε y ∈ X και nk → ∞ τέτοια

ώστε Rnk
i (y) → y, καθώς k → ∞, για κάθε i = 1, 2, . . . , l − 1. Ορίζοντας

x∗ = (y, y, . . . , y) ∈ X l
και y∗k = (T−nkl (y), T−nkl (y), . . . , T−nkl (y)), μπορούμε

να βρούμε k ∈ N ώστε το στοιχείο T nk(y∗k) = (Rnk
1 (y), Rnk

2 (y), . . . , Rnk
l−1(y), y)

να είναι όσο κοντά θέλουμε στο x∗, με τα x∗, y∗k ∈ ∆(l)
.

Από την Πρόταση 2.1.8, το ∆(l)
περιέχει T -επανερχόμενο σημείο.

΄Ενα λήμμα που θα μας χρειαστεί για την απόδειξη του θεωρήματος του van
der Waerden και είναι άμεση συνέπεια της πρότασης που είδαμε μόλις είναι το

ακόλουθο.

Λήμμα 2.2.4. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος, T ομοιομορφισμός στον
X και x0 ένα σημείο τουX. Τότε για κάθε ε > 0 και για κάθε l ≥ 1, υπάρχει ένα
y ∈ Orb(x0, T ) τέτοιο ώστε, για κάποιο n > 1, τα y, T n(y), T 2n(y), . . . , T ln(y)
να είναι ε-κοντά μεταξύ τους.

Απόδειξη. Ορίζουμε Y = Orb(x0, T ). ΄Εστω l ≥ 1 και ε > 0.
Ο Y είναι T -αναλλοίωτος και οι T, T 2, . . . , T l είναι ομοιομορφισμοί στον Y

που μετατίθενται. Από την Πρόταση 2.2.3 για T1 = T, T2 = T 2, . . . , Tl = T l

παίρνουμε ότι υπάρχει ένα y′ ∈ Y και μια ακολουθία nk →∞ ώστε

T nk(y′)→ y′, T 2nk(y′)→ y′, . . . T lnk(y′)→ y′.

΄Αρα μπορούμε να βρούμε ένα n ∈ N ώστε

d(y′, T in(y′)) <
ε

4
∀ i ∈ {1, 2, . . . , l}. (2.7)

Αφού y′ ∈ Y = Orb(x0, T ), τότε θα υπάρχει ένα y ∈ Orb(x0, T ), με

y = Tm(x0) για κάποιο m ∈ N, τέτοιο ώστε τα y και y′ να είναι όσο κοντά

θέλουμε. Θέλουμε να έχουμε d(y, T in(y)) < ε/2 για όλα τα i = 1, 2, . . . , l.
΄Ετσι γράφουμε

d(y, T in(y)) ≤ d(y, y′) + d(y′, T in(y′)) + d(T in(y′), T in(y))

και παρατηρούμε ότι d(y′, T in(y′)) < ε/4 για κάθε i = 1, 2, . . . , l, από την (2.7).

Επιπλέον, αφού ο T είναι συνεχής, από τον ορισμό της συνέχειας έχουμε ότι

για κάθε ε′ > 0, και για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, υπάρχει ένα δi > 0 ώστε, αν

z, z′ ∈ X και d(z, z′) < δi, τότε d(T in(z′), T in(z)) < ε′. Για ε′ = ε/8, ορίζουμε
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δ = min{δ1, δ2, . . . , δl, ε
′} και τότε έχουμε ότι, αν πάρουμε το y ∈ Orb(x0, T )

έτσι ώστε d(y, y′) < δ, τότε d(T in(y′), T in(y)) < ε/8 και συνολικά

d(y, T in(y)) < δ +
ε

4
+
ε

8
≤ ε

2
,

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}.

Θεώρημα 2.2.5 (Multiple Birkho� Recurrence). ΄Εστω X ένας συμπαγής
μετρικός χώρος και T1, T2, . . . , Tl συνεχείς απεικονίσεις στον X που μετατίθε-
νται. Τότε υπάρχει ένα x ∈ X το οποίο είναι πολλαπλά επανερχόμενο.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε μία γνωστή κατασκευή που μας επιτρέπει να

περάσουμε από την δράση μιας ημιομάδας στην δράση μιας ομάδας. Η κατα-

σκευή αυτή στην περίπτωση μιας μόνο απεικόνισης T καλείται αντιστρέψιμη

επέκταση (invertible extension).
΄Εστω Ω = XZl

και Si : Ω→ Ω οι ομοιομορφισμοί

Si(ω)(n1, . . . , ni, . . . , nl) = ω(n1, . . . , ni + 1, . . . , nl)

για i = 1, 2, . . . , l. Θεωρούμε το σύνολο X̃ ⊆ Ω όλων των ω ∈ Ω για τα οποία

ισχύει

Si(ω)(n1, n2, . . . , nl) = Ti(ω(n1, n2, . . . , nl)), (2.8)

για κάθε i = 1, 2, . . . , l και κάθε (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl. Το X̃ είναι μη κενό.

Πράγματι, αν πάρουμε ένα τυχόν x ∈ X και ένα n ∈ N, θεωρούμε το στοιχείο

ωn του Ω με

ωn(n1, . . . , nl) = T n1+n
1 T n2+n

2 · · ·T nl+nl (x)

αν n1 ≥ −n, . . . , nl ≥ −n και ωn(n1, n2, . . . , nl) ορισμένο αυθαίρετα για όλα

τα άλλα (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl. Τότε εύκολα επαληθεύουμε ότι το ωn ικανοποιεί

την (2.8) για τα (n1, n2, . . . , nl) με ni ≥ −n για κάθε i ∈ {1, . . . , l}· πράγματι,
αν (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl με ni ≥ −n για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, τότε

Ti(ωn(n1, . . . , ni, . . . , nl)) = Ti(T
n1+n
1 · · ·T ni+ni · · ·T nl+nl (x))

= T n1+n
1 · · ·T ni+n+1

i · · ·T nl+nl (x)

= ωn(n1, . . . , ni + 1, . . . , nl)

= Si(ωn)(n1, . . . , ni, . . . , nl)

για κάθε i ∈ {1, . . . , l}, η δεύτερη ισότητα επειδή οι T1, T2, . . . , Tl μετατίθε-

νται μεταξύ τους. Από συμπάγεια του μετρικού χώρου Ω, ως χώρου γινόμενου
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συμπαγών μετρικών χώρων, η ακολουθία {ωn}n∈N έχει συγκλίνουσα υπακο-

λουθία
3 {ωk(n)}n∈N, όπου k : N → N γνησίως αύξουσα συνάρτηση, και έστω

ω = limn→∞ ωk(n). Τότε ωk(n)(n1, n2, . . . , nl) → ω(n1, n2, . . . , nl) για κάθε

(n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl, καθώς n→∞, άρα, από την συνέχεια των Si και Ti,

Ti(ωk(n)(n1, n2, . . . , nl))→ Ti(ω(n1, n2, . . . , nl))

και

Si(ωk(n))→ Si(ω),

οπότε

Si(ωk(n))(n1, n2, . . . , nl)→ Si(ω)(n1, n2, . . . , nl),

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, και κάθε (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl, i ∈ {1, 2, . . . , l}.
΄Ομως για σταθερό (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl η ωk(n) ικανοποιεί τις σχέσεις (2.8) για

όλα τα n ∈ N με −k(n) ≤ min{n1, n2, . . . , nl} και άρα πρέπει τελικά

Ti(ω(n1, n2, . . . , nl)) = lim
n→∞

Ti(ωk(n)(n1, n2, . . . , nl))

= lim
n→∞

Si(ωk(n))(n1, n2, . . . , nl) = Si(ω)(n1, n2, . . . , nl),

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}. Επομένως ω ∈ X̃ και το X̃ είναι μη κενό.

Το X̃ είναι Si-αναλλοίωτο για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, από τον τρόπο ορισμού

του. Πράγματι, έστω i ∈ {1, 2, . . . , l}. Αν ω ∈ X̃, τότε το ω ικανοποιεί τις

(2.8) για κάθε (n1, . . . , nl) ∈ Zl. Τότε

Sj(Si(ω))(n1, . . . , ni, . . . , nj, . . . , nl) = ω(n1, . . . , ni + 1, . . . , nj + 1, . . . , nl)

= Sj(ω)(n1, . . . , ni + 1, . . . , nj, . . . , nl)

= Tj(ω(n1, . . . , ni + 1, . . . , nj, . . . , nl))

= Tj(Si(ω)(n1, . . . , ni, . . . , nj, . . . , nl))

για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , l} με j > i, έχοντας εφαρμόσει τις (2.8) για το

(n1, . . . , ni + 1, . . . , nj, . . . , nl) ∈ Zl, και ανάλογα όταν j < i ενώ όταν j = i,

Si(Si(ω))(n1, . . . , ni, . . . , nl) = ω(n1, . . . , ni + 2, . . . , nl)

= Si(ω)(n1, . . . , ni + 1, . . . , nl)

= Ti(ω(n1, . . . , ni + 1, . . . , nl))

= Ti(Si(ω)(n1, . . . , ni, . . . , nl)),

3
Αν ο Ω δεν υποτεθεί μετρικός χώρος, το ίδιο επιχείρημα δουλεύει θεωρώντας ένα συ-

γκλίνων υποδίκτυο {ωk(d)}d∈D της ακολουθίας {ωn}n∈N, όπου D ένα μερικά διατεταγμένο
σύνολο και k : D → N αύξουσα συνάρτηση με την ιδιότητα ότι για κάθε n ∈ N υπάρχει
dn ∈ D με k(dn) ≥ n.
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για κάθε (n1, . . . , nl) ∈ Zl. Αυτό δείχνει ότι Si
(
X̃
)
⊆ X̃, για κάθε i ∈

{1, 2, . . . , l}, δηλαδή το X̃ είναι όντως Si-αναλλοίωτο για κάθε i.
Επίσης, κάθε Si είναι ομοιομορφισμός του Ω στον εαυτό του, με

S−1
i (ω)(n1, . . . , ni, . . . , nl) = ω(n1, . . . , ni − 1, . . . , nl)

για (n1, . . . , ni, . . . , nl) ∈ Zl, i ∈ {1, 2, . . . , l}, και το ακριβώς ίδιο επιχείρημα

όπως για τον Si δείχνει ότι S
−1
i

(
X̃
)
⊆ X̃, για κάθε i. ΄Επεται ότι κάθε Si είναι

ομοιομορφισμός του X̃ στον εαυτό του.

Τέλος το X̃ είναι επίσης κλειστό. Πράγματι αν ωi → ω και κάθε ωi ικανο-
ποιεί τις (2.8), τότε

ωi(n1, n2, . . . , nl)→ ω(n1, n2, . . . , nl)

(n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl για κάθε (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl και άρα

Sj(ω)(n1, n2, . . . , nl) = lim
i
Sj(ωi)(n1, n2, . . . , nl)

= lim
i
Tj(ω(n1, n2, . . . , nl))

= Tj(ω(n1, n2, . . . , nl))

για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , l} και (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl, από την συνέχεια των

S1, S2, . . . , Sl και T1, T2, . . . , Tl.
Μπορούμε τώρα να εφαρμόσουμε την Πρόταση 2.2.3 στο X̃ για να συμπε-

ράνουμε ότι υπάρχει ένα x̃ ∈ X̃ που είναι πολλαπλά επανερχόμενο για τους

S1, S2, . . . , Sl. Δηλαδή, υπάρχει ακολουθία m1 < m2 < · · · φυσικών αριθμών

τέτοια ώστε Smki (x̃)→ x̃ για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, καθώς k →∞, που συνε-

πάγεται ότι Smki (x̃)(n1, n2, . . . , nl)→ x̃(n1, n2, . . . , nl) για κάθε (n1, . . . , nl) ∈
Zl, για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, καθώς k →∞. Από την (2.8) αυτό σημαίνει ότι

Tmki (x̃(n1, n2, . . . , nl))→ x̃(n1, n2 . . . , nl)

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, για κάθε (n1, . . . , nl) ∈ Zl, καθώς k →∞. Δηλαδή,

κάθε x̃(n1, n2 . . . , nl) ∈ X, (n1, n2 . . . , nl) ∈ Z, είναι πολλαπλά επανερχόμενο

για τους T1, T2, . . . , Tl.

Παρατήρηση. Η υπόθεση της μεταθετικότητας στο Θεώρημα 2.2.5 δεν μπορεί

να παραλειφθεί. Για παράδειγμα, αν πάρουμε X = [0, 1] και τις συνεχείς απει-

κονίσεις T, S : X → X με T (x) = x/2 και S(x) = (x + 1)/2, τότε οι T και S
δεν μετατίθενται. Το μοναδικό σημείο επαναφοράς για την T είναι το 0, ενώ

για την S είναι το 1 και άρα δεν υπάρχει σημείο πολλαπλής επαναφοράς για τις

T, S, αφού κάθε τέτοιο σημείο θα ήταν και σημείο επαναφοράς και για την T
και για την S.
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Θεώρημα 2.2.6 (Θεώρημα Πολλαπλής Επαναφοράς ΙΙ). Αν (X,G) είναι
ομογενές δυναμικό σύστημα και T1, . . . , Tl ∈ G συνεχείς απεικονίσεις που με-
τατίθενται, τότε για κάθε U μη κενό και ανοικτό υποσύνολο του X, υπάρχει
n ∈ N ώστε

T−n1 U ∩ T−n2 U ∩ · · · ∩ T−nl U 6= ∅

και μάλιστα

U ∩ T−n1 U ∩ T−n2 U ∩ · · · ∩ T−nl U 6= ∅.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα U όπως στην εκφώνηση. Από το Θεώρημα 2.2.5 υ-

πάρχει ένα x ∈ X το οποίο είναι πολλαπλά επανερχόμενο για τους T1, T2, . . . , Tl.
Επομένως υπάρχουν n1 < nk < · · · στο N ώστε

T nki (x)→ x για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, (2.9)

καθώς k → ∞. Λόγω της ομογένειας του συστήματος, υπάρχει ομάδα ο-

μοιομορφισμών G′ του X τέτοια ώστε το (X,G′) να είναι minimal και κάθε

στοιχείο της G′ να μετατίθεται με κάθε στοιχείο της G, άρα και με κάθε Ti,
i ∈ {1, 2, . . . , l}. Αφού το (X,G′) είναι minimal, υπάρχει, από το Λήμμα 1.3.7,

ένα g ∈ G′ ώστε gx ∈ U . Από την (2.9) και την συνέχεια του g έχουμε τότε

ότι

T nki (gx) = gT nki (x)→ gx

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, καθώς k → ∞. Επομένως υπάρχει k0 ώστε

T nki (gx) ∈ U για κάθε i = 1, 2, . . . , l, για k ≥ k0, αφού το U είναι ανοικτό.

Μπορούμε να βρούμε λοιπόν ένα n ∈ N ώστε

T−n1 U ∩ T−n2 U ∩ · · · ∩ T−nl U 6= ∅

και μάλιστα

U ∩ T−n1 U ∩ T−n2 U ∩ · · · ∩ T−nl U 6= ∅.

Το ίδιο αποτέλεσμα έχουμε αν θεωρήσουμε έναν τυχόν δυναμικό σύστημα

(X,T ) για το οποίο υπάρχει ομάδα ομοιομορφισμών του X κάθε στοιχείο της

οποίας μετατίθεται με τον T και όλη η ομάδα κάνει το σύστημα minimal. ΄Ε-

να πόρισμα αυτού του θεωρήματος είναι αν το εφαρμόσουμε σε ένα minimal
δυναμικό σύστημα (X,T ).

Θεώρημα 2.2.7. ΄Εστω ότι το δυναμικό σύστημα (X,T ) είναι minimal. Τότε
για κάθε l ∈ N και για κάθε U μη κενό και ανοικτό υποσύνολο του X, υπάρχει
n ∈ N ώστε

U ∩ T−nU ∩ T−2nU ∩ · · · ∩ T−lnU 6= ∅.
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Απόδειξη. Θεωρούμε πρώτα την περίπτωση που ο T : X → X είναι ομοιομορ-

φισμός. Θεωρούμε ως G την (κυκλική) ομάδα που παράγει ο T και θέτου-

με T1 := T, T2 := T 2, . . . , Tl := T l. Τότε το σύστημα (X,G) είναι mini-
mal εξ΄ υποθέσεως και κάθε στοιχείο της G μετατίθεται με κάθε ένα από τα

T1, T2, . . . , Tl, οπότε το (X,G) είναι ομογενές. Το Θεώρημα τότε είναι άμεση

συνέπεια του Θεωρήματος 2.2.6.

Για την γενική περίπτωση όπου η T δεν είναι κατ΄ ανάγκην ομοιομορφι-

σμός, παρατηρούμε πρώτα ότι, αν U είναι ένα ανοικτό μη κενό υποσύνολο ενός

συστήματος (X,T ) που όπως εδώ είναι minimal, τότε υπάρχει N ∈ N∪{0}
ώστε X =

⋃N
n=0 T

−n(U). Γιατί αν το U είναι μη κενό και ανοικτό, τότε

το
⋃∞
n=0 T

−n(U) είναι μη κενό και ανοικτό, άρα το συμπλήρωμά του C :=
X r

⋃∞
n=0 T

−n(U) είναι κλειστό και όχι όλος ο χώρος X· αφού το C είναι

επίσης T -αναλλοίωτο, γιατί C =
⋂∞
n=0 T

−n(X r U) και άρα

T (C) = T

(
∞⋂
n=0

T−n(X r U)

)
⊆
∞⋂
n=0

T−n+1(X r U) ⊆
∞⋂
n=0

T−n(X r U) = C

και το σύστημα είναιminimal, έπεται ότι C = ∅. Επειδή δε οX είναι συμπαγής,

το ανοικτό κάλυμμα U, T−1(U), T−2(U), . . . έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα.

Τώρα μπορεί κανείς να επαναλάβει την απόδειξη του Θεωρήματος 2.2.6 για

T1 = T, T2 = T 2, . . . , Tl = T l,

για δοθέν l ∈ N, χωρίς να χρειάζεται την ομάδα G′ της απόδειξης. Υπάρχει ένα

πολλαπλά επανερχόμενο σημείο x ∈ X για τους T1 = T, T2 = T 2, . . . , Tl = T l

και άρα υπάρχουν φυσικοί αριθμοί n1 < n2 < · · · τέτοιοι ώστε

T ink(x)→ x ∀ i ∈ {1, 2, . . . , l}, (2.10)

καθώς k → ∞. Αν U ανοικτό υποσύνολο του X, από τα παραπάνω υπάρχει

m ∈ N∪{0} ώστε Tm(x) ∈ U για το πολλαπλά επανερχόμενο σημείο x. Από

την συνέχεια της T και τις (2.10) παίρνουμε ότι

T ink(Tm(x)) = Tm(T ink(x))→ Tm(x) ∀ i ∈ {1, 2, . . . , l},

καθώς k →∞, και αφού το U είναι ανοικτό και Tm(x) ∈ U υπάρχει k0 ώστε

T ink(Tm(x)) ∈ U ∀ i ∈ {1, 2, . . . , l} ∀ k ≥ k0.

Δηλαδή υπάρχει n ∈ N ώστε Tm(x) ∈ T−in(U) για κάθε i ∈ {0, 1, 2, . . . l} και

άρα

U ∩ T−n(U) ∩ T−2n(U) ∩ · · · ∩ T−ln(U) 6= ∅.
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Ορισμός 2.2.8. ΄Ενα σημείο x σε ένα δυναμικό σύστημα (X,T ) λέγεται

πολλαπλά επανερχόμενο αν είναι πολλαπλά επανερχόμενο για τις απεικο-

νίσεις T, T 2, . . . , T l, για κάθε l ∈ N.

΄Ενα ερώτημα που φυσιολογικά προκύπτει είναι το πόσα είναι τα πολλαπλά

επανερχόμενα σημεία σε ένα δυναμικό σύστημα (X,T ).

Λήμμα 2.2.9. ΄Εστω (X,T ) δυναμικό σύστημα. Τότε:

(1) Το σύνολο των πολλαπλά επανερχόμενων σημείων του (X,T ) είναι Gδ.

(2) Αν (X,T ) minimal, τότε το σύνολο των πολλαπλά επανερχόμενων σημε-
ίων είναι residual στο X.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω l ∈ N. Θεωρούμε το σύνολο

Rl = {y ∈ X | ∃n ∈ N τέτοιο ώστε d(y, T in(y)) < 1/l ∀ i ∈ {0, 1, . . . , l}}

και παρατηρούμε ότι το Rl είναι ανοικτό, αφού αν y ∈ Rl τότε υπάρχει ένα

n ∈ N ώστε d(y, T in(y)) < 1/l για κάθε i = 1, 2, . . . , l. Ορίζουμε

ε =
1

l
− max

i∈{1,2,...,l}
d(y, T in(y))

και παρατηρούμε ότι ε > 0. Για το ε αυτό, λόγω συνέχειας του T , υπάρχει ένα

δ > 0 ώστε αν d(x, y) < δ τότε d(T in(x), T in(y)) < ε/2 για κάθε i = 1, 2, . . . , l.
Αν θέσουμε δ′ = min{δ, ε/2}, τότε για κάθε y′ ∈ B(y, δ) θα έχουμε ότι

d(y′, T in(y′)) ≤ d(y′, y) + d(y, T in(y)) + d(T in(y), T in(y′))

< δ′ + d(y, T in(y)) +
ε

2

<
1

l
,

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}. ΄Επεται λοιπόν ότι η τομή R =
⋂∞
l=1Rl είναι Gδ

υποσύνολο του X.

Εύκολα βλέπουμε ότι το R αποτελείται ακριβώς από τα σημεία πολλαπλής

επαναφοράς του (X,T ). Πράγματι, αν x ∈ R, τότε για κάθε k ∈ N υπάρχει

nk ∈ N ώστε

max
i∈{1,2,...,k}

d(T ink(x), x) <
1

k
.

Αν nk →∞, τότε για κάθε l ∈ N,

max
i∈{1,2,...,l}

d(T ink(x), x) <
1

k
για κάθε k ≥ l
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και άρα

T nk(x)→ x, T 2nk(x)→ x, . . . , T lnk(x)→ x

καθώς k → ∞, και επομένως το x είναι πολλαπλά επανερχόμενο. Διαφο-

ρετικά υπάρχει ένα n ∈ N ώστε nk = n για άπειρα το πλήθος k ∈ N και

άρα d(x, T n(x)) < 1/k για άπειρα k ∈ N, δηλαδή d(x, T n(x)) = 0. Τότε

x = T in(x) για κάθε i ∈ N και άρα αν θέσουμε mj := nj, j ∈ N, τότε, για

κάθε l ∈ N, T imj(x) = x για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, για κάθε j ∈ N και άρα

φυσικά

Tmj(x)→ x, T 2mj(x)→ x, . . . T lmj(x)→ x,

καθώς j → ∞, και επομένως το x είναι και πάλι πολλαπλά επανερχόμενο.

Αντίστροφα, αν x ∈ X είναι πολλαπλά επανερχόμενο, τότε, για κάθε l ∈ N,

υπάρχει ακολουθία φυσικών nk →∞ ώστε

T nk(x)→ x, T 2nk(x)→ x, . . . T lnk(x)→ x·

δηλαδή μπορούμε να βρούμε n ∈ N ώστε

d(T n(x), x) <
1

l
, d(T 2n(x), x) <

1

l
, . . . d(T ln(x), x) <

1

l

και επομένως x ∈ Rl.

(2) Αν το (X,T ) είναι minimal τότε το Rl είναι πυκνό για κάθε l. Πράγματι,

έστω l ∈ N. Για να είναι το Rl πυκνό, πρέπει για κάθε x ∈ X και για κάθε

ε > 0, να μπορούμε να βρούμε ένα y ∈ Rl ώστε d(x, y) < ε. ΄Εστω λοιπόν

ένα x ∈ X και ένα ε > 0. Θεωρούμε την ανοικτή μπάλα B(x, r) με κέντρο

x και ακτίνα r, όπου r = min{ε, 1/(2l)}. Τότε αφού η B(x, r) είναι ανοικτό

σύνολο, από το Θεώρημα Πολλαπλής Επαναφοράς ΙΙ (Θεώρημα 2.2.7) υπάρχει

ένα n ∈ N ώστε y, T n(y), T 2n(y), . . . , T ln(y) ∈ B(x, r). Τότε, από τον ορισμό

του r, d(y, T in(y)) < 1/l για κάθε i = 1, 2, . . . , l. ΄Αρα το y ανήκει στο Rl ενώ,

από τον ορισμό του r και πάλι, είναι και ε-κοντά στο x. Επομένως το Rl είναι

όντως πυκνό και άρα το R είναι residual.

Ορισμός 2.2.10. ΄Ενα δυναμικό σύστημα (X,T ) θα λέγεται ομοιόμορφα

άκαμπτο (uniformly rigid) αν για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα n ∈ N τέτοιο ώστε

d(x, T nx) < ε για κάθε x ∈ X.

Λήμμα 2.2.11. Αν το δυναμικό σύστημα (X,T ) είναι ομοιόμορφα άκαμπτο,
τότε κάθε x ∈ X είναι πολλαπλά επανερχόμενο.
Απόδειξη. ΄Εστω l ∈ N. ΄Εστω και ένα ε > 0. Αφού το σύστημα είναι ομοι-

όμορφα άκαμπτο, υπάρχει ένα n ∈ N ώστε d(x, T n(x)) < ε/l για κάθε x ∈ X.

Δηλαδή για κάθε x,

d(x, T n(x)) <
ε

l
, d(T n(x), T 2n(x)) <

ε

l
, . . . d(T (l−1)n(x), T ln(x)) <

ε

l
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και άρα d(x, T in(x)) < ε για κάθε i = 1, 2, . . . , l. Αυτό δείχνει ότι το x
είναι πολλαπλά επανερχόμενο για τους T, T 2, . . . , T l (Παρατήρηση 2.2.2), για

κάθε x ∈ X· και αφού το l ήταν αυθαίρετο, κάθε x ∈ X είναι πολλαπλά

επανερχόμενο.

2.3 Το Θεώρημα του Van der Waerden

Σε αυτήν την παράγραφο δίνουμε μία απόδειξη του θεωρήματος του van der
Waerden μέσω του θεωρήματος πολλαπλής επαναφοράς του Birkho�.

Μία έννοια που θα μας χρειαστεί είναι τα symbolic συστήματα, τα οποία

εισήχθησαν στην Παράγραφο 1.4. Θεωρούμε ένα σύνολο Λ = {a, b, c, . . . }
και το σύνολο των ακολουθιών (συναρτήσεων) από το Z στο Λ, το οποίο

συμβολίζουμε με X = ΛZ
. Ορίζουμε αυτομορφισμό T : X → X με

T (x)(n) = x(n+ 1) n ∈ Z,

το shift, και μετρική

d(x, x′) = inf

{
1

k + 1

∣∣∣∣ k ∈ N∪{0}, x(i) = x′(i) για κάθε |i| < k

}
. (2.11)

Με αυτόν τον τρόπο ο X γίνεται συμπαγής μετρικός χώρος. Η μετρική αυτή

δίνει, όπως και η μετρική που ορίστηκε στην Παράγραφο 1.4, την τοπολογία

γινόμενο που προκύπτει αν σε κάθε παράγοντα Λ του γινομένου θεωρήσουμε

την διακριτή τοπολογία. Παρατηρούμε ότι

d(x, x′) < 1 ⇔ x(0) = x′(0). (2.12)

Θεώρημα 2.3.1 (Van der Waerden). Αν διαμερίσουμε το σύνολο Z των
ακεραίων σε πεπερασμένα σύνολα B1, B2, . . . , Bq, τότε υπάρχει κάποιο Bj το

οποίο περιέχει πεπερασμένη αριθμητική πρόοδο αυθαίρετου μήκους l.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε l = 2, 3, . . . υπάρχει κάποιο Bj το

οποίο περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους l+1· γιατί τότε κάποιο Bj θα περιέχει

αριθμητική πρόοδο μήκους l για άπειρα το πλήθος l.
Σταθεροποιούμε ένα l. Ορίζουμε Λ = {1, 2, . . . , q} και X = ΛZ

με την

συνεχή απεικόνιση T (x)(n) = x(n + 1), φτιάχνοντας ένα symbolic σύστημα.

Παρατηρούμε τώρα ότι κάθε ακολουθία στο X ορίζει μια διαμέριση του Z σε

σύνολα Bi = {n ∈ Z | x(n) = i}, για i = 1, 2, . . . , q. Ισχύει όμως και το

αντίστροφο, ότι κάθε διαμέριση των ακεραίων ορίζει μια ακολουθία στον X
μέσω της x(n) = i ⇔ n ∈ Bi, n ∈ Z, i ∈ {1, 2, . . . , q}.
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Με αυτήν την αναγωγή, το πρόβλημά μας διαμορφώνεται ως εξής: αρκεί να

δείξουμε ότι για κάθε l = 2, 3, . . . και για κάθε ακολουθία x στο X, υπάρχουν

m ∈ Z και n ∈ N ώστε x(m) = x(m+ n) = x(m+ 2n) = · · · = x(m+ ln).
Από το Λήμμα 2.2.4, για ε = 1 και το δοθέν l ∈ N, υπάρχει ένα y = Tm(x)

για κάποιο m ∈ N ώστε d(y, T in(y)) < 1 για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, για κάποιο

n ∈ N. Ισοδύναμα, d(Tm(x), T in+m(x)) < 1, για κάποια m,n ∈ N και όλα

τα i ∈ {1, 2, . . . , l}. Από την (2.12) τώρα έχουμε ότι Tm(x(0)) = T in+m(x(0))
για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, ισοδύναμα ότι

x(m) = x(m+ n) = x(m+ 2n) = · · · = x(m+ ln).

Ακολουθώντας τα ίδια βήματα, και μέσω του Θεωρήματος 2.2.5 βλέπουμε

ότι το θεώρημα του van der Waerden ισχύει και για διαμερίσεις του N. ΄Εχουμε

δηλαδή το εξής.

Θεώρημα 2.3.2 (Van der Waerden). Αν διαμερίσουμε το σύνολο N των
φυσικών σε πεπερασμένα σύνολα B1, B2, . . . , Bq, τότε υπάρχει κάποιο Bj το

οποίο να περιέχει πεπερασμένη αριθμητική πρόοδο αυθαίρετου μήκους l.

Απόδειξη. Το Λήμμα 2.2.4 ισχύει και χωρίς την υπόθεση ότι ο T είναι ομοιομορ-

φισμός, με την ίδια ακριβώς απόδειξη εκτός του ότι επικαλούμαστε το Θεώρημα

2.2.5 στην θέση της Πρότασης 2.2.3 στην απόδειξή του. Επομένως η παραπάνω

απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.1 μπορεί να εφαρμοστεί και στον χώρο X = ΛN

με την μετρική

d(x, x′) = inf

{
1

k

∣∣∣∣ k ∈ N∪{0}, x(i) = x′(i) για κάθε i < k

}
(2.13)

και T : X → X το shift T (x)(n) = x(n + 1), n ∈ N, που δεν είναι πια

ομοιομορφισμός.

Εναλλακτικά μπορούμε να επαναλάβουμε την παραπάνω απόδειξη με X =
ZΛ

και την παραπάνω μετρική (2.11), όπως ακριβώς στην απόδειξη του Θεω-

ρήματος 2.3.1, αντιστοιχώντας σε κάθε διαμέριση N = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq των

φυσικών μία ακολουθία που ορίζεται πάλι από την x(n) = i ⇔ n ∈ Bi, για

n ∈ N και i ∈ {1, 2, . . . , q}, και ορίζεται αυθαίρετα για n ≤ 0, π.χ. x(n) = 1
για κάθε n ≤ 0. Βρίσκουμε και πάλι m,n ∈ N ώστε

x(m) = x(m+ n) = x(m+ 2n) = · · · = x(m+ ln),

και αφού m,m+ n,m+ 2n, . . . ,m+ ln ∈ N, αυτό δείχνει ότι

m,m+ n,m+ 2n, . . . ,m+ ln ∈ Bj

για κάποιο j ∈ {1, 2, . . . , q}.
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Μια άλλη μορφή του θεωρήματος του van der Waerden είναι η ακόλουθη

πεπερασμένη εκδοχή του.

Θεώρημα 2.3.3 (Van der Waerden II). ΄Εστω q, l ∈ N. Τότε υπάρχει ένα
N ∈ N (που εξαρτάται από τα q, l) ώστε για κάθε διαμέριση του {1, 2, . . . , N} σε
q το πλήθος σύνολα, να υπάρχει ένα που να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους
l + 1.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι το Van der Waerden II είναι ισοδύναμο με το Van
der Waerden στην εκδοχή του για το N, δηλαδή το Θεώρημα 2.3.2.

(⇒) Αν είχαμε μια διαμέριση του Z σε σύνολα Bi ώστε κανένα να μην πε-

ριέχει αριθμητική πρόοδο μήκους l + 1, τότε θεωρώντας τα σύνολα B′i =
Bi∩{1, 2, . . . , N} παρατηρούμε ότι αυτά αποτελούν διαμέριση του {1, 2, . . . , N}
και κανένα από αυτά δεν μπορεί να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους l + 1,
το οποίο όμως είναι σε αντίφαση με το Van der Waerden II.

(⇐) ΄Εστω q, l ∈ N. ΄Εστω (προς άτοπο) ότι για κάθε φυσικό αριθμό N
μπορούμε να βρούμε διαμέριση {1, 2, . . . , N} = BN

1 ∪ BN
2 ∪ · · · ,∪BN

q τέτοια

ώστε κανένα BN
i , i ∈ {1, 2, . . . , q}, να μην περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους

l+ 1. Κάθε διαμέριση {1, 2, . . . , N} = BN
1 ∪BN

2 ∪ · · ·∪BN
q ορίζει ένα στοιχείο

του {1, 2, . . . , q}N ως εξής:

xN(j) =

{
i αν j ∈ BN

i , i ∈ {1, 2, . . . , q}
αυθαίρετο στοιχείο του {1, 2, . . . , q} αν j /∈ {1, 2, . . . , N}.

Τότε η ακολουθία {xN}N∈N είναι ακολουθία στο {1, 2, . . . , q}N, το οποίο είναι

συμπαγής μετρικός χώρος, και άρα υπάρχει υπακολουθία {xNk}k∈N που συ-

γκλίνει σε ένα x ∈ {1, 2, . . . , q}N. Το x όμως ορίζει μια διαμέριση στο N σε

σύνολα Bi, i = 1, 2, . . . , q, οπότε ένα από αυτά θα περιέχει αριθμητική πρόοδο

μήκους l+ 1, από Van der Waerden. Συγκεκριμένα, υπάρχουν m,n ∈ N ώστε

x(m) = x(m+ n) = · · · = x(m+ ln).
Λόγω της σύγκλισης τώρα μπορούμε, για κάθε p ∈ N, να βρούμε kp ∈ N

ώστε, για κάθε k ≥ kp, να έχουμε d(xNk , x) < 1/p, όπου d η μετρική (2.13)

στο X = {1, 2, . . . , q}N, δηλαδή οι ακολουθίες xNk και x να ταυτίζονται στις

πρώτες p συντεταγμένες. Παίρνουμε p = m + ln και έχουμε ότι υπάρχει μια

ακολουθία xN που ταυτίζεται με την x στις πρώτες m+ ln συντεταγμένες, και

συνεπώς θα περιέχει και αυτή αριθμητική πρόοδο μήκους l + 1, το οποίο είναι

άτοπο, αφού καμία διαμέριση του {1, 2, . . . , N} δεν μπορεί να περιέχει τέτοια

αριθμητική πρόοδο από την υπόθεσή μας.

Μια γενίκευση του θεωρήματος του van der Waerden σε περισσότερες δια-

στάσεις έγινε από τον Grünwald.
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Θεώρημα 2.3.4 (Grünwald). ΄Εστω Nm = B1∪B2∪ · · ·∪Bq μια διαμέριση

του Nm
σε πεπερασμένα το πλήθος σύνολα. Τότε κάποιο από τα Bj έχει την

εξής ιδιότητα: αν F ⊆ Nm
πεπερασμένο, υπάρχουν a ∈ Nm

και b ∈ N ώστε
bF + a ⊆ Bj.

Απόδειξη. ΄Εστω μια διαμέριση όπως στην υπόθεση και F = {e1, e2, . . . , el}
πεπερασμένο υποσύνολο του Nm

. Ορίζουμε Ω = ΛNm
για Λ = {1, 2, . . . , q} και

μετρική στον Ω ως εξής:

d(ω, ω′) = inf

{
1

k

∣∣∣∣ ω(i1, i2, . . . , im) = ω′(i1, i2, . . . , im)

για i1, i2, . . . , im ∈ {1, 2, . . . , k − 1}
}

(2.14)

και βλέπουμε ότι ο Ω γίνεται συμπαγής μετρικός χώρος.

Ορίζουμε τώρα για κάθε i = 1, 2, . . . , l, Ti : Ω→ Ω με

Ti(ω)(n) = ω(n+ ei),

όπου ei ∈ F όπως πιο πάνω και n ∈ Nm
. Οι Ti είναι συνεχείς απεικονίσεις και

μετατίθενται. ΄Εστω ω το στοιχείο που προκύπτει από τη δοθείσα διαμέριση,

δηλαδή η ω ορίζεται από την

ω(n1, n2, . . . , nm) = i ⇔ (n1, n2, . . . , nm) ∈ Bi,

και ορίζουμε X να είναι το μικρότερο κλειστό υποσύνολο του Ω = ΛNm
που

περιέχει το ω και είναι αναλλοίωτο ως προς κάθε Ti, i ∈ {1, 2, . . . , l}. Μπορούμε

να εφαρμόσουμε το Θεώρημα 2.2.5, και έχουμε ότι υπάρχει ένα ξ ∈ X και ένα

n ∈ N ώστε

d(T n1 (ξ), ξ) < 1, d(T n2 (ξ), ξ) < 1, . . . d(T nl (ξ), ξ) < 1. (2.15)

Αν θέσουμε e = (1, 1, . . . , 1), οι (2.15) ισοδυναμούν με ότι

ξ(e) = ξ(e+ ne1) = · · · = ξ(e+ nel). (2.16)

΄Ομως είτε ξ = T n1
1 T n2

2 · · ·T
nl
l (ω) για κάποια n1, n2, . . . , nl ∈ N∪{0}, είτε το ξ

είναι οριακό σημείο τέτοιων ακολουθιών. Στην πρώτη περίπτωση η (2.16) μας

δίνει ότι

ω(a) = ω(a+ ne1) = · · · = ω(a+ nel) (2.17)

για a = e + n1e1 + n2e2 + · · · + nlel για κάποια n1, n2, . . . , nl ∈ N∪{0}, από
όπου έπεται ότι a+nF ⊆ Bω(a). Στην δεύτερη περίπτωση, που το ξ είναι οριακό

σημείο ακολουθιών της μορφής T n1
1 T n2

2 · · ·T
nl
l (ω) με n1, n2, . . . , nl ∈ N∪{0},
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μιμούμενοι την απόδειξη του Λήμματος 2.2.4, έχουμε ότι πάλι η (2.16) δίνει την

(2.17) για κατάλληλο a ∈ Nm
. ΄Η πιο άμεσα εδώ, υπάρχουν n1, n2, . . . , nl ∈

N∪{0} ώστε

d(ξ, T n1
1 T n2

2 · · ·T
nl
l (ω)) <

1

1 + nN
, (2.18)

όπου N ∈ N ο ελάχιστος φυσικός αριθμός ώστε F ⊆ [1, N ]m. Τότε ei ∈
[1, N ]m και άρα e+nei ∈ [1 +n, 1 +nN ]m για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, και αφού
από την (2.18)

ξ(i1, i2, . . . , im) = T n1
1 T n2

2 · · ·T
nl
l (ω)(i1, i2, . . . , im)

∀ (i1, i2, . . . , im) ∈ [1, 1 + nN ]m,

έπεται πάλι η (2.17) από την (2.16), και άρα και πάλι έχουμε ότι a+nF ⊆ Bω(a),

με το a και πάλι a = e+ n1e1 + n2e2 + · · ·+ nlel.

2.4 IP-σύνολα

Το φαινόμενο της επαναφοράς T nk(x) → x, όπως και της πολλαπλής επανα-

φοράς T nki (x) → x, i ∈ {1, 2, . . . , l}, εμφανίζονται και όταν ακόμη θέσουμε

κάποιους περιορισμούς στους χρόνους nk που παρατηρούμε το σύστημα. Η

βασική ιδέα για να πάρουμε μία τέτοια εκλέπτυνση είναι να συνδυάσουμε ένα

σύστημα (X,T ) με ένα άλλο (Z, S) το οποίο περιέχει ένα επανερχόμενο σημείο

z0 για το οποίο θεωρούμε γνωστούς τους χρόνους που επανέρχεται. Θεω-

ρούμε το σύστημα (X × Z, T × S) και ψάχνουμε για σημεία επαναφοράς του

συστήματος μέσα στο X × {z0}. Οι χρόνοι επαναφοράς ενός τέτοιου σημείου

θα περιέχονται προφανώς στο σύνολο των χρόνων που το z0 επανέρχεται. Η

έννοια ενός IP-συνόλου προκύπτει φυσιολογικά όταν μελετάμε την δομή συ-

νόλων ακεραίων που προκύπτουν ως χρόνοι επαναφοράς ενός σημείου σε ένα

δυναμικό σύστημα (Z, S). Θα δούμε ότι τα θεωρήματα επαναφοράς που έχουμε

αποδείξει εξακολουθούν να ισχύουν όταν η ακολουθία ακεραίων nk περιοριστεί

σε ένα IP σύνολο.

Σταθεροποιούμε ένα δυναμικό σύστημα (Z, S), ένα επανερχόμενο z0 ∈ Z
και ένα δ > 0 και ορίζουμε R = {n ∈ N | d(Sn(z0), z0) < δ}.

Πρόταση 2.4.1. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T ομοιομορφισμός
στον X. ΄Εστω και (Z, S) δυναμικό σύστημα, z0 επανερχόμενο σημείο του

(Z, S), δ > 0 και R = {n ∈ N | d(Sn(z0), z0) < δ}. Τότε υπάρχει ένα
επανερχόμενο σημείο x ∈ X και ακολουθία nk →∞ στο R ώστε T nk(x)→ x.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να πάρουμε το (X,T ) να

είναι minimal. Θεωρούμε το χώρο X̃ = X×Z και T̃ (x, z) = (T (x), S(z)). Το
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σύνολο X × {z0} είναι επανερχόμενο, αφού, για κάθε ε > 0 και κάθε (x, z0),
υπάρχει ένα n ∈ N ώστε τα z0 και Sn(z0) να είναι ε-κοντά στο Z, επειδή το

z0 είναι σημείο επαναφοράς του (Z, S), και τότε (T−n(x), z0) ∈ X × {z0} και

d(T̃ n(T−nx, z0), (x, z0)) = d((x, Sn(z0)), (x, z0)) < ε, αν η μετρική που θεωρο-

ύμε στο καρτεσιανό γινόμενο X × Z είναι η μετρική dX×Z = max{dX , dZ}.
Επιπλέον, το X ×{z0} είναι T̃ -ομογενές, αφού η H : X̃ → X̃ με H(x, z) =

(T (x), z) είναι ομοιομορφισμός, μετατίθεται με τον T̃ , αφήνει το X × {z0}
αναλλοίωτο και κάνει το δυναμικό σύστημα (X × {z0}, H) minimal, αφού το

(X,T ) είναι minimal. Πράγματι, αν A είναι κλειστό υποσύνολο του X × {z0},
τότε το A είναι της μορφής A = B × {z0} για κάποιο B ⊆ X. Το B είναι

αναγκαστικά κλειστό στονX, αφού αν xn → x με κάθε xn ∈ B, τότε (xn, z0)→
(x, z0) και (xn, z0) ∈ B × {z0} = A για κάθε n ∈ N, οπότε (x, z0) ∈ A =
B×{z0}, αφού το A είναι κλειστό, και άρα x ∈ B. Επιπλέον H(A) ⊆ A αν και

μόνο αν T (B) ⊆ B, οπότε B = X ή B = ∅, από το minimality του (X,T ),
οπότε αναγκαστικά A = X × {z0} ή A = ∅.

΄Επεται τώρα από το Λήμμα 2.1.6 ότι το (X̃, T̄ ) έχει ένα επανερχόμενο

σημείο στο X × {z0}, έστω το (x0, z0). Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ακολου-

θία φυσικών αριθμών nk → ∞, τέτοια ώστε T̃ nk(x0, z0) → (x0, z0), δηλαδή

(T nkx0, S
nkz0) → (x0, z0). Επομένως υπάρχει n′k = nk+k0 → ∞, για κάποιο

k0 ∈ N, με n′k ∈ R για κάθε k και T n
′
kx0 → x0.

Πρόταση 2.4.2. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T1, T2, . . . , Tl ο-
μοιομορφισμοί στον X που μετατίθενται μεταξύ τους. ΄Εστω πάλι (Z, S) ένα
δυναμικό σύστημα, z0 επανερχόμενο σημείο του (Z, S), δ > 0 και R = {n ∈
N | d(Sn(z0), z0) < δ}. Τότε υπάρχει ένα x ∈ X πολλαπλά επανερχόμενο και
με T nki (x) → x για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l} για κάποια nk → ∞ με nk ∈ R για
κάθε k ∈ N.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ουσιαστικά μία επανάληψη της απόδειξης της Πρότα-

σης 2.2.3, με τον χώρο X̃ = X l × Z στην θέση του X l
και το υποσύνολό

του ∆(l) × {z0} στην θέση του ∆(l)
, όπου ∆(l) = {(x, x, . . . , x) | x ∈ X}

η διαγώνιος του X l
. Αν θέσουμε ως G να είναι η ομάδα ομοιομορφισμών

του X που παράγεται από τους T1, T2, . . . , Tl, τότε η G δρα στον X̃ ως εξής:

g(x1, x2, . . . , xl, z) = (gx1, gx2, . . . , gxl, z). Μπορούμε πάλι χωρίς βλάβη της

γενικότητας, να θεωρήσουμε ότι το (X,G) είναι minimal και άρα όπως στις

αποδείξεις της Πρότασης 2.2.3 και της προηγούμενης πρότασης, το ∆(l)×{z0}
είναι ομογενές για το δυναμικό σύστημα (X̃, T̃ ), όπου T̃ = T1×T2×· · ·×Tl×S.

΄Οπως και στην απόδειξη της Πρότασης 2.2.3, η απόδειξη της Πρότασης

θα γίνει με επαγωγή στο l. Για l = 1 η Πρόταση έπεται από την (είναι η)

προηγούμενη πρόταση. ΄Εστω τώρα ότι η Πρόταση ισχύει για οποιουσδήποτε

l − 1 ομοιομορφισμούς που μετατίθενται μεταξύ τους, για κάποιο l > 1, και

αυθαίρετο δ > 0.
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Προκειμένου να βρούμε ένα επανερχόμενο σημείο στο ∆(l)×{z0}, αρκεί να
δείξουμε ότι ικανοποιείται η υπόθεση της Πρότασης 2.1.8, δηλαδή ότι για κάθε

ε > 0 υπάρχουν x, y ∈ ∆(l) × {z0} και n ∈ N ώστε d(T̃ n(y), x) < ε.
΄Εστω ε > 0. Θεωρούμε τους ομοιομορφισμούς Ri = TiT

−1
l για i =

1, . . . , l − 1. Από την επαγωγική υπόθεση, και με δ = ε, υπάρχει ένα x ∈ X
και ακολουθία φυσικών αριθμών nk → ∞ και με d(z0, S

nk(z0)) < ε για κάθε

k ∈ N, τέτοια ώστε Rnk
i (x) → x για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l − 1}. Ορίζουμε

x̃ = (x, . . . , x, z0) ∈ ∆(l) × {z0} και ỹ = (T−nl x, . . . , T−nl x, z0) ∈ ∆(l) × {z0}
και παρατηρούμε ότι T̃ n(ỹ) = (Rn

1 (x), Rn
2 (x), . . . , Rn

l−1(x), x, Sn(z0)) για κάθε

n ∈ N. Θεωρώντας, ως συνήθως και χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι η

μετρική στον χώρο γινόμενο X̃ είναι η

dX̃((x1, x2, . . . , xl, z), (x
′
1, x
′
2, . . . , x

′
l, z
′))

= max{dX(x1, x
′
1), dX(x2, x

′
2), . . . , d(xl, x

′
l), dZ(z, z′)},

έχουμε τότε ότι για n = nk, για αρκούντως μεγάλο k ∈ N, d(x̃, T̃ n(ỹ)) < ε.

Γενικεύοντας αυτήν την πρόταση για συνεχείς απεικονίσεις, παίρνουμε α-

ντίστοιχο θεώρημα με το Θεώρημα Πολλαπλής Επαναφοράς του Birkho�.

Θεώρημα 2.4.3. ΄Εστω X,Z συμπαγείς μετρικοί χώροι, T1, T2, . . . , Tl συ-
νεχείς απεικονίσεις από τον X στον X που μετατίθενται μεταξύ τους και S
συνεχής απεικόνιση από τον Z στον Z. Αν z0 είναι επανερχόμενο σημείο στο

(Z, S), δ > 0 και R = {n ∈ N | d(Sn(z0), z0) < δ}, τότε υπάρχουν x ∈ X
και ακολουθία φυσικών αριθμών nk → ∞ με nk ∈ R για κάθε k ∈ N, ώστε
T nki x→ x ταυτόχρονα για κάθε i = 1, 2, . . . , l.

Απόδειξη. Το Θεώρημα έπεται από την προηγούμενη πρόταση όπως ακριβώς

το Θεώρημα 2.2.5 έπεται από την Πρόταση 2.2.3, θεωρώντας δηλαδή την αντι-

στρέψιμη επέκταση του συστήματος.

΄Εστω Ω = XZl
και Si : Ω→ Ω οι ομοιομορφισμοί

Si(ω)(n1, . . . , ni, . . . , nl) = ω(n1, . . . , ni + 1, . . . , nl)

για i = 1, 2, . . . , l. Θεωρούμε το σύνολο X̃ ⊆ Ω όλων των ω ∈ Ω για τα οποία

ισχύει

Si(ω)(n1, n2, . . . , nl) = Ti(ω(n1, n2, . . . , nl)),

για κάθε (n1, n2, . . . , nl) ∈ Zl και κάθε i = 1, 2, . . . , l. ΄Οπως έχει αποδειχθεί

στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.2.5, το X̃ είναι κλειστό και μη κενό και κάθε

Si είναι ομοιομορφισμός του X̃ στον εαυτό του, με

S−1
i (ω)(n1, . . . , ni, . . . , nl) = ω(n1, . . . , ni − 1, . . . , nl)
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για (n1, . . . , ni, . . . , nl) ∈ Zl, i ∈ {1, 2, . . . , l}.
Μπορούμε τώρα να εφαρμόσουμε την Πρόταση 2.4.2 στο X̃ για να συμπε-

ράνουμε ότι υπάρχει ένα x̃ ∈ X̃ που είναι πολλαπλά επανερχόμενο για τους

S1, S2, . . . , Sl πάνω σε μία ακολουθία mk → ∞ στο R. Πιο συγκεκριμένα,

υπάρχει ακολουθία m1 < m2 < · · · φυσικών αριθμών τέτοια ώστε Smki (x̃)→ x̃
για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, καθώς k → ∞, με mk ∈ R για κάθε k ∈ N. Τότε

Smki (x̃)(n1, n2, . . . , nl)→ x̃(n1, n2, . . . , nl) για κάθε (n1, . . . , nl) ∈ Zl, για κάθε

i ∈ {1, 2, . . . , l}, καθώς k → ∞, και άρα, αφού x ∈ X̃, από την σχέση που

καθορίζει το X̃, αυτό δίνει ότι

Tmki (x̃(n1, n2, . . . , nl))→ x̃(n1, n2 . . . , nl)

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, για κάθε (n1, . . . , nl) ∈ Zl, καθώς k →∞, με mk ∈
R για κάθε k ∈ N. Δηλαδή, κάθε x̃(n1, n2 . . . , nl) ∈ X, (n1, n2 . . . , nl) ∈ Z,
ικανοποιεί το συμπέρασμα του Θεωρήματος.

Ορισμός 2.4.4. ΄Ενα σύνολο A ⊆ N θα λέγεται IP-σύνολο, αν υπάρχει μία

ακολουθία p1, p2, p3, . . . ∈ N ώστε το A να αποτελείται από όλα τα πεπερασμένα

αθροίσματα pi1 + pi2 + · · ·+ pik με i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N.

Τα p1, p2, p3, . . . στον παραπάνω ορισμό δεν απαιτείται να είναι διακεκριμένα,

οι δείκτες i1, i2, . . . , ik όμως στα πεπερασμένα αθροίσματα pi1 + pi2 + · · ·+ pik
πρέπει να είναι όλοι διαφορετικοί μεταξύ τους. Κάθε ημιομάδα στο N είναι IP-

σύνολο, το αντίστροφο όμως δεν ισχύει: ένα IP-σύνολο δεν είναι κατ΄ ανάγκην

ημιομάδα. Σημειώνεται επίσης ότι αν τα p1, p2, . . . , pn συμβολίζουν διανύσμα-

τα σε έναν διανυσματικό χώρο, τότε τα αθροίσματα pi1 + pi2 + · · · + pik με

i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, k ∈ {1, 2, . . . , n}, μαζί με το 0, δηλαδή τα αθρο-

ίσματα
{∑n

i=1 εipi | (ε1, ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n
}
, σχηματίζουν τις κορυφές ενός

n-διάστατου (πιθανώς τετριμμένου) παραλληλεπιπέδου. ΄Ενα IP-σύνολο μπορεί

να θεωρηθεί λοιπόν ως ένα απειροδιάστατο παραλληλεπίπεδο.

Θεώρημα 2.4.5. ΄Εστω (Z, S) δυναμικό σύστημα και z0 ένα σημείο επανα-

φοράς του. Τότε για κάθε δ > 0 το σύνολο Rδ = {n ∈ N | d(Sn(z0), z0) < δ}
περιέχει ένα IP-σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω z0 επανερχόμενο σημείο του (Z, S) και δ > 0. Τότε υπάρχει

p1 ∈ N ώστε d(Sp1(z0), z0) < δ και άρα p1 ∈ Rδ. Μπορούμε να βρούμε

δ2 ≤ δ ώστε αν d(z, z0) < δ2 τότε d(Sp1(z), z0) < δ. Πράγματι, για ε =
δ− d(Sp1(z0), z0), από τη συνέχεια της S υπάρχει δ′ > 0 ώστε αν d(z, z0) < δ′

τότε d(Sp1(z), Sp1(z0)) < ε και άρα αν θέσουμε δ2 = min{δ′, δ} ≤ δ, τότε για

z ∈ Z με d(z, z0) < δ2 έχουμε ότι

d(Sp1(z), z0) ≤ d(Sp1(z), Sp1(z0)) + d(Sp1(z0), z0) < δ.
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Για το δ2 τώρα βρίσκουμε p2 ∈ N με p2 > p1 ώστε d(Sp2(z0), z0) < δ2. Τότε

d(Sm(z0), z0) < δ (2.19)

για m ∈ {p1, p2, p1 + p2}, αφού d(Sp1(z0), z0)) < δ, d(Sp2(z0), z0)) < δ2 ≤ δ
και d(Sp1+p2(z0), z0) = d(Sp1(Sp2(z0)), z0) < δ από την επιλογή του δ2 και το

γεγονός ότι d(Sp2(z0), z0) < δ2. Επαγωγικά, έστω ότι, για κάποιο n ∈ N,

έχουμε ορίσει p1, p2, . . . , pn ∈ N, με p1 < p2 < · · · < pn, έτσι ώστε κάθε

πεπερασμένο άθροισμα m = pi1 + pi2 + · · · + pik με i1 < i2 < · · · < ik ≤ n,
k ∈ {1, 2, . . . , n}, να ικανοποιεί την (2.19), δηλαδή να ισχύει η (2.19) για κάθε

m ∈
{∑n

i=1 εipi | (ε1, ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n
}
. Για ευκολία γράφουμε και An για

όλα τα πεπερασμένα αθροίσματα

An = {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, k ∈ {1, 2, . . . , n}}

=

{
n∑
i=1

εipi

∣∣∣∣ (ε1, ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n r (0, 0, . . . , 0)

}
.

Βρίσκουμε τότε πρώτα δn+1 ≤ δ τέτοιο ώστε

z ∈ Z, d(z, z0) < δn+1 ⇒ d(Sm(z), z0) < δ για κάθε m ∈ An (2.20)

και κατόπιν βρίσκουμε pn+1 ∈ N με pn+1 > pn ώστε

d(Spn+1(z0), z0) < δn+1. (2.21)

Τέτοιο δn+1 > 0 μπορεί να βρεθεί, πάλι όπως για το δ2, επιλέγοντας

ε = δ − max
m∈An

d(Sm(z0), z0),

το οποίο είναι > 0, και κατόπιν δ′′ > 0 τέτοιο ώστε

z ∈ Z, d(z, z0) < δ′′ ⇒ d(Sm(z), Sm(z0)) < ε για κάθε m ∈ An·

τότε, αν θέσουμε δn+1 = min{δ′′, δ}, έχουμε ότι όντως

z ∈ Z, d(z, z0) < δn+1 ⇒
d(Sm(z), z0) ≤ d(Sm(z), Sm(z0)) + d(Sm(z0), z0) < δ

για κάθε m ∈ An. ΄Επεται τώρα από την επιλογή των δn+1 και pn+1 ότι η (2.19)

ισχύει για όλα τα

m ∈ An+1 = {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik ≤ n+ 1,

k ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}}

=

{
n+1∑
i=1

εipi

∣∣∣∣ (ε1, ε2, . . . , εn+1) ∈ {0, 1}n+1 r (0, 0, . . . , 0)

}
,
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αφού

An+1 =

{
n∑
i=1

εipi

∣∣∣∣ (ε1, ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n r (0, 0, . . . , 0)

}

∪

{
n∑
i=1

εipi + pn+1

∣∣∣∣ (ε1, ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n
}

= An ∪ [pn+1 + (An ∪ {0})],

και η (2.19) ισχύει για m ∈ An από την επαγωγική υπόθεση, για m = pn+1

από την επιλογή των pn+1 και δn+1 έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι (2.21) και

δ ≤ δn+1 ανισότητες και για m ∈ pn+1 + Am από τον συνδυασμό των (2.20)

και (2.21). Επαγωγικά ορίζονται λοιπόν p1, p2, p3, . . . ∈ N με p1 < p2 < · · · ,
τέτοια ώστε το Rδ να περιέχει το IP-σύνολο

A =
∞⋃
n=1

An = {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N}.

Ισχύει και το αντίστροφο του προηγούμενου θεωρήματος.

Θεώρημα 2.4.6. Αν R ⊆ N είναι ένα IP-σύνολο, τότε υπάρχει ένα δυναμικό
σύστημα (Z, S) και ένα επανερχόμενο z0 ∈ Z ώστε

R1 = {n ∈ N | d(Sn(z0), z0) < 1} ⊆ R.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένα IP-σύνολο. Τότε, εξ΄ ορισμού, υπάρχει μία ακολουθία

φυσικών αριθμών p1, p2, p3 . . . ώστε το R να αποτελείται όλα τα πεπερασμένα

αθροίσματα

R = {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N}.

Παρατηρούμε ότι αν H1, H2, . . . είναι μια ακολουθία ξένων υποσυνόλων του

N, και αν ορίσουμε

p′n =
∑
i∈Hn

pi n ∈ N,

τότε τα p′n μαζί με τα πεπερασμένα αθροίσματα τους p′i1 + p′i2 + · · · + p′ik για

i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N, φτιάχνουν ένα IP-σύνολο R′ το οποίο περιέχεται

στο R· πράγματι, κάθε

p′i1 + p′i2 + · · ·+ p′ik =
∑
i∈Hi1

pi +
∑
i∈Hi2

pi + · · ·+
∑
i∈Hik

pi,
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όπου i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N, είναι ένα πεπερασμένο άθροισμα της μορφής

pji1 (1) + pji1 (2) + · · ·+ pji1 (mi1 ) + pji2 (1) + pji2 (2) + · · ·+ pji2 (mi2 ) + · · ·
· · ·+ pjik (1) + pjik (2) + · · ·+ pjik (mik )

με όλους τους δείκτες jip(l) διαφορετικούς μεταξύ τους αφού τα Hn, n ∈ N,

είναι ξένα μεταξύ τους, και όπου Hn = {jn(1), jn(2), . . . , jn(mn)} για κάθε

n ∈ N, και άρα κάθε πεπερασμένο άθροισμα p′i1 + p′i2 + · · · + p′ik με i1 < i2 <
· · · < ik, k ∈ N, περιέχεται στο R.

Τα H1, H2, . . . μπορούν να επιλεγούν, επαγωγικά, έτσι ώστε, για κάθε n ∈
N να έχουμε ότι

p′n+1 > p′1 + p′2 + · · ·+ p′n. (2.22)

Πράγματι, αφού pn ≥ 1 για κάθε n ∈ N, έχουμε ότι

pk+1 + pk+2 + · · ·+ pk+n ≥ n→∞ (2.23)

για κάθε k ∈ N∪{0}· μπορούμε λοιπόν, για παράδειγμα, να επιλέξουμε H1 =
{1} και αν τα H1, H2, . . . , Hm έχουν επιλεγεί, για κάποιο m ∈ N, έτσι ώστε

να ισχύει η (2.22) για κάθε n ∈ {1, 2, . . . ,m − 1} αν m > 1, και έτσι ώστε

Hn = {mn−1 + 1,mn−1 + 2, . . . ,mn} για κάποιους ακεραίους 0 = m0 < m1 =
1 < m2 < · · · < mn, επιλέγουμε mn+1 ∈ N έτσι ώστε

pmn+1 + pmn+2 + · · ·+ pmn+1 > p′1 + p′2 + · · ·+ p′n,

όπως μπορούμε από την (2.23), και θέτουμεHn+1 = {mn+1,mn+2, . . . ,mn+1}.
Θα δείξουμε ότι αν ισχύει η (2.22) τότε υπάρχουν δυναμικό σύστημα (Z, S) και

z0 ∈ Z επανερχόμενο ώστε R′ = {n | d(Sn(z0), z0) < 1} και άρα R1 = R′ ⊆ R.

Ορίζουμε τώρα Z = {0, 1}N∪{0} με την μετρική

d(z, z′) = inf

{
1

k + 1

∣∣∣∣ z(n) = z′(n) για n ∈ {0, 1, . . . , k − 1}
}
,

S το shift S(z)(n) = z(n+ 1), n ∈ N∪{0}, και σημείο z0 με z0(n) = 1 αν και

μόνο αν n ∈ R′ ∪ {0}.
Ισχυριζόμαστε ότι το z0 είναι επανερχόμενο σημείο. Πράγματι, δοθέντος

ε > 0, υπάρχει j ∈ N ώστε 1/(p′1 + p′2 + · · ·+ p′j) ≤ ε.
Ορίζουμε m = p′j+1 και παρατηρούμε ότι, αν n ≤ p′1 + p′2 + · · · + p′j, τότε

m+n ∈ R′⇔ n ∈ R′∪{0}. Πράγματι, αν n = 0, τότεm+n = m = p′j+1 ∈ R′.
Αν n ≤ p′1 + p′2 + · · ·+ p′j και n ∈ R′, τότε n = p′i1 + p′i2 + · · ·+ p′ik για κάποια

i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N, και αναγκαστικά ik < j+1, γιατί αν ήταν ik ≥ j+1,
τότε από την (2.22) θα είχαμε ότι

n = p′i1 + p′i2 + · · ·+ p′ik ≥ p′ik ≥ p′j+1 > p′j + p′j−1 + · · ·+ p′1 ≥ n.
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΄Επεται ότι n + m = p′i1 + p′i2 + · · ·+ p′ik + p′j+1 με i1 < i2 < · · · < ik < j + 1
και άρα m+n ∈ R′. Και αντίστροφα, αν n ≤ p′1 +p′2 + · · ·+p′j και m+n ∈ R′,
τότε m + n = p′i1 + p′i2 + · · · + p′ik για κάποια i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N· αν

ήταν ik < j + 1, από την (2.22) θα είχαμε ότι

m+ n = p′i1 + p′i2 + · · ·+ p′ik < p′j+1 ≤ p′j+1 + n = m+ n,

αφού θα είχαμε {i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, 2, 3, . . . , j} σε αυτήν την περίπτωση· αν

πάλι ήταν ik > j + 1, τότε πάλι από την (2.22) θα είχαμε ότι

m+ n = p′j+1 + n ≤ p′j+1 + p′j + p′j−1 + · · ·+ p′1

< p′j+2 ≤ p′ik ≤ p′i1 + p′i2 + · · ·+ p′ik = m+ n,

αφού τώρα ik ≥ j+ 2. ΄Αρα αναγκαστικά πρέπει ik = j+ 1 και τότε είτε n = 0,
αν k = 1, είτε k > 1 και n = p′i1 + p′i2 + · · ·+ p′ik−1

∈ R′.
΄Επεται τώρα ότι, αν n ≤ p′1 + p′2 + · · ·+ p′j, τότε

Sm(z0)(n) = 1 ⇔ z0(m+ n) = 1 ⇔ m+ n ∈ R′ ∪ {0}
⇔ m+ n ∈ R′ ⇔ n ∈ R′ ∪ {0} ⇔ z0(n) = 1,

και άρα Sm(z0)(n) = z0(n) για όλα τα n ≤ p′1 + p′2 + · · ·+ p′j. Επομένως

d(Sm(z0), z0) ≤ 1

p′1 + p′2 + · · ·+ p′j+2

< ε.

Αφού το ε ήταν αυθαίρετο, αυτό δείχνει ότι όντως το z0 είναι επανερχόμενο

σημείο στο (Z, S).
Τέλος, βλέπουμε ότι

d(Sn(z0), z0) < 1 ⇔ Sn(z0)(0) = 1 ⇔ z0(n) = 1 ⇔ n ∈ R′,

δηλαδή R′ = R1.

΄Εχοντας δείξει αυτό το θεώρημα, μπορούμε να το συνδυάσουμε με το Θε-

ώρημα 2.4.3 και να πάρουμε το ακόλουθο.

Θεώρημα 2.4.7. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος, T1, T2, . . . , Tl συνε-
χείς απεικονίσεις από τον X στον X που μετατίθενται μεταξύ τους και R ένα
IP-σύνολο. Τότε υπάρχει x ∈ X και ακολουθία nk → ∞ με nk ∈ R ώστε
T nki x→ x ταυτόχρονα για κάθε i = 1, 2, . . . , l.

Από αυτό το θεώρημα τώρα, έπεται μια ισχυρότερη εκδοχή του θεωρήματος

Grünwald.
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Θεώρημα 2.4.8. ΄Εστω Nm = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq μια διαμέριση του Nm
σε

πεπερασμένα το πλήθος σύνολα και R ⊆ N ένα IP-σύνολο. Τότε κάποιο από τα
Bj έχει την ιδιότητα: αν F ⊆ Nm

πεπερασμένο, υπάρχουν a ∈ Nm
και b ∈ R

ώστε bF + a ⊆ Bj.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ίδια με την απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.4 του

Grünwald, μόνο που αντί να επικαλεστούμε το θεώρημα του Birkho� 2.2.5,

επικαλούμαστε στην θέση του το προηγούμενο θεώρημα.

2.5 Συνδυαστικές Εφαρμογές και Διοφα-

ντικές Ανισότητες

Ορισμός 2.5.1. ΄Ενα σύνολο B ⊆ Zm λέγεται VDW-σύνολο αν για κάθε

F ⊆ Zm πεπερασμένο, υπάρχουν a ∈ Zm και b ∈ N ώστε bF + a ⊆ B.

Πρόταση 2.5.2. Αν S είναι συνδετικό υποσύνολο του Nm
ή του Zm τότε

είναι VDW-σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω S συνδετικό υποσύνολο του Nm
. Τότε υπάρχει πεπερασμένο

K ⊆ Nm
ώστε για κάθε g ∈ Nm

υπάρχει k ∈ K ώστε g + k ∈ S· δηλαδή

Nm ⊆
⋃
k∈K(S − k), βλ. και Παρατήρηση 1.3.2. Από το θεώρημα Grünwald

υπάρχει ένα S−k που είναι VDW-σύνολο· συγκεκριμένα, για κάθε πεπερασμένο

F ⊆ Nm
υπάρχουν b ∈ N και a ∈ Nm

ώστε bF + a ⊆ S − k, και άρα

bF + (a+ k) ⊆ S, δηλαδή το S είναι VDW-σύνολο.

Από το θεώρημα του Grünwald προκύπτει ότι αν F είναι ένα πεπερασμένο

υποσύνολο του Nm
, τότε κάθε συνάρτηση f : Nm → Λ, όπου Λ πεπερασμένο

σύνολο, είναι σταθερή σε κάποιο bF + a, a ∈ Nm
, b ∈ N. Αυτό μπορούμε να

το γενικεύουμε σε συναρτήσεις με τιμές σε συμπαγείς χώρους.

Θεώρημα 2.5.3. ΄Εστω Λ ένας συμπαγής μετρικός χώρος και συνάρτηση
f : Nm → Λ. Για κάθε ε > 0 και για κάθε F πεπερασμένο υποσύνολο του Nm,
υπάρχουν a ∈ Nm

και b ∈ N ώστε το f(bF +a) να έχει διάμετρο μικρότερη από
ε.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Θεωρούμε ανοικτή κάλυψη του Λ με μπάλες (έστω)

διαμέτρου < ε. Αφού το Λ είναι συμπαγές, υπάρχει πεπερασμένο υποκάλυμμα

V1, V2, . . . , Vq· δηλαδή υπάρχουν, εν τέλει, V1, V2, . . . , Vq που καλύπτουν το Λ
και έχουν diam(Vi) < ε για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , q}. Θεωρούμε οποιαδήποτε

διαμέριση Nm = B1∪B2∪· · ·∪Bq του Nm
σε σύνολα Bi με f(Bi) ⊆ Vi για κάθε

i ∈ {1, 2, . . . , q}. Από το θεώρημα του Grünwald υπάρχει j ∈ {1, 2, . . . , q}
τέτοιο ώστε bF + a ⊆ Bj για κάποια a ∈ Nm, b ∈ N, δηλαδή f(bF + a) ⊆ Vj,
και γνωρίζουμε ότι diam(Vj) < ε.
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΄Ενα ακόμα πόρισμα του θεωρήματος Grünwald είναι το ακόλουθο. Ορίζου-

με Nm
n να είναι το σύνολο που περιέχει όλα τα διανύσματα του Nm

των οποίων

οι συντεταγμένες είναι ≤ n.

Θεώρημα 2.5.4. ΄Εστω F πεπερασμένο υποσύνολο του Nm
και q ≥ 1. Τότε

υπάρχει αριθμός n0 = n0(F,m, q) ώστε, για κάθε n ≥ n0 και κάθε διαμέριση

του Nm
n = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bq σε q σύνολα, υπάρχουν a ∈ Nm

και b ∈ N ώστε
ένα από τα Bj να περιέχει το bF + a.

Απόδειξη. ΄Εστω F πεπερασμένο και q ≥ 1. ΄Εστω προς άτοπο, ότι δεν υπάρ-

χει τέτοιο n0 και άρα μπορούμε να βρούμε όσο μεγάλα n θέλουμε ώστε καμία

διαμέριση του Nm
n σε q σύνολα να μην περιέχει κάποιο bF + a. Για κάθε n, η

διαμέριση του Nm
n ορίζει συνάρτηση fn : Nm

n → Λ = {1, 2, . . . , q}. Επεκτείνο-

ντας τες σε όλο το Nm
, με αυθαίρετο τρόπο, ορίζουμε στοιχεία fn ∈ ΛNm

. Τότε

λόγω συμπάγειας η fn έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, με όριο κάποιο στοιχείο

f , έστω, το οποίο ορίζει μια διαμέριση Nm = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aq του Nm
σε

q σύνολα. Από το θεώρημα Grünwald, υπάρχει ένα σύνολο Ai της διαμέρισης

του Nm
και a ∈ Nm

και b ∈ N ώστε bF + a ∈ Ai, δηλαδή η f είναι σταθερή

στο bF + a. Επειδή το F είναι πεπερασμένο και fn → f , αν να διαλέξουμε

το n αρκούντως μεγάλο μπορούμε να πετύχουμε να ισχύουν ταυτόχρονα ότι

bF + a ∈ Nm
n και η αντίστοιχη fn να ταυτίζεται με την f στο Nm

n · η μετρική

στο ΛNm
που θεωρούμε εδώ για την σύγκλιση fn → f είναι η μετρική (2.14).

΄Επεται ότι η fn είναι σταθερή στο bF+a ⊆ Nm
, το οποίο όμως είναι άτοπο.

Παρατήρηση. ΄Εστω f : N → Λ, Λ συμπαγές, ε > 0 και F = {0, 1, 2}. Τότε

από το Θεώρημα 2.5.3 υπάρχουν n, h ∈ N ώστε το f(n+hF ) να έχει διάμετρο

μικρότερη από ε. Δηλαδή

|f(n)− f(n+ h)| < ε και |f(n)− f(n+ 2h)| < ε.

Εφαρμογή (Πρόταση 1.5.1 των Hardy�Littlewood). Για κάθε a ∈ R και για

κάθε ε > 0, υπάρχουν ακέραιοι m και n ώστε |an2 −m| < ε.

Απόδειξη. Θεωρούμε τη συνάρτηση f(n) = eπin2a
. Από την προηγούμενη πα-

ρατήρηση έχουμε ότι, για κάθε ε′ > 0, υπάρχουν n, h ∈ N τέτοια ώστε∣∣eπin2a− eπi(n+h)2a
∣∣ < ε′∣∣eπin2a− eπi(n+2h)2a
∣∣ < ε′

από τις οποίες παίρνουμε ότι

ε′ >
∣∣eπin2a− eπi(n+h)2a

∣∣ =
∣∣eπin2a

(
1− eπi(2nh+h2)a

)∣∣ =
∣∣1− eπi(2nh+h2)a

∣∣
ε′ >

∣∣eπin2a− eπi(n+2h)2a
∣∣ =

∣∣eπin2a
(
1− eπi(4nh+4h2)a

)∣∣ =
∣∣1− eπi(4nh+4h2)a

∣∣.
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Επίσης εν γένει ισχύει ότι∣∣1− e2iθ
∣∣ =

∣∣1 + eiθ
∣∣∣∣1− eiθ

∣∣ ≤ (1 +
∣∣eiθ
∣∣) ∣∣1− eiθ

∣∣ = 2
∣∣1− eiθ

∣∣.
΄Ετσι έχουμε∣∣1− eπi2h2a

∣∣ ≤ ∣∣1− eπi(4nh+4h2)a
∣∣+
∣∣eπi(4nh+4h2)a− eπi2h2a

∣∣
=
∣∣1− eπi(4nh+4h2)a

∣∣+
∣∣(eπi(4nh+2h2)a−1

)
eπi2h2a

∣∣
=
∣∣1− eπi(4nh+4h2)a

∣∣+
∣∣eπi(4nh+2h2)a−1

∣∣
≤
∣∣1− eπi(4nh+4h2)a

∣∣+ 2
∣∣eπi(2nh+h2)a−1

∣∣ < ε′ + 2ε′ = 3ε′.

΄Ομως ∣∣1− eπi2h2a
∣∣ =

√
[1− cos(π2h2a)]2 + sin2(π2h2a)

=
√

2− 2 cos(π2h2a)

= 2|sin(πh2a)|

και άρα

|sin(πh2a)| < 3ε′

2
.

Για ε′ < 2/3 αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ακέραιος m ∈ Z τέτοιος ώστε

|h2a−m| < 1

π
arcsin(3ε′/2).

Δοθέντος λοιπόν ε > 0 με ε < 1/2, επιλέγουμε ε′ = 2 sin(επ)/3 και παίρνουμε

το ζητούμενο. Τέλος, αφού ο ισχυρισμός ισχύει για όλα τα θετικά ε < 1/2,
ισχύει προφανώς και για κάθε ε > 0.

Εναλλακτικά, για ε ≥ 1/2 είναι προφανές ότι, για οποιοδήποτε h ∈ N,

|h2a−m| ≤ 1/2 για m ο κοντινότερος ακέραιος στο h2a.

Μπορεί κανείς επίσης να δώσει και μία δεύτερη απόδειξη της γενίκευσης

της Πρότασης 1.5.1 των Hardy και Littlewood για πολυώνυμα p(n) χωρίς στα-

θερό όρο, του Θεωρήματος 1.5.2 δηλαδή, χρησιμοποιώντας όπως πιο πάνω το

Θεώρημα van der Waerden· δεν θα το κάνουμε σε αυτήν την εργασία όμως.

Για μία άλλη εφαρμογή εισάγουμε τον συμβολισμό

‖x‖ = inf
n∈Z
|x− n|

για x ∈ R. Η συνάρτηση αυτή είναι καλά ορισμένη και στο R /Z, αφού για

x, y ∈ R με x + Z = y + Z, δηλαδή όταν x − y ∈ Z, προφανώς ‖x‖ = ‖y‖.
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Παρατηρούμε επίσης ότι ‖x1 + x2‖ ≤ ‖x1‖ + ‖x2‖, γιατί αν ‖x1‖ = |x1 − n1|
και ‖x2‖ = |x2 − n2|, για κάποια n1, n2 ∈ Z, τότε προφανώς

‖x1 + x2‖ ≤ |(x1 + x2)− (n1 + n2)| ≤ |x1 − n1|+ |x2 − n2| = ‖x1‖+ ‖x2‖.

Τέλος, παρατηρούμε ότι για την μετρική (1.4) στον T = R /Z έχει κανείς ότι

dT(x+ Z, y + Z) = ‖x− y‖.

Θεώρημα 2.5.5. ΄Εστω θn ακολουθία στο T και ε > 0. Υπάρχουν m,n με
m 6= n ώστε

‖(n−m)θn‖ < ε και ‖(n−m)θm‖ < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω η συνάρτηση f : N2 → T με τύπο f(n,m) = nθm. ΄Εστω

F = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}. Τότε κάθε bF + a αποτελείται από τέσσερα

σημεία

bF + a = {(b, b) + (k, l), (b, 2b) + (k, l), (2b, b) + (k, l), (2b, 2b) + (k, l)},

όπου a = (k, l) ∈ Z2
, τα οποία μπορούμε να γράψουμε ως

bF + a = {(p+m,m), (p+m,n), (p+ n,m), (p+ n, n)},

για p = k − l και m = b + l, n = 2b + l. Από το Θεώρημα 2.5.3, μπορούμε

να επιλέξουμε τα a, b έτσι ώστε οι εικόνες αυτών των στοιχείων μέσω της f να

απέχουν λιγότερο από ε μεταξύ τους, δηλαδή για κάποια επιλογή από b, k, l θα
έχουμε ότι

‖(p+m)θm − (p+ n)θm‖ < ε και ‖(p+m)θn − (p+ n)θn‖ < ε.

Κλείνουμε αυτό το κεφάλαιο με την ακόλουθη εφαρμογή του θεωρήματος

του van der Waerden.

Θεώρημα 2.5.6. ΄Εστω X αυθαίρετος χώρος, T1, T2, . . . , Tl μετασχηματι-
σμοί από τον X στον X που μετατίθενται μεταξύ τους και έστω φ1, φ2, . . . , φl
συναρτήσεις από τον X στον μοναδιαίο κύκλο, δηλαδή φ1, φ2, . . . , φl : X → C
με |φi(x)| = 1 για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l} και x ∈ X. Τότε για κάθε ε > 0,
μπορούμε να βρούμε x ∈ X και n ≥ 1 που ικανοποιούν τις ανισότητες

|φ1(T n1 (x))n − 1| < ε, |φ1(T n2 (x))n − 1| < ε, . . . |φl(T nl (x))n − 1| < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω x0 αυθαίρετο σημείο στον X. Ορίζουμε τη συνάρτηση, με

διανυσματικές τιμές, Φ: Nl+1 → Cl
από τον τύπο

Φ(n0, n1, . . . , nl) =


φ1(T1

n1T2
n2 · · ·Tlnl(x0))n0

φ2(T1
n1T2

n2 · · ·Tlnl(x0))n0

...

φl(T1
n1T2

n2 · · ·Tlnl(x0))n0

 .
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Επιλέγουμε μετρική στον Cl
έτσι ώστε αν δύο διανύσματα έχουν απόσταση

μικρότερη από ε τότε όλες οι αντίστοιχες συντεταγμένες τους έχουν απόσταση

μικρότερη από ε στο C· για παράδειγμα μια τέτοια μετρική είναι η

d((z1, z2, . . . , zl), (z
′
1, z
′
2, . . . , z

′
l)) = max

i∈{1,2,...,l}
|zi − z′i|.

Εφαρμόζουμε το Θεώρημα 2.5.3 και παίρνουμε ότι για το F που αποτελείται

από τις κορυφές του κύβου ακμής ένα

F =
{

(m0,m1,m2, . . . ,ml) ∈ Nl+1 | m0,m1,m2, . . . ,ml ∈ {1, 2}
}

στον Nl+1
, υπάρχουν a = (n0, n1, . . . , nl) ∈ Nl+1

και b = n ∈ N ώστε το

Φ(bF + a) να έχει διάμετρο μικρότερη από ε.
Τώρα παρατηρούμε ότι ο κύβος bF + a περιέχει τις κορυφές

(n0, n1, n2 . . . , nl) +n(1, 2, 1 . . . , 1) και (n0, n1, n2 . . . , nl) +n(2, 2, 1 . . . , 1),

τις

(n0, n1, n2 . . . , nl) + n(1, 1, 2 . . . , 1) και (n0, n1, n2 . . . , nl) + n(2, 1, 2 . . . , 1)

και εν γένει, για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, τις κορυφές

(n0, n1, n2 . . . , nl) + nui και (n0, n1, n2 . . . , nl) + nvi,

όπου ui = (ui(0), ui(1), ui(2), . . . , ui(l)) το διάνυσμα στον Nl+1
που έχει όλες

τις συντεταγμένες ui(j), j ∈ {0, 1, 2, . . . , l} r {i} ίσες με ένα εκτός της συ-

ντεταγμένης ui(i) όπου έχει ui(i) = 2 και vi = (vi(0), vi(1), vi(2), . . . , vi(l)) το

διάνυσμα στον Nl+1
που έχει όλες τις συντεταγμένες vi(j), j ∈ {0, 1, 2, . . . , l}r

{0, i} ίσες με ένα εκτός των συντεταγμένων vi(0) και vi(i) όπου έχει vi(0) =
vi(i) = 2. Αν θέσουμε (m0,m1,m2 . . . ,ml) = (n0+n, n1+n, n2+n, . . . , nl+n),
τότε ο κύβος bF + a περιέχει τις κορυφές

(m0,m1,m2 . . . ,ml)+n(0, 1, 0 . . . , 0) και (m0,m1,m2 . . . ,ml)+n(1, 1, 0 . . . , 0),

τις

(m0,m1,m2 . . . ,ml)+n(0, 0, 1 . . . , 0) και (m0,m1,m2 . . . ,ml)+n(1, 0, 1 . . . , 0)

και εν γένει, για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, τις κορυφές

(m0,m1,m2 . . . ,ml) + nei και (m0,m1,m2 . . . ,ml) + nfi,

όπου ei = (ei(0), ei(1), ei(2), . . . , ei(l)) το διάνυσμα στον Nl+1
που έχει όλες τις

συντεταγμένες ei(j), j ∈ {0, 1, 2, . . . , l}r {i} μηδέν εκτός της συντεταγμένης
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ei(i) όπου έχει ei(i) = 1 και fi = (fi(0), fi(1), fi(2), . . . , fi(l)) το διάνυσμα

στον Nl+1
που έχει όλες τις συντεταγμένες fi(j), j ∈ {0, 1, 2, . . . , l} r {0, i}

μηδέν εκτός των συντεταγμένων fi(0) και fi(i) όπου έχει fi(0) = fi(i) = 1.
΄Αρα έχουμε ότι

d(Φ(m0,m1 + n,m2, . . . ,ml),Φ(m0 + n,m1 + n,m2, . . . ,ml)) < ε

d(Φ(m0,m1,m2 + n, . . . ,ml),Φ(m0 + n,m1,m2 + n, . . . ,ml)) < ε

...

d(Φ(m0,m1,m2, . . . ,ml + n),Φ(m0 + n,m1,m2, . . . ,ml + n)) < ε.

΄Επεται από τον τρόπο που έχουμε επιλέξει την μετρική d στον Cl
ότι όλες οι

αντίστοιχες συντεταγμένες των διανυσμάτων Φ((m0,m1,m2 . . . ,ml)+nei) και

Φ((m0,m1,m2 . . . ,ml) +nfi) απέχουν μεταξύ τους λιγότερο από ε· ειδικότερα∣∣φ1(Tm1+n
1 Tm2

2 · · ·Tmll (x0))m0+n − φ1(Tm1+n
1 Tm2

2 · · ·Tmll (x0))m0
∣∣ < ε∣∣φ2(Tm1

1 Tm2+n
2 · · ·Tmll (x0))m0+n − φ2(Tm1

1 Tm2+n
2 · · ·Tmll (x0))m0

∣∣ < ε

...∣∣φl(Tm1
1 Tm2

2 · · ·Tml+nl (x0))m0+n − φl(Tm1
1 Tm2

2 · · ·Tml+nl (x0))m0
∣∣ < ε

Ορίζουμε x = Tm1
1 Tm2

2 · · ·Tmll (x0)· τότε

φi(T
n
i (x)) = φi(T

n
i T1

m1T2
m2 · · ·Tmii · · ·Tlml(x0))

= φi(T1
m1T2

m2 · · ·Tmi+ni · · ·Tlml(x0))

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, επειδή οι T1, T2, . . . , Tl μετατίθενται μεταξύ τους. Οι

παραπάνω ανισότητες τότε γίνονται∣∣φi(T ni (x))m0+n − φi(T ni (x))m0
∣∣ < ε

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, και εν τέλει

ε >
∣∣φi(T ni (x))m0+n − φi(T ni (x))m0

∣∣
=
∣∣φi(T ni (x))m0

(
φi(T

n
i (x))n − 1

)∣∣
=
∣∣φi(T ni (x))n − 1

∣∣
για κάθε i = 1, 2, . . . , l.



Κεφάλαιο 3

Απειροσυνδυαστικές

Εφαρμογές

3.1 Proximal και distal στοιχεία

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω (X,G) δυναμικό σύστημα και x1, x2 ∈ X δύο στοιχεία

του. Τα x1, x2 λέγονται proximal αν υπάρχει ακολουθία {gn}n∈N στην G ώστε

d(gnx1, gnx2)→ 0. Τα x1, x2 λέγονται distal, αν δεν είναι proximal.

Παρατήρηση. Αν (X,T ) είναι κυκλικό δυναμικό σύστημα, τότε τα x1, x2 είναι

proximal αν υπάρχει ακολουθία nk →∞ ώστε d(T nkx1, T
nkx2)→ 0.

Λήμμα 3.1.2. Αν τα x1, x2 είναι proximal στο δυναμικό σύστημα (X,T ),
τότε για κάθε ε > 0 το σύνολο {n ∈ N | d(T n(x1), T n(x2)) < ε} είναι παχύ.

Απόδειξη. ΄Εστω l ∈ N και ε > 0. Από τη συνέχεια του T , υπάρχει δ = δ(l, ε) >
0 ώστε αν d(x1, x2) < δ τότε d(T i(x1), T i(x2)) < ε για κάθε i = 1, 2, . . . , l.
Αφού τα x1, x2 είναι proximal, υπάρχει κάποιο k ∈ N ώστε d(T k(x1), T k(x2)) <
δ και άρα από την επιλογή του δ παίρνουμε

d(T k+i(x1), T k+i(x2)) < ε, για i = 1, 2, . . . , l.

Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα k ∈ N ώστε

{k + 1, k + 2, . . . , k + l} ⊆ {n ∈ N | d(T n(x1), T n(x2)) < ε},

και αφού το l ήταν αυθαίρετο το τελευταίο σύνολο είναι παχύ.

Εφαρμογή. ΄Εστω το symbolic δυναμικό σύστημα (ΛN, T ), όπου Λ ένα πεπε-

ρασμένο σύνολο και T το shift T (ω)(n) = ω(n + 1) για κάθε n ∈ N. ΄Εστω

και ω1, ω2 δύο στοιχεία του. Τότε, τα ω1, ω2 είναι proximal αν και μόνο αν το

{n ∈ N | ω1(n) = ω2(n)} είναι παχύ.

77
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Απόδειξη. Το ευθύ είναι άμεσο από το προηγούμενο λήμμα φυσικά. Για το

αντίστροφο, έστω ότι το σύνολο {n ∈ N | ω1(n) = ω2(n)} είναι παχύ. Τότε,

για κάθε l ∈ N υπάρχει kl ∈ N ώστε

ω1(kl + i) = ω2(kl + i) για i = 1, 2, . . . , 2l·

ειδικότερα, ω1(kl + i) = ω2(kl + i) για i = l + 1, l + 2, . . . , 2l και άρα

ω1(ml + i) = ω2(ml + i) για i = 1, 2, . . . , l,

όπου ml = kl + l για κάθε l ∈ N. ΄Επεται ότι Tml(ω1)(i) = Tml(ω2)(i) για

κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l} και άρα η απόσταση d(Tml(ω1), Tml(ω2)) είναι το πολύ

1/(l + 1) και άρα μικρότερη από 1/l, αν ως συνήθως χρησιμοποιήσουμε την

μετρική (2.13) για το ΛN
. Φτιάξαμε λοιπόν μία ακολουθία ml → ∞ τέτοια

ώστε d(Tml(ω1), Tml(ω2)) < 1/l→ 0. Δηλαδή τα ω1, ω2 είναι proximal.

3.2 Enveloping Semigroup

Προκειμένου να κατανοήσουμε καλύτερα τις έννοιες που περιγράψαμε στο προη-

γούμενο κεφάλαιο, θα μελετήσουμε το enveloping semigroup ενός δυναμικού

συστήματος (X,G). Η έννοια αυτή αναπτύχθηκε από τον R. Ellis.
΄Εστω δυναμικό σύστημα (X,G), όπου η G είναι είτε ομάδα είτε ημιομάδα.

Θεωρούμε το χώρο XX
, ο οποίος περιέχει όλες τις απεικονίσεις f : X → X,

συνεχείς και μη, και τον εφοδιάζουμε με την τοπολογία γινόμενο· από το Θε-

ώρημα Tychono� έχουμε ότι ο XX
είναι συμπαγής χώρος. Τα σύνολα

A(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) = {f ∈ XX | f(x1) ∈ U1, . . . , f(xn) ∈ Un}, (3.1)

όπου x1, . . . , xn ∈ X, U1, . . . , Un ανοικτά υποσύνολα του X και n ∈ N, είναι

ανοικτά σύνολα στην τοπολογία γινόμενο στον XX
και αποτελούν βάση για την

τοπολογία αυτή. Επιπλέον, ο XX
είναι πολλαπλασιαστική ημιομάδα με πράξη

την σύνθεση απεικονίσεων. Κάθε πολλαπλασιασμός f 7→ ff0 με ένα στοιχείο

f0 ∈ XX
από δεξιά είναι συνεχής, ενώ ο πολλαπλασιασμός f 7→ f0f με f0 από

αριστερά είναι συνεχής μόνο αν η απεικόνιση f0 με την οποία πολλαπλασιάζουμε

είναι συνεχής. Πιο συγκεκριμένα, αν f, g ∈ XX
και fi → f για κάποιο δίκτυο

fi στον X
X
, τότε για ένα τυχόν x ∈ X έχουμε ότι πάντα fi(g(x))→ f(g(x)),

αφού σύγκλιση στην τοπολογία γινόμενο σημαίνει σύγκλιση κατά σημείο (δηλα-

δή σύγκλιση κάθε συντεταγμένης), αλλά μόνο αν η g συνεχής στο f(x) έχουμε

ότι g(fi(x))→ g(f(x)).

Ορισμός 3.2.1. ΄Εστω (X,G) δυναμικό σύστημα. Το enveloping semi-

group του (X,G) είναι το E(X) = G, ως υποσύνολο της ημιομάδαςXX
με την

τοπολογία γινόμενο. Συμβολίζουμε το E(X) με E όταν δεν υπάρχει περίπτωση

σύγχυσης χώρων.
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Πρόταση 3.2.2. Το enveloping semigroup E του (X,G) είναι συμπαγές και
υπο-ημιομάδα του XX

.

Απόδειξη. Το E είναι συμπαγές αφού είναι κλειστό υποσύνολο συμπαγούς

χώρου. Για να δείξουμε ότι είναι ημιομάδα, αρκεί να δείξουμε ότι E · E ⊆ E.

Αν g ∈ G, τότε η f 7→ gf είναι συνεχής και άρα έχουμε ότι gG ⊆ gG. ΄Ομως

gG = G, αφού η G είναι ημιομάδα ή ομάδα και g ∈ G, και άρα gE ⊆ E. Αυτό

δείχνει ότι GE ⊆ E. Αν f ∈ E, τότε f ′ 7→ f ′f είναι συνεχής, από το οποίο

παίρνουμε ότι Ef = Gf ⊆ Gf ⊆ E = E, και συνεπώς E · E ⊆ E.

Το enveloping semigroup E ενός δυναμικού συστήματος (X,G) είναι πάντα

μία δεξιά τοπολογική ημιομάδα, που σημαίνει ότι ο πολλαπλασιασμός f 7→ ff0

με ένα στοιχείο f0 από δεξιά είναι συνεχής απεικόνιση, για κάθε f0 ∈ E. Ο

πολλαπλασιασμός f 7→ f0f με ένα στοιχείο από αριστερά είναι συνεχής όταν

το στοιχείο f0 είναι συνεχής σαν απεικόνιση από τον X στον X. Αναφέρουμε

επίσης και τον πολλαπλασιασμό E ×X → X, όπου η απεικόνιση f 7→ fx είναι

συνεχής για κάθε x ∈ X αλλά ο πολλαπλασιασμός x 7→ fx είναι συνεχής πάλι

μόνο όταν η f είναι συνεχής απεικόνιση από τον X στον X.

Ορισμός 3.2.3. ΄Ενα στοιχείο u μιας ημιομάδας καλείται ταυτοδύναμο

(idempotent) αν u2 = u.

Το παρακάτω λήμμα παίζει καθοριστικό ρόλο στην παρακάτω ανάλυση. Μοι-

άζει να έχει αποδειχτεί για πρώτη φορά από τον Namakura [14].

Λήμμα 3.2.4. Αν A 6= ∅ είναι συμπαγής ημιομάδα στην οποία ο πολλαπλα-
σιασμός x 7→ xx0 από δεξιά είναι συνεχής για κάθε x0 ∈ A, τότε η A περιέχει
ένα ταυτοδύναμο στοιχείο.

Απόδειξη. ΄Εστω B ⊆ A ένα ελαχιστικό μη κενό υποσύνολο του A το οποίο

ικανοποιεί τις (1) B ·B ⊆ B και (2) είναι συμπαγές. Υπάρχει τουλάχιστον ένα

τέτοιο σύνολο από το λήμμα του Zorn. Πράγματι, οι παραπάνω συνθήκες (1) και

(2) ισχύουν για την ίδια την A και αν έχουμε μία αλυσίδα μη κενών υποσυνόλων

του A που ικανοποιούν τις (1) και (2), δηλαδή ένα ολικά διατεταγμένο ως

προς την σχέση του εγκλεισμού σύνολο υποσυνόλων της A που είναι μη κενά

και ικανοποιούν τις (1) και (2), τότε η τομή τους είναι επίσης μη κενή, από

συμπάγεια, και συμπαγές υποσύνολο της A που ικανοποιεί και την ιδιότητα (1)·

άρα από το λήμμα του Zorn μπορούμε να βρούμε ένα ελαχιστικό στοιχείο. ΄Εστω

τώρα ένα u ∈ B. Τότε το Bu είναι συμπαγές, αφού είναι εικόνα του συμπαγούς

συνόλου B μέσω της συνεχούς απεικόνισης b 7→ bu, και Bu · Bu ⊆ Bu, αφού
αν bu και b′u δύο στοιχεία στο Bu, τότε bub′u = (bub′)u ∈ Bu, και συνεπώς
λόγω της ελαχιστικότητας του B έχουμε Bu = B. ΄Αρα για κάποιο b ∈ B
έχουμε bu = u. ΄Εστω τώρα B′ = {b ∈ B | bu = u}. Τότε το B′ είναι μη
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κενό, συμπαγές, αφού αν πάρουμε ένα δίκτυο bi → b με bi ∈ B′ για κάθε i
τότε biu = u για κάθε i και συνεπώς bu = limi biu = u από την συνέχεια του

πολλαπλασιασμού με u από δεξιά, δηλαδή b ∈ B′, και το B′ είναι επίσης και

ημιομάδα. Από την ελαχιστικότητα του B και πάλι έπεται ότι B = B′, οπότε

u ∈ B′ και συνεπώς u2 = u.

΄Αμεσα από αυτό παίρνουμε ότι το enveloping semigroup ενός δυναμικού

συστήματος περιέχει ένα ταυτοδύναμο στοιχείο. Συνδέουμε τώρα το enveloping
semigroup με τα proximal σημεία.

Πρόταση 3.2.5. ΄Εστω (X,G) δυναμικό σύστημα και E το enveloping se-

migroup του. Αν u είναι ταυτοδύναμο στοιχείο του E, τότε για κάθε x ∈ X τα
x και u(x) είναι proximal.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0 και x ∈ X. Θα βρούμε g ∈ G τέτοιο ώστε

d(g(x), g(u(x))) < ε.

Θεωρούμε την ανοικτή μπάλα Bε = B(u(x), ε/2) με κέντρο u(x) και ακτίνα

ε/2 και ορίζουμε το σύνολο U = {f ∈ XX | f(x) ∈ B και f(u(x)) ∈ B}.
Το U είναι ανοικτό σύνολο στον XX

, αφού είναι σύνολο της μορφής (3.1) και

συγκεκριμένα το A(x, u(x); B,B). Επίσης, το u ανήκει στο U αφού u(x) ∈ B
και u(u(x)) = u2(x) = u(x) ∈ B. Αφού u ∈ E, έπεται ότι U ∩ G 6= ∅, αφού

u ∈ U ∩E = U ∩G, από όπου παίρνουμε ότι U ∩G 6= ∅. Υπάρχει λοιπόν ένα

g ∈ G ώστε g ∈ U , δηλαδή με d(g(x), u(x)) < ε/2 και d(g(u(x)), u(x)) < ε/2.
Τότε από την τριγωνική ανισότητα, παρεμβάλλοντας τον όρο u(x), έχουμε ότι

d(g(x), g(u(x))) < ε.

Αν επιπλέον το σύστημα είναι minimal, ισχύει και το αντίστροφο.

Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω (X,G) minimal σύστημα. Αν τα x1, x2 ∈ X είναι
proximal, τότε υπάρχει ένα u ταυτοδύναμο ώστε x2 = u(x1).

Απόδειξη. ΄Εστω x1, x2 ∈ X proximal. Αρχικά παρατηρούμε ότι η απεικόνιση

E → X × X με f 7→ (f(x1), f(x2)) είναι συνεχής και άρα η εικόνα της είναι

ένα συμπαγές σύνολο E(x1, x2), το οποίο είναι και G-αναλλοίωτο υποσύνολο

του X ×X, αν θεωρήσουμε τη δράση (x′, x′′) 7→ (gx′, gx′′) της G στο X ×X.

Επίσης το E(x1, x2) περιέχει τα στοιχεία της διαγωνίου του X ×X. Πράγ-

ματι, αφού τα x1, x2 είναι proximal, υπάρχει ακολουθία {fn}n∈N στην G ώστε

d(fn(x1), fn(x2)) → 0. Λόγω συμπάγειας, υπάρχει υπακολουθία fkn(x1) → a,
για κάποιο a ∈ X, και τότε αναγκαστικά θα ισχύει και ότι fkn(x2)→ a. Επο-

μένως (fkn(x1), fkn(x2)) → (a, a) με (fkn(x1), fkn(x2)) ∈ E(x1, x2) για κάθε

n ∈ N και αφού το E(x1, x2) είναι κλειστό έπεται ότι (a, a) ∈ E(x1, x2) και
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άρα το E(x1, x2) περιέχει στοιχεία της διαγωνίου του X×X. Το σύνολο τώρα

A = {y ∈ X | (y, y) ∈ E(x1, x2)} είναι μη κενό και κλειστό, αφού αν yi → y
και yi ∈ A για κάθε i, τότε (yi, yi) ∈ E(x1, x2) για κάθε i και (yi, yi)→ (y, y)
και αφού το E(x1, x2) είναι κλειστό έχουμε ότι (y, y) ∈ E(x1x2) και επομένως

y ∈ A. Το A είναι επίσης G-αναλλοίωτο, αφού αν y ∈ A τότε (y, y) ∈ E(x1, x2)
και επομένως και (gy, gy) ∈ E(x1, x2), για κάθε g ∈ G, αφού το E(x1, x2) ε-

ίναι G-αναλλοίωτο, και επομένως gy ∈ A, για κάθε g ∈ G. Αφού το σύστημα

(X,G) είναι minimal και A κλειστό μη κενό και G-αναλλοίωτο υποσύνολο του

X, πρέπει να έχουμε ότι A = X. ΄Αρα το E(x1, x2) περιέχει την διαγώνιο του

X ×X.

Θεωρούμε τώρα το σύνολο J = {f ∈ E | (f(x1), f(x2)) = (x2, x2)}.
Αφού το E(x1, x2) περιέχει την διαγώνιο του X ×X, και άρα και το (x2, x2),
το σύνολο αυτό είναι μη κενό υποσύνολο του E. Είναι επίσης κλειστό και

άρα συμπαγές, και είναι ημιομάδα αφού J · J ⊆ J . Επομένως περιέχει ένα

ταυτοδύναμο στοιχείο u, δηλαδή υπάρχει u με u2 = u και (u(x1), u(x2)) =
(x2, x2), οπότε x2 = u(x1).

Ορισμός 3.2.7. ΄Εστω (X,G) δυναμικό σύστημα, A ένα κλειστό υποσύνολο

του X και ένα σημείο x ∈ X. Τα x και A λέγονται proximal αν για κάποια

ακολουθία {gn}n∈N στην G έχουμε d(gnx, gnA)→ 0, όπου, για ένα αυθαίρετο

B ⊆ X, d(x,B) = infy∈B d(x, y).

Εν γένει δεν ισχύει ότι αν ένα x είναι proximal με ένα σύνολο A, τότε θα

υπάρχει ένα στοιχείο y ∈ A που να είναι proximal με το x.

Πρόταση 3.2.8. ΄Εστω (X,G) δυναμικό σύστημα και A ένα G-αναλλοίωτο
κλειστό υποσύνολο του X. Αν το x ∈ X είναι proximal στο A τότε υπάρχει ένα
y ∈ A ώστε τα x, y να είναι proximal.

Απόδειξη. Παρατηρούμε πρώτα ότι το Ex = {f(x) | f ∈ E} είναι κλειστό αφού

είναι εικόνα του συμπαγούς E κάτω από την συνεχή απεικόνιση f 7→ f(x).
Επίσης, αφού τα x και A είναι proximal, υπάρχει ακολουθία {gn}n∈N στην G
ώστε d(gnx, gnA)→ 0. ΄Ομως το A είναι G-αναλλοίωτο και επομένως gnA ⊆ A
για κάθε n ∈ N· έπεται ότι d(gnx,A) ≤ d(gnx, gnA) → 0. Από συμπάγεια

υπάρχει υπακολουθία k1 < k2 < · · · ώστε gknx → a για κάποιο a ∈ X και

αφού το Ex είναι κλειστό και gnx ∈ Ex για κάθε n έπεται ότι a ∈ Ex. ΄Ομως

επίσης d(a,A) ≤ d(a, gknx) + d(gknx,A) → 0, και αφού το A είναι κλειστό

έπεται ότι a ∈ A επίσης. Επομένως έχουμε ότι A ∩ Ex 6= ∅.

΄Εστω F = {f ∈ E | f(x) ∈ A}. Το F είναι η τομή του κλειστού E
με την αντίστροφη εικόνα του κλειστού A κάτω από την συνεχή απεικόνιση

f 7→ f(x) και άρα είναι κλειστό. Επίσης, επειδή A ∩ Ex 6= ∅, έχουμε ότι

F 6= ∅. Αφού το A είναι G-αναλλοίωτο, έχουμε ότι GF ⊆ F · από την
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συνέχεια τώρα του πολλαπλασιασμού g 7→ gf για αυθαίρετη f ∈ XX
, έχουμε

ότι Ef = Gf ⊆ Gf ⊆ F = F για f ∈ F , ο τελευταίος εγκλεισμός από τον

GF ⊆ F . Επομένως EF ⊆ F , που δείχνει ότι το F είναι ημιομάδα. Το F
συνεπώς είναι συμπαγές, ημιομάδα και ο πολλαπλασιασμός με ένα στοιχείο από

δεξιά είναι συνεχής απεικόνιση, συνεπώς περιέχει ένα ταυτοδύναμο στοιχείο u,
από το Λήμμα 3.2.4. Αν θέσουμε y = u(x), τότε y ∈ A και τα x και y είναι

proximal από την Πρόταση 3.2.5.

Το επόμενο Θεώρημα οφείλεται στους Auslander [1] και Ellis [7].

Θεώρημα 3.2.9. Σε ένα δυναμικό σύστημα (X,G), κάθε x ∈ X είναι pro-
ximal με ένα y ∈ Gx το οποίο είναι ομοιόμορφα επανερχόμενο σημείο.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X και έστω A ένα minimal υποσύνολο του Gx. Αφού

το A είναι minimal, έχουμε ότι gA = A για κάθε g ∈ G. Πράγματι, gA ⊆ A
για κάθε g ∈ G, από τον ορισμό του minimality, και αν gA ήταν γνήσιο

υποσύνολο του A για κάποιο g ∈ G, τότε το gA θα ήταν G-αναλλοίωτο, αφού

g′(gA) = g(g′A) ⊆ g(A) για κάθε g′ ∈ G, μη κενό και γνήσιο υποσύνολο του

A, που φυσικά αντίκειται στο minimality του (A,G). Αν τώρα a ∈ A, τότε

υπάρχει ακολουθία {gn}n∈N στην G τέτοια ώστε gnx → a, αφού A ⊆ Gx,
και για κάθε n ∈ N υπάρχει yn ∈ A ώστε gnyn = a, οπότε d(gnx, gnA) ≤
d(gnx, gnyn) = d(gx, a) → 0· δηλαδή, τα x και A είναι proximal. Από την

προηγούμενη πρόταση, υπάρχει y ∈ A το οποίο είναι proximal με το x, και

αφού το A είναι minimal κάθε στοιχείο του, και άρα και το y, είναι ομοιόμορφα
επανερχόμενο, από το Θεώρημα 1.3.8.

Ορισμός 3.2.10. ΄Ενα σημείο x ενός δυναμικού συστήματος (X,G) λέγεται

distal, αν είναι proximal μόνο με τον εαυτό του. Θα λέμε το δυναμικό σύστημα

distal, αν κάθε στοιχείο του είναι distal.

΄Εχοντας αυτόν τον ορισμό, παίρνουμε το εξής σαν πόρισμα του τελευταίου

θεωρήματος.

Πόρισμα 3.2.11. ΄Ενα distal σημείο ενός δυναμικού συστήματος είναι ομοι-

όμορφα επανερχόμενο. Συνεπώς, σε ένα distal δυναμικό σύστημα, κάθε σημείο

του είναι ομοιόμορφα επανερχόμενο, και όλος ο χώρος γράφεται σαν ένωση

minimal υποσυστημάτων.

Απόδειξη. Οι δύο πρώτοι ισχυρισμοί έπονται άμεσα από τον ορισμό των distal
σημείου και distal συνόλου και το προηγούμενο θεώρημα. Για τον τελευταίο,

γράφουμε X =
⋃
xGx και αφού κάθε x είναι ομοιόμορφα επανερχόμενο, τότε

το Gx είναι minimal, από το Θεώρημα 1.3.9.
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Ορισμός 3.2.12. ΄Ενα δυναμικό σύστημα (X,G) λέγεται ημιαπλό (semi-
simple), αν κάθε x ∈ X ανήκει σε ένα minimal υποσύστημα.

Προφανώς κάθε minimal σύστημα είναι ημιαπλό. Επίσης από το τελευταίο

πόρισμα, κάθε distal σύστημα είναι ημιαπλό.

3.3 Κεντρικά Σύνολα και το Θεώρημα του

Hindman

Σε αυτήν την παράγραφο θα δείξουμε ότι σε κάθε πεπερασμένη διαμέριση των

φυσικών αριθμών, υπάρχει ένα σύνολο το οποίο περιέχει ένα IP-σύνολο. Το

αποτέλεσμα αυτό είναι γνωστό ως το θεώρημα του Hindman. Προκειμένου να

το προσεγγίσουμε, αρχικά θα δείξουμε ότι σε ένα από τα σύνολα της διαμέρισης

μπορούμε να βρούμε ένα κεντρικό σύνολο.

Ορισμός 3.3.1. ΄Ενα σύνολο S ⊆ N λέγεται κεντρικό (central), αν υπάρ-

χει ένα δυναμικό σύστημα (X,T ), ένα σημείο x ∈ X, ένα y που είναι ομοι-

όμορφα επανερχόμενο και proximal με το x και μια περιοχή Uy του y, ώστε

S = N(x, Uy) = {n ∈ N | T nx ∈ Uy}.

Θεώρημα 3.3.2. Για κάθε διαμέριση N = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq του N υπάρχει
ένα Bj το οποίο περιέχει ένα κεντρικό σύνολο.

Απόδειξη. Θεωρούμε το δυναμικό σύστημα (Ω, T ) όπου Ω = {1, 2, . . . , q}Z και

T : Ω → Ω το shift T (ω)(n) = ω(n + 1) για κάθε n ∈ N, και έστω ξ ∈ Ω
ένα στοιχείο με ξ(n) = i ⇔ n ∈ Bi, για i ∈ {1, 2, . . . , q} και n ∈ N και

ξ(n) ορισμένο αυθαίρετα για τα υπόλοιπα n ∈ Z. Γνωρίζουμε από το Θεώρημα

3.2.9 ότι υπάρχει ένα ω ομοιόμορφα επανερχόμενο και proximal με το ξ. ΄Εστω

j = ω(0). Ορίζουμε την περιοχή

Uω = {ω′ ∈ Ω | ω′(0) = j} = {ω′ ∈ Ω | d(ω′, ω) < 1},

όπου d η μετρική (2.11) στο Ω, και S = {n ∈ N | T n(ξ) ∈ Uω}. Το S είναι

κεντρικό από τον τρόπο κατασκευής του και επιπλέον βλέπουμε ότι αν n ∈ S,
τότε T n(ξ)(0) = j, δηλαδή ξ(n) = j και άρα n ∈ Bj. Επομένως S ⊆ Bj.

Λήμμα 3.3.3. ΄Εστω (X,T ) δυναμικό σύστημα και x, y δύο proximal σημεία
του με το y ομοιόμορφα επανερχόμενο. Αν U είναι μια περιοχή του y, τότε
υπάρχει ένα n ∈ N ώστε T n(x), T n(y) ∈ U .

Απόδειξη. Αφού το U είναι περιοχή του y, υπάρχουν V περιοχή του y με V ⊆ U
και ε > 0 ώστε κάθε z ∈ X με d(z, V ) ≤ ε να ανήκει στο U · για παράδειγμα,
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μπορούμε να διαλέξουμε ε > 0 τέτοιο ώστε η κλειστή μπάλα με κέντρο y και

ακτίνα 2ε να περιέχεται στο U και να πάρουμε V να είναι η ανοικτή μπάλα με

κέντρο y και ακτίνα ε. Αφού το y είναι ομοιόμορφα επανερχόμενο, από το

Θεώρημα 1.3.9 και το Λήμμα 1.3.7, αν Y = Orb(y, T ), τότε υπάρχει N ∈ N
τέτοιο ώστε

Y ⊆
N⋃
i=1

T−iV. (3.2)

΄Εστω δ > 0 τέτοιο ώστε αν d(z, z′) < δ τότε d(T i(z), T i(z′)) < ε για

κάθε i = 1, 2, . . . , N . Τότε, αφού τα x, y είναι proximal, υπάρχει ένα m ∈
N ώστε d(Tm(x), Tm(y)) < δ και άρα d(T i+m(x), T i+m(y)) < ε για κάθε

i = 1, 2, . . . , N . Από την (3.2), υπάρχει ένα j ∈ {1, 2, . . . , N} τέτοιο ώστε

T j+m(y) ∈ V και άρα d(T j+m(x), V ) ≤ ε. Θέτοντας n = j + m, από τον

ορισμό του ε παίρνουμε ότι T n(x) ∈ U . Τέλος, T n(y) ∈ V ⊆ U .

Πρόταση 3.3.4. Κάθε κεντρικό σύνολο περιέχει ένα IP-σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω το κεντρικό σύνολο S = N(x, U) = {n ∈ N | T n(x) ∈ U},
με τα x, y ∈ X proximal σημεία ενός δυναμικού συστήματος (X,T ) και με το y

ομοιόμορφα επανερχόμενο και U μια περιοχή του y. Ορίζουμε Y = Orb(y, T ).
Από το Λήμμα 3.3.3, υπάρχει ένα n ∈ N ώστε T n(x), T n(y) ∈ U . Θέτουμε

U1 = U και p1 = n. Ορίζουμε U2 = U1 ∩ T−p1(U1), το οποίο είναι μη κενό

αφού το y ανήκει στην τομή U1 ∩ T−p1(U1). Τότε πάλι από το Λήμμα 3.3.3,

υπάρχει p2 ∈ N ώστε T p2(x), T p2(y) ∈ U2 και ορίζουμε U3 = U2 ∩ T−p2U2,

το οποίο είναι πάλι μη κενό αφού περιέχει το y και πάλι. Επαγωγικά, αν για

κάποιο k ∈ N έχουμε ορίσει ανοικτά και μη κενά σύνολα U1, U2, . . . , Uk και

p1, p2, . . . , pk ∈ N με Uj+1 = Uj ∩ T pj(Uj) για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , k − 1} και

T pj(x), T pj(y) ∈ Uj για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , k}, θέτουμε

Uk+1 = Uk ∩ T−pk(Uk).

Το Uk+1 είναι ανοικτό και μη κενό αφού περιέχει το y· πράγματι, από την επαγω-

γική μας υπόθεση, y ∈ U1 = U και αν y ∈ Uj για κάποιο j ∈ {1, 2, . . . , k} τότε

y ∈ Uj+1 = Uj∩T−pj(Uj), αφού T pj(y) ∈ Uj για όλα τα j ∈ {1, 2, . . . , k}, οπότε
επαγωγικά έπεται ότι y ∈ Uk+1 τελικά. Αφού το Uk+1 είναι μη κενό και ανοι-

κτό, έπεται από το Λήμμα 3.3.3 ότι υπάρχει pk+1 ∈ N ώστε T pk+1(x), T pk+1(y) ∈
Uk+1. Η επαγωγή δηλαδή μπορεί να συνεχιστεί επ΄ άπειρον και παίρνουμε έτσι

μια άπειρη ακολουθία p1, p2, . . . ∈ N και ανοικτά σύνολα U1 ⊇ U2 ⊇ · · · με

Uk+1 = Uk ∩ T−pk(Uk) και T pk(x), T pk(y) ∈ Uk, για κάθε k ∈ N. Τότε, για

οποιαδήποτε k ∈ N και i1 < i2 < · · · < ik, T
pi1 (x) ∈ Ui1 ⊆ U1 = U αν k = 1
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και αν k > 1,

T pi1+pi2+···+pik (x) ∈ T pi1+pi2+···+pik−1 (Uik)

= T pi1+pi2+···+pik−2 (T pik−1 (Uik))

⊆ T pi1+pi2+···+pik−2 (T pik−1 (Uik−1+1))

⊆ T pi1+pi2+···+pik−2 (Uik−1
)

⊆ · · ·
⊆ T pi1 (Ui2) ⊆ T pi1 (Ui1+1) ⊆ Ui1 ⊆ U1 = U.

΄Επεται ότι κάθε πεπερασμένο άθροισμα των pk ανήκει στο S και άρα το S
περιέχει το IP-σύνολο {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N}.

Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω παίρνουμε το ακόλουθο θεώρημα του Hin-
dman.

Θεώρημα 3.3.5 (Hindman). Για κάθε διαμέριση N = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bq

του N υπάρχει ένα Bj το οποίο περιέχει ένα IP-σύνολο.

΄Ενα άμεσο πόρισμα του θεωρήματος του Hindman είναι το θεώρημα του

Schur.

Θεώρημα 3.3.6 (Schur). Αν N = B1∪B2∪· · ·∪Bq πεπερασμένη διαμέριση

του N, τότε υπάρχει ένα Bj το οποίο περιέχει τρεις φυσικούς x, y, z ώστε x+y =
z.

Μια ακόμη ιδιότητα των κεντρικών συνόλων είναι ότι περιέχουν αριθμητι-

κή πρόοδο αυθαίρετου μήκους. Από αυτό και το Θεώρημα 3.3.2 προκύπτει

διαφορετική απόδειξη του θεωρήματος van der Waerden.

Πρόταση 3.3.7. Κάθε κεντρικό σύνολο περιέχει αυθαίρετου μήκους αριθμη-

τική πρόοδο.

Απόδειξη. ΄Εστω S = {n ∈ N | T n(x) ∈ Uy} κεντρικό σύνολο, με τα x, y ∈ X
proximal σημεία ενός δυναμικού συστήματος (X,T ) και με το y ομοιόμορφα

επανερχόμενο και Uy μια περιοχή του y. θεωρούμε την Uy ανοικτή περιοχή

στα παρακάτω, διαφορετικά αντικαθιστούμε την Uy με το εσωτερικό της σε

όσα ακολουθούν. Ορίζουμε Y = Orb(y, T ), το οποίο είναι minimal από το

Θεώρημα 1.3.9, και συνεπώς από το Λήμμα 1.3.7 υπάρχει N ∈ N ώστε Y ⊆⋃N
i=1 T

−iUy. ΄Εστω ε > 0 τέτοιο ώστε κάθε υποσύνολο του Y με διάμετρο

μικρότερη από ε να περιέχεται σε κάποιο T−iUy, i ∈ {1, 2, . . . , N}· μπορούμε

να βρούμε τέτοιο ε από το λήμμα του Lebesgue.
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΄Εστω τώρα l ∈ N. ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί προηγουμένως, το Λήμμα

2.2.4 ισχύει και χωρίς την υπόθεση ότι ο T είναι ομοιομορφισμός, με την ίδια α-

κριβώς απόδειξη εκτός του ότι επικαλούμαστε το Θεώρημα 2.2.5 στην θέση της

Πρότασης 2.2.3 στην απόδειξή του. Υπάρχει λοιπόν ένα n ∈ N και ένα y′ ∈ Y
ώστε τα T n(y′), T 2n(y′), . . . , T ln(y′) να είναι ε-κοντά μεταξύ τους. ΄Ετσι πα-

ίρνουμε ότι για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , N}, τα T i+n(y′), T i+2n(y′), . . . , T i+ln(y′)
ανήκουν στο Uy. Επίσης, αφού τα x και y είναι proximal, υπάρχει nk → ∞
ώστε d(T nk(x), T nk(y))→ 0, δηλαδή το Y και το Orb(x, T ) τέμνονται. Πράγ-

ματι, παρόμοιο επιχείρημα έχει ξαναχρησιμοποιηθεί. Λόγω συμπάγειας, υπάρ-

χει υπακολουθία τέτοια ώστε Tnkj (x) → a για κάποιο a που αναγκαστικά

θα ανήκει στο Orb(x, T ). Τότε αναγκαστικά και πάλι Tnkj (y) → a και άρα

a ∈ Y ∩ Orb(x, T ). Λόγω της ελαχιστικότητας τώρα του Y , αναγκαστικά

Y ⊆ Orb(x, T ), γιατί αλλιώς η τομή θα ήταν κλειστό, μη κενό, αναλλοίω-

το, γνήσιο υποσύνολο του Y . ΄Ετσι υπάρχει ένα T j(x) όσο κοντά θέλουμε

στο y′ ∈ Y και άρα τα T i+n+j(x), T i+2n+j(x), . . . , T i+ln+j(x) ανήκουν στο Uy.
Πιο συγκεκριμένα, επιλέγουμε πρώτα δ > 0 ώστε d(z, z′) < δ να συνεπάγεται

ότι d(T i+kn(z), T i+kn(z′)) < ε′ για κάθε k ∈ {1, 2, . . . , l}, όπου ε′ > 0 είναι

τέτοιο ώστε η ανοικτή μπάλα κέντρου T i+kn(y′) και ακτίνας ε′ να περιέχεται

στην Uy, για κάθε k ∈ {1, 2, . . . , l}· τέτοιο ε′ > 0 υπάρχει γιατί υποθέτουμε

την Uy ανοικτό σύνολο και επειδή T i+kn(y′) ∈ Uy για κάθε k ∈ {1, 2, . . . , l}.
Κατόπιν επιλέγουμε j ∈ N ώστε d(T j(x), y′) < δ, που είναι εφικτό επειδή

δ > 0 και y′ ∈ Y ⊆ Orb(T, x). Τότε d(T i+kn+j(x), T i+kn(y′)) < ε′ και άρα
T i+kn+j(x) ∈ Uy για κάθε k ∈ {1, 2, . . . , l}. Από αυτό παίρνουμε ότι

(i+ j) + n, (i+ j) + 2n, . . . , (i+ j) + ln ∈ S.

3.4 IP-συστήματα

Μπορεί κανείς να ορίσει IP-σύνολα σε οποιαδήποτε ημιομάδα και να έχει ένα

θεώρημα Hindman για ημιομάδες. Μάλιστα μπορούμε να γενικεύσουμε αντικα-

θιστώντας ημιομάδες από IP-σύνολα, τα οποία είναι κατά προσέγγιση ημιομάδες,

και να έχουμε ένα θεώρημα Hindman για IP-σύνολα: αν ένα IP-σύνολο δια-

μεριστεί σε πεπερασμένα το πλήθος υποσύνολα τότε κάποιο από τα υποσύνολα

που διαμερίζουν περιέχει IP-σύνολο. ΄Ολα αυτά προκύπτουν από μία άλλη εκ-

δοχή του θεωρήματος του Hindman, η οποία οφείλεται επίσης στον Hindman,
και την οποία θα αποδείξουμε σε αυτήν την παράγραφο.

Συμβολίζουμε με F = {α, β, γ, . . . } την οικογένεια όλων των μη κενών

πεπερασμένων υποσυνόλων του N. Η οικογένεια F είναι κλειστή ως προς πεπε-

ρασμένες ενώσεις και μη κενές τομές και θα θεωρήσουμε lattice ισομορφισμούς
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από την F στον εαυτό της, τους οποίους καλούμε ομομορφισμούς. Συγκεκρι-

μένα, ένας ομομορφισμός φ : F → F είναι μία απεικόνιση η οποία ικανοποιεί

τις (1) φ(α ∪ β) = φ(α) ∪ φ(β) και (2) α ∩ β = ∅ ⇒ φ(α) ∩ φ(β) = ∅. Μία

τέτοια απεικόνιση φ, αν επεκταθεί σε μία απεικόνιση φ̃ : F ∪{∅} → F ∪{∅}
από τον σύνδεσμο (lattice) F ∪{∅} στον εαυτό του θέτοντας φ̃(∅) = ∅, ικα-

νοποιεί τις (1΄) φ̃(α ∪ β) = φ̃(α) ∪ φ̃(β), (2΄) φ̃(α ∩ β) = φ̃(α) ∩ φ̃(β), δηλαδή
είναι ένας lattice-ομομορφισμός, που είναι επιπλέον ένα προς ένα. Πράγματι,

αν η φ : F → F ικανοποιεί την (1), τότε η φ̃ προφανώς ικανοποιεί την (1΄),

αφού φ̃(α ∪ β) = φ(α ∪ β) = φ(α) ∪ φ(β) = φ̃(α) ∪ φ̃(β) αν α, β ∈ F , δηλαδή

όταν α 6= ∅ και β 6= ∅ και φ̃(α ∪ β) = φ̃(α) = φ̃(α) ∪ φ̃(∅) = φ̃(α) ∪ φ̃(β)
αν β = ∅. Επίσης, αν η φ ικανοποιεί και την (2) τότε η φ̃ ικανοποιεί την (2΄),

αφού οι εγκλεισμοί

φ̃(α) = φ̃((α ∩ β) ∪ (αr β)) = φ̃(α ∩ β) ∪ φ̃(αr β) ⊇ φ̃(α ∩ β)

και

φ̃(β) = φ̃((α ∩ β) ∪ (β r α)) = φ̃(α ∩ β) ∪ φ̃(β r α) ⊇ φ̃(α ∩ β)

δίνουν καταρχήν ότι

φ̃(α ∩ β) ⊆ φ̃(α) ∩ φ̃(β)·

επίσης, αν α∩ β = ∅, τότε φ̃(α)∩ φ̃(β) = ∅, επειδή αν α 6= ∅ και β 6= ∅ τότε

φ̃(α)∩ φ̃(β) = φ(α)∩φ(β) = ∅ από την (2) και αν κάποιο από τα α, β είναι το

∅ τότε το αντίστοιχο φ̃(α), φ̃(β) είναι το ∅ και άρα και η τομή φ̃(α)∩φ̃(β) = ∅·

τότε, από την παραπάνω ισότητα φ̃(α) = φ̃(α ∩ β) ∪ φ̃(αr β) έχουμε ότι

φ̃(α) ∩ φ̃(β) ⊆ φ̃(α) = φ̃(α ∩ β) ∪ φ̃(αr β), (3.3)

και επειδή β ∩ (αr β) = ∅ ⇒ φ̃(β) ∩ φ̃(αr β) = ∅, έχουμε φυσικά και ότι

[φ̃(α) ∩ φ̃(β)] ∩ φ̃(αr β) ⊆ φ̃(β) ∩ φ̃(αr β) = ∅, (3.4)

οπότε αναγκαστικά φ̃(α)∩ φ̃(β) ⊆ φ̃(α∩β), από τις (3.3) και (3.4). Τέλος, αν

η φ ικανοποιεί τις (1) και (2) τότε η φ̃ είναι ένα προς ένα, αφού φ̃(α) = ∅ ⇔
α = ∅, και

φ̃(α) = φ̃(β) 6= ∅
⇒ φ̃(α) = φ̃(α) ∪ φ̃(β) = φ̃(α ∪ β) = φ̃(α ∪ (β r α)) = φ̃(α) ∪ φ̃(β r α)

⇒ φ̃(β r α) ⊆ φ̃(α)

⇒ φ̃(β r α) = ∅ (αφού α ∩ (β r α) = ∅ και άρα φ̃(β r α) ∩ φ̃(α) = ∅)

⇒ β r α = ∅,

και όμοια αr β = ∅.
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Παρατήρηση 3.4.1. Κάθε ομομορφισμός φ : F → F προφανώς καθορίζεται από

τις τιμές του στα μονοσύνολα, αi = φ({i}) για κάθε φυσικό αριθμό i ∈ N, με

την οικογένεια {αi | i ∈ N} να μπορεί να είναι οποιαδήποτε οικογένεια ξένων

ανά δύο πεπερασμένων υποσυνόλων του N, καθώς τότε για κάθε πεπερασμένο

σύνολο {i1, i2, . . . , in} ∈ F έχουμε ότι

φ({i1, i2, . . . , ik}) = φ({i1})∪φ({i2})∪· · ·∪φ({ik}) = αi1∪αi2∪· · ·∪αik . (3.5)

Και αντίστροφα, κάθε οικογένεια {αi | i ∈ N} ξένων ανά δύο μη κενών πε-

περασμένων υποσυνόλων του N καθορίζει μέσω της (3.5) έναν ομομορφισμό

φ : F → F : αν {i1, i2, . . . , in} και {j1, j2, . . . , jm} είναι ξένα σύνολα στο F ,

τότε ir 6= jl για κάθε δύο r ∈ {1, 2, . . . , n} και l ∈ {1, 2, . . . ,m} και άρα

φ({i1, i2, . . . , in}) ∩ φ({j1, j2, . . . , jm})

= [αi1 ∪ αi2 ∪ · · · ∪ αin ] ∩ [αj1 ∪ αj2 ∪ · · · ∪ αjm ] =
n⋃
r=1

m⋃
l=1

(αir ∩ αjl) = ∅·

και για αυθαίρετα α, β ∈ F ,

φ(α ∪ β) = φ

(⋃
i∈α

{i} ∪
⋃

j∈βrα

{j}

)
=
⋃
i∈α

φ({i}) ∪
⋃

j∈βrα

φ({j})

=
⋃
i∈α

φ({i}) ∪
⋃
j∈β

φ({j}) = φ(α) ∪ φ(β)

(όπου
⋃
i∈∅Ai = ∅ για αυθαίρετα σύνολα Ai).

Ορίζουμε επίσης μερική διάταξη (<) στην F από την α < β αν και μόνο αν

maxα < min β.

Ορισμός 3.4.2. ΄Ενα A ⊆ F είναι IP-σύνολο στην F αν είναι εικόνα

ομομορφισμού, δηλαδή αν υπάρχει ομομορφισμός φ : F → F ώστε A = φ(F).

΄Εχουμε ίδιο αποτέλεσμα με το θεώρημα του Hindman για την οικογένεια

F των πεπερασμένων υποσυνόλων του N.

Θεώρημα 3.4.3. Αν F = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bq, τότε κάποιο Bj περιέχει IP-
σύνολο.

Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση f : F → N με

f(α) =
∑
i∈α

2i−1. (3.6)
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Παρατηρούμε καταρχήν ότι η f είναι αμφιμονοσήμαντη (δηλαδή ένα προς ένα).

Πράγματι, αν α, β ∈ F και α 6= β, έστω n ∈ N ο μεγαλύτερος φυσικός που

ανήκει στην συμμετρική διαφορά α M β = (αrβ)∪(βrα). ΄Εστω, χωρίς φυσικά

βλάβη της γενικότητας, ότι n ∈ α r β. Τότε
∑

i∈α, i>n 2i−1 =
∑

i∈β, i>n 2i−1
,

ενώ ∑
i∈α, i≤n

2i−1 ≥ 2n−1 >

n−1∑
i=1

2i−1 ≥
∑

i∈β, i<n

2i−1 =
∑

i∈β, i≤n

2i−1

και άρα συνολικά

f(α) =
∑
i∈α

2i−1 =
∑

i∈α, i>n

2i−1 +
∑

i∈α, i≤n

2i−1

>
∑

i∈β, i>n

2i−1 +
∑

i∈β, i≤n

2i−1 =
∑
i∈β

2i−1 = f(β).

Παρατηρούμε επίσης ότι η f είναι και επί του N. Πράγματι, κάθε φυσικός

αριθμός n έχει δυαδικό ανάπτυγμα n =
∑∞

i=0 xi(n)2i με xi(n) ∈ {0, 1} για κάθε

i ∈ {0, 1, 2, . . . }1 και προφανώς xi(n) = 0 για κάθε i με 2i > n, αφού αλλιώς θα

είχαμε n =
∑∞

j=1 xj(n)2j ≥ xi(n)2i = 2i > n. Επομένως n =
∑

i∈α′ 2
i
, όπου

α′ ⊆ N∪{0} είναι το πεπερασμένο σύνολο α′ = {i ∈ N∪{0} | xi(n) = 1}, ή
ισοδύναμα n = f(α) =

∑
i∈α 2i−1

όπου

α = α′ + 1 = {i+ 1 | i ∈ α′} = {i ∈ N | xi−1(n) = 1}.
Ορίζουμε τα σύνολα Ci =

{∑
i∈α 2i−1 | α ∈ Bi

}
= f(Bi) για i = 1, 2, . . . , q.

Τότε τα C1, C2, . . . , Cq αποτελούν διαμέριση του N, επειδή τα B1, B2, . . . , Bq

αποτελούν διαμέριση του F και η f : F → N είναι αμφιμονοσήμαντη και επί:

F = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq

⇒ N = f(F) = f(B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq) = f(B1) ∪ f(B2) ∪ · · · ∪ f(Bq)

1
Το δυαδικό ανάπτυγμα n =

∑∞
i=0 xi(n)2−i με xi(n) ∈ {0, 1} για κάθε i ∈ {0, 1, 2, . . . }

προκύπτει ως εξής. Διαιρούμε τον n με 2 και θέτουμε x0(n) ∈ {0, 1} να είναι το υπόλοιπο
x0(n) = n−2bn/2c της διαίρεσης· δηλαδή x0(n) = 0 αν n είναι άρτιος και x0(n) = 1 αλλιώς.
Κατόπιν διαιρούμε το πηλίκο π1(n) := bn/2c δια 2 και θέτουμε x1(n) ∈ {0, 1} να είναι το
υπόλοιπο x1(n) = bn/2c − 2bbn/2c/2c = π1(n)− 2bπ1(n)/2c της διαίρεσης· συνολικά τότε
έχουμε ότι n = 2bn/2c+x0(n) = 2π1(n)+x0(n) = 22bπ1(n)/2c+2x1(n)+x0(n). Θέτουμε
π2(n) να είναι το πηλίκο π1(n)−2bπ1(n)/2c της διαίρεσης του π1(n) με το 2 και συνεχίζουμε
επαγωγικά, θέτοντας κάθε φορά xi(n) να είναι το υπόλοιπο xi(n) = πi(n)− 2bπi(n)/2c της
διαίρεσης πi(n) δια 2 και πi+1(n) = bπi(n)/2c να είναι το πηλίκο αυτής της διαίρεσης.
Τότε n = x0(n) + 2π1(n) και πi(n) = xi(n) + 2πi+1(n) για κάθε i, οπότε επαγωγικά
n = x0(n) + 2x1(n) + 22x2(n) + · · · + 2ixi(n) + 2i+1πi+1(n) για κάθε i ∈ {0, 1, 2, . . . }.
Παρατηρούμε επίσης ότι πi+1(n) = bπi(n)/2c ≤ πi(n)/2 για κάθε i και επαγωγικά παίρνουμε
ότι πi+1(n) ≤ πi(n)/2 ≤ πi−1(n)/22 ≤ · · · ≤ π1(n)/2i ≤ n/2i+1

για κάθε i ∈ {0, 1, 2, . . . }.
Αφού κάθε πηλίκο πi(n) είναι ακέραιος, έπεται ότι πi+1(n) = 0 για κάθε i με 2i+1 > n,
οπότε n = x0(n) + 2x1(n) + 22x2(n) + · · · + 2ixi(n) με το i να καθορίζεται μονοσήμαντα
από την 2i ≤ n < 2i+1

, ή n =
∑∞

j=0 xj(n)2j με xj(n) = 0 για κάθε j > i.
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και

Bi ∩Bj = ∅ ⇒ f(Bi) ∩ f(Bj) = f(Bi ∩Bj) = ∅

για i 6= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , q}. Επομένως, από το θεώρημα Hindman υπάρχει

ένα j ∈ {1, 2, . . . , q} ώστε το Cj να περιέχει IP-σύνολο· δηλαδή υπάρχουν

j ∈ {1, 2, . . . , q} και ακολουθία {pn}n∈N στο N ώστε

{pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N} ⊆ Cj.

Γράφουμε καταρχήν pα =
∑

i∈α pi για κάθε πεπερασμένο σύνολο α ∈ F ·

τότε το IP-σύνολο {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N} γράφεται

ως

{pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N} = {pα | α ∈ F}.

Σε κάθε α ∈ F αντιστοιχούμε το σύνολο των εκθετών στο δυαδικό ανάπτυγμα

του pα, μεταφερμένο κατά 1 ώστε να πάρουμε ένα σύνολο ψ(α) ∈ F · πιο

συγκεκριμένα, ορίζουμε το ψ(α) από την

pα =
∑
i∈ψ(α)

2i−1, (3.7)

ή ισοδύναμα ως ψ(α) = f−1(pα). Παρατηρούμε ότι

ψ(α) ∈ Bj ⇔ f(ψ(α)) ∈ Cj ⇔ pα ∈ Cj

και αν είχαμε ότι α ∩ β = ∅ ⇒ ψ(α) ∩ ψ(β) = ∅, η ψ : F → F θα ήταν

ομομορφισμός και το ψ(F) το ζητούμενο IP-σύνολο στο Bj. Δυστυχώς όμως

αυτό δεν ισχύει απαραίτητα· θα ορίσουμε όμως ομομορφισμό ψ′ : F → F που

θα ικανοποιεί την α∩ β = ∅⇒ ψ(ψ′(α))∩ψ(ψ′(β)) = ∅ και τότε ο ψ ◦ψ′ θα
είναι ο ζητούμενος ομομορφισμός που θα μας δώσει το το ζητούμενο IP-σύνολο

ψ(ψ′(F)) στο Bj.

Για να ορίσουμε την ψ′ θα ορίσουμε τα α1 = ψ′({1}), α2 = ψ′({2}), . . .
επαγωγικά και θα επεκτείνουμε σε όλο το F . Θα χρησιμοποιήσουμε την εξής

ιδιότητα των IP-συνόλων στο N.

Ισχυρισμός. Αν S ⊆ N ένα IP-σύνολο στο N, τότε για κάθε θετικό ακέραιο
m υπάρχει s ∈ S ώστε m | s.

Απόδειξη Ισχυρισμού. Υπάρχει ακολουθία {qn}n∈N στο N τέτοια ώστε

S = {qi1 + qi2 + · · ·+ qik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N}.
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Επειδή το σύνολο των δυνατών υπολοίπων της διαίρεσης ενός φυσικού αριθμού

με m είναι πεπερασμένο, υπάρχουν άπειροι δείκτες i1 < i2 < · · · στο N ώστε

τα qi1 , qi2 , . . . να αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν με m, δηλαδή

qij ≡ k (mod m) για κάθε j ∈ N,

για κάποιο k ∈ {0, 1, 2, . . . ,m−1}. Τότε s = qi1 +qi2 + · · ·+qim ∈ S και m | s,
αφού κάθε qij γράφεται ως qij = mlij + k για κάποιον ακέραιο lij ∈ N∪{0} και
άρα s = qi1 + qi2 + · · ·+ qim = m(li1 + li2 + · · ·+ lim) + km.

Για την κατασκευή της ψ′ ξεκινάμε επιλέγοντας ένα α1 ∈ F αυθαίρετα

και κατόπιν m1 ∈ N με 2m1 > pα1 . Από τον Ισχυρισμό υπάρχει α2 ώστε

2m1 | pα2 · μάλιστα αν εφαρμόσουμε τον Ισχυρισμό όχι στο αρχικό IP-σύνολο

S0 := {pi1 + pi2 + · · · + pik | i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N} που προκύπτει από

όλη την ακολουθία {pn}n∈N αλλά στο IP-σύνολο

S1 := {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, i1, i2, . . . , ik /∈ α1, k ∈ N}

που προκύπτει αν θεωρήσουμε την υπακολουθία {p(1)
n }n∈N της {pn}n∈N η οποία

προκύπτει αν διαγράψουμε τους όρους pi με i ∈ α1, τότε εξασφαλίζουμε ότι

μπορούμε να επιλέξουμε το α2 ξένο προς το α1. Πιο συγκεκριμένα, μπορούμε

να ορίσουμε την γνησίως αύξουσα και επί απεικόνιση h : N→ Nrα1 με h(i) =
i + li, i ∈ N, όπου αν α1 = {i1, i2, . . . , ik} με τα i1, i2, . . . , ik αριθμημένα με

αύξουσα σειρά i1 < i2 < · · · < ik, τότε li είναι ο μοναδικός ακέραιος στο

{0, 1, . . . , k} για τον οποίο ili ≤ i < ili+1 και όπου i0 = 0 και ik+1 =∞. Τότε

p
(1)
n = ph(n) για κάθε n ∈ N. Αν εφαρμόσουμε τον Ισχυρισμό στο IP-σύνολο

S1 = {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | i1 < i2 < · · · < ik, i1, i2, . . . , ik /∈ α1, k ∈ N}
= {p(1)

i1
+ p

(1)
i2

+ · · ·+ p
(1)
ik
| i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N},

παίρνουμε ότι υπάρχει α′2 ∈ F τέτοιο ώστε

2m1 | p(1)

α′2
=
∑
i∈α′2

p
(1)
i =

∑
i∈α′2

ph(i) =
∑

i∈h(α′2)

pi

και άρα αν θέσουμε α2 = h(α′2), τότε έχουμε ότι 2m1 | pα2 και α2 = h(α′2) ⊆
h(N) = Nrα1.

΄Εχοντας κατασκευάσει τα α1, α2 και m1 με αυτόν τον τρόπο, παρατηρο-

ύμε τώρα ότι ψ(α1) ∩ ψ(α2) = ∅. Πράγματι, έχουμε ότι minψ(α2) > m1,

γιατί 2m1 | pα2 και άρα το δυαδικό ανάπτυγμα του pα2 δεν μπορεί να περι-

έχει όρους 2m με m < m1, γιατί αν pα2 =
∑∞

m=0 xm(pα2)2
m

με xm(pα2) ∈
{0, 1} για κάθε m ∈ N∪{0} είναι το δυαδικό ανάπτυγμα του pα2 , τότε επει-

δή 2m1 | pα2 =
∑∞

m=0 xm(pα2)2
m

και 2m1 |
∑

m≥m1
xm(pα2)2

m
, θα πρέπει
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2m1 |
∑m1−1

m=0 xm(pα2)2
m

επίσης, που όμως γίνεται μόνο αν το τελευταίο άθροι-

σμα είναι μηδέν, δηλαδή xm(pα2) = 0 για κα΄θε m ∈ {0, 1, 2, . . . ,m1− 1}, αφού∑m1−1
m=0 xm(pα2)2

m ≤
∑m1−1

m=0 2m = 2m1 − 1 < 2m1 . ΄Ομως επίσης pα1 < 2m1

και άρα το δυαδικό ανάπτυγμα του pα1 δεν μπορεί να περιέχει όρους 2m με

m ≥ m1 και επομένως maxψ(α1) ≤ m1. Οι ανισότητες minψ(α2) > m1 και

maxψ(α1) ≤ m1 δίνουν φυσικά ότι όντως ψ(α1) ∩ ψ(α2) = ∅.

Για την κατασκευή της ψ′ τώρα συνεχίζουμε επαγωγικά. Αν έχουμε ορίσει

ξένα ανά δύο α1, α2, . . . , αk ∈ F και m1,m2, . . . ,mk−1 ∈ N, για κάποιο k ∈ N,

k > 1, έτσι ώστε 2mi > pα1 + pα2 + · · · + pαi και 2mi | pαi+1
για όλα τα i ∈

{1, 2, . . . , k−1}, ορίζουμεmk ∈ N αυθαίρετα αλλά έτσι ώστε 2mk > pα1 +pα2 +
· · · + pαk και κατόπιν χρησιμοποιούμε τον Ισχυρισμό για να βρούμε αk+1 ∈ F
ξένο προς το α1∪α2∪· · ·∪αk και τέτοιο ώστε 2mk | pαk+1

. Αυτό το τελευταίο

μπορεί να γίνει όπως ακριβώς και για το α2 πιο πάνω. Συγκεκριμένα, ορίζουμε

την γνησίως αύξουσα και επί απεικόνιση hk : N → Nr(α1 ∪ α2 ∪ · · · ∪ αk)
με hk(i) = i + li, i ∈ N, όπου αν α1 ∪ α2 ∪ · · · ∪ αk = {i1, i2, . . . , ir} με τα

i1, i2, . . . , ir αριθμημένα με αύξουσα σειρά i1 < i2 < · · · < ir, τότε li είναι ο

μοναδικός ακέραιος στο {0, 1, . . . , r} για τον οποίο ili ≤ i < ili+1 και όπου

i0 = 0 και ir+1 =∞. Θεωρούμε και την υπακολουθία p
(k)
n = phk(n), n ∈ N, της

{pn}n∈N. Αν εφαρμόσουμε τον Ισχυρισμό στο IP-σύνολο

Sk = {pi1 + pi2 + · · ·+ pij | i1 < i2 < · · · < ij, j ∈ N,
i1, i2, . . . , ij /∈ α1 ∪ α2 ∪ · · · ∪ αk}

= {p(k)
i1

+ p
(k)
i2

+ · · ·+ p
(k)
ij
| i1 < i2 < · · · < ij, j ∈ N},

παίρνουμε ότι υπάρχει α′k+1 ∈ F τέτοιο ώστε

2mk | p(k)

α′k+1
=
∑
i∈α′k+1

p
(k)
i =

∑
i∈α′k+1

phk(i) =
∑

i∈hk(α′k+1)

pi

και άρα αν θέσουμε αk+1 = hk(α
′
k+1), τότε έχουμε ότι 2mk | pαk+1

και αk+1 =
hk(α

′
k+1) ⊆ hk(N) = Nr(α1 ∪ α2 ∪ · · · ∪ αk).

Επαγωγικά ορίζεται έτσι μια άπειρη ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων

α1, α2, . . . στο F και φυσικοί αριθμοί m1,m2, . . . , έτσι ώστε

2mk > pα1 + pα2 + · · ·+ pαk

και

2mk | pαk+1
,

για κάθε k ∈ N, και από αυτές τις ιδιότητες παίρνουμε ότι

ψ(αi) ∩ ψ(αj) = ∅ αν i 6= j. (3.8)
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Πράγματι, για κάθε i ∈ N, και με m0 = 0, έχουμε ότι 2mi−1 | pαi και άρα το

δυαδικό ανάπτυγμα του pαi δεν μπορεί να περιέχει όρους 2m με m < mi−1·

αυτό αποδεικνύεται όπως και για την περίπτωση του α2 πιο πάνω. ΄Επεται ότι

minψ(αi) > mi−1 για κάθε i ∈ N. Από την 2mi > pα1 + pα2 + · · ·+ pαi ≥ pαi
έχουμε επίσης ότι το δυαδικό ανάπτυγμα του pαi δεν μπορεί να περιέχει όρους

2m μεm ≥ mi και άρα maxψ(αi) ≤ mi. Επομένως έχουμε ότι ψ(αi)∩ψ(αj) =
∅ για i 6= j.

Ορίζουμε τώρα απεικόνιση ψ′ : F → F από την

ψ′({i1, i2, . . . , ik}) = αi1 ∪ αi2 ∪ · · · ∪ αik , (3.9)

k, i1, i2, . . . , ik ∈ N, η οποία είναι ομομορφισμός από την Παρατήρηση 3.4.1. Ε-

πιπλέον όμως έχουμε ότι η φ := ψ◦ψ′ : F → F είναι ομομορφισμός. Πράγματι,

έχουμε ότι

φ({i1, i2, . . . , in}) = ψ(αi1 ∪ αi2 ∪ · · · ∪ αin) (3.10)

για κάθε {i1, i2, . . . , in} ∈ F . Επίσης, αν τα i1, i2, . . . , in ∈ N είναι διακεκρι-

μένα, τότε από τον ορισμό (3.7) της ψ έχουμε ότι,∑
i∈ψ(αi1∪αi2∪···∪αin )

2i−1 = pαi1∪αi2∪···∪αin

= pαi1 + pαi2 + · · ·+ pαin

=
∑

i∈ψ(αi1 )

2i−1 +
∑

i∈ψ(αi2 )

2i−1 + · · ·+
∑

i∈ψ(αin )

2i−1

=
∑

i∈ψ(αi1 )∪ψ(αi2 )∪···∪ψ(αin )

2i−1,

η δεύτερη ισότητα επειδή τα αi1 , αi2 , . . . , αin είναι ξένα ανά δύο, η τελευταία

επειδή από την (3.8) τα ψ(αi1), ψ(αi2), . . . , ψ(αin) είναι ξένα ανά δύο. Από

αυτήν την ισότητα, και το γεγονός ότι η απεικόνιση f ορισμένη από την (3.6)

είναι αμφιμονοσήμαντη, έπεται τώρα ότι

ψ(αi1 ∪ αi2 ∪ · · · ∪ αin) = ψ(αi2) ∪ · · · ∪ ψ(αin).

Από την τελευταία ισότητα και τις (3.10) και (3.9), παίρνουμε τελικά ότι

φ({i1, i2, . . . , in}) = φ({i1}) ∪ φ({i2}) ∪ · · · ∪ φ({in}) (3.11)

για κάθε {i1, i2, . . . , in} ∈ F . Από αυτήν την ισότητα, την

φ({i}) ∩ φ({j}) = ψ(αi) ∩ ψ(αj) = ∅ (3.12)

για i 6= j και την Παρατήρηση 3.4.1, έπεται άμεσα ότι η φ είναι ομομορφισμός.

Δείξαμε ότι η φ = ψ ◦ ψ′ : F → F είναι ομομορφισμός και άρα το φ(F)
είναι IP-σύνολο στο F . Επίσης, φ(F) ⊆ Bj, αφού φ(F) ⊆ ψ(F) και έχουμε

δείξει ότι ψ(F) ⊆ Bj.
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Το παραπάνω θεώρημα δίνει ένα ανάλογο θεώρημα για αυθαίρετες ημιο-

μάδες. Ορίζουμε πρώτα τις έννοιες των IP-συνόλων και IP-συστημάτων για

αυθαίρετες ημιομάδες.

Ορισμός 3.4.4. Μια F-ακολουθία σε έναν αυθαίρετο χώρο X είναι μία

ακολουθία {xα}α∈F με δείκτες στο F , δηλαδή μία απεικόνιση x : F → X.

Παρατήρηση. Μια F-ακολουθία σε έναν χώρο X είναι προφανώς ένα δίκτυο

στον X, αφού το F με διάταξη αυτήν του περιέχεσθαι, α ⊆ β, αποτελεί κατευ-
θυνόμενο σύνολο. Δεν θα χρησιμοποιήσουμε όμως καθόλου αυτή την ιδιότητα

των F -ακολουθιών. Ειδικότερα, σύγκλιση παρακάτω δεν θα σημαίνει ποτέ την

σύγκλιση μιας F -ακολουθίας ως δίκτυο με αυτή την διάταξη α ⊆ β στο F .

Ορισμός 3.4.5. Αν X είναι ημιομάδα λέμε ότι μία F -ακολουθία {xα}α∈F
στην X ορίζει ένα IP-σύστημα αν x{i1,i2,...,ik} = xi1xi2 · · ·xik για όλα τα

i1, i2, . . . , ik ∈ N, k ∈ N, με i1 < i2 < · · · < ik. Τότε το σύνολο {xα | α ∈ F}
θα λέγεται IP-σύνολο της ημιομάδας X.

Παρατήρηση 3.4.6. Οι ημιομάδες X που θα θεωρούμε θα είναι αβελιανές και

τότε για ένα IP-σύστημα {xα}α∈F έχουμε ότι xα∪β = xαxβ για αυθαίρετα ξένα

σύνολα α, β ∈ F . Στην γενική, όχι κατ΄ ανάγκη μεταθετική περίπτωση, αυτό

θα ισχύει όταν α < β.

Μπορούμε να πετύχουμε το αποτέλεσμα του θεωρήματος του Hindman για

κάθε πεπερασμένη διαμέριση ενός IP-συνόλου σε μια ημιομάδα.

Πρόταση 3.4.7. ΄Εστω Σ ένα IP-σύνολο σε μία ημιομάδα. Αν το Σ είναι
ένωση πεπερασμένων στο πλήθος υποσυνόλων, τότε ένα από αυτά πάλι περιέχει

IP-σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω Σ = {σ(a) | α ∈ F} = σ(F) το εν λόγω IP-σύνολο και έστω

ότι Σ = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq. Τότε

F = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cq,

όπου Ci = σ−1(Bi) = {α ∈ F | σ(α) ∈ Bi}, i ∈ {1, 2, . . . , q}, και από το

Θεώρημα 3.4.3 υπάρχει κάποιο Cj που περιέχει ένα IP-σύνολο στο F · δηλαδή,

υπάρχουν ένα j ∈ {1, 2, . . . , q} και ένας ομομορφισμός φ : F → F τέτοια

ώστε φ(F) ⊆ Cj. Θέτουμε αi = φ({i}), για κάθε i ∈ N. Τότε τα αn,
n ∈ N, είναι ξένα ανά δύο επειδή η φ είναι ομομορφισμός: αν n 6= m, τότε

{n} ∩ {m} = ∅ ⇒ αn ∩ αm = φ({n}) ∩ φ({m}) = ∅. Βρίσκουμε τώρα μια

αύξουσα υπακολουθία α′1 < α′2 < · · · της ακολουθίας α1, α2, . . . . Αυτό μπορεί

να γίνει ως εξής. Θέτουμε α′1 = α1. Αφού τα α1, α2, . . . είναι ξένα ανά δύο

και μη κενά, υπάρχει j ∈ N ώστε minαj > maxα1. Πράγματι, αλλιώς θα
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είχαμε ότι minαj ≤ maxα1 για κάθε j ∈ N και τότε αναγκαστικά θα έπρεπε

για κάποιο k ∈ {1, 2, . . . ,maxα1} να είχαμε ότι minαj = k για άπειρα το

πλήθος j ∈ N, που αντίκειται στο ότι τα αj είναι ξένα ανά δύο. Επιλέγουμε

λοιπόν ένα τέτοιο j και θέτουμε α′2 = αj. Επαγωγικά, αν έχουμε επιλέξει

τα α′1 < α′2 < · · · < α′n για κάποιο n ∈ N με α′i ∈ {αm | m ∈ N} για κάθε

i ∈ {1, 2, . . . , n}, υπάρχει j ∈ N ώστε minαj > maxαn, γιατί αλλιώς θα είχαμε

ότι minαj ≤ αn για κάθε j ∈ N και τότε αναγκαστικά και πάλι θα έπρεπε για

κάποιο k ∈ {1, 2, . . . ,maxαn} να είχαμε ότι minαj = k για άπειρα το πλήθος

j ∈ N, που αντίκειται πάλι στο ότι τα αj είναι ξένα ανά δύο. Επιλέγουμε λοιπόν

ένα j ∈ N τέτοιο ώστε minαj > maxαn και θέτουμε αn+1 = αj.
΄Εχοντας εξασφαλίσει την ύπαρξη μιας υπακολουθίας α′1 < α′2 < · · · της

α1, α2, . . . , έχουμε ότι, αν i1 < i2 < · · · < in, τότε

σ(α′i1 ∪ α
′
i2
∪ · · · ∪ α′in) = σ(α′i1)σ(α′i2) · · ·σ(α′in), (3.13)

από την Παρατήρηση 3.4.6. Ορίζουμε μία απεικόνιση τ από το F στην ημιομάδα

μας από την

τ({i1, i2, . . . , in}) = σ(α′i1 ∪ α
′
i2
∪ · · · ∪ α′in), (3.14)

για n, i1, i2, . . . , in ∈ N. Τότε

τ({i1, i2, . . . , in}) = σ(α′i1 ∪ α
′
i2
∪ · · · ∪ α′ik)

= σ(α′i1)σ(α′i2) · · ·σ(α′ik) = τ({i1})τ({i2}) · · · τ({in})

όταν i1 < i2 < · · · < in, από την (3.13) και επομένως η τ ορίζει IP-σύστημα

και το τ(F) = {τ(α) | α ∈ F} αποτελεί IP-σύνολο. Επιπλέον,

α′i ∈ {αn | n ∈ N} ⊆ φ(F) για κάθε i ∈ N·

επειδή το F είναι κλειστό ως προς πεπερασμένες ενώσεις στοιχείων του και η

φ ομομορφισμός, έπεται ότι και το φ(F) είναι κλειστό ως προς πεπερασμένες

ενώσεις στοιχείων του και άρα

α′i1 ∪ α
′
i2
∪ · · · ∪ α′in ∈ φ(F) (3.15)

για αυθαίρετα n, i1, i2, . . . , in ∈ N. ΄Ομως από την επιλογή της φ, φ(F) ⊆ Cj.
΄Επεται τώρα από τις (3.14) και (3.15) ότι τ(F) ⊆ σ(φ(F)) ⊆ σ(Cj) ⊆ Bj.

Ορισμός 3.4.8. ΄Εστω μία F -ακολουθία {xα}α∈F σε έναν τοπολογικό χώρο

X και x ∈ X ένα σημείο του. Θα λέμε ότι η {xα}α∈F συγκλίνει στο x ως

F -ακολουθία, και θα γράφουμε xα → x, αν για κάθε περιοχή V του x υπάρχει

ένα σύνολο αV ∈ F ώστε xα ∈ V για κάθε α > αV .
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Παρατήρηση. ΄Οταν xα → x ως F -ακολουθία για κάποια {xα}α∈F σε κάποιον

τοπολογικό χώρο X και V μία περιοχή του ορίου x, το σύνολο των α ∈ F για

τα οποία xα /∈ F δεν είναι πεπερασμένο.

Ορισμός 3.4.9. Μια F-υπακολουθία μιας F -ακολουθίας {xα}α∈F είναι

μια F -ακολουθία {yα}α∈F της μορφής yα = xφ(α), α ∈ F , όπου φ : F → F
ομομορφισμός.

Με αυτή την ορολογία, το Θεώρημα 3.4.3 μπορεί να διατυπωθεί και ως εξής.

Αν {xα}α∈F είναι μια F -ακολουθία σε έναν πεπερασμένο χώρο, τότε υπάρχει

μία F -υπακολουθία της η οποία είναι σταθερή. Αυτό γενικεύεται ως εξής.

Θεώρημα 3.4.10. Αν {xα}α∈F είναι F -ακολουθία σε έναν συμπαγή μετρικό
χώρο X, τότε υπάρχει F -υπακολουθία η οποία συγκλίνει ως F -ακολουθία.

Απόδειξη. Θεωρούμε πεπερασμένη κάλυψη X = V
(1)

1 ∪V (1)
2 ∪ · · · ∪V (1)

q1 του X
από σύνολα με διάμετρο μικρότερη από 1. Αυτή επάγει πεπερασμένη κάλυψη

F = B
(1)
1 ∪ B

(1)
2 ∪ · · · ∪ B

(1)
q1 του F , όπου B

(1)
i = {α ∈ F | xα ∈ V

(1)
i } για

i ∈ {1, 2, . . . , q1}. Από το Θεώρημα 3.4.3 υπάρχει ομομορφισμός φ1 : F → F
ώστε φ1(F) ⊆ B

(1)
j1

για κάποιο j1 ∈ {1, 2, . . . , q1}, και συνεπώς παίρνουμε ότι

xφ1(α) ∈ V (1)
j1

για κάθε α ∈ F , δηλαδή βρήκαμε F -υπακολουθία της {xα}α∈F
της οποίας όλα τα στοιχεία απέχουν απόσταση μικρότερη από 1 μεταξύ τους.

Θεωρούμε τώρα κάλυψη X = V
(2)

1 ∪ V (2)
2 ∪ · · · ∪ V (2)

q2 του X σε σύνολα με

διάμετρο μικρότερη από 1/2 και την κάλυψη F = B
(2)
1 ∪B

(2)
2 ∪ · · ·∪B

(2)
q2 του F

με B
(2)
i = {α ∈ F | xφ1(α) ∈ V (2)

i }, i ∈ {1, 2, . . . , q2}. Πάλι από το Θεώρημα

3.4.3, υπάρχει ομομορφισμός ψ2 : F → F ώστε ψ2(F) ⊆ B
(2)
j2

για κάποιο

j2 ∈ {1, 2, . . . , q2}, και συνεπώς για φ2 := φ1 ◦ ψ2, που είναι ομομορφισμός

ως σύνθεση ομομορφισμών, παίρνουμε ότι xφ2(α) ∈ V
(2)
j2

για κάθε α ∈ F ,

δηλαδή βρήκαμε F -υπακολουθία {xφ2(a)}α∈F της {xφ1(a)}α∈F της οποίας όλα

τα στοιχεία απέχουν απόσταση μικρότερη από 1/2 μεταξύ τους.

Επαγωγικά, έστω ότι έχουμε ορίσει F -υπακολουθίες

{xα}α∈F ⊇ {xφ1(α)}α∈F ⊇ {xφ2(α)}α∈F ⊇ {xφk(α)}α∈F ,

για κάποιο k ∈ N, με φi+1 = φi ◦ ψi+1 για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k − 1}
και τα ψ2, ψ3, . . . , ψk : F → F και φ1, φ2, . . . , φk : F → F ομομορφισμο-

ύς, με την {xφi(α)}α∈F δηλαδή F -υπακολουθία της {xφi−1(α)}α∈F για κάθε

i ∈ {1, 2, . . . , k}, φ0 : F : → F η ταυτοτική απεικόνιση, έτσι ώστε

diam{xφi(α) | α ∈ F} <
1

i
για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k}.
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Θεωρούμε τότε πεπερασμένη κάλυψη X = V
(k+1)

1 ∪ V (k+1)
2 ∪ · · · ∪ V (k+1)

qk+1 του

X σε σύνολα με διάμετρο μικρότερη από 1/(k + 1) και την κάλυψη F =

B
(k+1)
1 ∪ B(k+1)

2 ∪ · · · ∪ B(k+1)
qk+1 του F με B

(k+1)
i = {α ∈ F | xφk(α) ∈ V (k+1)

i },
i ∈ {1, 2, . . . , qk+1}, και από το Θεώρημα 3.4.3 και πάλι, υπάρχει ομομορφισμός

ψk+1 : F → F ώστε ψk+1(F) ⊆ B
(k+1)
jk+1

για κάποιο jk+1 ∈ {1, 2, . . . , qk+1}. Συ-

νεπώς, για φk+1 := φk◦ψk+1, που είναι ομομορφισμός πάλι ως σύνθεση ομομορ-

φισμών, παίρνουμε ότι xφk+1(α) ∈ V (k+1)
jk+1

για κάθε α ∈ F . Η {xφk+1(a)}α∈F είναι

τότε F -υπακολουθία της {xφk(a)}α∈F με diam{xφk+1(α) | α ∈ F} < 1/(k + 1).
Ορίζουμε τώρα επαγωγικά σύνολα α1, α2, . . . , αk, . . . ∈ F έτσι ώστε αk ∈

φk(F) και το αk+1 να είναι ξένο προς τα α1, α2, . . . , αk, για κάθε k ∈ N. Για

τον σκοπό αυτό θα χρησιμοποιήσουμε το εξής.

Ισχυρισμός. Δοθέντων α ∈ F και ομομορφισμού ψ : F → F , υπάρχει
β ∈ F με α ∩ ψ(β) = ∅.

Απόδειξη Ισχυρισμού. Για κάθε i ∈ α επιλέγουμε ένα βi ∈ F με i ∈ ψ(βi), αν
υπάρχει τέτοιο βi, και θέτουμε βi = ∅ αλλιώς. Το

⋃
i∈α βi είναι πεπερασμένο

σύνολο και έστω β ∈ F με β ∩
⋃
i∈α βi = ∅. Τότε α ∩ ψ(β) = ∅, γιατί

αν i ∈ α ∩ ψ(β), τότε βi 6= ∅, αφού i ∈ ψ(β) και άρα υπάρχει βi ∈ F με

i ∈ ψ(βi), και β ∩ βi 6= ∅, αφού αν ήταν β ∩ βi = ∅ θα έπρεπε να είχαμε

ότι ψ(β) ∩ ψ(βi) = ∅, ενώ έχουμε ότι i ∈ ψ(β) ∩ ψ(βi)· δηλαδή δείξαμε ότι

i ∈ α ∩ ψ(β) ⇒ β ∩ βi 6= ∅, που φυσικά είναι άτοπο, από την επιλογή του

β.

Ορίζουμε β1 ∈ F αυθαίρετα και α1 = φ1(β1) ∈ φ1(F). Από τον Ισχυρισμό

υπάρχει β2 ∈ F τέτοιο ώστε β1 ∩ ψ2(β2) = ∅ και τότε το α2 := φ2(β2)
ικανοποιεί τις α2 ∈ φ2(F) και α2 ∩ α1 = ∅ γιατί β1 ∩ ψ2(β2) = ∅ και άρα

α1 ∩ α2 = φ1(β1) ∩ φ2(β2) = φ1(β1) ∩ φ1(ψ2(β2)) = ∅. Επαγωγικά, για κάθε

k ∈ N χρησιμοποιούμε τον Ισχυρισμό για

α = β1 ∪ ψ2(β2) ∪ ψ2 ◦ ψ3(β3) ∪ · · · ∪ ψ2 ◦ ψ3 ◦ · · · ◦ ψk(βk)

και

ψ = ψ2 ◦ ψ3 ◦ · · · ◦ ψk+1,

για να βρούμε βk+1 ∈ F τέτοιο ώστε

[β1∪ψ2(β2)∪ψ2◦ψ3(β3)∪· · ·∪ψ2◦ψ3◦· · ·◦ψk(βk)]∩ψ2◦ψ3◦· · ·◦ψk+1(βk+1) = ∅.

Τότε αν θέσουμε αk = φk(βk) για κάθε k ∈ N, έχουμε ότι αk ∈ φk(F),
προφανώς, και αk+1 ∩ [α1 ∪ α2 ∪ · · · ∪ αk] = ∅, για κάθε k ∈ N, αφού

[β1∪ψ2(β2)∪ψ2◦ψ3(β3)∪· · ·∪ψ2◦ψ3◦· · ·◦ψk(βk)]∩ψ2◦ψ3◦· · ·◦ψk+1(βk+1) = ∅
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⇒ ψ2◦ψ3◦· · ·◦ψi(βi)∩ψ2◦ψ3◦· · ·◦ψk+1(βk+1) = ∅ για κάθε i ∈ {2, 3, . . . , k}
και επίσης β1 ∩ ψ2 ◦ ψ3 ◦ · · · ◦ ψk+1(βk+1) = ∅ και άρα

αi ∩ αk+1 = φ1(ψ2 ◦ ψ3 ◦ · · · ◦ φi(βi)) ∩ φ1(ψ2 ◦ ψ3 ◦ · · · ◦ ψk+1(βk+1)) = ∅

για κάθε i ∈ {2, 3, . . . , k} και επίσης

α1 ∩ αk+1 = φ1(β1) ∩ φ1(ψ2 ◦ ψ3 ◦ · · · ◦ ψk+1(βk+1)) = ∅.

Ορίζουμε τώρα F -υπακολουθία της {xα}α∈F ορίζοντας φ({i1, i2, . . . , ik}) =
αi1∪αi2∩· · ·∪αik , για k, i1, i2, . . . , ik ∈ N. Από την Παρατήρηση 3.4.1, η φ είναι

ομομορφισμός γιατί τα αij , j ∈ N, είναι ξένα ανά δύο. ΄Αρα η {xφ(α) | α ∈ F}
είναι F -υπακολουθία της {xα | α ∈ F}. Θα δείξουμε ότι η {xα | α ∈ F} τείνει

σε κάποιο x ως F -ακολουθία.

Θέτουμε Fk = {xφk(α) | α ∈ F} για κάθε k ∈ N. Τα F1, F2, . . . είναι κλει-

στά και μη κενά υποσύνολα του συμπαγούς χώρου X, με Fk ⊇ Fk+1 για κάθε

k ∈ N, αφού φk+1 = φk ◦ψk+1 και άρα φk+1(F) ⊆ φk(F), επειδή ψk+1(F) ⊆ F ,

και άρα {xφk+1(α) | α ∈ F} ⊆ {xφk(α) | α ∈ F}. Επομένως
⋂
k∈N Fk 6= ∅ και

αφού επίσης diam(Fk) ≤ 1/k για κάθε k ∈ N, έπεται ότι το
⋂
k∈N Fk είναι

μονοσύνολο και έστω x το μοναδικό του στοιχείο.

΄Εστω U περιοχή του x στον X. Υπάρχει kU ∈ N τέτοιο ώστε η κλειστή

μπάλα με κέντρο x και ακτίνα 1/k να περιέχεται στο εσωτερικό της U , για κάθε

k ≥ kU . Τότε για αU = {kU} ∈ F έχουμε ότι, αν α = {i1, i2, . . . , in} > αU ,
τότε ij > kU για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , n} και άρα αij ∈ φij(F) ⊆ φkU (F) για

κάθε j ∈ {1, 2, . . . , n}, αφού όπως είδαμε και πιο πάνω,

φk+1(F) = φk(ψk+1(F)) ⊆ φk(F) για κάθε k ∈ N.

Αφού το F είναι κλειστό ως προς πεπερασμένες ενώσεις και η φkU ομομορφι-

σμός, το φkU (F) είναι κλειστό ως προς πεπερασμένες ενώσεις και άρα

φ(α) = αi1 ∪ αi2 ∪ · · · ∪ αin ∈ φkU (F).

΄Επεται ότι xφ(α) ∈ {xφkU (α) | α ∈ F} ⊆ FkU . ΄Ομως επίσης x ∈ FkU και

diamFkU ≤ 1/kU , άρα d(x, xφ(α)) ≤ 1/kU και άρα xφ(α) ∈ U .

Αυτό δείχνει ότι xφ(α) → x.

Μπορούμε να θεωρήσουμε ένα IP-σύστημα {Tα}α∈F μετασχηματισμών ενός

χώρου X στον εαυτό του, ως IP-σύστημα στην ημιομάδα XX
με πράξη την σύν-

θεση απεικονίσεων. Αυτό σημαίνει ότι {Tα | α ∈ F} είναι είναι μια οικογένεια

μετασχηματισμών Tα : X → X, α ∈ F , που ικανοποιούν τις Tα∪β = TαT β για

α, β ∈ F με α < β, και όπου TαT β = Tα ◦ T β. Οι συνεχείς μετασχηματι-

σμοί ενός τοπολογικού χώρου X στον εαυτό του αποτελούν επίσης ημιομάδα
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με πράξη την σύνθεση απεικονίσεων, αποτελούν δηλαδή υπο-ημιομάδα της XX
,

και μπορούμε να μιλάμε επίσης για IP-συστήματα συνεχών μετασχηματισμών

ενός τοπολογικού χώρου στον εαυτό του.

Λήμμα 3.4.11. Αν {Tα}α∈F είναι ένα IP-σύστημα συνεχών μετασχηματι-
σμών ενός συμπαγούς μετρικού χώρου X στον εαυτό του και x ∈ X ένα σημείο
του, τότε υπάρχει ένα υποσύστημα {T φ(α)}α∈F τέτοιο ώστε η {T φ(α)(x)}α∈F να
συγκλίνει σαν F -ακολουθία σε κάποιο σημείο y ∈ X, και επιπλέον T φ(α)(y)→ y
σαν F -ακολουθία.
Απόδειξη. Από το προηγούμενο θεώρημα υπάρχει F -υπακολουθία {T φ(α)(x)}α∈F
που συγκλίνει ως F -ακολουθία σε κάποιο y ∈ X. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει ένα

αε τέτοιο ώστε d(T φ(α)(x), y) < ε/2 για κάθε α > αε. Από τη συνέχεια των

Tα, α ∈ F , αν σταθεροποιήσουμε ένα α, μπορούμε να βρούμε δα > 0 ώστε αν

x′, x′′ ∈ X και d(x′, x′′) < δα, τότε d(T φ(α)(x′), T φ(α)(x′′)) < ε/2. Διαλέγου-

με και β = β(α) > αε ώστε d(T φ(β)(x), y) < δα· τέτοιο β υπάρχει από την

σύγκλιση T φ(β)(x)→ y και πάλι. Τότε d(T φ(α∪β)(x), T φ(α)(y)) < ε/2. Τέλος,

αν α > αε, τότε α∪β > αε, και άρα d(T φ(α∪β)(x), y) < ε/2. Επομένως έχουμε

ότι

d(T φ(α)(y), y) ≤ d(T φ(α)(y), T φ(α∪β)(x)) + d(T φ(α∪β)(x), y) < ε

για α > αε.

3.5 IP-συστήματα μετασχηματισμών και ε-

παναφορά Birkho�

Θα δούμε τώρα πως μπορούμε να εξάγουμε αποτελέσματα επαναφοράς ανάλο-

γα με αυτά του Κεφαλαίου 2 για IP-συστήματα μετασχηματισμών. Το πρώτο

αποτέλεσμα είναι η ύπαρξη σημείου επαναφοράς.

Πρόταση 3.5.1. ΄Εστω {Tα}α∈F ένα IP-σύστημα συνεχών μετασχηματι-
σμών Tα : X → X, α ∈ F , ενός συμπαγούς μετρικού χώρο X στον εαυτό του.
Τότε υπάρχει ένα IP-υποσύστημα {T φ(α)}α∈F και ένα σημείο x0 ∈ X τέτοια
ώστε T φ(α)(x0)→ x0 ως F -ακολουθία.
Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X τυχόν σημείο. Από το Λήμμα 3.4.11, αν θέσουμε x0 =
limα T

φ(α)(x), όπου φ ο ομομορφισμός που δίνει το Λήμμα, έχουμε T φ(α)(x0)→
x0 ως F -ακολουθία.

Από την πρόταση αυτή, μπορούμε να δώσουμε μια δεύτερη απόδειξη του

Θεωρήματος Επαναφοράς του Birkho�. ΄Εστω T : X → X συνεχής μετασχη-

ματισμός ενός συμπαγούς μετρικού χώρου στον εαυτό του. Θεωρούμε αυθα-

ίρετη ακολουθία ni ∈ N και το IP-σύστημα {Tα}α∈F που προκύπτει θέτοντας
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T {i1,i2,...,ik} = T ni1+ni2+···+nik , k, i1, i2, . . . , ik ∈ N. Τότε από την προηγούμε-

νη πρόταση υπάρχει ένα x0 ∈ X ώστε T φ(α)(x0) → x0 ως F -ακολουθία, για

κάποιο ομομορφισμό φ. Δηλαδή, για κάθε περιοχή U του x στον X μπορούμε

να βρούμε α ∈ F με T φ(α)(x0) ∈ U και τότε T n(x0) ∈ U , όπου n :=
∑

i∈φ(α) ni.
Σκοπός μας τώρα είναι να δείξουμε ένα Θεώρημα Πολλαπλής Επαναφοράς

Birkho� για IP-συστήματα μετασχηματισμών. Θα δούμε πρώτα το αντίστοιχο

του Λήμματος 2.1.5 για IP-συστήματα μετασχηματισμών.

Λήμμα 3.5.2. ΄Εστω {Tα}α∈F IP-σύστημα συνεχών μετασχηματισμών ενός
συμπαγούς μετρικού χώρου X στον εαυτό του, A ⊆ X, και έστω ότι για κάθε
y ∈ A και β ∈ F και για κάθε ε > 0, υπάρχουν x ∈ A και α ∈ F με α > β,
ώστε d(Tα(x), y) < ε. Τότε για κάθε ε > 0 και β ∈ F υπάρχουν z ∈ A και
α ∈ F με α > β ώστε d(Tα(z), z) < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0 και β ∈ F . Θέτουμε ε1 = ε/2 και διαλέγουμε αυθαίρετα

στοιχείο z0 ∈ A. Τότε από την υπόθεσή μας για το A, υπάρχει z1 ∈ A και

α1 > β ώστε

d(Tα1(z1), z0) < ε1.

΄Εστω τώρα ε2, με 0 < ε2 ≤ ε/2, τέτοιο ώστε, αν z ∈ X και d(z, z1) < ε2, τότε

d(Tα1(z), z0) < ε1·

τέτοιο ε2 μπορούμε να βρούμε χρησιμοποιώντας, όπως στο Λήμμα 2.1.5, την

συνέχεια του Tα1 : επιλέγουμε το ε2 ∈ (0, ε/2], από την συνέχεια του Tα1 στο

z1, έτσι ώστε z ∈ X και d(z, z1) < ε2 να συνεπάγονται ότι

d(Tα1(z), Tα1(z1)) < ε1 − d(Tα1(z1), z0),

που είναι εφικτό γιατί ε1 − d(Tα1(z1), z0) > 0, και τότε για κάθε z ∈ X με

d(z, z1) < ε2 έχουμε ότι

d(Tα1(z), z0) ≤ d(Tα1(z), Tα1(z1)) + d(Tα1(z1), z0) < ε1.

Από την υπόθεσή μας για το A υπάρχουν τότε α2 > α1 και z2 ∈ A ώστε

d(Tα2(z2), z1) < ε2.

Γενικά, αν έχουμε ορίσει z1, z2, . . . , zk ∈ A, α1 < α2 < · · · < αk στο F και

ε1, ε2, . . . , εk ∈ (0, ε/2] έτσι ώστε

d(Tαi(zi), zi−1) < εi (3.16)

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k} και

z ∈ X, d(z, zi−1) < εi ⇒ d(Tαi−1(z), zi−2) < εi−1 (3.17)
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για κάθε i ∈ {2, 3 . . . , k}, βρίσκουμε πρώτα εk+1 ∈ (0, ε/2] τέτοιο ώστε

z ∈ X, d(z, zk) < εk+1 ⇒ d(Tαk(z), zk−1) < εk,

και κατόπιν χρησιμοποιώντας την υπόθεσή μας για το σύνολο A βρίσκουμε

αk+1 > αk στο F και zk+1 ∈ A ώστε

d(Tαk+1(zk+1), zk) < εk+1.

Για την εύρεση του εk+1 χρησιμοποιούμε, όπως και για το ε2, την συνέχεια του

Tαk στο zk: επειδή εk − d(Tαk(zk), zk−1) > 0, υπάρχει εk+1 ∈ (0, ε/2] τέτοιο

ώστε d(Tαk(z), Tαk(zk)) < εk−d(Tαk(zk), zk−1) για z ∈ Z με d(z, zk) < εk+1,

και τότε για τέτοια z έχουμε ότι

d(Tαk(z), zk−1) ≤ d(Tαk(z), Tαk(zk)) + d(Tαk(zk), zk−1) < εk.

Επαγωγικά λοιπόν ορίζονται άπειρες ακολουθίες z1, z2, . . . ∈ A, α1 < α2 < · · ·
στο F και ε1, ε2, . . . ∈ (0, ε/2], οι οποίες ικανοποιούν τις (3.16) για κάθε i ∈ N
και (3.17) για κάθε i ∈ {2, 3, . . . }. ΄Επεται ότι για i < j έχουμε τότε ότι

d(Tαi+1∪αi+2∪···∪αj(zj), zi) = d(Tαi+1Tαi+2 · · ·Tαj(zj), zi) < εi+1 ≤
ε

2
,

αφού

d(Tαj(zj), zj−1) < εj ⇒ d(Tαj−1(Tαj(zj)), zj−2) < εj−1,

με την πρώτη ανισότητα να είναι η (3.16) και η συνεπαγωγή να έπεται από την

(3.17), και επαγωγικά, με επαναλαμβανόμενη χρήση της (3.17),

d(Tαj(zj), zj−1) < εj ⇒ d(Tαj−1Tαj(zj), zj−2) < εj−1

⇒ d(Tαj−2(Tαj−1Tαj(zj)), zj−3) < εj−2

. . .

⇒ d(Tαi+1(Tαi+2 · · ·Tαj−1Tαj(zj)), zi) < εi+1.

΄Ομως, μπορούμε να βρούμε ένα ζευγάρι i, j με i < j και d(zi, zj) < ε/2,
λόγω της συμπάγειας του X. Τότε αν θέσουμε α = αi+1 ∪ αi+2 ∪ · · · ∪ αj
παίρνουμε ότι

d(Tα(zj), zj) ≤ d(Tα(zj), zi) + d(zi, zj) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Μπορούμε να επεκτείνουμε την έννοια του T -ομογενούς συνόλου για σύνο-

λα μετασχηματισμών ενός χώρου.
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Ορισμός 3.5.3. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και {Tα | α ∈ A} ένα

σύνολο μετασχηματισμών του X στον εαυτό του. ΄Ενα κλειστό σύνολο A ⊆ X
θα λέγεται {Tα | α ∈ A}-ομογενές, αν υπάρχει μια ομάδα G ομοιομορφισμών

του X της οποίας τα στοιχεία μετατίθενται με κάθε Tα, α ∈ A, αφήνουν το A
αναλλοίωτο και κάνουν το δυναμικό σύστημα (A,G) minimal.

Λήμμα 3.5.4. ΄Εστω {Tα}α∈F IP-σύστημα μετασχηματισμών ενός συμπα-
γούς μετρικού χώρου X στον εαυτό του και έστω ότι το A είναι ένα {Tα}α∈F -
ομογενές υποσύνολο του X με την ιδιότητα ότι, για κάθε ε > 0 και για κάθε
β ∈ F , υπάρχουν x, y ∈ A και α > β τέτοια ώστε d(Tα(x), y) < ε. Τότε για
κάθε ε > 0, κάθε y ∈ X και κάθε β ∈ F , υπάρχουν x ∈ X και α > β τέτοια
ώστε d(Tα(x), y) < ε.

Απόδειξη. Η απόδειξη του λήμματος ακολουθεί τα ίδια βήματα με την απόδειξη

του Λήμματος 2.1.4. ΄Εστω G μια ομάδα ομοιομορφισμών του X που μετατίθε-

νται με όλα τα Tα, α ∈ F , αφήνουν το A αναλλοίωτο και για την οποία το

σύστημα (A,G) είναι minimal. Ισχυριζόμαστε ότι, για κάθε ε > 0, μπορούμε
να βρούμε πεπερασμένο υποσύνολο G0 ⊆ G τέτοιο ώστε για κάθε δύο x, y ∈ A
να έχουμε ότι

min
g∈G0

d(gx, y) <
ε

2
. (3.18)

Πράγματι, έστω V1, V2, . . . , Vn μία κάλυψη του A από ανοικτά σύνολα διαμέτρου

< ε/2 το καθένα. Για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n} υπάρχουν gi1, gi2, . . . , gimi ∈ G
τέτοια ώστε

A ⊆
mi⋃
j=1

g−1
ij Vi,

από το Λήμμα (1.3.7) και επειδή το (A,G) είναι minimal. Είναι προφανές ότι

η (3.18) ικανοποιείται αν θέσουμε G0 :=
⋃n
i=1{gi1, gi2, . . . , gimi}: αν x, y ∈ A,

επιλέγουμε i ∈ {1, 2, . . . , n} ώστε y ∈ Vi και κατόπιν j ∈ {1, 2, . . . ,mi} ώστε

x ∈ g−1
ij Vi.

΄Εστω τώρα y ∈ A, ε > 0 και β ∈ F . Δοθέντος του G0 για αυτό το

ε, υπάρχει δ > 0 ώστε x′, x′′ ∈ A και d(x′, x′′) < δ να συνεπάγονται ότι

maxg∈G0 d(gx′, gx′′) < ε/2, από την συνέχεια των στοιχείων της G. Εφαρ-

μόζοντας την υπόθεση του Λήμματος για το σύνολο A με το δ στην θέση του ε,
συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν α > β και z, x′ ∈ A τέτοια ώστε d(Tα(x′), z) < δ.
Από την (3.18), υπάρχει και g ∈ G0 τέτοιο ώστε

d(gz, y) <
ε

2
. (3.19)

Αφού τα στοιχεία της G μετατίθενται με όλα τα Tα
′
, α′ ∈ F , έχουμε ότι

d(Tα(gx′), gz) = d(gTα(x′), gz) <
ε

2
,
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αφού d(Tα(x′), z) < δ, και η ανισότητα αυτή σε συνδυασμό με την (3.19) δίνει

ότι d(Tα(gx′), y) < ε. ΄Εχουμε δηλαδή ότι d(Tα(x), y) < ε για x = gx′.

Λήμμα 3.5.5. ΄Εστω {Tα}α∈F ένα IP-σύστημα συνεχών μετασχηματισμών
ενός συμπαγούς μετρικού χώρου X στον εαυτό του και έστω ότι το A είναι ένα
{Tα}α∈F -ομογενές υποσύνολο του X με την ιδιότητα ότι, για κάθε ε > 0 και
για κάθε β ∈ F , υπάρχουν x, y ∈ A και α > β τέτοια ώστε d(Tα(x), y) < ε.
Τότε υπάρχει ένα z ∈ A και ένα IP-υποσύστημα {T φ(α)}α∈F ώστε T φ(α)z → z
ως F -ακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω V ανοικτό υποσύνολο του X τέτοιο ώστε A ∩ V 6= ∅. Θε-

ωρούμε ένα μικρότερο ανοικτό V ′ ⊆ V που εξακολουθεί να τέμνει το A και

επιπλέον έχει την ιδιότητα ότι, για κάποιο δ > 0, {x ∈ X | d(x, V ′) ≤ δ} ⊆ V .

Μπορούμε να βρούμε τέτοια V ′ και δ, αφού αν πάρουμε ένα x ∈ A ∩ V , τότε

υπάρχει ένα δ′ > 0 ώστε B(x, δ′) ⊆ V , όπου B(x, δ′) ⊆ V η ανοικτή μπάλα

κέντρου x και ακτίνας δ′, και αν πάρουμε ένα οποιοδήποτε δ ∈ (0, δ′/2) και

V ′ = B(x, δ) την ανοικτή μπάλα κέντρου x και ακτίνας δ, τότε έχουμε ότι

V ′ ⊆ V , x ∈ V ′ ∩ A και άρα V ′ ∩ A 6= ∅, και αν d(y, V ′) ≤ δ για κάποιο

y ∈ X, τότε d(y, x) ≤ 2δ < δ′ και άρα y ∈ B(x, δ′) ⊆ V . Αφού το (A,G) είναι

minimal, από το Λήμμα 1.3.7, υπάρχει πεπερασμένο G0 ⊆ G ώστε

A ⊆
⋃
g∈G0

g−1V ′. (3.20)

Από την ομοιόμορφη συνέχεια των g ∈ G μπορούμε να βρούμε ένα ε > 0 ώστε

αν d(x′, x′′) < ε για κάποια x′, x′′ ∈ X τότε d(gx′, gx′′) < δ για κάθε g ∈ G0.

Οι συνθήκες μας για το A μας επιτρέπουν να χρησιμοποιήσουμε πρώτα το

Λήμμα 3.5.4 και κατόπιν το Λήμμα 3.5.2 για να βρούμε ένα z′ ∈ A και α ∈ F
με α > β, τέτοια ώστε d(Tα(z′), z′) < ε. Υπάρχει όμως από την (3.20) κάποιο

g ∈ G0 ώστε gz′ ∈ V ′ και από την επιλογή του ε, d(Tα(gz′), gz′) < δ. Από

την επιλογή του δ τώρα, Tα(gz′) ∈ V . Συνολικά δείξαμε δηλαδή ότι, για

οποιοδήποτε β ∈ F , κάθε ανοικτό σύνολο V που τέμνει το A περιέχει ένα z′′ ∈
A ώστε Tα(z′′) ∈ V για κάποιο α > β, α ∈ F . Μπορούμε να συμπεράνουμε

τώρα ότι, για κάθε ανοικτό σύνολο V που τέμνει το A, υπάρχει ένα ανοικτό

V ′′ ⊆ V που τέμνει το A και ικανοποιεί την Tα(V ′′) ⊆ V για κάποιο α > β,
όπου β ∈ F προκαθορισμένο, αυθαίρετο. Πράγματι, δοθέντων β ∈ F και V
ανοικτού συνόλου που τέμνει το A, υπάρχουν καταρχήν z′′ ∈ A∩V και α ∈ F
με α > β, τέτοια ώστε Tα(z′′) ∈ V · τότε το σύνολο V ′′ := V ∩ (Tα)−1(V )
τέμνει το A, αφού περιέχει το z′′ ∈ A, είναι ανοικτό, αφού ο Tα είναι συνεχής

και το V ανοικτό, και προφανώς V ′′ ⊆ V και Tα(V ′′) ⊆ V .

Κατασκευάζουμε τώρα επαγωγικά μία ακολουθία ανοικτών υποσυνόλων

V1 ⊇ V2 ⊇ V3 ⊇ · · ·
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του X, καθένα από τα οποία τέμνει το A, και μία ακολουθία

α1 < α2 < α3 < · · ·
πεπερασμένων υποσυνόλων του N, τέτοια ώστε

Tαn+1(Vn+1) ⊆ Vn για κάθε n ∈ N

και με

diam(Vn)→ 0.

Πράγματι, επιλέγουμε τα α1 ∈ F και V1 αυθαίρετα, με το V1 ανοικτό, να τέμνει

το A και με διάμετρο ≤ 1 και κατόπιν, αν έχουν επιλεγεί ανοικτά υποσύνολα

V1 ⊇ V2 ⊇ · · · ⊇ Vn του X, καθένα από τα οποία τέμνει το A, και πεπερα-

σμένα υποσύνολα α1 < α2 < · · · < αn του N, για κάποιο n ∈ N, έτσι ώστε

Tαi+1(Vi+1) ⊆ Vi για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n−1} αν n > 1 και με diam(Vi) ≤ 1/i
για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n}, επιλέγουμε καταρχήν zn ∈ Vn ∩A και κατόπιν ανοι-

κτό σύνολο Vn+1 ⊆ Vn ∩ B(zn, 1/(2n+ 2)), όπου B(zn, 1/(2n+ 2)) η ανοικτή

μπάλα με κέντρο το zn και ακτίνα 1/(2n + 2), ώστε Vn+1 να τέμνει το A, και

να ισχύει Tαn+1(Vn+1) για κάποιο αn+1 > αn· αυτό, σύμφωνα με την προηγο-

ύμενη παράγραφο αυτής της απόδειξης, μπορούμε να το επιτύχουμε επειδή το

Vn ∩ B(zn, 1/(2n+ 2)) είναι ανοικτό σύνολο που τέμνει το A.

Τα σύνολα Vn ∩ A, n ∈ N, αποτελούν φθίνουσα ακολουθία μη κενών κλει-

στών συνόλων στον συμπαγή χώροX, άρα η τομή
⋂∞
n=1

(
Vn ∩ A

)
είναι μη κενή,

και επειδή επιπλέον diam
(
Vn
)
→ 0, η τομή αυτή είναι μονοσύνολο, έστω {z}.

Ορίζουμε τον ομομορφισμό φ : F → F με

φ({i1, i2, . . . , ik}) = αi1 ∪ αi2 ∪ · · · ∪ αik
για k, i1, i2, . . . , ik ∈ N· ο φ είναι ο ομομορφισμός από την Παρατήρηση 3.4.1.

Τότε αν i1 < i2 < · · · < ik, θα έχουμε ότι

Tαi1∪αi2∪···∪αik (Vik) = Tαi1Tαi2 · · ·Tαik (Vik) ⊆ Vi1−1.

΄Επεται ότι T φ(α)(z) ∈ Vi για κάθε α > {1, 2, . . . , i}. Αν U αυθαίρετη περιοχή

του z υπάρχει ε > 0 ώστε η ανοικτή μπάλα B(z, ε) με κέντρο το z και ακτίνα

ε να περιέχεται στην U . Αν επιλέξουμε i ∈ N με 1/i < ε, τότε Vi ⊆ B(z, ε),
αφού z ∈ Vi και diam

(
Vi
)
≤ 1/i < ε, και άρα T φ(α)(z) ∈ Vi για κάθε α >

{1, 2, . . . , i}. Αυτό δείχνει ότι T φ(α)(z)→ z ως F -ακολουθία.

Θεώρημα 3.5.6. ΄Εστω {Sα1 }α∈F , {Sα2 }α∈F , . . . , {Sαl }α∈F IP-συστήματα με-
τασχηματισμών ενός συμπαγούς μετρικού χώρου X στον εαυτό του, που πε-
ριέχονται όλα σε μία μεταθετική ομάδα ομοιομορφισμών του X. Τότε υπάρχει
ένα x0 ∈ X και ένας ομομορφισμός φ : F → F ώστε

S
φ(α)
1 (x0)→ x0, S

φ(α)
2 x0 → x0, . . . , S

φ(α)
l x0 → x0,

ως F -ακολουθίες.
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Απόδειξη. ΄Εστω G η μεταθετική ομάδα που περιέχει όλα τα Sαi , α ∈ F ,

i ∈ {1, 2, . . . , l}. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι

το σύστημα (X,G) είναι minimal, αλλιώς θεωρούμε ένα minimal υποσύστη-
μα και βρίσκουμε τότε ένα x0 όπως ζητείται στο Θεώρημα μέσα στο minimal
υποσύστημα. Θα δείξουμε το Θεώρημα με επαγωγή στο l, για (X,G) mini-
mal. Για l = 1 ισχύει από το προηγούμενο λήμμα με A = X και Tα = Sα1 ,
α ∈ F · πράγματι, αφού υποθέτουμε το (X,G) minimal, το A = X είναι

{Tα}α∈F -ομογενές και επιπλέον ικανοποιείται η άλλη συνθήκη του λήμματος,

αφού δοθέντων ε > 0 και β ∈ F , μπορούμε να πάρουμε αυθαίρετο α > β,
αυθαίρετο x ∈ X και y = Tα(x) και θα έχουμε ότι d(Tα(x), y) = 0 < ε.

΄Εστω τώρα ότι ο ισχυρισμός του Θεωρήματος ισχύει για οποιαδήποτε l
IP-συστήματα {Sα1 }α∈F , {Sα2 }α∈F , . . . , {Sαl }α∈F μετασχηματισμών ενός συμπα-

γούς μετρικού χώρου στον εαυτό του που περιέχονται όλα σε μία μεταθετική

ομάδα ομοιομορφισμών του χώρου, για κάποιο l ∈ N, και θεωρούμε l + 1 IP-

συστήματα {Sα1 }α∈F , {Sα2 }α∈F , . . . , {Sαl }α∈F , {Sαl+1}α∈F του X στον εαυτό του

που περιέχονται όλα σε μία μεταθετική ομάδα ομοιομορφισμών G του X, με το

(X,G) minimal. Ορίζουμε τις απεικονίσεις Tαi = Sαi (Sαl+1)−1
για i = 1, 2, . . . , l

και α ∈ F . Αν α < β, τότε για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l},

Tα∪βi = Sα∪βi

(
Sα∪βl+1

)−1
= Sαi S

β
i

(
Sαl+1S

β
l+1

)−1

= Sαi S
β
i

(
Sβl+1

)−1(
Sαl+1

)−1
= Tαi T

β
i ,

η δεύτερη ισότητα επειδή τα {Sαi }α∈F και {Sαl+1}α∈F είναι IP-συστήματα μετα-

σχηματισμών και α < β και η τελευταία επειδή όλα τα Sγj , j ∈ {1, 2, . . . , l+ 1},
γ ∈ F , μετατίθενται μεταξύ τους. ΄Επεται ότι κάθε {Tαi }α∈F , i ∈ {1, 2, . . . , l},
είναι IP-σύστημα μετασχηματισμών του X και προφανώς κάθε {Tαi }α∈F περι-

έχεται στην G. Από την επαγωγική υπόθεση, υπάρχουν λοιπόν ένα z ∈ X

και ομομορφισμός φ : F → F ώστε T
φ(α)
i (z) → z για κάθε i = 1, 2, . . . , l, ως

F -ακολουθίες.

Θεωρούμε τώρα το χώρο X l+1
και τους Tα = Sα1 × Sα2 × · · · × Sαl+1,

α ∈ F . Αρκεί να δείξουμε ότι η διαγώνιος ∆(l+1)
περιέχει ένα σημείο x∗0 =

(x0, x0, . . . , x0) τέτοιο ώστε Tα(x∗0) = Sα1×Sα2×· · ·×Sαl+1(x0, x0, . . . , x0)→ x∗0,
ως F -ακολουθία.

Η διαγώνιος ∆(l+1)
είναι {Tα}α∈F -ομογενές σύνολο. Πράγματι, θεωρούμε,

ως συνήθως, την δράση της G επί του X l+1
που δίνεται από την

(x1, x2, . . . , xl+1)
g7→ (gx1, gx2, . . . , gxl+1),

g ∈ G. Η διαγώνιος ∆(l+1)
είναι G-αναλλοίωτη ως προς αυτήν την δράση, αφού

∆(l+1) 3 (x, x, . . . , x)
g7→ (gx, gx, . . . , gx) ∈ ∆(l+1)

για κάθε g ∈ G, η δράση
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κάθε g ∈ G στον X l+1
μετατίθεται με κάθε Tα, α ∈ F , αφού

gTα(x1, x2, . . . , xl+1) = g(Sα1 (x1), Sα2 (x2), . . . , Sαl+1(xl+1))

= (gSα1 (x1), gSα2 (x2), . . . , gSαl+1(xl+1))

= (Sα1 (gx1), Sα2 (gx2), . . . , Sαl+1(gxl+1))

= Tα(gx1, gx2, . . . , gxl+1)

= Tαg(x1, x2, . . . , xl+1)

για κάθε α ∈ F και g ∈ G, (x1, x2, . . . , xl+1) ∈ X l+1
, επειδή κάθε Sαi , α ∈ F ,

i ∈ {1, 2, . . . , l + 1}, μετατίθεται με κάθε g ∈ G, και τέλος το σύστημα

(∆(l+1), G) είναι minimal, επειδή η δράση της G επί του X είναι minimal·
η απόδειξη αυτού του τελευταίου ισχυρισμού, του minimality δηλαδή του συ-

στήματος (∆(l+1), G), όταν η G δρα με τον παραπάνω τρόπο στο X(l+1)
, όταν

το (X,G) είναι minimal, έχει δοθεί στην απόδειξη της Πρότασης 2.2.3.

Από το προηγούμενο λήμμα τώρα, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ε > 0
και για κάθε β ∈ F , υπάρχουν x∗, y∗ ∈ ∆(l+1)

ώστε για κάποιο α > β να

έχουμε dXl+1(Tα(x∗), y∗) < ε, όπου dXl+1 η μετρική στον χώρο γινόμενο X l+1
.

Ορίζουμε τα σημεία

xα =
((
Sαl+1

)−1
(z),

(
Sαl+1

)−1
(z), . . . ,

(
Sαl+1

)−1
(z)
)
∈ ∆(l+1),

α ∈ F , και

y∗ = (z, z, . . . , z) ∈ ∆l+1
·

τότε

Tα(xα) = (Tα1 (z), Tα2 (z), . . . , Tαl (z), z),

για κάθε α ∈ F . Αφού T
φ(α)
i (z) → z για κάθε i = 1, 2, . . . , l, ως F -

ακολουθίες, από την επαγωγική υπόθεση, έχουμε ότι, για δοθέν ε > 0, υπάρ-

χουν α1(ε), α2(ε), . . . , αl(ε) ∈ F τέτοια ώστε d(T
φ(α)
i (z), z) < ε για α > αi(ε),

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}. Αν θέσουμε α(ε) = α1(ε)∪ α2(ε)∪ · · · ∪ αl(ε), τότε
προφανώς d(T

φ(α)
i (z), z) < ε για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}, για α > α(ε). ΄Ομως

dXl+1(T φ(α)(xφ(α)), y
∗)

= dXl+1((T
φ(α)
1 (z), T

φ(α)
2 (z), . . . , T

φ(α)
l (z), z), (z, z, . . . , z)),

και αν, όπως έχουμε δικαίωμα, επιλέξουμε την μετρική dXl+1 στο χώρο γινόμενο

να είναι η

dXl+1((x′1, x
′
2, . . . , x

′
l+1), (x′′1, x

′′
2, . . . , x

′′
l+1)) = max

i∈{1,2,...,l+1}
d(x′i, x

′′
i ),
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τότε έχουμε ότι

dXl+1(T φ(α)(xφ(α)), y
∗) = max

i∈{1,2,...,l}
d(T

φ(α)
i (z), z) < ε (3.21)

για κάθε α > α(ε). Τέλος, επαναλαμβάνουμε την απόδειξη του Ισχυρισμού

της σελίδας 97 στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.4.10, για να βρούμε α > α(ε)
με φ(α) > β για δοθέν β ∈ F . Για κάθε i ∈ {1, 2, . . . ,max β}, επιλέγουμε

ένα βi ∈ F με i ∈ φ(βi), αν υπάρχει τέτοιο βi, και θέτουμε βi = ∅ αλλιώς.

Το α(ε) ∪
⋃
i∈{1,2,...,maxβ} βi είναι πεπερασμένο σύνολο και έστω α′ ∈ F τέτοιο

ώστε α′ > α(ε)∪
⋃
i∈{1,2,...,maxβ} βi. Τότε φ(α′)∩{1, 2, . . . ,max β} = ∅, γιατί

αν i ∈ φ(α′) ∩ {1, 2, . . . ,max β}, τότε βi 6= ∅, αφού i ∈ φ(α′) και άρα υπάρχει

βi ∈ F με i ∈ φ(βi), και α
′ ∩ βi 6= ∅, αφού αν ήταν α′ ∩ βi = ∅ θα έπρεπε να

είχαμε ότι φ(α′)∩φ(βi) = ∅, ενώ έχουμε ότι i ∈ φ(α′)∩φ(βi)· δηλαδή δείξαμε

ότι i ∈ φ(α′)∩{1, 2, . . . ,max β}⇒ α′∩βi 6= ∅, που φυσικά είναι άτοπο, από την

επιλογή του α′. Για δοθέν β ∈ F , έχουμε βρει λοιπόν ένα α′ ∈ F με α′ > α(ε)
και φ(α′) > β. Για αυτό το α′ συνεπώς ισχύει ότι dXl+1(T φ(α′)(xφ(α′)), y

∗) < ε,
από την (3.21), και επομένως αν θέσουμε α = φ(α′) και x∗ = xα, έχουμε ότι

α > β και dXl+1(Tα(x∗), y∗) < ε.

Σαν συνέπεια του παραπάνω θεωρήματος παίρνουμε το εξής.

Πρόταση 3.5.7. ΄Εστω {Sα1 }α∈F , {Sα2 }α∈F , . . . , {Sαl }α∈F IP-συστήματα με-
τασχηματισμών ενός συμπαγούς μετρικού χώρου X στον εαυτό του, που περι-
έχονται όλα σε μία μεταθετική ομάδα G ομοιομορφισμών του X η οποία κάνει το
δυναμικό σύστημα (X,G) minimal. Τότε για κάθε U ανοικτό υποσύνολο τουX,

υπάρχει ένα IP-υποσύνολο {φ(α) | α ∈ F} του F ώστε
⋂l
i=1

(
S
φ(α)
i

)−1
(U) 6= ∅,

για κάθε α ∈ F .

Απόδειξη. Αφού το (X,G) είναι minimal, υπάρχει, για κάθε ανοικτό U ⊆ X,

ένα πεπερασμένο G0 ⊆ G ώστε να ισχύει X =
⋃
g∈G0

g−1U (Λήμμα 1.3.7).

Το {g−1U | g ∈ G0} είναι ανοικτό κάλυμμα του συμπαγούς X, άρα υπάρχει

δ > 0, ένας αριθμός Lebesgue του καλύμματος, ώστε κάθε σύνολο διαμέτρου

μικρότερης από δ να περιέχεται σε κάποιο g−1U για κάποιο g ∈ G0.

Από το προηγούμενο θεώρημα, υπάρχει ένα σημείο x0 και ένας ομομορ-

φισμός ψ : F → F ώστε S
ψ(α)
i (x0) → x0 για κάθε i = 1, 2, . . . , l, ως F -

ακολουθίες. Επομένως υπάρχει ένα α0 ∈ F τέτοιο ώστε για κάθε α > α0 να

έχουμε d(S
ψ(α)
i (x0), x0) < δ/2 για όλα τα i = 1, 2, . . . , l. Ορίζουμε φ : F → F

ως

φ(α) = φ({i1, . . . , ik}) = ψ({i1 + i0, . . . , ik + i0}) = ψ(α + i0), (3.22)

για α = {i1, i2, . . . , ik} ∈ F , όπου i0 = maxα0. Τότε d(S
φ(α)
i (x0), x0) < δ/2

για κάθε α ∈ F και κάθε i = 1, 2, . . . , l. Επομένως για κάθε a ∈ F , τα
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S
φ(α)
1 (x0), S

φ(α)
2 (x0), . . . , S

φ(α)
l (x0) απέχουν το πολύ δ μεταξύ τους, και άρα,

από την επιλογή του δ, ανήκουν όλα σε κάποιο g−1U με g ∈ G0. ΄Ομως

S
φ(α)
i (x0) ∈ g−1U ⇔ gS

φ(α)
i (x0) ∈ U ⇔ S

φ(α)
i (gx0) ∈ U

για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l} και α ∈ F , αφού S
φ(α)
i ∈ G για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , l}

και α ∈ F και η G είναι μεταθετική, οπότε

gx0 ∈
l⋂

i=1

(
S
φ(α)
i

)−1
(U)

και το τελευταίο σύνολο είναι μη κενό, για κάθε α ∈ F .

Μένει μόνο να δείξουμε ότι η (3.22) ορίζει ομομορφισμό στο F . Αυτό όμως

είναι άμεσο. Αν α, β ∈ F με α ∩ β = ∅, τότε

(α + i0) ∩ (β + i0) = {i+ i0 | i ∈ α} ∩ {j + i0 | j ∈ β} = ∅,

αφού i + i0 = j + i0 για κάποια i ∈ α και j ∈ β αν και μόνο αν i = j, δηλαδή
α ∩ β 6= ∅. ΄Επεται ότι

α ∩ β = ∅ ⇒ φ(α) ∩ φ(β) = ψ(α + i0) ∩ ψ(β + i0) = ∅,

αφού ο ψ είναι ομομορφισμός. Επίσης, για α, β ∈ F ,

(α ∪ β) + i0 = (α + i0) ∪ (β + i0),

αφού n ∈ (α∪β)+ i0 αν και μόνο αν υπάρχει i ∈ α∪β ώστε n = i+ i0 και τότε

είτε n ∈ α+ i0 είτε n ∈ β+ i0· και αντιστρόφως, αν n ∈ (α+ i0)∪ (β+ i0) τότε

είτε υπάρχει i ∈ α ώστε n = i+i0 είτε υπάρχει j ∈ β ώστε n = j+i0, οπότε σε

κάθε περίπτωση, υπάρχει k ∈ α ∪ β ώστε n = k + i0, δηλαδή n ∈ (α ∪ β) + i0.
΄Επεται τώρα και ότι

φ(α ∪ β) = ψ((α ∪ β) + i0) = ψ((α + i0) ∪ (β + i0))

= ψ(α + i0) ∪ ψ(β + i0) = φ(α) ∪ φ(β)

για αυθαίρετα α, β ∈ F , αφού ο ψ είναι ομομορφισμός.

Μπορεί κανείς τώρα να χρησιμοποιήσει αυτήν την πρόταση, και μάλιστα

μια ασθενέστερη μορφή της, για να δώσει μία απόδειξη του θεωρήματος των

I. Schur και A. Brauer, το οποίο αποτελεί γενίκευση των Θεωρημάτων van der
Waerden και Schur.

Θεώρημα 3.5.8 (Schur�Brauer). ΄Εστω N = B1∪B2∪· · ·∪Bq πεπερασμένη

διαμέριση των φυσικών αριθμών. Τότε υπάρχει ένα j ώστε, για κάθε l ∈ N να
υπάρχουν d ∈ Bj και n ∈ N ώστε n+ id ∈ Bj για κάθε i = 1, . . . , l.
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Απόδειξη. ΄Εστω Λ = {1, 2, . . . , q}, Ω = ΛZ
και T : Ω→ Ω το shift T (ω)(n) =

ω(n+ 1) για κάθε n ∈ N. Ορίζουμε, ως συνήθως, ξ ∈ Ω από τις

ξ(n) =

{
j αν n ∈ Bj, j ∈ {1, 2, . . . , q}
1 αν n ≤ 0.

Από το Θεώρημα 3.2.9, υπάρχει ένα ομοιόμορφα επανερχόμενο σημείο ω ∈
Orb(ξ, T ) που είναι proximal με το ξ, και μάλιστα από την απόδειξη του θε-

ωρήματος έχουμε ότι το ω ανήκει σε ένα minimal υποσύνολο της κλειστής

θήκης της τροχιάς A ⊆ Orb(ξ, T ) του ξ· εναλλακτικά, ω ∈ Orb(ω, T ), α-

πό την Παρατήρηση 1.1.4, και το A := Orb(ω, T ) είναι minimal γιατί το ω
είναι ομοιόμορφα επανερχόμενο (Θεώρημα 1.3.9). ΄Εστω j = ω(0). ΄Οπως

και στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.3.2, το Bj περιέχει κεντρικό σύνολο, το

S = {n ∈ N | T n(ξ) ∈ Uω} όπου Uω η περιοχή

Uω = {ω′ ∈ Ω | ω′(0) = j} = {ω′ ∈ Ω | d(ω′, ω) < 1}

του ω, όπου d η μετρική (2.11) στο Ω, αφού για n ∈ N, T n(ξ) ∈ Uω ⇔ ξ(n) = j
⇔ n ∈ Bj και επομένως από την Πρόταση 3.3.4 το Bj περιέχει ένα IP-σύνολο.

Δηλαδή για κάποια ακολουθία p1, p2, . . . φυσικών αριθμών, το Bj περιέχει όλα

τα πεπερασμένα αθροίσματα {pi1 + pi2 + · · ·+ pik | k ∈ N, i1 < i2 < · · · < ik}·
ή, γράφοντας nα =

∑
i∈α pi, α ∈ F , το Bj περιέχει το IP-σύνολο {nα}α∈F .

΄Εστω ένα l ∈ N. Ορίζουμε το σύνολο

U = {x ∈ A | x(0) = j} = Uω ∩ A,

το οποίο είναι ανοικτό στο A. ΄Εστω S = T |A ο περιορισμός του T στο

A· επειδή το A είναι minimal για τον T , έχουμε ότι T (A) = A και ο S ε-

ίναι ομοιομορφισμός του A στον εαυτό του. Αν θεωρήσουμε τα IP-συστήματα

μετασχηματισμών {Snα}α∈F , {S2nα}α∈F , . . . , {Slnα}α∈F του A, τα οποία περι-

έχοντα όλα στην αβελιανή ομάδα G = {Sn | n ∈ Z} ομοιομορφισμών του A,

τότε από την Πρόταση 3.5.7 για τον χώρο A και το ανοικτό στον A σύνολο U ,

υπάρχει ένα α ∈ F ώστε

l⋂
i=1

S−inα(U) 6= ∅.

Δηλαδή υπάρχει ένα x ∈ A ώστε T inα(x)(0) = j για κάθε i = 1, 2, . . . , l.
Αν τώρα x = T n(ξ) για κάποιο n ∈ N, τότε T inα(x)(0) = T n+inα(ξ)(0) = j
για κάθε i = 1, 2, . . . , l, που σημαίνει ότι βρήκαμε ένα n ∈ N και ένα d =
nα ∈ Bj ώστε ξ(n + id) = j για κάθε i = 1, 2, . . . , l. Στην γενική περίπτωση

υπάρχει kn → ∞ ώστε T kn(ξ) → x, αφού x ∈ A ⊆ Orb(ξ, T ). Τότε υπάρχει
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n ∈ N ώστε η απόσταση των T n(ξ) και x να είναι τόσο μικρή ώστε να έχουμε

T n(ξ)(0) = x(0), T n(ξ)(1) = x(1), . . . , T n(ξ)(lnα) = x(lnα), και συνεπώς

βρήκαμε πάλι n ∈ N και ένα d = nα ∈ Bj ώστε ξ(n + id) = j για κάθε

i = 1, 2, . . . , l. Από τον ορισμό του ξ, βρήκαμε n ∈ N και d ∈ Bj τέτοια ώστε

n+ id ∈ Bj για κάθε i = 1, 2, . . . , l.

3.6 Το θεώρημα των Hales και Jewett

Στην παράγραφο αυτή θα δούμε μια δυναμική απόδειξη του θεωρήματος Hales�
Jewett. Για ένα πεπερασμένο αλφάβητο Λ θα συμβολίζουμε μεWn(Λ) τις λέξεις

μήκους n. ΄Εστω πεπερασμένο αλφάβητο Λ. Θα δώσουμε τώρα τον ορισμό ενός

combinatorial line του Wn(Λ). ΄Εστω Λ̄ = Λ ∪ {t} όπου t /∈ Λ και έστω

λέξη w(t) ∈ Wn(Λ̄) ή οποία περιέχει το γράμμα t. Για a ∈ Λ, συμβολίζουμε

w(a) την λέξη που προκύπτει αν στην w(t) αντικαταστήσουμε κάθε εμφάνιση

του t με a. Τότε το σύνολο {w(a) | a ∈ Λ} είναι ένα combinatorial line.
Για ένα παράδειγμα θεωρούμε το αλφάβητο Λ = {1, 2, 3, 4, 5}. Αν πάρουμε τη

λέξη w(t) = 1t1, μήκους 3, τότε αυτή ορίζει ένα combinatorial line, το σύνολο

{111, 121, 131, 141, 151}, ενώ η λέξη w(t) = t1t ορίζει το combinatorial line
{111, 212, 313, 414, 515}.

Θεώρημα 3.6.1 (Hales�Jewett). ΄Εστω r ∈ N και πεπερασμένο αλφάβητο
Λ. Υπάρχει φυσικός αριθμός c = c(|Λ|, r) ώστε, αν n ≥ c, τότε για κάθε r-
διαμέριση του συνόλου Wn(Λ) = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Br υπάρχει ένα Bj το οποίο

περιέχει μια combinatorial line.

Στα παρακάτω θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο της απλής αφαίρεσης ‘−’ και
για τη συνολοθεωρητική διαφορά A r B όταν B ⊆ A, το σύμβολο της απλής

πρόσθεσης ‘+’ και για μία ξένη ένωση συνόλων A ∪ B και το σύμβολο του

πολλαπλασιασμού ‘·’ και για το καρτεσιανό γινόμενο A × B. Αν S είναι ένα

σύνολο, θα συμβολίζουμε με F(S) το σύνολο των πεπερασμένων υποσυνόλων

του S, συμπεριλαμβανομένου και του ∅. Τέλος, για q ∈ N, pq := {1, 2, . . . , q}.

Πρόταση 3.6.2. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και q ∈ N. ΄Εστω και
S ένα άπειρο σύνολο, θέτουμε V = {1, 2, . . . , q} × S και έστω {Tα}α∈F(V ) ένα

σύστημα συνεχών μετασχηματισμών τουX στον εαυτό του που ικανοποιούν την
Tα∪β = TαT β, ή ισοδύναμα Tα+β = TαT β με τον προαναφερθέντα συμβολισμό,
για α, β ∈ F(V ) με α ∩ β = ∅. Τότε για κάθε ε > 0, υπάρχει N ∈ F(S)
τέτοιο ώστε, για κάθε x ∈ X να υπάρχουν n ⊆ N, n 6= ∅, και α ⊆ pq · (N −n),
τέτοια ώστε για κάθε p ∈ A = {p1, p2, . . . , pq} να ισχύει

d(Tα+p·n(x), Tα(x)) < ε. (3.23)
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Απόδειξη. Με επαγωγή στο q. Για q = 1 η Πρόταση ανάγεται στο εξής.

Δίνονται συμπαγής μετρικός χώρος X, ένα άπειρο σύνολο S και ένα σύστημα

συνεχών μετασχηματισμών {Tα}α∈F(S) που ικανοποιούν την Tα∪β = TαT β για

α, β ∈ F(S) με α∩ β = ∅ και πρέπει να αποδείξουμε ότι, για αυθαίρετο ε > 0,
υπάρχει N ∈ F(S) τέτοιο ώστε, για κάθε x ∈ X υπάρχουν n ⊆ N , με n 6= ∅,

και α ⊆ N − n, τέτοια ώστε d(Tα+n(x), Tα(x)) < ε.
΄Εστω λοιπόν ε > 0. ΄Εστω k ∈ N με την ιδιότητα ότι για οποιαδήποτε

k + 1 στοιχεία του X υπάρχουν πάντα δύο που απέχουν απόσταση μικρότερη

από ε. Μπορούμε να βρούμε τέτοιο k αν θεωρήσουμε ανοικτό κάλυμμα του

X από σύνολα διαμέτρου μικρότερης από ε· τότε λόγω συμπάγειας θα υπάρχει

πεπερασμένο υποκάλυμμα, του οποίου ο πληθάριθμος είναι το ζητούμενο k.
Θεωρούμε τώρα k + 1 ξένα ανά δύο μη κενά σύνολα α1, α2, . . . , αk+1 ∈ F(S),
k + 1 διακεκριμένα μονοσύνολα για παράδειγμα, και θέτουμε

N = α1 + α2 + · · ·+ αk+1 = α1 ∪ α2 ∪ · · · ∪ αk+1.

Τότε, αν x ∈ X, από την επιλογή του k, κάποια δύο από τα k + 1 ση-

μεία Tα1(x), Tα1+α2(x), . . . , Tα1+α2+···+αk+1(x) του X απέχουν απόσταση μι-

κρότερη από ε μεταξύ τους. ΄Εστω ότι αυτά είναι τα Tα1+α2+···+αi(x) και

Tα1+α2+···+αj(x), και έστω ότι i < j, i, j ∈ {1, 2, . . . , k + 1}. Θέτουμε τότε

α = α1 + α2 + · · ·+ αi και n = αi+1 + αi+2 + · · ·+ αj

και έχουμε ότι n ⊆ N , α ⊆ N και α ∩ n = ∅, οπότε α ⊆ N − n, και

d(Tα+n(x), Tα(x)) = d(Tα1+α2+···+αj(x), Tα1+α2+···+αi(x)) < ε.

Υποθέτουμε τώρα ότι η Πρόταση ισχύει για οποιονδήποτε συμπαγή μετρικό

χώρο X και τον φυσικό αριθμό q−1, με q > 1, και οποιοδήποτε άπειρο σύνολο

S και σύστημα συνεχών μετασχηματισμών {Tα}α∈F({1,2,...,q−1}×S) του X στον

εαυτό του και θεωρούμε έναν συμπαγή μετρικό χώρο X και ένα άπειρο σύνολο

S και σύστημα συνεχών μετασχηματισμών {Tα}α∈F(V ) του X στον εαυτό του,

όπου V = {1, 2, . . . , q} × S. Ορίζουμε το σύνολο

B = {p2 − p1, p3 − p1, . . . , pq − p1},

το οποίο περιέχει q − 1 το πλήθος στοιχεία. Από την επαγωγική υπόθεση

παίρνουμε ότι, για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα N ∈ F(S) τέτοιο ώστε, για κάθε

x ∈ X υπάρχουν n ⊆ N , n 6= ∅, και α ⊆ (pq − p1) · (N − n) ώστε για

κάθε r ∈ B να ισχύει ότι d(Tα+r·n(x), Tα(x)) < ε. Πράγματι, θεωρούμε τον

χώρο V ′ := {1, 2, . . . , q − 1} × S και σε κάθε α′ ∈ F(V ′) αντιστοιχούμε ένα

α ∈ F({2, 3, . . . , q} × S) ⊆ F(V ) ως εξής

α′ = {(i1, s1), (i2, s2), . . . , (il, sl)}
7→ α = {(i1 + 1, s1), (i2 + 1, s2), . . . , (il + 1, sl)}. (3.24)
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Θεωρούμε και το σύστημα συνεχών μετασχηματισμών {Sα′}α′∈V ′ με Sα
′
:= Tα,

α′ ∈ F(V ′). Παρατηρούμε ότι αν α′, β′ ∈ F(V ′) με

α′ = {(i1, s1), (i2, s2), . . . , (il, sl)} και β′ = {(j1, t1), (j2, t2), . . . , (jm, tm)}

ικανοποιούν την α′∩β′ = ∅, τότε α∩β = ∅, όπου τα α, β ∈ F(V ) προκύπτουν

από τα α′, β′ όπως στην (3.24), αφού α ∩ β 6= ∅ αν και μόνο αν (ik + 1, sk) =
(jk′+1, tk′) για κάποια k ∈ {1, 2, . . . , l} και k′ ∈ {1, 2, . . . ,m}, οπότε (ik, sk) =
(jk′ , tk′) για αυτά τα k και k′ και άρα α′ ∩ β′ 6= ∅. Επίσης, στην περίπτωση

αυτή, η (3.24) στέλνει το

α′ ∪ β′ = {(i1, s1), (i2, s2), . . . , (il, sl), (j1, t1), (j2, t2), . . . , (jm, tm)}

στο

{(i1 + 1, s1), (i2 + 1, s2), . . . , (il + 1, sl), (j1 + 1, t1), (j2 + 1, t2), . . .

. . . , (jm + 1, tm)} = α ∪ β

και επομένως έχουμε ότι

Sα
′∪β′ = Tα∪β = TαT β = Sα

′
Sβ
′
,

ή ισοδύναμα Sα
′+β′ = Sα

′
Sβ
′
. Από την επαγωγική υπόθεση λοιπόν παίρνουμε

ότι, για κάθε ε > 0, υπάρχει ένα N ∈ F(S) τέτοιο ώστε, για κάθε x ∈ X
υπάρχουν n ⊆ N , n 6= ∅, και α′ ⊆ {1, 2, . . . , q− 1}× (N − n), ώστε για κάθε

r ∈ {p1, p2, . . . , pq−1} να ισχύει ότι

d(Sα
′+r·n(x), Sα

′
(x)) < ε. (3.25)

΄Ομως αν α′ = {(i1, s1), (i2, s2), . . . , (il, sl)} ∈ {1, 2, . . . , q − 1} × (N − n) και

r = pi για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , q − 1}, τότε η (3.24) αντιστοιχεί το

α′ + r · n = {(i1, s1), (i2, s2), . . . , (il, sl)} ∪ ({1, 2, . . . , i} × n)

στο

{(i1 + 1, s1), (i2 + 1, s2), . . . , (il + 1, sl)} ∪ ({2, 3, . . . , i+ 1} × n)

= α + ({2, 3, . . . , i+ 1} × n) = α + (pi+1 − p1) · n

και η (3.25) γίνεται

d(Tα+r·n(x), Tα(x))

για κάθε r ∈ B, με α ∈ {2, 3, . . . , q} × (N − n) = (pq − p1) · (N − n).
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΄Εστω ε > 0. ΄Εστω k ∈ N τέτοιο ώστε για οποιαδήποτε k+1 στοιχεία τουX
να υπάρχουν πάντα δύο που απέχουν απόσταση μικρότερη από ε/2. Μπορούμε

να βρούμε τέτοιο k, όπως παραπάνω, αν θεωρήσουμε ανοικτό κάλυμμα του X
από σύνολα διαμέτρου μικρότερης από ε/2· τότε λόγω συμπάγειας θα υπάρχει

πεπερασμένο υποκάλυμμα, του οποίου ο πληθάριθμος είναι το ζητούμενο k.
Θέτουμε ε0 = ε/(2k). Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχει ένα N0 ∈ F(S)

τέτοιο ώστε, για κάθε x ∈ X, να υπάρχουν n ⊆ N0, με n 6= ∅, και α ⊆
(pq−p1)·(N0−n) ώστε για κάθε r ∈ B να ισχύει ότι d(Tα+r·n(x), Tα(x)) < ε0.

΄Εστω ε1 > 0 τέτοιο ώστε, αν d(y1, y2) < ε1, y1, y2 ∈ X, τότε

d(T β(y1), T β(y2)) < ε0

για κάθε β ⊆ pq ·N0· υπάρχει τέτοιο ε1 από την ομοιόμορφη συνέχεια των T β και

το γεγονός ότι τα υποσύνολα του pq ·N0 είναι πεπερασμένα το πλήθος. Για αυτό

το ε1, από την επαγωγική υπόθεση, υπάρχει N1 ∈ F(S), το οποίο μπορούμε να

το διαλέξουμε ξένο από το N0 αν σε αυτό το βήμα εφαρμόσουμε την επαγωγική

υπόθεση με S−N0 στη θέση του S, το οποίο παραμένει άπειρο σύνολο, τέτοιο

ώστε για κάθε x ∈ X υπάρχουν n ⊆ N1, n 6= ∅, και α ⊆ (pq − p1) · (N1 − n)
ώστε για κάθε r ∈ B να ισχύει ότι d(Tα+r·n(x), Tα(x)) < ε1.

΄Εστω ότι έχουν οριστεί ε0, ε1, . . . , εi και N0, N1, . . . , Ni ∈ F . Βρίσκουμε

εi+1 > 0 τέτοιο ώστε αν d(y1, y2) < εi+1, y1, y2 ∈ X, τότε d(T β(y1), T β(y2)) <
ε0 για κάθε β ⊆ pq · (N0 +N1 + · · ·+Ni). Τότε, από την επαγωγική υπόθεση,

υπάρχει Ni+1 ∈ F ξένο προς τα N0, N1, . . . , Ni, τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ X
να υπάρχουν n ⊆ Ni+1, με n 6= ∅, και α ⊆ (pq − p1) · (Ni+1 − n) ώστε για

κάθε r ∈ B να ισχύει ότι d(Tα+r·n(x), Tα(x)) < εi+1.

Μπορούμε να ορίσουμε λοιπόν εi και Ni μέχρι i = k, όπου το k έχει επιλεγεί

παραπάνω, και τελικά θέτουμε N = N0 +N1 + · · ·+Nk.

Σταθεροποιούμε ένα x ∈ X. Θέτουμε yk = T p1·Nk(x) και εφαρμόζουμε τον

ορισμό του Nk για το yk: υπάρχουν nk ⊆ Nk και αk ⊆ (pq − p1) · (Nk − nk)
ώστε για κάθε r ∈ B να ισχύει

d(Tαk+r·nk(yk), T
αk(yk)) < εk.

Κατόπιν θέτουμε yk−1 = Tαk+p1·(Nk−1+Nk)(x) και εφαρμόζουμε τον ορισμό του

Nk−1 για το yk−1: υπάρχουν nk−1 ⊆ Nk−1 και αk−1 ⊆ (pq− p1) · (Nk−1−nk−1)
ώστε για κάθε r ∈ B να ισχύει

d(Tαk−1+r·nk−1)(yk−1), Tαk−1(yk−1)) < εk−1.

΄Εστω ότι έχουν οριστεί nk, nk−1, . . . , ni και αk, αk−1, . . . , αi. Θέτουμε

yi−1 = Tαi+···+αk−1+αk+p1·(Ni−1+···+Nk−1+Nk)(x)
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και εφαρμόζουμε τον ορισμό του Ni−1 για το yi−1: υπάρχουν ni−1 ⊆ Ni−1 και

αi−1 ⊆ (pq − p1) · (Ni−1 − ni−1) ώστε για κάθε r ∈ B να ισχύει

d(Tαi−1+r·ni−1(yi−1), Tαi−1(yi−1)) < εi−1.

Συνεχίζουμε αυτή την επαγωγική διαδικασία μέχρι i = 0. Ορίζονται τότε, για

κάθε 0 ≤ i ≤ k, ∅ 6= ni ⊆ Ni και αi ⊆ (pq − p1) · (Ni − ni). Επιπλέον,

αφού τα N0, N1, . . . , Nk είναι ξένα ανά δύο, για κάθε 0 ≤ i ≤ j ≤ k και

p ∈ A = {p1, p2, . . . , pq} έχουμε ότι

[p · (nj + · · ·+ ni) + (αj + · · ·+ α0) + p1 · (Nj + · · ·+N0 − nj − · · · − n0)]

∩ [αj+1 + (p− p1) · nj+1] = ∅·

(3.26)

πράγματι, αφού τα N0, N1, . . . , Nk είναι ξένα ανά δύο, τα α0, α1, α2, . . . , αk είναι

ξένα ανά δύο, τα n0, n1, n2, . . . , nk είναι ξένα ανά δύο και επίσης κάθε ni είναι
ξένο προς κάθε αj, i, j ∈ {0, 1, 2, . . . .k}· τέλος ακόμη κάθε pi − p1 είναι ξένο

προς το p1. Επίσης για κάθε 0 ≤ j ≤ k έχουμε ότι

αk + · · ·+ α0 + p1 · (Nk + · · ·+N0 − nj − · · · − n0)

⊆ (pq − p1)·(Nk − nk + · · ·+N0 − n0) + p1 ·(Nk + · · ·+N0 − nj − · · · − n0)

⊆ pq · (Nk + · · ·+N0 − nj − · · · − n0). (3.27)

Ορίζουμε, για i = 0, 1, . . . , k,

xi = Tαk+···+α0+p1·(Nk+···+N0−nj−···−n0)(x).

Θα δείξουμε ότι για κάθε 0 ≤ i < j ≤ k και κάθε p ∈ A,

d(T p·(nj+···+ni+1)(xj), xi) ≤
ε

2k
(j − i). (3.28)

Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο (j − i).
Σταθεροποιούμε ένα i ∈ {0, 1, . . . , k − 1} και θεωρούμε ότι η (3.28) ισχύει

για το ζευγάρι (i, j − 1), δηλαδή θεωρούμε ότι

d(T p·(nj−1+···+ni+1)(xj−1), xi) ≤
ε

2k
(j − i− 1),

αν j − 1 > i· ξεκινάμε δε την επαγωγή από την τετριμμένη

d(xi, xi) ≤
ε

2k
(j − i− 1) = 0,

που αντιστοιχεί στην περίπτωση j − 1 = i. Από τον ορισμό του nj έχουμε ότι

d(Tαj+(p−p1)·nj(yj), T
αj(yj)) < εj,
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όπου yj = Tαj+1+···+αk−1+αk+p1·(Nj+···+Nk−1+Nk)(x) για j ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}
και yk = T p1·Nk(x), όπως ορίστηκε παραπάνω. Από τον ορισμό τώρα του εj,
για

β = p · (nj−1 + · · ·+ ni+1) + αj−1 + · · ·+ α0

+ p1 · (Nj−1 + · · ·+N0 − nj−1 − · · · − n0) ⊆ pq · (N0 + · · ·+Nj−1)

έχουμε

d(T p·(nj−1+···+ni+1)+αj−1+···+α0+p1·(Nj−1+···+N0−nj−1−···−n0)Tαj+(p−p1)·nj(yj),

T p·(nj−1+···+ni+1)+αj−1+···+α0+p1·(Nj−1+····N0−nj−1−···−n0)Tαj(yj)) <
ε

2k
.

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό των yj, xj και την (3.26) παίρνουμε

T p·(nj−1+···+ni+1)+αj−1+···+α0+p1·(Nj−1+···+N0−nj−1−···−n0)Tαj+(p−p1)·nj(yj)

= T p·(nj+···+ni+1)+αk+···+α0+p1·(Nk+···+N0−nj−···−n0)(x)

= T p·(nj+···+ni+1)(xj)

και επίσης

T p·(nj−1+···+ni+1)+αj−1+···+α0+p1·(Nj−1+···+N0−nj−1−···−n0)Tαj(yj)

= T p·(nj−1+···+ni+1)+αk+···+α0+p1·(Nk+···+N0−nj−1−···−n0)(x)x

= T p·(nj−1+···+ni+1)(xj−1).

Από την τριγωνική ανισότητα και την επαγωγική υπόθεση έχουμε τότε ότι, για

κάθε p ∈ A,

d(T p·(nj+···+ni+1)(xj), xi)

≤ d(T p·(nj+···+ni+1)(xj), T
p·(nj−1+···+ni+1)(xj−1)) + d(T p·(nj−1+···+ni+1)(xj−1), xi)

≤ ε

2k
+

ε

2k
(j − i− 1)

=
ε

2k
(j − i).

΄Ομως από την επιλογή του k, από τα x0, . . . , xk υπάρχουν δύο, έστω τα xi, xj
με i < j, τα οποία απέχουν απόσταση μικρότερη από ε/2. Θέτουμε

n = nj + · · ·+ ni+1

και

α = αk + · · ·+ α0 + p1 · (Nk + · · ·+N0 − nj − · · · − n0).
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Τότε xj = Tα(x) και από την (3.28) παίρνουμε

d(Tα+p·n(x), Tα(x)) = d(T p·n(xj), xj) ≤ d(T p·n(xj), xi) + d(xj, xi)

<
ε

2k
(j − i) +

ε

2
≤ ε.

Τέλος, επαληθεύουμε ότι πράγματι n ⊆ N, n 6= ∅ και ότι, λόγω της (3.27),

α ⊆ pq · (N − n).

Για την απόδειξη του θεωρήματος Hales�Jewett θα χρειαστούμε την συν-

δυαστική διατύπωση της παραπάνω πρότασης. ΄Εστω ένα r ∈ N. Θεωρούμε τον

χώρο γινόμενο X = {1, 2, . . . , r}F(V )
, όπου V = {1, 2, . . . , q} × N, ο οποίος

είναι συμπαγής τοπολογικός χώρος. Ως συνήθως, τα στοιχεία του X είναι σε

ένα προς ένα αντιστοιχία με τις διαμερίσεις του F(V ) σε r σύνολα: μία διαμέρι-

ση F(V ) = B1∪B2∪· · ·∪Br του F(V ) σε r σύνολα αντιστοιχεί στο στοιχείο

x του X με x(α) = i ⇔ α ∈ Bi, i ∈ {1, 2, . . . , r}. Μία μετρική συμβατή με

την τοπολογία γινόμενο στον X είναι η

d(x, x) := inf

{
1

n+ 1

∣∣∣∣ n ∈ N∪{0}, x(α) = x′(α) για κάθε |α| < n

}
,

και όπου |α| συμβολίζει τον πληθάριθμο του α ∈ F(V ). Η δράση του F(V )
στο X ορίζουμε να είναι η

(Tα(x))(β) = x(α ∪ β).

Προφανώς ικανοποιείται η Tα∪β = TαT β, και μάλιστα για κάθε α, β ∈ F(V ),
ανεξάρτητα από το αν α ∩ β = ∅ ή όχι, αφού (Tα∪β(x))γ) = x(α ∪ β ∪ γ) και

αν y = T β(x), τότε (TαT β(x))(γ) = (Tα(y)(γ) = y(α∪γ) = x(β ∪α∪γ), για
όλα τα α, β, γ ∈ F(V ). Κάθε Tα, α ∈ F(V ), είναι επίσης συνεχής. Πράγματι,

δοθέντων α ∈ F(V ) και ε > 0, έστω nε ∈ N τέτοιο ώστε 1/nε ≤ ε και έστω

δ := 1/(|α|+nε)· τότε αν d(x, y) < δ, τότε x(γ) = y(γ) για κάθε γ ∈ F(V ) με

|γ| < α+nε, οπότε x(α∪β) = y(α∪β) για κάθε β ∈ F(V ) με |β| < nε, αφού
|α∪ β| ≤ |α|+ |β| και άρα |β| < nε ⇒ |α∪ β| < |α|+ nε. Δηλαδή d(x, y) < δ
συνεπάγεται ότι (Tα(x))(β) = (Tα(y))(β) για κάθε β ∈ F(V ) με |β| < nε, και
επομένως ότι d(Tα(x), Tα(y)) ≤ 1/(nε + 1) < ε.

Από την Πρόταση 3.6.2, δοθέντος ε > 0, υπάρχει ένα N ⊆ F ώστε, για

κάθε διαμέριση F(V ) = B1∪B2∪· · ·∪Br του F(V ), δηλαδή για κάθε x ∈ X, να

υπάρχουν ∅ 6= n ⊆ N και α ⊆ pq ·(N−n) ώστε, τα Tα+p·n(x), Tα(x) να είναι ε
κοντά, για κάθε p ∈ A. Αν επιλέξουμε ε = 1, παίρνουμε ότι (Tα+p·n(x))(∅) =
(Tα(x))(∅), δηλαδή x(α + p · n) = x(α), για κάθε p ∈ A. ΄Επεται ότι, τα

σύνολα α + p · n, p ∈ A, ανήκουν όλα στο ίδιο σύνολο Bx(α) της διαμέρισης.

Δείξαμε δηλαδή το ακόλουθο.



3.6. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ HALES ΚΑΙ JEWETT 117

Πρόταση 3.6.3. ΄Εστω q, r ∈ N. Θεωρούμε V = {1, 2, . . . , q} × N και
συμβολίζουμε με F(V ) τα πεπερασμένα υποσύνολά του. Τότε υπάρχει N ∈ F
ώστε, για κάθε διαμέριση F(V ) = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Br του F(V ) σε r σύνολα,
υπάρχουν n ⊆ N με n 6= ∅ και α ⊆ {1, 2, . . . , q} × (N − n) τέτοια ώστε το
σύνολο

L = {α ∪ ({1} × n), α ∪ ({1, 2} × n), . . . , α ∪ ({1, 2, . . . , q} × n)}

να είναι μονοχρωματικό, δηλαδή να περιέχεται σε ένα άτομο Bi της διαμέρισης.

Υπάρχει ένα M ∈ N ώστε η παραπάνω πρόταση να ισχύει και για το V =
{1, 2, . . . , q} × {1, 2, . . . ,M}. ΄Εχουμε δηλαδή το εξής.

Πρόταση 3.6.4. ΄Εστω q, r ∈ N. Υπάρχει ένα M ∈ N τέτοιο ώστε, αν
VM = {1, 2, . . . , q} × {1, 2, . . . ,M} και F(VM) τα πεπερασμένα υποσύνολά
του, τότε για κάθε διαμέριση του F(VM) σε r σύνολα B1, B2, . . . , Br, υπάρχουν

n ⊆ {1, 2, . . . ,M} με n 6= ∅ και α ⊆ {1, 2, . . . , q}× ({1, 2, . . . ,M}−n) τέτοια
ώστε, το σύνολο

L = {α ∪ ({1} × n), α ∪ ({1, 2} × n), . . . , α ∪ ({1, 2, . . . , q} × n)} (3.29)

να είναι μονοχρωματικό, δηλαδή να περιέχεται σε ένα άτομο Bi της διαμέρισης

B1, B2, . . . , Br.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι η Πρόταση 3.6.3 συνεπάγεται την Πρόταση 3.6.4.

΄Εστω, προς άτοπο, ότι για κάθεM ∈ N υπάρχει διαμέρισηB
(M)
1 , B

(M)
2 , . . . , B

(M)
r

του F(VM) τέτοια ώστε, για κάθε μη κενό n ⊆ {1, 2, . . . ,M} και κάθε α ⊆
{1, 2, . . . , q} × ({1, 2, . . . ,M} − n), το σύνολο L της (3.29) να μην περι-

έχεται σε ένα μόνο άτομο B
(M)
i της διαμέρισης B

(M)
1 , B

(M)
2 , . . . , B

(M)
r . Ο-

ρίζουμε επίσης ένα στοιχείο xM του X = {1, 2, . . . , r}F({1,2,...,q}×N)
ορίζο-

ντας xM(α) = i αν α ∈ F(VM) = F({1, 2, . . . , q} × {1, 2, . . . ,M}) και

α ∈ B(M)
i , i ∈ {1, 2, . . . , r}, και ορίζοντας το xM(α) αυθαίρετα, με xM(α) ∈

{1, 2, . . . r} πάντα, για όλα τα υπόλοιπα α ∈ F({1, 2, . . . , q} × N) δηλαδή τα

α ∈ F({1, 2, . . . , q} × N) r F({1, 2, . . . , q} × {1, 2, . . . ,M}).
Από συμπάγεια, η ακολουθία (xM)M∈N έχει υπακολουθία (xMk

)k∈N, όπου

M1 < M2 < · · · , που συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X = {1, 2, . . . , r}F({1,2,...,q}×N)
.

Το x ορίζει μία διαμέριση του X σε r σύνολα B1, B2, . . . , Br μέσω της α ∈
Bi ⇔ x(α) = i, i ∈ {1, 2, . . . , r}. Από την Πρόταση (3.6.3), υπάρχει ένα

σύνολο N ∈ F με την ιδιότητα ότι υπάρχουν σύνολα ∅ 6= n ⊆ N και α ⊆
{1, 2, . . . , q}×(N−n) τέτοια ώστε το σύνολο L της (3.29) να περιέχεται σε ένα

άτομο Bi της διαμέρισης B1, B2, . . . , Br του X, να είναι δηλαδή μονοχρωματικό.
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Από την σύγκλιση xMk
→ x, και για ε = 1/(q|N | + 1), υπάρχει k0 ∈ N

τέτοιο ώστε d(xMk
, x) < ε για κάθε k ≥ k0. Τότε, για k ≥ k0, xMk

(β) = x(β)
για κάθε β ∈ F({1, 2, . . . , q} × N) με |β| ≤ q|N |. ΄Ομως

α ∪ ({1, 2, . . . , j} × n) ⊆ α ∪ ({1, 2, . . . , q} × n)

⊆ ({1, 2, . . . , q} × (N − n)) ∪ ({1, 2, . . . , q} × n)

= {1, 2, . . . , q} ×N

για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , q}· επομένως |α ∪ ({1, 2, . . . , j} × n)| ≤ q|N | και
άρα x(α ∪ ({1, 2, . . . , j} × n)) = xMk

(α ∪ ({1, 2, . . . , j} × n)) για κάθε j ∈
{1, 2, . . . , q} και κάθε k ≥ k0. ΄Επεται ότι υπάρχει i ∈ {1, 2, . . . , r} τέτοιο ώστε

xMk
(α ∪ ({1, 2, . . . , j} × n)) = i για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , q} και κάθε k ≥ k0.

(3.30)

΄Εστω τώρα k με k ≥ k0 και τέτοιο ώστε N ⊆ {1, 2, . . . ,Mk}. Τότε

n ⊆ N ⊆ {1, 2, . . . ,Mk} και

α ⊆ {1, 2, . . . , q} × (N − n) ⊆ {1, 2, . . . , q} × ({1, 2, . . . ,Mk} − n).

Επίσης, το σύνολο

L = {α ∪ ({1} × n), α ∪ ({1, 2} × n), . . . , α ∪ ({1, 2, . . . , q} × n)}

περιέχεται στο F(VMk
), αφού α ∪ ({1, 2, . . . , j} × n) ⊆ VMk

για κάθε j ∈
{1, 2, . . . , q}, και είναι μονοχρωματικό, από την (3.30), περιέχεται δηλαδή σε

ένα άτομο B
(Mk)
i της διαμέρισης B

(Mk)
1 , B

(Mk)
2 , . . . , B

(Mk)
r . Αυτό όμως αντίκειται

στον τρόπο που επιλέχθηκαν οι διαμερίσεις B
(M)
1 , B

(M)
2 , . . . , B

(M)
r των F(VM),

M ∈ N.

Πόρισμα 3.6.5. ΄Εστω q, r ∈ N. Υπάρχει ένα M0 ∈ N τέτοιο ώστε η
Πρόταση 3.6.4 να ισχύει για κάθε M ≥ M0. Δηλαδή, για κάθε M ≥ M0,
αν VM = {1, 2, . . . , q} × {1, 2, . . . ,M} και F(VM) τα πεπερασμένα υποσύνολά
του, τότε για κάθε διαμέριση του F(VM) σε r σύνολα B1, B2, . . . , Br, υπάρχουν

n ⊆ {1, 2, . . . ,M} με n 6= ∅ και α ⊆ {1, 2, . . . , q}× ({1, 2, . . . ,M}−n) τέτοια
ώστε, το σύνολο

L = {α ∪ ({1} × n), α ∪ ({1, 2} × n), . . . , α ∪ ({1, 2, . . . , q} × n)}

να είναι μονοχρωματικό, δηλαδή να περιέχεται σε ένα άτομο Bi της διαμέρισης

B1, B2, . . . , Br.

Απόδειξη. Η απόδειξη συνίσταται στην παρατήρηση ότι αν η Πρόταση 3.6.4

ισχύει για κάποιο M , για δεδομένα q και r, τότε ισχύει και για κάθε M ′ ≥M ,
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για τα ίδια q και r. Πράγματι, έστω q, r ∈ N και M ∈ N τέτοιο ώστε, για κάθε

διαμέριση του F(VM) σε r σύνολα B1, B2, . . . , Br, υπάρχουν n ⊆ {1, 2, . . . ,M}
με n 6= ∅ και α ⊆ {1, 2, . . . , q}×({1, 2, . . . ,M}−n) τέτοια ώστε, το σύνολο L
της (3.29) να είναι μονοχρωματικό, δηλαδή να περιέχεται σε ένα άτομο Bi της

διαμέρισης B1, B2, . . . , Br. ΄Εστω M ′ > M και B1, B2, . . . , Br διαμέριση του

F(VM ′) σε r σύνολα. Επειδή VM ⊂ VM ′ , έχουμε ότι F(VM) ⊂ F(VM ′) και τα

B1 ∩ F(VM), B2 ∩ F(VM), . . . , Br ∩ F(VM) αποτελούν διαμέριση του F(VM).
Υπάρχουν λοιπόν ένα μη κενό n ⊆ {1, 2, . . . ,M} και α ⊆ {1, 2, . . . , q} ×
({1, 2, . . . ,M} − n) τέτοια ώστε το σύνολο L της (3.29) να περιέχεται σε ένα

άτομο Bi ∩F(VM) της διαμέρισης B1 ∩F(VM), B2 ∩F(VM), . . . , Br ∩F(VM).
Τότε προφανώς n ⊆ {1, 2, . . . ,M ′}, α ⊆ {1, 2, . . . , q} × ({1, 2, . . . ,M ′} − n)
και L ⊆ Bi.

Θα δείξουμε τώρα πώς η παραπάνω πρόταση συνεπάγεται το θεώρημα Hales�
Jewett.

Απόδειξη του Hales�Jewett. ΄Εστω r ∈ N και Λ ένα πεπερασμένο αλφάβη-

το. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να το θεωρήσουμε ότι Λ =
{1, 2, . . . , q} για κάποιο q ∈ N. Από την Πρόταση 3.6.4 για το ζευγάρι r, q ∈ N,

υπάρχει M ∈ N τέτοιο ώστε, αν V = {1, 2, . . . , q} × {1, 2, . . . ,M}, τότε

για κάθε διαμέριση του F(V ) σε r σύνολα B1, B2, . . . , Br, υπάρχουν n ⊆
{1, 2, . . . ,M} με n 6= ∅ και α ⊆ {1, 2, . . . , q} × ({1, 2, . . . ,M} − n) τέτοια

ώστε, το σύνολο

L = {α ∪ ({1} × n), α ∪ ({1, 2} × n), . . . , α ∪ ({1, 2, . . . , q} × n)} (3.31)

να είναι μονοχρωματικό, δηλαδή να περιέχεται σε ένα άτομο Bi της διαμέρισης

B1, B2, . . . , Br.

Ορίζουμε τώρα την απεικόνιση ϕ : F(V )→ {1, 2, . . . , q}M με

ϕ(β) = (|β1| ∨ 1, |β2| ∨ 1, . . . , |βM | ∨ 1),

όπου για β ∈ F(V ) θέτουμε

βj := {i ∈ {1, 2, . . . , q} : (i, j) ∈ β},

j ∈ {1, 2, . . . ,M}, |γ| συμβολίζει τον πληθάριθμο ενός πεπερασμένου συνόλου

γ και a ∨ b = max{a, b} για πραγματικούς αριθμούς a και b. Κάθε δια-

μέριση B1, B2, . . . , Br του {1, 2, . . . , q}M επάγει, μέσω της ϕ, την διαμέριση

ϕ−1(B1), ϕ−1(B2), . . . , ϕ−1(Br) του F(V ). Το μονοχρωματικό υποσύνολο L
του F(V ) της (3.31), με n και α αυτά που αντιστοιχούν σε αυτήν την διαμέρι-

ση ϕ−1(B1), ϕ−1(B2), . . . , ϕ−1(Br), αντιστοιχεί τότε σε μονοχρωματικό σύνο-

λο στο {1, 2, . . . , q}M · πιο συγκεκριμένα, υπάρχει i ∈ {1, 2, . . . , r} τέτοιο ώστε

L ⊆ ϕ−1(Bi), οπότε ϕ(L) ⊆ Bi.
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Ισχυριζόμαστε τώρα ότι το ϕ(L) είναι cominatorial line για το αλφάβητο

Λ = {1, 2, . . . , q}. Πράγματι, για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , q}, και με τον συμβολισμό

pj = {1, 2, . . . , j}, έχουμε ότι

ϕ(α∪(pj×n)) = (|(α∪(pj×n))1|∨1, |(α∪(pj×n))2|∨1, . . . , |(α∪(pj×n))M |∨1),

όπου

|(α ∪ (pj × n))k|
= |{m ∈ {1, 2, . . . , q} : (m, k) ∈ α ∪ (pj × n)}|
= |{m ∈ {1, 2, . . . , q} : (m, k) ∈ α} ∪ {m ∈ {1, 2, . . . , q} : (m, k) ∈ pj × n}|

=

{
j αν k ∈ n
|αk| αν k ∈ {1, 2, . . . ,M} − n,

η τελευταία ισότητα επειδή α ⊆ {1, 2, . . . , q}×({1, 2, . . . ,M}−n) και επομένως,
για κάθε k ∈ {1, 2, . . . ,M}, μόνο ένα από τα

{m ∈ {1, 2, . . . , q} : (m, k) ∈ α} και {m ∈ {1, 2, . . . , q} : (m, k) ∈ pj × n}

μπορεί να είναι μη κενό. Επομένως, αν συμβολίσουμε με w(t) = (w1, w2, . . . , wM)
την λέξη μήκους M στο Λ̄M = ({1, 2, . . . q} ∪ {t})M με

wk :=

{
t αν k ∈ n
|αk| ∨ 1 αν k ∈ {1, 2, . . . ,M} − n,

τότε το ϕ(L) είναι το combinatorial line {w(j) | j ∈ {1, 2, . . . , q}}, και σύμ-

φωνα με τα παραπάνω περιέχεται στο άτομο Bi της διαμέρισης B1, B2, . . . , Br.

Τέλος, μπορούμε να έχουμε το ίδιο αποτέλεσμα για κάθεM ≥M0, όπουM0

όπως στο Πόρισμα 3.6.5 για το ζευγάρι q και r, και η απόδειξη του Θεωρήματος

είναι πλήρης.
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