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Εισαγωγή

Στην παρούσα εργασία μελετάμε την έννοια της περιοδικής συνομολογίας με περίοδο q μετά από

k-βήματα στην περίπτωση άπειρων ομάδων.

Το Κεφάλαιο 1 περιέχει κάποια βασικά αποτελέσματα από την Ομολογική ΄Αλγεβρα. Παρουσιάζονται

συνοπτικά οι κατηγοριοθεωρητικές έννοιες του pushout και pullback στην κατηγορία ModR καθώς

και οι έννοιες των επαγόμενων και συνεπαγόμενων R-προτύπων. Τα βασικότερα αποτελέσματα του

κεφαλαίου είναι ότι το ζεύγος συναρτητών (A⊗S ,HomR(A, )) είναι adjoint ζεύγος και το Λήμμα

Eckmann - Shapiro (Πρόταση 1.17), ενώ δίνεται έμφαση στα επαγόμενα και συνεπαγόμενα πρότυπα

στην περίπτωση του ακέραιου ομαδοδακτύλιου ZG μιας ομάδας G.

Στο Κεφάλαιο 2 μελετάται η έννοια της διαγώνιας δράσης ενός ομαδοδακτυλίου ZG και παρου-

σιάζεται η σχέση της διαγώνιας δράσης με τα επαγόμενα και συνεπαγόμενα ZG-πρότυπα (Πρότα-

ση 2.1). Επιπλέον, ορίζεται η έννοια των σχετικά προβολικών ZG-προτύπων και αποδεικνύεται ότι

ένα ZG-πρότυπο P είναι σχετικά προβολικό αν και μόνο αν κάθε Z-διασπώμενη ZG-βραχεία ακριβής

ακολουθία που καταλήγει στο P είναι ZG-διασπώμενη (Πρόταση 2.6).

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζουμε την προσέγγιση του N. Yoneda των αβελιανών ομάδων Ext ως

ομάδες επεκτάσεων προτύπων. Ορίζεται η έννοια των ισοδύναμων επεκτάσεων και το άθροισμα

Baer δύο επεκτάσεων με το οποίο η ομάδα Ext1
R(A,B) καθίσταται αβελιανή ομάδα. Στη συνέχεια,

ορίζουμε το γινόμενο Yoneda στο επίπεδο των n-επεκτάσεων και στο επίπεδο των προβολικών

επιλύσεων και το cup product. Τέλος, παρουσιάζουμε κάποια βασικά αποτελέσματα από το [1] σχε-

τικά με φυσικούς μετασχηματισμούς μεταξύ Ext1
R ομάδων. Συγκεκριμένα, αποδεικνύουμε ότι κάθε

τέτοιος φυσικός μετασχηματισμός επάγεται από έναν ομομορφισμό R-προτύπων (Θεώρημα 3.3) και

δίνουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε ένας τέτοιος φυσικός μετασχηματισμός να είναι επιμορ-

φισμός, μονομορφισμός και ισομορφισμός (Πρόταση 3.5, Πρόταση 3.6 και Θεώρημα 3.7, αντίστοιχα).

Στο κεφάλαιο 4 παρουσιάζουμε τις αλγεβρικές αναλλοίωτες spliZG, silpZG και findimZG μιας
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ομάδας G. Η αναλλοίωτες αυτές είναι στενά συνδεδεμένες με τη (συνήθη και γενικευμένη) συ-

νομολογική διάσταση και με την ύπαρξη ή μη πλήρους επίλυσης μιας ομάδας G. Αποδεικνύουμε

ότι κάθε ομάδα με πεπερασμένη συνομολογική διάσταση έχει και πεπερασμένη finitistic dimension

(Πρόταση 4.1) και ότι για κάθε ομάδα G ισχύει findimZG ≤ silpZG ≤ spliZG (Πρόταση 4.4 και

Θεώρημα 4.5), βασισμένοι σε αποτελέσματα από το [2].

Το κεφάλαιο 5 πραγματεύεται το κυρίως μέρος της παρούσας εργασίας, την έννοια της περιοδικής

συνομολογίας με περίοδο q μετά από k-βήματα. Συγκεκριμένα, ακολουθώντας το [3], παρουσιάζου-

με την έννοια της περιοδικής συνομολογίας στην περίπτωση άπειρων ομάδων και δείχνουμε ότι οι

έννοιες της περιοδικής συνομολογίας μετά από k-βήματα και η έννοια της περιοδικής προβολικής

επίλυσης μετά από k-βήματα είναι ισοδύναμες (Θεώρημα 5.1). Αποδεικνύουμε ότι κάθε ομάδα με πε-

ριοδική συνομολογία μετά από k-βήματα έχει πλήρη επίλυση με δείκτη σύμπτωσης k και πεπερασμένη

finitistic dimension (Θεώρημα 5.3 και Πρόταση 5.4). Τέλος, δείχνουμε ότι ικανές και αναγκαίες

συνθήκες ώστε η περιοδικότητα στη συνομολογία να δίνεται μέσω cup product είναι συνδεδεμένες

με τις συνθήκες silpZG <∞ και spliZG <∞. (Πόρισμα 5.11).

Στο κεφάλαιο 6 παρουσιάζουμε μία κλάση ομάδων με περιοδική συνομολογία με περίοδο 2 ή 4

μετά από k-βήματα.

Καθόλη την έκταση της εργασίας και εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά, οι ομάδες είναι άπειρες.

Εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά, τα πρότυπα θα θεωρούνται αριστερά. Θα συμβολίζουμε με Ab την

κλάση των αβελιανών ομάδων. Αν R και S είναι δακτύλιοι, συμβολίζουμε με ModR την κλάση των

αριστερών R-προτύπων, με ModR την κλάση των δεξιών R-προτύπων και με ModR S την κλάση των

(R−S)-διπροτύπων. Κάνοντας κατάχρηση του συμβολισμού, θα γράφουμε A ∈ ModR (αντίστοιχα,

A ∈ModR) για ένα αριστερό (αντίστοιχα, δεξιό) R-πρότυπο A, ενώ θα γράφουμε A ∈ ModR S για

ένα (R − S)-διπρότυπο A. Αν A ∈ ModR , συμβολίζουμε με pdRA την προβολική διάσταση του

A, ενώ με idRA συμβολίζουμε την εμφυτευτική διάσταση του A. Αν G ομάδα, συμβολίζουμε με

cdZG τη συνομολογική διάσταση της G (δηλαδή, την pdZG Z, όπου Z τετριμμένο ZG-πρότυπο).

Θα χρησιμοποιούμε τη συντόμευση β.α.α. για μία βραχεία ακριβή ακολουθία.
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1 Ομολογική άλγεβρα

Στο παρόν κεφάλαιο διατυπώνουμε έννοιες και αποτελέσματα από την Ομολογική άλγεβρα που θα

χρειαστούμε στη συνέχεια.

1.1 Pushout και Pullback

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζουμε τις έννοιες του pushout και του pullback. Για ευκολία,

περιοριζόμαστε στην κατηγορία ModR . Ειδικότερα, δείχνουμε τη μοναδικότητα των pushout και

pullback καθώς και την ύπαρξή τους για την κατηγορία ModR . Αποδεικνύουμε κάποιες βασικές

ιδιότητες τους και παρουσιάζουμε την έννοια του bicartesian διαγράμματος.

Ορισμός 1.1 ΄Εστω M, N και X R-πρότυπα και f : X →M , g : X → N

R-ομομορφισμοί. Το pushout του διαγράμματος

X M

N

f

g

(ή, απλά, το pushout των f και g) είναι μία τριάδα (P, i1, i2) όπου P ∈ ModR και i1 : M → K,

i2 : N → K είναι R-ομομορφισμοί ώστε:

(Pt1) Το διάγραμμα
X M

N P

f

g i1

i2

(∗)

είναι μεταθετικό, δηλαδή i1 ◦ f = i2 ◦ g

(Pt2) Αν (P ′, i′1, i′2) είναι μια άλλη τριάδα που κάθιστά το διάγραμμα (∗) μεταθετικό, τότε υπάρχει

3



μοναδικός ομομορφισμός u : P → P ′ που καθιστά το διάγραμμα

X M

N P

P ′

f

g i1 i′1

i2

i′2

∃!u

μεταθετικό, δηλαδή u ◦ i1 = i′1 και u ◦ i2 = i′2

Ιδιαιτέρως, η ιδιότητα (Pt2) καλείται καθολική ιδιότητα του pushout. �

Στη συνέχεια, ορίζουμε τη δυική έννοια του pushout, αυτήν του pullback.

Ορισμός 1.2 ΄Εστω M, N και X R-πρότυπα και f : M → X, g : N → X

R-ομομορφισμοί. Το pullback του διαγράμματος

M

N X

f

g

(ή, απλά, το pullback των f και g) είναι μία τριάδα (Q, p1, p2) όπου Q ∈ ModR και p1 : Q → M ,

p2 : Q→ N είναι R-ομομορφισμοί ώστε:

(Pb1) Το διάγραμμα
Q M

N X

p1

p2 f

g

(∗∗)

είναι μεταθετικό, δηλαδή f ◦ p1 = g ◦ p2

(Pb2) Αν (Q′, p′1, p′2) είναι μια άλλη τριάδα που κάθιστά το διάγραμμα (∗∗) μεταθετικό, τότε υπάρχει
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μοναδικός ομομορφισμός v : Q′ → Q που καθιστά το διάγραμμα

Q′

Q M

N X

∃!v

p′1

p′2

p1

p2 f

g

μεταθετικό, δηλαδή p1 ◦ v = p′1 και p2 ◦ v = p′2

Ιδιαιτέρως, η ιδιότητα (Pb2) καλείται καθολική ιδιότητα του pullback. �

Αν το pushout (αντίστοιχα, pullback) δύο ομομορφισμών υπάρχει, τότε η Πρότάση 1.1 (αντίστοι-

χα, 1.2) εξασφαλίζει τη μοναδικότητά του. Αν και η απόδειξη αφορά στην κατηγορία ModR , ισχύει

γενικά σε κάθε κατηγορία.

Πρόταση 1.1 ΄Εστω X,M,N ∈ ModR και f : X →M, g : X → N .

Αν το pushout των f και g υπάρχει, τότε είναι μοναδικό.

Απόδειξη.

΄Εστω ότι υπάρχουν P, P ′ ∈ ModR και i1 : M → P, i′1 : M → P ′, i2 : N → P, i′2 : N → P ′

R-ομομορφισμοί ώστε (P, i1, i2) και (P ′, i′1, i′2) να είναι pushout των f, g.

Τότε από ιδιότητα (Pt1) για τις (P, i1, i2) και (P ′, i′1, i′2), έχουμε τα μεταθετικά διαγράμματα

X M

N P

f

g i1

i2

(1.1)

και

X M

N P ′

f

g i′1

i′2

(1.2)

5



Αφού η (P ′, i′1, i′2) καθιστά το (1.1) μεταθετικό, από την καθολική ιδιότητα του pushout (Pt2)

για την (P, i1, i2), έχουμε ότι υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός u : P → P ′ ώστε u ◦ i1 = i′1 και

u ◦ i2 = i′2.

Αφού η (P, i1, i2) καθιστά το (1.2) μεταθετικό, από την καθολική ιδιότητα του pushout (Pt2) για

την (P ′, i′1, i′2), έχουμε ότι υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός u′ : P ′ → P ώστε u′ ◦ i′1 = i1 και

u′ ◦ i′2 = i2.

΄Ετσι, έχουμε (u ◦ u′) ◦ i′1 = u ◦ (u′ ◦ i′1) = u ◦ i1 = i′1 =⇒ (u ◦ u′) ◦ i′1 = i′1

και (u ◦ u′) ◦ i′2 = u ◦ (u′ ◦ i′2) = u ◦ i2 = i′2 =⇒ (u ◦ u′) ◦ i′2 = i′2

Συνεπώς, ο ομομορφισμός u ◦ u′ καθιστά το διάγραμμα

X M

N P ′

P ′

f

g i′1 i′1

i′2

i′2

u◦u ′

(1.3)

μεταθετικό. Επίσης, ο ομομορφισμός idP ′ : P ′ → P ′ καθιστά το (1.3) μεταθετικό. Από τη μοναδι-

κότητα του ομομορφισμού στην ιδιότητα (Pt2) για την (P ′, i′1, i′2), έχουμε ότι u ◦ u′ = idP ′ .

Αντίστοιχα, έχουμε (u′ ◦ u) ◦ i1 = u′ ◦ (u ◦ i1) = u′ ◦ i′1 = i1 =⇒ (u′ ◦ u) ◦ i1 = i1

και (u′ ◦ u) ◦ i2 = u′ ◦ (u ◦ i2) = u′ ◦ i′2 = i2 =⇒ (u′ ◦ u) ◦ i2 = i2

Συνεπώς, ο ομομορφισμός u′ ◦ u καθιστά το διάγραμμα

X M

N P

P

f

g i1
i1

i2

i2

u ′◦u

(1.4)

μεταθετικό. Επίσης, ο ομομορφισμός idP : P → P καθιστά το (1.4) μεταθετικό. Από τη μοναδι-
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κότητα του ομομορφισμού στην ιδιότητα (Pt2) για την (P, i1, i2), έχουμε ότι u′ ◦ u = idP .

΄Ετσι, u ◦ u′ = idP ′ και u
′ ◦ u = idP . Συνεπώς u είναι ισομορφισμός και άρα το pushout των f και

g είναι μοναδικό.

Θεώρημα 1.2 ΄Εστω X,M,N ∈ ModR και f : M → X, g : N → X.

Αν το pushout των f και g υπάρχει, τότε είναι μοναδικό.

Απόδειξη.

΄Εστω ότι υπάρχουν Q,Q′ ∈ ModR και p1 : Q → M, p′1 : Q′ → M, p2 : Q → N, p′2 : Q′ → N

R-ομομορφισμοί ώστε (Q, p1, p2) και (Q′, p′1, p′2) να είναι pullback των f, g.

Τότε από ιδιότητα (Pb1) για τις (Q, p1, p2) και (Q′, p′1, p′2), έχουμε τα μεταθετικά διαγράμματα

Q M

N X

p1

p2 f

g

(1.5)

και

Q′ M

N X

p′1

p′2 f

g

(1.6)

Αφού η (Q′, p′1, p′2) καθιστά το (1.5) μεταθετικό, από την καθολική ιδιότητα του pullback (Pb2)

για την (Q, p1, p2), έχουμε ότι υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός v : Q′ → Q ώστε p1 ◦ v = p′1 και

p2 ◦ v = p′2.

Αφού η (Q, p1, p2) καθιστά το (1.6) μεταθετικό, από την καθολική ιδιότητα του pullback (Pb2) για

την (Q′, p′1, p′2), έχουμε ότι υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός v′ : Q → Q′ ώστε p′1 ◦ v′ = p1 και

p′2 ◦ v′ = p2.

΄Ετσι, έχουμε p1 ◦ (v ◦ v′) = (p1 ◦ v) ◦ v′ = p′1 ◦ v′ = p1 =⇒ p1 ◦ (v ◦ v′) = p1

και p2 ◦ (v ◦ v′) = (p2 ◦ v) ◦ v′ = p′2 ◦ v′ = p2 =⇒ p2 ◦ (v ◦ v′) = p2
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Συνεπώς, ο ομομορφισμός v ◦ v′ καθιστά το διάγραμμα

Q

Q M

N X

p1

v◦v ′

p2

p1

p2 f

g

(1.7)

μεταθετικό. Επίσης, ο ομομορφισμός idQ : Q → Q καθιστά το (1.7) μεταθετικό. Από τη μοναδι-

κότητα του ομομορφισμού στην ιδιότητα (Pb2) για την (Q, p1, p2), έχουμε ότι v ◦ v′ = idQ.

Αντίστοιχα, p′1 ◦ (v′ ◦ v) = (p′1 ◦ v′) ◦ v = p1 ◦ v = p′1 =⇒ p′1 ◦ (v′ ◦ v) = p′1

και p′2 ◦ (v′ ◦ v) = (p′2 ◦ v′) ◦ v = p2 ◦ v = p′2 =⇒ p′2 ◦ (v′ ◦ v) = p′2

Συνεπώς, ο ομομορφισμός v′ ◦ v καθιστά το διάγραμμα

Q′

Q′ M

N X

p′1

v ′◦v

p′2

p′1

p′2 f

g

(1.8)

μεταθετικό. Επίσης, ο ομομορφισμός idQ′ : Q′ → Q′ καθιστά το (1.8) μεταθετικό. Από τη μοναδι-

κότητα του ομομορφισμού στην ιδιότητα (Pb2) για την (Q′, p′1, p′2), έχουμε ότι v′ ◦ v = idQ′ .

΄Ετσι, v ◦ v′ = idQ και v
′ ◦ v = idQ′ . Συνεπώς v είναι ισομορφισμός και άρα το pullback των f και

g είναι μοναδικό.

Το επόμενο Θεώρημα εξασφαλίζει την ύπαρξη pushout στην κατηγορία ModR . Για να διατυπώσου-

με το Θεώρημα, έστω R-πρότυπα X,M,N και R-ομομορφισμοί f : X →M , g : X → N .

Ορίζουμε το σύνολο

I =
{

(m,n) ∈M⊕
N : m = f(x) και n = −g(x) για κάποιο x ∈ X

}
⊆M

⊕
N

Εύκολα βλέπουμε ότι I ≤M
⊕
N , αφού f και g είναι R-ομομορφισμοί.
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΄Εχοντας ορίσει το I, διατυπώνουμε το Θεώρημα.

Θεώρημα 1.3 ΄Εστω X,M,N, f, g και I όπως παραπάνω. Ορίζουμε:

P = M
⊕
N�I, i1 : M → K με i1(m) = (m, 0) + I και i2 : N → K με i2(n) = (0, n) + I.

Τότε, η τριάδα (P, i1, i2) είναι το pushout των f και g.

Απόδειξη.

Για κάθε x ∈ X, είναι (i1 ◦ f)(x) = i1
(
f(x)

)
=
(
f(x), 0

)
+ I =

(
0, g(x)

)
+ I = i2

(
g(x)

)
=

= (i2 ◦ g)(x). ΄Ετσι i1 ◦ f = i2 ◦ g και άρα το διάγραμμα

X M

N P

f

g i1

i2

είναι μεταθετικό. Αν (P ′, i′1, i′2) είναι μία τριάδα που καθιστά το διάγραμμα

X M

N P ′

f

g i′1

i′2

(1.9)

μεταθετικό, τότε ορίζουμε u : P → P ′ με u
(
(m,n) + I

)
= i′1(m) + i′2(n).

Η απεικόνιση u είναι καλά ορισμένη:

΄Εστω (m1, n1) + I, (m2, n2) + I ∈ P με (m1, n1) + I = (m2, n2) + I =⇒ (m1−m2, n1− n2) ∈ I.

Τότε, υπάρχει x ∈ X ώστε m1 − m2 = f(x) και n1 − n2 = −g(x). Από τη μεταθετικότητα του

διαγράμματος (1.9), έχουμε i′1
(
f(x)

)
= i′2

(
g(x)

)
=⇒ i′1(m1 −m2) = i′2(n2 − n1) =⇒

=⇒ i′1(m1)− i′1(m2) = i′2(n2)− i′2(n1) =⇒ i′1(m1) + i′2(n1) = i′1(m2) + i′2(n2) =⇒

=⇒ u
(
(m1, n1) + I

)
= u

(
(m2, n2) + I

)
. Συνεπώς, η u είναι καλά ορισμένη.

Επίσης, για κάθε m ∈ M είναι (u ◦ i1)(m) = u
(
i1(m)

)
= u

(
(m, 0) + I

)
= i′1(m) + i′2(0) = i′1(m),

δηλαδή u ◦ i1 = i′1 και για κάθε n ∈ N , είναι (u ◦ i2)(n) = u
(
i2(n)

)
= u

(
(0, n) + I

)
=

= i′1(0) + i′2(n) = i′2(n), δηλαδή u ◦ i2 = i′2.
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Τέλος, αν u′ : P → P ′ ομομορφισμός με u′ ◦ i1 = i′1 και u
′ ◦ i2 = i′2 τότε, για κάθε (m,n) + I ∈ P ,

είναι u′
(
(m,n) + I

)
= u′

(
i1(m) + i2(n)

)
= u′

(
i1(m)

)
+ u′

(
i2(n)

)
= (u′ ◦ i1)(m) + (u′ ◦ i2)(n) =

= i′1(m) + i′2(n) = u
(
(m,n) + I

)
, δηλαδή u′ = u και άρα ο u είναι μοναδικός.

Για να διατυπώσουμε το αντίστοιχο Θεώρημα για το pullback, έστω R-πρότυπα M,N,X και

R-ομομορφισμοί f : M → X, g : N → X. Ορίζουμε το σύνολο

J =
{

(m,n) ∈M⊕
N : f(m) = g(n)

}
⊆M

⊕
N .

΄Εχοντας ορίσει το J , διατυπώνουμε το Θεώρημα.

Θεώρημα 1.4 ΄Εστω M,N,X, f, g και J όπως παραπάνω. Ορίζουμε:

Q = J , p1 : Q→M με p1(m,n) = m και p2 : Q→ N με p2(m,n) = n.

Τότε, η τριάδα (Q, p1, p2) είναι το pullback των f και g.

Απόδειξη.

΄Εστω (m,n) ∈ Q. Τότε f(m) = g(n) και είναι (f ◦ p1)(m,n) = f
(
p1(m,n)

)
= f(m) = g(n) =

= g
(
p2(m,n)

)
= (g ◦ p2)(m,n). ΄Ετσι, f ◦ p1 = g ◦ p2 και άρα το διάγραμμα

Q M

N X

p1

p2 f

g

είναι μεταθετικό. Αν (Q′, p′1, p′2) είναι μία τριάδα που καθιστά το διάγραμμα

Q′ M

N X

p′1

p′2 f

g

(1.10)

μεταθετικό, τότε ορίζουμε v : Q′ → Q με v(x) =
(
p′1(x), p′2(x)

)
για κάθε x ∈ Q′.

Η απεικόνιση v είναι καλά ορισμένη:

Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος (1.10), είναι f
(
p′1(x)

)
= g

(
p′2(x)

)
και άρα

10



(
p′1(x), p′2(x)

)
∈ Q. Για κάθε x ∈ Q′, είναι (p1 ◦ v)(x) = p1

(
v(x)

)
= p1

(
p′1(x), p′2(x)

)
= p′1(x),

δηλαδή p1 ◦ v = p′1 και (p2 ◦ v)(x) = p2
(
v(x)

)
= p2

(
p′1(x), p′2(x)

)
= p′2(x), δηλαδή p2 ◦ v = p′2.

Τέλος, έστω v′ : Q′ → Q ομομορφισμός με p1 ◦ v′ = p′1 και p2 ◦ v′ = p′2 και έστω ότι v
′ = (v′1, v′2),

όπου v′1 : Q′ →M και v′2 : Q′ → N .

Τότε, για κάθε x ∈ Q′, είναι (p1 ◦ v′)(x) = p1
(
v′(x)

)
= p1

(
(v′1, v′2)(x)

)
= p1

(
v′1(x), v′2(x)

)
= v′1(x)

και άρα v′1(x) = p′1(x). Επίσης, (p2 ◦ v′)(x) = p2
(
v′(x)

)
= p2

(
(v′1, v′2)(x))

)
= p2

(
v′1(x), v′2(x)

)
=

= v′2(x). Συνεπώς, v′(x) =
(
v′1(x), v′2(x)

)
=
(
p′1(x), p′2(x)

)
= v(x) και ο v είναι μοναδικός.

Οι επόμενες δύο Προτάσεις παρουσιάζουν κάποιες βασικές ιδιότητες των pushout και pullback στην

κατηγορία ModR .

Πρόταση 1.5 ΄Εστω X,M,N ∈ ModR και το μεταθετικό διάγραμμα

X M

N P

f

g i1

i2

όπου (P, i1, i2) είναι το pushout των f και g.

(i) Αν g είναι μονομορφισμός, τότε i1 είναι μονομορφισμός

(ii) Αν f είναι μονομορφισμός, τότε i2 είναι μονομορφισμός

(iii) coker i1 ' coker g. Ιδιαιτέρως, η i1 είναι επιμορφισμός αν και μόνο αν η g είναι επιμορφισμός

(iv) coker i2 ' coker f . Ιδιαιτέρως, η i2 είναι επιμορφισμός αν και μόνο αν η f είναι επιμορφισμός

Απόδειξη.

Από το Θεώρημα 1.3, είναι P = M
⊕
N�I

όπου I =
{

(m,n) : m = f(x) και n = −g(x) για κάποιο x ∈ X
}
,

i1(m) = (m, 0) + I και i2(n) = (0, n) + I για κάθε m ∈M, n ∈ N .
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(i) ΄Εστω m ∈ ker i1. Τότε i1(m) = 0 ⇐⇒ (m, 0) + I = I ⇐⇒ (m, 0) ∈ I. ΄Ετσι m = f(x) και

0 = −g(x) για κάποιο x ∈ X. Αλλά g είναι μονομορφισμός και άρα x = 0.

Συνεπώς, m = f(0) = 0. ΄Αρα ker ii = 0 και ο ii είναι μονομορφισμός.

(ii) ΄Εστω n ∈ ker i2. Τότε i2(n) = 0 ⇐⇒ (0, n) + I = I ⇐⇒ (0, n) ∈ I. ΄Ετσι 0 = f(x) και

n = −g(x) για κάποιο x ∈ X. Αλλά f είναι μονομορφισμός και άρα x = 0.

Συνεπώς, n = −g(0) = 0. ΄Αρα ker i2 = 0 και ο i2 είναι μονομορφισμός.

(iii) Θέτουμε (m,n) + I = (m,n) για κάθε (m,n) + I ∈ P .

Ορίζουμε την ĩ2 : coker g → coker i1 με ĩ2(n+ Im g) = (0, n) + Im i1.

Αν n1, n2 ∈ N ώστε n1 + Im g = n2 + Im g, τότε n1 − n2 ∈ Im g.

΄Αρα υπάρχει x ∈ X με g(x) = n1 − n2. Τότε i2(n1 − n2) = i2
(
g(x)

)
= i1

(
f(x)

)
, λόγω μεταθετι-

κότητας. ΄Ετσι i2(n1)− i2(n2) ∈ Im i1 και άρα (0, n1) + Im i1 = (0, n2) + Im i1.

Συνεπώς, η ĩ2 είναι καλά ορισμένη.

Αν n + Im g ∈ ker ĩ2, τότε ĩ2(n + Im g) = (0, n) + Im i1 = Im i1, δηλαδή (0, n) ∈ Im i1. ΄Αρα,

υπάρχει m ∈ M ώστε i1(m) = (0, n) =⇒ (m, 0) = (0, n). Τότε, (m,−n) ∈ I και έτσι υπάρχει

x ∈ X ώστε m = f(x) και n = −g(x). Συνεπώς, n = −g(x) = g(−x) =⇒ n ∈ Im g.

΄Αρα, n+ Im g = Im g και ο ĩ2 είναι μονομορφισμός.

Επιπλέον, αν (m,n) + Im i1 ∈ coker i1, τότε (m,n) + Im i1 = (m, 0) + (0, n) + Im i1 =

= i1(m) + (0, n) + Im i1 = (0, n) + Im i1 =⇒ (m,n) + Im i1 = (0, n) + Im i1.

Τότε, ĩ2(n) = (0, n) + Im i1 = (m,n) + Im i1 και η ĩ2 είναι επιμορφισμός.

΄Αρα, ĩ2 είναι ισομορφισμός και άρα coker g ' coker i1.

(iv) Ορίζουμε την ĩ1 : coker i2 → coker f . ΄Οπως στο (ii), αποδεικνύεται ότι ĩ1 είναι ισομορφι-

σμός και άρα coker i2 ' coker f .
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Πρόταση 1.6 ΄Εστω X,M,N ∈ ModR και το μεταθετικό διάγραμμα

Q M

N X

p1

p2 f

g

όπου (Q, p1, p2) είναι το pullback των f και g. Τότε:

(i) Αν g είναι επιμορφισμός, τότε p1 είναι επιμορφισμός

(ii) Αν f είναι επιμορφισμός, τότε p2 είναι επιμορφισμός

(iii) ker p1 ' ker g. Ιδιαιτέρως, η p1 είναι μονομορφισμός αν και μόνο αν η g είναι μονομορφισμός

(iv) ker p2 ' ker f . Ιδιαιτέρως, η p2 είναι μονομορφισμός αν και μόνο αν η f είναι μονομορφισμός

Απόδειξη.

Από το Θεώρημα 1.4, είναι Q =
{

(m,n) ∈M⊕
N : f(m) = g(n)

}
, p1(m,n) = m και p2(m,n) = n

για κάθε (m,n) ∈ Q.

(i) ΄Εστω m ∈ M . Τότε f(m) ∈ X και αφού g είναι επιμορφισμός, υπάρχει n ∈ N ώστε

g(n) = f(m). Τότε (m,n) ∈ Q και προφανώς, p1(m,n) = m. ΄Αρα Im p1 = M και ο p1 είναι

επιμορφισμός.

(ii) ΄Εστω n ∈ N . Τότε g(n) ∈ X και αφού f είναι επιμορφισμός, υπάρχει m ∈ M ώστε

f(m) = g(n). Τότε (m,n) ∈ Q και προφανώς, p2(m,n) = n. ΄Αρα Im p2 = N και ο p2 είναι

επιμορφισμός.

(iii) ΄Εστω (m,n) ∈ ker p1. Τότε p1(m,n) = 0 ⇐⇒ m = 0 και αφού ker p1 ≤ Q, είναι

ker p1 =
{

(0, n) : f(0) = g(n)
}

=
{

(0, n) : g(n) = 0
}

=
{

(0, n) : n ∈ ker g
}

=⇒

=⇒ ker p1 =
{

(0, n) : n ∈ ker g
}
. Θεωρούμε, τώρα, την p̃2 : ker p1 → ker g. Αν (0, n) ∈ ker p̃2,

τότε p̃2(0, n) = 0 =⇒ n = 0 και έτσι p̃2 είναι μονομορφισμός. Επίσης, αν n ∈ ker g, τότε
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p̃2(0, n) = n και ο p̃2 είναι και επιμορφισμός. Συνεπώς, p̃2 είναι ισομορφισμός και άρα ker p1 ' ker g.

(iv) Ορίζουμε την p̃1 : ker p2 → ker f . ΄Οπως στο (ii), αποδεικνύεται ότι p̃1 είναι ισομορφισμός

και άρα ker p2 ' ker f .

Παρόλο που στις αποδείξεις των Προτάσεων 1.5 και 1.6 χρησιμοποιήθηκε η κατασκευή του pushout

και του pullback για την κατηγορία ModR , οι Προτάσεις αυτές θα μπορούσαν να αποδειχθούν χρη-

σιμοποιώντας μόνο τις καθολικές ιδιότητες του pushout και του pullback.

Ωστόσο, οι συγκεκριμένες κατασκευές είναι σημαντικές για τα επόμενα Θεωρήματα.

Θεώρημα 1.7 ΄Εστω

0 X M K L
f ϕ ψ

(1.11)

ακριβής ακολουθία R-προτύπων και g : X → N R-ομομορφισμός.

Αν (P, i1, i2) είναι το pushout των f και g, τότε υπάρχει μια ακριβής ακολουθία

0 N K K L
i2 χ ψ

ώστε το διάγραμμα

0 X M K L

0 N P K L

f

g

ϕ

i1

ψ

idK idL

i2 χ ψ

(1.12)

να είναι μεταθετικό.

Απόδειξη.

Ορίζουμε χ : P → K με χ
(
(m,n) + I

)
= ϕ(m). Η χ είναι καλά ορισμένη.

Πράγματι, έστω (m1, n1), (m2, n2) ∈M⊕
N ώστε (m1, n1) + I = (m2, n2) + I.

Τότε (m1−m2, n1− n2) ∈ I και άρα υπάρχει x ∈ X ώστε m1−m2 = f(x) και n1− n2 = −g(x).
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΄Ετσι:

χ
(
(m1, n1) + I

)
− χ

(
(m2, n2) + I

)
= χ

(
(m1 −m2, n1 − n2) + I

)
= ϕ(m1 −m2) = ϕ

(
f(x)

)
= 0,

λόγω της ακρίβειας της ακολουθίας (1.11). Συνεπώς, η χ είναι καλά ορισμένη.

Θα αποδείξουμε, τώρα, ότι η ακολουθία

0 N P K L
i2 χ ψ

(1.13)

είναι ακριβής.

• ker i2 = 0: Αφού (P, i1, i2) είναι το pushout των f, g και f είναι μονομορφισμός, από Πρότα-

ση 1.5(ii) έπεται ότι i2 είναι μονομορφισμός, δηλαδή ker i2 = 0

• Im i2 = kerχ: Για κάθε n ∈ N , έχουμε χ
(
i2(n)

)
= χ

(
(0, n) + I

)
= ϕ(0) = 0.

Συνεπώς, Im i2 ⊆ kerχ.

΄Εστω, τώρα, (m,n) + I ∈ kerχ. Τότε χ
(
(m,n) + I

)
= 0 και έτσι ϕ(m) = 0 =⇒ m ∈ kerϕ.

Λόγω ακρίβειας της (1.11), kerϕ = Im f . Συνεπώς, υπάρχει κάποιο x ∈ X ώστε f(x) = m. Τότε:

(m,n)−
(
0, n+ g(x)

)
=
(
m− 0, n−

(
n+ g(x)

))
=
(
m,−g(x)

)
=
(
f(x),−g(x)

)
∈ I.

΄Αρα, (m,n) + I =
(
0, n+ g(x)

)
+ I = i2

(
n+ g(x)

)
. Δηλαδή, (m,n) ∈ Im i2, από όπου έπεται ότι

kerχ ⊆ Im i2. ΄Ετσι, έχουμε ότι kerχ = Im i2.

• Imχ = kerψ : Για κάθε (m,n)+I ∈ P , είναι ψ
(
χ
(
(m,n)+I

))
= ψ

(
ϕ(m)

)
= 0, λόγω ακρίβειας

της (1.11). ΄Ετσι Imχ ⊆ kerψ.

΄Εστω k ∈ kerψ. Λόγω ακρίβειας της (1.11), είναι k ∈ Imϕ. ΄Ετσι, υπάρχει κάποιο m ∈ M ώστε

ϕ(m) = k. Τότε χ
(
(m, 0) + I

)
= ϕ(m) = k, δηλαδή k ∈ Imχ και έτσι kerψ ⊆ Imχ.

Συνεπώς, Imχ = kerψ και η (1.13) είναι ακριβής ακολουθία.

Τέλος, έχουμε ότι (i2 ◦ g)(x) = (i1 ◦ f)(x) για κάθε x ∈ X, λόγω της μεταθετικότητας του

διαγράμματος

X M

N P

f

g i1

i2

αφού (P, i1, i2) είναι το pushout των f και g.
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Επίσης, (χ ◦ i1)(m) = χ
(
i1(m)

)
= χ

(
(m, 0) + I

)
= ϕ(m) = (idK ◦ ϕ)(m) για κάθε m ∈ M και

προφανώς, (ψ ◦ idK)(k) = (idL ◦ ψ)(k) για κάθε k ∈ K.

΄Ετσι, το διάγραμμα (1.12) είναι μεταθετικό και η απόδειξη ολοκληρώνεται.

Θεώρημα 1.8 ΄Εστω

L K N X 0ψ ϕ g
(1.14)

ακριβής ακολουθία R-προτύπων και f : M → X R-ομομορφισμός.

Αν (Q, p1, p2) είναι το pullback των f και g, υπάρχει μια ακριβής ακολουθία

L K Q M 0ψ χ p1

ώστε το διάγραμμα

L K Q M 0

L K N X 0

ψ

idL

χ

idK

p1

p2 f

ψ ϕ g

(1.15)

να είναι μεταθετικό.

Απόδειξη.

Ορίζουμε χ : K → Q με χ(k) =
(
0, ϕ(k)

)
. Λόγω της ακρίβειας της (1.14) είναι Imϕ = ker g.

΄Ετσι, g
(
ϕ(k)

)
= 0 =⇒ f(0) = g

(
ϕ(k)

)
=⇒

(
0, ϕ(k)

)
∈ Q. Θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία

L K Q M 0ψ χ p1
(1.16)

είναι ακριβής.

• Im p1 = M : Αφού (Q, p1, p2) είναι το pullback των f, g και g είναι επιμορφισμός, από Πρότα-

ση 1.6(i) έπεται ότι p1 είναι επιμορφισμός, δηλαδή Im p1 = M

• Imχ = ker p1: Για κάθε k ∈ K, είναι p1
(
χ(k)

)
= p1

((
0, ϕ(k)

))
= 0. Συνεπώς Imχ ⊆ ker p1.
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΄Εστω, τώρα, (m,n) ∈ ker p1. Τότε p1(m,n) = 0 =⇒ m = 0. Καθώς (0, n) ∈ Q, είναι 0 = g(n)

και έτσι n ∈ ker g. Λόγω ακρίβειας της (1.14) είναι ker g = Imϕ και άρα υπάρχει k ∈ K ώστε

ϕ(k) = n. Τότε χ(k) =
(
0, ϕ(k)

)
= (0, n) από όπου έπεται ότι ker p1 ⊆ Imχ. ΄Ετσι Imχ = ker p1.

• Imψ = kerχ : Για κάθε l ∈ L, έχουμε χ
(
ψ(l)

)
=
(

0, ϕ
(
ψ(l)

))
= (0, 0), διότι Imψ = kerϕ από

την ακρίβεια της (1.14). ΄Αρα Imψ ⊆ kerχ.

Επιπλέον, αν k ∈ kerχ, τότε χ(k) = (0, 0) =⇒
(
0, ϕ(k)

)
= (0, 0). ΄Ετσι, ϕ(k) = 0 και άρα

k ∈ kerϕ. Λόγω ακρίβειας της (1.14), όμως, είναι k ∈ Imψ και έτσι kerχ ⊆ Imψ.

Συνεπώς, Imψ = kerχ και η (1.16) είναι ακριβής.

Τέλος, έχουμε (idK ◦ ψ)(l) = (ψ ◦ idL)(l) για κάθε l ∈ L. Ακόμα, (p2 ◦ χ)(k) = p2
(
χ(k)

)
=

= p2
(
0, ϕ(k)

)
= ϕ(k) = (ϕ ◦ idK)(k) για κάθε k ∈ K και αν (m,n) ∈ Q, είναι (f ◦ p1)(m,n) =

= f
(
p1(m,n)

)
= f(m), ενώ (g ◦ p2)(m,n) = g

(
p2(m,n)

)
= g(n).

Καθώς (m,n) ∈ Q, είναι f(m) = g(n) και άρα (f ◦ p1)(m,n) = (g ◦ p2)(m,n).

΄Ετσι, (f ◦ p1)(m,n) = (g ◦ p2)(m,n) και το διάγραμμα (1.15) είναι μεταθετικό.

Το επόμενο Πόρισμα είναι άμεσο από τις Προτάσεις 1.7 και 1.8.

Πόρισμα 1.9 (i) ΄Εστω

0 M I0 I1 . . . In−1 In 0ι d0 d1 dn−1

ακριβής ακολουθία R-προτύπων και f : M → N R-ομομορφισμός. Τότε, υπάρχει μία ακριβής

ακολουθία

0 N P I1 . . . In−1 In 0i2 χ d1 dn−1

ώστε το διάγραμμα

0 M I0 I1 . . . In−1 In 0

0 N P I1 . . . In−1 In 0

ι

f

d0

i1

d1

idI1

dn−1

idIn−1 idIn

i2 χ d1 dn−1
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να είναι μεταθετικό.

(ii) ΄Εστω

0 En En−1 . . . E1 E0 N 0∂n ∂n−1 ∂1 ε

ακριβής ακολουθία R-προτύπων και g : M → N R-ομομορφισμός.

Τότε, υπάρχει μία ακριβής ακολουθία

0 En En−1 . . . E1 Q M 0∂n ∂n−1 χ p1

ώστε το διάγραμμα

0 En En−1 . . . E1 Q M 0

0 En En−1 . . . E1 E0 N 0

∂n

idEn idEn−1

∂n−1

idE1

χ p1

p2 g

∂n ∂n−1 ∂1 ε

να είναι μεταθετικό.

Απόδειξη.

(i) ΄Εστω L1 = Im d0 = ker d1 και a0 : I0 → L1, β0 : L1 → I1 ώστε β0 ◦ a0 = d0.

΄Εχουμε, τότε, τη β.α.α.

0 M I0 L1 0ι a0

και από την Πρόταση 1.7, παίρνουμε το μεταθετικό διάγραμμα

0 M I0 L1 0

0 N P L1 0

ι

f

a0

i1 idL1

i2 χ′

(1.17)

Συνδυάζοντας το διάγραμμα (1.17) με το διάγραμμα

0 L1 I1 . . . In−1 In 0

0 L1 I1 . . . In−1 In 0

β0

idL1

d1

idI1

dn−1

idIn−1 idIn

β0 d1 dn−1
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προκύπτει το ζητούμενο μεταθετικό διάγραμμα

0 M I0 I1 . . . In−1 In 0

0 N P I1 . . . In−1 In 0

ι

f

d0

i1

d1

idI1

dn−1

idIn−1 idIn

i2 χ d1 dn−1

όπου χ = β0 ◦ χ′.

(ii) ΄Εστω R1 = Im ∂1 = ker ε και a′1 : E1 → R1, β
′
1 : R1 → E0 ώστε β

′
1 ◦ a′1 = ∂1.

΄Εχουμε, τότε, τη β.α.α.

0 R1 E0 N 0
β′1 ε

και από την Πρόταση 1.8, παίρνουμε το μεταθετικό διάγραμμα

0 R1 Q M 0

0 R1 E0 N 0

idR1

χ′ p1

p2 g

∂1 ε

(1.18)

Συνδυάζοντας το διάγραμμα (1.18) με το διάγραμμα

0 En En−1 . . . E1 R1 0

0 En En−1 . . . E1 R1 0

∂n

idEn idEn−1

∂n−1

idE1

β′1

idR1

∂n ∂n−1 β′1

προκύπτει το ζητούμενο μεταθετικό διάγραμμα

0 En En−1 . . . E1 Q M 0

0 En En−1 . . . E1 E0 N 0

∂n

idEn idEn−1

∂n−1

idE1

χ p1

p2 g

∂n ∂n−1 ∂1 ε

όπου χ = χ′ ◦ β′1

Για τη συνέχεια εισάγουμε τον ακόλουθο συμβολισμό.
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Ορισμός 1.3 ΄Εστω K,L,M,N ∈ ModR .

Αν f : K →M και g : K → N R-ομομορφισμοί, ορίζουμε τον R-ομομορφισμό (f, g) : K →M
⊕
N

με (f, g)(x) =
(
f(x), g(x)

)
για κάθε x ∈ K.

Αν θ : M → L και ψ : N → L, ορίζουμε τον R-ομομορφισμό 〈θ, ψ〉 : M⊕
N → L

με 〈θ, ψ〉(m,n) = θ(m) + ψ(n) για κάθε (m,n) ∈M⊕
N . �

Πρόταση 1.10 ΄Εστω P,M,N,X ∈ ModR και f : X → M, g : X → N, i1 : M → P και

i2 : P → N R-ομομορφισμοί. Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Η τριάδα (P, i1, i2) είναι το pushout των f και g

(ii) Η ακολουθία

X M
⊕
N P 0(f, g) 〈i1,−i2〉

(1.19)

είναι ακριβής

Απόδειξη.

(i)=⇒(ii) ΄Εστω ότι η τριάδα (P, i1, i2) είναι το pushout των f και g.

Τότε έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

X M

N P

f

g i1

i2

(1.20)

Από το Θεώρημα 1.3, είναι P = M ×N�I, όπου

I =
{

(m,n) ∈ M
⊕
N : m = f(x) και n = −g(x) για κάποιο x ∈ X

}
, i1 : M → P με

i1(m) = (m, 0) + I και i2 : N → P με i2(n) = (0, n) + I για κάθε (m,n) ∈ P .

΄Εστω x ∈ X. Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος (1.20), έχουμε ότι i1
(
f(x)

)
= i2

(
g(x)

)
=⇒

=⇒ i1
(
f(x)

)
− i2

(
g(x)

)
= 0 =⇒ 〈i1,−i2〉

(
f(x), g(x)

)
= 0 =⇒ 〈i1,−i2〉

(
(f, g)(x)

)
= 0 =⇒

=⇒
(
〈i1,−i2〉 ◦ (f, g)

)
(x) = 0. Συνεπώς, Im(f, g) ⊆ ker〈i1,−i2〉.
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΄Εστω, τώρα, (m,n) ∈ ker〈i1,−i2〉. Τότε 〈i1,−i2〉(m,n) = I =⇒ i1(m)− i2(n) = I =⇒

=⇒ (m, 0) + I −
(
(0, n) + I

)
= I =⇒ (m,−n) + I = I =⇒ (m,−n) ∈ I.

΄Ετσι, υπάρχει x ∈ X ώστε m = f(x) και −n = −g(x), δηλαδή, m = f(x) και n = g(x).

Τότε, (f, g)(x) =
(
f(x), g(x)

)
= (m,n). ΄Αρα ker〈i1,−i2〉 ⊆ Im(f, g).

Κατ΄ επέκταση, Im(f, g) = ker〈i1,−i2〉 και η ακολουθία (1.19) είναι ακριβής στο M
⊕
N .

Τώρα, έστω (m,n) + I ∈ P . ΄Εχουμε ότι m ∈M και n ∈ N και τότε −n ∈ N .

΄Ετσι 〈i1,−i2〉(m,−n) = i1(m)− i2(−n) = i1(m) + i2(n) = (m, 0) + I + (0, n) + I = (m,n) + I.

΄Αρα, έχουμε ότι Im〈i1,−i2〉 = P και η (1.19) είναι ακριβής.

(ii)=⇒(i) ΄Εστω ότι η ακολουθία (1.19) είναι ακριβής. Από την ακρίβεια στο M⊕
N , έχουμε

ότι Im(f, g) ⊆ ker〈i1,−i2〉. ΄Ετσι, για κάθε x ∈ X, έχουμε ότι
(
〈i1,−i2〉 ◦ (f, g)

)
(x) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 〈i1,−i2〉
(
(f, g)(x)

)
= 0 ⇐⇒ 〈i1,−i2〉

((
f(x), g(x)

))
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ i1
(
f(x)

)
− i2

(
g(x)

)
= 0 ⇐⇒ σ

(
f(x)

)
= τ

(
g(x)

)
και άρα το διάγραμμα

X M

N P

f

g i1

i2

είναι μεταθετικό. ΄Εστω, τώρα, μία τριάδα (P ′, i′1, i′2) ώστε το διάγραμμα

X M

N P ′

f

g i′1

i′2

(1.21)

να είναι μεταθετικό. Συνδυάζοντας τα διαγράμματα έχουμε το ακόλουθο διάγραμμα
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X M

N P

P ′

f

g i1 i′1

i2

i′2

(1.22)

΄Εστω x ∈ P . Από την ακρίβεια της (1.19) στο P , έχουμε ότι υπάρχει (m,n) ∈ M
⊕
N ώστε

〈i1,−i2〉(m,n) = x δηλαδή, i1(m)− i2(n) = x. Ορίζουμε u(x) = i′1(m)− i′2(n).

Η u είναι καλά ορισμένη:

Αν (m1, n1), (m2, n2) ∈M⊕
N με x1 = i1(m1)− i2(n1) = i1(m2)− i2(n2) = x2, τότε

i1(m1 −m2)− i2(n1 − n2) = 0 =⇒ 〈i1,−i2〉(m1 −m2, n1 − n2) = 0 και άρα

(m1 −m2, n1 − n2) ∈ ker〈i1,−i2〉. Από την ακρίβεια της (1.19) στο M
⊕
N , είναι

ker〈i1,−i2〉 = Im(f, g). ΄Ετσι, υπάρχει y ∈ X ώστε f(y) = m1 −m2 και g(y) = n1 − n2.

Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος (1.20), έχουμε i′1
(
f(y)

)
= i′2

(
g(y)

)
=⇒

=⇒ i′1(m1 −m2) = i′2(n1 − n2) =⇒ i′1(m1)− i′2(n1) = i′1(m2)− i′2(n2) =⇒ u(x1) = u(x2)

Συνεπώς, η u είναι καλά ορισμένη.

Επίσης, u
(
i1(m)

)
= u

(
i1(m)− i2(0)

)
= i′1(m)− i′2(0) = i′1(m) για κάθε m ∈M και

u
(
i2(n)

)
= u

(
i1(0)− i2(−n)

)
= i′1(0)− i′2(−n) = i′2(n) για κάθε n ∈ N .

΄Ετσι, (u ◦ i1)(m) = i′1(m) για κάθε m ∈M και (u ◦ i2)(n) = i′2(n) για κάθε n ∈ N ,

δηλαδή u ◦ i1 = i′1 και u ◦ i2 = i′2. Συνεπώς, η u καθιστά το διάγραμμα (1.22) μεταθετικό.

Τέλος, αν u′ : P → P ′ με u′ ◦ i1 = i′1 και u
′ ◦ i2 = i′2, τότε, για κάθε m ∈M και n ∈ N , είναι

u′
(
i1(m)− i2(n)

)
= u′

(
i1(m)

)
− u′

(
i2(n)

)
= i′1(m)− i′2(n) = u

(
i1(m)

)
− u

(
i2(n)

)
=

= u
(
i1(m)− i2(n)

)
=⇒ u′

(
i1(m)− i2(n)

)
= u

(
i1(m)− i2(n)

)
,

δηλαδή u′(x) = u(x) για κάθε x ∈ P . Συνεπώς, u′ = u και ο ομομορφισμός u είναι μοναδικός.
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Πρόταση 1.11 ΄Εστω Q,M,N,X ∈ ModR και p1 : Q → M, p2 : Q → N, f : M → X και

g : N → X R-ομομορφισμοί. Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Η τριάδα (Q, p1, p2) είναι το pullback των f και g

(ii) Η ακολουθία

0 Q M
⊕
N X

(p1, p2) 〈f,−g〉
(1.23)

είναι ακριβής

Απόδειξη.

(i)=⇒(ii) ΄Εστω ότι η τριάδα (Q, p1, p2) είναι το pullback των f και g.

Τότε έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

Q M

N X

p1

p2 f

g

(1.24)

Από το Θεώρημα 1.4, είναι Q =
{

(m,n) ∈M⊕
N : f(m) = g(n)

}
, p1(m,n) = m και p2(m,n) = n

για κάθε (m,n) ∈ Q. ΄Εστω (m,n) ∈ ker(p1, p2). Τότε (p1, p2)(m,n) = (0, 0) =⇒

=⇒
(
p1(m,n), p2(m,n)

)
= (0, 0) =⇒ p2(m,n) = 0 και p1(m,n) = 0 =⇒ m = 0 και n = 0 =⇒

=⇒ (m,n) = (0, 0) και άρα ker(p1, p2) = 0. ΄Ετσι, η ακολουθία (1.23) είναι ακριβής στο Q.

΄Εστω (m,n) ∈ Q. Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος (1.24), έχουμε ότι

f
(
p1(m,n)

)
= g

(
p2(m,n)

)
=⇒ f

(
p1(m,n)

)
− g

(
p2(m,n)

)
= 0 =⇒

=⇒ 〈f,−g〉
(
p1(m,n), p2(m,n)

)
= 0 =⇒ 〈f,−g〉

(
(p1, p2)(m,n)

)
= 0 =⇒

=⇒
(
〈f,−g〉 ◦ (p1, p2)

)
(m,n) = 0. ΄Ετσι, Im(p1, p2) ⊆ ker〈f,−g〉.

΄Εστω, τώρα, (m,n) ker〈f,−g〉. Τότε 〈f,−g〉(m,n) = 0 =⇒ f(m)−g(n) = 0 =⇒ f(m) = g(n)

και άρα (m,n) ∈ Q. Τότε, (p1, p2)(m,n) =
(
p1(m,n), p2(m,n)

)
= (m,n) και έτσι

ker〈f,−g〉 ⊆ Im(p1, p2). ΄Αρα ker〈f,−g〉 = Im(p1, p2) και η (1.23) είναι ακριβής.

(ii)=⇒(i) ΄Εστω ότι η ακολουθία (1.23) είναι ακριβής. Από την ακρίβεια στο M⊕
N , έχουμε
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ότι Im(p1, p2) ⊆ ker〈f,−g〉. ΄Ετσι, για κάθε x ∈ Q, έχουμε ότι
(
〈f,−g〉 ◦ (p1, p2)

)
(x) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 〈f,−g〉
(
(p1, p2)(x)

)
= 0 ⇐⇒ 〈f,−g〉

((
p1(x), p2(x)

))
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ f
(
p1(x)

)
− g

(
p2(x)

)
= 0 ⇐⇒ f

(
p1(x)

)
= g

(
p2(x)

)
και άρα το διάγραμμα

Q M

N X

p1

p2 f

g

είναι μεταθετικό. ΄Εστω, τώρα, μία τριάδα (Q′, p′1, p′2) ώστε το διάγραμμα

Q′ M

N X

p′1

p′2 f

g

(1.25)

να είναι μεταθετικό. Συνδυάζοντας τα διαγράμματα έχουμε το ακόλουθο διάγραμμα

Q′

Q M

N X

p′1

p′2

p1

p2 f

g

(1.26)

΄Εστω y ∈ Q′. Τότε p′1(y) ∈ M και p′2(y) ∈ N . Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος (1.25),

έχουμε ότι f
(
p′1(y)

)
= g

(
p′2(y)

)
=⇒ f

(
p′1(y)

)
− g

(
p′2(y)

)
= 0 =⇒

=⇒ 〈f,−g〉
(
(p′1(y), p′2(y)

)
= 0 =⇒

(
p′1(y), p′2(y)

)
∈ ker〈f,−g〉

Από την ακρίβεια της (1.23) στο M
⊕
N , έχουμε ότι

ker〈f,−g〉 = Im(p1, p2). ΄Ετσι,
(
p′1(y), p′2(y)

)
∈ Im(p1, p2) και άρα υπάρχει x ∈ Q ώστε

(p1, p2)(x) =
(
p′1(y), p′2(y)

)
=⇒

(
p1(x), p2(x)

)
=
(
p′1(y), p′2(y)

)
=⇒

=⇒ p1(x) = p′1(y) και p2(x) = p′2(y).

Ορίζουμε v(y) = x. Η v είναι καλά ορισμένη:

Αν x1, x2 ∈ Q με p1(x1) = p1(x2) = p′1(y) και p2(x1) = p2(x2) = p′2(y), τότε p1(x1 − x2) = 0 και

p2(x1 − x2) = 0. ΄Ετσι,
(
p1(x1 − x2), p2(x1 − x2)

)
= (0, 0) =⇒ (p1, p2)(x1 − x2) = (0, 0) και
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άρα x1 − x2 ∈ ker(p1, p2). Αλλά, από την ακρίβεια της (1.23) στο Q, είναι ker(p1, p2) = 0. ΄Ετσι,

x1 − x2 = 0 =⇒ x1 = x2. Συνεπώς, η v είναι καλά ορισμένη.

Επίσης, p1
(
v(y)

)
= p1(x) = p′1(y) και p2

(
v(y)

)
= p2(x) = p′2(y) για κάθε y ∈ Q′, από τον τρόπο

κατασκευής της v. ΄Ετσι, (p1 ◦ v)(y) = p′1(y) και (p2 ◦ v)(y) = p2(y) για κάθε y ∈ Q′, δηλαδή

p1 ◦ v = p′1 και p2 ◦ v = p′2. Συνεπώς, η v καθιστά το διάγραμμα (1.26) μεταθετικό.

Τέλος, αν v′ : Q′ → Q με p1 ◦ v′ = p′1 και p2 ◦ v′ = p′2, τότε, για κάθε y ∈ Q′, είναι

(p1 ◦ v′)(y) = p′1(y) = (p1 ◦ v)(y) και (p2 ◦ v′)(y) = p′2(y) = (p2 ◦ v)(y) =⇒

=⇒ p1
(
v′(y)

)
= p1

(
v(y)

)
και p2

(
v′(y)

)
= p2

(
v(y)

)
=⇒ p1

(
v′(y)− v(y)

)
= 0 και

p2
(
v′(y)− v(y)

)
= 0 =⇒

(
p1
(
v′(y)− v(y)

)
, p2

(
v′(y)− v(y)

))
= (0, 0) =⇒

=⇒ (p1, p2)
(
v′(y)− v(y)

)
= (0, 0) =⇒ v′(y)− v(y) ∈ ker(p1, p2) = 0.

΄Ετσι v′(y)− v(y) = 0 =⇒ v′(y) = v(y). Δηλαδή, v′ = v και ο ομομορφισμός v είναι μοναδικός.

Συνεπώς, η τριάδα (Q, p1, p2) είναι το pullback των f και g.

Ο Ορισμός (1.4) εισάγει την έννοια του bicartesian διαγράμματος.

Ορισμός 1.4 ΄Εστω P,Q,M,N ∈ ModR και p1 : Q → M, p2 : Q → N, i1 : M → P και

i2 : N → P R-ομομορφισμοί.

Το διάγραμμα

Q M

N P

p1

p2 i1

i2

λέγεται bicartesian αν η τριάδα (Q, p1, p2) είναι το pullback των i1 και i2 και η τριάδα (P, i1, i2)

είναι το pushout των p1 και p2. �
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Πρόταση 1.12 ΄Εστω P,Q,M,N ∈ ModR και p1 : Q → M, p2 : Q → N, i1 : M → P και

i2 : N → P R-ομομορφισμοί.

(i) Αν η τριάδα (Q, p1, p2) είναι το pullback των i1 και i2 και i1 είναι επιμορφισμός, τότε η τριάδα

(P, i1, i2) είναι το pushout των p1 και p2

(ii) Αν η τριάδα (Q, p1, p2) είναι το pullback των i1 και i2 και i2 είναι επιμορφισμός, τότε η τριάδα

(P, i1, i2) είναι το pushout των p1 και p2

Απόδειξη.

Αν (Q, p1, p2) είναι το pullback των i1 και i2, από Πρόταση 1.11 έχουμε ότι η ακολουθία

0 Q M
⊕
N P

(p1, p2) 〈i1,−i2〉

είναι ακριβής. Αρκεί να αποδείξουμε ότι η 〈i1,−i2〉 είναι επιμορφισμός. Τότε, από Πρόταση 1.10,

θα έχουμε ότι (P, i1, i2) είναι το pushout των p1 και p2.

(i) ΄Εστω ότι i1 είναι επιμορφισμός. Αν x ∈ P , υπάρχει m ∈ M ώστε i1(m) = x. Τότε

〈i1,−i2〉(m, 0) = i1(m)− i2(0) = i1(m) = x. ΄Ετσι, η 〈i1,−i2〉 είναι επιμορφισμός.

(ii) ΄Εστω ότι i2 είναι επιμορφισμός. Αν x ∈ P , υπάρχει n ∈ N ώστε i2(n) = x. Τότε

〈i1,−i2〉(0, n) = i1(0)− i2(n) = i2(n) = x. ΄Ετσι, η 〈i1,−i2〉 είναι επιμορφισμός.

Πρόταση 1.13 ΄Εστω P,Q,M,N ∈ ModR και p1 : Q → M, p2 : Q → N, i1 : M → P και

i2 : N → P R-ομομορφισμοί.

(i) Αν η τριάδα (P, i1, i2) είναι το pushout των p1 και p2 και p1 είναι μονομορφισμός, τότε η τριάδα

(Q, p1, p2) είναι το pullback των i1 και i2

(ii) Αν η τριάδα (P, i1, i2) είναι το pushout των p1 και p2 και p2 είναι μονομορφισμός, τότε η τριάδα

(Q, p1, p2) είναι το pullback των i1 και i2
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Απόδειξη.

Αν (P, i1, i2) είναι το pushout των p1 και p2, από Πρόταση 1.10 έχουμε ότι η ακολουθία

Q M
⊕
N P 0(p1, p2) 〈i1,−i2〉

είναι ακριβής. Αρκεί να αποδείξουμε ότι η (p1, p2) είναι μονομορφισμός. Τότε, από Πρόταση 1.11,

θα έχουμε ότι (Q, p1, p2) είναι το pullback των i1 και i2.

(i) ΄Εστω ότι p1 είναι μονομορφισμός. Αν x ∈ ker(p1, p2), τότε (p1, p2)(x) = 0 =⇒

=⇒
(
p1(x), p2(x)

)
= (0, 0) =⇒ p1(x) = 0 =⇒ x ∈ ker p1. Αλλά p1 είναι μονομορφισμός.

΄Ετσι x = 0 και άρα (p1, p2) είναι μονομορφισμός.

(i) ΄Εστω ότι p2 είναι μονομορφισμός. Αν x ∈ ker(p1, p2), τότε (p1, p2)(x) = 0 =⇒

=⇒
(
p1(x), p2(x)

)
= (0, 0) =⇒ p2(x) = 0 =⇒ x ∈ ker p2. Αλλά p2 είναι μονομορφισμός.

΄Ετσι x = 0 και άρα (p1, p2) είναι μονομορφισμός.

Από τις Προτάσεις 1.10 και 1.11 είναι άμεσο το ακόλουθο Πόρισμα που δίνει μία ικανή και αναγκαία

συνθήκη ώστε ένα διάγραμμα να είναι bicartesian.

Πόρισμα 1.14 ΄Εστω P,Q,M,N ∈ ModR και p1 : Q → M, p2 : Q → N, i1 : M → P και

i2 : N → P R-ομομορφισμοί. Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Το διάγραμμα
Q M

N P

p1

p2 i1

i2

είναι bicartesian

(ii) Η ακολουθία

0 Q M
⊕
N P 0(p1, p2) 〈i1,−i2〉

είναι β.α.α.
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1.2 Επαγόμενα και συνεπαγόμενα πρότυπα

Αν A είναι ένα (R−S)-διπρότυπο, τότε η Πρόταση 1.15 μας εξασφαλίζει ότι οι συναρτητές A⊗S

και HomR(A, ) είναι adjoint ζεύγος.

Πρόταση 1.15 ΄Εστω R και S δακτύλιοι και A ∈ ModR S (δηλαδή, ένα R− S διπρότυπο). Τότε,

για κάθε B ∈ ModS και C ∈ ModR έχουμε τον ισομορφισμό αβελιανών ομάδων

HomR(A⊗S B,C) ' HomS(B,HomR(A,C)). Ο ισομορφισμός αυτός είναι φυσικός στα B,C.

Απόδειξη.

Ορίζουμε την ϕ : HomR(A⊗S B,C)→ HomS(B,HomR(A,C)) ως εξής:

Αν f ∈ HomR(A⊗S B,C) και b ∈ B, ορίζουμε

ϕ(f)(b) : A→ C με
(
ϕ(f)(b)

)
(a) = f(a⊗ b).

Η ϕ(f)(b) είναι R-ομομορφισμός για κάθε b ∈ B:

΄Εστω a1, a2 ∈ A και r ∈ R. Είναι:(
ϕ(f)(b)

)
(a1 + a2) = f

(
(a1 + a2)⊗ b

)
= f(a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b) = f(a1 ⊗ b) + f(a2 ⊗ b) =

=
(
ϕ(f)(b)

)
(a1) +

(
ϕ(f)(b)

)
(a2)

και(
ϕ(f)(b)

)
(ra) = f(ra⊗ b) = f

(
r(a⊗ b)

)
= rf(a⊗ b) = r

((
ϕ(f)(b)

)
(a)
)

αφού f είναι R-ομομορφισμός.

Συνεπώς, η ϕ(f)(b) είναι R-ομομορφισμός για κάθε b ∈ B.

Η ϕ(f) είναι S-ομομορφισμός για κάθε f ∈ HomR(A⊗S B,C):

΄Εστω b1, b2 ∈ B και s ∈ S. Τότε, για κάθε a ∈ A, έχουμε:(
ϕ(f)(b1 + b2)

)
(a) = f

(
a⊗ (b1 + b2)

)
= f(a⊗ b1 + a⊗ b2) = f(a⊗ b1) + f(a⊗ b2) =

=
(
ϕ(f)(b1)

)
(a) +

(
ϕ(f)(b2)

)
(a)

και(
ϕ(f)(sb)

)
(a) = f

(
a⊗ (sb)

)
= f

(
(as)⊗ b

)
=
(
ϕ(f)(b)

)
(as) = s

((
ϕ(f)(b)

)
(a)
)

Συνεπώς, η ϕ(f) είναι S-ομομορφισμός για κάθε f ∈ HomR(A⊗S B,C).
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Η ϕ είναι ομομορφισμός αβελιανών ομάδων:

΄Εστω f, g ∈ HomR(A⊗S B,C). Τότε για κάθε b ∈ B και a ∈ A, έχουμε:(
ϕ(f + g)(b)

)
(a) = (f + g)(a⊗ b) = f(a⊗ b) + g(a⊗ b) =

(
ϕ(f)(b)

)
(a) +

(
ϕ(g)(b)

)
(a),

δηλαδή ϕ(f + g) = ϕ(f) + ϕ(g)

΄Αρα, η ϕ είναι ομομορφισμός αβελιανών ομάδων.

Τώρα, ορίζουμε την ψ : HomS(B,HomR(A,C))→ HomR(A⊗S B,C) ως εξής:

Αν f ∈ HomS(B,HomR(A,C)), ορίζουμε την f̂ : A×B → C με f̂(a, b) = f(b)(a).

Η f̂ είναι S-διγραμμική και R-ομομορφισμός:

΄Εστω a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B και s ∈ S. Τότε:

f̂(a, b1 + b2) = f(b1 + b2)(a) =
(
f(b1) + f(b2)

)
(a) = f(b1)(a) + f(b2)(a) =

= f̂(a, b1) + f̂(a, b2)

f̂(a1 + a2, b) = f(b)(a1 + a2) = f(b)(a1) + f(b)(a2) = f̂(a1, b) + f̂(a2, b)

f̂(as, b) = f(b)(as) = sf(b)(a) = f(sb)(a) = f̂(a, sb)

f̂(ra, b) = f(b)(ra) = rf(b)(a) = rf̂(a, sb) διότι f είναι S-ομομορφισμός και f(b) είναι

R-ομομορφισμός για κάθε b ∈ B.

Συνεπώς, η f̂ : A×B → C είναι R-ομομορφισμός και S-διγραμμική. ΄Αρα επεκτείνεται μοναδικά σε

ομομορφισμό αβελιανών ομάδων f̄ : A⊗SB → C με f̄(a⊗b) = f(b)(a). Ορίζουμε, τότε, ψ(f) = f̄ .

Η ψ είναι ομομορφισμός αβελιανών ομάδων:

΄Εστω f, g ∈ HomS(B,HomR(A,C)).

Τότε ψ(f + g) = f + g και αν a⊗ b ∈ HomR(A⊗S B,C), είναι:

(f + g)(a⊗ b) = (f + g)(b)(a) =
(
f(b) + g(b)

)
(a) = f(b)(a) + g(b)(a) = f̄(a⊗ b) + ḡ(a⊗ b) =

= ψ(f) + ψ(g)

Συνεπώς, η ψ είναι ομομορφισμός αβελιανών ομάδων.

΄Εστω f ∈ HomS(B,HomR(A,C)). Τότε:

(ϕ ◦ ψ)(f) = ϕ
(
ψ(f)

)
και ϕ

(
ψ(f)(a⊗ b)

)
= ϕ

(
f̄(a⊗ b)

)
= ϕ

(
f(b)(a)

)
= f(a⊗ b),

δηλαδή, (ϕ ◦ ψ)
(
f(a⊗ b)

)
= f(a⊗ b) για κάθε a⊗ b ∈ A⊗S B.

Συνεπώς, (ϕ◦ψ)(f) = f για κάθε f ∈ HomS

(
B,HomR(A,C)

)
και άρα ϕ◦ψ = idHomS(B,HomR(A,C)) .
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Επίσης:

΄Εστω g ∈ HomR(A⊗S B,C). Τότε:

(ψ ◦ ϕ)(g) = ψ
(
ϕ(g)

)
και ψ

((
ϕ(g)(b)

)
(a)
)

= ψ
(
g(a⊗ b)

)
= ḡ(a⊗ b) = g(b)(a),

δηλαδή (ψ ◦ ϕ)
(
g(b)(a)

)
= g(b)(a) για κάθε a ∈ A και b ∈ B.

Συνεπώς, (ψ ◦ ϕ)(g) = g για κάθε g ∈ HomR(A⊗S B,C) και άρα ψ ◦ ϕ = idHomR(A⊗SB,C) .

Από τα παραπάνω, έχουμε ότι ϕ και ψ είναι ισομορφισμοί αβελιανών ομάδων και άρα

HomR(A⊗S B,C) ' HomS(B,HomR(A,C)) .

Αν R, S δακτύλιοι και ϕ : S → R είναι ομομορφισμός δακτυλίων, τότε κάθε R-πρότυπο A καθίστα-

ται S-πρότυπο μέσω της δράσης που επάγεται από τη ϕ, δηλαδή s · a = ϕ(s)a για κάθε a ∈ A

και s ∈ S. Επιπλέον, αν A είναι ένα (R − S)-διπρότυπο και B ένα S-πρότυπο, τότε μπορούμε να

ορίσουμε την αβελιανή ομάδα A⊗S B και εκμεταλλευόμενοι την δομή (αριστερού) R-προτύπου του

A, να εφοδιάσουμε την A⊗S B με δομή (αριστερού) R-προτύπου. Αντίστοιχα, αν A είναι ένα

(S − R)-διπρότυπο, τότε μπορούμε να ορίσουμε την αβελιανή ομάδα HomS(A,B) και εκμεταλλευ-

όμενοι τη δομή (δεξιού) R-προτύπου του A, να εφοδιάσουμε το HomS(A,B) με δομή (αριστερού)

R-προτύπου. Η ιδέα αυτή μας οδηγεί στον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 1.5 ΄Εστω R δακτύλιος και S ≤ R υποδακτύλιος.

Αν M ∈ ModR , τότε το M μπορεί να θεωρηθεί S-πρότυπο μέσω του περιορισμού της R-δράσης

στο S (δηλαδή, μέσω της δράσης που επάγει η φυσική εμφύτευση i : S ↪→ R).

Σε αυτή την περίπτωση, γράφουμε M |S.

Αν, τώρα, N ∈ ModS , τότε ορίζεται η αβελιανή ομάδα R⊗S N . Αφού RR S, δηλαδή το R είναι ένα

(R−S)-διπρότυπο, η R⊗SN εφοδιάζεται με δομή (αριστερού) R-προτύπου ωςm·(r⊗n) = (mr)⊗n

για m ∈ R και r ⊗ n ∈ R ⊗S N . Το R-πρότυπο
�

R ⊗S N καλείται επαγόμενο από το S στο

R πρότυπο και συμβολίζεται με N ↑RS . Δηλαδή, N ↑RS=
�

R⊗S N .

Επίσης, ορίζουμε την αβελιανή ομάδα HomS(R,N). Αφού RS R, δηλαδή το R είναι

(S −R)-διπρότυπο, η HomS(R,N) εφοδιάζεται με δομή (αριστερού) R-προτύπου με
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(m ·f)(r) = f(rm) για κάθε r,m ∈ R και για κάθε f ∈ HomS(R,N). Το R-πρότυπο HomS(
�

R,N)

καλείται συνεπαγόμενο από το S στο R πρότυπο και συμβολίζεται με N ⇑RS .

Δηλαδή, N ⇑RS= HomS(
�

R,N).

Αν R, S δακτύλιοι με S ≤ R, M ∈ ModR και N ∈ ModS , τότε από την Πρόταση 1.15 και λαμβάνο-

ντας υπόψη τους ισομορφισμούς HomR(R,M) ' M μέσω του f 7→ f(1) και R ⊗R M ' M μέσω

του r ⊗ m 7→ rm, κατασκευάζονται φυσικοί ισομορφισμοί αβελιανών ομάδων

HomR(
�

R⊗
S
N,M) ' HomS(N,M |S) και HomR(M,HomS(

�

R,N)) ' HomS(M |S, N)

ή με τους παραπάνω συμβολισμούς,

HomR(N ↑RS ,M) ' HomS(N,M |S) και HomR(M,N ⇑RS ) ' HomS(M |S, N)

Συνεπώς, τα ( ↑RS , |S) και ( |S, ⇑RS ) είναι adjoint ζεύγη συναρτητών.

Ιδιαιτέρως, αν G ομάδα, H ≤ G υποομάδα της G και M ∈ ModZG , θα γράφουμε M |H για τον

περιορισμό της G-δράσης στην H (αντί για M |ZH). Αν H = {1G}, θα γράφουμε απλά M |Z.

Σε αυτή την περίπτωση, το M θεωρείται σαν αβελιανή ομάδα (Z-πρότυπο).

Επίσης, αν N ∈ ModZH , θα γράφουμε N ↑GH (αντί για N ↑ZGZH) για το επαγόμενο από το ZH στο

ZG πρότυπο και θα το καλούμε επαγόμενο από την H στη G πρότυπο. Αν H = {1G}, θα γράφουμε

απλά N ↑GZ και θα το καλούμε επαγόμενο ZG-πρότυπο.

Επιπλέον, θα γράφουμε N ⇑GH (αντί για N ⇑ZGZH) για το συνεπαγόμενο από το ZH στο ZG πρότυπο

και θα το καλούμε συνεπαγόμενο από την H στη G πρότυπο. Αν H = {1G}, θα γράφουμε απλά

N ⇑GZ και θα το καλούμε συνεπαγόμενο ZG-πρότυπο. �
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Πρόταση 1.16 ΄Εστω R δακτύλιος και S ≤ R. Τότε:

(i) Αν 0 M1 M2 M3 0 είναι β.α.α. R-προτύπων,

τότε 0 M1|S M2|S M3|S 0 είναι β.α.α. S-προτύπων.

Δηλαδή, ο |S : ModR → ModS είναι ακριβής συναρτητής.

(ii) Αν P ∈ ModS προβολικό S-πρότυπο, τότε P ↑RS=
�

R⊗S P είναι προβολικό R-πρότυπο.

Δηλαδή, ο ↑RS : ModS → ModR ῾῾στέλνει᾿᾿ προβολικά S-πρότυπα σε προβολικά

R-πρότυπα.

(iii) Αν I ∈ ModS εμφυτευτικό S-πρότυπο, τότε I ⇑RS= HomS(
�

R, I) είναι εμφυτευτικό R-πρότυπο.

Δηλαδή, ο ⇑RS : ModS → ModR ῾῾στέλνει᾿᾿ εμφυτευτικά S-πρότυπα σε εμφυτευτικά

R-πρότυπα.

(iv) Αν R|S είναι προβολικό S-πρότυπο και P ∈ ModR προβολικό R-πρότυπο, τότε P |S είναι

προβολικό S-πρότυπο.

Δηλαδή, αν R|S είναι προβολικό S-πρότυπο, ο |S : ModR → ModS ῾῾στέλνει᾿᾿ προβολικά

R-πρότυπα σε προβολικά S-πρότυπα.

(v) Αν R|S είναι επίπεδο δεξιό S-πρότυπο και E ∈ModR επίπεδο δεξιό R-πρότυπο, τότε E|S είναι

επίπεδο δεξιό S-πρότυπο.

Δηλαδή, αν R|S είναι επίπεδο δεξιό S-πρότυπο, ο |S : ModR → ModS ῾῾στέλνει᾿᾿ επίπεδα

R-πρότυπα σε επίπεδα S-πρότυπα.

(vi) Αν R|S είναι επίπεδο δεξιό S-πρότυπο και I ∈ ModR εμφυτευτικό R-πρότυπο, τότε I|S είναι

εμφυτευτικό S-πρότυπο.

Δηλαδή, αν R|S είναι επίπεδο δεξιό S-πρότυπο, ο |S : ModR → ModS ῾῾στέλνει᾿᾿ εμφυτευ-

τικά R-πρότυπα σε εμφυτευτικά S-πρότυπα.
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Απόδειξη.

(i) Αν 0 M1 M2 M3 0 είναι β.α.α. R-προτύπων, τότε 0 M1|S M2|S M3|S 0

είναι β.α.α. S-προτύπων, αφού η ακρίβεια της ακολουθίας δεν επηρεάζεται από τη δράση.

(ii) ΄Εστω P ∈ ModS προβολικό S-πρότυπο και 0 M1 M2 M3 0 β.α.α.

R-προτύπων. Αφού |S είναι ακριβής, έχουμε τη β.α.α. S-προτύπων

0 M1|S M2|S M3|S 0 (1.27)

Αφού P είναι προβολικό S-πρότυπο, έχουμε τη β.α.α

0 HomS(P,M1|S) HomS(P,M2|S) HomS(P,M3|S) 0

Επίσης, έχουμε φυσικούς ισομορφισμούς ισομορφισμούς HomS(P,Mi|S) ' HomR(
�

R ⊗S P,Mi),

δηλαδή HomS(P,Mi|S) ' HomR(P ↑RS ,Mi) για i = 1, 2, 3. Συνεπώς, η (1.27) γίνεται

0 HomR(P ↑RS ,M1) HomR(P ↑RS ,M2) HomR(P ↑RS ,M3) 0

και είναι β.α.α. αβελιανών ομάδων. ΄Ετσι, το P ↑RS=
�

R⊗S P είναι προβολικό R-πρότυπο.

(iii) ΄Εστω I ∈ ModS εμφυτευτικό S-πρότυπο και 0 M1 M2 M3 0 β.α.α.

R-προτύπων. Αφού |S είναι ακριβής, έχουμε τη β.α.α. S-προτύπων

0 M1|S M2|S M3|S 0

Αφού I είναι εμφυτευτικό S-πρότυπο, έχουμε τη β.α.α

0 HomS(M3|S, I) HomS(M2|S, I) HomS(M1|S, I) 0 (1.28)

Επίσης, έχουμε φυσικούς ισομορφισμούς HomS(Mi|S, I) ' HomR(Mi,HomS(
�

R, I)), δηλαδή
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HomS(Mi|S, I) ' HomR(Mi, I ⇑RS ) για i = 1, 2, 3. Συνεπώς, η (1.28) γίνεται

0 HomR(M3, I ⇑RS ) HomR(M2, I ⇑RS ) HomR(M1, I ⇑RS ) 0

και είναι β.α.α. αβελιανών ομάδων. ΄Ετσι, το I ⇑RS= HomS(
�

R, I) είναι εμφυτευτικό R-πρότυπο.

(iv) ΄Εστω ότι R|S είναι προβολικό S-πρότυπο, P ∈ ModR προβολικό R-πρότυπο και

0 N1 N2 N3 0 β.α.α. S-προτύπων. Αφού R|S είναι προβολικό S-πρότυπο, έχου-

με τη β.α.α.

0 HomS(R,N1) HomS(R,N2) HomS(R,N3) 0

η οποία γράφεται

0 N1 ⇑RS N2 ⇑RS N3 ⇑RS 0

και είναι β.α.α. R-προτύπων. Αφού P είναι προβολικό R-πρότυπο, έχουμε τη β.α.α.

0 HomR(P,N1 ⇑RS ) HomR(P,N2 ⇑RS ) HomR(P,N3 ⇑RS ) 0 (1.29)

Επίσης, έχουμε φυσικούς ισομορφισμούς HomR(P,HomS(
�

R,Ni)) ' HomS(P |S, Ni), δηλαδή

HomR(P,Ni ⇑RS ) ' HomS(P |S, Ni) για i = 1, 2, 3.

Συνεπώς, η (1.29) γίνεται

0 HomS(P |S, N1) HomS(P |S, N2) HomS(P |S, N3) 0

και είναι β.α.α. αβελιανών ομάδων. ΄Ετσι, το P |S είναι προβολικό S-πρότυπο.

(v) ΄Εστω ότι R|S είναι επίπεδο δεξιό S-πρότυπο, E ∈ModR επίπεδο δεξιό R-πρότυπο και

0 N1 N2 N3 0 β.α.α. S-προτύπων. Αφού R|S είναι επίπεδο S-πρότυπο, έχουμε
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τη β.α.α.

0 R⊗S N1 R⊗S N2 R⊗S N3 0

η οποία γράφεται

0 N1 ↑RS N2 ↑RS N3 ↑RS 0

και είναι β.α.α. R-προτύπων. Αφού E είναι επίπεδο R-πρότυπο, παίρνουμε τη β.α.α.

0 E ⊗R N1 ↑RS E ⊗R N2 ↑RS E ⊗R N3 ↑RS 0 (1.30)

Αλλά, E ⊗R Ni ↑RS= E ⊗R
(
R ⊗S Ni

)
=
(
E ⊗R R

)
⊗S Ni ' E|S ⊗S Ni, μέσω του φυσικού

ισομορφισμού (e⊗ r)⊗ ni 7→ er ⊗ n1 για i = 1, 2, 3.

Συνεπώς, η (1.30) γίνεται

0 E|S ⊗S N1 E|S ⊗S N2 E|S ⊗S N3 0

και είναι β.α.α. αβελιανών ομάδων. ΄Ετσι το E|S είναι επίπεδο S-πρότυπο.

(vi) ΄Εστω ότι R|S είναι επίπεδο S-πρότυπο, I ∈ ModR εμφυτευτικό R-πρότυπο και

0 N1 N2 N3 0 β.α.α. S-προτύπων. Αφού R|S είναι επίπεδο S-πρότυπο, έχουμε

τη β.α.α.

0 R⊗S N1 R⊗S N2 R⊗S N3 0

η οποία γράφεται

0 N1 ↑RS N2 ↑RS N3 ↑RS 0

και είναι β.α.α. R-προτύπων. Αφού I είναι εμφυτευτικό R-πρότυπο, έχουμε τη β.α.α.

0 HomR(N3 ↑RS , I) HomR(N2 ↑RS , I) HomR(N1 ↑RS , I) 0 (1.31)

Επίσης, έχουμε φυσικούς ισομορφισμούς HomR(
�

R⊗S Ni, I) ' HomS(Ni, I|S), δηλαδή

HomR(Ni ↑RS , I) ' HomS(Ni, I|S) για i = 1, 2, 3.
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Συνεπώς, η (1.31) γίνεται

0 HomS(N3, I|S) HomS(N2, I|S) HomS(N1, I|S) 0

και είναι β.α.α. αβελιανών ομάδων. ΄Ετσι, το I|S είναι εμφυτευτικό S-πρότυπο.

Πρόταση 1.17 (Λήμμα Eckmann - Shapiro) ΄Εστω R δακτύλιος και S ≤ R υποδακτύλιος ώστε

R|S να είναι προβολικό S-πρότυπο. Αν M ∈ ModR , N ∈ ModS και n ∈ N , τότε:

(i) ExtnR(N ↑RS ,M) ' ExtnS(N,M |S)

(ii) ExtnR(M,N ⇑RS ) ' ExtnS(M |S, N)

.

Απόδειξη.

(i) ΄Εστω

P : . . . Pn Pn−1 . . . P1 P0 N 0

S-προβολική επίλυση του N . Το R|S είναι προβολικό, άρα και επίπεδο S-πρότυπο. ΄Ετσι, από την

P, προκύπτει η ακριβής ακολουθία

P ↑RS : . . . Pn ↑RS Pn−1 ↑RS . . . P1 ↑RS P0 ↑RS N ↑RS 0

Επιπλέον, από Πρόταση 1.16(ii), έχουμε ότι Pi ↑RS είναι προβολικό R-πρότυπο για κάθε i ∈ N.

΄Ετσι, η P ↑RS είναι R-προβολική επίλυση του N ↑RS . Παίρνουμε, τότε, το συναλυσωτό σύμπλεγμα

HomR(P ↑RS ,M) : 0 HomR(P0 ↑RS ,M) . . . HomR(Pn−1 ↑RS ,M) HomR(Pn ↑RS ,M) . . .

και λόγω των φυσικών ισομορφισμών HomR(Pi ↑RS ,M) ' HomS(Pi,M |S) για κάθε i ∈ N, έχουμε
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ότι HomR(P ↑RS ,M) ' HomS(P,M |S), όπου HomS(P,M |S) είναι το συναλυσωτό σύμπλεγμα

HomR(P,M |S) : 0 HomR(P0,M |S) . . . HomR(Pn−1,M |S) HomR(Pn,M |S) . . .

΄Ετσι, έχουμε ExtnR(N ↑RS ,M) = Hn(HomR(P ↑RS ,M)) ' Hn(HomS(P,M |S)) = ExtnS(N,M |S),

δηλαδή ExtnR(N ↑RS ,M) ' ExtnS(N,M |S).

(ii) ΄Εστω

I : 0 . . . N I0 I1 . . . In−1 In . . .

S-εμφυτευτική επίλυση του N . Το R|S είναι προβολικό S-πρότυπο. ΄Ετσι, από την I, προκύπτει η

ακριβής ακολουθία

I ⇑RS : 0 N ⇑RS I0 ⇑RS I1 ⇑RS . . . In−1 ⇑RS In ⇑RS . . .

Επιπλέον, από Πρόταση 1.16(iii), έχουμε ότι Ii ⇑RS είναι εμφυτευτικό R-πρότυπο για κάθε i ∈ N.

΄Ετσι, η I ⇑RS είναι R-εμφυτευτική επίλυση του N ↑RS . Παίρνουμε, τότε το συναλυσωτό σύμπλεγμα

HomR(M, I ⇑RS ) : 0 HomR(M, I0 ⇑RS ) . . . HomR(M, In−1 ⇑RS ) HomR(M, In ↑RS ) . . .

και λόγω των φυσικών ισομορφισμών HomR(M, Ii ⇑RS ) ' HomS(M |S, Ii) για κάθε i ∈ N, έχουμε

ότι HomR(M, I ⇑RS ) ' HomS(M |S, I), όπου HomS(M |S, I) είναι το συναλυσωτό σύμπλεγμα

HomS(M |S, I) : 0 HomR(M |S, I0) . . . HomR(M |S, In−1) HomR(M |S, In) . . .

΄Ετσι, έχουμε ExtnR(M,N ⇑RS ) = Hn(HomR(M, I ⇑RS )) ' Hn(HomS(M |S, I)) = ExtnS(M |S, N),

δηλαδή ExtnR(M,N ⇑RS ) ' ExtnS(M |S, N).
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Πρόταση 1.18 ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G. Τότε το ZG είναι ελεύθερο ZH-πρότυπο.

Απόδειξη.

Η H δρα στη G με h · g = hg για κάθε h ∈ H και g ∈ G. Η δράση της H στη G επάγει δράση του

ZH στο ZG και έτσι το ZG καθίσταται αριστερό ZH-πρότυπο.

΄Εχουμε ότι G =
⋃
t∈T

Ht, όπου T είναι σύνολο αντιπροσώπων των δεξιών συμπλόκων της H στη G.

Τότε ZG = Z
( ⋃
t∈T

Ht
)
'
⊕
t∈T
Z(Ht), διότι η ένωση είναι ξένη και

⊕
t∈T
Z(Ht) '

⊕
t∈T
ZH.

΄Ετσι ZG '
⊕
t∈T
ZH και άρα το ZG είναι ελεύθερο ZH-πρότυπο.

Πόρισμα 1.19 ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G.

(i) Αν P ∈ ModZG προβολικό ZG-πρότυπο, τότε P |H είναι προβολικό ZH-πρότυπο.

(ii) Αν I ∈ ModZG εμφυτευτικό ZG-πρότυπο, τότε I|H είναι εμφυτευτικό ZH-πρότυπο.

(iii) Αν E ∈ ModZG επίπεδο ZG-πρότυπο, τότε E|H είναι επίπεδο ZH-πρότυπο.

Απόδειξη.

Από την Πρόταση 1.18, έχουμε ότι το ZG είναι ελεύθερο ZH-πρότυπο. Τότε το ZG είναι προβολικό

και επίπεδο ZH-πρότυπο. Τα αποτελέσματα προκύπτουν άμεσα από την Πρόταση 1.16(iv), (v) και

(vi), αντίστοιχα.

Πρόταση 1.20 ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G.

(i) Αν M ∈ ModZH , τότε το M είναι ευθύς προσθετέος του (M ↑GH)|H .

(ii) Αν N ∈ ModZH , τότε το N είναι ευθύς προσθετέος του (N ⇑GH)|H .
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Απόδειξη.

(i) Ορίζουμε την απεικόνιση ϕ : ZG×M →M με ϕ(g,m) =


gm αν g ∈ H

0 αν g /∈ H

Η ϕ είναι καλά ορισμένη και ZH-διγραμμική αφού αν h ∈ H, είναι

hg ∈ H ⇐⇒ g ∈ H ⇐⇒ gh ∈ H. Συνεπώς, επεκτείνεται σε ομομορφισμό αβελιανών ομάδων

ϕ : ZG⊗ZH M →M με ϕ(g ⊗m) =


gm αν g ∈ H

0 αν g /∈ H

Η ϕ είναι ZH-ομομορφισμός, αφού αν h ∈ H, είναι

ϕ
(
h(g ⊗m)

)
= ϕ(hg ⊗m) =


hgm αν g ∈ H

0 αν g /∈ H
= hϕ(g ⊗m)

και προφανώς, η ϕ είναι επιμορφισμός.

Συνεπώς, έχουμε τον ZH-επιμορφισμό ϕ : (
�

ZG⊗ZH M)|H →M .

Ορίζουμε, τώρα, την τ : M → ZG⊗ZHM με τ(m) = 1⊗m. Η τ είναι ZH-ομομορφισμός και έχουμε

ότι (ϕ ◦ τ)(m) = ϕ
(
τ(m)

)
= ϕ(1 ⊗m) = m. Συνεπώς, η ϕ είναι ZH-διασπώμενος επιμορφισμός

και άρα το M είναι ευθύς προσθετέος του (
�

ZG⊗ZH M)|H = (M ↑GH)|H .

(ii) Ορίζουμε την απεικόνιση ψ : N → HomZH(ZG,N) με
(
ψ(n)

)
(g) =


gn αν g ∈ H

0 αν g /∈ H
Η ψ είναι καλά ορισμένη και ZH-ομομορφισμός αφού αν h ∈ H, είναι

hg ∈ H ⇐⇒ g ∈ H ⇐⇒ gh ∈ H.

Η ψ είναι ZH-ομομορφισμός, αφού αν h ∈ H, είναι

(
ψ(hn)

)
(g) =


ghn αν g ∈ H

0 αν g /∈ H
=
(
hψ(n)

)
(g) για κάθε g ∈ G

και προφανώς, η ψ είναι μονομορφισμός.

Συνεπώς, έχουμε τον ZH-μονομορφισμό ψ : N →
(

HomZH(
�

ZG,N)
)
|H .

Ορίζουμε, τώρα, την σ : HomZH(ZG,N) → N με σ(f) = f(1). Η σ είναι ZH-ομομορφισμός

και έχουμε ότι (σ ◦ ψ)(n) = σ
(
ψ(n)

)
=
(
ψ(n)

)
(1) = n. Συνεπώς, η ψ είναι ZH-διασπώμενος

μονομορφισμός και άρα το N είναι ευθύς προσθετέος του (HomZH(
�

ZG,N)
)
|H = (N ⇑GH)|H .
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Πρόταση 1.21 ΄Εστω A,B ∈ ModR . Αν A είναι ευθύς προσθετέος του B, τότε pdRA ≤ pdRB

και idRA ≤ idRB.

Απόδειξη.

Αν pdRB =∞, τότε pdRA ≤ pdRB και αν idRB =∞, τότε idRA ≤ idRB. ΄Εστω pdRB <∞

και idRB <∞. Αφού A είναι ευθύς προσθετέος του B, υπάρχει E ∈ ModR ώστε A
⊕
E ' B.

Τότε για X ∈ ModR , έχουμε:

ExtiR(B,X) ' ExtiR(A⊕E,X) ' ExtiR(A,X)⊕ExtiR(E,X) και

ExtiR(X,B) ' ExtiR(X,A⊕E) ' ExtiR(X,A)⊕ExtiR(X,E) για κάθε i ∈ N.

Για i = pdRB + 1, έχουμε ExtiR(B,X) = 0 =⇒ ExtiR(A⊕E,X) = 0 =⇒

=⇒ ExtiR(A,X) = ExtiR(E,X) = 0. Συνεπώς, pdRA ≤ pdRB.

Αντίστοιχα, για i = idRB + 1, έχουμε ExtiR(X,B) = 0 =⇒ ExtiR(X,A⊕E) = 0 =⇒

=⇒ ExtiR(X,A) = ExtiR(X,E) = 0. Συνεπώς, idRA ≤ idRB.

Λήμμα 1.22 ΄Εστω M ∈ ModZG με pdZGM <∞. Τότε υπάρχει K ∈ ModZG με K|Z ελεύθερο

Z-πρότυπο ώστε Exti+1
ZG (M, ) ' ExtiZG(K, ) για κάθε i > 0.

Απόδειξη.

΄Εστω F ελεύθερο ZG-πρότυπο, ε : F →M επιμορφισμός και K = ker ε. Τότε, έχουμε τη β.α.α.

0 K F M 0

Αφού F είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο, έπεται ότι το F |Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο (Πόρισμα 1.19(i».

΄Ετσι, το K|Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο αφού K|Z ≤ F |Z. ΄Εστω A ∈ ModZG . Παίρνουμε τη μακρά

ακριβή ExtZG( , A) ακολουθία και έχουμε

. . . ExtiZG(F,A) ExtiZG(K,A) Exti+1
ZG (M,A) Exti+1

ZG (F,A) . . .

Αλλά F είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο και έτσι ExtiZG(F,A) = Exti+1
ZG (F,A) = 0 για κάθε i > 0.

΄Ετσι, Exti+1
ZG (M,A) ' ExtiZG(K,A) για κάθε i > 0 και για κάθε A ∈ ModZG .
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2 Διαγώνια δράση

2.1 Διαγώνια ZG-δράση

Αν A,B ∈ ModZG , τότε μπορούμε να ορίσουμε τις αβελιανές ομάδες A|Z⊗ZB|Z και HomZ(A|Z, B|Z)

τις οποίες, για απλότητα, θα συμβολίζουμε με A⊗ZB και HomZ(A,B). Οι ομάδες αυτές καθίστανται

ZG-πρότυπα και η ZG-δράση καλείται διαγώνια δράση. Στο παρόν κεφάλαιο, ορίζεται η διαγώνια

δράση της G επί των ομάδων αυτών και παρουσιάζεται η σύνδεσή της με τα επαγόμενα και τα

συνεπαγόμενα ZG-πρότυπα.

Ορισμός 2.1 ΄Εστω A,B ∈ ModZG . Η αβελιανή ομάδα A ⊗Z B εφοδιάζεται με δομή αριστερού

ZG-προτύπου που επάγεται από την ακόλουθη δράση της G στους γεννήτορες της A⊗Z B:

g · (a⊗ b) = ga⊗ gb για g ∈ G και a⊗ b ∈ A⊗Z B

Η · είναι δράση της G επί της A⊗Z B:

• 1G · (a⊗ b) = 1G a⊗ 1G b = a⊗ b, δηλαδή 1G · (a⊗ b) = a⊗ b

• Αν g1, g2 ∈ G, τότε (g1g2) · (a⊗ b) = (g1g2a)⊗ (g1g2b) = g1 ·
(
(g2a)⊗ (g2b)

)
= g1 ·

(
g2 · (a⊗ b)

)
,

δηλαδή (g1g2) · (a⊗ b) = g1 ·
(
g2 · (a⊗ b)

)
Η δραση της G επάγει δράση του ZG στους γεννήτορες της A⊗ZB, η οποία επεκτείνεται σε δράση

του ZG επί της A⊗Z B ως εξής:

(∑
g∈G ngg

)
· (∑i∈I ai ⊗ bi) = ∑

i∈I
∑
g∈G ng(gai ⊗ gbi)

Η παραπάνω δράση καλείται διαγώνια δράση και το ZG-πρότυπο A ⊗Z B (εφοδιασμένο με τη

διαγώνια δράση) θα συμβολίζεται με

�

A⊗Z
�

B.

Επιπλέον, η αβελιανή ομάδα HomZ(A,B) εφοδιάζεται με δομή αριστερού ZG-προτύπου με δράση

που επάγεται από την ακόλουθη δράση της G επί της HomZ(A,B):

(g · f)(a) = gf(g−1a) για κάθε a ∈ A

Η G δρά στην HomZ(A,B):
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• (1G · f)(a) = 1Gf(1−1
G a) = f(a) για κάθε a ∈ A, δηλαδή 1G · f = f

• Αν g1, g2 ∈ G, τότε
(
(g1g2) · f

)
(a) = g1g2f

(
(g1g2)−1a

)
= g1g2f(g−1

2 g−1
1 a) =

= g1 ·
(
g2f(g−1

2 a)
)

=
(
g1 · (g2 · f)

)
(a) για κάθε a ∈ A, δηλαδή (g1g2) · f = g1 · (g2 · f)

Η δράση της G επάγει δράση του ZG επί της HomZ(A,B) ως εξής:( (∑
g∈G ngg

)
· f
)

(a) = ∑
g∈G nggf(g−1a) για κάθε a ∈ A

Η παραπάνω δράση καλείται (επίσης) διαγώνια δράση και το ZG-πρότυπο HomZG(A,B) με τη

διαγώνια δράση συμβολίζεται με HomZ(
�

A,
�

B). �

Σχετικά με τη διαγώνια δράση έχουμε την ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 2.1 ΄Εστω G ομάδα, H ≤ G και A ∈ ModZG . Τότε:

(i)
�

Z
(
G�H

)
⊗Z

�

A '
�

ZG⊗ZH A|H

(ii) HomZ

( �

Z
(
G�H

)
,

�

A
)
' HomZH(

�

ZG,A|H)

Απόδειξη.

(i) Ορίζουμε f : Z
(
G�H

)
× A→ ZG⊗ZH A με f(gH, a) = g ⊗ g−1a.

Η f είναι Z-διγραμμική:

f(g1H + g2H, a) = g1 ⊗ g−1
1 a+ g2 ⊗ g−1

2 a = f(g1H, a) + f(g2H, a),

f(gH, a1 + a2) = g ⊗ g−1(a1 + a2) = g ⊗ (g−1a1 + g−1a2) = g ⊗ g−1a1 + g ⊗ g−1a2 =

= f(gH, a1) + f(gH, a2)

και

f(gHr, a) = (g ⊗ g−1a)r = g ⊗ g−1ar = g ⊗ g−1ra = f(gH, ra).

Συνεπώς, υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός αβελιανών ομάδων

42



f̃ : Z
(
G�H

)
⊗Z A→ ZG⊗ZH A με f̃(gH ⊗ a) = g ⊗ g−1a

Ορίζουμε, επίσης, h : ZG× A→ Z
(
G�H

)
⊗Z A με h(g, a) = gH ⊗ ga.

Η h είναι ZH-διγραμμική:

h(g1 + g2, a) = g1H ⊗ g1a+ g2H ⊗ g2a = h(g1, a) + h(g2, a),

h(g, a1 + a2) = gH ⊗ g(a1 + a2) = gH ⊗ (ga1 + ga2) = gH ⊗ ga1 + gH ⊗ ga2 = h(g, a1) + h(g, a2)

και

h(gr, a) = (gH ⊗ ga)r = gH ⊗ gar = gH ⊗ gra = h(g, ra).

Συνεπώς, υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός αβελιανών ομάδων

h̃ : ZG⊗ZH A→ Z
(
G�H

)
⊗Z A με h̃(g ⊗ a) = gH ⊗ ga.

Οι f̃ και h̃ είναι ZG-ομομορφισμοί:

f̃
(
x · (gH ⊗ a)

)
= f̃(xgH ⊗ xa) = xg ⊗ (xg)−1xa = xg ⊗ g−1x−1xa = xg ⊗ g−1a =

= x · (g ⊗ g−1a) = x · f̃(gH ⊗ a) για κάθε x ∈ G και gH ⊗ a ∈
�

Z
(
G�H

)
⊗Z

�

A

και

h̃
(
x · (g ⊗ a)

)
= h̃(xg ⊗ a) = xgH ⊗ xga = x · (gH ⊗ ga) = x · h̃(g ⊗ a)

για κάθε x ∈ G και g ⊗ a ∈
�

ZG⊗ZH A|H .

Τέλος:

(f̃ ◦ h̃)(g ⊗ a) = f̃
(
h̃(g ⊗ a)

)
= f̃(gH ⊗ ga) = g ⊗ g−1ga = g ⊗ a

για κάθε g ⊗ a ∈ ZG⊗ZH A

και

(h̃ ◦ f̃)(gH ⊗ a) = h̃
(
f̃(gH ⊗ a)

)
= h̃(g ⊗ g−1a) = gH ⊗ gg−1a = gH ⊗ a

για κάθε gH ⊗ a ∈ Z
(
G�H

)
⊗Z A.

΄Ετσι f̃ ◦ h̃ = idZG⊗ZHA και h̃ ◦ f̃ = idZ(G�H)⊗ZA
και άρα η f̃ είναι ισομορφισμός ZG-προτύπων.

΄Αρα, έχουμε ότι

�

Z
(
G�H

)
⊗Z

�

A '
�

ZG⊗ZH A|H ως (αριστερά) ZG-πρότυπα.

(ii) Ορίζουμε την σ : HomZ
(
Z
(
G�H

)
, A
)
→ HomZH(ZG,A)
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με σ(f) : ZG→ A, σ(f)(g) = gf(g−1H).

Η σ(f) είναι ομομορφισμός ZH-προτύπων για κάθε f ∈ HomZ
(
Z
(
G�H

)
, A
)
:

σ(f)(g + x) = gf(g−1H) + xf(x−1H) = σ(f)(g) + σ(f)(x)

και

σ(f)(hg) = hgf
(
(hg)−1H

)
= hgf(g−1h−1H) = hgf(g−1H) = hσ(f)

για κάθε x, g ∈ G και h ∈ H.

Ορίζουμε, επίσης, την τ : HomZH(ZG,A)→ HomZ
(
Z
(
G�H

)
, A
)

με τ(f) : Z
(
G�H

)
→ A,

(
τ(f)

)
(gH) = gf(g−1)

Η τ(f) είναι ομομορφισμός αβελιανών ομάδων για κάθε f ∈ HomZH(ZG,A):(
τ(f)

)
(g1H + g2H) = g1f(g−1

1 ) + g2f(g−1
2 ) =

(
τ(f)

)
(g1H) +

(
τ(f)

)
(g2H)

για κάθε g1H, g2H ∈ G�H.

Οι σ και τ είναι ομομορφισμοί ZG-προτύπων:

΄Εστω x ∈ ZG. Είναι:

σ(g · f)(x) = x(g · f)(x−1H) = xgf(g−1x−1H) = xgf ((xg)−1H) = σ(f)(xg) =

= (g · σ)(f)(x), δηλαδή σ(g · f) = g · σ(f) για κάθε g ∈ G και f ∈ HomZ

( �

Z
(
G�H

)
,

�

A
)
.

Επίσης:

΄Εστω xH ∈ Z
(
G�H

)
. Είναι:

τ(g · f)(xH) = x(g · f)(x−1) = xf(x−1g) = gg−1xf
(
(g−1x)−1

)
= gτ(f)(g−1xH) =

= (g · τ)(f)(xH), δηλαδή τ(g · f) = g · τ(f) για κάθε g ∈ G και f ∈ HomZH(
�

ZG,A|H).

΄Εστω, τώρα, ϕ ∈ HomZH(ZG,A). Είναι:

(σ ◦ τ)(ϕ)(x) = σ
(
τ(ϕ)

)
(x) = xτ(ϕ)(x−1H) = xx−1f

(
(x−1)−1) = f(x) για κάθε x ∈ ZG

και αν ψ ∈ HomZ

(
Z
(
G�H

)
, A
)
, τότε:

(τ ◦ σ)(ψ)(xH) = τ
(
σ(ψ)

)
(xH) = xσ(ψ)(x−1) = xx−1ψ

(
(x−1)−1

H
)

= ψ(xH)

για κάθε xH ∈ Z
(
G�H

)
.

Δηλαδή, σ ◦ τ = idHomZH(ZG,A) και τ ◦ σ = id
HomZ

(
Z(G�H),A

).
Συνεπώς, η σ είναι ισομορφισμός ZG-προτύπων και άρα, έχουμε ότι
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HomZ

( �

Z
(
G�H

)
,

�

A
)
' HomZH(

�

ZG,A|H) ως (αριστερά) ZG-πρότυπα.

Πρόταση 2.2 ΄Εστω G ομάδα, H ≤ G και A ∈ ModZG . Τότε:

(i) Αν A|H είναι προβολικό ZH-πρότυπο, τότε το
�

Z
(
G�H

)
⊗Z

�

A είναι προβολικό ZG-πρότυπο.

(ii) Αν A|H είναι εμφυτευτικό ZH-πρότυπο, τότε το HomZ

( �

Z
(
G�H

)
,

�

A
)
είναι εμφυτευτικό

ZG-πρότυπο.

Απόδειξη.

(i) Από Πρόταση 2.1(i) έχουμε ότι
�

Z
(
G�H

)
⊗Z

�

A '
�

ZG⊗ZH A|H = (A|H) ↑GH .

Αφού A|H είναι προβολικό ZH-πρότυπο, από Πρόταση 1.16(ii), έπεται ότι A|H ↑GH είναι προβολικό

ZG-πρότυπο. Συνεπώς, το
�

Z
(
G�H

)
⊗Z

�

A είναι προβολικό ZG-πρότυπο.

(ii) Από Πρόταση 2.1(ii) έχουμε ότι HomZ

( �

Z
(
G�H

)
,

�

A
)
' HomZH(

�

ZG,A|H) .

Αφού A|H είναι εμφυτευτικό ZH-πρότυπο, από Πρόταση 1.16(iii), έπεται ότι (A|H) ⇑GH είναι εμφυ-

τευτικό ZG-πρότυπο. Συνεπώς, το HomZ

( �

Z
(
G�H

)
,

�

A
)
είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο.

Πόρισμα 2.3 ΄Εστω G ομάδα και A ∈ ModZG . Τότε:

(i)
�

ZG⊗Z
�

A '
�

ZG⊗Z A|Z

(ii) HomZ

( �

ZG,
�

A
)
' HomZ(

�

ZG,A|Z)

Απόδειξη.

Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 2.1, θέτοντας H = {1G}.
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Πόρισμα 2.4 ΄Εστω G ομάδα και A ∈ ModZG . Τότε:

(i) Αν A|Z είναι προβολικό Z-πρότυπο (δηλαδή ελεύθερη αβελιανή ομάδα), τότε το
�

ZG⊗Z
�

A είναι

ελεύθερο ZG-πρότυπο.

(ii) Αν A|Z είναι εμφυτευτικό Z-πρότυπο (δηλαδή διαιρετή αβελιανή ομάδα), τότε το HomZ(
�

ZG,
�

A)

είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο.

Απόδειξη.

Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 2.2, θέτοντας H = {1G}.

Πρόταση 2.5 ΄Εστω G ομάδα.

(i) Αν P,A ∈ ModZG με P προβολικό ZG-πρότυπο και A|Z ελεύθερο Z-πρότυπο (δηλαδή,

ελεύθερη αβελιανή ομάδα), τότε το

�

P ⊗Z
�

A είναι προβολικό ZG-πρότυπο.

(ii) Αν P,A ∈ ModZG με P προβολικό ZG-πρότυπο και A|Z εμφυτευτικό Z-πρότυπο (δηλαδή,

διαιρετή αβελιανή ομάδα), τότε HomZ(
�

P ,
�

A) είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο.

(iii) ΄Εστω A ∈ ModZG με pdZGA ≤ m, m ∈ N.

1. Αν B ∈ ModZG με B|Z προβολικό Z-πρότυπο, τότε pdZG
�

A⊗Z
�

B ≤ m.

2. Αν B ∈ ModZG με B|Z εμφυτευτικό Z-πρότυπο, τότε idZG HomZ(
�

A,
�

B) ≤ m.

Απόδειξη.

(i) Αρχικά, υποθέτουμε ότι P είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο.

Τότε P = ⊕
x∈X

ZGx, όπου ZGx = ZG για κάθε x ∈ X. Είναι:

�

P ⊗Z
�

A '

 �⊕
x∈X

ZGx

⊗Z �

A ' ⊕
x∈X

( �

ZGx ⊗Z
�

A

)

Επειδή A|Z ελεύθερο Z-πρότυπο, από το Πόρισμα 2.4(i) έπεται ότι το
�

ZGx ⊗Z
�

A είναι ελεύθερο
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ZG-πρότυπο. ΄Αρα, το ⊕
x∈X

( �

ZGx ⊗Z
�

A

)
είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο ως ευθύ άθροισμα ελεύθερων

ZG-προτύπων. Συνεπώς, το
�

P ⊗Z
�

A είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο.

Τώρα, αν P είναι προβολικό ZG-πρότυπο, τότε υπάρχουν F,Q ∈ ModZG με F ελεύθερο

ZG-πρότυπο ώστε F = P
⊕
Q. Τότε

�

F ⊗Z
�

A '
( �

P
⊕
Q

)
⊗Z

�

A '
(�

P ⊗Z
�

A

)⊕(�

Q⊗Z
�

A

)

΄Ομως, το F είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο. ΄Ετσι, σύμφωνα με τα παραπάνω,
�

F ⊗Z
�

A είναι ελεύθερο

ZG-πρότυπο και άρα το
�

P ⊗Z
�

A είναι προβολικό ZG-πρότυπο ως ευθύς προσθετέος ελεύθερου ZG-

προτύπου.

(ii) Αρχικά, υποθέτουμε ότι P είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο.

Τότε P = ⊕
x∈X

ZGx, όπου ZGx = ZG για κάθε x ∈ X.

Είναι HomZ(
�

P ,
�

A) ' HomZ

 �⊕
x∈X

ZGx,
�

A

 ' ∏
x∈X

HomZ(
�

ZGx,
�

A)

Επειδή A|Z εμφυτευτικό Z-πρότυπο, από το Πόρισμα 2.4(ii), έπεται ότι το HomZ(
�

ZGx,
�

A) είναι

εμφυτευτικό ZG-πρότυπο. ΄Αρα, το ∏
x∈X

HomZ(
�

ZGx, A|Z) είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο ως ευθύ

γινόμενο εμφυτευτικών ZG-προτύπων. Συνεπώς, το HomZ(
�

P ,
�

A) είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο.

Τώρα, αν P προβολικό ZG-πρότυπο, τότε υπάρχουν F,Q ∈ ZGMod με F ελεύθερο ZG-πρότυπο

ώστε F = P
⊕
Q. Τότε HomZ(

�

F ,
�

A) ' HomZ

( �

P
⊕
Q,

�

A

)
' HomZ(

�

P ,
�

A)⊕HomZ(
�

Q,
�

A)

΄Ομως, το F είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο. ΄Ετσι, σύμφωνα με τα παραπάνω, HomZ(
�

F ,
�

A) είναι εμφυ-

τευτικό ZG-πρότυπο και άρα το HomZ(
�

P ,
�

A) είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο, ως ευθύς προσθετέος

εμφυτευτικού ZG-προτύπου.

(iii) Αφού pdZGA ≤ m, τότε υπάρχει ZG-προβολική επίλυση του A μήκους m, δηλαδή μια α-

κριβής ακολουθία

P : 0 Pm Pm−1 . . . P1 P0 A 0∂m ∂m−1 ∂1 ε

όπου Pi είναι προβολικό ZG-πρότυπο για i = 0, 1, . . . ,m.
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1. Το B|Z είναι προβολικό, άρα και επίπεδο Z-πρότυπο.

Συνεπώς, από την P, προκύπτει η ZG-ακριβής ακολουθία

�

P⊗Z
�

B : 0
�

Pm ⊗Z
�

B
�

Pm−1 ⊗Z
�

B . . .
�

P1 ⊗Z
�

B
�

P0 ⊗Z
�

B
�

A⊗Z
�

B 0

όπου, θέτοντας P−1 = A και ∂0 = ε, οι ομομορφισμοί είναι

∂i ⊗ idB : Pi ⊗Z B → Pi−1 ⊗Z B με (∂i ⊗ idB)(x⊗ b) = ∂i(x)⊗ idB(b)

για κάθε x⊗ b ∈ Pi ⊗Z B και για i = 0, 1, . . . ,m.

Οι ομομορφισμοί ∂i ⊗ idB διατηρούν τη διαγώνια δράση για κάθε i = 0, 1, . . . ,m.

Πράγματι, έστω x⊗ b ∈ Pi ⊗Z B και g ∈ G. Τότε:

(∂i ⊗ idB)
(
g · (x⊗ b)

)
= (∂i ⊗ idB)(gx⊗ gb) = ∂i(gx)⊗ idB(gb) =

(
g∂i(x)

)
⊗ (gb) =

= g ·
(
∂i(x)⊗ b

)
= g ·

(
∂i(x)⊗ idB(b)

)
, αφού ∂i είναι ZG-ομομορφισμός για i = 0, 1, . . . ,m.

Συνεπώς, (∂i ⊗ idB)
(
g · (x⊗ b)

)
= g ·

(
∂i(x)⊗ idB(b)

)
για κάθε x⊗ b ∈ Pi ⊗Z B

και g ∈ G και για κάθε i = 0, 1, . . . ,m.

΄Ετσι, η

�

P⊗Z
�

B είναι ακριβής ακολουθία ZG-προτύπων.

Αλλά, Pi είναι προβολικό ZG-πρότυπο για κάθε i = 0, 1, . . . ,m και B|Z είναι προβολικό Z-πρότυπο.

Από το (i), έπεται ότι
�

Pi ⊗Z
�

B είναι προβολικό ZG-πρότυπο για κάθε i = 0, 1, . . . ,m.

Συνεπώς, η ακολουθία

�

P⊗Z
�

B είναι ZG-προβολική επίλυση του
�

A⊗Z
�

B μήκους m.

΄Αρα, pdZG
�

A⊗Z
�

B ≤ m.

2. Το B|Z είναι εμφυτευτικό Z-πρότυπο. Συνεπώς, από την P, προκύπτει η ZG-ακριβής ακολουθία

HomZ(
�

P,
�

B) : 0 HomZ(
�

A,
�

B) HomZ(
�

P0,
�

B) . . . HomZ(
�

Pm,
�

B) 0

όπου, θέτοντας P−1 = A και ∂0 = ε, οι ομομορφισμοί είναι

∂∗i : HomZ(Pi−1, B)→ HomZ(Pi, B) με ∂∗i (f) = f ◦ ∂i

για κάθε f ∈ HomZ(Pi−1, B) και για i = 0, 1, . . . ,m.

Οι ομομορφισμοί ∂∗i διατηρούν τη διαγώνια δράση για κάθε i = 0, 1, . . . ,m.

Πράγματι, έστω f ∈ HomZ(Pi−1, B) και g ∈ G. Τότε:
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∂∗i (g · f) = (g · f) ◦ ∂i και για κάθε x ∈ Pi−1 είναι
(
(g · f) ◦ ∂i

)
(x) = (g · f)

(
∂i(x)

)
=

= gf
(
g−1∂i(x)

)
= gf

(
∂i(g−1x)

)
= g ·

(
f(∂i(x))

)
= g ·

((
f ◦ ∂i

)
(x)
)
,

αφού ∂i είναι ZG-ομομορφισμός για i = 0, 1, . . . ,m.

Δηλαδή, (g · f) ◦ ∂i = g ·
(
f ◦ ∂i

)
ή, ισοδύναμα, ∂∗i (g · f) = g ·

(
∂∗i (f)

)
΄Ετσι, έχουμε ∂∗i (g · f) = g ·

(
∂∗i (f)

)
για κάθε f ∈ HomZ(Pi−1, B) και g ∈ G

και για κάθε i = 0, 1, . . . ,m.

΄Αρα, η HomZ(
�

P,
�

B) είναι ακριβής ακολουθία ZG-προτύπων.

Αλλά Pi είναι προβολικό ZG-πρότυπο για κάθε i = 0, 1, . . . ,m και B|Z είναι εμφυτευτικό Z-πρότυπο.

Από το (ii), έπεται ότι HomZ(
�

Pi,
�

B) είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο για κάθε i = 0, 1, . . . ,m.

Συνεπώς, η ακολουθία HomZ(
�

P,
�

B) είναι ZG-εμφυτευτική επίλυση του HomZ(
�

A,
�

B) μήκους m.

΄Αρα, idZG HomZ(
�

A,
�

B) ≤ m.

2.2 Σχετικά προβολικά πρότυπα

Αν G ομάδα και H ≤ G, ένα ZG-πρότυπο P καλείται H-σχετικά προβολικό αν είναι ευθύς προσθε-

τέος ενός επαγόμενου από την H στη G προτύπου. Δηλαδή, το P είναι H-σχετικά προβολικό αν

P
⊕
Q ' N ↑GH για κάποιο ZG-πρότυπο Q και κάποιο ZH-πρότυπο N . Αν η H είναι τετριμμένη,

τότε το P καλείται σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο και έτσι οδηγούμαστε στον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 2.2 ΄Εστω P ∈ ModZG . Το P θα λέγεται σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο αν είναι

ευθύς προσθετέος ενός επαγόμενου ZG-προτύπου. Δηλαδή, το P καλείται σχετικά προβολικό αν

P
⊕
M '

�

ZG⊗Z X για κάποιο M ∈ ModZG και X ∈ ModZ . �

Η Πρόταση 2.6 δείχνει ότι μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε ένα ZG-πρότυπο P να είναι

σχετικά προβολικό είναι κάθε Z-διασπώμενη β.α.α. ZG-προτύπων που καταλήγει στο P να είναι

ZG-διασπώμενη.

Πρόταση 2.6 ΄Εστω P ∈ ModZG . Τα εξής είναι ισοδύναμα:
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(i) Το P είναι σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο.

(ii) Αν 0 A B P 0σ τ
β.α.α. ZG-προτύπων η οποία είναι Z-διασπώμενη, τότε είναι

ZG-διασπώμενη.

Απόδειξη.

(i)=⇒(ii) Αρχικά, έστω X αβελιανή ομάδα ώστε η

0 A B
�

ZG⊗Z X 0σ τ
(2.1)

να είναι ZG-ακριβής ακολουθία η οποία είναι Z-διασπώμενη.

Τότε, υπάρχει Z-ομομορφισμός ρ :
�

ZG⊗Z X → B ώστε τ ◦ ρ = idZG⊗ZX .

Ορίζουμε την απεικόνιση ϕ :
�

ZG⊗Z X → B με ϕ(w ⊗ x) = wρ(1⊗ x)

Η ϕ είναι ZG-ομομορφισμός:

΄Εστω g ∈ G και w ⊗ x ∈
�

ZG⊗Z X. Τότε:

ϕ
(
g · (w ⊗ x)

)
= ϕ(gw ⊗ x) = gwρ(1⊗ x) = g

(
wρ(1⊗ x)

)
= g · ϕ(w ⊗ x)

Επίσης:

(τ ◦ ϕ)(w ⊗ x) = τ
(
ϕ(w ⊗ x)

)
= τ

(
wρ(1⊗ x)

)
= w · τ

(
ρ(1⊗ x)

)
= w ·

(
(τ ◦ ρ)(1⊗ x)

)
=

= w ·
(
(idZG⊗ZX)(1⊗ x)

)
= w · (1⊗ x) = w ⊗ x, καθώς τ είναι ZG-ομομορφισμός.

΄Ετσι, (τ ◦ ϕ)(w ⊗ x) = w ⊗ x για κάθε w ⊗ x ∈ ZG⊗Z X, δηλαδή, τ ◦ ϕ = idZG⊗ZX

΄Αρα, η (2.1) είναι ZG-διασπώμενη ακολουθία.

΄Εστω, τώρα, ότι το P είναι σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο.

Τότε υπάρχει M ∈ ModZG και αβελιανή ομάδα X ώστε P
⊕
M '

�

ZG⊗Z X.

΄Εστω, επίσης,

0 A B P 0σ τ
(2.2)

ZG-ακριβής ακολουθία που είναι Z-διασπώμενη.

Τότε, υπάρχει Z-ομομορφισμός ρ : P → X ώστε τ ◦ ρ = idP .

Από τις β.α.α.

0 A B P 0σ τ
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και

0 0 M M 0idM

επάγεται η β.α.α.

0 A B
⊕
M P

⊕
M 0σ τ⊕idM

(2.3)

Η (2.3) είναι Z-διασπώμενη:

Ορίζουμε ϕ⊕ idM : P ⊕M → B
⊕
M με ϕ⊕ idM = ρ⊕ idM . Τότε:(

(τ ⊕ idM) ◦ (ϕ⊕ idM)
)
(x,m) = (τ ⊕ idM)

(
(ϕ ⊕ idM)(x,m)

)
= (τ ⊕ idM)

(
ϕ(x), idM(m)

)
=

= (τ ⊕ idM)
(
ϕ(x),m

)
= (τ ⊕ idM)

(
ρ(x),m

)
=
(
τ
(
ρ(x)

)
, idM(m)

)
=
(
(τ ◦ ρ)(x), idM(m)

)
=

=
(
idP (x), idM(m)

)
= (x,m), δηλαδή

(
(τ ⊕ idM) ◦ (ϕ⊕ idM)

)
(x,m) = (x,m)

για κάθε (x,m) ∈ P ⊕M

΄Ετσι (τ ⊕ idM) ◦ (ϕ⊕ idM) = idP⊕M και άρα η (2.3) είναι Z-διασπώμενη.

Αλλά, P
⊕
M '

�

ZG⊗Z X και η β.α.α. (2.3) γίνεται

0 A B
⊕
M

�

ZG⊗Z X 0σ τ⊕idM

και λόγω των παραπάνω, είναι ZG-διασπώμενη. ΄Ετσι, υπάρχει ϕ̃ :
�

ZG⊗Z X → B
⊕
M

ZG-ομομορφισμός με ϕ̃ = ϕ1 ⊕ ϕ2, ώστε (τ ⊕ idM) ◦ (φ1 ⊕ φ2) = idZG⊗ZX .

Καθώς

�

ZG⊗Z X ' P
⊕
M , έπεται ότι (τ ⊕ idM) ◦ (φ1 ⊕ φ2) = idP

⊕
M

και άρα (τ ◦ ϕ1)⊕ (idM ◦ ϕ2) = idP ⊕ idM . Συνεπώς, τ ◦ ϕ1 = idP .

Δηλαδή, υπάρχει ϕ1 : P → B ZG-ομομορφισμός με τ ◦ ϕ1 = idP και έτσι, η β.α.α. (2.2) είναι

ZG-διασπώμενη.
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(ii)=⇒(i) Θεωρούμε την ακολουθία

0 IG ZG Z 0

η οποία επάγει τη ZG-ακριβή, Z-διασπώμενη ακολουθία

0
�

IG⊗Z
�

P
�

ZG⊗Z
�

P
�

Z⊗Z
�

P 0 (2.4)

Το Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο και άρα
�

Z ⊗Z
�

P ' Z ⊗Z
�

P ' P και από το Πόρισμα 2.3(i),

έχουμε

�

ZG⊗Z
�

P '
�

ZG⊗Z P |Z. ΄Ετσι, η (2.4) γίνεται

0
�

IG⊗Z
�

P
�

ZG⊗Z P |Z P 0 (2.5)

Η (2.5) είναι Z-διασπώμενη και άρα, από υπόθεση, είναι ZG-διασπώμενη.

Συνεπώς,

( �

IG⊗Z
�

P
)⊕

P '
�

ZG⊗Z P |Z, ως ZG-πρότυπα. Δηλαδή, το P είναι ευθύς προσθετέος

επαγόμενου ZG-προτύπου και άρα είναι σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο.
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3 Οι αβελιανές ομάδες Ext

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουμε συνοπτικά την προσέγγιση των αβελιανών ομάδων ExtnR(A,B)

ως κλάσεις ισοδυναμίας n-επεκτάσεων ενός R-προτύπου A κατά ένα R-πρότυπο B. Η προσέγγι-

ση αυτή έγινε αρχικά από τον R. Baer για τις ομάδες Ext1
R(A,B) και στη συνέχεια γενικεύτηκε

από τον N. Yoneda. Για τις αποδείξεις των αποτελεσμάτων παραπέμπουμε στα [4] και [5]. Στη συ-

νέχεια, ορίζουμε το γινόμενο Yoneda στο επίπεδο επεκτάσεων και προβολικών επιλύσεων και το cup

product. Τέλος, μελετάμε τους φυσικούς μετασχηματισμούς μεταξύ των συναρτητών Ext1
R(B, )

και Ext1
R(A, ) και αποδεικνύουμε ότι κάθε τέτοιος φυσικός μετασχηματιμός επάγεται από έναν

ομομορφισμό θ : A→ B.

3.1 Επεκτάσεις προτύπων

Ορισμός 3.1 ΄Εστω A, B ∈ ModR . Μία επέκταση α του A κατά B είναι μία β.α.α.

α : 0 B X A 0

για κάποιο X ∈ ModR . �

Συμβολίζουμε με ER(A,B) το σύνολο των επεκτάσεων του A κατά B. Αν α και β είναι επεκτάσεις

του A κατά B με

α : 0 B X A 0

β : 0 B X ′ A 0

θα λέμε ότι οι α και β είναι ισοδύναμες και θα γράφουμε α ∼ β αν υπάρχει ομομορφισμός ξ : X → X ′

ώστε το διάγραμμα

0 B X A 0

0 B X ′ A 0

ξ

να είναι μεταθετικό.

Σε αυτή την περίπτωση, το 5-Λήμμα [4, I., 3, Lemma 3.1] εξασφαλίζει ότι ξ είναι ισομορφισμός.
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Λόγω αυτού, η σχέση ∼ είναι συμμετρική, ενώ είναι άμεσο ότι είναι ανακλαστική και μεταβατική.

΄Ετσι, η ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας. Θέτουμε extR(A,B) = ER(A,B)�∼. Αν α είναι μια επέκταση

του A κατά B, συμβολίζουμε με [α] την κλάση ισοδυναμίας της α (ως προς τη σχέση ∼).

Για κάθε A,B ∈ ModR έχουμε την επέκταση

[sA,B] : 0 B A
⊕
B A 0iB πA

και έτσι ext(A,B) 6= ∅. Ειδικότερα, μια επέκταση [α] : 0 B X A 0 θα λέγεται

διασπώμενη αν α ∼ sA,B, δηλαδή, αν [α] = [sA,B].

Στην περίπτωση αυτή, η [α] είναι R-διασπώμενη β.α.α.

3.2 Το άθροισμα Baer δύο επεκτάσεων

Ορισμός 3.2 ΄Εστω A, B ∈ ModR και

[α] : 0 B X A 0f g

[β] : 0 B X ′ A 0f ′ g′

επεκτάσεις του A κατά B. Θεωρούμε το διάγραμμα

X

X ′ A

g

g′

και έστω Q το pullback των g και g′, δηλαδή Q =
{

(x1, x2) ∈ X⊕
X ′ : g(x1) = g′(x2)

}
.

Θεωρούμε το I =
{

(x1, x2) ∈ X
⊕
X ′ : x1 = f(b) και x2 = −f ′(b) για κάποιο b ∈ B

}
και

παρατηρούμε ότι αν (x1, x2) ∈ I, έχουμε ότι x1 = f(b) και x2 = −f ′(b) για κάποιο b ∈ B. Τότε

g(x1) = g
(
f(b)

)
= 0 και g′(x2) = g′

(
− f ′(b)

)
= −g′

(
f ′(b)

)
= 0, λόγω της ακρίβειας των [α]

και [β]. Δηλαδή, g(x1) = g′(x2) και άρα (x1, x2) ∈ Q. Συνεπώς, I ≤ Q. Θέτουμε E = Q�I και

54



θεωρούμε την ακολουθία

[ε] : 0 B E A 0ϕ ψ

όπου ϕ(b) =
(
f(b), 0

)
+ I και ψ

(
(x1, x2) + I

)
= g(x1).

Η ψ είναι καλά ορισμένη αφού αν (x1, x2) + I, (y1, y2) + I ∈ E με (x1, x2) + I = (y1, y2) + I, είναι

(x1 − y1, x2 − y2) ∈ I. Τότε, υπάρχει b ∈ B ώστε x1 − y1 = f(b) =⇒ g(x1 − y1) = g(f(b)) = 0,

λόγω της ακρίβειας της [α]. ΄Ετσι g(x1 − y1) = 0 =⇒ g(x1) = g(x2) και η ψ είναι καλά ορισμένη.

Θα αποδείξουμε ότι η [ε] είναι β.α.α. και άρα ορίζει μία επέκταση του A κατά B.

• kerϕ = 0 : ΄Εστω b ∈ kerϕ. Τότε ϕ(b) = I =⇒ (f(b), 0) + I = I =⇒ (f(b), 0) ∈ I.

Τότε −f ′(b) = 0, δηλαδή b ∈ ker f ′. Αλλά f ′ είναι μονομορφισμός. ΄Ετσι b = 0 και άρα kerϕ = 0.

• Imϕ = kerψ : ΄Εστω (x1, x2) + I ∈ Imϕ. Τότε υπάρχει b ∈ B ώστε ϕ(b) = (x1, x2) + I =⇒

=⇒ (x1, x2) + I = (f(b), 0) + I. Τότε ψ
(
(x1, x2) + I

)
= ψ

(
(f(b), 0) + I

)
= g(f(b)) = 0, λόγω

της ακρίβειας της [α]. ΄Ετσι, Imϕ ⊆ kerψ.

΄Εστω, τώρα, (x1, x2) + I ∈ kerψ. ΄Εχουμε, τότε, ότι g(x1) = g′(x2) και αφού (x1, x2) + I ∈ kerψ

είναι ψ
(
(x1, x2) + I

)
= 0 =⇒ g(x1) = 0. Συνεπώς, g(x1) = g′(x2) = 0. Δηλαδή, x1 ∈ ker g και

x2 ∈ ker g′. Λόγω ακρίβειας των [α] και [β], είναι ker g = Im f και ker g′ = Im f ′. ΄Ετσι, υπάρχουν

b1, b2 ∈ B ώστε f(b1) = x1 και f
′(b2) = x2. Τότε:

ϕ(b1) + ϕ(−b2) =
(
(f(b1), 0) + I

)
+
(
(f(−b2), 0) + I

)
=
(
(f(b1), 0) + I

)
+
(
(−f(b2), 0) + I

)
=

=
(
(f(b1), 0) + I

)
+
(
(0, f(b2)) + I

)
= (f(b1), f(b2)) + I = (x1, x2) + I.

΄Αρα, ϕ(b1) + ϕ(−b2) = (x1, x2) + I =⇒ ϕ(b1 − b2) = (x1, x2) + I από όπου έπεται ότι

(x1, x2) + I ∈ Imϕ. Συνεπώς, kerψ ⊆ Imϕ και άρα kerψ = Imϕ.

• Imψ = A : ΄Εστω a ∈ A. Από την ακρίβεια της [α], έχουμε ότι Im g = A. Συνεπώς, υπάρχει

x1 ∈ X ώστε g(x1) = a. Τότε (x1, 0) + I ∈ E και ψ
(
(x1, 0) + I

)
= g(x1) = a. ΄Ετσι Imψ = A.

Η επέκταση [ε] ∈ extR(A,B) καλείται άθροισμα Baer των επεκτάσεων [α] και [β] και συμβο-

λίζεται με [α] + [β], δηλαδή [α] + [β] ..= [ε]. �

Αποδεικνύεται ότι το άθροισμα Baer δύο επεκτάσεων [α] και [β] είναι καλά ορισμένο (ανεξάρτητο

από τους αντιπροσώπους των κλάσεων ισοδυναμίας [α] και [β]), μεταθετικό και προσεταιριστικό.
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Με αυτή την πράξη, το σύνολο extR(A,B) καθίσταται αβελιανή ομάδα. Το ουδέτερο στοιχείο είναι

η διασπώμενη επέκταση [sA,B], ενώ αν

[α] : 0 B X A 0f g

είναι μια επέκταση του A κατά B, το αντίστροφο στοιχείο της [α] ως προς την πράξη +, είναι η

κλάση ισοδυναμίας της επέκτασης

β1 : 0 B X A 0−f g

ή της

β2 : 0 B X A 0f −g

μιας και οι δύο τελευταίες είναι ισοδύναμες. Δηλαδή, είναι [α] + [β1] = [α] + [β2] = [sA,B] και έτσι,

θέτουμε −[α] ..= [β1] = [β2].

3.3 Οι συναρτητές ext( , B) και ext(A, )

΄Εστω A, B, B′ ∈ ModR και ψ : B → B′ R-ομομορφισμός.

Αν [α] : 0 B X A 0 είναι μια επέκταση του A κατά B, τότε μπορούμε να κα-

τασκευάσουμε μία επέκταση [β′] του A κατά B′ θεωρώντας το διάγραμμα

0 B X A 0

B′

ψ

Από το Θεώρημα 1.7, έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

[α] : 0 B X A 0

[β′] : 0 B′ P A 0

ψ
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όπου P είναι το pushout του διαγράμματος

B X

B′

ψ

Η επέκταση [β′] θα συμβολίζεται με [ψ∗(α)], δηλαδή [ψ∗(α)] ..= [β′].

΄Ετσι, αν ψ : B → B′ είναι R-ομομορφισμός, κατασκευάσαμε ομομορφισμό

extR(A,ψ) = ψ∗ : extR(A,B)→ extR(A,B′).

Εύκολα μπορεί να δείξει κανείς ότι extR(A,ϕ ◦ ψ) = extR(A,ϕ) ◦ extR(A,ψ) και ότι

extR(A, idB) = idextR(A,B). Με αυτό τον τρόπο, ο extR(A, ) : ModR → Ab καθίσταται

συναλλοίωτος προσθετικός συναρτητής.

Αντίστοιχα, έστω A,A′, B ∈ ModR και θ : A→ A′ R-ομομορφισμός.

Αν [α′] : 0 B X A′ 0 είναι μια επέκταση του A′ κατά B, τότε μπορούμε να

κατασκευάσουμε μία επέκταση [β] του A κατά B θεωρώντας το διάγραμμα

A

0 B X A′ 0

ϕ

Από το Θεώρημα 1.8, έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

[β] : 0 B Q A 0

[α′] : 0 B X A′ 0

ϕ

όπου Q είναι το pullback του διαγράμματος

A

X A′

ϕ

Η επέκταση [β] θα συμβολίζεται με [ϕ∗(α′)], δηλαδή [ϕ∗(α′)] ..= [β].

΄Ετσι, αν ϕ : A→ A′ είναι R-ομομορφισμός, κατασκευάσαμε ομομορφισμό
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extR(ϕ,B) = ϕ∗ : extR(A′, B)→ extR(A,B).

Εύκολα μπορεί να δείξει κανείς ότι extR(ϕ ◦ ψ,B) = extR(ψ,B) ◦ ext(ϕ,B) και ότι

extR(idA, B) = idextR(A,B). Με αυτό τον τρόπο, ο extR( , B) : ModR → Ab καθίσταται

ανταλλοίωτος προσθετικός συναρτητής.

Επιπλέον, έστω

[α] : 0 B X A 0

μια επέκταση του A κατά B.

Αν f : B → B R-ομομορφισμός, τότε ορίζεται ένας συνεκτικός ομομορφισμός

δB : HomR(B,B)→ extR(A,B) με δB(f) = [f∗(α)].

Αποδεικνύεται ότι η Φ : extR(A,B) → Ext1
R(A,B) με Φ([α]) = δB(idB) είναι ισομορφισμός αβε-

λιανών ομάδων και ότι αν ∂B : HomR(B,B) → Ext1
R(A,B) είναι ο συνεκτικός ομομορφισμός στη

μακρά ακριβή ExtR( , B) ακολουθία

. . . HomR(X,B) HomR(B,B) Ext1
R(A,B) . . .

∂B

τότε ∂B(f) = δB(f) για κάθε f ∈ HomR(B,B).

3.4 Ext και n-επεκτάσεις

Τώρα, αν M,N ∈ ModR και n ∈ N∗, μια n-επέκταση του M κατά N είναι μια ακριβής ακολουθία

R-προτύπων

0 N Xn Xn−1 . . . X1 M 0

Συμβολίζουμε με En
R(M,N) το σύνολο των n-επεκτάσεων του M κατά N . Αν α και β είναι

επεκτάσεις του M κατά N με

α : 0 N Xn Xn−1 . . . X1 M 0
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β : 0 N X ′n X ′n−1 . . . X ′1 M 0

θα λέμε ότι οι α και β είναι ισοδύναμες και θα γράφουμε α ∼ β, αν υπάρχουν fi : Xi → X ′i

R-ομομορφισμοί για i = 1, 2, . . . , n ώστε το διάγραμμα

0 N Xn Xn−1 . . . X1 M 0

0 N X ′n X ′n−1 . . . X ′1 M 0

fn fn−1 f1

να είναι μεταθετικό. Η σχέση ∼ είναι ανακλαστική και μεταβατική αλλά, αν n > 1, τότε δεν είναι

σχέση ισοδυναμίας (δεν είναι συμμετρική). Μπορούμε, όμως, να θεωρήσουμε τη σχέση ισοδυναμίας

που παράγεται από την ∼ την οποία - κάνοντας κατάχρηση του συμβολισμού - θα συμβολίζουμε

επίσης με ∼. Ιδιαιτέρως, δύο επεκτάσεις α και β του M κατά N με

α : 0 N Xn Xn−1 . . . X1 M 0

β : 0 N X ′n X ′n−1 . . . X ′1 M 0

είναι ισοδύναμες (α ∼ β) αν υπάρχουν R-πρότυπα Ej
i για i = 1, 2, . . . n και j = 1, 2, . . . ,m, όπου

m ∈ N∗, και R-ομομορφισμοί ώστε το διάγραμμα

0 N Xn Xn−1 . . . X1 M 0

0 N E1
n E1

n−1 . . . E1
1 M 0

...
...

...
...

...
...

...
...

0 N Em
n Em

n−1 . . . Em
1 M 0

0 N X ′n X ′n−1 . . . X ′1 M 0

να είναι μεταθετικό όπου, σε διαδοχικές σειρές, τα βέλη υποδεικνύουν ότι οι ομομορφισμοί πάνε όλοι

προς τα επάνω ή προς τα κάτω.
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Θέτουμε extnR(M,N) = En
R(M,N)�∼ και ext1

R(M,N) = extR(M,N).

Το άθροισμα Baer ορίζεται με ανάλογο τρόπο και για n-επεκτάσεις και έτσι, για M,N ∈ ModR , το

extnR(M,N) καθίσταται αβελιανή ομάδα. Επιπλέον, όπως παραπάνω, ο extnR(M, ) : ModR → Ab

καθίσταται συναλλοίωτος προσθετικός συναρτητής και ο extnR( , N) : ModR → Ab καθίσταται

ανταλλοίωτος προσθετικός συναρτητής.

Αποδεικνύεται ότι extnR(M,N) ' ExtnR(M,N) ως αβελιανές ομάδες για κάθε n ∈ N. Ειδικότερα,

αποδεικνύεται ότι οι δισυναρτητές extnR( , ) και ExtnR( , ) είναι φυσικά ισοδύναμοι για κάθε

n ∈ N. Για το υπόλοιπο της εγασίας, θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό ExtnR(A,B) και για τις

ομάδες extnR(A,B) χωρίς ιδιαίτερη επισήμανση.

3.5 Ext και γινόμενα

΄Εχοντας δείξει την προσέγγιση των ομάδων ExtiR(M,N) ως ομάδες n-επεκτάσεων R-προτύπων,

ορίζουμε τα εξής γινόμενα: το γινόμενο Yoneda (ως γινόμενο n-επεκτάσεων και ως γινόμενο στο

επίπεδο προβολικών επιλύσεων) και το cup product.

΄Εστω K,M,N ∈ ModR και i, j ∈ N. Αν [α] είναι μια i-επέκταση του M κατά K και [β] είναι μια

j-επέκταση του K κατά N με

[α] : 0 K Ai . . . A1 M 0

[β] : 0 N Bj . . . B1 K 0

μπορούμε να κατασκευάσουμε μια (i+j)-επέκταση του M κατά N ῾῾κολλώντας᾿᾿ τις [α] και [β] στο

K, όπως στο διάγραμμα:

0 N Bj . . . B1 Ai . . . A1 M 0

K

0 0
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δηλαδή, κατασκευάζεται η (i+j)-επέκταση του M κατά N

0 N Bj . . . B1 Ai . . . A1 M 0

Συνεπώς, αν i > 0 και j > 0 έχουμε ορίσει ένα γινόμενο

◦ : ExtiR(M,K)× ExtjR(K,N)→ Exti+jR (M,N).

Αν i = 0, τότε ExtiR(M,K) = Ext0
R(M,K) = HomR(M,K). ΄Ετσι, αν f : M → K, έχουμε

M

[β] : 0 N Bj . . . B2 B1 K 0

f

και ορίζουμε το γινόμενο f ◦ [β] ∈ ExtjR(M,N) να είναι η επέκταση

[f ∗(β)] : 0 N Bj . . . B2 Q M 0

όπου Q είναι το pullback του διαγράμματος

M

B1 K

f

την ύπαρξη της οποίας μας εξασφαλίζει το Πόρισμα 1.9(ii).

Αντίστοιχα, αν j = 0, τότε ExtjR(K,N) = Ext0
R(K,N) = HomR(K,N). ΄Ετσι, αν g : K → N ,

έχουμε

[α] : 0 K Ai Ai−1 . . . A1 M 0

N

g

και ορίζουμε το γινόμενο [α] ◦ g να είναι η επέκταση

[g∗(α)] : 0 N P Ai−1 . . . A1 M 0
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όπου P είναι το pushout του διαγράμματος

K Ai

N

g

την ύπαρξη της οποίας μας εξασφαλίζει το Πόρισμα 1.9(i).

Τέλος, αν i = j = 0, τότε ExtiR(M,K) = Ext0
R(M,K) = HomR(M,K) και

ExtjR(K,N) = Ext0
R(K,N) = HomR(K,N). ΄Ετσι, αν f ∈ HomR(M,K) και g ∈ HomR(K,N),

ορίζουμε το γινόμενο f ◦ g ∈ HomR(M,N) να είναι η συνήθης σύνθεση g ◦ f .

Συνεπώς, έχουμε ορίσει ένα γινόμενο ◦ : ExtiR(M,K)×ExtjR(K,N)→ Exti+jR (M,N) για κάθε

i, j ∈ N. Το γινόμενο αυτό καλείται γινόμενο Yoneda. Αποδεικνύεται ότι το γινόμενο Yoneda είναι

καλά ορισμένο (ανεξάρτητο των αντιπροσώπων των κλάσεων των επεκτάσεων) και προσεταιριστικό.

΄Εστω, τώρα

. . . Fi+1 Fi Fi−1 . . . F1 F0 M 0

Ri

∂i+1 ∂i

ai

∂i−1 ∂1 ε

bi

R-προβολική επίλυση του M , όπου Ri = Im ∂i = ker ∂i−1 και bi ◦ ai = ∂i, όπου θέτουμε R0 = M

και ∂0 = ε. Κάθε στοιχείο [f ] ∈ ExtiR(M,K) αντιστοιχεί σε έναν ομομορφισμό f̂ : Ri → K.

Πράγματι, καθώς ExtiR(M,K) = ker ∂∗i+1�Im ∂∗i
, έχουμε ότι f ∈ ker ∂∗i+1 και έτσι f : Fi → K και

∂∗i+1(f) = 0 ⇐⇒ f ◦ ∂i+1 = 0. Ορίζεται, τότε, ομομορφισμός f̂ : Ri → K ως εξής:

΄Εστω x ∈ Ri. Τότε, υπάρχει y ∈ Fi ώστε ai(y) = x. Θέτουμε f̂(x) = f(y). Ο f̂ είναι καλά

ορισμένος αφού αν y1, y2 ∈ Fi ώστε ai(y1) = ai(y2), έχουμε ai(y1−y2) = 0 =⇒ bi(ai(y1−y2)) = 0,

δηλαδή ∂i(y1 − y2) = 0. ΄Ετσι, y1 − y2 ∈ ker ∂i = Im ∂i+1. Τότε, υπάρχει z ∈ Fi+1 ώστε

∂i+1(z) = y1− y2. Συνεπώς, f(∂i+1(z)) = f(y1− y2) =⇒ f(y1)− f(y2) = 0 =⇒ f(y1) = f(y2).

Επιπλέον, κάθε ομομορφισμός f̂ : Ri → K, αντιστοιχεί σε ένα στοιχείο [f ] ∈ ExtiR(M,K).

Πράγματι ορίζουμε f : Fi → K με f = f̂ ◦ ai.
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Είναι ∂∗i+1(f) = f ◦ ∂i+1 = f̂ ◦ ai ◦ ∂i+1 = 0, αφού ai ◦ ∂i+1 = 0.

΄Ετσι, f ∈ ker ∂∗i+1 και άρα [f ] ∈ ExtiR(M,K).

Ακόμα, κάθε στοιχείο [f ] ∈ ExtiR(M,K) αντιστοιχεί σε έναν αλυσωτό ομομορφισμό

f̄ = {fk : Fi+k → Pk}∞k=0 βαθμού −i, όπου

. . . Fn+1 Fn Fn−1 . . . F1 F0 M 0

R-προβολική επίλυση του M και

. . . Pn+1 Pn Pn−1 . . . P1 P0 K 0

R-προβολική επίλυση του K.

Πράγματι, αν [f ] ∈ ExtiR(M,K), τότε το [f ] αντιστοιχεί σε έναν ομομορφισμό f̂ : Ri → K. Ο f̂

επεκτείνεται, από το Θεώρημα Σύγκρισης [4, III., 6, Theorem 6.1], σε αλυσωτό ομομορφισμό

f̄ = {fk : Fi+k → Pk}∞k=0, βαθμού−i. Τέλος, αν f̄ = {fk : Fi+k → Pk}∞k=0 αλυσωτός ομομορφισμός

βαθμού −i, τότε αυτός αντιστοιχεί στον ομομορφισμό f̂ : Ri → K από τον οποίο και καθορίζεται

πλήρως αφού, από το Θεώρημα Σύγκρισης, κάθε δύο αλυσωτοί ομομορφισμοί που επεκτείνουν τον

f̂ είναι ομοτοπικά ισοδύναμοι.

Υπό αυτή την οπτική, έστω [f ] ∈ ExtiR(M,K), [g] ∈ ExtjR(K,N) και

. . . Fn Fn−1 . . . F1 F0 M 0

. . . Pn Pn−1 . . . P1 P0 K 0

. . . Qn Qn−1 . . . Q1 Q0 N 0

R-προβολικές επιλύσεις των M,K και N , αντίστοιχα.

Αφού [f ] ∈ ExtiR(M,K), έχουμε έναν αλυσωτό ομομορφισμό f̄ = {fk : Fi+k → Pk}∞k=0 βαθμού −i

που αντιστοιχεί στο [f ] και παίρνουμε το μεταθετικό διάγραμμα
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. . . Fi+j+k . . . Fi+k . . . Fi+1 Fi . . . F1 F0 M 0

. . . Pj+k . . . Pk . . . P1 P0 K 0

fj+k fk f1 f0

Καθώς [g] ∈ ExtjR(K,N), έχουμε έναν αλυσωτό ομομορφισμό ḡ = {gk : Pj+k → Qk}∞k=0 βαθμού

−j που αντιστοιχεί στο [g] και παίρνουμε το μεταθετικό διάγραμμα

. . . Pj+k . . . Pj+1 Pj . . . P1 P0 K 0

. . . Qk . . . Q1 Q0 N 0

gk g1 g0

Συνδυάζοντας τα δύο παραπάνω διαγράμματα, έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

. . . Fi+j+k . . . Fi+j+1 Fi+j . . . Fi . . . F1 F0 M 0

. . . Pj+k . . . Pj+1 Pj . . . P0 K 0

. . . Qk . . . Q1 Q0 N 0

fj+k fj+1 fj f0

gk g1 g0

Ορίζουμε, έτσι, τον αλυσωτό ομομορφισμό g ◦ f := ḡ ◦ f̄ = {gk ◦ fj+k : Fi+j+k → Qk}∞k=0 βαθμού

−(i+ j) και έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

. . . Fi+j+k . . . Fi+j+1 Fi+j . . . F1 F0 M 0

. . . Qk . . . Q1 Q0 N 0

gk◦fj+k g1◦fj+1 g0◦fj

Ο αλυσωτός ομομορφισμός g ◦ f αντιστοιχεί σε ένα στοιχείο του Exti+jR (M,N).

΄Ετσι, κατασκευάζεται ένα γινόμενο • : ExtiR(M,K) × ExtjR(K,N) → Exti+jR (M,N). Απο-

δεικνύεται ότι το γινόμενο • είναι καλά ορισμένο (ανεξάρτητο των προβολικών επιλύσεων των

M,K και N) και προσεταιριστικό.
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Τώρα, ορίζουμε ένα ακόμα γινόμενο ως εξής:

΄Εστω Λ μια Hopf άλγεβρα υπεράνω ενός δακτυλίου R ώστε Λ να είναι προβολικό R-πρότυπο.

΄Εστω, επίσης, M,N,K,L ∈ ModΛ ώστε M |R, N |R, K|R και L|R να είναι προβολικά R-πρότυπα.

΄Εστω

P : . . . Pn Pn−1 . . . P1 P0 M 0∂n ∂n−1 ∂1 ε

Q : . . . Qn Qn−1 . . . Q1 Q0 N 0∂′n ∂′n−1 ∂′1 ε′

Λ-προβολικές επιλύσεις των M και N , αντίστοιχα.

Ορίζουμε το τανυστικό γινόμενο των P και Q να είναι το αλυσωτό σύμπλεγμα

(P⊗R Q,d) = {(P⊗R Q)n , dn}
∞
n=0 όπου

(P⊗R Q)n =
⊕
k+l=n

(Pk⊗RQl) και dn(xk⊗yl) = ∂k(xk)⊗yl+(−1)kxk⊗∂′l(yl) για κάθε xk ∈ Pk, yl ∈ Ql

Το Θεώρημα Künneth [6, Chapter 2, Theorem 2.7.1] εξασφαλίζει ότι το P ⊗R Q αποτελεί Λ-

προβολική επίλυση του

�

P ⊗R
�

Q. Αν [f ] ∈ ExtiΛ(M,K) και [g] ∈ ExtjΛ(N,L), τότε υπάρχουν

ομομορφισμοί f : Pi → K και g : Qj → L που αντιστοιχούν στα [f ] και [g]. Τότε, μπορούμε να

ορίσουμε τον ομομορφισμό

f ⊗ g : Pi⊗RQj → K⊗RL. Ο f ⊗ g επεκτείνεται σε ομομορφισμό f ⊗ g : (P⊗R Q)i+j → K⊗RL

θέτοντας (f ⊗ g)
( ∑
k+l=i+j

pk ⊗ ql
)

= 0 για k 6= i ή l 6= j. Αν

. . . En En−1 . . . E1 E0 K ⊗Z L 0

είναι μια Λ-προβολική επίλυση του K ⊗R L, τότε ο f ⊗ g επεκτείνεται σε αλυσωτό ομομορφισμό

f ⊗ g = {(f⊗ g)r : (P⊗R Q)i+j+r → Er}∞r=0 βαθμού −(i+j) και έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

. . . (P⊗R Q)i+j+r . . . (P⊗R Q)i+j . . . (P⊗R Q)1 (P⊗R Q)0 M ⊗R N 0

. . . Er . . . E0 K ⊗R L 0
(f⊗g)r (f⊗g)0
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Συνεπώς, ορίζεται έτσι ένα στοιχείο Exti+jΛ (M ⊗R N,K ⊗R L) το οποίο συμβολίζεται με f ∪ g.

΄Εχουμε ορίσει, λοιπόν, ένα γινόμενο ∪ : ExtiΛ(M,K)×ExtjΛ(N,L)→ Exti+jΛ (M⊗RN,K⊗RL).

Το γινόμενο αυτό καλείται cup product.

Ειδικότερα, αν Λ = ZG, R = Z καιM = N = Z, τότε μπορούμε να θεωρήσουμε μια ZG-προβολική

επίλυση του Z ως τετριμμένο ZG-πρότυπο

P : . . . Pn Pn−1 . . . P1 P0 Z 0

Αφού Z ' Z ⊗Z Z μέσω του ∆ : Z → Z ⊗Z Z με ∆(x) = x ⊗ x, έπεται ότι το P ⊗Z P είναι

ZG-προβολική επίλυση του Z. ΄Ετσι, μπορούμε να επεκτείνουμε τον ∆ σε αλυσωτό ομομορφισμό

∆̄ = {∆n : P→ P⊗Z P}∞n=0 βαθμού 0 και έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

. . . Pn Pn−1 . . . P0 Z 0

. . . (P⊗Z P)n (P⊗Z P)n−1 . . . (P⊗Z P)0 Z 0

∆n ∆n−1 ∆0 ∆

Αν [f ] ∈ H i(G,K) και [g] ∈ Hj(G,L), τότε, όπως παραπάνω, κατασκευάζεται αλυσωτός ομο-

μορφισμός f ⊗ g = {(f ⊗ g)r : (P⊗Z P)i+j+r → Er}∞r=0 βαθμού −(i + j) και ένα μεταθετικό

διάγραμμα

. . . (P⊗Z P)i+j+r . . . (P⊗Z P)i+j . . . (P⊗Z P)1 (P⊗Z P)0 Z 0

. . . Er . . . E0 K ⊗Z L 0
(f⊗g)r (f⊗g)0

Συνδυάζοντας τα δύο αυτά διαγράμματα, έχουμε το

. . . Pi+j+r . . . Pi+j . . . P0 Z 0

. . . (P⊗Z P)i+j+r . . . (P⊗Z P)i+j . . . (P⊗Z P)0 Z 0

. . . Er . . . E0 K ⊗Z L 0

∆r ∆i+j ∆0 ∆

(f⊗g)r (f⊗g)0

δηλαδή, κατασκευάζεται ένας αλυσωτός ομομορφισμός ∆ ◦ (f ⊗ g) = {Pi+j+r → Er}∞r=0 βαθμού
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−(i + j), άρα και ένα στοιχείο [∆ ◦ (f ⊗ g)] ∈ H i+j(G,K ⊗Z L), το οποίο επίσης συμβολίζεται

επίσης με f ∪ g και καλείται cup product των f και g.

Αποδεικνύεται ότι το cup product είναι καλά ορισμένο (ανεξάρτητο των προβολικών επιλύσεων των

M και N) και προσεταιριστικό.

Το γινόμενο n-επεκτάσεων ◦ και το γινόμενο • που ορίστηκε στο επίπεδο των αλυσωτών

ομομορφισμών συμπίπτουν υπό την έννοια ότι αν extnR(M,N) Φ' ExtnR(M,N), [α] ∈ extnR(M,K)

και [β] ∈ extnR(K,N), τότε Φ([α] ◦ [β]) = Φ([α]) • Φ([β]). ΄Ετσι, θα καλούμε και τα δύο αυτά

γινόμενα ως γινόμενο Yoneda, χωρίς διάκριση. Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι και το cup product,

όταν ορίζεται, συμπίπτει με το γινόμενοYoneda σύμφωνα με το ακόλουθο Θεώρημα που παραθέτουμε

χωρίς απόδειξη.

Θεώρημα 3.1 [6, Chapter 3, Proposition 3.2.1] ΄Εστω Λ μια Hopf άλγεβρα υπεράνω ενός δα-

κτυλίου R και

M,N,K,L ∈ ModΛ . Αν [η] ∈ ExtiΛ(M,K) και [ζ] ∈ ExtjΛ(N,L) τότε το cup product

η ∪ ζ ∈ Exti+jΛ (M ⊗R N,K ⊗R L) είναι ίσο με το γινόμενο Yoneda των

η ⊗ idL ∈ ExtiΛ(M ⊗R L,K ⊗R L) και idM ⊗ ζ ∈ ExtjΛ(M ⊗R N,M ⊗R L), δηλαδή

η ∪ ζ = [η ⊗ idL] ◦ [idM ⊗ ζ].

Κάνοντας κατάχρηση του συμβολισμού, στη συνέχεια θα γράφουμε ∪ και για τα τρία γινόμενα

που ορίσαμε παραπάνω.

3.6 Φυσικές ισοδυναμίες μεταξύ Ext1

Στη συνέχεια, μελετάμε φυσικούς μετασχηματισμούς μεταξύ Ext1
συναρτητών. Αποδεικνύουμε ότι

ένας τέτοιος φυσικός μετασχηματισμός επάγεται από έναν ομομορφισμό και δίνουμε ικανές και ανα-

γκαίες συνθήκες ώστε ένας φυσικός μετασχηματισμός να είναι φυσικός μονομορφισμός και φυσικός

επιμορφισμός. Τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στην παράγραφο αυτή είναι βασισμένα στο [1].
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Λήμμα 3.2 ΄Εστω

0 M P B 0λ µ
(3.1)

β.α.α. R-προτύπων.

Αν ∂B και ∂M είναι οι συνεκτικοί ομομορφισμοί στις μακρές ακριβείς ExtR(B, ) και ExtR( ,M)

ακολουθίες

. . . HomR(B,B) Ext1
R(B,M) . . .

∂B

. . . HomR(M,M) Ext1
R(B,M) . . .

∂M

αντίστοιχα, τότε ∂B(idB) + ∂M(idM) = 0.

Απόδειξη.

΄Εστω [ε1] και [ε2] επεκτάσεις του B κατά M ώστε [ε1] = Φ−1
(
∂B(idB)

)
και [ε2] = Φ−1

(
∂M(idM)

)
,

όπου Φ είναι ο ισομορφισμός extR(B,M) Φ' Ext1
R(B,M).

Σύμφωνα με τα όσα αναπτύξαμε στην παράγραφο 3.3, έχουμε ότι [ε1] είναι η κλάση ισοδυναμίας της

επέκτασης

0 M E1 B 0χ1 p1

όπου E1 είναι το pullback του διαγράμματος

B

P B

idB

µ

Η επέκταση

[ε1] : 0 M E1 B 0χ1 p1

είναι ισοδύναμη με την (3.1), αφού από Θεώρημα 1.8 έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

0 M E1 B 0

0 M P B 0

χ1

idM

p1

β idB

λ µ
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Από την άλλη μεριά, έχουμε ότι η [ε2] είναι η κλάση ισοδυναμίας της επέκτασης

0 M E2 B 0i2 χ2

όπου E2 είναι το pushout του διαγράμματος

M P

M

λ

idM

΄Ετσι

[ε2] : 0 M E2 B 0i2 χ2

όπου E2 = P
⊕
M�I με I =

{
(x,m) ∈ P ⊕M : x = λ(m0) και m = −m0 για κάποιο m0 ∈M

}
,

δηλαδή I =
{(
− λ(m),m

)
∈ P ⊕M : m ∈M

}
, i2(m) = (0,m) + I και χ2

(
(x,m) + I

)
= µ(x).

Θα δείξουμε ότι η [ε2] είναι ισοδύναμη με την επέκταση

0 M P B 0−λ µ

Πράγματι, ορίζουμε γ : E2 → P με γ
(
(x,m) + I

)
= x− λ(m). Η γ είναι καλά ορισμένη.

Αν (x1,m1) + I = (x2,m2) + I =⇒ (x1− x2,m1−m2) ∈ I. Τότε x1− x2 = −λ(m1−m2) =⇒

=⇒ x1 − x2 = −λ(m1) + λ(m2) =⇒ x1 + λ(m1) = x2 + λ(m2) =⇒

=⇒ γ
(
(x1,m1) + I

)
= γ

(
(x2,m2) + I

)
και η γ είναι καλά ορισμένη.

Τότε:

(γ ◦ i2)(m) = γ
(
i2(m)

)
= γ(0,m) = 0−λ(m) = −λ(m) και

(
(−λ)◦ idM

)
(m) = (−λ)

(
idM(m)

)
=

= (−λ)(m) = −λ(m), δηλαδή γ ◦ i2 = (−λ) ◦ idM . Επίσης:

(idB ◦ χ2)
(
(x,m) + I

)
= idB

(
χ2
(
(x,m) + I

))
= idB

(
µ(x)

)
= µ(x) και (µ ◦ γ)

(
(x,m) + I

)
=

= µ
(
γ
(
(x,m)+I

))
= µ

(
x−λ(m)

)
= µ(x)−µ

(
λ(m)

)
= µ(x), λόγω της ακρίβειας της ακολουθίας
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(3.1). ΄Ετσι, idB ◦ χ2 = µ ◦ γ και άρα το διάγραμμα

0 M E2 B 0

0 M P B 0

i2

idM

χ2

γ idB

−λ µ

είναι μεταθετικό. Συνεπώς, η [ε2] είναι ισοδύναμη με την επέκταση 0 M P B 0−λ µ

Βάσει των όσων αναφέραμε για το άθροισμα Baer δύο επεκτάσεων, έχουμε ότι [ε1] + [ε2] = [sA,B]

ή, ισοδύναμα, ∂B(idB) + ∂M(idM) = 0.

Θεώρημα 3.3 [1, Theorem 1.3] ΄Εστω A,B ∈ ModR και [Ext1
R(B, ),Ext1

R(A, )] το σύνολο

των φυσικών μετασχηματισμών τ : Ext1
R(B, )→ Ext1

R(A, ).

Τότε, υπάρχει ένας επιμορφισμός Ψ : HomR(A,B)→ [Ext1
R(B, ),Ext1

R(A, )].

Ιδιαιτέρως, αν τ : Ext1
R(B, ),Ext1

R(A, ) είναι φυσικός μετασχηματισμός, τότε υπάρχει ομομορφι-

σμός η ∈ HomR(A,B) ώστε τ = η∗.

Απόδειξη.

΄Εστω P προβολικό R-πρότυπο ώστε P B 0µ
ακριβής ακολουθία. ΘέτουμεM = kerµ και

έχουμε τη β.α.α. 0 M P B 0λ µ
. ΄Εστω τ : Ext1

R(B, ) → Ext1
R(A, ) φυσικός

μετασχηματισμός. ΄Εχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

HomR(B,B) Ext1
R(B,M) Ext1

R(B,P )

HomR(A,P ) HomR(A,B) Ext1
R(A,M) Ext1

R(A,P )

∂B λ∗

τM τP

∂A λ∗

(3.2)

΄Εστω b = ∂B(idB) ∈ Ext1
R(B,M).

Αν x ∈ Ext1
R(B,X), τότε x = ξ∗(b) για κάποιο ξ ∈ HomR(M,X).

Πράγματι, από τη β.α.α. 0 M P B 0λ µ
, έχουμε τη μακρά ακριβή ακολουθία

. . . HomR(P,X) HomR(M,X) Ext1
R(B,X) Ext1

R(P,X) . . .λ∗ ∂X µ∗
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Αλλά P είναι προβολικό R-πρότυπο και άρα Ext1
R(P,X) = 0.

Συνεπώς, ∂X : HomR(M,X) → Ext1
R(B,X) είναι επιμορφισμός. Θέτοντας X = M , έχουμε, από

το Λήμμα 3.2, ότι ∂B(idB) + ∂M(idM) = 0 =⇒ ∂M(idM) = −∂B(idB) = −b.

Αφού x ∈ Ext1
R(B,X), υπάρχει θ ∈ HomR(M,X) ώστε ∂X(θ) = x.

Από το μεταθετικό διάγραμμα

HomR(M,M) Ext1
R(B,M)

HomR(M,X) Ext1
R(B,X)

∂M

θ∗ θ∗

∂X

έχουμε x = ∂X(θ) = ∂X(θ ◦ idM) = ∂X
(
θ∗(idM)

)
= θ∗

(
∂M(idM)

)
.

΄Ετσι, x = θ∗
(
∂M(idM)

)
= θ∗(−b) = −θ∗(b) = (−θ)∗(b) και άρα, αν ξ = −θ, έχουμε x = ξ∗(b).

Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος (3.2), έχουμε (λ∗ ◦ τM)(b) = (τP ◦ λ∗)(b) και

λ∗(b) = λ∗
(
∂B(idB)

)
= (λ∗ ◦ ∂B)(idB) = 0, λόγω της ακρίβειας της πάνω σειράς του (3.2).

Συνεπώς, (τP ◦ λ∗)(b) = τP
(
λ∗(b)

)
= τP (0) = 0 =⇒ (λ∗ ◦ τM)(b) = 0 =⇒ λ∗

(
τM(b)

)
= 0.

΄Αρα, τM(b) ∈ kerλ∗ = Im ∂A και έτσι υπάρχει η ∈ HomR(A,B) ώστε ∂A(η) = τM(b).

Επιπλέον, από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος

Ext1
R(B,M) Ext1

R(B,X)

Ext1
R(A,M) Ext1

R(A,X)

ξ∗

τM τX

ξ∗

έχουμε τX ◦ ξ∗ = ξ∗ ◦ τM .

΄Αρα τX(x) = τX
(
ξ∗(b)

)
= (τX ◦ ξ∗)(b) = (ξ∗ ◦ τM)(b) = ξ∗

(
τM(b)

)
=⇒ τX(x) = ξ∗

(
τM(b)

)
.

Τέλος, από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος

HomR(B,B) Ext1
R(B,M)

HomR(A,B) Ext1
R(A,M)

∂B

η∗ η∗

∂A

έχουμε ∂A ◦ η∗ = η∗ ◦ ∂B.

΄Αρα τM(b) = ∂A(η) = ∂A(idB ◦ η) = ∂A
(
η∗(idB)

)
= (∂A ◦ η∗)(idB) = (η∗ ◦ ∂B)(idB) =
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= η∗
(
∂B(idB)

)
= η∗(b).

Συνεπώς, τX(x) = τX
(
ξ∗(b)

)
= (τX ◦ ξ∗)(b) = (ξ∗ ◦ τM)(b) = ξ∗

(
τM(b)

)
= ξ∗

(
η∗(b)

)
=

= ξ ◦ (b ◦ η) = (ξ ◦ b) ◦ η = x ◦ η = η∗(x) =⇒ τX(x) = η∗(x).

Δηλαδή, τX(x) = η∗(x) για κάθε x ∈ Ext1
R(B,X) και άρα τX = η∗.

Σχόλιο 3.4 Από την απόδειξη του Θεωρήματος έπεται ότι Ψ(η) είναι ο φυσικός μετασχηματισμός

f
τX7−→ f ◦ η, δηλαδή ο μετασχηματισμός που επάγεται από το γινόμενο Yoneda

∪ η : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A,X).

Το Θεώρημα 3.3 εξασφαλίζει ότι κάθε φυσικός μετασχηματισμός τ : Ext1
R(B, ) → Ext1

R(A, )

επάγεται από έναν ομομορφισμό η : A → B. Συνεπώς, στη συνέχεια, περιοριζόμαστε σε φυ-

σικούς μετασχηματισμούς της μορφής η∗ : Ext1
R(B, ) → Ext1

R(A, ) για κάποιον ομομορφισμό

η ∈ HomR(A,B).

Πρόταση 3.5 [1, Theorem 2.4] ΄Εστω A,B ∈ ModR και θ : A→ B R-ομομορφισμός.

Τότε, η φυσική απεικόνιση θ∗ : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A,X) είναι μονομορφισμός για κάθε

X ∈ ModR αν και μόνο αν υπάρχουν E,P ∈ ModR με P προβολικό R-πρότυπο, μία ακριβής

ακολουθία P B 0ϕ
και μία διασπώμενη β.α.α. 0 E A

⊕
P B 0ι 〈θ,ϕ〉

(ώστε

το B είναι ευθύς προσθετέος του A
⊕
P ).

Απόδειξη.

΄Εστω P ένα ελεύθερο R-πρότυπο με P B 0ϕ
ακριβής ακολουθία.

Ορίζουμε τον ομομορφισμό h : A⊕P → B με h(a, x) = 〈θ, ϕ〉(a, x) = θ(a) + ϕ(x) .

Αν b ∈ B, τότε υπάρχει x ∈ P ώστε ϕ(x) = b.

Τότε h(0, x) = θ(0) + ϕ(x) = 0 + b = b, δηλαδή, h(0, x) = b.

Συνεπώς, η h είναι επιμορφισμός.

Επίσης, αν iA : A→ A
⊕
P με iA(a) = (a, 0) είναι η φυσική εμφύτευση, τότε

(h ◦ iA)(a) = h
(
iA(a)

)
= h(a, 0) = θ(a) + ϕ(0) = θ(a) + 0 = θ(a), δηλαδή, (h ◦ iA)(a) = θ(a) για
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κάθε a ∈ A. ΄Ετσι, h ◦ iA = θ και άρα (h ◦ iA)∗ = θ∗ ή, ισοδύναμα, θ∗ = i∗A ◦ h∗

Ο i∗A είναι ισομορφισμός.

Πράγματι έστω πP : A⊕P → P με πP (a, x) = x η φυσική προβολή στο P .

Θεωρούμε τη β.α.α.:

0 A A
⊕
P P 0iA πP

(3.3)

Το P είναι ελεύθερο και άρα προβολικό R-πρότυπο.

Λόγω αυτού, η (3.3) είναι διασπώμενη. ΄Εστω Q ∈ ModR .

Ο συναρτητής Ext1
R( , Q) είναι προσθετικός και έτσι, από την (3.3), παίρνουμε τη διασπώμενη

β.α.α.

0 Ext1
R(P,Q) Ext1

R(A⊕P,Q) Ext1
R(A,Q) 0

π∗P i∗A
(3.4)

Αλλά, Ext1
R(P,Q) = 0 διότι P είναι προβολικό R-πρότυπο και έτσι, από την (3.4) έχουμε ότι ο i∗A

είναι ισομορφισμός.

(=⇒) ΄Εστω ότι ο θ∗ : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A,X) είναι μονομορφισμός για κάθε X ∈ ModR .

Αφού θ∗ = i∗A ◦ h∗ και ο i∗A είναι ισομορφισμός, έπεται ότι h∗ = (i∗A)−1 ◦ θ∗.

Καθώς (i∗A)−1
μονομορφισμός και θ∗ μονομορφισμός, έχουμε ότι και ο h∗ είναι μονομορφισμός.

Αφού h : A⊕P → B είναι επιμορφισμός, έχουμε τη β.α.α.

0 E A
⊕
P B 0ι h

(3.5)

όπου E = kerh. ΄Εστω X ∈ ModR . Θεωρούμε τη μακρά ακριβή ExtR( , X) ακολουθία και έχουμε

0 HomR(B,X) HomR(A⊕P,X) HomR(E,X) Ext1
R(B,X) . . .h∗ ι∗ δ h∗

Καθώς h∗ είναι μονομορφισμός, έχουμε ότι kerh∗ = 0. Λόγω ακρίβειας, όμως, Im δ = kerh∗ και

άρα Im δ = 0. Συνεπώς, προκύπτει η β.α.α.

0 HomR(B,X) HomR(A⊕P,X) HomR(E,X) 0h∗ ι∗
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Για X = E, έχουμε ότι ι∗ : HomR(A⊕P,E) → HomR(E,E) είναι επιμορφισμός. ΄Ετσι, για την

idE ∈ HomR(E,E), υπάρχει β ∈ HomR(A⊕P,E) ώστε ι∗(β) = idE ή, ισοδύναμα, β ◦ ι = idE.

Δηλαδή, υπάρχει β : A⊕P → E με β ◦ ι = idE.

Συνεπώς, η (3.5) είναι διασπώμενη και έτσι έχουμε ότι A
⊕
P ' B

⊕
E, δηλαδή, το B είναι ευθύς

προσθετέος του A
⊕
P .

(⇐=) Θεωρούμε τη διασπώμενη β.α.α.

0 E A
⊕
P B 0ι h

(3.6)

όπου h = 〈θ, ϕ〉.

Αν X ∈ ModR , τότε Ext1
R( , X) είναι προσθετικός συναρτητής και από την (3.6) προκύπτει η

διασπώμενη β.α.α.

0 Ext1
R(B,X) Ext1

R(A⊕P,X) Ext1
R(E,X) 0h∗ ι∗

(3.7)

Από την (3.7) έχουμε ότι h∗ είναι μονομορφισμός.

Αφού θ∗ = i∗A ◦h∗ και i∗A ισομορφισμός, h∗ μονομορφισμός, έχουμε ότι θ∗ είναι μονομορφισμός.

Πρόταση 3.6 [1, Theorem 2.5] ΄Εστω A,B ∈ ModR και θ : A→ B R-ομομορφισμός.

Τότε, η φυσική απεικόνιση θ∗ : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A,X) είναι επιμορφισμός για κάθε

X ∈ ModR αν και μόνο αν υπάρχουν Q,P ∈ ModR με Q προβολικό, η : Q→ P R-ομομορφισμός,

ακριβείς ακολουθίες P B 0ϕ
και Q A 0g

και μία β.α.α.

0 Q A
⊕
P B 0(g,−η) 〈θ,ϕ〉

Απόδειξη.

(=⇒): ΄Εστω ότι θ∗ : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A,X) είναι επιμορφισμός για κάθε X ∈ ModR .

΄Εστω Q ελεύθερο R-πρότυπο με Q A 0g
ακριβής ακολουθία. Τότε, το Q είναι προβολικό
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R-πρότυπο. Θεωρούμε τη β.α.α.

0 M Q A 0f g
(3.8)

όπου M = ker g. Η (3.8) ορίζει ένα στοιχείο [λ] ∈ Ext1
R(A,M).

Εφόσον θ∗ : Ext1
R(B,M)→ Ext1

R(A,M) είναι επιμορφισμός, υπάρχει ένα [λ′] ∈ Ext1
R(B,M) ώστε

θ∗([λ′]) = [λ], δηλαδή, [λ′]◦θ = [λ]. Αν [λ′] : 0 M P B 0ψ ϕ
, τότε το [λ′]◦θ ορίζει

τη β.α.α. 0 M K A 0χ p1
, όπου K είναι το pull-back του διαγράμματος

A

P B

θ

ϕ

Συνεπώς, προκύπτει το μεταθετικό διάγραμμα

0 M K A 0

0 M P B 0

idM

χ

p2

p1

θ

ψ ϕ

Επειδή [λ′] ◦ θ = [λ], έχουμε ότι λ′ ◦ θ ∼ λ και παίρνουμε το εξής μεταθετικό διάγραμμα

0 M Q A 0

0 M K A 0

idM

f

β

g

idA

χ σ

όπου β είναι ισομορφισμός. ΄Ετσι, συνδυάζοντας τα δύο παραπάνω διαγράμματα, κατασκευάζεται το

ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα

0 M Q A 0

0 M P B 0

idM

f

η

g

θ

ψ ϕ

(3.9)

όπου, ασφαλώς, η = τ ◦ β. Ορίζουμε τους εξής ομομορφισμούς:

d : Q→ A
⊕
P με d(q) = (g,−η)(q) =

(
g(q),−η(q)

)
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και

h : A⊕P → B με h(a, x) = 〈θ, ϕ〉(a, x) = θ(a) + ϕ(x).

Αρκεί να αποδείξουμε ότι η

0 Q A
⊕
P B 0d h

είναι β.α.α. ΄Εχουμε:

• Im d ⊆ kerh: ΄Εστω q ∈ Q. Τότε:

h
(
d(q)

)
= h

(
g(q),−η(q)

)
= θ

(
g(q)

)
+ ϕ

(
− η(q)

)
= (θ ◦ g)(q)− (ϕ ◦ η)(q)

Αλλά, λόγω μεταθετικότητας του διαγράμματος (3.9), έχουμε ότι (θ ◦ g)(q) = (ϕ ◦ η)(q) ∀ q ∈ Q.

΄Αρα: h
(
d(q)

)
= (θ ◦ g)(q)− (ϕ ◦ η)(q) = 0, δηλαδή, h

(
d(q)

)
= 0 για κάθε q ∈ Q.

Συνεπώς, Im d ⊆ kerh.

• kerh ⊆ Im d: ΄Εστω (a, x) ∈ kerh. Τότε, h(a, x) = 0 ⇐⇒ θ(a)+ϕ(x) = 0 ⇐⇒ θ(a) = −ϕ(x).

Αφού a ∈ A και g : Q→ A επιμορφισμός, υπάρχει q ∈ Q ώστε g(q) = a.

Τότε, θ
(
g(q)

)
= θ(a) και λόγω της μεταθετικότητας του διαγράμματος (3.9), έχουμε

θ
(
g(q)

)
= ϕ

(
η(q)

)
, δηλαδή, ϕ

(
η(q)

)
= θ(a). ΄Ετσι, ϕ

(
η(q)

)
= θ(a) = −ϕ(x) και άρα

ϕ
(
η(q)

)
= −ϕ(x) =⇒ ϕ

(
η(q)

)
+ ϕ(x) = 0 =⇒ ϕ

(
η(q) + x

)
= 0. Συνεπώς, η(q) + x ∈ kerϕ.

Από την ακρίβεια της κάτω γραμμής του διαγράμματος (3.9) έχουμε ότι kerϕ = Imψ και έτσι

η(q) + x ∈ Imψ.

Δηλαδή, υπάρχει m ∈M ώστε ψ(m) = η(q) + x ή, ισοδύναμα, ψ
(
idM(m)

)
= ρ(q) + x.

Λόγω μεταθετικότητας του διαγράμματος (3.9) είναι ψ
(
idM(m)

)
= η

(
f(m)

)
. ΄Αρα:

η
(
f(m)

)
= η(q) + x =⇒ η

(
f(m)

)
− η(q) = x =⇒ η

(
f(m)− q

)
= x =⇒ η

(
q − f(m)

)
= −x.

΄Ετσι, d
(
q − f(m)

)
=
(
g
(
q − f(m)

)
,−η

(
q − f(m)

))
=
(
g(q)− g

(
f(m)

)
,−(−x)

)
Λόγω της ακρίβειας της πάνω γραμμής του διαγράμματος (3.9), είναι Im f = ker g και άρα

g
(
f(m)

)
= 0. Συνεπώς:

d
(
q− f(m)

)
=
(
g(q)− g

(
f(m)

)
,−(−x)

)
=
(
g(q), x

)
= (a, x), δηλαδή, d

(
q− f(m)

)
= (a, x) και

έτσι kerh ⊆ Im f . Επομένως, η ακολουθία είναι ακριβής στο A
⊕
P .

• ker d = 0: ΄Εστω q ∈ ker d. Τότε d(q) = (0, 0) =⇒
(
g(q),−η(q)

)
= (0, 0) =⇒
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=⇒ g(q) = −η(q) = 0. ΄Ετσι, q ∈ ker g και q ∈ ker η. Καθώς ker g = Im f , έχουμε ότι υπάρχει

m ∈M ώστε f(m) = q και άρα η
(
f(m)

)
= η(q) = 0, δηλαδή, η

(
f(m)

)
= 0.

Λόγω μεταθετικότητας του διαγράμματος (3.9), είναι η
(
f(m)

)
= ψ

(
idM(m)

)
και άρα ψ

(
idM(m)

)
= 0.

Συνεπώς, ψ(m) = 0 και έτσι, έπεται ότι m ∈ kerψ.

Αλλά, ψ είναι μονομορφισμός και άρα kerψ = 0. Συνεπώς, m = 0 =⇒ f(m) = 0 =⇒ q = 0

και έτσι προκύπτει ότι ker d = 0.

• Im h = B: ΄Εστω b ∈ B. Τότε, αφού ϕ είναι επιμορφισμός, υπάρχει x ∈ P ώστε ϕ(x) = b. Είναι:

h(0, x) = θ(0) + ϕ(x) = 0 + b = b, δηλαδή, h(0, x) = b. ΄Ετσι, Im h = B.

Συνεπώς, έχουμε και τις ακριβείς ακολουθίες

0 Q A
⊕
P B 0(g,−η) 〈θ,ϕ〉

και Q A 0g
με Q προβολικό R-πρότυπο.

(⇐=): ΄Εστω οι ακριβείς ακολουθίες 0 Q A
⊕
P B 0d h

και Q A 0g
με

Q προβολικό R-πρότυπο, όπου d = (g,−η) και h = 〈θ, ϕ〉. ΄Εστω X ∈ ModR . Θεωρούμε τη μακρά

ακριβή ExtR( , X) ακολουθία και έχουμε:

. . . HomR(Q,X) Ext1
R(B,X) Ext1

R(A⊕P,X) Ext1
R(Q,X) . . .d∗ δ h∗ d∗

Αλλά, το Q είναι προβολικό R-πρότυπο. ΄Ετσι, Ext1
R(Q,X) = 0 και άρα ο

h∗ : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A⊕P,X) είναι επιμορφισμός. Επίσης:

Ext1
R(A⊕P,X) ' Ext1

R(A,X)⊕Ext1
R(P,X), μέσω των ισομορφισμών u σ7→ (u ◦ iA, u ◦ iP ) και

(u1, u2) τ7→ u1 ◦ πA + u2 ◦ πP , όπου iA : A → A
⊕
P με ia(a) = (a, 0) και iP : P → A

⊕
P

με iP (x) = (0, x) είναι οι φυσικές εμφυτεύσεις και πA : A⊕P → A και πP : A⊕P → P με

πA(a, x) = a και πP (a, x) = x είναι οι φυσικές προβολές.

΄Εστω ζ ∈ Ext1
R(A,X). Τότε (ζ, 0) ∈ Ext1

R(A,X)⊕Ext1
R(P,X) ' Ext1

R(A⊕P,X).

Η εικόνα του (ζ, 0) μέσω της τ είναι τ(ζ, 0) = ζ◦πA+0◦πP = ζ◦πA. ΄Ετσι, ζ◦πA ∈ Ext1
R(A⊕P,X)

και αφού h∗ είναι επιμορφισμός, υπάρχει ξ ∈ Ext1
R(B,X) ώστε h∗(ξ) = ζ ◦πA, δηλαδή ξ◦h = ζ ◦πA.

Για το (a, 0) ∈ A⊕P έχουμε (ξ ◦ h)(a, 0) = (ζ ◦ πA)(a, 0) =⇒ ξ
(
h(a, 0)

)
= ζ

(
πA(a, 0)

)
=⇒
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=⇒ ξ
(
θ(a) + ϕ(0)

)
= ζ(a) =⇒ ξ

(
θ(a)

)
+ ξ(0) = ζ(a) =⇒ (ξ ◦ θ)(a) = ζ(a).

΄Ετσι, έχουμε ότι ξ ◦ θ = ζ και άρα θ∗(ξ) = ζ. Συνεπώς, ο θ∗ είναι επιμορφισμός.

Συνδυάζοντας τις Προτάσεις 3.5 και 3.6 παίρνουμε την ακόλουθη ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε

ένας φυσικός μετασχηματισμός θ∗ : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A,X) να είναι φυσική ισοδυναμία.

Θεώρημα 3.7 [1, Theorem 2.6] ΄Εστω A,B ∈ ModR και θ : A→ B R-ομομορφισμός.

Τότε, η φυσική απεικόνιση θ∗ : Ext1
R(B,X)→ Ext1

R(A,X) είναι ισομορφισμός για κάθε X ∈ ModR

αν και μόνο αν υπάρχουν P,Q ∈ ModR προβολικά R-πρότυπα, η : Q→ P R-ομομορφισμός, ακριβείς

ακολουθίες Q A 0g
και P B 0ϕ

και μία διασπώμενη β.α.α.

0 Q P
⊕
A B 0(g,−η) 〈θ,ϕ〉

(ώστε P
⊕
A ' Q

⊕
B).

Απόδειξη.

(=⇒): Ο θ∗ είναι φυσική ισοδυναμία και άρα είναι ισομορφισμός. Εφόσον ο θ∗ είναι επιμορφισμός,

όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 3.6, προκύπτει το εξής μεταθετικό διάγραμμα:

0 M Q A 0

0 M P B 0

idM

f

η

g

θ

ψ ϕ

Αν X ∈ ModR , λαμβάνουμε τη μακρά ακριβή ExtR( , X) ακολουθία και έχουμε το παρακάτω

μεταθετικό διάγραμμα:

. . . HomR(M,X) Ext1
R(B,X) Ext1

R(P,X) Ext1
R(M,X) . . .

. . . HomR(M,X) Ext1
R(A,X) Ext1

R(Q,X) Ext1
R(M,X) . . .

id∗M

δ1

θ∗

ϕ∗

η∗

ψ∗

id∗M

δ2 g∗ f∗

(3.10)

Καθώς Q είναι προβολικό R-πρότυπο, είναι Ext1
R(Q,X) = 0.

Θα δείξουμε ότι και το P είναι προβολικό R-πρότυπο.

΄Εστω x ∈ Ext1
R(P,X). Τότε η∗(x) ∈ Ext1

R(Q,X) = 0 και άρα η∗(x) = 0 =⇒ f ∗
(
η∗(x)

)
= 0 =⇒

=⇒ (f ∗ ◦ η∗)(x) = 0. Λόγω μεταθετικότητας του διαγράμματος (3.10), είναι f ∗ ◦ η∗ = id∗M ◦ ψ∗.
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΄Ετσι, αφού (f ∗ ◦ η∗)(x) = 0, έπεται ότι (id∗M ◦ ψ∗)(x) = 0 =⇒ id∗M
(
ψ∗(x)

)
= 0 =⇒

=⇒ id∗M(x ◦ ψ) = 0 =⇒ x ◦ ψ ◦ idM = 0 =⇒ x ◦ ψ = 0 =⇒ ψ∗(x) = 0.

Συνεπώς, x ∈ kerψ∗. Λόγω ακρίβειας της πάνω γραμμής του διαγράμματος (3.10), είναι

kerψ∗ = Imϕ∗ και έτσι, x ∈ Imϕ∗. Τότε, υπάρχει y ∈ Ext1
R(B,X) ώστε ϕ∗(y) = x =⇒

=⇒ η∗
(
ϕ∗(y)

)
= η∗(x) = 0, δηλαδή (η∗ ◦ ϕ∗)(y) = 0.

Λόγω μεταθετικότητας του διαγράμματος (3.10), είναι η∗ ◦ ϕ∗ = g∗ ◦ θ∗. ΄Αρα:

(g∗ ◦ θ∗)(y) = 0 =⇒ g∗
(
θ∗(y)

)
= 0 και έτσι, θ∗(y) ∈ ker g∗.

Λόγω ακρίβειας της κάτω γραμμής του διαγράμματος (3.10), είναι ker g∗ = Im δ2.

΄Αρα, θ∗(y) ∈ Im δ2 και έτσι υπάρχει z ∈ HomR(M,X) ώστε δ2(z) = θ∗(y).

Συνεπώς, δ2
(
id∗M(z)

)
= θ∗(y) και λόγω μεταθετικότητας του διαγράμματος (5.8),

είναι δ2 ◦ id∗M = θ∗ ◦ δ1.

΄Αρα, έχουμε ότι (θ∗ ◦ δ1)(z) = θ∗(y) =⇒ θ∗
(
δ1(z)

)
= θ∗(y) =⇒ θ∗

(
δ1(z)− y

)
= 0 =⇒

=⇒ δ1(z)− y ∈ ker θ∗. Αλλά, ο θ∗ είναι μονομορφισμός και άρα ker θ∗ = 0.

΄Ετσι, δ1(z)− y = 0 =⇒ δ1(z) = y =⇒ ϕ∗
(
δ1(z)

)
= ϕ∗(y).

΄Ομως, λόγω ακρίβειας της πάνω γραμμής του διαγράμματος (3.10), έχουμε ϕ∗
(
δ1(z)

)
= 0 και άρα

ϕ∗(y) = 0. Αλλά, ϕ∗(y) = x. Συνεπώς, x = 0 και άρα Ext1
R(P,X) = 0.

Καθώς το X ήταν τυχόν R-πρότυπο, έπεται ότι το P είναι προβολικό R-πρότυπο.

Συνεπώς, έχουμε τις β.α.α. 0 M Q A 0f g
και 0 M P B 0ψ ϕ

και

P, Q είναι προβολικά R-πρότυπα.

΄Οπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.5, θεωρούμε τη β.α.α.

0 Q A
⊕
P B 0d h

(3.11)

όπου d : Q→ A
⊕
P με d(q) = (g,−η)(q) =

(
g(q),−η(q)

)
και h : A⊕P → B με

h(a, x) = 〈θ, ϕ〉(a, x) = θ(a) + ϕ(x).

Θα αποδείξουμε ότι η (3.11) είναι διασπώμενη.
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Για X ∈ ModR , θεωρούμε τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στην 1η μεταβλητή και έχουμε:

. . . HomR(Q,X) Ext1
R(B,X) Ext1

R(A⊕P,X) Ext1
R(Q,X) . . .δ h∗ d∗

΄Ομως, Q είναι προβολικό R-πρότυπο. ΄Ετσι, έχουμε ότι Ext1
R(Q,X) = 0, δηλαδή ο h∗ είναι επιμορ-

φισμός. ΄Εστω, τώρα, ζ ∈ kerh∗. Τότε h∗(ζ) = 0 ή, ισοδύναμα, ζ ◦ h = 0.

΄Αρα, αν (a, 0) ∈ A⊕P , τότε έχουμε:

(ζ ◦ h)(a, 0) = 0 =⇒ ζ
(
h(a, 0)

)
= ζ

(
θ(a) + ϕ(0)

)
= 0 =⇒ ζ

(
θ(a)

)
+ ζ

(
ϕ(0)

)
= 0 =⇒

=⇒ ζ
(
θ(a)

)
= 0

για κάθε a ∈ A. ΄Αρα, ζ ◦θ = 0 και έτσι θ∗(ζ) = 0. Συνεπώς, ζ ∈ ker θ∗ και αφού θ∗ μονομορφισμός,

έπεται ότι ζ = 0. ΄Ετσι, προκύπτει ότι kerh∗ = 0, δηλαδή ο h∗ είναι μονομορφισμός. Τότε, όπως

στην απόδειξη της Πρότασης 3.5, έχουμε ότι η ακολουθία 0 Q A
⊕
P B 0d h

είναι

διασπώμενη. Συνεπώς, προκύπτει ότι A
⊕
P ' B

⊕
Q.

(⇐=): ΄Αμεσο από τις Προτάσεις 3.5 και 3.6.
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4 Οι αλγεβρικές αναλλοίωτες silpZG,
spliZG και findimZG

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε τις αλγεβρικές αναλλοίωτες silpZG, spliZG και findimZG

για μια ομάδα G. Το findimZG, το supremum των προβολικών διαστάσεων των ZG-προτύπων

με πεπερασμένη προβολική διάσταση, ορίστηκε από τους M. Auslander και D. Buschbaum, ενώ

το spliZG (silpZG), τα supremum των προβολικών (εμφυτευτικών) διαστάσεων των εμφυτευτικών

(προβολικών) ZG-προτύπων από τους T.V. Gendrich και K.W. Gruenberg. Δίνουμε τους βασικούς

ορισμούς, εξετάζουμε τη σχέση των silpZH, spliZH και findimZH για μια υποομάδα H ≤ G με

τα αντίστοιχα silpZG, spliZG και findimZG και αποδεικνύουμε ότι για κάθε ομάδα G ισχύει ότι

findimZG ≤ silpZG ≤ spliZG.

Ορισμός 4.1 ΄Εστω G ομάδα. Ορίζουμε τις εξής αναλλοίωτες:

spliZG = sup{n ∈ N : pdZG I = n, όπου I ∈ ModZG εμφυτευτικό}

Το spliZG είναι το supremum των προβολικών διαστάσεων των εμφυτευτικών ZG-προτύπων.

silpZG = sup{m ∈ N : idZG P = m, όπου P ∈ ModZG προβολικό}

Το silpZG είναι το supremum των εμφυτευτικών διαστάσεων των προβολικών ZG-προτύπων.

Είναι προφανές από τον παραπάνω ορισμό ότι:

spliZG = n <∞ ⇐⇒ Extn+1
ZG (I, ) = 0, για κάθε I ∈ ModZG εμφυτευτικό

και

silpZG = m <∞ ⇐⇒ Extm+1
ZG ( , P ) = 0, για κάθε P ∈ ModZG προβολικό �

Ορισμός 4.2 ΄Εστω G ομάδα. Ορίζουμε την αναλλοίωτη

findimZG = sup{pdZGM : M ∈ ModZG και pdZGM <∞}

Η findimZG είναι το supremum των προβολικών διαστάσεων των ZG-προτύπων με πεπερασμένη

προβολική διάσταση.

Είναι προφανές από τον παραπάνω ορισμό ότι:
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findimZG = k <∞ ⇐⇒ Extk+1
ZG (M, ) = 0, για κάθε M ∈ ModZG με pdZGM <∞ �

Πρόταση 4.1 ΄Εστω G ομάδα με cdZG <∞. Τότε cdZG ≤ findimZG ≤ cdZG+ 1.

Απόδειξη.

΄Εστω ότι cdZG = n <∞ και έστωM ∈ ModZG με pdZGM <∞. Είναι cdZG = pdZG Z = n <∞

και findimZG = sup{pdZGM : M ∈ ModZG και pdZGM <∞}. Συνεπώς, cdZG ≤ findimZG.

Από την άλλη μεριά, από Λήμμα 1.22, υπάρχει K ∈ ModZG ώστε K|Z Z-ελεύθερο και

Exti+1
ZG (M, ) = ExtiZG(K, ) για κάθε i > 0. Είναι cdZG = pdZG Z = n και άρα υπάρχει μία

ZG-προβολική επίλυση του Z

0 Pn Pn−1 . . . P1 P0 Z 0 (4.1)

μήκους n. Αφού K|Z ελεύθερο Z-πρότυπο, το K|Z είναι προβολικό, άρα και επίπεδο Z-πρότυπο.

΄Ετσι, από την (4.1), προκύπτει η ακριβής ακολουθία ZG-προτύπων

0
�

Pn ⊗Z
�

K
�

Pn−1 ⊗Z
�

K . . .
�

P1 ⊗Z
�

K
�

P0 ⊗Z
�

K
�

Z⊗Z
�

K 0 (4.2)

Αλλά, το Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο. ΄Ετσι
�

Z⊗Z
�

K ' Z⊗Z
�

K ' K και η (4.2) γίνεται

0
�

Pn ⊗Z
�

K
�

Pn−1 ⊗Z
�

K . . .
�

P1 ⊗Z
�

K
�

P0 ⊗Z
�

K K 0 (4.3)

Επειδή Pi είναι προβολικό ZG-πρότυπο για κάθε i = 0, 1, . . . , n και K|Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο,

από Πρόταση 2.5(i) έπεται ότι
�

Pi ⊗Z
�

K είναι προβολικό ZG-πρότυπο για κάθε i = 0, 1, . . . , n και

άρα η (4.3) είναι ZG-προβολική επίλυση του K μήκους n. Συνεπώς, pdZGK ≤ n και αφού

Exti+1
ZG (M, ) = ExtiZG(K, ), έχουμε ότι pdZGM ≤ n+ 1 =⇒ findimZG ≤ cdZG+ 1.

΄Ετσι, έχουμε cdZG ≤ findimZG ≤ cdZG+ 1.
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Πρόταση 4.2 ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G. Τότε:

(i) Αν M ∈ ModZG , τότε pdZHM |H ≤ pdZGM και idZHM |H ≤ idZGM .

(ii) findimZH ≤ findimZG

(iii) silpZH ≤ silpZG

(iv) spliZH ≤ spliZG

Απόδειξη.

(i) Αν pdZGM =∞, τότε pdZHM |H ≤ pdZGM .

΄Εστω ότι pdZGM = n <∞. Τότε υπάρχει μια ZG-προβολική επίλυση του M μήκους n

0 Pn Pn−1 . . . P1 P0 M 0

Από Πρόταση 1.18, ZG|H είναι ελεύθερο, άρα και προβολικό ZH-πρότυπο. Συνεπώς, από Πρότα-

ση 1.16(iv), έχουμε ότι Pi|H είναι προβολικό ZH-πρότυπο για κάθε i = 1, 2, . . . , n. ΄Ετσι, η

0 Pn|H Pn−1|H . . . P1|H P0|H M |H 0

είναι ZH-προβολική επίλυση τουM |H μήκους n. ΄Αρα, pdZHM |H ≤ n =⇒ pdZHM |H ≤ pdZGM .

Αντίστοιχα, αν idZGM =∞, τότε idZHM |H ≤ idZGM .

΄Εστω ότι idZGM = n <∞. Τότε υπάρχει μια ZG-εμφυτευτική επίλυση του M μήκους n

0 M I0 I1 . . . In−1 In 0

Από Πρόταση 1.18, ZG|H είναι ελεύθερο, άρα και επίπεδο δεξιό ZH-πρότυπο. Συνεπώς, από Πρότα-

ση 1.16(vi), έχουμε ότι Ii|H είναι εμφυτευτικό ZH-πρότυπο για κάθε i = 1, 2, . . . , n. ΄Ετσι, η

0 M I0|H I1|H . . . In−1|H In|H 0
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είναι ZH-εμφυτευτική επίλυση τουM |H μήκους n. ΄Αρα, idZHM |H ≤ n =⇒ idZHM |H ≤ idZGM .

(ii) Αν findimZG =∞, τότε findimZH ≤ findimZG.

΄Εστω findimZG = n < ∞ και M προβολικό ZH-πρότυπο με pdZHM = m < ∞. Τότε υπάρχει

μία ZH-προβολική επίλυση του M μήκους m

0 Pm Pm−1 . . . P1 P0 M 0

Αφού Pi προβολικό ZH-πρότυπο για i = 0, 1, . . . ,m, από Πρόταση 1.16(ii), έχουμε ότι
�

ZG⊗ZH Pi

είναι προβολικό ZG-πρότυπο για κάθε i = 0, 1, . . . ,m. Συνεπώς, η

0
�

ZG⊗ZH Pm
�

ZG⊗ZH Pm−1 . . .
�

ZG⊗ZH P1

�

ZG⊗ZH P0

�

ZG⊗ZH M 0

αποτελεί ZG-προβολική επίλυση του
�

ZG⊗ZH M μήκους m.

΄Ετσι, pdZG
�

ZG⊗ZH M <∞. Αφού findimZG = n, έχουμε ότι pdZG
�

ZG⊗ZH M ≤ n.

Αλλά, από Πρόταση 1.20(i), έχουμε ότι M είναι ευθύς προσθετέος του (
�

ZG⊗ZH M)|H .

Από Πρόταση 1.21, είναι pdZHM ≤ pdZH(
�

ZG⊗ZH M)|H .

Από την άλλη μεριά, από το (i), έχουμε pdZH(
�

ZG⊗ZH M)|H ≤ pdZG
�

ZG⊗ZH M ≤ n,

δηλαδή pdZHM ≤ n και άρα findimZH ≤ findimZG.

(iii) Αν silpZG =∞, τότε silpZH ≤ silpZG.

΄Εστω silpZG = n < ∞. ΄Εστω P ∈ ModZH προβολικό ZH-πρότυπο. Από Πρόταση 1.16(ii)

έχουμε ότι P ↑GH=
�

ZG⊗ZH P είναι προβολικό ZG-πρότυπο. Αφού silpZG = n, έπεται ότι

idZG
�

ZG⊗ZH P ≤ n. Επίσης, από Πρόταση 1.20(i), P είναι ευθύς προσθετέος του (
�

ZG⊗ZH P )|H .

Συνεπώς, από Πρόταση 1.21 και από το (i) έχουμε

idZH P ≤ idZH(
�

ZG⊗ZHP )|H ≤ idZG
�

ZG⊗ZHP ≤ n. ΄Ετσι, idZH P ≤ n και άρα silpZH ≤ silpZG.

(iv) Αν spliZG =∞, τότε spliZH ≤ spliZG.

΄Εστω spliZG = n < ∞. ΄Εστω I ∈ ModZH εμφυτευτικό ZH-πρότυπο. Από Πρόταση 1.16(iii)
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έχουμε ότι I ⇑GH= HomZH(
�

ZG, I) είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο. Αφού spliZG = n, έπε-

ται ότι pdZG HomZH(
�

ZG, I) ≤ n. Επίσης, από Πρόταση 1.20(ii), I είναι ευθύς προσθετέος του(
HomZH(

�

ZG, I)
)
|H . Συνεπώς, από Πρόταση 1.21 και από το (i) έχουμε

pdZH I ≤ pdZH
(

HomZH(
�

ZG, I)
)
|H ≤ pdZG HomZH(

�

ZG, I) ≤ n.

΄Ετσι, pdZH I ≤ n και άρα spliZH ≤ spliZG.

Λήμμα 4.3 [7, Lemma 2.4] ΄Εστω G ομάδα. Τότε:

(i) idZG HomZ(
�

ZG,Z) ≤ 1

(ii) Αν spliZG = n για κάποιο n ∈ N, τότε pdZG HomZ(
�

ZG,Z) ≤ n

(iii) spliZG <∞ αν και μόνο αν pdZG HomZ(
�

ZG,Z) <∞

Απόδειξη.

(i) Θεωρούμε τη β.α.α. Z-προτύπων

0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

Επειδη το ZG είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο, έπεται ότι το ZG είναι προβολικό Z-πρότυπο (Πόρι-

σμα 1.19(i)). ΄Αρα, έχουμε τη β.α.α. Z-προτύπων

0→ HomZ(ZG,Z)→ HomZ(ZG,Q)→ HomZ
(
ZG,Q�Z

)
→ 0

η οποία, αφού ZGZ ZG-διπρότυπο, επάγει τη β.α.α. ZG-προτύπων

0→ HomZ(
�

ZG,Z)→ HomZ(
�

ZG,Q)→ HomZ
( �

ZG,Q�Z
)
→ 0 (4.4)

Τα Q και Q�Z είναι εμφυτευτικά Z-πρότυπα (ως διαιρετές αβελιανές ομάδες). Συνεπώς, από Πρότα-

ση 1.16(iii), τα HomZ(
�

ZG,Q) και HomZ

( �

ZG,Q�Z
)
είναι εμφυτευτικά ZG-πρότυπα. ΄Αρα η β.α.α.
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(4.4) είναι ZG-εμφυτευτική επίλυση του HomZ(
�

ZG,Z), μήκους 1. ΄Ετσι, idZG HomZ(
�

ZG,Z) ≤ 1.

(ii) ΄Εστω ότι spliZG = n. Τότε, αν I είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο, έχουμε ότι pdZG I ≤ n

ή, ισοδύναμα, Extn+1
ZG (I, ) = 0. Από το (i), έχουμε τη β.α.α. ZG-προτύπων

0→ HomZ(
�

ZG,Z)→ HomZ(
�

ZG,Q)→ HomZ
( �

ZG,Q�Z
)
→ 0

΄Εστω A ∈ ModZG . Λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στην πρώτη μεταβλητή, έχουμε

. . . Extn+1
ZG (HomZ(

�

ZG,Q), A) Extn+1
ZG (HomZ(

�

ZG,Z), A) Extn+2
ZG

(
HomZ

( �

ZG,Q�Z
)
, A
)

. . .

Αλλά, όπως στο (i), τα HomZ(
�

ZG,Q) και HomZ

( �

ZG,Q�Z
)
είναι εμφυτευτικά ZG-πρότυπα και από

υπόθεση έχουμε ότι pdZG I ≤ n για κάθε I εμφυτευτικό ZG-πρότυπο.

΄Ετσι, Extn+1
ZG (HomZ(

�

ZG,Q), A) = Extn+2
ZG

(
HomZ

( �

ZG,Q�Z
)
, A
)

= 0 και από την ακολουθία

προκύπτει ότι Extn+1
ZG (HomZ(

�

ZG,Z), A) = 0. Συνεπώς, Extn+1
ZG (HomZ(

�

ZG,Z), A) = 0 για κάθε

A ∈ ModZG . ΄Αρα pdZG HomZ(
�

ZG,Z) ≤ n.

(iii) (=⇒) ΄Αμεσο από το (ii)

(⇐=) ΄Εστω ότι pdZG HomZ(
�

ZG,Z) = m <∞. Θεωρούμε τη Z-διασπώμενη β.α.α. ZG-προτύπων

0 IG ZG Z 0ε

από την οποία προκύπτει η Z-διασπώμενη β.α.α. ZG-προτύπων

0 HomZ(
�

Z,
�

Z) HomZ(
�

ZG,
�

Z) HomZ(
�

IG,
�

Z) 0 (4.5)

Αλλά HomZ(
�

Z,
�

Z) ' HomZ(Z,Z) ' Z, διότι το Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο.

Επίσης HomZ(
�

ZG,
�

Z) ' HomZ(
�

ZG,Z|Z) = HomZ(
�

ZG,Z), από το Πόρισμα 2.3(ii).
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΄Ετσι, η (4.5) γίνεται

0 Z HomZ(
�

ZG,Z) HomZ(
�

IG,
�

Z) 0

Θέτουμε J = HomZ(
�

ZG,Z) και K = HomZ(
�

IG,
�

Z) και έχουμε, λοιπόν, τη Z-διασπώμενη β.α.α.

ZG-προτύπων

0 Z J K 0 (4.6)

΄Εστω I εμφυτευτικό ZG-πρότυπο. Τότε, από την (4.6) παίρνουμε τη Z-διασπώμενη β.α.α.

ZG-προτύπων

0
�

I ⊗Z
�

Z
�

I ⊗Z
�

J
�

I ⊗Z
�

K 0

Αλλά

�

I ⊗Z
�

Z '
�

I ⊗Z Z ' I, διότι Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο. ΄Αρα, η β.α.α. γίνεται

0 I
�

I ⊗Z
�

J
�

I ⊗Z
�

K 0 (4.7)

Επειδή I είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο, η (4.7) είναι ZG-διασπώμενη και άρα έχουμε ότι
�

I ⊗Z
�

J ' I
⊕(�

I ⊗Z
�

K
)
, ως ZG-πρότυπα.

Θα δείξουμε ότι pdZG
�

I ⊗Z
�

J < ∞. ΄Εστω F ελεύθερο ZG-πρότυπο με F I 0a
και

R = ker a. Τότε, έχουμε τη β.α.α. ZG-προτύπων

0 R F I 0a
(4.8)

Επιπλέον, η αβελιανή ομάδα HomZ(ZG,Z) είναι ελεύθερη στρέψης.

Πράγματι, έστω f ∈ HomZ(ZG,Z) και r ∈ Z, r 6= 0 ώστε rf = 0. Τότε, για x ∈ ZG έχουμε:

(rf)(x) = 0 ⇐⇒ rf(x) = 0 ⇐⇒ r = 0 ή f(x) = 0, αφού Z είναι ακέραια περιοχή. Αλλά r 6= 0

και άρα f(x) = 0 ∀ x ∈ ZG. ΄Ετσι, f = 0 και άρα η HomZ(ZG,Z) είναι ελεύθερη στρέψης.

Καθώς HomZ(ZG,Z) είναι ελεύθερη στρέψης, έπεται ότι είναι επίπεδο Z-πρότυπο και άρα το
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J = HomZ(
�

ZG,Z) είναι επίπεδο Z-πρότυπο. ΄Ετσι, από την (4.8), προκύπτει η β.α.α.

0
�

R⊗Z
�

J
�

F ⊗Z
�

J
�

I ⊗Z
�

J 0 (4.9)

Το F είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο και άρα F |Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο (Πόρισμα 1.19(i)).

Επίσης, R|Z ≤ F |Z και άρα το R|Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο, ως υποπρότυπο ελευθέρου

Z-προτύπου. ΄Αρα:

pdZG J = m και F |Z, R|Z είναι ελεύθερα Z-πρότυπα. Τότε, από Πρόταση 2.5(iii), έχουμε ότι

pdZG
�

J ⊗Z
�

R ≤ m και pdZG
�

J ⊗Z
�

F ≤ m. Αλλά
�

J ⊗Z
�

R '
�

R⊗Z
�

J και
�

J ⊗Z
�

F '
�

F ⊗Z
�

J .

Συνεπώς, pdZG
�

R⊗Z
�

J ≤ m και pdZG
�

F ⊗Z
�

J ≤ m.

΄Ετσι, έχουμε ότι η (4.9) είναι β.α.α. ZG-προτύπων, pdZG
�

R⊗Z
�

J ≤ m και pdZG
�

F ⊗Z
�

J ≤ m.

΄Εστω A ∈ ModZG . Λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή ExtZG( , A) ακολουθία, έχουμε την ακολουθία

. . . Extm+1
ZG (

�

R⊗Z
�

J,A) Extm+2
ZG (

�

I ⊗Z
�

J,A) Extm+2
ZG (

�

F ⊗Z
�

J,A) . . . (4.10)

Αλλά pdZG
�

R⊗Z
�

J ≤ m και pdZG
�

F ⊗Z
�

J ≤ m.

Συνεπώς Extm+1
ZG (

�

R ⊗Z
�

J,A) = Extm+2
ZG (

�

F ⊗Z
�

J,A) = 0 και έτσι, λόγω της (4.10), έχουμε ότι

Extm+2
ZG (

�

I ⊗Z
�

J,A) = 0. ΄Αρα, έχουμε ότι pdZG
�

I ⊗Z
�

J ≤ m+ 1.

Αλλά,

�

I ⊗Z
�

J ' I
⊕(�

I ⊗Z
�

K
)
. Επομένως:

Extm+2
ZG (

�

I ⊗Z
�

J,A) ' Extm+2
ZG

(
I
⊕(�

I ⊗Z
�

K
)
, A
)
' Extm+2

ZG (I, A)⊕Extm+2
ZG (

�

I ⊗Z
�

K,A)

Αφού Extm+2
ZG (

�

I ⊗Z
�

J,A) = 0, έπεται ότι Extm+2
ZG (I, A)⊕Extm+2

ZG (
�

I ⊗Z
�

K,A) = 0 και άρα

Extm+2
ZG (I, A) = Extm+2

ZG (
�

I ⊗Z
�

K,A) = 0. ΄Ετσι, Extm+2
ZG (I, A) = 0 για κάθε A ∈ ModZG .

Συνεπώς, pdZG I ≤ m + 1 για κάθε I εμφυτευτικό ZG-πρότυπο. Η τελευταία σχέση σημαίνει ότι

spliZG ≤ m+ 1 και έτσι έχουμε ότι spliZG <∞.
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Πρόταση 4.4 ΄Εστω G ομάδα. Τότε findimZG ≤ silpZG.

Απόδειξη.

΄ΕστωM ModZG με pdZGM = m <∞. Τότε, υπάρχει κάποιο X ∈ ModZG ώστε ExtmZG(M,X) 6= 0

(διαφορετικά, θα είχαμε pdZGM ≤ m−1). ΄Εστω P ελεύθερο ZG-πρότυπο ώστε P X 0ρ

ακριβής ακολουθία και R = ker ρ. Τότε, έχουμε ότι ExtmZG(M,P ) 6= 0.

Πράγματι, αν ExtmZG(M,P ) = 0, τότε από τη β.α.α.

0 R P X 0ρ

λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στη δεύτερη μεταβλητή, έχουμε

. . . ExtmZG(M,R) ExtmZG(M,P ) ExtmZG(M,X) Extm+1
ZG (M,R) Extm+1

ZG (M,P ) . . .

Τότε ExtmZG(M,P ) = 0 και αφού pdZGM = m, είναι Extm+1
ZG (M,R) = 0.

΄Αρα, ExtmZG(M,P ) = Extm+1
ZG (M,R) = 0 και από την παραπάνω ακολουθία προκύπτει ότι

ExtmZG(M,X) = 0, το οποίο είναι άτοπο.

Συνεπώς, υπάρχει προβολικό ZG-πρότυπο P ώστε ExtmZG(M,P ) 6= 0. Αυτό, όμως, σημαίνει ότι

idZG P ≥ m, δηλαδή pdZGM ≤ idZG P . ΄Ετσι, έχουμε ότι findimZG ≤ silpZG.

Θεώρημα 4.5 [7, Theorem 3.2] ΄Εστω G ομάδα. Τότε silpZG ≤ spliZG.

Απόδειξη.

Αρχικά, θα δείξουμε ότι αν silpZG <∞ και spliZG <∞, τότε silpZG = spliZG.

΄Εστω ότι silpZG = n και spliZG = m για κάποια m,n ∈ N.

΄Εστω I εμφυτευτικό ZG-πρότυπο με pdZG I = m. Τότε, υπάρχει ένα A ∈ ModZG ώστε

ExtmZG(I, A) 6= 0 (διαφορετικά, θα είχαμε pdZG I ≤ m− 1).

΄Εστω F ελεύθερο ZG-πρότυπο ώστε F A 0a
και R = ker a.
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Τότε, έχουμε ότι ExtmZG(I, F ) 6= 0.

Πράγματι, αν ExtmZG(I, F ) = 0, τότε από τη β.α.α.

0 R F A 0a

λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στη δεύτερη μεταβλητή, έχουμε

. . . ExtmZG(I, R) ExtmZG(I, F ) ExtmZG(I, A) Extm+1
ZG (I, R) Extm+1

ZG (I, F ) . . .

Τότε ExtmZG(I, F ) = 0 και αφού pdZG I = m, είναι Extm+1
ZG (I, R) = 0.

΄Αρα, ExtmZG(I, F ) = Extm+1
ZG (I, R) = 0 και από την παραπάνω ακολουθία προκύπτει ότι

ExtmZG(I, A) = 0, το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσι, ExtmZG(I, F ) 6= 0. Αλλά, F είναι ελεύθερο και άρα

προβολικό ZG-πρότυπο. Αφού ExtmZG(I, F ) 6= 0, έπεται ότι idZG F ≥ m και άρα silpG ≥ m.

Συνεπώς, n ≥ m.

΄Εστω, τώρα, P προβολικό ZG-πρότυπο με idZG P = n.

Τότε, υπάρχει ένα B ∈ ModZG ώστε ExtnZG(B,P ) 6= 0 (διαφορετικά, θα είχαμε idZG P ≤ n− 1).

΄Εστω I εμφυτευτικό ZG-πρότυπο ώστε 0 B I
β

και L = Im β.

Τότε, έχουμε ότι ExtnZG(I, P ) 6= 0.

Πράγματι, αν ExtnZG(I, P ) = 0, τότε από τη β.α.α.

0 B I L 0β

λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στην πρώτη μεταβλητή, έχουμε

. . . ExtnZG(L, P ) ExtnZG(I, P ) ExtnZG(B,P ) Extn+1
ZG (L, P ) Extn+1

ZG (B,P ) . . .

Τότε ExtnZG(I, P ) = 0 και αφού idZG I = n, είναι Extn+1
ZG (L, P ) = 0.

΄Αρα, ExtnZG(I, P ) = Extn+1
ZG (L, P ) = 0 και από την παραπάνω ακολουθία προκύπτει ότι

ExtnZG(B,P ) = 0, το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσι, ExtnZG(I, P ) 6= 0. Αλλά, I είναι εμφυτευτικό
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ZG-πρότυπο. Αφού ExtnZG(I, P ) 6= 0, έπεται ότι pdZG F ≥ n και άρα spliG ≥ n.

Συνεπώς, m ≥ n.

΄Αρα, n ≥ m και m ≥ n και έτσι m = n, δηλαδή, spliG = silpG.

Δείξαμε, λοιπόν, ότι αν spliG <∞ και silpG <∞, τότε silpG = spliG.

Αρκεί, τώρα, να δείξουμε και ότι αν spliZG <∞, τότε silpZG <∞.

Προς αυτήν την κατεύθυνση, υποθέτουμε ότι spliZG < ∞. Από Λήμμα 4.3(iii), έχουμε ότι η

συνθήκη spliZG <∞ είναι ισοδύναμη με pdZG HomZ(
�

ZG,Z) <∞.

΄Εστω P προβολικό ZG-πρότυπο. Τότε, P είναι επίπεδο ZG-πρότυπο και άρα επίπεδο Z-πρότυπο.

Συνεπώς, από τη β.α.α αβελιανών ομάδων

0 Z Q Q�Z 0

επάγεται η β.α.α. ZG-προτύπων

0
�

P ⊗Z
�

Z
�

P ⊗Z
�

Q
�

P ⊗Z
�

Q�Z 0

και αφού Z, Q και Q�Z είναι τετριμμένα ZG-πρότυπα, η τελευταία γίνεται

0
�

P ⊗Z Z
�

P ⊗Z Q
�

P ⊗Z Q�Z 0 (4.11)

Θα δείξουμε ότι αν D είναι εμφυτευτικό Z-πρότυπο (ισοδύναμα, διαιρετή αβελιανή ομάδα), τότε το
�

P ⊗Z D είναι σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο.

Πράγματι, το P είναι προβολικό ZG-πρότυπο. Συνεπώς, υπάρχουν Q,F ∈ ModZG με Q προβολικό

και F ελεύθερο, ώστε P
⊕
Q = F . Τότε:

�

F ⊗Z D ' (
�

P
⊕
Q)⊗Z D ' (

�

P ⊗Z D)⊕(
�

Q⊗Z D), δηλαδή
�

F ⊗Z D ' (
�

P ⊗Z D)⊕(
�

Q⊗Z D).

Αρκεί να δείξουμε ότι το

�

F ⊗Z D είναι επαγόμενο.

Αφού το F είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο, είναι F = ⊕
x∈X

ZG. ΄Αρα:
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�

F ⊗Z D '
( �⊕
x∈X

ZG
)
⊗Z D '

⊕
x∈X

(
�

ZG⊗Z D) '
�

ZG⊗Z
( ⊕
x∈X

D
)

Συνεπώς, το

�

F ⊗Z D είναι επαγόμενο ZG-πρότυπο και αφού
�

F ⊗Z D ' (
�

P ⊗Z D)⊕(
�

Q⊗Z D),

το

�

P ⊗ZD είναι σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο, ως ευθύς προσθετέος επαγόμενου ZG-προτύπου.

΄Εστω P̃ =
�

P ⊗Z D. Θεωρούμε τη β.α.α. ZG-προτύπων

0 IG ZG Z 0

η οποία είναι Z-διασπώμενη. Η ακολουθία αυτή επάγει τη Z-διασπώμενη β.α.α ZG-προτύπων

0 HomZ(
�

Z,
�

Z) HomZ(
�

ZG,
�

Z) HomZ(
�

IG,
�

Z) 0

΄Ομως, HomZ(
�

Z,
�

Z) ' HomZ(Z,Z) ' Z, αφού Z τετριμμένο ZG-πρότυπο και από Πόρισμα 2.3(ii)

έχουμε HomZ(
�

ZG,
�

Z) ' HomZ(
�

ZG,Z|Z) ' HomZ(
�

ZG,Z). ΄Ετσι, η ακολουθία γίνεται

0 Z HomZ(
�

ZG,Z) HomZ(
�

IG,
�

Z) 0

και είναι Z-διασπώμενη β.α.α. ZG-προτύπων.

Θέτουμε K = HomZ(
�

IG,
�

Z) και J = HomZ(
�

ZG,Z)

΄Ετσι, έχουμε τη Z-διασπώμενη, ZG-ακριβή ακολουθία

0 Z J K 0

η οποία, με τη σειρά της, επάγει τη Z-διασπώμενη, ZG-ακριβή ακολουθία

0 HomZ(
�

K,

�

P̃ ) HomZ(
�

J,

�

P̃ ) HomZ(
�

Z,
�

P̃ ) 0

Αλλά, HomZ(
�

Z,

�

P̃ ) ' HomZ(Z,
�

P̃ ) ' P̃ , αφού Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο.
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Συνεπώς, η ακολουθία γίνεται

0→ HomZ(
�

K,

�

P̃ )→ HomZ(
�

J,

�

P̃ )→ P̃ → 0 (4.12)

Η (4.12) είναι Z-διασπώμενη β.α.α.

Καθώς P̃ είναι σχετικά προβολικό ZG-πρότυπο, από την Πρόταση 2.6, έπεται ότι η (4.12) είναι

ZG-διασπώμενη και έτσι HomZ(
�

J,

�

P̃ ) ' HomZ(
�

K,

�

P̃ )⊕ P̃ ως ZG-πρότυπα.

Τώρα, P̃ είναι εμφυτευτικό Z-πρότυπο.

Πράγματι, το P είναι προβολικό ZG-πρότυπο και άρα είναι προβολικό Z-πρότυπο (Πόρισμα 1.19(i)),

δηλαδή είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα. Συνεπώς, P ' ⊕
x∈X

Z. Τότε:

P̃ = P ⊗Z D '
( ⊕
x∈X

Z
)
⊗Z D '

⊕
x∈X

(Z⊗Z D) ' ⊕
x∈X

D

και
⊕
x∈X

D είναι εμφυτευτικό Z-πρότυπο, ως ευθύ άθροισμα εμφυτευτικών Z-προτύπων.

΄Αρα, P̃ |Z είναι εμφυτευτικό Z-πρότυπο και από υπόθεση έχουμε ότι

pdZG J = pdZG HomZ(
�

ZG,Z) <∞. Από Πρόταση 1.4, έπεται ότι idZG HomZ(
�

J,

�

P̃ ) <∞.

΄Ομως, HomZ(
�

J,

�

P̃ ) ' HomZ(
�

K,

�

P̃ )⊕ P̃ και έτσι, έχουμε ότι idZG P̃ < ∞, ως ευθύς προσθετέος

ZG-προτύπου με πεπερασμένη εμφυτευτική διάσταση.

Βάσει των παραπάνω, αφού Q και Q�Z είναι εμφυτευτικά Z-πρότυπα (ως διαιρετές αβελιανές ομάδες),

έπεται ότι idZG
�

P ⊗Z Q <∞ και idZG
�

P ⊗Z Q�Z <∞.

΄Εστω A ∈ ModZG . Από την (4.11), λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή ExtZG(A, )

ακολουθία έχουμε ότι

. . . ExtiZG
(
A,

�

P ⊗Z Q�Z
)

Exti+1
ZG (A,

�

P ⊗Z Z) Exti+1
ZG (A,

�

P ⊗Z Q) . . .

Για i ≥ max
{

idZG
�

P ⊗Z Q�Z+ 1, idZG
�

P ⊗Z Q
}
, έχουμε ότι

ExtiZG(A,P ⊗Z (Q/Z)) = Exti+1
ZG (A,P ⊗Z Q) = 0 και από την παραπάνω ακολουθία προκύπτει ότι

Exti+1
ZG (A,P ) = 0 για κάθε i ≥ max

{
idZG P ⊗Z Q�Z+ 1, idZG P ⊗Z Q

}
και για κάθε

A ∈ ModZG . ΄Ετσι, idZG P <∞ και άρα silpZG <∞.

Συνεπώς, έχουμε ότι silpZG ≤ spliZG.
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Παρατήρηση 4.6 ΄Εχει αποδειχθεί από τον I. Emmanouil το εξής αποτέλεσμα [8, Corollary 4.5]:

Αν R είναι ένας μεταθετικός ℵ0-Noetherian δακτύλιος (δηλαδή ένας δακτύλιος στον οποίο κάθε

ιδεώδες I E R είναι αριθμήσιμα παραγόμενο) με idRR <∞ και G είναι ομάδα,

τότε spliRG = silpRG.

Το Z είναι ℵ0-Noetherian δακτύλιος (ιδιαιτέρως, είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών) και idZ Z = 1 (αφού

η 0 Z Q Q�Z 0 είναι Z-εμφυτευτική επίλυση του Z, μήκους 1) από το παραπάνω

αποτέλεσμα, προκύπτει ότι για κάθε ομάδα G ισχύει ότι silpZG = spliZG.

Πόρισμα 4.7 ΄Εστω G ομάδα.

Αν spliZG <∞, τότε findimZG = silpZG = spliZG.

Απόδειξη.

Αν spliZG <∞, τότε στην απόδειξη του Θεωρήματος 4.5 δείξαμε ότι spliZG = silpZG. Από την

άλλη μεριά, από την Πρόταση 4.4, έχουμε ότι findimZG ≤ silpZG.

΄Εστω, λοιπόν, ότι spliZG = n < ∞. Τότε, αν I εμφυτευτικό ZG-πρότυπο, έχουμε pdZG I ≤ n.

΄Ετσι, έπεται ότι findimZG ≥ spliZG και άρα findimZG = silpZG = spliZG.
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5 Περιοδική συνομολογία άπειρων

ομάδων

Μία πεπερασμένη ομάδα G λέγεται ότι έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο q ∈ N∗ αν

Ĥn(G,A) ' Ĥn+q(G,A) για κάθε ZG-πρότυπο A και για κάθε n ∈ N, όπου Ĥn(G, ) είναι η

συνομολογία Tate της G. Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουμε την έννοια της περιοδικής συνομολογίας

για άπειρες ομάδες.

5.1 Περιοδική συνομολογία και περιοδική προβολική

επίλυση μετά από k-βήματα

Ορισμός 5.1 ΄Εστω G ομάδα. Αν υπάρχουν k, q ∈ N ώστε οι συναρτητές Hn(G, ) και

Hn+q(G, ) να είναι φυσικά ισόμορφοι για κάθε n ≥ k+ 1, θα λέμε ότι η G έχει περιοδική συνομο-

λογία με περίοδο q μετά από k-βήματα.

Αν k = 0, τότε λέμε ότι η G έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο q. �

Ακολούθως, δίνουμε τον ορισμό της περιοδικής προβολικής επίλυσης με περίοδο q μετά από k-βήματα

για μία ομάδα G.

Ορισμός 5.2 ΄Εστω G ομάδα. Αν υπάρχουν k, q ∈ N και μια ακολουθία

0 Rk+q Pk+q−1 . . . Pk Pk−1 . . . P0 Z 0

Rk

β ∂k

a

όπου Pi είναι προβολικά ZG-πρότυπα για i = 0, 1, . . . , k+q−1, Rk+q = Rk και το Z είναι τετριμμένο

ZG-πρότυπο, τότε θα λέμε ότι η G έχει περιοδική προβολική επίλυση με περίοδο q μετά από k-βήματα.

Αν k = 0, τότε λέμε ότι η G έχει περίοδο q.

Αν η G έχει περιοδική προβολική επίλυση με περίοδο q μετά από k-βήματα, τότε κατασκευάζεται μια
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προβολική επίλυση της G (δηλαδή, μια περιοδική επίλυση του Z ως τετριμμένο ZG-πρότυπο)

P′ . . . P ′i+1 P ′i P ′i−1 . . . P ′1 P ′0 Z 0

R′i

∂i+1 ∂i

ai

∂1 ε

βi

θέτοντας:

- P ′i = Pi για i = 0, 1, . . . , k − 1 και ∂′i = ∂i για i = 1, 2, . . . , k

- P ′i = Pk+υi
για i = k + nq + λi, n ∈ N και υi = 0, 1, . . . , q − 1

- ∂′i = ∂k+υi
για i = k + nq + λi, n ∈ N και υi = 1, . . . , q − 1

- ∂′k+nq = β ◦ a για n ∈ N, n ≥ 1

Η επίλυση αυτή λέγεται περιοδική επίλυση της G με περίοδο q μετά από k-βήματα.

Αν η G έχει περίοδο q μετά από k-βήματα, τότε είναι προφανές ότι οι συναρτητές Hn(G, ) και

Hn+q(G, ) είναι φυσικά ισόμορφοι για κάθε n ≥ k+1 και συνεπώς, η G έχει περιοδική συνομολογία

με περίοδο q μετά από k-βήματα.

Πράγματι, είναι:

Hn(G,A) = ExtnZG(Z, A) = Extn−kZG (Rk, A) = Extn−kZG (Rk+q, A) = Extn+q
ZG (Z, A) = Hn+q(G,A) για

κάθε n ≥ k + 1 και για κάθε A ∈ ModZG . �

Βάσει του Ορισμού 5.2 έχουμε ότι αν μια ομάδα G έχει περιοδική προβολική επίλυση με περίοδο

q μετά από k-βήματα, τότε έχει και περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα. Το

επόμενο Θεώρημα μας εξασφαλίζει ότι ισχύει και το αντίστροφο.

Θεώρημα 5.1 [3, Proposition 1.8] ΄Εστω G ομάδα και k, q ∈ N. Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Η G έχει περιοδική προβολική επίλυση με περίοδο q μετά από k-βήματα.

(ii) Η G έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα.
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Απόδειξη.

(i)=⇒(ii) Είναι προφανές από τον ορισμό της περιοδικής προβολικής επίλυσης με περίοδο q μετά

από k-βήματα της G (Ορισμός 5.2).

(ii)=⇒(i) ΄Εστω

P : . . . Pi+1 Pi Pi−1 . . . P1 P0 Z 0

Ri

∂i+1 ∂i

ai

∂1 ε

βi

μία ZG-προβολική επίλυση του Z ως τετριμμένο ZG-πρότυπο, όπου Ri = Im ai

(ώστε βi ◦ ai = ∂i) για κάθε i ∈ N∗. Τότε, από υπόθεση, έχουμε ότι:

Ext1
ZG(Rk, A) ' Extk+1

ZG (Z, A) = Hk+1(G,A) ' Hk+q+1(G,A) = Extk+q+1
ZG (Z, A) ' Ext1

ZG(Rk+q, A)

για κάθε A ∈ ModZG .

Δηλαδή, έχουμε Ext1
ZG(Rk, ) ' Ext1

ZG(Rk+q, ) και άρα, οι συναρτητές Ext1
ZG(Rk, ) και Ext1

ZG(Rk+q, )

είναι φυσικά ισόμορφοι. Από Θεώρημα 3.7, υπάρχουν P,Q ∈ ModZG προβολικά ZG-πρότυπα και

ένας ισομορφισμός σ ώστε Rk
⊕
P

σ' Rk+q
⊕
Q.

Από την προβολική επίλυση P προκύπτει η ακριβής ακολουθία

0 Rk+q Pk+q−1 . . . Pk Pk−1 . . . P1 P0 Z 0

Rk

βk+q ∂k

ak

∂1 ε

βk

(5.1)

΄Εχουμε, τώρα, τις β.α.α.:

0 Rk+q Pk+q−1 Rk+q−1 0 , 0 Q Q 0 0

0 Rk+1 Pk Rk 0 , 0 0 P P 0

0 Rk Pk−1 Rk−1 0 , 0 P P 0 0

Συνεπώς, προκύπτουν οι εξής ακριβείς ακολουθίες:

0 Rk+q
⊕
Q Pk+q−1

⊕
Q Rk+q−1 0
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και

0 Rk+1 Pk
⊕
P Rk

⊕
P Pk−1

⊕
P Rk−1 0

῾῾Κολλώντας᾿᾿ τις παραπάνω ακολουθίες στην (5.1), έχουμε την

0 Rk+q
⊕
Q Pk+q−1

⊕
Q Pk+q−2 . . . Pk+1 Pk

⊕
P Pk−1

⊕
P Pk−2 . . .

Rk+q−1 Rk+1 Rk
⊕
P Rk−1

0 0 0 0 0 0

Θέτουμε: R′k+q = Rk+q
⊕
Q, P ′k+q−1 = Pk+q−1

⊕
Q και P ′i = Pi για i = k+ 1, k+ 2, . . . , k+ q− 2.

Θέτουμε, επίσης:

P ′k = Pk
⊕
P, R′k = Rk

⊕
P, P ′k−1 = Pk−1

⊕
P, R′k−1 = Rk−1 και P

′
j = Pj για j = 0, 1, . . . , k − 2.

΄Ετσι, προκύπτει η ακριβής ακολουθία

0 R′k+q P ′k+q−1 . . . P ′k+1 P ′k P ′k−1 P ′k . . . P ′1 P ′0 Z 0

R′k

(5.2)

Στην (5.2), τα P ′i είναι προβολικά ZG-πρότυπα για κάθε i = 0, 1, . . . , k + q − 1 και

R′k+q = Rk+q
⊕
Q

σ' Rk
⊕
P = R′k . Συνεπώς, η G έχει περιοδική προβολική επίλυση με περίοδο q

μετά από k-βήματα.

Παρατήρηση 5.2 Αποδεικνύεται ότι αν η G είναι άπειρη ομάδα με περιοδική συνομολογία με

περίοδο q μετά από k-βήματα, τότε k ≥ 1 [3, Proposition 1.4]. Για τη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε

σε μία ομάδα G με περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα, θα εννοούμε k ≥ 1.
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5.2 Περιοδική συνομολογία μετά από k-βήματα και πλήρεις
επιλύσεις

Ορισμός 5.3 ΄Εστω G ομάδα και n ∈ N∗. Μία πλήρης επίλυση της G με δείκτη σύμπτωσης n

είναι μία διπλά άπειρη ακριβής ακολουθία προβολικών ZG-προτύπων η οποία συμπίπτει με προβολική

επίλυση του Z ως τετριμμένο ZG-πρότυπο από ένα σημείο και μετά.

Δηλαδή, πλήρης επίλυση της G με δείκτη σύμπτωσης n είναι μια ακριβής ακολουθία:

Fn−1 Fn−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

. . . Fn+2 Fn+1 Fn

Pn−1 Pn−2 . . . P1 P0 Z 0

∂n−1 ∂1 ∂0 ∂−1

∂n+2 ∂n+1

∂n

dn

dn−1 d1 ε

όπου Fi και Pj είναι προβολικά ZG-πρότυπα για κάθε i ∈ Z και j = 0, 1, 2 . . . , n− 1 και, ασφαλώς,

το Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο.

Δηλαδή, έχουμε ότι: Im ∂i = ker ∂i−1 για κάθε i ∈ Z, Im dj = ker dj−1 για κάθε j = 2, 3, . . . , n−1,

Im d1 = ker ε και Im ∂n+1 = ker dn. �

Θεώρημα 5.3 [9, Proposition 3.1] ΄Εστω G ομάδα με περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά

από k-βήματα. Τότε, υπάρχει πλήρης επίλυση της G με δείκτη σύμπτωσης k.

Απόδειξη.

Καθώς η G έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα, από το Θεώρημα 5.1,

έπεται ότι υπάρχει περιοδική προβολική επίλυση με περίοδο q μετά από k-βήματα της G, δηλαδή μια

ακριβής ακολουθία

0 Rk+q Pk+q−1 Pk+q−2 . . . Pk Pk−1 . . . P0 Z 0

Rk

dk+q−1 dk

όπου Pi είναι προβολικό ZG-πρότυπο για i = 0, 1, . . . , k + q − 1 και Rk+q ' Rk.
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Από την ακολουθία αυτή προκύπτει η

Pk+q−1 . . . Pk Pk+q−1 . . .

. . . Pk Pk+q−1 . . . Pk Rk 0

Rk ' Rk+q 0 Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

η οποία μπορεί να γραφεί ως

Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

. . . Fk+2 Fk+1 Fk

Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k−1 ∂1 ∂0

∂k+2 ∂k+1

∂k

dk

dk−1 d1 ε

όπου, για κάθε i ∈ Z, αν i = k + rq + υ με r ∈ Z και 0 ≤ υ < q, τότε Fi = Pk+υ και ∂i = dk+υ.

Η τελευταία αποτελεί πλήρη προβολική επίλυση του Z ως τετριμμένο ZG-πρότυπο με δείκτη σύμ-

πτωσης k. Συνεπώς, η G έχει πλήρη επίλυση με δείκτη σύμπτωσης k.

Πρόταση 5.4 [10, Lemma 4.7] ΄Εστω G ομάδα με περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από

k-βήματα. Τότε findimZG ≤ k + 1.

Απόδειξη. ΄Εστω K ∈ ModZG με K|Z Z-ελεύθερο και pdZGK = m <∞.

Αφού η G έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα, από το Θεώρημα 5.3, έχουμε

ότι υπάρχει πλήρης επίλυση της G με δείκτη σύμπτωσης k. ΄Εστω, λοιπόν, η πλήρης επίλυση

Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

. . . Fk+2 Fk+1 Fk

Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k−1 ∂1 ∂0

∂k+2 ∂k+1

∂k

dk

dk−1 d1 ε
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του Z ως τετριμμένο ZG-πρότυπο η οποία, ισοδύναμα, γράφεται

. . . Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

. . . Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k+1 ∂k ∂k−1 ∂1 ∂0

dk+1 dk dk−1 d1 ε

(5.3)

όπου di = ∂i για κάθε i ≥ k + 1.

Θέτουμε Li+1 = Im di+1 = ker di για κάθε i ∈ N∗, L1 = Im d1 = ker ε και Rj+1 = Im ∂j+1 = ker ∂j

για κάθε j ∈ Z. Προφανώς, Li = Ri για κάθε i ≥ k + 1. Επιπλέον, Lk = Rk.

Πράγματι, από την ακρίβεια της (5.3) και το 1ο Θεώρημα ισομορφισμών προτύπων, είναι

Rk = Im ∂k ' Fk�ker ∂k = Fk�Im ∂k+1
= Fk�Im dk+1

= Fk�ker dk ' Im dk = Lk =⇒ Rk = Lk

Είναι Li+1 ≤ Pi, Rj+1 ≤ Fj και Pi, Fj είναι προβολικά ZG-πρότυπα για κάθε i ∈ N, j ∈ Z.

Από Πρόταση 1.16(i), Pi|Z, Fj|Z είναι ελεύθερα Z-πρότυπα και έτσι Li+1|Z και Rj+1|Z είναι ελεύθερα

Z-πρότυπα ως υποπρότυπα ελεύθερων Z-προτύπων για κάθε i ∈ N, j ∈ Z.

Αφού pdZGK = m και Li+1, Rj+1 ελεύθερα Z-πρότυπα, από Πρόταση 2.5(iii), έχουμε ότι

pdZG
�

Li+1 ⊗Z
�

K ≤ m και pdZG
�

Rj+1 ⊗Z
�

K ≤ m για κάθε n ∈ N και j ∈ Z.

Θέτουμε F ′j =
�

F j ⊗Z
�

K, ∂′j = ∂j ⊗ idK , R′j =
�

Rj ⊗Z
�

K για κάθε j ∈ Z και P ′i−1 =
�

P i−1 ⊗Z
�

K,

d′i = di ⊗ idK , L′i =
�

Li ⊗Z
�

K για κάθε i ∈ N∗.

Είναι, λοιπόν, L′i = R′i για κάθε i ≥ k και pdZG L′i ≤ m για κάθε n ∈ N∗.

Επίσης, το Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο και έτσι
�

Z⊗Z
�

K ' Z⊗Z
�

K ' K.

Συνεπώς, η (5.3) γίνεται

. . . F ′k+1 F ′k F ′k−1 F ′k−2 . . . F ′1 F ′0 F ′−1 . . .

. . . F ′k+1 F ′k P ′k−1 P ′k−2 . . . P ′1 P ′0 K 0

∂′k+1 ∂′k ∂′k−1 ∂′1 ∂′0

d′k+1 d′k dk−1 d′1 ε′

(5.4)

Η κάτω γραμμή της (5.4) αποτελεί ZG-προβολική επίλυση του K.

΄Εστω A ∈ ModZG . ΄Εχουμε:

Extk+1
ZG (K,A) ' Ext1

ZG(L′k, A) ' Ext1
ZG(R′k, A) ' Extm+1

ZG (R′k−m, A).

Καθώς pdZGR′j ≤ m για κάθε j ∈ Z, έχουμε ότι Extm+1
ZG (R′k−m, A) = 0 και έτσι Extk+1

ZG (K,A) = 0.
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Συνεπώς, pdZGK ≤ k.

Τώρα, αν M ∈ ModZG με pdZGM <∞, τότε, από το Λήμμα 1.22, υπάρχει K ∈ ModZG με K|Z

Z-ελεύθερο και Exti+1
ZG (M, ) = ExtiZG(K, ) για κάθε i > 0. ΄Ετσι, pdZGM ≤ pdZGK+1 ≤ k+1,

δηλαδή findimZG ≤ k + 1.

Παρατήρηση 5.5 Στην απόδειξη της Πρότασης 5.4, η υπόθεση της περιοδικής συνομολογίας

χρησιμοποιήθηκε μόνο για να εξασφαλίσουμε την ύπαρξη πλήρους επίλυσης της G. Συνεπώς, συ-

μπεραίνουμε ότι αν η G έχει πλήρη επίλυση με δείκτη σύμπτωσης n, τότε findimZG ≤ n + 1.

5.3 Περιοδικότητα στη συνομολογία μέσω cup product

Θεώρημα 5.6 [3, Theorem 1.2] ΄Εστω A,B ∈ ModZG , q ∈ N και g ∈ ExtqZG(A,B).

Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Υπάρχει k ∈ N ώστε το γινόμενο Yoneda ∪ g : ExtiZG(B, )→ Exti+qZG (A, )

να είναι ισομορφισμός για κάθε i > k.

(ii) Αν X είναι το pushout του διαγράμματος

Rq Pq−1

B

f

όπου Rq είναι ο q-στος πυρήνας μιας προβολικής επίλυσης του A και [f ] = g,

τότε υπάρχει μια q-επέκταση

0 B X Pq−2 . . . P1 P0 A 0

με Pj προβολικά ZG-πρότυπα για j = 0, 1, . . . , q − 2 και pdZGX <∞.
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Απόδειξη.

Θεωρούμε μία ZG-προβολική επίλυση του A

. . . Pi Pi−1 . . . Pq Pq−1 . . . P1 P0 A 0∂i ∂i−1 ∂q ∂q−1 ∂1 ε

και παίρνουμε την ακριβή ακολουθία

0 Rq Pq−1 Pq−2 . . . P1 P0 A 0βq ∂q−1 ∂q−2 ∂1 ε
(5.5)

όπου Rq = Im ∂q = ker ∂q−1. Αφού g ∈ ExtqZG(A,B), υπάρχει f : Rq → B ώστε g = [f ].

Θεωρούμε το διάγραμμα

0 Rq Pq−1 Pq−2 . . . P1 P0 A 0

B

βq

f

∂q−1 ∂q−2 ∂1 ε

(5.6)

και χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι Im f = B, δηλαδή ότι η f είναι επί.

Πράγματι, αν η f δεν είναι επί, τότε θεωρούμε F ελεύθερο ZG-πρότυπο ώστε F B 0η
να

είναι ZG-ακριβής ακολουθία. Θεωρούμε τις εξής β.α.α.

0 F F 0 0idF

και

0 Rq Pq−1 Rq−1 0βq aq

όπου, Rq = ker ∂q−1 = Im ∂q και Rq−1 = ker ∂q−2 = Im ∂q−1. Αυτές επάγουν τη β.α.α.

0 F
⊕
Rq F

⊕
Pq−1 Rq−1 0idF ⊕βq a′q

(5.7)

όπου (idF ⊕βq)(x, y) =
(

idF (x), βq(y)
)

=
(
x, βq(y)

)
για κάθε (x, y) ∈ F ⊕Rq και a

′
q(x, y) = aq(x)

για κάθε (x, y) ∈ F ⊕Pq−1. Αφού ker βq = 0, Im βq = ker aq και Im aq = Rq−1, έχουμε ότι

103



ker idF ⊕βq = 0, Im idF ⊕βq = ker a′q και Im a′q = Rq−1.

Συνεπώς, η (5.7) είναι β.α.α. ZG-προτύπων.

Τώρα, ορίζουμε την f̃ : F ⊕Rq → B με f̃(x, y) = η(x) για (x, y) ∈ F ⊕Rq.

Προφανώς, η f̃ είναι επί. Επιπλέον, το F είναι προβολικό ZG-πρότυπο, διότι είναι ελεύθερο. ΄Ετσι,

το F
⊕
Pq−1 είναι προβολικό ZG-πρότυπο, ως ευθύ άθροισμα προβολικών. Συνεπώς, συνδυάζοντας

το διάγραμμα (5.6) και τη β.α.α. (5.7), έχουμε το διάγραμμα

0 F
⊕
Rq F

⊕
Pq−1 Pq−2 . . . P1 P0 A 0

B

f̃

με F
⊕
Pq−1, Pq−2, . . . , P1, P0 προβολικά ZG-πρότυπα και f̃ επί.

Τώρα, το (5.6), λόγω του Πορίσματος 1.9(i) επάγει το μεταθετικό διάγραμμα

0 Rq Pq−1 Pq−2 . . . P1 P0 A 0

0 B X Pq−2 . . . P1 P0 A 0
f

βq

µ

i2

(5.8)

όπου το X είναι το pushout του διαγράμματος

Rq Pq−1

B

βq

f

Από Πρόταση 1.5(iii), αφού η f είναι επιμορφισμός, έπεται ότι και η µ είναι επιμορφισμός. Αφού

(X,µ, i2) είναι το pushout των βq, f και βq είναι μονομορφισμός, από Πρόταση 1.13(i), έπεται ότι η

(Rq, βq, f) είναι το pullback των µ και i2. ΄Ετσι, από Πρόταση 1.6(iv), έχουμε ότι αν K = ker f και

L = kerµ, τότε K ' L. Συνδυάζοντας τα παραπάνω με το διάγραμμα (5.8), προκύπτει το ακόλουθο

μεταθετικό διάγραμμα:
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0 0

K L

0 Rq Pq−1 Pq−2 . . . P1 P0 A 0

0 B X Pq−2 . . . P1 P0 A 0

0 0

f µ

(5.9)

΄Εχοντας κατασκευάσει το διάγραμμα (5.9), προχωρούμε με την απόδειξη.

(i)=⇒(ii): ΄Εστω E ∈ ModZG και έστω ότι υπάρχει k ∈ N ώστε το γινόμενο Yoneda

∪ g : ExtiZG(B,E)→ Exti+qZG (A,E) να είναι ισομορφισμός για κάθε i > k.

Από το διάγραμμα (5.9), έχουμε τη β.α.α.

0 K Rq B 0,f

Λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στην 1η μεταβλητή, έχουμε την

. . . ExtiZG(B,E) ExtiZG(Rq, E) ' Exti+qZG (A,E) ExtiZG(K,E) Exti+1
ZG (B,E) . . .

f∗

Για i > k, η f ∗ είναι ισομορφισμός και έτσι, ExtiZG(K,E) = 0 για κάθε i > k.

Συνεπώς, pdZGK <∞ και αφού K ' L, συνάγουμε ότι pdZG L <∞.

Τότε, από το διάγραμμα (5.9), έχουμε τη β.α.α.

0 L Pq−1 X 0

Λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στην 1η μεταβλητή, παίρνουμε την

. . . ExtiZG(L,E) Exti+1
ZG (X,E) Exti+1

ZG (Pq−1, E) Exti+1
ZG (L,E) . . . (5.10)
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Για i > pdZG L, έχουμε ότι ExtiZG(L,E) = 0. Επίσης, Exti+1
ZG (Pq−1, E) = 0, διότι Pq−1 είναι

προβολικό ZG-πρότυπο. ΄Αρα, από την (5.10) προκύπτει ότι Exti+1
ZG (X,E) = 0 και άρα pdZGX <∞.

΄Ετσι, από το διάγραμμα (5.9), παίρνουμε την q-επέκταση

0 B X Pq−2 . . . P1 P0 A 0

με Pj προβολικό ZG-πρότυπο για j = 0, 1, . . . , q − 2 και pdZGX <∞.

(ii)=⇒(i): ΄Εστω μια q-επέκταση

0 B X Pq−2 . . . P1 P0 A 0

με Pj προβολικό ZG-πρότυπο για j = 0, 1, . . . , q − 2 και pdZGX <∞.

Από το διάγραμμα (5.9), έχουμε τη β.α.α.

0 L Pq−1 X 0

Λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή ExtZG( , E) ακολουθία, παίρνουμε την

. . . ExtiZG(X,E) ExtiZG(Pq−1, E) ExtiZG(L,E) Exti+1
ZG (X,E) . . .

Αφού Pq−1 είναι προβολικό ZG-πρότυπο, για i > pdZGX, είναι ExtiZG(Pq−1, E) = Exti+1
ZG (X,E) = 0

και έτσι, έπεται ότι ExtiZG(L,E) = 0. Δηλαδή, pdZG L < ∞ και αφού L ' K, προκύπτει ότι

pdZGK <∞. Τότε, από το διάγραμμα (5.9), έχουμε τη β.α.α

0 K Rq B 0f

Λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή Ext ακολουθία στην 1η μεταβλητή, έχουμε

. . . Exti−1
ZG (K,E) ExtiZG(B,E) ExtiZG(Rq, E) ExtiZG(K,E) . . .

f∗
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Για i ≥ pdZGK + 1, έχουμε Exti−1
ZG (K,E) = ExtiZG(K,E) = 0.

Συνεπώς, προκύπτει ότι ExtiZG(B,E) f∗

' ExtiZG(Rq, E), δηλαδή η f ∗ : ExtiZG(B,E)→ ExtiZG(Rq, E)

είναι ισομορφισμός. Αλλά, ExtiZG(Rq, E) ' Exti+qZG (A,E) και [f ] = g.

Συνεπώς, το γινόμενο Yoneda ∪ g : ExtiZG(B,E)→ Exti+qZG (A,E) είναι ισομορφισμός

για κάθε i > pdZGK.

Το Θεώρημα 5.7 μας δίνει μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε οι ισομορφισμοί μεταξύ των συ-

ναρτητών H i(G, ) και H i+q(G, ) να δίνονται μέσω cup product με ένα στοιχείο g ∈ Hq(G,Z)

για μια ομάδα G με περιοδική προβολική επίλυση με περίοδο q μετά από k-βήματα.

Θεώρημα 5.7 [9, Theorem 3.2] ΄Εστω G ομάδα με περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από

k-βήματα. Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) silpZG <∞

(ii) Υπάρχει μια Z-διασπώμενη, ZG-ακριβής ακολουθία 0 Z X με X|Z ελεύθερο

Z-πρότυπο και pdZGX <∞.

(iii) spliZG <∞

Απόδειξη.

(i)=⇒(ii) Καθώς η G έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα, από Θεώρημα 5.3,

έχουμε ότι υπάρχει πλήρης επίλυση της G με δείκτη σύμπτωσης k.

Δηλαδή, υπάρχει μια ακολουθία

Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

. . . Fk+2 Fk+1 Fk

Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k−1 ∂1 ∂0

∂k+2 ∂k+1

∂k

dk

dk−1 d1 ε
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την οποία, θέτοντας Ri = ker ∂i−1 = Im ∂i και βi ◦ ai = ∂i για i ∈ Z, μπορούμε να γράψουμε

. . . Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

Rk

. . . Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k+1 ∂k

ak

∂k−1 ∂1 ∂0

βk

∂k+1 dk dk−1 d1 ε

Ορίζουμε τον ομομορφισμό fk−1 : Rk → Pk−1 ως εξής:

΄Εστω x ∈ Rk = Im ∂k. Τότε υπάρχει y ∈ Fk ώστε ak(y) = x. Ορίζουμε fk−1(x) = dk(y).

Η fk−1 είναι καλά ορισμένη:

΄Εστω y1, y2 ∈ Fk με ak(y1) = ak(y2). Τότε:

ak(y1)− ak(y2) = 0 ⇐⇒ ak(y1 − y2) = 0 ⇐⇒ βk
(
ak(y1 − y2)

)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ (βk ◦ ak)(y1 − y2) = 0 ⇐⇒ ∂k(y1 − y2) = 0 ⇐⇒ y1 − y2 ∈ ker ∂k = Im ∂k+1.

΄Ετσι, υπάρχει z ∈ Fk+1 ώστε ∂k+1(z) = y1 − y2 =⇒ dk
(
∂k+1(z)

)
= dk(y1 − y2) =⇒

=⇒ dk(y1)− dk(y2) = 0 =⇒ dk(y1) = dk(y2). ΄Ετσι, η fk−1 είναι καλά ορισμένη.

Επίσης, αν ak(y) = x =⇒ fk−1
(
ak(y)

)
= fk−1(x) = dk(y) =⇒ (fk−1 ◦ ak) (y) = dk(y),

δηλαδή, fk−1 ◦ ak = dk.

΄Αρα, έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

Fk+1 Fk Fk−1

Rk

Fk+1 Fk Pk−1

∂k+1

ak

∂k

βk

fk−1

∂k+1 dk

Από υπόθεση, silpZG < ∞ και άρα η fk−1 μπορεί να επεκταθεί σε f̃k−1 : Fk−1 → Pk−1 ώστε

f̃k−1 ◦ ∂k = dk και f̃k−1|Rk
= fk−1 (δηλαδή, f̃k−1 ◦ βk = fk−1).

Πράγματι, έστω silpZG = n <∞. Θεωρούμε τη β.α.α

0 Rk Fk−1 Rk−1 0βk ak−1
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και παίρνουμε τη μακρά ακριβή ExtZG( , Pk−1) ακολουθία

0 HomZG(Rk−1, Pk−1) HomZG(Fk−1, Pk−1) HomZG(Rk, Pk−1) Ext1
ZG(Rk−1, Pk−1) . . .

Αλλά, Ext1
ZG(Rk−1, Pk−1) ' Extn+1

ZG (Rk−n−1, Pk−1) και αφού Pk−1 είναι προβολικό ZG-πρότυπο και

silpZG = n, έπεται ότι Extn+1
ZG (Rk−n−1, Pk−1) = 0, δηλαδή Ext1

ZG(Rk−1, Pk−1) = 0.

Συνεπώς, η παραπάνω γίνεται

0 HomZG(Rk−1, Pk−1) HomZG(Fk−1, Pk−1) HomZG(Rk, Pk−1) 0
a∗k−1 β∗k

Δηλαδή, η β∗k : HomZG(Fk−1, Pk−1)→ HomZG(Rk, Pk−1) είναι επί. ΄Ετσι, για την fk−1 ∈ HomZG(Rk, Pk−1),

υπάρχει f̃k−1 ∈ HomZG(Fk−1, Pk−1) ώστε β∗k−1

(
f̃k−1

)
= fk−1 ⇐⇒ f̃k−1 ◦ βk−1 = fk−1.

΄Αρα, η fk−1 επεκτείνεται σε f̃k−1 : Fk−1 → Pk−1 με f̃k−1|Rk
= fk−1.

Τέλος, παρατηρούμε ότι:

f̃k−1 ◦ ∂k = f̃k−1 ◦ (βk ◦ ak) = (f̃k−1 ◦ βk) ◦ ak = fk−1 ◦ ak = dk, δηλαδή, f̃k−1 ◦ ∂k = dk.

΄Ετσι, προκύπτει το παρακάτω μεταθετικό διάγραμμα

Fk+1 Fk Fk−1

Rk

Fk+1 Fk Pk−1

∂k+1

ak

∂k

f̃k−1
βk

fk−1

∂k+1 dk

Επιστρέφοντας στην πλήρη επίλυση, αυτή γίνεται:

. . . Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

Rk

. . . Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k+1 ∂k

ak

∂k−1

f̃k−1

∂1 ∂0

βk

fk−1

∂k+1 dk dk−1 d1 ε

Ορίζουμε, τώρα, fk−2 : Rk−1 → Pk−2 ως εξής:

΄Εστω x ∈ Rk−1 = Im ∂k−1. Τότε υπάρχει y ∈ Fk−1 ώστε ak−1(y) = x.
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Ορίζουμε fk−2(x) = (dk−1 ◦ f̃k−1)(y). Η fk−2 είναι καλά ορισμένη:

΄Εστω y1, y2 ∈ Fk−1 ώστε ak−1(y1) = ak−1(y2). Τότε:

ak−1(y1) = ak−1(y2) ⇐⇒ ak−1(y1 − y2) = 0 ⇐⇒ βk−1
(
ak−1(y1 − y2)

)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ (βk−1 ◦ ak−1)(y1 − y2) = 0 ⇐⇒ ∂k−1(y1 − y2) = 0 ⇐⇒ y1 − y2 ∈ ker ∂k−1 = Im ∂k.

΄Αρα, υπάρχει z ∈ Fk ώστε ∂k(z) = y1 − y2 =⇒ f̃k−1
(
∂k(z)

)
= f̃k−1(y1 − y2)

Λόγω μεταθετικότητας του διαγράμματος, έχουμε (f̃k−1 ◦ ∂k)(z) = dk(z). ΄Αρα:

f̃k−1
(
∂k(z)

)
= f̃k−1(y1 − y2) =⇒ dk(z) = f̃k−1(y1 − y2) =⇒

=⇒ dk−1
(
dk(z)

)
= dk−1

(
f̃k−1(y1 − y2)

)
=⇒ dk−1

(
f̃k−1(y1 − y2)

)
= 0 =⇒

=⇒ dk−1
(
f̃k−1(y1)

)
− dk−1

(
f̃k−1(y2)

)
= 0 =⇒ dk−1

(
f̃k−1(y1)

)
= dk−1

(
f̃k−1(y2)

)
=⇒

=⇒ (dk−1 ◦ f̃k−1)(y1) = (dk−1 ◦ f̃k−1)(y2) και άρα η fk−2 είναι καλά ορισμένη.

Επίσης, αν ak−1(y) = x =⇒ fk−2
(
ak−1(y)

)
= fk−2(x) = (dk−1 ◦ f̃k−1)(y) =⇒

=⇒ (fk−2 ◦ ak−1)(y) = (dk−1 ◦ f̃k−1)(y), για κάθε y ∈ Fk−1, δηλαδή fk−2 ◦ ak−1 = dk−1 ◦ f̃k−1.

΄Αρα, έχουμε το εξής μεταθετικό διάγραμμα:

Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2

Rk−1

Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2

∂k+1 ∂k

f̃k−1

ak−1

∂k−1

βk−1

fk−2

∂k+1 dk dk−1

Από υπόθεση, silpG <∞ και όπως παραπάνω, η fk−2 μπορεί να επεκταθεί σε f̃k−2 : Fk−2 → Pk−2

ώστε f̃k−2 ◦ ∂k−1 = dk−1 ◦ f̃k−1 και f̃k−2|Rk−1 = fk−2, δηλαδή f̃k−2 ◦ βk−1 = fk−2.

΄Ετσι, η πλήρης επίλυση γίνεται

. . . Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

Rk−1

. . . Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k+1 ∂k

f̃k−1

∂k−1

ak−1

f̃k−2

∂1 ∂0

βk−1

fk−2

∂k+1 dk dk−1 d1 ε

Συνεχίζοντας κατ΄ αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζονται f̃k−3, f̃k−4, . . . , f̃1, f̃0 και f και το μεταθετικό
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διάγραμμα

. . . Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

R0

. . . Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k+1 ∂k

f̃k−1

∂k−1

f̃k−2 f̃1

∂1 ∂0

a0

f̃0

f

∂k+1 dk dk−1 d1 ε

Τότε, f : R0 → Z και άρα, [f ] ∈ Ext1
ZG(R−1,Z). Επίσης, είναι προφανές ότι το cup product

∪ g : ExtiZG(Z, )→ Exti+1
ZG (R−1, ), όπου g = [f ], είναι ισομορφισμός για κάθε i > k.

Από Θεώρημα 5.6, έπεται ότι υπάρχει μια 1-επέκταση 0 Z X R−1 0

με pdZGX <∞. Αλλά R−1 = Im ∂−1 = ker ∂−2 ≤ F−2, δηλαδή R−1 ≤ F−2.

Επιπλέον, F−2 είναι προβολικό ZG-πρότυπο και άρα το F−2|Z είναι προβολικό Z-πρότυπο (Πόρι-

σμα 1.19(i)). Αυτό, όμως, σημαίνει ότι F−2|Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο και έτσι, το R−1|Z είναι

ελεύθερο Z-πρότυπο, ως υποπρότυπο ελεύθερου Z-προτύπου. Συνεπώς, το R−1|Z είναι ελεύθερο

και άρα προβολικό Z-πρότυπο. ΄Ετσι, έχουμε τη β.α.α.

0 Z X R−1 0 (5.11)

και R−1|Z είναι προβολικό Z-πρότυπο. Αυτό σημαίνει ότι η (5.11) είναι Z-διασπώμενη και έτσι,

προκύπτει ότιX ' Z⊕R−1, ως Z-πρότυπα. Τότε τοX είναι ελεύθερο Z-πρότυπο ως ευθύ άθροισμα

ελεύθερων Z-προτύπων. Συνεπώς, έχουμε την ακολουθία

0 Z X

η οποία είναι Z-διασπώμενη, ZG-ακριβής, με X|Z Z-ελεύθερο και pdZGX <∞.

(ii)=⇒(iii) ΄Εστω η ακολουθία 0 Z X που είναι Z-διασπώμενη, ZG-ακριβής με X|Z

Z-ελεύθερο και pdZGX <∞. ΄Εχουμε, τότε, τη Z-διασπώμενη β.α.α.

0 Z X M 0 (5.12)
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΄Εστω I ∈ ModZG εμφυτευτικό. Από την (5.12) παίρνουμε, τη Z-διασπώμενη, ZG-ακριβή β.α.α.

0
�

I ⊗Z
�

Z
�

I ⊗Z
�

X
�

I ⊗Z
�

M 0 (5.13)

Αλλά,

�

I ⊗Z
�

Z '
�

I ⊗Z Z ' I, αφού Z είναι τετριμμένο ZG-πρότυπο. ΄Αρα, η (5.13) γίνεται

0 I
�

I ⊗Z
�

X
�

I ⊗Z
�

M 0 (5.14)

και αφού το I είναι εμφυτευτικό ZG-πρότυπο, συνάγουμε ότι η (5.14) είναι ZG-διασπώμενη.

΄Εστω, τώρα, P προβολικό ZG-πρότυπο με P I 0 ακριβή ακολουθία. Θεωρούμε τη β.α.α.

0 K P I 0

Αφού το X|Z είναι Z-ελεύθερο, έπεται ότι είναι Z-επίπεδο και έτσι προκύπτει η ZG-ακριβής β.α.α.

0
�

K ⊗Z
�

X
�

P ⊗Z
�

X
�

I ⊗Z
�

X 0 (5.15)

Επειδή το P είναι προβολικό ZG-πρότυπο και το X|Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο, από Πρόταση 2.5(i)

έπεται ότι το

�

P⊗Z
�

X είναι προβολικό ZG-πρότυπο. Επίσης, K ≤ P και από Πόρισμα 1.19(i), το P |Z

είναι ελεύθερο Z-πρότυπο (αφού το P είναι προβολικό ZG-πρότυπο). ΄Αρα, το K|Z είναι ελεύθερο

Z-πρότυπο.

Συνεπώς, αφού pdZGX < ∞ και K|Z είναι Z-ελεύθερο, από την Πρόταση 2.5(iii), έχουμε ότι

pdZG
�

K ⊗Z
�

X ≤ pdZGX < ∞. Αν E ∈ ModZG , τότε, από τη β.α.α. (5.15), θεωρώντας τη μακρά

ακριβή ExtZG( , E) ακολουθία, παίρνουμε την

. . . ExtiZG(
�

K ⊗Z
�

X,E) Exti+1
ZG (

�

I ⊗Z
�

X,E) Exti+1
ZG (

�

P ⊗Z
�

X,E) . . .

Για i ≥ pdZG
�

K ⊗Z
�

X + 1, είναι ExtiZG(
�

K ⊗Z
�

X,E) = 0 και αφού το
�

P ⊗Z
�

X είναι προβολικό

ZG-πρότυπο, είναι Exti+1
ZG (

�

P ⊗Z
�

X,E) = 0. Συνεπώς, από την παραπάνω ακολουθία, προκύπτει ότι

Exti+1
ZG (

�

I ⊗Z
�

X,E) = 0 για κάθε i ≥ pdZG
�

K ⊗Z
�

X + 1 .
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΄Αρα, pdZG
�

I ⊗Z
�

X ≤ pdZG
�

K ⊗Z
�

X + 1 ≤ pdZGX + 1 <∞, δηλαδή pdZG
�

I ⊗Z
�

X <∞.

Επανερχόμαστε, τώρα, στη β.α.α. (5.14), η οποία είναι ZG-διασπώμενη και ZG-ακριβής.

Καθώς η (5.14) είναι ZG-διασπώμενη, έχουμε ότι
�

I ⊗Z
�

X ' I
⊕(�

I ⊗Z
�

M
)
ως ZG-πρότυπα.

Δηλαδή, το I είναι ευθύς προσθετέος του
�

I ⊗Z
�

X και από Πρόταση 1.21 έχουμε

pdZG I ≤ pdZG
�

I ⊗Z
�

X ≤ pdZGX + 1 <∞.

Συνεπώς, αν I ∈ ModZG εμφυτευτικό, τότε pdZG I <∞ και έτσι έχουμε spliZG <∞.

(iii)=⇒(i) ΄Εχει αποδειχθεί στο Θεώρημα 4.5.

Σχόλιο 5.8 ΄Εστω G ομάδα με περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα.

Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) silpZG <∞

(ii) H i(G,P ) = 0 για κάθε i > k και για κάθε P προβολικό ZG-πρότυπο.

Απόδειξη.

(i)=⇒(ii) ΄Εστω ότι silpZG = n <∞ για κάποιο n ∈ N.

Τότε, ExtiZG(A,P ) = 0 για κάθε A ZG-πρότυπο, P προβολικό ZG-πρότυπο και i > n. Για A = Z

και P ∈ ModZG προβολικό, παίρνουμε ExtiZG(Z, P ) = 0 για κάθε i > n.

Καθώς η G έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα, έχουμε ότι οι συναρτητές

ExtiZG(Z, ) και Exti+qZG (Z, ) είναι φυσικά ισόμορφοι για κάθε i > k.

Από αυτό προκύπτει άμεσα ότι ExtiZG(Z, ) ' Exti+lqZG (Z, ) για κάθε l ∈ N και για κάθε i > k.

΄Εστω l0 ∈ N ώστε k + l0q ≥ n. Τότε Exti+l0qZG (Z, P ) = 0 για κάθε i > k, αφού k + l0q ≥ n.

Αλλά Exti+l0qZG (Z, P ) ' ExtiZG(Z, P ) και άρα ExtiZG(Z, P ) = 0 για κάθε i > k.

Συνεπώς, έχουμε ότι H i(G,P ) = 0 για κάθε i > k και για κάθε προβολικό ZG-πρότυπο P .

113



(ii)=⇒(i) ΄Εστω ότι H i(G,P ) = 0 για κάθε i > k. Θεωρούμε την πλήρη επίλυση της G

. . . Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

Rk

. . . Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k+1 ∂k

ak

∂k−1 ∂1 ∂0

βk

∂k+1 dk dk−1 d1 ε

που κατασκευάσαμε στο Θεώρημα 5.3

Αρκεί να απόδείξουμε ότι αν Ri = Im ∂i = ker ∂i−1 και fi : Ri+1 → Pi ομομορφισμός, τότε υπάρχει

ομομορφισμός f̃i : Fi → Pi ώστε f̃i ◦ ∂i+1 = di+1 για κάθε i = 0, 1, 2, . . . , k − 1. Τότε, η απόδειξη

ολοκληρώνεται όπως και στο Θεώρημα 5.7(i)=⇒(ii).

΄Εστω, λοιπόν, m ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}. Θεωρούμε τη β.α.α

0 Rm+1 Fm Rm 0βm am

και παίρνουμε τη μακρά ακριβή ExtZG( , Pm) ακολουθία:

0 HomZG(Rm, Pm) HomZG(Fm, Pm) HomZG(Rm+1, Pm) Ext1
ZG(Rm, Pm) . . .

a∗m β∗m δ1

Από τον τρόπο κατασκευής της πλήρους επίλυσης, έχουμε ότι υπάρχουν

rm, υm ∈ Z με 0 ≤ υm < q ώστε m = k + rmq + υm και Fm = Fk+υm .

Τότε, έχουμε και Rm = Rk+υm .

Είναι Ext1
ZG(Rm, Pm) = Ext1

ZG(Rk+υm , Pm) ' Extk+υm+1
ZG (Z, Pm) και προφανώς, k + υm + 1 > k.

΄Αρα, Extk+υm+1
ZG (Z, Pm) = 0, αφού Pm προβολικό ZG-πρότυπο και k + υm + 1 > k.

΄Ετσι, έχουμε Ext1
ZG(Rm, Pm) = 0 και η ακολουθία γίνεται:

0 HomZG(Rm, Pm) HomZG(Fm, Pm) HomZG(Rm+1, Pm) 0a∗m β∗m

Δηλαδή, για την fm ∈ HomZG(Rm+1, Pm), υπάρχει f̃m ∈ HomZG(Fm, Pm) ώστε β∗m(f̃m) = fm ή,

ισοδύναμα, f̃m ◦ βm = fm.
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Συνεχίζοντας όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.7(i)=⇒(ii), κατασκευάζεται μία Z-διασπώμενη,

ZG-ακριβής ακολουθία 0 Z X με X|Z Z-ελεύθερο και pdZGX < ∞. Από το Θεώρη-

μα 5.7(ii)=⇒(iii), και την τελευταία συνθήκη συνάγουμε ότι spliZG < ∞ και η απόδειξη ολοκλη-

ρώνεται από το Θεώρημα 4.5.

Παρατήρηση 5.9 Το Θεώρημα 5.7 δεν ισχύει χωρίς την υπόθεση της περιοδικής συνομολογίας

μετά από k-βήματα. Πράγματι, έστω G ελεύθερη αβελιανή ομάδα άπειρης διάστασης. Τότε για κάθε

P προβολικό ZG-πρότυπο ισχύει ότι H i(G,P ) = 0 για κάθε i ≥ 0. Από την άλλη μεριά, η G

περιέχει ελεύθερη αβελιανή υποομάδα H αριθμήσιμης διάστασης. ΄Εστω H = {xj}j∈N∗ μια βάση της

H. Θέτουμε Hj = 〈x1, x2, . . . , xj〉 για κάθε j ∈ N∗. Τότε cdZHj = j για κάθε j ∈ N∗ [11, VIII, 2].

Λόγω της Πρότασης 4.1 έχουμε j ≤ findimZHj ≤ j + 1. Επιπλέον, Hj E H για κάθε j ∈ N∗ και

από το Θεώρημα 4.2(ii), έχουμε ότι findimZHj ≤ findimZH για κάθε j ∈ N∗. Συνάγουμε, έτσι,

ότι findimZH ≥ j για κάθε j ∈ N∗ και άρα findimZH =∞. Ξανά από το Θεώρημα 4.2(ii), αφού

H ≤ G, έπεται ότι findimZH ≤ findimZG και άρα findimZG =∞. Το Θεώρημα 4.4 μας εξασφα-

λίζει ότι silpZG =∞ και άρα spliZG =∞ (Θεώρημα 4.5). Επιπλέον, αφού findimZG =∞, από

την Πρόταση 5.4 και την Παρατήρηση 5.5, έχουμε ότι η G δε μπορεί να έχει πλήρη επίλυση.

Συνεπώς, αν G ελεύθερη αβελιανή ομάδα άπειρης διάστασης, τότε η G δεν έχει περιοδική συνο-

μολογία μετά από k-βήματα, δεν έχει πλήρη επίλυση, H i(G,P ) = 0 για κάθε i > 0 και για κάθε

προβολικό ZG-πρότυπο, αλλά spliZG =∞.

Θεώρημα 5.10 ΄Εστω G ομάδα με περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα. Τα

εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Υπάρχει ένα g ∈ Hq(G,Z) ώστε το cup product ∪ g : H i(G, )→ H i+q(G, )

να είναι ισομορφισμός για κάθε i > k

(ii) spliZG <∞
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Απόδειξη.

(i)=⇒(ii) Καθως Hq(G, ) = ExtiZG(Z, ), από Θεώρημα 5.6, έχουμε ότι υπάρχει κάποιο

g ∈ ExtqZG(Z,Z) ώστε το cup product ∪ g : ExtiZG(Z, )→ Exti+qZG (Z, ) να είναι ισομορφισμός

για κάθε i > k αν και μόνο αν υπάρχει μια q−επέκταση

0 Z X Pq−2 . . . P1 P0 Z 0∂q−2 ∂1 ε

με Pi προβολικό ZG-πρότυπο για i = 0, 1, . . . , q − 2 και pdZGX <∞.

Επειδή το Pq−2 είναι προβολικό ZG-πρότυπο, έπεται ότι Pq−2|Z είναι προβολικό Z-πρότυπο (λόγω

του Πορίσματος 1.19(i)).

΄Εστω Rq−2 = ker ∂q−2. Τότε Rq−2 ≤ Pq−2 και έτσι, το Rq−2|Z είναι προβολικό Z-πρότυπο.

Συνεπώς, η β.α.α.

0 Z X Rq−2 0

είναι Z-διασπώμενη και έτσι, X ' Z⊕Rq−2 ως Z-πρότυπα.

Δηλαδή, το X|Z είναι ελεύθερο Z-πρότυπο, ως ευθύ άθροισμα ελεύθερων Z-προτύπων.

΄Ετσι, προκύπτει η Z-διασπώμενη, ZG-ακριβής ακολουθία 0 Z X με X|Z ελεύθερο

Z-πρότυπο και pdZGX <∞. Από Θεώρημα 5.7, αυτό είναι ισοδύναμο με spliZG <∞.

(ii)=⇒(i) ΄Εστω ότι spliZG < ∞. Από Θεώρημα 4.5, η συνθήκη spliZG < ∞ συνεπάγεται

ότι

silpZG <∞ και όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.7(i)=⇒(ii), έχουμε το μεταθετικό διάγραμ-

μα

. . . Fk+1 Fk Fk−1 Fk−2 . . . F1 F0 F−1 . . .

R0

. . . Fk+1 Fk Pk−1 Pk−2 . . . P1 P0 Z 0

∂k+1 ∂k

f̃k−1

∂k−1

f̃k−2 f̃1

∂1 ∂0

a0

f̃0

f

∂k+1 dk dk−1 d1 ε

και έχουμε ότι το cup product g : ExtiZG(Z, )→ Exti+1
ZG (R−1, ), όπου g = [f ], είναι ισομορφισμός
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για κάθε i > k. Από Θεώρημα 5.6, αυτό είναι ισοδύναμο με την ύπαρξη μιας 1-επέκτασης

0 Z X R−1 0 (5.16)

με pdZGX <∞.

Από την κατασκευή της πλήρους επίλυσης της G στο Θεώρημα 5.3, έχουμε ότι R−1 = Rq−1.

Πράγματι, αν −1 = k+r0q+υ0 για κάποια r0, υ0 ∈ Z με 0 ≤ υ0 < q, έχουμε q−1 = k+(r0+1)q+υ0.

Τότε F−1 = Fq−1 = Pk+υ0 και άρα R−1 = Rq−1.

Συνεπώς, από την πλήρη επίλυση της G έχουμε την ακριβή ακολουθία

0 Rq−1 Pq−2 . . . P1 P0 Z 0 (5.17)

και συνδυάζοντας τις (5.16) και (5.17), παίρνουμε την ακριβή ακολουθία

0 Z X Pq−2 . . . P1 P0 Z 0

R−1 Rq−1

0 0

'

δηλαδή, μια q-επέκταση

0 Z X Pq−2 . . . P1 P0 Z 0

με Pj προβολικά ZG-πρότυπα για j = 0, 1, . . . , q − 2 και pdZGX <∞.

Συνδυάζοντας τα αποτελέσματα του Θεωρήματος 5.7, του Σχόλιου 5.3 και του Θεωρήματος 5.10,

προκύπτει το εξής Πόρισμα.
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Πόρισμα 5.11 ΄Εστω G ομάδα με περιοδική συνομολογία με περίοδο q μετά από k-βήματα.

Τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Υπάρχει ένα g ∈ Hq(G,Z) ώστε το cup product ∪ g : H i(G, )→ H i+q(G, )

να είναι ισομορφισμός για κάθε i > k

(ii) spliZG <∞

(iii) silpZG <∞

(iv) H i(G,P ) = 0 για κάθε i > k και για κάθε P προβολικό ZG-πρότυπο.

(v) Υπάρχει μια Z-διασπώμενη, ZG-ακριβής ακολουθία 0 Z X με X|Z ελεύθερο

Z-πρότυπο και pdZGX <∞.
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6 Περιοδική συνομολογία μετά από

k-βήματα για μία κλάση ομάδων

Στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύουμε ότι αν G είναι ομάδα με cdZG < ∞ και υπάρχει x ∈ G ώστε

〈x〉 E G, τότε η ομάδα G�〈x〉 έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο 2 ή 4 μετά από

(cdZG− 1)-βήματα. Αρχικά, διατυπώνουμε ένα Λήμμα για τη συνομολογική διάσταση των άπειρων

κυκλικών ομάδων.

Λήμμα 6.1 ΄Εστω N άπειρη κυκλική ομάδα με N = 〈x〉 για κάποιο x ∈ N . Τότε:

(i) cdZN = 1

(ii) Αν A τετριμμένο ZN -πρότυπο, τότε H0(N,A) ' A και H1(N,A) ' A, ως αβελιανές ομάδες

Απόδειξη.

(i) Θεωρούμε την ακολουθία ZN -προτύπων

ZN ZN Zµx−1 ε

όπου µx−1 : ZN → ZN με µx−1(
∑
i∈Z

rix
i) = (x− 1) ·

∑
i∈Z

rix
i
και ε : ZN → Z με ε(

∑
i∈Z

rix
i) =

∑
i∈Z

ri

Αρκεί να αποδείξουμε ότι η ακολουθία αυτή είναι ακριβής.

Προφανώς, η ε είναι επιμορφισμός. Το ZN -πρότυπο IN .
.= ker ε παράγεται από το σύνολο {x−1N},

δηλαδή IN = 〈x − 1N〉 ως ZN -πρότυπο. Συνεπώς, ker ε = Imµx−1. Αρκεί να αποδείξουμε ότι

µx−1 είναι μονομορφισμός.

΄Εστω
∑
i∈Z

rix
i ∈ ZN με µx−1(

∑
i∈Z

rix
i) = 0. Τότε (x− 1) ·

∑
i∈Z

rix
i = 0 και άρα

∑
i∈Z

rix
i+1 =

∑
i∈Z

rix
i

ή, ισοδύναμα,
∑
i∈Z

ri+1x
i =

∑
i∈Z

rix
i
. ΄Ετσι, ri+1 = ri για κάθε i ∈ Z. Αλλά, ri 6= 0 μόνο για

πεπερασμένο πλήθος i ∈ Z. ΄Αρα, έχουμε ri = 0 για κάθε i ∈ Z και έτσι
∑
i∈Z

rix
i = 0. Συνεπώς,

έπεται ότι kerµx−1 = 0 και έχουμε τη β.α.α.

0 ZN ZN Z 0µx−1 ε
(6.1)
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Προφανώς, ZN είναι προβολικό ZN -πρότυπο και έτσι η (6.1) είναι προβολική επίλυση του Z ως

τετριμμένο ZN -πρότυπο μήκους 1. ΄Αρα cdZN = 1.

(ii) Είναι H0(N,A) = Ext0
ZN(Z, A) ' HomZN(Z, A). Αλλά Z και A είναι τετριμμένα ZN -πρότυπα.

΄Ετσι, HomZN(Z, A) ' HomZ(Z, A) ' A.

Τώρα, έχουμε τη β.α.α.

0 ZN ZN Z 0µx−1 ε

Λαμβάνοντας τη μακρά ακριβή ExtZN( , A) ακολουθία, έχουμε

. . . HomZN(ZN,A) HomZN(ZN,A) Ext1
ZN(Z, A) Ext1

ZN(ZN,A) . . .
µ∗x−1 δ

Αλλά, ZN είναι ελεύθερο (άρα και προβολικό) ZN -πρότυπο.

΄Ετσι, Ext1
ZN(ZN,A) = 0 και η παραπάνω ακολουθία γίνεται

. . . HomZN(ZN,A) HomZN(ZN,A) Ext1
ZN(Z, A) 0

µ∗x−1 δ
(6.2)

Συνεπώς, Im δ = Ext1
ZN(Z, A).

΄Αρα,
HomZN(ZN,A)�ker δ ' Im δ, δηλαδή HomZN(ZN,A)�ker δ ' Ext1

ZN(Z, A)

ως αβελιανές ομάδες.

Επίσης, λόγω ακρίβειας της (6.2), έχουμε ότι ker δ = Imµ∗x−1.

΄Εστω, τώρα, f ∈ HomZN(ZN,A). Αν w ∈ ZN , τότε(
µ∗x−1(f)

)
(w) = (f ◦ µx−1)(w) = f

(
µx−1(w)

)
= f

(
(x− 1)w

)
= f(xw − w) =

= f(xw) − f(w) = xf(w) − f(w) = f(w) − f(w) = 0, αφού xf(w) = f(w) διότι το A είναι

τετριμμένο ZN -πρότυπο.

΄Ετσι, αν f ∈ HomZN(ZN,A), τότε µ∗x−1(f) = 0 και άρα Imµ∗x−1 = 0.

΄Αρα, ker δ = Imµ∗x−1 = 0 και έτσι έπεται ότι HomZN(ZN,A) ' Ext1
ZN(Z, A).

Συνεπώς Ext1
ZN(Z, A) ' HomZN(ZN,A) ' A και άρα H1(N,A) ' A, ως αβελιανές ομάδες.
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Τώρα, έστω G ομάδα, N E G και M ∈ ModZG . Τότε, η ομάδα H i(N,M) καθίσταται

Z
(
G�N

)
-πρότυπο για κάθε i ∈ N ως εξής:

΄Εστω g ∈ G και η απεικόνιση ϕg : N → N με ϕg(h) = g−1hg.

Αφού N E G, η ϕg είναι καλά ορισμένη και είναι ομομορφισμός ομάδων.

΄Εστω

. . . Pi . . . P1 P0 Z 0

μία ZN -προβολική επίλυση του Z ως τετριμμένο ZN -πρότυπο και

. . . Pi|ϕg . . . P1|ϕg P0|ϕg Z 0

ZN -προβολική επίλυση του Z ως τετριμμένο ZN -πρότυπο μέσω της N -δράσης που επάγει η ϕg.

Αν ag : M |ϕg →M με ag(w) = gw και τ = {τi : Pi → Pi|ϕg}∞i=0 είναι αλυσωτός ομομορφισμός που

επεκτείνει τον idZ, τότε έχουμε ομομορφισμούς

ag∗ : H i(N,M |ϕg)→ H i(N,M) και τ ∗i : H i(N,M)→ H i(N,M |ϕg) για κάθε i ∈ N.

Η G�N -δράση ∗ του gN ∈
G�N επί του H

i(N,M) δίνεται από τον ομομορφισμό

ag∗ ◦ τ ∗i : H i(N,M)→ H i(N,M) για κάθε i ∈ N.

Προχωρούμε με το κεντρικό Θεώρημα του κεφαλαίου.

Θεώρημα 6.2 ΄Εστω G ομάδα με cdZG = m <∞ και 〈x〉 E G για κάποιο x ∈ G.

Τότε, η G�〈x〉 έχει περιοδική συνομολογία μετά από (m− 1)-βήματα και ο ισομορφισμός

H i

(
G�〈x〉,

)
' H i+4

(
G�〈x〉,

)
για κάθε i > m− 1 δίνεται μέσω cup product.

Απόδειξη.

΄Εστω M ∈ ModZG . Καθώς 〈x〉 E G, σύμφωνα με τα παραπάνω, έχουμε ότι η αβελιανή ομάδα

Hq(〈x〉, A) εφοδιάζεται με δομή Z
(
G�〈x〉

)
-προτύπου για κάθε q ∈ N. Θεωρούμε τη φασματική
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ακολουθία Lyndon-Hochschild-Serre {Er, dr}r∈Z [4, XI., 10, Theorem 10.1] και έχουμε ότι

Ep, q
2 ' Hp

(
G�〈x〉, H

q(〈x〉, A)
)

=⇒
p
Hp+q(G,A).

Για q ≥ 2, έχουμε Hq(〈x〉, A) = 0. ΄Αρα, Ep, q
2 = 0 ∀ q ≥ 2.

Παρατηρούμε, τότε, ότι Ep, q
r = 0 ∀ q ≥ 2 και r = 3, 4, . . . .

Πράγματι, είναι Ep, q
2 = 0 ∀ q ≥ 2. ΄Εστω ότι Ep, q

k = 0 ∀ q ≥ 2 και για κάποιο k ≥ 2.

Θα αποδείξουμε ότι Ep, q
k+1 = 0 ∀ q ≥ 2.

Είναι Ep, q
k+1 ' ker d p, qk �Im d

p−(k+1), q+k
k

. Αλλά, για q ≥ 2, είναι Ep, q
k = 0.

Συνεπώς, d p, qk = 0 (αφού d p, qk : Ep, q
k → Ep+k+1, q−k

k ), από όπου συνάγεται και ότι ker d p, qk = 0.

΄Ετσι, Ep, q
k+1 ' ker d p, qk �Im d

p−(k+1), q+k
k

= 0 και επαγωγικά έχουμε ότι

Ep, q
k = 0 ∀ q ≥ 2 και r = 2, 3, . . . .

Τώρα, Ep, 0
3 ' ker d p, 02 �Im d p−2, 1

2
. Αλλά, d p, 02 : Ep, 0

2 → Ep+2,−1
2 και Ep+2,−1

2 = 0.

΄Αρα, ker d p, 02 = Ep, 0
2 και έτσι Ep, 0

3 ' Ep, 0
2 �Im d p−2, 1

2
.

Επίσης, Ep, 1
3 ' ker d p, 12 �Im d p−2, 2

2
.

Είναι d p−2, 2
2 : Ep−2, 2

2 → Ep, 1
2 και Ep−2, 2

2 = 0. ΄Αρα, Im d p−2, 2
2 = 0.

΄Ετσι, Ep, 1
3 ' ker d p, 12 .

΄Εστω, τώρα, i ≥ 3. Τότε:

Ep, 0
i+1 ' ker d p, 0i �Im d p−i, 1−ii

και d p, 0i : Ep, 0
i → Ep+i, 1−i

i .

Καθώς i ≥ 3, είναι Ep+i, 1−i
i = 0 και άρα ker d p, 0i ' Ep, 0

i .

Επίσης, d p−i, 1−ii : Ep−i, 1−i
i → Ep, 0

i και αφού i ≥ 3, είναι Ep−i, 1−i
i = 0.

΄Αρα, Im d p−i, 1−ii = 0. Συνεπώς, Ep, 0
i+1 = Ep, 0

i για κάθε i ≥ 3.

Επιπλέον:

Ep, 1
i+1 ' ker d p, 1i �Im d p−i, 2−ii

και d p, 1i : Ep, 1
i → Ep+i, 2−i

i .

Καθώς i ≥ 3, είναι Ep+i, 2−i
i = 0 και άρα ker d p, 1i ' Ep, 1

i .

Επίσης, d p−i, 2−ii : Ep−i, 2−i
i → Ep, 1

i και αφού i ≥ 3, είναι Ep−i, 2−i
i = 0.

΄Αρα, Im d p−i, 2−ii = 0. ΄Ετσι, Ep, 1
i+1 = Ep, 1

i για κάθε i ≥ 3.

Συνοψίζοντας, έχουμε:

- Ep, q
i = 0 για κάθε q ≥ 2 και i = 2, 3, . . .
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- Ep, 0
3 = Ep, 0

2 �Im d p−2, 1
2

και Ep, 1
3 = ker d p, 12

- Ep, 0
i+1 = Ep, 0

i για κάθε i ≥ 3 και Ep, 1
i+1 = Ep, 1

i για κάθε i ≥ 3, δηλαδή:

Ep, 0
3 = Ep, 0

4 = Ep, 0
5 = . . . και Ep, 1

3 = Ep, 1
4 = Ep, 1

5 = . . .

Συνεπώς, Ep, q
∞ = 0 για κάθε q ≥ 2, Ep, 0

∞ = Ep, 0
3 = Ep, 0

2 �Im d p−2, 1
2

και Ep, 1
∞ = Ep, 1

3 = ker d p, 12 .

΄Εστω, τώρα, p+ q = n και Hn = Hn(G,A) = Hp+q(G,A).

Αφού η φασματική ακολουθία {Er, dr}r∈Z συγκλίνει στο Hn(G,A), έχουμε ένα πεπερασμένο fil-

tration για το Hn(G,A)

0 = F n+1Hn ⊆ F nHn ⊆ . . . ⊆ F 1Hn ⊆ F 0Hn = Hn
(6.3)

με F
pHn
�F p+1Hn ' Ep, n−p

∞ για κάθε p = 0, 1, . . . , n.

Αλλά, αν q ≥ 2, είναι n− p ≥ 2 ή, ισοδύναμα, p ≤ n− 2 και τότε Ep, n−p
∞ = 0.

΄Ετσι, F
pHn
�F p+1Hn = 0 για κάθε p ≤ n− 2 και άρα, F pHn = F p+1Hn

για κάθε p ≤ n− 2.

Συνεπώς, F n−1Hn = F n−2Hn = F n−3Hn = . . . = F 1Hn = F 0Hn = Hn(G,A). ΄Αρα, το filtration

(6.3) γίνεται

0 ⊆ F nHn ⊆ F n−1Hn = Hn(G,A)

με F
nHn
�F n+1Hn = F nHn

�0 ' En, 0
∞ ' En, 0

3 και
F n−1Hn

�F nHn ' En−1, 1
∞ ' En−1, 1

3 .

΄Ετσι, έχουμε ότι F nHn ' En, 0
3 και

F n−1Hn
�F nHn ' En−1, 1

3 .

Συνεπώς, το αρχικό filtration (6.3) καταρρέει στο

En, 0
3 ⊆ Hn(G,A) (6.4)

και
Hn(G,A)�En, 0

3
' En−1, 1

3 για κάθε n ∈ N.

Το (6.4) επάγει τη β.α.α.

0 En, 0
3 Hn(G,A) En−1, 1

3 0 (6.5)
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Από την (6.5) περνάμε στην

. . . En−2, 1
2 En, 0

2 Hn(G,A) En−1, 1
2 En+1, 0

2 . . .

En, 0
2 �Im dn−2, 1

2
En−1, 1

3

En, 0
3 ker dn−1, 1

2

dn−2, 1
2 dn−1, 1

2

' '
δηλαδή, έχουμε τη μακρά ακριβή ακολουθία

. . . En−2, 1
2 En, 0

2 Hn(G,A) En−1, 1
2 En+1, 0

2 Hn+1(G,A) En, 1
2 . . . (6.6)

Επιπλέον, είναι cdZG = m <∞. ΄Αρα Hn(G,A) = 0 για κάθε n > m.

Ιδιαιτέρως, Hn(G,A) = Hn+1(G,A) = 0 για κάθε n > m.

Τότε, από την (6.6), έπεται ότι η απεικόνιση dn−1, 1
2 : En−1, 1

2 → En+1, 0
2 είναι ισομορφισμός και έτσι

προκύπτει ότι En−1, 1
2 ' En+1, 0

2 για κάθε n > m ή, ισοδύναμα, En, 1
2 ' En+2, 0

2 για κάθε n > m− 1

μέσω του ισομορφισμού dn, 12 : En, 1
2 → En+2, 0

2 .

Συνεπώς, έχουμε ότι

Hn
(
G�〈x〉, H

1(〈x〉, A)
)
' Hn+2

(
G�〈x〉, H

0(〈x〉, A)
)

(6.7)

για κάθε n ≥ m = cdZG

΄Εστω g ∈ G και N = 〈x〉. Ορίζουμε τον ομομορφισμό ομάδων ϕg : N → N με ϕg(x) = g−1xg.

Θέτουμε ZG1 = ZN και ZG2 = ZN |ϕg δηλαδή, ZG2 είναι το ZN εφοδιασμένο με την G1-δράση

που επάγει η ϕg.

Θεωρούμε τη ZG1-προβολική επίλυση του Z ως τετριμμένο ZG1-πρότυπο

0 ZG1 ZG1 Z 0µx−1 ε
(6.8)

όπου µx−1(1ZG1) = (x− 1) · 1ZG1 .
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Θεωρούμε και τη ZG1-προβολική επίλυση (μέσω της ϕg) του Z ως τετριμμένο ZG1-πρότυπο

0 ZG2 ZG2 Z 0µx−1 ε
(6.9)

όπου µx−1(1ZG2) = (x− 1) · 1ZG2 .

Ορίζουμε τις απεικονίσεις τ0 : ZG1 → ZG2 με τ0 = idZ〈x〉 και τ1 : ZG1 → ZG2 με

τ1(1ZG1) = −x−1 · 1ZG2 . Συνδυάζοντας τις (6.8), (6.9) και τις απεικονίσεις αυτές, παίρνουμε το

διάγραμμα

0 ZG1 ZG1 Z 0

0 ZG2 ZG2 Z 0

µx−1

τ1

ε

τ0 idZ

µx−1 ε

Το διάγραμμα αυτό είναι μεταθετικό:

(idZ ◦ ε)(1ZG1) = idZ
(
ε(1ZG1)

)
= idZ(1) = 1 και (ε ◦ τ0)(1ZG1) = ε

(
τ0(1ZG1)

)
=

= ε(1ZG2) = 1, δηλαδή idZ ◦ ε = ε ◦ τ0. Επίσης:

(µx−1 ◦ τ1)(1ZG1) = µx−1
(
τ1(1ZG1)

)
= µx−1(−x−1 · 1ZG2) = (x− 1)(−x−1 · 1ZG2) =

= (x−1 − 1) · 1ZG2

και

(τ0 ◦ µx−1)(1ZG1) = τ0
(
µx−1(1ZG1)

)
= τ0((x− 1) · 1ZG1) = τ0(x · 1ZG1 − 1ZG1) =

= τ0(x · 1ZG1)− τ0(1ZG1) = ϕg(x)τ0(1ZG1)− τ0(1ZG1) = g−1xg · 1ZG2 − 1ZG2 =

= x−1 · 1ZG2 − 1ZG2 = (x−1 − 1) · 1ZG2 , δηλαδή µx−1 ◦ τ1 = τ0 ◦ µx−1.

Συνεπώς, έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα

0 ZG1 ZG1 Z 0

0 ZG2 ZG2 Z 0

µx−1

τ1

ε

τ0 idZ

µx−1 ε

(6.10)

Η G�N -δράση ενός gN επί του H
i(N,A) δίνεται μέσω του ομομορφισμού

ag∗ ◦ τ
∗
i : H i(G2, A)→ H i(G1, A) για i = 0, 1.

΄Ετσι, αν f ∈ H0(N,A), η δράση είναι gN ∗ f = (ag∗ ◦ τ ∗0 )(f) = ag∗

(
τ ∗0 (f)

)
=

= ag∗(f ◦ τ0) = ag ◦ f ◦ τ0 = ag ◦ f ◦ idZN = ag ◦ f , ενώ αν f ∈ H1(N,A), η δράση είναι
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gN ∗ f = (ag∗ ◦ τ ∗1 )(f) = ag∗

(
τ ∗1 (f)

)
= ag∗(f ◦ τ1) = ag ◦ f ◦ τ1.

Τώρα, έστω A ∈ ModZ(G�N) . Το A|π είναι ZG-πρότυπο, όπου π είναι ο φυσικός επιμορφισμός

π : G → Q με π(g) = gN για g ∈ G. Προφανώς, το A|π είναι τετριμμένο ZN -πρότυπο. Χάριν

απλότητας, θα συμβολίζουμε το A|π με A.

Από το Λήμμα 6.1, έχουμε ότι

H0(N,A) = Ext0
ZN(Z, A) ' HomZN(Z, A) = HomZ(Z, A) ' A ως αβελιανές ομάδες, μέσω του

ισομορφισμού HomZ(Z, A) 3 f 7→ f(1) ∈ A

και

H1(N,A) = Ext1
ZN(Z, A) ' HomZN(ZN,A) ' A ως αβελιανές ομάδες, μέσω του ισομορφισμού

HomZN(ZN,A) 3 f 7→ f(1ZN) ∈ A.

Θα υπολογίσουμε τη G�N -δράση επί των H
0(N,A) και H1(N,A).

΄Εστω gN ∈ G�N και f ∈ H
0(N,A). Τότε gN ∗ f = ag ◦ f και αν f(1) = a, έχουμε (ag ◦ f)(1) =

= ag
(
f(1)

)
= ag(a) = ga και άρα gN ∗ a = ga = gNa, αφού A είναι τετριμμένο ZN -πρότυπο.

΄Ετσι, H0(N,A) idA' A ως Z
(
G�N

)
-πρότυπα.

΄Εστω gN ∈ G�N και f ∈ H1(N,A). Τότε gN ∗ f = ag ◦ f ◦ τ1 και αν f(1ZN) = a, έχουμε

(ag ◦ f ◦ τ1)(1ZG1) = ag

(
f
(
τ1(1ZG1)

))
= ag

(
f(−x−1 · 1ZG2)

)
= ag

(
− x−1f(1ZG2)

)
=

= −gx−1f(1ZN) = −gx−1a = −ga = −gNa, αφού A είναι τετριμμένο Z〈x〉-πρότυπο.

Συνεπώς, αν θέσουμε A# = H1(N,A), έχουμε ότι η δράση ενός gN ∈ G�N επί του (A#)#
είναι

gN ∗ a = −(−ga) = gNa και άρα (A#)# idA' A ως ZQ-πρότυπα.

Δηλαδή, έχουμε τους ισομορφισμούς Z
(
G�N

)
-προτύπων:

H0(N,A) ' A (6.11)

και

H1
(
N,H1(N,A)

)
' A (6.12)

για κάθε A ∈ ModZ(G�N) .

126



Συνεπώς, έχουμε ότι:

Hn
(
G�N,A

)
(6.12)

' Hn
(
G�N,H

1
(
N,H1(N,A)

))
(6.7)

' Hn+2
(
G�N,H

0
(
N,H1(N,A)

))
(6.11)

'

' Hn+2
(
G�N,H

1(N,A)
)
(6.7)

' Hn+4
(
G�N,H

0(N,A)
)
(6.11)

' Hn+4
(
G�N,A

)
, δηλαδή

Hn
(
G�N,A

)
' Hn+4

(
G�N,A

)
ως αβελιανές ομάδες

΄Ετσι:

Hn

(
G�〈x〉, A

)
' Hn+4

(
G�〈x〉, A

)
για κάθε n ≥ cdZG και για κάθε A ∈ Mod

Z
(
G�〈x〉

) .

΄Αρα η G�〈x〉 έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο 4 μετά από m− 1 βήματα.

΄Οσον αφορά τον ισομορφισμό dm, 12 : Hm

(
G�〈x〉, H

1(〈x〉, A)
)
' Hm+2

(
G�〈x〉, H

0(〈x〉, A)
)
, με

τους συμβολισμούς N = 〈x〉 ' Z και Q = G�N , έχουμε ότι η επέκταση (ομάδων)

[ε] : 1 N G Q 1

ορίζει ένα στοιχείο [ε] ∈ H2(Q,Z). Αποδεικνύεται, τότε ότι dm, 12 = ∪ ε .

Παρατήρηση 6.3 Αν το x είναι κεντρικό στοιχείο της G, τότε σύμφωνα με την απόδειξη του

Θεωρήματος 6.2, η G�〈x〉 έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο 2 μετά από (m− 1)-βήματα.

Τέλος, δίνουμε ένα παράδειγμα ομάδας που ανήκει στην κλάση ομάδων του Θεωρήματος 6.2.

Μια ομάδα λέγεται πολυκυκλική αν υπάρχει μία σειρά

1 = G0 E G1 E . . . E Gn = G (∗)

με Gi+1�Gi
να είναι κυκλική ομάδα για κάθε i = 0, 1, . . . , n − 1. Το πλήθος των δεικτών i για

τους οποίους Gi+1�Gi
' Z δεν εξαρτάται από την σειρά (∗), αλλά είναι αναλλοίωτη της G που

συμβολίζεται με h(G) και καλείται αριθμός Hirsch της G. Αποδεικνύεται ότι αν G είναι ελεύθερη

στρέψης πολυκυκλική ομάδα, τότε cdZG = h(G),
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όπου h(G) είναι ο αριθμός Hirsch της G [11, VIII, 2].

Τώρα, μια ομάδα G λέγεται μηδενοδύναμη με κλάση μηδενοδυναμίας n αν υπάρχει μία κατώτερη

κεντρική σειρά της G μήκους n, δηλαδή μία σειρά

G = γ0 E γ1 E . . . E γn = 1

όπου γi+1 = [γi, G] για i = 0, 1, . . . , n− 1. Αν η G είναι μηδενοδύναμη, τότε γn = 1 και γn−1 6= 1.

΄Ετσι, γn ..= [γn−1, G] = 1 και για κάθε x ∈ γn−1 και g ∈ G, έχουμε x−1g−1xg = 1 ⇐⇒

⇐⇒ xg = gx =⇒ γn−1 ≤ Z(G) =⇒ Z(G) 6= 1.

Επίσης, αποδεικνύεται ότι ότι κάθε πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα είναι πολυκυκλική.

Αν, λοιπόν, η G είναι πεπερασμένα παραγόμενη και ελεύθερη στρέψης μηδενοδύναμη ομάδα με

h(G) = m, τότε για κάθε x ∈ Z(G) η ομάδα G�〈x〉 έχει περιοδική συνομολογία με περίοδο 2 μετά

από (m− 1)-βήματα που δίνεται μέσω cup product.
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