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Εισαγωγή

Κύμα είναι μία διαταραχή η οποία ταξιδεύει μέσα στον χώρο. Τα βασικά είδη
κυμάτων είναι τα μηχανικά κύματα που ταξιδέυουν διαμέσου ενός υλικού, τα ηλε-
κτρομαγνητικά κύματα που δε χρειάζονται ύλη για να ταξιδέψουν (ταξιδεύουν και
στο κενό) και τα κύματα πιθανότητας της κβαντικής φυσικής όπου τα υποατομικά
σωματίδια εμφανίζουν και κυματικές ιδιότητες. Εδω θα περιοριστούμε στα ηλε-
κτρομαγνητικά κύματα. Ο Oersted ανακάλυψε ότι ο ηλεκτρισμός μπορεί να πα-
ράγει μαγνητισμό και ο Faraday ανακάλυψε ότι ο μαγνητισμός μπορεί να παράγει
ηλεκτρισμό. Οι αναζητήσεις του Faraday κατέστησαν δυνατό στον James Clark
Maxwell να καθιερώσει την αλληλεξάρτηση του ηλεκτρισμού και του μαγνητι-
σμού.

Σκέδαση ονομάζεται το φαινόμενο κατα το οποίο ένα κυματικό πεδίο υφίστα-
ται διαταραχές όταν στο χώρο διάδοσής του υπάρχει ένα εμπόδιο το οποίο ονο-
μάζεται σκεδαστής. Τα προβλήματα σκέδασης χωρίζονται σε δύο κατηγορίες. Η
πρώτη κατηγορία είναι τα ευθέα προβλήματα σκέδασης στα οποία γνωρίζουμε το
προσπίπτον κύμα, τις συνθήκες στο σύνορο του σκεδαστή και αναζητούμε το σκε-
δασμένο πεδίο. Η δεύτερη κατηγορία είναι τα αντίστροφα προβλήματα σκέδασης
στα οποία γνωρίζουμε το προσπίπτον κύμα, το σκεδασμένο κύμα και αναζητούμε
τις φυσικές και γεωμετρικές ιδιότητες του σκεδαστή. Γενικά, ένα πρόβλημα σκέ-
δασης ανήκει στην κατηγορία μαθηματικών προβλημάτων συνοριακών τιμών για
μερικές διαφορικές εξισώσεις υπερβολικού τύπου. Η ακουστική σκέδαση με αρ-
μονική χρονική εξάρτηση είναι ένα εξωτερικό πρόβλημα συνοριακών τιμών για
την εξίσωση Helmholtz η οποία είναι ελλειπτικού τύπου.

Η παρούσα διπλωματική εργασία μελετά το πρόβλημα ηλεκτρομαγνητικής
σκέδασης από έναν σφαιρικό τέλειο αγωγό και τον τρόπο που αυτό μας οδη-
γεί στον ορισμό του τελεστή Calderon. Αρχικά, στο πρώτο κεφάλαιο εισάγουμε
τις κλασσικές εξισώσεις Maxwell για το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο σε γραμμική
μορφή. Στη συνέχεια ανάγουμε το σύστημα σε αρμονικά χρονικά εξαρτώμενο,
υποθέτωντας ότι η διάδοση γίνεται σε ενιαία συχνότητα. Διατυπώνουμε προβλή-
ματα συνοριακών τιμών και προβλήματα σκέδασης περιγράφοντας με κατάλληλες
συνοριακές συνθήκες τα φυσικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά του σκεδαστή.

Στο δεύτερο κεφάλαιο χρησιμοποιούμε τη θεμελιώδη λύση της εξίσωσης
Helmholtz και διατυπώνουμε τις ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των Stratton-
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Chu για φραγμένα και μη φραγμένα χωρία. Εκράζουμε την εξίσωση Helmholtz
σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες και εφαρμόζοντας τη μέθοδο χωρισμού των
μεταβλητών λαμβάνουμε τις σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις και τις συναρτή-
σεις Bessel οι οποίες δίνουν την κλασική λύση του προβλήματος σκέδασης που
μελέτάμε.

Στο τρίτο κεφάλαιο δίνουμε τους ορισμούς και τις βασικές ιδιότητες των χώ-
ρων Sobolev για τις βαθμωτές και διανυσματικές συναρτήσεις. Στόχος μας είναι
να διατυπώσουμε τον ορισμό του κατάλληλου χώρου Sobolev στον οποίο ορίζεται
ο τελεστής Calderon.

Τέλος, στο τέταρτο κεφάλαιο εκφράζουμε τη κλασική λύση του εξωτερικού
προβλήματος σκέδασης για τον σφαιρικό τέλειο αγωγό μέσω των διανυσματικών
σφαιρικών αρμονικών συναρτήσεων. Οι αναλυτικές εκφράσεις των συνοριακών
συνθηκών στην επιφάνεια του σφαιρικού σγωγού δίνουν τον ορισμό των απει-
κονίσεων που αναφέρονται ως τελεστές Calderon και οι οποίες αντιστοιχούν την
εφαπτομενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου στην εφαπτομενική συνιστώσα
του μαγνητικού πεδίου και αντίστροφα. Διατυπώνουμε βασικές ιδιότητες των τε-
λεστών αυτών και των γραμμικών συνδυασμών τους που βοηθούν στην μελέτη
της ύπαρξης λύσης ενός τέτοιου προβλήματος. Κλείνουμε το κεφάλαιο με ένα
θεώρημα για την μοναδικότητας της λύσης του προβλήματος σκέδασης για τον
τέλειο σφαιρικό αγωγό.
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Συμβολισμοί

1. Τελεστές

(αʹ) Ανάδελτα (gradient). Συμβολισμός:∇f ή gradf .
Το ανάδελτα μίας βαθμωτής συνάρτησης f είναι:

∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
=

∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k

με i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).

(βʹ) Απόκλιση (divergence). Συμβολισμός:∇ · f ή divf .
’Εστω F = (P,Q,R) ένα διανυσματικό πεδίο στο R3. Η απόκλιση
του F , ορίζεται ως η εξής βαθμωτή συνάρτηση στον R3

∇ · f =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

(γʹ) Λαπλασιανή ή τελεστής Laplace (Laplacian). Συμβολισμός: ∆f .

∆f = ∇2f = ∇ · (∇f) =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

(δʹ) Στροβιλισμός (curl). Συμβολισμός∇× f ή curlf ή rotf .

∇× f = (
∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

,
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

,
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

2. Χώροι

(αʹ) D = σκεδαστής

(βʹ) ∂D = επιφάνεια (σύνορο) του σκεδαστή

(γʹ) D̄ = D ∪ ∂D = κλειστότητα του σκεδαστή

(δʹ) R3 \D = ο χώρος εκτός του σκεδαστή D

(εʹ) R = Ευκλείδειος χώρος μίας διάστασης/Πραγματικοί Αριθμοί

(στʹ) R3 = Ευκλείδειος χώρος τριών διαστάσεων

(ζʹ) C = χώρος των μιγαδικών αριθμών

(ηʹ) C1 = σύνολο των συνεχώς παραγωγίσιμων συναρτήσεων
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(θʹ) C2 = σύνολο των δύο φορές συνεχών παραγωγίσιμων συναρτήσεων

(ιʹ) ∂B1 = {x ∈ R3 : |x| = 1} = επιφάνεια μοναδιαίας σφαίρας

(ιαʹ) BR = μπάλα ακτίνας R με κέντρο την αρχή των αξόνων

(ιβʹ) Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ : το σύνολο των συναρτήσεων ϕ στο Ω για τις
οποίες το |ϕ|p είναι ολοκληρώσιμο.

(ιγʹ) Για κάθε U ⊂ Ω που περιέχεται συμπαγώς στο Ω

Lp
loc(Ω) = {υ : Ω → C : υ μετρήσιμη και υ ∈ Lp(U)},

(ιδʹ) H1(Ω)= συναρτήσεων με τετραγωνικά ολοκληρώσιμο grad στο Ω

(ιεʹ) H(curl; Ω)= συναρτήσεις με τετραγωνικά ολοκληρώσιμο στροβιλι-
σμό curl στο Ω

(ιστʹ) H(div; Ω)= συναρτήσεις με τετραγωνικά ολοκληρώσιμη απόκλιση div
στο Ω

(ιζʹ) H−1/2(Div; Ω)= συναρτήσεις με τετραγωνικά ολοκληρώσιμη επιφα-
νειακή απόκλιση Div στο Ω

3. Γενικοί Συμβολισμοί

(αʹ) t = χρόνος

(βʹ) x = (x1, x2, x3) = διάνυσμα θέσης στον χώρο R3

(γʹ) ω = γωνιακή συχνότητα

(δʹ) δ(x) = συναρτησιακό Dirac

(εʹ) ν = το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα σε επιφάνεια

4. Ηλεκτρομαγνητικά Κύματα

(αʹ) ϵ = διηλεκτρική σταθερά μέσου διάδοσης

(βʹ) µ = μαγνητική διαπερατότητα μέσου διάδοσης

(γʹ) σ = αγωγιμότητα μέσου διάδοσης

(δʹ) E = διάνυσμα έντασης ηλεκτρικού πεδίου

(εʹ) B = διάνυσμα πυκνότητας μαγνητικής ροής
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(στʹ) H = διάνυσμα έντασης μαγνητικού πεδίου

(ζʹ) D = διάνυσμα πυκνότητας ηλεκτρικής ροής

(ηʹ) J = διάνυσμα πυκνότητας ηλεκτρικού ρεύματος

(θʹ) Ei) = προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο

(ιʹ) Εs = σκεδασμένο ηλεκτρικό πεδίο

(ιαʹ) Et = ολικό ηλεκτρικό πεδίο
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στον ηλεκτρομαγνητισμό

Ο James Clerk Maxwell υπήρξε ο μεγαλύτερος θεωρητικός φυσικός του πε-
ρασμένου αιώνα. Στη διάρκεια της σταδιοδρομίας του, ο Maxwell ερεύνησε και
ανέπτυξε την ηλεκτρομαγνητική θεωρία του φωτός και την κινητική θεωρία των
αερίων. Οι εξισώσεις Maxwell αποτελούν θεωρητικό υπόβαθρο για τη μελέτη των
ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων σε οποιοδήποτε υλικό μέσο.
Σε αυτό το κεφάλαιο θα εισάγουμε τις κλασσικές εξισώσεις Maxwell για το ηλε-
κτρομαγνητικό πεδίο σε γραμμική μορφή. Στη συνέχεια θα ανάγουμε το σύστημα
σε αρμονικά χρονικά εξαρτώμενο, υποθέτωντας ότι η διάδοση γίνεται σε ενιαία
συχνότητα. Θα διατυπώσουμε προβλήματα σκέδασης περιγράφοντας με κατάλ-
ληλες συνοριακές συνθήκες τα φυσικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά του σκε-
δαστή.

1.1 Εξισώσεις Maxwell

Οι εξισώσεις Maxwell περιγράφουν τους νόμους του ηλεκτρομαγνητισμού,
τους οποίους θα αναπτύξουμε στη συνέχεια σε διαφορική μορφή.

1.1.1 Νόμοι του ηλεκτρομαγνητισμού

Έστω D η διηλεκτρική μετατόπιση του ηλεκτρικού φορτίου, E η ένταση του
ηλεκτρικού πεδίου,B η μαγνητική επαγωγή,H η ένταση του μαγνητικού πεδίου, ρ
μία βαθμωτή συνάρτηση πυκνότητας που περιγράφει την κατανομή του ηλεκτρι-
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κού φορτίου και J η πυκνότητα του ηλεκτρικού ρεύματος. Τα μεγέθη D, E, B και
H είναι συναρτήσεις του διανύσματος θέσης x = (x1, x2, x3) και του χρόνου t. Οι
νόμοι του ηλεκτρομαγνητισμού σε διαφορική μορφή διατυπώνονται ως ακολού-
θως.

Νόμος Maxwell-Faraday
∂B
∂t

+∇× E = 0. (1.1)

Ηλεκτρικός νόμος Gauss
∇ · D = ρ. (1.2)

Νόμος Maxwell-Ampere

−∂D
∂t

+∇×H = J. (1.3)

Ο νόμος του Gauss
∇ · B = 0, (1.4)

όπου τα D, E, B, H, J είναι διανυσματικές συναρτήσεις του διανύσματος x και
του χρόνου t.
Η εξίσωση (1.1) δίνει το αποτέλεσμα της μεταβολής του μαγνητικού πεδίου στο
ηλεκτρικό πεδίο. Η εξίσωση (1.2) δίνει το αποτέλεσμα της μεταβολής της πυκνό-
τητας του φορτίου ρ στην ηλεκτρική μετατόπιση. Η εξίσωση (1.3) περιγράφει το
νόμο του Ampere για το ηλεκτρικό κύκλωμα, τροποποιημενό από τον Maxwell.
Η εξίσωση (1.4) εκφράζει ότι το πεδίο της μαγνητικής επαγωγής Β είναι σωλη-
νοειδές.
Στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων για τον διαφορικό τελεστή της απόκλι-
σης και του στροβιλισμού έχουμε

∇ · E =
3∑

i=1

∂Ei

∂xi

, (1.5)

∇× E = (
∂E3

∂x2

− ∂E2

∂x3

,
∂E1

∂x3

− ∂E3

∂x1

,
∂E2

∂x1

− ∂E1

∂x2

). (1.6)

Ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο στον CN x ∈ R3 διάνυσμα θέσης τριών διαστά-
σεων με x = (x1, x2, x3)

T

α · β =
N∑
j=1

ajbj με α ∈ CN και β ∈ CN και συμβολίζουμε |α| =
√
α ·α την

ευκλείδεια νόρμα του α με α ∈ CN και α = (α1, ..., αN).
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Οι συνθήκες της απόκλισης (1.2) και (1.4) προκύπτουν από τις εξισώσεις (1.1) και
(1.3), αν θεωρήσουμε ότι το φορτίο διατηρείται. Αυτό αποδεικνύεται αν εφαρμό-
σουμε τον τελεστή της αποκλίσης (∇·) στα πεδία των σχέσεων (1.1), (1.3) και
λαμβάνοντας υπόψη ότι ∇ · (∇× A) = 0 για κάθε διανυσματική συνάρτηση A.
Συνεπώς έχουμε

∇ · ∂B
∂t

= 0, και ∇ · ∂D
∂t

= −∇ · J.

Έχουμε υποθέσει ότι όταν το ηλεκτρικό φορτίο διατηρείται τα μεγέθη ρ, J συνδέ-
ονται με τη σχέση

∇ · J+ ∂ρ

∂t
= 0, (1.7)

οπότε
∂

∂t
∇ · B =

∂

∂t
(∇ · D− ρ) = 0,

διότι ∇ · J = −∂ρ

∂t
.

1.1.2 Αρμονική χρονική εξάρτηση

Οι χρονο-εξαρτώμενες εξισώσεις (1.1)-(1.4) μπορούν να αναχθούν σε αρμο-
νικά χρονικό σύστημα Maxwell είτε γιατί θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε το με-
τασχηματισμό Fourier ως προς το χρόνο είτε γιατί θέλουμε να αναλύσουμε το
ηλεκτρομαγνητικό κύμα σε μία ενιαία συχνότητα. Αν το ακτινοβολούμενο ηλε-
κτρομαγνητικό πεδίο έχει γωνιακή συχνότητα ω > 0, τότε το ηλεκτρομαγνητικό
πεδίο με αρμονική χρονική εξάρτηση είναι:

E(x, t) = ℜ(exp(−iωt)Ê(x)), (1.8)

D(x, t) = ℜ(exp(−iωt)D̂(x)), (1.9)

H(x, t) = ℜ(exp(−iωt)Ĥ(x)), (1.10)

B(x, t) = ℜ(exp(−iωt)B̂(x)), (1.11)

με i =
√
−1 και ℜ(·) το πραγματικό μέρος της έκφρασης εντός της παρενθέσεως.

Τα πεδία Ê, D̂, Ĥ, B̂ είναι μιγαδικές συναρτήσεις του διανύσματος θέσης αλλά
όχι του χρόνου. Για τη βαθμωτή πυκνότητα ρ και την πυκνότητα του φορτίου J
θεωρούμε επίσης αρμονική χρονική εξάρτηση

J(x, t) = ℜ(exp(−iωt)Ĵ(x)), (1.12)
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ρ(x, t) = ℜ(exp(−iωt)ρ̂(x)). (1.13)

Αντικαθιστούμε τις σχέσεις (1.8)-(1.13) στις εξισώσεις Maxwell (1.1)-(1.4) και
προκύπτουν οι εξισώσεις Maxwell σε πεδίο συχνοτήτων ω έχοντας απαλοίψει το
χρόνο. Συγκεκριμένα έχουμε

Η εξίσωση
∂B
∂t

+∇× E = 0 γίνεται − iωB̂+∇× Ê = 0, (1.14)

Η εξίσωση ∇ · D = ρ γίνεται∇ · D̂ = ρ̂, (1.15)

Η εξίσωση
∂D
∂t

−∇×H = −J γίνεται − iωD̂−∇× Ĥ = −Ĵ, (1.16)

Η εξίσωση ∇ · B = 0 γίνεται∇ · B̂ = 0, (1.17)

όπου η αρμονικά χρονική πυκνότητα του φορτίου ρ̂ προκύπτει από τη σχέση δια-
τήρησης του φορτίου (1.13) ή εφαρμόζοντας τον τελεστή (∇·) στα διανυσματικά
πεδία της (1.16)

∇ · (−iωD̂+∇× Ĥ) = −∇ · Ĵ

γίνεται
−iωρ̂ = ∇ · Ĵ

οπότε και απαλοίφεται από τις εξισώσεις.
Οι σχέσεις (1.14)-(1.17) δίνουν τις αρμονικά χρονικά εξισώσεις Maxwell σε δια-
φορική μορφή. Οι ίδιες εξισώσεις μπορούν να διατυπωθούν σε ολοκληρωτική
μορφή (βιβλιογραφία φυσικών επιστημών). Παραδείγματος χάριν, αν θεωρήσουμε
μία ομαλή επιφάνεια S ∈ R3 με σύνορο ∂S και μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην
επιφάνεια, ν, τότε από το θεώρημα Stokes στην σχέση (1.14) έχουμε∫

S

B̂ · νdA =

∫
S

(∇ × Ê) · νdA =

∫
∂S

Ê · τdS, (1.18)

όπου τ είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα στο ∂S προσανατολισμένο δε-
ξιόστροφα σε σχέση με το ν. Παρατηρούμε ότι το μαγνητικό πεδίο B̂ σχετίζεται
με τα επιφανειακά ολοκληρώματα ενώ το ηλεκτρικό πεδίο Ê με τα επικαμπύλια.

1.1.3 Καταστατικές εξισώσεις για γραμμικά μέσα

Στις εξισώσεις (1.14)-(1.17) προστίθενται δύο καταστατικοί νόμοι που συνδέ-
ουν το Ê και το Ĥ με τα D̂ και B̂ αντίστοιχα. Οι νόμοι αυτοί εξαρτώνται κάθε φορά
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από το υλικό μέσο στο οποίο διαδίδεται το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Διακρίνουμε
τρεις περιπτώσεις:

(1) Κενό ή ελεύθερος χώρος Στον ελεύθερο χώρο τα πεδία συνδέονται με τις εξι-
σώσεις

D̂ = ϵ0Ê B̂ = µ0Ĥ (1.19)

όπου οι σταθερές ϵ0 και µ0 είναι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα και η μαγνητική
αγωγιμότητα αντίστοιχα.

(2) Μη ομογενή, ισοτροπικά μέσα Στην πράξη η πιο συνηθισμένη περίπτωση εί-
ναι ο χώρος να αποτελείται από διαφορετικά υλικα, όπως χαλκός, αέρας
κλπ. Τότε το μέσο καλείται μη ομογενές. Εαν οι ιδιότητες του υλικού μέσου
δεν εξαρτώνται από την διεύθυνση του πεδίου και το υλικό είναι γραμμικό,
έχουμε

D̂ = ϵÊ B̂ = µĤ (1.20)

όπου ϵ και µ είναι θετικές, φραγμένες, βαθμωτές συναρτήσεις του διανύ-
σματος θέσης x.

(3) Μη ομογενενή, ανισοτροπικά μέσα Σε κάποια υλικά η ηλετρική επιτρεπτό-
τητα και η μαγνητική αγωγιμότητα εξαρτώνται από την διεύθυνση διάδο-
σης του πεδίου, όπως για παράδειγμα στη μακροσκοπική περιγραφή ενός
πολυστρωμματικού μέσου. Σε αυτές τις περιπτώσεις τα ϵ και µ της (1.20)
δίνονται ως 3 × 3 θετικά ορισμένοι πίνακες όπου τα στοιχεία τους είναι
συναρτήσεις της θέσης.

Στην παρούσα εργασία θα μελετήσουμε τις δύο πρώτες περιπτώσεις. Επιπλέον,
για ένα αγώγιμο μέσο ισχύει ο νόμος του Ohm

Ĵ = σÊ+ Ĵa, (1.21)

όπου σ, η αγωγιμότητα, είναι μία μη αρνητική συνάρτηση του διανύσματος θέσης.
Το διάνυσμα Ja περιγράφει την πυκνότητα του ηλεκτρικού ρεύματος στη θέση a.
Χωρία όπου το σ > 0 ονομάζονται αγωγοί. Όταν σ = 0 και ϵ ̸= ϵ0, το υλικό
χαρακτηρίζεται ως διηλεκτρικό, ενώ το ϵ καλείται διηλεκτρική σταθερά. Στο κενό,
όταν το μέσο είναι ο αέρας ή υπάρχουν χαμηλής έντασης πεδία, θεωρούμε σ = 0,
ϵ = ϵ0 και µ = µ0.
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1.1.4 Γραμμικά ισοτροπικά υλικά

Υποθέτουμε ότι έχουμε γραμμικά ισοτροπικά υλικά, τέτοια ώστε να ισχύουν
οι καταστατικές εξισώσεις (1.20) και (1.21). Εφαρμόζουμε τις τελευταίες σχέσεις
στις (1.14)-(1.17) και καταλήγουμε στo ακόλουθο αρμονικά χρονικά εξαρτώμενο
σύστημα Maxwell

−iωĤ+∇× Ê = 0, (1.22)

∇ · (ϵÊ) = 1

iω
∇ · Ĵ ή∇ · (ϵÊ) = 1

iω
∇ · (σÊ+ Ĵa), (1.23)

−iωϵÊ+ σÊ−∇× Ĥ = −Ĵa, (1.24)

∇ · (µĤ) = 0. (1.25)

Στη συνέχεια, θεωρούμε το μετασχηματισμό

Ê =
1

√
ϵ0
E και Ĥ =

1
√
µ0

H.

Ο μετασχηματισμός αυτός μας επιτρέπει να εργαστούμε με τις σχετικές τιμές των
φυσικών παραμέτρων των εξισώσεων Maxwell. Έτσι οι εξισώσεις (1.22)-(1.25)
δίνουν το σύστημα των εξισώσεων Maxwell πρώτης τάξης στην ακόλουθη μορφή

−ikµrH+∇× E = 0, (1.26)

−ikϵrE−∇×H = − 1

ik
F, (1.27)

όπου έχουμε ορίσει τη σχετική ηλεκτρική επιτρεπτότητα και τη σχετική μαγνητική
αγωγιμότητα ϵr =

1

ϵ0
(ϵ +

iσ

ω
), µr =

µ

µ0

αντίστοιχα με ϵr = µr = 1 στο κενό,

F = ik
√
µ0Ĵa και k = ω

√
ϵ0µ0 ο κυματικός αριθμός. Από τις σχέσεις (1.23) και

(1.25), για k > 0, προκύπτει

∇ · (ϵrE) = − 1

k2
∇ · F, (1.28)

∇ · (µrH) = 0. (1.29)

Σε πολλά προβλήματα απαλοίφεται το μαγνητικό πεδίο H (ή το ηλεκτρικό πεδίο
E) από το σύστημα πρώτης τάξης των σχέσεων (1.26)-(1.29) και έτσι προκύπτει
το σύστημα Maxwell δεύτερης τάξης

∇× (µ−1
r ∇× E)− k2ϵrE = F, (1.30)
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μαζί με την (1.28).
Εάν υποθέσουμε ότι σ = 0 και ότι J = 0 δηλαδή ότι δεν υπάρχουν πηγές τότε οι
(1.26)-(1.27) δίνουν την ανηγμένη και συμμετρικοποιημένη μορφή του συστήμα-
τος Maxwell

∇× E = ikH, (1.31)

∇×H = −ikE, (1.32)

∇ · E = ∇ ·H = 0, (1.33)

και η αντίστοιχη σχέση ως προς το ηλεκτρικό πεδίο E δίνεται από

∇×∇× E = k2E. (1.34)

1.2 Προβλήματα σκέδασης ηλεκτρομαγνητικών κυ-
μάτων

Στην ενότητα αυτή θα διατυπώσουμε προβλήματα σκέδασης ηλεκτρομαγνη-
τικών κυμάτων. Όταν ένα προσπίπτον κυμα που διαδίδεται στο χώρο συναντά ένα
εμπόδιο, τον σκεδαστή, ή μία ανομοιογένεια του υλικού μέσου τότε σκεδάζεται.
Αυτό το οποίο δεν έχει προσδιοριστεί ακόμα είναι το είδος του χωρίου (σκεδαστή)
ή της περιοχής στην οποία διαδίδεται το ηλεκτρομαγνητικό πέδίο.

1.2.1 Φραγμένος σκεδαστής

Πρώτα θα περιγράψουμε σκέδαση από ένα φραγμένο, μη ομογενές αντικεί-
μενο (για παράδειγμα σκέδαση από ένα αεροσκάφος). Υποθέτουμε ότι το αντικεί-
μενο (σκεδαστής) είναι ένας φραγμένος τέλειος αγωγός, καταλαμβάνει ένα χωρίο
D και μπορεί να περιβάλλεται από ένα μη ομογενές περιβάλλον ϵr ̸= 1 ή µr ̸= 1.
Το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο διαδίδεται στο χώρο έξω από τον σκεδαστή, R3 \ D̄.
Θεωρούμε μία μπάλα ακτίνας α τέτοια ώστε να περιβάλλει το χωρίο D του σκε-
δαστή όπου για |x| > α το μέσο διάδοσης θα καταλαμβάνεται από αέρα (ή κενό),
δηλαδή ϵr(x) = µr(x) = 1.
Στο σύνορο του σκεδαστή D, το οποίο θα συμβολίζουμε με ∂D, το ολικό εξωτε-
ρικό πεδίο E ικανοποιεί τη συνθήκη του τέλειου αγωγού. Για την καλή τοποθέ-
τηση του προβλήματος, είναι απαραίτητο να επιβάλλουμε ακόμα μία συνοριακή
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συνθήκη στο άπειρο. Για το σκοπό αυτό χρειάζεται να αναλύσουμε το πεδίο σε
ένα δοθέν προσπίπτον πεδίο, που μπορεί να οφείλεται σε ένα ραντάρ ή σε κάποια
άλλη πηγή ηλεκτρομαγνητικού πεδίου και στο σκεδασμένο πεδίο. Το προσπίπτον
πεδίο,Ei, ικανοποιεί τις εξισώσειςMaxwell κατά την απουσία του σκεδαστή (στην
περιοχή του υλικού μέσου που τον περιβάλλει),

∇×∇× Ei − k2Ei = F στο R3, (1.35)

όπου F είναι γνωστή συνάρτηση που περιγράφει το διάνυσμα της πηγής. Ένα τυ-
πικό παράδειγμα προσπίπτοντος πεδίου είναι το επίπεδο κύμα που για το ηλε-
κτρικό πεδίο δίνεται από τη σχέση

Ei = p exp(ikx · d). (1.36)

Το d ∈ R3 είναι μοναδιαίο διάνυσμα που δίνει τη διεύθυνση διάδοσης του κύ-
ματος ενώ το διάνυσμα p ̸= 0 λέγεται πόλωση και είναι κάθετο στην διεύθυνση
διάδοσης, p · d = 0. Σε αυτήν την περίπτωση είναι F = 0 και το ολικό πεδίο Ε
είναι ίσο με το προσπίπτον Ei και το σκεδασμένο Es

E = Ei + Es. (1.37)

Το σκεδασμένο πεδίο είναι ένα σφαιρικό εξερχόμενο κύμα το οποίο πρέπει να
εξασθενεί καθώς απομακρύνεται από το σκεδαστή. Αυτό επιτυγχάνεται με την
επιβολή της συνθήκης ακτινοβολίας Silver-Müller [17] στο άπειρο

lim
ρ→∞

ρ((∇× Es)× x− ikEs) = 0, (1.38)

όπου ρ = |x| και το όριο θεωρείται ότι λαμβάνεται ομοιόμορφα ως προς όλες τις
κατευθύνσεις

x
|x|

.
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Σχήμα 1.1: Σκεδαστής

Το μήκος κύματος για το προσπίπτον πεδίο της (1.36) είναι ίσο με
2π

k
εφόσον

|d| = 1.
Ένα σύνηθες πρόβλημα που εμφανίζεται στη μελέτη προβλημάτων σκέδασης με
αριθμητικές μεθόδους είναι ότι οι εξισώσεις ικανοποιούνται σε άπειρα χωρία.
Ένας τρόπος ώστε να αντιμετωπιστεί αυτή η δυσκολία είναι να επιβάλλουμε τη
συνθήκη ακτινοβολίας (1.38) σε μία επιφάνεια Σ βοηθητική, μακρυά από το σκε-
δαστή όπου ϵr = µr = 1. Με αυτόν τον τρόπο το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο προ-
σεγγίζεται στο χώρο μεταξύ του συνόρου του σκεδαστή, ∂D, και της βοηθητικής
επιφάνειας Σ, τον οποίο συμβολίζουμε με Ω. Οι επιφάνειες ∂D και Σ είναι ξένες
μεταξύ τους και οι εξισώσεις Maxwell ικανοποιούνται στο Ω. Στο ∂D ικανοποιεί-
ται η συνοριακή συνθήκη του τέλειου αγωγού ενώ στη βοηθητική επιφάνεια Σ

επιβάλλουμε μία συνοριακή συνθήκη που προέρχεται από τη Silver-Müller συν-
θήκη:

(∇× E)× ν − ikEτ = (∇× Ei)× ν − ikEi
τ στο Σ, (1.39)

όπου ν είναι το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια Σ και
Eτ = (ν × E|Σ) × ν η εφαπτομενική συνιστώσα (ομοίως για το Ei

τ ). Η σχέση
(1.39) είναι μία συνοριακή συνθήκη τύπου εμπέδησης και αποτελεί ένα παρά-
δειγμα υλικού μέσου με απορρόφηση για την αναπαράσταση του άπειρου χώρου
έξω από το Ω. Η λύση του πραγματικού προβλήματος σκέδασης και του αντίστοι-
χου σε φραγμένο χωρίο δεν είναι ίσες, αλλά η διαφορά μπορεί να ελαχιστοποιηθεί
θεωρώντας τη βοηθητική επιφάνεια Σ επαρκώς μακρυά από το σκεδαστή.
Ένα ενδιαφέρον πρόβλημα προς μελέτη που προκύπτει είναι όταν το ηλεκτρομα-
γνητικό πεδίο περιέχεται εξ ολοκλήρου σε μία τέλεια αγώγιμη κοιλότητα. Σε αυ-
τήν την περίπτωση τοΩ είναι ένα φραγμένο χωρίο με σύνορο ∂D και οι εξισώσεις
Maxwell ικανοποιούνται στο Ω. Εάν δεν υπάρχει αγωγός, σ = 0, υπάρχουν τιμές
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του κυματικού αριθμού k για τις οποίες το σύστημα των εξισώσεων Maxwell

δεν έχει μοναδική λύση. Οι τιμές αυτές ονομάζονται ιδιοτιμές του συστήματος
Maxwell.

1.2.2 Μη φραγμένος σκεδαστής

Το δεύτερο πρόβλημα σκέδασης που θα μελετήσουμε είναι η περίπτωση του
μη φραγμένου σκεδαστή. Πρόκειται για το απλό μοντέλο σκέδασης από θαμμένο
αντικείμενο. Ο περιβάλλων χώρος του υλικού μέσου αποτελείται τώρα από δύο
περιοχές. Η περιοχή x3 > 0 είναι αέρας και η περιοχή x3 < 0 είναι η γη. Η σχετική
μαγνητική διαπερατότητα του αέρα και της γης θεωρούμε ότι είναι μοναδιαία ενώ
η σχετική ηλεκτρική επιτρεπτότητα της γης υποθέτουμε ότι είναι σταθερή (με μη
μηδενικό φανταστικό μέρος διότι η γη συνήθως είναι αγωγός).
Υποθέτουμε ότι ο σκεδαστής (ο οποίος αποτελείται από τέλειους αγωγούς ή και
από μη ομογενείς σκεδαστές) καταλαμβάνει μία περιοχή D η οποία βρίσκεται
μέσα στο έδαφος. Οι πηγές του πεδίου υποθέτουμε ότι βρίσκονται στο στρώμμα
του αέρα (οπότε F = 0 για x3 < 0), επομένως το προσπίπτον πεδίο ικανοποιεί τις
εξισώσεις Maxwell στο χώρο εξωτερικά του σκεδαστή.
Εφόσον η διεπιφάνεια αέρα-γης εκτείνεται στο άπειρο, δεν μπορούμε να χρησι-
μοποιήσουμε άμεσα την Silver-Müller συνθήκη και αντί αυτής χρησιμοποιούμε
μία συνθήκη ακτινοβολίας σε ολοκληρωτική μορφή [23]. Θέτουμε ∂B+

R το ημι-
σφαίριο ακτίναςR στο οποίο x3 > 0 και ∂B−

R το ημισφαίριο ακτίναςR στο οποίο
x3 < 0. Απαιτούμε να ισχύει

lim
R→∞

∫
∂B+

R

|(∇× Es)× ν − ikEs|2dA = 0, (1.40)

lim
R→∞

∫
∂B−

R

|(∇× Es)× ν − ikEs|2dA = 0. (1.41)

Στη συνέχεια θα διατυπώσουμε τα βασικά προβλήματα συνοριακών συνθηκών σε
μη ομογενές υλικό μέσο τα οποία περιγράψαμε παραπάνω.
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1.2.3 Προβλήματα συνοριακών τιμών σε μη ομογενείς χώρους

Πρόβλημα σε κοιλότητα
Έστω Ω φραγμένο χωρίο με σύνορα ∂D και Σ, δύο επιφάνειες συνεκτικές και ξέ-
νες μεταξύ τους. Αναζητούμε το αρμονικά χρονικό ηλεκτρικό πεδίο E που οφείλε-
ται στην πηγή F το οποίο ικανοποιεί τη σχέση (1.30), συνθήκη του τέλειου αγωγού
στην επιφάνεια ∂D και τη συνθήκη εμπέδησης (1.39) στην βοηθητική επιφάνεια
Σ

∇× (µ−1
r ∇× E)− k2ϵrE = F στο Ω, (1.42)

ν × E = 0 στο ∂D, (1.43)

(∇× E)× ν − ikEτ = g στο Σ, (1.44)

όπου g είναι γνωστό εφαπτομενικό διανυσματικό πεδίο στο Σ. Θεωρούμε ότι η
επιφάνεια Σ είναι κλειστή όπου σε αυτήν την περίπτωση οι εξισώσεις περιγρά-
φουν ένα μοντέλο διάδοσης σε κοιλότητα με έναν τέλεια αγώγιμο τοίχο. Για μία
προσέγγιση του προβλήματος σκέδασης με συνοριακές συνθήκες με παραμέτρους
απορρόφησης έχουμε µr = 1 και λ = 1 στη Σ και ϵr = µr = 1 σε μία περιοχή
του ∂D.
Ηλεκτρομαγνητικό αντηχείο
Δοθέντος ενός φραγμένου χωρίου Ω με σύνορο ∂D, αναζητούμε τιμές του κυμα-
τικού αριθμού k και μη τετριμμένα ηλεκτρικά πεδία E (όχι ταυτοτικά μηδέν) τα
οποία ικανοποιούν την (1.30) με F = 0 ώστε

∇× (µ−1
r ∇× E)− k2ϵrE = 0 στο Ω,

ν × E = 0 στο ∂D.

Κατόπιν, εφόσον δεν υπάρχουν πηγές, επιβάλλουμε στο ηλεκτρικό πεδίο E να
ικανοποιεί τη συνθήκη απόκλισης (1.28) με ρ = 0,

∇ · (ϵrE) = 0 στο Ω.

Η τελευταία συνθήκη εξασφαλίζει ότι υπάρχει το πολύ πεπερασμένος αριθμός
γραμμικών ανεξάρτητων λύσεων του προβλήματος όταν k = 0.
Σκέδαση από φραγμένο αντικείμενο
Σε αυτό το πρόβλημα ο χώρος διάδοσης του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου είναι η μη
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φραγμένη περιοχή R3 \ D̄, όπου D είναι φραγμένο χωρίο με συνεκτικό συμπλή-
ρωμα. Δοθέντος ενός γνωστού προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου που ικανοποιεί
τη σχέση (1.28), θέλουμε να υπολογίσουμε το ολικό πεδίο E και το σκεδασμένο
πεδίο Es ώστε

∇× (µ−1
r ∇× E)− k2ϵrE = F στο R3 \ D̄, (1.45)

E = Ei + Es στο R3 \D. (1.46)

Υποθέτουμε ότι ο σκεδαστής είναι φραγμένος έτσι ώστε το D να είναι φραγμένο
και ϵr = µr = 1 έξω από μία επαρκώς μεγάλη μπάλα. Στο σύνορο ∂D του μη
φραγμένου χωρίου R3 \ D̄ επιβάλλουμε τη συνθήκη του τέλειου αγωγού,

E× ν = 0 στο ∂D. (1.47)

Το σκεδασμένο πεδίο Es πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας Silver-
Müller

lim
ρ→∞

ρ((∇× Es)× x− ikEs) = 0, (1.48)

όπου ρ = |x| ομοιόμορφα στο x̂ = x/|x|.
Σκέδαση από θαμμένο αντικείμενο
Έστω

R3
+ = {x ∈ R3

∣∣x3 > 0} και R3
− = {x ∈ R3

∣∣x3 < 0}

Υποθέτουμε ότι οι σκεδαστές περιέχονται σε μία φραγμένη περιοχή στον R3
−.

Η διεπιφάνεια μεταξύ των στρωμμάτων συμβολίζεται με Σ0 και είναι το επί-
πεδο x3 = 0. Θα μελετήσουμε μόνο την περίπτωση του τέλεια αγώγιμου σκε-
δαστή, D, ο οποίος είναι φραγμένος και βρίσκεται εξ ολοκλήρου στην περιοχή
R3

− (D̄ ⊂ R3
−), όπου το συμπλήρωμα του D υποθέτουμε ότι είναι συνεκτικό.

Το ηλεκτρικό πεδίο ικανοποιεί τις εξισώσεις Maxwell στο R3
+ (με ϵr = µr = 1

αφου υποθέτουμε ότι το υλικό μέσο του άνω χωρίου είναι αέρας) και τη γενική
εξίσωση Maxwell στο R3

− \ D̄ με µr = 1 και συνεχής ϵr = ϵer. Η συνθήκη ακτινο-
βολίας σε ολοκληρωτική μορφή επιβάλλεται στο άπειρο. Έτσι, αν η διανυσματική
συνάρτηση F έχει συμπαγή φορέα στο R3

+ (όπου F = 0 είναι μία επιλογή), το
ολικό πεδίο E, ικανοποιεί τις ακόλουθες εξισώσεις

∇×∇× E− k2E = F στο R3
+, (1.49)

∇×∇× E− k2ϵerE = 0 στο R3
− \ D̄. (1.50)
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Στη διεπιφάνεια Σ0 ικανοποιούνται οι συνθήκες

ν × (E1 − E2) = 0 και ν × (∇× E1 −∇× E2) = 0, (1.51)

όπου E1 είναι η οριακή τιμή του ηλεκτρικού πεδίου στην περιοχή R3
+ και E2 η

αντίστοιχη οριακή τιμή στην περιοχή R3
−.

Στο σύνορο του D, ∂D έχουμε τη συνθήκη του τέλειου αγωγού

E× ν = 0. (1.52)

Υποθέτουμε ότι το σκεδασμένο πεδίο οφείλεται σε ένα δοσμένο προσπίπτον πεδίο
Ei που ικανοποιεί τις εξισώσεις Maxwell

∇×∇× Ei − k2Ei = F στο R3
+

∇×∇× Ei − k2ϵerEi = 0 στο R3
−

και τις συνθήκες (1.52) στο Σ0. Η F είναι μία συνάρτηση με συμπαγή φορέα στο
R3

+ και αναπαριστά την πηγή των προσπιπτόντων πεδίων της (1.49). Τότε έχουμε

E = Ei + Es στο R3 \ D̄

και τη συνθήκη ακτινοβολίας για το σκεδασμένο πεδίο Es

lim
R→∞

∫
∂B+

R

|(∇× Es)× ν − ikEs|2dA = 0,

lim
R→∞

∫
∂B−

R

|(∇× Es)× ν − ikEs|2dA = 0.

1.2.4 Προβλήματα σκέδασης σε ομογενείς χώρους

Θα κλείσουμε την ενότητα αυτή διατυπώνοντας προβλήματα σκέδασης σε
ομογενείς χώρους. Αυτά είναι εξωτερικά προβλήματα συνοριακών τιμών όπου
η μαγνητική διαπερατότητα και η ηλεκτρική επιτρεπτότητα είναι σταθερές και η
σκέδαση γίνεται λόγω εμποδίου. Θεωρούμε ότι δεν υπάρχουν πηγές, ο σκεδαστής
είναι ένα φραγμένο χωρίο D με συνεκτικό συμπλήρωμα. Ο χώρος εξωτερικά του
σκεδαστή, R3 \ D̄ είναι άπειρος.
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Τέλειος αγωγός

∇×∇× E− k2E = 0 στο R3 \ D̄, (1.53)

ν × E = 0 στο ∂D. (1.54)

E = Ei + Es στο R3 \D, (1.55)

lim
ρ→∞

ρ((∇× Es)× x− ikEs) = 0, (1.56)

ομοιόμορφα προς όλες τις διευθύνσεις x̂. Ο τέλειος αγωγός, όπως αναφέρθηκε,
είναι ένας μη διαπερατός σκεδαστής δηλαδή το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο δεν ει-
σέρχεται στο εσωτερικό του.
Ανθεκτικός αγωγός (εμπέδηση)

∇×∇× E− k2E = 0 στο R3 \ D̄, (1.57)

ν × E =
zs
ik
ν × (ν × (∇× E)) στο ∂D, (1.58)

E = Ei + Es στο R3 \D, (1.59)

lim
ρ→∞

ρ((∇× Es)× x− ikEs) = 0. (1.60)

Στην περίπτωση αυτή το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο δεν εισέρχεται στο εσωτερικό
του σκεδαστή αλλά σε μία μικρή περιοχή του συνόρου.
Διηλεκτρικό
Το διηλεκτρικό είναι ένας διαπερατός σκεδαστής όπου το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο
εισέρχεται στο εσωτερικό του. Αν συμβολίσουμε με άνω δείκτη (+) και (−) τα
πεδία και τις φυσικές παραμέτρους στο εξωτερικό και το εσωτερικό του σκεδαστή
αντίστοιχα (D− = D, R3 \ D̄ = D+) τότε έχουμε

∇×∇× E+ − (k+)2E+ = 0 στο R3 \ D̄, (1.61)

∇×∇× E− − (k−)2E− = 0 στο D, (1.62)

ν × E+ = ν × E− στο ∂D, (1.63)

ν ×∇× E+ =
µ+

µ−ν ×∇× E− στο ∂D, (1.64)

E+ = Ei + Es στο R3 \D, (1.65)

lim
ρ→∞

ρ((∇× Es)× x− ikEs) = 0. (1.66)
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Κεφάλαιο 2

Σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις

Οι σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις, ως γωστόν, είναι λύσεις της εξίσωσης
La place. Στην περίπτωση που ορίζονται στη μοναδιαία σφαίρα (εφαρμόζουμε τη
μέθοδο χωριζομένων μεταβλητών σε σφαιρικές συντεταγμένες) έχουμε τις σφαι-
ρικές αρμονικές συναρτήσεις, οι οποίες θα χρησιμοποιηθούν στη μελέτη προ-
βλημάτων σκέδασης και στον ορισμό του τελεστή Calderon. Στο κεφάλαιο αυτό
χρησιμοποιώντας τη θεμελιώδη λύση της εξίσωσης Helmholtz διατυπώνουμε τις
ολικές αναπαραστάσεις των Stratton-Chu. Επίσης εφαρμόζοντας τη μέθοδο του
χωρισμού των μεταβλητών της εξίσωσης Helmholtz σε σφαιρικές αρμονικές συ-
ντεταγμένες ορίζουμε τις συναρτήσεις Bessel που θα συμβάλλουν στην επίλυση
προβλημάτων σκέδασης.

2.1 Ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις

Στην ενότητα αυτή θα διατυπώσουμε θεωρήματα που δίνουν τις λύσεις των
εξισώσεων Maxwell για ένα ομοιόμορφο, ομογενές και ισοτροπικό μέσο σε ολο-
κληρωτική μορφή, γνωστές ως ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των Stratton-Chu.
Λεπτομερή ανάλυση των ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων για τη σκέδαση των
ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων μπορεί να βρει κανείς στα βιβλία [10], [19], [11].
Για κάθε ανοιχτό σύνολο Ω ⊂ RN , N = 1, 2, 3 ορίζουμε
Ck(Ω) : το σύνολο των k φορές συνεχώς διαφορίσιμων συναρτήσεων στο Ω,

Ck(Ω̄) : το σύνολο των συναρτήσεων στο Ck(Ω) οι οποίες έχουν φραγμένες και
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ομοιόμορφα συνεχείς παραγώγους μέχρι k τάξης στο Ω̄,

Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ : το σύνολο των συναρτήσεων ϕ στο Ω για τις οποίες το |ϕ|p

είναι ολοκληρώσιμο. Ειδικότερα,∫
Ω

|ϕ|pdV < ∞.

Η πιο σημαντική περίπτωση είναι για p = 2, όπου αποτελεί το σύνολο όλων των
τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων στο Ω.
Ο χώρος των διανυσματικών συναρτήσεων στον R3 με τετραγωνικά ολοκληρώ-
σιμο curl (στροβιλισμό) δίνεται

H(curl; Ω) = {u ∈ (L2(Ω))3
∣∣∇× u ∈ (L2(Ω))3}.

2.1.1 Θεμελιώδης λύση της εξίσωσης Helmholtz

Ο χωρός αυτός αποτελεί τον χώρο λύσεων των εξισώσεων Maxwell.
Για τις ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις θα χρειαστούμε τη θεμελιώδη λύση της
εξίσωσης Helmholtz στο R3 \ {y}

Φ(x, y) =
eik|x−y|

4π|x− y|
, x ̸= y. (2.1)

Η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz

∆yΦ + k2Φ = −δx στον R3 (2.2)

όπου ∆y είναι η Λαπλασιανή ως προς το y και δx είναι η συνάρτηση δέλτα του
Dirac ορισμένη στο x, τέτοια ώστε για οποιαδήποτε u ∈ C∞

0 (R3)∫
R3

δxudV = u(x).

Παρατηρούμε ότι η Φ ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld (κατάλ-
ληλη συνθήκη ακτινοβολίας για την εξίσωση Helmholtz)

lim
ρy→∞

ρy

(
∂Φ

∂ρy
− ikΦ

)
= 0, (2.3)

όπου ρy = |y| και το όριο είναι ομοιόμορφο ως προς ŷ = y
|y| όπου x ανήκει σε

συμπαγές υποσύνολο του R3. Γενικά θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό ∇y,
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∇y· και∇y× για την κλίση, απόκλιση και στροβιλισμό ως προς το y και dAy, dV y
για να θυμίζουμε ότι η ολοκληρώση γίνεται ως προς y.
Ισχύει ότι ∇xΦ = −∇yΦ αν x ≠ y. Επιπλέον χρησιμοποιώντας ασυμπτωτικές
προσεγγίσεις [10] μπορούμε να δείξουμε ότι

∇yΦ× ŷ = O(
1

ρ2y
) καθώς ρy → ∞. (2.4)

2.1.2 Ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των Stratton-Chu

Θα διατυπώσουμε αρχικά ένα απλό θεώρημα αναπαράστασης για μία κατάλ-
ληλα ομαλή διανυσματική συνάρτηση σε ένα φραγμένο χωρίο G με σύνορο C2

[10]. Το θεώρημα είναι πιο γενικό και οι διανυσματικές συναρτήσεις δεν είναι
απαραίτητο να ικανοποιούν τις εξισώσεις Maxwell.

Θεώρημα 2.1.1 Έστω G φραγμένο χωρίο στον R3 με C2 σύνορο ∂G. Έστω ν το
μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσμα στο σύνορο ∂G του G. Για τα διανυσματικά
πεδία E,H ∈ C1(G) ∩ C(Ḡ) για κάθε x ∈ G,

E(x) = −∇×
∫
∂G

(ν × E)(y)Φ(x, y) dA(y) +∇
∫
∂G

(ν · E)(y)Φ(x, y)dA(y)

− ik

∫
∂G

(ν ×H)(y)Φ(x, y)dA(y)−∇
∫
G

(ν · E)(y)Φ(x, y)dV (y)

+∇×
∫
G

(∇×E−ikH)(y)Φ(x, y)dV (y)+ik

∫
G

(∇×H+ikE)(y)Φ(x, y)dV (y).

(2.5)

Έστω ότι τα πεδία E και Η ικανοποιούν το ομογενές ισοτροπικό σύστημα
Maxwell,

∇× E− ikH = 0, (2.6)

∇×H+ ikE = 0, (2.7)

με την έννοια των κατανομών στο χωρίο G. Αρχικά, υποθέτουμε ότι το G είναι
φραγμένο αλλά στη συνέχεια θα γενικεύσουμε για μη φραγμένο συμπλήρωμα ενός
φραγμένου χωρίου.
Υποθέτουμε ότι τα E, H ικανοποιούν το σύστημα Maxwell (2.6)-(2.7), παρατη-
ρούμε την ακόλουθη πιο απλή μορφή του προηγούμενου θεωρήματος, το οποίο
αποτελεί τις Stratton-Chu ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις για ένα φραγμένο χω-
ρίο.
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Θεώρημα 2.1.2 Έστω G φραγμένο χωρίο Lipschitz και ν μοναδιαίο εξωτερικό
κάθετο. Έστω ότι τα πεδία E, H ∈ H(curl;G) είναι λύσεις των (2.6)-(2.7) στο G.
Τότε, για κάθε x ∈ G

E(x) = −∇×
∫
∂G

(ν × E)(y)Φ(x, y)dV (y)

+
1

ik
∇×∇×

∫
∂G

(ν ×H)(y)Φ(x, y)dV (y). (2.8)

Σχόλιο. Ανάλογος τύπος ισχύει και για το H

H(x) = −∇×
∫
∂G

(ν ×H)(y)Φ(x, y)dA(y)

− 1

ik
∇×∇×

∫
∂G

(ν(y)× E(y)Φ(x, y)dA(y) (2.9)

(παραπέμπουμε στο βιβλίο [10] για αποδείξεις των θεωρημάτων και περισσότερες
λεπτομέρειες).
Σκοπός είναι να επεκτείνουμε τα προηγούμενα αποτελέσματα για μη φραγμένα
χωρία. Γι΄αυτό πρέπει να λάβουμε υπόψη ότι το εξωτερικό σύνορο του G τείνει
στο άπειρο μέσω κάποιου βοηθητικού ορίου. Η συνθήκη ακτινοβολίας μπορεί να
είναι αυτό το όριο μέσω της οποίας μπορούμε να δείξουμε ότι τα πεδία έξω από
αυτό το σύνορο μηδενίζονται.
ΈστωD ένα φραγμένο χωρίο στοR3 του οποίου το συμπλήρωμα είναι συνεκτικό.
Μία λύση E, H του συστήματος Maxwell (2.6)-(2.7) στο R3 \ D̄ είναι ακτινοβο-
λούσα αν ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας Silver-Müller,

lim
ρ→∞

ρ(H× x− E) = 0, (2.10)

όπου ρ = |x| και το όριο ισχύει ομοιόμορφα για όλες τις διευθύνσεις x̂ = x
ρ
.

Έστω Hloc(curl;R3 \ D̄) ο χώρος των συναρτήσεων u ∈ H(curl;BR \ D̄) για
κάθε μπάλαBR που περιέχει τοD στο εσωτερικό της. Το ακόλουθο θεώρημα δίνει
τις ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των πεδίων E, H για μη φραγμένα χωρία.

Θεώρημα 2.1.3 Έστω ν το εξωτερικό κάθετο στο D (αντίστοιχα εσωτερικό του
R3 \ D̄), όπου D είναι ένα φραγμένο χωρίο με C2 σύνορο ∂D. Έστω E, H ∈
Hloc(curl;R3 \ D̄) ακτινοβολούσες λύσεις του συστήματος Maxwell (2.6)-(2.7) στο
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R3 \ D̄ . Τότε για κάθε x ∈ R3 \ D̄

E(x) = ∇×
∫
∂D

(ν × E)(y)Φ(x, y)dA(y)

− 1

ik
∇×∇×

∫
∂D

(ν ×H)(y)Φ(x, y)dA(y). (2.11)

Τέλος διατυπώνουμε ένα πόρισμα του αμέσως προηγούμενου θεωρήματος, για τις
ασυμπτωτικές αναπαραστάσεις του ηλεκτρικού πεδίου E σε μεγάλες αποστάσεις
από τον σκεδαστή. Το αποτέλεσμα αυτό επιβεβαιώνει τη διαίσθηση ότι το σκεδα-
σμένο πεδίο είναι ένα σφαιρικό κύμα.

Πόρισμα 2.1.1 Κάθε ακτινοβολούσα λύση των εξισώσεωνMaxwell (2.6)-(2.7) στο
R3 \ D̄ έχει την ασυμπτωτική ακόλουθη συμπεριφορά

E(x) =
exp(ik|x|)

|x|
{E∞(x̂) +O(

1

|x|
)} καθώς |x| → ∞ (2.12)

ομοιόμορφα για κάθε x̂ =
x
|x|

. Επιπλέον,

E∞(x̂) =
ik

4π
x̂×

∫
∂D

((ν × E)(y)

+ (ν ×H)(y)× x̂) exp(−ikx̂ · y)dA(y). (2.13)

Σημειώνουμε ότι υπάρχει αντίστοιχη ασυμπτωτική έκφραση για το μαγνητικό πε-
δίο ως προς το H∞(x̂) την οποία δεν χρειάζεται να υπολογίσουμε διότι ισχύει
H∞ = x̂×E∞. Σημειώνουμε ότι το E∞ είναι εφαπτόμενο στη μοναδιαία σφαίρα,
x̂ · E∞(x̂) = 0.

Ορισμός 2.1.1 Η διανυσματική συνάρτηση E∞(x̂) ονομάζεται ηλεκτρικό μακρινό
πεδίο ή μακρινό πεδίο για το ηλεκτρικό πεδίο.

Ειδικότερα σε υπολογισμούς σχετικούς με ραντάρ το εξαγόμενο από μετρήσεις
κυμάτων είναι το μακρινό πεδίο.

2.2 Σκέδαση από σφαίρα

Θα μελετήσουμε ένα ηλεκτρομαγνητικό πρόβλημα σκέδασης για την ειδική
περίπτωση όπου το χωρίο του σκεδαστή έχει σφαιρικό σχήμα. ΘεωρούμεD = BR
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τον σκεδαστή ο οποίος είναι σφαίρα ακτίνας R και κέντρο την αρχή των αξόνων.
Αν Ei είναι το προσπίπτον πεδίο που ικανοποιεί τις ομογενείς ισοτροπικές εξισώ-
σεις Maxwell σε όλο τοR3, τότε αναζητούμε το σκεδασμένο πεδίοEs και το ολικό
πεδίο E, έτσι ώστε

∇× (∇× E)− k2E = 0 στο R3 \ B̄R, (2.14)

x̂× E = 0 στο ∂BR, (2.15)

E = Ei + Es στο R3 \BR, (2.16)

lim
ρ→∞

ρ(∇× Es × x̂− ikEs) = 0, (2.17)

ομοιόμορφα ως προς x̂ όπου x̂ = x/|x|, ρ = |x|.
Γράφουμε το σύστημα ως προς το Es μέσω της (2.16)

∇× (∇× Es)− k2Es = 0 στο R3 \ B̄R, (2.18)

x̂× Es = g := −x̂× Ei στο ∂BR, (2.19)

lim
ρ→∞

ρ(∇× Es × x̂− ikEs) = 0. (2.20)

Θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο των χωριζόμενων μεταβλητών για να λύσουμε με
κλασικό τρόπο το παραπάνω πρόβλημα [20], [24]. Οι κατάλληλες συναρτήσεις
για τη λύση που αναζητούμε είναι οι σφαιρικές αρμονικές και οι σφαιρικές συ-
ναρτήσεις Bessel [15].

2.2.1 Η εξίσωση Helmholtz σε σφαιρικές συντεταγμένες

Θα χρησιμοποιήσουμε λύσεις της εξίσωσης Helmholtz στην ακουστική περί-
πτωση για να κατασκευάσουμε λύσεις για τις εξισώσεις Maxwell. Υποθέτουμε ότι
u είναι μία κλασική λύση της εξίσωσης Helmholtz

∆u+ k2u = 0 στο R3 \ B̄R. (2.21)

Τότε μία συνάρτηση u η οποία δίνεται από τη σχέση

u = ∇× (ux) (2.22)
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είναι λύση της (2.18). Η συνάρτηση u ονομάζεται Debye δυναμικό. Για να ελέγ-
ξουμε ότι η u είναι λύση των εξισώσεων Maxwell, ξαναγράφουμε την (2.22) εκ-
φράζοντας τον τελεστή curl σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες (ρ, θ, ϕ). Παρα-
τηρούμε ότι xu = ρueρ, όπου eρ είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα στην x διεύθυνση,

u = −∂u

∂θ
eϕ +

1

sin θ
∂u

∂ϕ
eθ, (2.23)

όπου eθ και eϕ μοναδιαία διανύσματα των σφαιρικών πολικών συντεταγμένων.
Στη συνέχεια εκφράζουμε τον τελεστή curl σε αυτές τις συντεταγμένες

∇× u = − 1

ρ sin θ
(∆∂B1u)eρ +

1

ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂u

∂θ
)eϕ −

1

ρ sin θ
∂

∂ρ
(ρ
∂u

∂ϕ
)eθ, (2.24)

όπου ∆∂B1 είναι ο τελεστής Laplace-Beltrami για την επιφάνεια της μοναδιαίας
σφαίρας και δίνεται από τη σχέση

∆∂B1u =
1

sin θ
∂

∂θ
(sin θ

∂u

∂θ
) +

1

sin2 θ
∂2u

∂ϕ2
.

Στη συνέχεια εφαρμόζουμε πάλι τον τελεστή curl σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇× (∇× u) = − 1

sin θ
∂

∂ϕ
(∆u)eθ +

∂

∂θ
(∆u)eϕ

και αντικαθιστούμε στις εξισώσεις Maxwell

∇× (∇× u)− k2u = − 1

sin θ
∂

∂ϕ
(∆u+ k2u)eθ +

∂

∂θ
(∆u+ k2u)eϕ.

Έτσι, αν το u ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz η u ικανοποιεί τις εξισώσεις
Maxwell . Σε επόμενη ενότητα αυτού του κεφαλαίου θα δούμε ότι αν η u ικανο-
ποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld τότε (2.3) τότε η u θα ικανοποιεί τη
συνθήκη ακτινοβολίας Silver-Müller (2.20).
Για να λύσουμε την (2.21) με τη μέθοδο των χωριζόμενων μεταβλητών, χρησιμο-
ποιούμε σφαιρικές συντεταγμένες (ρ, θ, ϕ) και ξαναγράφουμε την (2.21)

1

ρ2
∂

∂ρ
(ρ2

∂u

∂ρ
) +

1

ρ2
∆∂B1 + k2u = 0 (2.25)

Αν u = u1(ρ)u2(θ, ϕ) έχουμε

1

u1

(
∂

∂ρ
(ρ2

∂u1

∂ρ
) + k2ρ2u1) +

1

u2

∆∂B1u2 = 0. (2.26)
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Συμπεραίνουμε ότι πρέπει να λύσουμε την εξίσωση∆∂B1u2 = δu2 για δ σταθερά
ή ισοδύναμα να υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές και τις ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή
Laplace-Beltrami στην επιφάνεια ∂B1. Οι ιδιοσυναρτήσεις είναι οι κλασικές σφαι-
ρικές αρμονικές, ιδιότητες των οποίων μελετάμε στην επόμενη ενότητα. Με u2

γνωστό έχουμε
∂

∂ρ
(ρ2

∂u

∂ρ
) + k2ρ2u1 + δu1 = 0. (2.27)

Θέτουμε t = kρ οπότε προκύπτει

∂

∂t
(t2

∂u1

∂t
) + t2u1 + δu1 = 0.

Για κατάλληλη επιλογή του δ η τελευταία εξίσωση είναι η διαφορική εξίσωση
Bessel σε σφαιρικές συντεταγμένες. Οι λύσεις αυτής της εξίσωσης είναι οι σφαι-
ρικές συναρτήσεις Bessel.

2.3 Σφαιρικές αρμονικές

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τις κλασικές σφαιρικές αρμονικές συναρ-
τήσεις οι οποίες είναι οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Laplace-Beltrami στην επι-
φάνεια μίας σφαίρας [10], [24]. P̃n είναι ο χώρος των ομογενών πολυωνύμων βαθ-
μού n ως προς τα x1, x2 και x3.

Ορισμός 2.3.1 Το ίχνος στο σύνορο ∂B1 μίας συνάρτησης u ∈ P̃n έτσι ώστε∆u =

0 στον R3 ονομάζεται σφαιρικό αρμονικό τάξης n.

Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν ακριβώς 2n + 1 γραμμικά ανεξάρτητες σφαιρικές
αρμονικές τάξης n. Θέλουμε να εκφράσουμε τις σφαιρικές αρμονικές χρησιμο-
ποιώντας σφαιρικές πολικές συντεταγμένες (ρ, θ, ϕ). Σε αυτό το σύστημα συ-
ντεταγμένων κάθε πολυώνυμο u ∈ P̃n έχει τη μορφή u = ρnYn(θ, ϕ). Πρώτα
γράφουμε την εξίσωση Laplace σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες οπότε από
την ∆u = 0 προκύπτει

1

sin θ
∂

∂θ
sin θ

∂Yn

∂θ
+

1

sin2 θ
∂2Yn

∂ϕ2
+ n(n+ 1)Yn = 0, (2.28)

ή μέσω του τελεστή Laplace-Beltrami για την επιφάνεια της μοναδιαίας σφαίρας
προκύπτει,

∆∂B1Yn + n(n+ 1)Yn = 0 στο ∂B1.
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Η τελευταία σχέση δείχνει ότι οι ιδιοτιμές του∆∂B1 στο σύνορο, ∂B1, τουB1 είναι
ίσες με −n(n + 1). Εφόσον ο ∆−1

∂B1
είναι αυτοσυζυγής και συμπαγής τελεστής

από το L2(∂B1) στο L2(∂B1), μπορούμε να εφαρμόσουμε τη θεωρία των Hilbert-
Schmidt για να συμπεράνουμε∫

∂B1

YnY m dA = 0 για n ̸= m.

Η πιο απλή περίπτωση σφαιρικών αρμονικών είναι εκείνη όπου οι συναρτήσεις
δεν εξαρτώνται από τη γωνία ϕ. Θεωρούμε τον μετασχηματισμό t = cos θ και
συμβολίζοντας την ανεξάρτητη σφαιρική αρμονική ως προς ϕ με Pn(t), παρατη-
ρούμε τη διαφορική εξίσωση του Legendre

∂

∂t
(1− t2)

∂

∂t
Pn + n(n+ 1)Pn = 0. (2.29)

Οι λύσεις της (2.29) είναι πολυώνυμα βαθμού n ως προς t και ονομάζονται πο-
λυώνυμα Legendre. Στη συνέχεια διατυπώνουμε ένα θεώρημα για τις ιδιότητες
αυτών των πολυωνύμων [10], [15].

Θεώρημα 2.3.1 Μία οικογένεια λύσεων της (2.29) δίνεται από τα πολυώνυμα Legendre
Pn(t) και από τον τύπο του Rodrigues

Pn(t) =
(−1)n

2nn!

dn

dtn
(1− t2)n n = 0, 1, 2, ... (2.30)

Αυτά τα πολυώνυμα ικανοποιούν την επαναληπτική σχέση

(n+ 1)Pn(t)− (2n+ 1)tPn(t) + nPn−1(t) = 0, n = 0, 1, 2, ...

και την ιδιότητα ορθογωνιότητας∫ 1

−1

Pn(t)Pm(t)dt =
2

2n+ 1
δnm.

Τέλος, για −1 ≤ t ≤ 1, ισχύει |Pn(t)| ≤ 1, n = 0, 1, 2, ...

Σημειώνουμε ότι από τον τύπο του Rodrigues έχουμε

P0(t) = 1, P1(t) = 1, P2(t) =
1

2
(3t2 − 1).
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Για n περιττό, το Pn(t) είναι ένα πολυώνυμο περιττού βαθμού ως προς t και για
n άρτιο είναι ένα πολυώνυμο άρτιου βαθμού.
Μπορούμε να αναζητήσουμε λύσεις της (2.28) που εξαρτώνται από τα θ και ϕ
(πολυώνυμα Legendre). Με τη μέθοδο χωριζόμενων μεταβλητών παρατηρούμε
ότι ηm σφαιρική αρμονική τάξης n, Y m

n (θ, ϕ), έχει τη μορφή

Y m
n (θ, ϕ) = f(cos θ) exp(imϕ)

για κάποια συνάρτηση f . Θέτουμε t = cos θ στην (2.28) και η f ικανοποιεί την
ακόλουθη διαφορική εξίσωση που προκύπτει από την αντίστοιχη διαφορική εξί-
σωση του Legendre

(1− t2)f ′′(t)− 2tf ′(t) + [n(n+ 1)− m2

1− t2
]f(t) = 0. (2.31)

Αντικαθιστούμε όπου f(t) = (1 − t2)n/2g(t) οπότε οι λύσεις της (2.31) δίνονται
από f = Pm

n (t), όπου Pm
n (t) είναι η m είδους συνάρτηση Legendre και n τάξης

[10]

Pm
n (t) = (1− t2)m/2(

d

dt
)mPn(t), m = 0, 1, 2, · · · , n.

Σημειώνουμε ότι δεν υπάρχει μοναδική κανονικοποίηση για το Pm
n . Η αντίστοιχη

σφαιρική αρμονική είναι

Y m
n (θ, ϕ) = γm

n Pm
n (cos θ) exp(imϕ), n = 0, 1, 2, · · · ,

όπου γm
n είναι μία σταθερά κανονικοποίησης η οποία δίνεται στο επόμενο θεώ-

ρημα.

Θεώρημα 2.3.2 Οι σφαιρικές αρμονικές

Y m
n (θ, ϕ) =

√
2n+ 1

4π
· (n− |m|)!
(n+ |m|)!

P |m|
n (cos θ) exp(imϕ) (2.32)

για m = −n, · · · , n και n = 0, 1, 2, · · · αποτελούν ένα ορθοκανονικό σύστημα
στον L2(∂B1).

Σε ό,τι ακολουθεί θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό Y m
n (x̂), όπου x̂ είναι το

μοναδιαίο διάνυσμα ως προς τις σφαιρικές πολικές συντεταγμένες (θ, ϕ).
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Μία χρήσιμη επέκταση των σφαιρικών αρμονικών δίνεται από το ‘‘προσθετικό”
θεώρημα (addition theorem)

n∑
m=−n

Y m
n (x̂)Y m

n (ŷ) =
2n+ 1

4π
Pn(cos ξ),

όπου ξ η γωνία ανάμεσα στα μοναδιαία διανύσματα x̂ και ŷ.

2.4 Σφαιρικές συναρτήσεις Bessel

Στην προηγούμενη ενότητα μελετήσαμε τις ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Laplace-
Beltrami στη μοναδιαία σφαίρα, τις σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις. Στην πα-
ρούσα ενότητα θα προσδιορίσουμε την ακτινική εξάρτηση των λύσεων της εξί-
σωσης Helmholtz, τη συνάρτηση u1 της σχέσης (2.27). Για δ = −n(n+ 1) ξανα-
γράφουμε την (2.27)

∂

∂ρ
(ρ2

∂u

∂ρ
) + k2ρ2u1 − n(n+ 1)u1 = 0. (2.33)

Κάνουμε αλλαγή μεταβλητής t = kρ οπότε από τη σχέση (2.33) προκύπτει η
διαφορική εξίσωση για τις σφαιρικές Bessel

∂

∂t
(t2

∂u1

∂t
) + (t2 − n(n+ 1))u1 = 0. (2.34)

Η τελευταία εξίσωση δίνει δύο οικογένειες λύσεων

jn(t) =
∞∑
l=0

(−1)ltn+2l

2ll!1 · 3 · · · (2n+ 2l + 1)
(2.35)

και

yn(t) = − (2n)!

2n · n!

∞∑
l=0

(−1)lt2l−n−1

2ll!(−2n+ 1)(−2n+ 3) · · · (−2n+ 2l − 1)
. (2.36)

Η συνάρτηση jn ονομάζεται σφαιρική συνάρτηση Bessel τάξης n και είναι ανα-
λυτική για όλα τα t ∈ R3. Η συνάρτηση yn ονομάζεται σφαιρική συνάρτηση
Neumann και είναι αναλυτική για t ∈ (0, ∞). Οι αντίστοιχες Hankel συναρτήσεις
h
(1)
n και h(2)

n είναι γραμμικοί συνδυασμοί των συναρτήσεων Bessel και Neumann
και δίνονται από τι σχέσεις

h(1)
n = jn + iyn και h(2)

n = jn − iyn.
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Επιπλέον, οι jn και yn με την βοήθεια τριγωνομετρικών συναρτήσεων γράφονται
για n = 0

j0(t) =
sin t
t

και y0(t) = −cos t
t

, (2.37)

συνεπώς

h
(1)
0 (t) =

exp(it)
it

και h
(2)
0 (t) =

exp(−it)

−it
. (2.38)

Στη συνέχεια διατυπώνουμε το επόμενο θεώρημα το οποίο συνοψίζει τις ιδιότητες
της ασυμπτωτικής συμπεριφοράς των σφαιρικών συναρτήσεων Hankel [10], [15].

Θεώρημα 2.4.1 Εάν fn = jn, fn = yn, fn = h
(1)
n ή fn = h

(2)
n , τότε ικανοποιού-

νται οι ακόλουθες επαναληπτικές σχέσεις

fn+1(t) + fn−1(t) =
2n+ 1

t
fn(t), n = 1, 2, · · · , (2.39)

fn+1(t) = −tn
d

dt
{t−nfn(t)}, n = 0, 1, 2, · · · , (2.40)

f ′
n(t) = fn−1(t)−

n+ 1

t
fn(t), n = 1, 2, · · · . (2.41)

Για συγκεκριμένο n, το ακόλουθο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα ισχύει:

h(1)
n (t) =

1

t
exp(i(t− nπ/2− π/2)){1 +O(

1

t
)}, (2.42)

(h(1)
n )′(t) =

1

t
exp(i(t− nπ/2)){1 +O(

1

t
)}, (2.43)

καθώς t → ∞. Οι επόμενες ασυμπτωτικές σχέσεις ισχύουν για μεγάλο n:

h(1)
n (z) =

(2n− 1)!!

izn+1

(
1 +O(

1

n
)
)
, (2.44)

(h(1)
n )′(z) = −n+ 1

z
h(1)
n (z) + h

(1)
n−1(z), (2.45)

(h(1)
n )′(z) = −(n+ 1)

(2n− 1)!!

izn+2

(
1 +O(

1

n
)
)
, (2.46)

jn(z) =
zn

(2n+ 1)!!

(
1 +O(

1

n
)
)
, (2.47)

(jn)
′(z) = n

zn−1

(2n+ 1)!!

(
1 +O(

1

n
)
)
, (2.48)

όπου (2n−1)!! = 1 ·3 ·5 · · · (2n−1). Επιπλέον έχουμε την ταυτότητα του Wronski:

h(1)
n (z)(h

(1)
n )′(z)− h

(1)
n (z)(h(1)

n )′(z) = −2i

z2
. (2.49)
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Τελικά ισχύει
h(1)
n (t) = O(

2n

et
)n, n → ∞

ομοιόμορφα ως προς t σε συμπαγή υποσύνολα του (0,∞).

Από τα ασυμπτωτικά αναπτύγματα προκύπτει

∂

∂r
(h(1)

n (kr))− ikh(1)
n (kr) = O(

1

k2r2
).

Συμπεραίνουμε ότι η u(r) = h
(1)
n (kr) ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας του

Sommerfeld
lim
r→∞

r(
∂u

∂r
− iku) = 0. (2.50)

Όπως έχουμε δει η (2.50) είναι η συνθήκη που ικανοποιούν τα βαθμωτά πεδία της
εξίσωσης Helmholtz. Η αντίστοιχη συνθήκη ακτινοβολίας για τα διανυσματικά
πεδία που ικανοποιούν τις εξισώσεις Maxwell είναι αυτή των Silver- Müller.
Στο επόμενο θεώρημα συνοψίζουμε τις ιδιότητες των σφαιρικών αρμονικών και
των συναρτήσεων Bessel.

Θεώρημα 2.4.2 Η συνάρτηση ῡm
n (x) = jn(k|x|)Y m

n (x̂) ικανοποιεί την εξίσωση
Helmholtz ∆υ + k2υ = 0 σε όλο το R3. Η συνάρτηση υm

n (x) = h
(1)
n (k|x|)Y m

n (x̂)
ικανοποιεί την εξίσωσηHelmholtz στοR3\{0} και τη συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld
(2.50).

Κλείνουμε την ενότητα με δύο κλασικά αναπτύγματα. Το πρώτο είναι γνωστό ως
Jacobi-Anger και αφορά τα επίπεδα κύματα [10]

exp(ikρ cos θ) =
∞∑
n=0

in(2n+ 1)jn(kρ)Pn(cos θ). (2.51)

Το δεύτερο είναι γνωστό ως η Funk-Hecke φόρμουλα∫
∂B1

exp(−ikρx̂ · ẑ)Y m
n (ẑ)dA(ẑ) =

4π

in
jn(kρ)(x̂), (2.52)

για x̂ ∈ ∂B1, ρ > 0 και όλα τα n ≥ 0, −n ≤ m ≤ n.
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Κεφάλαιο 3

Χώροι συναρτήσεων

Ηθεωρία μεταβολών των εξισώσεωνMaxwell στηρίζεται στους χώρους Sobolev
βαθμωτών και διανυσματικών συναρτήσεων. Θα δώσουμε τους ορισμούς και τις
βασικές ιδιότητες των χώρων αυτών για τις βαθμωτές συναρτήσεις και για τις δια-
νυσματικές. Στόχος μας είναι διατυπώσουμε τον ορισμό του κατάλληλου χώρου
Sobolev στον οποίο ορίζεται ο τελεστής Calderon του οποίου ιδιότητες μελετάμε
στο επόμενο κεφάλαιο.

3.1 Εισαγωγικές έννοιες

Για κάθε ανοιχτό σύνολο (ανοιχτό και συνεκτικό) Ω ⊂ RN , N = 1, 2, 3 ορί-
ζουμε
Ck(Ω) : το σύνολο των k φορές συνεχώς διαφορίσιμων συναρτήσεων στο Ω,

Ck(Ω̄) : το σύνολο των συναρτήσεων στο Ck(Ω) οι οποίες έχουν φραγμένες και
ομοιόμορφα συνεχείς παραγώγους μέχρι k τάξης στο Ω̄,

Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ : το σύνολο των συναρτήσεων ϕ στο Ω για τις οποίες η
συνάρτηση |ϕ|p είναι ολοκληρώσιμη, δηλαδή∫

Ω

|ϕ|pdV < ∞.

Για p = 2, το L2(Ω) αποτελεί το σύνολο όλων των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων
συναρτήσεων στο Ω, εμφανίζεται σε βασικά προβλήματα.
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Για κάθε U ⊂ Ω που περιέχεται συμπαγώς στο Ω

Lp
loc(Ω) = {υ : Ω → C : υ μετρήσιμη και υ ∈ Lp(U)},

C∞
c (Ω) = {υ : Ω → C : υ ∈ C∞(Ω) και ο φορέας της υ περιέχεται συμπαγώς στο Ω}.

Ημελέτη των εξισώσεωνMaxwell γίνεται σε φραγμένα χωρία τουR3 όπου οι ιδιό-
τητες των χώρων Sobolev προσδιορίζονται από την ομαλότητα ή μη των συνόρων
τους. Τα χωρία στα οποία θα αναφερόμαστε ονομάζονται Lipschitz πολυεδρικά
χωρία. Ακολουθεί ο επόμενος ορισμός για N = 2, 3.

Ορισμός 3.1.1 Το σύνορο ∂Ω ενός φραγμένου χωρίου Ω στο RN είναι συνεχές
κατά Lipschitz αν για κάθε x ∈ ∂Ω υπάρχει ένα ανοιχτό σύνολο O ⊂ RN με x ∈ O

και ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων με ζ = (ζ1, · · · , ζN) το οποίο έχει τις
ακόλουθες ιδιότητες. Υπάρχει διάνυσμα α ∈ RN με την περιοχή O να είναι [13]

O = {ζ| − αj < ζj < αj, 1 ≤ j ≤ N}

και μία Lipschitz συνεχή συνάρτηση ϕ ορισμένη στο

O′ = {ζ ′ ∈ RN−1| − αj < ζj < αj, 1 ≤ j ≤ N − 1}

με |ϕ(ζ ′)| ≤ αN

2
για κάθε ζ ′ ∈ O′ τέτοια ώστε

Ω ∩O = {ζ| ζN < ϕ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′}

και
∂Ω ∩O = {ζ| ζN = ϕ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′}.

Θα λέμε ότι ένα χωρίοΩ είναι Lipschitz και θα εννοούμε ότι έχει σύνορο το οποίο
είναι Lipschitz συνεχές. Μπορεί τα σύνορα των χωρίων να είναι Cℓ όπου ο προη-
γούμενος ορισμός ισχύει για γραφήματα ϕ ∈ Cℓ(O′) για κάθε περιοχή O′ του
ορισμού. Θα θεωρήσουμε για τη μελέτη του τελεστή Calderon σφαιρικό χωρίο το
οποίο είναι ομαλό και έχει C∞ σύνορο. Υπενθυμίζουμε ότι μία πολύ σημαντική
ιδιότητα των χωρίων Lipschitz είναι πως έχουν καλά ορισμένο εξωτερικό μονα-
διαίο κάθετο διάνυσμα ν σχεδόν σε κάθε σημείο του συνόρου ∂Ω [21], |ν| = 1.
Επιπλέον, για την ολοκλήρωση κατά παράγοντες για μία συνάρτηση u ∈ C1(Ω),
όπου ϕ ∈ C∞

c (Ω) συνάρτηση δοκιμής ισχύει∫
Ω

u(x)ϕxi
(x) dx = −

∫
Ω

uxi
(x)ϕ(x) dx (3.1)
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Ορισμός 3.1.2 Η συνάρτηση u ∈ L1
loc(Ω) είναι ασθενώς παραγωγίσιμη αν υπάρ-

χουν συναρτήσεις g1, ..., gn ∈ L1
loc(Ω) τέτοιες ώστε∫

Ω

u(x)ϕxi
(x) dx = −

∫
Ω

gi(x)ϕ(x) dx (3.2)

για κάθε 1 ≤ i ≤ n και για κάθε ϕ ∈ C∞
c (Ω).

3.1.1 Χώροι Sobolev

Σημαντικό ρόλο στη μελέτη των προβλημάτων σκέδασης έχουν οι χώροι συ-
ναρτήσεων Sobolev. Αποδεικνύεται ότι αν ηu ∈ L1

loc(Ω) είναι τέτοια ώστε
∫
Ω
uϕ dx =

0 για κάθε ϕ ∈ C∞
c (Ω) τότε u = 0 στο Ω.

Ορισμός 3.1.3 Ο H1(Ω) είναι γραμμικός χώρος, ονομάζεται χώρος Sobolev και
ορίζεται ως εξής:

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) ασθενώς παραγωγίσιμη και uxi
∈ L2(Ω)}

Η απεικόνιση

< u, υ >=

∫
Ω

(uυ + uxi
υxi

+ ...+ uxnυxn) dx (3.3)

ορίζει ένα εσωτερικό γινόμενο στον H1(Ω) με νόρμα

∥u∥H1(Ω) = [

∫
Ω

(|u|2+ |ux1|2+ ...+ |uxn|2)]
1
2 = (∥u∥2L2(Ω)+∥∇u∥2L2(Ω))

1
2 (3.4)

Αποδεικνύεται ότι Ο H1(Ω) εφοδιασμένος με το εσωτερικό γινόμενο (3.3) είναι
χώρος Hilbert. Επιπλέον, ο χώροςH1

0 (Ω) ορίζεται ως η κλειστή θήκη του C∞
c (Ω)

ως προς τη νόρμα ∥ · ∥H1(Ω). Σημειώνουμε ότι αν το Ω είναι φραγμένο με C1

σύνορο και u ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω), αποδεικνύεται ότι

u ∈ H1
0 (Ω) ↔ u = 0 στο ∂Ω. (3.5)

Συνεπώς λέμε ότι οH1
0 (Ω) αποτελείται από στοιχεία τουH1(Ω) που μηδενίζονται

στο σύνορο ∂Ω.
Από την ανισότητα Poincare για Ω φραγμένο, υπάρχει c > 0 τέτοιο ώστε

∥u∥L2(Ω) ≤ c∥∇u∥L2(Ω), u ∈ H1
0 (Ω) (3.6)
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συνάγεται το συμπέρασμα ότι η νόρμα u 7→ ∥∇u∥L2(Ω) στον H1
0 (Ω) είναι ισοδύ-

ναμη με την Sobolev νόρμα ∥·∥H1(Ω). Υπενθυμίζουμε τον ορισμό του δϋικού ενός
χώρου HilbertX: Για έναν δοθέν χώρο Hilbert , ο δϋικός χώροςX ′ είναι ο χώρος
των φραγμένων γραμμικών συναρτησιακών στοX . Εάν f ∈ X ′ τότε η νόρμα της
f είναι

∥f∥X′ = sup
x∈X, x̸=o

|f(x)|
∥x∥X

.

Ορίζουμε το δϋικό ζεύγος << ·, · >>X

<< g, u >>X= g(u) για κάθε u ∈ X και g ∈ X ′.

Εάν μία συνάρτηση u είναι επαρκώς ομαλή, μπορούμε να ορίσουμε τη συνορική
τιμή της στο ∂Ω. Αυτή η τιμή ονομάζεται ίχνος της u στο σύνορο ∂Ω. Για οποια-
δήποτε συνάρτηση u ∈ C∞(Ω̄), η τιμή της στο σύνορο ∂Ω ορίζεται καλώς. Έτσι
ορίζουμε τον τελεστή ίχνους γ0 ώστε γ0(u) = u|∂Ω.
Ο πιο σημαντικός χώρος στον οποίο ορίζεται ο τελεστής ίχνους είναι οH1/2(∂Ω)

και ο δϋικός του H−1/2(∂Ω). Η νόρμα αυτού του χώρου είναι η συνήθης δϋική
νόρμα. Πιο συγκεκριμένα, για κάθε Lipschitz επιφάνεια S ορίζουμε

< f, g >S=

∫
S

fḡdA.

Η νόρμα στον H−1/2(∂Ω) μπορεί να γραφεί

∥f∥H−1/2(∂Ω) = sup
g∈H1/2(∂Ω)

| < f, g >∂Ω |
∥g∥H1/2(∂Ω)

, (3.7)

όπου έχουμε θεωρήσει ότι ο χώρος H−1/2(∂Ω) μπορεί να χαρακτηριστεί ως η
πλήρωση του L2(∂Ω) [18].

3.2 Διανυσματικές συναρτήσεις

Το εσωτερικό γινόμενο στον L2(Ω) επεκτείνεται τετριμμένα για διανυσματι-
κές συναρτήσεις. Θεωρούμε τις u = (u1, u2, u3)

T ∈ (L2(Ω))3 καιυ = (υ1, υ2, υ3)
T ∈

(L2(Ω))3, τότε γράφουμε το (L2(Ω))3 εσωτερικό γινόμενο

(u, υ) =
∫
Ω

3∑
j=1

uj ῡj dV. (3.8)
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3.2.1 Οι τελεστές στροβιλισμού και απόκλισης

Ορίζουμε τον τελεστή στροβιλισμου, curl, και τον τελεστή απόκλισης, divergence.
Για μία διανυσματική συνάρτηση υ ∈ (C∞

0 (Ω)
′
))3 με υ = (υ1, υ2, υ3)

T έχουμε

∇× υ = (
∂υ3
∂x2

− ∂υ2
∂x3

,
∂υ1
∂x3

− ∂υ3
∂x1

,
∂υ2
∂x1

− ∂υ1
∂x2

), (3.9)

όπου οι παράγωγοι δίνονται με την έννοια των κατανομών. Ειδικότερα εφαρμό-
ζοντας την (3.2) σε κάθε συνιστώσα του curl, προκύπτει

(∇× υ,ϕ) = (υ,∇× ϕ) για όλα τα ϕ ∈ (C∞
0 (Ω))3. (3.10)

Αντίστοιχα, για να ορίσουμε τον τελεστή div έχουμε

∇ · υ =
3∑

i=1

∂υi
∂xi

. (3.11)

Εφαρμόζοντας πάλι την (3.2) σε κάθε συνιστώσα του div, προκύπτει

(∇ · υ, ϕ) = −(υ,∇ϕ) για όλα τα ϕ ∈ C∞
0 (Ω). (3.12)

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της ασθενούς παραγώγου δείχνουμε ότι

∇× (∇p) = 0 για όλα τα p ∈ C∞
0 (Ω)

′
, (3.13)

∇ · (∇× υ) = 0 για όλα τα υ ∈ (C∞
0 (Ω)

′
)3. (3.14)

Για να αποδείξουμε την (3.13) θέτουμε στην (3.10) υ = ∇p και καταλήγουμε
στην (∇×∇p, ϕ) = (∇p, ∇×ϕ) για όλα τα ϕ ∈ (C∞

0 (Ω))3. Στη συνέχεια από
τον ορισμό της κλίσης με την έννοια των κατανομών προκύπτει (∇p, ∇× ϕ) =

−(p, ∇·(∇×ϕ)) = 0 για όλα ταϕ ∈ (C∞
0 (Ω))3 όπου η τελευταία ισότητα ισχύει

εφόσον∇ · (∇×ϕ) = 0 για ομαλές συναρτήσεις. Στη συνέχεια θα μελετήσουμε
κατάλληλους χώρους συναρτήσεων οι οποίοι συνδέονται με αυτούς τους τελε-
στές. Θα επικεντρωθούμε σε αποτελέσματα πυκνότητας τα οποία μας επιτρέπουν
να προσεγγίσουμε τις συναρτήσεις των χώρων αυτών με ομαλές συναρτήσεις. Με
αυτόν τον τρόπο θα ορίσουμε κατάλληλους τελεστές ίχνους και θα διατυπώσουμε
τα αντίστοιχα θεωρήματα.
Θα διατυπώσουμε αρχικά κάποιες βασικές ολοκληρωτικές ταυτότητες για επαρ-
κώς παραγωγισίμες διανυσματικές συναρτήσεις.
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Θεώρημα 3.2.1 (Θεώρημα Απόκλισης) Έστω Ω ⊂ R3, με σύνορο ∂Ω και μο-
ναδιαίο εξωτερικό κάθετο ν, φραγμένο χωρίο Lipschitz. Έστω F : R3 → R3

διανυσματικό πεδίο με F ∈ (C1(Ω))3. Τότε∫
Ω

∇ · FdV =

∫
∂Ω

F · νdA. (3.15)

Μέσω του θεωρήματος της απόκλισης αποδεικνύονται οι επόμενες σημαντικές
διανυσματικές ταυτότητες.

Πόρισμα 3.2.1 Έστω Ω ⊂ R3 ένα φραγμένο χωρίο Lipschitz με σύνορο ∂Ω και
μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο ν.

1. Αν ξ ∈ C1(Ω̄) και υ ∈ (C1(Ω̄))3 τότε∫
Ω

∇ · υξ dV = −
∫
Ω

υ · ∇ξ dV+

∫
∂Ω

ν · υξ dA. (3.16)

2. (Πρώτη ταυτότητα Green) Αν ξ ∈ C1(Ω̄) και p ∈ C2(Ω̄) τότε∫
Ω

∆pξ dV = −
∫
Ω

∇p · ∇ξ dV+

∫
∂Ω

∂p

∂ν
ξ dA (3.17)

3. (Δεύτερη ταυτότητα Green) Αν ξ ∈ C2(Ω̄) και p ∈ C2(Ω̄) τότε∫
Ω

(∆pξ − p∆ξ) dV =

∫
∂Ω

(
∂p

∂ν
ξ − ∂ξ

∂ν
p) dA (3.18)

4. Υποθέτουμε ότι ν και ϕ ανήκουν στο (C1(Ω̄))3. Τότε∫
Ω

∇× υ · ϕ dV =

∫
Ω

υ · ∇ × ϕ dV+

∫
∂Ω

ν × υ · ϕ dA (3.19)

Αν συγκρίνουμε τη σχέση (3.16) με την (3.12) και την (3.19) με την (3.10) φαίνεται
πως συσχετίζονται οι ορισμοί των παραγώγων του στροβιλισμού και της απόκλι-
σης, με την έννοια των κατανομών, και οι κλασικές ολοκληρωτικές ταυτότητες.
Αυτές οι ταυτότητες θα επεκταθούν σε κατάλληλους χώρους Sobolev.
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3.2.2 Οι χώροι H(div; Ω), H(curl; Ω)

Στη συνέχεια θα διατυπώσουμε κάποια βασικά αποτελέσματα για τον χώρο
των διανυσματικών συναρτήσεων με τετραγωνικά ολοκληρώσιμη απόκλιση [12].
Ο χώρος αυτός συμβολίζεται με H(div; Ω) και ορίζεται

H(div; Ω) = {u ∈ (L2(Ω))3|∇ · u ∈ L2(Ω)} (3.20)

και η αντίστοιχη νόρμα δίνεται

∥u∥H(div;Ω) = (∥u∥2(L2(Ω))3 + ∥∇ · u∥2L2(Ω))
1
2 . (3.21)

Ο H(div; Ω) είναι χώρος Hilbert με το προφανές εσωτερικό γινόμενο.

Θεώρημα 3.2.2 Έστω Ω φραγμένο χωρίο Lipschitz στον R3. Τότε

H(div; Ω) = κλειστότητα του (C∞(Ω̄))3 ως προς την H(div; Ω) νόρμα. (3.22)

Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι οι συναρτήσεις του H(div; Ω) έχουν καλά ορι-
σμένη κάθετη συνιστώσα στο σύνορο ∂Ω. Αυτό σχετίζεται με τις συνοριακές
συνθήκες που επιβάλλονται μεταξύ των διεπιφανειών με διαφορετικό υλικό μέσο
ώστε οι κάθετες συνιστώσες των διανυσματικών πεδίων στο σύνορο του χωρίου
να είναι συνεχείς.
Έστω συνάρτηση υ ∈ (C∞(Ω̄))3, ο τελεστή ίχνους γn ορίζεται σχεδόν παντού με
τον κλασικό τρόπο

γn(υ) = υ|∂Ω · ν. (3.23)

Θεώρημα 3.2.3 Έστω Ω ⊂ R3 φραγμένο χωρίο Lipschitz στον R3 με εξωτερικό
μοναδιαίο κάθετο ν. Τότε

1. Η απεικόνιση γn που ορίζεται από την (3.23) επεκτείνεται συνεχώς σε μία
συνεχή γραμμική απεικόνιση γn από το H(div; Ω) επί του H− 1

2 (∂Ω)

2. Το ακόλουθο Θεώρημα Green ισχύει για συναρτήσεις υ ∈ H(div; Ω) και
ϕ ∈ H1(Ω)

(υ, ∇ϕ) + (∇ · υ, ϕ) =< ϕ, γn(υ) >∂Ω (3.24)
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Κατά την μελέτη προβλημάτων που ορίζεται η κάθετη συνιστώσα του διανυσματι-
κού πεδίου στο σύνορο ∂Ω, χρειάζεται να θεωρήσουμε τον υπόχωρο τουH(div; Ω)

στον οποίο ο τελεστής γn μηδενίζεται. Έτσι έχουμε

H0(div; Ω) = κλειστότητα του (C∞
0 (Ω))3 ως προς την H(div; Ω) νόρμα.

(3.25)
Το επόμενο θεώρημα επιβεβαιώνει ότι οι ορισμοί που δόθηκαν είναι οι κατάλλη-
λοι.

Θεώρημα 3.2.4 Θεωρούμε Ω φραγμένο χωρίο Lipschitz στον R3. Τότε

H0(div; Ω) = {υ ∈ H(div; Ω)| υ · ν|∂Ω = 0}. (3.26)

Ορίζουμε το χώρο των διανυσματικών συναρτήσεων στονR3 με τετραγωνικά ολο-
κληρώσιμο στροβιλισμό

H(curl; Ω) =
{
υ ∈ (L2(Ω))3|∇ × υ ∈ (L2(Ω))3

}
(3.27)

με νόρμα
∥υ∥H(curl;Ω) = (∥υ∥(L2(Ω))3 + ∥∇ × υ∥2L2(Ω))

1
2 . (3.28)

Κατά την μελέτη της ύπαρξης λύσης των εξισώσεων Maxwell με τις μεταβολικές
μεθόδους ο χώρος λύσεων των ζητούμενων πεδίων είναι ο H(curl; Ω). Για τους
χώρους Sobolev ανώτερης τάξης, για s ≥ 0,

Hs(curl; Ω) =
{
υ ∈ (Hs(Ω))3|∇ × υ ∈ (Hs(Ω))3

}
. (3.29)

Ο H0(curl; Ω) ορίζεται μέσω της πυκνότητας

H0(curl; Ω) = κλειστότητα του (C∞
0 (Ω))3 ως προς τον H(curl; Ω). (3.30)

Στη συνέχεια διατυπώνουμε ένα λήμμα που δίνει έναν εναλλακτικό χαρακτηρισμό
των συναρτήσεων στον H0(curl; Ω).

Λήμμα 3.2.1 Έστω Ω φραγμένο χωρίο Lipschitz στον R3. Υποθέτουμε ότι u ∈
H(curl; Ω) τέτοια ώστε για κάθε ϕ ∈ (C∞

0 (Ω̄))3

(∇× u, ϕ)− (u, ∇× ϕ) = 0. (3.31)

Τότε u ∈ H0(curl; Ω).
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Μέσω του προηγούμενου λήμματος αποδεικνύεται το ακόλουθο αποτέλεσμα πυ-
κνότητας

Θεώρημα 3.2.5 Έστω Ω φραγμένο χωρίο Lipschitz στον R3. Τότε η κλειστότητα
του (C∞

0 (Ω̄))3 στον H(curl; Ω) με νόρμα είναι ο H(curl; Ω).

Το θεώρημαGreen στην (3.31) ισχύει για διανυσματικές συναρτήσεις u ∈ H0(curl; Ω)

καιϕ ∈ H(curl; Ω) το οποίο προκύπτει άμεσα από την πυκνότητα του (C∞
0 (Ω̄))3

στον H(curl; Ω).
Στη συνέχεια θα εξετάσουμε τις ιδιότητες των ιχνών των συναρτήσεων που ανή-
κουν στον H(curl; Ω). Για να μελετήσουμε προβλήματα συνοριακών τιμών των
εξισώσεωνMaxwell πρέπει το ίχνος του εφαπτόμενου ηλεκτρικού πεδίου να είναι
καλά ορισμένο. Έτσι, αν ο H(curl; Ω) είναι ο χώρος λύσεων πρέπει να δείξουμε
ότι οι συναρτήσεις του χώρου αυτού έχουν καλά ορισμένο εφαπτομενικό ίχνος
[12], [2], [6]. Ορίζουμε για μία ομαλή διανυσματική συνάρτηση υ ∈ (C∞(Ω))3,
τα ίχνη

γt(υ) = ν × υ|∂Ω (3.32)

γT (υ) = (ν × υ|∂Ω)× ν (3.33)

όπου ν μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο στο Ω.

Θεώρημα 3.2.6 Υποθέτουμε ότι Ω φραγμένο χωρίο Lipschitz στον R3. Τότε ο τε-
λεστής ίχνους γt της (3.32) που ορίστηκε με κλασικό τρόπο στο (C∞(Ω))3 μπορεί
να επεκταθεί συνεχώς σε μία συνεχή γραμμική απεικόνιση από τονH(curl; Ω) στον
(H−1/2(∂Ω))3. Επιπλέον, το θεώρημα Green ισχύει για κάθε υ ∈ H(curl; Ω) και
ϕ ∈ (H1(Ω))3

(∇× υ, ϕ)− (υ, ∇× ϕ) =< γt(υ), ϕ >∂Ω . (3.34)

Σχόλιο. Η απεικόνιση γt : H(curl; Ω) → (H−1/2(∂Ω))3 δεν είναι 1 − 1 και
επί διότι για οποιοδήποτε υ, ο τελεστής ίχνους γt(υ) είναι εφαπτομενικός στο
σύνορο ∂Ω, ενώ ο χώρος (H−1/2(∂Ω))3 περιέχει διανύσματα τα οποία δεν είναι
εφαπτομενικά του ∂Ω. Ο πιο κατάλληλος χώρος για αυτόν τον τελεστή θα δοθεί
παρακάτω.
Ανάλογο αποτέλεσμα θα μπορούσε να αποδειχθεί για τον τελεστή ίχνους γT αλλά
αυτό γενικά δεν ισχύει, διότι αν μία υ ∈ (H1(Ω))3 τότε δεν είναι απαραίτητο ο
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τελεστής γt(υ) ∈ (H1/2(∂Ω))3. Για το λόγο αυτό [7] ορίζουμε το χώρο ίχνους
(trace space) Y (∂Ω) ως εξής:

Y (∂Ω) = {f ∈ (H− 1
2 (∂Ω))3| υπάρχει u ∈ H(curl; Ω) με γt(u) = f} (3.35)

με νόρμα
∥f∥Y (∂Ω) = inf

u∈H(curl;Ω),γt(u)=f
∥u∥H(curl;Ω)

Με αυτή τη νόρμα, ο Y (∂Ω) είναι χώρος Banach.
Ο χαρακτηρισμός του χώρου του τελεστή ίχνους φαίνεται ότι δεν είναι τόσο εύ-
κολος διότι για να ελέγξουμε αν μία συνάρτηση ανήκει στον Y (∂Ω) πρέπει να την
επεκτείνουμε στο σύνορο ∂Ω. Το θεώρημα που ακολουθεί χαρακτηριζεί τον χώρο
Y (∂Ω).

Θεώρημα 3.2.7 Ο χώρος Y (∂Ω) είναι χώρος Hilbert. Η απεικόνιση ίχνους γt :

H(curl; Ω) → Y (∂Ω) είναι επί. Η απεικόνιση γT : H(curl; Ω) → Y (∂Ω)
′ είναι

καλώς ορισμένη. Για κάθε υ ∈ H(curl; Ω) και ϕ ∈ H(curl; Ω)

(∇× υ, ϕ)− (υ, ∇× ϕ) =< γt(υ), γT (ϕ) >∂Ω . (3.36)

Σημειώνουμε ότι για ένα χωρίο Lipschitz έχει αποδειχθεί ότι ο γT είναι 1 − 1

και επί [6]. Τέλος, ο χαρακτηρισμός του Y (∂Ω) μπορεί να γίνει με μεγαλύτερη
σαφήνεια αφού εισάγουμε πρώτα τον ακόλουθο χώρο

H
− 1

2
t (∂Ω) = {s ∈ (H− 1

2 (∂Ω))3| s · ν = 0 σχεδόν παντού στο ∂Ω}. (3.37)

Συνεπώς έχουμε ότιY (∂Ω) ⊂ H
− 1

2
t (∂Ω). Για να ελέγξουμε ότι ο γt(υ) ∈ H− 1

2 (∂Ω)

ακολουθούμε τον παρακάτω συλλογισμό:
Επιλέγουμε ϕ = ∇ξ για ξ ∈ H1(Ω) και αντικαθιστούμε στην (3.36) από όπου
προκύπτει (∇× υ, ∇ξ) =< γt(υ), γT (∇ξ) >∂Ω. Μέσω της σχέσης

(∇p)|∂Ω = ∇∂Ωp+
∂p

∂ν
ν (3.38)

για μία συνάρτηση p διαφορίσιμη σε μία περιοχή του ∂Ω προκύπτει ότι
ν ×∇p× ν = ∇∂Ωp. Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να γράψουμε
< ν × υ, ∇∂Ωξ >∂Ω= (∇ × υ, ∇ξ). Ολοκληρώνουμε κατά μέρη και από την
(3.24) με ∇ · ∇ × υ = 0 έχουμε < ν × υ, ∇∂Ωξ >∂Ω=< ξ, ν · (∇× υ) >∂Ω.
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Το αριστερό μέλος είναι ο ασθενής ορισμός της αρνητικής επιφανειακής απόκλι-
σης και ισχύει ότι για κάθε υ ∈ H(curl; Ω)

∇∂Ω · (ν × υ) = −ν · (∇× υ) ∈ H− 1
2 (∂Ω). (3.39)

Συνεπώς προκύπτει ότι η επιφανειακή απόκλιση του γt(υ) ανήκει στονH− 1
2 (∂Ω).

Επομένως οι συναρτήσεις του χώρου Y (∂Ω) έχουν καλά ορισμένη επιφανειακή
απόκλιση. Για μία ομαλή επιφάνεια ο χώρος

Y (∂Ω) = {u ∈ H
− 1

2
t (∂Ω)|∇∂Ω · u ∈ H− 1

2 (∂Ω)} (3.40)

συμβολίζεται συνήθως με H− 1
2 (Div; ∂Ω) και ονομάζεται χώρος επιφανειακής

απόκλισης. Ο δϋικός του, Y (∂Ω)′ για ομαλά χωρία δίνεται

H− 1
2 (Curl; ∂Ω) = {u ∈ H

− 1
2

t (∂Ω)|∇∂Ω × u ∈ H− 1
2 (∂Ω)}

και ονομάζεται χώρος επιφανειακού στροβολισμού.
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Κεφάλαιο 4

Ο τελεστής Calderon

Εισαγωγή

Ο Alberto Pedro Calderon γεννήθηκε στις 14 Σεπτεμβρίου 1920. Ήταν Αργε-
ντίνος Μαθηματικός και θεωρήθηκε ως ένας από τους κορυφαίουςΜαθηματικούς
του τελευταίου μισού του προηγούμενου αιώνα.
Στα δώδεκά του χρόνια, μετά από τον ξαφνικό θάνατο της μητέρας του, φοίτησε
σε οικοτροφείο αρρένων κόντα στην Ζυρίχη της Ελβετίας για δύο χρόνια όπου
και εκδήλωσε το ενδιαφέρον του για τα Μαθηματικά. Στη συνέχεια τελείωσε το
σχολείο στην γεννέτειρα πόλη του, Mondoza στην Αργεντινή.
Ολοκλήρωσε τις σπουδές του στη Μηχανική στο Πανεπιστήμιο του Μπουένος
Άϊρες λαμβάνοντας πτυχίο πολιτικού μηχανικού το 1947. Κατά τη διάρκεια της
πρώτης του εργασίας ως ερευνητής στο εργαστήριο του γεωφυσικού τμήματος
μίας εταιρίας επεξεργασίας πετρελαίου, ήρθε σε επαφή με καθηγητές Μαθημα-
τικούς του Πανεπιστημίου του Μπουένος ’Αϊρες. Εκείνη την περίοδο μελέτησε
πειραματικά την πιθανότητα να προσδιοριστεί η αγωγιμότητα ενός σώματος από
μετρήσεις του ηλεκτρικού ρεύματος στο σύνορο του σώματος. Τα αποτελέσματα
αυτά δημοσιεύθηκαν πολύ αργότερα, το 1980 και έθεσαν τις βάσεις για μία νέα
ερευνητική περιοχή στα Μαθηματικά, αυτή των αντίστροφων προβλημάτων.
Από το 1947 ξεκινά μία στενή συνεργασία με τον Πολωνό Μαθηματικό Antoni
Zygmund, υπό την εποπτεία του οποίου λαμβάνει το διδακτορικό του στα Μα-
θηματικά, το 1950. Η διατριβή του Calderon αποδείχθηκε σημαντική: κάθε μία
από τις τρεις εργασίες του επιλύει ένα μακροχρόνιο ανοικτό πρόβλημα στην ερ-
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γοδική θεωρία ή την αρμονική ανάλυση. Η ερευνητική τους συνεργασία κράτησε
περισσότερο από 30 έτη και συνέβαλλε στην θεωρία ολοκληρωτικών τελεστών με
ιδιάζοντες πυρήνες. Η εργασία τους, ‘‘Calderón, A. P., Zygmund, A. (1952), ‘‘On
the existence of certain singular integrals”, Acta Mathematica, 88 (1): 85–139”
επηρέασε σημαντικά το Διεθνές Σχολείο Ανάλυσης του Πανεπιστημίου του Σι-
κάγο (Chicago School of hard analysis) το οποίο και εξακολουθεί να αποτελεί ση-
μαντική παράδοση στη μαθηματική ζωή του Eckhart Hall στο Πανεπιστήμιο του
Σικάγο. Ένα από τα πρώτα κοινά αποτελέσματά τους ήταν το Calderon-Zygmund
decomposition lemma, το οποίο οδήγησε στην μελέτη μίας ασθενούς τύπου συ-
νέχειας των ολοκληρωτικών τελεστών με ιδιάζοντες πυρήνες, το οποίο χρησιμο-
ποιείται σήμερα ευρέως σε όλη την ανάλυση και τη θεωρία πιθανοτήτων.
Ο Browder είχε πεί πως ‘‘Ο Calderon ήταν ένας από τους βασικούς δεσμούς με-
ταξύ της Ανάλυσης Fourier και των μερικών διαφορικών εξισώσεων”. Είναι ση-
μαντικό να αναφερθεί, πως το έργο του Calderon έχει συμβάλλει πρακτικά στην
επεξεργασία σήματος, στην τομογραφία, στην γεωφυσική και ευρύτερα στην εξή-
γηση του φυσικού σύμπαντος.
Η συνεισφορά του στα μαθηματικά αναγνωρίστηκε διεθνώς με πλήθος βραβείων,
μεταξύ αυτών ήταν το βραβείο Wolf το 1989 και το Εθνικό Μετάλλιο Επιστήμης
από τον πρόεδρο ΤζωρτζΜπους το 1991. Η Διεθνή ΈνωσηΑντίστροφωνΠροβλη-
μάτων (IPIA), το 2007, προς τιμήν του Calderon, καθιέρωσε το βραβείο Calderon
που απονέμει σε ΄΄ ερευνητή που έχει κάνει ευδιάκριτες συνεισφορές στο πεδίο
των αντίστροφων προβλημάτων ΄΄.
Στην ακαδημαϊκή του πορεία ο Calderon δίδαξε σε πολλά Πανεπιστήμια, όπως
στο Πανεπιστήμιο του Σικάγο, του Οχάϊο και του Μπουένος Άϊρες.
Επιπλέον, ήταν μέλος στο ΙνστιτούτοΠροηγμένωνΜελετών στο Princeton (Institute
for Advanced Study) και αναπληρωτής καθηγητής στο Ινστιτούτο Τεχνολογίας
της Μασαχουσέτης (Massachusetts Institute of Technology). Ο Calderon απεβί-
ωσε έπειτα από σύντομη ασθένεια στις 16 Απριλίου 1998 σε ηλικία 77 ετών.
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4.1 Το εξωτερικό πρόβλημα Maxwell

Εφαρμόζουμε τη μέθοδο των χωριζομένων μεταβλητών για την επίλυση των
εξισώσεων Maxwell στο R3 \ B̄R, δηλαδή στο εξωτερικό χωρίο μίας σφαίρας
ακτίναςR. Στην παρουσίαση μας θα ακολουθήσουμε [10] μελετώντας τη λύση του
προβλήματος σε χώρους Sobolev. Πιο συγκεκριμένα, αναζητούμε το σκεδασμένο
πεδίο Es:

∇×∇× Es − k2Es = 0 στο R3 \ B̄R, (4.1)

ν × Es = λ στο ∂BR, (4.2)

ρ(∇× Es × x̂− ikEs) → 0 καθώς ρ → ∞, (4.3)

όπου το λ είναι κατάλληλα δοσμένο εφαπτομενικό διανυσματικό πεδίο στο σύ-
νορο της σφαίρας με δείκτη R. Για λ = g έχουμε τη λύση του προβλήματος
(2.18)-(2.20). Θα επεκτείνουμε τα συνοριακά δεδομένα στο σύνορο της σφαίρας
με δείκτηR μέσω μίας κατάλληλης διανυσματικής βάσης συναρτήσεων. Θέτουμε
Y m
n (x̂), m = −n, ..., n, n = 0, 1, ... την ορθοκανονική ακολουθία σφαιρικών αρ-

μονικών συναρτήσεων στη μοναδιαία σφαίρα κανονικοποιημένων έτσι ώστε∫
∂BR

Y m
n (x̂)Y m′

n′ (x̂)dA = δnn′δmm′ . (4.4)

Η βάση συναρτήσεων για τα εφαπτομενικά πεδία στο ∂BR είναι οι διανυσματικές
σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις τάξης n και δίνονται από τους τύπους:

Um
n =

1√
n(n+ 1)

∇∂B1Y
m
n

Vm
n = x̂× Um

n ,

(4.5)

για n = 1, 2, ... καιm = −n, ..., n. Το∇∂B1 εκφράζει την επιφανειακή κλίση στην
επιφάνεια της μοναδιαίας σφαίρας, ∂B1. Το επόμενο λήμμα επιβεβαιώνει ότι οι
διανυσματικές σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις είναι μία σωστή επιλογή για την
επέκταση που θέλουμε να κάνουμε.

Λήμμα 4.1.1 Οι διανυσματικές σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις Um
n και Vm

n που
ορίστηκαν στην (4.5) είναι μία πλήρης ορθοκανονική βάση για τον L2

t (∂B1).
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Η απόδειξη του λήμματος μπορεί να βρεθεί στη βιβλιογραφία [19]. Μπορούμε να
επεκτείνουμε κάθε συνάρτηση λ ∈ L2

t (∂BR) μέσω της έκφρασης

λ =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

an,mUm
n + bn,mVm

n , (4.6)

και από το θεώρημα Parseval μπορούμε να ορίσουμε

∥λ∥2L2
t (∂BR) =

∞∑
n=1

n∑
m=−n

(|an,m|2 + |bn,m|2). (4.7)

Ο κατάλληλος χώρος για να οριστεί το εφαπτομενικό διανυσματικό πεδίο λ είναι
ο H− 1

2 (Div; ∂BR), που είναι η πλήρωση του χώρου L2
t (∂BR) ως προς τη νόρμα

∥λ∥2
H− 1

2 (Div;∂BR)
= ∥λ∥2

(H− 1
2 (∂BR))3

+ ∥∇∂BR
· λ∥2

H− 1
2 (∂BR)

. (4.8)

Για ομαλό σύνορο και συγκεκριμένα για την επιφάνεια της σφαίρας ∂BR, έχουμε

Y (∂BR) = H− 1
2 (Div; ∂BR), (4.9)

όπου το Y (∂BR) είναι χώρος ίχνους που ορίστηκε στην (3.35) και ισχύει για τον
δϋικό του

Y (∂BR)
′ = H(Curl; ∂BR). (4.10)

Αν λ =
∑∞

n=1

∑n
m=−n an,mUm

n + bn,mVm
n και

∇∂BR
· λ =

1

R

∞∑
n=1

n∑
m=−n

an,m√
n(n+ 1)

∆∂B1Y
m
n

=
1

R

∞∑
n=1

n∑
m=−n

an,m
√

n(n+ 1)Y m
n , (4.11)

τότε μπορούμε ισοδύναμα να εκφράσουμε τη νόρμα (αγνοώντας το ακτινικό μέ-
ρος)

∥λ∥2
H− 1

2 (Div;∂BR)
=

∞∑
n=1

n∑
m=−n

√
n(n+ 1)|an,m|2 +

1√
n(n+ 1)

|bn,m|2. (4.12)

Για να δηλώσουμε την επιφανειακή απόκλιση ενός συνόρου χρησιμοποιούμε το
Div στη θέση του div . Παρόλο που αποδεικνύεται ότι κατάλληλα ίχνη των συ-
ναρτήσεων τουH(curl;BR) ανήκουν στονH− 1

2 (Div; ∂BR), μπορούμε να το επε-
κτείνουμε και να ορίσουμε Hs(Div; ∂BR) για κάθε s ως εξής

Hs(Div; ∂BR) = {u ∈ (Hs(∂BR))
3|u ·ν = 0 και∇∂BR

·u ∈ Hs(∂BR)} (4.13)
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με νόρμα

∥λ∥2Hs(Div;∂BR) = ∥λ∥2(Hs(∂BR))3 + ∥∇∂BR
· λ∥2Hs(∂BR) (4.14)

ή ισοδύναμα αν το λ επεκτείνεται (4.6)

∥λ∥2Hs(Div;∂BR) =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

{(n(n+1))(s+1)|αn,m|2+(n(n+1))s|bn,m|2}. (4.15)

Μετά την αναπαράσταση για το λ και τις νόρμες του στο σύνορο της σφαίρας
BR θα αναπτύξουμε μία σειρά λύσεων από ακτινοβολούσες λύσεις των εξισώ-
σεων Maxwell ((4.1)-(4.3)). Βάσει του δυναμικού Debye [19], θα ορίσουμε τις
διανυσματικές κυματικές συναρτήσεις

Mm
n = ∇× {xh(1)

n (k|x|)Y m
n (x̂)},

Nm
n =

1

ik
∇×Mm

n ,
(4.16)

για n = 0, 1, ... και m = −n, ...n, όπου h
(1)
n είναι σφαιρική συνάρτηση Hankel

πρώτου είδους και τάξης n που βρίσκεται στη βιβλιογραφία [10].

Θεώρημα 4.1.1 Οι συναρτήσειςNm
n καιMm

n που ορίστηκαν στην (4.16) είναι ακτι-
νοβολούσες λύσεις των εξισώσεων Maxwell στο R3 \ {0}.

Την απόδειξη μπορεί να τη βρει κανείς στις βιβλιογραφίες [10], [19]. Στη συνέχεια
θα αναφέρουμε ένα γνωστό αποτέλεσμα για τις διανυσματικές σφαιρικές αρμονι-
κές συναρτήσεις. Συγκεκριμένα ορίζουμε τις συναρτήσεις

M̃m
n = ∇× {xjn(k|x|)Y m

n (x̂)},

Ñm
n =

1

ik
∇× M̃m

n .
(4.17)

Οι M̃m
n , tildeNm

n είναι εσωτερικές διανυσματικές σφαιρικές αρμονικές συναρτή-
σεις που χρησιμοποιούνται για την επέκταση της λύσης των εξισώσεων Maxwell
στο εσωτερικό της σφαίρας. Επιπλέον, χρειαζόμαστε κατάλληλες λύσεις της εξί-
σωσης Helmholtz όπως ορίστηκαν στο προηγούμενο θεώρημα (2.4.2). Θεωρώ-
ντας τη Φ θεμελιώδη λύση της εξίσωσης Helmholtz και ένα σταθερό διάνυσμα p
γράφουμε την ακόλουθη σχέση που αναφέρεται ως προσθετικό θεώρημα για δια-
νύσματα και εκφράζουμε τις διανυσματικές κυματικές συναρτήσεις σε σχέση με
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τις συναρτήσεις Bessel

Φ(x, y)p =
∞∑
n=1

ik

n(n+ 1)

n∑
m=−n

Nm
n (x)Ñm

n (y) · p

−
∞∑
n=1

ik

n(n+ 1)

n∑
m=−n

Mm
n (x)M̃m

n (y) · p

+
i

k

∞∑
n=1

n∑
m=−n

∇υm
n (x)υ̃m

n (y) · p, (4.18)

η οποία συγκλίνει ως προς y για σταθερό x ή ως προς x για σταθερό y εφόσον
|x| > |y|. Επιπλέον, η φόρμουλα αυτή όπως και κάθε όρος που προκύπτει από
την παραγώγιση ως προς x ή ως προς y συγκλίνει ομοιόμορφα και απόλυτα σε
συμπαγή σύνολα με |x| > |y|.

Θεώρημα 4.1.2 Υποθέτουμε ότιEs είναι ακτινοβολούσα λύση των εξισώσεωνMaxwell
για |x| > R > 0. Τότε το σκεδασμένο πεδίο Es έχει την αναπαράσταση

Es(x) =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

αn,mMm
n (x) + βn,mNm

n (x). (4.19)

Οι σειρές συγκλίνουν ομοιόμορφα μαζί με τις παραγώγους τους, σε συμπαγή υποσύ-
νολα του |x| > R. Αντίστροφα, αν η εφαπτομενική συνιστώσα των σειρών συγκλίνει
ομοιόμορφα στον L2

t (∂BR) τότε η σειρά συγκλίνει ομοιόμρφα σε συμπαγή υποσύ-
νολα του R3 \ B̄R και αναπαριστά ακτινοβολούσα λύση των εξισώσεων Maxwell.

Σημειώνουμε ότι οι αντίστοιχες λύσεις για το μαγνητικό πεδίο Hs = (
1

ik
)∇× Es

είναι

Hs(x) =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

{αn,mN
m
n (x)− βn,mM

m
n (x)}. (4.20)

Ανάλογο θεώρημα υπάρχει για τα εσωτερικά προβλήματα. Σε αυτήν την περί-
πτωση, για κάθε χωρίο LipschitzD, μία λύση για το εσωτερικό σύστημαMaxwell
μπορεί να αναπαρασταθεί σε μία μπάλα B που περιέχεται στο D από την (4.19)
με το Mm

n να αντικαθίσταται από το M̃m
n και το Nm

n να αντικαθίσταται από το
Ñm

n . Η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη στα συμπαγή υποσύνολα της μπάλας . Αυτή
η επέκταση είναι χρήσιμη στην αναπαράσταση προσπιπτόντων ηλεκτρομαγνητι-
κών πεδίων σε μία περιοχή γύρω από τον σκεδαστή ή για τον υπολογισμό σειράς
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λύσεων κατά τη σκέδαση από μία διηλεκτρική σφαίρα [24].
Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι τα συνοριακά δεδομένα λ ∈ H− 1

2 (Div; ∂BR) μπο-
ρούν να αναπαρασταθούν από την (4.6). Θέλουμε να υπολογίσουμε το σκεδα-
σμένο πεδίο που ικανοποιεί τις (4.1)-(4.3) συναρτήσει των συντελεστών της επέ-
κτασης. Το παραπάνω θεώρημα, μας δείχνει ότι κάθε ακτινοβολούσα λύση των
εξισώσεων Maxwell μπορεί να γραφτεί (για |x| > R) στη μορφή

Es(x) =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

{αn,mMm
n (x) + βn,mNm

n (x)}, (4.21)

όπου η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη σε συμπαγή υποσύνολα του |x| > R. Το αντί-
στοιχο μαγνητικό πεδίο Hs δίνεται από

Hs(x) =
1

ik
∇× Es =

∞∑
n=1

n∑
m=−n

{αn,mNm
n (x)− βn,mMm

n (x)}. (4.22)

Θέλουμε να εκφράσουμε x̂×Es και x̂×Hs στην επιφάνεια της σφαίρας |x| = Rως
προς τους συντελεστές της επέκτασης για το Es. Χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα
(4.21), παίρνουμε τη σχέση

x̂× Es =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

{αn,mx̂×Mm
n (x) + βn,mx̂× Nm

n (x)}, (4.23)

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό των διανυσματικών κυματικών συναρτήσεων (4.16)
και τη διανυσματική ταυτότητα για τις συναρτήσειςu(διανυσματική) καιϕ(βαθμωτή)
ισχύει η ταυτότητα
∇× (ϕu) = (∇ϕ)× u+ ϕ∇× u, έχουμε

x̂×Mm
n (x) =x̂× (∇× {h(1)

n (k|x|)Y m
n (x̂)} × x) (4.24)

=∇∂B1{h(1)
n (k|x|)Y m

n (x̂)}. (4.25)

Από τον ορισμό των διανυσματικών σφαιρικών αρμονικών συναρτήσεων (4.5)
προκύπτει

x̂×Mm
n (x) = h(1)

n (kR)
√

n(n+ 1)Um
n (x̂) για |x| = R. (4.26)

Για τον υπολογισμό x̂ × Nm
n (x) πάνω στη σφαίρα |x| = R. Χρησιμοποιούμε τη

διανυσματική ταυτότητα(βιβλιογραφία [19])

∇×∇× {xu(x)} = −x∆u(x) +∇{u(x) + ρ
∂u

∂ρ
(x)},
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όπου η ∆u είναι εκφρασμένη σε καρτεσιανές συντεταγμένες. Επίσης, εφαρμό-
ζουμε τον ορισμό του Nm

n και χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι τα x και x̂ είναι
παράλληλα, τη σχέση (3.38) και έχουμε

x̂× Nm
n (x) =

1

ik
x̂×∇{h(1)

n (k|x|)Y m
n (x̂) + |x| ∂

∂r
[(h(1)

n (k|x|))Y m
n ]}

=
1

ikR
{h(1)

n (k|x|) + |x| ∂
∂r

[(h(1)
n (k|x|)}(x̂×∇∂BR

Y m
n (x̂)).

Ο ορισμός του Vm
n δίνει

x̂× Nm
n (x) =

1

ikR
{h(1)

n (k|x|) + |x| ∂
∂r

h(1)
n (k|x|)}

√
n(n+ 1)Vm

n . (4.27)

Χρησιμοποιώντας την τελευταία ισότητα και την (4.26) δείχνουμε ότι, πάνω στο
|x| = R ισχύει:

x̂× Es =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

αn,mh
(1)
n (kR)

√
n(n+ 1)Um

n

+
1

ikR

∞∑
n=1

n∑
m=−n

βn,m{h(1)
n (kR) + kR(h(1)

n )′(kR)}
√
n(n+ 1)Vm

n . (4.28)

Για να αναπτύξουμε σε σειρά την εφαπτομενική συνιστώσα x̂ × Hs πάνω στη
σφαίρα |x| = R, παρατηρούμε ότι το Hs έχει τον ίδιο τύπο με το Es, όπου τώρα
το αn,m έχει το ρόλο του βn,m και το −βn,m το ρόλο του αn,m. Έτσι προκύπτει

x̂×Hs =
1

ikR

∞∑
n=1

n∑
m=−n

αn,m{h(1)
n (kR) + kR(h(1)

n )′(kR)}
√
n(n+ 1)Vm

n

−
∞∑
n=1

n∑
m=−n

βn,mh
(1)
n (kR)

√
n(n+ 1)Um

n . (4.29)

Με αυτόν τον τρόπο έχουμε εκφράσει τις εφαπτομενικές συνιστώσες του ηλε-
κτρικού και μαγνητικού πεδίου ως προς τις διανυσματικές σφαιρικές αρμονικές
συναρτήσεις n τάξης και m είδους. Τώρα μπορούμε να λύσουμε το πρόβλημα
(4.1) -(4.3) συνοριακών τιμών για τυχαίο εφαπτομενικό συνοριακό δεδομένο λ.
Για δοσμένο λ ∈ H− 1

2 (Div; ∂BR), υποθέτουμε ότι το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο
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(Es,Hs) ικανοποιεί

ikEs +∇×Hs =0 στο R3 \ B̄R (4.30)

ikHs −∇× Es =0 στο R3 \ B̄R (4.31)

x̂× Es =λ στο ∂BR (4.32)

lim
ρ→∞

ρ(Hs × x̂− Es) =0. (4.33)

Από τις σχέσεις (4.6), (4.28) και (4.32) λαμβάνουμε τη σειρά για κάθε πεδίο που
συγκλίνει στον Hloc(curl;R3 \ B̄R) όπως φαίνεται στο επόμενο λήμμα.

Λήμμα 4.1.2 Για λ ∈ H− 1
2 (Div; ∂BR) που δίνεται από την (4.6), η μοναδική

λύση Es,Hs ∈ Hloc(curl;R
3 \ B̄R) του προβλήματος (4.30)-(4.33) είναι

Es =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

[ an,mMm
n

h
(1)
n (kR)

√
n(n+ 1)

+
ikRbn,mNm

n

[h
(1)
n (kR) + kR(h

(1)
n )′(kR)]

√
n(n+ 1)

]
, (4.34)

Hs =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

[ an,mNm
n

h
(1)
n (kR)

√
n(n+ 1)

− ikRbn,mMm
n

[h
(1)
n (kR) + kR(h

(1)
n )′(kR)]

√
n(n+ 1)

]
. (4.35)

4.2 Electric-to-Magnetic τελεστής Calderon

Σε αυτή την ενότητα θα ορίσουμε απεικονίσεις ανάλογες τηςDirichlet toNeumann
(DtN) απεικόνισης για τις εξισώσεις Maxwell. Οι απεικονίσεις αυτές, αναφέρο-
νται ως τελεστές Calderon και ως συνοριακές απεικονίσεις (είτε από ηλεκτρικό
σε μαγνητικό πεδίο είτε από μαγνητικό σε ηλεκτρικό πεδίο [9]).
Ο electric-to-magnetic τελεστής Calderon συνδέει τα συνοριακά δεδομένα του
ηλεκτρικού πεδίου με τα αντίστοιχα συνοριακά δεδομένα του μαγνητικού πεδίου.
Για ένα δοθέν διανυσματικό εφαπτομενικό πεδίο λ στην επιφάνεια της σφαίρας
∂BR ορίζουμε

Geλ = x̂×Hs, (4.36)
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όπου Es και Hs ικανοποιούν το πρόβλημα συνοριακών τιμών (4.30)-(4.33). Αν
χρησιμοποιήσουμε την (4.29) μπορούμε να πάρουμε έναν αναλυτικό τύπο για την
απεικόνιση Ge από το λ στο x̂ × Hs. Πράγματι για λ ∈ H− 1

2 (Div; ∂BR) όπως
ορίζεται στην (4.6), μέσω των (4.28), (4.29) και του λήμματος (4.1.2) έχουμε

Geλ = x̂×Ηs =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

{−ikR
bn,m
δn

Um
n +

an,mδn
ikR

Vm
n }, (4.37)

όπου

δn = kR
(h

(1)
n )

′
(kR)

h
(1)
n (kR)

+ 1. (4.38)

Ακολουθώντας τα βήματα της εργασίας [16] θα αναλύσουμε τον τελεστή Ge σε
σειρές λύσεων της εξίσωσης Helmholtz. Αρχικά διατυπώνουμε, μέ το επόμενο
λήμμα, ότι οι συντελεστές δn της (4.38) που εμφανίζονται στο ανάπτυγμα του
Geλ είναι φραγμένοι.

Λήμμα 4.2.1 Υπάρχουν θετικές σταθερές c1 και c2 τέτοιες ώστε, για όλα τα n,

c1n ≤ |δn| ≤ c2n

.

Ηαπόδειξη προκύπτει από την ασυμπτωτική συμπεριφορά των συναρτήσεωνHankel
[10].
Στο επόμενο θεώρημα αποδεικνύεται ότι ο τελεστής

Ge : H
− 1

2 (Div; ∂BR) → H− 1
2 (Div; ∂BR)

είναι μία συνεχής απεικόνιση.

Θεώρημα 4.2.1 Υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε να ισχύει η ακόλουθη ανισότητα

∥Geλ∥H− 1
2 (Div;∂BR)

≤ C∥λ∥
H− 1

2 (Div;∂BR)
,

για κάθε λ ∈ H− 1
2 (Div; ∂BR).

Η σταθερά C εξαρτάται από τα kR, c1 και c2.Η απόδειξη γίνεται μέσω της (4.37)
και του λήμματος (4.2.1).
Στη συνέχεια αναλύουμε τον τελεστή Ge για φανταστικό κυματικό αριθμό k = i.
Για το σκοπό αυτό αρχικά διατυπώνουμε ένα λήμμα για το δn όταν k = i.
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Λήμμα 4.2.2 Υποθέτουμε

δ̃n = iR
(h

(1)
n )

′
(iR)

h
(1)
n (iR)

+ 1. (4.39)

Τότε το δ̃n είναι πραγματικό και γνήσια αρνητικό για όλα τα n.

Η απόδειξη στηρίζεται στο ότι η συνάρτηση inh
(1)
n (i|x̂|)Y m

n (x̂) είναι μη τετριμ-
μένη λύση της εξίσωσης Hemholtz ∆u − u = 0 στο R3 \ B̄R και εξασθενεί κα-
τάλληλα στο άπειρο. Τώρα, θα αναλύσουμε τον τελεστή Calderon Ge για φαντα-
στικούς κυματικούς αριθμούς.
Θεωρούμε τον τελεστή G̃e : H

− 1
2 (Div; ∂BR) → H− 1

2 (Div; ∂BR) που ορίστηκε
στην (4.37) για k = i, τότε για το λ της (4.6) έχουμε

G̃eλ =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

[R
bn,m

δ̃n
Um

n − an,mδ̃n
R

Vm
n ]. (4.40)

όπου το δ̃n δίνεται από την (4.39).

Λήμμα 4.2.3 Ο τελεστής G̃e είναι αρνητικά ορισμένος, δηλαδή

< G̃eλ, λ× x̂ >< 0, (4.41)

για κάθε λ ∈ H− 1
2 (Div; ∂BR) με λ ̸= 0. Επιπλέον,

| < G̃eλ, λ× x̂ > | ≥ c∥λ∥2
H− 1

2 (Div;∂BR)
για όλα τα λ ∈ H− 1

2 (Div; ∂BR).

(4.42)

Η απόδειξη προκύπτει από την αναλυτική έκφραση του λ× x̂, την ασυμπτωτική
προσέγγιση του δ̃n και τη σχέση (4.12). Το λήμμα που ακολουθεί δείχνει ότι ένας
κατάλληλος συνδυασμός τωνGe και G̃e είναι συμπαγής ορισμένος σε ένα κατάλ-
ληλο σύνολο συναρτήσεων στην επιφάνεια της σφαίρας ∂BR. Θεωρούμε το ακό-
λουθο σύνολο όπου η εφαπτομενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίο ορίζεται ως
συνάρτηση της διανυσματικής σφαιρικής αρμονικής συνάρτησης V

H
−1/2
Div (Div; ∂BR)

=
{
λ =

∞∑
n=1

n∑
m=−n

bn,mVm
n

∣∣ ∞∑
n=1

n∑
m=−n

1√
1 + n(n+ 1)

|bn,m|2 < ∞
}
.

Παρατηρούμε ότι οH−1/2
Div (Div; ∂BR) είναι υπόχωρος τουH−1/2(Div; ∂BR) και

ο H3/2
t (∂BR) εμφυτεύεται συμπαγώς στον H−1/2(Div; ∂BR).
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Λήμμα 4.2.4 Ο τελεστής

Ge + ikG̃e

∣∣
H

−1/2
Div (Div; ∂BR)

: H
−1/2
Div (Div; ∂BR) → H

3/2
t (∂BR),

όπου H
3/2
t (∂BR) = {u ∈ (H3/2(∂BR))

3|u · ν = 0} είναι καλά ορισμένος και
φραγμένος. Επομένως, ο τελεστής

Ge + ikG̃e : H
−1/2
Div (Div; ∂BR) → H−1/2(Div; ∂BR)

είναι συμπαγής.

4.2.1 Magnetic-to-Electric τελεστής Calderon

Αυτή την ενότητα θα την κλείσουμε διατυπώνοντας κάποια αποτελέσματα για
τον τελεστή Calderon που απεικονίζει την εφαπτομενική συνιστώσα του μαγνη-
τικού πεδίου στην αντίστοιχη εφαπτομενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου
όπου πρόκειται για το ανάλογο της απεικόνισης Neumann to Dirichlet (NtD). Στο
θεώρημα (4.2.1) έχουν ήδη διατυπωθεί ιδιότητες για τον τελεστή του εξωτερι-
κού προβλήματος σκέδασης, εξωτερικός τελεστής Calderon. Οι ιδιότητες αυτές
ισχύουν και για τους δύο τελεστές λόγω της συμμετρίας που παρουσιάζουν το
ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο στις εξισώσεις Maxwell. Εμείς όμως θα διατυπώ-
σουμε και κάποιες επιπλέον ιδιότητες διότι εφαρμόζονται με διαφορετικό τρόπο
στην επίλυση προβλημάτων συνοριακών τιμών. Επιπλέον, θα αναλύσουμε τον τε-
λεστή Calderon, εσωτερικός τελεστής Calderon, που προκύπτει από το εσωτερικό
πρόβλημα συνοριακών τιμών. Υποθέτουμε ότι λ ∈ H− 1

2 (Div; ∂BR) είναι ένα
εφαπτομενικό διανυσματικό πεδίο στο ∂BR, τότε ορίζουμε τον εξωτερικό τελε-
στή Calderon Ge

Geλ = x̂× u|∂BR
, (4.43)

όπου u είναι η λύση του

∇×∇× u− k2u = 0 στο R3 \ B̄R, (4.44)

x̂× 1

ik
∇× u = λ στο ∂BR, (4.45)

lim
ρ→∞

ρ((∇× u)× x̂− iku) = 0. (4.46)

Ο εσωτερικός τελεστής Calderon Gi ορίζεται με ανάλογο τρόπο

Giλ = x̂× w|∂BR
, (4.47)
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όπου w είναι η λύση του

∇× µ−1
r ∇× w− k2ϵrw = 0 στοBR, x̂×

1

ik
∇×w = λ στο ∂BR. (4.48)

Το επόμενο λήμμα συνοψίζει τις βασικές ιδιότητες του Ge

Λήμμα 4.2.5 Έστω λ ∈ Hs(Div; ∂BR), s ∈ R, που δίνεται από την (4.6), τότε
για τη λύση u του προβλήματος (4.44)-(4.46) έχουμε

u =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

ikRbmn

h
(1)
n (kR) + kR(h

(1)
n (kR))′(kR)

Mm
n√

n(n+ 1)

−
∞∑
n=1

n∑
m=−n

amn

h
(1)
n (kR)

Nm
n√

n(n+ 1)
, (4.49)

ενώ ο εξωτερικός τελεστής Calderon έχει την ακόλουθη αναπαράσταση

Geλ =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

[bmn
δn
Um

n − δna
m
n Vm

n

]
, (4.50)

όπου

δn =
1

ikR
(1 + kR

h
(1)′
n (kR)

h
(1)
n (kR)

).

Ειδικότερα, ο Ge : H
s(Div, ∂BR) → Hs(Div, ∂BR) είναι αντιστρέψιμος.

Τέλος για τον εσωτερικό τελεστή Calderon G̃i για την περίπτωση ϵr = µr = 1

έχουμε το ακόλουθο λήμμα

Λήμμα 4.2.6 ’Εστω

δ̃n =
1

ikR
(1 + kR

j′n(kR)

jn(kR)
),

και υποθέτουμε ότι η επιλογή του R είναι τέτοια ώστε 0 < |δ̃n| < ∞. Τότε για
ϵr = µr = 1

G̃iλ =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

[bmn
δn
Um

n − δ̃na
m
n Vm

n

]
.

Ο τελεστής G̃i : H
s(Div, ∂BR) → Hs(Div, ∂BR) είναι γραμμικός και φραγμένος

για κάθε s.
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4.3 Μοναδικότητα λύσης

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τη μοναδικότητα λύσης ενός προβλήματος
σκέδασης από έναν σφαιρικό τέλειο αγωγό ακτίναςR. Υποθέτουμε ότι το προσπί-
πτον ηλεκτρικό πεδίο είναι επίπεδο. Ειδικότερα θα εξετάσουμε αν το πρόβλημα
σκέδασης (2.18)-(2.20), με προσπίπτον πεδίο της μορφής Ei = e1 exp(ikx3), έχει
το πολύ μία λύση. Η απόδειξη θα γίνει με τη βοήθεια του λήμματος Rellich

Λήμμα 4.3.1 (Λήμμα Rellich) Υποθέτουμε ότι το σκεδασμένο πεδίο Es είναι λύση
των εξισώσεων Maxwell (2.18) στο εξωτερικό μίας σφαίρας ακτίναςR και ότι ικα-
νοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας (2.20). Το μαγνητικό πεδίο δίνεταιHs = ( 1

ik
)∇×

Es. Εάν
Re

( ∫
∂Bρ

(x̂× Es) ·HsdA ≤ 0

για κάθε ρ > R, τότε Es = Hs = 0 στο R3 \ ∂BR.

Απόδειξη. Υπολογίζουμε την παράσταση (x̂ × Hs) × x̂ και χρησιμοποιούμε τις
σχέσεις (4.28), (4.30) και την (4.5) για μία σφαίρα ακτίνας ρ, οπότε προκύπτει∫

∂Bρ

(x̂× Es) ·HsdA

= ρ2
∞∑
n=1

n∑
m=−n

[|αn,m|2h(1)
n (kρ)

n(n+ 1)

−ikρ
{h(1)

n (kρ) + kρh
(1)′
n (kρ)}

+ |βn,m|2h(1)
n (kρ)

n(n+ 1)

ikρ
{h(1)

n (kρ) + kρh(1)′

n (kρ)}].

Παίρνουμε το πραγματικό μέρος της παραπάνω ισότητας

Re

∫
∂Bρ

(x̂× Es) ·HsdA = ρ2
∞∑
n=1

n∑
m=−n

[
|αn,m|2 + |βn,m|2

] n(n+ 1)

−i
W

όπουW η ορίζουσα Wronski

W = (h(1)
n (kρ)h

(1)′
n (kρ)− h

(1)
n (kρ)h(1)′

n (kρ)).

Από τις ιδιότητες των συναρτήσεων Hankel προκύπτειW = − 2i

(kρ)2
επομένως

Re

∫
∂Bρ

(x̂× Es) ·HsdA =
2
2

∞∑
n=1

n∑
m=−n

n(n+ 1)
[
|αn,m|2 + |βn,m|2

]
.
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Λαμβάνοντας υπόψη την υπόθεση του λήμματος έχουμε

2

k2

∞∑
n=1

n∑
m=−n

n(n+ 1)
[
|αn,m|2 + |βn,m|2

]
≤ 0

επομένως αn,m = βn,m = 0 για κατάλληλα n,m.
Το επόμενο πόρισμα είναι συνέπεια της απόδειξης του λήμματος (4.3.1).

Πόρισμα 4.3.1 Έστω E μία ακτινοβολούσα λύση των εξισώσεων Maxwell στο συ-
μπλήρωμα της μπάλαςBR. Εάν το μακρινό πεδίο E∞ = 0 τότε E = 0 στο R3 \ B̄R.

Μέσω του λήμματος (4.3.1) μπορούμε να αποδείξουμε ότι το πρόβλημα (2.18)-
(2.20) έχει μοναδική λύση.

Πόρισμα 4.3.2 Δοθέντος g ∈ H−1/2(Div; ∂BR), το πρόβλημα (2.18)-(2.20) έχει
το πολύ μία λύση Es ∈ Hloc(curl;R3 \ B̄R).

Απόδειξη. Λόγω γραμμικότητας του προβλήματος αρκεί να αποδείξουμε ότι το
(2.18)-(2.20) έχει μοναδική λύση όταν g = 0. Πολλαπλασιάζουμε την (2.18) με
Es, ολοκληρώνουμε στο χωρίο ΩR,R1 = BR1 \ BR, R1 > R και εφαρμόζουμε το
θεώρημα του Gauss,

0 =

∫
ΩR,R1

(∇×∇× Es − k2Es) · EsdV

=

∫
ΩR,R1

|∇ × Es|2 − k2|Es|2dV +

∫
∂ΩR,R1

(ν ×∇× Es) · EsdA

όπου ν είναι το εξωτερικό μοναδιαίο κάθετο στο ΩR,R1 . Από την συνθήκη του
τέλειου αγωγού στην επιφάνεια ∂BR και τον ορισμό του μαγνητικού πεδίου Hs,
παρατηρούμε∫

ΩR,R1

|∇ × Es|2 − k2|Es|2dV + ik

∫
∂BR1

(ν ×∇×Hs) · EsdA = 0.

Το φανταστικό μέρος της ισότητας εφόσον k ∈ R δίνει

Im
(
ik

∫
∂BR1

(ν ×∇×Hs) · EsdA
)
= 0.

Επομένως

Re
( ∫

∂BR1

(ν ×∇×Hs) · EsdA
)
= 0.

Παίρνουμε τα συζυγή μιγαδικά στη συνθήκη του λήμματος (4.3.1) η οποία ικανο-
ποιείται για R < R1 < ∞ οπότε Es = 0.
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4.4 Ύπαρξη λύσης

Θα περιγράψουμε σύντομα την εφαρμογή του τελεστή Calderon στην από-
δειξη ύπαρξης λύσης ενός προβλήματος σκέδασης σε μη ομογενή χώρο. Συγκε-
κριμένα, θεωρούμε το πρόβλημα

∇× µ−1
r ∇× E− k2ϵrE = 0 στο Ω, (4.51)

∇×∇× Es − k2Es = 0 στο R3 \BR, (4.52)

ν × E = 0 στο Γ, (4.53)

E× x̂ = Es × x̂+ Ei × x̂ στο Σ, (4.54)
1

ik
(∇× E)× x̂ =

1

ik
∇× (Es + Ei)× x̂ στο Σ, (4.55)

lim
ρ→∞

ρ((∇× Es)× x̂− ikEs) = 0. (4.56)

Μετασχηματίζουμε το πρόβλημα σε μορφή Garlekin (ασθενής λύση) και είναι η

(µ−1
r ∇× E,∇× ϕ)− k2(ϵrE,ϕ) + ik < Ge(x̂× E),ϕτ >

=< ikGe(x̂× Ei)− x̂×∇× Ei,ϕτ >, (4.57)

για κάθε ϕ ∈ X̃ , όπου

X̃ = {u ∈ H(curl; Ω)|ν × u = 0}.

Γράφουμε την (4.57) στη μορφή

A(E,ϕ) = B(ϕ) για όλα τα ϕ ∈ X̃. (4.58)

όπου,

A(E,ϕ) = (µ−1
r ∇× E,∇× ϕ)− k2(ϵrE,ϕ)

+ ik < Ge(x̂× E), (x̂× ϕ)× x̂ >, (4.59)

B(ϕ) =< ikGe(x̂× Ei)− x̂×∇× Ei, (x̂× ϕ)× x̂ > . (4.60)

Χρησιμοποιούμε τους χώρους

S̃ = {p ∈ H1(Ω)|p = 0 στο Γ}, (4.61)
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X̃0 = {u ∈ X̃| − k2(ϵru,∇ξ)+ ik < Ge(x̂× u),∇Σξ >= 0 για όλα τα ξ ∈ S̃}

= {u ∈ X̃|∇ · (ϵru) = 0 στο Ω, και x̂ · u = − i

k
∇Σ ·Ge(x̂× u) στο Σ} (4.62)

X̃ = X̃0 ⊕∇S̃. (4.63)

Μετά από πολλούς υπολογισμούς αποδεικνύεται το ακόλουθο θεώρημα

Θεώρημα 4.4.1 Έστω ϵr = µr = 1 σε μία περιοχή της επιφάνειας Σ, όπου Σ

είναι η βοηθητική επιφάνεια του προβλήματος, το σύνορο της μπάλας ακτίνας R.
Ο σκεδαστής περιέχεται σε μία μπάλα ακτίνας R0 έτσι ώστε µr = ϵr = 1, όταν
|x| > R0,D ⊂ BR0 . ToEi ικανοποιεί το ομοιογενές ισοτροπικό σύστημαMaxwell

(με µr = ϵr = 1), για μπάλες ακτίνας R1 > R. Κάτω από αυτές τις υποθέσεις η
εξίσωση (4.57) έχει μοναδική λύση στο X̃ για κάθε προσπίπτον πεδίο Ei που είναι
κλασική λύση για το σύστημα Maxwell στο BR.
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