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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Το κυρίως ϑέµα της παρούσας διπλωµατικής είναι να εισάγει δύο µοντέλα τυχαίων πινάκων (β-
Hermite και β-Laguerre) και να µελετήσει τις ιδιοτιµές τους σε ένα συγκεκριµένο σηµείο του
ϕάσµατός τους. Πιο συγκεκριµένα, στο Κεφάλαιο 2 αρχικά εισάγονται γενικότερα εργαλεία, όπως
η Benjamini-Schramm σύγκλιση (ενότητα 2.1) και το πως γίνεται να εξαχθούν αποτελέσµατα
σχετικά µε την εµπειρική κατανοµή των ιδιοτιµών µέσω του ϕασµατικού µέτρου (ενότητα 2.2). Στη
συνέχεια, αφού παρουσιαστούν τα ϐασικά (Γκαουσιανά Αναλλοίωτα, Wishart) µοντέλα, εισάγουµε
τα µοντέλα υπό συζήτηση στην ενότητα 2.3. Αποδεικνύουµε ότι η από κοινού κατανοµή των
ιδιοτιµών τους γενικεύει την από κοινού των GOE, GUE, GSE και R,C,H-Wishart (όταν το β =

1, 2, 4) και δίνουµε ως εφαρµογή όλων των παραπάνω αποδείξεις για τους κλασικούς νόµους των
Wigner και Marčenko-Pastur (Θεωρήµατα 2.3.18, 2.3.19).

Ιστορικά, το πρώτο ϐήµα προς την ανακάλυψη αυτών των µοντέλων έγινε ακούσια από τον
Trotter, [65]. Τα αποτελέσµατα στην ενότητα 2.3 οφείλονται στη I. Dumitriu και στον A. Edelman.
Το επόµενο ϐήµα (που αποτελεί το περιεχόµενο της ενότητας 3.1) οφείλεται στους A. Edelman
και B. D. Sutton, που διατυπώσαν εικασίες σχετικά µε την σύγκλιση αυτών των πινάκων καθώς
το n → ∞ (ϑεωρώντας τους ως τελεστές µε δράση σε κατάλληλους χώρους) σε συγκεκριµένους
στοχαστικούς διαφορικούς τελεστές. Για παράδειγµα οι k πρώτες ιδιοτιµές για το µοντέλο β-
Hermite Hn, λ1(n) ≥ λ2(n) ≥ . . . , έπειτα από κατάλληλη αλλαγή κλίµακας, n1/6(2

√
n − Hn),

συγκλίνουν ως διάνυσµα στο αντίστοιχο διάνυσµα των k µικρότερων ιδιοτιµών του στοχαστικού
διαφορικού τελεστή στο R+ = (0,+∞), Hβ := −∂xx + x +

√
2
βB
′
x, όπου Bx τυπική κίνηση

Brown και οι οριακές συνθήκες είναι Dirichlet (δηλαδή µηδενισµό της συνάρτησης στα δύο άκρα).
Παρουσιάζουµε αναλυτικά τα ευρεσιακά επιχειρήµατά τους και µελετάµε τον χώρο που δρα ο
τελεστής.

Με αυτόν τον τρόπο δίνεται η σκυτάλη στο [56] όπου οι Ramı́rez, Rider, Virág έκαναν µαθη-
µατικά αυστηρά (και ενοποίησαν την εργασία για τα δύο µοντέλα σε ένα γενικότερο πλαίσιο). Στην
ενότητα 3.2 ορίζεται ένα γενικότερο µοντέλο τριδιαγώνιου τελεστή το οποίο οφείλει να ικανοποιεί
δύο υποθέσεις (1). ΄Επειτα ορίζεται ο αντίστοιχος γενικός στοχαστικός διαφορικός τελεστής Hy
(ενότητα 3.3) και αποδεικνύεται η σχεδόν ϐέβαιη ύπαρξη των k+ 1 πρώτων ιδιοτιµών του για κάθε
k. Η ϐασική ιδέα είναι η κατασκευή δύο διγραµµικών µορφών· µίας που σχετίζεται µε τον ορια-
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κό τελεστή Hy στον χώρο των συναρτήσεων L∗ που ϑα οριστεί και της διγραµµικής µορφής που
αντιστοιχεί στον τριδιαγώνιο τελεστή της ενότητας 3.2. Αποδεικνύοντας (µέσω κατάλληλης εµφύ-
τευσης του Rn στον L2(R+)) πως η «διακριτή» διγραµµική µορφή συγκλίνει ασθενώς στην οριακή
( αυτό είναι το αποτέλεσµα του ϑεωρήµατος 3.4.4), προκύπτει το ϐασικό ϑεώρηµα της διπλωµα-
τικής (ϑεώρηµα [;]) Η τελευταία ενότητα του τρίτου κεφαλαίου αφιερώνεται στις εφαρµογές του
γενικού τριδιαγώνιου µοντέλου· ορίζονται κατάλληλες ποσότητες ώστε τα συγκεκριµένα µοντέλα
να αναλογούν στα β-Hermite, Laguerre και επιβεβαιώνοντας την ισχύς των υποθέσεων έπονται τα
Θεωρήµατα 3.5.5, 3.5.6.

Στο τελευταίο κεφάλαιο (κεφ. 4) παρουσιάζεται µια διαφορετική οπτική για τη συµπεριφορά
της πρώτης ιδιοτιµής του β-Hermite µοντέλου. Μέσω της εξίσωσης ιδιοτιµών για τον οριακό τελεστή
και εργαλείων από τη µελέτη διαφορικών εξισώσεων, εντοπίζουµε της ιδιοτιµές ως σηµεία έκρηξης
της λύσης της εξίσωσης. Η ισχυρή Μαρκοβιανή ιδιότητα µας επιτρέπει να γενικεύσουµε την γνωστή
Tracy-Widom(β) κατανοµή από β = 1, 2, 4 σε β > 0 (Θεώρηµα 4.2.4). Τέλος, αποδεικνύονται άνω
και κάτω ϕράγµατα τόσο για την δεξιά όσο και την αριστερή ουρά της κατανοµής της µικρότερης
ιδιοτιµής, TW(β).



Κεφάλαιο 2

Φασµατικό µέτρο - Τριδιαγωνοποίηση
Τυχαίων πινάκων

2.1 Benjamini-Schramm σύγκλιση

Ξεκινάµε ορίζοντας το σύνολο GD των κλάσεων ισοδυναµίας κάτω από την σχέση του ισοµορφισµού
γραφηµάτων, (δύο γραφήµατα G,G′ είναι ισόµορφα αν υπάρχει ένα προς ένα και επί απεικόνιση
f : V (G)→ V (H) τέτοια ώστε {x, y} ∈ E(G) αν και µόνον αν {f(x), f(y)} ∈ E(H)) των συνεκτι-
κών, µη-κατευθυνόµενων γραφηµάτων G, όπου κάθε κορυφή v ∈ V (G) έχει ϐαθµό deg v ≤ D,
µαζί µε µία συνάρτηση αποτίµησης των ακµών ` : E(G) → Z για την οποία |`(x, y)| ≤ D. Αν
επιπλέον ϑεωρήσουµε τα γραφήµατα του GD µαζί µε µία κορυφή τους ως ϱίζα (ξανά, ϑεωρούµε
έναν αντιπρόσωπο από κάθε κλάση) τότε έχουµε ένα σύνολο που καλούµεRGD. Σε αυτό το σύνολο
ορίζουµε την εξής µετρική.
Αν (G, oG), (H, oH) ∈ RGD :

d(G,H) = 2−k, k = sup
n
{Bn(G, oG) ' Bn(H, oH)},

ο µεγαλύτερος ϕυσικός n για τον οποίο οι µπάλες µήκους n των δύο γραφηµάτων γύρω από τις
ϱίζες τους είναι ισόµορφες. Προφανώς αν δύο γραφήµατα είναι ισόµορφα το k ισούται µε ∞,
αποτέλεσµα συνεπές µε το γεγονός ότι το σύνολο RGD αποτελείται από κλάσεις ισοδυναµίας. Ο-
πλισµένος µε αυτή τη µετρική, ο χώρος γίνεται συµπαγής και πλήρως µη-συνεκτικός (δηλαδή οι
συνεκτικές του συνιστώσες είναι µονοσύνολα).

΄Εχοντας ένα γράφηµα του GD µπορούµε να δηµιουργήσουµε τυχαία γραφήµατα επιλέγοντας
µία κορυφή οµοιόµορφα στην τύχη για ϱίζα του. Τυχαίο γράφηµα ϐαθµού D µε ϱίζα ϑα λέµε
ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον RGD. ΄Εστω ένα B ⊂ PGD Borel. Ονοµάζουµε νG(B) την
πιθανότητα το γράφηµα (G, ρ), µε ρ επιλεγµένο οµοιόµορφα από το V (G), να ανήκει στο σύνολο
B. Από το ότι νG ({(G, x)}) = νG ({(G, y)}) , ∀x, y ∈ V (G), έπεται πως αν το γράφηµα G είναι
πεπερασµένο :

νG ({(G, x)}) =
1

|V (G)|
.
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Αν x ∈ [0, 1], τότε η ακολουθία dnxe αποτελείται από ϕυσικούς και ισχύει στο όριο dnxe/n →
x. Θεωρούµε γραφήµατα Gn το καθένα µε κορυφές στο [n] = {1, . . . , n} . Τότε, για x ∼
Uniform[0, 1], η κατανοµή του dnxe είναι η ίδια µε την Uniform[n].

Αν το G είναι άπειρο, τότε η κατασκευή του µέτρου εξασφαλίζεται από το ϕασµατικό ϑεώρηµα,
όπως στο τέλος της επόµενης σελίδας. Ο χώρος των Borel κατανοµών είναι συµπαγής ως προς την
ασθενή τοπολογία. Με PG συµβολίζουµε την πιθανότητα ως προς το µέτρο νG.

Ορισµός 2.1.1. ([2],[7]) Μία ακολουθία γραφηµάτων (Gn)n στο GD ϑα λέµε ότι συγκλίνει στοG κατά

Benjamini-Schramm αν η ακολουθία µέτρων πιθανότητας στον RGD που προκύπτει επιλέγοντας

οµοιόµορφα ϱίζα, PGn , συγκλίνει ασθενώς στην PG, δηλαδή∫
RGD

f(x)dνGn(x) −→
∫
RGD

f(x)dνG(x),

για κάθε f : RGD → R συνεχή.

Ισοδύναµα [8], λέµε ότι Gn → G κατά Benjamini-Schramm αν για κάθε πεπερασµένο γράφηµα

µε ϱίζα α και για κάθε k > 0:

P(Gn, α) := PGn ((Bk(Gn, ρn), ρn) ' α) −→ PG ((Bk(G, ρ), ρ) ' α) =: P(G,α). (2.1.1)

Η ισοδυναµία στον παραπάνω ορισµό έπεται από το γεγονός ότι το σύνολο των k-περιοχών γύρω
από τις ϱίζες, {(Bk(G, ρ), ρ) : (G, ρ) ∈ RGD} αποτελεί clopen ϐάση του RGD, από το ϑεώρηµα
8.10.59 στο [8].

Παράδειγµα 2.1.2. Ο n−κύκλος Cn έχει ως Benjamini-Schramm όριο το Z µε ϱίζα (δίχως ϐλάβη

της γενικότητας) το 0. Για να το δει κανείς αυτό, αρκεί να παρατηρήσει πως ισόµορφες k−µπάλες

έχουν την ίδια πιθανότητα να είναι ισόµορφες µε κάποιο πεπερασµένο γράφηµα µε ϱίζα, δηλαδή

αν B(G′, ρ′) ' B(G, ρ) τότε PG′(α ' (B(G, ρ), ρ)) = PG(α ' (B(G, ρ), ρ)). Για α που δεν είναι

µονοπάτια µε ϱίζα κάποια κορυφή, κανένα Gn ούτε το Z µπορούν να έχουν ισόµορφες k−µπάλες

για όλα τα k. Εποµένως, για α να είναι k−µονοπάτι και το n αρκούντως µεγάλο, η k−µπάλα του

Gn γύρω από οποιαδήποτε κορυφή (στο συγκεκριµένο παράδειγµα όποια ϱίζα και να επιλεχθεί δεν

αλλάζει τίποτα) γίνεται ισόµορφη µε το α. Εποµένως Gn → (Z, 0) κατά Benjamini-Schramm.

2.2 Τριδιαγωνοποίηση πινάκων

2.2αʹ Φασµατικό µέτρο

Κάθε τεραγωνικός n × n πίνακας µπορεί να ϑεωρήθει και πίνακας γειτνίασης κάποιου γραφή-
µατος. Οι τιµές του καθορίζουν και το είδος του γραφήµατος, για παράδειγµα 0 στη διαγώνιο
και η ίδια σταθερή (π.χ. 1) στις υπόλοιπες µη-µηδενικές ϑέσεις αντιστοιχεί σε κατευθυνόµε-
να απλά γραφήµατα, ενώ αν επιπλέον είναι και συµµετρικός αντιστοιχεί στα συνηθισµένα απλά
µη-κατευθυνόµενα γραφήµατα. Κατά αυτόν τον τρόπο κάποιος ϑα µπορούσε να ϱωτήσει σε τί
γράφηµα αντιστοιχεί ένας τυχαίος πίνακας.
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Επιστρέφοντας στο πλαίσιο των τυχαίων γραφηµάτων µε ϱίζα, για κάθε G ∈ RGD ϑεωρούµε
τον χώρο `2(G) των τετραγωνικά αθροίσιµων (πραγµατικών) συναρτήσεων πάνω στις κορυφές του
G. Ο τελεστής γειτνίασης είναι απεικόνιση που δρα σε αυτόν τον χώρο

A : `2(G)→ `2(G), (Af)(x) =
∑

(x,y)∈E(G)

`(x, y)f(y).

Ο τελεστής A είναι αυτοσυζυγής και ϕραγµένος. Πράγµατι, από την ανισότητα Cauchy-Schwartz:

‖Af‖2 =
∑
x∈V

 ∑
(x,y)∈E(G)

`(x, y)f(y)

2

≤
∑
x∈V

 ∑
(x,y)∈E(G)

`(x, y)2

 ∑
(x,y)∈E(G)

f(y)2


≤ D3

∑
x∈V

∑
(x,y)∈E(G)

f(y)2 ≤ D4 ‖f‖2 ,

δηλαδή ‖Af‖ ≤ D2. Επιπλέον, από τα παραπάνω ϕαίνεται πως ο A δεν εξαρτάται από την επιλογή
της ϱίζας.

Στην περίπτωση µη-κατευθυνόµενου γραφήµατος µεγέθους n, όπως είπαµε ο πίνακας A αντι-
στοιχεί σε συµµετρικό, εποµένως από το ϕασµατικό ϑεώρηµα ϑα υπάρχει ορθοκανονική ϐάση του
`2(G) από ιδιοσυναρτήσεις του A. Αν λ1 ≤ ... ≤ λn είναι οι ιδιοτιµές, ψ1, . . . , ψn οι ιδιοσυναρτή-
σεις, και µG η εµπειρική κατανοµή ιδιοτιµών

µG =
1

n

n∑
i=1

δλi , (2.2.1)

όπου δ· το µέτρο Dirac, δx(A) = 1A(x), τότε έχουµε την εξής ενδιαφέρουσα ισότητα:∫
xkdµG(x) =

1

n

n∑
i=1

λki =
1

n
tr(Ak) =

1

n

∑
ρ∈V (G)

mG,ρ,k, (2.2.2)

µε mG,ρ,k = πλήθος µονοπατιών µήκους k αρχίζοντας και τελειώνοντας στο ρ, το οποίο ισούται µε

∑
(e1,...,ek) κλειστό

µονοπάτι του ρ

k∏
i=1

`(ei) = (Ak)ρ,ρ.

Από αυτό γίνεται εµφανές πως το mG,ρ,k εξαρτάται µόνο από την k−γειτονιά του ρ.
Στην παραπάνω ανάλυση δεν καλύπτεται η περίπτωση του άπειρου γραφήµατος G, καθώς ο

πίνακας ενδέχεται να µην έχει καν ιδιοτιµές (Παράδειγµα, γραµµικός τελεστής στο χώρο Hilbert
L2([0, 1])· φ 7→ fφ, µε f(t) = t ).

Παρόλαυτα, είναι δυνατόν να ορίσουµε το ϕασµατικό µέτρο ως προς κάποια κορυφή του
γραφήµατος. Από το ϕασµατικό ϑεώρηµα για ϕραγµένους αυτοσυζυγείς τελεστές, όπως ο A

προκύπτει το projection valued measure{
PX : `2(G)→ `2(G) : X ∈ B(R)

}
,
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το οποίο είναι τέτοιο ώστε για κάθε πολυώνυµο p :

p(A) =

∫
R
p(x)dPx, Px = P(−∞,x].

΄Ενας διαισθητικός τρόπος αντίληψης του παραπάνω είναι να δουµε το PX ως την ορθογώνια
προβολή στον χώρο που παράγουν τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε ιδιοτιµές στο X. Το
παραπάνω µέτρο δρα στις συναρτήσεις/διανύσµατα του `2(G)· συµβολίζουµε τη δράση [PXf ](x).

Ορισµός 2.2.1. Φασµατικό µέτρο του A ως προς τη ϱίζα ρ ορίζεται

µG,ρ =
∑

x∈V (G)

[PXχρ](x)χρ(x) = 〈PXχρ, χρ〉,

όπου χρ η χαρακτηρηστίκη συνάρτηση της κορυφής ρ.

Ο παραπάνω ορισµός γενικεύει το ϕασµατικό µέτρο για άπειρα γραφήµατα, διότι στην περί-
πτωση που Gn είναι ένα πεπερασµένο γράφηµα µε n κορυφές (όπως στον ορισµό της Benjamini-
Schramm σύγκλισης) τότε το µGn,ρ ισούται µε :

∑
x∈V

[PXχρ](x)χρ(x) =
∑
x∈V

∑
y∈V

n∑
j=1

1{λj∈X}ψj(y)χρ(y)ψj(x)

χρ(x)

=

n∑
j=1

1{λj∈X} |ψj(ρ)|2 .

Τότε, παίρνοντας µέση τιµή ως προς το µέτρο νGn παίρνουµε το µGn :

µGn(X) = EGn [µGn,o(X)] =
∑
ρ∈V

µGn,ρ(X)νGn({(Gn, o)})

=
1

n

∑
ρ∈V

n∑
j=1

1{λj∈X} |ψj(ρ)|2 =
1

n

n∑
j=1

1{λj∈X}
∑
ρ∈V
|ψj(ρ)|2

=
1

n

n∑
j=1

1{λj∈X}

Παρατήρηση 2.2.2. Αξίζει να σηµειωθεί πως η τιµή µG,ρ({0}) δεν χρειάζεται το ϕασµατικό ϑεώρηµα

για να οριστεί. Πράγµατι, έστω v η προβολή του χρ πάνω στον υπόχωρο kerA. Ισχύει

µG,ρ({0}) = 〈v, v〉 = max
{
f(ρ)2 : f ∈ kerA, 〈f, f〉 = 1

}
,

καθώς εξ΄ ορισµού 〈v, v〉 = 〈v, χρ〉, ενώ το f(ρ)2 = max
{
〈f, u〉2 : f ∈ kerA, ‖f‖ = 1

}
. Τέλος,

στην περίπτωση που το γράφηµα είναι µεταβατικό ως προς τις κορυφές, το ϕασµατικό µέτρο µG,ρ
προκύπτει ανεξάρτητο της επιλογής της ϱίζας. Αρκεί, δηλαδή, να ϑεωρήσουµε το ϕασµατικό µέτρο

µε ϱίζα οποιαδήποτε κορυφή.

Παρατήρηση 2.2.3. Από τα παραπάνω µπορεί να προκύψει µία µέθοδος µέσω της οποίας ϑα

επιτυγχάνεται η εύρεση του ϕασµατικού µέτρου του τελεστή γειτνίασης ενός αντικειµένου G:
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• Εύρεση ακολουθίας µε τις επιθυµητές ιδιότητες στον τελεστή γειτνίασης, η οποία συγκλίνει

κατά Benjamini-Schramm στο επιθυµητό όριο.

• Υπολογισµός των ιδιοτιµών/ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή γειτνίασης, ώστε να ϐρεθεί το ϕα-

σµατικό µέτρο του οριακού αντικειµένου ως προς την τυχούσα ϱίζα.

• Υπολογισµός της µέσης τιµής ως προς την τυχαιότητα της ϱίζας για το τελικό αποτέλεσµα.

Παράδειγµα 2.2.4. (συνέχεια του παραδείγµατος (2.1.2))
Θα χρησιµοποιήσουµε την BS−σύγκλιση της {Cn}n στο (Z, 0) για να υπολογίσουµε το ϕασµατικό

µέτρο του τελευταίου.

Ο τελεστής γειτνίασης A µπορεί να γραφτεί ως άθροισµα T + T †, µε

T =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

0 0
. . . 1

... 1

1 . . . 0


Επιπλέον T−1 = T †, συνεπώς µπορούµε να γράψουµε ισοδύναµα A = 2 ·

(
T+T−1

2

)
. Λύνοντας την

εξίσωση det (T − xI) = xn − 1 = 0, παίρνουµε πως οι ιδιοτιµές του T είναι οι ϱίζες της µονάδας.

Εποµένως, για κάθε ιδιοτιµή λ του T µε ιδιοδιάνυσµα ψ, ο πίνακας T T έχει για ιδιοτιµή λ−1 µε

ιδιοδιάνυσµα ψ. Από αυτό παίρνουµε πως για τις ιδιοτιµές του A ϑα ισχύει λk + λ−1
k = 2 cos( kn2π),

δηλαδή απέχουν οµοιόµορφα πάνω στον κύκλο ακτίνας δύο. Καθώς n → ∞ έχουµε την οµοιό-

µορφη κατανοµή ενός σηµείου (X,Y ) στον ίδιο κύκλο. Το ϕασµατικό µέτρο ϑα προκύψει από τον

υπολογισµό της περιθώριας κατανοµής του X και ισούται µε

µZ =
1

2π
√

4− x2
1[−2,2](x)dx

2.2βʹ Αλγόριθµος Householder

Ορισµός 2.2.5. Ως ϕασµατικό µέτρο του συµµετρικού πίνακα A ως προς την πρώτη γραµµή/στήλη

ορίζεται το µA =
∑n

j=1 δλjψj(1)2.

Επιπλέον ισχύει για το συγκεκριµένο µέτρο, όπως πριν, πως οι k−ϱοπές του ισούνται µε το
(1, 1) στοιχείο τουAk. Μας ενδιαφέρει να δώσουµε έναν χαρακτηρισµό για τις κλάσεις ισοδυναµίας
που δηµιουργούνται από τη σχέση «A ∼ B ⇐⇒ µA = µB» και ένα πρώτο ϐήµα είναι το εξής :

Λήµµα 2.2.6. ΑνA,B είναι συµµετρικοί n×n πίνακες των οποίων τα ϕασµατικά µέτρα συµπίπτουν,

τότε υπάρχει ορθογώνιος O του οποίου η πρώτη γραµµή είναι (1, 0, . . . , 0) και O−1AO = B.

Ορισµός 2.2.7. Πίνακας Jacobi ονοµάζεται ένας συµµετρικός πίνακας µε πραγµατικές τιµές ο

οποίος είναι τριδιαγώνιος µε αυστηρά ϑετικά µη-διαγώνια στοιχεία.
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΄Οπως ένας αντιπρόσωπος των κλάσεων ισοδυναµίας της ισοδυναµίας πινάκων είναι οι διαγώνιοι
πίνακες µε ϕθίνοντα στοιχεία, ο αντιπρόσωπος των κλάσεων ισοδυναµίας ως προς το ϕασµατικό
µέτρο επιλέγεται να είναι ο µοναδικός πίνακας Jacobi που το ϕέρει :

Θεώρηµα 2.2.8. Για κάθε A συµµετρικό πίνακα, υπάρχει µοναδικός πίνακας Jacobi µε µJ = µA.

Απόδειξη. ΄Οσον αφορά την ύπαρξη τέτοιου Jacobi πίνακα, ϑα επικαλεστούµε τον αλγόριθµο
Householder Μπορούµε να γράψουµε τον A στη µορφή

A =

(
a bT

b C

)
,

όπου a ∈ R, b ∈ Rn−1, και C ένας (n − 1) × (n − 1) υποπίνακας του A. Για έναν οποιοδήποτε
ορθογώνιο (n− 1)× (n− 1) πίνακα O, ορίζοντας τον

Q =

(
1 0

0 O

)

ισχύει ότι ο πίνακας

QAQT =

(
a (Ob)T

Ob OCOT

)
(2.2.3)

είναι επίσης συµµετρικός. Επιλέγοντας για O την ανάκλαση Householder [35],

Ov = v − 2
〈v, ω〉
〈ω, ω〉

ω, ω = b− |b| e1

για την οποία ισχύει OOT = I και

Ob = b− 2
〈b, ω〉

2 |b| (|b| − b1)
b+ 2

〈b, ω〉
2 |b| (|b| − b1)

|b| e1

= b− b+ |b| e1

= |b| e1.

Για αυτήν την επιλογή, η σχέση (2.2.3) γράφεται

QAQT =


a |b| 0 . . . 0

|b|
0
... OCOT

0

 (2.2.4)

∆εδοµένου πως ο O είναι ορθογώνιος, οι ιδιοτιµές µένουν αναλλοίωτες και ο υποπίνακας OCOT

είναι συµµετρικός. Επαναλαµβάνουµε το ίδιο επιχείρηµα για αυτόν. Η προκύπτουσα ανάκλαση



2.3 β−µοντέλα Τυχαίων πινάκων · 9

O1 ϑα είναι ένας (n− 2)× (n− 2) ορθογώνιος πίνακας που ϑα σταθεροποιεί το στοιχείο (1, 1) του
OCOT και επιπλέον, επεκτείνοντας την σε ανάκλαση Q1 για τον µεγαλύτερο πίνακα,

Q1(QAQT )QT1 =


a |b| 0 . . . 0

|b| c |b′| . . . 0

0 |b′|
...

... O′CO′T

0 0

 ,

όπου c ∈ R, b′ ∈ Rn−2 είναι η ανάλογη ανάλυση του OCOT µε αυτή που έγινε για τον A στην
αρχή της απόδειξης. Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία προκύπτει πίνακας Jacobi JA µε ιδιοτιµές
ίδιες µε του A. Από τη ϕύση των µετασχηµατισµών, η πρώτη συντεταγµένη των διανυσµάτων
παραµένει αναλλοίωτη. Εποµένως τα ιδιοδιανύσµατα των A, JA έχουν ίδια πρώτη συντεταγµένη.
Από τα παραπάνω, σA = σJA .

Για τη µοναδικότητα· έστω J,K πίνακες Jacobi µε το ίδιο ϕασµατικό µέτρο. Τότε, ελέγχοντας τις
k−ϱοπές τους ισχύει πως

(Jm)11 = (Km)11, ∀m.

Αναλύοντας αυτή τη σχέση, για άρτιο m παίρνουµε ισότητα των διαγωνίων, και για περιττό m
ισότητα των µη-διαγώνιων στοιχείων. Αρκεί, δηλαδή, να εκµεταλλευτούµε την παραπάνω σχέση για
m = 1, . . . , 2n−1. Πράγµατι, γιαm = 1 ισχύει J11 = K11, ενώ γιαm = 2 J2

11 +J2
12 = K2

11 +K2
12.

Από το ϑετικό πρόσηµο των µη διαγώνιων στοιχείων, J12 = J21 = K12 = K21. Συνεχίζοντας µε
τις υπόλοιπες ϱοπές, προκύπτει η ισότητα J = K κάθε δύο Jacobi πινάκων µε το ίδιο ϕασµατικό
µέτρο. �

2.3 β−µοντέλα Τυχαίων πινάκων

2.3αʹ Εισαγωγικά περι τυχαίων πινάκων

Η ϑεωρία πιθανοτήτων άρχισε σιγά σιγά να εισβάλλει στους περισσότερους από τους κλάδους
των επιστηµών εδώ και περίπου εκατό χρόνια, ϐοηθώντας κυρίως στη µοντελοποίηση µεγάλων
συστηµάτων. Με τον όρο µεγάλα συστήµατα εννοούµε όσα εξαρτώνται από τέτοιο πλήθος µεταβλη-
τών, ώστε η πολυπλοκότητα και το µέγεθος του προβλήµατος να καθιστούν ντετερµινιστικές και
συστηµατικές µελέτες αδύνατες, όπως για παράδειγµα η µελέτη πληθυσµών ή αλληλεπιδράσεις
µεταξύ ατόµων. Σε αυτές τις περιπτώσεις η εισαγωγή της τυχαιότητας προσφέρει ευκολία στους
υπολογισµούς.

Η πρώτη δηµοσίευση πάνω στο αντικείµενο των τυχαίων πινάκων οφείλεται στον Wishart [68] η
οποία σε συνδυασµό µε τις εργασίες του Hsu [36] στις αρχές της δεκαετίας του ′30 έδωσαν έναυσµα
σε µία καινούρια ερευνητική περιοχή. Σύντοµα, εφαρµογές αυτής της ϑεωρίας ϐρήκαν σπίτι στην
πυρηνική ϕυσική ([23], [66], [31]), την υπολογιστική ϐιολογία [27], τα νευρωνικά δίκτυα [45], στη
ϑεωρητική πληροφορική [19], τα τυχαία γραφήµατα [47], όπως ϐεβαίως και στην πολυδιάστατη
στατιστική [39], [17] αλλά και την αριθµητική ανάλυση [25]. Από τα παραπάνω, είναι ϕανερό ότι οι
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τυχαίοι πίνακες άρχιζαν να προκύπτουν σε πολλά, ϕαινοµενικά ασύνδετα αντικείµενα. Χαρακτη-
ϱιστικό παράδειγµα, οι αποστάσεις (spacings) µεταξύ ϱιζών της συνάρτησης του Riemann, ζ και
η σύνδεση τους µε αποστάσεις µεταξύ ιδιοτιµών του µοναδιαίου Γκαουσιανού µοντέλου [49], [52].
Περισσότερες συνδέσεις µεταξύ διαφόρων αντικειµένων µε στατιστικά τυχαίων πινάκων συζητώνται
στις επόµενες παραγράφους.

Τα µοντέλα τυχαίων πινάκων (πολύ σύντοµα: ένα µοντέλο καθορίζεται από τις κατανοµές των
στοιχείων του µαζί µε ενδεχόµενους επιπλέον περιορισµούς) που έχουν εισαχθεί στη ϐιβλιογρα-
ϕία είναι πάρα πολλά. Οι πιο δηµοφιλείς επιλογές, όµως, είναι αυτές µε στοιχεία κατανεµηµένα
σύµφωνα µε την κανονική κατανοµή. Κατά µία έννοια, εξ΄ αιτίας της ύπαρξης του Κεντρικού Ορια-
κού Θεωρήµατος, ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι είναι και η πιο ϕυσιολογική για τις εφαρµογές.
Τέτοια µοντέλα, πέρα από απλά στη σύλληψη είναι και αρκετά «ευέλικτα» στους υπολογισµούς,
µε κύρια αιτία το ορθογώνιο αναλλοίωτο που τα χαρακτηρίζει. Κατά συνέπεια, η πλειοψηφία των
µοντέλων έχει ως ϐάση την κανονική κατανοµή, µαζί µε επιπλέον υποθέσεις που ϑα εξασφαλίζουν
πραγµατικό ϕάσµα (δηλαδή, ιδιοτιµές), όπως συµµετρία, ή να είναι ϑετικά ορισµένοι (στην µη-
τετραγωνική περίπτωση). Αυτές οι υποθέσεις πέρα από τη διευκόλυνση, γίνονται και προκειµένου
να ανταποκρίνονται στα ϕυσικά µοντέλα και στατιστικά αντικείµενα που µελετάνε.

Στη Στατιστική, η συµµετρία επιτυγχάνεται µε το γίνοµενο AA† όπου A πίνακας µε στοιχεί-
α ανεξάρτητες κανονικές κατανοµές, ενώ στο πλαίσιο της Φυσικής, η συµµετρικοποίηση γίνεται
µέσω του (A + A†)/2. Οι πρώτοι πίνακες που ϑεωρήθηκαν ήταν οι προαναφερθέντες A, ενώ
παράλληλα η ερώτηση «Πάνω από ποιά άλλα σώµατα µπορούµε να ϑεωρήσουµε κανονικές κατα-
νοµές ;» δηµιουργούταν. Η απάντηση του Dyson (1962, [24]) ήταν πως, για να είναι συνεπή τα
µοντέλα µε τη ϕυσική ερµηνεία, πρέπει οι κανονικές κατανοµές να παίρνουν τιµές σε σώµατα που
είναι άλγεβρες διαίρεσης πάνω από το R (µία -µεταθετική- άλγεβρα R καλείται άλγεβρα διαίρεσης

επί του R αν και µόνον αν έχει µοναδιαίο στοιχείο και για κάθε µη-µηδενικό a ∈ R υπάρχει
µοναδικό x ∈ R ώστε ax = xa = 1), αφήνοντας σαν µοναδικές επιλογές (από το ϑεώρηµα του
Frobenius) τρεις : R,C,H (από αυτό προκύπτει και η λεγόµενη τριχοτόµηση του Dyson). Από
τότε και µέχρι σήµερα, οι ϕυσικοί έχουν ασχοληθεί διεξοδικά µε τα Γκαουσιανά µοντέλα (ϐλ.
επόµενη παράγραφο). Αυτά αντιστοιχούν στις τιµές 1, 2, 4 της παραµέτρου β που ϑα µας απασχο-
λήσει. Το γεγονός πως οι προσεγγίσεις για αυτές τις τρεις περιπτώσεις ήταν, κατά κάποιο τρόπο,
παρεµφερείς έδωσε την ιδέα της παραµετροποίησης. Τα αποτελέσµατα, παρολαυτά, για τα τρία
αυτά β αποδείχθηκαν µεµονωµένα και στις περισσότερες περιπτώσεις, ανεξάρτητα. Το ερώτηµα
πλέον ήταν αν µπορούσαµε να δώσουµε ϕυσική ερµηνεία, δηλαδή κάποιο µοντέλο που να έχει
ως πυκνότητα την ίδια µε τις περιπτώσεις β = 1, 2, 4 αλλά για διαφορετικές, ϑετικές τιµές της
παραµέτρου. Σαν ϑεωρητικές κατανοµές, είχανε ήδη συνδεθεί µε πληθώρα προβληµάτων, όπως τα
πολυώνυµα Jack και τους Schrödinger τελεστής αυθαίρετης αντίστροφης ϑερµοκρασίας (ϐλ. [29]

για λεπτοµέρειες στα παραπάνω). Στις επόµενες ενότητες ϑα δούµε πως αυτό το ερώτηµα µπορεί
να απαντηθεί ϑετικά, κατασκευάζοντας ένα µοντέλο για γενικό β, τόσο για τη Γκαουσιανή, όσο και
για τη Wishart περίπτωση.
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Οι περιπτώσεις β = 1, 2, 4

Ξεκινάµε σηµειώνοντας πως, σε αντιστοιχία µε την κανονική κατανοµή N (0, 1), είναι δυνατόν να
ορίσουµε τη µιγαδική κανονική N 2(0, 1) αλλά και την quaternion κανονική N 4(0, 1). Η σχέση
τους µε την N (0, 1) ϐρίσκεται στο ότι N 2(0, 1) = x + iy και N 4(0, 1) = x + iy + jz + kw,
µε x, y, z, w ∼ N(0, 1). Εντελώς ανάλογα µπορούµε να ορίσουµε και πολυδιάστατες κανονικές
κατανοµές, είτε πρόκειται για πίνακα ή για διάνυσµα (για παραπάνω λεπτοµέριες σχετικά µε τις
πολυδιάστατες κατανοµές, ϐλ. [51]).

΄Ενας πίνακας A ϑα λέµε ότι ανήκει στο Gβ(n,m), αν είναι διάστασης n×m, µε τα στοιχεία του
τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµήN β(0, 1). Οι παραπάνω πίνακες χαρακτηρίζονται από το γεγονός
ότι είναι αναλλοίωτοι κάτω από ορθογώνιους µετασχηµατισµούς. Αυτό, στην πράξη, σηµαίνει πως
δεν έχουµε κάποιο τρόπο να ξεχωρίσουµε την κατανοµή του διανύσµατοςAe1 από των διανυσµάτων
Q1Ae1 και AQ2e1, µε την προϋπόθεση ότι Q1(n, n), Q2(m,m) είναι ορθογώνιοι (για β = 1, ή
µοναδιαίοι για β = 2, ή αυτοδϋικοί για β = 4) πίνακες ανεξάρτητοι του A. Η εν λόγω ιδιότητα
προκύπτει από το γεγοόνος πως ο πολλαπλασιασµός του (για παράδειγµα) Q1A δίνει έναν πίνακα
B του οποίου οι στήλες του είναι το γινόµενο του Q1 µε τις στήλες του A. Η ανάλυση της
χαρακτηριστικής συνάρτησης µαζί µε το ορθογώνιο αναλλοίωτο του Γκαουσιανού µέτρου συνάγει
πως Q1A ∈ Gβ(n,m) ξανά (για την απόδειξη, ϐλ. την κατασκευή µετά την παρατήρηση (2.3.3)).

Με τη ϐοήθεια των Gβ(n,m) ϑα ορίσουµε αµέσως όλα µοντέλα (ensembles) τυχαίων πινάκων
που ϑα µας απασχολήσουν.

΄Ενας n× n πίνακας X = Xn ϑα αποτελεί δείγµα από το Γκαουσιανό Ορθογώνιο Μοντέλο

(Gaussian Orthogonal Ensemble, GOE(n)) αν X = (A+A†)/2, µε A ∈ G1(n, n). Τα διαγώνια
στοιχεία του είναι τυχαίες µεταβλητές N (0, 1) και τα υπόλοιπα ακολουθούν N (0, 1

4) +N (0, 1
4) ∼

N (0, 1
2). Εναλλακτικά, ο πίνακαςX του µοντέλου αυτού µπορεί να εξαχθεί και από το πραγµατικό

µέρος του επόµενου.
΄Ενας n × n πίνακας X = Xn ϑα είναι στοιχείο από το Γκαουσιανό Μοναδιαίο Μοντέλο

(Gaussian Unitary Ensemble, GUE(n)) αν X = (A+A∗)/2, όπου αυτή τη ϕορά A ∈ G2(n, n).
Τα διαγώνια στοιχεία είναι ξανά πραγµατικές κανονικές N (0, 1) ενώ τα µη-διαγώνια ακολουθούν
N 2(0, 1

2). Τέλος, ορίζουµε το Γκαουσιανό Συµπλεκτικό Μοντέλο GSE(n) ως X = (A+A#)/2,

όπου A# ο δυϊκός ανάστροφος του A.

Παρατήρηση 2.3.1. Κάθε q ∈ H γράφεται q = a+ bi+ cj+ dk. Σαν πίνακα µε στοιχεία από το C,

q =

(
a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

)
.

Ως συζυγές του q, q# ορίζουµε τον αναστροφοσυζυγή πίνακα και κατ΄ επέκταση ένας πίνακας (aij)

µε στοιχεία από το H ϑα έχει ως δυϊκό ανάστροφο τον πίνακα που στη ϑέση (i, j) έχει το στοιχείο

(aji)
#.

Τα Γκαουσιανά µοντέλα εισήχθησαν από τον Wigner τη δεκαετία του ′50, ο οποίος επίσης
υπολόγισε την από κοινού πυκνότητα των ιδιοτιµών ενός τέτοιου πίνακα. ΄Επειτα, η έρευνα πάνω
στα GOE, GUE προχώρησε µε τον υπολογισµό των επιπέδων ενέργειας από τους Gaudin και
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Mehta [32], [31] λίγο µετά, ενώ αρκετά αργότερα, οι Basor, Tracy, Widom εξήγαγαν ασυµπτώτικα
απότελεσµατα [6]. Στους δύο τελευταίους οφείλονται και τα ασυµπτωτικά αποτελέσµατα για τις
ακραίες τιµές των ιδιοτιµών (η γνωστή Tracy-Widom κατανοµή) [62]. ΄Ολα τα παραπάνω έχουν
εξερευνηθεί για τις τιµές β = 1, 2, καθώς και β = 4 σε κάποιες περιπτώσεις. Από τη δεκαετία
του ′80 εώς και σήµερα, πληθώρα προβληµάτων σε διάφορους κλάδους των µαθηµατικών έχουν
συνδεθεί µε τους τυχαίους πίνακες, και πιο συγκεκριµένα µε στατιστικά των GOE, καθώς και
των GUE. Ανάµεσα τους ϐρίσκεται η εύρεση της µεγαλύτερης αύξουσας υπακολουθίας σε µία
τυχούσα (Baik, Deift, Johansson, [5]), τα «µαγικά τετράγωνα» (Diaconis, Gamburd, [18]), καθώς
και προβλήµατα διαµέρισης επιφανειών (Borodin, Olshanski [10]).

Η άλλη κατηγορία πινάκων που ϑα µας απασχολήσει είναι αυτή των Wishart πινάκων. Ιστορι-
κά, αποτελούν την έναρξη της ενασχόλησης µε τους τυχαίους πίνακες και οφείλεται στον Wishart,
ο οποίος τους εισήγαγε το 1928 και απέδειξε την από κοινού πυκνότητα των στοιχείων του, [68]. Σε
πλήρη αναλογία µε τα παραπάνω ϑα ορίσουµε τρείς κατηγορίες µοντέλων µε το όνοµα Wishart· ο
πραγµατικός Wishart ορίζεται ως ο συµµετρικός n×n πίνακας µε X = AAt, για A ∈ G1(n,m).

Για έναν X = Xn Ερµιτιανό n × n ο οποίος γράφεται στη µορφή AA∗ µε A ∈ G2(n,m) ϑα λέµε
ότι ανήκει στο µιγαδικό Wishart Μοντέλο, ενώ για το συµπλεκτικό Wishart Μοντέλο έχουµε
X = AA#, αυτή τη ϕορά ο A ∈ G4(n,m).

Στην µελέτη των πινάκων Wishart, τα level densities αποδείχθηκαν από τους Marcenko και
Pastur [46] αρκετά χρόνια αργότερα. Την ίδια περίοδο, ο James ϑα ήταν ο πρώτος που χρησι-
µοποιούσε ειδικές συναρτήσεις προκειµένου να µελετήσει στατιστικά ιδιοτιµών, πιο συγκεκριµένα
για τον πραγµατικό Wishart [38]· αυτή η «µέθοδος» έχει επεκταθεί σε όλα τα δηµοφιλή µοντέλα
τυχαίων πινάκων. Για όλα τα παραπάνω, το ενδιαφερόµενο άτοµο παραπέµπεται στα [3] (για τα
GOE, GUE) και [51] (για τα µοντέλα Wishart). Τέλος, αξίζει να σηµειώθει πως η κατανοµή της
(έπειτα από κατάλληλη αλλαγή κλίµακας) µεγαλύτερης ιδιοτιµής τόσο στα Γκαουσιανά αλλά και
στα µοντέλα Wishart δίνεται από τους νόµους Tracy-Widom, TW (β), όπου το β = 1, 2 αναλόγως
(ϐλ. [40], [41], [64]).

Ο τελικός στόχος αυτής της παραγράφου είναι να καταγράψει µοντέλα πινάκων των οποίων
τις απο κοινού κατανοµές ιδιοτιµών να γενικεύουν τα µοντέλα της επόµενης παραγράφου. Για
αυτό το σκοπό ϑα χρειαστούµε και τις κατανοµές αυτών. Για παράδειγµα, για το GOE, ϐρίσκοντας
κανείς την από κοινού πυκνότητα των στοιχείων του πίνακα και γνωρίζοντας την κατανοµή των
ιδιοδιανυσµάτων, είναι εφικτό διαγωνιοποιώντας τον πίνακα να ϐρει την περιθώρια κατανοµή των
ιδιοτιµών, ολοκληρώνοντας ως προς τα ιδιοδιανύσµατα. Το µόνο που µένει είναι ο υπολογισµός της
κατάλληλης Ιακωβιανής του µετασχηµατισµού (ϐλ. [3]). Αυτή η µέθοδος, αλλά πιο «εκλεπτυσµένη»
περνάει και στους πίνακες Wishart µέσω του ϑεωρήµατος του Weyl ([3]).

Μέτρο Haar

΄Ενας πίνακας που ανήκει στο GOE(n) είναι πραγµατικός και συµµετρικός. Είναι συνεπώς γνωστό
πως έχει n ιδιοτιµές και υπάρχει ορθοκανονική ϐάση από ιδιοδιανύσµατά του. Μας ενδιαφέρει
να διαµορφώσουµε µία είκονα για το πως συµπεριφέρονται αυτά. ΄Εχοντας στο µυαλό µας ότι
ο πίνακας των ιδιοδιανυσµάτων είναι ορθογώνιος, η λογική συµπεριφορά για ένα ιδιοδιάνυσµα
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του GOE(n) ϑα ήταν να είναι «οµοιόµορφα κατανεµηµένο» στην κατάλληλης διάστασης σφαίρα.
Σκεφτόµενοι τι είναι η οµοιόµορφη κατανοµή στον κύκλο S1, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη µιγα-
δική τυχαία µεταβλητή στο S1 ⊆ C που είναι αναλλοίωτη ως προς τις στροφές· για κάθε A ⊆ S1

η πιθανότητα να ϐρίσκεται στο A ϑα πρέπει να είναι ίδια µε την πιθανότητα να ϐρίσκεται στο
eiθ · A,∀θ ∈ [0, 2π). Θεωρώντας το ίδιο σενάριο για τους πίνακες, ένα οµοιόµορφα κατανεµηµένο
στοιχείο U ∈ G = O(n), U(n), όπου O(n) (αντίστοιχα, U(n) οι n × n πραγµατικοί (αντίστοιχα,
µιγαδικοί) πίνακες µε ορίζουσα ±1, να είναι πάλι αναλλοίτωτο ως προς τα στοιχεία του G: Για
κάθε A ⊆ G και δεδοµένο M ∈ G:

µ(M · A) = µ(A ·M) = µ(A), (2.3.1)

µε M · A = {MU,U ∈ A}.

Ορισµός 2.3.2. Το µοναδικό µέτρο που ικανοποιεί την (2.3.1) καλείται µέτρο Haar

Παρατήρηση 2.3.3. Το µέτρο Haar µπορεί να οριστεί γενικότερα για τοπικά συµπαγείς τοπολογικές

οµάδεςG µε πιο ασθενείς συνθήκες, όπως µόνο αριστερό αναλλοίωτο και πεπερασµένο στα συµπαγή

υποσύνολα. Αν G συµπαγής, τότε είναι πεπερασµένο καθώς και δεξιά αναλλοίωτο. Στην περίπτωση

που εξετάζουµε, οι οµάδες που µας ενδιαφέρουν είναι οµάδες Lie, εποµένως πάνω τους µπορεί να

οριστεί ένα µοναδικό µέτρο πιθανότητας Haar. Για µία αναλυτική απόδειξη της ύπαρξής του καλή

αναφορά είναι η [57].

΄Ολα τα παραπάνω µας εξασφαλίζουν την ύπαρξη του µέτρου Haar χωρίς να προσφέρει κάποια
περιγραφή για αυτό. Παρόλαυτα, υπάρχουν διάφορες µέθοδοι κατασκευής O(n)-αναλλοίωτων
µέτρων πιθανότητας στο O(n) τα οποία λόγω µοναδικότητας καθίστανται το µέτρο Haar. Η πιο
συνηθισµένη προσέγγιση είναι αυτή µέσω των τυχαίων πινάκων. ΄Εστω A ∈ G1(n, n), δηλαδή n×n
πίνακας µε όλα του τα στοιχεία ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµή N (0, 1). Λόγω της
ϕυσικής απεικόνισης τουMn(R) των n×n πινάκων µε πραγµατικά στοιχεία στο Rn2

, είναι ϕανερό
πως η από κοινού κατανοµή των στοιχείων του πίνακα (ή, η κατανοµή του πίνακα) είναι η

1

(2π)n2

n∏
i,j=1

e−x
2
ij/2 =

1

(2π)n2 exp

−1

2

n∑
i,j=1

x2
ij

 .

Κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής yij = (MX)ij =
∑n

k=1Mikxkj , η πυκνότητα των στοιχείων ως
προς τις µεταβλητές yj γράφεται

1

|detM | (2π)n2 exp

−1

2

n∑
i,j=1

(M−1y)2
ij

 =
1

(2π)n2 exp

−1

2

n∑
i,j=1

y2
ij

 ,

όπου χρησιµοποιήθηκε το ότι M † = M−1. Το µόνο πρόβληµα στο παραπάνω είναι ότι ο πίνακας
A δεν είναι ορθογώνιος, εποµένως δεν ϑα µπορούσε να προέρχεται από την κατανοµή που ορίζει
το µέτρο Haar. Τη λύση σε αυτό έρχεται να δώσει η µέθοδος Gram-Schmidt· ϑα µετατρέψουµε
τις στήλες του A σε ορθοκανονική ϐάση του Rn. Αυτό που πρέπει να προσέξει κανείς είναι πως
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η «ορθοκανονικοποίηση» και ο πολλαπλασιασµός επί M µετατίθενται. Για την επαλήθευση των
παραπάνω, ελέγχουµε το πρώτο ϐήµα της διαδικασίας Gram-Schmidt· αντικαθιστούµε τη στήλη
X2 µε τη στήλη X2 − 〈X1, X2〉X2. Εποµένως η αντίστοιχη στήλη του MX ϑα είναι MX2 −
〈X1, X2〉MX2. Από την αλλή, αν πάµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο κατευθείαν στον MX ϑα
έχουµε αντικαταστήσει την (MX)2 µε τη

(MX)2 − 〈(MX)1, (MX)2〉(MX)2 = MX2 − 〈M †MX1, X2〉MX2

= MX2 − 〈X1, X2〉MX2.

Επεκτείνοντας τον ίδιο ακριβώς συλλογισµό για τις υπόλοιπες στήλες, καταλήγουµε στο ότι η
διαδικασία λήψης ενός δείγµατος από το G1(n, n) και στη συνέχεια εφαρµογή της µεθόδου Gram-
Schmidt δηµιουργεί ένα δείγµα από το µέτρο Haar.

Αµέσως τώρα ϑα δώσουµε µία εναλλακτική κατασκευή δείγµατος από το ίδιο µέτρο, καθώς
η γεωµετρική ιδέα στην οποία ϐασίζεται ϕέρει πολλά κοινά µε τη ϐασική ιδέα της επόµενης
ενότητας. Η ιδέα αυτή, στο συγκεκριµένο πλαίσιο, είναι να ξεκινήσουµε µε έναν «άδειο» πίνακα
και να προσθέτουµε µία-µία στήλες µήκους ένα, κάθε µία κάθετη σε όλες τις προηγούµενες.
Θεωρούµε το µέτρο πιθανότητας ρ στη σφαίρα Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} που προκύπτει από
την κανονικοποίηση του όγκου της σφαίρας. Για κάθε B ⊆ Sn−1, έχουµε

ρ(B) =
σn−1(B)

σn−1(Sn−1)
,

όπου σd−1(B) είναι το (d− 1)-διάστατο Hausdorff µέτρο του συνόρου ∂B (το οποίο συµπίπτει µε
το µέτρο Lebesgue στον Rd−1). Επιλέγουµε U1 διάνυσµα στην Sn−1 κατανεµηµένο οµοιόµορφα
σύµφωνα µε το ρ· αυτή ϑα είναι η πρώτη στήλη του U . Για την επόµενη στήλη, ϑεωρούµε τον
υπόχωρο 〈U1〉⊥ ∩Sn−1 της Sn−1, που αποτελείται από τα διανύσµατα της µοναδιαίας σφαίρας, µε
την επιπρόσθετη προϋπόθεση να είναι κάθετα στο U1. Αυτόν το χώρο µπορούµε να το σκεφτόµαστε
ως την σφαίρα Sn−2. Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο µε το ρ µπορούµε να ορίσουµε το ρ1 µέτρο και
να επιλέξουµε ένα U2 σύµφωνα µε αυτό. Το επιλεγµένο διάνυσµα ϑα πληροί τόσο την καθετότητα
µε το U1 όσο και το µοναδιαίο µήκος· το προσθέτουµε ως δεύτερη στήλη στον U . Συνεχίζοντας
κατ΄ αυτόν τον τρόπο, ϕτιάχνουµε έναν πίνακα U = [U1, . . . , Un] ο οποίος ισχυριζόµαστε πως
είναι κατανεµηµένος σύµφωνα µε το µέτρο Haar. Πράγµατι, για δεδοµένο M ∈ O(n), οι στήλες
του MU είναι MU1, . . . ,MUn, οι οποίες ικανοποιούν 〈MUj ,MUi〉 = 〈Uj , Ui〉 = δij , όπου δ το
Kronecker δέλτα. Η πρώτη στήλη, για παράδειγµα, είναι µία οµοιόµορφα κατανεµηµένη τυχαία
µεταβλητή στη µοναδιαία σφαίρα, πολλαπλασιασµένη επί M . Επειδή ο M είναι ορθογώνιος, η
αλλαγή µεταβλητής Yi = MUi δίνει ότι για Ui ∈ Sn−i, τα Yi επίσης ϑα ανήκουν στην Sn−i, και
το γεγονός ότι ϑα έχουν την ίδια πυκνότητα προκύπτει από το ότι η Ιακωβιανή του παραπάνω
µετασχηµατισµού είναι η |detM | = 1. Συνεπώς, ο πίνακας MU έχει την ίδια κατανοµή µε τον
πίνακα U , που (πάλι εξ΄ αιτίας της µοναδικότητάς) σηµαίνει ότι ο U είναι κατανεµηµένος σύµφωνα
µε το µέτρο Haar. ΄Οσον αφορά τους Γκαουσιανούς Ορθογώνιους πίνακες, ισχύει το εξής [3]:

Πόρισµα 2.3.4. ΄Εστω X ∈ GOE(n) µε ιδιοδιανύσµατα v = (v1, . . . , vn) και ιδιοτιµές Λ =

(λ1, . . . , λn). Τότε ισχύει πως οι τυχαίες µεταβλητές v και Λ είναι ανεξάρτητες και πως κάθε έ-

να vj είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο στο S+
n−1 := {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1, x1 > 0}. Επιπλέον, το v
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είναι κατανεµηµένο σαν δείγµα από το Haar µέτρο στον O(n), µε κάθε στήλη κανονικοποιηµένη

ώστε να ανήκει στο S+
n−1.

Απόδειξη. Γράφουµε την ανάλυση του πίνακα X σε UDU †, και έστω επιπλέον ένας πίνακας
M κατανεµηµένος σύµφωνα µε το µέτρο Haar, ανεξάρτητος του X. Λόγω του ορθογώνιου α-
ναλλοίωτου, η κατανοµή του MXM † είναι ίδια µε αυτή του X, όπως και οι ιδιοτιµές τους, ενώ
επιπλέον ισχύει MXM † = (MU)D(MU)† ∼ UDU †. Συνδυάζοντας τα παραπάνω µε το γεγονός
ότι MU ∼ M (ο πίνακας U εδώ είναι δεδοµένος ορθογώνιος ως πίνακας ορθοκανονικών ιδιοδια-
νυσµάτων), προκύπτει πως οι ιδιοτιµές Λ = (λi) είναι ανεξάρτητες των ιδιοδιανυσµάτων v1, . . . , vn.
Συνεχίζοντας το παραπάνω επιχείρηµα, ϐλέπουµε πως ο [v1, . . . , vn] έχει την ίδια κατανοµή µε τον
[Mv1, . . . ,Mvn], όπου εξ΄ ορισµού του ο M είναι κατανεµηµένος σαν δείγµα από το µέτρο Haar
του O(n). Τέλος, έχοντας την γνώση του παραπάνω, είναι εµφανές ότι κάθε vi µπορούµε να το
πολλαπλασιάσουµε µε το πρόσηµο sign(vi(1)) της πρώτης συντεταγµένης του· το αποτέλεσµα ϑα
είναι ένα στοιχείο του S+

n−1, και είναι εµφανές πως για κάθε δείγµαM από το συγκεκριµένο µέτρο,
ο τροποποιηµένος M ′ παραµένει Haar κατανεµηµένος. Αυτό διότι ο πίνακας M ′ προκύπτει από

το γινόµενο του M µε έναν άλλον, δεδοµένο, ορθογώνιο πίνακα, τον


−1 0 0

0 1
. . .

0 1

 �

Από κοινού κατανοµές τυχαίων πινάκων

∆εδοµένης της ανεξαρτησίας των στοιχείων του GOE (και ότι είναι κανονικής κατανοµής) µπορούµε
να δούµε πως το µοντέλο αυτό χαρακτηρίζεται από ένα Γκαουσιανό (άρα, αναλλοίωτο ως προς
ορθογώνιους µετασχηµατισµούς) µέτρο µε πυκνότητα:

P1(X) =
1

Zβ,n

n∏
i=1

1√
2π
e−x

2
i /2

n2−n∏
j=1

1√
π
e−x

2
j =

1

2n/2
1

πn/2+n(n−1)/2
etr−X2/2

Αντίστοιχα, για β = 2, 4 παίρνει τις πυκνότητες για τα GUE, GSE n× n µοντέλα:

Pβ(X) =
1

2n/2
1

πn/2+n(n−1)β/2
etr(−β

2
X2) (2.3.2)

Ο πίνακας X από το GOE(n) γράφεται X = UDU †, όπου U ορθογώνιος µε στήλες τα ιδιοδιανύ-
σµατα του X, και D = diag (Λ)). Τα παραπάνω κάνουν σαφές πως έχοντας τα U και D µπορούµε
να ανακτήσουµε την κατανοµή του X. ΄Εχουµε έτσι µία απεικόνιση από τους συµµετρικούς n×n
πίνακες (δηλαδή, το R

n
2

(n+1)) στο Ϲευγάρι (v,Λ), το οποίο παίρνει τιµές στο
(
S+
n−1

)n ×∆c
n, όπου

∆c
n = {x ∈ Rn : x1 ≤ · · · ≤ xn}. Επιπλέον γνωρίζουµε την ανεξαρτησία των δύο αυτών µεταβλη-

τών, καθώς και την κατανοµή του πρώτου από το πόρισµα 2.3.4. Υπολογίζοντας την Ιακωβιανή της
απεικόνισης, |∆(Λ)|, προκύπτει ότι οι ιδιοτιµές του Γκαουσιανού Ορθογώνιου Μοντέλου έχουν
από κοινού κατανοµή

f1(Λ) =
π
n
4

(n−1)

(2π)n/2
(Γ(1 + 1/2))n

Γ1
n(1 + 1/2)

|∆(Λ)| etr(−A2/4),
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όπου ∆(x) η ορίζουσα Vandermonde του x = (xi) ∈ Rn, που δίνεται από τον τύπο
∏
i<j |xi − xj |.

Στο ίδιο πλαίσιο, προκύπτει για το Γκαουσιανό µοναδιαίο (β = 2) αλλά και για το συµπλεκτικό
(β = 4) µοντέλο ότι η απο κοινού κατανοµή των ιδιοτιµών είναι η

fβ(Λ) =
π
nβ
4

(n−1)

(2π)n/2
(Γ(1 + β/2))n

Γβn(1 + β/2)
|∆(Λ)|β etr(−β

4
A2) (2.3.3)

Αντίστοιχη εξάρτηση από την ποσότητα β υπάρχει και στις κατανοµές των πινάκων Wishart. Η
πυκνότητα των στοιχείων δίνεται από

P (X) =
1

2mnβ/2
1

Γβn(nβ/2)
etr(−β

2
X)

n∏
i=1

λ
β
2

(m−n+1)−1

i , (2.3.4)

ενώ για τις ιδιοτιµές (singular values), η από κοινού κατανοµή είναι η

Lβ(Λ) =
1

ZL
|∆(Λ)|β etr−β

2
Λ(det Λ)

β
2

(m−n+1)−1, (2.3.5)

όπου η σταθερά ZL ισούται µε(
πmβ(m−1)

2mnβ

)1/2
Γ(1 + β/2)n

Γβn(1 + β/2)Γβn
(

(m− n+ 1)β2

) .
Τα παραπάνω αποτελέσµατα διατυπώθηκαν µε απλό σχολιασµό καθώς οι αποδείξεις τους είναι
εκτενείς και ξεφεύγουν από τα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής. Παραπάνω πληροφορίες
µπορούν να ευρεθούν στα [3] για τα Γκαουσιανά µοντέλα, ενώ για τα µοντέλα Wishart η ϐασική
αναφορά παραµένει το [51].

2.3βʹ Τα γενικά β−µοντέλα

Από τα προηγούµενα αποτελέσµατα, µπορεί να παρατηρήσει κανείς πως η κατανοµή για τις ιδιο-
τιµές στα µοντέλα Wishart και τα Γκαουσιανά µπορούν να γραφτούν στη µορφή

fβ(Λ) = c |∆(Λ)|β
n∏
i=1

Vβ(λi), (2.3.6)

όπου ∆(·) η ορίζουσα Vandermonde ενός διανύσµατος, και το V (·) είναι το «δυναµικό», όπου
για V 1

β (λ) = e−βλ
2/4 και V 2

β (λ) = λαe−βλ/2 (α = β
2 (n −m + 1) − 1) παίρνουµε αντίστοιχα τις

(;;) και (;;) για τα (όπως ϑα ονοµάζουµε από εδώ και πέρα) β−Hermite και β−Wishart µοντέλα.
Επιπλέον, για Vβ(λ) = λα(1− λ)b, µε α = β

2 (n1 −m+ 1), b = β
2 (n2 −m+ 1)− 1 παίρνουµε τα

µοντέλα MANOVA ή Jacobi.
Η (2.3.6) για τα δυναµικά που αναφέραµε δίνουµε για β = 1, 2, 4 τα γνωστά GOE/GUE/GSE

και τα R/C/H−Wishart. Η παραπάνω κατασκευή αποτελεί γενίκευση της τριχοτόµησης του
Dyson [24] για τα αναλλοίωτα µοντέλα.
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β−Hermite

Θα ξεκινήσουµε παρουσιάζοντας την τεχνική για την περίπτωση β = 1 δηλαδή στο µοντέλο GOE,
και στη συνέχεια ϑα µεταφέρουµε την απόδειξη για τη γενική τιµή της παραµέτρου. Σε αυτήν την
υποενότητα όταν αναφερόµαστε στην fβ ϑα είναι µε το δυναµικό V 1

β (λ) = e−βλ
2/4.

Θεώρηµα 2.3.5. [65] ΄Εστω ένας πίνακας A από το µοντέλο GOE(n). Τότε, η αναγωγή του σε

τριδιαγώνια µορφή δείχνει πως ο πίνακας T = H1 έχει από κοινού κατανοµή ιδιοτιµών f1(Λ).

Ορισµός 2.3.6. Ο πίνακας από το β−Hermite (ή Hermite(β)) µοντέλο πινάκων ακολουθεί την εξής

κατανοµή

Hβ
n = Hβ ∼

1√
β


g1 χ(n−1)β

χ(n−1)β g2 χ(n−2)β

. . .
. . .

. . .

χ2β gn−1 χβ

χβ gn

 , (2.3.7)

όπου gi ∼ N (0, 2) ανεξάρτητες και χr =
√
χ2
r .

Απόδειξη. (Θεωρήµατος (2.3.5))
Θα επαναλάβουµε την απόδειξη ύπαρξης Jacobi αντιπροσώπου για τις κλάσεις ισοδυναµίας του
ϕασµατικού µέτρου (2.2.8). Γράφουµε τον πίνακα

A =

(
g1 bTn−1

bn−1 Gn−1

)
,

όπου g1 ∼ N(0, 1), bk = (gi,k)
k
i=1, ένα k−διάστατο Γκαουσιανό διάνυσµα (k = 1, . . . , n − 1), και

Gn−1 ο κάτω δεξιά (n − 1) × (n − 1) υποπίνακας του A. Για O να είναι όπως στην (;;) η n − 1

ανάκλαση Householder [35]. παίρνουµε πως

Obn−1 = (‖bn−1‖ , 0, . . . , 0) ∼ χn−1,

και για Q =

(
1 0

0 O

)
παίρνουµε

QAQT ∼


g1 χn−1 0 . . . 0

χn−1

0
... OGn−1OT

0

 .

Ο πίνακας OGn−1OT έχει προέλθει από έναν GOE(n− 1) έπειτα από συζυγία µε έναν ορθογώνιο.
Από (2.3.3) είναι και αυτός GOE(n − 1). Επαναλαµβάνοντας το ίδιο επιχείρηµα για αυτόν τον
πίνακα µπορούµε να αλλάξουµε τη δικιά του πρώτη γραµµή και στήλη. Στο τελευταίο ϐήµα
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παίρνουµε τον πίνακα της οικογένειας β−Hermite. Αφού οι ανακλάσεις που χρησιµοποιήθηκαν
είναι ορθογώνιες, ο µετασχηµατισµός σε τριδιαγώνιο πίνακα δεν επηρρεάζει τις ιδιοτιµές και έτσι,
ο προκύπτον πίνακας T έχει πυκνότητα ιδιοτιµών ίση µε f1(Λ). �

Ανακαλούµε από την ενότητα (2.3αʹ) ότι για τους πίνακες GOE ισχύει πως η πρώτη γραµµή του
πίνακα ιδιοδιανυσµάτων τους είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο πάνω στη σφαίρα της κατάλληλης
διάστασης, και ανεξάρτητο από τις ιδιοτιµές.

Πόρισµα 2.3.7. ΄Εστω T ∼ H1 µε ανάλυση σε διάγωνιο πίνακα T = QΛQT , q = (q11, . . . , q1n)

η πρώτη συντεταγµένη από κάθε ιδιοδιάνυσµα και Λ = (λ1, . . . , λn) οι ιδιοτιµές. Τότε, τα q,Λ είναι

ανεξάρτητα και το πρώτο είναι οµοίοµορφα κατανεµηµένο στη µοναδιαία σφαίρα.

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ GOE(n) και A = Q1ΛQT1 . Επιπλέον από το προηγούµενο ϑεώρηµα έχουµε
T = HAHT , όπου H είναι το γινόµενο των ανακλάσεων Householder που χρησιµοποιήθηκαν.
Κάθε µία από αυτές έχει πρώτη γραµµή eT1 εποµένως ο πολλαπλασιασµός µε τοH αφήνει αναλλοί-
ωτη την πρώτη γραµµή. Επειδή Q = HQ1, και γνωρίζουµε ήδη τα αποτελέσµατα του πορίσµατος
για τον πίνακα Q1, το Ϲητούµενο έχει αποδειχθεί. �

Παρατήρηση 2.3.8. Η αναγωγή σε τριδιαγώνια µορφή µπορεί να εφαρµοστεί σε κάθε πραγµατικό

συµµετρικό, µιγαδικό Ερµιτιανό ή αυτοδυϊκό πίνακα από quaternions, µε το αποτέλεσµα να είναι

πάντα πραγµατικός συµµετρικός. Το παραπάνω πόρισµα µπορεί να γενικευθεί.

Πόρισµα 2.3.9. Για τις τιµές β = 2, 4 η αναγωγή των πινάκων GUE, GSE σε τριδιαγώνια µορφή

δίνουν πως οι πίνακες από τα µοντέλα 2, 4−Hermite έχουν από κοινού κατανοµή ιδιοτιµών f2 και

f4 αντίστοιχα.

Απόδειξη. Ακριβώς ίδια. �

Το κλειδί για την απόδειξη πως οι ιδιοτιµές από το β−Hermite µοντέλο έχουν fβ πυκνότητα
είναι ο υπολογισµός της Ιακωβιανής µίας συγκεκριµένης απεικόνισης.

Πιο συγκεκριµένα, ένας n× n πίνακας Jacobi T χαρακτηρίζεται από 2n− 1 στοιχεία :

a = (an, . . . , a1), ai ∈ R

b = (bn−1, . . . , b1), bi > 0.

΄Εστω, επιπλέον η ανάλυση του σε διαγώνιο πίνακα

T = QΛQT

και q = (q1
1, . . . , q

1
n) όπως πριν η πρώτη γραµµή του Q. Για τους πίνακες Jacobi ισχύει το εξής

αποτέλεσµα

Λήµµα 2.3.10. Οι ιδιοτιµές ενός πίνακα Jacobi είναι διακεκριµένες και κάθε ιδιοδιάνυσµα έχει

µη-µηδενική πρώτη συνεταγµένη.
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Απόδειξη. Αρχικά, κάθε ιδιόχωρος ενός T πίνακα Jacobi είναι το πολύ µονοδιάστατος. Πράγµατι,
έστω Tv = 0, v 6= 0. Από το


an bn−1

bn−1 an−1 bn−2

. . . . . . . . .
b2 a2 b1

b1 a1

 ·


v1

...

...
vn


= 0

παίρνουµε τις εξής σχέσεις

0 = anv1 + bn−1v2

0 = bn−1v1 + an−1v2 + bn−2v3

...

0 = b1vn−1 + a1vn.

Γενικά

bn−ivi + an−ivi+1 + bn−i−1vi+2, i = 2, . . . , n− 2. (2.3.8)

Υποθέτοντας v1 6= 0 µπορούµε να ϐρούµε όλα τα vi, i = 2, . . . , n συναρτήσει της πρώτης συντε-
ταγµένης, εποµένως η διάσταση είναι µικρότερη ίση του ένα. Τώρα, για κάθε λ, ο πίνακας T −λI
είναι ξανά Jacobi, εποµένως λύνοντας το (T − λI)v = 0 παίρνουµε πως dimV (λ) ≤ 1. Επιπλέον
το ότι η πρώτη συντεταγµένη αυτού του διανύσµατος είναι µη-µηδενική προκύπτει από το γεγονός
πως, αν v1 = 0 από την αναδροµική σχέση παίρνουµε διαδοχικά πως v2 = 0, v3 = 0, . . . , vn = 0,
δηλαδή v = 0, πράγµα αδύνατο. �

Η ϐασική παρατήρηση είναι πως κάποιος µπορεί να επαναπροσδιορίσει πλήρως τους πίνακες
Q και T χρησιµοποιώντας µόνο τα q και diag (Λ). Η απόδειξη για το παραπάνω µπορεί να ϐρεθεί
στο [55]. Ορίζουµε τα σύνολα

∆c
n = {(x1, . . . , xn) : x1 > · · · > xn}

Sn−1
+ = {v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn : ‖v‖ = 1, v1 > 0}

και την απεικόνιση φ : Rn × Rn−1
+ → Sn−1

+ ×∆c
n

φ(a, b) = (q, λ).

Λήµµα 2.3.11. (α΄) Η απεικόνιση φ είναι 1− 1, επί και (ϐ΄) η Ιακωβιανή της είναι ανάλογη του

∆(λ)∏n
i=1 b

i−1
i

.
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Απόδειξη. (µέρους α΄) ΄Εστω φ(a, b) = φ(a′, b′). Τότε, έχουµε δύο πίνακες Jacobi, T, T ′ οι οποίοι
έχουν το ίδιο q και λ, δηλαδή ίδιες ιδιοτιµές και ίδιες πρώτες συντεταγµένες στα ιδιοδιανύσµατά
τους. ∆ηλαδή, το ϕασµατικό τους µέτρο είναι το ίδιο και από την απόδειξη µοναδικότητας για
τον αντιπρόσωπο κάθε κλάσης ϕασµατικού µέτρου (;;) παίρνουµε πως T = T ′. ΄Εστω τώρα (q, λ).
Από τις παρατηρήσεις παραπάνω και την αναδροµική σχέση (2.3.8) είναι άµεση η επαναφορά των
πινάκων Q,T και κατ΄ επέκταση των (a, b) που χρειάζονται ώστε φ(a, b) = (q, λ). �

Πρωτού προχωρήσουµε στην απόδειξη του δεύτερου µέρους, ϑα χρειαστούµε το εξής

Λήµµα 2.3.12. Η ορίζουσα Vandermonde για τις διατεταγµένες ιδιοτιµές ενός Jacobi πίνακα µε

στοιχεία εκτός διαγωνίου τα b = (b1, . . . , bn) δίνεται από τον εξής τύπο

∆(λ) =
∏
i<j

(λi − λj) =

∏n−1
i=1 b

i
i∏n

i=1 qi
, (2.3.9)

όπου q οι πρώτες συντεταγµένες των ιδιοδιανυσµάτων του.

Απόδειξη. Ξεκινάµε µε την εξής απλή παρατήρηση: Για κάθε k = 1, . . . , n− 1 το διάνυσµα T ke1

έχει τις πρώτες k + 1 ϑέσεις του µη-µηδενικές και τις υπόλοιπες µηδέν. Επιπλέον το τελευταίο
µη-µηδενικό στοιχείο του είναι το bn−1 · · · bn−k. Για k = 1 προφανώς η πρώτη στήλη του πίνακα
T έχει τις δύο πρώτες ϑέσεις µη-µηδενικές και το δεύτερο στοιχείο είναι το bn−1. ΄Εστω τώρα πως
η πρώτη στήλη του T k, έστω (x1, . . . , xk, bn−1 · · · bn−k, . . . , 0)T ικανοποιεί τις υποθέσεις µας. Τότε

T k+1e1 = T (T ke1) =


an bn−1

bn−1 an−1 bn−2

. . . . . . . . .
b2 a2 b1

b1 a1





x1

...
bn−1 · · · bn−k

0

.

0


= (x′1, . . . , x

′
k+1, bn−1 · · · bn−kbn−k−1, 0, . . . , 0)T ,

Αυτό που συµβαίνει στον παραπάνω πολλαπλασιασµό είναι πως από τη δεύτερη σειρά και µετά
έχουµε τρεις διαδοχικές ϑέσεις να πολλαπλασιάζονται µε το διάνυσµα T ke1. Η i σειρά ξεκινάει
να πολλαπλασιάζεται µε το xi, εποµένως η (k + 2) σειρά ϑα είναι αυτή που ϑα συνεισφέρει το
τελευταίο µη-µηδενικό στοιχείο, το οποίο είναι bn−k−1 · (bn−1 · · · bn−k) + an−k−1 · 0 + bn−k−2 · 0.
Από τα παραπάνω είναι εµφανές πως οι παρακάτω ϑέσεις του διανύσµατος T k+1e1 δεν µπορούν
παρά να είναι µηδέν.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω έχουµε το εξής

det(E) := det
(
e1, T e

1, . . . , Tn−1e1
)

= 1 · det(E11)

= 1 · bn−1 det((E11)11) = · · · = (bn−1) · (bn−1bn−2) · · · (b1 · · · bn−1)

=
n−1∏
i=1

bii,
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όπου µε (A)11 συµβολίζουµε έναν πίνακα χωρίς την πρώτη γραµµή και στήλη του. Παράλληλα
από τη σχέση T = QΛQT έχουµε πως

det(e1, QΛQT e1, . . . , QΛQT e1) = det(QT ) det(QT e1, Q
TQΛq1, . . . , Q

TQΛn−1q1)

= ±det(q1,Λq1, . . . ,Λ
n−1q1)

= det


q1

1 λ1q
1
1 . . . λn−1

1 q1
1

...
...

...
qn1 λnq

n
1 . . . λn−1

n qn1



= det


q1

1
. . .

qn1

 det


1 λ1 . . . λn−1

1
...

...
...

1 λn . . . λn−1
n


=

(
n∏
i=1

qii

)
∆(Λ),

το οποίο σηµαίνει πως

∆(λ) =

∏n−1
i=1 b

i
i∏n

i=1 qi

�

Απόδειξη. (µέρος ϐ΄ του λήµµατος (2.3.11))
Θα υπολογίσουµε την Ιακωβιανή

J =

{
∂(a, b)

∂(q, λ)

}
Από την στιγµή που το τελικό αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο του β, ϑα δουλέψουµε πάλι για την
περίπτωση β = 1 και η Ιακωβιανή ϑα είναι η ίδια και για τυχούσες τιµές της παραµέτρου. ΄Εστω
T ∈ Hermite(1). Τότε, οι ιδιοτιµές του είναι ίδιας κατανοµής µε του A ∈ GOE(n), τέτοιου ώστε
T = HAHT . Τότε, η από κοινού κατανοµή των στοιχείων του πίνακα T είναι

µ(a, b) = ca,b exp

{
−1

4

n∑
i=1

λ2
i

}
n−1∏
i=1

bi−1
i

= ca,b exp

{
−

n∑
i=1

a2
i

4
−
n−1∑
i=1

b2i
2

}
n−1∏
i=1

bi−1
i ,

µε

ca,b =
2n−1

(2π)n/2
∏n−1
i=1 Γ(i/2)

Για την απόδειξη του παραπάνω, ϐλ. την απόδειξη του Θεωρήµατος ;; όπου αναλύεται η ίδια
πυκνότητα για γενικό β.
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Συµβολίζουµε τα παρακάτω wedge products ως εξής

da = da1 ∧ · · · ∧ dan,
db = db1 ∧ · · · ∧ dbn,
dλ = dλ1 ∧ · · · ∧ dλn,

και dq για το στοιχείο της επιφάνειας της µοναδιαίας σφαίρας Sn−1.
Αν γράψουµε µ (a(q, λ), b(q, λ)) για την πυκνότητα των ιδιοτιµών ως προς τις καινούριες συ-

ντεταγµένες, ο κανόνας της αλυσίδας δίνει

µ(a, b)dadb = J · µ (a(q, λ), b(q, λ)) dqdλ = ν(q, λ)dqdλ.

΄Οµως, ν(q, λ) είναι η πυκνότητα των ιδιοτιµών και του πρώτου ιδιοδιανύσµατος του GOE(n), η
οποία λόγω ανεξαρτησίας ισούται µε

ν(q, λ)dqdλ = n!c1
H

2n−1Γ(n/2)

πn/2
∆(Λ) exp

{
−1

4

n∑
i=1

λ2
i

}
dqdλ,

όπου η επιπλέον σταθερά προκύπτει από τη δέσµευση πως η πρώτη συντεταγµένη είναι ϑετική.
Τότε, η Ιακωβιανή ϑα είναι απλά ο λόγος

µ(a, b)

ν(q, λ)
= [..]

∆(Λ)∏n−1
i=1 b

i−1
i

=

∏n−1
i=1 bi∏n
i=1 qi

.

�

΄Εχοντας όλα τα παραπάνω, µπορούµε να αποδείξουµε το εξής ϑεώρηµα για έναν πίνακα Hβ

από το µοντέλο β−Hermite:

Θεώρηµα 2.3.13. ΄Εστω Hβ = QΛQT είναι η ανάλυση του σε διαγώνιο πίνακα, σταθεροποιώντας

τα πρόσηµα της πρώτης γραµµής του Q και διατάσσοντας τις ιδιοτιµές λ1 < · · · < λn. Τότε τα q,Λ

είναι ανεξάρτητα και επιπλέον

fβ(Λ) = cβH |∆(Λ)|β exp

{
−β

4

n∑
i=1

λ2
i

}
, (2.3.10)

ενώ το q ακολουθεί Dirichlet(β2 , . . . ,
β
2 ) κατανοµή.

Απόδειξη. Με τον ίδιο συµβολισµό για τα a, b, da, db, dq, dλ όπως πριν, έχουµε πως η από κοινού
πυκνότητα των στοιχείων του πίνακα Hβ, για γενικό β, είναι

(dHβ) := µ(a, b)dadb = cab

n−1∏
k=1

bkβ−1
k exp

{
−1

2
‖T1‖F

}
dadb

= cabJ

n−1∏
k=1

bkβ−1
k exp

{
−1

2
‖T1‖F

}
dqdλ. (2.3.11)
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Αυτό διότι τα στοιχεία a = (an, . . . , a1) ακολουθούν την κανονική κατανοµή N (0, 1) και το κάθε
bk ∼ χkβ/

√
2, της οποίας η πυκνότητα είναι hk(t) =

√
2fχkβ (

√
2t). Ολοκληρώνοντας ως προς

όλες τις 2n − 1 µεταβλητές, τα εκθετικά των πυκνοτήτων ϑα έχουν ως εκθέτη
∑

i a
2
i /2 +

∑
j b

2
j

που είναι ακριβώς η Frobenius νόρµα ή, αλλιώς, το ίχνος του τετραγώνου. Ο όρος του γινοµένου
παραπάνω είναι ο όρος xkβ−1 της πυκνότητας της χkβ, ενώ το cab είναι το γινόµενο των σταθερών
όλων των επιµέρους πυκνοτήτων,

cab =
2n−1

(2π)
n
2
∏n−1
k=1 Γ(β2n)

Αντικαθιστώντας τον τύπο της Ιακωβιανής από το λήµµα 2.3.11 έχουµε ότι

(dHβ) = cab

∏
k bk∏
i qi

∏
k

bkβ−1
k exp

{
−1

2
‖T1‖F

}
dqdλ

= cab

∏
k b

kβ
k∏

i qi
exp

{
−1

2
‖T1‖F

}
dqdλ

= cab

∏
k b

kβ
k∏

i q
β
i

∏
i

qβ−1
i exp

{
−1

2

∑
i

λ2
i

}
dqdλ, (2.3.12)

όπου το i παίρνει τιµές µέχρι n και το k µέχρι n − 1. Χρησιµοποιώντας το λήµµα 2.3.12 για την
ορίζουσα Vandermonde, παίρνουµε πως τελικά η παραπάνω ισούται µε

(dHβ) = cabn!
∏
i

qβ−1
i exp

{
−1

2

∑
i

λ2
i

}
|∆(Λ)|β dqdλ

=

(
cq
∏
i

qβ−1
i dq

)(
n!cH |∆(Λ)|β exp

{
−1

2

∑
i

λ2
i

}
dλ

)
. (2.3.13)

΄Αµεση συνέπεια είναι η ανεξαρτησία του q από το Λ, ενώ επίσης από 2.3.13 προκύπτει πως η
κατανοµή του q = (q1, . . . , qn) είναι η Dirichlet(β2 , . . . ,

β
2 ). �

β−Laguerre

΄Εστω Aβ = A ∈ Gβ(n,m) (ϑεωρούµε πως m ≥ n δίχως ϐλάβη της γενικότητας). Οι Wishart
πίνακες προκύπτουν από το το γινόµενο AA∗. Ονοµάζοντας Wβ = W την ανηγµένη διδιαγώνια
µορφή του A, ισχύει ότι ο WW ∗ είναι συµµετρικός τριδιαγώνιος. Για να το παρατηρήσει αυτό
κανείς για έναν οποιοδήποτε διδιαγώνιο W , αρκεί να κάνει τις πράξεις (παράδειγµα για W έναν
2× 3 πίνακα) (

x3 y2 0

0 x2 y1

) x3 0

y2 x2

0 y1

 =

(
x2

3 + y2
2 y2x2

y2x2 x2
2 + y2

1

)

Αυτή η διδιαγωνιοποίηση µπορεί να εφαρµοστεί στον πίνακα A· παίρνοντας το γινόµενο WW ∗

ϑα έχουµε ένα τριδιαγώνιο µοντέλο αντίστοιχο του β-Hermite για τους Wishart πίνακες, το β-
Laguerre.
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Θεώρηµα 2.3.14. ΄Εστω A ∈ G1(n,m) και X = AA∗. Τότε ο L = WW ∗, όπου W η διδιαγώνια

µορφή του A έχει πυκνότητα ιδιοτιµών την

Λ1(Λ) =
1

ZΛ
|∆(Λ)| etr(−X/2)

∏
i

λa−pi , (2.3.14)

όπου a = 1
2n και p = 1 + 1

2(m− 1).

Απόδειξη. Γράφουµε τον A =

(
x†

A1

)
, όπου x ∈ Rm και A1 είναι (n − 1) × m πίνακας που

προκύπτει αγνοώντας την πρώτη γραµµή του A. ΄Εστω R δεξιά ανάκλαση, τέτοια ώστε R†x =

‖x‖ e†1, όπου e1 είναιm-διάνυσµα στήλη µε µονάδα στην πρώτη συντεταγµένη. Επειδή η ανάκλαση
αυτή είναι ορθογώνιος µετασχηµατισµός (και ανεξάρτητος του A1), προκύπτει ότι ο A1R είναι πάλι
πίνακας από Γκαουσιανά στοιχεία, ενώ επιπλέον

AR =

 ‖x‖ . . . 0

A1R


Για να ολοκληρωθεί το πρώτο ϐήµα, γράφουµε A1R = [y,A2], όπου τώρα y είναι η πρώτη στήλη
τουA1R, η οποία ανήκει στο Rn−1, ενώA2 είναι διάστασης (n−1)×(m−1). Αντίστοιχα, ϑεωρούµε
L την αριστερή ανάκλαση ώστε Ly = ‖y‖ e1 όπου το e1 είναι το διάνυσµα στήλη (1, . . . , 0)† ∈ Rn−1.
Ξανά από το ορθογώνιο αναλλοίωτο του A2 έχουµε ότι

(
1 0

0 L

)
AR =


‖x‖ 0 . . . 0

‖y‖
... LA2

0

 (2.3.15)

Εφαρµόζοντας ακριβώς την ίδια διαδικασία για τον LA2, και επαλαµβάνοντας µέχρι το αποτέλε-
σµα να είναι ένας κάτω διδιαγώνιος πίνακας παίρνουµε το Ϲητούµενο. Μέχρι τώρα δεν έχουµε
ασχοληθεί µε το τί είναι τα ‖x‖ και τα υπόλοιπα. Επιστρέφοντας στην παραπάνω διαδικασία,
παρατηρούµε πως στην πρώτη γραµµή του προκύπτοντος πίνακα έχουµε το µήκος ενός Γκαου-
σιανού διανύσµατος µήκους m, δηλαδή χm. Για το ‖y‖ το ίδιο επιχείρηµα δίνει ότι ακολουθεί
χn−1 κατανοµή. Επειδή οι µετασχηµατισµοί ήταν ορθογώνιοι, έπεται πως ο πίνακας WW ∗, όπου

W =



χm

˜χn−1 χm−1

˜χn−2
. . .
. . . χp

χ̃1


(2.3.16)

έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε τον AA∗. �
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Τα παραπάνω µπορούν να γενικευτούν και ως προς β = 2, 4 ακριβώς όπως το πόρισµα 2.3.7.
Προκειµένου να αποδείξουµε το ανάλογο του Θεωρήµατος 2.3.13 ϑα χρειαστεί να υπολογίσουµε
µία ακόµη Ιακωβιανή. Γράφουµε x = (xn, . . . , x1) για τα διαγώνια στοιχεία, και y = (yn−1, . . . , y1)

για τα πρώτα n− 1 κάτω µη-διαγώνια του W . Το γεγονός πως (στην περίπτωσή µας) τα x, y έχουν
ϑετικά στοιχεία µας δίνει πως ο L = WW ∗ είναι ϑετικά ορισµένος. Εποµένως, υπάρχει µία
απεικόνιση φ, η οποία είναι 1 − 1 και επί από το σύνολο των διδιαγώνιων πινάκων µε ϑετικά
στοιχεία, στο σύνολο των τριδιαγώνιων, ϑετικά ορισµένων πινάκων. Θέλουµε να υπολογίσουµε
την Ιακωβιανή JBT αυτής της απεικόνισης. Αν, όπως πριν, συµβολίσουµε µε a = (an, . . . , a1) τα
διαγώνια και b = (bn−1, . . . , b1) τα µη-διαγώνια του τριδιαγώνιου πίνακα, έχουµε τις εξής σχέσεις,
οι οποίες προκύπτουν ανοίγοντας απλά το γινόµενο των δύο διδιαγώνιων πινάκων WW ∗.

Πρόταση 2.3.15. Η απεικόνιση φ : W 7→WW ∗ από το σύνολο των κάτω διδιαγώνιων πινάκων

{W ∈ Matnm(F) : Wi,i > 0,Wj,k = δj−1(k)wk > 0}

στο σύνολο των ϑετικά ορισµένων τριδιαγώνιων

{L ∈ Matn(F) : Fi,i ∈ R, Fj,k = (δj−1(k) + δj+1(k))wk > 0}

είναι 1− 1, επί και η Ιακωβιανή της ισούται µε

JBT =

(
2nx1

n∏
i=1

x2
i

)−1

(2.3.17)

Απόδειξη. ΄Οτι είναι 1 − 1 και επί έπεται από γραµµική άλγεβρα και το ίδιο επιχείρηµα από το
[55]. Για τον υπολογισµό της Ιακωβιανής, εξισώνοντας τους δύο πίνακες έχουµε ότι

an = x2
n

ai = y2
i + x2

i , 0 ≤ i ≤ n− 1

bi = yixi+1.

Αν da = da1 · · ·dan,db = db1 · · ·dbn−1 και dx = dx1 · · ·dxn,dy = dy1 · · ·dyn−1, οι παραπάνω
σχέσεις δίνουν

dan = 2xndxn (2.3.18)

dai = 2yidyi + 2xidxi, 0 ≤ i ≤ n− 1 (2.3.19)

dbi = xi+1dyi + yidxi+1. (2.3.20)

Εποµένως, κάνοντας αλλαγή µεταβλητών παίρνουµε

dxdy = JBTdadb

= JBT 2n
n−1∏
i=1

(yidyi + xidxi)xndxn
n−1∏
i=1

(xi+1dyi + yidxi−1).
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Ανοίγοντας προσεκτικά τις παρενθέσεις, ο µόνος όρος που δεν περιέχει τετράγωνο κάποιου διαφο-
ϱικού είναι ο

2nx1

n∏
i=1

x2
i ,

το οποίο, σε συνδυασµό µε το παραπάνω µας δίνει τη (2.3.17). �

Για έναν πίνακα να ανήκει στο β-Laguerre µοντέλο σηµαίνει πως προκύπτει ως το γινόµενο
WβW

∗
β όπου Wβ ο διδιαγώνιος µε στοιχεία στη διαγώνιο x = (χ2a, χ2a−β, . . . , χ2a−β(n−1)) =

(χnβ, χ(n−1)β, . . . , χβ), και y = (χβ(n−1), . . . , χβ) κάτω από τη κύρια διαγώνιο.

Θεώρηµα 2.3.16. ΄Εστω Λβ = QΛQ† η ιδιοανάλυση του Λβ , δηλαδή Λ = diag (λ1, . . . , λn) και

Q ο πίνακας των (ορθοκανονικών) ιδιοδιανυσµάτων του. Υποθέτουµε σταθερό ϑετικό πρόσηµο στην

πρώτη γραµµή του Q, την οποία συµβολίζουµε q = (q1, . . . , qn), αλλά και αύξουσα διάταξη στις

ιδιοτιµές.

Με τις παραπάνω προϋποθέσεις, τα q και Λ είναι ανεξάρτητα, µε το q να είναι κατανεµηµένο ως

κανονικοποιηµένο n-διάστατο διάνυσµα µε κανονικοποιηµένα στοιχεία χβ , ενώ η κατανοµή του Λ

είναι

1

ZΛ
|∆(Λ)|β

n∏
i=1

λa−pi exp

(
−
∑
i

λi/2

)
, (2.3.21)

µε a = β/2 και p = 1 + (β/2)(m− 1).

Απόδειξη. Συµβολίζοντας ξανά µε d· το κατάλληλο γινόµενο διαφορικών, γράφουµε για τη πυ-
κνότητα του διδιαγώνιου πίνακα:

(dWβ) := µ(x, y)dxdy = cxy

n−1∏
i=1

xa−βi−1
n−i exp

(
−x

2
i

2

) n−1∏
i=1

yβi−1
i exp

(
−y2

i /2
)

dxdy,

η οποία προκύπτει χρησιµοποιώντας την ανεξαρτησία των στοιχείων και το γεγονός πως το καθένα
ακολουθεί την κατάλληλη χ κατανοµή κάθε ϕορά. Από τη (2.3.17) προκύπτει ότι

(dΛβ) := J −1
BTµ(x, y)dxdy

= 2−ncxyx
2n−β(n−1)−2
1 exp(−x2

1/2)

n−2∏
i=1

xa−βi−3
n−i exp(−x2

i /2)

×
n−1∏
i=1

yβi−1
i exp(−y2

i /2)dxdy,

µε

cxy = 21−2n
n−1∏
i=1

Γ

(
i
β

2

) n∏
i=1

Γ

(
a− β

2
(i− 1)

)
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Αναδιατάσσουµε τους όρους της παραπάνω ισότητας και κάνουµε την επιπλέον αλλαγή στα δια-
ϕορικά dqdλ, που µας δίνουν τον επιπλέον όρο (

∏
qi)
−1 (

∏
i bi),

(dΛβ) = 2−ncxy exp

(
−1

2

∑
(x2
i + y2

i )

) ∏n−1
i=1 xi+1yi∏n

i=1 qi
x

2a−β(n−1)−2
1

n−2∏
i=1

xa−βi−3
n−i

n−1∏
i=1

yβi−1
i

= 2−ncxy exp

(
−1

2

∑
(x2
i + y2

i )

) ∏n−1
i=1 (xi+1yi)

βi∏n
i=1 q

β
i

n∏
i=1

qβ−1
i

n−1∏
i=1

x
2a−β(n−1)−2
n−i dqdλ

= 2−ncxy exp

(
−1

2

∑
(x2
i + y2

i )

)
|∆(Λ)|β

n∏
i=1

qβ−1
i

n−1∏
i=0

x
2a−β(n−1)−2
n−i dqdλ,

όπου χρησιµοποιήθηκε η σχέση της ορίζουσας Vandermonde, 2.3.9. Τέλος, επειδή το ίχνος και η
ορίζουσα είναι αναλλοίωτα κάτω από ορθογώνιους µετασχηµατισµούς, έπεται πως∑

(x2
i + y2

i ) =
∑
i

λi,

∏
i

λi =
n−1∏
i=0

x2
n−i,

από το οποίο παίρνουµε ότι

(dΛβ) =

(
cβq

n−1∏
i=1

qiβ − 1dq

)(
n!cL,β,ae

−
∑
i λi/2 |∆(Λ)|β

n∏
i=1

λa−pi

)
.

Η ανεξαρτησία και οι κατανοµές των q,Λ είναι πλέον άµεσο πόρισµα της παραπάνω γραµµής. �
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2.3γʹ Οι νόµοι των Wigner και Marcenko-Pastur

Θεωρούµε τουςHn
β , L

n
β τυχαίους n×n πίνακες που αντιστοιχούν στα β−Hermite και β−Laguerre

µοντέλα αντίστοιχα.
Ως τριδιαγώνιοι πίνακες, µπορούν να ϑεωρηθούν πίνακες γειτνίασης ϐεβαρηµένων µονοπατιών

µε αυτο-ακµές, τα ϐάρη των οποίων είναι τυχαίες µεταβλητες. Εκµεταλλευόµενοι τη µέθοδο που
αναφέραµε στην παρατήρηση (2.2.3), σε συνδυασµό µε το ϑεώρηµα από το [1], µπορούµε να
δώσουµε µία άλλη απόδειξη για τους κλασικούς νόµους των Wigner και Marcenko-Pastur.

Θεώρηµα 2.3.17. ΄Εστω Gn µία ακολουθία πεπερασµένων τυχαίων γραφηµάτων µε ϱίζα που συ-

γκλίνουν στο G µε την Benjamini-Schramm έννοια. Τότε το µGn συγκλίνει ασθενώς στο µG και

επιπλέον

lim
n
µGn({x}) = µG({x}),

για κάθε x ∈ R.

Στην περίπτωση ϐεβαρηµένων γραφηµάτων, αν έχουµε επιπλέον ότι τα ϐάρη των ακµών στα
Gn είναι τυχαίες µεταβλητές που καθορίζονται πλήρως από τις ϱοπές τους, και ότι κάθε k-ϱοπή
συγκλίνει στις ϱοπές των ϐαρών του γραφήµατος G, το ίδιο αποτέλεσµα ισχύει.

Θεώρηµα 2.3.18. (Νόµος του Wigner)[67] Η ακολουθία των τυχαίων γραφηµάτων µε ϱίζα που

προκύπτει από τον τριδιαγώνιο πίνακα Hn
β έχει Benjamini-Schramm όριο, του οποίου ο οριακός

τελεστής γειτνίασης έχει ως αναµενόµενο µέτρο

µH(dx) = 1{x∈[−2
√
β,2
√
β]}

√
4β − x2

2πβ
dx (2.3.22)

Θεώρηµα 2.3.19. (Νόµος Marcenko-Pastur)[46] Η ακολουθία των τυχαίων γραφηµάτων µε ϱίζα

που προκύπτει από τον τριδιαγώνιο πίνακα Lnβ έχει Benjamini-Schramm όριο, του οποίου ο οριακός

τελεστής γειτνίασης έχει ως αναµενόµενο µέτρο

µL(dx) = 1{x∈[L−,L+]}

√
(x− L−)(L+ − x)

2πβx
dx, (2.3.23)

όπου L± = β(1±√γ)2.

Απόδειξη. (Απόδειξη Θεωρήµατος (2.3.18))
Θεωρούµε το γράφηµα που έχει για ακµές µεταξύ ιδίων κορυφών aHj ∼ N (0, 2)/

√
n, και η

κορυφή j ενώνεται µε τις j − 1, j + 1 µε ϐάρη bHi ∼ χβi/
√
n. Στο όριο, ϑα είναι το ίδιο γράφηµα·

µένει να ελέγξουµε τα ϐάρη. ΄Εστω jn = dnUe, η ϱίζα που επιλέγεται τυχαία από κάθε Hn µε
U ∼ Unif [0, 1]. Τότε jn → ∞ και jn/n → U . Τα ϐάρη στις ακµές από γνωστά ασυµπτωτικά
αποτελέσµατα για την κανονική και την χk συγκλίνουν ως εξής :

ajn ∼
N (0, 2)√

n
→ 0, bjn ∼

(
βjn
n

)1/2 χβjn√
βjn
→
√
βu,
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σχεδόν ϐέβαια. Το οριακό γράφηµα H έχει για κορυφές τους ακεραίους, και τα ϐάρη των ακµών
είναι όλα

√
βu. Το u υποδεικνύει το σηµείο του γραφήµατος που επιλέχθηκε για ϱίζα. Για το H

ο τελεστής γειτνίασης δίνεται από το

AHf(x) =
√
βu (f(x− 1) + f(x+ 1)) .

΄Οπως στο παράδειγµα (2.1.2), ο τελεστής διαγωνιοποιείται µε ιδιοτιµές

λu,ω = 2
√
βucos(ω)

και ιδιοσυναρτήσεις
ψω(x) = eiωx/

√
2π,

για ω ∈ [−π, π]. Εναλλακτικά, ϑεωρώντας τη Fourier ϐάση eiωx/
√

2π, x ∈ [0, 2], ω ∈ [−π, π],

έχουµε πως f(x) =
∑

i aie
iωx/
√

2π, άρα η εξίσωση ιδιοτιµών γράφεται ως εξής

√
βu

(
n∑
i=0

aie
iωxe−iω +

n∑
i=0

aie
iωxeiω

)
= λ

n∑
i=0

aie
iωx,

από όπου παίρνουµε µέσω του eiz = cos z + i sin z ότι για να ισχύει το παραπάνω, προκύπτει ότι
λ = 2

√
βucos(ω)

΄Επεται πως

µH,u(dx) =

∫ π

−π

1√
2π
δλu,ω(dx)dω =

1
{
x ∈ [−2

√
βu, 2

√
βu]
}

2
√

4βu− x2
dx.

Αυτό γιατί οι ιδιοτιµές είναι κατανεµηµένες οµοιόµορφα στον κύκλο ακτίνας 2
√
βu, εποµένως η

περιθώρια κατανοµή της πρώτης συντεταγµένης ϑα δίνεται από την παραπάνω scaled εκδοχή της
κατανοµής arcsine.

Τέλος, αν υπολογίσουµε το αναµενόµενο µέτρο ως προς το u ϑα πάρουµε το ϕασµατικό µέτρο
του H. Παρατηρούµε πως, λόγω της δείκτριας, το µH,u είναι µη-µηδενικό µόνο όταν u ≥ x2/(4β).
Ολοκληρώνοντας ως προς u:

µH(dx) =

∫ 1

0

1
{
x ∈ [−2

√
βu, 2

√
βu]
}

π
√

4βu− x2
dudx =

∫ 1

x2/(4β)

1
{
x ∈ [−2

√
β, 2
√
β]
}

π
√

4βu− x2
dudx

=
1

2πβ
1
{
x ∈ [−2

√
β, 2
√
β]
}∫ 1

x2/(4β)

d(
√

4βu− x2)

du
du

=
1

2πβ
1
{
x ∈ [−2

√
β, 2
√
β]
}√

4β − x2.

�

Απόδειξη. (απόδειξη Θεωρήµατος (2.3.19))
Η απόδειξη εδώ είναι ίδια µε την προηγούµενη, µε τις προφανείς αλλαγές. Το γράφηµά µας
τώρα, έστω Ln, προκύπτει από τον πίνακα (2.3.16)· έχει αυτοτοµές σε κάθε κορυφή µε ϐάρος
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ακµών aL0 ∼ χ2
2a/n, a

L
i ∼ χ2

2a+β(n−2i)/n ενώ κάθε xi συνδέεται µε τα xi±1 µε ϐάρη ακµών bLi ∼
χ2a−β(i−1)χβ(n−i)/

√
n. ΄Εστω jn = dnUe, η ϱίζα που επιλέγεται τυχαία από κάθε Ln µε U ∼

Unif [0, 1]. Τότε jn → ∞ και jn/n → U . Ξανά από τα ίδια ασυµπτωτικά, έχουµε πως σχεδόν
ϐέβαια ισχύει

aLjn ∼
2a− β(n− jn)

n

χ2
2a+β(n−jn)

2a− β(n− jn)
→ β(γ + 1− 2u),

και

bLjn ∼
√

2a− β(jn − 1)

n

χ2a−β(jn−1)

2a− β(jn − 1)

√
β(n− jn)

n

χβ(n−jn)√
β(n− jn)

n→∞−−−→ β
√
γ − u

√
1− u.

Εποµένως, η δράση του τελεστή γειτνίασης ϑα είναι

ALf(x) = β
√
γ − u

√
1− u (f(x− 1) + f(x+ 1)) + β(γ + 1− 2u)f(x).

΄Οπως πριν, ϑεωρώντας τη ϐάση Fourier µπορούµε να ϐρούµε ότι οι ιδιοτιµές είναι

λLu,ω = c1(u) + 2c2(u) cosω,

c1(u) = β(γ + 1− 2u), c2(u) = β
√
γ − u

√
1− u.

Τα παραπάνω δίνουν πως το ϕασµατικό µέτρο ϑα είναι

µLu (dx) =
1 {x− c1(u) ∈ [−2c2(u), 2c2(u)]}√

4c2
2(u)− (x− c1(u))2

dx
π
. (2.3.24)

Η παραπάνω δείκτρια προκύπτει από το γεγονός πως το στήριγµα του παραπάνω µέτρου πρέπει
να είναι όσο το εύρος των ιδιοτιµών λLu,ω, για ω ∈ [−π, π] ή ισοδύναµα, το x να ανήκει στο
[c1(u) − 2c2(u), c1(u) + 2c2(u)]. Θα λύσουµε ως προς u για να πάρουµε ότι ισοδυναµεί µε τη
συνθήκη

u ≤
(
β(1 +

√
γ)2

x
− 1

)(
x

β
− (1−√γ)2

)
=

(L+ − x)(x− L−)

βx
=: `β(x).

Παίρνοντας µέση τιµή ως προς την τυχαία µεταβλητή u, τελειώνουµε την απόδειξη υπολογίζο-
ντας το παρακάτω ολοκλήρωµα

µL(dx) = EL
(
µLu (dx)

)
=

∫ `β(x)

0

1 {x ∈ [L−, L+]}√
2βx(γ + 1)− β2(γ − 1)2 − 4βxu− x2

du
π

dx,

όπου κάναµε απλά αντικατάσταση από την (2.3.24). Ολοκληρώνοντας ως προς u,

µL(dx) = 1 {x ∈ [L−, L+]}
√

2βx(γ + 1)− β2(γ − 1)2 − 4βx`β(x)− x2
dx

2πβx

= 1{x∈[L−,L+]}

√
(x− L−)(L+ − x)

2πβx
dx

�



Κεφάλαιο 3

Το όριο του τριδιαγώνιου µοντέλου

3.1 Στοχαστικός Τελεστής Airy

΄Εχοντας υπόψη µας τα αποτελέσµατα της παραγράφου 2.3b, η τριδιαγώνια µορφή των β−Hermite
πινάκων προδίδει κάποια σχέση προσέγγισης µέσω πεπερασµένων διαφορών ενός διαφορικού τε-
λεστή. Αυτή η ιδέα ϑα µας επιτρέψει να «µεταφέρουµε» στο όριο όχι µόνο συγκεκριµένα αποτελέ-
σµατα (όπως, για παράδειγµα, η κατανοµή της µεγαλύτερης ιδιοτιµής), αλλά όλη τη δοµή και τις
πληροφορίες που προσφέρει ο πίνακας Hβ

n . Σε αυτό το σηµείο δηµιουργούνται ερωτήσεις, όπως
το αν όντως χρειαζόµαστε ολόκληρο τον πίνακα ή κάποιο κοµµάτι του, αλλά και ποιο είναι εν τέλει
αυτό το όριο ;

Η προσέγγιση πεπερασµένων διαφορών διαφορικού τελεστή µας δίνει έπειτα από κατάλληλη
εµφύτευση (ϐλ. παράγραφο 3.2) µία διακριτή εκδοχή παραγώγων συναρτήσεων. Στο [26] οι A.
Edelman και B. Sutton διατύπωσαν την εικασία πως, έπειτα από κατάλληλη αλλαγή κλίµακας, ο
τελεστής Hβ προσεγγίζει τον στοχαστικό τελεστή Airy:

˜
Hβ
n :=

√
2√
β
n1/6

(
Hβ
n −

√
2βnI

)
” −→ ”− d2

dx2
+ x+

2√
β
dW =: Hβ, (3.1.1)

µε συνθήκες Dirichlet, f(0) = f(∞) = 0 και W να είναι µία τυπική κίνηση Brown, δηλαδή µε
W0 = W (0) = 0 και

dWx = N(0, 1) ·
√
dx.

Σκοπός αυτής της παραγράφου είναι να εξηγήσει τί σηµαίνει η 3.1.1, και να δώσει µία πρώτη
εικόνα για τον οριακό τελεστή. Στην επόµενη παράγραφο ορίζεται ένα γενικότερο πλαίσιο το
οποίο εξασφαλίζει τις Ϲητούµενες συγκλίσεις και στη συνέχεια τα αποτελέσµατα επιβεβαιώνονται
για την περίπτωσή µας, ολοκληρώνοντας έτσι την παρουσίαση της παρούσας παραγράφου. Αρχικά
διατυπώνουµε τρία ασυµπτωτικά αποτελέσµατα τα οποία είναι χρήσιµα στην επερχόµενη ανάλυση

Λήµµα 3.1.1. (i) Συµβολίζοντας τη σύγκλιση κατά κατανοµή µε⇒, έχουµε πως

N (0, 2)/
√
n⇒ 0,

χn −
√
n⇒ N (0, 1/2).
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(ii) Το ανάπτυγµα Taylor πρώτης τάξης του
√
n− k, για k/n→ 0, είναι

√
n− 1

2
k√
n

+ o(1).

Κατ΄ αντιστοιχία µε την 3.2 γράφουµε vf = (f(1/m), . . . , f(n/m)) = (f1, . . . , fn), όπου m =

mn = nα, 0 < α < 1 το µέγεθος του πίνακα που κρατάει την πληροφορία (και το οποίο ϑα οριστεί
αργότερα). Θεωρώντας τον πίνακα

A =


0 1

1 0 1

1 0
. . .

. . . . . .

 ,

ο πίνακας B = m2(A − 2I) προσεγγίζει τη δεύτερη παράγωγο υπό την έννοια πως, για λεία
(έστω) f , το διάνυσµα Bvf προσεγγίζει το vf ′′ . Πρωτού ελέγξουµε τη δράση του mγ(2

√
nI −Hβ),

παρατηρούµε πως από το προηγούµενο λήµµα µπορούµε να τον αναλύσουµε ως εξής (' στην
παρακάτω εξίσωση ϑα δηλώνει ασυµπτωτικά αποτελέσµατα)

mγ(2
√
nΙ−Hn)f ' mγn

1
2


2 −1 0

−1
. . . . . .
. . . . . . −1

0 −1 2

 vf

+
mγ

√
2β


g1 g1

g1 g2
. . . 0

. . . . . . . . .
gn−1 gn

 vf −
mγ

2
√
n


0 1

1
. . . . . .
. . . . . . n− 1

n− 1 0

 vf ,

(3.1.2)

όπου g είναι οι τυπικές κανονικές κατανοµές που προκύποτυν από το λήµµα 3.1.1. ΄Εστω x ∈ R+.

Εφ΄ όσον n/m → ∞, υπάρχουν n, k ∈ N, k ≤ n ώστε x ∈
[
k−1
m , km

]
. Από ανάπτυγµα Taylor

δεύτερου ϐαθµού γύρω από το x παίρνουµε την εξής σχέση για τα fi :

fk±1 = f(x±m−1) ' f(x)±m−1f ′(x) +m−2f ′′(x)/2. (3.1.3)

Το διάνυσµα που προκύπτει από την (3.1.2) έχει ως kη συντεταγµένη (αριθµούµε Α, Β, Γ τη
συνεισφορά του καθενός πίνακα µε τη σειρά γραφής τους και αγνοώντας για την ώρα τον συντελε-
στή mγ ):

n
1
2 (−fk−1 + 2fk − fk+1) +

1√
2
√
β

(gk−1fk−1 + 2gkfk + fk+1gk) +
n−

1
2

2
((k − 1)fk−1 + kfk+1)

Α : Χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.1.3) γράφουµε

n
1
2 (−fk−1 + 2fk − fk+1) ' n

1
2m−2f ′′(x) (3.1.4)
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Γ: Αντικαθιστούµε έναν «µέσο όρο» µίας ακολουθίας µε την ίδια για να πάρουµε

n−
1
2

2
((k − 1)fk−1 + kfk+1) =

n−
1
2

2
((k − 1)fk−1 + (k + 1)fk+1)− n−

1
2 fk+1

' n−
1
2kfk − n−

1
2 fk−1 (3.1.5)

' n−
1
2xf(x). (3.1.6)

Ο δεύτερος όρος της (3.1.5) µπορεί να παραλειφθεί, καθώς από τη σχέση Taylor (3.1.3) είναι
ασυµπτωτικά ίσος µε γραµµικούς συνδυασµούς των f(x), f ′(x), f ′′(x), µε το x να παίρνει τιµές
σε συµπαγές διάστηµα, και οι συντελεστές τους τείνουν στο µηδέν.

Β: Γράφουµε

1√
2
√
β

(gk−1fk−1 + 2gkfk + fk+1gk) '

1√
2
√
β

(
gk−1fk − gk−1f

′(x)m−1 + gk−1f
′′(x)m−2

+ 2gkfk + gkfk + gkf
′(x)m−1 + gkf

′′(x)m−2
)

' 1√
2
√
β

(
2gk + gk + gk−1

)
fk, (3.1.7)

όπου οι µη-υπογραµµισµένοι όροι στην 2η ισότητα παραλείφθηκαν µε το ίδιο επιχείρηµα µε την
(3.1.6).

Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν στα (3.1.4), (3.1.6) µπορούν να ερµηνευθούν χωρίς περαι-
τέρω ανάλυση· είναι ικανοποιητικές προσεγγίσεις της δεύτερης παραγώγου και του πολλαπλασια-
σµού µε το στοιχείο x του χώρου. Μία λογική (στα πλαίσια που ασχολούµαστε) ερµηνεία για την
(3.1.7) είναι αυτή του «πολλαπλασιασµού µε λευκό ϑόρυβο». Ο ορισµός της διαδικασίας Wiener
µέσω της διαφοράς µίας κίνησης Brown µας επιτρέπει να σκεφτούµε την 2gk και την gk + gk−1 ως
τέτοιες διαφορές. Αν Wx,W x είναι δύο κινήσεις Brown ϑα ορίσουµε τη διακριτή παράγωγό τους
κατ΄ αντιστοιχία µε τη διακριτή δεύτερη παράγωγο µίας συνάρτησης :

W ′x := W ′(x) = W ′(
k

m
) ' m

(
W (

k + 1

m
)−W (

k

m
)

)
.

Από τις ιδιότητες της κίνησης Brown:

W ′x ∼ m
1
2N (0, 1).

Εποµένως, µπορούµε να ϑεωρήσουµε πως

gk = m−
1
2W ′x, gk + gk−1 = m−

1
2W

′
x

και γράφοντας επιπλέον Bx := (Wx +W x)/
√

2 παίρνουµε πως η (3.1.7) αναλογεί σε

2mγ− 1
2

√
β

B′xf(x).
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Τι σηµαίνει όµως η παραπάνω έκφραση· Η παράγωγος της κίνησης Brown δεν ορίζεται, σε αντίθεση
µε µία λεία συνάρτηση (όπως ϑεωρούµε για την ώρα την f ) της οποίας η διακριτή παράγωγος
προσεγγίζει την ∂xf(x). Με αυτό το σκεπτικό, δίνουµε την ερµηνεία της παραπάνω έκφρασης
µέσω παραγοντικής ολοκλήρωσης:∫

B′xf(x)dx = −
∫
Bxf

′(x)dx.

Από τη στιγµή που έχουµε την εµφύτευση στον χώρο των απλών L2(R+), το αριστερό ολοκλήρωµα
αντιστοιχεί στο Riemann άθροισµα

bmxc∑
k=1

m−1m

(
B

(
k + 1

m

)
−B

(
k

m

))
f

(
k

m

)
το οποίο έπειτα από µία άθροιση κατά παράγοντες ισούται ασυµπτωτικά µε

bmxc∑
k=1

B

(
k

m

)(
f

(
k + 1

m

)
− f

(
k

m

))
'
bmxc∑
k=1

B

(
k

m

)
f ′
(
k

m

)
m−1,

το οποίο για n → ∞ προσεγγίζει το
∫
Bxf

′(x)dx. Επιστρέφοντας στο heuristic (ευρεσιακό ;;)
επιχείρηµα, η δράση στην kη συντεταγµένη του vf µαζί µε τα ασυµπτωτικά αποτελέσµατα µας
δίνουν

mγ(2
√
nΙ−Hnf)k ' nαγ+ 1

2
−2αf ′′(x)− nγα+α− 1

2xf(x) +
2√
β
nαγ−

1
2
αB′xf(x)

και οι παράµετροι ϑα ϐρεθούν απαιτώντας να µηδενίζουν παράλληλα τους τρεις εκθέτες. Παίρ-
νουµε το εξής

αγ +
1

2
− 2α = 0, αγ + α− 1

2
= 0, αγ − 1

2
α = 0

µε λύσεις α = 1
3 , γ = 1

2 . Εποµένως µπορούµε να εικάσουµε ότι το όριο του

−n
1
6
(
Hn − 2

√
nI
)

είναι ο τελεστής

Hβ := −∂xx + x+
2√
β
B′x. (3.1.8)

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τη ϕύση αυτού του στοχαστικού Schrödinger τελεστή. Ο σκοπός µας
είναι να απαντήσουµε ερωτήµατα όπως το πού δρα ο τελεστής Hβ, και κατά ποια έννοια είναι το
όριο του παραπάνω τελεστή του Rn;

Για την πρώτη ερώτηση, ϑα παραλείψουµε προς στιγµήν το στοχαστικό κοµµάτι του τελεστή,
2√
β
B′x (ή, στη γλώσσα της Μαθηµατικής Φυσικής που το β ονοµάζεται αντίστροφη ϑερµοκρασία,

παίρνοντας όριο για β →∞). Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε τον τελεστή Airy:

Af = −∂2
xf + xf, f ∈ L2(R+),
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µε f(0) = 0. Η εξίσωση Af = 0 έχει ως λύσεις τις δύο γραµµικά ανεξάρτητες συναρτήσεις Airy
[37] Ai, Bi, ενώ για λ ∈ R, η λύση της Af = λf προκύπτει από µετατοπίσεις των παραπάνω
συναρτήσεων. Πράγµατι,

−∂2
xf(x) + (x− λ)f(x) = 0

x−λ=y
====⇒ −∂2

yf(y + λ) + yf(y + λ) = 0

που έχει ως λύσεις τις Ai(x−λ),Bi(x−λ). Από τις δύο, µόνο η Ai2 είναι ολοκληρώσιµη, εποµένως
οι ιδιοσυναρτήσεις του A είναι οι Ai(x − λ) µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ ∈ R. Επιπλέον, οι ϱίζες της
Ai είναι (ασυµπτωτικά) οι

zk = −
(

3

2
πk

) 2
3

+ ok(1),

άρα οι λύσεις που Ϲητάµε είναι οι λk = −zk
Επιστρέφοντας τον όρο 2√

β
B′x στην ανάλυση, ϑα χρησιµοποιήσουµε τη ϑεωρία των κατανοµών

του Schwartz [59]. Γράφουµε D = D(R+) για τον χώρο των κατανοµών, ο οποίος αναγνωρίζεται
ως ο τοπολογικός δϋικός χώρος του C∞0 , του χώρου των λείων συναρτήσεων δοκιµής µε συµπαγή
ϕορέα στο R+, µαζί µε την τοπολογία που προκύπτει από την οµοιόµορφη σύγκλιση στα συµπαγή
υποσύνολα του R+ ως προς όλες της τάξης παραγώγους. Η δράση των συνεχών συναρτήσεων και
των τυπικών παραγώγων τους είναι αυτή της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες :

≺φ, f (k)� := (−1)k
∫ ∞

0
φ(k)(x)f(x)dx.

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, η B′x ϑεωρείται µία τυχαία κατανοµή, όντας η τυπική παράγωγος µίας
(τυχαίας) συνεχούς συνάρτησης. Ο SAOβ είναι µία καλώς ορισµένη γραµµική απεικόνιση από τον
χώρο H1

loc των συναρτήσεων τέτοιων ώστε f ′1I ∈ L2(R+), για κάθε συµπαγές υποσύνολο του R+

στον χώρο των κατανοµών D,
f 7→ Hβf.

Υπενθυµίζουµε πως, εφ΄ όσον ο D είναι κλειστός κάτω από τον πολλαπλασιασµό µε λείες συ-
ναρτήσεις, η έκφραση fB′x ερµηνεύεται ως η παράγωγος µίας συνεχούς συνάρτησης έπειτα από
(Stieltjes) ολοκλήρωση κατά µέρη,∫ y

0
f(x)B′xdx := −

∫ y

0
Bxf

′(x)dx+ f(y)By − f(0)B0.

Θα δούµε το πρόβληµα των ιδιοτιµών του τελεστή Hβ από δύο οπτικές : (α΄) ως λύσεις ενός µε-
ταβολικού προβλήµατος, και (ϐ΄) ως λύσεις της εξίσωσης Hβf = λf µαζί µε δεδοµένες συνοριακές
συνθήκες. Από την πρώτη προσέγγιση ϑα επωφεληθούµε µέσω του Courant-Fischer χαρακτηρι-
σµού των ιδιοτιµών, ενώ η δεύτερη ϑα µας επιτρέψει να εισάγουµε τον µετασχηµατισµό Riccati.
Μέσω αυτού µπορούµε να δώσουµε µία «Μαρκοβιανή» δοµή στην εξίσωση, γεγονός που ϑα ϕανεί
χρήσιµο στον υπολογισµό ϕραγµάτων για τις β κατανοµές Tracy-Widom.

Ορίζουµε ως L∗ τον χώρο Hilbert των συναρτήσεων µε f(0) = 0 και πεπερασµένη νόρµα
‖f‖2∗ = ‖f ′‖2 +

∥∥f√1 + x
∥∥2. Για τον L∗ ισχύει πως L∗ ⊂ C0(R+) ⊂ D, µε C0(R+) οι συνεχείς

συναρτήσεις µε συµπαγή ϕορέα. Μία τιµή λ ∈ R µαζί µε µία f ∈ L∗ ϑα είναι Ϲευγάρι ιδιοτιµής-
ιδιοσυνάρτησης για τον SAOβ αν Hβf = λf, όπου και οι δύο πλευρές ϑεωρούνται ως κατανοµές
(δηλαδή έπειτα από ολοκλήρωση µε λείες συναρτήσεις).
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Παρατήρηση 3.1.2. Η εξίσωση ιδιοτιµών µπορεί να γραφεί ισοδύναµα

f ′′(x) = (x− λ)f(x) +
2√
β
B′xf(x). (3.1.9)

Ολοκληρώνοντας

f ′(x)− f ′(0) =

∫ x

0
(y − λ)f(y)− 2√

β
Byf

′(y)dy +
2√
β
f(x)Bx,

δηλαδή µπορούµε να ϑεωρήσουµε την f ′ ως µία σχεδόν παντού συνεχή συνάρτηση και να συνάγουµε

επιπλέον την 3
2 − ε Hölder συνέχεια της f .

Το επόµενο λήµµα είναι το 3.3.1. Στις επόµενες ενότητες που ϑα µελετήσουµε µία γενικότερη
µορφή αυτού του τελεστή, ϑα ϑεωρήσουµε δύο διαφορετικά σενάρια· η διαφορά τους έγκειται
στις συνοριακές συνθήκες που ϑα τεθούν στο πρόβληµα ιδιοτιµών, και άρα στον χώρο που δρά
ο H. Παρ΄ όλ΄ αυτά, τα προβλήµατα είναι παρόµοια, και οι αποδείξεις του ενός απαιτούν απλά
περισσότερες προϋποθέσεις.

Λήµµα 3.1.3. (i) Κάθε f ∈ L∗ είναι οµοιόµορφα Hölder(1/2)−συνεχής και ικανοποιεί το ϕράγ-

µα f(x) ≤ ‖f‖∗ , για κάθε x.

(ii) Κάθε L∗−ϕραγµένη ακολουθία έχει υπακολουθία {fn}n∈N που συγκλίνει υπό τις ακόλουθες

έννοιες σε κάποια f :

i Ασθενώς στον L∗,

ii Ασθενώς ως προς τις παραγώγους στον L2 (δηλαδή f ′n
L2

−⇀ f ′),

iii Οµοιµόµορφα στα συµπαγή, και

iv Στον L2.

Απόδειξη. Η απόδειξη του 3.3.1 για θ = x �

∆ουλεύοντας στον χώρο L∗, το ντετερµινιστικό κοµµάτι του τελεστή είναι ορισµένο δίχως πρό-
ϐληµα. Προκειµένου να ορίσουµε την τετραγωνική µορφή που αντιστοιχεί στον Hβ, µπορούµε
να ϑεωρήσουµε την κατανοµή −Hβf ως συναρτησοειδές, το οποίο εφαρµόζοντας το ξανά στην
συνάρτηση f δίνει

≺f,Hβf� :=
∥∥f ′∥∥2

+
∥∥f√x∥∥2

+
4√
β

∫ ∞
0

B′xf
2(x)dx.

Το πρόβληµά µας όπως είπαµε είναι το τελευταίο ολοκλήρωµα,
∫
B′xf

2dx = −2
∫
Bxf

′fdx. Αν
στη ϑέση της κίνησης Brown είχαµε (για παράδειγµα)

√
x, ϑα µπορούσαµε να δείξουµε ότι το

ολοκλήρωµα είναι πεπερασµένο για f ∈ L∗. ΄Οµως, καθώς ισχύει ότι limn |Bn| /
√
n =∞, δεν είναι

άµεσο πως το ολοκλήρωµα ϑα συγκλίνει για f ∈ L∗ (σε αντίθεση µε τις f ∈ C∞0 ). Προκειµένου να
έχουµε έναν καλύτερο έλεγχο στη συγκεκριµένη ποσότητα, εισάγουµε την εξής ανάλυση του όρου
Bx :

Bx = Bx + (Bx −Bx), Bx =

∫ x+1

x
Bydy.
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Για τον όρο Bx ισχύει πως είναι παραγωγίσιµος, και ότι B′x = Bx+1−Bx.Με αυτήν την καινούρια
ποσότητα, το αµφιλεγόµενο ολοκλήρωµα µπορεί να γραφτεί (κάνοντας επιλεκτικά ολοκλήρωση
κατά παράγοντες)∫ ∞

0
B′xf

2(x)dx =

∫ ∞
0

B
′
xf

2(x)dx− 2

∫ ∞
0

(Bx −Bx)f ′(x)f(x)dx

=:

∫ ∞
0

B
′
xf

(x)dx− 2

∫ ∞
0

B̃xf
′(x)f(x)dx (3.1.10)

και σκοπός µας είναι να δείξουµε πως για f ∈ L∗ τα δύο παραπάνω ολοκληρώµατα είναι πεπερα-
σµένα.

Η τετραγωνική µορφή πλέον γράφεται, (για την ώρα) για f ∈ C∞0 :

≺f,Hβf� := (3.1.11)∥∥f ′∥∥2
+
∥∥f√x∥∥2 − 2√

β

(∫ ∞
0

B
′
xf

2(x)dx− 2

∫ ∞
0

B̃xf
′(x)f(x)dx

)
Το παρακάτω λήµµα είναι το πρώτο ϐήµα για την επίτευξη του σκοπού µας:

Λήµµα 3.1.4. Για x > 0 και Bx τυπική κίνηση Brown, υπάρχει µία τυχαία σταθερά C = C(B)

ώστε

sup
x>0

sup
0<y≤1

|Bx+y −Bx|√
log(2 + x)

≤ C.

΄Αµεσο πόρισµα του παραπάνω λήµµατος είναι πως τόσο το B′x = Bx+1 − Bx όσο και το B̃x
ϕράσσονται από το C log

1
2 (2 + x). Πράγµατι,

|Bx+1 −Bx| ≤ sup
0<y≤1

|Bx+y −Bx| ≤ C
√

log(2 + x),

ενώ ∣∣∣∣Bx − ∫ x+1

x
Bydy

∣∣∣∣ ≤ ∫ x+1

x
|By −Bx| dy =

∫ 1

0
|By+x −Bx| dy

≤ C
√

log(2 + x).

Τέλος, για κάθε ε > 0, ∣∣∣B′x∣∣∣ ≤ C ′(1 +
√
x) ≤ C ′ + C ′/ε+ εx = Cε + εx, (3.1.12)∣∣∣B̃x∣∣∣2 ≤ C ′ log(2 + x) ≤ C ′(1 +

√
x) ≤ Cε + εx, (3.1.13)

όπου Cε τυχαία σταθερά που εξαρτάται από τα B,C, και ε.

Απόδειξη. (Λήµµατος 3.1.4):
Για κάθε x, y η τριγωνική ανισότητα δίνει πως

|Bx+y −Bx| ≤
∣∣Bx+y −Bbx+yc

∣∣+
∣∣Bbx+yc −Bbxc

∣∣+
∣∣Bx −Bbxc∣∣ . (3.1.14)
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Για 0 < y ≤ 1 ισχύει ότι bxc ≤ bx + yc ≤ bxc + 1, ενώ πάντα η διαφορά z − bzc είναι πραγµα-
τικός αριθµός στο [0, 1]. Εποµένως, για να δουλέψουµε το supx της παραπάνω σχέσης, αρκεί να
ϕράξουµε το supn Zn/

√
log n, όπου Zn = sup0<y≤1 |Bn+y −Bn| . Από την ανακλαστική ιδιότητα

της κίνησης Brown, για κάθε n ισχύει το εξής ϕράγµα :

P (Zn ≥ t) = 2P (|Bn+1 −Bn| ≥ t)

≤ 4

∫ ∞
t

e−
x2

2
1√
2π
dx ≤

2
√

2/π

t

∫ ∞
t

xe−x
2/2dx

≤ 2t−1e−t
2/2,

από το οποίο προκύπτει
∞∑
n=1

P
(
Zn/

√
log n ≥

√
2(1 + ε)

)
≤
∞∑
n=1

2

(
√

2(1 + ε) log n)1/2

1

n1+ε
<∞

Εφαρµόζοντας το λήµµα Borel-Cantelli έχουµε πως P (lim infnE
c
n(ε)) = 1, όπου συµβολίζουµε µε

En(ε) το ενδεχόµενο
{
Zn/
√

log n >
√

2(1 + ε)
}
. ΄Επεται πως για κάθε ω, υπάρχει ένας τυχαίος

χρόνος n0(ω) ώστε για κάθε k ≥ n0 να ισχύει Zk ≤
√

2(1 + ε)
√

log n. Αφού το ε > 0 ήταν τυχαίο
έπεται το Ϲητούµενο για αυτά τα k. Από την σχέση (3.1.14), η Ϲητούµενη ποσότητα ϕράσσεται,
για x > n0 από τρεις ϕορές το ϕράγµα της Zn, ενώ τα µικρότερα x µπορούµε να τα ϕράξουµε
από τρεις ϕορές το maxk∈[n0−1]

{
Zk/
√

log n
}
. Επιλέγοντας ως C τη µεγαλύτερη από αυτές τις

δύο τιµές (που είναι µία τυχαία σταθερά επίσης, καθώς εξαρτάται από την πραγµατοποίηση της
κίνησης Brown) ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

Το παραπάνω αποτέλεσµα αναλογεί στην οριακή εκδοχή της δεύτερης υπόθεσης 3.2.7, 3.2.9,
µέσω του οποίου µπορούµε να διατυπώσουµε το ανάλογο ϑεώρηµα µε το 3.3.3:

Πρόταση 3.1.5. Η µορφή ≺·,Hβ·� ικανοποιεί |≺f,Hf�| ≤ c ‖f‖2∗ ΄Επεται πως µπορεί να επε-

κταθεί σε µορφή του L∗ × L∗, µε τον γενικό τύπο να δίνεται από το polarization identity

2≺g,Hf� = ≺f + g,H(f + g)�−≺f,Hf�−≺g,Hg�.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την ανάλυση του όρου όπως στην (3.1.11) µαζί µε το ότι
√

log(2 + x) ≤
c
√

1 + x ≤ c′(1 + x) :∫ ∞
0

∣∣∣B′xf2(x)
∣∣∣ dx ≤ ∫ ∞

0
C log

1
2 (2 + x)f2(x)dx

≤ C
∫ ∞

0
(1 + x)f2(x)dx ≤ C ‖f‖2∗ . (3.1.15)

Για τον άλλο όρο, µία εφαρµογή της Cauchy-Schwartz δίνει ότι∫ ∞
0

∣∣∣B̃xf ′(x)f(x)
∣∣∣ dx ≤ c∫ ∞

0

√
1 + x

∣∣f(x)f ′(x)
∣∣ dx

≤ c
(∫ ∞

0
(1 + x)f2(x)dx

)(∫ ∞
0

f ′(x)2dx

)
≤ c ‖f‖2∗ .

Συνδυάζοντας την παραπάνω µε την (3.1.15) παίρνουµε πως ≺f,Hf� ≤ C ‖f‖2∗ . �
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Για να συµπληρώσουµε την εικόνα για τον SAOβ µένει να χαρακτηρίσουµε τις ιδιοτιµές του,
πράγµα που ϑα πετύχουµε µε τη ϐοήθεια του Courant-Fischer χαρακτηρισµού· η µικρότερη ιδιο-
τιµή ϑα επιτυγχάνεται στο infimum της µορφής πάνω από συγκεκριµένους χώρους. Αναφέρουµε
πως επιπλέον ισχύει το ανάλογο της πρότασης 3.3.3, δηλαδή

c1 ‖f‖2∗ − c2 ‖f‖2 ≤ ≺f,Hf� ≤ c3 ‖f‖2∗ , (3.1.16)

από το οποίο µπορούµε να πάρουµε το εξής πόρισµα

Λήµµα 3.1.6. Η µικρότερη ιδιοτιµή Λ0 του τελεστή H µε ιδιοτιµή f0 επιτυγχάνεται στο

Λ0 = Λ̃0 := inf {≺f,Hf� : f(0) = 0, ‖f‖ = 1} . (3.1.17)

Παροµοίως, η ιδιοτιµή Λk ορίζεται αναδροµικά ως

Λk = Λ̃k = inf
f∈L∗,‖f‖=1

f∈span{f0,...,fk−1}⊥

≺f,Hf�.

Απόδειξη. Ξεκινάµε για k = 0 : Με τη ϐοήθεια της παρατήρησης ;;, για ε > 0 αναλύουµε τη
µορφή

≺f,Hf� = (3.1.18)

‖f‖2∗ − ‖f‖
2 +

2√
β

∫ X

0
f2(x)B

′
xdx−

4√
β

∫ X

0
f ′(x)f(x)B̃xdx+ E ,

όπου

|E| =
∣∣∣∣ 2√
β

(∫ ∞
X

f2(x)B
′
xdx− 2

∫ ∞
X

f ′(x)f(x)B̃xdx

)∣∣∣∣
≤ ε

∫ ∞
X

f2(x)(1 + x)dx+ ε

∫ ∞
X

f ′(x)2dx

∫ ∞
X

f2(x)(1 + x)dx

= 2ε ‖f‖2∗ .

Εξ΄ αιτίας της (3.1.16) έχουµε πως το Λ̃0 είναι πεπερασµένο. ΄Εστω λοιπόν µία ελαχιστοποιούσα
ακολουθία {fn}n ⊂ L∗, µε ‖fn‖ = 1 και ≺fn,Hfn� → Λ̃0. Ξανά από την (3.1.16) έχουµε

‖fn‖2∗ ≤ c+≺fn,Hfn� ≤ K,

για κάποια K = K(B) τυχαία σταθερά εποµένως από (3.1.3) υπάρχει κάποια f0 ∈ L∗ στην οποία
η ακολουθία {fn} συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή, ασθενώς στον H1, καθώς και στον L2.
Συνεπώς,

‖fn‖2∗ ≤ lim inf
n
‖f0‖2∗ , από fn

L∗−⇀ f0,

‖fn‖2 −→ ‖f0‖2 , από fn
L2

−→ f0∫ X

0
f2
n(x)B

′
xdx −→

∫ X

0
f2

0 (x)B
′
xdx, από fn1K

‖·‖∞−−−→ f01K∫ X

0
f ′n(x)fn(x)B̃xdx −→

∫ X

0
f ′0(x)f0(x)B̃xdx από f ′n

L2

−⇀ f ′0.
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΄Ετσι, για ε > 0

≺f0,Hf0� ≤ ≺fn,Hfn�+ E ,

το οποίο, καθώς ε → 0 δίνει ≺f0,Hf0� ≤ Λ̃0. Επειδή Λ̃0 είναι ορίζεται ως infimum, έχουµε εξ΄
ορισµού την αντίστροφη ανισότητα, ≺f0,Hf0� ≥ Λ̃0. Για να είναι η f0 ιδιοσυνάρτηση, οφείλουµε
να δείξουµε πως ικανοποιείται η ισότητα Hf0 = Λ0f0 µε την έννοια των κατανοµών. Επειδή η f0

είναι η συνάρτηση στην οποία επιτυγχάνει ακρότατο το συναρτησοειδές ≺f0 + εφ,H(f0 + εφ)�.
Αν f ε0 = (f0 + εφ)/ ‖f0 + εφ‖ για φ ∈ C∞0 , υπολογίζουµε

(f ε0 )2 =
1

‖f0 + εφ‖2
(
f2

0 + 2f0εφ+ ε2φ2
)
, (f ε0 )

′2 =
1

‖f0 + εφ‖2
(
2(f ′0)2 + 2f ′0εφ

′ + ε2(φ′)2
)
,

δηλαδή

≺f ε0 ,Hf ε0� = ≺f,Hf�/ ‖f + εφ‖+ 2ε

(∫ ∞
0

f ′0φ
′dx+

∫ ∞
0

xφfdx+

∫ ∞
0

fφB′xdx

)
+O(ε2).

Παίρνοντας την παράγωγο d
dε≺f

ε
0 ,H(f ε0 )�|ε=0 = 0 έχουµε

≺f ε0 ,Hf ε0�−≺f,Hf�

= −2ε≺f,Hf�+ 2ε

(∫ ∞
0

(f ′(x)φ′(x) + xf(x)φ(x)

)
− 2ε√

β

∫ ∞
0

B′xf(x)φ(x)dx+O(ε2),

(σηµείωση: ‖f‖ = 1) το οποίο δίνει ακριβώς το Ϲητούµενο αφήνοντας το ε → 0 (το ότι δεν δη-
µιουργούνται απροσδιοριστίες της µορφής ε · ∞ όταν παίρνουµε το όριο ε → 0 εξασφαλίζεται
αναλύοντας το Bx σε B̃x, Bx όπως προηγουµένως). Τέλος, µία παρατήρηση· αν (g, λ) είναι ένα
Ϲευγάρι ιδιοτιµής-ιδιοσυνάρτησης, µία παραγοντική ολοκλήρωση στον ορισµό Hg = λg δίνει για
φ ∈ C∞0 η σχέση

λ

∫ ∞
0

φ(x)g(x)dx =

∫ ∞
0

(
φ′′(x)g(x)− xφ(x)g(x)

)
dx

− 2√
β

(∫ ∞
0

φ′(x)g(x)Bxdx+

∫ ∞
0

φ(x)Bxg
′(x)dx

)
γράφεται

λ

∫ ∞
0

φ(x)g(x)dx =

∫ ∞
0

(
φ′′(x)g(x)− xφ(x)g(x)

)
dx

− 4√
β

(∫ ∞
0

φ(x)g(x)Bxdx−
∫ ∞

0
B̃x(φ(x)g(x))′dx

)
Επιλέγοντας ακολουθία {φn}n ⊂ C∞0 τέτοια ώστε φn → g έχουµε

≺g,Hg� = λ ‖g‖2 ,

δηλαδή λ ≥ Λ̃0, και έτσι η επιλογή του Λ0 ως Λ̃0 είναι συνεπής.
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΄Εχοντας ορίσει τα Λ0 ≤ · · · ≤ Λk−1 και

Λ̃k = inf
f∈L∗,‖f‖=1

f∈ span{f0,...,fk−1}⊥

≺f,Hf�,

επειδή το span {f0, . . . , fk−1} είναι διανυσµατικός υπόχωρος του L∗ υπάρχει ελαχιστοποιούσα
ακολουθία fn,k → fk κατά τα γνωστά. Από τον τρόπο ορισµού του Λ̃k και το γεγονός πως (fk, Λ̃k)

είναι Ϲεύγος ιδιοσυνάρτησης-ιδιοτιµής, έπεται πως Λk = Λ̃k. �

Συνοψίζοντας, ορίσαµε τον στοχαστικό τελεστή στον οποίο τα heuristics υποδεικνύουν πως ϑα
προσεγγίζει το µοντέλο του β−Hermite ως τελεστή. Επιπλέον ορίσαµε τις ιδιοτιµές του µέσω του
παραπάνω µεταβολικού προβλήµατος, ενώ στις παρακάτω ενότητες ϑα αποδειχθεί πως το µόνο
σηµείο συσσώρευσής τους είναι το∞, και πως κάθε ιδιόχωρος είναι διάστασης ένα.

Αφήνοντας για την ώρα τον SAOβ, ϑα προχωρήσουµε σε µία γενίκευση της κατάστασης. Η
παραπάνω µελέτη εφαρµόζεται εξίσου στην περίπτωση των β−Laguerre που ϑα ασχοληθούµε, και
όχι µόνο. Θεωρώντας έναν αρκετά γενικό τελεστή στον Rn που ικανοποιεί δεδοµένες υποθέσεις,
ϑα αποδείξουµε τη σύγκλισή του στον αντίστοιχο οριακό τελεστή.

3.2 Ο τριδιαγώνιος τελεστής

Στο [56], έγινε το πρώτο ϐήµα για την απόδειξη της σύγκλισης των τριδιαγώνιων µοντέλων που
ϑα παρουσιαστούν παρακάτω στους στοχαστικούς τελεστές τους, επαληθεύοντας τις εικασίες των
Edelman, Sutton, [26] για τα µοντέλα β-Hermite, Laguerre. Οι ιδιοτιµές προέκυψαν ως λύσεις του
προβλήµατος ιδιοτιµών µε δεδοµένες συνοριακές συνθήκες. Στο [12], το παραπάνω αποτέλεσµα
επεκτάθηκε σε άλλες κατηγορίες πινάκων (Spiked Wishart, perturbed Gaussian), κάνοντας την
παρατήρηση πως οι ιδιοτιµές αντιστοιχούν σε ίδιους τελεστές µε άλλες συνοριακές συνθήκες.

Ορίζουµε έναν «διακριτό στοχαστικό Schrödinger τελεστή» Hn στον Rn τον οποίον και ϑα
ταυτίσουµε µε τον πίνακα του ως προς την κανονική ϐάση. Στη συνέχεια ϑα οριστεί το οριακό
αντικείµενό του,Hy, και δεδοµένων ορισµένων υποθέσεων ϑα αποδειχθεί η σύγκλιση των ιδιοτιµών
και των αντίστοιχων ιδιοδιανυσµάτων.

Θεωρούµε τον `2n, τον χώρο των τετραγωνικά αθροίσιµων ακολουθιών µε νόρµα ‖v‖ = m−1
n

∑
j v

2
j ,

όπου mn = o(n) το οποίο ϑα οριστεί κατάλληλα στο κάθε µοντέλο. Επιπλέον ϑεωρούµε την εµ-
ϕύτευση

`2n ↪→ L2(R+) : v = (v0, v1, . . . ) 7−→ v(x) = vdmnxe, x ∈ [0, n/mn].

Σε όλα τα παρακάτω, ϑα αντιµετωπίζουµε διανύσµατα στον Rn ως απλές συναρτήσεις στον L2(R+),
καθώς µπορούµε να τον ταυτίσουµε µε τον υπόχωρο {v ∈ `2n : vj = 0, j > n}. Για n ∈ N, παρατη-
ϱούµε πως οι τελεστές του `2n µπορούν να επεκταθούν σε τελεστές στις συναρτήσεις του κλειστού
γραµµικού υποχώρου L2,n :=

{
v(·) ∈ L2(R+) : v ∈ Rn

}
ϕυσικά, αναλύοντας τα ολοκληρώµατα

πάνω από τη ϑετική ηµιευθεία σε ολοκληρώµατα πάνω από τα ξk = [k−1
mn

, k
mn

). Πρωτού ορίσουµε
τον τελεστή υπό µελέτη, ορίζουµε τους παρακάτω `2n− αναλλοίωτους τελεστές (τόσο για συναρτή-
σεις στον L2 όσο και για διανύσµατα). Ο τελεστής µετατόπισης είναι ο Tnf(x) = f(x + m−1

n ),
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ενώ ο Dnf(x) = mn(Tn − 1)f(x) επεκτείνει τη διακριτή παράγωγο. Οι ανάστροφοι συµβολίζο-
νται T †n, D†n και ισχύει T †nf(x) = f(x −m−1

n ). Επίσης ο Rn = diag (1, . . . , 1, 0, 0, . . . ) αντιστοιχεί
στον περιορισµό στο διάστηµα [0, n/mn] και ο En = diag (mn, 0, . . . ) στον πολλαπλασιασµό µε
mn1[0,m−1

n ).

Για το τυχαίο κοµµάτι του τελεστή, ορίζουµε (yn,1;k, yn,2;k)
n
k=1 µία R2 στοχαστική ακολουθία

διακριτού χρόνου. Αυτές ορίζονται για κάθε n σε κάποιο χώρο πιθανότητας (Ωn,Fn,Pn) που
δεν είναι κατ΄ ανάγκη ο ίδιος κάθε ϕορά (και δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία όπως ϕαίνεται από τα
παρακάτω καθώς αναφερόµαστε σε συγκλίσεις κατά κατανοµή που αφορούν ασθενή σύγκλιση των
µέτρων πιθανότητας πάνω από Borel υποσύνολα του R2). Και τις δύο αυτές τυχαίες µεταβλητές
µπορούµε να τις ϑεωρήσουµε ως απλές συναρτήσεις όπως πριν : h(x) = hdmnxe, για x ∈ [0, n/mn].

Τέλος, ο Hn δίνεται από τον τύπο

Hn = Rn(D†nDn + Vn), (3.2.1)

όπου

Vn = diag (Dnyn,1) +
1

2

(
T tn + Tn

)
diag (Dnyn,2) , (3.2.2)

είναι ο τελεστής «δυναµικού». Ο πίνακας τουHn ως προς τη συνήθη ϐάση τουRn είναι τριδιαγώνιος
συµµετρικός n×n πίνακας µε διαγώνια στοιχεία a1, . . . , an και µη-διαγώνια στοιχεία b1, . . . , bn−1.
Κάνοντας τη σύµβαση e0 = en+1 = 0 ισχύει πως Tnek = ek+1 και T †nek = ek−1, εποµένως για τον
τελεστή Dn ϑα ισχύει :

D†nDnek = m2
n(T †n − 1)(ek+1 − ek) = m2

n(ek − ek−1 − ek+1 + ek)

= m2
n(2ek − ek−1 − ek+1),

ενώ για τον Vn:

Vnek = diag (Dnyn,1) ek +
1

2
(T †n + Tn)diag (Dnyn,2) ek

= mn(yn,1;k+1 − yn,1;k)ek +
1

2
mn(yn,2;k+1 − yn,2;k)(ek+1 + ek−1)

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε πως τα στοιχεία a1, . . . , an του πίνακα Hn είναι τα

2m2
n +mn(yn,1;2 − yn,1;1), . . . , 2m2

n +mn(yn,1;k+1 − yn,1;k), (3.2.3)

k = 2, . . . , n, ενώ τα στοιχεία b1, . . . , bn−1 είναι

−m2
n +

1

2
mn(yn,2;2 − yn,2;1), . . . ,−m2

n +
1

2
mn(yn,2;k+1 − yn,2;k). (3.2.4)

Για να είµαστε σε ϑέση να µελετήσουµε την οριακή συµπεριφορά των παραπάνω, χρειάζονται
µερικές υποθέσεις για τους εµπλεκόµενους όρους, τα οποία στη συνέχεια ϑα επιβεβαιώσουµε πως
ισχύουν για κάθε µοντέλο.
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Υπόθεσεις 1. (1) Υπάρχει µία συνεχής στοχαστική διαδικασία {y(x)}x≥0, y(0) = 0 ώστε

Οι {yn,i(x)}x≥0, i = 1, 2 έχουν σφιχτή κατανοµή,

yn,1 + yn,2 ⇒ y, (3.2.5)

όπου η σύγκλιση είναι ασθενής ως προς την τοπολογία Skorokhod (ϐλ. τα τρίτα κεφάλαια

από τα [11] και [28] για συζήτηση σχετικά µε ασθενείς συγκλίσεις και ακριβή ορισµό της

συγκεκριµένης ασθενούς σύγκλισης αντίστοιχα).

(2) Για κάθε k υπάρχει η ανάλυση

yn,i;k = m−1
n

k−1∑
j=0

θn,i;j + ωn,i;k, (3.2.6)

όπου θn,i;j ≥ 0 τέτοιες ώστε για συναρτήσεις θ, ζ ϑετικές, αύξουσες, συνεχείς και µη-ϕραγµένες

(ανεξάρτητες από το n) και για τυχαίες µεταβλητές κn ≥ 1 να ισχύουν τα εξής για κάθε n σχεδόν

ϐέβαια :

θ(x)/κn − κn ≤ θn,1(x) + θn,2(x) ≤ κn
(
1 + θ(x)

)
, (3.2.7)

θn,2(x) ≤ 2m2
n, (3.2.8)

|ωn,1(ξ)− ωn,1(ξ)|2 + |ωn,2(ξ)− ωn,2(ξ)|2 ≤ κn
(
1 + θ(x)/ζ(x)

)
, (3.2.9)

για κάθε x, ξ ∈ [0, n/mn] τέτοια ώστε |ξ − x| < 1. Επιπλέον, η ακολουθία {κn}n είναι

ορισµένη σε κοινό χώρο πιθανότητας για κάθε n, και η ακολουθία των κατανοµών τους είναι

σφιχτή.

Οι παραπάνω υποθέσεις είναι κρίσιµες· κάθε µια είναι αναγκαία για τον ορισµό και την από-
δειξη της σύγκλισης στον οριακό τελεστή όπως ϑα ϕανεί στη συνέχεια.

Σε αυτό το σηµείο ϑα χρειαστεί να κάνουµε ένα ϐήµα για τεχνικούς λόγους· ϑα αναχθούµε σε
σχεδόν σίγουρες συγκλίσεις. Από τις υποθέσεις σφιχτότητας µπορούµε να εξάγουµε υπακολουθίες
που συγκλίνουν κατά κατανοµή. Το επιχείρηµα ϑα ολοκληρωθεί µε τη χρήση ενός κλασικού
εργαλείου.

Από το ότι η {κn} είναι σφιχτή, έπεται πως για κάθε ε υπάρχει ένα συµπαγές M = M(ε)

ώστε P(κn /∈ M) < ε. Από αυτό και το άνω ϕράγµα της (3.2.7) παίρνουµε πως η διαδικασία{∫ x
0 θn,i(t)dt

}
είναι σφιχτή. Πράγµατι, ολοκληρώνοντας από 0 εώς x,∣∣∣∣∫ x

0
θn,i(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0
|θn,1(t) + θn,2(t)| dt ≤ κn

∫ x

0
1 + θ(t)dt

≤ κnM ′(x).

΄Επεται πως για κάθε ε υπάρχει ένα συµπαγές M ·M ′(x) ώστε η διαδικασία
{∫ x

0 θn,i(t)dt
}

να
περιλαµβάνεται σε αυτό µε πιθανότητα τουλάχιστον 1− ε.
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΄Εστω υπακολουθία των ϕυσικών. Μπορούµε να ϐρούµε υπακολουθία ώστε τα παρακάτω όρια
να υπάρχουν παράλληλα:

yn,i ⇒ yi, (i = 1, 2)∫
0
θn,i ⇒ θ∗i , (3.2.10)

κn ⇒ κ,

όπου η πρώτη ασθενής σύγκλιση είναι ως προς την τοπολογία Skorokhod, ενώ η δεύτερη είναι
ως προς την τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης στα συµπαγή υποσύνολα του R+. Πλέον
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Skorokhod, το οποίο είναι το εξής :

Θεώρηµα 3.2.1. (Αναπαράστασης του Skorokhod, [11], κεφ. 3)

΄Εστω X0, {Xn}n∈N πραγµατικές τυχαίες µεταβλητές, ορισµένες όχι απαραίτητα στον ίδιο χώρο πι-

ϑανότητας, ώστεXn ⇒ X0 (δηλαδή η ακολουθία των κατανοµών {µn}n∈N των τυχαίων µεταβλητών

{Xn}n∈N συγκλίνει ασθενώς στη µ τηςX0). Τότε, υπάρχει ένας κοινός χώρος πιθανότητας (Ω,F ,P)

και τυχαίες µεταβλητές Y0, {Yn}n∈N, ορισµένες στον Ω ώστε κάθε Yi να έχει κατανοµή µi, και

Yn(ω)→ Y (ω), για κάθε ω.

Από εδώ και στο εξής οι παραπάνω συγκλίσεις τις παίρνουµε να ισχύουν σε κοινό χώρο πι-
ϑανότητας και σχεδόν ϐέβαια, γεγονός που µας επιτρέπει να αντικαταστήσουµε στις εξισώσεις
(3.2.7), (3.2.9) την ποσότητα κn από το όριο της, κ. Ολοκληρώνοντας ξανά την (3.2.7) αυτή τη
ϕορά στο διάστηµα [x, y] για x > 0 παίρνουµε πως∣∣∣∣∫ y

x
θn,i(t)dt

∣∣∣∣ ≤ κ |x− y| sup
t∈[x,y]

{
1 + θ(t)

}
,

έχουµε δηλαδή τοπικό ϕράγµα Lipschitz για την
∫

0 θn,i, i = 1, 2. Εποµένως, το όριό της, θ∗i
ϑα είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση σχεδόν παντού. Γράφουµε θi = (θ∗i )

′ και παρατηρούµε πως
m−1
n

∑
j θn,i;j →

∫ x
0 θi = θ∗i . Από τα παραπάνω µπορούµε να συµπεράνουµε πως το όριο για κάθε

ωn,i,k = yn,i,k −m−1
n

∑
j θn,i,j είναι συνεχές (και το συµβολίζουµε ωi). Κατα αυτόν τον τρόπο έχει

ολοκληρωθεί η ανάλυση του y = y1 + y2 σε y =
∫
θ + ω.

3.3 Οριακός τελεστής - χαρακτηρισµός ιδιοτιµών

Στην παρούσα ενότητα ϑα ταυτίσουµε το όριο του Hn µε το πρόβληµα ιδιοτιµών

Hf = Λf, f(0) = 0, (3.3.1)

στον R+. Με H (ή µε Hy) συµβολίζουµε τον τελεστή −d2/dx2 + y′(x). Το επόµενο ϐήµα είναι να
τεθεί ένα πλαίσιο που ϑα επιτρέψει τον χαρακτηρισµό των ιδιοτιµών τουH. Κινούµενοι προς αυτήν
την κατεύθυνση, ορίζουµε τον χώρο C∞0 των συναρτήσεων δοκιµής, δηλαδή των λείων συναρτήσεων
µε συµπαγή ϕορέα, στον ϑετικό ηµιάξονα. Η πλήρωση του C∞0 υπό τη νόρµα

‖f‖∗ =
∥∥f ′∥∥2

+
∥∥∥f√1 + θ

∥∥∥2
(3.3.2)
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ϑα είναι ο χώρος Hilbert L∗.
Από την ανισότητα Cauchy-Schwartz προκύπτει για κάθε x, y:

|f(y)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x
f ′(t)2dt

∣∣∣∣ ≤ ∥∥f ′∥∥ |x− y| 12 , (3.3.3)

ενώ για f ∈ C∞0 :

f(x)2 = −
∫ ∞
x

f ′(t)dt ≤ 2
∥∥f ′∥∥ ‖f‖ ≤ ‖f‖2∗ .

΄Εστω f ∈ L∗. Τότε για την {fn} ⊂ C∞0 ϑα ισχύει, από Arzelá-Ascoli, πως κάποια υπακολουθία
συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή. Από αυτό

f(x)2 = lim
n
fn(x)2 = − lim

n

∫ ∞
x

f ′n(t)2dt

= −
∫ ∞
x

f ′(t)2dt ≤ 2
∥∥f ′∥∥ ‖f‖ ≤ ‖f‖2∗ ,

ενώ έχουµε επιπλέον πώς f(0) = limn fn(0) = 0. Συνοψίζουµε όλα τα παραπάνω µαζί µε µερικές
επιπλέον ιδιότητες για τον L∗:

Πρόταση 3.3.1. 1 Κάθε f ∈ L∗ είναι οµοιόµορφα Hölder(1/2)−συνεχής και ικανοποιεί το ϕράγµα

f(x) ≤ ‖f‖∗ , για κάθε x. Επιπλέον, έχουµε f(0) = 0.

2 Κάθε L∗−ϕραγµένη ακολουθία έχει υπακολουθία {fn}n∈N που συγκλίνει υπό τις ακόλουθες

έννοιες σε κάποια f :

i Ασθενώς στον L∗,

ii Ασθενώς ως προς τις παραγώγους στον L2 (δηλαδή f ′n
L2

−⇀ f ′),

iii Οµοιµόµορφα στα συµπαγή, και

iv Στον L2.

Απόδειξη. Ο χώρος L∗ είναι χώρος Hilbert, εποµένως από το ϑεώρηµα Banach-Alaoglu ([58])
κάθε L∗−ϕραγµένη ακολουθία έχει ασθενώς συγκλίνουσα υπακολουθία. Εποµένως τα i, ii είναι
άµεσα, καθώς το οµοιόµορφο ϕράγµα στην ‖f‖∗ συνεπάγεται αντίστοιχο ϕράγµα για την ‖f ′‖ .
Για το iii, από την (3.3.3) και το ϕράγµα για τις ‖fn‖∗ παίρνουµε (από Arzelá-Ascoli) πως κάποια
υπακολουθία συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή. Για το (iv) µία εφαρµογή του ϑεωρήµατος
κυριαρχηµένης σύγκλισεις µας δίνει πως εφ΄ όσον κάθε µία fn ανήκει στον L2, η ακολουθία ϑα
είναι οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη στον L2, το οποίο σε συνδυασµό µε την L2

loc σύγκλιση, η οποία
προκύπτει από τα οµοιόµορφα στα συµπαγή το Ϲητούµενο έπεται.

�

Υπενθυµίζουµε εδώ το πόρισµα από το ϑεώρηµα Arzelá-Ascoli που µας αφορά

Θεώρηµα 3.3.2. ΄Εστω µία ακολουθία πραγµατικών συναρτήσεων {fn}n∈N ορισµένες σε ένα συ-

µπαγές διάστηµα του [0,+∞). Αν οι fn είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες και οµοιογενείς (δηλ. για κάθε

ε > 0, x υπάρχει δ > 0 ώστε |fn(x)− fn(y)| < ε), τότε υπάρχει υπακολουθία {fnk}k∈N ώστε να

συγκλίνει οµοιόµορφα.
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Η ϕύση του L∗ εξασφαλίζει την εγκυρότητα των υπόλοιπων επιχειρηµάτων.
Η προσέγγιση που ϑα ακολουθηθεί για τον χαρακτηρισµό των ιδιοτιµών όπως είδαµε είναι η

Courant-Fischer [60]. Για το λόγο αυτό χρειαζόµαστε τη διγραµµική µορφή προερχόµενη από
τον τελεστή H. Ορίζουµε την εξής µορφή στο C∞0 × C∞0

Hy(φ, f) := ≺φ,Hf� = (3.3.4)

−≺φ, f ′′�+≺φ, y′f� =

∫ ∞
0

φ′(x)f ′(x)−
∫ ∞

0
(φf)′(x)y(x)dx

Λήµµα 3.3.3. Υπάρχουν σταθερές c, C > 0 ώστε για κάθε f ∈ C∞0 :

c ‖f‖2∗ − C ‖f‖
2 ≤ Hy(f, f) ≤ C ‖f‖2∗ (3.3.5)

΄Επεται πως η µορφή ≺·,H·� επεκτείνεται µονοσήµαντα σε συνεχή, συµµετρική διγραµµική µορφή

στον L∗ × L∗. Επιπλέον, αυτό το αποτέλεσµα δεν εξαρτάται από την ανάλυση (3.2.6) των yn,i.

Απόδειξη. Ανακαλούµε την ανάλυση του στοχαστικού όρου σε y =
∫

0 θ + ω και τις υποθέσεις. Ο
πρώτος όρος της

Hy,ω(f, f) = 〈f ′, f ′〉 − 〈(f2)′, y〉+ ωf2(0) =

∫ ∞
0

f ′(x)2dx− 2

∫ ∞
0

f ′fy(x)dx+ ωf2(0)

είναι ϕραγµένος από την ‖f‖2∗. Για το δεύτερο έχουµε

− 2

∫
ff ′y = −2

∫
ff ′

(∫
θ + ω

)
= −2

∫
ff ′(x)

∫ x

0
θ(t)dtdx− 2

∫
ff ′ω. (3.3.6)

Προσθαφαιρώντας στην υπόθεση (3.2.7):

1

κn
f2
(
θ − κn

)
≤ f2θn ≤ κn(1 + θ) =⇒

1

κn

∫
f2(1 + θ)−

∫
f2

(
1

κn
+ κn

)
≤
∫
f2θn ≤ κn

∫
f2(1 + θ),

από το οποίο, περνώντας στο όριο, προκύπτει πως

1

κ
‖f‖2∗ − C

′ ‖f‖2 ≤ 〈f2, θ〉 ≤ κ ‖f‖2∗ , (3.3.7)

ενώ µία ολοκλήρωση κατά µέρη στο πρώτο µέλος της (3.3.6) δίνει

−2

∫ ∞
0

f(x)f ′(x)

∫ x

0
θ(t)dtdx = −

∫
(f2)′

∫
θ =

∫
f2(x)θ(x)dx. (3.3.8)

Για το δεύτερο µέλος της ίδιας εξίσωσης, ϑα χρειαστούµε περαιτέρω ανάλυση του ω· χρειαζό-
µαστε έναν όρο που µπορούµε να ελέγξουµε τόσο αυτόν όσο και την διαφορά του από την αρχική
ποσότητα. Θέτουµε ωx =

∫ x+1
x ω και τότε ισχύει ω = ω + (ω − ω) και πως ω′ = ω(x+ 1)− ω(x).

Οδηγούµαστε έτσι στην τελική ανάλυση του όρου ως εξής

−
∫

(f2)′ω = −
∫

(f2)′ω −
∫

(f2)′(ω − ω) =

∫
f(fω′)− 2

∫
ff ′(ω − ω), (3.3.9)
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δηλαδή 〈f, fω′〉 − 2〈f ′, f(ω − ω)〉. Αφήνοντας το n → ∞ στην εξίσωση (3.2.9) έπεται το ϕράγµα
max

{
|ωξ − ωx| , |ωξ − ωx|2

}
≤ Cε + εθ(x). Πράγµατι, από µία εφαρµογή της τριγωνικής ανισό-

τητας και το γεγονός ότι ζ > 1 παίρνουµε πως |ωξ − ωx|2 ≤ κ
(
1 + θ(x)

)
,το οποίο είναι µικρότερο

ή ίσο από το κ/ε + ε + εθ(x) = Cε + εθ(x) (χρησιµοποιώντας την «ε−Cauchy» ανισότητα). Στην
περίπτωση που το max είναι το |ωξ − ωx|, έχουµε πως

|ωξ − ωx| ≤
√
κ
(
1 + θ(x)

)
≤ κ

(
1 + θ(x)

)
,

αφού η υπόρριζη ποσότητα είναι µεγαλύτερη της µονάδας. Επιπλέον ολοκληρώνοντας το ϕράγµα
που µόλις αποδείξαµε :

|ωx − ωx| =
∣∣∣∣∫ x+1

x
ωξ −

∫ x+1

x
ωx

∣∣∣∣ ≤ ∫ x+1

x
|ωξ − ωx| ≤

√
Cε + εθ(x)

Από τα παραπάνω, ο όρος 〈f, fω′〉 ϕράσσεται ως εξής∣∣〈f, fω′〉∣∣ ≤ ‖f‖2 ∥∥ω′f∥∥2 ≤ ε
∥∥ω′f∥∥2

+
1

ε
‖f‖2 ≤ Cεε ‖f‖2 + ε2 ‖f‖2∗ +

1

ε
‖f‖2 ,

όπου τροποποιώντας κατάλληλα τα ε είναι ε ‖f‖2∗ + C ′ε ‖f‖
2 .

΄Οσον αφορά τον δεύτερο όρο:∣∣〈f ′, (ω − ω)f〉
∣∣ ≤ ∥∥f ′∥∥2 ‖(ω − ω)f‖2 ≤

√
ε
∥∥f ′∥∥2

+ ‖(ω − ω)f‖2 1√
ε

≤
√
ε ‖f‖2∗ +

∫
f2
(
Cε + εθ(x)

)
dx

1√
ε
≤ 2
√
ε ‖f‖2∗ + C ′ε ‖f‖

2 .

Συνδυάζοντας όλα όσα δείξαµε ως τώρα παίρνουµε τελικά

≺f,Hf� =
∥∥f ′∥∥2

+ 〈f2, θ〉+ 〈f, fω′〉+ 2〈f ′, ω − ω)f〉
≤ κ ‖f‖2∗ + ε ‖f‖2∗ + Cε ‖f‖2 +

√
ε ‖f‖2∗ + C ′ε ‖f‖

2

≤ C ‖f‖2∗ ,

από το γεγονός ότι ‖f‖ ≤ β ‖f‖∗ για κάποια σταθερά β. Για το κάτω ϕράγµα αρκεί να παρατηρήσει
κανείς πως οι (;;).(;;) µαζί µε το γεγονός πως ο όρος

∫
ff ′ω είναι ϕραγµένος κατά απόλυτη τιµή από

c ‖f‖2∗ + c′ ‖f‖2. ΄Εχοντας πλέον |Hy(f, f)| ≤ C ‖f‖2∗ , για f ∈ C∞0 , είναι γεγονός πως µπορούµε
να την επεκτείνουµε στον L∗ = (C∞0 , ‖·‖∗).[33].

Η συνέχεια της µορφής προκύπτει από το γεγονός πως η εµφύτευση του L∗ ⊂ L2 είναι συνεχής,
άρα για το εσωτερικό γινόµενο του L2, αρκεί να δείξουµε συνέχεια για την Hy(f, f) + C〈f, f〉,
η οποία είναι µη-αρνητικά ορισµένη και έτσι µία εφαρµογή της Cauchy-Schwartz δίνει πως
Hy(fn, fn) → Hy(f, f),∀fn → f. Επιπλέον, από το γεγονός πως κάθε g ∈ L∗ είναι όριο κάποιας
ακολουθίας {φn} ⊂ C∞0 , προκύπτει πως κάθε Ϲεύγος ιδιοτιµής-ιδιοσυνάρτησης ϑα πρέπει να
ικανοποιεί Hy(f, g) = Λ〈f, g〉. �

Ορισµός 3.3.4. ΄Ενα Ϲευγάρι (Λ, f) ϑα ονοµάζεται Ϲεύγος ιδιοτιµής-ιδιοσυνάρτησης αν η f ανήκει

στον L∗, έχει ‖f‖ = 1 και για κάθε συνάρτηση δοκιµής φ ∈ C∞0 ισχύει

Hy(φ, f) = Λ〈φ, f〉. (3.3.10)
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Ο παραπάνω ορισµός γράφεται επίσης ως

〈φ′, f ′〉 − 〈(φf)′, y〉 = Λ〈φ, f〉 =⇒

〈φ′, f ′〉 − 〈φ′, fy〉 − 〈
(∫

0
f ′y

)′
, φ〉 = −Λ〈φ′,

∫
0
f〉 =⇒

〈φ′, f ′〉 − 〈φ′, fy〉+ 〈
∫

0
f ′y, φ′〉 = −Λ〈φ′,

∫
0
f〉,

δηλαδή

〈φ′,
(
f ′ − fy +

∫
0
f ′y + Λ

∫
0
f

)
〉 = 0, ∀φ ∈ C∞0 ,

ή, ισοδύναµα,

f ′(x) = y(x)f(x)−
∫ x

0
y(t)f ′(t)dt− Λ

∫ x

0
f(t)dt, (3.3.11)

σχεδόν για κάθε x > 0. Από αυτό είναι ασφαλές να υποθέσουµε συνέχεια για την f ′ και ότι κάθε
ιδιόχωρος είναι πεπερασµένης διάστασης. Μπορούµε να αποδείξουµε κάτι πιο ισχυρό:

Λήµµα 3.3.5. Για κάθε Λ ∈ R, ο ιδιόχωρός της ιδιοτιµής Λ είναι το πολύ διάστασης ένα.

Απόδειξη. ΄Εστω Λ ∈ R και h1, h2 δύο λύσεις του προβλήµατος ιδιοτιµών για την τιµή Λ. Τότε, η
h(x) = h1(x)h2(0)−h2(x)h1(0) είναι λύση (λόγω γραµµικότητας) και ικανοποιεί h′(0) = h(0) = 0.

Από την (3.3.11) γράφουµε

h′(x) = y(x)h(x)−
∫ x

0
yh′ − Λ

∫ x

0
(t)′h(t)dt

= y(x)

∫ x

0
h′ −

∫ x

0
yh′ − Λx

∫ x

0
h′ + Λ

∫ x

0
th′(t)dt

από όπου έπεται πως

∣∣h′(x)
∣∣ ≤ |y(x)|

∫ x

0

∣∣h′∣∣+

∫ x

0

∣∣yh′∣∣ ≤ 2 sup
[0,x]
|y|
∫ x

0

∣∣h′∣∣ .
Μία εφαρµογή του λήµµατος Gronwall ([28], σελ. 498) µε ε = 0 µας δίνει ότι h′ ≡ 0. Εποµένως
h(x) = h(0) = 0 που είναι ακριβώς το Ϲητούµενο, h1(x) = ch2(x). �

Χρησιµοποιούµε τον χαρακτηρισµό Courant-Fischer της k ιδιοτιµής ως το infimum της µορ-
ϕής ≺·,H·� που το ιδιοδιάνυσµά του είναι κάθετο στα προηγούµενα.

Πρόταση 3.3.6. Το µεταβολικό πρόβληµα

inf
f∈L∗,‖f‖=1

f∈span{f0,...,fk−1}⊥

Hy(f, f)

ορίζει αναδροµικά το (k + 1)-οστό Ϲευγάρι ιδιοτιµής-ιδιοσυνάρτησης (Λk, fk) για τον τελεστή H.
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Απόδειξη. Ξεκινάµε από k = 0. Αφού το infimum Λ̃ εξετάζεται πάνω σε στοιχεία του L∗, το
λήµµα (3.3.3) διαβεβαιώνει πως είναι πεπερασµένο. Εποµένως ϑα υπάρχει µία fn ακολουθία που
το επιτυγχάνει, και που λόγω του ιδίου λήµµατος είναι επίσης ϕραγµένη. Από (;;), µπορούµε
να περάσουµε σε υπακολουθία (που ϑα συνεχίζουµε να την απαριθµούµε µε n) fn η οποία έχει
όριο κατά τα γνωστά f ∈ L∗. Από την L2−σύγκλιση παίρνουµε πως ‖f‖ = lim ‖fn‖ = 1, που
συνεπάγεται Hy,ω(f, f) ≥ Λ̃.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, γράφουµε

≺f,Hf� =
∥∥f ′∥∥2

+

∫
f2θ + 〈f, ω′f〉+ 2〈f ′, (ω − ω)f〉

Θα εξετάσουµε τον κάθε όρο της παραπάνω ισότητας ξεχωριστά και ϑα δείξουµε ότι είναι µικρότερη
ή ίση από το lim infHy,ω(fn, fn). Από την ασθενή σύγκλιση των παραγώγων στον L2 παίρνουµε
πως ‖f ′‖2 ≤ lim inf ‖f ′n‖

2. Για τον δεύτερο όρο έχουµε∫
f2(x)θ(x)dx =

∫
lim f2

n(x)θ(x) ≤ lim inf

∫
f2
n(x)θ(x)dx,

όπου στην ισότητα χρησιµοποιήθηκε η κατά σηµείο σύγκλιση (έχουµε πως fn → f οµοιόµορφα
στα συµπαγή) και στην ανισότητα το λήµµα Fatou.

Για τους υπόλοιπους όρους κάνουµε την εξής παρατήρηση: ΄Εστω gn
L2

−→ g, hn
L2

−⇀ h. Αν
επιπλέον η hn έχει ϕραγµένη L2−νόρµα, τότε 〈hn, gn〉 → 〈h, g〉. Για να το δούµε αυτό, γράφουµε

|〈hn, gn〉 − 〈h, g〉| = |〈hn, gn − g〉 − 〈hn − h, g〉| ≤ 〈hn, gn − g〉+ 〈hn − h, g〉

≤ (‖hn‖ ‖gn − g‖)
1
2 + 〈hn − h, g〉

≤M ‖gn − g‖
1
2 + 〈hn − h, g〉.

Από τις υποθέσεις µας, υπάρχει ένα n0 ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει

‖gn − g‖
1
2 <

ε

2M
, 〈hn − h, g〉 <

ε

2
,

το οποίο συνάγει το Ϲητούµενο.
Συνεχίζοντας την απόδειξη, έχουµε πως

〈fn, ω′fn〉 → 〈f, ω′f〉,
〈f ′n, (ω − ω)fn〉 → 〈f ′, (ω − ω)f〉,

αφού τόσο η ω′fn όσο και η (ω − ω)fn συγκλίνουν στον L2 (η fn συγκλίνει στον L2, ενώ για τα
άλλα έχουµε ϕράγµατα ανεξάρτητα του n). Συνοψίζοντας,

≺f,Hf� ≤ lim inf ≺fn,Hfn� = Λ̃.

Για να ολοκληρωθεί η περίπτωση k = 0 µένει να δειχθεί πως το Ϲευγάρι (Λ̃, f) είναι πράγµατι
Ϲευγάρι ιδιοτιµής-ιδιοσυνάρτησης· αυτό προκύπτει από τον µηδενισµό της κατευθυνόµενης παρα-
γώγου d

dεHy,ω(f + εφ, f + εφ)|ε=0 = 0 (ϐλ. το αντίστοιχο στην απόδειξη ;;).
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Για το επαγωγικό ϐήµα, ορίζουµε τον υπόχωρο του L∗,

L∗k = {f ∈ L∗ : ‖f‖ = 1 & f ∈ span {f0, . . . , fk−1}}

Θεωρώντας ελαχιστοποιούσα ακολουθία {fn,k} στον L∗k, ακριβώς όπως πρίν, παίρνουµε πως το
όριό της, fk είναι ιδιοσυνάρτηση της Λ̃k = infL∗k Hy,ω(f, f). Ορίζοντας Λk = Λ̃k ολοκληρώνεται η
απόδειξη. �

3.4 ∆ιακριτή µορφή

Στην παρούσα ενότητα ϑα ορίσουµε µία ανάλογη νόρµα µε την ‖·‖∗ για διανύσµατα στον Rn και
διγραµµική µορφή συσχετισµένη µε τον τελεστή Hn. Θα αποδείξουµε αποτελέσµατα ανάλογα της
προήγουµενης ενότητας, καθώς και σχέσεις µεταξύ των δύο αυτών µορφών. Υπενθυµίζουµε πως
κάθε ϕορά που αναφερόµαστε σε τέτοια διανύσµατα, τα αντιλαµβανόµαστε και ως εµφυτευµένα
στον L2(R+). Για v ∈ Rn, ορίζουµε την L∗n−νόρµα

‖v‖2∗n = ‖∆nv‖2 +
∥∥∥v√1 + θ

∥∥∥2
, (3.4.1)

µε ∆n = m(I − T tn) (η αλλαγή είναι απλά για να µην χρειαστεί να γράψουµε τον επιπλέον όρο
mnv

2
0 ). Τα παρακάτω δύο λήµµατα µας δείχνουν ότι οι ιδιότητες του χώρου L∗ ισχύουν, στο

διακριτό ανάλογό τους, και για τον χώρο L∗n :

Λήµµα 3.4.1. Υπάρχουν σταθερές c, C > 0 έτσι ώστε για κάθε v ∈ Rn, n ∈ N:

c ‖v‖2∗n − C ‖v‖
2 ≤ 〈v,Hnv〉 ≤ C ‖v‖2∗n , (3.4.2)

όπου 〈·, ·〉 είναι το εσωτερικό γινόµενο στον L2(R+) ϑεωρώντας τα ως απλές συναρτήσεις.

Απόδειξη. Από τις υποθέσεις 1 προκύπτουν τα εξής διακριτά ανάλογα των ϕραγµάτων:

θk/κ− κ ≤ θ1,k + θ2,k ≤ κθk + κ, (3.4.3)

θ2,k ≤ 2m2
n, (3.4.4)

|ωi,` − ωi,k|2 ≤ εθk + Cε, (3.4.5)

Για k ≤ ` ≤ k +m και i = 1, 2. ΄Εστω ωk = ω1,k, uk = ω2,k. ΄Εχουµε πως

m〈v,Hnv〉 :=

n∑
k=0

(
(∆nvk)

2 + θ2,kvkvk+1 + θ1,kv
2
k

)
+

n∑
k=0

(∆nωkvk +Dnukvkvk+1) =: A+B = A+B1 +B2

Από την ab ≥ −(a− b)2/3 + a2/4,√
θ2,kvk

√
θ2,kvk+1 ≥ −

θ2,k

3
(vk+1 − vk)2 +

θ2,k

4
v2
k

≥ −2

3
(∆nvk)

2 +
θk
4k
v2
k −

k

4
v2
k (3.4.6)
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δηλαδή

∑
k

θ2,kvkvk+1 + θ1,kv
2
k ≥ −

2

3
‖v‖∗n +

5

4κ

∑
k

(θk + 1)v2
k − c(κ)m ‖v‖2

≥ −‖v‖∗n +
m

4κ
‖v‖2∗n − c(κ)m ‖v‖2 ,

από όπου παίρνουµε το τελικό

A >
m

4κ
‖v‖2∗n − cm ‖v‖

2 ,

ενώ από το ‖v‖ ≤ ‖v‖∗n την ανισότητα Cauchy-Schwartz παίρνουµε και το άνω ϕράγµα A ≤
c ‖v‖2∗n.

Προχωρώντας στον όρο B, ϑέτουµε πρώτα δωk = ωk+m − ωk και προσθαφαιρούµε,∑
k

(∆nωk)v
2
k =

∑
k

(∆nωk − δωk)v2
k +

∑
k

δωkv
2
k

Παρατηρούµε πως δωk =
∑k+m

j=k (ωj+1 − ωj) και

∆nωk − δωk =

k+m∑
j=k

((ωj+m − ωk+1)− (ωj−1+m − ωk)) .

Εφαρµόζοντας µία άθροιση κατά παράγοντες στο παραπάνω άθροισµα,

∑
k

(∆nωk)v
2
k =

n∑
k=0

(
k+m∑
`=k+1

(ω` − ωk)(v2
k+1 − v2

k)

)
+
∑
k

δωkv
2
k. (3.4.7)

Από ;;, οι όροι του πρώτου αθροίσµατος είναι µικρότεροι ή ίσοι του

m
(
εθk + Cε

) 1
2
∣∣v2
k+1 − v2

k

∣∣ ≤ 1√
ε

(εθk + Cε)(vk+1 + vk)
2 +
√
εm2(vk+1 − vk)2

≤ 2√
ε

(εθk + Cε)(v
2
k+1 + v2

k) +
√
εm2(vk+1 − vk)2,

ενώ οι όροι του δεύτερου, δωkv2
k ≤ (Cε + θkε)v

2
k. Το ϕράγµα για το B1 είναι

(
4√
ε

+ 1)
∑
k

(εθk + Cε)v
2
k +
√
εm2

∑
k

(vk+1 − vk)2. (3.4.8)

Για τον όρο B2 ακολουθούµε ακριβώς το ίδιο σκεπτικό· ϑέτουµε δuk = uk+m−uk και αθροίζουµε
κατά µέρη για να πάρουµε

∑
k

∆nukvkvk+1 =
∑
k

(
k+m∑
`=k+1

(u` − uk)(vk+1vk − vkvk−1)

)
+
∑
k

δukvkvk+1.
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Εδώ το vkvk−1 έχει το ϱόλο του v2
k στην προηγούµενη ποσότητα,∣∣∣∣∣

k+m∑
`=k+1

(u` − uk)(vk+1vk − vkvk−1)

∣∣∣∣∣
≤ m(εθk + Cε)

1
2 |vk+1vk − vkvk−1| ≤ m(εθk + Cε)

1
2 (|vk| |vk − vk−1|+ |vk| |vk+1 − vk|)

≤ 1√
ε
|vk|2 (εθk + Cε) +m2√ε(vk − vk−1)2 +

1√
ε

(εθk + Cε) |vk|2 +m2√ε(vk+1 − vk)2,

και
δukvkvk+1 ≤

1

2
(εθk + Cε)(v

2
k + v2

k+1)

Τα παραπάνω δίνουν ίδιο ϕράγµα µε την (3.4.8) για την B2. Εποµένως B ≤ c
√
εm ‖v‖2∗n +

C ′εm ‖v‖
2 .

�

Λήµµα 3.4.2. ΄Εστω fn ∈ Rn για την οποία η ‖fn‖∗n είναι ϕραγµένη οµοιόµορφα ως προς n. Τότε,

υπάρχει κάποια f ∈ L∗ για την οποία οι παρακάτω συγκλίσεις ισχύουν σε κάποια υπακολουθία της

fn:

i fn → f οµοιόµορφα στα συµπαγή,

ii fn
L2

−→ f,

iii Dnfn
L2

−⇀ f ′.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση gn(x) = fn(0) +
∫ x

0 Dnfn(t)dt, όπου x ∈ [0, n/mn] και
Dnfn(x) = mn

(
f(x+m−1

n )− f(x)
)
. Για x ∈ ξk = [k/mn, (k + 1)/mn] έχουµε πως

‖gn‖∗ =
∥∥g′n∥∥+

∫ n/mn

0
(1 + θ(x))g2

n(x)dx

≤ ‖Dnfn‖+
∥∥∥√1 + θfn

∥∥∥ = ‖fn‖∗n <∞,

διότι gn(x) =
∫ x
k/mn

(
fn(t+m−1

n )− fn(t)
)
dt + fn(k), και αναλύοντας το παραπάνω ολοκλήρω-

µα σε
∑

k

∫
ξk

µαζί µε την µονοτονία του ολοκληρώµατος
∫ t
k/mn

≤
∫
ξk
, t ∈ ξk, παίρνουµε είναι

µικρότερο ή ίσο από το∑
k

∫
ξk

(1 + θ(x))fn(k + 1)2dx =

∫ n/mn

0
(1 + θ(x))f2

n(x)dx.

Από το λήµµα ;;, 3.1.3, υπάρχει υπακολουθία της gn και f ∈ L∗ ώστε gn → f ύπο τις τέσσερις
γνωστές έννοιες. Για x ∈ ξk :

|gn(x)− fn(x)| =

∣∣∣∣∣
∫ x

0
Dnfn(t)dt−

∫ k/mn

0
Dnfn(t)dt

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

k/mn

|Dnfn(t)| dt ≤ ‖Dnfn‖
(
x
k

mn

)
≤ ‖Dnfn‖m−1/2

n . (3.4.9)
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Από τα παραπάνω, προσθαφαιρώντας

fn(x)− f(x) = fn(x)− gn(x)− (f(x)− gn(x))

παίρνουµε πως fn → f οµοιόµορφα στα συµπαγή (n/mn →∞, εποµένως κάθε συµπαγές µπορεί
να περιληφθεί σε ένα [0, n/mn], όπου n αρκούντως µεγάλο), ενώ υψώνοντας στο τετράγωνο την

(3.4.9) παίρνουµε πως fn
L2

−→ f . Εφ΄ όσον ισχύει ότι

g′k(x) = lim
n
mn

(
gk(x+m−1

n )− gk(x)
)

= lim
n
mn

∫ x+m−1
n

x
Dkfk(t)dt,

το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue µας δίνει πως g′n(x) = Dnfn(x), σχεδόν για κάθε x, από

όπου έπεται ότι Dnfn
L2

−⇀ f ′ (έχουµε πως g′n
L2

−⇀ f ′). �

Παρατήρηση 3.4.3.

Το τελευταίο τεχνικό ϐήµα που ϑα κάνουµε είναι η συσχέτιση της διγραµµικής µορφής 〈·, Hn·〉
στονRn×Rn µε τηHy(·, ·). Ορίζουµε την ορθογώνια προβολή από τον L2(R+) στονRn, δηλαδή την
ορθογώνια προβολή στον υπόχωρο L2,n, έστω Pn. Ο χώρος αυτός, L∗n παράγεται από γραµµικούς
συνδυασµούς των

√
m1ξi , όπου ξi =

[
i−1
m , im

)
, i = 1, . . . , n. Για µία συνάρτηση του L2 ϑα ισχύει

ότι

Pn(f)(x) =
∑
i

〈f,1ξi〉1ξi(x),

δηλαδή, αν x ∈ ξj τότε Pnf(x) = m
∫
ξj
f(x)dx. Το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue µας

δίνει πως σχεδόν για κάθε x ισχύει η κατά σηµείο σύγκλιση Pnf(x) → f(x). Αυτό, µαζί µε

την οµοιόµορφη L2−ολοκληρωσιµότητα της Pnf δίνουν πως Pnf
L2

−→ f . Αν η f είναι λεία,
τότε η σύγκλιση της Pnf επιτυγχάνεται οµοιόµορφα στα συµπαγή. Για ηn(x) = . . . έχουµε

f ′ ∗ ηn(x) = Dnf . Εποµένως, αν επιπλέον υποθέσουµε πως f ′ ∈ L2, έπεται πως Dnf
L2

−→ f ′.

Τέλος, ο τελεστής Pn µετατίθεται µε τον τελεστή Rn καθώς και µε τον DnRn.

Λήµµα 3.4.4. ΄Εστω fn ∈ Rn µε οµοιόµορφα ϕραγµένη ‖f‖∗n (δηλαδή ισχύει για αυτή πως fn → f

όπως στο λήµµα 3.4.2). Τότε για κάθε φ ∈ C∞0 έχουµε την εξής σύγκλιση : 〈φ,Hnfn〉 → Hy,ω(φ, f).

Επιπλέον,

〈Pnφ,HnPnφ〉 → ≺φ,Hφ�.

Απόδειξη. Ξεκινάµε µε το εξής λήµµα

Λήµµα 3.4.5. ΄Εστω J πεπερασµένο διάστηµα του R+, και δύο ακολουθίες {gn}n , {hn}n τέτοιες

ώστε gn
L2

−→ g και η hn έχει ϕραγµένη L2(I)−νορµα ενώ επιπλέον συγκλίνει ασθενώς στον L2(I)

σε µία h. Τότε

〈gn, hn1J〉 → 〈g, h〉.
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Απόδειξη. Γράφουµε

|〈gn, hn1J〉 − 〈g, h1J〉| = |〈gn, (hn − h)1J〉|+ |〈(gn − g), h1J〉|
≤ ‖gn‖2 ‖(hn − h)1J‖2 + ‖gn − g‖2 ‖h1J‖2 .

Από τις συγκλίσεις των hn, gn µπορούµε να ϐρούµε N τέτοιο ώστε για κάθε n > N να ισχύει
‖gn − g‖ ≤

√
ε/ ‖h‖L2(I) και ‖hn − h‖L2(I) <

√
ε/ sup ‖gn‖, απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο. �

Υπενθυµίζουµε πως ο τελεστής δίνεται από το

Hn = Rn(D†nDn + Vn),

και πως η fn ∈ Rn µπορεί να ϑεωρηθεί ως συνάρτηση µε στήριγµα στο [0, n/m] και τύπο fn(x) =

fn(dmxe).
΄Εστω κλειστό διάστηµα J ⊂ R+ τέτοιο ώστε να περιέχει τους ϕορείς των φ, φ′, Dnφ. Θεωρώντας

αρκούντως µεγάλο n ώστε Rnφ = φ (µπορούµε διότιm = o(n), άρα υπάρχει κάποιος δείκτης από
τον οποίον και µετά [0, n/m] να περιέχει ολόκληρο το J ) µπορούµε να αγνοήσουµε τον Rn. ΄Ετσι,
για τον πρώτο όρο του 〈φ,Hnfn〉 = 〈φ,Rn(D†nDn + Vn)fn〉 έχουµε

〈φ,DnD
†
nfn〉 = 〈DnD

†
nφ, fn〉 → 〈φ′′, f〉 = ≺φ, f ′′�,

από την αυτοσυζυγία του τελεστή DnD
†
n και το γεγονός πως DnD

†
nφ

L2

−→ φ′′ (στην προκειµένη µας

αρκεί η σύγκλιση στον L2) και fn
L2

−→ f . Για τους υπόλοιπους όρους ϑα χρησιµοποιήσουµε µία
εκτίµηση για το 〈φ, Vnfn〉, διαβεβαιώνοντας παράλληλα πως το σφάλµα από την αρχική ποσότητα
είναι αµελητέο. Γράφοντας yn = yn,1 + yn,2 :

〈φ,diag (Dnyn) fn〉 = 〈φfn,diag (Dnyn)〉 = 〈D†n(φfn), yn〉 (3.4.10)

= 〈φD†nfn + fnD
†
nφ+m−1D†nfnD

†
nφ, yn〉 (3.4.11)

= 〈D†nfn, φyn〉+ 〈fn, ynD†nφ〉+m−1〈D†nfn, ynD†nφ〉, (3.4.12)

Για τον πρώτο όρο της (3.4.12) έχουµε D†nfn
L2

−⇀ f ′ και ynφ
L2

−→ yφ ενώ για το δεύτερο,

fn
L2

−→ f και ynD
†
nφ

L2

−→ yφ′ από το ότι φ ∈ C∞0 . ΄Οσον αφορά τον τελευταίο όρο,

m−1〈D†nfn, ynD†nφ〉 = m−1〈D†nfn, ynD†nφ1J〉

≤ m−1
∥∥∥D†nfn∥∥∥∥∥∥D†nφ∥∥∥

L2(I)
sup
x∈J

yn.

Οι παραπάνω ποσότητες είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες ως προς n χωρίς τον συντελεστή m = mn,
εποµένως η ασυµπτωτική της συνεισφορά ϑα είναι µηδενική.

Το σφάλµα στην παραπάνω ανάλυση είναι πως αγνοήσαµε το 1
2(Tn + T †n) µπροστά από το

yn,2. Ζητάµε, δηλαδή, έλεγχο πάνω στην εξέλιξη του 1
2(Tn + T †n)− I = 1

2 (Tn − I) + 1
2

(
T †n − I

)
,

εξετάζοντας µεµονωµένα τους δύο προσθεταίους.∣∣∣〈φ,diag (Dnyn,2) (I − T †n)fn〉
∣∣∣ =

∣∣〈φ,diag (Dnyn,2) (Dnfn)m−1〉
∣∣

=
∣∣〈m−1φDnyn,2, Dnfn〉

∣∣
≤ m−1 sup

x∈J
φ(x) ‖Dnfn‖ ‖Dnyn,2‖L2(I) .
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Η ϐασική παρατήρηση σε αυτό το σηµείο είναι πως Dnyn,21J =
(
yn,2 − T †nyn,2

)
|J , δηλαδή ο

περιορισµός της στο διάστηµα J . Επιπλέον, τόσο το yn,2 (από υπόθεση) όσο και το T †nyn,2 (ως
υπακολουθία της yn,2 ) συγκλίνουν στο y καθώς το n→∞. Η σύγκλιση αυτή είναι στην τοπολογία
Skorokhod, εποµένως µπορούµε να ϑεωρήσουµε πως ισχύει σχεδόν παντού στο J . ΄Επεται πως
m−1 ‖Dnyn,2‖L2(I) → 0. Για τον άλλο όρο, 1

2(T †n − I) η διαδικασία είναι ακριβώς η ίδια,∣∣∣〈φ, T †n − I〉f ∣∣∣ =
∣∣∣〈φm−1,diag (Dnyn,2)D†nfn〉

∣∣∣
≤ sup

x∈J
φ(x) ‖fn‖∗n

∥∥m−1(Dnyn,2)1J
∥∥ .

Μέχρι τώρα, δείξαµε πως για φ ∈ C∞0 και fn ∈ L∗n, η διακριτή µορφή «συγκλίνει ασθενώς» στη
συνεχή µορφή µε την έννοια 〈φ,Hnfn〉 → H(φ, f). Το επόµενο ϐήµα είναι να δείξουµε πως η
ίδια σύγκλιση ισχύει για 〈φ,HnPnφ〉, µε σκοπό µετά να χρησιµοποιηθεί η συνέχεια της µορφής
και να επεκταθεί το αποτέλεσµα στις συναρτήσεις του L∗. Αρχικά, Pnφ ∈ L∗n. Πράγµατι, από µία
εφαρµογή της ανισότητας Jensen,∥∥∥(Pnφ)

√
1 + θ

∥∥∥ =
∥∥∥Pn (φ√1 + θ

)∥∥∥ ≤ ∥∥∥φ√1 + θ
∥∥∥ ,

δηλαδή
‖Pnφ‖∗n ≤ ‖Dnφ‖2 +

∥∥∥φ√1 + θ
∥∥∥ ≤ ‖φ‖2∗ ,

όπου ‖Dnφ‖ ≤ ‖φ′‖ εξ΄ αιτίας της ανισότητας Young για συνελίξεις και την συζήτηση στην
παρατήρηση 3.4.3. Από την ίδια παρατήρηση έχουµε την σύγκλιση της Pnφ στην φ οµοιό-
µορφα στα συµπαγή αλλά και στον L2. Επειδή η Pn είναι ορθογώνια προβολή ισχύει εξ΄ ο-
ϱισµού 〈Pnφ,HnPnφ〉 = 〈φ,HnPnφ〉. Συνεχίζοντας από αυτό και συνδυάζοντας τα γεγονότα
Pnφ ∈ L∗n, Pn → φ και το λήµµα 3.4.2, µαζί µε το πρώτο σκέλος του παρόντος λήµµατος,
παίρνουµε

〈φ,HnPnφ〉 → H(φ, φ),

όπου H είναι οποιαδήποτε από τις δύο µορφές µε τις οποίες ασχολούµαστε. �

Μπορούµε πλέον να διατυπώσουµε το τελικό αποτέλεσµα,

Θεώρηµα 3.4.6. ΄ΕστωHn τελεστής της µορφής (3.2.1) µε (λkn, v
k
n) το (k+1)-οστό Ϲευγάρι ιδιοτιµής-

ιδιοδιανύσµατος (µε διάταξη ως προς τις ιδιοτιµές). Με δεδοµένες τις υποθέσεις (1), ορίζουµε τη δι-

γραµµική µορφήH(·, ·) κατά τις (3.3.1) µε αντίστοιχο (k+ 1)-οστό Ϲευγάρι ιδιοτιµής-ιδιοσυνάρτησης

(Λk, fk), ορισµένα κατά την 3.3.6. Για τα παραπάνω ισχύει πως, για κάθε k ∈ N, το διάνυσµα{
λin
}k
i=0
⇒ {Λi}ki=0 συγκλίνει κατά κατανοµή, και οι ιδιοσυναρτήσεις vkn

L2

−⇀ fk συγκλίνουν ασθε-

νώς στον L2 στις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του H.

Η παραπάνω σύγκλιση λέγεται ασθενής σύγκλιση κατανοµών πεπερασµένης διάστασης, το ο-
ποίο σηµαίνει ακριβώς πως για κάθε k ∈ N, το διάνυσµα (λ1

n, . . . , λ
k
n) συγκλίνει κατά κατανοµή

στο (Λ1, . . . ,Λk). Για τις ιδιοσυναρτήσεις, η σύγκλιση είναι η κλασική ασθενής του L2.
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Απόδειξη. ΄Εστω (λkn, v
k
n) τα k + 1 µικρότερα Ϲευγάρια ιδιοτιµών-ιδιοσυναρτήσεων, εµφυτεύοντας

τα vkn στον L2 όπως πάντα. Η απόδειξη ϑα χωριστεί σε δύο σκέλη. Στο πρώτο ϑα δείξουµε πως

λk := lim inf
n

λkn ≥ Λk, (3.4.13)

ενώ στο δεύτερο πως

lim sup
n

λkn ≤ Λk, vkn → fk. (3.4.14)

Για τον ισχυρισµό (3.4.13), υποθέτουµε πως λk < ∞. Από 3.4.1 για κάθε Ϲευγάρι ιδιοτιµής-
ιδιοσυνάρτησης (λ, v) ισχύει λ ≥ c ‖v‖2∗n − C, εποµένως υπάρχει κάποια υπακολουθία της
(λ1
n, . . . , λ

k
n) (την οποία απαριθµούµε ξανά µε n δίχως σύγχυση) η οποία συγκλίνει σε κάποιο

διάνυσµα (z1, . . . , zk), µε zk = λk. Εφαρµόζοντας ξανά τα λήµµατα 3.4.1, αυτή τη ϕορά για τις
ιδιοσυναρτήσεις vjn, j = 0, . . . , k και το λήµµα 3.4.2, µπορούµε να ϐρούµε µία υπακολουθία για
κάθε j και συναρτήσεις vj µε vjn → vj . Περνώντας σε κοινή υπακολουθία ώστε οι συγκλίσεις να
ισχύουν για όλα τα j, µπορούµε να δούµε πως 〈vi, vj〉 = δij και ότι οι ιδιοτιµές είναι διακεκριµέ-
νες (λόγω ορθοκανονικότητας των vin, v

j
n για κάθε n και του µονοδιάστατου των ιδιοχώρων), καθώς

και ότι κάθε vj είναι ιδιοσυνάρτηση του H που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή zj . ΄Εχουµε δηλαδή k

ιδιοτιµές z1, . . . , zk και zk = lim inf λkn, ΄Επεται πως Λk ≤ λk διότι αν είχαµε το αντίστροφο ϑα
έπρεπε οι k διακεκριµένες ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στις v1, . . . , vk να είναι κάτω από την kη

ιδιοτιµή, πράγµα αδύνατο.

Για το δεύτερο σκέλος ϑα κινηθούµε µε επαγωγή. Υποθέτουµε πως η υπόθεση λjn → Λk και
vjn → fj ισχύει για j = 1, . . . , k − 1 και ϑέτουµε

fn,k = Pnf εk −
k−1∑
j=1

〈vjn,Pnf εk〉vjn,

όπου f εk ∈ C∞0 είναι τέτοια ώστε ‖fk − f εk‖∗ ≤ ε (µπορούµε να ϐρούµε τέτοια από τον ορισµό του
L∗ ως την κλειστότητα του C∞0 µε τη νόρµα ‖·‖∗). Αρχικά παρατηρούµε πως οι συντελεστές στο
άθροισµα ικανοποιούν

∣∣〈vjn,Pnf εk〉∣∣ ≤ ∣∣〈vjn,Pnf εk − fk〉∣∣+
∣∣〈vjn, fk〉∣∣

≤
∥∥vjn∥∥∗n (‖Pnf εk − f εk‖∗ + ‖f εk − fk‖∗) +

∣∣〈vjn, fk〉∣∣ ,
όπου για n → ∞ γίνεται µικρότερο του 2cε, όπου c το οµοιόµορφο ϕράγµα των vjn από λήµµα
3.4.1, την επαγωγική υπόθεση αλλά και το ότι η Pnf εk

L∗−⇀ fk µαζί µε την ϕραγµένη ‖Pnf εk‖∗
νόρµα. Από τον µεταβολικό χαρακτηρισµό (Courant-Fischer) για τις ιδιοτιµές και το γεγονός πως
η fn,k είναι ορθογώνια σε κάθε vjn (άµεσο από την κατασκευή της ως προβολή) ϑα ισχύει ότι

lim sup
n

λkn ≤ lim sup
n

〈fn,k, Hnfn,k〉
〈fn,k, fn,k〉

.
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〈fn,k, fn,k〉 = 〈Pnf εk ,Pnf εk〉 − 2
k−1∑
j=1

〈vjn,Pnf εk〉2 +
k−1∑
j=1

k−1∑
`=1

〈vjn,Pnf εk〉〈v`n,Pnf εk〉〈vjn, v`n〉

= 〈Pnf εk ,Pnf εk〉 −
k−1∑
j=1

〈vjn,Pnf εk〉2 = 〈Pnf εk ,Pnf εk〉+ oε(1), (3.4.15)

και

〈fn,k, Hnfn,k〉 = [...] = 〈Pnf εk , HnPnf εk〉+ oε(1). (3.4.16)

Συνδυάζοντας τα παραπάνω,

lim sup
n

λkn ≤ lim sup
n

〈Pnf εk , HnPnf εk〉+ oε(1)

〈Pnf εk ,Pnf εk〉+ oε(1)
= lim sup

n

〈Pnf εk , HnPnf εk〉
〈Pnf εk ,Pnf εk〉

+ oε(1). (3.4.17)

Από λήµµα 3.4.4 έχουµε πως

〈Pnf εk , HnPnf εk〉 −→ H(f εk , f
ε
k),

〈Pnf εk ,Pnf εk〉 −→ ‖f εk‖ ,

µε ‖f εk‖ ≤ ‖f εk − fk‖+ ‖fk‖ = ‖fk‖+ oε(1) = 1 + oε και

≺f εk ,Hf εk� = ≺f εk − fk,Hf εk�+≺fk,H(f εk − fk)�+≺fk,Hfk�
≤ ‖f εk − fk‖ ‖Hf εk‖+ ‖fk‖ ‖H(f εk − fk)‖+≺fk,Hfk�
≤ ‖f εk‖∗ ‖f

ε
k − fk‖+ ‖f εk − fk‖∗ +≺fk,Hfk�

= Λk + oε(1).

Εποµένως, η (3.4.17) ϑα ισούται µε

H(f εk , f
ε
k)

〈f εk , fεk〉
+ oε(1) =

Λk + oε(1)

1 + oε
+ oε(1) = Λk + oε(1),

από όπου έπεται πως (ε → 0) πως lim supn λ
k
n ≤ Λk που µαζί µε το προηγούµενο σκέλος δίνουν

λkn → Λk. ΄Οσον αφορά τη σύγκλιση της vkn, έχουµε από το λήµµα 3.4.2 πως συγκλίνει στη
vk ∈ L∗, και ότι (Λk, vk) είναι Ϲευγάρι ιδιοτιµής-ιδιοδιανύσµατος για τον H. Από το µονοδιάστατο
του ιδιόχωρου, προκύπτει πως vk = fk. �
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3.5 Εφαρµογές για τα γνωστά µοντέλα

Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε πως η παραπάνω γενική κατασκευή της ενότητας 3.2 µπορεί
να παράξει αποτελέσµατα για τα β-(Hermite, Laguerre) µοντέλα. Βασικό εργαλείο και στις δύο
περιπτώσεις είναι το παρακάτω, το οποίο µπορεί να ϐρεθεί σε ένα γενικότερο πλαίσιο, στο κεφάλαιο
7, σελίδα 354 του [28].

Θεώρηµα 3.5.1. ΄Εστω a ∈ R και µία συνάρτηση h ∈ C1(R+) µε συνεχή παράγωγο. Επιπλέον,

ϑεωρούµε µία ακολουθία {yn,k}k τυχαίων µεταβλητών µε yn,0 = 0 και τέτοιες ώστε η ακολουθία

4yn,k := yn,k − yn,k−1 να αποτελείται από ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές που ικανοποιούν τα

παρακάτω

mnE4yn,k = h′
(
k

mn

)
+ o(1), mnE (4yn,k)2 = a2 + o(1), mnE (4yn,k)4 = o(1),

όπου όπως το n → ∞, η παραπάνω σύγκλιση είναι για k/mn οµοιόµορφα στα συµπαγή. Τότε,

η yn(t) := yn,btmnc συγκλίνει κατά κατανοµή ως προς της τοπολογία Skorokhod στη διαδικασία

h(t) + aBt, όπου Bt είναι η τυπική κίνηση Brown.

3.5αʹ β-Hermite

Υπενθυµίζουµε ότι ένας πίνακας από αυτό το µοντέλο, έπειτα από την κατάλληλη αλλαγή κλίµακας
είναι της µορφής (3.1.1),

˜
Hβ
n :=

√
2√
β
n1/6

(
Hβ
n −

√
2βnI

)
.

Θέλουµε να επαληθεύσουµε τις δύο πρώτες υποθέσεις, (3.2.5) − (3.2.9). Το mn στην περίπτωση
µας είναι n

1
3 . Γράφουµε

yn,1,k = wn,1,k = −n−
1
6 (2/β)

1
2

k∑
i=1

gi,

yn,2,k = n−
1
6

k∑
i=1

2

(√
n− 1√

β
χβ(n−i)

)
,

εποµένως ϑέτοντας θn,1,k ≡ 0 και

θn,2,k = 2
√
n− 2β−1/2Eχβ(n−k),

µπορούµε να επαληθεύσουµε τα εξής δύο λήµµατα, αφού πρώτα επιβεβαιώσουµε τα παρακάτω
ϕράγµατα για τη µέση τιµή της χr:

Λήµµα 3.5.2. Για την τυχαία µεταβλητή χr ισχύει ότι

√
r

(
1− 1

4r

)
≤ Eχr ≤

√
r
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Απόδειξη. Το δεξί µέλος προκύπτει από την ανισότητα Jensen. Πράγµατι,

Eχr ≤
(
Eχ2

r

)1/2
=
√
r.

Για το κάτω ϕράγµα, από τη σχέση (2.8)στο [54], x1−s ≤ Γ(x+1)
Γ(x+s) ≤ (x + s)1−s, για 0 < s < 1 και

x > 0 προκύπτει πως

Eχr =
√

2
Γ((r + 1)/2)

Γ(r/2)
≥
√
r − 1

2
.

�

Λήµµα 3.5.3. Ισχύουν οι εξής συγκλίσεις κατά κατανοµή ως προς την τοπολογία Skorokhod

yn,i(t)⇒ (2/β)1/2Bt + t2(i− 1),

για i = 1, 2.

Απόδειξη. Για i = 1, έχουµε 4yn,1,k = −n−1/6(2/β)1/2gk, εποµένως

mnE4yn,1,k = −n1/6(2/β)1/2Egk = 0

mnE (4yn,1,k)2 = (2/β)Eg2
k = 2/β

mnE (4yn,1,k)4 = n−1/3(2/β)2Eg4
k = 3(2/β)2n−1/6 = o(1).

Εποµένως, η yn,1(t) ⇒ (2/β)1/2Bt + 0 από το ϑεώρηµα 3.5.1 αφού η πρώτη ϱοπή ισούται µε
µηδέν, εποµένως η h είναι σταθερή. Από το λήµµα 3.5.2

√
n− k

(
1− 1

4β(n− k)

)
≤ 1√

β
Eχβ(n−k) ≤

√
n− k

Για i = 2 ϑα έχουµε ότι 4yn,2,k = 2n−1/6
(√

n− 1√
β
χβ(n−k)

)
οπότε παίρνοντας µέση τιµή,

= 2n1/6

(√
n− 1√

β
Eχβ(n−k)

)
≤ 2

(
n2/3 − n2/3 +

kn1/6

2
√
n

+
n1/6

4β
√
n− k

)
= km−1

n + o(1).

Για τη δεύτερη ϱοπή,

mnE (4yn,2,k)2 = 4
(
n+ β−1Eχ2

β(n−k) − 2β−1/2√nEχβ(n−k)

)
≤ 4

(
n+ n− k − 2

√
n

(√
n− k

2
√
n
− 1

4β
√
n− k

))
= 4

(
2n− k − 2n+ k +

2

4β
√
n− k

)
=

2

β

√
n

n− k
,

όπου, για n→∞ µας δίνει mnE (4yn,2,k)2 = a2 + o(1). Τέλος, η mnE (4yn,2,k)4 ισούται µε

16n−1/3

(
n2 − 4n3/2β−1/2Eχβ(n−k) +

6n

β
Eχ2

β(n−k) − 4

(
n

β3

)1/2

Eχ3
β(n−k) + β−2Eχ4

β(n−k)

)
.
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Για τις παραπάνω ϱοπές της χ ισχύει ότι

Eχr =
√
r +O(1/

√
r), E

(
χr −

√
r
)2

= 1/2 +O(1/r), E
(
χr −

√
r
)4

= O(1). (3.5.1)

�

Λήµµα 3.5.4. Οι υποθέσεις (3.2.7), (3.2.8) ισχύουν µε θ(x) = x.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την εκτίµηση 3.5.2 έχουµε για την θn,2,k :

kn−1/2 − c ≤ θn,2,k ≤ 2kn−1/2 + c,

όπου c = c(β). Για το κάτω ϕράγµα της θ, από το άνω ϕράγµα (3.5.2) παίρνουµε

2
√
n− 2β−1/2Eχβ(n−k) ≥ 2

√
n− 2

√
n− k

=
√
n

(
1−

√
1− k

n

)
≥ 2
√
n
k

2n
= kn−1/2,

από το ότι 1−
√

1− x ≥ x/2 για x ∈ [0, 1]. Για το άνω ϕράγµα, πάλι από την (3.5.2),

2
√
n− 2β−1/2Eχβ(n−k) ≤ 2

√
n− 2

√
n− k +

1

2β
√
n− k

≤ 2kn−1/2 + β−1 +
1

4β(n− k)
.

Στην περίπτωση που το β(n− k) ≤ 1 έχουµε το Ϲητούµενο άµεσα. Αλλιώς, πρέπει να χρησιµοποι-
ηθεί η εκτίµηση

Eχβ(n−k) ≥
β(n− k)√

1 + β(n− k)
,

(ϐλ. [44], απόδειξη του λήµµατος 5′). �

Τέλος, Ϲητάµε το ϕράγµα (3.2.9). Για να το πετύχουµε, αρκεί να δείξουµε πως για κάθε «µικρό»
ε η παρακάτω ακολουθία τυχαίων µεταβλητών είναι σφιχτή ως προς n:

Yn = sup
x=1...n/mn

xε−1 sup
j=0...mn

|wn,i,xmn+j − wn,i,xmn |
2 .

Αυτό γιατί για x ∈ ξk ⊂ [0, n/mn], και για ξ το πολύ 1 µακριά του, η τετραγωνική διαφορά του
ωn,i(x) − ωn,i(ξ) ϑα έχει κάποια υπακολουθία η οποία ϑα είναι ϕραγµένη από το Mx1−ε, όπου
M σταθερά. Αυτό µε τη σειρά του είναι µικρότερο από M(1 + x) . Για την παραπάνω ακολουθία,
αν δείξουµε ότι E(Y 2

n ) < ∞ τότε έχουµε πως E(|Yn|) ≤ E(Y 2
n ) < ∞, από το οποίο προκύπτει

|Yn| = Yn < ∞ σχεδόν ϐέβαια. Για να δούµε το παραπάνω, αρκεί να ϕράξουµε το supx από το∑
x,

E(Y 2
n ) = E

{
sup

x=1...n/mn

x2ε−2 sup
j=0...mn

|wn,i,xmn+j − wn,i,xmn |
4

}

≤
n/mn∑
x=1

E supj=0...mn |ωn,i,xmn+j − ωn,i,xmn |
4

x2−2ε
≤

n/mn∑
x=1

16E
∣∣ωn,i,(x+1)mn − ωn,i,xmn

∣∣4
x2−2ε

,

(3.5.2)
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εφαρµόζοντας τη µεγιστική Lp-ανισότητα για martingales [28]. ότι, για i = 1 έχουµε πως

Eδω4 =
n−2/3

√
β

E

 (k+1)mn∑
`=kmn+1

g`

4

,

µε g` ∼ N (0, 1), ενώ για i = 2 έχουµε πως

Eδω4 =
n−2/3

√
β

E

 (k+1)mn∑
`=kmn+1

Eχβ(n−`) − χβ(n−`)

4

.

Αναπτύσσοντας τις τέταρτες δυνάµεις, παρατηρούµε πως οι όροι που περιέχουν πρώτες δυνάµεις
των προσθεταίων µηδενίζονται, εποµένως η συνεισφορά έρχεται από τους όρους που έχουν τέταρτες
δυνάµεις (που είναι mn το πλήθος) και τα Ϲευγάρια δεύτερων δυνάµεων (που είναι m2

n = n2/3),
εποµένως η (3.5.2) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη (ανεξάρτητα του n, καθώς η σειρά

∑
x2ε−2 συ-

γκλίνει). Το αποτέλεσµα είναι το εξής

Θεώρηµα 3.5.5. Με πιθανότητα 1 για κάθε k > 0 το σύνολο των ιδιοτιµών του Hβ έχει καλώς

ορισµένο (k+ 1)-οστό ελάχιστο στοιχείο Λk. Επιπλέον, αν λ1(n) ≥ λ2(n) ≥ ... είναι οι ιδιοτιµές του

β-Hermite µοντέλου Hβ
n , το διάνυσµα (

n1/6(2
√
n− λi)

)k
i=1

συγκλίνει κατά κατανοµή στο διάνυσµα (Λ0, . . . ,Λk−1).

3.5βʹ β-Laguerre

Για να ϐρούµε τα y, θ ανακαλούµε τα δεδοµένα για το β-Laguerre µοντέλο από την παράγραφο.
Εκεί είδαµε πως τα διαγώνια στοιχεία του ϑα είναι της µορφής

χ̃2
β(m−i) + χ2

β(n−i−1)

ενώ τα µη-διαγώνια ϑα είναι της µορφής χ̃β(m−i)χβ(n−i). Η αντίστοιχη διαίσθηση µε τον SAO
µας υποδεικνύει πως στη διαγώνιο η τάξη του τελεστή είναι n + m (αφού η χ2 ασυµπτωτικά
συµπεριφέρεται σαν τον αριτθµο των ϐαθµών ελευθερίας της), ενώ πάνω και κάτω από τη διαγώνιο
ϑα έχει

√
mn τάξη. Εποµένως, σύµφωνα µε την εικασία των A. Edelman και B. Sutton στο [26],

προκύπτει

Θεώρηµα 3.5.6. Θέτουµε

mn =

( √
nκ√

κ+
√
n

)2/3

, Hn =
m2
n√
nκ

(
(
√
κ+
√
n)2In −WβW

†
β

)
. (3.5.3)

Αν λ1 ≥ λ2 . . . είναι οι ιδιοτιµές του β-Laguerre τότε ισχύει ότι

(λi)
k
i=1 ⇒ {Λ0, . . . ,Λk−1} ,

µε Λj να είναι οι ιδιοτιµές του SAO.
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Για τα y γράφουµε

4yn,1,k =
mn√
κn

(
n+ κ− β−1(χ2

β(n−k) + χ̃2
β(κ−k+1))

)
(3.5.4)

4yn,2,k =
mn√
κn

(√
κn− β−1(χ2

β(n−k)χ̃
2
β(κ−k))

)
. (3.5.5)

Αλλάζουµε τοm µε κ για να µην προκύψει σύγχυση µε τοmn (µε την προϋπόθεση πως κ > n−1).
΄Αλλος ένας λόγος που το κάνουµε αυτό, είναι διότι αρκεί να δείξουµε τη Ϲητούµενη σύγκλιση σε
µία υπακολουθία· επιλέγουµε τέτοια ώστε n/κ → u ∈ [0, 1]. Τα θ ορίζονται ως η µέση τιµή των
διαφορών, θn,i,k = E4yn,i,k, ενώ τα w είναι ξανά η «κεντράρισµένες» εκδοχές των y:

wn,i,k = yn,i,k − Eyn,i,k.

Βλέπουµε πως οι y είναι ανεξαρτητων προσαυξήσεων, αλλά όχι ανεξάρτητες µεταξύ τους (αφού και
οι δύο έχουν χ, χ̃). Για αυτόν το λόγο, αφού δείξουµε την επιµέρους σύγκλισή τους σε συνεχείς
διαδικασίες ϑα πρέπει να κάνουµε έναν τεχνικό ελιγµό. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε

Λήµµα 3.5.7. Θέτουµε γ = limn 2
√

n
κ (
√

n
κ + 1)2 ∈ [0, 1

2 ]. Τότε, έχουµε τις εξής συγκλίσεις κατά

κατανοµή ως προς την τοπολογία Skorokhod:

yn,1(x)⇒
√

γ

2β
Bx + γx2/2,

yn,2(x)⇒
√

1− γ
2β

Bx + (1− γ)x2/2,

για x = k/mn οµοιόµορφα στα συµπαγή καθώς το n→∞.

Για να δείξουµε τη σύγκλιση του αθροίσµατος, ορίζουµε την

4yn,k =
(
(
√
n+
√
κ)2 − β−1(χβ(n−k) + χ̃β(n−k))

2
)
.

Κάνοντας την ίδια δουλειά παρατηρούµε πως συγκλίνει στην 2/
√
βBx + x2/2 και σε συνδυασµό

µε το ότι η yn,k − yn,1,k − yn,2,k συγκλίνει στη µηδενική διαδικασία παίρνουµε το Ϲητούµενο. Για
να δείξουµε τα (3.2.7), (3.2.8) έχουµε ότι

c1
k

mn
≤ mn(θn,1,k + θn,2,k) ≤ c2

k

mn
. (3.5.6)

Τέλος, η ίδια δουλειά µε την απόδειξη της (3.2.9) για τη β-Hermite περίπτωση µας δίνει την επιβε-
ϐαίωση της ανάλογης υπόθεσης. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι στην προηγούµενη απόδειξη
χρησιµοποιήθηκαν «γενικά» δεδοµένα για τα w, όπως το ότι είναι martingales µε ανεξάρτητες
διαφορές και ϕραγµένη τέταρτη ϱοπή.



Κεφάλαιο 4

Φράγµατα Ουρών TWβ

4.1 Το πρώτο ϕράγµα

Από τη δουλειά στο προηγούµενο κεφάλαιο έχει γίνει σαφές ποιο είναι το όριο των ιδιοτιµών στο
soft edge του ϕάσµατος στην περίπτωση του β-Hermite µοντέλου. Για αυτές τις ιδιοτιµές, ο χα-
ϱακτηρισµός τους µέσω της µορφής ≺f,Hf� ϑα ϕανεί χρήσιµος στην εξαγωγή ϕραγµάτων για
την κατανοµή της µικρότερης ιδιοτιµής, γνωστή και ως Tracy-Widom(β) κατανοµή, µε το β να
ποικίλει αναλόγως. Επιπλέον, στο παρόν κεφάλαιο ϑα εισαγάγουµε έναν εναλλακτικό χαρακτη-
ϱισµό των ιδιοτιµών µέσα από τους χρόνους έκρηξης µίας στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης. Το
παρακάτω ϑεώρηµα ϐρίσκεται στο [56]· ϑα αποδείξουµε µόνο την κάτω ουρά ((4.1.1)) ενώ για την
πάνω ουρά αναφορές αποτελούν τα [56], [20].

Θεώρηµα 4.1.1. Συµβολίζοντας µε TWβ = −Λ0(β) τη µικρότερη ιδιοτιµή του Στοχαστικού Τελεστή

Airy, (3.1.8) ισχύει το εξής αποτέλεσµα για a↗ +∞

P (TWβ ≤ −a) = exp

(
− 1

24
βa3(1 + o(1))

)
, (4.1.1)

P (TWβ ≥ a) = exp

(
−2

3
βa3/2(1 + o(1))

)
.

Το πάνω και το κάτω ϕράγµα για την (4.1.1) ϑα αποδειχθούν διαφορετικά.

Απόδειξη. (άνω ϕράγµα της (4.1.1)) ΄Εστω πως L0 > a. Τότε ο χαρακτηρισµός της L0 µας
εξασφαλίζει πως όποια f και να διαλέξουµε, ϑα ισχύει

≺f,Hf� > a〈f, f〉.

Εποµένως, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι άνω ϕραγµένη από την P (≺f,Hf� > a〈f, f〉). Υπεν-
ϑυµίζουµε πως

≺f,Hf� =
∥∥f ′∥∥2

+
∥∥√xf∥∥2

+ 2/
√
β

∫ ∞
0

f2B′xdx.

Ο µοναδικός στοχαστικός όρος είναι το ολοκλήρωµα που περιέχει το λευκό ϑόρυβο, το οποίο σύµ-
ϕωνα µε τη ϑεωρία στοχαστικής ολοκλήρωσης είναι το ίδιο (κατά κατανοµή) µε το 2/

√
β
∫
f2dBx, το
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οποίο είναι µία κανονική κατανοµή, µε διασπορά τη τετραγωνική διακύµανση 4/β
∫ (
f2(x)

)2
dx =

4/β ‖f‖44. Εποµένως, για διαφορετικές f , µπορούµε να ϐρούµε άνω ϕράγµατα µέσω του

P
(∥∥f ′∥∥2

+
∥∥√xf∥∥2

+ 2/
√
β ‖f‖24N > a ‖f‖2

)
≤ 2 exp

−β
(
a ‖f‖2 − ‖f ′‖2 − ‖

√
xf‖2

)2

8 ‖f‖44

 ,

το οποίο προκύπτει µε απλή αντικατάσταση από το ϕράγµα για την ουρά της Γκαουσιανής,
P (N > c) = e−c

2( 1
2

+o(1)).
΄Οπως στο [56], παραλείποντας τον όρο ‖f ′‖ παίρνουµε πως µία συνάρτηση που ελαχιστοποιεί

το
(a‖f‖2−‖f√x‖)2

‖f‖44
είναι η

√
(a− x)+, µε µία «τροποποίηση» που ϑα νοµιµοποιεί την παράλειψη

της νόρµας της παραγώγου από τον υπολογισµό,

f(x) =
√

(a− x)+ ∧ (a− x)+ ∧ x
√
a,

όπου µε ∧ συµβολίζουµε το min µεταξύ των εµπλεκόµενων συναρτήσεων. Υπολογίζουµε [...].
Συνοψίζοντας

a ‖f‖2 ∼ a3/2,
∥∥f ′∥∥2

= O(a),
∥∥f√x∥∥2 ∼ a3/6, ‖f‖44 ∼ a

3/3,

όπου τώρα αντικαθιστώντας στα παραπάνω, παίρνουµε πως

exp

−β
(
a ‖f‖2 − ‖f ′‖2 − ‖

√
xf‖2

)2

8 ‖f‖44

 ≤ exp

(
−β

a6
(

1
2 + o(1)− 1

6

)
8a3/3

)

= exp

(
− β

24
a3(1 + o(1))

)
.

�

Πριν συνεχίσουµε µε το κάτω ϕράγµα, ϑα πρέπει να κάνουµε µία αρκετά µεγάλη παρένθεση
για να δώσουµε µια διαφορετική οπτική στο πρόβληµα των ιδιοτιµών του SAO.

4.2 Μετασχηµατισµός Riccati

Οι τελεστές που µπορούν να γραφτούν ως−∂xx+V (x)+B′x είναι πολυµελετηµένοι στον κλάδο της
στατιστικής µηχανικής και είναι γνωστοί ως (στοχαστικοί) Schrödinger τελεστές. Βασική αναφορά
αποτελεί το [16]. ΄Ενα κλασικό εργαλείο για τη µελέτη τέτοιων τελεστών είναι ο µετασχηµατισµός
Riccati, ο οποίος χρησιµοποιήθηκε πρώτη ϕορά από τον Halperin [34] και στη συνέχεια από τους
Fukushima, Nakao, [30] αλλά και από τους Cambronero, McKean µαζί µε άλλους [13], [14], [15].

Υπενθυµίση πως το πρόβληµα ιδιοτιµών γράφεται

ψ′′(x) =
2√
β
ψ(x)B′x + (x− λ)ψ(x), (4.2.1)
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το οποίο είναι να ερµηνευθεί έπειτα από παραγώγιση κατά παράγοντες. Θέτουµε p = (log f)′ = f ′

f

και αντικαθιστώντας στην (4.2.1):

p′(x) = (x− λ)− p2(x)− 2√
β
B′x. (4.2.2)

Η εξίσωση (4.2.1) µε µία πρώτη µατιά ϕαίνεται να έχει δύο προβλήµατα. Το πρώτο είναι πως η
B′x δεν είναι καλά ορισµένη, κάτι που διορθώνεται εύκολα ϑεωρώντας την καινούρια µεταβλητή
q(x) = p(x) + 2√

β
Bx από την οποία παίρνουµε τη συνήθη διαφορική

q′(x) = (x− λ)−
(
q(x)− 2√

β
Bx

)2

, (4.2.3)

q(0) = −∞, εκµεταλλευόµενοι το γεγονός πως ο συντελεστής του λευκού ϑορύβου είναι σταθερός.
Από την αντικατάσταση x − λ → x, µπορούµε να δούµε πως για κάθε λ, η λύση αντιστοιχεί στη
λύση για λ = 0, µε την αρχική συνθήκη όµως να γίνεται πλέον q(−λ) = ∞, το οποίο είναι το
δεύτερο πρόβληµα. Παρόλαυτα, µπορεί επίσης να διορθωθεί κάνοντας την αλλαγή εξαρτηµένης
µεταβλητής q̃ = q−1. ΄Ετσι, όποτε η q απειρίζεται µπορούµε να τη σκεφτόµαστε στην αντίστροφη
µεταβλητή, η οποία ϑα είναι µηδέν. Η διαφορική για την q̃ είναι

q̃′ = − 1

q2
q′ = −q̃2x+

(
1 +

2√
β
bq̃

)2

, (4.2.4)

q̃(0) = 0, που επιπλέον δίνει ότι q̃′ = 1 οποτεδήποτε q̃ = 0 (δηλαδή στους χρόνους έκρηξης της q).
Ο τελεστής Hβ είναι στην κατηγορία των Sturm-Liouville, εποµένως σε κάθε διάστηµα (0, a)

έχουµε n ιδιοτιµές για κάθε n µε την n-οστή ιδιοσυνάρτηση να έχει n − 1 ϱίζες, (οι οποίες εναλ-
λάσσονται µε τις ϱίζες των προηγούµενων). Αν λ < Λ0 τότε η εξίσωση (4.2.2) δεν εκρήγνυται ποτέ
στο −∞[15] . Εποµένως, αναλόγως τη ϑέση του λ σε σχέση µε τις ιδιοτιµές τουHβ, ξέρουµε πόσες
ϕορές η λύση pλ = p(x, λ) ϑα εκραγεί στο −∞. Κάθε ϕορά που συµβαίνει, έστω σε χρόνο mi,
ϑεωρούµε πως επαναφέρεται ακαριαία στο +∞ και ξαναρχίζει µε αυτήν την αρχική συνθήκη το
πρόβληµα (4.2.2). Αυτό στην πράξη ϑα µεταφράστει µε την εξής διαδικασία : Επειδή οι συντελε-
στές στη (4.2.4) ως προς την κίνηση Brown είναι τοπικά Lipschitz στο R+, µπορούµε να έχουµε
συµπεράσµατα. Από το πρώτο κεφάλαιο του [61] µπορούµε να χωρίσουµε το R σε διαστήµατα µε
άκρα τους χρόνους έκρηξης. Σε κάθε τέτοιο διάστηµα οι συντελεστές της (4.2.4) είναι Lipschitz,
εποµένως η λύση είναι µοναδική και συνεχής ως προς την τοπολογία. Για το τελευταίο διάστηµα,
[mn, a) από τη στιγµή που γνωρίζουµε ότι οι fn δεν έχουν άλλες ϱίζες, η ίδια ϑεωρία µας επιτρέπει
να ϑεωρήσουµε λύση µε a = +∞. Υπενθύµιση πως για λ ιδιοτιµή του τελεστή, η συνθήκη ϑα
δίνει f(∞) = 0, εποµένως ξανά η λύση είναι καλά ορισµένη για όλα τα x ∈ R+.

Για όλα τα παραπάνω, ϑα ϑεωρήσουµε πως η p παίρνει τιµές σε µία ξένη ένωση R0,R−1, . . .

αντιτύπων του R (κάθε αντίτυπο αφορά τις τιµές που παίρνει η p = (−n, y) µεταξύ εκρήξεων
στο −∞.). Ο χώρος αυτός συνδυάζεται µε τη ϕυσική τοπολογία της διπλής συµπαγοποίησης
R± = R ∪ {∞,−∞} έτσι ώστε να ισχύει και η λεξικογραφική διάταξη:

(n1, y1) < (n2, y2)⇐⇒ (n1 < n2) ή n1 = n2 µε x1 < x2.

΄Εχουµε το εξής λήµµα
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Λήµµα 4.2.1. ΄Εστω pλ(x) = p(x, λ) η λύση της (4.2.2). Τότε η p(x, λ) είναι µοναδική, συνεχής

στην παραπάνω τοπολογία, και για σταθερό x είναι ϕθίνουσα ως προς λ. Επίσης είναι ϕθίνουσα ως

προς x σε περιοχές γύρω από τους χρόνους έκρηξης στο −∞.

Απόδειξη. Η παραπάνω εξήγηση κάνει σαφές το κοµµάτι της ύπαρξης και της συνέχειας. ΄Οσον
αφορά τη µονοτονία, τα ϑεωρήµατα σύγκρισης του Sturm [60], [;] µας δίνουν πως για λ1 < λ2 ϑα
έχουµε ότι οι λύσεις ικανοποιούν q̃λ1 < q̃λ2 (παρατηρείστε πως το πρόσηµο αλλάζει δύο ϕορές,
αφού ϐρίσκονται στη µορφή −(x− λi) µέσα στην εξίσωση). Από αυτό παίρνουµε το ότι η q = 1/q̃

είναι ϕθίνουσα για κάθε x ως προς λ. Για τον άλλο ισχυρισµό, όπως είδαµε η q̃′ είναι ίση µε ένα,
κάθε ϕορά που η q απειρίζεται. Από τη συνέχεια της q̃′ παίρνουµε πως είναι αυστηρά ϑετική σε
περιοχή γύρω από το χρόνο έκρηξης, που σηµαίνει πως η q̃ είναι αύξουσα. �

΄Ενας από τους κλασικούς τρόπους µελέτης τέτοιων τελεστών, περιλαµβάνει τον περιορισµό
τους σε ευθύγραµµα τµήµατα και εξαγωγή αποτελεσµάτων για την ηµιευθεία R+ µέσω ορίων [60].
΄Εστω HL να είναι ο περιορισµός του Hβ σε συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού το [0, L] αντί για R+.
Οι συνθήκες είναι Dirichlet, δηλαδή Ϲητάµε τις ιδιοτιµές να µηδενίζονται στο µηδέν και το L.

Λήµµα 4.2.2. Για λ δεδοµένο και (−n, y) = p(L, λ), το πλήθος των εκρήξεων της pλ(x) στο [0, L]

ισούται µε το πλήθος των ιδιοτιµών του HL που είναι µικρότερες ή ίσες του λ.

Απόδειξη. (περιγραφή) Αρχικά, είναι σαφές πως ένα λ είναι ιδιοτιµή για τον HL αν και µόνον αν
η λύση pλ εκρήγνυται στο −∞ στο σηµείο L. ΄Οπως είπαµε, αν το λ είναι πολύ µικρό (κάτω από
την πρώτη ιδιοτιµή), η λύση δεν απειρίζεται και δεν έχουµε ιδιοτιµή. Από τη µονοτονία ως προς λ
της pλ(L), προκύπτει πως κάθε σηµείο έκρηξης (καθώς το λ αυξάνει) µπορεί να προκύψει στο L.
Οποτεδήποτε συµβαίνει αυτό, έχουµε πως το λ είναι ιδιοτιµή. �

Παίρνοντας το όριο ως προς L, έχουµε

Λήµµα 4.2.3. Οι πρώτες k ιδιοτιµές του HL, ΛL0 , . . . ,Λ
L
k−1 συγκλίνουν στις πρώτες k ιδιοτιµές του

H.

Απόδειξη. Η απόδειξη µιµείται την απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.4.6. Ορίζουµε Λk = lim infL λ
L
k .

Για Λk <∞ οι ιδιοτιµές είναι ϕραγµένες (παρατήρηση: οι f ∈ L∗ είναι συνεχείς, εποµένως κάθε
υπόθεση που ισχύει για αυτές στο άπειρο ϑα ισχύει και για το limL f(L)). Βρίσκοντας υπακολου-
ϑία ώστε (ΛLi )ki=1 → (ξi)

k
i=1, έχουµε πως οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις έχουν ϕραγµένη νόρµα,

εποµένως από το ;; ϑα συγκλίνουν στον L2 σε συναρτήσεις fi ∈ L∗. ΄Επεται πως αποτελούν ορθο-
κανονικό σύστηµα µε ιδιοτιµές το πολύ Λk, που σηµαίνει ότι η Λk, ώντας ορισµένη ως infimum,
ϑα ικανοποιεί Λk ≤ Λk. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, πάλι από την απόδειξη του 3.4.6, έστω
f εk συνάρτηση µε συµπαγή ϕορέα και ‖fk − f εk‖∗ < ε. Για

gL = gL,k = f εk −
k−1∑
j=0

〈f εk , fLi 〉fLi ,
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τα ίδια επιχειρήµατα δίνουν πως οι συντελεστές είναι ϕραγµένοι (για µεγάλο L) από 2ε. Κατ΄
επέκταση, ‖gL − fk‖∗ < cε, όπου µαζί µε τον ορισµό των ιδιοτιµών µέσω του πηλίκου Rayleigh,

lim sup
L→+∞

ΛLk ≤ lim sup
L→+∞

≺gL,HβgL�
〈gL, gL〉

.

Αφήνοντας το ε→ 0, έπεται ότι lim supL ΛLk ≤ Λk. �

΄Επεται πως για λ δεδοµένο, ο αριθµός n των εκρήξεων της p,N(λ), ισούται µε το πλήθος των
ιδιοτιµών του Hβ οι οποίες είναι κάτω από λ.

΄Ενας διαφορετικός τρόπος ερµηνείας του B′x στην (4.2.2) είναι µε την Itô έννοια,

dp(x) = − 2√
β
dBx + (x− λ− p2(x))dx, (4.2.5)

δηλαδή η p είναι ένα diffusion που ξεκινάει από το ∞, εκρήγνυται σε πεπερασµένους χρόνους
στο −∞, και όποτε συµβαίνει αυτό επανακινείται από το +∞. Η σύνδεση µε τα παραπάνω
καταγράφεται από το εξής :

Θεώρηµα 4.2.4. ΄Εστω κ(t, ·) η κατανοµή της πρώτης έκρηξης στο −∞ του p0(x) µε την αρχική

συνθήκη p(t) =∞ (δηλαδή ξεκινάει από χρόνο t). Τότε

P (Λ0 > λ) = κ(−λ, {+∞}), (4.2.6)

P (Λk < λ) =

∫
Rk
κ(−λ, dx1)κ(x1, dx2) · · ·κ(xk−1, dxk), (4.2.7)

όπου κ(x, dy) = κ(x, y)dy.

Απόδειξη. Η ισχυρή Μαρκοβιανή ιδιότητα για τη διάχυση p µεταφέρεται και στους χρόνους έ-
κρηξης m0, m1, . . . , καθώς έπειτα από κάθε έκρηξη επανεκκινούµε την p στο +∞. ΄Εστω P(∞,t)
συµβολίζει το µέτρο που αντιστοιχεί στην εκκίνηση της διαδίκασίας διάχυσης από το ∞ σε χρόνο
t. Το στήριγµα αυτής της κατανοµής είναι το (x,+∞] (δίνουµε µάζα και στο +∞ καθώς υπάρχουν
περιπτώσεις µη-έκρηξης της λύσης). Από όσα προηγήθηκαν ισχύει πως

P (Λk−1 < λ) = P(∞,0) (pλ(x) εκρήγνυται τουλάχιστον k ϕορές)

= P(∞,−λ) (p0(x) εκρήγνυται τουλάχιστον k ϕορές)

=

∫
Rk
κ(−λ,dx1)κ(x1,dx2) · · · k(xk−1,dxk).

�

Το ότι οι ιδιοτιµές του Hβ συγκλίνουν στο +∞, µπορεί να το δει κανείς παίρνοντας το όριο των
αποτελεσµάτων του λήµµατος (4.2.2) για L→ +∞. Λόγω της συνέχειας της p

P (N(λ+)−N(λ) ≤ 1) = 1.

Ξεκινώντας στο +∞ από το x, υπάρχει πιθανότητα κ(x, {∞}) να εκραγεί στο −∞. Από τη
µονοτονία για κάθε x ως προς λ, έπεται πως το πλήθος των ιδιοτιµών µικρότερες ή ίσες του
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λ ϕράσσεται από µία γεωµετρική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο κ(−λ, {∞}). Επειδή το να
υπάρχουν πεπερασµένο πλήθος από ιδιοτιµές κάτω από κάθε δεδοµένο αριθµό ισοδυναµεί µε το
να είναι το∞ το µοναδικό σηµείο συσσώρευσης, το Ϲητούµενο έπεται.

Τέλος, παρατηρούµε πως οι τύποι TWβ, β = 1, 2, 4 πλέον µπορούν να χαρακτηριστούν µέσω
της (4.2.2).

P(∞,λ) (m1 =∞) =


exp

{
−1

2

∫∞
λ (s− λ)u2(s)ds

}
exp

{
−1

2

∫∞
λ u(s)ds

}
, β = 1

exp
{
−
∫∞
λ (s− λ)u2(s)ds

}
, β = 2

exp
{∫∞

λ′ (s− λ′)u2(s)ds
}

cosh
(∫∞
λ′ u(s)ds

)
, β = 4

, (4.2.8)

µε u(s) να είναι η λύση της Painleve II εξίσωσης, u′′ = su + 2u3 µε τη συνθήκη u(s) ∼s Ai(s),
ενώ m0 = 0, m1, . . . είναι οι χρόνοι έκρηξης της (4.2.5) και P(∞,λ) αντιστοιχεί στην εξίσωση που η p
ξεκινάει από το +∞ σε χρόνο λ.

4.3 Το δεύτερο ϕράγµα - Θεώρηµα Girsanov

΄Εχοντας τον Riccati χαρακτηρισµό, µπορούµε να προχωρήσουµε στην απόδειξη του κάτω ϕράγ-
µατος για την αριστερή ουρά· αρκεί να εφαρµοστεί το ϑεώρηµα Cameron-Martin-Girsanov.

Αν {Wt}t είναι τυπική κίνηση Brown υπό ένα µέτρο P και διήθηση {Ft}t, τότε, για θ > 0, το
Zθ(t) = eθWt−θ2t/2 είναι martingale ως προς τη διήθηση {Ft}t. Πράγµατι,

E (Zθ(t)|Ft−1) = E
(
eθWt |Ft−1

)
e−θ

2t/2 = E
(
eθ(Wt−Wt−1)|Ft−1

)
e−θ

2t/2E
(
eθWt−1

)
= eθ

2/2e−θ
2t/2E

(
eθWt−1

)
= E

(
eθWt−1e−θ

2(t−1)
)

= Zθ(t− 1).

Για γs µία προσαρτηµένη (δηλαδή Fs µετρήσιµη) συνάρτηση (ντετερµινιστική ή µη) και τοπικά
στον (2, 2)-χώρο Sobolev

W 2,2 =

f :

(
2∑
i=0

∥∥∥f (i)
∥∥∥2
)1/2

<∞

 ,

ορίζουµε το

Z(t) = exp

{∫ t

0
γsdWs −

1

2

∫ t

0
γ2
sds

}
. (4.3.1)

Από το ϑεώρηµα του Novikov, [53] ισχύει πως αν E
(∫ t

0 γ
2
sds
)
< ∞, τότε η µέση του τιµή είναι

µονάδα για κάθε t > 0, EZ(t) = 1. Προχωράµε ορίζοντας το εξής µέτρο

Q(F ) = EP (Z(t)1F ) , t > 0.

Η Z(t) δηλαδή, είναι η Radon-Nikodym παράγωγος, dQ/dP. Το ϑεώρηµα Girsanov περιγράφει
την κατανοµή τηςWt υπό το νέο αυτό µέτρο Q. ΄Οταν έχουµε ένα diffusion, µπορούµε να κάνουµε
µία αλλαγή µεταβλητής και να το δούµε ως τυπική κίνηση Brown. Για W̃t = Wt−

∫ t
0 γsds, έχουµε
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Θεώρηµα 4.3.1. (Girsanov, Θεώρηµα 8.6.3, [53])

Η διαδικασία W̃t είναι µία Q-τυπική κίνηση Brown.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω µπορούµε να προχωρήσουµε στο αποτέλεσµα που µας ενδια-
ϕέρει.

Απόδειξη. (κάτω ϕράγµα της (4.1.1))

Από το ϑεώρηµα 4.2.4 έχουµε για την p της (4.2.2) πως P (TWβ < −a) = P (Λ0(β) > a). Για
κάθε a τώρα, είπαµε πως το να ϐρίσκεται κάτω από τη µικρότερη ιδιοτιµή ισοδυναµή µε τη µη-
έκρηξη της λύσης pa(x). Εποµένως,

P (a < Λ0(β)) =

P(∞,−a) (η p δεν εκρήγνυται στο −∞) ≥ P(1,−a) (η p δεν εκρήγνυται στο −∞)

≥ P(1,−a) (p(x) ∈ [0, 2], ∀x ∈ [−a, 0]) · P(0,0) (η p δεν εκρήγνυται στο −∞) .

Η πρώτη ανισότητα οφείλεται στη µονοτονία της λύσης, ενώ η δεύτερη ανισότητα προκύπτει από
το γεγονός πως η τελευταία γραµµή είναι απλώς ένα σενάριο το οποίο ικανοποιεί το ενδεχόµενο
της µη-έκρηξης της p: ΄Ενας τρόπος για να µην έκραγει ξεκινώντας από το σηµείο 1 στο −a είναι η
(x, p(x)) να µένει στη λωρίδα [−a, 0]× [0, 2]. Σε χρόνο µηδέν, ϑα µπορούσε να είναι οπουδήποτε
στο [0, 2]· παρόλαυτα το σενάριο µε τη µεγαλύτερη πιθανότητα έκρηξης είναι ξεκινώντας σε χρόνο
µηδέν στην αρχή των αξόνων, εποµένως υπολογίζοντας αυτό αρκεί για να πάρουµε ένα άνω ϕράγ-
µα. Στα παραπάνω, ο όρος P(0,0) είναι ανεξάρτητος από το a και κατά συνέπεια τον αγνοούµε. Για
να υπολογίσουµε την αριστερή πιθανότητα, ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα 4.3.1. Η (4.2.2)
γράφεται

dp(x) = − 2√
β

dBx + (x− p2(x))dx = − 2√
β

dBx + θxdx,

µε θs = θ(s, p) = s− p2(s), και Bx τυπική κίνηση Brown. Κάτω από την αλλαγή µέτρου, η p ϑα
ερµηνεύεται επίσης ως κίνηση Brown που συµβολίζουµε ξανά Bx, µε διασπορά 2/

√
β. Συνεπώς

έχουµε

P(1,−a) (p(x) ∈ [0, 2], x ∈ [−a, 0]) =

E(1,−a)

(
exp

{
β

4

∫ 0

−a
(x−B2

x)dBx −
β

8

∫ 0

−a

(
x−B2

x

)2
ds

}
· 1 (Bx ∈ [0, 2], x ∈ [−a, 0])

)
∆εδοµένου πως είµαστε στην πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου Bx ∈ [0, 2], το −B2

x ∈ [−4, 0] και
µπορούµε να πάρουµε τις εξής εκτιµήσεις :

β

8

∫ 0

−a

(
x−B2

x

)2
dx =

β

8

∫ 0

−a

(
x2 − 2xBx +B4

x

)
dx

=
β

8

(
a3/3 +

∫ −a
0

2xBxdx+

∫ 0

−a
B4
xdx

)
≤ β

24
a3 + β

∫ −a
0

xdx+ 2β

∫ 0

−a
dx

=
β

24
a3 + βa2 + 2βa =

β

24
a3 +O(a2).
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Για τον όρο µε το ολοκλήρωµα Itô, υπολογίζουµε

−
∫ 0

−a

(
x−B2

x

)
dBx = −

(∫ 0

−a
xB′xdx4/β −

∫ 0

−a
B2
xdBx

)
= aB−a4/β + 4/β

∫ 0

−a
Bxdx+

1

3

(
B3

0 −B3
−a
)

≤ 4

β
a− 4

β
a+

1

3
(B3

0 − 1) = O(a),

το οποίο είναι αµελητέας συνεισφοράς σε σχέση µε το ντετερµινιστικό ολοκλήρωµα. Τελικά

P(1,−a) ≥ exp

(
− 1

24
βa3(1 + o(1))

)
· P(1,−a) (Bx ∈ [0, 2], x ∈ [−a, 0]) .

΄Οπου για την πιθανότητα η κίνηση Brown ξεκινώντας από το 0 να µείνει στο [0, 2] ως το χρόνο a
ισχύει P1 (Bx ∈ [0, 2], x ≤ a) ≥ e−ca για κάποιο c > 0 (ϐλ. κεφ. 8 από το [43]). �
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Kac, Murdock, and Szegö, Adv. Math., 54, σελ. 67-82 (1984).

[66] E. P. Wigner, Characteristic vectors of bordered matrices with infinitedimensions, Ann. of Math., 62 σελ.
548-564 (1955).

[67] E. P. Wigner, On the distribution of the roots of certain symmetric matrices, Ann. of Math., 67, σελ. 325-327
(1958).

[68] J. Wishart, The generalized product moment distribution in samples from a normal multivariate population,
Biometrika A, 20 σελ. 32-43 (1928).


	Eisagwg'h
	Fasmatik'o m'etro - Tridiagwnopo'ihsh Tuqa'iwn pin'akwn
	Benjamini-Schramm s'ugklish
	Tridiagwnopo'ihsh pin'akwn
	Fasmatik'o m'etro
	Alg'orijmoc Householder

	-mont'ela Tuqa'iwn pin'akwn
	Eisagwgik'a peri tuqa'iwn pin'akwn
	Ta genik'a -mont'ela
	Oi n'omoi twn Wigner kai Marcenko-Pastur


	To 'orio tou tridiag'wniou mont'elou
	Stoqastik'oc Telest'hc Airy
	O tridiag'wnioc telest'hc
	Oriak'oc telest'hc - qarakthrism'oc idiotim'wn
	Diakrit'h morf'h
	Efarmog'ec gia ta gnwst'a mont'ela
	-Hermite
	-Laguerre


	Fr'agmata Our'wn TW 
	To pr'wto fr'agma
	Metasqhmatism'oc Riccati 
	To de'utero fr'agma - Je'wrhma Girsanov


