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Περίληψη
Στην ∆ιπλωµατική αυτή εργασία παρουσιάζεται η Υπερσυµµετρία ως λύση του προ-

ϐλήµατος της Σκοτεινής ΄Υλης και στη συνέχεια δίνεται ο τρόπος µε τον οποίο αυτή µπορεί
να ανιχνευθεί. ΄Υστερα από µια σύντοµη αναφορά στο Καθιερωµένο Πρότυπο των Στοιχειω-
δών Σωµατιδίων, ξεκινάµε να δοµούµε την ϑεωρία της Υπερσυµµετρίας. Αρχικά, ορίζουµε
συνεκτικούς συµβολισµούς, οι οποίοι διατηρούνται καθ΄ όλη την εργασία, και ύστερα από
την απαραίτητη ανάλυση καταλήγουµε στην πλήρη υπερσυµµετρική Λαγκρανζιανή. Τα
αποτελέσµατα εξάγονται επίσης µε τη ϐοήθεια του ϕορµαλισµού των Υπερπεδίων. Η συ-
Ϲήτηση συνεχίζει εξειδικεύοντας για το Ελάχιστα Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο
(MSSM) και µελετώνται έννοιες όπως το ελαφρύ σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας και η δια-
τήρηση της R-Οµοτιµίας. Στο σηµείο αυτό δίνονται σε πλήρη µορφή οι πίνακες µάζας
για όλα τα νεοεισαχθέντα σωµάτια του MSSM. Ιδιαίτερη σηµασία δίνεται στο ελαφρύτερο
Neutralino, το οποίο υποτίθεται ως το το Ελαφρύτερο Υπερσυµµετρικό Σωµάτιο (LSP). Το
Neutralino LSP ϑεωρείται ως το κύριο συστατικό της Σκοτεινής ΄Υλης. Τα διαγράµµατα
αλληλεπίδρασης του LSP οδηγούν στον υπολογισµό της ενεργού διατοµής για την άµεση
ανίχνευσή του. Στην παρούσα εργασία µελετάµε την έµµεση ανίχνευση του LSP µέσω των
νετρίνων που παράγονται κατά την εξαΰλωσή του. Συζητάµε το µοντέλο όπου τα νετρίνα
αυτά ανιχνεύεται να έρχονται από τον ΄Ηλιο, επειδή εκεί είχαν πρότερα παγιδευτεί LSPs
που κανονικά κατοικούσαν σε µια γαλαξιακή άλω Σκοτεινής ΄Υλης.

Λέξεις Κλειδιά: Υπερσυµµετρία, Σκοτεινή ΄Υλη, νιουτραλίνο, νετρίνο, ΄Ηλιος, MSSM,
LSP, έµµεση ανίχνευση, ϱυθµός σύλληψης, ϱυθµός εξαΰλωσης

Abstract
In this Master thesis Supersymmetry as a solution to the Dark Matter problem

is presented and afterwards the way in which it can be detected is given. After a
short mention of the Elementary Particles’ Standard Model, we begin building the Su-
persymmetric theory. At first, we define coherent conventions, which are conserved
throughout the project, and after the needed analysis we result in the complete su-
persymmetric Lagrangian. The results are also reached with the help of the Superfield
formalism. The discussion continues specializing for the Minimal Supersymmetric
Standard Model (MSSM) and concepts such as the soft Supersymmetry breaking and
the conservation of R-Parity are studied. At this point the mass matrices for all the
MSSM’s fresh particles are given in full form. Especial importance is given to the light-
est Neutralino, which is assumed to be the Lightest Supersymmetric Particle (LSP). The
Neutralino LSP is considered to be Dark Matter’s main ingredient. LSP’s interaction
graphs lead onto calculations for its direct detection cross section. In this thesis we
study the indirect detection of LSPs via neutrinos produced by their annihilations. We
discuss a model in which those neutrinos are traced to come from the Sun, for there
LSPs had been captured beforehand, while normally they were living in a Dark Matter
galactic halo.

Key Words: Supersymmetry, Dark Matter, neutralino, neutrino, Sun, MSSM, LSP,
indirect detection, capture rate, annihilation rate
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0 Το Καθιερωµένο Πρότυπο (Standard Model)

Η µεγάλη επιτυχία της Υπερσυµµετρίας, ή µάλλον αυτό που την κάνει τόσο δελεαστι-
κή, είναι ότι δεν πρόκειται για µια ϑεωρία που ανατρέπει όλα όσα ξέραµε µέχρι σήµερα,
αλλά για µια απλή επέκταση. Η Υπερσυµµετρία διατηρεί τη συµµετρία Lorentz και γενικά
όλοι οι κανόνες και η λογική που χρησιµοποιούµε για τη µελέτη της είναι όµοια µε αυτή
του Καθιερωµένου Προτύπου των Στοιχειωδών Σωµατιδίων (ΚΠ). Καλό είναι, λοιπόν, να
δούµε εν συντοµία µερικά ϐασικά χαρακτηριστικά του.

0.1 Η Λαγκρανζιανή

Ξεκινάµε από την Λαγκρανζιανή της ϑεωρίας, η οποία σε κλειστή µορφή1 µπορεί να
γραφτεί ως :2

LSM = −1

4
~Wµν

~W µν − 1

4
~Bµν

~Bµν +

+ L†γµ(i∂µ −
1

2
g~τ ~Wµ −

1

2
g′Y ~Bµ)L+R†γµ(i∂µ −

1

2
g′Y ~Bµ)R +

+ |(i∂µ −
1

2
g~τ ~Wµ −

1

2
g′Y ~Bµ)Φ|2 − V (Φ) −

− (G1L
†ΦR +G2L

†ΦcR + h.c.) +

+ LQCD (0.1.1)

όπου
W i
µν = ∂µW

i
ν − ∂νW i

µ − gεijkW j
µW

k
ν (0.1.2)

και
Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (0.1.3)

Ας εξηγήσουµε τους όρους που περιλαµβάνει η σχέση 0.1.1,
• Η πρώτη γραµµή αναφέρεται στους κινητικούς όρους των µποζονίων W και B,

καθώς και στις ιδιο-αλληλεπιδράσεις τους.
• Η δεύτερη γραµµή περιλαµβάνει τους κινητικούς όρους των δεξιόστροφων και αρι-

στερόστροφων λεπτονίων και quark, καθώς και τις αλληλεπιδράσεις τους µε τα µποζόνια
W και B.
• Η τρίτη γραµµή προκύπτει από τον µηχανισµό BEH. Εδώ έχουµε τον κινητικό

όρο του σωµατιδίου Higgs, καθώς και τις αλληλεπιδράσεις αυτού µε τα µποζόνια W και
1Αν αναπτύξουµε όλους τους όρους της Λαγκρανζιανής -ώστε να γίνουν ϕανερές οι αλληλεπιδράσεις και οι

όροι µάζας- χωρίς να αναπτύξουµε και τα επιµέρους αθροίσµατα στο χρώµα και στις οικογένειες λεπτονίων
και quark, ϑα πάρουµε µια έκφραση περίπου 165 διαφορετικών όρων ! Αυτό ϐέβαια είναι αναµενόµενο, αν
σκεφτούµε ότι η εν λόγω έκφραση περιγράφει µε µαθηµατικό τρόπο ολόκληρη την γνωστή Πραγµατικότητα.

2Στην ϐιβλιογραφία, αντί για τη γραφή L† µπορεί να δούµε το L̄ ≡ L†γ0 το οποίο, εν τέλει, απλά εµφανίζει
ένα επιπλέον πλην. Προτιµάµε την γραφή µε σκέτο το dagger καθώς είναι πιο απλή, ενώ οποιαδήποτε
αλλαγή προσήµου µπορεί να απορροφηθεί στις εκάστοτε σταθερές.
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B. Λόγω του σπασίµατος της Ηλεκτρασθενούς συµµετρίας, η γραµµή αυτή δίνει επίσης
όρους µάζας για τα W και B. V είναι το δυναµικό Higgs.
• Στην τέταρτη γραµµή έχουµε τους όρους Yukawa.
• Το Καθιερωµένο Πρότυπο ολοκληρώνεται µε τη συνεισφορά της Λαγκρανζιανής

των Ισχυρών αλληλεπιδράσεων.

0.2 Σπάσιµο Ηλεκτρασθενούς Συµµετρίας (EWSB)⊙
Η ενοποίηση του Ηλεκτροµαγνητισµού και των Ασθενών αλληλεπιδράσεων επι-

τυγχάνεται µε την ενοποίηση των αντίστοιχων οµάδων συµµετρίας. Από δύο ανεξάρτητες
οµάδες ενός και δύο στοιχείων αντίστοιχα, πάµε σε µια ενιαία οµάδα 1+2 στοιχείων. Σχη-
µατικά:

U(1)ΗΜ SU(2)WEAK → SU(2)L × U(1)Y (0.2.1)

• Μετά από αυτή την ενοποίηση, αντί να µιλάµε για το ηλεκτρικό ϕορτίο Q, 3

κάνουµε λόγο για το υπερφορτίο Y και το ¨αριστερόστροφο¨ ϕορτίο (ισοσπίν) T3 - το οποίο
παίρνει τιµές ±1

2
για αριστερόστροφα σωµάτια και 0 για δεξιόστροφα.

Ορίζουµε το Υπερφορτίο µέσω της έκφρασης,

Q = T3 +
Y

2
(0.2.2)

• Το Ηλεκτρασθενές µοντέλο συνεπάγεται ακόµα τις αναµείξεις,

W±
µ =

W 1
µ ∓ iW 2

µ√
2

(0.2.3)

και (
Aµ
Zµ

)
=

(
cosθw sinθw
−sinθw cosθw

)(
Bµ

W 3
µ

)
(0.2.4)

• Η ταξινόµηση των λεπτονίων και quark γίνεται σε αριστερόστροφες διπλέτες και
δεξιόστροφες απλέτες. Με αυτή τη γραφή σταµατάµε να µιλάµε για σωµάτια και αντισω-
µάτια και ο ϕορµαλισµός απλοποιείται σε αριστερόστροφα και δεξιόστροφα σωµάτια (µε
τον τρόπο αυτό γίνεται ξεκάθαρος ο αριστερόστροφος χαρακτήρας της εκάστοτε διαδικα-
σίας).

Η απλοποίηση επιτυγχάνεται χάρη στη σχέση για το συζυγές του ϕορτίου (charge
conjugate),

f cL ≡ f †R (0.2.5)

΄Εχουµε,
Λεπτόνια (

νli
li

)
L

lR i = 1, 2, 3 (0.2.6)

Quarks (
u
d′

)
L

uR d′R όµοια για κάθε οικογένεια (0.2.7)

3Ο γεννήτορας της U(1)ΗΜ είναι U ′ = e−ig
′β(x), ενώ της SU(2)WEAK είναι U = e−ig

1
2~τ~a(x). Ο συνολικός

γεννήτορας είναι UU ′.
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⊙
Στην καθηµερινότητα οι Ασθενείς και οι Ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις εµφανίζο-

νται ως δύο διαφορετικές αλληλεπιδράσεις, άρα ϑα πρέπει η Ηλεκτρασθενής συµµετρία
να είναι σπασµένη. Το σπάσιµο εκδηλώνεται µέσα από την επιλογή της αναµενόµενης
τιµής κενού του µποζονίου Higgs (VEV).

Το µποζόνιο Higgs
Ανοίγουµε µια µικρή παρένθεση για να µιλήσουµε για το σωµάτιο που µας επιτρέπει

το σπάσιµο της συµµετρίας.
Το σωµάτιο Higgs µπορεί να γραφτεί ως µια διπλέτα µε µιγαδικές συνιστώσες,

Φ =

ΦA

ΦB

 =
1√
2

Φ1 + iΦ2

Φ3 + iΦ4

 def
=

1√
2

(
Φ+

Φ0

)
(0.2.8)

Η µέση τιµή του πεδίου Φ ϑα είναι

〈0|Φ |0〉 =
1√
2

〈0|Φ+ |0〉

〈0|Φ0 |0〉


Προφανώς δεν µπορούµε να έχουµε δύο τιµές κενού και άρα πρέπει να επιλέξουµε

µία από τις δύο. Αυτό ακριβώς λέγεται σπάσιµο της συµµετρίας !
Επιλέγουµε Φ1 = Φ2 = Φ4 = 0 και άρα

Φ =
1√
2

 0

Φ3


Η µέση τιµή της συνιστώσας Φ3 ϑα µας δίνει την τιµή κενού υ του µποζονίου Higgs. Θα
µπορούσαµε, λοιπόν, να γράψουµε:

Φ3 = υ +H(x) µε 〈0|H(x) |0〉 = 0 (0.2.9)

και άρα

Φ =
1√
2

 0

υ +H(x)

 (0.2.10)

• ΄Οποτε συναντάµε το µποζόνιο Higgs σε κάποια εξίσωση, προκειµένου να είναι
έκδηλο το σπάσιµο της Ηλεκτρασθενούς συµµετρίας, ϑα το λογίζουµε ως µια σταθερά µε
τιµή υ√

2
. Πολλές ϕορές η τιµή VEV δίνεται µε τη ϱίζα να έχει ενσωµατωθεί στον ορισµό

του υ. Πάντως, για τη γραφή της σχέσης 0.2.10 έχουµε:

υ =

(
1√
2GF

)1/2

= 256 GeV (0.2.11)

Τέλος, ορίζουµε το συζυγές του ϕορτίου του πεδίου Higgs ως,

Φc def
= iτ2Φ∗ (0.2.12)
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0.3 ∆υναµικό Yukawa

Η τέταρτη γραµµή την Λαγκρανζιανής 0.1.1 περιλαµβάνει τους όρους Yukawa. Οι
όροι αυτοί δεν είναι τίποτα άλλο από τους όρους αλληλεπίδρασης των αριστερόστροφων
διπλετών L και των δεξιόστροφων απλετών R µε τη διπλέτα του σωµατίου Higgs.

Οι όροι αυτοί κανονικά δεν ϑα µας απασχολούσαν, αν δεν ήταν το EWSB, χάρη στο
οποίο, ο όρος G1L

†ΦR για παράδειγµα, για την πρώτη οικογένεια δίνει :

G1L
†ΦR = G1

(
ν†e e†

)
L

1√
2

(
0

υ +H(x)

)
eR = G1

1√
2
υe†LeR +G1

1√
2
He†LeR

΄Εχουµε έναν διγραµµικό όρο µάζας (ο οποίος εµφανίζεται, ϕυσικά, µόνο όταν λαµ-
ϐάνουµε την µέση αναµενόµενη τιµή του κενού) και έναν τριγραµµικό όρο αλληλεπίδρα-
σης (ο οποίος όταν µιλάµε για το κενό δεν ϑα εµφανίζεται -πράγµα λογικό, αφού στο κενό
δεν έχουµε αλληλεπιδράσεις).
◦ Ο παραπάνω µηχανισµός δίνει µάζα στα άνω µέλη των αριστερόστροφων διπλετών,

πράγµα που για τα λεπτόνια είναι επιθυµητό. ΄Οσον αφορά τα quarks, όµως, ϑέλουµε να
λαµβάνουν µάζα και τα κάτω µέλη. Αυτό επιτυγχάνεται µέσω των όρων µε σταθερά G2 και
την χρήση του ϕορτισµένου συζυγούς Φc.

0.4 Ο πίνακας Cabibbo-Kobayashi-Maskawa

Λόγω της καινούριας συµµετρίας που εισαγάγαµε ϑα πρέπει να υπολογίσουµε τις
αναµείξεις των διαφόρων σωµατιδίων προκειµένου να πάρουµε τις ιδιοκαταστάσεις µάζας.
΄Εχουµε ήδη αναµείξει τα µποζόνια W και B και το ίδιο πρέπει να συµβεί για τα ϕερµιόνια.

Η ανάµειξη λαµβάνει χώρα µεταξύ όµοιων πεδίων (δηλαδή µε ίδιους ϐαρυονικούς,
λεπτονικούς κ.τ.λ. αριθµούς). Σε µια διπλέτα ϑα πρέπει να αναµειγνύονται όλα τα πάνω
µέλη µεταξύ τους και όλα τα κάτω αντίστοιχα µεταξύ τους. Οι δύο αναµείξεις (για τα άνω
και κάτω µέλη) µπορούν, µε κατάλληλες επιλογές ϕάσης, να απλοποιηθούν σε µία. Αρκεί
δηλαδή να επιλέξουµε ένα µέλος της αρεσκείας µας το οποίο ϑα επωµιστεί το ¨βάρος¨ της
ανάµειξης. Παραδοσιακά επιλέγουµε να αναµειχθούν τα κάτω µέλη.

Αν τα νετρίνα ϑεωρηθούν άµαζα, τότε η ανάµειξη στον λεπτονικό τοµέα δεν είναι
παρατηρήσιµη. Ακόµα όµως κι αν τα νετρίνα έχουν µάζα -πράγµα που έχει αποδειχθεί
ότι ισχύει- η ανάµειξη ϑα είναι τόσο µικρή, ώστε δεν έχει νόηµα να την αναφέρουµε εδώ.

Μας µένουν, λοιπόν, τα quarks. Στην εξίσωση 0.2.10 έχουµε γράψει τις διπλέτες
και απλέτες οι οποίες εµφανίζονται στην Λαγκρανζιανή 0.1.1, η οποία περιγράφει τις
Ηλεκτρασθενείς αλληλεπιδράσεις. Με άλλα λόγια, οι τελεστές µάζας δεν µπορούν να
δράσουν πάνω στις διπλέτες αυτές. Προκειµένου να πάρουµε τις ιδιοκαταστάσεις µάζας
πρέπει να δούµε πως γίνεται η ανάµειξη των κάτω quarks. Ο πίνακας που προκύπτει
είναι ο πίνακας Cabibbo-Kobayashi-Maskawa:d′s′

b′


︸ ︷︷ ︸

Ασθενείς ιδιοκαταστάσεις

= VCKM

ds
b


︸ ︷︷ ︸

Ιδιοκαταστάσεις µάζας

(0.4.1)

όπου οι πιο πρόσφατες (Ιούνιος 2018) τιµές του πίνακα, παρµένες από το Particle
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Data Group, είναι,

VCKM =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

 =

0.9745 0.2245 0.0037
0.2244 0.9736 0.0421
0.009 0.0413 0.9991

 (0.4.2)

0.5 Μερικές επιπλέον παρατηρήσεις

Κλείνοντας αυτή τη σύντοµη ανασκόπηση είναι χρήσιµο να σηµειώσουµε τα εξής :
• Κάτω από την Ηλεκτρασθενή συµµετρία οι αριστερόστροφες και δεξιόστροφες κα-

ταστάσεις (διπλέτες και απλέτες αντίστοιχα) µετασχηµατίζονται ως

ΨL −→ Ψ′L = e−ig
~τ
2
~α(x)e−ig

′β(x)ΨL

ΨR −→ Ψ′R = e−ig
′β(x)ΨR (0.5.1)

• Το δυναµικό Higgs είναι

V (Φ) = µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2 (0.5.2)

• Το ισοσπίν T διατηρείται. Συνεπώς, ένα quark δεν διασπάται ποτέ µέσω της
Ασθενούς αλληλεπίδρασης σε ένα quark µε το ίδιο T3.

• Υπάρχουν ϕορτισµένα ϱεύµατα που αλλάζουν την γεύση (FCCC),
αλλά δεν υπάρχουν ουδέτερα ϱεύµατα που αλλάζουν την γεύση (FCNC).

• Ισχύουν οι χρήσιµες σχέσεις :

tan θW
def
=
g′

g

e
def
= g sin θW = g′cos θW (0.5.3)

• Οι πίνακες Pauli είναι :

τ1 =

(
0 1
1 0

)
τ2 =

(
0 −i
i 0

)
τ3 =

(
1 0
0 −1

)
(0.5.4)

τ+ =
1

2
(τ1 + iτ2) =

(
0 1
0 0

)
τ− =

1

2
(τ1 − iτ2) =

(
0 0
1 0

)
(0.5.5)

• Για την µετρική χρησιµοποιούµε τη σύµβαση της ∆υτικής ακτής :

ηµν = ηµν = diag(+1,−1,−1,−1) (0.5.6)
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1 Υπερσυµµετρία I

Το Καθιερωµένο Πρότυπο αποτελεί µια ολοκληρωµένη ϑεωρία -για συγκεκριµένα ε-
νεργειακά όρια- και ϑα µπορούσε εύκολα να τοποθετηθεί ανάµεσα στα µεγαλύτερα επιτε-
ύγµατα του Ανθρώπου, χάρη στην κοµψότητα και την απλότητα µε την οποία περιγράφει
την Πραγµατικότητα. Ωστόσο, το εξαιρετικό αυτό µοντέλο χαρακτηρίζει µονάχα περί το
5% των συστατικών του Σύµπαντος, ενώ αδυνατεί να περιγράψει την ϐαρύτητα -και ενδε-
χοµένως µια πέµπτη δύναµη που συνδέεται µε την Σκοτεινή Ενέργεια. Η ανάγκη για νέα
Φυσική είναι εµφανής. Η απλούστερη ϑεωρία που δίνει απαντήσεις σε αρκετά ερωτήµατα,
ενώ συγχρόνως είναι και πειραµατικά ελέγξιµη είναι η Υπερσυµµετρία.

1.1 Γιατί Υπερσυµµετρία ;

Η Υπερσυµµετρία είναι µια καλή ϑεωρία επειδή πληροί ορισµένες ϐασικές προϋπο-
ϑέσεις. Αρχικά, αποτελεί µια ϑεωρία που διατηρεί τον καθιερωµένο τρόπο σκέψης και
απλά επεκτείνει το ήδη υπάρχον µοντέλο, χωρίς όµως να το ακυρώνει. Επιπλέον, από τις
διάφορες προτεινόµενες επεκτάσεις, η Υπερσυµµετρία ϕαντάζει ως η πιο απλή, κοµψή
και συµµετρική(!) δυνατότητα. Τέλος, οι Υπερσυµµετρικές επεκτάσεις µπορούν να είναι
άµεσα ελέγξιµες, ενώ ήδη έχουν τεθεί και ανάλογα όρια. Ας δούµε τους λόγους που
ενέπνευσαν την ϑεωρία.
• Το κλασικό έναυσµα στη ϐιβλιογραφία για να εισάγουµε την Υπερσυµµετρία ε-

ίναι το λεγόµενο πρόβληµα της ιεραρχίας (hierarchy problem), το οποίο έγκειται
στο γεγονός ότι η ενέργεια της Μεγάλης Ενοποίησης είναι πολύ µεγαλύτερη από αυτή
των Ηλεκτρασθενών αλληλεπιδράσεων. Το πρόβληµα αυτό προσωποποιείται µέσα από το
µποζόνιο του Higgs.

Είναι πειραµατικά γνωστό ότι η µάζα του σωµατιδίου Higgs είναι περίπου 125 GeV.
Ωστόσο, όπως είπαµε, ϑα αναµέναµε η ηλεκτρασθενής αυτή ποσότητα να είναι ανάλογη
της MGUT . Σε επίπεδο δέντρου η µάζα του Higgs είναι mH ' 90 GeV. Οι διορθώσεις
ϐρόχων ανώτερης τάξης 4 δίνουν τιµές MP . Πρέπει µε κάποιον τρόπο να κάνουµε την
ϑεωρία να συµφωνήσει µε το πείραµα. Μάλιστα, αν καταφέρουµε να ϐρούµε αυτόν τον
τρόπο ϑα έχουµε απαντήσει και στο ερώτηµα γιατί MEWK << MP εν αντιθέσει µε τις
προσδοκίες µας ; ή, διαφορετικά, ποιο είναι το πρώτο από αυτά που λείπουν και έτσι το ΚΠ
δεν µπορεί να περιγράψει τον Κόσµο για πολύ υψηλές ενέργειες ;

Οι διορθώσεις που αυξάνουν την τιµή προέρχονται από ϕερµιονικούς ϐρόχους. ΄Ενας
τρόπος να ακυρώσουµε τις συνεισφορές αυτές είναι η προσθήκη ϐρόχων αντίθετου προ-
σήµου και ίδιων συντελεστών. Για καλή µας τύχη, οι µποζονικοί ϐρόχοι έχουν αντίθετο
πρόσηµο από τους ϕερµιονικούς, οπότε το µόνο που µένει είναι να τους εισάγουµε. Για
κάθε ϕερµιονικό ϐαθµό ελευθερίας χρειαζόµαστε έναν µποζονικό ώστε η ακύρωση να
γίνεται ένα προς ένα. Προκειµένου οι συντελεστές να είναι ίδιοι, απαιτούµε τα µποζόνια
αυτά να έχουν ίδιες µάζες µε τα ϕερµιόνια, ενώ ϱυθµίζουµε κατάλληλα τις Ϲεύξεις. Φυσι-
κά, τώρα, περισσεύουν τα µποζονικά διαγράµµατα του Καθιερωµένου Προτύπου, οπότε

4Στην Κβαντική Θεωρία Πεδίου η ϐασική -ή ίσως και η µόνη- ποσότητα που µας ενδιαφέρει να υ-
πολογίσουµε είναι η συνάρτηση συσχέτισης 〈0|Φi . . .Φj |0〉, δηλαδή ο τρόπος µε τον οποίο ένα σωµάτιο
δηµιουργείται και καταστρέφεται µέσω κάποιων πεδίων Φk. Η µάζα ενός σωµατίου προκύπτει από τον
υπολογισµό του 〈0|Φ |0〉. Η συνάρτηση συσχέτισης δίνεται από τις παραγωγίσεις του συναρτησοειδούς
Z[J ] ∼ eSI , όπου SI είναι το κοµµάτι της ∆ράσης που περιλαµβάνει όλες τις αλληλεπιδράσεις του πεδίου
µε όλα τα υπόλοιπα µέλη της ϑεωρίας. Το εκθετικό αυτό µπορούµε να το χειριστούµε µονάχα διαταρακτικά,
και έτσι προκύπτουν οι διαφορετικές τάξεις και οι ϐρόχοι.
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όπως πριν προσθέτουµε νέα ϕερµιόνια.
Η παραπάνω διαδικασία διπλασιάζει (τουλάχιστον) τον αριθµό των ήδη υπαρχόντων

σωµατιδίων. Γενικά, προκειµένου να πετύχει η ακύρωση πρέπει να απαιτήσουµε

nF = nB

δηλαδή να εξισωθούν οι µποζονικοί µε τους ϕερµιονικούς ϐαθµούς ελευθερίας. Η ισότητα
αυτή, ή αλλιώς η συµµετρία µεταξύ µποζονίων και ϕερµιονίων, καλείται Υπερσυµµετρία.
• Η λύση του προβλήµατος της ιεραρχίας εισάγει καινούρια σωµάτια, αλλά µόνο...

στα λόγια ! Πρόκειται να αναλύσουµε µια ϑεωρία η οποία περιλαµβάνει στοιχεία που δεν
έχουµε παρατηρήσει ποτέ, οπότε µια κάποια δυσπιστία είναι δικαιολογηµένη. Ευτυχώς
υπάρχει απάντηση !

Η περιορισµένη περιγραφική ισχύς του Καθιερωµένου Προτύπου (5% του Σύµπαντος)
µπορεί να ϐελτιωθεί αρκετά αν στο ¨παιχνίδι¨ συµπεριλάβουµε την Σκοτεινή ΄Υλη. Επιθυ-
µούµε να ενσωµατώνουµε µοντέλα και ϑεωρίες που είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στις
προηγούµενες γνώσεις µας. Η Υπερσυµµετρία, λοιπόν, ϑα ήταν αρκετά ϐολική επιλογή.
Πράγµατι, ορισµένα σωµατίδια του Υπερσυµµετρικού µοντέλου, τα neutralinos, για τα
οποία ϑα µιλήσουµε στην συνέχεια, είναι µαζικά, ενώ συγχρόνως δεν ϕέρουν ηλεκτρικό
ϕορτίο, πράγµα που τα καθιστά ιδανικούς υποψηφίους για να αποτελούν την Σκοτεινή
΄Υλη.

Η επιστηµονική σκέψη έχει καταλήξει στο συµπέρασµα ότι το πρόβληµα της Σκοτεινής
΄Υλης µπορεί να λυθεί µόνο µέσω Φυσικής πέραν του Καθιερωµένου Προτύπου. Συνε-
πώς, το γεγονός ότι η Υπερσυµµετρία εισάγει καινούρια σωµάτια είναι παραπάνω από
ευπρόσδεκτο.
• ΄Οπως αναφέραµε, η Υπερσυµµετρία έρχεται και λύνει το πρόβληµα της ιεραρχίας.

∆εν αρκεί, όµως, αυτό· πρέπει να µπορεί να προβλέπει σωστά και την µάζα του Higgs.
Πράγµατι, ακριβείς υπερσυµµετρικοί υπολογισµοί ϐρόχων τρίτης τάξης δίνουν ότι η µάζα
του σωµατιδίου δεν πρέπει να ξεπερνά τα 135 GeV. Το γεγονός ότι πειραµατικά έχει
ϐρεθεί πως mH ' 125 GeV -και όχι ας πούµε 140 GeV, το οποίο ϑα ακύρωνε µε µιας τη
ϑεωρία- σηµαίνει πως ϐρισκόµαστε σε καλό δρόµο.
• Τέλος, οι υπερσυµµετρικοί µετασχηµατισµοί συνδέονται µε την συµµετρία Poincaré.

Αν, λοιπόν, έχουµε τοπική Υπεσυµµετρία, αυτοµάτως ϑα έχουµε και τοπικούς µετασχη-
µατισµούς Poincaré. Οι τοπικοί, όµως, µετασχηµατισµοί Poincaré αποτελούν την ϐάση
για την Γενική Σχετικότητα. Με λίγα λόγια, η Υπερσυµµετρία µπορεί εν δυνάµει να γίνει
µια ϑεωρία για την Βαρύτητα.

1.2 Συµµετρία µεταξύ µποζονίων και ϕερµιονίων

Συµµετρία Poincaré

Η ϑεµελιώδης συµµετρία του χωρόχρονου -και κατά συνέπεια των στοιχειωδών σωµατιδίων-
είναι η συµµετρία Poincaré, η οποία απαρτίζεται από δέκα επιµέρους· τέσσερις για τις
χωροχρονικές Μεταθέσεις, τρεις για τις χωρικές Στροφές και τρεις για τα Boosts. Γενικά
ο µετασχηµατισµός της µεταβλητής x γράφεται :

x′µ = Λµ
ν x

ν + aµ (1.2.1)

Η ΄Αλγεβρα Poincaré δίνεται από τις σχέσεις :
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[P µ, P ν ] = 0

[Mµν , P λ] = iηνλP µ − iηµλP ν

[Mµν ,Mρσ] = iηνρMµσ + iηµσMνρ − iηµρMνσ − iηνσMµρ

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

όπου P µ είναι ο γεννήτορας των µεταθέσεων και Mµν ο γεννήτορας των µετασχηµατι-
σµών Lorentz. Συγκεκριµένα ισχύουν:

Στροφές Ji =
1

2
εijkM

jk Boosts Ki = Mi0 Μεταθέσεις Pµ = i∂µ

Υπερσυµµετρία Poincaré

Η συµµετρία που ϑέλουµε να εισάγουµε είναι µια αληθινή συµµετρία και όχι κάποια
προσέγγιση. Αυτό σηµαίνει ότι η Υπερσυµµετρία ϑα πρέπει να επικοινωνεί µε την συµ-
µετρία Poincaré και αυτές οι δύο µαζί να ϕτιάχνουν µια καινούρια, ενιαία ΄Αλγεβρα, την
΄Υπερ-Poincaré ΄Αλγεβρα.

Η κατάσταση ενός σωµατιδίου (µποζόνιο ή ϕερµιόνιο) αποτελεί αντικείµενο της συµ-
µετρίας που υποστηρίζουµε ότι υπάρχει στη Φύση. Εισάγουµε, λοιπόν, έναν5 τελεστή Q
ο οποίος µπορεί να µας πηγαίνει από την µία κατάσταση στην άλλη [4], [11], [12]:

Q |Boson〉 = |fermion〉 (1.2.5)

Q |fermion〉 = |Boson〉 (1.2.6)

Εφ΄ όσον ο τελεστής Q δρα σε σπινοριακές καταστάσεις ϑα πρέπει και ο ίδιος να είναι
Weyl ϕερµιονικός, µε σπιν 1/2. Εποµένως, ϑα πρέπει να έχει δύο συνιστώσες,

Qa µε a = 1, 2

Η παραπάνω γραφή ορίζουµε να αναφέρεται σε αριστερόστροφους Weyl σπίνορες. ΄Οταν
ο τελεστής Q δρα σε δεξιόστροφους Weyl σπίνορες γράφουµε,

Q†ȧ µε ȧ = 1, 2

Τώρα που γνωρίζουµε τι παριστάνουν οι σπινοριακοί δείκτες µπορούµε να γράψουµε
την ΄Υπερ-Poincaré ΄Αλγεβρα:

[Mµν , Qa] = (σµν) β
a Qβ

[Qa, P
µ] = 0

{Qa, Q
†
β̇
} = 2(σµ)aβ̇Pµ

(1.2.7)

(1.2.8)

(1.2.9)

Ας ϑυµηθούµε ότι,

σµν
def
=
i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ) (1.2.10)

5Στην πραγµατικότητα, µπορούµε να ορίσουµε παραπάνω από έναν γεννήτορες Υπερσυµµετρίας, QA,
µε το A = 1, 2, ...., N να δηλώνει κάποια εσωτερική συµµετρία. Ο λόγος που δεν το κάνουµε αυτό είναι
γιατί πολύ απλά δεν χρειάζεται. Στο εξής κάνουµε λόγο για την απλούστερη Υπερσυµµετρία µε A = 1.
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Είναι καλό να σηµειώσουµε για τους σπινοριακούς δείκτες,

(σµν) β
a ←→ (σ̄µν)ȧ

β̇
(1.2.11)

(σµ)aȧ ←→ (σ̄µ)ȧa (1.2.12)

και ϐέβαια,

σµ
def
= (σ0, τ i) = (I, τ i)

def
= τµ (1.2.13)

σ̄µ
def
= (σ0,−τ i) = (I,−τ i) def

= τ̄µ (1.2.14)

καθώς,

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
(1.2.15)

1.3 Κατασκευή υπερ-συνοδών

Προτού αναφέρουµε ενδελεχώς τα καινούρια σηµεία και ιδιότητες που εισάγει η Υ-
περσυµµετρία, ϑα πρέπει να δούµε πως χτίζονται οι Υπερσυµµετρικές καταστάσεις.

Για αρχή, ϑα αναφέρουµε ως σωµάτια τα σωµατίδια του Καθιερωµένου Προτύπου
και ως υπερ-σωµάτια ή υπερ-συνοδούς ή υπερσυµµετρικούς εταίρους τα αντίστοιχα που
εισάγουµε εξ΄ αιτίας της επέκτασης του µοντέλου µας.

? Στο ελάχιστο, εισάγουµε τόσους καινούριους ϐαθµούς ελευθερίας, όσους και στο
ΚΠ.

΄Ετσι, ένα µποζόνιο το οποίο έχει 2 πραγµατικούς ϐ.ε. (έχει µία µιγαδική συνιστώσα,
εξ ου και οι δύο ϐαθµοί) ϑα απαιτήσει να το ¨συµπληρώσουµε¨ -ταιριάξουµε- µε ένα
ϕερµιόνιο µε επίσης 2 ϐ.ε. Τώρα, προκειµένου να διακρίνουµε µεταξύ αριστερόστροφων
και δεξιόστροφων σωµατιδίων, είναι προσφιλέστερο να ϑεωρούµε τις Weyl αναπαραστάσεις
των ϕερµιονίων (και όχι τις Dirac). ΄Ενας Weyl σπίνορας χαρακτηρίζεται, προφανώς, από
δύο ϐ.ε. Συνεπώς, από ένα µποζόνιο παίρνουµε ένα ϕερµιόνιο.

Σχετικά µε τα ϕερµιόνια, ένας σπίνορας Dirac διαθέτει 4 ϐ.ε., το οποίο υποδεικνύει
ότι ϑα πάρουµε δύο µιγαδικά µποζόνια. ΄Ετσι, ένα ϕερµιόνιο αντιστοιχεί σε δύο µπο-
Ϲόνια. Τα πράγµατα περιπλέκονται, αν σκεφτούµε ότι µια ανάλογη διαδικασία πρέπει να
ακολουθήσει και για το αντίστοιχο αντι-ϕερµιόνιο. Ξαφνικά, έχουµε παράξει πάρα πολλά
µποζόνια.

Ωστόσο, όπως είδαµε στο εισαγωγικό κεφάλαιο, είναι προτιµότερο αντί για σωµάτια
και αντισωµάτια να κάνουµε λόγο για αριστερόστροφες και δεξιόστροφες καταστάσεις. Η
αλλαγή στην αντίληψη των σωµατιδίων δεν αλλοιώνει το κύρος της πολλαπλότητας· ότι,
δηλαδή, εξακολουθούν να υπάρχουν δύο διαφορετικές καταστάσεις για το ίδιο πράγµα,
είτε αυτές τις ονοµάσουµε σωµάτιο-αντισωµάτιο, είτε αριστερόστροφο-δεξιόστροφο.

Συνεπώς στο παραπάνω παράδειγµα µε το ϕερµιόνιο δεν πρέπει να ϑεωρήσουµε το
αντι-ϕερµιόνιο, και µάλιστα, οφείλουµε να σκεφτούµε ότι ένας σπίνορας Dirac περιγράφει
στην πραγµατικότητα δύο σωµατίδια -δύο Weyl σπίνορες. Τελικά, από δύο ϕερµιόνια
λαµβάνουµε δύο µποζόνια και όλα έχουν µπει στην ϑέση τους !6

? Σχηµατικά, η Υπερσυµµετρία µας δίνει την ακόλουθη εικόνα:
6Αναφέραµε στην αρχή της παραγράφου ότι οι ϐ.ε. που εισάγουµε είναι τουλάχιστον ίσοι µε τους προη-

γούµενους. Αυτή η δήλωση, ϐέβαια, υπονοεί ότι οι υπερ-συνοδοί µπορούν να είναι περισσότεροι. Ωστόσο,
ϐλέπουµε ότι η Υπερσυµµετρία χτίζεται πάνω στην λογική του να έχουµε τόσα µποζόνια όσα και ϕερµιόνια.
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Είναι στο ΚΠ,

ΨD =


∗1
∗2
.....
∗3
∗4

 =


ψL
.....
ψR

 (1.3.1)

και
B = a+ bi (1.3.2)

Τότε οι υπερ-συνοδοί είναι,

ψL −→ ψ̃L = “ ∗ 1” + “ ∗ 2”i (1.3.3)

ψR −→ ψ̃R = “ ∗ 3” + “ ∗ 4”i (1.3.4)

και

B −→ B̃ =

(
“a”
“b”

)
(1.3.5)

Τα µποζόνια προερχόµενα από ϕερµιόνια τα ονοµάζουµε ϐαθµωτά ϕερµιόνια (scalar
fermions - sfermions), και γενικά τοποθετούµε ένα ¨σ¨ µπροστά από το όνοµα του α-
ντίστοιχου ϕερµιονίου. ΄Οσον αφορά τα καινούρια ϕερµιόνια, αυτά τα ονοµάζουµε µε
ϐάση το αρχικό µποζόνιο και την κατάληξη ¨-ίνο¨. ΄Ετσι έχουµε τον όρο ¨bosino¨. Επει-
δή, σε αντίθεση µε τα ϕερµιόνια, τα µποζόνια εµφανίζουν δύο διαφορετικά είδη σπιν (0
και 1), τα αντίστοιχα bosinos ονοµάζονται διαφορετικά· είναι τα gauginos (σπιν 1) και τα
higgsinos (σπιν 0).

1.4 Σπίνορες

Στην παράγραφο αυτή ϑα εισάγουµε τον απαραίτητο ϕορµαλισµό προκειµένου να
κάνουµε πράξεις µε τα υπερσυµµετρικά πεδία. Ξεκινάµε µε τον προσδιορισµό του κα-
τάλληλου συµβολισµού [11] και συµβάσεων [4].

Συζυγές ϕορτίου

΄Εστω ένας σπίνορας Dirac ο οποίος αναλύεται σε δύο Weyl,

ΨD =

(
ψL

ψR

)
def
=

(
ξa

χ†ȧ

)
(1.4.1)

Ο τελεστής για το συζυγές του ϕορτίου δίνεται,

C = −i
(
−τ 2 0

0 τ 2

)
(1.4.2)

Μάλιστα, όπως ϑα αναφερθεί παρακάτω, όταν τηρείται ακριβώς αυτή η επιθυµία, το µοντέλο ονοµάζεται
Ελάχιστα Υπερσυµµετρικό. Εδώ, παρατηρούµε µια κακή ονοµατολογία. Η Ελάχιστη Υπερσυµµετρία είναι η
Υπερσυµµετρία -τουλάχιστον όσον αφορά τους λόγους για τους οποίους εισήχθη. Συνεπώς, οι εκτεταµένες
Υπερσυµµετρικές ϑεωρίες -που εισάγουν επιπλέον σωµάτια- δεν ϑα έπρεπε να µπαίνουν κάτω από την
κοινή ονοµασία της Υπερσυµµετρίας. Με άλλα λόγια, η Υπερσυµµετρία είναι αυτό που είναι και οτιδήποτε
άλλο είναι διαφορετικό -που όµως συνδέεται στενά µε αυτήν.

14



οπότε ο συζυγής του ϕορτίου σπίνορας γίνεται,

Ψc
D = CΨ̄T

D = C(Ψ†Dγ
0)T = Cγ0Ψ∗D = C

0 I

I 0

Ψ∗D =

= C

(χ†ȧ)∗

ξ∗a

 = −i

−τ 2(χ†ȧ)∗

τ 2ξ∗a

 (1.4.3)

Επειδή το πρώτο στοιχείο του παραπάνω σπίνορα µετασχηµατίζεται κατά Lorentz σαν
το χ†, ενώ το δεύτερο στοιχείο ως το ξ, µπορούµε να δούµε εύκολα ότι ο συµβολισµός,

ξ∗a
def
= ξ†ȧ και (χ†ȧ)∗

def
= χa (1.4.4)

έχει νόηµα.
Τώρα, ϐλέπουµε ότι στα παραπάνω εµφανίζονται οι πίνακες,

−i(−τ 2) = −i(−1)

(
0 −i
i 0

)
=

(
0 1
−1 0

)
και

−iτ 2 = −i
(

0 −i
i 0

)
=

(
0 −1
1 0

)
τους οποίους µπορούµε να ονοµάσουµε (οι τονούµενοι και άτονοι δείκτες έχουν νόη-

µα, αφού κάθε πίνακας δρα σε διαφορετικό σκέλος του σπίνορα),

εaβ = εȧβ̇
def
=

(
0 1
−1 0

)
και εȧβ̇ = εaβ

def
=

(
0 −1
1 0

)
(1.4.5)

΄Υστερα απ΄ όλους αυτούς τους συµβολισµούς µπορούµε να γράψουµε,

Ψc
D =

εaβχβ
εȧβ̇ξ†

β̇

 =

χa
ξ†ȧ

 (1.4.6)

Η σύντµηση των δεικτών γίνεται µε τη ϐοήθεια των πινάκων ε.

Σπίνορες Majorana

∗ Μια σηµαντική κατηγορία σωµατιδίων είναι εκείνα τα οποία περιγράφονται από
τους λεγόµενους σπίνορες Majorana.

Βασιζόµενοι και πάλι στο ηλεκτρικό ϕορτίο ορίζουµε, ένας σπίνορας Dirac ο οποίος
έχει την ιδιότητα να ισούται µε τον συζυγή του ϕορτίου του καλείται Majorana. ∆ηλαδή,

ΨM : Ψc
D = ΨD (1.4.7)
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Είναι προφανές, λοιπόν, ότι αν εξισώσουµε τις σχέσεις 1.4.1 και 1.4.6 ϑα πάρουµε,

ΨM =

 ξa

ξ†ȧ

 =

χa

χ†ȧ

 (1.4.8)

∗ Επειδή ενδεχοµένως να υπάρχει µια µικρή σύγχυση όσον αφορά τους σπίνορες
Majorana, είναι καλό να ξεκαθαρίσουµε µερικές ϐασικές έννοιες :
• Γενικά λέµε ότι ένα σωµατίδιο είναι Majorana όταν είναι ίδιο µε το αντισωµάτιό του.

Αυτό, ϐέβαια, είναι λογικό, αφού το αντισωµάτιο ορίζεται µέσω του αντίθετου ηλεκτρικού
ϕορτίου (και των άλλων ϕυσικών ϕορτίων). ∆ηλαδή, έχουµε ότι πρέπει να ισχύει, q = −q.
Συνεπώς, Majorana µπορεί να είναι µόνο ένα ουδέτερο σωµάτιο.
• Το ϕωτόνιο είναι το αντισωµάτιο του εαυτού του. Αυτό εκδηλώνεται µε δύο τρόπους·

πρώτον, η αλληλεπίδραση δύο ϕωτονίων, που οδηγεί σε κάποια άλλα προϊόντα, µπορεί
να µην έχει το συγκεκριµένο όνοµα, αλλά στην πραγµατικότητα είναι µία εξαΰλωση.
∆εύτερον, το ϕωτόνιο έχει ηλεκτρικό ϕορτίο 0, οπότε το αντίθετο ϕορτίο που ϑα όφειλε να
έχει το αντισωµάτιό του είναι και πάλι 0.

Ωστόσο, δεν καλούµε το ϕωτόνιο (και κανένα από τα µποζόνια µε τις ίδιες ιδιότητες)
Majorana.
• Τα κάτω µέλη ενός σπίνορα Dirac αναφέρονται στα αντισωµάτια. Από την 1.4.8

ϐλέπουµε ότι τα σωµατίδια Majorana δεν έχουν µόνο ίδιο ϕορτίο µε τα αντισωµάτια, αλλά
και ίδια χειραλικότητα.
• Τα ϕωτόνια είναι µποζόνια και εποµένως δεν έχουν χειραλικότητα. Συνεπώς, το

σωµάτιο και το αντισωµάτιο µπορούµε να πούµε ότι έχουν ίδια χειραλικότητα. Και πάλι,
όµως, τα ϕωτόνια δεν καλούνται Majorana.
• Ο λόγος που ο όρος Majorana έχει ταυτιστεί µε τα σωµάτια που είναι ίδια µε

τα αντισωµάτιά τους, αλλά ωστόσο δεν εφαρµόζεται στην περίπτωση των µποζονίων είναι
απλά ένας περιοριστικός ορισµός. Ο αρχικός ορισµός που έδωσε ο Ettore Majorana το
1937 αναφερόταν σε σπίνορες και µόνο, δηλαδή σε ϕερµιόνια.

Με άλλα λόγια, δηλαδή, το µπέρδεµα οφείλεται καθαρά και µόνο στην σύµβαση που
έχουµε υιοθετήσει. Αν ϑέλουµε, µπορούµε να αναφερόµαστε σε όλα τα σωµάτια-ίδια-µε-
τα-αντισωµάτια µε τον όρο Majorana σωµάτια (όχι σπίνορες προφανώς), αρκεί να ξέρουµε
για τι πράγµα µιλάµε κάθε ϕορά. Ανεξάρτητα από την διατύπωση του ορισµού, η ουσία
παραµένει η ίδια.
• Γιατί, λοιπόν, τα νετρίνα δεν είναι Majorana, εφ΄ όσον είναι ϕερµιόνια µε ηλεκτρικό

ϕορτίο 0; Αρχικά να πούµε ότι η πιθανότητα τα νετρίνα να είναι Majorana πειραµατικά
δεν έχει ακόµα αποκλειστεί εντελώς. Ο λόγος, πάντως, που το Ϲήτηµα ερευνάται ακόµα
είναι η χειραλικότητα, η δεύτερη από τις ιδιότητες που αναφέραµε ώστε ένα σωµάτιο να
χαρακτηριστεί ίδιο µε το αντισωµάτιό του. Προκειµένου να είναι Majorana (ή τουλάχιστον
να αυξήσουν τις πιθανότητές τους προς αυτή την κατεύθυνση) ϑα πρέπει να ϐρεθούν
αριστερόστροφα αντινετρίνα, ή δεξιόστροφα νετρίνα.
• Τα Neutralinos -οι υπερσυµµετρικοί εταίροι των ανυσµατικών µποζονίων- τα οποία

ϑα εξετάσουµε στην συνέχεια, είναι Majorana, γιατί, αρχικά, είναι ϕερµιόνια µε ηλε-
κτρικό ϕορτίο 0. Επιπλέον, επειδή τα ταιριάζουµε µε µποζόνια, κληρονοµούν κάποιες
από τις ιδιότητές τους. ∆ηλαδή, µπορεί να είναι ϕερµιόνια, αλλά παρόλα αυτά δεν χα-
ϱακτηρίζονται από χειραλικότητα. Αυτό είναι λογικό, διότι για να υπάρξει η έννοια της
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χειραλικότητας χρειαζόµαστε 4 ϐ.ε. - σπίνορας Dirac-, ενώ τα bosinos διαθέτουν7 µονάχα
2.
• Σύµφωνα µε τη σχέση 1.4.8 ένας σπίνορας Weyl -ο οποίος είναι ϋποσύνολο¨ ενός

Dirac- δεν ϑα µπορούσε να χαρακτηριστεί ποτέ ως Majorana. Αν όµως το σωµάτιο που
ϑέλουµε να περιγράψουµε είναι το αντισωµάτιό του, τότε µπορούµε πάντα να ϕτιάξουµε
-µαθηµατικά- έναν σπίνορα Majorana από έναν Weyl.

Για παράδειγµα, ένα Neutralino είναι ένας σπίνορας Weyl. Ωστόσο, το εν λόγω ϕερµι-
όνιο είναι ίδιο µε το αντισωµάτιό του. Οπότε, αν γράφαµε αυτό το σωµάτιο σε συµβολισµό
Dirac, τότε τα πάνω δύο µέλη ϑα ήταν ο σπίνορας που έχουµε και τα κάτω δύο το συζυγές
του πάνω. Με αυτόν τον τρόπο γράψαµε 4 ϐ.ε. -κάτι που δεν ισχύει- όµως δηλώνου-
µε ταυτόχρονα ότι το αντισωµάτιο δεν διαφέρει. Συνεπώς οι 4 ϐ.ε. γίνονται 2 και εν
τέλει η καινούρια αυτή περιγραφή δεν διαφέρει από την αρχική. Γιατί χρειάστηκε να το
κάνουµε όλο αυτό ; κυρίως για να είµαστε σύµφωνοι µε τον αρχικό ορισµό, αλλά και για
µαθηµατική ευκολία.

∆είκτες και ταυτότητες

◦ Η σύντµηση των σπινοριακών δεικτών εξαρτάται από την σειρά µε την οποία εµφα-
νίζονται και κατά σύµβαση γίνεται ως,

a a

για τους µη τονούµενους δείκτες, ενώ για τους τονούµενους,

ȧ ȧ

Η σειρά των δεικτών έχει οριστεί µε ϐάση τον τρόπο που ορίσαµε τους πίνακες ε
της σχέσης 1.4.5, δηλαδή σε ποιον από τους δύο πίνακες αντιστοιχούν οι άνω και σε
ποιον οι κάτω δείκτες. Στην ϐιβλιογραφία οι ορισµοί της σύντµησης µπορεί να είναι
αντεστραµµένοι, ή, ακόµα, και να υπάρχει κάποιο αρνητικό πρόσηµο στους πίνακες ε.

Γενικά, πάντως, τα αποτελέσµατα µένουν ίδια8 και αν τυχόν διαφέρουν, η διαφορά ϑα
έγκειται σε κάποιο πρόσηµο και όχι σε τάξη µεγέθους, οπότε, όσον αφορά την ϕαινοµε-
νολογία είµαστε εντάξει.
◦ Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω γενικό κανόνα για την σύντµηση των δεικτών, δεν

υπάρχει κάποια ποσότητα που να µην µπορεί να υπολογιστεί εύκολα ύστερα από λίγη
άλγεβρα. Σηµειώνουµε την ακόλουθη αλληλουχία πράξεων, ενδεικτική του τρόπου εργα-
σίας,

χλ = χaλ
a = εaβχ

βεaβλβ = χβεaβε
aβλβ = χβ

(
0 1
−1 0

)
aβ

(
0 −1
1 0

)aβ
λβ =

[για να µπορέσουν να γίνουν οι συντµήσεις στα ε]
7 ΄Οπως µπορούµε να δούµε εύκολα, για να παρασταθεί µαθηµατικά ένα σωµάτιο χρειάζονται 2 ϐ.ε. και

γι αυτό άλλωστε ένα µποζόνια µας δίνει ένα ϕερµιόνιο, ενώ ένα ϕερµιόνιο -λογαριάζουµε το σωµάτιο και
το αντισωµάτιο µαζί εφ΄ όσον ανήκουν στον ίδιο σπίνορα Dirac- µας δίνει δύο µποζόνια. Η έννοια της
χειραλικότητας συσχετίζει τα στοιχεία ενός σπίνορα Dirac, ή αλλιώς δύο σπίνορες Weyl. ΄Ενα bosino είναι
ένας σπίνορας Weyl, άρα δεν µπορεί να συσχετιστεί µε κάτι άλλο.

8Η σύντµηση των δεικτών στην παρούσα εργασία µπορεί να γίνεται ανάποδα απ΄ ότι σε µερική από την
ϐιβλιογραφία (έχουµε a a αντί για a a, όµως έχουµε ορίσει και µε διαφορετικό τρόπο τους πάνω και κάτω
δείκτες των πινάκων ε.
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= χβ(−εβa)εaβλβ = χβ(−)

(
0 1
−1 0

)
βa

(
0 −1
1 0

)aβ
λβ =

= −χβ
(

1 0
0 1

) β

β

λβ = −χβλβ = −χaλa (1.4.9)

΄Αρα, ισχύει ότι,

χλ = λχ (1.4.10)

◦ Εύκολα προκύπτει οποιαδήποτε ταυτότητα. Για µεγαλύτερη πληρότητα, ο ανα-
γνώστης παραπέµπεται -µε ανάλογη προσοχή στις συµβάσεις- στο ϐιβλίο [4], καθώς και
στις δηµοσιεύσεις [6] και [11].

1.5 Ιδιότητες καταστάσεων

΄Εστω |Ω〉 µια κατάσταση του Καθιερωµένου Προτύπου και |Ω′〉 ο υπερσυνοδός της.
Τότε, µπορούµε να δράσουµε µε τους τελεστές της ΄Υπερ-Poincaré άλγεβρας και να πάρου-
µε ενδιαφέρουσες ιδιότητες.

Πριν από αυτό, όµως, να σηµειώσουµε ότι οι τελεστές Q,Q† είναι αυτοί που µας
πηγαίνουν από τα συνηθισµένα σωµάτια στα υπερσυµµετρικά. Εποµένως, ανεξαρτήτως
της κατάστασης |Ω〉 ϑα ισχύει γενικά,

|Ω′〉 = Â(Q,Q†) |Ω〉 (1.5.1)

΄Εχουµε,
• Επειδή [P,Q] = 0⇒ [P 2, Q] = [P 2, Q†] = 0, τότε

P 2 |Ω′〉 = ÂP 2 |Ω〉 ⇒ m2
Ω′ |Ω′〉 = Âm2

Ω |Ω〉 ⇒ m2
Ω′ |Ω′〉 = m2

Ω |Ω′〉 ⇒

⇒ mΩ′ = mΩ (1.5.2)

• Οι τελεστές της Υπερσυµµετρίας Q και Q† µετατίθενται µε όλους τους µετασχη-
µατισµούς ϐαθµίδας και συνεπώς, για όλα τα ϕορτία µπορούµε να διαπιστώσουµε τα
ακόλουθα:

qemΩ′ = qemΩ (1.5.3)

TΩ′ = TΩ (1.5.4)

ColourdofΩ′ = ColourdofΩ (1.5.5)

• ΄Οπως αναφέραµε στην εισαγωγή του κεφαλαίου -και µπορούµε να το δούµε µε τη
ϐοήθεια του τελεστή του σπιν- είναι

nB = nF (1.5.6)
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• Τέλος, µια σηµαντική ιδιότητα της Υπρσυµµετρίας είναι ότι ¨κανονικοποιεί¨ τις
καταστάσεις ώστε να έχουν µόνο ϑετικές ενέργειες [4], [11]. Αυτό µπορεί να διευκολύνει
αρκετούς ϕαινοµενολογικούς υπολογισµούς.

Ξεκινώντας από την σχέση 1.2.9 έχουµε:

{Qa, Q
†
β̇
} = 2(σµ)aβ̇Pµ ⇒

⇒ {Qa, Q
†
β̇
}(σ̄ν)β̇a = 2(σµ)aβ̇(σ̄ν)β̇aPµ ⇒

⇒ {Qa, Q
†
β̇
}(σ̄ν)β̇a = 2(σµσ̄ν) a

a Pµ ⇒

⇒ {Qa, Q
†
β̇
}(σ̄ν)β̇a = 2(ηµν + 2σµν) a

a Pµ ⇒

⇒ {Qa, Q
†
β̇
}(σ̄ν)β̇a = 2Tr{ηµν + 2σµν}Pµ = 2(2ηµν)Pµ = 4P ν (1.5.7)

Αν ϑέσουµε ν = 0 ϑα παρατηρήσουµε ότι,

{Qa, Q
†
β̇
}(σ̄0)β̇a = 4P 0 ⇒ {Qa, Q

†
β̇
}I β̇a = 4E ⇒

⇒ 〈Ξ| {Qa, Q
†
β̇
}I β̇a |Ξ〉 = 4 〈Ξ|E |Ξ〉 ⇒

⇒ 4 〈Ξ|E |Ξ〉 = 〈Ξ|Q1Q
†
1̇

+Q2Q
†
2̇

+Q†
1̇
Q1 +Q†

2̇
Q2 |Ξ〉 =

= 〈Ξ|Q1Q
∗
1 +Q2Q

∗
2 +Q∗1Q1 +Q∗2Q2 |Ξ〉 = 〈Ξ|QaQ

∗
a +Q∗aQa |Ξ〉 ≥ 0 ⇒

⇒ 〈Ξ|E |Ξ〉 ≥ 0 (1.5.8)

και ασφαλώς,

〈0|E |0〉 = 0 (1.5.9)

1.6 Οι υπερ-πολλαπλέτες

Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουµε το σωµατιδιακό περιεχόµενο της Υπερσυµ-
µετρίας.

Μια γενική υπερσυµµετρική ϑεωρία µπορεί να περιέχει περισσότερα υπερ-σωµάτια
απ΄ όσα ϐρίσκονται στο Καθιερωµένο Πρότυπο. Ωστόσο, εδώ ϑα ασχοληθούµε µονάχα µε
το Ελάχιστα Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο (MSSM) και εποµένως οι ϐ.ε. των
υπερ-συνοδών που ϑα κατασκευάσουµε ϑα είναι ακριβώς τόσοι όσοι και εκείνοι του ΚΠ.
΄Αλλωστε, κάθε υπερσυµµετρικό µοντέλο µεγαλύτερο του MSSM, στην ουσία δεν είναι τίπο-
τα άλλο παρά µια επέκταση. Συνεπώς, για κάθε χρήση είναι απαραίτητο να αναλύσουµε
πρώτα την ελάχιστη Υπερσυµµετρία.
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? Ας µιλήσουµε συγκεκριµένα για την περίπτωση των ηλεκτρονιακών λεπτονίων. Στο
ΚΠ έχουµε την αριστερόστροφη διπλέτα,

Le =

(
νe
e

)
L

(1.6.1)

καθώς και την δεξιόστροφη απλέτα,

Re = eR (1.6.2)

Σύµφωνα µε όσα έχουµε δει στα προηγούµενα, για την κατασκευή των υπερ-συνοδών,
συµπεραίνουµε ότι από τα τρία λεπτόνια που έχουµε ϑα πάρουµε τρία µποζόνια κατανε-
µηµένα, επίσης σε πολλαπλέτες,

L̃e =

(
ν̃e
ẽ

)
L

R̃e = ẽR (1.6.3)

όπου εδώ τα µποζόνια ϕέρουν δείκτες χειραλικότητας, αλλά αυτό αποτελεί απλά µέρος
του συµβολισµού προκειµένου να µας ϑυµίζει σε ποιο λεπτόνιο τα αντιστοιχούµε. Τα
µποζόνια έχουν σπιν 0 και εποµένως δεν χαρακτηρίζονται από χειραλικότητα.

Ενώνοντας τις παραπάνω πολλαπλέτες κατασκευάζουµε τις ηλεκτρονιακές9 υπερ-πολλαπλέτες,

L̂e =


Le

L̃e

 =



(
νe
e

)
L(

ν̃e
ẽ

)
L

 (1.6.4)

και

R̂c
e =

{
Rc
e R̃c

e

}
=
{
e†R ẽ∗R

}
(1.6.5)

Να παρατηρήσουµε εδώ ότι, απλά για ϑέµα διευκόλυνσης, αντί για τις δεξιόστροφες
υπερ-διπλέτες επιλέγουµε να ϑεωρήσουµε τις συζυγείς του ϕορτίου. Αυτό το κάνουµε
προκειµένου να έχουµε πάντα κατά νου ότι µεταχειριζόµαστε σωµάτια κι αντισωµάτια10.
΄Αλλωστε, ϑα µπορούσαµε να είχαµε ορίσει εξ αρχής τις διπλέτεςR, R̃ και R̂ ως τις διπλέτες
των µιγαδικών συζυγών πεδίων. ένας τέτοιος ορισµός, όµως, απλά ϑα πέταγε το σύµβολο
c και συγχρόνως ϑα δηµιουργούσε σύγχυση.

? Η παραπάνω κατασκευή για τις ηλεκτρονιακές υπερ-πολλαπλέτες µπορεί να εφαρ-
µοσθεί µε όµοιο συλλογισµό για όλα τα λεπτόνια του ΚΠ. Τα µποζόνια δεν κατανέµονται
σε πολλαπλέτες -εκτός από τα Higgses- και κατά συνέπεια ούτε οι συνοδοί τους. Ωστόσο,
στην ενοποιηµένη υπερσυµµετρική ϑεωρία ϑα κατασκευαστούν υπερ-πολλαπλέτες, όπως
περίπου και στην περίπτωση των δεξιόστροφων λεπτονίων.

Παρακάτω παρατίθεται πίνακας µε όλα τα σωµάτια του MSSM:
9Η ονοµασία της υπερ-πολλαπλέτας έχει να κάνει µε το σωµάτιο από το οποίο όλα τα υπόλοιπα λαµβάνουν

το όνοµά τους και δεν υποδηλώνει τον τύπο των σωµατιδίων που συµµετέχουν.
10Στο Καθιερωµένο Πρότυπο δεν είχε γίνει µια τέτοια επιλογή, αλλά και πάλι αυτό είναι καθαρά ϑέµα

σύµβασης.
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Πίνακας 1: Σωµάτια του MSSM

Σωµάτια του MSSM
Υπερ-
πολλαπλέτα Περιεχόµενο Σπιν Υ = 2Q− 2T3

Παρα-
τηρήσεις

L̂l

(
νl
l

)
L

(
ν̃l
l̃

)
L

1

2
0

(
−1
−1

)
l = e, µ, τ

R̂c
l l†R l̃∗R

1

2
0 -2 -2 l = e, µ, τ

Q̂i

(
ui
d′i

)
L

(
ũi
d̃′i

)
L

1

2
0

(
1/3
1/3

)
i = 1, 2, 3
γενιά (π.χ.
u3 = t και
d′2 = s′)

Û c
i u†R(i) ũ∗R(i)

1

2
0 −4

3
−4

3
i = 1, 2, 3
γενιά

D̂c
i d′†R(i) d̃′∗R(i)

1

2
0 2

3
2
3

i = 1, 2, 3
γενιά

ĝ g g̃ 1
1

2
0 0 gluon,

gluino

Ŵ W i W̃ i 1
1

2
0 0 i = 1, 2, 3

B̂ B0 B̃0 1
1

2
0 0 ανάµειξη

µε το W 3

Ĥu

(
H0
u

H−u

) (
H̃0
u

H̃−u

)
0

1

2

(
−1
−1

)
Higgs
τύπου up

Ĥd

(
H+
d

H0
d

) (
H̃+
d

H̃0
d

)
0

1

2

(
1
1

)
Higgs τύ-
που down

Ĝ G G̃ 2
3

2
0 0 graviton,

gravitino

? Κλείνοντας την παράγραφο αυτή να ξεκαθαρίσουµε κάποιους συµβολισµούς χρήσι-
µους για την συνέχεια.

Τα ϕερµιόνια Dirac συµβολίζονται ως ψ, ενώ τα Majorana ως λ. Αντίστοιχα, τα ϐαθ-
µωτά µποζόνια (σπιν 0) γράφονται ως φ, ενώ τα ϐαθµιδωτά (gauge) µε σπιν 1 ως Vµ.

Οι υπερ-πολλαπλέτες που περιέχουν σωµάτια µε σπιν 1
2
και σπιν 0 λέγονται χειραλι-
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κές, εφ΄ όσον παράγονται από σωµάτια που χαρακτηρίζονται από χειραλικότητα. Βέβαια,
αυτό δεν ισχύει στην περίπτωση του σωµατιδίου Higgs, αφού, εκεί, από ένα ϐαθµωτό πα-
ίρνουµε ένα χειραλικό -και µάλιστα Majorana- σωµατίδιο. Ωστόσο, όλες οι ιδιότητες είναι
όµοιες µε τις υπόλοιπες χειραλικές υπερ-πολλαπλέτες. ΄Αλλωστε, κανείς ϑα µπορούσε
να ισχυριστεί ότι, στην πραγµατικότητα, τα Higgsinos είναι τα σωµάτια του ΚΠ, ενώ τα
Higgses οι υπερ-συνοδοί τους.

Οι υπερ-πολλαπλέτες που περιέχουν σωµάτια µε σπιν 1 και σπιν 1
2
λέγονται ϐαθµι-

δωτές ή ανυσµατικές (gauge), εφ΄ όσον παράγονται από ανυσµατικά σωµάτια. Σε αυτή
την κατηγορία ανήκουν και τα γκλουόνια.

Η ϐαρυτική πολλαπλέτα δεν χαρακτηρίζεται κάπως.
Στα επόµενα, µπορεί να συναντήσουµε τους ίδιους συµβολισµούς, αλλά µε κεφαλαία

γράµµατα. Αυτό σηµαίνει ότι αναφερόµαστε στην αντίστοιχη πολλαπλέτα. ΄Ετσι, ϑα
έχουµε για παράδειγµα,

Ψ = Le =

(
νe
e

)
L

και ψ = νeL ή eL (1.6.6)

αλλά και

Ψ = Re = eR και ψ = eR (1.6.7)
επίσης

Φ = L̃e =

(
ν̃e
ẽ

)
L

και φ = ν̃eL ή ẽL (1.6.8)

Αρκετές ϕορές η εναλλαγή µεταξύ των κεφαλαίων και των µικρών γραµµάτων είναι
ισότιµη. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι, αν έχουµε για παράδειγµα το γινόµενο ενός
συνήθους σωµατίου και του υπερ-εταίρου του, τότε εµείς ϑέλουµε,

φψ = ν̃eLνeL (1.6.9)

αυτό όµως µας δίνει µόνο το νετρινικό (εδώ) µέρος της εξίσωσης που εξετάζουµε. Αν
ϑέλουµε την ολοκληρωµένη εικόνα ϑα πρέπει να λάβουµε και το ηλεκτρονιακό µέρος.

Αντίθετα, ο συµβολισµός µε τα κεφαλαία γράµµατα (ϕυσικά µε κατάλληλη τοποθέτηση
των transpose των πινάκων) δίνει κατευθείαν ολόκληρο το περιεχόµενο,

ΦTΨ =
(
ν̃e ẽ

)
L

(
νe
e

)
L

= ν̃eLνeL + ẽe (1.6.10)

1.7 Τα σωµατίδια Higgs

Στο Καθιερωµένο Πρότυπο το µποζόνιο Higgs εµφανίζεται σε µία διπλέτα η οποία
µε το σπάσιµο της Ηλεκτρασθενούς συµµετρίας ¨δίνει¨ µάζα σε όλα τα σωµάτια. Στην
Υπερσυµµετρία η κατάσταση είναι ελαφρώς διαφορετική καθ΄ ότι οι διπλέτες που χρεια-
Ϲόµαστε είναι δύο. Η ανάγκη γι΄ αυτό είναι κυρίως µαθηµατική11 και έχει να κάνει µε την
ολοµορφία του Υπερδυναµικού.

11Το µποζόνιο του Higgs είναι ένα σωµάτιο που εισήχθη αρχικά στο ΚΠ από µαθηµατική ανάγκη. Είναι
λοιπόν ευχάριστο(!) ότι και στην Υπερσυµµετρία το σωµάτιο αυτό διαµορφώνεται εξ αιτίας των Μαθηµατικών.
Υπάρχει και Φυσική αναγκαιότητα· αν κρατούσαµε µία διπλέτα για το σωµατίδιο Higgs -όπως γίνεται
στο ΚΠ- τότε ϑα έπρεπε να κατασκευάσουµε έναν υπερ-συνοδό ϕερµιόνιο µε ϑετικό ή αρνητικό ϕορτίο,
ενώ, όµως, όλα τα καινούρια σωµάτια εισάγονται µε σκοπό να αναιρέσουν τις συνεισφορές ϐρόχων των
ήδη υπαρχόντων, το ένα higgsino ϑα δηµιουργούσε απλά επιπλέον συνεισφορά. Συνεπώς, ορίζουµε δύο
διπλέτες µε αντίθετα ϕορτία.
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΄Εχουµε λοιπόν τις διπλέτες,

Hu =

(
H0
u

H−u

)
και Hd =

(
H+
d

H0
d

)
(1.7.1)

Η παραπάνω γραφή µας οδηγεί να υποθέσουµε ότι στο σύστηµα υπάρχουν 4 ϐ.ε.
Ωστόσο, οι συνιστώσες είναι µιγαδικές και άρα οι ϐ.ε. γίνονται 8. Στην πραγµατικότητα,
όµως, όπως ϑα δούµε, οι ϐαθµοί αυτοί είναι πολύ λιγότεροι [7], [11].
∗ Για να το δούµε αυτό, ας σκεφτούµε πρώτα τι γίνεται στην περίπτωση του σπασίµα-

τος της Ηλεκτρασθενούς συµµετρίας. ΄Εχουµε,

Hu =

(
〈H0

u〉+ f(x)
0

)
και Hd =

(
0

〈H0
d〉+ g(x)

)
(1.7.2)

η οποία γραφή συµφωνεί µε όσα είδαµε στις εξισώσεις 0.2.9 και 0.2.10.
Εποµένως, πριν το σπάσιµο στης συµµετρίας, µπορούµε να γράψουµε κατευθείαν

τις διπλέτες 1.7.1 -µε τις πεδιακές συναρτήσεις f και g να είναι γενικά οι µιγαδικές
ποσότητες που ϕαίνονται παρακάτω- ως,

Hu =

〈H
0
u〉+

ξ1 + iG0

√
2

H−u

 και Hd =


H+
d

〈H0
d〉+

ξ2 + iA0

√
2

 (1.7.3)

∗ Το επόµενο ϐήµα είναι να αναµείξουµε τους ϐ.ε. που διαθέτουµε.
Η πρώτη ανάµειξη γίνεται µεταξύ των ουδέτερων πραγµατικών - 2 ϐ.ε. συνολικά- ξ1, ξ2

και τα προϊόντα ϑα τα ονοµάσουµε µικρό (ελαφρύ) και µεγάλο (ϐαρύ) Higgs:(
H0

h0

)
=

( )(
ξ1

ξ2

)
(1.7.4)

Η δεύτερη ανάµειξη ϑα είναι µεταξύ των ϕορτισµένων µιγαδικών - 4 ϐ.ε. συνολικά-
H−u , H

+
d . Επειδή οι συνιστώσες αυτές είναι µιγαδικές, η ανάµειξη ϑα γίνει δύο ϕορές· µία

κανονικά και µία για τα συζυγή πεδία. Το µιγαδικό H−u κρύβει µέσα του δύο ¨αρνητικά¨
πεδία, ενώ το H+

d δύο ϑετικά.(
G+

H+

)
=

( )(
H+
d

H−u

)
και

(
G−

H−

)
=

( )(
H+
d

H−u

)∗
(1.7.5)

∗ Τα πεδία G0 και A0 ϑα µπορούσαµε να τα αναµείξουµε και αυτά µεταξύ τους, αλλά
αυτό δεν ϑα είχε κάποια ιδιαίτερη σηµασία. Προτιµάµε να τα ονοµάζουµε και να τα
ϑεωρούµε ως έχουν.
∗ Τελικά, λοιπόν, οι 8 ϐαθµοί ελευθερίας, τα σωµατίδια Higgs, είναι τα,

h0, H0, H±, A0, G0, G±

Ωστόσο, ανάµεσά τους ϑα πρέπει να υπάρχουν και κάποιοι Goldstone ϐ.ε., οι οποίοι
κατά το σπάσιµο της Ηλεκτρασθενούς συµµετρίας ϑα ¨φαγωθούν¨. Φυσικά, τα σωµάτια
Goldstone δεν είναι άλλα από τα,

G0, G+, G−

Εποµένως, οι αληθινοί ϐαθµοί ελευθερίας, τα αληθινά Higgs σωµάτια, είναι πέντε :

h0, H0, A0, H+, H− (1.7.6)
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1.8 Η Λαγκρανζιανή

΄Ολα όσα συζητήσαµε µέχρι τώρα είχαν ως σκοπό να προετοιµάσουν το έδαφος για την
καλύτερη κατανόηση της υπερσυµµετρικής Λαγκρανζιανής12. Η ϐασική αρχή κατασκευ-
ής είναι ίδια µε αυτή του Καθιερωµένου Προτύπου.

Η Υπερσυµµετρία είναι η υπερ-ϑεωρία η οποία περιγράφει ολόκληρη την πραγµα-
τικότητα, ακριβώς όπως η Λαγκρανζιανή του ΚΠ περιέγραφε κάποτε όλες τις δυνατές
αλληλεπιδράσεις. Η καινούρια Λαγκρανζιανή που Ϲητάµε ϑα πρέπει να περιέχει όρους
συνηθισµένων σωµατιδίων (Standard Model Particles -SMP), υπερσυµµετρικών εταίρων
(ΥΕ), καθώς και τις µεταξύ τους αναµείξεις. Ιδιαίτερα, αν η Υπερσυµµετρία είναι σπα-
σµένη13 -ϑα µιλήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο γι΄ αυτό- ένας επιπλέον όρος οφείλει να
προστεθεί. Τελικά γράφουµε,

Lreality ≡ LSUSY + Lsoft = LSMP + LΥE + LSMP+ΥE + Lsoft (1.8.1)

1.8.1 Η ελεύθερη χειραλική Λαγκρανζιανή

Ο πιο απλό τρόπος να οικοδοµήσουµε το µοντέλο µας είναι να ξεκινήσουµε από την
ελεύθερη περίπτωση και σιγά-σιγά να προσθέσουµε τις απαραίτητες αλληλεπιδράσεις.

΄Οσον αφορά τις χειραλικές υπερ-πολλαπλέτες η διαδικασία αυτή είναι απλή. Ω-
στόσο, οι ανυσµατικές πολλαπλέτες δεν µπορούν να κατασκευαστούν µε αυτόν ακριβώς
τον τρόπο. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα ϐαθµιδωτά (gauge) µποζόνια αλληλεπιδρούν
µε τους εαυτούς τους (self-interact) και έτσι δεν ϑα µπορούσαµε ποτέ να ϕτιάξουµε µια
πραγµατικά ελεύθερη ανυσµατική Λαγκρανζιανή (δηλαδή να περιέχονται µόνο κινητικοί
όροι)14.

Συνεπώς, χτίζουµε την χειραλική Λαγκρανζιανή και αργότερα ϑα επιστρέψουµε για
την ανυσµατική.

Στην ελεύθερη περίπτωση έχουµε µόνο τους κινητικούς όρους των πεδίων ψ και φ,
έτσι ώστε οι µονάδες να είναι σωστές,

Lchiralfree = Lscalarfree + Lfermionfree = −∂µφ∗∂µφ + (
i

2
ψ†σ̄µ∂µψ + h.c.) (1.8.2)

΄Ενας υπερσυµµετρικός µετασχηµατισµός µετατρέπει ένα µποζόνιο σε ϕερµιόνιο και
το αντίστροφο. ΄Ετσι, έχουµε,

δφ = εaψa και δφ∗ = ε†ȧψ
†ȧ (1.8.3)

Θέλουµε η Λαγκρανζιανή µας να µένει αναλλοίωτη κάτω από υπερσυµµετρικούς µετα-
σχηµατισµούς, δηλαδή να είναι δL = 0 µε την ύπαρξη ίσως κάποιας ολικής παραγώγου,
την οποία όµως ¨πετάµε¨. Για να γίνεται αυτό, ϑα πρέπει τα ϕερµιόνια,

δψa = −i(σµε†)a∂µφ και δψ†ȧ = i(εσµ)ȧ∂µφ
∗ (1.8.4)

12Το κεφάλαιο 3 της δηµοσίευσης [11] είναι διαφωτιστικό επί του ϑέµατος
13Αργότερα ϑα υποθέσουµε ελαφρύ (soft) σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας.
14Σύµφωνα µε αυτά, ϑα ήταν λογικό να πούµε ότι η ελεύθερη Λαγκρανζιανή ολόκληρης της Υπερσυµµε-

τρίας είναι η ελεύθερη χειραλική.
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Η γέννηση του όρου F

Η Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη κάτω από υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς.
Ωστόσο, αυτό δεν είναι αρκετό. Υπάρχει µια επιπλέον συνθήκη που οφείλει να ικανο-
ποιείται· προκειµένου να είναι ορθοί οι µετασχηµατισµοί που γράψαµε στις σχέσεις 1.8.3
και 1.8.4 ϑα πρέπει η υπερσυµµετρική άλγεβρα να κλείνει· δηλαδή να ικανοποιούνται οι
σχέσεις 1.2.7 µε 1.2.9.

Για τα µποζόνια έχουµε πράγµατι,

(δε2δε1 − δε1δε2)φ ≡ [δε2 , δε1 ]φ = i(−ε1σ
µε†2 + ε2σ

µε†1)∂µφ (1.8.5)

για τα ϕερµιόνια όµως είναι,

[δε2 , δε1 ]ψ = i(−ε1σ
µε†2 + ε2σ

µε†1)∂µψa + i(ε1)aε
†
2 σ̄

µ∂µψ − i(ε2)aε
†
1 σ̄

µ∂µψ︸ ︷︷ ︸
=0 on-shell

(1.8.6)

όπου ο υπογραµµισµένος όρος είναι προβληµατικός καθ΄ ότι δεν είναι σύµφωνος µε
την άλγεβρα που έχουµε ήδη δει. Ευτυχώς όταν ισχύουν οι εξισώσεις κίνησης ( σ̄µ∂µψ = 0 )
ο όρος αυτός µηδενίζεται και όλα γίνονται όπως ϑα έπρεπε.

Το πρόβληµα ϐρίσκεται όταν είµαστε εκτός κελύφους (off-shell) και άρα ο υπογραµ-
µισµένος όρος δεν µπορεί να µηδενιστεί.

Υπάρχει µια λύση. Το µόνο που έχουµε να κάνουµε είναι να ϑεωρήσουµε ένα ϐοηθη-
τικό (ψεύτικο) µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο F , το οποίο συµµετέχει στους µετασχηµατισµούς
του ψ και συγχρόνως δεν χαλάει την αναλλοιώτητα της Λαγκρανζιανής. Αν, λοιπόν, το
ϕερµιονικό πεδίο ψ δεν µετασχηµατίζεται όπως στην 1.8.4, αλλά ως,

δψa = −i(σµε†)a∂µφ+ εaF και δψ†ȧ = i(εσµ)ȧ∂µφ
∗ + ε†ȧF

∗

(1.8.7)
τότε ο υπογραµµισµένος όρος ϑα εξαφανίζεται -ανεξαρτήτως του εάν είµαστε εντός ή

εκτός του ϕλοιού- αρκεί το ϐοηθητικό πεδίο F να µετασχηµατίζεται ως,

δF = −iε†σ̄µ∂µψ και δF ∗ = i∂µψ
†σ̄µε (1.8.8)

∗ Τώρα, ϐέβαια, µπορεί να ϱυθµίσαµε το πεδίο ψ, όµως εµφανίσαµε από το πουθενά
ένα καινούριο πεδίο F . Πρέπει να δούµε ποια είναι η δικιά του Λαγκρανζιανή και να
εξετάσουµε το ϕυσικό του περιεχόµενο.

Για αρχή, το πεδίο αυτό δεν ανταποκρίνεται σε κάποιο σωµατίδιο, οπότε δεν του
αποδίδουµε κινητικό όρο. Από τις σχέσεις 1.8.8 ϐλέπουµε ότι το ϐοηθητικό πεδίο ϑα έχει
διαστάσεις [µάζα]2 και, εφ΄ όσον είναι µιγαδικό, µια λογική Λαγκρανζιανή (πρέπει να έχει
διάσταση µάζας 4) ϑα ήταν,

LF = F ∗F (1.8.9)

άρα το ϐοηθητικό πεδίο F εισάγεται στη ϑεωρία ως κάποιος όρος µάζας. Στην ουσία
είναι σαν να λέµε ότι µία υπερ-πολλαπλέτα αποτελείται από ένα χειραλικό ψ, ένα ϐαθµωτό
φ και ένα ϐοηθητικό F πεδίο.

Τελικά, αν ϑεωρήσουµε όλα τα διαφορετικά σωµάτια, έχουµε την άθροιση,

Lchiralfree = −∂µφ∗i∂µφi + iψ†iσ̄µ∂µψi + F ∗iFi (1.8.10)
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1.8.2 Η ολική χειραλική Λαγκρανζιανή

Η ολική Λαγκρανζιανή που ϑα γράψουµε εδώ ϐασίζεται στην ελεύθερη και περιέχει
αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σωµατιδίων που αναφέραµε. Βαθµιδωτές αλληλεπιδράσεις
δεν ϑα υπάρχουν εφ΄ όσον δεν έχουµε ϑεωρήσει ακόµα τέτοια πεδία.

Μια οποιαδήποτε Λαγκρανζιανή έχει διαστάσεις [µάζα]4 προκειµένου η δράση να είναι
αδιάστατη. Συνεπώς, ο όρος αλληλεπίδρασης ϑα περιλαµβάνει συνδυασµούς των πεδίων
ψ, φ και F µε σκοπό να έχουν διάσταση 4. Χρησιµοποιούµε πολυωνυµικές συναρτήσεις
των πεδίων φ, διαστάσεων 0, 1, 2, 3 και 4, και µε ϐάση αυτά ϱυθµίζουµε τους υπόλοιπους
συντελεστές.

Ο πιο γενικός όρος αλληλεπίδρασης που µπορούµε να γράψουµε είναι,

Lchiralint =
[
κij(φi, φ

∗i)FiFj−
1

2
W ij(φi, φ

∗i)ψiψj+W
i(φi, φ

∗i)Fi+$(φi, φ
∗i)φ+c.c.

]
−U(φi, φ

∗i)

(1.8.11)

◦ Τώρα, ο όρος διάστασης 3, $, δεν έχει λόγο ύπαρξης, διότι, λόγω της διάστασής
του, ϑα περιέχει - µόνο - γινόµενα της µορφής φφφ. Αυτά, µαζί µε τον επιπλέον πολλα-
πλασιαστικό παράγοντα φ -ο µόνος δυνατός συνδυασµός ώστε να διατηρηθούν σωστές οι
διαστάσεις- ϑα µας δώσει όρους φφφφ. Τέτοιους όµως όρους έχουµε ήδη συµπεριλάβει
στην συνάρτηση U .
◦ Εφ΄ όσον η ελεύθερη Λαγκρανζιανή παραµένει αναλλοίωτη κάτω από υπερσυµµετρι-

κούς µετασχηµατισµούς, το ίδιο ϑα πρέπει να ισχύει και για την Lint ξεχωριστά. Ωστόσο,
η ύπαρξη των συναρτήσεων κ και U χαλάει την αναλλοιώτητα όπως εύκολα µπορούµε να
δούµε.

Τελικά, ϑα πάρουµε,

Lchiralint = −1

2
W ij(φi, φ

∗i) ψiψj +W i(φi, φ
∗i) Fi + c.c. (1.8.12)

Η γέννηση του Υπερδυναµικού

Στο σηµείο αυτό πρέπει να προσδιορίσουµε ποιες είναι οι συναρτήσεις που εµφανίζο-
νται στην σχέση 1.8.12. Γενικά, οι συναρτήσειςW ij καιW i δεν συνδέονται κάπως µεταξύ
τους, όµως, από την αρχή της διαίσθησης -όπως λέει ο S.P. Martin- γνωρίζουµε ότι αυτό
δεν αληθεύει και άρα οι όµοιες ονοµασίες δικαιολογούνται.
• Η Λαγκρανζιανή αλληλεπίδρασης οφείλει να είναι αναλλοίωτη κάτω από υπερσυµ-

µετρικούς µετασχηµατισµούς, δηλαδή να ισχύει δLint = 0. Γράφουµε το αποτέλεσµα του
µετασχηµατισµού, το οποίο ϑα µας χρειαστεί στην συνέχεια,

δLint = −1

2

δW ij

δφk
(εψk)(ψiψj)−

1

2

δW ij

δφ∗k
(ε†ψ†k)(ψiψj)+

+iW ij∂µφjψiσ
µε† + iW i∂µψiσ

µε† +O(F, F ∗) + c.c. (1.8.13)

Κανείς µπορεί να δει -γίνεται ϕανερό εκ του αποτελέσµατος- ότι από τους παραπάνω
όρους, µόνο οι O(F, F ∗) ακυρώνονται µεταξύ τους. ΄Ολοι οι υπόλοιποι παραµένουν ως
έχουν και άρα, καθένας από αυτούς ϑα πρέπει να µηδενίζεται ξεχωριστά.
• Ας ξεκινήσουµε από τον ευκολότερο όρο, ο οποίος είναι η συνάρτηση W ij. ΄Εχουµε

ορίσει τον όρο αυτό ως συνάρτηση µόνο των πεδίων φ, ενώ η διάσταση µάζας του πρέπει
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να είναι 1. Αυτό σηµαίνει ότι το πεδίο φ -και το συζυγές του- ϑα εµφανίζεται µονάχα µία
ϕορά15,

W ij = M ij + yijkφk + zijkφ∗k (1.8.14)

Η µορφή αυτή απλοποιείται περαιτέρω χάρη στην εξίσωση 1.8.13. Το αντικείµενοW ij

είναι συµµετρικό στην εναλλαγή των δεικτών και άρα, µε τη χρήση της ταυτότητας Fierz,
προκύπτει ότι ο πρώτος όρος της 1.8.13 µηδενίζεται16. Η ίδια ταυτότητα -ή οποιαδήποτε
άλλη- δεν µπορεί να εφαρµοστεί στον δεύτερο όρο και άρα, εφ΄ όσον αυτός δεν δύναται να
µηδενιστεί κάπως αλλιώς, απαιτούµε να µην υπάρχει η παράγωγος. Αυτό σηµαίνει ότι η
συνάρτηση W ij δεν ϑα πρέπει να εξαρτάται από το φ∗ και εποµένως,

W ij = M ij + yijkφk (1.8.15)

Η µορφή αυτή πρέπει να ισχύει αν ϑέλουµε η ϑεωρία µας να είναι υπερσυµµετρική,
δηλαδή να παραµένει αναλλοίωτη κάτω από υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς.
∗ Το αντικείµενο W ij µπορεί να γραφτεί ως η δεύτερη παράγωγος του ϐαθµωτού

(όχι τανυστικού, χωρίς δείκτες) αντικειµένου W , το οποίο ονοµάζουµε υπερδυναµικό
(superpotential). ΄Εχουµε,

W ij =
δ2

δφiδφj
W (1.8.16)

όπου,

W
def
=

1

2
M ijφiφj +

1

6
yijkφiφjφk (1.8.17)

Εφ, όσον χρησιµοποιούµε το υπερδυναµικό µέσω της δεύτερης παραγώγου του, ϑα
µπορούσαµε να είχαµε προσθέσει και έναν γραµµικό όρο Liφi. Αυτό, όµως, δεν ϑα ήταν
και τόσο ϐολικό όπως ϑα µας αποκαλύψει σε λίγο η συνάρτηση W i.
• Προτού ασχοληθούµε µε τη συνάρτηση W i, πρέπει πρώτα να παρατηρήσουµε ότι

ισχύει η σχέση,

W ij∂µφj = ∂µ

(
δW

δφi

)
(1.8.18)

Τώρα, από τη σχέση 1.8.13 έχουν αποµείνει µονάχα ο τρίτος και ο τέταρτος όρος -µαζί
µε τα συζυγή τους. ΄Οπως έχει αναφερθεί, οι όροι αυτοί δεν ακυρώνονται µεταξύ τους,
αλλά ούτε µπορούν να ϕύγουν µε κάποια άλλη σχέση. Επιπλέον, εδώ, δεν υπάρχει η
παράγωγος κάποιας άγνωστης ποσότητας, ώστε να την ϱυθµίσουµε ανάλογα -όπως για το
W ij- µε σκοπό να την εξαφανίσουµε.

Η 1.8.13 ϑα γράφεται,

δLint = i∂µ

(
δW

δφi

)
ψiσ

µε† + iW i∂µψiσ
µε† + c.c. (1.8.19)

Ο µόνος τρόπος που µας µένει για να διώξουµε τους παραπάνω όρους είναι αν το
αποτέλεσµα 1.8.19 αποτελούσε µια ολική παράγωγο. Αυτό µπορεί να γίνει µόνο αν

15Ως συντελεστές των πεδίων φ δεν ϑεωρούµε ¨σταθερές¨ µε αρνητική διάσταση µάζας.
16 ΄Οσα αναφέρονται για τις κανονικές ποσότητες ισχύουν, προφανώς, και για τα µιγαδικά συζυγή τους

εκτός κι αν αναφέρεται διαφορετικά.
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ορίσουµε,

W i def
=

δ

δφi
W (1.8.20)

∗ Η σχέση 1.8.20 κάνει πλέον ϕανερούς τους λόγους για τους οποίους δεν επιθυµούµε
τον όρο Liφi στο υπερδυναµικό.

΄Εστω ότι υπήρχε, τότε ϑα είχαµε,

W i = Li +M ijφj +
1

2
yijkφjφk (1.8.21)

και άρα στην Λαγκρανζιανή αλληλεπίδρασης ϑα εµφανιζόταν ο όρος LiFi.
Αυτό, όµως, υπονοεί την ύπαρξη µίας -ή περισσοτέρων- ϐαθµιδωτής απλέτας (gauge

singlet), δηλαδή ενός πεδίου που χαρακτηρίζεται από χειραλικότητα, έχει όλα τα ϕορτία
0 και ταξινοµείται σε απλέτα. Τα δεξιόστροφα κουάρκς είναι χειραλικά και ϐρίσκονται σε
απλέτες, όµως ϕέρουν ϕορτίο χρώµατος. Αντίθετα, τα νετρίνα είναι χειραλικά και έχουν
όλα τα ϕορτία 0, όµως κατανέµονται σε διπλέτες. Συνεπώς, µέσα στο MSSM δεν υπάρχει
κάποιο gauge singlet σωµάτιο. ΄Ενας καλός υποψήφιος, αν υπάρχει, που πληροί τις
παραπάνω προϋποθέσεις ϑα ήταν το δεξιόστροφο νετρίνο.
• Συνολικά, η Λαγκρανζιανή ϑα γράφεται,

Lchiral = −∂µφ∗i∂µφi + (
i

2
ψ†iσ̄µ∂µψi + h.c.) + F ∗iFi +

+

(
− 1

2

δ2W

δφiδφj
ψiψj +

δW

δφi
Fi + c.c.

)
Η οποία ύστερα από την εφαρµογή των εξισώσεων κίνησης του F (ϐλ. εξίσωση 1.8.23)

γίνεται,

Lchiral = −∂µφ∗i∂µφi + (
i

2
ψ†iσ̄µ∂µψi + h.c.)−W iW ∗

i +

+

(
− 1

2

δ2W

δφiδφj
ψiψj + c.c.

) (1.8.22)

Από τις εξισώσεις κίνησης για το ϐοηθητικό πεδίο F παίρνουµε,

Fi = −W ∗
i ≡ −

(
δW

δφi

)∗
και F ∗i = −W i ≡ − δW

δφi
(1.8.23)

Στο σηµείο αυτό γίνεται ϕανερό ότι το υπερδυναµικό ορίζει πλήρως τη ϕυσική
του µοντέλου µας. Φυσικά, το W που χρησιµοποιούµε εδώ είναι καλά προσδιορισµένο
(σχέση 1.8.17) ώστε να αντικατοπτρίζει την ϕυσική του MSSM. Ωστόσο, αν ϑέλουµε να
τροποποιήσουµε την ϑεωρία µας, δεν χρειάζεται να την ξαναφτιάξουµε απ΄ την αρχή, αρκεί
µόνο να τροποποιήσουµε το Υπερδυναµικό, και αυτό γιατί οι σχέσεις της 1.8.23 ισχύουν
ανεξαρτήτως της µορφής του W .
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1.8.3 Η ϐαθµιδωτή (ανυσµατική) Λαγκρανζιανή

Το τελευταίο κοµµάτι του παζλ αποτελούν οι αλληλεπιδράσεις των ανυσµατικών µπο-
Ϲονίων (W , B και γκλουόνια) και των υπερ-συνοδών τους. Το χτίσιµο της ανυσµατικής
Λαγκρανζιανής ακολουθεί µια παρόµοια διαδικασία µε την περίπτωση της χειραλικής.

΄Οπως και πριν, η Λαγκρανζιανή πρέπει να έχει διάσταση µάζας 4, ενώ ταυτόχρονα
πρέπει να συµπεριλάβουµε όρους για τα πεδία V (a)

µ και λ(a). Ο δείκτης (a), εδώ, ϐρίσκεται
µέσα σε παρένθεση για να δηλώσει ότι δεν πρόκειται για σπινοριακό δείκτη, αλλά για
έναν άλλο, διαφορετικό, ο οποίος τρέχει σε διαφορετικές τιµές ανάλογα µε την οµάδα
συµµετρίας του µποζονίου. ∆ηλαδή είναι,

V (a)
µ = g(a)

µ µε a = 1, ..., 8 για τα γκλουόνια της SU(3)C (1.8.24)

V (a)
µ = W (a)

µ µε a = 1, 2, 3 για το ασθενές ισοσπίν SU(2)L (1.8.25)

V (a)
µ = B(a)

µ = Bµ µε a = 1 για το ασθενές υπερφορτίο U(1)Y (1.8.26)

και αντίστοιχα για τα gauginos.
∗ Ο ¨κινητικός¨ όρος των µποζονίων -ο οποίος περιέχει και τις αυτο-αλληλεπιδράσεις-

έχει διάσταση µάζας 4 και άρα ϑα είναι ένας από τους όρους της Λαγκρανζιανής. Ο µονα-
δικός ¨κινητικός¨ όρος διάστασης µάζας 4 που µπορούµε να ϕτιάξουµε για τα gauginos
(ϕερµιόνια - διάσταση 3/2) είναι αυτός που έχουµε προσθέσει στην Λαγκρανζιανή,

Lgauge = −1

4
G(a)
µνG

(a)µν +
i

2
λ†(a)σ̄µDµλ

(a) (1.8.27)

όπου,

G(a)
µν

def
= ∂µV

(a)
ν − ∂νV (a)

µ + ĝf (abc)V (b)
µ V (c)

ν (1.8.28)

µε το ĝ να είναι είναι η σταθερά σύζευξης της εκάστοτε οµάδας και f (abc) το χαρα-
κτηριστικό της εν λόγω άλγεβρας. ΄Ετσι, για παράδειγµα, στην περίπτωση του ασθενούς
ισοσπίν ϑα είναι,

ĝf (abc) = gε(abc)

Επιπλέον, όταν στη ϑεωρία µας υπάρχουν ανυσµατικά µποζόνια, αντί για την συνηθι-
σµένη παράγωγο ∂µ, οφείλουµε να χρησιµοποιούµε την συναλλοίωτη παράγωγο,

Dµ = ∂µ + ĝf (abc)V (b)
µ για τα πεδία λ (1.8.29)

Η γέννηση του όρου D

Η παραπάνω Λαγκρανζιανή παραµένει αναλλοίωτη κάτω από υπερσυµµετρικούς µε-
τασχηµατισµούς. Τώρα, όπως και στην χειραλική περίπτωση, αυτό δεν αρκεί· πρέπει,
επιπλέον, η άλγεβρα να κλείνει. Αυτό το τελευταίο επιτυγχάνεται µονάχα on-shell. Προ-
κειµένου η άλγεβρα να κλείνει και off-shell πρέπει να προσθέσουµε ένα ϐοηθητικό (ψε-
ύτικο) πραγµατικό µποζονικό πεδίο D(a), το οποίο ϑα συµµετέχει στους µετασχηµατισµούς
όπως γινόταν και µε το πεδίο F [11].
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Τελικά, ϑα είναι,

Lgauge = −1

4
G(a)
µνG

(a)µν +
i

2
λ†(a)σ̄µDµλ

(a) +
1

2
D(a)D(a) (1.8.30)

Η ϐαθµίδα (gauge) Wess-Zumino

Αν κανείς είναι προσεκτικός στους υπολογισµούς του ϑα δει ότι, στην πραγµατικότητα,
το πρόβληµα της µη κλειστής άλγεβρας λύνεται µε ένα πεδίο D(a) µόνο στην περίπτωση
που έχουµε αβελιανές οµάδες συµµετρίας για τα µποζόνιά µας.

Αν οι οµάδες είναι µη-αβελιανές -όπως συµβαίνει στην περίπτωσή µας- τότε, για να
κλείσουµε την άλγεβρα of-shell, χρειαζόµαστε περισσότερα από ένα ϐοηθητικά πεδία. ΄Αρα
αυτό σηµαίνει ότι το αποτέλεσµα της 1.8.30 είναι λανθασµένο ; Ασφαλώς και όχι ! Αυτό
που κάναµε ήταν να επιλέξουµε να δουλέψουµε στην ϐαθµίδα Wess-Zumino.

Η ϐαθµίδα αυτή -όπως ακριβώς και η ϐαθµίδα Lorenz στον Ηλεκτροµαγνητισµό- δεν
επηρεάζει καµία από τις υπάρχουσες συµµετρίες, ενώ συγχρόνως µας δίνει τη δυνατότητα
να εφαρµόσουµε όποιους µετασχηµατισµούς επιθυµούµε. Η χρησιµότητά της είναι να
απαλείφει αυτά τα επιπλέον ϐοηθητικά πεδία που αναφέραµε.

΄Οπως κάθε ϐαθµίδα, έτσι και η Wess-Zumino, αυτό που κάνει είναι να επιλέγει το
¨βασικό επίπεδο¨, τον ¨τρόπο¨, δηλαδή, µε τον οποίο ¨βαθµονοµούνται¨ όλες οι εξισώσεις
µας.

1.8.4 Η ολική Λαγκρανζιανή

Συνολικά, η υπερσυµµετρική Λαγκρανζιανή δεν ϑα είναι παρά η πρόσθεση του χει-
ϱαλικού και του ανυσµατικού µέρους... ή µήπως όχι ; Η διαδικασία της ένωσης είναι
ελαφρώς πιο περίπλοκη από µια απλή πρόσθεση. Ας δούµε πως γίνεται :
• Στην ϑεωρία µας συµµετέχουν ϐαθµιδωτά πεδία, οπότε πρέπει όλες οι παράγωγοι ∂µ

να αντικατασταθούν από τη συναλλοίωτη παράγωγο Dµ. Αυτό συνεπάγεται την µετατροπή
της 1.8.22 ως,

Lchiral = −Dµφ∗iDµφi + iψ†iσ̄µDµψi + · · · (1.8.31)

• Η µεταπήδηση στις συναλλοίωτες παραγώγους µας δίνει αυτοµάτως -άλλωστε αυτός
είναι ένας από τους λόγους που εισάγονται σε µια ϑεωρία- όλες τις αλληλεπιδράσεις
µεταξύ των σωµατιδίων φ, ψ µε τα ϐαθµιδωτά µποζόνια διαδότες Vµ.

Αυτό που δεν έχουµε είναι οι αλληλεπιδράσεις των σωµατιδίων φ, ψ µε τα gauginos λ
και τα D. Οι αλληλεπιδράσεις των F και D δεν µας ενδιαφέρουν καθ΄ ότι τα πεδία αυτά
είναι απλά ϐοηθητικά.

΄Ολοι οι διαφορετικοί δυνατοί συνδυασµοί διάστασης µάζας 4 είναι οι ακόλουθοι [11],

(φ∗T (a)ψ)λ(a) λ†(a)(ψ†T (a)φ) (φ∗T (a)φ)D(a)

όπου T (a) είναι ο χαρακτηριστικός πίνακας της άλγεβρας της οµάδας συµµετρίας του
αντίστοιχου ϐαθµιδωτού µποζονίου. Συνδέεται µε το χαρακτηριστικό f (abc) ως,

[T (a), T (b)] = if (abc)T (c) (1.8.32)
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• Η συναλλοίωτη παράγωγος, όταν δρα στα πεδία ψ και φ ορίζεται ελαφρώς διαφο-
ϱετικά απ΄ ότι προηγουµένως,

Dµ = ∂µ + iĝT (a)V (a)
µ για τα πεδία ψ, φ (1.8.33)

΄Ετσι, για παράδειγµα, στην περίπτωση του ασθενούς ισοσπίν ϑα είναι,

iĝT (a) = ig
~τ

2

• Κάνοντας τις πράξεις, προκειµένου η ολική Λαγκρανζιανή να είναι αναλλοίωτη κάτω
από υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς, και τροποποιώντας τον µετασχηµατισµό του
F ως,

δFi = −iε†σ̄µDµψi +
√

2ĝ(T (a)φ)iε
†λ†(a) (1.8.34)

ϐρίσκουµε τους συντελεστές των προαναφερθέντων αλληλεπιδράσεων,

i
√

2ĝ(φ∗T (a)ψ)λ(a) − i
√

2ĝλ†(a)(ψ†T (a)φ) ĝ(φ∗T (a)φ)D(a) (1.8.35)

΄Ετσι, η ολική υπερσυµµετρική Λαγκρανζιανή ϑα είναι,

LSUSY = Lchiral + Lgauge + i
√

2ĝ(φ∗T (a)ψ)λ(a) − i
√

2ĝλ†(a)(ψ†T (a)φ) + ĝ(φ∗T (a)φ)D(a)

(1.8.36)
Η εξίσωση κίνησης για το ϐοηθητικό πεδίο D δίνει,

D(a) = −ĝ φ∗T (a)φ (1.8.37)

• Οι διαδότες Feynman όλων των πεδίων του µοντέλου µας συµβολίζονται όπως πα-
ϱακάτω,

ψ

(αʹ) fermion, higgsino

φ

(ϐʹ) sfermion, higgs

Vµ

(γʹ) gauge boson

λ

(δʹ) gaugino

Σχήµα 1: ∆ιαδότες Feynman των σωµατιδίων του MSSM

• ΄Ηρθε η ώρα να γράψουµε την υπερσυµµετρική Λαγκρανζιανή στην πλήρη της δόξα.
Με αυτό εννοείται ότι ϑα παραθέσουµε αναλυτικά όλους τους όρους που συµµετέχουν,
χωρίς να χρησιµοποιήσουµε τους συµβολισµούς του υπερπεδίου W , ή των F και D
όρων. Αυτή η γραφή δεν είναι πάντα η πιο πρακτική -καθώς το να ξέρουµε ποιες είναι οι
εξαρτήσεις από το W είναι µια εξαιρετικά σηµαντική πληροφορία- ωστόσο µας δίνει µια
εικόνα για το τι είδους όροι επιτρέπεται να υπάρχουν, και αυτό, µε τη σειρά του, καθορίζει
τους κανόνες των διαγραµµάτων Feynman. Η πρακτική µορφή της Λαγκρανζιανής ϑα
δοθεί στο κεφάλαιο Υπερσυµµετρία II.
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LSUSY = −1

4
G(a)
µνG

(a)µν − ∂µφ∗i∂µφi + (
i

2
ψ†iσ̄µ∂µψi + h.c.) +

i

2
λ†(a)σ̄µ∂µλ

(a) +

+
i

2
ĝλ†(a)σ̄µf (abc)V (b)

µ λ(a) − iĝ(∂µφ∗i)V (a)
µ (T (a)φ)i + iĝV µ(a)(φ∗T (a))i∂µφi +

+ ĝ2V µ(a)(φ∗T (a))iV (a)
µ (T (a)φ)i − (

1

2
ĝψ†iσ̄µV (a)

µ (T (a)∂µψ)i + h.c.) +

− 1

2
M ijψiψj −

1

2
M∗

ijψ
†
iψ
†
j −

1

2
yijkφiψjψk −

1

2
y∗ijkφ

∗iψ†jψ†k +

−M∗
ikM

kjφ∗iφj −
1

2
M iny∗jknφiφ

∗jφ∗k − 1

2
M∗

iny
jknφ∗iφjφk −

1

4
yijny∗klnφiφjφ

∗kφ∗l +

+ i
√

2ĝ(φ∗T (a)ψ)λ(a) − i
√

2ĝλ†(a)(ψ†T (a)φ) +

− 1

2

∑
a

ĝ2(φ∗T (a)φ)2

(1.8.38)

• Μια τελευταία παρατήρηση· κατά την κατασκευή της Λαγκρανζιανής -σε όλη την
έκταση της παραγράφου- προσπαθήσαµε να κατασκευάσουµε όρους που να έχουν δι-
άσταση µάζας 4. Η κατασκευή αυτή έγινε χρησιµοποιώντας πάντα συντελεστές ϑετικής
διάστασης. Ωστόσο αυτό δεν είναι απόλυτο· ϑα µπορούσαµε να προσθέσουµε όρους ∼ 1

m
.

Αυτό, τώρα, µπορεί να οδηγήσει σε καταστάσεις που είναι µη-επανακανονικοποιήσιµες,
οπότε επιλέγουµε να µην έχουµε τέτοιους όρους. ΄Αλλωστε, για µεγάλες µάζες -όπως συµ-
ϐαίνει µε τους υπερ-συνοδούς- οι όροι µε συντελεστές αρνητικής διάστασης µάζας είναι
κατά πολύ µικρότεροι από αυτούς µε ϑετική. Συνεπώς, στις πρακτικές εφαρµογές, οι
όροι αυτοί, αν υπάρχουν, µπορούν πολύ εύκολα να αγνοηθούν. Πάντως, σε ορισµένες
εφαρµογές, όπως η διάσπαση του πρωτονίου, τέτοιοι όροι µπορεί να παίζουν σηµαντικό
ϱόλο στη ϑεωρία µας.
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2 Υπερπεδία (Superfields)

Αρκετές από τις σηµαντικές ϕυσικές ϑεωρίες που µεταχειριζόµαστε χαρακτηρίζονται α-
πό τον δικό τους ιδιαίτερο µαθηµατικό ϕορµαλισµό. ΄Ετσι, για παράδειγµα, η Σχετικότητα
έχει τη ∆ιαφορική Γεωµετρία και η Κβαντοµηχανική τον ϕορµαλισµό Dirac. Η Υπερσυµ-
µετρία, αν και δεν αποτελεί έναν καινούριο τοµέα της Φυσικής, έχει κι αυτή τον δικό της
ϕορµαλισµό· τουτέστιν τα Υπερπεδία. Ο ϕορµαλισµός -του οποίου τα ϐασικά σηµεία ϑα
δοθούν παρακάτω- αποτελεί έναν σταθερό, έγκυρο και συνεκτικό τρόπο προκειµένου να
οικοδοµήσουµε την ϑεωρία µας και να ϕτάσουµε µε ασφάλεια στα αποτελέσµατα που µας
ενδιαφέρουν [11].

2.1 Μεταβλητές Grassmann

Ο ϕορµαλισµός ϑεµελιώνεται πάνω στην ιδέα των µεταβλητών Grassmann (ή αλλιώς
αριθµών Grassmann). Προκειµένου να εξετάσουµε καλύτερα το ϑέµα, εισάγουµε την
έννοια του ¨επιπέδου¨. ΄Ετσι, µια µεταβλητή πρώτου επιπέδου ϑα είναι ένα ¨άνυσµα¨ µε
µία συνιστώσα, µια µεταβλητή δευτέρου επιπέδου ένα ¨άνυσµα¨ µε δύο συνιστώσες κ.ο.κ.
Οι αριθµοί αυτοί αντιµετατίθενται µεταξύ τους.

Οι µεταβλητές Grassmann πρώτου επιπέδου ορίζονται µέσω των ακόλουθων ιδιοτήτω
[11]:

η2 = 0 (2.1.1)∫
dη = 0 &

∫
dη η = 1 (2.1.2)

δ(η − η′) = η − η′ (2.1.3)

Οι ολοκληρώσεις µε τις συναρτήσεις δέλτα γίνονται όπως και στην περίπτωση των
απλών αριθµών. Οι παραγωγίσεις ακολουθούν τους κανόνες παραγώγισης των συναρτη-
σοειδών.

Τώρα, η Υπερσυµµετρία µεταχειρίζεται σπίνορες οι οποίοι είναι ανύσµατα δύο συνι-
στωσών. Συνεπώς είναι λογικό να ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε µεταβλητές Grassmann
δευτέρου επιπέδου. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, αυτές ϑα έχουν τις ιδιότητες :

θ3 = 0∫
d2θ =

∫
d2θ θ = 0 &

∫
d2θ θθ = 1

δ(2)(θ − θ′) = (θ − θ′)(θ − θ′)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

2.2 Υπερχώρος (Superspace)

Η επόµενη σηµαντική έννοια στην οποία ϑα αναφερθούµε είναι ο Υπερχώρος. Στην ου-
σία, ο Υπερχώρος είναι η µαθηµατική επέκταση του συνηθισµένου τετραδιάστατου χώρου·
είναι δηλαδή ο χώρος που εκτός από τις χωρικές συντεταγµένες περιέχει και όσες συντε-
ταγµένες τύπου Grassmann ορίζουµε κάθε ϕορά.

Ο Υπερχώρος είναι ο µαθηµατικός τόπος όπου Ϲουν τα Υπερπεδία, τα οποία µε τη
σειρά τους περιγράφουν την ϕυσική ϑεωρία µας. Ο όρος Υπερχώρος -όπως επίσης και το
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Υπερπεδίο- προέκυψε επειδή ο συγκεκριµένος ϕορµαλισµός χρησιµοποιείται για την πε-
ϱιγραφή της Υπερσυµµετρίας. Στην πραγµατικότητα τα µαθηµατικά που παρουσιάζονται
εδώ είναι πολύ πιο γενικά.
• Στην Υπερσυµµετρία ϑέλουµε να περιγράψουµε τον χώρο (µποζονικές συνιστώσες),

ενώ παράλληλα έχουµε και δύο γεννήτορες της συµµετρίας (Q και Q†), έναν για κάθε
είδος σπίνορα. Εισάγουµε, λοιπόν, δύο µεταβλητές Grassmann δευτέρου επιπέδου και
έτσι παίρνουµε το σετ των συντεταγµένων,17

xµ θa θ†ȧ (2.2.1)

Τότε, µια γενική ¨στροφή¨ σε αυτόν τον χώρο ϑα έχει τη µορφή [4],

G(xµ, θ, θ†) = ei(θQ+θ†Q†−xµPµ) (2.2.2)

Χρησιµοποιώντας την ϕόρµουλα των Baker-Campbell-Hausdorff έχουµε,

G(xµ, θ, θ†) ·G(aµ, ξ, ξ†) = G(xµ + aµ − iξσµθ† + iθσµξ†, θ + ξ, θ† + ξ†) (2.2.3)

και άρα συµπεραίνουµε ότι ο γενικός µετασχηµατισµός των µεταβλητών δίνεται από:

(xµ, θ, θ†) −→ (xµ + aµ − iξσµθ† + iθσµξ†, θ + ξ, θ† + ξ†) (2.2.4)

Τώρα µπορούµε να ορίζουµε τους γεννήτορες των επιµέρους συµµετριών,

Pµ = i∂µ

Qa = −i ∂
∂θa
− iσµaȧθ†ȧ∂µ

Q†ȧ = −i ∂

∂θ†ȧ
+ iθȧσµaȧ∂µ

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

• Στον Υπερχώρο που έχουµε ορίσει το πιο γενικό πεδίο που µπορούµε να γράψουµε
ϑα αποτελείται από το πολύ τετραγωνικούς όρους της εκάστοτε µεταβλητής Grassmann
δευτέρου επιπέδου. Επιπλέον, η µοναδική ανάµειξη δύο τέτοιων µεταβλητών µπορεί να
εµφανιστεί στην έκφραση ενός διανύσµατος. Τέλος, οι όροι του πεδίου είναι ϐαθµωτά,
οπότε και οι συντελεστές οφείλουν να ϕέρουν τους ανάλογους δείκτες. ΄Ολοι οι συντελεστές
είναι, προφανώς, συναρτήσεις των χωρικών συντεταγµένων χ. Γράφουµε [4], [11],

S(x, θ, θ†) = a(x) + θξ(x) + θ†χ†(x) + θθb(x) + θ†θ†c(x) +

+ θ†σ̄µθuµ(x) + θ†θ†θη(x) + θθθ†ζ†(x) + θθθ†θ†d(x) (2.2.8)
Εύκολα µπορούµε να δούµε ότι έχουµε 8 µιγαδικούς µποζονικούς ϐαθµούς ελευθε-

ϱίας,
a, b, c, d, uµ

και 8 (4 επί δύο συνιστώσες ο καθένας) ϕερµιονικούς,

ξ, χ†, η, ζ†

Το κάθε Υπερπεδίο αντιστοιχεί σε µια υπερ-µουλτιπλέτα· περιγράφει ένα πεδίο του
Καθιερωµένου Προτύπου, καθώς και ένα πεδίο υπερ-συνοδού.

Μπορούµε εύκολα να ϐρούµε πως µετασχηµατίζεται καθένας από τους συντελεστές
εφαρµόζοντας την ϕόρµουλα των Baker-Campbell-Hausdorff.

17Το dagger στην δεύτερη µεταβλητή ϑ δεν υπονοεί µιγαδική συζυγία, παρά µόνο είναι ένας συµβολισµός
για να δηλώσει ότι αναφέρεται σε δεξιόστροφα ϕερµιόνια.
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2.3 Φτιάχνοντας την Λαγκρανζιανή

Προτού ξεκινήσουµε να κατασκευάζουµε την Λαγκρανζιανή ϑα πρέπει, όπως σε κάθε
ϑεωρία, να ορίσουµε την συναλλοίωτη παράγωγο. Η ανάγκη γι΄ αυτό προκύπτει από το
γεγονός ότι η ∂/∂θa δεν είναι υπερσυµµετρικά αναλλοίωτη.

Συνεπώς ορίζουµε,

Da def
=

∂

∂θa
− i(σµθ†)a∂µ και D†ȧ

def
=

∂

∂θ†ȧ
− i(σ̄µθ)ȧ∂µ (2.3.1)

Στην συνέχεια ϑα δούµε τα διαφορετικά ήδη Υπερπεδίων (Χειραλικό, Ανυσµατικό)
τα οποία απαρτίζουν το γενικότερο Υπερπεδίο, το οποίο περιγράφει και την αντίστοιχη
υπερ-µουλτιπλέτα. Κάθε µία από τις επόµενες κατηγορίες είναι κάποιο Υπερπεδίο, όσον
αφορά τη µαθηµατική έννοια του ϑέµατος, στο ϕυσικό, υπερσυµµετρικό πλαίσιο, όµως,
δεν µπορεί να νοηθεί αυτόνοµα, χωρίς τη συµµετοχή και της άλλης κατηγορίας.

2.3.1 Χειραλικό Υπερπεδίο H

Τα χειραλικά πεδία είναι αυτά που αναφέρονται σε σπίνορες18 µε δείκτες a = 1, 2&ȧ =
1, 2 και για τον λόγο αυτό είναι λογικό να υποθέσουµε ότι το ϐασικό τους χαρακτηριστικό
ϑα είναι ο τρόπος που µεταβάλλονται σε σχέση µε τις συντεταγµένες θ, θ†. Συγκεκριµένα,
τα πεδία αυτά οφείλουν να παραµένουν σταθερά όσον αφορά αυτές τις µεταβλητές.

΄Ετσι, για ένα αριστερά χειραλικό (αριστερόστροφο) πεδίο ϑα είναι,

D†ȧH = 0 (2.3.2)

ενώ για ένα δεξιά χειραλικό (αντι-χειραλικό ή αλλιώς δεξιόστροφο) πεδίο,

DaH
∗ = 0 (2.3.3)

◦ Οι λύσεις των παραπάνω εξισώσεων -ή διαφορετικά παραγωγίζουµε κατευθείαν το
γενικό πεδίο S- είναι [4], [11],

H(x, θ, θ†) = φ+ iθ†σ̄µθ∂µφ+
1

4
θθθ†θ†∂µ∂

µφ+
√

2θψ − i√
2
θθθ†σ̄µ∂µψ + θθF (2.3.4)

και

H∗(x, θ, θ†) = φ∗ − iθ†σ̄µθ∂µφ∗ +
1

4
θθθ†θ†∂µ∂

µφ∗ +
√

2θ†ψ† − i√
2
θ†θ†θσµ∂µψ

† + θ†θ†F ∗

(2.3.5)
όπου, προκειµένου να ωραιοποιήσουµε την µορφή του Υπερπεδίου, έχουµε κάνει τους

ϐολικούς ορισµούς [11],

a
def
= φ ξa

def
=
√

2ψa b
def
= F

ζ†ȧ
def
= − i√

2
(σ̄µ∂µψ)ȧ d

def
=

1

4
∂µ∂

µφ uµ
def
= i∂µφ

(2.3.6)

(2.3.7)

18 ΄Οχι µόνο. Αυτό που εννοούµε εδώ είναι ότι τα πεδία αυτά είναι εκείνα που λαµβάνονται αν ενδιαφερ-
ϑούµε µόνο για τους σπίνορες. Εξ ου, λοιπόν, και ο κατάλληλος περιορισµός.
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◦ Αν τώρα αλλάξουµε τις συνήθεις συντεταγµένες ως,

yµ
def
= xµ + iθ†σ̄µθ (2.3.8)

ϑα πάρουµε τις, διαφωτιστικά γραµµένες19, λύσεις,

H(y, θ) = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y)

H∗(y∗, θ†) = φ∗(y∗) +
√

2θ†ψ†(y∗) + θ†θ†F ∗(y∗)

(2.3.9)

(2.3.10)

◦ Τέλος, ϕαίνεται ότι τα Υπερπεδία H µπορούν να δοθούν µε άµεσο τρόπο από τις
σχέσεις,

H = D†ȧD†ȧS και H∗ = DaD
aS∗ (2.3.11)

2.3.2 Ανυσµατικό Υπερπεδίο ∆

Τα λεγόµενα ανυσµατικά Υπερπεδία δίνονται από την συνθήκη,

∆ = ∆∗ (2.3.12)

η οποία, αν εξετάσουµε το γενικό Υπερπεδίο S όρο προς όρο, µας δίνει το πεδίο,

∆ = a+ θξ + θ†ξ† + θθb+ θ†θ†b∗ + θ†σ̄µθAµ + θ†θ†θ(λ− i

2
σµ∂µξ

†) +

+ θθθ†(λ† − i

2
σ̄µ∂µξ) + θθθ†θ†(

1

2
D +

1

4
∂µ∂

µa) (2.3.13)

όπου, πάλι, προκειµένου να ωραιοποιήσουµε την µορφή του Υπερπεδίου, έχουµε
κάνει τους ϐολικούς ορισµούς,

ηa
def
= λa −

i

2
(σµ∂µξ

†)a d
def
=

1

2
D +

1

4
∂µ∂

µa

uµ
def
= Aµ

(2.3.14)

(2.3.15)

2.3.3 Η ϐαθµίδα Wess-Zumino

Υπάρχει η δυνατότητα να επιλέξουµε µια ϐαθµίδα [5], [11] η οποία δεν αλλοιώνει ου-
σιαστικά τον τρόπο µε τον οποίο γίνονται οι υπερσυµµετρικοί µετασχηµατισµοί, ακριβώς
όπως η Lorenz στον Ηλεκτροµαγνητισµό, και που απλοποιεί σηµαντικά την έκφραση για
το ανυσµατικό Υπερπεδίο.

Μετά από την επιλογή αυτή έχουµε,

∆WZ = θ†σ̄µθAµ + θ†θ†θλ+ θθθ†λ† +
1

2
θθθ†θ†D (2.3.16)

19Ας προσέξουµε εδώ ότι, τα Υπερπεδία και οι συντελεστές έχουν όλοι για ορίσµατα τις συντεταγµένες
x. Αντίθετα, προφανώς εξ αιτίας του ιδιόµορφου ορισµού τους, όταν οι συντεταγµένες y γίνονται ορίσµατα
αλλάζουν αναλόγως του πεδίου. ΄Ετσι το H δέχεται όρισµα y, ενώ το H∗ όρισµα y∗.
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2.3.4 Η ∆ράση Α

Το επόµενο ϐήµα είναι να καταφέρουµε να κατασκευάσουµε την δράση (action) Α που
αντιστοιχεί στη ϑεωρία µας [11].
• Η ϐασική ιδιότητα µια οποιασδήποτε δράσης είναι,

δA = 0 (2.3.17)

Τώρα, η δράση ϑα είναι το ολοκλήρωµα σε όλο τον 4-χώρο κάποιου συνδυασµού
Υπερπεδίων. Παρατηρούµε ότι η παραπάνω σχέση ικανοποιείται από ένα γενικό πεδίο S
όταν αυτό ολοκληρωθεί κατάλληλα. Συνεπώς, γράφουµε,

A =

∫
d4x

∫
d2θ

∫
d2θ† S(x, θ, θ†) (2.3.18)

και άρα

L =

∫
d2θ

∫
d2θ† S(x, θ, θ†) (2.3.19)

• Επιπλέον, η δράση είναι µια πραγµατική ποσότητα,

A = A† (2.3.20)

και εποµένως, το πεδίο S που ϑα επιλέξουµε πρέπει να είναι πραγµατικό.
◦ ΄Ενας καλός υποψήφιος είναι το ανυσµατικό πεδίο, το οποίο είναι πραγµατικό. Η

ολοκλήρωση ενός τέτοιου πεδίου ∆ ονοµάζεται D-όρος,

[∆]D
def
=

∫
d2θ

∫
d2θ† ∆ =

1

2
D +

1

4
∂µ∂

µa (2.3.21)

◦ Η περιγραφή της Υπερσυµµετρίας, ωστόσο, δεν µπορεί να είναι πλήρης αν δεν συ-
µπεριλάβουµε και κάποιο χειραλικό πεδίο. Συνεπώς, χρησιµοποιούµε τον συνδυασµό

H + c.c.

Υπάρχει, όµως, ένα σηµαντικό εµπόδιο στην κατασκευή του ολοκληρώµατος. Η ολο-
κλήρωση δίνει την -άχρηστη- ολική παράγωγο,

[H]D
def
=

1

4
∂µ∂

µφ (2.3.22)

Μια λύση σε αυτό το πρόβληµα ϑα ήταν να ολοκληρώσουµε µόνο σε µία µεταβλητή.
΄Οµως, για d2θ† η ποσότητα δίνει επίσης µια ολική παράγωγο (ή µηδενίζεται στην y µετα-
ϐλητή) και αντίστοιχα µε το d2θ για το H∗. Η µόνη επιλογή είναι να ¨ολοκληρώσουµε ως
προς την ίδια συζυγία¨, δηλαδή το H µε d2θ και το H∗ µε το d2θ†.

΄Ετσι παίρνουµε τον λεγόµενο F-όρο,

[H]F
def
=

∫
d2θH

∣∣∣
θ†=0

=

∫
d2θ

∫
d2θ† Hδ(2)(θ†) = F (2.3.23)

◦ Τελικά, µπορούµε να γράψουµε:

L = [∆]D + ([H]F + c.c.) (2.3.24)

Η Λαγκρανζιανή που γράψαµε είναι µια αφηρηµένη κατασκευή που µας δείχνει πως
πρέπει να προχωρήσουµε για την κατασκευή της. Είναι ενδεικτική και όχι αυτή που
χρησιµοποιούµε.
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2.3.5 Η ∆ράση Α στη ϐαθµίδα Wess-Zumino

Η Λαγκρανζιανή ϑα αποτελείται από D και F-όρους, όπως και η εξίσωση 2.3.24.
• ΄Εχουµε δει ότι ο D-όρος του πεδίου H δεν είναι επιθυµητός. Κατασκευάζου-

µε, λοιπόν, D-όρους µε τη ϐοήθεια περισσοτέρων πεδίων H. Η απλούστερη -αν και
µακροσκελής- περίπτωση είναι το γινόµενο H∗H.

Για τον F-όρο δεν χρειάζεται να περιοριστούµε στην σχέση 2.3.23, αλλά µπορούµε να
πάρουµε µια οποιαδήποτε συνάρτηση W (H)20.

Φυσικά, η ϑεωρία µας δεν ϑα έχει µόνο ένα σωµατίδιο, έτσι λοιπόν γράφουµε,

LWZ = [H∗iHi]D + {[W (H)]F + c.c.} (2.3.25)

Το δυναµικόW , προκειµένου η ϑεωρία µας να είναι επανακανονικοποιήσιµη, µπορεί
να έχει τη γενική µορφή,

W (H) =
1

2
M ijHiHj +

1

6
yijkHiHjHk (2.3.26)

• Θα κατασκευάσουµε τώρα όρους µε τη ϐοήθεια των ανυσµατικών πεδίων. Τα πεδία
∆ εισάγονται ϕυσικά στις εκφράσεις αν απαιτήσουµε η 2.3.25 να είναι αναλλοίωτη κάτω
από µετασχηµατισµούς ϐαθµίδας (το οποίο µάλιστα συµφωνεί και µε την ϐαθµίδα Wess-
Zumino). Αυτό γίνεται αν γράψουµε,

LWZ = [H∗ie∆Hi]D + {[W (H)]F + c.c.} (2.3.27)

όπου ϐέβαια το πεδίο ∆ είναι τέτοιο ώστε να µπορεί να γραφτεί σαν ¨γεννήτορας¨.
• Τώρα που έχουµε τα στοιχεία που προκύπτουν αυθόρµητα, είναι ώρα να κατευ-

ϑύνουµε το µοντέλο εκεί που ϑέλουµε. Για αρχή πρέπει να τοποθετήσουµε τους ϐαθ-
µωτούς (gauge) κινητικούς όρους· οι χειραλικοί κινητικοί όροι έχουν ήδη ϑεωρηθεί στην
2.3.27.

Ορίζοντας,

Wa
def
= −1

4
D†D†Da∆ W†ȧ

def
= −1

4
DDD†ȧ∆ (2.3.28)

παίρνουµε τον όρο που ϑα µας χρειαστεί σε λίγο,

WaWa (2.3.29)

• Τέλος, µπορούµε να προσθέσουµε έναν όρο που σπάει την Υπερσυµµετρία. Υπάρ-
χουν αρκετοί τέτοιοι όροι, αλλά συνήθως χρησιµοποιείται ο όρος των Fayet-Ηλιόπουλου,

LFI = −2k[∆]D (2.3.30)

• Συνολικά, η Λαγκρανζιανή ϑα είναι,

L = [H∗ie∆Hi]D + {[W (H)]F + c.c.}+
1

4
([WaWa]F + c.c.)− 2k[∆]D (2.3.31)

20 ΄Οπως ίσως έχει γίνει ϕανερό, οι D-όροι είναι οι συντελεστές του συνδυασµού θθθ†θ†, ενώ οι F-όροι είναι
οι συντελεστές του συνδυασµού θθ, ή θ†θ† αντίστοιχα.
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3 Υπερσυµµετρία II - Το MSSM

Στο κεφάλαιο Υπερσυµµετρία I είδαµε πως κατασκευάζεται ένα υπερσυµµετρικό µο-
ντέλο. Η κατασκευή εκείνη ϐασιζόταν στην Υπερσυµµετρία µε το ελάχιστο πεδιακό πε-
ϱιεχόµενο. Ωστόσο, τα προηγούµενα αποτελέσµατα παραµένουν αρκούντως γενικά. Στην
ενότητα αυτή ϑα µιλήσουµε για το Ελάχιστα Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο
(ΕΥΚΠ - MSSM). Το εν λόγω µοντέλο δεν είναι τίποτα άλλο πέρα από όσα συζητήσα-
µε µέχρι τώρα, µε την προσθήκη όρων για το σπάσιµο της συµµετρίας, καθώς και την
εισαγωγή της R-Οµοτιµίας.

3.1 Η Λαγκρανζιανή

Στην παράγραφο αυτή ϑα δώσουµε την ¨πρακτική¨ µορφή της Λαγκρανζιανής [10]
1.8.38 µε την προσθήκη του όρου σπασίµατος της Υπερσυµµετρίας [10], [11] (ϑα συζη-
τηθεί παρακάτω), η οποία µορφή αποτελεί και το λεγόµενο MSSM.

Η Λαγκρανζιανή δίνεται σε κλειστή µορφή, µε τις εξαρτήσεις από το Υπερδυναµικό να
είναι πλέον ϕανερές. Θεωρούµε από εδώ και στο εξής ότι η Πραγµατικότητα περιγράφεται
από το µοντέλο που αναφέρουµε. ΄Εχουµε,

Lreality ≡ LMSSM = LSUSY + Lsoft (3.1.1)

οπότε,

LMSSM = (Dµφi)
∗(Dµφi) +

( i
2
ψ†iσ̄µDµψi + h.c.

)
+

− 1

4
G(a)
µνG

(a)µν +
( i

2
λ†(a)σ̄µDµλ

(a) + h.c.
)

+

−

(
1

2

δ2W

δφiδφj
ψiψj + i

√
2
δD(a)

δφi
ψiλ

(a) + h.c.

)
+

− V (F, F †, D) + Lsoft

(3.1.2)

όπου το λεγόµενο ϐαθµωτό δυναµικό είναι το κοµµάτι,

V (F, F †, D) ≡ V (φ, φ∗) = F †iFi +
1

2

∑
a

D(a)D(a) (3.1.3)

µε,

Fi = −

(
δW

δφi

)†

D(a) = −ĝ(a)φ∗iT (a)φi

(3.1.4)

(3.1.5)
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καθώς οι παράγωγοι δίνονται21,

Dµ = ∂µ + iĝT (a)V (a)
µ για τα πεδία ψ, φ (3.1.6)

Dµ = ∂µ + ĝf (abc)V (b)
µ για τα πεδία λ (3.1.7)

µάλιστα, το µοντέλο µας το ϐλέπουµε υπό το πρίσµα της ενοποίησης των Ηλεκτροµα-
γνητικών δυνάµεων µε τις Ασθενείς, οπότε ϑα υπάρχουν δύο ειδών αναλλοίωτες παράγω-
γοι· µία για τις Ηλεκτρασθενείς αλληλεπιδράσεις και µία για την Χρωµοδυναµική.

Ειδικότερα, για τις Ηλεκτρασθενείς έχουµε,

Dµ = ∂µ + ig
~τ

2
~Wµ + ig′

Y

2
Bµ =

= ∂µ + i
g√
2

(τ+W+
µ + τ−W−

µ ) + igsin(θW )QemAµ + i
g

cosθW
QWZµ

(3.1.8)

και,

QW
def
= T3 −Qemsin

2θW & Qem ≡ Q
def
= T3 +

Y

2
(3.1.9)

g sin θW = g′ cos θW = e (3.1.10)

Τέλος, το Υπερδυναµικό ορίστηκε ως,

W
def
=

1

2
M ijφiφj +

1

6
yijkφiφjφk →

1

2
M ijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk (3.1.11)

και η σχέση που χρησιµοποιούµε στο MSSM -γραµµένη υπό µορφή πινάκων- είναι
[10], [11],

WMSSM = −yt(Hd)
T εQ̃3Ũ

c
3 − yb(Hu)

T εQ̃3D̃
c
3 − yτ (Hu)

T εL̃τ R̃
c
τ − µ(Hd)

T εHu +

−O(Q1,2, L1,2) ≡

≡ −(Ũ c)ix(yup−type)
j
i (Q̃)jax(Hd)βε

aβ − (D̃c)ix(ydown−type)
j
i (Q̃)jax(Hu)βε

aβ +

− (R̃c)ix(ylepton)ji (L̃)jax(Hu)βε
aβ − µ(Hd)a(Hu)βε

aβ

(3.1.12)
i = 1, 2, 3 είναι δείκτης της οικογένειας, a = 1, 2 είναι σπινοριακός δείκτης και x =

1, 2, 3 είναι δείκτης χρώµατος.
21Είναι πολύ σηµαντικό να προσέξουµε ότι εδώ, σε αντίθεση ίσως µε κάποια από τη ϐιβλιογραφία, οι

αναλλοίωτες παράγωγοι ορίζονται µε συν πρόσηµο αντί για πλην.
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3.2 Το Σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας

Η Υπερσυµµετρία, όσο αποτελεσµατική κι αν είναι, έχει ένα ϑεµελιώδες ελάττωµα·
δεν έχει παρατηρηθεί ! Η ϑεωρία µας µάς λέει ότι οι υπερ-συνοδοί ϑα έχουν ακριβώς
ίδιες µάζες µε τα συνηθισµένα σωµάτια του ΚΠ. Αν, όµως, ίσχυε κάτι τέτοιο, τότε η
Υπερσυµµετρία ϑα είχε, προφανώς, ήδη ανιχνευτεί. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι ϑα πρέπει
οι υπερ-συνοδοί να έχουν διαφορετικές µάζες και µάλιστα κατά πολύ µεγαλύτερες [11].

Ο µόνος τρόπος τα σωµατίδια του ΚΠ να µην έχουν ίδιες µάζες µε τους υπερ-συνοδούς
τους είναι αν η συµµετρία για την οποία κάνουµε λόγο δεν είναι ακριβής, αλλά σπασµένη.
Αυτό ακριβώς υποθέτουµε εδώ· αν η Υπερσυµµετρία υπάρχει, τότε είναι σπασµένη.
• Το σπάσιµο µιας οποιαδήποτε συµµετρίας σηµαίνει ότι η πραγµατικότητα που πε-

ϱιγράφεται από την εν λόγω συµµετρία δεν περιστρέφεται γύρω από το 0 -όπως ϑα έπρεπε
κανονικά. Με άλλα λόγια, αυτό σηµαίνει ότι ϑα πρέπει για το δυναµικό 〈0|V |0〉 6= 0.

΄Οπως κάθε ϕορά στην Φυσική, προκειµένου να µετρήσουµε την ¨ένταση¨ µιας ϕυσι-
κής διεργασίας χρειαζόµαστε ένα σηµείο αναφοράς, µια ϐασική στάθµη, ϐάση της οποίας
¨βαθµονοµούνται όλα τα γεγονότα.

Συνεπώς, είναι εύλογο να πούµε ότι το κενό ϑα αποτελεί αυτή τη ϑεµελιώδη κατάστα-
ση. ΄Οταν τα ¨γεγονότα¨ -αυτό µπορεί, ας πούµε, να αναφέρεται στις µάζες κάποιων
σωµατιδίων- παίρνουν διαφορετικές τιµές από αυτές που περιµένουµε, τότε πάει να πει
ότι υπάρχει κάποιο σφάλµα στη ϐαθµονόµηση. Προκειµένου να διορθώσουµε αυτό το
σφάλµα χρειάζεται να ¨µετατοπίσουµε¨ τη ϐασική στάθµη ή, αλλιώς, να της αλλάξουµε
τιµή. Σπάσιµο µιας συµµετρίας είναι ο εξαναγκασµός µας να αλλάξουµε την τιµή του
κενού.
• Γιατί µια συµµετρία λέµε ότι κρύβεται στις χαµηλές ενέργειες ; ΄Οπως αναφέραµε,

το σπάσιµο της συµµετρίας εκδηλώνεται στο |0〉. ΄Ολες οι καταστάσεις χαµηλής ενέργειας
-όπως και η καθηµερινότητα στην οποία Ϲούµε- ϐρίσκονται αρκετά κοντά στην κατάσταση
του κενού και άρα το σπάσιµο είναι εµφανές. ΄Οσο ανεβαίνουµε σε ενέργεια, κοντινές
καταστάσεις διαφέρουν µεταξύ τους -ως προς τις ¨ ιδιότητες¨- όλο και λιγότερο22 και επο-
µένως, εκεί, ϕαίνεται σαν η συµµετρία να είναι ακέραιη. Στις υψηλές ενέργειες µπορούµε
να παρατηρήσουµε τι ϑα συνέβαινε αν η εν λόγω συµµετρία δεν ήταν σπασµένη.
• ΄Οσο αφορά το σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας, παρατηρούµε µια ενδιαφέρουσα ιδι-

ότητα. Καταρχάς, το σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας σηµαίνει ότι το κενό δεν ϑα µένει αναλ-
λοίωτο κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς, δηλαδή ϑα είναι : Qa |0〉 6= 0
και Q†ȧ |0〉 6= 0.

Συναρτήσει των τελεστών αυτών, η Χαµιλτονιανή µπορεί να γραφτεί,

H = P 0 =
1

4
(Q1Q

†
1 +Q†1Q1 +Q2Q

†
2 +Q†2Q2) (3.2.1)

ενώ µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση,

〈0|H |0〉 = 〈0|V |0〉 (3.2.2)

Η εφαρµογή των 3.2.1 και 3.2.2 µας οδηγεί στο αποτέλεσµα,

〈0|V |0〉 > 0 (3.2.3)

22Το συµβαίνον αυτό είναι ακριβώς ίδιο στην περιγραφή του µε ό,τι παρατηρούµε για την ϑερµοκρασία
στην καθηµερινή µας Ϲωή. Αν µια µέρα η ϑερµοκρασία είναι 5oC και την άλλη 20oC, η διαφορά είναι
τεράστια. Ωστόσο, η ίδια ϑερµοκρασιακή διαφορά των 15oC ελάχιστη σηµασία έχει όταν µιλάµε, για
παράδειγµα, για τη ϑερµοκρασία του ΄Ηλιου.
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• Το ϐασικό επίπεδο ϑα πρέπει να είναι σταθερό καθ΄ ότι υποθέτουµε πως ταυτίζεται
µε την Πραγµατικότητα στην οποία Ϲούµε. Ωστόσο, υπάρχει και η περίπτωση η σταθερή
Πραγµατικότητα στην οποία Ϲούµε να είναι απλά µια διεγερµένη κατάσταση -µε, προ-
ϕανώς, τεράστιο χρόνο ηµιζωής- µε αποτέλεσµα να νοµίζουµε ότι η Υπερσυµµετρία είναι
σπασµένη. Η διεγερµένη αυτή κατάσταση, η οποία ϕαίνεται να είναι σταθερή, καθώς
Ϲει για τουλάχιστον τόσα χρόνια όση και η ηλικία του Σύµπαντός µας, καλείται µετα-
σταθερή (metastable). Ανεξαρτήτως του τι ισχύει, τα αποτελέσµατα του σπασίµατος που
παρατηρούµε -είτε είναι πραγµατικό, είτε εικονικό (metastable)- παραµένουν τα ίδια.
• Το δυναµικό της ϑεωρίας είναι αυτό που ϕαίνεται στην σχέση 3.1.3 και εποµένως

ϐλέπουµε ότι δύο είναι οι ϐασικοί τρόποι µε τους οποίους µπορεί να σπάσει η Υπερσυµ-
µετρία :

3.2.1 Σπάσιµο µέσω των D-όρων

Το σπάσιµο αυτό καλείται και αλλιώς µηχανισµός των Fayet-Ηλιόπουλος. Στην προ-
σπάθειά µας να επιλύσουµε τη συνθήκη 3.2.3 µηδενίζουµε τους F-όρους και προ-
σθέτουµε τον όρο,

LFI = −kD (3.2.4)

ώστε ό,τι µείνει να είναι ϑετικό.
Το παραπάνω µοντέλο, ωστόσο, δεν είναι εύκολο να µελετηθεί ϕαινοµενολογικά.

3.2.2 Σπάσιµο µέσω των F-όρων

Ο δεύτερος κύριος τρόπος -και ο πιο εύκολος να µελετηθεί ϕαινοµενολογικά-να επι-
τευχθεί το σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας είναι τα λεγόµενα µοντέλα O’Raifeartaigh. Στην
ουσία, δεν πρόκειται για έναν συγκεκριµένο µηχανισµό -όπως προηγουµένως- αλλά για
ένα πλαίσιο εργασίας.

Εδώ, µηδενίζουµε τους D-όρους και απαιτούµε να µην υπάρχουν ταυτόχρονες
λύσεις των εξισώσεων,

Fi = 0⇔ −

(
δW

δφi

)†
= 0 (3.2.5)

∆ηλαδή ϑέλουµε,
δW

δφi
6= 0 (3.2.6)

Επειδή έχουµε τόσα µοντέλα όσα και τα υπερδυναµικά W , καταλαβαίνουµε γιατί το
F-σπάσιµο αποτελεί πλαίσιο και όχι συγκεκριµένο µοντέλο.

Να σηµειώσουµε ότι η λύση της 3.2.6 προϋποθέτει την προσθήκη ενός όρου ∼ Liφi
στο υπερδυναµικό.

3.2.3 Πρακτικό σπάσιµο

΄Οπως είδαµε στις δύο προηγούµενες παραγράφους, το σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας
επιβάλει την προσθήκη νέων όρων στην Λαγκρανζιανή και, κατά συνέπεια, την επέκταση
του MSSM. Ο αγώνας για το Ελάχιστα Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο, δηλαδή,
έχει χαθεί προτού καν αρχίσει· δεν γίνεται Πραγµατικότητα χωρίς σπασµένη Υπερσυµµε-
τρία, όπως επίσης δεν γίνεται MSSM µε σπάσιµο.

42



Το δίληµµα είναι προφανές, η λύση όµως εύκολη ! Απλά ϑα δηλώσουµε ότι δεν µας
ενδιαφέρει ποιος είναι ο λόγος για τον οποίο σπάει η Υπερσυµµετρία και ϑα εµείνουµε
στα αποτελέσµατα [10], [11].
• Υποθέτουµε ότι την Πραγµατικότητα αποτελούν το MSSM και κάτι ΄Αλλο. Το

MSSM είναι το τµήµα που µπορούµε να αγγίξουµε µε την ϕαινοµενολογία, ενώ το ΄Αλλο
αποτελείται από Φυσική που µέχρι στιγµής δεν µπορούµε να ανιχνεύσουµε23. Το Σπάσιµο
λαµβάνει χώρα στο ΄Αλλο και εµείς το αντιλαµβανόµαστε µέσω των αλληλεπιδράσεων του
΄Αλλου µε το MSSM.

Αυτό, λοιπόν, που ϐλέπουµε, στην πράξη, είναι µια τροποποιηµένη υπερσυµµετρική
Λαγκρανζιανή. Το σωµατιδιακό της περιεχόµενο είναι το ίδιο µε όσα έχουµε συζητήσει
µέχρι τώρα, µόνο που στην συνάρτηση υπάρχουν, τώρα, κάποιοι επιπλέον όροι. Αυ-
τοί οι όροι -σε αντίθεση µε εκείνους που απαιτούνται από τα σπασίµατα µέσω F και D
όρων- δεν εισάγουν νέα ϕυσική στο µοντέλο µας και εξυπηρετούν απλά στο σπάσιµο της
Υπερσυµµετρίας.
• Το σπάσιµο εκδηλώνεται µέσα από το γεγονός ότι οι υπερ-εταίροι αποκτούν επιπλέον

µάζα από αυτή που προβλέπεται. Είναι λογικό, λοιπόν, να σκεφτούµε ότι οι επιπλέον όροι
που ϑα προσθέσουµε στη Λαγκρανζιανή ϑα είναι όροι µάζας και, µάλιστα, ϑα αναφέρο-
νται µόνο στους υπερ-συνοδούς. Αυτό το τελευταίο έχει ως αποτέλεσµα το πολυπόθητο
σπάσιµο, αφού οι υπερσυµµετρικοί µετασχηµατισµοί δεν ϑα είναι πλέον ακριβείς.

Υποθέτουµε ελαφρύ soft σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας. ∆ηλαδή, παρότι οι υπερ-
συµµετρικοί µετασχηµατισµοί δεν ϑα διατηρούνται ακριβώς, δεν ϑέλουµε η ϑεωρία µας
να καταστραφεί εντελώς. Θέλουµε όσα έχουµε καταφέρει να αποκτήσουµε µέχρι τώρα να
παραµείνουν ως έχουν. Συνεπώς, το σπάσιµο πρέπει να είναι τέτοιο ώστε να µας δίνει
ίσα-ίσα τις µάζες των σωµάτων.

Η συνολική διάσταση µάζας του Lsoft είναι, ϕυσικά, 4.
Ελαφρύ ονοµάζουµε το σπάσιµο που περιέχει όρους µε συντελεστές ϑετικής διάστα-

σης µάζας. Συντελεστές αρνητικής διάστασης αποτελούν αυτό που ϑα ονοµάζαµε ϐαρύ
σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας και ϑα είχαν ως αποτέλεσµα, µεταξύ άλλων, την καταστροφή
την ιεραρχίας των κλιµάκων.
• Τελικά, το σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας που χρησιµοποιούµε -το ίδιο που εµφα-

νίζεται στην σχέση 3.1.2- είναι,

Lsoft = −
∑
i

m2
i | φi |2 +

− {Atyt(Hd)
T εQ̃3Ũ

c
3 + Abyb(Hu)

T εQ̃3D̃
c
3 + Aτyτ (Hu)

T εL̃τ R̃
c
3 + h.c.}+

− {µb(Hd)
T εHu + h.c.} +

− 1

2
{M1B̃B̃ +M2W̃

iW̃ i +M3g̃g̃ + h.c.}

(3.2.7)

23Το µυστήριο του ΄Αλλου είναι, ϐεβαίως, κατά πολύ µικρότερο από το αντίστοιχο της Σκοτεινής ΄Υλης και
της Σκοτεινής Ενέργειας. Μάλιστα, το ΄Αλλο µπορεί να είναι απλά κάποιο σωµατίδιο τόσο κοινό, όσο ένα
δεξιόστροφο νετρίνο.
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όπου, ϕυσικά, στην δεύτερη γραµµή της 3.2.7 ϑα πρέπει να προσθέσουµε και τους
αντίστοιχους όρους για τις άλλες δύο οικογένειες. Ο λόγος που δεν τις γράφουµε εδώ
είναι, αφ΄ ενός, για να απλοποιήσουµε τη γραφή και, αφ΄ εταίρου, διότι οι όροι της τρίτης
οικογένειας υπερισχύουν κατά πολύ.

Το άθροισµα της πρώτης γραµµής αναφέρεται σε όλα τα ϐαθµωτά σωµάτια του µο-
ντέλου (σφερµιόνια και higgses µαζί). Βέβαια, ισχυριστήκαµε προηγουµένως ότι τα σω-
µάτια που ϑα αποκτήσουν µάζες µέσω του σπασίµατος είναι οι υπερ-συνοδοί. Γιατί, λοι-
πόν, ϑεωρούµε όρους µάζας για τα higgses; Μια ενδιαφέρουσα ϕιλοσοφική άποψη έρχε-
ται να απαντήσει σε αυτό· κανείς µπορεί να ϑεωρήσει τα higgses ως υπερ-συνοδούς και
τα higgsinos ως σωµάτια του ΚΠ.

3.3 R-Οµοτιµία

Η συζήτηση που έχουµε κάνει µέχρι τώρα στιγµατίζεται από ένα ϕοβερό ψέµα· οι
επιτρεπτοί όροι του Υπερδυναµικού W δεν είναι µόνο αυτοί που εµφανίστηκαν στα προη-
γούµενα. Στην πραγµατικότητα, µπορούµε να έχουµε και όρους που παραβιάζουν τον
Λεπτονικό (L) ή/και τον Βαρυονικό (B) αριθµό.

Τώρα, αυτό είναι προφανώς ένα σηµαντικό πρόβληµα διότι γνωρίζουµε πολύ καλά ότι
στο Καθιερωµένο Πρότυπο οι αριθµοί B και L δεν παραβιάζονται και, αν το κάνουν, αυτό
γίνεται σε αµελητέο ποσοστό [11].

Αν είχε παρατηρηθεί διάσπαση του πρωτονίου, τότε η κατάσταση ϑα ήταν πολύ διαφο-
ϱετική, καθώς µια τέτοια αλληλεπίδραση παραβιάζει συγχρόνως και τους δύο αριθµούς.
Επιπλέον, στην Υπερσυµµετρία ο ϱυθµός διάσπασης του πρωτονίου προκύπτει [11]

Γp→e+π0 ∼ m5
p

∑
|λλ′|2 1

m4
d̃

(3.3.1)

΄Οπου για σφερµιονικές µάζες ανάλογες του 1TeV -το οποίο ισχύει λόγω του σπασίµατος-
είναι της τάξης του 1sec. Είναι προφανές, λοιπόν, ακόµα κι αν δεχτούµε ότι το πρωτόνιο
κάποτε διασπάται, ότι το παραπάνω αποτέλεσµα δεν µπορεί να γίνει αποδεκτό.
• Συνολικά, έχουµε: α) η Υπερσυµµετρία επιτρέπει την παραβίαση των B και L, ϐ)

στην ϕύση δεν παρατηρείται ¨εξόφθαλµη¨ παραβίαση των αριθµών αυτών. Τι κάνουµε,
λοιπόν ;

Ορίζουµε µια νέα συµµετρία, η οποία καταφέρνει ταυτόχρονα: α) να διατηρείται
πάντα ως ϑεµελιώδης συµµετρία, ϐ) να απαγορεύει τους όρους του Υπερδυναµικού που
παραβιάζουν τα B και L, γ) να επιτρέπει -όχι να επιβάλει- σε µικρό ϐαθµό την παρα-
ϐίαση των B και L, αφού αυτοί πλέον ϑα αποτελούν ειδικές περιπτώσεις της καινούριας
συµµετρίας και δ) λόγω της διατήρησής της να περιορίζει αλληλεπιδράσεις που δεν ϑα
επιτρέπονταν στο ΚΠ.
◦ Η συµµετρία αυτή είναι η οµοτιµία µάζας,

PM
def
= (−1)3(B−L) (3.3.2)

η οποία µετατίθεται µε τους γεννήτορες της Υπερσυµµετρίας Q και Q†. Η οµοτιµία
αυτή εκχωρεί ίδιους αριθµούς στα µέλη της ίδιας υπερ-πολλαπλέτας.
◦ Μια πιο πρακτική εκδοχή της παραπάνω συµµετρίας είναι η λεγόµενη -λόγω του

ότι µοιάζει, αν και δεν είναι τέτοια, µε τις R-συµµετρίες- R-Οµοτιµία,

PR
def
= (−1)R ≡ (−1)3B−3L+2s (3.3.3)
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η οποία, όµως, δεν µετατίθεται µε τους γεννήτορες της Υπερσυµµετρίας Q και Q†. Η
οµοτιµία αυτή εκχωρεί διαφορετικούς αριθµούς στα µέλη της ίδιας υπερ-πολλαπλέτας.
Πιο συγκεκριµένα, τα σωµάτια του Καθιερωµένου Προτύπου ϑα έχουν PR = +1,
ενώ οι υπερ-συνοδοί τους PR = −1.24

◦ Πολλές ϕορές στην ϐιβλιογραφία, οι έννοιες Οµοτιµία µάζας και R-Οµοτιµία ταυ-
τίζονται για προφανείς λόγους.
• Στην συνέχεια δίνεται ο πίνακας µε τους αριθµούς των σωµατιδίων του MSSM:

Πίνακας 2: R-Οµοτιµία και κβαντικοί αριθµοί

Σωµάτιο B L Spin R R-
Οµοτιµία

Οµοτιµία
µάζας

L 0 1 1/2 -2 +1 -1

Rc 0 -1 1/2 4 +1 -1

L̃ 0 1 0 -3 -1 -1

R̃c 0 -1 0 3 -1 -1

Q 1/3 0 1/2 2 +1 -1

U c, Dc -1/3 0 1/2 0 +1 -1

Q̃ 1/3 0 0 1 -1 -1

Ũ c, D̃c -1/3 0 0 -1 -1 -1

g,W,B 0 0 1 2 +1 +1

g̃, W̃ , B̃ 0 0 1/2 1 -1 +1

H 0 0 0 0 +1 +1

H̃ 0 0 1/2 1 -1 +1

G 0 0 2 4 +1 +1

G̃ 0 0 3/2 3 -1 +1

24Αυτό είναι ένα ατυχές εννοιολογικό συµβάν διότι µας περιορίζει αρκετά στο να ϐαφτίσουµε το higgsino
ως σωµάτιο του ΚΠ και το Higgs ως τον υπερ-εταίρο του. Βέβαια, µπορούµε πάντα να ισχυριστούµε ότι
η κατανοµή των τιµών ±1 της R-Οµοτιµίας είναι παντελώς ανεξάρτητη του αν το εκάστοτε σωµάτιο είναι
σύνηθες ή υπερ-εταίρος.
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• Κλείνοντας να σηµειώσουµε ότι η R-Οµοτιµία δουλεύει όπως οποιαδήποτε άλλη
συµµετρία. Ειδικότερα, η συµµετρία που πραγµατευόµαστε εδώ λέγεται U(1)R και είναι
τέτοια ώστε, για τις µεταβλητές Grassmann και τους γεννήτορες της Υπερσυµµετρίας,

θ′ = Uθ = eiaθ θ†
′
= U †θ† = e−iaθ† (3.3.4)

Q̂′ = U †Q = e−iaQ Q̂†
′
= UQ† = eiaQ† (3.3.5)

• Μια σηµαντική -ίσως η σηµαντικότερη- παρατήρηση πριν το τέλος είναι ότι, εφ΄ όσον
απαιτούµε η R-Οµοτιµία να διατηρείται, τότε υπάρχει ένα υπερ-σωµάτιο, το ελαφρύτε-
ϱο, το οποίο δεν µπορεί να διασπαστεί.

΄Ενα συνηθισµένο σωµάτιο µπορεί να διασπαστεί µόνο σε σωµάτια του Καθιερωµένου
Προτύπου. Αυτό είναι προφανές, διότι, όπως έχουµε αναφέρει, όλοι οι υπερ-συνοδοί ϑα
πρέπει να είναι ϐαρύτεροι απ΄ όλα τα συνηθισµένα σωµάτια.

Τώρα, εφ΄ όσον οι υπερ-συνοδοί είναι ϐαρύτεροι, αυτοµάτως αποκτούν την δυνατότητα
να διασπαστούν σε σωµάτια του ΚΠ. Ωστόσο, αν διασπώνταν µόνο σε αυτά, η διατήρηση
της R-Οµοτιµίας ϑα παραβιαζόταν. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι ένα υπερ-σωµάτιο ϑα
διασπάται πάντα σε τουλάχιστον ένα υπερ-σωµάτιο (ανάλογα µε το πόσα σωµατίδια
παράγονται).

Η τελευταία αυτή διαπίστωση συνεπάγεται αµέσως πως το ελαφρύτερο υπερσυµµε-
τρικό σωµατίδιο (LSP) ϑα είναι απόλυτα σταθερό, εφ΄ όσον η διάσπασή του δεν γίνεται
να δώσει άλλο υπερ-σωµάτιο µικρότερης µάζας. Το LSP, όπως ϑα αναλύσουµε σε επόµενα
κεφάλαια, αποτελεί, λόγω αυτού, ιδανικό υποψήφιο ώστε να αποτελεί την Σκοτεινή ΄Υλη.

3.4 Μάζες

Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουµε συνοπτικά τους πίνακες µάζας για τα δι-
άφορα σωµάτια που απαντώνται στο MSSM [9], [10], [11], [12], [13].

Η διαδικασία εξαγωγής των µαζών είναι αρκετά απλή. Αυτό που έχουµε να κάνουµε
είναι να πάµε στην Λαγκρανζιανή 3.1.2 και να αποµονώσουµε όλους τους όρους που
µπορεί να αναφέρονται στη µάζα του εκάστοτε σωµατιδίου. Αφού ϐρούµε αυτούς τους
όρους ϑα τους ταξινοµήσουµε σε πίνακες. Οι όροι µάζας δεν ϐρίσκονται στην Λαγκραν-
Ϲιανή σε καθαρή µορφή και γι΄ αυτό ϑα πρέπει προτού πάρουµε το τελικό αποτέλεσµα να
διαγωνοποιήσουµε.

Εν συνεχεία ϑα δουλέψουµε µε δύο διαφορετικές κατηγορίες σωµατιδίων· τα sfermions
και τα bosinos.

3.4.1 Μάζες των Bosinos

Ξεκινάµε µε τους υπερ-συνοδούς των µποζονίων [10], [11], [12]. Αναζητούµε όρους
που περιέχουν είτε gauginos, λ, είτε higgsinos, ψ. Να σηµειώσουµε εδώ, ότι το γράµµα
ψ δηλώνει γενικά τα ϕερµιόνια τύπου Dirac, οπότε, εκτός από τα higgsinos, µπορεί να
συµβολίζουν και τα συνηθισµένα ϕερµιόνια του ΚΠ. Προφανώς, αυτό δεν µας επηρεάζει
µε οποιονδήποτε τρόπο. ∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι συµµετέχουν και όροι από την Lsoft.
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Το ξεκαθάρισµα των όρων δίνει,

Lmaybemass bosino =
( i

2
ψ†iσ̄µDµψi + h.c.

)
+
( i

2
λ†(a)σ̄µDµλ

(a) + h.c.
)

−

(
1

2

δ2W

δφiδφj
ψiψj + i

√
2
δD(a)

δφi
ψiλ

(a) + h.c.

)
+

− 1

2
{M1B̃B̃ +M2W̃

iW̃ i +M3g̃g̃ + h.c.}

(3.4.1.1)

Για αρχή, ¨πετάµε¨ όλους τους κινητικούς όρους που υπάρχουν.
Ως γνωστόν, σε µια ϑεωρία στο πλαίσιο της QFT, οι όροι µάζας προκύπτουν από τους

διγραµµικούς όρους (όροι που περιέχουν µόνο δύο πεδία) της Λαγκρανζιανής.
Οι τριγραµµικοί (και άλλοι) όροι είναι όροι αλληλεπίδρασης και δεν µας ενδιαφέρουν.
Επιπλέον, δεν ϑα ασχοληθούµε µε τις µάζες των gluinos και άρα δεν ϑα τα ϑεωρήσου-

µε (όταν τα σύµβολα ψ και λ αποκτήσουν σωµατιδιακό περιεχόµενο). Επιπρόσθετα, ο
τελευταίος όρος της Lsoft µπορεί να παραλειφθεί.

Συνεπώς, ϑα µας µείνει,

Lmaybemass bosino = −

(
1

2

δ2W

δφiδφj
ψiψj + i

√
2
δD(a)

δφi
ψiλ

(a)+h.c.

)
− 1

2
{M1B̃B̃+M2W̃

iW̃ i+h.c.}

Τώρα, το κοµµάτι µε τις παραγωγίσεις του Υπερδυναµικού ϑα δώσει τριγραµµικούς
όρους, εκτός από τον όρο µε τα πεδία Higgs. Τα σύµβολα ψ µπορούν, πλέον, να αντι-
στοιχούν µόνο σε higgsinos και µάλιστα, εδώ, οφείλουν να είναι διαφορετικά µεταξύ τους.
Τέλος, ο όρος αυτός είναι συµµετρικός, οπότε η παραγώγιση ϑα δώσει και έναν παράγοντα
2 (είναι της µορφής ∂2φ2/∂φ2).

Η παραγώγιση του D ϑα µα δώσει τριγραµµικούς όρους, εκτός από την περίπτωση
όπου το πεδίο φ είναι σωµατίδιο Higgs και, επιπλέον, ϑεωρήσουµε την αναµενόµενη τιµή
του στο κενό (VEV).
• Συνολικά, αποδίδοντας σωµατιδιακό περιεχόµενο στους συµβολισµούς, ϑα έχουµε,

Lmaybemass bosino = −

(
−1

2
2µ(H̃d)

T εH̃u−i
√

2ĝ(a)
∑
i

φ∗iT (a)ψiλ
(a)+h.c.

)
−1

2

(
M1B̃B̃+M2W̃

iW̃ i+h.c.

)
⇒

⇒

Lmass bosino =

(
µ(H̃d)

T εH̃u + h.c.

)
+

+

(
i
√

2ĝ(a)(Hu)
†T (a)H̃uλ

(a) + i
√

2ĝ(a)(Hd)
†T (a)H̃dλ

(a) + h.c.

)
+

− 1

2

(
M1B̃B̃ +M2W̃

iW̃ i + h.c.

)
(3.4.1.2)
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΄Οπου, ϕυσικά, για λ(a) = W̃ i ϑα είναι iĝ(a)T (a) = ig
τ i

2
, ενώ για λ(a) = B̃ ϑα είναι

iĝ(a)T (a) = ig′
Y

2
. Η σειρά γραφής των όρων υπονοεί ότι το T (a) ϑα δράσει πάνω στο

εκάστοτε higgsino και όχι στο αντίστοιχο gaugino.
• Βρήκαµε τους όρους µάζας για τα bosinos, ωστόσο, δεν αναµειγνύονται όλα µε-

ταξύ τους. Η ανάµειξη γίνεται ανάµεσα σε σωµατίδια που έχουν τους ίδιους κβαντικο-
ύς αριθµούς. Θα έχουµε εποµένως διαφορετικές αναµείξεις για τα ϕορτισµένα σωµα-
τίδια (H̃−u , H̃

+
d , W̃

1, W̃ 2) και διαφορετικές για τα ουδέτερα (H̃0
u, H̃

0
d , W̃

3, B̃). Επιπλέον, τα
gluinos (δεν ϑα ασχοληθούµε µε αυτά) ϑα αναµειχθούν µεταξύ τους ανεξάρτητα από τα
υπόλοιπα.

Μεγαλύτερο ενδιαφέρον ϑα δώσουµε στα ουδέτερα bosinos, τα οποία όταν αναµει-
χθούν ϑα µας δώσουν ως καταστάσεις µάζας τα λεγόµενα neutralinos.

Κρατώντας τους ουδέτερους όρους από την Λαγκρανζιανή 3.4.1.2 έχουµε,

Lneutralino mass = −µH̃0
dH̃

0
u + h.c. +

+

(
i
√

2ĝ(a)T (a)λ(a)〈H0
u〉H̃0

u + i
√

2ĝ(a)T (a)λ(a)〈H0
d〉H̃0

d + h.c.

)
+

− 1

2

(
M1B̃B̃ +M2W̃

3W̃ 3 + h.c.

)
(3.4.1.3)

όπου για το µποζόνιο Higgs, ϑεωρώντας την αναµενόµενη τιµή του στο κενό ισχύει,

Hu =

(
〈H0

u〉+ hu
0

)
και Hd =

(
0

〈H0
d〉+ hd

)
και επειδή δεν µας ενδιαφέρουν οι τριγραµµικοί όροι αλληλεπίδρασης, κρατήσαµε

µονάχα τις µέσες τιµές.
΄Αρα,

Lmass neutralino = −µH̃0
dH̃

0
u + h.c. − 1

2

(
M1B̃B̃ +M2W̃

3W̃ 3 + h.c.

)

+

(
i
√

2g
τ 3

2
W̃ 3〈H0

u〉H̃0
u + i

√
2g′

Y

2
B̃〈H0

u〉H̃0
u +

+ i
√

2g
τ 3

2
W̃ 3〈H0

d〉H̃0
d + i

√
2g′

Y

2
B̃〈H0

d〉H̃0
d + h.c.

)
(3.4.1.4)
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και εποµένως,

Lmass neutralino = −µH̃0
dH̃

0
u −

1

2
M1B̃B̃ −

1

2
M2W̃

3W̃ 3 +

+
1

2
i
√

2gW̃ 3vuH̃
0
u −

1

2
i
√

2g′B̃vuH̃
0
u +

− 1

2
i
√

2gW̃ 3vdH̃
0
d +

1

2
i
√

2g′B̃vdH̃
0
d + h.c.

(3.4.1.5)

όπου αντικαταστήσαµε τις τιµές για το ισοσπίν και το υπερφορτίο των higgsinos, ενώ
συµβολίσαµε,

〈H0
u〉

def
= vu και 〈H0

d〉
def
= vd (3.4.1.6)

καθώς,

v2
u + v2

d = v2 =
2m2

Z

g2 + g′2
και tan β

def
=
vu
vd

(3.4.1.7)

• Σε µορφή πινάκων, η παραπάνω σχέση γράφεται,

Lneutralinomass = −1

2

(
B̃ W̃ 3 iH̃0

u iH̃0
d

)


M1 0

√
2

2
g′vu −

√
2

2
g′vd

0 M2 −
√

2

2
gvu

√
2

2
gvd√

2

2
g′vu −

√
2

2
gvu 0 −µ

−
√

2

2
g′vd

√
2

2
gvd −µ 0




B̃

W̃ 3

iH̃0
u

iH̃0
d

+h.c.

(3.4.1.8)
΄Εχουµε, λοιπόν, τον πίνακα µάζας για τα ουδέτερα bosinos,

MÑ =



M1 0 g′vu/
√

2 − g′vd/
√

2

0 M2 − gvu/
√

2 gvd/
√

2

g′vu/
√

2 − gvu/
√

2 0 − µ

− g′vd/
√

2 gvd/
√

2 − µ 0


(3.4.1.9)

ο οποίος, όταν διαγωνοποιηθεί, ϑα µας δώσει τις µάζες των Neutralinos, ούτως ώστε,

Lneutralinomass = −1

2

(
N1 N2 N3 N4

)
mÑ1

0 0 0
0 mÑ2

0 0
0 0 mÑ3

0
0 0 0 mÑ4


︸ ︷︷ ︸

MD
Ñ


N1

N2

N3

N4

+h.c. (3.4.1.10)
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µε
MD

Ñ
= OTMÑO (3.4.1.11)

Ας ϑυµηθούµε ότι τα bosinos είναι ϕερµιόνια και άρα έχουν διάσταση µάζας 3
2
. Ε-

ποµένως, προκειµένου η Λαγκρανζιανή να έχει διάσταση µάζας 4, ο όρος µάζας τους ϑα
πρέπει να είναι της µορφής m(πεδίο)(πεδίο).

• Με ακριβώς όµοια διαδικασία, η Λαγκρανζιανή µάζας για τα ϕορτισµένα bosinos
-των οποίων οι καταστάσεις µάζας ονοµάζονται charginos- είναι,

Lmass chargino =
1

2
2 µH̃+

d H̃
−
u + h.c. − 1

2

(
M2W̃

1W̃ 1 +M2W̃
2W̃ 2 + h.c.

)

+

(
i
√

2g
τ 3

2
W̃ 1〈H0

u〉H̃−u + i
√

2g
τ 3

2
W̃ 2〈H0

u〉H̃−u +

+ i
√

2g
τ 3

2
W̃ 1〈H0

d〉H̃+
d + i

√
2g
τ 3

2
W̃ 2〈H0

d〉H̃+
d + h.c.

)
(3.4.1.12)

και εποµένως,

Lmass chargino = µH̃+
d H̃

−
u −

1

2
M2W̃

1W̃ 1 − 1

2
M2W̃

2W̃ 2

− i
√

2g
1

2
W̃ 1vuH̃

−
u − i

√
2g

1

2
W̃ 2vuH̃

−
u +

+ i
√

2g
1

2
W̃ 1vdH̃

+
d + i

√
2g

1

2
W̃ 2vdH̃

+
d + h.c

(3.4.1.13)

οπότε, αναµειγνύοντας τα W̃ 1, W̃ 2 -ακριβώς όπως και τα αντίστοιχα µποζόνια- για να
πάρουµε τα W̃±, έχουµε,

Lcharginomass = −1

2

(
W̃− iH̃−u | W̃+ iH̃+

d

) 0 MC

MT
C 0



W̃−

iH̃−u
· · ·
W̃+

iH̃+
d

 + h.c.

(3.4.1.14)
µε

MC =

 M2 −gvd

−gvu µ

 (3.4.1.15)
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Επειδή ο πίνακας αυτός δεν είναι συµµετρικός, η διαγωνοποίηση γίνεται µε τη ϐοήθεια
δύο διαφορετικών πινάκων U και V ,

MD
C = UMCV ⇒ (MD

C )2 = UMCM
†
CU
† = VM †

CMCV
† (3.4.1.16)

και οι ιδιοκαταστάσεις µάζας, τα charginos, είναι,

V

(
W̃+

iH̃+
d

)
def
=

(
χ+

1

χ+
2

)
και

(
W̃− iH̃−d

)
U †

def
=
(
χ−1 χ−2

)
(3.4.1.17)

3.4.2 Μάζες των Sfermions

Η κατάσταση για τους υπερ-συνοδούς των ϕερµιονίων είναι πολύ πιο απλή και ξεκάθα-
ϱη, αν και το τελικό αποτέλεσµα προκύπτει έπειτα από αρκετές πράξεις. Η διαδικασία
την οποία ακολουθούµε είναι ακριβώς όµοια µε τα bosinos.

Χωρίς περαιτέρω καθυστέρηση παραθέτουµε τους πίνακες µάζας των σφερµιονίων [10]

• up-τύπου squarks

M2
t̃i

=

m2
Q̃i

+ y2
t̃i
v2
d +

1

4
(g2 − g′2Yt̃iL)(v2

u − v2
d) µvuyt̃i + A∗

t̃i
y∗
t̃i
vd

µvuyt̃i + At̃iyt̃ivd m2
Ũci

+ y2
t̃i
v2
d +

1

4
g′2Yt̃iR(v2

u − v2
d)


(3.4.2.1)

• down-τύπου squarks

M2
b̃i

=

m2
Q̃i

+ y2
b̃i
v2
u −

1

4
(g2 + g′2Yb̃iL)(v2

u − v2
d) −µvdyb̃i + A∗

b̃i
y∗
b̃i
vu

− µvdyb̃i + Ab̃iyb̃ivu m2
D̃ci

+ y2
b̃i
v2
u −

1

4
g′2Yb̃iR(v2

u − v2
d)


(3.4.2.2)

• sleptons τύπου ηλεκτρονίου

M2
l̃

=

m2
L̃i

+ y2
l̃
v2
u −

1

4
(g2 + g′2Yl̃L)(v2

u − v2
d) −µvdyl̃ + A∗

l̃
y∗
l̃
vu

− µvdyl̃ + Al̃yl̃vu m2
R̃ci

+ y2
l̃
v2
u −

1

4
g′2Yl̃R(v2

u − v2
d)


(3.4.2.3)

• sneutrinos

M2
ν̃l

= m2
L̃i

+ y2
ν̃l
v2
d +

1

4
(g2 − g′2Yν̃lL)(v2

u − v2
d) (3.4.2.4)

� Η Λαγκρανζιανή για τη µάζα των sfermions είναι,
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Lsfermionmass = −
(
t̃†L t̃†R

)
M2

t̃

(
t̃L
t̃R

)
−
(
b̃†L b̃†R

)
M2

b̃

(
b̃L
b̃R

)
+ (2 ακόµα οικογένειες) +

−
(
τ̃ †L τ̃ †R

)
M2

τ̃

(
τ̃L
τ̃R

)
− ν̃†τM2

ν̃τ ν̃τ + (2 ακόµα οικογένειες)

(3.4.2.5)

Ας ϑυµηθούµε εδώ ότι, σε αντίθεση µε τα bosinos, τα sfermions είναι µποζόνια και
άρα έχουν διάσταση µάζας 1. Εποµένως, προκειµένου η Λαγκρανζιανή να έχει διάσταση
µάζας 4, ο όρος µάζας τους ϑα πρέπει να είναι της µορφής m2(πεδίο)(πεδίο).

� Οι µάζες των σφερµιονίων προκύπτουν από την διαγωνοποίηση των παραπάνω
πινάκων25,

(M2
t̃i

)D = ΠT
t̃i
M2

t̃i
Πt̃i (3.4.2.6)

(M2
b̃i

)D = KT
b̃i
M2

b̃i
Kb̃i

(3.4.2.7)

(M2
l̃
)D = ΛT

l̃
M2

l̃
Λl̃ (3.4.2.8)

και εποµένως, οι καταστάσεις µάζας ϑα είναι,

(
ũ1

ũ2

)
def
= ΠT

ũ

(
ũL
ũR

)
&

(
c̃1

c̃2

)
def
= ΠT

c̃

(
c̃L
c̃R

)
&

(
t̃1
t̃2

)
def
= ΠT

t̃

(
t̃L
t̃R

)
(3.4.2.9)

(
d̃1

d̃2

)
def
= KT

d̃

(
d̃L
d̃R

)
&

(
s̃1

s̃2

)
def
= KT

s̃

(
s̃L
s̃R

)
&

(
b̃1

b̃2

)
def
= KT

b̃

(
b̃L
b̃R

)
(3.4.2.10)

(
ẽ1

ẽ2

)
def
= ΛT

ẽ

(
ẽL
ẽR

)
&

(
µ̃1

µ̃2

)
def
= ΛT

µ̃

(
µ̃L
µ̃R

)
&

(
τ̃1

τ̃2

)
def
= ΛT

τ̃

(
τ̃L
τ̃R

)
(3.4.2.11)

ν̃e L
def
= ν̃e 1

def
= ν̃e & ν̃µ L

def
= ν̃µ 1

def
= ν̃µ & ν̃τ L

def
= ν̃τ 1

def
= ν̃τ
(3.4.2.12)

• Τέλος, ας µην ξεχνάµε ότι στις παραπάνω σχέσεις ϑα πρέπει να συµπεριλάβουµε
και το στοιχείο πίνακα VCKM όπου χρειάζεται, ώστε οι καταστάσεις των Ηλεκτρασθενών
αλληλεπιδράσεων να γίνουν καταστάσεις µάζας του ΚΠ και έπειτα να αναµειχθούν στις
νέες καταστάσεις µάζας του MSSM.

25Οι πίνακες µάζας των sneutrinos στην πραγµατικότητα δεν είναι πίνακες -λόγω του ότι δεν υπάρχουν
δεξιόστροφα νετρίνα- και εποµένως δεν χρήζουν διαγωνοποίησης.
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4 Ανίχνευση Σκοτεινής ΄Υλης

Η Σκοτεινή ΄Υλη αποτελεί περί το 25% του Σύµπαντος και, ωστόσο, κανείς δεν ξέρει από
τι απαρτίζεται. ΄Οπως έχει αναφερθεί, η Υπερσυµµετρία ϑα µπορούσε να παράσχει µια
καλή ερµηνεία για το σωµατιδιακό περιεχόµενό της, χάρη στα Neutralinos (Νιουτραλίνο).

΄Εχει παρατηρηθεί ότι η µάζα του ορατού Σύµπαντος δεν επαρκεί για να συγκρα-
τήσει τον εαυτό της και άρα, λογικά, ϑα πρέπει στο Σύµπαν να υπάρχει περισσότερη
ύλη. Η ύλη αυτή δεν ανιχνεύεται (διαφορετικά ϑα την είχαµε ήδη παρατηρήσει) µέσω
των κοινών µεθόδων παρατήρησης που εκµεταλλεύονται τις Ηλεκτροµαγνητικές/Ισχυρές
αλληλεπιδράσεις. Εφ΄ όσον η ύλη αυτή δεν ϐγάζει ϕως, είναι αρµοστό να την ονοµάσουµε
Σκοτεινή.

Τα Neutralinos έχουν ακριβώς αυτές τις ιδιότητες· είναι ουδέτερα και µαζικά. Υπάρχει,
όµως, και κάτι άλλο. Θέλουµε το όποιο σωµατίδιο της Σκοτεινής ΄Υλης να είναι και
σταθερό, διότι, διαφορετικά, αργά ή γρήγορα ϑα πάρουµε ακτινοβολούσα ύλη, πράγµα
που δεν συνάδει µε την ¨σκοτεινότητα¨. ΄Οπως έχουµε ήδη περιγράψει, αν η R-Οµοτιµία
διατηρείται, τότε το LSP ϑα είναι σταθερό. Αν, λοιπόν, το ελαφρύτερο Neutralino είναι το
LSP τότε έχουµε τη λύση !

Προκειµένου για την επιβεβαίωση της Υπερσυµµετρίας ή/και για τον προσδιορισµό
της Σκοτεινής ΄Υλης είναι απαραίτητο να καταφέρουµε να ανιχνεύσουµε άµεσα ή έµµεσα
το LSP. Αυτό ϑα αναλύσουµε στην συνέχεια.

4.1 Αλληλεπιδράσεις των Bosinos

Με τον όρο Bosinos εννοούµε τους υπερσυµµετρικούς εταίρους των µποζονίων, τα
οποία περιλαµβάνουν τα Higgsinos (εταίρους των σωµατιδίων Higgs): H̃0

u, H̃0
d , H̃

−
u , H̃+

d ,
καθώς και τα Gauginos (εταίρους των διανυσµατικών µποζονίων - µποζονίων ϐαθµίδας):
W̃ i και B̃.

Βάσει του συµβολισµού που χρησιµοποιούµε,
τα Higgsinos είναι ϕερµιόνια ψ
τα Gauginos είναι ϕερµιόνια λ
τα ϐαθµωτά µποζόνια (Higgs και sfermions) είναι φ
τα ανυσµατικά µποζόνια είναι Vµ
Σκοπός µας είναι να προσδιορίσουµε τους όρους αλληλεπίδρασης του LSP. Συνεπώς,

καθ΄ ότι το LSP αποτελεί µίξη των Higgsinos και Gauginos, ξεχωρίζουµε από την Υπερσυµ-
µετρική Λαγκρανζιανή όλους τους όρους που περιέχουν πεδία τύπου ψ και λ. Φυσικά,
επειδή µας ενδιαφέρουν µόνο οι αλληλεπιδράσεις και όχι οι όροι µάζας, πετάµε τους
διγραµµικούς όρους. Τελικά [11]

Lbosinoint =
i

2
ĝλ†(a)σ̄µf (abc)V (b)

µ λ(a) − 1

2
yijkφiψjψk −

1

2
y∗ijkφ

∗iψ†jψ†k +

−ĝψ†iσ̄µV (a)
µ (T (a)ψ)i +

+ i
√

2ĝ(φ∗T (a)ψ)λ(a) −
√

2ĝλ†(a)(ψ†T (a)φ) (4.1.1)

Η παραπάνω Λαγκρανζιανή αντιστοιχεί στις κορυφές που ϕαίνονται στο πρώτο Σχήµα.
Τα µιγαδικά συζυγή των εκφράσεων αφορούν στον καθορισµό των συντελεστών και δεν ϑα
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φi

ψj

ψk

φ∗i

ψ†j

ψ†k

(αʹ)

λa

ψ

φ∗

λ†a

φ

ψ†

(ϐʹ)

V b
µ

λ†a

λa

(γʹ)

V a
µ

ψ†i

ψi

(δʹ)

Σχήµα 4.2: Αλληλεπιδράσεις των Bosinos (ψ, λ)

µας απασχολήσουν ιδιαίτερα. Αυτό που ϑέλουµε να προσδιορίσουµε είναι όλες οι δυνατές
αλληλεπιδράσεις.

Θεωρώντας τον συµβολισµό που έχουµε εισάγει, ας δούµε πως γίνονται πρακτικά τα
παραπάνω διαγράµµατα στο σωµατιδιακό πλαίσιο του MSSM. Στο δεύτερο Σχήµα παρου-
σιάζονται όλες οι κορυφές που δύναται να σχηµατιστούν για τα συγκεκριµένα σωµάτια.
∆εν σηµειώνουµε τα επιµέρους ϐέλη.

H, f̃

H̃

H̃, f

(αʹ)

W̃ , B̃

f, H̃

H, f̃

(ϐʹ)

W,Z

W̃ , B̃

W̃ , B̃

(γʹ)

W,Z

H̃

H̃, f

(δʹ)

Σχήµα 4.3: ∆υνατές κορυφές των Bosinos του MSSM

4.2 ∆ιαγράµµατα σκέδασης για το LSP

Αυτό που παρατηρούµε στα πειράµατα (και γενικά η µορφή που έχουν τα σωµάτια
στην πραγµατικότητα) είναι οι καταστάσεις µάζας. Συνεπώς, αντί των διαγραµµάτων για
τα Bosinos ϑέλουµε τα αντίστοιχα διαγράµµατα για τα Neutralinos και Charginos. ΄Εχει
ήδη αναφερθεί ο τρόπος µε τον οποίο τα ϕορτισµένα Bosinos αναµειγνύονται µεταξύ τους
για να δώσουν τα Charginos χ±1 και χ±2 και αντίστοιχα τα ουδέτερα για να δώσουν τα
Neutralinos χ0

1, χ0
2, χ0

3 και χ0
4 .

Στο πλαίσιο της Σκοτεινής ΄Υλης µας ενδιαφέρουν -τουλάχιστον σε πρώτη ανάγνωση-
µονάχα τα ουδέτερα Neutralinos και συγκεκριµένα το LSP. Για ευκολία -ακολουθώντας
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την ϐιβλιογραφία- ϑα συµβολίζουµε το LSP ως σκέτο χ0, ή απλά χ.

χ0
1 ≡ χ0 ≡ χ (4.2.1)

Γενικά, το LSP µπορεί να γραφεί ως :

χ = aB̃ + bW̃ 3 + cH̃0
d + dH̃0

u (4.2.2)

µε τους συντελεστές να προσδιορίζονται κατάλληλα.
Για τους σκοπούς µας είναι καθαρότερο να δούµε τη µορφή που παίρνουν τα δια-

γράµµατα όταν µεταχειριζόµαστε τις καταστάσεις µάζας. ΄Ολες οι κορυφές που αφορούν
στο MSSM, µαζί µε τους συντελεστές τους, παρουσιάζονται εκτενώς στο Παράρτηµα Β.2
της δηµοσίευσης [13]. Σταχυολογούµε τα διαγράµµατα που αναφέρονται στα Neutralinos
και ειδικότερα στο LSP 26.

Σχεδιάζουµε το LSP µε µια απλή γραµµή όπως οποιοδήποτε άλλο ϕερµιόνιο.

χi

χj
Z0
µ

(αʹ) 4

χ±j

χ
Wµ

(ϐʹ) 4

χ

νI
ν̃J

(γʹ) 6

χ

eI
ẽi

(δʹ) 6

χ

q
q̃

(εʹ) 5

χi

χj
H, h

(ϛʹ) 7

χi

χj
A

(Ϲʹ) 7

χ

χ±j

H+

(ηʹ) 7

Σχήµα 4.4: ∆υνατές κορυφές του LSP. Ο αριθµός κάτω από κάθε κορυφή δηλώνει το
τµήµα του παραρτήµατος Β.2 της δηµοσίευσης του Rosiek στο οποίο µπορούµε να ϐρούµε
το αντίστοιχο διάγραµµα και τον συντελεστή. Ωστόσο τα πεδία στο Σχήµα ακολουθούν τον
δικό µας συµβολισµό. Οι κορυφές ισχύουν και για τα υπόλοιπα Neutralinos, εµείς όµως
ενδιαφερόµαστε µονάχα για το LSP, συνεπώς αποφεύγουµε τη χρήση επιπλέον δεικτών.

26Στη Λαγκρανζιανή, αλλά και στα διαγράµµατα της αναφερθείσας δηµοσίευσης χρησιµοποιούνται οι
ακόλουθοι συµβολισµοί, οι οποίοι διαφέρουν αρκετά από την σύµβαση της παρούσας εργασίας : χ0

i µε
i = 1, 2, 3, 4 και χi µε i = 1, 2 για τα Neutralinos και Charginos, uI και dI µε I = 1, 2, 3 για τον τύπο και
την οικογένεια των quarks, eI και νI µε I = 1, 2, 3 για τα ηλεκτρονιακά λεπτόνια και τα νετρίνα, U i, Di

και Li µε i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 για τα squarks και τα ηλεκτρονιακά sleptons αντίστοιχα, ν̃I µε I = 1, 2, 3 για
τα sneutrinos. ΄Οσον αφορά τα σωµατίδια του Higgs: H±i µε i = 1, 2, όπου H±1 ≡ H± και H±2 ≡ G± για
τα ϕορτισµένα και H0

i και A0
i µε i = 1, 2, όπου H0

1 ≡ H και H0
2 ≡ h και A0

1 ≡ A και A0
2 ≡ G0 για τα

ουδέτερα. Τις αλληλεπιδράσεις µε τα µποζόνια Goldstone δεν ϑα τις ϑεωρήσουµε εδώ.
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΄Εχοντας καταγράψει όλους τους όρους αλληλεπίδρασης που επιτρέπονται για το LSP
µπορούµε πλέον να δούµε ποια είναι τα δυνατά διαγράµµατα σκέδασης. Γενικά, για
πρακτικούς σκοπούς µας ενδιαφέρουν οι εξαϋλώσεις και η αλληλεπίδραση µε ένα quark.
• Ξεκινάµε, σε επίπεδο δέντρου, µε τα διαγράµµατα που έχουν δύο ευθέως συγκρου-

όµενα LSPs,

χ

χ

προϊόντα

προϊόντα

Z,H, h,A

Σχήµα 4.5: ¨Καθαρή¨ εξαΰλωση LSP

Τα προϊόντα στο δεξιό µέλος του σχήµατος µπορούν να είναι δύο ή τρία σωµατίδια
ανάλογα µε τις διαφορετικές Ϲεύξεις. Η πληθώρα αυτών των σωµατιδίων-προϊόντων δεν
ϑα µας απασχολήσει ιδιαίτερα. Η εξαΰλωση των χ είναι σηµαντική όταν µελετάµε τους
έµµεσους τρόπους ανίχνευσης της Σκοτεινής ΄Υλης, όπου και πάλι δεν µας ενδιαφέρουν τα
προϊόντα της παραπάνω διαδικασίας, αλλά οι τελικές καταστάσεις που προκύπτουν από
αυτά. Ωστόσο, στην άµεση ανίχνευση µπορεί να µας χρειαστούν κάποια διαγράµµατα µε
ακριβώς δύο προϊόντα. Για το λόγο αυτό αναφέρουµε τις δυνατές περιπτώσεις ανάλογα
µε τον διαδότη.

Z −→ qq, q̃q̃, ll, l̃l̃, WW,H−H−, H−h−, H−W, χ±χ±, χχ (4.2.3)

H, h −→ qq, q̃q̃, eIeI , l̃l̃, HH, hh, Hh,H−H−, χ±χ±, χχ (4.2.4)

A −→ qq, q̃q̃, eIeI , ẽI ẽI , H−W, H−H−, χ±χ±, χχ (4.2.5)

• Τα µοναδικά, επιπλέον, διαγράµµατα που µπορούµε να κατασκευάσουµε που να
περιέχουν δύο LSPs είναι όσα προκύπτουν από τον συνδυασµό των διαγραµµάτων του
Σχήµατος 4:

χ f

fχ

f̃

(αʹ)

χ f̃

f̃χ

f

(ϐʹ)

χ χ±

χ±χ

W,H+

(γʹ)

χ Z,A,H, h ήW,H+

Z,A,H, h ήW,H+χ

χi ή χ±

(δʹ)

Σχήµα 4.6: ¨Εξαϋλώσεις¨ LSP
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Η ανίχνευση της Σκοτεινής ΄Υλης αποτελεί ϑέµα κοµβικής σηµασίας για τη µελέτη της,
καθώς µε το κατάλληλο ταίριασµα των µετρήσεων στα ϑεωρητικά µοντέλα είναι δυνατό να
εξακριβωθεί η ϕύση της. Οι τρόποι παρατήρησης είναι, ϐασικά, δύο· η άµεση και η
έµµεση ανίχνευση.

Κατά την άµεση ανίχνευση αναµένουµε ένα σωµάτιο σκοτεινής ύλης, ϕτάνοντας στην
Γη, να αλληλεπιδράσει κατευθείαν µε τον ανιχνευτή µας, ενώ κατά την έµµεση ανίχνευση
προσπαθούµε να εντοπίσουµε τα προϊόντα που παράγονται από τις εξαϋλώσεις αυτών των
σωµατίων. Στην συνέχεια ϑα δούµε αναλυτικά πως υλοποιούνται αυτές οι διαδικασίες.

4.3 ΄Αµεση ανίχνευση

Οι ανιχνευτές που χρησιµοποιούµε αποτελούνται από συνηθισµένη ύλη, ή διαφορετι-
κά από πρωτόνια και νετρόνια. Θεωρούµε ότι η Σκοτεινή ΄Υλη απαρτίζεται εξ ολοκλήρου
-ή τουλάχιστον στο µεγαλύτερο µέρος της- από LSP. Συνεπώς, για τον υπολογισµό της
ενεργού διατοµής σε έναν ανιχνευτή ϑα µας απασχολήσουν τα διαγράµµατα σκέδασης
του LSP χ µε τα quarks [23]. Οι σκεδάσεις από ηλεκτρόνια, ή άλλα σωµατίδια µπορούν
να ϑεωρηθούν αµελητέες.

Γενικά, η αλληλεπίδραση ενός Neutralino µε ένα quark δεν εξαρτάται µονάχα από
αυτή καθ΄ εαυτή την αλληλεπίδραση, αλλά και από την ϑέση του quark στο νουκλεόνιο,
καθώς και από τη ϑέση του νουκλεονίου στον πυρήνα. Ξεκινώντας, λοιπόν, από τα απλά
διαγράµµατα ϑα καταλήξουµε στις ολικές ενεργές διατοµές για τον εκάστοτε πυρήνα.

Από τα Σχήµατα 4 και 5 ϐλέπουµε ότι τρία είναι τα διαγράµµατα που αφορούν στην
ελαστική σκέδαση Neutralino-quark27. Επειδή το ελαφρύτερο Neutralino είναι Majorana
ϕερµιόνιο, ϑα το συµβολίζουµε µε µια απλή γραµµή ακολουθώντας την ϐιβλιογραφία.

χ χ

qq

H, h

(αʹ) Βαθµωτό

χ

q

χ

q

q̃

(ϐʹ) Βαθµωτό & Spin

χ χ

qq

Z,A

(γʹ) Spin

Σχήµα 4.7: Σκεδάσεις LSP-quark

΄Οπως µπορεί να δει κανείς εύκολα αν ϑεωρήσει τους συντελεστές των παραπάνω δια-
γραµµάτων, ϑα δει ότι γενικά οι σκεδάσεις του LSP µπορούν να χωριστούν σε δύο κατηγο-
ϱίες· στις αλληλεπιδράσεις µε σπιν (axial-vector (spin) interactions), οι οποίες περιέχουν
όρους γ5, και στις ϐαθµωτές αλληλεπιδράσεις (scalar interactions).

27Είναι δυνατό να έχουµε διαγράµµατα µε διαδότη squark και στο κανάλι t. Το CP-odd Α έχει σπιν 0,
αλλά σχεδιάζεται έτσι για οικονοµία χώρου.
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4.3.1 Αλ/σεις εξαρτώµενες από το σπιν

• Με ευθύ, αν και µάλλον επίπονο, υπολογισµό των κατάλληλων ϱευµάτων και διαδο-
τών µπορούµε να καταγράψουµε τα πλάτη µετάβασης των διαγραµµάτων του Σχήµατος 7.
Γίνεται τότε ϕανερό ότι στην σκέδαση µε σπιν συµµετέχουν τα διαγράµµατα 7γ και µέρος
του 7β. Για διευκόλυνση ακολουθούµε -όπως και µεγάλο µέρος της ϐιβλιογραφίας- τον
συµβολισµό της δηµοσίευσης [23]28.

Το πλάτος, εφ΄ όσον αναφέρεται στο κοµµάτι του σπιν, ϑα πρέπει να είναι της µορφής:

A = dqi(χ̄γ
µγ5χ)(q̄iγµγ5qi) (4.3.1)

όπου,

dqi = −g2 T
(qi)
3

4m2
W

O′′R00 +
1

8

6∑
j=1

(X ′qij0)2 + (W ′
qij0)2

m2
q̃j
− (mχ +mqi)2

(4.3.2)

Να σηµειώσουµε ότι ο πρώτος όρος προέρχεται από το µποζόνιο Ζ, ενώ ο δεύτερος απ΄
το squark q̃.29Επίσης, σε όλες τις εξισώσεις, το q αναφέρεται στον τύπο του quark (up ή
down), ενώ το i στην γεύση.
• Κανονικά η δουλειά µας ϑα είχε τελειώσει εδώ, µε τον υπολογισµό της ενεργού

διατοµής να ακολουθεί. Ωστόσο, προκειµένου να γίνει η παραπάνω σκέδαση, πρέπει
πρώτα το Neutralino να ϐρεθεί στο περιβάλλον ενός πυρήνα, και αυτό περιπλέκει κάπως
την κατάσταση.

Προτού ϕτάσουµε στο επίπεδο του πυρήνα είναι απαραίτητο να δούµε πως συµπερι-
ϕέρεται κάθε ένα από τα νουκλεόνια ξεχωριστά. Κάθε νουκλεόνιο, είτε είναι πρωτόνιο, είτε
νετρόνιο, αποτελείται από τρία quarks τα οποία καλούνται quarks σθένους. Ωστόσο,
τα γκλουόνια, που χαρακτηρίζουν τις αλληλεπιδράσεις στο εσωτερικό του νουκλεονίου,
µπορούν να δηµιουργούν εικονικά quarks, µε αποτέλεσµα το σωµατιδιακό περιεχόµενο
του νουκλεονίου να αυξοµειώνεται µε τυχαίο τρόπο. Τα εικονικά αυτά σωµάτια αποτελούν
την ϑάλασσα των quarks.

Συνεπώς, όχι µόνο δεν γνωρίζουµε µε ακρίβεια τη ϑέση του quark µε το οποίο αλλη-
λεπιδρά ένα Neutralino, αλλά, επιπλέον, η αλληλεπίδραση αυτή µπορεί να γίνεται µε ένα
από τα εικονικά σωµάτια.

Παίρνουµε την µέση τιµή του ϱεύµατος των quarks στο νουκλεόνιο Ν [15], [23]:

〈N | q̄iγµγ5qi |N〉
def
= 2s(N)

µ ∆q
(N)
i (4.3.3)

sµ είναι το σπιν του νουκλεονίου Ν (πρωτόνιο ή νετρόνιο), ενώ το ∆qi είναι σταθερά που
προσδιορίζεται για συγκεκριµένο είδος quark σε συγκεκριµένο είδος νουκλεονίου µέσω
πειραµάτων Βαθειάς Ανελαστικής Σκέδασης (DIS).

Το πρωτόνιο αποτελείται από τα uud quarks σθένους, ενώ το νετρόνιο από τα udd. Στη
ϑάλασσα παράγονται όλα τα είδη των quarks, αλλά µε διαφορετικές συχνότητες. ΄Οπως
είναι λογικό, περισσότερο συχνά (περίπου ίσες πιθανότητες) παράγονται τα τρία ελαφρύτε-
ϱα quarks u, d και s. Εποµένως, σε πρώτη προσέγγιση, µπορούµε να παραλείψουµε
τα ϐαρύτερα c, b, t.

΄Αρα,
A =

∑
qi=u,d,s

dqi(χ̄γ
µγ5χ)(N̄sµN)2∆q

(N)
i

28Αναλυτικές εκφράσεις των µεγεθών µπορούν να ϐρεθούν στο παράρτηµα Α της αναφερθείσας δηµοσίευ-
σης.

29Στην ϐιβλιογραφία δεν υπολογίζονται τα διαγράµµατα µε διαδότη το µποζόνιο Α.
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και µε µια µικρή αλλαγή στον συµβολισµό (qi → q) έχουµε,

A = (χ̄γµγ5χ)(N̄sµN)
∑

q=u,d,s

2dq∆q
(N) (4.3.4)

• Το µόνο που έµεινε είναι να µιλήσουµε για ολόκληρο τον πυρήνα. Αρχικά, ακο-
λουθώντας την ϐιβλιογραφία της Πυρηνικής Φυσικής, ορίζουµε τις ποσότητες :

ap
def
=
∑

q=u,d,s

dq√
2GF

∆q(p) και an
def
=
∑

q=u,d,s

dq√
2GF

∆q(n) (4.3.5)

· ΄Οσα συµβαίνουν στον πυρήνα εξαρτώνται σε µεγάλο ϐαθµό από το σπιν του. Είναι
σύνηθες να παραµετροποιούµε το στοιχείο πίνακα του σπιν του πυρήνα µε τις ποσότη-
τες a0 και a1, οι οποίες καλούνται αντίστοιχα ισοβαθµωτή (isoscalar) και ισοανυσµατική
(isovector),

a0
def
= ap + an και a1

def
= ap − an (4.3.6)

΄Οπως λέει και το όνοµά τους, οι ποσότητες αυτές µας δείχνουν κατά πόσο η συµπερι-
ϕορά του πυρήνα προσοµοιάζει σε αυτή ενός ϐαθµωτού (σπιν 0), ή ενός ανύσµατος (σπιν
6= 0).
· Αν δεν υπάρχει µεταφορά ορµής από το προσπίπτον σωµάτιο στον πυρήνα, τότε,

όπως είναι προφανές, το στοιχείο πίνακα του σπιν του πυρήνα είναι απλώς ο µέσος
όρος των σπιν των νουκλεονίων. Στην περίπτωση, όµως, που υπάρχει µεταφορά ορ-
µής, το σωµάτιο δεν αλληλεπιδρά στο περιβάλλον ενός ¨τακτοποιηµένου¨ πυρήνα -όπως
προηγουµένως- αφού, σε µια απλοϊκή εικόνα, τα νουκλεόνια έχουν αλλάξει ϑέση -καθώς
ϐρίσκονται σε κίνηση- εξ΄ αιτίας της ενέργειας που εναποθέτει το προσπίπτον σωµάτιο.
Ο µέσος όρος των σπιν δεν αρκεί. Η επιφερόµενη αλλαγή εξαρτάται από τον τρόπο που
τακτοποιείται αυθόρµητα ο πυρήνας, δηλαδή από τον παράγοντα δοµής του.

Τώρα, η κατάσταση σπιν του πυρήνα συναρτήσει της µεταφερόµενης ορµής | ~q | δίνεται
από τη σχέση:

S(| ~q |) = a2
0S00(| ~q |) + a2

1S11(| ~q |) + a0a1S01(| ~q |) (4.3.7)

όπου Sij είναι επιµέρους παράγοντες δοµής που δίνονται πειραµατικά.
• ΄Οπως γνωρίζουµε, η διαφορική ενεργός διατοµή είναι,

dσ

d | ~q |2
∼ | A |

2

u2
rel

(4.3.8)

πράγµα που σηµαίνει ότι ϑα τετραγωνιστεί ο όρος N̄sµN και εποµένως, εκτός από
το στοιχείο πίνακα του σπιν στο τετράγωνο ϑα πάρουµε και το τετράγωνο του παράγοντα
δοµής - F 2(| ~q |).

Ακόµα, το άθροισµα που περιέχεται στο Α ϑα δώσει όρους ∼ G2
F · f(a2

0, a
2
1, a0a1).

Συγκρίνοντας, παρατηρούµε ότι, τελικά, η διαφορική ενεργός διατοµή ϑα είναι ευθέως
ανάλογη της συνάρτησης S(| ~q |), η οποία, εµφανώς, ϑα συνδέεται µε τον παράγοντα δο-
µής. ΄Οταν η µεταφερόµενη ορµή είναι 0, πρέπει ο παράγοντας δοµής να µην συµµετέχει.
Αυτό ϱυθµίζεται αν ϑέσουµε:

F 2(0) = 1⇒ F 2(| ~q |) =
S(| ~q |)
S(0)

(4.3.9)
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΄Υστερα από µερικές πράξεις, που µπορεί να ϐρει κανείς στην ϐιβλιογραφία, ϐρίσκου-
µε,

dσ

d | ~q |2
=

8

πu2
rel

Λ2G2
FJ(J + 1)F 2(| ~q |) (4.3.10)

όπου,

Λ
def
=

1

J
[ap〈Sp〉+ an〈Sn〉] (4.3.11)

είναι ένας όρος που κατά κύριο λόγο υπολογίζεται µέσω πειραµάτων Πυρηνικής Φυ-
σικής.

• Ο υπολογισµός της ολικής ενεργού διατοµής δεν αποτελεί τετριµµένο εγχείρηµα
καθ΄ ότι ϑα πρέπει να γνωρίζουµε την ακριβή µορφή του παράγοντα δοµής προκειµένου
να γίνει η ολοκλήρωση.

Ευτυχώς, στο Καθιερωµένο Κοσµολογικό Μοντέλο η Σκοτεινή ΄Υλη είναι ψυχρή30 -
δηλαδή µη σχετικιστική- και άρα κατά την επαφή της µε κάποιον πυρήνα δεν υπάρχει
µεταφορά ορµής. Συνεπώς, ο παράγοντας µορφής είναι µονάδα και άρα η ολοκλήρωση
δίνει εύκολα:

σ0 =

∫ 4m2
ru

2
rel

0

dσ(| ~q |= 0)

d | ~q |2
d | ~q |2⇒

⇒ σ0,SD =
32

π
Λ2G2

FJ(J + 1)m2
r (4.3.12)

όπου mr είναι η ανηγµένη µάζα του LSP και του πυρήνα:

mr =
mΠmχ

mΠ +mχ

(4.3.13)

Γενικά, λοιπόν, αν τυχόν ϑέλουµε να µελετήσουµε περιπτώσεις µη-ψυχρής Σκοτεινής
΄Υλης, έχουµε:

dσ

d | ~q |2

∣∣∣∣∣
SD

=
σ0,SD

4m2
ru

2
rel

F 2(| ~q |) (4.3.14)

4.3.2 Βαθµωτές αλληλεπιδράσεις

Στις σκεδάσεις όπου το σπιν δεν παίζει ϱόλο -και άρα µπορούµε να τις χαρακτηρίσου-
µε ϐαθµωτές- συµµετέχουν τα διαγράµµατα 7α και µέρος του 7β. Οι δυνατοί διαδότες,
εποµένως, σε αυτή την περίπτωση είναι το µεγάλο και µικρό Higgs, είτε κάποιο squark.

Εφ΄ όσον η αλληλεπίδραση καλείται ϐαθµωτή, είναι λογικό να αναµένουµε ότι το
πλάτος της ϑα έχει τη µορφή:

A = a3i(χ̄χ)(q̄q) (4.3.1)

Αν και η σχέση αυτή ϕαίνεται απλούστερη από την αντίστοιχη για το σπιν, η πραγ-
µατικότητα µας διαψεύδει. Ο λόγος είναι ότι στη ϐαθµωτή αλληλεπίδραση ϑα πρέπει να
λάβουµε υπ΄ όψιν µας και διαγράµµατα ενός ϐρόχου που προκύπτουν από την ύπαρξη
των γκλουονίων.

30Σε κάποια µοντέλα η Σκοτεινή ΄Υλη µπορεί να είναι ϑερµή (warm), όµως και πάλι οι σχετικιστικές
διορθώσεις είναι ελάχιστες.
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Ο συντελεστής του πλάτους δίνεται αναλυτικά στην δηµοσίευση31 [18].
• ΄Οπως και στην προηγούµενη περίπτωση, ϑα πρέπει να υπολογίσουµε την µέση

τιµή του ϱεύµατος των quarks σε κάθε νουκλεόνιο Ν :

〈N | q̄q |N〉 def
=
mN

mq

f
(N)
Tq (4.3.2)

όπου, ϕυσικά, οι σταθερές f υπολογίζονται για συγκεκριµένο quark, σε συγκεκριµένο
νουκλεόνιο µέσω πειραµάτων Βαθειάς Ανελαστικής Σκέδασης (DIS).

Ακολουθώντας την γενική ϐιβλιογραφία µπορούµε να γράψουµε,

〈N |mq q̄q |N〉 = mNf
(N)
Tq ≡ mqB

(N)
q (4.3.3)

Τελικά, το πλάτος ϑα γραφτεί,

A = (χ̄χ)(N̄N)
∑

q=u,d,s,c,b,t

a3q
mN

mq

f
(N)
Tq (4.3.4)

Η διαφορά εδώ µε την περίπτωση του σπιν είναι ότι δεν µπορούµε να αγνοήσουµε τα
ϐαρύτερα quarks εξ αιτίας των ισχυρών αλληλεπιδράσεων των γκλουονίων.
• Προκειµένου να µπορέσουµε να µιλήσουµε µε µεγαλύτερη ευκολία ορίζουµε τις

ποσότητες,
fN
mN

def
=
∑

q=u,d,s

f
(N)
Tq

a3q

mq

+
2

27
f

(N)
TG

∑
q=c,b,t

a3q

mq

(4.3.5)

όπου,
f

(N)
TG

def
= 1−

∑
q=u,d,s

f
(N)
Tq (4.3.6)

· Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε τον πολύ σηµαντικό για την Πυρηνική Φυσική
Σ-όρο του π-νουκλεονίου (π-nucleon Σ term), ο οποίος µας δίνει χρήσιµες πειραµατικές
πληροφορίες [29]:

σπN ≡ Σ =
1

2
(mu +md)(B

(N)
u +B

(N)
d ) (4.3.7)

· Προφανώς, στην έκφραση του πλάτους ϑα πρέπει να εµφανίζονται και οι δύο συ-
ντελεστές fp και fn του πρωτονίου και νετρονίου αντίστοιχα. Πιο συγκεκριµένα, οι συντε-
λεστές αυτοί ϑα πρέπει να εµφανίζονται τόσες ϕορές, όσες και τα αντίστοιχα νουκλεόνια.
∆ηλαδή ϑα έχουµε κάτι ∼ Zfp + (A− Z)fn.

• Η ϐαθµωτή περίπτωση -όπως και αυτή µε το σπιν- διαφέρει ως προς τον παράγοντα
δοµής του πυρήνα ανάλογα µε το αν έχουµε, ή όχι, µεταφορά ορµής από το προσπίπτον
σωµάτιο. Προς διευκόλυνση των πράξεων, είναι προτιµότερο να γράψουµε τον παράγοντα
δοµής συναρτήσει του,

Q
def
=
| ~q |2

2mΠ

(4.3.8)

µε τον νορµαλισµό F (0) = 1.

31Σε αντίθεση µε την χρήση του i στην παρούσα εργασία, στην αναφερθείσα δηµοσίευση -και κατα
συνέπεια και στην αυτή παράγραφο- το i δηλώνει τον τύπο του quark (up ή down). Μπορεί τώρα ο
συντελεστής a να µην ϕέρει δείκτη q, αλλά, ϕυσικά, η άθροιση ως προς όλα τα quarks εννοείται.

61



Για τον υπολογισµό της ενεργού διατοµής πρέπει να υπολογίσουµε το τετράγωνο του
πλάτους Α και εποµένως, έπειτα από λίγες πράξεις, είναι λογικό να καταλήξουµε ότι,

dσ

d | ~q |2
=

1

πu2
rel

[Zfp + (A− Z)fn]2F 2(Q) (4.3.9)

• Στην ευνοϊκή περίπτωση της ψυχρής Σκοτεινής ΄Υλης δεν υπάρχει µεταφορά
ορµής και άρα, η ολική ενεργός διατοµή ϑα είναι :

σ0 =

∫ 4m2
ru

2
rel

0

dσ(| ~q |= 0)

d | ~q |2
d | ~q |2⇒

⇒ σ0,SI =
4m2

r

πu2
rel

[Zfp + (A− Z)fn]2 (4.3.10)

Γενικά, αν αναφερθούµε σε περιπτώσεις µη-ψυχρής Σκοτεινής ΄Υλης, έχουµε:

dσ

d | ~q |2

∣∣∣∣∣
SI

=
σ0,SI

4m2
ru

2
rel

F 2(Q) (4.3.11)

4.3.3 Ανιχνευτές

΄Εχοντας κάνει τη ϑεωρητική ανάλυση σχετικά µε την ενεργό διατοµή της Σκοτεινής
΄Υλης, ϑα πρέπει να αναρωτηθούµε πώς ϑα την ανιχνεύσουµε. Ανεξάρτητα από το ποιος
είναι ο συγκεκριµένος µηχανισµός, αυτό που λαµβάνουµε κάθε ϕορά από έναν επίγειο
ανιχνευτή είναι ένα νούµερο, το οποίο παριστά το πλήθος των γεγονότων που έχουν κα-
ταγραφεί σε συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα.

Ποιο είναι, λοιπόν, το αναµενόµενο πλήθος ; Αν γνωρίζουµε τι περιµένουµε, τότε το
µόνο που µένει είναι να συγκρίνουµε την πρόβλεψή µας µε τα πειραµατικά δεδοµένα. Αν
υπάρχει συµφωνία για µεγάλο πλήθος συγκρίσεων, τότε κατά πάσα πιθανότητα η ϑεωρία
µας έχει επιβεβαιωθεί.

Το πλήθος (ο ϱυθµός) των γεγονότων µετράται για συγκεκριµένη µάζα ανιχνευτή
σε συγκεκριµένο χρόνο και προφανώς ϑα εξαρτάται από την ενεργό διατοµή, την ταχύτη-
τα και την τοπική πυκνότητα των σωµατιδίων Σκοτεινής ΄Υλης. Χονδρικά µπορούµε να
γράψουµε [23]:

R ≈ σ
ρDM〈urel〉
mΠmχ

[
number
kg · day

]
(4.3.1)

• Προκειµένου ο Γαλαξίας µας να µπορέσει να ¨συγκρατήσει¨ τη µάζα του ϑα πρέπει
να περιβάλλεται από µια άλω Σκοτεινής ΄Υλης. Η ϐασική ιδέα εδώ είναι ότι, εφ΄ όσον τα
σκοτεινά σωµάτια δεν κάθονται ακίνητα, µπορεί κάποια από αυτά να κινούνται και στον
ενδιάµεσο χώρο του Γαλαξία. Είναι ϕανερό, λοιπόν, πως η πυκνότητα της Σκοτεινής ΄Υλης
-και εν γένει η κατανοµή της στον Γαλαξία- παίζει καθοριστικό ϱόλο στην ανίχνευσή της.
• Αυτό που χρειαζόµαστε είναι η σχετική ταχύτητα µεταξύ του στόχου και του σω-

µατιδίου Σκοτεινής ΄Υλης. Οι ταχύτητες των σωµατιδίων δεν είναι απαραίτητα ίδιες και
γενικά ϑα δίνονται από µια συνάρτηση πυκνότητας κατανοµής ταχυτήτων f(u)d3u.
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Μπορούµε να ολοκληρώσουµε την συνάρτηση αυτή ως προς τις γωνίες και άρα να
µεταχειριζόµαστε µια καινούρια συνάρτηση g(u)du που εξαρτάται καθαρά από το µέτρο
της ταχύτητας. Φυσικά, η συνάρτηση είναι κανονικοποιηµένη στη µονάδα.

Η µέση τιµή των ταχυτήτων ϑα είναι η ολοκλήρωση στην ποσότητα ug(u)du, ενώ η
ελάχιστη ταχύτητα που µπορεί να έχει ένα σκοτεινό σωµάτιο είναι,

umin =

√
QmΠ

2m2
r

(4.3.2)

• Είναι σχετικά ϐολικό να εκφράσουµε την µεταφερόµενη ορµή Q συναρτήσει της
ταχύτητας. Οπότε :

Q =
| ~q |2

2mΠ

=
2m2

ru
2(1− cosθ∗)
2mΠ

=
m2
ru

2(1− cosθ∗)
mΠ

(4.3.3)

µε θ∗ να είναι η γωνία σκέδασης στο κέντρο µάζας.
• Ο διαφορικός ϱυθµός γεγονότων -έχοντας ολοκληρώσει στις γωνίες- γράφεται :

dR =
ρDM
mΠmχ

uf(u)du
dσ

d | ~q |2
d | ~q |2⇒

⇒ dR

dQ
=
ρDMσ0

2m2
rmχ

F 2(Q)

∫ ∞
umin

g(u)

u
du (4.3.4)

• Το αποτέλεσµα µπορεί να πάρει µια πολύ πιο εύχρηστη µορφή αν ορίσουµε την
συνάρτηση,

T (Q)
def
=

√
π

2
u�

∫ ∞
umin

g(u)

u
du (4.3.5)

η οποία εξαρτάται από την κατανοµή ταχυτήτων της Σκοτεινής ΄Υλης του Γαλαξία µας.
Η σταθερά u� ' 230km/s είναι η ταχύτητα του ΄Ηλιου (άρα και της Γης) γύρω από το
γαλαξιακό κέντρο.

Τότε,
dR

dQ
=

ρDMσ0√
πu�m2

rmχ

F 2(Q)T (Q) (4.3.6)

όπου, ϐέβαια, η ενεργός διατοµή και ο παράγοντας δοµής συµπληρώνονται ανάλογα
µε το είδος της σκέδασης που έχουµε. Για τον ολικό ϱυθµό λαµβάνουµε υπ΄ όψιν µας και
την ενέργεια κατωφλίου του ανιχνευτή,

R =

∫ ∞
ET

dR

dQ
dQ (4.3.7)

• Κλείνοντας οφείλουµε να παρατηρήσουµε ορισµένες τεχνικές λεπτοµέρειες :
· Για πιο ακριβείς µετρήσεις ϑα πρέπει στους υπολογισµούς µας να συµπεριλαµ-

ϐάνουµε και τη σχετική ταχύτητα της Γης ως προς τον ΄Ηλιο. Συνεπώς αντί για την
ταχύτητα u ϑα χρησιµοποιούµε την

u′ = u− u⊕ (4.3.8)
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· Αν προσέξουµε τις σχέσεις για τις ενεργές διατοµές ϑα δούµε ότι,
− για µαζικό αριθµό A < 30 είναι σ0,SD > σ0,SI

− ενώ για µαζικό αριθµό A > 30 είναι σ0,SD < σ0,SI .
· Γενικά, καθαρότερες µετρήσεις ϕαίνεται να έχουµε για πυρήνες µε A > 28 και έτσι,

συχνά χρησιµοποιούνται στοιχεία όπως το Γερµάνιο και το Ιώδιο.

4.4 ΄Εµµεση ανίχνευση

Σίγουρα η άµεση ανίχνευση, εφ΄ όσον δώσει ϑετικά αποτελέσµατα, µπορεί να προ-
σφέρει µια ευθεία επιβεβαίωση της ϑεωρίας της υπερσυµµετρικής Σκοτεινής ΄Υλης, ωστόσο
οι πιθανότητες επιτυχίας δεν είναι οι καλύτερες δυνατές. Με την άµεση ανίχνευση έχουµε
έναν τρόπο για να ανακαλύψουµε τα σκοτεινά σωµατίδια. Αντίθετα, αν επικεντρωθούµε
στην έµµεση ανίχνευση ϑα δούµε ότι υπάρχουν τρία δυνατά µέτωπα στα οποία µπορούµε
να ¨πολεµήσουµε¨, οπότε, υπ΄ αυτή την έννοια, ϐελτιώνουµε τις πιθανότητές µας32.

Ανιχνεύουµε την Σκοτεινή ΄Υλη µέσω των σωµατιδίων που παράγονται από την εξα-
ΰλωση των LSPs. ΄Ολα τα δυνατά διαγράµµατα εξαΰλωσης ϕαίνονται στα σχήµατα 4 και
5 αυτού του κεφαλαίου. Για κάθε ένα από τα εικονιζόµενα διαγράµµατα να σηµειώσουµε
ότι µπορεί να έχουµε σκέδαση και σε διαφορετικό κανάλι. Για παράδειγµα, δείχνουµε
τα t-κανάλια, αλλά αυτό δεν σηµαίνει ότι δεν µπορεί να υπάρχουν και τα αντίστοιχα u-
κανάλια. Σε πρώτη ανάγνωση, πάντως, οι λεπτοµέρειες των εξαϋλώσεων αυτών -όπως είναι
ο διαδότης- δεν µας ενδιαφέρουν ιδιαίτερα. Μάλιστα, δεν µας αφορούν καν οι εξαϋλώσεις
σε ασταθή µποζόνια και άλλα, αφού αυτά ϑα διασπασθούν, ή ϑα αδρονοποιηθούν, ώστε
τελικά να αναγνωρίζουµε τρεις κατηγορίες προϊόντων του Καθιερωµένου Προτύπου:
• Εξαΰλωση σε ϕωτόνια
• Εξαΰλωση σε νετρίνα
• Εξαΰλωση σε αντιύλη (ποζιτρόνια, αντιπρωτόνια)

4.4.1 Ανάλυση σε µερικά κύµατα

΄Οπως και σε κάθε άλλη ϕορά, το πρώτο πράγµα που πρέπει να γνωρίζουµε είναι η
ενεργός διατοµή της διαδικασίας που µελετάµε. Επειδή µας ενδιαφέρουν τα προϊόντα
διάσπασης των προϊόντων των εξαϋλώσεων, είναι χρήσιµο να εφαρµόσουµε µια πιο γενική
ανάλυση που ϑα µας γλιτώσει από τις πολλές λεπτοµέρειες.

Συνήθης πρακτική είναι να αναλύσουµε το προσπίπτον κύµα-σωµατίδιο σε κύµατα
συγκεκριµένης ορµής· µε άλλα λόγια, να αναλύσουµε σε µερικά κύµατα. Κάθε κύµα
συγκεκριµένου κβαντικού αριθµού l σκεδάζεται µε διαφορετικό τρόπο από τον στόχο.
Αυτό είναι λογικό, αν σκεφτούµε ότι η παράµετρος κρούσης b και η ορµή k είναι ανάλογες
του αριθµού l,

kbmax ∼ lmax (4.4.1)

Η ανάλυση σε µερικά κύµατα είναι ακριβής για όλες τις ενέργειες, αλλά ιδιαίτερα για
τις χαµηλές. Τώρα, τα σκοτεινά σωµατίδια είναι ψυχρά, εποµένως µπορούµε να χρησιµο-
ποιήσουµε την συγκεκριµένη µέθοδο µε ασφάλεια. Μάλιστα, τα σωµάτια ¨παγώνουν στις

32Φυσικά, τα πειραµατικά δεδοµένα -ή η δυνατότητα κατασκευής ανιχνευτών, ή οτιδήποτε άλλο- µπορεί
να αποδείξουν ότι η έµµεση ανίχνευση είναι απελπιστικά ελλιπής σε σχέση µε την άµεση. Παρόλα αυτά, το
επιχείρηµα παραµένει· η έµµεση ανίχνευση µας επιτρέπει να προσεγγίσουµε το ϑέµα της Σκοτεινής ΄Υλης
από τρεις διαφορετικές πλευρές.
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ϑέσεις τους¨ (freeze-out) όταν η παράµετρος y ∼ 1
23
, όπου

y
def
=

T

mχ

∼ u2
rel

6
(4.4.2)

µε τη σχετική ταχύτητα εδώ να είναι ϕυσικά η ταχύτητα µεταξύ των LSPs. T είναι η
ϑερµοκρασία του Σύµπαντος.

Για την Υπερσυµµετρική Σκοτεινή ΄Υλη που µελετάµε, η παραπάνω συνθήκη ικανο-
ποιείται και επιπλέον y << 1. Εποµένως, τα σωµάτια χ κινούνται εξαιρετικά µη σχε-
τικιστικά και άρα για την περιγραφή των συγκρούσεών τους αρκούν τα s και p κύµατα
(s-waves, p-waves),

σurel = a+ by + · · · ≈ a+ bu2
rel +O(u4

rel) (4.4.3)

� Γενικά, οι εξαϋλώσεις στο µοντέλο που µελετάµε είναι s-κύµατα και άρα µας
απασχολεί ο συντελεστής a, ο οποίος είναι

a ∼
m2
f

m4
SUSY

(4.4.4)

όπου mf είναι η µάζα του προϊόντος της εξαΰλωσης (µε τα ϕερµιόνια να είναι συνη-
ϑέστερα).

4.4.2 Φωτόνια

Η πρώτη ένδειξη Σκοτεινής ΄Υλης είναι η περίσσεια ϕωτονίων [16]. Λόγω των σκοτεινών
σωµατιδίων, ϕωτόνια µπορούν να παραχθούν µε τρεις τρόπους33

• Πρωτογενώς, α) ως άµεσα προϊόντα της εξαΰλωσης δύο LSP ( 2χ→ 2γ, Zγ ), ή ϐ)
ως έµµεσα προϊόντα κατόπιν διάσπασης ( 2χ→ · · · → γ ).
• ∆ευτερογενώς, µέσω της Αντίστροφης Σκέδασης Compton (Inverse Compton Scat-

tering - ICS). Τα LSPs εξαϋλώνονται σε ηλεκτρόνια και ποζιτρόνια, τα οποία µε τη σειρά
τους δίνουν Ϲεύγος ϕωτονίων ( 2χ→ e+e−

ICS→ 2γ ).

Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι να προσδιορίσουµε τη ϱοή της ακτινοβολίας που ανα-
µένουµε να κατευθυνθεί προς την Γη. Αν γνωρίζουµε αυτή την ποσότητα -καθώς και άλλες
ανιχνευτικές παραµέτρους που µπορεί να επηρεάσουν, τότε µπορούµε να τη συγκρίνουµε
µε τις µετρήσεις µας και να συµπεράνουµε αν έχουµε ανίχνευση ή όχι.

Η ϱοή δίνεται από τη σχέση:

dΦγ

dEγ
(Eγ) =

dΦγ

dEγ

∣∣∣∣∣
πρωτ

+
dΦγ

dEγ

∣∣∣∣∣
δευτ

(4.4.1)

και, ϐέβαια, ολοκληρώνουµε ως,

Φγ(Eth) =

∫ mχ

Eth

dEγ
dΦγ

dEγ
(Eγ) (4.4.2)

33Υπάρχει και ακτινοβολία σύγχροτρου προερχόµενη από τα Ϲεύγη e+e−, αλλά η συνεισφορά της είναι
αµελητέα. Μια ακόµη -γενικά, επίσης αµελητέα- συνεισφορά µπορεί να προέλθει από άγνωστες διαδικασίες,
από εξωγαλαξιακές πηγές.
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∗ Για την πρωτογενή ακτινοβολία έχουµε,

dΦγ

dΩdEγ

∣∣∣∣∣
πρωτ

=
1

2

R�
4π

1

m2
χ

ρ2
0 J

∑
k

dN
(k)
γ

dEγ
〈σu〉k (4.4.3)

όπου R� είναι η απόσταση του ΄Ηλιου από το γαλαξιακό κέντρο και ρ0 είναι η τοπική
πυκνότητα Σκοτεινής ΄Υλης34. Ακόµα είναι,

J =
1

R�ρ2
0

∫
los

ρ2
DMds (4.4.4)

µε την ολοκλήρωση να γίνεται σε ολόκληρο το οπτικό πεδίο (light of sight).
Ο όρος του αθροίσµατος αναφέρεται στο ϕάσµα των ϕωτονίων που παράγονται κατά

την εξαΰλωση στο κανάλι µε τελική κατάσταση την k (δηλαδή µπορεί για παράδειγµα το
k να αναφέρεται στην κατάσταση Zγ κ.τ.λ.).

∗ Για την δευτερογενή ακτινοβολία έχουµε,

dΦγ

dΩdEγ

∣∣∣∣∣
δευτ

≡ dΦγ

dΩdEγ

∣∣∣∣∣
ICS

=
1

Eγ

1

4π

1

m2
χ

∫ mχ

me

dEe
∑
k

dN
(k)
e

dE
(Ee) · 〈σu〉k · JICS(Eγ, Ee, θ)

(4.4.5)
όπου Eγ είναι η ενέργεια του παραγόµενου ϕωτονίου και Ee η αρχική ενέργεια του

ηλεκτρονίου ή του ποζιτρονίου (ανάλογα µε την περίσταση). Το άθροισµα έχει την ίδια
έννοια µε αυτό της πρωτογενούς ακτινοβολίας, µόνο που εδώ συµπεριλαµβάνουµε και τον
συντελεστή εκποµπής JICS.

Είναι,

JICS(Eγ, Ee, θ) =

∫
los

ds ρ2
DM

∫ Ee

me

dE

∑
a P

(a)
ICS(E,Ee, r)

b(E, r)
J̃(E,Ee, r) (4.4.6)

Η εξάρτηση της πυκνότητας της Σκοτεινής ΄Υλης είναι ρDM = ρDM(r) και ϐέβαια
r = r(s, θ). PICS είναι η ισχύς των ϕωτονίων λόγω του ICS και το άθροισµα τρέχει
πάνω σε όλα τα δυνατά υπόβαθρα (CMB ακτινοβολία, ακτινοβολία αστέρων στο γαλαξιακό
επίπεδο, υπέρυθρη ακτινοβολία λόγω της επανασκέδασης του ϕωτός από τη σκόνη). Η συ-
νάρτηση b είναι ο παράγοντας απώλειας ενέργειας. Η ποσότητα J̃ ονοµάζεται γενικευµένη
συνάρτηση της άλω (generalized halo function) και µπορεί να ϐρεθεί στην ϐιβλιογραφία
για διαφορετικές περιπτώσεις.

4.4.3 Νετρίνα

Τα νετρίνα35 οφειλόµενα στην Σκοτεινή ΄Υλη προέρχονται κυρίως από τον ΄Ηλιο και σε
µικρότερο ϐαθµό από την Γη [17].

Μέσα στον Γαλαξία µας -αναλόγως, ϐέβαια, και µε τη συγκεκριµένη πυκνότητα κατανοµής-
κάποια από τα σκοτεινά σωµάτια µπορεί να έχουν -ή να αποκτούν- τροχιές που διέρχονται
από το ϐαρυτικό πεδίο του ΄Ηλιου, ή της Γης [17]. Τις περισσότερες ϕορές, τα σωµάτια

34Το προφίλ της Σκοτεινής ΄Υλης είναι ένα πολύ σηµαντικό ϑέµα που µένει να µελετηθεί. Αν η πραγµατική
κατανοµή της Σκοτεινής ΄Υλης είναι διαφορετική από την αναµενόµενη, τότε είναι πιθανό να υπάρξουν
δραµατικές αλλαγές στην κατανόηση των µετρήσεών µας.

35Το ϑέµα αυτό ϑα αναλυθεί περισσότερο σε επόµενη ενότητα.
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αυτά δεσµεύονται από το εκάστοτε πεδίο και εποµένως αναγκάζονται να σκεδαστούν στους
πυρήνες που εµπεριέχονται στον ΄Ηλιο ή τη Γη. Σε αυτό το σηµείο, λοιπόν, είναι σηµαντικό
να γνωρίζουµε τις σχετικές ενεργές διατοµές που αναλύσαµε στην άµεση ανίχνευση.

Επιπλέον σκεδάσεις ακολουθούν την αρχική και έτσι τα LSPs χάνουν ενέργεια µε
αποτέλεσµα να µην µπορούν να ξεπεράσουν την ταχύτητα διαφυγής και τελικά να εγκλω-
ϐιστούν στο εσωτερικό του ΄Ηλιου, ή της Γης. Προφανώς, ο εγκλωβισµός αυτός ϑα είναι
ισχυρότερος στον ΄Ηλιο.

Τα εγκλωβισµένα σωµάτια ϕτάνουν κάποια στιγµή σε ϑερµική ισορροπία στο κέντρο
του ουρανίου σώµατος. Στην αρχή δεν συµβαίνουν αρκετές εξαϋλώσεις µεταξύ των LSPs,
όσο όµως περνάει ο καιρός, όλο και περισσότερα σκοτεινά σωµάτια παγιδεύονται στο
ουράνιο σώµα. Η αύξηση του πληθυσµού έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση της πιθανότητας
αλληλεπίδρασης. Τελικά, λόγω της ϑερµικής ισορροπίας που επέρχεται λαµβάνουµε έναν,
κατά ϐάση, σταθερό ϱυθµό εξαΰλωσης.

Σχηµατικά έχουµε την εικόνα:

Σχήµα 4.8: Το µοντέλο εργασίας. Εικόνα από: [32], σελ. 16.

• Το πλήθος των σκοτεινών σωµατίων σε ϑερµική ισορροπία µεταβάλλεται συναρτήσει
του χρόνου ως,

dNtherm

dt
= C − CEN − CAN2 (4.4.1)

όπου C είναι ο ϱυθµός δέσµευσης (capture rate), CE είναι ο ϱυθµός εξάτµισης (evap-
oration rate) και CA είναι ο ϱυθµός εξαΰλωσης (annihilation rate).

Ο ϱυθµός εξάτµισης είναι σηµαντικός µόνο για σκοτεινά σωµάτια µε µάζαmχ ≤ 3GeV.
Εποµένως στο µοντέλο µας (όπου mχ ∼ 500 GeV) µπορούµε µε µεγάλη ασφάλεια να τον
ϑεωρήσουµε 0. ΄Αρα,

dNtherm

dt
= C − CAN2 (4.4.2)

Οι ϱυθµοί C και CA αναλύονται σε επόµενη ενότητα.
• Τα σκοτεινά σωµάτια εξαϋλώνονται µεταξύ τους και παράγουν σωµάτια τα οποία µε

τη σειρά τους διασπώνται σε νετρίνα. Εποµένως, αυτό που επιθυµούµε περισσότερο να
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παρατηρήσουµε στους ανιχνευτές είναι λεπτόνια τα οποία παράγονται από τα αντίστοιχα
νετρίνα.

Τα νετρίνα οφειλόµενα στην Σκοτεινή ΄Υλη ξεχωρίζουν από τα νετρίνα προερχόµενα
από οποιαδήποτε άλλη πηγή καθ΄ ότι είναι πιο ενεργητικά.

Να σηµειώσουµε ότι, καθώς τα νετρίνα ταξιδεύουν προς τον ανιχνευτή µας ταλαντώνο-
νται και η γεύση τους αλλάζει κυρίως σε νετρίνα µιονίου. Επίσης, προτού τα σωµάτια-
προϊόντα διασπασθούν σε νετρίνα, ίσως χρειαστεί να ταξιδέψουν στο εσωτερικό του ΄Ηλιου
ή της Γης και συνεπώς να χάσουν ενέργεια, ή να απορροφηθούν εντελώς. Αυτό υπονοεί
µια ελάττωση της αναµενόµενης ϱοής προς τον ανιχνευτή.

Τέλος, στις εξαϋλώσεις συνήθως αγνοούµε τα κανάλια που οδηγούν σε σωµατίδια
Higgs.

Η ϱοή νετρίνων γεύσης i από τον ΄Ηλιο ή τη Γη (◦ = � ή⊕) γράφεται [23],

dΦ

dE

∣∣∣
i,◦

=
Γ◦A

4πR2
◦

∑
F

BF
dN

dE

∣∣∣
F,i

(Eν , Ein) (4.4.3)

όπου BF είναι το ποσοστό (branching ratio) για το κανάλι εξαΰλωσης F. Το ενεργεια-
κό ϕάσµα των νετρίνων εξαρτάται από την ενέργεια του νετρίνου και την ενέργεια των
¨εισερχοµένων¨ σωµατιδίων. Η ακτίνα R◦ στην περίπτωση του Ηλίου είναι η απόσταση
Γης-Ηλίου, ενώ στην περίπτωση της Γης είναι η ακτίνα της Γης.

Τέλος, ο ¨πραγµατικός¨ (για να το ξεχωρίζουµε από το CA) ϱυθµός εξαΰλωσης είναι,

ΓA ∼
1

2
C (4.4.4)

µε τον παράγοντα 2 να εισέρχεται επειδή σε κάθε εξαΰλωση χάνονται δύο σκοτεινά
σωµάτια χ.

4.4.4 Αντιύλη

Η ανίχνευση µέσω αντιύλης είναι µια µέθοδος παρόµοια µε την αντίστοιχη για τα
ϕωτόνια, αλλά αρκετά πιο αδύναµη. Ωστόσο αξίζει να την αναφέρουµε.

Στην πραγµατικότητα, ο όρος αντιύλη αναφέρεται µονάχα στα ποζιτρόνια και τα αντι-
πρωτόνια, ενώ µπορεί να έχουµε και ϱοή ηλεκτρονίων. Θα µπορούσε να πει κανείς ότι η
ακτινοβολία αντιύλης είναι ό,τι έχει αποµείνει από την εκποµπή ϕωτονίων.

Η Ϲητούµενη ϱοή αντιύλης είναι :

dΦM̄

dEM̄
=
dΦe

dEe
+

dΦp̄

dEp̄
(4.4.1)

• Ηλεκτρόνια/Ποζιτρόνια. Ο πρώτος όρος στην ϱοή της αντιύλης αναφέρεται στη
ϱοή ποζιτρονίων, ή ηλεκτρονίων προερχόµενα, άµεσα λόγω των εξαϋλώσεων των LSPs,
ή έµµεσα λόγω των διασπάσεων των προϊόντων εξαΰλωσης. ΄Οπως έχουµε ήδη δει, τα
σωµάτια αυτά ϑα έπρεπε να µετατρέπονται σε ϕωτόνια µέσω του ICS και της ακτινοβο-
λίας σύγχροτρου36. ΄Οσα σωµάτια (ηλεκτρόνια/ποζιτρόνια) δεν καταφέρουν να δώσουν
ϕωτόνια, στην ουσία, ϑα ϕτάσουν στον ανιχνευτή µας ως ακτινοβολία αντιύλης.

36Την ακτινοβολία σύγχροτρου δεν την ϑεωρήσαµε στην περίπτωση των ϕωτονίων ως πολύ µικρή. Εδώ,
επειδή η ϱοή αντιύλης είναι έτσι κι αλλιώς µικρή, αναµένουµε η συνεισφορά από το σύγχροτρο να είναι
υπολογίσιµη.
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Η ϱοή τους υπολογίζεται να είναι,

dΦe

dEe
=
uef

4π
≈ cf

4π
(4.4.2)

όπου η συνάρτηση

f(t, ~x, E) ≡ dNe

dE
(4.4.3)

δεν είναι τίποτα άλλο από το ενεργειακό ϕάσµα των παραγόµενων ηλεκτρονίων/ποζιτρονίων.
Σε αυτή την περίπτωση (σε αντίθεση µε τα ϕωτόνια) η εύρεση της f είναι αρκετά πιο

περίπλοκη καθώς πρέπει να προσδιορίσουµε µε ακρίβεια όλους τους παράγοντες εξ αιτίας
των οποίων ¨χάνονται¨ ηλεκτρόνια/ποζιτρόνια37. Ο προσδιορισµός αυτός επιτυγχάνεται
µέσω της επίλυσης της εξίσωσης διάχυσης-απόσβεσης,

∂f

∂t
−∇(K∇f)− ∂

∂E
(bf) = Q (4.4.4)

όπου η συνάρτησηK(E, ~x) είναι ο συντελεστής διάχυσης και περιγράφει τη µεταφορά
µέσα σε µαγνητικά πεδία µε τύρβη. Η συνάρτηση b(E, ~x) είναι ο συντελεστής απόσβε-
σης και παραµετροποιεί την απώλεια ενέργειας λόγω ICS, ακτινοβολίας σύγχροτρου και
υπέρυθρης ακτινοβολίας λόγω σκέδασης σε σκόνη (ακριβώς ο ίδιος συντελεστής όπως και
στην παράγραφο µε τα ϕωτόνια).

Τέλος, η συνάρτηση Q καλείται όρος πηγής και παίρνει διαφορετική τιµή για ηλε-
κτρόνια/ποζιτρόνια που προέρχονται κατευθείαν από την εξαΰλωση και από σωµάτια που
έρχονται έµµεσα από διασπάσεις :

Q =
1

2

ρ2
DM

m2
χ

∑
k

〈σu〉kf (k)

︸ ︷︷ ︸
άµεσα

& Q =
ρDM
mχ

∑
k

Γkf
(k)

︸ ︷︷ ︸
έµµεσα

(4.4.5)

∗ Το τελικό αποτέλεσµα για τη ϱοή δίνεται µέσω της ολοκλήρωσης στην συνάρτηση
Green I -γενικευµένη συνάρτηση της άλω38.

• Αντιπρωτόνια. Για την ϱοή των αντιπρωτονίων δουλεύουµε µε τον ίδιο τρόπο όπως
και για τα ηλεκτρόνια/ποζιτρόνια. Είναι

dΦp̄

dEp̄
=
up̄f

4π
(4.4.6)

µε τη µόνη διαφορά ότι Ep̄ δεν είναι η ολική ενέργεια του αντιπρωτονίου, αλλά απλά
η κινητική του ενέργεια.

Η εξίσωση διάχυσης-απόσβεσης αυτή τη ϕορά είναι

∂f

∂t
−K∇2f +

∂

∂z
[sign(z)f Vwind] = Q− 2hδ(z)(Γann + Γnon−ann)f (4.4.7)

όπου z είναι η κάθετη διεύθυνση στο γαλαξιακό επίπεδο και h το πάχος του γαλαξια-
κού δίσκου.

37Ασφαλώς, αυτό που ϑέλουµε να προσδιορίσουµε είναι πόσα σωµάτια περισσεύουν, αλλά επειδή µιλάµε
για ηλεκτρόνια/ποζιτρόνια -και όχι ϕωτόνια- είναι προσφιλέστερο να κάνουµε λόγο για χαµένα σωµάτια.

38Η συνάρτηση αυτή µπορεί να τροποποιηθεί ώστε να εµπεριέχει και τις απώλειες ενέργειας κατά την
διάδοση των ηλεκτρονίων/ποζιτρονίων.
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Ο όρος Vwind αναφέρεται στον άνεµο µεταφοράς. Ο άνεµος αυτός ϑεωρείται σταθερός
µε κατεύθυνση έξω από την επιφάνεια του Γαλαξία µας. Αντιπρωτόνια µε E < 10mp

τείνουν να παρασυρθούν από αυτόν.
Τέλος, ο όρος Γann σχετίζεται µε την ενεργό διατοµή των εξαϋλώσεων που λαµβάνουν

χώρα µεταξύ των αντιπρωτονίων. Ο όρος Γnon−ann αναφέρεται σε όλες τις υπόλοιπες
διαδικασίες που έχουν ως αποτέλεσµα την µείωση της ενέργειάς τους.
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5 Ανίχνευση µέσω νετρίνων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα στρέψουµε την προσοχή µας στα νετρίνα. ΄Εχουµε ήδη µιλήσει
για την ϱοή των σωµατιδίων που αναµένουµε να µετρήσουµε, καθώς και για τον µηχανισµό
που προκαλεί την εν λόγω ϱοή. Αυτό που δεν γνωρίζουµε είναι ο ϱυθµός µε τον οποίο
αυτή γεννάται. Με λιγότερο ποιητικά λόγια, αυτό που ϑέλουµε να εξετάσουµε είναι ο
ϱυθµός σύλληψης, όπως και ο ϱυθµός εξαΰλωσης των σκοτεινών σωµατιδίων. Οι δύο
αυτές ποσότητες επηρεάζουν άµεσα την Ϲητούµενη ϱοή.

5.1 Ρυθµός σύλληψης C

Η συζήτηση που ακολουθεί στηρίζεται στις δηµοσιεύσεις [20], [21]39.
Από ϐαρυτικές µελέτες έχει παρατηρηθεί ότι γύρω από τον γαλαξία µας υπάρχει µία

-κατά το δυνατόν- σφαιρική άλως Σκοτεινής ΄Υλης. Κατ΄ επέκταση, µπορούµε να πούµε
ότι ο ΄Ηλιος (ή η Γη) ϐρίσκεται στο σηµείο µηδέν µίας40 κατανοµής f . Η κατανοµή
των σκοτεινών σωµατιδίων εξαρτάται, προφανώς, από την ταχύτητα του κάθε σωµατιδίου,
καθώς και από την απόστασή του από το σηµείο µηδέν. Αυτά τα δύο στοιχεία είναι ικανά
να προσδιορίσουν πλήρως την κατανοµή µας ανεξαρτήτως του αν ϑεωρούµε ως σηµείο
αναφοράς το Ηλιακό Σύστηµα, ή το κέντρο του Γαλαξία.
• ΄Εχουµε λοιπόν την κατανοµή,

f(~w,~r) (5.1.1)

όπου ~w είναι η ταχύτητα του σκοτεινού σωµατιδίου χ στο σηµείο ~r, ενώ η ταχύτητα
στο άπειρο, όπου και η κατανοµή ϑεωρείται οµογενής, δίνεται,

u2 = w2 − v2(r) (5.1.2)

µε v την ταχύτητα διαφυγής -από το πεδίο του ουρανίου σώµατος- σε απόσταση r.
• Προφανώς, ο ϱυθµός µε τον οποίο τα σκοτεινά σωµάτια συλλαµβάνονται από το

ουράνιο σώµα ϑα εξαρτάται από δύο ϐασικούς παράγοντες· πρώτον, από τον ϱυθµό µε
τον οποίο αλληλεπιδρούν µε τους πυρήνες -που περιέχονται στο σώµα- και δεύτερον,
από την πιθανότητα να χάσουν αρκετή ενέργεια ώστε να εγκλωβιστούν.

΄Ενα σώµα το οποίο ϐρίσκεται µέσα σε ένα ϐαρυτικό πεδίο έχει συνολική ενέργεια,

Etot =
1

2
mu2 − GMm

r
(5.1.3)

Προκειµένου να µπορέσει το σώµα να διαφύγει του πεδίου, πρέπει η συνολική αυτή
ενέργεια να είναι ϑετική -ή µηδέν- ή, διαφορετικά, το σώµα να έχει αποκτήσει τουλάχι-
στον την ταχύτητα διαφυγής,

uescape =

√
2GM

r
(5.1.4)

39Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι το µεγαλύτερο µέρος των αποτελεσµάτων µας µπορεί να εφαρ-
µοσθεί σε οποιοδήποτε σκοτεινό σωµάτιο, ανεξαρτήτως του αν αυτό είναι τύπου LSP ή όχι.

40Η απόσταση του Ηλιακού µας συστήµατος από τα δύο άκρα του Γαλαξία δεν είναι προφανώς η ίδια.
Συνεπώς, ϑα ήταν λάθος να ισχυριστούµε ότι ο ΄Ηλιος (ή η Γη) ϐρίσκεται στο κέντρο της κατανοµής Σκοτεινής
΄Υλης, αφού αυτή -όσον αφορά το Ηλιακό Σύστηµα- δεν είναι συµµετρική, πόσο µάλλον σφαιρική.
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Ποια είναι, λοιπόν, η ελάχιστη ενέργεια την οποία άµα χάσει το σωµατίδιο -γενικά εξ
αιτίας της κρούσης- ϑα αποκτήσεις Etot < 0 και άρα ϑα παγιδευτεί ; Φυσικά, η ποσότητα
1

2
mu2 µε m την µάζα του σκοτεινού σωµατιδίου χ.
Εποµένως γράφουµε,

C = I · P (
mχu

2

2
) (5.1.5)

• Εφ΄ όσον οι πυρήνες που περιλαµβάνονται στο ουράνιο σώµα µπορούν να ϑεωρηθούν
ότι ϐρίσκονται σε ηρεµία, τότε είναι λογικό να πούµε ότι η ενέργεια ∆Ε που χάνει το
σκοτεινό σωµάτιο ϑα εξαρτάται µονάχα από την γωνία σκέδασης ϑ. Συνεπώς,

∆E = ∆E(θ) (5.1.6)

◦ Ο ϱυθµός αλληλεπίδρασης οφείλει να εξαρτάται από την ενεργό διατοµή, την µέση
ταχύτητα του εκάστοτε σκοτεινού σωµατιδίου, καθώς και την αριθµητική πυκνότητα των
συµµετεχόντων πυρήνων. Εποµένως ϑα δίνεται από την σχέση,

Ii =
dσi
dΩ
·
∫ ∞
v(r)

d3w wf(~w,~r) ·
∫ R

0

d3r ni(r) (5.1.7)

όπου ο δείκτης i αναφέρεται στο i-οστό είδος πυρήνα του ουρανίου σώµατος. Προ-
ϕανώς, στο τέλος, ϑα πρέπει να αθροίσουµε για όλα τα είδη πυρήνων που εµφανίζονται.
R είναι η ακτίνα του σώµατος.
◦ Η µέγιστη ενέργεια που δύναται να χάσει ένα σκοτεινό σωµάτιο εξ αιτίας του στοι-

χείου i είναι,

Emax =
β

(i)
+ mχw

2

2
µε β

(i)
±

def
=

4mχmi

(mχ ±mi)2
(5.1.8)

Τότε, η πιθανότητα να χαθεί η ελάχιστη ενέργεια είναι -όπως συµβαίνει µε όλες τις
πιθανότητες- ένα κλάσµα. Πιο συγκεκριµένα, ολοκληρώνουµε το διαφορικό της ενέργειας
που µας ενδιαφέρει σε όλο το εύρος των επιτρεπόµενων ενεργειών, διαιρώντας µε τη
µέγιστη ενέργεια :

P (
mχu

2

2
) =

4π

Emax

∫ Emax

mχu2

2

d(∆E) (5.1.9)

• Αν ¨ανοίξουµε¨ τα διαφορικά, συµπεριλαµβάνοντας τον συµβολισµό για την στερεά
γωνία στον αντίστοιχο χώρο, έχουµε,

Ci =
4π

Emax

∫ Emax

mχu2

2

d(∆E)

∫ R

0

dr r2

∫
dΩr ni(r)

∫ ∞
v(r)

dw w2

∫
dΩw wf(~w,~r)

dσi
dΩ

και µε µια µικρή ανακατάταξη προκειµένου να ταιριάζουν οι ολοκληρωτέες ποσότητες
µε τα ολοκληρώµατα,

Ci =

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

dw w3 4π

Emax

∫ Emax

mχu2

2

d(∆E)
dσi
dΩ

∫
dΩr

∫
dΩw f(~w,~r) (5.1.10)

Οι τελευταίες δύο ολοκληρώσεις απλά ¨αφαιρούν¨ την γωνιακή εξάρτηση από την
συνάρτηση κατανοµής ταχυτήτων. Η κατανοµή της 5.1.10 είναι η ίδια µε αυτή που µε-
ταχειριστήκαµε σε προηγούµενο χωρίο. Οπότε έχουµε την f(~u), η οποία ολοκληρούµενη
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στις γωνίες ϑα δώσει µια συνάρτηση g(u) όπως αυτή που χρησιµοποιούµε για παράδειγµα
στην σχέση 4.3.4. Προκειµένου να συµφωνούµε µε την ϐιβλιογραφία συµβολίζουµε και
την συνάρτηση g ως f , αλλά µε όρισµα το µέτρο της ταχύτητας αντί για το διάνυσµα.

Γράφουµε,

Ci =

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

dw w3 4π

Emax

∫ Emax

mχu2

2

d(∆E)
dσi
dΩ

f(u) (5.1.11)

• ΄Οπως έχουµε δει, η διαφορική ενεργός διατοµή είναι γενικά ανάλογη της ολικής
ενεργού διατοµής για µηδενική µεταφορά ορµής και του (τετραγώνου του) παράγοντα
δοµής. Ο παράγοντας F εξαρτάται, προφανώς, από την µεταφερόµενη ορµή, ή αλλιώς
από την ενέργεια που χάνει το σκοτεινό σωµάτιο.

΄Αρα έχουµε,

Ci ∼
∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

dw w3 4π

Emax

∫ Emax

mχu2

2

d(∆E) σ
(i)
0 F 2

i (∆E) f(u) (5.1.12)

Αν ορίσουµε, τώρα, την ποσότητα,

Gi(u, v)
def
=

∫ Emax

mχu2

2

d(∆E)F 2
i (∆E) (5.1.13)

ο ϱυθµός σύλληψης γράφεται,

Ci ∼ 4πσ
(i)
0

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

dw w3 1

Emax
f(u)Gi (5.1.14)

• Σε συγκεκριµένη απόσταση r η ταχύτητα διαφυγής είναι σταθερή, οπότε από την
σχέση 5.1.2 εξάγουµε για τα διαφορικά ότι,

du2 = dw2 (5.1.15)

Τώρα, ισχύει ότι dx2 = 2xdx και άρα η 5.1.14 γίνεται,

Ci ∼ 4πσ
(i)
0

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

1

2
du2w2 1

Emax
f(u)Gi

και ϑέτοντας την τιµή της Emax:

Ci ∼ 4πσ
(i)
0

∫ R

0

drr2ni(r)

∫ ∞
v(r)

du2 1

β
(i)
+ mχ

f(u)Gi = 4πσ
(i)
0

∫ R

0

drr2ni(r)

∫ ∞
v(r)

du2 1

β
(i)
+ mχ

f(u)
u

u
Gi =

= 4πσ
(i)
0

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

d3u
f(u)

u

1

β
(i)
+ mχ

Gi (5.1.16)

• Η σύνδεση µε όσα έχουµε αναφέρει µέχρι τώρα γίνεται µε απλό τρόπο. Για αρχή,
ϑα ϑέλαµε να κάνουµε ισότητα την αναλογία της σχέσης 5.1.16. Αν παρατηρήσουµε τις
σχέσεις για την διαφορική ενεργό διατοµή -όπως την σχέση 4.3.11- που εξαγάγαµε σε
προηγούµενα χωρία, ϑα δούµε ότι εκεί εξαρτούµε το διαφορικό από την ορµή αντί για
την στερεά γωνία, όπως εδώ.
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Γενικά, για µικρές γωνίες σκέδασης στο σύστηµα κέντρου µάζας ισχύει ότι,

dΩ =
4π√
Etot

dp2 (5.1.17)

Επιπλέον, αν εισάγουµε µια αυθαίρετη σταθερά Ξ2
i

41µπορούµε να αποκαταστήσουµε
την ισότητα και µάλιστα να γράψουµε τον ϱυθµό σύλληψης χρησιµοποιώντας µε ϐολικό
τρόπο τις ποσότητες β, mi και mχ:

Ci = 4πσ
(i)
0

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

d3u
f(u)

u

1

β
(i)
+ mχ

Gi
1

4π
β

(i)
+ mimχΞ2

i ⇒

⇒ Ci = miσ
(i)
0

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

d3u
f(u)

u
GiΞ

2
i (5.1.18)

• Τέλος, ορίζουµε την ποσότητα42,〈
Gi(u, v)

u

〉
def
=

mχmi

ρχεiMB

∫ R

0

dr r2 ni(r)

∫ ∞
v(r)

d3uf(u)
Gi(u, v)

u
(5.1.19)

και άρα σε συµµαζεµένη µορφή έχουµε,

Ci =
σ

(i)
0 ρχεiMB

mχ

Ξ2
i

〈
Gi(u, v)

u

〉
(5.1.20)

όπου MB είναι η µάζα του ουρανίου σώµατος (΄Ηλιος ή Γη) και εi είναι το κλάσµα
µάζας του ισοτόπου i. Ισχύει ότι, εiMB = m

(i)
total µε m

(i)
total την συνολική µάζα όλων των

πυρήνων τύπου i στο ουράνιο σώµα.
• Ο ϱυθµός σύλληψης µπορεί να δοθεί σε διαφορική µορφή -για τον ΄Ηλιο- [17] ως,

dCi
dM

=
ρχσ

(i)
0 εi

mχmi

∫
d3u

f(u)

u
w2 1

Emax

∫ Emax

mχu2

2

d(∆E)F 2
i (∆E)θ(β

(i)
− v

2 − u2) (5.1.21)

Σε αυτή την έκφραση πρέπει να προσέξουµε δύο πράγµατα· πρώτον, η συνάρτηση
f αναφέρεται µόνο στην κατανοµή ταχυτήτων και δεύτερον, διαφορίζουµε ως προς dM
ϑέλοντας να υπονοήσουµε ότι ο ολικός ϱυθµός δίνεται ύστερα από ολοκλήρωση στο κα-
τάλληλο ηλιακό µοντέλο.

41Η ανάλυση που κάνουµε µπορεί να εφαρµοσθεί για οποιοδήποτε WIMP. Ειδικότερα, αν το σωµάτιο της
Σκοτεινής ΄Υλης είναι neutralino, τότε µπορούµε γενικά να γράψουµε [20]: Ξi = mi. ∆ηλαδή ισούται µε τη
µάζα του πυρήνα στον οποίο σκεδάζεται το χ.

42Ο όρος mχ
ρχ

εισάγεται εύλογα στον ορισµό, αν σκεφτούµε ότι η συνάρτηση κατανοµής ταχυτήτων f
είναι συγχρόνως και η συνάρτηση χωρικής κατανοµής των σκοτεινών σωµατιδίων και άρα κανονικοποιείται
στην ποσότητα ρχ

mχ
. Ακόµα και αν ϑεωρήσουµε την f σκέτα ως κατανοµή ταχυτήτων -όπως κάναµε σε

προηγούµενο χωρίο- τότε στην έκφραση του C ϑα εµφανιστεί και πάλι ο όρος mχ
ρχ

.
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5.2 Γιατί µας ενδιαφέρει ο ΄Ηλιος ;

΄Εχει ήδη γίνει ϕανερό από τον τίτλο της εργασίας ότι όλα µας τα αποτελέσµατα ϑέλου-
µε να τα συσχετίσουµε µε τον ΄Ηλιο. Η Γη µας δίνει σηµαντικά λιγότερες µετρήσεις
-πράγµα που ϑα γίνει ϕανερό σε λίγο- και γι΄ αυτό από εδώ και πέρα δεν ϑα µιλάµε
γενικά για κάποιο ουράνιο σώµα, αλλά ϑα αναφερόµαστε συγκεκριµένα στον ΄Ηλιο.

Το πλήθος των µετρήσεων που παίρνουµε εξαρτάται, προφανώς, από τον ϱυθµό σύλλη-
ψης C. Στο εσωτερικό του ουρανίου σώµατος στο οποίο έχουν εγκλωβιστεί τα περισσότερα
σκοτεινά σωµάτια, εκεί ϑα γίνονται και οι περισσότερες εξαϋλώσεις και άρα, µε τη σειρά
του, το σώµα αυτό ϑα µας δίνει τις περισσότερες -και πιο αξιόπιστες ;- µετρήσεις.

Για την ποιοτική σύγκριση ας χρησιµοποιήσουµε την σχέση 5.1.20. Βλέπουµε ότι ο
ϱυθµός σύλληψης εξαρτάται : από τα συγκεκριµένα στοιχεία που περιέχονται στο σώµα,
από την µάζα του σώµατος και από την µάζα του σκοτεινού σωµατιδίου [23].
◦ Αν υποθέσουµε ότι ο ΄Ηλιος και η Γη περιέχουν περίπου τα ίδια στοιχεία, τότε είναι

εµφανές ότι,
C� >> C⊕ (5.2.1)

αφού ο λόγος εξαρτάται από τις µάζες των σωµάτων.
◦ ΄Ενα επιπλέον επιχείρηµα ϐρίσκεται στον A. Gould [20], ο οποίος συσχετίζει τους

ϱυθµούς µε ϐάση τη µάζα του σκοτεινού σωµατιδίου. Ο λόγος των δύο, για mχ = 80 GeV
είναι γ ∼ 1, ενώ για µεγαλύτερες τιµές∼ 6.5. Μπορούµε να ϕανταστούµε πόσο µεγαλώνει
ο λόγος αυτός για την δικιά µας περίπτωση όπου mχ ∼ 500 GeV.
◦ Πάντως, αν ϑέλουµε να είµαστε δίκαιοι, ακόµα και οι Γη ϑα µπορούσε να προσφέρει

καλές µετρήσεις χάρη στην µικρή απόσταση από τον πυρήνα της, καθώς και λόγω του ότι
µας προσφέρει συνεχώς µετρήσεις.

5.3 Ρυθµός εξαΰλωσης CA

Η µεταβολή της ποσότητας των σκοτεινών σωµατιδίων στο εσωτερικό του ΄Ηλιου (ή της
Γης) ορίζεται από την εξίσωση 4.4.2:

dN

dt
= C − CAN2 (5.3.1)

στο σηµείο αυτό µπορούµε να ορίσουµε τον ϐολικό ¨πραγµατικό¨ ϱυθµό εξαΰλωσης,

ΓA
def
=

1

2
CAN

2 (5.3.2)

ο οποίος υπονοεί ότι ο ϱυθµός εξαΰλωσης οφείλει να νοείται συναρτήσει του πλήθους
των σκοτεινών σωµατιδίων. ∆εν µας ενδιαφέρει µόνο πόσο συχνά λαµβάνουν χώρα εξα-
ϋλώσεις, καθώς αυτές πρέπει να τις σταθµίσουµε µε το συνολικό ¨απόθεµα¨ σωµατιδίων.

Ο παράγοντας 2 εισάγεται στον παραπάνω ορισµό, επειδή σε κάθε διαδικασία εξαΰλω-
σης χάνονται 2 σκοτεινά σωµάτια.
• Η διαφορική 5.3.1 µπορεί να λυθεί και η λύση δίνεται στην δηµοσίευση [22], ως

[σχέση 22 εκεί]:

N =

√
C

CA
tanh

( t
τe

)
(5.3.3)

όπου,
τe ≡

1√
CCA

(5.3.4)
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είναι η χρονική κλίµακα ϑερµικής ισορροπίας (equilibrium).
Η λύση 5.3.3 είναι αυτή που σηµειώνουµε, εφ΄ όσον ο ϱυθµός εξάτµισης CE είναι

µηδέν -όπως και δικαιολογηµένα ϑεωρήσαµε.
Τώρα, χρησιµοποιώντας την σχέση 5.3.2, η λύση της διαφορικής γίνεται :

ΓA =
1

2
C tanh2

( t
τe

)
(5.3.5)

• Σε καλή προσέγγιση ο ϱυθµός εξαΰλωσης δίνεται ως [17],

CA = 〈σAurel〉s−wave

(
3kTc

2Gmχρc

)−3/2

(5.3.6)

µε Tc και ρc να είναι η ϑερµοκρασία και η πυκνότητα στο κέντρο του ΄Ηλιου.

5.4 Πειραµατικά αποτελέσµατα

Το µοντέλο που µελετήσαµε µέχρι τώρα είναι αρκετά γενικό και στην ουσία αποτελεί
ένα πλαίσιο µοντέλων, υπό την έννοια ότι δεν έχουµε αποδώσει συγκεκριµένες αριθµητικές
τιµές στις παραµέτρους που εµφανίζονται.

Αυτές οι παράµετροι είναι οι επανακανονικοποιηµένες τιµές των συντελεστών που
εµφανίζονται στην Λαγκρανζιανή του ελαφρού σπασίµατος, στην κλίµακα της Μεγάλης
Ενοποίησης (GUT), όπου το σπάσιµο δεν έχει επέλθει ακόµα. Τότε, έχουµε την ενοποίηση
των συντελεστών µάζας των ϐαθµωτών σωµατιδίωνmsfermion = mhiggs = m0, καθώς και
την ενοποίηση ων συντελεστών µάζας των gauginos M1 = M2 = M3 = m1/2. Επιπλέον,
ενοποιούνται οι συντελεστές των τριγραµµικών όρων των sfermions At = Ab = Aτ =
A0. Τέλος, ως ελεύθερες παράµετροι υπάρχουν ο λόγος των VEVs tanβ και το πρόσηµο
της παραµέτρου µάζας των Higgses sgn(µ), καθώς επίσης και η ίδια η παράµετρος

B
def
= µb.
• Η διαδικασία για την πειραµατική επιβεβαίωση της Υπερσυµµετρίας και κατ΄ ε-

πέκταση της σύστασης της Σκοτεινής ΄Υλης είναι απλή· πρώτα επιλέγουµε ένα µοντέλο µε
συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων και έπειτα υπολογίσουµε την αναµενόµενη ϱοή νε-
τρίνων από τον ΄Ηλιο. Στη συνέχεια, οι υπολογισµοί αυτοί συγκρίνονται µε τα πειραµατικά
αποτελέσµατα και έχουµε την επιβεβαίωση, ή την απόρριψη του µοντέλου.

Φυσικά, το λάθος µπορεί να µην ϐρίσκεται στις τιµές του µοντέλου, αλλά στην υπόθεσή
µας περί εγκλωβισµένης Σκοτεινής ΄Υλης. Τέτοια σενάρια στις περισσότερες περιπτώσεις
δεν µας απασχολούν, καθ΄ ότι, εν γένει, τα εξεταζόµενα µοντέλα συνδέονται άρρηκτα µε
τις σκοτεινές υποθέσεις.

Στο παρακάτω σχήµα [17] ϕαίνονται οι ϱοές των προσπιπτόντων από τον ΄Ηλιο σωµα-
τιδίων για κάποια γνωστά µοντέλα [24], [25], [27]:

76



Σχήµα 5.1: Ροές σωµατιδίων από τον ΄Ηλιο για µερικά γνωστά µοντέλα, συναρτήσει της
ενέργειας. Ενεργειακό ϕάσµα προσπιπτόντων σωµατιδίων.

• Το επόµενο ϐήµα είναι να συγκρίνουµε αυτούς τους ϑεωρητικούς υπολογισµούς
µε το πείραµα. Ακολουθούµε κυρίως τα δεδοµένα από το παρατηρητήριο IceCube που
ϐρίσκεται στο Νότιο Πόλο. Σε σχέση µε άλλα γνωστά παρατηρητήρια, όπως το Super K
στην Ιαπωνία, η ειδική περιοχή υψηλής ευκρίνειας του IceCube, DeepCore, δίνει για την
ώρα µετρήσεις µε την µεγαλύτερη ακρίβεια.

Ο ανιχνευτής προσπαθεί να ξεχωρίσει τα µιόνια που προκύπτουν από την πρόσπτωση
των νετρίνων, ή αντινετρίνων -προερχόµενων από τον ΄Ηλιο- στην επιφάνειά του. Τα µιόνια
αυτά πρέπει να διαχωριστούν από άλλες πιθανές πηγές παραγωγής µιονίων, καθώς και
από τα µιόνια που ήδη στέλνει ο ΄Ηλιος λόγω της Σκοτεινής ΄Υλης.

Παρουσιάζουµε ένα ενδεικτικό διάγραµµα [17] για δύο διαφορετικές περιπτώσεις του
παραµετρικού χώρου συναρτήσει της µάζας του LSP. Αριστερά έχουµε A0 = 0 και tanβ =
10, ενώ δεξιά A0 = 0 και tanβ = 55. Ο λόγος που επιλέγουµε αυτές τις δύο τιµές για την
εφαπτοµένη είναι [17] ότι η tanβ = 10 ϐρίσκεται κοντύτερα στην ϐέλτιστη τιµή που δίνουν
οι διάφορες αναλύσεις πιθανότητας εύρεσης Σκοτεινής ΄Υλης (likelihood analyses), ενώ η
tanβ = 55 είναι πιο κοντά στην ανώτερη τιµή για την οποία οι λύσεις που ϐρίσκουµε για
την κατάσταση κενού είναι ¨καλές¨. Οι τιµές αυτές αποτελούν εποµένως δύο διαφορετικές
ακραίες -αλλά πάντα ϐιώσιµες- περιπτώσεις.

Τα διαγράµµατα δίνουν τις υπολογιζόµενες ϱοές για διαφορετικά κατώφλια τυχόντος
ανιχνευτή. Με µαύρη γραµµή σηµειώνεται η ανιχνευτική ικανότητα του IceCube µε κα-
τώφλι 1GeV. ΄Ενα µοντέλο που περνάει την γραµµή σηµαίνει ότι δύναται να ανιχνευθεί.
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Σχήµα 5.2: Ικανότητα ανίχνευσης.

Στο σηµείο αυτό πρέπει να προσέξουµε ότι, ανάλογα µε τον τρόπο που παράγονται τα
νετρίνα, µπορεί να έχουµε διαφορετικές εισερχόµενες ϱοές. ΄Ετσι, µπορεί να έχουµε τη
λεγόµενη συν-εξαΰλωση (co-annihilation) όπου, λόγω των αρκετά όµοιων µαζών τους,
ένα σκοτεινό σωµάτιο ϑα εξαϋλωθεί µε ένα stau τ̃ σωµάτιο. Τέτοιες αλληλεπιδράσεις
παρατηρούνται αν ϐρισκόµαστε στην περιοχή του παραµετρικού χώρου m1/2 − m0 (ϑα
συζητηθεί στην συνέχεια) κοντά στην κάτω δεξιά γωνία.

Επιπλέον, µπορεί να ϐρισκόµαστε στην λεγόµενη περιοχή συγκέντρωσης σηµείου
(focus point). ΄Ετσι ονοµάζεται η περιοχή κοντά στην πάνω αριστερή γωνία του παραµε-
τρικού χώρου. Εκεί, µπορεί να έχουµε εξαϋλώσεις µεταξύ του σκοτεινού σωµατιδίου και
του neutralino χ2, λόγω όµοιων µαζών.

Το διάγραµµα, λοιπόν, µας δείχνει αν δύναται να έχουµε παρατήρηση στον IceCube,
ανάλογα µε την περιοχή του παραµετρικού χώρου στην οποία ϐρισκόµαστε. Βλέπουµε
ότι αρκούντος µεγάλες ϱοές ώστε να έχουµε παρατήρηση παράγονται µόνο για την focus
point περιοχή.

• ∆υστυχώς, ο IceCube, ή οποιοσδήποτε άλλος ανιχνευτής, δεν έχει καταφέρει να
δώσει µέχρι τώρα (έτος συγγραφής) ϑετικά αποτελέσµατα στο κυνήγι της υπερσυµµετρικής
Σκοτεινής ΄Υλης. Αντίθετα, τα περιθώρια ανίχνευσης όλο και µειώνονται.

Για τον αποκλεισµό κάποιας περίπτωσης, λαµβάνουµε τη µετρούµενη ϱοή και ϐάση
αυτής µπορούµε να σχεδιάσουµε την καµπύλη της ενεργού διατοµής συναρτήσει της
µάζας του σκοτεινού σωµατιδίου. Η καµπύλη αυτή µας δείχνει τις επιτρεπόµενες τιµές
που µπορεί να έχει το µοντέλο µας. Η ενεργός διατοµή είναι µια ποσότητα που εµφα-
νίζεται στην άµεση ανίχνευση, όµως επηρεάζει µε ευθύ τρόπο και την έµµεση ανίχνευση.
Συνεπώς, µέσω της ανίχνευσης των νετρίνων από τον ΄Ηλιο, είναι λογικό να µπορούν να
εξαχθούν συµπεράσµατα και για τις ενεργές διατοµές πρωτονίου-σκοτεινού σωµατιδίου.

Τα όρια αυτά είναι πολύ σηµαντικά, καθώς µπορούν να οδηγήσουν ένα µοντέλο να
αλλάξει τις τιµές του τού παραµετρικού χώρου προκειµένου να ταιριάζει στα πειραµατικά
δεδοµένα. Μια τέτοια αλλαγή, όµως, συνεπάγεται και ενδιαφέροντα ϑεωρητικά παρελ-
κόµενα.
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Σχήµα 5.3: ΄Ορια ανίχνευσης Σκοτεινής ΄Υλης δοσµένα από τον IceCube, σε σύγκριση µε
άλλους ανιχνευτές είτε άµεσων, είτε έµµεσων µεθόδων.

Στα παραπάνω διαγράµµατα [30] δίνονται τα όρια που εξάγει το παρατηρητήριο Ice-
Cube για τα δύο διαφορετικά είδη ενεργού διατοµής για διαφορετικά κανάλια συναρτήσει
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της µάζας του σκοτεινού σωµατιδίου. Επιπλέον, γίνεται σύγκριση µε τα όρια που δίνουν
άλλα παρατηρητήρια.

Οι περιοχές πάνω από τις εκάστοτε καµπύλες αποκλείονται. ΄Αρα, ϐλέπουµε, ότι
τα πειράµατα άµεσης ανίχνευσης δίνουν καλύτερα όρια από τα αντίστοιχα έµµεσης
ανίχνευσης (IceCube, Super-K, Antares).

Τα σκοτεινά σωµάτια εξαϋλώνονται αρχικά στα τρία ϐασικά κανάλια που ϕαίνονται στα
διαγράµµατα και στη συνέχεια τα παραγόµενα σωµατίδια δίνουν, δευτερογενώς, νετρίνα.

Το χρωµατιστό ¨βουνό¨ που εµφανίζεται στο πρώτο διάγραµµα αντιστοιχεί σε µοντέλα
του ϕαινοµενολογικού MSSM. Οι µπλε και κόκκινοι χρωµατισµοί αντιστοιχούν στα κα-
νάλια εξαΰλωσης, όπως ακριβώς και στο υπόλοιπο διάγραµµα. Μια γρήγορη παρατήρηση
µας λέει ότι το πλήθος των διαφορετικών µοντέλων που µπορούν να συνάδουν µε τα πει-
ϱαµατικά αποτελέσµατα είναι αρκετά µικρό.

• Τα σηµαντικότερα, ίσως, διαγράµµατα είναι εκείνα που παρουσιάζουν µια µετρο-
ύµενη ποσότητα (έστω τη ϱοή) συναρτήσει όλων των ποσοτήτων του παραµετρικού χώρου.
Βέβαια, ο χώρος αυτός είναι πολυδιάστατος, οπότε πλήρως τέτοια διαγράµµατα δεν είναι
δυνατό να σχεδιαστούν. Αναγκαζόµαστε, λοιπόν, να περιοριστούµε σε ένα δισδιάστατο
γράφηµα στο οποίο όλες οι υπόλοιπες παράµετροι είναι σταθερές.

Ποιες είναι οι καλύτερες παράµετροι για να αφήσουµε ελεύθερες ; Ασφαλώς αυτές που
είναι και ϑεωρητικά δύσκολο να τις περιορίσουµε ! Τουτέστιν, οι µάζες m1/2 και m0.

Στα επόµενα διαγράµµατα [17] ϕαίνονται οι ϱοές των µιονίων που οφείλονται σε νε-
τρίνα. Επειδή η πειραµατική ευαισθησία για την παράµετρο A0 είναι µικρή, την ϑεωρο-
ύµε 0. Τα γραφήµατα δίνονται για δύο -ευρέως χρησιµοποιούµενες για σύγκριση- τιµές
του λόγου των VEVs, ενώ υποθέτουµε ενέργεια κατωφλίου 1 GeV, προκειµένου να
αντιπαραθέσουµε µε τις δυνατότητες του IceCube. Θεωρούµε µ > 0.
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Σχήµα 5.4: Παραµετρικός χώρος m1/2 − m0 συναρτήσει της ϱοής µιονίων οφειλόµενων
σε νετρίνα. Χρώµατα: ϱοή (µπλε), µάζα Higgs (κόκκινο), όρια charginos (µαύρο), απο-
κλεισµένες περιοχές (σκούρο ϱοζ, πράσινο, καφέ) και ευνοούµενες περιοχές (τιρκουάζ,
ανοιχτό ϱοζ).

Στα παραπάνω σχήµατα, η κόκκινη γραµµή δίνει το κατώτερο όριο για τη µάζα του
Higgs σύµφωνα µε το LEP και συνεπώς απαγορεύεται να ϐρεθούµε κάτω από αυτήν. Οι
µαύρες γραµµές δίνουν τα κατώτερα όρια για τα charginos σύµφωνα µε το LEP και
εποµένως δεν µπορούµε να ϐρεθούµε ούτε κάτω από αυτές τις γραµµές.

Επιπλέον, οφείλουν να αποκλεισθούν : α) η σκούρα ϱοζ περιοχή, γιατί εκεί δεν
συµβαίνει σπάσιµο της Ηλεκτρασθενούς συµµετρίας, ϐ) η η καφέ περιοχή, γιατί εκεί το
LSP δεν µπορεί να είναι το ελαφρύτερο neutralino και γ) η πράσινη περιοχή, γιατί οι
τιµές µαζών εκεί αντίκεινται στους πειραµατικούς περιορισµούς της διαδικασίας b −→ sγ.

Επιπρόσθετα, υπάρχουν δύο περιοχές οι οποίες τυγχάνουν ευνοϊκού εδάφους, χωρίς
όµως αυτό να είναι δεσµευτικό. Αυτές είναι : α) η ανοιχτή ϱοζ περιοχή, η οποία συµφωνεί
µε τις µετρήσεις του BNL για το gµ− 2 και ϐ) η τιρκουάζ περιοχή, η οποία συµφωνεί µε
τον προσδιορισµό της πυκνότητας της Σκοτεινής ΄Υλης του WMAP.

Τα γραφήµατα που παρουσιάζουµε δίνουν πολύ περιορισµένες περιοχές ανίχνευσης.
Αν µάλιστα κυνηγήσουµε τις ευνοούµενες περιοχές και συγκρίνουµε µε το Σχήµα 2,
ϑα δούµε (µε λύπη !) ότι έχουµε ένα πολύ µικρό παράθυρο ανίχνευσης για tanβ = 55
προκύπτει mχ ∼ 200GeV, ενώ για tanβ = 10 δεν έχουµε αποτέλεσµα. Ωστόσο, µπορούµε
να µην λάβουµε σοβαρά υπ΄ όψιν µας την ευνοούµενη ανοιχτή ϱοζ περιοχή -παρόλα αυτά
καλό ϑα ήταν να µην κάνουµε το ίδιο για την τιρκουάζ-, και άρα για tanβ = 55 προκύπτει
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πάλι mχ ∼ 200GeV, ενώ για tanβ = 10 προκύπτει mχ ∼ 300GeV.

• Κλείνοντας, είναι ενδιαφέρον να δούµε άλλο ένα διάγραµµα [17], σχεδιασµένο στον

παραµετρικό χώρο m1/2 −m0, στο οποίο απεικονίζεται ο λόγος
Ρυθµός εξαΰλωσης
Ρυθµός σύλληψης

.

Ο λόγος αυτός µας δείχνει πόσο καλή -ή όχι- είναι η προσέγγιση ότι κάποια στιγµή
επέρχεται ϑερµική ισορροπία στο εσωτερικό του ΄Ηλιου. Μια τιµή του λόγου κοντά στη
µονάδα συνεπάγεται ότι η προσέγγιση είναι αξιόλογη.

Το γράφηµα δίνεται για A0 = 0 και µ > 0.

Σχήµα 5.5: ΄Ορια για την προσέγγιση της ϑερµικής ισορροπίας στον πυρήνα του ΄Ηλιου.
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6 Συµπεράσµατα

Το πρόβληµα της Σκοτεινής ΄Υλης είναι ένα από τα επιτακτικότερα ϑέµατα που καλείται
να λύσει η σύγχρονη Φυσική. Στην εργασία αυτή µελετήθηκε το πως η Σκοτεινή ΄Υλη
µπορεί να ανιχνευθεί µε έµµεσο τρόπο µέσω νετρίνων προερχόµενων από τον ΄Ηλιο και
έτσι, όχι µόνο να επιβεβαιωθεί πλήρως η ύπαρξή της, αλλά και να δοθεί µια ερµηνεία ως
προς την προέλευσή της.

Η δοµή της Σκοτεινής ΄Υλης προκύπτει µε ϕυσικό τρόπο µέσα από την Υπερσυµµετρία.
Για να ϕτάσουµε εκεί, κάναµε πρώτα µια µικρή ανασκόπηση στο Καθιερωµένο Πρότυπο
πάνω στο οποίο και στηριζόµαστε. Η Υπερσυµµετρία δεν αποτελεί τίποτα άλλο παρά µια
απλή επέκταση του ΚΠ, η οποία µάλιστα δεν αλλάζει τίποτα από τη δοµή και τη λογική
αυτού του σπουδαίου µοντέλου.

Εκτός των άλλων, η Υπερσυµµετρία δίνει άµεση λύση στο πρόβληµα της ιεραρχίας
(hierarchy problem) -µε το οποίο δεν ασχολούµαστε στην παρούσα εργασία- γεγονός το
οποίο ενισχύει ακόµα περισσότερο την πίστη µας στην ϑεωρία αυτή.

Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας αυτής παρουσιάζεται ο τρόπος µε τον οποίο δοµείται
και κατασκευάζεται η Υπερσυµµετρία, ενώ παράλληλα γίνεται ο ορισµός ενός ενιαίου
συµβολισµού και συµβάσεων που χρησιµοποιούνται καθ’ όλη την έκταση της εργασίας.
Τελικά δόθηκε η πλήρης υπερσυµµετρική Λαγκρανζιανή.

Βασικό χαρακτηριστικό της υπερσυµµετρικής ϑεωρίας είναι η εισαγωγή νέων ϐαθµών
ελευθερίας στις ήδη υπάρχουσες πολλαπλέτες, προς κατασκευή των λεγόµενων υπερ-
πολλαπλετών. Για κάθε σωµάτιο του ΚΠ προτύπου κατασκευάζουµε ένα άλλο σωµάτιο,
τον υπερ-συνοδό, το σπιν του οποίου διαφέρει από το αρχικό κατά 1

2
. ΄Ετσι, για κάθε

ϕερµιόνιο αντιστοιχεί ένα καινούριο µποζόνιο (σφερµιόνιο – sfermion), ενώ για κάθε
µποζόνιο ένα καινούριο ϕερµιόνιο (µποζίνο – bosino). Κάθε καινούριο σωµάτιο έχει
ίδιους κβαντικούς αριθµούς και ίδια µάζα µε το αντίστοιχο του ΚΠ.

Επίσης, προκύπτει ότι η Υπερσυµµετρία κανονικοποιείται µε τέτοιο τρόπο, ώστε στη
ϑεωρία µας να υπάρχουν µόνο καταστάσεις ϑετικής ενέργειας.

Το παραπάνω σωµατιδιακό περιεχόµενο είναι το ελάχιστο που µπορούµε να υποθέσου-
µε, όµως υπάρχουν και υπερσυµµετρίες που εισάγουν παραπάνω σωµάτια από αυτά που
αναφέρθηκαν. ∆εν επεκτεινόµαστε σε τέτοιου είδους µοντέλα.

Εν τω µεταξύ, κάνουµε λόγο για το Υπερδυναµικό το οποίο είναι χαρακτηριστικό του
µοντέλου που χρησιµοποιούµε κάθε ϕορά.

Οι ίδιες µάζες των υπερ-συνοδών και των συνήθων σωµατιδίων υπονοούν ότι η Υ-
περσυµµετρία ϑα έπρεπε ήδη να έχει παρατηρηθεί. Επειδή κάτι τέτοιο δεν έχει συµβεί,
αναγκαζόµαστε να υποθέσουµε ότι η Υπερσυµµετρία είναι σπασµένη. Αυτό έχει ως α-
ποτέλεσµα οι µάζες των υπερ-συνοδών να είναι κατά πολύ µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες
των σωµατίων του ΚΠ. Επιθυµούµε η ϑεωρία µας να διατηρήσει τα αρχικά χαρακτηρι-
στικά της και, επειδή δεν συντρέχει λόγος για το αντίθετο, υποθέτουµε ελαφρύ (soft)
σπάσιµο της Υπερσυµµετρίας. Προχωρήσαµε ϐλέποντας τους τρόπους µε τους οποίους
αυτό µπορεί να επιτευχθεί.

Τελικά, ϑεωρώντας το ελάχιστο σωµατιδιακό περιεχόµενο µαζί µε το ελαφρύ σπάσιµο
της Υπερσυµµετρίας, καταλήγουµε στο Ελάχιστα Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο
(Minimal Supersymmetric Standard Model - MSSM). Το µοντέλο συµπληρώθηκε µε την
R-Οµοτιµία, ένα είδος οµοτιµίας το οποίο αποδίδει διαφορετικές τιµές στα σωµάτια του
ΚΠ και στους υπερ-εταίρους τους, και η διατήρηση της οποίας ϐοηθάει στην ανάλυση της
Σκοτεινής ΄Υλης. Στην εργασία, λοιπόν, αναλύθηκε ένα MSSM εφοδιασµένο µε διατήρηση
της R-Οµοτιµίας.
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Η Υπερσυµµετρία µπορεί να παρασταθεί µε κοµψό ϕορµαλισµό µε τη χρήση των
Υπερπεδίων (Superfields).

Αναφέρθηκε ότι οι µάζες των υπερ-συνοδών είναι µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες
των σωµατιδίων του ΚΠ, ενώ συγχρόνως ϕέρουν ίδιο ηλεκτρικό ϕορτίο. Αµέσως αµέσως,
το γεγονός αυτό επιτρέπει στην ύπαρξη µαζικών ουδέτερων ϕερµιονίων, τα οποία,
ϕυσικά, αποτελούν τους υπερ-συνοδούς των αντιστοίχων ουδετέρων µποζονίων B0, W 0

και Higgs. Τα σωµάτια αυτά καλούνται νιουτραλίνο (neutralinos) και είναι τέσσερα τον
αριθµό.

Η Σκοτεινή ΄Υλη καταλαµβάνει περί το 25% του Σύµπαντος και οφείλεται για τη συ-
γκρότηση των γαλαξιών, ενώ συνάµα δεν εκπέµπει ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία. Συ-
νεπώς, ϑα πρέπει να αποτελείται από ουδέτερα σωµατίδια µεγάλης µάζας (και επιπλέον
άχρωµα). Κάτω από αυτό το πρίσµα, τα neutralinos ϕαντάζουν ιδανικοί υποψήφιοι.

Ωστόσο, η Σκοτεινή ΄Υλη είναι σταθερή και δεν διασπάται. Εδώ υπεισέρχεται η δια-
τήρηση της R-Οµοτιµίας. Κάθε συνηθισµένο σωµάτιο µπορεί να διασπαστεί µόνο σε άλλα
σωµάτια του ΚΠ, εφ’ όσον όλοι οι υπερ-συνοδοί είναι ϐαρύτεροι. Το ίδιο δεν ισχύει
για τα υπερ-σωµάτια. Λόγω, όµως της R-Οµοτιµίας, ένα υπερ-σωµάτιο οφείλει πάντα
να διασπάται σε άλλα υπερ-σωµάτια (µαζί µε οποιαδήποτε συνηθισµένα). Εποµένως,
το ελαφρύτερο υπερ-σωµάτιο (Lightest Supersymmetric Particle - LSP) ϑα είναι
απόλυτα σταθερό.

Θεωρήθηκε ότι το ελαφρύτερο neutralino είναι το LSP, το οποίο έχει, εν τέλει, όλα τα
χαρακτηριστικά ώστε να απαρτίζει την Σκοτεινή ΄Υλη.

Προχωρώντας, µιλήσαµε για τις αλληλεπιδράσεις του LSP µε τη συνηθισµένη ύλη και
εποµένως για την άµεση ανίχνευσή της. Οι αλληλεπιδράσεις αυτές χωρίζονται σε δύο
κατηγορίες· εκείνες που εξαρτώνται από το σπιν (spin dependent - SD) και εκείνες που
δεν χαρακτηρίζονται από αυτό, τις λεγόµενες και ϐαθµωτές, ή spin independent - SI.

Επειδή η ϱοή Σκοτεινής ΄Υλης προς τη Γη είναι µάλλον µικρή, ένας περισσότερα
υποσχόµενος τρόπος για την ανίχνευσή της είναι οι έµµεσες µέθοδοι. ΄Εµµεση ανίχνευση
της Σκοτεινής ΄Υλης µπορεί να γίνει µε τρεις τρόπους µε ϐάση τα προϊόντα εξαΰλωσης των
LSPs. ΄Ετσι έγινε αναφορά στην ανίχνευση α) µέσω ϕωτονίων, ϐ) µέσω νετρίνων και γ)
µέσω αντιύλης. Στην εργασία αυτή σταθήκαµε στην ανίχνευση µέσω νετρίνων.

Τα νετρίνα οφειλόµενα στην Σκοτεινή ΄Υλη που (ϑα) παρατηρούνται στους ανιχνευτές
προέρχονται κυρίως από τον ΄Ηλιο και σε µικρότερο ϐαθµό από τη Γη.

Γνωρίζουµε ότι ο Γαλαξίας µας περικλείεται από µια άλω Σκοτεινής ΄Υλης. Η άλως
αυτή – πρακτικά- δεν εκπέµπει ακτινοβολία λόγω εξαϋλώσεων, διότι πολύ απλά τέτοιες
αντιδράσεις δεν λαµβάνουν χώρα εκεί. Τα LSPs ϐρίσκονται ¨παγωµένα¨ στις ϑέσεις τους
ύστερα από το Big Bang και εποµένως δεν καταφέρνουν να συναντήσουν το ένα το άλλο.
΄Εχουν υποστεί το λεγόµενο freeze out. Επακόλουθο αυτού είναι η έντονα µη-σχετικιστική
κίνηση των σκοτεινών σωµατιδίων.

Παρόλα αυτά, κατά καιρούς συµβαίνει οι τροχιές των LSPs να είναι τέτοιες ώστε αυτά
να περνάνε κοντά από ΄Ηλιο, ή τη Γη, και εν συνεχεία να δεσµεύονται από το αντίστοι-
χο ϐαρυτικό πεδίο. Τα LSPs παγιδεύονται στο κέντρο του ουρανίου σώµατος. Μετά από
χρόνια, η συγκέντρωση είναι τέτοια, ώστε τελικά τα σκοτεινά σωµάτια να συναντιούνται µε-
ταξύ τους και να εξαϋλώνονται. Η σύλληψη των σωµατιδίων είναι, προφανώς, µεγαλύτερη
και πιο ενδιαφέρουσα στην περίπτωση του ΄Ηλιου.

Στην εργασία εξήχθη ο ϱυθµός σύλληψης από τον ΄Ηλιο, ο οποίος εξαρτάται τόσο από
τα χαρακτηριστικά του LSP – µάζα, ενεργός διατοµή- όσο και από την κατανοµή της
Σκοτεινής ΄Υλης γύρω από τον Γαλαξία και την ταχύτητα των σωµατιδίων.

Ο ϱυθµός µε τον οποίο εξαϋλώνονται τα LSPs στο εσωτερικό του ΄Ηλιου είναι συγκε-
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κριµένος και µπορεί να συνδυαστεί µε το ϱυθµό σύλληψης στη διαφορική εξίσωση 5.3.1,
ώστε να πάρουµε το ϱυθµό µεταβολής των σκοτεινών σωµατιδίων στον ΄Ηλιο. Ο ϱυθµός
αυτός συνδέεται άµεσα µε το ϱυθµό παραγωγής νετρίνων και εποµένως µας δίνει την
αναµενόµενη ϱοή τους από τον ΄Ηλιο προς τον ανιχνευτή.

Κλείνοντας, παρουσιάσαµε διαγράµµατα που δίνουν την αναµενόµενη ϱοή σωµατιδίων
προς τον ανιχνευτή, καθώς και την δυνατότητα ανίχνευσης από τον IceCube, συναρτήσει
της µάζας του σκοτεινού σωµατιδίου. Επιπλέον, είδαµε γραφήµατα του παραµετρικού
χώρου του MSSM, τα οποία ϑέτουν πειραµατικά όρια στη δυνατότητα ανίχνευσης της
Σκοτεινής ΄Υλης. Η ανάγνωση των αποτελεσµάτων αυτών αφήνει, δυστυχώς, πολύ µικρά
περιθώρια για την επιβεβαίωση της υπερσυµµετρικής Σκοτεινής ΄Υλης.

Τέλος, η ανάλυση των πειραµατικών δεδοµένων σε σχέση µε τα διαγράµµατα εξαΰλω-
σης που περιέχουν κορυφές χχZ και χχ(Higgs) δίνει περιορισµούς για την περιοχή του
παραµετρικού χώρου όπου το ελαφρύτερο neutralino είναι κυρίως higgsino.

Για µια πλήρη εισαγωγή στο ϑέµα της Υπερσυµµετρίας και της Υπερσυµµετρικής
Σκοτεινής ΄Υλης, ο αναγνώστης παραπέµπεται στις αναφορές [4], [8], [11] και [23].
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