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Εισαγωγή

Το αντίστροφο πρόβλημα της θεωρίας του Galois, που πρωτοδιατυπώθηκε στις αρ­
χές του δεκάτου ενάτου αιώνα, είναι ένα κεντρικό πρόβλημα στην άλγεβρα και ειδι­
κότερα στη θεωρία Galois. Στην κλασική του μορφή, αφορά το θέμα της ταξινόμησης
των πεπερασμένων ομάδων που προκύπτουν ως ομάδες Galois πολυωνύμων πάνω από
το σώμα των ρητών, αλλά το πρόβλημα έχει μελετηθεί πάνω από πολλά διαφορετικά
σώματα.

Έχει δειχθεί, για παράδειγμα οτι κάθε πεπερασμένη ομάδα είναι πραγματοποιή­
σιμη, προκύπτει, δηλαδή ως ομάδα Galois μιας πεπερασμένης Galois επέκτασης πάνω
από το σώμα των ρητών συναρτήσεων με μιγαδικούς συντελεστές ℂ(𝑧) και θα το απο­
δείξουμε και εδώ. Γενικότερα, αυτό ισχύει αν αντικαταστήσουμε το ℂ με οποιοδήποτε
αλγεβρικά κλειστό σώμα χαρακτηριστικής μηδέν.

Η σημασία της μελέτης του προβλήματος πάνω από σώματα συναρτήσεων, έγκει­
ται, εν μέρει, στο ότι μία θετική απάντηση του προβλήματος πάνω από το ℚ(𝑡) θα
συνεπαγόταν το ίδιο για το ℚ. Αυτό είναι συνέπεια του θεωρήματος αναγωγιμότητας
του Hilbert, που είναι το θέμα του πρώτου μέρους αυτής της εργασίας.

Στο δεύτερο μέρος, θα δείξουμε την αντιστοιχία που υπάρχει μεταξύ των πεπε­
ρασμένων Galois επεκτάσεων του ℂ(𝑧) και των διακλαδισμένων Galois επικαλύψεων
της προβολικής σφαίρας, που συνεπάγεται την επίλυση του προβλήματος πάνω από
το ℂ(𝑧). Επιπλέον, εκμεταλευόμενοι αυτό το αποτέλεσμα θα συζητήσουμε τα κριτή­
ρια στερεότητας, τα οποία οδηγούν σε πραγματοποιήσεις πολλών ομάδων πάνω από
αριθμητικά σώματα, συμπεριλαμβανομένου και του ℚ.

Τέλος, για να εδραιώσουμε την αντιστοιχία που αναφέραμε, θα χρειαστούμε το θε­
ώρημα ύπαρξης του Riemann για μερομορφικές συναρτήσεις σε επιφάνειες Riemann,
το οποίο θα αποδείξουμε πλήρως στο τρίτο μέρος της εργασίας.

Θέλω να ευχαριστήσω όλους τους καθηγητές μου και ιδιαίτερα, τους κκ. Αριστείδη
Κοντογεώργη, Δημήτρη Βάρσο καιΜιχάληΜαλιάκα για την αμέριστη βοήθεια και την
υποστήριξη που μου πρόσφεραν από την πρώτη μέρα μου στη σχολή.

Ηλίας Ανδρέου, Αθήνα 2019.





Κεφάλαιο 1

Το θεώρημα αναγωγιμότητας
του Hilbert

Δεν είνα δύσκολο να βρούμε μία επέκταση σωμάτων με δεδομένη ομάδα Galois.
Αν μία ομάδα 𝐺 δρα πιστά σε ένα σύνολο 𝑋, μπορούμε απλώς να θεωρήσουμε την
επέκταση ℚ(𝑋)/ℚ(𝑋)𝐺, όπου ℚ(𝑋)𝐺 είναι το σταθερό σώμα της 𝐺 υπό τη δράση της
στο ℚ(𝑋) που επάγεται μεταθέτοντας τα στοιχεία του 𝑋. Φυσικά, με αυτόν τον τρόπο
δεν μπορούμε να είμαστε επιλεκτικοί με το σταθερό σώμα. Παρόλα αυτά, για κάποιες
ομάδες, αυτό μπορεί να οδηγήσει σε πραγματοποιήσεις πάνω από το ℚ.

Θεωρήστε, για παράδειγμα τη δράση της συμμετρικής ομάδας𝒮𝑛 στο σώμα των ρη­
τών συναρτήσεων ℚ(𝑡1, … , 𝑡𝑛) επαγόμενη από την κλασική δράση της 𝒮𝑛 στο σύνολο
{𝑡1, … , 𝑡𝑛}. Όπως ήδη ξέρουμε το σταθερό σώμα της 𝒮𝑛 κάτω από αυτήν τη δράση
είναι το ℚ(𝑥1, … , 𝑥𝑛) όπου τα 𝑥𝑖 είναι οι συμμετρικές συναρτήσεις των 𝑡𝑖. Συνεπώς,
τα ίδια τα 𝑥𝑖 είναι ανεξάρτητα υπερβατικά στοιχεία πάνω από το ℚ και μπορούμε να
τα δούμε σαν μεταβλητές.

Έχουμε, τώρα, έναν απλό τρόπο να πάρουμε επεκτάσεις του ℚ από επεκτάσεις του
ℚ(𝑥1, … , 𝑥𝑛). Απλώς δίνουμε τιμές στα 𝑥𝑖. Αυτό θα αντιστοιχούσε στο να εξειδικεύ­
σουμε τους συντελεστές του πολυωνύμου

∏
𝑖

(𝑦 − 𝑡𝑖) = 𝑦𝑛 + 𝑥𝑛𝑦𝑛−1 + ⋯ + 𝑥2𝑦 + 𝑥1 ∈ ℚ(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

και να δούμε το σώμα ριζών του. Η συγκεκριμένη περίπτωση είναι τετριμμένη, μιας
και το εξειδικευμένο πολυώνυμο μπορεί να είναι οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού 𝑛,
αλλά από τη συζήτηση πριν από την απόδειξη του θεωρήματος θα φανεί ότι, δεδομέ­
νου του αναγώγου, η ομάδα Galois θα πρέπει, επιπλέον, να διατηρείται για άπειρες
εξειδικεύσεις.

Μετά την προκαταρκτική συζήτηση, που θα είναι αμιγώς αλγεβρική, θα συνεχί­
σουμε με την απόδειξη του θεωρήματος στην περίπτωση των δύο μεταβλητών. Η από­
δειξη αυτή χρειάζεται κάποια βασική ανάλυση. Για να δώσουμε μια ιδέα γιατί γίνεται
αυτό, ας θεωρήσουμε το ανάγωγο πολυώνυμο σε δύο μεταβλητές: 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 − 𝑥.
Ποιες ακέραιες εξειδικεύσεις της μεταβλητής 𝑥 μας δίνουν μη ανάγωγα πολυώνυμα
ως προς 𝑦; Είναι ακριβώς οι ακέραιοι που είναι τέλεια τετράγωνα (που ξέρουμε ότι δεν
είναι όλοι). Και για να το κάνουμε πιο φανταχτερό, είναι οι ακέραιοι στους οποίους η
συνάρτηση 𝑦 = √𝑥, που είναι η ρίζα του 𝑝(𝑥, 𝑦) αν το θεωρήσουμε ως πολυώνυμο ως
προς τη μεταβλητή 𝑦, παίρνει ακέραιες τιμές. Γενικότερα, οι ρίζες ενός πολυωνύμου
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σε δύο μεταβλητές μπορούν να οριστούν σαν ολόμορφες συναρτήσεις μίας εκ των με­
ταβλητών, τουλάχιστον τοπικά, και θα δείξουμε μία πρόταση για την πυκνότητα των
ακέραιων τιμών τους που συνεπάγεται το θεώρημα. Μετά θα γενικεύσουμε και το θε­
ώρημα σε περισσότερες μεταβλητές.

1.1 Εξειδικεύοντας τους συντελεστές ενός πολυωνύμου

Λήμμα 1.1.1. Έστω 𝐾/𝐹 μια πεπερασμένη επέκταση Galois με ομάδα Galois 𝐺. Έστω
𝑅 ένας υποδακτύλιος του𝐹 , που έχει το𝐹 ως σώμα πηλίκο. Έστω𝛼 ένας γεννήτορας του
𝐾 πάνω από το 𝐹 τέτοιος ώστε 𝑓(𝛼) = 0 για κάποιο μονικό πολυώνυμο 𝑓(𝑦) ∈ 𝑅[𝑦]
βαθμού𝑛 = [𝐾 ∶ 𝐹 ]. Έστω, τέλος,Α ένα πεπερασμένο υποσύνολο του𝐾 που να περιέχει
το 𝛼, αναλλοίωτο κάτω από τη δράση της 𝐺 και 𝑆 = 𝑅[𝐴]. Τότε υπάρχει 𝑢 ≠ 0 in 𝑅
τέτοιο ώστε για κάθε ομομορφισμό 𝜔 από το 𝑅 σε κάποιο σώμα 𝐹 ′ με 𝜔(𝑢) ≠ 0 να
ισχύουν τα ακόλουθα:

(1) ο 𝜔 επεκτείνεται σε έναν ομομορφισμό �̃� ∶ 𝑆 → 𝐾′ όπου 𝐾′ είναι μια πεπερα­
σμένη επέκταση του 𝐹 ′. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι το 𝐾′ παράγεται πάνω από
το 𝐹 ′ από το �̃�(𝑆).

(2) για κάθε τέτοιο �̃� το σώμα 𝐾′ είναι Galois πάνω από το 𝐹 ′ και παράγεται από
το 𝛼′ = �̃�(𝛼). Έχουμε 𝑓 ′(𝛼′) = 0, όπου το 𝑓 ′(𝑦) ∈ 𝐹 ′[𝑦] είναι το πολυώνυμο
που παίρνουμε αν εφαρμόσουμε τον 𝜔 στους συντελεστές του 𝑓 . Άρα, [Κ′ ∶ 𝐹 ′] =
[𝐾 ∶ 𝐹 ] αν και μόνο αν το 𝑓 ′ είναι ανάγωγο. Σε αυτή την περίπτωση το 𝐾′ είναι
𝐹 ′­ισόμορφο με το 𝐹 ′[𝑦]/(𝑓 ′).

(3) Υποθέτουμε τώρα ότι το 𝑓 ′ είναι ανάγωγο. Τότε για κάθε �̃� όπως στο (1) υπάρ­
χει μοναδικός ισομορφισμός 𝐺 → 𝐺′ = 𝐺(𝐾′/𝐹 ′), 𝜎 ↦ 𝜎′ τέτοιος ώστε
�̃�(𝜎(𝑠)) = 𝜎′(�̃�(𝑠)) για όλα τα 𝜎 ∈ 𝐺, 𝑠 ∈ 𝑆.

Απόδειξη. (1) Έστω 𝛼′ μια ρίζα του 𝜔𝑓(𝑦) ∈ 𝐹 ′[𝑦]. Θεωρούμε τον ομομορφισμό 𝜔′ ∶
𝑅[𝑦] → 𝐹 ′[𝛼′] που ορίζεται από 𝑦 ↦ 𝛼′ και 𝜔′∣𝑅 = 𝜔. Προφανώς, 𝑓(𝑦) ∈ 𝑘𝑒𝑟𝜔′ και
άρα, έχουμε μια απεικόνιση

𝜔″ ∶ 𝑅[𝛼] → 𝐹 ′[𝛼′]
με 𝜔″(𝛼) = 𝛼′. Κάθε στοιχείο του Α θα γράφεται ως πολυώνυμο του 𝛼 με συντελε­
στές στο 𝐹 αφού 𝐾 = 𝐹[𝛼]. Κάθε τέτοιος συντελεστής θα είναι ένα πηλίκο 𝑟1/𝑟2 με
𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅. Αν 𝜔″(𝑟2) ≠ 0 για κάθε τέτοιο παρονομαστή τότε γνωρίζουμε ότι ο 𝜔″

επεκτείνεται σε έναν ομομορφισμό

�̃� ∶ 𝑈−1𝑅[𝛼] → 𝐹 ′[𝛼′]

όπου U είναι το σύνολο αυτών των παρονομαστών. Δεδομένου ότι αυτοί οι συντελε­
στές είναι πεπερασμένοι το πλήθος, αν 𝑢 είναι το γινόμενο τους και �̃�(𝑢) ≠ 0 τότε
�̃�(𝑟2) ≠ 0 τότε ικανοποιείται το παραπάνω και έχουμε τον ζητούμενο ομομορφισμό
από το 𝑈−1𝑅[𝛼] = 𝑆. Υποθέτουμε ότι 𝐾′ = 𝐹 ′[𝛼′] = 𝐹 ′[�̃�(𝑆)].
(2) Έστω 𝛼1 = 𝛼, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 όλες οι ρίζες του 𝑓(𝑦). Έχουμε (𝑦 − �̃�(𝛼1)) … (𝑦 −
�̃�(𝛼𝑛)) = 𝜔𝑓(𝑦) ∈ 𝐹 ′[𝑦]. Συνεπώς, η επέκταση 𝐾′ = 𝐹 ′[𝛼′] είναι Galois αφού πα­
ράγεται από όλες τις ρίζες ενός πολυωνύμου με συντελεστές στο 𝐹 ′. Εϊναι [Κ′ ∶ 𝐹 ′] =
𝑑𝑒𝑔(𝑖𝑟𝑟𝐹 ′(𝛼′)(𝑦)) και, αφού 𝜔𝑓(𝛼′) = 0, [𝐾′ ∶ 𝐹 ′] = 𝑛 αν και μόνο αν το 𝜔𝑓(𝑦)
είναι ανάγωγο.
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(3) Αν το 𝑓 ′ = 𝜔𝑓 είναι ανάγωγο τότε τα 𝛼′
𝑖 = �̃�(𝛼𝑖) είναι όλα συζυγή και υπάρ­

χει μοναδικός αυτομορφίσμός 𝜎′
𝑖 ∈ 𝐺(𝐾′/𝐹 ′) τέτοιος ώστε 𝜎′

𝑖(𝛼′) = 𝛼′
𝑖. Επίσης,

διαλέγοντας κατάλληλο 𝑢 ∈ 𝑅 μπορούμε να εξασφαλίσουμε ότι το 𝜔𝑓(𝑦) θα είναι
διαχωρίσιμο και άρα τα 𝛼′

𝑖 = �̃�(𝛼𝑖) θα είναι διαφορετικά ανά δύο. Συνεπώς, η απει­
κόνιση 𝐺(𝐾/𝐹) → 𝐺(𝐾′/𝐹 ′) με 𝜎𝑖 ↦ 𝜎′

𝑖 όπου 𝜎𝑖(𝛼) = 𝛼𝑖 είναι ο ζητούμενος
ισομορφισμός.

Πρόταση 1.1.2. Έστω 𝐾 μια επέκταση Galois του 𝑘(𝑥) πεπερασμένου βαθμού 𝑛 >
1. Τότε υπάρχει πολυώνυμο 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦], μονικό και βαθμού 𝑛 ως προς 𝑦, και
γεννήτορας 𝛼 του 𝐾 πάνω απο το 𝑘(𝑥) με 𝑓(𝑥, 𝛼) = 0. Επιπλέον:
(i) για σχεδόν όλα τα 𝑏 ∈ 𝑘 ισχύει το ακόλουθο: Αν το εξειδικευμένο πολυώνυμο

𝑓𝑏(𝑦) ∶= 𝑓(𝑏, 𝑦) είναι ανάγωγο στο 𝑘[𝑦] το σώμα 𝑘[𝑦]/(𝑓𝑏) είναι Galois πάνω
από το 𝑘 με ομάδα Galois ισόμορφη με την 𝐺 = 𝐺(𝐾/𝑘(𝑥)).

(ii) υποθέτουμε οτι 𝑙 είναι μια πεπερασμένη επέκταση του 𝑘 που περιέχεται στο 𝐾.
Έστω ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑙[𝑥, 𝑦] ανάγωγο ως πολυώνυμο του 𝑦 πάνω απο το 𝑙(𝑥) και έστω
ότι οι ρίζες του περιέχονται στο 𝐾. Τότε για όλα σχεδόν τα 𝑏 ∈ 𝐾 ισχύει το ακό­
λουθο: αν το 𝑓(𝑏, 𝑦) είναι ανάγωγο στο 𝑘[𝑦], τότε το ℎ(𝑏, 𝑦) είναι ανάγωγο στο
𝑙[𝑦].

(iii) Υπάρχει πεπερασμένη συλλογή πολυωνύμων 𝑝𝐼(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥][𝑦] από ανάγωγα και
θετικού βαθμού σαν πολυώνυμα του 𝑦 πάνω από το 𝑘(𝑥) τέτοια ώστε να ισχύει το
ακόλουθο: Αν κανένα από τα εξειδικευμένα πολυώνυμα 𝑝𝐼(𝑏, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑦] δεν έχει
ρίζα στο 𝑘 τότε το 𝑓(𝑏, 𝑦) είναι ανάγωγο στο 𝑘[𝑦].

Απόδειξη. Αρχικά, έστω 𝐹 ένα σώμα και 𝑅 ένας υποδακτύλιος του, που το έχει ως
σώμα πηλίκων. Αν 𝛼 είναι ένα στοιχείο αλγεβρικό πάνω από το 𝐹 το οποίο ικανοποιεί
ένα μονικό πολυώνυμο 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 + (𝜆𝑛−1/𝜇𝑛−1)𝑥𝑛−1 + ⋯ + (𝜆1/𝜇1)𝑥 ∈ 𝐹 [𝑥] όπου
𝜆𝑖, 𝜇𝑖 ∈ 𝑅 τότε, πολλαπλασιάζοντας τη σχέση 𝑝(𝛼) = 0 με (𝜇1 … 𝜇𝑛−1)𝑛 βλέπουμε
ότι το 𝛼′ = 𝜇1 … 𝜇𝑛−1𝛼 είναι ρίζα ενός μονικού πολυωνύμου με συντελεστές από το
𝑅. Προφανώς, 𝐹[𝛼′] = 𝐹 [𝛼]. Αν 𝐹 = 𝑘(𝑥) και 𝑅 = 𝑘[𝑥] έχουμε, αφού κάθε πεπερα­
σμένη επέκταση του 𝐹 είναι απλή, οτι υπάρχει 𝛼 ∈ Κ και 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦] μονικό και
βαθμού 𝑛 ως προς 𝑦, τέτοια ώστε Κ = 𝑘(𝑥)(𝛼) και 𝑓(𝑥, 𝛼) = 0.
(i) Θεωρούμε τους ομομορφισμούς εκτίμησης 𝜑𝑏 ∶ 𝑘[𝑥] → 𝑘, 𝑥 ↦ 𝑏. Από το προη­
γούμενο λήμμα, υπάρχει μη μηδενικό 𝑢(𝑥) ∈ 𝑘[𝑥] τέτοιο ώστε, αν 𝑢(𝑏) ≠ 0 τοτε ο
𝜑𝑏 ικανοποιεί τις υποθέσεις του παραπάνω λήμματος και άρα, αν το 𝑓𝑏(𝑦) είναι ανά­
γωγο, έχουμε το ζητούμενο. Για κάθε μη μηδενικό 𝑢(𝑥) ∈ 𝑘[𝑥],όμως, και σχεδόν όλα
τα 𝑏 ∈ 𝑘, 𝑢(𝑏) ≠ 0 και άρα έχουμε το (i).
(ii) Έστω 𝑚 ο βαθμος του ℎ(𝑥, 𝑦) ως προς 𝑦 και 𝛽1, … , 𝛽𝑚 ∈ 𝐾 οι ρίζες του ως
πολυώνυμο πάνω από το 𝑙(𝑥). Εκτός από πεπερασμένα 𝑏 ∈ 𝑘 μπορούμε να επεκτεί­
νουμε τον 𝜑𝑏 και στα 𝛽1, … , 𝛽𝑚. Αφού το ℎ(𝑥, 𝑦) είναι ανάγωγο πάνω από το 𝑙(𝑥)
τότε η 𝐺𝑎𝑙(𝐾/𝑙(𝑥)) δρα μεταβατικά στις ρίζες 𝛽1, … , 𝛽𝑚. Οι αντίστοιχοι, μέσω του
ισομορφισμού σ του παραπάνω λήμματος, αυτομορφισμοί της 𝐺𝑎𝑙(𝐾′/𝑘) όπου 𝐾′ =
𝑘[𝑦]/(𝑓𝑏) θα δρουν μεταβατικά στα 𝜑𝑏(𝛽1), … , 𝜑𝑏(𝛽𝑚) τις ρίζες, δηλαδή, του ℎ(𝑏, 𝑦).
Αυτοί οι αυτομορφισμοί είναι ακριβώς η 𝐺𝑎𝑙(𝐾′/𝑙) και, συνεπώς, το ℎ(𝑏, 𝑦) θα είναι
ανάγωγο στο 𝑙(𝑥).
(iii)Ένα πολυώνυμο για να είναι ανάγωγο θα πρέπει κάθε υποσύνολο των ριζών του να
μην έχει όλες τις συμμετρικές παραστάσεις του στο 𝑘. Άρα, αν θεωρήσουμε, για ένα
ανάγωγο πολυώνυμο 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] τα ανάγωγα πολυώνυμα των συμμετρικών αυτών
παραστάσεων και έχουμε ένα ομομορφισμό 𝜔 ∶ 𝑅 → 𝐹 όπως στο Λήμμα 1.1.1 τότε αν
οι εικόνες αυτών των πολυωνύμων μέσω του 𝜔 δεν έχουν ρίζα στο 𝐹 , το 𝜔𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]
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θα είναι ανάγωγο. Εφαρμόζοντας το αυτό, όπου για 𝜔 θεωρούμε τον ομομορφισμό 𝜑𝑏
του (ii) έχουμε το ζητούμενο.

Θεώρημα 1.1.1. Για ένα σώμα 𝑘 τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(1) για κάθε ανάγωγο πολυώνυμο δύο μεταβλητών 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾[𝑥, 𝑦] με βαθμό ως
προς 𝑦 ≥ 1 υπάρχουν άπειρα 𝑏 ∈ 𝐾 τέτοια ώστε το εξειδικευμένο πολυώνυμο
μιας μεταβλητής 𝑓(𝑏, 𝑦) να είναι ανάγωγο.

(2) για μια πεπερασμένη επέκταση 𝑙/𝑘 και πολυώνυμαℎ1(𝑥, 𝑦), … , ℎ𝑚(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑙[𝑥][𝑦]
ανάγωγα ως πολυώνυμα του 𝑦 πάνω από το 𝑙(𝑥) υπάρχουν άπειρα 𝑏 ∈ 𝑘 τέτοια
ώστε τα εξειδικευμένα πολυώνυμα ℎ1(𝑏, 𝑦), … , ℎ𝑚(𝑏, 𝑦) να είναι ανάγωγα στο
𝑙[𝑦].

(3) για κάθε 𝑝1(𝑥, 𝑦), … , 𝑝𝑡(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥][𝑦] ανάγωγα και βαθμού > 1 σαν πολυώ­
νυμα πάνω απο το 𝑘(𝑥) υπάρχουν άπειρα 𝑏 ∈ 𝑘 τέτοια ώστε κανένα απο τα εξει­
δικευμένα πολυώνυμα 𝑝1(𝑏, 𝑦), … , 𝑝𝑡(𝑏, 𝑦) να μην έχει ρίζα στο 𝑘.

Απόδειξη. (1) ⟹ (2) Όπως στην παραπάνω πρόταση απλώς επεκτείνουμε το πεδίο
ορισμού του 𝜑𝑏 να περιέχει τις ρίζες των ℎ𝑖(𝑥, 𝑦). Η (2) ⟹ (3) και (3) ⟹ (1)
φαίνονται, επίσης, από την προηγούμενη πρόταση.

Ορισμός 1.1.2. Ένα σώμα που ικανοποιεί μία από τις ιδιότητες του θεωρήματος 1.1.1.,
λέγεται Hilbertian ή σώμα Hilbert.

1.2 To ℚ είναι Hilbertian

Θα δείξουμε τώρα οτι το ℚ είναι Hilbertian μέσω του (3) του προηγούμενου θεω­
ρήματος.

Θεώρημα 1.2.1. Έστω 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ[𝑥, 𝑦] θετικού βαθμού 𝑛 ως προς 𝑦. Έστω 𝑐0 ∈ ℂ
τέτοιο ώστε το πολυώνυμο 𝑓(𝑐0, 𝑦) ∈ ℂ[𝑦] να είναι διαχωρίσιμο βαθμού 𝑛. Τότε υπάρ­
χουν ολόμορφες συναρτήσεις 𝜓1, … , 𝜓𝑛 ορισμένες σε μια περιοχή 𝑈 του 𝑐0 τέτοιες ώστε
για κάθε 𝑐 ∈ 𝑈 το πολυώνυμο 𝑓(𝑐, 𝑦) να έχει τις διακεκριμένες ρίζες 𝜓1(𝑐), … , 𝜓𝑛(𝑐).
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι εφαρμογή του θεωρήματος αντίστροφης συνάρτησης για
μιγαδικές συναρτήσεις. Αφού το 𝑓(𝑐0, 𝑦) είναι διαχωρίσιμο τότε

(𝜕𝑓/𝜕𝑦)(𝑐0, 𝛾𝑖) ≠ 0
για όλες τις ρίζες 𝛾𝑖 του 𝑓(𝑐0, 𝑦). Άρα, για κάθε 𝛾𝑖 υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση 𝜓𝑖
ορισμένη γύρω από το 𝑐0 με 𝜓(𝑐0) = 𝛾𝑖 και τέτοια ώστε, για (𝑐, 𝑑) σε μια περιοχή του
(𝑐0, 𝛾𝑖), αν 𝑓(𝑐, 𝑑) = 0 τότε 𝑑 = 𝜓𝑖(𝑐). Αυτές είναι οι ζητούμενες συναρτήσεις.
Ορισμός 1.2.2. Ένα υποσύνολο Μ των φυσικών αριθμών λέγεται sparse αν υπάρχει
πραγατικός αριθμός 𝜅 με 0 < 𝜅 < 1 τέτοιος ώστε |𝑀 ∩ {1, … , 𝑁}| ≤ 𝑁𝑘 για σχεδόν
όλους τους φυσικούς Ν.

Θεώρημα 1.2.3. Έστω 𝑖0 ∈ ℤ και

𝜑(𝑡) =
∞

∑
𝑖=𝑖0

𝛼𝑖𝑡𝑖

μια σειρά Laurent με μιγαδικούς συντελεστές, που συγκλίνει για όλα τα 𝑡 ≠ 0 σε μια
περιοχή του 0 στο ℂ. Έστω Β(𝜑) το σύνολο των 𝑏 ∈ ℕ για τα οποία το 𝜑(1/𝑏) υπάρχει
και είναι ακέραιος. Τότε τοΒ(𝜑) είναι sparse εκτός και αν η𝜑 είναι Laurent πολυώνυμο.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη θα χρειαστούμε το παρακάτω θεώρημα μέσης τιμής του
Η.Α. Schwarz:

Λήμμα 1.2.1. Εστω 𝑠0 < 𝑠1 < ⋯ < 𝑠𝑚 πραγματικοί αριθμοί, με 𝑚 ≥ 1 και 𝜒(𝑠) μια
πραγματική συνάρτηση ορισμένη για 𝑠0 < 𝑠 < 𝑠𝑚 και 𝜇 φορές συνεχώς παραγωγίσιμη.
Έστω 𝑉𝑚 η ορίζουσα Vandermonde

𝑉𝑚 = ∣
1 𝑠0 𝑠2

0 … 𝑠𝑚
0

⋮ ⋮ ⋮ … ⋮
1 𝑠𝑚 𝑠2

𝑚 … 𝑠𝑚
𝑚

∣ = ∏
𝑖>𝑗

(𝑠𝑖 − 𝑠𝑗).

Τότε, υπάρχει 𝜎 με 𝑠0 < 𝜎 < 𝑠𝑚 τέτοιος ώστε

𝜒(𝑚)(𝜎)
𝑚! = 1

𝑉𝑚
∣
1 𝑠0 𝑠2

0 … 𝑠𝑚−1
0 𝜒(𝑠0)

⋮ ⋮ ⋮ … ⋮ ⋮
1 𝑠𝑚 𝑠2

𝑚 … 𝑠𝑚−1
𝑚 𝜒(𝑠𝑚)

∣ .

Απόδειξη. Θεωρούμε τη συνάρτηση

𝐹(𝑠) = ∣
1 𝑠0 𝑠2

0 … 𝑠𝑚−1
0 𝜒(𝑠0)

⋮ ⋮ ⋮ … ⋮ ⋮
1 𝑠 𝑠2 … 𝑠𝑚−1 𝜒(𝑠)

∣

και θέτουμε

𝑐 = 𝐹(𝑠𝑚)
(𝑠𝑚 − 𝑠0) … (𝑠𝑚 − 𝑠𝑚−1)

και
𝐺(𝑠) = 𝐹(𝑠) − 𝑐(𝑠 − 𝑠0) … (𝑠 − 𝑠𝑚−1).

H 𝐺 μηδενίζεται στα (𝑚 + 1) σημεία 𝑠0, … , 𝑠𝑚 και άρα, η 𝐺(𝑚) θα μηδενίζεται σε
τουλάχιιστον ένα σημείο 𝜎 μεταξύ 𝑠0 και 𝑠𝑚. Αφού 𝐺(𝑚)(𝑠) = 𝐹 (𝑚) − 𝑚!𝑐, έχουμε

𝐹 (𝑚)(𝜎) = 𝑚!𝑐.

Επίσης, έχουμε

𝐹(𝑠) =
𝑚−1
∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑠𝑖 + 𝑉𝑚−1𝜒(𝑠)

όπου τα 𝑐𝑖 είναι σταθερές και 𝑉𝑚−1 είναι η ορίζουσα Vandermonde των 𝑠0, … , 𝑠𝑚−1.
Άρα,

𝐹 (𝑚)(𝜎) = 𝑉𝑚−1𝜒(𝑚)(𝜎).
Συνεπώς, έχουμε

𝜒(𝑚)(𝜎)
𝑚! = 𝑐

𝑉𝑚−1
= 𝐹(𝑠𝑚)

(𝑠𝑚 − 𝑠0) … (𝑠𝑚 − 𝑠𝑚−1)𝑉𝑚−1
= 𝐹(𝑠𝑚)

𝑉𝑚
.

Λόγω του ορισμού της 𝐹 έχουμε το ζητούμενο.

Προχωράμε τώρα στην απόδειξη του θεωρήματος. Υποθέτουμε ότι το 𝜑(𝑡) δεν εί­
ναι Laurent πολυώνυμο και ότι το 𝐵(𝜑) δεν είναι sparse. Βλέπουμε, αρχικά, ότι οι
συντελεστές θα πρέπει να είναι πραγματικοί αριθμοί αφού η συζυγής σειρά

�̄�(𝑡) =
∞

∑
𝑖=𝑖0

̄𝛼𝑖𝑡𝑖
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έχει την ίδια ακτίνα σύγκλισης με την𝜑(𝑡) και ταυτίζονται σε όλα τα 1/𝑏, 𝑏 ∈ 𝐵(𝜑)
τα οποία, τελικά, είναι άπειρα το πλήθος σημεία σε μία συμπαγή περιοχή του 0.

Θεωρούμε, τώρα την πραγματική συνάρτηση

𝜒(𝑠) = 𝜑(𝑠−1) =
∞

∑
𝑖=𝑖0

̄𝛼𝑖𝑠−𝑖

ορισμένη και αναλυτική για μεγάλες πραγματικές τιμές του 𝑠. Θα αποδείξουμε οτι
υπάρχει 𝜆 > 0 και 𝑚, 𝑠 ∈ ℕ τέτοια ώστε: αν 𝑠0, … , 𝑠𝑚 ∈ ℤ με 𝜒(𝑠0), … , 𝜒(𝑠𝑚) ∈ ℤ
και 𝑆 < 𝑠0 < ⋯ < 𝑠𝑚 τότε 𝑠𝑚 − 𝑠0 ≥ 𝑠𝜆

0 . Για μεγάλα 𝑚 η σειρά 𝜒(𝑚)(𝑠) =
∑∞

𝑖=𝜇 𝑑𝑖𝑠−𝑖 έχει μόνο όρους με αρνητικό εκθέτη, δηλαδή 𝜇 > 0. Οι συντελεστές 𝑑𝑖
θα είναι πραγματικοί και αφού η 𝜑 δεν είναι πολυώνυμο Laurent μπορούμε να υποθέ­
σουμε ότι 𝑑𝜇 ≠ 0. Τότε το 𝑠𝜇𝜒(𝑚)(𝑠) θα τείνει στο 𝑑𝜇 καθώς το 𝑠 τείνει στο άπειρο.
Άρα υπάρχει 𝑆 > 0 τέτοιο ώστε 0 < |𝑠𝜇𝜒(𝑚)(𝑠)| < |2𝑑𝜇| για 𝑠 ≥ 𝑆. Υποθέτουμε
τώρα ότι έχουμε 𝑠0, … , 𝑠𝑚 όπως παραπάνω και διαλέγουμε 𝜎 όπως στο λήμμα στην
αρχή της απόδειξης. Τότε το 𝑉𝑚𝜒(𝑚)(𝜎)

𝑚! είναι μη μηδενικός ακέραιος και άρα έχει από­
λυτη τιμή ≥ 1. Άρα, 𝑉𝑚 ≥ 1

|𝜒(𝑚)(𝜎)| και έτσι

(𝑠𝑚 − 𝑠0)(𝑚+1)(𝑚+2)/2 ≥ 𝑉𝑚 ≥ 1
|𝜒(𝑚)(𝜎)| ≥ 1

2𝑑𝜇
𝜎𝜇 ≥ 1

2𝑑𝜇
𝑠𝜇

0 .

Συνεπώς,

𝑠𝑚 − 𝑠0 ≥ ( 1
|2𝑑𝜇| )

2/(𝑚+1)(𝑚+2)𝑠2𝜇/(𝑚+1)(𝑚+2)
0

και άρα κάθε 𝜆 < 2𝜇/(𝑚 + 1)(𝑚 + 2) ικανοποιεί το ζητούμενο.
Έστω, λοιπόν, τώρα μια άπειρη (αύξουσα) ακολουθία θετικών ακεραίων

Β = {𝑏1, 𝑏2, … }

τέτοια ώστε 𝜒(𝑏𝑖) ∈ ℤ για κάθε 𝑖. Τότε υπάρχουν 𝜆, 𝑚, 𝑆 όπως παραπάνω τέτοια ώστε
για 𝑏𝑖 > 𝑆, 𝑏𝑖+𝑚 − 𝑏𝑖 > 𝑏𝜆

𝑖 . Συνεπώς, μπορούμε, αν για 𝑖 ≥ 𝑖0, 𝑏𝑖 > 𝑆, να δούμε
την Β σαν ένωση ενός πεπερασμένου συνόλου, του {𝑏1, … , 𝑏𝑖0−1}, και 𝑚 το πλήθος
ακολουθιών,𝐵𝑗 = {𝑏𝑖0+𝑗+𝑘𝑚}, 𝑗 = 0, … , 𝑚−1. Αυτές είναι ακολουθίες για τις οποίες
ισχύει 𝑐𝑖+1 − 𝑐𝑖 > 𝑐𝜆

𝑖 και θα αποδείξουμε οτι μία τέτοια ακολουθία, είναι sparse. To Β
τότε, ως πεπερασμένη ένωση sparse συνόλων θα είναι και αυτό sparse και θα έχουμε
αυτό που θέλουμε.

Έχουμε, λοιπόν, μια αύξουσα ακολουθία 𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, … } θετικών ακεραίων για
την οποία ισχύει 𝑐𝑖+1 − 𝑐𝑖 > 𝑐𝜆

𝑖 για κάποιο 𝜆 > 0. Έστω 𝐶𝑛 = |𝐶 ∩ {1, … , 𝑛}|.
Θέλουμε να δείξουμε ότι υπάρχει 0 < 𝜅 < 1 τέτοιο ώστε 𝐶𝑛 < 𝑛𝑘 για κάθε 𝑛 τελικά.
Ισοδύναμα, αφού για 𝑛 < 𝑐𝑖+1, 𝐶𝑛 < 𝑖 και 𝐶𝑐𝑖

= 𝑖 αρκεί να δείξουμε ότι 𝑐𝑛 > 𝑛1/𝜅

για κάθε 𝑛 τελικά. Έστω, λοιπόν, ότι υπάρχει 𝜅 τέτοιος ώστε για κάποιο 𝑛0 να ισχύει

𝑐𝑛0
> 𝑛1/𝜅

0

Τότε,
𝑐𝑛0+1 > 𝑐𝜆

𝑛0
+ 𝑐𝑛0

> 𝑛𝜆/𝜅
0 + 𝑛1/𝜅

0 .
Θα θέλαμε:

𝑛𝜆/𝜅
0 + 𝑛1/𝜅

0 > (𝑛0 + 1)1/𝜅
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ή ισοδύναμα:

𝑛𝜆
0 + 1 > (1 + 1

𝑛0
)1/𝜅

που προφανώς ισχύει αν το 𝑛0 είναι αρκετά μεγάλο. Κάτι τέτοιο μπορούμε να το εξα­
σφαλίσουμε αγνοώντας αρχικούς όρους της 𝐶 και ξεκινώντας την αρίθμηση της ακο­
λουθίας από εκεί και πέρα. Συνεπώς, η 𝐶 είναι sparse και έχουμε το ζητούμενο του
θεωρήματος.

Λήμμα 1.2.2. Έστω 𝑝(𝑥, 𝑦) ∈ ℚ[𝑥][𝑦] ανάγωγο πάνω από το ℚ(𝑥) και βαθμού 𝑟 > 1
ως προς 𝑦. Τότε για σχεδον όλα τα 𝑥0 ∈ ℤ ισχύουν τα ακόλουθα:

(αʹ) Υπάρχει 𝜀 > 0 και ολόμορφες συναρτήσεις 𝜓1(𝑡), … , 𝜓𝑟(𝑡) ορισμένες για 𝑡 ∈
ℂ, |𝑡| < 𝜀 έτσι ώστε οι 𝜓1(𝑡), … , 𝜓𝑟(𝑡) να είναι οι ρίζες του πουωνύμου 𝑝(𝑥0 +
𝑡, 𝑦) ∈ ℚ[𝑦].

(βʹ) Αν κάποια απο τις 𝜓𝑖(𝑡) είναι ρητή συνάρτηση του 𝑡 τότε υπάρχουν πεπερασμένα
το πολύ 𝑞 ∈ ℚ με 𝜓𝑖(𝑞) ∈ ℚ.

(γʹ) Αν Β(𝑝, 𝑥0) είναι το σύνολο όλων των 𝑏 ∈ ℕ τέτοια ώστε 𝑝(𝜒0 + 1
𝑏 , 𝑐) = 0 για

κάποιο 𝑐 ∈ ℚ, το Β(𝑝, 𝑥0) είναι sparse.

Απόδειξη. Το 𝑝 είναι ανάγωγο πάνω από το ℚ(𝑥) και άρα διαχωρίσιμο. Ισοδύναμα, η
διακρίνουσα του, που είναι ένα πολυώνυμο Δ(𝑥) ∈ ℚ[𝑥] είναι μη μηδενική. Άρα, για
σχεδόν κάθε 𝑥0 ∈ ℤ, Δ(𝑥0) ≠ 0. Η Δ(𝑥0), όμως, είναι η διακρίνουσα του 𝑝(𝑥0, 𝑦) ∈
ℚ[𝑦] και, άρα, για σχεδόν όλα τα 𝑥0 ∈ ℤ το 𝑝(𝑥0, 𝑦) είναι διαχωρίσιμο. Από εδώ και
πέρα θεωρούμε μόνο τέτοια 𝑥0.

Τό (a), λοιπόν, έπεται άμεσα απο το Θεώρημα 1.2.1.
Έστω, τώρα ότι η 𝜓 = 𝜓𝑖 είναι ρητή συνάρτηση του 𝑡 (δηλαδή πηλίκο δύο πολυω­

νύμων). Τότε, το 𝑝(𝑥0 + 𝑥, 𝜓(𝑥)) είναι μια ρητή συνάρτηση ως προς 𝑥 με μιγαδικούς
συντελεστές και αφού 𝑝(𝑥0 + 𝑡, 𝜓(𝑡)) = 0 για |𝑡| < 𝜀, 𝑝(𝑥0 + 𝑥, 𝜓(𝑥)) = 0. Άρα,
αφού 𝑝(𝑥, 𝑦) ∈ ℚ[𝑥, 𝑦] και 𝑥0 ∈ ℤ, η 𝜓(𝑥) είναι αλγεβρική πάνω από το ℚ(𝑥) και
συνεπώς, πάνω απο το ℚ̄(𝑥). Το τελευταίο, όμως, είναι αλγεβρικά κλειστό στο ℂ(𝑥)
και άρα 𝜓(𝑥) ∈ ℚ̄(𝑥).

Αν, λοιπόν, τα 𝑞 ∈ ℚ με 𝜓(𝑞) ∈ ℚ είναι άπειρα το πλήθος τότε για κάθε 𝛽 ∈
𝐺(ℚ̄/ℚ) η 𝜓𝛽 (που είναι η συναρτήση που παίρνουμε αν εφαρμόσουμε τον αυτομορ­
φισμό 𝛽 στους συντελεστες της 𝜓) και η 𝜓 ταυτίζονται σε άπειρα σημεία. Αυτό γιατί
αν 𝜓(𝑞) ∈ ℚ τότε 𝛽(𝜓(𝑞)) = 𝜓(𝑞). Ομως, 𝛽(𝜓(𝑞)) = 𝜓𝛽(𝑞). Άρα, 𝜓𝛽 = 𝜓 για κάθε
𝛽 ∈ 𝐺(ℚ̄/ℚ) και άρα 𝜓(𝑥) ∈ ℚ(𝑥). Αυτό είναι άτοπο γιατί, τότε, η 𝜓(𝑥0 − 𝑥) ∈ ℚ(𝑥)
θα είναι ρίζα του 𝑝(𝑥, 𝑦), το οποίο δεν γίνεται γιατί το τελευταίο είναι ανάγωγο πάνω
από το ℚ(𝑥). Άρα έχουμε και το (b).

Για να αποδείξουμε το (c) τώρα, υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι
𝑝(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ[𝑥.𝑦] και γράφουμε

𝑝(𝑥, 𝑦) =
𝑟

∑
𝑖=0

𝑝𝑖(𝑥)𝑦𝑖

με 𝑝𝑖(𝑥) ∈ ℤ[𝑥]. Για αρκετά μεγάλο 𝑅 η έκφραση

𝑥𝑅𝑝(𝑥0 + 1
𝑥, 𝑦) =

𝑟
∑
𝑖=0

𝑥𝑅𝑝𝑖(𝑥0 + 1
𝑥)𝑦𝑖
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ανήκει στο ℤ[𝑥, 𝑦]. Έστω 𝑝′
𝑖 ο συντελεστής του 𝑦𝑖. Τότε το ℎ(𝑥) = 𝑝′

𝑟(𝑥) είναι ένα μη
μηδενικό στοιχείο του ℤ[𝑥]. Ομοίως με την Προταση 1.1.2., θεωρούμε το

𝑝′(𝑥, 𝑍) = 𝑍𝑟 +
𝑟−1
∑
𝑖=0

𝑝′
𝑖(𝑥)ℎ(𝑥)𝑟−𝑖−1𝑍𝑖

που ανήκει στο ℤ[𝑥, 𝑍, ] και είναι μονικό ως προς 𝑍.
Αν για κάποια 𝑐 ∈ ℚ, 𝑏 ∈ ℤ είναι 𝑝(𝑥0 + 1

𝑏 , 𝑐) = 0 τότε 𝑝′(𝑏, ℎ(𝑏)𝑐) = 0. Αφού το
𝑝′(𝑏, 𝑍) ∈ ℤ[𝑍] είναι μονικό, έχουμε ότι το ℎ(𝑏)𝑐 θα είναι ακέραιο πάνω απο το ℤ και
άρα, αφού είναι και ρητός, ℎ(𝑏)𝑐 ∈ ℤ. Άρα, αφού αν |1/𝑏| < 𝜀 το 𝑐 θα είναι κάποιο από
τα 𝜓𝑖(1/𝑏), εκτός από ένα πεπερασμένο σύνολο, το 𝐵(𝑝, 𝑥0) θα είναι στην ένωση των
𝐵𝑖 = Β(𝜑𝑖) όπου 𝜑(𝑡) = ℎ(1/𝑡)𝜓𝑖(𝑡). Όμως, από το Θεώρημα 1.2.3., κάθε Β𝑖 είναι
sparse, εκτός κι αν η 𝜑𝑖 είναι ρητή συνάρτηση. Σε αυτήν την περίπτωση, η 𝜓𝑖 θα είναι
ρητή και, άρα, από το (b), το 𝐵𝑖 θα είναι πεπερασμένο. Τελικά, λοιπόν, το 𝐵(𝑝, 𝑥0) θα
είναι sparse και έχουμε το (c).

Θεώρημα 1.2.4. Το ℚ είναι Hilbertian.

Απόδειξη. Θεωρούμε πολυώνυμα 𝑝𝑗 όπως στο (3) του Θεωρήματος 1.1.3. και 𝑥0 όπως
στην αρχή του λήμματος που προηγήθηκε για όλα τα 𝑝𝑗 ταυτόχρονα. Έστω𝐶 το σύνολο
των 𝑏 ∈ ℤ τέτοια ώστε κανένα από τα 𝑝𝑗(𝑥0 + 1

𝑏 , 𝑦) να μην έχει ρίζα στο ℚ. Τότε το
συμπληρωμα του𝐶 περιέχεται στην πεπερασμένη ένωση των𝐵(𝑝𝑗, 𝑥0) τα οποία, όπως
δείξαμε είναι sparse. Άρα, το συμπλήρωμα του 𝐶 είναι sparse και συνεπώς, το 𝐶 είναι
άπειρο.

Αφού αποδείξαμε, επιτέλους, ότι το ℚ είναι Hilbertian θα δείξουμε ότι η ιδιότητα
αυτή γενικεύεται σε περισσότερες απο δύο μεταβλητές.

Λήμμα 1.2.3. Έστω 𝑘 ένα Hilbertian σώμα και 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑠) ένα ανάγωγο πάνω από
το 𝑘, πολυώνυμο σε 𝑠 > 2 μεταβλητές βαθμού ≥ 1 ως προς 𝑥𝑠.

(i) Τότε υπάρχουν άπειρα 𝑏 ∈ 𝑘 τέτοια ώστε το πολυώνυμο 𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) σε 𝑠 − 1
μεταβλητές να είναι ανάγωγο πάνω από το 𝑘.

(ii) Για κάθε μη μηδενικό 𝑝 ∈ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑠−1] υπάρχουν 𝑏1, … , 𝑏𝑠−1 ∈ 𝑘 τέτοια ώστε
𝑝(𝑏1, … , 𝑏𝑠−1) ≠ 0 και το 𝑓(𝑏1, … , 𝑏𝑠−1, 𝑥𝑠) να είναι ανάγωγο.

Απόδειξη. Θα ήταν πάρα πολύ βολικό αν είχαμε έναν ισομορφισμό(η ακόμα και μο­
νομορφισμό) 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑠] → 𝑘[𝑥1, 𝑥2]. Φυσικά, τέτοιος ισομορφισμός δεν υπάρχει,
υπάρχει όμως ένα ομομορφισμός ο οποίος μας εξυπηρετεί με παρόμοιο τρόπο στη συ­
γκεκριμένη περίπτωση. Αυτός είναι η εξειδίκευσηKronecker (Kronecker specialization):

𝑆𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦𝑑, … , 𝑦𝑑(𝑠−2)),

όπου 𝑑 είναι ένας ακέραιος μεγαλύτερος από τη μεγαλύτερη δύναμη μεταβλητής που
εμφανίζεται στο πολυώνυμο 𝑓 . Είναι ομομορφισμός και περιορισμένος στο σύνολο των
πολυωνύμων με μεγαλύτερο εκθέτη μικρότερο του 𝑑, είναι και 1­1. Αυτό έπεται, από
τη μοναδικότητα της 𝑑­αδικής παράστασης ενός ακεραίου.

Έστω, λοιπόν,
𝑆𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥) ∏

𝑖
𝑔𝑖(𝑥, 𝑦)

με 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦) ανάγωγα πολυώνυμα θετικού βαθμού ως προς 𝑦 και 𝑔(𝑥) ∈ 𝑘[𝑥]. Αφού
το 𝑘 είναι Hilbertian, τότε υπάρχουν άπειρα 𝑏 ∈ 𝑘 τέτοια ώστε τα 𝑔𝑖(𝑏, 𝑦) να είναι
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ανάγωγα και 𝑔(𝑏) ≠ 0. Αν, τώρα, το 𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) δεν είναι ανάγωγο, θα έχουμε
𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) = ℎ(𝑥2, … , 𝑥𝑠)ℎ′(𝑥2, … , 𝑥𝑠) μεℎ, ℎ′ μη σταθερά και άρα,𝑆𝑑𝑓(𝑏, 𝑦) =
𝑆𝑑ℎ(𝑦)𝑆𝑑ℎ′(𝑦). Άρα, τα𝑆𝑑ℎ(𝑦) και𝑆𝑑ℎ′(𝑦) θα είναι γίνομενα κάποιων από τα 𝑔𝑖(𝑏, 𝑦).
Έστω 𝐻(𝑥, 𝑦) και Η′(𝑥, 𝑦) τα γινόμενα των αντίστοιχων 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦). Άρα, 𝑆𝑑(𝑥, 𝑦) =
𝑔(𝑥)𝐻(𝑥, 𝑦)𝐻′(𝑥, 𝑦).

Λόγω μοναδικότητας του 𝑑­αδικού αναπτύγματος ενός ακεραίου, υπάρχουν μονα­
δικά πολυώνυμα ℎ̃(𝑥1, … , 𝑥𝑠), ̃ℎ′(𝑥1, … , 𝑥𝑠) με 𝑆𝑑ℎ̃ = 𝑔𝐻, 𝑆𝑑 ̃ℎ′ = 𝐻′ και τέτοια
ώστε ο εκθέτης κανενός από τα 𝑥2, … , 𝑥𝑠 σε αυτά να μην ξεπερνά το 𝑑. Αν αυτό ίσχυε
και για το γινόμενο ̃𝑓 = ℎ̃ ̃ℎ′ τότε θα είχαμε 𝑓 = ̃𝑓 κάτι που θα ήταν άτοπο αφού το 𝑓
είναι ανάγωγο.

Τα ℎ̃(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) και ℎ(𝑥2, … , 𝑥𝑠) έχουν εξειδικεύσεις Kronecker που είναι η μία
βαθμωτό πολλαπλάσιο της άλλης. Αφου και τα δύο έχουν εκθέτες κάθε μεταβλητής
μικρότερους από 𝑑 τότε έιναι το ένα βαθμωτό πολλαπλάσιο του άλλου. Ομοίως για τα

̃ℎ′ και ℎ′ και κατά συνέπεια, για τα ̃𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) και 𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠). Αν, λοιπόν,
το ̃𝑓 περιέχει ένα μονώνυμο 𝜅(𝑥1)𝑥𝑖2

2 … 𝑥𝑖𝑠𝑠 με κάποιο 𝑖𝑗 ≥ 𝑑 τότε αυτό θα πρέπει να
μηδενίζεται όταν εξειδικεύουμε 𝑥1 = 𝑏, δηλαδή 𝜅(𝑏) = 0. Αφού το πλήθος των 𝜅(𝑥1)
που μπορούν να προκύψουν είναι πεπερασμένο (εξαρτάται από την παραγοντοποίηση
𝑆𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)𝐻(𝑥, 𝑦)𝐻′(𝑥, 𝑦)), μπορούμε να διαλέξουμε 𝑏 έτσι ώστε 𝜅(𝑏) ≠ 0. Για
αυτά τα 𝑏, το 𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) θα είναι ανάγωγο. Αποδείξαμε, λοιπόν, το (i)

Το (ii) για 𝑠 = 2 ισχύει εξ ορισμού. Υποθέτουμε οτι ισχύει για 𝑠 − 1 ≥ 2 και έστω
μη μηδενικό 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑠) ∈ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑠]. Από το (i) και αφού το 𝑝 είναι μη μηδενικό,
υπάρχουν άπειρα 𝑏 ∈ 𝑘 τέτοια ώστε 𝑝(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) ≠ 0 και το 𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) να
είναι ανάγωγο. Από την επαγωγική υπόθεση για το 𝑝(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) ≠ 0 και το ανάγωγο
𝑓(𝑏, 𝑥2, … , 𝑥𝑠) έχουμε το (ii).





Κεφάλαιο 2

Το πρόβλημα πάνω από το ℂ(𝑥)
και τα κριτήρια στερεότητας

Αφού είδαμε πόσο σημαντικό είναι το αντίστροφο πρόβλημα του Galois πάνω
από σώματα ρητών συναρτήσεων, περνάμε τώρα στο δεύτερο μέρος της εργασίας που
αφορά τη μελέτη του προβλήματος πάνω από το ℂ(𝑥). Πολλές φορές το πρόβλημα
πάνω από σώματα ρητών συναρτήσεων λέγεται και γεωμετρικό αντίστροφο πρόβλημα
του Galois (geometric IGP). Θα δούμε σε αυτό το κομμάτι ότι αυτός ο χαρακτηρισμός
είναι δικαιολογημένος.

2.1 Χώροι επικάλυψης και αλγεβρικές επεκτάσεις

Ορισμός 2.1.1. Έστω 𝑌 τοπολογικός χώρος. Ένας χάρτης συντεταγμένων στον 𝑌 είναι
ένα ζεύγος (𝑉 , 𝜑) όπου 𝑉 ⊂ 𝑌 είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο και 𝜑 ∶ 𝑉 → 𝑈 είναι
ένας ομοιομορφισμός σε ένα ανοιχτό 𝑈 ⊂ ℂ. Δύο χάρτες συντεταγμένων (𝑉𝑗, 𝜑𝑗), (𝑗 =
1, 2) λέγονται συμβατοί αν οι απεικονίσεις 𝜑1𝜑−1

2 ∶ 𝜑2(𝑉1 ∩ 𝑉2) → 𝜑1(𝑉1 ∩ 𝑉2) και
𝜑2𝜑−1

1 ∶ 𝜑2(𝑉1 ∩ 𝑉2) → 𝜑2(𝑉1 ∩ 𝑉2) είναι ολόμορφες. Ένας άτλας είναι μια συλλογή
από συμβατούς χάρτες συντεταγμένων (𝑣𝑖, 𝜑𝑖) έτσι ώστε τα 𝑣𝑖 να καλύπτουν τον 𝑌 και
δύο άτλες λέγονται ισοδύναμοι αν η ένωση τους είναι άτλας. Μία μιγαδική δομή στον
𝑌 είναι μία κλάση ισοδυναμίας από άτλες. Τέλος, μία επιφάνεια Riemann είναι ένας
συνεκτικός χώρος Hausdorff με μία μιγαδική δομή. Όταν μιλάμε για ένα χάρτη σε μία
πολλαπλότητα Riemann εννοούμε ένα χαρτη συμβατό με τη μιγαδική δομή.

Παράδειγμα 2.1.2. Κάθε ανοιχτό υποσύνολο τουℂ γίνεται επιφάνεια Riemann με χάρτη
την ταυτοτική απεικόνιση.

Παράδειγμα 2.1.3. Η προβολική σφαίρα ℙ1 = ℂ ∪ ∞ αποκτάει δομή επιφάνειας
Riemann με τους χάρτες 𝜑1 = 𝑖𝑑∣ℂ και 𝜑2𝜎𝜏𝜊ℙ1\{0}, με 𝜑2(𝑧) = 1/𝑧 αν 𝑧 ≠ 0
και 𝜑2(𝑧) = 0 αν 𝑧 = ∞. Την προβολική σφαίρα μετά από αφαίρεση πεπερασμένου
πλήθους σημείων της θα τη λέμε διάτρητη η τρυπημένη σφαίρα.

Ορισμός 2.1.4. (i) Μία συνεχής απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑍 μεταξύ δύο επιφανειών
Riemann λέγεται αναλυτική αν για κάθε χάρτη συντεταγμένων (𝑉 , 𝜑) στο 𝑌 και
(𝑉 ′, 𝜑′) στο Ζ με 𝑓(𝑉 ) ⊂ 𝑉 ′ η απεικόνιση 𝜑′𝑓𝜑−1 ∶ 𝜑(𝑉 ) → 𝜑′(𝑉 ′) είναι
ολόμορφη.



12 ⋅ Το πρόβλημα πάνω από το ℂ(𝑥) και τα κριτήρια στερεότητας

(ii) Έστω 𝑌 επιφάνεια Riemann. Μια μερομορφική συνάρτηση στην 𝑌 είναι μία
αναλυτική συνάρτηση 𝑌 → ℙ1 διαφορετική από την σταθερή απεικόνιση ∞. Με
ℳ(𝑌 ) συμβολιζουμε το σύνολο των μερομορφικών συναρτήσεων στην 𝑌 .

Για ένα συνεκτικό 𝐷 ⊂ ℂ μια μερομορφική συνάρτηση στην επιφάνεια Riemann
𝐷 είναι το ίδιο με μία μερομορφική συνάρτηση στο χωρίο του επιπέδου 𝐷 με την κλα­
σική έννοια, δηλαδή μια συνάρτηση που γύρω από κάθε σημείο 𝑝 ∈ 𝐷 αναπτύσσεται
σε σειρά Laurent ∑∞

𝑖=𝑁 𝑎𝑖(𝑧 − 𝑝)𝑖 (για κάποιο 𝑁 ∈ ℤ). Αν, λοιπόν, (𝑉 , 𝑧) είναι ένας
χάρτης συντεταγμένων σε μία επιφάνεια Riemann 𝑌 και 𝑣0 ∈ 𝑉 , τότε κάθε μερομορ­
φική συνάρτηση 𝑔 στην 𝑌 θα έχει ένα ανάπτυγμα της μορφής

𝑔(𝑢) =
∞

∑
𝑖=𝑁

𝑎𝑖(𝑧(𝑢) − 𝑧(𝑣0))𝑖

γύρω από το 𝑣0. Για συντομία γράφουμε 𝑔 = ∑∞
𝑖=𝑁(𝑧 − 𝑧(𝑣0))𝑖.

Έστω 𝑓, 𝑓 ′ ∈ ℳ(𝑌 ). Τα σημεία του 𝑌 όπου η 𝑓 παίρνει την τιμή ∞ λέγονται
πόλοι της 𝑓 και αποτελούν ένα διακριτό υποσύνολο του 𝑌 . Αν η 𝑌 , συγκεκριμένα,
είναι συμπαγής η 𝑓 έχει το πολύ πεπερασμένο πλήθος πόλων.

Ορίζουμε τις συναρτήσεις 𝑓 ±𝑓 ′ και 𝑓 ⋅𝑓 ′ στα σημεία που δεν αποτελούν πόλο της
𝑓 ή της 𝑓 ′ με πράξεις κατά σημείο και τις επεκτείνουμε σε όλη την 𝑌 προσθαφαιρώντας
και πολλαπλασιάζοντας τα αναπτύγματα Laurent τους γύρω από τους πόλους. Έτσι, το
ℳ(𝑌 ) αποκτά τη δομή δακτυλίου.

Αφού, η 1/𝑧 ∶ ℙ1 ∶→ ℙ1 είναι μερομορφική μπορούμε να ορίσουμε 1/𝑓 = (1/𝑧) ∘
𝑓 . Αν 𝑓 ≠ 0 τότε η 1/𝑓 ≠ ∞ και είναι μερομορφική. Άρα, το ℳ(𝑌 ) είναι σώμα, το
σώμα των μερομορφικών συναρτήσεων στην 𝑌 .

Παράδειγμα 2.1.5 (ℳ(ℙ1)). Θα δείξουμε εδώ ότι ℳ(ℙ1) = ℂ(𝑧). Προφανώς, η ταυ­
τοτική συνάρτηση 𝑧 στην ℙ1 είναι μερομορφική. Κατα συνέπεια, αφού το ℳ(ℙ1) είνα
σώμα, περιέχει το σώμα ℂ(𝑧). Έστω τώρα 𝑓 ∈ ℳ(ℙ1). Τότε, αφού η ℙ1 είναι συμπαγής,
η 𝑓 έχει πεπερασμένο πλήθος πόλων και άρα, μπορούμε να βρούμε 𝑓 ′ ∈ ℂ(𝑧) που να
έχει ακριβώς τους ίδιους πόλους με την 𝑓 και τέτοια ώστε η 𝑓 − 𝑓 ′ να μην έχει κανέναν
πόλο (για παράδειγμα η 𝑓 ′ μπορεί να είναι το (πεπερασμένο) άθροισμα των μερών με αρ­
νητικό εκθέτη στα αναπτύγματα της 𝑓 γύρω από τους πόλους της). Δηλαδή, η 𝑓 −𝑓 ′ είναι
μερομορφική στο ℙ1 και δεν έχει κανένα πόλο. Περιορισμένη, λοιπόν, στο ℂ, είναι μία
ολόμορφη συνάρτηση η οποία είναι φραγμένη και άρα, από το θεώρημα του Liouville,
είναι σταθερή. Συνεπώς, 𝑓 = 𝑐 + 𝑓 ′ για κάποιο 𝑐 ∈ ℂ και άρα 𝑓 ∈ ℂ(𝑧).

Θα δείξουμε τώρα πως από ένα χώρο επικάλυψης της διάτρητης σφαίρας παίρ­
νουμε μία συμπαγή επιφάνεια Riemann και θα μελετήσουμε κάποιες ιδιότητες αυτής
της επικάλυψης. Θεωρούμε γνωστές βασικές γνώσεις της αλγεβρικής τοπολογίας για
τους χώρους επικάλυψης.

Θυμόμαστε, συγκεκριμένα, τι σημαίνει μια επικάλυψη Galois: είναι μία προβολή
επικάλυψης 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 με τον χώρο 𝑅 συνεκτικό και τέτοια ώστε η δράση της ομάδας
μετασχηματισμών 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) σε κάθε ίνα 𝑓−1(𝑝), 𝑝 ∈ 𝑆 να είναι μεταβατική. Με 𝕂(𝑟)
συμβολίζουμε τον δίσκο ακτίνας 𝑟 στο ℂ χωρίς το 0.

Λήμμα 2.1.1. Η απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝕂(𝑟1/𝑒) → 𝕂(𝑟), 𝑧 ↦ 𝑧𝑒 είναι προβολή επικάλυψης
Galois, βαθμού 𝑒, για κάθε 𝑒 ∈ ℕ. Η ομάδα μετασχηματισμών της είναι κυκλική και
αποτελείται από όλες τις απεικονίσεις 𝑧 ↦ 𝜁𝑧, 𝜁 ∈ 𝜇𝑒 όπου 𝜇𝑒 είναι οι 𝑒­οστές ρίζες της
μονάδας.
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Απόδειξη. Έχουμε ότι 𝑓𝑒(𝜁𝑧) = 𝑓𝑒(𝑧) και άρα οι 𝑧 ↦ 𝜁𝑧 είναι μετασχηματισμοί
επικάλυψης. Αφού δρουν, προφανώς, μεταβατικά στις ίνες της 𝑓𝑒 τότε αυτές είναι όλοι
οι μετασχηματισμοί και η επικάλυψη είναι Galois.

Πρόταση 2.1.6. Έστω 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝕂(𝑟) μία προβολή επικάλυψης πεπερασμένου βαθμού
𝑒 με Ε συνεκτικό.

(αʹ) Τότε η 𝑓 είναι ισοδύναμη με την προβολή επικάλυψης 𝑓𝑒 ∶ 𝕂(𝑟1/𝑒) → 𝕂(𝑟), 𝑧 ↦
𝑧𝑒. Δηλαδή, υπάρχει ομοιομορφισμός 𝜑 ∶ 𝐸 → 𝕂(𝑟1/𝑒) με 𝑓 ∘ 𝜑(𝑢) = 𝜑(𝑢)𝑒 =
𝑓(𝑢) για κάθε 𝑢 ∈ 𝐸. Η 𝜑 αυτή είναι μοναδική ως προς πολλαπλασιασμό με
κάποιο 𝜁 ∈ 𝜇𝑒, δηλαδή κάθε άλλο 𝜑′ που ικανοποιεί τη σχέση 𝜑𝑒 = 𝑓 θα είναι
της μορφής 𝜑′ = 𝜁𝜑.

(βʹ) Η ομάδα 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) είναι κυκλική τάξης 𝑒 και υπάρχει ένα μοναδικό στοιχείο 𝜎 με
την ακόλουθη ιδιότητα: για κάθε ομοιομορφισμό 𝜑 ∶ 𝕂(𝑟1/𝑒) → 𝐸 με 𝜑𝑒 = 𝑓
έχουμε𝜑∘𝜎−1 = 𝜁𝑒𝜑, όπου 𝜁𝑒 = 𝑒𝑥𝑝(2𝜋√−1/𝑒). Αυτό το𝜎 παράγει τη𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓)
και ονομάζεται distinguised generator.

(γʹ) Έστω 𝑢 ∈ 𝐸, 𝑝 = 𝑓(𝑢) και 𝜎 όπως στο (b). Τότε, το 𝛾(𝑡) = 𝑝𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼
είναι ένα κλειστό μονοπάτι στο 𝕂(𝑟) και η ανύψωση του μεσω της 𝑓 με αρχικό
σημείο 𝜎(𝑢) έχει τελικό σημείο 𝑢.

(δʹ) Έστω 0 < ̂𝑟 < 𝑟, ̂𝐸 = 𝑓−1(𝕂( ̂𝑟) και ̂𝑓 = 𝑓∣�̂�. Τότε, το ̂𝐸 είναι συνεκτικό, η ̂𝑓 ∶
̂𝐸 → 𝕂( ̂𝑟) είναι προβολή επικάλυψης βαθμού 𝑒 και περιορισμός του distinguised

generator της 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) είναι ο distinguised generator της 𝐷𝑒𝑐𝑘( ̂𝑓).

Απόδειξη. Κάθε συνεκτικός χώρος επικάλυψης βαθμού 𝑒 του 𝕂(𝑟) θα προκύπτει σαν
χώρος πηλίκο του καθολικού χώρου επικάλυψης modulo τη δράση κάποιας υποομάδας
της 𝜋1(𝕂(𝑟)) ≃ ℤ δείκτη 𝑒. Εφόσον υπάρχει μοναδική τέτοια υποομάδα, κάθε δύο
τέτοιοι χώροι είναι ισοδύναμοι. Αν τώρα 𝜑′ είναι άλλος ένας ομοιομορφισμός που ικα­
νοποιεί την 𝑓 ∘ 𝜑′(𝑢) = 𝑓(𝑢) τότε 𝜑′ ∘ 𝜑−1 ∈ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓𝑒) και άρα 𝜑′ = 𝜁𝜑 για κάποιο
𝜁 ∈ 𝜇𝑒. Αν, συγκεκριμένα, 𝜑′ = 𝜁𝑒𝜑, ο 𝜑′−1𝜑 ∈ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) ικανοποιεί τη συνθήκη του
(b) και άρα είναι το ζητούμενο 𝜎.

Για το (c) βλέπουμε οτι αν ανυψώσουμε το 𝛾 μέσω της 𝑓𝑒 με αρχικό σημείο 𝑢′ ∈
𝕂(𝑟1/𝑒) το τελικό σημείο θα είναι το 𝜁𝑒𝑢′. Αν, λοιπόν, έχουμε έναν 𝜑 όπως παραπάνω
με 𝜑(𝜎(𝑢)) = 𝑢′(μπορούμε να βρούμε έναν τέτοιο γιατί τα 𝑢, 𝑢′ ανήκουν και τα δύο
στις αντίστοιχες ίνες του 𝑝 και οι προβολές επικάλυψης είναι Galois) τότε, η εικόνα
της ανύψωσης του 𝛾 μέσω του 𝜑−1 είναι ανύψωση του 𝛾 μέσω της 𝑓 με αρχικό σημείο
𝜎(𝑢) και τελικό σημείο 𝜑−1(𝜁𝑒𝑢′) = 𝜎−1(𝜑−1(𝑢′)) = 𝜎−1(𝜎(𝑢)) = 𝑢.

Τέλος, για το (d), βλέπουμε ότι αν ήταν 𝐸 = 𝕂(𝑟) και 𝑓 = 𝑓𝑒, τότε:

̂𝐸 = 𝕂( ̂𝑟1/𝑒), ̂𝑓𝑒 = 𝑧𝑛

και �̂� = 𝜎∣�̂� = 𝜁−1
𝑒 . Λόγω της ισοδυναμίας των χώρων επικάλυψης έχουμε το ζητού­

μενο.

Πρόταση 2.1.7. Έστω 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1\𝑃 μία πεπερασμένη προβολή επικάλυψης Galois
και έστω 𝑝 ∈ 𝑃 .

(i) Έστω 𝐷 = 𝐷(𝑝, 𝑟) ένας δίσκος γύρω από το 𝑝 που δεν περιέχει άλλα σημεία
του 𝑃 . Έτσι, ο 𝐷∗ = 𝐷\𝑝 περιέχεται στο ℙ1\𝑃 . Έστω 𝜅𝑝 ∶ 𝐷∗ → 𝕂(𝑟) o
ομοιομορφισμός 𝑧 ↦ 𝑧 − 𝑝(αντίστοιχα 1/𝑧) αν 𝑝 ≠ ∞ (αντίστοιχα 𝑝 = ∞). Τότε
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για κάθε συνεκτική συνιστώσα 𝐸 του 𝑓−1(𝐷∗) η απεικόνιση 𝑓𝐸 = 𝜅𝑝 ∘ 𝑓∣𝐸 είναι
μία προβολή επικάλυψης 𝑓𝐸 ∶ 𝐸 → 𝕂(𝑟)(πεπερασμένου βαθμού). Το Ε λέγεται
circular component επιπέδου 𝑟 πάνω από το 𝑝.

(ii) Έστω 0 < ̂𝑟 < 𝑟. Τότε υπάρχει μία 1­1 αντιστοιχία μεταξύ των circular components
𝐸 επιπέδου 𝑟 και των circular components ̂𝐸 επιπέδου ̂𝑟 πάνω από το 𝑝, που δί­
νεται από τη σχέση του υποσυνόλου (δηλαδή για κάθε 𝐸 υπάρχει ακριβώς ένα

̂𝐸 με ̂𝐸 ⊂ 𝐸). Αν ̂𝐸 ⊂ 𝐸 τότε 𝑓∣�̂� είναι ο περιορισμός της 𝑓𝐸 στο ̂𝐸 και
̂𝐸 = 𝑓−1

𝐸 (𝕂( ̂𝑟)).

(iii) Η 𝐻 ∶= 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) δρα στις συνιστώσες Ε του 𝑓−1(𝐷∗) μεταβατικά. Έστω 𝐻𝐸 η
σταθεροποιούσα του Ε. Περιορίζοντας τη δράση της 𝐻𝐸 στο Ε έχουμε έναν ισο­
μορφισμό 𝐻𝐸 → 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓𝐸). Άρα, η 𝐻𝐸 είναι κυκλική. Έστω ℎ𝐸 ∈ Η𝐸 το στοι­
χείο που αντιστοιχεί στον distinguished generator της 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓𝐸). Το ℎ𝐸 λέγεται
ο distinguished generator της 𝐻𝐸.

(iv) Έστω ℎ ∈ 𝐻 και Ε′ = ℎ(𝐸). Τότε ℎℎ𝐸ℎ−1 = ℎ𝐸′ και άρα, τα ℎ𝐸 αποτελούν
μία κλάση συζυγίας 𝐶𝑝 στην Η. H 𝐶𝑝 εξαρτάται μόνο από το 𝑝 (και την 𝑓) και
όχι από την επιλογή του δίσκου 𝐷. Η τάξη 𝑒 των στοιχείων της 𝐶𝑝 ισούται με τον
βαθμό της επικάλυψης 𝑓𝐸 ∶ 𝐸 → 𝕂(𝑟), για κάθε συνιστώσα 𝐸 του 𝑓−1(𝐷∗).
Συγκεκριμένα, 𝐶𝑝 = {1} αν και μόνο αν η 𝑓𝐸 είναι ομοιομορφισμός.

(v) Έστω 𝑝∗ ∈ 𝐷∗, ̄𝑝 = 𝜅𝑝(𝑝∗) και 𝜆(𝑡) = 𝜅−1
𝑝 ( ̄𝑝𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖𝑡)) ένα κλειστό μονοπάτι

στο 𝐷∗ με βάση 𝑝∗ (που κάνει μια αριστερή στροφή γύρω από το 𝑝). Έστω 𝑏 ∈ 𝑅
και 𝑞0 = 𝑓(𝑏). Τέλος, έστω 𝛿 ένα μονοπάτι στο ℙ1\𝑃 που ενώνει το 𝑞0 με το 𝑝∗

και Φ𝑏 ∶ 𝜋1(ℙ1\𝑃 , 𝑞0) → 𝐻 η απεικόνιση που για ένα βρόχο 𝑔 με βάση το 𝑞0,
το Φ𝑏[𝑔] είναι ο (μοναδικός) μετασχηματισμός επικάλυψης που στέλνει το τελικό
σημείο της ανύψωσης του 𝑔 μέσω της 𝑓 με αρχικό σημείο το 𝑏, στο 𝑏. Τότε, αν
𝛾 = 𝛿𝑖𝑛𝑣𝜆𝛿, το Φ𝑏[𝛾] ανήκει στην 𝐶𝑝.

Απόδειξη. (1) Η απεικόνιση 𝑓∣𝑓−1(𝐷∗) ∶ 𝑓−1(𝐷∗) → 𝐷∗ είναι προβολή επικάλυψης
και άρα και o περιορισμός της σε κάποια συνεκτική συνιστώσα Ε. Συνθέτοντας με τον
ομοιoμορφισμό 𝜅𝑝 έχουμε ότι η 𝑓𝐸 είναι προβολή επικάλυψης.

(2) Από την προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι κάθε 𝐸 περιέχει ένα ̂𝐸 ίδιου βαθμού
που, άρα, είναι μοναδικό και ότι 𝑓�̂� = 𝑓𝐸∣�̂�.

(3) Αφού η Η δρα μεταβατικά στις ίνες της 𝑓 τότε θα δρα μεταβατικά και στα
Ε αφού έχουν την ίδια εικόνα. Ομοίως, η επαγώμενη απεικόνιση 𝐻𝐸 → 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓𝐸)
είναι επιμορφισμός. Αφού για κάθε δύο στοιχεία 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 που ανήκουν στην ίδια
ίνα της 𝑓 υπάρχει μοναδικό ℎ ∈ 𝐻 με ℎ(𝛼) = 𝛽 η απεικόνιση είναι και 1­1 και άρα
ισομορφισμός.

(4) Αν έχουμε δύο χώρους επικάλυψης 𝑅1, 𝑅2 του 𝕂(𝑟) και μία ισοδυναμία 𝑔 ∶
𝑅1 → 𝑅2 τότε αν ο distinguinshed generator του 𝑅1 είναι ο 𝜎1, ο distinguished
generator του 𝑅2 θα είναι ο 𝜎2 = 𝑔−1𝜎1𝑔, γιατί αν 𝜑 ∶ 𝑅2 → 𝕂(𝑟1/𝑒) είναι μία ισοδυ­
ναμία επικαλύψεων τότε𝜑𝜎−1

2 𝜑−1 = 𝜑𝑔−1𝜎−1
1 𝑔𝜑−1 = 𝜑𝑔−1𝜎−1

1 (𝜑𝑔−1)−1 = 𝜁𝑒 αφού
η 𝜑𝑔−1 είναι ισοδυναμία επικαλύψεων 𝑅1 → 𝕂(𝑟1/𝑒). Το ζητούμενο, λοιπόν, έπεται
από το ότι η ℎ∣𝐸 ∶ 𝐸 → 𝐸′ επάγει ισοδυναμία μεταξύ των προβολών επικάλυψης 𝑓𝐸
και 𝑓𝐸′ .

(5) Έστω 𝑏′ το τελικό σημείο της ανύψωσης του 𝛾 με αρχικό σημείο το 𝑏. Μέσω της
ανύψωσης του 𝛾, το 𝜆 θα ανυψώνεται σε ένα μονοπάτι σε κάποιοΕ circular component
του 𝑝. Έστω 𝑦 και 𝑦′ το αρχικό και τελικό σημείο αυτής της ανύψωσης.Μέσω τηςΦ𝑏[𝛾]
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η ανύψωση του 𝛿 με βάση το 𝑏′ θα πηγαίνει στην ανύψωση του 𝛿 με βάση το 𝑏. Συνέ­
πως, το τελικό σημείο του πρώτου, που είναι το 𝑦′ θα πηγαίνει στο τελικό σημείο του
δεύτερου που είναι το 𝑦′. Γνωρίζουμε, όμως, από το (c) της προηγούμενης πρότασης
ότι αυτός ο μετασχηματισμός επικάλυψης είναι ο ℎ𝐸 και άρα έχουμε το ζητούμενο.

Ορισμός 2.1.8. Έστω 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1\𝑃 πεπερασμένη επικάλυψη Galois. Λέμε ότι το 𝑟
είναι αρκετά μικρό αν το 𝐷(𝑝, 𝑟)∩𝑃 = {𝑝}, για κάθε 𝑝 ∈ 𝑃 και έστω 𝑝 ∈ 𝑃 . Ορίζουμε
μία σχέση στους circular components επιπέδου 𝑟 πάνω από το 𝑝 (για αρκετά μικρό 𝑟) ως
εξής: 𝐸 ≡ ̂𝐸 αν Ε ⊂ ̂𝐸 ή ̂𝐸 ⊂ 𝐸. Από την προηγούμενη πρόταση, αυτή είναι μια σχέση
ισοδυναμίας. Οι κλάσεις ισοδυναμίας αυτής της σχέσης λέγονται τα ideal points του 𝑅
πάνω από το 𝑝.

Τα ideal points πάνω από κάποιο 𝑝 είναι το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών
Ε του 𝑓−1(𝐷∗) και κάθε ένα αναπαρίσταται από μία τέτοια. Συνεπώς, το πλήθος τους
είναι λιγότερο από την τάξη της Η. Συγκεκριμένα, είναι |Η|/𝑒 όπου 𝑒 είναι ο βαθμός
της 𝑓𝐸. Διαισθητικά, αυτά τα σημεία είναι τα κέντρα των 𝐸 που λείπουν. Αυτό που
θα κάνουμε τώρα είναι να βάλουμε αυτά τα σημεία στον 𝑅 παίρνωντας, έτσι, έναν
συμπαγή χώρο.

Πρόταση 2.1.9. Έστω 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1\𝑃 πεπερασμένη επικάλυψη Galois. Έστω �̄� η
(ξένη) ένωση του 𝑅 και όλων των ideal points πάνω από όλα τα 𝑝 ∈ 𝑃 . Ορίζουμε ένα
𝑉 ⊂ �̄� να είναι ανοιχτό αν το 𝑉 ∩𝑅 είναι ανοιχτό στο 𝑅 και για κάθε ideal point 𝜋 ∈ 𝑉
υπάρχει Ε ∈ 𝜋 με Ε ⊂ 𝑉 . O �̄� με αυτή την τοπολογία είναι ένας συνεκτικός χώρος
Hausdorff. H 𝑓 επεκτείνεται σε έναν συνεχή επιμορφισμό ̄𝑓 ∶ �̄� → ℙ1 με ̄𝑓(𝜋) = 𝑝 για
κάθε ideal point 𝜋 πάνω από το 𝑝 και κάθε 𝛼 ∈ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) επεκτείνεται σε με μοναδικό
τρόπο σε έναν ομοιομορφισμό ̄𝛼 ∶ �̄� → �̄� με ̄𝑓 ∘ ̄𝛼 = ̄𝑓 .

Απόδειξη. Θεωρούμε την 𝑓 ∶ �̄� → ℙ1, ένα ideal point 𝜋 ∈ �̄� και τα ανοιχτά σύνολα
𝐴𝑟 = {𝜋} ∪ 𝐸𝑟 όπου Ε𝑟 ένα circular component επιπέδου 𝑟 πάνω από το 𝑝 = 𝑓(𝜋).
Καθώς τα 𝑟 γίνονται αρκετά μικρά, τα 𝑓(𝐴𝑟) = 𝐷(𝑝, 𝑟) ∪ {𝑝} τείνουν στο {𝑝}. Συ­
νεπώς, η 𝑓 επεκτείνεται συνεχώς στο {𝜋} με 𝑓(𝜋) = 𝑝. Προφανώς, η ̄𝑓 είναι επί. Με
παρόμοιο τρόπο δείχνουμε το ανάλογο για τα 𝛼 ∈ 𝐻 . Αφού αποτελούν ομάδα, κάθε ̄𝛼
θα είναι ομοιομορφισμός.

Ο �̄� είναι συνεκτικός αφού περιέχει τον συνεκτικό 𝑅 σαν πυκνό υπόχωρο.
Έστω 𝑎, 𝑏 ∈ �̄�, 𝑎 ≠ 𝑏. Αν ̄𝑓(𝑎) ≠ ̄𝑓(𝑏), τότε, αφού ο ℙ1 είναι Hausdorff, υπάρχουν

ανοιχτά του ℙ1, Α, Β που να διαχωρίζουν τα ̄𝑓(𝑎), ̄𝑓(𝑏). Τότε τα ̄𝑓−1(𝐴), ̄𝑓−1(𝐵) θα
διαχωρίζουν τα 𝑎, 𝑏. Αν πάλι ̄𝑓(𝑎) = ̄𝑓(𝑏) τότε τα 𝑎, 𝑏 θα ανήκουν στον 𝑅 και άρα θα
διαχωρίζονται από ανοιχτά του αφού ο 𝑅 είναι Hausdorff, θα είναι ideal points που θα
ανήκουν σε διαφορετικά circular components. Άρα, τελικά, ο �̄� είναι Hausdorff.

Τέλος, για τη συμπάγεια, θεωρούμε γύρω από κάθε 𝑥 ∈ ℙ1\𝑃 μία αdmissible πε­
ριοχή 𝑈𝑥 τέτοια ώστε και η κλειστότητα της να περιέχεται σε μία admissible περιοχή.
Η αντίστροφη εικόνα της κλειστότητας ̄𝑈𝑥 μίας τέτοιας περιοχής μέσω της ̄𝑓 είναι συ­
μπαγής, γιατί θα είναι ένωση πεπερασμένων συνιστωσών ομοιομορφικών με το ̄𝑈𝑥.
Ομοίως, για τα σημεία 𝑝 ∈ 𝑃 θεωρούμε περιοχές 𝐷(𝑝, 𝑟) με 𝑟 αρκετά μικρό ώστε η
αντίστροφη εικόνα της κλειστότητας τους μέσω της ̄𝑓 να είναι συμπαγής. Αφού, ο ℙ1

είναι συμπαγής και καλύπτεται από τα 𝑈𝑥, 𝐷(𝑝, 𝑟), θα καλύπτεται και από μία πεπε­
ρασμένη συλλογή αυτών, άρα και των κλειστοτήτων τους. Συνεπώς, οι αντίστροφες
εικόνες τους θα καλύπτουν τον �̄�. Άρα, ο �̄� θα είναι ένωση πεπερασμένου πλήθους
συμπαγών υποσυνόλων του και συνεπώς, συμπαγής.
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Λήμμα 2.1.2. Έστω ανοιχτά υποσύνολα 𝑈 ⊂ ℙ1\𝑃 admissible για την 𝑓 , δηλαδή
για κάθε συνιστώσα 𝑉 του 𝑓−1(𝑈) η 𝑓∣𝑉 να είναι ομοιομορφισμός και τέτοια ώστε
{0, ∞} ⊄ 𝑈 . Θέτουμε 𝜑 = 𝑓∣𝑉 , αν ∞ ∉ 𝑈 και 𝜑 = 1/(𝑓∣𝑉 ) αν ∞ ∈ 𝑈 . Τότε οι
(𝑉 , 𝜑) είναι χάρτες στον 𝑅 και αποτελούν άτλα. Άρα, ο 𝑅 γίνεται επιφάνεια Riemann
και η απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1 είναι αναλυτική. Ακόμα περισσότερο, κάθε 𝛼 ∈ Η γίνεται
αναλυτική απεικόνιση 𝛼 ∶ 𝑅 → 𝑅.

Απόδειξη. Αν έχουμε δύο χάρτες (𝑉1, 𝜑1), (𝑉2, 𝜑2) όπως στην εκφώνηση, τότε η𝜑1𝜑−1
2 ∶

𝜑2(𝑉1 ∩ 𝑉2) → 𝜑1(𝑉1 ∩ 𝑉2) θα είναι η ταυτοτική απεικόνιση ή η 1/𝑧. Αφού και οι
δύο είναι ολόμορφες τότε όλοι αυτοί οι χάρτες είναι συμβατοί και άρα αποτελούν έναν
άτλαντα. Επίσης, για κάθε 𝛼 ∈ 𝐻 𝜑1𝛼𝜑−1

2 = 𝑖𝑑 και η 𝑓𝜑−1 θα είναι η ταυτοτική ή η
1/𝑧. Άρα, οι 𝛼, 𝑓 είναι αναλυτικές.

Τώρα θα επεκτείνουμε τη δομή επιφάνειας Riemann στον χώρο �̄�. Για να γίνει
αυτο, αρκεί να κατασκευάσουμε (συμβατούς) χάρτες γύρω από κάθε ideal point 𝜋.
Έχουμε δει ότι για κάθε circular component 𝐸 ∈ 𝜋 επιπέδου 𝑟 πάνω από το 𝑝 =

̄𝑓(𝜋) υπάρχει ομοιομορφισμός 𝜑 ∶ Ε → 𝕂(𝑟1/𝑒) που επάγει ισοδυναμία μεταξύ των
επικαλύψεων 𝑓𝐸 ∶ 𝐸 → 𝕂(𝑟) και 𝑧𝑒 ∶ 𝕂(𝑟1/𝑒) → 𝕂(𝑟). Αυτός ο ομοιομορφισμός
επεκτείνεται σε ομοιομορφισμό 𝜑𝜋 ∶ 𝑉𝜋 = 𝐸 ∪ {𝜋} → 𝐷(0, 𝑟1/𝑒). Αυτοί οι 𝜑𝜋 είναι
οι ζητούμενοι χάρτες.

Λήμμα 2.1.3. Οι (𝑉𝜋, 𝜑𝜋) μαζί με τους (𝑉 , 𝜑) αποτελούν έναν άτλαντα. Με αυτή τη
δομή, ο 𝑅 είναι μια συμπαγής επιφάνεια Riemann και οι απεικονίσεις ̄𝑓 ∶ Ρ → ℙ1 και

̄𝛼 ∶ 𝑅 → 𝑅, 𝛼 ∈ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) είναι αναλυτικές.
Απόδειξη. Έστω (𝑉 , 𝜑), (𝑉𝜋, 𝜑𝜋) με ∞ ∉ 𝑉 και άρα 𝜑 = 𝑓 . Για την 𝜑𝜋 ∶ 𝑉𝜋 →
𝐷(𝑟1/𝑒) ισχύει 𝜅𝑝 ∘ ̄𝑓∣𝐸 = 𝑧𝑒 ∘ 𝜑𝜋, όπου 𝑝 = 𝑓(𝜋). Συνεπώς, η 𝜑𝜑−1

𝜋 θα είναι η
απεικόνιση𝜅−1

𝑝 ∘𝑧𝑒 ∶ 𝜑𝜋(𝑉𝜋∩𝑉 ) → 𝜑(𝑉𝜋∩𝑉 ). Άρα, για 𝑝 ≠ ∞,𝜑𝜑−1
𝜋 = 𝑧𝑒+𝑝 και για

𝑝 = ∞, 𝜑𝜑−1
𝜋 = 1/𝑧𝑒. Και στις δυο περιπτώσεις οι συναρτήσεις είναι ολόμορφες. Για

να δείξουμε οτι έχουν και ολόμορφη αντίστροφη αρκεί να δείξουμε οτι έχουν συνεχή
αντίστροφη (στα πεδία που έχουν οριστεί), το οποίο όμως το γνωρίζουμε αφού οι 𝜑, 𝜑𝜋
είναι ομοιομορφισμοί.

Δείξαμε, λοιπόν, οτι οι καινούριοι χάρτες είναι συμβατοί με τους παλιούς. Θα δεί­
ξουμε, τώρα, οτι οι ̄𝑓 , ̄𝛼 είναι αναλυτικές.

Αρκεί να το ελέγξουμε γύρω από τα ideal points, για τα υπόλοιπα το ξέρουμε ήδη.
Όπως και πριν, έχουμε 𝜅𝑝 ∘ ̄𝑓 ∘ 𝜑−1

𝜋 = 𝑧𝑒. Αν 𝑝 ≠ ∞, ένας χάρτης γύρω από το 𝑝 ∈ ℙ1

είναι η ταυτοτική απεικόνιση 𝑖𝑑 και έχουμε 𝑖𝑑 ∘ ̄𝑓 ∘ 𝜑−1
𝜋 = 𝑧𝑒 + 𝑝. Αν 𝑝 = ∞ τότε ένας

χάρτης γύρω από το 𝑝 είναι η 1/𝑧 = 𝜅𝑝 και αφού, 𝜅𝑝 ∘ ̄𝑓 ∘ 𝜑−1
𝜋 = 𝑧𝑒 η ̄𝑓 ∶ �̄� → ℙ1

είναι αναλυτική.
Τέλος, για τις ̄𝛼 ∈ 𝐻 έστω 𝜋1, 𝜋2 δύο ideal points στον �̄�. Αφού οι απεικονί­

σεις 𝛼, 𝜑𝜋1
∣𝐸, 𝜑𝜋2

∣𝐸 είναι ισοδυναμίες επικαλύψεων τότε και η 𝜑𝜋2
∣𝐸 ∘ 𝛼 ∘ 𝜑𝜋1

∣−1
𝐸 ∶

𝕂(𝑟1/𝑒) → 𝕂(𝑟1/𝑒) θα είναι ισοδυναμία επικαλύψεων, δηλαδή θα είναι μετασχηματι­
σμός επικάλυψης της 𝑧𝑒 ∶ 𝕂(𝑟1/𝑒) → 𝕂(𝑟). Συνεπώς, 𝜑𝜋2

∣𝐸 ∘ 𝛼 ∘ 𝜑𝜋1
∣−1
𝐸 = 𝜁𝑒 για

κάποιο 𝜁𝑒 ∈ 𝜇𝑒 και αφού 𝜑𝜋2
∘ ̄𝛼 ∘ 𝜑−1

𝜋1
(0) = 0, 𝜑𝜋2

∘ ̄𝛼 ∘ 𝜑𝜋1
−1 = 𝜁𝑒. Άρα, κάθε ̄𝛼

είναι αναλυτική και έχουμε το ζητούμενο.

Θεώρημα 2.1.10. Έστω 𝑃 ένα πεπερασμένο υποσύνολο του ℙ1 και 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1\𝑃
μια πεπερασμένη επικάλυψη Galois. Με 𝑓 συμβολίζουμε, επίσης, και την επέκταση της
σε μια αναλυτική συνάρτηση �̄� → ℙ1 από την συμπαγή επιφάνεια Riemann �̄�. Ομοίως,
θεωρούμε την 𝐻 = 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) σαν μια ομάδα αναλυτικών ισομορφισμών του �̄�. Έστω
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ℳ = ℳ(�̄�) το σώμα των μερομορφικών συναρτήσεων στο �̄� καιℂ(𝑓) το υπόσωμα που
παράγεται από τις σταθερές συναρτήσεις και την 𝑓 . Τότε, για κάθε 𝛼 ∈ 𝐻 η απεικόνιση

𝜄𝛼 ∶ ℳ → ℳ, 𝑔 ↦ 𝑔 ∘ 𝛼−1

είναι ένας αυτομορφισμός τουℳ. Toℳ είναι Galois πάνω από τοℂ(𝑓) και η απεικόνιση

𝜄 ∶ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) → 𝐺(ℳ/ℂ(𝑓)), 𝛼 ↦ 𝜄𝛼

είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Είναι προφανές οτι κάθε 𝜄𝛼 είναι ένας αυτομορφισμός του ℳ, όπως, επίσης
και το οτι η απεικόνιση 𝜄 ∶ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) → 𝐺(ℳ/ℂ(𝑓)) είναι ομομορφισμός. Αρκεί να
δείξουμε οτι είναι 1­1 και οτι το σταθερό υπόσωμα του ℳ κάτω από αυτή τη δράση
είναι το ℂ(𝑓). Θα δείξουμε το δεύτερο πρώτα.

Αφού, 𝑓 ∘ 𝛼−1 = 𝑓 για κάθε 𝛼 τότε κάθε 𝑔 ∈ ℂ(𝑓) μένει σταθερό από τις 𝜄𝛼. Έστω
𝑔 ∈ ℳ τέτοια ώστε 𝜄𝛼(𝑔) = 𝑔 ⇔ 𝑔 ∘ 𝛼−1 = 𝑔 για κάθε 𝛼 ∈ 𝐻 . Δηλαδή, η 𝑔 μένει
αναλλοίωτη κάτω από τη δράση της 𝐻 . Συνεπώς, παραγοντοποιείται μέσω του χώρου
πηλίκου Η/�̄� = ℙ1, δηλαδή, 𝑔 = ̄𝑔 ∘ 𝑓 όπου ̄𝑔 είναι μία μερομορφική συνάρτηση στον
ℙ1.

Για να δείξουμε οτι η ̄𝑔 είναι αναλυτική έστω 𝑦 ∈ ℙ1\𝑃 ∪{∞}. Η ̄𝑔 είναι αναλυτική
σε κάθε τέτοιο 𝑦 γιατί, γύρω από κάθε τέτοιο 𝑦, σε μια admissible πειροχή V, η 𝑓
αντιστρέφεται σε αναλυτική συνάρτηση 𝑓−1 ∶ 𝑉 → �̄� και συνεπώς, ̄𝑔 = 𝑔 ∘ 𝑓−1 και
άρα, είναι αναλυτική. Αφού στα σημεία, 𝑃 ∪ {∞} επεκτείνεται συνεχώς, τότε, από το
θεώρημα επέκτασης του Riemann, είναι και αναλυτική σε αυτά.

Συνεπώς, ̄𝑔 ∈ ℳ(ℙ1) και άρα, ̄𝑔 ∈ ℂ(𝑧). Συνεπώς, 𝑔 = ̄𝑔 ∘ 𝑓 ∈ ℂ(𝑓)
Τέλος για να αποδείξουμε οτι η δράση είναι 1­1 πρέπει να δείξουμε οτι αν για κάποιο

𝛼 ∈ 𝐻 έχουμε 𝑔 ∘ 𝛼−1 = 𝑔 για κάθε 𝑔 ∈ ℳ τότε 𝛼 = 1. Για αυτό θα χρειαστούμε το
παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 2.1.11 (Θεώρημα Ύπαρξης του Riemann (RET)­Αναλυτική Εκδοχή). Έστω
𝑌 μία συμπαγής επιφάνεια Riemann. Τότε, για οποιαδήποτε διαφορετικά 𝑝1, … , 𝑝𝑠 στην
𝑌 και μιγαδικούς αριθμούς 𝑐1, … , 𝑐𝑠, υπάρχει 𝑔 ∈ ℳ(𝑌 ) με 𝑔(𝑝𝑖) = 𝑐𝑖 για 𝑖 = 1, … , 𝑠.

Ηαπόδειξη αυτού του θεωρήματος θα είναι το τελευταίο μέρος αυτής της εργασίας.
Προς το παρόν, θα το χρησιμοποιήσουμε χωρίς απόδειξη.

Είναι προφανές, τώρα οτι αν 𝛼 ∈ 𝐻, 𝛼 ≠ 1 τότε αρκεί να διαλέξουμε 𝑔 ∈ ℳ
τέτοια ώστε η 𝑔(𝑦) ≠ 𝑔(𝛼(𝑦)) και θα είναι 𝑔 ∘ 𝛼−1 ≠ 𝑔. Από το παραπάνω θεώρημα
μπορούμε να βρούμε τέτοια 𝑔. Άρα, αν 𝜄𝛼 = 𝑖𝑑 ∶ ℳ → ℳ τότε 𝛼 = 1 και άρα η
𝜄 ∶ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) → 𝐺(ℳ/ℂ(𝑓)) είναι 1­1. Τελικά, μαζί με τα παραπάνω, έχουμε πως η 𝜄
είναι ισομορφισμός.

Βλέπουμε, λοιπόν, οτι για κάθε πεπερασμένη, Galois επικάλυψη της τρυπημένης
σφαίρας, η ομάδα των μετασχηματισμών της εμφανίζεται ώς ομάδα Galois πάνω από
το ℂ(𝑥).

Θυμόμαστε από την αλγεβρική τοπολογία οτι κάθε τέτοιος χώρος προκύπτει ως
πηλίκο του καθολικού χώρου επικάλυψης κάτω από τη δράση κάποιας υποομάδας των
μετασχηματισμών επικάλυψης του τελευταίου και αντίστοιχα η ομάδα μετασχηματι­
σμών του θα είναι ένα πηλίκο της ομάδας του καθολικού χώρου επικάλυψης. Δη­
λαδή, αν 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1\𝑃 μια επικάλυψη Galois και 𝑓 ′ ∶ 𝑅′ → ℙ1\𝑃 είναι η
καθολική επικάλυψη, τότε υπάρχει επικάλυψη 𝜑 ∶ 𝑅′ → 𝑅 με 𝑓 ′ = 𝑓 ∘ 𝜑 και
𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) = 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓 ′)/𝐷𝑒𝑐𝑘(𝜑).
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Αφού η ομάδα μετασχηματισμών του καθολικού χώρου επικάλυψης είναι ισόμορφη
με τη θεμελιώδη ομάδα της τρυπημένης σφαίρας και η θεμελιώδης ομάδα της σφαίρας
μείον 𝑛 ≥ 2 το πλήθος σημεία είναι η ελεύθερη σε 𝑛 − 1 γεννήτορες, βλέπουμε οτι
κάθε πεπερασμένη ομάδα εμφανίζεται ώς ομάδα Galois πάνω από το ℂ(𝑥) και έτσι
έχουμε θετική απάντηση στο αντίστροφο πρόβλημα του Galois πάνω από το ℂ(𝑥).
Ακόμα περισσότερο, θα δείξουμε οτι κάθε πεπερασμένη Galois επέκταση του ℂ(𝑥)
είναι ισόμορφη με μία επέκταση τέτοιας μορφής.

Δηλαδή θα δείξουμε το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 2.1.12. Έστω 𝐿/ℂ(𝑥) μία πεπερασμένη επέκταση Galois. Τότε υπάρχει πε­
περασμένο υποσύνολο 𝑃 ⊂ ℙ1 και πεπερασμένη Galois επικάλυψη 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1\𝑃
τέτοια ώστε τα σώματα 𝐿 και ℳ(�̄�) να είναι ℂ(𝑥)­ισόμορφα, μέσω ισομορφισμού που
στέλνει το 𝑥 στο 𝑓 . Εδώ, όπως και παραπάνω, με 𝑓 συμβολίζουμε και την επέκταση της
προβολής στον �̄�.

Απόδειξη. Επιλέγουμε 𝐹(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ[𝑥, 𝑦], ανάγωγο σαν πολυώνυμο του 𝑦 πάνω από το
ℂ(𝑥), που να έχει το 𝐿 ως σώμα ριζών. Έστω 𝑛 ο βαθμός του 𝐹 ως προς 𝑦. Ξέρουμε
οτι υπάρχουν πεπερασμένα το πολύ 𝑝 ∈ ℂ τέτοια ώστε το πολυώνυμο 𝐹(𝑝, 𝑦) να έχει
λιγότερες από 𝑛 διαφορετικές ρίζες. Έστω 𝑃 το σύνολο αυτών των 𝑝 μαζί με το ∞.

Θεωρούμε τον υπόχωρο 𝑅′ του ℂ𝑛+1 που αποτελείται από τις 𝑛 + 1­άδες της μορ­
φής (𝑢, 𝑣1, … , 𝑣𝑛), με 𝑢 ∈ ℂ\𝑃 και 𝑣1, … , 𝑣𝑛 να είναι οι, διαφορετικές ανά δύο, ρίζες
του 𝐹(𝑢, 𝑦) ∈ ℂ(𝑦).

Αρχικά, θα δείξουμε οτι η απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝑅′ → ℂ\𝑃 , (𝑢, 𝑣1, … , 𝑣𝑛) ↦ 𝑢 είναι
προβολή επικάλυψης. Από το Θεώρημα 1.2.1 θυμόμαστε οτι σε μία περιοχή 𝑈 γύρω
από κάθε 𝑢0 τέτοιο ώστε το 𝐹(𝑢0, 𝑦) να είναι διαχωρίσιμο, οι ρίζες του 𝐹(𝑢, 𝑦), 𝑢 ∈ 𝑈
ορίζονται σαν ολόμορφες συναρτήσεις 𝜓𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, … , 𝑛, διαφορετικές ανά δύο. Η
αντίστροφη εικόνα του 𝑈 μέσω της 𝑓 θα είναι η (ξένη) ένωση των

{(𝑢, 𝜓𝑖1
(𝑢), … , 𝜓𝑖𝑛

(𝑢)), 𝑢 ∈ 𝑈}
όπου 𝑖1, … , 𝑖𝑛 είναι μία μετάθεση των 1, … , 𝑛 και η 𝑓 περιορισμένη σε κάθε τέτοια
περιοχή είναι ομοιομορφισμός.

Η συμμετρική ομάδα 𝒮𝑛 δρα στον 𝑅′ μεταθέτοντας τα 𝑣𝑖. Είναι προφανές οτι κάθε
τέτοια μετάθεση επάγει έναν μετασχηματισμό επικάλυψης της 𝑓 και οτι η 𝒮𝑛 δρα μετα­
βατικά στις ίνες κάθε σημείου. Συνεπώς, περιορισμένη σε μία𝑅, συνεκτική συνιστώσα
του 𝑅′, η 𝑓 είναι μία πεπερασμένη επικάλυψη Galois με ομάδα μετασχηματισμών επι­
κάλυψης της Η = {𝛼 ∈ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓∣𝑅′) ∶ 𝛼(𝑅) ∩ 𝑅 ≠ ∅}.

Θεωρούμε τις συναρτήσεις 𝑔𝑖 ∶ 𝑅 → ℂ, (𝑢, 𝑣1, … , 𝑣𝑛) ↦ 𝑣𝑖. Οι συναρτήσεις
αυτές ικανοποιούν το πολυώνυμο 𝐹(𝑓, 𝑦) ∈ ℂ(𝑓). Θα δείξουμε οτι οι συναρτήσεις
αυτές επεκτείνονται σε μερομορφικές συναρτήσεις στο �̄� και οτι παράγουν το Μ(�̄�).
Κατά συνέπεια, θα έχουμε οτι το Μ(�̄�) είναι το σώμα ρίζων του 𝐹(𝑓, 𝑦) ∈ ℂ(𝑓) και
άρα θα είναι ισόμορφο με το 𝐿.

Αρχικά βλέπουμε οτι οι τοπικές παραστάσεις της 𝑔𝑖, διαλέγοντας για χάρτη στον
𝑅 την 𝑓−1, είναι η 𝜓𝑖(𝑢) που είναι ολόμορφη. Άρα, οι 𝑔𝑖 είναι αναλυτικές στον 𝑅. Για
να δείξουμε οτι επεκτείνεται στον �̄� θα χρειαστούμε ένα λήμμα:

Λήμμα 2.1.4. Έστω 𝐷 ⊂ ℂ ανοιχτό και συνεκτικό, 𝑝0 ∈ 𝐷 και 𝐷0 = 𝐷\𝑝0. Θεωρώ­
ντας το σώμα ℳ(𝐷) ως υπόσωμα του ℳ(𝐷0) μέσω περιορισμού των συναρτήσεων, το
ℳ(𝐷) είναι αλγεβρικά κλειστό στο ℳ(𝐷0).
Απόδειξη. Έστω 𝑔 ∈ ℳ(𝐷0) αλγεβρικό πάνω από το ℳ(𝐷). Δηλαδή,

𝑎𝑛𝑔𝑛 + … 𝑎1𝑔 + 𝑎0 = 0
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για κάποια 𝑎𝑖 ∈ ℳ(𝐷) με 𝑎𝑛 ≠ 0. Πολλαπλασιάζοντας τη σχέση αυτή με αρκετά
μεγάλη δύναμη του 𝑧 − 𝑝0 μπορούμε να υποθέσουμε οτι τα 𝑎𝑖 δεν έχουν πόλο στο
𝑝0. Συνεπώς, οι 𝑎𝑖 είναι φραγμένες γύρω από το 𝑝0. Ομοίως, πολλαπλασιάζοντας με
𝑎𝑛−1

1 (παίρνωντας αντίστοιχη σχέση για την 𝑔′ = 𝑎𝑛𝑔), μπορούμε να υποθέσουμε οτι
𝑎𝑛 = 1. Από την σχέση 𝑔𝑛 + … 𝑔𝑎1 + 1 + 𝑎0 = 0, λοιπόν, αφού οι 𝑎𝑖 είναι φραμένες,
έπεται οτι και η 𝑔 θα είναι φραγμένη γύρω από το 𝑝0. Άρα, από το Θεώρημα Επέκτασης
του Riemann, η 𝑔 επεκτείνεται αναλυτικά στο 𝑝0, δηλαδή 𝑔 ∈ ℳ(𝐷).

Αφού τα �̄� και 𝑅 διαφέρουν σε πεπερασμένα το πλήθος σημεία, βλέπουμε οτι αν
θεωρήσουμε τοℳ(�̄�)ως υπόσωμα τουℳ(𝑅) μέσω περιοσρισμού των συναρτήσεων,
το ℳ(�̄�) θα είναι αλγεβρικά κλειστο στο ℳ(𝑅). Συνεπώς, αφού οι 𝑔𝑖 είναι ρίζες του
πολυωνύμου 𝐹(𝑓, 𝑦) ∈ ℂ(𝑓) ⊂ ℳ(�̄�) θα ανήκουν στο ℳ(�̄�) δηλαδή θα επεκτείνο­
νται σε αναλυτικές συναρτήσεις στο �̄�.

Μένει να δείξουμε τώρα, οτι οι 𝑔𝑖 παράγουν το ℳ(�̄�). Αφού το τελευταίο εί­
ναι Galois επέκταση του ℂ(𝑓), αρκεί να δείξουμε οτι αν ένας αυτομορφισμός της
𝐺(ℳ(�̄�)/ℂ(𝑓)) αφήνει αναλλοίωτα τα 𝑔𝑖 τότε είναι ο ταυτοτικός αυτομορφισμός.
Αυτό ισχύει γιατί οι αυτομορφισμοί της 𝐺(ℳ(�̄�)/ℂ(𝑓)) είναι της μορφής 𝜄𝛼, 𝛼 ∈
𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓∣𝑅) και οι 𝑔𝑖 διαχωρίζουν τα σημεία κάθε ίνας της 𝑓 . Επομένως, αν 𝜄𝛼(𝑔𝑖) =
𝑔𝑖 ∘ 𝛼−1 = 𝑔𝑖 για κάθε 𝑖, για κάποιο 𝛼 ∈ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓∣𝑅), τότε 𝛼 = 𝑖𝑑∣𝑅 και, άρα
𝜄𝛼 = 1.

Υπό το φως αυτού του θεωρήματος, και βασιζόμενοι στην προηγούμενη μελέτη
μας, θα μπορούσαμε, ίσως να ορίσουμε κάποιες αναλλοίωτες των πεπερασμένων επε­
κτάσεων Galois του ℂ(𝑥). Αυτές είναι το σύνολο 𝑃 των σημείων διακλάδωσης της
επικάλυψης 𝑓 , ο βαθμός της επικάλυψης στους circular components γύρω από κάθε
𝑝 ∈ 𝑃 και ακόμα περισσότερο, η κλάση συζυγίας της 𝐺(𝐿/ℂ(𝑥)) ≃ 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) που
αποτελείται από τους distinguished generators (η τελευταία μας δίνει και τον βαθμό
επικάλυψης).

Δεν είναι, φυσικά, σαφές ακόμα αν είναι αναλλοίωτες, ειδικά η τελευταία. Στην
επόμενη παράγραφο θα φτάσουμε σε αυτές μέσω μίας πιο αλγεβρικής μελέτης.

2.2 Οι επεκτάσεις του 𝑘(𝑥)
Μία πεπερασμένη επέκταση Galois του 𝑘(𝑥) καθορίζεται από ένα πολυώνυμο

𝐹(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘.

Προηγουμένως, οι λύσεις της εξίσωσης ήταν μερομορφικές συναρτήσεις σε μία επιφά­
νεια Riemann. Εδώ, θα θέλαμε να εκφράσουμε τις ρίζες του πολυωνύμου ως τυπικές
σειρές Laurent σε 𝑥−𝑝 για 𝑝 ∈ 𝑘∪{∞} όπου, για 𝑝 = ∞, έχουμε σειρές ως προς 1/𝑥.
Αν και αυτό δεν γίνεται πάντα, μπορούμε να βρούμε λύση που να είναι σειρά Laurent
ως προς (𝑥 − 𝑝)1/𝑒, για κάποιον ακέραιο 𝑒.

Θεωρούμε, λοιπόν, το

Λ = 𝑘((𝑡)) = {
∞

∑
𝑖=𝑁

𝛼𝑖𝑡𝑖𝑁 ∈ ℤ}

που αποτελείται από όλες τις τυπικές σειρές Laurent σε 𝑡 με συντελεστές από το 𝑘, με
τις πράξεις της τυπικής πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού σειρών Laurent. Μένει να
επαληθεύσουμε οτι το Λ είναι, όντως, σώμα, δηλαδή οτι κάθε μη μηδενικό στοιχείο
έχει αντίστροφο.
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Έστω 𝛼 = ∑∞
𝑖=𝑁 𝛼𝑖𝑡𝑖 ∈ Λ με 𝛼𝑁 ≠ 0. Για να είναι ένα 𝑏 = ∑∞

𝑖=Μ 𝑏𝑖𝑡𝑖 ∈ Λ
αντίστροφο του 𝛼 θα πρέπει αρχικά να έχουμε 𝑀 = −𝑁 και 𝑏𝑀 = 𝛼−1

𝑁 ώστε όλοι οι
συντελεστές των 𝑡𝑖 για 𝑖 < 0 να είναι 0 και ο σταθερός όρος να είναι 1. Ομοίως για
τους υπόλοιπους όρους, θα πρέπει να έχουμε:

𝑏−𝑁𝛼Ν+1 + 𝛼Ν𝑏−𝑁+1 = 0,

𝑏−𝑁𝛼𝑁+2 + 𝑏−𝑁+1𝛼−Ν+1 + 𝑏−𝑁+2𝛼𝑁 = 0
⋮

και τα λοιπά.
Αφού, 𝑏−𝑁 = 𝛼−1

𝑁 και ο συντελεστής του 𝑏−𝑁+𝜈 στην 𝜈­οστή εξίσωση είναι 𝛼𝑁 ≠
0 μπορούμε να λύσουμε κάθε εξίσωση, ως προς 𝑏𝑖, επαγωγικά και τελικά να έχουμε
𝛼𝑏 = 1.

Το Λ, λοιπόν, είναι το σώμα των τυπικών σειρών Laurent με συντελεστές από το 𝑘.
Περιέχει τον δακτύλιο των πολυωνύμων 𝑘[𝑥] και κατα συνέπεια, το σώμα των ρητών
συναρτήσεων 𝑘(𝑥) και είναι το σώμα πηλίκων του δακτυλίου των δυναμοσειρών με
συντελεστές από το 𝑘, 𝑘[[𝑡]].

Όπως είπαμε, θα έχουμε λύσεις που είναι σειρές Laurent σε (𝑥−𝑝)1/𝑒. Με τον ίδιο
τρόπο που ορίσαμε το Λ ορίζεται και το σώμα των τυπικών σειρών Laurent ως προς
𝜏, 𝜏𝑒 = 𝑡,

Λ𝑒 = {
∞

∑
𝑖=𝑁

𝛼𝑖𝑡𝑖/𝑒, 𝑁 ∈ ℤ} = 𝑘((𝑡1/𝑒)) = 𝑘((𝜏))

Τα Λ, Λ𝑒 είναι ισόμορφα μέσω του ισομορφισμού που στέλνει το 𝑡 στο 𝜏 . Αν, πάλι
ορίσουμε απεικόνιση Λ → Λ𝑒 με 𝑡 ↦ 𝜏𝑒 τότε το Λ περιέχεται στο Λ𝑒 σαν υπόσωμα.
Με αυτήν την απεικόνιση, το Λ ταυτίζεται με το υπόσωμα του Λ𝑒 που περιέχει τις
σειρές ∑ 𝑏𝑖𝜏 𝑖 οι οποίες έχουν (πιθανόν) μη μηδενικούς συντελεστές μόνο όταν το 𝑖
είναι πολλαπλάσιο του 𝑒. Αν το 𝑘 περιέχει κάποια πρωταρχική ρίζα της μονάδας, η
επέκταση αυτή είναι Galois.

Λήμμα 2.2.1. Υποθέτουμε οτι το 𝑘 περιέχει κάποια πρωταρχική ρίζα της μονάδας 𝜁𝑒.
Τότε το Λ𝑒 είναι Galois πάνω από το Λ βαθμού 𝑒. Η ομάδα Galois είναι κυκλική και
παράγεται από το στοιχείο 𝜔 ∶ ∑ 𝑏𝑖𝜏 𝑖 ↦ ∑(𝑏𝑖𝜁𝑖

𝑒)𝜏 𝑖. Επίσης, Λ𝑒 = Λ(𝜏).

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι η 𝜔 είναι ένας αυτομορφισμός του Λ𝑒 που διατηρεί στα­
θερό το Λ, αφού αν το 𝑖 είναι πολλαπλάσιο του 𝑒, τότε 𝜁𝑖

𝑒 = 1. Αντιστρόφως, αν
𝜔(∑ 𝑏𝑖𝜏 𝑖) = ∑ 𝑏𝑖𝜏 𝑖 ⇔ ∑ 𝑏𝑖𝜁𝑖

𝑒𝜏 𝑖 = ∑ 𝑏𝑖𝜏 𝑖 τότε 𝑏𝑖 = 𝜁𝑖
𝑒 για κάθε 𝑖. Συνεπώς, αν

𝜁𝑖
𝑒 ≠ 1, δηλαδή το 𝑖 δεν είναι πολλαπλάσιο του 𝑒, τότε 𝑏𝑖 = 0. Άρα, η επέκταση Λ𝑒/Λ
είναι Galois και η 𝐺(Λ𝑒/Λ) παράγεται από το 𝜔.

Αφού 𝜁𝑒 ∈ 𝑘 τότε όλα τα συζυγή του 𝜏 , που είναι τα 𝜁𝜆
𝑒 (𝜏) περιέχονται στο Λ(𝜏).

Συνεπώς, η επέκταση Λ(𝜏)/Λ είναι Galois. Αν τώρα, 𝜔𝜆(𝜏) = 𝜏 ⇔ 𝜁𝜆
𝑒 = 𝜁𝑒 για

κάποιο 𝜆 τότε 𝜁𝜆
𝑒 = 1 → 𝜔𝜆 = 1 και άρα Λ𝑒 = Λ(𝜏).

Αυτό που θα δείξουμε τώρα είναι οτι, όταν το 𝑘 είναι αλγεβρικά κλειστό, κάθε
πεπερασμένη Galois επέκταση του Λ είναι αυτής της μορφής.

Λήμμα 2.2.2. Θεωρούμε τον ομομορφισμό 𝑘[[𝑡]] → 𝑘 που στέλνει κάθε δυναμοσειρά με
συντελεστές από το 𝑘 στον σταθερό της όρο. Έστω 𝐹 ένα μονικό πολυώνυμο ως προς 𝑦
με συντελεστές από το 𝑘[[𝑡]] και έστω 𝐹0 το πολυώνυμο που προκύπτει αν εφαρμόσουμε
στους συντελεστές του 𝐹 τον παραπάνω ομομορφισμό.
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Τότε, αν το 𝐹0 παραγοντοποιείται

𝐹0 = 𝑔 ⋅ ℎ

όπου 𝑔, ℎ είναι μονικά και πρώτα μεταξύ τους, το 𝐹 θα έχει μια παραγοντοποίηση

𝐹 = 𝐺 ⋅ 𝐻

όπου 𝐺, 𝐻 ∈ 𝑘[[𝑡]][𝑦] μονικά, με 𝐺0 = 𝑔, 𝐻0 = ℎ.

Απόδειξη. Έστω 𝑛 ο βαθμός του 𝐹 ως προς 𝑦. Γράφουμε το 𝐹 σαν δυναμοσειρά

𝐹 = ∑ 𝐹𝑖𝑡𝑖,

όπου τα 𝐹𝑖 είναι πολυώνυμα ως προς 𝑦 με βαθμό ≤ 𝑛 − 1 και 𝑑𝑒𝑔𝐹0 = 𝑛. Έστω, 𝑟 και
𝑠 οι βαθμοί των 𝑔 και ℎ αντίστοιχα. Θέλουμε να βρούμε

𝐺 = ∑ 𝐺𝑖𝑡𝑖, 𝐻 = ∑ 𝐻𝑖𝑡𝑖

τέτοια ώστε:
𝐺0 = 𝑔, 𝐻0 = ℎ

𝐺1𝐻0 + 𝐺0𝐻1 = 𝐹1

𝐺2𝐻0 + 𝐺1𝐻1 + 𝐺0𝐻2 = 𝐹2

⋮
και 𝑑𝑒𝑔𝐺𝑖 < 𝑟, 𝑑𝑒𝑔𝐻𝑖 < 𝑠 για κάθε 𝑖 > 1. Οι εξισώσεις αυτές λύνονται επαγωγικά
αφού τα 𝑔, ℎ είναι πρώτα μεταξύ τους. Για παράδειγμα, στην δεύτερη εξίσωση, γνωρί­
ζοντας τα 𝐺0 = 𝑔 και 𝐻0 = ℎ έχουμε:

𝐺1ℎ + 𝑔𝐻1 = 𝐹1.

Αφού τα 𝑔, ℎ ∈ 𝑘[𝑦] είναι πρώτα μεταξύ τους τότε παράγουν τον 𝑘[𝑦] και η εξίσωση
έχει πάντα λύση. Δηλαδή, μπορούμε να βρούμε τα ζητούμενα 𝐺1, 𝐻1. Παρατηρούμε
οτι η επιλογή των𝐺1, 𝐻1 είναι ανεξάρτητη από την επιλογή των𝐺0, 𝐻0 υπό την έννοια
οτι δεν περιέχουν ίδιους συντελεστές (το 𝐺𝑖 είναι το άθροισμα των συντελεστών του
𝑡𝑖 στο 𝐺). Επαγωγικά, έχοντας βρει όλα τα προηγούμενα, σε κάθε βήμα θα έχουμε
𝐺𝜅ℎ + 𝑔𝐻𝜅 = 𝐹𝜅 − ∑𝑖+𝑗=𝜅,𝑖,𝑗>0 𝐺𝑖𝐻𝑗 = 𝑈𝜅 και με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε τα
𝐺𝜅, 𝐻𝜅.

Όσον αφορά, τώρα, τους βαθμούς των 𝐺𝑖, 𝐻𝑖 βλέπουμε για τα 𝐺1, 𝐻1 π.χ. οτι αν
𝐺′

1, 𝐻′
1 είναι τα μέρη τους που αποτελούνται από όρους σε δυνάμεις μεγαλύτερες από

𝑟 − 1 και 𝑠 − 1 αντίστοιχα τότε, αφού 𝑑𝑒𝑔𝐹1 < 𝑛 − 1 θα πρέπει 𝐺′
1ℎ + 𝑔𝐻′

1 = 0.
Αφού, όμως, τα 𝑔, ℎ είναι πρώτα μεταξύ τους αυτό συνεπάγεται οτι 𝐺′

1 = 𝐻′
1 = 0 και

συνεπώς 𝑑𝑒𝑔𝐺1 ≤ 𝑟−1, 𝑑𝑒𝑔𝐻1 ≤ 𝑠−1. Επαγωγικά, αφού θα είναι και 𝑑𝑒𝑔𝑈𝜅 < 𝑛−1,
έχουμε τη ζητούμενη συνθήκη.

Πόρισμα 2.2.1. Έστω 𝑘 ένα αλγεβρικά κλειστό σώμα χαρακτηριστικής 0 και 𝐹 ένα
μονικό πολυώνυμο ως προς 𝑦 βαθμού 𝑛 ≥ 2 με συντελεστές από το 𝑘[[𝑡]]. Υποθέτουμε
οτι ο 𝑦𝑛−1­συντελεστής του 𝐹0 είναι 0 και 𝐹0(𝑦) ≠ 𝑦𝑛. Τότε το 𝐹 γράφεται σαν γινόμενο
𝐹 = 𝐺𝐻 όπου 𝐺, 𝐻 μονικά, μη σταθερά πολυώνυμα ως προς y με συντελεστές από το
𝑘[[𝑡]].
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε, από το παραπάνω λήμμα, οτι το 𝐹0 μπορεί να γραφτεί
ως γινόμενο δύο, πρώτων μεταξύ τους μη σταθερών πολυωνύμων. Αφού το 𝑘 είναι
αλγεβρικά κλειστό τότε το 𝐹0 ∈ 𝑘[𝑦] θα γράφεται σαν γινόμενο πρωτοβάθμιων πα­
ραγόντων και η μόνη περίπτωση να μην ισχύει το ζητούμενο είναι να είναι όλοι ίδιοι.
Δηλαδή, να έχουμε 𝐹0 = (𝑦 − 𝛼)𝑛 για κάποιο 𝛼 ∈ 𝑘 τότε όμως ο συντελεστής του
𝑦𝑛−1 θα είναι −𝑛𝛼. Άρα, θα πρέπει 𝛼 = 0(αφού το 𝑘 έχει χαρακτηριστική 0). Σε αυτήν
την περίπτωση 𝐹0 = 𝑦𝑛 που δεν γίνεται.

Μπορούμε, τώρα να αποδείξουμε το παρακάτω:

Θεώρημα 2.2.2. Έστω 𝑘 αλγεβρικά κλειστό σώμα χαρακτηριστικής 0 και 𝐹 ένα μονικό,
μη σταθερό πολυώνυμο ως προς 𝑦 με συντελεστές από το 𝑘[[𝑡]]. Τότε το 𝐹 έχει μια ρίζα
σε κάποιο Λ𝑒.

Απόδειξη. Έστω𝐹 ελάχιστου βαθμού πολυώνυμο που να μην ικανοποιεί το ζητούμενο.
Προφανώς, 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔(𝐹) ≥ 2. Έστω 𝐹(𝑦) = 𝑦𝑛 + 𝜆𝑛−1𝑦𝑛−1 + ⋯ + 𝜆1𝑦 + 𝜆0 όπου
𝜆𝑖 ∈ 𝑘[[𝑡]]. Μπορούμε να υποθέσουμε οτι 𝜆𝑛−1 = 0 αλλιώς θεωρούμε το

̃𝐹 = 𝐹(𝑦 − 𝜆𝑛−1
𝑛 ).

Αν, τώρα,𝐹0(𝑦) ≠ 𝑦𝑛 τότε το𝐹 παραγοντοποιείται, από το παραπάνω πόρισμα και
άρα δεν είναι ελάχιστου βαθμού. Συνεπώς, 𝐹0(𝑦) = 𝑦𝑛, που σημαίνει οτι ο σταθερός
όρος των 𝜆𝜈 είναι 0. Δεν μπορούν, όμως, όλα να είναι 0 αφού τότε θα είχαμε 𝐹 = 𝑦𝑛.

Συνεπώς, κάθε (μη μηδενικό) 𝜆𝜈 θα είναι της μορφής

𝜆𝜈 = 𝛼𝜈𝑡𝑚𝜈 + …

όπου 𝑚𝜈 ≥ 1 θα είναι η ελάχιστη δύναμη στην οποία εμφανίζεται το 𝑡 στο 𝜆𝜈 για
𝜈 ≥ 1. Δηλαδή,

𝐹(𝑦) = 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛−2(𝛼𝑛−2𝑡𝑚𝑛−2 + … ) + ⋯ + 𝑦(𝛼1𝑡𝑚1 + … ) + 𝜆0(𝑡)

Θα κάνουμε αλλαγή μεταβλητής σε 𝑦′ = 𝑡𝑑𝑦, για κάποιο 𝑑 που θα διαλέξουμε κατάλ­
ληλα, ώστε κάποιος από τους συντελεστές να μείνει με θετικό σταθερό όρο.

Αν θεωρήσουμε το πολυώνυμο ̄𝐹 = 𝑡𝑛𝑑𝐹(𝑦/𝑡𝑑) τότε αυτό είναι μονικό και ο συ­
ντελεστής του 𝑦𝜈 για 𝜈 ≥ 1 θα είναι

𝛼𝜈𝑡𝑚𝜈−𝑑𝜈+𝑑𝑛.

Αυτό που θέλουμε, αρχικά, είναι ένα 𝑑 τέτοιο ώστε όλες αυτές οι δυνάμεις να είναι μη
αρνητικές και τουλάχιστον μία να είναι 0. Δηλαδή,

𝑑 ≤ 𝑚𝜈/(𝑛 − 𝜈)

για κάθε 𝜈 αλλά
𝑑 = 𝑚𝜈/(𝑛 − 𝜈)

για κάποιο 𝜈. Άρα, 𝑑 = 𝑚𝑖𝑛{𝑚𝜈/(𝑛−𝜈)}Προφανώς, το 𝑑 θα είναι ρητός. Αν 𝑑 = 𝑎/𝑒
τότε βλέπουμε οτι ο συντελεστής κάθε 𝑦𝜈 στο ̄𝐹 θα γράφεται σαν δυναμοσειρά ως προς
𝜏 = 𝑡1/𝑒. Συνεπώς, ικανοποιούνται τα κριτήρια του πορίσματος για το ̄𝐹 (𝑦) ∈ 𝑘[[𝜏 ]]
δηλαδή έχει μία ρίζα σε κάποια επέκταση Λ𝑒′ του 𝑘((𝜏)). Τελικά, αφού μια ρίζα του ̄𝐹
είναι και ρίζα του𝐹 , θα έχουμε μία ρίζα του𝐹 σε κάποια επέκτασηΛ𝑒𝑒′ του 𝑘((𝑡)).
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Πόρισμα 2.2.3. Έστω 𝑘 αλγεβρικά κλειστό σώμα, χαρακτηριστικής 0 και Δ μια πεπε­
ρασμένη επέκταση του Λ = 𝑘((𝑡)) βαθμού 𝑒. Τότε Δ = Λ(𝛿) για κάποιο 𝛿 με 𝛿𝑒 = 𝑡.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε οτι το πολυώνυμο που παράγει τη Δ ανήκει στο
𝑘[[𝑡]] και άρα έχει μία ρίζα σε κάποιο Λ𝑒′ . Συνεπώς, αφού το τελευταίο είναι Galois
πάνω από το Λ το Δ θα είναι κάποιο υπόσωμα του Λ𝑒′ . Αφού η ομάδα 𝐺(Λ𝑒′/Λ) είναι
κυκλική, τότε έχει μοναδική υποομάδα δείκτη 𝑒 και άρα το μόνο υπόσωμα του Λ𝑒′

βαθμού 𝑒 είναι το Λ𝑒. Συνεπώς, Δ = Λ𝑒.

Ξέρουμε, λοιπόν, ποιες είναι οι επεκτάσεις του Λ = 𝑘((𝑡)). Ο αρχικός μας στόχος,
όμως, ήταν οι επεκτάσεις του 𝑘(𝑥).

Στην προηγούμενη ενότητα μία πεπερασμένη επέκταση Galois του ℂ(𝑥) αντιστοι­
χούσε σε μία προβολή επικάλυψης της τρυπημένης σφαίρας. Θυμόμαστε ότι οι αναλ­
λοίωτες που ορίσαμε, αν και δεν έχουμε αποδείξει ακόμα αυτόν τον χαρακτηρισμό,
εξαρτώνταν μόνο από την τοπική συμπεριφορά της επικάλυψης.

Αντιστοιχα εδώ, θα χρησιμοποιήσουμε την προηγούμενη μελέτη για το Λ = 𝑘((𝑡))
για να ορίσουμε κάποιες αναλλοίωτες μιας επέκτασης 𝐿/𝑘(𝑥), μέσω του ‘μέρους’ της
πάνω από το Λ.

Θεωρούμε ένα σύστημα πρωταρχικών ριζών της μονάδας (𝜁𝑒)𝑒∈ℕ τέτοιο ώστε 𝜁𝑒′
𝑒′𝑒″ =

𝜁𝑒″ . Στην περίπτωση που 𝑘 = ℂ ένα τέτοιο σύστημα είναι το (𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖/𝑒))𝑒∈ℕ.
ΈστωΔ/Λ μία πεπερασμένη επέκτασηGalois, όπως και παραπάνω, βαθμού 𝑒. Τότε

Δ = Λ(𝛿) με 𝛿𝑒 = 𝑡. Το στοιχείο 𝜔 της 𝐺(Δ/Λ) με 𝜔(𝛿) = 𝜁𝑒𝛿 που έχουμε δει οτι
την παράγει, λέγεται distinguished generator της 𝐺(Δ/Λ). Αν 𝛿′ ∈ Δ είναι ένα άλλο
στοιχείο με την ίδια ιδιότητα, τότε αυτό διαφέρει από το 𝛿 κατα μία ρίζα της μονάδας
και άρα 𝜔(𝛿′) = 𝜁𝑒𝛿′. Επίσης, αν Λ ⊂ Δ′ ⊂ Δ είναι μια ενδιάμεση επέκταση βαθμού
𝑒′ τότε Δ′ = Λ(𝛿𝑒′/𝑒) και άρα, αφού 𝜁𝑒′/𝑒

𝑒 = 𝜁′
𝑒, ο περιορισμός του distinguished

generator της 𝐺(Δ/Λ) στο Δ′ είναι ο distinguished generator της 𝐺(Δ′/Λ).
Θέτουμε ℙ1

𝑘 = 𝑘 ∪ {∞} (χωρίς κάποια τοπολογία), με ∞ ∉ 𝑘 και επεκτείνουμε
κάθε 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑘) θέτοντας 𝛼(∞) = ∞. Tέλος, για 𝑝 ∈ ℙ1

𝑘, ορίζουμε τον ισομορφισμό
𝜕𝑝 ∶ 𝑘(𝑥) → 𝑘(𝑡) που είναι η ταυτοτική απεικόνιση στο 𝑘 και στέλνει το 𝑥 στο 𝑡 + 𝑝
για 𝑝 ∈ 𝑘 και στο 1/𝑡 για 𝑝 = ∞.

Πρόταση 2.2.4. Έστω𝐿/𝑘(𝑥) μία πεπερασμένη επέκταση Galois και𝐺 = 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)).
Επίσης, έστω 𝑝 ∈ ℙ1.

(αʹ) Μπορούμε να επεκτείνουμε κάθε 𝜕𝑝 ∶ 𝑘(𝑥) → 𝑘(𝑡) σε έναν ισομορφισμό 𝜕 ∶
𝐿 → 𝐿𝜕 , όπου 𝐿𝜕 είναι ένα υπόσωμα κάποιας πεπερασμένης Galois επέκτασης
Δ του Λ και ως επέκταση Galois μένει σταθερό κάτω από τη δράση της 𝐺(Δ/Λ).
Ορίζουμε το 𝑔𝜕 ∈ 𝐺 ως:

𝑔𝜕 = 𝜕−1 ∘ 𝜔 ∘ 𝜕

όπου 𝜔 είναι ο distinguished generator της𝐺(Δ/Λ). Αν Δ̃ είναι μια άλλη πεπερα­
σμένη Galois επέκταση του Λ με υπόσωμα 𝐿 ̃𝜕 και ̃𝜕 ∶ 𝐿 → 𝐿 ̃𝜕 ένας ισομορφισμός
που επεκτείνει τον 𝜕, τότε τα 𝑔𝜕 και 𝑔 ̃𝜕 βρίσκονται στην ίδια κλάση συζυγίας στην
𝐺. Η κλάση συζυγίας αυτή, 𝐶𝑝, εξαρτάται μόνο από το 𝑝(και το L, φυσικά) και
είναι η κλάση της 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) που σχετίζεται με το 𝑝.

(βʹ) Η τάξη 𝑒 = 𝑒𝐿,𝑝 των στοιχείων της 𝐶𝑝 λέγεται δείκτης διακλάδωσης της επέκτα­
σης 𝐿 στο 𝑝 και έχει την ακόλουθη ιδιότητα: Έστω 𝛾 ένα πρωταρχικό στοιχείο για
την επέκταση 𝐿/𝑘(𝑥) που ικανοποιεί ένα ανάγωγο πολυώνυμο 𝐹(𝑦) ∈ 𝑘(𝑥)[𝑦].
Έστω 𝜕𝑝𝐹(𝑦) ∈ 𝑘(𝑡)[𝑦] το πολυώνυμο που παίρνουμε αν εφαρμόσουμε τον 𝜕𝑝
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στους συντελεστές του 𝐹 . Τότε όλοι οι ανάγωγοι παράγοντες 𝐻 του 𝜕𝑝𝐹 στο Λ
έχουν τάξη 𝑒 = 𝑒𝐿,𝑝 και στο (α) μπορούμε να θεωρήσουμε Δ = Λ𝑒.

(γʹ) Στο (b) μπορούμε να επιλέξουμε 𝛾 τέτοιο ώστε 𝐹(𝑦) = 𝐹(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦] και 𝐹
μονικό στο 𝑦. Τότε, η διακρινουσα 𝐷(𝑥) του 𝐹 πάνω από το 𝑘(𝑥) είναι ένα μη
μηδενικό στοιχείο του 𝑘[𝑥] και αν 𝐷(𝑝) ≠ 0 για κάποιο 𝑝 ∈ 𝑘, τότε 𝑒𝐿,𝑝 = 1.

(δʹ) Αν𝐿′/𝑘(𝑥) είναι μια πεπερασμένηGalois επέκταση με𝐿′ ⊂ 𝐿, τότε ο περιορισμός
των αυτομορφισμών στο𝐿′ απεικονίζει την𝐶𝑝 της𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) στην κλάση 𝐶′

𝑝 της
𝐺(𝐿′/𝑘(𝑥)) που σχετίζεται με το 𝑝.

Απόδειξη. Λόγω του θεωρήματος 2.2.4., ξέρουμε οτι ένα σώμα ρίζών, έστω 𝐿𝜕 , του
πολυωνύμου 𝜕𝑝𝐹 ∈ 𝑘(𝑡)[𝑦] θα περιέχεται σε κάποια επέκταση Δ του Λ (αφού μπο­
ρούμε να το δούμε σαν πολυώνυμο με συντελεστές από το Λ). Αφού ο 𝜕𝑝 είναι ισο­
μορφισμός τότε επεκτείνεται σε ισομορφισμό 𝜕 ∶ 𝐿 → 𝐿𝜕 . Έστω οτι έχουμε και έναν
δεύτερο τέτοιο ισομορφισμό ̃𝜕 ∶ 𝐿 → 𝐿 ̃𝜕 , που περιέχεται σε κάποια επέκταση Δ̃ του
Λ. Μπορούμε να θεωρήσουμε οτι ταΔ και Δ̃ είναι ισόμορφα μέσω ενός ισομορφισμού
𝜑 ∶ Δ → Δ̃ που είναι η ταυτική στο Λ.

Έστω �̃� o distinguished generator της 𝐺(Δ̃/Λ). Τότε �̃� = 𝜑 ∘ 𝜔 ∘ 𝜑−1. Για να το
δούμε αυτό, έστωΔ = Λ(𝛿), 𝛿𝑒 = 𝑡 και Δ̃ = Λ( ̃𝛿), ̃𝛿𝑒 = 𝑡. Μπορούμε να θεωρήσουμε
οτι𝜑(𝛿) = ̃𝛿 αφού ετσι κι αλλιώς το𝜑(𝛿) θα είναι καποιο πολλαπλάσιο του ̃𝛿 με κάποια
πρωταρχική 𝑒­οστή ρίζα της μονάδας. Βλέπουμε, τότε οτι 𝜑𝜔𝜑−1( ̃𝛿) = 𝜁𝑒 ̃𝛿 και άρα,
𝜑𝜔𝜑−1 = �̃�.

Αφού η 𝜑 είναι η ταυτοτική απεικόνιση στο Λ και άρα στο 𝑘(𝑡), τότε 𝜑 ∘ 𝜕𝑝 = 𝜕𝑝
και άρα 𝜑 ∘ 𝜕𝑝𝐹 = 𝐹 . Συνεπώς, 𝜑(𝐿𝜕) = 𝐿𝜕 . Έχουμε, λοιπόν:

𝑔 ̃𝜕 = ̃𝜕−1 ∘ �̃� ∘ ̃𝜕 = ̃𝜕−1 ∘ 𝜑 ∘ 𝜔 ∘ 𝜑−1 ̃𝜕

= ( ̃𝜕−1 ∘ 𝜑 ∘ 𝜕) ∘ 𝜕−1 ∘ 𝜔 ∘ 𝜕 ∘ (𝜕−1 ∘ 𝜑−1 ∘ ̃𝜕) = 𝛼−1 ∘ 𝑔𝜕 ∘ 𝛼

όπου 𝛼 = 𝜕−1 ∘ 𝜑−1 ∘ ̃𝜕 ∈ 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)).
Για κάθε ρίζα 𝛾′ του πολυωνύμου 𝜕𝑝𝐹 ∈ 𝑘(𝑥)[𝑦] θα είναι 𝑘(𝑥)(𝛾′) = 𝐿𝜕 . Συ­

νεπώς, Λ(𝛾′) = 𝐿𝜕Λ. Άρα, κάθε ρίζα του 𝜕𝑝𝐹 πάνω από το Λ έχει τον ίδιο βαθμό
𝑒 = |𝐿𝜕Λ/Λ| και συνεπώς το 𝜕𝑝𝐹 διασπάται, πάνω από το Λ σε γινόμενο ανάγωγων
πολυωνύμων βαθμού 𝑒.

Προφανώς, θα έχουμε 𝑒 = |𝐺(𝐿𝜕Λ/Λ)|. H 𝐺(𝐿𝜕Λ/Λ) παράγεται από το 𝜔 =
𝜔∣𝐿𝜕Λ. Αφού 𝜔∣Λ = 𝑖𝑑, τότε η τάξη του 𝜔 στην 𝐺(𝐿𝜕Λ/Λ) θα είναι ο ελάχιστος
φυσικός 𝑛, για τον οποίο 𝜔𝑛∣𝐿𝜕

= 𝑖𝑑, δηλαδή η τάξη του 𝑔𝜕 ∈ 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) και έτσι
έχουμε το (b).

Έχουμε δείξει πολλές φορές (π.χ. στο Λήμμα 1.1.1.) ότι μπορούμε να θεωρήσουμε
𝛾 στο (b) με 𝐹(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦] μονικό ως προς 𝑦. Τότε θα είναι 𝐷(𝑥) ∈ 𝑘[𝑥] και
𝜕𝑝𝐷(𝑡) = 𝐷𝜕𝑝𝐹 (𝑡) = 𝐷(𝑡 + 𝑝) ∈ 𝑘[𝑡]. Άρα, 𝐷(𝑝) ≠ 0 ⇒ 𝐷𝜕𝑝𝐹 (0) ≠ 0. Επίσης,
αφού 𝜕𝑝𝐹 ∈ 𝑘[𝑡, 𝑦], τότε 𝐷𝜕𝑝𝐹 (0) = 𝜕𝑝𝐹(0, 𝑦) = 𝐷(𝜕𝑝𝐹)0

με την ορολογία του
λήμματος 2.2.2. Έστω 𝐺 = 𝜕𝑝𝐹(𝑦)

Αφού 𝐷𝐺0
≠ 0 τότε όλες οι ρίζες του 𝐺0(𝑦) ∈ 𝑘[𝑦] θα είναι διαφορετικές ανά δύο

και, αφού το 𝑘 είναι αλγεβρικά κλειστό, το𝐺0 θα αναλύεται σε γραμμικούς παράγοντες
πάνω από το 𝑘 πρώτους μεταξύ τους ανά δύο. Από το λήμμα 2.2.2. έπεται οτι το 𝐺 θα
αναλύεται σε γραμμικούς παράγοντες πάνω από τοΛ και, συνεπώς, σύμφωνα με το (b),
θα είναι 𝑒𝐿,𝑝 = 1 και έχουμε το (c).
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Αν 𝐿′
𝜕 ⊂ 𝐿𝜕 τότε 𝑔(𝐿)

𝜕 ∣𝐿′ = 𝑔(𝐿′)
𝜕 . Αν τώρα, έχουμε μια άλλη εμφύτευση 𝜕′ ∶ 𝐿 →

𝐿𝜕′ τότε τα 𝑔(𝐿′)
𝜕 και 𝑔(𝐿′)

𝜕′ θα είναι συζυγή. Σε κάθε περίπτωση το 𝑔(𝐿)
𝜕 ∣𝐿′ θα είναι

συζυγές του 𝑔(𝐿′)
𝜕′ για κάθε 𝜕, 𝜕′.

Ορισμός 2.2.5. Έστω 𝐿/𝑘(𝑥) μία πεπερασμένη επέκταση Galois και 𝑝 ∈ ℙ1
𝑘. To 𝑝

λέγεται σημείο διακλάδωσης (η τόπος διακλάδωσης) του 𝐿 αν 𝑒𝐿,𝑝 > 1 ή, ισοδύναμα, η
𝐶𝑝 της 𝐺(𝑙/𝑘(𝑥)) είναι μη τετριμμένη.

Από το (c) της παραπάνω πρότασης έπεται ότι το σύνολο των σημείων διακλάδωσης
είναι πεπερασμένο.

Λήμμα 2.2.3. Έστω 𝐿/𝑘(𝑥) και 𝐿/𝑘(𝑥) δύο πεπερασμένες επεκτάσεις Galois, βαθ­
μού 𝑛. Για κάθε 𝑝 ∈ ℙ1

𝑘, έστω 𝐶𝑝 και 𝐶′
𝑝 οι κλάσεις των 𝐺 = 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) και 𝐺′ =

𝐺(𝐿′/𝑘(𝑥)) αντίστοιχα, που σχετίζονται με το 𝑝. Έστω 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑘) και έστω 𝑚 ακέ­
ραιος τέτοιος ώστε 𝛼−1(𝜁𝑛) = 𝜁𝑚

𝑛 . Υποθέτουμε οτι ο 𝛼 επεκτείνεται σε ένα ισομορφισμό
𝜆 ∶ 𝐿 → 𝐿′ με 𝜆(𝑥) = 𝑥. Έστω 𝜆∗ ο επαγόμενος ισομορφισμός των ομάδων Galois:
𝜆∗ ∶ 𝐺 → 𝐺′, 𝑔 → 𝜆𝑔𝜆−1. Τότε:

𝐶′
𝛼(𝑝) = 𝜆∗(𝐶𝑝)𝑚,

όπου 𝐶𝑚
𝑝 = {𝑔𝑚, 𝑔 ∈ 𝐶𝑝}

Απόδειξη. Έστω 𝜕′ ∶ 𝐿′ → 𝐿′
𝜕′ ένας ισομορφισμός που επεκτείνει τον 𝜕𝛼(𝑝) και έστω

ότι το 𝐿′
𝜕 περιέχεται σε κάποιο Λ𝑒 = Λ(𝜏), 𝜏𝑒 = 𝑡. Έστω ̃𝛼 ∶ Λ𝑒 → Λ𝑒, ∑(𝑏𝑖)𝛿𝑖 ↦

∑(𝛼(𝑏𝑖))𝛿𝑖 και έστω 𝐿𝜕 = ̃𝛼−1(𝐿′
𝜕′). Τότε ο 𝜕 = ̃𝛼−1 ∘ 𝜕′ ∘ 𝜆 ∶ 𝐿 → 𝐿𝜕 είναι ένας

ισομορφισμός που επεκτείνει τον 𝜕𝑝.
Είναι:

̃𝛼𝜔𝑚 ̃𝛼−1(∑ 𝑏𝑖𝜏 𝑖) = ̃𝛼𝜔𝑚(∑ 𝛼−1(𝑏𝑖)𝜏 𝑖)

= ̃𝛼(∑ 𝛼−1(𝑏𝑖)(𝜁𝑚
𝑒 𝜏)𝑖) = ∑ 𝑏𝑖(𝛼(𝜁𝑚

𝑒 )𝜏)𝑖

= ∑ 𝑏𝑖(𝜁𝑒𝜏)𝑖 = 𝜔(∑ 𝑏𝑖𝜏 𝑖).

Δηλαδή, ̃𝛼𝜔𝑚 ̃𝛼−1 = 𝜔. Έχουμε, τώρα,

𝜆𝑔𝜕
𝑚𝜆−1 = 𝜆𝜆−1𝜕′−1 ̃𝛼𝜔𝑚 ̃𝛼−1𝜕′𝜆𝜆−1 = 𝜕′−1𝜔𝜕′ = 𝑔𝜕′ .

Συνεπώς, 𝜆∗(𝐶𝑝
𝑚) = 𝐶′

𝛼(𝑝).

Θα διατυπώσουμε τώρα την αλγεβρική εκδοχή του θεωρήματος ύπαρξης τουRiemann
για το σώμα 𝑘 = ℂ.

Ορισμός 2.2.6. Θεωρούμε τριάδες (𝐺, 𝑃 ,C) όπου 𝐺 είναι μία πεπερασμένη ομάδα,
𝑃 ένα πεπερασμένο υποσύνολο του ℙ1 και C = (𝐶𝑝)𝑝∈𝑃 μία οικογένεια από κλάσεις
συζυγίας της𝐺. Δύο τέτοιες τριάδες (𝐺, 𝑃 ,C), (𝐺′, 𝑃 ′,C’) λέγονται ισοδύναμες αν𝑃 =
𝑃 ′ και υπάρχει ισομορφισμός 𝐺 → 𝐺′ που να απεικονίζει κάθε 𝐶𝑝 στην 𝐶′

𝑝. Ορίζεται,
έτσι, μία σχέση ισοδυναμίας στην κλάση των παραπάνω τριάδων. Την κλάση ισοδυναμίας
της (𝐺, 𝑃 ,C) την συμβολίζουμε με 𝒯 = [𝐺, 𝑃 ,C] και κάθε τέτοια κλάση ισοδυναμίας
λέγεται τύπος διακλάδωσης ή απλά τύπος.
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Ο τύπος διακλάδωσης μίας επέκτασης Galois 𝐿/𝑘(𝑥) είναι ο τύπος διακλάσωσης
της𝐺 = 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) και είναι μία αναλλοιώτη της επέκτασης, δηλαδή 𝑘(𝑥)­ισόμορφες
επεκτάσεις έχουν τον ίδιο τύπο.

Θα δούμε, τώρα, την ταύτιση μεταξύ του τοπολογικού και του αλγεβρικού μέρους
της μελέτης μας για τις επεκτάσεις του ℂ(𝑥). Όπως, και στο προηγούμενο μέρος, έστω
𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ1\𝑃 μία πεπερασμένη Galois προβολή επικάλυψης και 𝐻 = 𝐷𝑒𝑐𝑘(𝑓) η
ομάδα μετασχηματισμών επικάλυψης.

Θεώρημα 2.2.7. Για κάθε 𝑝 ∈ 𝑃 έστω 𝐶𝑝
𝑡𝑜𝑝 η κλάση συζυγίας της 𝐻 που σχετίζεται

με το 𝑝 όπως την ορίσαμε στην πρόταση 2.1.6.. Για κάθε 𝑝 ∈ ℙ1 έστω 𝐶𝑝
𝑎𝑙𝑔 η κλάση

συζυγίας της 𝐺 = 𝐺(ℳ/ℂ(𝑓)) που σχετίζεται με το 𝑝 όπως την ορίσαμε στην πρόταση
2.2.6. για 𝑥 = 𝑓 . Τότε, 𝐶𝑝

𝑎𝑙𝑔 = {1}, αν 𝑝 ∉ 𝑃 και για κάθε 𝑝 ∈ 𝑃 ο ισομορφισμός
𝜄 ∶ Η → 𝐺 που ορίσαμε στην προηγούμενη ενότητα απεικονίζει την 𝐶𝑝

𝑡𝑜𝑝 στην 𝐶𝑝
𝑎𝑙𝑔.

Αυτό σημαίνει την ταύτιση μεταξύ του τοπολογικού τύπου διακλάδωσης της πεπερασμένης
Galois επικάλυψης 𝑓 ∶ 𝑅 → ℙ\𝑃 με τον αλγεβρικό τύπο διακλάδωσης της πεπερασμένης
Galois επέκτασης ℳ/ℂ(𝑓).
Απόδειξη. Έστω 𝐹(𝑓, 𝑦) ∈ ℂ(𝑓)[𝑦] τέτοιο ώστε το σώμα ριζών του 𝐹(𝑦) να είναι το
ℳ και έστω 𝑔1, … , 𝑔𝑛 ∈ 𝑀 οι ρίζες του. Άρα, οι 𝑔𝑖 είναι μερομορφικές συναρτήσεις
𝑅 → ℙ που ικανοποιούν τη σχέση

𝐹(𝑓, 𝑔𝑖) = 0.

Έστω 𝑝 ∈ ℙ\𝑃 . Τότε το 𝑝 έχει περιοχή 𝑈𝑝 τέτοια ώστε η 𝑓 να αντιστέφεται αν
διαλέξουμε μια συνεκτική συνιστώσα του 𝑓−1(𝑈𝑝) για πεδίο τιμών της 𝑓−1. Οι συ­
ναρτήσεις 𝑔𝑖 ∘ 𝑓−1 ∶ 𝑈𝑝 → ℙ1 θα είναι μερομορφικές συναρτήσεις στο 𝑈𝑝 και θα
ικανοποιούν τη σχέση

𝐹(𝑥, 𝑔𝑖 ∘ 𝑓−1(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑝

Άρα, 𝐹(𝑥 + 𝑝, 𝑔𝑖 ∘ 𝑓−1(𝑥 + 𝑝)) = 0 (ή 𝐹(1/𝑥, 𝑔𝑖 ∘ 𝑓−1(1/𝑥)) = 0 αν 𝑝 = ∞) και
τελικά:

𝜕𝑝𝐹(𝑡, ̃𝑔𝑖(𝑡)) = 0,
όπου η ̃𝑔𝑖(𝑡) = 𝑔𝑖 ∘ 𝑓−1(𝑡 + 𝑝) (ή 𝑔𝑖 ∘ 𝑓−1(1/𝑥) αν 𝑝 = ∞) είναι μία μερομορφική
συνάρτηση ορισμένη σε μία περιοχή του 0. Συνεπώς, η ̃𝑔𝑖 θα αναπτύσσεται σε σειρά
Laurent. Η σειρά Laurent της ̃𝑔𝑖 θα είναι ένα στοιχείο του Λ = ℂ((𝑡)) και θα είναι ρίζα
του 𝜕𝑝𝐹(𝑡, 𝑦). Έπεται από την πρόταση 2.2.6. οτι 𝑒𝑝 = 1.

Έστω, τώρα ότι 𝑝 ∈ 𝑃 , 𝑝 ≠ ∞ και 𝛼 ∈ 𝐶𝑝
𝑡𝑜𝑝. Έστω 𝜋, ideal point του 𝑝 με

𝛼(𝜋) = 𝜋. Για κάθε circular component 𝐸𝑟 ∈ 𝜋 επιπέδου 𝑟 πάνω από το 𝑝, υπάρχει
ομοιομορφισμός 𝜑 ∶ 𝕂(𝑟1/𝑒)∪{0} → 𝐸𝑟 ∪{𝜋} τέτοιος ώστε να ισχύει 𝜅𝑝 ∘𝑓 ∘𝜑 = 𝑧𝑒,
όπου 𝜅𝑝, θυμίζουμε, είναι η απεικόνιση 𝑥 ↦ 𝑥 − 𝑝. Δηλαδή, 𝑓 ∘ 𝜑(𝑧) = 𝑧𝑒 + 𝑝.

Θεωρούμε την απεικόνιση 𝜕 ∶ ℳ → Λ𝑒 που στέλνει καθε 𝑔 ∈ ℳ στην σειρά
Laurent της ̃𝑔 = 𝑔 ∘ 𝜑 ως προς 𝑧1/𝑒. Η 𝜕 είναι ένας ισομορφισμός που επεκτείνει τον
𝜕𝑝 ∶ ℂ(𝑓) → ℂ(𝑡) και απεικονίζει το ℳ σε ένα υπόσωμα ℳ𝜕 του Λ𝑒.

Αφού, 𝛼 ∈ 𝐻 και 𝛼(𝜋) = 𝜋, τότε 𝜑−1𝛼−1𝜑(𝑧) = 𝜁𝑒𝑧. Έχουμε, λοιπόν, 𝜕 ∘ 𝜄𝛼 ∘
𝜕−1( ̃𝑔(𝑧)) = 𝜕(𝑔∘𝛼−1)(𝑧) = 𝑔∘𝛼−1 ∘𝜑(𝑧) = 𝑔∘𝜑(𝜁𝑒𝑧) = ̃𝑔(𝜁𝑒𝑧). Άρα, η 𝜕 ∘𝜄𝛼 ∘𝜕−1

είναι ο distinguished generator της επέκτασης Λ𝑒/Λ και συνεπώς, 𝜄𝛼 = 𝑔𝜕 . Τελικά,
αφού η 𝐶𝑝

𝑎𝑙𝑔 δεν εξαρτάται από τον 𝜕 έχουμε το ζητούμενο για 𝑝 ≠ ∞. Αν 𝑝 = ∞,
θεωρούμε τον 𝜕 ∶ 𝑔(𝑧) ↦ 𝑔(𝑧) ∘ 𝜑(1/𝑧) και η υπόλοιπη απόδειξη είναι ίδια.

Μπορούμε πλέον να αποδείξουμε πλήρως το παρακάτω:
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Θεώρημα 2.2.8 (RET ­ αλγεβρική εκδοχή). Έστω Τ = [𝐺, 𝑃 , (𝐶𝑝)𝑝∈𝑃 ] ένας τύπος
διακλάδωσης με𝑃 = {𝑝1, … , 𝑝𝑟}. Τότε υπάρχει πεπερασμένη επέκτασηGalois τουℂ(𝑥)
με τύπο Τ αν και μόνο αν υπάρχουν γεννήτορες 𝑔1, … , 𝑔𝑟 της 𝐺 με 𝑔1 … 𝑔𝑟 = 1 και
𝑔𝑖 ∈ 𝐶𝑝𝑖

για 𝑖 = 1, … , 𝑟.

Απόδειξη. Έστω 𝑞 ∈ ℙ1\𝑃 και Η0 ≃ 𝜋1(ℙ1\𝑃 , 𝑞) η ομάδα μετασχηματισμών επικά­
λυψης του καθολικού χώρου επικάλυψης που αντιστοιχεί στην προβολή 𝑓0. Θυμίζουμε
οτι Φ𝑓,𝑞[𝛾] ∈ 𝐻0 είναι ο μετασχηματισμός επικάλυψης που στέλνει το τελικό σημείο
μιας ανύψωσης του [𝛾] μέσω της 𝑓 με βάση το 𝑞, στο 𝑞.

Έστω, 𝛾𝑖 είναι ένα μονοπάτι στο ℙ1\𝑃 με βάση το 𝑞, που κάνει μία στροφή γύρω
από το 𝑝𝑖 και από κανένα άλλο. Ξέρουμε ότι η θεμελιώδης ομάδα του ℙ1\𝑃 θα έχει
παράσταση 𝜋1(ℙ1\𝑃 , 𝑞) = ⟨𝛾𝑖|𝛾1, … , 𝛾𝑟 = 1⟩. Άρα, υπάρχει επιμορφισμός

𝜑 ∶ 𝜋1(ℙ1\𝑃 , 𝑞) → 𝐺

με 𝛾𝑖 ↦ 𝑔𝑖 και συνεπώς, επιμορφισμός 𝜑0 ∶ Η0 → 𝐺 που στέλνει το Φ𝑓0,𝑞[𝛾𝑖] στο 𝑔𝑖.
Επάγεται, έτσι, ισομορφισμός της 𝐺 με κάποια ομάδα μετασχηματισμών 𝐻 , κά­

ποιας προβολής επικάλυψης 𝑓 του ℙ1\𝑃 που στέλνει το 𝑔𝑖 στο Φ𝑓,𝑞[𝛾𝑖]. Το τελευταίο
ξέρουμε όμως, πλέον, ότι ανήκει στην (αλγεβρική) κλάση συζυγίας της Η που σχετίζε­
ται με το 𝑝𝑖 και άρα, 𝑔𝑖 ∈ 𝐶𝑝𝑖

. Συνεπώς, έχουμε τον ζητούμενο τύπο διακλάδωσης.
Αν, αντιστρόφως η 𝐺 είναι ομάδα Galois κάποιας επέκτασης 𝐿/𝑘(𝑥) με τύπο δια­

κλάδωσης 𝒯 τότε από το θεώρημα 2.1.13. θα είναι ισόμορφη με κάποια ομάδα μετα­
σχηματισμών κάποιας πεπερασμένης προβολής επικάλυψης 𝑓 του ℙ1\𝑃 (με τον ίδιο
τύπο διακλάδωσης). H τελευταία ικανοποιεί τις ζητούμενες συνθήκες για τους γεννή­
τορες Φ𝑓,𝑞[𝛾𝑖] που ορίσαμε παραπάνω.

2.3 Κριτήρια Στερεότητας

Σε αυτήν την ενότητα θα δούμε τα κριτήρια στερεότητας (rigidity criteria). Αυτά
είναι συνθήκες για τον τύπο διακλάδωσης μιας επέκτασης του ℂ(𝑥) που αν ικανο­
ποιούνται μπορούμε να ‘ορίσουμε’ (θα δούμε τι σημαίνει αυτό) πάνω από σώματα της
μορφής 𝜅(𝑥) όπου 𝜅 είναι κάποιο υπόσωμα του ℂ.
Ορισμός 2.3.1. Αν (𝐶1, … , 𝐶𝑟) είναι μία 𝑟­άδα από κλάσεις συζυγίας σε μια ομάδα 𝐺,
τότε λέμε ότι είναι στέρεα (ή αντίστοιχα ασθενώς στέρεα), αν ισχύουν τα ακόλουθα:

(αʹ) Υπάρχουν 𝑔1, … , 𝑔𝑟 γεννήτορες της 𝐺 με 𝑔1 … 𝑔𝑟 = 1 και 𝑔𝑖 ∈ 𝐶𝑖 για 𝑖 = 1, … , 𝑟
(βʹ) Αν 𝑔′

1, … , 𝑔′
𝑟 είναι ένα άλλο σύνολο γεννητόρων με τις ίδιες ιδιότητες τότε υπάρχει

μοναδικό 𝑔 ∈ 𝐺 (ή αντίστοιχα μοναδικός αυτομορφισμός 𝛾 της 𝐺), τέτοιο ώστε
𝑔𝑔𝑖𝑔−1 = 𝑔′

𝑖 (αντίστοιχα 𝛾(𝑔𝑖) = 𝑔′
𝑖) για 𝑖 = 1, … , 𝑟.

Θεώρημα 2.3.2. Για κάθε ασθενώς στέρεο τύπο διακλάδωσης υπάρχει ακριβώς μία
πεπερασμένη Galois επέκταση τουℂ(𝑥) με αυτόν τον τύπο (ως προςℂ(𝑥)­ισομορφισμό).
Απόδειξη. H ύπαρξη μιας επέκτασης με τον συγκεκριμένο τύπο δίνεται από το RET.
Έστω 𝐿1, 𝐿2 πεπερασμένες Galois επεκτάσεις του ℂ(𝑥) με τον ίδιο τύπο και 𝐺1, 𝐺2
οι αντίστοιχες ομάδες Galois. Έστω τώρα, 𝐿, πεπερασμένη Galois επέκταση του ℂ(𝑥)
που να περιέχει τα𝐿1, 𝐿2 με ομάδα Galois𝐺 και 𝜌1,2 ∶ 𝐺 → 𝐺1,2 οι επιμορφισμοί που
επάγονται απο περιορισμό των αυτομορφισμών. Αν 𝑝1, … , 𝑝𝑟 τα σημεία διακλάδωσης
της 𝐿 με αντίστοιχες κλάσεις 𝐶𝑝𝑖

ξέρουμε, από το (d) της πρότασης 2.2.6., ότι 𝜌𝑖(𝐶𝑝𝑖
)

θα είναι η κλάση της𝐺𝑖 που σχετίζεται με το 𝑝𝑖. Συνεπώς, αν 𝑔1, … , 𝑔𝑟 είναι γεννήτορες
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της 𝐿 με 𝑔1 … 𝑔𝑟 = 1 και 𝑔𝑖 ∈ 𝐶𝑝𝑖
τότε οι 𝜌1(𝑔𝑖) και 𝜌2(𝑔𝑖) θα ικανοποιούν τις

ανάλογες ιδιότητες για τις 𝐺1, 𝐺2 αντίστοιχα.
Αφού οι 𝐿1, 𝐿2 είναι του ίδιου τύπου, τότε θα υπάρχει ισομορφισμός 𝜑 ∶ 𝐺1 →

𝐺2 έτσι ώστε το 𝜑(𝜌1(𝑔𝑖)) να είναι και αυτό ένα σύνολο γεννητόρων της 𝐺2 με τις
παραπάνω ιδιότητες. Τώρα, λόγω ασθενούς στερεότητας, θα υπάρχει αυτομορφισμός
𝛾, της 𝐺2, με 𝛾(𝜑(𝜌1(𝑔𝑖))) = 𝜌2(𝑔𝑖). Βλέπουμε, τότε η απεικόνιση 𝜌1(𝑔) → 𝜌2(𝑔)
είναι καλά ορισμένη (ισούται με 𝛾 ∘𝜑) και συνεπώς, οι 𝜌1, 𝜌2 θα έχουν τον ίδιο πυρήνα.
Άρα και 𝐿1 = 𝐿2.

Δεδομένου του (α) στον ορισμό, το (b) για την στέρεα περίπτωση, είναι ισοδύναμο
με την συνθήκη η 𝐺 να έχει τετριμμένο κέντρο.

Έστω 𝑘 ένα αλγεβρικά κλειστό υπόσωμα του ℂ, και 𝐿/𝑘(𝑥) μία πεπερασμένη επέ­
κταση Galois βαθμού 𝑛 και 𝜅 ένα υπόσωμα του 𝑘. Επίσης, έστω 𝜁𝑒 = 𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖/𝑒).

Μία επέκταση 𝐿 του 𝜅(𝑥) λέγεται κανονική πάνω από το 𝜅 αν δεν περιέχει αλγε­
βρικά στοιχεία πάνω από το 𝑘, δηλαδή 𝐿 ∩ ̄𝜅 = 𝜅. Μια ομάδα 𝐺 λέμε οτι προκύπτει
κανονικά πάνω από το 𝜅 αν είναι η ομάδαGalois κάποιας κανονικής επέκταση𝐿/𝜅(𝑥).

H 𝐿/𝑘(𝑥), η απλώς το 𝐿, θα λεμέ οτι ορίζεται πάνω το 𝜅 αν υπάρχει ένα υπόσωμα
𝐿𝜅 του 𝐿 Galois πάνω από το 𝜅(𝑥) και κανονική πάνω από το 𝜅.

Λήμμα 2.3.1. Υποθέτουμε οτι το 𝐿 ορίζεται πάνω από το 𝜅.

(αʹ) Έστω 𝜃 ένα πρωταρχικό στοιχείο για την επέκταση𝐿𝜅/𝜅(𝑥), δηλαδή𝐿𝜅 = 𝜅(𝑥)(𝜃).
Τότε 𝐿 = 𝑘(𝑥)(𝜃) και επίσης το 𝐿 ορίζεται πάνω από κάθε ενδιάμεσο σώμα, 𝜅′,
των 𝜅 και 𝑘 και 𝐿𝜅′ = 𝜅′(𝑥)(𝜃)

(βʹ) Μέσω περιορισμου των απεικονίσεων, η ομάδα𝐺 = 𝐺(𝐿𝜅/𝜅(𝑥)) είναι ισόμορφη
με την 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)). Συνεπώς, η 𝐺 προκύπτει κανονικά πάνω από το 𝜅.

(γʹ) Τα, διάφορα του ∞, σημεία διακλάδωσης του 𝐿 είναι αλγεβρικά πάνω από το 𝜅.

(δʹ) Αν υποθέσουμε οτι η 𝐺 έχει τετριμμένο κέντρο ή το 𝜅 είναι αλγεβρικά κλειστό τότε
το 𝐿𝜅 είναι μοναδικό. Δηλαδή, είναι το μόνο υπόσωμα του 𝐿 που είναι κανονικό
πάνω από 𝜅 και έχει βαθμό 𝑛 πάνω από το 𝜅(𝑥).

(εʹ) Αν το 𝜅 είναι αλγεβρικά κλειστό τότε οι επεκτάσεις 𝐿𝜅/𝜅(𝑥) και 𝐿/𝑘(𝑥) είναι (με
φυσιολογικό τρόπο) του ίδιου τύπου.

Απόδειξη. Έστω 𝐹(𝑦) ∈ 𝜅(𝑥)[𝑦] το ανάγωγο πολυώνυμο του 𝜃 πάνω από το 𝜅(𝑥).
Αφού το 𝐿𝜅 είναι κανονικό πάνω από το 𝜅 τότε το 𝐹(𝑦) είναι ανάγωγο πάνω από το

̄𝜅(𝑥). To τελευταίο είναι αλγεβρικά κλειστό στο 𝑘(𝑥) και άρα το 𝐹(𝑦) είναι ανάγωγο
πάνω από το 𝑘(𝑥). Συνεπώς, 𝐿 = 𝑘(𝑥)(𝜃). Ομοίως, για κάθε σώμα 𝜅′, μεταξύ των 𝜅
και 𝑘 το 𝐹(𝑦) θα είναι ανάγωγο πάνω από το ̄𝜅′(𝑥) και συνεπώς το 𝐿𝜅′ = 𝜅′(𝑥)(𝜃) θα
είναι κανονικό πάνω από το 𝜅′.

Αφού μέσω του περιορισμού, η 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) δρα μεταβατικά στις ρίζες του 𝐹(𝑦)
η επαγόμενη απεικόνιση στην 𝐺 θα είναι επιμορφισμός. Ακόμα περισσότερο, αφού
|𝐺| = |𝐺(𝐿/𝑘(𝑥))| = 𝑛, θα είναι ισομορφισμός.

Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 𝐹(𝑦) ∈ 𝜅[𝑥][𝑦]. Έχουμε δει ότι τα (διάφορα του ∞)
σημεία διακλάδωσης της επέκτασης 𝐿𝜅 θα μηδενίζουν την διακρίνουσα του 𝐹(𝑦) που
είναι ένα μη μηδενικό στοιχείο του 𝜅[𝑥]. Συνεπώς, θα είναι αλγεβρικά πάνω από το 𝜅.

Έστω 𝐿′
𝜅 = 𝜅(𝑥)(𝜃′) ένα άλλο υπόσωμα του 𝐿 με τις ίδιες ιδιότητες. Αν το 𝜅 είναι

αλγεβρικά κλειστό τότε η επέκταση 𝐿′
𝜅𝐿𝜅/𝜅(𝑥) θα είναι κανονική (κάθε Galois επέ­

κταση του 𝜅(𝑥) θα είναι κανονική) και θα έχει βαθμό > 𝑛. Αν ̄𝜃, όμως ένα πρωταρχικό
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στοιχείο της τότε, όπως δείξαμε παραπάνω, η επέκταση 𝑘(𝑥)( ̄𝜃)/𝑘(𝑥), θα έχει και αυτή
βαθμό > 𝑛, άτοπο αφού η τελευταία περιέχεται στο 𝐿.

Έστω, τώρα, 𝜅 όχι αναγκαστικά αλγεβρικά κλειστό και η 𝐺 να έχει τετριμμένο
κέντρο. Όπως και παραπάνω, η επέκταση 𝐿′ = 𝐿𝜅𝐿𝜅′ δεν μπορεί να είναι κανονική
πάνω από το 𝜅. Έστω 𝜅′ = 𝐿′ ∩ 𝜅. Έστω 𝐺′ = 𝐺(𝐿′/𝜅(𝑥)). Οι υποομάδες της 𝐺′,
𝐺1 = 𝐺(𝐿/𝐿𝜅), 𝐺2 = 𝐺(𝐿/𝐿′

𝜅) και 𝐺(𝐿/𝜅′(𝑥)) ≃ 𝐺 είναι κανονικές και έχουν
τετριμμένη τομή. Συνεπώς, τα στοιχεία τους μετατίθενται.

Επίσης, η 𝐺(𝐿/𝜅′(𝑥)) ≃ 𝐺 μαζί με οποιαδήποτε από τις 𝐺1, 𝐺2 παράγει την 𝐺′

(φαίνεται από τους βαθμούς των επεκτάσεων). Άρα, οι 𝐺1, 𝐺2 και κατά συνέπεια, η
𝐺1𝐺2 θα ανήκουν στο κέντρο της 𝐺′. Αν, όμως, η 𝐺 έχει τετριμμένο κέντρο τότε θα
πρέπει 𝐺 ∩ 𝐺1𝐺2 = 1. Αυτό δεν γίνεται γιατί η 𝐺 και η 𝐺1(ή η 𝐺2) παράγουν την 𝐺′.

Τέλος, έστω 𝜕 ∶ 𝐿 → 𝐿𝜕 ένας ισομορφισμός που επεκτείνει τον 𝜕𝑝 στο 𝑘(𝑥), σε
κάποιοΔ = Λ𝑒 όπουΛ = 𝑘((𝑡)). Έστω, επίσης,Λ′ = 𝜅((𝑡)). O 𝜕∣𝐿𝜅

θα είναι ένας ισο­
μορφισμός του 𝐿𝜅 σε κάποιο υπόσωμα του Δ που επεκτείνει τον 𝜕𝑝 στο 𝜅(𝑥). Αφού το
𝜅 είναι αλγεβρικά κλειστό, από το Πόρισμα 2.2.5., οι ρίζες του 𝜕𝑝𝐹 θα περιέχονται στο
Δ′

𝑒 = Λ′
𝑒 (αν υπάρχει αμφιβολία για το 𝑒 εδώ, απλώς μπορούμε να διαλέξουμε αρκετά

μεγάλο 𝑒 εξ’αρχής) και συνεπώς, 𝜕(𝐿𝜅) ⊂ Δ′. Άρα, ο 𝜕∣𝐿𝜅
είναι ένας ισομορφισμός

για την επέκταση 𝐿𝜅/𝜅(𝑥) όπως στην πρόταση 2.2.6..
Τώρα, αν το 𝜅 είναι αλγεβρικά κλειστό, τότε, από το (c), τα σημεία διακλάδωσης

της 𝐿𝜅/𝜅(𝑥) θα ανήκουν στο 𝜅 και μέσω του περιορισμού των αυτομορφισμών, όπως
στο (b), επάγεται και η ισοδυναμία των τύπων διακλάδωσης για τις επεκτάσεις 𝐿/𝑘(𝑥)
και 𝐿𝜅/𝜅(𝑥).

Λήμμα 2.3.2. (i) Το 𝐿 ορίζεται πάνω από κάποια πεπερασμένα παραγόμενη επέ­
κταση του 𝜅

(ii) Αν 𝐿0 είναι μία πεπερασμένη Galois επέκταση του 𝜅(𝑥), κανονική πάνω από
το 𝜅 τότε υπάρχει πεπερασμένη Galois επέκταση του 𝑘(𝑥), 𝐿, με το 𝐿𝜅 𝜅(𝑥)­
ισομορφικό με το 𝐿0.

Απόδειξη. Έστω 𝜃 ένα πρωταρχικό στοιχείο για την επέκταση 𝐿/𝑘(𝑥) που ικανοποιεί
ένα πολυώνυμο 𝐹(𝑦) ∈ 𝑘(𝑥)[𝑦]. Τότε, αν 𝜅′ είναι το σώμα που προκύπτει αν επισυ­
νάψουμε στο 𝜅 τους συντελεστές του 𝐹 , το 𝐿 θα ορίζεται πάνω από το 𝜅′ με 𝐿𝜅′ =
𝜅′(𝑥)(𝜃). Αυτό γιατί, αφού το 𝐹(𝑦) είναι ανάγωγο στο 𝑘(𝑦) τότε θα είναι ανάγωγο,
επίσης, στα 𝜅′(𝑥) και ̄𝜅′(𝑥), άρα το 𝜅′(𝑥)(𝜃) θα έχει βαθμό 𝑛 και θα είναι κανονικό
πάνω από το 𝜅′.

Αν, τώρα έχουμε ένα πολυώνυμο 𝐹(𝑦) ∈ 𝜅(𝑥) ανάγωγο πάνω από το ̄𝜅(𝑥) τότε θα
είναι ανάγωγο και πάνω από το 𝑘(𝑥) και συνεπώς, αν𝐿𝜅 = 𝜅(𝑥)(𝜃) είναι μία επέκταση
κανονική πάνω από το 𝜅 τότε το 𝑘(𝑥)(𝜃) θα είναι επέκταση ίδιου βαθμού πάνω από το
𝑘(𝑥) (και προφανώς κανονική πάνω από το 𝑘).
Πόρισμα 2.3.3. Έστω 𝑘0 ένα αλγεβρικά κλειστό υπόσωμα του ℂ. Για κάθε ασθενώς
στέρεο τύπο διακλάδωσης 𝒯, υπάρχει το πολύ μία επέκταση του 𝑘0(𝑥) (ως προς 𝑘0(𝑥)­
ισομορφισμό) με τύπο 𝒯.
Απόδειξη. Έστω δύο επεκτάσεις𝐿𝑘0

και𝐿′
𝑘0
του 𝑘0 με τύπο𝒯. Αφού το 𝑘0 είναι αλγε­

βρικά κλειστό τότε αυτές είναι κανονικές πάνω από το 𝑘0 και άρα υπάρχουν επεκτάσεις
𝐿 και 𝐿′ αντίστοιχα του ℂ με τον ίδιο τύπο. Όμως, από το θεώρημα 2.3.2. οι τελευταίες
θα είναι ισόμορφες αφού ο 𝒯 είναι ασθενώς στέρεος και συνεπώς, μέσω του περιορι­
σμού και αφού τα 𝐿, 𝐿′ ορίζονται με μοναδικό τρόπο πάνω από το αλγεβρικά κλειστό
𝑘0 (λήμμα 2.3.3.) τα 𝐿𝑘0

και 𝐿′
𝑘0

θα έιναι 𝑘0(𝑥) ισόμορφα.
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Έστω, τώρα 𝛼 ένας αυτομορφισμός του 𝑘 τον οποίο βλέπουμε σαν αυτομορφισμό
του 𝑘(𝑥) που σταθεροποιεί το 𝑥. Ένας ισομορφισμός 𝜆 που επεκτείνει τον 𝛼, από το 𝐿
σε κάποια πεπερασμένη Galois επέκταση 𝐿′ του 𝑘(𝑥), λέγεται 𝛼­ισομορφισμός. Ένας
τέτοιος ισομορφισμός επάγει έναν ισομορφισμό 𝜆∗ ∶ 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) → 𝐺(𝐿′/𝑘(𝑥)), 𝑔 ↦
𝜆𝑔𝜆−1.

Λήμμα 2.3.3. Έστω 𝐿/𝑘(𝑥) μία πεπερασμένη επέκταση Galois. Για κάθε 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑘)
υπάρχει 𝛼­ισομορφισμός 𝜆 από το 𝐿 σε μία πεπερασμένη επέκταση Galois 𝐿′ του 𝑘(𝑥).
Αν το 𝐿 ορίζεται πάνω από το 𝜅 και 𝛼∣𝜅 = 𝑖𝑑, τότε μπορούμε να πάρουμε 𝐿 = 𝐿′ και
θα είναι 𝜆∗ = 𝑖𝑑.

Απόδειξη. Έστω 𝜃 ένα πρωταρχικό στοιχείο για την 𝐿/𝑘(𝑥) που ικανοποιεί ένα ανά­
γωγο πολυώνυμο 𝐹(𝑦) ∈ 𝑘(𝑥)[𝑦]. Προφανώς, ο 𝛼 επεκτείνεται σε έναν ισομορφισμό
𝜆 ∶ 𝐿 → 𝐿′ όπου το 𝐿′ είναι το σώμα ρίζων του πολυωνύμου 𝛼𝐹(𝑦).

Αν το𝐿 ορίζεται πάνω από το 𝜅 τότε μπορούμε να θεωρήσουμε ότι𝐹(𝑦) ∈ 𝜅(𝑥)[𝑦].
Αφού 𝛼∣𝜅 = 𝑖𝑑 τότε 𝛼𝐹(𝑦) = 𝐹(𝑦) και συνεπώς μπορούμε να διαλέξουμε 𝐿′ =
𝐿. Επίσης, ξέρουμε οτι ο περιορισμός των αυτομορφισμών επάγει έναν ισομορφισμό
𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)) → 𝐺(𝐿𝜅/𝜅(𝑥)) o oποίος μετατίθεται με τον 𝜆∗ (ορίζουμε τον 𝜆∗ για την
𝐺(𝐿𝜅/𝜅(𝑥)) με τον ίδιο τρόπο μέσω του 𝜆∣𝐿𝜅

). Συνεπώς, αφού 𝛼∣𝜅 = 𝑖𝑑 o 𝜆∗ στην
𝐺(𝐿𝜅/𝜅(𝑥)) δρα ταυτοτικά και άρα και στην 𝐺(𝐿/𝑘(𝑥)).

Πρόταση 2.3.4. Έστω 𝐿/𝑘(𝑥) μια πεπερασμένη επέκταση Galois, της οποίας η ομάδα
Galois, 𝐺, να έχει τετριμμένο κέντρο και υποθέτουμε ότι ̄𝜅 = 𝑘. Τότε το 𝐿 ορίζεται πάνω
από το 𝜅 αν και μόνο αν για κάθε 𝛼 ∈ 𝐺( ̄𝜅/𝜅) υπάρχει ένας 𝛼­αυτομορφισμός 𝜆 του 𝐿
με 𝜆∗ = 𝑖𝑑.

Απόδειξη. Έχουμε ήδη δείξει το αναγκαίο της συνθήκης, μένει το ικανό. Έστω, λοι­
πόν, ότι κάθε κάθε 𝛼 ∈ 𝐺( ̄𝜅/𝜅) επεκτείνεται σε έναν 𝛼­αυτομορφισμός 𝜆𝛼 του 𝐿
με 𝜆∗

𝛼 = 𝑖𝑑. Από τα λήμματα 2.3.4. και 2.3.3. έπεται οτι θα υπάρχει πεπερασμένη
επέκταση Galois 𝜅1 του 𝜅, πάνω από την οποία θα ορίζεται το 𝐿. Ξέρουμε ότι κάθε
αυτομορφισμός της 𝐺(𝜅1(𝑥)/𝜅(𝑥)) θα είναι μία επέκταση κάποιου 𝛼 ∈ 𝐺(𝜅1/𝜅) που
σταθεροποιεί το 𝑥 και επεκτείνεται σε έναν αυτομορφισμό της 𝐴𝑢𝑡(𝐿𝜅1

/𝜅(𝑥)). Άρα,
η επέκταση 𝐿𝜅1

/𝜅(𝑥) είναι Galois.
Έστω ένα 𝛼 ∈ 𝐺( ̄𝜅/𝜅) και 𝜆𝛼 η επέκταση του σε έναν αυτομορφισμο του 𝐿

Αφού η 𝐺 έχει τετριμμένο κέντρο τότε το 𝐿𝜅1
ορίζεται μοναδικά και άρα, μπορούμε

να δούμε τον 𝜆𝛼 σαν αυτομορφισμό του 𝐿𝜅1
που σταθεροποιεί το 𝜅(𝑥). Για κάθε

𝑔 ∈ 𝐺(𝐿𝜅1
/𝜅1(𝑥)) = 𝐺1 θα έχουμε 𝜆𝛼𝑔𝜆−1

𝛼 = 1 και άρα το 𝜆𝛼 ανήκει στην κε­
ντροποιούσα 𝐶, της 𝐺(𝐿𝜅1

/𝜅1(𝑥)) στην 𝐻 = 𝐺(𝐿𝜅1
/𝜅(𝑥)).

Άρα, η𝐺1∩𝐶 περιέχεται στο κέντρο της𝐺1 ≃ 𝐺 και συνεπώς,𝐺1∩𝐶 = {1}. Άρα,
αφού μέσω του περιορισμού𝐻 → 𝐺(𝜅1(𝑥)/𝜅1) η𝐶 έχει εικόνα όλη την𝐺(𝜅1(𝑥)/𝜅1)
(αφού κάθε 𝛼 στην τελευταία επεκτείνεται σε κάποιο 𝜆𝛼 στην 𝐶) η Η είναι το ευθύ
γινόμενο των 𝐶 και 𝐺1.

Έστω τώρα, 𝐿𝜅 το σταθερό σώμα της 𝐶 στο 𝐿1. Τότε το 𝐿𝜅 θα είναι Galois πάνω
από το 𝜅(𝑥) με ομάδα Galois 𝐻/𝐶 ≃ 𝐺1 ≃ 𝐺. Επίσης, η τομή του 𝐿𝜅 με το 𝜅1(𝑥) θα
είναι το σταθερό σώμα της 𝐶𝐺1 = 𝐻 , δηλαδή το 𝜅(𝑥). Συνεπώς, αφού 𝐿𝜅 ⊂ 𝐿𝜅1

και
το 𝐿𝜅1

είναι κανονικό πάνω από το 𝜅, το 𝐿𝜅 θα είναι κανονικό πάνω από το 𝜅.

Ορισμός 2.3.5. Έστω 𝒯 = [𝐻, 𝑃 , (𝐶𝑝)𝑝∈𝑃 ] ένας τύπος διακλάδωσης και 𝑛 = |𝐻|. O
𝒯 λέγεται 𝜅­ρητός αν 𝑃 ⊂ ̄𝜅 ∪ {∞} και επίσης, για κάθε 𝛼 ∈ 𝐺( ̄𝜅/𝜅) και 𝑝 ∈ 𝑃 ,
𝛼(𝑝) ∈ 𝑃 και

𝐶𝛼(𝑝) = 𝐶𝑝
𝑚,
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όπου 𝑚 ακέραιος τέτοιος ώστε 𝛼−1(𝜁𝑛) = 𝜁𝑚
𝑛 .

Μία κλάση συζυγίας 𝐶 σε μία ομάδα λέγεται ρητή αν 𝐶𝑚 = 𝐶 για κάθε ακέραιο
𝑚, πρώτο προς την τάξη της ομάδας. Αν, λοιπόν, σε έναν τύπο διακλάδωσης οι 𝐶𝑝
είναι ρητές τότε ικανοποιείται ο παραπάνω ορισμός. Από τα λήμματα 2.2.8. και 2.3.3.
έχουμε ότι ένας τύπος διακλάδωσης, για να ορίζεται πάνω από ένα 𝜅, πρέπει να είναι
𝜅­ρητός. Το αντίστροφο ισχύει για τύπους διακλάδωσης που ικανοποιούν την συνθήκη
στερεότητας.

Θεώρημα 2.3.6. Έστω 𝑘 = ̄𝜅 και έστω 𝐿/𝑘(𝑥) μία πεπερασμένη Galois επέκταση. Αν
ο τύπος διακλάδωσης του 𝐿 είναι στέρεος και 𝜅­ρητός τότε το 𝐿 ορίζεται πάνω από το
𝜅.
Απόδειξη. Αφού η 𝐺 έχει τετριμμένο κέντρο, θα χρησιμοποιήσουμε το προηγούμενο
κριτήριο, για να δείξουμε οτι το 𝐿 ορίζεται πάνω από το 𝜅.

Έστω 𝛼 ∈ 𝐺( ̄𝜅/𝜅). Ξέρουμε οτι υπάρχει ένας 𝛼­ισομορφισμός 𝜆, από το 𝐿 σε
μία πεπερασμένη επέκταση Galois 𝐿′ του 𝑘(𝑥). Από το λήμμα 2.2.8. ξέρουμε ότι αν,
𝑝, 𝑞 ∈ ℙ1

𝑘, με 𝑞 = 𝛼(𝑝) τότε 𝜆∗(𝐶𝑝)𝑚 = 𝐶′
𝑞. Αφού, όμως ο τύπος διακλάδωσης είναι

𝜅­ρητός, θα είναι (𝐶𝑝)𝑚 = 𝐶𝑞 και άρα, 𝜆∗(𝐶′
𝑞) = 𝐶′

𝑞. Συνεπώς, ο τύπος της 𝐿′/𝑘(𝑥)
είναι και αυτός 𝒯 (μέσω του 𝜆∗) και από το πόρισμα 2.3.5. έπεται ότι τα 𝐿 και 𝐿′ είναι
𝑘(𝑥)­ισόμορφα, αφού ο 𝒯 είναι στέρεος.

Έστω 𝜇 ∶ 𝐿 → 𝐿′ ένας 𝑘(𝑥)­ισομορφισμός. Τότε ο 𝜇𝜆 είναι ένας αυτομορφισμός
του𝐿 ο οποίος επεκτείνει τον 𝛼. Επίσης, ισχύει, πάλι χρησιμοποιώντας το λήμμα 2.2.8.
για τον 𝜇 και την σχέση 𝜆∗(𝐶′

𝑞) = 𝐶′
𝑞 για τον 𝜆,

(𝜇𝜆)∗(𝐶𝑝) = 𝐶𝑝.

Αφού ο 𝒯 είναι στέρεος, ο αυτομορφισμός (𝜇𝜆)∗ της 𝐺 θα είναι εσωτερικός. Δη­
λαδή, υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐺 με (𝜇𝜆)∗ = 𝑔∗. Τελικά, ο 𝜓 = 𝑔−1𝜇𝜆 είναι ένας αυτομορφισμός
του 𝐿 που επεκτείνει τον 𝛼 και 𝜓∗ = 𝑖𝑑. Άρα, το 𝐿 ορίζεται πάνω από το 𝜅.
Ορισμός 2.3.7. Μία ομάδα λέμε ότι προκύπτει κανονικά πάνω από ένα σώμα 𝑘, αν
είναι ομάδα Galois κάποιας πεπερασμένης Galois επέκτασης 𝐿 κάποιου 𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑠)
με 𝐿 ∩ �̄� = 𝑘.
Θεώρημα 2.3.8. Έστω 𝒯 = [Η, 𝑃 ,C] ένας στέρεος και 𝜅­ρητός τύπος διακλάδωσης.
Τότε υπάρχει μοναδική πεπερασμένη Galois επέκταση 𝑀/ℂ(𝑥) με τύπο 𝒯 και ορίζεται
πάνω από μία πλήρως υπερβατική επέκταση 𝜅(𝑡1, … , 𝑡𝑠) του 𝜅. Συνεπώς, η ομάδα Η
προκύπτει κανονικά πάνω από το 𝜅.
Απόδειξη. Ξέρουμε ότι το Μ υπάρχει και είναι μοναδικό από το θεώρημα 2.3.2.. Επί­
σης, θα ορίζεται πάνω από κάποια πεπερασμένα παραγόμενη επέκταση 𝜅1 του 𝜅. Το
𝜅1 θα είναι πεπερασμένη επέκταση κάποια πλήρως υπερβατικής επέκτασης 𝜅0, 𝜅0 =
𝜅(𝑡1, … , 𝑡𝑠) του 𝜅.

Τότε το Μ θα ορίζεται πάνω από το 𝑘 = ̄𝜅0 = ̄𝜅1. Αφού ο 𝒯 είναι 𝜅­ρητός θα
είναι και 𝜅0­ρητός γιατί κάθε αυτομορφισμός της 𝐺( ̄𝜅0/𝜅0) είναι επέκταση κάποιου
𝐺( ̄𝜅/𝜅) με 𝑥 ↦ 𝑥. Εφαρμόζοντας τώρα, το προηγούμενο θεώρημα έχουμε οτι το𝑀 θα
ορίζεται πάνω από το 𝜅0 = 𝜅(𝑡1, … , 𝑡𝑠). Το Μ𝜅0

, λοιπόν, είναι μία κανονική επέκταση
του 𝜅0(𝑥) = 𝜅(𝑡1, … , 𝑡𝑠, 𝑥) και συνεπώς, η 𝐻 = 𝐺(𝑀/ℂ(𝑥)) ≃ 𝐺(𝑀𝜅0

/𝜅0(𝑥))
προκύπτει κανονικά πάνω από το 𝜅, αφού το 𝜅(𝑡1, … , 𝑡𝑠, 𝑥) είναι πλήρως υπερβατικό
πάνω από το 𝜅 και Μ𝜅0

∩ ̄𝜅 = 𝜅.
Παίρνουμε έτσι ένα πρώτο κριτήριο στερεότητας για το ℚ:
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Πόρισμα 2.3.9. Αν μια πεπερασμένη ομάδα Η έχει ρητές κλάσεις συζυγίας 𝐶1, … , 𝐶𝑟
και η 𝑟­άδα (𝐶1, … , 𝐶𝑟) είναι στέρεα, τότε η Η προκύπτει κανονικά πάνω από το ℚ και
συνεπώς, αφού το τελευταίο είναι Hilbertian, προκύπτει πάνω από το ℚ.

Απόδειξη. Διαλέγοντας 𝑝1, … , 𝑝𝑟 ∈ ℚ ∪ {∞} έχουμε έναν τύπο διακλάδωσης 𝒯 =
[Η, 𝑃 ,C] με C = (𝐶𝑖). Αφού οι 𝐶𝑖 είναι ρητές και αποτελούν μία στέρεα 𝑟­άδα, τότε
ο 𝒯 είναι ℚ­ρητός. Από το προηγούμενο θεώρημα έχουμε το ζητούμενο.

Μία πιο ασθενής συνθήκη ρητότητας για τις κλάσεις συζυγίας είναι η παρακάτω:

Ορισμός 2.3.10. Μία 𝑟­άδα κλάσεων συζυγίας (𝐶1, … , 𝐶𝑟) μιας ομάδας Η με 𝑛 =
|𝐻|, λέγεται 𝜅­ρητή αν για κάθε ακέραιο 𝑚 τετοιον ώστε 𝛼−1(𝜁𝑛) = 𝜁𝑚

𝑛 για κάποιο
𝛼 ∈ 𝐺( ̄𝜅/𝜅) οι 𝐶𝑚

1 , … 𝐶𝑚
𝑟 είναι μία αναδιάταξη των 𝐶1, … , 𝐶𝑟.

Στην περίπτωση που 𝜅 = ℚ λέμε απλώς ότι η (𝐶1, … , 𝐶𝑟) είναι ρητή και σημαίνει
ότι οι 𝐶𝑚

1 , … 𝐶𝑚
𝑟 είναι μία αναδιάταξη των 𝐶1, … , 𝐶𝑟 για κάθε ακέραιο𝑚 πρώτο προς

το 𝑛. Αν πάλι το 𝜅 περιέχει το 𝜁𝑛 η συνθήκη είναι τετριμμένη.

Λήμμα 2.3.4. Αν η (𝐶1 … 𝐶𝑟) είναι 𝜅­ρητή στην Η, τότε υπάρχει ένα υποσύνολο 𝑃 =
{𝑝1, … , 𝑝𝑟} ⊂ ̄𝜅 ∪ {∞} (με 𝑟 στοιχεία), τέτοιο ώστε ο τύπος 𝒯 = [𝐻, 𝑃 , (𝐶𝑝)𝑝∈𝑃 ],
όπου 𝐶𝑝𝑖

= 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑟, να είναι 𝜅­ρητός.

Απόδειξη. Μπορούμε να ορίσουμε μία δράση της 𝐺( ̄𝜅/𝜅) στο {𝐶1, … , 𝐶𝑟} που για
κάθε 𝛼 ∈ 𝐺( ̄𝜅/𝜅) με 𝛼−1(𝜁𝑛) = 𝜁𝑚

𝑛 θα είναι 𝛼(𝐶𝑖) = 𝐶𝑚
𝑖 . Αυτό που ψάχνουμε

είναι ένα σύνολο 𝑝1, … , 𝑝𝑟 σημείων διακλάδωσης ώστε η δράση της 𝐺( ̄𝜅/𝜅) σε αυτά
να είναι ισοδύναμη με την παραπάνω δράση στις κλάσεις συζυγίας. Θα μπορούσαμε,
αμέσως, να πούμε ότι αφού η δράση της𝐺 = 𝐺( ̄𝜅/𝜅) στο ̄𝜅 είναι πιστή, τότε υπάρχουν
τέτοια σημεία, αλλά θα τα βρούμε και συγεκριμένα.

Μπορούμε να υποθέσουμε οτι η παραπάνω δράση είναι μεταβατική, γιατί αν δεν
είναι κάνουμε τα ίδια για κάθε τροχιά. Η δράση της 𝐺 στις κλάσεις συζυγίας, αφού
είναι μεταβατική, θα είναι ισοδύναμη με τη δράση της στα σύμπλοκα του πυρήνα.

Έστω 𝐾 ⊂ 𝐺 αυτός ο πυρήνας και Κ = Κ1, … , 𝐾𝑟 τα σύμπλοκα του, τέτοια
ώστε 𝐾𝑖(𝐶1) = 𝐶𝑖 (η Κ𝑖𝐶1 είναι καλώς ορισμένη μέσω αντιπροσώπων αφού τα Κ𝑖
είναι τα σύμπλοκα του πυρήνα). Έστω 𝜅1 το σταθερό σώμα του Κ. Αφού το Κ είναι
μία κανονική υποομάδα της 𝐺 πεπερασμένου δείκτη τότε το 𝜅1 είναι μία πεπερασμένη
Galois επέκταση του 𝜅. Έστω 𝑝1 ένα πρωταρχικό στοιχείο αυτής της επέκτασης. Η
δράση της 𝐺 στις εικόνες των 𝑝1 (μέσω της 𝐺) θα είναι μεταβατική και θα έχει πυρήνα
𝐺( ̄𝜅/𝜅1) = 𝐾. Αν ορίσουμε, λοιπόν, 𝑝𝑖 = 𝐾𝑖 όπως παραπάνω, και 𝐶𝑝𝑖

= 𝐶𝑖 θα
έχουμε 𝛼(𝐶𝑝𝑖

) = 𝐶𝛼(𝑝𝑖) για κάθε 𝑖.

Αν συνδυάσουμε, τελικά, αυτό το λήμμα με το θεώρημα 2.3.11. έχουμε:

Θεώρημα 2.3.11 (Γενικό κριτήριο στερεότητας). Έστω 𝜅 ένα υπόσωμα του ℂ και Η
μία πεπερασμένη ομάδα. Αν η Η έχει κλάσεις συζυγίας 𝐶1, … , 𝐶𝑟 που αποτελούν στέρεη
και 𝜅­ρητή 𝑟­άδα, τότε η Η προκύπτει κανονικά πάνω από το 𝜅.

Ειδικότερα για το ℚ έχουμε:

Πόρισμα 2.3.12 (Κριτήριο στερεότητας για το ℚ). Αν η Η έχει κλάσεις 𝐶1, … , 𝐶𝑟 που
αποτελούν στέρεα 𝑟­άδα και επιπλέον, για κάθε ακέραιο 𝑚 πρώτο προς την τάξη της
Η, οι 𝐶𝑚

1 , … , 𝐶𝑚
𝑟 είναι μία αναδιάταξη των 𝐶1, … 𝐶𝑟, τότε η Η προκύπτει κανονικά

πάνω από το ℚ και κατά συνέπεια, πάνω από κάθε σώμα χαρακτηριστικής 0. Ακόμα
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περισσότερο, αφού το ℚ είναι Hilbertian, η Η προκύπτει πάνω από το ℚ και πάνω από
κάθε πεπερασμένα παραγόμενη επέκταση του και γενικότερα πάνω από κάθε Hilbertian
σώμα χαρακτηριστικής 0.

Το κριτήριο αυτό έχει δώσει πολλές ομάδες σαν ομάδες Galois πάνω από το ℚ. Συ­
γκεκριμένα παραδείγματα αποτελούν οι συμμετρικές (αν και το έχουμε δει ήδη αυτό),
οι εναλλάσουσες, όλες οι σποραδικές ομάδες εκτός από τις Μ23 και Μ24. Για την τε­
λευταία έχει αποδειχθεί παρόλα αυτά ότι προκύπτει ως ομάδα Galois πάνω από το ℚ
και έτσι η μόνη σποραδική ομάδα, για την οποία δεν γνωρίζουμε αν προκύπτει πάνω
από το ℚ, είναι η Μ23.





Κεφάλαιο 3

Το θεώρημα ύπαρξης του
Riemann

3.1 Εισαγωγή

Το τελευταίο μέρος αυτής της εργασίας είναι αφιερωμένο στην απόδειξη του πα­
ρακάτω:

Θεώρημα 3.1.1 (RET ­Ηαναλυτική εκδοχή). Έστω𝑌 μία συμπαγής επιφάνεια Riemann.
Για οποιαδήποτε διαφορετικά σημεία 𝑎1, … , 𝑎𝑛 στην𝑌 και μιγαδικούς αριθμούς 𝑐1, … , 𝑐𝑛,
υπάρχει μερομορφική συνάρτηση 𝑓 στην 𝑌 τέτοια ώστε 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑐𝑖, για 𝑖 = 1, … , 𝑛.

Για την απόδειξη του θεωρούμε γνωστές την έννοια και βασικές ιδιότητες των χώ­
ρων Hilbert. Επίσης, θα χρησιμοποιήσουμε, χωρίς απόδειξη, ότι αν𝐷 είναι ένα ανοιχτό
υποσύνολο του ℂ, τότε ο χώροςℒ2(𝐷), των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων ολόμορφων
συναρτήσεων στο 𝐷, με το εσωτερικό γινόμενο

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫ 𝑓 ̄𝑔,

είναι χώρος Hilbert.
Μέσω του ορισμού της επιφάνειας Riemann έχουμε την ύπαρξη μερομορφικών

συναρτήσεων τοπικά. Τις ορισμένες σε ολόκληρο τον χώρο συναρτήσεις θα τις περι­
γράψουμε σαν συλλογή τοπικά ορισμένων συναρτήσεων που ταυτίζονται στα κοινά
σημεία τους.

3.2 Η απόδειξη

Έστω 𝑌 μία συμπαγής επιφάνεια Riemann και (𝑊𝑖, 𝑧𝑖)𝑖∈𝐼 μία πεπερασμένη συλ­
λογή από χάρτες που καλύπτουν την 𝑌 . Για Ε ⊂ 𝑊𝑖 ανοιχτό ορίζουμε ℒ2(𝐸, 𝑧𝑖) να
είναι ο χώρος όλων των συναρτήσεων 𝑓 στο Ε με 𝑓 ∘ 𝑧−1

𝑖 ∈ 𝐷 όπου 𝐷 = 𝑧𝑖(𝐸). Με
το εσωτερικό γινόμενο

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓 ∘ 𝑧−1
𝑖 , 𝑔 ∘ 𝑧−1

𝑖 ⟩

ο ℒ2(𝐸, 𝑧𝑖) είναι ένας χώρος Hilbert ισόμορφος με τον ℒ2(𝐷)
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Λήμμα 3.2.1. Έστω Ε ανοιχτό και σχετικά συμπαγές στο 𝑊𝑖 ∩ 𝑊𝑗. Τότε υπάρχει 𝜅 > 0
τέτοιο ώστε για κάθε ολόμορφη συνάρτηση στο Ε να ισχύει:

‖𝑓 ∘ 𝑧−1
𝑖 ‖𝑧𝑖(𝐸) ≤ 𝜅‖𝑓 ∘ 𝑧−1

𝑗 ‖𝑧𝑗(𝐸)

Απόδειξη. Έστω 𝐷𝑖,𝑗 = 𝑧𝑖,𝑗(𝐸). Με αλλαγή μεταβλητών 𝑧 → 𝑧−1
𝑖 ∘ 𝑧𝑗(𝑧) έχουμε:

‖𝑓 ∘ 𝑧−1
𝑖 ‖2

𝐷𝑖
= ∫

𝐷𝑖

|𝑓 ∘ 𝑧−1
𝑖 |2 = ∫

𝐷𝑗

|𝑓 ∘ 𝑧−1
𝑗 |2| 𝑑(𝑧𝑖 ∘ 𝑧−1

𝑗 )
𝑑𝑧 |

H 𝑧𝑖 ∘𝑧−1
𝑗 είναι μια αναλυτική συνάρτηση στο 𝑊𝑗 και συνεπώς, η

𝑑(𝑧𝑖∘𝑧−1
𝑗 )

𝑑𝑧 υπάρχει και
είναι συνεχής παντού. Άρα, σε κάθε συμπαγές υποσύνολο του 𝑊𝑗 θα είναι φραγμένη.
Αφού, το Ε είναι σχετικά συμπαγές, τότε το 𝐷𝑗 = 𝑧𝑗(𝐸) θα είναι συμπαγές στο 𝑊𝑗.
Αν,τώρα, διαλέξουμε, 𝜅 τέτοιο ώστε |𝑑(𝑧𝑖∘𝑧−1

𝑗 )/𝑑𝑧| ≤ 𝜅 στο𝐷𝑗, έχουμε το ζητούμενο.

Λόγω συμμετρίας, έπεται ότι οι συναρτήσεις που ανήκουν στον ℒ2(𝐸, 𝑧𝑖) είναι
αυτές που ανήκουν στονℒ2(𝐸, 𝑧𝑗). Όταν μας ενδιαφέρουν μόνο τοπολογικές ιδιότητες
θα γράφουμε απλώς ℒ2(𝐸) αντί για ℒ2(𝐸, 𝑧𝑖), με Ε σχετικά συμπαγές στο 𝑊𝑖.

Έστω, τώρα 𝒰 = (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 μία οικογένεια ανοιχτών συνόλων 𝑈𝑖 ⊂ 𝑊𝑖 τέτοια ώστε
το 𝑈𝑖 να είναι σχετικά συμπαγές στο 𝑊𝑖. Ορίζουμε

𝐶0(𝒰) = ⨁
𝑖∈𝐼

ℒ2(𝑈𝑖, 𝑧𝑖) και 𝐶1(𝒰) = ⨁
(𝑖,𝑗)∈𝐼×𝐼

ℒ2(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗, 𝑧𝑖),

ως ευθύ άθροισμα χώρων Hilbert. Τα στοιχεία του 𝐶0(𝒰) θα τα γράφουμε σαν οικο­
γένειες (𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 και του 𝐶1(𝒰), (𝑓𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝐼 . Έστω 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼 (όχι αναγκαστικά διαφορε­
τικά). Θεωρούμε την απεικόνιση

𝐶1(𝒰) → ℒ2(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘), (𝑓𝜈𝜇) ↦ (𝑓𝑖𝑗 − 𝑓𝑖𝑘 − 𝑓𝑘𝑗)|𝑈𝑖∩𝑈𝑗∩𝑈𝑘

Hαπεικόνιση αυτή είναι συνεχής (αφού είναι συνθεση γραμμικής, προβολών σε συ­
ντεταγμένες και περιορισμού συναρτήσεων). Έστω Ζ1(𝒰) ⊂ 𝐶1(𝒰) ο κοινός πυρήνας
όλων αυτών των απεικονίσεων (για τα διάφορα 𝑖, 𝑗, 𝑘). Ως τομή κλειστών υποσυνόλων
το Ζ1(𝒰) θα είναι ένας κλειστόςς υπόχωρος του 𝐶1(𝒰) αποτελούμενο από τα (𝑓𝜈𝜇) με

𝑓𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑘 + 𝑓𝑘𝑗, για κάθε 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼.

Αυτή η σχέση λέγεται σχέση σύκυκλων και τα στοιχεία του Ζ1(𝒰) λέγονται (τετραγω­
νικά ολοκληρώσιμοι) σύκυκλοι.

Ορίζουμε, τώρα

𝜕 ∶ 𝐶0(𝒰) → 𝑍1(𝒰), (𝑔𝑖)𝑖∈𝐼 ↦ (𝑓𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝐼 όπου

(𝑓𝑖𝑗) = (𝑔𝑖 − 𝑔𝑗)∣𝑈𝑖∩𝑈𝑗
.

Όπως και πριν, έχουμε οτι η 𝜕 είναι συνεχής. Μία συνάρτηση στην 𝑌 είναι ένα
στοιχείο του πυρήνα της 𝜕.

Για κάθε σημείο της 𝑎 ∈ 𝑌 μπορούμε να επιλέξουμε χάρτη (𝑊𝑎, 𝑧𝑎) γύρω από το
𝑎 τέτοιον ώστε 𝑧𝑎(𝑊𝑎) = 𝔻, όπου 𝔻 είναι ο μοναδιαίος δίσκος στο ℂ. Αφού η 𝑌 είναι
συμπαγής μπορούμε να διαλέξουμε (𝑊𝑖, 𝑧𝑖) = (𝑊𝑎𝑖

, 𝑧𝑎𝑖
), 𝑖 ∈ 𝐼 με Ι πεπερασμένο,

που να την καλύπτουν και επιπλέον 𝑎 ∉ 𝑊𝑖 αν 𝑊𝑖 ≠ 𝑊0 = 𝑊𝑎. Επίσης, θα υπάρχει
𝑟 < 1 τέτοιο ώστε τα 𝑈𝑖 = |𝑧𝑖| < 𝑟 ⊂ 𝑊𝑖, να καλύπτουν, επίσης, τον χώρο. Το βασικό
μας αποτέλεσμα, θα είναι:
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Θεώρημα 3.2.1. Η εικόνα της 𝜕 ∶ 𝐶0(𝒰) → 𝑍1(𝒰) έχει πεπερασμένη συνδιάσταση
στον 𝑍1(𝒰).

Θα δούμε πρώτα πως αποδεικνύεται το θεώρημα ύπαρξης μέσω του θεωρήματος
και μετά θα το αποδείξουμε.

Απόδειξη. Πρώτα θα δείξουμε το παρακάτω:

Πόρισμα 3.2.2. Έστω 𝑌 μία συμπαγής επιφάνεια Riemann και 𝑎0 ∈ 𝑌 . Τότε υπάρχει
μία μερομορφική συνάρτηση που να έχει πόλο στο 𝑎0 να είναι ολόμορφη στο 𝑌 \𝑎0.

Απόδειξη. Έστω, 𝑧 = 𝑧0 − 𝑧(𝑎0), ένας χάρτης στο 𝑊0 με 𝑧(𝑎0) = 0
Για κάθε 𝜈 = 0, 1, … ορίζουμε τα εξής 𝜉𝜈 ∈ 𝑍1(𝒰): 𝜉𝜈 = (𝑓 (𝜈)

𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝐼 με 𝑓 (𝜈)
𝑖𝑗 =

0 αν 𝑖, 𝑗 ≠ 0, 𝑓 (𝜈)
00 = 0, και

𝑓 (𝜈)
0𝑖 = −𝑓 (𝜈)

𝑖0 = 𝑧−𝜈 στο 𝑈0 ∩ 𝑈𝑗,

για 𝑗 ≠ 0.
Οι 𝑧−𝜈 είναι φραγμένες γιατί ορίστηκαν σε σύνολά που δεν περιέχουν το 𝑎0. Άρα,

όλες οι 𝑓 (𝜈)
𝑖𝑗 είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες ολόμορφες συναρτήσεις. Συνεπώς, τα

𝜉𝜈 είναι όντως στοιχεία του 𝑍1(𝒰). Αφού, η εικόνα του 𝜕 έχει πεπερασμένη συνδιά­
σταση τότε θα υπάρχουν 𝑐1, … , 𝑐𝑛 ∈ ℂ, όχι όλα μηδέν, τέτοια ώστε ∑𝑛

𝜈=1 𝑐𝜈𝜉𝜈 = 𝜕𝜂
για κάποιο 𝜂 ∈ 𝐶0(𝒰).

Έστω 𝜂 = (ℎ𝑖)𝑖∈𝐼 . Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝑌 \𝑎0 → ℂ με

𝑓 = {ℎ𝑗(𝑢) για 𝑢 ∈ 𝑈𝑗, 𝑗 ≠ 0
ℎ0(𝑢) + ∑𝑛

𝜈=1 𝑐𝜈𝑧−𝜈 για 𝑢 ∈ 𝑈0

Για να δούμε ότι, όντως, η 𝑓 είναι συνάρτηση αρκεί να ελέγζουμε τι γίνεται στα
𝑈0 ∩ 𝑈𝑗 γιατί μόνο στο 𝑈0 αλλάξαμε την 𝜂. Στο 𝑈0 ∩ 𝑈𝑗, 𝑗 ≠ 0 είναι εξορισμού της 𝜂:
ℎ0(𝑢) − ℎ𝑗(𝑢) = ∑𝑛

𝜈=1 𝑐𝜈𝑓 (𝜈)
0𝑗 = ∑𝑛

𝜈=1 𝑐𝜈𝑧−𝜈 . Άρα, ℎ𝑗(𝑢) = ℎ0(𝑢) + ∑𝑛
𝜈=1 𝑐𝜈𝑧−𝜈

στο 𝑈0 ∩ 𝑈𝑗 και συνεπώς η 𝑓 είναι καλά ορισμένη. Τέλος, είναι προφανές οτι είναι
ολόμορφη παντού και οτι έχει πόλο στο 𝑎0 και έχουμε, έτσι το ζητούμενο.

Έστω, τώρα 𝑎1, … , 𝑎𝑛 διαφορετικά σημεία στην 𝑌 και για κάθε 𝑖 𝑓(𝑖) μία συνάρ­
τηση με πόλο στο 𝑎𝑖 και ολόμορφη παντού αλλού, όπως παραπάνω. Για κάθε 𝑖, 𝑗, 𝑖 ≠ 𝑗,
θεωρούμε τις συναρτήσεις

𝑔(𝑖𝑗) = 𝑓 (𝑖) − 𝑓 (𝑖)(𝑎𝑗)
𝑓 (𝑖) − 𝑓 (𝑖)(𝑎𝑗) + 𝑑𝑖𝑗

με 𝑑𝑖𝑗 ≠ 0 τέτοια ώστε o παρονομαστής να είναι διάφορος του 0 στα 𝑎𝑘. Τότε, 𝑔(𝑖𝑗)(𝑎𝑖) =
1, 𝑔(𝑖𝑗)(𝑎𝑗) = 0 και 𝑔(𝑖𝑗)(𝑎𝑘) ≠ ∞ για κάθε 𝑘. Συνεπώς, για τις συναρτήσεις

ℎ(𝑖) = ∏
𝑖≠𝑗

𝑔(𝑖𝑗)

έχουμε ℎ(𝑖)(𝑎𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 και άρα, για κατάλληλα 𝑐𝑖, η ∑ 𝑐𝑖ℎ(𝑖) είναι η ζητούμενη συνάρ­
τηση στην 𝑌 .
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Μένει να αποδείξουμε το θεώρημα 3.2.2., για το οποίο χρειάζεται αρκετή προετοι­
μασία.

Για μία𝐶∞ συνάρτηση𝜑, ορισμένη σε κάποιο ανοιχτό υποσύνολο τουℂ, ορίζουμε

𝜕𝜑
𝜕 ̄𝑧 = 1

2(𝜕𝜑
𝜕𝑥 + 𝑖𝜕𝜑

𝜕𝑦 ).

Από εδώ και πέρα θα λέμε απλώς διαφορίσιμη αντί για 𝐶∞.

Λήμμα 3.2.2. Έστω 𝜑 μία διαφορίσιμη συνάρτηση στον μοναδιαίο δίσκο 𝔻 με συμπαγές
στήριγμα. Τότε υπάρχει διαφορίσιμη συνάρτηση 𝜓 στον 𝔻 τέτοια ώστε:

𝜕𝜓
𝜕 ̄𝑧 = 𝜑.

Απόδειξη. Θεωρώντας την 𝜑 σαν συνάρτηση σε όλο το ℂ ορίζουμε

𝜓(𝑧) = − 1
𝜋 ∫

2𝜋

0
∫

2

0
𝜑(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑒−𝑖𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃, 𝑧 ∈ 𝔻

Η 𝜓 θα είναι διαφορίσιμη. Αν 𝜑1 = 𝜕𝜑
𝜕𝑥 και 𝜑2 = 𝜕𝜑

𝜕𝑦 τότε παραγωγίζοντας έχουμε:

−2𝜋 𝜕𝜓
𝜕 ̄𝑧 (𝑧) = ∫

2𝜋

0
∫

2

0
[𝜑1(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝑖𝜑2(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)]𝑒−𝑖𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃

= ∫
2𝜋

0
∫

2

0
[𝜑1(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜑2(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜃]𝑑𝑟𝑑𝜃

+𝑖 ∫
2𝜋

0
∫

2

0
[−𝜑1(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜑2(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃]𝑑𝑟𝑑𝜃

αφού 𝑒−𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃−𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃. Χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας και ότι 𝑅𝑒(𝑧+
𝑒𝑖𝜃) = 𝑅𝑒(𝑧) + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝐼𝑚(𝑧 + 𝑒𝑖𝜃) = 𝑧 + 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 έχουμε:

−2𝜋 𝜕𝜓
𝜕 ̄𝑧 (𝑧) = ∫

2𝜋

0
∫

2

0

𝑑𝜑(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)
𝑑𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

+𝑖 ∫
2𝜋

0
∫

2

0
𝑟−1 𝑑𝜑(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)

𝑑𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃

= ∫
2𝜋

0
[𝜑(𝑧 + 2𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜃 − 𝜑(𝑧)]𝑑𝜃

+𝑖 ∫
2

0
𝑟−1[𝜑(𝑧 + 𝑟) − 𝜑(𝑧 + 𝑟)]𝑑𝑟

= ∫
2𝜋

0
[𝜑(𝑧 + 2𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜃 − 𝜑(𝑧)]𝑑𝜃.

Όμως, αν 𝑧 ∈ 𝔻 τοτε 𝑧 + 2𝑒𝑖𝜃 ∉ 𝔻 και άρα 𝜑(𝑧 + 2𝑒𝑖𝜃) = 0. Συνεπώς, −2𝜋 𝜕𝜓
𝜕 ̄𝑧 (𝑧) =

∫2𝜋
0 [−𝜑(𝑧)]𝑑𝜃 = −2𝜋𝜑(𝑧) και άρα, η 𝜓 είναι η ζητούμενη συνάρτηση.
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Πόρισμα 3.2.3. Έστω 𝔻′ ένας ανοιχτός δίσκος γύρω από το 0 ακτίνας 𝑟′ < 1. Τότε για
κάθε διαφορίσιμη συνάρτηση 𝜑 στον 𝔻, υπάρχει διαφορίσιμη και φραγμένη συνάρτηση
στον 𝔻′ τέτοια ώστε

𝜕𝜓
𝜕 ̄𝑧 = 𝜑(𝑧),

στο 𝔻′.

Απόδειξη. Αν 𝔻″ είναι ένας δίσκος μεταξύ των 𝔻′ και 𝔻 μπορούμε να ορίσουμε δια­
φορίσιμη συνάρτηση 𝜑′ τέτοια ώστε 𝜑′∣𝔻′ = 𝜑 και 𝜑′ = 0 έξω από τον 𝔻′. Τότε η 𝜓
του προηγούμενου λήμματος για τον δίσκο 𝔻″, ικανοποιεί αυτό που ζητάμε αφού, ως
συνεχής θα είναι φραγμένη στο συμπαγές 𝑐𝑙(𝔻′) ⊂ 𝔻″

Μία μιγαδική συνάρτηση, 𝜓, δύο μεταβλητών είναι ολόμορφη αν και μόνο αν
𝜕𝜓
𝜕 ̄𝑧 = 0. Θα χρησιμοποιήσουμε το παραπάνω πόρισμα για να ‘διορθώσουμε’ κατάλ­
ληλα κάποιες διαφορίσιμες συναρτήσεις για να πάρουμε ολόμορφες. Έστω 𝔻, 𝔻′ όπως
και παραπάνω.

Πρόταση 3.2.4. Έστω Ι ένα πεπερασμένο σύνολο και 𝔻 = ∪𝑖∈𝐼𝑋𝑖 όπου 𝑋𝑖 είναι ανοι­
χτά σύνολα. Υποθέτουμε ότι (𝜒𝑖)𝑖∈𝐼 είναι μία διαφορίσιμη διαμέριση της μονάδας που
σχετίζεται με τα 𝑋𝑖 (δηλαδή 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜒𝑖) ⊂ 𝑋𝑖). Υποθέτουμε, επιπλέον ότι έχουμε ολόμορ­
φες συναρτήσεις 𝑓𝑖𝑗 στα 𝑋𝑖 ∩ 𝑋𝑗 που ικανοποιούν τη σχέση σύκυκλων:

𝑓𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑘 + 𝑓𝑘𝑗, για κάθε 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼.

Έστω 𝑋′
𝑖 = 𝑋𝑖 ∩ 𝔻′. Αν κάθε 𝑓𝑖𝑗 είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη στο 𝑋′

𝑖 ∩ 𝑋′
𝑗 τότε

υπάρχουν συναρτήσεις 𝑔𝑖 ∈ 𝐿2(𝑋𝑖) τέτοιες ώστε

𝑓𝑖𝑗 = 𝑔𝑖 − 𝑔𝑗 στο 𝑋′
𝑖 ∩ 𝑋′

𝑗,

για όλα τα 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼 .
Απόδειξη. Η 𝜒𝑖 θα μηδενίζεται σε κάποιο ανοιχτό �̃�𝑖 με �̃�𝑖 ∪𝑋𝑖 = 𝔻. Βλέπουμε τώρα
οτι αν ορίσουμε 𝑓𝑖𝑗 = 0 εκτός του 𝑋𝑖 ∩ 𝑋𝑗 η συνάρτηση 𝑓𝑖𝑗𝜒𝑗 είναι διαφορίσιμη στο
𝑋𝑖. Αυτό γιατι το 𝑋𝑖 θα είναι η ένωση των ανοιχτών 𝑋𝑖 ∩ 𝑋𝑗 και 𝑋𝑖 ∩ �̃�𝑗 στα οποία η
𝑓𝑖𝑗𝜒𝑗 είναι διαφορίσιμη, στο πρώτο ως γινόμενο διαφορίσιμων και στο δεύτερο είναι
επειδή ισούται με 0.

Έστω, τώρα, 𝜓𝑖 = ∑𝑘∈𝐼 𝑓𝑖𝑘𝜒𝑘. Η 𝜓𝑖 είναι μία διαφορίσιμη συνάρτηση στο 𝑋𝑖,
για καθε 𝑖 και επιπλέον είναι

𝜓𝑖 − 𝜓𝑗 = ∑(𝑓𝑖𝑘 − 𝑓𝑗𝑘)𝜒𝑘 = ∑ 𝑓𝑖𝑗𝜒𝜅 = 𝑓𝑖𝑗

αφού οι 𝑓𝑖𝑗 ικανοποιούν τη συνθήκη των συκύκλων και ∑𝑘 𝜒𝜅 = 1.
Οι 𝜓𝑖, όμως δεν είναι ολόμορφες. Παρόλα αυτά, αφού 𝜓𝑖 − 𝜓𝑗 = 𝑓𝑖𝑗 και η 𝑓𝑖𝑗

είναι ολόμορφη θα είναι 𝜕𝜓𝑖
𝜕 ̄𝑧 = 𝜕𝜓𝑗

𝜕 ̄𝑧 στο 𝑋𝑖 ∩ 𝑋𝑗. Δηλαδή, ορίζεται μία συνάρτηση 𝜑
στον 𝔻 τέτοια ώστε 𝜑 = 𝜕𝜓𝑖

𝜕 ̄𝑧 στο 𝑋𝑖 για κάθε 𝑖. Από το πόρισμα παραπάνω υπάρχει
𝜓, διαφορίσιμη και φραγμένη στο 𝔻′, τέτοια ώστε 𝜕𝜓

𝜕 ̄𝑧 = 𝜑.
Οι συναρτήσεις τώρα, 𝑔𝑖 = 𝜓𝑖 − 𝜓 στο 𝑋′

𝑖 = 𝑋𝑖 ∩ 𝔻′, είναι ολόμορφες και
ικανοποιούν 𝑔𝑖 − 𝑔𝑗 = 𝑓𝑖𝑗, στο 𝑋′

𝑖 ∩ 𝑋′
𝑗.

Τέλος, αφού οι 𝑓𝑖𝑗 είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες στα 𝑋′
𝑖 ∩𝑋′

𝑗 τότε και η 𝜓𝑖 θα
είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες στο 𝑋′

𝑖 (αφού όλες οι 𝜒𝑖 είναι φραγμένες). Τελικά,
𝑔𝑖 ∈ 𝐿2(𝑋′

𝑖) αφού η 𝜓 είναι φραγμένη (και τα 𝑋′
𝑖 έχουν πεπερασμένο εμβαδόν).
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Αφού η 𝑌 είναι συμπαγής μπορούμε να βρούμε διαμέριση της μονάδας όπως στην
πρόταση, για κάθε ανοιχτό κάλυμμα της 𝑌 .

Θυμόμστε ότι, στην 𝑌 έχουμε τους χαρτες (𝑊𝑖, 𝑧𝑖) με 𝑧𝑖(𝑊𝑖) = 𝔻 και 𝑈𝑖 ⊂ 𝑊𝑖
με 𝑧𝑖(𝑈𝑖) = 𝔻(𝑟) (ο δίσκός ακτίνας 𝑟) όπου 𝑟 < 1. Επιλέγουμε ομοίως, 𝑉𝑖 τέτοια ώστε
𝑧𝑖(𝑉𝑖) = 𝔻(𝑟′) για κάποιο 𝑟′ με 𝑟 < 𝑟′ < 1. Τα 𝑉𝑖, δηλαδή, βρίσκονται ανάμεσα στα
𝑈𝑖 και 𝑊𝑖. Έστω 𝒰 = (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 , 𝒱 = (𝑉𝑖)𝑖∈𝐼

H απεικόνιση περιορισμού 𝐿2(𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗) → 𝐿2(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) είναι καλά ορισμένη,
γραμμική και συνεχής. Συνεπώς, επάγεται μία συνεχής και γραμμική απεικόνιση πε­
ριορισμού 𝑍(𝒱) → 𝑍(𝒰), (𝑔𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝐼 ↦ (𝑔𝑖𝑗∣𝑈𝑖∩𝑈𝑗

)𝑖,𝑗∈𝐼 . Την απεικόνιση αυτή θα τη

συμβολίζουμε 𝜃 ↦ 𝜃∣𝒰.

Πρόταση 3.2.5. Για κάθε 𝜉 ∈ 𝑍(𝒰) υπάρχει 𝜃 ∈ 𝑍(𝒱) και 𝜂 ∈ 𝐶0(𝒰) έτσι ώστε:

𝜉 = 𝜃∣𝒰 + 𝜕𝜂.

Απόδειξη. Έστω 𝜉 = (𝑓𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝐼 ∈ 𝑍(𝒰) και 𝛼 ∈ 𝐼 . Στο 𝑊𝛼 θεωρούμε το κάλυμμα
𝑈𝑖 ∩ 𝑊𝛼 και μία διαμέριση που αντιστοιχεί σε αυτό, όπως στην παραπάνω πρόταση.
Εφαρμόζοντας την, αφού, 𝑧𝛼(𝑊𝛼) = 𝔻 και 𝑧𝛼(𝑉𝛼) = 𝔻′, τότε θα υπάρχουν συναρτή­
σεις 𝑔𝛼𝑖 ∈ 𝐿2(𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝛼) τέτοιες ώστε 𝑔𝛼𝑖 − 𝑔𝛼𝑗 = 𝑓𝑖𝑗, για κάθε 𝑖, 𝑗. Κάνοντας το αυτό
για κάθε 𝛼 παίρνουμε τελικά συναρτήσεις 𝑔𝛼𝑖 τέτοιες ώστε

𝑔𝛼𝑖 − 𝑔𝛼𝑗 = 𝑓𝑖𝑗 = 𝑔𝛽𝑖 − 𝑔𝛽𝑗, στο 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽,

για κάθε 𝑖, 𝑗, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼 . Μπορούμε, λοιπόν, να ορίσουμε συναρτήσεις 𝐹𝛼𝛽 στο 𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽
με 𝐹𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝑖 − 𝑔𝛼𝑗, στο 𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽, γιατί από παραπάνω έχουμε 𝑔𝛼𝑖 − 𝑔𝛼𝑗 =
𝑔𝛽𝑖 −𝑔𝛽𝑗, στο 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 ∩𝑉𝛼 ∩𝑉𝛽. Αφού οι 𝑔𝛼𝑖 ανήκουν στον 𝐿2(𝑈𝑖 ∩𝑉𝛼) και το 𝐼 είναι
πεπερασμένο, τότε και 𝐹𝛼𝛽 ∈ 𝐿2(𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽). Από τον ορισμό τους φαίνεται πως οι 𝐹𝛼𝛽
ικανοποιούν τη συνθήκη των συκύκλων και συνεπώς, 𝜃 = (𝐹𝛼𝛽)𝛼,𝛽∈𝐼 ∈ 𝑍(𝒱).

Έχουμε, τώρα, σε καθε 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∶ 𝑓𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑖 − 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑖 − 𝑔𝑗𝑗 − (𝑔𝑖𝑗 − 𝑔𝑗𝑗) =
𝑔𝑖𝑖 − 𝑔𝑗𝑗 − 𝐹𝑖𝑗. Συνεπώς, αν ορίσουμε 𝜂 = (ℎ𝑖)𝑖∈𝐼 = (𝑔𝑖𝑖∣𝑈𝑖

)𝑖∈𝐼 , τότε 𝜂 ∈ 𝐶0(𝒰) και,
από τα παραπάνω, έχουμε: 𝜉 = 𝜕𝜂 − 𝜃∣𝒰

Για το επόμενο πόρισμα θα χρησιμοποιήσουμε, χωρίς απόδειξη, το θεώρημα του
Banach:

Θεώρημα 3.2.6. Αν Τ είναι ένα φραγμένος τελεστής μεταξύ δύο χώρων Banach, ο
οποίος είναι 1­1 και επί, τότε ο Τ−1 είναι, επίσης φραγμένος.

Πόρισμα 3.2.7. Υπάρχει σταθερά 𝐶 > 0 με την ακόλουθη ιδιότητα: για κάθε 𝜉 ∈ 𝑍(𝒰)
υπάρχει 𝜃 ∈ 𝑍(𝒱) και 𝜂 ∈ 𝐶0(𝒰) έτσι ώστε:

𝜉 = 𝜃∣𝒰 + 𝜕𝜂

και επιπλέον,
𝑚𝑎𝑥(‖𝜃‖𝒱, ‖𝜂‖𝒰) ≤ 𝐶‖𝜉‖𝒰.

Απόδειξη. Έστω Η0 = 𝑍(𝒱) ⊕ 𝐶0(𝒰) και 𝜋0 ∶ 𝐻0 → 𝑍(𝒰), (𝜃, 𝜂) ↦ 𝜃∣𝒰 + 𝜕𝜂. Η 𝜋0
είναι συνεχής απεικόνιση μεταξύ χώρων Hilbert. Από την πρόταση που προηγήθηκε
ξέρουμε ότι είναι επί. Άρα, αν Η είναι ο κάθετος υπόχωρος του πυρήνα τότε ο περιο­
ρισμός της 𝜋0 στον Η επάγει έναν ισομορισμό. Από το θεώρημα του Banach ξέρουμε,
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τότε, ότι και η αντίστροφη της 𝜋0(εννοούμε τον περιορισμό της) θα είναι συνεχής. Αυτό
σημαίνει οτι υπάρχει 𝐶 > 0 τέτοιο ώστε για κάθε 𝜉 ∈ 𝑍(𝒰),

‖𝜋−1
0 (𝜉)‖𝐻0

≤ ‖𝜉‖𝒰.

Όμως, ‖𝜋−1
0 (𝜉)‖𝐻0

= √‖𝜃‖2
𝒱 + ‖𝜂‖2

𝒰 ≥ 𝑚𝑎𝑥(‖𝜃‖𝒱, ‖𝜂‖𝒰) και άρα, έχουμε το ζη­
τούμενο.

Λήμμα 3.2.3. Έστω 𝐷′ ⊂ 𝐴 ⊂ 𝐷 ⊂ ℂ, με 𝐷′, 𝐷 ανοιχτά και Α συμπαγές. Τότε για
κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει κλειστός υπόχωρος 𝑀 του 𝐿2(𝐷), πεπερασμένης συνδιάστασης,
τέτοιος ώστε για κάθε 𝑓 ∈ 𝑀

‖𝑓‖𝐷′ ≤ 𝜀‖𝑓‖𝐷.
Απόδειξη. Αρχικά, βλέπουμε ότι αν έχουμε μία ολόμορφη συνάρτηση στον δίσκο𝐷(𝑎, 𝑟),
𝑓 = ∑ 𝑐𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛, τότε

‖𝑓‖2
𝐷 = ∑ |𝑐𝑛|2 𝜋𝑟2𝑛+2

𝑛 + 1 .

Αυτό γιατί, υπολογίζοντας τα εσωτερικά γινόμενα των

𝑔𝑛 = (𝑛 + 1/𝜋)1/2𝑟−2𝑛−2(𝑧 − 𝑎)𝑛,
βλέπουμε ότι αποτελούν ορθοκανονική βάση του 𝐿2(𝐷).

Αν, λοιπόν, έχουμε μία ολόμορφη συνάρτηση στο 𝐷(𝑎, 𝑟) με
𝑓 = ∑

𝑛≥𝑚
𝑐𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛,

δηλαδή 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑚−1 = 0, τότε

‖𝑓‖2
𝐷(𝑎,𝑟/2) = 2−2𝑚−2 ∑

𝑛≥𝑚
2𝑚−𝑛|𝑐𝑛|2𝑟2𝑚+2 ≤ 2−2𝑚−2‖𝑓‖2

𝐷(𝑎,𝑟).

Αν διαλέξουμε, λοιπόν,𝑚 αρκετά μεγάλο ώστε 2−2𝑚−2 < 𝜀 τότε θα είναι ‖𝑓‖2
𝐷(𝑎,𝑟/2) ≤

𝜀2‖𝑓‖2
𝐷(𝑎,𝑟). Επίσης, ο χώρος των 𝑓 για τις οποίες 𝑐1 = ⋯ = 𝑐𝑚−1 = 0 είναι ένας

κλειστός υπόχωρός του 𝐿2(𝐷(𝑎, 𝑟)) συνδιάστασης 𝑚, αφού είναι το ορθογώνιο συ­
μπλήρωμα του ⟨1, 𝑧 − 𝑎, … , (𝑧 − 𝑎)𝑚−1⟩ ⊂ 𝐿2(𝐷(𝑎, 𝑟)).

Επιλέγουμε τώρα, 𝑎1, … , 𝑎𝑠 ∈ 𝐴 και 𝑟 τέτοια ώστε 𝐷(𝑎𝑖, 𝑟) ⊂ 𝐷 για κάθε 𝑖 και
𝐴 ⊂ ∪𝑖𝐷(𝑎𝑖, 𝑟/2). Πάντα μπορούμε να βρούμε τέτοια γιατί, μπορούμε να επιλέξουμε
𝑟 πρώτα, έτσι ώστε 𝐷(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝐷 για κάθε 𝑎 ∈ 𝐴 και μετά, αφού τα 𝐷(𝑎, 𝑟/2) θα
καλύπτουν το Α, να διαλέξουμε πεπερασμένα από αυτά ώστε να το καλύπτουν ακόμα
(αφού είναι συμπαγές).

Θεωρούμε τον υπόχωρο Μ που αποτελείται από τις συναρτήσεις με μηδενικές τις
πρώτες 𝑚 παραγώγους στα 𝑎1, … , 𝑎𝑠, για 𝑚 με 𝑠2−2𝑚−2 < 𝜀2. Ο Μ είναι ένας κλει­
στός υπόχωρος πεπερασμένης συνδιάστασης στον 𝐿2(𝐷). Για κάθε 𝑓 ∈ 𝑀 , αφού
𝐷′ ⊂ 𝐴 ⊂ ∪𝑖𝐷(𝑎𝑖, 𝑟/2) ⊂ ∪𝑖𝐷(𝑎𝑖, 𝑟) ⊂ έχουμε:

‖𝑓‖2
𝐷′ ≤ ∑

𝑖
‖𝑓‖2

𝐷(𝑎𝑖,𝑟/2)

≤ 𝜀2

𝑠 ∑
𝑖

‖𝑓‖2
𝐷(𝑎𝑖,𝑟) ≤ 𝜀2‖𝑓‖2

𝐷

και έχουμε το ζητούμενο.
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Τέλος, μετά από όλα αυτά αποδεικνύουμε το θεώρημα 3.2.2. Έστω 𝜀 = 1/2𝐶, όπου
𝐶 η σταθερά της πρότασης 3.2.9 Αφού τα 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 είναι σχετικά συμπαγή στα 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗,
υπάρχει κλειστός υπόχωρος, πεπερασμένης συνδιάστασης,Μ𝑖𝑗 του𝐿2(𝑉𝑖∩𝑉𝑗) τέτοιος
ώστε για κάθε 𝑔 ∈ 𝑀𝑖𝑗 να έχουμε

‖𝑔 ∘ 𝑧−1
𝑖 ‖𝑈𝑖∩𝑈𝑗

≤ 𝜀‖𝑔 ∘ 𝑧−1
𝑖 ‖𝑉𝑖∩𝑉𝑗

.

ΈστωΜ′ το ευθύ άθροισμα αυτών των𝑀𝑖𝑗 καιΜ = Μ′ ∩𝑍(𝒱). Άρα, για κάθε 𝜃 ∈ 𝑀
θα ισχύει:

‖𝜃∣𝒰‖𝑈𝑖∩𝑈𝑗
≤ 𝜀‖𝜃∣𝒰‖𝑉𝑖∩𝑉𝑗

.
Έστω 𝐹 ο κάθετος υπόχωρος του Μ στον 𝑍(𝒱) και 𝜋𝑀 , 𝜋𝐹 οι αντίστοιχες προβο­

λές. Αφού το Ι είναι πεπερασμένο και κάθε Μ𝑖𝑗 έχει πεπερασμένη συνδιάσταση στον
𝐿2(𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗), τότε και ο Μ, και άρα ο 𝐹 θα έχει πεπερασμένη συνδιάσταση στον 𝑍(𝒱).
Θα δείξουμε ότι ο 𝐹 , μαζί με την εικόνα του 𝜕 παράγουν τον 𝑍(𝒰).

Έστω 𝜉 = 𝜉1 ∈ 𝑍(𝒰). Γράφουμε το 𝜉1 ως 𝜉1 = 𝜃1∣𝒰 + 𝜕𝜂1, όπως στο πόρισμα,
με 𝑚𝑎𝑥(‖𝜃1‖𝒱, ‖𝜂1‖𝒰) ≤ 𝐶‖𝜉1‖𝒰. Θα είναι 𝜃1 = 𝜋𝑀(𝜃1) + 𝜋𝐹 (𝜃1). Έστω, 𝜉2 =
𝜋𝑀(𝜃1)∣𝒰 και 𝜑1 = 𝜋𝐹 (𝜃1). Κάνουμε το ίδιο για το 𝜉2 και επαγωγικά φτιάχνουμε
ακολουθίες, 𝜉𝑛 ∈ 𝑀 για 𝑛 > 1, 𝜑𝑛 ∈ 𝐹 και 𝜂𝑛 ∈ 𝐶0(𝒰) τέτοιες ώστε

𝜉𝑛 = 𝜉𝑛+1 + 𝜑𝑛∣𝒰 + 𝜕𝜂𝑛, και

𝑚𝑎𝑥(‖𝜃𝑛‖𝒱, ‖𝜂𝑛‖𝒰) ≤ 𝐶‖𝜉𝑛‖𝒰.
Για το 𝜉𝑛 έχουμε:

𝜉𝑛+1 = 𝜋𝑀(𝜃𝑛) ⇒ ‖𝜉𝑛+1‖𝒰 = ‖𝜋𝑀(𝜃𝑛)‖𝒰

≤ 𝜀‖𝜋𝑀(𝜃𝑛)‖𝒱 ≤ 1
2𝐶 𝐶‖𝜉𝑛‖𝒰 = 1

2‖𝜉𝑛‖𝒰.

Επαγωγικά, λοιπόν ‖𝜉𝑛+1‖𝒰 ≤ 1
2𝑛−1 ‖𝜉1‖𝒰. Από αυτό έπεται ότι 𝜉𝑛 → 0 και επίσης,

οι ακολουθίες ∑ 𝜑𝑛 και ∑ 𝜂𝑛 είναι βασικές. Αυτό γιατί

‖𝜑𝑛‖𝒱 ≤ ‖𝜃𝑛‖𝒱 ≤ 1
2𝑛−1 ‖𝜉1‖𝒰

και
‖𝜂𝑛‖𝒰 ≤ 1

2𝑛−1 ‖𝜉1‖𝒰.

Ο 𝐹 , ως κλειστός υπόχωρος χώρου Hilbert, είναι πλήρης. Επίσης, ο 𝐶0(𝒰) είναι χώρος
Hilbert και άρα πλήρης. Συνεπώς, οι∑ 𝜑𝑛 και∑ 𝜂𝑛 συγκλίνουν. Άρα, αν𝜑 και 𝜂 είναι
τα αντίστοιχα όρια τότε θα έχουμε 𝜑 ∈ 𝐹, 𝜂 ∈ 𝐶0(𝒰). Τέλος, από τον ορισμό τους και
αφού 𝜉𝑛 → 0 θα έχουμε:

𝜉 = 𝜑∣𝒰 + 𝜕𝜂.

Αφού αυτό ισχύει για κάθε 𝜉 ∈ 𝑍(𝒰) δείξαμε οτι ο 𝐹 και ο 𝜕𝐶0(𝒰) παράγουν τον
Ζ(𝒰) και συνεπώς, ο 𝜕𝐶0(𝒰) έχει πεπερασμένη συνδιάσταση στον Ζ(𝒰).
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